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INTRODUCTION

I .  ORIGINE DU PROBLEME.

Depuis quelques années, beaucoup de problèmes sont formulés en termes de modèles
non linéaires et non locaux. Ce travail trouve son origine dans un article de M. CHIPOT
et J.F. RODRIGUES (cf.[CR]).

A) PREMIERE APPROCHE.

Nous savons depuis FOURIER que l'équation qui régit la propagation de Ia chaleur,
cla,ns un domaine fl. est :

Ô(cu) ,.  A ̂ .  - ^
a t  

- / f , au :u :

où :
- u(r,f) est la température au point r, à I'instant t,
- k la conductivité du corps considéré,
- c sa chaleur massique.

le et c dépendent de u, de r et de t, donc apparaissent comme des éléments essentiellement
locaux. Il y a cependant une difrculté majeure ; cette approche est incompatible avec la
notion de mesure physique. Comment mesurer, en effet, la température ponctuelle d'une
ma,sse ponctuelle ?

Une solution possible consiste à considérer B'r,, une boule de rayon e centrée en r, et à
remplacer  c(x , t ,u)  e t  k(x , t ,u)  par  c(x , t ,ù  Ï " ru)  e t  k( r , , t , t  In ;u) .

Il reste alors à examiner la solution u' du problème :

Ô , ,  1  I  1  I

fr("{*,t, ù J 
",u)u'(r, 

t)) - k(x,t, 
Èt J 

"ru)L,u'(x,t) 
: 0.

En étudiant, en particulier, son comportement quand e -r 0.

La démarche que nous allons adopter ici est différente, et consiste à remplacer u dans les
coefficients c et k pur sa valeur moyenne fh /" ".
Nous sommes ainsi a,menés à étudier des équations dont le type général peut s'écrire :

Ôu , f  \
æ 

- a( 
Jnu)Lu: 

f  (x,u) dans 0 x (0,?).



B) SECONDE APPROCHE.

De nombreuses équations aux dérivées partielles (appliquées par exemple à la biologie)
sont de la forme :

(  H  -  a ( t )Lu :  f  ( r ,u )  dans  f t  x  (0 ,7 ) ,

\  u :0  dans  ô0  x  (0 ,7 ) ,
(  ' ( " , 0 )  :  ' o ( t ) ,

avec par exemple, ici, des conditions initiales de type DIRICHLET.

C'est le cas des équations de FISCHER qui décrivent l'évolution génétique d'une popula-

tion, où :

f  ( * , u )  :  m (x , t ) h (u ) ,

ou encore :

f @,u) : u(a - bu),

pour les problèmes de diffusion logistique qui décrivent l'évolution de la densité d'une
population vivant dans f) (cf. [DKM]).
Dans chacun de ces cas, on définit la distribution de u(æ.,t) par :

c(x,t):ffi
Nous nous posons la question suivante : existe-t-il une solution u(r,t) admettant une

distribuiion indépendante du temps ?

Des résultats ont déjà été établis pour d'autres types d'équations.

Par exemple, dans le cas d'une population dont l'évolution est modélisée par la formule

classique de LOTKA-McKENDRIK :

(  ou -  u"  -  - * (a)u(a, t ) ,
I  a t  ô a -

{  " (o , t )  
:  /o*-  f  (a)u(a, t )da,

(  , ( o ,0 )  :  uo (a ) ,

où : - u(a,t) est la densité de population d'âge a à I'instant f ,
- /(") est le coefficient de fertilité à l'âge o,
- m(a) est le coefficient de mortalité à l'âge a.

Les démographes appellent population équilibrée, une population dont la distribution d'âge

c(a,t) est indépenda,nte du temps :

c(a, t ) :  c(a) , ,  Vf  > 0.

Intuitivement, cela signifie que le pourcentage des personnes ayant l'âge a, à I'instant t, ne

varie pas avec le temps. La densité d'âge d'une population équilibrée vérifie donc :

f+oo
u(a,, t) :  

"(")  Jo 
u(a,t)da.

On constate que u est à variables séparees.

ô



Réciproquement,  s i  u(4, t )  :  ut(a)u2(t)  âv€c u1(o) > 0, on a :

u(a , t ) u r (o )
- ; E  

Æ  
- ; T o o -  - - \ * , / '

Io'* u(a.,t)da J|-* ur(a)da

L'intérêt de cette notion réside dans la description du comportement asymptotique de ces
poprrlations : toute population qui, sous certaines conditions de régularité, vérifie les for-
mules de LOTKA-McKENDRIK tend au cours de son évolution à devenir une population
équilibrée (cf.[H]).

On se demande dans l'étude d'un problème d'évolution de nature parabolique, si de la
même façon, I'existence d'une solution équilibrée, c'est à dire, à variables séparées. non
nécessairement stationnaire, permet de mieux comprendre son comportement asympto-
tique.

Cherchons dans un premier temps, une condition sur le coefficient p du problème :

(  H - P$)Lu- /  dans Ct x (0,7),

\  u :0  dans ôO x  (0 ,?) ,
[  , ( t ,  0 )  :  uo ( r ) ,

pour que ce dernier admette une solution équilibrée (c'est à dire à variables séparées).

THEOREME 0.1.

On suppose qutune au moins des fonctions z6 et / : /(r) ntest pas fonctiou
propre de (-A) sur f,).

Soit C/ une constante, p(t) : 
ffi 

est une condition nécessaire pour que le

problème :
(  H  -p ( t )L 'u  :  f  #0  dans  O x  (0 ,? ) ,

\  u :0  dans  ôO x  (0 ,? ) ,

[  , ( r ,0)  :  ,o( t )  avec [nus(r)dx 10,,

admette une solution à variables séparées.

DEMONSTRATION.

Soit u une solution à variables séparées. II existe z1 définie sur O eL u2 définie sur

[0, T], telles que :
u (x , t ) :  u { r )uz( t ) ,

donc :

lnu@,t)d,x 
: 

"rQ) Inu{x)d,x.

ïçu( r ,0)dx :  "z(0)  Jnul (x)dx 10.

4
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Ce qui implique :
u t ( r ) uo@)

fnu{x)dr 
-  

fnus(r)dr '

e t :

u(r,t)- o Io!11,,, ,  I  u@,t)dr.
Jo uo(r  )dr  Jç

On écrit : u(x,t) : 
"@) Iau(r,,t)dx avec c(z) : , ", i?- .

J  n u o ( x ) d x

L'équation initiale devient :

"@( [  
u@,t)d.r)1 - pft)Lc(r) [  u6,t)d,r --  f  (r) .  (Lt

J a  J a

Pour u6 +0,,i lexiste ù, fonction propre de -4, sur O:

f -AV : kù dans f,) x (0, ?),

I t[ : o dans âQ x (o' ?)'

telle que : [nu(x,,0)i[(r)dc I 0. V est non proportionnelle à c) cat sinon f et us seraient
proportionnelles à itrr. De plus :

Or:

( 
lnu@,t)v(x)d,r), + *nç1 

lnu@,t)e(x)d'x 
: 

lrrf.l*fx)tu.

ctonc :

lnA*)*{*)d.( lnu@,,t)d,r)1 
+ kp(t) 

lnc@lv 
(ù0. 

lnu@,t)d'r 
: 

loil*)v(r)dr. 
(2)

En faisant : c(x)(2) - (J; c(r)ilr(z)dtX1), on obtient :

pG)( 
lac(r)ir(c)d 

æ)lkc+ acl 
Inu@,t)dx 

: 
"@ Irl(r)v(c)d 

, - t@ Inc@)v(r)dx.

D,ot) ,enremarquantque: / 'c( r ) i I l (æ)d,x: f f i {0etAc(o)*kc(x) t '0 ,

r  _c(x)Unf@)v(æ)dx)- f@)lnc(x)v(r)dxp(tx /  u(x, t )d,x) :
ro [Ac(u) + kc(æ)] [nc(x)V(æ)d,r

5

lnu@,t)v 
(x)d,r - 

lnc@)v 
(x)d,r 

lnu@, 
t)dn,



On constate que :

.  p( t ) ( Ïar@,t )dr)  est  une fonct ion de f ,

" ( " ) (  L  f ( x N , ' ) d . x ) - I t r )  [ ^ c ( z ) v ( c ) d c  ,  Frsu F- rs' est une toDctron de r.
[A " t r ) * / " c ( z ) ]  J  c ( c )V (o )dc

Donc. il existe une constante C telle que :

p(t):#i,

REMARQUE 0.1.

Réciproquement, on montre sous certaines hypothèses que cette condition est aussi
suffisante (voir page 102).

REMARQUE 0.2.

Le coefficient p(f) étant de la forme :

nous sommes naturellement amenés à étudier le problème suivant :

# - 
"(lnu)L,u 

- / dans f) x (0, ?),
z :0 dans ôf l  x (0,?),
u(x ,0 )  :  uo ( t ) ,

et d'une façon plus générale le problème :

* -  
"(hu)Lu 

- /  dans O x (0,?),
u : 0 dans ôf,)0 x (0, ?),
# : O dans ôOr x (0, ?),
u( r ,0) :  uo(s) .

Les ouverts disjoints âf,to et ôOr de âCl vérifient : ôO6 U AO1 - ôO, et ôOo * 0, n désigne
la normale unitaire extérieure à âO et a est une fonction réelle continue.

On supposera souvent /(c) et u6(o) positifs ou nuls pour c appartenant à O, domaine
régulier de RN. On a en effet le thôrème suirrant qui a^ssure la positivité de u :



THEOREME 0.2.

Si .f(r), uo(*) 2 0, si 
"([a") 

) 0 et si le problème :

(  *  -  a ( lau)Lu :  f  @)  dans  f )  x  (0 ,  ? ) ,

)  u :0  dans  âO6 x  (0 ,7 ) ,' l  
# : o dans â0r x (0,?),

(  , ( " , 0 )  :  uo (z ) ,

admet une solution régulière u, alors : u(r,f) > 0 Vt > 0 p.p. dans f,).

DEMONSTRATION.

On pose : rtr: u+ - u- où ,.,.1, u- désignent respectivement la partie positite et la.
partie négative de u et on suppose que ces fonctions peuvent être prises comme fonctions
tests.  

f
l u t t u -  )  - a (  |  u )  <  Au ,  u -  ) : 1  f  , u -  ) ,

J A

<u{  -u l ,u -  >  *o(  [  ù .Vu*  -  Vu- ,Vu-  ) : (  f  ,u -  ] ,
J A

donc :
1^ f- ; ( l l  

" -  l l " ) , -  " (Jru) <Yu-,Vu- ) : (  f  ,u-  > .

Ainsi , ll "- ll2 est fonction décroissante de t. Comme uo 2 0, elle est nulle en t : 0. et
donc identiquement nulle.

REMARQUE 0.3.

Certains exemples que nous expliciterons plus tard, montrent cependant que même
pour zs(r) > 0 et f(r) > 0, il existe des temps, > 0 pour lesquels la soiution u(:r,t) du
problème :

( * 
- a([nu)Lu- / dans Q x (0,?),

)  u :0  dans  ôOo  x  (0 ,? ) ,' l  
# :0dansôOrx(0,?) ,

[  , ( t , 0 )  :  , o ( " ) ,

prend des valeurs négatives. Ceci est dû àlaperte du caractère parabolique de ces équations
après dégénérescence du coefficient 

"(la").
Pour expliquer ce phénomène, gd est, en fait, la perte du principe du ma>rimum, la nature
de la fonction a(c) est essentielle.

On montre que le comportement de la solution va dépendre de la position de la courbe :

y: d(t)pax rapport à l 'hyperbole : v: ry,où { vérifie :

( -Lë - 1 dans f),

Iô:osurôooI0,
[ 3* : o sur ôf)1'



THEOREME 0.3.

on suppose : In f @)ô@)dr l o.

( -"(hu)L,u - / dans f),

L'équation stationr,*i"", { \.=0 
dans âfls,

I 
Ë# : 0 dans âf,ir '

admet autant de solutions quti l  y a de racines à l téquation: ra(r) :  [n f @)ô(r)d:r.

DEMONSTRATION.

Si z est solution. alors :

f- r (  
J*u(x , t )dr )$( r )Lu:  

f  ( r )$( r ) ,

et par intégration sur f,) :

o1 [ r ,1* , t ) tu)  [u@,t)d,x :  I  f@)O@)ar.
J A  J A  J A

Donc ïçu(*,t)dr est racine de l'équation xa(r) : [n f @)ô(x)dr.
Réciproquement, soit / une racine de ra(æ) - [n f @)ô@)dx et soit u solution de :

( -a(l)Lu - / dans f,i,

)  u :0  dans  â f )6 ,

I  #-0dansôf) r .
t

On a simultanément :
f f

"0 Jnu(x, t )dx:  Jnf  
@)ô(r)dr ,

e t :

a(t)t: [ .:r.16ç*1a,,
J A

donc : 
t -- [ u(x,t)d,x, car a(t) I 0 si Ia r(*)ô(*)dx 10.

J A

REMARQUE 0.4.

L'hyperbole g - In r@)-o@)a" 
dégénère en la droit e y :0 pour ïn f @)ô@)dt - 0.

C'est à dire, si on suppose f 2 0, pour "f 
: 0 (cas homogène).



II. PRESENTATION DES PRINCIPAUX RESULTATS.

Soit V l'espace des fonctions u de //t(f)) telles que ul6eo - 0.

!'' muni de la topologie induite est un sous-espace fermé de.IJl(f)). D'après I'inégalité de
POINCARE, voir [DL3], on peut munir I/ de la normer ("1^o ll Vu ll'?)à, alors équivalente
à celle de I/1(f)).

Comme le laisse entrevoir la remarque précédente, le premier chapitre est consacré à l'étude
clu problème homogène :

(H)
H - 

"(hu)L,u: 
0 dans f,)  x (0, ?),

u :0 dans ôQ6 x (0,  ?) ,

H : O dans â01 x (0, ?),
u ( r ,0 )  :  uo( r ) .

L'existence globale et le comportement asymptotique de (f/) reposent sur un théorème du
point fixe réel.

THEOREME 1..1.

On suppose que us €st une fonction de Lt(O)
continue de R dans J?. On suppose de plus, qutil
vérifiant pour tout c réel : 0 < m < a(x) < M.

Alors, il existe une unique fonction u vérifiant (I/)

et que a est une fonction
existe deux réels m et 1,1

telle que :

u e L2(0,7;V)n C(0,  T;L2(A)) ,  V? > 0.

u(2, t) converge uniformément vers 0 dans O quand t tend vers foo, et 0 est un point
d'attraction asymptotiquement stable au sens de LYAPUNOV pour la norme ll ll-.

Remarquons que, sous les conditions du théorème 1.1, l'équation reste toujours parabolique
et on peut, en particulier, Iui appliquer les principes classiques de la théorie (principes du
ma:cimum, sous-solutions, sur-solutions... ).

Cette situation ne se conserve pas si on a,ffaiblit les conditions sur o. Par exemple, si on
renonce aux "conditions naturelles" : 0 ( m < a(x) I M et si on suppose que a est une
fonction réelle, positive et continue seulement pour r ) 0, on constate que la solution
s'éteint après un temps fu.



THEOREME 1.2. (Extinction en temps fini)

On pose z H(t) : Iar(*.,t)dr otr u vérifte :

H - t  :0 dans f ,)  x (0,?),
tr : 0 dans ôf)o x (0, ?),

* :  O dans âfl1 x (0, ?),
u(r ,0) :uo( r )  >0.

Soit a une fonction réelle, positive et continue pour r ) 0, on pose :

1 ,
- 1 1  7

a  o  H [z ] - - '

, î ' dxt  :  
Jo *o(ù'

éventuellement singulière à ltorigine, est finie.

Too - 
lr**

et on suppose 2 T* ( oo. Le problème (I/) admet une unique solution globale
toujours positive ou nulle. Cette solution devient identiquement nulle, simul-
tanément en chaque point de 0 pour t : T*.

Il est possible dans certains cas de déterminer exactement l'instant où la solution devient
iclenticluement nulle. Par contre, le cas général s'avère plus difficile. On se propose, quand
le calcul explicite de 3- n'est pas possible, de définir un critère simple permettant de dire
si ?oo est fi.ni ou non.

THEOREME I..3.

Soit a une fonction réelle positive et continue sur R**.

Soit (C, k) dans ft+* x .R. On suppose que si :

/(t) - Ceæp(-kt) quand t + *oo, alors o[/(t)] - alCexp(-kt)l quand t * +-.

7oo est ffni si et seulement si l'intégrale :

On peut parfois prolonger la solution en temps au-delà de ?-.

10



THEOREME 1.4.

Soit a une fonction réelle, continue et positive quand r € R*+ et soit u6
positive dans C'(A), D est un intervalle ouvert réel contenant O.

On suppose que I(r): Ï; h existe et est f inie pour tout r dans D.

a) Si la fonction xa(æ) admet une limite nulle, quand r --' 0, la
solution u(r,,t) se prolonge de façon continue et dérivable en temps, au-delà de
7",o, par la fonction nulle.

b) Si la fonction ra(r) admet une limite finie non nulle, ou infinie
quand r * 0, et si,I(r) est bijective de D sur I(D), alors i l est encore possible de
prolonger la solution u(2, f ) de façon continue (et dérivable) en temps, au-delà
de 7.o.

L'étude du cas homogène montre qu'il faut des conditions fortes sur d pour établir l'existence
d'une solution globale. La nature même du problème laisse cependant supposer I'existence
d'une solution locale. Ceci fait I'objet du chapitre 2.

THEOREME D'EXISTENCE LOCALE 2.L.

On suppose que us est une fonction dans L'(q et que / est dans L'(0,7;I ' ' '),
où V' est le dual de V.

a est une fonction continue, strictement positive dans un voisinage de [nusçx1dï.

Alors, il existe ? > 0 tel que le problème :

admette une solution (locale) dans L'(0,T;V)n C(0,"; I2(O)).

La démonstration de ce théorème nous montre aussi quelles hypothèses il faut mettre sur

les données du problème pour qu'il y ait existence globale et unicité de Ia solution.

( # - a([au)A,u- / dans f, i x (0,?),

/  D \  )  u :0  dans  ôOs x  (0 ,? ) ,
\' '' 

I 8i : o dans ôor x (0, T),
[  , ( " , 0 ) :  uo ( t ) '

11



THEOREME D'EXISTENCE GLOBALE 2.2. (avec condit ions naturel les
de structure)

On suppose que us et Aus sont des fonctions de L'(.A) et que / est dans V.

a est une fonction continue. vérifiant les conditions naturelles de structure :

0<m1a1At I .

Alors, pour tout ? > 0, le problème (P) admet une solution (globale) dans
L2(0 ,7 ;V)  À  C(0 ,T ;  L2(A \ .

Si de plus, on suppose que a est une fonction l ipschitzienne, cette solution est
unique.

Le chapitre 3 est consacré au comportement asymptotique des solutions globales, et met
en évidence I'existence de domaines invariants et de points fixes instables. On considère
I'ensemble des points d'intersection entre la courbe :

U :  a lx ) ,

et l'hyperbole :

, : Ia f@)Ô@)d'r

contenus dans un compact donné, lao,ar)x [ôs, b1], de.R2. On suppose que a est strictement
positive sur [a6 , a1] . Définissons aJors u- et u 7y1 par les relations suivantes :

(  -  _qn in .a (n )L ,u *  
- / dansO,  (  -  max ,a ( x )L ,uy  - / dans0 ,

I  c € [ a s , a 1 1  |  c € [ a e , a 1 ]

\  , *  -  0  dans ôO6,  \  uu:O dans ôf )0,

t  k :0dansôOr,  t  * :0dansâf , ) r .

On note alors Z I'ensemble des fonctions de V comprises entre u14 et urn.

Z - -  {u  e .V luy  1u Su*} .

, Z est un convexe, fermé de V, non vide car contenant u* et uy.

Nous montrons que Z est un domaine stable c'est à dire que si us, condition initiale du
problème, est prise dans I'ensemble Z alors u(.,t), est encore dans Z, Vt e [0,?].

L2



THEOREME 3.2.

Soient use un€ fonction de Z, et /  une fonction posit ive deV'.

a est strictement positive sur [ao,at) et vérifie les relations :

min n(r )  :  min a(r \  e t  max a(r ) :  max u(r \
r ' €  [ as  ' a  1 ]  , e I I nu  u  ( x )dx ,  

f  n  
u^ (x )dxJ  c  € [a  s ,a  1 ]  x€ .1 [nuu  ( x )d . x ,  

I nz -  
(  r  ) r i r ' ]

Alors,  le  problème (P)  admet  une so lut ion g lobale dans L ' (0 ,7;V)  n C(0,7:  L2(9)) .
De plus, si u6 est dans Z alorcu(.,t) est encore dans Zrquelque soit t€ [0,7].

L'existence de domaines invariants conduit naturellement à la notion d'attracteur maximal.
Soit tu Ia solution de l'équation elliptique :

( -L, - / dans 0.

1  u :0  dans  ôQ6 ,

l 3# : o dans ôflr'

Soit X la droite de l2(fl) portée par u,.

X :  D* :  {u  €.  L2(A) lu :  t rùrvsm e R} .

X contient toutes les solutions stationnaires uoo car :

uoc :-  
"( lau*(æ)dr) '

P<lur u* fixé, on suppose qu'il existe a+ fonction croissante et a- fonction décroissante cle
r, vérifiant :

a - ( r )  <a ( r+  [ u * )<o+ ( " )  ,  V r€R ,
J O

et qu'ii existe, pour tout couple de réels strictement positifs (*,y), une fonction croissante
to, telle que :

1 1  1
1*--1 S.,(1"-sl) .

Soit C la consta.nte de POINCARE. On pose :

F(ù -a-1ol ï,/r)r- o+qf)l + Ja)w(,flo| ï r/ù),,

et on suppose qu'il existe un unique réel positif k tel que :

F ( y ) -O  pou ry - l c ,  F ( y )>0  pou ry>k .

Pour o(æ) vérifiant : 0 ( m < a(x) 1 M, on peut poser :

a-(x) -- nr., a+1x1 - 14 et to(c) - 
ry

13



O n a :

F(y):n'La-rWY#,

et cionc :

,^- , (M-m)l l  / l l r , , '  M* - r ,  
mZ  ,C r * .

On peut établir directement I'inégalité :

ll (" - 
"*) ll3< k + (ll "o 

- 
"* ll3 -k)erp(,-Cmt),

et clonc, pour t assez grand :

ll (" - u*) ll3< 1 + k.

Si on remarque dans ce cas pour ss, nombre positif donné, que :

lry, I "", ffi: lgà l,', #: * 1,3,, m(*): -oo avec ss ) o,

ce résultat provient du théorème général suivant :

( Z+ - '(/o u)Au - / dans f,) x R,
\ u :0 sur ôOs x .R,

t  8#:o sur ôft1 xR.

L4

THEOREME 3.4.

On considère une solution stationnaire uoo élément de X.

Soit I f  :  {u eVl l l  ,  -  roo l l1,<I+ k}.

On suppose :

nm [  = ' \ :  -oo .
r=o J so F(y + k)

Alors .I{ est un compact absorbant de .L2(ft) :

VB borné c L2(Q),, 3t(B) tel que Vr > t(B), Vuo e B, u € K.

L'existence de K compact absorbant dans .02(O), espace métrique complet, implique que
I'ensemble *4. des images des trajectoires complètes bornées est attractif et invariant, c'est
à dire qu'il est I'attracteur maximal cherché. ("f. tH.])

A est exactement I'ensemble des données initiales des solutions u globales et bornées de :



Dans le chapitre 4, nous étudions, afin de mieux comprendre son comportement asympto-
bique, la croissance de u(r,t) (Th. 4.1), puis celle d" /n u(x,t)dx (Th. 4.2) en fonction de
la variable t.

THEOREME 4.L. (croissance de u(t))

Soient us et Au6, deux fonctions de L'(Q), et "f > 0 dans V.

On suppose que o est strictement positive, continûment dérivable, décroissante
sur -R** et que : ,f + a(fnus(r)dx)Lus ) 0. Alors, le problème (P) admet une
solution globale unique dans L2(0,7;V) n C(0, T;L2(A) qui de plus est fonction
croissante de f.

THEOREME 4.2. (croissance de Iau(r,t)dr)

On suppose f,), ôOo, âflr invariants par chacune des symétries orthogonales
(^S;)  dthyperplan (* t :0) '  otr  i  parcourt  {L,2,3, . . . , I t r } .
Soit gs une fonction impaire définie sur f).

rL;) T et Az6 sont des fonctions de I2(f)).

a est une fonction continue, décroissante de R** dans .R+*, lipschitzienne pour
r  2 . f ,  us(r)dr.

On suppose que :
( r>0,
{  /+a(Jnu6)auo)  eo,
I  ro>0,  (uoÉO).

Alors, pour tout ? > 0 le problème (P) admet une solution globale unique dans
L2(0,7;V) nC(0,7;L2(A\, tel le que Içr@,t)dx est fonct ion croissante de f .

On en déduit les deux points suivants :

A) si on suppose que pour o assez grand, la courb. A - a(c) est toujours située

au-dessus de I'hyperbole, y - Inf@)-o@)a', alors Iau(*,t)d,r estbornée. D'après l'étude
qui précède, elle est convergente quand t + *oo. On établit qu'il existe une solution
stationnaire uoo telle que :

,Iru;:* l'('' t) - u-(æ)l : o'

B) si Jnus(x)dx est dans I'intervalle [1,.L] où I et L sont solutions successives de
l'équation :

a(r) : Ia f@)Ô@)d* '' ,  
r  

1

et si la fonction :

u:a(x\- Inf@)Ô@)a'-\* / r,

15



s'annule en changeant de signe pour r = L. Içu(x,t)dx est croissante et ne peut quitter
I'intervalle U,Ll.
A nouveau. il existe une solution stationnaire uæ) avec L: a(Ïçu,oo(x)dx), vérifiant :

.  l ip sup lu(c,  t )  -  un@)l  :  0.
r -+oo ,€0

Darrs l 'étucie des points cl ' intersection entre la courbe l l :  t t(r) et y - L/k)f l 'É. ort
petrt consiclérer comme extrênes les situations où y = a,(r:) est elle-même du t3ipe y = f .
Dans Ie chapitre 5, nous allons considérer :

(  t )  t  - IaT@)a(r)dæ,
{ z) ,t  > Inf@)q(t)dx,
I sl , t  < Irfb)E@)dx.

Pour ft : Inf(r)$(x)dx,les deux courbes coincident et ont donc en coûrmun une infinité

< Içf @)$(x)fu,I 'hyperbole y : a(r) est située stricte-
f '

au-dessous, et n'a donc avec y - ry aucun point

de points.

Pour ,t > [, f (r)<f(r)tu ou k

ment au-dessus ou strictement
d'intersection.

PREMIER cAs : Â. : Ia T@)ô@)dx.

La courbe z y : a(r). et l'hyperbole : o : 
'l"r@!Gl*-. 

se superposent. Pour
démontrer le théorème qui décrit la convergence de u, nous avons besoin d'un lemme qui
est une extension élémentaire de I'inégalité de POINCARE à d'autres normes .L2.

Comme O est borné, on suppose qu'il est contenu dans une bande d'épaisseur ûoiu I - a,ol
dans la direction 11, €t que tous les points de O sont sur'des droites passant par ôOs et
orthogonales à I'hyperplan (c1 - 0). On prolonge les fonctions en dehors de ôOo par la
valeur 0.

( r1  = 0)

16



LEMME 5.1-.

So i ta )  0e t  so i t t l t  une fonc t ionvér i f i an t  0< t ! ( r )<a ,  Vr  €  f , ) .  On
suppose qutil existe une fonction F de 11 intégrable sur [-o, o] telle que :

f* '  1

J-" ,t'6o;;6dr < F(r1)' Y(*''"' 't1Y) € P'

où P est la projection orthogonale de 0 sur lthyperplan rt :0.

Pour toute fonction u de V. on a :

f  , r , , ,  f  "
I u(")',,,(r)dÆ < c I ll vu(r) ll2 ç@)ar.

J a  J O

Nous allons utiliser la notation suivante :

NOTATION 5.1-.

On désignera par ^9, l'ensemble des fonctions poids : r! de L'(A) pour lesquelles il
existe une fonction F de c1 intégrable sur [-a, a] telle que :

f "1
J-" M*ôdr 

< F(r1) v(*' '  " ' ' rN) € P'

etqu ivé r i f i en tdep lus :  N / t ( r )  (0 ,e t  0< t ! (x )<a  Vre  0 .

On en déduit :

THEOREME 5.1.

Soient ?16 un€ fonction de ,2(O), et / une fonction de V qui ne stannule pas
sur âf)1.

Soit u dans L2(0,T;V) n C(0, f ; L2(A\ solution positive du problème :

a::  -  LIawav'  a,u: /  dans o x (0,T),at  
[nu@)dt

u:0dâi rsôoox(0,T) ,  avec 
f ieL ' (0,7;L2(aD.

H:0 dans  ô f , l1  x  (0 , f ) ,
u(r ,O) :  uo(r) ,

Soit zoo la solution du système stationnaire associé qui vérifie :

f f

J n"*@)ô@)dr 
: 

J nuo@)S@)dr.

On suppose que ,h@): ffii ""t 
dans ,S.

Alors '  

.u*  [@@,t) -u*( r11zg@ar:0.t**oo .,ifç I \r)

17



DEUXIEME cAS : te > ïa f @)ô@)dr.

La courbe :
/ \ k

a  :  a \ x ) :  
; ,

est toujours située strictement au-dessus de I'hyperbole :

, - Ia f @)Ô(')d* .
r

On montre la perte du caractère parabolique de l'équation. Pour

'L rhA(+) < o, et (+) < C'",. J '  
J

il existe fs, à partir duquel, l'équation :

0 u k a f
: - - a u : . 1  .
Ot Jnu

perd son sens puisque I'intégrale fnu(x,ts)dæ vérifie :

f

I  u( r , ts )dx :0 .
/ o

TROISIEME cAS : k < Ia Î@)ô(r)d*.

La courbe :
k

Y  :  d l t ) :  
; ,

est toujours située strictement sous I'hyperbole :

, - [a f @)Ô@)a* .
t

Nous connaissons le comportement de u quand t -+ a6p.

l l u llz* +- quand t -r foo.

Nous allons préciser ce comportement, en remarquant, pour certaines conditions initiales
données, l'existence de solutions à variables séparées, puis en démontrant que celles-ci

"attirent" toutes les trajectoires solutions quand t r +oo.

18



(  
" - / - xu - /dans f l .I  Ja "

1  , :0  dans  ô f )6 ,
l. # : o dans ôf,)t'

admet une solution positive dans V.

THEOREME 5.2 :

Soit / une fonction de -t2, positive ou nulle et non identiquement nulle.

On suppose qutil existe une fonction us positive ou nulle et non identiquement
nulle dans V, vérifiant au sens des distributions :

f
( ro- f )  l "o  < f rAuoS0.

J O

Alors le problème :

THEOREME 5.3.

Les conditions du théorème précédent sont encore vérifiées : ctest à dire
qu'i l existe des solutions à variables séparées z a(x,t) - (t * c)u6(r).

On suppose de plus que : Au6 ( 0 ne stannule pas sur ôf,l1 et que d - ;$ e S.

Soit u solution positive du problème :

[  * - 
fr,o"- / dans 0 x (0,?), T ev',

I  u :0  dans  ô00  x  (0 , " ) ,

I  H:  o dans ôQr x (0,?) ,
(  , ( t , 0 )  :  r o ( " ) ,

u € C(0,  T;  L2(O))  n  L2(0,7;V) ,  avec f r  e  L2(0,7;  Lz(A\ .
Alors :

, Irul l  "-ul ly,61:o
(avec décroissance homographique).

Ce chapitre 5 traduit, en fait, I'existence d'un phénomène de bifurcation. Soit À un
paramètre, écrivons le problème sous la forme :

[  *  -  
Éo": 

À/ dans o x (0,?),

I u :0 dans âOs x (0, ?),

|  * :0  dans ôOr x  (0 ,?) ,
[  , ( " ,0 ) :  uo( r ) ,

et supposons que les conditions des théorèmes 5.1, 5.2,5.3 soient vérifiées.
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a) Si À ( )* : la solution dégénère en temps fini.

b) Si À : À* : la solution converge au sens d'une certaine rrorrrre L2.

c) Si À > À* : la solution tend vers *oo en norrne L2 et on sait expliciter cette

convergence à l'aide de solutions à variables séparées.
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Chapitre 1

ETUDE DE L'EQUATION HOMOGENE
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Chapitre 1

ETUDE DE L'EQUATION HOMOGENE

L'existence globale et le comportement asymptotique de l'équation homogène reposent
sur un théorème du point fixe réel.

I .  RAPPEL.

Les équations du type :

( H - A(t)Lu = 0 dans O x (0,?),
)  u :0  dans ô0s x  (0 ,?) ,

I 3# : o dans ôo1 x (0, ?),
[  , ( " ,0)  :  'o ( " ) ,

où A(t) est une fonction mesurable de t, strictement positive, se réduisent par changement

de variable en une équation classique de Ia chaleur où Ie terme conductif est égai à 1.

Posons z r(t) - Ïi l(ùdy , , est un difféomorphisme de [0,T[ dans [0,r(?)[.

Posons ensuite : u(x,r) :  u(x,t) :

II. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION GLOBALE.

THEOREME 1.1.

On suppose que us est une fonction de ,'(O) et que a est une fonction
continue de .R dans R. On suppose de plus, qutil existe deux réels m et M
vériffant pour tout c réel : 0 < rn < o(c) S M.

Alors, il existe une unique fonction u telle que :

u e Lz(o,r ;v) n c(0,?;r2(0)),  vr > o,
otr V - {, e HL(A)lu: 0 sur 0Ao # 0} et vériffant :

( *tu - offo u)Lu: o dans f) x (0,?),
)  u :0  dans ôOo x (0 ,?) ,'l 

8* : o dans ôo1 x (0, ?),
[  ,r(",0) -  us(c).

(  *  -A ( t )L ,u :0  dans  O x  (0 ,? ) ,  (  # -  Au :0  dans  O x  (0 , t (? ) ) ,

J  ù :0  dans  ôOs x  (0 , " )  ,  ô , ,a^ - i+  .  )  u :0  dans  ôOo x  (0 ' r (? ) )  '

I  # :0dansôor  x (0 ,? ) ,  
ùçLr ru  

I  H :odansô f t1  x (0 , r (? ) ) ,

[  , ( " ,0 )  :  uo(c ) ,  I  u ( r ,0 )  :  uo( r ) .



DEMONSTRATION.

Parmi les fonctions continues strictement positives, on cherche à établir l'existence de
A(t) vérifiant :

(  *  -  A(t)Lu: 0 dans C) x (0,  ?) ,

I  u :0 dans ô00 x (0,  ?) ,

1H-0dansô0rx(0,?) ,
I  u(* ,0)  :  ro(r ) ,
I atr) - a([nu).

On pose : H(t) - Ïar(*,t)dr où u est la solution faible du problème :

(  # -Au:0dansOx(0,?) ,
)  , :0  dans ôOs x  (0 ,?) ,

I # : o dans â01 x (0,?),
[  , ( " ,0)  :  uo(e) '

Comme us est dans .02(f)), u est dans C(0, T; Lz(A\ et I/(t) est fonction continue de f .
En effet ' 

o€ ) 0, rr > 0 ter que lt -t'l <rl imprique :

lH(r) - H(t ') l  = [ b@,t) - u(x,t ') ld,r,,
J A

l f l ( t) - H(t ') l  < lolâ l l  ,( ' ,  t) - v(x,t ')  l l r< ,.

On a donc : A(t): ao nttJ e@d,yl cat H(r) - Ïar@,r)dr: [nu(r,t)dr,
où, comme précédemment : 

ft
r(t): 

Jo 
o(o)or.

Ce qui nous amène à résoudre l'équation différentielle :

[  , ' ( t ) :ao I l [ r ( t ) ] ,

\  r(0) - s,

f '  r ' (z)  ,
Jrmdz:t '

f'(t) 1

J, ooH1"1d": t '

que I'on écrit sous la forme :

ou encore :

Posons: F(u) = Ii **14at. L'expressiondeF(u)aunsenscaruétantda,nsC(0,";12(O)),
H, el a o H, sont des fonctions continues de t, minorées par m ) 0. F est une fonction
dérivable, strictement croissante de [0, *oo[ dans [0, +oo[. En effet :



F'(") :  f f i  > 0 cara(r)  > 0,  Vt  € R.

F(0):0.

,lig,"F(z) 
: a6ç.

Car 0 l nz l alH(z)] S M implique :

f u 1 f u 1 f u 1

J, no'= J, ffio'= 1, tno"
donc :

t t  -  
Jo doTl4d ' t  * '

ce qui prouve ',I1; ,t'(u) : f oo.

Ainsi, pour f 2 0, l 'équation F[r(t)]  :  t  s ' inverse en z(i) - F-r(t).

r est donc une fonction strictement croissante de t. Comme A(t) : ,'(t), A(f ) existe. est
définie de façon unique, et est strictement positive. Le problème étudié s'écrit donc :

(  *  
-  r t ( t )L ,u:  0  dans 0 x  (0,?) ,

)  u :0  dans  ôOo  x  ( 0 ,? ) ,

I  #:  o dans ôo1 x (0,?) ,
[  , ( t ,0 )  :  zs (c ) .

Comme ,'(t) > 0, le rappel qui précède permet d'assurer I'existence et I'unicité de u. En
particulier (cf. [F] ou [DL8]) :

,IïL 
u(t,t) - 

,IT"" 
u(x,r):0 uniformément dans 0, car on a supposé AAo + A.

DEFINITION 1.1.

Soit (X, d) un espace de BANACH et S(t)r>o un système dynamique sur X. Une
trajectoire u(t) -.9(t)us est dite (X, d) asymptotiquement stable au sens de LYAPUNOV
s i :

Ve > 0, lq > 0 i ro € X,, d'(xs,,us) ( ? + d(S(t)r6'z(t)) < e' Vt > 0,

)v  >0 i  rs  € X,  d(xs, ,us)  1u è, I rud( .S( t ) rs ,u( t ) ) :6 .

CoNSEQUENCE 1.1.

u(a,t) converge uniformément vers 0 dans O quand t tend vers {oo, et 0 est un point

d'attraction asymptotiquement stable au sens de LYAPUNOV pour la nortne ll 11.".

En effet, par application du principe du ma:cimum :

l l  " l l-Sl l  uo l loo,



et donc :
ve >0,  lT:e >0,  l l  "o l l " "<n+l lu l l "o(e,  

v t>0.

REMARQUE 1.1.

Une étude énergétique L2 conduisait aussi, directement à ce type de résultat. Soit :

(  *@ 
- a([nu)L,u:0 dans O x (0,?),

)  u -0dansô0ox(0 ,? ) ,

)  # :0  dans  ô01  x  (0 ,? ) ,
(  , ( t ,0 )  :  uo(c ) .

Si on multiplie par u l'équation :

Ceci conduit à l'équation énergétique :

ail l l l ï) - -2a( [ u@,t)dx) / ; ;  v,,1,, t) l l2 dx,
d t  

- * ' Jo  
Ja

où ll Vz(æ, f ) ll désigne la norme euclidienne du gradient de u.

u est dans L2(0,7;V), donc d'après I'inégalité de POINCARE :

on obtient :

donc :

* 
- a( 

lnùLu 
:0,

#-""(lru)au=0.

- 
l rnvu(x,t) l l2 dx < -c l l  u l l7,

ry < -c' llulllr, c' ) o,
et d'après Ie lemme de GRON\MALL :

l l  " l l3<ll "o ll l "-c' '.

REMARQUE 1.2.

La même démonstration d'existence et d'unicité convient si on suppose seulement o
continue, strictement positive sur I'intervalle [0,lO là ll "o llr] "t 

us positive.



(  H-Au :0dans f )x (0 ,? ) ,
En effet, on pose H(t) - [ar(*,t)d,x oùu,,érifie , 

I 
'.::f}]l3!;rl jiri],,

I  i ("* ,0) :  uo(r) .
Donc, d'après le principe du maximum H(t) >- 0 et d'après I'inégalité de CAUCHY-
SCHWARZ :

H(r)  < l l  1  l l r l l  ,  l l r ,

H(t) < l0là l l  uo l lz,

car : l l  ,  l lzSll uo l lz.
a étant strictement positive et continue sur I'intervalle [0,lft là ll "o llzj, it existe m et AI
tels que : 0 ( rn < a[H(t)] < M.

REMARQUE 1.3.

Dans Ie cas précédent, le temps de parabolicité ?o" est infini i.e. l'équation reste
toujours parabolique et on peut, en particulier, lui appliquer les principes ciassiques de la
théorie (principes du maximum, sous-solutions, sur-solutions... ).

Cette situation se conserve-t-elle si on affaiblit les conditions sur d, pû exemple si on
renonce aux "conditions naturelles" : 0 ( m 1 a < M et si on suppose que a est une
fonction réelle, positive et continue seulement pour r > 0 ?

III. EXTINCTION EN TEMPS FINI DE LA SOLUTION.

a) THEOREME D'EXISTENCE 1.2.

(  #  -  Au:0  dans f )  x  (0 '?) '

0n pose : rr(t) : Iau(æ,t)dr oir u vériffe : { 
u:0 dans ôflo x (0'7)'

r sw  '  
* : odansôOrx (0 ,? ) ,

| .  ' ( " ,0)  :  'o ( t )  >  O'
Soit o une fonction réelle, positive et continue pour c ) 0, on pose :

roo- Io** ffi,",
(  #-d(1, ,  u)Lu:  0  dans O x (0 ,?) ,

et on suppose i r*( oo. Le problème : { h:jrti:ir'3ôijiri},,
[ ,?f', tl : zo(r) 2 o,

admet une unique solution globale qui est toujours positive ou nulle. Cette
solution devient identiquement nulle, simultanément en chaque point de O
pour t 2 T*.



DEN,IONSTRATION.

C'onttrrr: précéclemrttent. olr éttrclie l'écpration : F[r(f )] : r rntris cette fois-ci la f<rrrr.'tiorr
F lrossècle cl'autres propriétés.

F'(tr l  est clt t  signe .t" f"rÏ i l  
c.>r a[H(,r)] > 0 car H(u) 2 0. clonc F est croissarrte. Str l :-

posons par exempb jt :àn(.t)- f . :o. Com*u,If". H(t):0. i l  est impossible cle rr.our-er

-l . f  tel que : ct o H(t) <.ly' .  En part icul ier on n'a pas nécessairenlent 
, l i f".} '( t1: a3c,.

Ici. on se pla.ce justement dans le cas d'une fonction réelle n. positive et continue pour
.r > 0 et pour laquelle :

Too - 
[** =#..,d,2 1æ.

Jo a o lT lz l

Nous pouvons alors seulement a,ffirmer que f. est dérivable croissante de [0, *oo[ da.ns

[0, ?-[ où :

Too:  [ **  \ar .
Jo a o H[z] -

ræl

-1

Y=F (t)

y=F(t)

Tæ

Ainsi, l'équation : F[z(t)] : t n'est possible que si : t € [0,"*[ ; auquel cas elle s'inverse
en:  r ( t ) -F- r ( t )>0.
Donc. tant que t parcourt [0. ?".[, il existe une solution unique et positive.

'Par ai l leurs : 
f i

.Iip I A@dt - .l iç r(t) - .ti+ F-t(r): *oo,
t-T* Jo t-Îæ t-Iæ



ce qui implique, puisque u(r,t) : u(r, Ii ett)), q"" , 
,Iâ 

u(r,t) : Q.

Montrons maintenant qu'il n'existe qu'une seule façon de prolonger u au-delà de Too en
une solution jamais strictement négative ; c'est de choisir u -- 0 pour t > ?io. Soit :

-Lé:  L dans O,
Ô :0 dans ôf)s,

H :o  dansâ f11 .

Dans ces conditions, l'équation , ffi - a([nu)Lu:0 permet d'écrire t'égalité suivante :

f f f
(  
Jn"@,t)ô@)dx)t  

:  - (  
Jnu(x, t )dr)a(  Jn"@,t)dr) .

Donc,, pour t ) T*, u(x,t) ne saurait rester strictement positif pour tout r de f).

En effet, si u(r,t) est strictement positif, ii en est de même pour /n u(r,t)dr et

-a([au(r,t)dx) Iau(r,t)dr est str ictement négative .

Dans ce cas, 
"/n 

u(x.,t)$(x)dx est fonction décroissante de t, nulle pour t : T*. Mais alors,

lau(,*,t)((x)dx ( 0 pour t ) T*, ce qui contredit I 'hypothèse u(x,t) > 0.

Par contrê,, u : 0 réalise un prolongement continu (mais pas nécessairement dérivable
en temps) de u(r, t), c'est le seul possible si on exige de la solution qu'elle soit toujours
positive ou nulle.

B) EXEMPLE DE CALCUL EXPLTCTTE DE ?t.

On considère le problème précédent avec a(r) : I tui est bien une fonction réelle
positive et continue pour r ) 0 :

où ôOo et âf,)1 sont deux ouverts disjoints de ôO vérifiant :

D0îuff i :6e,

et où n désigne la normale unitaire extérieure à ôO.

Cette équation admet donc, d'après le théorème L.2, une unique solution globale qui est

toujours positive ou nulle, et cette solution devient identiquement nulle, simultanément

en chaque point de 0, dès que t atteint la valeur t : T*,, éventuellement infinie. Nous

montrons ici que Too est fini et explicitons sa valeur en fonction de us.

1 ,
- n t

a o Hlz)-"

[  *-fro"=odans0x(0,?),
I  u :0  dans â0s x  (0 ,7) ,

| #: o dans ôf,}1 x (0, ?),
(  , ( " ,0 ) :  uo(z) ,

Too - 
Io**
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Too - [** 
"1110",J o

Too-  [ * *  [  u (x ,z )drd '2 ,
Jo  Ja

avec :
(  H -  Au:0  dans O x  (0 ,?) ,
)  , :0  dans ôf )o  x  (0 ,7) ,' l  

# :0dansâf )1  x (0 ,T) ,
[  ' ( t ,0 )  :  

"0 ( r ) '
On multiplie par / et on intègre sur O.

L'égalité :
d( ïnu(r , ! )ô(x)dx) _ [  or@,t)g(r)d,r  _0,

dt Jn

devient :
d ( lnu( r , ! )ô@)dx)  

:  _  [  u (x , t )d r .
dt Ja

Donc :

- -. liq, I r@,t)d,x* [ uo@)ô(x)d,x : I uor*)S@)d,x.
t++oo JO JA JO

r= 
Jnuok\s@)dx'

dt

Too

)S@)dr)r r t

dt

*- aUn r(r*: _ Io

C) CRITERE POUR EVALUER SI ?O" EST FINI'

a est une fonction réelle positive et continue sur Â**.

Soit (C, k) dans .R** x E, on suppose que si :

/(t) - Cerp(-kt) quand f -+ *oo alors a[/(t)] - olC"xp(-kt)l quand t --+ foo. (*)

(x) est vraie par exemple pour : a(x) : xP exp(aæ).

On se propose, quand le calcul explicite de ?oo n'est pas possible, de défrnir un critère

simple permettant de dire si ?- est fini ou non.

us est dans .t2(O), donc se décompose selon le système orthonormé (itrr;) :

( -A!Û; = fr;{Û; dans O'

I ù; - 0 dans ôOs,
1 eF :0 dans ôO1,
[ ffvr(')dc > o, Jn v](r)a x : t.

Dans ces conditions : 
*oo

u(x, t ) :  t  1  uo, t  ;  s  s-k i t ih( r ) ,
i= l



.  +oo,
H(t )  -  |  ,@, t )d . r  :Ë  .  u0 ,  i l i  )  e -k ; t  [ ^up1a*  ,  o ,

Ja i=r  Ja

Too - 
lo**

"( ,G t l j  
l  uotV; )  s-k; tV;( . r )dr)

est une intégrale singulière à I'infini.

Il n'y a en effet pas de problème en f = 0 : lim -.[ 
1

t-o all(t)l 
: 

d rd 
âv€c us 2 o et rts t' o'

On peut supposer sans restreindre le cas général que : ( u0, ilr >+ 0.

H(t) -1u0, i [ l  ]  e-kft [  vpjar, quand f - +oo'
Ja

Donc ?oo est fini si et seulement si c'est le cas pour :

T -  [ * *  d t
- - 

J. alz- uo,i[1 ) 6-&rt /n ![1(r)dr] '

On pose : r :1u0, Vr ) e-krt Jn i [1(r)dr donc, dr : - lepdt.

1. donc ?oo, est fini si et seulement si c'est Ie cas pour :

t=l,h

THEOREME 1.3.

Considérons a une fonction réelle, positive et continue sur -R+* vériffant la
condi t ion (*) .

[o est fini si et seulement si l'intégrale :

-  f ' dxt  :  
Jo ,o(*) '

éventuellement singulière à ltorigine, est ftnie.
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IV. EXEMPLES ET COMMENTAIRES.

A) PREMIERS EXEMPLES.

EXEMPLE 1 .1 .  a ( r ) :  L .

On considère :

[ # - fro": 
o dans (o'1) x (o,r),

1 , (0,  t )  :  u(L,r )  :  0,
(  , ( t ,0)  :  s in( t rx) .

D'après les résultats précédents, comme J : I; h 
:. [o dx est fini, le temps de parabol-

icité ?oo est fini. On I'a calculé de façon explicite pour a(r) : 1.

T* :  [a "o( * )ô (æ)dx ,

41 -  r  s in ( r r ) (c ( l -c ) )
- o o - J o  2  )

T* : iu.

Confirmons ce résultat par le calcul détaillé de la solution. Ecrivons :

(  *  -  #Lu :0  dans  (0 ,1 )  x  (0 ,? ) ,
|  " "  Jn"
1  , r (O , t ) :  u (1 , t ) :0 ,
(  , (" ,0)  -  s in( t r r ) ,

sous la forme :
(  * -  A(t)Lu: 0 dans (0,1) x (0, ?),
)  " (0 , r )  

:  u(1, t )  :  0 ,
)  , ( " ,0)  :  s in(zrc) ,

I  A(r) Iau(*,,t)d,x :1.

Classiquement :

u(æ,t) : 
"-n' 

[ i  otolou ' ln(nx)'

Donc, A(t) Iau(r,t)dæ:1 devient :

Ae) [' "-"' 
Ii AQ)dv r;nçtrx)d,æ : t,

Jo

A(t\e-"' I i  o<oto' :I '-  -2 '
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En intégrant cette relation, on trouve :

d'où :

Or:

(  *  
-  ( [eu)Lu :0  dans  (0 ,1 )  x  (0 ,? ) ,

{  , (0 ,  t )  :  u (L , t )  :  0 ,
I  u(" ,0) :  s in!rx)-

D'après les résultats précédents, comme I : Ii h : fo ff est infini, Ie temps cle
parabolicité Too est infini lui aussi. I1 y a existence et unicité de la solution sur [0, **,[.
on r'érifie en effet' que : 

sin(trx)u{x,t): 1if i

COMMENTAIRES.

Dans I'exemple L.2, u(x,ù: #, est parfaitement défini pour tout f > 0. Aucun
coefficient ne dégénère... On est dans le cadre classique de la théorie.

Dans l'exemple L.1, par contre, u(x,,t) - (1- !1tt"ç"*), s'annule pour ?- : #, instant
pour lequel le coeffrcient a(/, 

"): fr 
"explose".

On peut cependant remarquer que le terme complet intervenant dans l'équation est 
ff.

EXEMPLE L,2.

On considère :

" - " '  
IJ  A@)dy :1_ t ,  .

2 '

-3+
u(n, t ) :  (1  -  

, i ) ' ;n("x) .

a(æ) :  s .

, .  ( L -
llII} -':? "6 tr- !1';"çtrx)d,x'

, .  au
U m  - :

t - \  Jnu

. r i " l  *  =- { r ; ' r (nr ) ,  Vce [0 ,1 ] .t-fis Jçu

Autrement dit, fr n'explose pas !
Jo

Ceci explique pourquoi Ia solution u(c,t) - (1 - Ç1tl"1zrc) existe au-delà de T-.

D'une manière générale, il serait intéressant de savoir s'il est possible de prolonger une
solution en temps, au-delà de ?." et si c'est possible, avec quelle régularité ?
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B) PROLONGEMENT DE LA SOLUTTON.

THEOREME 1.4.

Soit o une fonction réelle, continue et positive quand x € R** et soit z6
positive dans C'(A). D est un intervalle ouvert réel contenant 0.

On suppose que I(x) - I; ffi existe et est ftnie pour tout z dans D.

a) Si la fonction ra(x) admet une limite nulle, quand r --+ 0r la
solution u(x,t) se prolonge de façon continue et dérivable en temps, au-delà de
fu, par la fonction nulle.

b) Si la fonction ra(æ) admet une limite ffnie non nulle, ou inffnie
quand * - 0t et si.I(r) est bijective de D sur I(D),, alors il est encore possible de
prolonger la solution u(c,t) de façon continue (et dérivable) en ternps, au-delà
de 7oo.

REMARQUE 1.4.

Sous les conditions du THEOR"EME 1.4, T* est toujours fini (cf. THEOREME 1.3).

REMARQUE 1.5.

Il n'y a donc pas unicité de la solution au-delà de ?-.

Il y a une unique solution globale toujours positive ou nulle, mais il est possible d'en
construire d'autres, à condition d'accepter qu'elles deviennent négatives.

DEMONSTRATION.

On commence pa,r évaluer la vitesse # au la solution en fonction de c quand t + ?!.

Soit u vérifiant :

H - to:0 dans O x (0,?),
u : 0 dans ôOo x (0, ?),
H : O dans ô0r x (0, ?),
u(c,0) -  u,o.
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Puisque, u(n, , t ) :  u(r , lJA@),et  que. l im [ '  Oçr1Or:  *oo (cf .  la démonstrat ion c lu. 1_T* Jo
théorème 1.L), on a :

. . ôu . f
l im  = :  l i u r  a (  I  u ( * , t )d r )Lu ,

t-T* i)t t*?æ 'JO

. .0u f
l im  * :  l im  a ( l u ( t , t ) dx )L ' u ,

t-T* dt t*+oo 'JO

I im * : -  Hp o(  [  ,@,t)d,x)  [  ,@1)drL(r+)
t -T*  dt  l * *oo 'Ja 

Ja 
'  
Jnulx , t )dr

Comme précédemment, on note ù1 la première fonction propre de -A attachée à la valeur
propre ,t1.

lim A(+): " 
-kl,iu,l 

, , uniformément en u dans O.
'j iL 

- 'J; 
u(x,t\dx Vlx)dr

En effet, posons : w(r,,t)- ek'tu(x,t). w est solution de l 'équation:

(  #-  Au; -  lcrw: 0 dans O x (0,?),

)  , :0  dans  ôOs x  (0 ,7 ) ,

I # : o dans ôf,|1 x (0,?),
[  , ( " , 0 ) :  uo .

D'après un résultat classique qu'on trouve par exemple dans [DL8], u(r,t) --+ Ciûr(r)
dans C2(0) quand f + foo, donc Âto(r,t) - -k1CV{x), uniformément en r dans O.

Et ainsi :

lim A(r-*oo .Jo u(c, t)d,*): ,I1." o(I-r(", 
t)d,x, hvffi, 

uniformément en r dans o '

On sait, par ailleurs, que :
f

l im I  u(x . t )dr  :0+.
t_*æJo

Nous sommes ainsi amenés à distinguer trois cas :

a) premier cas : liq xa(x) : g.

Alors :

l im * -0.
t+T* i)t

et u(x,,t) : 0 est le prolongement cherché.



b) deuxième cas , 
]tgà 

æa(t): / > 0.

Alors z s'annule en t : ?.,o mais possède à cet instant Ia vitesse :

0u , kr ilr
of r,=r* 

: - '  
Iov lrw'

en chacun des points de 0.

On cherche un prolongement U régulier de z. En t : Too :

. liqr u(x,t) - U(x,?.") : prolongement continu en temps.
t+ ' I 'æ

. lim * :)u(x^''T*) : prolongement dérivable en temps.
t-'i* ôt 0t

Nous avons donc à chercher le prolongement :

# - a(tnU)LU : 0 dans O x (?..,T),
U :0 dans ôOo x (Qo,T),

#-0dansôOrx(?k,T) ,
Ul ,=r -  :0 ,

Essayons de le trouver sous la forme :

X-o{|narc:o
s'écrit :

e'( t )Vr *  g( t )a[g(t) ]kr i l r r  _.
[nv{æ)dr 

' 
J; v{x)dx

ou encore :

s' (t) + k1s(t)als(t)l : 0,

I-m*Èr(r-?-):o'
On pose I(*) -- 

Ë ,J"b,, d'où :

r lg(t) l  + kr(t - ?-) :0.
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Cette dernière équation s'inverse en :

s(t):  /- ' [ (?"" - t)kr] .

(l (r, t) : 1- 1 
|(?i: Itl&:r9L réalise donc le prolongement de la solution pour f 2 T,o, puisque

J O

I im  s ( f )  : 0e tque :
t - T - - '

,IA g'(t) : -fr' 
,IË_ s(t)afs(t)l : -tter.

c) troisième cas , 
"!;r* 

xa(x): *oo.

Alors u s'annule en t : ?oo mais possède à cet instant une vitesse infinie.

Nous avons donc à chercher le prolongement :

# - a([nU)LU : 0 dans O x (fu,T),
U -0 dansô06 x(? i , " ,T) ,

l* :0 dans ô01 x (3-,T),
U l ,=r* :0 ,
,. au
I l m  . - :  - @ .

t-T* i)t

Essavons encore une fois de le trouver sous la forme :

I ur,,t):ffi*;,
I g(?"") - o'

[ ,Ia s'(t) - -oo'

X-otlnnru-o
s ecrlt a nouveau :

s'(r)vr , s(t)afs(t) l frtvt  ̂
Tf q. l ]  , ] iuï- f f i )d '- : ' '

ou encore :

s,(t) + hs(t)als(t)l :0,

[' -!,:-(l)!:,r,+ k1(t - ?oo) : o.
Jr* g(t)"wr'il

/(r) - I; ii(ù existe, donc :

/ ts( t ) l  +frr( t -?-) :0.

Cette dernière équation s'inverse en :

g(t ) - / - t [ (z- - r )k , ] .
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U(r,t) - /-1(G' -t)411v1 réalise donc le prolongement de la solution pour f ) T,n,puisque
J  n t  r ( x ) d x

, I i-  gft) :  o et que :

,\ry; o' {r) - -tq,\y n{il"[g(t)] : -*.

EXEMPLE 1.3. açl :  
f t .

On a à résoudre Ie problème :

(  *  -  +Lu:0  dans (0 ,1)x(0 ,?) ,

J VtJ" "'
|  , r (O , f )  =  u (1 , / ) : 0 ,
(  , ( " ,0)  :  s in(nx) .

Nous sommes dans le cas :

f l i*^ ca(r) : 6,
t  r lu

I  r@): I ; '  h -2{t ( oo,

.  (  s in(nx)(r-" i f r ' l t  pourr<#,
u(x,t):  

I  o po..rrt  a#,

réalise le prolongement cherché | U;=r*: 0 et 
,IA # 

: O.

e t :

EXEMPLE 1.4. a(x)  - e '
x '

Nous sommes dans le cas :

f li*^ xa(x) - 1 ) 0,

t ;ôi : ïi, oi"b : | - e-ro ( oo,

et on a à résoudre le problème :

(  u*  " ln") # - ffio"= 
o dans (o'l)x(o'?)'

|  " (0 ' t ) :  
u (1 , t ) :0 ,

(  , ( t ,0)  :  s in(nc) '

I(r) : [f e-a ay: | - e-" est une bijection de R dans ] - -,1[.
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LI(r,t): -(f)sin(trx)lnle* *turzlréalise le prolongement cherché pour tout f positif ou
nul. Comme le prévoit Ia théorie, il s'annule en f : T*, possède à cet instant une vitesse
finie non nulle, puis devient négatif.

EXEMPLE 1 .5 .  a ( r )  :  t ,  , .'t/ltl

Nous sommes dans Ie cas :

{;t ( oo,

et on a à résoudre le problème :

/(r) est une bijection de .R dans R.

U (x, t) :'Tsin(nùl? - 
#rf

réalise Ie prolongement cherché avec €: l  pour t 1T*: ## et €: -1 pour t)-T*'

Comme le prévoit la théorie, il s'annule lui aussi en t : Too, possède à cet instant une

vitesse infinie, puis devient négatif.

f  1 i *^  ra (x ) :  *6ç ,

t Tà: r;' #n: ?,0

(  #  -  +t  _Au:0 dans (0, r )x(0,?) ,

J J'  "/ l  J" " l
|  , (0 ,  t )  :  u (1 ,  t )  -  0 ,
(  , (" ,  0)  :  s in(rx) .
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Chapitre 2

THEOREMES GENERAUX D'EXISTENCE ET D'UNICITE
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Chapitre 2

THEOREMES GENERAUX D'EXISTENCE ET D'UNICITE

Les théorèmes d'existence et d'unicité établis dans ce chapitre reposent sur le théorème
du point fixe de SCHAUDER et sur le théorème suivant dû à J.L. LIONS (cf.[DL8]).

I. RAPPEL.

Soit I/ un espace de HILBERT muni du produit scalaire (,) ut de la norme I l. On
identifie I/ et son dual. Soit V un autre espace de HILBERjI de norme ll ll. O" suppose
que I/ s'injecte dans I/ de manière continue et dense.

VcHcV' .

Soit T fixé ; pour presque tout f dans [0, ?] on se donne une forme bilinéaire a(t;u,a) :

V xV - - .  R ,

vérifiant les trois propriétés suivantes :

a) la fonction t -r a(t;u,u) est mesurable pour tout u et u dans I/.

b) la(t;u,u)l S M ll " l l l l  , l l  po* presque tout t dans [0,?] et quels que soient u et
u dans V.

c) a(t;u, u) > *ll , ll' - Clrl" pour presque tout t dans [0, ?] et quel que soit u dans
V, et où m > 0, M et C sont des constantes.

Etant donnés / dans L2(0,,T;V') et us da,ns If, il existe une unique solution u telle que :

.  u  e  L2(0 ,7 ;V)n  C(0 ,  r ;  H) .

fr  e t '2(O,T;V').

quel que soit u ."JrfiÏ);ïi;,tÎ'ifl:u):( 
r(ù'u ) pour presque tout t dans [0'?]'
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Nous allons essayer d'utiliser le cadre abstrait et assez général de ce théorème pour étudier
l'existence d'une solution faible au problème :

H - 
"(hu)A,u: /  da.ns O x (0,?),

u :0 dans ôO6 x (0,  ?) ,
g# : o dans ô01 x (0, ?),
u( r ,0)  :  uo(x) ,

où O est un ouvert borné, connexe de Ro, 0Ao * A et ÔQl sont deux ouverts disjoints de
âf) vérifiant :

:-
AOoUô0 t :69 '

n désigne la normale unitaire extérieure à ôO et û une fonction réelle continue.

L'étude du cas homogène, qui repose sur un théorème du point fixe réel, montre qu'en

I'absence de conditions fortes sur d, il est vain d'espérer une existence globale de la solution.
Deux questions se posent alors à nous :

. Y a-t-il toujours, comme le laisse supposer Ia nature même du problème, une
solution locale ?

. Quelles hypothèses faut-il mettre sur les données du problème pour qu'il y ait
existence globale de la solution ?

Pottr résoudre ces problèmes d'existence, nous allons définir I'espace V des fonctions z
de .FIl(O) telles que ulaoo :0. V muni de la topologie induite est un sous-espace fermé
de I11(f)). D'après I'inégalité de POINCAR"E, voir [DL3], onpeut munir V de Ianorme

équivalente à celle de I/l(f)) ' (J; ll Vu ll2)È.

II. THEOREME D'EXISTENCE LOCALE 2.I-.

On suppose que us est une fonction dans I '(O) et que / est dans L'(O,T,V')
otr I/' est le dual de V.

o est une fonction continue, strictement positive dans un voisinage de [nus(x)dx,

Alors, il existe T > 0 tel que le problème :

H - 
"(ru)Au 

- / dans O x (0,?),
u : 0 dans ôOo x (0, ?),
gi = o dans ôo1 x (0, ?),
u(r,0) :  uo(æ),

admette une solution (locale) dans L'(O,T;V) n C(0, TL2(O)).
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DEMONSTRATION.

Soit c > 0 choisi tel que c soit strictement positive sur [/n us(x)fu-a, [nus(r)dr-la].
On note respectivement Ar| et mtles valeurs a(fnus(r)dr - a) et a(/, us(x)dr * a). On
note A la fonction obtenue à partir de a, par troncature autour d" /n us(r)fu :

A(n): Ar[' potsr * < Inus(r)dr - a,
A(x) :a(r)  pour [nus(x)dx- c (  *  < Inus(r)dr I  a,
A(x):  m'  pour r  > laus(r)dx *  a.

il existe m et M tels que A(r) vérifie pour tout r réel :

{

Par conséquent,

0<m<A(*)<M.

Soit F I'application :

I  r 'Q,r ;L2(0))  -  Lz(o,T;Lz(Q)) ,
I  u+2 ,

où u est solution du problème :

et vérifie :
C (0 ,T; r '  (O))  À L2 (0 ,7 ;V) ,

e  L2(o,T;v ' ) .

( * 
- A([ru)Lu - / dans ft x (0,?),

)  u -0dansô06x(0 ,? ) ,

I  # : o dans ôor x (0,?),
[  , ( " ,0 )  :  ,o ( " ) ,

I  ue
\ d u
t ?1

a) INEGALITES A PRIORI.

Nous allons montrer qutil existe trois constantes K,,K'rKttne dépendant que de u6,
?, / teiles que :

( ll " llc1o,r,r,'1o)) S K,
{ ll " lft',p,r,v1 1 K',
I ll "r llv,p,r;v,) < K".

Ainsi quitte à prendre .R assez Brmd, I'image par F de la boule Bp de centre 0 et de rayon
R dans L'(0,T;L2(A)) est encore dans Bn. De plus, comme I'ensemble des fonctions
u de L2(0,T;V) telles eue u1 soit da^ns L'(0,7;V'),, s'injecte de manière compacte dans
L'(0,"; I2(O)), I'image paf, F de Ba sera relativement compacte dans .L2(0,,T; L2(Q)).

onat  
uu .  f
At 

- o( 
Jnu)Lu: f 

.

On pose : a(t) : l l  , ( . , t ) l l3: Jnu'(*, t)dx et onnote: l l  Vu l lz lanorme dumodule du
gradient de u(.,t) dans L'@).
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y(t) v&ifie l'équation énergétique :

7 f f

,u ' f t )  *  o( 
Jnu(r, t )dx) l l  v,  l l i  :  Jnf @,t)u(r, t )dx,

soit, en intégrant :

L  f t  f  [ ' t r
; tu\ l  -y(0)) *  

J,  
o( 

Jnu(r, t )dx) l l  v" l l3 o,:  
Jo Jnf@,t)u(r, t )drdr,

d'où :

l f t l ^ f , f t

; tatt l -atO))+/ o(Jnu@,t)dr) l lv" l l3o,<(Jo l l  / ( . , t ) l lT,aù+(Jo l l  , , ( . , t ) l l?, t tr f t .

Utilisons maintenant I'inégalité de YOUNG :

I .  f t . . _  1  f t  ^  , n , f t

, taul 
- y(0)) ** Jo l lv"l l3d, < # J, l l  T l l , ,d, *; J, l lul l 'zy 

dr.

On sait que ll u llv est équivalente à ll Vu llz, donc il existe ræ'tel que:

1 r t ^ 1 f t 1 t-; tutt l  -y(0)) +* |  l lv" l l3d, s# J, l l  . f( . , t) l l | ,d,+; J, l lvul l ldr.

o."": ï@(t)- v(0)) 
jr 

,r1 v, 1i d, s #li lr /(., t) y\,, dr,

1 .  r n  f t  ^  1

, tu(t) 
- y(0)) *; J, l l  

v" l l i  d, s #l l  T l l ï , ,p,r,v,t.

Nous pouvons ainsi conclure à :

sup ll u llz S(y(0) + *U , l l27,1o,r;v,1)t - I{,
r€[0,4

l l  u l l ;r1o,r,rr,= (@ )l :  K'.
m

On sait par ailleurs que , # € L'(0.,7;V').Soit to une fonction dans V.

. ry,,w ) - .,+(l*u)Au(., t),,w ):1 f (,t),,w ),

,  du( . . t )
l . f f ,u > |  < Ml < Vr( . , t ) ,Vur > l+ l l  / ( . , t )  l lv , l l  ,  l lv ,

,  du( . , t \
l .  T,u )  |  S M l l  v" l lz l l  V, l l ,  + l l  / ( . , t )  l l1z, l l  ,  l l t , ,

,  du( . . t \
l .  T,u ) |  s lM' l l  v" l l ,  + l l  / ( . , r)  l lv, l  l l  ,  l lv .
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on en dédui t  '  
,  rW yv,< 14,1 v,  1,  + 1/( . ,  t )1v, ,

puis :

l lff l 'r,1o,r;v,): lr' ttff ni,,

l l f f l l ' r ,ro,r;v,)<M'2 Ir" uvullSar+f '  l l  /( . ,  t) l l 'v,dr*2M' 
lr '  ,V, l l r l l  /( . ,  t) l lv, d,r.

En utilisant I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on obtient q"" ll # ll"r,to,r,y,; est plus
petit que :

uo'" Io l lv, l l \a,+ lo' l l  /(., t) l l ! ,d,r*2M'(lo' l lo,l l  aùïrl, 'u r(,ùl l ! ,a,)i.

Donc :

ll fr ll'",10,r;v,)S Mt2 K, * lr'll /(., 
t) ll!, dr +2M'I{', lo'll /(., 

t) ll!, drlt - ^"'.

b) CoNTINUITE DE F DANS L2(:0,r;L2(0)).

Soit (u,r),r>s une suite convergeant vers u dans .02(0, T;L2(A\ :

1 T

J, ll ," - t,lll dx + o quand n --+ foo .

Alors. il existe une sous-suite (u,"0 )r* >o telle que ll urr-u ll7- 0 p.p.f € [0, ?], quand ??È --+ +oo,
et donc telle que :

f f

Jnr"r 
- 

Jnu 
p.p.t e [0,7] quand ns -r foo.

Par définition, u,, : F(u") vérifie :

(  W- A(/o un)Lu,.-  /  dans O x (0,?),

)  un:  0 dans ôOs x (0,  T),

I  k :0 dans âo1 x (0,?),
(  , , r ( " ,0)  :  uo(r ) .

I1 faut montrer que, dans Lt(O,";I2(O)) :

F(r") -* F(u) quand n + *oo,

Itn +'tt quand n + *oo,
c'est à dire :



où par définition, u = F(u) vérifie :

( * - A([nu)Lu - / dans ft x (0,?),
)  u=0dansôOox(0 ,? ) ,

I  # :odansôor x(0,?) ,
(  , ( t , 0 )  :  uo (c ) .

Comme u,, est dans F(Ba) qri est relativement compact dans Z2(0,7;L2(Q)), il suffit
d'établir que :

F(rno) -r F(u) quand ns --+ foo.

On peut donc écrire (u") pour (u,r*). Par différence :

W 
- r( lru,)a(u 

- un) : tdA( lnù 
- A( fnu*)1,

cl'où :

1 ^ ^ f t f

, t t t t " -un)(- , , t ) l l3-  l l  (u-u, , ) ( . ,0)  l l3)+ /  A( |  u"(x, t )dæ) l l  v("  -un) l l3d,
Jo Ja

f t f  r  f: 
Jo Jntul,+( Jn ) 

- A( 
Jnu"))(u 

- un)dxdr,,

nz l l  (u  -un) l l2p,1o,y ,v13l l  au[A(  [  ù-  eç [ -ù1 l luL- , r ,v ,y  l l  ,  -  un l lu(o, r ,v) ,
J A  J A

m ll (u - un) llr,@,r,v)(ll Au[A( [ ,) - e( [ ,,)] l lpzp,r;v,).
J a  J a

Or d'après l'équation :
0u  . .  f
At 

- o( 
Jnu)Lu: f ,

et d'après les inéquations a priori déjà obtenues, il est clair qu'il existe une constante C'
ne dépendant que de us,?,/ telle que :

l l  Au  l l1 r1o  ,T ;v t11Ç' .

Ainsi, par continuité de A :

ll (" - uo) ll1"p,r;v)* 0 quand n + *oo,

car :  / ,  un+  / ru ,  e t  donc :

ll (u - u,-) llyrp,r;1,21e;;-r 0 quand n + *oo.



c) CONCLUSION.

D'après le théorème du point fixe de SCHAUDER, il existe u dans Bn de L2(0,7; Lz'0,))
vérif iant F(u): v.

Nous an'ons ainsi établi I'existence d'une solution u au problème :

( *tu - A([nu)Lu - / dans f) x (0, ?),
) u :0 dans ôfl6 x (0, ?),

I  # :  o  dans  ô f )1  x  (0 ,? ) ,
(  , ( t ,0 )  :  uo( r ) ,

avec la fonction L et pour tout f dans [0, ?].

En particulier, nous savons que la solution z est continue de [0,?] dans Lt(Q), donc que

lar(r,t)dr est continue en t. Ainsi, pour t assez proche de 0, /n u(r,t)dr est suffi.samment
proche du /n u(r,,0)dx pour être dans l'intervalle Uau(*,0)dr - a, [nu(x,,0)dr * a].
Autrement dit, pour t voisin de 0 : A(jnu(r,t)dx) : a(lau(n,t)dr).

Et nous avons, en fait, ainsi établi I'existence d'une solution u au problème :

a,vec. cette fois-ci la fonction a et pour tout t dans [0, T1 G assez proche de 0).
Le résultat précédent s'étend immédiatement si pour tout r réel, il existe 0 < m ( 14 teis
que: 0 lmS o(") S M (conditions naturelles de structure) . Alors : a: A et on a:

III. THEOREME D'EXISTENCE ET D'UNICITE GLOBALE 2.2.
(avec conditions naturelles de structure)

Soit V ltespace des fonctions u de I/l(C)) telles que ul6so : 0. V muni de
la topologie induite est ur sous-€space fermé de I/r(O). On suppose eue u6 et
Aue sont des fonctions de L'(O) et que / est dans V.
a est une fonction continue, vériffant les conditions naturelles de structure :

0<m1a1M.

Alors, pour tout ? ) 0, le problème :

admet une solution (globale) dans Lt(0,T;V) nC(0,";I2(O)).

Si de plus, on suppose que o est une fonction c-lipschitzienne, cette solution
est unique.

( H - a(!nu)Lu- / dans f) x (0,?),
)  u=0dansôOsx(0,?) .

I  # :0dansôf , t1  x (0 ,?) ,
[  , ( " ,0)  :  uo(r ) ,

(  H - 
"( lnu)Lu- /  dans O x (0,?),

J u :0 dans ôOo x (0, ?),

I 8# : o dans ôo1 x (0, ?),
(  , ( t , 0 )  :  , o (c ) ,



Il ne reste plus à établir que I'unicité de
due à M.CHIPOT et J.F.RODRIGUES.

On considère deux solutions u et u :

(  *  -  a( [au)Lu: /  da"ns O x (0,?),  (
) u :0 dans ôf,lo x (0, ?), )'l 

# : 0 dans ô01 x (0, T), I
(  , ( " ,0 ) :  uo (z ) ,  (

Par clifférence :

DEMONSTRATION.

ô(u -  u)

d'où :

1 d0l(u
t

d'où :

Or :  l l  (z  -  u) (0)  l lz :0 ,  e t

-'(1,

al l@-u)l l3)
dt

l l  (" -,) l l ;sl l (u - u)(o) l l '" "n'
:  u :u .

la solution. La démonstration qui suit est

H - 
"( lnu)Au 

- /  dans Cl x (0, ?),
u:0  dans  ô f , )6  x  (0 ,7 ) ,
tua* : o dans ôf,11 x (0, ?),
u ( r ,0 )  :  zo ( r ) .

e - a( lnu)1,

a, ll,

s k ll @ -,) ll7,

0t
u)L,(u - u): 6rV( 

l,

+ * llV(, - ù ll]is a lrr" 
- u)d,xl ll (, - ,) llz ll

-u

E
xr) lt;)

ll ̂ , ll, est bornée par une constante qui ne dépend que de rIs,T,/ et :

f
I Jn@ 

- u)d,xl l l  (" - u) l lz< lCIl+ l l @ -,) l l ' ,  .

Donc, il existe une constante fo telle que :
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Chapitre 3

DOMAINES INVARIANTS ET STABILITE

(sans condition naturelle de structure.)

I .  INTRODUCTION.

Ce chapitre est consacré au comportement asymptotique des solutions globales, et met
en évidence I'existence de domaines invariants et de points fixes instables.

Nous avons déjà vu que le nombre de solutions de l'équation stationnaire donc de points
fixes dépendait du nombre de points d'intersection entre la courbe :

a : a(r),,

et l'hyperbole :

y_W,
t

où / vérifie :
( -Lô - 1 dans f),
I  Ô:0  dans  ô f l s ,

I  
e*:  o dans ôf)1 '

Tout notre travail va consister à savoir quel rôIe jouent ces points fixes dans la nature
asymptotique des solutions.

Noussavonsques iunprob lèmedutype:  f ;+Au -  7 ,  u (0)  -9 ,  f  eC(0 , *oo ;X) ,
admet pour u6 donné dans un espace de BANACH X, une solution forte :

et que si on a une inégalité du type : ll S(t) ll3 Me-t" (comme c'est généralement le cas
dans les problèmes de diffi,rsion) alors il y a convergence au sens de la norme de X de u(t)
vers la solution stationnaire.

Mais il faut remarquer que dans ce cas, le theorème de IIILLE-YOSIDA assure I'unicité
du point fixe (cf [DL.8]) alors qu'ici il peut y en avoir une infinité.

Les résultats obtenus montrent cependant que sous des conditions géométriques assez larges
il y a encore convergence vers ces points stationnaires.

r t
u ( t )  -S( t )us f  /  S( f  -s ) / (s )ds ,

J O
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L'iclée cle ltase consiste à établir l'existence cie régions invariantes pr-ris à conclure Dar Llrl
ar.gunlent cle monotonie.

Toutefois- si on renonce à être trop précis dans la clescription cle cl, on imagine cltre la
nature cle I'intersection entre lJ : cr(r) et I'hyperbole peut s'avérer complicluéel
N<rtts m.ontrons sous cles conciitions incluant les cas : 0 < m S a(r) < -]1. c1u'il existe un
attracteur maximal.

R.enrarquons enfin qu'en dehors cle la remarque 3.2. y : d(x) n'est pas I' h-"*perbole y - L.
On fera ultérieurement l'étude de ce cas orf il y a parfaite coincidence entre les 2 courbÂ.

II. ETUDE D'UN CAS PARTICULIER : EXISTENCE DE POINTS

FIXES INSTABLES.

On suppose qu'il existe seulement deux points d'intersection entre la courbe :

v  -  a (x ) ,

et I'hyperboie :

y:+ avec k - [ fk)q@)ctx.r Ja

On note I et L les abscisses respectives de ces deux points et on suppose de plus que

Vc ell , .D[ d( t r )<a(c )<o( l ) .

Définissons alors ut et uL par les relations suirrantes :

( f^ flr)a?tdx ( f rk)ô(x)dx
Àu1 : / dans O, Àu6 : / dans Q.

1 ur = 0 dans ôOo, \ ur, :0 dans âQo,

t  #-odansâor, t  f r l :odansâor.
On note 21 I'ensemble des fonctions de V comprises entre u1 et u7.

Z r : { u€V lu1 (u (u ; } .

Y=k lx
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21 est un convexe, fermé de V, non vide car contenanl u7 et u7.

Nous allons montrer que si ue, condition initiale du problème, est prise dans I'ensemble 21
alors u(.,f), est encore dans 21. Plus précisément :

THEOREME 3.1-.

Soient u6e un€ fonction de h et / une fonction positive de V'.
a est une fonction continue, strictement positive. On suppose qutil existe
seulement deux points dtintersection entre Ia courbe :

A  :  o ' ( r ) ,

et I'hyperbole :

o : Ia r@)ô(")d" .
r

On note I et L les abscisses respectives de ces deux points et on suppose de
plus que :

Vx ell, LI 
"(L) 

< a(x) < a(I).

Alors, le problème :

( * - o]au)Lu- / dans 0 x (0,?),

)  u :0 dans ôC)s x (0,  ?) ,' l  
#  :0 dans âo1 x (0,?) ,

(  u ( t ,0 )  :  uo(u  ) ,

admet une solution globale dans L'(0,T;V) n C(0, T;L2(0)).
De plus, si us, condition initiale du problème, est prise dans I'ensemble 21 alors
u(. , t ) ,  est  encore dans Z11Vt € [0,?] .

DEMONSTRATION.

Soit F I'application.:

{  t l  -  {u € Lt(0,7;L2(A)),  u(. , , t)  e 21 Vt e [0,"] ]  * L'(o,,T;Lz(Q)),,
L  ? '+u '

or) u est solution du problème :

( # - a([nu)Lu- / dans O x (0,?),
) u :0 dans ôOs x (0, ?),'l 

3# : o dans ôor x (0, ?),
(  , ( t , 0 )  :  uo (c ) .
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Ce dernier rentre dans le cadre du théorème variationnel de J.L. LIONS. Autrement dit,
il existe une solution u telle que :

|  "  
e  C(0 ,7 ;  L t (q )  n  L2(0 ,7 ;V) ,

I  f f i  e r2Q,,T;v').
Pour montrer que cette application F admet un point fixe, il suffit d'après la démonstration
du théorème d'existence locale, de nous nous assurer que u est encore dans Z{.

Ceci va résulter du principe du maximum, nous avons :

( # - a(Jnu)A,u - / dans fi x (0, T), (
)  \ :0  dans ô0s x  (0 ,?) ,  e t  /
I  # :odansô0rx(0 ,?) ,  )
(  u ( . r . 0 ) :  zo ( r ) ,  (

On remarque, après muitiplication par d, eue L: Ia

( # - a([nu)Lu- / dans O x (0,?),

I Z^= 0 9T'ôQ6 x (0,7), et
|  #:  0 dans â01 x (0,  ?) ,
| .  , ( " ,0 ) :  uo(c ) ,

Par différence :

Mr. - a(L1 : o( 
lnuù 

et m1 : a(t) :  o( 
lnu,).

Par différence :

( 45P - 
"([nu)A(u 

- rr) :  [o(.ïnu) - My]A,(u1) dans C) x (0, ?),

) u - ' t tL :0 dans ôf,)6 x (0, ?),

I CI#d : 0 dans âf,)r x (0, ?),
(  u(r ,0)  -  u ; ( r )  2  0.

Or, par définition :
A (u1 )  <  0 ,

et par hypothèse sur u :

clonc : 
f

" ( l r ) -M7)0,J A

e t :
u ( . , t )  1  uL ,  V t  e  [0 ,  ? ] .

De la même manière, nous avons :

ln'' = I'= lnu,,

[^ I(ùô@)a,  ̂
Luy:  /  dans f ) ,

\trL :0 dans ôf,)6,

W': o dans ô(-)1.

up,  (de même l :  Iau; ) ,  on pose :

-lnl?)-ô@)a" 4'u1:/ dans o,
ur :0 dans ôO6,

l*: o dans ôf,i1.

(  W-"Uau)A(u-r , ) :  [ " ( /nr )  -mf lL , (u)  dans O x (0 ,?) ,
) u - ut :0 dans ô00 x (0, ?),

I ry :0 dans ôflr x (0,?),
(  , r (" ,0)  -  z1(z) < 0.
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Or, par définition :

et par hypothèse sur u :

Donc :

A(21)  <  0 ,

t'

" ( l r \ - rqS0.J A

u( . , t )  )  u1 ,  V t  €  [0 ,7 ] .

CONSEQUENCES 3.1.

Soi t  9(r)  :  ra(*) .

On suppose g(r)>- [af @éft)dt, pour u dans [/,.L].

On suppose de plus que "f € C'(O) où 0 < a 1! et que uo € C2ta(0) vérifient les relations
classiques de compatibilité sur ôO, pour que u, ff soient éléments d" Co'â(O x ,?+).

Nous avons vu dans la démonstration précédente que :

f f r

Jnu{r)dr. Jnu(r,t)dr 
< 

Jrui lx)dr,

c ' e s t à d i r e :  
f

,< 
Jru(x, t )dr<L.

Donc. nous sommes dans le cas où :

r f f
( 
Jn"@,t)dx)a( Jnu(x,t)dx) > Jaf U)ë(t)dt'

ainsi :

f f l f
(  |  u(x,t)$(æ)d'x)1 :  I  f (n)ô@)d* - (  |  u(x,t)dæ)a( I  u(r, t)dr) < 0,
J a  J O  J A  J A

"t /n u,(x,t)S@)dr est une fonction décroissante de t. Par ailleurs, comme d à 0 t

(u >- u,) + ( [  u@,t)g(x)a* > [  u{x)Q@)d,x).
J O  J O

Donc [a u(*,t)S@)d,x est une fonction décoissante de t et est minorée pax Â u(æ)$(x)dx
donc est convergente quand t tend vers I'infini.

?: .ligr I u@,t)S@)d,x existe et est finie.
r+foo /g

Il en résulte que , 
,

. l i+ ( I  u(*, , t)$(x)dx)1 -0.
r++oo JO
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En effet, supposons que g(t) : (Â u(x,t)$(r)dr)1 n'admette pas 0 comme limite, en *oo.
II existe alors es ainsi qu'une suite f,, qui tend vers *oo et telle que :

g ( t " )>  e6  )  0 .

Comme ffi est élément de Co,i (O x ^R+), il existe C > 0 telle que :

v(r, r ') € R*', ls(t) - s(t ') l s clt - t ' l i  ,,

et donc :

v( t , r ' )  €  R+2,  l t - t ' l< t9o)* ,  : ro  + lg( t )  -  s( t ' ) l<c l t  - t 'Ê <: ! - .

Ainsi :
Vt e [t. - To,tn I Tol, Vrz € ly', g(il > +,

puis :
f t " *To

vn € rf, 
Jr,_ro 

g1)dt ) ?oeo.

Or ceci contredit le fait que :

f  r . ITo  f  f
I in l  I  s ( t )d t  -  l i+  |  u(* , t " tTn)6(r )d*-  I  u(* , t " -Ts)$(r )dx:^ t -1  :0 .

r r -+ rc  J  t _ -To  n -+æ Je  JA

Ainsi :

.  l i r . r ,  (  [  u@,t)g(x)d,r)1:  Q,
Jo

puis :
t r l

, i f"" ( Jn"@,t)dx)a( Jnu(æ,t)dx) 
: 

Jnf k)Ô@)dr,

avec :

t<  [ub. t )dx3L.-Jn

Donc, par continuité en t de /n u(r,,t)d,æ, celle-ci converge nécessairement vers / ou .t.

I

a : . li{n I u@,t)d'x existe et est finie.
t - *oo . /ç

Il reste à montrer, quand t tend vers I'infini, que u(æ,t) converge en un sens à préciser.

Un théorème classique (cf.[F] ou [DLS]) aÉisure que u converge uniformément en r dans 0
vers u, solution de :

f 
-a(c)Aw -- f dans O,

{ , :0 dans ôOs,

t g# : o dans ôor'

Ici :
1 f

,If- Jn"@,t)$(æ)dx 
: 

Jnt@)$(æ)dæ 
en décroissant'
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Donc nécessairement :

on peut écrire en concrusion : 

a : I et u) : 'ttrt '

l im  sup  l z ( r , l )  -  u7 ( r ) l  :  Q ,
,_+_  

"€d .

et clécluire de ceci I'existence dans Zl de deux types de points fixes :

. u; est un point fixe stable et même asymptotiquement stable dans 21.

. u7 est un point fixe instable dans 21.

CONSEQUENCES 3.2.

Soi t  g(r)  :  ra( t ) .

On suppose : 9(c) S Ïa f @ô(f )dt pour r dans U, Ll.

Onsupposedep lusque, f€C"(O)où0<o( le tqueuo€Cz*a(O)ver i f ien t les re la t ions
classiques de compatibilité sur âO, pour que u, ff soient éléments d" C",i(d x rB+).
Comme dans le premier cas, nous avons :

f | 1

Jru{r)dr S Jnu(",t)dr 
< 

Jnunk)dx,

c'est à dire :

l<  lu@,t)dr<L.
Ja

Donc, nous sommes dans le cas où :

f r l( 
Jn"@,t)dx)a( Jru(x,t)dr) < JaT(t)ôft)dt.

Ainsi :

f f f f
(  |  u(x,t)S@)dx)1 - |  f (x)g(æ)d* - (  I  u(x,t)dr)a( I  u(r, t)dc) 2 0,

J A  J A  J A  J A

"t /o u(r,t)$(r)dæ est une fonction croissante de t. Par ailleurs :

(u S uù + ( [ u@,,t)g(æ)a* S I up@)g(x)d,æ).
Ja "ro

Ainsi fiau(*,t)$(t)dx est une fonction croissante de t et est majorée par /o u{x)g(æ)dx,,
donc est convergente quand t tend vers I'infini.

r
. li+ I u(*,,t)$(æ)dx existe et est finie.
r_ïæ 

"/(-l



Il en résulte que ' ,jru(l u@,t)Q@)d.r)1:0, et donc :

.  I ip (  [  u@,t)d,r)a( [  u@,t)d,r) :  [  7ç*76ç*1ar,
r++co 

"/Q JA JA

a\iec : I S [çu(r.t)dr ( tr. Donc, pil continuité en f de Ïar@,t)dr, celle-ci converge
nécessairement vers a : I or a: L.

f
t : 

,If." Jnu(x,t)dx 
existe et est finie.

Il reste à montrer, quand t tend vers I'infini, que u(x,t) converge.

Comme précédemment,, nous pouvons a.ffirmer que u converge vers rr, qui dépend de a.
f f

Ici:  . l im I u(*,t)S@)dr - |  w(x)$(æ)dr en croissant. Donc nécessairement :
t--F,x, Jn JA

a :  L ,

Si <rn remarque de plus que ?, : rtrLt on peut écrire, en conclusion :

Il existe à nouveau

. U; est

. U.; est

l im sup lu(c ,  t )  -  uy(n) l  :  0 .
t**- 

"€o

dans 21 deux types de points fixes :

un point fixe stable et même asymptotiquement stable dans 21.

un point fixe instable dans 21.

III. CAS GENERAL.

On considère I'ensemble des points d'intersection entre la courbe :

a :  a( r ) ,

et l'hyperbole :

, - la f@)Ô@)d*r

contenus dans un compact donné, [oo, orlx [ôs, ô1], de.R2. On suppose que a est strictement
positive sur [os,a1]. Définissons alors u,", et u74 par les relations suivantes:

f  -  _g" "  .a (x )Lu* - /dans0,  (  -  _+*  ,a (x )Luya 
- /dansO,

I  c([cs,a1l I  xêlas,a1l

\ ,* - 0 dans âOo, \ uu - 0 dans ôOs,

l .  f t " -0dansôf)1,  t  * :0da,nsôOr.

on remarque que , Iau,n: J+#!#"t /o ttrM : f##":i:;
c €[as,o1] x€lao,arl
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On strPpose cle plus que les relations suivantes. notées (*x)sont rrérif iées:

-11in , c(.r) - min a(:t),
. . € [d0 .z r r ' |  . r , € [ J tu . , r ( . , , ) d . r . . f  u " , ( e ) r Je ]

On rrote alors 22l'ensemble cles fonctions de

l pax  .  { r ( :? : )  -  n rax  n( . r . )  (x * )
r ( [46 .41 ]  re t .L  uy( . t ' l ù . - [nu ,n( r ] r t . r ' l

I ' compr ises  en t re  u r \ I  e t  r rm.

22 :  { u ,  €V ' f  t L r l  (  u  (  u - } .

22 est un convexe. fermé cle I/, non vide car contenant um et u7.1.

Nous allons montrer q:ue 22 est un domaine stable c'est à dire que si 26, condition initiale
cltr problème, est prise dans I'ensemble 22 a)orc u(.,t), est encore dans 22, Vt e [0."].
L'idée générale qui est développée ici peut être résumée ainsi :

1) on se donne un intervalle [a6,a1] sur (Or).

:  _+ax ,a(c) de a(.r ' )
5 e l o 0  ! a  l  l

3 ) les droites horizontales y - bs et y : ôr coupent I'hyperbole aux points d'abscisses
/o , , ,rr(  r)dx et fnu, (r) fu.

4) on admet qu'entre a6 et /n uy(x)dx, et entre a1 et [nu*(x)dn,la courbe u : a(:x)
ne prend aucune nouvelle valeur qui soit plus grande que ô1 ou plus petite que ôs.

Il faut voir la possibilité de choisir loo,,or] vérifiant 4) comme une propriété geométrique
de la courb" y - a(r).

2) on considère les valeurs extrémales 6s :,.ËlX,f a(x) et b1

sur cet intervalle.

y = a(o)



THEOREME 3.2.

Soient us, un€ fonction de 22, et f  une fonction posit ive de 7'.

On considère ltensemble des points dtintersection entre la courbe :

a  :  a ( t ) ,

et I 'hyperbole :

, :  faf?)é(*)d '
r

qui sont contenus dans le compact [a6,a1] x [ô6,ô1] de -R2. On suppose que a est
strictement positive sur loo,otl et qu'elle vérifie les relations (**).

Alors, le problème :

(  H 
-  a( [nu)L,u- /  dans f t  x (0,?),

)  u :0  dans  ôQs x  (0 ,? ) ,

I  #  :0  dans  ôO1 x  (0 ,7 ) ,
(  , ( t ,0 )  :  uo( r ) ,

adrnet une solut ion globale dans L'(0,7;V)nC(0,f ;L2(0)) .  De plus,  s i  u0,  con-
dition initiale du problème, est prise dans ltensemble 22 alors u(., t), est encore
dans Z21Yt € [0,  

" ] .

DEMONSTRATION.

Soit .F. i'application :

t  z '2- {u e L2(0,T;r2(o)) ,  u( . . , t )e  22 vr  € [0, " ] ]  *  L ' (0,7;L2(o)) ,
I  u -+u ,

ot\ tr, solution du problème :

t * - a(/n u)Au - / dans f) x (0, ?),
)  u :0  dans ôOo x (0 ,?) ,

I # : o dans ôo1 x (0,?),
t  ' ( " ,0 )  : 'o ( t ) '

I satisfait aux relations de régularité :

[  "  
e  C(O,T;L ' (O))  n  r2(0,  T;V) ,

\ # e L2(0,,T;v').

Pour montrer que cette application F admet un point fixe, il suffit d'après la démonstration
du théorème d'existence locale, de nous nous assurer que :

u e Z'".
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Ceci va résulter du principe du maximum. Nous avons :

(  * -  a( lau)Au - /  dans 0 x (0,?),  f  - , . i?: 
,ra(*)Luu: /  clans f) ,

I z,= o j ' : 'ôf,)o x (o'?)' er 1 ,*- o dans âr)0,
|  #: o dans ôf, tr  x (0, ?),
I  r r ( r .0 ) :  r r ,o ( r ) ,  |  %Y:0 dans ôC)r '

Par différence :

[  
4+ - 

"(Ïnu)a(u 
- uu): [o(/n') - 

".1?],,o(r) lÂ(zv) 
dans f] x (0,?),

{ , ,  - LtrM :0 dans âft6 x (0,T),

|  
! t#ù: 0 dans ô0r x (0, ?),

(  u ( r ,  0 )  -  uya ( r )  2  O .

Or, par définition :
A(uu)  S 0,

et par hypothèse sur u :

lnr*@dl = I*u@,t)d.r S lnu*(*)dc 
p.p.t € [0,?],

o ( [u ) -  Lnax .a ( r ) : " ( [ r ) -  ^  max^  a ( c )<0 .
JA  x€ , l as ,a1 l  JA  x€ l J ruu@ldx ,Jnu* (x )d . x l

Donc  r  
u ( . , t )2uu .

De la même manière, on montre que :

u ( . , t )  1u* .

REMARQUE 3.1.

Comparé au premier espace métrique 21,l'étude du second espace métrique Zz ne
permet pas I'examen du comportement asymptotique mais permet d'éviter des conditions
du type :

a(L) < a(r) 3 a(/), Vo € U, rl.

REMARQUE 3.2.

Faisons une première tentative d'extension des résultats au cas où o est une hyperbole.

Posons z a(x) - Ïnt@ry@)a' .



Comment construire une solution globale ?

On se clonne sur (Or) un intervalle quelconque [4, B] avec o ) 0. On pose :

Le théorème précédent nous assure que si :

uM( r )  < ro ( t )  1u^ ( x ) ,

1(.c.f ) est solution globale et reste entre uM@) et u^(x), pour chaque t, et en particulier

cluand t - +oo.

lvlais attention, rien ne nous assure a priori que cette solution globale n'est pas une solution

triviale.
u(x,t)  = uo(r) V' > 0'

I u - IntG)6G)a"
I t t@)6@)d,
(  r r r :7 .

EXEMPLE 3.1.

Considérons le problème suivant :

( * - *Au = Çsin(trx) dans (0,1)xE**,
I  o" J. ,"
1 ,(0, t) :  u(1, t) :  0,
[  ' ( t ,0 )  :uo (c ) :Ks in ( t rx ) '  K>0 '



Ona :
f  l * 3

I  . f  O)$@)dt - |  |s in'(rx)r( l  
-  x)dr :  r '

Ja  Ja+

Il r:xiste :\/ et nz tels que :

tt' p1 (x ) - L sin(r æ) < trs (u ) ( tr- (r ) 
- L'ri'rz'(tc r)'

La solution est donc globale. En fait, elle est stationnaire :

u(x.t) = u6(x) : I isin(tp ), Vt 2 0'

TV. EXISTENCE D'UN ATTRACTEUR MAXIMAL.

L'existence de d.omaines invaria^nts conduit naturellement à la notion d'attracteur

maximal.

A) ETUDE D'UN EXEMPLE.

Soit iÛ la première fonction propre du Laplacien sur O :

( -AtI, - k!I, dans O,

{  v-o surôos,
[  #:o surôor '

on suppose /o t(x)d.n:1et on considère la droite de I2(o) portee par V.

x:  Dv -  { ,  €  Lz(a) lu-  CV,c e R}-

On veut étudier dans cet exemple le cas particulier où les conditions initiales us et / sont

élénrents de X. Soit donc u solution de :

( # - a(/, u)Au : ailr dans O x (0, ?),

J ù":0 daiis ôOs x (0, T),
\ 8* : o dans ôo1 x (0, T),
[ ,(",0) - tcsiÛ(c).

Pour o € Cr(.R) vériûant :
0<ræSaSM,

nous allons montrer ltexistence dans X, dtun attmcteur ma:rimal porrr les solutions du

problè.me pÉcédent.

u est solution si et setrlement si : :

( u(x,t): s(t) iÛ(r)

{ g'(t) + Ics(t)c[s(t)] : o'

t e(0) = &q-



Posons :

TU): -k ta( t ) ro ' .

. f  est Cl(.R), et pour donner un sens à la notion d'attracteur on suppose que f-1(0) est
un r:nsembie fini non réduit à un point.

Soient h,lz,.. . , In, les racines successives de /. Pou, g(t) # ko, ke ne peut pas être ra,cine
cle .f. donc soit il existe l; et l;.'ry, deux racines successives de /, encadrant ks. soit ko ( /r.
soit Ao > /,r.

- Si fro €ll;,I;ar1[, on pose : F(r) : I;, #- oottt r €]l;,h+i. F est continue et mono-
tone de Ur , l+ t [  dans F0ln, / , ;+ t [ )  donc b i ject ive de ) l ; ,1 ;+r [  dans F( ]h, / , ;+r [ ) .  L 'équat ion :
tJ' ft) + ks(t)a[s(t)] : * s'écrit :

F ls ( t ) l : 1  donc  g ( t ) :  F - ' ( t ) ,

et g(f ), par construction est dans l l;,1+rl.
-  Si .F(] / r , / , ;+t [ ) :  R, g(t )  est  solut ion globale déf in ie de R dans U,, l ;+r [ .
- Si f'(l/i,/;+t[) :]c,d[, c ou d fini, montrons qu'on peut prolonger g en une

fonction g, solution globale réelle de notre équation.

Supposons ' 
l3x 

g(t): I;11, et 
l lg1v(t): 

/ i , alors :

!y,,0'(t):  ls T@(t)): r(t ;+t):0,

e t :

]Eo'(t) : l '+ f @(t)): /(/') : o

Par construction la fonction g est définie de la manière suivante :

î(t) : g(t) pour t €lI;,\,,1[,
g(t) : l ; pour t €] - oo, /;],
g(t) : I;a1 pour t e ll;11, *oo[.

p est solution de notre équation sur ]c, d[ par définition de g, et au-delà car :

g ' ( t )  -  f  ( g ( t ) ) :  ( I i ) '  -  / ( / i )  : 0  avec  j  e  { i , i  +  1 } .

Le cas 
"ù , l1x 

g(t): / ; ,  et l im g(t): / ;11, se traite de même.

- Si k0 ( /r,  F est croissante d" ]- oo,/r[ dans ̂ F(] - oo,/r[).  Par construction,
g( t ) :  F- l  est  cro issante de F( ] -æ, / r [ )  dans ] - - , /1 [ ,  donc g( t )  <  h et  g( t )  à  9(0)  :  À6
pour I 2 0. g(t) est bornée par k6 et /1. On montre comme dans le cas précédent que la
solution maximale est définie pour t 2 0.

- Si k0 ) /,,, on montre de même que g(t) est bornée par In et ks et que la solution
maximale est définie pour f ) Q.
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En conclusion. toute solution de l'équation :

s'(t) + ks(t)a[s(t)]:  *

est bornée, globale sur .R* et tend, quand t -+ *oo, vers une limite l(ks) e.f-1(0) qui
clépend de la condition initiale ko. Cette convergence n'est pas uniforme pour toutes les
conclitions initiales ks prises dans une boule donnée B.

L'appiication ks --+ /(k0) ne saurait être continue car I'image d'un connexe par une appli-
cation continue est connexe, or I'ensemble des /(k6) est fini.

Nous allons chercher à "uniformiser" la convergence, quitte à perdre des informations sur le
comportement asymptotique des trajectoires individuelles (cf.[Ha]). Un argument essentiel
consiste à remarquer que la solution est définie globalement dans -R en entier, pour t positif

ou négatif, si et seulement si la condition initiale est prise dans lh,l.l.

DEFINITION 3.1.

Soit (X, d) un espace métrique complet et .9(f ) un système dynamique sur X. Un
sous-ersembie A est dit absorbant si on a :

VB borné C X, ft(B) tel que Vt > t(B),^9(t)(B) c 4.

DEFINITION 3.1'.

Un sous-ensemble fermé borné non vide F de X est dit attractif si :

VB borné c X, ,If.. sup d(S(t) x, F) : g.

DEFINITION.THEOREME 3.2.

Supposons qu'il existe un fermé borné A tel que :

i) A est attractif.

ii) ,S(t)A : A' Vt > 0.

Alors A est unique et on dit qu'il est I'attracteur mæcimal de S(t). De plus:

a-  {u(0) ,u€C7(R,X) ,  u( t *s )  -  S( t )u(s) ,  V(s , t )  e  R x  R+} .

En pa,rticulier S(t) a des trajectoires complètes bornées.
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THEOREME 3.3.

On note I et L la plus petite et la plus grande des racines de ltéquation :

a - l c ra ( r ) : 0 .

Soit ù la première valeur propre du Laplacien sur O, attachée à la valeur propre
k .

[ 
-Aù : Ic,l dans f),

{  V  :0  su r  ô00 .

[  #=o surôf)1 '

On suppose Â V(x)dx: 1. Soit X la droite de I2(f)) portée par iû.

x :  Dv :  {u € t2(a1lu -  cv,c  e R}.

Le segment A de X constitué des fonctions de X comprises entre /itrr et .ttlr est
I'attracteur maximal des solutions de :

(  H -  
"( ïau)Lu: 

aù dans 0 x (0,?),

)  u :0  dans  ôC ls  x  (0 ,? ) ,' l  
# :odansôf , )1 x(0,?) '

[  , ( t , 0 )  :  koÙ .

Pour a dans Ct(R) vérifiant :

0<m<a( r )1M, ,  V r€R .

DEMONSTRATION.

Soit :
At : l l , L).

N{ontrons que A' est I'attracteur maximal des solutions de l'équation différentielle :

s'(t) + ks(t)als(t)l : o,

ce qui assurera les conclusions du théorème.

i) A' est attractif car il contient toutes les solutions stationnaires.

ii) A' est invariant : ko € At + g(t) e A'.

En effet, on remarque que /(.L * e) < 0 pour e ) 0 et on suppose ko < L* e, montrons
par I'absurde que I g(t) < L + e.

Sinon, il existerait un premier instant ts pour lequel : g(to) : L * e.

d ,  , . ,  \ 1  , 1

frVftl 
- @ +.)lt,:,. - frIo(t)ltr=ro : /(g(to)) : f(L+ €) < 0,



ce  qu ies t  absu rde .  A ins i  :  ko  1L+e+  g ( t )  <L+  e ,  e t  pa rpassageà la l im i te :

ko<L1g ( { )qL ,

de même :
ko l l ag ( t ) s I '

Réciproquement, soit S(t) le système dynamique associé à l'équation différentielle. L'inclusion
A' C S(t)At , Vi > 0, résulte du fait que toute solution maximale g(t) : ^9(t)k0, est globale
de .R dans ] / ; , / ;a1[pour  ko €] / , , / ; . .1 [et  de.R dans { / ; }  pour  ko:  l ; .  Donc,  pour  tout  m
dans A', iI existe rns dans A' tel que : m : S(t)mo. En effet, il suffit de considérer la,
trajectoire passant par nl en t : 0, et de se rappeler que la solution est globale sur -R,
donc pour tout t positif il existe rn6 dans A' , défrni alors dans les temps négatifs, tei que
nz6 "atteigre" nl après Ia durée f.

B) CAS GENERAL.

( -L* - / dans f),

Soit to la solution de l'équation elliptiqn" ' { u:0 dans ôf,)s,

t # : o dans ôf,)r'
Soit X ia droite de f2(Q) portée par u,.

X  :  D r :  {u  €  f , 2 (a )1u :  ? r l t r , tm  e  R} .

.)f contient toutes les solutions stationnaires uoo car :

aoo -  
a( [nu*(x\dx) '

On suppose qu'il existe a+ fonction croissante et a- fonction décroissante de r, vérifiant :

a - (x )  l :a ( r  +  [  u* )<  o+( r )  ,  Vr  >  o ,
J A

et qu'il existe, pour tout couple de réels strictement positifs (*, y), une fonction croissante
I u', telle que :

, 1  1 ,
lô-. , ; . . .41 S'( l ' -Yl) '

Soit C la constante de POINCARE. On pose :

F(y) :a-1CI1â rÆ)y- o+11o1â JùW(tu6olà JyD',

et on suppose qu'il existe un unique réel positif k tel que :

F(y) :o  pouru:k , ,  F(v)>o pourgr  )k .



THEOREME 3.4.

On considère une solution stationnaire uoo élément de X.

So i t  1 r  :  { u  €V l  l l  , - r , " .  l lSS t  * k }  e t  so i t  s6  un  rée l  pos i t i f  donné .
On suppose :

i ' ià/: #tr:-oo
Alors .I{ est un compact absorbant de tr2(fl) :

VB borné c L2(Q), lt(B) tel que Vt > t(B), yuo € B, u € K.

REMARQUE 3.3.

Pour a(r) vérif iant : 0 < nr < a(r) < M, on peut poser:

a-(r)  -  m, o+1æ1 :  i14 et  u(x) :  
M - :

n7'

O n a :

F(y):ma-tW),Yc,

et donc, après avoir posé : L' : g-W!a'h,

lsà/. #r: l,ià I,',#: * l*t/n1a) : -oo

Ainsi : pour t assez grand :

l l  (u-"àl l3<1+k.
On montre en fait, I'inégalité plus précise :

ll (, - "*) ll3< k + (ll "o 
- 

"* ll3 -k)erp(-Cmt).

DEMONSTRATION.

h est fermé dans I/ qui s'injecte de manière compacte dans,L21f)).

Soit une solution stationnaire uoo élément de /r.

0u f

At 
- a( 

Jnu,)Lu: . f( :r) ,

?tLoo f-T - o( 
/rn*)Auoo 

: , f(. t  ).
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En posant, Aft): l l  (" - 
"".)(t) l l3, or obtient par différence :

tW * "t lnu) ll v(u - u*) lt',: W lrù 
- 

"( ln,*l) lnç,- uoo)auoo,

:W . -""( lnûv(t) + b( l*ù - "( 1,,àt l,tu}..;, - u*)z + !m'*1,
oir C' est la constante de POINCARE, et où o est une fonction de f que I'on précisera plus
talcl.

:+=,W_'"(I,ù)g(t)+(b(|,ù_'(|,,*)D+||A,".||3.
On choisit a(t) tel que :

la (  Inu)  -  a ]nu*) l  _  CaUru)
2a(t) 2 r

n ( t \  -  la (Â  u)  -  c (Â  u" . ) l
*\",, 

Ca( [nu)
Ainsi :

Laalt)  .  -ca(Ïnu) y(t \  + @( Ïnu) - a([n.u*))2 
'  az- ,2

2  a t  
= -  

2  s \ t , ) - r @  [ a c o o i l 2 :

W < -ca( [ ùa&l+(d( [ ù-o( [ ,*)),+ l l  /  l l ; ,dt  
i  -  

Jo  
' Jo  

Ja  
" ( la " ) "Unuoo)2L

d A ( t )  . f  I  t t { t t 2  1  1

dt < -td 
Jnùy(t) 

* o(lnù!-!de(@- ;*'))'?
On suppose qu'il existe a* fonction croissanteet a- fonction décroissante de r, vérifiant:

a - ( r ) la (x+  [u* )<o+( r )  ,  Vx€R.
J A

De cette manière, on peut écrire :

c'est à dire :

W S -c a- (tat+ \m)y(t) + o+11o1â @)ry(# - 
ft,l'

Par hSrpothèse, il existe une fonction croissante to, telle que :

l;,-frr <,(1"-yl).

W < -co-qol' \m)y(t) + o+(lc,l , r@)ll fdllï(u(lcrlâ rM)),.
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On pose :

F(ù :a-6ol È rt)r- o+6CI1 + {ùW(rlcrl È r/a(ù))r,
et on suppose qu'il existe un unique réel positif k tel que :

F (z )  :g  pour r :& ,  F ( " )  >o  pour r l k .

On a donc: W < -CF(a(t)) et #L: -CF(k). Si s(0) < k, i l  est clair que s sous-
soiution, vérifre y < k. Si g(0) > k, et si il existe un temps te pour lequel A(to) < fr, alors
le même raisonnement, bâti en considérant te comme instant de départ conduit à a < k.
Supposons, enfin, g(0) > k et y(t) > k, Vt > 0, et montrons, grâce aux conditions sur F,
que cela conduit encore à une majoration de gr. On peut écrire :

ala(t) - tcl 
s _c F(a(t) _ k + k),

dt

e t :
H(a-k)SH(ao-k) " - t ' ,

si on pose :

H(r): 
"[:"# 

avec so ) o, f ixé.

Par hypothèse, .F,(y + k) > 0 pour y > Let lim [" J' 
'I

c-0 Jso t Wfr: 
-oo donc I{ est bijective'

croissante de ]0, *oo[ dans i0, H-[, où I/- : 
"_li1r." 

H(*).Ainsi :

y - k < H-'lH(ao - Ir)e-ctl,

puis :
aQ) S k + H-LIH (ao - t')"-t'].

Par croissance de H-t, on a donc, pou gts borné et t assez grand :

y(t) :ll (u - u"")(t) llSS L + k.

CONSEQUENCE 3.3.

L'existence de K compact absorbant dans ^L2(O), espace métrique complet, implique
que I'ensemble A des images des trajectoires complètes bornées est attractif et invariant,
c'est à dire qu'il est I'attracteur maximal cherché. (cf. [Ha])
A est exactement I'ensemble des données initiales des solutions u globales et bornees de :

(  æ-a( lau)Au- /  dans oxR,
\  u :0  sur  ôOs x  R,
l .  8# :o  sut  ôo1 xR'

(cf. [CFNT] et [Ha])

68



Chapitre 4

AUTRES THEOREMES D'EXISTENCE GLOBALE

69



ChaPitre 4

AUTRES THEOREMES D'EXISTENCE GLOBALE

( Etude et uti l isation de la croissance de f tr(c' t)dx)

I .  INTRODUCTION.

L,étude d,une suite numérique bornée est grandement facilitée quand on réussit à'

établir sa monotonie.

L'idée que nous développons ici est très proche. Pour analyser la nature de la solution u'

nous allons essayer a'eiaUtir la monotonie de [nu(x,t)dx'

Tout résultat permettant d'étudier la croissance de Iay@,t)dx est intéressant : il nous

fait comprerrdr" le comportement asymptotique de la lolution et nous permet de préciser

la stabilité des points fixes éventuels'

On remarque, de plus que les théorèmes d'existence donnés précédemment ne sont pas

exhaustifs

Par exemple, le problème suivant n'entre pas dans ce cadre :

Il est en
u y ( : t )  -

effet impossible d'encadrer u(o,O) - 1 - cos( ra) entre les deux paraboles :

# et u^(r) = r ( l  - c )

2 n
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Inraginons, cependant qu'on ait réussi à établir la croissance de .lau(r,t)dn, en fonction
de t. Nous pouvons alors affirmer que :

I u@,t)d,r > [ us@)d,r : r,
J A  J A

et, comme a(r) est décroissante :

f

" (  I  
u )  <  a( I )  :2 .

J N

Par ailleurs :

[ ">1 >o +o([u):r+l>r.
Ja 

' " /o 
Jau 

-

Ainsi, Ies conditions naturelles de structure :

'  r  
' ld ' r ) : r+o[n:@'t t - )a* 

"
r 3 a( 

Jnu(t Jau\r.t)',r

sont vérifiées et il y a existence et unicité de Ia solution globale.

Le théorème qui suit permet d'établir ce résultat sous la condition :

f (r) + a(lnuo@)d,ùL,us:ffi(r6tr2cos(4zrz)) à 0.

Donc pour C assez grand, car :

f  (r)+a( [  us@)d,r)azo :c+32r2cos(hrr)) 0 pour c ]  3%r2 ( ici  I  u@,o)d.r:L).'Ja 
-/o

II. CROISSANCE DE z(t).

THEOREME 4.1.

Soient ?16 et Aue, deux fonctions de .02(Ct), et .f > 0 dans V.

On suppose que a est strictement positive, continûment dérivable, décroissante
sur .R** et que 2 f + a([nus(r)dc)Az6 > 0.
Alors, le problème :

( * 
- a(lau)Au- / dans o x (0,?),

)  u:0 dans ôQs x (0,?),

) 8# : o dans ôor x (0,?),
(  , (" ,0)  :  us(r) ,

admet une solution globale unique dans L'(O,T;V) nC(0,T;L2(A\ qui de plus
est fonction croissante de É.
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DEMONSTRATION.

On procède comme auparar,'ant. Soit :

Z - -  { t t  e  L2(0,7;L2@)) l  u t  e  L2(0,7;Lz(Q)) ,  u t20,  I  uk, t )d ,æ < l f ) l+( l l  f  l l zT+ l l  uo l l ,
J A

Soit F I'application :

I  z  c  L2(o,T;  L2(o))  - -  L21o,T;  L2(Q)) ,
1 u + 1t j

oir u est solution du problème :

( f f i  -AIau)Lu -/ dans ft x (0,?),
) u :0 dans âfts x (0, ?).

I  # = 0 dans ôO1 x (0,?)'
I  u ( * . 0 )  : 1o ( r ) ,

et r'érifie cl'après les conditions posées SUr tts et f :

I  u  e C(0,7; r ' (O))  n L2(0,  ?:  V) ,
I  fr  e L21o,T;L2Q)).

Pour montrer que cette application F admet un point fixe, il suffit d'après la démonstration
clu tlréorème d'existence locale, de nous nous assurer que : u € Z, car alors .F applique Z
srn' Z.

On pose :
y(t) : l l  , ' l l2z .

y(f ) r'érifie i'équation énergétique :

1 f ^ f

)a '@ * "(  Jnu@,t)dx) l l  vu l l ! -  JnTt")"{r , t )dx-

d'où :

*v ' ( t )  +"(  [  u@,t)d,x) l l  v"  l l îs l l  /  l lz l l  u l l r .
z J Q

On a donc: v'U) <zll f llt /?, puis , Jy Sll.f llz t+ ll ,ro llr,'

'/v sll f llz r+ ll "o llz .

Ainsi :

I  u@)d.*s lolâ l l  , l lzs lol+61 f l lzr+ l l  , ,0 l lr).
J A

On va montrer, ensuite, que u(c,t) vérifie :

u"*"' ,r.
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On pose :

tr vérifie :

ôu
"-  At '

f f-  a ' (  I  u)(  |  u1)Lu:0.
J A  J A

w-f
o( Ïau ) '

H - a(lnùL,

L.u

Or :

donc :
0u
; - a(fnùL' - o":Ït-l[:r'u L'I): -s'tÏ:rÙl[,î"ù t

On vérifie que 0 est une sous-solution de cette équation :

g a -o'Un-ÙUçu') t,alJau)

puisque a est décroissante et que u1) 0.

De plns par hypothèse : u(r,O) : ut(r,O) : / + a]aus)Aus ) 0.

Ceci implique d'après le principe du maximum : tr.r ) 0.

Nous pouvons ainsi affirmer qu'il existe ffi, M, mt et M' tels que :

0<m1  [  u<U t .- Ja

et  0<m'<" ( [u)1M' ,'Jo

avec :

[ *: [nus(r)dr, or I M' : a]nus(r)dx),

\  l , l  -  lo là( l  /  l l r  z-+ l l  uo l lz) ,  
vu 

\  - ' :  a(olàtt t  f  Mr+ l l  "o l lz)) .

Nous allons généraliser Ie résultat précédent en remplaçant la fonction nulle par une fonc-
tion impaire gs, dans la condition : f + a(/n us)Atro 2 0.

III. CROISSANCE DE [nu(r,,t)h.

DEFINITION 4.1.

On suppose que le domaine O C.RN, ajnsi que ôOo, ôOr sont invariants par chacune
des symétries orthogonales (,S;) d'hyperplan (*r:0), où i parcourt {1,2,3,..., N}.

Une fonction gs définie sur O est dite impaire si :

Vi  e {1,2, . . ,  N} Vo e O ,  go 
" ,Sr(z)  

:  -go(r) .



EXEMPLB 4.L.

Soit f,) : [-1, 1]2 dans R' , go(*,y) : rA est une fonction impaire définie sur f,].

THEOREM.E 4.2.

On suppose f,), ôf,)6, ôf)1 invariants par chacune des symétries orthogonales
(S , )  d ' hype rp lan  ( rn :0 ) '  où  i  pa rcou r t  { I , 2 ,3 , . . . ,N } .
Soit 96 une fonction impaire définie sur O.

uo) f et Az6 sont des fonctions de I2(A).

a est une fonction continue, décroissante de R+* dans -R+*, lipschitzienne pour
r  2 Içuo(r)dr.
On suppose que :

(  f  >o'
{  /+a f fnus)Auo}  9o ,
(  zo  )  0 ,  us f j .

Alors, pour tout T > 0le problème :

( * - a]au)Au- / dans Q x (0,?),

)  u--  0 dans âOs x (0,?),

)  * :  o  dans  ôo1 x  (o ,T) ,

I  r r ( r ,0)  :  ,o(r) ,

admet une solution globale unique dans L'(0,T;V) nC(0,T;L2(O)), telle que

[au(*,t)dr est fonction croissante de t.

REMAR,QUE 4.3.

La condition : 
f

f + 
"( |,nuo)L,uo 2 so,

implique si on suppose f,), âfls, â01 invariants par chacune des symétries (Sr) :

r f f
I T@)ô@)d, - a( | "o)( / 

.ro) > o.
Ja  Jo  Ja

REMARQUE 4.4.

Pour démontrer ces rrfuultats, nous utilisorrs une méthode itérative, basée sur une
discrétisation du temps.

Le problème :
( * 

-o(/rz)Az : / dans O x (0,?),

)  u :0  dans  ô0s  x  (0 ,T) ,'l 
3# : o dans âf)1 x (0, T),

[  , ( " ,0)  :  zo(r) ,
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Le probième :

va, être discrétisé en :

( 
"=f* 

- a([au;a)a'u; - / dans f, l,

\  une  I /  Pour i>1 .
| .  ,o e L '@).

Essavons de décrire et de justifier brièvement l'utilisation de cette rnéthode.

Pour n entier positif, nous réalisons une partition de : .[ : lO,T], en intervalles de longueur
t ' ,  :  l .C'est  à dire en n interval les l t ; , t ;+ l  avec :  t t :  ih,  pour i  € {0,1,  . . . ,n} .

Après avoir posé : Ltri -- rtri,n, pour u t vérifiant :

(  ry -  
"Uau;a)Lu;-  /  

dans 0,
\  u reV  Pou r i>7 '
| .  ,o  e L ' (Q) ,

nous définissons un de.I dans V de la manière suivante :

r l n ( , t ) : , l : t , i _ !+ ( t _ , , i Tpou r f ; _11 t1 t ; i e {1 , . . . , n ) .

Il est clair que si nous réussissons à établir la croissance de la suite (u;), c'est à dire
à prouver que # ) 0, nous pourrons approcher u paf, une suite u,, de fonctions
croissantes en f.

Même si la convergence est faible, /n u apparaitra comme limite de fonctions croissantes

Ïau " ( t ) '

LEMME 4.1. .

On suppose O, âQo, ôOr invariants par chacune des symétries orthogonales
(S;)  d 'hyperplan (*r--  0) ,  où i  parcourt  {1,2,3, . . . , l t r } .
Soit g une fonction impaire définie sur Q.

La solution u de l 'équatior, , { :.:+":9' est impaire.-  
L  u€V,

DEMONSTRATION DU LEMME 4.1.

Soit ,9; la symétrie orthogonale d'hyperplan (c; - 0).

L ' image par,Si  de (c1, . . . ,oN) est  notée: (Xr, . . . ,Xru)

I  Xt : r j  pour  i+ i ,
t  X; : -t; '

(  *  -  a( [nu)L,u- /  dans f)  x (0,?),

)  u :0  dans  ô f )6  x  (0 ,7 ) ,

I # : o dans ôC)r x (0,?),
I  u ( t ,0 )  :  uo( r ) ,



On remarque que :
S ; (S ' ; ( r r ,  . . . ,  t rN ) )  :  ( " r ,  . . . ,  f  N ) ,

( * r , . . . , c1 , r )  :  S l (X r ,  . . . ,  X ry ) .

On pose :
V :uoS ; .

On peut donc écrire :

V (X t , . . . ,XL r )  :  L t  o  S /X t , . . . ,X ru )  :  u ( x : r , . . . , rN ) .

Soit :

L'équation u - Lu- g devient :

(  ô " - ô V ô X ;
) Ar, - 6EEÇ,

I #: ff i vou, i+ i.

(  ô "  - _ A V
)  ô t ;  

-  
ô X ; '

I #: # Pou' i+ i '

I#:W,
I #:ffi o"",i+i.

donc :

V(Xt, . . . ,  Xru) - LV(X1 .. . ,  Xiv) -  glSi(Xt,  . . . ,  X,v)1,

V(Xt ,  . . . ,  Xru)  -  ^y(Xl ,  . . . ,X,v)  :  -7(Xr ,  . . . ,  Xn) ,

V (X r,  . . . ,  Xru ) :  -u(Xr, . . . ,  Xr*,  )  :  -ulS ;(rr ,  . . . ,  rry)] ,

u( r t , . . . ,  i u  N )  :  V ( ,X t , . . . ,  X i v )  :  - u [S ; ( r r ,  . . . ,  r l r ) ] .

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.2.

CONVERGENCE DU PROCEDE ITERATIF.

Comme on l'a déjà vu, on se propose d'obtenir une solution faible du problème :

( X - a([nu)Lu: / dans O x (0,?),

)  u=0dansôOox(0 ,? ) ,

I 3# : o dans ôor x (0, ?),
[  ' ( t ,0 )  :  uo(s ) ,

en utilisant une méthode où le temps est discrétisé.

Soit :
T - nh et rtri,n : ui Pour i e {0, 1..., t }.
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On comm.ence par résouclre le problème elliptique :

t ry - 
"Uau;a)Lu,; 

- / dans f),
\  u ;e l /  Pour i>1 ,
I uo . r'(q.

Le premier cl'entre eux :

( ,æ - 
"Uo 

u6 )Au1 - / dans 0,
(  t "e I '

[  , , 0  e  L2 (Q) ,

ne présente aucune difficulté car : a([nro) > 0 pour fiauo ) 0, et conduit donc à une
soluticrn unique u1. Nous verrons plus tard dans le lemme 4.2 que, Içq ) fius ) 0,
clonc :

o ( [ u r )  >0 .
J A

L'existence et I'unicité de u2 crL résultent, et par récurrence, grâce au lemme 4.2, celle de
n'importe quel u;.

a) ESTIMATIONS A PRIORI SUR ur.

Nous pouvons écrire, pour tout u dans I/ :

u;( r )  - ! ; - r ( t ) - .ù  
> +a(  [  u , - r )  <  vu; ,vu )=(  f  ,u  ]  .. - -T ,u-  

Ja

Appliquons cette relation à d : j puis à i : j - 7 :

I  .  YtW,u s +a( laui - r \  qVui ,Vu ) : (  f  ,a  ) ,

I  <  #, ' '  s  +a( laui -z)  <Yui- r ,vu ) : (  f  ,u  )  .

On pose :

u  :6hu;  -  u i@)  - -u i - t (x )  
.

I  I  66ui166ui  )  +o(/o ui- t )  q Vzi ,  V66ui  ) : (  f  ,66ui  ) ,

t  <-61ui-r ,6nui  > +@(Â ui-r)  qYui-r ,Y6pi  ) : (  f  ,66ui  )  .

Multiplions la première équation par : a(laui-z), et la seconde par r 
"(/o 

ui-).

t < 
"Ue 

ui-2)66ui,6nui > +d(/o yi-z)a(laui-) q Vu;, Y66ui t- o(fn ui-r) < f ,66u; ),
[ < oUn ui-r)6nu;-r,6nui > +d(/o ,ri-r)"(/o ui-r) 4 Vu;-r ,V66ui t- o(.[n .ri-t) ( /,61tr; ).

et soustrayons, après avoir remarqué :

r l r f
a ( l  u1- t ) :o (  |  u1-z )+(o(  |  u i - r ) -o . ( l  u i -z ) ) .

JA  JO JA  JA
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Ainsi en divisant par : a(/l ui-z) ) 0, et en remarquant que :

f f
n"( 

J n"i 
-ù"( 

J nui 
-z) l l  v (6p1) l l ; > 0,

on arrive à l'inégalité :

166u i ,6nu i  -66u i - t r=W , -66u i t f  -  67 ,u i - t> .  (A )

b) LEMME 4.2.

Sous les hypothèses du .théorème, nous avons, pour j > t les inégalités
suivantes :

( ïo*LËe s lnT@)ar,
I  Jo u i  2  Jnui_t ;
[  " fn" i  sT la f  @)dr+ [nus(x)dr .

DEMONSTRATION DU LEMME 4.2.

Par intégration :

Iu i@)-_ui- t ( r ) :  I  t@)or*a([ , ,_ù [  t  ,_r ,Jah reJaJa

l"'Y'%e : l;{')o' * "r Inui-') l,,T
Or ui-t est positive dans V donc :

t  ôu!- '  .0.
Jaa dn

c'est à dire :

I 
ui@) -_ui-Jr) 

. [ ilùa*.Ja h  -Jn '

Ceci est Ia première inégalité du lemme 4.2.

Soit, par ailleurs, 91 Ia solution impaire du problème :

I n, - h"(ïauo)aor : eo,
t  gre Y '

Comme pa,r hypothèse : f + agnus)Aue à 90,
p1 est une sous-solution de :

[ . - h"(laus)Aw: "f + a(Jn ue)Aue,
L -e %



Cornme par hypothèse : f + 
"ç1ru6)A,us 

) gs,

91 est une sous-solution de :

[ ,  
-  h "Uau6)Au  :  f  +  a jnus )L ,us ,

I  t r ' r €%

cltri admet T pour solution.

Donc t T ) gr, et par intégration :

t  " 'W uo(x) '  ^ î
Jn  h -  

)  0  ca r  Jag t : 0 '

NIais alors le raisonnement se réitère, car :

r + o( [ u)Lu, -- ,b(la":-): -"( !aù] *:llÏ*ï' lr"r(") : uo(*) 
,.

Ja d(Jo  uo  )  a (Jo  zo  )  n

Commeaes tdécro issan te , /pos i t i ve , " t ,4#P)0 ,ona :, a(J,., 
"o)

f+"(lrz1)au1 -mer@),

o (  f  u , l
où : f{ g{r) est une fonction impaire. Et par récurrence :

r * "(l.u;)a,u6a ffi,g;(,),

I,u'-'' ln"'
la seconde inégalité du lemme 4.2.

puis :

On démontre ainsi

De plus :

donc :

ln,,: t 
(/n,, - ui-r) * lnuo,

ln,=t@|,il*lnuo,

ln",s"o lnl + lnuo,

In",=, Ir + ln o
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c) LEMME 4.3.

fl existe trois constantes les trois inégalités suivantesk,  k ' ,  k" ,  te l les

u ; ( r )  -  u t - t@)

h

que

llz < k ,

e t :

soient vérifiées

l l  "r(r) l lz< k',

llvu;(x) llrl k",

pour tous les n assez grands et pour tout

DEMONSTRATION DU

Nous repartons de I'inégalité

161u i16nu j  -  66u i - r  ) 3

clue I'on écrit encore :

D'or) : ll6n"i llSS

LEMME 4.3.

(A)  ,

[a( /nui-z)  -  a( jaui- t ) ]
a ( [nu1_z)

1 66u i t  f  -  66u i t  ) t

l 6 l u i t 6 n u j  -  6 6 u i - 1  > 1
[a([nu1-z) - "U" " i - t ) ] 1 .  611u i t f  >  - 166u i , 66u i - t  ) ) .

a( [nu i -z)

' [ o (L  u ; -z ) -o ( [ ^ " - ' ] i 11  
<  6nr r , /  >  l+  l l -6nu i ;61"u i - t,w >l)

* l<6 ,nu i ,6nu i - t>1 .

Utilisons, ensuite, I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :

'^t '  uj-r) - r("I^n u;-r)l
| | 6nu i | | i= |W| |6nu i | | , t | | / | | z+ | |61 ,u i_ | | | , ]+ | |6nu i | | z | | f i u1_ t | | z , ,

l l6n"i l lzS I
l a (Â  u i -z )  -  a ( /n  u i - r )1 ,

- r  l  - -  \  
- a l l  /  l l ,  * l l  6r,ui-r l lr l+ l l  66ui-t l lz

"(Ïa
u1-z)

Or, d'après le lemme 4.2 :

et donc :

îa( In u i -z) - a( ïa u i -r)l
a( [nu1_r )  

'

" ( lnu i -z )  
-  a ( lau i - t ) ,

-/ r -------i- '
ajnui-z)  -  a( laui- t )  ,w'a ( Ï ç tui-r)
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Majorons chaque terme constituant le membre de droite de cette égalité. Comme c est
,41-lipschitzienne :

"( ln " i_z) 
-  a( laui_t) 

< M.w_
On a aussi :

e t :

lnu,- '- lnu,u = o lrf @)d'r,

11 /
a( fnu1- r )  -  o (T  Ia f  (ùd*  *  [nus( r )d r ) '

clonc :

, " ( ïau i - r ) - "Uau j - r ) ,  -  Mh la f@)dr
'61 - 

"(ryo T@)d* + [a"o@W|
Nous résumerons cette inégalité, en disant qu'il existe une constante C, qui ne dépend que
cles clonnées initiales (uo, f , 7), telle que :

,a(ln 
ui-.2) - a( Ia u i -r) | < c t,.,  a ( lau1_r)  |  .

donc :

l l  6n"i l lz - l l  66ui-t l lz< Cnll l  f  l lz + l l  66u;-r l lzJ.
\,b,u-ons ce que devient cette inégalité quand j varie de 2 à i.

( l l6nu; l l , - l l  6nr;-t l lz<cnQ16nu;-t l lz + l l f l lr),
I  l l  6urn- '  l l ,  -  l l  6nu;zl lzSCh(l l6nu;-z l lz + l l  /  l l r ) ,
)
\  " " " " " "

I l l  au"' l l , - l l  6nuz l lz1 Ch(ll 6nuz l lz + l l / l lr) '
( ll 66u2 ll, - ll 6nur llz< Ch(ll66u1llz + ll f llr).

Faisons la somme :

j - i - r

l l 6nu; ll, - ll 6nut llz< ch ll 61,u1 llz +cn I ll 6nui llz + (i - I)ch ll / llr,
j--2

donc :

j - i - r

ll 6r,r; llrs (r +ch) ll 6r,r' llz +ch(i - 1) ll T llz +cn I ll6n"i llr.
j=2

Montrons que : ll 6nq llz est majoré par une constante qui ne dépend que de us et f . La
relation :

.  
u ; (c )  -  u ; - r (s )  ,  

r

T, 
' r"(Jnr;- t)  (  Vu;,Vu ):(  f  ,u ) , ,
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! - , . , 1 -  [  i :  r ,  ,écrite pour : 
t , : -# :6nur, devient :

, , .  t r i  , f
l l  6rrt  l l ;  +"( 

Jozo) 
( Yu1,Y61u1 ):(  f  ,61uy ),

l l  6nu,l l7 < l l  /  l l r l l  6nu,l lz -o( [  ,ol  (  Vu1 ,V611u1 ],
J O

f
l l  6pr1 l l l  < l l  /  l l r l l  6n", l l t  -"(  

Jn"o)[< 
V(ur - us),Y6hu1> + < Vu6, V66u1 )] ,

r^ f
l l  6nu' l l ;  < l l  /  l lz l l  6nu,l lz -6"(Jnz6) l l  v(61"r) l l ' ,  *"(  

J*u6) l l  
aus l lz l l6nq l lz .

Cette expression a un sens car : Az6 e Lz(O).

donc : l l 6n"t l lz S ll f l lz +a([nzs) l[ aus llz . Si on rema.rque de plus, que : ih 1nh: T,
on peut écrire :

l l6nu;l lzs (r + ch)(l l r l, *"( [^u6) l l  Âre l lr) + cr l l  r lz +ch'Ë' l l  6nui l lr.
Jo j=2

Posons : K :(1 + ch)(l l  /  l l ,  +aUçu6) l l  aus l lr) + cr i l  f  l lz . Ators :

j-- i-r

ll 6nur llzS K + Ch D ll 6n"i llr.
j=2

A fortiori , 
,_n_,

ll 6nu; llr< x + Ch D ll 6n"i llr.
j = t

Nous alions ensuite utiliser un lemme qui peut être vu comme une version discrète de
I'inégalité de GRONWALL et qu'on peut trouver sous une forme plus générale dans [Ii].

LEMME 4.4.

Soient C, h, K, 7,, quatre réels, Ch < t.
Soit 6;, une suite de réels positifs ou nuls, où i parcourt {1,2,3,..., N} avec
Nâ < T. On suppose que :

j : i -  I

ù 1K,  e t  pour  i>_2 :  6 ;  (  K  +Ch I  a ,  (o) ,
j :1

alors :
6; 1 Kenppf).
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DEMONSTRATION.

Posons :
j = i

s,: D6i.
J : l

L'inégali té (a) s'écrit  :
j : i - t

St-S; r<K+ChD 6 j ,
j = l

ou encore :
^9 , - (1  *Ch)S ; -1  <K,

Â .  I i(s l  *  ù < (r  + Ch)(Si-r  + ôi) .
Par récurrence :

, ^  . I ( ,  , / a .  n t t i _ 1  , a  . I { ,(sr  *  ù)  < ( t  + ch) i - t6t  + à) ,
donc :

K ,  - . . \ ; - 1  , - -  K ,(^s, + à) < G + ch)i-16 + à),

s, ;<(1 *ch1;-r( / f  + * l -Lun Ch '
puis :

K+ChS;  S / i (1  +Ch) i .

L'inégalité (a) devient :
6 ;<K*ChS;_1 ,

6 i<K( t+Ch) i - l ,

6i < I{(L + CDÉPL ,

cl'où :

6; 1 Kexp((i - !)Ch) < I(exp(CT).

Cette relation achève la démonstration du lemme et a pour conséquence :

ll 6nu; ll2< Kexp(CT),

qui est Ia première inégalité du lemme 4.3. On en déduit que :

i= i

ll "; ll, 
< ll ,o llz + ! h ll 61,ui 112,,

j--r

ll "; ll, 
< ll "o ll, thiKexp(cr),
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ll "; ll, S ll uo llz *Tl{erp(cr).
On clémontre ainsi la seconde inégalité du lemme 4.3.

L'égalité :
u ; ( * )  -  u ; t ( r )  f

< -- f - , ,  ,  ao( 
Jnu;-r )  

lVu; ,Vu ) : (  f  ,u ) ,

appliquée à u : u; permet d'écrire :

l l " (  [u ; -1)Vt r ;  l l3 :  - .u ; ( t ) - -u ; - t ( r ' ) ,u i ]  +  <  T,ur ] .
Jah

Comme a est décroissante :

f  r  -  uu ; ( r ) - u ;_ t@)| | "(TJnf*Jnuo)Vu;| | i<| | f f | | , | | " l | |z+|| f | |z| |u; | | , ,

P<rscrns : A: Keæp(CT). puis , k' : l luollz ITIiexp(CT). Ainsi :

r f
l l "(T Jnf * 

Jnuo)Yu,ll is 
t 't ' * k' i l f b,

donc ii existe une constante k" telle que :

ll vr; llr< k".

d) CONSTRUCTION DE u"(t) ET DE U"(t).

Soit n un entier positif.

Nous réalisons une partition de : I : [O,T], en intervalles de longueur : h: fi, c'est à
dire en n intervalles [t;, t;..1] avec :

t ; :  i h  pou r  i  €  { 0 ,1 ,  . . . , n } .

Posons : Lri -- ui,,,, pour u; donnés, i e {0, Lr...rn}, vérifiant :

( ry - 
"Uau;-1)L,u;- / 

dans o,
\  une I /  Pour  i>1,
( ,o e , '(o).

Définissons alors u,, de -[ dans V de la ma.nière suivante :

u,( t ) :u , iJ |+( ' - t , i rypour t ; -11t1t ; ie{1. , . . . ,n} ,

et de manière similaire :

! u"(o) : ros
I  U"( t )  =  Lt i t  pour  f ; -1  (  t  (  t ; ,  i  e  {1 ,  . . . , ,n} .
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Ainsi, les inégalités du lemme 4.3 s'écrivent :

( ll + llu< k'
{  l l  ""( t )  l lv< k ' ,
( ll r/"(f ) llr< k'.

Pour continuer, nous avons besoin du lemme suivant que I'on peut trouver dans [K] :

LEMME 4.5 .

Soient l'.I'- des espaees de BANACH réflexifs tels que l'injection :

V ' - -+Y

soit cornpacte.

On suppose que les inégalités suivantes ont lieu pour n ) n6 > 0 :

( L tt % llT< r',
{ l l  u"(t) l lr< k',
( l l  r/"(r) l lv< k'.

Alors i l  existe u dans C(I ,Y)nLæ(I,V) avec f f i  e f ,2çt ,Y) et  une sous-sui te (u, , r )
de (u,,) telle que :

. ' ttrnk + u dans C(I,Y),

. u-x(t) --+ u(t) dans V pour tout f dans -I,

, U".x(t) + u(t) dans I/ pour tout t dans .[,

.  +--  # dans L2(I ,v).

De plus 
"i ll d# ll"< f pour n ) ns ) 0 et pour presque tout t dans .t, alors ff

est dans L*(I , I /)  et u;I  + Y est k- l ipschitzienne, c 'est à dire:

l l  "( t)  
-  u(t ' )  l lys kl t  -  f ' l  V(t, , t ' )  e 12.

APPLICATION.

Ici Y - ,2(O) et V est I'espace des fonctions u de I/t(ft) telles que ul6eo - 0. V
muni de la topologie induite est un sous-espace fermé de I/1(O). D'après I'inégalité de
POINCARE, on peut munir V de la norme équivalente à celle de I/r(f)) :

l l  "  l lv- l l  V" l l ,  .

L'injection :
V . -+Y
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est compacte.

L'éc1-ra,tion initiale écrite sous sa forme variationnelle devient :

,  du"( t )  f  __
. l . r ,  +" (JnU"( t ) )  <VU"( t ) ,Vu ) : (  T ,u)  Vu €  Vet  p .p . t€ . I .

Par intégration sur (f1 ,t2), on trouve :

[ "  du , ( t )  f ' ,  f  -  f t ,

J,, 
t l '" * Jr, "( Jn'"ft)) 

<vu"(t) 'Vu ) : 
Jr, 

1 f 'u ) '

et quitte à prendre des sous-suites, faisons : n --+ *oo. On trouve :

f t '  duf t \  î t ,  f  f t ,
|  .  t ' ) f  I  " (1" ( t ) )  

<Vt r ( f ) ,Vu>:  |  ( . f .u ) .
J t ,  d t  J t ,  Ja  J t ,

Comme (tt,tz) est quelconque, nous pouvons écrire :

du(t)  f
.1 , , r ,  * " (  

Jnu( t ) )  
< Vu( t ) ,Vu ) : (  l ,u  )  Vu €Vet  p.p.  t€  . I .

Autrement dit, z est la solution faible cherchée.

e) CROISSANCE DE Â u,(x,t)dx EN FONCTION DE t.

Nous avons mis en évidence une suite de fonctions impaires f; eui par construction
vérifient :

u i _u i_ t  \  _  / _ \
h  

2  g i \ r  ) '

Ainsi g1jle. seconde d'entre elles, est la solution impaire du problème :

donc :

I  n, - ha([ruo)Lst : eo,
L sr€ l ' '

^ f
l l  g' l lâ *n"( 

lnus(x)dx) l l  vg' l l3<ll go l lr l l  g' l lr,

et alnsl :

l l  g' l lrsl l go

Par ailleur s i gz: 
ffig{x),donc 

: ll 92

De la même manière, on montre pa,r récurrence :

l l ,  '

l lzSl l  go l lz  .

ll g; llzSll go llz .

Tous les S; sont donc uniformément bornés dans .[2(O) indépendamment de Iz. II existe
donc une sous-suite qui converge faiblement. Par symétrie, cette limite est encore impaire.



Les inégalités : /+d(/o u,.p\A.un*

.f + "ç lnu)L,u 2 g et # r- s.
Donc :

e t :

On obtient ainsi

En particulier, cecr
[^ rr , \ i l , )a,

^, - .!-Ll-- ^I
. r I

) gnr, ù +-) gnn, donnent après passage à la limite

u)Lu,ô  >>< 9 ,ô  ) ,

1 >>< 9 ,1  )

r.., *"(ln

du
t  

d t '

e t :

la,T@)Ô@)-d* >"( [ u(r,t)d'r),
fnu(r , t )dr  

-  * ' . /o

d( l ru (x , t )d r )  
,  O.

dt

implique, que pour r : Iau(z,t)d2,, y : a(r) est sous l'hyperbole

que /o u(r,t)dx est fonction croissante du temps.

IV. CONCLUSION.

A) Si on suppose que pour r assez grand, la courb" A - a(r) est toujours située

au-clessus cle l'hyperbole y - Jnr@)ÔG)d'x, alors Iau(*,t)d,æ est bornée. D'après l'étude
clui précède, !nu(æ,t)dx est monotone donc convergente quand t - +-.

En reprenant le raisonnement utilisé pour I'espace 21 at chapitre 3, on établit de la même
façon qu'il existe une solution stationnaire uoo telle que :

l im sup lu(r, t) - u."(u )l : 0.
t ** -  

r€à

B) Si lnus(x)dr est dans I'intervalle [,tr] où I et L sont solutions successives de
l'équation :

a ( r ) :  Ia f@)Ô@)dr
' r t

et si la fonction :

a:a(x\ - la f@)Ô@)d'' \ - /  
I

s'annule en changeant de signe pour r -- L, .Ïau(xrt)dx est croissante et ne peut quitter
l'intervalle U, Ll.

En effet, au-delà de L,, chaque point (lau,o(Â r)) est situé au-dessus de I'hyperbole.
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On montre à nouveau, avec les mêmes arguments qu'il existe une solution stationnaire zoo,
avec I : o([au*(r)dr), vérifiant :

l im suP ltr(z, t) - uoo@)l : 0.
t_*æ z€ô
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Chapitre 5

APPLICATION AU CAS OU

LA FONCTION a REPRESENTE UNE HYPERBOLE

I. INTRODUCTION.

Soit d vérifiant :

-LÔ :1 dans O,
Ô :0 dans ôf,)s,
ear :o  dans  â01 '

Dans l , é tudedespo in t sd , i n te r sec t i onen t re l acou rbea :a ( I ) e ta_W,on
peut considérer comme extrêmes les situations où A : a(r) est elle-même du tfpe y : b-.

Pour k : Iaf@)Ô@)dr, les deux courbes coincident et ont en commun une infinité de
points.

Pour k t /n f @)$@)ar or k. /n f @)Q@)dz, I'hyperbole gr : o(r) est située stricte-

ment au-dessus ou strictement au-dessous, et n'a àyêc ! : ['t@Lo@la' aucun point
d'intersection.

(  t)  r ' :  ïaf @)ô(t)dr, ,
Nous allons distinguer 3 cas: 1 \ n> [af @)ô@)dn,

I  s l  k< ïa f@)S@)dr .
Le problème type posé s'écrit :

( X - ffi,o": / 
dans o x (0,?),

I  u:0 dans ôf , )6 x (0,?),

|  #:  o dans âf l1 x (0,?),

[  , ( " ,0)  :  uo(r) .

Les théorèmes globau)c vus dans les chapitres précédents, 3 et 4, assurent l'existence de
solutions positives u e C(O,f ; L2(O)) n L2(0,T;V), avec ff i e L2(0,f; L2(A)\.
Nous avons encore :

( [ u@,t)Q@\dx)1 : [ ilùO@)dr - k.
J A  J A

Cette relation importante va nous a,ffranchir de toute notion de monotonie pour établir
la nature asymptotique de la solution. On pourrâ, pil exemple dans le cas 1) montrer la
convergence vers une solution stationnaire sa^ns avoir à établir au préalable que Jn u est
monotone. En particulier, parmi I'infinité des solutions stationnaires, elle nous permettra
de ca,ractériser celle qui va convenir.



I I .  pREMIER CAS : tç: [nf@)ô@)a".

La courbe :

a  :  a( r ) ,

et l'hyperbole :

, :  
[a f  @)Ô@)d'  

,

se superposent.

Il résulte de l'égalité :

que I'intégrale :

I u@,t)g(r)d,r
J A

est indépendante de t, donc vaut sa valeur en t:0.

On obtient ainsi Ia Ioi de conservation :

f f

J nu(r, 
t)Q@)dx : 

J nuo(*)S@)dr.

REMARQUE 5.1.

Nous allons expliciter, en utilisant la loi de conservation, Ie comportement asympto-
tique de Ia solution globale.

Celle-ci va converger vers une certaine fonction uoo que nous définissons maintenant.

Soit u.r la solution de l'équation elliptique :

( -L, - / dans f),

1 . - 0dansôO6 ,
l .  # :odansôClr '

tu peut être vue comme une solution particulière de I'équation stationnaire associée :

[ _l,rooaw au:/ dans rl,
) J "u -
I ,: Q de.ns flOs,

| .  # :odansâo1'

Ene f fe t ,  
f  f
I  w(r)dr: I  w(r)(-aS@))dr,

J A  J O

r r
I w(r)dr: | (-Lw(n))Q@)dx,

Jo "/o
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l;u@)ar: lnr{or@)dr,

Par homogénéité 1 uæ - Àtl est encore solution de l'équation :

(  _[, ta_trt ,ro, L,u:/  dans f ] ,
)  J n "
I  , :0  dans  ôOs,

t  #:odansô0r '

On choisit À tel que : [rus(r)$(r)dr: Ïau*(r)$(r)dr: [nÀw(r)Q@)dr.

donc :

-Lw: / s'écrit encore : [a r@)ô@)dr
L, ta :  f  .

Ï a .

REMARQUE 5.2.

(  
"o(")  

2 zoo(z),
Constatons tout de suite qu'on ne peut avoir : { ot

[ "o(") 
( u-(r),

sans avoir aussitôt z us(æ): u-(c) : u(x,t), Vc € O, Vt > 0.

Ceci est une propriété de la solution stationnaire. Partant d'un zs, il
d'atteindre un uoo tel que uo(r) ) u-(r), Vr € O, ou us(r) ( uoo(z),
le point de départ ne soit lui-même u-. En effet, l'égalité :

I u|r,,t)S@)dn : I u*@)S@)dn,
J a  J a

montre que : Jn(zo(") - u""(r))Q@)d,r -- 0.
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C'est à dire :

En conclusion, uoo est la solution de l'équation stationnaire qui vérifie :

f f
|  "o(")ô(r)dr:  I  u*(r , t )Q@)dr.

J A  J A

zoo est un candidat naturel :
- c'est une solution stationnaire et nous savons que sous des conditions assez larges,

les solutions d'équatiors paraboliques convergent vers une solution stationnaire.
- elle vérifie la loi de conservation :

t ' f
I  "o(")ô(r)dr:  I  u(r, t)S@)dr.

J A  J A

Cette loi étant indépendante du temps, on attend qu'elle soit aussi satisfaite pa.r la solution
Iimite.

Vz€Q,

Vc € C),

n'est pas possible
Vr € O, sans que



Or (zs - uoo) et S ont des signes constants sur f,).

Né<:essairement : uo - zoo, mais aJors :

uo(r) :  uoo(r) :  u(r,t),  Vc € f),  Vt > o.

En effet. la solution u(r,t) existe ca.r il existe m et M tels que :

u , " ( r )  <  uo(r )  :  u ,n( r )  <  uu(r ) ,

or) par définition urn et uy sont proportionnelles à uoo et elle est unique car :

,  :  
[çf  @)Ô@)dr

r

est lipschitzienne sur : [/l uy(r)dr, [a","(")).
Ainsi, par unicité de Ia solution, nécessairement :

u*(n) :  u(r , t ) ,  vr  € Q, Vt > o,

donc :

uo(*)  :  u*(r)  :  u(r , t ) ,  Vr e Q, V, > 0.

Pour démontrer le théorème qui décrit Ia convergence de u, nous allons avoir besoin
d'un lemme qui est une extension élémentaire de I'inégalité de POINCARE à d'autres
normes -L2.

Comme fl est borné, on suppose qu'il est contenu dans une bande d'épaisseur finie ] - a,aÏ
dans la direction ry, êt que tous les points de Q sont sur des droites passant par âf,)e et
orthogonales à l'hyperplan (*t :0). On prolonge les fonctions en dehors de ôflo par la
valeur 0.

LEMME 5.1.

Soit o ) 0 et soit r/ une fonctionvérif iant O<tl.t(x) <a, Vc e O. On
suppose qutil existe une fonction f' de 11 intégrable sur l-o,ol telle que:

f* '  1

l-, ,t, 
dt < F(r)' Y("' "' '"rv) e P'

où P est la projection orthogonale de O sur l'hyperplân o1 : Q.

Pour toute fonction u deV, on a :

In @)rrp(r)d,r < t 
|rllvu(r) ll2 !t(r)d,n.
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DEMONSTRATION.

O n  a  :  u ( - a , r 2 t . . . , u N )  : 0 ,  d o n c  :

u(r t , . . . ,  rN)  :  u( r r , . . . ,  uru)  -  u( -a , . . . ,  zN)  :  
l : :

, r N )t ,  . . .
At

ou(
dt.

D'oir :

u,,(*,,...,Ix)=,I::|ry@t),<|",lryùf,bQ,...,r1r)dtI::6o:iô"

donc :

u' (" r, ..., rr ) < F(", ) | _ "rw;@f 
r/, (t, ..., r xr) dt.

|nu,(", , . . . ,n7,r)d,rt . . .drN=(:"F@)d,r1]| , , |_"|wP,l ,&,, . . . , r7,r)dt]d'r2.. .d,r7,7,

d'où :

l '  , ,  f "  - .  f  .

Jnu ' ( * r , . . . , r7 , r )d , r1 . . .d rx  
=  

J_"F( r )d r1  Jn lVu( r r , . . . , rx ) l2 th ( r r , . . . , rp )d ,q , .dny .

On déduit de :

f ^ f

J  nu ' t  
( r  r ,  . . . ,  r  w) rb  @ t ,  . . . ,  r  x )d r  1 . . .d ,n  p  S  

"  J  nu '  
( *  r ,  . . . ,  r  y )  d , r  r . . .d r  N,

I'inégalité :

I  u 'br , . . . , rw)dt(n l , . . . . , ry)d.r1. . .d,r r r r  (  o 
l_"r f " r tor ,  In lVz(c1,  

. . . , rN) l ' rh(*r , . . . , r11)d,r1. .
Ja

On a ainsi :

'  
I  u2(rt , . . . ,x7,r)d,x1.. .dxn <C I lVz(c1, . . . , r*) l ' rh("r, . . . ,  r7,7)d,q.. .d,r7,7.

Jn Ja '

avec:  C:a l ! "F( r )axr .

e t :

Ptu'intégration :
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REMARQUE 5.3

Les hypothèses du lemme 5.1 impliquent I'inégalité :

t  ' ,  
r  -----d,r1.. .d,rx1 :  I t ["  =- 

\  
, ,  ,d,r)d,r2.. izN<oc.la  r !@r, . . . , rN)  J  p 'J  _o th( r t , . . . ,  r ru)

NOTATION 5.1.

On désignera par ,9, I'ensemble des fonctions poids : d de L'(Q), positives et bornées
pour lesquelles il existe une fonction f' de z1 intégrable sur î-o,ol telle que:

[ "1
J-,  , t t f " , - - ,Adt 

< F(r1) Y(rz '" ' '  zru) € P'

et qui vérifient de plus : N!(r) < 0. Par exemple, pour CI :]0, 1[ et 0 I m 1 1, on a
,h , "@) : r * ( I - r ) ^  eS.

THEOREME 5.1..

Soient u6 un€ fonction de l2(ft) et / une fonction de V qui ne s'annule pas
sur ôf)1.

Soi t  z  dans L ' (O,T;V)nC(0, f ;L2(AD solut ion posi t ive du problème:

( u, - Ïntt')otr)d't

| ff i - ffiLu:/ 
dans rl x (o'?)'

\  u :0  dans  ôQ6  x  (0 ,? ) ,

|  #: o dans ô(-)1 x (o,r),
(  , ( " ,0)  :  ,0 ,

auec ff i  e L2(0,r;L2(A\.
Soit zoo la solution du système stationnaire associé :

(  L f@)Q@)d ' r  n
| ---r-Auoo - 

/ dans O,
I Jq": 1.\ qui vérifie :
I ,o" :0 dans ôOo,

t  k :odansâor,

On suppose que ,b@) : ffi est dans .S.
Alors :

Inu*r*, f @) d,n : 
lnus(r) Q@) d,r.

,_rTL ln@@,t) 
- u*(e)rffia, : o.



EXEMPLE 5.1.

o :10,1[ ôf,)o - âf,)  :  {0,1}.

soir :  k:# \ f f iù,Ql")r I* .
On considère le problème :

[ * - 
fro" 

- \Æinîd dans (0,1) xR**,

I ;[3:lÀ =;lit'i::3i.,- ,,
r2( r : ) : f f i : f f i ,sepro longeparcont inu i tésur [0 ,1]oùel1eestco11cave 'e tu.€^9.

,Iru lo' lu{*,t) - u*(xr'ffior: ,Ip- lo' ,r{*,t) - u*(x))2

uoo est la solution du système stationnaire qui vérifie :

lnu*(ùô('c)r/r 
: 

lnuo{'*)o(t)d'x: lo' ry

: r (1  -  r : )
l t T  -  l l

21/sin(rr)

I
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DEMONSTRATION.

Il s'agit de montrer que u(x,t) tend vers uoo(o) pour une certaine norrne I,2 quancl t

tend vers *oo.

Pour cela. nous allons considér'er le produit scalaire :

1tr,t) r= 
lnu(u)u(r)(ffi)dr 

avec 0 < fi;i < o, Vc € o.

Ce produit scalaire est défini pour u et u dans .L2(Q) car :

1r.t,,'= I*lu(c)u(c)( ffino, < Inu@)'t *!9ov. lnu{ù'{ffila*,

1 r;,,a >< a2 [ uçl12 ax I u@)zar.
Ja Jo

Si on note ll ll, la norme qui lui est associée: on a :

_r
l l  / l l ' :  l , i@)f@)a*,,

J A
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et surtout :

f  ,$(,r\  f

JnT@)@(r,t) 
- 

"*(*))(ffi)dr 
: 

Jn@@,t) 
- u*(r))Q@)d,r :0,

car nous avons vu que:

f f f

J ru(*, 
t) g(r) dr : 

J nur(*) S@) dr : 
J nu 

* (*) g(r) dr .

Ainsi, /  est orthogonale à (u(r,t) - u*(r)) et à (uo(*,t) - u*(r)).

On calcule :

D:1 ffi-#,rt'-tl*).
Ceci a un sens car chaque terme, à t frxé, est dans L'(A).

, : - l "r"a' ù - " 
t:lll !#; " 

*t tffit o" - (w - #, l,( z - u." ) a çu *1 11 7 ar
On multiplie par Ïar(r,t)dn :

D f nu@,t)d"r: 
- 
lnf,-,"")a(z-z *)ftla*- lr*"r#-i^, Ir(u 

- ,,.")a 1u*1ç!7ar

et on remarque que : -ffi:#@
r  r  6 

!" ,( : , ,Y=)= [u-u*)Qdr.o 
Jnu(r,t)dr: 

_ 
Jn@ 

_ 2.")a(z _ 
".")( i)o* 

_ _ïnf 
@)s@)d,* Jn'

o r :

Inu@, 
t) S@) dn : 

I nu*r, Q@)d.r.

Donc :

n fnu@,t)d,r 
: - 

lrA- u"")a(z - r*1çt1a*.

Appliquons Ia formule de GR"EEN :

o|,u(r,t)dn:_|un@_"*lWrIla,*|no{,_u-)V[(u_u*11t11ar,

donc :

o Inu@,t)d,r: lno@- u"")v[(u - u*1çtya*,
car d'après les conditions 'ï::t ' 

,, â(, - u*) ,ô,
Jun(" 

- 
"*)Ë(j)h 

: o.



Ainsi :

n lnu@,t)d,r 
: 

lrror- u-) P ftla, * lno{, 
- u*)(u - u*yv1l1ar.

On applique une nouvelle fois la formule de GREEN :

car Q et / étant dans V :

i l,r- 2.")2Â( lro. : Iunu 
- u*)2#* - I-"Èru 

- u*)2lv(rya,,

i lrr- u"")24( Ïro, : 
- 

lnV(, 
- u*)(u - u*)v(t)ar.

Scius I'hypothèse, A(+) ( 0, on a donc :

n 
fnu{*,t)d,n 

> 
fnttrt"- 

uoo) l l ,  (t)a*,

n lnu{,,t)d,r: lnttrf"- uoo) l l , tt la, -; lrr- u"")2a( 
l lo,,

C

[nu(r , , t )dr
l l  ("  -  r-)  l l '

donc :

,. ffi fnttor"- zoo) il' (!)a*,
et d'après l'inégalité de POINCARE :

D>

Nous savons par ailleurs que :

ry + F #fu * #* ro o,t f*oot r (r) d,r : o,

t ry'u - Itæ > +D lnoo)r{ùd'r 
: o'

t a(ll u _:t'* ll)2 - _D [ 661yç*1ar,2 d t  
-Ja

1 d(l l  u - u- l l )2 .  _C [rô@)f @\dx
2 dt =-ffi l l  ("-u"")l l ' ,

ll , - ,." ll2Sll 1tro -,ttræ |, "*p(lo 
-'"#rét)!r!*ro" 

or.

2c Inô@)f @)dn
fnu(r,t)dæ
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Comme z est dans C(0,7, L'(AD,l(f) est continue en t.

l l ,  -r"" l l25ll  , t tro - Itræ l l '  "rp( [ '  
-rçr1or1, (1)

JO

avec :  
l ( r )>0 .

Ainsi, ll " 
- ',roo ll'<ll ,o - u* ll2. Comme :

f  ,  f  ^ ,  t I
Jrl" 

- u-l S Jn@ 
- u*)'Ih 

Jr rh,

il existe, en utilisant (1), une constante c1 telle que :

t  Ir"- 
zool = I*W 

- ' tLæl Sll ,o - ' ,æ f Irï: "r.
Ainsi :

I u*@)d,r - ct . I u@,t)d.r < 
", + [ u*@)dn.

J O  J A  J A

II existe donc une constante c2telle que 0 < Inu(*,t)dn < c2.L'inégalité (1) devient:

ll"- r"" l l2Sll "o 
- u*llt erp(-ct) avec c ) 0.

Ceci montre la convergence exponentielle de u vers uoo pour la norme considérée quand
t --+ *oo.

I I I .  DEUXIEME cAS: k> Inf@)ô@)dr.

La courbe :

a:  a(r ) :  L ,
r

est toujorus située strictement au-dessus de l'hyperbole :

,  :  Ïaf  @)Ô@)d" .
r

On suppose f @) ) 0 et z6(r) > 0.

L'égalité :

( [ u@,t)ô@)dr)t : [ ilùO@)d,x - k,
J O  J A

conduit à :

I nu@, 
t) Q@) d,r : ( 

| n 
f @) g(a)d,r - k)t + 

f nuo@) 
Q@)dn.
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Cette relation montre que pour :

,, - IaY^o(")Ô@)d"-
k -  faf  @)S@)dr '

la solution ne reste plus toujours positive.

EIIe indique ainsi la perte du ca.ractère parabolique de I'équation ca.r d'après Ie

théorème 0.2, c'est fiau(r,t)dr, elle.même, qui ne peut rester strictement positive.

Pour  u € C(O, f ;L2(A\ÀL2(0,7;V) ,  f t  e  t2(o,T;Lz(A)) ,  e t  pour  les condi t ions déjà
rencontrées:

a(9) < o, (9) . c'",
TJ

rnontrons directement qu'il existe te, à partir duquel, l'équation :

ô u k a ?
; ;  -  7 - t ; ,u , :  l ,
dt  Jau

perd son sens puisque I'intégrale fnu(r,ts)dr va vérifier :

f

I  u(r, to)dr :0.

supposons par I'absurde que , 

tn

Multiplions l'équation :
ôuk^ ,
at 

- 
ïnuuu: 

L

or) chaque terme est, à t frxé, dans .L2(O), pil :

u(r , t )ô@)

r@) '

et intégrons sur O.

/u,(*,uffid" 
- 
# Inou(*, ùW o* : Inu@, t)s@)d,r.

Nous allons considérer à nouveau le produit scalaire :

1u,a r: [^{u{x)u(Q(ffi)ax, avec 0 s lE 1 c'", vz € o,
J Q  J  \ [ )

Inu@,t)d,r>0 
vr>0.

100



et noter ll ll, Iu norme qui lui est associée.

ld( l l  y l l ' l1a , ,  . '  , ,2 k I  ur@,ùL,;dr:  (  [  t@lo@dr-k)t+ [  us@)s@)drt dt *F' l l  vlr l l- -îff i  1" I\r) ra re

donc :

ld( l l  ï l l ' l  <( [  f@)s@)dx-k)t+ [us@1s@)d*,2  d t  
- t . / O r \ - t t \ - l - - -  ' - ' ' ' J ç )

0 <l l  , l l ' s  (  [  f  fùO@)dr-n) t2 +(  [  ,o@,t)Q@)dr) t+ l l  u0 l l , .
J O  J A

Donc; /n z est bornée tant que le terme de droite reste positif, et jusqu'à cet instant Ia
slution existe et est bornée dans .L2(O).

N4ais comme :
t "^ .

Jnf@)Ô@)d' -k10,

ll " ll' ne peut rester strictement positif que sur un intervalle de temps fini, ce qui contredit
I'hypothèse :

I  u@,t)d,r  >0 Vt  > 0.
Ja

IV. TROISIEME CAS : k < ïnf @)ô@)a".

La courbe :

a: o(*) :  L, ,
r

est toujours située strictement sous l'hyperbole :

, :  
Ïa f  @)Ô@)d ' .

r

Nous connaissons Ie comportement de z quand t + *oo.
En effet, nous sommes dans Ie cas où , fn f @)ô@)dn > k,
donc l'égalité :

( [ u@,t)Q@)d,r)1 : I t @)o@)d,r - k,
J A  J O

conduit à :

f  , f  f
I  u(* , t )S@)h:11 f  @)S@)dr  -  k) t *  |  us(n, t )Q@)dr .

JA  JA  JO

Ceci, joint à l'égalité :
f
I  u(r,t)Q@)dr Sll " l lzl l  ô l lr ,

J A
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nrorrtre que :

ll z llz-* +oo quand t ---+ *oo.

Nous allons préciser ce comportement, en remaxquant, pour certaines conditions initiales
données, I'existence de solutions à variables séparées, puis en démontrant que celles-ci
"attirent" toutes les trajectoires solutions quand t ---+ *oo.

En effet :

Lu( r , t ) :
I2e- ' ,  ( t+ a)(1 -  e ' ) (e -  e")

13e - 35

EXEMPLE 5,2,

(  u"  -  L  Ao,  -  g("+ l }n( l  -  r )  dans (0,1)xÆ** ,
I 

a, 
fnu^* 

- t3,

1 " (O'  
t )  :  u( I , f )  :  0 ,

[  "(", 
0) :  zo(z) - alr2(e' +eL-')-6* Gl:)J6r(L+e)-12(r+e)l .

Ona :

f  . .  , , , .  f  6 (e+ t t  L *e

Jntt")ot")dr 
: 

/" Ëffi r2(1 - r)zd.r: 10(13;=t ) r 
: k.

Donc ce problème rentre bien dans le cadre précédent. On vérifie qu'il admet bien une
solution à variables séparées :

et :  f ;  u ( r , t )d , r : t *a .
Ainsi :

Ôu  1  ^_ .  _ l l2 (e "  +eL- " ) -6 r2 ( t+e)  +6r (1  +  e )  -12( I+e) l

d-Ft^--

X-#,"":Hrg-r).
A) RECHERCHE DE SOLUTIONS A VARIABLES SEPAREES.

L'étude des solutions à variables séparées passe par celle de l'équation stationnaire :

(  u -  *Lu  
- . f  dnns  O,

I  Jo '
1 , :0 dans ôOs,
l 8i : o dans ôor'

Si on recherche les solutions classiques, positives de cette équation il faut s'attendre à avoir
besoin de conditions sur /, comme le montre la rema^rque suivante :

r 2 e -  "  ( t +  a )  ( L  -  e '  )  ( e  -  e '
13e-35

t * a

t02



REMARQUE 5.4.  f l  :10,1[  ôOo -  ô0 :  {0 ,1} .
Soit c le point où z prend sa valeur moyenne.

Par définition :
f r

u(c) : I u(r)dr.
J O

Appliquons deux fois Ie théorème des accroissements finis :

donc :

L'inégalité évidente :

devit-nt :

donc :

alors le problème :

fPuç*1a, ffi, l: u@)d,*W,

f(r)d,r. I: u@)d*. 
# . h 

) 4k,

lo' '{')o' > 4k'

f
(ro - f) Jrus 

( frAu6 ( 0,

I 
u-ffi,o":/danso,

1 , :0 dans ôO6,
l. 8# : o dans ôf,)r,

lo' ,tù0,, l: r@)d,r (/ > o),

lo' t{ùo*,

l,'

THEOREME 5.2.

Soit / une fonction de .L2, positive ou nulle et non identiquement nulle.
On suppose qutil existe une fonction ze positive ou nulle et non identiquement
nulle dans I/, vérifiant au sens des distributions :
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admet une solution positive dans I/.



REMARQUE 5.5.

Les conditions sur us et /. impliquent :

I to)otod.r > k.

En eftèt, puisque uo # lvérifie ." :j, des distriburions :

(uo -  i l  [ uo l l c \ ,uo (0 ,
J A

on a. après multiplication par Q@) > 0 :

. f  f  .  f  .  r  f( l^uo(r )6@)dr-  l  T@)ô@)dr)  l_us(x)dr<k I  us(r )dr  er  I  us@)dr>o
. ta  Ja Ja Ja Ja

A ins i :

I r@o@)d, > [ uo@)o(r)d,r * k.
J A  J O

Or. -Atrs > 0 implique aussi fia"o(")Ô(r)dr > 0, l'inégalité est sticte càr us ) 0. Donc :

f

Jnr@Ô(r)dr 
> k'

Ceci montre que nous sommes effectivement dans le troisième cas.
Réciproquement si on sort de ce troisième cas, c'est à dire si :

t"

Jnr@)ô(r)dt 
< k,

le problème n'admet plus de solution us ) 0 car alors :

r f
Jn"o(*)ô@)dr 

: 
Jnf @)S@)dr - ir < 0.

Il y a nécessairement des valeurs de r pour lesquelles us(r) < 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.2.

On considère :
K :  {u € L2(e) la > uo l l  ,  l l rSl l  /  l l r }

1( est un convexe fermé de ,2(CI), borné dans ,L2(f,)) et non vide car contenant /.

Soit 7 I'application définie de la manière suivante :

Ix.L"(a)---L2(e),
I u ---+ LL : T(r),

104



où z est solution du problème :

Cotrrne :

il y a existence et unici

I 
u- 

ffio": / dans CI,
1 , :0  dans  ô06,
I  H.: o dans ôft1'

r f lo. 
Jnus(r)dn S Jnu(r)dr 

< lc)là l l  f l lr,

té de u.

a) Montrons que T(K) c K.

"- ffitu: r.

"-#"u-(uo-ffimo) :"r -(uo-ffin"0) >0,
car par hypothèse :

(uo - il |rus 
1 k\,us et 

lnuo 
a o.

Donc' 
,  u-uo)- 

#o@-,0) 
+^uo(;ï - 

f i i  
-0,

(u - uo) - 
#or" 

- uo)> -r",(nl - 
ffi1, o,

ca rona :
I  Azs<0,

t m--ç'
Ainsi par application du principe du maximum :

u -us20 .

De plus :

,-  l tu: f  ,
Jaa

implique:

l t"|Z.hll vu l l!: f;{*)utoda 511 ilt '"u|2,

donc :

l l  " l lz<ll f l lz .
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b) f est continue de Lr(Ct) dans L2(O).

On commence par établir une majoration pour ll Yu ll".
En effet, la relation :

r r r r e k f
ll " 116 *T* ll vu lli: Jnf @)u(r)d, <ll / ll,ll " llr,

montre que :

kl lvuÉ< [, l l rbl lu|2,
J A

kl lvu l l3s lCIlà l lul lr l l  f  l l " l l  "  l l ,< lCIl+ l l  /  l l t ,
c'est à dire :

l l v' ll3< lr)lË ll / ll;

Soit ur, -' u dans L'(0).

Par définition z' vérifie :

( u. - finu.: / dans f),
I  t nu -
\ u', : 0 dans âf)0,

t  k :odansôf l r '

(  u -4  n" - /dansf ) ,
I  J "u  "
1  , : 0  dans  âQ6 ,

| .  # : odansô f l 1 .

montrer que rl?r + u dans L'(A) quand un + u dans L2(A).

(u-u.) - 
#or"-un): kLu*(fi- ft1,

ll ,- u.ll|< lnnm^.t,-,à(fi-ft1,
l l  , - u,ll3< lnnvu*vf" 

- 
",)(#- 7|1,

l l  ,- u^ll lsk l l v(u -un) l lzl l Vu, l l , l(# - 
#,,,

l l  ,  - u*l l !</cfl l  Vu l lz + l l  Vu, l lzl l l  v,r," nrff i ,

l l  ,  -  u, l los/ci l l  vu l lz + l l  Yu,l lzl l l  vu, , , ,  lolà-l l ' "  .=' l l ' .
" ,. "- (J-auù2

Et z vérifie :

donc :

Nous devons
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D'après les inégalités a priori obtenues précédemment, il existe C1 telle que :

l l u - un llSS C,ll, - r^ ll, .

c) ? est compact.

7 s'injecte de manière compacte dans L"(a). L'image r@) d'un borné B de Lr(a)
est un précompact de ,L2(f)) car T(B) est dans 7.

d) Conclusion.

D'après le théorème du point fixe de SCHAUDER, il existe z dans I( tel que :

T(u)  :  Y.

z est solution de notre problème.

REMARQUE 5.6.

Poul un choix convenable des conditions initiales, on déduit immédiatement du théorème
précédent, qu'il existe des solutions à variables séparées :

u ( r , t ) :  ( f  +  a )us ( r ) ,

où z6 vérifie :

REMARQUE 5.7.

On suppose que I e L2(0), vérifie : A/ > 0.
Montrons I'unicité de la solution positive us â,u problème :

( oo - *tq 
- f dans O,

/ r  \  |  J o ' o
\ r /  1  , o :0dansâQ6 ,

t  #:odansâor '

(  uo -=L  nuo- /dansO,
I  J n " o
1 ,o :0 dans ôO6,

t  H:odansôr l r .
Ene f fe t , pou ra )0 :

| * - 
ffio"- 

us - 
ffio"o- / 

dans 0 x (o,T),
I  u:  ( t  + a)us:  0 dans âQs x (0,  T),

| # : (t + a)ff i: o dans ôor x (0, ?),
(  ' ( " ,0)  :  auo(z) '
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Si il y avait 2 solutions u et u au problème (1), elles vérifieraient :

(2) (u - u) - 
hor" 

- u) : k^u(È;- 
7*l

Si /nT,'  :  [au, i l  est clair qtre u: u.

Sinon on peut toujours supposer , [au > Inu et alors le principe du maximum conduit à
une contradiction.

Lr: problème (1), écrit sous Ia forme :

@_r)_L, -n6_fl:kLT(+),
Jau  Jau

impl ique;  u)  / ,puis 
f f i r0,car:  

u- f  :k f f ietenf in L,u)  0.  Maisalors l 'équat ion

( 2 ) imp l i queu )uca r
t  

I to  et  Âu>0.
T t " -  I no '  

u  çu  au -

Ce qui contredit I'hypothès"' Â u > Ïnu.

B) ETUDE DU COMPORIEMENT ASYMPTOTIQUE.

THEOREME 5.3.

Supposons les conditions du théorème précédent encore vérifiées : c'est à
dire qu'il existe des solutions à variables séparées z u(r,t) = (t * a)us(n).

Supposons de plus que Aue ( 0 ne s'annule pas sur ô01 et que ?y': ;S e S.

Soit u solution positive du problème :

(  ô u  k  n .

|  #- f*o"- /dansox(0,?),  f  eV,

I  u :0  dans ôOs x  (0 , f ) ,
I  H.:  0 dans ôf l1 x (0,?),
[  , ( " ,0) :  uo(r ) ,

u e C(o,r; Lz(A\ n r2(0, T;V), avec ft e L2(0,ri L2(A\.

Alors :

,- l ihl l  "- ul l" 's1:o

(avec décroissance homographique).



REMARQUE 5,8.

Ces conditions sont compatibles comme le montre I'exemple numérique 5.2.

( * - | ;Lu: ff ir(1 - r) dans (0,1)xE** ,
)  J a *

)  , r (0,  t )  :  u(L, , t )  :  0,
[  , ( " ,0 )  :  uo(z ) .

Pouru6(z ) : , ,a }0 , laso lu t ionàvar iab lesséparées
s'écrit :

[ r2(e '  + eL-î)  -  6*(1+ e) + tu(L + e) -  L2(L + e)]
13e - 35

Az6 est du signe ae # 
- 1 pour z e [0, 1], donc négatif ou nul.

,!@) : lct"l# est concave.
I  l o  

-  -  I

Par ailleurs, f se prolongeant par continuité sur [0,1], il existe M tel que :

l::ffi s Mr, r Ma: F(r)

u( r , t ) : ç t+a)

Ainsi. d est élément de ,9.

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.3.

II existe des solutions à variables séparées :

u ( r , t ) : ( t+a )us ( r ) ,

où u6 vérifie :

u est solution de :

ln @,t)Q@)d,n -- (l.f @)Q@)d,r - k)t + 
fn @,,)Q@)d*,

( uo - #Âro - / dans O,
I  tn 'o
1  uo :0  dans  â0s ,

t  #:odansô0r.

I 
gï - 

finu 
- as -Ëouo : / da,ns o x

{ ,  :  ( t  +  a )as-  0  dans  ôOs x  (0 ,? ) ,

I H : Q+ a)ffi: 0 dans ôCI1 x (0,?),
(  , ( t ,0)  :  auo(r ) .

(0, T),

Ains i :
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f f f

Jrr@,t)Q@)dr 
: ( 

Jnf @)Q@)dr - k)t * 
"( Jnf @)S@)dr - tç),

c a r :

I us';Q@)d,: I r@)o@)d* - k.
J A  J N

Considérons désormais z solution de :

| * - 
ffio": / dans fl x (0,?),

I  u :0  dans  ôCI6  x  (0 ,? ) ,

|  # :  0  dans  ô01 x  (0 ,  Z ) ,
(  , ( " ,0 )  :  zo( r ) '

I u@,t)g(r)d,r : ( [ f @)g(r)dr - k)t + [ us@)g(r)d,r,
Ja 

'Jn 
ra

et choisissons û, :

o:ffi,0,
de manière à avoir :

f
I

Ja

Par différence :

u(r, t)g(r)d, : 
Inu @, t) Q@)d,r.

Chaque terme étant, à t fixé, dans ,L2((-)), on multiplie par :

("  -  u)ô
kA(-ud '

et on intègre sur f).

1a(u:u)!",; , ,) \_t l l  Iot, 
, tu-u\6 1__ 1 ,[(u-u)!Ltu\d*:0.

JnT tra,(-rs1 Jau ra 
'- ')à(-r0) - 'Fr-F'ln4oo,

Or' :

ô (u-u)  kLu ,  I cLu  ô(u-u)  kL(u-u)  .  ,  k  k
-t -M*M:Ë 

ffi*r@-mtau:o'

I "ffi 
L, @) d'r - I "ffi(t+a) 

a (us \ d'r : - (t+ ù ( | nu@, t) Q @) o, - I nu @, t) s@) d,n).

I"ffiL'(u)dn:o'

Inu@,t)S@)dn 
: 

|n r*,t)Q@)dx.

Donc :
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Ainsi, il reste :

i*,I##,-,#, lno,,-.rffi : o
On applique deux fois la formule de GREEN :

! ! t  f  9 - r fd  1  r  - , , .  r  2  ô  r  t ,  ;n .1  ô  \1
z at, Jn;41-*11 + (E;)lJnllv(u - u) l l '  À*t 

- 
; Jr@ 

- ,) '^(afâ))l :  0,

d'orf :

i#, |,ffi, : rfiirf,r v(, - u),, h - i l,r-,r,ora#rr
On sait que :

{îiHfi,,
donc :

il,r-,)"^(h)so
Ainsi :

t  l t  [  @-r) 'ô t  .  -1  r  ^ . \ , ,2  ô
i dt'1n ka(-u6) ' s (;;) Jnllv(" 

- ') l l '  ÀG'
Considérons le produit scalaire :

1,t,,t) ,: lnu{r)r{ù( offi-*1ld,r avec affffi > o, vu e o.

Notons ll ll, l" norme qui lui est associée, on a, en utilisant I'inégalité de pOINCARE :

*#nu-ar)'s rfrlrrr v(,-,) r), < rfrlttt (,-,) r),.
Posons :

L(t):ffi
Comme u est dans C(0,T,rr(O)), I(t) est continue en t.

ll ,, - , ll'Sll us - a,us ll' "*p( [' 
-r1r1ory,

Jo

avec :

^t(r) > 0.
Ainsi, il existe une constante K telle que :

t  [  "-  ul  < [  W-ul Sl l  us-aus1, I  l :  x,
Ja  Ja  "  Ja t !
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l*,-o=l,u<K*ln,
Comme /l u est linéaire en t, il existe deux constantes positives rn et n telles que :

ln" =rnt I n,

et :
-24

-L(t \
"  -  

m t *n

On en déduit que :

l l "-" l l 's
Ct" ll uo - auo ll2

mt in

V. CONCLUSION.

Ce chapitre traduit I'existence d'un phénomène de bifurcation. Soit À un paramètre,
écrivons le problème sous la forme :

( 0 u l e

I # - ffio": 
À/ dans f) x (0,T),

1 y:0 dans ôf t6 x (0,  ?) ,

|  # :0  dans  â0r  x  (0 ,T ) ,
(  , ( " ,0 )  :  zo( r ) ,

et supposons, comme dans l'exemple 5.2, que les conditions des théorèmes 5.1. 5.2. 5.3
soient vérifiées.

Posons : À* :

a) Si À ( À* : Ia solution dégénère en temps fini.

b) Si À : )* : la solution converge au sens d'une certaine norme L2.

c) Si ) ) À* Ia solution tend vers *oo en norme L2 et on sait expliciter cette conver-
gence à I'aide de solutions à variables séparées.

'nr@)ô@)h'
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