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Dans cette éfud.e on s'intéres$e à la stabitisation avec estimation de la vitesse de convergence

de systèmes bilinéaires.

f : t=Ax+uBx

lx e R",  A e RnxRn, B e Rnx[Ro, u € R

Ces systèmes ont un intérêt pratique car iis modélisent de nombreux probièmes physiques et

théorique car ils constifuent une approximation de systèmes plus généraux.

Un d.es principaux objectifs est d,e proposer une ou plusieurs sûatégies de stabilisation de

systèmes non C' stabilisabies ne vérifiant pas les conditions de Brockett [3] que nous

rappelons :

ef X : tl-'xâ/ +Rn de classe C, vérifiant X(0,0) = 0

si ce système ad.met un feedback stabilisate'.u de classe C' dans un voisinage de e R" a-lors :

(i) le système linéarisé n'ad.mer pas de modes incontrôlables associés à des valer-us ProPres
s trictement Positives.

(ii) il exisre un voisi nage tf de (0,0) tel que pour tout i e ",f , il e.tste un confrôle u, (.) défini

sur [0,+-[ qui ramène de [ 'état x=( en t = 0 à i 'étatx = 0 en !=æ. En d'aufes termes, si x(t)

est une solution de i = X(,r, u, ) vérif iant (0) = i alors l im.r(r) = 0.

(iii) I'appiication y :'1-fxR' +[Rn
(x,u) +)€(x,u)

est surjective sur un voisinage de I'origine de R'.

On observe assez facilement que les svstèmes bitinéaires homogènes (1) Peuvent renrrer dans

cette catégorie de systèmes non C' stabilisabies.

e.xemple : i = (l 
- l)* * 

"(1, 
-i)^ A et u(O)B = (1'"tor,-",-J,u)

cr(n + u(o)B)= 2

on monrrera que I'ensemble des systèmes de rype (1) non cr stabilisables est d'intérieur non

vide.



Divers travaux sont parus étudiant la stabilisation des systèrnes bilinéaires mais avec des

hypothèses restrictives sur A Jurdjevic Quinn [t0] puis fP Gauthier et I. Kupka [Z] (avec

I'hypothèse A dissipative).

Dans Ie cas où le système est non Cr stabilisable (il n'e,xiste Pas de u1.y continue) on Peut

songer à stabiliser le système en boude ouverte (feedback u(d) (on obtient alors un système
noriautonome) et en particulier à uriliser des feedback périodiques de façon à utiliser les

théoriesbienconnuescolTespondantesFloquet-Lyapounov).Cetteapproches,estavérée
peu fnrcfueuse, même en petite dimension (Arnoid).

On peut alors, se référant ar:.\ Eavaux récents de |.P. Pomet et J.H. Coron [B] chercher une

comhan.le d.épend.ant de x et de t périodique en t. Des résultats constructifs ont été obtenus

par ces d.erniers pour des systèmes non linéaires sans d.érive d.u type i=:"u'fi(x) et des

résultats non constructifs d'e.xistence dans le cas avec dérive. On ne Peui donc espérer
répondre d,irectement à notre problème par application directe de ces résuitats. Il n'en reste

pai moins que la voie d,es commandes du rvpe u(x,t) reste à explorer dans le cadre des

systèmes biiinéaires.

Dans I 'optique d.e Ia siabil isation par feed.back u(.x) (non nécessairement c') que nous

a.lopterons à"r,s ce rravail, peu de Eavaux ont été publiés. On peut citer les travau-\ de P.

Adda [f ] qni a donné pour les systèmes (1) une CNS de contrÔlabilité en dimension 2, et en
fait dei ieeaUact constants par morceau-\ en s'aPPuvant sur des considérations géoméiriques
que nous reprendrons.

De même R- Chabour, G. Sallet, JC. Vivalda [5] ont proposé Pour ces svstèrnes Llne

ciassification, donnant pour les sysiènres stabilisables un feedback cons|ant, ou polynomial
ou homogène (la cor,ditiot de Jurdjevic - Quinn étant réalisée) ou en montrant que ie

système n'est pas stabilisable.

Un d,es objectifs d.e cette thèse est non seuiernent de consiruire un feedback stabilisant les

systèmes (1), mais aussi de pouvoir agir sur Ia vitesse de convergence à travers des
paramètres de départ (choix des valeurs propres, ou valeur du feedback constant,...). La
méthode du placement de pôles variabie s'esi avér& brès fructueuse nous Per:nettant d'agr

sur la vitesssde convergence, mais aussi sur le portait de phase (trajectoires en spirales ou

trajectoires contenues dans un secteur angulaire) et même dans le cas oir les pôles sont
choisis à partie réeile positive (il n'y a pas alors convergence) nous avons pu dresser un

portrait d,es trajectoires. Ce dernier résuitat relevant plus du domaine Ces équations
différentielles que du domaine de stabilisation.



La méthode du piacement de pôle variable eçloite la ressemblance existant entre un

système bilinéaire homogène et un système linéaire.

Svstème linéaire Svstème bilinéaire

i=Ax+ub i=Ax+uBx

on pose b(.x) = Bx

i=Ax+ub(x )

on reprend. alors I'idée du placement de pôle pour un svstème linéaire si on choisit alors un

spectre (k '  k2, . . . . . . .k")  associé au polvnôme caractér ist ioue P(k)= k" + p,k"- '+. . . .=p. .  On
impose alors au système de vérifier :

ixeR"
lA 

e ùl*

[.b e R"

fxeR'
lA 

e v1.*

lB e M*,

hypothèse de Kalman

{u ,  eu ,  A2b ,  . . . . . . 4 " - ' b }  de  rang  n

Si P est Ia matrice de changexnenl de base

on considère alors la marice ligne

où en,....ctr sont les coefficients du

hvpothèse de Kalman adaPtée

{uir ; ,eui*; . . . . . . .  n"- 'u1x; i
cie rang n Pour tout x = 0

P(x) sera la mau-ice de changement de base

F' = ((cr^ - P,)),  (d"-,  -  Ê"-,  ) , . . . . . . . . (c, -  F,))

poiynôme caractéristique de A



r  F t  n - [

u = E le feedback est linéaire

i= (A+bF)x
=M x

M est r:ne matrice à coeffi.cients constanis

F(x) = F'P-t(x)

u (x) = F (x) x le feedback est non linéaire

i = [A + b(x) F(x)] x = ùt(x) x

M (x) est une matrice à coefficiens qui sont
des fractions rationnelles homogènes de
degré 0

d'où I'idée de passer en coordonnés poiaires
por.rr les calcuis

Bien que les id.ées mises en oeuvre soient simples, il apparaÎt vite que les résultats ne

peuvent être obtenus qu'au prix de démonstrations assez difficiies (faute d'arguments
(uatificatifs) du fait de la relative complexité du système boudé.

Les résultats obienus sont assez compleS et de forme simple, ils portent sur Ie Portrait de

phase, la vitesse de convergence et dans la prernière partie sur la vitesse de coadon-

il faut remarquer, la grande simiiitude des résultats obtenus avec ceux du cas iinéaire tant

dans la description du portrait de phase, que sur la vitesse de convergence-

Précisons les résultats obtenus :

Speche fixé à at i

Dans cette première partie, en piaçant tes pôles sur des valeurs ProPres du tvpe a, + i les

courbes obtenues sont des spirales (déformées) qui sont :

- ryCiques Pour ct = 0,
- convergentes vers 0 pour cr < 0,
- divergentes pour e > 0.

On a en outre précisé :

- la vitesse de convergence est e.\ponentielle avec une majoration de la norme du type

l lx(r) l l< Ke"',
- la vitesse moyenne de rotation sur un tour est de 1 (i.e. que l'on a une pseudo-période

de 2r) ; à chaque tour la norlne est multipliée par e2""'

Dans ce cas, [a ressemblance avec les résuitats pour un système linéaire de même sPecEe est

quasi parfaite (à un difféomorphisme près des lrajectoires).

+



Ces résultats ont été soumis

cas g= 0, une démonsaation

à la 2ème cont'érence internationale de Marrakech avec pour le

différente se rrâférant à un artide de Cima - Ubre'

Donc, dans ce cas, les résultats sont comparables avec le cas linéaire au dédoubiement près

des directions propres.

Si le spectre est réet (a,P) e iR2

Comme d.ans le cas linéaire, il apparaît d,es d.irections ProPres où Ie charnP est radial, ces

d.irections propres sont aussi d.es séparatrices des Eajectoires, mais ces droites sont au

nombre de g (si s É 0) alternées en o et p. Lorsque cr, et p sont négatifs, les tr'ajectoires sont

de rype noeud, tendant aslElptotiquement vers la direction ProPre corresPondant à la plus

grande valeur proPre.

Dans ce cas, on a aussi estimé la vitesse d.e convergence, qui est exponentielle, avec une

majoration de Ia norme (llx(r)ll) tiu fype Ke'" ou q, est la pius grande valeur ProPre'

Conciusion

Les résuitats obtenus apparaissent très simples et rès similaires à ceu-x obtenus dans le

cas d.,un svstème linéaire de même specre. Ces résultats étaient peu prévisibles, du fait

d.'une certaine comple.xité du systèrne boudé et surtout des calculs.

3o Contrôles constants par secteur

Guidés par ia nafure tl.u feedback obtenu dans la première partie (constant sur les ravons),

on essaie une solution plus simple et plus robuste en choisissant des feedback constants Par

secteur. L'aspect intéressant est dans la nécessité (qui apparait dans les calcuis) d'adopter

cliverses stratégies de contrÔles suivant E (B)'



L Introduction

A. Rappel : théoràme de Kalman ; placement de Pôles pour les systèmes linéaires

Soit le système (2) i =Ax+buoù x € I R o

AeM*

beIR"

ue IR

Défi.nissons un soectre : c'est un ensemble de n complexes k1, k2, ', kn

Specr  = {k l ,  k2,  . ,  kn}

qui vérifie la propriété suivante :

k i esoec t -E ieSPec t

de relle sorre que le poiYnôme P (k)  = (k-k t )  G-kd . . . (k-kn)

= k"  + 0,k"- '  +  P-k"-2+. . .+P"

soit un polynôme à coefficiens réeis.

On a alors le théorème suivant :

Thârrème de Kalman :

Si Ie système (2) vérifie la condition du rang c'esr-à-dire si la t'arnille

(b, Ab, A2b, .. .) estde rang n, alors quel que soit le spectre (kl,  k2, ' ,

kn), on peur trouver une marrice ligne F telle que la marice A + bF air

pour specre (ensemble de valeun proPres de A) ; {kt, k2, ', kn)'

De plus, si les complexes ki sonr rous à parde réelle négarive, Ie

feedback linéaire Fx subilise le système.

Bien que le résulnt soir crès connu, on en donne une démonscarion complète et une consmlcdon

explicire des feedbacks snbilisan$, car c'esr cerre consmrcrion qui sera urilisée dans la suite

Démonsracion:

+ changement de base forme de compagnon de A



La matrice A ayant pour polynôme caractériscique Po (k) = ko + G,kn-t + cLk'-z+.. -+ctn, on

considère la famiile de vecteurs

er = Ao-tb + cqAo-2b+.-.+ctn-,b

ez = Ao-2b + c,rAo-3b+...+cl,n-rb

l " - ,  =Ab+a' ,b
€ o  = b

Cene famille est une base de IRn d'après I'hypothèse du rang.

Si I'on note P la matrice de changement de base , alors

A'= P-'AP esr de la forme
010

0000

00i
{ ' =

I

-c , .  -0 ._r  -c"_z -c t

appelée forme comoagnon de A.

-) construccion d.u feedback :
0

n

0

I

soitalors te polynôme P (k) = (k-kt) (k-kd...(k-kJ associe au spectre (kl,  k2,.,  knlchoisi

P(k) = kn + po-,kn- '  *  Fo-rkn-t+.. .+P"

er F la marr ice Ligne (c" -  Fn,. . - ,d,  -  9r)

Dans cene nouvelle base, b' est de Ia forme b'=



0

0

1

0

0

-F. - F"-,

0

10

alors A' + b'F est la matrice qui a pour valeurs propres {kt, ., kn}

I

- R
l-l1

A '+b 'F -P - IAP+b 'F

d. oùr P (A'+b'F ) P-l = A+Pb'FP-1 - A+bF en Posant F = FP-l

a le même spectre {kt, ., kn}.

[ i  '  o'] [ ' l
ExempleSoi r  A=10 I  0  1 . ,  u= l - t l  &(A)=(kr -k2-k+ l ;

I

[r o -r] Loi

f t -r -31
La famille {b, Ab,;ttb} = 

I 
-t -l -l 

I esr de rang 3

Lo L -2)

. r') r-''l 1, [''l
onposeer=b=l -1  l . t=Ab+a,b= l  O le '=A 'b+cr ,Ab+a"b= l  I  I

['J 
- 

['J [-,J
[ -3 

-2 i l  , [ t  3 t l
LemaricedepassageP=l I  0 - t lere-t=-: l  t  3 9l

[-; r ol "Lz -2 z)

si I'on choisit coÛune specre (-l' -2' -3) aiors P (k) = k3 + 6k? + l lk + 6

on a alors F = (_5, -LZ, -7)

er  F = Fp- t  = (6,  13,  0)

l7 15 0l
er M = A + bF = | 

-6 -LZ 0 | aeffecdvement Pourpolynôme

lr o -rl
caractérisdque P'(k) = k3 + 6k3 + t ik + 6

pour les systèmes linéaires la rechnique du placemenr de pôles donne donc un feedback linéairc

subilisanr le sysrème avec une viresse de convergence et un pomair de phase délerminés au

départ.

Peur-on espérer un résulnr de même nalure pour les systèmes (l) ?



B. Remarques sur Ia nature du feedback cherché

1o) Les systèmes du type (1) sont souvent non C1 et même non Cn stabilis"rbles

En effet, s'il exisre un feedback C1 qui sabilise le système, alors la matrice A + u(0) B est srable,

mais si B est une matrice d.e race nuile et A une mauice de rrace posidve, alors

tr (A + u(0) B) = tr (A)

et la matrice A + u(0) B n'est pas sable

-> donnons un exemple'  
(1  - l )  (L  o)

o=[i L) t=[o - ')
/ 1 + t ,  - l \

alorsA+uB=1,  
-  

. ,  . . ^ l  avec E(A+uB)=2
\  I  r - L L  )

donc A + uB n'est pas stable.

-) on peut éiargir ceûe ciasse de systèmes non C 1 stabilisabies

(a  -h \
PIus généralemenr, si ^ = 

[; ,"J 
tu.. t t 0

( r  0 ),=[o _sJ,u..r,o

atorsM=A+us=fo lu 
- :  

]
\  0  a -Ku /

a pour polynôme caractéristique X2 - SX + P

avecS=2a+u (1 -k )

er P = -u2k + au (1-k) + a2 + b2

Monrons qu' i lexisre une inf iniré devaler:rsde kpourlequelles Vue IR S >0 ou P<0

d,onc pour Lesquelles M a soir une racine réelle positive, soit des racines complexes à panie reelle

posirive (donc M non stable).

On peur se restreindre à k e [0,t].

DoncS>o<=u>-  
2a

l-f 
= uo

quant à P, son discriminant est positif et comme k > 0.

P a 2 racines ul et u2 vérifiant ul < u2

mongons qu'il exisre une infiniré de k vérifiant (u0 < u1). Pour ces valeurs de k on aura :

Vu S(u) > 0 ou P(u) < 0



J q -a(1 - k) +1Â f l -k \  2a.  Ja( = a l _ l i _
\2k l  l - k  2 r

,  (1+ k)n
a - *>A

(1-  k) '

A
)  - (=

4k'!K

(1
1 -k

,r.= "-L
-zk

k)2 + +klz
- l
( 1 -  K )  I

l b l -  rr-:-- < I
lb l -  r

d.onc por:r coute valer.r de k > 0 vérifranr lF < k < I
lb l -  a

- " " ' ( !1* f ] , I t " '1 r -k )2+4k(a2+b: )era '11+k) ' - (1-k) ' -4k(1-k)2>4ku2( t -n) :
[ (1-  k) "  /

<= a21+k1k+l )2)  > 4k b2(1-k)2

<= a(k + i) à lbKl - k)

<= k(a +lbl) > lbl- u
l h l  - e

c=k> i$ '
lD l+  x

on renarquera que

la maEice ù[ n'est pas scrble (Vu e R.)

donc pour ces marices, il n'exisie pas de feeiback C6 sabiiisanr le systène (").

On norera donc que I'ensenble cies s;rsiènes du rype (1) non Co siabilisabie est d'inréie::r non

vide. Cer ensenble est endète:aenc dérir dans [a].

Conclusion

On cherchera pour sabiliser [e sysiè e (1) des feedbacks aussi régu1ie$ que possibie (C-) sauf

à I'ongine pour préciser le qrpe ce feeibacks recherchés. On peur faire des renatques

géoméiques sur le systène.

2o) Remarques géométriques

Les chanps de vecreurs (x + A.r) e: (x +, Bx) sont sables par les homorhéries (A.!ct = k Ax si

k e IR).

La situacion est à une homochérie près la même le

long de chaque rayon pour exploirer cecte

propriéré. On cherchera de préference des

feeCbacks consLlnts sur chaque rayon donc soir

constants par secteurs angulaires, soit dcs

foncdons C- (sauf en 0), mais homogènes de

degré 0.

BÈ:.



tr.

-+ oD, norera que 4ans la mérhode que I'on appliquer+ le feeCback rouvé est en fait rrne fraction

rarionnelle homogène de degre 0.

-> en calquanr les calculs sur le cas d,es sysrènes iinéaires, nous allons déærminer un feedback u

donr nous énrdierons les propriétés-

A.Idée générale

Soir Ie systène
i=Ax+uBx

oùx€ lRo ,  AeM* ,  B€M* ,  u€ IR ,

on Pose b(x) = g*

Le sysiène (1) peut s'ésire i = Àr + b(x)u

cene écin:re du sysrène ressenbianc à cel.le d,es systènes Linéeires, on essaie cfappiiouer la

cechnique d,u piacenenc de pôles en toulooint x, c'est-àdire qu'en chaque poinr x on crlcule un

feecback u(x) pemecanr d,e piacer Les pôles sur un sDecire fi,.<é à I'avance (toujor-Es le mêne)'

C'est cefte technique que I'on appellera placement de pôles variable'

On considere alors I'h1çothèse suivante

Ia famille (b(x), A b(x), Az b(x), -., A!'l b(x))est de rang n quei que soit r e IR" - {0}

La macrice A ayanc po'r polynôme caractéisdque P^ (k) = lç" = qk'-i+. +cl.

on constnric la marice de passage (dépendanr de x)

P(x) = [e"-'Uix; + crrA"-2b(x)+..-+cr"-,b(x) ; A,-rb(x) + crrA"-]b('r)+"'+c'"-tb(x) ;

ab(x)+qb(x) ;b(x) l

Si on choisit comme spectre (kt, k2, ., kn) le poiynôme caractérisdque associé est

P ' (k)  = (k  -  k ,Xk -  kr ) . . . (k  -  kn)  = ko *  Frk"- '+ . - .+F"

onposeF(k )= (c " -Fn ;c rn - , -F " - ,  l . . .C r -F , ) (mac r i ce t i gne ' cons tan tema isF (x )=F 'P - t ( x )

dépend de x)

Le feedback u (x) = F (x)..t dépend. lui aussi de x. F(x) n'éranr pas consmnre, ce feedback a'est

pas linéaire.

Compc rcnu de l'expression de u (x),le système (1) devienr (1)'

,t = [A + F(x).xB]x = M(*)..*

en uriliçanc I'associacivité des macrices.

(1)



[F(x)..rB]x =[rix).x][Bxj

= F(x).x b(x)

= b(x) F(x).x car F(x)"x e IR

et (1)' peut s'écrire
* = [A + b(x) F(x)jx = Ù[(x)x

on cherche alors à én:dier le sysÈme boucié obtenu Avaac on Peut faire quelques reEârques sur

la nacr:re du feedback obtenu

B. Renarques

+ Remarque I : La maçice M(x) a ses coefTicients qui sont des fractions racionnelles

homogènes de degré 0.

On a posé F(x) 
: 

F'P-'(x)

où  P - t ( x )  = *x 'Co(P(x ) )
o.e! r(x.)

chaque coeffr.cienc de p(x) esr linéeire en x d,onc le dérerminant det (P(x)) esi un poiynôme

homogène de degré n.

Chaque coeffiienc de 'Co(P(x)) est un poiynôme homogène de degré (n-l)

d,onc le feEiback u(x) = F(x)-x esl une Encion nrionneiie homogène de degré 0

ec la marrice Fî = A + u(x)B esr d,onc une macrice d,onc les coeffiients sonl des Êracrions

racionnelles homogènes de degré 0 de ia variabie x=(rr,.K-,...,,'c"), ii en est de aêne cie la

man iceM=A+b(x )F (x ) .

Le sysrène bouclé i = ÙI(x)..x esr donc homogène de degré 1 er donc les crajec:oires sonc

homodréciques e! symériques par nppon à 0'

+ Remarque 2 : L'hypothàe n'est ralisable qu'en dimension 2.

Dans le crs générique où B esr inversible'

L'bypotfièse d.e Kalman ; Vx *0 (Bx, ABx, A3Bx..-)de dimension n Pour loul K ne peur êre

réatisée qu'en dimension 2.

* sur IRz : la matrice A Peut avoir

+ 2 vale,rs prcprcs néelles, mais alors si b(x) esr un vecteur proprc de A Ab(x)' A:b(x)" ' sont

des vecreurs colinéaires à b(x), le sysÈme de vecteurs est donc de rang I * 2

-+ 2 valerrrs ProPres complexes conjuguées non Éelles'

aiors Ab(x) ne peur êne colinéaire à b(x) donc le système {b(x), Ab(x)} est effecivenenr de

rang 2 pour tout vecter:r b(x)'

I U



* sur R.3 : Ia merice A admer une valeur Propre réelle au moins en reprenant Ie

raison-o.emenr precéd.enc si b(x) est un vecæur propre, le système {b(x), Ab(x)' Rzb(x)} est de

rang I * 3. On peut aussi remarquer qu'algébriqueulent det P(x) énnc homogène de degÉ impair

s'annule.

* sur IRo : la marice A peur avoir d,es valeurs propres imaginaires conjuguées même

dans ce cas iI peur exister d'es vecter:rs b(x) ceis que le système {b(x)' Ab(x)' A2b(x)' A3b(x)}

soir d.e rlimension 2, c'est-à-dire génère un plan = IR*'

* De façon ptus générate, si Bx aoparcient à un sous-espace proPre de A' la fanille

(b(x), ... An-lb(x) ) est contenue dans ce sous-espace proPre'

Conclusion

Dans les ces oùr B esr iaversible, I'hyporhèse de Krlmur en tout poinc x (de IR"-{0}) n'esr

réelisable que dans IR2 avec A mrrice possédanr deux valeurs DroDres imaginaircs conjug:rées'

en larsant

lo) en notant que fGhraiba thèe]
,'Si le sysrène (1) esrconrôlable sr:r les direcions, alors il existe un feeibackconsiant urcel que

[.+ + uoB] soic à sDecne non réel, iI n'esr d.onc pas nécessaire de se resuei.ndre au cas sP A c [R '''

2o) mais on peut de façon plus pragmatique chercher s'il existe uotel que

[n+uon]cC- iR

(a .  c \  ( t  0 )

" 
olo oJ "' tl.o -k)

Â=A+uoB= [ " ; " '

\
v l

I
d -kuo /

polynôme caracÉrisrique p(X) =Xz -cr ÂX+des À a deux nci.nes complexes si el seulemenr

s i  A  <0 .

d.e&\ reloÂrques

1 i



A = [a + u0 + d - k uo ]2 
- *i(" = uo )(A 

- k uo) - U"] +t esr un polynôme du deuxiène degre

I  . r  
' l

= fti 
- k): + ak]uo'z +[z(t- kXa +d) - +(d - ka)]uo +(a+ o)z -+(ao - uc)

= (1 + k) toot  + 2[a+d -ka -  kd-2d '+ 2ka]uo + (a-d)2 +4bc

- (l + k)t oot + 2[a - a][r. k]uo + (a - d)t + 4bc

Ce poiynôme en u0 est négadf por:r cenaines valeurs d,e uo, à condidon que son ciiscaminanr

soir posicif (en effer "a'' = (1+ n)2 > 0;

- 4(1 + rcl'i(a - o;'z + +uc]

c r  bc<O

au = -l(a - d):(1+ k)2

= -161rc(1+ k) :  >  0

Donc si bc < 0, on peut trouver un u, rel que Sp(A + uoB) c C - [R e: en appliquanc un premier

feeCback uc se rarnener au cxs précédenr'

+ Remarque 3

La condit ion Re (sp (ùt(x)) < 0 n' implique pas que le système soit asymptotiquemenl stable

(même si )t(.r) est une macnce homogène de ciegré 0)'

Pour monrrer ce résultac. consruisons un contre exennple en suivanc le reisonnenrenc

géomémoue suivanc.

Soir lvl, une marice de vaie:rrs propres imaginaires conjugl:ées (ex: -l :2i)' on cié:em'ine un

vecieur xO pour lequei Ie chamo i = Vt.<, Soit un vecieur Sonant Par raDport au ce:cle l*'l = il*"ll

On ccnsii',tic alors un chamo cie vec:eurs recroduisanl celle siruauon en tout poinc r' Pcur ceia'

on pose 0 - (x,.xo) et R, la roacion ci'angle 0'

On délernrine alors la maccice lt(x) = R-a Ù[ Ra R-e H Rr (1

12



Celcul sur un exerrple : soit lv[ la mamce
/  |  r \

Vt =| 
- 

| de va,leurs propres -l : 2i. sur les
\  r  - r )

najectoires ii existe des posirions de K pour

lesquelles M(x) est, un vecteur softant Par
/  - t  \

exernple le vecleur xol , l- En er'fer' on r'
\ r /

<x6 ,Mx6>= l>0 .

Le macrice Ùt(x) est aiors égale à

+ x- \/-t  --t ' \  [-x, + x.
' I  t l

= K: , , [  L  -L  ) [+x.  -  x-

x . : -6 , r ,x - -5 . r1

21.r,: - x;)

211;  +.x : )
-5x.r - xi

2(x:  -  x i )

a .vecx= (x . , xx ) .

+ les ieînes de cerce masice soncdes fnc:ons rarionnelles en ('r', x') homogènes Ce Cegré 0'

-i les vaieurs Proores cie ce:re marrice sonr les soiutions ie

P (k )  =k? - r ( ! t ) t ' de : ! [

+rxl + xl)
avec r()[) - 

al7 = --
: 1 ' r ,  i  X l )

1(\( x' - 2.x:x: + xl )
ec ciettlt) = --' 

-i 
, ,-"' 

't=a 
t 

"-' - -'''  4 ( x ;  +x ; ) -

Les veieurs propres de lvf(x) sont donc -1, '2i quel que soir r '  el les sonc à parcie réelle

négr,rive.
r (xl - 5xix' + x,.r] - s*l)

Après avoir carcuré i = Mx = 
xfut 5;i * _i_: * s_i*, * *iJ

I

On COnSnre que < K,X )= : ;  i  :  t :  \Ki
2(x;  +. t l )

Si on posc r = l l*{ l  on a donc 
i=:

1

+ 2xl.r, l + x;) = l(x;
I  -  1 '

t

s o l t r = e - r o

l 1

Nt(x) = R-e V[Ro

avec R. :(:::î .::J) er cos' =,,ffi =ffi e, sin' =m =dtr

er donc
i  [ - r ,  -  x-  iKr

ù [ ( x )= - l
1( :<:  -  x i )  \ -x t  

-  x '  -Kr

er donc

lvt(x)

v -  -  \ v _
/ \ .  J , \ -

>L
1 ( v '  :  v '- \ , \ l  ,  . \ -

.K: -Ôx,;(-  + - \ . \ ;

+ *1)



Aucune crajectoire du systène i = M(x)x ne converge vers 0'

Conclusion

L'argument des valeurs ProPres à parcie

systèrne bouclé est stable (mêrre si les

homogènes de degrc 0).

réelle négadve n'est pas suffisant pour montrer gue le

coerficients de M(x) sont des fracdons recionnelles

On peut faire une auge regarque limiranr le cha.mp des argumenr pour obtenir le resuinr désiré'

--+ Remarque .1 : Le syStème n'æt pas un système linéeire non autonome'

vtaigé la tbrme x = vt(x(c)), le sysiène ne peut êre considéré comme un sysième linéeire non

auronome. En eifec. les coeficlenc de la marice M décendenr ciirecrement de x(c) :: sont cionc

liés aux condiuons iniciales, c'esr-à-,jire que pour une mèrte valeur de c si on cnange cie

condirions iniciales, les coeiicens changenc I'ensenble des solurions n'esi pas un esDace
(a'ft \  clc))

vecroriei - de plus dans un s;vsièrte l inéeire non lutonome de rnacrice O(t) =l,0,.. ,  
d(r) i '  

t"

conciicion Re (soe A(r)) < 0 Vc n'rssure cas [a siabiiiré as;vmotono.ue ciu sysiè:ne.

Aorès css reîtarques limicanr les dénonsrarions possibies, certinons sur une renarûuË ne:If,nc

en évidence l.'onginalité du sysièrre consiciéré'

+ Remarque -i : Les matrices A + u (x) B et À + b (r) F (r) sont distinctes'

Nous avons vu gue le sysiène boucié pouvait s'érire

x=Ùt (x ) . . r  ou  i= I Ï ( x ) . ' t

cxr en tenanc compce de I'associacivicé des marices

tvt(x).x - (A + b(x) F(,t))x - (A + u(x)B).r noré M(x).x

malgré c:s égalirés, on remarquen. oue les macrices lvl,(x) el II(*) non seulemenc sonr disdnc:es,

mais elles n'onr Pas le même specre-

Donnons un exemPle de consuucion

( t ) '

/ 1  - r \
I .

5o l rA= l r  ,  I
\ .

( r  0\t=[o -LI
effecnronS ies consmrcrionS precéCentes en fi.ranc le specne à - l' : i.

- t

On a F(x) = +(4xr + 4x- ;4x,  -  4x.)
K.. + X;

-4x l -8x ,x .+4x l

: l

c L u t À / = -
x i+K ;



- 8x,.r. + Sxl

)X ;

xi+x l

La marice M(x) par consmlction a effecivetrlent Pour sPecce -[+i, mais pour ù[(x)'

restarquerr. que cr(M) = 2

@er der(M) = -15 + j
1xi + xl;z

er donc gue le sDecre de M(x) n'est Pas -l' 
- ie: qu'il change avec x'

Ccpendanr les champs ùt(.t)-.r el ili1x;.r sonr égrux' on e en effel

x i+x ;

I

1

+8x,x^  -3x

l
. l- l

=)

( -:*1- 9x.-x- + 5.r.. 'c; - *l )t - l_
IM(x).'r =l *r +s*.,*l-gi.*i -;*r l= 

!t(x)x
r f f r
I  x ' -= ' r ;  )\

Nous avons vu au cours des remarques oueio.ues exernoies È! ccntre-exennoies- Dans cracun

d.'eu.r ies marices A el B avaienc une forme ca'rtculiè:e
(a  -b \

. \  - t  I
t \  - r  I

\b  r )

( r  0 )
^ l l

e - l ^  ,  I

\u  - { )

Nous monrerons pour te:rniner cene pa-nie cue I'on peur i l'aide cie re:narques simoles rarnene:

le cls génénl à ce ry.oe de mas-ices.

C. Réducrion du problème 'écrimre simptîfiée du système

L'écirure simpiifrée d,u sysrène Perrnenrx [a récuccion de 6 à 3 du nombre des pararnetes

rend,anr ainsi possible les celculs d,e la parde lll. Compre tenu de la remarque n"2. l'érude du

sysrène esc ramenée au cas modeste du plan (n = 2) e: pour une marice A donr les valeurs

propres sont des compiexes conjugués'

De même si B a deux valeurs propres réelles non nulles de même signe' il e'riste aiors un

feedback consulnr snbiiisanr le sysrème, ainsi que dans Ie cas oùr B a 2 valeurs ProPres

conjuguées non réelles. Les seuls crs génédques non criviau,'c restent donc les cas oir B a deu'x

valeurs propres réelles de signes concraires.

Nous partirons donc d.e [a siruacion A a deu,r valeurs ProPres imaSinaires conjuguées

B a deux valer.rrs Propres réelles de signes conraires

l ..



Nous allons monErer que i'On peut Eouver une base .l:rns laquelle Ie sysÈme (1) t = '{x; uBx a

une "écrin:re" simpl.ifiée d.abord. par un changement d'e base puis par un caangeroent de

feedback.

+ on peut Pour coûlmencel 6nvnillsl dans une base (e1, ef consdmée de vecleurs ProPres de B

(u,  0)
dans une rclle base B = | ^' I

I  U  K . i

+ en effecruant un changemenr de t'eedback u' = ukl
( t  0)  =_!roonauB=u 'B 'avec  B '= ln  _o l  k  

k ,\u 
-^' )

( a  c \
Dans une cellebase e =l l  I  |  *tt  A a2 valeurs proorescomplexesdonc bc <0

\  0  0 ' )

+ On peut Eouver une base e r = r er e: = s e:

( L  0 )  , ( t '  
- b )

o r )Bs ' éc r i r a l ^  l e :À l  , ,  , l
\u -'{) \b o )

( ^ :,-)
l * - - l

En efel dans une ceLle base A s'écar | ,, 
' 
, I

[ ;o  
o)

On peur alors crouver r e! s iels que l5 = -!t t= 5 = -i t o' s r s -b

Dans la base (e',  ,e':  ),  [e systèn:e (t) s'écrir

l ( '  -b ' )  (L  0) l
i= l l ,  l :u l  l l *

L \b '  o )  \ 0  
- k ) )

+ en ciécomposant u = u, + u-, on peut trouver u' tei que

a '= t+u ,  =d -u , k=c i '  ( =  u r  = *  ( k>0donc l+k=0 )
I r K

On a aJors

Compre cenu de roures ces rer:oarques, nous énrd.ierons dorénavanr Ie systè:ne (1) sous [a forme

(1)l ( r ' -b ' )  ( r  0) ' l* = 
L[o' .' J 

= u'[o -kJ.]-

( a .  - b \  ( L  0 )
*=[o .J**u[o -kJ* aveck>0

e rb>0



Compte renu d.e cene écrirure, nous allons etiecnrer cians ie désail le calcul du feedback u(x)

obrenu par Ia mérhode du "placemenc de pôles vanable'', car nous avons vu que des argrmens

pius génératrx ne nous Pennecaient pas de concir're'

II[ Ptacement de Dôles variable. le sDectre ehoisi étant du tvDe ct + i

Nous calcglerons explicirenenc le feed,back obtenu nocé uo(x), puis nous énrdierons Ia narure

d,es crajecroires obrenues qui présenrenc des simil'inrdes avec les rajectoires obtenues dans des

sysÈraes linéeires où les pôles sonr placés en c' + i '

c,esr-à-di:rc que les crajecroires onr un sens de roracion fixe, que pour a = 0 ce sont des cycies et

qu'enri.n pour ct < 0, les rajecroires convergent asymptociquesrent ven 0 avec une raoidité de

convergence ciirecremenr tiée à A candis que pour A > 0 les cnjecro6es tendent vers æ'

Tour d'abord calcu-lons uo (K).

A- Calcul du feedback uo (x)

Soic Ie système
i=A , r ' +uBx

(a .  - b )  Ê  ( t '  0 )
aveCÀ=1 ,  I  e :  b= | . ,  , - l

\ 0 a. ) \u 
-:r//

soir P.r()O le poiynôme carac:éisdque de A

P^(X) = X] + cr.X r ct- û: = -r(A) = -7t

B :=de !A=a : -b :

Nocons P(x) ia matrlce

On a alors

(  i )

[ *u ix l  +a .b(x ) ,  b tx ) ]

lbicx- - e-r. x. I
D / - \ - l  -  II \ '\ ' ' - 

[b*. - r-li*- -cr:]

où der P(x) -  -b[*;  -  f ' r ; ]  Pour r  = 0

. I [ -kr,. - a-rr -K, Ip - l  r v \ = : l  !^ \''l 
det P(x) L-b*' 

- akr" bicr- - c-t, J

Si on fixe le specre de Ùt(x) à ai i

On pose F = FP-t  avec F=(a2+bl - (a:  +1) ,  -2 t '+2u ' )

dou

F( , r )  =  
- t  

:  f - n " (o t+bz - (c r : - l ) )  +7 (s . -a ) ( -bx ,  -ak r= ) , - x , (az+b : - c :  - t )

b(x; + k'x;)

+2(o. -a)(bkr"  -L \ , ) j

17



'-l

- l
u.(x;=ç(;ç7.;( = -=-Tq '  b(x i  +  k-x ; )

doir i'on cire

-kr,.xr(a: + b2 -(ct + l)) -2(a - a)bxi - 2ak(a - a)x'x^l
I

-x,xr(al + b: - a: - l) +2(a.- a)bk] -21,r:.- a)a'x,x' l

1

uo(x)=ff i ltf " 
- a)b(-r]- k*i) - (k = i)x,.t. (-(a - a): + u' - rl]

Le celcul de u"(x)éranr effecnré, on consicièle Ie sysÈme boucié

i = lÀ - u"(x)B]x = Ii(*)-* (2)

= [l + b(x)F(x)]x = V[(x)-.r

vloncrons que les crajecloires du sytè::ne (2) onr colrlme dans [e ces des systèmes linéc]res un

sens de rorauon f,rxe.

B. Les rrajectoires "tournent dutour de I'origine"

Nous monrerons ce résulrac par des re:naroues o'orcire géomé=oue. Il se crouvers ccnr-rrmé oans

la suite des caiculs.

Por.r cout vecle'Jr de S t (llxll=i1, le sinus de I'angle (i"r) esi donné par

dec[M(x).x,x]= dec Ivi1*1.,r,x] en nonnr vr(-) = 
[â :.l 

rt A, B, C, D dépendenr de x' mais

coûrme spect  (M(x))  =  a+i '  A+D= 2a ernp-  gC =J= *1 ( -  BC =0) '

On a de{M(.r)..r.,r] - -B*i + (A - D)x-.r, + C'r'r
- 4(AD - BC)
4B

18
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-  f ,  ^ -D.- ' , , I - - r l
de{M(x.1..t,*] = -tsl(*, - 

ï *l- - 
et*ij

mais B ne s'annule Pas-
Oonc a",[Vt(x).x,xlgarde un signe consu,nt et ne s'annule janais quei que soit x væler'' de S t'

Le vec:eur Ùt(x)..x = in'est jamais radial'

compre cenu du caractère symérique (par raupon à 0) des crajecioires' on peut en déiuire que .

Vx e IR2 - {0i le vecreur in'est janais radiai er le sinus de I'angie (i,x) esr de signe consÉng.

Le chamos Ùt(x).K a un sens de roracion fixe'

cene renarque nous conduir à érudier le systène en passanc au.r coordonnées polarres (nous

vérifierons d. ailleurs que 0 a aiors un signe consnnr)'

f rcos0)
Onposec ionc r= l  ^ l'  

\  rslnu /

le  svs iène 
i  =  [A + u-(x)B]x (2)

ou u- esr lbncion de x. mus c'ësi une fracion ;acionneile homogène de degre 0'

donc  u , ( x )=u" (0 )
/ .  ̂ ^ "ê \  / -  s in  0\

En ccc'.rtnr i = ii 
'"]'I 

l= ti ^ |
\  rstnu /  lcosu 7

er en reropiaçanr dans (2), on obrienr

i=1.os0.s in ' ) [ . ] *u-re lef t : " t : i=x-u"(0xcos 'e-  ks in:0)  (3)
r  

' L  -  ' i  s l nu I

s = q-sin0, cosg)i.{  ".reief! | j | l  
='o- u"(0X-sin0cos0(k = l ' ))  (r)

nous allons donc énrd.ier le ces cr = 0 ; moncrer que dans cc cas les crajecroires Sont Ces cycies'

ouis nous monrerons commenr les aunes ces ( c > 0, a < 0) peuvent s'en décuire'

C- Cas Paniculier e = 0

L,objecdf de ceae quesdon esr de montrer que les crajec:oires sont des cycles, c'esçàdire

qu'après un loul, le rayon reprcnd la mê::oe valeur

Vg r(0 + 2r) = r(0)

enremarqu-"9=9*9
d0 dt de

d*zr I  df r,  1ô.::
onPose  [=J ,  

; ;6 *du-L ln r j s

I Y



mais I peuc s'écrire
e+rr I i

I= l  '=de
J o  r U

le but e$ donc de monner que I = h(r(O + 2t))- tn(4e;; = g

Les foncrions i er 0 son, des fbncions périodiques de période 2r-

Donc le caicui de I'inrégnie peur se faire sur n'impone quei intewalle de iongueur 2r

r= l"!!eJ o  r U

En renanr compre d,u crracrère homorhécique des crajectoires, on peut faire le caicul sur un derni'

tor:r (on poura re6lalquer qu'en fair i er Ô sont des foncd'ons de péiode :t)'

Por:r monrer le résuint désiré' il surfrr donc de dérnonrer que
* 1  ; -  i iI=.l;.;#t=J-:#t

:  a + u^(0) icost0 -  ksint0l
S U l L u U t i L  r -  l = - * --  J- i  b= u.(o)[-(k= I ' )s inocosol

Onpose  u=  ian0 , ie=  ;  I : : i
l - u

, r--x(t + u=; + u, (uXl + :<.o:)
! = l  -- r-- 'o(i + u-) - u'(u)(k + l ')u

crr u énnc une flraciion auonneile ce degré 0.

uo (0) peut s'értre uc (tl) .

Enei fer .uo(x)=-+ ' [ -z . i , r - * : - r r1)_(k- t ) ( - : : -b : - l )x ' . r . ]oux=(x .x . )
o(x ;  -  k - x ;  ) '

d'ou ii vient

u^ (0 )  =  f - zeb i - cos t0+ks in tg ) - ( k+ iX -e :  +  b r  - l ) s i nOccs9 ]
b(cos- 9 + !c- sin- u) '

et

uo(u) = - 
ofl;fr5f-z"irt-r 

+ k]r:) -(k + lX-a'+ bu - l)rl]

en reponant dans I, on obcienc i'expression

r=  |
ab(1+ utXl  + k 'u t )  -  (1-  k l r -2eb(-1 + kru:) - (k + lX-at +bz - l ) u

b r (1+  u tx l  +  ksu t ;  +1k  -  I -z"u(-t + kilz) - (k + lx-a' -  l \ r r

soir en réduisanr chaque poiynôme er en ordonnant les celrnes

all \

du
-
( l  +  u - )

20



abk :u "  - k (k+ i ) ( -a2  +b : - i ) u '+a ! (1+  k :  +4k ) t :  + (k+1X-a2  +b2  , l ) u -ab

krbtun-r"o,n *5:
dr

1t  +  u- )

Remaroue

L'objectif est de monrer que I = 0-

On peur s'assurer de ce résultat dans un cas parciculier'

fa=b= l
Exemple: { (cf-exemPles)'  

[ k= t

_ , *u ' -21 ; l  +6o : -2u- I  c iu
' - J - -  

u ' -4 r l l  +6u :+4o+ l  (1+u- )

ou on peut encore re'renir à ta variable 0

. i  - r " . , '  â  + 2 rant  0  -6canl0 -  2can0 -  l ,^
-  l .  r s .  v  - w  l - l }

can' 0 - 4canr 0 + 6 an2 0 +'ran0 + I

! -  |  -

;
t - .

J_
t -

-sin* 0 + 2sinr gcosO + 6sin:0cos:0 - 2sin 0cos:0 - cos"O 'o

t* .0 -  4sinr 0cos0' '  6 l in '  ecoste + Jsin0cosrg:  cos'O

- ; -sin 20cos20 + Ssinr Ocosr0 - I ,o
' - J+ 2sin20cos20 + asin:Ocost0 - I

-f ,in 40 - cos40
1

.:
, { a - r - l T ç r e t ; e
\ l v  -  I  -  

|  :  r  \ v /  
g v

so i r  y  =s i n ' f 0+s inz20+ l

dY = r ,= 4cos4g + 2s in20cos20 x I  =  4cas40+ 2s in40
de

r  I  - l
= -4i -3sin 40 - cos40 |

t2  I

donc F(0) =i 
", i 

= f',-]t6s = -11tnirll:, = 0
y  ' -  + y  r  :

Dans ce ces parricuiier, le résulnc est donc bien démonné.

-> Cas générat : calcul de I

du
-
( i  =  u - )

rbk lu '  +  k (k+ lXb2 -  t t  - t )u '  -ob( l :  k t  *+k)u '  - (k  * tXb
: +Zeb (k - l ) u+b :

1 1



on pose f(v) = =, 
t(t) 

=Y- - r - - -  - \ ,  
e ( " )x (1+v : )

Pogr calculer I, on va décomposer la frrcion f(v) en éléments simpies

F fw \=  ad to+bk ru ,v  *  =  
t * . *b Î ru ,  

,  *u i *u r tur \Y ' l -  
6ç ; ' , - gv+M '  bk r - ( 2a (k+ l )+e )v+bc  1+v -

où 1)s,1)1,1).,ù1,1)1,1)5,ê,d sonl des reels

En id,encifranc Q(v) et Q1(v) x Qz(v), avec Qr(v) = (bkv2 +ev+M) er

Q.(v) 
- (bkvt - (2e(h+)) + e)v + bc

Q(r)  = b:dc - [Uc:  -  bc i ( ie(k  -  [ ) -e) ]v  =f t r tCt  -c(2e(k + i )  =e)-  b tkc]ut

+[uet - bk(2a(k + l) +e)]vr + blk:v'

En id,encirianc les coefficienrs' on a le sysiène d équarions

==l
o

puis b(c-d)e-Zrixi(k+ l) = Zeb(k- I )

2e(k + iXd + 1) 2a(m + l)d(ci = l)
d'oue=.----------_='-

c - c  t  - ' z r . ( k+ l ) d '

d - l

cnrnrn , .  ' ) t (k  - l )  +e  =  2r . (k  -  1 ;  -  2 r ( r  +  l )d
u v t l u l r e  - É \ . \  r /  

a _ l

d= 2e(k - lx l  -  =)o - i

On a aussi

2a (k+1 )+e= -2e (k+ t )
d - l

En fair, l.égalicé des poiynômes fournit le systèrre suivant:

( l )

r ? \

( J J

')')



deg 4

deg 3

deg 2

r lec I

deg (0)

b3k2 = b:k:

- bk2a(k + 1) = -2eb(k + l)k

b:kc + b2dk +e x (-2a(k+1) -e) = (k + l)2(x: + l)-2kbz

ebc - bofzalt + l) + e] = 2rb(k + l)

bzdc = b2

.".1J ^ - l

2a(k + l)d
e= - -

d - l
,  t  , .  a ^  |

b'kc + b'dk - e[2e(k +

(z)  ou 2a(k- l )+e= #

l )  +e ]  -  ( k  +  l ) ' ( a=  -  l ) -2kb :

l J /

(4)

- eizeçt - l) = ei - (k - i):(a: + l) - 2kbr (-r)

Si on subsrirue e +.b'k(à-ci)-iff ip =(k+l):(r ': - l)-zkb:

so ic  b l k ( t  =d : ) (d .  -  t ) t  -+a :d :çk  -  l ) t  - [ { t  =  t ) t i "=  - i )  -  ] kb : l d (d -  l ) :

Si on regrouoe les terrnes en ''4" e! ceux en "b'

brk(l + OtXO - l)= = 2kbrd(d - l) t  = ra:d.:(k = [)r + (k - l)r(a: - l)d'(d' - l) :

b:k(l  -o:)[r  -0.:  -  zci ]  -  (k - r)=alaa=o =(a: = lXd- i) : ]

b :k (d  -  i ) : ( d  -  l ) r  =  ( k  =  L ) :d [a : (d  -  l ) :  - 1c i  -  t ) t ]

.  . .1  t t  - -E- fa ' (d ,  + l ) r  +(d-  i ) : ]b-kd(d - t)- = 
TO * rl_ L

I

brk j+ b:dk
d

Soit en résumé

On peut déduire de (a) que d > 0 (en nppelanc que k > 0)

+ Si on décompose les polynômes Qr(v) et Q2(v), on obcient

/ . t \

T



4btdk - et utct(d - l)t - (k + l)2a2d2
onremaroueque JbT-=6

avec b:cik(d - l)2 -(k + l)tr.'cit = 
l#[a'1a+ 

t;1 + io - l)= - atqa + t;t]

_ (k + t):92 (d _ l):
(d + l)-

.tbtdk - et (k + t)rd: - ^r rv leî i151-=66ç-."

( k  =  l ) d
tn pose i' = .7-  r  (d+  L )bk

cie mê:ne oor:r Q(v)

Q.(v)  = bkv:  - [ :e i r  +  l )  =e]v  + bc

. , i f  2a (k - l ) ' e ) :
= o K i  l v - - l :

L\ 2bk )

Caiculons de cnêroe

[- rUt t  . tar (m -  l ) t  I
= l - - - l

L d  (d- l ) -  I

(d - t):  b:k - a:d(k + l)r
- -

b 'k- (d -  l ) -d

( c i>0  e r  k>0 )

4brck - (2r(k =
1 ç 1 r - 1

l \  :  . ' \ l

. l b : ck - (2e (k -1 )+e ) :

+b:k r

(d - t):dkbt - (k + l ; :r:d:

b:kr (d -  l ) td t

, \ ?

On are O"i = 
;;

d oùr A, = dÂ: (raPPet d > 0)

ec
I  e  . . . l

Q, (v) = bkl(, * 
t;[)- 

ai] avec

. f f  2" (k* t ) * . ) ' *o : j  c r  a ,Q ' (v )=oo l [v - -  zbk  )  
' )

L \

A. = dA.

(k  + l )d= -
(d + t )bk

) L



Retour au calcul de I'intégrale

+ Calcui des termes !o-9!-!s

P(i) abk2 + ab + ab(1* f,t :, +k) * i(-k(k *
-  |  l l

U r + U 5 l = - =
q(1,) {zeoit+1)+2abk(k-l) l

_ 2au(t + t)1 :i(k i l):(br - a: . l) - -'
1t + t;:[u1 - c'] - I = i(2eb)j

d oir l'on cire
u .=0  e l  Ds= - l

( i , i )

l b l c r - 12 r t ' k+ i ) - e )

Q . ( v )

(Z t (k '1 . ) -c \
acJ - -u r [T /

T I  r -

2

-fot -

["--t l
Jrqula., = u. rn(e,(v)) - (aoro -ï,* .{'c,xnl 

f l-î'"i0.,'ilL -

[  2e (k+1 . )=e l
I  V - -  |  |t  ' t  hk -  l -  j t n t t +  u t )+cs reArc nnt -=Æ' -- * ' i  à^ | r
i l

u. (2e(k + l)
À"bk

On muioplie f(v) Par v,puis on fair cendre v veis i--

On obdenr
ok i l r : bk . r '  - [ =o  so i r
bk bk

2

Alon dans L'inrégraie le terrne en logarirhme est égal u'

D, ,  (  Q,(v))  ,  u. ,  ,n[Q. ' r" ] '1 erdonc
Ttn [ , ; )=  2  

' \ l *u - l

t ' r  u . l  r  (  u . , (2r(k+i )+e))  1 I
I = rt 

Lacitr 
-" 

Z j^,!k =[t*= --J{"*]

u ,+u l= i

( i , i , i )

L )



On s'inréresse donc au calcul dc fexpressron
h = 2edoo - il:, * d(2ea:. + ur(2a(k + l) + e)

Caiculons les rermes u,. Rappelons que : !1 + ur = 1

Si on considère fexpression cie f(v)

c/..\ - adtq;i lhrv , aol. + bkrurv + 
-u,

t (v)-f f i*@'t-v:

L'idenciftcr,cion cerne à rerte du numératellr avec

p(x) = c.bkru' + k(k + lXb: - at - l)r: '  -  ab(1 + k: + 4k)ur - (k - tXbt - a: - l)u + rb

donne le systèrre suivanr

deg 0

Aec  1
e v 5  .

A e q  1

à e q  !

aciuo bc : acr:" bk = ab

brkcr. l ,  -aciuo(2e(k+ l) +e) + b-kciu, + acell '  -  b2 = -(k- lxb= -r ' '  -  t)

acibc'.lo + acu-bci - bhr (2e(k = l) : e) - aciurbk + bk'o.,e

+ aco.bk - 2eb(k = t) - -ab(1 - kr = "!k)

b:kco, - adr;o(2e(k + l'): e) + brkcir:, + scel^

+  b :k :u ,  +b :k ru ,  - ( k -  l ) r (a :  -  l )+2kb r  =  k (k  - lXb :  -a :  -  l )

- bku, (2r,(k - l) = e) + aduobk - bico:e + acr:'bk

= 2ebk(k + t )  -  rbk l

b : k :u ,  +b : k ru . ,  - b r k :  =0

La iignej cionne u. : u' = i.

Le ligne 0 donne Do r tl- = l.

On peuc renarquer que :

L igne0+ l i gne . t= l i gne2  e r  l i gne  I  + l i gne5  = l i gne3

Donc le systène est équivalenr à
- r

u r ? u l - r

1 ) o * U " = l

ligne (1)

[gne (a)

Dans la I'isne (4), si on repon€ ut = I - u' er uo = [ - u" on trouve

(4)  o -bk( l  -  u ,X2a(k + l )  +e)  + adbk( l

= abk:  -  2abk(k + i )

- u:) + bkrure + xsu.bk



Soir bkru, [2a(k + 1) + 2e] + ebkru, (c - d) = bk[2e(k + t) + e] - adbk + abk: - 2abk: - 2ebk

ou encore en utilisant . = - 2e(k +'l)d
o . - t

[2a(k ' " ' ] ,-, ( t- d1) - -2e(k + l)bk -adbk - abk(k + z)(a) .= -bklr,Lffijta- r-2d.1+'bt-=[ d:-J 
= -_1 ---

Reooelons I'expression à caicuier

Erivons-la à L'ude de u, e: u-

h = ecilc - e'J, + d(Zlco- + u. (2r'(k + l) + e) '

(D^= i -u . )
t ' l
[u ,= l -u r /

h = 2eci( i  - u:) - e(1 - u") - 2acciu. =ciur(2e(k = l) +e)

soir (r) e h = 2e(1- d)u: - u'ofr$+ lrd' * 2tffi

I
ou encore h = 2el (1 - d)u.

L

En rnuicioiirnc alors ('l) Par

à
-2 (k+ t ) *u '  + ( l - c i )u .

t d  -  |  |
\ s  L l

à
- ô n

c i - l
o0qent

2 (k+ t )  d  d :  ( k -Z )d
; - - X -

( d - l )  ( d+ t )  ( d+ l )  d+ l

en reponant dans h

. - r , [_2(k+t )  d  -  dz  - (k+2)d,0 , ( t+r la l, r - ; s l  
( d - t ) ( d+1 )  ( d= l )  ( d+1 )  ( d - l ) l

^1,( zd _ d * o ' )  
*a( =2 __g- -  l .=r* t  

) lsoi t  h=zxl k[-Gtrt  (d- l)  (d-[J=' [(d'-r)  d--r-d-r 
'  ' '  (d,- i tJ. l

On crouve en simPlifianc h = 0.

On peur simpiifier cene ligne abk

_2(k+ l ) (d+ t ) .u "  ,  / t -o ' )  2 (k ' J  -d - (k+2)
(d-t)  [ .  a ,11) '  

=- : ,  -  r"  - r

T



Conclusion

L'inrégnie i*lor=o' -ou  r
j

a

. ( .  r . \  , (  - \
er nt r1r;; J = ilr[ t(-i) ]

\  l , /  \  ! )
r i

,  / L .  z  ' r t

ou encore r1+;) = t\-i)

De plus, la foncdon *l .t, péiod.ique cie périod,e ;r. Donc I'intégrale calculée sur tout
du r

intewalle d.e longueur ;c esc égale à O, donc est nulle'

II s'ensuir r(0; = i(0 + n) Pour toute valeur cie 0

er d.onc r(0 = 2-) = r(0). Les rajectoires sont donc effectivement cycliques.

lvloncrons maintenant que ce résultac peul nous Penne:tr.e de conch:re dans le cas plus général

a=0.

D. Cas général Q. = 0. (Le soecre est ilxé à c = ! )

ConsiCércns le systènre
i  = ! [ (À.c)x

ou ùt(À'c) = A - u(A,' t ,cr)B

avec u(i.,.x.c,) élanr le conuôle fixanc ie soec=e ce !i = [r = Ut xlf ] à a - i'

Effec:uons alors le cnangenenr de variabie

v  =  e- 'oK

Ecrivons l'équacion vériirée Par Y

ona  Y= -ge - - x+e - - i
=  [A 

-  a I  + u"(x)B]y

S ionno re  Â=A-c i

ona
I

y=LA+u"( , r )B ly

maisuo ( . r )=uo (e - * y )=u . ( y ) ca ruo (x )es thomogènededeg ré0
-  (c , -q .  -b  \  (a ' ,  -b)

on rerrarqueraque A =[ 
b a_",J 

=[o 
. ,  J 

tu." tr  =r-û.

Les hypoÉrèses faires sur la magice A sont encore vraies por:r la macrice Â:

- tbrme de la marice

- Ies vaieurs ProPres de Âsonc celles de A diminuées de s'

(3 )



Donc elles sonr eussi complexes conjuguées'

D'aure parq si I'on considèrc le sYstème. $e 
rype, (1)

:  |  (1 ' )y=LA+uts ly

etque l'on celcule le tèedback uo associé aupiacenencde pôles en s+i' le systène (l)'boucié

s'écrit
.  t i  - r  ( 2 ' )y=LÀ+uo5iy

Si on nppeile les calculs, on a

u^(v)  f -ze,ut - r l - ry i ) - (k- lx -a i+br- l )yry : ]  3 'vec 3 ' t  =a ' -cr
u  ' J  '  

b ( y i  -  k - y ; ) '

On remaroue que uo(y) = uo(y) = uo(x) :

donc le sysrèrre (2') t = 
[À 

- uoB]V est le même que le systène ('t) y = 
ll 

- u=B ly '

A noter Oue le caangemenc cie variable ''ne re'rient Pa5" l faire Cr=O' car la t"ott Âtst

ciifférenre de A cr dépend de c, mars l'érucie ciu systèrre (3) esi runenée à l'é:uce iu S-rsièrte

((?)' o.ur est cj.u cype dé.ià. é:uciié e! nous Savons que les cnjec:orres pour un cei s;rsiè=e sonc Ces

cycies
V0 = IR Y(0 = 2:t) = Y(e)

En revenant à la variabie x
x(c)  -  eo 'y( t )

si y(r) csi un cvcie ily(c)ll esi bomée donc llx(c)il iend ve:s æ si a > 0 el au cons'il're :e:i're:s 0 si

c < 0 c: gui mon*e les résuhars annoncés, mais on peur oréciss ta rapiciité de ccnve:gence

(lorsque cr < 0).

Nous allons monger que le lelgps moyen pour eËeca.re: un lour esr de 2r et donc o'ue

0 (c+2 : t )=0 (c )+2 ; c

Ce qui nous Pe:rnerra d'érabiir le tien enu-e x(t - 2n) el x'(c)

x(c + 2r) = x(0(c + 2æ)) = ea(t 'zr)y(e(t + 2r))

= e* x et* x y(0(0 +2æ)

= e* x et- x y(0(c))

x ( t+2 ; c )=e t - xx ( t )

Donc la npidiré de convergence esr direciernenr liée à cr par t'inre-nédiaire d'u coeiiient el-

Le but d,u crlcul est donc cie monner que 0(c +2:') - 0(t) = 2;



ou toujours Pour des raisons de symérie cies rajectoires

0( t= ic ) -0 (c )=6

0o+tc

( =  l d t = E
ec

;
_ 1

< =  l : C U = ï E
J A

? v-;

mais d.r=**d0=lde
de0

er coûIme Ô est une foncdon péiodique

E. Estimation du, temps mis pour fficruer un demi-tour sur Iz traiectoire

Considérons donc le systèrre . r (Z)i=LA-uoBlx

er évaluons Pour ce sYstène
a= i .  :

J = [- *oe =l-'=+
,+ ou '-; u

Raopeions que 0 = b - u(k + l) sinO cos0

+-{_ : . r , i_ .cs '0-ks in :0) - (k . lXbr -3 ' - l )s in0cost i
bt cos- U -: K- sin- u ) '

bicost o + k: srn: o
- tos t  ù  -  *  s i i ' l :0 )  -  i ' l<  -  i )  s in  i :osÛ( i -

En posanr  u  =  t *2e '  
o ! ' -  =c io

l+u-
on obcient

f -
J - î

I
T ? T \  U +(k= l -zrb(-l  + h)t) -(k + l)(b3 - a' - L)u

.  ul i  + k:v:l
En posant f(u) = 

fr6f
on a déjà vu que Q(u) = Q,(u) x Qr(v)

Rappeions la facrorisarion de Q, er Qr'

Q(u)  = Q,  ( " )  x  Qr(v)
l r  .  \ t  - l

e, (u) = (bkv2 + ev + bd) - oL[." -ft,J - o' j



Q.(u) - (btv'-[2a(k + l) +e]v + bc)= Oo[

avec A, =dÂ: A, =ffi
l dc= l
I

el cfr.us'e pan, nous avons obtenu '{ Ztt + l)ad

le=_6T
Pour crlcuier J, nous essaisons une décomposirion de f(x) similaire

aciln + bkr.r.v ad). + bkrrrv
' \ ' /  

Q , (x )  Qr (x )

L'idencifi.carion des deux expressions de t(x) aboucic au systèrne suivanr :

(  211 | ç+ l )+ . ) t . r ' l
t Y ? - r  ' - _ l

\ zor ) -)

deg3  b : k :u r+b2k rD ,  =9

deg 1 -  bh, (2a(k + l )+e)+ ac iurbk:xcJ 'bk:  ebku,  = [ iç :

c ieg I  b :ckru,  +ac iuo x( -2e(k+l )=e)+b:kc iu,  +acJ 'e =0

c ieg0  bcedur+acu -bd=b

^ r r  ê a a ô F

. l J l  + U .  = 0 , =  D :  = - U ' ,

bku. (-2e(k + l) - 2e) = bk(acitlo + c(l- alrc)) = bkr

b:ko.  (c  -d)  = aur( -d(2etk  + l )  +e)-  ce)  = -c3

auo +x!. = |

On nooelie que c = !
d

! r + t J ,  = 0

auo +x1J= = [

bkr.r, (-2e(k + 1) - 2e) + bk(adu. * 
|tr 

- a'uc) = bkl

b'!c!, (* - d) + auo (-d(Za(k + l) +., - 
i, 

= -i

Compte cenu de ces norarions,on a

l  =, T, . l l  auoc-+l=[.*. -",[z"rt-tt*'Jla]'A .bkLL- - ' -  
! )  L  \  2  ) ) )



On appeiie que dans un calcul précédenc' on a obtenu
(k + l)da, = 
G-LF[

-  r (d*  l ) . - '
doù I = .ffLTI oir T rcsre à caiculs.

(K + i)c

Reste alors à évaluer les coefr.ciens ui '

[u ,+u. ,=0
Compre tenu d,e I - on Peul exorimer T à laide de tro er ut '

[auo +N:  = I

Rappeions que cd = l, on obcient
? r r

T  =  aoo (d - l )+ l+  
- "1  

a ( k?  l ) d

chercnons à crlculer uc È! u.. Pour cela- raooelons les cieu.< derrières équr'cions ciu sysiène el

renpiaçons D: Pu - u. e! au: Par I - auo'

on rappeile que e = - tt:* t]uo

On obdent
(  ( k+ l ) ad . \  (  l ' ^ " \

(i) urcu, [-zrCt 
- 11 = *ff j - bki rciuo ' 

î,J 
= bk:

2utu' (t + t)a(-(ci = t) - lc) -E(aur(cit - i) - l) = ut t

c i - l  o

( i )  u , (d (d - l )2bk (k -  t )a ) -u r (a (o : - l xd - l )bk )  =  bk (k - j lA fa - i l

-rxci-r)=rt- j r ta- i l

quant i Ia dernière équarion' eile peut s'écnre

( i i )  u,o'o[t--d' ] .* , [P*t(T*1")- 
2(k+r)a

' 1 .  
d  I  " \  d - l  d - i  )  d -L

u=m,Il 
-'d']= 

auozelr * rl$ = z"P' [  d ,  )  ( c i - l )  c i - l

( i i )  u,(u'rçt -  c 'Xa - r l )* uo(2e'1k + lXd+ 1)d) = 2(k + l)ad

Le systène véifié par (uo,u, ) esr donc le suivant :

f i l  [ , r ,d<a + 1) 2a(k+ [)  + una(d+ txd- l) '  = tr<-]Xa - r f
(

(i i) 
l-u,rt 

+ t)[az(d + l)z + (d - l) ' ] + uol2e:(d + i):) = 2e(d+ l)

pour obrenir la 2nre Ligne, on a. ucilisé [a relaricn obcenue (p2l) (faccorisacion cie Q{x)

qui se simolifie Par bk

(i) u. (2d(d - l)  - a(k + l)) + uor(ci:



b:kd(d - r)' = (! l 
tl.i" 

{'a'1d' + 9"14- t)'1
( d - l ) ' L

ce qui peruret déliminer le paramère b des calculs'

On uciiise alors la méthode des déterminanrs

ciers = d(d. + 1)2e(k + l) x 2{ 1d+ l)2 + a(d' + lXd - i): (k - t;[a] 1a + l)2 + (d - 1)tl

= a(k + tXd + r{u'fta + t;'zf1a - l)' + 4d]= (d' - l).,]l

= a(k + lXd + t)iar(a + l)' + (d - l)']

, I d(d + l)2e(k + l) rr< - lxo - rlcii
d'oùr u' = a* l-,0 = uil'ia - ,,' * ,o - i)'] tfio . tl I

- l

= + d(k + l) i  ' ra '(o = l) :  -  (ci  -  tXk -;)(a-(d '  l )-
c iers  L d

-'t
- ( o -  l ) -  |)

' { o  m i m e  1 l  =g U  l I l V . - r e

I  . ,
- ; ) tO -  t lO a(ci  -  i ) (c i  -  i ) - i

o l
2 (d - l )a  2 r - (d - l ) -  i

f r  r
+ l ) : (d -  l ) l  (k - ; )c -  (c i  -  t )  i' L  

d  l

1 ) : (d - i )d (k -1 )

I
'  l ( *

- i
I

2a.2 , ,
- t d

' ) . 2 ( à  t



T = ad(k :l)[u,ro- ry'{-rd-(o-t) ' +k(d.+ rlr i+(d- 1)*(k -}l l* t^-  
c ie :S l - ' -  

- 'L  
d  )  o ' l

-  aoG + r) [-u,(a* r) ,{-(d: t ' . ,  k(d +r l , }*  (d- l f (k-} , . l . ,
c iers  l - ' -  L  d  )  a l

= i;i st' l 
- |{"'ra+ r)' + 1o- t;'l- r

i I art -11aci(k + lxk -;)[a'tO + l)' + (d - l)'
= +r=;;f  =1

L . .  . 1  d ( k - l )
T= ;5 t c lK - r ' - t = : ' j = - .

puis en renoiaçenr T dans le ceicui cie I

- , - ; t lô+I ' ) .5 ! !k+! l==
( k - i ) c i  d - l

On a'oien moncré q.ue le temps mo]'en pour laire un demi-tour est de ;r'

Dans le cgs ciu système i = (-i + urB)y

er donc d,ans Ie sysrè:ne (3), on a bien

.K (  l ' 2 : )  =  e3 - . r (  t )

F. Conclusion : comparaison des résultas avec le cas [inéaire

l") Rappel des résuitag du ce-s linérire

Soir le sysiène
i=A r

(c  - l \

l . l .Dans labasedeJo rdano i rAasa fo rmeredu i t eA= | . I[ t  s .  )
lP=uP

Ies coordonnées poiakes donnent I .
l u= r .

+ c'csr-à-dire que la vitesse de convergence est constante (la déivé: logarithmioue de

constante égrie a a).

+ la viresse de rotarion esl consmrrc égale à i

(  l )

j+

p est



1.2. Dans une aure base y = p-t4pt avec K = py vcifie (1)

+ la viresse Eloyenne de roation sur un demi-tour est encore égale à i

+ évaluons la viresse de convergence

costme x(t) = x(to) e-

llv(r)ll = llr-'cxirlll s l[e-'ll-llx{r)tt s ilp-'llllpllllv,ll '*

donc lly(c)ll( K e* où K est une consÉnte

on remarquera que la majorarion d,onnée par d, est la mei,ileue possible.

En eiïeq s'il exisre cr'< ct cei que lly(c)ll s f' t-

alon cornme x(t) = PY(t) on ar:rair

l lx(c)ll s ilPllx K' e"'

soir e-llxoll < llPll t K' eo'
l lDllTa'

. (c -c  ) t  <  
l l ^  i l ^L- - 
il*'ll

Ce qui esr impossibie pour c'( cf,, crr alors 
,9.to-'"' 

= '-

cr d.onne donc la meiileure iciée cie la apiciiré cie conve:sence-

2") .{nalogie des résultats

2.1. Pomaic de Phase

Le sysièrre r. le mênne poraait de prrases que csns ie c:s tinéIre. les irajecloires sonr les mêrnes

à un diiféomor.ohisme PÈs-

2-2. Vitesse moyenne de rocacion

on a rouvé que la vicesse moyenne pour faire un deni-cour érait de l. ce résultar est donc Ie

même que dans le cas linéaire.

2.3. Pour esdmer la vitesse de convergence

On a crouve llx(t)llS ce* comme dans [e cas linérire'

Resre à moncrer que dans ce cas aussi cr donne [a meiileure malonrion possible'

En effer, s'il exisair e'< ct rcl que llx(r)lls c'c-



en revenanr au changemenr de variable x(t) - y(t) e- o'i y(0 a une crajectoire cycSque on

obdent
llx(t)ll = lly(t)ll"- s c'eo'

lY(r)ll< c'e(a'-.')r

mais ,lim 
e(a'-a)r - 0 si ct'< c

c: qui est en concradiction svec le fait que y(0 est cyciique'

Donc Ià Èncore Ia meijleure r.ooroximarion de la npiciiré de la convergence esi donné: ?r G.

Conclusion

Le sysrène homogène ie d.egré I obrenu avec le placsrtenc cie pôies variable Ë'ré à c' i I un

comporrenenr en cous poins serrbiabies à un sysrè::ne linéerre (oui aunit le mê:::e scec:e) i un

difféomorpirisme Près.

Au d,ébuc du chaoine t B 2o), on a rcmarqué que les diffé:en6 ry.Des de feeCbaci<s Lnré-ssans

pouvanE êre oure ies f:acions ranonnel'les homogènes cie deEé 0 ou consran6 Par :norc:3u't'

Le ler cas résolu, che:chons s ii exisie des feed'backs consan6 par Secle'Jrs ang:'ria'kes

srabiiisana [e système.
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fV. Confrôles cnnstant.s nar secteurs

Soit le systène
i = A.t + uBx (1)

re IRz

er ry (À)cC- IR

Dans la prernière panie, nous avons expioiré les propriérés géomériques des crajecroires' Il serair

inréressant de conserver ces propriélés

or Ie long des rayons
= !çç

= kx = k(Àt = u(x)Bx)

= Ay + u(x)By

si u(x) = u(y), alors les craje*oues seronr homochéiques les unes des aures. Une conciioon Pour

grrder cene propriéré esr que u soir consianr sur les rayons. Plrtrli les feeibacks. ceu't o-ul sonc

consixnts par secleurs angulaires peuvest évenrueilertenc récondre au problène de [a

Srabiiisas,on e! aPportenc une soiunon simoie e: robuSre parocuiièren:enc cians le ces des

sysièroes non C1 snbilisables mê:r:e si ce$e soluson esr pius grossière que ceile obtenue cians le

chaoiu'e [I.

En conse:vanc les noncions cie la quesaon précéiente, nous monlrerons oue ['on peut uouve: cles

tèeibacks consiants sr:r des Sec:eurs anguiaires qui stabilisenr le sysièrte'

Rapoel des notations

sl y

alors ,v

l d
. A  = l

l n

- h \

: )  
a>oerb>o

( 1  0  \
-  l '  -  I  t - - t t  '
o = i ^  I  L = r f \ -

\u  -<)

Nous énrdierons, compce renu des objecd.fs, le sysiène sous Sa forme poiaire que oous rappeions

/') \

( .
l p

lp
1
lô
t

( ( t -u \  t+k  -^ )=r I?ut t  ,  )= ; -cos iu)\ \  -  /

/ t - k \
=b-u l= ls in20

\ /  )

Stratégre adontée

L',idéE porrrsuivie esr [a suivante : délerminer un feedback u tei que les crajectoires tournenc

aurour de I'origine (pou exploirer les propriélés de symécrie) es cel que Ie champ soit rcnrant par

rappon à la norme euclid,ienne usuelle, c'est-à-dire par raPpon aux cercles dans un prernier



cesrps nous éciirons les condidons nécessaires pour obtenir de ceiles crajectoires puis nous

essaiercns d,e voir dans queile mesurc elles sont srrffrsantes'

A. Conditions nécessaires àI'existence d'un telfeedhack

1") Les trajectoires tournent autour de I'origine

.  (  r  '  t - \

ona ô=b-" [ îJs in20 (b>0;k>o)

pour s'assurer d'un signe consant Pour 0, on p"ur par exenpie imposer e > O 1V c) en gardant

-u sin20 > 0

(c: oui donne une conrainte d'e signe pour u en lbncrion de 0)'

2o) Le chamP doit êfe rentnnt

Por:r ceia- calcuions le produit scalaire
,x  i= ,KA. \  + u.x  Bx 

f  x .  )
=a. (x i -x - : ) -u(* ,  - !c r i )  enPosanl  *=1.  I\ / \ ^ /

pour que le champ soir renrant, il iaut ''t 'x < 0

I1 faur d,onc o(xi - .ql . 0 <= up: cost 0(i - k'nnt 0) < 0

<=  u ( l - k ran10 )<0

Posons oo = Àrc,-f+) (k > o) t, = lo'ii
. \ . / k )  

)  l L

<=k=+
uln- uo

La cond.icion (1 - kcanz0) < 0<= t-# ( 0 e> unt0 > cant0o

l -  - r
et sur l'inrervalle l- 

'' o ''l

t  2 ' '  2 l

La condicion devienr r. 
]-î,*,[r]t,,.|[

On peur nocer que les d,eoi-droires dangJ,es polaires +00(mod;c) forment I'ensenble des poins

oir Ie chanD esl utngenr aux cerc.les.

JÔ



Nous obrenons déjà des condidons d.e signes par secteurs angulaircs de I'erpression (l - ant 0k)'

On peur alors espérer en prenant lul assez Eand que 'x i soit négacif dans le secteur

corrcspondanr

On peur déjà récapinrler ces ciifférenres condirions secrcur par secrcur por:r vérifier si elies sonc

compacibles.

L'é:ude esr faire sur un denri-iour, les irajeciores du systèroe énnr s;rmériques par i:'ooon à 0

(si on considère u cornme tel).

Àyant donc choisi un sens de rotation (cetui de A) qui est la condition prioritaire- dans les

secteurs ou on le peut. c'est-à-dire dans les secteurs ou les conditions sont compatibles' on

essaie de rendre (A = uB) x rentrant en choisissant u'

Dans les autres secteurs. nous choisissons u = 0. Compte tenu du choix de rotetion. les

trajectoires continueront à tourner dans le même sens, mais elles peuvent s'éloigner de

I'origine, nous mesurerons le gain en norme dans ces Secteurs par I'intermédiaire de
nr 'A \

I 'expression 8* si 0 e [o,,gr].'  
P(0 ' )  

.

Galmétriquement, en prenant lul assez grand (borné) dans les secteurs favorables, on peut

prévoir raisonnablement compenser I 'accroissement en norme dans les secteurs

défavorables.

s in  28>0
' rBr  >  0



Conclusion

Choir de u suivant les secteurs-

Seuewl  s in20>0 donc-us in20>0<=u<0
'xllx > 0 por:robtenir'x i < 0 il faut u < 0

Ces conditions sont comParibles

u=< c )0

Seuew 2 s in 20> 0 donc -us in20 >0 ce u <0
' xBx<0  donc ' x i <0  i l f au tu>0

Ces condirions sonl incompatibies

u=0

sin 20 < 0 ; -u sin 20 > 0 <= u > 0
,xBx<0 ' r i<0<=u>0

Onposenu-c  c>0

Sec:eur 3

Secre:t I
s in20<0doncu t0 ' l

I ncomoaEotes
'x3x>0  o<O.J

u=0

Résumé I
I
I
l "
l r

Resre donc mesurer les gains de la norme (llxlD dans chacun des secteurs pour déterminer les

valeurs de c, telles que llxll soit globalernent décroissante'
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B. Accmissement de p sur un dcmi'tow

1o) Dans les secteurs ori u est ciroisi égal à zéro

Dans un tel secteur, [e sysrèrre s'écrit f  = .d t

ou encore

fn - e";ri r- )

Les solunons sont nlors ll'/ 
- v P$ci (p(co),o(to) valeurs iniciales)

l0=br+0( to )
];e-a")

d'oir I'on dre p en foncdon de 0 P = e5' 
-'p(co)

donc dans un secteur angulaire compris enre 0, et 0' on a :

nrA \  l ie . -+ )
V \ w - J  \ . '
- = e v

p(0, )

l ' ^  r  \- r u . - * i

so i r  Ê ( ' 0 - )=es  
-  '  

P (0 ' )

2o) Dans les secteurs ou u est non nul

Dans un secleur compris encre 2 valeurs 0, e: 0.,

p(0. )  = e i { \ -a ' i  P(0,  )

l i  _ "

lr-"
[0=b

r l  l

( ii)

I(0,,0.) =.['Ë do = ln ffi

Ces deux expressions (i) el (i,i) perrnelrenr de "mesurer" l'accroisseinenl de p sur caacun des

secteurs correspondans.

Reste à démoncrer que I'on peur Erouver u de celle sone que "l'accroissemenr" global de p soit

inférier:r à 1 |,p(o) . r)
[piol )

! i



C. Etudc d'un exemPle

pour comprendre ra suatégie suivie, énrdions un cas panicurier où res carcurs sonr simpies'

Soit i'exemPte

Le système s'écrit alors : (en polaires)

On note

/1  - 1 \  ( t  0 )
o=l; , ' I t=[o -L)

\ !  
L )

' xBx

[e = r+ ucos2o

1e
[e= i -us in20

f  l \  i t
0o=arc,* l  F i=J"  \ 1 K , /

'xi - Ki + xl - u(xi - x;) avec

= p: - uPr(cos'r 0)

=x i -x i

=  p rcos20

D'après l'érud'e précédente' on a suivant les secleurs

Dans le secleur I

/  
' xBx20ers in2>0  u=-c

2  
' xBxS0ets in2020  u=0

j  ' xBx20ers in20S0u=c

4  ' xBx20e ts in20<0u=0

onvamonEerqu, i isuf f r ta lorsdechois i rcsuff isammentgranddanslessecteurs/et2
p( î )  - ,

Pour que 
;frt 

- ''

Calculonsdonclegainobtenupourp(0)danschacundessecteursouuestnonnul .

+secreur/  oef ' ' i [
l 4L



p(+)
Calcuions h*=I tp(o)

,  = Ég 66 = pl- t 'gt l9 ae^ r - Jo  
p0 * -  Jo  l * cs i n20  

- -

lvlais ta fraction se décomPose

1 -c  cos20 = - !  2c cos20 
*  

I

i +cs i n20  2  t+ . s i n20  l +cs in20

d'oir
r -  . I  , j  I

r, = -;lh lt +c srn2ell,...Jo''G61e de

l -  - ' l  l -  - i

En remarquant que oans 
[o,i] 

ze e 
[o'i.] 

er sin20 > 0

on obcienr lf . - do < a
r o  l - c s i n l $  . +

I

On obrienr une ma1oradon cie L : I ,  S 1- I tni i  * c;
+2

Quand c tend vers +-, on aura donc liT-l' = --

Cene lirnite monge que I'on poulTa rouver des valeurs de c telles oue

L  <K (Kdonné)

f 'r ltf
+secreur2  oe l  : ,a l  u=c>o-  

1 1  t l

crrcuions t. =Ël#ot

.r -lt -lI I

1, =-afhl l -cs in2Ol j " '  + lo ' ; ; - "ode
? '  

' ' i  , 1  l _ c s l n / U

avec le même rype de remarques que précédemment

,.1+,+f =- ze. [' fl er sin2o S o

1 -
1 -

|  .  .  r ^  t  "

On a encore i;- TûU < -
J :  1 - c  s i n 2 0  4
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l +

er finaiemenr I. ( - j t"tt + c) +;

On peut donc choisir la même valeur que précédemment'

ApÈs un demi-tour, calcuions le "gain'' Pour p = llx(t)ll

^ r 3 t r t  , ' f r '  ' [ '
.  p(7c) p(r) . .  P(T] ..  

P(:) P(;)
Enesdmanr  -=Ë -Ë"Â . ; ôP(u) e(ï) P(;) t . 4.

nous avons fait apparaÎtre le "gain" sur chacun deS secleurs. on Peut leponer les différentes

majoracions obtenues.

P( ; r t  = . î  
"  

e , ,  *  eJ 
"  

e ' ,
p(0)

a /  + \

So i r  
t t , i ]  S . t - r n ( r+c )
p(u)

monrons qu'alors on peut choisir c cei que Ç < i

il suffir que e=-in(r*") 4 1 soir c > e- - I

on peur d.onc choisir c de reile sone que p soit giobaienenr déçoissant-

En fair, on peut donner une majoration du même cype lorsque k = l, mais a cl b sonr

queiconques.

ît
0o vaut donc encore -

i  ô ,4 e:  cosJOu .^ f  a -  ccos2O ,^
e r  i r  = i ' i c i t= i - " : cO= l ' - ;U-Jo  

p0- "  Jo  b -us in2O- -  ro  b+cs in2O

1ide= -: lnib *cl=. Jo' b -, *_æ

sin2oe[o.r] î*.fffio.i'.;

4r



ê 1

1 ^ +t . 1 t L

I .  < - : l n lb+c l+ : -
L  . ,  h /L V +

De même r, = -:Ldb-.t-, 1;tfu ae

î  r  {  ag  .n le r  s in20e[ - i ,o ]  donc  3 ; ;  =L  
b_c  s in20 

-  
4  b

|  ^ f t
1-3 - ' l n lb - .1 * : -'  )  b+

n / r \  
; '  :p(r/ < afî ra ar, 

" 
alE' a ar.

p(0)

;;-:l-f " 1u-"g-| i ',u-.1
( g c :  c -  -

ô a - \

donc -<  I  desque
p(u)

x  I  r r  -- r - l l n ib ' - c - i<o
h ? r l

t . â  . r  X
sort  In lb-  

-  c- i  > -  x

I r: " ' l t
Donc, toute vaieur c supérieure à c0 = suP (b' 

Le 
+ b- 

I 
)

/ t r l
I  t :  . t  l '

c o = l e o + b - l  c o n v l e n t .
\ /

e l

t =

s i c > b  c t - b t  > e "
i

f -

c -  >È '+b -
_ -1
I  r  l .
|  : -  .  t -

^  > l e  5 : h - l
u  z t v- l l

L. l



Por:r les valeurs de k = I la snatégie esr a priori la suivante :(t, . i)

Nous noterons à nouveau I, = J.t"fr ot

,nc-A^ i

er I .  =Ë 
#ot2 Y

Les deux inrégraies correspondanr aux secteurs où u est non nul.

D. Cas général, recherche de conditions sulfisantes k=l

De même que précédemmenr, on crlcule le gain sur chacun des secieurs. en s'attxrdant sur les

secteurs ou u n'esr pas nul.

I  e crlcrr l  cie Ir er [ .  monCrera que la SUatégre u = -: ae cOnvienC paS.
e v  . !  Y r  À

On disunguera deux ces (k < l, k > l) où u sen non nul sur un secteur seulement. llaigré cetre

resrricuon, i1 sera quan4 même possibie de délerminer C (surfisamment gand) de teile sone que

p(r )
sur un demr-tour < l.

o(0)

lo) Calcul de Ir et Iz

l1 Pour e e [o,oo] ou go = Arc ,-(*)

(r+r.\  ^^ ,f l l )a+ l ;_  l cos iuu+\  2  /  \  2  / , ^

o-"[îJsnzo

L, = - :r,, lu *.(+) sin ze,l - (" -.(i)) f'

.€. n Æ^
L=1"4d0= l -' .to p0 Jo

%

o-. ( î )s inze



I2
[ : t  I

Pour 0e0eLi,o-rr . l

ona
rt-O" ô

I ^= l -  "4d0=
-J :po

,, = -!r'" lo -.(+) sinze,l * (^ *.(+)) Jï*"

rq d0
Si I'on considère Jr, 71;;. 

d0
o-\  

,  )s ln] .v

coûrme nocre srarégie esi ci'imposer 0 = b - 
"f *Jrt" 

l0 > 0 la lracion est posrove, cionc les
\ - /

,Êdeintégraies 1n'ft sonr posicives dès que 0" > 0"
o - \  

,  j s l n j u

En conséquence, I'expression

f '  / .  r  \ ' l  .
I  t t - K \ l P :
l a + u t  - l l l
|  \  )  l t : q .
l \ - / l

.  ( l - k \  ^ ^o-u l  
,  JS ln ju

r l -k)
a les rsneoe  3 '= " [  

2  i

/ l _ k \  , .  ,  r
er mênne celui de ul .- I dès que lul= c est assez grand.

\ 2  )

Cornrre cene expression prend' des vaieurs infinies avec lul = ç '

L'inrégrale 11 ou i2 risque d'êu'e posiri". ,i u[$) ,'.r,.
\2  )

En conséquence, conrairemenr à I'exemple, on es! amené par Ie calcul à distinguer 2 cas : k > I

ou k > l, auxquels correspondent deux sratégies différenres.

u=c>0

,{a

k (  I

+/



2o) Majorations de 11 et 12

Nous allons estimer 11 er 12cie façon à donner d.es majorarions aussi f,rnes que possibles por:r les

valeurs consutntes du contrôle.

. d0
Pourcela,calculons J= | æ

J  ,  I  I Î a .  I
b-u l  

-  -  
l s in20

\ t l\ - /

Effecruons le changement de variable v = tan 0

, - i  du  = i  du
' - J  

bu t -u ( i . k ) v+U  i  P1v ;

p(v) a pour discriminanr ̂  = u:(1+ k): - 4b: qui est posicif dès que lui= c Èst assez -srx,rd

- a
|  , h  I
|  - e  I
l c > - l
I  t i -k ) l

Donc P(v) a deux racines notées v' e[ v''

.  u (1+ k )  - ' r 'T  . . , , -  u (1= k )  =  ' rT
' > v = -

v  = -
2b 2b

on a alors J( , , )  -  -+hl"- / l
! ^  l v - v  I

Disdnguons suivant les valeurs de k et les secteurs

s i kc l

u est non nul sur Ie premier secteur u = - c e[

I  |  / r  +  k )  s in2g^ l * [u_ " ( r -  
k \ .1 . - .  . , *e"

r ,=-1tnlb+c[;  
)  - t  L rzJ]Lr(v) lo

PlusprécisémenLcalculonsU(ul] l - , ,=-* '" |#, î l

+8



en remarquant que v' v'' = 1, on a

Ir(u)]l-"

-c (1 + t) - r/c:1t * k;2

L  ,  ( l - v "nn0n )
- - -  u t r  -  r

Va I l -u ' ran0o/

avec v =
?b

-c (1+ k) + Jc:( t  + k) l

v '<v "<0

- : L  
\ 1 ,  ?  l \ , /

= -
/ ô

<0
2b

Lorsque c cend vers +æ

donc
|  (  l - k \ . l r . .  . , u , d "

l r - .1  ,  , l ILJ(v) lo
L  \  -  / )

a 00ur equlvalent

- c  11+  k )  -  v c r (1=  k ) r  - : 5 :

+  t 1  l - \q -  \ t  
- . \ /  

,-  mc
a  -  , ' 1  t - ' .
j ' Ë t f : 5 . /

l im  v '=  - -

l imv "=0
(
I
|.

On a aiors -rim [i1v)]flt ' = 0 et [l(u)]î" = '# x h (c)

(en ayant rernarqué tT = c t l 'k))

(-nrnrne lr nrernièr.e incésraie -! fnlU =. f 1J)
v v r t a r r w r s y r v ' r ' v . v  

2 " ' j -  

- \  

?  )

c'est-à-,jire un équivalent de même ordre.

. , - to  i  ^
) i À l  : v 0  i  ù

I
norrr  é, :uive]." ,  -1 ,n ae v q  w I s ^  

)

r  |  l l t v \  |
er I, < -; tn lU + . [ ï J sin 2erl sans perdre sur ia rapidité de convergence.

l l \ - ' / l

Nous nous limiterons à remarquer que le deuxième telrne est négarif

s i k> l

u est non nul sur le roisième secteur u = c et

t, = -t"lo -.(i) sinzg,l * [. *.(i)] A A
lfr-4t
I

z

+9

o-.(+)sinze



avec r(ran oo) - rimJ(v) = -# rn 
l#

, l- v  I
-l- v  I

car [m lnl"-" , ,1=o
v + + _  l V _ V  I

c (1+k) -J . ' (1+k)2 -4bz

v ">v '>0

2b

,  ( ' , " - r " . 4  )

Donc J(ran 0o) - Iim J(v) = -+ t" | .ffi |VÀ \ v - :- lan u1 I

Là encore, l imv "=+ -  e l  v

l im v '= 0

, , _  2c  (1 -  k )

2b

|  "  ' r 1 '  ' .  ' .  I  f l - k )  I  . . , - . -
ecdonc I r .=cf  + l l l - r t , *0, ) - i im Jrv l l= . [+ l t - *x  lnc

L -  
- \  

z  , ] L - ' - - - - "  I  \  -  ;  c i l - k )

__ ( i - k ) . l nc
t 1  ,  l - '( l :  K )  !

Nous ferons Ia même remarque que précédernment et nous nous limirerons à

,. = -;," lo 
-. (+) sinze,l

50



3o) Synthèse : accroissement sur un demi-tour

por.u k < I
* L'accroissement sur un demi-tor:r

p(r) = 
p(78) 

x P(0n) -. i("-to) 
"., ,p(o) p(o) P(0)

p(It) -- i t ' - t . l4 
t(o*"**, (* '))

- > g

p(0)

fi f" 
- o,) -i r" 

[o*c 
sin2oo

- , . = - t 7 )
p o  - h
v v

(1J)).0
\  2 ))

/  l + K  I
l - l > e
\ ? l

t r l
-  ( ; - d r , )
c

cc = sup

.'rIt
p(n) p(r)  ._ p( i r  -  0n) . .  n '  2 '
p(0) p(r - 0o) orlr P(0)n ,  ) ,

1(r-n'eo*f-ol ,
=  g " \  L  t  ) / . e ' 7

:i i-e,)-f . i.f $),. :e" -rl
S g " t t  

' t  ;  r '  \  -  /  l

o(r)
Pour que 

ffi 
. 1, il sutfit que

So i t  b=cs in20o

Toute valeur c supéneure à

conviendra.

pou rk> l

* L'acsroissement sur un deni-tour

, ' l  t - \ '

sin lo^ i ' - "1' \  ^ t  
l



o(il)
pour que 

ffi 
' 1, il suffit donc de choistr c rel que

i(i '. ',)-i "(.(+)sinzeo 
-o). o

- -:- - ( t+r) ,- zo, -o , .?(tï] i : ,
sort t[ 2 ,, l"n sin2ool.+)

Il suffit d.onc de choisir c suoéieur à co

[ ,.. ' .. I
| .î' l*" * b 2b Ico=suDl  .m' t - .k l
LSIn juel  2 ,  j

avec

Donc, cians chacun d.es cas, k > I. k < l, k = l. on peur trouver un t'eedback consiant snbiiisanc

le système en suivant, la sratésie

La siruacion k = 1 sembiant êcre un cas fronrière.

Dans cerre pa4ie, comme dans la précédente. la sn'atégie choisie énit de considérer des

crajectoires toumant autour de I'origine.

En revenanr à I'idée du placemenr de pôles variable, nous ailons essayer de stabiliser le système

en plaçanr les pôles sur deux valeurs propres réelles négacives.

Les crajecroires resreronr alors conrenues dans des secteurs angulaires limités par des droites

correspondant aux direccions Propres du système (i colinéaire à ''c)'

DanS ce cas, nous dOnneronS auSSi une eSdmariOn de Ia vitesSe de Convergence'



Il esr nécessaire de reprendre rour d'abord Ie caicul du feedback correspondanr

A. Calcul4" ua7

On rappelle que dans

( a, -b)
ona  t=1 ,  l avecb>0

\0  x )

Le tèedback usg(x) = F(x).x

avec  F (x )  =  F 'P - ' ( x )  ou  P - ' ( x )  -

a>0  e t

(r)+ uBx

'= [; -l) *'o

i =A .x

-v  
' l

' ' :  I
I

bkr" -;rx, I

er  F '=  (a :  =  b :  - c rF  ;  -2a ,+G=0)

On u'ouve donc
1

ucrr3(x) - -_i--.-Tf-kr.:(at = b:
bi .x l  =  o-x iJ '

- aicr^ ) :

-x, (a: = b2 - crp) - (bicr= -

-c rp)+( -2a+e=PX-bx '

. [x . l
r.r, X-2a - a - P) ll I'  -LX: 

l

Soit

ucrg(x) i- lcr'.t.{at + b: - eF) - (-2e + a' = pX-bx' - rkr,x' 1
b (x ; - k - x ; ) L  

' -

- x , , r . ( a r  +  b2  - cF ) - (bk r l  - a . r , x . )  x  ( -2a+c r+p ) ]

Soit encore

u-R(x)  f ( -Zr+a +pXbX-x i  +  tcx ;1+ x , . r ^ (k  +  lX(a-aXa -p )  -  b ' ) ]
=r b( K; + r-.xi)

Soit alors le système bouclé :

* = 
[o + u*( , r )B]x = M(.*)x i , ) \

pour érudier la forme des crajectoires nous étudierons d'abord Ies direcdons proPres c est-a-dre

I'ensernble des vecteurs pour lesquels le champs déFrni par (2) est radial'



Remarque t

Por:r une direction proPre on aLra donc i = n<

mais comme i = M(x)x = il[(x)* a't ec VI(x) = A + b(x)F(x)'

lvt(x) apourvaleurs ProPres a et p donc rvaut cr ou p'

Les d.irecdons propres correspondenc à des rajecroires parricuiières (droites) ct sont des

sépararices (sr:r ces sépararices on a p(t) = ftÈ')'

Remarque 2

Dans le cas oùr c, et p sonr des réeis négatifs sur toure direction propre, le champ sera alors

renrart, nous Pouvons aiors uriliser le théorème :

Théorème [1V. Ha]rn - Stabiliry of the ]tocionl p' 68-69'

Dans le plan pour un système polynomial. homogène, iorsque le champ est renEanr sur toutes les

direcdons propres, aiors Ie systèrre est snbie'

Le système (2) x = VI(x).x esr bien homogène. nous l 'avons ciéjà remarqué' mais i i  n'esi pas

polynomial. Cependanc, les coeffficienrs cie la marrce )l(x) sonr des kacnons rarionneilcs qui

onr roures Ie mêrre dénominareur : (x. - k:x;), donc en tout point.x, i est colinéelre eu vecteur

lvl.,(x)..r où Vt,(x) esr la mas'ice donr les coerficients sont ies numéra'teurs des coclflrclenrs de

lvl(x) donc les crajecroires cie (2) sonr les mêrnes que celles de i = }l1,(x)-.t (3)' ltats ce

sysième esr poiynomial el homogène er possèie les mêmes direcdons Propres que (3)' De plus'

comme xl + krxl > 0, si le champ déirni par ( i) esi rentrsnt pour une valeur de x- i i  [ 'est aussi

pour (3). Le sysrème (3) esr cionc snble e! par conséquent. (2) aussi.

On norera que fHahn] donne la forme des najectoires dans les secteurs iimicés par deux

direcrions propres suivanr le sens du champ sur ces direccions.

En fait, nous rerouverons par le calcul que le système (2) est asymptociquement sable Èl nous

préciserons la "vitesse" de convergencs.

B. Recherche et classement dcs directions propres

pour dérerminer ces direcdons, nous calculerons der(i,,<) dans le but de déterrniner les vecteurs

por.g lesquels x et i sonr colinéaires, après factorisanon de det(x'.r) nous dérerminerons en fait 4

direcrions proPres lorsque a, = p et 2 lorsque ct = p'

3+



d.et(i,x) = Q <= oe{t,+ + u*(x)B)x'*]= 0

<+ det[Ax,x]+ u*(x)der[Bx,x] = g par bilinéarié

Mais der(Ax,x) = -b(x,2 + x;) ct det(Bx,x) - (i + k)(xtxt)'

Posons alors g(x) = d.e{i,x]= -b(xi + *3) + u*(x)(1+ k)xrx'

si on remplace u*(x) par sa valeur calculée précédemment, on obrient

e(x) = _b({ _ x.) _ l(-ra + c + Ê)b(-* '  + kx') + *. ' ' -  (k + l)(a' - b' + aÊ - a(e + g))] 
(r + k)(x,x.)

b(xl + f 'x;)

+ k 'x : )  + (-2a + a+ 0)b(-r. - fr;) + x,.r-(k = l)(a: + sg - ar.o + Ê)) I  - kXx..r.
g(x)  = -

Soit en orcionnant Ie numéraceur

b: r l  -  (3r '  c  -  0)b( l  -  k) . t f  . r -  -

-( '- le + c + F)bkx,xl + b:kzxl

b(x; + i<tx;)

Le numénteur se fhcrorise sous la tbrme

r .  "  ' l r
N(xr = lU*: - (l 

- k)(a - cr)x,.t^ - bicx; i lbx'-

On a donc
- urcr;)(uxi - 11+ k)(a - 9)x,x= - blcr;)

De certe factorisadon on Peut

directions

uqxitrxi)

déduire que à une valeur propre c' sont associées deux

-(1 + kXa -a) t  J( t  +  k)2(a -  a)2 + b l t<
x ,  = -. l o

Sur chacune de ces droires, on sait que der(x'i) = 0 donc que i = n<'

On peur supPoser que r = c,.
pour véiirer cela. calcuions le produir scalaire (x. i) = (x, ( a + uB)x) = (.r. A.r) + u( xX,\- Bx)

ou (.r. A.<) = at .rl + x;) er (x. Bx; = xi - tx:

r o'o )
\e rk>0 /



mais comme x appanient à une direcdon propre donnée par

bxi +Q + k)(a -cr)x.,.x, - bkr; = 0 on a

*; - Io; = -( l  * k)(u -o) 
*,*.

d.'où (x,i) = a(xi + *.') + tli) t-tt + kXa - a))x..r.
b

I
avecu (x )= -_ | ( r o -a )+ (0 -a ) )b (_K :+ r r ; )+x ' x . ( k+ r ; ( ( a -aXa -p ) -b . ) ]

b(x, '  + k'xi) '

mais

1xi+x; ;1x i+r '

(1 )

x-t ;  =, . . '  + ktxl  + (1 + k 'z).{ ;x;  = (*;

a . . ,  . r  b r - ( a - c ) r
=  x :  x i ( l  +  k ) -  x  

b -

/ ? \

Compte

u(x)  -  -

tenu de (1), on peut simpiifier u(x) avant de
1 .

fqa -  a)b(-x i  -  tcr l )  -  br lk +
b1x; + tc-x i ) '

remplacer

i)x,.r. I

( a -a )b ( - x :=k \ : ) - ( k

En reponant on obdent
a ,

(x, i)  = a(xf + xl l  -  Ki -  K; 
i ta - a)b(-xi

b(x ;  +  k -x ; ) '

(x,x)  ==

Soit en tenant compte de (1)

En ucilisant la relarion
? .

(x , .x ;  =  a(x ;  +.K;)

montre que ['on a bien

(2) obtenue précédemment.

i = cc.c comme on le supposait-

- ( k - t ) x

= 
.s,S;",u' 

+(a - a)') +1a -al[-(cr- al' - u']]

=, ' * i * i ,  
( t l , * ) ' to '+(a-a) 'Xcr )=a( {+q)

x i  + k 'xr )  b '



Conclusion

A chaque valeur propre G est associé un couple de directions propres donnée par

(bxi + (1+ kXa - cr)x,x, - unl) = 0

On peut remârquer que dans le cas où s = p

(bxi + (1 + k)(a -a)x,x. - bx;k)2
g(x) s'écrit 9(x) = -

Là encore à. la valer,u ProPre Cr est associé un coupie de directions proPres'

Le plan de phases esr découpé en 8 ocnnrs délimités par les sépararrices que sont les direcrions

Propres.

pour préciser la forme des u-ajectoires nous pouvons preciser le "sens de rotacion" dans le secteur

angulaire compris encre deux direcrions propres'

Pour cela. on rappe|le que le délerninanr det(x. i) = -9(x)= g a' le même signe que sin( 'r ' i ) '

Si on rappeile la tactorisacion de o(x) et en notant

P"(x)  = (Uxl  -  (1-  k) (a -  a)x ' . r -  -  Ux; t<)

P"(x)  x  Pr(x)
On lOe t (x , x /= . . . 5

b(x; + K\:)

Donc le signe de det(x. i) esr donné par te produir P"(x) x Pr( '<) '

K ^  r  r - , - : - . .  - ^ l ^ '

Si on pose g = l?- = ran 0 (compre cenu des coordonnées polalresl
,K.

il nous taut étud.ier le signe du produit Q.(r) * Qott) '

avec Q.(r) = [-tut '  + (1 + kXa - a)t + u] (de même pour Qu(t))

On sait que Q,(r) possède deux racines lr(a) er t.(cr) (car À > 0) de signes conraires (le

produit vaut -l < 0).' t (

Nous nocerons rr(cr) la racine posicive, il nous faut à présent placer les solurions les unes piu

ftrppon aux auEes.

Pour cela calculons

Qp(r , (a) )  = -nbt ï (a)  + (1+ kXa-  F) t ' (a)  + b

= f -mf1c)  + U]  +(1 + kXa -  g) r (a)  -  - ( l  +  kXa -a) t , (a)+( l  +  k , t (a  -  Ê) t ,  (a t



car tl est racine de Qa = 0

Qs(t, (a)) = tr (crx1 + k)(cr - Ê)
et "a"Qu(t, (a)) = -kbt,(a)(i + kXcr, - 9)

Rappeions que la valeur propre notée cr la pius grande (cr - F) > 0

d.onc " a'' Qg (rr (cr))esr de signe concraire à t, (a) puisque tr (s) > 0. " a" Qu (t, (ct)) < 0 er t' (c[) est

dans I'inrervalle compris enre t,(F) et tr(F).

On a donc Ie tableau des signes suivant :

-æ r"(c) t ,  (a)  t , (0)  -æ

Q"(r) I
( r )  |

s ln (x ,K)  |
o u O  I

on peuc aiors dresser le ponrait cie phases anguiarres sulvant :

58



Les directions propres assoclées

Er dans le cas où a = p

à a (la plus grande valeur propre) semblent a'mracrives'

Si I'on compare ces poruairs de phases anguiaires avec ceux obtenus dans Ie crs linéelre' on

obrienr des résulca6 comparabies à un "dédoubiemenr près" des sépararices- Là encore- à la plus

-Srand^e valeur Propre correspondenr des direciions Propres atracrives'

Comme nous I'avons vu cians I'innoducdon. cians le cas où c, et p scnc néganfs' le sysième est

alors snbie er ii seraic inréressanc d,'avoir une iciée de la rapidité de la conversence obtenue et de

la comparer avec le cas linéue conrespondant-

C- Estimation de l"a vitesse de convergence

On mesure i'eccroissemenr cie ln (p) sur lg'g].

Pour donner une esrimauon cie la vitesse de convergence' nous monrerons que l 'on obtienc une

majoracion du cype p(r) < Ke"' (on sair déjà que sur les directions Propres on a p(t) = p,e'', (ou

p(r) = ft ,eP'.).

Pour obtenir cette majoracion. on peut écrire

P(0) = e'( ' 'P(00) avec I(0) = 1n P(0)
p(eo)

il faur d.onc évaluer I(0), on désire obrenir une majorarion de I(0) de la forme

I (0 )<û . r+c

En effet, nous aurons alors

P (  t )<e *xc "xPo=Kc 'o

Posons ce bur, nous évaluerons I(0) en foncrion de 0 '

puis nous calculerons r(g) (ie remps en foncrion de I'angle polaire) er enfin nous f,erons le lien

enre les deux.

-r9



1") Calcut de I(0)

Rappelons que I(0) = 
" 

l,flp(00)

on a donc I(o) = J :.|fr.e = i3.Ë?*
(pou des commodités de calculs, nous norerons gl'angie polaire intervenant dans le calcul de

I'intégmle)
<p e feo,e]

on rappelle que I 
- a+ u"p(g)(cos2 rp - ksin29)-p

et Q = u - u*(9)(k + l)(sinrPcos<P)

avec

u^^(e)  =  .  .  -  
- l - f ( -zu+e+F)b( -cos tg+ks in2g)

uP b(cos- I  + K- sln- 9) '
+singcosç(k + 1)[(a - crXa - p) - b=]]

d a + u*(g)(cos? I - ksinz <P) -,.^
e rqonc i l o ,= l -Ç' JQo b - uop (qXk + lXsin I cos <P)

Ce calcul ressemble par bien des aspects à un calcul effectué dans la première parrie- Cependant,

lorsque le specre énit f ixé à a+i, la viresse angulaire Qne s'annulait pas (i l  n'y avair pas de

d.irecrions propres) ce qui n'est pas le cas ici.

C,esr-à-dire qu'au niveau des calculs. la fracrion + n'avair pas de pôle réel dans la première
p9

partie, alors qu'elle en possède 4 ici (dans Ie cas oir G * 0) et donc les deux intégrales se

calculent d.ifféremmenr. De plus, pour terminer le calcul, nous sorrunes obiigés de nous placer

dans un secteur angulaire compris entre deux directions propres.

On doit donc calculer, après avoir posé u = tan 9, soit du = (1 + u')dç

ab ( l  +  k2u2) (1+  u2 )  - (-2a+a + p)b1-t + kurl  + u((a- cr)(a - Fl -  u:)t t  + t)
rq(o)

I(0) = 
J,.n(eo)b2 q1 + ktutXl + uz ) - (-zo * a + p)b(-l + ku2)+ u({r - crXa - 9l - u?)tt + t)

( l - ku2 )  du
-

( -u ( k+ l ) )  l +u '

on sait d'après B. que le dénominareur se factorise sous la forme

Q*(u)  x  Qn(u)  x  (1+  u2)



avec Qa(u) = -btr:]  + ( i+ kXa -a)u + b

rq(g) N(o)
doùI (0 )= l  . ^ . -16(o0r  qc! (1) ;  x  Qu(o)  x  (1+ u: )

rm(0)

du = | F(o)du
Jun(%)

La fraccion F(u) possède 4 pôles qui sonr les racines de Q"(u) et Qu(u).

Nous norerons dans fordre d apparidon t* I 
-i'.+ 

|

u,=r,(c,)  ;  u.=t . (0)  ;  u3=tr(cr)  ' "  i=uip,
er nous nous piacerons sur un intervalle leo,e]c farc tan Ùi,fic tan u'',]

IÀ
I

\ l : /
- /

'  7 Y a ç  ̂" -  1 , ' $ 1 . 4/ -

Compte rcnu de ces noaEions' F(u) peul s'écrire

\ r c " r c , . , o , . n
4

À

F(u)=#[Itr.ffi]

i
I

t\



On peut déjà calculer cri et cr6 en remarquanl que

c',+ctr'=ffi*b'

mais Q"(i) = b(1- kpt) + (1+ kXa - d)Ù avec u = i

= b(1 + k)  + (1+ kXa -  a) i
- (1+kXb+ i (a -a ) )

Et de mêm", Qo (i) = (1+ kXb + i(a - F))

d 'o r )  Q" ( i )  x  Qp( i )  =  (1+  k ) ' [b '  - (a -a) (a  -9 ) ] -  ib (2a-s -  9 )

Et conme

N(u)=rb ( l+k 'uxx i+u t ;+ ( l - t c r : ) : ( -2 r+c -P)b -u ( t -k l r xk+ f l [ (a -a ) (a -P) -b t ]

on  I  N( i )  -  (1  +  t ) ' ] lU1-Za+cr+$)  -  i ( (a -aXa-  p ) ) -  b ' ]

= i(1 + ti ' [-[ta -cr)(a- 0l - ur] - i i : i-Ur = cr - p)]

= iQ,( i )  x Qr( i )

d'où cr.= crri = ibl

L'expression de I est donc

( n  - n

) '
t .
l d  - n -

L * 6 - "

drns Iaquelle on peut préciser les coefficients ct, (i = l, 2' 3' -f)

b 2 N ( r . ( q ) )
0 t =

qut,r t " l l  x  -b x ( t r (c))  -  r , (a))  x ( i  + t i (o))

b2N(r"  (Ê))

a"GlP)) .  -b , (q(Ê))  -  t r (P))  x  ( l?  t i (p) )

ai l ,JO) t  + (, ,(a)) -  tr(a)) x (1 + ci(o))Q l =



(.1 _ bzN(rr (p)) .*' - 
qJ,trp;i* -b x (t, (F)) - cr(Ê)) x (1+ ci(F))

Por:r preciser les signes de ces coefficients a, (dans le bur de majorer I) on peut calcuier

N(u,) = ab(l+ t2uiX1 + uf)+ u(u,)(1- t" i l l  x b x (1+ t 'ui)

On peut tenir compte du fait que les valeurs U, annulent le dénominateur de F

Q.. ( t , )  x  Qu(u, )  = 0 <= u i i+u; )  -  u(u, )  x  u, (k  + l )  =  Q

soir Ia valeur de uou pour ces pôles u'

b(1+r- r ; )uou(1), )  =m

En reponan

N(Dt) = b(l + r.u:lfarr + ui) + ffi,t 
- ."i) 

I
L '

( i )

mais on a encore Q,,(u, ) = 0

ou  Qr (u , )=0

U( l  -  ku ; )=  u , ( k  +  l ) (a  -g , )  =  0

ou  b (1 -  ku : )  . -  u , ( l =  k ) (a -P )  =  0

suivant que ui est racine de Q. ou cie Q,

Comme aet  p  sonc négacives N(u ' )<0 Vi  = 1,2,3,4

En se reponant alors au tableau de signes de Q" et de Qu on obcienr

c ,>0  ;  a .<0  ;  c , r>0  ;  d . . (0
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2o) Calcul du temos en fonction de 0

Sur la crajectoire entre les angies poiaires 0 g er 0 , le temps mis à parcourir cer arc est

r(o) = f lo*
:eo g

: (o )= l ' "  , l  ,  , ,  d t'\ - / Jeo b - u"E (9) sin I cos tP(k + l)

On pose à nouveeu u = tanç du = (1+ ut;d<o

;trnd h(1 = klUr ) i*,È
t (0 )=  l ' - ' .  ̂ ' ' ^ ,  

"=-  '  'd r l=  |  - .  G(u)do
r*t,  Qo(u) x Ql(u) Jtenù3

On peut encore décomposer Ia fracdon O,r, 
. . , , \

C(u;=tq ' I-  ^ - t  1 \ -  l t  I
. - r  v  \  v  v ,  l\  . /

D'où I'exoression de c

.^ \  1-  0,  , - l  ran0-u I
I (u/  = 2 - !nl . -- :

;b -  lm .nuo-u , i

oùr les coetîrcienrs p, sont donnés par

R -
P 2 -

F:=

o  b '1 t+  t<3 t ; ( c ) )
l{ = ---Fr  

Qr ( r . (a ) )  x  -b  x  ( r ' ( a )  - ( c t (a ) )

brq l  +  k ' ( r i (P)) )

Q"(b(Ê)) x -b x (r ' (Ê) - ( t ,  (F))

ur(t + tctr(ri(cr)))

Q"(r, (cr)) x -b x (tr (a) - (t .(ct))

a  _  b r (1+k2 ( r i ( p ) ) )
1 1  =

"  
-  

Q, , ( , , (F) )  x  -b  x  ( t ,1P)-  (q(F))

On a visiblement p, de signe concraire ù cr,.
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On peut même préciser Ie lien enre les coefficients
^ b30 + k lu i )
Éi =o55;ui

compte tenu de (i).

tan 0o - u,

t
= -cl.

(a ou 0)

t ,  (  on to+ t  )
+ - i n l  - l

2  [mn -00  +  l /

îo\ T ien enrre I et tJ ' ! 1 4

Rappelons ies résultars :
t N

I(e) = F *tn
i- h-

r(o)=i+ni '*=o-u' I
t i  cr ou P ltanUc - uil

d,oir i(0) = c,(0) -?["i#tl -'"1ffi1] - i,|ffil

Suivanr les Secteurs angulaires. nous procèCerons à une majorenon deS telrnes

rnl t-=o - u' 
l= r"tel

Iran Uc - U: I

= K(0)

On po'rra fure une remarque géomérrique. Queique soit le secreur considéré. comDte tenu du

sens de rorarion sur ies rajecroires, celles-ci onr rendance à s'éloigner des direcrions propres liées

à Ê. (Celles liées à cr semblenr aruacrives). Les majorarions ne devraienr donc pas poser de

problèmes por:r K2 et Kr.

Pour le dernier terïne, les valeurs à exclure sont 0 = |ttt), mais ces vaieurs n'inrerriennent que
L

du fair d.u changemenr de variable u = nn0. Les angles polaires e = 
f 1z)ne Provoquent pas de
-

disconcinuité dans les crajectoires.



f r
la rajectoire se poursuirpourdes valeurs de 0 el;,*.tan(or)+n 

I 
et sera alors symérique de

la crajectoire obtenue dans le secteur 1.

L'érude se fera donc dans les secteurs 1,2,3 et4.

Si on numérote les secteurs,

.4o) iVlajoradon suivant les secteurs

+ ler secteur eo = l|,er.tan1ur;[
) L  L

Dans ce secteur, 0 est croissant, on a donc

can0o < tanO < ur < u. < 0 ( ui ( u.

tanOo -u: ,  (  tanO-ùz (  Dr  -u '  (  0

\

9 " , - - . /

Sectcut I

0<  
p r -u :  

a  
t an0 -u ,  < l  demême0a  

u r - - u .  
a , *=0 -u .  . l

" - t anOo-u .  t anOo-u .  
-  

nn0o -u r  nnOo-u *

On a aiors
(  tanO-, r .  )

K ,10 )= in t  - -  i'  
\ t anuo  

- t t z )

de même
(  nno- ' , r "  )

K. (0)= ln i  t ' r
\  tan uo - 'Jt  

)

De plus,

tan to<an too

," [- ' '  
-  u'  

] .  *,(r, .  o
\ unuo  

- r Jz )

m[ u,- u. 
).  *.(r).  o

\ t a n U o - u . /

^  ran to+ l  -donc tn ,o l to * l .o
o<æ; l< le t  

un 'oo+r

et

2 .

- t '  . /

/
/

I

\
\

\\

â i \

\

â6



D'où; (en rappeianr I(0) = a(t(o))*ffmr(e)-K4(e),-;"[ffi)l

n- ' [ ,_(  Dr-D.  ) f  , ,=-u.  
] l  car(F-cr<0)I(e) < qr(o)+-ç 

L"[,_rËJ[,-r, _ u. /l
où encore I(0) < at(0) + C (C émnt une consunte).

+ 2nd secteur

Darts ce secteur, 0 est décroissant, on a donc

u.  < tanO < nnOo (  D^ < 0 < u,  < u.

! r  -ù :  <  ranO-u :  (  t anO,  -  u -  <  0

\ u .

lJ,

t a  
nno -u :  a  

u t , - "  
t l emêr re- 

nn0o - u" tanOo - u^

.  Ë InO-u .  -  u : - u .
t \ -

tan 0o - u" ran 0o - u.,

On obdent alors

K?(o) =,{ffi)'o ., K"(e)='"[ffi)'o

can'00<nn'o<u; ao". ffi ';ffi 
soit K(0)='"[;ffi)

En reponant

r(e)<cr(o)+i'{#)

soir encore I(e) < crt(0) + C oir C est une constarte.

+ 3me secteur

Dans ce secteur, 0 est croissant, on a donc

u. < mrOo < nnO < u, < u,,
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0 < tanOo -02 ( tanO-rl. < ui -u-

.  tan0-u.  _ ur -u,
1  <  - - < -- - 

ren Qo - P, tânQo - D.

soit K'(o) = 
"[ffi) "'*" o < K:(e)' "[#3)

Mais tanOo - 0. ( tanO - rl. ( !: - !., ( 0

o.;ffi.ffi < r donc K.(e)="[ffi) "r*.

n[ u',r- u" 
]. *.,r, . o

I nnuo  
-Dr -  )

Deprus. nn'0<sup(u',ui) ., 
"[#). "[ffil

On aura donc

r(o) < a,(o) + ?"[ffi) = "[*$)

Soir encore I(0) < at(O) + C ou C est une consi:tnte-

-+ 4me secteur

Dans ce secteur, 06 est désroissanr' on a donc

0 r<0< r ' l 3< tan0< tan0ocu .

0 < u, -Dz ( tan0- u. < tanOo -D-

r t

,/
: / / a .

; , / \
i  ) ' - '  u l
L /|  . ' .  /
l r . /
I t
I /
l . /  /

D,  -  u .  t anO-  u -  - ,

nnOo - u, tanOo - u'
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D:  -Ur  <  tane -D .  (  t aneo  -Ù .  (  0

I  < 
tanO-ur  a 

! :_-D.  
donc

taneo - u{ nneo - D1

De prus, nn, o < ran'oo donc '"(#) . t

d,ou r(o) s sr(o).?'"(#rÈ)

rs iç t (0)  < ar(0) + C

Dans rous les secreurs, on oboenr une majorauon ciu rype I(0) ( Cg($)'C,

(o(e))  -
so l t  l n l  - :  l ' cn (O)+C ou  enco re  p (e )  <  p t0 . )  x  èc  x  È= '

\ p (uo ) /

D. Conclusfnns .' similitudes avec Ie cas linéaire

1o) Ranoel du cas l inéaire

Placemenc de pôle a (a,F) F < cr < 0.

+ dans [a base constituée de vecreurs propres - = 
[i ;)-

d'oùr x, = x'r€@ xz = xozel' et ll*ilt = *ui.t- + xnie:p'

er llxll'z < ll*oll'.'* soit llxll< ll*oll."'

+ dans une aure base y = My avec Y = P-'x

o'ou ilv(c)ll = llp-'ll l l*,ll < llp-'ll,. i l*'i l 'g'" = ilv(t;11 < ce'"

69



+ Ia majoracion donnée par a est la plus fine possible,

en effeq si on pouvair écrire '1t1t)ll < c'eo' avec cr'< ct

alors x(r) = P (r) y (t) vérifierait llx(t)ll< llpll* c'eo'' ou ll*il' < llPll'" c'2 xe:a't

mais llx(t)ll= *3,-t"'+ xfue:rr' = xl,er("-o')t * *2r.2(F-"'l' < llPllC'z

ù[ais comme e:(a-a')! est une expression qui tend vers + æ avec t, une telle majoranon est

impossibie.

2o) Comparaison avec les résultats obtenus

+, Nous 1vons une similirude du porrair de phases avec ie ces linéaire au dédoubiemenc près

des tLirecaons propres, y compris pour te sens de ronrion. Les direcuons propres coriesoondurc i

la pius sande valeur ProPre senrblanr anracuves'

+ nous avons obrenu une majorarion de la norme ilx(c)il de Ia tbrme

llx(r) l l< Ke"' qui esidonc comparabie à la majoradon obrenue ians le cas l inéeire.

+mongons que dans ce cas encore "on ne peut pas faire mieu.x', c'cst-a-dire qu'unc majorr'tion

du rype i l*(c)l l  < c'e'" avec e'< q, est impossibie'

En et îe l .  s i  I 'on pouvai r  écnre une re l le  majoradon pour  tout  c .  on lura i t  K( t le-" 'majoré

indéoendamment du lemPS.

Soi r  I (8 )  -  a 'c  <  0

mars r(0) = crr(') =f[*,(0)+ K"(')f -+'"[$ffi)

etI(0)_o,t=(a-d,l.*f[*:(0)-K.(0)]-;,"[ff i)

Ù[a isnousavonsVuque les te rmesK: (e ) ,K . (e ) ' ' " [# ) , , ' "n ,ma jo réspardes

consranres quelque soir le secreurconsidéré, on obtienralon (a-e')t < C" ce qui esi impossible

POur e'< c[.
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CONCLUSION

Malgré Ie cadre restreint de Ia dimension 2 et le fait que la stabiiisation des systèmes

bilinéaires ait déjà été étud.iée, des résultats intéressants par leur simplicité inattendue

et leurs simiiitudes avec le cas linéaire ont été obtenus. Bien entendu, ce lravail ne

prétend. pas être intéressant au point de vue applications - iI aPPorte toutefois des

résultats beaucoup plus précis que cer:.r déjà connus ; leur simplicité constitue I'intérêt

principal de ce travail, à savoir une certaine esthétique mathématique'

La technique de placement d.e pôles variable semblant fructueuse, on Peut essaver de

I'étendre dans différentes voies, par exempie :

- à des systèmes biiinéaires homogènes dans IR"(n > 2) en essayant de contourner,

Ia difficulté constituée par I'ensemble des x teis que rg (b(x), Ab(x),.-.., Att-'b(.x)) est nul

sachant que cet ensemble est de mesure nuile.

- à des systèmes biiinéaires observés,

- à des systèmes biiinéaires non homogènes

i=Ax+u(Bx+d)

- puis à des systèmes du type : i = Ax + ug(K)

dans deu.x directions :

a) si g (0) * 0, comparer Ia placement de pôle linéaire avec Ie placement de

pôies variable (avec la cond.it ion (s(x),Ag(x),...,A"-'g(*)) de rang n au moins

Iocalement),

b) si g (0) = 0 et g' (0) * 0, en se ramenant au cas d'un système bilinéaire

homogène.
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STABTLISATON, PAR ESTIIvTATION DE LA VITESSE'

D'UN MANIPULATEUR RIGIDE

51 II\iTRODUCTION

On se propose dans ce paoier Ce consû'uire un feedback stabilisant un manipuiateur

rigide à travers I 'estimaiion d.onnée Par un observateur. L'équation d'un robot est

ciassiquerneni donnée Par :
H(q)q + C(q, q)c + tr(q) = t(q)

On suoposera que I 'on peut observer o, i i  faut donc reconstruire q à I 'aide c'un

o bservaieur aporoPrié.

Dans [1], on nous a prooosé un feeciback el un observateur qui stabiiisent en iait le

svstème l inéarisé. Nous proposons cie travaii ler directement sur Ie svstèrne. De pius,

Ieur stabii isation repose sur un argument nathénatiquement incorreci [  ]  - ccmme i l

sera monné dans Ie paragraphe suivant : $6'

s2 ENONCE DU PROBLEIIE

A) Equations du système

T.n , -naninrr la ier r r  r is tde es i  un svs ier ,e  nrécanicue invar iant .  Son éne: .z ie
u  I ' t  r ^ l ' 4 I l ' 1 y q À q L s u r  r  ' É ' s L  g J $

ci.nétique esi une forme quacirafique définie positive en les vitesses articuiai;es, soit

r(q,q) = 1q'  H(q)Q q € R "  q = l R "  F { = ( h , i ) € M - n

en appliquanr les équations de Lagrange à ce système, on obtient

mais

d'où,
âh, ,
: . -9 i9t
dQr

l F r l

O L  t  s- = -  >
ôQ, 23

a r n

ï = ( H g ) , = )  h ' i Q i
dQ i  j = r

.  / r - \  n  n  dolal=t  h, ,q,+t  t
Al.aq J- É 

"ii-ti 
î ,1

îŝ
L

k = l

5qq.
dQr



a

I  ,  ah, i  ah,k àh*
l i ; - - - -T r ' r j r t
I  dQr dqj  dQi

n n n
r  '  Â  rS  Sl i ,  V len t  U ,=  )  [ l , , _ ,  ,  /  /
- ' J ' J - -

j = t  j = t  k = l

soi i  Qi = H(q)Q + c(q,4)q

avec :  [C(q,Q)a] r  ={ tN,Q,

fo rme

vérifient

H(q)q + C(q,q)q + i*(q) = r

*  l . ah i i  ,  ah , !  âh r '
i  Y .  =  - r --  t  

2 'àq,.  àqi  ôq. 
'

[C(q,q)q] ,  est

quadra t ique

ilN,rqll < o,,

un vecteur  de IRn dont  chauue

d .es  v i t esses ,  l es  ma t r i ces  ç i

Vqe lR " .

-  rr(x,  ) l

comPosan te  e5 t  une

son t  svmét r i oues  e t

Ce vecteur représente les forces de coriolis ef centripèies

r-(q) esi un vecteur représentant les forces cie gravité'

appliquées au svstène.

l(q) est un vecteur de IRn représeniant les forces exiéneures

(rnoie'-rr, . . .).

aooliquées au svsième

Comme un roboi est un svstène phvsioue, i l  paraÎt raisonnable de supposer que ies

vitesses sont bornées, c'esi-à-dire que

i lqils p (certe supposition esi aussi faite dans Ii])'

ts) En posant

et g (xt, xz)

u (r)

Le systènne s'écrit aiors

( ) \ I i ,  = *.

l i r= -9(x , , . r , )+u

^ t  - y

x2=q

= -H-'(x, ) icçx,,.\ .  )x"
=  H- t ( x r ) r
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53 CONSTRUCTON D'LN FEEDBACK STABILiSANT

Proposition 1

Le svstème (1) ou encore (2) est siabilisé par le feedback

Lemme 1

u  =  H- ' ( x ,  ) t r ( x , )  +  Fx

application linéaire que I'on expliitera ci-dessous'

Le sysiène (2) peut s'écrire (3) avec Ia paire (A, B) contrÔlable'

i =Ax -B [u -g ( x , , . r " ) ]  x= (x , , x ^ )€ lR r '  ( 3 )

soi r  en posant  x ,  =(x : , . r ; , . . . ,x I )
-  - t - i  u Z  v r \
' \ .  -  

\ . \ . . , \ . r . . ' i / a ^  /

. .  I  |  1  I  v n  v " \ = I P l "e l  K  =  ( K i , X i , X i , . K : , . . . . . . 1  . . . : /  g  r ^ \

ou fest  une

(0

Io
'l
o)

On prend pour mairice

I
Ii:)

La paire (4, B) es. 'alors contrÔlable'

" démonstration de la proposit ion (1)

I l  résulte de [2] que le svstème (3) Peut

démonstration adaptée au svstème prooosé qui est

(o l )
t l0
f0 0)

(o
o[o

/o\
l l0u,/

r0)o ['J

A e  V1 . - , .

:)l

e ! B € M,.-

être stabii isé.

Iégèrement plus

Nous prosons une

simpie.



' l

h  F â N A  I

Etage 2

Etage 3

En effet :

On considère la marrice

((L o ) I
l la  |  |

ll, +l I
l \  s.-) I
I fl oj I

'=l l*,i ol
i ['î) i
i r:'li
I 0l",ii
t  lo  . - l i
[  \  c - ) )

La paire (A, B) étant contrôlabie, il sxiste F telle que }/f=A+BF ait

toutes ses valeurs propres avec parties réelles négative.

D'après les équafions de LVapunov, il existe alors une matrice S

définie positive vérifiant

MTS-SM=.Q Q étant une matrice

définie positive

de !1.-r"

avec cr ) 1

Cette mairice velf ie les cropriétés s'.uvanres

i )  c ro - 'Ao=A

i i )  ï 'F  e tR*. ,  i l  ex is ie  Ë = Mnxl : r  te l le  que

BË = co-'BF,ù

soi t  Ë = c ,Bro- 'BFo
1  . .  .  1 . ,

iii) -il"ll s llq(*)ll < :ll*ilcr- ' ct

Le t'eeciback u = H-'(x. )tr(x,; + Ëx stabiiise le systèrne

s i  on  pose  ù=À=BË

Le svstème (3) Peut s'écrire

i = ùx - BH-'(x.,XC(x.,,.xr)xr) = ùx + Bi(x'x.)

avec $(x, , . r .  )  = -H-r  (x,  )C(x, , . r . )x=



)

La fonction V définie par V(x) - xroSQx est une fonction Ce

LyaPunov

Elle est définie positive et de plus,
v (x )=x roSô i+x rqsôx

= *t [OsQù + ùrQsQ]x + 2xrosoB$(x' ,x1)

= -crxroQox + 2xrÔSoB$(x,,x.)

On ren"rarque gue

xrOQQx > ailq*ll' où a  =  in f  (z rQz ze5zn- t ;

Soit alors

si on calcuie

oBg tx , , x . )  =

! ,  (x,  ,  x. ,  )

(o
I r
l+

lr
t"
l r
t .|  ( \ -

[ - ,

r  - -  . t t l  
I

on a  l loBgrx , , .x . , ) l l -  =  
; i -É ; tx ' . x -  

I  =  $1 t

l loBg(x,,.., )ll = 
f ilsi',,.*.11

mais $(x, , .x , )  =  -H- t (x '  )C(x ' ,x" )x ,

on obtient alors

llEtx,,xr)ll < K.^Krllxrll'
ou llH-'t*,l l l< tc,
er K" = suo(crr )

I

lloe gt*,,.*.)ll < a r, rc.1*.ll'

x , , x . ) -

o i r  C(x. , . r "  )x"  =

(* I  x . (x , )x , )

l:l
[-t 

*,t'.)x:J

avec llN, (,*, )ll s cr,



mais

- l

;

- - t

1

a

1

4

:

Ê , -

d'où llq4' = l,;.,' * I,4)' =s=s=#
i t -  t l :

i l.-il> T reppelons que ilx.ll< P

on obtient alors lloBg(x,,.*.)il < * *,*,ll-,lariloxll < K, K.plloxil

soit lloB !(*, , x.)ll s rciloxil 
u

et en reportant dans ia majoration ie V(x)

v'(x) S [-* * zr:Fill llqxil'

en choisissant cr;Vfax(i,5H)
a

al.e -- V(r)<-Ci le,. i l '  avec C)0
|  1  . . 1

V(:.) S -àll"ll ' < -C ilxil-
CI,-

Le svstène tend Conc asvmptoticuenent vers I 'origine'

54 CONSTRUCION D'LrN OBSERVATELT{

Dans ce paragraDhe, on se propose de construire un observateur du svstènne qui

fournira une estimation de q la technique est semblable à celle de [2]'

on vérifiera que les hypothèses requises sont celles du système

considérons le svstème (3) 

Jl 
= nx + B[u + g(x1,.x" )]

l.y = c'*



7

r(Lo) )
I  ' .  n  I

^u. .  C=l  ,1  ̂ \  
"  

I  Ce Wt* . ,
I  t t ' v i  I

[o)
compte tenu d.es notations d.écrites d.ans le lenme (i) et Y =x7, on remarquera que la

paire {4, C} est observable.

On définit I'observateur suivant

i = A-r + Biu + g(x1,.x, ) - Ëtc.t - yl]

é = (A -  ËC)e -  B[g(x, , i=)  -  g(x , ,x , . ) ]

Proposit ion 2

I n e*iste une aoplication Ë tele que (4) soit un observateur asvmDtotique cie (3)'

Dérnonstraiion analogue à la précéiente

On  re :na rque ra  que  :  g (x1 , i . , ) -g (x1 , * f  )=  -H -1 {x . ,XC( .x1 , i " ) i ,  -C (x1 , . x1 )x . ' )

f  * Ix,(x1) i"  -  * ]Nr(x i )x, ' l
l - - l

avec C(x1, i . r ) i " -C(x t , .x r )x '= l  :  i
l  - r - - ,  , ^  T . - ,  \  |
( *Z ) , i ( x1 ) x .  -  x iN i ( x1 )x r  /

(+)

enposan t  e=x -x

soi t  en renarquant iJXt(xr) i2 -  x]Ni(x1)x"

i lg(*r , i : )  -  g(x1,xr l l l  < rrr ' l lx"  -  x" i l l i l "  -  x i l

=  ( i 1  =  * "  )TN, (x - ,X i r  -  x r )

(Ni esi s-vmétrigue)
(K"  = sup(c i  )

I  ) )

< 2K1K" 0i l i2 -  x" i l

en Posani  K '=2K1KZF

l lg(*,,.i2) - g(x1,.x2)ll < r' i lx' ' -.x,il

La d.énnonsiration se termine comme précéiemment, en Posant :

w = eTqSrôe et en montrant w s -c1lleil2

L'observateur proposé est un observateur asrrmptotique'

q5 LE SYSTEME BOUCLE

Dans ce paragraphe, on uti i ise I 'estimation des vitesses donnée par I 'observafeur

précédeni pour stabiiiser le système.



Soit le svstème

Proposition 3

Le système boucié avec I'estimation donnée par I'observateur est G-A.S..

[ t  = çn + nË)x + B(Ëe + g(x ' ,xr))
(7)

Démons i ra t ion  :  on  pose e= i -x  
1 ,  = ,^_Ëc)e+B(g(x , i r )_g(x , , . r1 ) )

en posant u(x,e) = P V(x) + W(e) 0)0

on Deut trouver g (cf. tzl) de teLle sorte que ù(x,e) soit définie négative'

56 STABILiSATTON DU SYSTEME SIJR LNE TT{AIECTOIRE DONIN'EE

Dans ce paragraphe on consiCère une trajectoire de référence Qr deu.r fois dérivabie'

On pose i ( t )  =  q ( t ) -  q , ( t )

c i ( r )=q( r ) -q , ( t )

â1 r ;=q( r ) -q , ( r )

Le svsièrne que véri'fie d esi aiors
à=-H- ' (q ( r ) ) [C(q ,q )q= tg (q ) l -u -Q,  (8 )

soit en posarlt dt = ci
À ^ - , 1u /  -  u

Le svsiè:ne devient
t À  - À
l U r  - u '

J 
- '  (9)

lo, = -H-, (Kr )[ct*' , xn )X: + tg(x' )] - u - q,

La dén'rarche du $ s'aPolique

s i  on pose 2 = (a l ,a l ,d i ,d i , . . - ,d î ,d l )  z€ [ i '2n

on obtient

{z=  te , -B [u+g(d , ,d ' ) ] ]  (10)

avec les marrices A, B précédemment définies

(6)ft = .t. + BtËi + g(xr,xr )l

le = (A - ËC)e + B(g(x1, i" ) - g(x1, x2 ))



(0
Io

^l  o
0)

(o I )
l l

[o o)
(0 i )  0

(0 i)
n

l -

?  ( v  \ l : l - 7

E '  . ' , t

donc la trajecioire q (t) qur

,  = [ '0  
"

soir fi =

et  g(d, ,d . )  =  -H-
' '  
1x, ; [Cqx'  x.  )x,  + t r (x ' , ) ]  -  q,

Proposition {

Le feed.bac-k u =E. *H- '1x,) [C(x, , r t . )Q. =

siabil ise le svstème (10) sur i 'origine'

référence.

la traiectoire Qr (t) ae

Démonstrai ions

On aoplioue les dénronstrations précéientes'

oBH- ' (x r )g ( , i ' ,  d : )

cela, on doit majorer I 'exoressionPour

)

i loeH-'(x. )$(c' ,  d,) l l '  =

0

af 
"-'(.x. 

) g(ci' , . l=)],
cLt L

U

1f"-' (x. ) g(ci.,,i. )1,
c[t L

:

= 
*[*- '(x.)g(d',d.,)] '  

= * 
* l  fgra',a, l l '

avec g(d, , d: ) - C(x' , xz )x" - C(x' '  9, )9,

ou encore [gta. , ,ar) ] ,  
= x lN,(x,)* t  -q"N,(x ' )9 '

=  (xz  +  q , ) t  N , (x '  Xx :  -  q , )

= (xz + q,)  N ( . r . )dt

-  . r2 + 1 zrzz l ls  - r ;  l l2  l l . i  l l2
l lgta,,dt)[ = )e; <K; lld' + zqril ' i lq2il

i - l

K, = sup (cr, ) et cli tei que
4  : - t  ^  -

On supPose à nouveau

lleta,, d=)il' s rl +Pzlla,l['z
q, et x, majorés Dar une constante 0

d'ou

avec l lx,{xll l<a,

figta,,d.)ll < 2K, Plld,ll

l[oeH-' (x, ) $(d', d, )l[zsoi t = **lrl+Pzlla,ll 'z



l0

ie $2.résultat comparable à celui

façon.

De même que dans le $4,
estimation de la vitesse x2.

Si te systèrne donné est :

utilisé dans La démonstration se termine de la même

on peut construire un observateur destiné à donner une

ou encore

L'observateur choisi est
: - r ^ ' l -

d =  Ad +  B lu  -  B(d , ,d . ) l -  E(cc i  -  v )
t v ' - l

- - ( À  A  â  . l  \
a  -  

\ s , .  l s : : * : : , - :  /

+- rÀ  À  À  Â  r
a  -  

\ q l : * : : - l : * =  /

e t  6 .  =  qâ . , , â= )

La définit ion cie Ë Conné au paragraohe $-t resie la mêsre, en tosani e=â-d'

on obtient

fâ ,  =d,
I
10.  

=g(d, ,d^)+u

l r=ct

d. = Ad + B[u + g(dr,d,,)]

(1  l )

( 1  1 \

t l J /

/ 1  !  \

avec +o. . )d.  -q. ) l

ht t i .  .d^ 'J^ i

avec la comoosanie de rang i
t .  . .  ' ,  , l

Lh(du 
dl, o' /. l , = \q, + âz )r N,(q' * dl xq, * â.) - (q, + d" )t N, (q, - d' xq, - d.)

= (2g, *  â,  *  d=)rN,(q- + dr){â= -  d,)

= (x,  = ô,  -  â) tN,(x. ,Xe.)

Cette relation permet d'obtenir une majoration simiiaire à celle déjà démontrée'

L'observateur choisi est bien asymPtotique, et le couplage effectué au Paragraphe $5

permet d,onc d.e stabiliser le système sur la trajectoire q, de référence'

97 ETIJDE D'TTN EXEMPLE

Dans cette partie, on érudie le cas particulier d'un manipuiateur à deux articuiarions.



l 1

Ces équations d,u système sont données par I'équation (1)

[h^ + 2h,c '  h.  + h 'c"  I
avec  H(q)= | .  

- l

I n "+nrc "  n "  IL !

[h ,s , ( -2q,q-  -  q ]  |
C(q,q)q=l  ' - , . -^ ' ;  ' - l

t  n . rs rg i  IL

où hi et gl sont d.es constantes fonctions des disiances, masses et autres paramèE'es'

Les valeurs choisies pour la simulaiion sont

ho = 6,7 r r  [  
-  J hz = 3,4 g1=4J

La notation Cil est utiiisée pour cos (qi + o,1), pour une trajectoire de référence

qr1 = cos (3t)

o?, = sin (5i)

g2=30

et les cond.it ions init iaies x. (O) = [t;0, Sit

x- (o) = [r; +]'

q, ' (0)  = [ i ;o] t

o - (0 )  =  [o ;S ] '

Le ieedback prooosé est

u  =  -Q,  +  H- t (x ,  ) [C{x , ,C, )Q,  ' ie (x ,  ) ] 'ËZ

avec 2 = (â, ,â1,âi ,â1)

i , (o )=  [ i ; 0 ,5 ] t

i=io) = lz;zl'

(o 1 o)
I I
l0  0  |

. \  - t  I

|  0  1 l
t l

[0  0  o)

(o o)
i 10 lu=io o I
[o ' )

Partie 1

Il existe F tei que

/ < t ^

t - L  - l '  u
ç - lr  - l  

^  / ^  1
\ U  

U  - I

qui a pour valeurs

Ë = aBre-tBFO

BF ait toute ses valeurs ProPres à

alors A + BF

ProPres
( -''2

-  
l n

A+

I
- t  t

( (  0 I  )
l l  I  u
I  l  - i  - l  l

- t \- l  (o  i
t0 t
t  \ -1 - t

partie réeile négarive

I
. l

) )

2
-cr 0 0 )

. l
0  -s '  -o . )



1.2

.. 2llsllk.
avec c = mâx(l, ' ' -'_)

Partie 2

Pour toute matrice définie positive Q, il eiste S définie positive, telle que

SM+MTS=.Q

S=Q.

Partie 3

zr Qz -- 2z:. = 22,,2- + z: + 2zl + 2zrz t + ?zi

zi + z1 + zi + zi s zr qz <3Qi - z) + zl + zi)

donc  1SaS3

((' 1) o l
I t1  2)  |

s i  Q=1 '  '  
, ,  r \ la tors

['l.;l)

K1 défini pur iln-'(x,)ll< r,-

[ ( ho2hrcz )  h ,  +  h , c r l
H(x,)= l .  I

I n "+n rc ,  n ,  IL -

(0 i l
[ i  1 )

K: = sup(cr,) avec l lnv-,tx') i l< ",
(h.s,  ( -zq,ô,  -  q,  )|  .  -  ' -  |

l c l  L ( q . o l q = i  .  I' l - ^ - l

\  r ,r , .J.u t  , /\

d,onc q'x.tq)q = h,s:(-Zq,gz - g.) = N, = [-uo" - l . . : t l-  
-h's:

'  
[-h.,s= 

-h,s: )

d'ou l lN, l l<  lh ,s , lx  3  < 3h '  (s- ,=  s in  q . )

/h .s"  0 \
oTN=(q)o=h,s :9 i  d 'ou X.=[  

0-  O)

et l lN.l l<lh,s,l < h,
soit Kz = suP(lh,s'1, 3lh,sr|) = 3lh,srl s 3n'

(sz = sin qz)

s8 coNcLUSION



I J

Le système stabiiisé est le système de départ et non le système linéarisé' Le prix à

payer est que I'on d,oit suPPoser les vitesses bornées, mais on remarquera que Ia même

hypothèse est faite dans [1].

De pius, dans [1], l'argument d,e la stabilisation rePosant sur le lemme 1 (p' 10) est

mathématiquement inexact car :

dans la majoration obtenue lli(t)ll< q,l e(a2b0-c)t

Ies constantes a2 bg et a sont interd.épendanies ; elles sont définies Par les relations :

a < lqo"'l{'+.} Po..,' cr'

llF(t)ll < uo Pour bo
l l  

" , , - . ' t l l  
-ô ' , -T)

l le'^ 
t '- ' ' l lS ar e-*" " Pour à"t

l l i l
Les constantes dépendent d.onc de la nor:ne choisie sur I'ensemble des mairices fL '

L'équivalence d.es normes sur fL fi.xe d,onc un lien entre ar bg et cr' Peut-on, dans ces

cond.itions, espérer rendre (a., bg - a,) négarif, en alignant le sPectre de A* ?
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