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La théorie des milieux continus n'étant pas suffisante pour
expl iquer le comportement des matériaux granulaires, i l  est
nécessaire de tenir compte de la nature discrète de ces milieux. Une
méthode qui répond à ce souci est la méthode des éléments
d is t incts .

La simulation numérique du comportement des matériaux
analogiques de Schneebeli (2D) et des matériaux granulaires (3D)
est effectuée par la méthode des éléments distincts en utilisant le
programme TRUBAL afin de reproduire numériquement certains
essais expérimentaux de caractérisation des matériaux granulaires.

Les essais de compression biaxiale et de cisaillement simple
sont effectués avec des rouleaux de P.V.C. et de verre et I 'essai
tr iaxial  est simulé avec des bi l les de verre. Les résultats
expérimentaux valident la méthode exploitée et permettent ainsi
d'obtenir par le calcul les paramètres caractérist iques des
matériaux: I'angle de frottement interne et la variation de volume
pour différents chemins de chargement.

L'exploitation des résultats numériques met en évidence le
rôle fondamental du frottement intergranulaire et de la densité du
matériau, pour caractériser le milieu granulaire, tout en permettant
I'analyse des phénomènes de dilatance, de localisation et de bande
de cisaillement.

Enfin nous avons appliqué cette étude au comportement des
matériaux granulaires soumis aux effets de poussée et butée, et
dans le cas du stockage des matériaux ensilés.



ABSTRAC

The theory of continuous media is not sufficient to explain the

behaviour of granular materials, so it is necessary to consider the

discrete nature of  such media.  A method that answers such

questions is the distinct element method.
The numerical simulat ion of the

analogical material (2D) and of granular
the distinct element method and by using
order to reproduce numerically, certain
characterization of granular materials.

The biaxial compression test and the simple shear test are

done with rolls of P.V.C. and glass and the triaxial test is simulated

with glass batts. The experimental results validate the method used

and enable us to obtain the characteristic parameters of materials

by different kinds of loading.
The exp lo i ta t ion  o f  numer ica l  resu l ts  h igh l igh ts  the

fundamental role of the intergrain friction and the material density

in order to characterize the granular media, enabling the analysis of

the phenomenon of dilatance, localization and shear band.

Finally, we applied this study to the behaviour of granular

materials under push and thrust effects, and in the case of ensiled

mater ia ls .

behaviour of Schneebel i
materials (3D) is done by

the TRUBAL program in
experimental tests of the
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INTRODUCTION GENERALE

La construction de routes, de barrages ou de digues fait
intervenir la manipulation de grandes quantités de gravier et de
sable. Bon nombre de matières premières (ciment, farine, blé, ...)
sont des matériaux granulaires transportés, trai tés et stokés.
Beaucoup d'industries, comme les industries pharmaceutiques ou
agro-alimentaires, reposent sur le traitement de ces matériaux.
Mais au niveau scientifique et des recherches entreprises, leur
comportement est mal connu.

Expér imenta lement  on cherche le  compor tement  des
matériaux granulaires par ut i l isat ion des essais classiques au
laboratoire. Ces essais, comme I'essai de compression triaxiale et
I'essai de boîte de cisaillement, appliqués sur des échantillons réels,
ne sont pas économique. Durant ces dernières années les
entreprises souhaitent diminuer les essais de laboratoire et elargir
les résultats par la simulation numérique.

L'objectif de ce travail est la simulation du comportement des
matériaux granulaires afin de réaliser des essais faciles, rapides et
économiques. Les démarches pour arriver à cet objectif sont:

-  I 'appl icat ion d'une nouvel le méthode numérique appelé la
méthode des éléments distincts, et I 'exploitation du programme
TRUBAL, qui est écrit sur la base de cette méthode, pour simuler le
comportement des matériaux granulaires.

- la val idat ion de la méthode des éléments dist incts et du
programme TRUBAL, otr comparant les résultats numériques et
expér imentaux.

- la préparation de reférences pour interpréter et ajuster les
résultats numériques.

- I 'application la simulation numérique à l 'étude des essais au
laboratoire, et à l 'étude de ce qu'on fait expérimentalement en
mécanique des milieux granulaires (comme les phénomènes de
poussée et butée, mur de soutènement, silo, barrage en terre, ...).

Nous nous sornmes limités ici à l'étude du comportement d'un
milieu granulaire composé de disques ou de sphères.

Après des gênéralitês sur les milieux granulaires, le chapitre
deux présente, la méthode des éléments distincts qui est la théorie
de base de notre travail, et du programme TRUBAL de P. Cundall.



Le chapitre trois, présente le programme TRUBAL, ainsi que
les lois linéaire et non-linéaire de force de contact. La loi linéaire est
util isée pour l 'étude de la contrainte déviatorique dans un milieu
granulaire, et la loi non-linéaire pour l 'étude des paramètres
in f luençants  I 'angle de f ro t tement  in terne des matér iaux
granula i res.

Les chapitres quatre et cinq i l lustrent respectivement la
simulation numérique des essais en compression biaxiale sur des
rouleaux de P.V.C. et celle des essais en compression triaxiale sur les
billes de verre.

Dans le chapitre six et sept nous présentons les essais de
cisaillement simple sur rouleaux de verre et I'effet de la localisation
dans ces matériaux, ainsi que la caractérisation de la bande de
cisaillement dans I'essai de compression biaxiale sur rouleaux de
ver re .

Dans le dernier chapitre nous appl iquons la méthode
numérique à la mécanique des milieux granulaires en util isant le
prograrnme TRUBAL. Les phénomènes de poussée et butée et le cas
intermédiaire (en vue du calcul des actions sur les parois de silos)
sont simulés, à partir des rouleaux de verre.

2



PARTIE I
*8**********

THEORIE DE BASE
ET

PREMIERS RESULTATS

.  Général i tés

. Méthode des Eléments Distincts

. Présentation de TRUBAL et Exploitation des
Résultats en uti l isant les lois l inéaire et non-
l inéaire de contact

.o Présentation de TRUBAL

.o La contrainte déviatorique dans un milieu
granulaire ( toi linéaire de contact )

.o Paramètres inf luençant I 'angle de frot tement
interne ( loi non-linéaire de contact )



Chapitre

Généralités

1.1 Déf ini t ions

L.L.1 Loi de Comportement

On appelle loi de comportement d'un matériau, la relation
entre le tenseur des contraintes,  celui  des déformat ions, et
éventuellement d'autres éléments tels que les vitesses de contrainte
et de déformation.

Les relations de comportement, combinées aux équations
d'équilibre permettent en général d'obtenir les expressions des
contraintes o;1(x,y,z,t) ,  des déformations e11(x,y,z,t) ,  ou des
déplacements uii(x,y,z,t) en fonction des sollicitations.

Mais en fait il s'agit d'équations aux dérivées partielles et les
solutions doivent être précisées à I'aide de bornes d'intégration
appelées "conditions aux limites".

L.1.2 Le comportement des mi l ieux granulaires

La façon la plus simple de calculer les contraintes dans un
milieu granulaire soumis à I'action de charge est d'assimiler ce
milieu à un milieu continu.

Le compor tement  des mi l ieux granula i res peut  ê t re
caractérisé dans un premier temps par le comportement des
milieux élastiques. En fait ces matériaux ne sont pas des milieux
élastiques, il suffit pour s'en convaincre de comparer les courbes
contraintes-déformations d'un milieu grenu et d'un milieu élastique
(Fig.  1 .1) .

Le comportement d'un milieu granulaire est principalement
caractérisé par une non-linéarité et une certaine irréversibilité des
déformations. Cela tient au caractère discontinu de son squelette.
Les lois des contacts entre les grains sont complexes et non-
linéaires (exemple: lois de Hertz et Mindlin).



Milieu élastique
Figure 1.1: Les courbes

granulaire et

Milieu granulaire

contraintes-déformations d'un milieu
d'un milieu élastique

1.1.3 Paramètres physiques et  mécaniques des
mil ieux granulaires

Indice des vides

L'indice des vides (e) qui permet de savoir si les vides sont
importants ou non, c'est-à-dire si le matériau est dans un état lâche
ou dense. L'indice des vides est défini comme étant le rapport du
volume des vides (Vu) au volume des grains solides (Vs):

vv
"-V, (1 .1)

Pour les sables on observe que I'indice des vides est toujours
compris entre 0,4 et 1,0. Pour le sable de Fontainebleau (grenu)
e=0,86. L'indice des vides peut être supérieur à 1. Le tableau 1.1
résume les différents états du sable (3D) et les matériaux analogues
au sable (2D).

Etat du Sable 2D 3D
Lâche e > 0,22 e > 0.80
Moven 0,20< e<0,22 0,75<e<0,80
Dense e < 0.20 e < 0,75

Tableau 1.1: Diffërents états du sable

Poros i té

On définit la porosité (n) dont la signification est analogue à celle de
I'indice des vides. Elle est le rapport du volume des vides au volume
total (V):

4



N=YJ-V

La porosité est toujours inférieure
vides sont liés par la relation:

n=

Dens i té  re l  a t i ve

(r .2)

porosité et I ' indiceà 1 .  La des

l +e
(  1 .3)

La densité relative (D.) est définie par:

O m a x  -  I
(  1 .4)Dr=

9 m a x  -  € m i n

où:
e: est I' indice des vides du milieu étudié;
o m i  n €t €6 a 1 r sont déterminés par des essais de laboratoire
normalisés, sur la même population de grains.

La densité relative varie entre 0 et 1. Pour un sol très lâche,
D r est voisin de zéro, mais tend vers I pour un arrangement très
ser ré .

êtat du milieu densi té relat ive

lâche D<50Vo
den se D>507o

Tableau 1.2: Différents états du milieu granulaire

Dens i té  c r i t ique

Lorsqu'un matériau granulaire est soumis à un cisaillement, i l
subit une variation de volume. Le sens de cette variation dépend de
la manière dont les grains sont enchevêtrés les uns par rapport aux
autres, c'est-à-dire de l'état de compacité.

La figure 1.2 montre les courbes efforts-déformations, ainsi
que les variations de volume correspondantes, lors de trois essais à
la boîte de cisai l lement, pour un même sable pris dans des
conditions de compacité différentes.

Tout d'abord, dans le cas d'un échantil lon de sable lâche; la
courbe effort déformation n'a pas de maximum, la variation de
volume est négative, la contrainte de cisaillement t et la variation
de volume À v/v tendent asymptot iquement vers une l imite
horizontale.



^tto

l^l
sable lâche
sable à la densité critique
sable dense

Figure 1.2: Les courbes efforts-déformations et Ies variations
volume correspondantes pour 

.trois 
essais dans des conditions

compacité différentes

Pour un échanti l lon de sable dense; la courbe effort-
déformation présente un maximum, la variation de volume est
positive, Àv/v et t tendent asymptotiquement vers une limite.

Enfin, pour un échantillon de sable pris à une densité initiale
tel le qu' i l  n 'y ai t  pas de variat ion de volume au cours du
cisaillement (Âv=0), la courbe contrainte-déformation n'a pas de
maximum. Dans ce cas la contrainte de cisaillement atteint très vite
sa valeur limite et la densité du sable s'appelle /a densité critique.

On remarque que la valeur limite de 7 est la même dans les
trois cas, ce qui prouve qu'aux grandes déformations la densité d'un
sable tend vers la densité critique.

(a)
(b)
(c)

de
de
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L.1.4 Plast ic i té

Dans I'espace des contraintes, il existe des états de contraintes
physiquement possibles et des états de contraintes physiquement
impossibles. L'ensemble des points associés aux premiers, constitue
un domaine dont [a frontière prend le nom de surface limite. Son
équation, f(o11)=Q, dans I'espace des contraintes est appelée critère
de plasticité.

Il est utile de rappeler que différents critères sont util isés
pour les sols, notamment ceux de Coulomb et de Drucker-Prager
(avec frottement) qui sont apparentés respectivement aux critères
de Tresca et de Von Mises (sans frottement interne).

Nous supposerons ici que les milieux granulaires vérifient le
critère de Coulomb.

l . l .4 . l  Cr i tère de Coulomb

Le critère de Coulomb définit dans le plan des contraintes un
domaine limité constitué des deux droites symétriques inclinées de
I'angle 0 (angle de frottement interne) sur I'axe des contraintes
normales (Fig. 1.3).

--=

I

.  a C
t o Q

o
Bl- - .

I K^i / o1

I  o r *  03

I
1

lH l

Figure 1.3: Critère de Coulomb représenté

Le critère de Coulomb s'écrit:
I t l<o tg0+c

dans le plan de Mohr

(  1.s)

c êtant la cohésion. En ordonnant les contraintes principales selon
I'inégalité suivante:

ol> c2> O3

7

(  1 .6)



le critère de Coulomb s'écrit:

(o1+o3) sin 0-(or-ol)+Zc cos Q-0 (1.7)

Pour les matériaux granulaires avec c=0, on
o1-o3

aura:

(1 .8)sin Q=ol+o3

La surface limite associée au critère de Coulomb, dans I'espace des
contraintes principales est une pyramide hexagonale non régulière
dont le sommet a pour coordonnées S(-H,-H,-H) avec H = c cotg 0
(Fie. l.a).

Figure 1.4: Critère de Coulomb représenté dans l'espace des
contraintes principales

1 .2 Modél isat ion des mi l ieux granulaires

L.2.1 Rhéologie des milieux discrets

Un milieu discret est un milieu formé d'un ensemble complexe
de particules solides, disjoints les uns des autres, visibles à I'oeil nu,
et qui sont de dimensions, de formes et d'orientations diverses et
voir même parfois de dimensions importantes (sable,gravier).

Bien que les sols soient des milieux discrets, la mécanique des
sols classique a généralement cherché à lier les contraintes et les
déformations des sols, par des lois rhéologiques de type milieux
continus. Les sols répondent très mal aux hypothèses de l'élasticité,
de la réversibilité et de la linéarité.
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D'une manière générale, les hypothèses de l 'élast ici té ne
peuvent être util isées que pour les milieux granulaires dans un
domaine t rès rest re in t  où n ' in terv iennent  que des pet i tes
déformat ions.

1.2.2 Insuffisance des modèles continus pour
les mi l ieux granulaires

Le comportement réel des milieux granulaires n'est à aucun
instant ni entièrement réversible, ni entièrement irréversible et
répond bien plus à une loi continue de déformation associant à tout
moment réversibilité et irréversibilité.

I l  est évident que I 'hypothèse des mil ieux continus ne
correspond pas aux milieux granulaires formés de particules en
contact les unes avec les autres et qui sont de formes, de
dimensions et d'orientations diverses. La complexité des relations
contraintes-déformations des milieux granulaires est en partie la
conséquence de leur nature discrète dont il faut tenir compte.

On cherche un comportement global de ces matériaux en
considérant leur nature discrète. Deux approches sont possibles,
I'une expérimentale et I 'autre numérique.

1.2.3 Approche expér imentale

On réal ise des expériences sur des modèles réduits di ts
modèles analogiques possédant beaucoup de qualités; mais il est
difficile d'extrapoler les résultats obtenus aux modèles réels.

Au n iveau s t ructura l ,  les  mécanismes provocant  la
déformation du milieu sont de trois types:

- des glissements-rotations intergranulaires
- des déformations au niveau des grains
- des ruptures de liaison intergrain

On considère des mil ieux granulaires géométr iquement
simples, pour lesquels les contraintes et déformations peuvent être
mesurées. Ces modèles sont physiques et sont applicables à des
assemblages de disques ou sphères. Le modèle physique est basé
sur des tests expérimentaux et traite les résultats, statistiquement.
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Des tests en laboratoire sont nécessaires pour établir de nouvelles
lois de comportement ou pour valider les lois existantes.

Avec une technique expérimentale util isant les photographies
aux rayons x, I'on mesure les déformations, mais pas les contraintes.
Les résultats indiquent un comportement contrainte-déformation
non linéaire et hystérétique.

1.2.4 Approche numérique

La méthode numérique est plus rapide, plus facile et plus
économique que la méthode expérimentale. Prat iquement la
modélisation numérique est très flexible. Ses avantages par rapport
aux essais expérimentaux sont:

- le contrôle des résultats à chaque étape du test
- la variation du type de chargement
- la possibilité de changer les dimensions des particules et
leurs paramètres physiques.

Néanmoins, cette approche est l imitée pour les rai sons
suivantes:

- l'échantillon est toujours inclus dans un cube
- les particules sont uniformes en dimension

1.3 Conclusion

L'anisotropie des milieux granulaires n'autorise pas à priori
[ 'util isation des hypothèses de la mécanique des milieux continus.
Malgré les différents aménagements des lois classiques d'étude de
mécanique des sols, de nombreux auteurs ont exploité, pour
caractériser le comportement des milieux formés de particules, la
méthode des éléments distincts. Dans cette méthode on considère
que les milieux granulaires sont constitués de particules discrètes
qui sont en contacts les unes avec les autres.

La simulation du comportement des milieux granulaires est
I'objectif de notre travail. La méthode numérique utilisée est la
méthode des éléments distincts qui fait I'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

Méthode des Étéments Distincts

2.1 Introduct ion

En l97l et 1974 P.A. Cundall tl l développe la méthode des
éléments distincts, qui à I'origine est conçue pour les problèmes de
la mécanique des roches. Elle accepte des particules de forme
indifférente. La méthode est basée sur I'util isation d'un système
numérique explicite dans lequel I' interaction des particules est

contrôlée contact par contact et le mouvement des particules simulé
particule par particule. L'interaction des particules est vue comme
on problème transitoire avec des états d'équilibre assurés par des
force internes.

Dans cette méthode les forces de contact à l'équilibre, et les

déplacements d'un assemblage de disques sous contrainte, sont

déterminés selon une série de calculs, représentant les mouvements
indépendants des particules. Ces mouvements sont le résultat de la

propagation à travers le milieu, de perturbations qui prennent
naiJsance à partir des frontières . La vitesse de propagation est
fonction des propriétés physiques du milieu. Les intervalles de
temps considérés sont petits de manière à pouvoir représenter les

vitesses et accélérations par des constantes.

Notre objectif est d'abord de déterminer les forces de contact
et les moments appliqués à chaque disque, et ensuite de calculer le

tenseur de contrainte moyenne pour un assemblage de particules.

Une force de contact est déterminée par le déplacement relatif de

deux disques ou du disque par rapport à la paroi; ensuite à I'aide
des lois de la mécanique classique, connaissant les forces appliquées
à chaque disque, il est possible de déterminer le mouvement de
chaque disque.
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2.2 Co ndi t io ns d 'appl i  cat ions

Pour appliquer la méthode des éléments distincts i l faut
considérer les conditions suivantes:

-on choisit un intervalle de temps dans lequel la vitesse et
I'accélération du disque sont supposées constantes.

-durant cet intervalle, le déplacement du disque étudié peut
se propager uniquement jusqu'à ses voisins directs.

-le mouvement des disques résulte du déplacement imposé
aux frontières qui entourent I'ensemble.

-la déformation sur un disque est très petite par rapport à la
déformation globale de I'ensemble.

2.3 Loi linéaire de force de contact

Pour illustrer cette méthode on prend un exemple de deux
disques comprimés entre deux parois qui se rapprochent à vitesse
constante v.(Fig. 2.1-a)

Le calcul se base sur

- force-déplacement

- force-accélération

deux lois:
++
F =kx

++
F =m y

(2-r)

(2-2)

Figure 2.1-a: deux disques en compression
r ig ides( t= ts )

entre deux parois

A I'instant tg deux disques x et y sont en équilibre. A I'instant
t1 = tj*At , on crée une force F entre la paroi et les disques qui sont
en contact avec cette paroi; celle-ci est générée par un déplacement
Ân=vÂt .  (F ie .2 . l -b )

F-Kn Ân

F=Ks Âs

(compression)

(cisaillement )

(2-3)

(2-4)

t2



À11 = VÀt
Figure 2.1-b: deux disques

rigides (
en compression entre deux parois

t= t l= to*A t )

Si on considère les accélérat ions constantes pendant
intervalle de temps ^ t, on peut déduire les vitesses linéaires
angulaires par intégration sur ^t. Le déplacement et la rotation
disque x sont respectivement :

Ân=vAt  e t  e  =6^t  (2-5)

En écrivant ces équations pour les disques x et y en un instant
nous aurons:

un
et
du

i 1

Les

Fxl = kn Àn
..  Fxl
x l  = -' 

[Il1

Fyt = -kn Àn

"  Fv t
V l  = -

my

vitesses des disques x et y à I' instânt t2=t1+At (Fig.

F , r
lirltz = [-] ^t

utx

l j ,rttz=t#,  ̂ r

Ce qui donne pour les déplacements:

[Ânz]e=[v tp. l  ^t ]  ^t

(2-6)

(2-7 )

(2-8 )

(2-e)

2.1-c) sont:

(2- r  0)

(2-rr)

13
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[Ânz]s = f tffl o, -ff o, t ^t (2-13)

F, ,  r
[Ânz]c = tÇï) ^r-(-v)l ar

cycles et à la fin du
déplacements finaux.

,  -eme
N cycle,  on

(2-r4)

peut avoir lesI lyaN
forces et les

Figure 2.1-c: deux disques en compression entre deux parois
r ig ides ( t= t2= t0+2At )

2.3.1 La loi  :  force-déplacement

Nous presentons cette loi pour deux disques en contact. On
définit deux repères; Ie premier est global et fixe par rapport à
l'échantil lon (Les axes I et 2 ). Le deuxième est local et seulement
valable pour deux disques en contact, il sera définit par les vecteurs
ei et ti . (ei est porté par la droite passant par le centre des disques
et t1 orthogonal à ei , dans le sens inverse au sens trigonométrique).
(Fie. 2.2\

Fûgure 2.2: Ia loi: Force-Déplacement

que les deux disques soient en contact:

t4

Condition pour



D< Rx+Ry

D étant la distance entre les centres des deux disques,
Rx et Ry sont les rayons des disques x et y.

Les vecteurs ei et ti sont égaux à:

(  v i  -  x i  )ei =--tï- =( coS cr, , sin cr ) = ( et , ez )

(2-rs)

(2-r  6)

(2-r7 )

(2-22)

t i=  (

La vitesse

X=(

s ina , -cosc r )= (e2 , -e l

relative du point Pa par

)

rapport à Py est:

) t ii i - j , i ) - (6*R*+erR, (2-  I  8 )

Les projections de Xi sur ei et t i sont:

n=X e i=  (  i i  -  j , i )e i -  (  dxRx+eyRy) t ie i=  (  i i  -  ' y i  
)e i
(2-re)

ô=Xt i= (  i i -  j , i )  t i - (  6*R*+erRy) t i t i=  (x i -  j , i ) t i - (  6*R*+0rRy)
(2-20)

Les composantes Àn et Âs de déplacement relatif deviennent:

Ân=hÂt= [ (x ' i - i , i )e i ] ^ t  (2 -21)

Les projectionsde Xi

Âs = 3  ^ t  =  [  (  i i  -  i , i  )  t i  -  (0*R*+0rRy) l  Â t

Les incréments de force normale et tangentielle sont:

ÂFn-  kn Ân -  kn [  (  i i -  y i )  e i ]^ t (2-23)

ÂFs = k*  Âs = ks [  (  i i  -  j ' i  )  t i  -  (  0*R*+0yRy)  I  Àt  (2-24)

Donc, pour la nouvelle force normale on a:

(Fn)nouuel le  = (Fn)ancienne *  (ÂFn)dern ier  cyc le (2-25)

(Fs)nouuel le  = (Fs)anciennr  + (ÂFs)dern ier  cyc le Q-26)
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REMAROTJE

A chaque calcul de la force tangentielle Fs, elle
(Fs)ma*

est comparée

(2-27 )

a

0p:
c :

Si

(Fs)*a* = Fn tg 0p+ c

I'angle de frottement entre particules
la cohésion

Fs est supérieure à (Fr)rnu* , on les prend égales. (Fig. 2.3)

Figure 2.3: convention de signe pour Fn et Fg

force tangentielle, appliquée auLe moment induit par la
disque x, pour chaque contact est :

Mx = R* (Fs)nouvel le

A I'aide de la loi de Newton, on peut écrire:

(2-28)

I *  0*= E Mx

On util ise ces équations
nouvelles vitesses dans la loi
répète pour un nouveau ̂ t.

(2-2e)

(2-3 0)

(2-3r)

(2-32)

pour chaque disque. En util isant les
de Force-Déplacement, le cycle se

r r l ;  Ï i = IFx i

IF
(ii)nouveue = ( ii )ancienn" * [3-J ^t

(ô*)nouu"ue = (ôx )ancienne . 
I Y]^,
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2.3.2 Amort issement de contact

L'amort issement de contact  est  assimi lé à une force de
contact, proportionnelle à la vitesse relative mais opposée à la force
de contact .  On peut modél iser cet  amort issement par deux
amortiSseurs l inéaires, I 'un agissant dans la direction normale et
I'autre agissant dans la direction tangentielle. Si on définit par:

Dn: force d'amortissement normale
Ds: force d'amortissement tangentielle
Cn: coefficient d'amortissement normal
Cs: coefficient d'amortissement tangentiel

n: composante normale de la vitesse relative Xi (voir équation
2-18)

ô: composante tangentielle de la vitesse relative X1
p: un coefficient constant

on a:

Dn= Cn n

Ds=Cs b

En tenant compte des expressions 2-19 et 2-20 pour it et S, on
t rouve:

Dn=Cn( i i -  i , i )e i

(Cn=Fkn)

(Cs=0k . )

(2-33)

(2-34)

(2-3s)

Ds=Cst ( i i -  j , i ) t i - (É i *R*+erRy) l  (2 -36)

Si on définit la force d'amortissement de contact par Dxi, les

équations 2-30 et 2-32 s'écrivent comme suit:

(ii)nouveue = (ii)ancienne . ,t9#, ^r (z-37)

(ô*)nouu"ue = (0*)ancienne * 
[*" ]  

^,  (2-38)

M x est le couple appliqué au disque x prenant en compte la
contribution des forces d'amortissement.
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2.3.3 Equat ion

En général l 'équation

m1 Ï1=l [Fxi + Dxi ] - Cii

I *ô* - rM*-C*ox

C et  C*  sont
proport ionnels à la
d'inertie I*.(qc est un

Pour intégrer ces
vitesses comme suit:

mouvement

mouvement s'écrit:

( C=cs mx )

(C*=as Ix )

de

de

(2-3e)

(2-40)

les coef f ic ients  d 'amort issement  g lobal
masse rnx et respectivement au moment
coefficient constant)

deux équations de mouvement, on prend les

I
i i  = i [ ( i i)nouuetle + (i i)ancienne ]

L

1
6-  +  [  (0* )nouue l le  *  (6* )unc ienne]

(2-4r)

(2-42)

(2-43)

(2-44)

En écrivant les accélérations de la manière suivante:

t  ( i i ) nouve l l e  -  ( i i ) anc ienne  l
^ t

t  <e.1"""""rr" - tO
At

En utilisant les équations de 2-39 à 2-44 on a:

C ^ t^r ^t
"  

l+ I (F11+D1 i )=
( i i)nouvette =

t  ( i i )anciennet  1-  
ù ï l  *  r (F11+D*i )  

f r )

r ,.* ^tr,

{  (6* )anc iennet  t -  
ï  ï * t

i ;

ô*

(2-45)

".rï
18

(ô*)nouu"l le =

^r
tç)

(2-46)



Avec ces vitesses on est en mesure de calculer les éléments
fondamentaux pour l 'étude du comportement de l 'échanti l lon,
comme le tenseur des contraintes moyennes et le tenseur des
déformations moyennes.

2.4 Loi non-linéaire de force de contact

Les forces de contacts dépendent de la géométr ie,  de
l'élasticité et du frottement des particules.

2.4.1 Force normale (loi de Hertz)

En un point  de contact  entre deux disques (Fig.  2.4),  les
déformations dues à la composante normale de la force de réaction
sont réversibles (loi de Hertz). Selon cette loi, la grandeur de la
composante normale de la force de contact entre deux disques (Fn)

est égale à:

t -

,"='{ffcôr's (2-47 )

où
î deds
o= 6oç69

dn et ds: diamètres des disques
ô: déplacement d'un centre de disque
G: module de cisaillement
v: coefficient de Poisson

d4

avant déformation après déformation

disques en contactFigure 2.4: Deux
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2.4.2 Force tangent iel le

La grandeur de la composante tangentielle de la force de
contact est modélisée comme suit:

sans  g l i ssement

F t=Kôt (2-48)

où

ôt: déplacement tangentiel de contact
K: module initial d'élasticité déterminé par Mindlin par la relation:

z
)e3 I

* =ff i  t  3(l-v)d Fnl 3 (2-4e)

avec  s l i ssement

F t= fFn  (2 -50)

f: le coefficient de frottement intergranulaire

Les simulations étudiées par Cundall (1988) montre que la
partie de la contrainte totale due à la force tangentielle est faible.
(presque 30Vo de tous les contacts glissent.)

2.5 Conditions aux l imites

2.5.1 La frontière de l 'échantil lon

L'utilisateur définit le domaine à étudier et spécifie le type de
particules utilisées en donnant leurs dimensions et leurs propriétés
phys iques.

Pour les frontières du domaine étudié, on choisit soit des
parois rigides mobiles soit une frontière formée de particules.
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Si on choisit des parois rigides mobiles, les conditions aux
limites seront les vitesses d'avancement des parois. Si on désire une
frontière formée de particules, la frontière devient un polygone
convexe. Les particules traversées par le domaine étudié feront
parties de la frontière, pour les autres on considère qu'une particule
appartient au domaine si son centre est à I' intérieur du polygone
(Fig. 2.5).

X
JÀ.L
XX

X
x

XX
x l<

x

XXx H1

Figure 2.5: La frontière de l'échantillon

La force à la frontière est égaïe à la force extérieure. La
matrice de rigidité de contact pour des éléments périphériques est
analogue à la matrice de matériau granulaire. Le mouvement des
éléments périphériques est caractérisé par les condit ions aux
limites définies ci dessous.

Les condi t ions aux l imi tes peuvent  ê t re  appl iquées
directement à I'assemblage des particules en définissant la vitesse
et la force appliquées aux particules périphériques. Ces paramètres
Sont contrôlés respectivement par le tenseur du taux de
déformation moyenne et le tenseur de contrainte moyenne. Cette
méthode dans un assemblage infini, est plus proche de la réalitê
que celle qui utilise les parois rigides mobiles à la frontière. Deux
cas de condition aux limites sont analysés:

contrôle des déformations aux frontières
contrôle des contraintes aux frontières

2.5.2 Contrôle des déformations aux frontières

Dans ce cas, la vi tesse des part icules périphériques est
imposée et el te est indépendante des forces appl iquées aux
part icules. Ini t ialement on négl ige la vi tesse angulaire des

parois rigides

2obires

- le
- le

2l



particules périphériques. La vitesse l inéaire
donnée comme suit:

de chaque particule est

(  i j= 1,2'3 ) (2-s 1)
où

uir vecteur vitesse

e3i: tenseur du taux de déformation apptiqué

*j: vecteur position par rapport au centre d'assemblage

Sous vitesses imposées (déformation contrôlée), des forces
importantes peuvent se développer entre les particules, tandis que
dans le cas de "contrainte contrôlée", la force n'a pas d'effet sur
I'assemblage, et on risque d'avoir des vitesses incontrôlables aux
f ron t iè res .

2.5.3 Contrôle des contraintes aux front ières

La méthode utilisée dans le programme minimise les couples
appliqués aux disques individuelles. On supposo que le tenseur de
contrainte s'applique à la surface d'un polygone imaginaire(Fig. 2.6).

Figure 2.6: Polygone imaginaire entre les disques

Pour chaque segment, la force s'exprime par:

ùi = é.;i x1

F1  =o i in i l

Fi: le vecteur de la force

o5i: le tenseur de contrainte appliqué

ygone lmagmalre

ou
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nj' normale unité sortante
l: la longueur du segment

Si la force s'applique au milieu d'un segment, le tenseur de
contrainte pour la force et pour le moment est symétrique.

Pour transférer la force appliquée sur chaque corde de
disques, le procédé dépend du type de liaison. Pour un segment
entre deux disques, la force se divise en deux proportionnellement
au diamètre de chaque disque (Fig. 2.7).

Exemple pour deux disques:

Ê,= a#;t, et Ê,= afr;t,

de la force sur

Pour une corde, la force s'applique au centre du disque. Dans
ce cas (Fig 2.8) on a un moment M qui est égal à:

M = -eij Fi Xj (2-53)

où X I est le vecteur de distance entre le centre du disque et
centre de la corde, et

l -  01. l
e i j=L_l  oJ

Fûgure 2.8: La force s'applique au centre du disque.

Figure 2.7: Répartition Ies disques

''u
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Lorsque le rayon d'assemblage est
rayons des disques, la corde s'approche du
moment M devient faible (Fig. 2.9).

grand
centre

rapport aux
disque et le

par
du

Figure 2.9: Rayon d'assemblage grande par rapport aux rayons
des disques

2.6 Espace périodique

On util ise les frontières périodiques pour éliminer I' influence
des frontières naturelles. On peut imaginer un espace composé
d'une cellule périodique en forme de parallélépipède avec une
liaison numérique entre les faces opposées. La figure 2.10 montre
I'espace périodique bidimensionnel et tri-dimensionnel.

Fûgure 2.10: Espace périodique bi-dimensionnel et tri '
d imensionnel

Dans un espace périodique: "les particules qui sortent d'une
face de la cellule, rentrent du côté opposé."

I
I
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Pour charger I'assemblage des particules, on déforme la cellule
et on change Son volume. Ce type de chargement correspond au cas
appelé "déformation contrôlée".

2.6.1 Calcul de la vitesse et du déplacement

Numériquement, I'effet de I'espace déformé est calculé comme
sui  t :

2.6.1.1 Calcul de la vi tesse

On impose un taux de déformation (ei1) aux centres des

particules ou à I'espace périodique. On suppose que le déplacement
des particules est proportionnel à la position des particules (Fig.
2.ll). Donc I' increment de déplacement des particules, dû au taux
de déformation imposé, est différent. Le mouvement des particules
continue régulièrement, jusqu'à avoir un contact entre particules.
Dès qu'il y a un contact, on a un déplacement relatif entre particules
et en conséquence i l  y aura une vitesse relat ive réel le entre
part icules.(voir paragraphe 2.3)

lt"

Y2

Y1

o
C

Âvi = éi3 Yj Ât

yr<y2

donc:

Âyr < Âyz

Figure 2.11:
particules

Dans l'espace périodique le déplacement des
est proportionnel à la position des particules

Durant [e cycle suivant, la vitesse relative de deux particules
qui s'approchent est calculée en faisant la somme de leurs vitesses

relatives réelles (ir, (réetl, plus la vitesse due au taux de déformation

de I'espace périodique 1ir. 
(esnace)r.
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où z1

; .  
( rée l )  =  o .  

( rée l )  
* ; .  

(es tace)

; .  
( rée l )  -  u .  

( rée l )  
*  ;_  

(es lace)  
z .  

(d i f f )

(diff) est le vecteur entre les centres des

(2-s4)

particules.

entre les part icules;
relat ives.  On calcule

(2-ss)

de I'espace, qui est
la coordonné de la

L'espace périodique crêe la col l is ion
ensuite les part icules auront des vi tesses
I'incrément de la force à partir de la vitesse.

2.6 .1 .2  Ca lcu l  du  déPlacement

A chaque interval le de temps (A t) ,  un incrément de

déplacement dû au taux de déformation de I 'espace périodique

(Âxi), est ajouté à I ' incrément de déplacement calculé à partir de la

vitesse réelle de la particule (Àui)

Âui=Àui+Ëi ;

o  ù  e i  . .  (esp ace)  es t

supposé indépendant
par t icu le .

Âui- Aui+^xi

(espace) xi Àt

le taux de déformation

de sa posi t ion.  x i  est

2.7 Tenseurs de contrainte

2.7.1 Tenseur de contrainte moyenne pour une
surface circulaire

On définit le tenseur de contrainte moyenne pour une région
périphérique avec un cercle de rayon R de centre xl= 0, x2= O (Fig.
2.12). On considère deux plans orthogonaux se coupant au centre du

cercle, avec les directions normales orientées vers I'extérieur. fi, , h,

inclinées par rapport à la direction de xl des angles o et F = a+nl2
respect ivement .
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Figure 2.12: Représentation des plans orthogonaux

Si
CI
n i

CI

on suppose F et
p ,

,  Di  ,  On aUfa les

0

qF i
t i =  

2R

Si on multiplie par srp

c r 0 a
Êrp np 11 = _ oji

Sachant que: ejk erp

) dans (2-58) on ai

B
Fi les forces appliquées aux plan de normales

vecteurs de contraintes cornme suit:

er g,
Btr.- t

=2R

Les composantes du tenseur de contrainte qui correspondent

aux contraintes T1 .t t, ,on, représentées par 8ij

t i  = oj i  n j
B a B
ti = oii hi

R
La normale h, peut s'écrire comme suit:

J ^

Bani = -eit np

où

eij = 
[_

En remplaçant

p_
t i  -  -

o
ejk nk (2-61)

01-l
101

(2-se

(2-s6)

(2-s7)

(2-5  8)

(2-se)

(2-60)

o
oji

(l

np

(l

ejk erp nk

= ôjrôtp -

(l

np

ôrrôpj
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c r B c r c r c r
e.p frp [i = - ôii [ ô1.ôtp - ô.tôpj ] i lr. frp (2-63)

o B c r c r , c r c c c r c r o t r
e.p ôp [i = - ôri i lp np+ ôpi il, frp - - ôri + îi i lr Q-64)

en remplaçant ,rp fip - - fi. on aura:

o  G c r  0  B
or i  =  t i  n r  +  hr  t i  e -65)

On modifie les indices r + i et i -+ j

G  c r c l  B  B
oi j  = q t ;  + hi t i  e_66)

Le tenseur de contrainte (2-66) ci  dessus est fonct ion de

I'angle a (F=a+ T). Le même tenseur de contrainte est obtenu pour

I'angle o* , . Donc, si cr, varie de 0 jusqu'à 
, , le tenseur de

contrainte concerne tout le cercle. Or on peut définir le tenseur de

contrainte moyenne ô1i de la façon suivante:
,l_
2

f a r TE

I  o i l  ocr  1
d 

- 
2 f o

o i j=  
n  

= ;  
Jo i joc  (2_67)

t0
De la même façon, le tenseur de moment moyenne est défini comme
su i t :

(2-68)

2.7.2 Tenseur de contrainte moyenne pour un
YOlUme

Le tenseur de contrainte movenne dans un volume V de
matériau est defini ainsi:

19_
2

2 f cr
Pi= ;  J ul  oc

0
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J o,,d v
v

ou:

ô; : tenseur de contrainte
rJ

V: volume de I'assemblage
oij: tenseur de contrainte

moyenne

des particules

(2-6e)

les contraintes

(2-7 0)

Ioij=v

L' intégrale devient une sommation, parce que
existent uniquement à I' intérieur des particules:

N

+à
p
oij , tenseur de contrainte moyenne pour la particule p
p
V: volume de la particule p
N: nombre de particules dans V

De la même façon le tenseur de contrainte moyenne
I'intérieur de la particule p est defini cornme suit:

(2-7 r)

En uti l isant le théorème de divergence de Gauss pour (2-7l)
on a:

(2-7 2)

pi: vecteur de contrainte surfacique
S: surface de I'assemblage des particules

Les forces surfaciques discrètes s'ecrivent:

p p
o ijvoij =

&u=i Io,,ol
VV

Ëu=ïJ.,n,o'
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ïi, vecteur de position de contact c
c

[: 
force de contact en contact c

m: nombre de contacts sur la particule p

La combinaison de (2-70) et  (2-73) donne:

rNmô,:=i
P =  I  c = l

Dans le cas de disques et de sphères,

c  - P -  P g
l i =X i+R h1

p
X: vecteur de position du centre de la particule p
p
R rayon de la particule p
c
Ëir vecteur unité normale en contact c

l'équation devient alors:

Nm

ôij=+à flà n,F: (2-7 s)
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2.8 Conclusion

L'étude conduisant à I 'uti l isation de la méthode des éléments
distincts a é,té, motivé par plusieurs idées:
- l'étude des matériaux ensilés à partir de la micromécanique;
- la simulation des essais de caractérisation des matériaux
granu la i res
- l 'équivalence mécanique des résultats moyennement par calage
des coefficients.

La méthode des éléments distincts permet de calculer les
forces de contact entre particules en utilisant la loi linéaire ou non-
linéaire de contact. La méthode pour calculer les forces de contact
est la suivante:

- le temps est discrétisé en petits intervalles (Ât),
- les forces appliquées aux particules, pendant ces intervalles de
temps, (Fi), communiquent une certaine accélération aux particules i
(Ti), ceci se traduit par un déplacement ôi,
- les déplacements entraînent à leur tour I'apparition de forces de
contacts entre les particules i et j définies par une relation du type
F1;=k(ôi-ô.;)
- le processus itératif est ainsi poursuivi jusqu'à I'obtention de
l'équilibre global.

A partir de ces forces de contacts, on peut calculer le tenseur
de contrainte moyen de l'échantil lon. Ce dernier est util isé pour
définir le comportement des matériaux.

La méthode des éléments distincts conduit au programme
BALL, qui est un outil fondamental pour l 'étude des milieux
granulaires formés de disques. Cette méthode a êté adaptée aux
sphères et donné le programme TRUBALL.
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Chapitre 3

Présentation
Exploitation des

les lois l inéaire

de TRUBAL et
résultats en util isant

et non-linéaire de
tactcon

3.1 Présentation de TRUBAL

Le programme TRUBAL développé par P. Cundall (1987)
permet d'effectuer des simulations de déformations quasi-statique
de matériaux granulaires (3D) ou de matériaux de Schneebeli (2D).
Dans ce programme on peut utiliser la loi linéaire ou la loi non-
linéaire de contact. D'autre part il est possible d'effectuer les essais
avec des éléments cyl indriques (disques) ou sphériques de
diamètres différents ou de même diamètre.

La technique de calcul exploitée dans TRUBAL est validée en
comparant les tracés de vecteur de force obtenus par le programme
sur ordinateur avec les tracés correspondants obtenus à I'aide d'une
analyse photo-élastique t3l. L'analyse photo-élastique util isée pour
la comparaison est celle appliquée sur un assemblage de disques
par De Josselin de Jong et Verruijt (1969).

Les diagrammes de vecteur de force obtenus numériquement
sont très voisins de ceux obtenus photo-élast iquement. Cette
comparaison permet de conclure que la méthode des éléments
dist incts et un instrument valable pour la recherche du
comportement des assemblages granulaires.
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3.1-.1 Déf ini t ions

Coord inence

On défini t  le nombre de coordinat ion ou coordinence
(coordination number) comme le nombre moyen de contact par
par t icu le :

Coordinenrr = nombre to ta l  des par t icu les

Généralement si le volume de l'échantil lon diminue, la coordinence
augmente.

Gl i  s  sement

On définit le glissement (sliding) comme le rapport de nombre
de contacts glissés sur le nombre total de contacts.

nombre  des  con tac ts  qu i  g l i ssen t
g  =  u l rssement  =  

nombre  to ta l  des  contac tsGli

Si le gl issement est nul (g=0), i l  n 'y a pas de gl issement. Si
gl issement B=1, c 'est-à-dire tous les contacts gl issent. Donc le
glissement (g) varie entre 0 et l. Pendant le glissement il y a une
perte d'énergie.

3.1.2 Caractér ist iques de la Simulat ion

Pour effectuer la simulation numérique, un certain nombre de
paramètres doivent être choisis:

Caractér is t iques géométr iques et  mécaniques des
oar t icu les

Au niveau des particules il faut choisir les paramètreb
suivants :

- diamètre des particules
- coefficient de frottement intergranulaire (f)
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Caractér is t iaue du matér iau

Avant I'application du chargement sur l'échantillon, il faut que
ce dernier ait une porosité (n) ou indice de vide (e) réel. Pour avoir
un indice des vides désiré. le rôle du coefficient de frottement
intergranulaire (f) est très important. En augmentant le coefficient
(f), on peut avoir un échantil lon avec un indice des vides plus
grand .

Carac tér is t ioues  du  contac t

Les forces de contacts l inéaires normal et tangentiel sont
modélisés par un ressort et amortisseur en parallèle exprimant
I'effort normal et pour I'effort tangentiel (Fig. 3.1). il faut fixer les
valeurs des raideurs et des amortissements. La raideur est choisie
aussi grande que possible pour avoir un pas de temps assez grand.
On choisit le coefficient d'amortissement comme suit:

Cn=pkn e t Cs=pkg
où:
Cn et Cs sont les coefficients normal et tangentiel
kn et k. sont les raideurs normale et tangentielle
p est un coefficient constant.

Figure 3.1:

FntBQ

ôn

(3.  1)

des amortisseurs.
des ressorts.

Figure 3.2: La courbe
correspondant à

deux disques

de force-déplacement
la figure 3.1

Contact linéaire
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Pour les contacts non-linéaires i l faut rajouter le module de

cisaillement (G) et coefficient de Poisson (v) des matériaux.

3.1.3 Les étapes d'un essai de simulat ion

Généralement un essai comprend les étapes suivantes:

Prépara t ion  de  l ' échan t i l l on

On distribue les particules de manière aléatoire dans I'espace.
Les dimensions des particules dépendent de la distribution désirée.
Pour qu'on puisse avoir un nombre important de particules, le
volume initial de la cellule doit être grand.

Compac tage  i so t rope

Après la génération des particules, il faut compacter la cellule
périodique de rnanière isotropique jusqu'à la porosité desirée(Fig.
3.3) .
Pour faire ce compactage on impose un taux de déformation à
I'espace périodique (et en conséquence aux centres des particules).
Pendant cette phase, pour une contrainte isotropique donnée, le
frottement entre des particules peut être augmenté ou diminué. A
partir de ce changement, en utilisant la méthode d'expérimentation
systématique, on peut obtenir la porosité désirée. L'influence du
mode de préparation est important et le compactage peut introduire
des précontraintes. Pour éviter ce phénomène, le taux de
déformation imposé à I'espace périodique doit être très petit.

Figure 3.3: Compactage isotrope
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servocommande

On peut réal iser une servocommande (servo-control)  pour
régler le taux de déformation de la cellule périodique et aussi pour
que la composante mesurée du tenseur de contrainte moyenne
reste constante. Par exemple, pour exécuter un essai à contrainte
moyenne constante, la servocommande agit comme suit:

è=  e+G*  (  o0  
(des i ré )  -  o0  

(mesuré ) ; (3 .2)

où G* est un paramètre appelé le "gain" de la servocommande.

C ha  r  se  ment

En uti l isant la servocommande et la contrainte isotropique
desirée, on peut équil ibrer l 'échantil lon. A partir de là, on impose
un taux de déformat ion à I 'espace pér iodique, comme un
chargement.  Pour est imer I 'ef fet  des forces d ' inert ie,  on peut
imposer un taux de déformation zéro, et on compare le changement
des composantes de contrainte. Si le changement est trop grand, on
impose un taux de déformation plus petit et on répète I'essai. Le
chargement peut être isotrope, uniaxial, biaxial, tr iaxial ou en
cisail lement (Fig. 3.4).

3.1.4 Passage du milieu formé de sphères au milieu
formé de cvlindres

TRUBAL est util isé à I'origine pour l 'étude de sphères (3D).
Pour qu'on puisse I'util iser en 2D, il faut trouver un passage du
milieu formé de sphères au milieu formé de cylindres (disques).

La contrainte moyenne de l'échantillon est calculée en faisant
la sornme de toutes les forces de contact divisée par le volume de
l 'échanti l lon.

E toutes  les  forces de contac t (3.3)03D a.b.z

les dimensions
(Fig. 3.5).

du parallélépipèdea,betzsont
de TRUBAL (3D)
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Figure 3.5.' Echantillon utilisé dans TRUBAL

L'utilisation des résultats de 3D en 2D, suppose que dans le cas
2D, a et b ne changent pas avec z modifié, en uti l isant I 'hypothèse
suivante: "le volume d'une particule sphérique est égal au volume
d'une particule cylindrique de même diamètre."(Fig. 3.6)

V cy l i nd re=  V  sphére
îE.^  , )  .  4æ.11,n,3

4(Dm) 'h"=]1 . -z  ,

rr.= ZrD*

(3.4)

(3.s)

(3.6)

ou:

D m: diamètre moyen de la sphère
hcr hauteur du cylindre = épaisseur du parallélépipède en 2D

\ - /

lBffilfrBllm

T
J.=zzs 

o,

particule sphérique et
même volume et même

une particule cylindrique
diamètre
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La

o2D a.b .hs

(3 .3)  e tEn uti l isant les relations

ÇzD=,tnJ oro

ce que donne avec la relation (3.6):

c,2D=t*l osn
"r-o*

z et D'11 dérivants des donnés et
TRUBAL.

3.1.5 Limites d'uti l isation

en 2D s'écrit:

tou tes  les  forces de contac t

(3.7) on aura:

relation (3.3)

E (3.7)

(3.8)

(3.q)

o 3p dérivant des résultats de

de TRUBAL

Dans TRUBAL il y a deux types de limites d'util isation qu'il
faut respecter:

1) Celles qui sont choisies dans le programme: par exemple le
nombre maximum de particules de diamètres différents que I'on
peut avoir est égal à 5. Ce type de limitation peut être modifié dans
le programme.

2) Celles qui sont due à la nature de la méthode et des
hypothèses util isées. Dans ce type de limitation on peut présenter
les paramètres suivants:

- le diamètre des particules, est compris entre 0,2 eI I mm.

- le nombre de particules, doit être important. Si on le choisit
petit, il y aura des parasites dans les résultats. On peut montrer que
si le nombre de particules est assez important, I'effet de I'espace
périodique est négligeable.

- la vitesse de chargement
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Le taux de déformation imposé à I'espace périodique doit être
suffisamment petit pour que I'hypothèse de comportement quasi-
statique soit vraie.

- le pas de temps (At)

Dans le programme le pas de temps (Ât) est calculé à partir de
la ptus grande raideur choisie. Pour la loi linéaire de contact, il faut
donner les valeurs réelles de la raideur normale (kn) et de la
raideur tangentielle (kr), car les forces de contacts sont calculées à
partir de ces paramètres. Par contre pour la loi non-linéaire de
contact, les valeurs de kn et ks û'otlt pas de rôle dans le calcul. Dans
ce cas on choisi ces valeurs uniquement pour calculer le pas de
temps (^t). t91

Le pas de temps (^ t) doit être suffisamment petit, pour
assurer une division convenable de la période; et pour assurer
également la stabilité. Cependant pour gagner en temps de calcul et
pour autoriser un pas de temps aussi grand que possible, les
valeurs des raideurs sont adaptées.

3.1.6 Les résultats de TRUBAL

Les résultats les plus importants que I'on peut obtenir à
chaque étape du test sont les suivants:

- les dimensions de l'échantil lon
- le tenseur de contrainte moyenne de l'échantillon
- le nombre de contacts, I'histogramme des contacts et les particules
qui sont en contact
- la porosité de l'échantillon
- le nombre de coordination
- le glissement
- la représentation schématique et vectorielle dans le plan des:
particules, forces, vitesse, rotation et déplacement relatif des
par t icu les.
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3.L.7 Un Exemple: Effet du Nombre des Particules

On a fait les tests avec les ressorts linéaires pour représenter
la déformabil ité entre deux particules. L'objectif de cet essai est:
est imer I 'ef fet  de nombre de part icules sur les résul tats ou
I' influence de nature périodique de l 'échantil lon.

Pour les essais l inéaires (avec grandes déformations), nature
de la relation de force-déplacement en contacts est relativement
peu important; parce que la plupart des déformations se produisent
à cause de glissement et réarrangement géométrique. Trois essais
linéaires, identiques mais avec un nombre de particules différents
(45  ,  1  50  e t  1200  par t i cu les )  son t  réa l i sés .  Les  au t res
caractéristiques des matériaux sont les suivantes:

- deux diamètres sont uti l isés, 213 de rayon l0 unités (définies

dans le programme initial) et ll3 de rayon 15 unités.
- la porosité initiale de l'échantillon = 0,33

- la contrainte isotrope = 1,5 10- unités

- la raideur normale = 2 108 unités

- la raideur tangentielle = 1 108 unités
- le coefficient de frottement = 1,0

La méthode du test

Un générateur aléatoire est util isé pour placer les sphères
dans un paratlélépipède. A l'état initial il n'y a pas de contact entre
les particules.

On commence par comprimer I'espace périodique d'une
façon isotrope jusqu'à la porosité desirée (Fig. 3.7-a).

Ensuite, un essai de cisaillement est réalisé. Pour cet essai, on
diminue la dimension x et on augmente la dimension y de I'espace
périodique (Fig. 3.7-b), en- maintenant la contrainte moyenne

isotrope constante à 1,5 *10) unités. Le chargement déviatorique
est imposé jusqu'à la contrainte maximum.

Résu I  ta ts

La figure 3.8 représente les résultats de I'essai pour trois
échanti l lons. I ls sont identiques, bien que quelques f luctuations
apparaissent pour 45 part icules et un peu moins pour 150
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particules, mais la courbe pour 1200 particules est tout à fait
régulièree. Donc on constate que si le nombre de particules est
important, I 'effet de I 'espace périodique est négligeable.

ftz

i l l  =ë2

(a )
Compactage
Chargement

de l 'échantil lon
Déviator ique

(b)
et Chargement isotrope

€.1
I

{-

Figure 3.7:

1 , 0
0 , 0 0

Figure

a)
b):

0 , 0 5 0 , 1  0 0 , 1 5 0 , 2  0 0 , 2 5

3.8.' Rapport de Ia contrainte verticale sur la contrainte
horizontale en fonction de la déformation axiale

o1162 # 45 Particules
150 Particules

+ 12fi) Particules
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3.1.8 Conclusion

En util isant le programme TRUBAL, otr peut effectuer des
simulations numériques du comportement des matériaux en 2D ou
3D.

TRUBAL est un prograrnme de recherche, mais pas encore un
vrai logiciel. Donc it y a quelques conditions d'util isation; ainsi que
quelques limites d'util isation. Si on respecte bien ces conditions et
ces l imites d'ut i l isat ion, les résultats de ce programme sont
acceptables. Par exemple, pour un petit nombre de particules
(inférieur à 200), des fluctuations apparaissent dans la courbe de
contrainte-déformation. C'est I'effet de I'espace périodique qui est
utilisé dans le programme. Alors que si le nombre de particules est
assez important (supérieur de 400), I'effet de périodicidité ne j
pas un rôle important.

oue
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3.2 Contrainte déviatorique
dans un milieu granulaire
(la loi l inéaire de contact)

3.2.L Introduct ion

Dans un milieu granulaire constitué de particules déformables,
il est nécessaire d'avoir un modèle capable de rendre compte des
changements intérieurs micromécaniques qui sont dus à une
sollicitation macromécanique. Le comportement global d'un milieu
granulaire dépend fortement des sol l ic i tat ions locales. Pour
caractériser l'état de contraintes d'un milieu granulaire, Cundall a
proposé la décomposition en plusieurs parties du tenseur de
contrainte, dont chaque partie correspond à un aspect différent du
compor tement :

1- aux contacts, il y a décomposition en contraintes dues aux
forces normales, et en contraintes dues aux forces tangentielles.

2- pour chaque particule, il y a décomposition en force
normale moyenne de la force normale résiduelle.

La première partie du tenseur concerne les contraintes dues
aux forces normales et les contraintes dues aux forces tangentielles
de contacts. Il a étê mis en évidence que les forces tangentielles
seules contribuent aux composantes déviatoriques du tenseur de
contrainte. La partie isotropique du tenseur vient uniquement des
forces normales aux contacts. La contrainte isotropique dépend de
la force normale moyenne de contact pour chaque particule, et elle
est indépendante de la distr ibut ion des forces autour de la
part icule.

La deuxième part ie du tenseur, pour chaque part icule,
correspond à la décomposition de la force normale moyenne des
forces normales résiduelles. Ces dernières forces constituent une
part ie du tenseur de contrainte qui dépend de la variat ion
angulaire des forces normales (nv). A partir de la force normale
moyenne, se créent deux autres parties: une partie associée avec les
contraintes isotropiques (i) et I'autre avec la Structure (f, fabric
tensor). Le schéma ci-dessous résume les différentes parties du
tenseur de contrainte. Ces idées sont développées sous forme
mathématique pour les assemblages arbitraires des particules.
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isotropique (i)
contraint€

strucbrre (O

contraintes dues aux forces
normales

contraintes dues aux forces
normales résiduelles

3.2.2 Méthode de calcul des différents tenseurs

D'abord on presente les paramètres. Les indices correspondent
aux composantes des vecteurs ou des tenseurs dans le système de
coordonnées cartésiennes.

Les symboles et paramètres utilisés sont:

p
R
p
V
m
N
V

rayon de la particule p

volume de la particule p
nombre de contacts sur la particule p
nombre de particules dans V
volume de I'assemblage des particules

45

contrainte dues aux forces
entielles (s

contraintes dues aux forces
normales

contrainte



S surface de I'assemblage des particules
o6 contrainte isotrope
c
fri vecteur unité normale en contact c
c
F; force de contact en contact c

J

pi vecteur de contrainte surfacique
xi vecteur de position de contact c
p

X vecteur de position du centre de la particule p

oij tenseur de contrainte

q; tenseur de contrainte moyenne
U

p
bû tenseur de contrainte moyenne pour la particule p

La formule (2.75) est obtenue pour la contrainte moyenne ainsi:

ou

q,=#à.àt'q

m

S Pc D F

à *,r, =k,à Fj =o

traduit l 'équilibre.

(3.10)

(3.1 r  )

I somme sur tous les contacts entre particules p
c=l

N

P= l

Soit V le volume de la cellule périodique, alors on peut util iser
cette formule pour I'espace périodique. La déformation moyenne de
l'échantil lon est êgal à la déformation de la cellule. Certaines
composantes de la contrainte restent constantes, car I 'espace
périodique impose une "déformation contrôlée".

Sachant que le terme

Le tenseur de contrainte (ô1i; peut se séparer en deux parties,

celle due aux forces normales ( o13 (n) ) et celle due aux forces

tangentielles ( 6rj (s) ).
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et
Fi = Fi (n) + Fi (s)

Fi  (n)  = Fk ntni

(3.r2)

(3. r  3)

Ces deux parties du tenseur de contraintes s'écrivent:

Nm
r !p^Ye.c cco11(n) = V fi*â 

,u"u nin3) G.r4)

Nm

ôli(s)=+àRàr iiF:-fufiufiif i3r (3.r5)

Quand i=j, le tenseur pour oij (s) disparaîtra, car le cisaillement n'est
pas une composante isotropique.

Le tenseur de contrainte due aux forces normales encore peut
être décomposé en deux parties dont une partie est constante à

chaque contact.( Êtavll.

F1(n)=F(uu)T1 + F1(nv) (3 .16)

c
où F1(nv) est la partie restante; (nv) représente les " variations

normales". Ê(av) est la force normale moyenne pour une particules,
qui s'écrit:

mm

Ëruur = *> F1n; = :> Fufiu e.r7)m c=l m -"=l

La partie (nv) est de la forme suivante:

Nm
lSPSsc

ôi3 (nv) = i ?r "â 
it iFi(nv) (3.18)

N m
ISPS-cc cP c-

oi i (nv)=i?r"â [  n lFi(n)-niF(av)ni l  (3.1e)
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N m
-  l \ iPS cccc  P  cc
ô1i(nv)=i2RL IFpngnin3 -F(av)n1n;)J  G.20)

J  r  
P = l  c = l

Finalement, la partie résiduelle du tenseur, deuxième terme négatif
de la relation (3.20), peut se séparer en deux parties; une partie
isotropique et I'autre partie structure (fabric tensor). Cette dernière
dépend uniquement de la géométrie et de la contrainte moyenne
isotropique de la particule. La contrainte moyenne isotropique de
l'échantil lon s'écrit:

ôo = 
ô*: 

= 
uo** î, "â 

itrFr G '2r)

ou en ut i l isant (3.17)

N
I  Spao=VfuÈ fr - F(uu) (3.22)

On peut introduire la contrainte moyenne isotropiqe de la particule,
ooo, 

avec la relation suivante:

(3.23)

Donc

pp
p  m  R  F (av )

p
vôt t

og

N

(3.24)

La partie "structure" (fabric tensor) de la contrainte est calculée par
soustract ion de la contrainte isotropique de la contrainte
correspondante au deuxième terme de la relation (3.20) :

u, = +à îçro

ôii(o= + à 
Ri Ëtuuriifij - doôij (3.2s)

En utilisant les relations (3.23) et (3.24) on peut écrire:
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N

l  S pp
ôi3(0= n ?. 

vq I

En résumé, le tenseur de con
comme suit:

o13(s)=

b) tenseur de

ô13(D=

c) tenseur de

moyenne peut être

c c
nln i  -  ô1;  l

.  p.$nc cc aPo*ouo$cc.,
L * 

firFpnpnin3 
- n': 2r"r"l

m

ôrr. T
^4

c= l

trainte

(3.26)

décomposé

(3.27)

(3.28)

(3.2e)

(3.30)

ôij = ôii(s) + 611(D + ôi3(nv) + ôoôij

où les parties sont définies comme les relations suivantes par
rapport aux forces de contacts et aux vecteurs unités normaux de
contacts. Les différents tenseurs de (3.27) s'écrivent:

a) tenseur de contrainte cisaillement (shear):

ôi3(nv)

d) tenseur de contrainte isotropique:

N m
I  \ i  pS  cc  c  c  cc
n 2 RL I niFj - Fpnln1nl J'  p = l  c = l

contrainte structure(fabric tensor):

N m

1t p,p.Qrr\ .c -
n ?. 

vq [;4"inj - ôi i  I

contrainte variations normales:

N

I TBo
P=  I

I=v

- too=V (3.31)

p
oo=

pp
m R E(av )

p
R

m

c=l
-p

Vôrr
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les composantes déviatoriques, et
à trois caractéristiques distinctes
di re :

il apparait qu'elles correspondent
de matériaux granulaires; c'est-à-

la contrainte

géométrique.

proposée par

Les relations (3.28), (3.29) et (3.30) représentent uniquement

a) 6;;(s): correspond à la mobil isation des forces de cisail lement; à

chaque étape d'essai cette partie dépend des tendances de contacts
au glissement, et donc dépend de la dissipation d'énergie.

b) oi;(f): correspond à la distribution angulaire des contacts; cette

part ie dépend directement de l 'état  courant d 'anisotropie.  La

relation (3.29) montre que ô1.1(D est proportionnelle à

isotropique de la particule tto ) produit par un terme

La partie géométrique de 61i(D est pareille à ce qui est

Oda et al  [104].

c) oi j (nv): correspond à la variat ion de la grandeur des forces

normales en fonction de I'orientation. Cette partie montre les
excentricités des forces appliquées aux particules, et dépend peut
être de la tendance des colonnes de particules au flambage.

L'êtat interne de I'assemblage de matériaux granulaires est
représenté par les grandeurs relatives et les directions des trois
part ies déviatoriques (s,f ,nv), indépendamment des contraintes
appliquées. Les différentes parties des contraintes peuvent être
considérées comme des variables internes, qui ne peuvent pas être
mesurées aux frontières de l'échantillon.

La distribution de la force de contact sur une particule
moyenne peut  changer  pour  provoquer  une cont ra in te
dév iator ique.

3.2.3 Essai numérique

Dans ce chapitre, on présente les résultats numériques
obtenus ainsi que l'étude en détaillée des mécanismes contrainte-
déformation observés.
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La méthode du test

Un générateur aléatoire est util isé pour placer les sphères
dans un cube. A l'état initial i l n'y a pas de contact entre les
par t icu les.

Un test numérique de 150
unités et 50 de rayon 15 unités
et la raideur tangentiel le des

o o
2,0*  10o et  1 ,0*10"  un i tés.

Iez

particules dont 100 de rayon 10
a é,tê, effectué. La raideur normale

matér iaux sont respect ivement

t.,

On commence par comprimer I'espace périodique dlune façon
isotrope jusqu'à la porosité desirée (Fig. 3.9-a). Pendant cette
compression, le coefficient de frottement est égal à 1,0, mais après
compactage il est ramené à ,05 pour 600 intervalles de temps, pour
avoir un tenseur de contrainte moyenne isotrope.

Ensuite, un essai de cisaillement est réalisé. Pour cet essai, on
diminue la dimension I et on augmente la dimension 2 de I'espace
pér iod ique (F ig .3.9-b) ,  e-n maintenant  la  cont ra in te  moyenne

isotrope constante à 1,5 *10) unités.

o- = constante

(b)
Figure 3.9: a) Compactage de l'échantillon et Chargement isotrope

b): Chargement Déviatorique

Le chargement déviatorique est imposé jusqu'à la contrainte
maximum. Ensuite on a déchargé l'échantil lon suivi d'un nouveau
chargement jusqu'à la contrainte limite (seuil).
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Résu l ta ts

La figure 3.10 représente la
la f igure 3.1 1 montre la courbe
rapport à la déformation.

3,0

0,0
0 , 0 0 o,o2

Figure 3.10: variation

courbe contrainte-déformation et
de changement de volume par

2,5

2,O

1 , 5

1 , 0

0,5

0 , 0 4  0 , 0 6  0 , 0 8  0 , 1  0

de la contrainte déviatorique en fonction
la déformation axiale

de

0,05

0,04

0,03

o,o2

0,01

0,00
0 , 0 0 0 , 0 2  0 , 0 4  0 , 0 6  0 , 0 8  0 , 1 0

changement de volume en fonction de la déformation
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La figure 3.12 montre que la contrainte de cisail lement (due
aux forces tangentielles de contact) croit rapidement jusqu'à une
va leur  max imale ,  e t  pendant  le  déchargement  e l le  chute
rapidement; car le glissement s'arrête immédiatement, comme le
montre la figure 3.13.

o
v  

0 ,8

c
= 0,6
E

g
'Ë 

0,4
.9
(,

0,2

0,0

o
E'

o
C
(!
l-

c
o
() -0,4

1 0 unitér

+# *-r-
E

/t
r

I
I /

É / / t_

/ /

/ / + ; (Rech rro.)

/ , /

I ,/

f c 1

0 , 0 2  0 , 0 4  0 , 0 6  0 , 0 80 , 0  0

Figure 3.12: La partie cisaillement du déviateur de
en fonction de la déformation axiale

0 , 1 5

0,  10

0,05

0,00
0 , 0 4 0 , 0 6

c
c'
E
o
o
.!
o

0 , 1 0

contrainte(s)

0 , 1 00 , 0 0 0 , 0 2

Figure 3.13: Glissement en fonction de la déformation axiale
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Par contre, la partie structure
distribution de contacts, continue
de la contrainte de cisaillement.
descend moins rapidement que la
3.r4).

qui montre le changement de la
presque jusqu'au point maximum

Pendant le déchargement, elle
contrainte de cisail lement (Fig.

1 , 0

0,8
tl,
L
=
(t
= 0.6

o

o 0.4
c
(!
L

E 0,2
o
o

0,0
0 , 0 0 0 , 0 2 0 , 0 4  0 , 0 6 0 , 0 8 0 , 1 0

Figure 3.14: La partie structure du déviateur de contrainte en

fonction de la déformation axiale

Si la contrainte déviatorique totale (Fig. 3.10) retourne à zêro,
la partie négative de la contrainte de "cisaillement(s)" (Fig. 3.t2) est
presque équi l ibrée par la part ie posi t ive de la contrainte
"structure(0" (Fig. 3.L4). C'est à dire:

0 1  - O 2 = Q o(s)+o( f )=O (3 .33)

à la contrainte "variation normale(nv)" (Fig. 3.16).Le résidu est égal

odéviatoriqu"(totale) = o(s) + o(0 + o(nv) (3.34)

On peut comparer les contraintes de cisaillement (Fig.
3.12) et de structure (Fig. 3.14) sur la figure 3.15.
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1,00

o,75

0,50

o,25

0,00

-0,2s

-0,50
0 , 0 0  0 , 0 2  0 , 0 4  0 , 0 6  0 , 0 8  0 , 1 0

Figure 3.15: Les parties cisaillement(s) et structure(f) du
déviateur de contrainte en fonction de la déformation axiale

On constate que la contrainte due à la variation angulaire de
forces normales rés iduel les (nv)  n 'est  pas nu l le  (F ig .3. l6) .  Ce
phénomène constitue un effet de mémoire:

"Après un chargement, déchargement et rechargement, La
contrainte déviatorique mesurée en un point est nulle, mais à
I'intérieur, l'état du matériau est différent de l'état initial."

A cause du changement de la structure, il y aura changement
de la  d is t r ibut ion des contacts .  Pendant  le  chargement
déviatorique, le nombre des contacts diminue, parfois de plus de
2O7o (Fig.3.l7).
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Figure 3.16:
normales
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Contrainte due à Ia
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déformation axiale
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3.2.4 Conclusion

Pendant un chargement, déchargement et rechargement les
trois parties déviatoriques sont mesurées. On voit que la partie (nv)
suit le chemin de la contrainte appliquée, mais au niveau le plus
bas; el le retourne à zêro quand les contraintes appl iquées
retournent à zéro.

Les parties cisaillement (s) et structure (f) suivent le chemin
de la contrainte appliquée au chargement, mais (O ne retourne pas
à zéro au déchargement. En compensation, la partie cisaillement (s)
devient négative, ce qui montre que les forces de cisaillement sont
conservées .

Ces résultats montrent que les parties des contraintes (s,f,nv)
enregistrent les effets d'un changement de I 'organisation interne
des matériaux.
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3.3 Paramètres influençant
I'angle de frottement

(la loi non-linéaire de

3.3.1 Introduct ion

La résistance au cisai l lement d'un mil ieux granulaire est
déterminée par la valeur de I'angle de frottement interne (0) qui
dépend principalement de deux paramètres:

- le coefficient de frottement entre les grains ( f = tan Qu )
- I'indice des vides de l'échantillon (e)

Pour cela, lès essais suivants sont conduits, en faisant varier:

- le coefficient de frottement intergranulaire (f), avec I'indice des
vides constant;

- I'indice des vides. avec le coefficient de frottement f constant.

3.3.2 Influence de coefficient de frottement
intergranulaire (f) sur I 'angle 0

La valeur de I'angle 0 dépend beaucoup de la valeur du
coefficient de frottement entre les grains (f = tan Qu). Mais la valeur
de 0rr est très difficile à déterminer expérimentalement de sorte
qu'aucune relation valable n'a pu être donnée entre 0 et 0 p i
néanmoins, plus le frottement entre les grains est grand, plus
I'angle de frottement interne est élevé. On cherche une relation
valable entre ces paramètres.

interne
contact)
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3.3 .2 .1  Déf in i t ion  du f ro t tement  in te rgranu la i re

Dans tous les milieux granulaires, une partie de la résistance
au cisail lement est due au frottement qui se manifeste aux points
de contacts entre les grains.  Les composantes tangent ie l le et
normale de la force de réaction qui s'exerce entre deux grains
doivent être telles que:

*=t-12nou

f étant le coefficient de frottement physique au point de contact
entre les grains.

Figure 3.18: Les cornposantes normale et
de contact

I

tangentielle de la force

3.3.2.2 La méthode du test

Des simulations numériques de compression bidimensionnelle
de disques sont réal isées. L'échanti l lon est composé de 1000
disques, ou rouleaux de verres dont Ll4 de rayon 0,13 rnrrt, l l2 de
rayon 0,17 mm et ll4 de rayon 0,21 mm enfermés dans une boite.

Les parois horizontales sont déplacées verticalement et les
parois verticales de la boite sont déplacées horizontalement. L'essai
est poursuivi jusqu'à la porosité desirée; puis la contrainte o2 est
maintenue constante tout en poursuivant le chargement selon la
direction 1. A cause du ce chargement, o I augmente. On peut avoir
I'angle de frottement global (0) en fonction de or et o2:

6t-oz
srno=-' ol+o2

59



3.3 .2 .3  Résu l ta ts

On calcule I'angle de frottement interne (0) pour la valeur

maximum du rapport de c1lo2, car d'après la théorie de Mohr-

Coulomb, lorsque o1lc2 est max, Q est maximum. D'autre part, o1 et
6Z sont liées au coefficient de frottement intergranulaire (f)(Fig.
3.19). Donc on aura I'angle de frottement global de l'échantil lon en
fonction de l'angle de frottement local des particules.

o ,0o  o ,01  0 ,02  0 ,03

Figure 3.19: Le rapport de la contrainte verticale sur la contrainte

horizontale en fonction de la déformation axiale

Le test a étê effectué pour plusieurs valeurs de coefficient de
frottement locaux, en gardant I'indice de vide constant. On a tracê la
courbe de I'angle 0 en fonction de coefficient de frottement f pour
plusieurs valeur de I' indice de vide.

Les figures 3.20 à 3.23 représentent la variation de I'angle 0
en fonction du coefficient de frottement intergranulaire f, pour les
valeurs de I ' indice des vides égales à 0,17 et 0,19 (matériaux
denses) et 0,22 et 0,24 (matériaux lâches).
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Figure
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0 , 2  0 , 4  0 , 6  0 , 8  1 , 0

3.20: Variation de l'angle de frottement global (Q) e n

du coefficient de frottement intergranulaire (f) pour
l ' indice de vide e=0.17.

40

30

20

1 0
0 ,0 0 , 2 0 , 4 0 , 6 0 , 8 1 , 0

Figure 3.21: Variation de I'angle de frottement global (0) en

fonction du cofficient de frottement intergranulaire (f) pour
l' indice de vide e=0,19.
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1 0
o,2

Figure 3.22: Variation de

fonction du coefficient de
I'indice

l'angle de frottement global (0) en

frottement intergranulaire (f) pour
de vide e=0.22.
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Figure 3.23: Variation de

fonction du cofficient de
l'indice

0 , 6

I'angle de frottement global (0) en

frottement intergranulaire (f) pour
de vide e=0,24.
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La figure 3.24 montre que lorsque le coefficient de frottement

local (f) est inférieur à une valeur precise pour chaque indice de

vide (e), le coefficient de frottement global (tg 0) reste supérieur à f,

et lorsque f est supérieur à cette valeur, tan 0 est inférieur à f.

Selon Caquot et Kerisel t1051, dans le milieu pulvérulent, le

coefficient de frottement gtobal est toujours supérieur au coefficient
de frottement local. L'explication est Ia suivante:

Dans les milieux pulvérulents, les particules sont enchevêtrées
et les mouvement se produisent non par un déplacement génétal

suivant une surface continue, mais suivant les plans tangents aux

différentes facettes en contact.

o ,  o  0 , 2  0 , 4  0 , 6  0 , 8  1  '  0

Coefficient de frottement local

Figure 3.24: Variation du coefficient de frottement global en

fonction du coefficient de frottement local (e=différents)
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3.3.3 Influence du compactage sur I 'angle 0

Suivant qu'un milieu granulaire est lâche ou dense, la valeur
de I 'angle de frottement interne est différente. La Figure 3.25-a

montre les variations de I'angle de frottement interne A du sable de

Fontainebleau en fonction de la densité sèche 16.

r.42
Figure 3.25-a: Variation de

sable de Fontainebleau en

1.75
I'angle de frottement
fonction de la densité

interne Q du

sèche yd.

Sachant que Td est donné par

on constate que I 'angle 0
augmente. Par exemple pour
3.25-b .

la formule suivante:

Ts
Td =1+e

décroît quand I' indice des vides (e)
nls=2,6 on obtient la courbe de la figure

300

I
I
I
I

0.5
Figure 3.25-b: Variation de l'angle

sable de Fontainebleau en fonction

0,8
de frottement
de I'indice des

interne A
vides (e).
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Pour les sables normalement
contraintes moyennes usuelles en
bars pour fixer les idées, Caquot
f igure 3.25-c.

consolidés, dans I' intervalle des
mécanique des so ls ,  de 1à 10
et Kerisel t1051 ont présentés la

u  I  
p ress i on  moyenne  6 -  

l o  be rs

Figure 3.25-c: Courbe intrinsèque pour un sable artificiel
normalement consolidé tI05l

3.3.3.1 La méthode du test

Dans ce test, on a fait varier I'indice de vide (e) en gardant le
coefficient de frottement intergranulaire (f) constant. Le test a été
effectué pour plusieurs valeurs de coefficient f. Pour trouver
I'influence de l'état de compacité sur la valeur de I'angle Q, on a

tracé ta courbe de I'angle 0 en fonction de I' indice de vide pour

plusieurs valeurs de coefficient de frottement f.

3 .3 .3 .2  Résu l ta ts

Les figures 3.26 à 3.30 représentent la variation de I'angle 0
en fonction de I'indice de vide (e) pour les différentes valeurs du
coefficient de frottement intergranulaire (f).

La figure 3.31 rassemble toutes les courbes de la variation de

I'angle O en fonction de I'indice des vides. On montre que I'angle de

frottement interne diminu en fonction de I'indice des vides.
Par contre la figure 3.32 montre que plus le frottement

intergranulaire est grand, plus I'angle 0 est élevé et pour chaque

indice des vides (e), il y a une asymptote pour I'angle 0.
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Figure 3.26: Variation de I'angle de frottement global (Q) en

fonction de l'indice de vide (e) pour coefficient de frottement f=0.
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Figure 3.27: Variation de l'angle

fonction de l'indice de vide
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de frottement global (Q) en
(e) pour f=0,25 .
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Figure 3.28: Variation de l'angle de frottement global (Q) en

fonction de l'indice de vide (e) pour f=0,5.
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Figure 3.29: Variation de l'angle de frottement global (Q) en

fonction de l'indice de vide (e) pour f=0,75.
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Figure 3.30: Variation de l'angle de frottement global (Q) en

fonction de l' indice de vide (e) pour f=1,0.
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Figure 3.31: Variation de l'angle de frottement global (Q) en

fonction de l'indice de vide (e) pour dffirents f.
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Figure 3.32: Variation de I'angle de frottement global (Q) en

fonction du cofficient de frottement intergranulaire (f)
pour des indices de vide différents.

3 .3.3.3 Ef fe t  d 'ar rangement  de s t ructure

La rés is tance d 'un assemblage de par t icu les dépend non
seulement de la densité, mais aussi de I'arrangement des particules. On
remarque que pour les assemblages réguliers un assemblage dense
peut être moins resistant qu'un assemblage lâche.

Par exemple la Figure 3.33-a montre un assemblage de disques
infini, formant des groupes périodiques. Il n'a pas de résistance en
déformation.

Par contre, I 'assemblage de la figure 3.33-b est moins dense, mais
il est plus rigide, parce que pour le déformer il faut créer un
glissement. Ce sont deux cas particuliers d'assemblages réguliers.

Cet exemple montre que pour les assemblages réguliers, ur
assemblage dense peut être moins resistant qu'un assemblage lâche.
Mais notre travail consiste à étudier les assemblages irréguliers. Donc

on peut énoncer que:

"pour des assemblages irréguliers plus la densité est grande, plus

I'ang1e de frottement interne (ou la résistance de matériau) est élevée."

25

r5

1 0
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groupe

/

périodique

\

I
I
I

a) Densité forte

Résistance faible

b) Densité plus faible
Résistance plus grande

Figure 3.33: arrangements spéciaux des particules pour démontrer
l'effet de l'arrangement sur la résistance

3.3.4 Conclusion

,. Le coefficient de frottement intergranulaire et I'indice des vides
: des matériaux granulaires sont les deux paramètres les plus importants

qui influencent I'angle de frottement interne des matériaux.

En pratique, déterminer la valeur du coefficient de frottement
intergranulaire est très difficile; mais on peut mesurer I'angle de
frottement global de matériau par les essais classiques au laboratoire
(par exemple I'essai triaxial ou la boîte de cisaillement). La relation

. entre frottement local et global montrée dans ce chapitre, est une
" possibilité pour avoir I 'angle de frottement local, en ayant I'angle de

., frottement global. Cette relation vérifie que plus I'angle de frottement
' 

local est grand, plus I'angle de frottement global est élevé et il y a une
asymptote pour ce dernier.

Le deuxième paramètre influençant I'angle de frottement global
des matériaux, est I' indice des vides. L'étude precédante montre que
pour les assemblages irréguliers, plus I'indice des vides de l'échantillon
est grand, moins I'angle de frottement global est élevé.
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PARTIE II
****t**t****

SIMULATION NUMERIQUE
DU COMPORTEMENT

DES MATÉRIAUX GRANULAIRES
ET VALIDATION DB

LA uÉruoDn NuvtÉRreuE urrr,rsEp

Compression biaxiale

Compression tr iaxiale

Cisai l lement simple

Bande de cisail lement



Introduct ion

Un des objectifs de notre travail est de remplacer les essais
expérimentaux (les essais au laboratoire) par les essais numériques.
Si les matériaux granulaires étaient isotropes et l inéairement
élastiques, il serait possible de déterminer leurs caractéristiques
élastiques E (module d'Young) et v (coefficient de Poisson) à partir

d'un seul essai et d'util iser ces caractéristiques pour définir les
re la t ions cont ra in tes-déformat ions pour  tous les types de
sollicitation. Mais une telle méthode est impossible à envisager, c'est
pourquoi différents types d'essais ont étê développés pour étudier
le comportement des milieux granulaires sous divers types de
sol l ic i tat ions.

Les trois types d'essais généralement utilisés dans la pratique
pour la détermination des relation contraintes-déformations des
matériaux granulaires sont:

- I'essai de compression triaxiale à contrainte latérale constante
- I'essai de cisaillement direct à la boîte de Cassagrande
- I'essai de compression à déformation latérale nulle

Dans cette partie on présente I'essai de compression biaxiale,
de compression triaxiale, de cisaillement simple, ainsi que I'effet de
la bande de cisaillement.
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Chapitre 4

Comp ression B iaxiale

4.1 Etude bibt iographique

Le matériau de Schneebeli a êtê étudié à I'aide d'essais
biaxiaux par Tratapel (1977) et Jacquet (1978) à I ' Inst i tut de
Mécanique de Grenoble. Ces études ont montré que l'hypothèse
d'homogénéité du champ des déformations est mise en défaut au
cours du déroulement des expériences réalisées. Mezghani (1987) a
fait  ldes essais biaxiaux pour la détermination des contraintes
macrDscopiques au sein d'un milieu bidimensionnel 1421. Duthilleul

t39] a fait une campagne d'essais biaxiaux de compression sur ce
materiau en vue d'étudier I'apparition des hétérogénéités et le
dévetroppement de la localisation des déformations en utilisant la
métlnde stéréophotogrammétrique. Nous avons util isé ces même
essab pour l 'étude numérique.

t|4.l.L Comportement mécanique global du
matér iau de Schneebel i

'!'

Dans un essai biaxial, on suppose que o 1 et 6 2 sont les

contraintes appliquées respectivement suivant les directions 1 et 2
(Fig. 4.I) .  Cette étude a été, effectuée avec des chemins de
contfaintes monotones croissants à rapport de contraintes o tlo Z
vari&les. Le chargement suit un chemin isotrope (ot=oz) jusqu'à

une certaine valeur, puis la contrainte est maintenue constante
dans la direction 2 , tandis que la contrainte o I continue à croître.

Plusburs valeurs de la contrainte lat&ale o2 ont été utilisées.

., Les mesures tirées
perrnettent la détermination
contraintes ol et o2.

de I 'essai de compression biaxiale
des déformations Et et Ez ainsi que les
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droite kp

droite k.

Figure 4.1: Chemins de contraintes étudiés

4.2 Matériau ut i t isé

Différents matériaux ont étê util isés pour les essais sur le
modèle analogique de Schneebel i ;  nous pouvons ci ter à t i t re
d'exemple I 'acier inoxydable, I 'aluminium, le pyrex, le P.V.C.
(polychlorure de vinyle) et surtout le duralumin. Rappelons que
Schneebeli a employé des rouleaux en nylon.

Le modèle analogique util isé est constitué de rouleaux en
P.V.C., pour les raisons suivantes:

- faible prix de revient
- légèreté: le P.V.C. est en effet deux fois plus léger que le
dura lumin
- élasticité: un rouleau de P.V.C. supporte bien une flexion
sous de faibles efforts et a un comportement très réversible
lié a une bonne limite élastique.
- facile à appliqué
- la rugosité de l'état de surface: point favorable pour le
f ro t tement

Les essais ont étê réalisés avec le matériau analogique
bidimensionnel dont les caractéristiques sont les suivantes:

- matériau: P.V.C. en baguette rugueuse
- dimensions: longueur 60 mm, diamètre 1,5 mm et 3 mm
- densité du P.V.C.: 1,33 g/cm3
- densité du matériau de Schneebeli (en place): 1,1 glcm3
- module d'élasticité: 300 daN/mm2

+
lo,

01
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coefficient de poisson : 0,35
limite élastique: 5 daN/mm2

Les rouleaux sont de deux diamètres différents pour obtenir
une bonne homogénéité et une bonne compacité du milieu et
surtout pour évi ter  toute régular i té dans I 'arrangement des
rouleaux. Le répartit ion des deux diamètres dans le milieu a êté
faite à poids égal des rouleaux.

4.3 Apparei l  de Compression Biaxiale t51l

Cet appareil est constitué d'un cadre carté, de 21,5 cm de côté,
contenant les rouleaux, composé de quatre éléments rect i f iés
mobiles les uns par rapport aux autres (Fig. 4.2). Deux cadres
métalliques indépendants et articulés assurent la mis en charge du
milieu selon deux directions perpendiculaires par un système "vis-

écrou". L'ensemble repose sur un plan l isse horizontal.
Les rouleaux sont disposés de tel le sorte que leurs

génératrices soient verticales. Les efforts appliqués à I 'aide du

système de mise en charge se trouvent dans un plan horizontal et
par conséquent le modèle est non-pesant.

Les ef for ts appl iqués sont mesurés par deux anneaux
dynamométr iques; les déplacements respect i fs des di f férentes
parties du cadre sont mesurés à I 'aide de comparateurs. Avant
chaque essai on intercale un lubrifiant à sec (Téflon) entre les mors

et les rouleaux de sorte qu'il n'y ait pas de frottement ou tout au
moins qu'i l  soit négligeable. La création de voûtes de charge est

évité et les contraintes extérieures appliquées au milieu sont à tout
instant de I'essai des contraintes principales.

Figure 4.2: Appareil de compression Biaxiale tSlI
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4.4 Essai Numérique Biaxial

L'essai biaxial est un essai élémentaire en déformation plane,
c'est à dire qu'i l  s'agit d'un essai pour lequel l 'état de contrainte et
de déformation sont (dans ie cas idéal) les mêmes en tout point.

Les échantil lons étant constitués d'un empilement de petits
rouleau parallèles, la condition de déformation plane se trouve
nature l lement  vér i f iée  dans  le  p lan  perpend icu la i re  aux
génératrices des cylindres de P.V.C..

4.4.1 La méthode du test

Après générat ion de 1000 d isques de P.V.C.  dans un
parallélépipède, on impose un taux de déformation constant dans
Ies direction 1 et 2, pour obtenir la porosité réelle (Fig. 4.3-a).

t1=Ez
Figure 4.3-a: Sollicitations imposées sur l'échantillon pour arriver

à la porosité desirée

Puis on continue ce chargement pour arriver à la contrainte
de confinement constante ol=o2=oc=corstânte (Fig a.3-b). La valeur
du coefficient de frottement intergranulaire (f) est prise égale à
0,35. Ensuite on continue le chargement dans la direction I en
gardant o2=constante (Fig. 4.3-c). A cause de ce chargement ol
augmente jusqu'à une valeur maximum. Donc les sollicitations
imposées sur l'échantillon sont:

- pression latérale o2 = constante

- déformation axiale e1 imposée
- déformation plane: e3 = 0
- absence de contrainte tangentielle sur le porteur de I'objet
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Figure 4.3: (b) Chargement de confinement
(c) Chargement déviatorique

4.4.2 Résultats

4.4 .2 .1  Courbes Cont ra in tes-Déformat ions

Les f igures 4.4, 4.5 et 4.6 présentent des courbes ot loz par

rapport à e I pour des essais réalisés à des pressions latérales
différentes: 40 , 60 et 80 KPa.

ol = c2: constante
(confinement)

62: constante

(déviateur)
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axiale sur la contrainte
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Plusieurs constatations s'imposent:

- te début des courbes (O<et<l7o) présente une partie régulière,
c'est la phase de comportement homogène.

- ce comportement homogène disparait pour des déformations
verticales de I'ordre de |Vo. Les courbes s'incurvent et présentent
un coude: c'est la fin de la phase d'écrouissage et des instabilités
des contraintes apparaissent.

- la valeur maximale du rapport otla2 est obtenue dans la

partie I< e1< 3Vo.

- dans le domaine des grandes déformations (e p47o) les efforts
se stabilisent sans palier plus marquant. On observe des oscillations
du rapport des contraintes dans une bande horizontale restreinte.
Ceci correspond au phénomène de glissement bloc sur bloc le long
du ptan de cisaillement, d'une configuration stable à une autre.

Les f igures 4.7, 4.8 et 4.9 présentent les variat ions du
déviateur de contraintes o I - o 2 en fonction de la déformation

verticale e I pour trois essais réalisés avec des contraintes latérales
dif férente s.

En ut i l isant les courbes o1-o2 = f(et) on peut déterminer
l'angle de frottement maximal, $max. La valeur moyenne de cette
angle pour nos essais se situe autour de 25".

D'autre part,  la f igure 4.10 représente les variat ions du
rapport ot/az pour tous les trois essais. Malgré les instabilités des

courbes et les valeurs différentes des modules, on remarque un
fegroupement des pal iers autour d'une valeur moyenne de

c1lo2=),1.
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Les  courbes  con t ra in te -dé fo rmat ion
shématiquement en trois zones (Fig. 4.10).

S E déc  oupen t

0 < et <l7o phase de comportement homogène.
Légère contractance.

< tt <3Vo Apparition de la localisation des déformations.
Fin de la phase d'écrouissage.
Présence du maximum du déviateur des contraintes.
Déformation volumique dilatante.

e1>3Vo Domaine d'écoulement plastique.

Poursuite de la localisation.
Développement des surfaces de rupture.
Dilatance importante.
Stabilisation des efforts et des variations de volume.

4.4.2.2 Courbes de déformat ion vo lumique

Les f igures 4.12, 4.13 et 4.14 présentent les déformations
volumiques globales pour dif férents essais. Les variat ions de
volume concernant I 'ensemble de l 'échanti l lon sont relat ivement
faibles (en général inférieur à 2,57o) et sont accompagnées de
di la tance.

La présence d 'une granulomêtr ie  d iscont inue à deux
diamètres favorise les arrangements géométr iques naturels et
permet une mise en place dense. Celle-ci, combinée à une faible
résistance au cisaillement, provoque au cours de la déformation, le
désenchevêtrement du squelette, qui se manifeste par des
déplacements relatifs des grains. Il y a donc rupture de contacts et
ainsi dilatance (Fig. 4.11).

+>

:XXX,
:X,

<-
Figure 4.11: Cisaillement d'un assemblage dense

Ces constatat ions permet tent  d 'exp l iquer  les résu l ta ts
observés au cours de nos essais. Dans la variation de volume il y a
généralement une très légère phase de contractance en début
d'essai, suivie de dilatance (Figs. 4.12, 4.13 et 4.14).

L'essai réalisé à une faible pression latérale de 40 KPa
présente une dilatance plus importante (Fig. 4.12).

d>
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Figure 4.12-a: Déformation volumique gtobale en fonction de la

déformation axiale jusqu'à elr=8%o( o2 = 40 KPa)
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Figure 4.12-b: Déformation volumique globale en fonction de la

déformation axiale jusqu'à El=1Vo ( oz = 40 KPa)
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Figure 4.13-a: Déformation volumique globale
déformation axiale jusqu'à et=87o ( oz
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Figure 4.13-b: Déformation volumique globale en fonction de la

déformation axiale jusqu'à sl=/Vo ( az = 60 KPa)
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Figure 4,14-a: Déformation volumique globale
déformation axiale jusqu'à et=87o ( oz
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en fonction de la
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Figure 4.14-b: Déformation volumique globale en fonction de la
déformation axiale jusqu'à Et=I%o ( az = 80 KPa)
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4.4 .2 .3  Homogéné i té  des  matér iaux

Si on admet que notre matériau possède un comportement
homogène, on écrira:

Êv  =  r t  *  Ê2  (4 .1 )

Connaissant la largeur dans le plan moyen de l 'échant i l lon,  on

calcule la déformation transversale e2:

e2  =  (16- l ) / l s  (4 .2 )

où I et lg désignent respectivement la largeur de l 'échantil lon dans

la configuration actuelle et la largeur init iale.
La figure 4.I5 présente les variations de volume des rouleaux

de P.V.C. mesurées et celles correspondant à la formulation ci-

dessus pour o2-80 KPa.

Il existe un accord au bébut de I'essai, c'est à dire el < lflo et un

profond désaccord avec I 'hypothèse d'homogénéité si el > 27o. Donc

au début le matériau est homogène, mais après l7o de déformation
axiale i l devient hétérogène.

4.5 Comparaison des résultats avec les résultats
expér imentaux

On compare nos résultats avec les résultats de Duthilleul t39l
util isant I'appareil biaxial et la méthode stéréophotogrammetrique.

Le tab leau 4.1,  présente les résul ta ts  numér iques et
expérimentaux. Les valeurs de (o t  /o 2 )max €t 0 m ax sont bien

comparables. Toutefois la valeur numérique de la déformation
axiale obtenue I'angle de frottement maximale, est inférieur à la
valeur expérimentale.

Les f igures 4.16 à 4.I9 regroupent nos résultats numériques
et trois essais réalisés par Duthilleul t39l à des pressions latérales
de 40, 60 et 80 KPa. On constate un bon accord entre ces résultats
numériques et expérimentaux.

oz (kpa) méthode (o1 /o2)n 'u* 0 ma* e (Qs1ay) 7o

40 Numér ique 2,61 26.50 1,55
Expériment. 2,7 4 27,70 3,3

60 N 2,34 23.70 2,94
E 2,34 23,6 3.1

80 N 2,17 21.60 2.5  8
E 2,38 24,1 3,8

Tableau 4.1: Comparaison des résultats
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4.6 Conclusion

Les simulations numériques faites pour valider la méthode
des éléments distincts, sont traitées par le programme TRUBAL.
L'essai de compression biaxiale a été effectué expérimentalement
sur les rouleaux de P.V.C. de deux diamètres différents à poids et
longueur égaux.

Ce chapi t re concerne notamment le modèle analogique
b id imens ionne l  de  Schneebe l i .  Dans  la  méthode numér ique
l 'échant i l lon est  const i tué des disques de P.V.C. (s imulant les
rouleaux) avec des caractéristiques identiques. Les calculs ont été
efféctués avec les contraintes de confinement égales à 40, 60 et 80
KPa.

Nous avons  comparés  nos  résu l ta ts  avec  les  résu l ta ts
expérimentaux de Duthil leul à Grenoble t391. L'étude comparative
obtenue à I 'aide des deux méthodes, nous conduit aux conclusions
s  u ivan te  s :

- I'angle de frottement interne obtenue par la méthode numérique
est voisin de celui obtenu expérimentalement.

-  la valeur maximale du rapport  ot laz (ou o1-o2) pour I 'essai

numérique est bien comparable avec la valeur expérimentale; bien
que dans I 'essai numérique cette valeur atteint le maximum plus
rap idement .

- au début de I'essai (e1< l%o) la variation volumique de l'échantillon

montre une homogénéité, mais pour e1>27o le matériau devient

hétérogène. Il y a une légère contractance dans la phase de
comportement homogène, et la phase de la déformation volumique

dilatante apparait rapidement.
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Chapitre 5

C ompression T riaxiale

5.1 Rappels

5. L.1 Concept de l'êtat caractéristique

Habib et Luong t95l ont défini l'état caractéristique du sol par
le niveau de contrainte correspondant au passage de la déformation
volumique contractante à la déformation volumique dilatante (Fig.
5.1). A cet état du sol sont associés:

- un taux de variation de volume nul;
- un seuil de changement de phase. Le processus d'enchevêt-

rement des grains se termine pour laisser place au désenchevêt-
rement .  A ce seui l  cor respond un angle de f ro t tement
caractéristique 0c donné par la relation:

.  3n"
Qc = AfC Sln -

6+rlc

Îc = (q/P)s" =o
q= o1-o3
p=(ol+o2+o3)/3

(s. 1)

(s.2)
(s.3)
(5 .4)

ou:

Tl c est êgal au rapport de contrainte qlp correspondant au seuil de
changement de phase, q est la contrainte déviatorique et p la
contrainte moyenne.

Cet angle caractérise la capacité d'enchevêtrement du
matériau. D'après Luong 0c est un paramètre intrinsèque du
matériau indépendant de la porosité initiale comme de I'êtat de
volume du matériau.
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Cet état caractéristique sépare deux types de comportement
rhéologique des matériaux granulaires (Fig. 5.2):

- contractant dans le domaine dit subcaractéristique (qui est
l ié à I 'enchevêtrement des grains) et qui est délimité dans le plan
(p,q) par des l ignes caractéristiques (LC);

-  d i la tan t  dans  le  domaine  surcarac tér is t ique  ( t ié  au
désenchevêtrement des grains) jusqu'à la l imite de rupture (LR).

Pour un essai triaxial conventionnel, le seuil de désenchevêt-
rement correspond pratiquement à l'état de contrainte où la vitesse
de déformation volumique est nulle.

5.1.2 Loi de Monnet

Monnet a supposé que le sol réagit d'abord élastiquement,
puis à partir d'un seuil appelé seuil d'écrouissage, il se produit un
écrouissage durcissant accompagné de dilatance. Enfin, quand Ie
cisaillement maximum est atteint un écoulement plastique parfait
se produit comme le montre la figure 5.3.

Figure 5.3.' Comportement au cisaillement (Monnet, 1977)

zone I correspond à l'élasticité;
zone II correspond à la plasticité avec écrouissage;

La zone III correspond à la plasticité parfaite.

La
La

92



5.2 Méthode expér imentale

Les matér iaux ut i l isés dans l 'étude expér imentale sont des
bil les de verres dont les caractéristiques sont les suivantes:

les diamètres des billes varient entre 0,26 mm et 0,42 mm.

la module de cisail lement du verre G=2,9 1010 Pa,
le coefficient de Poisson du verre v=0,2,
I ' indice des vides de l 'échantil lon e=0,65

L'essai en compression triaxiale de révolution est réalisé sur
des matériaux en conditions non consolidés dans des éprouvettes de
forme cylindrique (Fig. 5.4).

o3*

Figure 5.4: Essai expérimental sur un éprouvette de forme
cy l indr ique

L'essai consiste à soumettre l 'éprouvette à un champs de

contrainte isotrope 61=62-63=6c puis à augmenter progressivement

la contrainte axiale o I jusqu'à la rupture ou l 'écoulement de

l 'échant i l lon,  tout  en gardant la pression de conf inement oç

constante (oz=ot-oc). Les contraintes de confinement appliquées

sont égales à 100, 200, 300 et 400 KPa.

1",
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5.3 Simulat ion numérique

5.3.1 Caractér ist iques des matér iaux et mode
opératoire

Les matér iaux ut i l isés sont des bi l les de verres dont les
caractéristiques sont comme suit:

- 500 bitles de verres, dont l l4 de diamètres 0,26 rnrrl, l l2 de
diamètre 0,34 mm et ll4 de diamètre 0,42 mm
- la module de cisail lement de veffe G=2,9 l0l0 Pa,
- le coefficient de poisson de verre v=0,2,
- te coefficient de frottement intergranulaire f=l,0

Après génération de billes de verres dans un cube, on impose

à I'espace périodique un taux de déformation constant (d1=ét=ir;

pour obtenir I ' indice des vides réel (e=0,65)(Fig. 5.5).

On cont inue ce chargement isotrope jusqu'à ce que la

contrainte de confinement atteint la valeur désirée (o t=oz-o3=oc)
(Fig. 5.6-a). Les contraintes de confinement appliquées sont égales à
100, 200, 300 et 400 KPa.

Ensuite on continue le chargement dans la direction 1 en

gardant o2=o3-oc constante (Fig. 5.6-b). A cause de ce chargement

déviatorique, la contrainte oil augmente jusqu'à la valeur maximum.

C'est la rupture de l'échantillon.

?

d1
+

Figure 5.5.' Essai numérique sur un échantillon de forme cubique
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Figure 5,6: Chargement de l'essai Triaxial
a) confinement b) déviatorique

5.4 Présentat ion, Comparaison et interprétat ion
des Résultats

Au cours des essais numériques nous avons suivi l 'évolution
des variables suivantes:

la déformat ion axiale e t  = À h/h dér ivant du taux de

dfformation imposé aux centres des particules;
- le déviateur de contrainte q=ol-o3 dérivant du tenseur de

ccrtrainte moyenne de l'échantillon;
- la déformation volumique ty dérivant de la variation de

volume de l 'échantil lon (e"=AV/V).

Pour chaque essai ,  les résul tats des essais t r iaxiaux sont
donnés sous la forme de trois courbes représentant:

- le rapport de or/o3 (ou le déviateur ol-o3) en fonction de la

déformation axiale;
- la déformation volumique ry en fonction de la déformation

axiale.
- le rapport de q/p en fonction de la déformation volumique

(courbes caractéristiques).
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5.4.1 Courbes contrainte-déformat ion

Les courbes contrainte-déformation sont représentées sur les
figures 5 .7 à 5.16 et correspondent respectivement aux contraintes
de confinement 100, 200, 300 et 400 KPa.
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Figure 5.7: Rapport de Ia contrainte verticale sur la contrainte de

confinement en fonction de Ia déformation axiale (cl=100 KPa)
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Figure 5.8.' Rapport de la contrainte verticale sur la contrainte de

confinement en fonction de Ia déformation axiale (og=200 KPa)
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Figure 5.9: Rapport de la contrainte verticale sur la contrainte de

confinement en fonction de Ia déformation axiale (ol=300 KPa)
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Figure 5.10: Rapport de la contrainte verticale sur la contrainte de

confinement en fonction de la déformation axiale (a3=400 KPa)
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La presentation de la variation de olo3 et ot-o3 pour

différentes valeurs de 03 sur les figures 5.15 et 5.16 montre que:

- i l  y a un regroupement des paliers autour d'une valeur

moyenne de o1lo3=J,35 (pour les essais numériques) et 3,40 (pour

les èssais expérimentaux).

- pour les essais numériques le rapport des contraintes (ou

déviateur de contrainte) augmente relativement vite en début des
essai pour atteindre un maximum.

- la contrainte déviatorique augmente avec I'augmentation de
la contrainte de confinement (Fig. 5.16).

5.4.2 Courbes de déformation volumique

Les courbes représentant  les  déformat ions vo lumiques
correspondant aux contraintes de confinement 100, 200, 300 et 400
KPa sont représentées sur les figures 5.17 à 5.20.

Les courbes ev=f (e t  )  montrent que suivant la pression de

confinement (oc), nous distinguons un comportement contractant
suivi d'une phase de dilatance.

L'analyse des courbes de déformation volumique montre que
pour les matériaux à faibles contraintes de confinement (oc= 1 0 0
KPa) le matériau se contracte peu (Fig. 5.17).

Nous notons enfin que les déformations volumiques dans le
domaine positif sont presque linéaire.

r02



0,05

0,04

0,03

0,02

0,01

0,00

-0,01

e. ,1
,F

-É
.E

È

# ,---

6
ê

F oo  : 100 KPa
#

-

e l

0 , 0 0  0 , 0 2  0 , 0 4  0 , 0 6  0 , 0 8

Figure 5.17-a: Déformation volumique en fonction de la
déformation axiale (o3= 100 KPa)

0,010

0,008

0,006

0,004

0,002

0,000

-0,002
0 , 0 0 0  0 , 0 0 2  0 , 0 0 4  0 , 0 0 6  0 , 0 0 8  0 , 0 1 0

Figure 5.17-b: Déformation volumique en fonction de la
déformation axiale jusqu'à el=0,01 (o3= 100 KPa)

Ê
o -=1 rQ .Pa

-

N ./

-E

\
gE

/
b

t s1

103



0,05

0,04

0,03

o,o2

0,01

0,00

-0,01
0 , 0 0 o ,o2 0 , 0 4 0 , 0 6 0 , 0 8
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5.4.3 Courbes caractér ist i  ques

Les figures 5.21 à 5.24 représentent la variation du rapport de
contrainte (q =q/p) en fonct ion de la déformat ion volumique.
Rappelons que p=(o *2où13 étant la contrainte moyenne et q-ol-o3
est la contrainte déviatorique.
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Les niveaux de contraintes caractéristique (n c) correspondant
à des vitesses de déformation volumique nulles, nous permettent de
calculer I'angle de frottement caractéristique (0c) par la formule 5.1.

" 3n"
Qc = l\-fC Sln -

6+rlc
(5.  t ;

Cet angle détermine le seuil de désenchevêtrement des grains.

Dans le tableau 5.1 nous avons regroupé les valeurs des lc et

0 
" 

pour les essais numériques et expérimentaux et pour les
contraintes de confinement différentes.

Contrainte de

confinement (KPa)
100 200 300 400

Tlc Numér ique 0,9 0,84 0,82 0.89

Exoér imenta l 0,82 0,93 0,99 0,91

Qç(degré) Numér ique 23 21.6 2t . l 22.8
Expér imenta l 2l , l 23,9 25,1 23,3

Tableq.u 5.1: Les valeurs de \c et 0c pour les essais numériques
et expérimentaux en fonction des contraintes de confinement

différentes

5.4.4 Enveloppes de rupture

Les niveaux de contraintes correspondant au maximum de
rapport qlp définissent les rapports de contrainte maximale que
peut supporter le matériau et donc son enveloppe de rupture. Dans
le tableau 5.2, nous avons regroupé les valeurs des niveaux de
contraintes maximales (n *a*) ainsi que les angles de frottement
correspondant en fonct ion des contraintes de confinement
appliquées. La figure 5.25 représente ces valeurs dans le plan(p,q).
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Contrainte de

confinement (KPa)
100 200 300 400

1]max Numér ique 1,37 1,32 r .27 L,26

Exoérimental 1,38 1,34 t .28 r ,32
Qn1n*(degré) Numér ique 33,9 32,8 31,6 31,4

Exoérimental 34,0 33,2 30.6 32,7
e(omax)

(vo)
Numér ique 1,3 1,05 1,05 1,2

Expér imenta l 2 2.3 4.2 3,6

Tableau 5.2: Les valeurs de îmax €f Qma* pour les essais
numériques et expérimentaux en fonction des contraintes de

confinement différentes

1000
(KPa)

800

600

400

200

Figure 5.25: Enveloppe de rupture pour les essais Numériques et
Expérimentaux
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5.5 Conclusion

La compression triaxiale est étudiée expérimentalement et par
simulation numérique, sur les billes de verre de diamètres 0,26 à
0,42 mm. Le module de cisaillement et le coefficient de Poisson pour
les billes et I ' indice des vides de l'échantil lon pour les deux types
d'essais sont identiques. Les contraintes de confinement appliquées
aux échantil lons sont égales à 100, 200, 300, et 400 KPa.

Les résultats obtenus par la simulation comparés aux résultats
expérimentaux permettent de présenter les conclusions suivantes:

1) courbes de contrainte-déformation en accord pour f=1.0.
La valeur maximale de ot loz (ou ol-o3) pour la simulat ion

(avec le coefficient de frottement intergranulaire f=l,0) est êgale à
la  va leur  expér imenta le .  Cet te  va leur  dépend beaucoup du
coefficient f et de I'indice des vides de l'échantillon. Dans ce chapitre
nous avons f ixé I ' indice des vides, tandis que pour obtenir une
valeur comparable avec I'expérience, on étatt obligé d'ajuster les
valeurs du coeff ic ient de frottement intergranulaire (f) .  La
comparaison des résultats montre que avec f=1,0 les résultats
numériques et expérimentaux sont en accord.

2)  var ia t ion de vo lume p lus impor tante dans la  s imulat ion
numér ique

Les courbes de la déformation volumique représentent un
comportement contractant au début de I'essai, suivi d'une phase de
dilatance. Dans la méthode numérique, les matériaux se dilatent
plus qu'expérimentalement. La cause de ce phénomène peut être:
soit le type de l'échantillon (en simulation on utilise un échantillon
de forme cubique, expérimentalement il est cylindrique) soit les
condit ions d'essais (préparat ion de l 'échanti l lon, le mode de
chargement, ...). Néanmoins il est évident que avec un indice des
vides plus grand, la courbe de variation volumique de la simulation
est identique avec I'expérience, mais dans ce cas les courbes de
contrainte-déformation ne Sont pas en accord. Donc on propose dans
nos travaux par la suite de faire la simulation avec un indice des
vides réel, car ce qui nous intéresse est plutôt la contrainte que la
déformation volumique.

3) Lignes Caractéristiques (LC) et Limite de Rupture (LR) pratique-
ment identiques

Les courbes caractéristiques de simulation et expérimentale
sont très proches. Les valeurs de l c (le rapport de la contrainte
déviatorique (q) sur la contrainte moyenne (p) correspondante à
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des vi tesses de déformat ion volumique nul les) et  0c ( l 'angle de
frottement caractéristique) pour deux méthodes sont en accord.

Les enveloppes de rupture pour la s imulat ion et  pour

I 'expér imentat ion sont vois ines.  Les valeurs de î  max ot  Q m a x
obtenues par les méthodes numérique et  expér imentale sont
prat iquement ident iques.
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Chapitre 6

Cisail lement Simple

6.1 Introduct ion

La boîte de cisail lement permet facilement, sur une facette
donnée, de faire varier la contrainte tangentielle en maintenant
constante la contrainte normale. Cependant I'appareil le plus utilisé
(la boîte de Cassagrande) n'est pas bien adapté et ne permet pas la
mesure des déformations tangentielles. Il faut lui préférer la boîte
de cisai l lement s imple qui  permet la mesure des distorsions
angu la i res  (F ig .6 . l )  t78 l .Donc pour  s 'a f f ranch i r  des  inconvén ien ts
de I 'essa i  de  c isa i l lement  d i rec t ,  e t  no tamment  ce lu i  de
1'hétérogénêité des contraintes et des déformations, on adopte
parfois le dispositif du cisail lement simple. Celui-ci nécessite la
présence de parois déformables. Roscoe, à Cambridge, a mis au
point une boîte de section rectangulaire, mais à parois articulées.

Figure 6.1: I

Dans ce chapitre I'essai de

cisaillement simple

cisaillement simple a pour but de:

Oy

L

la résistance au cisaillement d'un matériau
l'évolution des variations volumiques du

localisation dans les matériaux étudiés.

- déterminer
- déterminer
maté r iau
- observer la

La boîte de
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6.2 Rappel

Dans un essai de cisail lement simple, un matériau granulaire
varie de volume. Globalement cette variation peut être positive ou
négative suivant l 'état de la structure init iale du squelette et peut

s'expliquer au niveau des particules. Le cisail lement entraîne en
effet  des déformat ions de la structure et  progressivement sa
destruct ion.  La f igure 6.2 montre comment le c isai l lement des
matér iaux granulaires condui t  à un réenchevêtrement des grains
(Âv/v<O) si l 'état init ial est lâche, à un désenchevêtrement (Âv/v>Q)

si L'état initial est dense.

L
++

+<-+-
1,

T
+++

+<-+
L

Réenchevêtrement
Âv<0

(a)

È

K?J rd>
\*r
<-

+

bd>
+

+

I
<_

+s-
od)
+

Dé senche vê t rement
Âv>0

T1,
Figure 6.2: Comportement

d'un sol lâche (a) et

(b )

sous cisail lement simple
d'un sol dense (b)

En élasticité, d'après la loi de Hooke, les variations de volume
ne peuvent être provoquées que par des variations de la pression
moyenne. Ainsi un solide élastique, en petites déformations dans le
domaine élastique, ne donnera lieu à aucune variation de volume
dans un essai de cisaillement simple (Fig. 6.3).

I l  faut noter que la théorie de l 'élast ici té l inéaire est
généralement utilisée en supposant le milieu isotrope et homogène

+++

<-++

l^v
T-

f

+++
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++

alors que les
hétérogènes.

matériaux granulaires sont à la fois anisotropes et

T
+--->

Solide élastique
Âv=0

+-<l-+-
T, T,

sous cisail lement simple d'un squelette
é las t ique

Figure 6.3: Comportement

6.3 La méthode de I 'essai numérique

Préparat ion de l 'échant i l lon

L'échanti l lon choisi  est composé de i000 disques (rouleaux)
de verres dont 250 de diamètre 0,26, aussi 500 de diamètre 0,34 et
250 de diamètre 0,42 mm. L'indice des vides initial de l'échantil lon
0,19 et le coefficient de frottement intergranulaire est f=0,5. Le
module de cisaillement de verre est G=2.9 l0l0 Pa et le coefficient
de Poisson est v=0,2.

A I 'aide de cet essai,  nous al lons étudier l 'évolut ion du
comportement mécanique des matériaux. Pour ceci nous réalisons
deux types d'essais:

- faire varier la contrainte normale (o n ), en gardant le
coefficient de frottement intergranulaire (f) constant.

- faire varier le coefficient de frottement intergranulaire (f),
en gardant la contrainte normale (on) constante.

Pr inc ine de I 'essai

Dans cet essai, les particules
haute sont déplacées comme des
montre l 'état initial de l'échantil lon.
les particules en partie basse et en
déplacent comme des parois rigides

qui sont aux frontières basse et
parois r igides. La f igure 6.4
Comme le montre la figure 4,
partie haute de l'échantillon se

en cours d'essais.
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TRUBAL ...2-D mode
Cycle number l_ lLg000
Number of  spheres 7000
Number of conEacts i-gi-s
Boundary oi box area
Sphere pTot
Wa17-spheres

Figure 6.4: L'état init ial de l,échantil lon de cisail lement simple
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Les essais sont effectués sur l 'échantil lon déjà préparé, en
util isant les contraintes normales (on) différentes. pour effectuer
I'essai on impose une contrainte normale on et une vitesse v aux
parois rigides. on impose à la paroi haute une vitesse positive et à
la paroi basse une vitesse égale de sens opposé. (Fig. 6.5J

Figure 6.5: La contrainte normale et les vitesses imposées aux
paro is

A cause de ces vi tesses, les autres part icules subiront les
déplacements et les forces de contacts, ainii que les contraintes
tangentielles sur les parois. Ces vitesses de parois entraînent des
déformat ions  tangenr ie l les  de  l 'échant i l lon .  on  dé f in i t  la
déformation tangentielle comme Ie rapport du déplacement relatif
des parois sur la distance entre elles.

Suite à une étude faite sur des sables à I'aide d'une boite de
cisaillement, oyenuga t1.gl a défini un champ de confiance limité à
lÙVo de déformation tangentielle.

6.4 Présentat ion interprétat ions des résultats

Dans un essai de cisaillement les deux paramètres les plus
importants sur la résistance des matériaux sont la contrainte
normale appliquée et le coefficient de frottement intergranulaire.

6.4.1 Inf luence de Ia contrainte normale sur
résistance au cisai l lement du matér iau

Nous avons fait trois essais de cisail lement pour différentes
valeur de la contrainte normale (équivalente à oll=150, ZZ5 et 300

et
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KPa). Pendant ces essais le coefficient de frottement intergranulaire
était constant (f=0,5). La figure 6.6 représente la variation de la
résistance du matér iau (r  I  o)  en fonct ion de la déformat ion
tangentielle (y).

Dans le tableau 6.1 nous avons regroupé les valeurs du
rapport de contrainte (r lo) rrr a X r qui représente la résistance du
matériau, en fonction des contraintes normares appliquées.

Contrainte normale (on)
( K P a )

Résistance maximum
du matér iau (r /on)p a*

150 0,57
225 0,53
300 0.52

Tableau 6.1: Résistance maximum du matériau ( f constant)

ce tableau et la figure 6.6 montrent que pour un matériau
donné, I 'augmentation de la contrainte normale entraîne une faible
diminution de la résistance de l 'échantil lon. L'augmentation de la
contrainte normale n'a pas d'effet sur la résistance du matériau: ce
qui est confirmé expérimentalement par I 'uti l isation de la boîte de
c isa i l lement .

0,8
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0,4

o,2
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c( ntrainte norma

.€- 150 KP
È  D O E

t: 300

v
0,0

Figure 6.6: Rapport de r/o en fonction de Ia déformation
tangentielle ( f constant)
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6.4.2 Influence du coefficient de
sur la résistance au cisai l lement

frottement (f)
du matér iau

0 , 0 8

Des essais numériques sont ef fectués sur les rouleaux de
ver re  de  d i f fé ren tes  va leurs  du  coef f i c ien t  de  f ro t tement
intergranulaire (f). Pour tous les essais la contrainte normale est
constante égaLe à150 Kpa.

La figure 6.7 représente le rapport de (r/o) en fonction de la
déformation tangentielle pour différentes valeurs du coefficient de
frot tement intergranulaire.

Le tableau 6.2 regroupe les valeurs du rapport  de la
contrainte ( t /o)nrâX r  en fonct ion du coeff ic ient  de f rot tement
intergranulaire (f). ce tableau et la figure 6.7 montrent que la
rés is tance des  matér iaux  augmente  avec  I 'augmenta t ion  du
coeff ic ient  de f rot tement intergranulaire.  C'est  ùn" conclusion
logique qui peur valider la méthode numérique uti l isée.
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u en e On COnStAnte

Coefficient de frottement
intergranulaire (f)

Résistance maximum
du matériau (r/on)6a*

0,10 0,36
0,25 0,47
0,50 0,57
0,7  5 0,65

Tableau 6.2: Résistance maximum

Figure 6.7: Rapport de
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Toutes les courbes représentant l 'évolut ion de la résistance
des matér iaux en fonct ion de la déformat ion tangent ie l le,  sont
caractérisées par une première partie l inéaire l imitée à des faibles
déformation tangentielles. Au delà de cette partie la résistance des
matériaux continue à évoluer d'une façon non linéaire avec des
déformat ions importantes jusqu'à stabi l isat ion.

6.4.3 Var iat ion de Yolume

La figure 6.8 représente la déformation volumique (eu) en
fonction de la déformation tangentielle (y). Les courbes de variation
de volume montrent un comportement dilatant.

0,03

0,02

0,01

0,00
o , o o  o , o 2  0 , 0 4  0 , 0 6  0 , 0 8  0 , 1 0  0 , 1 2

Figure 6.8: Déformation volumique en fonction de la déformation
tangent ie l le (  f  constant)

6.4.4 Bnveloppe de rupture

Pour calculer l'angle de frottement interne nous avons reporté
sur la f igure 6.9 les valeurs maximales des résistances au
cisai l lement en fonct ion des contraintes normales appl iquées.
L'angle que fait la droite intrinsèque avec I'axe des abscisses est
I'angle de frottement interne du matériau. La valeur de cet angle
pour nos matériaux (billes de verre) est de 27,2o. Plusieurs essais
expérimentaux effectués nous donnent un angle moyen de 26,2o.
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(KPa)

Figure 6.9: Enveloppe de rupture

6.5 Phénomène de local isat ion dans les matér iaux
granulaires

Pour observer la localisation dans les matériaux granulaires
on a fait un essai de cisail lement simple bi-dimensionnel sur les
rouleaux de verre.

Les figures 6.10 à 6.12 représentent le champ de déplacement
incrémental des particules qui montre la localisation progressive.
L'épaisseur de la bande localisée diminue jusqu'à un minimum de
4vo de déformation tangentielle (Fig. 6.11), ensuire elle augmente.
La f igure 6.r2 présenre le champ de déplacement relat i f  des
particules avec 6Vo de déformation. On peut estimer que l 'épaisseur
de la bande de cisaillement est de I'ordre de l0 à l5Vo de la hauteur
de l 'échant i l lon.
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TRUBAL ...2-D mode
CycTe number 7 7 L 8 0 7 0
Number of  spheres j_000
Number of  contacEs i_ZJ-a
Boundary of box area
R e ] .  d i s p .  v e c E o r s ;  m a x  =  L . 0 4 5 E - 0 3
Wal-  L -  sr leres

Figure 6.10: Le champ de déplacement relatif des particules
au début de I'essai
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TRUBAL ...2-D mode
CvcLe  number  7378200
wunr,Uer of spheres 1-000
Number of  contacts 1-407
Boundary of box area
P a l  r l i c n  l r a - i - ^.  * - , J . rS r '  max  =

Figure 6.11: Le champ
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TRUBAL ...2-D mode
Cycle number L41-8200
Number of  spheres L000
Number of  conEacts 1-402
Boundary of box area
Re l .  d i sp .  vec to rs ;  max  =  2 .9828 -02

Figure 6.12: Le champ de déplacement relatif des particules

avec 67o de déformation tangentielle
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6.6 Conclusion

A part ir  de l 'étude du cisai l lement simple, nous t i rons les
conclusions suivantes:

-  les  essais  de c isa i l lement  s imple montrent  que nos
matériaux ont un comportement dilatant. Nous avons étudié I'effet
de la contrainte normale appliquée et du coefficient de frottement
intergranulaire sur le comportement des matériaux. L'augmentation
de la contrainte normale n'a prat iquement pas d'effet sur la
résistance des matériaux. D'autre part,  plus le coeff ic ient de
frottement intergranulaire est élevé, plus le matériau est résistant.

- avec une valeur du coefficient de frottement local (f) égale
au coefficient de frottement global (tg 0), les résultats numériques
sont comparables avec les résultats expérimentaux de la boîte de
c isa i l lement .

- les résultats de quelques essais numériques sont présentés
pour expliquer le mécanisme de I'apparition et de l'évolution de la
local isat ion. L'expérience de la simulat ion de I 'assemblage des
particules montre que si on continue le cisaillement, l 'épaisseur de
la bande de cisaillement diminue jusqu'à une valeur minimum, puis
elle augmente. Cette observation est en accord avec les prédictions
théoriques de Vardoulakis l37l et Triantafyllidis & Aifantis 1441.
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Chapitre 7

Bande de cisail lement

7.1 Introduct ion

naturel  (sols,
développement
désignée par

roches) offre de
de gl issements
I'expression dit

nombreux exemples
de blocs r ig ides:  le
"surface de rupture"

Le milieu
de rupture par
long de surface
(Fie.  7 .1) .

Figure 7.1: Surfaces de rupture dans les ouvrages réels

Les matériaux granulaires soumis à des sol l ic i tat ions en
déformation plane sont particulièrement sensibles à la localisation
des efforts et des contraintes et se manifestent par I'apparition de
bande de cisaillement. Au laboratoire au cours d'essais biaxiaux par
exemple on observe la localisation, sous la forme de plans de
rupture, qui traversent l 'échanti l lon testé suivant une certaine
inclinaison par rapport aux axes de I'essai.

Définition de la rupture

On définit la rupture à partir de I'observation des courbes
effort-déformation dAns des essais à déformation contrôlée. Dans
ces essais, on retrouve toujours les même formes de courbes (Fig.
7 .2) :

- soit la forme I qui présente un maximum;
- soit la forme II continuellement croissante.

surfaces de rupture
les ouvrages réels
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Dans le cas I, on dit généralement qu'il y a rupture lorsqu'est
atteint le maximum de la courbe. Dans [e cas II, la définition de la
rupture est plus arbitraire, oD se fixe généralement un certain
pourcentage de déformation. Par exemple suite à une étude faite
sur des sables à I'aide d'une boîte de cisaillement, Oyenuga Ugl a
défini  un champ de confiance l imité à lOVo de déformation
tangent ie l le .

Figure 7.2: Contrainte-déformation pour
lôche ( II)

e
dense (l) et un sol

7.2 Bande de cisail lement et essai biaxial

L'essai biaxial est un essai particulièrement bien adapté pour
étudier les bandes de cisaillement. C'est un essai élémentaire de
déformation plane. On a choisi la déformation plane car cette
configurat ion permet la déformation complète du champ de
déformation à partir des données mesurables en surface de
l 'échanti l lon. On peut observer directeme nt les bandes de
cisaillement, mais seulement à partir du moment où la distorsion
dans ces zones est suffisamment prononcée pour être visible. Au
contraire, grâce à la méthode stéréophotogrammétrique [39, 67, 72]
et à partir des clichés, on peut mesurer le champ de déplacement
incrémental entre deux états successifs, et calculer le champs de
déformation associé. La f igure 7.3 présente la courbe force-
déplacement obtenue au cours d'un essai typique.

Nous avons fait les essais biaxiaux sur rouleaux de verre pour
étudier la localisation et le rôle de la bande de cisaillement. Les
caractéristiques des matériaux sont identiques à ceux qu'on a utilisé
dans l'essai de cisaillement simple.

sol
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Figure 7.3: Courbes de force-déplacement et variation de volume
d'un essai biaxial typique

7 .3 Naissance et développement des bandes de
cisai l lement

En déformation plane la localisation apparaît systématique-
ment dans la gamme des contraintes faibles; alors que dans un essai

triaxial axisymétrique, I 'apparit ion d'une surface de rupture n'est

pas systématique; i l  arrive qu'on n'en observe pas t721.

7.3.1 Local isat ion et Pic

Dans un essai biaxial, la localisation entraîne dans le cas des

sols denses, un fort pic dans la courbe contrainte-déformation (Fig.

7.3\. Dans le cas des sols lâches, la courbe ne montre pas de pic,

mais la localisation est cependant présente.
Certains auteurs ont remarqués qu'il y a une relation entre le

pic sur la courbe contrainte-déformat ion et  la local isat ion.
Vardoulakis t81l a noté que l 'échantil lon se rompt au pic, le long

des bandes de  c isa i l lement  appara issant  spontanément .  Les

résultats obtenus par Desrues t67) et Duthil leul t39l montrent que

pour les sables denses, la localisation peut s' init ialiser sensiblement
avant le pic.

Notre travail sur rouleaux de verre montre que la localisation
apparaît à un déformation axiale supérieure à 3,57oi après le pic.
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(Fig. 7.7) Rappelons que dans la méthode numérique le pic arrive

plus tôt que dans la méthode expérimentale.

7.3.2 In i t iat isat ion de la bande de c isai l lement

Dans les  essa is  sur  modè les  rédu i ts ,  les  résu l ta ts  par

radiographie de I 'essai de mur de soutènement en butée présentés

par Roscoe 192) montrent une surface de rupture qui s'initie à partir

d'un point dans le massif du sable.
L'examen détaitté des champs de distorsion incrémentale pour

divers essais permet de distinguer le moment d'init ialisation de la

bande de cisail lement et de comparer celui-ci au moment du pic de

la courbe contrainte-déformat ion.  Les résul tats expér imentaux
montrent que la localisation naît avant le pic, et se propage pour

donner l ieu à un mécanisme complet de bande de cisail lement. Le

pic prend place dans cette phase d'extension de la bande de

cisai l lement,  et  doi t  être vu comme une conséquence de la

localisation (Fig. 7.7 à 7.10).

7.3.3 Développement d'une surface de rupture

La local isat ion n'apparaît  pas simultanément en tous les
points de ce qui sera la bande de cisaillement, mais s'initialise en un
point puis se propage rectil ignement à partir de ce point. Ce
phénomène est confirmé expérimentalement par nombreux auteurs
et nous I'avons vu en utilisant la méthode numérique (TRUBAL). Le
po in t  d ' in i t ia l i sa t ion es t  par t icu l iè rement  sens ib le  aux
imperfect ions.

Après la phase d'écrouissage, les bandes de cisaillement se
développent progressivement et rectil ignement à partir des régions
d'initialisation. D'autre part on note, lors du développement des
surfaces de rupture, la correspondance entre la concentration des
zones dilatantes et le trajet des plans de rupture: la localisation des
déformations et la dilatance sont des phénomènes liés. Ce résultat
est confirmé par Duthilleul t391.

La surface de rupture est continue; elle traverse l'échantil lon
de part en part. Lorsque la cinématique le permet, une surface de
rupture se développe progressivement.

Au cours de développement de la surface de rupture, le
champ de déformation se décompose en deux zones distinctes:
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- la bande de cisail lement, à I ' intérieur de laquelle se trouve toute

la déformation;
- deux blocs rigides, qui ne subissent aucune transformation. (Fig.

7  .4 \

Figure 7.4: La surface de rupture divise l'échantillon
en deux blocs rigides

7.3.4 Une ou plusieurs bandes de cisai l lement?

Dans des essais biaxiaux réalisés sur des échantil lon de sable
d'Hostun RF sec dense [93] et sur le sable de Touyora sec dense [94],
on peut trouver un mécanisme de localisation non pas en une bande
continue mais en plusieurs morceaux de bande alignés ensemble
dans une direction et qui se recouvrent partiellement. Dans ce cas,
on ne t rouve pas une seule bande cont inue qui  t raverse
l'échantil lon. La remarque qu'on peut faire est que dans ces deux
essais différents, les deux sables sont comparables et l 'élancement
de l'échantil lon est respectivement 2 et 2,5 et les échantil lons de
deux essais sont testés à sec sans mesures de variations de volume.
I l  faut noter aussi que les essais de Vardoulakis [81,83,98] et de
Desrues t67l réalisés dans des conditions similaires ne montrent
qu'une seule bande continue.

Dans le cas où la coaxial i té des têtes de l 'échanti l lon est
imposée, on observe généralement le développement de deux
bandes de cisaillement croisées.

Si l'échantillon est dense (donc raide et dilatant), on aura une
seule bande conduisant à un pic, suivie longtemps après par
I'apparition d'une nouvelle bande. Si l 'échantil lon est lâche (moins
raide et peu dilatant), on aura une apparition quasi simultanée de
deux bandes, ne produisant pas de pic, et se développant
alternativement tout au long de I'essai. Dans les deux cas, on peut
penser que I'apparition de deux bandes symétriques est le résultat
du développement des efforts de réaction de la machine d'essai.
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Les résultats de TRUBAL montrent que
cisail lement apparaît, puis une nouvelle bande
nettement que la première (Fig. 7.9).

II apparait donc que la déformation de
la format ion de plusieurs plans de rupture
a l te rna t i vemen t .

d'abord une bande de
commence, mais pas

l'échantil lon entraîne
qui  se développent

7.4 Variat ion de volume

On sait que la rupture localisée dans les sables provoque des

variations de volume importantes. Globalement, les variations de

volume à la rupture pour un essai biaxiat sont faibles. En ce qui

concerne les variations de volume locales, les résultats confirment
I 'ex is tence d 'une d i la tance impor tan te  dans  les  bandes de

cisai l lement t721.

L 'accro issement  du  taux  de  dé format ion  provoque des

déplacements relatifs entre les grains du matériau. I l y a alors

désenchevêtrement de la structure granulaire. Par suite d'une mise

en place dense, la modif icat ion du squelet te entraîne une

augmentat ion des vides entre part icules,  d 'où la di latance. La

dilatance accompagne les zones actives de déformations.

Lors de I'apparition de la première bande de cisaillement on

observe une forte dilatance; lorsque bien plus tard, la deuxième

bande apparaît, on observe la même dilatance dans cette bande

neuve, mais en revanche la première bande, bien que toujours

active en cisail lement, ne montre plus aucune variation de volume

t721.

7 .4.1 Largeur des bandes de cisai l lement

Les résultats expérimentaux montrent que la largeur des
bandes de cisaillement est liée à la taille des grains qui constituent
le matériau. L'épaisseur de la surface de rupture décroît jusqu'à

atteindre une l imite d'une dizaine de diamètres de grains

[Vardoulakis, Roscoe, Dutilleul]. Desrues 167l a fait les essais sur des
grains de tailles très différentes et il a confirmé cette dépendance.
Duthilleul t39l a étudié le matériau analogique bidimensionnel de
Schneebeli avec un diamètre plus gros, il a observé les bandes de
cisaillement plus larges.
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Roscoe l92l dans les essais de mur de soutènement en butée

et Scarpel l i  er  Wood l97l  dans un essai  de c isai l lement direct

indiquent une épaisseur de bande de I 'ordre de 10Dso. Vardoulakis

et Graf t98l trouvent pour les bandes de cisail lement dans le sable

de Karlsruhe moyen, une largeur de 13D5g. Sur le sable d'Hostun RF
(0,125 à 0,5 mm), Desrues 167l  donne des largeurs de bande de

cisail lement de I 'ordre de 5 à 6 mm (14 à l7Dso) sans différence

précisée entre Ie sable dense et lâche.
L'étude expérimentale de Hammad t91l donne une variation

de 13 à 22Dso (pour le sable d'Hostun RF dense) et 17 à 31D56 (pour

le sable tâche). Cette épaisseur diminue avec I 'augmentation de la

contrainte moyenne.
En ce qui concerne les résultats de TRUBAL, on ne peut pas

mesurer exactement la largeur de la bande de cisail lement, mais on

peut I 'estimer à 15 à 20 fois le diamètre moyen des particules.

7.4.2 L'angle de di latance

Hansen t82] propose d'ut i l iser comme fonct ion potent ie l  le

cr i tère de Coulomb modif ié par un changement de I 'angle de

frot tement 0 au prof i t  d 'un nouvel  angle v,  appelé I 'angle de

dilatance. Cet angle est défini à partir des vitesses de déformation

en déformation plane, par:

.  t t *e2
Sln V=- -

Ê r  -  Ê r
I L

tv=Ê1*Ê2

Ê2= 8v - Ê1

la formule (7.1) dans (7.3) on

2et -  tu

(7.  1)

Pour déf in i r  I 'angle de di latance, oû préfère ut i l iser des

quantitéS représentatives, à savoir Ê1, déformation axiale globale et

rv,  déformat ion volumique. I l  suf f i t  donc d 'expr imer I 'angle de

dilatance en fonction des paramètres d1 et Êy. On sait que dans un

essai biaxial:

ou:
(7.2)

(7.3)

aura:

(7 .4)
èu

En remplaçant

Sln V=-
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v caractérise la règle d'écoulement du matériau en déformation

p lane .
Pour un mi l ieu standard,  I 'angle de di latance et  I 'angle de

frottement interne sont égaux. Pour un sable qui est un matériau

non-standard Q=35o et  v=20o.
On dist ingue deux valeurs globale et  locale pour I 'angle de

di latance. L 'angle de di latance global  (vg) est  déf in i  comme une

mesure moyenne sur l 'échantil lon et I 'angle de dilatance local (vl)

sur la bande de cisail lement.

7.5 Les l ignes d'extension nul le

Les car tes d ' isovaleurs de composantes du déplacement
incrémental pour les différents essais, montrent que la localisation
développée se traduit  typiquement par un réseau très resserré
d'isovaleurs parallèles à la direction de la bande de cisaillement:
ceci s'observe sur toutes les figures présentées (Fig. 7 .5)-

o X1

Figure 7.5: Bande de cisaillement

Les composantes de déplacement mesurées sont dx et  dy,

définies dans les axes de I 'essai. Soit un repère OXY tel que OX

coincide avec la normale à la bande de cisail lement (Fig. 7.5). Le

gradient de la vitesse, grad v, est défini par:

tj=I,2

On peut définir les composantes de vitesse à partir de:

grad
d x i

t / - -

dxj
(7.5)

i l d t=dx
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Dans les

i2d t=d y

axes OXY, grad

,.ta "=[

Soit R(o) la matrice de
de (o,x,y) à (O,X,Y):

(1  .7)

v s'écrit:

ax axl
axaYl

I
aYaY I
AX AYJ

changement de

cr  s inal
I

c [  cosc [ l

les déplacements

(7 .8)

I  cos
R(a)=l

L - S l n

repère permettant de Passer

(1 .e)

dans le repère (O,X,Y)Il est possible d'exprimer
rn fonction des x1 et x2:

X= X lcos  c r  +  x2s in  CI ,  (7 .10)

Y- -x1sin cr + x2cos cr (7. I 1 )

avec Dt=cos ct,, rl2=sfn cr (o est I'angle (oxt,OX) de la figure 7.5)

i=xrnr+x2nz Q. lz)

È-" tn2+"znt  (7.13)

En première approximation on prend dt égal à I'unité:

i :  A* nt+dy n2 Q .14)

i '=  -O*  n2+dy n t  (7 .15)

Puisque les isovaleurs de dx et dy sont parallèles à la bande,

dérivées par rapport à Y sont nulles. Le tenseur grad v dans

repère (O,X,Y) s'écrit donc:

,r.O "=L

les
le

fi:]
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D'où la vitesse déformation définie par D=l/Z(grad v+(grad v)t):de

{

La composante DZZ est nulle, ce qui traduit la non déformation
ax ia le  se lon  la  d i rec t ion  Y.  La  dé format ion  se  produ i t
perpend icu la i rement  à  ce t te  d i rec t ion ,  e t  sous  fo rme de

cisail lement. On retrouve donc la notion de l igne d'extension nulle.

Si on considère un élément appartenant à un plan de rupture,
sa déformat ion dans I 'axe de la surface est  nul le.  Seul  le

cisail lement affecte cet élément. On peut donc annoncer que:

"une surface de rupture est  une l igne d'extension nul le."

Lors de la présence de surface de rupture développée, la
quasi  total i té de la déformat ion se s i tue dans la bande de

cisail lement. On peut caractériser la déformation d'un échantil lon

comme le glissement relatif de deux blocs rigides le long d'une ligne

d'extension nulle (Fig. 7.4).

A partir de considérations cinématiques, Roscoe l92l a indiqué
que si la bande de cisail lement est une surface de glissement bloc

sur bloc, alors il ne doit pas se produire une déformation dans la

direction de la bande, d'où les l ignes de la bande sont les l ignes

d'extension nulle. Les évidences expérimentales supportent ce point

de vue, les l ignes d'isovaleurs du déplacement mesurées dans les

essais sont parallèles à la bande t671.

7.6 Direction des bandes de cisail lement

Les bandes de cisaillement ne passent pas nécessairement par
les coins de l'échantil lon, et se développent malgré les frontières
rigides. D'autre part, les bandes sont généralement rectil ignes. Les
directions proposées sont liées aux valeurs globales de I'angle de
frottement interne Q et de I'angle de dilatance v.

Pratiquement au cours des essais expérimentaux, on observe
une orientation déterminée en bande de cisail lement.

(7.r7)

ax lavl
ax lax 

I
l'*ol
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Lors d 'un essai  à I 'apparei l  t r iaxial  ou biaxial ,  le
rupture n'est pas imposé comme c'est le cas dans un essai à
de cisail lement. La théorie du cercle de Mohr permet de
I' inclinaison de ce plan de rupture (Fig. 7 .6).

Figure 7.6: Cercle de Mohr au plan de la rupture

plan de
la boîte
prévoir

Mohr le point

arc a aussi pour

a=nl4-ô12

le plan de rupture puisse
extrémités de l'échantil lon, il

L/D>tg(æ l4+q12)

A du point B (o u) a pour
mesure Il2(nl2+O), donc:

(7 .1  8)

se développer sans être
est donc nécessaire que

(7 .19)

L et  D étant la longueur et  le diamètre (ou la largeur)  de

l'échantil lon. Le rapport LID est l 'élancement de l 'échantil lon. Cet

élancement est en général de 2, ce qui correspond à un angle

maximum Q de 37'.

Un certain nombre d'auteurs ont proposés un liaison entre cr

et les valeurs globales de I'angle de frottement Q et I'angle de

dilatance v ou une combinaison des deux angles.

Duthilleul t39l sur le matériau bidimensionnel de Schneebeli a
observé une bonne concordance avec la direction nl4-v gl2 (v g est
angle de di latance globat).  Vardoulakis t83l a proposé des
orientations plutôt centrées autour de nl4-($+v ù14. Arthur t84l a

observé une plage assez large d'or ientat ions, de nl4-QlLànl4-vgl2.
Desrues l72l à I'aide de I'essai biaxial a confirmé la théorie du cercle

En effet, si ce plan fait I'angle a avec le plan vertical, I'arc qut

sépare sur le cercle de
mesure 9=nl2-a. Or cet

Pour que
bloqué par les
I'on ait:
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de Mohr (nl4-ql2),  mais i l  a annoncé que dans le cas général ,

I 'or ientat ion de la bande de cisai l lement est  comprise entre les

valeurs n/4-012 et  n l4-v12 1671.
Se lon  Hammad [91 ] ,  dans  la  gamme des  cont ra in tes  de

conf inement étudiée (100 à 800 KPa),  I 'or ientat ion des bandes de

c isa i l l ement  évo lue  de  n l4 -S12  vers  n l4 - (Q+v) /4  avec

I'augmentation de la contrainte de confinement; cette tendance se
retrouve pour tous les sables testés.

Pour les rouleaux de verre,  TRUBAL donne une valeur de

I'ordre de 34o pour I 'angle u.

Tableau 7 .I présente la comparaison des orientations avec les

orientations classique, reliée aux angle Q et vt.

Maté r iau cx,
(mesuré )

nl4-Ql2 n l4 -v  g l  2 n l4 - (Q+v g)14 C[

(TRUBAL)

sab le

den  se

2r-25 21 39 30

sab le

lâche

26-33 27 45 36

bil les de

v  e r re

28 30 34 32 34

Tableau 7.1: Comparaison des orientations de la bande de
cisaillement (exprimées en degrés)

Pour les matériaux testés par Desrues, la direct ion nl4-$12
concorde bien avec la borne inférieure de la plage de variation des
orientat ions de bande. Les direct ions nl4-vgl2 et nl4-(S+vt)|4 par
contre, sont en dehors de la plage expérimentale.
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TRUBAL ...2-D mode
CycJe number 1-6L8700
Numlrer  of  spheres L000
Numlrer  of  contacEs L64L
Boundary of box area
R e l . .  d i s p .  v e c t o r s ;  m a x  =  1 - . 0 5 5 8 - 0 3

Figure 7.7: La localisation à uru déformation axiale à 3,97o
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TRUBAL ...2-D mode
CycTe number L71-8L00
Numlrer of spheres 1000
Numlrer  of  conEacts L650
Boundary of box area
Re l . .  d r sp .  vec to rs ;  max  =  8 .8238 -04

Figure 7.8: Le champ de déplacement relatif des particules à une

déformation axiale à 47o
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TRUBAL ...2-D mode
CycTe number 781-81-00
Number of  spheres L000
Number of contacts 1-651-
Boundary of box area
R e ] .  d i s p .  v e c t o r s ;  m a x  =  7 . 5 9 2 8 - 0 4

Figure 7.9: Le champ de déplacement relafif des particules à uni'

déformation axiale à 4,17o
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TRUBAL ... 2-D mode
Cycle number J-9L8L00
Number of  spheres 7000
Number of  conëacts 7646
Boundary of box area
Re- i .  d i sp .  vec to rs ;  ï t âx  =  6 .2338 -03

Figure 7.10: Le champ de déplacement relatif des particules à utv

déformation axiale à 4,2Vo
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7.7 Conclusion

Les essais biaxiaux sur Ies rouleaux de verre sont effectués
pour observer la local isat ion et  la bande de cisai l lement.  La

comparaison des résul tats numériques et  expér imentaux montre
que dans tous les deux cas la local isat ion apparaî t  avec une
déformation axiale de I'ordre de 3 ù 47o.

La largeur de la bande de cisail lement dépend du diamètre
moyen des particule; de 15 à 25 fois le diamètre moyen est une
bonne estimation de la réalité.

Selon de nombreux auteurs,  la direct ion des bandes de

cisail lement dépend de I 'angle de frottement interne 0 et de I 'angle

de dilatance v. On constate que la synthèse des orientations relevées

par divers auteurs ne permet pas de dégaget un accord unanime

concernant I 'or ientat ion expr imée en terme d'angle 0 et  v;  les

valeurs nt4-Q12 et  n/4-v 12 semblent représenter des l imi tes.  On

peut penser à une influence de la tail le des grains, de I 'anisotropie
ini t ia le et  du niveau de contrainte en relat ion avec la densi té
comme le montrent les résultats de Hammad t911. On peut penser

aussi que I 'absence de convergence entre les résultats indique soit

que les paramètres Q et v ne sont pas suffisants pour I'expression de

I'orientation, soit que les conditions spécifiques d'essais jouent un
rôle considérable encore mal connu.
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PARTIE III
*****tt*****

APPLICATION DE LA METHODE
DES ELEMENTS DISTINCTS

. Coefficient de pression latérale



Chapitre

Coefficient pressron laté ralede

8. L Général i tés

Dans le cas d'un sol homogène, à surface horizontale non
chargée, lorsque it n'y a pas de possibil i té de déplacement latéral
(Fig. 8.1), les contraintes verticale et horizontale sont:

oy=1h
on = koTh

I

(8 .1)
(8 .2)

avec kg le coefficient de pression latérale au repos et ov la
contrainte prinçipale majeure. Cet état de contrainte bidimensionnel
est représenté p'àf-l€' cercle de Mohr de diamètre AB sur la figure
8.2 .

Figure 8.I.' Contraintes verticale et horizontale sur un élément
sans déplacement Iatéral

O CBE A F
oa  ov=Yh

rupturc par
poussée

Figure 8.2: Cercle de

D
op

rupture par
butée

Mohr

sh=o
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Le coeff ic ient  kO est  généralement infér ieur à l .  Sa valeur

approximative pour un sable lâche est k0=0,45 à 0,5 et pour un
sable compact ko=0,4 à 0,45.

(8.3)

Si nous permettons au mil ieu une expansion latérale (en>0),

(Fig. 8.3-a), la contrainte verticale oy festera principale et égale à yh

et la contrainte horizontale oh va diminuer. Sur la f igure 8.2, le
point B se rapproche du point C. Lorsque la contrainte atteint la
valeur en C, il y a rupture du sol. Ce mode de rupture est appelé
rupture par poussée (état acilfl.
Il est également possible de provoquer la rupture du massif de
milieu par compression latérale (en<O), (Fig. 8.3-b). Dans ce cas, le

point B sur la fig. 8.2 (o6=lç6yh) se rapproche d'abord du point A- En

A, il y a un état de contrainte isotrope (o5=ou=1h) puis la contrainte
latérale augmente, le point B atteint le point D où il y a rupture. Ce
mode de rupture est appelé rupture par butée (érat passif).

La poussée et la butée sont donc deux états de rupture d'un
mi l ieu.  E l les ne peuvent  ê t re  mobi l isées que lorsque les
déformations, donc les déplacements, ont atteint une valeur
suff i  sante.

Dans le cas des sables, i l
donnant expérimentalement une
frottement interne 0 du sable:

ko=l -s in  Q

contrainte
principale
Majeure contrainte

principale
mineureI

-->l
I

#expansion $
taterale

Poussée

existe une formule due à JakY,
relat ion entre ko et I 'angle de

contrainte
principale
mineure contrainte

principale
Maieure<-

contraction
I laterare

b) Butée

Pour les milieux pulvérulents on peut écrire (Fig. 8.2):
IE=OEsinô

Ov-6a Oy*Oa

Z 
=  

Z  
s lnQ

1-s in  Q
v l  +s in  q

Figure 8.3: Définition de Ia Poussée et de la Butée

(8.+1

(8.s )

on obtient:

oa=o
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d 'où
l -s in

ka=
1+s in

De la même manière, on
1+s in

kp=
0-kaI  -s in

mur de
soutènement

Figure 8.4: Simulation

montre

0l
que:

(  8 .6)

(8.7)

8,2 Coefficient de pression latérale au repos (ko)

La simulat ion est effectuée avec un échanti l lon de 1000
disques (rouleaux) de verres dont 250 de diamètre 0,26, ainsi que
500 de diamètre 0,34 et 250 de diamètre 0,42 mm. La module de

cisaillement du verre G=2,9 1010 Pa et le coefficient de Poisson
v=0,2. L'indice des vides initial de l'échantil lon est e0=0,19.

Pour determiner kg on impose un chargement dans la
direction verticale en gardant les parois verticales fixes (Fig. 8.4).

Ez= o
de l'échantillon de calcul pour kg

A cause du chargement dans la direct ion vert icale, o 1
augmente. Après augmentat ion de 6 t ,  62 augmente également,
parce que les parois latérales sont fixes. La représentation de o2 pæ

rapport à ot permet d'obtenir le coefficient de pression latérale kg.

Ce coefficient est constant à condition que ot et 02 restent inférieur

à orup,ur" .
L'essai est effectué pour des valeurs différentes du coefficient

de frottement (f). Les figures 8.5-a à 8.5-f représentent les valeurs
de kg pour ces valeurs de f. On constate que la valeur de kg pour
f=0 est très proche de la valeur de kg pour les fluides (Fig 8.5-a et
8 .5-b) .

I
I  ot

o6:kgYh
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Figure 8.5-a ù 8.5-c.' Variation de la conffainte horizontale en

fonction de Ia contrainte verticale pour des coefficients de frottement
intergranulaire différents.
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Figure 8.5-d à S.5-l.' Variation de Ia contrainte horizontale en

fonction de la contrainte verticale pour des cofficients de

froftement intergranulaire différents (suite).
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D'autre part, on trouve que si
augmente, la valeur de kg diminue
une limite voisine de 0,55 (Fig. 8.6).

1 , 0

o ,  o  0  , 2  0 , 4  0 , 6  0 , 8  1  , 0

Figure 8.6: Variation du cofficient de la pression latérale au
repos (kù en fonction du coefficient de frottement intergranulaire

8.3 Coeff ic ients de pression latérale extrêmes(ka'kp)

Le rapport oh/ov, suivant la déformation, est compris entre
deux valeurs extrêmes:
-la valeur minimale correspondant à la poussée: elle est appelée
coefficient de poussée et notée k4.

ka  =  (oz la t )m in
-la valeur maximale correspondant à la
coefficient de butée et notée kp.

kp = (ozlat) tna*

le coefficient de frottement f
et tend asymptotiquement vers

(  8 .8)
butée: el le est appelée

(8.e)

0,9

0,8

0,7

0,6

0 ,5

8.3.1 Détermination de ka (essai de poussée)

L'échantillon utilisé pour le coefficient kg est utilisé également
pour determiner les coeff ic ients ka et kp .  Le coeff ic ient de
frottement intergranulaire pour les billes (rouleaux) de verre est
pris égal à f=0,1 t991.

Dans I 'essai qui permet de determiner kg, dès que la
contrainte o I arrive à une valeur moyenne (point A de la figure
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8.2), on fixe 01 et on impose un déplacement horizontal pour les

parois verticales de l 'échantil lon pour qu'elles s'éloignent (Fig. 8.7).

A cause de ce déplacement, oi2 diminue. On continue le chargement

jusqu'à la valeur minimale de o2 (point C de la figure 8.2). Ce point

est la rupture par poussée. La figure 8.8 montre la variation du

coefficient de poussée (ka) avec:
k^  =  (o216 l )min= 0 ,37

.<l-
expansion latérale

ov= Yh

mnr de
soutènement

1 , 0

0,8

0,6

0,4

I
I*

déplacement poussée
Ên>0

Figure 8.7: Simulation de l'échantillon de calcul pour ka

6  z l< 1

l =  0 ,

L
k ^ = 0

t r y -

3 7

e2
0,2

0 , 0 0 0 , 0  2  0 , 0 4 0 . 0 6  0 , 0 8

Figure 8.8.. Variation du rapport de la contrainte horizontale sur la

contrainte verticale en fonction de la déformation latérale (Poussée)

L'essai  a êté ef fectué pouf des valeurs di f férentes du
coefficient de frottement (f). La figure 8.9 représente la variation

du coefficient de poussée (ka) en fonction du coefficient de

61= constante

o1= constante
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\

f

frottement intergranulaire (f). On constate que si le coefficient
frottement f augmente, la valeur de ka diminue et la courbe de
tend vers une valeur l imite voisine de 0,2.

0,6

0 ,5

0 , 1

de
ka

0.4

0 ,3

o,2

0 , 0  0 , 2

Figure 8.9: Variation
coefficient

mur de
soutènement

Figure 8.10:

0 , 4  0 , 6  0 , 8  1 , 0

coefficient de poussée(kù en fonction du

frottement intergranulaire (Ï)

déplacement butée
ez<(

Simulation de I'échantillon

du
de

8.3.2 Détermination de kp (essai de butée)

Dans I'essai kg une fois que o t atteint une valeur moyenne

(point A de la figure 8.2), on fixe o1 et on impose un déplacement

hor izontal  pour que les parois vert icales de l 'échant i l lon se

rapprochent (Fig. 8.10).

e2
4

ov= Yh

01= constante

1o, = constante

150

de calcul pour kp



A cause de ce déplacement o2 augmente et  dépasse 01. On

continue le chargement jusqu'à la valeur maximale de 62 (point D

de la figure 8.2). Ce point caracterise la rupture par butée. La figure
8.11 montre la variation du coefficient de butée ko avec:

kP = o2m u*lc l  =2,46

La figure 8.I2 représente les valeurs de kp pour différentes
valeurs de f . On constate que si le coefficient de frottement f

augmente, la valeur de kp augmente et la courbe de kp tend vers
une asymptote moins marquée que la courbe de k" (Fig. 8.9).

6  2 l t 1

l o = 2 , 6 =0 ,

_ÉÂ
s E l

\|g-gE *F F

f \ .^
!.-

r

E2

3,0

2 ,5

2,O

1 , 5

1 , 0
0 , 0 0  0 , 0 2  0 , 0 4  0 , 0 6  0 , 0 8

Figure 8.11: Variation du rapport de la contrainte horizontale sur
la contrainte verticale en fonction de la déformation latérale (Butée)

kp

-{

f

o ,o  o ,2  0 ,4  0 ,6  0 ,8  1 ,0

Figure 8.12: Variation du coefficient de butée (kp) en fonction du
coefficient de frottement intergranulaire (l)

151



8.4 Comparaison des résultats numériques et
analyt iques

Avec un angle de frottement interne égal à 25o, la valeur du
coefficient kO est égal à 0,58, d'après la formule de Jaky. Pour cette
valeur de kg (tableau 8.1) le coefficient de frottement local f=0,5,

est proche du coefficient de frottement global de notre matériau.
En uti l isant TRUBAL, avec un coefficient f=0,5, oD trouve

k0=0,58. Donc on peut en déduire que: pour calculer kg avec

TRUBAL, en choisissant un coefficient de frottement local (f) égal au

coefficient de frottement gtobal (tg O), les résultats numériques de

TRUBAL et empiriques de Jaky sont concordants.

Méthode T R U B A L
Empir ique

ou
Ana ly t ique

f 0,10 0,15 0,20 0,25 0,50 0,75 A=25o

ko 0,7 6 0,71 0,66 0,63 0,5 8 0,57 0,5 8

k o 0,37 0,36 0,33 0,31 0,25 0,20 0.41

k t 2,46 2 ,55 2 ,75 3 ,0  3 ,66 4 , lO 2.46
Tableau 8.1: Valeurs des cofficients k0, ku et kp

Pour k4 et kp, le tableau 8.1 montre que: dans TRUBAL, en
utilisant un coefficient de frottement intergranulaire (f) êgal à 0,1,
les résultats numériques et analytiques sont bien concordants.

Le
TRUBAL
Jak

tableau 8.2 résume la comparaison des résultats
avec les résultats des formules analytique et empirique

de
de

Coefficient

Frot tement
in tergranula i re

(f)

Méthode
Numér ique
(TRUBAL)

Formules
Empirique ou

Analv t ique

ko tg 25"=0,47 0,5  8 0,5  8

k" 0,1 0,37 0,41

ktt 0,1 2,46 2,46
Tableau 8.2: Comparaison des résultats

résultats des formules empirique
de TRUBAL avec les
ou analytique

La figure 8.13 représente le chemin des contraintes étudiées.
Ce chemin varie entre deux droites extrêmes 1 ko et kp).
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oz
6 Z= koot

62=kOOt

ol

Figure 8.13: Chemin des contraintes étudiés

8.5 Coefficient de pression latérale dans les silos

8.5.1 Posit ion du problème

Le matériau est stocké dans un état d'équilibre limite qui est
un état intermédiaire entre l'état actif et l'état passif. Les états de
transition entre ces deux états se font évidement par contraction et
expansion latérale du matériau, car la contrainte normale Sur un
élément considéré ne varie pas. On peut étudier les contraintes à
I'intérieur du matériau. Soient deux petits éléments de matériaux
pulvérulents, un pris le long d'une paroi et un autre pris sur I'axe
du si lo (Fig. 8. la).

Sur l 'élément pris au centre (élément A), i l n'y a pas de

cisaillement, à cause de la symétrie et 6y et ox sont des contraintes
principales. Sur 1'élément près de la paroi (élément B), s'exercent
les  cont ra in tes  o  2 ,  o  1  e t  1 .  Les cont ra in tes  pr inc ipa les

correspondantes Sont données par o ll et 622 qui s'exercent dans les

direction 0 et 90o+0 par rapport à I'horizontale (Fig. 8.15).

Notre objectif est de déterminer le coefficient de pression
latérale (k) dans les silos. Le coefficient de pression k est déterminé

à partir de la contrainte horizontale ox, et la contrainte verticale

calculée par la formule de Janssen.
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Axe

dzI

Figure 8.14: La position des

oz

éléments du matériau dans un silo

oz

L

+
16z

Figure 8.I5.' Etat

oz
de contrainte sur l'élément de matériau

8.5.2 Théor ie analyt ique

La contrainte verticale est calculée par la

yRn ttko" =ff (l-exp -( nn "ll

formule de Janssen:

(8 .1  0)

6zi contrainte verticale
"l: poids volumique de la matière ensilée
R6: rayon hydraulique du silo = A/C
A: aire de la section transversale du silo
C: périmètre du silo
p: coefficient de frottement matériau-paroi
k: rapport de la contrainte horizontale à la contrainte verticale
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Selon Janssen le rapport de la contrainte horizontale à la
conffainte verticale (k) et le coefficient de frottement matériau-
paroi (p) sont constants, et i l suppose que o1 et o2 ne dépendent que
de z et sont des contraintes principales. A I'aide du cercle de Mohr
on détermine:

k=5=
67

l -s in  S
I  +s in  Q

(8.1 r  )

ox: 
-contrainte 

horizontale

Q: dngle de frottement interne du matériau

:.

u La contrainte de cisai l lement à la
contrainte horizontale (o1) par:

.:

:, 7 = p Ox= tg ô Ox

paroi (t ) est liée à la

(8 .1  2)

(8 .1  3  )

1 :

ô :

contrainte de cisaillement
{ngle de frottement en paroi.

On remarque que dans la formule de Janssen, quand z tend
vers' I ' infini, 67 tend vers une valeur asymptotique:

or(..)= H
Pour calculer la contrainte verticale dans un silo de diamètre

8 ur et hauteur 25 m, on a util isé les valeurs suivantes dans la
fornule de Janssen pour les rouleaux de verre avec le coefficient de
froEement intergranulaire êgal à 0,1:

7.

T=15 KN/m'
R6-A/C=2m
V= O,25

Q= 26,5o
k= 0.383

8.5.3 Calcul  numérique
:

On calcule la contrainte horizontale en uti l isant la méthode
numérique à partir de la contrainte verticale.

La contrainte horizontale (o*) est fonction de la déformation

latérale de matériau (e*). Pour un élément sur I 'axe (élément A), €1
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est maximum, mais elle est nulle juste à côté de la paroi (élément B)
(Fig. 8.16). Donc la contrainte oy varie entre un minimum Sur I'axe

vers un maximum à la paroi. Pour calculer ox, il nous apparait
préférable de prendre la valeur moyenne de la déformation
latérale. Cette valeur donne une valeur plus grande pour k, que I'on
appele kmodi f ié .

t x l
* :

;  €x
l+

t x  I
*: €x=0

1o'
de l 'élément

+
16=

8.16:Figure Déformation latérale

Notre objectif est de déterminer le coefficient de pression
latérale (k) dans les silos. Le coefficient de pression k est déterminé
à partir de la contrainte horizontale ox, calculée par la méthode
numér ique.

Le tableau 8.3 et la figure 8.17 présentent les valeurs du
coefficient k en fonction de la hauteur sans dimension du silo (zlH).

z lH 6y O1 ox(mod i f iée) k k m o d i f i é

0,4 r19.4 44.1 47 ,8 0.3 69 0,400
0,6 161 63 68,1 0,3 91 0,423
0.8 193,7 7 8 .2 84.5 0,404 0.436
1,0 216 8 8 ,5 96,  1 0,410 0,445

Tableau 8.3.' Les valeurs du cofficient de pression latérale

Les valeurs numériques de k augmentent avec I 'augmentation
de la profondeur du silo (maximum ljf lo au fond du silo). Nous

avons egalement regroupés les valeurs expérimentales de k pour

un silo de diamètre 6 m et hauteur 8 m, citées par Khelil t881.
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Figure 8.17: Coefficient de pression latérale en fonction de la
hauteur sans dimension

Le tableau 8.4 montre les valeurs moyennes et maximales du
k à partir des méthodes différentes.

Méthode k , , , . r * , " t k - ,  *

Numér ioue 0,3 93 0410
Numérioue modifiée 0,426 0,445

Janssen 0,3 83 0.3 83
Expér imenta le 0,410 0,425

Tableau 8.4: Les valeurs moyennes et maximales de k

0,6

0,5

0,4

0,3
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8.6 Conclusion

L'essentiel de ce chapitre est I'exploitation de la méthode des
éléments distincts appliquée à la mécanique des milieux granulaires
par le programme TRUBAL. Nous avons simulé les phénomènes de
poussée et de butée, ainsi que le cas intermédiaire et la pression
latérale dans le silo. La simulation numérique bidimensionnelle a
êtê effectuée sur un échantil lon constitué de disques (ou rouleaux)
de verre de diamètre 0,26 à 0,42 mm avec un indice des vides
initial égal à 0,19.

Nous avons calculé les coeff ic ients de pression latérale
extrême (ka et kp appelés respectivement coefficient de poussée et
de butée), le coefficient de pression latérale au repos (kO) et le
coefficient de pression latérale sur la pzu'oi de silo.

Les résultats de la simulation montrent que le coefficient de
frottement intergranulaire, (f) a un effet important sur les valeurs
de k0, ku et kp. Dans les formules empirique et analytique cette

dépendance intervient par I'angle de frottement global (0) qui est
directement lié au coefficient de frottement intergranulaire (f).

Dans cette étude on a constaté que I 'augmentat ion du
coefficient f, provoque une augmentation du coefficient de butée
(kp) et une diminution du coefficient au repos (ko) et celui de
poussée (ka). Par ailleurs le coefficient de pression latérale sur la
paroi de silo augmente avec I'augmentation de la hauteur du silo
(maximum l07o au fond du silo).

La comparaison des résultats de la simulat ion avec les
résultats empirique et analytique, nous oblige à bien choisir la
valeur du coefficient f. Pour avoir des résultats comparables avec
I'expérience nous avons pris pour les phénomènes de poussée et de
butée f=0,1 (ta valeur réel le du coeff ic ient de frottement
in tergranula i re  pour  des b i l les  de verre)  e t  pour  le  cas
intermédiaire f=0,5. Dans ces conditions on constate un bon accord
entre les résultats numériques et expérimentaux.
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CONCLUSION GENERALE

Les milieux granulaires ne peuvent répondre strictement aux
hypothèses des milieux continus et il est donc nécessaire de tenir
compte de leur nature discrète. Pour ceci nous avons étudié la
modélisation du comportement d'assemblage de particules (disques
ou sphères) par util isation de la méthode des éléments distincts
avec le programme TRUBAL.

Une partie de ce travail a consisté à étudier le fonctionnement
et la validité des résultats numériques de TRUBAL

Nous avons analysés les paramètres s ign i f icat i f  s  du
comportement discret du milieu au niveaux d'un nombre fini de
grains, et déduit que la méthode des éléments distincts et le
programme TRUBAL peuvent être appliqués pour la simulation des
essais de caractérisation des milieux granulaires.

Dans ce travai l  t rois essais sont modél isés: compression
biax ia le ,  compress ion t r iax ia le  e t  c isa i l lement  s imple.  Les
phénomènes de poussée et butée sont également étudiés en vue de
la simulation du comportement des matières ensilés. Les résultats
de TRUBAL sont comparés aux résultats expérimentaux. Cette
comparaison monffe que le programme TRUBAL est efficace pour le
comportement mécanique d'assemblage de disques ou de sphères.

Les principaux résultats obtenus concernent:

- le coefficient de frottement intergranulaire (f) et la densité
des matériaux qui ont un effet très important suf I'angle de
frottement interne. Cette relation montre que plus I'angle de
frottement local est grand, plus I'angle de frottement global est
êlevé, tendant vers une asymptote. D'autre part I 'angle de
frottement global croît avec la densité des matériaux.

- la simulation de la compression biaxiale avec les rouleaux de
P.V.C. validée par les résultats expérimentaux. La valeur de I'angle
de frottement global présente un écaft inférieur à 67o avec les
mesures expérimentales.

- la simulation de la compression triaxiale avec des billes de
verre, comparés avec les essais expérimentaux. L'indice des vides
initial des échantillon des essais numériques et expérimentaux sont
égaux.  Les courbes de cont ra in te-déformat ion,  les  l ignes
caractéristiques et limite de rupture sont en accord pour f=1,0. La
variation de volume est plus importante dans la simulation
numérique que dans les mesures expérimentales.
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- I'essai de cisaillement simple sur les rouleaux de verre et ils
montrent que I'angle de ffottement global du matériaux dépend de
I'angle de frottement local, ce qui est confirmé par plusieurs essais,
mais il ne dépend pas de la contrainte normale appliquée.

- I 'observation des phénomènes de dilatance et l 'évolution de
la localisation, ainsi que I'effet de la bande de cisaillement dans les
mil ieux granulaires.

- I 'application de la méthode numérique et la valorisation du
programme TRUBAL pour l'étude de la pression latérale sur la paroi
de silo et de la poussée et de la butée. Les résultats de la simulation
montrent que: le coefficient de pression latéralele sur la paroi de
silo augmente avec I'augmentation de I'hauteur de silo; le coefficient
de pression latérale au repos (kO) et le coefficient de poussée (ka)
diminuent avec I 'augmentat ion du coeff ic ient de frottement
intergranulaire (f). Par contre le coefficient de butée (kp) augmente
avec I'augmentation de ce dernier.

Tout  cec i  conf i rme not re démarche et  nous permet
d'envisager le développement de notre travail par:

- I 'util isation des particules elliptiques et angulaires (hexagonales,...)
- l 'étude de I'effet de la granulométrie (géomètrie, taille, ...) sur
I'angle de frottement global;
- l'étude de I'effet de la gravité sur le comportement;
- la simulation des autres essais: essai de cisaillement direct et essai
ædométrique (unidimensionnel).
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