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Introduction

Ces dernieres décennies l'analyse des phénomenes de stabilité et de
bifurcation en mécanique non linéaire a mobilisé un grand nombre de
chercheurs aussi bien en mécanique des structures qu'en mécanique des
fluides . Cela est d, a la forte utilisation de ces modeles dans des domaines
a caractére industriel.

En statique, le calcul non linéaire des structures minces de type poutres,
plaques et coques est dominé par les méthodes de résolution incrémentales-
itératives ou méthodes de prédiction-correction, dont la plus populaire est la
méthode de Newton-Réphson. La plupart des algorithmes de détecﬁon des
points de bifurcation, du mode de bifurcation et de branchement sur les
solutions bifurquées ont été développés dans cet esprit. Or ces méthodes sont
cofiteuses en temps de calcul et nécessitent un utilisateur averti pour
contrdler le déroulement des calculs. Pour ces raisons, on a étudié a METZ
une autre technique qui associe une méthode de perturbation et une
technique d'éléments finis (Méthodes Asymptotique-Numériques). Le
premier travail significatif de cette association a été proposé par N.Damil et
M.Potier-Ferry (1990), ce qui a montré la simplicité et l'efficacité de la
méthode. Plus tard, plusieurs applications ont été réalisées pour mettre en
évidence les performances de la méthode (L. Azrar, B. Cochelin, N. Damil
et M. Potier-Ferry; 1993), (B.Cochelin, N.Damil et M.Potier-Ferry; 1993,
1994), (B.Cochelin, 1993), (E.H.Boutyour, B.Cochelin, M.Potier-Ferry,
1994). ‘

En dynamique, des méthodes numériques de calcul des points de bifurcation
de Hopf et de solutions périodiques ont été utilisées dans des situations
géométriques particulidres, soit dans des domaines de révolution (Y.
DEMAY et G. IOOSS, 1985) ou dans des bandes infinies (P. LAURE et Y.
DEMAY, 1989). Mais on trouve peu de travaux sur des méthodes



numériques applicables dans des situations génériques ( comme la méthode

des élements finis).

Notre objectif dans ce mémoire de thése est de suivre l'esprit asymptotique-
numérique des procédures appliquées en statique (thése de B.Cochelin,
1994), (thése de E.H.Boutyour, 1994). Ici, on essaye d'adapter ces
procédures au calcul des solutions périodiques de certains problémes
conservatifs ou dissipatifs et 4 la détection des points de bifurcation de Hopf
en vue d'application & des systémes dissipatifs a grand nombre de degrés de

liberté.

Ce document comprend deux parties:

La premiére partie qui est composée de trois chapitres permetera de tester
l'applicabilité des méthodes asymptotiques numériques au calcul des
solutions périodiques en temps. Le premier chapitre, fait 'objet d'une étude
bibliographique, dans laquelle sont expliquées les particularités et les
caractéristiques propres de solutions périodiques de différents modeles
dynamiques non linéaires. Ainsi, il y a un rappel détaillé des méthodes
analytiques envisageables pour la résolution des problémes proposés. Il
s'agit de la méthode de Poincaré-Lindstedt et de la méthode des échelles
multiples. Le deuxiéme chapitre présente une méthode asymptotique-
numérique et les différentes étapes permettant de ramener la résolution d'un
probléme non linéaire d'équilibre a la résolution d'une succession de
problémes linéaires. Cette résolution nécessite linversion d'une seule
matrice. Aussi, on rappelle les applications de cette méthode en statique
pour les modeles poutres, plaques et coques. Diverses techniques
d'accélération de convergence comme les approximants de Padé (theése de B.

COCHELIN, 1994) ou la transformation d'Euler (M.B. DADFAR et J.F.



GEER, 1987) sont également rappelées. Dans le troisieme chapitre, on
calcule les solutions périodiques a l'aide du systéme Maple par la méthode

de Poincaré- Lindstedt, en choisissant deux équations conservatives simples,

X+x—-x3=0; %¥+x+x3=0 avec les conditions initiales:
x(0)=¢ et x(0)=0,

et 'équation de Van der Pol, X+x=¢g(1-x2)X.

Les séries périodiques de ces équations sont calculées jusqu'a un ordre €levé
en utilisant le systeme de calcul formel Maple, qui nous a permis d'établir
des relations de récurrence. Puis, elles sont améliorées par les techniques
citées au chapitre II. Ces exemples simples fournissent les premiers tests en
vue de l'application des méthodes asymptotiques-numériques aux probleémes
dynamiques, ainsi qu'une évaluation de l'efficacité des diverses techniques

d'amélioration de la convergence.

Dans la deuxieéme partie qui est aussi constituée de trois chapitres, on
s'intéresse au calcul numérique des bifurcations de Hopf. Le chapitre quatre
décrit d'une maniére détaillée la théorie de la bifurcation de Hopf qui est
illustrée par divers exemples tirés du livre de R. SEYDEL, (1981). Dans le
chapitre V, sont présentés des algorithmes de type asymptotiques-
numériques pour détecter les points de bifurcation de Hopf. Ils sont
comparables 2 ceux utilisés en statique ( these de EEH.BOUTYOUR, 1994).
En effet, nous définissons un indicateur de bifurcation dépendant de deux
parametres et qui permet de détecter ces points de bifurcations. Nous
proposons aussi des techniques asymptotiques-numériques permettant de le
calculer. L'efficacité de ces algorithmes est testée sur des équations

différentielles ordinaires a petit nombre de degrés de libertés. Le chapitre



VI fait I'objet d'une description compléte des équations aux dérivées
partielles de Naviers-Stokes admettant une non linéarité quadratique, en
signalant les méthodes asymptotiques-numériques envisageables pour le
calcul des solutions stationnaires, la détermination des points de bifurcation

de Hopf et des solutions périodiques bifurquées.



'PREMIERE PARTIE

VIBRATIONS NON LINEAIRES ET
CALCULS DE SOLUTIONS PERIODIQUES
PAR UNE METHODE ASYMPTOTIQUE-NUMERIQUE



[ChAPITRE I: rappels sur les vivrations von linéaires |

I) RAPPELS SUR LES VIBRATIONS NON LINEAIRES
I-1) Introduction

En sciences pour l'ingénieur, la plupart des problémes de vibrations sont
non linéaires. En effet, les forces de rappel ne sont pas proportionnelles au
déplacement, les amortissements ne sont pas proportionnels a la vitesse et la
prise en compte exacte de la géométrie conduit a des relations non lin€aires.
Toutes ces non linéarités font apparaitre des bifurcations, des résonances,
des mouvements périodiques, non périodiques, chaotiques,......

Les vibrations non linéaires j'ouent un rdle trés important dans 1'analyse de
plusieurs problémes en mécanique, en électromécanique, en mécanique des
fluides et en électricité. Ces problémes concernent des oscillations libres,
forcées ou auto-entretenues. C'est pour cela, que ces derniéres décennies, on
a étendu l'étude de ce domaine, en utilisant de nouvelles méthodes
d'approches analytiques, numériques. Nous renvoyons le lecteur a quelques
papiers traitant ces problémes dynamiques non linéaires: L.K.Forbes
(1989); S. Talwar et N.N. Sri, (1992)..........

Dans ce chapitre, on va rappeler quelques propriétés fondamentales
concernant les oscillations libres, forcées ou auto-entretenues, ainsi que les
différentes méthodes analytiques d'approximation. On mettra I'accent sur la
recherche de solutions périodiques et on se limitera dans ce premier

chapitre 2 des exemples simples a un degré de liberté.
I-2) Systémes conservatifs et vibrations libres

Dans cette partie, on se limite aux syst®mes conservatifs a un seul degré de

liberté, dont les solutions s'expriment sous forme d'intégrales elliptiques.



| CLAPITRE I: rappels sur les vibrations rnon linéaires |

L'équation différentielle régissant les vibrations libres avec une force de
rappel non linéaire s'écrit:
d%x

EZ—+F(X)=O

oil x est le déplacement et F est la force de rappel non linéaire.
Pour les faibles déplacements, on peut approcher la fonction F(x) par un

développement de Taylor:
F=Kx £ Kx? £t K% +.........

En effet, la premiere approximation de Hooke n'est pas toujours suffisante:
souvent le déplacement x croit plus vite que l'effort F, puis survient la

rupture en R (fig I-1).

AF

Figure I-1.

Pour mieux comprendre l'influence de la non linéarité, considérons deux

modeles conservatifs simples non linéaires dont la solution est classique.

On étudie d'abord les mouvements du pendule simple (figure I-2) relaché

sans vitesse a pértir d'un angle initial 0,.



| CHAPITRE I: rappels sur les vibrations non linéaires |

~rh

Figure I-2.

Bien entendu, le pendule aura un mouvement périodique, 0(t) oscillant

entre les valeurs extrémes *+0,. Ce mouvement est décrit par 1'équation

suivante:

J6 + mgLsin6 =0, (I-1-a)
ou pour @ assez petit,

J6 +mgL(0 - L )=0. (I-1-b)

Son énergie potentielle,

Wp =mgL(1—cos8),

passe par un maximum lorsque le pendule atteint son amplitude maximale
0=m (fig I-3).

On trouvera d'autres exemples comparables dans 1'étude des vibrations

moléculaires, en électricité, en optique, en physique atomique, etc..



[CrAPITRE I: rappels sur les vibrations non linéaires |

AWp

Figure I-3.

Généralement, il y a peu d'équations non linéaires dont on connaisse la

solution générale. C'est le cas de I'équation (I-1) qui donne, par intégration :

J  do

.2_(_&{)2 = mgL(cos 6 — cosOp).

On peut résoudre cette équation en cherchant le temps t en fonction de 8:

0

,mngtngdtz do _ d(_2—)
] To \2(cos8—cosBy) [ 20m . 28"
sSin _Z__SHI j,z‘

ol Tp est la période du pendule pour des petites oscillations.
Lorsque 6 varie entre 0 et 8, on décrit un quart de la période, on peut
donc évaluer la période T en intégrant cette derniére relation entre 0 et 6,,.

Avec les changements de variables € = 6,, (pour simplifier les notations) et
. 8 . € . .
sin 3 = Sin 3 sin @, on obtient:

2rn T

=[5 = .
I, 4 Z\I;inz £ _ sin? 9 \/1 — sin? £ sin? Q
2 2 2




| CAPITRE J: rappels sur les vibrations non linéaires |

Cela signifie que la période est inconnue et dépend de I'amplitude &. C'est
une loi générale des systémes non linéaires. On peut déterminer donc une
forme analytique approximative de cette période en faisant un

développement de

]s au voisinage de 0. On aura donc:
\/;—sinz—sinch
2
_ 2T (2 2& 3 sin* Esin?
T= - I (1+ sin® 2sm (p+8 5 Sin 08 SO )do
=T0(]—lsin2-§+—?—sin43+ .......... ).
' 4 2 064 2

Ce qui montre que T est une fonction analytique de €.

Pour € assez petit, on obtient une approximation:

gLl 2. 9 4 )
T(e) = Ty(1- 7z €% + 1557 & Froveeeeee ). (I1-2)

Lorsque, I'amplitude € s'approche des valeurs *x, la période T(e) tend
vers l'infini ou la pulsation w(e)=27/T(e) tend vers zéro. On peut le

comprendre en observant la forme des trajectoires dans le plah de phase:

Figure I-4-a: Plan de phase de I'équation (I-1-a)



[CHAPITRE I: rappels sur les vibrations ron linéaires |

On remarque d'apres la figure (I-4) que les solutions périodiques existent

lorsque l'amplitude balaye l'intervalle ouvert ]—m,n[. Lorsque € tend vers

Pd

=, la trajectoire périodique s'approche des deux points d'équilibres instables
+7, ce qui fait tendre la période vers I'infini. On peut se demander si la
valeur extréme € =7 correspond au rayon de convergence de la série
entiere (I-2) et si cette série donne des valeurs approchées de la période dans
tout l'intervalle ou la solution périodique existe. On verra au chapitre III
que ce n'est pas le cas, mais qu'une bonne approximation peut €tre obtenue
par d'autres techniques.

Considérons toujours l'exemple du pendule simple, mais cette fois-ci, les
mouvement so_nt" gou{Iernés par l'équation approximative de linéarité
cubique (I-1-b). Aprés certains changements de variables, on peut écrire

cette équation sous la forme:
X+x-%x2=0, (I-3)
avec les conditions initiales suivantes: x(0)=¢, x(0)=0.

Dans ce cas, les oscillations périodiques sont données par l'expression:

dx N 2 84
, O C=§&" ——.

, 4 2
X 2
c+ 2 X

[ ook 20

Dans le nouveau plan de phase (I-4-b), les mouvements périodiques sont

T(e) =4[

limités par les valeurs *1 au lieu de +x. Donc, on peut dire que la période

tend vers l'infini ou la pulsation tend vers 0, lorsque € tend vers la valeur 1.

11
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A dwat

~ -

L/ e
1

Figure I-4-b: Plan de phase de I'équation (I-3).

Maintenant, on va traiter un autre probléme engendrant aussi des
oscillations périodiques de période inconnue T(g): une masse m est fixée au

milieu d'un fil tendu (figure I-5) de tension initiale T et de longueur L.

1 o E
J-— - |
| L/2 L/2 |
] |
I , I

3]
W
(T+Ac)
figure I-5.

Pour un déplacement vertical y de la masse m, la contrainte ©

correspondante dans le fil est:

c=E “L%zyz—%.
7

Le déplacement y conduit & une tension variable (T+A o) du fil, o E est le
module d'élasticité et A est l'aire de la section transversale. La force de

rappel exercée sur la masse m dans la direction y est 2(T+A o)sin 6, ou

12



| CAPITRE I: rappels sur les vibrations non linéaires |

sin® = J .
2
QLA'WZ

Si le déplacement y est suffisamment petit par rapport a L, on obtient,

. a2y 4y3
sme_-f—fz—JrO(yS). (I-4-a)

L'équation différentielle du mouvement peut étre approchée par:
my +2y(T+ Ac)sin6=0 (1-4-b)

En injectant (I-4-a) dans (I-4-b), on obtient:

., 4T  8AE 3 _

Yyt g3Y =Y (I-5)

Avec les transformations suivantes:

(4T BAE 1
“Im 3T T YERY

[0)]
I'équation (I-5) s'écrit:

X+x+x3=0 (I-6)

Pour définir complétement le mouvement, on a besoin de conditions

initiales:

x(0)=¢; %x(0)=0

13



[CLAPITRE I: rappels sur les vibrations non linéaires |

Une étude des trajectoires dans le plan de phase montre que 1'équation (I-

6)admet des solutions périodiques pour tout €.

Adx/dt
A(e)

X

Figure I-6: Plan de phase de 1'équation (I-6).
ot A(e)=+e2 +e*/2 .

La période de ces solutions dépend aussi de 'amplitude , et elle est donnée

par l'intégrale inconnue:

4
dx N E 2

€
T(8)=4Jo\/ , x* ol ¢ =—-+¢&%
, c—x* -3

L'étude de deux systémes conservatifs & un degré de liberté a montré que
ces systeémes possédent des familles continues de solutions périodiques. La
période de ces mouvements dépend de I'amplitude, ce qui est caractéristique
des systémes non linéaires. Il est donc intéressant de disposer de techniques
pour calculer les solutions périodiques d'équations différentielles et les
périodes correspondantes, qui soient aussi applicables pour des systémes non
intégrables. La plus simple de ces techniques est 1a méthode de Poincaré-

Lindstedt, qu'on va présenter maintenant.

14
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I-3) Méthode de Poincaré-Lindstedt

Considérons 1'équation différentielle simple suivante que I'on peut obtenir a

partir des deux exemples traités dans le deuxieme paragraphe.
.o 2 3 _
X+wox+ex’ =0. I-7)

Cette équation peut &tre résolue d'une maniere rigoureuse par
I'intermédiaire des intégrales elliptiques, mais si on perturbe ce systeme,
l'analyse exacte serait impossible. On est donc tenté de chercher autres
méthodes. | |

Pour la recherche des solutions périodiques approximatives de ce probleme,
on peut appliquer la méthode de Poincaré-Lindstedt [34] et [44], qui
consiste 2 chercher les mouvements périodiques de période inconnue et a
développer cette période sous forme d'une série entiere. En introduisant
cette série dans l'équation différentielle (I-7), on détermine par

identification les coefficient des différents termes du développement.

Remarque: Cette technique a été appliquée a plusieurs problémes de
physique et de mathématiques. Par exemple, Keller (1968) 1'a adaptée a des

systémes d'équations différentielles ordinaires.

On a vu que la période T(€) ou la pulsation w(e)=2n/T(e) dépendent
analytiquement de I'amplitude € (voir paragraphe 1-2). L'idée donc est de
chercher w(g) sous forme polynomiale de €. Egalement, on développe
linconnue x(t,€) en série entitre de €. On peut visualiser w(e) dans

'équation (I-7) au moyen du changement de variable sur le temps

7=w(e)t, qui permet de ramener la période variable a une période fixée,

15
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par exemple 27. Pour qu'on puisse mieux comprendre, on opeére ce

mécanisme sur cet exemple, qui devient:

%% + ©,’x +ex? =0. d-8)

Prenons les conditions initiales t=0, x = A,, X = 0.

Supposons € est petit et posons:

x(1,8) = X, () +&x, (1) +£7x, (1) + O(e?),
1-9)
w?(e) = 0% +em, (A ) + %0, (A,) + O(e?).

ou les x,(t) sont des fonctions de période 21 et ®, des coefficients a

déterminer.
On reporte (I-9) dans (I-8), on trouve une séquence d'équations
différentielles linéaires:
a l'ordre zéro, on obtient :
Xo+Xg = 0,
dont la solution, en tenant compte des conditions initiales s'écrit:
Xo(T) = A, cosT.

Les termes contenant € en facteur donnent:

K+ %, === @y +%¢2). a-10)
0

16
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En développant le second membre de I'équation (I-10), on arrive a

I'équation différentielle suivante:

. A 3., Ay
X, +x, =——% (@, +3A’0)cosT— —ycos3T, 1-11)
1 e, 4 40,

qui a pour solution:

TA, 3A,2 A3
x,(T)= A, cos(T—~ (pl)— 2(co1 0 )COST+§2LCOS3T
©g

=
Les deux conditions initiales X, = X; = O pour t=0 donnent: (WCL A 3% Tvwe m.lZ)

A

Le second terme de x,(T) n'est pas périodique, c'est le terme séculaire

(initialement, Poincaré avait développé cette méthode pour l'astronomie; les
périodes étant trés longues a notre échelle humaine, les termes séculaires
n'avaient pas la méme importance). La suppression de ce terme, revient a
l'annulation du terme contenant cosT en facteur dans le second membre de

l'équation (I-11), ce qui implique:

3A,2 , A2
O, = ————L4 -, par suite X,(T)= ——L—z (cosT—cos31).

32.0)0

En ce qui concerne les termes contenant g2 en facteur on a:

Xy +Xg = —a)lo—((l)lxl + WyXg +3x IXQ) (I-12)

17
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- Apres développement des formes trigonométriques du deuxi¢me membre de

(I-12), 1a solution obtenue en éliminant le terme séculaire dans l'expression

est:
A3 3A 4
— 0 - 0
X, == 10240° (cosT—co0s51), ®,=- 12802

Donc, la solution approximative générale tronquée a l'ordre 2 s'écrit:

2

x(T,8)=A,cosT— A, ;%)T(COST —cos31) -
. 0
A —eiéi—(cos‘c —c0s51)+0(&3)
010240,* ’
®?(e)= 0, +%Ao2e - 1—;§A£;42-82 +0(e3).
0

On cherche des solutions périodiques pour € suffisamment petit, plus

précisément pour,

on peut alors arréter le calcul a l'ordre 1, ce qui conduit a
T
d
2 3A2 Ty B
® S
— =1+ =L

7 £, o
40 e Ao

c'est a dire que

18
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T2 1
2 2
To" 4 3A°2 €
4

On en déduit, d'aprés cette derniére expression, qu'une augmentation
d'amplitude entraine une diminution de la période. Mais, si € est négatif on
aura le contraire: la période croit quand 'amplitude croit.

Pour analyser soigneusement la série entiére (I-2), on a besoin d'un grand
nombre de termes de la série, ce qui n'est pas facile a trouver
manuellement. Pour cette raison, on a utilisé le systtme de calcul formel

Maple (voir chapitre III).
I-4) Oscillations simples non linéaires en régime forcé

Ici, on s'intéresse a 1'étude des oscillations périodiques d'un probleme
amorti avec une excitation harmonique de pulsation @, de période

T=2n/®. L'équation s'écrit alors:

X +x = e(—ck — bx> +esinwt), (1-13)
ol €20, >0, c, b, £ sont des constantes réelles que nous supposons
non nulles et "e" désigne le rapport de I'amplitude de la force d'excitation a
la masse de 'oscillateur.
On va étudier les solutions périodiques de (I-13) lorsque @ est voisin de un,
c'est a dire proche de la fréquence propre de 1'équation (I-13) lorsque

€ = 0. On pose donc

o?=1+¢B,

19
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ce qui amene (I-13) sous la forme :
% +m2x = e(—cx + Px — bx3 + esin wt), (I-14)

On rameéne classiquement [46] I'étude de cette équation différentielle (I-14)

a des équations d'amplitude de la forme suivante :

3
Ba; — cay — (5)ba; (a2 +2,2)=0
‘3‘ . (I-15)
cay +Bag - (7)bay (a2 +a,2)=—¢

On montre qu'a toute solution (a;,a,) de (I-15) correspondra, pour €

suffisamment petit, une solution T-périodique x(t) de la forme :
x(t)=a,cosmt+a, sinwt +o(€) . (I-16)

Pour donner la signification des amplitudes a, et a,, on introduit

I'amplitude A > 0O et sa phase @ telles que,

a, = Acosq, a, = Asing, d-17)

ce qui donne avec (I-15) ,

(%)b2A6 - (—g—)bBA“ +B2A2 +C2A2 —e? =0,
3 (I-18)
tgp=c(B- (Z)bA2 ).

20
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(I-18) fournit que

B=(2)bA? £(e2A2 ~ )2, (I-19)

par suite

o(e)=1+ (%)sbAz +2-1e(e2A2 —c?)2 +0(e2). (1-20)

Le graphe de cette fonction dans le plan (@, A) porte le nom de courbe de
réponse du systeme régi par (I-13).

On pose .

e= (hiepAbl

D'aprés les figures (I-7) qui vont suivre, lorsque e > ¢, il existe des valeurs
de o pour lesquelles I'équation (I-20) posséde trois solutions T-périodiques,

phénomene qui n'a pas son équivalent dans le cas linéaire (b=0).

1
1+0(g) w Wy w; w

Figures I-7-a, b, ¢, d.
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On remarque que chaque valeur de ® comprise entre ®; et @, correspond
3 trois valeurs de A, c'est A dire a trois solutions périodiques. En effet, si on
augmente graduellement la pulsation , I'amplitude A saute brusquement de
B a C pour continuer. En diminuant ® nous repassons par D, C et E d'ot
l'amplitude saute brusquement en D puis continue a décroitre. La branche

instable BE représente des mouvements qui ne peuvent pas se produire.
I-5) Systémes dissipatifs et oscillations auto-entretenues
I-5-1) Généralités

Jusqu'a présent, nous n'avons parlé que de vibrations libres et forcées qui
sont le plus couramment rencontrées. Il nous reste a voir une autre catégorie
de vibration, que l'on appelle auto-entretenue et dont nous allons
commencer par donner la définition et quelques exemples.

Les systtmes oscillants auto-entretenus engendrent des oscillations
périodiques de durée illimitée, en empruntant I'énergie nécessaire a des
sources d'énergie continue. Ce sont les véritables générateurs d'énergie a
variations alternatives, seuls commodément utilisables, avec les machines
tournantes. La machine a vapeur est un systeéme alternatif auto-entretenu :en
fonctionnant, elle ouvre et elle ferme 1'accés de la vapeur dans le cylindre .
Un autre exemple d'oscillations auto-entretenues est donné par la sonnerie
électrique (fig I-8). L'oscillateur est une plaquette de fer L portée par une
lame métallique élastique AB fixée en B et placée devant le noyau de fer N
d'un électroaimant E. Dans la position d'équilibre 0, un contact €lectrique
souple existe en C entre L et le circuit d'une pile P. Lorsqu'on ferme
l'interrupteur I, le courant aimante le noyau de E, qui attire L et ouvre le
circuit .Lorsque L s'éloigne de N, rappelé par I'élasticité de AB, vient

toucher C et, malgré I'attraction de N, poursuit son chemin vers la droite en
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vertu de la vitesse acquise, le courant dans E n'arrive pas aussitét a sa valeur
limite par suite de l'auto-inductance dans E. Lorsque L r;vient vers la
gauche, l'intensité du courant a augmenté :pour une méme position x,
l'attraction sur L est plus grande quand L se rapproche de N que lorsqu'elle
s'en éloigne. Le travail fourni au vibreur durant une période par la force

d'attraction F est représentée par l'aire intérieure au contour du (fig I-9); il

est positif.

Figure I-8. Figure I-9.

Donc, dans une vibration auto-entretenue, la force alternative qui maintient
le mouvement est crée par le mouvement lui méme. Quand la vibration
cesse, la force alternative disparait. Par contre, dans une vibration forcée, la
force alternative existe indépendamment du mouvement, et elle persiste
méme si 1'on supprime le mouvement vibratoire.

En électricité, les vibrations auto-entretenues sont encore plus importantes
qu'en mécanique. Une vibration auto-entretenue sera représentée par le
circuit d'une lampe triode en régime oscillatoire. La batterie est la source

permanente d'énergie et la résistance négative est appliquée par la grille

(figure I-10).
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I-5-2) Oscillateur de Van der Pol

Pour répondre a la condition ci-dessus, imposant l'introduction d'une

résistance négative, on considere le circuit CLR (figure I-10) branché entre
les bornes Bf et B/ du circuit de plaque d'une triode. L est couplée par

induction mutuelle M avec l'inductance L’, ce qui produit entre B, et B,

une tension de grille sinusoidale de pulsation égale a celle du circuit
oscillant. On admet que la forme d'une caractéristique [ (V,) de la triode

soit celle de la figure(I-11), au voisinage de son point d'inflexion A, que

nous supposons étre le point de fonctionnement.

Figure I-10. Figure I-11.

Une variation AJ, du courant s'accompagne d'une variation AV, entre By et

Bj et d'une variation Al du courant dans L. L'équation de la triode [33]

s'écrit donc:

AV AV
—_ a g 3
Al = +1 3 a(AVg) ,

a R,

avec AVa =-—-RAIl - L—(%(AI), tension entre B et B)
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AV, = —M%(AI) tension variable de grille entre By et B, M
linductance mutuelle qui couple L et L’. Pour comprendre la provenance
des autres paramétres, on renvoie le lecteur a [36]. |

La loi de Kirchohff appliquée au circuit oscillant en tenant compte des

équations ci dessus donne:

d3 L+ M3
& a0+ EHM 3o M & ey an
—a+—4 (AD 0.
Sous une forme condensée on a:
ii— A(1-Bu?)u+w?u=0, (I-21)
ol o= Li+X) A=-LgytEMy
Lc R; cR;
. d _ 3aM?
u_zﬂnu et B==1"—.

En effectuant le changement de variable y = u+/B , I'équation (I-21)

devient

(o)
N

1 dy A 2
— - U-y) G +y=0.
o dr 2( y) y

Avec les variables adimensionnelles T=mt et A/w=¢€ on réécrit:

j—e(l—y?)y+y=0. (1-22)
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L'équation (I-22) porte le nom de Van der Pol (1926). Elle:conduit a un
exemple trés simple de ce qu'on appelle une bifurcation de Hopf, si on le

met sous la forme suivante:
. T,
y+ty=£&y—-yvy.

Pour € <0, toutes les trajectoires convergent vers le point d'équilibre y=0
(figure I-12-a): en effet les deux termes du second membre correspondent a
des forces dissipatives. Pour € > 0, la force représentée par le terme linéaire
ey est anti-dissipatif. Dans ce cas, I'équilibre y=0 devient instable et toutes
les trajectoires convergent vers le cycle limite (figure I-12-b). C'est cetté
transition d'une dynamique stationnaire 2 une dynamique périodique qui est

appelée bifurcation de Hopf ( voir aussi chapitre IV).
Ay ﬁ
>0
—
/! ™Sy
N 7/

W
#
Ty

Figure I-12-a. Figure I-12-b.

On rencontre également cette équation dans 1'étude de certains problémes

mécaniques, dont on va présenter un exemple.

I-5-3) Un systéme mécanique gouverné par 1'équation de

Van der Pol

Une masse m est en contact avec une courroie animé d'une vitesse constante

v (figure I-13-a) et elle est retenue par un ressort obéissant aux lois de
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I'élasticité linéaire. Elle est en équilibre dans la position o dans laquelle la
force tangentielle de frottement - que nous supposons étré une fonction
connue de la vitesse de glissement (figure I-13-b)- est opposée a la force de
rappel du ressort. Une petite perturbation se produit si a I'instant initial on
lache sans vitesse la masse dans une position, distincte de o, mais voisine. Si
x est I'abscisse de la masse comptée a partir de sa position d'équilibre, t le

temps, le mouvement est donné par une équation de la forme:

mX +kx=—f(x +v)

-2 -3
=—f(v)—xf'(v)-i‘z—f"(v)—%—f"'(v)— ........

At

m

G0 A
Q__.°"0 ! '

\Y
figure I-13-a: systéme mécanique figure I-13-b: force de frottement en

gouverné par |'équation de Van der Pol fonction de la vitesse de glissement.

Aprés des approximations et des changements de variables, on obtient

'équation gouvernante de Van der Pol.
I-5-4) Résolution par la méthode des échelles multiples

Considérons par exemple le mouvement d'un oscillateur harmonique, avec

dissipation visqueuse linéaire. Aprés changement de variable on obtient le

probléme:

X +2ex+x =0; x(0)=1 ,x(0) = 0.
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Pour' ¢ inférieur a 1, la solution exacte est donnée par:

x(t) = exp(—et)cos{(l - 82)%t}.

On constate d'aprés la solution ci dessus, que le terme 2€x a deux effets:
-variation de la pulsation en fonction du parametre €, mais qui garde sa
valeur a l'ordre 1;

-variation de l'amplitude qui se trouve multipliée par exp(—¢t), facteur

dont l'effet ne joue qu'aprés un temps long de l'ordre gL,

Le principe de la méthode des échelle multiples est de chercher l'inconnue
comme une fonction de deux variables de temps, par exemple le temps t Iui-
méme et le temps long t=¢t. Ces deux variables de temps seront
considérées comme des variables indépendantes. On peut aussi, introduire
d'autres définitions de ces variables pour tenir compte par exemple de

I'évolution de la pulsation, en posant:

T = et temps long,
n = (et temps modifié

ou
D(E) =1+ 0% + W€ +.cuveerinnnns (1-23)

On chercher la solution x(t, €) sous la forme de séries [40]:
x(t,€) = xo(M, T) + X (N, T)+.......ts ye (I-24)
sont des fonctions de T et 1.

ou Xp

Appliquons cette méthode a I'oscillateur de Van der Pol:
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% +x =e(1—x%)X. (1-25)

D'apres 1'hypothése d'indépendances des deux variables, la dérivée par

rapport a t suivra la régle suivante:

—a—=(o(e)—a-+e—a—.

ot on oJt

Substituons (I-23) et (I-24) dans (I-25), on obtient donc une séquence des

équations aux dérivées partielles:

2
?}::20 +x9 = 0, (I-26-a)
0%x, 82x0 ox
27 4% = + (1 - x52) =2 (1-26-b)
> T o’
82X2 82){1 aZXO a2X0
—81‘\2 + X, = a‘c&n - 32 - 2w, 3112 (I-26-c)
ox ax 0x,
+(1 - xg?) (=2 + =2) - 2x
an at ro% ER

La solution générale de (I-26-a), s'écrit:
Xo.= Ag(T)cosm + By (t)sin 1. d-27)

Avec la solution (I-27) et 1'équation (I-26-b), 1'élimination des termes

séculaire nécessitent les conditions suivantes:

, Ag“ +Bg
~2B; + (1- —0——L)B; =0, (I-28-a)

, Ag“ +Bg
245 - (1-—2——)44=0. (1-28-b)
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On pose p=a2‘=A02+B02, et en retranchant (I-28-a) de (I-28-b), on

obtient:

1
p'-p-2p)=0, (1-29)

l'intégration de (I-29) donne:

a’ = 44 ,
1+ ('—7— ].)C_’c
ag

ol a, est I'amplitude initiale.

D'ou le résultat & la premiére approximation:

2

cost +0(¢e).
1+ (;iz ~ne ey
0

x(t,e)=

L'interprétation de ce résultat est la suivante:

- si ag =2, la trajectoire dans le plan de phase (x,%) est un cercle de rayon

2 appel€ cycle limite;

- si ag # 2 la trajectoire tend asymptotiquement vers le cycle limite.

I-6) Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié les solutions périodiques de certains problémes

non linéaires conservatifs ou non conservatifs, en signalant les méthodes

approximatives de résolution. Ces méthodes consistent a chercher les
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solutions périodiques sous forme de séries entiéres en fonction d'un certain
parametre. Pour analyser ces séries soigneusement, on a besoin d'un nombre
suffisamment grand de termes, ce que nous allons faire au chapitre III, a

l'aide du logiciel Maple.
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II) METHODE ASYMPTOTIQUE-NUMERIQUE (M.A.N)

II-1) Introduction

L'idée de la méthode asymptotique-numérique est de coupler des

développements en séries entiéres avec la méthode des €léments finis.

La premiére initiative significative concernant cette méthode a été€ celle de
N.Damil et M.Potier-Ferry (1990), afin d'analyser le flambage des
structures élastiques imparfaites. Cette méthode améliore la théorie classique
du postflambage ou de la bifurcation perturbée (Koiter (1945), Thompson
and Hunt (1984), Budiansky (1974), et Potier-Ferry (1987)).

D'un point de vue numérique, on peut ainsi calculer un grand nombre de
termes de séries entiéres avec une seule inversion de matrice. La méthode
asymptotique-numérique a été appliquée 4 un nombre croissant de modeles:
structures élastiques, mécanique des fluides visqueux, structures plastiques.
Au sein du LPMM cette thése est la premiére tentative d'applications aux

problémes dynamiques.

Cette procédure transforme la résolution du probléme non lin€aire en celle
d'une succession de systémes linéaires. Elle rend le calcul plus rapide et plus
fiable, contrairement aux méthodes incrémentales-itératives qui sont
difficiles 4 automatiser et sont cofiteuses en temps de calcul. Quatre types de
problémes ont été testés pour cette méthode: calcul d'une branche
fondamentale quelconque, calcul d'une branche bifurquée, calcul de

bifurcation perturbée et détection de points de bifurcation (figure II-1).
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Al

~=—— solution bifurquée

solution perturbée —p point de bifurcation

4——— solution fondamentale

» 2

figure II-1.

II-2) Présentation de la méthode asymptotique-numérique
I1-2-1) La technique de perturbation

En partant de la fonctionnelle mixte d'Hellinger-Reissner (Azrar et al,
1993), on montre que pour une grande classe de modeles, de plaques, de
poutres, et de coques, les équations d'équilibre peuvent s'écrire sous forme

d'une équation fonctionnelle avec une non linéarité quadratique:
LU+Q(U,U)=AF II-1)

ot L est un opérateur linéaire, Q un opérateur quadratique, U un vecteur
mixte dont les composantes sont le déplacement u et la contrainte o, Aest
un paramétre de chargement et F un vecteur de force représentant le
chargement extérieur.

On suppose que l'on connait Uj, A, une solution initiale du probléme (II-1),
telle que la branche de solution au voisinage de ce point admette une
représentation analytique. Cette méthode de perturbation permet de
représenter les branches de solutions sous la forme de séries entieres par

rapport 4 un paramétre de contrdle "a", que I'on définira par la suite.
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U(a)=Ug +aU; +a*Uy+..ecn. (II-2-a)
AMa)=Ag+ah +aPho+oiiieeeennn (II-2-b)

En reportant ces séries dans le probleme (II-1), on obtient une séquence de

problémes linéaires mixtes :

ordre 1:
L .U, =\F

ordre 2: _
LU, =A,F- Q(U,,U,)

ordre 3:
L.U, =A,F-2Q(U,,U,)

ordre n:
n-1
LtUn = }\'nF— ZQ(UpsUn_p)

p=1

ot L, est 'opérateur tangent au point U, défini par:
L, ()=L()+2Q(U,,.)

Tous ces probléemes admettent le méme opérateur tangent , sont simples et

condensés. Mais il reste & définir le parametre "a" pour déterminer la
représentation des branches de solutions.

Le choix optimal du paramétre "a" dépend du probléme a résoudre. Jusqu'a

présent, au moins trois possibilités différentes ont été testées.
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a) On prend le paramétre "a" comme l'incrément de charge A — Ao, Clest &
dire a=A — A,

b) on prend "a" comme la projection de l'incrément de déplacement u — u,
sur le vecteur u, (M.Potier-Ferry, 1987), a=< h(u—uy), u; >,

oll <.,.> est un produit scalaire et h est un opérateur de type rigidité.

c) on peut prendre "a" comme somme de la projection définie au b) avec la

projection de l'incrément A — A, sur A,. On a alors,

Ce troisitme choix est pratique pour éviter les branches de solutions
contenant des points limites en force et en déplacement. Nous renvoyons le
lecteur a (B.Cochelin, 1994).

En introduisant les développements asymptotiques (II-2), dans ces
définitions, on obtient une suite d'équations scalaires a chaque ordre par une
identification croissante des puissances de "a". Pour illustrer notre propos,
on considere la derniére définition de "a". Le probléme complet a l'ordre n

pour n supérieur ou égal a 2 s'écrit alors:

LU, =A,F- £Q(U,,U,,) (-4)

p=1

<up,U;>+AA;=0
I1-2-2) Résolution par éléments finis
On présente la méthode dans le cas le plus simple qui est le calcul d'une

branche non linéaire quelconque.

Cette branche s'obtient en déterminant les vecteurs déplacements et les
coefficients A, des séries (II-2) & partir des équations linéaires mixtes (II-
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4). Afin d'utiliser la méthode classique des éléments finis en déplacement
(Azrar et Al ,1993), il est commode de retourner a des systémes en

déplacement pur. Donc, chaque probléme linéaire mixte est transformé en
un probléme pur en déplacement u,, découplé de I'équation donnant la

contrainte O . Apres discrétisation, le probleéme en déplacement s'écrit:

(Kr(Up)[up]|= A, [F1+[ ] (II-5)
[, ][]+ 2y =0

ot K1(Up) est la matrice de rigidité tangente au point Uy, F est le vecteur

de chargements extérieurs et Fp"l est un vecteur qui dépend des solutions
aux ordres inférieurs U,, 1<r<p. La résolution de (II-5) revient a celle

du probléme suivant a chaque ordre:
[Kr (U] ]=[5"]

Tous ces problémes admettent la méme matrice de rigidité K;(Ujp) qui est

assemblée et triangulée une fois pour toute.
I1-2-3) Calcul de la branche bifurquée

Le développement asymptotique de la branche bifurquée est effectué au
voisinage du point de bifurcation qui est singulier. Tous les problemes
obtenus admettent une matrice de rigidité non-inversible. Dans certains cas
particuliers, la branche fondamentale dépend linéairement de A et on
montre que la branche bifurquée est solution de I'équation fonctionnelle

suivante avec une non linéarité quadratique (Azrar et Al, 1993):
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LU+ (A—A)LU+Q(U,U)=0 (II-6)

ot L et L sont des opérateurs linéaires, Q est un opérateur bilinéaire
symétrique, A paramétre de chargement et A, la charge de bifurcation.

Les inconnues de I'équation (II-6) au point de bifurcation 0, A s'écrivent:

U=aVi+a?Vot.oooeeinnnnnnn. (II-7-a)

A=A +ac +a2crFueeerinnnn. (I1-7-b)

oil "a" est la projection de U sur le mode de flambage V; et les vecteurs V),

pour p = 2 vérifient la condition d'orthogonalité:

< Vp, V}>=0 pourtout p=2 (I1I-8)

En injectant les séries (II-7) dans le probléme non linéaire (II-6), en tenant
compte de la condition d'orthogonalité, on obtient une succession de
systémes linéaires & chaque ordre de "a", possédant la méme matrice non-
inversible.

La discrétisation par éléments finis des problémes linéaires en déplacement

V (p) pour chaque p, donne:

[Kr[V)]=[F(p)]
[VOI'[V(p)]=0

ot Kt est la matrice de rigidité au point de bifurcation qui est singuliére.

On introduit alors le multiplicateur de Lagrange k et on réécrit le probleme

sous la forme équivalente suivante ol la matrice est symétrique et inversible.
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Kr VOV ]| [Fp)

vVi(1) 0 k 0

Maintenant, il suffit d'inverser une seule matrice pour calculer tous les

vecteurs.
II-2-4) Calculs de bifurcation perturbée

Le premier calcul numérique de branches de bifurcation perturbée par une
méthode asymptotique-numérique a été réalisée par N.Damil et M.Potier-
Ferry (1990). On sait qu'une structure avec imperfection perd sa stabilité au
point limite, ce qui donne une grande importance a la détermination de ce
point de flambage. L'utilisation de la méthode asymptotique-numérique pour
ce genre de probléme avec défaut nécessite l'introduction d'un parametre
supplémentaire dans les développements en séries. Ainsi, 1a non linéarité de
l'équation d'équilibre se raméne a une suite de problémes linéaires ayant la
méme matrice de rigidité. Une application de cette technique au flambage
des coques cylindriques a été réalisée dans la these d'Azrar (1993).
L'utilisation d'une discrétisation mixte (élément finis + séries de Fourrier)
conduit 2 une algébre complexe mais gérable qui montre toute la puissance
de 1a méthode asymptotique-numérique. Pour plus de détails sur le calcul
numérique de ces développements dépendant de deux parametres, nous

renvoyons le lecteur a la theése d'Azrar (1993).
II-2-5) Détection des points de bifurcation

On détecte ces points sur une branche de solutions linéaire ou non linéaire,

en introduisant un indicateur de bifurcation scalaire dépendant du parametre
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de chargement. La méthode asymptotique-numérique permet de déterminer
une représentation de cet indicateur et du vecteur déplacement sous forme
de séries entieres. En injectant ces séries dans 1'équation d'équilibre
perturbée et linéarisée en un point de la branche fondamentale, on obtient
une séquence de probleémes linéaires admettant la méme matrice de rigidite.
La discrétisation d'équations linéaires en déplacement a chaque ordre permet
de déterminer un grand nombre de termes de séries entieres. L'indicateur de
bifurcation déplacement a chaque ordre permet de déterminer un grand
nombre de termes de ces séries entiéres. L'indicateur de bifurcation s'annule
aux points de bifurcation ou aux points limites. On trouvera les détails de
cette méthode dans la ‘thése de E.H.Boutyour (1994). Un autre algorithme
pour déterminer cette fois-ci les points de bifurcation de Hopf de problémes
dynamiques sera présenté au chapitre V de cette thése tout en restant dans le

cadre de la méthode asymptotique-numérique.
II-3) Exemples d'applications

Pour mettre en évidence et montrer l'efficacité de la méthode asymptotique-
numérique, plusieurs applications ont été réalisées récemment sur des
modeles de plaques, de poutres, de coques et des problemes dynamiques
(voir chapitres ITI et V) . Le comportement asymptotique de ces exemples
dépend du choix du paramétre "a". En effet, le rayon de convergence varie
d'une maniere significative en fonction de "a". A titre d'exemple, la coque
cylindrique en appui simple sur deux cotés et chargée au milieu par une
force concentrée. Les développements sont effectués au voisinage d'un point
choisi au milieu de la courbe (figure II-2). Pour plus de détail sur ce sujet,

regardons la these de B.Cochelin, (1994).
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Figure I1-2: comportement des solutions asymptotiques pour divers choix du

parametre de développement "a”.

Il y a d'autres exemples, qui montrent aussi l'influence forte du parametre
de développement sur le rayon de convergence: une plaque carrée encastrée
sur ses quatres cotés et chargée en flexion, nous renvoyons a la these de

B.Cochelin (1994).
Comme sur la figure II-2, le développement asymptotique en fonction du

paramétre "a" diverge toujours au-dela d'une valeur critique de "a". Cette
valeur correspond au rayon de convergence de la série et qui est

indépendante de l'ordre de la troncature. Cette limitation est fréquente dans
les méthodes asymptotiques. Pour cela, on peut utiliser différentes

techniques pour accélérer la convergence de séries entieres.
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I1-4) Techniques d'amélioration d'une série
I1-4-1) Généralités sur les approximants de Padé

L'approximation d'une fonction par une fraction continue a été utilisée
depuis les travaux d'Euler. En 1892, H.Padé, avait développé dans sa these
[42] des études sur les fractions rationnelles sous forme de table, sans
indiquer une stratégie automatique et précise. La seule contrainte sur ces
approximants, consiste & trouver un dénominateur et un numérateur qui
soient premiers entre eux, afin d'éviter les défauts (une racine identique ou
presque identique au flumérateur et au dénominateur). On trouvera dans
(Baker et Graves-Moris, 1981), (Brezinski, 1980) des descriptions détaillées
des approximants de Padé et de leur facon d'utilisation. Ces derniers ont un
r6le trés important dans 1'accélération de la convergence de séries entieres .
De plus, ils donnent des informations sur toutes les singularités existantes.
Par définition, l'approximant de Padé d'une fonction est une fraction
rationnelle dont le développement de Taylor & un certain ordre coincide
avec celui de la fonction en question. Plus exactement, considérons la

fonction f(x) développable en série enti¢re au voisinage de x=0:
f(x)= 3¢, X",
n=0

ou les coefficients c, sont connus.

L'approximant de Padé aux ordres L et M, noté P[L, M ] est le rapport de

deux polyndmes:

P[L,M]=
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“ensorte que f(x)—-P[L, M]=0(xL+M”).

Pour illustrer cette notion, on considére la fonction,

2 x3 x4

X
f(x)=Log(1+X)=X — =— + ———+........
(x)=Log( x)>4< Tt3 7

Le développement de Taylor admet un rayon de convergence égal a 1.

l'approximant de Padé associé P[2,2], est donné par:

1
X +—x2

P[2,2] = ——5+—.
1+x+—x2
6

Cet exemple nous montre l'efficacité des approximants de Padé qui
permettent d'obtenir de bonnes approximations de la fonction bien au dela

de rayon de convergence (voir figure II-3).

S + ' + 4) z.

Figure II-3

42



| CHAPITRE 99: méthode asymptotigue-numérique |

I1-4-2) Utilisation des approximants de Padé dans les M.A.N

I1-4-2-1) Réorganisation de la représentation de la fonction

vectorielle U(a)

On va discuter comment utiliser les approximants de Padé dans notre
méthode asymptotique-numérique. Pour cela, reconsidérons la fonction

vectorielle U(a) suivante.
U(a)=aV(1) +a2V(2)+..covvrnnnnnnn. (II-9)

Nous proposons d'orthogonaliser les vecteurs V(p) a l'aide de la procédure
de Gram-Schmidt. Le principe consiste & construire une base orthogonale

V' (p) al'aide des vecteurs V(p):

p
V(p)= Y, 0,V (k)
k=1

k_ <V(p),V (k)>
<V (k),V(k)>

P — 1_
Op =leta, =0

pour 1<k<p |

ou o

Dans la base orthogonale construite, 1'équation (II-9) devient:

U= iaifj(a)v' () I1-10)
j=1

f;(a)= Y, cia™

i=j

Ensuite, on remplace chaque série scalaire fj(a) par son approximant de

Padé, qui est:
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ag’ +aga+........ +ay, ja®i
B[L;/ Myl@)=—=— -

1+bfa+........ +ijja

Les M; +L; +1 coefficients de cette fraction rationnelle se calculent a partir

des équations de Padé suivantes (Baker and Graves Morris, 1980).

cL-M+1  cdL-ms+2 clL bim L+
ci-m+2  Jiomsz  ClLa || bIm-r || P2

oL clL+1 clem || b1 | [ ClLam

Par suite, on a:

al = ci + bliclo
aly = ciy + blich + black

min(L;,M;)
alp =clL + Z bliclL-i
/ i=1

Alors, l'approximation de la fonction vectorielle U(a) s'obtient apres

troncature a un ordre N fixé a 'avance:

N o
U(a)= jg{aJPj[Lj /™, @V () (11-11)
ou les PJ.[Lj /Mj] sont des approximants de Padé et les V'(j) sont les

vecteurs orthogonaux définis auparavant.
Pour montrer la performance de ces approximants, on a travaillé sur divers

exemples de structures minces (plaques, poutres €t coques) avec des
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géométries complexes et des chargements divers. Les résultats obtenus par
cette technique étaient améliorés par rapport a la série dans 1‘}a majorité des
problemes de plaques et poutres (voir figure II-5, post flambage d'une
plaque). Par contre les fractions rationnelles ont apporté peu d'amélioration
au post-flambage des coques cylindriques (figure II-4). Cela est di a la
présence des pdles qui provoquent ce comportement. Ce dernier résultat a

été confirmé dans la thése d'Azrar (1993).

POINT SINGULIER

3 |
v

2 3 B
Sw/u

o

Figure II-4: Représentation de la branche bifurquée par les séries et les approximants

de Padé correspondant. L'amélioration n'est pas systématique.

I1-4-2-2) Réorganisation de la représentation de la fonction

scalaire A(a): technique de projection

Parfois, l'application directe de I'approximant de Padé i la série A(a) se

révéle insuffisant. On utilise donc une nouvelle représentation du parametre
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A(a), moyennant la projection de l'équation (II-6) suivant une certaine
direction choisie par le chercheur, par exemple le mode V(1). En tenant
compte des formules (II-10) et (II-11), cette reformulation donne souvent
d'excellents résultats (N. Damil, M. Potier-Ferry et B. Braikat, 1994),
(B.Cochelin, N. Damil and M. Potier-Ferry, 1994) ( voir figure II-5).

5 _<Q(U(a),Q(a)), V() >
Ma)=A = TUm.vD)> (1I-12)

\\
T

T

S
&
&

" 12
wm

Figure II-5: Amélioration des séries 4 1'aide d'approximants de Padé et la

nouvelle représentation (II-12), pour une plaque en flexion.

Mais, on verra au chapitre III que cette opération est non performante dans

certains cas de systémes dynamiques.
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11-4-3) Autres techniques

Plusieurs techniques sont citées par Milton Van Dyke (1974), pour
améliorer les solutions sous forme de séries: transformation d'Euler qui
cherche a envoyer les singularités les plus proches de l'origine a l'infini
(pour les détails, nous renvoyons le lecteur au chapitre III), complétion de
séries (E.M.Anderson and James F Geer, 1982),........

A notre connaissance, ces techniques d'amélioration n'ont jamais été traitées
dans un grand code de calcul par éléments finis. A T'avenir, on pense suivre

cette direction de recherche.
I1-5) Conclusion

On a essayé dans ce chapitre de résumer les travaux réalisés au laboratoire
dans le cadre des méthodes asymptotiques-numériques. Nous dominons
maintenant un grand nombre de techniques, certaines d'entre elles étant
immédiatement utilisables dans les grands codes d'éléments finis & usage
industriel (these de B.Cochelin, 1994).

L'objectif de cette thése est d'étendre cette méthode a des problemes

dynamiques de vibrations non linéaires et de bifurcations de Hopf.
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III) SOLUTIONS PERIODIQUES D'EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

II1-1) Introduction

Dans ce chapitre, on applique une méthode asymptotique-numeérique pour
calculer les solutions périodiques d'équations différentielles ordinaires. II
s'agit d'adopter les méthodes décrites au chapitre II 2 une nouvelle classe de
problémes: les oscillations non linéaires des systemes conservatifs et non
conservatifs.

Nous avons rappelé au chapitre deux les principales techniques utilisées au
sein de LPMM pour le calcul des positions d'équilibres des structures
élastiques. Les méthodes asymptotiques-numériques consistent dans un
premier temps a chercher une famille de solutions sous la forme d'une série
entiére, ou plutdt, d'une série entidre tronquée a un certain ordre fixé a
l'avance. Le cas échéant, on essaie d'améliorer cette représentation
polynomiale, deux techniques ayant €été utilisées jusqu'a présent:
remplacement des polyndmes par des approximants de Padé, utilisation d'une
technique de projection.

Notre but dans ce chapitre est de tester ces procédures pour le calcul des
solutions périodiques des problémes de vibrations simples. Les séries entieres
sont obtenues avec l'aide du logiciel Maple par la méthode classique de
Poincaré-Lindstedt [34] et [44]. 11 s'agira donc principalement de tester
l'efficacité des techniques d'accélération de convergence.

Nous testerons d'abord l'efficacité des deux stratégies qui se sont révélées le
plus efficaces en statique des structures: d'une part le remplacement des séries
entiéres par des approximants de Padé, d'autre part la technique précédente
améliorée par une méthode de projection. Au paragraphe (I11-3-5), nous

présenterons de plus un changement de variable destiné & envoyer a l'infini la
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singularité la plus proche de 'origine dans le plan complexe: il s'agit de la
transformation d'Euler [54] qui a été appliquée récemment éiy I'équation de
Van der Pol [1] et a d'autres équations [14]. Cette technique est la premicre
initiative au sein du LPMM, et on pense 1'adopter plus tard dans un contexte
de calcul par éléments finis.

Nous considérons ici trois exemples: 1'équation de Van der Pol, qui a un seul

cycle limite et les deux équations conservatives suivantes:

$4+x—%x3=0, (II-1)
R+x+%x3 =0, (I0-2)

avec les conditions initiales: x(0)=¢, x(0)=0,

qui possédent des familles de solutions périodiques parametrées par la donnée
initiale €. -

A plus long terme, notre objectif est d'appliquer les meilleurs procédures a
des systémes plus complexes gouvernés par des équations aux dérivées
partielles: écoulement fluide-structure. On présentera au chapitre (V) une

premiére tentative en ce sens.
111-2) Cadre de I'étude

Dans ce chapitre, on s'intéresse a 'étude des mouvements périodiques des
équations conservatives (III-1) et (III-2) et du cycle limite de 1'équation de
Van der Pol. On a vu au chapitre I que ces systémes engendrent des solutions
périodiques de caractéristiques différentes. En effet, I'équation (III-1) admet

des solutions périodiques pour |e| inférieure a 1, par contre celles du probleme

(II-2) existent pour tout € (voir les figures concernées au chapitre I).
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L'oscillateur de Van der Pol conduit en définitive 2 un mouvement périodique

indépendamment des conditions initiales, qui est donné par:
i +x = e(1-x2)%; x(0) = a(e), x(0)=0, (I1-3)

ou a(e) est 'amplitude du cycle limite.

On va chercher maintenant ces solutions périodiques sous forme de séries
entieres par le développement asymptotique de Poincaré-Lindstedt, en
utilisant le systéme de calcul formel Maple, qui va nous permettre de trouver
des relations de récurrence. Ensuite, on va améliorer ces séries polynomiales

par les techniques citées dans le chapitre II.

I11-3) Application de la méthode asymptotique-numérique aux équations

conservatives
I11-3-1) Principe de la méthode

On a rappelé au chapitre I pourquoi les mouvements périodiques d'un systeme
non linéaire ont une période dépendant de I'amplitude. Pour les équations
étudiées ici, cette période T et la pulsation w=2n/T dépendent du
parametre "&" et il est bien connu [46] que la fonction € — T(g) est une
fonction analytique. On cherche donc T(g) sous la forme d'une série enticre

n "¢". L'inconnue x(t,&) peut également étre développée en série entiere de
¢, mais il est commode d'effectuer un changement de variable temporelle
7= m(e)t pour se ramener a des fonctions de période fixée. Cette méthode de
calcul d'une famille de solutions périodiques est appelée méthode de
Poincaré-Lindstedt ( voir les détails au chapitre I). Nous allons maintenant
l'appliquer pour obtenir une premiére représentation numérique en tronquant

des séries entieres.
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II1-3-2) Représentation par les séries enti¢res

En exploitant le changement de variable T=w(e)t, la nouvelle inconnue

y(1,€) est de période 27 :
y(T,€)=x(t,€).

Par suite, les équations (III-1) et (ITI-2) deviennent respectivement:
0 (&)J+y-y3=0; yO)=¢, J(©)=0, (II-4)
o (e)+y+y3=0; y(0)=¢, y(©)=0. (III-5)

On cherche les solutions de (ITI-4) et (III-5) sous forme de séries entieres:

@2 (e) = Wy + ® + W, +...oc (I-6-2)

§(1,€) = £y, (1) + €27, (Db (WL-6-b)

ot les fonctions 27-périodiques y,(7) et les constantes (; sont a déterminer.

En injectant les séries (III-6) dans 'équations (ITI-4), respectivement (III-5),
puis, on identifie suivant les puissances de "€", on obtient une séquence de

problémes linéaires en yi:

¥ty =0
y(0)=1 (1-7-2)
y(0)=0
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=
17,©0)=0 (I-7-b)

pour p supérieur ou égal a 3,

. p-1
Yp + yp = —iEO miyp—l + rF(yl, ..... ’yp——2)
1yp(0)=0 (II-7-c)
yp(0)= 0
3G(y1, ..,yp 2) si 3Xp
ou F(y ,.....¥ )=+ ‘
1 -2 v 3 :
p 3G(yr.”qyp_2) y% si 3/p
|

p—2 p—2

GOy )= T ¥yt X ACH
(,j<k)=1 <=1
i+j+k=p i+2k=p

r = +1 est un nombre d'indication. Si r=1, les formules (III-7) proviennent de

'équation (III-4) et si r=-1, sont celles de 1'équation (III-5).

Pour déterminer les coefficient ®;, la solution Y(%.€) doit étre 27-

périodique. Autrement dit, chaque Yi(T) doit &tre 27-périodique. Cette

condition évite Y'apparition du terme Tcos(T) appelé terme séculaire, qui lui

méme provient du terme en c0S(T) existant dans le second membre des
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formules (III-7). En tenant compte de ceux-ci, La résolution des problémes
linéaires 2 l'aide du systtme Maple donne les formules de récurrence

suivantes:
®2i+1=0 pour i=0,1,2, ...............
etles Yi(T) sont tels que

y2i(T)=0 pour i=1,2,....c.ccceuevereenne

i »
Vais1 (V)= D Yairrj0s((2j+1T)  pouri=0,1,2,....cccecns.
j=0

avec yi41; des valeurs numériques vérifiant:

i
Y Y211, =0 pour i=1,2,3,.....ccecnrnee.
i=0

A travers la manipulation du logiciel Maple, on a déterminé les expressions

exactes des deux développements ®?(g) et y(T,&) jusqu'a l'ordre élevé 32.

Commengons par 1'équation (III-4) qui a des solutions périodiques pour g
inférieure 2 1. Les expressions des séries w?(e) et y(t,€) de coefficients

arithmétiques exacts s'écrivent:

2,0v_1.3.2_ 3 4_ 9 6_1779 8_ 5643 10 _

0 (e)=1-78" ~152€" ~313¢ ~T131072°% ~524288°
146661 12 _ 486603 14 _ 841910643 16 ()18
16777216 67108364 137438953472 ’

y(t,&)=¢€cos(T) + é (—cos(31) +cos(T)) + 85 (—1—— cos(57) —
32 1024
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3 0s(37) + =22 cos(T)) + O(eT).

128 1024
On désigne ces séries respectivement par (III-8-a) et (III-8-b).
Passons maintenant a I'équation (III-5) qui a une solution périodique pour

toute valeur de la donnée initiale €, les séries ®?(€) et y(T,€) a un certain

ordre s'écrivent:

.2 32_3 4,9 61779 8, 5643 .10
(&)=1+7&"~155¢ +373€ ~T31072¢ ' 3524288 °¢
146661 12, 486603 14 __ 841910643

_146661 _ 16, o(el8
167772165 * GT108864°C = 137438953472° O )

y(t,€) = £cos(T) + %%(cos(m — cos(T)) + 85(Tolﬁ cos(57) —

3 23 7, 1 _
158 ——cos(3T) +——— 1074 cos(T)) +¢€ (32768 cos(77)
3 297 547 9
5048 ———C0S(5T) + —55+ 16334 ———cos(31)- 37768 ————cos(1))+0(e”).

Que I'on désigne aussi par (II-9-a) et (III-9-b).
II1-3-3) Une nouvelle représentation utilisant les approximants de Padé
I1I-3-3-1) Principe de la représentation

C'est une technique qui "accélere la convergence d'une série entiére”, en la
remplagant par une fraction rationnelle, voir les détails dans le chapitre deux.

A titre d'exemple, nous considérons la fonction suivante:

f(a) = 1_11%2&_3 (I1-10)

On peut approximer cette fonction par sa série de Taylor tronquée a l'ordre 3,
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f(a)=1-3/2 a +39/32 a2 +o(a3) (I-11)

Le rayon de convergence de cette série est égal a 1/2. Mais si on utilise

l'approximant de Padé P[1/1](a) qui est équivalent asymptotiquement a (III-
11)

_1+7/8a

f@)=1113/38a

+0o(ad), (IM1-12)

on obtient une bonne approximation au dela du rayon de convergence.

Cet exemple nous montre l'utilité et I'efficacité d'une fraction rationnelle.
Mais dans certains cas, ces approximants de Padé ne sont pas tres efficaces
(L.Azrar et Al, 1993). Parfois, leur choix ni évident ni arbitraire. En effet, il

faut chercher la meilleure stratégie. C'est ce qu'on va discuter maintenant.

On rappelle que les équations (II1-4) et (I1I-1) sont équivalentes, ainsi que les

équations (III-5) et (1I-2).
II1-3-3-2) Application des approximants de Padé a 1'équation (I1I-1)

D'apres la figure (I-4-b) du chapitre un, on voit que les solutions périodiques
n'existent qué pour des valeurs de || comprises entre O et 1, et que la période
T(e) tend vers l'infini ou la pulsation o(e)=2r/T(e) tend vers zéro,
lorsque € tend vers un. Sur la figure (II-1), on a tracé la série w?(e) (II-8-a),
tronquée aux ordres 12, 16, 18, 20, 24 et 28. Il apparait que le rayon de

convergence est proche de 1 (R = 0.99).

55



| CHAPITRE I99: solutions périodiques d'équations différentielles ordinaires |

AwWhE)
15

Figure III-1.

Dans ce cas, la représentation par séries entieres permet donc d'obtenir la
famille de solutions périodiques presque en entier. Il reste seulement a
préciser la valeur limite (€ =1) et & montrer que la pulsation tend vers O
quand € tend vers 1. Dans un premier temps, on a cherché les zéros de la
série 0)2(8). tronquée a l'ordre 24, qui s'annule pour une valeur assez €loignée
de =1, exactement égale a4 1.15. Puis, on a construit une séquence
d'approximants de Padé ayant la forme P[N/N](e), (ou N est un entier qui
appartient 2 l'intervalle [6,16]), a partir de la série de Taylor w?(g). La valeur
e =1 est estimée en cherchant les zéros de la séquence d'approximants de
Padé. Les résultats sont donnés sur la table 1.

On observe la convergence numérique de ce procédé, l'erreur étant inférieure

4 1°% pour N supérieur a 10.
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PADES ZEROS DES
PADES
N=6 1.023
N=8 . 1.014
N=10 1.009
N=12 1.007
N=14 1.005
N=16 1.003
Table 1

I11-3-3-3) Réorganisation de la solution périodique de I'équation (I11-2)

par les approximants de Padé

On a vu que cette équation admet une solution périodique pour chaque valeur
de I'amplitude €. Ceci va nous pousser a approfondir son étude analytique en
faisant intervenir les techniques citées au chapitre deux. De plus, on va
comparer tous les résultats analytiques avec ceux obtenus numériquement
(solutions supposées exactes) par la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4.

La série périodique y(t,€) (II-9-b) est de période 2. De plus quel que soit
l'entier i, on a y,(T+7)=-Y,(T), donc il suffit d'‘étudier le comportement de la
fonction Y(7,€) sur l'intervalle [0,®]. Sur ce domaine, le rayon de
convergence R de (III-9-b) ne dépend pas d'une manicre significative de la
variable T. Il est voisin de € =1. Ce rayon de convergence est obtenu de deux
facons différentes: en tracant la série y(7,€) a différents ordres pour
différents valeurs numériques de 7. A titre d'exemple regardons les figures

III-2-a, b. On a obtenu aussi cette invariance du rayon de convergence €n
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fonction de T, en cherchant les singularités les plus proches de l'origine dans

le plan complexe de certains approximants de Padé.

2.5
F ordre 17
i dre 15
oL ort
3 ordre 13
— L ordre 11
“ 15[
< -
8 -
> 1:
0.5¢
0 PN SN TR N S St [ S T T SR M S S

0 0.2 04 06,08 1 1.2 1.4

Figure II-2-a: représentation de la série y(T,€) aux ordres 11, 13, 15 et 17 pour T=0.8.

O s
-0.4}

'08: ordre 11

Y(3. E) ’

-1.2]

ordres 13, 15, 17

-1.6f

-2-'1-1---1 lllllll [ PR S S INDY U T DUV T T S
0 02 0.4 0.680.8 1 1.2 1.4

Figure III-2-b: représentation de la série Y(T,€) aux ordres 11, 13, 15 et 17 pour T=3.

Afin d'améliorer le domaine de validité de la série x(t,€) = y(7,€), on adopte

la technique des approximants de Padé.
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Dans un premier temps, on explicite (III-9-b) dans la base orthogonale
{cos(kT), keN*}: "

x(t,e)=y(1,€)= iaz”lfzm(e)cos(@i +t) JdI-13)
i=0

ou fr(e)= 2 y21+1,4-&‘j, et les ypi41,j sont des constantes numériques.
=0

L'orthogonalisation est définie par le produit scalaire des fonctions 2m-

périodiques:
<f,g>4 Fg(dr,

ou f et g sont deux fonctions 27-périodiques.
Deuxiémement, on remplace chaque série fy;;1(€) par une fraction

rationnelle Py;.1[Loiy / Mais1](e). Comme la variable temporelle T dépend
de £ (T=m(e)t), on représente donc la série w? () par la fraction rationnelle

P[L / M](e). Par conséquent, la nouvelle représentation de (III-13) obtenue a

un certain ordre N (impair) fixé a 1'avance par rapport a € est:

N2
x(t,e)=y(1,8)= Y e 1Py [Loin / Main J(€)cos((2i+ 1)7)  (IMI-14)
i=0

ol T=+/P[L/M](e)t.

Les ordres L;.1, Mais1, L et M de chaque approximant de Padé doivent étre
choisis par l'utilisateur. Notre stratégie "optimale” adoptée est la suivante.

Pour ¢ suffisamment grand et N=2m+1, On a:
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- eP;[m/ m](e) est d'ordre €, (I-14-a)
, 83P3[m—2 / m](€) est d'ordre €, (II-14-b)
e®*p 1[0/ m](e) est d'ordre €, (MI-14-¢)

et le Padé prevenant de la pulsation P[m/ m](¢) est d'ordre 1.  (III-14-d)

Donc on garde que les termes d'ordre inférieur ou égal & m+1 dans la série
(III-14), et on supprime les termes d'ordre supérieur.

Avec cette procédure, on a pu augmenter le domaine de convergence £=1 de
la série x(t,€), jusqu'a une valeur dans le voisinage de €=30. On voit cette
amélioration en compar.ant pour différentes valeurs de la variable t, la formule
analytique (III-14) avec les valeurs numériques (exactes) obtenues par la

méthode de Runge-Kutta (figures IlI-3-a, b, ¢, d).

Padé sur x(0.8,€ ): procédé (1I-14)——
1 '

[ série a l'ordre 13

0 10 20 . 30 40 50

Figure ITI-3-a: Validité des solutions asymptotiques (série A l'ordre 13, procédé (III-14)

avec m=6) par comparaison avec une solution numérique ("exacte"). t=0.8.
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50
procédé (i1l-14)
30 + 7 i, X “.
e 107 fa
:; | l‘l "I W "
X - 1 O T l' “ : 'l : "'
- 3 O 1 /“| “‘ “' \|| :
*exacte” ' \ Y
-50 % ; — !
0 10 20 , 30 40 50

Figure III-3-b: Validité de la solution asymptotique (procédé (III- 14) avec m=6) par

comparaison avec une solution numérique ("exacte"). t=1.

50
procédé (Ill-14) .
3 0_~ |'| IIlI
w 107 L]
) L
T-101 Yk
x it !
-301 N
*exacte”® ’
-50 } }
0 10 20 30 40 50

Figure III-3-b: Validité de la solution asymptotique (procédé (IlI-14) avec m=6) par

comparaison avec une solution numérique ("exacte"). t=1.5.
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50 . .
- dé (1114 ke
- proc ( ') ‘ ﬁh:nﬁmi:‘n

307 i

10}

x(3, &)

-10}

série A l'ordre 13

.30}

0 10 20 30 40 50

Figure III-3-d: Validité des solutions asymptotiques (série a l'ordre 13, procédé (III-14)

avec m=6) par comparaison avec une solution numérique ("exacte"). t=3.

Cet exploit est dii peut étre 2 la belle symétrie que présente ce systéme et a
l'uniformité des termes de l'expression (III-14) qui ne présentent pas de
déphasage entre eux. Car, on verra par la suite que la présence de ce
phénomene de déphasage empéche une telle amélioration.

Vu l'efficacité de cette procédure, on en a essayé d'autres sur cette solution
périodique x(t,€)(par exemple, on a choisit les ordres L;1, M1, LetMen
sorte que toutes les formules (I0-14-a, b, ¢, d) soient équivalentes a 1, lorsque

€ est assez grand), mais on n'a obtenu aucune amélioration du domaine de

validité de la solution.
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I11-3-4) Amélioration de la pulsation de 1'équation (II1-2) grace a une

technique de projection

I1I-3-4-1) Utilisation des approximants de Padé
La détermination du rayon de convergence de la série (III-9-a) est le point
primordial pour analyser la pulsation. Ce rayon de convergence apparait au

point de divergence de la série aux ordres 12,14, 16, 18, 20, 24 et 28. I est

presque égale & la valeur 1 (figure III-4).

O./\,c,\au‘_ Ay

~ owote) ,
25 O QLJ\Z_ A%

q, o5 1, [l 1154 2,

Figure III-4: Comparaison de la série ®2(€) aux ordres 12, 14, 16, 18, 20, 24 et 28.

Pour améliorer ce domaine de convergence de longueur 1, dans un premier

temps on a pensé aux approximants de Padé. L'utilisation de ces derniers sous
la forme P[N/N](e), oit N est un entier naturel, donne une expression qui

coincide avec les valeurs numériques-exactes de Runge-Kutta au moins

jusqu'a € = 40. Regardons, par exemple la figure (III-5).
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5000_
4000+
Padé (6/6)
30001
2000+ 'exacte'\‘
1000 i série tronquée i l'ordre 12
oE e
0 16 32 , 48 64 80

Figure III-5: Comparaison des valeurs numériques "exactes" de ®?>(g), sa série tronquée A

l'ordre 12 et son Padé P[6/ 6](€).

I11-3-4-2) Réorganisation de la pulsation a I'aide d'une technique de

projection

Comme ces approximations rationnelles P[N/N](e) adoptées pour la

pulsation tendent asymptotiquement vers une constante, lorsque N tend vers
I'infini, il existe certainement une valeur de €, pour laquelle ces approximants

divergent de la solution "exacte”. A cet effet, on redéfinit la pulsation w(g)
en fonction de €: on réutilise I'équation (III-5) qu'on projette sur le mode

cos(t) (solution de 1'équation pour £=0),

<O)2(8)'y+y+y3,cos1:>= 0 (I-15)

ol <.,.> est le produit scalaire des fonctions 27-périodiques.
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On en déduit, donc que:

y+y3,cos 1:>
(y,cosT)

ol y(7) est donné par (III-14).

co2(e)=—< (II1-16)

o —— -

Cette derniére représentation (III-16) augmente encore le domaine de validité

de la pulsation par rapport  son approximant de Padé P[N/N](g). Ceci est

peut étre dii au fait que la formule (III-16) ne tend plus asymptotiquement

vers une constante pour € assez grand. Par exemple, si on tronque la série

w2(g) a l'ordre 12, on trouve que le Padé P[6/6] coincide avec la solution

numérique (exacte) jusqu'a ebz 40 (figure III-5), alors que l'expression (III-

16) obtenue par projection, augmente le domaine de coincidence jusqu'a une

valeur infinie (figure 1II-6).

8.000
7.000
6.000
5.000
4.000
3.000
2.000
1.000

10
10
10
10
10
10
10
10

procédé (lll-16) I 2
\L/,’
.’.’
r "exacte" ,"’
v
N, -7 Padé (6/6)
_.“ )
0 200 400 . 600 800 1000

Figure ITI-6: Comparaison des valeurs numériques de ®?(e), son Padé P[6/6](E) et la

formule (III-16) obtenue par le procédé (II-14) et la technique de projection.
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Comme dans les études précédentes concernant 1'équilibre des structures
élastiques, la technique de projection est bien plus efficace que l'application

directe des approximants de Padé.

II1-3-5) Utilisation de la transformation d'Euler
IT1-3-5-1) Description de la transformation

Cette technique consiste & chercher la singularité la plus proche de I'origine et

. « . . . . . g . oo .
a I'envoyer a l'infini. Si on considére que la fonction ¥ a ¢P a une
n=p 10

singularité en ¢ = g, alors en posant g =g / (g — go)> On obtient une nouvelle

scrie €n s qui g'écrit sous la forme Z a,s" et qui converge pour € assez grand.

n=0
Généralement, on cherche la singularité la plus proche de l'origine par

plusieurs méthodes [24]. Ici on se limitera aux approximants de Padé.
I11-3-5-2) Application 2 la pulsation de I'équation (I1I-2)

On commence notre analyse par la détermination d'une séquence de Padé
P[N/N](e) avec N=12,14,16. la position de la plus proche singularité de

l'origine d'une fonction analytique détermine le rayon de convergence de la

série. Puisque ©?(e) est une fonction réelle de €, toutes les singularités non

réelles forment entre elles des paires complexes conjuguées. Pour le Padé

P[12/12](g) tous les poles sont localisés au voisinage de 'axe imaginaire
(figure II-7). Par suite le domaine de convergence de la série (I1I-9-a) est

limité par la paire complexe conjuguée:

g = Reti® ot R=1.0l4eta=mx/2-
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R désigne la distance entre l'origine et la singularité la plus proche de
l'origine, et ¢ est I'angle entre I'axe réel et cette singularité. On remarque que
la valeur de R trouvée a partir du Padé est trés proche de celle obtenue en
tracant la série (I1I-9-a) a différents ordres.

b imee)

* pe

*¥

o Re(sl

Figure III-7: Les singularités du Padé (12/12)

Connaissant les deux singularités e =Re*®  on pose le changement de

variable qui les envoie & l'infini:

£
s(g)= . dI-17)
(€) AJR?2 —2Recos 0. + €2

11
Pour o = 1t/ 2, (II-21) devient,

()= e (0-18)

La formule (III-18) vérifie en plus les deux conditions suivantes:
s(0)=0 (I'origine reste fixe) et s(infini)=1.

En exprimant € en fonction de s on obtient:

§2R2

€= .
1—s2
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) 24 _
On reporte la formule ci-dessus dans la série ©’(e)=) .’ +o(e”)
1=0

tronquée 2 l'ordre 24. On trouve, 2 l'aide du systéme Maple une nouvelle

représentation du carré de la pulsation:

w?(e) = 3 GJisi +0(s¥), (I1-19)

1=

ol les ®, sont les nouveaux coefficients déterminés a partir des ®; d'une

maniére convenable. Théoriquement, pour que la série initiale converge pour
- € suffisamment grand, il faut que la nouvelle série (III-19), admette un rayon
de convergence proche de 1. Cette condition est réalisée, en effet, puisque le
rayon de convergence avec la nouvelle variable s est R = 0.99 En pratique,
la nouvelle série (III-19) augmente un peu le domaine de convergence, voir
figure ITI-8. Mais I'approximant de Padé P[12/12](s) de cette série coincide
avec la solution exacte jusqu'a € = 300 (figure II1-9), alors que le domaine de

validité était limité & €=40 sans la transformation d'Euler.

S *exacte”

série tronquée a l'ordre 24 en s

carré de la pulsation
I
!

0 série tronquée a l'ordre 24 en €
I I
0 1 2 £ 3 4 5

_
—t

Figure I1I-8 :Comparaison des valeurs numériques "exactes” de w?(e) et des séries W2(g),

®@2(s) tronquées a l'ordre 24.
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1.500 10° ¢
c
5F 8
1.200 10°| ¥
=
o
9.000 10%} 3
e
e n "
= Padé (12/12)(s) exacte
6.000 10*[ & ‘e
3.000 1 o Padé(12/12)( €)
o [ 1 1 1 L 1 1 1 | i 1 1 [ 1 1 1
0 80 160 , 240 320 400

Figure ITI-9: Représentation des valeurs numériques "exactes” de w?(e) et les

approximants de Padé correspondant P[12 /12](s), P[12/12](e), od & =s’R?/ (1 -57).

111-4) Application de la méthode asymptotique-numérique a I'équation
de Van der Pol

II1-4-1) Calcul par le développement asymptotique

En adoptant les transformations utilisées précédemment T = (et et

y(T,€)=x(t,€), 'équation (III-3) devient :

w2(e)j+y =ea(l-y2)y
y(0) = a(e)

50 =0 a0
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On cherche le cycle limite de (III-10) sous la forme d'une série entiere:

’(o(g,) = 0)0 +g(01 +52(,)2 I

Ja(e) = ay +Ea +82a2 Foereeraenns

2
(T,€) = YA (T) +EY (1) +E2Y, (T) +--7mreeee
’ YT & I-11)
oll ;, ai sont des constantes et y,(T) sont des fonctions 27-périodiques. On

reporte (III-11) dans (III-10), on obtient une séquence d'équations
différentielles linéaires en y;,

a l'ordre O
)
Y9199 =0
\ Y0(0)=ao (I11-12-a)
)"O (0)=0
a l'ordre 1
5’1 + 1= - y02 )YO - 20)15;0
Y1 (0) = al
v.(0)=0
5© (ITI-12-b)

Pour p supérieur ou égal a 2, on a la formule de récurrence,

=(1-y,2)L P BL S C
Ip*yp ==y hp 1= ZBiLp i1~ 2 CYp
<}'p-(o)=ap

YP(O) =0

(II-12-c)
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tellevque Bp, Lp et Cp vérifient les sommes,

v oo

1 P~ Z0(010)p—1
L,= S o5
"p T 5 b

Pour déterminer les coefficients constants ai et ®;, on élimine les termes
séculaires «Tcos(T)» et «Tsin(T)» qui proviennent des termes en cos(T) et
sin(t) de derniers membres de (III-12). De cette facon on a calculé les
coefficients exacts des séries (II-11) jusqu'a 1'ordre 24 a 'aide du systeme

Maple. On trouve que:

@nii1 =29541 =9

alors que les yi(T) sont de la forme:

Y9 ()= ]g Y9i JCOS((ZJ+1)T)

21+1

oll yy,j sont des constantes qui vérifient:

2i+l
J_

Les séries obtenues et choisies & un certain ordre sont données par:
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1 o 17 4. 35 ¢ 678899

.1 _ 8 . .10
o(e)=1-7¢" +3575¢ +gas36¢ 30060793605 *OE),

aey—2+ Le2 1033 4, 1019689 6,
96 552960 55738368000

0835512276689 .8 . .10
157315960843200000 5 T O -

y(1,&) =2cos(T)+ e(%sin(’t) — %sin(&c)) + 82(—§5—6—cos(51:) +

%cos(%) - %COS(T)) +0(e?) .

On caractérise ces séries respectivement par les notations (IIl-13-a), (II-13-

b) et (III-13-c).

I11-4-2) Utilisation des approximants de Padé

Notre objectif est d'améliorer les séries (III-11), en utilisant une procédure
d'approximants de Padé comparable a celle établie auparavant.
Numériquement, on a évalué le cycle limite x(t,e) par la méthode
numérique de Runge-Kutta en prenant les résultats numériques de la période
et I'amplitude confirmés par M. Urabe, (1967) et C.W. Clenshaw (1966).
Ces résultats ont été trouvées par des méthodes itératives classiques

(table 2).
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i

III-4-2-1) Analyse de la pulsation

£ a(e) T(e)
1 2.008619 |3.331643
2 2.019891 3.814937
3 2.023304 14.429547
4 2.022962 |5.101761
5 2.021508 |5.806115
6 2.019830 16.530937
7 2.018215 17.269873
8 2.016747 18.019088
9 2.015440 (8.776092
10 [2.014285 [9.539184
11 2.013264 110.307154
12 2.012359 |11.079110
Table 2.

Afin d'étudier la période, on cherche la valeur du paramétre € ou la série

(ITI-11-a) diverge. Pour cela, on trace (III-11-a) aux ordres 12, 14, 16, 18,

20 et 24 (figure III-10). Par suite, on constate que le rayon de convergence

a lieu en € =1.88. Pour augmenter ce domaine de convergence, on calcule

la fraction rationnelle P[12/12](e). Cette derniére coincide avec les valeurs

exactes (Runge-Kutta) jusqu'a € = 6 (figure III-11).

I11-4-2-2) Analyse de 1'amplitude

L'investigation de la série (III-11-b), se fait de la méme fagcon que la

pulsation. En effet, on trouve que le rayon de convergence est autour de
1.93 (figure III-12), alors que le Padé P[12/12](e) l'augmente

approximativement jusqu'a € =8 (figure III-13).
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A ie)

14

oAz (L

QJ‘\,c\r\L AL

o8
06
ool {6
04
02
”~
a. ag, L. 15, 2. . 3. %

v

Figure II-10: Comparaison de la série W(€)/ 2 aux ordres 12, 14, 16, 18, 20 et 24.

série tronquée a l'ordre 24

Padé(12/12)

Figure ITI-11: Comparaison entre les valeurs numériques de w@(e)/ 2, sa série de Taylor

d'ordre 24 et son Padé P[12/12](g).
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a (&)
+
onch 4L
E;
z
O fLCL'\L 10
OJ\__C,‘L\{ 4 S
T |
CJLC\I\/L »{G
A\ 24—
= e, L L5, z, 25 3, €

Figure II-12: Comparaison de la série a(e) aux ordres 12, 14, 16, 18, 20 et 24.

2.04 _

2.0327 Padé(12/12)
©2.024+
@ -

2.0167 f .

2 _008~: ~€——— série A l'ordre 24 rexacts”

2 ) } } }
0 2.7 55 . 8.3 11

Figure III-13: Comparaison entre les valeurs numériques de a(e), sa série tronquée a l'ordre

24 et son Padé P[12/12](e).
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I11-6-3) Analyse de la solution périodique

Ici, on propose d'étudier le rayon de convergence de la série (III-13-c) en

fonction de la variable T. Comme y(7,€) est 2m-périodique et vérifie
y(t+7,€)=—y(1), il suffit d'étudier le comportement de la série dans

lintervalle [0,7]. Sur ce domaine, on trouvera a l'aide des approximants de

Padé que le rayon de convergence dépend d'une maniére significative du
temps T. Il varie entre 1.5 et 1.8.
Pour améliorer ce domaine de validité de la série, on applique la méme

démarche qu'auparavant. On réécrit (ITI-13-c) dans la base orthogonale
{(cos(kt),sin(kt)), k € N*} de 1a fagon suivante:

y(t,€) = C;(g)cos(T) + ie2i+l(s4i+l(e)sin((4i +1)1) +
i=0

S4i+3(€)sin((4i+3)1))+ i £21(Cyy_q(e)cos((4i—-1D)T) +
i=1

Cyis1(g)cos((4i+1)1)), (111-24)

ot les fonctions Cy;,1(€) et Syi41(€) sont des polyndmes en €.

La représentation de (III-24) par des approximants de Padé est définie par
la substitution des polyndmes Cp;,1(€) et Syi,1(€) respectivement par les
fractions rationnelles Pyi,i[Loiei / Mai](€) et P'2i+1[112i+1/M'2i+1](€).
Puisque, la variable T dépend de £ (T=w(e)t, on remplace w(e) par le

Padé P[L/M](e). L'expression analytique obtenue donc par ces

approximants a un certain ordre N (impair) fixé & l'avance, est donné par:

y(1,8) = Py[Ly / My](€)cos(t) +
(N-1)/2
Y €% (Pgi1[Lai-1 / Myi1 J(&)cos((4i —1)T)

i=1

+Pyi1[Lais1 / Maisn J(€)cos((4i + 1)) +
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(N-D/2 . .
3" e2*1(P 41| Lairt / Main1 [(2)
i=0
sin((4i +1)7) + Pais[Lais3 / M43 [(8)sin((4i +3)1))  (II-25)

La complexité de cette formule (ITI-25) empéche de trouver le bon choix
des ordres des Padés en question. Malgré, cette difficulté on a pu

sélectionner deux stratégies "optimales", qu'on va présenter maintenant.
PREMIERE STRATEGIE

Pour € suffisamment grand et N=2m+1, on a:

P;[m/m](e) est d'ordre 1,

eP1[m/m](e) et €P'3[m/m](e) sont d'ordre &,
£2P;[m—2/m—2](e) et £?Ps[m—2/m—2](e) sont d'ordre €7,

e3P's[m—2/m](e) et €*P7[m—2/m](e) sont d'ordre &,

£™Pyy 1[0/ m —2](€) et €™Pyp41[0/ m—2](€) sont d'ordre €2,
e™*1P')41[0 / m](e) et €™ 'Pam+3[0/ m](g) sont d'ordre &,

et P[m/m](e) est d'ordre 1.

Autrement dit, dans la formule (III-25) les facteurs de cos((2i+1)7)
(i=1,2,3,...) sont d'ordre g2 et ceux de sin((2i+1)t) (i=0,1,2,...) sont
d'ordre €. De plus, on tronque le calcul a I'ordre m+1.

Cette procédure s'est révélée moins efficace relativement a celle adoptée
pour l'exemple (III-2). Cela est did aux fonctions cos((2i+1)T) et
sin((2i +1)7) qui s'alternent dans 1'expression concernée (III-24), et qui
provoquent un comportement non uniforme au cycle limite & partir d'une
certaine valeur de €. Nous observons ce phénomeéne dans le plan de phase

(figure III-14).
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dy/ dt

Figure III-14: Le cycle limite ¥(T,€) pour deux valeurs de € dans le plan de phase.
Malgré tout, Cette stratégie double presque le domaine de validité quelle que
soit la valeur de la variable t. A titre d'exemple regardons les figures (III-

15-a, b) lorsque N=13.

6 -
4.8 B Padé sur x(0.8,t ): formule (lll-25)+
' i iere stratégie \
= 3.6 |
o [ série pour m=6
o . L
=3 2.4 5
L ® e )
\
"exacte’
O l 1 1 1 I 1 1 1 l 1 1 1 | 1 1 1
0 1.4 2.8 ¢ 4.2 5.6 7

Figure III-15-a: Validité des solutions asymptotiques par comparaison avec une solution

numérique "exacte". Pour t=0.8.
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4.5
Padé sur x(1,¢ ): formule (11l-25) +
3.6 i 1ere stratégie
w
- 2.7
g
>

o—
"exacte”

série pour N=13

O- L 1 L .I N L " L .. N £ L i L L 1 L " P
0 1.4 2.8 , 4.2 5.6 7

Figure ITI-15-b: Validité des solutions asymptotiques (série donnée par (I-13-c) a l'ordre
13, 1a premidre stratégie de Padé avec m=6) par comparaison avec une solution numérique

"exacte". Pour t=1.

Afin de prouver que cette amélioration trés réduite par rapport au deuxiéme
exemple conservatif n'est due ni a la stratégie précédente ni a l'ordre de
troncature, on propose maintenant une autre procédure générale qu'on va

tester sur la formule (ITI-25) pour N=17, c'est & dire pour m=38.

DEUXIEME STRATEGIE

Dans ce cas, lorsque € tend vers l'infini et N=2m+1, les fractions

rationnelles vérifient:
P[m/m](e) — 1

eP'1[m/m](e) et €P3[m/m](e) — ¢,
e?P,[m—2/m](e) et €°P[m~2/m](e) — 1,
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e3P's[m—2/m](e) et e3P 7[m—2/m](e) - ¢,
EmPZm_l[O/m](e) et e™P, .,[0/m]() — 1,
e P50 11[0/ m](e) et e™MPome3[0/m](e) — e,

et Plm/m](e) — 1,

en sorte que dans la formule (III-25) tous les coefficients de cos((2i+1)7)
(i=0,1,...) tendent vers 1 et ceux de sin((2i+1)7) tendent vers € (i=0,1,...).
Pour illustrer ce dernier cas, on choisit par exemple N=17 pour deux

valeurs de t (figure I1I-16-a, b).

8

6.2+
:; formule (lll-25) + 2eme stratégie
S 4.4¢
S |
x - série pour N=17

267

0.8 - "exacte”

_1 I U T U S S Y S S (U S SR S DS S’

0 1.4 28 ¢ 4.2 5.6 7

figure IMI-16-a: Validité des solutions asymptotiques (série donnée par (II-13-c) a 'ordre
17, la premiére stratégie de Padé avec m=8) par comparaison avec une solution numérique

"exacte". t=0.8

80



| CHAPITRE III: solutions périodigues d'équations différentielles ordinaires

7 -
5.6 _ < formule (l!1-25) + 2eme stratégie
@42t
X
2.8
I ° .
1.4
. vidl 'exa%te'
[ série pour N=17
0 2 i 1 1 s L 1 N L 2. 1 L 2 L I N " :
0 1.4 28 4.2 5.6 7

Figure III-16-b: Validité des solutions asymptotiques (série donnée par (III-13-c) a l'ordre
17, 1a premiére stratégie de Padé avec m=8) par comparaison avec une solution numérique

("exacte"). t=1.

On constate que la premiére stratégie conduit 2 une meilleure amélioration
relativement a la deuxiéme.

Finalement, afin d'espérer une bonne amélioration a ce cycle limite on a
utilisé la technique de projection sur plusieurs fonctions, mais nous n'avons

pas trouvé de moyens d'améliorer les résultats précédents.

II1-5) Conclusion

D'aprés cette étude, on conclut que ces démarches asymptotiques-
numériques donnent de bonnes approximations des solutions périodiques des
probléemes dynamiques €tudiées. Pour 1'équation (III-2), cette procédure est
trés efficace: on est capable de mener les solutions périodiques jusqu'a une
valeur trés élevée de €, alors que le rayon de convergence est autour de

g=1. On a également remarqué que la transformation d'Euler peut étre une
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bonne technique d'accélération de convergence. Pour 1'équation (III-1), les
solutions périodiques existent jusqu'a €=1. On peut obtenir cette valeur
limite comme pdle d'un approximant de Padé. Avec 'équation de Van der
Pol cette procédure n'est pas trés efficace car la transition entre les
trajectoires de forme elliptique et les oscillations de relaxation conduit & un
grand changement dans la forme de la trajectoire. Néanmoins 'approximant
de Padé augmente le domaine de validité au moins d'un facteur deux.

Dans les systémes pratiques, comme les échangeurs de chaleur, les solutions
périodiques apparaissent souvent par une bifurcation de Hopf. C'est
pourquoi nous présenterons aux chapitres V et VI des méthodes pour
déterminer les points de bifurcation de Hopf et les solutions périodiques qui

émergent a partir de ces points.
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DEUXIEME PARTIE

RAPPELS ET CALCULS DES
/ POINTS DE BIFURCATION DE HOPF
PAR UNE METHODE ASYMPTOTIQUE-NUMERIQUE
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IV) RAPPELS SUR LA BIFURCATION DE HOPF
IV-1) Introduction

On va aborder maintenant une notion tout a fait fondamentale dans I'étude
des systtmes dynamiques. Pour cela nous considérons l'oscillateur de Van
der Pol, réécrit de la maniere suivante:
X +% = g% — x’X. (Iv-1)

Comme on a vu au chapitre I, pour €<0, l'origine x=0 de cet oscillateur
(IV-1) est stable (donc attracteur), mais il devient instable pour €>0 et ceéde
alors la place a un autre attracteur appelé cycle limite (voir figure IV-1).
Pour €=0, I'oscillateur linéarisé est dans un état de stabilite marginale: il n'y

a plus a proprement parler d'attracteur dans le plan de phases et chaque

condition initiale engendre alors une orbite particuli¢re (figure IV-1).

D
NS/

\_ "/
e<0 g= e>0

Figure IV-1.

Pour bien faire apparaitre ce changement dans la nature de la solution de
Van der Pol, on représente une propriété typique, par exemple 1'élongation
maximale en fonction de € (figure IV-2). Le phénoméne essentiel est
l'apparition pour >0 d'une et une seule solution périodique stable, ce qui

coincide avec la perte de stabilité de la solution stationnaire.
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* Propriéte

cycle limite stable

équilibre instable

Y S

équilibre instable \

Figure IV-2.

Ce passage d'une dynamique stationnaire a une dynamique périodique se
retrouve dans beaucoup de syst®mes dissipatifs de dimension quelconque
finie ou infinie. C'est ce passage qui se traduit mathématiquement par une
bifurcation de Hopf.

Dans ce chapitre, on va rappeler les caractéristiques fondamentales de la
bifurcation de Hopf, que l'on illustrera par des exemples a deux ou 2 trois
dimensions. De plus, on va discuter la stabilité des branches de solutions
périodiques ou stationnaires qui apparaissent par cette bifurcation de Hopf,
ainsi que la méthode analytique de 1'Alternative de Fredholm envisageable
pour le calcul de ces branches périodiques. Pour plus de détails, on pourra

se{reporter a (Iooss G. et Joseph D.D., 1980).

IV-2) Théorie de bifurcation de Hopf

IV-2-1) Un exemple de bifurcation de Hopf

Le but de ce paragraphe est de confirmer les propriétés fondamentales, d'un

tres grand intérét pratique pour identifier une bifurcation de Hopf. Pour

cela, on considére 'exemple simple suivant (Seydel R., 1981):
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X=—y+x(e—x2—y2) ‘
Iv-2)

y=x+y(e-x-y%)

L'étude montre que x=y=0 est la seule solution d'équilibre de (IV-2) (point

stationnaire). La matrice Jacobienne
e -1
1 €
a pour valeurs propres €+i. L'équilibre est stable pour € <0 et instable
pour € >0, c'est a dire, qu'il y'a un changement de stabilité au point € =0.
Pour construire le cycle limite, on utilise les coordonnés polaires p, 6 avec
x=pcosB, y=psinb,
on les reporte dans 1'équation , on obtient:

pcos—phsin® =—psin +pcosb(e— p?)

psin® +pHcosd = pcosB +psinB(e — p?).

Multiplions la premiére équation par cos® et la deuxieéme équation par sin®

et ajoutons les deux équations différentielles, on obtient:
p=p(e—p).

De la méme maniére, en multipliant la premiére équation par sin6 et la

deuxiéme par cos9, on trouve 0=1.
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Pour p=+/€ ona p=0. Donc il y a une orbite périodique pour &> 0, telle
qile son amplitude croit avec +e. Sa période est ici indépendante du

parametre.

D'une maniére générale, le cycle limite obtenu par une bifurcation de Hopf
en un point €_ non nul, posséde deux propriétés cardinales dans le voisinage

. . . \ 2 g
de € : l'amplitude du cycle limite est proportionnelle a Iz—: —€ cr/ , C'est a dire
croit comme la racine carrée de 1'écart au point de bifurcation. Par ailleurs,

la période des oscillations varie peu au voisinage de la bifurcation.
IV-2-2) Théoréme de bifurcation de Hopf et interprétations

On va donner maintenant le théoréme général de la bifurcation de Hopf qui

a été établi en 1942 par E.Hopf, dans le cas d'un espace de dimension n.

e —

Théoremel

1- Considérons I'équation différentielle:

au = F(a,U)
dt

ot UeR™ et "a" parametre de bifurcation

2- Soit U_(a) une branche de solutions stationnaires et soient les valeurs

propres de la matrice Jacobienne

Classons les en sorte que

Rel, 2Rel, 2............ >ReA . suite —
1 2 n

W

87



[CHAPITRE TV rappels sur la bifurcation de Hopf |

3- Supposons qu'il existe une valeur a, telle que
a- Rekl(ac) =0,

b Rek’l(ac);&O,
c- 0)C=Im7Ll(aC)¢O,
d Rekj(ac)<0 (G=3,....... ,n).

Alors, a_ est un point de bifurcation de Hopf, c'est a dire, il y a naissance de
cycles limites en (U *(ac),ac) et la période initiale (de l'oscillation

d'amplitude nulle) est

Commentaires sur le théoremel

Afin, de comprendre mieux ce théoréme, visualisons le mouvement des
valeurs propres A,(a) dans le plan complexe (rappelons que les A,(a), sont

les valeurs propres de la matrice Jacobienne, pour "a" voisin de ac). La

condition (a) suppose l'existence d'une paire particuliére de valeurs propres
simples qui satisfait A ,(a, )=X (a, )=im_. D'aprés la théorie de

perturbations des valeurs propres simples (Kato, 1966), il existe pour a assez
petit (ici, a —0) un seul couple de valeurs propres A,(a), A,(a)= 7\, (a)

voisines de i®,. Si la Jacobienne dépend de a de fagon assez réguliere (par

exemple analytique), la valeur propre A,(a) dépend aussi de a de fagon

assez régulieére (par exemple analytique). On notera le développement

correspondant de 1a maniére suivante:

A (a)= Ebancl =iw_+ac, +0(a?).
n=
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Doné le nombre complexe o, est égal 2 A{(a_). La condition (b) peut alors
s'écrire Reo, 0.

Elle assure que la valeur propre traverse l'axe imaginaire de fagon
transversale (voir Figure IV-3). Ce nombre o, jouant un rdle important
dans 1'étude de la bifurcation de Hopf, nous l'identifierons a partir des

vecteurs propres.
D'apres la condition (d) et le théoréme de Liapunov la solution stationnaire

est stable quand a est d'un c6té de la valeur critique et elle devient instable

quand a passe de l'autre coté.

A'.lm(k)
Ao N

pRe(A)

&__/
-Oc

Figure IV-3.

Calcul de o,_en fonction des vecteurs propres

On garde toujours les hypotheses du théoréme de Hopf. Pour simplifier le
raisonnement, on suppose dans la suite que la solution stationnaire est U=O,
et que la matrice Jacobienne en ce point s'écrit:

K(a)=Kj +aK; + O(a?), dans 3(R") (ensemble des applications linéaires),
oll +iw. sont valeurs propres simples de Ko.

Nous commengons par définir les vecteurs propres.

Notations:

Dans la suite on désigne par:

- (U,V) est le produit hermitien dans C", c'est a dire,
(AU, V)=MU,V) et (UAV)=MU,V) o
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- K d est 'adjoint de K appartient & 3(C", C") est définie par :
(KU,V)=(U,K'V)

Introduisons les vecteurs propres normalisés W, W tels que,
K W, =i Wy, K'oW'o=-io W, (W, W)=1.

La théorie des perturbations prédit un vecteur propre W(a) tel que,

W(a)= W +aW, +0(a®), (W, W'0)=0.

On reporte la formule ci-dessus dans
K(a)W(a)=0(a)W(a),
puis on identifie suivant les puissances de "a", On obtient:
(K, —io )W, +K W =0 W.
Ce qui donne le nombre complexe G, en projetant la formule ci-dessus sur
W¥:
IV-2-3) Une application du théoréme de Hopf
11 s'agit de montrer qu'on peut vérifier "facilement” les conditions du
théoréme de Hopf.
On considére le modeéle de Pontryagin d'une machine & vapeur, dont les

détails sont donnés dans le livre de B.D.Hassard et Al, (1981).
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X1 =X2
%5 = (sin(x;) cos(x;))Xs% — sin(xy ) — ax, (IV-4)
x3 =K(cos(x;) — p)

ou K, p, a des parametres.
On prend "a" comme paramétre de bifurcation.

Si K<Oet 0<p<1, on ale point stationnaire:

X, = (arccos(p), O, 71-;).

La matrice Jacobienne de (IV-3) au point stationnaire X« est:

0 1 O
p—-1/p  —a 2:p-p»)?
k(l _ p2)1/2 0 0

L'équation caractéristique de cette matrice s'écrit:

E +a?\.2+(%—p)l—2k\/—p—(l—p2)=0. AV-5)

Pour que la bifurcation de Hopf ait lieu, il faut qu'au point de bifurcation

a;, (IV-5) admet deux racines complexes conjuguées imaginaires

(Aio(ac) =Tiwe) et la troisieme doit étre réelle négative (A3). Le polyndme

général cubique qui s'annule en ces points s'écrit:
y ER Wy VAR A30.2=0.

Par suite, on trouve:
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| ]
a. =—2kp>2, A,(ac) =Fiw, = i‘l(-[;— P2, et A3(ac) = —a.

Le vecteur propre associé a la valeur propre tiw, est
Vi(ac)=(1, iw,, ikp"?).
La différenciation de (IV-5) donne,

X (a)=-1/(3+2a/A+ (e /A)*), et on en déduit que,

1, 1+ia,/ o

—5(1+(ac/m)2)’

M (ac)=1a (ac)=
Re(hy (a0)) = —5 (1 +(ac / @)™ <0,

On conclut que le point a=a. est un point de bifurcation de Hopf. En ce
point il y a une perte de stabilité. Pour a<a., la solution stationnaire est

instable et pour a>a, elle est stable.
IV-3) Stabilité des branches de solutions périodiques
IV-3-1) Discussion sur l'instabilité et conséquences

On a vu qu'un point de bifurcation de Hopf relie la solution stationnaire avec
le cycle limite. Ces solutions sont parfois stables ou instables, elles dépendent
du probléme en question. En particulier, la stabilité de la solution
stationnaire dépend de I'hypothése de Hopf (b) et change au point de
bifurcation de Hopf. Dans cette section, on va discuter la stabilité des
solutions périodiques. Pour plus ample détail nous renvoyons le lecteur a

(R.Seydel, 1981) et a (Tooss G. et Joseph D.D., 1980).
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On réppelle que dans la suite, on représente toujours les solutions stables ou
instables par une propriété en fonction du parametre de bifurcation "a". Si
on est en dimension n, cette propriété est un scalaire, que l'on choisit
convenablement, soit xg (to) pour un to et un indice k, 1<k <n, soit par
l'amplitude de xy(t).

Sauf cas exceptionnel, on ne rencontre que deux cas de bifurcation (figure
IV-4): orbites périodiques stables encerclent I'€quilibre instable (a), et
orbites périodiques instables encerclent I'équilibre stable (b). Par définition
le cas (a) est appelé bifurcation sur-critique, alors que (b) est appelé sous-
critique. Dans le cas (a) 'échange de stabilité se trouve entre les branches
périodiques et stationnaires. En plus l'amplitude croit continiment en
augmentant "a". C'est le cas pour I'équation de Van der Pol (voir
introduction). Un exemple de bifurcation sous critique peut &tre obtenu en

changeant le signe des termes non-linéaires dans cette équation

A Propriété

branche périodique stable

branche périodique instable

équilibre stable /7 —

(b) équilibre instable

a

>
Figure IV-4.

Dans le cas sous-critique, des effets intéressants peuvent apparaitre. En effet,
il peut conduire & un saut d'amplitude instantané (voir figure IV-5), car,

quand "a" dépasse a;,brusquement, 'amplitude fait un saut et prend une

grande valeur finie. Ce genre de saut a partir de 1'équilibre stable a une

Z "

large valeur de 1'amplitude de la solution périodique stable est appelé "perte
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brutale de stabilité”. De plus pour chaque valeur "a" dans l'intervalle entre
a’, (point tournant) et a_ (bifurcation de Hopf), 'orbite périodique instable
et l'orbite périodique stable coexistent. En outre, ce cas peut €ventuellement
impliquer le phénoméne d'hystérésis (figureIV-6); Quand on augmente
progressivement le parametre de bifurcation "a", la transition entre point
d'équilibre et cycle limite se produit en a=ac. La transition inverse,

obtenue par diminution de "a", intervient en revanche pour a =ag.

AN (‘ra,ﬁ'i:’,tf—

' /mw

T e mitedle

CT
| R
L T
wru;w,q © o éoﬁ“*?’“l’“ _
ey e amaltable
AL&L[Q /
Figure IV-5.
A Propriete solution stable2
l
| l
| I
|  Solution stablel |
| ’/ |
- —— 3
ac a.
Figure IV-6.
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Donc une bifurcation de Hopf sous-critique est qualitativement trés
différente d'une bifurcation sur-critique. Elle peut conduire a l'apparition
d'oscillations d'amplitude finie ou de phénomenes d'hystéresis.

On conclut cette section, par deux exemples & deux dimensions avec d'autres

cas de bifurcations de Hopf.
IV-3-2) Exemples d'oscillateurs avec des bifurcations de Hopf

Ici, on donne deux exemples inspirés du livre de (R.Sydel, 1981):

Le premier est un modele simple des impulsions des nerfs di a Fitz Hugh,

7’£=3(x+y—x3 /3+a)
y=—(x—0.7+0.8y)/3

L'analyse de ce modele donne les courbes de la figure.(IV-7). Elle contient
des orbites périodiques (stables et instables), des solutions stationnaires et
deux points de bifurcation de Hopf, qui sont sous-critiques avec perte brutale

de stabilité. Les deux régions stables sont petites:

-1.413<a<-1.403
—0.346<a<-0.336

Lorsque, le parametre "a" passe le point de bifurcation, 1'amplitude atteint
immédiatement son niveau maximal. La situation représentée dans la figure
(IV-7), ou deux points de bifurcation de Hopf sont connectés par des

branches d'orbites périodiques, n'est pas rare.
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Le deuxiéme exemple représente le modele CSTR (Continuous stirred tank

reactor),

x =—x + Da(1-x)exp(y)
y=-y+B.Da(l-x)exp(y)—By’

Da=a nombre de Damkohler.
Dans la figure (IV-8), on voit une branche de solutions stationnaires avec

deux points de bifurcation de Hopf. Ici, les deux points sont aussi connecteés
par une branche d'orbites périodiques. Cet exemple exhibe un point sous-
critique et un point sur-critique. A droite au point de Hopf 'la perte de
stabilité n'est pas brutale’, alors qu'au point de Hopf a gauche 'la perte de
stabilité est brutale'. La branche stationnaire admet deux points tournants qui

sont proches l'un de l'autre avec une différence en "a" de Aa=0.0005.
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Jusqu'a présent, on s'est intéressé seulement 2 l'existence des points de
bifurcation de Hopf et 2 la stabilité des solutions périodiques qui
apparaissent. Mais, on a pas discuté, comment on les calcule analytiquement.
Pour le point de bifurcation de Hopf, une réponse sera donnée dans le

" chapitre V. En ce qui concerne le calcul des solutions périodiques, on va les

traiter tout de suite.

IV-4) Calcul asymptotique de la branche périodique a partir du
point de bifurcation de Hopf

IV-4-1) Rappel

Dans cette partie, on va calculer la branche de solutions périodiques d'une

équation différentielle autonome obtenue par bifurcation de Hopf a partir

d'une solution stationnaire.

U _F(a,0). av-6)

dt
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Supposons que le spectre de D,F(0,0) est constitué des deux valeurs propres
simples *iw_ et d'autres valeurs de partie réelle négative. Cette hypothese

permet la persistance d'une solution stationnaire pour "a" voisin de 0

(conséquence du théoréme des fonctions implicites). Dans la suite on suppose

que U=0 est la solution stationnaire, telle que:
(H1) F(a,0)=0 pour "a" voisin de 0,

(H:) F est analytique aussi au voisinage de zéro, d'oul

K(a)=D,F(a,0)=Kg +aK; +a’Ko+......couuns

Or, par hypotheése tiw_ sont deux valeurs propres simples de Ko. Alors

d'apres la théorie de perturbations dans R", la matrice K(a) admet aussi

deux valeurs propres simples o(a) et G(a). De plus, elles sont analytiques

en a,

c(a)=iw_ +oca+ o3 Sl ,
W(a)=W,+Wa+Wa’+...... ,

ot W(a) est le vecteur propre de K(a) qui, pour a=0 vérifie
(K, —io )W, =0,
(Hs) L Rec(ak-0=Reci#0.

Si Reoi >0, alors la solution U=0 est stable pour a<0 et perd sa stabilité
pour a>0 (a voisin de 0). Si on désigne par WO* le vecteur propre de

l'adjoint Ko™ qui vérifie:
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(K, +io )W, =0, (Wy, W) =1,

alors par un calcul simple (paragraphe IV-2-2), on trouve que,

0, = (Klwo’wo*)
IV-4-2) Calcul asymptotique du cycle bifurqué

Au chapitre ITI, on a calculé les solutions périodiques de certaines équations
différentielles ordinaires par la méthode de Poincaré-Lindstedt. Par contre
ici, on propose de calculer la famille de solutions périodiques de 1'équation
différentielle (IV-6) au voisinage du point de bifurcation de Hopf par un
développement asymptotique.

Comme la période est inconnue, on fait donc les changement de variables

suivants pour se ramener 2 une solution périodique de période 2,

s=ot et U(t)= U(%) = V(s). IvV-7)

Par suite, I'équation (IV-6) devient:

dv _
o =F@,V). IV-8)

Alors on cherche la branche de solution périodique en fonction d'un certain

paramétre € par le développement asymptotique suivant:

V(s)= D, V,(s)e

p2l
® -0 =), o av-9)

a=y apep_

. p2l

A
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ou les V,(s) sont des fonctions 27 périodiques et les ®,, ap sont des

constantes 3 déterminer. On verra bien que le calcul des fonctions V, (s)

(p>1) et des constantes inconnues (p>0), nécessite 'utilisation des conditions

suivantes d'Alternative de Fredholm.

— |

Théoréme2: Alternative de Fredholm
On suppose que l'opérateur K, admet +iw, comme valeurs propres

simples, de vecteurs propres associés W, et WO, et qu'il est tel que

{kiwy,keZ- {1,—1}} ne soient pas valeurs propres.

Soient T0 =, P Ko un opérateur différentiel et f une fonction continue,

périodique. Alors I'équation
T,V =f1, (Iv-10)

admet une solution périodique V de classe C! si et seulement si

o=p=0, (IV-11)
N 1 (2= *\  —is
o o= [ 7 (£(s), Wy eds, (IV-12)
1 2= — .
B=gz], (£(s) Wy )ebds. @Iv-13)

Dans ce cas, il existe une solution périodique unique V=Qf vérifiant IV-11),

ot f est remplacé par V et Q est un opérateur linéaire continu.

Si f(s) est réelle, il suffit d'annuler soit o, soit § car les deux expressions

sont conjuguées (utile pour les calculs explicites).

s g————

100



| CHAPITRE IV: rappels sur la bifurcation de Hopf |

Maintenant, on reporte (IV-9) dans (IV-8), puis on identifie les puissances

de €, en utilisant le développement de Taylor de F:

F(a,V)=F(a,0)+ DyF(a,0)V +DV2F(a,O)y§+ ........
=K,V +aKV+a’K,V+........
+F, (V, V) + Fg(V, V, V).
+aF, (V,V)+.........

On obtient alors une séquence d'équations linéaires admettant le méme

opérateur différentiel non inversible Ty:

a l'ordre 1
ToVi=0, (IV-14-a)
a l'ordre 2
av,
TV, =K V; — 0 -+ Fp (Vi V), (IV-14-b)
a l'ordre 3

B\
T,V, = 2,K,V; — 0, =L+ 2, (1, V) + Fy (V. Vp, V), (IV-14-¢)

a l'ordre n

av,
T,V, =2, KV, — 0, =L +Ry g, (IV-14-d)

ot R,_; dépend des termes d'ordres inférieurs a n-1.

La solution réelle du systéme (IV-15-a) simple et elle s'écrit a une constante

pres:
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V,(s) =W, +e W, av-15)

En revanche, les équations (IV-14-b, c, d) admettent des solutions si et

seulement elles vérifient la condition (IV-11) du théoréme2. En effet,

a 'ordre 2,
en utilisant les conditions exigées par 1'Alternative de Fredholm, on trouve
que:
c,a, —im, =0, dou a;=w;=0,
V, () = (2io, — Ky) ™ Fy, (W, Wy)e?*- 2K Fy, (W, Wy)-
(2im, + K ) Ey, (W, Wy)e ™.

Il vaut mieux aussi faire le calcul a l'ordre 3 pour avoir un résultat non

trivial pour a et ©,

a l'ordre 3,

de la méme fagon, on obtient:

—a,0y +10,=

EIEJ.Z&Foz(Vl(S)’Vz(S)) +F03(V1(S)’V1(S)aVl(S)),WO*)e‘iSds
=(—4F02(W0,K0—-11:02(W0,W0)) +3E,(W,, W,, W)

+2F,, (1, (2i0, — K, )y, (Wo, Wy)), w,). (V-16)

On continue la détermination de ®;, ap, Vp (s) et on montrerait ensuite que

25511 =0y =0, Vp20. Pour plus de détails concernant ce calcul, nous

renvoyons le lecteur a (Tooss G. et Joseph D. D., 1981).
On a donc une méthode constructive pour obtenir la branche périodique

U(t)=V(s) de (IV-6) au voisinage du point de bifurcation avec:
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V(S)=8V1(S)+82V2(S)+0(83)
a=a,e’ +o(e*)
=0, +0,e% + o(e®)

IV-5) Conclusion

Les bifurcations de Hopf ont donné lieu a un grand nombre de travaux,
motivés par I'étude des systémes dynamiques et de la transition au chaos. On
peut citer le cas d'une bifurcation de Hopf double (deux paires de valeurs
propres complexes conjuguées traversant simultanément 1'axe imaginaire, ce
probléme est traité par G.looss, 1975) ou l'interaction entre une bifurcation
de Hopf et une bifurcation stationnaire (Cette étude a été fait par
W.F.Langford, (1979)) ou de bifurcations dégénérées (deux valeurs propres
simples traversent l'axe imaginaire, mais non strictement. Par exemple,
E(0)=E'(0)=£"(0)=0, £"(0)#0, ou & est la partie réelle de A, ce
probléme est trait€é par H.Kielhofer, 1979), ainsi que de nombreuses
applications.

En revanche, il y a peu de travaux sur l'étude des bifurcations de Hopf par
des techniques numériques génériques comme la méthode des éléments finis.
Pour cela, nous définirons au chapitre V un indicateur de bifurcation de
Hopf qui pourra permettre la détection numérique de points de bifurcation
de Hopf pour des systémes a grand nombre de degrés de libertés. Nous
proposons aussi des techniques asymptotiques-numériques permettant de le
calculer. Puis au chapitre VI, on va présenter un premier pas Vers
l'application de ces techniques asymptotiques-numériques aux équations aux

dérivées partielles de Navier-Stokes.
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V) DETERMINATION DES POINTS DE BIFURCATION DE
HOPF PAR UNE METHODE . ASYMPTOTIQUE-
NUMERIQUE (M.A.N)

V-1) Introduction

Nous avons vu au chapitre III que les méthodes asymptotiques-numeriques et
les approximants de Padé permettent de trouver de bonnes représentations
des branches de solutions périodiques. Or ces solutions périodiques

apparaissent souvent par une bifurcation de Hopf pour les probleémes

dissipatifs: c'est souvent le cas pour les instabilités des écoulements [43] ou
pour les problémes d'interactions fluide-structure [39] dont I'étude va étre
abordée prochainement au laboratoire. D'un point de vue pratique, il est
souvent suffisant de détecter le seuil d'instabilité, l'ingénieur cherchant a
éviter les zones post-critiques od la vibration se développe de fagon

importante.

Notre objectif est de mettre au point des algorithmes pour déterminer des
points de bifurcation de Hopf qui soient applicables & des résolutions
numériques d'équations aux dérivées partielles. Pour le flambage des
structures minces, ces algorithmes existent et sont utilisés dans les grands
codes de calculs de structures. Des algorithmes de type asymptotique-
numérique ont été proposés au laboratoire (E.H. Boutyour, B. Cochelin, M.
Potier-Ferry, 1994), dont nous allons rappeler le principe sur un systéme a
un seul degré de liberté. Considérons l'exemple d'une barre rigide, dont
l'extrémité inférieure mobile est retenue par un ressort de torsion €lastique
k, et qui est soumise & une force verticale A exercée sur la partie supérieure

de la barre.
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4
>

Y

@

Figure V-1: Modele a un seul degré de liberté.
L'équation d'équilibre de la barre s'écrit:
k6—Alsin6=0

Cette équation admet une solution fondamentale =0 et une solution
bifurquée A =k6/lsin6 qui se coupent au point de bifurcation ((6=0,
A =k/1). Pour caractériser ce point de bifurcation, on cherche a résoudre

une équation perturbée et linéarisée autour de 6=0:
(k/1—A)A0=Au

oll Au représente une force perturbatrice horizontale appliquée a

l'extrémité de la barre selon la direction x, et A@ est la réponse en terme

d'angle. On détermine donc les points de bifurcation comme les zéros de la

fonction Au(A) pour A@ fixé. La fonction Ay(A) est donc un indicateur

de bifurcation, qui représente la rigidité du systéme en fonction de la charge

A
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Ces travaux ont donc permis d'utiliser un indicateur de bifurcation Apu( A)

qui s'annule aux points de bifurcation ou aux points limites de systémes a
grand nombre de degrés de libertés. On trouvera dans la these de E.H.
Boutyour, (1994) la définition de cet indicateur Au(A), les détails de la
méthode asymptotique-numérique permettant de calculer numériquement
cette fonction, ainsi que des tests qui montrent l'efficacité de cette démarche.
Dans ce chapitre, nous allons proposer une méthode comparable pour la
détection de bifurcation de Hopf. Dans ce cas, la pulsation ® des vibrations
prés du seuil d'instabilité est aussi une inconnue. Nous allons donc
rechercher l'indicateur de bifurcation comme une fonction de deux variables
(a,m), "a" étant le paramétre initial du probléme et @ étant la pulsation
des petites oscillations. Nous étudierons les propriétés de cette fonction, nous
établirons une méthode de calcul de cette fonction et de caractérisation des
points de bifurcation. L'efficacité de cette démarche sera testée sur des

équations différentielles a petit nombre de degrés de liberté.
V-2) Une caractérisation des points de bifurcation de Hopf
V-2-1) Principe de la méthode
On considere I'équation différentielle suivante dans R":
dU

—aT:-F(U,a), (V'l)

o "a" est un paramétre de bifurcation. La stabilité¢ d'une solution
stationnaire (par exemple U=0) est caractérisé par le probléme linéarisé

associé qui s'écrit:
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du _
E——K(a)U, (V'2)

ou K(a)=§g(0,a).

Notre objectif est de chercher une valeur critique ac telle que toutes les
valeurs propres de K(a.) ont leur partie réelle négative, sauf deux, qui ont
cette partie réelle nulle (voir chapitre IV). Lorsqu'une valeur propre réelle
change de signe, il y aura une bifurcation de solutions stationnaires. C'est le
cas étudié au laboratoire par E.H.Boutyour (1994). Lorsqu'une paire de
valeurs propres imaginaires traverse l'axe imaginaire pur en tiw, il y
apparait des solutions périodiques dont la pulsation sera au départ voisine de
®,. C'est ce qu'on appelle une bifurcation de Hopf.

Un point de bifurcation de Hopf a. pour le systtme (V-1) est donc
caractérisé par l'existence d'un couple de valeurs propres imaginaires pures,
soit par l'existence d'une pulsation (o, €R) et dun mode propre

complexe u. (u, € C") tel que

K(a )u, =iou, (V-3)

En statique, les grands codes de calculs de structures permettent d'étudier la
stabilité des solutions d'équilibres en étudiant la matrice de rigidit¢ tangente
( dans les cas considérés, elle est symétrique). Pratiquement, on cherche le
plus petit pivot de cette matrice ou on regarde le signe du déterminant qui
s'obtient facilement dans une méthode de décomposition de CROUT. I
n'aurait pas été évident d'appliquer une technique de ce type pour des
bifurcations de Hopf parce que la matrice n'est pas symétrique et parce que

la caractérisation (V-3) fait apparaitre deux paramétres réels a; et ®c.
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C'est pourquoi nous avons cherché a définir un indicateur de bifurcation de
Hopf, comme E.H.Boutyour (1994) a défini un indicateur de bifurcation
statique. On introduit donc une force de perturbation harmonique ayant une

pulsation donnée ®. Le probleéme perturbé et linéarisé est le suivant:

.(lg — - iot -
2 =K(@U - e (V-4)
ol V‘ est un vecteur de C* représentant la forme de la perturbation et p est

un nombre réel représentant l'intensité de cette perturbation.
Bien siir une solution de (V-4) sera harmonique et son amplitude u

(U(t) = uel™) vérifie:
K(a)u - iou = pff (V-5)

En gros, l'idée sera de chercher I'amplitude de la perturbation p(a,®), puis

les zéros de cette fonction p(a,®) pour caractériser la bifurcation, comme

en statique. On verra néanmoins qu'il faudra modifier l'algorithme statique

car la fonction p(a,®) est ici une fonction de deux variables a et . Donc
I'équation p(a,w)=0 devrait posséder des branches de racines a(w) ou
®(a). Mais on verra que l'indicateur L(a,®) posséde des propriétés

particuliéres.
V-2-2) Un algorithme de suivi de valeurs propres ?
Un point de bifurcation a, de Hopf pour le systtme (V-1) est donc

caractérisé par l'existence d'un couple de valeurs propres imaginaires pures,

soit par l'existence d'une pulsation ® (o, €R) et d'un mode propre

complexe u. (u. € C*) vérifiant (V-3).
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Une idée aurait été de suivre numériquement les valeurs propres A(a),

Ar(a) , ... ,A,(a) de la matrice K(a), qui obéissent a 'équation
K(a)u(a)=A(a)u(a)

D'aprés la théorie des perturbations de valeurs propres (Kato, 1966), les
éléments propres A(a), U(a) dépendent de maniere analytique de "a" tant
que la valeur propre est simple. Il était donc parfaitement envisageable de
suivre ces éléments propres par une technique asymptotique-numérique.
Néanmoins, pour un grand systéme, il était exclu de les suivre toutes. Il
aurait également été dangereux de n'en suivre qu'une ou deux, car le mode
instable pour a=a. ne provient pas forcément de la continuation du mode le
moins stable pour a<ac.

Mais cette idée de suivre numériquement quelques éléments propres avait un
inconvénient plus grave dans un cadre analytique-numérique. En effet, il

arrive que des branches de valeurs propres se coupent (figure V-2), ce qui

fait apparaitre des valeurs propres multiples qui sont au moins d'ordre deux.

A ImQ)

S
ic

Re(M)
>

point exceptionnel
;_l(!) c

Figure V-2: évolution des valeurs propres complexes.
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Le comportement de ces valeurs propres au voisinage de I'un de ces points
exceptionnels ap est qualifié par des groupes cycliques qui se forment en
obéissant 2 la loi de permutation. Le nombre d'éléments de chaque groupe
Gp s'appelle période et est noté P. Or les valeurs propres ne sont plus des

fonctions analytiques prés de ag, mais se représentent par des séries entieres

de (a—ag)VF:

Ay (a)=Ag + 00" (a—ap VP + oo (a—ag PP+ , VheGr

ou w=exp(2mi/P), et Ag=Ay(ag)
La gestion numérique de ces branches de valeurs propres n'aurait donc pas
été facile. C'est pourquoi nous avons choisi de chercher directement la

valeur critique, en ignorant 1'évolution complexe des valeurs propres avant

I'instabilité.
V-2-3) Un indicateur de bifurcation de Hopf
Commencons par transformer le probléme de valeurs propres complexes
(V-3) en un probléme ne contenant que des nombres et des vecteurs réels. A
cet effet, on introduit les parties réelles et imaginaires du mode u,:

U, =Uuy +iuy (V-6)

En reportant (V-6) dans (V-3) on obtient deux systemes réels en u, et u,

K(a.)u; =—-u, (V-6-a)
K(a,)u, = o, (V-6-b)
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que 1'on réécrit sous forme matricielle:

I'(a., )V, =0, (V-T7)

+K(a) (DI 1
ou T'(a,w) = et V.=
-l K(a) u,

Avec les transformations ci dessus, on est arrivé a caractériser le point de
bifurcation de Hopf par un probléme réel 2 deux paramétres dont la
dimension 2n est doublée par rapport a (V-1). On cherche a déterminer un
couple de nombres réels (a,, ®;) et un mode V; € R?" vérifiant le systéme
linéaire (V-7).

Ici, on caractérise notre point de bifurcation de Hopf en considérant le

probléme linéarisé et perturbé suivant:
r(a,Q))V(a,O))= u(a,ﬂ))f, (V_S)

oil f un vecteur constant donné dans R?*, et p(a,®) lintensité de la

perturbation, qui dépend des deux parametres a et @. Le systeme (V-8)
comporte deux inconnues V(a,0)€ R* et u(a,w)e R. Pour que (V-8)
admette une solution unique, il faut imposer une condition supplémentaire
car nous avons 2n équations pour 2n+1 inconnues. Une telle condition a
souvent été proposée dans les méthodes asymptotiques-numériques.
L'utilisateur s'arrange pour trouver la bonne condition qui pourrait mieux
réaliser les résultats espérés (voir chapitre II). Notre choix est semblable a

celui adaptée en statique. C'est une projection du vecteur inconnu V(a,®)

sur la direction V(0,0) vérifiant 'équation (V-8) en a=w =0, c'est a dire:
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I'(0,0)v(0,0)=pu(0,0)f (V-9)
Autrement dit, si la matrice I'(0, 0) est inversible, on pose les relations:
<V(a,®),V(0,0)>=cte =< (0,071, V(0,0)>, (V-10)
la constante cte étant choisie par exemple en sorte que
w(0,0)=1.

En résumé, au lieu de éhercher A résoudre 1'équation (V-3) caractérisant les
bifurcations de Hopf, nous définissons un indicateur de bifurcation p(a,®)
par (V-8) et (V-10), le vecteur fe R?" étant choisi arbitrairement. Il reste a
voir comment cet indicateur peut permettre de définir le point de

bifurcation de Hopf.
V-2-4) Propriétés de l'indicateur de bifurcation L(a,®)

Théoriquement, la recherche du couple (a.,®.) vérifiant le systeme (V-3)
est équivalent a trouver (a ,®.) tel que p(a., ;)= 0 dans I'équation (V-
8). Comme p(a,w) est une expression réelle qui dépend de deux
paramétres, les solutions (a;,®.) ne devrait pas étre isolées. Ainsi, pour
déterminer le couple a et @ d'une maniére unique, il faudrait un systéme a
deux équations en a et ®. Le théoréme ci dessous montre comment on peut

résoudre cette difficulté.
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Théorémel:
Soit I'(a, ) une matrice d'ordre 2n définie par,

+K(a) ol
I'(a,m) =
) | K(a)

ot K(a) est une matrice carrée d'ordre n. Soit fe R?" tel que
cte=<I"1(0,0)f,V(0,0) >+ 0.

Alors l'indicateur de bifurcation p(a,®) est bien défini, sauf pour des
valeurs exceptionnelles de a et @. C'est une fraction rationnelle de @ telle

que

i(a,®)=num(a,®)/ den(a,m), (V-11)
num(a,®) =|det(K(a) — ioJI)I2 20 (V-12)

ol num(a,®) et den(a,®) sont des polyndmes en @.

Conséquences du théorémel pour la caractérisation des

points de bifurcation de Hopf

La formule (V-11) montre que les zéros de l'indicateur p(a,®) coincident
avec les zéros de la fonction num(a,®) - sauf dans les cas exceptionnels ol
le dénominateur den(a,®) s'annule en méme temps que num(a,®)-. La

formule (V-12) est la propriété essentielle de l'indicateur. En effet le

numérateur num(a,®) est toujours non négatif, car c'est le module au carré
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d'un nombre complexe: trouver les zéros revient a annuler la partie réelle et
la partie imaginaire de det(K(a)-iwI), ce qui fournit bien deux équations
pour les deux inconnues a €t @.

Les fonctions 2 annuler p(a,®) ou num(a,®) n'ont donc que des racines
doubles. C'est ce qui explique qu'il est possible de déterminer deux nombres
réels, le paramétre a et la pulsation @, a partir d'une seule équation scalaire
p(a,w)=0.

En pratique les valeurs critiques pourraient étre caractérisées par les

conditions de racine double (figure V-3):

onum _

3 (a,)=0
5 (V-13)

num _

30 (a,)=0

A num(a,w)
-
“oc
NS
a

Figure V-3: Un paraboloide qui illustre les zéros de num(a,®).

Démonstration du théorémel et des conséguences:

En partant de 1'équation (V-8) et en posant

U \
V=(U;), et f=(g)ou U3, Uy et eR",
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on arrive aux deux systémes suivants:
K(@)U +oU =pf
1 2 1

(V-14)
K(@)U —oU =pf
2 1 2

Multiplions les équations (V-14) par K(a), et substituons I'une dans l'autre.

On obtient donc deux problémes séparés et indépendants dans R".

(K?(a)+ (021)U1 =g (a,0)

(V-15)
(K?(a) +(021)U2 =g (3,0)

ou gl(a,o)):—cof2 +K(a)f, et gz(a,oo)=(of1 +K(a)f,.

On désigne par U et Uls les composantes des vecteurs Uy et Us.
gne p p

Alors la résolution des équations (V-15) par la méthode de Cramer donne:

Af(a,®)

Ui (a,m) = u(a,(n))det(K2 @)+ o)’ ie[ln]
i _ Ay (a,®) :
U, (a’m)_u(a’m)det(Kz(a)+m2I)’ iel[ln]

ou A'; et A’z pour ie[l,n] sont les déterminant obtenus en résolvant les

systémes (V-15) par la méthode de Cramer. Ils dépendent des deux variables

a et o. Par suite le vecteur solution du systeme (V-8) s'écrit:

A(a,®)
det(K2(a) + @?1)’

V(a,®)=p(a, o)

Al

Aiz) avec i €[ n].

ol A est le vecteur vérifiant, A =(
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La condition (V-10) implique que,

< A(a,), V(0,0 >

_ 2 _
<V(2,0), V(0,0) >= V(0,00 = p(a,0) 3 25 o

Par suite on en déduit que l'indicateur de bifurcation est une fraction

rationnelle en ®:

2 det(K2(a)+0?l)
<V(0,0),A(a,0)>

1(a,®)=[V(0,0)]| (V-16)

On en déduit que,

t(a@,0w)=0 < num(a,0)=0

sauf si le dénominateur < A(a,®),V(0,0) > est nul.

On remarque par ailleurs que,

det(K2(a) + 0?I) = det((K(a) + iol)(K(a) - iwl))
=det(K(a) +ioI)det(K(a) — iol)
=|det(K(a) —iwD)’ 20

Posons donc
num(a, ®) = |det(K(a) — ioD)

Donc une bifurcation de Hopf se caractérise par un zéro de la fonction

num(a,®), qui est toujours positive ou nulle. Il s'ensuit que toute valeur
(a,,®,) qui annule ce numérateur réalise aussi un minimum de la fonction

num(a,®) et satisfait donc les deux équations:
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Jnum

0a

Jnum
0w

(a,,®,)=0

(a,,®,)=0

Théoréme2:

1) La fonction num(a,®) définie par (V -12) est un polyndome pair de degré
2nen ©.

2) Supposons le vecteur f choisi en sorte que f,=0 ( on aurait les mémes
résultats si f;=0). Alors le dénominateur den(a,®) est aussi un polyndéme
pair de degré 2n-2 en ®

3) Supposons de plus que la matrice K(a) est une fonction affine du

paramétre "a". Alors W(a,®) est une fraction rationnelle aussi par rapport
au paramétre "a", num(a,®) et den(a,®) étant des polyndmes en a et en

®. Ces polyndmes se mettent sous la forme:

num(a, ®) = ®2® + P, (a)@* 2 +....+ P (), (V-17)

den(a,®) = Q; (a)0? 2 + Qz(a)a?™ *+.....+Qan-1(2), (V-18)

ot Py(a) sont des polynémes de degrés 2i en "a" et Qp;_j(a) sont des

polynomes de degrés 2i-1 aussi en "a", pour i€ [1,n].

Démonstration

1) Comme num(a,®)=det(K*(a)+®’I) et K(a) est une matrice carré
d'ordre n indépendante de @, on peut remarquer facilement que num(a, ®)

est un polyndme pair de degré 2n en @.
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2) D'aprés la démonstration du théoréemel, den(a,®) est un produit
scalaire, que 1'on peut écrire comme somme de deux termes:
den(a,w)=<A(a,»),V(0,0)>
=i (A(a, @)U (0,0) + A2 (a,0)U2'(0,0)),  (V-19)

i=1

ou Uli(0,0), Uzi(0,0) sont les composantes du vecteur V(0,0) qui
dépendent de f, et ol A, Alp sont les déterminants définis dans la
démonstration du théordmel et qui interviennent dans la solution des
équations (V-15)

Si on prend par exemple £,=0, on trouve 3 partir de I'équation (V-15-b) que

U,(0,0)=0 pour tout i €[1,n]. Par suite, den(a,®)se réduit a:

den(a,®) = iAﬁ(a,m)Uli(0,0). (V-20)

i=1

1l reste donc a chercher le degré en @ des déterminants Alj. A cet effet,

regardons la forme matricielle détaillée de 1'équation (V-15-a),

(gi1(a) +@? B12(2) em(@ VL] [m@
gn(a) gn(a)+o®  gn(a) U hy (a)
. A . =nl. . (V-2D)
@ @ ge@+o?f U] @

ol g;(a) et hj(a) sont des fonctions en a, indépendantes de la variable ®.

Tl est donc clair que les Al sont des polyndmes pairs de degrés inférieurs ou

égaux 2 2n-2 en . Par conséquent, den(a,®) est un polynéme pair de

degré 2n-2 en O.

Si f; =0, on fait le méme raisonnement, €t on obtient le méme résultat.
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3) Supposons en outre que K(a) dépend linéairement de a. Dans ce cas, les
fonctions g;;(a) et h;(a) sont polynomiales en a, telles que le degré de

chaque gij(a) ne dépasse pas 2 et celui des h;(a) est égal a 1.

En tenant compte de ces propos et avec une démonstration par récurrence
sur la dimension du systéme matricielle (V-21), on trouve que le num(a, ®)
et le den(a,®) sont des polynémes en a et en ®, donnés par les formules
explicites (V-17) et (V-18) du théoréme?2. Par suite, ((a,®) est une

fraction rationnelle de a et de .

Conséquences fondamentales du théoréme2:
1- En faisant le développement de Taylor au voisinage de =0, du

polynéme (V-17) sur le polynéme (V-18) jusqu'a l'ordre 4n-2 ( cet ordre
est exactement égal A la somme du degré de (V-17) et celui de (V-18) en ),

on obtient I'expression analytique:

ua,m)= P, _(a) N R, () o+ R, (a )m4
Q2n (@) Q2i(a) D@y @ T

R4n2—6n+3(a) o™+ 0 4n V-22
Q2n2n—l(a) + a((’) )’ ( - )
ot les Q,, ,(a), P, (a), R, ,(a), ... sont des polyndmes de degrés

"

respectivement 2n-1, 2n, 4n-3, ... en "a’".
On peut donc remarquer facilement que les coefficients du polynéme (V-22)
en ®, sont des fractions rationnelles qui sont équivalents respectivement a

"a", 1/a, 1/a%,.....,1/a*"3, lorsque "a" est suffisamment grand.
2- Dans la suite, on essaiera d'identifier les fraction rationnelles (V-16) et

(V-22)  partir d'un polyndme a deux variables lequel aura été obtenu par

une technique de perturbation. Il est donc important d'évaluer le nombre de
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mondmes qui sont nécessaires pour identifier exactement la fraction (V-16).
Ce nombre "NM" s'obtient facilement a partir de (V-22) en développant au
voisinage de a=0 les facteurs des puissances de la variable ®. De plus si n est

la dimension du probléme alors,

NM=(4n-1)+(8n-5)+(12n-9)+.......... +(8n?-8n+3)
= 2n(4n? —2n+1).

On peut conclure que si la dimension n du probléme est assez grande, on

devra calculer un nombre énorme de mondmes.

3. Les conséquences 1) et 2) vont nous guider pour la stratégie numérique
applicable' 3 une série entiere a deux parameétres. Bien entendu, cette
stratégie sera construite par une procédure d'approximants de Padé
consistant 3 transformer la série entiére A deux parametres sous forme d'une

fraction rationnelle.

Pour ces raisons, on va calculer maintenant I'indicateur de bifurcation par

un développement en série entiére.

V-3) Calcul de l'indicateur de bifurcation par une méthode

asymptotique-numérique
V-3-1) Représentation de l'indicateur par des séries entieres
La résolution du systtme (V-8) et (V-10) par la méthode de Cramer (voir

démonstration du théorémel) a montré que si la matrice K(a) est une

fonction analytique de “a*, alors le vecteur V(a,®) et l'indicateur p(a, ®)
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sont des fonctions analytiques de a et ®, le plus souvent des fractions

rationnelles.
Dans un premier temps, on se propose donc de chercher V(a,o) et p(a,m)

sous 1a forme de séries doubles en a et ®

V(a, )= zza @V(i,j)= EZa'JO)JV(l— I8 (V-23-a)
i=0 j=0 i=0 j=0

L(a,@)=Y, > aop(,j)= ZOZa‘"’wJ TCESN)) (V-23-b)
i=0 j=0 i=0 j=0

Or, puisque K(a) est une fonction analytique de a, on peut écrire que

K(a)=K,+aK, +a’K,+.ccoovveenn.

ol, les K; (i=0,1,2,......... ) sont des matrices connues. Ce qui donne
Ky O 0 I K, 0 ,| Ko O
I'(a,®) = + +a +a +.......
0 K, -10 0 K 0 K,
soit
I'(a,0)= Ly+aM+al;+a’Ly+...c....

Donc, généralement on peut écrire:

I'(a,0)=oM+ Y a'L,
i=0

M et L, étant des matrices indépendantes de a et ©.

Remarques:
-" K, inversible" est équivalenta " L, inversible".
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-Pour balayer I'axe imaginaire, on pourra développer des séries entieres au

voisinage de @ = @, (c'est & dire ® ¢ ® —®,), et on remplacera L, par
L, + w,M, figure (V-4).

* Im(A)
4 i®c
T iwo
0 Rg(?»)
Figure V-4.

Si on reporte (V-23-a) et (V-23-b) dans (V-8), on obtient une séquence

d'équations dont la résolution demande l'inversion d'une seule matrice L,;

a l'ordre O L,V(0,0)=p(0,0)t, (V-24-a)
a l'ordre a L,V(1,0)=p@,0)f - L, v(0,0), (V-24-b)
a l'ordre @ L,V(0,1)=p(0,Df - MV(0,0), (V-24-c)

a l'ordre aw L, V(D= n(1,1)f -Mv(1,0)-L,V(0,1),
3 l'ordre a’w?
P
L,V(p,q)=u(p,q)f ~-MV(p,q—1)- Y LV(p-i,q), (V-24-d)

i=1

avec  V(p,-1)=0.
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Pour résoudre ces problémes, on tient compte de la condition

d'orthogonalité qui se réduit a:
<V(3,j),V(0,0)>=0, i+>0 et p0,0)=1.

Cette condition va nous permettre de déterminer tous les coefficients Wi, j)

pour i+j>0. En effet:

a l'ordre O: V(0,0) =L"of (V-25-a)
et 1(0,0)=1,

a l'ordre a: on trouve successivement

<L V(0,0),(L%)"V(0,0) >
IV(0,0)f

n(,0)=

?

V(1,0) =p1(1,0)V(0,0) - L% (L, V(0,0)).
Pour résoudre les équations a l'ordre a’®?, posons:

P
E = MV(p,q—1+ > LV(p-i,q)..

P i=1
Alors (V-24-d) devient

- LVpa)= h.Qf-F, .

Tous les termes des séries entieres (V-23) sont alors obtenues par les

équations (V-25-a) ainsi que par les équations suivantes.
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Pour p+q>0,

u(p,q)= <E, (%) V(0,0)>, (V-25-d)

1
V(0,0

V(p,q)=H(p,q)V(0,0)—L"F, .

V-3-2) Représentation de l'indicateur de bifurcation par des

approximants de Padé
V-3-2-1) Principe de la représentation

On a vu que la fonction p(a,®) est une fraction rationnelle des deux

variables a et . Il est donc tout 2 fait naturel de retraiter la série (V-23-b)
en la remplagant par un approximant de Pad¢, comme cela a été fait avec
succes pour des bifurcations stationnaires. Jusqu'a présent au laboratoire on
n'a utilisé que des approximants de Padé pour des fonctions d'une seule
variable. Pour une fonction d'une variable, un approximant de Padé est
défini par les degrés des deux polynomes au numeérateur et au dénominateur.
Méme dans ce cas plus simple, ces choix doivent &tre faits avec soin
(B.Cochelin, N.Damil, et M.Potier-Ferry, 1994), (chapitre III de cette
these). Bien entendu, ce choix est encore plus délicat avec deux variables. En
effet il n y a pas une unique approximation rationnelle pour ces séries
doubles. Chaque auteur propose sa propre méthode suivant les conditions et
les propriétés imposées par le probleme en question. Nous renvoyons le
lecteur 2 (J.S.R.Chislom, 1973). On peut donc utiliser différentes techniques
ou en inventer d'autres. A cet effet, on va proposer maintenant une stratégie
simple dont on testera l'efficacité pour des exemples 2 deux ou a trois

dimensions.
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En gros, notre technique consiste a réécrire la série double (V-23-b) sous la

forme suivante:

n(a,o)= if(a)ooj (V-26)
j=0 |

ou fj (a) sont des polyndmes de la variable a.

Apres on remplace les fonctions scalaires fj(a) par les fractions rationnelles

convenables, qu'on note PJ.[Lj /Mj](a). Ainsi la formule (V-26) devient:
p(a,0)=Y B[L; /M@, (V-27)
=0

On obtient donc un polynéme en ® dont les coefficients sont des fractions
rationnelles en “a”. Par suite, on retransforme (V-27) sous la forme d'un
approximant de Padé par rapport a ®. On désigne ce nouvel approximant
par P[L/M](a,®) o L et M sont les degrés respectifs du numérateur et du
dénominateur par rapport a la variable ®. Le choix des ordres

L;, M, L, et M n'est ni évident ni arbitraire, il se fera en tenant compte

des résultats énoncés aux conséquences du théoréme?2.

V-3-2-2) Une stratégie pour représenter I'indicateur de

bifurcation i 1'aide d'approximants de Padé

Nous présentons ici une stratégie d'approximants de Padé qui conduit a la
solution exacte donnée par (V-16), lorsque la matrice K(a) est une fonction

affine de "a" et le vecteur f est choisi tel que par exemple la composante
f,=0. Selon ce choix de f, on trouve automatiquement a l'aide d'un calcul

sur le logiciel Maple que les représentations (V-23) en séries enti¢res sont
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paires en © (i.e., tous les coefficients p(i, j) de (V-23-b) sont nuls, lorsque

j est impair). Par conséquent les formules (V-26) et (V-27) deviennent:

w(a,) = ifz,-(a)co“, (V-28)
=0

(@, @)= Y Py[Ly; / My (). (V-29)
j=0 ,

En outre, selon les résultats du théoréme2 et ses conséquences, on peut

tronquer la série (V-28) a l'ordre N=4n-2 par rapport a ® et on choisit les
ordres Ly; et M,; (j€[0,N/2]) de la formule (V-29) de telle fagon que

pour "a" grand:

j=0 P,[2n/2n-1](a) soit d'ordre "a", (V-30-a)
j=1 P [4n-3/4n- 2](a) soit d'ordre 1/a, (V-30-b)
j=2 P,[6n—6/6n—3](a) soit d'ordre 1/a°, (V-30-¢)
j=3 P[8n—-9/8n— 4](a) soit d'ordre 1/a°, (V-30-d)

j=N/2 PN[4n2 —6n+3/4n%*- 2n](a) soit d'ordre 1/aN"t.  (V-30-¢)

Finalement, on retransforme la formule (V-29) obtenue par la procédure
(V-30), sous la forme du nouvel approximant de Padé P[L /M](a,m)

vérifiant L=2n et M=2n-2 par rapport 2 la variable ®. Autrement dit, pour

w grand

P[2n/2n-2)(a,®) est d'ordre @*. (V-31)

On verra plus loin dans les exemples & deux ou trois dimensions que cette
stratégie conduit toujours la série (V-23) a la fraction rationnelle exacte de

I'indicateur de bifurcation (V-16)
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V-3-3) Quelle stratégie pour un systtme a grand nombre de

degrés de libertés?

La stratégie précédente (V-30) et (V-31) est une premiére application sur
des exemples a petits nombres de degrés de libertés. Dans ce cas, elle va se
révéler efficace. Mais notre objectif est de la tester a des systémes a grands
nombres de degrés de libertés. Il s'agit des problémes dissipatifs
d'interaction fluides-structures. A priori, l'application directe de cette
stratégie ne serait pas automatique et évidente pour ces grands problemes.
En effet, la difficulté apparaitrait lors de la transformation des séries (V-23)
sous forme de fractions rationnelles. Plus exactement, cette stratégie
nécessite un grand nombre de termes des séries entieres (V-23), c'est a dire,
si on est en dimension "n" (n est suffisamment large), la série en a et en ®
doit comprendre 2n(4n% - 2n+1) coefficients (voir conséquences du
théoréme?2), ce qui serait délicat a gérer. Pour cela, on va essayer d'adopter
d'autres stratégies, dans le but de réduire les ordres exacts L;, M;, L,etM
des approximants de Padé de la stratégie (V-30) et (V-31). On verra bien
que ces stratégies réduites sont aussi efficaces pour les mémes exemples a
deux ou 2 trois dimensions. En élaborant des programmes en langage Maple,
on a pu traiter plusieurs exemples, en utilisant ces nouvelles stratégies.

En résumé, afin de mettre en évidence l'efficacité de ces stratégies réduites
pour trouver les points de bifurcation de Hopf, on a traité plusieurs
modeles, parmi lesquels on va en présenter quatre exemples a 2 ou 3
dimensions. Le calcul sera fait par trois fagons différentes dont deux ont €té
citées auparavant: d'une maniére exacte, on utilise l'indicateur de bifurcation
défini par (V-16) ou le num(a,0)= det(K?*(a)+ ). Et

approximativement, on adopte la représentation de lindicateur de
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bifurcation donnée par les approximants de Padé (autrement dit, par
l'application de la stratégie (V-30) et (V-31) ou d'autres plué réduites a la
série (V-23-b) de p(a,®). Une fois, que I'on a obtenu [i(a,®) sous forme
d'une fraction rationnelle par 1'une ou l'autre méthode, on cherche les points
de bifurcation de Hopf a travers la résolution du systeme (V-13). On

rappelle que ce systéme est obtenu a partir du numérateur de la fraction

rationnelle p(a, ).

Tous les calculs qui vont suivre, ont été réalisés au moyen du logiciel Maple.
V-4) Exemples d'applications

V-4-1) Premier exemple

A titre d'application reconsidérons l'exemple déja traité au chapitre 1V, tel
que le cycle limite stable entoure 1'équilibre instable avec une amplitude

- 5 /2.
proportionnelle a (a—a_ )" *:

X=—y+x(a—x2——y2)

y=x+y@a-x—y?)

La matrice Jacobienne au point stationnaire (0,0):

-1
K(a) = (? +a)'

Les points critiques : a, =0, ®, =%l
trouvons ces points par les méthodes suivantes citées auparavant. Ici, f est

choisi égal a (1,1,0,0).
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Calcul direct du point de bifurcation de Hopf

Pour calculer ce point, il suffit d'exprimer le numérateur de la fraction

rationnelle exacte (V-16),
num(a,®) = ©* +2(a? - @? + (a% +1)?, (V-32)

apres, on résout le systeme (V-13) suivant qui donne simplement le point de

bifurcation de Hopf (0,1).

onum

> (a,0) = 4am? +4a(a®? +1)=0

anum _ 3 2 1\ —
S0 (a,w)=40" +4w(a*-1)=0

Utilisation de la stratégie (V-30) et (V-31)

La dimension du probléme est deux, on tronque donc la série double (V-23)

3 l'ordre N=4n-2=6 par rapport a :

W(a,0)=1+a2 +(—1+4a2 — 4a* )o? +(4a* - 8a* +12a° - 16a®)w*+
(422 —12a% +24a — 40a® + 60a'° - 842'2)w® +0,(0®).  (V-33)

On détecte notre point de bifurcation en appliquant la stratégie avec les deux
procédures principales (V-30) et (V-31) a la série (V-33). Finalement, on
trouve l'approximant de Padé P[4/2](a,®) qui est bien égal a la fraction

rationnelle trouvée par le calcul exact, son numérateur étant donné par le

polyndme (V-32).
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V-4-2) Deuxiéme exemple

Ici, nous reprenons l'exemple traité analytiquement dans le chapitre IV:

X=y
<5’=Sin(x)cos(x)22—sin(x)--ay

=2 _
\z—ﬁ(cos(x) 1/2)

Le point stationnaire est: X*=(arccos(1/2),0,\/§), et la matrice
Jacobienne au point stationnaire X :

K(a) = —2-3- —a —
-1 0 0

D'aprés 1'étude analytique faite dans le chapitre IV, cet exemple a pour
points critiques: ac = N6/3, wc=~/6/2.
On va essayer donc de trouver ces points critiques, en utilisant la formule

exacte (V-16) de (a,®) et sa représentation par les approximants de Padé .

Dans cet exemple, on choisit f, telque f=(1,0,0,0,0,0).

Calcul direct du point de bifurcation

En faisant, le calcul de l'expression exacte (V-16) de l'indicateur de

bifurcation, on obtient:

_ num(a,®) V-34
H(a.0) —3/1 )0t +(—V6/2)a+9/4)w? +3/2° (V-34)
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olt niim(a, ) = 0® + (a2 - 3)o% + (—/6a+9/ 4 +3/2.
On a vu que les points de bifurcations de Hopf se caractérisent par les deux

équations (V-13):

a%‘;m (a,0)= 20%a - V602 =0

I (5, ) = 6007 + (402 ~12)03 +2(~Ba +9/ )0 =0

La résolution de ce systéme 2 l'aide du systéme Maple donne exactement les

points critiques trouvés analytiquement.

Remarque importante
On peut remarquer facilement que si le terme Q,,_,(a) du dénominateur

(V-18) est une constante, c'est a dire, ne dépend pas de "a" (ici,
Q,,_,(a)=3/2 et n=3), alors les facteurs des puissances de la variable « dans
la formule (V-22) ne sont plus des fractions rationnelles, ils deviennent des
polyndme en "a". Dans ce cas, l'utilisation de la stratégie ne nécessite pas le
passage par la premiére procédure (V-30). En fait, on passe directement a
l'application de la deuxiéme procédure (V-31); qui est ici égale a

P[6/4](a,®). Cest ce qu'on va voir maintenant.

alcul du point de bifurcation de Hopf par les approximants de

dé

E

La_stratégie (V-30) et (V-31)
Ici, on est en dimension n=3, donc il suffit de tronquer la série double (V-
23-b) & l'ordre N=4n-2=10 par rapport a ®. Plus exactement, on doit

calculer 16 coefficients (i, j) de la série scalaire (V-23-b). Par suite on a:
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1(a,0) =1+ (—Ba / ) +(~1+ (/6 / Va)o* +(13/ 6~ (176 /12)a
+a2)00 +Qg(a)0f +Q@a! ¥ +0, (0!%), (V-35)

od Qq(a)=-17/4+(241/ 72)/6a— (13 /3)a2 + (/6 / 3)a>,

Q,(a)=205/24~(377/ 48)v/Ba + (511/36)a2 — (35 /18)v/6a> +(2/ 3)a™.

D'aprés la remarque importante, on ignore la procédure (V-30) et on adopte
directement la procédure (V-31) pour la série (V-35). Comme c'était
attendu, on retrouve la fraction rationnelle (V-34) obtenue par le calcul
direct. En conséquence, on obtient notre point de bifurcation de Hopf

cherché ac =+/6 /3, we=+612.

Stratégies réduites

On garde toujours la série (V-35), mais tronquee respectivement aux ordres
8 et 6 par rapport au paramétre ®. Ensuite, on remplace successivement la
procédure (V-31) d'ordres exacts (L=6, M=4) par les Padés d'ordres
réduits: P[4/4](a,®) et P[4/2](a,0). Au moyen des systemes (V-13),
vérifiés respectivement par les numérateurs de ces nouvelles procédures, on
trouve toujours le point de bifurcation de Hopf ac =613, wc=+6/2.
Mais avec le Padé le plus réduit P[2/2](a,®) on ne détecte plus notre
point de bifurcation. Pour cette raison, on ne réutilise plus ce genre de Padé

dans les exemples qu'on va traiter par la suite. Cette fois ci, pour trouver

par exemple I'approximant de Padé d'ordres réduits P[4/2](a,®), on a

calculé seulement 7 coefficients (i, j) de la série scalaire (V-23-b) au lieu
de 16 exigés par la procédure (V-31). Un point trés utile en pratique,

surtout pour les problémes a grand nombre de degrés de libertés.
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V-4-3) Troisieme exemple

Soit le systeme de W.F.Langford (voir E.Hopf, 1943):

,

x=(a-Dx—-y+xz

{y=x+(a-1)y+yz

kzzaz—(xz +y2 +22)
Les points d'équilibre sont: xo*( 0,0,0) et x1 *(0,0,a).

-La matrice Jacobienne au point x0x:

a—1 -1 0
K(a)=| 1 a—-1 0
0 0 a

les valeurs propres de la matrice sont: MWi=aet Np3=a—1%i.

Puisque -(%(Re(?»ozg @), = 1>0, alors x% est linéairement stable pour

a<1 et linéairement instable pour a>1 (théoréme de Liapunov). Mais pour

"a" voisin del, il n'y a pas de solution stable car 29; est positif au point a=1.
yap P P

- La matrice Jacobienne au point x’+ s'écrit:

2a—1 -1 0
K(@)=|1 2a-1 0 |,
0 0 -a

133



| CHAPITRE V: détermination des points de bifurcation de Hopf par une M.AN ]

et admet les valeurs propres: Ai(a)=a et M23(a)=2a—1%i.

On a —a%(Re(?\.lz,g ()),_yp =2 >0, par suite, x! est linéairement stable pour

O<a<1/2, mais il est linéairement instable pour a<0 ou a>1/2. Dans ce cas,
(a = 1/2,0 = 1) est un point de bifurcation de Hopf.

On peut écrire K(a) sous la forme: K(a)=K,+aK,, ou

-1 -1 0 2 00
K,=|1 -1 OletK;={0 2 0

0 0 0 0 0 -1

Comme K, est singuliere, on effectue le changement de variable a—a—1,

qui nous permet de se ramener a une matrice inversible, exigée par la
méthode asymptotique-numérique. Nous renvoyons le lecteur au paragraphe
(V-3). Avec cette transformation, on obtient la nouvelle représentation

matricielle suivante:
K(@)=K, +aK,, ol

1 -1 0 2 00
K,={1 1 0 |etK,=[0 2 0
00 -l 0 0 -1

K, est non singuliere et (a,=—1/2,0, =1) est le nouveau point de

bifurcation de Hopf, que l'on va retrouver maintenant. Ici, f est égal a

(1,0,0,0,0,0).
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Calcul direct du point de bifurcation de Hopf

On commence toujours par le calcul du numérateur de la fraction

rationnelle exacte (V-16):

num(a,®) = ©° + (922 +10a + )w* + (24a* + 56a° + 56a> + 24a + 4)o*+
16a% + 64a° +112a%* +112a% + 68a% + 24a + 4, (V-36)

puis, on cherche les solutions du systeme (V-13), qui donne exactement les

point de bifurcation de Hopf cherchés.

Calcul du point de bifurcation de Hopf par les approximants de
Padé

Utilisation de la stratégie (V-30) et (V-31)

La dimension du systéme est trois, on tronque alors la série double (V-23-b)

a l'ordre N=10 par rapport & ®; par exemple a l'ordre 8 Il'indicateur a

pour valeur:
2.3 a4y (3 2,353 21 5\ o
u(a,(o)=(1+a+a —a’+a )+(§a—3a +2a +2a% - 5 —a’)o +
1 3 l 2,53 37 a4 4 63 a5 3, 3
( +2 +2 72 Yok + (- 8a+4a —2a’ +
2a +‘;1 s 10g8 4222 7)(06 +0 (@%). (V37

L'adoption des procédures (V-30) et (V-31) a la série (V-37) tronquée a
l'ordre 10 par rapport & ® nous permet de ramener cette série en une

fraction rationnelle de a et de @ semblable a celle trouvée exactement, et
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dont* le numérateur est donné par le polyndéme (V-36). En outre, on
retrouve bien notre point de bifurcation de Hopf (a_ =-1 /2,0, =1). Mais,

malgré le petit nombre de degrés de libertés de ce systéme (n=3), ces

procédures ont exigé le calcul de 186 coefficients K, j) de la série scalaire

de a et de ® (voir conséquences du théoréme2). C'est pourquoi on va

essayer maintenant de réduire les ordres exacts de ces procédures.

Stratégies réduites

Notre objectif consiste 2 choisir des ordres plus petits que ceux de la

stratégie (V-30) et (V-31), sans modifier le principe de la démarche suivie.

a) Ici, on préserve le comportement asymptotique de la procédure (V-30)
(a, 1/a, 1/a3,.....) tout en réduisant les ordres exacts Lj et Mj. Puis, on

remplace le couple d'ordres exacts (L=6, M=4) de la procédure (V-31)
respectivement par les couples d'ordres inférieurs (L=4, M=4) et (L=4,
M=2). Ces changements conduisent 2 des fractions rationnelles telles que la

résolution des systémes (V-13) donne le point de bifurcation de Hopf
(a,=-1/2,0 = 1). Pour trouver par exemple le Padé réduit P[4/2](a,®),

on a calculé seulement 25 scalaires (i, j) de la série scalaire (V-23-b) au

lieu de 186 exigés par les procédures (V-30) et (V-31). Résultat trés
important au point de vue pratique, surtout pour les systémes a grand

nombre de degrés de libertés.

b) Pour réduire encore le nombre des scalaires (i, j) calculé au a), on a
changé le comportement asymptotique de la procédure (V-30-a, b, c, d, e)

par:

j=0 Po[Lo / M](a) tend vers a,’ (V-38-a)
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j=1 = Py[L,/M,](a) tend vers 1/a, (V-38-b)
j=2 P,[L,/M,](a) tend vers 1/a, (V-38-c)
j=3 Ps[Ls / Mg J(a) tend vers 1/a, (V-38-d)
j=N/2  Py[Ly /My](a) tend vers 1/a, (V-38-¢)

lorsque a tend vers 1'infini.

En quelque sorte, ce choix est inspiré du résultat (V-30); on a gardé le bon
comportement asymptotique des deux premiers termes (Lo —M,=1,

M, -L,=1), mais a partir de j=2, on a modifié ce comportement
asymptotique en l'alignant sur le second terme j=1 (M, —L, =1 au lieu de
3, etc). Pour la deuxiéme procédure (V-31), dans un premier temps on
remplace les ordres exacts de la fraction rationnelle P{6/4](a,w) par
l'approximant de Padé P[4/4](a,»), ensuite par le Padé P[4 /2](a,w).
Ainsi, par cette séquence de procédures, on transforme la série double (V-
37), en une fraction rationnelle de deux parametres, qui donne aussi le point
de bifurcation de Hopf, en résolvant le systeme (V-13). Ici, le nombre de

coefficients (i, j) nécessaire pour recalculer P[4/ 2](a,®) est strictement

inférieur 2 25; nombre de coefficients calculés en a).
V-4-4) Quatriéme exemple

On considére I'exemple suivant 2 trois dimensions (voir Hassard B.D. and

Al, 1981):

X=ax-—y
y=Xx+ay
Z=-Yy+Xy
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(0,0,0) est le point stationnaire.

La matrice Jacobienne en ce point est:

a
K(a) = |1
0

Les valeurs propres sont: A1=-1, A23=ati.

Comme %(Re(lm))a:o =1>0,

donc le point d'équilibre est stable pour a<0, et instable pour a>0 (théoréme
de Liapunov). Par suite, (0,1) est le point de bifurcation qu'on va essayer de
détecter maintenant. Le vecteur f est choisi comme (1,1,1,0,0,0).

Icul direct du point de bifurcation d f

On procéde de la méme maniére qu'auparavant; c'est a dire on explicite le

num(a,®) de la formule (V-16):
num(a,0) = ©° + (222 —1)o* + (a* +4a? - Dw® +a* + 2a2+1, (V-39)

apres, on résout les deux équations de (V-13), ce qui conduit bien aux points

cherchés.
int de bifurcation H r_le roximan

Utilisation de la stratégie (V-30) et (V-31)
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Le systéme a pour dimension n=3, on arréte donc la série double (V-23) a
l'ordre N=10 par rapport & ®. Par exemple & l'ordre 8 on a:
4, 2 1,32 22 Ea4+436 6 1394 28

1,22 2 4.2 6,1 450
u(a,(o)—1+ a 9a +27a +( +9 3 81a 243

2y 8,560 430 4 7046 g 10780 g
)0t +(~gtgal A F oy gt
4516 1 ;i
22 Lal0)0t +0, (@), (V-40)

L'adoption des formules (V-30) et (V -31) de la stratégie a la série (V-40),
nous donne une fraction rationnelle dont le numérateur est exactement le

polynéme (V-39). Bien entendu, on retrouve facilement le point de
bifurcation de Hopf (a, = 0,0, = 1).

stratégies réduites

Ici, on réutilise les démarches a) et b) du troisiéme exemple, on retrouve
notre point de bifurcation de Hopf (a_ = 0,0, = 1).

En résumé, on arrive toujours a détecter le point de bifurcation de Hopf par
toutes les méthodes proposées. Mais, avec la stratégie (V-30) et (V-31) on

retrouve en plus la fraction rationnelle obtenue par le calcul direct.

V-5) Conclusion

Pour la détection des points de bifurcation de Hopf, on a élaboré une
méthode analytique dans le cadre de la méthode asymptotique-numérique,

qui s'est montrée efficace pour des exemples 2 deux ou a trois dimensions.

En statique, des méthodes comparables avaient &t testées dans un contexte
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de calculs par éléments finis sur des exemples avec un préflambage lin€aire
(une plaque élastique en compression uniaxiale) ou non linéaire (arc
circulaire). Dans ce cas, ces méthodes ont €té efficaces, peu cofiteuses en
temps de calcul et d'un emploi trés facile. Clest pourquoi nous essayons
d'appliquer les techniques de perturbations présentées ici a des problémes
d'écoulement de fluides visqueux discrétisés par éléments finis. Au chapitre

VI, on présentera une étude encore incomplete.
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VI) -APPLICATION DE LA M.A.N AUX EQUATIONS DE
NAVIER-STOKES

VI-1) Introduction

L'étude expérimentale d'écoulements de fluides nous montre son évolution
variée et désordonnée dans le temps et l'espace. Ces caractéristiques
conduisent A des phénomenes complexes, a des bifurcations successives, a des
turbulences, au chaos déterministe ou indéterminisme,.........

Les phénomenes d'instabilités qui résultent de ces écoulements peuvent avoir
deux caractires différents: les instabilités locales de caractére convectif
(Huerre et Monkewitz, 1990) n'ont généralement pas une dynamique
propre, elles se comportent en amplificateurs de bruit; c'est ce qu'on
observe dans les couches limites et les couches de mélange. Il y a aussi les
instabilités absolues, dont certaines ont une dynamique intrinséque peu
sensible au bruit extérieur. Les travaux concernant ces instabilités ont été
détaillées par plusieurs auteurs, par exemple Monkewitz (1988), Chomaz et
Al (1987).

I'écoulement de sillage autour d'un cylindre est I'exemple le plus typique
des écoulement absolument instables. L'étude expérimentale montre que a
partir de la valeur 45 du nombre de Reynolds, I'écoulement stationnaire (fig
VI-1-a) devient globalement instable, et donne naissance a un régime
oscillatoire caractérisé par 1'apparition des tourbillons de Von Karman (fig
VI-1-b). Ce phénomene oscillatoire a été identifié expérimentalement,
comme étant une bifurcation de Hopf (Mathis et Al, 1984) et I'équation de
Landau décrit d'une manidre satisfaisante l'amplitude des oscillations
(Strywski et Streenivasan, 1990). Le seuil d'apparition de l'allée de Von
Karman a de plus été relié avec succés a la présence d'une région

absolument instable suffisamment grande (Monkewitz, 1988); (Hanneman et
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Oertel, 1989). Des résultats similaires ont pu étre obtenus pour d'autres
écoulements. On trouvera une bibliographie extensive sur ce sujet dans

Huerre et Monkewitz (1990).

Figure VI-1: Sillage derri¢re un cylindre dans un écoulement d'huile; (a): Re=32,

écoulement stationnaire, (b): Re=65, écoulement oscillatoire.

A notre connaissance, on n'a jamais détecté le seuil d'apparition
d'écoulement stationnaire instable ou point de bifurcation de Hopf par des
méthodes analytiques-numériques pour les équations d'écoulement des
fluides visqueux. C'est pourquoi dans ce chapitre on proposera des méthodes
asymptotiques-numériques qui soient applicables a la résolution de ce type
de problémes. Dans un premier temps, on présentera le calcul asymptotique
d'écoulement stationnaire en développant la vitesse et la pression en série
entidre par rapport au nombre de Reynolds. Ensuite, on va discuter la
détection des points de bifurcation de Hopf existant sur une branche de
solution stationnaire et on présentera aussi les aspects théoriques d'un
algorithme de calcul. De plus, on parlera du calcul de la solution bifurquée

périodique par l'alternative de Fredholm. La détermination numérique des
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solutions stationnaires par les méthodes asymptotiques-numériques a été faite
avec succes (A. Tri, B. Cochelin et M. Potier-Ferry, 1994) pour les
problémes suivants: écoulement d'un fluide autour d'un cylindre, autour de
deux cylindres et autour d'une cavité. Mais, le calcul effectif de points de

bifurcation de Hopf n'a pas encore été réalisé a ce jour.
VI-2) Formulation du probléeme de Navier-Stokes

Les équations de base d'écoulement d'un fluide visqueux incompressible sont
données par I'équation du mouvement, I'équation de continuité, I'équation de
conservation de masse et les conditions aux limites. Si on désigne par

U,=Ui(x,t) la vitesse, la conservation de la quantité de mouvement donne

I'équation:
JU.
P (_a_t_l * UJUi,j )- T = pf; (VI-1)

ol p=p(x,t) et fi désignent respectivement la densité et les forces

volumiques La contrainte T; moyennant le symbole de Kronecher & s'écrit:
T, = —pd, +2ud, (VI-2)

oll p est la pression, p le coefficient de viscosité et d; est le taux de

déformation:

d,=(U,,+U;)/2 (VI-3)

A partir de la loi de conservation de la masse, on déduit 1'équation de

continuité d'un fluide incompressible:
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Ui,i = 0 (VI-4)

Notations:
-x; (i=1,2,3) sont les coordonnées spatiales et t le temps.

-(); signifie dérivée partielle par rapport a X;.

Par suite, les équations de Navier-Stokes sont obtenues en introduisant (VI-
2) et (VI-3) dans (VI-1) en utilisant (VI-4). Apres introduction de quantités
sans dimension, on obtient:

U, 1

ot R, Uy +UU, +p =1, (VI-5)

ol R, est appelé nombre de Reynolds.
Pour appliquer la méthode des éléments finis, on projette (VI-5)
(respectivement 1'équation de continuité (VI-4)) sur les fonctions w; nulles

sur la frontiere I’ (respectivement sur la fonction test b). On obtient les

formulations variationnelles nécessaires pour la méthode de Galerkin:

U, 1
[Spwaa+ (U +0U, +p, )wid£2=§];fiwidQ, (VI-6-a)
Q Q e

vy, ge=o. (VI-6-b)
Q

En appliquant le théoréme de Green on arrive a la forme faible des

équations de Navier-Stokes.
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U,
j——lw.dg + j(—l U, w. +UU, w, +pw, )dQ=[fw,dQ (VI-7-a)
t i 2 Re j ij 1 1,1 Ql 1

d ijo i
Q
U de=0 (VI-7-b)
Q

On peut écrire ces équations sous les formes condensées suivantes:

4 +LU+Q(U,U)+D(p)=F

d (VI-8)
S(U)=0

o L(.), D(.), S(.) sont des opérateurs linéaires et Q(.,.) un opérateur

quadratique non symétrique tels que:

du ___ 9y,
<—&t—,W>—J—aT'WidQ,
Q
<L()w>—j—1—()--w--dQ
SN IT QR MRS
<D(),w>= [()w,,dQ,
AR
<Q(,U),w>=[U, (), ;wdQ,
Q

<F,w>= inwidQ,
Q

<S(.),b>= [b(),,dQ.
Q
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Le produit scalaire est le produit scalaire au sens de 12(Q):

<V, W= | vwda.

Si on suppose que F=0 et on impose la condition de Dirichlet sur la frontiere

I':

U=2AU (VI-9)

d’

ol A est un parametre U, une valeur donnée.

On est donc arrivé a chercher la vitesse U et la pression p vérifiant le

probléme suivant:

(dU

Et—-+LU+Q(U,U)+D(p)=O dans 1%(Q)
<S(U)Y=0 dans 1*(Q) ) (VI-10)
U=AU, sur T

VI-3) Application de la M.A.N aux équations de Naviers-Stokes

VI-3-1) Représentation de I'écoulement stationnaire par des

séries entiéres

Maintenant, on va essayer de trouver analytiquement l'écoulement
stationnaire du probléme d'équilibre associé au probleme (VI-10) sous

forme d'une série entiere.
Soient U, p, et A, une solution stationnaire du probleme(VI-10).

Les branches de solutions stationnaires passant par ce point s'écrivent:
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U=U, +aU, +2°U,+..ccceerrne. (VI-11-a)
P=pPo+ap; +a°Pyteciiiiunnnns | (VI-11-b)
A=Ay +ak; a2tk e, (VI-11-c)

ot "a" un paramétre de type longueur d'arc défini par 1'équation

supplémentaire suivante,

<U-U,U, >+A=1A)A, =2 (VI-12)

oll <.,.> est le produit scalaire ordinaire dans R" ou dans un espace

fonctionnel.

En reportant (VI-11) dans le probleme stationnaire correspondant a (VI-10)

et dans (VI-12), on obtient une séquence d'équations lin€aires:

A lordre 1

L, (U))+D(p,)=0 dans 1*(Q)
S(Up)=0 dans L*(Q)
Up=MUq sur T

<U1,U1 >+7\,21 =1

pour n>2 on a la relation de récurrence

n—1
L, (Uy) +_D(Pn) = —rél Q(U,,Up_;) dans 1*(Q)
S(U,)=0 dans 12(Q)
U, =A,U4 sur I"

<U_, U, >+\A, =0

147



| CHAPITRE VI: application de la MAN aux équations de Navier-Stokes

ot L; est l'opérateur tangent défini par:
L ()=L()+Q(U,,.)+Q(,Uo)

Si on pose la transformation W; =U; — A0,

ou U représente un prolongement de U, dans Q, on obtient:

A lordre 1

L, (W)+D(p,)=-AL,(0)  dans I(Q)
S(W;)=0 dans 12(Q)
W, =0 ‘ sur I

<U,U,>+12 =1
A l'ordre n =2, on a la relation de récurrence:

. n-1 " N
Lt(Wn)+D(pn)=—7LnLt(U)— Y Q(Wr +}”rU’Wn—r +A U)

r=1 n-—1
S(W,)=0 dans 12(Q)
W. =0 sur T

<U_,U,>+MA, =0

La résolution de ces probleémes linéaires a été faite par la méthode des
éléments finis dans une base A divergence nulle proposée par Crouzeix-

Raviart (A. Tri, B. Cochelin et M. Potier-Ferry, 1994). Car, tous les

problémes linéaires admettent la méme matrice tangente.

Il n'est pas toujours possible d'obtenir toute une branche de solutions
stationnaires de la maniére définie ci-dessus, méme en réorganisant la série
grice a lintroduction d'approximants de Padé. On a donc été amené a

introduire une méthode de continuation (voir thése de B. Cochelin, 1994)
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~ qui permet de réitérer la technique ci-dessus et de définir ainsi la branche de
solutions comme une séquence de séries entiéres. Cette métlr;ode est aussi
opérationnelle pour les équations de Navier-Stokes (voir A.Tri, B. Cochelin
et M.Potier-Ferry, 1994)

Nous passons maintenant au point de bifurcation de Hopf.
VI-3-2) Détection des points de bifurcation de Hopf

On a vu au chapitre V, qu'on peut détecter les points de bifurcation de Hopf
en cherchant les zéros de l'indicateur de bifurcation du probléme linéaire et

perfurbé suivant:
I'(a,0)V(a,0)=u(a,0)f,

K(a) ol
ou I'(a,0)= .
-l K(a)
Dans notre cas, K(a) désigne la matrice Jacobienne au point de départ

obtenue 2 partir du probléme suivant:

Qg- +LU+Q(U,U)=0 dans L*(Q)

d . (VI-13)
U= }»Ud sur I

On suppose connue sous forme de séries la solution stationnaire de (VI-13)

qui contient le point de bifurcation de Hopf en question:
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( oo
Uf=) alU*
a n
n=0
M=y am
n=0
S n S
p =) a’p,
n=0

alors K(a)=L+Q(Uas,.)+Q(.,Uas)..

Sous ces hypothéses, il suffit d'appliquer les meilleures procédures établies
au chapitre V qui permettent de calculer l'indicateur de bifurcation sous

forme d'une fraction rationnelle approximative

t(a,®)=num(a,®)/den(a,w), ensuite la detection du point de bifurcation

de ce probléme. L'application numérique de ces techniques a des problemes

d'écoulements est en cours (thése de A.TRI, en préparation). Un résultat est

présenté sur la figure VI-3.
J\/u ( a,w :0)

60 ’
40

20

Po:n tada bi gmmﬁ"’"‘

Stc_t:‘b“&(‘.prt
\\K s
b 1 2 3 Ny ﬁ sLﬂ\L’

Figure VI-3: Représentation de uka,cn) par un approximant de Padé pour w=0. Application

au probléme de couette-Taylor.
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VI- 3-3) Représentation de la solution bifurquée par des séries

entieres

Dans ce paragraphe, on va présenter une représentation des solutions
périodiques de période inconnue des équations (VI-9) et (VI-10) a partir du
point de bifurcation de Hopf.

Pour cela, on raméne le probléme (VI-10) a un probléme de période fixée,

en posant les changements de variables suivants:

s=ot, V(x,8)=U(x,t)-U(x) et q(x,8) =p(x,t) - p,’ (X)),

ot x€Q, w=27n/T est la pulsation des mouvements périodiques.

Le probleme (VI-10) devient alors,

m%+K(a)V+Q(V,V)+D(p)=O dans 12(Q)
S(V)=0 dans 12(Q) (VI-14)
V=0 sur I

ou K(a) est l'opérateur linéaire défini auparavant par:
K(a)=L+Q(U,,.)+Q(, U,%).

Si (a,m_ ) désigne le point de bifurcation de Hopf trouvé, alors le

développement en séries entieres des solutions bifurquées périodiques du
probleme (VI-13) au voisinage de ce point s'écrit (Iooss G. et JOSEPH D.D,
1980):
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V=>Y¢e"V, (VE-15-a)
n=1

q= Y €'q, (VI-15-b)
n=1

0—0, = 2 O (VI-15-c)

n=1
a-a =y g%, (VI-15-d)
n=1

ol ®_ et a_ sont connus. Pour i>0, les coefficients a;, ®; sont des constantes
a déterminer, et V;, p; sont des fonctions 2n-périodiques a calculer.
d

Posons T, = ®, Fr K(a)et A, =

).,

En reportant (VI-15) dans (VI-14), on obtient une succession d'équations
linéaires admettant le méme opérateur différentiel T singuliere:

A Tordre 1
T0V1 + D(pl) == 0
S(Vy) =0

V;=0 sur I'

A l'ordre 2
dVv
ToV, +D(py)=—-2;A4V; — 0 _d—sl- -Q(Vy, V)

V,=0 sur I’
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A l'ordre n, n supérieur ou égal a 3

dVv
TV, +D(p,) =2, AV, 0 —dj' +R.,
S(V,)=0
vV, =0 sur I’

ot R__, dépend des €léments d'ordres inférieurs a n-1.

Pour la résolution de cette succession de probléemes linéaires, on la projette
sur la base a divergence nulle afin de découpler le vitesse V et la pression p.
Puis, éventuellement on pourrait calculer les coefficients a; , ®; par les
équations supplémentaires de l'alternative de Fredholm (Voir chapitre IV)

en utilisant un calcul par éléments-finis.
VI-4) Conclusion

Dans ce chapitre, on a montré comment les méthodes asymptotiques-
numériques sont applicables au calcul de solutions périodiques en temps des
équations aux dérivées partielles. Il s'agit des systemes d'écoulements
visqueux incompressibles. La mise en oeuvre numérique de ces méthodes
n'était pas prévue dans le cadre de cette thése, mais elle est en cours au sein

du laboratoire.
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce travail, nous avons présenté une étude sur les équations
différentielles ordinaires admettant des solutions périodiques ou des points
de bifurcations de Hopf. Pour cette étude, nous avons appliqué des
techniques approximatives dans l'esprit des méthodes asymptotiques-
pumériques qui n'avaient été appliquées jusqu'a présent qu'en statique. A
priori, elles sont faciles & utiliser, puisqu'elles ramenent la résolution du
probléme non linéaire 4 celle d'une succession de problémes linéaires, que
nous pouvons résoudre 2 I'aide du systeme Maple.

Nous avons commencé notre test sur des équations différentielles
conservatives ou dissipatives 2 un seul degré de liberté. Le domaine de
validité d'une représentation en séries enti¢res des solutions périodiques est
toujours limité par le rayon de convergence. Grace aux techniques discutées
au chapitre deux, on a pu augmenter ce domaine de validité. En effet, pour
le systeme conservatif (III-2), on a men€ les solutions périodiques jusqu'a
g = 40 en utilisant les approximants de Padé et a une valeur infinie grace a
la technique de projection. La transformation d'Euler a pu augmenter le
domaine de validité de ces solutions d'un facteur de £€=320. En revanche,
avec l'équation de Van der Pol, la procédure n'est pas tellement efficace:
elle ne fait que doubler le domaine de validité par rapport a celui des séries.

La solution périodique (cycle limite) de I'équation de Van der Pol apparait
par une bifurcation de Hopf au point £=0 caractérisant la perte de stabilité
de la solution stationnaire y=0. Généralement, ce point de bifurcation ne
peut étre obtenu analytiquement pour les problémes dissipatifs a grand
nombre de degrés de liberté. Les écoulements de fluides visqueux ou les
instabilités fluide-elastiques observées dans les échangeurs de chaleur
fournissent des exemples de bifurcation de Hopf pour des systémes réels.
C'est pourquoi nous nous sommes intéresses dans la deuxiéme partie a la

détection des points de bifurcation de Hopf par des algorithmes attachés a la
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méthode asymptotique-numérique. Ces points sont détectés alors au moyen
d'un probléme linéaire et perturbé dépendant de deux parametres réels, et
qui se préte bien 4 la résolution par les techniques de développements en
séries entidres. On introduit un indicateur de bifurcation qui est ensuite
calculé par des séries entieres de deux variables. Ensuite, nous avons
caractérisé les points de bifurcation de Hopf a partir de cet indicateur. On a
également montré que l'indicateur est en réalité une fraction rationnelle de
ces paramétres. Les séries peuvent donc étre remplacées par des
approximants de Padé et conduire a la valeur exacte de l'indicateur. On a
également montré que des "stratégies réduites”, c'est a dire des stratégies qui
utilisent mbins de termes dans la série, permettaient aussi de determiner le
point de bifurcation de Hopf.

Dans cette thése, l'efficacité de ces procédures a été testée sur des problemes
a petit nombre de degrés de liberté. Il n'est pas surprenant que nous ayons
réussi A reconstruire ainsi l'indicateur: il est en effet bien connu que la
procédure de Padé permet de trouver une fraction rationnelle a partir de
son developpement en séries. Mais il est déja interessant d'avoir établi
l'interét des "stratégies réduites”, qui permettent de calculer le point de
bifurcation de Hopf 2 partir d'un nombre réduit de termes de la série.
L'application & des problémes a grand nombre de liberté fait 'objet d'une
autre these 2 METZ, mais il serait prématuré de présenter des conclusions.
Il n'est pas impossible qu'il faille adapter les méthodes présentées ici. Quoi
qu'il en soit, I'un des prolongements les plus intéressant de cette these est
I'exploitation des idées présentées ici pour l'‘étude des bifurcation de Hopf
pour les problémes continus. Mais on peut aussi envisager d'autres
prolongements en restant dans le cadre des équations différentielles
ordinaires, par exemple en étudiant les itérés d'application ou des

bifurcations secondaires a partir de solutions périodiques........
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