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Introduction

Les écoulements dans les milieux poreux représentent un domaine d'intérêt pra-
tique très connu. Les problèmes d'hydraulique souterraine, I'exploitation des gise-
ments pétroliers, l'industrie chimique ou les problèmes liés à la pollution des eaux
souterraines constituent quelques exemples d'applications. Pour bien comprendre
les phénomènes qui ont lieu, il faut d'abord âvoir les bons modèles. La complexité
géométrique d'un miiieu poreux, où on a des pores de dimensions et de formes très
différentes, mais qui permettent l'écoulement d'un ou plusieurs fluides, rend dès
Ie début Ie problème de la modélisation de l'écoulement difficile. En commençant
par la loi de Darcy, qui décrit au niveau macroscopique l'écoulement d'un fluide
visqueux à travers un milieu poreux, on voit déjà apparaître des valeurs moyennes.

Ce sont des moyennes de la vitesse ou de la pression.

La loi de Darcy, déduite de façon expérimentale la première fois, et les
généralisations ultérieures de cette loi, ont constituée depuis des décennies un su-
jet d'interêt pour les mathématiciens, pour les mécaniciens et pour les ingénieurs.

La possibilité d'obtenir une démonstration rigoureuse de la validité de cette loi est

restée pendant plus d'un siècle un problème ouvert.

X{ais durant toute cette période, Ies applications pratiques ont imposés

I'utilisation d'autres équations pour décrire I'écoulement d'un fluide à travers un

milieu poreux élastique. On connait par exemple les équations de Biot. Dans
l'exploitation des gisements pétroliers on rencontre assez souvent des milieux poreux

fissurés. Ce sont là queiques exemples de problèmes qui nécessitent une bonne
modélisation, en vue d'obtenir des équations qui peuvent traduire correctement la

complexité des phénomènes.

L'apparition de la méthode de l'homogénéisation a permis dès le début d'obtenir
pour la première fois une démonstration rigoureuse de la validité de la loi de Darcy
(E. Sanchez-Palencia [38]). Mais cette méthode permet aussi la modélisation de
beaucoup de phénomènes qu'on rencontre dans Ia mécanique, l'électromagnétisme.

ou dans d'autres problèmes pratiques très différents.

Cette méthode, qu'on peut nommée plus précisément "l'analyse asymptotique

des milieux à structure périodique" (A. Bensoussan, J-L. Lions et G. Papanicolau

[8]) réside dans la recherche d'une équation (dite homogénéisée ou macroscopique)
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qui peut décrire des phénomènes qui ont lieu dans un milieu non-homogène. Ce

passage d'un milieu non-homogène à un milieu homogène équivalent, revient du

point de vue mathématique à un passage à Ia limite avec un ou plusieurs petits

paramètres liés à Ia non-homogénéité du milieu.

Si Ie milieu non-homogène a une structure périodique on connait une démarche

heuristique, nommée la méthode des échelles multiples (4. Bensoussan, J-L. Lions

et G. Papanicolau [8]) qui nous permet de construire, d'un point de vue formel,

l'équation homogénéisée ainsi que les coefficients homogénéisés. Cette démarche

doit être suivie d'une démonstration de la convergence de la suite des solutions

rrers ia solution macroscopique. Pour démontrer cette convergence on utilise le plus

souvent la méthode de l'énergie (L. Tartar [44]).

Si le milieu non-homogène n'a pas une structure périodique, alors il existe des

méthodes différentes (f-convergence,-G-convergence, H-convergence) qui permet-

tent la démonstration de la convergence du processus d'homogénéisation (E. De

Giorgi. S. Spagnolo [19], L. Tartar [43], F. Murat [33]).

En 1989 G. Nguetseng [35], [36] a eu I'idée d'introduire Ia notion de convergence

double-échelle. Ce type de convergence, qui s'applique dans le cas des milieux

périodiques, d'unÊ part justifie Ia méthode des échelles multipies et d'autre part

r'érifie Ia construction de l'équation homogénéisée et la démonstration de la, conver-

gerrce. G. Allaire [3] a déi,eloppé cette méthode, de la convergence double-échelle,

er I'a, appiiquée à beaucoup de cas particuliers. Récemment G. Allaire et ivl. Briane

fa] ont introduit la notion de convergence multi-échelle qui permet de traiter d'une

manière unitaire les milieux multi-périodiques.

Le but de cette thèse est l'étude de deux problèmes d'écoulement dans les milieux

poreux. Pour décrire ces écoulements on va utiliser la convergence double-échelle

et aussi la convergence triple-échelle. Plus précisement Ies deux problèmes qu'on se

propose d'étudier sont: l'écoulement d'un fluide visqueux à travers un milieu poreux

élastique de faible épaisseur et l'écouiement d'un fluide dans un milieu poreux fis-

suré.

Dans le premier chapitre nous allons étudier Ie problème de Stokes. La partie

solide de notre milieu est considérée comme étant élastique, dans les hypothèses de

l'élasticité linéarisée. La structure périodique du milieu nous conduit à introduire

le petit paramètre e, classique dans la théorie de l'homgénéisatioh. D'autre part

puisqu'on suppose que Ie milieu élastique est à faible épaisseur ceci nous conduit

a  a  . - a



à introduire un nouveau paramètre 6, plus petit que €, 6 << e. L'existence de

ce deuxième paramètre va nous conduire après l'homogénéisation (r ----- 0) à un

nouveau passage à la limite avec 6 ---* 0. Dans Ie paragraphe 1 on donne la

formulation du problème, ainsi que le théorème d'existence et d'unicité de la solution

du problème. Les estimations a priori concernant le déplacement se trouvent dans

le paragraphe 2. Dans le paragraphe 3 on construit un nouveau prolongement de la

pression pour lequel on obtient des estimations indépendantes des deux paramètres

e et 6. Si on cherche à prolonger la pression par le prolongement classique du à L.

Tartar 144], et précisé plus tard par R. Lipton et M. Avellaneda [31], dans le cas

qu'on considère, celui avec Ia partie solide élastique, ce prolongement ne nous assure

pas la continuité du tenseur des contraintes. Si on cherche à prolonger directement

la pression (voir C. Conca [17]) on obtient alors des estimations qui dépendent

des puissances négatives de 6. Tous ces obstacles nous on conduit à construire

d'abord une nouvelle pression dans la partie fluide, qui diffère par une constante

de la pression proprement dite et ensuite prolonger cette nouvelle pression. dans

la partie solide de façon à conserver la continuité du tenseur des contraintes sur

I'interface fluide-solide. Le théorème de convergence pour e --+ 0 est donné dans

le paragraphe 4. Par un choix spécifique à la méthode de Ia convergence double-

échelle des fonctions test on obtient, dans le paragraphe 5 le problème local; on

démontre I'existence et I'unicité de ce problème à I'aide d'un résuitat connu cie

nréthodes variationnelles (voir I. Babuska [6], F. Brezzi [9], V. Girault et P-4.

Raviart [26]) Le paragraphe 6 est consacré à la résolution du problème local; de

ce fait on introduit une série de trois problèmes pour lesquels on a des résultats

d'existence et d'unicité, et ces problèmes vont nous permettre d'écrire la solution

du problème local d'une façon plus explicite. Dans les paragraphes 7 et 8 on donne

les estimations pour les trois problèmes introduits au paragraphe 9 et on obtient

Ie problème homogénéisé (pour € ------+ 0), pour lequel on démontre l'existence et

l'unicité de la solution. Enfin au paragraphe 10 on passe à la limite avec le deuxième

petit paramètre ô. Après ce deuxième passage à Ia limite on voit que I'équation

obtenue admet une unique solution, et décrit un milieu viscoélastique avec un terme

de mérroire évanescente, phénomène déjà connu dans Ia littérature concernant les

milieux continus: E. Sanchez-Palencia [38], M-L. Mascarenhas [32], D. Cioranescu

et J. Saint Jean Paulin [15].

Au chapitre 2 on passe à Ia généralisation naturelle des résultats qu'on a obtenus



pour Ie problème de Stokes dans le premier chapitre. Donc dans ce deuxième

chapitre on étudie le même problème, mais en prenant dans Ia partie fluide les

équations de Navier-Stokes. En fait on a étudié le cas des équations de Navier-

Stokes linéarisé; cette linéarisation, connue depuis longtemps (J-L. Lions [29]) nous

permet d'utiliser la plupart des résultats obtenus dans le cas du système Stokes.

Avec le système de Navier-Stokes linéarisé, l'étude de ce problème nous conduit fi-
.nalement à des phénomènes de mémoire évanescente dans Ie problème homogénéisé.

En plus un terme nouveau apparaîtra dans l'équation macroscopique.

Après la formulation du problème, au paragraphe 1, les estimations a priori sont

données dans le paragraphe 2. Dans la section 3 on introduit, comme au chapitre

1, le prolongement de la nouvelle pression, ce qui nous permet de passer à la limite

quand € --+ 0 (paragraphe 4). Le problème local, obtenu au paragraphe 5 est

le même que celui obtenu au chapitre 1, donc on peut expliciter la solution de

ce problème avec les mêmes techniques utilisées dans le premier chapitre. Dans

Ies deux derniers paragraphes on obtient le problème homogénéisé, ies coefficients

homogénéisés et on passe à la limite avec 6 -+ 0.

Le problème traité au chapitre 3 est différent de celui traité dans les deux pre-

miers chapitres. Ce chapitre est consacré à l'étude de l'homogénéisation du problème

de Neumann dans des milieux poreux avec double périodicité. D'un point de vue

mécanique ce problème représente un problème de double porosité, dans le cadre

d'un milieu avec double périodicité. Après la formulation du problème et les esti-

rnations a priori. dans Ie paragraphe 3 on construit l'opérateur de prolongement,

en utilisant les techniques introduites par D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin

[10] et aussi des résultats de C. Conca et P. Donato [18]. La section 4 est con-

sacrée au passage à la limite avec 6 , 0, et I'obtention du problème homogénéisé.

Pour étudier ce problème on va utiliser Ia convergence triple-échelle, qui est un cas

particulier de la convergence multi-échelle introduite par G. Allaire et \,{. Briane

[4]. Il faut noter qu'il y a des différences entre le résultat général de Allaire et

Briane et notre problème. Premièrement la géométrie du milieu qu'on étudie est

complètement différente de celle utilisée par Allaire et Briane. Notre domaine décrit,

par sa nature les milieux poreux fissurés (voir Th. Levy [28]) et ceci se traduit par

I'introduction de la fonction caractéristique du domaine (voir P. Donato et J. Saint

Jean Paulin [20]). Pour étudier Ia convergence du procéssus d'homogénéisation on

a utilisé I'opérateur de prolongement introduit par D. Cioranescu et J. Saint Jean



Paulin [t0], ce qui nous permet de travailler directement dans I'espace I/01(Q).

Dans I'annexe 1 on donne les résultats théoriques les plus importants concer-

nant la convergence double-échelle, résultats qu'on trouve dans les articles de G.

Nguetseng [35], [36] et de G. Allaire [3].
L'annexe 2 est consacrée à Ia méthode de la convergence 3-échelle. Les résultats

sont ceux de G. Allaire et M. Briane [4], mais on peut noter des différences dans les

points techniques des différents lemmes qu'on utilise.

Pour I'unité de la thèse on donne, dans I'annexe 3, les résultats variationnels

abstraits introduits par I. Babuska [6] et F. Brezzi [9], et qu'on retrouve également

dans V. Girault et P-A. Raviart [26].
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Chapitre 1-. Cas du système Stokes dans la partie fluide

Introduction

L'écoulement des fluides dans les milieux poreux déformables représente un do-

maine d'une grande importance pour les différentes applications qu'on rencontre

dans l'ingénierie civile, chimie, biologie, etc. On peut donner simplement comme

exemples: I'industrie du papier et le problème des suspensions très fines de partic-

ules déformables qu'on utilise dans l'industrie chimique.

La modélisation de tels écoulements comporte d'une part les équations de la dy-

namique des fluides dans les pores et d'autre part la loi de comportement du milieu

déformable ce à quoi on rajoute le couplage entre les deux systèmes d'équations.

Dans ce chapitre on va considérer le cas du système de Stokes dans la partie

fluide et les équations de l'élasticité linéarisée dans la partie solide, qui est supposée

déformable. Dans le cadre général de Ia méthode de I'homogénéisation on va étudier

le problème tié à deux paramètres e et 6. Le paramètre e est le paramètre ciassique

de I'homogénéisation et ô représente le petit paramètre lié aux dimensions de la,

partie élastique, avec 6 << e. Ceci revient à supposer que les fibres déformables

ou ies particules en suspensions sont plus petites que les dimensions de Ia cellule

c1e périodicité. Donc, après un premier passage à la limite avec e -----+ 0 on va faire

tendre ô r'ers 0.

Comme on peut s'y attendre, l'équation obtenue comme limite est celle d'un

milieu viscoélastique avec un terme de mémoire évanescente. D'ailleurs ce résultat

est à rapprocher du résultat de D. Cioranescu et J. Saint-Jean Paulin [15] qui ont

mis en évidence un tel phénomène dans le cadre d'un fluide visqueux avec un milieu

élastique.

Toutefois on doit préciser quelques difficultés qu'on a du surmonter pour résoudre

ce problème. D'abord il faut construire un prolongement de la pression dans Ia

partie élastique qui assure la continuité des contraintes normales. Pour cela les

prolongements qu'on connaît déjà, du à L. Tartar la(), à C. Conca [17] ou à R. Lipton

et M. Avellaneda [31] n'assurent pas cette continuité des contraintes normales. Une

fois ce prolongement construit on trouve un problème local qui n'est pas à divergence

nulle (divergence de Ia vitesse du fluide) dans la partie fluide. Pour démontrer

t t t A



l'existence et I'unicité de la solution de ce problème il faut utiliser un résultat du à

I. Babuska [6] et F.Brezzi [9] (voir aussi V.Girault- P-4. Raviart [26]). Enfin pour

résoudre ce problème on démontre que la solution de ce problème local est la somme

de trois fonctions, solutions de trois problèmes différents. Les estimations a priori

nous permettent ensuite d'effectuer le passage à la limite avec € ---+ 0. Ensuite on

peut passer à la limite avec 6 -+ 0.

Il faut préciser aussi que la forme explicite des coefficients homogénéisés ne peut

pas être mise en evidence même pour des géométries particulières simples, parce

que pour cela on a besoin d'une solution analytique d'un problème couplé fluide

visqueux-milieu élastique sur la cellule de périodicité, que malheureusement on ne

connaît pas.

l ' r



$1. Formulation du problème

On considère une structure élastique mince, périodiquement distribuée, avec la

période e, dans un fluide. Le fluide et le solide sont connexes. On note Q Ie domaine

tout entier, dans lequel la partie solide est notée f)!, et la partie fluide Ojr. Dans

la cellule de base, Yu6,le solide est de l'ordre de 6 <( e, et de même, dans cette

cellrile Y,i désigne Ia partie solide etYlu Ia partie fluide. L'interface fluide-solide est

le6: ôAEalACIjr. Dans la partie solide du domaine on va considérer le système

de l'élasticité linéarisée et dans la partie fluide le système de Stokes.

On définit le tenseur des contraintes dans la partie solide, respectivement la

partie fluide par:

(1  1)

(  1 .2)

o:; 'o :  ai ipTrep6(u€6)

o{;'u : -p'66q +2p,eii(u'6)

L  ,0u ;  ôu ;  .
e i i@) : , (  

au*  ô ; )

le déplacement du solide, u'6 la vitesse du fluide, pu6 la prcssion

viscosité du fluide et les a;jnn sont les coefficients de l'élasticité

vérifrent les conditions de symétrie:

auun :  akh i j  :  a j ih re  v  i "  i , k ,h  e  {1 ,2 ,  3 }

On utilise Ia convention de sommation des indices répétés et la notation classique:

(1 .3)

Le vecteur utd est

du fluide; 1r.r est Ia

qui sont bornés et

(1 .4 )

et la condition de coercivité:

(1 .5)

Dans Ie domaine f)

On note:

(1 .6 )

lA > 0 tel que Y&i : €ir. aunn&j€nn 2 A&i€t.i

on note la partie fluide par Clj, et la partie solide par

le6 :ôOËonACI i6

t_



On considère le système suivant:

(1 .7)

(1:e)

(  1 .10)

f c Â

ry _ o1ii"" : Tu dans ej, x (0, ?)
ôt 0*i

div u'6 : 0 dans CIi, * (0,7)

ry - u:ii'o : ro dans olo x (0, ?)
AP ô*i

avec les conditions

(1 .8 )

aux bords et initiales suivantes:

cA ôu'6
yeo : -6, sur 116

[ r 'u ]  :o  sur f '6

[oif ni] : 0 sur f'6

u , '6 :0  surô0nôf l iu(1  11)

(r .r2)

(  1 .13)

u'6:0 surôCInôf2 i6

(u 'o(r ,o)  :6

\ au'6
t ô, (z'o) :o

[ ] représente le saut à I'interface fluide-solide et n est la normale sur cette interface.

On définit Ie tenseur des contraintes pour tout le domaine Q par:

(1.14) 
"îf 

: { 
o{;'u" Pour r €a[6

" , i - \  , i j ,u  pour r€ç t :6

Grâce à (1.8) on prolonge u'6 à Q tout entier par:

ôu'6
sur Q

ôt

I

n r € 6  -

/  r t t - .1, fl



et avec (1.14) on peut écrire le système (1.7) sous la forme suivante:

ô"u7u a"ît' :
(1 .15)

(1 .16)

(1 .17)

(1 .18)

bujun

ât,e6
6i., Y' : g dans CIi, x (0, ?)

dt

7tz 0*i

at jnn

ft, dans Q x (0, ?)

Pour obtenir une forme plus "facile" de la formulation variationnelle du problème,

on définit les coefficients suivants:

: {
0 pour y e YJo

at,jnn pour g € Y:6

On obtient aiors la form

Trouver u'6 (,,

pour U € Yla

pour A € YJo

(1.15) sous la forme suivante:

e L2 (a[6) tels que:

f zpçïopatn * 6i16p6): 
lo

ulation variationnelle de

r)  e [ f /or(CI) l t  ,p '6(r , t )

roo
û( r ,À)  :  |  " - ^ tu ( r , t )d tJo

10

T
--I- I,:,

ffi .,0, * 
| nai i 

p7e 1,7(u' u ) ", i (u) d,r * 
I rb?.i un" u n (+ ) e i i (u) dr

p'6 div wdr fiwid.r Vto € tflô(CI)lt

0u'6div frp 
: 0 dans Ajo t (0, '')

Pour obtenir I'existence et I'unicité du problème (1.18) plus les conditions au

bord et initiales on va la réduire à I'aide de Ia transformée de Laplace à un problème

elliptique. Avec la définition classique:

r

I
(
I

^I
.,h .rtt- ^--^



alors (1.18) devient:

On définit

(1 .20)

(1.1e)

(  1 .21)

Trouver û'o(*,t) e lflâ(o)lN ,fu e L'@!) rels que:

+ Àbi i p1) e,,n(û' u 
) " o i (a) d,r -

I  æ Â , .

|  .  p - "ovwd, r :
l ô I

"  o  o E 6

liafir vw e [rrot(o)]t, v,ReÀ ) Ào > o

div û"6 : 0 dans Qio

I'espace:

Va:  [got (O) ] t  n  { ,  I  d iv tu :0  dans f l j r }

unique solu-

^, 
Inffn|aidr 

* 
Ir@îi*n

T

+ 
lr{"?irh 

+ ^bîikh)ep1,(t'6)e'i1 (a)ar : 
ln

Théorème 1.1 Sous les hypothèses fa'ites précédemrnent il eriste une

t ion du problème (1.21):

Trouver t 'o(" , t )  eVra te l  que:

^' 
lrûi|aid"r

f  i taidr

Yw e Vr6, VËeÀ ) Ào > 0

Démonstration On définit:

(L.22) a(u,u) -- ^' I uud,r + [ @î1rn * Àbl,rn)e1,7(u)eii@)d,r, Yu,u e v,a
Ja Jç

< f ,, ,: Irfad,*, 
Yu,u e v,a(1 .23)

La forme donnée par (1.23) est une forme antilinéaire sur Vr6 et a(., .) est une forme

sesquilinéaire sur I/.6,c'est à dire:

a(tu,pu) :  tP a(u,u) t ,p € C, Vu,u e V"a

11



La forme a(., .) est coercive Sur V66 car nous avons:

l lo1,,,?r) l  > Re(\a(u,u)) :

: Re(À 
fn 

ro*) + ne{fn{*oi,rn*biip1,)epn(u)"ri@)dr)

: Re(À 
lnfuf 

où + R4 
|r(*oî, rn * bfi p1,) e 1"n(u)"oi @) d,r)

> Ào I l, I | ?z 1o; * *"( 
I nloî, rr" 

ro(u) "ni @,) dr Re( 
f nr r"n, (u) 

" oi @) d"r

> roll"l l?,1cr; * l l"(")ll2r,ot

> 
"' l l" l lT-,

On note par abus de notation 12(ft) au lieu de [L2((-))]t pour ce qui est des normes

de u.

D'apr'ès Ie théorème Lax-Milgram on a donc l'existence et I'unicité de la solution

du problème (1.21).

Dans la démonstration du théorème on a utilisé le résultat suivant:

Lemme L.2 Une norme sur Vr6 équiualente à Ia norrne de Vr6 indui,te par H](A)

est donnée par:

u *' ( l lul l2r,(a) + l le(u)l l 'r,p),/,

Remarque 1.3 On a aussi I'existence et l'unicité de fo e L'@[o) qui se déduit

de la caractérisation de l'espac. V* ( voir Temam [a5l et Girault-Raviart [26]).

Remarque 1.4 On remarque que dans le cas que nous traitons la pression n'â pas

la moyenne nulle et donc on va être conduit à construire un prolongement de la
pression de moyenne nulle.

12

n?



$2. Estimations à priori

Pour obtenir des estimations on va utiliser Ia formulation variationnelle (1.21).

Lemme 2.'1, Sous les hypothèses faites dans le paragraphe précédent on a:

(2.1) l la 'ol ln;1n; S c

auec Ia constante c 'indépendante de e et de 6.

Démonstration Dans la formulation variationnelle (L2I) on prend w : û.'6 comme
fonction test et on obtient:

f  ^ ^  f  f  -
s' | (û,'o)2 d,r + | {"îirn -r Àbii1"1,ern(t'o)roi(æa1ar : | |a'o a"

J c r '  J a  
o r N ' L  ' "  "  \  /  

J a -

D'où:

lÀ' l l la'ul l?,r ' l  < [-1æoorS l l l l ' rc,) l la'6l l 'rc, l
J A

et donc:

lÀ' l  l la" l lprc, i  S l l l l l rrni
c'est-à-dire:

\2 .2)  l lû .611 7,s1 S c

avec la constante c indépendante de e et de ô, mais qui depend quand même de À.
En ut i l isant (1.6),  (1.18) et  (1.19) on obt ient :

lA  >  0  te l  que (o î inn+ Re(À)b i , r )€ , i | r r>@+2Àp ' )qo t {n t  Y€o i :  €o i

et donc on obtient à partir de la formulation (1.21):

(A+2Re(À)p,)  [VWol l 'd,< [  1æ0"
Ja '  Ja

(A + 2 Re(\) p.)l l' (û" ) ll'", rnt s I | 1l l r, (CI) | I ff ô I I r, rc,)
ce qui entraîne:

l l r (A.r) l l1 ,1ey < c

d'où:

(2.3) l lvû'ol lz,zley < c

avec la constante c indépendante de e et de 6.
Les relations (2.2) et (2.3) nous donnent l'inégalité annoncée (2.1).

13



$3. Prolongement de la pression

Dans tous les problèmes concernant le mélange d'un fluide avec un solide, on

sait qu'il faut définir un prolongement de Ia pression. En fait Ia pression est bien

définie dans la partie fluide, mais dans la partie solide il est toujours difficile de la

définir. Il est bien connu que si on prend deux prolongements différents, à partir de

la même valeur à I'interface fluide-solide, les deux peuvent avoir un sens d'autant

plus que Ie gradient de la pression ne dépend pas du proiongement, puisqu'il est

égal au gradient de la pression proprement dite. Mais pour les estimations a priori

et la démonstration de la convergence du processus homogénéisé, il est important

de construire effectivement Ie prolongement de Ia pression.

Dans la littérature, on connaît le prolongement classique dans Ie cas de l'écoulement

dans les milieux poreux, c'est-à-dire le prolongement de la pression dans un solide

rigide, fait par L. Tartar llal eI précisé plus tard par Lipton et Avellaneda [31].

iVlais un tel prolongement ne permet pas d'assurer, dans le cas d'un solide élastique.

la continuité du tenseur des contraintes. On peut travailler avec un prolongement

brutal par zéro dans la partie solide, mais dans ce cas on obtient une convergence

faible de la pression.

Une autre difficulté rencontrée dans notre problème consiste dans le fait que

la partie solide occupe un volume assez petit par rapport au volume occupé par

le fluide. Si on cherche à prolonger directement la pression, on obtient alors des

estimations qui dépenâent des puissances négatives de ô. Donc on peut passer à la

limite avec s, mais ultérieurement, quand on pâsse à Ia limite avec 6, on rencontre

des difficultés supplémentaires.

Etant donné cette situation particulière, nous avons choisi un autre prolonge-

ment. En effet nous allons définir une nouvelle pression dans la partie fluide qui

diffère par une constante de la pression proprement dite, ce qui est toujours possi-

ble compte tenu du fait que la pression intervient dans notre problème uniquement

par son gradient. Ensuite on a prolongé cette nouvelle pression, dans Ia partie

solide, de façon à conserver la continuité du tenseur des contraintes sur I'interface

fluide-solide.

Définition 8.1 Si F e L2 (A[) est Ia pression du fluide considéré alors on définit

),,

, ' A

74

t,



une autre pression de la manière suivante:

(3 .1)

ou:

is [F-Ë I" 'F dansQio
P'o: 

I - r t ^
I lCIl J n:or'u 

dans of6

Remarque 3.2 
LO" 

remarque que ce n'est pas un prolongement de la pression
qu'on définit, car pe6 # p'à sur Qj, mais effectivement on définit une nouvelle
pression pour notre problème, eui va garder toutes les propriétés de I'ancienne
pression, et qui en plus va nous permettre d'obtenir des estimations pour cette
nouvelle pression. On souligne encore ule fois f importance d'une telle définition
qui nous permet de garder toutes "les bonnes propriétés" de la pression f6.

2) Vp* :VF dans f)jo, Vea: 0 dans Ojo ( au sens faible).

3) Si on note:

6;;'o : -fo 6oi * aiiplepn(t'o)

alors on remarque que:

V'uf "À 
: ["ît'"i|sur f'6

et donc

l6if nil :0 sur f.6

et

- s . e d  rot j oans

,a,:{
os_
" "€à

aÏu;'6 aanr aj,

Lemme 3.3 l) La nouuelle press'ionf'6 est de moyenne nulle, c'est-à-d,,i,re qu'elle

appartient à I'espace L2o(Q.

15
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2)En introduisant Ia nouuelle déf,ni,t'ùon de Ia pression dans Ia forrnulati,on (1.21)

l'équat'ion reste i,ncltangée, car on a:

Démonstration

1) Pour montrer qrcF'6 est de moyenne nulle on va évidemment calculer I'integrale

d" i'6 sur f) en utilisant Ia définition (3.1),on a:

lnfo 
ot w d,r : 

Inr,Ou 
orvw d,r vw efrot (o)

lgu o* : lnr,@' 
- 
â 1,,ïu a*)d'r -1,, (Ët In,,ou o') o* :

+ E t
P-- Q'r :t,:,loËol+

C,I
L

: ln:,ru d'* i*i In,,ou o* : o

: Ir:,fod'* ffi lnr,uoo'- tr Inr,uoo*:

: 
lnr.,f 

u d'' - lCIio

donc F'u e r3(0)

q.e.d-

2) Pour un u e H|(A) on va calculer à I'aide de la définition (3.1) le terme qui

contient la pression dans la formulation variationnelle (1.19):

i
F

t
tl-

16
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dn

fnfootuw 
d'r : 

|n,.,(f' 
- 

â lr,fo 
a')divtr'r d'r -1,, (Ét ln[,uu 

a*)aiua a*

: 
ln!,66diuad'r 

- (ù 1,, fu a')(Irdivù o") - (ù 1,, fu dùU*rdil?,,

: 
ln;:,ç6 diua d'r -(# 

1,, to a') Urrdivù d'r * fnr,o'u* o') :

: 
ln!,66 

diua

: 
lr:,ç6di'ad'r 

- (â lr,fu 
a')Urr*'nd''): 

In;,66diuad*

car w e Ao1(CI).

Lemme 3.4 Sous les h,ypothèses fai,tes on a:

(3.2) l lp"' l lr,fr1o1 S c

auec la constante c i,ndépendante de e et d'e 6.

Démonstration

L'opérateur div: [//ot(f))]t '----- L2o(q est surjectif, donc on en déduit

I'existence d'un w"6 e [Ilot(O)]t tel que:

!aivw'6 
: fo

l ' ,r 'ol l ' ;1oy < 
"l l ; '6l l13lc,y

(3.3)

avec la constante c indépendante de e et de 6.

L7



En prenant ce u.,t6 comme fonction test dans la formulation variationnelle (1.19) on

obtient:

[^, f 
o orrn'6 dr : À2 [ æo aio d,r * 

ln{oî,rn 
* bli1"7,)e1,n(t'6)"oi(n'6) dn-

Jn[o '  Ja

f .- 
Jrfa'6 

dr

On a, grâce au choix de u'6 et au lemme 3.3:

(3.4) llr,oll""31nr: In(;',u)'a*: lnf6diva'6 
d'r : 

Inr,ruotvwu| 
d'r

Donc en majorant Ie membre de droite puis en utilisant (3.3), on obtient:

^' 
lrûi6ai6ar 

* 
Ir(oîirn+ 

\biip7)ern(t'6)",i(a'6)rtr - 
Irfa'6dr 

<

< À'l lff6llr,rc,l l l ,r '6l l;,1oy + clle(ff ') l lprnl l l"(- 'u)l lr,tol + l l i i lr,(o)l lur'ôll1'qov S

. rtllr'oll161o; + c2llu'6llr;1oy + callw''llr;1oyllllr,rnl <

S "ll*'6llro'rol 
< rlf'llr3rol

D'où en comparant avec (3.a):

lb'ull?g1n) s " llr"'l lre(',)

Et puisqu'on a aussi le lemme 3.3 on en déduit:

(3.5) llp"'l lr8(',)l l s "

avec Ia constante c indépendante de e et de ô" ce qui achève la démonstration.
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$4. Le théorème de convergence pour e -'0

Théorème 4.L Sous les hypothèses fai,tes précédemment on a:

(i) 1l eri,ste une fonction d6 e lHê(O)lt telle que:

ff6. - d6 dans r/d (o) faible(4 .1)

(4.2) 6ea converge double-échelle vers d6

(ii)/l eri.ste une fônctionû,16(r,a) e L'(Q, HIV)lF-) telte que, qu'itte à ertrai,re une

sous-su'ite on a:

(4 3) I,Wr' @)Q@)d,r ---..+ 
l,_,æ(") + 

W@,ù)tt@)Q@)drtt s

YrberTVl ,de K(O)
(iii)/l eriste une fonction fio6(r,a) e L'(Q,L\Û) telle que, qui,tte à ertrai,re wne

sous-sui,te on a:

(4.4) 
Irrt(*)rl, '(r)Q@)d,r 

- 
In*"fu(r,a)rl '@)ô@)d,rd.y

vr! e L'eV) ,d e K(fl)
Démonstration:

(i) La relatieir (4.i) es-u une conséquence immédiate de I'estimaticn (2.1) obtenue

précédemment.

La convergence (4.2) s'obtient facilement à I'arde de (4.1), de (2.1) et de la propo-

sition 1.9 i) de I'anirexe 1.

(ri) L'existence de û16(2, g) et Ia convergence (4.3) sont des conséquences de la

proposition 1.9 i) de I'annexe 1.

(iii) Pour la convergence (4.4) on utilise I'estimation (3.2) et on applique Ie théorème

2 de l'annexe 1.
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Corollair e 4.2 Les l,imites d6 , û'o (*, A) , et f 
o (*, y) ont les propri,étés suiuantes:

(4.5) div" d6(r) + divrû'u (*,a) :0 sur f) x Yy

(4.6) fo (*,U) : cste sur 0 x %

Dérnonstration

( i )  So i t  û  e  D(A,Cî (Y) )  avec(s ( r ,y ) :0  pour  U €Y" .  On sa i t  que d iu t '6  :0

dans Qjr, alors en multipliant cette équation par un tel (.t et en intégrant sur Q on

obtient:

D'or):

f

1,n*",(div" do(") * divr016 (r,y))û(n,E)dndv : a

Et donc:

div*f6(r) +divrûto(*,9) :0 sur O x Yy

ce qui démontre (4.5).

(ii) Pour démontrer (4.6) on fait appel à la nouvelle définition de la pression (3.1):

0 - [ ot æ6r1,@,!1a* ------ t  (div" do (*)* divrt ld (r,y))l t(r,y)dnd'y-  
Ja 

'  \  € '  Ja*vy '

lru'@),r,'@)s@)d.r 
: 

ln;,(tu 
- 

ù Ir, o'6 d,r)r)'@)s@)d*-

- 
Inr,(ù [,, fo a*)'t'" @)ô@)d'n : 

lr,,tu û' (r)Q@)d'æ-

- (FT ln,,ooo*X[ tr@)Q@)d'r)

20
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vrhe rf lV), {e rc(CI)

I ro 
t @) rh' @) Q @) d,r - 

| n *rf 
o (*, v),1, @) ô @) d,r d,v

fu (*,Y) : -A sur o x %

2l

:sù ln,,uu: o

- o 
I n *"'b @) Q @) dr d'v : 

I n -" f 
o (*' ù,' @) Ô @) d'rd'v

Ceci équivaut à:

(4 11) t (fo (*,y) + A)û(fiQ@)d,nda : o
Jox%'

car on a choisi th e L\V) telle qoe d(g) :0 dans YJ, d'où:

Si on prend Ib e L?(Y) tel que ,lt(A) :0 dans YJ alors d'après la relation précédente,

on a:

(4 7) 
fra'At,t'@)ô@)d,r 

: - (M lnr,Uo 
o*Xl tlt'(r)s@)d,r)

et d'autre part:

(4.8)

Mais:

(4 .10)

D'où:

(4.e) [ ,p'@)O@)d,n ----- t {t@)Q@)d,rdry
Ja  Jexy

D'après (4.7), (4.8), (a.9) on en déduit I'existence d'une limite A telle que:



Remarque 4.3 La nouvelle définition de la pression et le choix de la constante

dans ta définition 3.1 jouent un rôle essentiel dans Ia démonstration du corollaire

4 .2 .

Remarque 4.4 Comme il est déjà connu dans l'étude des mélanges fluides-solides

Ie déplacement limite n'est plus à divergence nulle. Ce phénomène a déjà été mis

en évidence dans d'autres cas par Conca [17] .

Remarque 4.5 Les résultats que nous avons obtenus sont à rapprocher des résultats

obtenus par D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin [15], à la différence que nous avons

travaillé âvec une pression de moyenne nulle.
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$5. Le problème local pour 6t6 
"1 

po6

Pour simplifier un peu le problème on introduit:

(5 .1) po6 (r,r1 : f6 + A

où A est la constante déterminée par (4.10). Et dans ce cas, avec le corollaire 4.2

on a:

(5.2) po6(r ,a) :o dansox%

Maintenant pour obtenir le problème local pour û,t6 et pod dans la formulation

variationnelle (1.19), on prend comme fonction test et/,teQ, avec {s € [I4(y)]N,

ô € D(O) et avec la régle de derivation suivante:

a'! ' j  :  L r a'bi\ ' r-r -  I  al tr l l
ôrr  t \aw)\ i r ) : ;aw\ ; )

Ce Ia nous donne:

x", [ ûi6 tlti$ar + [ @îirn * \bi11,7,)e1,1,(û'6)eliG',lt' ô)ar-
Ja Ja

(5.3)
t '  f  ^ _

- 
J rP'ôdiv 

(et1t' $)ar :, 
Jnfrrbîôdr

Ou I'on a posé:

eriGû'ô) : ô"ïi(d,) + itOf y,.,tî#)

div (c{'Q1 : 4div, Of! + ,rlî ffi
23
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Dans tous les calculs qui suivent on va utiliser les notations ea4 et efi pour bien

distinguer quand les dérivées sont prises par rapport à la variable y ou par rapport

à la variable x. De même pour diuo et di'ur.

En utilisant (5.a) dans (5.3) on obtient:

^'u [ ûi6çigar + [^@îirn+ Àbii1,1,)ern(tr0)(0"ï,@')+
Ja Jçt

(5 .5 )

e ,=^0Ô , ,ôd r \ ,  f  - - , / - -  .T . r r t , ^^T .eAd\  r ^ - -
+;({'îfi +,1,iù))0" - 

Jrf'lôa*u,b(l) +,,t'îdildr : e JnTtûîÔdt

On passe à la limite double-échelle, pour e ------+ 0, dans la relation (5.3) et on obtient:

t (ouirn(a) * \bii1,1,(y)) ("inl u1 + 
"ornçû'6)) 

ô"oui($)ara'y-
Ja*v

(5.6)

f fu @,y)$aivorltd,rd,y : s
J ç x y

En utilisant (5.1) on voit qu'on a:

f ^ - f

J r,, 
po 6 (', 11 $aiv oth d'r d'v : 

J, * rf 
u (t, v) $div o''lt a* dv +

r  f  - .  : ,  t  f  -  = -  \  f
* AU 

,$@ar) (Jrot"r,t'da) Jn,rfu 
(*, v)$div,$dtdv

car [" divotud,u : Ïav $.nd's : 0 Y ,1, e H](Y)

Donc (5.6) peut s'écrire aussi sous la forme:

In*"(ooirn(y) 
+ ^biikh(ù ) ("in(d 61 + 

"oroçû16))ôeIi($)aray-

- 
lr*"po6(*,v)$anr$d'rdu 

: s

(5 .7)
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D'ou en utilisant aussi (a.5) et (a.6) on obtient le problème local pour î,16 et po6:

(o u i * n (ù + ^b i j k h (ù) ("i n (d 6 
1 + 

"'r n1ût 
u 
)) "'u i (t1t) ar ay -

t po6 (*,,v)divr(tdu : o v',b e H;(Y)
Jyc

L
(5.8)

d iv "d6*d iv rû16:0  dans  f )  x  YJ

Po6(* ,a ) :o  dans f )xY ,

Théorème 5.1- Pour ff6 donné Ie système (5.8) o, une seule et un'ique solut'i'on

(û'o,Po6) '

Démonstration

On va appliquer dans ce cas Ie résultats abstraits de l'annexe 3. Donc on applique

Ie corollaire 1 de cette annexe, avec, dans notre cas:

x:  L2(e, ,H;(y) /R)

tul - {p e L"@, L2,VD; t": o dans n t %}

a( . , . )  :XxX-- - - - -C

a(u ,u ) (o u i *n(y) + ^b i j kh (a)) 
"or n(u) eao t @) dy

b( . , . )  :XxM-- - -C

:T,

f
b(u, tt) : - I p@,a) divoady Vp e M,Yu € X

JYr
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1I ,u  > : (ounn(y) * Àbiip7(v))elt(a)du vu e x-"in@\ 
I"

< X,l.L >: diu*d6 [ lr@,y)da
Jvr

Iocal s'écrit alors:. Avec ça le problème

Àb o i r, n (ù) errn(u) eYn, @ ay) >

Tbouver î}6 e X, pou e M tels que :

o(û}6 ,',1)) + u(',lt,po6) :< l,4t > Y{ e X

b(û,'o ,, l.t) :1 X, F ) V pt e M

Pour pouvoir appliquer Ie résultat du corollaire 1 il faut montrer que a(,,

) est une forme sesquilinéaire, continue et coercive, que b(., .) est une forme

sesquilinéaire, continue et vérifie la condition inf-sup (9) de I'annexe 3.

1) u(., .) est une forme sesquilinéaire:

Soit t, p€ C, u, v€ X, alors:

r,
a(tu, pu) : | (ooirn(ù + Àbutrn(y)) earn(tu)eaut(pu)ay :

J Y

:  tU 
I"(ooirn@) 

+ \btinn(a))earn@)ean,@)dy :

:  tpa(u,u)

2) u(.,.) est une forme continue:

la(u,u)l t 
Irbnir"n(a) 

+ ̂ bijkh('y)l l" ln(r) l l"ï i@)lda S

< cllea (u) | | ;, 1v I llu' (u)ll p <v t S .l | " I I x I l, I I x

a(., .) est une forme coercive:

.  r f
lo(u,u)l > Re(a(u,r)) : n"( I @oirn(a) +

rJy
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Z (cr + Àsc2)lle (u)1121,1v12 
"llull"x

4) b(., .) est une forme sesquilinéaire:

Soit t, p€ C, F € M, v€ X, alors:

b(po,tt ) : t Ur(*,y)diuo@u)da :
JYr

: W I p,@, y)d,i,uvudy : t!b(u, tr)
JYt

5) b(., .) est une forme continue:

lb(r, p)l S t ûr@,y)lld,i.uoalda 3 "llt l lurllrl lt
JYt

6) b(., .) vérifie la condition inf-sup:

Donc il faut vérifier qu'il existe une constante P > 0 telle que:

;âr;:rffiffi.u
Soit I/ : {u € X; b(u,p,):g Ype M}. Lacondition inf-sup nous dit en fait que:

b(u,  " \
;:r p# > Êllt"llu Yp, € M

Soit pr e M.II existe un unique u e VL tel que:

(  d iuoo:  -p( r ,a)

)

l
I llrll" 3 cllr'llpr

D'ou on en déduit:

- [v p@,u)di,uoada _ ll.ttll,* = lllrll,
l l r l lx  l l r l l "  

-  c" '  ""

Donc la condition inf-sup est vérifiée avec P : f,. Et avec tout ça on a vérifiée les

hypothéses du corollaire 1 de I'annexe 3, donc pour d6 donné on a l'existence et

l'unicité de Ia solution (ûto,poo) du système (5.8).
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$6. Résolution du problème local

On rappelle Ie problème local (5.7):

| 
"@u, 

ro{ù + ^b ii kn@)) ("i"n(do ) + ear n(ûr 
6 
)) eYu, ($) dr dy -

t po6 (*,y)divotltdy : g Y 4t e ni(v)
JYr

div"d6 *divrû16:0 dans O x Yy

po6 :0 dans C) x %

On se propose de résoudre ce système, c'est-à-dire de découpler et d'erbtenir

t\6 et po6 en fonction de d6 et de fonctions qui dépendent seulement de y" Pour

cela on va introduire une série de problèmes à I'aide desquels on va pouvoir écrire

la solution de (5.7) d'une façon explicite. De plus pour c€s :'r :t, problèmes qu'on

introduit on obtient assez facilement des estimations qui vont nous permettre de

passer à Ia limite avec € '-----+ 0 et puis avec ô ------+ 0.

Définit ion 6.1 Soit (afh,,q|h) € (H;(Y),,L2(Y)) soluiion du problème suivant:

t 
"@ 

u,, * tv) + ̂ b i i t ̂  @)) "0, *(xtn (ù) "ï i kl,) da :

: - 
I"(oui*n(a) 

* \bii1"1,(y))"0u,@)aa + qfhaiu,thd,u Vrlt e UiVl

div, yfh : g dans Yy

1",
(6 .  1)

qrh
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Définit ion 6.2 Soit (46, ir6) e (Hl(Y),L'(Y)) solution du problème suivant:

lr@o,rn{v) 
+ ̂ biikn(ù)"In(rt6)"ïi(',1,)aa - 

Ir,o6di,r, 
,l'dv : o vtl, e nltv)

(6 .2) divsn' - -1 dans Yy

no (y) : o dans Y,

Théorème 6.3 On a eristence et uni,ci,té des solut'i,ons des problèmes (6.1) et (6.2).

Démonstration

1) Existence et unicité de Ia solution de (6.1)

Pour ceci on va appliquer Ie corollaire 1 de I'annexe 3, avec dans ce cas:

a (u ,u ):1"

x : H;(Y)

M -  {p  e  r2o() ;  t t :0  dans Y"}

a( . , . )  :XxX-- -C

(ooi,,"(ù + ^bijr,,(ù) ea,,,(uleYnt(a)dy Y u, u € X

b( . , . )  ;XxM' - -C,

f
b(u, tt) : - I p,(y)divoudy Vu € X, u e M

Jy ,

< 1,4)

et donc le problème (6.1) s'écrit maintenant:

Tbouver xtn e X, qth e M tels que:

o(xto , û) + u(rb , q|h) :< l,4t > Y{ e x

Yp,eM
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II est évident que a(.,.) est une forme sesquilinéaire, continue et coercive ( grâce

aux conditions de coercivité et de symétrie vérifiées par Ies aiipl, et biipl). De même

b(., .) est une forme sesquilinéaire et continue. Il nous reste donc à montrer que la

forme b(., .) vérifie Ia condition inf-sup (9) de I'annexe 3.

Dans ce ca,s précis la condition inf-sup est équivalente à:

(6.4) sup k'-,lr\,!) 
l*"* > tllr,llnr y1"t e M

uealy) l l?,, l lH;(Y)

Soi t  V :  {u  e  H}(Y) ;b(u, t t ) :0 ,  Vp e M} et  so i t  auss i  p€ M.Alors  i l  ex is te

une unique solution u e VL telle que:

Io^,, 
- - tr

I,,,, '"r," 1Scllulltr
On en déduit:

[v, - P(Y) diu, ada _ llrtll', > 1 ',,,'  ̂ "
l l " l l . r ; rv l  l l r l la; tv l  

:  c"r- ' ' tv '

d'où (6.4) avec B : L.

Puisque les hypothèses du corollaire 1 de I'annexe 3 sont vérifiées on a assuré

l'existence et I'unicité de la solution du problème (6.1).

2) Existence et unicité de la solution de (6.2)

On applique le corollaire 1 de I'annexe 3 avec dans ce cas:

x : H;(Y)

tuf - {p e L2r(v); tt: o dans Y"}

a( . , . ) :XxX- -+C

rt

f
a(u,a): 

J"(ouinn(ù 
+ ^biikh('a))earn(u)eooi@)av v u,,u e X
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b(u,, p') : -

M ---C

udA Vz€X,p,€M

Vu€X

I  X,l-t

tto (*,a) : q6 (a) div,dd * ep6(f6)x|n(y)

po6 (*,a) :  n6 (ù div"dd * enn(du)qfo(a)

b( . , . )  :Xx

î

I p'@)div,
JYt

1I ,u  ) :  0

donc le problème (6.2) s'écrit maintenant sous la forme suivante:

TYouver rf e X, 16 e M tels que:

o(rt6,rD J-b({,z.6) :  g

b(qu, p) :1 X, F )

et on voit bien que encore une fois toutes les hypothèses du corollaire 1 sont vérifi.ées,

donc on a assuré I'existence et I'unicité de la solution du système (6.2).

Théorème 6.4 Soi,t (yfh,qfh)et (rt6,16) Ies uni,ques solut'ions de (6.1) et (6.2) "

Alors l'un'i,que solution d,u problème local (5 8) est donnée pl,r:

(6.3)

(6.4)

Démonstration

Si pod est donné par (6.4) alors (5.8)s est vérifié car on a (6.1)3 et (6.2)3.

Si û16 est donné par (6.3) alors :

divoû16 : divarf div"d6 * enn(d'Taivyxth

et dans Yy on a compte tenu de (6.1)z et (6.2)2:
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divrû16 : -div"û96

ce qui montre que (5.8)2 est vérifiée.

Si û16 est donné par (6.3) alors on a aussi:

"or,n(û'o ) : eat*(x - q6 )div'dd * ep7(d6 ) "ï,.(x|n )

Reste maintenant à montrer qu'on a (5.8)1:

f  ^ c .  - .  - - r . . \

| (" u,,,. (r) + Àb u,, * (y)) ("i^(d' ) + 
"0,,-(ût 

u 
)) "ou i ktù da -

J Y

r_ f
I  poo(r,y)divorbd,y: |  ("rt, ,-(r)+Àbnr,,n@))("i,*(-do) + ea,,.(q6)aiu*f6+

Jyr  Jy

* et"n(#6)"ï*Q!n))"015@ùaa - 
1",(*'(r)div,û96 

* e1,1,(d,6lu];^fai)divr't[d,v :

car (6.1)1 et (6.2)1 sont vérifiées ce qui achève la démonstration.

: enn(d6) 
lr@u,rn(s) 

+ Àbuinn(a))(6,*6,,n * "or,,(xtn))"ïi@)aa-

- 
"rn(dul 1",n3(y)divot[da 

* div*du 
lr@n,rr@) 

+ ̂ b.,inn(ù)"ornît6)"ïi('(,)aa-

- div"d6 
|r,nu 

d\voltd.y : o
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Lemme 7.L n eti,ste deux constantes c1 et c2 i,ndépendantes de 6 telles qu'on a:

$T.Estimations pour (x|n, qfo)

(7 .1)

(7.3 )

Et d'autre part:

(7.2) llqfnllr"rn 1 cz

Démonstration

1) Si on prend Xfh comme fonction test dans (6.1) on obtient:

f  r - L .  r - L .  f

J"@,,,*{a)+^biirrn(y))"o,*(xïn)"oriÎtn)av 
: - 

J"(orirn(ù+xuutrn(ù)"Ir7t')du

En utilisant la coercivité des coefficients a1rcn + xbiikh on obtient:

llVoxthllp,çy1 3 cr

. " L "ïi 
(x\n) "ïi Qt\ ay 2 cllv axth ll2L, v)

| 
"@ 

u,,,*{a) + ̂ b i i r*@)) "ï,,QEn ) "ïi 
(xt\ aa >

f
(7.4) 

Jr@uirn{u) 
+ \bo,r"(g')) 

"Iihtn)av 
< clYll/ ' l lv oxtnll""(t

Donc les relations (7.3) ef Q.Q nous conduisent précisément à (7.1)"

2) A I 'aide de (6.1)1 et (6.1)3 on peut écrire:

f ,
J 
"@ 

o i,,* (a) + \b n t,- ( s ) ) "',*(xïn ) "ou i (lt) da :

(7 .5)

- 
L(ouirn(y) 

* \biip1,(y))"îikb)ao * 
I"qfh 

d.'!)d'a vrlt e ni(v)

I

;
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L'opérateur div: H;(Y) -- L2(Y) est surjectif donc on en déduit I'existence d'un

€o e Hà(Y) tel que:

(7.6) J 
aivv€ô : qtn

l,,r ' l la;rvr s,l lq1nllr,(vr

avec la constante c indépendante de ô ( voir C. Conca [17] Iemme 5'1)'

On prend un tel (6 comme fonction test dans (7.5) et cela nous donne:

| 
" 

{nf \' d,v -- 
| 
" 

@ u, * {u) + \b u,,,- (v)) 
"ï,* 

(x?n ) "ou i Gu ) av +

(7.7)

* 
Ir(ooi*n(ù 

+ ^biikh(Yù"ïi(()aa

En uti l isant (7.1) et (7'6) on a :

| 
"tnt\' 

da : 
| 
"@ 

0,,,*{u) + Àb u,,*@)) "u,,-çxtn ) "'n i Go ) av +

* 
I"(onirn(v) 

* \bii1,1,(v))ean,(()au <

llqîn ll'", tn s "ll 
qf h ll 

", rvt

34

s "ll"o 
(xtn)lln"vt l l" '(€6)ll",vt + clYlLtzll"'((u)ll; '1vv S

< crl lVs€'l lr,(r) + c2llVr{6llr,,1vy S

S "ll€6lla;rl 
< 

"llqînllrarvl
D'où on obtient:



et donc on obtient (7.2).

Remarq:ule 7.2 D'après le lemme 7.1 on en déduit les convergences suivantes, qui

ont lieu, quitte à extraire une sous-suite:

(7.8)

(7.e)

En - xln dans f{(Y) faible

tn ^ qln dans L2 (Y) faible
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$ 8. Estirnations pour le problème (6.2)

On rappelle le problème pour (46, zrd):

(oni*n(a) n-ôdi.', ,bdy :0 Vû e H)(Y I

l lVr rT6l lp,çy1 < ca

1116ll7"1y1 3 c+

1

eu@):n6@)-au

(ooirn(y) * Àbii1,1,(y))"Ii?Daa Vrlt e UiV)

L + ^bij kh(y)) 4,.@u)"an, |lùd'u - 1",

(8 .1) divyn' - -1 dans Y1

n6 (a) - o dans Y"

Remarque 8.1 Pour obtenir des estimations pour n6 et z'6 on va appliquer une

technique simillaire à celle utilisé par C. Conca [12] dans le cas 2-D.

Lemme 8.2 It eriste d,es constantes i,nd,épend,antes d,e 6 telles qu'on a:

(8.2)

(8.3)

Démonstration Soit:

alors si (46, zrô) suivant:est I'unique solution de (8.1), (c6,2'ô) est solution du problème

f  c .  ^ ,  . - .  -  I  r ,  - -

l r(o 
n, * n{a) + ̂ b i i kn(a)) "orn(e\ "ï i 0lù aa - 

I 
", 

n6 diu o'h da :

: -!u* I"(8.4)

divr(ô :0 dans Yy

t6(g)  :o  dansY"
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On a existence et unicité de la solution de ce problème, avec le même résultat de

Babuska-Brezzi. Si on prend (6 comme fonction test dans (8.4), alors en utilisant

la coercivité des coefficients aqnn * Àbiip1, on obtient:

l l  
" 

(( '  ) l l  "7w> 
3 clv 1t r z

d'où on voit que:

llv on6 ll rTvt < 
"rlYlt 

/' + ",

d'où I'inégalité (8.2). Pour obtenir (8.3) on utilise exactement la même technique

que pour (7.2).

Remarque 8.3 D'après le lemme 8.2 on en déduit les convergences suivantes, qui

ont lieu, quitte à extraire une sous-suite:

(8.5) q6 ̂  n* dans Hj(Y) faible

(8.86 16 '1t* d,ans L2(Y) faible
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(e.1) ̂' 
Induôod* 

* 
Ircfir,n"in(do)"ui(ô)d* 

* 
l*Dl,rndiu,6o6eti(ô)d*: Infrôna*

(e.3) Dîirn: 
ù I"(@n,,,,(s) 

+ bui,*@))"o,,n0to) - n6 (ù6ui)6rnay

(s.2) cfjkr: 
à l"("o,rn{a)+Àbo,rn(y)+ 

(oni,,.@)+^bijr*(a))"ï,.etn)-qto (y)6oi)aa

Démonstration

En utilisant les relations établies on passe à la limite doubie-échelle dans (1.19),

avec Q e D(0) et on obtient:

$ 9. Le problème homogénéisé (pour € ----* 0)

Théorème 9.1 Pour e --+ 0 Ia li,mite double-échelle du système (1.19) est:

où les coffici,ents Cfr1,1, et Dlrrn sont donnés par:

^' 
ln,rûoôua*a, 

* 
fn*r(oni,*@) 

+ ̂ biir,n(a))("i,,(d61 + "0,,nçûtu))"ni(g)axay-

- 
ln.""po6 

(*,y)div garay : 
In,"îôua*aa

Dans cette relation on remplace maintenant î,16 et po6(r.,y) par leurs formes

données dans (6.3) et (6.4).

38



^'lyl 
lndor,o* 

* 
In*"(oui,*@) 

+ ̂ biir,n(g)(ef,*(d,6)+

r ^_: lvl JnT#d"

À' lvl lndu f,o" * 
lnef,,(f6 )e,t {O) (|"(ooi,,,@) + ̂ biir,n(ù) ay) +

* 
U rdiv 

* d 6 e i t {O)) ( f, {",,,,, @) + \b, i m (y)) ea,,-(rfi ay) +

* 
U ref n(d 6 ) e, i (ô)) ( | 

" 
{" u,, *( s ) + \b u i m (a)) 

"oh.Qt\ 
da) -

+ 
"l,.Qtu )div" d 6 + ef 6 (d 6 

) "L,Qtn )) 
e i i ($) dr dy -

- 
Uaiv"(æd)a 

*6)U"no(y)da) - (Ief;n(d6)d"d) (l"nt^oo\ :

f  ^ _: lvl Jnr&dr

- 
I_"(no {r)aiv,d6 + qtn (y)"in@\)d.iu gd,rdy :
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À' lvl lndo rno*a, * 
Urefr7d6 

eii @)) U"(ooinn(y) 
+ \b,iinn(a)*

* (oni,*(u) + \bu,,*(y))"ï*(xtn) - qto@)an)aa)+

-  nu(ù6u)ar):  lYl  [  î ,0,0," /  t  Jn

D'où si on introduit:

(e.5)

Lemme 9.3 
") 

L(.) est une forme antilinéai're et continue.

b) o(., .) est une for-me sesqui,l'i,néaire, continue et coerciae-

Dérnonstration

a) Pour démontrer que L(.) est antilinéaire il faut montrer qu'on a:

L(tu) -- tL(u) Vt, c e O, V'r.' e f{01(CI)

* 
U rùiv 

* d 6 e ii tO) ) U 
"((o, 

i,,*(y) + ̂ b i i hn @)) "ï,.|ru ) 
aa -

Cfirn: 
ù lr(ou,rn(y)+ 

\britn(y)*(oui,,n(y)+ Àbniun(v))"0,,-(xtn)-qtn(ùoui)aa

Duoirn: 
ù |r(@n,,,,(v) 

+ buit*@))"ï*?ro) - no @)a,,i)6nnda

on obtient précisément (9.1).

Définit ion 9.2 On définit:

(9.4) a(u,u) :  ^ '  I  uad,r* [  @f,rn* Duni^n)e1"1,(u)ei i@)d'n
Ja Jo '

L(u) : 
fnfoo" 

Yu,u € Hol(f})



f  ^_  _ f  ^
L(tu) -- | f\ua" : t | fiaa":iL(u) Yt,c e. û, vu e aol(o)

J A  J Q

Pour la continuité on a:

f ^ f ^

lL(u)l  :  |  /  fadrl  !  |  vt laldr s l l l l l , , rol l lul l ; ,1o1 < cl lul l ; ,1o1
J A  J Q

b) La forme a(., .) est sesquilinéaire si et seulement si on a:

a(tu,pu) :  tBa(u,u) Vt,P € C, Vu,u € Ho1(0)

Donc on a:

a(tu,pu) : ^' 
I:uBud,r 

* 
lr(cfi*n 

+ Dfir,n)e1,1,(tu)eii(pu)d,r :

: tp\2 [ uad'x * [ Qf,rn * Duoi rn)te1,1,(u)peii (o)d'r : tpa(u, u)
J A  J Q

Pour montrer la coercivité de Ia forme a(., .) on doit d'abord obtenir des estimations

pour les coefficients Cfrr6 et D6ii1"1r, c'est-à-dire: (

^ t '
lclirnl t J"loninn(s) 

+ buit n(v) * (oui,,.(a) + Àbn,,,"(v))"1*&,&n) - qfhrnildv S

Dans notre cas on a:

Donc:

(e.6) lCfirnl 3 "
4I

= l"@,inn(a) 
* brir,n(ùldv + 

l"br,,*(u) 
+ \bu,,*(v)ll"ï*(x1n)ldv+

* 
I"Wtnùnildv 

S cL + c2lYlill"o (xtn)l6"rvt+ lvl tllqtnll2'çv1 S c



avec la constante c indépendante de 6.

< rrl leL*(q\l l  L, (y) + c2llr6 l l  
", 

(v)

D'où:

(9.7)  lDuoirr l  S,

avec la constante c indépendante de ô.

Donc on obtient finalement:

D'otr:

^1r
lDuuirnl = 

m Jrl"oi,^(a) 
+ ̂ bijr,"(y)ll"T*Of)l6p6dy+

. 
Ë l"Wu frll6ii61"1d,E <

la(u,u)l < lÀ'I frWtluld,r 
* 

lrlcfirn+ 
Duuirnll"r,n(u)ll.ni@)ldx S

S cr l lu l l  L2(a) l lu l l ; ,1oy + c2l le(u) l l r , tcr) l l t ( r) l l r , tcr)  {  " l l " l lHo'(o) l l r l ln;rnl

la(u,u)l S "l lr l ls ' loyl lr l l1r;1c,y 
Vu,u € f/01(çl)

II nous reste à démontrer la coercivité de Ia forme a(., .)t

(e.6)
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l \oçu,u)l > Re(ja@,u)) undr)-r:n"e I
J O

D6o i nn"nn(u) e i i @) d,") >

* Re(+ 
I"(cf,rn 

+ Dfip1,)er,n(u)etiil)dr) >

à Àollrl l?,1oy * t"(ï 
fnQfirn"xn(u)"ni@)ax)+

* Re(: I"

> Àoll"l l?,1sr; * clle(u)ll?,rnl > "ll"l l 'r;rol

Théorème 9.4 L'équat'ion (9.1) admet une solutio;n un'i,que.

Démonstration À l'*id" du lemme 9.3 on a,pplique le théorème de Lax-ll4lilgram"
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$10. Passage à la limite avec 6 -----.0

Lemme 1-0.1- Quitte à ertraire ane sous-sui,te on a Ia conuergence suiuante:

(10.1) d6 - û* dans f/sl(o) faible

Dîirn: 
ulgo 

Df4rn

Démonstration

D'après Ie lemme 2.I fl existe une constante c indépendante de e et de 6 telle que:

l lû'olla;1o; S c

Et Ie théorème 4.1 nous assure:

û'6 - d6 dans //ot (CI) faible pour € ------+ 0

Donc on en déduit:

(10.2)  l ldol lnà(o) (  c

avec la constante c indépendante de 6.

Et la convergence (10.1) est une conséquence directe de I'estimation (10.2).

Théorèrne I-0.2 Pour 6 ------+ 0 Ia ti,miteû ded6 uérif'e I'équation sui,uante:

^  f  -  f  . - .  -  f  : - .
(10.3) ̂ ' I ûi$idr + | (Ciirn * Diirn)ef,7(t.)eu(Ô)dr : l  ̂  f#drvÔ e D(o)

Ja  Jc r '  Ja

où:

(10.4) Cîirn: olgo 
Cfi*n

(10.5)



Démonstration

On rappelle l'équation (9.1):

^2 lndo o,o" * In
(9.6) et (9.7) on

(C f i rn + Dfi rn) ef,o(d6 ) e ti (ô) dr

en déduit I'existence des:

cîirn: JS cfirn

Dîi*n: jt11 Duui^n

:INf#dn

En utilisant

Avec ceci et en utilisant Ie lemme (7.1) on peut passer à la limite dans (9.1) et

obtenir  (10.3)

Pour une structure haute comme celles étudiées par D.Cioranescu et J.Saint Jean

paulin (voir [11], [12], [13], [14]) on peut obtenir une forme plus simple pour les co'-

efficients homogénéisés. C'est-à-dire qu'on considère Ie domaine O : (-Ll2'I12) x

(-t12,l l2) x (0,r). Dans ce domaine Ie solide est périodiquement distribué tout

au long des barres horizontales et verticales. Les barres horizontales ont l'épaisseur

e6l2 et sont distribuées de façon périodique au long de (0, L) avec la période e.

Les quatres barres verticales ont l'épaisseur 612 eI la longeur L. Une période du

domaine est :  Y'6 :  ( -  1 ' l2, l l2)  x (-Ll2, l l2)  x (0,  t ) '

Théorème 10.3 La forme erplici,te des c{r* et Dirrn est donnée par:

(10.6)

(10.7)

cii*r: \brjnn * 
l"(\biipnea,,nLln) 

- qfh6u)da

Dii*,

Démonstration

Pour obtenir cette forme explicite des coefficients Ciirn et Ditrn on va utiliser

dans les calculs la forme précise de Ia cellule de base pour pouvoir passer à Ia limite

quand 6 ------ 0, c'est à dire que les valeurs explicites des volumes de la partie fluide

et solide de Ia cellule de base:

l%l  :  362 -263,

lYr l  : t -362+263

-- 
L(xbn,*n"orn0r\ 

- n.(a)6r,)0,

l e+û

,aÀ,



vont nous permettre d'obtenir des estimations intéressantes.

Cii*n: l5 (|"t",,*(s) + Àbi11,7(y))d,y+

(10.8) f ariuneï,n(xt\av S clY"làll"o (xln)llr,("1
JY"

d'où:

In lt"atjuneaun(x|n)dY 
: o(10.e)

Et:

In | 
", 

Àb ii *neapn(xyn ) da :

: ls (1"^o' '*"0,,.(xto)do - 
1",\bii','eapn1s\av)
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I

Ôl r '
-  - . -  r - - â  ^ . ^ -  â - * - ^ r - - - \ - ! /

* 
I"(oni,^(a) 

+ ̂ biih(a))4,,&E\aa - 
l"ulo(a)6tidv:

: 
},(lv,lou,rn + lYrl\buir,n * 

l".atiuneaun(xth)d'a+

* 
lr,Àbiipoeal*et\aa 

- 
I"q|n(v)6uidr) 

:

: Àbrjuh - 
I"qln(a)6nid, 

* 
I"Àbii7,'eu7,n(xl\aa

et on a aussi:

Mais en utilisant (7.8) on voit bien que:



(10.10)

et donc:

I\ 1",\biiPneaYn(xt\aa 
: o

l",oni 
*n"ornlf ) da < cl% | ll "' 

(,iu ) ll * V)

(10.14) tr* lr,\bii6,eapn@\ay 
: 

I"Àbiipneayn(q"

I\ l"n6 çY16iido : 
l"r. 

(s)6iid'Y

d'où (10.6). D" même Pour Diirn on a:

Diirn: ],$ (1"t"u,,,,(s) + \b,iu.(ù)"o,nif)d'v - 
I"n6çv16o,ar)urn

D'après les calculs suivants:

f  " .  , - 1 .  f
(10.11) I i" l  /  Àbi i7*eapnfu*n)ay: |  . \bi ipneapn\fn)aaô-0  Jy ,  JY

(10.12)

In |",aii1a71eaP1'(rto)dY 
: o(10.13)

(10.15)

)da

On,a (10.7) .

Définition LO.4 On définit pour tout u et v € Hs1(f)):

(10.16) o*(u,u) :  \2 [  uad,* *  |  çC;,rni  Dî i r ,n)ee1,(u)ei i@)dr Vu,,u € Hôl(CI)
Ja  Jo '
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(10.17) r@): lnfaa" Vu,u e aol1o;

,

II est facile de vérifier (à I'aide du lemme 9.3) que Ia forme o*(., .) est sesquilinéaire,

continue et coercive, et que la forme L(.) est antilinéaire et continue. D'où en

utilisant le théorème de Lax-Milgram on a le résultat suivant:

Théorème 10.5 L'équati.on (10.3) ad,met une solution rL* e Hà(CI) et une seule.

Les formules (10.6), (10.7) permettent le calcul effectif des coefficients limites,

par I'intermédiaire des problèmes adjoints déjà définis.

Il est important de remarquer aussi que l'équation limite (10.3) est une équation

qui décrit un milieu viscoélastique, avec un terme de mémoire évanescente. Ce

phénomène est déjà bien connu dans Ia littérature concernant les milieux continus:

E. Sanchez-Palencia [38], M-L,Mascarenhas [32], D. Cioranescu et J. Saint-Jean

Paulin [15].
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CHAPITRE 2

CAS DU SYSTEME NAVIER-STOKES

DANS

LA PARTIE FLUIDE



Chapitre 2. Cas du système Navier-Stokes dans la partie fluide

Introduction

La généralisation naturelle des résultats qu'on a obtenus pour le problème de

Stokes dans le premier chapitre est celui du système Navier-Stokes. Donc le but de

ce chapitre est d'étudier le même problème mais en prenant dans la partie fluide les

équations de Navier-Stokes.

II est bien connu (E. Sanchez-Palencia [38]) que si on étudie le mouvement d'un

fluide visqueux dans un milieu poreux rigide, en utilisant les équations de Navier-

Stokes on atrive toujours à un problème non-linéaire. La non-linéarité qui intervient

dans l'équation homogénéisée ne peut être explicitée, ce qui rend des résultats peu

utilisables.

Cette observation reste valable aussi pour le cas d'un milieu élastique. L'interaction

entre un fluide visqueux et un solide élastique est un problème ouvert, même dans

le cas linéaire.

Pour éviter de telles difficultés supplémentaires nous allons étudier ie cas du

système Navier-Stokes linéarisé. Cette linéarisation connue depuis longtemps

(J-L. Lions [29]) nous permet d'utiliser la plupart des résultats obtenus dans le cas

du système Stokes. D'autre part il faut noter que dans la condition de continuité

des contraintes normles on voit aparaître une non-linéarité, qui dans le cas de la

Iinéarisation introduite par J-L. Lions peut-être évitée-

Avec le système de Navier-Stokes linéarisé l'étude du problème conduit finale-

ment aussi à des phénomènes de mémoire longue dans le problème homogénéisé.

En plus un terme nouveau aparaitra dans I'équation au niveau macroscopique.

Après la formulation du problème, avec la linéarisation dont on a déjà parlée,

on fait les estimations a priori. Pour cela on a besoin de deux lemmes techniques

pour pouvoir estimer les nouveaux termes qui interviennent. Dans la section 3 on

introduit Ie prolongement de Ia nouvelle pression, ce qui nous permet de passer à

la limite quand e ---* 0. Le problème local qu'on obtient est le même que celui

obtenu au chapitre 1, donc on peut expliciter la solution. Dans les deux derniers

paragraphes on obtient le problème homogénéisé, les coefficients homogénéisés et

on passe à la limite avec 6 --- 0.
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$1-. Formulation du problème

Le domaine reste le même que celui introduit au chapitre 1. On garde les mêmes

tenseurs des contraintes dans la partie solide et dans la partie fluide, c'est à dire:

(1 .1) oifo : auun"rn(u'u)

(r .2)

(1 .3)

div t'td

o!'o'o : -p'66u *2p,eii(u"6)

La différence avec le problème traité dans le chapitre 1 réside dans le fait qu'on

considère Ie sytème de Navier-Stokes dans la'partie fluide. Donc on se propose

d'étudier I'homogénéisation du système suivant:

ô u'6 - p\u'6 + pr(r'6 .v)r" --- f - vp'6 dans arru * (0, 
")

- 0 dans Oju 
" 

(0, T)

Pru

ô2u?6 A /
o"# - 

6 -(ou,rn"*n(u'o)) 
: fo dans O3o x (0, 

")J

0 u'6

avec les conditions suivantes:

(1 .4)

r# - p,6 nr - Lrorr1u rîo ni r  ç 6 t:  at. jknênn(u"o)nj sur fu6

sur fr6
0t

u"u (*,0) : o

#(r,o) : s
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Suivant une idée de J-L. Lions [29], retrouvée aussi dans D. Cioranescu et J.

Saint-Jean Paulin [15] on va linéariser le système, c'est à dire qu'on va faire dis-

paraître la non-linéarité du problème; et ceci pour faire disparaître Ia non-linéarité

de la condition de transmission (1.3)s.On connaît la formule suivante:

t

(1.5) (r .v)u :  v G) 
-u A rot u

et on introduit une nouvelle pression:

(1.6) q'6 : p'6 + |nr@'u)"

Ceci nous amène au système équivalent suivant:

0 ut6
r r  a t

div ut6 -0

-  l r \u '6 *  p l rotu '6 A'u '6:  T -Yq'6 dans Ajo t  (0,")

dans Oju * (0, 
")

ftç"r,rnen7(u'6)) 
: 7n dans 0Ëa x (0, 

")(r .7)
o'u16

Ps 612 
-

ô u'6
n , € 6  -

ôr?6
l-L-;-on

sur fr6

-  q '6nt :  a t jkheko(u 'o) r i  sur  f r6

conditions initiales (1.4).

Le problème de I'unicité reste ouvert dans Ie cas général"

Pour l'existence d'une solution du système (1.7) voir J-L. Lions

ôt

toujours avec les

Remarque 1.1-

Remarque 1.2

[2e].
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Grâce à (1.7)4 on prolonge u'6 à O tout entier par:

'u"6:ry surf)
dt

et on peut alors mettre le système (1.7) sous la forme suivante:

62 ue6 a Ê,prffi - p\ru'6 * pyrotu'6 A,'6 : f -vq'6 dans oir t (0,")

Ô u'6
divf  :O dans g j r t (0, ' " )

o,# 
&(on,rn.rn@\) 

: fo dans QËo x (0, 
")

(1 .8)

(1.e)

(1 .10)

ô uu6

ôt
sur fr6

On définit les coefficients suivants:

atinn(y) :

A rôu?6:,
t anl-#) 

- q'6nt: aunh€kn(u'o)ni sur f.6

Io, 
a e YJa

Io,r*n, a e YJa

I 
zpçA*Otn * 6ii61,6), a € YJ6

a't inn(a):  
\
I  o, y eYJa

Les aiipT(g) et les buinn(A) vérifient les mêmes conditions de symétrie et coercivité

qu'au chapitre 1. Avec ça on a la formulation variationnelle du système (1.8):
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(1 .11)

Tlouver u'6(*,,t) € [frô(o)]", q"6(r,t) €. Lz(aiu) t"tt que :

1,, W Q dx * l,("r,*# * uî,rnffi) ffi^"*

* In:,ni(,ot r#l ^ r#l) oo, - I,:,q'6div ôd'r:

: 
Inrr, ôr dr vô e Ho' (CI)

r .  ô  u ' 6
orv aT

- 0 dans Oju t (0, T)
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$2 Estimations a Priori

A partir de la formulation variationnelle (1.11), on va établir des estimations,

mais sur la transformée de Laplace de u'6; c'est à dire qu'on introduit:

/"+oo
t(r, À) : I "-^ 

u(t,t)dt
J O

et alors:

Lemme 2.L sous les hypothèses fai,tes précédemment on a:

lla'o llaj (cr) < c

auec la constante i,ndépendante de e et de 6 '

Démonstration ^ 16

Dans la formulation variationnelle (1.11) on prend 
T 

comme fonction test et

cela nous donne:

t ô'u16_ 
W d,r * l,("r,*# + uiirnffi) ffi *.J,, *;

, [ /rot r#l^r#ù#.r- ln;,n'uo*g#d,:* ln5,o t \

: I;,ff a*
C'est à dire:

(22) l,r#ff o. * l,(oî*n# + uî,rnffi) ffi d,æ : I,t,ff o"

Dans cette relation on passe à la transformée de Laplace:
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^' l,p(tr6)2 dr * Irx' uîi*n# . ffi o**

* ̂  I,alirn#.W d,r: ̂ l,îGu d*

D'où:

^' Inp(û'o)' d'* + ln{*î,rn + ̂ bîikh)m . 
# 

d'r : ^ lrîûi6 dr

avec Ia constante indépendante de ô.

On a les résultats suivants:

Donc on en déduit:

(2 .3)

(2.4)

(2.5)

d'où on en déduit:

l l t" l l  7"1n1 S c

^L- (O) ,-- f2 (A)

lÀ'l " llæoll|."p, = Irfæ6 
a*

l\'1 r 11û'6ll2',pr < lllll L2(a) llû"llprnt

I l lo- 
hl l" ,  < l lgl l r" l lh l l ""  s e Lp,heLq

)

l r1,
I  avec - :  -+ 1- 1 > o p,q2o
\ rpq
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llm . Wll'rc,) t "llm . #llr-(n) <
(2 6)

="ll#ll 'ro) l#llr'(o)

Et avec ça on obtient:

(2 .7) l lV A'6 l l ; ,1ey < c

avec la eonstante indépendante de e et de ô. Les relations (2.3) et (2.7) nous

conduisent à la relation (2.L).

Au cours de cette démonstration on a utilisé les résultats suivants:

Lemme 2.2 On a :

/ t  R ' l
f  r  , ôu ' 6 ,  , 0LL t6 , \  0u ' 6

Jn[,r,( '*( ar )^( ôr ))-u d't:o

Démonstration Voir J-L. Lions [29].

Lemme 2.3 Soient o(. ) , b (.)e L' (A) deur fonctions qu'i admettent des transfomnées

d,e Laplaceî,(r , \ )  et61", ,X1 .  Alors:

(2.9) â(2,  À) * îçr ,À) :  âb(r ,  À)

le produit de conuolution étant considéré par rapport à ^.

Démonstration

On va expliciter Ie membre de gauche, c'est à dire écrire le produit de convolution:

ô(2, À) *6çr;) : [* u@,.r - s)6'(2, s)ds :
J O
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: 
fo* Ur* "-te,-s)o(ùù lo* 

e-t"be)dt)a" :

: 
Io* Ur* fo* "-t^*t,açt)dte-e"uçq1agt)ar:

: 
lo* 

e-t^a(t)Ur* 
fo* "u-r)"a1ç;ara6)or:

: 
Io* 

e-t^a(t)Ur* "" Uo* "-€'uô)a€)ar)at :

: 
fo* 

e-t^a(t)Ur* e"uçs1as)at:

e-t  ̂  a(t)b(t) dt - âb(r, À)

On a utilisé le résultat: b(t) : ff et'îçs1ds. Pour ce résultat voir Fomine et
Kolmogorov l2al.
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$3 Prolongement de la pression

A partir de maintenant on va travailler sur Ie système (1.11) auquel on a appliqué

une transformée de Laplace (comme celle du chapitre 1 $1). C'est à dire qu'on va

travailler sur le système suivant:

Thouver û'o(*,.1) e trol(o)lt, fo(*,À) € r2(CIjr; tets que :

^, In

I,:,

pG6ônd* * Ir@îi*n+ 
^bîikh)#Wd"-

f6 div gar + 
1n,,,^'(6u6,.i 

- 6ii6,,.)# * ffigid,r :

îôoa" Yô e [aot(cl)lt , YRe), ) Ào > o

div û"6 : 0 dans Clio

Comme on peut s'attendre dans ce cas, du système Navier-Stokes dans la partie

fluide, on va utiliser Ia nouvelle définition de la pression introduite au chapitre 1 $

3, bien sûr adaptée à cette situation.

Définition 3.1-

Si fr6 € L2(A[6) est la pression du fluide considéré alors on définit une nouvelle

pression de la manière suivante:

(3 .1)

(3.2)

:T,

U": 

{

î16 - 
à I-r,f6d* 

dans r)jo

tt lrr,ouo*dans 
ct!6

Remarque 3.2 On a les mêmes propriétés de cette nouvelle pression que pour celle
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définie au chapitre 1. C'est à dire que le lemme 3.3 du chapitre 1 reste valable aussi

dans ce cas, pour ô'0. Si on note:

6{;'u : -Q'o 6ui * 2P'Àeii(a"u)

d:;'o : -d'u 6oi * aiip',e1,n(û,'u)

alors la condition:

6{,'u n, :6T;uu ni sur f'6

est équivalente à la condition (1.7)5.

Avec cout ça on a:

Lemme 3.3 Sous tes hypothèses fàites précéd,emment on a:

(3 .3) l lô" l l rg1n) < c

auec la constante indépendante de e et de 6.

Démonstration

La démonstration est la même que celle du lemme 3.3, chapitre 1 à la seule

différence que pour Ie terme avec Ie produit de convoiution on va utiliser à nouveau

Ies relations (2.a)-(2.6).
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$4 Le théorème de convergence pour e ---+ 0

Théorème 4.L Sous les hypothèses faites précédemment on a:

(i) eriste une fonctionf6 € [H3(çt)]t telle que, qui,tte à ertra'ire une sous-suite:

(4 .1)

(4 .2)

û'6 - d6 dans r/ô(o) faible

6ea converge double-échelle 'ners dd

éoo (r,y)û@)ô@)d,rd,y

(ii)11 eriste une fonction û16 (r,, A) e L' (Q, HiV) lF") telle que, qui,tte à ertraire une

sous-sui,te

(4 3) l,#t @)g(r)d, -.--+ 
ln*,æ(") + W@,ù)4,(ùô@)d'rd'v

Vrl'e L\V) ,@ e K(CI)
(i i i)I l  eri,ste une fonctlon Q06@,A) € L'(Q,L\V) telle que, qui'tte à ertra'ire une

sous-suite:

(4.4) 
IrQ'u 

(r),1,'@)ô@)d* - 
ln^,

vû e L\V) ,d e K(CI)

Démonstration Voir la démonstration du théorème 4.1 du chapitre 1 $4.

Corollai re 4.2 Les li,mi.tes d6 , û16 et Qo6 ont les propri,étés sui,uantes:

(4 .5) div"

Qoo(r , ,a) :B sur  ox%
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où B est une constante.

Démonstration Voir la démonstration du corollaire 4.2 du chapitre 1.

Remarque 4.3 De même que dans le cas étudié au chapitre 1 la valeur de la

constante qui apparaît dans la formule (4.6) est donnée par:

B: Js Ë, ln,,a',o
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$5 Le problème local pour 6ta 
"1 

Qoa

On introduit:

(5.1) Q6(*,ù:  ao6@,y) + B

où B est Ia constante déterminée par (4.7).

Dans ce cas en utilisant Ie corollaire 4.2 du paragraphe précédent on a:

(5 .2)  Q6 (* ,a)  :0  dans 0 x  %

La forrnulation variationnelle (3.1) s'écrit à l'aide de la définition (3.2):

(5 .3)

Ttouver t'o(*,.1) e [F/o1(c))]t, Q'u(*,.r) e r2(s^l) tels que :

^' 
lnpû;6 

gid,r * Ir(oîirn 
+ ̂ biikh)#W*-

lnT"u 
div gd,n * 

ln:,À2 
(6i16,.i - 6ri6*t)W * û'jgidr

fu4na" Yô e tr{(o)lt, v.ReÀ > Ào > o

div û'6 : 0 dans 0i,

Maintenant pour obtenir le problème local pour û16 et Qo' duttt la formulation

variationnelle (3.1) on prend comme fonction test elf Q, avec û e ln)(y)]t, Ô e

D(CI) et avec la règle de dérivation suivante:

u#::(#)"("): l#rît

:T,
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Cela nous donne:

(5.4)

^' lnpÉo,,hiôd,r * In@r,*n+ ^bîikh)m@WÇl +,,bî#)d'"

- 
lr7"o (ôaivotltç!) + url,'.ffi)a"*

* 
ln:,À2(6i16,.i 

- 6ti6*t)W *ffje$i$ar
f  ^ _

:, 
Jnf;rbîôdn

Si on passe à la limite double-échelle dans cette formulation on voit bien que le

terme qui contient le produit de convolution va disparaître et donc on obtient le

même problème local que celui obtenu dans le paragraphe 5 du chapitre 1, c'est à

dire:

(o n i r n (y) + ^b i j k h ('a)) ("i n (to 6 
1 + 

"'r nçùt 
o 
)) "oo i (t1t) ar ay -

l .o .o /

t " ^ "- 
J",Qou 

(*,v)divo$da : o v', lt e H;(Y)

T

div"û06*divr i r . lô:0 dans f l  x Yy

Qou :0 dans C) x %

En appliquant les résultats abstraits de l'annexe 3 on â, pour dd donné, I'existence

et I'unicité de Ia solution (û,'6,Qoo) du problème local (5.5). Puisque Ie problème

local est identique à celui du cas traité au premier chapitre, il est évident que les

résultats, concernant le problème local, qui ont été démontrés pour le cas Stokes

restent valables dans notre cas, celui où on a Ie système Navier-Stokes dans le fluide.

Donc I'unique solution du problème (5.5) est donnée par:

(5.6) t'u (r,a) : n6 (y) div,d6 + ey;(do)xtn(y)
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(5.7) Qoo(*,y) :  no(ù div,d6 * eun(d6)qtn(a)

où (Xfn,q6k) est I 'unique solution du problème (6.1) du chapitre 1et (46,2-6) est

I'unique solution du problème (6.2) du chapitre 1.

On a aussi les estimations du chapitre 1 concernant les solutions des problèmes

(6.1), (6.2) et (6.3) données au chapitre 1; c'est à dire qu'il existe des constantes

indépendantes de ô telles qu'on ait:

(5 8) llvo xtnll;'1e; S cr

(5.e) l lqihl l  p,1e1 1 c2

(5 .10)

(5 .11)

(5 .14)

l lVort6ll;,1ey < ca

lln6lly"pl < ca

Remarque Toujours d'après les résultats établis au chapitre 1 on en déduit les

convergences suivantes, qui ont lieu, quitte à extraire une Sous-suite:

(5 .12) tn 'xln aans H/(r) faible

(5 .13) q\n - qlh dans ,L2(Y) faible

n6 - n* aans Hf (Y) faible

16 '7r* dans L'(Y) faible(5 .15)
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$6 Le problème homogénéisé (pour € --* 0)

On rappelle la formulation variationnelle de notre problème:

fôoa, vô € tad(o)lN, vrteÀ ) Ào > o

div û'6 : 0 dans Oio

Théorème 6.! Pour , 0, la li'mite double-éch'elledu système (6"1) est:

^" ln (Cf, rn + Dli r) efn(d6 ) eq (ô) dr +

Tbouver ffo(*,,1) e taol(o)]t, Q'u(*,À) € ,2(CI) tels que

^' Inpûi.gidn * lr(o'uirn + ̂ biikh)#ffia.-

IrQ'o 
div gdr * 

lr:,À2 
(6i16*i - 6ri6, t)W * û'i$idr

* ̂ ' l,(rf,ro#l 
*dn6gid,r:

(6-1)

(6.2)

:ln

I

m( o\d6 6;d.x * I\ r /  o  t -  
J ç

f tôdr

quelque soi,t Q e 2({-l) et Re) 2 Ào > 0; où m(p) --

c'ients Cfirn et Dlrrn sont donnés par les fonnules (9'2)

coefficients EfrrT sont donnés Par:

t,
ëtl"

et (e.s)

pdy et les coffi-

du chapi.tre 1. Les

Efirn - (6i167,- 6i,ôr,r) Ir,(u,,o"r + ffio,r *wop)au(6.3)
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Démonstration

Pour ô e D($ on veut passer à la limite avec e ---+ 0 dans (6.1). D'après

le chapitre 1 on sait passer à Ia limite dans tous les termes de I'équation (6.1), à

I'exception de celui qui contient le produit de convolution. Pour passer à la limite

dans ce terme on observe d'abord que, puisque le produit de convolution est pris

pâr rapport à À alors on a la convergence double-échelle suivante, qui a lieu, quitte

à extraire une sous-suite:

(6.4) (Va'o) * î,'6 converge double-échelle vers (V"d6 +Voû,t6) * ûlu

ceci à cause du.théorème de convergence 4.1-

Et donc on en déduit que si on passe à la limite double-échelle dans (6.1), avec

ôeDonobt ien t :

^' 
l r*@)d6 

ôid"r t 
l r{"f, 

* + D6ii kh6 kn) ef1,(d6 ) ei1 ($) dr+

(6 b) * 
Ir*r,À2 

(6i166" - 6u,6nt)æ . 
#) 

*df giar :

r  ^_
: 

Jnftôdr

et en tenant compte de (5.6) :

1n,", \2(6i166'  
-  6t"6nt)æ.#) *dl '6$id'r  --

: In\2(6,167, 
- 6*6nù 1",(#.##0,r.'##ld' 

*ff gtd,r:

: 
Ir\2 (6i167,- 6i"dr,r) lr,(u,,o,r + ffia,r * ffio1o)av# 

* d]1,6 $id'æ :
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^2 [ (u!,ropt *dn6gid,r
Je\"r1*n ô rp I

La dernière égalité a lieu si on prend les coefficients Elirn donnés par (6-3)" D'où

si on remplace dans (6.5) on obtient précisémment (6'2)'
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$ 7. Passage à la limite avec ô -----+ 0

Le résultat donné par le lemme 10.1 du chapitre

cas, donc on a:

1 $10 est valable aussi dans ce

(7 .1)

( 7  9 \

(7-3)

lgcfirn

|Y'ononirn

lyoÙfirn

d6 - û* dans /{ot(fr) faible

et on en déduit:

Théorèm e 7.L Pour 6 ----+ 0 la li,mi'te t* de d6 uérifie l'équation su'iuante:

^' 
ln*b)ûiôod,r 

* 
fn{tî,rn 

+ Dîirn)e1"1,(û*)ei,($) dr+

* ̂ ' In("i,ro#l 
*ûigidr: I,îôua*

ceci pour tout S e D(Q), où:

Di i rn:

Er+
D t j kh  -

Dé,monstration

Toujours d'après les résultats établis au chapitre 1 on sait que les coefficients

Cfi* et Dfr*nsont bornés par des constantes indépendantes de 6 et donc on connaît

l,existence des coefficients limites Cii*n et Dirrn. II nous reste à montrer maintenant

que les Elirn sont aussi bornés:



l*fi*nl < l6u6n" - 6*6ntl fr,Vn,o"r * ffiu,r *ffi@a <

< ", l"(l6rra"*1 *lp*u,rl+lffil)au < ",""
car on a les estimations données'(5.8)-(5.11). Donc on en déduit:

(7 .4) lÛfirnl S .

avec la constante indépendante de 6. D'où on en déduit I'existence de:

Eii*r: Jt13 Elirn

et donc si on pa,sse à la limite dans (6.2) avec ô -> 0 on obtient (7.2).

Remarque 7.2 On voit que dans le cas d'un système Navier-Stokes linéarisé dans

la partie fluide on utilise, car ils restent valables, de façon essentielle les résultats qui

ont été démontrés dans le cas d'un système Stokes dans Ia partie fluide. La différence

entre les deux cas est plus évidente pour l'équation limite (7.2) qui contient un terme

en plus, celui avec Ie produit de convolution.
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CHAPITRE 3

HOMOGENEISATION DU PROBLEME DE NEUMANN

DANS

DES MILIEUX POREUX AVEC DOUBLE PERIODICITE



Chapitre B. Homogénéisation du problème de Neumann dans des milieux

poreux avec double Périodicité

$1-. Introduction

L,écoulement des fluides à travers des milieux poreux représente un problème

d'une grande importance, avec de nombreuses applications dans I'exploitation des

gisements pétroliers, la pollution, la géophysique, etc. Dans la pratique des exploita-

tions pétrolières on rencontre le plus souvent des milieux poreux fissurés. Dans ce

cas un problème sur lequel on a beaucoup discuté est la modélisation de ces mou-

vements. En effet on connaît les équations propcsées par Barenblatt et Zheltov [7]

qui introduisent deux pressions différentes dans les blocs poreux et dans les-fissures.

On décrit, dans ce cas, I'écoulement moyen, ou macroscopique' avec deux équations

qui contiennent un terme de transfert entre les blocs poreux et les fissures; ce terrne

est représenté par Ia différence des deux pressions'

En utilisant Ia méthode de l'homogénéisation, Th. Levy [28] et P. Donato et

J. Saint Jean paulin [20] ont proposé un modèle qui contient une double périodicité"

plus précisément dans les fissures l'écoulement est périodique en 6 et dans les blocs

poreux en e2. Le résultat qu'on obtient en passant à la limite est une loi de Darcy

avec un tenseur de perméabilité différent du tenseur classique de la loi de Darcy

(E. Sanchez-Palencla [38]).

Un autre modèle d'écoulement dans les milieux poreux fissurés, proposé par

T. Arbogast, U. Hornung et J. Douglas [5], U. Hornung [27], connu comme le

modèle de double porosité, consiste dans I'introduction de deux perméabilités très

différentes dans les blocs poreux et dans les fi.ssures. Plus précisément si on sup-

pose que la perméabilité des fissures est de I'ordre de I'unité, alors dans les blocs

poreux on prend une perméabilité de I'ordre de e2. Le résultat du processus

d,homogénéisation qu'on obtient est un modèle avec deux pressions et donc avec un

terme de transfert tié à la différence des deux pressions.

II faut noter que Ie modèle avec double périodicité est un modèle d'écoulement

stationnaire tandis que le modèle avec double porosité est un modèle d'écoulement

non-stationnaire.

Le problème qui se pose et de savoir s'il y a un lien entre ces deux modèles.
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Pour répondre à cette question nous allons étudier un problème de Neumann,

qui représente d'un point de vue mécanique un problème de double porosité, dans

le cadre d'un milieu avec double périodicité. Le résultat d'homogénéisation qu'on

va démontrer est qu'au niveau macroscopique on a une loi de Darcy ce qui veut

dire, qu'au moins dans le cas stationnaire, les deux modèles coïncident.

D'un point de vue mécanique, on sait que l'écoulement d'un fluide à travers un

milieu poreux est décrit par:

la loi de Darcv: 
'

(1 .  1)

orh v est le vecteur vitesse, p

s;rmétrique et défrni positif, cf.

I'équation de continuité:

u: -k(vp -  T)

(1  ) . \  d i vu :0

la condition sur les frontières imperméables:

(1 .3 )  u .n :O

On voit donc, que d'un point de vue mathématique, on est conduit à résoudre

un problème de Neumann:

la pression, k Ie tenseur de perméabilité (qui est

E- Sanchez-Palencia [38]), et f les forces extérieures.

-div (AVu) : f

AYu.n :0

(1 .4)

(1 .5)

En plus si I'on considère maintenant que le milieu poreux est formé par des

fissures d'ordre e et des blocs poreux qui contiennent des inclusions (ou des trous
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d'ordre e2,le problème de Neumann qu'on a à résoudre est tel qu'on cherche des

solutions doublement périodiques, en e et e2.

Pour étudier ce problème on va utiliser la méthode de la convergence triple-

échelle, qui est un câs particulier de la convergence multi-échelle introduite par

G. Allaire et M. Briane [4].
II faut souligner qu'il y a des différences entre le résultat général de Allaire et

Briane et notre problème. Notre domaine décrit, par sa nature les.miiieux poreux

fissurés (voir Th. Levy [2S]) et ceci se traduit par I'introduction de la fonction

caractéristique du domaine, mieux adaptée à l'étude des écoulements dans des mi-

Iieux poreux (voir P. Donato et J. Saint Jean Paulin [20]). De ce point de vue, à

notre avis, le problème de Neumann que nous étudions décrit bien les phénomènes à

double porosité. Enfin pour étudier la convergence du processus d'homogénéisation

nous allons utiliser I'opérateur de prolongement introduit par D. Cioranescu et

i. Saint Jean Paulin [10] au lieu du prolongement par zéro utilisé par Aliaire et

Briane. Ceia nous permet de travaiiler directement dans l'espace HJ (Ct) et donc

d'éviter des démonstrations ultérieures d'appartenance à cet espace. On peut aussi

noter des différences dans ies points techniques des différents lemmes qu'on utilise-
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$2 Formulation du problème et estimations a priori

Soit f) un ouvert borné de IR^3. On considère I'ouvert:

0 " :C) \Sâ

où Ie fermé ,Sft est obtenu de la manière suivante: Soit Y et Z deux cellules de

référence fixées,

I . :  [0,sÎ]  x [0,a3] * [0,s3]

z: [0, z?] x lo, t9l x [0, z$]

et on pose: ao : (al,a3,y|), t0 -- ("?,"3,t3).- On note -F C Y et S c Z deux

sous-ensembles fermés avec des frontières régulières et tels que:

(2.r) lFl+o lsl lo

où | .l denote la mesure de Lebesgue 3-D.

On répète F et S par "Y-périodicité" et respectivement par "Z-périodicii,é" et

on suppose que:

lcez3 keV'3

On suppose aussi que:

quel que soit e il existe un ensemble fini K, C Z3 te| que

(23)  2

U Ttt l-kzo):Y
tc€K"

Cela veut dire que pour tout e la période Y est couverte exactement par un

nombre fini de cellules translatées de LZ. Le paramètre e est censé tendre vers 0.

(2.2) U (" + kyo) et U (, + kzo) ont une frontière de classe Cl
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On pose:

s?: (v\F') n( u irt+nzo1)
keK.

(2 .4)

Y' : Y \ 5"

On suppose que Si n F : A pour tout e > 0. Puisque ,9i, est un sous-ensemble

de Y \ F, un sous-ensembie de fermés ( "inclusions" ) distribués périodiquement avec
.2

Ia période a et de la même dimension que la période. On suppose aussi pour

simplifier que:

Ve ) 0 il existe un ensemble fini H, c 23 tel q:ue

[J '(s? + nyo) |,^]CI : U '@î, + hyo)
h€23 heH.

Cela veut dire que la structure de CI, présente une double périodicit é (e et e2).

Les zones dans lesquelles les inclusions sont concentrées sont e - périodiques et de

dimension e. Les inclusions dans chaque zone sont e2 - périodiques et de dimension

On veut étudier avec la méthode de I'homogénéisation Ie système suivant:

- Lur: 7 dans f),

(2 .5)

où /  €  ,2(ç) ) .

Soit I'espace:

,U , :  O

ô93t 
: o

sur  âQ

sur ô,Sft

V, : {ô e n' (O") | ô :0 sur ôfl}
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On prend ô e V et on multiplie l'équation (2.5)r par cette fonction test. On

obtient:

f r- l ,n"Lu'ôd'r: Jn,r Qo"

Mais on a la formule de Green:

t Lu,ôo*: I vu. v aaLr- [ *ro,Je.  Ja ,  J69 ,  on

c'est-à-dire qu'on a, compte tenu des conditions (2.5), et (2.5)3, et du fait que

ôev,:

f f-  
Jn.Lu,ôdr: Jr"o 

u, v $dr

Alors on obtient Ia formulation variationnelle du système (2.5):

(2 .7)

Ë:

eW

ôdr

tel que:

I:  I  f  ôa* YSIV,
J Q .

Théorème 2.t Le système (2.7) admet une un'ique soluti,on.

Démonstration

Si on pose:

f
a(u,u) :  I  VuVudr

Ja -

L(u): t  fud,r
J {t,

ie théorème de Lax-Milgram est vérifré pour a(., .) qui est une forme bilinéaire,

continue et coercive, et L(.) qui est une forme linéaire et continue. Donc on a

assuré I'existence et I'unicité de la solution u' de (2.7).
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Lemme 2.2 Sous les hypothèses fai,tes précédemment on a:

(2.8) l lu, l l ; ,1o,)  S c

(2.9)  l lV r ' l l ; ,1e.y (  c

auec les constantes i,ndépendantes de e.

Démonstration

Dans (2.7) on prend ?/€ comme fonction test ce qui nous donne:

t ' ^ f
/ tv u,l2dr : I f u, dæ

JQ,  JQ ,

d'où:

(2.10) l lVr, l l2r ,@,) < l l / l l  L2(a.) l lu. l l ; , io.y

Dans ce cas on a l'inégalité de Poincaré:

(2.11) l luJlT,p; < c l lV r ' l l r ,1c,. ;

avec la constante c indépendante de e. Les inégalités (2.10) et (2.11) nous conduisent

exactement aux inégalités annoncées (2.8) et (2.9).

Remarque. Tous les résultats qu'on démontre peuvent être étendus au cas ou les

inclusions sont périodique avec la période r, et de dimension r., avec

(212) j '*?:o

Le cas qu'on a choisi de traiter, i.e. re: e2, est le cas physique, celui qui nous

permet d'établir Ia relation entre le modèle avec double périodicité et le modèle

avec double porosité, dans le cas stationnaire.
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$3 Construction de ltopérateur de prolongement

Pour pouvoir passer à la limite dans le système (2.7) on est obligé de construire

un opérateur de prolongement P, € L(V,f/j(CI)). Pour ceci on va utiliser les

techniques introduites par D. Cioranescu et J. Saint-Jean Paulin [10] et aussi des

résultats de C. Conca et P. Donato [18]

. Lemme 3.1- Il eriste une fami,Ile {Pr} d'opérateurs de prolongement li'néaires et

continus, P, e L(Vr, //ot(ft)) qui, aéri,fie:

(3 .1) (P.ô)@) : Q@) vz e Q,

(3.2) [ t, @,0)f a" < , I lYQl2dr vô e w
Ja  Je . '

auec la constante c 'indépendante de e.

Démonstration

Pour démontrer I'existence d'une telle famille d'opérateurs on voit qu'il suffit de

démontrer i'existence d'une famille Q, € L(Ht(Yr),Ht (f)) qui vérifie:

(3 .3) (Q,ô)@) : Q@) Yr Ç Y,

^ f

(3.4) l . . to (a,ô)f ar s c I lv Ql2 dr YÔ e H'(Y,)
r  y Jv,

avec Ia constante indépendante de e.

Construction de Q'

1è'9 étape

On note 25 : fr, D : D 1 ,S. D'après D. Cioranescu et J. Saint-Jean Paulin [10]

on sait qu'il existe un oPérateur:

q e L(H|(D,Hr@))



tel que:

(3.5) (qrl') : rl'@) Vy e D

(3.6) 
f-Vfn Dl'aa < 

", f_lvrblrd,a vrl, e Hr(D)
JD Jo

où c1 dépend seulement de S.
On introduit les notations suivanres:

,-  
Z:2."

,-  
S:5."

Z:, : 2," \Sæ
2è*' étape

Lemme 3.2 II eriste un opérateur d,e prolongementq, e L(HL(TD,HL(zrr)) tet
que:

(3 .7) (q,0)@) : ô@) Yr e zlz

Pour ô e H'(Z:r)

(3.8) 
[_ lv(q,ù|2d,, s" I pQftu vô e H,(z:,)

J  Z r z  J  r : r .

Démonstration du lemme 8.2
A I'aide de I'opérateur q on définit Q, de la manière suivante:

(3.e) ( 0{*) si r e zlz

(q,ô)(") : l
I
[ (q./)(") si r e ^9,,
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, r .  r
où{(z):ô(p)," :A.

Avec cettà définition on voit bien que q. vérifi.e (3.7). Il nous reste à montrer

qu'on a aussi (3.8). On a:

(3 .10)

et en utilissant aussi (

r^
I lv "(t,ô)l'd"J S.z

D'où:

t lY ,(q,ô)f d'x s
J z,z

qui démontre (3.8) avec c: 1 * cr.

3è-" étape (Définition de 8')

Pour ô e Ht(%) o" définit:

lv,(q,ô)l2dr : U 
IrlY,(qt!)l2dz

on obtient:

lY Ql2dr

s i r€Zr ,

CF

on sous-entend

lV *gl2 dn

Ia réunion des Zr,

1,..
3.6)

[  
@'ù(")

(a,ô)(") : {
Id(") ""

Zrz dans cette définition

1 c1e2 
lrlv "rttl"da 

: ,, 
Ir",

(1 * c1, 
1",

(3 .11)

(quand on prend r €

contenus dans Y).

Avec cette définition Q, vérlfre (3.3) et (3.4).
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$4 Passage à la limite et problème homogénéisé

Puisque Peur: u" dans Or et lte:0 sur ôO on en déduit que Pru, € HÉ((?).

Et on se rappelle aussi qu'on a les estimations (2.S) et (2.9), donc la suite (Pru")

reste bornée dans /{j(CI):

(4.1) llP,u"llr;1ny < 
"

avec la constante indépendante de e.

En appliquant la proposition 2 de l'annexe 2, sur Ia convergence 3-échelle., on a

Ies résultats suivants:

Théorème 4.L Sous les hypothèses précédentes on a:

(i,) Qui,tte à ertra'ire une sous-suite, les conaergences su'iuantes ont lieu:

(4 .2) Puu, ^ u(r) dans Hô (Ct) faible

(4.3) P,u, converge 3-échelle u(r)

0ù n eriste deur fonct ions ut(n,u) e L"(0,H;(y)/R) ,  uz(r,a, z) €

Lt (A x Y,, H)(Z) lR) telles que, qui,tte à ertrai,re une sous-sui,te on a:

(4.4) V (P,u,) converge 3-échelle Y ,u(r) t V yu1(*, y) * Y 
"u2(*, 

y, 
")

Si on utilise Ie prolongement Prla formulation variationnelle (2.7) s'écrit:

(4.b) [ ,n.(")v (p,u,) y g d,r : [ *n.@) f (r) Q@) d,r
J A  J O

pour toute fonction d e ffô(CI).

Maintenant on va établir le problème local et le problème homogénéisé pour

(4.5).



Théorème 4.2 Pour e ------+0Iali,mi,te ?-échelle de (1.5) est donnée par:

I n,r, r(r 
r {r) * xvrr (s ) x rrr Q)) (v .u1r1 * Y rul (r, a) +

(4.6)  *Y "u2(* ,y , r ) )  (v"o(" )  + Voo,  ( r ,a)  *V,Q2(r ,a," ) )  :

:(]#+ .HV#lf;raa@)dn

Démonstration

On rappelle que:

0, :  {z e f}  lXc,,(") :  1}

et on a:

xn,(r): xr(!) + xvrr(l lxrtt(j)

Pour toute fonct ion t (* ,A,2) e D(A,Cî(Y x Z)) ,  on a,  compte tenu de la

définition 2 de l'annexe 2:

et cec' ivO e D(A), Or € D(Q,C|VD, Oz € D(Q,C|V x Z))

(4 .7)

f*l &,ril + xv',r(!)x,r,($))v(", I,3)0":

I n *" * r(x, @) * xv \e (a) x zrs Q)) * (", v, z) d'r d'v d' z

Dans (a.5) on va prendre des fonctions test de la forme suivante:

o(r) + eo1(r, i l  * e2Lz(", i,3)

avec O e D(CI),  Or € D(Q,Cff (y)),  Oz € D(Q,CiV x Z)).La règle de dérivat ion

étant:
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V:V"+e-1V,  +e-2Y,

on a:

vro, @,T)+ e2 v,o ,(*,,1, 3) * ev rQ2(",T, 3) * Y ,Qzt",i, 3)
Si on introduit cette fonction dans (4.5) on obtient:

* Vyô1 @,T) + e2v *Q2,,,T,31 * evou2(r, i ,3l +v "Q2i-,T, \ùd,r 
:

: 
IrQr(!)+ xrlr(f )x4sÇ))(o(") * eo1 çr*,!) + e2Q2(',î.!))0"

On passe à la limite dans cette relation en tenant compte du théorème 4.1 et de

Ia relation (a.7):

ln*r*r(rr@) 
+Xv1r @)xz1s(rl)  (v""1") + vru, (*,v)+

* Y "u2(x,a, ù)(v"o1r1 + vyol (*,y) * V ,Q2(r,v, ,1)a*ava" :

-- 
lr*r,r(rrlr) 

+ xvrr( ùxzlsQr) rr"l Q(r)d'rd'vd'z

On peut se poser la question qu'est ce qui nous permet de passer à la limite dans

cette équation puisqu'on a deux suites qui convergent toutes les deux 3-échelle. Le

résultat donné par Ie théorème 3 de I'annexe 2, nous permet de passer à la limite

dans cette équation; et on a aussi:

v (o1"y * e 01 @,i) + e2 Q2(r, i ,3l):  v"o(z) + , V"ôr (r, !)*

fr&rtit * xrrr(!)xr1r($1) v(r'u')(v"o1r; * ev,Q1 @,i)
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jgi ll x" ( i ) + x"rr ( Tr)xrr, (!) ll r tol : ll xr (s) -r xvv (v) x zrs Q)ll p' ça xv x z)

ce qui nous permet d'obtenir:

+ VsOl (r,a) -l V 'Q2(r,Y, r))d,rd'Yd'z :

: t fE*lI)ll L4Pt f@)o(r)d,r-/n\ lvl  '  
lvl  lzl  ) ' '

exactement (4.6). q.e.d

On note:

A(a,"):  xr(a) * xvrr(E)xzrsQ)

Définition 4.3 Soit tr.r e Hl(Z \ S)/R I'unique solution du problème suivant:

Définition 4.4 Soit :

ln,r*"(*r{r)  
+ xyrr( u)xzç1r)) (v"r(")  + Yyut@,a) *V "u2(n,y,ù)(v"o1";-

(4.8)

( -  div"(e@, z)Y 
"w) 

- -div" ( l (a,z)) dans z \  S
I
)

l
I  a(y, z)(Id - V ,u)).n : 0 sur ô,9

r
Ar(ù : 

J rrrA(a, ")(ta 
- Y "w)dz(4.e)

Définition 4.5 Soit t' e H;(F)/R I'unique solution du problème suivant:
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( - airn(tt(a)Yor) - -divo(at(s)) dans I'

(4 10) 1
[ ,41(y)  Ua -  Yor) .n :  0 sur ôF \  AY

En prenant succesivement dans (4.6) comme fonctions test O e D(f}) et ô1

Qz = 0 puis Or € D(Q,Cî(Y))  et  O :  0,  Oz :  0 puis iDz € D(Q,Cf,(Y x

et O : 0, Or : 0 Ie système (4.6) s'écrit sous la forme suivante, au sens

distributions:

=0,
7 \ \

2 ) )

des

- div,

- divo

- div"

( l (a,  z)(V,u(r)  + Y ou1(*,ù *  Y 
"u2(r ,a,  

z)) )  :  o dans 0 x Y x (z \9)

f

I  J 
" 

a{a, z) (Y *u(r) + Y rul(*, y) * Y 
"u2(*, 

y, 
"))) 

:  0 dans f i  x F.

(L LA@, ")(v"z(r; 
'r Y yu1(*,a) * Y "u2(r,v, ù)) :

( lF l  r_ lY\F' l  l7\  cr \
\ lvl lvl tr) /(r) dans f)

A(a, ù (v 
"uçr1 

* Y su1(*, a) * V 
"u2(r,  a, z)) .n :  0 sur ô,S

u(r) :0 sur â f)

z1 Y-périodique

Y-périodique et Z-périodique

4.6 Le système (/r.11) a une unique solution (u,ur,uz) €

84

(4 .11)

f

I  l (a ,z) (Y,u(n)  + Vrut  (* ,a)  *Y,u2(* ,y , , t ) ) . " :  0  sur  AF \  Ay
J Z

U2

Théorème



r{o'(çr) x L2(Q,H;(y)/R) * L'(rt x v, H}(z)lR).
Démonstration

On a établi (4.6) pour des fonctions test O e 2(Cl), Or € D(Q,C|V))'

Qz € D(Q,C7V x Z)).Par densité (4.6) a lieu aussi pour des fonctions test

o e r/$(o), o, e L2(Q,r4(v)/R), o, € L2(QxY,H)(Z)l l ] IK^). Donc on a:

*Y ou1( r ,y )+

(4.r2) + VsOl  ( * ,a)  *V.Q2(r ,a ,  r ) )dnd 'yd 'z  :

: f (g* lI)Il VX)r@)o(r).r
,n \  lYl  lYl  t / ' t  /

ceci pour rour (o,or,ôz) e Hâ(fi) * L'(n,H;(y)/R).* L'(C' x y, H;(Z)lR.).

La forme bilinéaire définie par le membre de gauche de (a.12) est coercive sur

I'espace /{ot(f)) x L2(Q,14(y)/R) * L'(A * Y, HiQ)l:]IK_) muni de la norme:

l lV"Ol l  pz(e)  t  l lYrOt  ( " ,y) l l lz1oxr)  +  l lV, (D2l l r ' tn  xY xz)

Donc le théorème de Lax-Milgram nous assure l'existence et I'unicité de la solution

(u,ur,u2) d,e (4.r2) dans I 'esp ace HI(CI) 
" 

L'(Q,H; (y)/R) * L'  (CI x y, H;(Z) lR) '

En réintegrant par parties (a.12) on obtient (4.11), d'où le résuitat.

Remarque. On en déduit aussi que dans Ie théorème 4.7 les suites (Prur) et

V (Prur) convergent toutes entières vers leurs limites respectives.

En fait d'après (4.11) Ie problème homogénéisé, au sens des distributions est

donné par:

ln_" * r(*r{r) 
+ xvrr( ù xz6Ql) (v'"i")

. \  /
*  V 

"u2(* ,a ,2) , )  (V"O(r )

-  div" 
U" IrA@,")(v"u(z; 

rYoul(*,a) *Y "u2(r,v,r)))  
:

(4 .13) :(l#l .HV#l/(r) dansn

u(r) :0 sur ô f)
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A I'aide des définit ions 4.3, 4.4 et 4.5 on peut mettre ur(t,y) ef uz(t,3r, z) sous

la forme suivante:

(4.14) ut (n ,y)  :  -u(y)Y*u(r )

(4 .15)  uz ( r , y ,z ) :  -w(z ) (V*u( t )  *Vyu1( " ,A) )

On voit que:

Y  au t ( * ,A )  :  
-V  au(y )Y ,u ( r )

V ,uz( r ,A,  z )  :  -V  .w(z) (Y ,u( " )  +  V aut ( ' ,ù )  :

-Y 
"w(z)  

(v ,u( r )  -  V or (ù V *u( r ) )  :

:  -Y 
"u(z) ( Id  

-  V or (a) )V "u( r )

D'où on en déduit:

A(a,  
" )  

(V 
" "çr1 

I  Y yu1(r ,a)  I  V 
"u2(r ,  a ,  t ) )  :

A(y,,  r)Qa - v or(a))Qa - v "w(z))Y,u(r)

Définit ion 4.7 Soit:

Ah : I or@)(Id - Y ou(y))dyJe

Alors le problème homogénéisé (4.13) peut être mis sous la forme suivante:

:  A(y, ù (G a -  Y rr(ù)v *u(r1 -  v "w(z) ( t  a -  v rr(ù)Y,u(r)  :
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| 
- aiu, (Ahv,,(r,l : (]#l . î# 

V#l /(z) dans e
(4.r7) {

I
t ' ( " )  :0  su r  â f )

Théorème 4.8 Sous les hEpothèses faites précédemment on a eristence et uni'ci'té

des solut'ions des problèmes (1,.5), (/r.10) et (l-17).

Démonstration

1) Existence et unicité de la solution pour le problème (4.8).

On rappelle le problème (a.8):

(  -  a i " " ( l (y ,z)V"w)  -  -d . i ,u" ( l (a ,z) )  dans z \S

)
I
I  a@, z) ( I  d -  v "w).n 

:  o sur ô,S

avec:

A(v, t) : xr(a) * xvrr'(g) xzrsQ)

On définit:

ar (., .) , (ri(z \ s)/R) " (4 (z \ s)/R) - n

ar(ô,r|,) : t A(y, z)V 
"QY,!.t 

d,z
J  Z \ S

L(rlù : t A@, ") Y "{t d,z
J  Z \S

Pour pouvoir appliquer le théorème de Lax-Milgram ii faut montrer eue o1(.,.)

est une forme bilinéaire continue et coercive, et aussi que L(.) est une forme linéaire

et continue.

Le fait que L(.) est une forme linéaire et continue est immédiat (la forme est

définie sur I'espace quotient donc indépendante du représentant choisi dans la classe

d'équivalence), de même que le fait que ar(.,.) est une forme bilinéaire.
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< ll V"dll L2 e\s)llV,rhll L2 e\s)

f
lo' (.,  .) l  s J ,rr lA(u, 

r) l  lv "Ôl lv "t l ; ldz <

at(ô, ô) : t A(a, ù (v ,6)2 a, :
J  Z \ S

car on â:

lA(a, z)l : lxr(a) * xyre(y) xzrsQ)l <

S lxr(a) l  + lx"rr(a) l lxzrs(z) l  < |

D'où on obtient:

lor(ô, ' , l t) l  < l lV,dl l  L2e\s)l lY "t l ; l lpp1s1

carA e Y.  Donc:

a{ô d)  :  l lY ,Ql l2pz1z1sy

Et on a }a coercivité et Ia continuité de la forme or(.,.), d'où I'existence et I'unicité

de la solution w e H)(Z \ S)/R.

2) Existence et unicité de Ia solution du problème (4.10).

Le problème (4.10) est:

: 
| ,rr(xt 

(v) * xv\r (Y ) x'r'Q)) F 'Ô)' 't ' '  :

: XFrr, Irrr(v "ô)'d", +x"i"(s) lrrr(v "61" d," :

: (xp(y) + x"r"(v))llv,ôll '""<z\s) :

: Xy(s) ll Y,dll 2y, 
1z1s) : llY "ôll"r2 e\s)
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(4 .10)

avec:

d'oir:

(4 l1)

Ceci car on

Comme pour le cas

- div, (nt@)v 
"u) 

- -div, (dt(a)) dans ,F'

h@)Qa -  V 
"u) .n  

:  0  sur  ôF '  \  ôY

r
Ar(a)  :  I ,q(a,z)( Id 

-V.u)dz
J Z\S

du problème (a.8) on définit:

az(.,.) : H;(F)/R x r$(r')/R ------+ IR

f
L(r l t ) :  I  Ar (a)Vr r l tdy

J F

Et on veut montrer que la forme bilinéaire oz(.,.) est continue et coercive:

lor(ô,.1,)l < [ Vr@)l lv oôllv o,l,lda <
l r

f
< clz \  sl  

/"  lv oôl lv orblda 3

< clz \  sl  l lVrél lprr l  l lVr,r i l l  L2@)

az(ô ,û ) At (a)V aô V oth du

lor(ô,rh) l  S clz \s l  l lVrdl l  L2@) l lVrt i  l l  L '@)

-- t,

f
lA ' (y) l  :  |  /  A(a,")( ta -Y 

"w)dzl  <
J  Z \S
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t'

J  Z \ S

et d'après la définition de A(y, ,) on a:

I"rrA(v' 
z)2d'z : 

Irrr(xt(v) 
* xv\r(v )x'r'Q))" o' :

: 
Irrr(xî@) 

+ 2xe(a)xvrr@)xzts(r) + x?rr@)x"ar?))d'z :

az(ô, ô) : I rA{y)(v o6)' ay :

IU "rrA(y,,)Qa 
- v ,w)dz) (v,o) ')oo :

: 
| ,(x"(u) Inrla 

- v ,w)dz* xvrr(v ) l"rr(Id 
- v "u))dz) (v uô)'da) :

:  [ - ,  -(xî@) + xîrr@)x'r1r/))d,z:
Jz \S \

: [-.  ̂ (xrfu) * xvv(a)xr1st'"))d"z :
J Z \ S \

:  XF(v)lz \  ,sl  + xvrr@)lz \  sl  :

:  xr(a) lz \^91 :  lZ \  Sl

puisque le problème (4.10) est défini dans F. Donc on a:

l lA(a, z)l l;,qz1q : lZ \ ^9lt/ '

et d'après (a.8) on obtient:

l lV, r l l  L2e\s)  SIZ \  S l t t '

et donc avec ceci on obtient (4.11).
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f r f: 
J r(xr@ J or(Id 

- v "w)dz(v,ù')dv 
:

: 
IrUrrrua 

- v "w)az(v oq)')a, =

f
= " J ,(v oO)'da : cllv vÔ112p,61

parce qu'on a démontré I'existence et I'unicité de la solution du prob

donc on peut affirmer que I ' integrale IrlsVa-V"wldz:cste.
3) Existence et unicité de Ia solution du problème (4.I7)

On rappelle le problème homogénéisé (4.17):

[ -ai ' , ," (Ahv*u(r)) : f]:1 * l I)I l  lZ\slr " '  \  ,

)  
, r " \A ' .y*u\r)J :  \ ly l  *  

14 
_W 

)J(u)  
oans

)
I
(  

" (z )  
:0  sur  ô f )

Ième (a.8) et

al'ec:

Ah : I ar@) (Id - v ru(y))d,yJv

Comme pour ies deux cas précédents on définit:

a(.,.) :  aol(o) 
" 

Hô(a) -* R

a(ô,rh) : I on V *QY,tlt d,r
J A

L(',1,): Ie7ço*
J A

a'ec ta notation o :g+ qlIl 11\,sl" lvl  
'  

lvl  lzl
On veut à nouveau démontrer que la forme bilinéaire a(., .) est une forme

continue et coercive.

f
l"@,rb)l : | / Ah V,ô Y,tl; drl <

Ja
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Ja

car à partir des problèmes (4.8) et (4.10), pour lesquels on a démontré des résultats

d'existence et d'unicité, on en déduit des estimations pour les solutions to et zr.

Pour ce qui est de Ia coercivité de la forme a(., .) on a:

car:

(4 .18)

l,1",,

a(ô, ô) : InAn 
(v *ô)'d,, > cllY ,ôllp<cit

Ah: t t  A(a,ùGa-v"u)Qa- You)d,y:
JrJzrs

(xr@) * xvv(y)x"rsQ)) Qa - v ,-) Fa - Y or)dvdz :

r f
:  I  xr@ |  Qa-v"w)(Id-Yru)dvdz:

J F  J Z \ S

- div(K,Vu,) : / dans f),

ue :0surô f )

f f: 
J r(ta 

- voudy) 
J 
"rr(ta 

- Y "wdz) 
: cste

car on a démontré l'existence et I'unicité de la solution du problème (a.8) et donc Ah

est une matrice constante, et on peut montrer par les méthodes habitueiles qu'elle

est défrnie positive et symétrique. cqfd

Remarque Si au lieu du problème (2.5) on considère le problème:

KrYuu.n :0  sur  ô ,9ô

avec K, tenseur défini positif et coercif alors en suivant le même raisonnement on

obtient à Ia frn toujours l'équation (4.17) comme équation homogénéisée, sauf que

dans ce cas on a:
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A(a, ù : K (y, )(xr@) * xv\r(s) xtrsQ))

f
h@) :  

J 
"rrA(a, 

")( Id 
-  v "u)dz

Ah: I  ar@)(td-vou)dry
Jp

Si de plus K, est symétrique alors les tenseurs Ah eI Al sont aussi symétriques.
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Annexe 1

Résultats théoriques concernant la convergence double-échelle

La convergence double-échelle a été introduite par G. Nguetseng [35], [36] et

a été développpée par G. Allaire [3]. C'est une méthode qui est apparue par la

nécessité de démontrer la convergence d'une fonctionnelle rencontrée souvent dans

I'homogénéisation:

F,(4,) : t u,@){(r,1)o*
./lRN è

avec LL€ à support compact et borné dans L2.

La convergence double-échelle donne une description beaucoup plus réaliste

des suites des fonctions oscillantes, et elle offre une altenative à Ia méthode de

l'énergie introduite par L. Tartar, pour démontrer la convergence du processus ho-

mogénéisé. La force de cette méthode réside aussi dans le fait qu'elle donne une

version mathématique de la méthode des développements deux-échelles.

Pour la commodité du lecteur nous rappelons ici les principaux résultats dont

nous aurons besoin. Pour les démonstrations voir [3], [35] et [361. On va introduire

d'abord quelques notations:

O est un ouvert de IRN ̂ / > 1

Y : [0,l]N est le cube unité fermé.

7 est Ie prolongement Y-périodique de Y à tout IR3

Cff est I'espace des fonctions C- Y-périodiques dans iRN

(  - .C i lsuppuct ;  f  r  20  te l  que u(ù :0  pour  tout  g  e  7  avec
D"(Y) :  I

td (y , l ) ( rouY:0Y )
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(1 )

r'rT) : {, e rl""çt1lu' Y-périodique }

nlT):{, er'ry)l ôw

Aa,e L'ze!), i  € 1,,.. . .^r)

rc(CI) c'est l'ensemble de toutes les restrictions à fl des fonctions continues sur IRN
à support compact.

Définition 1: Une suite (u") c t'2(n1 converge double-échelle vers une limite
uo(r,a) e L'(O x f) si et seulement si pour tout g(r,ù e D(O,C?VD on a:

uo(r ,A)û(r ,y)drdy

D'habitude dans I'homogénéisation des différents types d'équations on utilise
deux étapes: la dérivation formelle du problème local et du problème homogénéisé
à l'aide des développements asymptotiques et la méthode de I'énergie. Ces deux
étapes onL peu de choses en commun. Dans certains cas c'est difficile de travailler
avec la méthode de l'énergie; cette méthode ne tire pas tous les avantages de la
stlucture périodique du probième, en particulier elle utilise très peu les informations
obtenues en utilisant les développements deux-échelles. Ceci n'est pas surprenant
compte tenu du fait que la méthode de I'energie n'a pas été conçue par L.Tartar
pour des problèmes périodiques, mais plutôt dans le cadre plus général de la H-
convergence. Donc la méthode de la convergence double-échelle est précisément
conçue pour étudier les équations aux dérivées partielles avec des coefficients
pér'iodiquement oscillants. Cette méthode est auto-contenue. Une de ces car-
actéristiques est I'introduction du problème homogénéisé double-échelle, qui est un
système d'équations correctement posé et qui est une combinaison des problèmes
homogénéisés et locaux usuels.

Théorème 2: Quelle que soit (u") suite bornée dans L2(Q) on peut ertra,ire une
sous-suite, et iI eri,ste une limi,te us(x,y) e L2(Q x y) telle que cette sous- sui,te
conaerge double-échelle uers us.

n |ru,(r)(t(r,!)0, : l, I"
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Lemme 3: Soi,t l!@,A) e L2(Q,C,VD (i,.e. mesurable et th2 sommable en r e {1,

à ualeurs dans I'espace de Banach des foncti,ons cont'inues, Y-périodiques en y).

Alors, quel que soit e >O rlt@,f) est mesurable sur{1, et on a:

(2) l lr/ '(r,!)l l", rr, < llrh(*,a)ll u@,cov))= t |rsup llt 
(r, u)l' a*1' t'

(3) nl;1tçr,\fa": Irl"t l t(r,y)2d,rd,y

Définition 4: Une fonction ,lt@,A)

une fonction test admissible.

Remarque 5: Toute suite z, qui

forme:

Y-périodique en y et qui satisfait (3) est dite

admet un développement asymptotique de la

u, ( r ) :  uo(* , Ï l  *  eu1( r , Ï l  *
ç Ç

ori les fonctions ut(r,g) sont régulières et Y-périodiques €tr y,, converge double-

éclrelle vers Ie premier terme du développement uo(r,A).

Au vu de cette remarque on a déjà un aperçu du principal intérêt de la méthode

de Ia convergence double-échelle: même si le développement asymptotique est in-

connu ca permet de justifier rigoureusement l'existence de son premier terme uo(r,A).

Ceci est bienvenu dans Ia théorie de I'homogénéisation où de tels développements

asymptotiques sont utilisés de manière empirique.

Proposition 6: Soit (ur) une suite de foncti,ons de L'(A) qui conuerge double-

écheHe aers une limite uo(r,,A) e L'({-l x f) . Alors u€ conaerge dans L'(A) faible
uers:

u(x) us(r, ,y)dy

De même on a:

:1,

(4) j 'S l l " ' l l r rol  > l l rol lz,z loxy) > l lu l l ; ,1oy
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Dans cette proposition on voit que pour une suite donnée, dans L'(A), bornée il

y a beaucoup plus d'information dans sa limite double-échelle uo que dans sa limite

faible- L' u; câr u6 contient des informations sur les oscillations périodiques de uu,

tandis que u est simplement la moyenne (par rapport à y) de us. La limite double-

échelle capte seulement les oscillations qui sont en résonance avec les fonctions
:r

test r/(r,:). Pour voir si cette information supplémentaire nous conduit à une
è

quelconque convergence forte on a Ie théorème suivarit:

Théorèm e 7: Soit (u") une su'ite de foncti,ons de L'(q qui, conuerge double-échelle

uers une ti,mi,te uo(x,y) e L2(A x y). On suppose que:

(5) J11 l l " ' l l r , (o) :  l luol l lz loxr)

Alors quel que soi,t(ur) su'i,te qui, conuerge d,ouble-échetteu€rsus(r,A) € L2(Qx y)

on a:

(6 )

\ r /

/ \  Iu,(r)u,(") -  
|  uo(r,y)us(r,y)dy dans D' (O) - faible

J Y

De même sz us(r ,y)  e L2(A,Co(Y)) on a:

J5 ll".(") - uo(r,f )llr,1r,y : o

La condition(5) peut être interprétée comme si " us contient les oscillations

de Ia suite u, ". Le résultat (6) peut être défrni comme une convelgence forte

double-échelle pour la suite ur. Ce qui est remarquable, c'est que cela nous permet

de passer à Ia limite dans un produit de deux convergences faibles dans -L'(CI).

Pour un e donné, Ia fonction uo(r,I) 
"" 

doit pas être nécessairement mesurable

dans Q, si us(r,g) appartient à L'(O x y). Donc pour que (7) ait un sens, on

demande une certaine régularité: plus précisément, on se restreint aux fonctions

uo(r,y) e f2(n,Cr(Y)). Dans le vocabulaire de I 'homogénéisation on dirait que

(7) est un résultat de type correcteur. La suite z. est approximée par sa limite

double-échelle uo(r,T), 
"r 

le correcteur précis est ue(r, Ït 
- u(r).
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Lemme 8: Toute foncti,on uo(r,y) e L2(A x Y) est Ia limite double-échette d'une

sui te ae f2(A).

La proposition suivante cherche à avoir des résultats pour des cas où on a des

suites des dérivées qui sont bornées.

Proposition 9: (1) Soi.t (ur) une su'ite bornée dans Hr(Q) qu'i, conuerge faible-

ment uers u dans HL(Q). Alors (u") conuerge double-échelle uers u(r) et'il eriste

ur(r,y) e L'(A,H;(y)/R) telle que qui,tte à ertra'i,re une sous-suiteYu, conuerge

double- échelle aers V, u(r) + Y a ur(*, y).

(ii,) Soi.t (u,) et (eY ur) deur sui,tes bornées dans L2(A). Alors 'il eriste une foncti,on

uo(r,a) e L2(CI,f4(y)) telle que qui,tte à ertrai,re une sous-suite, uu et eVu,

conaerge double- échelle uers us(r,A) et respectiuementVous(r,y).

(i i i) Soi,t (ur) une sui,te bornée auec diultre:0, dans Lt(Q), qui, conuerge doy,ble-

éch.elle u€rs us(*,y) € L2(Q x y). Alors:

(8) div,  z6 (r ,A) :  0

(s)
I"oru,uo(r,a)da 

: o

ri"f / u,(r){,t(r,!1a, : t uo(r,a)rlt(r,y)d"æds
€ - u  J f )  e  J Q x Y

(10)

Corollaire 10: Soi,t (ur) une su'ite bornée dans Le(Q), I < p ( oo. II eri,ste

uo(r,fi e Ln(AxY) tette que quitte à ertraire une sous-su'ite, ue conaerge d,ouble-

échel le u€rs us(*,A),  i , .e.  YQ(r,A) e D(Q,Cf l  (y))  on a:

Définition 11: Soit Y : (-tl2,ll2)*. On définit un bornéYs c Y avec les

propriétés suivantes:

(i) Vj € {1,...N} les ensembles suivants:

ôYoî{ylai: -I12} ont des mesures différentes de 0
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ÔYsn {alai : Ll2} ont des mesures différentes de 0

et sont symétriques par rapport à {g I Ai :O).

(ii) y0 contient un cylindre Qi de longeur 1, avec l'axe parallèle avec l'axe Aj,
j  €  {1 , . . .N} .
(iii) Si Yo * Y; | - Yo n (Y \ fo) est régulière.

(iv) Soit f) c IRN uri ouvert borné, régulier. On note: f)9 : Q n eYs, Yo I Y.

Théorème 12: Soi,t(u,) C H1(ç)). On suppose qu'i l  eriste c) 0 tel que:

(11) llu,llp,pl < c

N

( t2\  t /  t* fd,r<c\ ^ _ . /  L  l ' ) o , i ) t r ; ,
r : 1  "  J t e

Alors on peut ertrai,re une sous-sui,te telle que pour e --- 0 on a:

(13) 'u,  ̂  ûo d,ans L'(A) - f aibte

où ûs(r)  :  Ivuo(r ,y)da.

f r
I  uuw,Qdr--.  I  ,o(",A).@)Q@)drdy

Ja  JexY

(15) l,rfi.,ôdr - In*,"(#(") + ffia,u))w@16@)dxdy
pour i  e {1,. . .1tr},  Vtr.r  € L7,Vô € rc(CI) où us e L2(A,L|V) est donnée par

uo(r,ù :  u(æ) *u,(x,y) auec u e HL (Q), u'(r  ,a) :  o p.p. dans Ys et pour presque

toutx € Q, u1 € L2(Q,H;(Yùlq. D" plus siue € Hâ(9) alors ?, € H01(f)).

(14)
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Lemme L3: Soi,t (r,) c L'(O) (O c IRN ouuert borné) tel que:

(16) l l 'u,l l ;,1ey < c

Alors on peut ertra'ire une sous-suite telle que, pour e --- 0 on a:

(17) 
Inr,.,ôd'r-- In-"uo(r,ùr@)ô(r)d'td'y

vtr.r € L7,vô € rc(O) et us € L2(Q,L'r(Y).
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ANNEXE 2



Annexe 2

Convergence 3-échelle

Soit Cl un ouvert de IRN, N> 2, Y : [0, L]*, Z: [0, f]N. On lote Cff(Y x Z)

l'espace des fonctions de deux variables indéfiniment différentiables sur IRN,

Y-périodiques et Z-périodiques. Les résultats donnés dans cette annexe sont à

rapprocher du travail de G. Allaire et M.Briane [4], toutefois il y a des différences

dues au cas triple-échelle qu'on traite; il faut noter que la démonstration de Ia

proposition 2 qui est donnée, est originale et est particulierement adaptée à notre

cas.

ôéfirrition L Soit ?r€ une suite bornée dans .L2(CI). On dit que ?r€ converge 3-échelle

vers une limite uo(r,A,z) € L'(AxY x Z) si et seulement si pour toute fonction

,h(*,a,  z)  e D(A,Cî(Y x Z) on a:

f  .  t  r , ,  f  f  f(1) l '* /" 
u,(r)tl ' '@,î, j)0" : 

Jn J, J ,uo(n,a, 
z)û(r,v, z)drdvdz

Définit ion 2 On dit qu'une fonction ,lt(*,a,,2) e L2(Q x Y x Z),Y-périodique et

Z-périodique est une fonction test admissible si et seulement si on a:

(2) :gi I bb@,i,}\d,r : 
I, I, l,w,a,y, z)td,rd,yd,z

Lemme L Soitr l to(æ,y,2) € L'(Q,Co(Y x Z)) Alors pour tout e > 0 tb@,i,3) 
"t t

une fonct'ion mesurable szr f) et on a:

(3) llrh@,î,3lll 'rol s llrh'-,v,2)llp,ça,c,(yxZ)) = 
Urr".,ÏÊ, lrl,(r,,s, ùra*)à

et tl;(r,y,z) estune fonctiontest admissible dans Ie sens dela définition 2.

Pour démontrer ce lemme on va utiliser Ie résultat suivant:
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Lemme 2 (Jnefonction ,b(x,A,z) e L2(Q,C,(Y x Z)) s' i et seulement si ' i I ex'i,ste

E e Q EouE-ensemble indépendant de y et de mesure nulle tel que:

(i) Vr € CI \ E (y, 
") 

,-- t\(r,y, z) est une fonct'ion conti,nue, Y-périod'i,que et

Z-périodi,que.

(ii)V(g, z) e (Y x Z) r - ,lt(r,y, z) est une fonction mesurable sur {1.

( i i i )  r  -  up(o,r)evxzlrb@,A,2) l  a une nor"rne L2 f in ie.

Démonstration On rappelle le résultat suivant:

Soit / : f) --- E, où E est un espace de Banach séparable et (O')",€N un€

famille dénombrable de fonctions, denses faibles-* dans la boule unité du dual -E'

de E. Alors f est mesurable si et seulement si les fonctions r++1Ôn(*),f (r) >n,,a

sont mesurables.

On applique ce résultat pour E : Cp(Y x Z) et (O,,),.* la famiile des masses de

Dirac dans les points rationnels de Y x Z. D'où le résultat.

Démonstration du lemme 1

D'après le lemme 2 on sait quel{,,(n,y,z) est une fonction de type Carathéodory,

et donc on en déduit qu'elle est mesurable. Alors (3) est une conséquence de la

définition de la norme:

On va démontrer maintenant que ,lt(r,A,z) vérifre (2), c'est à dire que d(r,y,z)

est une fonction test admissible:

Quel que soit n € N on introduit un maillage du cube Y x Z fait par nN x nN

petits cubes Y x Zt,chaque cube Y et Zi étantde dimenrior, {. Les principales

propriétés de ce maillage sont:

t v . t - 17 . t -  t
l ' ? l  

-  
l " t l  

-  
r L N

lYnnYi l :0  s \ i l j

l l r l r@,v, z) l lL2(e,co(yxz)) = ( l  
, , t , rç , l rb@,v, "71'a*);

nN 
"rNYxz:(Ur,) '(Ut,)

i:l i--1

t02



lZrnZi l :0  s i i ,  l i

Soit 1i (y, r) la fonction caractéristique de I'ensemble Yr x Zt, prolongée par

Y-périodicité et Lpériodicité à IRN et soit (yl,"l) eY x Zi. On fait une

approximation de toute fonction ,b(*,y,2) e L2(Q,C,(Y x Z) par une fonction en

escalier en (y, z) définie par:

n N  x n N

, l tn(*,A, z) : t  ,b(*,A, z)Xr(y,, z)
, i :T

On démontre (2) pour ty'r, et après avec le passage à Ia limite n -------+ oo le résultat

reste valable pour r/. D'après Ie lemme 2 on sait que r e tb(r, y, z) est une fonction

de Lz(fl) et xo(i,3) e ,L'"(CI). Comme /i est périodique on a:

En sommant cette égatité pour i e {1, ...,rlN} on a (2) pour ty',r. Il nous reste à passer

à la limite avec n ------+ oo. On démontre d'abord ere ûn ---_- û dans la topologie

forre de L2(Q,,ce(Y x z)). on définit:

6"(*) -- sup lrb.@,y, z) - l !@,y, ,) l
( Y , z ) € Y  x Z

La fonction (y, z) - 1bn(r, A , z) - ,b(r, A, z) est continue par morceaux dans

Y x Z pour presque tout r. Donc dans la définition de 6n le sup pour (a,") cY x Z

peut être remplacé par le sup pour (y,") € (ynQ) t (Znq). La fonction 6,, étant

Ie sup d'une famille de fonctions mesurables elle est aussi mesurable et

,1!56"(r) 
: g

presque par tout dans f), car tfs est continue en (y, z) et:

0  <  6 . ( r )  <2 sup l r [@,A,2) l€  12(O)
(g ,z )e .Y  xZ

Avec le théorème de Lebesgue (convergence dominée) 6n - 0 dans,L2(Q) fort.

m Irt @,al, rl)xn(!r,$)o* : lv x z,l Inr@,v1, "l)ar
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I ln t t*,i,310" - 
l,l" L,b(*,y, z)d,rd,yd,zl <

= | Ir',t,@,I,$)o* 
- 
Ir,bn(*,!, $laa*

* | lr,ttn(r,i,$lo" 
- 

I_ L Lûn(r,s, 
z)d,rd.yd,zl+

* | I, I" l rt,(*,y, 
z)d,nd.yd,z - 

I, L L,l,n(r,E, 
z)d,rdyd,zl

(4 \

On a:

: l lrb" - ,lt l lL2(e,co(y xz))

Pour n frxé on passe à la limite avec € ------+ 0 d'où:

.  f  r  r . .  f
l i " f  l  /  ,b@,,1,_, , : )dr-  |  ,b@,y,2)drdydzS
€ + u  J a  e  e -  J a

< 2llllt. - ,hllL2(a,c,(y xz))

Et en passant à la limite dans (4) avec n ------+ oo on obtient (2).

Théorème L Pour toute suite (ur) bornée dans Lt(A) on peut ertraire une sous-sui,te

et i,I erzste une li,mite uo(r,A, z) e L'(O x Y x Z) telle que cette sous-sui,te conuerge

S-échelle uers us.

Démonstration Soit u, bornée dans ,L2(f)). Alors il existe c > 0 tel que:

t04

I l,+a,i,3lo" 
- 
I;bn(r,!,4)a,t <

J Q  ( a , z ) € Y x Z



l lu. l l ; ,1ey S c

Si t l t ( r ,E,z)  e  L"(Q,Co(Y x  Z))  a lors  ,b@, i ,3)  e  L ' (q  e t  on a:

f r r i : : r
(5) | Jn""@)rl,@,!, i laA < clltb@,i, |ylpror 

< cllrl:@,y, 2)lly,p,co(yx.z))

Donc pour a fixé 
[^u,(ùrlr@,i,310, 

est une forme linéaire bornée sur
J A

L'(Q,Co(Y x Z)).Le dual de tr2(f ,) ,  Cr(Y 
" 

Z)) est l 'espace L2({t , I / tp(Y x Z)),  où

IuIe(Y x Z) est l'espace des mesures de Radon, Y-périodiques en y et Z-périodiques

en z.

Le théorèrne de Riesz nous assure l'existence et I'unicité d" p, e L2çQ,Mo(Y x Z))

tel que:

(6) 1 t f , , , | )  >:  [^u,(*)r l r@,i , ] )0,J A

et t r ,est  bornée dans L'(Q,Mo(Y x Z))  d 'après (a).  Comme LT(Q,Ce(Y x Z))  est ,

un espace séparable on peut extraire d'une suite bornée dans son dual une sous-suite

qui converge faible-i., donc il existe p,o e L2(Q,Mo(Y x Z)) tel que, quitte à extraire

ure sous-suite, on a, quel que soit t/ € L2(Q,C,(Y x Z)):

(7) 1 lir,tb >'-< l-to,tb )

Le deux relations (5) et (6) nous donnent, pour tout r/ e L2(Q,C,(Y x Z)):

(8 )

On sait que:

(e) J31 l l ' i  (", i ,Sll lrrol 
: l l tb@,y, z)l lp,pxyxz)
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d'où:

|  <  t  o , r l t  >  l<  c l l r l l lL2(ex yxz)

D'après la densité de L2(Q,C,(Y x Z)) dans -L2(A x Y x Z) et avec le théorème

de représentation de Riesz p6 est identifié avec une fonction us e L2(A * Y x Z), i"e.:

(10) 1 Fo,.{) >: 
I, I" lrro(r, 

y, z)d,rd,yd,z

Proposition 1 Soi,t (ur) une suite de foncti,ons de L'(O) qui conuerge S-échelle

aers uo(r,A,z) € L'(A x Y x Z). Alors (ur) conuerge aussi' uers

u(r) :  I ,  Ï ruo(r ,y,z)dydz dans L2(Q) - fa ib le.  -Et  de plus on a:

(11) j11 l l" ' l lr '(c,l 2 l l"oll l ,1o*v" zt )l lul,z"<çl

Démonstration Dans (1) on prend r/(x) comme fonction test, d'où:

:g1 [ 
u'@)lt (r)d' -- 

IU, I 
""o('' 

a' z)dvd'z)$@)dr

c'est-à-dire:

f f'tL6 - 
J, J"uo(r,y,z)d,yd,z 

dans -L2(f)) faible

Pour obtenir (10), avec ,lt(*,y,,2) e L2(Q,Ce(Y x Z)) on calcule:

LQ,(') 
- *@,î,31)'d*: lnlu)'a' * l,(b@,i,\ll 'd'*-

- 2  f  ,  \ , r  r  t

Jru,(r){(r,7'A)0"
Passant à la limite avec e ------+ 0 on obtient:

:5,[ (u,)2d,r r- 
lrL Luo(r,a,z)4t(r,v,z)d'rd'vo" 

- 
Inl" Ir'b(*,a,2)2d'rdvd'z
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D'où en utilisant une suite de fonctions régulières qui converge fortement v€rS LLs

dans L'(A x Y x Z) on a:

r  ^  r f  f
t i " t  /  (u,)2d,r> I  I  I  uo(*,y,2)2drdydz
E + U J a  J a J Y  J Z

et I'inégalité Cauchy-Schwarz donne I'autre inégalité de (10).

Théorème 2 Soit(u") une suite d,efoncti,ons d,e L"(A) qu'i conuerge T-échelle uers

une limite us(æ,y, z) € L'(A x Y x Z). On suppose que:

(12) ]5 l l " ' l l r tn l  :  l luol l lzsxv xz)

Alors pour toute suite (ur) qui, conaerge ?-échelle uers une li,mtte

uo( r ,a ,z )  €  L ' (Ax  Y  x  Z )  on  a :

(13) u.(r)a,(r) - 
I ,  l"uo@,y,2)us(r,y,z)d,yd,z 

dans 2'(Q) faible

De plus s' ius(r,a,z) e L"(Q,,C,(Y 
" 

Z)) on a:

r y 4

(r4) J,33 l l" .(") - uo(r,; ,e)l l ; ,1ey : o

Démonstration Soit (/r(r,A,z))nes url€ suite de fonctions régulières de

L'(Q, Co(Y x z)) relle que:

,q 
thn(t,a, z) : us(r,y, z) dans'L2(ft x Y x z) roft

D'après la déûnition de Ia convergence 3-échelle, le lemme 2 etla relation (11) on a:

r  '  \  '  /  r  *) l rd,* : t t  
[@o@,a,Z)-r l tn(r ,a,z)) 'd,*dyd,(r5) t t f  

/ r !u,(*)  
-  ,bn(r, ; ,  

, r . .  Ja Jv J z

Passant à la limite avec n ------+ oo dans (15) on obtient:
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(  16) ,g5g I w,@) - rhn(r,!,])l 'o* :,
?z+oo e-v J Q

Soit (ur) une suite qui converge 3-échelle vers une limite uo(r,A,r). Pour tout

O e 2(f)) on a:

I n* or", (*) r, (r) d,r : 
I ne @)a, (ùrl, *@, i, $> a" +

* Ira@)lu,(r) 
- ,l,n(*,!,$)lr,o"

On rasse à la limite dans cette relation avec e ------+ 0 et on obtient:

f f f l'
I I '31 /" 

e(r)u,(*)u,(n)dr - 
J, J, J ,o(r)tlt"(r,y, 

z)us(r,y, z)l S

s "Jg1 llr,(") - ,!n@,I,,31U12(a)

Et après on passe à Ia limite avec rL -"--+ oo et on obtient:

r f f f
l i t t l  /  Q(æ)u,(r)u,(r)d,r : I  I  I  A@)us(*,a, z)us(r,y, z)drdvdz
e * u J ç ,  J ç J V  J Z

Proposition 2 (i) Soi,t ' t le une sui,tebornée dans Hr(Q), qui conuerge fai,blementuers

salimi,te u (r), dans HL(Q). Alorsue conuerge T-échelle l)ers u (r) et il eri,ste deut,

fonc t i ,ons  u t ( r ,ù  e  L ' (a ,H; (Y) /R) ,uz( * ,a ,2 )  e  Lz(Q xY,H) (z ) lR)  te l les  que,

quitte à ertraire une sous-su'ite, Y u, conuerge 9-échelle uers

Y u ( r )  *V  ru1( r ,a )  *V  
"u2(n ,U ,z ) .

(\i) Soientu, et e2u, d,eur su'ites bornées d,ans L2(Q), respectiuement (f'(Cl))t.

Alors i,l ertste une fonct'ion us(r,y, z) e L'(A x Y, H|(z)/R) tel que, qui,tte

à ertra,ire une sous-suite, u, et Y u" conuerge T-échelle uers uo(r,y,,z) respectiuement

Y 
"uz( * ,A , ,  " ) .

Démonstration (i) ,, est une suite bornée dans.F/1(f)), donc on en déduit:
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(17)

D'où en utilisant le théorème

uo( r ,y ,z )  e  L ' (OxY x  Z )  e t

l lu. l l ; ,1ey < c

1 on a assuré l'existence et I'unicité de deux fonctior

X(r,a, z) e (L2(o x Y 
" 

z))t tul lu, qo"'

(18)

(  1e)

i'$to": l,l" L, !nl,

u 
lrv 

u,v(r,:,})dr: - Iru,(u'd,iu,v(r,!,

r  z r \
; , 2 ) )
L C

Q(r)u,(r)rb@, ,b (*, y, z)us(r,, y, z) drdydz

et ceci quel quesoit  r /  e D(0, Co(Y x Z)),  { /  € (2(0,Co(Y * Z))) '"

En désintegrant par parties on obtient:

:5 I 
y u.t(n,î,310" : 

ln l, I"v(*,a, z)x@,v, z)d,rd'vd,z

r ,
- l +
€ 2 '  

'

(20)
T T

*  e  d iuoV ( " , î ,  
, r )  

*  d iu" ' t  ( r ,

Pour e ------+ 0 cette relation nous donne:

(21)

D'oir:

0- uo(r,y, z) d,iu"t(",Ï,  \1araya"l,l,L

(22)

Donc

us(r ,Y,  z)

déduire:

:  uo(r ,a)

maintenant on peut en

109



(23) 
Inu,f@,

pour  tout  @ eD(Q,Cf , (V)) :

Pour ô e 2(O, Cff(Y))N on

(24) ,lnvu,e(r,! lo":- Iru,(ed.i,u,Q(",i)+aa*oa;.,!))

Si on passe à Ia limite avec e ------+ 0 dans cette relation on a:

rr
(25) 0--  

Jr | ruo(r ,y)diuoÛ(n,y)drdy

D'où:

r y f f
a)dr-  I  I  uo(r ,a)ô@,y)dxdy
e '  Ja  Jv

a:

(26)

On rappelle que:

'tLO : uo(r)

(27) u, ^ u(n) dans L2(A) faible

et aussi:

(28) ?r€ converge 3-échelle vers uo(*)

et Ia relation entre les deux est donnée par:

f f
I  I  uo(r ,y)dydz:  lYl lz lus(r)  :  u(x)

JvJz

tout ceci parce que si on a (26) u€ converge dans L'(A) faible vers Ia moyenne de sa
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Iimite 3-échelle. Donc on en déduit que pour toute sous-suite de u, sa limite 3-échelle
est la même que sa limite ,2 faible. Donc toute la suite ue converge 3-échelle
vers u(x).

Maintenant on veut établir la convergence 3-échelle pour V ur. Pour ceci dans (2û)

on choisit \[ tel que:

(2e)

et cela nous donne:

(  d iurv(r ,a,  z)  :0

I
lour"*ç*,yz) -- o

[ro 
u,(r)v (r, :, $)d,n 

: - 
Iru"(r)d,i.u,v @, I, ])o*

et on passe à Ia limite avec € ------+ 0 dans (30):

t " f f f f f

I  |  |  x@,y,2) t ( r ,y , ,z )dædydt : -  |  |  I  u( r )d iu*V(r ,y .z)drdyd 'z
J Q J Y  J Z  J ç I J Y  J Z

ce qui implique:

(31) t t  [&@,a,2)-vu(z))  v(r ,y,z)d,rd,yd,z:0
J A J Y  J Z

La relation (29) a lieu pour des fonctions V(*,y,2) e D(A,Ci(Y * Z))N avec:

(  d iurV( r ,u ,z ) :o
t -
)'l
I  d iu"V( r ,Az)  :0

Dans (29) on choisit iû de Ia forme suivante:

V (* ,  A,  z)  :  V r (æ,y)V 2(r ,  z )

et qui vérifie (29), ce qui nous donne:
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(33)  t [ - (o,z)u1(y)u2(z)d,yd,z:0
Jv  J  z

avec ru € (L2(Y 
" 

Z))N et u1 (y)rr(t) e CiV x Z)N avec:

(  d tuo@t(y )a2(z ) )  :0

I
I
I  di ,u"(rt@)rr(r))  :  O

(32) t  t  [  &@,u, z) -V u(r))v ,(r,y)vz(æ, z)d.rd,yd,z :0
J O J Y J Z

Pour tirer la conclusion de I'énoncé on prend pour simplifier la relation:

On en déduit:

[  , r@)(  [  , ( r , ,2 )u2(z)dz)dy:  o
J Y  J  Z

ce qui implique I'existence d'un pr e. .L2 (Y) tel que:

(34)

On peut écrire:

Donc (32) s'écrit alors:

Ir.@,2)u2(z)d,z 
: Y an(a)

v o-t(a) : 
d{* | 

"o 
oo'(v)"(z)d'

I r('ro, ù - ffiv oPt@))uzç"1d'z : o

Pour simplifier on introduit Ia constante dans le gradient et alors:
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D'où on en déduit l'existence d'un p2 e Lz(Q x y) tel que:

w(y, z) - v upi(a) : Y 
"pz(a, 

z)

c'est à dire:

(35)

(36)

w(a, z) : V api@) + V 
"pz(a, 

z)

En se rappellant (32) et (35) on obtient dans notre cas:

X(r ,  y ,  z )  :  V *u(" )  +  Y aur(* ,a)  *  V 
"u2( ' ,a ' , ' )

âv€c r/1 (*,y) e L2(Q,r4(y)/R) et u2(r,a, z) e L2(f) 
"  

y, Hi(z) l lx_). Donc:

Vz, converge 3-échelle vers V *u(r) * V,yu1(*,ù * Y 
"u2(t,a, 

z)

(ii) On sait que:

l lu, l l ; ,1ey S c

(37) l l t 'V u,l lp"çq <c

Donc on en déduii d,'après le théorème 1 l'existence et I'unicité de deux fonctions

uo(r ,a,z)  € L ' (A x Y x Z) et  X(r ,a,z)  e L2(f)  x Y * Z)N tel les que:

(s8) :g1[ u,th(r,î,310" : 
Ir l, Luo(r,a,z)lt(r,v,z)d,rd,vd,z

(3e) :Tàr[ e2v u,v(r,!,] lo": 
ln I, I"x(r,a,z)v(r,y,z)d,rd,yd,z

pour totft { eD(Q,Cî(Y x Z)) et tout i[ e 2(f), Cî(Y , ZDN. En désintégrant
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par partles on a:

I*Uo 
u,(r)v (r,i, ?r)o* 

: - 
I*u,(e2 

dlu*t + ediuov + d,iu,t)d,r

Si on passe à la limite avec e -'-'--+ 0 dans cette relation on obtient:

I L lrx@,a, 
z)v(r,v, z)d,rd'vd,z : - 

I, L f ,uo@,v, 
z)d'i'u,td'rd'vd'z

d'où:

d 'où:

c'est à dire:

(40)

(41)

r f f , /
J, J" J ,Q@,a, 

z) - v "us(r,y, z))v(*,v, z)drdEdz -- 0

Théorème 3 Soi,t {1, un domaine cornnl.e celui décrit au chap'itre 3, et soit L.Le LLne

suite bornée dans I/t(Q.) par une constante i,ndépendante de €. On note par ù', le

prolongement par zéro de uu dans f) \ O' . Alors i,l etiste les fonct'ions

u( r )  e  r i t (o )  ,u t ( r ,y )  e  L2(a ,H; (Y) )  ,uz ( r ,y ,z )  €  L ' (a  xY,H) (z ) )  te l les  que

quitte à ertrai,re une sous-suite on a:

X(r, A, z) :  V 
"uo(r, ,y, ")

e2V u, converge 3-échelle vers Yrus (r,A, ,)

t, converge 3-échelle (xr(g) * xo\r(s)xrtsQ))u(r)

Vù, converge 3-échel le (1p(s) + xrt"(A)xzts(r)) (V u(r) +Vaur(", ,a)+
(42)

*  Y 
"u2(* ,a ,  " ) )

Démonstration Voir G. AIIaire et M. Briane [4].
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Annexe 3

IJn problème variationnel abstrait

On rappelle ici des résultats classiques sur les formulation variationnelles type

Babuska-Brezzi. Les énoncées et leurs démonstrations sont rédigés pour Ia com-

modité du lecteur, à partir de V. Girault et P-A. Raviart [26].

Soient X et M deux espaces de Hilbert munis des normes ll . llr "t ll . 111a. Soient

X' et M' leurs duals et ll . llx, et ll . ll-, leurs normes respectives. On note comme

d'habitude par ( .,. ) le produit de dualité entre les espaces X et X' où entre \{

et Mt. On introduit deux formes bilinéaires et continues:'

0( . , . )  :  XxX-- - - - * lR

b( . , . )  :  Xx  M-- ' lR

avec les normes:

l lol l : sup :@,u,)
u,u€x;u,u*o l r lx  l r lx

l lb l l  :  sup ,b,(u ' , t r , )
u€x,u*o;ttc- M;tt#o l"lx l l t lu

Alors on considère le problème variationnel suivant, nommé Problème Q:

Si on se donne I e X'et x € M' trorer une paire (r,À) e X x M teile que:

(1 ) a(u,u)  *  b(u ,À)  :<  I ,u  )  Yu €  X

b(u , l t ) :1  X ,F)  VpeM

Avec les formes bilinéaires a(., .) et b(.,.) ot peut définir les opérateurs linéaires

associés A e L(X,Xt) et B e L(X,M'):
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(3) 1 Au,u ) :  a(u,u)  Yu,u e X

(4) I Bu, p ): b(r, tt) Vu e X ,,Y p, e M

Soit B/ e L(M,X') Ie dual de B, i.e.

(5)  1  B ' l t ,u  ) :1  F,Bu >:b(u, t t )  Vu € X ,YP,  e  M

On peut vérifier aisément que:

llAllcr*,*,1 : lloll llBllcrx,ut') : llbll(6 )

Avec ces opérateurs le Problème Q admet Ia forme équivalente suivante:

Trouver (r,À) € X x M tel que:

Au*B ' ) , : l dansX '

Bu :ydansM,

On introduit maintenant l'opérateur linéaire A e L(X x M; X' x M') défini par:

O(r, p) : (Au -l B' p,, Bu)

Alors on dira que Problème Q est bien posé si O est un isomorphisme de X x M

dans X' x Mt-

Le but est de trouver des conditions nécessaires et suffi.santes pour que le Problème Q

soit bien posé.

On pose:

V : Ker(B)
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et plus généralement pour chaque X e M' on définit la variété affine:

V(ù: {u€X;  Bu:X}

Et on a:

De plus la continuité de I'opérateur B impiique que V est un sous-espace fermé de

X.

rR)

N,Iaintenant on associe au Problème Q le problème suivant:

Problème P:

Tbouver u eV(y) tel que:

a(u,u)  : . - -1 ,u  )  Vu e V

Si (2,À) e X x M estune solution du Problème Q alors u e V(y) et u est une

solution de (8), i.e. u est une solution du Problème P. On définit maintenant:

Vo  :  {g  e  X ' ;  I  g ,u } :0  Yu  eV)

Lemme L Les trois propriétés suiuantes sont équiualentes:

(i) tl eriste une constante P > O telle que:

(e) ;$,;:1 ffi.u
(ii) J!'opérateur B' est un isomorphi,sme de M dans Vo et:

(10) l lB'pllx, > /l lr ' l lv Yp' e M
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(iii) , 'opérateur B est un i.somorphisme de VL dans Mt et :

(  11 ) l lBr l l  M, )  / l l r lx Yu € v '

Démonstration

1) On démontre que (i) et (ii) sont équivalentes. Avec l'aide de (5), (i) veut dire

qu'on a:

llB'pllx' :,#l*o 
i#t 

>- rillr"llu vpt e M

donc (9) et (10) sont équivalentes. Pour démontrer que (i) implique (ii) il nous reste

à montrer que, avec la condition (10), B/ est un isomorphisme de M dans V0.

De (10) on en déduit que B' est un opérateur bijectif de M dans R.(B') avec

f inverse continu. Donc B/ est un isomorphisme de M dans 7l(B') et R(B') est un

sous-espace fermé de X'. Il nous reste à montrer que:

R(B ' )  :  Vo

Pour ceci on applique le théorème du graphe fermé de Banach (cf. K. Yosida

[a3j) qui nous assure que:

R(B ' ) :  (Ker (B) )o  :  Yo

ce qui démontre 1).

2) On montre maintenant que (ii) et (iii) sont équivalentes.

Tout d'abord on observe que V0 peut être identifié du point de vue isométrique

avec (Vr)'. Pour u € X soit or la projection orthogonale de o dans Vr. Alors

pour chaque g € (Vt)'on urro"ie l 'élémenti eX'défrni par:

1 l ,u  ) : (  g , ,u -  )  Yu  €  X

Evidemment j e Vo et il est facile de vérifier que la correspondance g - i est une

bijection isométrique de (Vt)' dans Vo. Donc ceci nous permet d'identifier (yt)'

et  Vo.
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Par conséquent on a que B est un isomorphisme de M dans I/r avec

l lB-t  l l t r r , r '1 < 
)

si et seulement si B'est un isomorphisme de M dans (Vt)' : V0 avec

l l(B') 
-tlltso,r, 

s I

Donc les propriétés (ii) et (iii) sont équivalentes-

Remarque La condition (9), appelée la "condition inf-sup" a été introduite

. indépendamment par I. Babuska [6] et F. Brezzi [9].

Pour démontrer noJre principal résultat on introduit I'opérateur linéaire et con-

tinu zr e L(X',7') défini Par:

l r f ,u) :1 T,u> Yf  eX'VueX

Et on a:

l l"Tllv' < ll/ l lx'

Théorèm e L Le Problème Q est bi,en-posé s'i et seulement si, Ies condi,t'ions sui'u-

antes sont uéri,fiées:

(i) L'opérateur rA est un isomorphisme de u dansV'

(ii) La forme bi,Iinéaire b(., .) sati,sfai't la condi,tion i'nf-sup (9)-

Démonstration

1) Les conditions (i) et (ii) sont suffisantes. Le lemme 1 et la relation (9) nous

assurent qu'il existe un unique élément us € I/r tel que:

(  Bu' :  x
I
{
| 1

I ll"ollx s Vllxllu'
Donc le Problème Q peut être mis sous la forme équivalente suivante:
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f Tlouver 1t) :'tL - uo e I/ tel que

)

lr(,,,u) :( l,u ) -a(us,u) Yu e v

ou qui satisfait:

rAw: r ( I -Auo)

Puisque rA est un isomorphisme de V dans I/'alors Ie Problème P a une unique

solut ion LL: 'u,o *  w e V(ù et  on a:

l l.llx < cllltr(l - Auo)llt,, ( 
"rlll 

- Auollx,

donc:

l l"l l '  3 "r(llt l lx' + llxllm')

Donc I - Auo €Vo, d'où d'après le lemme 1 il existe un unique À e A''I tel que:

B'À:  I  -  Au

avec:

l lÀl lrr = lt t ,  - Aully, 1 ca(l lzl l", + l lxl l ,rz,)
p

Donc le Probtème Q a une unique solution (r,À) et l 'application (l,x) '* (u,À)

est continue de X' x M'dans X x M, ce qui veut dire que Q est un isomorphisme

de X '  x  M 'dans  X x  M.

2) Les conditions (i) et (ii) sont nécessaires. On suppose que Ô est un isomorphisme

deX xM dans  X 'xA ' ' I ' .

On montre d'abord que Ia condition inf-sup (9) est vérifiée.

Soi t  a € Mt et  on pose (u,À) :  O-t(O,X).  On a Bu: X tel  que 7l . (B) --  M'-

Donc B est continu et bijectif de Vr dans M' . Donc d'après le lemme 1 la condition

(9) est vérifiée.
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On va montrer maintenant que rA est un isomorphisme de V dans V' . On vérifie

d'abord que I'opérateur rA est injectif sur V. Soit u € V qui satisfait rAu : 0

tel que Au e Vo. Puisque la condition inf-sup est vérifiée, d'après Ie lemme 1

I'opérateur B est un isomorphime de M dans V0. Donc il existe un unique À e M

tel que:

B') .  :  -Au

Donc on a Ô(u, À) : 0, c'est à dire z : 0.

\'Iaintenant on vérifie que rA est surjectif. Soit I e V', d'après Ie théorème

Halrn-Banach il existe au moins un élément I e X' tel que I : rI" On pose:

( r ,  À )  :  O-1 (1 ,0 )

C la i rementu€V e t

Au*B'^ - - l

Puisque pour tous les u € V:

< nB ' ) . ,u  ) : (  B 'À ,u  ) : (  À ,  Bu  ) :  0

on a  rB ' ) . :  0  te l  que

nAu - -  n I :  g

Donc ui-A est une application bijective, linéaire et continue de V dans V' et donc un

isomorphisme de V dans V'.

Remarque Dans Ia première partie de Ia démonstration du theorème 1 on a utilisé

le fait que Ie Problème P admet une unique solution aussitôt que z'A est un iso-

morphisme de V dans V' et que la variété affine V (ù est non-vide. La condition

inf-sup (9) implique évidemment que I/(1) est non-vide.

Corollaire 1 On suppoEe que la forme bili,néai,re a(., ) est V-elli'ptique, 'i.e. il

eri,ste une constante a > 0 telle que
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(12) a(u,u) 2 ollull'x Yu € V

Alors le Problème P est bien posé si et seulement si la forme bili'néaire b(", ")

satisfait la conditi'on inf-sup (9).

Démonstration Soit I e Vt . Puique a(., .) est V-elliptique on peut appliquer

le théorème de Lax-Milgram, donc il existe un unique u € V tel que:

a (u ,u )  :< -1 ,u  )  Vu  €  V

ou sous une forme équivalente:

rAu :L

De plus l'application I -, u est continue de I/' dans V. Donc rA est un isomorphisme

de V dans V' et le résultat suit d'après le théorème 1-

Remarque Tous les résultats peuvent être étendus au cas où X et N{ sont des

espaces de Banach réflexifs. L'espace V reste inchangé, mais Vt est remplacé par

I'espace quotient X/V.
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