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Introduction

Au cours de la modélisation du comportement des matériaux, il est
difficile d'ignorer les processus irréversibles. Ce sont des processus faisant
intervenir des déformations inélastiques ou anélastiques s'accompagnant,
comme dans tout mécanisme dissipatif, d'une dissipation intrinsèque
provoquant un échauffement du solide. Depuis plusieurs années, des
expériences de plus en plus poussées sont faites pour étudier le comportement
des matériaux et surtout I'origine de ce phénomène d'échauffement. A partir

de ces expériences, on a proposé plusieurs lois phénoménologiques complexes
par le grand nombre de paramètres qu'elles contiennent et qu'il faut de

surplus déterminer expérimentalement.

Pratiquement, tout phénomène inélastique ou anélastique est lié à la

propagation de défauts (ponctuels, linéaires ou interfaces). L'analyse

thermomécanique de tel phénomène montre que la source de chaleur peut être

identifiée aux défauts mobiles créant ainsi des gradients thermiques

importants. Ceci a plusieurs conséquences:

+ Un échauffement non uniforme qui influence d'une façon assez

complexe le comportement global du matériau dans la mesure ou les

propriétés thermomécaniques de ce dernier dépendront de la température (la

chaleur spécifique, la cission critique...).

= Les défauts sont évidement accompagnés d'un champ de contrainte
interne propre auquel s'ajoute, du fait du gradient thermique, des contraintes
thermiques.

+ Ces champs de contraintes sont à I'origine d'une énergie élastique
qui vient s'ajouter à celle due au chargement, ce qui complique I'analyse
thermomécanique.

Pour une topologie quelconque de la microstructure, l'étude du
problème précédent est très compliquée. C'est pour cette raison que, dans ce
travail, on restreint cette topologie à une dislocation coin, rectiligne, isolée et
mobile à vitesse propre uniforme. Mais les résultats obtenus sont cependant
extensibles à des situations topologiques voisines:

- Maclage
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- Transformations martensitiques
- Bandes de cisaillement
- Empilements de dislocations

L'étude qu'on peut nommer "aspect thermique du mouvement des

dislocations" a été en partie abordée, depuis plusieurs années, par J.D.Eshelby
et a1.[1] et par J.J.Gilman [2]. Ils se sont limités à l'étude du champ thermique

créé par une dislocation mobile.

Pour accomplir ce travail, on s'est inspiré du problème de la fissure

mobile [3], qui est fondamentalement très différent de celui des dislocations vu

son aspect hétérogène.

Le présent travail a pour objectif, par une approche thermomécanique,
d'inclure I'aspect thermique à la véritable plasticité introduite par le

mouvement des dislocations. Globalement, c'est un problème très compliqué.
Pour cela, on se limite à quelques hypothèses simplificatrices pour pouvoir

I'aborder.

Dans le chapitre I, on rappelle les principes de la thermodynamique
qui permettent d'une part d'introduire les forces thermodynamiques et d'autre
part de calculer la dissipation intrinsèque pour un milieu régulier (absence ou

immobilité des défauts). Leur application à un milieu contenant un défaut
(singularité ou discontinuité) mobile conduit au fait que toute la dissipation
intrinsèque est concentrée sur la discontinuité mobile constituant ainsi la

source de chaleur d'intensité H:

Dans le chapitre II, on se limite au cas des dislocations comme cas
particulier des défauts de structure. On rappelle la théorie élastique des
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dislocations, les méthodes de calcul des contraintes internes ainsi que l'énergie
élastique qui leur est associée. On termine ce chapitre par un calcul de la force
que peut subir une dislocation quelconque [4,5] qu'on applique par la suite au
cas particulier de la dislocation coin.

Dans le chapitre III, I'aspect thermique du mouvement de la dislocation
coin est introduit en ignorant la déformation plastique. Tous les champs
thermomécaniques ainsi que l'énergie élastique associés à la dislocation sont
alors calculés et I'effet de la vitesse propre est discuté. Une étude quantitative
de deux groupements de dislocations est faite en fin de ce chapitre.

Dans le chapitre IV, le couplage thermomécanique est introduit pour

calculer la force thermodynamique G, déduite du premier chapitre, qui

s'exerce sur la dislocation coin mobile:

Ceci est possible connaissant les champs thermomécaniques déterminés dans
les chapitres II et III.

On termine ce mémoire par une conclusion générale et par des annexes
portant sur le calcul de la dissipation intrinsèque en utilisant les champs
macroscopiques et internes (Annexe A). Dans I'annexe B, on compare les
différentes contraintes internes introduites par la dislocation rectiligne coin
mobile. Pour calculer la force thermodynamique G, on aura à développer des
expressions portant sur le tenseur de Green (Annexe C) et à calculer les
déformations inélastiques macroscopiques (Annexe D).

4i s;:+;;iii a'
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Chapitre L Éléments de Thermodynamique des Milieux Continus

I-1- Introduction

Dans le cadre classique de l'étude du comportement des matériaux

traitée par la mécanique des milieux continus, la réponse d'un système

mécanique soumis à une sollicitation quelconque exige a priori we

identification claire du système en question, de sa configuration et de

I'ensemble des forces (extérieures et intérieures) agissant sur le milieu tll. il

est actuellement connu que cette réponse du système, traduite en terme de

déformation par exemple, n'est pas en gén&al un phénomène purement

mécanique, elle s'accompagne également d'effets thermiques l2l. La

conception des structures nécessite donc un élargissement du champ d'études

au comportement thermomécanique des matériaux. La thermodynamique est

dans ce cas I'outil le plus intéressant pour tenir compte de ce double

comportement (mécanique et thermique) de la déformation des milieux

continus.

Depuis plusieurs décennies, la thermodynamique n'a cessé de connaître

d'innombrables développements 13-71, mais en général, elle constitue une

extension des trois caractéristiques de la mécanique classique (système,

configuration et forces) aux cinq concepts suivants: température,énergie

interne, entropie, apport de chaleur etflux de chaleur. En ce qui

concerne les quatre premiers, se sont des champs scalaires alors que le flux de

chaleur est un champ vectoriel, tous définis sur la globalité du milieu. D'autre

part, il faut ajouter aux principes généraux issus de la mécanique classique,

deux autres principes: Le premier principe de la thermodynamique

qu'on appelle souvent l'équation bilan d'énergie et le second principe

de la thermodynamique qui conduit à l'inégalité de Clausius-Duhem.

Ainsi, la formulation de toute loi de comportement doit être en accord avec

ces deux principes.

Un milieu continu ne peut que rarement être dans une situation

régulière. Ceci vient du fait que des discontinuités ou singularités peuvent se

trouver ou être facilement créées dans sa structure. L'objet de ce chapitre est

donc d'examiner le comportement thermomécanique de telles situations en

traitant d'abord le cas régulier. On a jugé utile de rappeler les deux principes

de la thermodynamique pour en déduire les différentes formes de dissipation

en se basant sur une méthode analogue à celle utilisée notamment par H.D.Bui
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et co1.[8] et L.B.Freund [9] dans le cas des milieux fissurés. On calculera par

la suite la force thermodynamique exercée sur une singularité quelconque sous

la forme d'une intégrale curviligne qui constitue une extension de celle

obtenue par J.D.Eshelby avec le tenseur d'énergie-impulsion (energy-

momentum) [0].

l-2- Description thermodynamique

Un processus thermodynamique est défini comme une évolution au

cours du temps de la configuration du système, de I'ensemble des forces, de la

température, de l'énergie interne, de I'entropie, de I'apport et du flux de

chaleur [4].
En se limitant dans tout ce qui suit aux hypothèses de petites

perturbations HPP (petites déformations et petites rotations), le processus

thermodynamique sera donc décrit par huit fonctions qui dépendent de la

position x et du temps t:

l- Le déplacement u(x, t) décrivant le mouvement du milieu.

2- Le tenseur de contraintes symétriqut o,j = oi1(x, t).

3- Les forces volumiques f = f(x, t) par unité de masse exercées sur le

milieu par des chargements extérieurs.

4- L'énergie interne spécifique e = e(x, t).

5- L'apport de chaleur h = h(x, t) par unité de masse et de temps

défini dans tout le volume.

6- Le vecteur flux de chaleur q = q(x, t) au travers de la frontière.

7- L'entropie spécifique q = q(x, t).

8- La température locale T(x, t) supposée toujours positive (T > 0).

Ce processus doit être compatible avec les principes de la mécanique et

avec la loi de conservation de l'énergie. Ceci conduira à faire un rappel du
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premier et du second principe de la thermodynamique pour en déduire les

différentes lois de conservation.

I-3- Premier principe de la thermodynamique - Equation bilan
d'énergie

Le premier principe de la thermodynamique ou loi de conservation de

l'énergie postule qu'à chaque instant, la somme de la dérivée particulaire

d'une fonction d'état thermodynamique du système appelée énergie interneE

et de l'énergie cinétique K est égale à la somme de la puissance des efforts

extérieurs P" exercés sur le système et du taux de chaleur Q reçue par le

système:
E+K-P" +Q (I-1)

Pour définir la puissance des efforts extérieurs, on suppose que les

éléments du système n'exercent pas entre eux d'actions à distance, c'est à dire

on n'a plus que:

-> des forces de volume f,

définies par une densité surfacique T(x, n(x))

extérieure.

le contour du domaine et
= 9..[, où n est la normale

(r-2)

Pour un champ de vitesse v (réel ou virtuel), I'expression de la puissance des

efforts extérieurs s'écrit:

Pe = 
JO t.v dV * Jn.n.v dS
VAV

p est la masse volumique.

De même, pour définir le taux de chaleur reçue, on suppose qu'il se

compose:

-> d'un terme de conduction à la frontière, dont la contribution se

traduit par I'intégrale de surface d'une densité q(x, n(x)),
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-> d'un terme de volume qui corïespond aux taux de chaleur fournie

aux éléments du système par I'extérieur du volume V et dont la contribution

est I'intégrale de volume d'une densité spécifique h(x)'

Q est donné alors Par:

Q--Jn."as+JPhdv
ôvv

L'énergie cinétique s'écrit sous la forme:

- 1

K= l lou'dv
J2 ' ,
v

Enfin, l'énergie interne s'exprimant en fonction de l'énergie interne spécifique

e est donnée par la relation:

E=Jpedv
V

En tenant compte des expressions de P", Q, K et E, le premier principe de la

thermodynamique donné par la relation (I-1) pour un volume quelconque,

s'écrit comme suit:

d  r  v2,  |  . .  I
i  lp("+ i l  dV- lp( f .v+h)  dV+ l (o. t t .v-q.n)  dS ( I -6)
dtJ ' -  2 '  J '  J- - V  

V  A V

D'autre part,le théorème de l'énergie cinétique est donné par:

(I-3)

(r-4)

(r-5)

(I-7)

(r-8)

P" *4 =K

où P, est la puissance des efforts intérieurs définie par:

è est le tenseur taux de déformation.

P, = -J o:! dV
V

8
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En combinant les relations (I-1) et (I-7), le premier

autrement:
9B=e_pi
dt

principe est formulé

soit, en remplaçant P, par son expression (I-8), on obtient à partir de (I-9) la

forme globale du premier PrinciPe:

(I-e)

(r- 10)

(r-12)

La forme locale (représentation eulérienne) de ce premier principe est ainsi

déduite de (I-10) par le théorème de la divergence et mène à l'équation bilan

d'énergie qui s'écrit sous la forme [11]:

pè=o:g-d ivq+ph (I-1 1)

Pour que le rappel de la thermodynamique soit complet, il faut à présent

introduire les deux autres variables à savoir la température et I'entropie.

I-4- Deuxième principe de la thermodynamique - Entropie

Ce principe fait intervenir deux notions importantes: la température

absolue T et I'entropie S fonction de l'état thermodynamique du système qui

exprime une variation d'énergie associée à une variation de température. On

la définit à partir de sa densité spécifique n par:

Jo "dv 
- J(n'È+p h)dv - Jn."os

VVAV

g = Jonou
V

Le second principe postule qu'à tout instant t et pour tout volume V, le taux de

production d'entropie est toujours supérieur ou égal à celui due à la fois au

flux de chaleur à travers la surface et à I'apport de chaleur par I'extérieur.

Ceci se traduit par:

#
V

JËo'
âv

(r- r 3)
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Le théorème de la divergence permet d'écrire localement (I-13) exprimant le

taux de production irréversible d'entropie [1,11]:

pn+aiv$-Ë=o G-14)

Ainsi, en tenant compte de l'équation de l'énergie (I-11) et en introduisant la

notion d'énergie libre spécifique ytelle que:.

V=e-Tr l

on obtient I'inégalité dite de Clausius-Duhem:

(r-15)

(r-16)

(r-17)

(r-18)

Les variations de la masse volumique p sous HPP sont négligeables. Pour cette

raison, on utilisera dans la suite des calculs, l'énergie libre et I'entropie par

unité de volume définies par:

W=PV,

L'équation (I-16) devient alors:

s=pI

o:e- (* *,t)-o#=o

I-5- Méthode de l'êtnt local

Pour décrire le comportement thermomécanique des milieux solides, il

faut d'abord définir:

- Les variables d'état qui se composent de variables observables

commandées et de variables internes ou cachées ll2]. La connaissance de ces

variables définit complètement en un point et à un instant donnés, l'êtat

thermomécanique d'un milieu matériel, c'est-à-dire qu'elle permet la

détermination de toutes les propriétés du système.

l 0



Chnpitre I. Éléments de Thermodynamique des Milieux Continus

- Un potentiel thermodynamique duquel dérivent les lois d'état.

Si pour la majorité des matériaux (élastique, viscoélastique, plastique

ou viscoplastique), la connaissance des variables observables est sans

ambiguité, celle des variables internes ne I'est souvent pas. En effet, les seules

variables observables, commandées et contrôlées qui interviennent sont

généralement la température T et la déformation totale e.

Ceci dit, la connaissance de la déformation totale par exemple n'est

jamais faite avec exactitude, elle est souvent donnée en valeur moyenne. Ceci

provient du fait qu'au sein de l'élément matériel, il y a de nombreux facteurs

qui peuvent influencer sa réponse, par exemple les changements de structure,

I'existence des défauts de structure, leurs mobilités...Ces facteurs traduisent

des mécanismes physiques (déformations élastiques, déformations inélastiques
-plastique ou thermique- dues à la présence et au mouvement des défauts, etc.)

et chimiques présents dans le matériau. Une connaissance globale de la

déformation totale doit donc prendre en compte tous ces paramètres.

Ceci conduit alors à introduire la notion de variables internes qui

apparemment peuvent être mesurées mais pas contrôlées d'où I'appellation de

variables cachées. Selon la situation expérimentale, les variables internes

peuvent être de natures différentes: déformations élastiques, déformations

inélastiques, déclenchement de réactions chimiques, densité des dislocations,

énergie associée aux degrés de liberté des molécules, configuration

moléculaire des polymères, etc. Toutes ces variables internes possèdent les

propriétés communes suivantes [7]:

- Elles décrivent des réarrangements de la microstructure de l'élément

matériel,
- Elles se produisent sur une échelle micromécanique,
- Elles induisent une description en moyenne pour "monter" à l'échelle

macroscopique.

En plus de ces trois propriétés, les variables internes peuvent être de

natures dissipatives telles que les frottements internes, les déformations

plastiques, les fissures, etc. Ceci veut dire que le solide qui présente ce type de

11
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mécanisme est en évolution thermodynamique irréversible. Une étude de la

dissipation s'impose alors pour déduire ces différentes formes.

I-5-1- Analyse de la dissiPation

En toute généralité, on considère qu'un matériau est décrit par sa

déformation totale t et par sa température absolue T comme variables

observables, et par un ensemble de variables internes décrivant son état

physico-chimique noté B. D'autre pafi on choisit pour potentiel

thermodynamique, l'énergie libre volumique w fonction de e, T et B:

avec,

w = w(r,  T,  F)

F={g", tP,cr}

(r-1e)

(r-20)

(r-2r)

u représente aussi un certain nombre de variables internes qui en plus de ge et

rp sert à identifier certains phénomènes physico-chimiques complexes à

prendre en compte à l'échelle microscopique.

La différentielle totale de w(9, T, F) donnée par:

.: (#),,u r.(#),,u **[#)',u

permet de définir,

+ L'entropie volumique s, lorsque la déformation g et I'ensemble de

variables internes B sont constants, Pffl

(r-22)

+ Les variables conjuguées de e (lorsque la température T et les

variables B sont constantes) et de p (quand la température T et la déformation
e sont constantes) qui s'appellent respectivement contrainte réversible g* et

force thermodynamique b appelée souvent/orce généralisée fL,L3l par:

'=-(#),,u

t2
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eR =(#),,u'

Dans ce cas la relation (I-21) s'écrit sous la forme:

ù=oR:g-sf-b.p

. ,.:-
w+sT=oR:g-b.B

On définit alors la puissance réversible reçue pat la quantité [8]:

d=on:g-b.B

o=-[#),, (r-23)

(r-24a)

(r-24b)

(r-2s)

(r-26)

ou bien:

Le taux de production irréversible d'entropie S1 est une caractéristique

très importante des processus thermodynamiques irréversibles. Il est défini à

partir du taux de production d'entropie totale S:

S i  =S-S"  >0

Le taux de production d'entropie S" du à l'échange de chaleur est défini par:

s" -+-o*+
h et p sont respectivement I'apport de chaleur et la densité volumique.

En utilisant I'expression du premier principe de la thermodynamique
(I-11) et la relation (I-15), on trouve la relation suivante qui peut être aussi

déduite de I'inégalité de Clausius-Duhem (I-18):

TSi=o: Ê -  (on:q-b.B)
q. gradT

La puissance T S1 liée à la production irréversible d'entropie est représentée

par Ia somme de deux termes. Le premier est la dissipation intrinsèque

t3



Chapitre I. Éléments de Thermodytamique des Milieux Continus

volumique notée <pr. Elle est égale à la différence entre la puissance des efforts

intérieurs o : È et la puissance réversible d [14]:

9r =o:q-(on:È-b.B)

Le second est la dissipation thermique volumique notée gzet définie par [14]:

q. gradT (r-28)9z=

La puissance T S, décrit finalement la dissipation volumique <p traduite par

f inégalité de Clausius-Duhem (l-26) et s'écrit sous la forme suivante:

9=9r +92 >0 (r-2e)

T

(r-27)

(I-3 1)

Un système est dit réversible, si pour toute partie du système on a:

I*' 
-o

lqz - o 
G-30)

c'est-à-dire qu'il n'y a pas de dissipation.

Une hypothèse du découplage entre la dissipation intrinsèque et la dissipation

thermique (ce qui ne veut pas dire que les effets thermiques et mécaniques

sont découplés) est souvent utilisée fI,2l, ce qui permet d'écrire:

It ' >o
l .q, >o

l-5-2- Calcul de la dissipation intrinsèque dans le cas d'un

milieu continu régulier

Au cours de la mise en forme des matériaux, I'une des conséquences

les plus immédiates est la présence des défauts de structure où ce qu'on appelle

généralement des singularités. Ils peuvent être de différentes natures:

Ponctuels, linéiques, surfaciques ou volumiques. On sous entend alors par

milieu continu régulier, un milieu ne contenant pas de tels défauts (ce 9ui est
l 4
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pratiquement impossible). Sinon les défauts présents dans le milieu sont

immobiles. Cette régularité permettra d'introduire sans trop de difficultés, la

notion de dérivée par rapport au temps d'une intégrale de volume. Ceci

permettra de passer d'une étude à l'échelle microscopique à une échelle

macroscopique pour pouvoir déterminer la puissance intrinsèque dissipée pour

un milieu continu régulier de volume V.

Dans toute la suite, on fera une hypothèse simplificatrice qui consiste à

négliger le taux de chaleur fourni aux éléments du système de volume V par

I'extérieur (h = 0).

Dans ce cas, le taux de chaleur reçu Q s'écrira sous la forme:

(I-32a)

Soit par application du théorème de la divergence:

(r-32b)

Le premier principe de la thermodynamique donné

s'écrit alors sous la forme légèrement modifiée:

pè=o: ! -d ivq

par l'équation (I-11)

En introduisant encore une fois la relation (I-15) définissant l'énergie libre

spécifique \r, la relation (I-33) devient alors:

Q-- Ju."os
AV

a = -J divq dv
V

(r-33)

Soit en utilisant
obtient:

p(r ir*nt)*PTn-o:e=-divq (I-34)

(l-24b) et les quantités exprimées par unité de volume, on

o:  È-(on:g-b.F)=fS+divq ( I -35)

t5
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Le premier membre de l'égalité (I-35) est la dissipation intrinsèque volumique
qr. En utilisant I'hypothèse (I-31) de la positivité de 9r, la relation (I-35) peut

être mise sous la forme:
9r  =TS+divq>0

Comme le milieu de volume V considéré est régulier, I'intégration sur V de la

relation (I-36) est donc licite. On appelle alors puissance intrinsèque dissipée
pour un milieu continu régulier de volume V,la quantité Du telle que:

(r-37)

En éliminant Q entre (I-1) et (I-37), cette dernière peut être éctite sous la

forme suivante valable quelque soit le volume V:

Dv:J*, ou=Jtudv-Q
V V

SO dV

(r-36)

(r-38)

(r-3e)

(r-40)

(r-41)

Soit en remplaçant l'énergie interne e par (I-15) et en introduisant les

quantités (I-17), I'expression ci-dessus devient alors [15]:

r l r o 2  l
Dv =P" -;JPtt *T) dv+Jrsdv>o

V V

d  I  v2  r .
Dv =P" - 

;J t*+P7)dv - 
J ttdv >o

- V  
V

Dans le cadre usuel de la thermomécanique des milieux hétérogènes,
on peut écrire cette puissance dissipée Du donnée par la relation ci-dessus en

fonction des contraintes et déformations macroscopiques (>, E). Pour cela, il

est intéressent d'exprimer l'énergie libre w et la puissance des efforts
extérieurs P" en fonction de ces champs macroscopiques (Annexe A).

P"  =V E L

(E -  E iné;
V

w--
2

q(E-Einél*1Jq',
2,

La relation (I-39) devient alors:
T6
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Dv =V So (r-42)

Cela veut dire que la puissance inélastique macroscopique n'est donc pas

dissipée complètement, elle est emmagasinée sous forme d'une puissance

élastique associée aux contraintes internes g' augmentée d'une puissance

traduisant un changement de l'état interne du matériau (s t).

Dans le cas élastoplastique isotherme (9né = ep et t - 0) par exemple, on

retrouve la puissance dissipée classique [14,16]:

'dv-J'tov

V

È'nu >-19 [o'
2 dtJ  

-
V

Dv =v SO dV (r-43)ÉP >- [o '
J _
V

La dérivée par rapport au temps a été introduite dans I'intégrale de volume

car le milieu est supposé régulier.

I-6- Calcul de ta puissance intrinsèque dissipée dans le cas d'une
discontinuité mobile

I-6-1- Introduction

En pratique, les milieux ne sont souvent pas réguliers du fait de Ia

présence mais surtout du mouvement des défauts de structure ou singularités
(dislocations, fissures, interfaces...). Ils sont à I'origine d'une part de lieux

géométriques où les champs de certaines grandeurs physiques peuvent être

discontinus etlou infinis et d'autre part, de plusieurs phénomènes physiques,

notamment à cause de leurs mobilités.

Si la forme globale des différentes équations (ler et 2ème principe,

puissance dissipée) reste comparable à celle rappelée dans le cas d'un milieu

régulier, l'écriture locale ne I'est sûrement pas. On doit en effet, tenir compte

de ces discontinuités dans la définition de la dérivée temporelle d'une intégrale

de volume mobile et du théorème de la divergence ce qui fournit en outre les

équations locales relatives à chaque constituant.

t7
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On propose à nouveau une étude détaillée des deux principes de la

thermodynamique dans le cas où le milieu considéré contient une discontinuité

mobile. Pour cela, on se base sur un calcul analogue effectué notamment par

H.D.Bui et col.[8] et L.B.Freund [9] dans le cas des milieux fissurés.

l-6-2- Rappels mathématiques

On rappelle tout d'abord et brièvement les outils mathématiques

concernant la dérivation temporelle d'abord par rapport à un point puis par

rapport à un domaine mobiles [11] ainsi que I'intégrale de volume d'une

fonction singulière.

a- Dérivée temporelle par rapport à un point mobile

Soit f(x, t) une fonction continue et dérivable définie en chaque point

matériel d'un milieu continu et variable au cours du temps. La fonction f

représente une grandeur physique (énergie, entropie...). La vitesse de

variation de f lorsqu'on suit le mouvement d'un point M mobile à vitesse V

par rapport à un repère fixe de I'espace, est donnée par la dérivée particulaire
Âî
5 telle que [17.l:
dt

(r-44)

S .r, la vitesse de variation de f(x, t) lorsque M est fixe dans l'espace.
ât

b- Vjtesse de variatio

Si on considère une grandeur physique de densité f définie à chaque

instant en tout point d'un domaine Q mobile par rapport à un repère fixe de

I'espace et de frontière ôQ de normale extérieure n, la vitesse de variation de
î

la quantité F = | f dO est donnée par [17]:. J

O

#=#.vi l, =#*v. gradf

dF =t [rdÇ)= [$ or* [rv.nas
dt d,à 

âr, j"

18

(r-4s)
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Le premier terme du dernier membre de (I-45) représente la vitesse de

variation de F quand le domaine Ç) est fîxe dans I'espace. Le second représente

le flux de la densité f à travers la surface âQ et qui intervient du fait du

mouvement du domaine O. V est la vitesse d'un élément de âÇ).

c- Intégrale d'une fonction singulière

Si f(x, t) est par ailleurs une fonction qui a un comportement singulier

au voisinage d'un point P, d'une ligne L ou à travers une surface )9, le calcul

de [f OO devient compliqué. La méthode qu'on utilise le plus souvent pour
J
o

calculer cette intégrale se fonde sur I'introduction d'une surface (un contour

dans le cas des problèmes plans) I qui englobe la singularité ainsi isolée du
reste du domaine Ç). Le volume C) est alors subdivisé en V" limité par I et en

Q>=Ç)-Vp (Figure I-1).
î

L'intégrate J 
f dÇ) s'écrit alors sous la forme suivante:

O
(r-46)

I' désigne la géométri e caractêristique de chaque type de singularités
(ponctuelle "I'=P", linéique "I'=L" ou surfacique "I'=Eo").

Compte tenu de la nature de la singularité, les modifications qu'il faut

ajouter aux différentes équations ne sont pas les mêmes. Si on considère par

exemple qu'on est en présence d'une discontinuité surfacique Xo, alors on peut

à ce moment 1à remplacer la limite quand la surface X+Eo par le saut des

différentes grandeurs physiques à la surface de discontinuité Eo en

introduisant par exemple les opérateurs interfaciaux t181. (I-45) s'écrit alors

sous la forme suivante:

dÇl + V.n dS

[fl représente le saut de Ia grandeur f à travers la surface Io.

Ir oo - lim [r oo * lim [r oo
à x+x'rj, >+>'d

J rrr
>0

dF faf- =  |  -
dt  Jâ t

O

t9
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Si par ailleurs la discontinuité est linéique L, alors on garde la limite

E+L tout en choisissant pour X une surface constituée d'un tube enveloppant

la singul aritê et de la surface limitée par L sur laquelle on applique la

technique du saut de discontinuité t191.

I-6-3- Position du Problème

Ces rappels mathématiques permettront d'illustrer les modifications

que subiront d'une part les deux principes de la thermodynamique et d'autre

part, la puissance dissipée dans le cas d'un milieu continu contenant une

discontinuité mobile. Il est clair que la généralisation d'une telle démarche à

n'importe quel type de discontinuité n'est pas évidente. Pour cette raison, on

se limitera aux discontinuités rectilignes qu'on étudiera dans le cadre des

problèmes plans. Ce choix permettra par la suite de traiter le cas des

dislocations.

x2
I
I
l
I
I
I
I

_t_
9r

I

_ -x l

Figure I'L:
Propagation d'une discontinuité A dans un milieu continu.

Le mouvement de cette discontinuité est uniforme à vitesse constante V

suivant I'axe des abscisses d'un repère fixe (Or,x px2,x3).Le milieu occupe un

volume Ç), de frontière âQ,de normale extérieure v. Pour les raisons

évoquées ci-dessus, on suppose que la discontinuité symbolisée pa,r la lettre A,

est éntourée d'un volume V" de frontière X de normale extérieure n=-v. A
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cette discontinuité (sous entendu le volume Vj, on associe un repère mobile

(A,x,y,z) possédant le même mouvement (vitesse V) que la discontinuité.
Chaque point M de ce milieu sera repéré par I'angle Q et par le rayon r le

séparant de la discontinuité (Figure I-1).

l-6-4- Conséquence du premier principe

Pour le système entier, le premier principe est donné par:

dÇ)=P" +Q (r-47)

où P" et a sont respectivement donnés par (l-2) et (I-3).

La présence de la discontinuité mobile A dans le milieu Ç), produira

sûrement un site localisé où les diverses grandeurs physiques présentent un
comportement singulier. Il en est ainsi pour la vitesse de déplacement v,
l'énergie interne e, etc... Le calcul du membre gauche de (I-47) n'est alors pas

évident et le résultat de I'intégration ne s'écrit pas forcément sous la forme
râ-  v2.-  a-  u2
J ;tOte 

+ 
7)l 

dÇ) car la fonctior 
;[p(e 

+ 
T)l 

n'est pas nécessairement
ot

intégrable au sens de Lebesgue sur tout le domaine Ç),. Le calcul de cette

intégrale se fera à I'aide de la relation (I-46) qui exige I'introduction de la

surface E.

Pour alléger les calculs, on applique le premier principe (I-47) aux
deux milieux Ç), et Ç), sous I'hypothèse simplificatrice suivante:

Hypothèse: On suppose que le milieu de volume Ç), est isolé (Q = 0),
alors que le milieu de volume Ç)r ne I'est pas.

Le premier principe appliqué au système entier Ç1, isolé donne:

*t oa+l>
ç)r

2 l
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(r-48)

Ayant séparé le volume Ç), en deux domaines Ç)" et Vr, le premier membre de

(I-48) peut se mettre sous la forme:

d  I  t 2 -  Â .  , ' 2  Â  "  .  v2 ,

Ë Jo," *ï)dÇ)=Ë J o,' *ï)dQ + ËJ 0,"+il 0o (r-4e)
-- 

crt v> ot

Compte tenu de la définition attribuée aux deux volumes Ç)r et Vp, les

deux termes du second membre de (I-49) ne se calculent pas de la même

manière. On propose alors de les calculer séparément.

al- calcul de 
* lp(e + 

l, 
o"

V2

Le volume V> est un volume entourant la discontinuité et

s'évanouissant sur elle. Il est entraîné avec elle dans le même mouvement par
rapport au repère mobile (A,x,y,z), ce qui veut dire que Vr est fixe puisque sa

surface I est en translation simple. On peut alors d'une part, introduire le
rl

signe fr à I'intérieur de I'intégrale étendue au volume Vr:

d  ,  o2  cd  o2  -

Ë J ot" *;) dÇ) = J * tot' + t)l dcl
vE v>

et d'autre part, on peut supposer que la vitesse de variation de l'énergie totale

do2
* tptr + ^ lt est bornée dans le volume V". Ceci constitue I'hypothèse H, de
otz

Q.S.Nguyen [20] de l'intégrabilité de la fonct' 
d ' v2

ion : [p(e+ 
T)1 

pour la

plupart des matériaux usuels. D'où le résultat suivant:

d I  v2 ,

* JPt"*T) dÇ)=P"
c)t
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l i  
f  d .  '  v2

E-3'J *tott 
+T)l dQ=o

v>

d ro2
a2- Calcut de I I p(e +;-) dO

ot ri, z

(r-s0)

Le fait d'avoir introduit la surface >, signifie que le volume Ç)"

possède maintenant une surface mobile par rapport au repère de référence

(O,,xr,xr,x3). Le calcul o. * f Of , * *l dQ est facilitêpar I'utilisation de
dt rjr' 2

la notion de la dérivée particulaire (l-45). On rappelle que la discontinuité se

déplace sur I'axe des abscisses à la vitesse V et que la normale extérieure à la
a

surface I est v. (I-45) appliquée à l'intégrale JOt. 
-+) dQ donne:

o,

* Jo," .lrdÇ): J$rot" .ludo + Io,. .lrvv, dS
- -cb cb- t

Sur la surface X, n = - v, I'expression ci-dessus devient alors:

d I  v2 ,  rà  v2 , -  |  v2 , -

à J 0," *T)dÇ)= J frtot" +i)l do - J pt. *T) v n1 dS (I-51)
- -cb  cb-  t

En combinant les résultats (I-49)-(I-51), le premier principe (I-48)
appliqué au système entier O, supposé isolé, s'écrit finalement sous la forme:

l iq.[P" - 
J]rot " 

**rrdQ + 
Io," 

. 7rv 
n1 dsl = Q (r-sz)

l+E' 
çb

b- Application du premier principe au milieu non isolé QE

Il s'agit cette fois-ci d'un milieu Ç), régulier, en présence d'un flux de

chaleur à travers la surface I. Le premier principe s'écrit donc sous la forme:

23



Chapitre I. Éléments de Thermodytamique des Miliew Continus

avec,

f  a.  v2,-  |  - -  |
JftOt" +i)l dÇ)=P" -Jo.n.vdS+Ju.trds (I-s3)
cb--

On élimine la puissance des efforts extérieurs P" entre (I-52) et (I-53). Après

simplification, le résultat peut se mettre sous la forme suivante:

H- l im f iq.nds
t - t ' ;

" 
- 

JS,Jtof . .7rv n, + n.o.v) dS

Étant donné que q est un flux de chaleur à travers la surface I, la

relation (I-54) traduit physiquement la présence d'une source de chaleur.

Comme E tend vers la surface (ou dimension) I' dans (I-54), cette source est

alors concentrée sur la discontinuité A. La grandeur H donnée par (I-54) est

éventuellement non nulle et nécessairement finie, ce qui justifie I'existence de

la limite donnée par (I-55).

I-6-5- Conséquence du second principe

Pour un système quelconque, le second principe peut s'écrire selon

deux formes équivalentes:

(r-54)

(r-5s)

(r-s6)

(r-s7)

* [pndv > [*ot
dtJ '  J  T

vav

ou bien en introduisant la dissipation intrinsèque:

Dv= JOtrldV + Ju.ttas
vav

Si on utilise le système entier Ç), comme domaine d'intégration, des problèmes

de singularités sur la discontinuité A se posent dans le calcul du premier
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membre de I'inégalité (I-56). La décomposition de O, en O" et Vr s'impose,

en supposant toujours que Ç), est isolé alors que Q" ne I'est pas.

a- Application du second principe au milieu isolé Ç),

Le second principe appliqué au système entier Ç), isolé donne:

Dans ce cas, le second principe s'écrit sous la forme:

[9<p q) do - t+ ds > o (r-62a)
Jôt"  "  r  T

ctt t

On introduit dans cette expression la limite quand la surface X tend vers celle

de Ia discontinuité I':

d l '
ËJpr1 dQ>o (I-s8)

ç),

En appliquant la même démarche et la même hypothèse que celles utilisées au

sous paragraphe (l-6-4) mais cette fois-ci appliquées à la vitesse de variation

de I'entropie, on aboutit aux résultats suivants:

lim + [p n dÇ) : liq [* <o 11) dQ = 0 (I-se)
>+i'ot 

d'
êt,

d  l .  - -  râ  r

otJ,tndo=J;(pq)dQ-lonvn' 
dS (I-60)

En tenant compte de (I-59) et de (I-60), I'expression (I-58) s'écrit sous la

forme suivante:

$,tJondo-Jonvnrdsl>o 
(I-61)

çrE t

b- Application du second principe au milieu non isolé QE



Chnpitre I. Éléments de Thermodynamique des Milieutc Continus

(r-62b)
Çlp

Pour que cette limite existe, il faut que les limites 
"t5g, 

I*,On)dO
Ç)p

et lim t+ dS existent séparément. Pour cela, on suppose généralement
I-+x'J T

que le taux de production d'entropie est fini donc intégrable et par suite
râ

"IS, 
J;(p 

q)dQ existe. D'autre part, la température sur la discontinuité

Ç)p

aussi élevée soit elle, ne peut réellement atteindre une valeur infinie, on la
note To * 0, on a alors:

JTg,t J*,0 n) do - Jit dsr > o

?

l im I q.n dS
2+2 ' J

tlim I Q't ds -
X_>I, J T TA

JS.J*(Pn)do-fi-=o
o,

H

TA

l'existence de la limite (I-54) définissant H, implique que 
"tS,J 

in 
*

existe aussi. La limite donnée par (I-62b) peut être écrite sous la forme:

(r-63)

Si on considère maintenant Ia relation (I-59) tout en lui appliquant la notion de
la dérivée particulaire, on a:

-!iq. [*O n) do - -riq,r J*,0 n) do * Jp n v n1 dS] = e
X,+X' J dt " X,+X,'- J dt "

v2vz t

et si d'autre part, on tient compte de l'intégrabilité de la fonction 
*,0 

q) qui

peut se traduire par:



alors la combinaison
l'égaIité suivante:
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. f ,

lim I ltp rl) dQ - 0
2+2' J dt

Vp

(r-64)

de ces deux dernières relations permet d'aboutir à

l im [pqVnrdS=0 G-65)
L-+2'J 

'

t

La partition de Ç), en Ç), et V, permet d'écrire, tout en introduisant la limite

quand X tend vers I':

"s'* 

lPqdQ-
c)t

* Jtrlda
ot

"tS, 
J *,0 n) do - 

"IS,J 
o n v n1 dS

clz t

d'où, en utilisant (I-65), le résultat suivant:

d  r  râ
i  lprdo-_l iq, l ; tpn)do
d t  J '  X+> '  r  d t

ot o>

Résultat qu'on injecte dans la relation (I-63) pour obtenir:

+ f pnda-*=o
t t  

ô ,  
rA

Comme To et H représentent respectivement la température et la source de

chaleur concentrées sur la discontinuité A, + devrait représenter le taux de' TA

production d'entropie au niveau de la discontinuité.

D'autres interprétations peuvent être données à H (ou a 5l en appliquant le'  
TA '

second principe cette fois-ci aux particules occupant le volume V".

(r-66)

(r-67)
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Compte tenu de I'hypothèse de départ qui consistait à supposer que le

domaine Ç), est isolé alors que Ç)" ne I'est pas et ayant démontré que le

domaine V" contient maintenant une source de chaleur concentrée sur la

discontinuité, il est clair que V, n'est pas isolé. Le second principe est alors

donné par:

soit en passant à la limite quand E tend vers E' et en introduisant la
température T6, les résultats (I-54) et (I-64) permettent d'écrire:

, . â  |

[9f p n)do. l+ds > o
Jdt "  !  T
V . E

A=o
TA

Dvr: Jotrldv + Ju.ttos
V,

(r-68)

(r-6e)

(r-70)

Ceci implique que la source de chaleur concentrée en A est une source chaude
(Te > 0). C'est justement gtàce à cet aspect qu'on I'on arrive à mesurer la

distribution de température au cours par exemple de la transformation

martensitique, de l'évolution des bandes de cisaillement, de la propagation des

fissures...

On applique maintenant la deuxième forme du second principe à savoir

la formule (I-57) toujours sur ce système V":

En passant à la limite quand I tend vers E' et en tenant compte de (I-64), on

a:
H = lim Dv- (I-71)

E_>E'  
'L

H est donc la puissance intrinsèque dissipée concentrée en A.

Finalement, il a été démontré par apptication du second principe de la

thermodynamique que la présence d'une ou plusieurs discontinuité(s)
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mobile(s) constitue une source de chaleur chaude dont la puissance intrinsèque

dissipée est H donnée soit par (I-55) soit par la relation ci-dessus. Chose qu'il

faut prendre en compte dans le calcul de la puissance intrinsèque dissipée pour

le système entier:

En utilisant l'expression (I-27) donnant la puissance intrinsèque volumique <pt
et la relation (l-24b), Do, s'écrira sous la forme gén&ale suivante:

Dr, JO, oo*"
Qt

f l

I  wdO- |  TsdQ+H
J J
ot ç)t

,o2
H- l i rq l tp(V+:)  Vnr +n.o.v)  dS

E-+E'J 2

Dr,

Compte tenu de la relation (A-12) donnant la densité volumique

d'énergie libre d'Helmholtz w et de sa dérivéo ù, on aboutit à la relation

suivante:
Dt, do- dQ+H (r-74)

C'est une équation qui fait apparaître,. comme dans tout processus

irréversible, des mécanismes inélastiques (è'n"), des changements de l'état

interne du matériau (s t; et la dissipation H liée à la discontinuité. L'équation
(l-7 4) permet de définir les forces thermodynamiques liées à chaque

mécanisme: les contraintes o associées à la vitesse de déformations inélastiques

èiné, I'entropie s coffespondant à la variation de la température t et enfin la

force qu'on peut déduire de H qui représente la force motrice du mouvement

de la discontinuité.

Étant donné la relation (I-65), la puissance intrinsèque dissipée H

donnée par (I-55) peut être écite en fonction de l'énergie libre volumique ty:

Io 'edO-
J -  

-

c)t

(r-72)

(r-73)

J,t
ç)t

Io:  einé
J -  

-

ç)t

29
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La vitesse de déplacement v n'est rien d'autre que la dérivée partielle

du champ de déplacement par rapport au temps. Soit par application de (I-44),

on peut écire:
âu ,, àu

v=-=-v  -
ât âx

(r-76)

En mettant la vitesse V en facteur, la puissance intrinsèque dissipée concenffée

en A donnée par (I-75) devient alors:

H=GV (r-77)

(r-78)
avec:

G - $g,Jrorv * +) nr - oij ni u1' ) dS

La grandeur G ainsi définie est appelée force thermodynamique sur la

discontinuité.

En résumé, un milieu qui contient une discontinuité mobile, perd de

l'énergie sous forme de dissipation intrinsèque (I-27). En retour, il reçoit une

certaine quantité d'énergie sous forme de chaleur fournie par la discontinuité.

Cet échange est bien illustré par la formule (I-54), c'est pourquoi G est aussi

appelée taux de restitution d'énergie.

La relation (I-78) constitue I'extension de certaines relations utilisées

au départ en élastostatique linéaire dans l'étude des dislocations et des fissures.

En effet, pour modéliser la présence des imperfections cristallines en élasticité

classique, Eshelby a introduit le concept de force sur une singularité élastique

sous forme de dérivée de l'énergie totale par rapport à la position de la

singularité tzll. Eshelby a remarqué que cette force peut être écrite sous

forme d'une intégrale sur toute surface entourant la singularité [10, 22]. En

I'absence de singulaité,I'intégrale ainsi présentée par Eshelby devient nulle et

constitue alors une loi de conservation. La version bidimensionnelle de cette

force ou de cette loi, est utilisée en mécanique de la rupture par Rice [23] sous

forme d'intégrale curviligne indépendante du contour d'intégration (intégrale

J) pour analyser la concentration des contraintes et la nature des singularités

en fond de fissure 123-251.
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Par la suite, Knowles et Sternberg t26l ont établi trois lois de
conservation en élastostatique linéaire dont I'une est celle trouvée
indépendamment par Eshelby et par Rice. Ces lois de conservation prennent

en compte les propriétés particulières du matériau élastique telles que

I'homogénêitê, I'isotropie et la linéarité du comportement.

En se basant sur le théorème de Noether, les lois de Knowles et

Sternberg ont été étendues à l'élastodynamique linéaire isotherme par Fletcher

l27l et à la thermoélasticitélinéaire par Chudnovsky et al. 1281,, Bui et col.lL9l
et par Bui [30] qui a étudié les intégrales de contour se rattachant à ces lois de

conservation dans le cas de la mécanique de la rupture. En thermoélasticité

dynamique, Nguyen [31] a discuté la validité de (I-78) dans le cas général d'un
matériau à paramètres internes. Bui et col.[8] se sont intéressés au cas
particulier d'une fissure mobile dans un milieu quelconque.

On peut citer d'autres travaux pour déduire les lois de conservation ou
bien les forces thermodynamiques s'appuyant cette fois-ci sur une méthode
variationnelle où le Lagrangien joue un rôle central 132-341.

En remplaçant H par I'expression (l-77), et en introduisant la
distribution de Dirac en A, la puissance intrinsèque dissipée pour le système
entier Dç, donnée par (I-72) s'écrit encore une fois sous la forme:

Dr, Jf o, + GVô(A)) dO
ot

(r-7e)

L'expression (I-72) ou (I-79) constitue un critère classique de
propagation de la discontinuité. I1 consiste à admettre I'existence d'une
quantité G" appelée valeur (force) critique telle que:

il y a propagation si G = G",
pas de propagation si G < G".
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l-7- Conclusion

Pour que l'étude des processus irréversibles soit complète, il faut

définir deux potentiels. D'un côté, un potentiel thermodynamique qui conduit

aux équations d'état. De I'autre côtê, un potentiel de dissipation qui fournit les

lois complémentaires d'évolution des variables décrivant les processus

irréversibles. La thermodynamique de ces processus constitue un outil gênéral

pour étudier les phénomènes dissipatifs qui leur sont étroitement liés, en
particulier, pffi I'introduction des forces thermodynamiques.

En s'appuyant sur une analyse de la dissipation intrinsèque, il a été

rappelé dans ce chapitre qu'une discontinuité mobile se comporte comme une

source de chaleur de puissance H = G V. La force thermodynamique G ainsi

introduite, demeure une expression assez générale qui peut être appliquée

moyennant quelques précautions à n'importe quelle discontinuité (dislocation,

fissure,...) et à n'importe quel milieu (élastique, viscoélastique,...).

Par la suite, on va limiter l'étude au cas d'une dislocation coin

rectiligne en mouvement uniforme dans un milieu élastique. Pour cela, le

chapitre suivant sera consacré aux rappels des propriétés élastiques les plus

importantes des dislocations.
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Chapitre II.Ins Dislocations dans les Milieux Continus

tr-l- Introduction

Il est aujourd'hui clair, que les défauts de structure et leurs mobilité

influencent énormément les propriétés du solide et constituent un vrai outil

pour expliquer I'origine de plusieurs phénomènes physiques (la plasticité...).

En vue de les prendre en compte, plusieurs développements ont eu lieu depuis

les années cinquante, pour formuler une théorie génétale des défauts de

structure et de leurs mobilités. Par théorie générale, on sous entend les

équations du mouvement, les principes de conservation et une définition

génêra1e de la force qui s'exerce sur un défaut ou entre défauts (force

d'interaction). Parmi ces développements, on cite en particulier celui de

J.D.Eshelby tll qui fut le premier à construire une telle théorie en se basant

essentiellement sur des notions classiques d'énergie. Ensuite, il y a les travaux

de H.Zorsky ï21 et de E.Kossecka t3l qui grâce à une formulation

variationnelle se basant sur les notions du Lagrangien et du tenseur de Green,

ont pu à leur tour formuler une théorie de mouvement des défauts de

structure.

Dans un milieu cristallin, les défauts sont classés en défauts ponctuels

(lacunes, interstitiels), linéiques (dislocations), surfaciques (fautes

d'empilement, joints de grains) ou volumiques (précipités). La multiplication

etlou le déplacement de ces défauts provoquent dans le milieu des champs de

déplacement, de rotation et de déformation qui ne peuvent être produits par

un chargement appliqué. Les défauts sont alors à I'origine d'un certain êtat de

contraintes appelées couramment contraintes internes. A ces contraintes est

associé un terme d'énergie élastique additionnel par rapport à l'énergie due au

chargement. On appelle alors force thermodynamique sur un défaut, la

variation de l'énergie totale du système par rapport à une de ses

configurations [1,4]. Elte peut être une force exercée par le chargement, une

force d'interaction si d'autres sources de contraintes internes sont présentes

dans le milieu ou une force image si le défaut se trouve en présence de

surfaces libres. Le défaut par le biais de ses propres contraintes, peut par

ailleurs exercer sur lui même une force baptisée self-force. Une telle force est

certainement d'une grande importance. Sa connaissance pennet en outre

d'étudier le type d'équilibre (stable ou instable) et son influence sur la

déformation plastique, la thermodynamique et la cinétique du défaut.
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Au début de ce chapitre ($2), on va rappeler les équations

fondamentales de la mécanique des milieux continus afin de définir un certain

nombre de tenseurs qu'on utilise souvent dans la théorie des dislocations (S3).

A la fin de ce paragraphe, on va présenter les différentes méthodes de calcul

des contraintes internes dues aux dislocations (en général aux défauts). Ceci

conduira alors à introduire la détinition classique de l'énergie totale pour

déduire la notion de force thermodynamique exercée sur un défaut ($a). Au

fur et à mesure de ces rappels, le cas particulier de la dislocation coin

rectiligne isolée sera traité en calculant les différents champs élastiques qui lui

sont associées, son énergie élastique et enfin la force qu'elle subit de la part du

chargement extérieur et de la part d'autres sources de contraintes internes

($s).

II-2- Rappel des équations fondamentales de la mécanique des

milieux continus

Dans ce paragraphe, on va rappeler quelques notions de base de la

mécanique des milieux continus. Ceci est nécessaire d'une part pour compléter

l'étude thermodynamique des milieux continus traitée au chapitre précèdent et

d'autre part pour aborder des problèmes classiques des déformations

plastiques liées notamment à la présence et au déplacement des dislocations-

L'hypothèse de continuité des milieux restreint le champ de

déformation à un champ vérifiant les équations de compatibilité. La loi

fondamentale de la dynamique déduite du théorème de l'énergie cinétique (I-

7) impose au champ de contraintes d'obéir aux équations d'équilibre'

I.l-2-l- Cinématique

Le gradient de déplacement pli est défini par:

ou encore,

p= grad u

Ft, = u,,

(II-1a)

(rr-1b)

Le tenseur de déformation g n'est rien d'autre que la partie symétrique de p:
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t1
t , j  =; tPl  +F. i t )=t(ui , ;  +ui , i )

alors que le tenseur de rotation o est la partie antisymétrique de p:

r, j  = 
lr t .u-g: '  )--;(u1,i  -ui, i)
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= t" + t iné
ae ,  p iné

:  P  T P

= o)e + o)me

avec,

(rr-2)

(rr-3)

(r-s)

(rr-6)

Généralement en inélasticité,les quantités totales Ê, € et o peuvent

être décomposées en parties élastique et inélastique de la manière suivante:

ô e
c,

-- tme

g

p
o

p"
Biné

(II-4a)
(rr-4b)
(II-4c)

(rr-4d)
(II-4e)

ll-2-2- Statique

Soit un milieu continu fini de frontière âV, dans un état initial naturel

(contraintes nulles). Ce milieu peut être soumis à I'action des forces

extérieures (de densité volumique pfi) définies dans V et à des conditions aux

limites sur sa frontière âV réparties selon trois catégories (Figure II-1):

1- Conditions aux limites en contrainte:

+ (De

+ ,iné

oij nj - Trd sur ôV

2- Conditions aux limites en déplacement:

ûi - uf sur ôV

3- Conditions aux limites mixtes en contraintes et en déplacements:
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oi j  n j  =

ui= u

Trd

d
i

sur 51.

sur Su.

(rI-7)

avec,
SuuSr-ôV

SunSt-A

n est la normale unitaire extérieure à la frontière âV.

Figure II-L:

et (rr-8)

Conditions aux limites imposées à un milieu continu.

Sous I'effet de ces forces (volumiques et surfaciques) et de ces

déplacements, le milieu sera le siège de contraintes oij et d'un champ de

déplacement u, définis en tout point. Ce champ de contrainte doit satisfaire

aux relations d'équilibre des forces et des moments qui s'écrivent en I'absence

d'effets d'inertie:

- équilibre des forces: oijj + P fi= 0

- équitibre des moments: o13 = oii

(II-9a)

(rr-eb)
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lI-2-3- Conditions de compatibilité

Dans I'hypothèse fondamentale de la continuité des milieux, ces

derniers ne peuvent garder leurs cohésions (absence de trous ou de

recouvrements de matière) dans I'espace euclidien, ce qui est généralement

observé, que s'ils sont le siège d'un champ de déplacement u tel que P en soit
le gradient. Autrement dit, la différentielle du, = Fii dx, doit être totale exacte.

Ceci s'exprime par les conditions de Cauchy à I'aide de I'opérateur rotationnel

[5]:

€ est le tenseur permutation de Ricci:

( I si (1, m, n) est une permutation paire de (1,2,3)
I

€lmn = I O si deux indices au moins sont égaux (II-11)

[ - f si (1, m, n) est une permutation impaire de (1,2,3)

lI-2-4- Tenseur d'incompatibilité

Une autre forme de relations de compatibilité est donnée par E.Krôner

[5] qui introduit le tenseur incompatibilité Inc tel que:

ou,

OU'

Rotp=g

€in Fjr,r = 0

Ince-0

€ig €;mn tl*,kn = 0

î = Inc t" = -Inc ttn"

Tlij = €iç1 €imntirn,rn = -€111 €lmntiif,*

(II-10a)

(rr-10b)

(Il-rZa)

(rr-12b)

(II-13a)

(rr-13b)

Si les déformations totales e sont compatibles, les composantes

élastiques ee et inélastques tiné ne le sont pas nécessairement. Dans ce cas, on

introduit le tenseur du second ordre symétrique 4 défini par [6]:

soit,
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Ce tenseur est utilisé dans la résolution des équations de mouvement par la

méthode du potentiel des contraintes.

tr-3- Rappel de la théorie élastique des dislocations

II-3-1- Préliminaire

La notion de dislocation a été introduite mathématiquement par

Volterra (1907) comme une singularité élastique (mathématique) dans un

milieu élastique. L'idée se précise dans les années 30 et une solution au

paradoxe de la limite d'élasticité fût trouvée. En effet, G.I.Taylor U),
E.Orowan t8l et M.Polanyi t91 postulèrent indépendamment qu'une

imperfection cristalline pouvait exister dans les réseaux cristallins, et que le

mouvement de cette imperfection pour des valeurs de contraintes suffisantes
provoquait une déformation. Par conséquent, ils ont expliqué d'une part

pourquoi la limite d'élasticité expérimentale était inférieure à la limite

théorique dont le calcul était fondé sur I'hypothèse de cisaillement global de

toutes les liaisons atomiques du cristal. D'autre part, ils ont mis en évidence

I'origine de la déformation plastique simplement par le passage de ces

imperfections dans le plan de cisaillement. Ces imperfections ont portées le

nom de "dislocation coin". J.M.Burgers t10l a étendu ce résultat à la
"dislocation vis". Il a fallut attendre les années 50 pour que, grâce au

développement de la microscopie électronique, les dislocations soient enfin

observées (Hedges et Mitchel (1950) et Hirsch, Horne et Whelan (1956)).

L'historique du développement de la théorie élastique des dislocations

a été marqué par deux périodes. Pendant la première (avant le début des

années 60), les efforts se sont portés sur la résolution des problèmes statiques.

Étant donné que les dislocations représentent une source de contraintes

internes, il s'agissait en effet de trouver une solution aux équations d'équilibre

dans le cas d'un milieu élastique contenant des dislocations fixes, de calculer

l'énergie élastique associée aux champs obtenus et d'en déduire la force

exercée sur les dislocations statiques [10, 11, l2]. Ce n'est qu'à la fin de cette

période qu'on commence à s'intéresser à la dynamique des dislocations [13,
141. Les différents résultats de cette période ainsi que les méthodes utilisées

sont largement rappelés par R.de V/it U5l et par J.P.Hirth et J.Lothe [16]. Au

cours de la deuxième période, c'est généralement toute une théorie de défauts
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de structure dont les dislocations font partie, qui a été développée. Tout

d'abord J.D.Eshelby [1, 4] a en outre donné une défînition assez gén&aIe de la

force sur n'importe quel défaut valable aussi bien en statique qu'en dynamique

faisant intervenir le tenseur d'énergie-impulsion. Par la suite, H.Zorski [2] et

J.Kossecki U7l ont déterminé les équations de base pour calculer le champ de

déplacement, de vitesse et l'équation de mouvement d'une dislocation linéique.

E.Kossecka t3l a générahisé ces équations pour une dislocation de géométrie et

de mouvement quelconque.

ll-3-2- Description géométrique d'une dislocation

Une dislocation, est un défaut que I'on peut définir par les opérations

fictives suivantes [1, 18] (Figure II-2):

L- On coupe le milieu suivant une surface quelconque S limitée par

une ligne L;

2- On déplace sans les déformer les lèvres St et S, de la coupure;

3- Ce déplacement peut être un cisaillement pur comme dans le cas
d'une coupure plane, les surfaces S, et 52 glissant I'une contre I'autre; sinon, il

faut ajouter de la matière si le déplacement a qéé un vide, en enlever dans le

cas contraire;

4- On recolle les lèvres S, et S, en supprimant les contraintes externes

que I'on avait appliquées pour effectuer le déplacement.

La dislocation ainsi construite peut être considérée comme un défaut

surfacique ou bien comme un défaut tinéique [3]. Mais I'intuition physique, les

observations effectuées et les précédents travaux supposent le plus souvent que

la dislocation est un défaut de structure linéique f4, 19,201 et c'est ainsi qu'on

va la considérer tout le long de ce travail.
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Figure II-2:
Construction d'une dislocation par coupure.

La dislocation formée comme précédemment, peut être de deux types:

a- Dislocation de Somigliana:

Les deux surfaces S, et S, sont déplacées et déformées. La dislocation

de Somigliana est caractérisée par un vecteur déplacement B des surfaces de

coupure qui dépend du point considéré sur la surface.

b- Dislocation de Volterra:

Les surfaces ne sont pas déformées mais seulement déplacées et on

peut en distinguer des dislocations de translation et des dislocations de

rotation.

Ainsi une dislocation est caractérisée par (Figure II-3):

= La forme géométrique de la ligne L, définie par le vecteur unitaire

le long de cette ligne t;

+ Le déplacement relatif des lèvres B appelé souvent le vecteur de

Burgers et noté par b t101.

I

43



Ckapitre II. Les Dislncations dnns les Milieux Continus

Figure II-3:
Vecteurs de Burgers et tangent d'une dislocation.

Selon ]e choix du vecteur de Burgers b et du vecteur tangent t, on peut

identifier trois sortes de dislocations:

a- Dislocation coin:

Le vecteur de Burgers b est normal à la ligne de dislocation t.

b- Dislocation vis:

Le vecteur de Burgers b est parallèle à la ligne de dislocation t.

c- Dislocation mixte:

Le vecteur de Burgers b fait un angle Q avec la ligne de dislocation t.

II-3-3- Tenseur densité de dislocations

On considère un champ de gradient de déformations inélastiques

incompatibles Finé résultant d'une distribution de déformations inélastiques

einé et de rotations inélastiques tiné. Les équations de compatibilité (II-10)

portant sur Finé n'étant pas satisfaites, on définit en tout point un tenseur g,

ne s'annulant que pour piné compatible:
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ou encore:

Ce tenseur satisfait
(div(Rot)=O):

ou:

u = -Rot Finé

6tij = -etot Flîi

par définition aux relations

divcr=0

Crtjj = 0

(II-14a)

(II- 14b)

de divergence nulle

(II-15a)

(rr-1sb)

Cette condition de divergence nulle traduit la loi des noeuds et signifie

physiquement que les dislocations ne peuvent pas se terminer à I'intérieur du

milieu. Elles doivent, ou bien rencontrer d'autres imperfections (surface,

joint, dislocation), ou bien émerger à la surface du cristal ou bien boucler sur

elles mêmes [10].

Si I'on considère maintenant une surface (Sr) (surface de Burgers)

découpée dans le milieu et limitée par une courbe fermée (f) (circuit de
Burgers) (Figure ll-4),1e flux de u,, à travers cette surface peut s'exprimer

par une intégrale curviligne sur (f):

L'intégrale curviligne (II-16) n'est pas nulle, pl"i' étant incompatible. Soit

6uiné un champ de "déplacement inélastique" goj a uniquement une

signification différentielle et locale tel que doT" = p"Ï" dxi [5, 6]. On obtient

alors:

Jo,, n, ot - - J e," Fj|? n, ds= -$Êl'ru o*, (II-16)
Sps rF

J o,: ', ot = -$ F',iua*, = -f du',ïu
S; rF

=b j (rr-17)

La relation (II-17) est la définition du vecteur de Burgers de composantes b,

d'une dislocation.
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Ligne de
dislocation L

Sp

Figure II-4:
Circuit et surface de Burgers d'une dislocation.

La densité continue des dislocations cr,ij détinie par (lI-17) représente donc un

flux de dislocations dans la direction xj perçant une surface unité d'un plan

normal à la direction x,. Ce qui peut être exprimé aussi par la relation locale

suivante:
dbj = cr1; n1 dS

De cette relation on peut déduire:

(rr-18)

si
si
si

de Dirac.

i= j ,
i+ j ,

la dislocation est vis;
la dislocation est coin.

la dislocation est discrète, elle sera décrite à I'aide d'une distribution

Dans ce paragraphe, on a utilisé la notion globale de déformation
inélastique pour déduire le tenseur de densité de dislocations et le vecteur de

Burgers. Il reste à noter que lorsque cette déformation s'identifie à une
déformation plastique, alors I'ultime source d'incompatibilité plastique et de

contraintes internes est le mouvement et la multiplication des dislocations.
Mais lorsque la déformation inélastique n'est pas une véritable déformation
plastique (gradient de température...), on parle alors de déformation quasi
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plastique. Une simple extension du concept de dislocation (quasi dislocation)

permet alors de traiter ce cas en utilisant un formalisme identique au

précèdent 16,2ll.

Dans la suite de ce chapitre, on ne s'intéresse qu'à la déformation

plastique liée à la présence des dislocations. Le cas d'une déformation quasi

plastique fera I'objet du chapitre suivant.

II-3-4- Méthodes de calcul des contraintes internes

a- Contraintes internes

Les contraintes internes conespondent à des contraintes qui ne sont

pas produites par le chargement imposé à la frontière. Elles satisfont les

équations d'équilibre mais pas les conditions de compatibilité. En effet, soit un

milieu auquel est imposée une déformation plastique 9p incompatible; celle-ci

s'accompagne nécessairement d'une déformation additionnelle telle que la

déformation totale soit compatible. D'où la présence d'un champ de

contraintes internes associé à cette déformation additionnelle et relié à celle-

ci, dans le cas où elle est purement élastique, par la loi de Hooke locale

d'élasticité anisotrope que I'on supposera linéaire:

ot, (r) = Cij" (r) efu (r)

où C1ir.r(r) désignent les composantes du tenseur d'élasticité au point r.

(II-19) peut être écrite autrement en faisant intervenir les composantes du
tenseur complaisance St 

"(r) 
au point r:

ei; (r) = Sijn (r) om (r) (rr-20)

Si le milieu est homogène alors C,,u,(r) (de même pour St m(r)) ne dépendent

plus de la position r:

(rr-19)

(rr-21)Crr*t(r) = Cijr,r, St nt(r) 
- Slikl

En général, C1i*1possèdent les symétries suivantes qui restent valable aussi

pour S,rur:
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Ci ju=Ci in=Ci j r t=Cn i j (rr-22)

Le champ de contraintes donné par (II-19) doit satisfaire aux conditions

d'équilibre qui s'écrivent en I'absence des forces de volume et d'inertie:

oijj = 0 (rr-23)

La condition de compatibilité de la déformation totale devant être vérifiée:

Inc (9"  +gP) = 0 (rr-24)

Les équations (II-23) ont été résolues pour différents milieux

(isotrope, anisotrop e) lI7 , 221 et pour différentes géométries de la ligne de

dislocation (rectiligne, courbée) 1231. On rencontre souvent deux méthodes de

résolution:

+ celle utilisant une approche statique c'est-à-dire exprimant le

problème en termes de contraintes (ou de potentiel de contraintes) [5];

+ celle partant d'une approche cinématique, connue sous le nom de

méthode (équations) de Navier et qui consiste à travailler en termes de

déplacement 124,25\.

b- Méthode du potentiel des contraintes

On considère un milieu infini, isotrope à élasticité linéaire et soumis à

un champ Fp connu incompatible. A partir de la relation (II-13), qui lie le

tenseur d'incompatibilité Inc et la déformation élastique, et de la loi de

comportement (II-20), on peut écire les équations fondamentales que doivent

satisfaire les champs de déformation élastique ee et de contraintes internes g,

telles que:
d ivo=0

et,
Inc (S.q) = q (rr-2s)

La méthode du potentiel des contraintes consiste à prendre g comme
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inconnue dans les équations fondamentales et à introduire un tenseur

auxiliaire 1, symétrique, du second ordre, dit potentiel des contraintes tel que:

g= Inc I $l-26)

La condition d'équilibre (lr-23) est alors vérifiée (div(Inc) = 0) et l'équation

(II-25) s'écrit:
Inc (S.Inc (D) = q (II-27)

dont la solution en I conduit à celle en o par I'intermédiaire de (II-26).

On introduit ensuite un autre tenseur I' qui dans le cas du milieu isotrope

considéré est défini par [5]:

x,i =zlt (x,t:. 
* rr.r, ôi: ) (II-28)

OU'
'1  v

x,ii=fi {xt:-â xtt ô,:) (rr-29)

vérifiant:
d iv l ' -O ( I I -30)

Les équations (II-27) s'écrivent plus simplement:

?(1,ttu :îij (II-31a)

ou:
A A tr' - q (II-31b)

où A A est I'opérateur bilaplacien.

Pour un milieu infini, la solution de ces équations aux dérivées partielles est

[15]:

?(i; (r) = -#Jn,; (rl l"- r' I uu'
v

Chapitre IL Les DisLocations dans les Milieux Continus

(rr-32)

connaissant le tenseur I' on peut déduire d'abord le tenseur Là I'aide de la

relation (II-2S). Les contraintes o sont alors déduites de la relation (Il-26).
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c- Méthode du tenseur de Green

On considère toujours un milieu infini, élastique, homogène et

isorrope. Les conditions aux limites (II-5)-(II-7) sont alors rejetées à I'infini

et on note:

+ pour les contraintes: ot, (-) = Iij

= pour le déplacement: u1 (-) = Ul

(rr-33)

(rr-35)

En utilisant la symétrie du tenseur C, la loi de comportement élastique (II-19)

peut se mettre sous la forme suivante:

oi: (r): Cijn (usr (r) - Ffr (r)) (II-34)

La combinaison des équations (II-34) et (II-9a) conduit aux équations

d'équilibre suivantes:

Ciln ur,ri (r) - Ci1r.r Fft,i (r) + pf1 (r) = g

ce qui constitue un système d'équations aux dérivées partielles dont les
inconnues sont les u, (r) (i = I, 2,3) et qu'il faut résoudre en tenant compte

des conditions de frontières (II-33). Pour cela on fait appel à la technique du

tenseur de Green G pour le milieu infini homogène de constantes d'élasticité

C:

Gu* (r-r') représente le déplacement dans la direction k, au point r

quelconque lorsqu'une force unité f, = ô,- ô(r-r') est appliquée au point r'

dans la direction m.

Gn,,, est symétrique par rapport aux indices k et m. Il vérifie (II-35) c'est à

dire:
Ci . lu r  Gin , l ( r - r  )+ô6 ô( r ' r  )=0

avec la condition auxiliaire que G s'annule à I'infini.

(rr-36)
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ô,- est le tenseur de Kronecker et ô(r-r') est la distribution de Dirac à trois

dimensions dont I'une des propriétés permet d'écrire:

un (r) = 
J 

0," ô(r - r ) ur (r '  ) dV' (II-37)

v

Le terme ô,n ô(r-r') donné par (II-36) est remplacé dans (II-37):

f - . | |
un (r)  = -J C; in G.;n,L ( t -  r  )  ur  ( r  )  dV

V

(rr-38)

On utilise ici les relations entre les dérivées partielles portant sur G;n (r' r ),

à savoir:
,à4,

Gjn, ,  ( r - r  )=ùGin ( r '  r  )=-* îG1n ( r - r  )
(II-39a)

=-Gjn , , ' ( r - r  )

on a alors:
G5n,ik (r - r' ) : G1n,ir' (r - r' ) (II-39b)

(II-38) devient:

un (r) = -Jci in G1n,ir '  (r - r '  ) u1(r ) dv' (II-40)

V

En intégrant deux fois par partie et en utilisant le théorème de la divergence,

I'intégrale (II-40) s'écrit sous la forme suivante:

f r

un(r)=-JC, in Gin, , , ( t - r  )  ur ( r ' )  nu '  dS'

AV
f '

+ J Ciln G1n (r - r ) o,,*, (t ) n., dS (II-41)

av
f r r r- 
J au* Gp (r - r ) ur,r.,i ' (r ) dv
V
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On injecte la relation donnée par (II-35) dans I'intégrale de volume de (II-41)

tout en supposant les forces de volume nulles:

f ' l

un (r)=- J c i in Gin, i  ( r - r  )  ur(r '  )  nn,  dS'
av

On intègre une fois par partie la seule intégrale de volume de (ll-42). En

utilisant (II-4b) et la symétrie du tenseur C , le champ de déplacement devient

alors:

un (r) = 
J 

c1n G;n,i (r - r '  ) ur (r '  ) nn, dS'
AV

f r

* J a,,n, G;n (r - r' ) Fit tr' ) n , dS' (rr-43)

B[, (t' ) dV'

Compte tenu de la condition auxiliaire imposée au tenseur de Green à I'infini,

la deuxième intégrale de surface de (II-43) s'annule. Les conditions aux

limites en déplacement (II-33) permettent d'écrire le champ de déplacement

comme suit:

u,, (r) = ul (r) - J",," Gjn,, (r- r' ) Bil (r' ) dv' (rl-44)
V

avec,

I
* J ",,u, 

Gin (r - r'
AV
f '-JCi inGin(r - r

v

)  o , ,0 ,  ( r ' )  n i

) F[,, (r' ) dv

ds' (rr-42)

(rr-4s)

AV
f _-  
J  

Ctur  Gin, i  ( r  -  r  )
V

^ f r l

ult . l=-  J c1ir . r  Gin, i ( r - r  )  ur(r '  )  nu'  dS'
av

L'expression (II-44) permet de trouver le déplacement total un pour une

distribution de déformation plastique pp donnée. Ceci fait, il est facile de

déduire les autres champs élastiques (déformation et contrainte) écrits eux
aussi sous forme intégrale. II suffit de procéder à une dérivation de un, ce qui
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se traduit par:

u,',,,. (r) = u1,- (r) - J "u" 
G3n,i,o (r - r' ) Fl, (r' ) dv' (II-46)

V

Le champ de déformation totale est déduit donc à partir des relations (II-46)

et (lI-2). Par ailleurs, on peut calculer les contraintes en injectant (II-46) dans

la relation (II-34).

II-3-5- Application au cas d'une dislocation coin rectiligne

et isolée

Pour expliciter les expressions (lI-44) ou (II-46) dans le cas

particulier des dislocations, il faut préciser en outre la distribution de

déformation plastique qu'engendrent ces dislocations et les conditions aux

limites imposées à la frontière âV du milieu infini. Ces dernières sont choisies

telles que:

= pour les contraintes: o,, (-) = 0

+ pour le déplacement: ui ("") = 0
(rr-47)

(rr-48)

Compte tenu de ces conditions, le gradient de déplacement (II-46) par

exemple se réduit à f intégrale de volume suivante:

un,- (r) = -JCiig G;n,irr, (r - r' ) Pil (r' ) dV'
v

Le gradient de déformation plastique d'une dislocation isolée le long d'une

ligne L associé à un déplacement constant à travers une surface (S) est donné

par I'expression gerÉrale zuivante [26]:

po" - -ôk (s) br (rr-4e)

ôk(S) est la fonction delta de Dirac sur la surface (S) et bt est une composante

du vecteur de Burgers de la dislocation.
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Gi: (r) = 
**Ltlrt, 

- 4v)ô1; * 1}r

1=1x,x1)l/2 et ô,, est le symbole de Kronecker.

Chnpitre IL Les Dislocations dans les Milieux Continus

Il reste alors à définir le tenseur de Green solution de l'équation différentielle
(II-36). En effet, pour un milieu infini, homogène et isotrope, G,, est donné

par l27l:
(rr-s0)

Dans toute la suite de ce travail, on s'intéresse au cas particulier d'une

dislocation coin rectiligne et isolée dont la ligne L est parallèle à I'axe x, et

dont le vecteur de Burgers est dirigé vers les x, positifs et est noté b (Figure

r-5).

Figure II-5:
Dislocation coin rectiligne.

Dans ce cas, la distorsion plastique est donnée par [28]:

lpn=bH(-x1)  ô(xz) (rr-s 1)



Chapitre II. Izs DisLocations dans les Miliew Continus

H(x) est la fonction d'Heaviside.

La géométie du problème ainsi posé permet de faire I'hypothèse de

|état de déformations planes (trr = Ez3= 833= 0). il en résulte que le tenseur

des contraintes internes est tel que:

O13 = Azz= 0
(rr-s2)

o33=v(or r  +o22)

Les solutions de ce problème en déplacement et en contraintes internes

calculées notamment par R.deV/it [26] se présentent de la manière suivante:

= en déplacement:

ur = 9ttun-t 
*' *=+ . ryl'  

z IE  X1  2 (1 -  v )  ru

b *?-
uz:-ff i t( l-2v) log(r)*Ëf (II-53)

ug =0

= en contraintes internes:

orr=- Pb t?+z*?Yrv l l -  
Zn ( l - v ) ' 12  , o  

I

6 22 =-; - Tb .:r ï+ - r*? -î' , (rr-54)-  ' L  
Zn( l  -  v ) -  r "  1

orr= 
pb ra-z*t l7 Iu rz  -  

2n ( l -  v )  
' r2  

14

v est le rapport de Poisson et p le module de cisaillement.

Il faut noter qu'on peut retrouver les mêmes résultats en appliquant la

méthode du potentiel des contraintes qui dans le cas de la dislocation coin
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rectiligne se réduit à la fonction de contraintes d'Airy [5' 11].

II-3-6- Energie élastique de la dislocation coin rectiligne

La présence d'une telle dislocation introduit donc un champ de

contraintes internes (II-54). Celles-ci contribuent à une augmentation de

l'énergie totale par un terme qu'on appelle "self-énergie" de la dislocation. La

densité de cette self-énergie est donnée par:

wer  =  
)or : r ï ,

On remplace dans (II-55) le champ de déformation élastique

relation (II-20), w", devient:

Dans le cas

données par:

Siin
21t, .  

"  

ô , j  ôn t

(r-ss)

t" par la

(rr-s7)

olrll GI-s8)

eto', par leurs

wer -- 
i 

trslin on GI-56)

d'un milieu homogène et isotrope, les composantes St ur sont

+ frro* o:, + ô;r ôl)

wer = 
frrtt-v) 

(or t+ozz)2 - 2 (ono22

En remplaçant dans (II-58), les contraintes Ç 11, 6 22

expressions données par (II-54), on a:

En combinant (II-57) et (II-56), w"r s'écrit comme suit [11]:

A partir
remarquer que

= * r*l' r+ + (1 2ù+t Gr-se)
2 

'zn( l  -  v) '  
-  
r+ r '

des équations (II-53) et (II-54), on peut rapidement

les déplacements et les contraintes sont singuliers sur la

Wel
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dislocation. Or |a théorie élastique des dislocations ne peut être appliquée que

dans un domaine où les champs élastiques sont réguliers. En d'autres tertnes,

on se ramène à isoler la "mauvaise" région au voisinage immédiat de la ligne

de 1a dislocation formant ce qu'on appelle couramment "le coeur de la

dislocation". La dimension de ce coeur est souvent de I'ordre de grandeur du

paramètre cristallin et à I'intérieur de laquelle les atomes sont désordonnés

l1gl.Ainsi, la mécanique des milieux continus ne peut être appliquée qu'à

I'extérieur de cette région.

pour calculer l'énergie élastique par unité de longueur de la

dislocation, on intègre I'expression (II-59) sur un intervalle [ro, R] ou ro

représente le rayon du coeur de la dislocation et R représente la taille du

milieu cristallin ou le plus fréquemment la demie distance entre deux

dislocations. Le résultat de I'intégration se présente comme suit:

ûb2 R
w' = 

; ( t - " )  
tog,o

un résultat classique de la théorie des dislocations, qui montre

énergie" de la dislocation coin rectiligne a un comportement

niveau de la dislocation et croit avec R.

(rr-60)

que la "self-
singulier au

II-4- Analyse des différentes forces exercées sur les singularités
élastiques

II-4-L- Définition de la force sur une singularité élastique

Le concept de force sur les défauts de structure ou singularités doit

évidemment son origine à I'application de la thermodynamique à la mécanique

des milieux continus.

Eshelby U, 4l fut le premier à introduire la notion de force sur les

singularités dans son approche entre la théorie continue des défauts de

structure et la théorie de l'élasticité. Ainsi, en se basant sur la mécanique et

sur la thermodynamique classique, il a donné une définition assez générale de

la force dans un milieu élastique, valable pour n'importe quel défaut et
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permettant de calculer tous les types de forces qui peuvent s'exercer sur ce

défaut.

En effet, un milieu qui contient des singularités élastiques peut être

décrit par la donnée d'un ensemble de paramètres G, F,y,...(chapitre I). Un

tel ensemble peut inclure la position, la forme ou la dimension du défaut ou la

distance relative entre deux défauts...

L'énergie totale du système Ero, fonction de cet ensemble de

paramètres, est définie comme la somme de l'énergie élastique E"t et de

l'énergie des efforts extérieurs E"*, [1J:

Etot = E"t(G, Ê, T, ...) + E",,1(cr, F' T, "')

Si le système (ou plutôt la transformation qu'il subit) est adiabatique cette

énergie totale est interprétée coûlme I'enthalpie et si le système est isotherme,

E,o, représente alors l'énergie libre de Gibbs. En d'autres termes l'énergie

élastique s'interprète comme une énergie interne dans le cas adiabatique ou

comme une énergie libre d'Helmholtz dans le cas isotherme.

Avec ces notions classiques de thermodynamique, Eshelby a défini la

force sur un défaut appelée force généralisée par la variation de l'énergie

totale par rapport au paramètre cr, soit:

(rr-61)

(rr-62)

(rr-64)

F(a) = - âP*'
da

L'équation d'équilibre est évidemment donnée par:

+=-Frvl

F(a) = 6 (rr-63)

D'une façon ptus générale, la force F(o) peut être défînie comme suit [30]:

Le vecteur V représente une vitesse de variation de I'un des paramètres et F
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est donc définie comme étant un opérateur linéaire qui prend en compte une

variation quelconque de la configuration du défaut notée symboliquement par

le vecteur V (sous entendu ôs).

II-4-2- Les différentes forces exercées sur les singularités

éIastiques

Soit un milieu élastique de volume V et de frontière âV sur laquelle un
chargemen, >ij nj est imposé. Ce milieu contient une singulatité élastique I'

(chapitre I) sur laquelle les champ de déplacement, de déformation et de

contraintes internes sont singuliers. Pour cela une surface fermée arbitraire I

contenant >' est introduite pour isoler les singularités cette fois-ci

mathématiques (Figure II-6).

Ti=Eij

Figure II-6:
Une singularité élastique I' dans un milieu V sous

chargement Xij nj.

Le champ de contraintes locales est la somme des contraintes imposées 11et

des contraintes internes of introduites par la singularité2':

6i j  =Et ,  +of
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pour déterminer la force sur >', il faut tout d'abord expliciter les deux
formes d'énergies E", et E"*, constituant l'énergie totale.

L'énergie élastique du système est donnée par:

E,, est le champ de déformation élastique macroscopique et ef le champ de

déformation élastique lié au défaut.

(II-66) s'écrit sous une forme développée:

l r
E"r =;J ttu + oT ) (Ei: + ei ) ov

V

Ee, = llruEu dv + il"nefi ov
V V

l r  *  1 r+ iJrref ov + il"Y, Eij dv
-v  v

ElT,(>,r,)= ïlrref ov + iJ"; Eij dv
V V

en élasticité linéaire isotrope on a:

I,: el = Cijn Eor eT = oÏ Et:

donc (II-68) devient:
E:ï'(t, E' ) = J oi nu av

V

(rr-66)

(rr-67)

(rr-68)

(rr-6e)

(rr-70)

Les deux derniers termes de E", représentent l'énergie d'interaction élastique

entre le chargement sur âV et la singularité I':

en utilisant le théorème de la divergence, (II-70) s'écrit en terme d'intégrales

de surfaces:

- 
J"l u' n1 dSJ"T u'

AV

E:Tt (>, r' ) = n1 dS (rr-71)
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Fuisque ol n: = 0 sur aV, GI-71) devient:

U1 n;  dS (rr-72)

Souvent on suppose que la singul arité ne produit aucune traction sur la

surface I, de ce fait on néglige le terme EiT'(>,>') [1, 30].

Compte tenu de cette remarque, I'expression donnant l'énergie élastique (II-

67) devient:
(rr-73)

1r
Eer = 

tlrtt 
Eij dV -

v

Ee*t =- 
I"u Ui nj dS - 

I t , ,  oi  n1 dS
AV

Ee, = llrre' dv + ll'y,ef ov
V V

qui peut être transformé par I'application encore une fois du
divergence et du fait que oÏ n: = 0 sur ôV:

ll'nuf ni dS

Par ailleurs l'énergie des efforts extérieurs s'écrit sous la forme:

Ee*r =-Jtu (ui  +uf )  n, dS
av

=-Jr,ju,n1 ds - Jtuuf nsdS

théorème de la

(rr-74)

(rr-7s)

(rr-76)

et en appliquant toujours le théorème de la divergence et le fait que

ELTt (>, >' ) peut être supposée nulle, (II-75) devient:

L'expression de l'énergie totale (II-61) peut être écrite alors sous la forme:

6r



Chapitre II. Les Dislocations dans les Milieux Continus

L'expression de la force sur la singularité I' est déterminée par la variation

de }'énergie totale (Il-77). En maintenant fixe le chargement sur âV, cette

variation prend la forme suivante:

Etot : 
IIrrEij 

dv - 
Jtu 

u, n3 dS
-v  av

-Jru uf ni ds - iJ'; uf n1 ds

1 , '
n;dS + ô: l" iuin;dS

J  ) J  '

-ôE,o, - - ôE(I,>' ) - ôEser

ôE(>, r' ) = - ôJ Ei: rf ni dS

I  .E
ôEserr - - ô;J 

"; 
uf n1 dS

Fr = Jr;r n, as
E

avec,
P j t  -  wô3r  -  o , ju i , t

P;1 est appelé Ie tenseur d'énergie-impulsion d'Eshelby où

l'énergie libre par unité de volume.

(rr-77)

(rr-78)-ôE,o, = ôJ lii of
E

Le premier terme représente la force qu'exerce le chargement Xt, n, sur E',

alors que le deuxième terme constitue la force qu'exerce la singularité sur elle

même et qu'on appelle une "self-force". On écrit alors (II-78) sous la forme:

avec:

A partir d'un raisonnement analogue se basant aussi sur la notion

d'énergie totale, J.D.Eshelby tll a montré que la force sur la singularité

(défauQ X' peut se mettre sous la forme suivante:

(rr-7e)

(rr-80)

(rr-81)

(rr-82)

(rr-83)

w représente
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Dans le cas de l'élasticité linéaire infinitésimale, une simple

décomposition des champs de contrainte et de déplacement en des termes

provenant du chargement extérieur, de la présence d'autres défauts et du

àéfaut I' lui même, conduit à la conclusion suivante [1]: F est la force que

peut subir le défaut I' sous I'action de I'extérieur, de la présence d'autres

sources de contraintes internes et enfin de I'action de E' lui même-

La force F, possède un équivalent dans la mécanique des milieux

fissurés connu sous le nom d'intégra\e J de Rice [31] et appelé souvent le taux

d'énergie dissipée. Au premier chapitre, on a trouvé I'extension de (II-82)

dans le cas de la thermoélasticité dynamique donné par la formule (I-78).

tr-5- Force sur une dislocation

il-5-1- Cas d'une dislocation quelconque

A partir de I'expression (II-79), la force sur une dislocation

quelconque (rectiligne ou courbée) peut-être due soit au chargement extérieur

(éventuellement aux autres sources de contraintes internes), soit à son propre

champ de contraintes. Dans ce cas, la self-force résulte de I'action d'un

élément de la boucle de dislocation sur un autre de la même boucle. C'est une

force qui dépend au moins de la courbure de la boucle t301. Dans ce

paragraphe, on ne s'intéresse pas à cette force, on ne rappelle que celle due au

chargement E.

Dans le cas d'une dislocation quelconque, la surface E peut être

remplacée par la surface de coupure S limitée par la ligne de dislocation L

(Figure Il-ù. A ffavers cette surface, le champ de déplacement uf subit une

discontinuité de I'ordre du vecteur de Burgers b. La relation (II-80) s'écrit

alors sous la forme:
(rr-84)njsôE(>, E' ): -u1ôJ >r:

s

Si on suppose qu'un élément de la ligne de dislocation dL se déplace d'une

distance ôr (Figure II-7), ce déplacement entraîne une variation de l'aire de la

surface S telle que ôS = ôr x dL, soit:
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ôS, = €5,,'n ôx- dln - €3,,'n ôx,o tn dL

Figure II'7:
Force exercée sur une dislocation.

Ceci êtant,la variation de l'énergie (II-84) peut être mise sous la forme d'une

intégrale curviligne étendue à la ligne de la dislocation [20' 30]:

ôE1U,>'; €i*n bi X,, ôx- tn dL (rr-8s)

tn est la composante du vecteur tangent à la ligne de dislocation L.

ie coefficient de ôx* sous le signe intégrale de I'expression (II-85) est la

force agissant sur I'unité de longueur de la ligne de dislocation due aux

contraintes appliquées I. L'expression (II-85) peut ètte êcite sous une forme

"locale" telle que:
fo, = -€;mn bi lij tn (rr-86)

L'expression (II-86) correspond tout simplement à la force de Peach-Koehler

Il2l. Elle peut être aussi calculée à partir de I'intégrale (II-82). Une formule

identique à (II-86) est calcutée à partir d'un formalisme se basant sur le

Lagrangi en [32]. Notons que jusqu'à présent, > était considérée comme des

contraintes appliquées par I'extérieur. En réalitê, elles peuvent être aussi des

contraintes de toutes natures, sauf celles crées par la dislocation elle même à

=-$
L
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cause de leurs natures singulières [33].

lIL-5-2- Cas particulier d'une dislocation coin rectiligne

Dans ce cas, on considère une dislocation coin rectiligne parallèle à I'axe
x3 (Figure II-5), soumise à I'action d'une contrainte de cission Irr. La seule

composante de la force f- donnée par (II-86) qui s'exerce sur cette dislocation

est [28]:
f  r  =b En ( I I -87)

b est la composante du vecteur de Burgers de la dislocation dirigé selon xt

positif. La force f, est perpendiculaire à la ligne de la dislocation L.

Du fait de I'aspect rectiligne de
qu'elle exerce sur elle même est nulle.
d'équilibre.

tr-6- Conclusion

la dislocation considérêe, la self-force
La dislocation rectiligne est en position

Sans prétendre être exhaustif, on a essayé dans ce chapitre de faire le

tour de la théorie continue des dislocations. A ce propos, la littérature est très

riche et on peut trouver des notions et des informations précises et beaucoup

plus complètes que la bibliographie présentée à la fin du chapitre et qui est

donnée uniquement à titre indicatif. Le but de ce chapitre est de mettre le

doigt sur I'une des causes et pas les moindres de la plasticité représentée par

les dislocations, de constater que ces dislocations peuvent subir des forces

exercées par le chargement (auquel on peut ajouter d'autres sources de

contraintes internes) etlou par leurs propres champs.

Dans le chapitre suivant, on va étudier un nouveau aspect des

dislocations (quasi dislocation) lié à la dissipation thermique (chapitre I) et qui

est de nature différente de la véritable plasticité (quasi plasticité).
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Chapitre III. Étude des Champs Thermoélastiques Associés...

Itr-l- Introduction

Dans ce chapitre, on ne considère que I'aspect thermique du

mouvement des discontinuités. Tous les autres paramètres où variables

internes qui peuvent influencer la réponse d'un matériau seront donc négligés.

on commence, en se basant sur les résultats du premier chapitre, par rappeler

les équations de l'évolution thermomécanique d'un milieu quelconque

contenant une discontinuité mobile et on examine ensuite le cas particulier

d'un milieu élastique avec une dislocation coin mobile.

Une fois les équations de l'évolution thermomécanique formulées, on

rappelle trois méthodes de résolution de telles équations à savoir celles de

W.Nowacki [1], de G.Eason et I.N.Sneddon [2] et en fin de H.D.Bui et col. [3].

Ceci fait, on centre par la suite l'étude thermoélastique au cas du mouvement

uniforme d'une dislocation rectiligne coin dans un milieu élastique. Les

champs thermiques et mécaniques étant calculés, on étudie alors I'effet de la

vitesse de déplacement de la dislocation sur ces champs.

m-2- Equations de l'évolution thermomécanique d'une

discontinuité mobile

lll-2-1- Equation de propagation de la chaleur

II a été vértfié au premier chapitre, qu'une discontinuité mobile se

comportait comme une source de chaleur de puissance GV, G étant la force

thermodynamique exercée sur la discontinuité et V sa vitesse. I1 a été

démontré par ailleurs (I-79) que la puissance intrinsèque dissipée pour un

milieu continu quelconque est donnée par:

l'
Dr, J(or + GVô(A))do > o

ç)t

(rr-1)

Autrement dit, l'équation qui décrit l'évolution du champ de température dans

un milieu pas forcément élastique contenant une discontinuité mobile peut êfre

déduite de (I-36) et de (III-1) et elle s'écrit en un point quelconque du volume

Ç)1 Sous la forme suivante:
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divq+TS-Qr =GVô(A) (rrl-2)

Par rapport à l'équation thermique classique, la différence essentielle

provient du second terme de l'égalité (IlI-2) qui constitue' comme mentionné

auparavant, une nouvelle source de chaleur et qui s'annule pour un point

régulier du volume.

Il faut noter que, pour une discontinuité quelcon-que, la puissance

intrinsèque dissipée q, rt 1à puissance dissipée concentrée GV sont de natures

différentes.

Ainsi, on peut conclure de l'équation (III-2) qu'une structure contenant

une (ou plusieurs) discontinuité(s) mobile(s) est le siège d'une double

interaction entre les effets thermiques et mécaniques:

= un couplage thermoélastique classique en chaque point de la

structure décrit par les deux fonctions 91 et TS '

- un nouveau couplage thermoélastique provenant de |a création de

sources thermiques par dissipation d'énergie mécanique, au voisinage des

discontinuités mobiles traduit par le terme GVô(A)'

Dans toute Ia suite de ce travail, on choisira pour loi de comportement

thermique, la loi de conduction de la chaleur de Fourier linéaire:

Q=-kgradT

k est le coefficient de conductivité thermique caractéristique du milieu qu'on

suppose constant, ne dépendant ni de la température ni de la position'

si on injecte la l,si thermique (III-3) dans l'équation (III-2), on aboutit

alors à l'équation différentielle que doit satisfaire le champ de température T

dans un milieu quelconque:

(rrr-3)

kAT-Ts+9r +GVô(R;=g
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lll-2-2- Calcul de la dissipation intrinsèque volumique pour

un milieu élastique

On rappelle que pour un milieu quelconque, l'énergie libre w dépend

dans le cas général des variables internes p et des variables observables: la

déformation totale e et la température T. La dissipation intrinsèque volumique

rp, s'écrit alors sous la forme suivante:

9t  =o:È-(on:È-b 'P)

Dans le cas d'un milieu élastique et dans I'hypothèse où les variables

internes sont volontairement négligées, l'énergie libre w ne dépend plus que

du tenseur de déformation totale e et de la température T t4l. Donc de (I-23)

on peut déduire:

âw =-â*=o GII-s)oR=Ë:n' [= aB

c'est-à-dire que la dissipation intrinsèque volumique pour un milieu élastique

est nulle:
gr = 0 GII-6)

En tenant compte de (III-6), l'équation de l'évolution thermique (III-4)

s'écrit sous la forme suivante:

kAT-Tô+GVô(R;=0 ( I I I -7)

III-2-3- Equations du mouvement

L'écriture locale du théorème de l'énergie cinétique permet de

formuler les équations du mouvement solls une forme générùe:

o i j , j  -pû i  +Pf i  =0 GI I -8)
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Itr-3- Equations de la thermoélasticité couplée

Dans le cas d'un milieu élastique, homogène et isotrope, l'énergie libre

w(E, 0) s'écrit généralement sous la forme suivante [1]:

avec,
m=(3î .  +21t)u ( I I I -10)

l, et p sont les coefficients de Lamé'

cL est le coefficient de dilatation thermique'

c est la chaleur volumique.
0 = T - T0, représente ia différence entre la température absolue T et

la température à l'état naturel (contraintes nulles) To.

s0 et w0 représentent respectivement I'entropie volumique et l'énergie

libre à l'état naturel.

Il faut remarquer dans I'expression de l'énergie libre (III-9)' que la

température 0 n'a pas été linéarisée du fait qu'elle pourrait atteindre

localement des valeurs élevées notamment au voisinage de la discontinuité

mobile. Dans le cas des fissures mobiles par exemple, des expériences ont mis

en évidence des échanges thermiques importants et des températures pouvant

atteindre localement des chiffres considérables [5]. C'est pour cette raison que

par exemple H.D.Bui et col. [3] ou Q.S.Nguyen [6] n'ont pas linéarisé

i'équation de la chaleur décrivant l'évolution thermique autour d'une fissure

rectiligne mobile.
A partir de (l-22), de (III-5) et de (III-9), on peut déduire les relations

de comportement traduisant I'entropie volumique s et le champ de contraintes

de composantes otr:

l,
w(q,ù=;  €n €nu +[re i j  g i j  -m0e11

-cT rogt l l -(so -c) T*wo
r g

âwT
s=-Ë=rntn + c log(-)  *  so

(rrr-e)

(uI-11)

âw^
=_=À tkk

de,j

ot,

oij ô i j  + 2 ïLei j -m (T -  To) ôi . i (rrr- 12)
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à partir desquelles les équations thermomécaniques s'écrivent:

k^T-ct -mTè11 +GVô(A)=0

(X + p) grad(div u) + p A u - m gradT - p ii * f = 0

Les équations (III-13) et (III-14) constituent un ensemble d'équations

différentielles couplées de la thermoélasticité non linéaire'

Dans les équations du mouvement (III-14), la détermination du champ

de déplacement u est directement liée à la connaissance du champ de

température T. Inversement, la détermination de T dans (III-13) est liée à la

connaissance du champ u. ce sont donc des équations couplées à deux niveaux'

D'une part, les champs mécaniques et thermiques sont couplés en chaque point

de la structure par la présence des coefficients thermoélastiques. D'autre part,

il y a couplage entre ces champs au niveau de la discontinuité par la puissance

dissipée GV définie en fonction des valeurs des champs mécaniques (I-78).

Ceci dit, une étude d'équations différentielles n'est complète qu'en

définissant les conditions aux limites et initiales'

Si les conditions aux limites mécaniques rappelées au second chapitre

décrivent I'action de forces sur la surface d'un milieu, les conditions aux

limites thermiques décrivent quant à elles I'action de I'environnement

thermique sur le même milieu de volume V. Ce qui se traduit sur la surface

extérieure âV par les expressions classiques suivantes:

L- Latempérature T est décrite sur âV par une fonction de la position

et du temps:
T = f(x, t),

2- Le gradient de temPérature

de la position et du temPs:

AT- est
ôn

(rrr-13)

(rrr- 14)

xe ôV, t>0 0I I -15)

donné sur âV par une fonction
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E = f(x, r),
dn

xe ôV, t>0 ( I I I -16)

xe âv, t>o ( I I I -17)

Cette condition coffespond à un flux de chaleur à travers la surface âV' Le

âT

"u, 
3 - 0 décrit une isolation thermique du milieu'
ôn

3- Latempérature est décrite par la fonction suivante:

f  3 * cr) T(x, t)  -  f  (x,  t) ,
dn

cr est une constante.

4- Une condition mixte qui constitue une combinaison des précédentes

conditions sur des parties de la surface âV'

Il reste alors à préciser les conditions initiales. Pour la température, la

condition initiale consiste à décrire sa distribution à I'instant t = 0 en terme de

position, c'est-à-dire:

T(x,O) = l(x), xe V, t=0 ( I I I -18)

La déformation du milieu est déterminée à I'instant initial par les fonctions:

u,(x,O) = gi(x), ù1(x,0) = fi(x), x€ V, t=0

l, gi, fi sont des fonctions connues.

III-4- Méthodes de résolution des équations de la thermoéIasticité

couplée

On présente ici trois méthodes de résolution des équations de la

thermoélasticité couplées développées notamment d'une part par W'Nowacki

[l] et par G.Eason & I.N.Sneddon [2] concernant la thermoélasticité couplée

linéaire en T et d'autre part par H.D.Bui et col. t3l concernant la

thermoélasticité couplée non linéaire en T.
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A cause de problèmes mathématiques liés au couplage

thermomécanique, le nombre de solutions formelles de ces équations

différentielles est très limité. Elles sont possibles pour des applications dans

des situations simPlifiées.

Avant de rappeler ces différentes méthodes de résolution, on écrit les

équations de ]a thermoélasticité couplée sous une forme vectorielle:

kAT - cf - mTdivù + GVô1R; = g

(1, + p)grad(divu) + pAu - mgradT - pii + f = 0

III-4-1- Méthode de W.Nowacki

(rrr-20)

(rrr-2r)

(rrr-23)

Cette méthode s'applique aux problèmes de la thermoélasticité couplée

linéaire en T [1]. Ceci signifie que la variation du champ de température T par

rapport à la températuré To de l'état naturel du milieu est faible, ce qui se

traduit par la condition suivante:

(rrr-22)

En tenant compte de (lll-22) et en prenant So = 0 et wo = -cT'' I'expression

donnant }'énergie libre volumique (III-9) devient alors:

lr-rol..1
lro I

w(g,, ,=,tn t* +Fei j  gi j  -m0ett - f te '

On retrouve alors I'expression quadratique habituelle à partir de laquelle,

l'équation (III-20) dans le cas présent s'écrit sous la forme:

k T-ct-qdivu+GVô(A)=0
avec n = mTs.
L'équation (III-21) reste inchangée.

(rrr-24)
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La méthode de résolution consiste à découpler les deux équations (IlI-24) et

(III-21) par une décomposition du champ de déplacement u et des forces

volumiques f en:
u=grad@+rotY,  d ivY=0 ( I I I -25a)

f=p(gradt)+rotç) ,  d iv l=9 ( I I I -25b)

La substitution de ces relations dans les équations (III-24) et (III-21) conduit

aux relations suivantes:

(o-+*)t-laô = -ffotnr

(^-44,.-Br-{o
ci  dt '  cr

(^-44,* =-4*
ci  dt '  c t

avec:
ô m l+v
1 1 = - = - C [r  ? , "+211'  1-v

'7u+ 
^ I

"t 
= (T)Z : vitesse des ondes longitudinales'

"" 
- tVlT: vitesse des ondes de cisaillement''p '

(tII-26a)

(rrr-26b)

(III-26c)

(rrr-27)

(III-28a)

(rrr-28b)

V, P, A et K sont respectivement le rapport de poisson, la masse volumique, le

Laplacien et la diffusivité thermique.

En éliminant le champ de température entre (III-26a) et (III-26b), on trouve

deux nouvelles équationi différentieiies: la premièrè pôrtant uniquement sùf

l,inconnue (D et la deuxième sur I'inconnue Y sachant que les fonctions t) et 26

sont des données du problème. Ces équations s'écrivent comme suit:
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[o,o 
- io* ̂ ]. = -*cvô(A) - 

#o*
(IrI-29a)

(rrr-29b)

avec:

Ao =A-

A"Y =-4*'c t

g,  =  1 ,2ta2
czo at2

et

D=a-**

On remarque donc à partir des équations (III-29), que la connaissance de O

est indépendante de celle de la température T, c'est justement de ce découplage

dont il s'agit en introduisant @ et Y et non pas du découplage d'effets

thermomécaniques.
Malheureusement, des équations du type (III-29) sont très diffîciles à résoudre

d'où la nécessité de simplifier d'avantage le problème à étudier'

lll-4-2' Méthode de G.Eason & I'N'Sneddon

La méthode de G.Eason & I.N.Sneddon [2] s'applique aussi aux

problèmes de la thermoélasticité couplée linéaire en T' Ce qui veut dire que

ies équations à résoudre par cette deuxième méthode sont l'équation thermique

(III-24) et l'équation de mouvement (III-21). Pour résoudre ce système

d'équations différentielles, Eason et col. introduisent la transformée de

Fourier à quatre dimensions de chaque quantité physique présente dans les

équations.

La transformée de Fourier d'une fonction f(xr,x2,x3,t) est définie par

I'intégrale suivante:

f  (Er ,  E, , \r ,  (D) = 
# J t ,*,  ,x2,x3, t)  exp[i(*o6o + ot)]dx GII-30)

Ea

où dx = dxrdxzdxrdt etBoreprésente I'espace (x1,x2,x3,t).
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En appliquant cette transformée aux équations (IlI-24) et (III-21), on aboutit

au système d'équations algébriques suivant:

(III-31a)

-(À + F)Ei€r.ur. - Qt\ '  - p@2 )[ i  = - iÇ'mT - f1 (III-3lb)

,n
avec' q' = 

Ë.
En éliminant T entre (III-31a) et (III-31b), on aboutit à I'expression suivante:

Qt\' - p0)2 )(82
(rrr-32)

C'est une équation qui permet donc de calculer les transformées de Fourier

des composantes du champ de déplacement u indépendamment de T dont la

connaissance se fait à partir de l'équation (III-31a) en y injectant les solutions

trouvées par (III-32). Enfin, pour retrouver les champs u et T, on applique la

transformée inverse de Fourier aux solutions u et T.

Cette méthode a donc I'avantage de découpler mathématiquement les

équations de l'évolution thermomécanique mais elle a I'inconvénient de mener

à des intégrales très difficiles à calculer. Souvent les solutions restent sous

forme d'intégrales, alors que des solutions exactes sont espérées dans des cas

simples telles que des applications unidimensionnelles.

III-4-3- Méthode de H.D.Bui

Cette méthode utilisée surtout en mécanique de la rupture [3] permet

de résoudre une équation thermique plus complète et du même coup plus

complexe que celle résolue par les deux premières méthodes. Il s'agit de

l'équation thermique (III-20) où le champ de température n'a pas été linéarisé.

L'équation de mouvement reste la même et est donnée par la relation (III-21).

-(E' -tfllr--q'o(puk -f Sral

- if lur . fri 
+ FxE2 - ti, - i*n'']Ei6uor

- imfle,Srol
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La méthode consiste alors à chercher une solution sous forme d'un

développement asymptotique en déplacement et en température:

u - u( l)  + u(2) +.. .

T - T(1) a 1(2) 4...

(III-33a)

(rrr-33b)

Ces différents termes sont rangés par ordre de singularitê mathématique

spatiale décroissante.

La méthode ainsi présentée a I'avantage de s'attaquer à une équation

thermique compliquée, elle a aussi I'avantage de découpler mathématiquement

les équations de l'évolution thermomécanique. Mais elle a bien évidement

I'inconvénient de ne donner que des solutions approchées.

Après ce rappel des équations de l'évolution thermomécanique et des

différentes méthodes de les résoudre, on s'intéresse au cas particulier d'une

dislocation rectiligne.

m-5- Cas particulier d'une dislocation rectiligne coin mobile

i lI-5-1- Présentation du Problème:

Il s'agit d'étudier le mouvement uniforme d'une dislocation coin

rectiligne dans un milieu infini, élastique, homogène et isotrope, fixe par

rapport à un repère cartésien (Or,xr,X2,x3).

La dislocation d'axe Oz parallèle à O1x3, se déplace à vitesse uniforme

V dans la direction Orx, positive. On note (O,x,Y,z) un repère lié à la

dislocation (Figure III-1).

La géométrie du problème permet de faire I'hypothèse de l'état de

déformations planes (trr = Ez3=t33 = 0). 11 en résulte que le tenseur de

contraintes est tel que:

I  or3 =O23 =0

tor, = v(or r * Ç zz) - zP(l+ v)cr(T - To )
(rrr-34)
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Pour les caractéristiques thermomécaniques du matériau, elles sont

supposées être indépendantes des coordonnées spatiales et de la température.

x2
l
I
I
t \
t \
I
I

r-rs
I \

_ rx l

t * 3

Figure III'L:
dislocation coin rectiligne mobile.

ll.l-5-2- Calcul du champ de température

La dislocation ainsi décite, peut être assimilée à une source de chaleur

linéique mobile. L'équation thermique que doit satisfaire le champ de

température d'une telle source est donnée pat l'équation (III-13) qu'on

rappelle de nouveau:

kÂT - ct - mTdivù + GVô(O) = 0

Pour résoudre ceffe équation, il faut choisir I'une des deux voies suivantes:

- Résoudre une équation thermique non linéaire en T,
- Résoudre une équation thermique linéaire en T.

Pour cette étude, on va se placer dans le deuxième cas de figure pour les

raisons suivantes:
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1- Une équation thermique linéaire en T est sûrement plus facile à

résoudre analytiquement qu'une équation non linéaire,

2- Si on suppose que le champ de température subit de grandes
variations par rapport à la température T0, il est dans ce cas injustifiable de

considérer constantes et indépendantes de la température, les caractéristiques

thermomécaniques du matériau,

3- Expérimentalement, on ne connaît pas I'importance de la

température au voisinage d'une dislocation rectiligne.

Sous cette hypothèse de la linéarité de la température, l'équation

thermique s'écrit encore une fois sous la forme suivante:

kAT - cî - rldivù + GVô(O) = 0 (rrr-3s)

On rappelle que cette équation peut être résolue entre autres par la

méthode de W.Nowacki ou celle de G.Eason et l.N.Sneddon. Mais elle reste

toujours très compliquée à résoudre, d'autant plus que les auteurs mentionnés

ci-dessus et d'autres n'ont pu obtenir des solutions analytiques que pour des

situations simples notamment en supposant négligeable I'effet du couplage

thermomécanique classique traduit par Ie terme "qdivù" [7]. Sous cette

deuxième hypothèse simplificattice, le champ de température T(xr,xr,xr,t)

doit satisfaire à l'équation thermique facile à résoudre:

k T-ct+GVô(O)=0

On introduit maintenant le système de coordonnées (O,x,y,z) mobile avec la

dislocation (Figure III-1):

(rrr-36)

(rrr-37)X=X1 -V t ,  Y=x2 ,  z=x3-

On peut montrer [8, 9] que I'on atteint très vite un état de mouvement quasi-

stastionnaire, c'est-à-dire que le champ de température exprimé dans le repère

mobile ne dépend plus du temPs t:
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t-ar=-vql
ât âx

et d'autre part, le Laplacien exprimé dans le repère mobile est donné par:

t2T â2T ô2T ô2t  ,  a2T ,  a2t
^ T = O  ^  r - -  t -  = - - + - * = -n t - 

a*r, 
' 

Xl 
' 

à*? àx2 
' 

ày' à22

En tenant compte de ces relations, l'équation (III-36) peut alors s'écrire sous

la forme:

ÂT+Y?t*GVô(o)=o (rI-38)
Kâx k

A cette équation différentielle, il faut ajouter des conditions aux limites. Elles

seront du type flux et s'écriront sous la forme suivante:

r .  aT , , , -  aT ^rrn^ _ l imï=O GII -39)
x-+- dX y+- dy

La solution de (III-38) dans le cas d'une source de chaleur rectiligne

mobile est déduite de la solution d'une source ponctuelle mobile.

En effet, on suppose qu'une source linéique mobile peut être représentée pat

une répartition continue de sources ponctuelles mobiles. La solution de (III-

38) pour une source ponctuelle mobile est donnée par [10]:

GVV

** 
.*p(-Ë(R + x)) GII-40)

avec R2 =*2 +y '  +r '

Chaque source ponctuelle mobile d'intensité GVd(z) au point de cote z,

contribue à un accroissement de température donnée par:

GVdZ V

;,,* 
r*p(-i(R+x)) GII-41)
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En intégranr (III-41) le long de la ligne de la dislocation (droite z), on obtient

donc 1e champ de température d'une dislocation (source linéique) mobile telle

que [10,11] :

,  - f ,*2 +y2 et Ko est la fonction de Bessel modifiée de second espèce d'ordre

(llI-42) satisfait bien évidement aux conditions aux limites (III-0. La solution
3e).

En utilisant les développements asymptotiques de la fonction de Bessel IQ:

T(x,t)=#

brV

Vx --  .  Vr ,
exP(- 

2K) 
Ko ( 

zr 
)

z<<I

z>> |

(rrr-42)

Ko (z) = -ln(z),
I

r .  / - \  ,  f r  , , i  o - ,r (o(z)=\ ; ) 'v  ,

on peut facilement vérifier que le champ de température donné par (lII-42)

s'annule à I'infini.

La force thermodynamique G sur la dislocation rectiligne mobile ne

peut être calculée que lorsque tout le problème d'évolution a été complètement

résolu. Donc à ce stade de calcul, G reste une inconnue du problème. Mais, il

serait néanmoins très intéressant de connaître une estimation de ce champ de

température. Pour cela, on sait que le mouvement de la dislocation doit obéir

au critère classique de propagation (chapitre I) qui suggère I'existence d'une

force G" en dessous de laquelle, la dislocation reste fixe. On suppose alors que

cette force critique est la force de Peach et Koehler que subirait la dislocation

coin en présence d'une contrainte de cission t' Il2l:.

G"=bt  GI I -43)

En tenant compte de cette force critique, le champ de température s'écrira

sous la forme suivante:

Vx .  Vr ,
exP(- 

zK) 
ro (zr)T(x,  y)  =

2nk
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ou bien en introduisant les coordonnées polaires (Figure III-1):

x=r  cosQ

y-rs inQ

(III-44) s'écrira comme suit:

(rrr-4s)

Pour un milieu donné, (lII-44) (ou (III-45)) est une fonction des

paramètres V, la vitesse de la dislocation et r, la distance séparant la

dislocation d'un point du milieu.

Afin de représenter cette dépendance, on étudiera le mouvement d'une

dislocation dans quatre matériaux (le Cuivre, I'Aluminium, le Nickel et le

Fer) dont les caractéristiques thermomécaniques sont données dans le tableau

(II I-1).

v l" ro-+
(MPa)

F to-+
(MPa)

k
(WmK)

K to+
(m2ls)

P to-l
fts/m3)

c[ 106
(K-1)

clp
(Ws/keK)

Cuiwe o.37 13.1 4 .6 393 t . l4 8 .96 r6.5 384

Aluminium 0.35 6 .1 2.5 222 0.91 2.69 23.9 900

Nickel 0.33 16.4 8 .0 92 0.23 8.90 13.3 MO

Fer o.27 11.3 8.2 75 o.20 7.87 tt.7 460

Tableau III'1':

Les caractéristiques thermomécaniques du Cuivre, de I'Aluminium,
du Nickel et du Fer [13].

Sur les figures (III-2)-(III-7), on a représenté le profil et les lignes de

niveaux de la fonction T(x,y) pour différentes vitesses de mouvement de la

dislocation dans le Cuivre (ce qui reste valable aussi pour les autres

matériaux). Pour cela, on a pris un vecteur de Burgers de I'ordre de b = 2]+' et

une contrainte appliquée de I'ordre de I = 100 MPa.

r(r,Q) =H exp(-fr.orO) Ko,#,
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T (10-8 K)

1

nç-
ùs

\
1 - lr -

0 . 5

è v

>r

- 0 .

- 1  - 0 . 5  0  0 . s  l -
x (10-s m)

Courbes de niveaux et 3D pour V = 10'3 m/s.

T (10-s K)
A=

0 . 5

>r

- 0 .

- 1
- 7  - 0 . 5  0  0 . 5  1

x(10-s m)

Courbes de
Figure III-3:

niveaux et 3D pour V I m/s.

T (104 K)

1

5

,,F
ùé

\

I r

0 . 5

h

- 1
- 1  - 0 . 5  0  0 . 5  1

x (10-5 m)

niveaux et vCourbes de 3D pour 10 m/s.
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T (104 K)

1_
l ,  - \

orû-

ùs
\

a  - l
J - -

0.

1

5

0

à

-1  -0 .5  0  0 .5
x (10-s q1;

Courbes de
Figure III-5:

niveaux et 3D pour V = 102 m/s.

0 .5

T (1ù3 K)

-1 -(

t enli

- 2  - L .5  - l  - 0 .5  0  0 .5
x (10-5 m)

Courbes de
Figure III-6:

niveaux et 3D pour v L03 m/s.

0.5

T (10-z r;r

>\

-2  - r - .5  -L  -0 .5  0  0 .5
x (10-5 m);

Figure III-7:
Courbes de niveaux et 3D pour V = 5 L03 m/s.
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On remarque que pour des vitesses faibles (V <- 1 m/s), les lignes de

niveaux ou courbes isothermes sont des quasi-cercles concentriques

comparables à ceux que représenterait le champ de température d'une source

de chaleur stationnaire dont la quantité de chaleur q est constante

(T. =-=Llog(r)). Ceci traduit pour de telles vitesses, une distribution\ù 2nk
uniforme de la température au tour de la dislocation.
Les courbes isothermes pour des vitesses de déplacement plus grandes (V > I

m/s), sont nettement différentes des cercles de la source stationnaire. Elles ont

tendance à se concentrer vers I'arrière de la dislocation.

En s'intéressant cette fois-ci aux profils de température, on remarque

que les valeurs de la fonction T(x,y) sont de plus en plus élevées au fur et à

mesure que la vitesse V augmente mais elles restent tout de même faibles.

On considère maintenant la deuxième écriture du champ de

température à savoir I'expression (III-45). Elle dépend de I'angle Q et de la

distance r qui sépare la dislocation d'un point du milieu. Dans la série de

courbes ci-dessous (Figure III-8a-f1, une représentation par rapport à I'angle

0 est faite pour une distance r = 2 Pm. On vérifie d'abord comme

précédemment la nature croissante du champ de température en fonction de la

vitesse V puis la tendance de la zone "chaude" à se situer derrière la

dislocation et à se limiter au plan (x,0) = (Q=ru) pour de grandes vitesses'
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T (10-8 K)

52496

52492

52488

52484

T (104 K)

2 . 2 5

2 . t 5

z  .  v >

T (104 K)
1 0

ô

T (10-3 K)

2 . 5

)

1 . 5

1

0 . 5

T (10-3 K)

Figure III-8:
Champ de température en fonction de I'angle Q pour r = 2 pm et à

différentes vitesses de mouvement de la dislocation:
(a) V= L0'3 m/s. (b) V= L m/s. (c) V= 10 m/s. (d) V= 102 m/s.

(e) V= L03 m/s. (f) V= 5 103 m/s.
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La dépendance de la température en fonction de la vitesse est mise en

évidence sur la fîgure (III-9) pour les quatre matériaux (Cu, Al, Ni, Fe). Pour

r = 2 pm, on a représenté la température maximale (pour Q = æ) en fonction

du logarithme de la vitesse. Pour cela, on a choisi une plage de vitesses assez

large allant de petites valeurs (à partir de 3 10-3 m/s) jusqu'aux grandes

valeurs (de I'ordre de la vitesse du son dans chaque matériau considéré). Ces

courbes traduisent, pour chaque matériau pris séparément, I'aspect croissant

de la température en fonction de la vitesse. La comparaison entre les quatre

matériaux montre une grande sensibilité à la vitesse quand la conductivité

thermique est faible.

T (K)

/ . ,
/  . t '

,..:.,/
/

- - lu'-

0 . 0 1 5

0 . 0 L 2 5

0 . 0 1

0 . 0 0 7 5

0 . 0 0 5

Fe

Ni

AI

Cu

0.003r .

2 . 2 5  2 . 5  2 . 7 5 3 - 2 5  J . 5
Log(V)

Fi&ure III-9:
Dépendance de la température en fonction de la vi

r différents matériaux (r = 2 = Pi).

On vient de voir que I'effet du mouvement de la dislocation coin

rectiligne en terme d'élévation de température est faible, ce qui avart été

constaté par Eshelby et al.tlzl. Cependant ce champ de tempérafure n'étant pas

uniforme, il est source de contraintes internes d'origine thermique.



Chapitre III. Étuàe des Champs Thermoélastiques Associés...

III-5-3- Calcul des contraintes internes thermiques

Pour résoudre l'équation (III-21), les hypothèses suivantes seront
prises en compte:

1- Les forces volumiques nulles (fi=O);

2- L'effet d'inertie négligé (Pûi = 0).

Dans ce cas, les équations de Navier de la thermoélasticité s'écrivent sous la

forme suivante:

( I+p)  ur , r i  tFu i , *  =- l t  ( [ I -46)

La méthode choisie pour résoudre cette équation est celle de

W.Nowacki décrite auparavant.

Dans le cas d'un milieu infini, Nowacki [1] a montré que le champ de

déplacement u peut être décrit uniquement en fonction de I'inconnue scalaire

@ appelée potentiel de déplacement thermoélastique ll4l:

u - grad@
ou sous une écriture indicielle:

ui = @,i

Les composantes du tenseur des déformations e s'écrivent alors:

$II-47 a)

(rrr-47b)

(rrr-48)gij = 
|fo,,, 

* uj, i ) = @,,t

Compte tenu de ceci et
l'équation de Poisson:

et 2, Ia relation (III-26b) conduit à

(rrr-49)

Par ailleurs I'expression des contraintes données par l'équation du Duhamel-

Neumann, peut être formulée en fonction du potentiel O en introduisant les

expressions (III-48) et (III-49) dans la relation (III-12), on obtient alors:

des hypothèses 1

Ao=FT
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o,j = 2p (O,i: - AO ôij ) ii = 1,2 (ru-s0)

Alors que la composante o* est donnée par la relation (III-34b) ou bien par la

relation suivante:
o33 = -2P LA

Dans le cas génêraI,la solution de (III-49) est donnée par I'intégrale de

Poisson [1] telle que:

I<D(x ) = J trBl (D* (x, 6) dv(€)
o

Par comparaison avec la notion du tenseur de Green du second

O*(*,6) est appeléeIa fonction de Green pour l'équation (III-49).

satisfait à l'équation différentielle suivante :

Alog(r)  =ZTc ô(x -  Er )  ô(Y -Ez)

(rrr-51)

Aip* =Fô(x-B) (rrr-s2)

Pour un milieu infini, la solution de (III-52) est bien connue et est donnée par:

chapitre,
Q.  (x ,6)

(rrr-s3)

Poisson

(rrr-s4)

(rrr-ss)

@*(x,6)- -  Â = '1.
4æ R(x,  Ç)

R(x,() est la distance entre les points r et f.

Dans le cas des problèmes plans, la solution de l'équation de

est donnée par:

@(x,y) - + [t fÇ, , , \)  log(r) d\ iEz
tn in

c'est-à-dire que:

Q* (*,8) = +log(r)2n

et ceci provient du fait que:

9 l

(rrr-s6)
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avec {  - (x- \ r ) '  +(y- \ r ) '

A vrai dire l'équation (III-51) (ou (III-54)) ne permet pas de calculer

le potentiel (D car elle conduit à une intégrale dont I'expression mathématique

n'est pas connue. Pour procéder autrement, il suffit de remarquer que les

contraintes oij ne dépendent que des dérivées secondes de O, c'est-à-dire que

le calcul de @ n'est pas nécessaire. Pour cela, on dérive (III-49) par rapport à

x et en tenant compte de (III-38), on a:

avec
fito.l = -BTo,t + oo )

os (x,r) = 
#1og(r)

a2o a2o
-= A(D
ày' àx2

(rrr-s7)

(rrr-58)

de (III-57), on

(rrr-60)

Après permutation des dérivées dans le premier membre

déduit une solution particulière de (III-57):

3.--B5tt+oo) (III-se)
âx 

'V '

Les dérivées secondes de Q sont alors déduites en fonction des dérivées
premières de T et de Qo:

#--pi,#.$r
#=-B+,#.ffr

Le problème plan se traduit aussi par le fait que (D et (Do sont indépendantes de

z, et par suite:

soit avec (III-49) et (III-60a), on a:

92

(rrr-61)



Chapitre III. Étuàe des Champs Thermoélastiques Associés...

#=Br.p+(#.$r
Connaissant T et @o , on peut donc calculer les dérivées secondes du potentiel

@(x,y). Soit:

@,,1 = ffi "[{*,,#, * î*,,#,}exp(-trr iË] (III-63a)

e,22 =#{{".,#, - x Kr,#,}exp(-frr. iË] (III-63b)

e,,2 =ffi"T[",,#,exp(-ftr ii]

(rrr-62)

(III-64a)

(rrr-64b)

(III-64c)

(rrr-64d)

(III-63c)

A partir de I'expression (III-50), on peut en fin déduire les contraintes o1i(x,Y)

sous la forme:

01, : -*"[{..,#, - x Kr,#,}exp(-trr. iË]

622 =-*t[{*,,#, * î",,#,}exp(-trr iË]

6 12 =*u T[",,#) exp(- frr - ii]
La contrainte o33 est donnée Par:

o33 =-2NVexp(-#r*r,#,

avec: N = [rBG
2nk

K, est la fonction de Bessel modifiée de second espèce d'ordre 1. Elle s'écrit

en fonction de Ko comme suit: __
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Kr (z )  =  -  Ko (z )

A partir de cette relation, on déduit les développements de Kt pour de petites

et grandes valeurs de z:

Kr(z)  = t ,
Z

Kr (z) = (fi)''t "-',

z<<I

z>> 7

Compte tenu de ces développements et du critère classique de
propagation G = G" = b t, on peut vérifier aisément que les contraintes

internes o,j s'annulent d'une part quand la vitesse de mouvement de la

dislocation V tend vers zéro et d'autre part quand r tend vers I'infini.

L'influence de la vitesse sur les contraintes oij est mise en évidence sur

les figures (III-10)-(III-12) où I'on a représenté pour les quatre matériaux, les
contraintes maximale (Q=n pour o' et o22etQ=nlz pour o12) pour t=2 ltm

en fonction du logarithme de la vitesse. Comme pour la températtire, on

remarque que les contraintes thermiques sont des fonctions croissantes de la

vitesse de mouvement de la dislocation coin rectiligne.

o12 (Pa)

- 11-0 0

- 1 2 0 0

- 1 3 0 0

- 1 4  0 0

- 1  q n o

Figure III-10:
Contraintes thermiques o12 pour r = 2 pm et Q = nlz.
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o11 @a)

2 . 5  2 . 7 5  3  3 . 2 5  3 . s

- 1 0 0 0 0

- 2 0 0 0 0

- 3 0 0 0 0

- 4 0 0 0 0

- 5 0 0 0 0

- 6 0 0 0 0

Cu

AI

Figure III-LL:
Contraintes thermiques o11 pour r = 2 pm et 0 = æ.

c,22(Pa)

2 . 5  2 . 7 5  3  3  . 2 5  3 . 5
Loery)

-1sqo

- 1 1 0 0

- L 2

- 1_3

-L4

- 1 5

- 1 6

0 0

0 0

0 0

0 0

Fe
Cu

AI

Ni

Figure III-12:
Contraintes thermiques o22 pour t = 2 pm et Q = æ.

. 2
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Par ailleurs, on peut remarquer aussi à partir de ces figures, que les
contraintes thermiques ne sont pas très importantes et n'excèdent pas quelques

kPa même au voisinage de la dislocation et pour des vitesses élevées. Une
comparaison par rapport aux contraintes élastiques de la dislocation coin
rectiligne (II-54) est faite dans I'annexe B.

III-5-4- Calcul de l'énergie élastique d'origine thermique

La densité d'énergie élastique associée à la dislocation mobile est
donnée par (II-55) sauf que les contraintes intemes sont cette fois-ci d'origine
thermique. Cette densité s'écrit sous la forme suivante:

wer = 2rr 
1Ï 

(crr)2 
* 

,orr 6zz - o?r) (rrr-6s)

La relation (III-65) est équivalente à celle donnée par M.Matczynski &

G.C.Sih [15]:

Cette dernière relation diffère de (II-58) par le deuxième terme du membre
droit dont I'origine est la condition (III-34b) imposée par le problème des
déformations planes sur la contraintes thermique orr.

En injectant le champ de température (III-42) et les contraintes internes (III-

64) dans (III-65), la densité d'énergie élastique est donnée par I'expression
suivante:

1
wel  = 

4t l  
t ( l  +  v)  (o t  t  +

r  p (1+v)

ozz)2 2 (o'o22 - o?) l

(crT)2

2K,2,
v?t  

I

N2 -  - t  -3 -  5v  , .2  ,Yr  .  -
wer = 

ùv'  
t  t+v 

K6(2K) e

vr -vx
+ {r, ( i) . 2K

Vx

K

(rrr-66)
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M.Marczynski & G.C.Sih t15l ont évalué une densité d'énergie

équivalente à (III-66) pour une source mobile dont la puissance est constante.

La dépendance en fonction de la vitesse de mouvement n'apparaît alors que

par le biais de I'expression entre crochet dans (III-66). Par une évaluation

addimentionnelle, M.Matczynski &. G.C.Sih ont prévu d'éventuels sites

d'endommagement plastique ou de fracture pour lesquels la densité d'énergie

passe soit par un maximum soit par un minimum-

pour le cas actuel (expression (III-66)), la dépendance en fonction de

la vitesse est plus forte par la présence en facteur d'un terme en V2. Pour cette

raison et contrairement à M.Matczynski & G.C.Sih [15], la densité d'énergie

transférée au système est d'autant plus élevée que la vitesse V est plus

importante (Figure III-13).

w.1 (J/m')
Ni

Fe

AI

Loe0 )

Figure III-13:
Densité d'énergie élastique w", pour r = 2 pm et Q = æ'

Les figures (III-14)

tendance aussi à se limiter
vitesses de mouvement de

température.

montrent que la densité d'énergie élastique a

derrière la dislocation (Q=æ) pour de grandes

la dislocation comme c'était le cas pour la
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wel (10-13 J/m3)
wel (10-8 J/m3)

4 . 0 5

4

J  .  v 5

wer (10-6 J/m3) wel (10-5 J/m3)

z . )

)

1 q

wel (104 J/m3)
)

J

wel (10-3 Ym3)

Densité d'énergie élastique en fonction de I'angle Q pour r = 2 Pm
et à différentes vitesses de mouvement de la dislocation:

(a) V= 1.0'3 m/s. (b) V= 1 m/s. (c) V= 10 m/s. (d) V= 102 m/s.
(e) [= 103 m/s. (0 V= 5 103 m/s.
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Le calcul de l'énergie élastique se déduit évidement de sa densité par

une simple intégration sur tout le volume du milieu en prenant soin d'isoler la

singularité mathématique par I'introduction du rayon du coeur de la
dislocation r0. En utilisant des techniques d'intégration des fonctions de Bessel,

I'intégration par rapport à I'angle Q conduit à I'expression suivante:

w _ nN2 o,z
tl

I(+f r"er*) + 
Ï,"t,#,rorfror

, 3-5v i --".vr.- ,Elo,+ ffi J'16(r*) Io(K'
16

+ Ï*,,#;r01ft;orr
16

lo est la fonction de Bessel d'ordre 0.

(rrr-67)

L'intégration par rapport à r ne peut se faire que numériquement
puisqu'on ne peut pas donner des expressions mathématiques connues pour de

telles intégrales. Généralement, c'est une énergie qui ne dépasse pas une

dizaine de pev même pour des vitesses et des rayons assez importants et ceci

en comparaison avec l'énergie élastique d'origine plastique donnée par

I'expression (II-60) qui est souvent de I'ordre de l'électronvolt (eV). Si on

prend par exemple une dislocation coin de vecteur de Burgers de 2 l0-ro m se

déplaçant à une vitesse V = 100 m/s dans le cuivre sous I'effet d'une contrainte

t = 100MPa, les énergies élastiques d'origines thermique et plastique dans une
région comprise entre ro = 5 b et R=20 pm sont respectivement de I'ordre de

10-14 J/m et de 2 l}-e J/m soit par atome le long de la dislocation 13 peV et 3

eV environ.

En conclusion, si les dislocations constituent I'origine de la plasticité

dans les métaux, on a essayé dans cette partie de leur attribuer un autre

phénomène qui a un lien assez étroit avec l'échauffement local (hot spot). Le

fait d'avoir introduit la notion de dislocation individuelle avait pour but

d'essayer de modéliser cet échauffement d'une façon simple. En évaluant les
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champs de température et de contraintes thermiques ainsi que l'énergie

élastique, on s'est rendu compte que I'effet d'une seule dislocation est très

négligeable même pour des vitesses de mouvement approchant la vitesse des

ondes dans les métaux. Cela veut il dire que la dislocation n'intervient pas dans

ce genre de phénomène (échauffement localf

M.Matczynski & G.C.Sih [15], ont estimé qu'une source de chaleur

mobile et de puissance quelconque peut être la cause d'éventuelles sites

d'endommagement ou de fracture. La dislocation en est un cas particulier.

D'autre part,le fait de traiter le cas d'une dislocation unique est une façon très

simpliste mais nécessaire pour modéliser les phénomènes liés aux dislocations.

Pour cela, on propose dans la suite d'étudier d'une manière quantitative le

comportement non pas d'une seule dislocation mais cette fois ci d'un ensemble

de dislocations.

m-6- Application au cas des ensembles de dislocations

Initialement, la densité de dislocations (nombre de dislocations perçant

une surface unité) dans un matériau est de I'ordre de 106 à 107 dislocations par

cm2. Après déformation (plastique), cette densité augmente jusqu'à atteindre

des valeurs de I'ordre de 1010 à 1012 dislocations par cm2. Au cours de cette

déformation, les dislocations initialement présentes et nouvellement créées

dans un échantillon, ont généralement tendance à se regrouper sous forme

d'amas cellulaires plus ou moins complexes qui dépendent du mode de

sollicitation appliquée.

Sans rentrer dans les détails de formation de ces cellules de

dislocations, on peut juste noter que se sont des configurations où la

localisation de la déformation est très marquante et où on peut s'attendre par

conséquent à des échauffements locaux qu'on tentera d'évaluer. On citera pour

cela et en particulier les confîgurations les plus rencontrées telles que les joints

de grains, les empilements et les bandes de cisaillement. D'ailleurs, les deux

dernières ont un lien assez net avec la première, elles forment souvent des

jonctions.

r00
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III-6-1- Les empilements de dislocations

Sous I'action d'un chargement et dans des conditions favorables, une

source de Frank-Read libère une après I'autre un certain nombre de

dislocations (boucles). Le déplacement de ces dislocations peut être freiné

voire même arrèté à la rencontre d'obstacles (oints de grains par exemple).

Les dislocations vont alors s'empiler les unes sur les autres (Figure III-15a)

constituant ainsi une des raisons du durcissement des cristaux.

àu
Figure III-15:

(a) Empilement de dislocations. (b) Super dislocation.

Chaque dislocation "i" de I'empilement est soumise à I'action des

dislocations voisines et à celle des contraintes appliquées E. La position de

cette dislocation dans I'empilement est donc déterminêe par la condition

d'équilibre de ces forces telle que [16]:

(rrr-68)

n est le nombre de dislocations dans I'empilement.
A partir de la relation (III-68), on déduit généralement deux résultats

très importants. En tête de I'empilement, les contraintes sont multipliées par le

facteur n. D'autre part, on peut calculer, par une méthode de récurrence, la

u'bz $ t -rb=o
2n(l-u)frxi -xj

j+i

Source de F.R. n Source de F.R.
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taille de I'empilement L et le nombre de dislocations n susceptibles d'être

empilées ll7l. Ceux ci sont donnés par une même relation:

L_ (rrr-6e)
æ(1 -  v)E

La concentration de contraintes en tête de I'empilement n! peut être

regatdée comme étant une contrainte X appliquée à une "super dislocation" de

vecteur de Burgers nb (Figure III-15b). Si par ailleurs cette "super

dislocation" se déplace à une vitesse uniforme V, alors le champ thermique

qu'elle crée autour d'elle peut être estimé à n fois le champ thermique d'une

dislocation isolée de vecteur de Burgers b et mobile à la même vitesse V (III-

44).

Il reste alors à préciser la longueur de I'empilement L et le nombre de

dislocations qu'il contient. En général, on estime que I'empilement peut

s'étaler tout le long d'un grain. Le nombre de dislocations est ainsi déduit à

partir de (III-69) pour une contrainte X donnée. Si on prend par exemple le

cas du Cuivre avec un grain de taille 20 pm, les dislocations pouvant s'empiler

pour une contrainte de I'ordre de 100 MPa, sont approximativement au

nombre de 430 dislocations. Donc, si on considère la "super dislocation" de

vecteur de Burgers 430b mobile à une vitesse de I'ordre de 100 m/s, le champ

de température dont elle est I'origine est de I'ordre de 0,4K et 3,3K à une

distance de 21tm et 2A respectivement. Mais en réalitê, on n'arrive pas à

observer expérimentalement un tel nombre de dislocations par empilement,

elles sont au maximum une dizaine. Dans ce cas, le champ thermique de la

"super dislocation" est encore plus faible, de I'ordre d'un centième de degté.

I.I'l-6-2- Les bandes de cisaillement

Au cours de la déformation plastique, les cellules de dislocations sont

composées de zones de faible densité de dislocations entourées de parois

contenant une forte densité de dislocations. De telles configurations conduisent

le plus souvent à la formation de microbandes qui sont des structures

intragranulaires de dislocations de forme étroite (épaisseur qui varie de 0,2 à

0,4 pm) et allongée (elles peuvent se développer sur toute la longueur du

grain). Lorsque les conditions sont favorables, les microbandes peuvent

npb
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développer une autre structure de dislocations qui peut se propager d'un grain

à I'autre puis à travers tout l'échantillon. Ces bandes (ou microbandes) sont

porteuses d'un intense cisaillement qui est lié à la déformation plastique par la

relation de Schmidt:

Bi = )"f'nfvu
k

La sommation est effectuée sur tous les systèmes actifs k dont

respectivement la normale au plan de glissement et la direction

du système k et t' est I'amplitude de glissement sur ce système.

nk et mk sont
du glissement

(rrr-70)

(rrr-71)

Si on considère qu'un ensemble de n dislocations de même nature et de

vecteurs de Burgers b sont à I'origine de la coalescence d'une bande de

cisaillement de largeur c, le cisaillement développê par cette bande est donné

par:
nb

T_
c

Cette relation permet alors de connaître le nombre de dislocations qu'on peut

associer à une bande connaissant évidement I'intensité du cisaillement l et la

largeur c de la bande.

Soit par exemple une bande de largeur c = 0,4 pm obtenue par

I'application d'une contrainte suffisante de I'ordre du GPa et produisant un

cisaillement T = 1, le nombre de dislocations de vecteur de Burgers b = 2 ]+

est approximativement de I'ordre de n = 2000 dislocations. Si cette bande peut

être assimilée à une dislocation de vecteur de Burgers 2000 b et si elle est

animée d'une vitesse V = 500 m/s (vitesse d'une bande de cisaillement mesurée

par A.Marchand et col.[18]), le champ de température qu'elle crée est de

I'ordre de 400 K à une distance de I'ordre de 10 nm. C'est une température

appréciable qui peut augmenter avec le cisaillement produit et avec la largeur

de la bande. La température ainsi calculée est du même ordre de grandeur que

celle mesurée par A.Marchand et col. dans le cas d'un acier.
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m-7- Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié I'aspect thermique du mouvement d'une

dislocation indépendamment des autres paramètres internes susceptibles

d'influencer la réponse du matériau. On espérait, comme pour le cas d'une

fissure mobile, atteindre des grandeurs significatives du champ de température

et des contraintes thermiques. Même si ce but n'est pas atteint, on peut

affirmer par I'approche de M.Matczynski & G.C.Sih que la dislocation

assimilée à une source de chaleur mobile peut être I'origine d'éventuelles sites

d'endommagement et de fracture. D'autre part, même si I'effet d'une seule

dislocation est négligeable, celui d'un ensemble assez élevé de dislocations peut

être considérable et permettra d'expliquer d'une manière simple I'origine des

élévations de températures rencontrées dans les bandes de cisaillement par

exemple.

Pour évaluer numériquement tous les champs introduits dans ce

chapitre, on a été obligé de fixer la force thermodynamique G à sa valeur

critique prise égale à la force de P.K. Dans le chapitre suivent, on tentera de

calculer G dans le cas général où la plasticité et la thermique introduites par la

dislocation seront prises en compte.
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Clwpitre N. Calcul de la Force Thermodynamique G

IV-l- Introduction

Dans les chapitres précédents, on a traité séparément le comportement
plastique et le comportement thermique du mouvement d'une discontinuité.

Mais en rêaIitê ces deux comportements sont indissociables: une discontinuité

mobile est à la fois une source de déformation plastique et de déformation

thermique.

Le but de ce chapitre est de tenir compte de cette coexistence

thermoplastique et de calculer par conséquent les champs mécaniques
(déplacement, déformation et contrainte) et thermique résultants. Pour cela,

les méthodes du tenseur et de la fonction de Green (potentiel thermoélastique)

seront de nouveau utilisées pour résoudre les équations de synthèse.

Les solutions trouvées dépendront toujours de I'inconnue G dont le

calcul fera I'objet du paragraphe (IV-4) dans le cas particulier d'une

dislocation coin rectiligne mobile.

IItr-2- Analyse thermoélastoplastique du problème d'une
discontnuité mobile

On rappelle qu'au premier chapitre, on a vu qu'une discontinuité
mobile se comportait comme une source de chaleur mobile et que si à cette
discontinuité est associée une certaine distribution de déformation plastique,
alors le champ de déformation totale Êij au sein du matériau est donné par:

e1"1" est la partie inélastique du champ de déformation due à la présence et au

mouvement de la discontinuité. elfé est constituée d'un terme plastique el et

d'un autre thermique ef , telle que:

gi j  =ei ,  +ei ié

= a (T-To)  ô i i

(IV-1)

(rv-2)

(rv-3)

rlTu =ef +e$

ef
avec,
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Remarque:

= Si ei1é - el, cette situation se ramène au cas élastique avec la

présence d'une déformation plastique;
+ Si eiié - ef, oû retrouve le cas thermoélastique du dernier

chapitre.

Pour tenir compte de ces deux phénomènes de natures différentes (la

plasticité et la thermique), le potentiel thermodynamique d'où dériveront les

lois de comportement, doit localement dépendre des deux variables

observables e et T et de la variable cachée gn;

w = w(t, ÊP, T)

En partant uniquement de cette écriture de w et des relations (l-23) et (I-27),

on peut déduire I'expression de la dissipation intrinsèque volumique sous la

forme:

9r = -o:eP (rv-4)

Pour établir les équations différentielles décrivant l'évolution thermoélasto-
plastique, il convient de préciser le potentiel thermodynamique w(t, sp, T).
En effet, on considère toujours le cas d'un milieu élastique, homogène et
isotrope pour lequel w(e, sp, T) s'écrit comme suit:

w(g,gp,T) = 
ï  , r* -ef in -eft)  (ett  -efo -e*.1

+F (ei :  -ef -el ,h) (ei . ;  -el  -ef )

- c T I-ogtll - (so - c) T * wo
r 0

(IV-s)

A partir de (IV-5), on déduit encore une fois les relations ou lois de
comportement concernant I'entropie s et le champ de contraintes ot, telles

que:

r08



Clnpitre N. Calcul de ln Force

âws--ar-m(sn

âw( ' , ,  = -=À, (gr , t_ u Seij

ou bien sous la forme:

Thermodynamique G

-eh-ei[) + cl."s(+) * so GV-6a)

-ep* -ei f t)  ôi :  + 2 w @i:-ef -ef )  ( IV-6b)

s=m (er. l .  -ek)

o, j  =1,(em -sk)

-3mcr (T-To)+ cr- rgf* )  *  so

6, j  *  2 p (e i : -  r f  )  -  m (T- To )  ô i :

(IV-7a)

(rv-7b)

En se basant sur (IV-7a) et (III-4),la nouvelle équation thermique s'écrit sous

la forme suivante:

kAT - cf -  mT(èp - epkk )+3maTt -ot,ef + GVô(A) :  0 (IV-8)

Bui et coll.[l] et Q.S.Nguyen [2] ont résolu numériquement une

équation équivalente à (IV-8), pour une fissure mobile dans un milieu

élastique parfaitement plastique sans source de chaleur concentrée à la pointe

de la fissure (G=0). Cette équation est écrite en faisant apparaîtrc la trace des

contraintes déduite de (IV-7b) telle que:

kAT-ct-crTô* -o1;èf  =9 (IV-8')

Par rapport à l'équation thermique classique, l'équation (IV-8)
présente un certain nombre de nouveaux termes. On citera en particulier le

terme mTefln qui représente un couplage supplémentaire entre les deux

champs de déformations inélastiques, en I'occurrence la déformation plastique
ep et la déformation thermique gh par le biais du champ de température T.

D'autre part, les relations (II-9a) et (IV-7b) conduisent aux équations du
mouvement qui se mettent sous la forme:

( I+p)  uk,k i  *Fui , *  - -1,  - I t lo , t  -21tÊ[ , r  +Pf i  =0 ( IV-9)

109



Chapitre N. Calcul de la Force Thermodynamique G

Comme il s'agit d'un milieu élastique, homogène et isotrope, on peut écrire
l'équation (IV-9) autrement en faisant intervenir le tenseur d'élasticité Cilç1 tel
que:

Ci3n ur,rl - C,j" t'iTi * pfi = 0 (Iv-10)

Les équations (IV-8) et (IV-10) constituent un système d'équations

différentielles couplées de la thermoélastoplasticité non linéaire en T et pour

une distribution donnée de la déformation plastique. Elles permettent de

déterminer les champs thermomécaniques causés par une discontinuité
quelconque en mouvement dans un milieu élastique.

On vérifie très facilement que dans le cas isotherme (T = constante), on

retrouve l'équation du mouvement (II-35) résolue au chapitre II. Alors que

dans le cas eP=O, on retrouve les équations différentielles de la

thermoélasticité non linéaire du chapitre III.

Pour résoudre ces équations, on considère comme aux chapitres
précédents, le cas d'une dislocation coin rectiligne en mouvement uniforme

avec quelques hypothèses simplificatrices.

IV-3- Cas du mouyement uniforme et quasi statique d'une
dislocation coin rectiligne

Pour résoudre les équations thermomécaniques (IV-8) et (IV-10), on

se place dans les cas de figures suivants:

hr- La linéarité du champ de température T au voisinage de la

température de référence To traduite par: lT = 
To 

1..1,^ 
lro I

hr- L'effet du couplage thermomécanique est négligé,

hr- Les forces de volumes sont aussi négligées,
ho- On suppose que le champ de déplacement imposé à I'infini est tel

que:
Ul tr l  = Ei j  x j

E,, étant le champ de déformation imposé à I'infini tel que:

( IV-11)
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Eij  -  Ei j  *El *Ef (rv-12)

Cette relation est déduite de (A-10) en remplaçant la déformation inélastique

macroscopique E"é par la somme des déformations plastique et thermique
macroscopiques P et Eft respectivement.

En prenant toujours s6=Q et wo--cTo et compte tenu de la linéarité de la

température, l'énergie interne w s'écrit comme suit:

w(s, gp, 0) = 
ï ,r* -ep* -eft) (en -efu -ePol

+p (ei: -ef -ef;) {e,i -ef -rf )- ft 
e'

(rv- 13)

à partir de laquelle on déduit les équations de l'évolution thermoélasto-
plastique:

kAT-(c-3crq) t*n êk - or:  el  + GVô(A)=0 (N-14a)

Ci;p ut,r.; - Ciiu e'Ëi = O (rv-14b)

Dans ces équations elni" représente la déformation inélastique introduite par la

présence et le mouvement de la dislocation coin rectiligne. Sa déformation
plastique est donnée par (cf. chapitre II):

Eprz =l 
",-., 

ô(v) (IV-15)

alors que la déformation thermique est donnée par I'expression (IV-3) où T
est le champ de température solution de l'équation différentielle (IV-14a).
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IV-3-1- Résolution de l'équation thermique

Avant d'aborder la résolution de (IV-14a), on fait quelques remarques
qui permettront de simplifier d'avantage l'équation thermique.

Remaroues:

L- Lapremière remarque concerne le coefficient de f dans l'équation
(IV-14a) à savoir le terme (c-3crr1) âvoc T'l=ç6(3À+2p)To.

l, to-+
(MPa)

F to-+
(MPa)

cr, 106
(K-1)

c
(MPa/K)

3uz(3L+4.r)To
(MPa/K)

Cu 13.1 4.6 16.5 3.44 3.96 10-4 To

AI 6.r 2.5 23.9 2.42 3.gg l0-4 To

Ni 16.4 8.0 13.3 3.9r 3.30 10-4 To

Fe I  1.3 8.2 tI.7 3.62 2.06 l0-4 Tn

Tableau (IV-L):
Comparaison entre c et 3crn.

Dans le tableau (IV-l), on compare numériquement les coefficients c

et 3ar1 pour différents matériaux. On remarque alors que pour une
température de référence raisonnable To, on a:

3oq << c

ce qui permet de ne maintenir que le terme ctdans l'équation thermique.

2- le choix de la dislocation coin rectiligne conduit à une trace de la
déformation plastique nulle:

efn=o

3- En utilisant le repère mobile et le fait qu'un état de mouvement
quasi stationnaire peut être rapidement atteint, on a:

|  = -YT,r
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si = -vef,r

4- Dans le cas de la dislocation coin rectiligne, on a à partir de la

relation (IV-15):

eorz,, = -! at.l ô(v)

c'est-à-dire que les deux termes:

orz èlz = -Y o2 e!r,, = T o,, ô(x) ô(v)

et 
cvô(A) = Guor. l  ô(v)

qui traduisent la variation de la déformation plastique ço r, èlr) et la

puissance intrinsèque dissipée (GV) associées à la même entité qui est la
dislocation coin mobile, sont nuls en un point régulier du volume Ç).

Compte tenu de ces quatre remarques, l'équation thermique devient:

kAT+cVT,,  = 0 Vx(régul ier )eCl  (N-16)

Il ne faut pas oublier la condition source exprimée par la relation (I-54)
qu'on rappelle ici:

GV = 
J1g Jq.ndS

La solution de (IV-16) satisfaisant les mêmes conditions aux limites (III-39) a
été calculée au troisième chapitre:

r(x,r)=# exp(-fr1 rot#)
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lV-3-2- Résolution des équations du mouvement

Pour résoudre les équations (IV-14b), on utilise la méthode du tenseur
de Green comme au deuxième chapitre. En s'appuyant sur I'hypothèse ho, le

gradient du champ de déplacement est donné par:

L'expression (IV-17) est formée de trois termes dont la signification est la
suivante:

+ Un terme traduisant le comportement du gradient de déplacement à
I'infini donné par E6,

+ Un terme dû uniquement à la distribution de la déformation
plastique et traduit par I'intégrale qu'on note:

(rv-18)

= En fin un terme d'origine thermique donné par I'intégrale notée:

un,,r, (r): En- - 
J",ro, 

Gin;,n (r - r' ) e[, (r' ) dV
v
I

J "0. 
Gin,i,n (r - r' ) eH (t' ) dv'

v

o*,, (r): -Jcii '  Gin,i- (r - r '  ) e* (r ' ) dv'
V

ul,* (r): -JC1rr Gin,i 'n (r - r' ) efi (r' ) dv'
V

(rv-17)

(rv-19)

On peut remarquer que le calcul des deux intégrales ul,- (r) et

uf- (r) peut se faire séparément puisque les deux champs de déformations

inélastiques gp et sth sont bien évidemment indépendants I'un de I'autre. Ceci

veut dire que les composantes de ul.. (r) peuvent être déduites de celles du

champ de déplacement données par (II-53). Par ailleurs, pour calculer
of;- {"), on effectue tout d'abord le produit C,j11 Gln,i- (r - r' ) (Annexe C),

I'intégrale (IV-19) se réduit à:
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(rv-20)

avec0=T-To

En comparant (IV-20) avec les relations (III-51) et (III-53), on conclut que:

uf,n (t) = @,n,,' (r) (IV-21)

Le calcul des fonctions @,n- (r) a fait I'objet du chapitre III.

Finalement, on peut écrirê un.- (r) sous la forme suivante:

un,* (r)  = Enrn + ul, ,n (r)  + Q,n- (r) (rv-22)

A partir de (II-2), on peut déduire les composantes du champ de déformation
totale sous la forme:

€n* (r) = Enrn + efir, (r) + @,n,r, (r) (rv-23)

Pour cela, on a utilisé la symétrie du potentiel thermoélastique @ et de la
déformation macroscopique E ainsi que le tenseur de Green modifié
fjr- (r - r' ) telle que:

ef," (r) = 
J ",,n, 

flni* (r - r' ; e[, (r' ) dv
V

ou:
, 1 , r

f ;n i - ( r - r  ;  -  - i (G:" , i . ( r - r  )+Gi* , in( r - r  ) )  ( IV-25)

En conclusion, les hypothèses et les remarques évoquées en ce début
de chapitre ont permis de simplifier les équations de l'évolution thermo-
mécanique du mouvement d'une dislocation coin rectiligne. Elles ont permis

aussi de trouver une solution à ces équations simplifiées en fonction des
solutions du problème physique et thermique pris séparément.

(rY -24)
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Il faut remarquer par ailleurs que les solutions dépendent toujours de
la force thermomécanique G, I'inconnue du problème d'évolution. Les
champs thermiques et mécaniques permettront de calculer cette inconnue.

IV-4- Calcul de la force thermodynamique G

Les champs thermomécaniques calculés aux paragraphes précédents

serviront à calculer la force thermodynamique G formulée au premier

chapitre. Appliquée au cas de la dislocation coin rectiligne en mouvement

quasi statique, la force G donnée par (I-78) devient:

G_ oij nj o,,r ) ds (rv -26)

Dans le cas des dislocations quelconques (courbées), on prend

généralement la surface E comme étant un tube enveloppant la dislocation.

Dans le cas où elle est rectiligne X est choisie sous forme de cylindre de rayon
ro équivalent au rayon du coeur de la dislocation et ceci pour éliminer

évidement la région où la mécanique des milieux continus ne peut plus être

appliquée.

En faisant apparaître la première composante de I'intégrale J de Rice,

I'expression (IV-26) s'écrit sous la forme suivante:

G - lim, J1
E--lE

(rv -27)

avec:
(rv-28)

Js J{* n,
t

Jl = 
J{* ' ,  

-  Qj n,}os
t

Q est un vecteur tel que:
Qj :  Oi j  u i , t (rv-2e)

oij sont les contraintes données par les relations (IV-7b).

J, dépend du potentiel thermodynamique w et du vecteur Q. Ces quantités

données respectivement par les expressions (IV-5) et (IV-29) dépendent à leur
tour de la solution globale du problème qu'on rappelle:
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+ en déplacement:

avec:

avec:

avec,

un,- (r) = En* + ufl,- 1r;

o1,- (") = ul,_ (r) + @,nrn (r)

+ en déformation:

€n- (r) = En- + ef- 1t;

e1," (.) = el- (r) + o,n- (r)

(IV-30a)

(rv-30b)

(IV-31a)

(rv-31b)

(rv-32)

(IV-33a)

La lettre "d" signifie que les champs ul,- (r) ou el- (.) sont des champs qui

ne peuvent être produits que par la présence et le mouvement de la dislocation
et en aucun cas par le chargement imposé à la frontière.

En introduisant les expressions (IV-31) dans I'expression (IV-13), on propose
une écriture de l'énergie libre w sous la forme suivante:

(e*r. - eH. )(e*k - €15. )

w" -1,

*o:+
+

*=*"  +w"  +*d

Â

wo:ï  
"*  "*  

+ pE' ,  E, ,

E* (eiu - eft ) + 2ItEt: (e$ - ef - eT;h ) (IV-33b)

rr (e$ - ef - eif'l teg - ef - ef ) fte' 
(v-33c)

Selon cette partition, l'énergie libre w est constituée d'une énergie wE dont
I'origine est le chargement imposé à la frontière du milieu, d'une énergie wd
dont I'origine sont les champs internes et en fin d'une énergie wc qui
représente en quelque sorte une énergie d'interaction entre le chargement
appliqué (E,,) et la dislocation.
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On applique ce même raisonnement au calcul d. Q donné par (IY -29)

en y injectant les relations (IV-7b), (IV-30) et (IV-31). On obtient alors:

avec,

avec,

oÎ = lul' (efu - e*.) + z pufl ' 1efi - ef - ef ) GV-35c)

En injectant les relations (IV-32) et (IV-34) dans (IV-28), Jt peut se mettre

sous la forme suivante:
Jr = Jf + Jf + Ji (IV-36)

Jit = 
Jr** ", 

- Of ni ) dS, X=E, d, c (IV-37)

Qj =ol *oi +of

OÏ = ÀEp E i r  +  21tE4E1

O; = IEru, ulr + ÀEir (eft - tfol

+ 2 pE,, (efl - el - ef I + 2 pE,; uf,

G=GE +Gd +G"

Gx = hm, Jl(, X=E, d, c
E+I

(IV-34)

(IV-35a)

(rv-3sb)

(rv-38)

(rv-3e)

avec,

Par application de la limite quand E + E' aux expressions (IV-36) et (IV-
37), on retrouve des relations analogues portant cette fois-ci sur G:

On interprète GE comme étant la force qu'exerce le chargement
lorsqu'aucune dislocation n'est présente dans le milieu. Gd représente la force
qu'on a appelé au second chapitre, la "self-force" qu'exerce la dislocation sur
elle même pa,r le biais de ses propres champs. En fin Gc est la force qu'exerce
le couplage entre le chargement et la dislocation sur cette dernière.
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IV-4-1- Calcul de la force G"

On rappelle que I'intégrale Jf est donnée par:

wc, on injecte la relation (IV-31b) dans (IV-33b), on trouve

Jî =J{w" nr -O; nj}  dS

Pour calculer
alors:

avec,

avec,

w"  =w"P +w" th

w"P = l ,Er,r  ek + 2 pEt,  (ef  -  t l )

ai =oip +oift

O;o = À Ep. u|r + l, Eir ePkk + 2 p Eu (ef

+ 2 pE,, ul,

(rv-40)

(IV-41a)

w'ft - ÀEuu(o,r.r - eft) + 2ltai: (o,i j - ef ) (IV-4lb)

On remarque alors que l'énergie d'interaction wc peut être partagée en une

énergie d'interaction wcP entre le chargement imposé et les champs internes

d'origine plastique et en une autre *cth sn11e le chargement imposé et les

champs internes d'origine thermique.

De la même façon, on introduit (IV-30) et (IV-31) dans (IV-35b), on a alors:

(rv -42)

- el)
" (IY -43a)

nitn = I Etrç o,ir + l. Eir (o,n - tTL )

+ 2t tLt(o, i j -efrh) + 2pEl i@,i1
(rv-43b)

Par conséquent, en injectant les relations (IV-40) et (IY-42) dans I'expression
donnant Jf , on aboutit aux relations suivantes:

Ji  =JiP +Ji 'h (rv -44)
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avec,

n,  -Qio n j )  dS

n,  -QT* n j )  dS

ufp et alp sont définies comme suit:

c t ïo :w'P -Ç)TP

o"T=aT

Jîo = J t*"0

Jï'n = 
J(*"tn

(IV-45a)

(rv-4sb)

(IY-47a)

(rv-47b)

a- Calcul de I'intégrale JfP:

On écrit Jfp donnée par (IV-45a) sous la forme suivante:

Jio = 
J"ït n' ds - I"y n2 dS (rv-46)

En utilisant la sommation sur I'indice répété, ces deux quantités sont données
par:

cio = - (X + 2p) (E,, ul,, e* ep.,) + ZyrBr, (epr, - elz - ul,r )

a;,  = (À+ 2p)(E,rep* tEzzuf, , )  + {Xul , r  + zt t (" lz-Elz)}Err

Pour intégrer ces deux expressions, on rappelle que le problème de la
dislocation mobile est plan et par conséquent la surface X est assimilée à un
contour f de rayon r ) ro. On applique les coordonnées polaires r et Q ce qui

conduit à:
nrdf=rcos0d0

nzdf=rsinQd0

r20
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Par intégration de afP et ucf , on a:

J"ït nr df = Fb Erz (IV-49)
f

et

| 
""ro 

n2 df = - Vb En (IV-50)

+L 
L

L'intégrale JiP est donnée par:

Clnpitre N. Calcul de la Force Thermodynamique G

Jio :  21tb En

b- Calcul de I'intégrale Jftr:

Jî* = 
J"î* n, dS - I""y n2 dS

afft et a!ft sont définies par:

aï* =*"* -ç)T'n

cr!ft = Qiù

De la même manière, on écrit Jf* donnée par (IV-45b) comme suit:

(IV-s1)

(rv-52)

(IV-53a)

(rv-s3b)

En utilisant les relations entre le potentiel thermoélastique et les autres
champs thermomécaniques, on a:

oith = (À p - 3K a) }Ezz {(I + 2p) E,, + }uBzz} (D,rr

+ 2ltVzz cD,22

u"f = (À + 2p) E** @,,,

Soit par intégration:
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J oï* "'
f

I""f "'
f

dr - 3K crffr' *, <#l r, r#) - r Kr,#, r, r#)

+ f r,,#,r,r#) *f,Ekk

dr - 3Kcr ff v*,rffx,,#,-rl Em

Jl'n = 3Kcrff r'*r<#lr,r#)
-,Kr,#,r,r#) + fr Ekk

A partir de la relation (IV-44), on écrit Jf comme suit:

Ii=3Kuffr,r<or#)r,r#)
- rKr,#, rrr#) + fr Enn + zltbl'

(rv-54)

(IV-ss)

(rv-s6)

(rv-s7)

En combinant les deux expressions (IV-54) et (IV-55), JÏ* est donnée par:

La force Gc est alors déduite de (IV-57) par application de la limite
(IV-39c).

lV -4-2- Calcul de la force GE

On rappelle que lf est donnée par:

Jf =Jt*" n, -aT ni) dS

wB et Of Oonnées par (IV-33a) et (IV-35a) ne dépendent que du champ de

déformation imposé à la surface. wE et Qf sont des constantes qu'on peut

faire sortir du signe intégral. On écrit lf ae la manière suivante:
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Jf = (*E - of )J", df - otjn2 df (rv-s8)
rF

Les deux intégrales de contour sont évidement nulles. (IV-58) devient alors:

Jf = o GV-se)

Par conséquent la force GE est nulle:

GE = 0 (IV-60)

Ceci traduit le fait que I'effet du chargement imposé en terme de force sur un

milieu ne contenant pas de discontinuité est nul.

IV-4-3- Calcul de la force Gd

Jf est donnée par I'intégrale suivante:

: lJf =Jt*o n, -oi nj) ds
t

Pour calculer wd et Of (sous entendu Jf), on utilise la même démarche que

celle utilisée pour calculer Jf .

En substituant la relation (IV-31b) dans (IV-33c), wd peut se mettre sous la
forme suivante:

*d = wdP + *dû + wdptt' (IV_61)

avec:

*dp = 
ï"t*.1- 

+p(el -ef l(r l  -ef) (rY-62a)

*dft  = 
ï  ,* ,o -  efn)(o,* -  e*.1

+ p (e,,j - ef )(e,,.i - e11, I - *e' 
(IV-62b)

,J . 2To
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wdptr - l.ek (o,*. - efr.)+ 2p(elr - ef )(o,i: - ef ) GY-62c)

de même, Ç)1 peut s'écrire comme suit:

oi - olo * o1* * oîo* (rv-63)
avec,

oîo - î" uf1 eL + 2p uf, (ef - ef ) (rY-64a)

oltn - Io,3r (<o,* - eft ) + 2lto,r (o,ij - ef ) Gv-64b)

Çlfn* - À e,;r efo + r. ufr (e,* - eH.l
(IV-64c)

+ Zpul,, (o,ij - el,h ) + 2po,r 1ef - ef )

En tenant compte de (IV-61) et de (IV-63), Jf peut se mettre sous la forme

suivante:

Jf = rio * lf'h + lfnm (IV-65)
avec

Jf : Jt*t nr - oI n1 ) dS, Y=dp, dth, dpth (IV-66)

a- Calcul de I'intégrale JfP:

lfe aonnee par (IV-66) peut être mise sous la forme suivante:

lio = 
J"ît n1 dr - I"^; n2 dr (IV-67)
r r

afn 
"t 

alo rotrt définies comme suit:

olo =*oo -Qîo

al' - aor'

(IV-68a)

(rv-68b)
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En développant ces expressions, on a:

. " dp  l  '  n  n "
rÀ1 : : @Bz - efr )(efi + epn) - p (ef, efi - elz epu)

L

+ 21t(epr, - eprz)(eb - e'rz- ul.r )

orn = l.u!,, ef, + ()u+2tt) ol.t"\z + 2ptl,, (el2 - elr)

Soit par intégration sur le contour f:

|."lo n1 dr - 0 (IV-69)
J l
F

["jn n2 dr - 0 (IV-70)
J "
I.

En se basant sur ces deux dernières relations et sur (IV-67), on a:

Jio = o (IV-71)

b- Calcul de I'intégrale Jfù:

De même, on écrit Jfth sous la forme suivante:

Jf* = J"f* n, dr - J"3* n2 dr (Iv-72)
f f

afft 
"t 

a$ft sont définies comme suit:

Chapitre N. Calcul de la Force Thermodynamique G

ctf* =*o* -Qf*

cr!* = Q3*

Tous calculs faits, on trouve:

(IV-73a)

(rv-73b)
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I crgth n,, df = o
J t '
f

of* = {vffi"' ftrr'
ot*=o

Soit par intégration sur le contour f:

I"f" n1 dr -
tr

-2nr*lrru P a2 -*l,r3r3lr,rYl 
Gv-74)

'znk '"  L+21t 2To'  " '2K'  ' 'K '

Chnpitre N. Calcul de la Force Thermodynamique G

f

ofn* et alpft sont définies corlme suit:

oin* =wdPû -oio*

oto* - Qtn'n

Tous calculs faits, on trouve:

(rv-7s)

(rv-77)

(IV-78a)

(rv-78b)

En combinant les relations (IV-72), (IV-74) et (IV-75), on a:

r1* : -2n (#)2(p 
# 

a2 -ùr'.3t#r r,tl) (IV-76)

c- Calcul de I'intégrale Jio*t

On écrit Jio* sous la forme suivante:

Jlo* = 
J"ît* n, dr - J"lt" n2 dr

t26



Chapitre IV. Calcul de Ia Force Thermodynamique G

olntn = (i. B - 3K a) el2 T + 2p 
"L 

Q,22 21t ep' Q,r,

+ ZItQ,n @or, - eorz - u!., ) - î, Q,11 eflu

olo^ = (l.B - 3Ka) u!,, T + ()u+2tt) 
"nr.r 

@,,,

+ 21tooz,, Q,22 + 21t0,r, 1el, - e!2)

Soit par intégration sur le contour f:

lofotn n1 df = o
J r
f

[olo* n2 df = o
J z
r

En combinant les relations (IV-77), (IV-79) et (IV-80), on a:

(rv-7e)

(rv-80)

JÎn* = 0 (IV-81)

Finalement, Jf est obtenue en injectant dans (IV-65) les relations (IV-

71), (IV-76) et (IV-81):

rl =-zn r#uf w ffi "' ^t'*3r#) r,(l) 
(rv-82)

A partir des quantités Jf , Jf et Jf , la première composante J, de I'intégrale

de Rice est donnée par:

rr= 3Kaffr'*r<#lr,r#)
- rKr,#, r.r#) + T, "* 

+Z1tblr, (IV-83)

- 2n r#nf e, Lry a.2 - 
ftr' I<3 t#r r, (l)
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En appliquant la limite (lV-27) quand le rayon r du contour f tend vers le
rayon r0 du coeur de la dislocation (r+ 16), on trouve que la force

thermodynamique G est solution de l'équation du second ordre suivante:

AG2 + BG *  C = 0
tels que:

A - #r, Lry a.2 - 
atl1,,,,(, 13 t#l r, rTll

B- t -3KoJ '2K
2k 

t*  L7

+ ,tTi',('r.r#)r,t#)- rKr,#, lor#ll r

C - - Z1tbEp

Etz  =  
* . ' "

Ekk = 
#t*

(rv-84)

(rv-8s)

(rv-86)

(rv-87)

En utilisant les relations (A-9) et (A-10), on peut écrire les
coefficients B et C en fonction des contraintes macroscopiques lrr. Pour cela,

on calcule d'abord les déformations inélastiques macroscopiques Ep et Eth.
Dans le cas du milieu infini considéré jusqu'à maintenant, on vérifie aisément
que ces déformations inélastiques sont nulles (Annexe D). Ce qui conduit aux
deux relations suivantes:

avec 3K=37u +21t

Les coefficients A et B dépendent de plusieurs paramètres en
particulier de la vitesse V du mouvement de la dislocation coin et du rayon de

\/-

son coeur r0 à travers le rapport + Selon les valeurs de ces deux
2K

paramètres, plusieurs cas peuvent être envisagés. En permettant à V de
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pouvoir varier sur une plage de vitesses assez large allant de petites vitesses

de I'ordre de 10-3 m/s à de grandes vitesses de I'ordre de la vitesse des ondes

dans le matériau, on se contentera de n'étudier en fin de compte que trois cas
selon la valeur de ro.

Normalement ro représente un rayon de I'ordre de quelques vecteurs

de Burgers (ler cas). Mais on va étendre cette valeur et lui permettre d'en

prendre d'autres telles que la distance entre deux dislocations, d'abord dans

un milieu déformé d'une densité de dislocations élevée de I'ordre de 1012

dislocations/cm2 (2ème cas), puis dans un milieu non déformê avec une faible

densité de I'ordre de 106 dislocations/cm2 (3ème cas). Connaissant ainsi les

valeurs de ro et de V, le rapport # qui figure dans les différentes fonctions
2K

de Bessel est soit supérieur soit inférieur à 1. Une étude asymptotique se

basant sur celle des fonctions de Bessel permet de simplifier considérablement

les coefficients A et B:

Vrn
= "  << l

2K

d = + ru 5L*?v az -lll"3 (h(YIg )), (rv-8s)
2nk'z "  7u+21t 2To'  2K 

'  '4K "

B = t* r+*t* #r'tftl

= 
t to 

>>l
2K

K3t2
f ,= _"(p

242nk" 
' ' ,

g = 1-KGI ' ,^  
k - - K K

5L+2w.t  c , /V
-  \ . &  t , r -

7u+21t 2Ts' ! ro

(rv-86)

(rv-85)

(rv-86)

On vérifie dans les trois cas et pour un matériau donné que le
coefficient A est négligeable et tend vers zéro quelque soient les valeurs de ro
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et de V. (IV-84) se réduit finalement à une équation affine basée uniquement
sur l'étude asymptotique du coefficient B.

Dans le premier cas (r ( nb avec n < 10), le rapport 
Vh- 

.rt toujours
2K

inférieur à 1 et le coefficient B est égal à I'unité. La force thermodynamique
G n'est rien d'autre que la force de Peach et Koehler G = b 2rr.Ce résultat
reste valable même pour ro â 0 où les limites suivantes sont utilisées [3]:

I'S'r,r#)r,r#) = o

l5'r,t#)r,(#) = +
ls*,,#, I,r#) = -;

I'S'13r#lr,rfl = o

(rv-8e)

Dans le deuxième cas où la distance entre deux dislocations est de
Vr.'

I'ordre de 10 nm soit une distance équivalente à 50 b, -- u s51 toujours

inférieur à 1 et B tend encore une fois vers 1, ce qui conduit à la même
conclusion que celle du premier cas.

Le troisième cas qui correspond à un milieu non déformé, deux
dislocations sont séparées d'environ 10 pm soit une distance de I'ordre de
5 104 b. Compte tenu de la valeur de la vitesse V, on distingue deux
possibilités:

Vr.'*  Si  V S Vo =25 mlsalors 
ù 

=,

Le coefficient B tend dans ce cas vers I et on retrouve le même
résultat que dans les précédentes situations.
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* Si V > Vo =25 mlsalors ]! t r
2K

B est donné dans ce cas par une expression qui ne dépend ni du rayon
ro ni de la vitesse V > Vo. C'est à dire qu'à I'exception du vecteur de Burgers

b, B ne dépend d'aucune autre caractéristique de la dislocation mobile. B est

fonction uniquement du chargement appliqué et des caractéristiques physiques

du matériau. G est donnée alors par:

G-
bZrz (rv-90)

1- 
icr 

rtt

Cette expression diffère de la force de Peach et Koehlef par la présence au

dénominateur du terme l-5crlr.r. On vérifie facilement gue, pour
k

n'importe quelle intensité de chargement et pour n'importe quel matériau, ce

dernier terme est toujours voisin de l. La force thermodynamique G tend

aussi dans ce cas vers la force de Peach et Koehler.

La force thermodynamique G se réduit finalement à la force de Peach
et Koehler quelque soient les valeurs de ro et de V. Dans le cas particulier

r0+0, si on prend séparément chaque type de contraintes et que I'on applique

les limites (IV-84) aux expressions (IV-51), (N-56), (IV-71), (IV-76) et (IV-

81), on s'apercevra que les forces que peuvent exercer les contraintes

thermiques toutes seules 6dth oo couplées aux autres types de contraintes Gdpth

s1 Çcth sur la dislocation coin rectiligne et mobile sont nulles. Ce qui est aussi

valable pour les contraintes internes d'origine plastique Gdp [4]. Les

contraintes internes n'ont donc aucun effet sur la dislocation rectiligne, par

conséquent elle n'a pas d'effet de retour sur elle même. Ceci veut dire que la

dislocation rectiligne mobile soumise à I'action du chargement est souvent en

position d'équilibre.
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IV-5- Conclusion

Une dislocation coin, rectiligne et mobile considérée comme une
source de chaleur mobile produit un champ de température et des contraintes
thermiques qui viennent s'ajouter aux contraintes élastiques créées par la
même dislocation. Bien que l'élévation de température calculée au chapitre
précédent reste faible, on avait espéré, à cause du caractère non uniforme du
champ thermique, pouvoir obtenir une force thermodynamique qui s'exerce
sur la dislocation coin, rectiligne et mobile. Cette force ne peut être d'origine
thermique, puisqu'elle s'identifie exactement à la force de Peach et Koehler.
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Conclusion

Le champ d'application de la mécanique des milieux continus s'élargit
à des situations de plus en plus micromécanique (inclusions, microbande,
cellules de dislocations...). Traiter ou modéliser de telles situations se heurte
souvent à des problèmes de taille liés à la nature des singularités présentes
(ponctuelle, linéique ou surfacique).

Le mouvement des dislocations qui est à I'origine de la plasticité dans
les métaux, en est un cas particulier. Cependant, la plasticité constitue un
phénomène dissipatif. Le but de ce travail était donc de chercher un lien entre
le mouvement des dislocations et la dissipation.

Le meilleur moyen pour arriver à cette fin est la thermodynamique des
processus irréversibles. En effet, en s'intéressant à une analyse de la
dissipation intrinsèque déduite des deux principes de la thermodynamique, on
peut assimiler la dislocation mobile à une source de chaleur linéique mobile.
C'est une méthode qui a été envisagée pour expliquer les élévations de
température associées aux phénomènes dissipatifs et d'associer ainsi aux
dislocations un autre type de déformations inélastiques: la déformation
thermique.

Bien que la température ainsi introduite par la dislocation soit faible,
sa nature non uniforme est source de contraintes internes et donc d'énergie
élastique supplémentaire. L'effet d'une seule dislocation mobile traduit
justement par la température, les contraintes et l'énergie n'est pas très
important. Celui d'un ensemble de dislocations n'est pas forcément négligeable
et peut être suffisamment significatif. Cet aspect indique la complexité du
couplage thermomécanique lié à ce type de phénomène.

Ce couplage peut avoir deux causes. Le premier est tout simplement lié
aux constantes thermomécaniques. Le second intervient par le biais de la force
thermodynamique associée à la puissance intrinsèque dissipée. Le calcul de
cette force dans le cas de la dislocation coin, rectiligne et mobile confirme la
nature stable d'une telle dislocation (rectiligne). Les champs internes, en
particulier ceux d'origine thermique, liés à cette dislocation n'exercent aucune
action de retour sur elle-même.
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Conclusion

Une perspective consiste à faire la même étude portant surtout sur

I'aspect thermique du mouvement d'une boucle de dislocation en quasi-statique

comme en dynamique. On peut s'attendre, vu les interactions entre les

éléments de la boucle, à des résultats très intéressants concernant les champs

thermiques et surtout une éventuelle self-force susceptible d'expliquer

I'instabilité d'une telle configuration.
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Annexe A. CaIcuI de la Dissipation Intrinsèque

La dissipation intrinsèque associée à la progression de la déformation
inélastique est calculée à partir de la relation (I-39) dans le cadre usuel de la
thermomécanique des milieux hétérogènes. Pour cela, on calcule l'énergie
libre et la puissance des efforts extérieurs en y faisant apparaître les quantités
macroscopiques et locales (internes). Ce calcul se limite aux transformations
infinitésimales dans le cas quasi-statique. La dissipation intrinsèque s'écrit
alors sous la forme suivante:

- J't ov
V

1 e

VJ tu (r) dv
V

1 r '

V J tr; (r) + eiié {r)) ov
V

(A-1)

Pour les conditions aux limites, on choisit le cas d'un déplacement

imposé sur la surface extérieure âV du volume V sous la forme:

ul tt l  = (A-2)

où la déformation macroscopique E,, est la moyenne volumique de la grandeur
microscopique eU:

pij = (A-3)

A partir de la décomposition physique de la déformation et, séparant la

réponse élastique ei, du matériau des réponses inélastiques tlni', la

déformation E,, s'écrit comme suit:

Bij = (A-4)

On applique la loi de comportement élastique en tout point r du volume V en
utilisant le tenseur de complaisance S:

efi (r) = Sijn (r) oot (r) (A-s)

et en définissant la contrainte macroscopique I comme la moyenne volumique
des contraintes microscopiques :

Eij xj
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Annexe A. Calcul de la Dissipation Intrinsèque

>rj = 
*J"u 

(r) dv
V

E,, s'écrit alors sous la forme:

1 e
Bij = Srjr.rrr.r + 

vJrli"(r) 
dV

V

l r
Eiï" = 

VJ 
ti:'" (r) dv

V

(A-7)

On détinit alors la déformation inélastique macroscopique comme la

moyenne volumique de la déformation inélastique locale e'né(r):

(A-6)

(A-8)

(A-e)

(A-10)

On applique la loi de comportement (A-5) aux quantités macroscopiques:

On écrit finalement:

Ei -  Sl ig ( r )  En

Bi j -Ei j *El ' iu

w(r) = 
J ntrl '  g" (r)

Dans la suite, on calcule successivement et d'une manière directe
l'énergie libre, sa dérivée par rapport au temps, la puissance des efforts
extérieurs et finalement la dissipation intrinsèque.

A-1- Calcul de l'énergre libre d'Helmholtz W(E, Êhé)

L'énergie libre d'Helmholtz W(E, elné) est donnée par:

(A-11)

w(r) est la densité volumique d'énergie libre d'Helmholtz au point r, elle est
donnée par:

w(E, qiné) = 
Jw(r) ov
V
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Annexe A. Calcul de l.a Dissipation Intrinsèque

En utilisant la décomposition de la déformation tij:

ei: (r) = ei: (r) + eiié {r)

et les symétries du tenseur de contrainte o,r, les relations (A-11)

conduisent à:

(ui, j (r) - ri iu (r)) dV (A-14)

soit en développant:

w(E, sioé ) = 
l!tu(r) ur,j (r) dv - II"u(r) eilu (r) dv (A-ls)

V V

lJou r,l
V

(A-13)

et (A-12)

(A-16)

En gardant la deuxième intégrale de volume telle qu'elle est et en

intégrant par partie la première, I'expression (A-15) s'écrit sous la forme:

w(E, siné ) = 
lJ,"u 

(r) ur (r)), i  dv - 
I ",,,,(r) 

ui(r) dv
V V

ito' (r) eiié {r) av
V

Du fait de l'équation d'équilibre utilisée dans tout ce travail orr,, = 0,

la deuxième intégrale de (A-16) est nulle. Le théorème de la divergence

permet de transfonner la première intégrale, (A-16) devient:

v/(E, sioé) = 
LI"u(r) ui(r) n:ds - 

I|ru(r) 
r ' , ïu(r) dv (A-17)

" iv  v

n, sont les composantes de la normale extérieure à la surface âV délimitant le

volume V.
Or, en utilisant la condition au limite (A-2) qui permet de transformer
I'intégrale de surface de (A-17),l'énergie libre d'Helmholtz devient:
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W(E, Ê'n" )  =
7 r

xr nj  ds -  
; )"0(r)  

ei iu (r)  dv (A-18)
v

Le théorème de la divergence permet de faire la démarche inverse en

transformant cette fois-ci I'intégrale de surface en intégrale de volume:

v/(E, siné ) = 
) ",oJ,ou 

(r) xr ), i dv - 
i l t u(r) el ' i '  (r) dv (A-19)

V V

Utilisant l'équation d'équilibre et le fait que x1,1 = ôH, l'équation (A-19)

devient:

w(E, giné )
1 p

;l " u(t) eij 'u (r) dv (A-20)
v

En introduisant la contrainte macroscopique donnée par (A-6), I'expression
(A-21) devient:

w(E, siné ) = lu ",,ru II"u(r) el"iu (r) dv (A-zr)
zv

On décompose les contraintes o,r(r) en contraintes internes o'(r) et

macroscopiques E telles que:

o(r )=x+o(r)  (A-22)

Les contraintes internes g'(r) possèdent les deux propriétés suivantes:

Annexe A. Calcul de la Dissipation Intrinsèque

1 e ,: lo (r)dV = 0v+-
et

oi,. ;(r) = 0

L'énergie libre d'Helmholtz s'écrit maintenant sous la forme:

T",nJ ou (r)

1 r
= 

t "ttJ 
o1; (r) dV

V

(A-23)

r39
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Annexe A. Calcul de la Dissipation Intrinsèque

w(E, , iné; = lu",,t, ,  - lJttu + o' i j(r)) elîu(r) dv (A-25)
2 u  u  2u

En introduisant la déformation inélastique macroscopique définie par (A-8),

I'expression (A-25) devient:

w(E, , iné; = 
]v teu - El iu) ci :n (En - Bl ' ïul

i l.t(r) elïu (r) dV
v

W(8, , iné; --  *  | .* f . l  ov
dtJ

V

v (Ei: - Ëiiu ) c;;p (Er.r - eili" I
l d  F

* + | oi; (r) e;'{') av
z dtr

V

- ei"ré ) Ei1 eiié {r) ov (A-26)

(A-27)

(A-28)

!Joi rr)
V

La contrainte macroscopique peut être remplacée par la déformation élastique

macroscopique par application de la loi de comportement (A-9). (A-26)

s'écrit finalement sous la forme:

On a ainsi déterminé I'énergie libre d'Helmholtz en fonction des

quantités macroscopiques et locales (les contraintes internes et les

déformations inélastiques). L'énergie libre (A-27) peut être plus développée

une fois les contraintes internes sont calculées par I'une des deux méthodes

classiques (méthode du tenseur de Green ou celle du potentiel des contraintes).

Le calcul de la dissipation intrinsèque (A-1) passe par celui de la

dérivée par rapport au temps de l'énergie libre d'Helmholtz (A-27).
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Annexe A. Calcul de Ia Dissipation Intrinsèque

A-2- Calcul de la puissance des efforts extérieurs

En I'absence des forces volumiques, la puissance des efforts extérieurs

est donnée par:

P" = 
J o. n. v dS (A-2g)
AV

Les conditions aux limites en vitesse de déformation imposée:

u l ( r )  =  Ër jx j  (A-30)

permettent d'écrire (A-29) sous la forme:

I
P" = 

J oU n, E1 x1 dS (A-31)
AV

(A-31) peut être transformée en intégrale de volume:

Pe : È* J ,o,: x I ),i dV (A-32)
V

L'équation d'équilibre o1i,i = 0 et la relation xk,j = $q donnent avec la

définition de la contrainte macroscopique (A-6) I'expression de la puissance

des efforts extérieurs suivante:

P" = V É,, I,, (A-33)

Finalement, en combinant les relations (A-1),(A-28) et (A-33), la

dissipation intrinsèque s'écrit sous la forme suivante:

Dv = vË'iîé ri. i + 
iotgloi(r) 

ei"ré{r) ov
v (A-34)

f

J r(t) r(r) dv
v
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Annexe A. Calcul de ln Dissipation Intrinsèque

En utilisant les mêmes techniques de calculs qu'auparavant et les
propriétés des contraintes internes (A-23) et (A-24), on peut êcire autrement
la dissipation D,r:

D'où la relation (l-42).

Dans le cas d'un milieu régulier, on peut introduire la dérivée
particulaire à I'intérieur de I'intégrale dans (A-35). On obtient alors:

Dv - v Elié ri: 
iÏ;loi 

(r) Si:r,r o'n (r) dv
V

I

J r(t) r(r) dv
V

Dv = v ÈiÏé Ei: J"; f tl Sijr.r o'rr (r) dv
v

I

J r(t) r(r) dv
V

Dans le cas élastoplastique isotherme, on retrouve I'expression (I-43):

(A-3s)

(A-36)

Dv = VEI (A-37)

Si le milieu contient cette fois-ci des singularités, le calcul de la

dérivée particulaire dans (A-35) n'est plus évident et il faut alors faire appel à

la technique rappelée au chapitre I.

Iij Jo; ttl Sijr.r o'u (r) dV
v
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Annexe B. Comparaison entre les Contraintes ...

Pour comparer les contraintes élastique

dislocation coin rectiligne et mobile à vitesse
présence de deux dislocations 1 et 2 (Figure B-1).

et thermique créées par

uniforme V, on suppose

(B- l )

la
la

Figure B-1:

Position relative des dislocations I et 2.

La dislocation mobile 1 engendre un champ de contraintes thermiques

glh donné par (III-64) auquel est soumise I'autre dislocation 2 dont le plan de

glissement est parallèle à celui de la dislocation 1. La dislocation 2 est en outre

soumise au champ de contraintes élastiques sél dû à la présence de la

dislocation 1 dont les composantes sont données par (II-54).

En utilisant les coordonnées polaires r et Q telles que:

x=rcos Q

Y=rs in Q

les dislocations I etT sont maintenant repérées par le rayon r qui les sépare et

par I'angle Q.

On introduit (B-l) dans les expressions des contraintes thermique (III-

64) et élastique (II-54). Les contraintes qû et qél dépendent alors de la vitesse

V, de la distance r et de I'angle 0. La comparaison des contraintes se fera à

travers l'expression 
ofr 

,,o$ en fonction de la vitesse V pour r=2 ltm et
oij
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Annexe B. Comparaison entre les Contraintes ..-

pour différentes valeurs de O. Comme

thermiques g.th en fonction de Q évolue avec

la température (Figure III-8)), le choix de Q
les contraintes élastiques ne sont pas nulles.

la dépendance des contraintes

la vitesse (comme pour le cas de

se base surtout sur des valeurs où

0 . 9 9 9 8

0 . 9 9 9 6

S l  t h
oYi  -  o . " :

0 . 9 9 9 4

o; i
I I

0 . 9 9 9 2

ô  q q q

-q=nl4
'Q = rcl2

---S =3 tr /4

L  r . 25  1 .5  r . i s  2  2 .25  2 .5

LosfV)- - è \ '  , t

Figure B-2:

Comparaison entre oil .t oitt pour r = 2 !'rm.

L

t

0 0 4

0 0 2

L

9 9 8

9 9 6

n

"3!, - "*
6L

-

0=r /8
'Q = nlZ

- --0 =7 nl80

7 5 r . 2 5  1  . 5  L . 7 5
LogCV)

z >

Figure B-3:

Comparaison entre o'!, 
"t 

o{ pour r = 2 pm.
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Annexe B. Comparaison entre les Contraintes ...

" f!, - "f,
Él

"i)

1 . 0 0 0 7

1 . 0 0 0 5

1 . 0 0 0 5

1 . 0 0 0 4

1 . 0 0 0 3

1 . 0 0 0 2

1 . 0 0 0 1

1
n

-0=î/8 ,- -. '
'/ .t-

/ a

-4/"
7 5 I  î (  1  q  1  ? q

L . 4 J

Loeff)

Comparaison entre oi| et oit, p9]r r - Jpnr:

On remarque alors que quelque soit la composante des contraintes

élastique et thermique, le rapport d=S est toujours très voisin de 1. En
oij,

d'autre terme, le rapport $ ,.nO vers zéro. Ceci veut dire que, pour r et Q
orj

donnés, la contrainte ofl' est nulle si non elle est négligeable devant oli'
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Annexe C. Calcul de l'Intégrale uf-

En utilisant la méthode du tenseur de Green, le terme d'origine
thermique du gradient de déplacement est donné par:

o*," (.) :  -JCi;n Gin, i-  (R) eH (r ')  dv' (c-1)
v

avec, R2 = xi l i  = (xi  -  Ei )(* i  -  €i  )
n

r "  =  X ix i
, )  ç  ç

r . -  =  Ç iÇr

i=| ,2,3

efr est la déformation thermique introduite par la dislocation mobile:

e[ i( . )  -  cr 0(r)  ôn (c-2)
avec0=T-To

Le tenseur d'élasticitê C,ru, pour un milieu isotrope ne dépend pas de la

position, il est donné par:

C,jn, : l" ôijôkr + p ô,nô,r + F ô1ô3r

C-1- Cas tridimensionnel

(c-3)

Le tenseur de Green pour un milieu infini, homogène et isotrope est
donné par (II-50) ou par la relation suivante [1]:

11
cj" (R)=t ; (ô jnR,oo - tÉtR, jn)  (C-4)

En tenant compte de (C-3) et (C-4), on peut calculer le terme
Co* Gjn,i- (R) sous la forme [1]:

c1ncin,i," (R) = 
,,,(ônR,tqqrn 

+ ôr,,R,rqq.

I v 
(c-5)

- *R ,k rno ,  * ,_nônR,nqq- )
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Annexe C. CqIcuI d'e l'Intégral, uf-

La combinaison des relations (C-2) et (C-5) permet de calculer le

terme sous le signe intégrale (C-1):

c,j"G jn,,"' (R)eî5 (r') = 
#i+R,non-O(r') 

(c-6)

La dérivée d'ordre 4 de R est donnée par:

R,noo* --zk.up (c-7)

Les relations (c-6) et (C-7) permettent d'écrire (c-1) sous la forme suivante:

o*,.(r) =-h,i+j,-k.rF) o(r') dv' (c-8)
V

Il faut remarquer Par ailleurs que:

-b*3rnr.- =fl) (c-e)
R3 Rs \R/ .n*

Compte tenu de (C-9), on écrit (C-8) sous la forme suivante:

ol*(,)=# ?h{i t,.') dv't (c-10)

ô l+v
avec,  F= =na

Le fait d'avoir écrit la dérivée seconde par rapport à xn et x- à I'extérieur de

I'intégrale est licite puisque I'intégration s'effectue sur V' (sous entendu Ç1)'

Dans l'expression (C-10), on peut remarquer la présence du potentiel

thermoélastique donné Par:

B cla(r) ---h,J 
* etr') dv'

V
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Annexe C. Calcul de l'Intésrale uh
"  n.m

Finalement, on a:
ul-  ( . )  = @,n- (r)

C-2- Casbidimensionnel

Dans ce cas le tenseur de Green est donné par l2l:

cj" (R) = +t+ - (3 - 4v) ô1nr-os(R)l'  
8æ(1 -v)pl  R'  I

avec,  R2 =Î ix i ,  i=1 ,2

On calcule d'abord le terme G.;n,i_ (R):

cin,i,"(R)=GÉùt+.P-

(c-12)

(c- 13)

+ (C-14)
xn Imô i j  +xmx jô in  + I rXnô im +x ixnô1*  +x ix jônm

La combinaison des relations (C-2) ,(C-3) et (C-14) permet de calculer
le terme sous le signe intégrale (C-1) dans le cas bidimensionnel:

R4

rixjxnxm ,o - 4v\( l& -, xtÎ..ô:" .,1-RE- - \ J -Tv , , \  
R2  

.  
* o  

, )

ciircln,i- (R)elli (r' ) = #i+t k. rP]tr.' ) (c-rs)

La relation (C-1) s'écrit alors sous la forme suivante:

rh  , - \ -  g l+vç ,  ô r r r , , rXnXuil '"(r)=-;Ël(-Ë+2ff) 0(r') ds' (c-16)
S

Comme pour (C-9), il faut remarquer que:
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Annexe C. CaIcuI de l'Intégrale uf;-

ôn* ,  . r  ÎnX.-Ë + zfs - -(LogR),n* (c-17)

Compte tenu de (C-17), on écrit (C-16) sous la forme suivante:

a 2 R F

, r f -  ( t )  = *- t :  I  Log(R) 0(r ' )  dS' l  (C-18)
dxndxm tn u,

On retrouve alors I'expression (IV-20) dans le cas bidimensionnel qui peut

être écite aussi en fonction du potentiel thermoélastique @:

ol- (r) = (D,n- (r) (C-19)

avec' 
<o(r) = + J Log(n) 0(r' ) dS' (c-20)

2n, ,
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ôi(S) est la fonction de Dirac sur la surface S. T est le champ de température

induit par le mouvement de la dislocation.

Dans I'annexe A, on a défini les déformations inélastiques

macroscopiques par la moyenne sur le volume V des déformations inélastiques

locales:
(D-4)

Annexe D. Calcul des Déformations Inélastiques Macroscopiques

La déformation inélastique introduite par

dislocation coin rectiligne s'écrit de la façon suivante:

tilu =ef + e$

avec
1

ef = - 
i tuio, (s) + bjôi (s))

et
theii - arôij

Ef = i J'f (r) dv
v

= $J"rou ov
V

El = 
*J'l(r) dv

V

le mouvement de la

(D-1)

(D-2)

(D-3)

(D-s)

(D-6)

Il s'agit dans cet annexe de calculer Ef et Elf dans le cas de la dislocation

décrite au chapitre III (Figure III-1), mobile dans un milieu infini.

D-1- Catcul de la déformation thermique macroscopique E$

Cette déformation est donnée Par:

Vx

r=#"-fr*',#,
avec

(D-7)
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Annexe D. CaIcuI des Déformntions Inélastiques Macroscopiques

comme le champ de température de Ia dislocation mobile ne dépend que de x

et y, on peut transformer I'intégrale de volume en une intégrale surfacique de

telle manière qu'on puisse éqite (D-6) sous la forme suivante en remplaçant

I'intégrale étendue à I'infini par une limite:

R 2 æ

J J"
00

-v t .o rô  V r2K Ko (fr) r dr dQ

Eïhi = #"uu i31

On a introduit Par ailleurs les

changement de variable * = 
fr

devient:

(D-8)

coordonnées polaires r et Q. En faisant le

et en intégrant par rapport à Q [3]' (D-8)

R 2 æ

J J'dr dQ
00

X

J
0

x Ko (x)  Io (x)  dx
GV

= -C[Ôi i  l lm
2nk '' x-â-

(D-e)
X

Jxox
0

i ,  VR
aVeC 2{. = 

2K

pour calculer I'intégrale au numérateur de (D-9), on passe par

développements asymitotiques des différentes fonctions de Bessel IÇ et Io:

Ko (z) = -ln(z),
I

TC . ;
Ko (z)  = ( ; )2 e ' '  ,

Is(z)  =1,

e '
Io  (z)  =f2n7,

z<<l

z>> |

z<<12

z>> 12
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lim !
X

-0

à partir desquels, on définit trois intervalles où la fonction x Ko (x) Ie (x)

possède trois formes différentes:

sur [0,1] ,  x  Ko (x)  Io (x)  = -x ln(x)

sur [1,12] ,  x  Ko (x)  Io (x)  = -1/ l  . - -
\2

sur [12,X] ,  x  Ko (x)  Io (*)  = l'2

En effectuant I'intégration sur chaque intervalle, le rapport
X
t'

J 
*  *o (x)  Io  (x)  dx

o , - varie .n I et on obtient donc:x ' - - -  - - -  
Xf

J xdx
oï

J * ro (x) Io (x) dx

X+- P
lxdx

J
0

Finalement, la déformation thermique macroscopique est nulle El;h = 0.

D-2- Calcul de la déformation plastique macroscopique Elj

Pour la dislocation coin rectiligne, la déformation plastique est déduite

de (D-2) sous la forme suivante:

elz _ - ! a, (r) (D-1 t)
2

En injectant cette expression dans (D-4), on a:

(D-10)

Ia' 1s; ov
El- = -qi

I L 2 V

t52
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Annexe D. Calcul des Déformations Inélastiques Macroscopiques

On utilise I'une des propriétés de la fonction de Dirac qui permet de passer
d'une intégrale de volume à une intégrale surfacique [4], (D-lz) devient:

(D- 13)

Dans le cas de la dislocation coin de la figure (III-1), dS, - -dxrdxr. Si le
milieu est fini, El, est différente de zéro. Par contre si le milieu est infini, on

peut facilement supposer que El, est nulle.

On a ainsi déterminé que les deux déformations inélastiques
macroscopiques (Eptz, El;h) conespondant au mouvement d'une dislocation

coin rectiligne sont nulles. La déformation totale macroscopique se réduit
dans ce cas à la seule déformation élastique macroscopique El1.

P

I ds,
Ef., = -!s

L L 2 V

153



Annexe s. Références biblio graphique s

tll R.dewi t,, Theory of Disctinations: III. Continuous and Discrete

Disclinations in Isotropic Elasticity, J.Res'Nat'Bur'Stand'(U'S)' Vol'774

(Phys. and Chem.), No.3, p.p.359-368' (1973)'

tzl T.Mura, Micromechanics of Defects in Solids' Second edition, Martinus

Nijhoff Publishers, ( 1987).

t3] I.S.Gradshteyn & I.M.Ryzhik, Table of Integrals, Series and

Products, Fourth Edition, Academic Press, (1965)'

I4l R.dewi t, Theory of Disctinations: II. continuous and Discrete

Disclinations in Anisotropic Elasticf4r, J.Res.Nat.Bur.Stand.(U.S), Vol'774

(Phys. and Chem.), No.1, p.p.49-100' (1973)'

t54



Résunré

Au cours de la modélisation des c(,lnponements des matériaux, il est difficile d'ignorer les

processus inévcrsibles. Ce sont des processus taisent intervenir des déformations inélastiques ou

anélastiques s'accompagnant d'une dissipation intrinsèque pro!oquant un échafirfement Cu solide.

Pratiquenrenf, tout phénornène inélastique ou anélastique esr l ié à la propagation de défauts.

L'analyse thermomécanique dc tei phénomène mcntre que la source de chaleur peut être identifiée aux

défauts rnobiles créant ainsi des gradients thermiques importants.

Dans ce travail, oous irvorrs raité les eff 'ets dissipatifs et les mécarismes de couplage

themroélasdque associés aux m,f,uverlents des dislocations. Les outi ls mis en place sonr établis dans

un cadre très général mais appliqués à l 'étude des effets thermomécaniques de Ia mobii ité uniforme

cl'une ciislccation coin recti l igne dans un milieu élastique.

Poui analyser les effets thermomécaniques l iés aux mouvements des dislocatiorts, nous

avons uti l isé le formalisme de la thermodynarnique des processus inéversibles. Nous avorrs ainsi

montré que I 'existence ci 'une dislocation mobile dans le miiieu se traduit par la prÉsence d'une source

dc chaieur linéique rlissipative. Cette source engendre des vanations de la temperpture qui à leur iour

engendrent de: Céf,rnnations ;f. c!es conuainte:; thermiques. I,'analyse cte ces chafnps mcrtre que les

couplages theruomécaniques incluits par le mouvement des dislocations prir.[ lnAluidue!lement.
i

restent extrêmement faibles. Par coirtre, l 'extension de cette étucie au mouvemrint des dislocations

prises collectivernent telle que la bande de cisaillement a pernlts d'aboutir à des effets thermiques très

rmportarl is.

Par ail leurs, l 'étude therrnodynamique a permis d'introduire la force thermodynamique

associée au f,1'(idveneni cie la disioca.trcn. l-e calcul cr.e cette ibrce. à pa-rtir des différents champs

thernomécaniques induits par la présence et le mouvement tle la drslocation coin rectiligne, permot

d'établir que quelle que soient la vitesse propre et le rayon du coeur de la dislocation, cette force

s'identif ie bien à celle de Peach el Koehler et ne peut en aucun cas être causée par les champs

*rermornécaniqu€s propres de Ia dislocation.

CHANIPS THERMIQUES ET MECANTqIUBS
. .  t

INDUITS FAR. LE I\1OUVEIITEI\{T D4S
DISI,OCATIONS

Mots-Clés

Contraintes thermiques Force thermodynamique

Couplage thermcmécanique Potentiel thermoélastique

Dislocations Tenseur de Green

Dissipations Thermodynarnique des procÈssus irréversi 'oles

I
ù
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