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3 Notations

NOTATIONS

Dans toute la suite, les notations utilisées sont, dans la plupart des cas, définies dans le texte.
Néanmoins, quelques notations ou définitions classiques ont ét omises. Nous les rappelons ci-
dessous.

e Pour Q C IR", on note

- 09 la frontiere de €2,

- || 1a mesure (de Lebesgue) de €2,

- Q est un domaine de IR™, si Q est un ouvert borné de IR" de frontiere de classe C!

(Cf. [R.T] déf. 1.3-1 p.22).

e Pour Q un ouvert deIR", on note
- Wte°(Q) I’espace des fonctions v : @ —IR"™ telle que u et toutes ses dérivées
partielles %‘; au sens des distributions soient mesurables au sens de Lebesgue
et essentiellement bornées.
- W,"*°(Q) I’ensemble des fonctions u € W1>°(Q) telles que u = 0 sur L.
(Cf. [G.T.)).

o Une triangulation d’un domaine bomé et polygonal 2 CIR", est une décomposition finie du

type

telle que
(i) chaque élément K € T est un polyedre de IR" d’intérieur non vide,
(ii) les intérieurs de deux polyedres de 7 sont disjoints,

(iii) toute face d’un polyedre de 7 est soit face d’un autre polyédre de 7, soit

une partie de 9f2.



4 Notations

(Cf. [R.T.D.
e Pour m et n deux entiers naturels, on note
- GL(IR™) I’ensemble des matrices inversibles.

- Si M est une matrice 2 m lignes et n colonnes, on note M7 sa matrice transposée.

0 sim#n

- 6m,n le symbole de Kronecker égal a { )
1  sinon.

e Pour A CIR" et z €IR™ on note
- Co(A) I'enveloppe convexe de A,
- d(z, A) la distance de z & A i.e.
d(z, A) = ;161.1; la — z|,
- B(z,¢€) la boule ouverte de centre z et de rayon e.
e C(IR") est I’ensemble des fonctions continues sur IR".

e D(IR™) est ’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables & support compact.



5 Introduction

INTRODUCTION

Dans ce travail, nous étudions quelques aspects numériques de problémes variationnels
non convexes. En général de tels problémes n’admettent pas de minimiseurs. En échange les
suites minimisantes développent des oscillations dans le but de minimiser leur énergie. Ces
oscillations apparaissent dans plusieurs phénoménes physiques. En métallurgie, par exemple,
elles sont observées au cours de la transformation martensitique de certains alliages, le plus
étudié est 1'Indium-Thalium (voir [B.J.1] a ce sujet). De tels alliages profitent de leurs structures
spécifiques pour dépenser le moins d’énergie. En effet, les transformations qu’ils subissent
aboutissent & des changements de formes. Ceci laisse supposer 1’existence d’une densité d’énergie
mesurée par le gradient de la déformation et par la température 2 laquelle est soumis le matériau.
A une certaine température, cette densité d’énergie emprunte des puits de potentiels permettant
au matériau d’acquérir une configuration rendant 1’énergie totale la plus petite possible.

Soit @ C IR"™ un domaine régulier de frontiere I interprété comme étant cette configuration.
Soit p : IR® — IR™ une densité d’énergie supportée par p puits de potentiels i.e. il existe
des éléments wy,...,w,, p > 2 de IR" tels que

e(w;)=0 Vi=1,...,p. (0.1)
Soit A € W1°(Q) telle que
VA(z) € Co(w;) p.p. dans (0.2).

(Co(w;) est I’enveloppe convexe des w;).

On note par ¢ une fonction continue positive telle que pour des constantes positives g et ¢
0<y§)<c|€|? VE€R. (0.3)
On désigne par W3'*°(Q) I’ensemble :
W) = {v e WH>(Q) / v(z) = A(z) sur T}.
A une déformation v € W1°(Q) on associe les énergies

5



6 Introduction

/ o(Vu(z)) dz, (0.4)
Q
/{; P(v(z) — Az)) + ¢(Vo(z)) da. (0.5).
On consideére les problémeé de minimisation :
inf [ o(Vole)) da, (0.6
veEW 7 (Q) Ja
inf / Y(v(z) - A2)) + ¢(Vo(z)) da. (0.7)
veEW ()
ety [ V00— D)+ (Tt 09

On s’intéresse 2 leurs probldmes approchés obtenus en remplagant W1->°(Q) et W, *°(Q) par
des espaces d’éléments finis V}, et V,;‘i (A étant un approximé de A) :

inf p(Vo(z)) d (0.9)
veEVA JQ
nt [ $0() ~ 4@ +e(Vo(e)) de (0.10)
'vGVh / P(v(z) — A(z)) + ¢(Vo(z)) dz (0.11)

Le cas ol le VA est constant a ét€ déja traité par plusieurs auteurs. Abordé d’abord en dimen-
sion un par C. Collins, D. Kinderlehrer et M. Luskin, (voir [Co.K.L.;] — [Co.L.2], [Co.]), des
estimations ont été obtenues en dimension supérieure par M. Chipot dans le cas scalaire (voir
[C.], [C-2], [C.C.]), puis généralisées au cas vectoriel par M. Chipot, C. Collins et D. Kinder-
lehrer (voir [C.C.K.]). Le cas non linéaire a ét€ introduit et traité par M. Chipot (voir [C.3]), les
estimations qui y sont obtenues ont ét¢ améliorées dans [C.L.]. Toutefois, ces estimations ne
sont pas optimales. En effet grice & de nouvelles fonctions test, nous allons obtenir en terme de
h les mémes puissances que le cas linéaire.

Nous nous sommes proposés de traiter au chapitre 2 les problémes dits & deux puits i.e.
que les puits w; engendrent un espace vectoriel W de dimension un. On obtient :

Théoréme 0-1 : Supposons que §) est conveze, que @ est bornée sur les bornés de IR™ et

satisfaisant (0.1). De plus, on suppose que ¢ est une fonction continue satisfaisant (0.3), et

6



7 Introduction

dimW = 1. Alors si A€ W1 (Q) satisfait (0.2), il existe une constante C indépendante
de h € (0,1) telle que :

El = inf | o(Vou(z)) dz < Ch?
vGVhA Q

E: = 1nf / Y(v(z) — A(z)) + ¢(Vu(z)) de < Ch™+T =

Bi= jnf [ $0(e) - Aw) + 9(V(x) da < COFF,

vEV),

ot r =qA1l, A désigne le minimum de deuzr nombres.

Au chapitre 3 on traitera plus généralement les problémes a plusieurs puits w;. Toutefois
on supposera qu’ils sont affinement indépendants i.e.

w; —w, t=1,...,p—1, sont linéairement indépendants. (0.12)
On obtient :

Théoréme 0-2 : Supposons que ) est conveze, que @ est bornée sur les bornés de IR™ et
satisfaisant (0.1). De plus, on suppose que 1 est une fonction continue satisfaisant (0.3),
et les w; satisfont (0.12). Si A € W1°(Q) satisfait (0.2), alors il existe une constante
C indépendante de h € (0,1) telle que :

E} = inf e(Vo(z)) dz < Ch?
vGVhA Q

E; = inf_ P(v(z) — A(z)) + ¢(Vo(z)) de < Ch7
vGVA Q

E} = 1nf / Y(v(z) — A(z)) + (Vu(z)) de < Che+t 1
o T =qAl, A désigne le minimum de deuz nombres.
Pour cela on démontre d’abord au chapitre 1 que I’on peut prolonger A € W1>°(Q)

vérifiant (0.2) en une fonction lipschitzienne A sur IR™ héritant des propriétés de A plus
précisément on a :

Théoréme 0.3: Soit Q un domaine conveze de IR™. Si A € W'=(Q) satisfait (0.2)

alors il eziste une fonction lipschitzienne A sur IR™ telle que

7



8 Introduction

o A prolonge A,
« VA € (L ®(R™)",

e VA(z) € Co(w;) p.p. z €IR™.

On montrera aussi dans ce chapitre, sous certaines hypothéses, que les probleémes discrets
(0.9)-(0.11) convergent vers les problémes continues (0.6)-(0.8) généralisant ainsi les résultats
obtenus dans le cas linéaire par B. Brighi et M. Chipot (voir [B.], [B.C.2]).

Au chapitre 4, on montrera que les problémes continus n’admettent pas en général des
minimiseurs. On est conduit alors 3 étudier une certaine classe de suites minimisantes qui
générent, comme on le verra, une méme famille de mesure de Young traduisant ainsi le fait qu’il
y a une certaine cohérence dans le comportement oscillatoire de ces suites. Remarquons que si

(0.12) est vérifié et A vérifie (0.2) alors il existe des fonctions mesurables «; uniques telles que

P p

VA(z)= Z a;(z) w; Z a;(z) =1. (0.13)

=1 =1

Ona:

Théoréme 0.4 : Supposons que ¢ est une fonction continue strictement positive vérifiant
(0.1). Siup est une suite minimisante de (0.6), (0.7) ou (0.8) vérifiant

[ub]oos [[Vurlleo < C,

alors Vuy, définit une famille de mesure de Young (v:)zeq donnée par

P
ve =Y ai(z) bu; pp. TEQ,
=1
ot les a; sont les fonctions qui figurent dans (0.13) et 6., désigne la masse de Dirac au

point w;.

Au chapitre 5, on explicitera les différentes constantes du chapitre 3 qui permettent d’ obtenir
les mémes estimations en considérant des problemes 2 plusieurs puits et en réduisant 1’ensemble
des déformations admissibles en les obligeant & évoluer entre deux obstacles. On montrera
également que les infima dans les problémes discrets associés & ces problémes sont atteints.

Le chapitre 6 est indépendant des autres chapitres. Nous allons y étudier le comportement
3 la limite des solutions d’une classe de problémes non linéaires.



9 Chapitre 1. Résultats préliminaires

Chapitre 1

RESULTATS PRELIMINAIRES

1. Un théoréme de prolongement.

Soient {2 un domaine de IR", wy,...,w, € IR™ et A une application définie sur 2. Avant

d’énoncer le théoreme de prolongement démontrons le lemme suivant:

Lemme 1.1: $i Q est un domaine borné de IR™ et A € WH°(Q) vérifie
A(z)— A(z") > .Zilw,-.(w —2') Va,2' € Q (1.1)

alors

VA(z) € Co(w;) p.p. z € Q, (1.2)

ou A désigne infimum de fonctions, Co(w;) est l’enveloppe conveze des w;.

Preuve:

On sait qu’il existe u, € W°(Q) (cf [C.5]) telle que

e up, — A uniformément,

o Vu,=w; 1i=1,...,p.).

En extrayant une sous-suite qu’on note aussi par u, on a:
e Vu, — VA faible + dans L>°(Q).

Soit maintenant B une boule quelconque incluse dans 2, on a d’une part :

%/Bvuh(x)d:c € Co(w;)

d’autre part
1 / 1
— [ Vu,(z)dz converge vers — / VA(x)dzx.
B Jy * ) I

Comme Co(w;) est un fermé alors

|;T|jBVA(w)d$ € Co(w;).

9



10 Chapitre 1. Résultats préliminaires

En utilisant le théoréme de différentiation de Lebesgue on obtient :
VA(z) € Colw;).

Remarque 1.1:

si

.Z&lwi.(w ~z') < A(z) - A(z")V z,2' € Q
alors

Alz) — A(z') < _i;lwz (z—2')Vz,2' €Q
ceci car

p P
-~ Awi(z—2")= Vw.(z —2).
=1 =1 )

ol V désigne le supremum de fonctions. On a le théoréme de prolongement suivant:

Théoréme 1.1: Soient Q un domaine de IR™, A une application lipschitzienne sur Q telle

que
A(z) — A(z") > zZl(lwi.(:a: —z')Vz,z' € Q,

alors il existe une application lipschitzienne A sur IR™ telle que

e A prolonge A,

e VA € (L *(IR"))",

e VA(z) € Co(w;) p.p. x €IR™.

Preuve du théoréme 1.1:

Soit z €IR™, on pose
x . P
A) = inf {A() - A wile2)}

alors:
o A prolonge A.

En effet, soit z € Q d’abord A(z) < A(z), et
Veec Q Ae) — A(z) > .Klwi.(e —z)
i=

donc
Vee Q A(e) — _&w;.(e —z) > A(z)

10



11 Chapitre 1. Résultats préliminaires

ie.

A(z) > A(a).

Ainsi

A(z) = A(z) Vz € Q.
¢ Vz,y € R, A(z) - A(y) 2 Alywi(e — y)
Az) = inf {A(e) = A wi(e—2)}
= inf{A(e) ~ Awile )+ Rwile )= R wile—a)
> inf {A(e) - ,7{ wi.(e — y)} + ,7& wi(z — y)
(carl/\ wi(e —y)— Aw, (e—z) 2 /\ (wi(z —y))

= Ay) + K A wi(z—y)

en prenant y €  on déduit en particulier que A ne prend que des valeurs finies.
o A est lipschitzienne sur IR™.

En effet, d’apres la remarque 1.1 on a

A(z) — A(y)| < C(wi) |z —y| Va,y €R"

oti C(w;) est une constante qui ne dépend que des w;.

o VA € (L®(IR™)) ™.

Ce résultat est classique. Nous en donnons ici une démonstration simple. En effet, soit F
la forme linéaire sur D(IR™) définie par:

Fig)=— [ A@)5E() do € DORY

* F est continue pour la norme de L!(IR™).

En effet, soient ¢ € D(IR™), h €IR et ¢; le :6™¢ vecteur de la base canonique de IR
on a . _
A(z + he;) — A(x) aA( )
h Oz;

(au sens des distributions),

11



12 Chapitre 1. Résultats préliminaires

et
A(z + he;) — A(z) . 2V
. : A< Cw) [ lo@ds,

en passant a la limite on obtient

| ) /IR” o(z)\dz.

Soit F' le prolongement de F sur LY(IR™), F est une forme linéaire continue sur LI(IR™), il
existe alors g € L <°(IR") telle que

F(f) = /]Rn of ¥ f € LI(IR"),

en particulier
/ (w)aml(x) / g¢ Ve €D(R")
donc,
24

92, € LO(RM) Vi=1,.

eVAc Co(w;) p.p. z €IR™.

En effet
A(z) — A(z') > ‘/_P\lw,'.(m —z') Vz,z' €R",
en particulier
A(z) — A(z") > .Z\lw,-.(:c —a')Vz,2' €] —p, p[ ™ V p, entier naturel,
en appliquant le lemme précédent a chaque | — p, p[ ™ on obtient
VA(z) € Co(w;) p.p.z€]—p, p|™ Vp
donc
VA(z) € Co(w;) p.p. z € IR™.
|

Remarque 1.2 : On va démontrer dans le chapitre 3 que si @ est convexe et
A € WH(Q) vérifie

VA(z) € Co(w;) p.p. € Q
alors
A(x) — A(z") > Z{lwi.(:v —z')Vz,2' € Q

de sorte que A peut &tre prolongée en une fonction A telle que

VA(z) € Co(w;) p.p. z € IR"

12



13 Chapitre 1. Résultats préliminaires

2. Résultats de convergence.

On suppose dans ce paragraphe que €2 est un domaine borné polyédral de IR™ de [rontidre
I’. On considere deux fonctions ¢ et 3 définies respectivement sur IR™ et IR.
Si A est une fonction lipschitzienne i.e.

A e Whe(Q) (2.1)
on note par W1*°(Q) ’ensemble:
WL(Q) = {v € W°(Q) / v = A sur T'}.

On considere le probléme:

I= inf / Y(v(z)) + o(Vo(z) + VA(z)) dz,
vewl=@) Ja

= inf / P(v(z) — A(z)) + ¢(Vo(z)) dz. (2.2)
Q

VEW ()

On approche le probléme I par un probléme discret I, en remplagant H"Ol"”(Q) par un espace
d’éléments finis V, et A par un approximé A. Pour cela on considere une famille réguliére
(Th)r>o de triangulations de  i.e. satisfaisant

V K € T, K est un n-simplexe.
Vh>0 I(Q%a%(hk)=h-

Jv>0telqueVK € T, 2 < o

h est le diamétre du n-simplexe K et px sa rondeur (i.e. le diamétre de la plus grande boule
incluse dans K). _
Si P;(K) est I’ensemble des polyndmes de degré 1 dans K, on pose:

Vi ={v: @ —IR continve, v/ € P,(K)VK € T, },
W={veV,/v=0surT}.

Si A est Pinterpolé de A sur 7, (la dépendance de A en h sera omise dans toute la suite)
ie. A est I'unique fonction de V}, coincidant avec A sur les sommets de 7;,, on considére le
probléme approché

In=inf [ 4(v(z)+ A(z) — A(z)) + (Vo(z) + VA(r)) dz,
veVY Ja

= inf / P(v(z) — A(z)) + ¢(Vo(z)) dz. (2.3)
Q

vE VhA

13



14 : Chapitre 1. Résultats préliminaires

ol V,;:1 ={v €V, /v=AsurT}. D’abord on a le lemme suivant:

Lemme 2.1: Soient v € WH°(Q) et vy, son interpolé sur Ty, alors il existe une constante

C > 0 indépendante de h et v telle que
|Vor(z)| < C ||Vv]{pe(q) p-p. dans Q. (2.4)

Preuve: On va suivre la démonstration de [B.C.].

Soit K un n-simplexe de la triangulation 7}, il existe une application bijective F définie du
n-simplexe unité K 2 valeurs dans K par:

Fi(2) = Bx& + bk, ol Bx € GL(IR"), bx €IR".
Sih et p désignent le diametre et la rondeur de K on a les majorations suivantes (cf [B.C.])
|1Br| < 71%1";‘
(2.5)
B! < ¥l
o |Bk| et |Bx'| sont les normes euclidiennes sur R™ de By et BZ'. Ensuite on pose

w=vo Fy,
(2.6)

wp, = v 0 F.

Il est clair que wy, est une fonction affine et coincide avec w en les sommets de K, ainsi si
e; est le 1™ vecteur de la base canonique de IR™ on a:

wh(e;) — wr(0) = w(e;) — w(0)

donc

3wh
ceeaty.,0)dt
o /a (0t 0,
par conséquent

awh

en élevant au carré et en sommant sur ] on obtient

|< ”V“’”Loo(l

Vwn| < 0%Vl oo - (2.7)

Soit maintenant # € K, en posant z = Fi (%) on a

14



15 Chapitre 1. Résultats préliminaires

Vo ()| < [Vaos| | B
<n3 B | |[Veo] peo
<n?|BF| B | [IVo]lze (s
< n¥|BE! |Bk| ||Voll 1o (x)
h hy

3
2

<ne— — ||[Vo|p~(x)
PK P
s h
<n2v— ||Vol|pe(k)
p
s h
< n.21/; [IVo][Lee (),

ceci sur tout n-simplexe K de la triangulation 7}, ainsi

>

h
|Voi(z)] < ngug ||Vo|| oo () p-p. dans .

Théoreme 2.1: Si ¢ et b sont deuz fonctions continues et positives et I =0 alors
lim I, =0.
h—0

Preuve: Soient v € Wy*™(Q) et vy, son interpolé sur Ty, vy € VP. Par (2.4) et le théoréme
des accroissements finis on a

loa(z) — v(z)| < C A

ol C est une constante indépendante de h. En outre
v, — v dans W1?(Q) pour tout p > n ( Cf [C.R.]).
Par conséquent il existe une sous-suite extraite qu’on note aussi vy, telle que

vy, — v uniformément dans 2,

Vvp — Vo p.p. dans (. (2.8)
Par (2.4) et le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue on a
Jim / ¥(vi(z)+A(z)—A(z))+o(Vou(z)+V A(z)) dz = / P(v(z))+o(Vo(z)+VA(z)) de.
—0Jq Q

15



16 Chapitre 1. Résultats préliminaires

Puisque vy, fi, Vo et VA sont uniformément bornés alors

/Q blop(z) + A(z) — A2)) + o(Vop(z) + VA(2)) de

est borné.

En appliquant ce qui précede & toute suite-extraite de vy, on déduit que toute la suite

/Q ¢(Uh(fl7) + A(z) — A(z)) + o(Voi(z) + VA(z)) de

converge vers

/Q $(v(z)) + o(Vo(z) + VA(z)) dz.

Or
I, < / b(vr(z) + A(z) — A(z)) + o(Vup(z) + VA(z)) dz
Q
donc
limsup I, < / b(v(z)) + p(Vo(z) + VA(z)) de, Yo € WH(Q)
h—0 Q
ou encore
limsup I < I. (2.9)
h—0

Comme on a supposé I = 0 alors

limsup I = liminf I, = h]jmo I, =0.

h—0 h—0
|
Théoreme 2.2: St ¢ et ¢ sont des fonctions lipschitziennes alors
Iim I},_ =171
h—0
Preuve: Sous I’hypothese du théoréme 2.2 il suffit de montrer que
lihmi%f I, > I (2.10)

En effet, d’aprés (2.9), on obtient

h,1111_s$p I, = h&l{l}f I = h]ﬂloIh =I.

16
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17

Montrons alors (2.10), si ¢ et ¢ sont lipschitziennes de constantes de Lipschitz Ciet C3, on a

pour tout v € V)
I< / B(0(2)) + o(Vo(z) + VA(z)) da
Q
- /Q B(o(2)) + $(Vo(a) + VA()) de
- [ #(0(@) + (@)~ @)+ 9(o(@) + V(2)) do
+ /{; b(v(z) + Az) — A(z)) + o(Vo(z) + VA(x)) da
i(z) — A(z)|dz 2 A(z) — x)|dx
<Ci [ 1) - A@lde + G [ 1VA(@) - Vo)

+ / '(p(v("r) + A(z) — A(z)) + ¢(Vo(z) + VA(z)) d
Q

ainsi
I<C / |A(z) — A(z)|dz + C; / |VA(z) — VA(z)|dx + I.
Q Q

Comme A converge vers A dans W1?(Q) pour tout p > n (Cf [C.R.]) on obtient (2.10) en

passant a la limite.
|

Considérons maintenant le probléme

J = vEV‘}P-g"(Q) /Q P(v(z) — A(z)) + p(Vo(z)) dx,

qu’on approche par le probléme discret
Jp = i‘l}f/ P(v(z) — A(z)) + o(Vu(z)) dz.
n Ja

Alors on a le théoréme suivant:
Théoreme 2.3: On suppose que ¢ et 1 sont continues alors

h—0
Preuve: D’abord on a
Jp>J

donc
liminf Jp > J.
h—0 .

17



18 Chapitre 1. Résultats préliminaires

En suivant la méme démarche que la preuve du théoréme 2.1 on obtient

limsup J, <J
h—0
ainsi
lim J, =limsup Jp = liminf J, =J
h—0 h—0 h—0

d’ott le théoréme.

18



19 Chapitre 2. Etude de problémes & deux puits

Chapitre 2

ETUDE DE PROBLEMES A DEUX PUITS.

1-Introduction:

Soit © un domaine bofné polyédral de IR™ n > 2 de frontiere I'.

Soient w; € IR™ ¢ = 1,...,p et une fonction ¢ : IR® —IR tels que
o(w;)=0 Ve=1,...,p,

Plw)>0 Yw#£w,1=1,...,p,

dim W = 1.

ou W est I’espace engendré par les w;, dim désigne la dimension d’un espace vectoriel.

On note par ¥ une fonction continue positive telle que pour un certain ¢ > 0,¢ > 0
0<y(E)<clel? VEeR

Si A(z) est une fonction lipschitzienne i.e.

A€ Whe(Q),

on note par W,**°(Q) I’ensemble,

WEeQ) = {ve WH(Q)/ v(z) = A(z) sur T}.

On considere les problémes

inf /Q o(Vo(z)) dz

vVEW ' (Q)

[ W(e() - A)) + o(Tole) de,

vewl w00 (Q) / P(v(z) — A(z)) + o(Vo(z)) dz,

19
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(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)
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20 Chapitre 2. Etude de problémes 4 deux puits

plus précisément on étudie le cas ol
VA(z) € Co(w;) p.p. dans Q. (1.10

( Co(w;) est I’enveloppe convexe des w;)

Remarque 1.1: L’hypothése (1.3) entraine que Co(w;) se réduit & un segment qu’on peut

supposer de sommets w; et wa.

Soit (7)r>0 une famille régulitre de triangulations de Q i.e. satisfaisant
YV K € T, K est un n-simplexe.
; hi)=h.
Vh>0 ( max(hg)=h

Jv>0telque VK € T & < o,

PK  —

hx est le diametre du n-simplexe K et px sa rondeur (i.e le diametre de la plus grande boule
incluse dans K).

Si P;(K) est I’ensemble des polyndmes de degré 1 dans K, on pose:
Vi ={v: @ —IR continue, v/x € P (K)VK € T, }.

Si A est Iinterpolé de A sur 7}, i.e. A est I’'unique fonction de V;, coincidant avec A sur les
sommets de 7}, on pose

VA ={v: Q —IR continve, v/ € P,(K)VK € Ty ,v = A sur T}. (1.11)

Notre but est d’obtenir des estimations pour les infima :

inf e(Vo(z)) dx (1.12)
'UGV,:‘ Q

inf P(v(z) — A(z)) + p(Vou(z)) dz (1.13)

vGV,;‘ Q
vien‘f/'l /Q P(v(z) — A(z)) + ¢(Vv(z)) dz (1.14)

en terme de h.
On peut supposer que

0 € Jwy,wsl. (1.15)

20



21 Chapitre 2. Etude de problémes & deux puits

En effet, soit w € Jw;, w2], alors

< TY™(Q) Squivaut & u(x) = () —w.a € W ™(9Q)

ct
/ P(v(z) — A(z)) + p(Vu(z)) dz = / P(u(z) — (A(z) — w.z) + o(Vu(z) + w) de
Q Q

ol w.z est le produit scalaire de w par z, A(z) = A(z)—w.z. Sil’on pose G(£) = p(£+w), on

aura 2 traiter le méme probléme avec ¢ qui s’annule en W; = w; — w. lesquels satisfont
0 € |y, wa|, VA(z) € Jtby,ws[ p.p. = € Q.
Ainsi on peut supposer qu’il existe 8 € ]0,1[ tel que

0=p81w +(1—-p) ws. (1.16)

2- Estimations de 1’énergie.

Notre résultat principal est le suivant:

Théoréme 2-1 : Supposons que ) est conveze, que p est bornée sur les bornés de IR™ et

satisfaisant (1.1), (1.2). De plus, on suppose que v est une fonction continue satisfaisant
(1.4), et les w; satisfont (1.8). Alors si A € WY™(Q) satisfait (1.10), il eziste une
constante C indépendante de h € (0,1) telle que :

El= inf [ @(Vu(z))de < Ch? (2.1)
vGVhA Q
E? = inf / P(v(z) — A(z)) + o(Vo(z)) dz < Ch7 (2.2)
veVA Jo
E} = inf / P(v(z) — A(z)) + ¢(Vov(z)) dz < Cht, (2.3)
vGV.h Q

ot r =qgAl, A désigne le minimum de deuz nombres.

Remarquons que sans perdre de généralité on peut supposer que

1-5

w =€, Wy = €3

21



29 Chapitre 2. Etude de problémes & deuz puits

ou e; est le premier vecteur de la base canonique de IR". En effet, il existe une matrice
inversible P telle que

Si on pose

#(z) =v(Pz), A(z) = A(P '),

alors v est définie sur P(2) ( P(€Q) reste un domaine polyédral et la triangulation 7} est
transformée en une triangulation P(7),) de P(2) héritant des propriétés de 7). Si en plus on

pose
(w) = p(wP)
alors
¢(Vi(z)) = ¢(Vo(P~'2)P™!) = o(Vu(P™'z)) pp. z € P(Q)
de sorte que

[ #00(e) = 4@ +o(To(@) do = et P [ (o(Pa) — AP+ (V0((P75)) do
Q P(Q)
= |det P_1| /1;(9) ¥(o(z) — fi(a:)) + 3(Vi(z)) de,

ainsi on passe d’une minimisation avec 2, A, v, et ¢ A une minimisation équivalente intro-
duisant P(Q), A, ¢, et @ avec

(15(61) = (15( 61) = 07

—B
1-8

e1] p-p. z € P(Q).

VA(z) € [es, -

On supposera dans toute la suite que

1-5

61] pp- T € Q. (24)

Wy =€, Wy = €1,

1-8

Ceci entraine en particulier que A ne dépend que de la premilre variable. On ne distinguera

VA(z) € [e,

pas A de son prolongement 3 IR™ donné par le théoréme 1.1 du chapitre 1. Pour prouver le
théordme 2.1, on démontre d’abord les trois lemmes suivants:

22



23 Chapitre 2. Etude de probleémes 3 deux puits

Lemme 2.1 : 5i A € WH(Q) vérifie (2.4) alors

L(z—y), s r>y, ]
Az, r2,.. ., 2n) — AY Y2, -2 Yn) 2 (2.5)
xT—y st 1 <y,
Preuve: Soient (z,z2,...,25), (Y,Y2,---,Yn) deux éléments de Q alors

eSiz>yona

Az, 22,...,2,) — A(Y,Y2,- .-, Yn) = A(2,0,...,0) — A(%.0,...,0)
‘ (9A

.,0)dt
y_ at(
~pB
1-3

Z (:E - y)a
d’apres (2.4).
eSiz<yona

A(z,z9,...,20) — A(Y,¥2,-.-,Yn) = A(z,0,...,0) — A(y,0,...,0)

T 0A
- ., 0)dt
y Ot 2 th? )
/ 941 0,....0)t
—(y —z)
>rT—y.
|
Soient z € Z et « € ]0,1[, on définit les fonctions suivantes:
x siz <0,
u(z,T2,...,T,) = (2.6)
% z siz2>0.
Up, (T, Z2,...,2p) = u(x — 2h%, 2g,...,2p). (2.7)

Remarque 2.1: Toutes les fonctions ci-dessus ne dépendent que de la premilre variable. Aussi
identifie-t-on respectivement (z, xs,...,%,), (zh*,0,...,0) & = et zh®. Notons aussi que le
lemme 2.1 entraine:

V€ Z, up.(z) < A(z)— A(2h?). (2.8)

23



24 Chapitre 2. Etude de problémes & deuz puits

Considérons maintenant la fonction;

up() = Vi, sheell()} (1n,:(2) + A(zR7)). (2.9)

ou V désigne le supremum de fonctions. II(2) est la projection de €2 sur ’axe des z. Remar-
quons que

up(z) = up(z,z9,...,2,) = up(z,0....,0).

On a alors:
Lemme 2.2: Si zg € Z, alors V ¢ € [20h®, (20 + 1)h*] on @

un(z) = (Uh,z(2) + A(20h%)) V (U zo41(z) + A((20 + 1)R)). (2.10)

t.e. dans chaque segment [zoh®, (z9 + 1)h®] le supremum dans (2.9) n’est pris que sur

deuz fonctions.

Preuve: Soient z € Z et ¢ € [20h®, (29 + 1)h®], on va distinguer deux cas:

e Si z < zp alors zh® < zgh® < z, ainsi

uh,zo(z) + A(zoha) = U(SL' - Zoha) + A(zoh")
__ﬁ (z — zoh®) + A(zh®)

1
'Bﬂ(x—zh“)+ (zh"—zgh")—i—A oh®)
n:(2) + A(zh®) + A(20h®) — A(zh™) + 1__[3/; zh® — zoh®)

> up .(z) + A(zh%),

puisque A(zoh®) — A(zh*) + f_%(zh" — zoph®) > 0 par le lemme 2.1.
e Sizg+1<zalors z < (z9 + 1)h* < 2h?, ainsi

Un,zo+1(Z) + A((20 + 1)A%) = u(z — (20 + 1)h*) + A((20 + 1)h%)
=z — (20 + 1)h* + A((20 + 1))
=z — zh® 4+ zh®™ — (29 + 1)h* + A((20 + 1)R%)
= up,(z) + A(zh®) + A((20 + 1)h®) — A(zh") + 2h* — (20 + 1)R®
> up,.(2) + A(zh°).

24



25 Chapitre 2. Etude de problémes a deux puits

ceci d’apres le lemme 2.1.

On a aussi:

Lemme 2.3: Sous les hypothéses précédentes on a pour wune constante positive
C indépendante de h

A(z) — Ch® <up(z) < A(z) Vz € Q. (2.11)

Preuve: Soit z € Z tel que zh® € II(§2) alors d’aprés la remarque 2.1 on a
un o(2) + A(zh%) < Ale)
ainsi
up(z) < A(z).
En outre il existe un z tel que « € [zh®,(z + 1)h®], on a alors
up(z) > up (x) + A(zh®)

= un s(2) + (A(zh%) — A(2)) + A(z)
> A(z) — Che.

Preuve du théoréme 2.1:

Preuve du (2.%): Considérons la fonction u, introduite dans (2.9), v, est affine sur tous les

n-simplexes sauf sur ceux dont la projection sur IR rencontre les zh® ou rencontre le point
z, du segment [zh?, (z 4+ 1)h°] tel que

up,o(2:) + A(zh®) = up 41(z,) + A((z + 1)R%).

On remplace u;, par son interpolé @, sur T}, alors u; € V3. Puisque

1-8

alors Vi, est uniformément borné d’aprés le lemme 2.1 du chapitre 1. Ainsi, par le théoréme
des accroissements finis on‘a

Vup(z) = €; ou e1 pp.z €N,

lun(z) — @p(z)] < Ch

25
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pour une constanic C' indépendante de h. Alors, par (2.11) et puisque h.o € (0,1) on a

i (e) = Al@)] < g (2) = anla)] + funle) — A
< Ch+Chr* < Ch".

Ceci entraine que
/ Pty — A(z))dz < C|Q2|h™.
Q
Il nous reste & estimer
/ o(Vig(z))dz = / e(Vap(z))dz
Q s
ou S est I’ensemble des n-simplexes tels que

— ‘361.

Vip(2) # €; ou 7

Puisque le gradient de 4, est uniformément borné on a

/ @(Vip(z))de < C|S|.
Q
Les n-simplexes sont de diameétres inférieurs & A donc

S| < (N(h®) + M(h*))h d,

oll d est le diametre de Q, N(h?) est le nombre des zh* contenus dans II(Q2) et M(h*) estle
nombre des z . associés A ces zh®. Il est clair que

M(h*)=N(h*)-1
et
M(R*)h* = (N(h*) —=1)h* <d

par suite
N(R*)R* <d+h* <d+1,

par conséquent
|S| < ChP~=.

Ainsi
Ei S C(haq + hl—a)) S Chanl—a
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27 Chapitre 2. Etude de problémes a deux puits

oll A désigne le minimum de nombres. Mais g A 1 — a est maximum lorsque ag = 1 — o ie.

a = A: dod 2.3).

Preuve du (2.1),(2.2): Pour réaliser la condition au bord on remplace la fonction u}, par la

fonction
vp(z) = up(x) V (A(z) — dist(z,T)).

Par (2.11) il est clair que cette fonction coincide avec A sur I'. Si on désigne par ¥, son
interpol€ alors 9, € V,;‘i. Par (2.11) on a
lup(z) — A(z)| < CL°.
Ainsi, si
dist(z,I") > Ch®

alors
vp(z) = up(2).
Maintenant si
vp(z) = A(z) — dist(z,T)
on a nécessairement

lvp(z) — A(z)| = dist(z,T) < Ch®

par conséquent
lon(z) — A(z)| < Ch°.

Puisque

lop(z) — op(2)| < Ch
alors

|[on(2) — A(z)] < ChE,
de sorte que

/ P(on(z) — A(2))dz < ChY. (2.12)
Q
Comme dans la preuve du (2.3) on a
[ #(Tin@nds < e
Q

27
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ot I est 'ensemble ol I’on interpole. Rappelons que si

dist(z.I") > Ch®

on a
vp(z) = up(z)
ainsi, quand
dist(z,I') > Ch* + h
on a
vy, = I'interpolé de uy,.
Si on pose

I = {z / dist(z,I") > Ch® + h}

alors I’estimation trouvée dans la premiere partic donne

/ ¢(Vin(z))dz < Chl™?, (2.13)

I

Maintenant on doit estimer

[ evan@)e
AV
mais J\I; est un h*—voisinage de T'. Puisque Vo, reste uniformément bomé on obtient
/ e(Vip(z))dr < Ch?. (2.14)
I
En rassemblant (2.12)-(2.14) on obtient
/ P(0n(z) — A(2)) + @(Vin(z)) dz < C{h* + A + A7} < C{h°T + R}, (2.15)
Q

et
/Q e(Vin(z)dz < C{h™ + A7}, (2.16)

Dans (2.15) I’estimation est la meilleure possible lorsque ar =1 — a ie. a = ﬁl— Ceci donne

(2.2). Dans (2.16) I’estimation est optimale pour o = % lequel donne (2.1). Ceci termine la
preuve du théoréme (2.1).
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Chapitre 3

ETUDE DE PROBLEMES A PLUSIEURS PUITS

1-Introduction:

Soit £2 un domaine borné polyédral de IR® n > 2 de frontiere T.

Soient w; € IR™ ¢ =1,...,p et une fonction ¢ : IR* —IR tels que

e(w;)) =0 Vi=1,...,p, (1.1)
Pew)>0 Vw#w;i=1,...,p, (1.2)
w; —wp, t=1,...,p~1 sont linairement indépendants . (1.3)

On note par ¢ une fonction continue positive telle que pour des constantes positives getc
0<$({)<c|E]" VE€R. (1.4)

Si A(z) est une fonction lipschitzienne i.e.

Ae Whe(Q),

on note par Wy () I’ensemble,

WiP(Q) = {ve Wh(Q)/ v(z)= A(z) sur T'}.

On considere les problémes

inf / ¢(Vu(z)) dz, (1.5)
veW 7(Q) Ja
1 L / Y(v(z) — A(z)) + o(Vu(z)) dz, (1,6')
VEWL*(Q)
vewl 150 (92) / P(v(z) — A(z)) + p(Vo(z)) dz, (1.7)
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30 Chapitre 3. Etude de problémes 2 plusieurs puits

on s’intéresse aussi au cas ol
VA(z) € Co(w;) p.p. dans Q

(Co(w;) est I’enveloppe convexe des w;)

Soit (7»)r>0 une famille réguliere de triangulations de ) i.e. satisfaisant

V K € T4, K est un n-simplexe.

Vh>0 Kl’_Iéa%C_h(hK) = h.

Jv>0tlque VK € 7, 2 < o

Si P1(K) est I’ensemble des polyndmes de degré 1 dans K, on pose:

Vi ={v: Q@ —IR continue, v/; € P;(K)VK € T, }.

(1.8).

Si A est I'interpolé de A sur 7, ie. A est I"'unique fonction de V}, coincidant avec A sur les

sommets de 75, on pose

VhA ={v: @ —IR continue, v/x € P(K)VK € Ty, v = A sur T'}.

Notre but est toujours d’obtenir des estimations pour les infima :

inf /S;L,Q(Vv(:c)) dz

'vGV,;‘i

inf [ $(0(z) ~ A(@)) +9(V(z)) de
Q

vEVhA

inf [ $(0(e) — A@) + o(Vo(a)) da
Q

vEVy

en terme de h.

Remarquel-1: Si VA € Co(w;) on n’a pas nécessairement

VA € Co(w;).

En effet sur = | — 1,1[x] — 1,1[, on définit 1a fonction A par:

_ [ v+l si—1<y<0
A("”y)‘{—y+1 i 0<y<1

30
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sur le triangle de sommets vo = (1, 3),v1 = (4, 51),v2 = (0,0),
on a

et

Vfi(:l,‘, y) = (1’0) ¢ [(07 -1), (Oa 1)]

Remarque 1-2: Dans le cas od A est affine sur chaque face de T" alors A=A sur I'. On note
aussi que (1.9)- (1.11) sont bien définis, par contre (1.5)- (1.7) nécessitent le fait que ¢ soit
borélienne.

Remarquons d’abord que sans perdre de généralité on peut supposer que
0 € ir(Co(w;)) (1.12)

od ir(Co(w;)) désigne I'intérieur relatif de Co(w;) ie. son intérieur par rapport 2 I’espace
engendré par les w; — w,. En effet, soient w € ir(Co(w;)), u et v tels que

v=u+w.x

ol w.z désigne le produit scalaire de w par z, on a alors
v e WyP(R) = ueWy™(Q)
ol A(z) = A(z) — w.z, ainsi on est amené 3 minimiser
/ Y(u(r) — (A(z) — w.x)) + p(w + Vu(z)) dr
Q

sur I’espace W%’°°(Q), et si on pose

B(E) = p(w +£), A(z) = A(z) —w.a

on traitera alors le méme probl®me avec des puits w; — w qui satisfont,
0 € ir(Co(w; — w)), VA € Co(w; — w) p.p. z € Q.

On suppose donc (1.12) vérifié, ainsi il existe des o; € (0,1) tels que

P P
0= Z a;w; et Z a; =1. (1.13)
i=1 =1
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2- Estimations de I’énergie.

Notre résultat principal est le suivant:

Théoréme 2-1 : Supposons que Q est conveze, que @ est bornée sur les bornés de IR™ et

satisfaisant (1.1), (1.2). De plus, on suppose que 3 est une fonction continue satisfaisant
(1.4), et les w; satisfont (1.3). Alors si A € WV1o(Q) satisfait (1.8), il eziste une
constante C indépendante de h € (0,1) telle que :

El = inf / o(Vo(z)) dz < Ch? (2.1)
'uEVhA Q
E} = inf / P(v(z) — A(2)) + o(Vo(z)) de < Ch7+ (2.2)
vGVhA 0
B} = inf / b(o(z) - A(2)) + 9(Vo(z)) dz < Ch7 (2.3)
v h Q

our =qA1l, A désigne le minimum de deuz nombres.

Remarque 2-1:

En supposant par exemple que lim (§) = +ooou lim (€)= 400, on peut alors
1€]—+o0 |§]—+o0

montrer grice A un argument de compacité que (2-1)-(2-3) sont atteints (Cf [C.C] ou [C]).
Pour prouver le théoréme (2-1) on aura besoin de quelques lemmes d’abord on a :

Lemme 2-1 : Supposons que A € W(Q) satisfait (1.8). Alors si le segment [z,z'] est

inclu dans Q on a :

‘_/]"_\lwi.(:c —2') < A(2) — A(2") < ‘\_I}l'wi.(:z: —z') (2.4)

ot A désigne le minimum de nombres et V désigne le mazimum de nombres.

Preuve: On considere I'ensemble €2, et la famille de fonctions A, (e > 0) définis par:

Qe = {z € Q / dist(z,0Q) > €}

Az) =pex A(z) = /Q p(z — y)A(y)dy, = € Q.

ol pe € D(IR™) est de support B(0, €) et vérifie

/ pe(z)dz = 1.
B(0,¢)
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il existe un ¢ tel que [z,2'] C Q. V 0 < € < €.
Pour x € Q. on a

VAe(fl:)=/Q pe(x —y)VA(y) dy

:/Q pe(a:—y)z a;(y) w; dy

=1

= Z/ﬂ pe(z — y) ai(y) dy w;

or

P

p
zT—vY) o [y = (T — a;(y) d
;/Qpe( vy dy= [ ple=0)Y aitv) dy

=1

:/ pe(z —y) dy =1
B(z,¢)

donc
VA(z) € Co(w;) Vz € Q..

Par le théoréme des accroissement finis on a pour un z € [z, z'] et des a;

A(z) — A(z") = VA(2)(z — z")

P
= Z a;w;.(z —z').
=1
En utilisant le fait que
P , , P , y
Awi(z—z')<wi(z—2") < _Vlwi.(x —2')
=1 i = )

et

on déduit
_lei.(w —z') < A(z) — A(2") < ‘\Zw,-.(a: —z')
= =

et le résultat découle du fait que
A — A p.p. dans Q.

Remarque 2-2: Une conséquence immédiate de ce lemme est que A(x) — A(z') = 0 sur
chaque segment [z,z'] tel que z — z' € W+ od W+ désigne I'orthogonal de I’espace W
engendré par les w;, i =1,...,p.
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34 Chapitre 3. Etude de problémes 2 plusieurs puits

-Soit vy,...,vp—1 la base duale de la base w; — wy,, i.e. la base telle que
(wi —wp)v; =6;; Vi, j=1,...p—1. (2.5)
On désigne par z, les sommets du réseau de taille h* (o sera déterminé ultéricurement)
engendré par les v; ie. pour z = (2y,...,2p—1) € ZP~' on pose
p—1
z, = Z z;h%v;. (2.6)
i=1

Ensuite, soit la fonction A définie par

AMz)y= Vv (AL wifz—z,)+ A(z.)) (2.7)
ze TP

ot A est le prolongement de A défini dans le théorémel.1 du chapitre 1.
La fonction A est constante sur la direction de W+ et on peut la considérer comme fonction

de z € W ou = €IR™. Par une cellule unité du réseau engendré par les h%v; on désigne les
ensembles du type:

p—1

C.=z,+ {Z Bih%v; /:61 € [0’ 1]}
i=1

ot z, est défini par (2.6). Alors on a:

Lemme 2.2: Supposons que ) est conveze. Sous les hypothéses précédentes, si on désigne

par C;, une cellule unité du réseau engendré par h®v; et par E lensemble
E={ze Z*7' [ z; = 0oul Vi=1,.,p—1},

alors on a

Alm)= v (A jwi(z —z,) + fi(:rz:)) VzeC,,. (2.8)
Z’€:0+E

i.e. dans (2.7) au lieu de prendre le supremum sur un nombre de = qui peut étre non borné

quand h — 0 il suffit de le prendre sur un nombre fini de z.

Preuve: Supposons que z € C,,, et fixons z € ZP~!. Alors, pour uncertainl = 1,...,p
on a

.{\:w,-.(:r, —z;) =w.(z — z,). (2.9)
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35 Chapitre 3. Etude de problémes 2 plusieurs puits

On affirme qu’il existe un z' € zg + E tel que
p P P
./\1101-.(:1: —r,) = _/\lwz-.(a'. —x.)+ _/\lwi.(a‘.:: —x.). (2.10)
1= = 1=

Pour prouver ceci on va montrer ’existence d’un 2' € z¢ + F tel que

wi(z—zy)2w(z—zy) Vi=1,..,p, ¢t #1,

(2.11)
wi(zy —x;) 2wz, —z,) Vi=1,..,p, 1 #L
En effet, si (2.11) est vérifié, en utilisant (2.9) on a
AN_wi(z — ;) =w.(z - 2;)
=wi(z —ay)+w(z, —z,)
=A_ wi(z —z)+ A_jwi(z —x,) (2.12)
et (2.10) s’en suit.
Supposons que
p—1 p—1 p—1
2= (Be+200)h%vk , = D zph®up, w0 = Y zph%or. (2.13)
k=1 . k=1 k=1
Alors (2.9) s’écrit
(wi —w).x > (w; —wy)x, Vi=1,..,p, 1 #1
ou
r—1 p—1
Z{ﬂk + zok }(wi — wy).vp > Z zp(wi —wy)or Vi=1,...,p, 1 #1. (2.14)
k=1 k=1
De méme (2.11) s’écrit
- p—1 p—1
Z{ﬂk + zop H(w; — wy).vp > Zz'k(wi —wp)vr Vi=1,..,p, 1 #1
k=1 k=1
r—1 p—1
Z zp(w; — wy).vg > Z zp(w; —wp)vg Vi=1,..,p, i £ L (2.15)
k=1 k=1
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Par (2.5) ona
e Quand [ #p
* Si 1 =p,
(w,- — wl).vk = -61k. (2.16)
* Si ¢ # p,
(wi —wy)op = [(w; —wp) + (wp — wi)]-vk
= (w; — wp).vp + (wp — wy).vg
= b;1 — bk
ie.
0 si k#4,l,
(wi —w))wp=¢ 1 si k=i, (2.17)
-1 si k=1L
e Quand [ =p
(wi - wl).vk = 6ik~ (218)

Examinons d’abord le cas ! # p, alors (2.14), (2.15) s’écrivent respectivement

{ —(B1 + zo1) > —2

(2.19)
Bi+20:)—(Br+200)>2i—z Vi=1,..,p—1 1 #£1
—(Bi+ zo1) 2 —2;
(2.20)
(Bi+z0)—(Bi+z201) 22—z Vi=1,.,p—1,1#1
—z; 2 —2
(2.21)
zi—z12z;—z Vi=1,.,p—1, i £ 1.
Ainsi, sachant (2.19), on cherche 2’ € z; + E tel que
—(Bi+ z01) > —z} > —2
(2.22)
Bitzoi)—(Bi+20)22i—2]22i—z Vi=1,..,p—1, i #1l :
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37 Chapitre 3. Etude de problémes a plusieurs puits

Puisque 3, € [0, 1], on choisit

22'= zoi+1 si B; >4,
zi=z0+1, (2.23)
z;~=zo,- si B; < B, i=1,...,p——1. Z;él

Dans le cas o §; > (i, puisque z;, z; — z; sont des entiers vérifiant (2.19) on a

—(Bi+ 200) 2 —(200+ 1) > —2
(2.24)
(Bi +20i) — (Bi+201) 2 (20i+ 1) — (201 + 1) > 2 — 2y YVi=1,...p—1, i £,

ce qui donne (2.22) dans ce cas. Dans le cas ol 3; < 8, puisque —1 < 3; — 1 <O on a

—(Br+ z01) 2 —(z01 +1) > —2z
(2.25)
(Bi +2z0i) —(Bi+2z01) 2 z0i — (21 +1) > 2; — 2 Vi=1,..,p—1, i £1,

ceci entraine également (2.22).
Il reste 2 traiter le cas ol I = p. Dans ce cas, le sysi®me 2 résoudre est (d’apres (2.15), (2.18))

chercher 2’ tel que
Bi+z0i 22 VY i#p, (2.26)

sachant que
Bi+z0:2>2 YV i#p,

il est clair que 2’ = 2z convient. Ceci démontre (2.10).

Pour compléter la preuve du lemme (2.3), considérons un point = € C.,. Si =, est un sommet
quelconque, par (2.11), il existe un 2’ € zp + E tel que

,&wi.(a‘, —z:)= ._/?:\lwi.(z —z)+ ,Z\l’wi-(l’z' —r.).
En utilisant le lemme 2.1 on déduit que
? P ~ ~
.L\lw,-.(:v ~z,) < .i\lw,-.(_:c —zy)+ Azy) — A(z,)

ie.
.Kl'w,-.(a: —z,)+ A(z,) < _}(lwi.(m —z,)+ A(z)
= =

et ceci compléte la démonstration.
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On a aussi:

Lemme 2-3: Supposons que ) est conveze, sous les hypothéses précédentes

on a pour une constante C indépendante de h

A(z) - Ch™ <A(z) < A(z)Vze (2.27)

Preuve: Soit z € Z”! en utilisant le lemme 2.1 on a
Z)\lwi.(m —x.)+ A(z.) < A(z)Vz,

donc
A(;l? ) < "'1(:'f )5

soit 2’ € Py (§2) (Pw () est la projection orthogonale de © sur W) la composante de = sur
Py (), il existe un 2z tel que =’ € C,,, ainsi

Az) > _Z\lwi.(:v —z,,)+ Azz,)
P , ~
= .i\lwi'(x _$20)+A(‘7"20)
> —Ch® + A(z,) — Az) + A(z)

> —Ch® + A(x)

d’ot le lemme.

Preuve du théoréeme 2.1

Preuve de 2.3 : Soit @, linterpolé de la fonction A(zx) introduite dans (2.7),

up € V3. Remarquons que
VA(z) = w; p.p.

donc A est une fonction lipschitzienne de constante de Lipschitz uniformément bornée. Le
lemme 2.1 du chapitre 1 entraine que le gradient de @, est aussi uniformément borné. Ainsi
par le théoréme des accroissements finis on a pour une constante C

| A(e) —in(x) | < Ch
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et puisque «, h € (0,1)

| A(z) —aa(z) | <|A(@)— Al2)] +| Az) — () |

< Ch® + Ch < Ch®.

Donc
| A(z) —ap(z) | < Ch~. (2.28)

Ceci entraine que

/ P(tp — A(z))de < C [Q |RIY (2.29)

Q
ol || est la mesure de Q.
On aura aussi a estimer
/ e(Vip(x))dz.
Q

Le Vi, = w; sauf peut-étre sur I’ensemble S ol I’on interpole, puisque Vi, reste uniformément
borné on a

| eVaneds = [ p(vin@ie < ol 5|
ou |.S| est la mesure de S.
L'interpolation a lieu sur un h-voisinage des arétes de A(z) i.e. un voisinage de ’ensemble
oll A(z) présente une discontinuité en son gradient. A(x) a un saut en gradient dans

une cellule du réseau engendré par les 2*(v;) quand I'une des fonctions

wi.(z —z,)+ Aa,)
est €gale 2 une autre.

Donc ces deux fonctions sont égales sur un ensemble de mesure (p-2)-dimensionnelle bornée
par C(h*)P~2 (c’est I'intersection d’un hyperplan et d’une cellule de diametre borné par Ch®).

Puisque dans (2.7) le supremum est pris sur un nombre fini de fonctions on a
IS| < C(R*)YP~2hN(Rh*) (2.30)
olt N(h*) est le nombre de cellules de taille 2* incluses dans P/ (). 1l est clair que
N(h®).(h*)P~! <C
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40 Chapitre 3. Etude de proble¢mes 2 plusieurs puits

donc (2.30) s’écrit
IS] < Chl. (2.31)

En rassemblant (2.29)-(2.31) on obtient
/ Plin — A(2)) + 9(Vas(@)) < C[h* + h1=°],
Q
la puissance est la meilleure possible lorsque 1 — @ = ag ie. a = T4 d'od (2.3).

Preuve du (2.1)-(2.2): Considérons encore une fois la fonction A(z). Pour réaliser la

condition au bord on considere la fonction
up(z) = A(z) vV (A(z) — dist(z, T))
ou dist(z,I") désigne la distance de z 2 la frontiere T', par (2.27) on a
up(z) = A(x) sur T.
Soit @), Dinterpolé de u, sur 7y, 4y, € V,;‘i, d’aprés (2.27) on a
|‘A(:v) — A(z)| < Chre.

D’ou si
dist(z,T") > Ch®,
alors

up(z) = A(x).

Maintenant si
up(z) = A(z) — dist(,T),

on a alors
lup () — A(z)| = dist(z,T) < Ch™
donc
lun(z) — A(2)] < Ch®.
Or

lup(2) — @p(z)| < Ch
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donc
|an(z) — A(z)| < Ch°. (2.32)
Ainsi
/ Y(tp(z) — A(x)) dz < Ch*? (2.33)
Q
et comme précédemment on a
[ o(vane) de < cls| (2.34)
Q

ol |S] est la mesure de I’ensemble S o 1’on interpole.

Mais si
dist(z,T") > Ch?,

alors
up(z) = A(x).

Donc quand dist(z,T') > Ch* +hon a

4 = D'interpolé de A(z).

D’apres ce qui précede si on pose
S1 = {z / dist(z,T') > Ch* + h}
on obtient:

/ o(Vip(2)) de < ChI7°, (2.35)

1

Il nous reste i estimer

/ @(Vig(z)) dz.
S5\$
S\S1 est un h*-voisinage de I' et puisque le gradient de @, est uniformément borné on obtient:
/ ¢(Vig(z)) dr < Ch°. (2.36)
5\S
Combinant (2.33)-(2.36) on obtient
/ (an(z) — A(z)) + o(Vip(z)) dz < C[h% + A1~ + h°]
Q

41



42 Chapitre 3. Etude de problémes 2 plusieurs puits

et
/ @(Vip(z)) de < C[R'™ + 1%].
Q

Cette derni¢re estimation est la meilleure possible lorsque 1 — o = a i.e. @ = % et ceci prouve
(2.1).

Si on pose r = g A 1 alors
/ P(in(z) — A(z)) + o(Vip(z)) de < C[ROT + R'77].
Q
Cette estimation est la meilleure possible losque 1 — o = ar ie. a = ﬁq donc

/ng(ﬁh(‘x) — A(2)) + o(Vip(z)) dz < Chv+t

ce qui prouve (2.2)

Remarque 2-4: Dans le cas od § est non convexe et sous les hypothéses du théoréme 2-1 on
a pour une constante C

Ei <Ch™¥1 i{=1,2,3 (2.37)
oir=gqAl.
En effet E} < E7 et puisque VA C Vi, E3 < E2
donc il suffit de démontrer (2.37) pour z = 2.
Mais un domaine polyédral peut étre décomposé en sous-domaines polyédraux €;
¢ =1,..., N quisont convexes. Donc sur chaque ; on construit un u; comme précédemment.

up satisfait la condition au bord sur chaque ;. Soit @, Iinterpolé de ces fonctions sur
T, Pestimation de

N
/Q P(in(e) — A®)) +¢(Vin(2) de = Y /Q (n(e) — Al) + 9(Vin(2)) do

s’obtient de la méme maniére que la 2°™¢ partie du théoréme 2-1.
Lorsque ¢ < 1ona Ei < Ch#¥ti=1,2,3.

. - . . 1
Mais on a une estimation meilleure pour Ej}, 2 savoir E} < Chz.
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Chapitre 4

ANALYSE DES SUITES MINIMISANTES.

1-Introduction:

On suppose toujours ici que © est un domaine borné polyédral de
IR™ n > 2 de frontiere I" . Soit I'y une partie de la frontiere de mesure strictement positive.
Soient w; € IR™ ¢ = 1,...,p et une fonction ¢ : IR® — IR tels que

p(w;)=0 Vi=1,...,p, (1.1)
o(w)>0 VwAw;1=1,...,p, (1.2)
w; —wp, t=1,...,p—1 sont linéairement indépendants . (1.3)

On note par ¢ une fonction continue positive telle que pour des constantes positives ¢ et ¢
0<y(f)<c|E| VEER. (1.4)
Si A€ W1°(Q), on note par V4 I’ensemble,
VA={ve Wh°(Q) / v(z) = A(z) sur I'p}.

On suppose que

VA(zx) € Co(w;) (1.5)
et on considere les problémes
uieIgA /Q »(Vo(z)) dz, (1.6)
inf, [ $(0(e) — A2+ o(Vo(@)) ds, (1.7)
veVA Jq
ey [ $0(@) = 4D + (Ve(a)) d. (18)

Soit maintenant (74 )r>0 une famille régulidre de triangulations de . On pose:
Vi ={v: @ —IR continue, v/ € P(K)VK € T, }.
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44 Chapitre 4. Analyse des suites minimisantes

Si A est I’interpol€ de A sur 7}, on pose
VhA ={v: @ —IR continue, v/ € P{(K)VK € T, v = A sur To}.

Alors on a le théoréme:

Théoréme 1.1: Sous les hypothéses précédentes et si o est bornée sur les bornés

de IR™ alors il eziste une constante C indépendante de h € (0,1) telle que :

E} = inf / o(Vo(z)) dz < Ch?
Q

UEVhA

E} = inf / Y(v(z) — A(2)) + ¢(Vo(z)) dz < Ch+
vGV,;4

E; = 1€n‘£ / Y(v(z) — A(z)) + ¢(Vv(z)) dx < Chatr
v h Q

ou r =qA1l, A désigne le minimum de deuz nombres.

Preuve: Les estimations de E}, et E} s’obtiennent en les majorant au moyen de la fonction
i, € Vi introduite dans la preuve du théordme 2.1 du chapitre 3.

2. La non existence de minimiseurs:

On s’attend & priori & ce que %, converge vers un point réalisant le minimum pour (1.6)-
(1.8). Cependant ce n’est pas le cas parce que de tels problémes peuvent ne pas admettre de
minimiseurs. Remarquons d’abord que la suite d’éléments de V4 :

vh = A(2) V (A(z) — dist(z, ),
(A(z) est la fonction introduite au chapitre 3) est telle que

lon(z) — A(z)| < Ch®

ct
Voup(z) =w; p.p. = €8Qy
ol
={reQ [/ dist(x,Ty) > Ch* },
donc

veVA / w(v — A(7)) + o(Vo(a)) de < C(R* + h*) VY h € (0,1),
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en faisant tendre i vers O, on obtient alors que les trois infima (1.6), (1.7) et (1.8) sont tous

égaux a 0. Ensuite en faisant les hypothéses supplémentaires suivantes:

0<p(€) VE#O, (2.1)
VA(z) # w; sur un ensemble de mesure strictement positive, (2.2)
w; — w, engendrent un sous-espace W propre de IR”, (2.3)
et
VeeQ 3zo€ly telque (x, 29)CN et z—x20 € wt, (2.4)

ol W+ est I’espace orthogonal de W, on a le théoréme suivant:

Théoréme 2.1 : On suppose que ¢ est bornée sur les bornés de ™. Si (2.1), (2.2)
(respectivement (2.2), (2.3) et (2.4)) sont vérifiés, alors

inf / P(v(z) — A(z)) + ¢(Vo(z)) dz,
Q

veEVA

/ $(o(z) — Az)) + (Vo(a)) dr.

vEVV‘ oo(Q)
( respectivement inf / @(Vu(z)) dz)
. veVA Q

ne sont pas atteints.

Remarque 2.1: Soit v, ..., ; une base orthonormée de W+ grice 2 (2.4) on a une inégalité
de Poincaré du type (cf [Cs])

/ (z)|dz < C / IV, v(2)ldz ¥ v € Vo, (2.5)
Q Q

o Vo = {ve WH(Q)/ v(x) =0 sur Ty},
(V. désigne le vecteur de composantes 8/dv;,| | la norme euclidienne).

Preuve du théoréme 2.1 :
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Supposons qu’il existe un u € W1°°(Q) tel que

L P(u(z) — A(2)) + ¢(Vu(z)) de =0

donc

/ Y(u(z) — A(z)) dz =0 et / ¢(Vu(z)) dr =0
Q Q

u(z) = A(z) pp. z€Q et Vu(z)=w; pp. r€N
ceci contredit (2.2).

Supposons maintenant qu’il existe un u € V4 tel que

/ e(Vu(z)) dz =0
Q

donc
Vu(z) = w; p.p. ¢ € Q (2.6)

puisque Ou/0v; = Vu(z).v; et VA(z) € Co(w;) on a
Vu(u(z) — A(z)) =0

par (2.5) on déduit que
u(z) = A(z)

ceci contredit (2.2).
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3. Etude des suites minimisantes-Mesures de Young:

L’absence de minimiseurs nous conduit & 1’étude des suites minimisantes. Elles gén&rent, comme
on va le voir, une méme famille de mesures de Young . D’abord (1.3) et (1.5) entrainent qu’il
existe des fonctions mesurables a; uniques telles que

P p

VA(z) = Z a;(z) w; Z a;(z) = 1. (3.1)

=1 =1

Rappelons que si une suite up € W12 (). est telle que

Iuhloovnvuh”oo < C, (3'2)

ol C' est une constante indépendante de h, alors Vu, définit une famille de mesures de Young,
plus précisément il existe une sous-suite extraite de u, qu’on note également uy, et une famille
de mesures de Young (v, ),cq sur IR", telles que 1'on ait

lim / F(z, Vui(z)) dz =/ / F(z, X) dv,()\) d= (3.3)
h—0 Jo o JIR"
ol F est une fonction de Carathéodory (voir Annexe). Alors on a le théoréme:

Théoréme 3.1: Supposons que ¢ est une fonction continue vérifiant (1.1)-(1.4). Soit
up une suite minimisante de (1.6), (1.7) ou (1.8). Si (3.2) est vérifié alors Vu, définit

une famille de mesure de Young (v;).cq donnée par

P
vy = Z ai(z) by, pp. TEQ (3.4)

=1

oi les a; sont les fonctions qui figurent dans (3.1) et &, désigne la masse de Dirac au

point w;.
Preuve: D’aprés (3.2), il existe une sous-suite extraite gu’on notera aussi u, telle que

up — u uniformément (3.5)

Vup — Vu dans L () faible * (3.6)

avec u € W1-°(Q),
Soit (v;)zeo la famille de mesure de Young définie par Vu,. Donc pour une sous-suite extraite
et dans tous les cas on a

lim /Q o(Vun)ds = /Q /]Rn o(N)dv.(N)dz = 0.
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Donc,
@(A)dv(A) = Opp. 2 e

et v, est supportée par les puits. Par conséquent

v, = Z Bi()bu, (3.7)

pour des fonctions mesurables g;.

Cas (1.7), (1.8)

Si up est une suite minimisante, on a grice au théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue,

/ P(up(z) — A(2)) de — / P(u(z) — A(z)) dr = 0.
Q Q

Donc
u(z) = A(z). (3.8)

Puisque la limite de u, est unique toute la suite converge vers A.
D’apres (3.6) et (3.8) on a

Vup — VA dans L *(Q) faible . (3.9)

Soit maintenant B une boule quelconque incluse dans 2. On a par (3.3)

/B Vuy(z) do —»/B/]Rn Advy(N)dz = g/}gﬂi(a-)dﬁ: w;.

En outre,
/Vu.h(:c)d:c — /VA(z)d:c.
B B
Donc p
VA(z)dz = / Bi(z)dz w;.
J vaG@) > [ s
Puisque

]
/ VA(z) dz = Z / a;(z)dz w;,
B =1 B
par (1.3) on obtient

/B ai(z)dz = /B Bi(z)dz Vi=1,...,p.
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49 Chapitre 4. Analyse des suites minimisantes

En divisant par [B] et en utilisant le théoréme de différentiation de Lebesgue on obtient

ai(z) = Bi(z) pp. € Q
D’ot I'unicité de la mesure de Young et (3.4).

Cas (1.7)

En appliquant (3.3), on obtient par (3.7)

!
/s; IV, (up(z) — A(2))|dx = /Q []Z:;{(Vuh(:c) ~ VA(z)).v;}]? da
'
— X — VA(2)).)2] 2dvy(N) d
/Q /m" [,;(( (2)).;)%] 2 dv(X) dz
l !
- /Q SB[ (wi — VA(@))5)?] H
i=1 1=1
=0
puisque les v; sont des éléments de W+. Par conséquent

Jim, [ lua(@) - Aa)lde =0

ainsi
up — A uniformément

et
Vup, — VAdans L *°(Q) faible *

et on conclut comme auparavant.
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4. Analyse numérique des oscillations:

L'unicité de la mesure de Young associée aux problémes (1.6)-(1.8) laisse présager qu’il y a une
certaine cohérence des oscillations des suites minimisantes. En effet, sous les hypotheses du
théoréme 3.1, leur comportement commun se traduit, comme on va le voir, par le fait qu’elles
minimisent leur énergie en choisissant leurs gradients autour de chacun des puits avec une
probabilité qui tend vers une constante. Dans toute cette partie on supposera que (2.1)-(2.4) sont
vérifi€s. On note par II la projection sur les puits w;, plus précisément II est la fonction définie
par:
() = w;

ol w; est tel que

|€ — w;| = min;|[€ — w;]. (4.1)
Il se peut qu’il y ait plus d’un puits qui vérifie (4.1), mais on choisit celui qui a le plus petit

indice 2. Il est clair que II est une fonction borélienne, alors on a le lemme suivant:

Lemme 4.1: Sotent b€ IR", w e W et v € W tel que |v] =1 alors on a
[(6 — w).v| < |b—TII(D)| = min;[b— wj]|. (4.2)
Preuve: Si Py désigne la projection orthogoﬁale sur W alors on a

|(6 —w).v| =] [(b—w) - Pw(b—w)]v|
<[ (b—w)— Pu(b—1)]|
<|(b—w)—(w; —w)| Vi
S|lb—wi| Vi

d’otl le lemme.

Le comportement de la fonction ¢ au voisinage des puits est primordial. Aussi suppose-t-on
qu’il existe des constantes Ay > 0 p > 1 telles que

Ar|lw = II(w)|? < p(w) Vw €R™. (4.3)
On suppose parallélement qu’il existe des constantes Ag, ¢ > 1 telles que

AlElf <9(€) V € €IR. (4.4)
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51 Chapitre 4. Analyse des suites minimisantes

Pour v € W 1:°°(Q2) on pose :

Ei(o) = [ o(Vo(a)ds

Ey(v) = /Q b(o(z) - A(2)) + (Vo(a))ds

Alors on a les lemmes suivants :

Lemme 4.2: Soient B C Q) un sous domaine de Q, r < p, etv € W 1'°(Q) alors il exziste
une constante C' = C(B, r, p, A1) telle que

/ |Vv — TI(Vo)|"dr < CEy(v)7. (4.5)
B

Preuve: En appliquant I'inégalité de Holder et (4.3) on a
/ |Vo — I(Vv)|"dz < |B|'™ % {/ Vv — II(Vo)|Pdz} ?
B B
< |BI'5 A7 E7.

Lemme 4.3: Soient B C () un sous domaine régulier de Q, r,s > 1 et v €
W 1°°(Q). Alors il existe une constante C = C(B, r, s) telle que

| w@rdse) <of [ 1wl i (4.6)
B B

ot s' est le conjugué de s i.e. L+ 2

s+ or =1, do(z) est la mesure superficielle sur OB et

loll1,s,8 = {/B lo(2)}® + IV”(“’)IS}%-

Preuve: En appliquant le théoréme de trace:

/ lu] do(z) < C/ lw(2)] + |Vu(z)|dz (4.7)
éB B

3 u = [v|" on obtient

/ lv|" do(z) < C/ lo(z)|” + rlv(z)]""! | Vo(z)|dx
8B B
= [ @) o@)] + rlo(a) Fe(o)lda
B
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52 . Chapitre 4. Analyse des suites minimisantes

et grace a 1’inégalité de Holder on a

/;|v(m)|r—1|v(r)ls{/13 lz,(l_-)l(r—l)s'},_l’ {/; |v(:c)|"(l.zf}%
ct
[ @ vetaids < { [ @i ([ vetepa)t

donc

| w@ra el [ @i d)? .
oB B

Lemme 4.4: Supposons que B C §Q est un domaine régulier. On pose s =

man (p, ¢q). Alors on a

I il eziste une constante C = C(B, A\;,p,q) telle que

|/ V(v(z) — A()) dz| < CEy(v) 77 { Ex(v) W% + By(v)rem 41}, (4.8)
B

s—1
5 -

ou s =
II. Si (8.8) et (3.4) sont vérifiés alors il eziste une constante C = C(B, A1,p) telle que
[ V(@) - 4(e) do| < CEs(0)7 {Bx()* +1) (4.9)
B
ot p' = %1.

Preuve: Si n désigne la normale extérieure 2 B, alors on a par le théoreme de la divergence

| V() = Ate)) del =] [ o@) - (o) dta)
< / (o) — A(2))] do(z). (4.10)
éB

En utilisant 1’inégalit¢ de Holder et le lemme (4.3) on obtient

[ V(ots) - A)) del < |aBl‘—%{ [ @) - ar da(l_)}%

L.

ral

<tosfH [ o) - A} o= lfp (41D
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53 Chapitre 4. Analyse des suites minimisantes

-Cas I: On choisit r tel que (r — 1)s' = ¢ ie. r = -"l:,i', on obtient par (4.11) et la condition

(4.4) ,

|/B V(v(z) - Az)) de| < CEy(v) T ||v — A||T+7.

Ensuite, par I’inégalité de Hélder

/ lv(z) — A(2)|® dz < ]Bll_%{/ lo(z) — A(a:)lqda:}q < CEy(v)7.
B B
Moyennant le lemme 4.2 on a
/ V(o — A)* de < c{/ Vo — T(Vo)|* de +/ (Vo) — AJ* d.r}
B B B
< CE} +C.
Combinant les inégalités (4.13) et (4.14) on obtient
o = All{,5,8 < C{E1(v)7 + Ea(v)7 +1}.

Par (4.12) on obtient (4.8).

-Cas II: On choisit r = s = p donc (r — 1)s' = p dans (4.11), ainsi

[ V(@) - A) dal < c{ JRICE A(m)vdm}#nv(z) ~ 4@} 0

Grace 4 (24) on a

(/Q lv(z) — A(rc)l”dm)% < C( /Q V., (v(z) - A(;p))|1’dx) g

Or d’apres le lemme 4.1 on a

P

(Vo(z) — VA(z)).v] < |(Vo(z) — I(Vo(z))| V 1=1,..,1
donc 1 R
{3 190(0) - VA@)L] < I [(Vo(a) - I(Te(a)),

d’ol
IV, (v(z) — A(z))|P < 1% |(Vo(z) — TI(Vo(2))|P

93
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ainsi
1

{/Q Vi (v(z) - A(-"S))I”dm}; <1

Combinant ceci avec (4.15) et (4.16) on obtient

{/ |(Vou(z) —~H(Vv(:r))]”d;r}r. (4.17)
Q

N

| 0@ - A)) dol < CEF lo(a) - A@IE 0
Par (4..16) et (4.17) on a
| 1060~ aeprar < ¢ [ (Vo) - MTu(@pPds < CEL0). (a18)
En prenant s = p dans (4.14) on obtient |

/ IV(v(z) — A(2))|? de < CEy(v)+C (4.19)
B

et (4.9) s’en suit comme précédemment.

Soit B C € un domaine régulier. Pour v € Wh°(Q) et 0 < R < 1 jw; —wj| V 4,5 =
1,...,p, ¢t # 3 on pose

BF = BR(w)={z € B | T(Vu(z)) = w;, |Vo(z) — w;)| < R} (4.20)

BE = BR(v) = B\ u; BE. (4.21)

Proposition 4.1 : Supposons que (4.8) est vérifié, si v € WH°(Q) il existe une constante
C = C(B, A,p) telle que

|BR| < CEy(v)¥. (4.22)
Preuve : Remarquons que dans BE on a

|Vo(z) — II(Vu(z))| > R.
Ainsi,

RBE < / i [Vo(z) — I(Vo(z))|de < /B [Vo(z) — TI(Vo(z))|dz

ez

et le résultat découle de (4.5).
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Remarque 4.1: Si v, est une suite minimisante de (1.6)-(1.8) alors Ei(vp) — 0. Par

conséquent, la probabilité pour que v, ait son gradient dans B 2 I’extéricur d’un R-voisinage
des puits tend vers O.

R .

Pour évaluer |B;*  on a le théoréme :

Théoréme 4.1: Supposons que B C Q est un domaine régulier. On pose s =

min(p, q), s' = ==L, alors il eziste une constante C = C(B,w;, A, p.q) telle que

1 1 - s'l a'l .
IBf| - a:lB|| < C{E} + E3* (EF*" + Ef*D 4 1)} V i=1,..,p. (4.23)

81 (3.8), (3.4) sont vérifiés alors
IBf| - a|B|| < C{E} + E}” (E/" +1)} V i=1...,p (4.24)

51 ),
& = — ai(x)dr,
|B| Jg

les a; sont les fonctions figurant dans (3.10) et E; = E;(v).

Preuve:

On a d’une part

/u.-B{t H(Vv(a:))dm—/B VA(z)dz = i; (|BE] —/l; ai(x)dz)w;

~ |

= (IBE| - |B| a;)w;

=1

d’autre part
/U - I(Vu(z))dz — /B VA(z)dzx = /B (II(Vo()) - Vo(z))dz + /B Vu(z) — VA(z)dz

- / II{Vo(z))dz. (4.25)

exr

Par (4.5 ona
I/ (I(Vv(x)) — Vo(a))dz| < CEF
B
Par (4.22) on a
/ I(Vo(z))dz < C(w;)|Bes| < CE?

exr
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Associant ceci au lemme 4.4 on obtient

14 ) 1 1 a'l a'l
1Y (IBFI - |B| @i)wi| < C{E} + E* {E{™"" + Ef*™ 11}}. (4.26)

=1

Si (3.3) et (3.4) sont vérifiés on a

P 1 T )
1> (IBE| - |B] ai)wi| < C{E? + Ef* {E}" +1}}. (4.27)
i=1
En posant
14
I=Y (IBf|-|B| ai)w;
=1
on obtient

p
Z (IBf| - |B| ai)wi =1,
=1

P (4.28)
> IBEI-1Blai= X%, |Bf|~|B|=~|B.l,
i=1
de sorte que (|BE| - |B| a',-) est solution du systéme linéaire
Mz=b (4.29)
ou

_fwr ... wy _ I
w= () o= (L)

Comme les w; — w, sont linéairement indépendants, la matrice M de type (n + 1) x p est de
rang p et le systtme (4.29) admet une seule solution donnée par

t=(MTM)Y"MTb (4.30)
(M7 est la transposée de M) et on a
&l < (M7 M)~ M7 | Jb) (4.31)
ou || || estlanorme matricielle associée 2 la norme euclidienne. Ainsi
IBF| - B| &l < Cmax(/1],|BE)).

Ainsi on a (4.23) et (4.24).
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Remarque 4.2 : Si v, est une suite minimisante de (1.6)-(1.8) alors sous les hypothéses du
théoréme 4.1 on a par (4.23) et (4.24)

IBE .
—— — @;, quand n — +oo0.

|B]
Autrement dit, dans B le Vv, prend les valeurs w; avec une probabilité approchant &;.

Corollaire 4.1: Sous les hypothéses du théoréme 4.1, si u, est une suite minimisante de

(1.6)-(1.8) telle que

o Ey(up) < Ch™, alors
|BE| = |B| &] < Ch® ™™ Gid) | pouri=1,...p. (4.32)
o Ey(up) < Chz, alors

I|Bf| — |B| a;] < Ch-fPlT, pouri=1,....p. (4.33)

Preuve : Ceci résulte des estimations (4.23), (4.24).

Remarque 4.3: L'estimation (4.33) correspond au probléme de minimisation (2.1), tandis que

(4.32) correspond aux problémes (2.2) et (2.3) avec a = % pour (2.2) et @ = ;j_—l pour (2.3).
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Chapitre 5

ETUDE DE PROBLEMES DE PUITS

AVEC CONTRAINTES

1- Introduction:

On désigne toujours par Q un domaine borné polyédral de IR” n > 2 de frontitre T’ et
par ¢ une fonction positive définie sur IR™ et s’annulant en w;, ¢ = 1,...,p lesquels satisfont

w; —wp, ¢=1,...,p—1 sont linéairement indépendants . (1.1)
On note aussi par ¢ une fonction continue telle que pour des constantes positives get ¢ > 0
0<H() <c|el! VEeR. - (12
Si A(z), a(z), B(z) sont trois fonctions lipschitziennes i.e.
a, B, Ae Whe(Q)

telles que
a(z) < B(z) sur 9,

a(z) < A(z) < B(z) sur T,

on note par ‘
Kap={ve W'(Q) / a(z) < vo(z) < A(z) dans @ },

I\’A,a,ﬂ = {’U € I\’O-’ﬂ / ‘U(:l‘) = A(’L‘) sur I’ },

G(z) = (a(z) V A(2)) A B(z),

ol A désigne I'infimum de fonctions et V le supremum. Les ensembles Ko p et Ky o, sont
non vides puisque G € K443 C K4 . On suppose que

M= ;Iélg (G(z) — a(z)) > 0. (1.3)
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59 Chapitre 4. Etude de problémes de puits avec contraintes

On considere les problémes

vE il?/fo H/ LP(V’U(.T)) dx’ (14)
e / P(e(z) — G(x)) + (Vo(z)) de, (1.5)
e, / P(v(z) = G(2)) + ¢(Vo()) dz. (1.6)

On s’intéresse également au cas ot
VG(z) € Co(w;) p.p. dans (1.7)

(Co(w;) est I'enveloppe convexe des w;). On considere (Th)n>o0 une famille régulidre de trian-
gulations de 2. On pose:

Vi={v: Q@ —IR continwe, v/ € P(K)VKe T, },

Yr={p€Q /pestunsommetde K € 7} },

Sh={peZh /p¢gT}
et
Kp={vn € Vi [ a(p) < wi(p) < B(p)Vpe? },

Kap={vn €K [ va(p)=A(p)Vpe TunT }.

Notre but est d’obtenir des estimations pour les infima

e, / ¥(v(x) = G(x)) + @(Vo(z)) da, (1.9)
o / ¥(v(z) - G(x)) + ¢(Vo(e)) de, (1.10)

en terme de h.

2- Estimations de ’énergie.

Soit vy, ..., v, la base duale de la base w; — wp, i.e. la base telle que
(w; —wp)v;=6;; Vi,j=1,..,p. (2.1)
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Alors on a le résultat suivant:

Théoréme 2-1 : Supposons que Q est conveze, que ¢ est bornée sur les bornés de IR™

De plus, on supgose que ¢ est une fonction continue satisfaisant (1.2) et les w; satisfont
(1.1). Alors sous les hypothéses précédentes et s1 G € WL°°(Q) satisfait (1.8) et (1.7),
il existe une constante C indépendante de 0 < h < inf((%—y, 1) telle que :

E} = Ilnf / o(Vo(z)) dr < Ch? (2.2)

Kan JQ
E! = 1nf / b(v(z) — G(2)) + o(Vu(z)) dz < Ch™1 (2.3)
E} = mf / Y(v(z) — G(z)) + o(Vo(z)) de < Chtt (2.4)

our =qA1l, A désigne le minimum de deuz nombres,

N =2 (p — 1) max|w;| max|vi],

¥ =2 dans le cas (2.2), y =r + 1 dans le cas (2.3), vy =q+ 1 dans le cas (2.4).
Avant de prouver le théoréme (2-1) rappelons quelques lemmes du chapitre 3:

Lemme 2-1 : Supposons que G € W1 °(Q) satisfait (1.9). Alors si le segment [z, z'] est

mnclu dans Q on a :
.&wi.(z -2") < G(z)-G(2") < .\_I}lwi.(a: —z') (2.5)

ot A désigne le minimum de nombres et V désigne le mazimum de nombres.

On désigne par =, les sommets du réseau de taille h%, (a = %) engendré par les v; i.e.
pour z = (21,...,z—1) € ZP~! on pose

p—1

z, = Z z;h%v;. (2.6)
i=1
Ensuite, soit la fonction A définie par
Az)= VvV (N_jwi(z —z;)+G(z:)) (2.7)
e ZP71

ol Gestle prolongement de G A IR". Par une cellule unité du réseau engendré par les h®v; on
désigne les ensembles du type:
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p—1
C.=z,+ {Zﬁiho’?’i /B: €[0.1]}
=1
ou z, est défini par (2.6). Alors on a:

Lemme 2.2: Supposons que () est conveze. Sous les hypothéses précédentes, si on désigne

par C;, une cellule unité du réseau engendré par h®v; et par E Uensemble
E= {Z € %p——l / zZ; = Qoul Vi= 1,,,,’1)-—1}’
alors on a

Alz) = V AP L O e é z! Va Czo~ 2.8
(@)=, ¥, (Neywida = ou) + Glan)) Vae (28)

i.e. dans (2.7) au liew de prendre le supremum sur un nombre de z qui peut étre non borné

quand h — 0 il suffit de le prendre sur un nombre fini de z.

On a aussi:

Lemme 2-3: Supposons que ) est conveze, sous les hypothéses précédentes on a :
G(z)—N h* <Alz) < G(r)VzeN (2.9)
ou N =2 (p—1) max; |w;| max; Jv;].
Preuve: Soit z € Z”~! en utilisant le lemme 2.1 on a
'iélwi.(m —z.)+ é(:r.:) < G(z)Vz,

donc
A(z) < G(x).

soit z' € Pw(Q) (Pw(f) est la projection orthogonale de £ sur W) la composante de = sur
Py (), il existe un z tel que 2’ € C,,, ' s’écrit:

p—1
= T 2, + Zﬂi havi ,Hi € [0 1]
i=1

ainsi,

-z, <(p— l)mza,x|v,-|h°
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de sorte que

Alz) > _Z{lw,-.(x — )+ Glas,)
P ' -
= Rwie' —2.,) + G,
> —(p — 1) max hw;| max [vi| A% + G(z2,) — G(2) + G(z)

> —-2(p— 1)mza,x |w;] max lvil A* + G(z)
d’ou le lemme.
Preuve du théoréme 2.1 La fonction A € K, g. En effet, par le lemme 2.3 on a
A(z) < G(a) < B(a).
Puisque 2 < ()Y, y=1 ona
a(z) < G(z)-2 (p— l)mlax lw;| max lv;|h® < A.

En outre la fonction
A(z) V (G(z) — dist(z, T))

appartient & K4 o g. La démonstration se fait de la méme maniere que le théoréme 2.1 du
chapitre 3.
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3- Résultats d’existence:

On considere les problémes approchés:

inf Vu(z)) dz, 3.1
”M/Q e(Vo()) (3.1)
e / blu(z) = G(2)) + ¢(Vo(z)) dz, (3.2)
o / Y(v(z) = G(x)) + ¢(Vo(2)) de, (3.3)

on va établir dans le théoréme qui va suivre, sous certaines hypothéses, que les infima (3.1)-(3.3)
sont en fait atteints.

Théoréme 3.1: On suppose que ¢ ety sont continues alors il existe un up, vy, € K4 p tels

que

inf @(Vo(z)) dz = / @(Vup(z)) de (3.4)
v€ Ka.n Q Q

et

inf / P(v(z) — G(z)) + ¢(Vo(z)) dz = / Y(vr(z) — G(z)) + ¢(Vup(z)) dz. (3.5)
Q Q

vE€ Ka,n

Si de plus on suppose que-

lim (€)= +o0 (3.6)
[§]l—+o0

alors il eziste un up € Ky, tel que

UEK;,

inf / P(v(z) — G(z)) + ¢(Vu(z)) dz = / Pup(z) — G(z)) + (Vup(z)) de (3.7)
Q Q

Preuve: Une fonction v, € K4, est complétement déterminée par ses valeurs aux noeuds de

la triangulation. On note par X le vecteur des valeurs de v, aux noeuds appartenant 3 &) i.e.

X = (vh(nl), e ,vh(ns)) avec a(n;) < vp(n;) < Bn;))Vi=1,...,s,
alors
/{; @(Voy(z)) da

et

/Q b(va(z) — G(2)) + o(Ven(z)) de
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deviennent respectivement deux fonctions F et H continues en X qu’on est amené A minimiser

sur un compact K ot
K={X€eR’/an)<X;<P(ni)i=1,....5}

d’ot (3.4) et (3.5).

Montrons mainterant (3.7), dans ce cas on est amené A minimiser H sur ’ensemble non borné
K'={XeR™/an)<X,<Pni)i=1,....s}

ou m > s est le nombre tot.al des noeuds de la triangulation. Si

im  H(X) = +oo (3.8)
| X|—+oc

on sera amené A minimiser H sur un compact inclu dans K’. Si | X| — +oo alors X admet
une composante X; = v;(n;) qui tend vers +oo ol n; est un noeud de la frontiére sommet d’un

simplexe K. Si n; est un sommet de K n’appartenant pas 2 la frontiere alors on a

vp(ni) — vp(nj) = Vug.(n; — n;)

< [V i —nj |

donc
vp(ni) — B(n;)

Ini —nj |

|Vor| > (3.9).

ainsi
|| #loi(e) = 6@ + e Venle) do > Kl Tonyx)

et le résultat découle de (3.6) et (3.9).
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Chapitre 6

PASSAGE A LA LIMITE DANS UNE CLASSE
DE PROBLEMES NON LINEAIRES

1-Introduction :

On considere dans IR? le domaine Q; = (—I,1) x (—1,1) od le paramdtre positif  est
destin€ 2 tendre vers I'infini. Soient f une fonction de L?(—1,1) et a une fonction réguliére
telle que pour des constantes positives a et 3 :

0<a<a(t)<AVtelR (1.1)
On désigne par »; une solution du probléme quasi lindaire :

~Zu% ~ 2(a(w)d%) = f dans w2

Uy € H&(Ql)

Lexistence d’une telle solution peut étre montrée A I’aide du Théoréme du point fixe de Schauder
(cf [A.C]). Cependant on ne sait pas si (1.2) a une solution unique si a est supposé par exemple
continu . On s’intéresse au comportement limite de u; et on voudrait montrer qu’a la limite
u; ne dépend que de la variable y.

Pour cela on note par ., I’unique solution du probléme unidimensionel :

_%(a(uw)gg—f—)zf dans (—171)

(1.3)
Uoo € HE(—1,1).
On considere le difféomorphisme :
m:  — O
l
(z,y) — (Ez,y)- (1.4)
et on désigne par 4; la moyenne de u; sur (—/,1) i.e.
1 ! 1 [l
) = 5 [ wlewidr= o [ w)e e (L5)
2l J, 2l /4,
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ot u(l) = uy o I1'. Remarquons que
i € Hy(-1,1). (1.6)

On espére en fait montrer que w; converge Vers us,. Dans le cas linéaire i.c. lorsque a(t) est
une fonction constante, ceci est démontré dans un travail commun (non publié) de S. Antontseyv,
M. Chipot et T. Leblanc. Nous allons étudier, dans ce qui va suivre, le cas non linéaire. Plus

précisément nous allons démontrer que la moyenne 4; de u; converge vers 1’unique solution de
(1.3).

2-Théoréme de convergence :

D’abord, nous allons nous ramener au domaine fixe Q;,. Pour ce faire écrivons (1.2) sous
forme variationnelle ;

Ou Ouy Ov

2e 9 a(ul)aul v / fv Yo € Hy (). (2.1)

Q,

Moyennant le changement de variable II' on obtient :

' omi = fooll!  Wve HY). (2.2)

/ ou Hlav o' + a(uy o IT! )
2, 3?/ Q,

Bz Oz
Or Vv € H} () onavoIl' € H}(Q,) et

Avoll') 19w _, O(voll') _Ov
5z Lo 0 oy oy 23

par conséquent (2.2) s’écrit :

zau(l) 8v Bu(l) dv .
f, P a5 = o fr o WeH@). (29

Ensuite soit A la fonction sur IR définie par :
A(u) = / a(s)ds. (2.5)
0
Il est clair que la fonction A est une bijection vérifiant :

alu —v| < [A(u) — A(v)| < Blu — v|. (2.6)
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En outre (2.4) devient :

lo 2 0u(l) Bv  BA(u(l)) Ov )
/Q, ( ) ) Or Oz + oy 9y , fo Vv € Hy(Sy,)- (2.7)

Avant d’énoncer le théoréme de convergence on aura besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.1 : Sous les notations précédentes on a les convergences :

l
(2)? Oull) _, 0 fort dans L*(y,) (2.8)
17 Oz
A(u(l)) — A(ueo) fortdans L%(y,) (2.9)
Preuve : On note par || || 1a norme dans L%(€2;,). En choisissant v = u(l) dans (2.4) on

obtient :

au(l) 2 3u(l) 2
[, @GP rawong = [ su)
< Il (ol (20)

Combinant ceci avec 1’'inégalité de Poincaré on obtient :

o« . Gy <Al

Au(l
< clifif 122 )u
Ainsi : ou(l) c
(4
1 By IIS-C;IIfH (2.11)
Au(l C?
12y < e (2.12)
Or
( )2 3u(l) lo 1o du(l)
T 11 Oz
donc par (2.12) on a :
)23“(’) — 0 fort dans L%(Q,). (2.13)

Montrons maintenant que

A(u(l)) — A(ueo) fortdans L*(,)
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En effet, en appliquant I’inégalité de Poincaré on obtient :

OA(u(l
D) < Cf “”)n

- cna(uunwn

Bu(l)

< CBll— -

Par (2.11) on a :
OA(u(l
il 12552 < ¢ (214)

ou C est une constante indépendante de I. En extrayant une sous suite on a :

A(u(l)) — w dans L%(f,)

0A(u(l)) Ow 2 o
—ay— 6y dans L (Qlo)' (...15)

Montrons d’abord que w = A(uo,). En effet, par passage 2 la limite dans (2.5) on obtient :

ow v
——— = Vv € Hi(,). 2.16
a,, Oy 9y /9,0 fo Vo€ Ho(fh) (2.16)

Soient ¢ € D(—1,1) et ¢ € D(~lo,lp) telle queff’,o ¢(z)dz = 1. (2.16) entraine en prenant
V=pQRY:

1 o Ou
/( g(fc,y)w(z)dr) dy—/ F(y)e(y)dy

soit encore
! 0 lo 6¢ 1
= o, _ i e D |
/_1 3y (/_lo w(z,y)p(z)dz) 2y dy /_] Fy)yb(y)dy ¥ ¢ € D(—1,1)

Ainsi ff’,o w(z,y)p(z)dz € HY(—1,1) est solution du probléme de Dirichlet

04(u°°) 31[

[ el /f¢ ¥ g € D(-1,1).

L'unicité de la solution entraine que :
lo
Awes) = [ w(e )o@l pp. ze(-1,1)
—Ip
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Pour tout ¢ € D(—Iy, ly) telle que fi"lo ¢(x)dz = 1. D’ol

lo
/ w(z,y)p(z)de Uoo)/ p(z)dz Yo € D(—~lo, o)
—Io

ou encore

lo
/ * (w(z,y) = Aluos)lp(a)de = 0 Vi € D(~la, o)

d’ou

w=A(Ux) P-p-
En appliquant ce qui précéde 2 toute suite extraite de 4(u(!)) on conclut que A(u(l)) admet
une seule valeur d’adhérence . Donc

A(u(l)) — A(uwo) dans L*(Q,)

PA(D) | 0A(uos)

z ) 2.17
o9 3y dans L*(£y,) (2.17)
En prenant v = A(u(!)) dans (2.7) on obtient :
u(l
(e < / FAG(D).
Q,
Or par (13)on a:
| saw)= [ atuer Gz atun) 20
Q, Q,
Dod DA(u(1) o)
U Ot U
(2 < [ atuee) 52 a(ul)
Ql y Ql
Par (2.17) on obtient en passant i la limite :
_— 6A(u(l)) 2 Otoo o
] < (a(uxo
| () S el =
Comme DA(u(1) 5
u Uoo 2
.—ar a(uoo)—ay dans L (Qlo)’
alors a—A(% converge fortement dans L%(€,) vers A( °°) (uoo)a;,"y . Et (2.9) s’en suit

par I’inégalité de Poincaré.
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Lemme 2.2 : u(l) converge fortement vers o, dans L2(Q,).
Preuve : Par (2.6) A~! est une fonction Lipschitzienne telle que
47 ()~ A7 )| < e ol
On en déduit :
llu(l) = uooll = [|A™* Au())) — A7 Aluoo)ll < éllA(u(l)) = A(uco)l|-
Par le Lemme précédent on conclut que

u(l) converge fortement dans L%(Qy,) vers uc.

Lemme 2.3 : ) converge fortement vers @—ﬁ-“- dans L%(£,)
Preuve : Puisque u(l) et L’;(m convergent respectivement Vers u, et aA—g;,‘i’il dans
L%(€y,). Alors il existe des suites extraites «(1) et L’;m) et une fonction g € L2(Q,) telles
que ’
u(l) = uoo p.p. dans £y
0A(u(l)) 0A(uoo)
— .p. dans Q
dy By p.p. dans 3,
- 9A(x(D))
— 1<
=y 1S9
Ainsi
Ou(l) - 1 90A(u(l)) 1 OA(te) Oueo
= - : - = .p. d Q
by ~ au(D) 9y a(uw) Oy gy PP O
et
Ou(l
202
Yy a

Par le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue on obtient :

Ou(l) . Ot oo
dy dy

fort dans L*(Q,).

En appliquant ce qui précede A toute suite extraite de %) 5n conclut que toute la suite

Oy
a:,‘,(') converge Vers —ﬂ dans L*(Q,).
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|
Maintenant on est en mesure de démontrer le théoréme de convergence :
Théoréme 2.1 : Sous les hypothéses et les notations précédentes on a :
lliin ] = uge fort dans Hj(—1,1).
Preuve : on a :
1 ~ 1 {
Ot Ouco 5 / 1 ( ° Ju(l) Qe 9
—-— = dy = — ——(2,y) — —=—(y)dz)|*dy
/_1 29 ayIJ _11.210 . ay(y) 2y Y )
1 Ju(l) oo 9
< — ,y) — 1
<5, 1Pyt - )
grice a I'inégalité de Jensen. Le théoréme découle alors du Lemme précédent.
|
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ANNEXE
MESURES DE YOUNG

Soient 2 un ouvert borné de IR®, v : € x IR™ — IR une fonction continue et une
suite ur € (L°°(2))™. On considere la suite de fonctions ¥(z,ux(x)). Si ur converge vers
u et P(.,ur(.)) converge vers 1, alors en général ¥» # v(.,u(.)). La notion de mesures de
Young associée A u;. va nous permettre d’exprimer ¢. Avant d’énoncer le théoréme d’existence

des mesures de Young, rappelons quelques résultats d’analyse fonctionnelle. L'espace
Co(R™)={f € C(R™) :  lim  f(3)=0)

est un espace de Banach pour la norme de la convergence uniforme. Son espace dual est I’espace
des mesures de Radon noté A/(IR™) muni de la norme

”#”M(IR,"') = [p{(IR™).

Puisque Co(IR™) est séparable on a :

(LY(Q, Co(R™))) = L2(Q, M(IR™))
sous le produit dual

_</1,1/)>=// Pz, N)dp,(A)dz

SR~ (2, A)dpz(A)
avec P € L1, Co(IR™)) et p € L= (Q, M(IR™)) ot
Ly (9, M(R™))={f:Q — M(IR™) : f est faiblement * mesurable,
|1f(2)l|57 R, €St mesuarable en z et

IF (@) prm™, <M (constante) p.p. = € Q}.
La norme dans L2 (Q, M(IR™)) est

||| = sup esszeQ”#z“M(IRm)‘

On a alors le théoréme :

Théoreme : Sozent Q un ouvert borné de IR", ¥» : Q x IR™ — IR une fonction de

Carathéodory et ur : @ — IR™ une suite de fonctions mesurables telle que :
lur(z)] <C p.p. € QVE
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ot C est une constante.
Alors il existe une sous-suite eztraite qu’on note aussi up et une famille de mesures de

probabilité (v;)zeq telle que si
(@, u(z)) — B L(Q) faible +
on a
Be)= [ $e N pp. €

Pour démontrer le théoréme on aura besoin du Lemme suivant :

Lemme : Soient Q un ouvert borné de IR™ et uy : Q — IR™ une suite de fonctions

mesurables telle que pour une constante positive C' on a

lup(z)] <C pp. 2 € QVEk

alors :

dim supl|fz / |ue(z)| 2 5]|=0 (A.1)

J—=too

ot |A| désigne la mesure de l'ensemble A.

Preuve : on a ;

e / Ju(@)] > ]l = / ldz

[z / lus(2)]25]

</ k@l g,
[z / lue(2)>5) T

S/ luk(,'x)ldw
Q J

< cl
J
d’ot le Lemme. [ |

Preuve du Théoréme : Pour tout & on définit y¢, € L% (92, M(IR™)) par

w*

e(T) = buy(x)

ol 6, est la masse de Dirac au point @ € IR™. Pour ¢» € L}(Q, Co(IR™)) ona:
< P, > = / / Y(z,A) dby, (r)dx
e JIR™
= / Pz, ur(z)) dz.
Q
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I1 est clair que
lpell =1V k.

Par le Théoréme de Banach-Alaouglu-Bourbaki (voir [B.] Théoréme III. 15 p.42) il existe une
sous-suite extraite qu’on note aussi py et v € LS (9, M(IR™)) tels que

pur — v dans Lg.

w*

(Q, M(IR™)) faible *
ie.
k—+o0

lim 1[:(3?,11.;;(3'))(1:1::// P(z, A)dr,(A)dz (A.2)
Q eJIR”

pour tout 3 € L1(2, Co(IR™)).
Montrons que (A.2) peut s’étendre 2 toute fonction ¢» de Carathéodory. On suppose d’abord que
3 est une fonction positive telle que

Y(z,ur(z)) — ¥ dans L®(£) faible *.

¥(z,ur(z)) est en particulier uniformément borné. Soient 6’ la fonction auxiliaire définie pour

t € IR par
1 si [t] < j

Gt)= 1—-t|l+j sij<[<j+1

0 sift|>7+1
et Y7 (z, ) = 87 (|A))67(¥(z, A))p(z, A). 1l est clair que
=9 sip<jet|Al<j
ii) ¥7 € LY(Q, Co(IR™)) YV k
i) 0<pi<yp Vk
iv) %7 est une suite croissante
V) limp/ (2, X) = (s, A).

En ou]tre ona:

| /Q (2, ui(2)) = (o, un(e))dx| < /Q 9 (e, () — (., wn() e

< 2/ Pz, ur(z))dz
[z/|ws ()| 25]V[x/ ¥(z,ur(z))2]]

SCH{ la/lu()] 2 511 + [le/ ¢z, ur(z)) 2 5]| }

<C{ Sl;pl[-’v/htk(-’v)l 2l +Sl;p|[I/ P(z,ur(x)) 2 5l }-
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D’apres (A.2) on obtient

o e de= [ el <€ { suplle/lun(e)] 2 slksup s/ b, ue(a) 2 51 )

Par le Théoreme de la convergence monotone on a :

liJm /Q /IR," W (z, \)dvy(N)dz = /Q /IR" P(z, N)dv(N)dz.

En utilisant (A.1) on obtient :

// 1/:(.17,/\)(11/1.(/\)d;17=/ ¥(z)dz.
oJIR" Q

Par conséquent (A.2) est vrai pour toute fonction ¢» de Carathéodory positive. En appliquant
ce qui précéde aux parties positive et négative ¥t et 12~ de 3 on obtient :

k-EI-II-loo /{; ¢'(a:,uk(x))dar=£2/mn Pz, A)dvy(A)dz

pour toute fonction 1 de Carathéodory telle que ¢ (x,ur(z)) converge dans L°°(2) faible *.
Soit B une boule quelconque incluse dons . Puisque #(z,ui(x)) converge dans
L>(Q) faible * vers 1 alors x g()¥(z, ur(2)) converge aussi dans L°°(Q) faible* vers y pp. En
appliquant (A.2) & xg(z)¥(x,A) on obtient :
/ / xB(z)Y(z, \)dv,(N)dx = / xB(z)Y(z)dz.
aJIR" Q

En divisant par |B| et en appliquant le Théoréme de différentiation de Lebesgue on obtient :

P(z) = /]R" (z, N)dve(A) pp. z € Q. (A.3)

Par la semi continuité de la norme on a :
Wl < lming |8, 0] = 1
i.e.
el my S 1 PP @ € Q.
En appliquant (A.3) a ¢(z,A) = 1 on obtient :
v(R™) = 1.

Ainsi

vo(R™) = [lvallygmrm = 1 pp. @ € Q.

Par conséquent (v;).eq est une famille de probabilité.

79





