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Introduction

Cette these est une contribution au probleme de la stabilité au sens de Lagrange et la

stabilisation par retour d’état des systémes non linéaires. Elle concerne essentiellement
les systemes homogenes.

Un premier résultat concerne la stabilité au sens de Lagrange de systémes du type

{ z=X(z)

T = (xl,.’rg,.’t;})T S IR3 .

(1.1)

ou X est un champ de vecteurs quadratique homogene.

Il s’agit de caractériser I’ensemble des systemes dont toutes les trajectoires sont
bornées pour un temps positif.

Dans les années soixante et soixante dix, le probleme de la stabilité au sens de
Lagrange des systéemes quadratiques plans a été entierement résolu par des chercheurs
comme L. Markus [Mar] et T. Date [Da]. Depuis, concernant les systémes quadratiques
tridimensionnels, aucun résultat significatif n’a été obtenu.

L’étude proposée dans ce travail traite d’une classe de systémes de la forme (1.1)
définie par une contrainte. Plus précisement, on va s’intéresser a des champs admettant
la fonction z2 4 z2 comme intégrale premiere. Ce sont donc des champs sur le cylindre.
La motivation est due, entre autre, au fait que les équations d’Euler, décrivant la vitesse
angulaire d’un corps rigide en rotation par rapport a un point fixe, font partie de cette
classe. Il est montré que, d’une facon générale, comme c’est le cas dans IR?, le systéme
est instable: on montre que la classe des systemes stables forme un ensemble de mesure
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nulle dans la classe des systémes quadratiques considérée. Dans le cas ol le systeme
est montré étre stable, des intégrales premieres sont alors proposées.

Ce résultat concerne les systémes sans contrdle. Il représente donc un résultat
sur les équations différentielles ordinaires. Le reste des résultats obtenus, est dans le
domaine de la stabilisation des systémes non linéaires par retour d’état régulier.

Nous nous intéressons tout d’abord a des systémes du type

b= X(z) + Y uii(z) | (1.2)

=2

avec X (z) = a(z)d/dz, et Yi(z) = 3/0z; (i = 2...n). Ol a: R*” — R est un

polynome homogene par rapport a une dilatation.

Cette classe de systemes a été étudiée par de nombreux chercheurs (cf. les travaux
de A. Bacciotti, J.M. Coron, W.P. Dayawansa, H. Hermes, M. Kawski, C.F. Martin,
etc). L'intérét est di au fait que, d’une part, ces systemes représentent, de par leurs
propriétés, une premiere généralisation des systémes linéaires. D’autre part, certains
systemes issus de situations pratiques sont homogénes.

Notre but est de proposer une condition nécessaire et suffisante pour la stabilisabilité
des systemes homogenes par rapport a une dilatation.
Dans le cas ou le systéme (1.2) est homogeéne au sens standard, nous proposons un
feedback stabilisant explicite qui est polynomial.
Dans le cas d’une dilatation quelconque, nous considérons le cas des systémes plans
et nous proposons une loi de commande au moins continue qui rend ’origine un point
d’équilibre globalement asymptotiquement stable.

Par rapport a la littérature, notre résultat est plus général dans le sens ou la di-
latation est quelconque. Des exemples de la littérature sont étudiés différemment pour
proposer des lois de commande plus réguliéres ou pour obtenir des résultats globaux.

Enfin, les derniers types de résultats concernent le probleme de la stabilisation par
feedback dynamique. Il s’agit de stabiliser des systémes de la forme



. j::f(xay) )
y=u (1.3)
zeR", yeR?,

quand le systeme réduit

= f(z,u)
ze€R", uelR?

est stabilisable.

Il y a maintenant une littérature abondante sur le sujet (cf. les travaux de C.
Byrnes, J.M. Coron, A. Isidori, P.V. Kokotovic, L. Praly, P. Siebert, E.D. Sontag, H.J.

Sussman, etc).

Nous proposons une nouvelle démonstration d’un résultat bien connu dans la théorie
de la stabilisation, dit "lemme des intégrateurs”. Le but de cette nouvelle démonstration
est double. Tout d’abord, on va supposer que f est seulement de classe C1, dans ce cas,
la démonstration classique, basée sur une technique d’élimination, fournit seulement un
feedback continu. Ici, il est montré qu'on peut choisir un feedback au moins de classe
C!'. D’autre part, notre approche permet de donner explicitement le feedback, dans
des situations ou 'ancienne méthode montre seulement ’existence. Deux cas seront
étudiés. Dans le cas ou la zéro dynamique est un systéme homogene, nous proposons
un feedback stabilisant et explicite qui ne dépend de la connaissance d’aucune fonction
de Lyapunov. La motivation est due au fait que la stabilité asymptotique d’un systéme
homogene peut étre prouvée par 'utilisation du théoréme de Coleman. Une autre situ-
ation concerne le cas ou ’on connait une fonction propre ( pas forcément définie ) dont
la dérivée le long des trajectoires du systéme zéro dynamique est négative a ’extérieur
d’un compact.

Comme corollaire de cette nouvelle démonstration, il est montré que la stabilisation
statique d’un systeme analytique par un feedback analytique, implique sa stabilisation
dynamique par un feedback analytique.
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Ce travail est organisé de la facon suivante:

La premiére partie, contient un rappel de quelques définitions de base, ainsi que
certains résultats de la théorie de la stabilité et la stabilisabilité des systemes non
linéaires.

Dans la deuxiéme partie, nous présentons la classe des systemes quadratiques étudiée,

et nous démontrons nos résultats les concernant.

La troisieme partie est consacrée a la stabilisation des systemes homogenes par retour
d’état régulier.

La derniére partie traite le probleme de la stabilisation des systemes avec intégrateurs.
Finalement, a la fin de ce travail, un certain nombre d’annexes contenant des démonstrations
_auxiliaires sont proposées.

L’essentiel de ce travail, a été traité dans [LJO], [JO1],[JO2], [JO3] et [JO4].



2

Généralités

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a des rappels de définitions et de résultats sur la stabilité
et la stabilisation des systéemes non linéaires. On y trouve les définitions de la fonction
de Lyapunov, le principe d’invariance de LaSalle et le théoréme de Kurzweil. Nous
rappelons aussi les conditions nécessaires de Brockett pour la stabilisation, ainsi que
les récentes améliorations apportées, dans cette direction par J.M Coron. Enfin, la
derniere partie de ce chapitre concerne les systémes homogenes, nous rappelons les
différentes définitions de ’homogénéité, ainsi que le théoréme de C. Coleman.

Nous rappelerons essentiellement les résultats qui sont pertinents par rapport a
la suite de ce travail. Ainsi, nous ne citerons pas tout les travaux importants de la
théorie de la stabilisation qui ne relévent pas de notre problématique. Par exemple,
les résultats de Z. Artstein, E.D. Sontag et J. Tsinias concernant la stabilisation par
feedback régulier sauf peut étre a l'origine, ceux de Jurdjevic-Quinn a propos des
systemes a dérive dissipative ainsi que les différentes améliorations apportées & ce sujet,
les travaux de Chabour-Sallet-Vivalda sur les systémes bilinéaires ou encore ceux de
Praly-Teel sur la semi-globale stabilisation.

Pour la clarté de la lecture, des exemples significatifs sont proposés.

2.2 Theéorie de Lyapunov-LaSalle
Considérons le systeme différentiel
z = X(z)
z € R", X(z0) =0,

ou X est un champ de vecteurs au moins continu.
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2.2.1 Définitions

Définition 1 Un point zy est dit stable au sens de Lyapunov, si pour tout voisinage
V de zo dans R" il existe un voisinage U de z¢ tel que toutes les trajectoires partantes
d’un point quelconque de U d Uinstant t = 0, restent dans V pour tout t > 0.
Autrement dit :

Ve>0, da>0, tel que ||z —zol| <a= V>0, | Xi(z)— 20 <€

Définition 2 On dira que zq est attractif, s’il existe un voisinage U de xq, tel que pour
tout x dans U, X;(z) ezxiste Vt > 0 et tli_lr_n Xi(z) = zq.

zo sera dit globalement attractif, si on peut prendre U = R".

Il est & noter que la stabilité au sens Lyapunov d’un point d’équilibre n’implique pas
forcément son attractivité. Inversement, on trouve dans [Ha] (voir p.191) un exemple
de systeme qui admet un point attractif mais non stable au sens de Lyapunov.

Définition 3 On dit que zo est un point d’équilibre asymptotiquement stable, s’il est
stable et attractif.

zo est globalement asymptotiquement stable s’il est stable et globalement attractif.

On remarque que pour montrer qu'un point d’équilibre admette une des pro-
priétés ci-dessus, en utilisant les définitions, on doit résoudre explicitement le systeme
différentiel (2.1) , ce qui est, en général, trés difficile voire impossible. En fait, on utilise
le théoreme suivant di a Lyapunov.

2.2.2 Fonctions de Lyapunov

Théoréme 2.1 S’ existe une fonction V : U — R, continue sur un voisinage U de
zg et différentiable sur U - {zo} telle que :

(a) V(zo) =0 et V(z)>0 siax# xo,

(b) V(z)=X.V(z)<0 VzelU,

X.V(z) = iv(xt(x))

. = (VV(2), X(2).

t=0
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alors zo est un point d’équilibre stable pour le systéme (2.1).
St de. plus la fonction V est telle que

(c) V(z) <0 Yz €U ~ {zo},
alors xo est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

Enfin, lorsqu’on peut prendre U = R", et si V est propre (i.e. l"image réciproque d’un
compact de RY est un compact de R™), alors z¢ est un point d’équilibre globalement
asymptotiquement stable pour (2.1).

Définition 4 Une fonction V qui satisfait (a) et (b) est appelée fonction de Lyapunov
faible pour (2.1) en zo. Si en plus (c) est vérifice, alors V est dite fonction de Lyapunov
stricte pour (2.1) en x,.

On a aussi le théoréme suivant dii & Kurzweil (voir aussi Massera [Mas] et Zubov [Zu]),
dit le théoréme inverse de Lyapunov.

Théoréme 2.2 Si zo est un point d’équilibre asymptotiquement stable, alors (2.1)
admet une fonction de Lyapunov de classe C*® dans un voisinage de xg.

Dans le cas ol le champ X est homogene et de classe C!, il est montré dans [Ha]
(voir aussi [Ka2] et [Zu]) qu’on peut choisir la fonction de Lyapunov V homogene et
aussi réguliere que 'on veut (mais pas forcément de classe C*). L. Rosier, dans [Ro],
a fait une extention de ce résultat pour un champ de vecteurs quasi-homogene qui est
seulement continu.

2.2.3 Principe d’invariance de LaSalle

Pour montrer la stabilité asymptotique d’un point d’équilibre, I’expérience montre
qu’en général, il n’est pas facile de trouver une fonction de Lyapunov stricte. Cepen-
dant, si I'on dispose d’une fonction de Lyapunov faible pour le systéme, le théoréme
suivant permet alors de conclure.

Théoréeme 2.3 (Principe d’invariance de LaSalle [LL])

Si le systéme (2.1) admet en z¢ une fonction de Lyapunov faible V, au moins de classe
C'. Alors, toutes les trajectoires bornées pour t > 0 tendent vers M, le plus grand
ensemble invariant par X et contenu dans

E={zeR"/ X.V(z) =0}.
Dans la suite, M est appelé , ensemble de LaSalle.
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S1 V est en plus propre, alors, toutes les trajectoires sont bornées pour ¢ > 0
et donc; toutes les trajectoires tendent vers M. Dans ce cas, pour montrer que le

point d’équilibre zo est globalement asymptotiquement stable, il suffit d’établir que
M = {:L'()}

Remarque 1 Notez que, comme dans la théorie moderne de la stabilité, on va sup-
) )

poser, d’une maniére générale, que le champ de vecteurs X est seulement continu. Ce

qut assure [’exzistence, mais pas forcément ['unicité, des solutions.

Dans la suite de ce travail, on prendra zo I'origine de R™.
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2.3 Stabilisation

2.3.1 Définitions
Considérons le systéeme controlé suivant

{ =X (z,u)

(2.2)
z€e€R*, ue R™,

ot X : R" x R™ — R" est un champ de vecteurs au moins de classe C*, avec
X(0,0) =0, u = (u1,...,um)’ (¥ désigne le transposé) représente le contréle (on
utilisera aussi les termes de feedback et loi de commande).

Le systeme (2.2) sera dit affine en le contréle si le champ X est de la forme
X (z,u) = f(z)+ Zgi(m)ui,
i=1

ou f est un champ de vecteurs appelé la dérive et g;(¢ = 1,...,m) les champs controlés.

Définition 5 Le systéme (2.2) est dit stabilisable (par feedback statique), s’ existe
une loi de commande u = u(z), au moins continue, vérifiant u(0) = 0, telle que le
systeme bouclé

z =X (z,u(z)),

admet ’origine comme point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.

Définition 6 On dira que (2.2) est stabilisable par un feedback dynamique s’il existe
un entier p < n tel que le systéme

=X (z,u)
) = v (2.3)
zr€R" y,ve R? et uecR™,

ot (z,y) désigne ’état et (u,v) le controle.
est stabilisable.

Enfin, on dira que le systéme (2.2) est stabilisable par ajout d’intégrateurs lorsqu’on
prend, dans (2.8), u = y.
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2.3.2 Des conditions nécessaires de stabilisation

Le théoréme suivant dii & Brockett donne des conditions nécessaires de stabilisation
par feedback de classe C.

Théoréme 2.4 ([Br])

St le systéme (2.2) admet un feedback stabilisateur de classe C' dans un voisinage de
lorigine, alors:

(i) Le systéme linéarisé n'admet pas de modes incontrélables associés a des valeurs
propres strictement positives.

(i) Il existe un voisinage N de (0,0) tel que pour tout € € N, il existe un controle
ug(.) défini sur [0, +oo[ qui raméne le systéme de I’état x = ¢ ent =0 a Uétat x = 0
en t = +oo. En d’autres termes, si z(t) est une solution de & = X(z,u¢) vérifiant
z(0) = £ alors tli_lr_noo z(t) = 0. '

(i1i) L’application
v: UxR™ —R"
(z,u) > X(z,u),

est surjective sur un voisinage de ’origine de R".

Comme le montre ’exemple suivant, proposé par M. Kawski, la condition (1) n’est
plus nécessaire si on se contente d’un feedback seulement continu :

Exemple 1 ([Ka3))
Le systéme différentiel

.’i']_:u

i?'Z:ZIZl—iEg

z = (z1,72)7 € R,

ne vérifie pas la condition (i), cependant, il est stabilisable par la loi de commande
continue définie par

4 1
u(z) = —z1 + 2o + 23 — 25

3

Dans son livre (cf. [So2]), E.D. Sontag montre que (ii) est une condition nécessaire
de stabilisabilité, méme si la régularité du feedback souhaitée est seulement la conti-
nuité. Le théoréme suivant, dit & J.M. Coron, fournit une condition nécessaire pour la
stabilisabilité par feedback continu, qui est plus fine que (ii).
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Théoréme 2.5 ([Col])

Si le systéme (2.2) est asymptotiquement stabilisable par un feedback dynamique,
stationnaire et continu alors, pour ¢ > 0 assez petit,

X (Gut((&,w)s 2] + [u] < & X(2,0) £0)) = o0 1(R* — 0)(= Z),  (24)
ot 0,-1(A) désigne le groupe d’homotopie stable d’ordre n — 1 de A.
(Pour plus de détails, voir [Col] )

L’exemple suivant illustre ’apport de ce résultat et montre aussi que les conditions
de Brockett ne sont pas suffisantes, méme pour la stabilisation par feedback continu.

Exemple 2 ([Col])‘

.’ifl = SL'g — 3(.’131 - .'133)2172

Ty = (21 — z3)° — 3(21 — 3)23 ' (2.5)
i‘3 =Uu.
Ce systeme, malgré qu’il satisfait les conditions de Brockett, n’est pas stabilisable

par un feedback continu. En effet, dans [Col] (voir Proposition.6), il est montré que
le systéme (2.5) ne vérifie pas la condition (2.4).

Notons que la condition (iii) est également nécessaire a I’existence d’un feedback
stabilisateur qui soit continu.

Quand il est possible de montrer qu’un systéme n’est pas stabilisable par un feed-
back continu, des chercheurs se sont posé le probléme de la stabilisation par une loi de
commande discontinue ou instationnaire.

Le systéme suivant
ii?l =Uu
T2 =v (2.6)
Tz = T1U — TV,
proposé par R.W. Brockett, représente un exemple de systéme qui n’est pas stabilisable
par feedback continu. Cependant, C. Samson [Sa] a montré qu’il est stabilisable par
une loi de commande instationnaire de classe C*® qui est 27-périodique. Il y a aussi

d’autres résultats trés intéressants concernant ce type de stabilisation. Par exemple,
J.M. Coron et L. Rosier ont établi le théoréme suivant
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Théoréme 2.6 ([CR])

St le systéme & = f(z,u) est stabilisable par feedback discontinu, alors il est stabil-
isable par une loi de commande réguliére instationnaire.
Si en plus f est affine en coniréle, alors le feedback peut étre choisi stationnaire et
continu.

Considérons le systéme analytique suivant

z1 = f(z1,2)
(2.7)

izgzu,

avec z € R? et f(0) = 0.

Le théoréme suivant proposé dans [DMK], donne une condition nécessaire et suff-
isante pour la stabilisation locale par feedback continu du systéme (2.7).

Théoréme 2.7 ([DMK])
Le systeme (2.7) est localement asymptotiquement stabilisable par feedback continu,

st et seulement si, pour tout € > 0, il existe p € B.(0)NR} et ¢ € B.(0) N R tels que
f(p) <0 et f(q) > 0.

D’un autre coté, M. Kawski a montré, dans [Ka3], que si le systeme (2.7) est
commandable localement en "temps petit”, alors il est stabilisable par feedback continu.
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2.4 Stabilité au sens de Lagrange
Définition 7 Le systéme différentiel

{ #(t) = X(x(t)) (2.8)
S ]Rna

est dit stable au sens de Lagrange, si pour tout o € R™, il eziste un réel positif M(z,),
tel que
| Xe(zo) ||< M(zo) pourtout ¢ > 0.

Autrement dit, toutes les trajectoires sont bornées.

Remarque 2 Comme le montrent les exemples suivants, un systéme peut étre stable
au sens de Lyapunov (resp. au sens de Lagrange), sans qu’il le soit au sens de Lagrange
(resp. au sens de Lyapunov) figure 1.a. (resp. figure 1.b).

Figure 1
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2.5 Les systemes homogeénes

Définition 8 Etant donné des entiers naturels ry,...,r, avecr; > 1, i=1,...,n.
Une famille de dilatations est une fonction

A: RxR'—R"
(A z)— (A, A z,).

Une fonction ® : R™ — R est dite homogéne de degré k par rapport d la dilatation
A, qu’on note aussi par (r1,...,r,, k)-homogéne, si et seulement si

PoA, =\, (2.9)
pour tout z € IR™ et X € R.

La définition classique d’une fonction homogene correspond au cas ott r; = ... =
rn = 1. Dans ce cas, on dit qu’il s’agit d’une dilatation standard.

Dans la littérature, on trouve aussi d’autres définitions de ’homogénéités. Par exemple,
si dans la définition 8, on suppose que (2.9) est vérifiée seulement pour A € R*, alors,
on parle de fonctions positivement homogénes. Si en plus r; € R, on dit alors que la
fonction ® est quasi-homogene.

Remarque 3 Si on note par H, l'ensemble des fonctions (rq,. .. ,Tn,m)-homogéne,
on peut facilement montrer que

Ho Hy C Hyy.

D’autre part, il est facile de prouver que, concernant les fonctions polynomiales, on
peut toujours se ramener d la situation ot le pged(ry,...,r,) = 1.

La propriété suivante, qu’on utilisera dans le chapitre 4, concerne les fonctions
homogenes dans le plan.

Proposition 2.1 Soit P une fonction polynomiale (r1,72,k)-homogéne. Supposons
que P s’annule en un point (mo,yo) Alors, P s’annule sur la courbe I'(z, yo) d’équation
2 + by =0 ou b = ——9— styo # 0. Siyo = 0, alors P s’annule sur la droite
d’équation y = 0.
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Preuve: Voir Annexe A.

Considérons le systeme différentiel suivant:

z = f(z
(3 ) (2.10)
z € R”,
ou f est un champ de vecteurs homogéne de degré impair k.
En utilisant le changement de variable y = ﬂa:_“ et en posant 7 = ||z|| (rF~1(¢)dt = dr),
z
on obtient un systéme défini sur la sphére unité S? par:
= fly) - {(f(¥):9)y 2.11)
yeSs?,

Le théoréme suivant dii 3 C. Coleman, représente un résultat classique pour prouver
la stabilité asymptotique des systemes homogenes.

Théoréme 2.8 ([Colj)

Supposons que les deuz conditions suivantes sont vérifices.

(i) {f(y),y) <0 en tout point d’équilibre du systéme (2.11).

T
(i) / (f(y),y)dr < 0 pour toute solution périodique y(7) du systéme (2.11) de période
0
T.

Alors Uorigine est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systéme (2.10).

Récemment, une généralisation de ce résultat dans IR", a été proposée par M. Kawski.

dans [Ka2].

Nous avons aussi le résultat suivant di & W.P. Dayawansa, C.F. Martin et G.
Knowles, concernant le systeme controlé plan suivant

Ty = f(xl,xz)
2.12
.’ig =1u, ( L )
avec f est une fonction de classe C!, qui est homogeéne de degré A\ = 7 ou p et
q g g 1 petyg

deux entiers naturels tels que ¢ > 2p + 1.
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Théoréme 2.9 ([DMK])

Le systéme (2.12) est localement stabilisable par un feedback continu, si est seule-
ment si ['une des deux conditions suivantes est vérifide:

(i) q est impair et il eziste a € R2 tel que f(a) < 0.
(i1) q est pair et il existe a,b € R’ tels que f(a)f(b) < 0.

Dans ces deuz cas, il eziste une loi de commande analytique qui stabilise le systéme
globalement.



3

Stabilité au sens de Lagrange
d’une classe de systémes
quadratiques tridimensionnels

3.1 Introduction et motivation

Soit le systeme différentiel

{i:X@)

z € R?, (3:1)

avec X = (Q1,Q2,Q3)T ol Qi(: = 1...3) sont des polyndmes quadratiques homogenes
dans R®.

Le probleme de la stabilité au sens de Lagrange du systéme (3.1) revient & caractériser
les systémes de ce type pour lesquels toutes les trajectoires sont bornées.

Actuellement dans la littérature, il existe des classifications des champs quadra-
tiques homogénes dans R? desquels on peut déduire les classes des systemes stables:
une classification algebrxque par L. Markus [Mar], et une autre géometrique par T. Date
[Da]. Notons aussi qu’un certain nombre de papiers a été consacré i la classification
des champs quadratiques dans IR?, (cf. les travaux de W.A. Coppel [Cop], T. Date et
M. Iri [DI] R.J. Dickson et L.M. Perker [DP]). Concernant les systemes quadratiques
dans R?, & notre connaissance, aucun résultat significatif n’a été établi.

Dans ce travail, on va s’intéresser & la situation ol le systeme (3.1) vérifie la condi-
tion suivante :

1 () + 72Q2(z) = (3.2)

Il s’agit donc, de champs de vecteurs sur les cylindres.

19
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Cette étude a été motivée, entre autre, par le fait que les équations d’Euler décrivant
les équations de la vitesse angulaire d’un corps rigide par rapport & un point fixe,
vérifient la condition (3.2).

Sous la condition (3.2), I'étude de la stabilité du systéme (3.1) revient & celle de
l'un des deux systémes suivants:

( T = 122
L iS = Q(.‘I}) )
ou .
:&1 = T9I3
{ T2 = —1123 (3.4)
. 5&3 = Q(.‘E) )
avec
Q(z) = 127 + @122 + 32123 + ¢uz} + 52223 + ged . (3.5)

. En effet, il suffit de remarquer que la condition (3.2) entraine que

Q1(z) = z2(azy + bzy + cx3)

et
Q2(z) = —z1(azy + bzy + cx3),

ou a, b et ¢ sont des réels.

Les changements de coordonnées linéaires qui permettent alors de mettre le champ de
vecteurs X ( avec la contrainte (3.2)) sous la forme (3.3) ou (3.4) sont respectivement

1 = axy + bzq
Ty := —bx; 4 az,
I3 = I3,

dans le cas ou ¢ = 0, et

Iy =2
To := T9
z3 := az, + bxy + cz3,

sic#0.
Notons enfin que la condition (3.2) implique, en particulier, que (z1(t)),s, et (22(2)) >0

sont bornés. Donc, prouver la stabilité du systéme (3.1)(3.2) revient a établir que
(z3(t))s>0 est borné .
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3.2 Etude d’un cas critique
Concernant le systéme (3.3), on a le résultat suivant.

Proposition 3.1 Le systéme (3.3) est stable si et seulement si

G+ +q=0. (3.6)

Preuve: La condition (3.6) est nécessaire. En effet, supposons (3.6) n’est pas vérifiée,
alors, en prenant comme condition initiale:

- 21(0) =0, 22(0) =0, et z3(0) = g si g # 0, ‘

- 21(0) = 0, 22(0) = g5, et 3(0) > |qu| si g6 = 0 et g5 # 0,

-21(0) =0, 22(0) = qssige =0, g5 =0 et q4 # 0,

on obtient dans chaque cas un ensemble (z3(t))e>0 qui est non borné.

Dans la suite de la démonstration on supposera que la condition (3.6) est vérifide.
Apres la transformation linéaire suivante:

Ty = I
T 1= T9
T3 1= 3+ ar + fz,,
. 9193 — G2 3902 + ¢
oua=-—F—-etf=""—".
g5 +1 g3 + 1
le systeme (3.3) devient
i’l = 1T
.’i)g = g3T1Z3.

Un raisonnement simple montre que
z3(t) = z3(0)e® Jo (s

Pour prouver que z3(t) est bornée pour tout ¢ > 0 il suffit alors de montrer que

¢
'intégrale définie par I(t) = / z1(s)ds est bornée pour tout ¢ > 0.
0

Le plan défini par

P = {z = (z1,22,23)T € R¥/2, =0}
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étant un plan invariant, z,(¢) garde donc un signe constant. Supposons que z; (0)<o0
(un raisonnement analogue peut étre fait si z1(0) > 0) alors z((¢) < 0 pour tout ¢ > 0.

x.2tt)

-t N N

P R

A A MR W S

Ny

N =% y

NN e
Figure 2

Il est facile de voir qu’il existe ¢o > 0, tel que z,(t) < z2(to) < 0 pour tout ¢ > ¢y (voir
Figure 2). 1l vient alors que

0 < z1(t)za(to) < z1(t)a2(t) VE> 1o,

par suite

1x2(t0)|/t: (o (s)|ds = /t::cl(s)a,’?(to)ds < /txl(s)xg(s)ds = 21(t) — z1(to),

to

et comme z1(t) est bornée, il s’en suit donc que I(t) est bornée pour ¢ > 0.

Ceci termine la démonstration de la Proposition 3.1. m|
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3.3 Une condition nécessaire

Nous allons maintenant étudier la stabilité du systeme (3.4). Il est facile de voir que
si g¢ # 0, comme précédemment, pour une condition initiale bien choisie, le systéme
(3.4) n’est pas stable. De méme on peut supposer, sans perte de généralité, que g, = 0.
En effet, dans le cas contraire, il suffit de considérer le changement de variables suivant

I cosf sinf 0 1
zy | :i=| —sinf cosf 0 z3 |, (3.8)
I3 0 0 1 I3
avec 0 € [0, 2x].
Le systeme (3.4), compte tenu du fait que gg = 0, devient:
T) = T2%3
i‘z = —I1T3 (39)

3 = qizf + F(0)z122 + ¢§23 + (gfz1 + ¢fz2)zs,
ol F(8) = (g4 — ¢1)sin 20 + g3 cos 20.

Comme F(0) = —F(7/2) = ¢, il existe donc un réel 6 € [0,2n] tel que F(6,) = 0.
Finalement avec le changement de variables défini ci-dessus o § = 6 et en posant
¢/ == qi (¢ = 1,...,5) I'étude de la stabilité du systéme (3.4) revient & celle du systeme
sulvant

.’i?l = T9T3
3','2 = —T1T3 (310)
T3 = q12? 4 @32123 + q4T2 + qsT27T3.
) ]
Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant:
Proposition 3.2 Une condition nécessaire pour la stabilité du systéme (3.10) est
G1+q1=0. (3.11)

Preuve: Supposons que ¢; + ¢4 # 0. Tout d’abord, remarquons que si q; et g4 sont
du méme signe, le systeme (3.10) n’est pas stable. En effet, de la troisieme équation

de (3.10) on tire

£ (za(t) + @omalt) - g57(1) = qun (17 + quza(t)?
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Supposons ¢; > 0 et g4 > 0 (un raisonnement analogue peut é&tre fait pour g; < 0 et
¢4 < 0).. Comme la condition (3.2) implique que z1(¢)? + z,(t)? est une constante pour
tout ¢ > 0, alors pour z;(0)? + z3(0)? = 1, on obtient

ql‘rl(t)2 + Q4.’I,‘2(t)2 2 q= an(qla q4) Vi 20 ’

et donc

a:;;(t) + q3:c2(t) - Q5$1(t) Z q_+ ct WVt Z 0,

ou c¢ est une constante.

il s’en suit que z3(t) — +o00 quand ¢ — +oo (voir Figure 3).

7777
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Figure 3

Dans la suite on supposera que ¢4 < 0. En effectuant le changement de variables
suivant

T, =rcos
Ty =rsind (3.12)
T3 = —@g7z + 1(g5 cos§ — ¢zsin 0),

avec q7 = KL L
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prouver que le systeme (3.10) est instable, revient & montrer que 'ensemble (2(¢))¢>o,
ot z2(t) est solution du systéme suivant

=0
0 = grz — r(gs cos § — g3sin ) (3.13)
z =r1%(cos 20 + ¢s),
avec gqg = nta
91— q4

est non borné.

On peut, sans perte de généralité, prendre r = 1, ce qui nous permet de se ramener
a ’étude du systeme plan suivant

{ 0 = g7z — (g5 cos § — g3 sin ) (3.14)

z=1cos20 + gz .

Comme ¢; et g4 sont de signes opposés, alors g7 et gg sont non nulles, en plus on a
lgs| < 1.

Dans la suite de la démonstration, nous allons utiliser le lemme suivant

Lemme 3.1 [l existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout z(0) > ¢, si 6(0) = 0
alors il existe t; > 0 qui vérifie |0(t,)| = 2x.

J

Preuve: Voir Annexe B.

Notez que, concernant le systéme (3.14), le phénomeéne d’explosion ne peut pas se
produire. En effet, d’apres la deuxieme équation de (3.14) nous avons

l2(t) — 2(0)| < (1 + |gs|)t V¢ >0. (3.15)

Maintenant, d’apres (3.15) et la premiére équation de (3.14) on tire

do
’ = | < larl (12 + (1 + lgsl)t) + las| + lasl.

et donc

16(£) = 6(0)] < (1 + lasl)t® + (lgr2(0)] + lgs| + lgal) ¢ Ve > 0.

DN | o—

Finalement, pour tout tq > 0, I’ensemble ((6(¢), z(t)))te[o'to[ est borné.
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Supposons que gs > 0 (un raisonnement similaire peut étre fait dans le cas gz < 0).
Soit k ume constante positive, négative si gs < 0, suffisament grande (voir Figure 4)
vérifiant en particulier

|gsl + Igs]

k > sup{c, 3.16
( lgsqr| ( )
Figure 4
Posons 0(0) = 0. De (3.14) il vient que
1d,, 1 : _
—2—25(2 (t)) = q—(cos(29(t)) + g8)(0 + g5 cos 0(t) — g3 sin 6(¢)) . (3.17)
7

Une intégration donne

2E(0) = 20) = as [ 2(s)ds + [ flots))ds

avec f la fonction définie par

1 .
fly) = ;COS(Q?J)(% cosy — gssiny),

t1 étant le plus petit réel positif tel que |0(¢,)] = 27 et 2(0) une constante suffisament
grande de sorte que z(t) > k Vt € [0,#].
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4.5 F —m —— — —_— _I_. —_— —_— —_— —_— —_—
6

Figure 5
Compte tenu des deux inégalités suivantes
t1
/ z(s)ds > kty ,
0
et
t1 tl
Jo 15(@)lds < hrdlasl +lash.

on déduit que

S (1) - (0) > 1k
avec
f e i Lo+ las
el
qui, d’apres (3.16), est une quantité strictement positive.

?

Comme le systeme (3.14) est 27-périodique par rapport & 6, (i.e. si Y désigne le champ
de vecteurs qui défini le systéme (3.14) alors Y (27 + 6,2) = Y(0,2) VY(6,2) € R?), on
peut, par une succession de raisonnements analogues (voir Figure 5 pour une illustration
géometrique ), extraire ({,),en une suite croissante de réels tels que
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1 ~
10(tn)] = 2n7 et E(zz(tn) — 2%(0)) > tok .
Comme la quantité 0(t) n’explose pas, alors la suite (¢,),en est divergente, par
suite, (2(,))nen diverge aussi.
Ceci achéve la démonstration de la Proposition 3.2. O
Remarque 4 La Proposition 3.2 montre, qu’au sein de la classe des systémes quadra-

tiques considérée, l'ensemble des systémes stables au sens de Lagrange, comme c’est le
cas dans R?, est un ensemble de mesure nulle.
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3.4 Une condition suffisante

Le but de ce paragraphe, est de fournir une condition suffisante pour la stabilité
du systeme (3.10). La démonstration est constructive, et propose en méme temps des
intégrales premiéres pour le systéme considéré.

Dans la suite, on supposera que la condition (3.11) est satisfaite. Notons que les
cas particuliers ol dans le systéme (3.10) on a q;(¢2 + ¢2) = 0, il est facile de vérifier
que la fonction définie par

1
Vi(z) = quziz2 + 5(—(]5331 + g3ty + x3)°

est une intégrale premiere qui, pour z;,z, bornées, vérifie

lim Vi(z) = +o0.

[z3]—o0

On en déduit que, dans ce cas, le systéme est stable.

Dans le reste de ce paragraphe, on supposera donc que ¢1(g2 + ¢2) # 0 et on utilisera

la quantité défini par g9 = — %5

q1

Nous avons le résultat suivant:
Proposition 3.3 Si on a

lgs| = lgs| et go €] — 00, 0[U[4, +o0[, (3.18)
alors le systéme (3.10) est stable.

Preuve: Par le changement de variables suivant

-1 1

Ty = qi(—x1 — —x9)
qs q3
1 1

Ty = q(—z1 — —z2)
q3 qs

3 = I3,
on ramene ’étude de la stabilité de (3.10)(3.18) & celle du systeme
:i?l = T3
.‘flg = —21%3 (319)

Z3 = qox1(T2 + z3) .
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En remarquant qu’une intégrale premiére du systéme suivant

{ T2 = 2 (3.20)

T3 = go(z2 + z3),

est aussi intégrale premiere pour le systéme (3.19). On est ramené & chercher W
une intégrale premiere pour le systéme (3.20) qui vérifie, pour z; bornée, la condition
suivante

im W(z) = +oo. (3.21)

[£3]| =00

Soit
P(/\) = /\‘2 — qu + da,

le polyndme caractéristique associé au systéme linéaire (3.20), et A; et A, les racines
de P(}). L’hypothese (3.18) assure que A; et A, sont réelles dont, au moins, une est
positive. Supposons par exemple A; > Ay et A; > 0.

En vértu de I’égalité suivante

Aada(t) + 23(t) = ~Aama(t) + go(za(t) + z3(t)),

et en utilisant le fait que go = A; + Ay, on obtient
On en déduit que s’il existe un réel t5 > 0 tel que Aaza(to) + z3(to) = 0, alors
Aozq(t) + 23(t) =0  pour tout t > to,

et donc (z3(t)),>0 est borné.

Dans la suite, on suppose que

Aoxo(t) + z3(t) #0  pour tout ¢ > 0. (3.22)

On va distinguer deux cas. Si A; # A,, on considere alors la fonction définie par

Wi(z) = (Miz2 + 23)M (Agzs + z3) 2.

Le calcul de Wy, la dérivée de W, le long des trajectoires du systéme (3.20), donne
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W1($-2; T3) = —&3 ()\12(/\1502 + 333)'\1_1()\2302 + z3)7M — A2 (Mzg + 23) M (Agzg + 233)—'\2_1)
+go(z2 + z3) (/\1(/\1$2 + xa)'\l—l(/\ziﬂz + 163)_/\2 — A (Ayz2 + 153)/\1(/\2-732 + xa)_'\z_l) .

En factorisant I’expression précédente, on obtient

Wl(iﬂz, r3) = (Arz2 + $3)'\1_1 (Aoza + $3)_’\2_1 ((/\2$2 + 163)(—/\12333 + gori(z2 + 23))
+(A1ze + 373)(/\22373 — goAa(z2 + 103))) .
(3.23)

Puisque A, A, sont les racines du polyndme caractéristique P, alors nous avons

2

A
—M2z5 4 gori(z2 + 73) = qg(/\1x2+(—;1—+)\1)$3)
9

= go(Azo + 23),

et

/\ 2
A2’z3 — qodo(z2 +23) = —go(Aazo + (—qi + Az)z3)
9

= —qg(/\2$2 + ;7.73) .

En remplagant dans ’expression (3.23), il vient que Wl(:cZ,x3) = 0. W; est donc
constante sur les trajectoires du systeme (3.20). Comme la fonction W, vérifie, pour
3 bornée, la condition (3.21), on conclut que Iensemble (z5(t)),5, est borné.

Maintenant si A; = A, (leur valeur commune est alors égale & 2). On considére la
fonction définie par

Wo(z) = (222 + z3) e(Fmaim) |

Un raisonnement analogue montre que le calcul de Wa, la dérivée de W, le long des
trajectoires du systeme (3.20), donne

W2($2, 3:3) =0 ’

ce qui implique que W; est constante sur les trajectoires du systéme (3.20). Et puisque
W vérifie, pour z; bornée, la condition (3.21), alors (z3(t)),s, est bornée.

Ceci termine la démonstration de la Proposition 3.3. a
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3.5 Remarque de conclusion

Dans un article récent [Ol], il est montré que les systémes de Lotka-Volterra,
savoir:

(i)l = ml(C.’Bg + 11:3)

Ty = zo(Azs + z1)

t3 = z3(Bz1 + x2)

T = ($1a$27m3)T € IR'3)
ou A, B et C des éléments de R.
admettent des intégrales premieres polynomiales irréductible de degré au blus égal a
6. Ici, la méthode utilisée dans la démonstration de la Proposition 3.3, nous permet
d’exhiber une suite de systémes (S, ),>2 stables au sens de Lagrange ot chaque systéme

(Sn) admet, en plus de lintégrale premiére triviale définie par (3.2), une intégrale
premiere polynémiale irréductible de degré n.

En effet, on vérifie aisément que le polyndme de degré n défini par

n—2 _
%2+ 23)((2 — n)zg + z3)" 1,

Va(z) = (

est une intégrale premiere pour le systéme suivant

L1 = T9T3

1%2 = —I1ZT3 (S )

) n — 2)?

T3 = (_—)—.’El(l'g + z3).
1—n

Notons qu’on a aussi la stabilité an sens de Lyapunov. En effet, il suffit pour cela de
prendre comme fonction de Lyapunov faible pour le systeme (S,,), la fonction V,, définie
par

~ n —_—

Va(e) =27 + 23+ ((

?xg +23)((2 —n)zy + zg)n"l)z )

n.—-—

Les cas qui n’ont pas été traités dans cette étude sont ceux ou pour le systéme
(3.10), on a |gs| # |gs| ou bien |gs| = |gs| et go €]0,4[. Des simulations informatiques
(faites avec le logiciel Mathematica), laissent & penser que si |gs| # |gs|, le systéme
est instable (voir figures 6 et 7 dans Annexe G), et lorsque |g3| = |gs| et go €]0,4], le
systeme est stable.
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Stabilisation des systémes
homogenes

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va s'intéresser au probléme de la stabilisation globale des
systemes dont la dérive est un champ de vecteurs polynomial homogene.

Le probleme de stabilisation des systémes homogénes a fait 1’objet de plusieurs
études qui ont donné des résultats intéressants. En général, ces résultats se basent sur
trois approches différentes.

La premiere, utilise le théoreme de C. Coleman [Col]. L’idée de base est de trouver
une loi de commande homogéne pour laquelle le systéme bouclé satisfait les conditions
du Théoreme 2.8. Cette méthode a permis & des auteurs d’apporter des réponses
certaines questions intéressantes (voir par exemple [DMS]). Malheureusement, cette
technique restreint le choix du feedback a la classe des fonctions homogénes. Or, comme
il est montré dans [Ro] et [Sp], il existe des systémes homogénes, qui sont stabilisables
mais seulement avec un feedback non homogene.

La seconde approche, est basée sur une méthode d’approximation (voir par exemple
pp ) pp p p

[He2]). Cette technique est trés intéressante, malheureusement, elle n’assure que des
résultats locaux.

La troisieme approche, est basée sur la théorie de Lyapunov-LaSalle. Cette méthode
représente une approche classique et la difficulté consiste & trouver une bonne fonction
de Lyapunov pour le champ bouclé. En fait, en général, la fonction de Lyapunov est
construite simultanément avec la loi de commande stabilisante.

En utilisant cette derniére technique, nous proposons dans le paragraphe suivant

33
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une condition nécessaire et suffisante pour la stabilisation des champs polynomiaux
homogenes dans R", par feedback polynomial. Dans le troisitme paragraphe de ce
chapitre, on trouvera une généralisation de ce résultat pour un champ de vecteurs plan
homogene par rapport & une dilatation quelconque.

Il est & noter que dans ce travail, on ne va pas s’imposer la contrainte r; < rs,
souvent présente lors de I’étude des systémes homogeénes par rapport & une dilatation
(voir par exemple [He3], [Ka2]).
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4.2 Cas d’une dilatation standard

Le but de cette section est de donner une nouvelle démonstration des résultats
concernant la stabilisation des systémes polynomiaux homogenes obtenus dans [TV].
Par ailleurs, la condition nécessaire et suffisante que nous allons donner s’étend au cas
de la stabilisation par feedback continu des systémes plans homogénes par rapport
une dilatation quelconque.

Considérons le systéme suivant:

n

&= X(x)+ Y wYi(s), (4.1)

1=2

avec X(z) = a(z)0/0zy et Yi(z) = 9/8z; (: = 2...n). Olla : R® — R est un

polynéme homogéne .

Le théoréme suivant concerne la stabilisation du systeme (4.1) dans le cas d’une
dilatation standard.

Théoreme 4.1 Siry =ry = ... =7, =1, alors une condition nécessaire et suffisante
pour la stabilisation par feedback polynomial du systéme (4.1) est:
Il existe \,pp € R*™" tels que a(1,)) <0 et a(—1,p) > 0. (H)

Preuve: Il est clair que si (H) n’est pas vérifiée, alors pour une condition initiale telle
que 21(0) > 1 si a(1,A) > 0V A € R (resp z1(0) < —1 si a(—1,1) < 0 Vi € R),
on vérifie aisément que, quelque soit la loi de commande considérée, I’origine n’est pas
attractif. Le systéme n’est donc pas stabilisable.

Supposons maintenant que (H) est satisfaite. On peut, sans perte de généralité, se
ramener au cas ou

A=(X,0,..,0) et p=(u,0,.,0). (4.2)
En effet, si (4.2) n’est pas vérifiée, il suffit de considérer le changement de variables
défini par:
Xi=z
T . (4.3)
Xi=x;— N1z pour i€ {2,...,n},
dans le cas ou A = —p.

et
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(X =2y
Xio = CIZZ'O
) Aict + pie . :
X, =z; — Nyzy — —1#(:1:50 — Xig—1Z1) pour % € {2,...,n} — {io}.
Aio—l + uio—l
L ou zg est tel que Ajj—1 # —pig-1,

(4.4)
si A # —pu.

Il est a noter que, comme ce changement de variables est linéaire, le systéme obtenu
est encore homogene et, apres un feedback préliminaire, il est toujours de la forme (4.1).

Nous allons tout d’abord, démontrer le théoreme dans le cas ot n = 2.

Un raisonnement simple nous permet, en utilisant I’homogénéité du polynéme a
(cf. Proposition 2.1), d’écrire

a(z) = axizPay(z) [ (izi + z2)%, (4.5)
1<i<n
avec a1(z) > 0 pour z # 0 et a;(¢ = 1,...,n) des réels non nuls tels que o; # a; pour

i # j (on prendra s = 0 si a(0,2;) # 0 de méme, so = 0 si a(z;,0) # 0).

On peut, sans perte de généralité, supposer que so = 0. II suffit pour cela de
considérer le changement de variables suivant

Iy =2
T2 1= —CT1+ X, 5

ol ¢ est un réel vérifiant ¢ > 1 + sup|a;|.

Le polynome a devient alors

a(z) = arjay(z) [] (cizi +z,)%. (4.6)

1<i<n

En utilisant, si nécessaire, un feedback préliminaire, ’étude de la stabilisation du
systeme (4.1) (4.5) se ramene & celle du systéme (4.1) (4.6).

Nous allons distinguer deux cas selon les valeurs des s; (i = 1,...,n).

Si tous les s; (1 = 1,...,n) sont pairs, alors d’aprés la condition (H) nous avons
a < 0 et s impair. Dans ce cas, on consideére le feedback suivant

n(x) = —a., (4.7)
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et soit la fonction différentiable Wi, définie positive et propre

| ,
Wi(z) = 5(333 +z3).

L’expression de Wi, la dérivée de W; le long des trajectoires du systéme bouclé
(4.1)(4.7), est donnée par

Wi(z) = azitlay(z) II (cuzq + 22)% — 22
1<i<n
Comme a < 0, s impair et a;(z) > 0 pour tout = # 0, il est clair que

Wi(z) <0 Vz #0.

Donc W) est une fonction de Lyapunov stricte. Par conséquent, le systéme bouclé

4.1 4:4 admet I’origine comime point d’équilibre lobalement asymptotiquement sta-
ble.

Supposons maintenant qu’il existe ég € {1,...,n} tel que s;, soit impair. On peut
sans perte de généralité, supposer que 7o = 1.

Considérons dans ce cas le feedback suivant

BI/VQ ; aWQ
— S ; s _ z). 4.8
) = —esten(a) 5 2o) T (am+a)* = G2 (48)
avec
Wg(.’l)) = '1".'172 + *1 (a1$1 =+ T2)31+1
2 1 s, + 1 ’ '

Il est clair que W; est une fonction différentiable, définie positive et propre.

Le calcul de la dérivée de W, le long des trajectoires du champ bouclé (4.1)(4.8), apres
simplification, donne

Wa(z) = aaW (z) (a(w) - awial(@aazz(w) IT (s + )) - (%W()) .

2<ikn

Puisque
oW,
6.772

() = (mz1 + z2)™,

il vient que
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WZ(:L') =

(W,
6.’1)2

Par suite le systéme (4.1)(4.8) est stable!. Comme W est propre, toutes les trajectoires
du systeme bouclé sont bornées et donc, d’apres le principe d’invariance de LaSalle,
tendent vers M le plus grand ensemble invariant par le champ bouclé, et contenu dans

2
(a:)) <0 VzeR.

E = {z € R?/ Wy(z)=0}.

Pour montrer que le systéme bouclé (4.1)(4.8) est globalement asymptotiquement sta-
ble, il suffit de prouver que M = {0}.

Soit 2 € M. Alors,  vérifie le systéme suivant

alzil +572 =0

Z1 [ (cud1+ %) =0, (4.9)

2<i<n
comme e # ¢; pour tout ¢ € {2,...,n}, donc & = 0 et par suite M = {0}.

Ceci termine la démonstrastion du théoréme dans le cas n = 2. Pour le cas n > 2,
nous allons utiliser le lemme suivant, proposé dans [BIW], [IS] et [Oul], concernant la
stabilisation du systéme avec intégrateur suivant.

z = f(z,y)
y=u (4.10)
z€R", ue R™.

L.emme 4.1 ([BIW] [IS] [Oul]).

Supposons que le systéme z = f(z,0) est globalement asymptotiquement stable
Uorigine, et qu’on connait V, une fonction définie positive et propre, telle que:

XV(z) <0Vze R",
et
{z e R* /| X*.V(z) =0, i € N*} = {0}, (4.11)
ot X(z) = f(z,0) et X'.V(z) = X(X*"'V), Vi> 1.
Alors, le systéme bouclé défini ¢ partir de (4.10) avec le feedback suivant

u(z,y) = —g(z,y)VV(z) -y, (4.12)

1. Dans tout ce qui suit, on entend par stable, la stabilité au sens de Lyapunov.
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ot g est définie par

19
g(ﬂc,y)=/0 @i(m,ty)dt, (4.13)

admet l'origine comme point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.

Comme, dans le systeme (4.1), la fonction a est polynomiale, g 1’est aussi, et puisque
les fonctions W1, Wy, sont des fonctions polynomiales qui vérifient (4.11), alors, en util-
isant le lemme ci-dessus, on déduit que le systéme (4.1), bouclé avec le feedback poly-
nomial (4.12), admet l'origine comme point d’équilibre globalement asymptotiquement
stable.

Ceci termine la démonstrastion du Théoreme 4.1. O

La condition (H) est plus générale que les conditions proposées dans [IV] ainsi que
celles du Théoreme.2.9. En effet, dans le cas d’un systéme homogene par rapport &
une dilatation standard, toutes ces formulations coincident, mais, lorsqu’on considére
une dilatation quelconque, la condition (H) reste une condition nécessaire et suffisante
(c’est I'objet du paragraphe suivant) alors que, comme le montre I’exemple suivant, les
conditions proposées dans [IV] et [DMK] ne sont plus suffisantes.

Exemple 3 Soit le systéme plan suivant

{ B (4.14)

:'v2=u.

Ici, bien que le polynéme a(z) = z; — z3 change de signe, le systeme (4.14) n’est pas
stabilisable. En effet, pour tout réel v, a(—1,v) = —1—1v? < 0, c’est & dire, la condition
(H) n’est pas vérifiée.
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4.3 Cas général

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les systémes plans de type (4.1) homogenes
par rapport a une dilatation quelconque.

Considérons le systéme

& = X(z) + uY(2), (4.15)
avec X(z) = a(z)0/0z; et Y (z) = 8/z,, olt a(z) est un polynéme (ry, r4, k)-homogene.

Le but est de donner une condition nécessaire et suffisante pour la stabilisation
globale du systéme (4.15) par un feedback au moins continu.

4.3.1 Résultat principal

Le théoreme suivant est une généralisation, dans le cas d’une dilatation quelconque,
du Théoreme 4.1.
Théoréme 4.2 Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite
(i) k est impair,
(1) r1 est impair ou
(#ii) ro > 1.
Alors une condition nécessaire et suffisante pour la stabilisation par feedback au moins

continu de (4.15) est :
Il eziste A\,u € R tel que a(1,)) <0 et a(—1,u) > 0. (H)

Avant de donner la démonstration du Théoréeme 4.2, nous allons faire quelques
remarques.

Dans le chapitre 2, nous avons montré que, comme a est un polynéme (ri,re, k)-
homogene, alors a peut se factoriser de la facon suivante

a(z) = azizPa(z) [[ (a7 +biay)* [ (e +bjap)y,

1<i<n n+1<5<m
ou a; est un polynoéme défini positif, s; (i = 1,...,n) des entiers impairs, s; (5 =
n+1,...,m) des entiers pairs et b, ({ = 1,...,m) des réels non nuls.
Posons

afe)= JI (a7 +bz3)”,

n+1<j<m
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- ag(z) = ]I (af +bizy')™",
1<ikn

et a4 = a109.
Il vient que
a(z) = azjzaz(z)as(z) J] (=7 + biz}). (4.16)
1<ikn

Notons que la fonction a4 définie par ayq(z) = a;(z)ay(z) est positive, et elle vérifie la
condition suivante

a4(m1,0) =0 < z; =0. (417)
Pour prouver la stabilisation de (4.15) nous allons d’abord montrer la stabilisation
du systeme
z = Xi(z) + vY (), (4.18)
avec Xi(z) = a(z)0/0z;, ot a@ est donnée par

a(z) = azjayas(z) [[ (ef +biay).

1<¢<n

Puis, pour conclure a la stabilisation du systéme (4.15), on utilise le résultat du lemme
suivant.

Lemme 4.2 Supposons que le systéme suivant & = f(z)+ug(z) est stabilisable. alors,
pour toute fonction scalaire h continue, positive et qui vérific (h(z) = 0) => (f(z) =
0), le systeme & = h(zx)f(z) + ug(z) est stabilisable.

Preuve: Voir Annexe C.

4.3.2 Démonstration du théoréme principal.

Nous allons distinguer plusieurs cas. Dans chaque cas, nous proposerons une loi de
commande u = u(z) au moins continue, et une fonction V' de Lyapunov faible pour le
champ bouclé. Pour montrer que le systéme bouclé est globalement asymptotiquement
stable, il suffira alors d’ établir que 'ensemble de LaSalle M est réduit & Porigine.

On va commencer par distinguer, selon la parité de s, deux cas. Tout d’abord,
supposons que Sg est impair.
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Considérons la loi de commande

ui(z) = —azitlas(z) [ (22 4 bizl?) — 2o, (4.19)
1<ikn .
et posons
1
Vi(z) = gxf + TPt

30+1

Il est clair que V; est différentiable, définie positive et propre. La dérivée de V; le long
des trajectoires du systéme bouclé (4.15)(4.19) est donnée par

Vi(z) = -z <0 VazeR2.
Vi est donc une fonction de Lyapunov faible pour le systéme bouclé (4.15)(4.19).

On désigne par M, le plus grand ensemble invariant par le champ bouclé, et contenu
dans

Ey = {z € R? / Vi(z) = 0}.

Un raisonnement simple montre que M; est défini par

My ={zeR?/z, = T1a4(z1,0) = 0}.

En vertu de l'inégalité (4.17) on obtient M; = {0}. D’apres le principe d’invariance
de LaSalle, le systeme bouclé admet I'origine comme point d’équilibre globalement
asymptotiquement stable.

Dans la suite de la démonstration, on suppose que sq est pair. Nous allons distinguer
plusieurs cas, selon la valeur de n et les signes des b;.

a. n=0.
La fonction polynomiale @ devient, dans ce cas,
a(z) = arizPayz).
D’apres la condition (H), et puisque sq est pair, on déduit que o < 0 et que s est
impair.
Considérons alors la loi de commande u = u(z) définie comme suit

ur(2) = it (@)ai(e) - o (0(z:) + 23+), (4.20
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ou 8 : R — R™ est une fonction de classe C* tel que 6(y) = 0(—y) > 0 pour tout y # 0,
6(0) =0 et 0'(y) = 0 seulement en y = 0, on suppose en plus que I'(d) N I'(k;) = {0}
pour tout ¢ € {1,...,n} avec I'(#) le graphe de la fonction 6 et

sg+1 r2(39+1)
oyl

L'(h:) = {(y, hi(y)),y € Ret hi(y) = |b:]”

Un choix possible de la fonction @ est le suivant

H(y):{e_;f siy#0

0 sinon ,
oll ¢ est une constante suffisament grande.

Nous allons montrer que ce feedback stabilise globalement le systeme (4.15). Pour
cela, introduisons la fonction V; définie par

1, 1 )
V() = 5ot + 5(0(z1) + 23*1)"

Il est clair que V; est une fonction de classe C*, définie positive et propre. Le calcul
de la dérivée de V; le long des trajectoires du systéme bouclé (4.15)(4.20) donne

Va(a) = —2§ (—ezilas(z) + (s0 + 1)z (0(z:) + Pty
Comme « < 0, s impair et s pair, alors

Va(z) <0 Vz e R
Par suite, le systeme (4.15)(4.20) est stable.

Notons par M le plus grand ensemble invariant par le champ bouclé, et contenu dans
’ensemble F, défini par

E; = {z € R? /Vy(z) = 0}.
Notre objectif est de montrer que M, est réduit 3 lorigine.

Un raisonnement simple montre que My C I U J ou

I={z e Rz =0et 2,0/ (z1)as(z) = 0},
et

J={z € R*/z1a4(z) =0 et 8(zy) + 22" = 0 et 2,6 (2 )aq(x) = 0}.
2

St z = (z1,22) € I alors
Ty =0 et 210'(21)aq(z) = 0,
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par suite, en utilisant (4.17), on déduit que z, = z; = 0. Donc I = {0}.
Soit maintenant z = (z1,2) € J. z vérifie alors le systeme suivant

{ .’131(14(.’1?) =0

(4.21)
0(:51) + .’L'go-'-l = 0.

5i 1 = 0, la deuxiéme équation de (4.21) implique que z; = 0. Supposons maintenant
que z; # 0. Le systéme (4.21) devient

aq(z) =0
(4.22)
0(z1) + 22 = 0.
La premiére équation de (4.22) implique qu’il existe ¢ dans {1,...,m} tel que
27 4 bl = 0. (4.23)

La deuxiéme équation de (4.22) donne
T9 = —0'(.’1’51)3# .

En remplagant dans (4.23) z, par sa valeur, on obtient

27+ (1) b(0(a1) ) = 0.
Il s’en suit alors que

r 1
(0(21)@77) = (~1)* —a7.

Finalement, comme la fonction 6 est positive,

_setl ety
O(z1) = |b:| " oy 0,

ce qui contredit I’hypothése faite sur la fonction 8. L’ensemble J est donc réduit i
lorigine. Par suite M, = {0}, ce qui, en appliquant le principe d’invariance de LaSalle,
permet de conclure que le systéme bouclé (4.15)(4.20) admet P'origine comme point
d’équilibre globalement asymptotiquement stable.

Le lemme suivant sera, souvent, utilisé dans le reste de la démonstration.

Lemme 4.3 Etant donné un réel b et des rationnels r, 7 tels que 7 > 1 et r > 1.
Alors, pour tout entiers i, j etp vérifiant

rF > 2 S
r—172j+1

p> 1,
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et pour tout réels 6, B suffisament grands, la fonction f définie par
: 20
f(z,y) =1yl + bylz|” + 82747 4 Ba™,
est une fonction définie positive et propre.

Preuve: Voir Annexe D.

Nous allons maintenant traiter le cas n # 0. Pour cela, nous distinguons deux cas
selon la parité de r,.

b. n>0 et r; impair .

Considérons dans ce cas la fonction V5 définie par
Va(z) = —Lxrl+l ! —z927? 4 6z + Bz,
3 r + 1 2 bl !
(ri+ 1)ry

1

avec g =

Il est clair que la fonction V3 est au moins de classe C™ (polynomial sir; = 1), en
plus, V3 est définie positive et propre. En effet, nous avons

Va(z) > Va(z) = Vz € R?,

ot Vj est définie par

Vs(z) = zyptt |—||w1|’2+6:c + Bz,

rtL
qui, d’apres le Lemme 4.3 et pour § , 8 et p suffisament grandes, est une fonction
définie positive et propre.

Considérons la loi de commande définie par

Vo) T (o + bizgt) — (6727 + 7). (4.24)

us{zx —bazirPasz
3(z) = —biazizy aq( )811 s

La dérivée de V; le long des trajectoires du systéme bouclé (4.15)(4.24) est donnée par

Va(z) = —(b7'272 + 231)2 < 0 Vz € R2
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Alors le systeme (4.15)(4.24) est stable. Si on note par Ms le plus grand ensemble
invariant -par le champ bouclé, et contenu dans

E; = {z € R? /Vi4(z) = 0}.
Il vient que

Mag{er/%(x):%:oy

Un raisonnement simple montre que si z € Ms alors z vérifie

.,.
$12 + b]_x;I = 0

eiap [ (e +bhay) =0, (4:25)
2<Li<m
ou bien
.'L'71.2 + blilf;l =0
ot . (4.26)
26pzi” " + dqua] T + raby a2 e, = 0.

Puisque b; # b, pour ¢ = 2...m, on obtient que le systéme (4.25) admet comme unique
solution, la solution nulle. Il reste & montrer qu'il en est de méme pour (4.26). De la
premiere équation de (4.26) on tire

2

Ty = —b Tzt (4.27)

Maintenant si on substitue cette valeur de z, dans la seconde équation de (4.26) on
obtient

_l4n
i (—r2b1 T+ qb+ Qpﬁa:fp_ql) = 0. (4.28)
Puisque‘
rm+lr
2P—‘I1=2(P_ 12 f)a

on déduit que la quantité

T1+1 o
2p—q1 __ 2Ap—=t= )
T, = y

est strictement positive pour tout z; # 0. Il s’en suit que pour § suffisament grande,
I"équation (4.28) admet z; = 0 comme unique solution.

Le systeme (4.26) donne alors z, = 0, ce qui implique que I’ensemble M; est réduit 3
Porigine. Le principe d’invariance de LaSalle nous permet alors de conclure que 'origine

est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le systeme bouclé
(4.15)(4.24).
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C. n>0 et r; estpair.

Nous allons commencer ’étude de ce cas par remarquer que sous ces hypotheses,
on peut, sans perte de généralité, supposer que, d’une part, &, le degré d’homogénéité
du polynéme a, est pair. En effet, comme a4 ne change pas de signe, alors le degré
d’homogénéité & du polynéme a4 est pair. Or, en identifiant les monémes de plus
haut degré en z, dans les quantités a(A\zq,\"2z,) et A@(zy,z,), on obtient & =
soT2 + r1(s + nry) + k. Comme rq , So sont pairs, on déduit que k est pair.

D’autre part, r; est impair et r, > 3. En effet si r, est pair, la fonction polynomiale a

ry e k . . \
sera (—1, 2 5)—homogéne. Et comme k et r; sont pairs, alors, d’apres les hypothéses

du Théoréme 4.2, ry > 1.

Nous allons distinguer plusieurs cas selon les signes des ¥ (t=1,...,n).

C.1. Les b;j(i=1,...,n) sont tous du méme signe.

On suppose, en utilisant, si nécessaire, un changement de variables puis un feedback
préliminaire, que les b; (i = 1,...,n) sont tous négatifs.
Comme sq est pair, on suppose aussi, en re-appliquant, si nécessaire, le Lemme 4.2,
que sp < 2.

Posons

alors

a(z) = 23 (27 — |br]23 Jas(z).

Dans'la suite de ce paragraphe , o et 1 désignent les fonctions scalaires suivantes

P(y) = /ba yly| 71,
et

yT siy>0
o(y) = ,
0 sinon.

Avec ces notations, considérons la fonction V; définie par

Vil@) = [ 9(r)dr + map(m:) + 82 + fal?
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ou 3,6 désignent des constantes positives suffisament grandes, p un entier non nul, et
g2 est tel-que

Wl

sir;=3etr ¢ {2,4,6}
g2 = { ) (4.29)
2 sinon.

Il est clair que, puisque r, > 3, V; est au moins de classe C?, de plus, nous avons
Vaz) > Va(z) Vze R?,

ou V; est définie par

i) = [ 9(ridr ~leallen|3 + 82 + a7,

qui, d’apres le Lemme 4.3, est définie positive et propre. 1l s’en suit que V4 lest aussi.

Considérons maintenant la loi de commande continue définie par

—z3° (p(z1) — P(z2)) as(m)gxl:(a:) — (p(zy) + p(z2)) siz; >0
us(z) = 2 oV (4.30)
eV ) (g2 — |b1|$§1)a5(x)8—$:(x) — (z2) si 2, <0,

ou ¢ une constante suffisament grande.

La dérivée de V; le long des trajectoires du systéme bouclé (4.15)(4.30) est donnée
par

—((z1) + ¢(z2))? siz; >0
Vi) = |
(1/’(352)6_“[’ (=2) 4 ””;o) (27 — 1]y )as(z Z—Xt(ﬂﬂ) B ACHEE R
(4.31)

Il est clair que lorsque z; > 0, on a V4(r) <0.
Supposons maintenant que z; < 0. Tout d’abord, il est évident que

oV,
3.’1:1

Ensuite, puisque r, est impair, nous avons

(z) = 2pBzi?~" + 6goa® ! < 0. (4.32)
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(272 — |b1|z3!) <0 Vzp € R.

Enfin, on vérifie facilement que a5 ne change pas de signe sur R~ x IR . Or, la condition
(H) assure I’existence de p € R telle que (-1, 4) > 0. Donc

p2((=1) — [be|p™)as(=1, 1) > 0.
On en déduit que as(z) < 0 pour tout z; < 0.
Pour montrer que V4(x) < 0 quand z; <0, il suffit alors de vérifier que

zb(:cg)e"cd’z(”) +zP¥ >0 Vz, e R,

ou encore, puisque $g est pair,

o}

(112 €r, (z2)z2 "% ) 1 1) >0 Vi, € R. (4.33)

avec &, (y) = (sgn(y)) 7.

- r . T
On peut, sans perte de généralité, supposer que 51 — 3o > 0. En effet, si 51 — 80 < 0,

o~

alors ry = so = 2. Dans ce cas, en re-appliquant le Lemme 4.2 avec h(z3) = z3, on se

ramene a la situation r; = 2, 55 = 3 qui satisfait la condition 51 — 89 > 0.

Si on note par g la fonction réelle définie par

_
5~

1 .
9(y) = b7 e, (y)y2 e + 1,

on a bien g continue sur IR, de classe C* sur R* et g(0) = 1 > 0. De plus, g admet des
limites positives & I'infini (400 si so # 0, et 1 si 5o = 0).

Prouver I'inégalité (4.33), revient alors & montrer que g est positive en ses extrémums.
Nous avons

1 r 0, e 0\
g (y) = ]bllzfn(y)(( 21 — S0)Y 7ol _ cry 2 %0+ l)e 't
par suite

g (y) =0 = y7~%"1 (%1 — So — CT‘W”) =0.

Le minimum de la fonction g est donc atteint en ’un des points suivants
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Y% =20,
T —230)L
=\— )N ou
N 27"16
™ —230 1
= —|———-)"1,
y2 ( 2ric )

Des calculs directs montrent que g(0) > 0, g(y:1) > 0 ( y; étant positive) et que

r!—2ag
1 fr]—2sg 2n _T1—2sg

= b w41
g(y2) | 1|2 (2lb1lCT’1) ¢ 1o+

Pour avoir g(y,) > 0, il suffit alors de supposer que la constante ¢, définie dans (4.30),
est telle que

= 28 |61 o=

c>
27"1

L’inégalité (4.33) étant satisfaite, alors V(z) < 0 pour tout z &€ R%. Par conséquent,
V4 est une fonction de Lyapunov faible pour le systéme bouclé (4.15)(4.30).

Soit M, le plus grand ensemble invariant par le champ bouclé, et contenu dans

E;={z € R? /Vy(z) = 0}.

Un raisonnement simple montre que
{z € R?*/Vi(z) = 0} C Ly U Ly,
o Ly et L, sont des ensembles définis par:

Ly ={z = (z1,22) € R* x R / ¢(z1) + ¢(z2) = 0},

et
L2 =R" x {0}

Comme M, est invariant par le champ bouclé, alors, pour tout z dans M, N Ly, on a
To = 0

et

aVv,
1121(15(,’171,0)8—:1:4(131,0) = 0.
1
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Mais puisque z; < 0, il vient, en utilisant (4.32) et (4.17), que z; = 0 et donc z = 0.
Ceci implique que My N L, est réduit & lorigine.

Maintenant, si z € My N Ly, comme b; # b; pour tout i € {2,...,m} alors, = est
solution du systéme suivant

p(z1) +P(z2) = 0
T2 (z1) + g6z + 2pB2 " =0 (4.34)
z; > 0.

De la premiere équation de (4.34) on tire

2

2y = —|bi| ] (4.35)

En remplagant z, par sa valeur dans la seconde équation de (4.34), on obtient
-1 24 -
——|b T Tt P bz 4 2pBa = 0. 4.36
1 1 1

D’aprés (4.29), nous avons 2 2> q2. Alors, pour des constantes p,§ et 3 suffisament

grandes, I’équation (4.36) admet z; = 0 comme unique solution. L’équation (4.35)
implique alors que z; = 0.

M, est donc réduit a {0}. En utilisant le principe d’invariance de LaSalle, on déduit

que l’origine est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le
systeme bouclé (4.15)(4.30).

C.2. Il existe ip,jo < n tels que biobjo < 0.

On suppose, sans perte de généralité, que b; > 0 et by < 0. Soit maintenant 7, la
fonction scalaire définie par
byy™ siy >0
n(y) =

boy™ sty < 0.
a devient alors

a(z) = awie (2 + ()27 + n(—22)au(z) ] (o + biah).
3<ikn

Considérons alors la fonction suivante

T2
Vs(z) = /0 n(r)dr + 222 + 62 + Pz,
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avec 6,3 > 0 et p suffisament grandes.

Vs est bien une fonction de classe C™, définie positive et propre. En effet, il suffit de
remarquer que

Vs(z) > Vs(z) Vz e R?,
ot Vs est définie par
Vs(z) = inf(by, —bo)z3 ™" — sl |™ + 622 + P,
qui, d’apres le lemme 4.2, est définie positive et propre.

Considérons maintenant le feedback défini par

Vs
us(v) = —azizy (a7 +n(~22))ag(@) 5 ~(2) [[ (&7 +bi}') — (a7 +1(22)). (4.37)
1 3<i<n

Un calcul direct, montre que V5, la dérivée de V; le long des trajectoires du systeme
bouclé (4.15)(4.37), est donnée par

Vi(z) = —(a72 + n(z2))? <0 Vz e R
Alors le systéme (4.15)(4.37) est stable.
Notons par Ms le plus grand ensemble invariant par le champ bouclé, et contenu dans
Es = {z € R? /Vs(z) = 0}.
Il vient que pour tout £ € Ms, on a

z1* +9(z2) =0

(27 +n(~22) T] (&5 +bizy) =0, (4.38)
3<ikn
ou bien
zi* +n(z2) =0
(4.39)
rozoz? 4 202y 4 2pBxP = 0.

Puisque b; # b; pour ¢ # j, il est clair que z = 0 est la seule solution de (4.38).

Maintenant, supposons que z vérifie (4.39). De la premiere équation de (4.39) on tire
que

N
Ty =0b, M|zt siz; <0
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et
3
z;  sizy> 0.

1
g9 = b2 e

En remplagant, dans la deuxiéme équation de (4.39), z2 par sa valeur puis en multipli-
ant le résultat par z; on obtient

. r
—raby T zy | 4 2622 4+ 2B =0 sizy <0, (4.40)
et
1 2,
rab, ] 4+ 2622 + 2Bz = 0 sizy > 0. (4.41)

du fait que r; > 3, ces deux équations admettent, pour 6, 8 et p suffisament grandes,
z = 0 comme unique solution. Il s’en suit alors que Ms est réduit a I'origine. En util-
isant le principe d’invariance de LaSalle, on déduit que ’origine est un point d’équilibre
globalement asymptotiquement stable pour le systéme (4.15)(4.37).

Ceci termine la démonstration du Théoreme 4.2. O

Apres des modifications légéres de la démonstration ci-dessus, on obtient aussi la
proposition suivante qui concerne le cas ol aucune des conditions (i), (4), (¢61) du
Théoreme 4.2, n’est satisfaite.

Proposition 4.1 Supposonsk, ry pairsetry = 1. S’il existe ig,jo < n tels que b; b;, <
0, alors (H) est une condition nécessaire et suffisante pour la stabilisation du systéme

(4.15).

Preuve: Il suffit de prendre la loi de commande suivante

Ve
ue(z) = —azizy (27 + (—x2))as(z ;9—6(1‘) [ (=7 +biz3) — (27 +1(z2)), (4.42)
Tl 3<i<n

et de considérer la fonction Vi définie par

.

z2
Vs(z) = / n(7)dr + 22272 + 627 + B,
0
avec 6, 8 > 0 et p suffisament grandes.

En utilisant le méme raisonnement que ci-dessus, on montre que Vs est une fonc-
tion de Lyapunov faible pour le systéme (4.15)(4.42), puis, en appliquant le principe
d’invariance de LaSalle, on obtient la proposition. O
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4.3.3 Exemples

Nous allons maintenant montrer sur deux exemples, issus de la littérature, 'apport
de la technique utilisée ici.

Comme premier exemple, nous considérons une classe de systeme étudiée dans
[DMK] par W.P. Dayawansa, C.F. Martin et G. Knowles. Nous montrons que la
technique développée ici, fournit une loi de commande stabilisante qui est polynomiale,
dans certaines situations olt dans [DMK], les auteurs proposent un feedback qui est
seulement de classe C1.

Exemple 4 .
Considérons le cas particulier ot dans le systéme (4.15), le polynome a est défini
par

{ a(z) = azf + nay (1.43)

= (z,2) ER* p,v €N et a,n€R.

Il est clair que lorsque n = 0, la condition (H) est équivalente ¢ o < 0 et p est
tmpair. Dans ce cas, on a le feedback stabilisant u(z) = —z,.
Supposons maintenant que n # 0. On peut, sans perte de généralité prendre n = —1.

Soit p; et v; (i =1,2) des entiers tels que

m=p2"? et v =up2"7,
ot py et vy sont des entiers impairs.

Nous avons la proposition suivante:

Proposition 4.2 Supposons (H) est satisfaite. Siv, < pi2, alors le systéme (4.15)(4.43)
est globalement asymptotiquement stable par un feedback polynomial.

Preuve: Sous les hypothéses ci-dessus, on peut toujours écrire le polynéme a de la
maniére sutvante

a(e) = (az}?™ —25) P(z), (4.44)
ou P un polynéme défini et positif.

En effet, la condition v, < p, implique que py # 0, par suite i est pair. Si vy = 0,
on a la forme (4{.44). Si maintenant v, # 0, la condition (H) implique alors que o est
positive. En décomposant la fonction polynomiale a, on obtient:

1 242 v 1 2#2-1 vy —1 1 2m2—1 vp—1
(a?m{” — zp? ) = (a?x{“ — zp? )(a'-’-a:‘l” + zi? )
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Par une suite de décompositions analogues on arrive a

V2 ;
1 K212 L QH2—t vy —i
a(z) = (azv? i — x’z’l) [] (az' i + zh? )

Finalement, si on pose

vy .
1 Qu2—t v —i 1
P(z) =] (az' it + z4t? ) et a; =arz,

i=1

on obtient (4.44).

En utilisant comme fonction de Lyapunov, la fonction polynomiale définie par

1
V(z) = 2t 4 gy 4 6z + Bz,
Vs + 1
qui, d’aprés le Lemme 4.3, est définie positive et propre et en procédant comme dans
la démonstration du Théoréme 4.2 (cas oun > 0 et v impair), on peut montrer que

la loi de- commande polynomiale donnée par

u(5) = ~aP@) g (s) - (2t + ), (4.45)

est stabilisante pour le systéme (4.15)(4.44).

Ceci termine la démonstration de la proposition. O

Dans le deuxieme exemple, nous allons améliorer un résultat proposé dans [Hu].

Exemple 5 .
Considérons le systéme suivant

1 = ozl + Mzz™ + A zim
{1 LA A (4.46)

I3 = u,
Il est clair que st
A=)\ —4a), <0,
Uorigine ne peut étre rendu attractif. Supposons alors que A > 0.

Il est montré dans [Hu] que sim est impair, le systéme (4.46) est localement stabilisable.
Maintenant, puisque la dérive du systéme (4.46) est une fonction polynomiale (m,1,2m)-
homogéne, on peut, en utilisant la méthode développée dans le sous paragraphe précédent,
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d’une part, montrer que lorsque m est impair, le systéme (4.46), bouclé avec la loi de
commande (4.30), admet lorigine comme point d’équilibre globalement asymptotique-
ment stable.

D’autre part, dans le cas ot m est pair, si on suppose que ady < 0, le systéme (4.46)
devient alors sous la forme

{ & = (e — Mzf)(z1 — M) (4.47)

.’,i'2 = u,
Ao =
2 ' ? 2
En appliquant le résultat de la Proposition 4.1, on déduit que le systéme (4.47) est
globalement asymptotiquement stable.

o A = avee M Ag < 0.

“M-VA . -M+VA
(84

4.3.4 Etude d’un cas particulier.
Le but de ce sous-paragraphe, est d’étudier la stabilisation du systéme suivant
T = az®(z — y?
) ( ) (4.48)
y=u,
aveca € R*et se N

qui correspond & la situation critique ot ry = 1,7; pair et tous les b; sont de méme
signe.

Pour ce systeme, on a le résultat suivant

Proposition 4.3 Le systéme ({.48) est stabilisable par feedback continu, si et seule-
ment si, la condition (H) est satisfaite.

Preuve: Il est clair que (H) est une condition nécessaire pour la stabilisation du
systeme (4.48). Supposons donc que (H) est vérifiée. Pour stabiliser le systéme (4.48),
nous allons utiliser le lemme suivant

Lemme 4.4 ([K])
Etant donné le systéme défini par

&= X(a)
z € R".

S’il existe une fonction continue V, définie positive et propre telle que les deux
conditions suivantes sont satisfaites

(4.49)
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(i) V(Xt(:cg)) < V(zo) pour toutt >0,

(ii) [V(Xt(xo)) =V(xo) pourtout t>0]= zo=0.
Alors le systéme (4.49) est globalement asymptotiquement stable.

Considérons maintenant, la loi de commande suivante

—a(vz —y) (325 (VE+y) + 27 — (Vo +y) si 2> 0

=Y sinon.

u(z,y) = { (4.50)

Et soit V la fonction définie par

%((\/5+y)2+:c2) siz >0

1z +y?) sinon.

V(:L’, y) = {

V est continue, différentiable sur R* - {(0,y) /¥ € R} définie positive et propre. Dans
le demi-plan z < 0, le systéme bouclé (4.48)(4.50) s’écrit de la maniere suivante

{ & = az’(z — y?)

. (4.51)
y=-y.

L’hypothese (H), implique que a < 0 et s est pair, ou bien « > 0 et s est impair. Il est
clair que dans ce cas, ’origine est attractive.

Supposons maintenant que z > 0. Le calcul de V, la dérivéede V le long des trajectoires
du systéme (4.48)(4.50), donne

V(e)=—-(vVz +y)* <0.

Soit maintenant y(t) = (71(¢),72(t)) une solution compléte du systéme bouclé
(4.48)(4.50), contenue dans I'ensemble

E={(z,y) e R*/Vz +y=0}.

On a alors

(4.52)
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On déduit que y1(t) = 71(0) pour tout ¢ > 0, donc

Y2(t) = —/m(0) Vit >0,

par suite

4a(t) = 0.

Finalement, v;(0), y2(0) vérifient le systéme

{ V/1(0) + 72(0) = 0
—am(0)°*(y/711(0) —72(0)) = 0,

qui admet comme unique solution le couple (0,0). En appliquant le Lemme 4.4, on con-
clut que le systéme (4.48)(4.50) admet I’origine comme point d’équilibre globalement
asymptotiquement stable.

(4.53)

Cect termine la démonstration de la Proposition 4.3. O
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4.4 Remarque de conclusion

La méthode développée ici est générale, elle traite presque ’ensemble de tout les
systémes homogeénes plans . Dans le cas ol le systéme est stabilisable, la loi de com-
mande stabilisante est donnée explicitement . En outre, notre technique permet de
retrouver des résultats de la littérature et d’améliorer certains d’entre eux. Cepen-
dant, concernant la régularité du feedback stabilisant, dans certains situations, cette
technique ne donne pas le feedback stabilisant le plus régulier. Ainsi, pour le systéme
suivant

{ F=viety) (4.54)

y=u,

la technique proposée ici donne un feedback continu, alors que dans le cas n = 3, R.
Outbib et G Sallet proposent dans [0S2], le feedback polynomial stabilisant suivant

u(z) = —(y° + 22)(3y* + 2).

Il y a aussi ’exemple suivant

{ & =ote =27 (4.55)

y=u,

étudié par W.M. Boothby et R. Marino dans [BM], pour lequel les auteurs, en se basant
sur une analyse géométrique du systéme, proposent le feedback stabilisant

u(z) = (z —y°)°,

tandis qu’avec la méthode utilisée ici, on aboutit & un feedback qui est seulement de
classe C2.

Le probleme de la recherche du feedback stabilisant le plus régulier, est un probleme
ardu, qui conduit a des questions, & notre avis, intéressantes. Par exemple, concernant
le systéme (4.54), lorsque n = 3 on a un feedback stabilisant qui est polynomial. Quand
n = 4, le systeme n’est évidement pas stabilisable. Dans le cas n = 5, le systéme est
stabilisable, mais on ne dispose, jusqu’a présent, que d’un feedback stabilisant continu.
Existe-il un feedback stabilisant de classe C' ?
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5

Stabilisation par ajout
d’intégrateurs

5.1 Introduction

Dans cette partie de la thése on va s’intéresser au probléme de la stabilisation
globale des systemes de la forme:

{ &= f(z,y) (5.1)

y=u,

avecz € R" ,y € R™ , u € R™ et f est un champ de vecteurs au moins de classe C'!
qui vérifie f(0,0) = 0.

Il est bien connu (cf. [BI]{Ko][Ts]) que, lorsque f est de classe C, si le systéme
réduit

= f(z,v) (5.2)

est globalement asymptotiquement stabilisable par un feedback v = o(x) de classe C*,
alors le systeme (5.1) l'est aussi. Plus précisément, dans [Ts], il est montré que si (5.2)
est stabilisable par un feedback de classe C™ (r > 2), alors (5.1) est stabilisable par un
feedback de classe C™1.

La démonstration classique est basée sur une procédure d’élimination (voir par
exemple la démonstration du Théoréme 2.1 [BI]). La loi de commande utilisée pour

prouver la stabilisabilité de (5.1) dépend d’une fonction de Lyapunov stricte du systéme
bouclé

z = f(z,0(z)). (5.3)

61
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Malheureusement, une telle fonction qui, d’apres le théoréme inverse de Lyapunov,
existe, n’est pas toujours possible & exhiber. Par conséquent, on n’a pas explicitement
la loi de commande stabilisante pour le systeme (5.1).

Des auteurs (cf. [BIW][IS][Oul]), en utilisant le principe d’invariance de LaSalle,
ont montré qu’'on peut construire une loi de commande stabilisante qui dépend seule-
ment d’une fonction de Lyapunov faible du systeme (5.3).

Il est & noter que cette technique de stabilisation a été utilisée par E.D. Sontag et
H.J. Sussmann (cf. [SoSu]), pour répondre au probléme de stabilisation des équations
de la vitesse angulaire pour un corps rigide qui présente une symétrie.

Un premier objectif dans ce chapitre, est d’affaiblir les hypothéses classiques pour
la stabilisation par ajout d’intégrateurs. En particulier, nous allons proposer une nou-
velle démonstration pour prouver la stabilisation du systéme (5.1) quand (5.2) est
stabilisable.

Un deuxieme objectif consiste & proposer, dans un cas particulier, un nouveau
feedback stabilisant pour (5.1) qui ne dépend d’aucune fonction de Lyapunov. Plus
précisément, nous allons traiter le cas ol le systéme (5.3) est homogeéne. Notre motiva-
tion est due au fait que la démonstration de la stabilité globale du systeme (5.3) peut
étre basée sur le théoreme de Coleman (cf. Théoréme 2.8, Chapitre 2), dans des telles
situations on ne connait méme pas des fonctions de Lyapunov faibles pour le systéme

(5.3).

Comme conséquence de notre théoréme principal, des nouveaux résultats sur la sta-
bilisation par feedback dynamique seront proposés. En particulier, on va montrer que
si un systéme analytique de la forme (5.2) est stabilisable par un feedback analytique,
alors le systeme augmenté (5.1) est aussi stabilisable par un feedback analytique

Dans ce qui suit, nous allons supposer, sans perte de généralité, que 9(z) = 0. En
effet, si 9(z) # 0, en effectuant le changement de variables

==z
_ 9.4
{yz:y—v(x), (5.4)
le systeme (5.1) devient alors
{ T = fl(xvy)
y =u—J(®)(z)fr(z,y),
ou fi est définie par fi(z,y) = f(z,y + 5(z)) et J(©), désigne le jacobien de ©.

(5.5)
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Puis, en utilisant le feedback préliminaire

ui=u—J(0)(2)f(z,y),

on obtient alors un systeéme équivalent, de la forme (5.1), pour lequel le systéme réduit
(5.2) est stabilisable avec %(z) = 0. Ainsi, on supposera, sans perte de généralité, que
le systéme zéro dynamique

& = fo(z) € f(z,0), (5.6)

admet l’origine comme point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.

Dans la suite de ce chapitre on utilisera G' pour désigner la quantité définie par

Glz,v) = | 1 g—;(x,ty)dt | (5.7)

l|Il, désignera la norme euclidienne sur R", et ||.||,.,., la norme dans M, ,.,(RR)

(I'ensemble des matrices réelles d’ordre (n,m)) définie par ||A[%,, = > Y al avec A=

nxm
(aij) c men(IR,)

i=1 j=1
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5.2 Résultat principal

Notre premier résultat concerne le cas ot une fonction scalaire V différentiable,
propre et positive pour ||z|l, > M (M > 0) et telle que

V(s.e) =< fo(z), VV(z) > < -1 pour lzlln > M. (5.8)

est connue.

Remarque 5 Comme le systéme (5.6) est supposé étre globalement asymptotiquement
stable a lorigine, une telle fonction V eziste toujours (voir Anneze E).

Théoréme 5.1 Pour toute fonction scalaire k de classe C*, qui vérifie

Kz,y) 2 Gz y)axnIVV ()L + 1, (5-9)

le systéme (5.1) bouclé par
u(z,y) = ~y k(z,y) , (5.10)

admet Uorigine comme point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.

Avant de donner la démonstration de ce théoréme, nous allons d’abord énoncer un
lemme qui sera utilisé par la suite.

Considérons le systeme défini par

{h:ﬂ@

5y = —2aB(2), (5.11)

ou z = (z1,22) € R® x R*™™. F, et F, deux fonctions au moins de classe C! avec
FQ(Z) >a > 0.

Lemme 5.1 Si le systéme suivant

z1 = Fi(z1,0), (5.12)
est globalement asymptotiquement stable & ’origine, et s’il existe une fonction scalaire
différentiable et propre V(z) qui vérifie

Vean(z2) S0 sur Q={z e R"xR"™ /||| > a},

ou o est un constante positive.

Alors le systeme (5.11) est globalement asymptotiquement stable a Uorigine.
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Preuve: Voir Annexe F.

Démonstration du Théoréme 5.1. Considérons la fonction définie par

W(z,y) = V() + ¢ vl

W est bien une fonction différentiable, positive pour ||z||, > M et propre. La dérivée
de W le long des trajectoires du systéme bouclé (5.1)(5.10) est donnée par

W(:l),y) = "/(5.6)(‘7:) + VV(Z)G(.’I),y)y - ||y”3nk($ay)

Comme

[VV(2)G(z,9)y] < IVV(2)G(z,)|lmllyllm ,

il vient que

W (z,y) < Vise)(@) + | VV(@)G(@, )llmlyllm — Iyl F(z,y) (5.13)

La partie droite de I'inégalité (5.13) peut étre considérée comme un polynéme de degré
deux en |ly||» avec le discriminant suivant

A(z,y) = [IVV(2)G(z, y)ll7 + 4k(z, y) Vis.6)(2).
En utilisant les inégalités (5.8) et (5.9), on obtient

A(z,y) <0 pour |z|, > M,
finalement

W(z,y) <0 pour |z|,> M.

En appliquant alors le résultat du Lemme 5.1, on déduit que le systéme bouclé

(5.1)(5.10) admet l'origine comme point d’équilibre globalement asymptotiquement
stable.

Ceci termine la démonstration du Théoréme 5.1 . O
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5.3 Exemples et applications

5.3.1 Exemples

Les deux exemples suivants, illustrent I’apport du Théoréme 5.1.

Exemple 6 Considérons le systéme suivant

(i)l = *2331 + cos Ty — 1 + Yy,
Ty = sin’zy — 29 + Yo (5.14)
¥y = u,

otz = (z1,22)T € R®? e y€eR.

le systéeme réduit est donné par

Ty, = —2z; +coszy — 1
(5.15)

.’ilg = Si]fl2 Ty — 2q.
Il est montré dans [MY] que le systéme (5.15) est globalement asymptotiquement stable
a lorigine. Notons que la démonstration de la stabilité asymptotique, proposée dans

[MY], ne dépend de Uezistence d’aucune fonction de Lyapunov. Maintenant, des calculs

simples montrent que la dérivée de V(z) = 1||z||3 le long des trajectoires de (5.15) est

négative quand ||z||; est suffisament grande, ainsi, d’aprés le Théoréme 5.1, la fonction
définie par

u(z,y) = —y(llllz + 1),
est un feedback stabilisant pour (5.14). a

L’exemple suivant, montre I’apport du Théoréme 5.1, concernant la régularité du
feedback stabilisant, par rapport & la méthode utilisée dans [BI].

Exemple 7 Soit le systéme différentiel suivant

. 4
z = —z+ys3

{ _ Y (5.16)
Yy =u.

ot z,y des éléments de R.
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Le systéme réduit est donné par l’équation

T=-z+v, (5.17)
qui est globalement asymptotiquement stable par le feedback v(z) = 0.
Comme f(z,y) = —z + y% est seulement de classe C', la méthode classique, basée sur
la procédure d’élimination, aboutit a une loi de commande de la forme
av

u(z,y) = — Y Y

ou V désigne une fonction de Lyapunov pour le systéme réduit (5.17).

qui est seulement continue.

Maintenant, en utilisant le résultat du Théoréme 5.1, on dispose, pour le systéme
(5.16), d’un feedback stabilisant polynomial donné par

u(z,y) = —y(z®(y> + 1) +1).

5.3.2 Deux applications

Comme une premiére application du Théoréme 5.1, on propose une amélioration
d’un résultat établi par P.V. Kokotovic et H.J. Sussmann.

Il est montré dans [SuK] (voir Théoréme 6.1), que si la zéro dynamique est globale-
ment asymptotiquement stable, alors le systeme (5.1) est semi-globalement stabilisable
par une famille de lois de commande linéaires, (c’est & dire que pour tout compact K,
il existe une loi de commande linéaire v = vg(z) tel que le systéme z = f(z, vk (z))
soit localement asymptotiquement stable, et que le bassin d’attraction contient K).
Le corollaire suivant qui constitue une premiére application du Théoréme 5.1, montre
qu’en plus de la semi-globale stabilité par une famille de feedback linéaire, le systeme
bouclé est globalement asymptotiquement stable.

Corollaire 5.1 Soit f : R" x R™ une fonction de classe C! telle que = f(z,0)
est globalement asymptotiquement stable ¢ l'origine. Alors pour tout compact K de
R"™ x R™, il existe ug, un feedback de classe C™® qui est linéaire sur K, tel que le

systeme bouclé
&= f(z,y)
y= UK(%?J),

admet lorigine comme point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.
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Preuve: Soit p un réel positif pour lequel la boule B,(0), de centre ’origine et de
rayon p, contient le compact K. Soit aussi Cx la constante définie par

Ck =  sup  (g(z,y)|VV(z,y)lI” + 1),

(z,y)GBp+1(0)

2
nxm:*

avec g une fonction de classe C* qui vérifie g(z,y) > ||G(z, y)||

Pour établir le corollaire, nous allons utiliser le résultat du Théoreme 5.1 avec k définie
par

k(z,y) = Cx + (9(z, )IIVV (@)} +1)0(z,y), (5.18)
avec f une fonction de classe' C* nulle sur B,(0) et supérieure & 1 & 'extérieur de

Bp+1(0)~
Un choix possible de # est donné par:

1
—~ +1

2 2 __ p2 .
o) =4 ¢ PIRHIIR =2 "0 sz 4 g2, > o2,

0 sinon.

En effet, il est facile de vérifier que la condition (5.9) est satisfaite et que le feedback
défini par (5.10)(5.18) est linéaire sur K et qu'il est de classe C® sur R™ x R™.

D’ou le corollaire. a

Une deuxieme application concerne le cas des systémes analytiques. Pour un
systéme globalement asymptotiquement stable & 1'origine, méme s’il est polynomial,
on peut seulement garantir que la fonction de Lyapunov, dont I’existence est assurée
par le théoréme inverse de Lyapunov, est de classe C™ mais non nécessairement an-
alytique. Ainsi, la démonstration classique (voir par exemple [BI]), assure seulement,
pour le systéeme augumenté, un feedback de classe C°.

Le but du corollaire suivant, est de montrer que si un systéme analytique est stabilisable
par un feedback analytique, alors le systéme augmenté est aussi stabilisable par un
feedback analytique.

Corollaire 5.2 Supposons que le systéme analytique suivant
z = f(z,u), (5.19)

est stabilisable par un feedback analytique. Alors le systéme augmenté



5.3. Exemples et applications 69

y=uv,

est stabilisable par un feedback analytique.

Preuve: Considérons k, une fonction de classe C qui vérifie la condition (5.9).
D’apres le théoreme de Whiteney (voir par exemple [Gr]' page 130), il existe une
fonction analytique k telle que

k(z,y) — k(z,y)] <1 V¥(a,9) € R"x R™.
Maintenant, soit k; la fonction définie par

bi(e,y) =k@,y) +2  VY(z,y) € R"x R™.

Il est clair que cette fonction est analytique et vérifie la condition (5.9). Finalement,
un feedback analytique qui stabilise le systéme augmenté (5.20) est donné par

v(z,y) = J(u)(z)f(z,y) — yki(z,y),
ol u(z) est le feedback analytique stabilisant pour (5.19).

D’ot le corollaire. a

1. Nous tenons a remercier J.M. Coron de nous avoir indiqué cette référence.
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5.4 Cas de systéme a zéro dynamique homogéne

Dans ce paragraphe, nous allons considérer le cas ot le systéme zéro dynamique
est homogene (i.e. toutes les composantes de fo(z) sont homogeénes de méme degré
A € IN*) et asymptotiquement stable. Le but est de prouver que dans ce cas, on peut,
sans exiger la connaissance d’aucune fonction de Lyapunov, donner explicitement, un
feedback stabilisant pour le systéme (5.1).

Théoréme 5.2 Le systéme bouclé défini ¢ partir de (5.1) avec la loi de commande
2

u(z,y) = ~y (162, ) [ +1) (5.21)
est globalement asymptotiquement stable a lorigine.
Preuve: Le systeme (5.6) étant homogéne asymptotiquement stable, il existe alors,
d’apres le théoreme de Kurzweil, une fonction scalaire homogene H : R® — R, définie
positive qui vérifie

Hi.e)(w) = (fo(z), VH(z)) < 0 ¥z € R" - {0}.

Considérons maintenant la fonction W; définie par

iz 1
Wilz,y) = H(z)exWin 1 oly|7, .

Un calcul simple montre que W;, la dérivée de Wi le long des trajectoires du systéme
bouclé (5.1)(5.21), est donnée par

- 191,112
Wiz,y) = edin P(2,y) — [lyll%, (1G( 1) 120 +1)

ou P est définie par

P(z,y) = His.e)(z) + VH(2)G(z,y)y — |lyl2H(z) (IIG(w’y)IIZm + 1) ;
pour tout z € R" et y € R™.

En utilisant l'inégalité
IVH(2)G(z, y)y| < IVH(z)G (@, y)|mlyllm »

on déduit que

P(z,y) < Hie)(z) + [VH@)G (@, 9)mllylln — IyI%H () (IG(z, )| + 1). (5.22)
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La partie droite de I'inégalité (5.22) peut étre considérée comme un polynéme de degré

deux-en |[y||m, donc, pour prouver que P est négative pour ||z||, suffisament grande,
nous allons montrer que le discriminant

Ae,y) = 16" (2,9)VHE)I, + 4H(2)Hse)2) (16 9)Pym +1)

nxm

est négatif pour ||z||, suffisament grande.

D’apres 1'inégalité de Schwarz, on a

16" (2, ) VH(z)II7, < NG (,y) | I VH ()12

nxm

Comme H et fo sont homogenes (de degré respectivement [ et A), alors ||V H(z)||
et H(z)H(sg)(z) sont aussi homogenes de degré respectivement y = 2(I — 1) et v =
I+ ({-1)+ X\

Si on note par L ,m les quantités suivantes

— 2
L= max (IVH(z)[2),

et

c S-n_l ( ) (5'6)( ) ’

Il vient que
IVH(2)|; < Lljzll; = € R™,

et

|H(2)Hisp(2)] 2 mllally.

Comme H est une fonction de Lyapunov stricte pour le systeme (5.6), on a m # 0. En
plus < v, donc il existe une constante M telle que

L|z||& < m|z||, pour tout |z|, > M.
Par conséquent,

IVH@)2 < ~H(@)Hisg(z) pour o], = M. (5.23)

Ilen découle que pour ||z||, > M, la quantité A(z,y) est négative et donc Wi (z,y) < 0.
Finalement, en appliquant le Lemme 5.1, on conclut que le systéme bouclé (5.1)(5.21)
est globalement asymptotiquement stable.
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Ceci termine la démonstration du Théoréme 5.2. O

Un cas particulier de (5.1), est celui ol la fonction f est polynomiale et homogene
de degré é. Un certain nombre d’auteurs ont traité le probleme de la stabilisation de ce
type de systemes par une loi de commande polynomiale homogéne de degré §. Dans ce
sens, une condition suffisante pour la stabilisation, a été d’abord proposée dans [ABS].
Puis, une version plus générale de ce résultat a été établie dans [DM2] et d’une maniére

différente dans [SS2].

Le but de la proposition suivante, c’est de re-établir ce résultat avec une démonstration
plus simple.

Considérons le systéme suivant

{ Y1 = f(yhyz)

Y2 = u,

(5.24)

o y; € R™, y, € R*™ et les composantes de f sont des polynémes homogeénes qui
sont tous de méme degré impair 4.

Proposition 5.1 Si le systéme

yl = f(yl,v)’
est stabilisable par un feedback linéaire

u(y1) = Ay

Alors, le systeme (5.24) est stabilisable par un feedback polynomial homogéne de degré
6. :

Preuve: Avec le changement de variables défini par (5.4), le systeme (5.24) s'écrit
sous la forme

v1 = f(y1, Ays + Ya2)
. (5.25)
Y2 = —Af(y1, Ay1 + y2) +u.
En utilisant le feedback polynomial homogéne de degré §,
u(y) = Af(y1, Ayr + v2) — vollw2lls (5.26)

on obtient le systéme bouclé suivant
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v1 = fi(y1,92)
) 51 (5.27)
Yo = —yznyz”m )
ou fi(y1,y2) = f(y1, Ayx + Ya).
Du fait que le systéme
y"l = fl(ylao)a (528)

est supposé étre globalement asymptotiquement stable & I’origine, on déduit, d’apres
le Théoréme 1.1 de [SS2], que le systéme triangulaire (5.27) est localement asympto-
tiquement stable. Comme c’est un systéme homogéne, il admet, d’aprés le Théoréme
1.17 de [Ha], l’origine comme point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.

Ceci termine la démonstration de la proposition. a
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5.5 Commentaire sur le cas non régulier

Il est & noter que plusieurs papiers ont été consacrés 3 la stabilisation du systeme
(5.1) quand le systéme (5.2) est stabilisable par un feedback non régulier (non ch.
Dans ce cas, comme le montre les deux exemples suivants proposés par J.M. Coron et
L. Rosier, (cf. [CR]), la stabilisabilité d’un systéme ne peut plus étre déduite & partir
de celle du systéme réduit qui lui est associé.

Exemple 8 ([CR))
Le systéme suivant

. 1/3 _
{“’” Lo (5.29)

.’L’E]R,,

est stabilisable par le feedback continu u(z) = 2z/3, alors que le systéme augmenté n’est
pas stabilisable (méme pas par une loi de commande discontinu ou instationnaire).

Exemple 9 (/CR))
Le systéme suivant

{ & =u (5.30)

Ty = 22 — 27102,

est stabilisable par un feedback discontinu, alors que le systéme augmenté

Ii?l =Y
Ty = 7% — 221y? (5.31)
y=u,

ne l’est pas.

Néanmoins, dans [Ro], I'auteur montre que si le systéme (5.2) est stabilisable par un
feedback u € C*(U \ {0}, R) N C°(U, R), alors, sous une certaine condition, le systeme
augmenté est aussi stabilisable.

Finalement, remarquons que si, en général, on cherche & déduire la stabilisabilité
du systéme (5.1) de celle du systéme (5.2), comme le montre ’exemple suivant, la
stabilisabilité du systéme (5.1) n’implique pas automatiquement celle du systéme (5.2).

Exemple 10 (/CP))
Soit f: R*™' x R x R — RR" une fonction définie par

f(@9) = flor,z2,9) = — ((l2llP +23)° = C*(v° — lau*y +22)?) =,
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ou C est une constante, n > 2.
1l est montré dans Dans [CP] que le systéme

T = f(:c3u)7

n’est pas stabilisable par un feedback continu, alors que, pour C suffisament grande, le
systeme augmenté

{ z = f(z,y) (5.32)

y=u,

est localement asymptotiquement stabilisable par un feedback presque analytique.
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6.1 Annexe A

Ici, nous allons démontrer la Proposition 2.1 concernant les polynémes homogeénes
dans le plan.

Preuve: D’aprés Remarque 3, (page 16), 1,7, ne sont pas tous les deux pairs. Sup-
posons par exemple r; impair, et calculons P le long de I'(zo, o).

Soit (z,y) € I'(z0, y0), alors

L n
y=—brign,

En remplagant cette valeur dans I’expression de P on obtient
L

P(z,y) = P(a, ~b % %),

et donc
17 1 2

P(l"y) = P("E-TT s T _Ha;ﬁ).
En utilisant ’homogénéité de P, il vient que
£ 1
P(z,y) =z P(1,-b ™),
ce qui donne, en remplagant b par sa valeur,

k -k

P(:L‘,y) = quo n P(.’Bo,yo)-

Comme P(zq,y0) = 0, alors P s’annule sur la courbe F(zo, yo)-

Ceci termine la démonstration de la proposition. a
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6.2 Annexe B

Considérons le systéme différentiel suivant

{ 0= gz — (gs cos § — ¢3sin )

(6.1)
z=-cos20 + ¢ ,

ou g7 et gg sont deux constantes non nulles, avec |gg| < 1.
Posons §(0) = 0. Le but de cette annexe est de démontrer le Lemme 3.1 (voir page 25)

Preuve: D’apres la deuxiéme équation du systéme (6.1), il vient que

dz
<1+
P lgs] -
Donc, pour ¢ € [0,1], nous avons
|2(2) = 2(0)] < (1 +1gsl)t < 1+]gs. (6.2)
Supposons que z(0) vérifie
2(0) = 2(1 + |gsl) - (6.3)

Alors, de (6.2)(6.3) et de la premiére équation de (6.1), on tire

i 2 B((0) — (14 Iao) — lrl(lsl +1asl) V€ [0,1].

Apres intégration sur [0, 1] on obtient

g:0(1) > g3 (2(0) — (1 + lgsl)) — lazl(lgs| + laal) -

Si on suppose, qu’en plus de (6.3), z(0) vérifie aussi

2(0) 2 1+ |gs| + (Iqsl +lgs| + 27),

alors

16(1)] > 27 .
I1 suffit finalement de prendre

¢ = sup(2(1 + |gsf), 1 + |ga| + r |(|¢15| + lga| + 27)).

D’ou le lemme. 0
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6.3 Annexe C

Dans cette annexe, nous reprenons, avec de légéres modifications, un lemme proposé

dans [Ou2]

Lemme 6.1 ([Ou2]) Supposons que le systéme
z = X(z) 4+ uY(z), (6.4)

est stabilisable par un feedback u(z) de classe C™.

Alors, pour toute fonction scalaire f de classe CT, telle que:

f@)2 0 et (f()=0= X(z)=0),
le systéme
t = f(z)X(z) + uY(z), (6.5)

est stabilisable par un feedback de classe C.

Preuve: En vertu du théoréme inverse de Lyapunov, il existe une fonction V, de classe
C* telle que:
Vie.y(z) = X.V(2) +u(z)Y.V(z) <0 Vz#0.
En particulier,
si X(z) =0etz#£0 alors Y.V(z)<0. (6.6)

Maintenant, considérons le feedback suivant :

u(z) = f(z)u(z) — Y.V(z). (6.7)

Alors, V(e.s), la dérivée de V le long des trajectoires du systéme bouclé (6.5)(6.7), est
donnée par :

Vies)(2) = f(2)Veq)(2) — (Y-V(2))%(z) <0 Vaz 0. (6.8)

Nous allons montrer que V(e.s) est une fonction définie négative. En effet, si on note
’ensemble défini par

Q= {CB € IRn/ ‘./(6.5) = 0},
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alors

N={zeR"/f(z)=0}n{z € R"/Y.V(z) = 0},
donc
Qc{zeR"/X(z)=0}n{z € R*/Y.V(z) = 0},

et grace a (6.6) on a

{z € R"/X(z) = 0} N {z € R*/Y.V(z) = 0} = {0}.

Le lemme est ainsi démontré.

81
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6.4 Annexe D

Cette annexe est consacrée & la démonstration du Lemme 4.3, (voir page 45).

Preuve: Il s’agit de montrer que

flz,y) >0 pourtout (z,y) # (0,0). (6.9)

Pour cela, introduisons la fonction scalaire gy, paramétrée par A € R, définie par

g,\(y) = f(’\ay)'

Montrer (6.9) revient donc a prouver que gx(y) > 0 pour tout (A,y) # (0,0).

Il est clair que pour A = 0, go(y) = f(0,y) est strictement positive pour tout y ## 0.
Nous allons donc supposer dans la suite que A # 0.

Comme r > 1, la fonction gy est de classe C! et vérifie

lim = +00,
Him 9 (y)

le probléme revient a prouver que g admet des valeurs strictement positives sur
I’ensemble

E={yeR/g\(y) =0}

Un raisonnement simple montre que si y est élément non nul de E, alors y vérifie

b

r

7

)TN

|yl = (—e(y)
avec €(y) = sgn(y).
En calculant la valeur de gy en ces points, on obtient

rr

9a(y) = dIN|FT 4 6XT 4 A,
. by _r_ b, s
o d = (~e(y) )7 + ely)b(—<(y) )T,
compte tenu de I'inégalité
ad 2
p> 1

>
r—1°9% 41"
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et de I'inégalité

. b -
d<d=(1+r)=|7,
r
il vient que pour tout § , 8 > J,

() = fz,y) >0,

pour tout y € R.

La fonction f est ainsi définie positive. En posant, si nécessaire, 8 := B+1, on conclut
qu’elle est aussi propre.

Ceci termine la démonstration du lemme. Q
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6.5 Annexe E

Dans cette annexe, nous allons montrer le résultat suivant.

Lemme 6.2 Si le systéme & = f(z) est globalement asymptotiquement stable, alors, il
existe une fonction scalaire V de classe C*, propre, positive pour tout ||z, > M (M >
0) et qui vérifie:

Pour tout réel § > 0,

V(z) = (f(2),VV(2)) < —M pour tout ||z|| > 6. (6.10)

Preuve: Comme z = f(z) est globalement asymptotiquement stable, il est bien connu,
d’apres le théoréme inverse de Lyapunov, qu’il existe une fonction W de Lyapunov telle
que

(f(z),VW(z)) <0  Vz e R"— {0}. (6.11)

Nous allons commencer par montrer qu'’il existe une fonction scalaire A de classe C*
qui vérifie

h(W(2)) (f(2), VW(x)) < —M  pour |z > 6.

Notons par M,,m, (n > 1) les réels positifs tels que:

si n+6-1<W(z)<n+6 alors m, <|z|| < M,.

Soient ay,, B, les quantités positives suivantes

an=_min |(f(z), VW(z))|,

mn<|lz[}<Mn
et

M
Bn = sup — + 1.
1<i<n Q;

Si on note par k la fonction définie par
k(y) = Bnpoury €ln—1L,n] (n2>2),
alors k satisfait, par construction, a

si ||z|]| > 6 alors k(W(z))(f(z), VW (z)) < —M.
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On choisit comme fonction A, toute fonction de classe C* telle que
h(y) > k(y) pour touty > 6.

Finalement, si on prend comme fonction V la fonction définie par

V(z) = /0 " sy ds

comme % est une fonction scalaire positive, la fonction V ainsi définie est une fonction
de classe C*, propre et positive pour tout ||z||, > M, en plus, puisque

VV(z) = h(W(z))VW(z),

alors on a

V(z) =(VV(z),[())
= (W (2))VW (), f(2)),

par suite

V(z) = M(W(z)) (VW (), f(z)),
ce qui, d’apres (6.11), vérifie la condition (6.10).

Ceci termine la démonstration du lemme. a
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6.6 Annexe F

Le but de cette annexe est de démontrer le Lemme 5.1 (voir page 64)

Considérons le systeme suivant

{ﬁ:ﬂm

Zy = _Z2F‘2(Z)a

(6.12)

ou z = (z1,29) € R™ x R*™™ et F} et F, deux fonctions au moins de classe C'. On
suppose que [ vérifie F3(z) > a > 0.
Il s’agit de démontrer que si le systéme

z = F1(Z1,0), (613)

admet l'origine comme point d’équilibre globalement asymptotiquement stable, et sl
existe une fonction scalaire V' différentiable et propre qui vérifie

Vie1(2) S0 sur Q= {z€R"xR"™/|z| > o},
ou « est un constante positive.

Alors, 'origine est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le
systéme (6.12).

Pour cela, nous allons commencer par démontrer que le systéme suivant

{a:&@ﬂ@

22 = —2Zy,

(6.14)

ou F3(z) = L

Fy(z)
admet 'origine comme point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.

Puisque le systeme (6.13) est supposé étre globalement asymptotiquement stable 3
Porigine, alors, d’aprés le théoréme inversse de Lyapunov , il admet une fonction de
Lyapunov W de classe C°. En calculant la dérivée de W le long des trajectoires du
systeme suivant

2.1 = Fg(zl, O)Fl(zl, 0) 3 (615)
on obtient

W(G.ls)(zl) = F3(z1, O)W(G.IS)(Zl) .
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Il est clair que W(e_ls)(zl) < 0 pour tout z; # 0, par suite, le systéme (6.15) est globale-
ment asymptotiquement stable. D’autre part, la dérivée de V' le long des trajectoires
du systeme (6.14) est donnée par

‘7(6.14)(2) = Fs(z)v(e.n)(z)a

qui est négative sur Q. Le systéme (6.14) est bien un systéme triangulaire qui vérifie les
hypothéses du Théoreme 4.2 de [SS1], et donc, il est globalement asymptotiquement
stable a I’origine. Soit alors H, une fonction de Lyapunov associée & ce systéme. La
dérivée de H le long des trajectoires du systéme (6.12) est donnée par

H(e.n)(z) = Fz(z)H(e.m)(z)-
Comme F3(z) > 0 et H est de Lyapunov pour (6.14), on déduit que
H(6_12)(Z) <0 Vz ;é 0.

Par conséquent, le systeme (6.12) admet [’origine comme point d’équilibre globalement
asymptotiquement stable.

Ceci termine la démonstration du lemme. |
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6.7 Annexe G
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CONTRIBUTION A LA STABILITE ET LA STABILISATION DE SYSTEMES NON LINEAIRES
Résumé

Cette thése est une contribution aux problémes de la stabilité au sens de Lagrange et de la stabilisation par
retour d’état des systémes non linéaires. Elle concerne essentiellement les systémes homogénes.

Un premier résultat concerne la stabilité au sens de Lagrange d’une classe de systémes quadratique tridi-
mensionnels. Plus précisement, on étudie les champs définis sur les cylindres.

Dans la deuxiéme partie de ce travail, nous présentons une condition nécessaire et suffisante pour la sta-
bilisation, par une loi de commande au moins continue, des systémes polynomiaux homogénes par rapport 3
une dilatation. Dans le cas d’une dilatation standard, nous proposons explicitement un feedback stabilisant
polynomial.

Finalement, les derniers types de résultats concernent le probléme de la stabilisation par feedback dynamique.
Nous donnons une nouvelle démonstration d’un résultat bien connu aansla théorie de la stabilisation dit
“lemme des intégrateurs”. Cette nouvelle approche permet de donner explicitement le feedback stabilisant pour
le systéme augmenté, dans des situations ou l’ancienne méthode montre seulement ’existence. De plus, le

feedback proposé est plus régulier.

Abstract

This theisis is a contribution to the problems of the stability in sens of Lagrange and the stabilization by
feedback law of nonlinear systems. It concerns mainly the homogeneous systems.

A first result concerns the stability in sens of Lagrange of a class of tridimensional quadratic systems. More
precisely, we study the class of vector fields on the cylinders.

In the second part of this work, we present a necessary and suffisante condition for the stabilization by
means of a continuous feedback of polynomial homogeneous system with respect to a dilation. In the case of a
standard dilation, we propose explicitely polynomial stabilizing feedback.

Finally, the least kind of results concerns the proplem of the stabilization by a dynamic feedback. We give
a new proof of a well-known result in the theory of stabilization called “Integrators lemma”. This new approch
permits to give explicitely the stabilizing feedback for the augumented system, in some situations when the

classical method shows only the existence. Moreover, the proposed feedback law is more smooth.



