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Introduction

Cette thèse est une contribution au problème de la stabilité au sens de Lagrange et Ia
stabilisation par retour d'état des systèmes non linéaires. Elle concerne essentiellement
les systèmes homogènes.

Un premier résultat concerne la stabilité au sens de Lagrange de systèmes du type

(  r :  Xçx1
{  . "  . r  _ ?  ( 1 . 1 )

[  " : ( * r , * r , r 3 ) "e  
IR3 .

où X est un champ de vecteurs quadratique homogène.

Il s'agit de caractériser I'ensemble des systèmes dont toutes les trajectoires sont
bornées pour un temps positif.

Dans ies années soixante et soixante dix, le problème de la stabilité au sens de
Lagrange des systèmes quadratiques plans a été entièrement résolu par des chercheurs
comme L. Markus [Mar] et T. Date [Da]. Depuis, concernant les systèmes quadratiques
tridimensionnels, aucun résultat significatif n'a été obtenu.

L'étude proposée dans ce travail traite d'une classe de systèmes de Ia forme (1.1)
définie par une contrainte. Plus précisement, on va s'intéresser à des champs admettant
Ia fonction r2r+ x2, comme intégrale première. Ce sont donc des champs sur le cylindre.
La motivation est due, entre autre, au fait que les équations d'Euler, décrivant la vitesse
angulaire d'un corps rigide en rotation par rapport à un point fixe, font partie de cette
classe. Il est montré que, d'une façon générale, comrne c'est le cas dans lR2, le système
est instable: on montre que la classe des systèmes stables forme un ensemble de mesure
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nulle dans la classe des systèmes quadratiques considérée. Dans le cas où le système
est montré être stable, des intégrales premières sont alors proposées.

Ce résultat concerne les systèmes sans contrôle. Il représente donc un résultat
sur les équations différentielles ordinaires. Le reste des résultats obtenus, est dans le
domaine de la stabilisation des systèmes non linéaires par retour d'état régulier.

Nous nous intéressons tout d'abord à des systèmes du type

æ: X(x) +iu;Y;(æ) ,
; - 1

(  1 .2 )

avec  X ( r )  :  a (æ)01ôr1  e tY ( " ) :  Ô l0 r ;  ( i : 2 . . . n ) .  Or l  a  :  IR '  - - - - - -+  IR  es t  un
polynôme homogène par rapport à une dilatation.

Cette classe de systèmes a été étudiée par de nombreux chercheuls (cf. les travaux
de A. Bacciott i ,  J.M. Coron, W.P. Dayawansa, H. Hermes, M. Kawski, C.F. Martin,
etc). L'intérêt est dû au fait que, d'une part, ces systèmes représentent, de par leurs
propriétés, une première généralisation des systèmes linéaires. D'autre part, certains
systèmes issus de situations pratiques sont homogènes.

Notre but est de proposer une condition nécessaire et suffisante pour la stabilisabilité
des systèmes homogènes par rapport à une dilatation.
Dans le cas où le système (1.2) est homogène au sens standard, nous proposons un
feedback stabilisant explicite qui est polynomial.
Dans le cas d'une dilatation quelconque, nous considérons Ie cas des systèmes plans
et nous proposons une loi de commande au moins continue qui rend I'origine un point
d'équilibre globalement asymptotiquement stable.

Par rapport à la littérature, notre résultat est plus général dans le sens où la di-
latation est quelconque. Des exemples de la littérature sont étudiés différemment pour
proposer des lois de commande plus régulières ou pour obtenir des résultats globaux.

Enfin, Ies derniers types de résultats concernent le problème de la stabilisation par
feedback dynamique. Il s'agit de stabiliser des systèmes de Ia forme



i :  f  @'a)
u:u
r € lR " ,U€RP,

(1 .3 )

quand le système réduit

i  :  f  (x ,u)

r € lR " ,u€ lRP ,
(1 .4 )

est stabilisable.

Il y a maintenant une littérature abondante sur le sujet (cf. les travaux de C.
Byrnes, J.M. Coron, A. Isidori,  P.V. Kokotovic, L. Praly, P. Siebert, E.D. Sontag, H.J.
Sussman. etc).

Nous proposons une nouvelle démonstration d'un résultat bien connu dans la théorie
de la stabilisation, dit "lemme des intégrateurs". Le but de cette nouvelle démonstration
est double. Tout d'abord, on va supposer que -f est seulement de classe Cl, dans ce cas,
la démonstration classique, basée sur une technique d'élimination, fournit seulement un
feedback continu. Ici, il est montré qu'on peut choisir un feedback au moins de classe
Cl. D'autre part, notre approche permet de donner explicitement le feedback, dans
des situations où I'ancienne méthode montre seulement I'existence. Deux cas seront
étudiés. Dans le cas où la zéro dynamique est un systèrne homogène, nous proposons
un feedback stabilisant et explicite qui ne dépend de la connaissance d'aucune fonction
de Lyapunov. La motivation est due au fait que Ia stabilité asymptotique d'un système
homogène peut être prouvée par I'utilisation du théorème de Coleman. Une autre situ-
ation concerne Ie cas orf I'on connait une fonction propre ( pas forcément définie ) dont
la dérivée le long des trajectoires du système zéro dynamique est négative à I'extérier-rr
d'un compact.

Comme corollaire de cette nouvelle démonstration, il est montré que la stabilisation
statique d'un système analytique par un feedback analytique, implique sa stabilisation
dynamique par un feedback analytique.
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Ce travail est organisé de la façon suivante:

La prêmière partie, contient un rappel de quelquês définitions de base, ainsi que
certains résultats de la théorie de la stabilité et la stabilisabilité des systèmes non
linéaires.
Dans la deuxième partie, nous présentons la classe des systèmes quadratiques étudiée,
et nous démontrons nos résultats les concernant.
La troisième partie est consacrée à la stabilisation des systèmes homogènes par retour
d'état régulier.
La dernière partie traite le problème de la stabilisation des systèmes avec intégrateurs.
Finalement, à la fin de ce travail, un certain nombre d'annexes contenant des démonstrations
auxiliaires sont proposées.

L'essentiel de ce travail, a été traité dans [IJO], UO1],UO2l, [J03] et [J04].
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Généralités

2.L Introduction

Ce chapitre est consacré à des rappels de définitions et de résultats sur la stabilité
et la stabilisation des systèmes non linéaires. On y trouve les définitions de Ia fonction
de Lyapunov, le principe d'invariance de LaSalle et Ie théorème de Kurzweil. Nous
rappelons aussi les conditions nécessaires de Brockett pour la stabilisation, ainsi que
ies récentes améliorations apportées, dans cette direction par J.M Coron. Enfin, la
dernière partie de ce chapitre concerne les systèmes homogènes, nous rappelons les
différentes définitions de I'homogénéité, ainsi que le théorème de C. Coleman.

Nous rappelerons essentiellement les résultats qui sont pertinents par rapport à
la suite de ce travail. Ainsi, nous ne citerons pas tout les travaux importants de la
théorie de la stabilisation qui ne relèvent pas de notre problématique. Par exemple,
Ies résultats de Z. Artstein, E.D. Sontag et J. Tsinias concernant la stabilisation par
feedback régulier sauf peut être à I'origine, ceux de Jurdjevic-Quinn à propos des
systèmes à dérive dissipative ainsi que les différentes améliorations apportées à ce sujet,
Ies travaux de Chabour-Sallet-Vivalda sur les systèmes bilinéaires ou encore ceux de
Praly-Teel sur la semi-globale stabilisation.

Pour la clarté de la lecture, des exemples significatifs sont proposés.

2.2 Théorie de Lyapunov-LaSalle

Considérons le système différentiel

I 
r: xçxy

[  "  
e IR",X(rs)  :  g,

où X est un champ de vecteurs au moins continu.

(2.r)
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2.2.L Définit ions

Définitiôn 1 Un point t6 est dit stable au sens de Lgapunoa, si pour tout uoisinage
V de rs dans R" tI eù,ste un aoisinage U de xo tel que toutes les trajectoires partantes
d 'un point  quelconque deU à l ' ins tant  t :0 ,  restent  dansV pour  tout ,  >  0.
Autrement dit :

Ve >0,  lo )0 ,  te lque l læ-ro l l  <a+ Vt>0,  l l x r ( * ) - ro l l  < . .

Définition 2 On di,ra que rs est attractif, s'il eriste un aoisinagell de rs, tel que pour
tout æ dansU, Xr(*) eriste Vt > 0 ,r, I lL Xr(*) - rg.

rs seï'a dit globalernent attractif , si, on peut prendre U : R" .

Il est à noter que la stabilité au sens Lyapunov d'un point d'équilibre n'implique pas
forcément son attractivité. Inversement, on trouve dans [Ha] (voir p.191) un exemple
de système qui admet un point attractif mais non stable au sens de Lyapunov.

Définition 3 On dit que ts est un point d'équilibre asgmptotiquement stable, s'il est
stable et attractif,

rs e.st globalement asyrnptotiquernent stable s'il est stable et globalement attractif.

On remarque que pour montrer qu'un point d'équilibre admette une des pro-
priétés ci-dessus, en utilisant les définitions, on doit résoudre explicitement Ie système
différentiel (2.1) , ce quiest, en général, très difficile voire impossible. En fait, on utilise
Ie théorème suivant dû à Lyapunov.

2.2.2 Fonctions de Lyapunov

Théorème2.L S' i l  eriste une fonctionV :1,{ , lR, cont' inue sur un uoisinagel, l  cle
q et d,ifférentiable sur U - {ro} telle que :

( " )  V (26 )  : g  e t  V ( * )>0  s i z l *o ,

(b )  Vç r1 :  X .V (x )  <  0  Y r  €1 , t ,
aaec

x.v (x) : ftr(xf,l) l,=o 
: (Vrz(r), x(*)).
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alors rs est un point d'équilibre stable pour le système (2.1).
Si de.plus la fonction V est telle que

( " )  V ( * )  . 0  Vz  €U -  { r s } ,

alors xs est un point d'équilibre asymptotiquernent stable.

Enfi.n, lorsqu'on peut prendreU:Rn, et siV est propre ( i .e. l ' image réciproque d'un
compact de IR+ est un cornpact deR"), alors rs est un point d'équilibre globalement
asyrnptotiquement stable pour (2. I ).

Définit ion 4 Une jonctionV quisatisfait(a) et(b) esf appeléefonctiondeLyapunou

faible pour (2.1) en æs. Si, en plus (c) esf uérifiée, alorsV est dite fonction d.e Lyapunou
stricte pour (2.1) en æs.

On a aussi le théorème suivant dû à Kurzweil (voir aussi Massera [Mas] et Ztbov [2"]),
dit le théorème inverse de Lyapunov.

Théorème2.2 Si xs est un poi,nt d'équili,bre asyrnptotiquement stable, alors (2.1)
adrnet une fonction de Lyapunoa de classe C* dans un aoisinage de 16.

Dans le cas où Ie champ X est homogène et de classe Cl, il est montré dans [Ha]
(voir aussi [Ka2] et [Zu]) qu'on peut choisir la fonction de Lyapunov V homogène et
aussi régulière que I'on veut (mais pas forcément de classe C'"). L. Rosier, dans [Ro],
a fait une extention de ce résultat pour un champ de vecteurs quasi-homogène qui est
seulement continu.

2.2.3 Principe d'invariance de LaSalle

Pour montrer la stabilité asymptotique d'un point d'équilibre, I'expérience montre
qu'en général, il n'est pas facile de trouver une fonction de Lyapunov stricte. Cepen-
dant, si I'on dispose d'une fonction de Lyapunov faible pour le système, le théorèrne
suivant permet alors de conclure.

Théorème 2.3 (Principe d'invariance de LaSalle [LL])
Si le systèrne (2.1) adrnet €TL rs une fonction de Lyapunou faibleV, au mo'i,ns de classe
Cr . Alors, toutes les trajectoires bornées pour t > 0 tendent aers M, Ie plus grand
ensernble inaariant par X et contenu dans

E: {r € IR" I  X.V(æ) - 0i .

Dans la suite, M est appelé , ensernble de LaSalIe.
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Si V est en plus propre, alors, toutes les trajectoires sont bornées pour t ) 0
et donc; toutes les trajectoires tendent vers M. Dans ce cas, pour montrer que le
point d'équilibre lc6 est globalement asymptotiquement stable, il suffit d'établir que
M :  { *o } .

Remarque I Notez que, comrne dans Ia théorie moderne de la stabilité, on ua suï)-
poser, d'une rnanière générale, que Ie ch,amp de aecteurs X est seulenent continu. Ce
qui assure l'existence, mais pas forcément I'unicité, des solutions.

Dans la suite de ce travail, on prendra 16 l'origine de IR".
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2.3 Stabilisation

2.3.L Définitions

Considérons le svstème contrôlé suivant

L1

(2.2)

où X : IR' x ]R- ---+ IR" est un champ de vecteurs au moins de classe Cr, a,vec
X(0,0)  :  0 ,  u , :  (ur ,  . . . ,u*) r  ( "  dés igne Ie  t ransposé)  représente le  contrô le  (on
utilisera aussi les termes de feedback et loi de commande).

Le système (2.2) sera dit affine en le contrôle si le champ X est de Ia forme

X (r ,u)  :  T@) +ign(*)un,
z = l

où / est un champ de vecteurs appelé la dérive et g;(i - 1,. .. , rn) les champs contrôlés.

Définition 5 Le système (2.2) est dit stabilisable (par feedback statique), s'i.l eri.ste
une loi de cornmande u: u(r), au moins continue, uérif i ,ant u(0) : 0, tel le que le
sYs tème bouc lé  

r :  x ( r , u (x ) ) ,

admet I'origine cornrne point d'équilibre globalement asymptotiquentent stable.

Définition 6 On dira que (2.2) est stabilisable po,r un feedback dynamique s'il eùste
un entier p < n tel que le système

(  ù :X (x ,u )

\  ù :u  ( 2 .3 )

I  r € ]R " ;  y , u€ lRP  e t  ueWn,

où (x,y) désigne I 'état et (u,u) Ie contrôle.

est stabilisable.

Enfin, on dira que le systèrne (2.2) est stabilisable par ajout d'intégrateurs lorsqu'on
prend, dans (2.3)t u : A.

t*:x(r,u)
I "aR' ,u€R-,
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2.3.2 Des conditions nécessaires de stabilisation

Le théorème suivant dû à Brockett donne des conditions nécessaires de stabilisation
par feedback de classe Cl.

Théorème 2.4 (tBrl)
Si le système (2.2) admet un feedback stabilisateur de classe CL dans un ao,isinage d,e
l'origine, alors:

(i) Le système linéarisé n'adrnet pas de modes incontrôlables associés à des ualeurs
propres stricternent positiaes.

0i) n existe un aoisinage N de (0,0) tel que pour tout ( e. N, il e:riste un contrôle
uq( . )  déf in i  sur l } , - tæl  qu i  rarnène le  système de l 'é ta t  r :  {  ent :0  à l ,é tat  r :0
en t: *æ. En d'autres terrnes, si r(t) est une solution d,e i  :  X(x,uq) aérif ,ant
c(0)  :  (  a tors , I ïL  x( t )  :  g .

(iii) L'application
'y : [/ x ]R- ----- IR'

( * ,u )  + - -+  X (æ,u ) ,

est surjectiue sur un aoisinage de l'origine de R" .

Comme le montre I'exemple suivant, proposé par M. Kawski, la condition (i) n'est
plus nécessaire si on se contente d'un feedback seulement continu :

Exemple t ([KaSJ)
Le systèrne différentiel

u(t) : - l , r**r+T*ï_ * i .

Dans son livre (cf. [So2]), E.D. Sontag montre que (ii) est une condition nécessaire
de stabilisabilité, même si la régularité du feedback souhaitée est seulement la conti-
nuité. Le théorème suivant, dû à J.M. Coron, fournit une condition nécessaire pour la
stabilisabilité par feedback continu, qui est plus fine que (ii).

(  * ' : u
I

|  * ' : r r -13

I  r :  (*r ,*r) ,  € R,,

ne aérifie pas la condi,tion (i), cependant, il est stabilisable par la loi de comrnande
cont'inue défi,nie par
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Théorème 2.5 ([Co1])
Si'.le système (2.2) est asymptotiquernent stabilisable par un feedbaclc dynamique,

stationnaire et continu alors, pour (. ) 0 assez petit,

X*(o"a(( r ,  u) ;  lu  |  +  l " l  <  e,  X(r , " )  +  0))  :  cn- t  (R"  -  0) ( :  %),  (2 .4)

où on-1(A) désigne le groupe d'homotopie stable d,'ordre n - 1 de A.

(Pour plus de détai ls, voir [Co1] )

L'exemple suivant illustre I'apport de ce résultat et montre aussi que les conditions
de Brockett ne sont pas suffisantes, même pour la stabilisation par feedback continu.

Exemple z ([Co1])

- ae)2rz

-  3(r t  -  *")*3 (2 .5 )

Ce système, malgré qu'i,l satisfait les conditions de Brockett, n'est pas stabilisable
par" un feedback continu. En effet, dans ICoI] (aoir Proposition.6), il est montré que
le système (2.5) ne aérifie ytas la condition (2./,).

Notons que la condition (iii) est également nécessaire à I'existence d'un feedback
stabilisateur qui soit continu.

Quand il est possible de montrer qu'un système n'est pas stabilisable par un feed-
back continu, des chercheurs se sont posé Ie problème de la stabilisation par une loi de
commande discontinue ou instationnaire.

Le système suivant
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(2.6)

proposé par R.W. Brockett, représente un exemple de système qui n'est pas stabilisable
par feedback continu. Cependant, C. Samson [Sa] a montré qu'il est stabilisable paï
une loi de commande instationnaire de classe C* qui est 2z--périodique. Il y a aussi
d'autres résultats très intéressants concernant ce type de stabilisation. Par exemple,
J.M. Coron et L. Rosier ont établi Ie théorème suivant
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Théorème 2.6 (tCRl)
Si le.çAstèrne ù: f (*,u) est stabili,sable par feedback discontinu, alors i,l est stabil-

isable par'une loi de commande régulière instationnaire.
Si en plus f est ffine en contrôle, alors le feedback peut être choisi stationnaire et
cont'inu.

Considérons Ie système analytique suivant

(2 .7 )

avec r € IR2 et /(0) : 0.

Le théorème suivant proposé dans [DMK], donne une condition nécessaire et suff-
isante pour la stabilisation locale par feedback continu du système (2.7).

Théorème 2.7 ([DMI(])
Le système (2-7) est localernent asymptotiquement stabilisable par feedback continu,

s i  e t  seulernent  s i ,  pour tout  e  )  0 ,  i l  er is te  p € -8"(0)n]R. I  e tq€.  B"(0)n lR1 te ls  que
f (p )<0e t l ( q )  >0 .

D'un autre côté, M. Kawski a montré, dans [Ka3], que si Ie système (2-T) est
commandable localement en "temps petit", alors il est stabilisable par feedback continu.

t  "- 
f(ær'rz)

l":,,,



2.4. Stabilité au sens de Lagrange

(2.8)

est d,it stable o.u sens de Lagrange, si pour tout æs € R", il existe un réel positif M(r6),
tel que

l l &(ro) ll< M(ro) pour tout t > 0.
Autrernent dit, toutes les trajectoires sont bornées.

Remarque 2 Comme le rnontrent les eremples suiuants, un systèrne peut être stable
au sens de Lyapunoa (resp. au sens de Lagrange) , sans qu'il le soit au sens de Lagrange
(resp. au sens de Lyapunoa) f,gure 1.a. (resp. fi,gure 1.b).

1 ô

2.4 Stabilité au sens de Lagrange

Définition 7 Le système d,ifférentiel

I ,tq: x@(t))
l re  IR" ,

Figure 1
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systèrnes hornogènes

Etan t  donné  des  en t i e rs  na tu re l s  r t r . . .  ) rn  o .nec  r ;  )  l ,  i  :  1 , . . . , n .
dilatations est une fonction

2.5 Les

Définit ion 8
Une farnille d,e

A : IR x IR" --+ IR'
( ) ,  r )  r - - -+ (À ' t  t r t .  .  .  ,  À ' . rn) .

Une fonction Q : IR' -- IR est dite hornogène de degré lc par rapport à Ia dilatation
L,  Qu'on note auss i  par  ( r r , . .  . , rnrk) -homogène,  s i  e t  seulement  s i

O o A l : À È O , (2.e)
pourtout z € IR" el À € IR.

La définition classique d'une fonction homogène correspond au cas où 11 : ... :
rn : I. Dans ce cas, on dit qu'il s'agit d'une dilatation standard.

Dans la littérature, on trouve aussi d'autres définitions de I'homogénéités. Par exemple,
si dans la définition 8, on suppose que (2.9) est vérifiée seulement pour À € R+, alors,
on parle de fonctions positivement homogènes. Si en plus r; € IR, on dit alors que la
fonction O est quasi-homogène.

Remarque 3 Si on note par H^ I 'ensemble des fonctions (r1,. .  .  ,r, ,m)-hornogène,
on peut facilement rnontrer que

H^.Hr Ç H*+r.

D'autre part, il est facile de prouuer que, concernant les foncti,ons polynomiales, on
peut toujour's se ran"ùener à la situation où le pgcd(r1, . . . , r,r) : l.

La propriété suivante, qu'on utilisera dans le chapitre 4, concerne les fonctions
homogènes dans le plan.

Proposit ion 2.1 Soit P une fonction polynomiale (ry,r2,k)-homogène. Supposons
que P s'annule en un point (co, yo) . Alors, P s'annule sur Ia courbe f("0, yo) d'équation
r ' 2  *bA" :0  oùb :  -+ ,  s i y s l 0 .  S iUo -  0 ,  a l o r sp  s ,annu le  su r l a  d , r o i . t e
d 'équat ion A :0 .
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"r.rr.:", 
Voir Annexe A.

Considérons Ie svstème différentiel suivant:

(  * :  f (*)
{  "_ .  (2 .10)
I z e IR3,

où / est un champ de vecteurs homogène de degré impair k.

En uti l isant le changement de variable U: + et en posant r :  l l" l l  ( t*-t (t)dt: dr),
i lui l

on obtient un système défini sur la sphère unité 52 par:

t tt: T@) - u@),a)a
I v..9',

(2.rr)

Le théorème suivant dû à C. Coleman, représente un résultat classique pour prouver
la stabilité asymptotique des systèmes homogènes.

Théorème 2.8 (tC"U)
Supposons que les deur conditions suiaantes sont uérifiées.

(t) (ffu),,y) < 0 en tout point d'équil ibre du système (2.11).

rT
( i i )  

J"  f f fu) ,A)d,  <0 pour  toute so lut ion pér iod iquey(r )  th t  systèm,e (2.11)  de pér iode

T .
Alors I'origine est un point d'équilibre asyrnptoti,quement stable pourle systèrne (2.10).

Récemment, une généralisation de ce résultat dans IR", a été proposée par M. Kawski.
dans [Ka2].

Nous avons aussi le résultat suivant dfi à W.P. Dayawansa, C.F. Martin et G.
Knowles, concernant le système contrôlé plan suivant

L7

(  * r :  f  ( * r , * " )
I

[  
àz : , '

avec f est une fonction de classe Cl, qui est homogène de degré À :

deux ent iers  nature ls  te ls  que q22p*I .

(2 .12)

#oùPetq
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Théorème 2.e ([DMK])
Le système (2.12) est, Iocalement stabilisable par un feedbaclc continu, si est seule-

rnent si I'une d,es deux conditions suiuantes est uérifr,ée:

(i) q est impair et il esiste o e IR] tel que /(o) < 0.

( i i)  q est pair et i l  eriste a,be R?* tets que f(a)f(ô) < 0.

Dans ces deux cas, il eùste une loi de comrnande analytique qui stabilise le sgstème
globalement.



3

Stabilité au sens de Lagrange
d'une classe de systèmes

quadratiques tridimensionnels

3.1 Introduction et motivation

Soit le système différentiel

|  æ:  Xçr \

\ re lR3 ,
(3 .1 )

avec X: (Çt, Q", Qùr où Q;Q - 1 . . . 3) sont des polynômes quadratiques homogènes
dans IR3.

Le problème de la stabilité au sens de Lagrange du système (3.1) revient à caractériser
les systèmes de ce type pour lesquels toutes les trajectoires sont bornées.

Actuellement dans la littérature, il existe des classifications des champs quadra-
tiques homogènes dans IR2 desquels on peut déduire les classes des systèmes stables:
une classification algébrique par L. Markus [Mar], et une autre géometrique par T. Date
[D"]. Notons aussi qu'un certain nombre de papiers a été consacré à la classification
des champs quadratiques dans IR2, (cf. les travaux de W.A. Coppel [Cop], T. Date et
M. Iri [DI]' R.J. Dickson et L.M. Perker [DP]). Concernant les systèmes quadratiques
dans IR3, à notre connaissance, aucun résultat significatif n'a été établi.

Dans ce travail, on va s'intéresser à la situation où le système (3.1) vérifie Ia condi-
tion suivante :

z rO r (u )  +  r 2Q2( r )=0 .

Il s'agit donc, de champs de vecteurs sur les cylindres.

19

(3 .2)
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Cette étude a été motivée, entre autre, par le fait que les équations
Ies équations de la vitesse angulaire d'un corps rigide par rapporr

d'Euler décrivant
à un point fixe,

vérifient la condition (3.2).

Sous la condit ion (3.2),I 'étude de la stabil i té du
I'un des deux svstèmes suivants:

système (3.1) revient à celle de

- ,.t lJ,2

-  - t "

:  Q@),

:  r2 l ï

-  - r t rs

:Q@),
avec

Q@) : hr? + gzrrtz * q3æ1r3I qa*z * qsr2t4 * qex3.

En effet, il suffit de remarquer que la condition (3.2) entraine que

Qt@) :  æ2(ar1 l  br2 + cr3)

{ : ,

{ ï ' ,

(3.3 )

(3.4)

et

où a, ô et c sont des

Les changements de
vec teu rsX (avec la

(3 .5 )

Qr@) :  - r r (ar t  I  brz  *  crs)  ,

réels.

coordonnées linéaires qui permettent alors de mettre le champ de
contrainte (3.2)) sous la forme (3.3) ou (3.4) sont lespectivement

I  r t  :aq {b r2

1  
* ,  , :  -bx1 !  a r2

(  2 3  l :  2 3 ,

dans le  cas où c :0.  e t

f 1  i :  1 , 1

1 2  i :  f 2

t3  t :  a r t  *  b r2  !  c r3 ,

s i  c  10 .

Notons enfin que la condit ion (3.2) implique, en part icul ier, que (rr(t)),ro et (22(l))rro
sont bornés. Donc, prouver la stabilité du système (3.1)(3.2) revient à- ét.blir q"" 

-

(rr(t)),>o est borné .



3.2. Etude d'un cas critique

3.2 - Ét,rae d.'un cas critique

Concernant Ie système (3.3), on a le résultat suivant.

Proposit ion 3.1 Le système (3.3) esl stable si et seulernent si

qï+q?tqâ:o .  (36)

Preuve: La condition (3.6) est nécessaire. En effet, supposons (3.6) n'est pas vérifiée,
alors, en prenant comme condition initiale:

-  t t ( 0 )  : 0 ,  r2 (0 )  : 0 ,  e t  r3 (0 )  :  q6s i  q6 f  0 ,
-  z r (0 )  : 0 ,  / 2 (0 )  :  Qs ,  e t  r s (O)  >  l qo l  r i  Qa :0  e t
-  r r (0 )  :  0 ,  f 2 (0 )  -  Ça  s i  Qa :0 ,  gs :0  e t  qa  f  0 ,

on obtient dans chaque cas un ensemble (rr(t)),>o

Dans la suite de la démonstration on supposera
Après la transformation linéaire suivante:

21

qs  10 ,

qui est non borné.

que la condition (3.6) est vérifiée.

(  t 1 : : * 1

I
1  

12 : :  12

I  z3  : :  xs  t  a r1  I  0 * r ,

où o : uq: 
. lz et p - q"q:!!'.

qâ+r  qâ+r

le système (3.3) devient

f  
r r :  x txz

1 
ù'z: -r?

I  rs  :  QsTtrs .

Un raisonnement simple montre que

r3( t )  :  r3(0)eq '  f ,  c1(s)ds 
.

Pour prouver que r3(t) est bornée pour tout t Z O

I'intégrale définie par I(t) : 
lo' 

*r(")ds est bornée pour

Le plan défini par

(3 .7 )

il suffit alors de montrer que

tout t ) 0.

P  :  { x :  (æ,  , r z , xs )T  €  IR3 /2 ,  :  91
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étant un plan invariant, 11(l) garde donc un signe constant. Supposons eue lr1(0) < 0
(un raisonnement analogue peut être fait si rr(0) 2 0) alors rr(f) < 0 pour tout t ) 0.

Figure 2

Il est facile de voir qu'il existe fo ) 0, tel que r2(t) S rz(to) ( 0 pour. tout f 2 ls (voir
Figure 2). \ vient alors que

0 < r { t )æ2(ro)  < x{ t ) r2( t )  v t  >  to ,

par suite

f t .  1 t  1 t
l t r ( t o ) l / .  l r t ( " ) lO t  :  J ro r l ( s )12 ( l s )d "  3  

J , " r1 (s )22 (s )ds  
:  r J t )  -  r r ( r0 )  ,

et comme r1(t) est bornée, il s'en suit donc que 1(t) est bornée pour f à 0.

Ceci termine la démonstration de la Proposition 3.1.



Une condition nécessaire

3.3 LJne condition nécessaire

Nous allons maintenant étudier Ia stabilité du système (3.4). Il est facile de voir que
si q6 + 0, comme précédemment, pour une condition initiale bien choisie, le système
(3.4) n'est pas stable. De même on peut supposer, sans perte de généralité, que ez: 0.
En effet, dans le cas contraire, il suffit de considérer le changement de variables suivant

23

I 1

r2
r,3 i)() , : (

cos d sin d
-sinî cos d

00

& l

t 2

r3 )

(3 .8 )

(3 .10)

I

avec 0 € [0,2r].

Le système (3.4), compte tenu du fait que Ça:0, devient:

(3 e)

où f  (d)  :  (qq -  Çr)s in  20 *  qzcos20.

Comme f '(0) : -FQrl2): 92, i l  existe donc un réel ds € [0,22r] tel que F(do) : g.
Finalement avec le changement de variables défini ci-dessus oùr d : ds et en posant
qei  : :  l t ( i :1 , . . . ,5)  l 'é tude de la  s tab i l i té  du système (3.4)  rev ient  à  ce l le  du système
suivant

à t :  r z r z

rz :  - r t r s
. 2 1 ,
I z :  Q t r i  I  Ç3 rp3  *  Qsx '21 -  Qs . r2 t s .

Nous allons maintenant démontrer Ie résultat suivant:

Proposition 3.2 Une condition nécessaire pour la stabilité du systèrne (3.10) esf

h l q q - 0 . (3 .11)

Preuve: Supposons gue Çr + q4 + 0. Tout d'abord, remarquons que si q1 et Ça sont
du même signe, le système (3.10) n'est pas stable. En effet, de la troisième équation
de (3.10)  on t i re

fifr"fa * qsr2(t)- qsrr(t)) : qrxl(t)2 * qar2(t)2
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supposons Çr ) 0 et qa ) 0 (un raisonnement analogue peut être fait pour Ç1 ( 0 et
qa < 0).. Comme la condit ion (3.2) implique eue 11 (t) '  + *r(t) 'est une constante pour
tout  t  )  0 ,  a lors  pour  z1(0)2 + x2(0)2:1,  on obt ient

qtq( t )2  I  qaæ2(t )2 )  4 :  in f  (qr ,qù Vt  > 0,

et donc

rs(t) I  qzrz(t) - qsr{t) )_ Q } ct Vr > 0,

où c est une constante.

il s'en suit que 4(t) ---+ *oo quand I --+ *oo (voir Figure 3).

Figure 3

supposera gue eûe S 0. En effectuant le changement de variablesDans la suite on
suivant

Q q - Q t

2

{ii
:  f  COS0

:  r s i nd

- -8zz * r(qscos d - 93 sin d)

(3 .12)

avec q7
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prouver que le système (3.10) est instable, revient à montrer que I'ensemble (z(t)),;s,
où z("1) est solution du système suivant

(  i :o
I

\  0 : Qzz - r(q5 cos 0 - q"sin d) (8.13)

I  r : r2(coszo+qB),

Q r * Q a
aVeC Ç3 :  

j  .
Q r - Q s

est non borné.

On peut, sans perte de généralité, prendre r : 1, ce qui nous permet de se ramener
à l'étude du système plan suivant

( À
J 0 :  Qzz -(q5cos 0 -  qssinî)

l  r :  costo*qr .  
(3 '14)

Comme h et Qq sont de signes opposés, alors qz et q3 sont non nulles, en plus on a
lq ' l  < 1.

Dans la suite de la démonstration. nous allons utiliser le lemme suivant

Lemme 3.1 i l  existe une constante c ) 0 tel le que, pour tout z(0) ) c, si d(0) : g,
alors i l  eriste lr ) 0 qui aérif ,e ld(tt) l  :Ztr.

Preuve: Voir Annexe B.

Notez que, concernant le système (3.14), le phénomène d'explosion ne peut pas se
produire. En effet, d'après la deuxième équation de (3.la) nous avons

l " ( t )  -  r (0) l  < (1 + lqa l ) r  vr  > 0.

Maintenant, d'après (3.15) et la première équation de (3.14) on tire

(3 .15)

25

#l=lq, l(1,(0) l+ (1 + lq, l )r)  + lq, l+ lq, l  .

et donc

l l ( t )  -d(0) l  < l f  t  *  lq, l )r '+ |q;z(0) l  + lqul  + lqsl) ,  vr > 0.

Finalement, pour tout ts > 0, I 'ensemble ((d(t), z(t)))te 1o,ro, est borné.
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Supposons que q8 > 0 (un raisonnement similaire peut être fait dans le cas q3 < 0).
Soit k une constante positive, négative .i q* < 0 , su-ffisament grande (voir Figure 4)
vérifiant en particulier

Æ> sup(",$$F) . (3.16)
lÇeQzl

Figure 4

Posons d(0)  :0 .  De (3.14)  i l  v ient  que

I  d  ,  ^ .  I

;  * ( " ( t ) )  
:  - (cos(2ï ( t ) )  +  qs)(d *  ss cos 0( t )  -  q3 s in  0( t ) )  .  (3 .12)

Une intégration donne

l ^ - f t r r t t

)(" '(t) 
- 

"(0)) 
: er Jo' z(s)ds + Jr'  f  (g(s))ds ,

avec / la fonction définie par

f (y) : ! cos(2y)(Ç5 cos a - essin y),
Qz

t1 étant Ie plus petit réel positif tel que ld(tr)l :2tr et z(0) une constante suffisament
grande de sorte que z(t) > kVt € [0,t1].
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5 . 2 5

4 . 4 5

4 . 5

4  . 2 5

4

Figure 5

Compte tenu des deux inégalités suivantes

et
f tr  t ,

J, l /(d(s))lds < fr( la,l  + lq,l),
on déduit que

7

Uf"'ttr) 
- 

"(o)) 
)- trk ,

avec

i ' : "  lq" l+ lqt l,^ rc- -  
1*1 

- ,

qui, d'après (3.16), est une quantité strictement positive.

Comme le système (3.14) est 2zr'-périodique par rapport à d, (i.e. si Y désigne Ie champ
de vecteurs qui défini le système (3.1a) alors Y(22- *0,2):Y(0,,2) V(0,2) e IR2), on
peut, par une succession de raisonnements analogues (voir Figure 5 pour une illustration
géometrique ), extraire (1,),.x,1 une suite croissante de réels tels que

fo" ,(")dr 2 ktt ,

I
I
I
I

T
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lo ( t " ) l :  2nt r  er  | t " ' { t , )  
-  , , (o) )  >  t ,k  .

comme la quantit é 0(t) n'explose pJ^, ulo., la suite (t,,.),e nr est divergente, par
suite, (z(r"))"enr diverge aussi.

Ceci achève la démonstration de la Proposition 3.2.

Remarque 4 La Proposition 3.2 montre, qu'au sein de Ia classe des systèm.es quadra-
tiques considérée, I'ensemble des systèmes stables alr Eens de Lagrange, cornrne c'est le
cas dans Ft2, est un ensemble de rnesure nulle.



3.4. Une condition suffisante

3.4 IJne condition suffisante

Le but de ce paragraphe, est de fournir une condition suffisante pour la stabilité
du système (3.10). La démonstration est constructive, et propose en même temps des
intégrales premières pour le système considéré.

Dans la suite, on supposera que la condition (3.11) est satisfaite. Notons que les
cas particuliers où dans Ie système (3.10) on a Ç1(q3 + q?): 0, il est facile de vérifier
que la fonction définie par

V(r )  :  Qrr t rz  +I |qr r ,  I  qsrz  *  *u)2 ,

est une intégrale première qui, pour *r,lrbornées, vérifie

bliT- %(z) : +oo'

On en déduit que, dans ce cuùs, le système est stable.

Dans le reste de ce paragraphe, on supposera donc que q{q2s + q?) + 0 et on utilisera

la quantité défini par Çs - 
-ÇzQs 

.
Qr

Nous avons le résultat suivant:

Proposit ion 3.3 Si on a

lqrl : lqtl "t ao €l - oo, o{U[4, *-[ ,
alors le systèrne (3.10) est stable.

Preuve: Par le changement de variables suivant

(3 .18)

29

f *r t= nr(
l

I  
t ' ' :  nt(

I  z3 : : ca

on ramène l'étude de la stabilité de (3.

[ î ' :

\  
, , :

I  i t :

- 1  1  .- r t  -  - x z )
Qs Qs
11 _æz)
8z 8s

l.O11r.rr, à celle du système

r2ts

- r r r s  (3 .19 )

Qsx r ( r z  *  re ) .
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En remalQuant qu'une intégrale première du système suivant

I i ' :  -*"
I
I  i t :  Qs(xz*4 ) ,

(3 .20)

chercher W
la condition

est aussi intégrale première
une intégrale première pour
suivante

w'.(")

Le calcul de iV1,la dérivée de

pour le système (3.19). On est ramené à
le système (3.20) qui vérifie, pour u2 bornée,

,  l i -  W(* ) :  *oo .
l J t 3 l + O O

(3 .21)

Soit

P ( ) )  :  À ' - qnÀ+qn ,

le polynôme caractéristique associé au système linéaire (3.20), et )1 et Àz les racines
de P()). L'hypothèse (3.18) assure que À1 et )2 sont réelles dont, au moins, une est
positive. Supposons par exemple À1 ) Àz et Àr ) 0.

En vértu de l'égalité suivante

^2ù2(t) + t3(l) :  -Àzæs(t) t  qs(æz(t) + zs(r;;  ,

et en utilisant le fait gue Çg : Àr * À2, on obtient

^2r2(t) + t3(r) : Àt(Àzæz(t) + z3(r)) .

On en déduit que s'il existe un réel /o ) 0 tel que À2æ2(tg) * rs(to)

Àrxt ( t ) *  e3( t )  :  g  pour  tout  1  )  to ,

et donc (".(r)),>o est borné.

Dans la suite, on suppose que

alors

\2 r2 ( t )+q( t )+0  pour tou t  ,>0 .  (J .22)

On va distinguer deux cas. Si Àr I À2, on considère alors la fonction définie par

:  ( , \ 122  1 r . ) ^ '  (Àz rz  *  13 ) -Àz  .

Wlle long des trajectoires du système (3.20), donne
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wr@|,"u) :  - ru ( .1r21,1 rrz *rr)Àr-1()rc z *  r3)-^ '

+.qs(rz* rs) (.1r1.1r", * rr)rr-t1Àz,.z * rr)-^,

En factorisant l'expression précédente, on obtient

Wr(rr , * " )  :  ( \xz  *  r3)Àr- t  ( \zrz  *  ca)-Àz-r  (Ar* ,  *  13)( - )1 ' *u + qsÀt( rz+ 
"u))

*(À1c2 ! rs)(À22r2 - qsÀz(æz+ cr))) .

( 3 .23 )

Puisque )r,Àz sont les racines du polynôme caractéristique P, alors nous avons

-Àr"*"*  qgÀr (* ,  + *")  :  gs(À,zz+ (- l i  *  À1)r3)
Çs

:  Qs()1t2 *  ,ze)  ,

r 2
-Qs(Àzrz+eY*À2)23)

Qs
-Qs(À2t2  +  r : )  .

-  Àr2(Àrxr+ r . )À ' (Àzxz*  rs) - rz- t ;

-  À2(À112+ z3)À' (Àzæzf  re) - rz- t ;

et

r t
Àzoxs -qsÀz( rz1 r . )

En remplaçant dans I'expression (3.23), il vient que I,l4(22,23) : g. W1 est donc
constante sur les trajectoires du système (3.20). Comme la fonction W1 vérifie. pour
12 bornée, la condit ion (3.21), on conclut que I 'ensemble (23(t))rro est borné.

Maintenant si À1 : Àz (leur valeur commune est alors égale à 2). On considère Ia
fonction définie par

W" ( * ) :  (2xza  t r )  e (# " " )  .

Un raisonnement analogue montre que le calcul de iV2,la dérivée d,e W2le long des
trajectoires du système (3.20), donne

fur(*r ,ze)  :  0,
ce qui implique qlue W2 est constante sur les trajectoires du système (3.20). Bt puisque
W vérifr,e, pour æ2 bornée, la condition (3.21), alors (23(f)),ro est bornée.

Ceci termine la démonstration de la Proposition 3.3. !
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3.5

Dans
savoir:

Rernarque de conclusion

un article récent [OI], il est montré que les systèmes de Lotka-Volterra,

I  
f t  - -  æ1(Cæ21" r )

I ir: r2(Axsl tr)
(

I  
t '  :  4(Bq I * ')

[  
"  

:  ( r r , , * r , , r3)"  €  IR3,

a

où A, B et C des éléments de IR.

admettent des intégrales premières polynomiales irréductible de degré au plus égal à
6. Ici, la méthode utilisée dans la démonstration de la Proposition 3.3, nous permet
d'exhiber une suite de systèmes (S")">, stables au sens de Lagrange où chaque système
(.9") admet, en plus de I'intégrale première triviale définie par (3.2), une intégrale
première polynômiale irréductible de degré n.

Bn effet, on vérifie aisément que le polynôme de degré n

n  - )

w(*) -- (;; 'z * æs)((2 - n)q + '.)"-' ,

est une intégrale première pour le système suiva.nt

(  i ' :  r 2xs
I

I  
* r :  - r r r r  

(S" )
|  .  (n -2\2

I u't : ft* '(* '  + *s)'

Notons qu'on a aussi la stabilité an sens de Lyapunov. En effet, il suffit pour cela de
prendre comme fonction de Lyapunov faible pour le système (S,), la fonction % défini"
par

h(*) : r? + t ', + (#, + q)((z - n)t:, + x")'- ') '  .

Les cas qui n'ont pas été traités dans cette étude sont ceux où pour le système
(3.10), on a lq3l l lqt l  ou bien lqrl  :  lqrl  "t  Çs e]0,4[. Des simulations informatiques
(faites avec le logiciel Mathematica), laissent à penser que si lqsl I lqrl,le système
est instable (voir figures 6 et 7 dans Annexe G), et lorsque lerl : lqul "t 

ge €10,4[, le
système est stable.
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Stabilisation des systèmes
homogènes

4.L Introduction

Dans ce chapitre, on va s'intéresser au problème de la stabilisation globale cles
systèmes dont la dérive est un champ de vecteurs polynomial homogène.

Le problème de stabilisation des systèmes homogènes a fait I'objet de plusieurs
études qui ont donné des résultats intéressants. En général, ces résultats se basent sur
trois approches différentes.

La première, utilise le théorème de C. Coleman [Col]. L'idée de base est de trouver
une loi de commande homogène pour laquelle le système bouclé satisfait les conditions
du Théorème 2.8. Cette méthode a permis à des auteurs d'apporter des réponses à
certaines questions intéressantes (voir par exemple [DMS]). Malheureusement, cette
technique restreint le choix du feedback à la classe des fonctions homogènes. Or, comme
il est montré dans [Ro] et [Sp], il existe des systèmes homogènes, qui sont stabilisables
mais seulement avec un feedback non homogène.

La seconde approche, est basée sur une méthode d'approximation (voir par exemple
[HeZ]). Cette technique est très intéressante, malheureusement, elle n'assure que des
résultats locaux.

La troisième approche, est basée sur la théorie de Lyapunov-LaSalle. Cette méthode
représente une approche classique et la difftculté consiste à trouver une bonne fonction
de Lyapunov pour le champ bouclé. En fait, en général, la fonction de Lyapunov est
construite simultanément avec la loi de commande stabilisante.

En utilisant cette dernière technique, nous proposons dans le paragraphe suivant

33



34 4. Stabilisation des sysÉèmes homogènes

une condition nécessaire et suffisante pour la stabilisation des champs polynomiaux
homogènes dans IR', par feedback polynomial. Dans Ie troisième paragraphe de ce
chapitre, on trouvera une généralisation de ce résultat pour un champ de vecteurs plan
homogène par rapport à une dilatation quelconque.

II est à noter que dans ce travail, on ne va pas s'imposer la contrainte 11 1 12,
souvent présente lors de l'étude des systèmes homogènes par rapport à une dilatation
(voir par exemple [He3], [I{a2]).
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4.2 Cas dtune dilatation standard

Le but de cette section est de donner une nouvelle démonstration des résultats
concernant la stabilisation des systèmes polynomiaux homogènes obtenus dans [IV].
Par ailleurs, la condition nécessaire et suffisante que nous allons donner s'étend au cas
de la stabilisation par feedback continu des systèmes plans homogènes par rapport à
une dilatation quelconque.

Considérons le svstème suivant:

r :  x(r)  +iua\(r)  ,
i=2

avec  X ( r )  :  a (x )Ô l ïq  e I \ (æ) :  ô l f u t  ( i : 2 . . . n ) .  Où  a  :  IR '  - - - - -+  IR  es t  un
polynôme homogène .

Le théorème suivant concerne la stabilisation du système (4.1) dans le cas d'une
dilatation standard.

Théorème 4.L Si 11- 12 : . . . :  rn -- l ,  alors une condit ion nécessaire et sff isante
pour la stabilisation par feedback polynomi,al du système (/1.1) est:

I l  eùste À,  p  € R"- r  te ls  que a( I , ) )  <  0 et  a( - I ,p)  > 0. (H)

Preuve: Il est clair que si (f/) n'est pas vérifiée, alors pour une condition initiale telle
que  z1 (0 )  )  1  s i  a (1 ,À )  >  0  V  )  e  IR  ( resp  z1 (0 )  <  - t  s i  o ( - l , p )  <  0  Vp  e  IR ) ,
on vérifie aisément que, quelque soit la loi de commande considérée, l'origine n'est pas
attractif. Le système n'est donc pas stabilisable.

Supposons maintenant que (I1) est satisfaite. On peut, sans perte de généralité, se
ramener au cas où

À  :  (À r ,  0 ,  . . ,  0 )  e t  F  :  (F r , , 0 ,  . . ,  0 ) .
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( 4 .1 )

(4.2)

En effet, si (a.2) n'est pas vérifiée, il suffit de considérer le changement de variables
défini par:

X t :  r t

X ;  :  r ; -  À ; r r t  p o u r  i  e  { 2 , . . . , n } ,
(4 .3)

{

dans le cas où À: -F.

et



[ * ,

) 
*0"

l:
- r t

_ f i o

, À;-r * lt ' ;-r r \- ri - À;-rrr - 
ffi(r;o 

- );o-rxr) pour i e

ie est tel que ÀU-, I -1rio-rt

4. Stabilisation des systèmes homogènes

-  { i o } .

(4.4)

Il est à noter que, comme ce changement de variables est linéaire, le système obtenu
est encore homogène et, après un feedback préliminaire, il est toujours de la forme (4.1).

Nous -allons tout d'abord, démontrer le théorème dans le cas où n : 2.

Un raisonnement simple nous permet, en utilisant I'homogénéité du polynôme a
(cf. Proposit ion 2.1), d'écrire

a(r) : aæirio a{æ) lI (on" r * x2)';,
l1 i1n

avec c1(z)  )  0  pour  ï+0 et  a ; ( i  -  1 , . . . ,n)  des réels  non nuls  te ls  que o,  f  a i  pow
i  I  j  @nprendra s  :  0  s i  a(0,  rz)  #0 de même, s0 :  0  s i  a(21,0)  I  0) .

On peut, sans perte de généralité, supposer que so : 0. Il suffit pour cela de
considérer le changement de variables suivant

où c est un réel vérifiant c ) 1

Le polynôme a devient aiors

a(æ) :  aæia1(x) l I  (oor,  *  *r)" ,

I t1  , - r ,

\  r ,  , :  - c r 1 !  1 2 ,

i  supla;1.

(4.5)

(4.6)

(4.7)

lliSn

En utilisant, si nécessaire, un feedback préliminaire, l'étude de la stabilisation du
système (4.1) (4.5) se ramène à celle du système (4.1) (4.G).

Nous allons distinguer deux cas selon les valeurs des -s; (i : 1, . . . ,n).

Si tous les s; (i : 1, . . . ,n) sont pa,irs, alors d'après la condition (r1) nous avons
o ( 0 et s impair. Dans ce cas, on considère le feedback suivant

u 1 ( r )  :  - s r ,
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"t 
.ot:_tu fonction différentiable W1, définie positive et propre

w,,(r) _- 'rtrl + *rr) .

L'expression de IMr, Iudérivée de Wltl ,"", des trajectoires du système bouclé
(4.1)(4.7),, est donnée par

wr(*) : 
",rî+la,r(r) fI 

(oor, + r2)"i - r?2.
LSiSn

Comme a (  0 ,  s  impai r  e t  a{ r ) )  0  pour  tout  u  + 0, |Jest  c la i r  que

Wrç*)  <O Vr l0 .

Donc W1 est une fonction de Lyapunov stricte. Par conséquent, le système bouclé
(4.1)(4.7) admet I'origine comme point d'équilibre globalement asymptotiquement sta-
ble.

Supposons maintenant qu' i l  existe io € {1,.. . ,  n} tel eue s;o soit impair. On peut
sans perte de généralité, supposer que io = T.

Considérons dans ce cas le feedback suivant

u2(r) : -axia1(r)*Al fI (o,r, + r2)'; - ô!'tr,l.
-  

o x t  , . i 1 n  
L r  

ô r r \ *  
t '  ( 4 ' 8 )

AVCC

wr(*) :  I*?* -1-f ' r : rr  * ' r)" , t , .
Z '  ù l - r r

Il est clair que W2 est une fonction différentiable, définie positive et propre.

Le calcul de la dérivée de IMzle long des trajectoires du champ bouclé (4.1)(4.8), après
simplification, donne

Puisque

37

w,(*): #rO(",", 
- axial(x)#O, 

,L,@** ',,"') 
- (#Or)'

i[ vient que
#or: 

(otrt  + r2)" ' ,
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w,(*) : - (ryr"))' < o vr € rR2.
\ o r z '  /

Par suite Ie système (4.1X4.S) est stablel. Comme W2 est propre, toutes les trajectoires
du système bouclé sont bornées et donc, d'après le principe d'invariance de LaSalle,
tendent verc M le plus grand ensemble invariant par le champ bouclé, et contenu dans

E: {x  e t r . r l  Wr(* )  -  0} .

Pour montrer que le système bouclé (4.1X4.8) est globalement asymptotiquement sta-
ble, il suffit de prouver que M: {0}.

Soit â € M. Alors, â vérifie le système suivant

(  o t * ' * i 2 : g

j . ' il @pr t i2) : g, (4'9)
I zJ.<"

comme at  I  a ;pour  tout  i  e  {2r . . .  rn} ,donc â :  0  et  par  su i te  tu t  :  {0} .

Ceci termine la démonstrastion du théorème dans le cas n :2. Pour le cas n ) 2,
nous allons utiliser Ie lemme suivant, proposé dans [BIW], [IS] et [Ou1], concernant la
stabilisation du système avec intégrateur suivant.

(  à : f ( * 'Y)

\  ù :u  (4 .10)
I reR' ,2€ lR- .

Lemme 4.1 (IBIWJ [B] [ou[]).
Supposons que le système r : f (r,0) est gtrobalernent asymptotiquentent stable à

I'origine, et qu'on connait V, une fonction dé.finie positiae et propre, telle que:

XV(x )S0Vu€R' ,

et

{r  e lR" I  Xi .V(t) :  0,  i  € [ .1. ]  :  {0} ,
où  X( r ) :  f  (x , ,0 )  e t ,  X i .V( r )  :  X(X; - ty ) ,  V i  >  1 .

Alors, le système bouclé défini à partir d" (4.10) auec le feedback suiuant

(4 .11)

u ( * , y ) :  - 9 ( r , y )VV( t )  -  g ,

l .  Dans tout ce qui suit, on entend par stable, la stabil ité au sens de Lyapunov.

(4.r2)
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of n 
.":, 

défi,nie par

s@,ù: [ '#@,tu)d,t ,  (4.13)
Jo iJA'

adrnet l'or'igine con'Lrne point d'équilibre globalernent asymptoti,quement stable.

Comme, dans le système (4.1), la fonction o est polynomiale, g l'est aussi, et puisque
les fonctions W1,W2, sont des fonctions polynomiales qui vérifient (4.11), alors, en util-
isant le lemme ci-dessus, on déduit que le système (4.1), bouclé avec le feedback poly-
nomial (4.12), admet I'originecommepoint d'équilibreglobalement asymptotiquement
stable.

Ceci termine la démonstrastion du Théorème 4.1. n

La condition (f1) est plus générale que les conditions proposées dans [IV] ainsi que
celles du Théorème.2.9. En effet, dans le cas d'un système homogène par rapport à
une dilatation standard, toutes ces formulations coincident, mais, lorsqu'on considère
une dilatation quelconque, la conditio" (f1) reste une condition nécessaire et suffisante
(c'est I'objet du paragraphe suivant) alors que, comme le montre I'exemple suivant, Ies
conditions proposées dans [IV] et [DMK] ne sont plus suffisantes.

Exemple 3 Soit Ie système plan suiuant

I  r ' :xr-rZ

I t,: " '

39

(4 .14 )

Ici,  bien que le polynôme a(r): q- rZ change de signe, le système (4.r4) n'est pas
stabil isable. En effet, pour tout réel u,,a(-7ru): - l-u2 < 0, c'est àdire, lacondit ion
(,F/) n'est pas vérifiée.
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4.3 Cas général

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les systèmes plans de type (4.1) homogènes
par rapport à une dilatation quelconque.

Considérons le système

t  :  x( r )  *  uY(x) ,  (4 .15)

avec X(r )  :  a( r )ô l0qetY(x)  :  ô lôxz,où a(r )est  un polynôme ( r r , r r ,k) -homogène.

Le but est de donner une condition nécessaire et suffisante pour la stabilisation
globale du système (a.15) par un feedback au moins continu.

4.3.L Résultat principal

Le théorème suivant est une généralisation, dans le cas d'une dilatation quelconque,
du Théorème 4.1.

Théorèm e 4,2 Supposons que l'une des conditions suiuantes est satisfaite

(i) k est impair,

(ii) 11 est impair ou

(iii) 12 > L.
Alors une condition nécessaire et sffisante pour Ia stabilisation par feerlback au moins
cont inu de ( / .15)  est  :

I l  er is te  À,F € IR te i  que a(1, ) )  <  0 et  a( - t ,p)  > 0.  (H)

Avant de donner la démonstration du Théorème 4.2, nous allons faire quelques
remarques.

Dans le chapitre 2, nous avons montré que, comme o est un polynôme (r1 ,12,le)-
homogène, alors a peut se factoriser de la façon suivante

a(x) : o,xir"f a1(r) lI (ri, + bia,i')", f[ @î, * biri')", ,
l1i1n n+tSjStn

où a1 est un polynôme défini posit i f ,  s; ( i  :1,.. . ,n) des entiers impairs, si ( j  :
n  *  L , , . . . , r n )  des  en t i e rs  pa i r s  e t  b1  ( l  =  1 , . . . ,m)  des  rée l s  non  nu l s .

Posons
az(t):  

,*r I=-( 
r i"  + bit" t)" i  '
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a3(r): fI ("i, * b;rT,)",-t ,
11i1n

e t  a 4 :  4 r 4 r .

Il vient que

a(r) : axiæ",f a3(æ)"n(") lI @i" * b;æi,). (4.16)
r l i 1n

Notons que la fonction ca définie par aa(r) : at(æ)az(r) est positive, et elle vérifie la
condition suivante

aa(r r ,O)  :  O Ç=> s1 -  Q.  (4 .17)

Pour prouver la stabilisation de (4.15) nous allons d'abord montrer la stabilisation
du système

ù :  Xr(r)  *  uY(x) ,

avec X1(r) : a(r)Ôlôæ1, où a est donnée par

(4 .18)

a(æ) : aæ"ra"f aa(r) ll (ri' * b;xit).
1 ! i ( n

Puis, pour conclure à la stabilisation du système (4.15), on utilise le résultat du lemme
suivant.

Lemme 4.2 Supposons que le système suiuant t: f @)-lug(x) est stabilisable. alors,
pour toute fonction scalaire h continue, posit iae et qui uérif ie (h(r):0) :=+ (/(r) :
0), Ie système r : h(r)f(") + ug(r) est stabilisable.

Preuve: Voir Annexe C.

4.3.2 Dérnonstration du théorème principal.

Nous allons distinguer plusieurs cas. Dans chaque cas, nous proposerons une loi de
commande u - u(r) au moins continue, et une fonction V' de Lyapunov faible pour le
champ bouclé. Pour montrer que le système bouclé est globalement asymptotiquement
stable, il suffira alors d' établir que I'ensemble de LaSalle M est réduit à I'origine.

On va commencer par distinguer, selon la parité de ss, deux cas. Tout d'abord.
supposons eue ss est impair.

4T
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Considérons la loi de commande

u{x) : -ar\+r ar(") 
,II,(ri ' 

-t b;ri,) - *, , (4 .1e)

et posons

V1 (x ) : L *?+  
1  

"10 * '2 *1 '  
" o+ l * '

Il est clair que yl est différentiable, définie positive et propre. La dérivée de I Ie long
des trajectoires du système bouclé (4.1bX4.19) est donnée par

V ( * ) : - t ; o+ t  <0  Vz€ lR2 '

I/r est donc une fonction de Lyapunov faible pour le système bouclé (4.15)(4.1g).

On désigne par M1,le plus grand ensemble invariant par le champ bouclé, et contenu
dans

E1 : {æ eF'. ,  I  V(*) -  0}.

Un raisonnement simple montre q:ue Ml est défini par

M1 -  
{ r  e  R2 I  * ,  :  r ,1aa( t1,0)  :  0}  .

En vertu de I ' inégali té (4.I7) on obtient Mr: {0}- D'après le principe d' invariance
de LaSalle, le système bouclé admet I'origine comme point d'équilibr.e globalement
asymptot iquement stable.

Dans la suite de la démonstration, on suppose eue s6 est pair. Nous allons distinguer
plusieurs cas, selon la valeur de n et les signes des ô;.

â .  n :0 .

La fonction polynomiale o devient, dans ce cas,

a(x) : orxinf aa(t).

D'après la conditiotr (H), et puisque .ss est pair, on déduit que û ( 0 et que s esr
impair.

considérons alors la loi de commande u : u(æ) définie comme suit

ur(*): - 
_+- xi l ' (x1)aa(æ) - rïo(0(*r)* r io+t), (4.20)so t l
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où d : IR -+ lg+ est une fonction de classe C- tel que 0(y) : 0(-y) ) 0 pour tout y f 0,
d(0)  = 0 et  0 ' (y) :0  seulement  en a:0,  on suppose en p lus que f (9)  n  f (â , )  :  {0}
pour tout i  e {I, .  .  .  ,n} avec f(d) le graphe de la fonction g et

r (â i )  :  {@,h;(ù) ,y € IR et  h;(s) :  lb, l -1#tyt t#ut .

Un choix possible de la fonction d est le suivant

o(Y): [ " - "+ 
s iYlo

[  0  s inon ,

où c est une constante suffisament grande.

Nous allons montrer que ce feedback stabilise globalement le système (4.15). Pour
cela, introduisons la fonction I/2 définie par

11
v2(r) : 

i* i  + r@(rr) t r;o+rrz.

Il est clair que V2 est une fonction de classe C-, définie positive et propre. Le calcul
de la dérivée de 72 le long des trajectoires du système bouclé (4.15)(4.20) donne

Wç"1:  -g ' ( -c ,æi* 'on(" )  *  ( "o  + I ) r " , f  (0( r )+ ' ï * t ) r )  .

Comme a ( 0,, s impair et ss pair, alors

Vr(* )  <0 Vz € IR2.

Par suite, Ie système (4.15)(4.20) est stable.

Notons par M2le plus grand ensemble invariant par le champ bouclé, et contenu clans
I'ensemble E2 défini par

E2:  {x  eN l ' i t  ( r )  :  0 } .
Notre objectif est de montrer q:ue M2 est réduit à I'origine.

Un raisonnement simple montre qlue M2 Ç 1U -I où

I  :  { r  € iP tz l r i o :0  e t  æg ' ( x )aa (z )  : 0 } ,

et

J  :  { r  eF t2  f  rpa ( r )  : 0  e t  d ( r1 )  + *T* t  : 0  e t  x f i ' ( r 1 )an ( r )  -  0 i .

S i  u :  ( r r , r z )  €  l  a lo rs
rz :0  e t  x10 ' ( x1 )aa ( r )  :  Q ,
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par suite, en uti l isant (4.17), on déduit Çue u2 - zL:0. Donc /: {0}.

soit maidtenant *: (rr,rz) e J. r vérifre alors le système suivant

( xPa(t) :  g
. , . ^ r , ^ (4 .21 )
I  B(r t )  *  r io+ l  :  g .

Si 11 - 0, ladeuxièmeéquation de (4.2I) implique ever2:0. Supposons maintenant
eue u 1 I 0. Le système (4.2I) devient

(  aa ( t )  :  g
( , c ^ r l  

^ @ . 2 2 )
I  B(r t )  *  z lo+r :  g.

La première équation de (a.22) implique qu'il existe i dans {1, . . ., m} tel que

æi2 * b;rl. :0 . (4.23)

La deuxième équation de (a.22) donne

rz:  -0(rr)# .

En remplaçant dans (4.23) r,2 par sa valeur, on obtient

* î '  + ( -1)"  b;(0(æ)#) :  o.
Il s'en suit alors que

(d(z' ; ;Jh; :  (-1 )"+t Lt i ' '
' b ;

Finalement, comme la fonction d est positive,

0(x):  16ol-* l ' ,1 ' l - ,
ce qui contredit I'hypothèse faite sur Ia fonction d. L'ensemble J est donc réduit à
I'origine. Par suite Mz : {0}, ce qui, en appliquant le principe d'invariance de LaSalle,
permet de conclure que le système bouclé (4.15)(4.20) admet I'origine comme point
d'équilibre globalement asymptotiquement stable.

Le lemme suivant sera, souvent, utilisé dans le reste de la démonstration.

Lemme 4.3 Etant ilonné un réel b et d,es rationnels r, i tels que F 2 | etr ) 1.
Alors, pour tout entiers i, j etp uérif,ant

rf 2i
'  r - 1 -2 j+ t -  

- ' '



4,3. Cas général

"t Or:: tout réels 6, B suffisament grands, la fonction f définie par

f  @,a):  la l '  *  byl r l |  *  6r in *  0* ' ,  ,

est une fonction définie positiae et propre.

Preuve: Voir Annexe D.

Nous allons maintenant traiter le cas n + 0. Pour cela, nous distinguons deux cas
selon la parité de 11.

b. n > 0 et 11 impair .

Considérons dans ce cas la fonction 73 définie par

V3(n): =J-*i,*' + !*rri, + 6æ1, + p*?r,
r t t l  -  

\

(r t  + r)rz
aVeC qr : -.

T1

Il est clair que la fonction V3 est au moins de classe C', (polynomial si 11 : l), en
plus, V3 est définie positive et propre. En effet, nous avons

fi(r) 2 V"(r) Vu € IR2,

où % est définie par

- 1
W(*) : 

fi1*î,*' 
- llll*,1,' + 6xl, + p*?,,

qui, d'après le Lemme 4.3 et pour 6 , P et p suffisament grandes, est une fonction
définie positive et propre.

Considérons la loi de commande définie par

u"(*) : -br.,r"ræT"^@)#@) 
,i l ,@i' 

* b;ri ') - (br'*i '  * *i '). (4.24)

La dérivée de 7s le long des trajectoires du système bouclé (4.15)(4.24) est donnée par

W(*): -(ôi t" î '  +t i , ) ,  < 0 Vr e IR2.

45



46 4. Stabilisation des systèmes homogènes

Alors le système (4.15)(4.24) est stable. Si on note par Ms le plus grand ensemble
invariant-par le champ bouclé, et contenu dans

E3 :  { r  e  IR2  l \ ( r )  : 0 } .

Il vient que

Ms Ç{o e IR2 lh(* l  :  dv",(*)
t  , é \ * )  -  

d t  
-  0 ) .

Un raisonnement simple montre que si æ e Ms alors c vérifie

( *i' + blxi' - 0
)'f 'ïri' f[ @i, r b;ri'): Q,
|  21i,1m

t 
,i" * blri' : g

I zBr*7o-t + 6qr*l'-' + rrb;' *i'-r rz : o.

(4.25)

ou bien

(4.26)

Puisque h I bt pour i  - 2...Tn) on obtient que le système (4.25) admet comme unique
solution, la solution nulle. Il reste à montrer qu'il en est de même pour (4.26). De la
première équation de (a.26) on tire

rz: -6;rL *! .  e.2T)
Maintenant si on substitue cette valeur de 12 dans la seconde équation de (4.26) on
obtient

(4.28)

Puisque

2p - qr:2(p -'#7r,

on déduit que la quantité

t2'n-e' :  *" 'o-#7' '
est strictement positive pour tout c1 I 0. n s'en suit que pour 6 sufisament grande,
l'équation (4.28) admet rr :0 comme unique solution.
Le système $.26) donne alors 12 : 0, ce qui implique que I'ensemble JV13 est réduit à
I'origine- Le principe d'invariance de LaSalle nous permet alors de conclure que I'origine
est un point d'équilibre globalement asymptotiquement stable pour le système bouclé
(4.r5)(4.24).

o r  - 1
r i '

/  - r+ ' t  \

(r-trut 
rr 

i qr6 + zn7xle-t' 
)

-0 .



Cas généra.I

C. n ) 0 et 11 est pair.

Nous allons commencer l'étude de ce cas par remarquer que sous ces hypothèses,
on peut, sans perte de généralité, supposer que, d'une part, k, le degré d'homogénéité
du polynôme a,-est pair. En effet, comme e4 rrr- change pas de signe, alors Ie degré
d'homogénéitéie du polynônre a4 est pair. Or, en idàntifiant les monômes de plus
haut degré en 12 dans les quantités a(À'rxl,srzxz) et Àka(q,æ2), on obtient [ :
sorz * rr(s * nrz) * k. Comme ?'t , s0 sont pairs, on déduit que k est pair.
D'autre part,_r2 est impair et12) 3. En effet si r"2est pair, lafonction polynomialea

, T L  T 2  k ,  ,sera (;, ; , ;)-homosène. Et comme lc etr l  sont pairs, alors, d'après les hypothèses
du Théorèrne 4.2, 12 ) l.

Nous allons distinguer plusieurs cas selon les signes des b; (i : I,. . . ,n).

C .1 .  Les  b ;  ( i : 1 , . . . , n )  son t  t ous  du  même s i gne .

On suppose, en utilisant, si nécessaire, un changement de variables puis un feedback
préliminaire, que les ô; (i - 1, . . . , n) sont tous négatifs.
Comme s6 est pair, on suppose aussi, en re-appliquant, si nécessaire, le Lemme 4.2,
Que s6 ( !.

Posons

a5(æ) :  ar"raa(r) l I  (r i ,  -  lbl* i) ,
2Si1n

alors

a(r) : rio (xi" - lbrl*i')or(r).
Dans'la suite de ce paragraphe , p et r/ désignent les fonctions scalaires suivantes
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et

^ t . t ^ . \  I r  r - . r -  r a - rtP \Y )  :  t /  lo r l  Y1Y1 '  ,

p(v)  :
s i y )0

sinon.

la fonction I/a définie par

t!ft)dr * x2p(x) + 6*1, + pr?o ,

{ ï -

Avec ces notations, considérons

_ ['"- lovn(*)



48 4. Stabilisation des systèmes homogènes

où P,6 désignent des constantes positives suffisament grandes, p un entier non nul, et
Ç2 est tel-que

Çz :

Il est clair que, puisque 12 )

:  3  e t  11  (  {2 ,4 , ,6 }  
e .2g )

moins de classe Cl, de plus, nous avons

(*) Vr € lR2,

où 7a est définie par

: , . 1 2 2

Wçr1 : 
Jo' 

'h{ùa, - W'l l*r l7 + 6xt '  + Bæ2re,

qui, d'après le Lemme4.3, est définie positive et propre. Il s'en suit que J/a l'est aussi.

considérons maintenant la loi de commande continue définie par

!  t  s i12

I z sinon

3, I/a est au

vn(*) 2 W

,  \  [  
- ," ;  @(*r)  -  ,b@r)) ou61ffç4 -  (p(*r)  +,h@z)) si  z1

ua(x) :  I

I e-.,t,(,,)@i" _ lbrl*i,l"rOfftù _ û@z) si a_1

où c une constante suffisament grande.

>0

<0
(4.30)

par
La dérivée d"V le long des trajectoires du système bouclé (4.15)(4.30) est donnée

u1r1 :
s i z l ) Q

i) l,i ' - lb,l*i ' l",r.lfftù - û2(xù si 11 ( 0.
(4 .31)

Il est clair que lorsque 11 ) 0, on a %(r) S 0.

supposons maintenant que z1 ( 0. Tout d'abord, il est évident que

OV, ,
d^@ 

:2Pgr?o-L I 6q2rl '-t < o.

Ensuite, puisque 12 est impair, nous avons

I 
-{v{ù + rb(r,))2

[ (+{'rlt-ot'2(") + æ

(4.32)



4.3. Cas général

( " î , - l fu lz i ' )  S0 V"2e R.

Enfin, on vérifie facilement eue c5 ne change pas de signe sur IR- x IR . Or, la condition
(H) assure I 'existencede p € IR tel leque a(-1,p) > 0. Donc

t t 'o( ( - l ) "  -  lbr lp" )ou(- t ,  t l )  >  0.

On en déduit que a5(z) ( 0 pour tout zr ( 0.

Pour montrer que Vn(") ( 0 quand rr ( 0, il suffit alors de vérifier que

th(r2)2-"1"( 'z) * r io >0 Vrz € IR,

ou encore, puisque ss est pair,

(lôrll.,, (rr)nf,-""e-ot'2('z) + t) > 0 vrz e IR. (4.33)

avec €r, @) : (sgn(y))*+r.

On peut, sans perte de généralité, supposer Cu" f 
- so à 0. En efiet, si 

ï 
- 

"o 
a O,

alors 11 : so : 2. Dans ce ca,ri, en ,:e-appliquant Ie Lemme 4.2 avec h(*r) : *"i, on se

ramène à la situation 11 :2, so: ] qri satisfait la conditior, ? - so ) 0.'  
3  

' - - -  
2  

v u '  v '

Si on note par g la fonction réelle définie par

g(y) : lbrl| r,,(a)aT-'" 
"-"e" * I ,

on a bien g continue sur IR, de classe Cl sur IR* et g(0) : 1 > 0. De plus, g admet des
limites positives à I'infini (*oo si so * 0, et 1 si so : 0).

Prouver I'inégalité (4.33), revient alors à montrer que g est positive en ses extrémums.
Nous avons

g'  (a)  :  lbr lL  r , , tv I  ( t ]  -  
"o)y?-"0-r  

-  *1y7-so+. , - r )  
" - "v" ' ,

par suite

g,(a) :0 e y?-".-r  (+ - ss - crylr t)  :  o.

Le minimum de la fonction g est donc atteint en I'un des points suivants
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A o : 0 ,

, r 1  - Z s s , ,
ur :  \  2 rn  ) " ,  ou

, T L  -  2 s g ,  r
a 2 :  - \  

2 r r c  ) 1 1  '

Des calculs directs montrent queg(0) > 0, g{yr) > 0 ( y1 étant positive) et que

, / 11 - 2so\ "#t -!g(uz) : -lb'lt ( --=----------. I c Ët + r.y2lblrr1 )
Pour avoir g(A2) >- 0, il suffit alors de supposer que Ia constante c, définie dans (4.30),
est telle que

11  -2sg , ,  ,  , "=o

" 
> 

2n lÔ1 I ' t  
-z'o .

L'inégalité (4.33) étant satisfaite, alors Û(z) ( 0 pour tout r € IR2. Par conséquent,
va est une fonction de Lyapunov faible pour le système bouclé (4.lb)(4.30).

Soit Ma le plus grand ensemble invariant par le champ bouclé, et contenu dans

Ea : {r e IR2 l\(x) :  0}.

Un raisonnement simple montre que

{ re f t2 lk ( " )  :o }Çr 'uLz,

où ,L1 
"l 

l, sont des ensembles définis par:

L1  :  { r :  ( u r ,  r z )  e lR+  x  R  I  ç@r )  +  th@z) :  o } ,

et

Lz -_ R- x {o}.

Comme Ma est invariant par le champ bouclé, alors, pour tout c dans Mq, À L2, oî à,

r z :  0

et

rlas(r1,olp,;Ar, o) : o.



Cas général

donc r : 0.

alors, c est

(4.34)

12 : -lb1a+.i. (4.3b)

En remplaçant 12 par sa valeur dans la seconde équation de (4.34), on obtient
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Mais puisqu€ lr1 < 0, i l  vient, en uti l isant (4.J2) et (4.12), eue /1 : 0 et
Ceci implique que Ma,À L2 est réduit à I'origine.

Maintenant ,  s i  r  e  M+OLt ,  comme b;  *  b ,  pour  tout  i  e  {2 , . . . ,n-L}
solution du système suivant

(  ç@')  *  th( rz)  :  o
I

\ 
*rp'(rt) I q6r!'-t * 2pBrle-r : g

I  t t>o '

De la première équation de (a.3a) on tire

(4.36)

D'après (4.2g), nous avon" 
7, nr. Alors, pour des constantes p,6 etB suff isament

grandes, l'équation (4.36) admet or : 0 comme unique solution. L'équation (4.35)
impl ique a lors  que rz :0.

Ma est donc réduit à {0}. En utilisant le principe d'invariance de LaSalle, on déduit
que I'origine est un point d'équilibre globalement asymptotiquement stable pour le
système bouclé (4. 15X4.30).

c.2 . I l  existe io, jo S n tels que blob;o ( 0.

O,n suppose, sans perte de généralité, que 6, > 0 et b2 10. Soit maintenant T. Ia
fonction scalaire définie par

a devient alors

a(t) : arir"f (xi, + r@2))(ri" + n?*r))on(*) lI ("î, * b;ri,).
31 i1n

T 2 , ,  , - J -  ? + ? - t- ; lut l-  i  r i ' ' '  + q26r1'-t  + zpB*lo-r :  o.

(  b ra ' ,  s iy2o
nla): \u ' r"  s iv(o '

Ia fonction suivante

t ,  |  ,  l ' "Vt(r) : 
Jo 

rt?)dr ! r2r!2 + 6r! + Br?P,

Considérons alors
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avec 6, p > 0 et p suffisament grandes.

V5 est bien ,rrr" fonction de classe C',, définie positive et propre. En effet, il suffit de
remarquer que

Vr(æ) 2irr1*1 Væ € R2,

où % est définie par

W(*) : inT(bt, -br)rî'+' - l*rllrrl'" + 6rl + 0*?o,

qui, d'après le lemme 4.2, est définie positive et propre.

Considérons maintenant le feedback défini par

us(r) : -arlfzo(*i, + îterù)a4(-l#fù lI ('? * bitit) - (*i, + n@z)). (4.37)
v&L 31i1n

Un calcul direct, montre que %, la dérivée de W le long des trajectoires du système
bouclé (4.15)(4.37), est donnée par

V r ( * ) :  - ( r î "  +q ( r z ) )2  S0  Vz  e  IR2 .

Alors le système (1.15)(4.37) est stable.

Notons par Ms le plus grand ensemble invariant par le champ bouclé, et contenu dans

E5:  {æ €Ft '  lw(r )  :  0 i .

ll vient que pour tout r €. Ms, on a

I "r" * 4(r2) : s

I 
('? +,te*ù),.11,("i' * b;ri' ) : o,

I 
*i' I r7@2) : s

\ r2x2xi'-' + 26*, t 2pBr2re-1 : 0.

Puisque b; # bi pour i + j, i l  est clair que r :0 est la seule solution de (a.38).

Maintenant, supposons que r vérifie (4.39). De la première équation de (a.39) on tire
que 

* r :  b r ï  l * r l7  s i  11  <  o

(4.38)

ou bien

(4.3e)



4.3. Cas général

et
- r  2

æz :  bz "  x i '  s i  21 ,  )  0 .

Bn remplaçant, dans la deuxièmeéquation de (4.39), t2 pat sa valeur puis en multipli-
ant le résultat par u1 on obtient

53

-rrb,,ï lrrlT*'" + 26r'?, * 2pBrle : g si z1 < o,

_ I  Z t . ^

r2b2" ' r i ' " "  +26x1*2pBx2re  :  g  s i  11  >  0 .

(4.40)
et

(4.4r)

du fait eue 12 ) 3, ces deux équations admettent, pour d, g et p suffisament grandes,
x : 0 comme unique solution. Il s'en suit alors que M5 est réduit à I'origine. En util-
isant le principe d'invariance de LaSalle, on déduit que I'origine est un point d'équilibre
globalement asymptotiquement stable pour le système (4.1b)(4.32).

Ceci termine la démonstration du Théorème 4.2. !

Après des modifications légéres de la démonstration ci-dessus, on obtient aussi la
proposition suivante qui concerne le cas où. aucune des conditions (i), (ii), (iii) du
Théorème 4.2, n'est satisfaite.

Proposi t ion 4.1 Supposonslerr l  pa i rset12-  r .  S ' i ler is te is ,  js  1n te ls  que b;obio 1
0, alors (H) est une condition nécessaire et sffisante pour Ia stabilisati,on du 

"gità*"(4 .15) .

Preuve: Il suffit de prendre la loi de commande suivante

uu(r) :  -axi r \@i,  *r ter2))a4(r l#Ol l l  ( r i ,  *b;æi, )  -  ( r i ,  +n@z)) ,  (4.42)
v&L 31i1n

et de considérer la fonction 76 définie par

Vu(*): [" r1Q)d,r * x2xl2 + d"Ê + 0r?r,
J O

avec 6, p > 0 et p suffisament grandes.

En utilisant le même raisonnement que ci-dessus, on montre que % est une fonc-
tion de Lyapunov faible pour le système (4.L5)(4.42), puis, en appliquant le principe
d'invariance de LaSalle, on obtient la proposition. fl
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4.3.3 Exemples

Noué àllons maintenant montrer sur deux exemples, issus de la littérature, l'apport
de la technique utilisée ici.

Comme premier exemple, nous considérons une classe de système étudiée dans
[DMK] par W.P. Dayawansa, C.F. Martin et G. Knowles. Nous montrons que la
technique développée ici, fournit une loi de commande stabilisante qui est polynomiale,
dans certaines situations où dans [DMK], les auteurs proposent un feedback qui est
seulement de classe Cl.

Exemple 4
Considérons le cas particulier où dans le système (4.15), le polynôme a est défini

par

t '@) : drl * 'trï

t  t :  ( r t , xz )  e  IR ' ;  F ,u  €  IN e l  o ,7  €  IR.
(4.43)

(4.+4)

II est clair que lorsque T :0, Ia condition (H) est équiaalente à a ( 0 et 1t est
impair. Dans ce cas, on a le feedback stabilisant u(r) - _r2.
Supposons rna'intenant que r7 10. On peut, sans perte d,e généralité prendre r : -r.

Soit p,6 et u; (i :1,2) d,es entiers tels que

F : FIZP, et r, : ur2r, ,

où ttt et u1 sont des entiers impairs.

Nous aaons la proposition suiuante:

Proposition 4.2 Supposons (H) est satisfaite. Siu2 I p2, alors le système (4.15)(4./,5)
est globalernent asyrnptotiquement stable par un feedback polynornial.

Preuve: Sous les hypothèses c'i-dessus, on peut toujours écrire Ie polynôme a d,e la
manière suiuante

c(z) :  (orr I"o" -  * ï , )  P(r) ,

où P un polgnôme défi,ni et positif.

En effet, la condition u2 1 1t2 implique que Fz f 0, par suite p, est pair. Si uz:0,
on a Ia forme (4./r/r). Si, maintenant u2f 0, la condition (H) i.rnptiqui alors que a est
positiae. En d'écomposant la fonction polynomiale a, on obtient:

(oI *7"*' - xltz"z) : ("i *ir2t'2-L - rïz2-1) (oI **,ru"-' * *,rzn-'7.
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Par une sui.te de décompositi,ons analogues on arriae à

a(r) : (o# *T,r.2-u2 - .i,)rt(o* *1,ru,-' * *,,r',- 'r.
z= l

Finalement, si on pose

P(r) : Y1çr;'*i '2'2-' + {'2o- ) et a1 : a# ,
'i=7

on obtient (4./r/r).

En utilisant comme fonction de Lyapunou, la fonction polynorniale définie par

V(æ) : :j-*';*' + ,r*ï"" + 6*1+ g*?r,
U z - T  L

qui, d'après Ie Lernme y'.S, est définie positiue et propre et en procédant comme d,ans
Ia démonstration du Théorèrne /.2 (cas oùn ) 0 etrl impair), on peut, montT.er que
la loi de commande polgnomiale donnée par

u(æ):  - r rp@)#(r)  -  (* l , ro '  t  * i , ) ,  (4.4b)

est stabil isante pour Ie système (/r.15)f l  ù1.

Ceci termine la démonstration de la proposition. n

Dans le deuxième exemple, nous allons améliorer un résultat proposé dans [Hu].

Exemple 5
Considérons le systèrne suiaant

I tt : arl + À1xpl I À2æl*

\  r ' :  u '  G'46)

Il est clair que si
^  -  À? -  4o,À2 10,

I'origine ne peut être rendu attractif. Supposons alors que A > 0.

II estmontré d,ans [Hu] que sim estimpair,le système (4./16) estlocalement stabilisable.
Maintenant, puisque Ia dériae du systèrne (1r.46) est une foncti,on polynomiale (m,I,2m)-
homogène, on peut, en utilisant Ia méthode déueloppée dans Ie sous paragraphe précéd,eni,t,
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d'une part, rnontrer que lorsque rn est impair, le systèrne (4.46), bouclé auec la loi d,e
cornrnande (4.30), admet l'origine con'Ln1,e point d'équilibre globalement asymptotique-
ment stable.
D'autre part, dans le cas où m est pair, si on suppo.se que aÀ2 10, le systèrne (4./16)
deuient alors sous la forme

I  r '  :  o(r, - \1æi)(q - \zrT)

I i, :,,
^^ . . \  - ) l - \ ,Â  r  - ) r+ \6
où À1 : --t ;--,  Àz: 

Ë 
aaec À1À2 z-0.

En appliquant le résultat de Ia Proposition f.1, on déduit que le système (1./7) est
globalernent asyrnptotiquement stable.

4.3.4 Étnd" d.'un cas particulier.

Le but de ce sous-paragraphe, est d'étudier la stabilisation du système suivant

I  x :aæ' ( r_  y2)

\  , i : . ,

(4.47)

(4.48)

aveco€ lR*e t s€ lN

qui correspond à la situation critique où 12 - 1,r1 pair et tous les ô; sont de même
signe.

Pour ce système, on a le résultat suivant

Proposition 4.3 Le système (/r./r8) est stabilisable par feedback continu, si et seule-
ment si, la conditio" (H) est satisfai,te.

Preuvé: Il est clair que (H) est une condition nécessaire pour la stabilisation du
système (4.48). Supposons donc que (H) est vérifiée. Pour stabiliser le système (4.48),
nous allons utiliser le lemme suivant

Lemme 4.4 (F(l)
Etant donné Ie système d,éfi,ni par

t

S'il exi,st,e une fonctio, "onriru"lcondi,tions suiuantes sont satisfaites

(4.4s)

et propre telle que les deur

* :  X (c )

r € IR".

V, définie positi,ue
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@ V(x,@')) S V@o) pour tout,  > 0,

(ii) lv (&(".)) :v(æo) pour tout , > 0l * zs : f.
Alors le système (4.49) est globalernent asymptotiquement stable.

Considérons maintenant. Ia loi de commande suivante

- , - - . \  |  - " ( r / . -u)( l * " - i ( r / i+y)  + ' "* t )  - (J .*s)  s i  r>0
ul* ,v) :  \  (4 .50)

( -g slnon.

Et soit I/ la fonction définie par

(  t ( r  '  c \

v(r ,y) :  I  
â( ( ' " / r  *a)"  - l ' " )  s i  r  )  o

I l@' + a") sinon.

V est continue, différentiable sur R'- {(0, ù I a € IR} définie positive et propre. Dans
le demi-plan r ( 0, le système bouclé (4.48)(4.50) s'écrit de la manière suivante

I  l :  ar"(æ - yr)
(4 .51)

1i:-r.
L 'hypo thèse  (H) ,  imp l i quequea  (  0e tses tpa i r ,  oub ieno  )  0e t  - sss t ,  impa i r .  I l es t
clair que dans ce cas, I'origine est attractive.

Supposons maintenant que z > 0. Le calcul d,eV,la dérivée de 7 le long des trajectoires
du système (a.aS)(a.50), donne

vq"y:-(Ji+ù, <0.

Soit maintenant 7(t) : (rr(t;, n(t)) une solution complète du système bouclé
(4.48)(4.50), contenue dans I'ensemble

E :  { ( r ,y )  €  R,  l r / i  +y :  0} .

On a alors

ô f

!  i r( t)  :  o

I otrl - -.d-tr(r)"+'Ghr@ - n(t)).
(4.52)
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On déduit que 71(t): fr(0) pour tout I à 0, donc

tz(t): -,Æ(r) vr > o,

par suite

j z ( t )  : 0 .

Finalement, tr(0),fz(0) vérifient le système

( ,Fn * rz(o) : s
{ 

' 
r____:___. (4.b8)

[  -or'(o)"* '(/r '10; -,rz(0)) : s,
qui admet comme unique solution le couple (0,0). En appliquant Ie Lemme 4.4, on con-
clut que Ie système (4.48)(4.50) admet I'origine comme point d'équilibre globalement
asymptotiquement stable.

Ceci termine la démonstration de la Proposition 4.3. !
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4.4 Remarque de conclusion

La méthode développée ici est générale, elle traite presque I'ensemble de tout les
systèmes homogènes plans . Dans le cas où le système est stabilisable, Ia loi de com-
mande stabilisante est donnée explicitement . En outre, notre technique permet de
retrouver des résultats de la littérature et d'améliorer certains d'entre eux. Cepen-
dant, concernant la régularité du feedback stabilisant, dans certains situations, cette
technique ne donne pas le feedback stabilisant le plus régulier. Ainsi, pour Ie système
suivant

59

la technique proposée ici donne un
Outbib et G Sallet proposent dans

æ : A 2 ( f i + A " )

ù  :  u ,  
( 4 ' 54 )

feedback continu, alors que dans le cas n : 3, R.

[OS2], le feedback polynomial stabilisant suivant

u(æ) : -(v' + 2x)(3v2 + 2).

ll y a aussi I'exemple suivant

(  * :  xz ( r  -2y3 )
)
1
la :u '

(4 . côJ

étudié par W.M. Boothby et R. Marino dans [BM], pour lequel les auteurs, en se basant
sur une analyse géométrique du système, proposent le feedback stabilisant

u (æ) : ( * - y " )u ,

tandis qu'avec la méthode utilisée ici, on aboutit à un feedback qui est seulement de
classe C2.

Le problème de la recherche du feedback stabilisant le plus régulier, est un problème
ardu, qui conduit à des questions, à notre avis, intéressantes. Par exemple, concernant
le système (4.54), lorsque n :3 on a un feedback stabilisant qui est polynomial. Quand
n:4, Ie  système n 'est  év idement  pas s tabi l isable.  Dans le  cas n:5, Ie  système est
stabilisable, mais on ne dispose, jusqu'à présent, que d'un feedback stabilisant continu.
Existe-il un feedback stabilisant de classe C1 ?
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7
D

Stabilisation par ajout
d'intégrateurs

5.1- fntroduction

Dans cette partie de la thèse on va s'intéresser au
globale des systèmes de Ia forme:

problème de la stabilisation

(

t
avec x:  €  ]R ' ,  U €R^,  u  €IP"^ et  f
qui vérifie /(0, O; : g.

i :  f  @,a)'it : u,

est un champ de vecteurs au

(5 .1 )

moins de classe Cl

Il est bien connu (cf. [BI][Ko][Ts]) que, lorsque / est de classe C*, si le système
réduit

i  :  f  ( x ,u ) (5 .2 )

est globalement asymptotiquement stabilisable par un feedback u : ,û(r) de classe C-,
alors le système (5.1) I'est aussi. Plus précisément, dans [Ts], il est montré que si (5.2)
est stabilisable par un feedback de classe C' (, à 2), alors (5.1) est stabilisable par un
feedback de classe C'-r.

La démonstration classique est basée sur une procédure d'élimination (voir par
exemple la démonstration du Théorème 2.1 tBI]). La loi de commande utilisée pour
prouver la stabilisabilité de (5.1) dépend d'une fonction de Lyapunov stricte du système
bouclé

r  :  f  (x ,o( " ) ) .
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Malheureusement, une telle fonction qui, d'après le théorème inverse de Lyapunov,
existe, n'est pas toujours possible à exhiber. Par conséquent, on n'a pas explicitement
la loi de commande stabilisante pour le système (b.1).

Des auteurs (cf. [BIW][IS][Oul]), en utilisant le principe d'invariance de LaSalle,
ont montré qu'on peut construire une loi de commande stabilisante qui dépend seule-
ment d'une fonction de Lyapunov faible du système (5.3).

Il est à noter que cette technique de stabilisation a été utilisée par E.D. Sontag et
H'J..Sussmann (cf. [SoSu]), pour répondre au problème de stabilisation des équations
de la vitesse angulaire pour un corps rigide qui présente une symétrie.

Un premier objectif dans ce chapitre, est d'affaiblir les hypothèses classiques pour
Ia stabilisation par ajout d'intégrateurs. En particulier) nous allons proposer une nou-
velle démonstration pour prouver la stabilisation du système (5.1) quand (5.2) est
stabilisable.

Un deuxième objectif consiste à proposer, dans un cas particulier, un nouveau
feedback stabilisant pour (5.1) qui ne dépend d'aucune fonction de Lyapunov. Plus
précisément, nous allons traiter le cas où le système (5.3) est homogène. Notre motiva-
tion est due au fait que la démonstration de la stabilité globale du système (5.3) peut
être basée sur le théorème de Coleman (cf. Théorème 2.8, Chapitre 2), dans des telles
situations on ne connait même pas des fonctions de Lyapunov faibles pour le système
(5 .3) .

Comme conséquence de notre théorème principal, des nouveaux résultats sur la sta-
bilisation par feedback dynamique seront proposés. En particulier, on va montrer que
si un système analytique de la forme (5.2) est stabilisable par un feedback analytique,
alors le système augmenté (5.1) est aussi stabilisable par un feedback analytique

Dans ce qui suit, nous allons supposer, sans perte de généralité, que u(r) : 0. En
effet, si o(*) # 0, en effectuant le changement de variables

{
t

le système (5.1) devient alors

t : :  I

y ; :y - t ( r ) , (5.4)

[  ' :  f r (* ,v1

l  r :  u-J(a)(r) f , , (æ,y1, (5 '5)

où "f i  est définie par f i(c, y): f  @,a +t(r)) et J(a), désigne Ie jacobien de u.
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trtr,.:o utilisant le feedback préliminaire

,u , : : , t L  _  J (a ) (æ) f  ( * , y )  ,

on obtient alors un système équivalent, de la forme (5.1), pour lequel le système réduit
(5.2) est stabilisable avec ,(r):0. Ainsi, on supposera, sans perte de généralité, que
le système zéro dynamique

t  :  fo(æ) 911r, O), (5 .6 )

admet I'origine comme point d'équilibre globalement asymptotiquement stable.

Dans la suite de ce chapitre on utilisera G pour désigner la quantité définie par

G(*,ù: [ '  H@,e)dt.  (5.2)
Jo  Oa '

l l . l l"  désignera Ia norme euclidienne sur IR", et l l . l l ,*, ' , ,  la norme d.ans Mnr-(R)

(l'ensembledes matrices réelles d'ordre (o,-))définie par llAlll*r,,: É i"?, avec A:

(o;) e M,-*,(R) 
=r i=I
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5.2 Résultat principal

Notre premier résultat concerne le cas où une fonction scalaire I/ différentiable,
propre et positive pour l lr l l" > M (M > 0) et relle que

V(r.u) :. fo(æ),VV(æ) > < -1 pour ll*ll,- > pt . (b.S)

est connue.

Remarque 5 Comme le système (5.6) est supposé être globalement asyrnptotiquement
stable à l'ori,gine, une telle fonctionV eûste toujours (aoir Annere E).

Théorème 5.1 Pour toute fonction scalaire le de classe C*, qui, uérif,e

k(*,v) à l lG(' ,y)|117"^l lvv(*)111"+r, (5.e)
Ie systèrne (5.1) bouclé par

u ( r , a )  -  - y  k ( * , a ) ,  ( b .10 )

admet I'origine con'Lrne point d'équilibre globalement asymptotiquement stable.

Avant de donner la démonstration de ce théorème, nous allons d'abord énoncer un
lemme qui sera utilisé par la suite.

Considérons le système défini par

(  2 r :  F t ( t )

\  , r :  - 22F2 (z ) ,  ( 5 ' 11 )

où z : (zr,zz) € IR- x IR'--. F1 et F2 deux fonctions au moins de classe Cr avec
F r ( " )>a>0 .

Lemme 5.1 Si Ie système suiuant

\ :  F1 (21 ,0 )  ,  ( b .12 )

est globalernent asymptotiquernent stable à I'origine, et s'il eriste une fonction scalaire
différentiable et propre V (z) qui aérifi,e

(u.r,1(r) < O sur Q : {r€ lR" x IR'-- I l ltrl l) o},
où a est un constante positiue.

Alors le système (5.11) est globalernent asyrnptotiquement stable à l'origine.



5.2. Résultat principal

Preuve: Voir Annexe F.

Démonstration du Théorème 8.1. Considérons la fonction définie par

w(*,y):v(r)+lUvh.
W est bien une fonction différentiable, positive pour llrll" > M et propre. La dérivée
de W Ie long des trajectoires du système bouclé (5.1X5.10) est donnée par

W(*,,r1 : Vçs.et(r) + VV(r)G(æ,a)y - llallr*k(*,s).
Comme

lvv (x)G(x, a)al < ll Vtz(r)c( r, y)ll^llyll*,
il vient que

w(r,a) S Vç.ut(r) + llvr( r)G(æ,a)ll^llall^ - llallîk(*,ù . (5.1J)
La partie droite de I'inégalité (5.13) peut être considérée comme un polynôme de degré
deux en llyll- avec le discriminant suivant

L(*, a) :  |  |  V lz(r )  G (r,  ùl l '*  + +t (*, ,  a)Vts.q(r).

En utilisant les inégalités (5.8) et (5.9), on obtient

A(r ,g)  <0 pour  l l " l l ">M,
finalement

W(*,y)  <0 pour  l l * l l ,>U.
En appliquant alors le résultat du Lemme 5.1, on déduit que le système bouclé

(5.1X5.10) admet l'origine comme point d'équilibre globalement asymptotiquement
stable.

Ceci termine la démonstration du Théorème 5.1 . !

65



66 5. Stabilisation par ajout d'intégrateurs

5.3 Exemples et applications

5.3.1- Exemples

Les deux exemples suivants, illustrent I'apport du Théorème 5.1.

Exemple 6 Considérons Ie système suiuant

(  * ,  :  -2* r ,+cosr2  -  7  r  ax r
I

l ' r :  s in2 r1  -xz*a tz

lù:u,
où æ: ( r r , * r )T € IR2 et  y  € IR.

le système rédui,t est donné par

(5 .14 )

I  
r '  :  -2* '+cosr2- l

[  â r : s i n 2 z 1  - r 2 . lD .  rô )

Il est montré dans [MY] que le système (5.15) est globalernent asymptotiquement stable
à l'origine. Notons que la dérnonstration de la stabilité asymptotique, proposée d,ans
[MY]' ne dépend de I'existence d'aucune fonction de Lyapunoa. Maintenant, d,es calculs
simples rnontrent que Ia dériuée deV(æ) : ill*llïle long des trajectoires de (5.15) est
négatiue quandllrll2 est sffisament grande, ainsi, d'après le Théorème 5.1, Ia fonction
déf,nie par

,@,a):-v( l l* l l l  + 1),
est un feedback stabilisant pour (5.11. n

L'exemple suivant, montre I'apport du Théorème 5.1, concernant la régularité du
feedback stabilisant, par rapport à la méthode utilisée dans [BI].

Exemple 7 Soit Ie système différentiel suiaant

I  r :  -x*vt

I i:,.
(5 .16)

où r,y d,es élérnents d.e 8".
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Le système réduit est donné par l'équation

r : - r *u ,

qui est globalernent asgrnptotiquement stable par le feedback u(r) = 0.

(5 .17)

Comme f (",y) : -t, * y? 
"st 

seulement de classe C7, Ia méthod,e classique, basée sur
la procédure d'éIirnination, aboutit à une loi de comrnande d,e Ia forrne

,(r,y):_ffui_u,
où V désigne une fonction de Lyapunol) pour le système réiluit (5.17).

qui est seulement continue.

Maintenant, en utilisant le résultat d,u Théorèrne 5.L, on di,spose, po'u,r le système
(5.16), d'un feedbacle stabilisant polynomial donné par

u(x ,y )  :  -y ( r2 (a '?+  t )  +  t ; .

5.3.2 Deux applications

Comme une première application du Théorème 5.1, on propose une amélioration
d'un résultat établi par P.V. Kokotovic et H.J. Sussmann.

Il est montré dans [SuK] (voir Théorème 6.1), que si la zéro dynamique est globale-
ment asymptotiquement stable, alors le système (5.1) est semi-globalement stabilisable
par une famille de lois de commande linéaires, (c'est à dire que pour tout comp act K ,
il existe une loi de commande linéaire 1) = uK(r) tel que le système æ : f (r,,ur(c))
soit lbcalement asymptotiquement stable, et que le bassin d'attraction contient 1().
Le corollaire suivant qui constitue une première application du Théorème 5.1, montre
qu'en plus de la semi-globale stabilité par une famille de feedback linéaire, le système
bouclé est globalement asymptotiquement stable.

Corollaire 5.1 Soit f : IR" x R^ une fonction de classe Cr telle que i : /(r,0)
est globalement asyntptotiquement -stable à I'origi,ne. Alors pour tout cornpact K de
lR' x W" , il existe u,K, u,n feedback de classe C* qui est linéaire sur K, tel que le
système bouclé

Ir=f(*'a)
t  Û :  u6(æ'Y) '

admet I'origine cornn'Le point d'équilibre globalernent asymptotiquement stable.
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Preuve: Soit p un réel positif pour lequel la boule Br(0), de centre I'origine et de
rayon p, contient le compact 1(. Soit aussi Cr Ia constante définie par

Cx :  sup (g@,a) l lVV(* ,y) l l '+  t ) ,
(c,y)eBo1r (o)

avec g une fonction de classe C* qui vérifie g(æ,ù à llc(r, A)llr,"**.

Pour établir le corollaire, nous allons utiliser le résultat du Théorème b.1
par

k(r,v) - c rc t (g(r, y)l lvv (r)112" + t)e6,y1,
avec 0 une fonction de classe'c- nulle sur Br(0) et supérieure à 1 à
Bp+r(0) .
Un choix possible de d est donné par:

avec k définie

(5.1s)

I'extérieur de

o(r 'Y) :

En effet, il est faci
défini par (5.10)(5.18

D'où le corollaire.

Une deuxième application concerne le cas des systèmes analytiques. Pour un
système globalement asymptotiquement stable à I'origine, même s'il est polynomial,
on peut seulement garantir que la fonction de Lyapunov, dont I'existence est assurée
par le théorème inverse de Lyapunov, est de classe C- mais non nécessairement an-
alytique. Ainsi' la démonstration classique (voir par exemple [BI]), assure seulement,
pour le système augumenté, un feedback de classe C-.
Le but du corollaire suivant, est de montrer que si un système analytique est stabilisable
par un feedback analytique, alors le système augmenté est aussi stabilisable par un
feedback analytique.

Corollaire 5.2 Supposons que le système analytique suiaant

x  :  f  ( r ,u ) ,

est stabilisable par un feedback analytique. Alors Ie systèrne augmenté

(5 .1e)
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{ : .=f@,ù (b.20)
lu:u,

est stabilisable par un feed.back analytique.

Preuve: Considérons k, une fonction de classe C- qui vérifie la condition (5.9).
D'après le théorème de Whiteney (voir par exemple [Gr]r page 130), il existe une
fonction analytique fr t"ll" qn"

lk(*,a) - k(*,y)l < 1 V (*,a) elR" x lR- .
Maintenant, soit k1 la fonction définie par

kt ( * ,y ) :E(x ,u)  +  2  v (* ,y )  €  IR"  x  IR- .

Il est clair que cette fonction est analytique et vérifie la condition (5.9). Finalement.
un feedback analytique qui stabilise le système augmenté (5.20) est donné par

u(* ,a)  :  J (a) ( r ) f  ( * , ,a)  -  yh(æ,a) ,

où Z(z) est le feedback analytique stabilisant pour (5.19).

D'où le corollaire. n
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5.4 Cas de système à zêro dynamique homogène

Dans ce paragraphe, nous allons considérer le cas où le système zéro dynamique
est homogène (i.e. toutes les composantes de /s(r) sont homogènes de même degré
À e IN") et asymptotiquement stable. Le but est de prouver que dans ce cas, on peut,
sans exiger la connaissance d'aucune fonction de Lyapunov, donner explicitement, un
feedback stabilisant pour le système (5.1).

Théorème 5.2 Le système bouclé d,éf,ni à partir de (5.1) auec la loi de comrnande

u(x,a) - -y (l lc1', ù111,^+ 1) ,

est globalernent asgmptotiquernent stable à I'origine.

Preuve: Le système (5.6) étant homogène asymptotiquernent stable, il existe alors,
d'après le théorème de Kurzweil, une fonction scalaire homogène .f/ : IR" -----+ IR définie
positive qui vérifie

f l 1u .uy ( " )  : ( " f o ( r ) ,V f / ( r ) )  <  0  Vz  €  R" - {0 i .

Considérons maintenant la fonction W1 définie par

Wr(*,ù : H(r)"îttuttS^ +lWÊ.

Un calcul simple montre qu.lVr, Ia dérivée deWl le long cles trajectoires du système
bouclé (5.1)(5.21) ,  est  donnée par

wr(*,y1 : 
"TttuttL 

p@,y) - llalli (llc1r, a)ll:,,^+ r) ,
où P est définie par

P(*,y) : H6.e1(r) + va(c)G(', y)a - l lal l i ,u(.) ( l lc1', a)l l : ,*,,+ i) ,

pour tout r € IR' et g € lR-.

En utilisant l'inégalité

I vH(r)c( x, y)yl ! ll vH(z) G (", a)ll*llall^,

on déduit que

P(*,y) S f/rs.or(z) + llvf/(r)G(*,a)ll^llall^ - llyllr*u(*) (llcç*,y)ll, + 1) . 6.22)

(5 .21)
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La partie droite de I'inégalité (5.22) peut être considérée comme un polynôme de degré
deux.en llyll*, donc, pour prouver que P est négative pour llrll, suffisament grande,
nous allons montrer que le discriminant

L(*,y) : l lGr(æ,y)vH(æ)llr* + +n@)&r.ul(r) ( l lc1r, ùl l : , ,^+ 1) ,

est négatif pour llu ll" suffisament grande.

D'après l'inégalité de Schwarz) on a

llG' (*,s ) V fl ( r ) | l'^ < ll G (r, a ) ll:, * *llv H (æ) ll," .

Comme F .t fo sont homogènes (de degré respectivement / et À), alors llvfl(r)ll|
et H(u)H1s.o;(r) sont aussi homogènes de degré respectivement p,:2(t - l)  et u :
I+( t -1)+) .

Si on note par L , rn les quantités suivantes

, : ;3?I,( l lva(r) l l f l ) ,

et

-  : , * i '1 ,  H (æ) H 6 '6) (c) '

où S'-r désigne Ia sphère unité de IR".

Il vient que

llv//(u)ll; S r,ll*lli, r € lR',
et

I H (r) H 6.ar (r) | à *ll*llî.
Comme 11 est une fonction de Lyapunov stricte pour Ie système (5.6), on a n'L I 0. En
plus pr < z , donc il existe une constante M telle que

t llrlli < *ll*lli pour tout ll*ll" > tw.

Par conséquent,

l lvfl(o)ll] < -H(æ)iI1s.oy(z) pour ll*ll*> M . (b.23)

Il en découle que pour llæll, > M,la quantité L(r.,a) est négative et donc fur(*,y) < 0.
Finalement, en appliquant le Lemme 5.1, on conclut que le système bouclé (5.1)(5.21)
est globalement asymptotiquement stable.

7 l
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Ceci termine la démonstration du Théorème 5.2.

Un cas particulier de (5.1), est celui où la fonction / est polynomiale et homogène
de degré 6. Un certain nombre d'auteurs ont traité Ie problème de la stabilisation de ce
type de systèmes par une loi de commande polynomiale homogène de degré 6. Dans ce
sens' une condition suffisante pour Ia stabilisation, a été d'abord proposée dans [ABS].
Puis, une version plus générale de ce résultat a été établie dans [DM2] et d'une manière
différente dans [SS2].

Le but de la proposition suivante, c'est de re-établir ce résultat avec une démonstration
plus simple.

Considérons le svstème suivant

I i , , : f(y,,a,)
|  ù , : , ,

(5.24)

où yt € R-, az €. lFf-^ et les composantes de / sont des polynômes homogènes qui
sont tous de même degré impair 6.

Proposit ion 5.1 Si le systèm

û:  f (a t ,u) ,
est stabilisable par un feedbaclc linéaire

û(at):  Aa' '

Alors, le système (5.2/r) est stabilisable par un feedback polynomial hornogène de d,egré
6 .

Preuve: Avec le changement de variables défini par (5.4), le système (5.24) s'écrit
sous la forme

( ù, : f (ar, Aa, + ar)

I n, : -Ar(ar, Aar t aù -t u.
En utilisant [e feedback polynomial homogène de degré 6,

u(a) : Af @r, Aat I y2) - y2llarllo*-t ,

on obtient le système bouclé suivant

(5.25)

(5.26)



5.4. Cas de système à zéro dynamique homogène

[  
ù r :  f r@r ,y r )

I i,r: -a2lly2ll6*-t ,
(5.27)

où /t(yt, yz) : f (yt, Au, + y2).

Du fait que le système

ù : Tr(ar,o),, (5.28)

est supposé être globalement asymptotiquement stable à I'origine, on déduit, d'après
le Théorème 1.1 de [SS2], que le système triangulaire (5.27) est localement asympto-
tiquement stable. 'Comme 

c'est un système homogène, il admet, d'après le Théorème
1.17 de [Ha], I'origine comme point d'équilibre globalement asymptotiquement stable.

Ceci termine la démonstration de la proposition. !

T3
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5.5 Comrnentaire sur le cas non régulier

Il est à noter que plusieurs papiers ont été consacrés à la stabilisation du système
(5.1) quand le système (5.2) est stabilisable par un feedback non régulier (non Cl).
Dans ce cas, comme le montre les deux exemples suivants proposés par J.M. Coron et
L. Rosier, (cf. [CR]), la stabilisabilité d'un système ne peut plus être déduite à partir
de celle du système réduit qui lui est associé.

Exemple 8 ([CR])
Le système suiuant

t* :ær/3-u
I  r€IR,, (5.2e)

est stabil isable parlefeedback continuu(x):2rr13, alors que le système augmenté n'est
pas stabilàsable (même pl,s par une loi de command,e discontinu o,u instationnaire).

Exemple e ([CR])
Le système suiaant

: u
- x2, - 2r,1u2, (5.30)

est stabilisable par un feedback discontinu, alors que le système augmenté

ù t :  A
i z=x?-2æta2
ù : n ,

(5 .3  1  )

ne l'est pas.

Néanmoins, dans [Ro], I'auteur montre que si le système (5.2) est stabilisable par un
feedback u e Cr(U \ {0},IR) n Co(t/,lR), alors, sous une certaine condition, le système
augmenté est aussi stabilisable.

Finalement, remarquons que si, en général, on cherche à déduire la stabilisabilité
du système (5.1) de celle du système (5.2), comme le montre I'exemple suivant, la
stabilisabilité du système (5.1) n'implique pas automatiquement celle du système (5.2).

Exemple Lo ([CP])

Soit, f : IR'-l x IR x IR ---- Rn une fonction définie par

f  @,y)  :  T(q. ,xz,a) :  -  ( { l l ' , l l l t  + *3)"  -  c ' (y"  -  l l r , l l 'y  + r t ) , )  * ,

{ : :



5.5. Commentaire sur Ie cas non régulier

où C est une constante, n ) 2.
Il est montré dans Dans [CP] que Ie systèrne

i :  f  ( r ,u ) ,

n'est pas stabilisable par un feedback continu, alors que, pour C sffisarnent grand,e, Ie
systèrne augrnenté

{ :=r@,a) (5 32)
la :u ,

est localernent asyrnptotiquement stabilisable par un feedbacle presque analytique.

T ô
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6.1- Annexe A

Ici, nous allons démontrer la Proposition 2.1 concernant les polynômes homogènes
dans le plan.

Preuve: D'après Remarque 3, (page 16), 11, t"2 ne sont pas tous les deux pairs. Sup-
posons par exemple 11 impair, et calculons P le long de f(r6, ye).

Soi t  (c ,y)  €  l (00,90) ,  a lors

a: -b-**7 '

En remplaçant cette valeur dans I'expression de p on obtient

P ( * , y ) :  P ( r , - , b - r t *7 ) ,

et donc
P(*,ù :  P(**"  , - ;6- ï  *71.

En utilisant I'homogénéité de P, il vient que

P(*,ù:  **  P(1,-ô-+),
ce qui donne, en remplaçant ô par sa valeur,

P(* ,y )  :  , *  r ; "  P( ro ,ao) .

Comme P(*o,yo) :0, alors P s'annule sur la courbe f(ro,yo).

Ceci termine la démonstration de Ia proposition. tr
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6.2 Annexe B

Considérons le système différentiel suivant

!  
ê:  Izz -  (g5cos 0 -  qrs ind)

t Z: cos20 * qe ,
(6 .1 )

où qt et qs sont deux constantes non nulles, avec lq6l S 1.
Posons d(0) : 0. Le but de cette annexe est de démontrer le Lemme 3.1 (voir page 25)

Preuve: D'après la deuxième équation du système (6.1), il vient que

dz
dt

< 1 *  lq ' | .

Donc, pour I € [0,1], nous avons

l " ( t ) - r (0) l  < (1 + lqel ) i  S 1+lqs l .
Supposons que z(0) vérifie

, (0)  > 2(1 + lqsl ) .  (6.3)
Alors, de (6.2)(6.3) et de la première équation de (6.1), on tire

d0 ,
wfr 2 q?("(0) -  (1 + lqr l ))  -  lq, l (q, l  + lqsl)  vr e [0,1].

Après intégration sur [0,1] on obtient

q,0(L) 2 q? ( '(0) - (1 + lq*l)) - lq' l( lq' l  + lqsl) .
Si on suppose, qu'en plus de (6.3), z(0) vérifie aussi

, (o) > 1+ lq. l  + l ( ln, l  + lq, l  t2n),
lSz l

alors

lo(r) l  t2r '
Il suffit finalement de prendre

c:  sup(2(1 + lqEl ) ,1+ lqs l  +  * ( lqr l  +  lqs l  +zt r ) ) .
lÇ21

D'où Ie lemme. tr
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6.3 Annexe C

Dans cette annexe, nous reprenons, avec de légères modifications, un lemme proposé
dans [Ou2]

Lemme 6.1 ([OuZl Supposons que le système

* :  x(æ) * uY(r),  (6.4)

est stabilisable par un feedback t(n) de classe C, .

Alors, pour toute fonction scalaire f de classe C, , telle que:

/ ( r )  à  0  e t  ( f ( " ) :0+X(z)  :s ; ,

le système
, :  f  (x )X( r )  +  uy(x ) ,  (6 .b )

est stabilisable par un feedback de classe C,.

Preuve: En vertu du théorème inverse de Lyapunov, il existe une fonction I/, de classe
C* telle que:

V6.q@) : x.V(æ) +n(r)Y.V(')  < 0 Yr 10.
En particulier,

s iX (z )  : 0e tû+0  a l o r s  Y .V (æ)<0 .  ( 6 .6 )

Maintenant, considérons le feedback suivant :

u ( x ) :  f ( x ) t ( x ) -Y .V ( r ) .  ( 6 .7 )

Alors, V1u.ry, la dérivée de I/ le long des trajectoires du système bouclé (6.5)(6.7), est
donnée par :

y1o .sy (z )  :  f ( x )V6 .a l ( r )  -  ( y .V ( r ) ) ' z ( x )  <0  V r l0 .  (6 .8 )

Nous allons montrer que (o.sy est une fonction définie négative. En efet, si on note f,)
I'ensemble défini par

0 :  { r  €  R " /  ( e . s1  : 0 } ,
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alors

Q : {æ eF."I f@) : 0} n {r eW lY.V(æ) : s!,

donc

0 c  {z  e  R" lX(r )  :0}  n  {c  €  lPf IY.V(7)  :0} ,

et grâce à (6.6) on a

{ t  e  R"  lX(r )  :0}  n  {c  e  R"  lY.V(" )  :  0}  :  {0} .

Le lemme est ainsi démontré.
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6.4 Annexe D

Cette annexe est consacrée à la démonstration du Lemme 4.3, (voir page 45).

Preuve: Il s'agit de montrer que

f  @,a )  >  0  pou r  tou t  ( * ,a )  I  ( 0 ,0 ) .  (6 .9 )

Pour cela, introduisons la fonction scalaire gÀ, paramétrée par À € IR, définie par

gx(a)  :  f  Q,a) .

Montrer (6.9) revient donc à prouver que 9À(y) ) 0 pour tout (À, ù + (0,,0).

Il est clair que pour ) : 0, go(a) : f (0,y) est strictement positive pour tort y I 0.
Nous allons donc supposer dans la suite que ̂  + 0.

Comme r ) l,la fonction g1 est de classe CL et, vérifie

l'lliT'"s'r(Y) 
: *oo'

le problème revient à prouver gue g.r admet des valeurs strictement positives sur
l'ensemble

E : { y€R /g i ( y ) : 0 } .

Un raisonnement simple montre que si g est élément non nul de E, alors gr vérifie

lal : ?,@l!l '= lÀl'=.r
avec e(y) : sgn(A).

En calculant la valeur de 91 en ces points, on obtient

gt(Y) :dlÀl;= + 6^; i  + P^2o,
\  r  ,  ,  , b r '  .  . b .  I

où  d :  ( - . ( y ) ; ) :  +  e ( y )b ( -e (a ) )Â .

compte tenu de I'inégalité
rf 2i

p>_ )_ - ; !'  r  -  1  
-  

2 j  +1 " '
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et de I'inégalité

d < d:  (1 + ' ) l9 l '=,
T

il vient que pour tout 6 ,, p > 4,,

st(y) :  T@,a)  > o,

pou r tou tg€ lR .

La fonction / est ainsi définie positive. Bn posant, si nécessaire, B :: g +r, on conclut
qu'elle est aussi propre.

Ceci termine Ia démonstration du lemme.
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6.5 Annexe E

Dans cette annexe, nous allons montrer le résultat suivant.

Lemme 6.2 Si le systèrne r : f (x) est globalernent asymptoti,quement stable, alors, il
eùste une fonction scalaireV de classe C*, propre, posi,tiae pour tout ll"ll" > M (M >
0) et qui aérifi,e:
Pour tout réel 6 > 0,

Vç*1 :  U@),vv(æ)) < -M pour tout  l l r l l  > r .  (6.10)

Preuve: Comme ù : f (æ) est globalement asymptotiquement stable, il est bien connu,
d'après le théorème inverse de Lyapunov, qu'il existe une fonctionW de Lyapunov telle
que

( f  (*), ,VW(æ)) < 0 Vu € IR" - {0}.  (6.11)

Nous allons commencer par montrer qu'il existe une fonction scalaire À de classe C*
qui vérifie

h(w(x))  (T@),vw(æ)) < -M pour l l " l l  > 6 .

Notons par Mn,mn(n 2 1) les réels positifs tels que:

s i  n+6 -1  <  W( * )1n *6  a l o r s  f f i n l l l r l l < tW" .

Soient an, gnr les quantités positives suivantes

o": ̂ -fr.;flrr" | (/(')' vw(r)) l,
et

Ér, :  suP U*r .
r43n dt

Si on note par k la fonction définie par

k(y) : B, pour V €ln - l ,nl (,  >_ 2) ,

alors fr satisfait, par construction, à

si l l " l l  > 6 alors k(W(c)) ( /(") ,  vW(r)) < -M.
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On choisit comme fonction à, toute fonction de classe C* telle que

h(a) 2 k(a) pour tout y 2 6.

Finalement, si on prend comme fonction 7 la fonction définie par

v(x) : [* ' '  h(s) ds ,
JO

comme ô est une fonction scalaire positive, la fonction 7 ainsi définie est une fonction
de classe C-, propre et positive pour tout llæll" ) M, en plus, puisque

85

alors on a

vv( r ) :  h (W(r ) )YW(r ) ,

V(r )  : (VV(c) , f ( * ) )

:  (h(w(r))yw(x) ,  f  @ù ,

par suite
vç"1 : h(w(r)) {vw(x), f @)) ,

ce qui, d'après (6.11), vérif ie la condit ion (6.10).

Ceci termine la démonstration du lemme. u
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6.6 Annexe F

Le but de cette annexe est de démontrer le Lemme b.l (voir page 64)

Considérons le système suivant

(  2 ' :  F  ( ' )

\  u r :  -22F2(z ) ,  (6 ' 12 )

où z: ("r,,tr) € IR- x IR'-- et .F1 et F2 deux fonctions au moins de classe C1. On
suppose que F2 vérifie Fr(") ) a ) 0.
Il s'agit de démontrer que si le système

21 :  F1 (21 ,0 ) ,  ( 6 .13 )

admet l'origine comme point d'équilibre globalement asymptotiquement stable, et s'il
existe une fonction scalaire I/ différentiable et propre qui vérifie

Vçq@) < 0 sur Q: {" € lR" x Ftn-- l l l "r l l  )  o},

où a est un constante positive.

Alors, I'origine est un point d'équilibre globalement asymptotiquement stable pour le
système (6.12) .

Pour cela, nous allons commencer par démontrer que le système suivant

(  2 t  :  Fs(z)F1(z)

\  u r :  - r r ,  ( 6 ' 14 )

1
où F3(z) : ; j  , .r z \ z  )

admet I'origine comme point d'équilibre globalement asymptotiquement stable.

Puisque le système (6.13) est supposé être globalement asymptotiquement stable à
I'origine, alors, d'après le théorème inversse de Lyapunov , il admet une fonction de
Lyapunov W de classe C-. En calculant la dérivée de W le long des trajectoires du
système suivant

4 :  Fs (2 r , 0 )F1 (21 ,0 ) ,  (G .15 )

on obtient
W6.rq(tr) : Fs(2t,0) fie.rst(zr ) .



Annexe F

Il est clair que trV1o.rs; ("r) < 0 pour tort z1 f 0, par suite, le système (6.15) est globale-
ment asymptotiquement stable. D'autre part, la dérivée de 7 le long des trajectoires
du système (6.1a) est donnée par

Vç.rnyQ) : F"(r)Vrc.n1Q),

qui est négative sur f,). Le système (6.14) est bien un système triangulaire qui vérifie les
hypothèses du Théorème 4.2 de [SS1], et donc, il est globalement asymptotiquement
stable à I'origine. Soit alors l/, une fonction de Lyapunov associée à ce système. La
dérivée de ,F/ le long des trajectoires du système (6.12) est donnée par

H 6.rz'1Q) : Fr(") H rota{z).

Comme Fr(t) ) 0 et -FI est de Lyapunov pour (6.14), on déduit que

H6nyQ)<0  Vz l0 .

Par conséquent, le système (6.12) admet l'origine comme point d'équilibre globalement
asymptotiquement stable.

Ceci termine la démonstration du lemme.
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6.7 Annexe G

Figure 6

Figure 7
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coNTRrBUTroN À La srastltrÉ ET LA srABrLrsATroN DE sysrÈuns noil r,rxÉ.a.rRns

Résumé

Cette thèse est une contribution aux problèmes de Ia stabilité au sens de Lagrange et de la stabilisation par

retour d'éta[ âes systèmes non linéaires. Elle concerne essentiellerirent les systèmes homogènes.

Un premier resultat concerne la stabilité au sens de Lagrange d'une classe de systèmes quadratique tridi-

mensionnels. Plus précisement, on étudie les champs définis sur les cylindres.

Dans Ia deuxième partie de ce travail, nous présentons une condition nécessaire et suffisante pour la sta-

bilisation, par une loi de commande au moins continue, des systèmes polynomiaux homogènes par rapport à

une dilataiion. Dans Ie cas d'une dilatation standard, nous proposons explicitement un feedback stabilisant

polynomial.

Finalement, les derniers typeg de resultats concernent le problème de la stabilisation par feedback dynamique.

Nous donnons une nouvelle démonstration d'un résultat bien connu dans Ia théorie de la stabilisation dit

"lemme des intégrateurs". Cette nouvelle approche permet de donner explicitement le feedback stabilisant pour

Ie système augmenté, dans des situations où I'ancienne méthode montre seulement I'existence. De plus, Ie

feedback proposé est plus régulier.

Abstract

This theisis is a contribution to the problems of the stability in sens of Lagrange and the stabilization by

feedback law of nonlinear systems. It concerns mainly the homogeneous systems.

A first result concerns the stability in sens of Lagrange of a class of tridimensional quadratic systems. More

precisely, wç study the class of vector fields on the cylinders.

In the second part of this work, we present a necessary and suffisante condition for ihe stabilization by

means of a continuous feedback of polynomial homogeneous system with respect to a dilation. In the case of a

standard dilation, we propose explicitely polynomial stabilizing feedback.

Finally, the least kind of results concerns the proplem of the stabilization by a dynamic feedback. We give

a new proof of a well-known result in the theory of stabilization called "Integrators lemma". This new approch

permits to give explicitely the stabilizing feedback for the augumented system, in some situations when the

classical method shows only the existence. Moreover, the proposed feedback law is more smooth.


