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Chapitre 1

Introduction

Dans cette these j’étudie les structures de Lie-Poisson. De maniere plus précise deux
themes sont abordés.

Le premier est de nature classificatoire. Un groupe de Lie-Poisson connexe et simplement
connexe peut étre caractérisé par un objet algébrique (Drinfeld [12]) appelé une bigebre
de Lie. Une bigebre de Lie est elle méme équivalente a un triple de Manin. Un triple de
Manin 7 = (£,g%,g7) est un triplet d’algébres de Lie tel que £ soit munie d'une forme
bilinéaire symétrique invariante non dégénérée 3 et telle que g* et g~ soient deux sous-
algebres supplémentaires de £, isotropes pour 3. Je donne une description complete des
algebres £ des triples de Manin pour lesquels g est une algebre de Lie réelle semi-simple.
Ceci généralise un résultat de Cahen, Gutt et Rawnsley [3].

Belavin et Drinfeld ont donné une classification complete des bigebres de Lie sur une
algebre de Lie simple complexe correspondant aux solutions de I'équation de Yang-
Baxter modifiée. On trouve dans Cahen, Gutt et Rawnsley [3] et dans Soibelman [32]
nne classification dans certains cas réels. J'étends ces résultats au cas réel semi-simple
pour les solutions de 1’équation de Yang-Baxter modifiée standard.

Le deuxiéme théme est celui de la linéarisation locale d’une structure de Lie-Poisson.

J. Conn [7] a montré que, sur toute variété symplectique M, toute structure ce Poisson
analytique qui s’annule en un point z et telle que la linéarisée de P définisse une structure
d’algebre de Lie semi-simple ), est analytiquement linéarisable dans un voisinage de ..

Je montre que si (G, P) est un groupe de Lie-Poisson, et si I'algebre duale (le g~ du
triple de Manin (£, g%, g™ ) correspondant a (G, P)) est la somme directe d'un idéal semi-
simple et d’un idéal abélien, alors P est analytiquement linéarisable dans un voisinage de
I'identité. Dans le cadre d’une structure de Poisson générale cette proposition peut-étre
mise en défaut. Je montre par ailleurs que toute structure de Lie-Poisson exacte sur
un groupe de Lie nilpotent de pas 2 est linéaire, sur un groupe de Lie nilpotent de pas
3 et de dimension inférieure ou égale a 6 est linéarisable et qu'il existe des structures
de Lie-Poisson exactes sur un groupe de Lie nilpotent de pas 4 et de dimension 5 qui
ne sont pas linéarisables. Je montre également que la linéarisabilité d’une structure de
Lie-Poisson n’est pas toujours liée a la classe d’isomorphisme de 1’algebre £ du triple de
Manin correspondant.

Je commence par rappeler les différentes notions et résultats classiques nécessaires a la
formulation précise des problemes étudiés dans ma these.

2



1. Classification 3

1. Classification

l.es notions rappelées ci-dessous se trouvent, par exemple, dans article de Lu et Weijn-
stein [27] ou le livre de Chari et Pressley [5].

1.1. Structures de Poisson

On appelle structure de Poisson sur une variété de classe (", M, une structure
d’algebre de Lie sur C™(M,R), notée { , }, vérifiant la régle de Leibnitz, c'est-a -dire
telle que

{f.gh} = g{f-h} + h{f. g} V/.g.h € C**(M,R).

Une variété M munie d’une telle structure est appelée une variété de Poisson, et { . }
est appelé un crochet de Poisson.
Dans une carte locale, un tel crochet peut s’écrire

{f,g} = 151%'571 A JE;% Vf,g eC (17\,[’ R)
ou les fonctions A¥ sont les composantes d’un tenseur deux fois contravariant anti-
symetrique A.

Le crochet de Schouten (Lichnerowicz [26], Koszul [25]) définit une application
bilinéaire [, | : A"(M) @ AS(M) — A™*~Y(M) qui étend de maniere naturelle la no-
tion de crochet de Lie de champs de vecteurs (A"(M) désigne l'espace des r—tenseurs
contravariants antisymeétriques).

Sir=s5=2,ona:

XAV, ZAT]| = [X.ZIANY AT = [X,TIANYAZ—[Y.ZINXAT+[¥.TIANX A Z

ou X.Y,Z, T sont des champs de vecteurs sur M.

Le crochet de Schouten permet d’exprimer simplement 1’identité de Jacobi de [’algebre
de Lie C"(M,R).

Si {f,g9} = A(df,dg) alors { , } satisfait ’identité de jacobi si et seulement si [A, A] = 0.
Uin tenseur de Poisson sur M est un tenseur deux fois contravariant antisymeétrique

A sur M tel que [A,A] = 0.

Une application C*, ¢, de la variété de Poisson (M, A) dans la variété de Poisson
(M’',A"), est une une application de Poisson si ., (A;) = A Va e M.
[l est équivalent de demander que:

{fiocw,faop} ={f1,f2} o0, Vfi,fa e C*(M R).

!
w(x)?

Si (M, Aq) et (Ma, Az) sont deux variétés de Poisson, la variété My x M, est naturelle-
ment munie d’une structure de Poisson A définie par

Aog) = Waphis + i;*yA2y

( ou ¢} (resp. %) désigne l'injection de M, (resp. M3) dans My ® {y} (resp. {x} © ALy)).
appelée structure de Poisson produit.
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1.2. Groupe de Lie-Poisson

La notion de groupe de Lie-Poisson a été introduite par Drinfeld [12]. Un groupe de
Lie (& est appelé groupe de Lie Poisson si c’est une variété de Poisson, de champ de
tenseurs A, telle que la multiplication m : G x G — G soit une application de Poisson,
quand G x GG est muni de la structure de Poisson produit.

Cela signifie que la structure de Poisson est multiplicative i.e.

Algh) = I, A(R) + . A(g) Vg, h € &

ou l, (resp. r,) désigne la multiplication a gauche (resp. a droite) par g dans (¢. Dans ce
cas la structure A est appelée structure de Lie-Poisson. Ces structures tiennent une
place importante en mécanique et on les étudie depuis une vingtaine d’années maintenant
(cf. Lichnerowicz [26], Weinstein [37]).

Soit A un champ de tenseurs deux fois contravariants antisymétriques tel que
A(e) = 0. La dérivée intrinséque de A en e, notée p = d. A, est I'application p: g —

a A g définie par X +— (STA)(e) ol X peut étre n'importe quel champ de vecteurs sur

(i tel que X(e) = X.
L'application duale de p = d.A est notée [, |5 : g" A g™ — g" et est donnée par

< X, [a, Bla >=< d.A(X), (e, 8) > VX €gVa,p € g

Drinfeld [12] a démontré que si A un champ de tenseurs deux fois contravariants anti-
symétriques sur un groupe de Lie G tel que A(e) = 0, alors

1) si A est multiplicatif, p = d.A : g — g A g est un l—cocycle relativement a la
représentation adjointe de g sur g A g;

inversement, si (¢ est connexe et simplement connexe, et sip: g — gAgest un 1 —cocycle.
il existe un unique champ de tenseurs deux fois contravariants antisymetriques et mul-
tiplicatif A sur GG tel que p = d.A;

2) si A est un tenseur de Poisson, le crochet [, o : g Ag* — g" sur g° induit par
p satisfait I'identité de Jacobi, et donc définit un crochet de Lie sur g*. Quand ' est
connexe, un champ de tenseurs deux fois contravariants, antisymeétriques et multiplicatif
A est un tenseur de Poisson si et seulement si sa dérivée en e définit un crochet de Lie

[ . ]a sur g~

1.3. Bigeébre de Lie et équation de Yang-Baxter

St g est une algebre de Lie et si g* désigne le vectoriel dual, on dira que (g.g*) forme une
bigébre de Lie s’il existe sur g* une structure d’algebre de Lie telle que I'application
duale p: g — g A g, donnée par

< p(‘x—)va ANy >=< X, [a77]* >

soit un 1—cocycle sur g relativement a la représentation adjointe de g sur g A g.

La bigébre (g,g*) sera aussi notée (g, p).

Si (G, A) est un groupe de Lie Poisson, le crochet |, |5 définit une structure d’algebre
de Lie sur g* telle que (g,g*) forme une bigébre de Lie appelée la bigébre de Lie
tangente a (G, A).
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[nversement si (¢ est connexe et simplement connexe, toute structure de bigebre de Lie
sur (g.g") définit une unique structure de Poisson multiplicative A sur ¢ telle que (g, g*)
soit la bigebre de Lie tangente au groupe de Lie Poisson (G, A).

Ainsi I'étude des structures de Lie-Poisson est équivalente a 'étude des structures de
bigebres de Lie.

(‘es deux notions ont été étudiées par Drinfeld [13], [14] et entre autres, par Semenov-
Tian-Shansky [29], [30], [31]. On en trouvera des exposés dans la conférence de Kosmann-
Schwarzbach [22], dans ’exposé de Verdier [35] au séminaire Bourbaki, dans ’article de
Dazord et Sondaz [9] du sémaire Sud-Rhodanien et dans celui de Lu et Weinstein [27].
Toute algebre de Lie g admet une stucture de bigebre de Lie (g, p) avec p # 0 (De Smedt
o).

La structure de bigebre (g,p) est dite exacte si p = 9Q ou () € gA g et J désigne
l'opérateur de cobord de Chevalley; et (g,d@Q) est une bigebre de Lie si et seulement si
le trois tenseur [Q, @] est ad—invariant i.e. [@,Q] € (A%g)™".

Soit g une algebre de Lie semi-simple et 3 sa forme de Killing; on désignera par 3t
la forme bilinéaire symétrique sur AP(g) étendant naturellement 3.
L'application linéaire p : (S%g*)™ — (A3@)™" définie par 3P(pB. X A Y A Z) =
B([X,Y].Z) pour X,Y,Z € g est un isomorphisme linéaire [18].
(‘omme toute structure de bigebre sur une algebre de Lie semi-simple est nécessairement
exacte, elle cst définie par un deux tenseur Q(€ A%g) tel que [Q.Q] = pB ou B €
(52g*)™". La deux forme invariante B est de la forme B(X,Y) = (M X.Y) ou M est
une application linéaire de g dans g qui commute avec adZ pour tout Z € g.
D’autre part le deux tenseur () détermine une application linéaire Q : g — g définie par

BQY), X) = BAQ, X AY) = Q(B(X),B(Y))

ou j3:g — g est donnée par < ﬂA(X), Y >=p4(X,Y).
De plus on a la relation [Q,Q](e,u,y) =2 § < 7, [(Q o 37 (). (Q o ;3_1)(u)] > ou
auy

& désigne la somme sur les permutation cycliques sur a, v et 5.
Le fait que @ € A®g et que [@,Q)] € (As(g))mu se traduit sur Q par

{ BGX,Y) = —B(X,0Y)
[QX, QY] — Q[QX,Y]— Q[X,QY] =1/2M[X,Y] pour X,Y €g

appelées équation de Yang-Baxter modifiée.

Si G est un groupe de Lie connexe et semi-simple, toute structure de Poisson multiplica-
tive A sur G est de la forme A(g) = —r,,Q +1;,Q Vg € G ot le deux tenseur Q € gA g
est tel que le trois tenseur [@, @] soit ad— invariant par la représentation adjointe de g
sur gAgAag.

L 'étude des structures de Lie-Poisson se ramene, dans ce cas, a I’étude des structures de
bigebres de Lie exactes, c’est-a-dire & ’étude des solutions de I’équation de Yang-Baxter
modifiée.

De telles équations ont été étudiées par Semenov-Tian-Shansky [29]. [30], [31], par
Takhtajan [34] et par Kosmann-Schwarzbach [22],[23)].

On regarde le cas M = 2AId ol A est une constante. (Une application linéaire M de
g dans g qui commute avec adZ pour tout Z € g est bien entendu automatiquement
donnée par M = AId si g est simple et n’a pas de structure complexe.)
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On obtient alors I’équation de Yang-Baxter modifiée standard:

——
=
ot
>
<=
Il
|
=
o
O
[

Dans le cas d’une algebre de Lie semi-simple complexe, les solutions de cette équation
ont été décrites par Belavin et Drinfeld [1]. Je me suis intéressée au cas réel semi-simple.
Les conditions d’existence de solutions dans le cas réel semi-simple avec A < 0 ont été
étudiées par Cahen, Gutt et Rawnsley [3]. Dans le cas réel semi-simple avec A > 0,
jobtiens:

Proposition 1.1 Soit gy une algébre de Lie réelle semi-simple. Il existe toujours une
solution de ['équation de Yang-Baxter modifiée standard avec X > 0 sur gg.

La demonstration se base sur la construction faite par Belavin et Drinfeld [1]. Soit
go = B4 p une décomposition de Cartan de go, soit by une sous-algebre de Clartan de g
telle que fy contienne un tore maximal t de €, soit g = g5 et § = b5. Soit X € t tel que
a(X) #0Va e A etsoit At ={a € A |ia(X) > 0}. Une solution de I'équation de
Yang-Baxter modifiée standard est donnée par:

aX si X €Y ea+ 8°

Q(X)=1¢ 0si X €h=105
—aX si X € Foent g7°

ol «a vérifie ¢ = — .

J'al déterminé toutes les solutions de I’équation de Yang-Baxter modifiée standard sur
une algebre de Lie rélle semi-simple go, en utilisant le théoreme de Belavin et Drinfeld [1]
qui décrit les solutions dans le cas complexe. Une solution de I'équation de Yang-Baxter
modifiée standard sur gy correspond & une solution @ de 'équation de Yang-Baxter

modifiée standard sur g = go* vérifiant Q(X) = Q(X) pour tout X € g.

Je fais également une étude partielle des solutions de 1’équation de Yang-Baxter modifiée
sur une algebre de Lie réelle simple non absolument simple (c’est-a-dire telle que g§ ne
soit pas simple). Dans ce cas, 'endomorphisme M sur g est donné par M = a4+ b.J ot .J
est une structure complexe sur go. Je démontre qu’il n'existe pas de solutions purement
“croisées” et que la solution la plus simple de Belavin et Drinfeld ( de la forme ci-dessus)
permet de construire une solution dans ce cas plus général.

1.4. Triples de Manin

Un triple de Manin est constitué d’un triplet d’algebres de Lie (£.g;,g-) et d’un
produit scalaire bilinéaire, symétrique, invariant, non dégénéré < , > sur £ tel que:

(1) g+ et g_ sont deux sous-algebres de Lie de £,

(2) £ =gy ®g- en tant qu’espace vectoriel,
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(3) @4 et g_ sont isotropes pour le produit scalaire sur £.

£ est appelée I’algébre de Manin du triple de (£, gy, g-). Drinfeld [13] a montré qu’il
v a une correspondance biunivoque entre les bigebres de Lie et les triples de Manin.
(e paire de Manin est composée d’une paire d’algebres de Lie (£, g) et d’une forme
bilinéaire, symétrique, invariante, non dégénérée & , > sur L telles que g soit une
sous-algebre de £, isotrope pour <, > .

Une paire de Manin (£, g) définit un triple de Manin (£, g, g") si et seulement si il existe
L sous espace isotrope supplémentaire a g dans £ qui soit une sous algebre de Lie
de £. Remarquons que via < , > on peut toujours identifier un sous-espace isotrope
supplémentaire a g dans £ a g*, 'espace dual de g.

Une premiere approche pour classifier les structures de Lie-Poisson sur un groupe de Lie
connexe et simplement connexe G est de classifier les algebres £ possibles dans le triple
de Manin (£, g,g"). On parlera d’algebre de Manin £ associée a l'algebre de Lie g.
Deux algébres de Manin £ et £’ associée a une algebre de Lie donnée g sont dites
isomorphes si et seulement si il existe une application ¢ : £ — £’ qui

e soit un isomorphisme d’algebres de Lie,
e envoie g vers g,

e soit une homothétie de £ vers £')ie. € ¢(X),0(Y) >'=s < XY > VX Y € £
pour un réel non nul s .

Jobtiens une classification si ’algebre de Lie g est réelle semi-simple:

Théoréme 1.2 A isomorphisme prés lalgebre de Manin £ associée a une algébre de
Lie réelle semi-simple go qui s'écrit go = Gr<k<pIr ou les Ty sont des idéaux simples de
Qo. est nécessairement de la forme £ = @1<h<p i 0t Ly appartient a la liste suivante:

o £y = Lie(Dy) ou Dy = T*(Iy) est le fibré cotangent d’ un groupe de Lie I, dont
l'algebre de Lie est Jy,

Q

o .= (35,

o £ =TT

2. Linéarisation

La notion de structures de Poisson apparait naturellement en mécanique dans 1’étude
des systémes Hamiltoniens et généralise la notion de structure symplectique. Si le rang
de A (tenseur de Poisson) est constant et égal a la dimension de la variété M alors A est
inversible et son inverse définit une structure symplectique sur M. Le théoreme de Dar-
boux affirme que que deux variétés symplectiques de méme dimension sont localement
isomorphes. On peut se demander si un résultat similaire est vrai pour les structures de
Poisson générales, i.e. si deux structures de Poisson de méme rang en un point donné
sont localement isomorphes. La réponse a cette question est non et c’est précisément
cela qui rend intéressante 1’étude du comportement local de ces structures.
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L étude locale des structures de Poisson se fait de la facon suivante: on utilise d’abord
le théoreme de décomposition de Weinstein [36] pour décomposer localement une variété
de Poisson (M, A) en un produit d’une variété symplectique et d’une variété avec une
structure de Poisson nulle en un point. Un tel produit est un produit de Poisson. En
utilisant cette décomposition on se ramene a l’étude des structures de Poisson nulles
en un point. Remarquons que pour les structures de Lie-Poisson c’est toujours le cas
puisqu’elles s’annulent en €.

Si A s’annule en e, dans des coordonnées locales quelconques (2!, ... .a") centrées en e,
on peut écrire
{f.g}= % 781 09
1<ij<n Ozt Q2!
el N
Az)= § CPz*+ R )
1<k<n

ot les R représentent les termes non linéaires dans le développement en série de Tayvlor
de A et ot les C}’ sont les constantes de structure d’une algebre de Lie ) appelée la
linéarisée de la structure (Weinstein [36]).

La structure de Poisson A sera dite linéarisable si on peut trouver des nouvelles coor-
données locales (y!,...,y™) dans lesquelles A s’écrive

Ny = s Gy

v
4
1<k<n

V. Arnold a montré le premier que toute structure de Poisson dont la linéarisée est
["algebre de Lie non triviale de dimension deux est linéarisable.
La question de la linéarisation de stuctures de Poisson telles que f soit semi-simple a été
soulevée dans Weinstein [36]; si la linéarisée d'une structure de Poisson est une algebre de
Lie semi-simple, alors A est formellement linéarisable. De plus, J. Conn [7] a démontré
que si A est analytique, la linéarisation est analytique. Dufour [15] a démontré que la
semi-simplicité n’est pas nécessaire en exhibant une algebre résoluble de dimension 3
verifiant la méme propriété. Si la structure de Poisson est '™, la linéarisation est ("™
s la linéarisée by est semi-simple de type compact (cf. Conn [8], Desolneux-Moulis [11]).
Weinstein [37] a exhibé des exemples de structures de Poisson C'>* ayant pour linéarisée
une algebre de Lie semi-simple, de type non compact et de rang réel au moins deux, qui
ne sout pas linéarisables par un changement de coordonnées C™.

La linéarisation formelle se traduit en un probleme de cohomologie.

Notons A¥(2) = ¥ C'” k4 A y(z)+ A(k+1)( :)+ ... le développement de A“ en série
1<k<n

formelle ou A(k)( z) est le terme homogeéne de degré k en les x! Lot (k> 2).

L’idée de la linéarisation formelle est de repousser les termes de degré & en des termes
de degré supérieur par un changement de coordonnées locales de degré k.
Posons donc y* = ' + f*(z) ou les f* sont des polynémes homogenes de degré £.

On peut alors considérer Ay : h A h — S¥(h) (' Aa?) — AGy-

La relation [A,A] = 0 se traduit a 'ordre k par dA) = 0 ot 9, est I'opérateur de
cohomologie de Chevalley de ) associé a la représentation adjointe de §) sur S(f). Donc
Ay est un 2—cocycle.
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0]

Considérons fi) :  — S¥(h) @' — f(ik). Alors ({yi,yj} -3y y"') est d'ordre stricte-
k
ment supérieur a k si et seulement si (A(k) + alf(k)>(xi,:gi) =0.

Ainsi, si le 2—cocycle Ak est un cobord, on repousse les termes de degré & en des termes
de degré &k + 1.

Fn itérant le processus on obtient une suite {z¢} qui détermine un systeme de coor-
données formelles limite

2t =3+ gl (x)

dans lequel A s’écrit:
A=y cpeh 2 n?

iciiken FUxi, T Pale

(‘e qui signifie que A est formellement linéarisable.
En particulier, A est formellement linéarisable si H%(h, S(§)) = 0. (est le cas si f
est semi-simple ou si par exemple h = g; & R ou gy est semi-simple (dans ce cas, la
linéarisation est méme analytique cf. Molinier [28]).

La deuxieme partie de mon travail concerne la linéarisation des tenseurs de Lie-
Poisson qui, de par leur caractere multiplicatif, ont une structure plus rigide.
Si (G. P) est un groupe de Lie-Poisson et si g désigne l'algebre de Lie de groupe de Lie
(7 et si (g, g*) désigne le bigebre de Lie associée, la linéarisée de la structure de Poisson
P est l'algébre de Lie g*. La linéarisation des structures de Lie-Poisson est un cas
particulier de la linéarisation locale d’une structure de Poisson. Le cadre Lie-Poisson
dans cette étude se justifie d’une part par le fait que la structure de Lie-Poisson est
automatiquement analytique réelle. D’autre part, sur le groupe R, toute structure de
Lie-Poisson est linéarisable alors que certaines structures de Poisson générales ne le sont
pas. Ceci justifie mon intérét pour le réle de la condition Lie-Poisson dans le probleme
général de linéarisation.
M. Cahen, S. Gutt et J. Rawnsley [3] ont montré qu'une structure de Lie-Poisson n’est
pas toujours linéarisable. J’étudie ce que le caractere Lie-Poisson apporte au probleme
de linéarisation.

J’aborde le probleme de déterminer si une structure de Lie-Poisson sur un groupe de
Lie (G est linéarisable ou non, de deux manieres différentes.
La premiere approche consiste a prendre comme point de départ I’algebre de Lie ) = g~
linéarisée de la structure. La deuxiéme approche consiste a travailler avec le groupe de
Lie ¢ directement.
Par la premiére approche, je généralise le résultat obtenu par J. Conn [7] en m’intéressant
au cas ou g* est le produit direct d’une algebre de Lie semi-simple g; et d’un idéal abélien

R:

Théoréme 2.1 Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe d ‘algébre de Lie
g. Soit P un tenseur de Lie-Poisson sur G tel que g*, le dual de g, s’écrive g* = g; R
en produit direct ou R est un idéal abélien et ou g, est une algébre de Lie semi-simple.
Alors P est analytiquement linéarisable.
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(e théoreme n'est pas vérifié pour certains tenseurs de Poisson généraux (non Lie-
Poisson) ayant la méme linéarisée f) = g; & R. J'exhibe de tels tenseurs pour lesquels la
dimension maximale des feuilles symplectiques est strictement supéricure a la dimension
maximale des feuilles symplectiques associées au tenseur linéaire, et qui ne sont donc
pas linéarisables.

(‘ependant je calcule le deuxieme espace de cohomologie de Chevalley d’une algebre
h = g1 >< R produit semi-sirect d'une sous-algebre g; semi-simple et d'un idéal R, pour
une représentation p de dimension finie sur V.

Proposition 2.2 H?(g; »< R,p, V) = H:l (R, p2, V).

—equivariant

(‘e résultat est un cas particulier des résultats de cohomologie d’algebres de Lie obtenus
par Hochschild et Serre [21].
En particulier j'obtiens:

Proposition 2.3 Soit A une structure de Poisson sur une varicté M, s'annulant en
un point = et telle que la linéarisée en z soit fh = g1 < R le produit semi-direct d une
sous-algébre de Lie semi-simple de dimension n et d’un idéal de dimension r.

Alors il existe des coordonnées formelles (xt,... 2™ y',... ,y") au voisinage de = telles
que, dans ces coordonnées, on ait:

(2,27} = ¥ C/at
1<k<n
2hy®) = v iy
{ y } 15"—;57- a's j
hyy = Z G+ RV (2 y)
’Y_T

ot les C}! sont les constantes de structure de ) et ou les R®Y sont des séries en x et y
dordre supérieur a deux.

Ce résultat est également obtenu par Dufour et Wade, qui obtiennent des linéarisation
analytiques dans certains cas.

L’autre approche consiste a prendre comme point de départ l'algebre de Lie g du

groupe de Lie G. Si le groupe G est abélien, tout tenseur de Lie-Poisson sur G est
linéaire.
Jétudie le cas d’un tenseur de Lie-Poisson exact sur un groupe de Lie nilpotent. Il est
défini par A(g) = -1, Q@+ 1,,Q Vg€ Gou Q € gAgest tel que le trois tenseur {Q), Q)]
soit ad— invariant par la représentation adjointe de g sur gAgA@. J'obtiens les résultats
suivants:

Proposition 2.4 Tout tenseur de Lie-Poisson exact sur un groupe de Lie nilpotent de
pas 2 est linéaire.

Proposition 2.5 Tout tenseur de Lie-Poisson ezxact sur un groupe de Lie nilpotent de
pas 3 et de dimension inférieure ¢ 6 est linéarisable.

Proposition 2.6 Il existe des tenseurs de Lie-Poisson exacts sur le groupe de Lie con-
nexe et simplement connexe d’algebre de Lie nilpotente de pas 4 et de dimension 5 . L.
qui ne sont pas linéarisables.
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Proposition 2.7 [l existe des tenseurs de Lie-Poisson exacts P swur le groupe de Lie
connexe ct simplement connexe d’algébre de Lie nilpotente de pas 4 el de dimension 5 .

Ly. donné par P(x) = L,,QQ — R..,.Q tels que

(@.Q] =0 et P est linéarisable;
[Q,Q] =0 et P est non linéarisable;
[@, Q] ad— invariant et P est linéarisable.

En particulier, la linéarisabilité d’une structure de Lie-Poisson n’est pas toujours liée a
la classe d’isomorphisme de 1’algebre de Manin £ du triple de Manin correspondant.
J'exhibe un tenseur de Lie-Poisson P exact qui n'est pas linéarisable. mais tel que la
dimension maximale des feuilles symplectiques de P coincide avec la dimension maximale
des feuilles symplectiques de sa linéarisée.



Chapitre 2

Structures de bigebre sur une
algébre de Lie réelle semi-simple

Nous donnons quelques résultats sur la classification des structures de bigebre de Lie sur
une algebre de Lie réelle semi-simple. Dans un premier temps nous décrivons les algebres
de Manin (c’est-a-dire les "grandes” algebres d’un triple de Manin) associées a de telles
structures. Ensuite nous étudions les structures de bigebre sur une algebre de Lie semi-
simple réelle, lides aux solutions de ’équation de Yang-Baxter standard modifiée non
nulle. Pour ce faire, nous adaptons au cas réel les résultats de Belavin et Drinfeld [1]
décrivant les solutions de cette équation sur une algebre semi-simple complexe. Nous
donnons ainsi les solutions générales de 1'équation de Yang-Baxter modifiée standard
non nulle sur une algebre de Lie réelle semi-simple. Enfin nous regardons le cas d'une
algebre de Lie réelle simple telle que sa complexifiée ne soit pas simple et nous donnons
des résultats partiels concernant les structures de bigebre liées aux solutions de I'équation
de Yang-Baxter modifiée non standard.
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1. Algebres de Manin

Nous voulons voir a quelles conditions deux structures de bigebre sur une algebre de
Lie donnée g donnent des algebres de Lie £ isomorphes dans le triple de Manin cor-

respondant. Pour voir cela nous considérons un ensemble plus grand d’algebres de Lie
(%)

contenant g comme sous algebre: 1’ensemble des paires de Manin (£, g) (Drinfeld [14]).
Nous complétons ainsi I’étude effectuée par Cahen, Gutt et Rawnsley [3].

Dans le premier paragraphe nous rappellerons les différents notions utilisées.

Dans le second paragraphe nous donnerons la classification des algebres £ apparaissant
dans un triple de Manin correspondant a une structure de bigebre de Lie sur une algebre
de Lie réelle semi-simple.

1.1. Généralités sur les algebres de Manin

Soit g une algebre de Lie de dimension n. Considérons un espace vectoriel £ de dimension
2n, une forme bilinéaire symétrique non dégénérée < , > et une application bilinéaire
antisymétrique [,] : £ x £ — £ telles que

(1) £ contienne g,
(i1) le crochet restreint a g x g soit le crochet de Lie de g.
(ii1) g soit isotrope pour € , >,

(iv) € . > soit invariante: € [X.Y],Z > + <Y, [X,Z] >=0. VX.Y. Z € L.

Alors, en choisissant un sous espace supplémentaire a g dans £ et en l'identifiant a g~
via <€ ., >, ona £ =gFg- en tant qu'espaces vectoriels et de plus :

(1) < (X.a),(Y.v)>» = (a,Y)+ (v, X), (ou {, ) désigne le dualité entre g et g*).

(2) [(X.a),(Y,9)] = ([X,¥]4 Cile,¥) = Ci(v, X) + Sa.v). Co( X, ) — Co(Yoa) +
T(a,v)).

La condition d’invariance devient:
(3) S(a.v,v) = (v,5(a,v)) est totalement antisymétrique.
) (T(a,v), Z) = {a,Ci(v, Z)),
(5) Ca(X,v) = adyv.

Le crochet défini sur £ est alors un crochet de Lie (i.e. satistait 'identité de Jacobi)
si et seulement si :

(6) 9p=0ou p= ‘T:g— A’get ou Jest le cobord de Chevalley de g pour la
représentation adjointe de g sur A’g,

() [X,S)(e,v,7)+ (S T(T(ax,v),7),X) =00u S désigne la somme sur les permu-
avy

vy
tations cycliques,
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3) 5 (St m,mw) + ST w)n)) =0
oy

Notation 1.1 Désignons par £g, l'algebre £ = g+ g~ avec €, > et [ . ] définis par |

et 2 vérifiant en plus les conditions 3,4 et 5 et ou p = 'T.

Définition 1.1 [14] Une paire de Manin est une paire d’algebres de Lie (£.g) et
uue forme bilinéaire symeétrique non dégénérée < , > sur £ telles que les conditions
i).11),1i1),1v) soient satisfaites.

Une quasi bigébre de Lie est un triplet (g, p, S) ou g est une algebre de Lie, p: g —
A%g est un cocycle et S € A3g vérifie les équations 6,7 et 8.

Lemme 1.1 [14] Si (£, @) est une paire de Manin, alors pour un choir d un sous espace
isotrope dans £ supplémentaire a g on peut identifier £ avec une algébre de Lie £, telle
que (g, p,S) soit une quasi bigeébre de Lie. Réciproquement. toute quasi bigébre de Lie
(g.p.S) donne une paire de Manin (£s,,8).

Une application ¢ : £s, — Ls,y qui est linéaire, envoie g vers g et préserve < , > est
nécessairement de la forme

$(X,0) = (AX +Q(a)), ‘A7(a))

ou A : g — gest linéaire et bijective et ou @ : g* — g est induit par un élément Q € A’g
par (1. Q(a)) = Q(a,v).
Alors c;')([(X, a), (Y, 1/)]5,,,) = [¢(X, ), ¢(Y,v)]s » si et seulement si

(i) A est un automorphisme de Lie g,

(ii) A=l p' — p = =0Q,

= 1/21Q. Q)@ 1, 7) + 5. QT(a.v). 7).
ou (A-p')x(a,v) = ploi(x)( *Aa, 'Av) et (A S)(a.v.y) = S('Aa. "Av, 'Ay).
Nous dirons alors que £g, et £¢, sont isomorphes sous ¢.

Remarque 1.2 Une paire de Manin (£,g) donne un triple de Manin (£,g,g") si et
seulement si il existe un sous espace isotrope supplémentaire a g dans £ qui soit une
sous algebre de £. Ainsi une structure de bigébre sur g admet pour algebre de Manin
correspondante une algebre £s, qui est isomorphe a une algebre de Lie £y, et vice
versa. On dit dans ce cas que £ est une algébre de Manin .

Remarque 1.3 £sy est une algebre de Lie si et seulement si S € (A3g)"*. De plus L5
est isomorphe & L5 _ag pour tout @ € A’g avec S = 5+ 1/2[Q, Q.

En particulier £ 5q est isomorphe & £_1/519,q),0 et est une algebre de Lie si et seulement
st [Q. Q)] € A’g est invariant sous 1’action adjointe de g.
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Lemme 1.4 [18] Si g est une algébre de Lic (réelle ou complexe ) semi-simple et 3 sa
Jorme de Killing, Uapplication linéaire p : (S?g*)™" — (A3g)"™ définie par 33 (pB. X A
Y'AZ)=B([X,Y],Z) pour X,Y,Z € g est un isomorphisme lin€aire.

Ainsi toute structure de bigébre (qui est nécessairement eracte sur g semi-simple) est
définie par Q € Ag tel que [Q,Q] = pB ot B € (S*g*)™. De plus, B est de la forme
B(X.Y)=pB(MX,Y) ou M est une application lin€aire de g dans g qui commute avec
adZ NZ € gq.

Rappelons que si A = ¥ A e’ @ e @ e* ou les A;j; sont antisymétriques. on définit
ik
33 par
BAXAY AZ) = x AirBe', X)B(e? Y)B(eF. 7).
Z‘],-

~

Remarque 1.5 Si go est une algebre de Lie réelle semi-simple telle que g = gq™~ soit
inv est de dimension 1. Ainsi toute structure de bigebre de Lie (qui
est donc exacte) sur go est de la forme (go, p) olt p = 9Q avec Q € A’gg et [Q,Q] = AQ

tel que

simple alors (A3g)

BIXAY AZQ) = BX.[Y, Z]).

Définition 1.2 Nous dirons que deux algebres de Manin £ et £’ sur une algébre de
l.ie donnée g sont isomorphes si et seulement si il existe une application ¢ : £ — £
qui

e soit un isomorphisme d’algebres de Lie,
® envole g vers g,

e soit une homothétie de £ vers £, 1.e. K ¢(X),d(}) >'=s < X.Y >.VX. Y € £
pour un réel non nul s .

Lemme 1.6 [3] Deux structures de bigébre de Lie sur g, (g,p) et (g,p') donnent des
algébres de Manin isomorphes si et seulement si il existe Q € A%g, A un automorphisme
de g et = un réel non nul tels que

{ p' = A(sp — 0Q);

) 1/2(Q. Ql(e1,7) + 5 8 Q( 'pla,v),7) = 0.

F'n particulier, deux structures de bigébre de Lie exactes sur g, (g.0Q) et (g,dQ’) don-
nent des algébres de Manin isomorphes si et seulement si [Q', Q'] = s> A[Q, Q] pour un
anlomorphisme A de g et un s# 0 € R.

PREUVE

Une algebre de Manin est une algebre de Lie £ munie d’un produit scalaire <, >
svimétrique invariant non dégénéré tel que g soit une sous algebre de Lie isotrope de
£ et telle qu’il existe une sous algebre de Lie g* de £ isotrope et supplémentaire a g.
(“est donc une algebre de Lie £5, qui est isomorphe a £o,» . En d’autres termes c'est
nne classe de £s, qui contient £o,. On se donne £ et g, mais on ne se donne pas le
sitpplémentaire de g.
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Observons que y : L5, = Lessp (X,a) = (X, s7'a) est un isomorphisme d’algebre
de Lie car:
V(X @), (15 0)]) = x([X, Y]+ adyY —ad; X +5(a,v), adiv — adyo + [a, 2)
= ([X,Y]+adY — ad; X +S(a,v), s (adyv — adya + [o, o))
= [(X,s7'a),(Y,s"'v)

]Eﬂs,sp'

De plus y(g) C g et < x(X,a),x(Y,v) >=s5"" < (X,a),(Y,r) > . Donc les algebres
de Manin L5, et £.5,, sont isomorphes, en particulier £o, et Lo sont isomorphes.

Supposons que ¥ : £; ~ Lo, — L2 = Lo, soit un isomorphisme d’algebres de Manin
tel que < U(u), U(v) o= s71 K u,v >.

Alors, pour S =0, Wox~1:Lys, — Loy est un isomorphisme de Cs,, algebres et est
donc déterminé par A: g — g et Q € A?g tels que

(1) A soit un automorphisme de Lie de g;
(if) p' = A(sp — 0Q);
(iii) 1/2A((Q, Q)(e,vs ) + § AQ(Tla,v],7)) =000 T = s'p.
Nous voyons donc que deux bigébres donnent des algebres de Manin isomorphes si et

seulement si il existe A automorphisme de Lie de g, @ € A%g, s € R\{0} tels que (*)
soit vérifiée.

Regardons ce qui se passe pour des structures exactes.
Notons £, (resp. £3) l'algébre de Manin associée a (g,0Q) (resp. (g',0(Q")) . alors
L1~ Logq = L_1jg,q10 €t L2 = Loogr = L£_1101 010 Elles sont donc isomorphes si et

seulement si [Q', Q'] = s*A[Q, @] pour un automorphisme A deget un sZ0€R. O

Corollaire 1.7 Lorsque nous cherchons les algébres de Manin associées a des structures
de bigébre de Lie (go,p) ot go est une algébre de Lie réelle semi-simple telle que g = go”
soit simple, comme p = OQ pour Q € A%go tel que [@Q, Q] = AQ avec BB XAY AZ.Q) =
3(X,[Y, Z]), i n’y a que trois cas a envisager & isomorphisme prés:

o A=0,
e A >0,
e A<O.

1.2. Classification des algébres de Manin sur une algéebre semi-
simple réelle

Nous considérons une algébre de Lie semi-simple réelle g et une structure de bigebre de
Lie (go,p) sur go ou p satisfait p = 3Q et [@,Q] = pB ol B € (S%g")"™" est de la forme
B(X,Y) =pB(MX,Y) (cf. lemmel.4).

Nous voulons savoir quelle est 1’algebre de Manin associée a une telle structure.
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Remarquons que M o adX = adX o M VX € go et que p3[Q,Q], X AY A Z) =
S(M[X. Y], Z).

Le résultat que nous avons obtenu est le suivant:

Théoreme 1.8 A isomorphisme prés Ualgébre de Manin £ associde a une bigebre de
Lie sur une algébre de Lie réelle semi-simple go qui s écrit go = Dicp<, I ot les Ty, sont
des idéaur simples de go, est nécessairement de la forme £ = @<k, £ 0w Ly appartient
a la liste suivante:

L. = Lie(T"(1I})) ot I} est un groupe de Lie associé a l'algeébre de Lie Ty,
S = (35
L = TP Ty
Remarque 1.9 e ['algebre de Manin du type £; = Lie(T™(I;)) existe toujours. il

suffit de prendre () = 0,
e l'algebre de Manin du type £, = (3;;)(C existe toujours (cf. proposition 1.24),
e l'algebre de Manin du type £r = Jx @ I n’existe pas toujours (cf. théoreme 1.3).

Le reste de ce paragraphe consiste en une preuve de ce résultat.

Une telle algebre de Manin est donnée par £ga9 qui est isomorphe a £_;/50.gj0 = £.
Donc £ = go + go™ en tant qu’espace vectoriel

avec la dualité < (X, a),(Y.v) >, = (oY) + (v, X)

et le crochet:

[(X, ), (Y, )]y = (IX, Y] + S(a.v), ady v — adyc) (2.1)

ot S =—1/2[Q,Q] = ~1/2pB avec S(a,vy) = {7,5(, v)).
Proposition 1.10 Supposons que g soit une algebre de Lie réelle simple et que S=(
alors l'algébre de Manin associée a go est donnée par £ = Lie(T*G).

PREUVE

e Rappelons d’abord la structure de groupe sur 7*G. Nous identifions d’abord T
aGxgs
soit @ € T*G alors ay € (T,G)" et Lyag = @ € (T.G)* = g*. donc oy = L}, €
(T,G)*.
Ainsi, & o, nous associons le couple (g, &) et inversement.
Nous définissons la structure de groupe sur T*G:
posons
Qg - Vgt = (R;/—lag + L;—xl/gl) S (nglG)*,
ainsi (g, &) - (¢, 7) = (9¢',7) ot 7 vérifie B}, 1oy + L7 vy = Ly n-1(7).
Nous obtenons
Y=LyoR,a+v=Ad,.a+v.
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D ot
(9,@) - (¢',7) = (99, AL~ & + 7).

Remarquons que (g,&)—1 = (g1, —Ad;a).
e Nous cherchons le crochet sur Lie(T™*():

cg,@): TG — TG
(¢,0) — (g,8)(¢,0)g,@)"".

Donc
(g, &)((g', 7)) = (gg'g—l, Ad; 0 Ad?,1 & + Adyi — Ady@)).

Et Ad(g,a) = c(g,0)xe0) : @ X g — g x g~ est alors donneé par

e - d - -
Ad(g,a)((Y, 7)) = @ c(g, @)(exptY, tv)

d ) ) ) )
dt| (96:L'pt)/g“1’ Ad; 0 Ad;,p__“, o A(l;tl/ _ .-‘l([;())
0 +

= (Ad,Y, Ad;(—adya) + Adyi7).
Ainsi ad: g X g* — (g X g* — @ x g*) donné par ad=Ad.(. o) vérifie

d
ad(X,a)-(Y,v) = & (Ad(expt X, ta) - (Y,7))

d
= 7 (Aderprx ¥y Aoy (—adii t&) + AdS i)
0

= ((X.Y),—adyéa + ady7)

ce qui est le crochet 2.1 quand S = 0.

Nous supposerons dans la suite que S # 0 et nous identifierons £ a go + qo-

Nous identifions go + g5 & go + go par (X, ) — (X, 5“1(0-)) ot B:g — g est définie
par {(3(X),Y) = g(X,Y).

Alors la dualié est donnée par:

< (X,A),(Y,B) >, = (BA),Y) + (B(B). X) = 3(A.Y) + B(B, X).

Et d’apres 2.1 le crochet est donné par:

(X, A), (Y, B)ly = (IX. Y]+ S(B(A), B(B)), B (ad} B(B)) — B~ (ady- B(A))).
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e Déterminons Q(B(A)B(B)) :

t

On a que S(a.v,y) = (v.5(a,v)))
dou
3(C.3(3(A),B(B)) = S(B(A)LA(B),3(C))
= BONS ANBAC)
= —1/2B(M[A, B],C)
ainsi S(B(A), B(B)) = —1/2M][A, B.

e Déterminons /9‘1(ad}/3’(B)) :

On a que
BB~ (adxB(B)),Y) = (adyf(B),Y)
= —(B(B),adxY)
= —B(B,IX.Y))
= A(Y,[X, B]) car 3 est invariante
dott B~ adi B(B)) = [X,B].

Ainsl

[(X, A), (Y, B)ly, = ([X, Y] — 1/2M[A, B], [X, B} - [¥', A]) (2.

Q%7
Q%)
—

Proposition 1.11 Comme go = P1<k<pIi tout X € g est de la forme X =3 1¢1<p Xi
donc le crochet s’écrit:

[(\ 4) (}, B)]M = Z ([X—k, Yk] — 1/2A/[k[Aln BL] [_\'—/‘,. BA] — Dlw hlk])

1<k<p

PREUVE La somme des J; étant directe on a que
Tk, Jit = {0} pour | #k
Tk, Tie| = T

De plus M[ Xy, Yi] = M oadx, (Yy) = adx, o M(Y}). Ainsi M envoie J; sur J; lui-meme.
nous noterons donc M = ¥ ¢pcp My ot My = My, . Alors

A Bl = (2 %S a)( L vy B )|

1<h<p  1<I<p 1<P<p  1<0<p M
- ( Y [xev - X 1emfanBl Y [XeB] - 3 [voAl)
1<k<p 1<1<p 1<k<p 1<I<p

Y ([ Xk, Ya] — 1/2Mi[Ax, Bi], [Xi. Bi] — [Ye, Arl).

1<k<p
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|

Ainsi nous devons seulement étudier ’algébre de Manin £ associée & une
algébre de Lie réelle simple.
Dans la suite gy sera donc une algébre de Lie réelle simple.

Remarque 1.12 Si gy est une algébre de Lie réelle simple. alors go° est

e soit simple et alors M = Ald pour A € R,

2

e soit non simple et alors M = a + bJ ott ¢,b € R et ou J est tel que J? = —[d et

JoadX = adX o J VX € go.

Proposition 1.13 Supposons qu'il existe N : go — go tel que
1. N soit un isomorphisme linéaire,
2. Nt =1/2M,
3. NoadX = adX o N VX € gp.

Alors
L~ g0 en tant qu'algébre de Lie et go ~ {(X.0) € go°}

¢t la dualité est donnée par:
< (X, A),(Y,B)>,, =B(X,N'B)+ J(NT'AY).

Remarque 1.14 On note go© = {(X,Y) | X,Y € go} muni du crochet | . ], défini
par:

(X, A), (Y, B¢ = ([X,Y] = [, B],[X. B] - [V 4]).

PREUVE
Définissons
U:g® — C=go+g0 (X,A4) — (X.N7'A).

Nous obtenons
U([07(X, A), ¥7(Y, B)lc) = ¥([(X,NA),(Y.NB)],)
= ([X,Y]-1/2M[A. B],[X, B] - [v. A]).

Ainsi ¥ : go® — £ est un ismorphisme de Lie.
La dualité est donnée par

< (X,A),(Y,B)>,, = <U(X,A),9(Y.B)>,
= K (X,N7TA),(Y,N7'B) >,
= B(X,N7'B)+B(NAY).

On a, par conséquent, que (go, {(X,0) € go®}, €, >,;) est une paire de Manin. O
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Corollaire 1.15 Si M = Md avec A > 0 on obtient la paire de Manin (go~.go) ot la
dualite est donnée par:

< (X, A),(Y,B) »= 8(A.Y) + 3(B. X).

PREUVE
En effet il suffit de prendre alors N = —1\/_71*[(1 oit r € R\{0} est donné par A = r?. 0

()

Corollaire 1.16 Si go© n'est pas simple alors £ = go°.

PREUVE
Si g0 n'est pas simple alors M=a+bJ avec a.b € R et «® + b* # 0 alors il suffit de
prendre N=c+dJ avec (¢ + id)? = a + ¢b dans C. a

Remarque 1.17 Si go* est simple et M = Ald avec A < 0 il n'existe pas de N.

Proposition 1.18 Si go* est simple et M = Md avec A <0 alors £ = go b go.
go = Ago = {(X, X) | X € go} et la dualité est donnée par:

& (X, V), (X, Y) >=1/28(X. X") — 1/23(Y.Y").
Remarquons qu'une telle algebre de Manin n’existe pas toujours (cf. théoreme 1.3).

Remarque 1.19 £ = go & go est une algebre de Lie comme somme directe de deux
algebres de Lie et le crochet sur £’ est donné par:

[, Y), (XY = (XX V7).

PREUVE
D apres la formule 2.2 on sait que le crochet sur £ est donné pai:

(X, ¥), (3, )] = (16X = A ¥ (67 + (1)

en remplagant M par 2.
On peut supposer que A = —1 car lorsque go° est simple les structures sont isomorphes
a multiplication par une constante positive pres. Le crochet vaut alors

(X, Y), (X, Y)] = (1X, X+ Y. YL X, 1]+ ¥, X)),
Considérons
$:C=go+g — GoBdo=~L (X.V) = (Y+Y.X-Y)
Ou a
67 ([$(X V), (X" Y)) = ¢—1((X +Y,X —¥). (X' + ¥, X' = Y"))

= (X 4+ X +Y][X -V, X - ¥

¢~ ([X, X+ [V V] 4+ [X, Y] + Y. X7,

[X, X'+ [Y, Y] - [X,¥"] - [V, X")
= ([ X+ [ Y X Y] + [, X)),
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Ainsi ¢ est un isomorphisme d algebres de Lie.
Regardons la dualité:

< (X.Y),XY) > = <X, V), 07 (X Y) >,

N X4+4Y X—Y\ /X' +Y X' -V}

- <<( 2 72 )( 2 T2 )>>£
X+Y X' -V XY X'4+V¥

= b ( 2 02 >+/3 ( 2 72 >

_ é(/B(X, X') - (¥, Y").

Ainsi (£ = go D go, Ago) est une paire de Manin.
Remarquons que dans ce cas A'gg = {(X, —X) | X € go} est une sous algébre isotrope
de £. O

Corollaire 1.20 Si go© est simple alors

o si A >0, L~ g’ (et £ existe toujours cf. proposition 1.24).

o st A <0, Lxgodgo (et £ n'existe pas towjours cf. théoréme 1.3).
Remarque 1.21 g = go & go si et seulement si go° n'est pas simple.

En effet dans ce cas I'application ¢ : go© — go B ge X — (%,%) est un

isomorphisme de Lie car

X +:1JX X—iJX)‘(A-I-iJA A—iJA)])

o (8, 004)) = o ([(FH SE
X+ JX A+ JA (X = JX A—-dJA
- ¢1<[ 2Z : 2l I 21 T D
_ g ([‘\éA] ' J[X‘,ZA]’ [.X;A] y J[_\';A])
Al.
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2. Structures de bigebres liées a une équation de
Yang-Baxter modifiée

Dans tout ce paragraphe nous travaillons sur une algebre de Lie semi-simple réelle go.
Nous savons que toute structure de bigebre sur go est exacte et est définie par @ € A’go
tel que [Q, Q] = pB ol p est I'isomorphisme linéaire p: (S%g")™ — (A%g)"™" défini par
AN pB, X ANY ANZ)=B([X,Y],Z) pour X,Y,Z € g (cf. lemme 1.4).

De plus B est de la forme B(X,Y) = (M X,Y) ou M est une application linéaire de g
dans g qui commute avec adZ pour tout Z € g.

Définissons I'endomorphisme Q:g— g par

(0, Q(X)) = B(Q(ar), X)

ou de maniere équivalente
BOY). X)=BDQ,XAY)=Q(BX).AY)) (2.3)

oll 3:g — g est tel que (B(X), Y)=p6(X,Y).

En utilisant [Q, Q)(e,w,7) = 2 § (1, [(@ 0 B7)(),(Q 0 37)(#)]) ot S désigne la
avy vy

somme sur les permutations cyccliques sur «, 3,7, nous obtenons:

BIQ.QLXAYAZ) = B(M[X,Y)2)
= [Q,QI(BX,5Y,52)
= 25 (BZ.[Q(X), Q)

X\Y.Z
B(Z.[Q(X), Q1))

=2 g
XY,z

r

et

Or 3(X,[Q(Y),Q(2)]) = B(Q(2),[X,Q(Y))) par invariance.
Ainsi les conditions sur () pour que (g0, 0Q)) soit une bigebre de Lie, se traduisent sur
() par:

{ BOX,Y) = -pX.GY)
[QX,QY] - QIQX, Y] - Q[X,QY] = 1/2M[X,Y] pour X,Y" € go

appelées 1’équation de Yang-Baxter modifiée.
(L’équation de Yang-Baxter classique correspond au cas M = 0. Quand M # 0. on
parle de ’équation de Yang-Baxter modifiée non nulle).

En général M peut étre relativement compliqué, nous regardons ici le cas M = 2AId
avec A # 0. On parle alors de I’équation de Yang-Baxter modifiée standard:

{ BRX,Y)=—-B(X,QY)
[@X, QY] - Q[QX,Y] - QIX, QY] = A[X,Y] pour X,Y € go

Belavin et Drinfeld [1] ont décrit toutes les solutions de cette équation sur une algebre
de Lie semi-simple complexe. Nous nous intéressons a utiliser ce résultat pour résoudre
le probléme dans le cas réel. Nous étudions les conditions d’existence de solutions. puis
nous donnons toutes les solutions de cette équation.
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Remarque 2.1 e Lorsque gg est simple absolument simple cect nous donne toutes
tes solutions de I'équation de Yang-Baxter modifiée non nulle.

o Trouver les solutions de I’équation de Yang-Baxter dans le cas A = 0 est un
probleme ouvert.

Nous commengons par rappeler le théoréme de Belavin et Drinfeld ainsi que
sa démonstration.

Théoréme 2.2 (Belavin et Drinfeld [1]) Soit g une algeébre de Lie semi-simple complexe
et soit () € A’g satisfaisant

ﬁ“”)([Q,Q],X AY A Z) - ﬂ(/\[X, Y], Z).

Alors il existe une sous algebre de Cartan fj de g, un systéme de racines positives A+ de
(g,0), deuxr sous ensembles I'y et I'_ de l'ensemble ® des racines simples correspondant
a At et une application 7 : 'y — I'_ satisfaisant

(1) < r{a),7(v) >=< a,v >, Va,v € ['y,
(2) Yo € 'y, il existe un entier positif k tels que t'(a) € Ty, VI< k et T%(a) g T
tels que, pour un choir d’une base de Weyl E, dans g* avec 3(E,, E_,) =1, on ait:
Q=Qo+a( Y, E.aNE,+2 Y E_,AE,)

aEA+ aely a<w
ot a®* = =X et Qo € A%l est déterminé par Q(a, v), Yo,v € ®, devant vérifier:
(3) Q(r(a),v) =Q(a,v) — a( <o, v>+ < 7(a),v> ), YaeTl,, Vve d;
ou f‘.,. est [’ensemble des racines positives qui peuvent s’écrire comme une combinaison
lin€aire a coefficients entiers des racines simples de 'y ;

ou < a,v >= 3(Hy, H,);

ou la notation v > a pour a € f‘.,. signifie qu’il existe un entier k > 1 tel que 7*(a) = v.
PREUVE Nous donnons ici la preuve de ce théoreme ainsi qu’elle est exposée par Cahen,
Gutt et Rawnsley dans [3].
() verifie

B9((@,Q, X AY A Z) = 8(NX,¥1,2) VX,V Z € g

si et seulement si @} vérifie

BOX,Y) = -B(X,QY) o)
[@X,QY] - QQX,Y] - Q[X,JY] = \[X,Y] VXY €. -

Pour tout nombre complexe y soit g, I’espace propre généralisé donné par
g, ={Xeg|(Q- u)kX = 0, pour un entier positif k}.
La deuxieme équation de 2.4 peut alors s’écrire, pour tout pu,p € C:
(@-wX,@-pY] = (@-n][@-wXY]-(Q-w[X(Q~p)Y]
= (A= o)X, Y]+ (n + p)QLX, Y], (2.

De 2.5 nous obtenons les résultats suivants:

o
(W14
A
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wt

. Sip# —p, (@485 C o, pour o = ”:Jr_:, et g,,d, sont orthogonaux par rapport a

i,

(carsur g, Q) —p est inversible, donc pour X € g, etY € g,ona BQ—p)* X V) =

0= —B(X,(Q - p)Y) = —B(X, Z) pour Z € g,)
2. (gu,g-,) = 0si p? # =\
Soit a* = —\, alors nous avons:
e g, et g_, sont des sous algébres de Lie de g isotropes relativement & 3;
o g =) ,+1, 0, est une sous algebre;
e ., + g sont des sous algebres de Lie dans lesquelles g4, sont des idéaux.

Posons Qt = Q + a. Alors Q¥ est inversible sur g4, + g. Et de 2.5, nous obtenons:
Q*1Q™X,QY] = QT[Q*X,Q Y] VX, Y € g. (2.6)

-1

Ainsi, ¥ = QI;’ o (Q&,) est un automorphisme de g’ (car QF sont inversibles) et U
n'admet pas 1 comme valeur propre (car si UX = X alors Q*X = Q7 X donc 2¢X =0
et X =0).

Lemme 2.3 (Belavin et Drinfeld [1]) Si U est un automorphisme d’'une algébre de Lie
de dimension finie alors 1 est une valeur propre de U. Si ¥ est un automorphisme d’une
algébre de Lie n'ayant pas 1 pour valeur propre, alors 'algébre de Lie est résoluble.

Lemme 2.4 (Cartan [2]) Si p est une représentation fidéle d'une algebre de Lie g sur
un espace vectoriel de dimension finie, la trace de p est non dégénéré sur g. Il découle
de ceci que toute sous-algébre de Lie semi-simple isotrope relativement & la forme de
Killing est résoluble.

Corollaire 2.5 g,, g—a, @', o + @', g_o + @' sont toutes résolubles et g = go + @' + g_a-

PREUVE g, et g_, sont résolubles par le lemme 2.4; g’ est résoluble par le lemme 2.3.
De plus comme g4, sont des idéaux de g4, + @' ceux-ci sont résolubles. a

[ existe b, une sous-algebre de Borel de g telle que g, +g' C by ; et b_ une sous-algebre
de Borel de g telle que g_, + g’ C b_. Et g=by4 + b_, donc fj = b, N b_ est une sous-
algebre de Cartan de g. Si ny désigne le nilradical de by, nous avons by = +ny et n,
est 'orthogonal de by pour la forme de Killing. Or I'orthogonal de g, + @' pour la forme
de Killing est g, donc g, + ¢’ C by ainsi ny C ga. Alors comme le seul Borel contenant
ny est by, on a que by est I'unique Borel contenant g, + ¢ De maniere similaire on
démontre que b_ est 'unique Borel contenant g_, + ¢’. Et h D g’ est déterminé de
maniere unique par Q.

Soit A I’ensemble des racines de g relativement a . Si « € A notons g* l'espace
radiciel correspondant et nous dirons que a € At si g* C by (b = h @aea+ g°). Alors
n_ correspond aux racines négatives n_ = @,ea+@™ .

Lemme 2.6 ([1]) Q(by) C by, Q(bs) C ng, Q(h) C H.
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PREUVE Considérons [ = {X € g | [X,g.) Cga}. Alors ny C g, implique [[,ny] C b,
Mais I'algebre maximale qui vérifie [[,ny] C by est by elle-méme, donc [ C by. D’autre
part g, C by donc [by,g.) C [e,b4] C ny C g, donc by C L.

Si ¥ € g,, nous avons QY € g, dons si X € [, 2.5 implique (en prenant g = p = «):

(@ —a)(@-a)X.Y]-[(Q — &)X, (Q —a)Y] € ga

en itérant on obtient:
(Q-a)[(Q@-)X, Y] - [(@— )X, (@~ a)fY] € g

Or comme Y € g, il existe k tel que (Q a)*Y =0, donc [(Q — a) X, Y] € g.. Ainsi
[Q X, Y] € g, donc Q! C I. Nous obtenons ainsi que Q(by) C by et que Q n.) C n, car
Q est antlbymetuque et b+ = ny. De maniere similaire on obtient que Q( ) C b_ et
que Q(n_) C n_. Donc Q(h) = Q(b,.Nb=) C by Nb_ = h. 0

Notons cz. = Im@*. De 2.5 on obtient que ¢y sont des sous-algebres de Lie de g et que
g+, + @ C cx donc ng C cx. Alors (cf. Cahen, Gutt et Rawnsley [3] appendice) ceci
implique que h + ¢4 est une sous-algebre parabolique de g contenant by.

Ainsl nous pouvons écrire by =hH+ £ g* C h + ¢y. Il existe donc 'y, C @ tel que
a€At

h+ey = h ¥ g"® ¥ g7

o€AT yel'y
= h® ¥ ¢g°® % (g”+g“’)
oa€AT\T'} vyel'y

ol f+ est ’ensemble des racines positives qui peuvent s’écrire comme combinaisons
linéaires de racines simples de [';.
De plus Vo € 'y @7, =CH, C§.
Donc

hter=(S H)¥+ne, @ T (8" +0" +[a% 7))

o€l'y o€l

Le méme raiseoonement appliqué a c_ donne:
il existe deux sous-ensembles I'y et I'_ de ’ensemble des racines simple ® dans A* tel
que

¢ = Im(Q@+ad)=nr, & % (@ +g " +[g" g )T
a€ly
. = Im(@-a)=nr_® % (@ +g  +[g%a ) BV"
acl'_
ou

o I'y (resp. I'_) est 'ensemble des racines positives qui peuvent s’écrire comme
combinaisons linéaires de racines simples de I'y. (resp. I'_);

enp,= ¥ g%n_= ¥ g%
a€AT\T, aeAT\[—

o "% est une sous-algébre de fj dans ( § Hy)*” telle que (VE): C V.
a€l'y
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[N
-1

Fuellet & (g"+87" + @, g7t = {0} et ]m(Q +a)t = [\’67'(@ —a) C Im(Q + a).

o€l -
Donc

g D Ner(Q+a) = Im(

go D Ner(Q —a) = Im(

O e

—a)t =np_+(V7)!
+a)t =np, +(VH)*
De plus d’aprés la relation 2.6, nous obtenons que (Q — a)(Q + «)7" induit un isomor-
phisme d’algebres de Lie, en effet
Q+aig—cy
induit  Q +a: 8/ ger(Gra) = S+
alnsi (G —a)(@+a)™ oy /ieyr — /()L

Nous obtenons donc:

Oicifigr = B (@ +87 " +@%g "D+ Ve
aE[‘+
=S = B (@ HeTT NV e
o€l -

(et isomorphisme induit une application 7 : I'y — T'_ telle que

(r(a),7(7)) = (,7), Yo,y € 'y (2.7)

En effet la partie semi-simplede ¢;. /()1 est ¥ (g*+g™> +[g*.g7%]) et cellede c_/(_)s
a€F+

est ¥ (g +g %+ [g*% a"]) et O envoie la partie semi-simple sur la partie semi-simple.

aEf-

En choisissant des bases de Weyl compatibles, on obtient Vo € Ty
G(Hcv) = H'r(a)
0(E,) = E ()

Observons que (Q + a) : ny — ny est une bijection. En effet Qz (Q + a) et (Q — «)
envoient ny dans ny et fj dans b; et Ker(Q + a) Nny = {0}, Im(Q + «) D ny. De plus
on peut écrire:

\I}:(Q—a)(Q-l_a’)_l:n‘F_)n-{-: Ea_)Er(a)VCYEF+,
E, — 0Vy€ AT\I;.

Ansi sur ng, (1 —0)Q = o(¥+1). Et (1 -0) = 2a(Q + «)~! est une application

inversible sur n,..

Lemme 2.7 (Belavin et Drinfeld [1]) (1 — V) est inversible sur ny si et seulement si,
pour tout o € Ty, il existe un entier positif k tel que:

a, r(a),..., 7" Y a) €Ty et TF(a) ¢ T (2.

[\
99}
=
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Alors Q sur ny est obtenu & partir de 7 satisafaisant 2.7 et 2.8 par:
Q=a(l=VU)" " (U4+1)=a(l+T+V24+. . +T4 )1+ tel que

QE,) = aky ¥y e ANy
Q(Ea) = a(Ea+2 T Es)Va el
>o

ou 6 > « pour o € f‘+ signifie qu’il existe un entier & > 1 tel que r*(a) = 6.
Finallement @) est completement déterminé sur n_ par

BQX,Y) = —B(X,QY)

car ny et n_ sont en dualite. De plus Q“) : b — b doit vérifier:
HQX,Y) = —B(X,QY) VX,Y € b;
(Q — a) H0 =(Q+a)H r(a) Vo € T
En effet §(H,) = H;(q) donc si verlﬁe ( + = H,onal(H, =(Q —a)r+ y ou

a)
y € Ner(Q + a). Donc (Q — a)H, = (@ )(Q a)e = (Q + a)H (). a

2.1. Existence d’une solution

Dans [3]. Cahen, Gutt et Rawnsley ont utilisé ’étude de I'équation de Yang-Baxter
modifiée standard faite par Belavin et Drinfeld [1] pour une algébre complexe pour
obtenir:

Théoréeme 2.8 [l existe une solution de l’équation de Yang-Baxter modifi€e standard
avec A < 0 sur une algebre de Lie réeelle semi-simple go si et seulement si gg est la somme
didéaur simples qui sont déployés ou complexes ou appartiennent  la liste suivante
(cf [19] pour les notations):

(i) SU(p,p),SU(p,p + 1),
(i) SO(p,p + 2),

(iii) EIL.

Nous nous intéressons au cas A > 0 et nous regardons les conditions d’existence
des solutions de:

{B(@ ,Y) = —B(X,QY)
X,QY] -

[QX,QY] - QIQX, Y] - QIX,QY] = A[X, Y], V X, Y € go.

2.9
Oy (2.9)

Proposition 2.9 [l existe une solution @ € End(go) de Uéquation de Yang-Bazter
modifice standard avec A > 0 sur toute algébre de Lie réelle semi-simple gq.

Remarque 2.10 Soit go = € @ p une décomposition de Cartan de go, soit fy une sous-
algebre de Cartan de go telle que ho contienne un tore maximal t de €, soit g = g5 et
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h = 5. Soit X € ttel que o(X) # 0 Va € A et soit AT = {a € A |ia(X) > 0}. Une
solution de I’équation de Yang-Baxter modifiée standard est donnée par:

aX st X €3 ,ea+ 8°
Q(X)=<¢ 0si X el =h5 (2.10)

—aX si X €Y qent 879
ou a* = =\,

Le reste de ce paragraphe est une preuve de la proposition ci-dessus.
PREUVE

Pour obtenir ce résultat nous travaillons sur g = g5, nous étendons Q C-linéairement &
g. L'équation vérifiée par Q sur g est:

[QX,QY] - QIQX,Y] - QIX, QY] = AX,Y], V X,V € g. (.11)

{ BRX,Y)=—B(X,QY)

Nous utilisons alors ’étude de cette équation par Belavin et Drinfeld [1] qui est reproduite
dans la preuve du théoreme 2.2

Comme a? = —\, a est imaginaire pur; g, et g, sont des sous algebres de g qui sont
isotropes relativement a f et de plus g_, = @,.
Du reste g’ = 3,24, @, est une sous algebre et g =9q.
g'. g_. + ¢ sont toutes résolubles et g =g, + ¢’ + g—,.
Alors comme g, +¢' et g_, +¢ sont résolubles, elles sont contenues dans une sous algebre
de Borel b, et b_ respectivement.
1 existe, donc, une sous algebre de Borel by de g telle que g, + @’ C by et b_ = b est
elle aussi une sous algebre de borel de g telle que g_, + ¢ C b_. Deplus h = by Nb_
est une sous algebre de Cartan de g telle que § = § donc §) = ho" ol By est une sous
algebre de Cartan de go.

De plus @z, g—a. @', @8 +

Soit go = €+ p une décomposition de Cartan de go compatible avec fjg et soit o = t+a
la décomposition de §o correspondante i.e. t C Eet a Cp.

Notons A% I’ensemble des racines de (g, h) telles que les sous espaces radiciels
correspondants soient dans by..

Notons o’ la restriction de @ € A a .

Si e At alors g* C by et g% C by = b_, notons g~* = g%, alors si H € hjp on a que

[H,X°] = [HX°|=[HX%|=-aHX"
= oH)X* = a(H) X* pour X* € g°.
Ainsi
sia €AY, gf=g %ol —& =a et & € AT,
Comme ljy = t + a on écrit o' = ait + aiu ainsi @ = —ait + aiu car sur t les racines sont

imaginaires pures et sur a elles sont réelles.
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Du reste g” = €+ ¢p est une sous algebre compacte de g et t7 = t + /a est un tore
maximal de g”, donc o € AT si et seulement si X € it” tel que a(X) > 0. Or un
XNeiw"sécrit X =1Z+Y avecZ etet Y € a, donc

a(X)=1a(Z)+ a(Y) =id(Z) + &'(Y) > 0;
en conjuguant on obtient:

—&(X) = —ia(Z) + oY) < 0.

Nous obtenons alors
1 (Z)+ (YY) >0
—a'(Z) + o'(Y) < 0.

Il faut donc qu’il existe Z € t tel que a(Z) # 0 Va € A.

Réciproquement supposons qu’il existe X € t tel que o X) # 0 Ya € A alors posons
At ={a e A |ia(X) > 0}.

Soit by = (fJo)(C + D aea+ 8%

Observons que

S e=3 g

a€At aEAt
EEn effet

XX = [X,X9] = [X,X7
= ofX) Xo = —a(X) X2 pour X® € g%,

On a ainsi

g=had > o"@ ) g

aEAT acAt

Posons
aX st X €Y ,ent @7

Q(X)=14 0si X ebh=0n§ (2.12)
—aX si X € ¥ qeat 0%

Tout Z € gséerit Z =Zo+ 2y +7Z_00 Zyg €Yy, Zy €Y peat+ 8% v Z- € ) sent 8°.
Du reste

Z) = Q2+ 2+ +72°) = —aZy + a7

QZ) = QZo+2Z4+7_)=aly —ad_
= —aZy+aZ_ cara € iR

DY




2. Structures de bigébres liées a une équation de Yang-Baxter modifice

Ainsi ce (Q défini sur g induit un ¢ : go — go linéaire.
Nous voulons voir que () sur gg vérifie 2.9.
Remarquons qu’il suffit que Q sur g vérifie 2.11 car

ﬁlggoXuo = 'Bgo'
Calculons
BAXY) = A(Q(Xo+ Xy +X_), Yo+ ¥y +10)
= IB((I,X_}_—QX_,YE)"}‘Y:{.‘}'}—_)
= aﬂ(X+7 Y—) - a/B(X_, }f-}-)
= —(B(Xy, —aYl) + B(X_,a}y))
= —-ﬂ(X() + X+ -+ .X—._, (I,Y'+ - CL};)
= -A(X,Q)).

La deuxieme relation donne:
@x.Qv] - Qlox.y] - Q[x,qv]
= QX0+ Xy + X_), QYo + Ve + 2] — QQ(Xo + Xy + X_) ¥ 41 + 10
—@[Xo + X+ X, QYo+ Y + Y—)]
= [aXo—aX_,aY, —aY.] — Q[aXy — aX_, Yy + Yy + Y]
—Q[Xo+ X4 + X_,a¥Vy —aY.]
= (X4 Y] = (X0 Vo] = (X Y]+ (X V)
—aQ ([ X4, Yol + [X4, Y] + [X4, Y2] = [X_, Yol — [X_, Yo — [V, V1))
~aQ([Xo, Yol — [Xo, Yo) + [ Xy, Vi) — [ Xy, YO 4 [X_, Y] — [X_, V1))
= (X4, Y] = [Xg Y] = [XC, Y]+ [XC, Y
—[ X4, Yol — [Xy, Y3 — [X_, Yo] — [X_, Y]
X0, ¥i] = [Xo, Y2] = [Xo, Y] = [X, Vo))
= —a?([Xo+ Xy + X_, Yo + Y, +Y.])
= AX,Y].

Nous venons donc de démontrer:

Lemme 2.11 [l existe une solution de 2.9 st et seulement st il existe X € t tel que
a(X) #0 Va € A. Et dans ce cas une solution de 2.9 est donnée par 2.10.

Remarquons que nous pouvons écrire

C=t‘e >
~YEP(IC ()

avec £ = {X € €€ | [t, X] =~(t)X Vt € t¢}.

31
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Soit a € (g, h) comme g = £ + p© tout X € g* peut s’écrire X = X + R
Sotent t € t, b € a.
Alors

[t +b. X% =at+b) X" =aft +b)(Xy + X)), (2.13)
mais

[t+ b, X% = [t + b, Xg + XO] = [t, X¢] + [t, X2] + [b. X7 + [b. X7].

Ovon a que [¢,€] C & [p,p] CE [&,p]Cp

d’ou

[t + 6, X =[t, X{] + [6, X[+ [t, XJ] + [b, X' (2.14)

e ep®

En identifiant les termes de 2.13 et 2.14 on obtient:

alt + b) Xy = [t, X¢] + [0, Xp] Vie t,Vbec a
alt +0) X5 = [t, X7+ [b, X§] Vte t,Vb e a.

En particulier pour b=0 on trouve:

a(t) Xy =[t, X¢] Vtet, (2.1

S}
—
St
-

donc si X& # 0, o € P(EC, £5).
En outre si X§¥ = 0 on obtient:

[b,X] =0Vbe a, (2.16)

ce qui signifie que o = 0.

D’autre part on a:

g=t+p°=t*pa"p > CXgo Y CX;.

a€A(g,h) a€A(g,h)
Donc
a“@ > Cxg=p°
O'GA(EJ))
et

o > CXg=¢"
a€A(gh)

Lemme 2.12 (Il existe X € t tel que o(X) # 0 Va € A) est équivalent au fait que t
est un tore mazimal de €.

PREUVE

Avoir un X € t tel que a(X) # 0 Va € A implique que t est un tore maximal de E.

Iu effet on a €5 =t @ Y pea(en CX¢ et [t, X¢] = a(t) Xy, donc le centralisateur de X
dans €° est égal a €.
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Réciproquement si t est un tore maximal de €. Soit @ € A(g, h) tel que oy = 0 alors par
le méme calcul 2.15 que ci-dessus , on obtient:

X&=0VX® € g,

donc aj, = 0 d’apres 2.16, mais ceci est impossible car ajp #Z 0. Donc il n'existe aucune
racine qui s’annule identiquement sur t.

De plus pour tout a € A, o est une application linéaire non identiquement nulle
ap : t — C et le noyau de o) est un hyperplan de t. L’intersection de tous ces
hyperplans lorsque a parcourt A est une intersection finie d’hyperplans, il existe donc
des points de t ot tous les & € A ne s’annulent pas.

Donc si t est un tore maximal de &, il existe X € t tel que a(X) # 0 Va € A(g,h). O

(‘eci nous donne le résultat cité au début. O

Remarque 2.13 Si t est un tore maximal alors t contient le centre de .

Remarque 2.14 Il est toujours possible de considérer une sous algebre de Cartan b
de go qui contient un tore maximal t de € ou go = €+ p est une décomposition de Cartan
de go.

En effet on prend t un tore maximal de & donc t est une sous algebre abélienne maximale
de go et si X € t alors X est ad semi-simple; de plus [t, €] C & et [t,p] C p. On complete
t en une sous algebre de Cartan fo de go donnée par hg = t+a ol a est une sous algebre
abélienne de p.

2.2. Recherche de toutes les solutions

Nous cherchons toutes les solutions de 1’équation:

@ ] Q[@X, Y] - Q[X, Q}] = A[X, Y] avec A # 0. (2.

S
—
=1
~—

{ B(QX,Y) = —B(X,QY)
[QX,

pour X,Y € go, Q € End(go) lorsque go est une algébre de Lie semi-simple
réelle.

Pour trouver toutes ces solutions nous travaillons sur g = g$, nous étendons Q)
C-linéairement & g. L’équation vérifiée par @) sur g est:

BQX,Y) = —B(X,QY) (2.13)
[OX,0Y] - QIQX,Y] - QLX, QY] = A[X,Y] avec A # 0.

Alors les solutions de 2.17 sont les solutions Q de 2.18 telles que Q € End(go) c'est a
dire que Q(X) = Q(Y) VX €g.
Nous considérons donc les solutions complexes obtenues par Belavin et Drinfeld théoreme

2.2 telles que Q(X) = ( )V)(Eg
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Cas A >0

Nous cherchons toutes les solutions de 2.17 avec X > 0.

Lemme 2.15 Dansle cas A > 0, la sous-algébre de Cartan et les autres objets (A*, [ ...

tntervenant dans le théoréme 2.2, pewvent étre choisis tels que:

L.

S

.

oo . A
h = oo, ou ho est une sous algébre de Cartan de gy contenant un tore mavimal de
E ot go=EDp est une décomposition de Cartan de go,

g% = 07" o —ay, = Qjy, ainst By = A E_5

—a?

. ={a quand a € T},

H, = —H5 pour a € A,

CQ(E-y) = —aE_o —2a Y E_,.

v

PrevvE  Nous considérons les solutions du théoréme 2.2 et vérifiant Q(.X) = Q(T)
VX € g

Les points 1 et 2 résultent de la démonstration de la proposition 2.9 qui reprend
la construction de f de Belavin et Drinfeld [1] (voir preuve du théoréme 2.2).

pour 3: on rappelle que dans la preuve du théoreme 2.2, ¢, = Im(Q + a) et c_ =

Im(Q—a). Orici c_ =5 donc [y =I'_ cest adire que I'_ = {& quand « € T },
+ q

ainsi ['_ est déterminé & partir de f‘+ et ' ={@ quand e« € T} }.
pour 4:

comme 3(FE,, E_5) =1on a: [Ey, E_,] = H,

ainsi

[Ea, BE_a] = HaVaeA
I

FaB] = Bz daEs

e

= Aedoa|E_z, Bz

= =AM
D’ou
H, = — Ao Ao Hz.
De plus [H, E,] = ao(H)E,
donc
[H,E.] =a(H)E,
= a(H)E,
= a(H))\O,E_;

[

)



2. Structures de bigébres liées a une équation de Yang-Baxter modifiée 35

N ou

oH) = —a(H).

Alors comme 3(H,, H) = a( H) et que 3 sur gest I'extension C-linéaire de 3 sur g
on a:

= —&(H)
Il
A(I.H) = -dor_op(H; H)
= —AoA_a(H).
On obtient donc que AA_y =1
ainsi
H,=~HzVae A,
® pour 5:

On a zi(Q(Y),X) = Q(ﬁ(Y)aB(Y))

d’oti pour v € At
AQEN).EL,) = Q(=v,7)
= (T FanBat2 X ELAE)(—ya)cf22

a€A+ a€ly a<y
= a+2a) (-7, E)
y<v
- a(/j'(E.y, E_)+2Y B(E_.. El,)).
y<v

Alnsi

ou Y s, B, =0s1v€ A+\f+.

Nous déterminons Q sur n_ = @Poca+g™* en utiltisant BOQX,Y) = —B(X,QY).
Sia€ At, ye AT

B(QE_o Ey) = —B(E-a.QE,)
= —B(Eara(Es +23 E,))
v>y

_ — 0y o
o —2ab,, ou v > 7.

De plus on sait que @n_ Cn_

donc

QE—a = Z byE_y

neA+t
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c'est a dire (@E_a, EA,> = b,.

Alors

QFE o= —aE_,—2aY E_,

v<o

ou 3, o F-, n'a de sens que pour v € I'y.

Remarque 2.16 Le point 5 est un résultat général qui ne dépend pas du signe de A.
Toutes les solutions sont données par le théoréme suivant:

Théoreme 2.17 Soit go une algébre de Lie réelle semi-simple et soit Q € A’gq satis-
faisant

BEX,Y) = —B(X.QY)
0X,0Y] - Q[OX,Y] — Q[X,QY] = A[X,¥] avec A > 0.

Alors, il existe une sous algébre de Cartan §g de go qui contient un tore maximal de €
o go = €D p est une décomposition de Cartan de go, un systeme de racines positives
At de (go%, 0o°) tel que g7 = g% ot & € At si o € AT, un sous-ensemble I'y de
I'ensemble ® des racines simples correspondant a At et une application 7 : 'y - T'_ =
{& quand o € 'y avec —&yy, = @), } satisfaisant a:

(1) < t(a),7(v) >=< a,v >, Ya,v €'y,
(2) Yo € Ty, il existe un entier positif k tel que 7'(a) € Ty, VI < k and 7%(c) ¢ Ty,
(3) T(a) =0 = 1(v)=aVaely,

et tels que, pour un choix d’une base de Weyl E, dans g* satisfaisant 3(E,, E_,) = 1
et B, = Ao E_~ en posant

(4) ’\r(o:) = /\oz VGE P+

on ait:

Q=Qo+al >, E.aNE,+2 > E_,AE.)

acAt a€ly.a<y

ot a® = =X et Qo € A%y est déterminé par Q(a,v), Va,v € ® et celui-ci doit vérifier:

(5) Q(r(a),v) = Qa,v) —a(< a,v >+ < 1(a),v >), Va ey, Vveo,

(6) Q(Hz) = —Q(Ha) Ve



2. Structures de bigébres lides a une équation de Yang-Baxter modifiée

PREUVE
On veut qu’un @ solution du théoreme 2.2 satisfasse Q(Y) =Q(X)VXeg
In particulier pour X = FE, on obtient:

Q(E) = Q0aB3)

= AQ(E3)
= —ad(E;+2) E,)
= Q(Ea).

o 1€ cag:

Siaely et T(a):DEf‘_, D¢f+ alors

QE) = a(Ba+28;)
= —a(Ba+2E)  (7=r(e)
= —a(ME_; 42\ E ;)
et Q(Es) = —ada(BEz+23 E,).

y<a

Il faut et il suffit que

Ar(a) = Aa €t que 7(v) = a.

216[116 cas:

Nous faisons une récurrence: supposons que

Ya € f‘+ tel que 7'(a) € f‘+ I=1,,k—1, ™) ¢ f‘+, *(a) = 7 € T'_ on ait:

/\a = )“r(cx) = = /\Tk(a)
et 7P(v) = (7"‘“”(&))~ p=1,... .k

Nous démontrons cela a 'ordre k+1:
soit a € f‘+ tel que 7!(a) € f‘+ I=1,... ket ™Y a)=7 ¢ f‘.,..
On applique 1’hypothése de récurrence a 7(«)

on a alors:

/\T(a) =...= )\Tk+1(a) et 7-7’(1/) = (TL‘—P(TQ))“‘ p= 1,... k

37
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QEs) = a(Ba+2B 0 + + 2Emn1y)
= —a(AaB_z + o) B+ 20k ) i oy
= —a(AaB_z + 2 () Eorigy) + o+ 2 an o By
Am) = a(E)
= —ad(Ez+2) E_,).

y<a

Pour avoir I'égalité il faut et il suffit que:

Aa = Ar(a) = *** = Arkar(y) €t que T(7*(v)) = & c’est a dire 7*+ (1) = 4.
Ainsi on obtient toujours que si 7(ar) = ¥ alors T(v) = @ et Ar(4) = Aa.
On veut aussi que Q(j(_) = Q(X) VX € . Ceci donne
6(T) = O
Il
~Q(H;).

Nous obtenons donc les trois conditions citées.

Comme {H | o« € @} forme une base de b et que {X, | A+} forme une base de
Y aea+ @7 les conditions sont suffisantes pour que Q(X) = ) VX € g. a

Remarque 2.18 Si 7(«) = & alors A\, € R.

En effet on a

E = /\aE_&'
Bz = AE_y=)F..
1
de plus B(Ea, E_y) = 1= ﬂ(/\aE a,/\—E~)

Donc A, = A, ainst A, € R.

Remarque 2.19 Si 7(a) = et 7(v) = & alors Ay = A, et Ay = \,.

En effet on a déja que Ay = A, et A, = A3, en plus comme
E.=ME_3; et Ex = A;E_, on obtient

BEwEo) = 1=B(NE 1 T5)
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Donc X. = A,.

De meme

BB, E_,) = 1=ﬂ</\,,E_;, Ai’i)

\1115] /\:/' = ’\O’ — X,, et A&’ = Al/ = ACY'

Remarque 2.20 Si 7(a) = & alors Q(H, — aH,) € iA%ho.

En effet d’apres le théoréme 2.2 Q sur h est déterminé par:

Q(7(a),v) =Q(a, v) —a( <a,v>+<7(a),r > ) VaeTl,, Vveod.

(2.19)
Or<a.v>=3(H, H,).
On obtient pour 2.19:
Q(r(a),v) = Qlenv) — a(B(Har H,) + B(Heiay, H,))
= Qloyv) — a({B(Ha), H,) + (B(Hrio)), H.)). (2.20)

Calculons A(H.,): )
(B(Ha), X) = B(Ha, X) = (o, X) VX €.

Alnsi .B’(HC,) = « sur .
D ou

Q(r(a),v) = Q(

On obtient alors pour 2.20:

B(Q(H o), H,) = B(Q(Ha), H,) — a(B(Ha, Hy) + B(Hr ey, H.))-

(Vest a dire: 3 )
Q(H. (o)) = Q(Ha) = a(Ho + Ho(y)-
Alnsi:

Q(Ha) —aH, — (LHT(G) = @(H~) car & = T(O’)

de plus comme H, () = Hy = —H,
on obtient:

Q(H,) + o¢H, = aH,— Q(H.)
Q(H,) —aHy = —(Q(H.)— aH,).

Ainsi Q(Hy) — aH, € iA%hq.
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Cas A <

Nous cherchons toutes les solutions de 2.17 avec ) < 0.

('es solutions sont les solutions du théoreme 2.2 et qui vérifient en plus QX)) = 0 (T)
VX €g.

Lemme 2.21 Quand A < 0, sl existe une solution, les choix de h, N*, T . I'_. 1 peu-
vent é€tre faits tels que: :

. b =h,

T o R — ) ad _ -
2. 9% = g% ot qpp, = AJy, winst By = A\ By,

=]

3. H, = H; pour a € A,

QUE_.)=—aE_o—2aY E_,.

v<a

-~

PREUVE Nous utilisons le preuve du théoreme 2.2 de Belavin et Drinfeld [1].

e pour I:

A < 0 donc comme a? = —), a est réel, ainsi

g = (0.%), goa = (5-8)5, o' = ()", b, = (6:%)", o= (6%)"

de plus by =by et b =b_

donc b = ho".

e pour 2:

Si o € At alors g* C by et g* C by = by du reste si H € ho on a que

[Ha Xo:] - F»K
H X,
= &(H)X,

I
ao(HYX, =a(H) X, pour X, € g*.

Ainsi g% = g% oll & [p,= @ |y, €t & € AT Clest & dire E, = AE
e pour 3:

comme (Ey, FE_y) =1ona [Ey, E_,| = H,

ainsi

[E.,E_s] = Ha VaeA
il

Ea B = [AaBz)oB;

= dadoa [E5, E_5
= AaA_aH:.
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D’out

H, = A Ao Hx
De plus [H, Ey] = a(H)E,

donc
[H’ Ea] = O‘(H)Ea
= o H) E,
= a(H)\E;
Il
A7) = [A.E]
= \o&(H)E;.
D’ou
ofH) = &(H).

Alors comme 3(Hy. H) = a( H) et que 3 sur g est l'extension C-linéaire de 7 sur gy
on a:

6(H_a,ﬁ) - /\a,\_aﬁ(H;,F)
- ,\(,A_aa(ﬁ).

On obtient donc que A A, =1

ainsl

FO,Z H;;VCI’EA.

e pour 4 voir la remarque 2.16.

Toutes les solutions sont données par le théoreme suivant:

Théoréme 2.22 Soit go une algébre de Lie réelle semi-simple de la forme du théoréme
2.8 et soit Q € A?go satisfaisant

{ BOX,Y)=—B(X,QY)
[0X,QY] - 0[0X,Y] - Q[X,JY] = A[X,¥] avec A < 0.

Alors, il existe une sous algébre de Cartan ho de go, un systéme de racines positives
At de (go‘c,f)oc), deuz sous-ensembles I'y et ['_ de l'ensemble ® des racines simples
correspondant @ A et une application 7 : T'y. — ', satisfaisant

(1) < r(a),7(v) >=< a,v >, Va,v € ['y,
(2) Yo € Ty, il existe un entier positif k tel que 7'(a) € Ty, VI < k and m*(a) ¢ Ty,

(3) ™*(a) €T, <= tH@a) ey,



12 Chapitre2. Structures de bigébre sur une algébre de Lie réelle semi-simple

() (&) = r(a) Ya € 'y,

tels que. pour un choiz d'une base de Weyl E, dans g* satisfaisant 3(L,.E_.) = | ¢t
E, = A E_; en posant

(5) /\T((r) == /\a VO! c F+.

on ait:
Q=Qo+a( ) EaNE,+2 > E,AE,)

agAt aEf+,cr<u

ona® ==\ et Qo € A*hy est déterminé par Q(a,v), Yo, v € O et celui-ci doit vérifier:

(6) Q(7(a),v)=Q(e,v) —a(< a,v >+ < 71(a),v >), Va e T4, Ve d.

(7) Q(Hz) = —Q(H,) Ve

PREUVE
On veut qu’un @ solution du théoreme 2.2 satisfasse Q(T) =QRQ(X)VX eg
En particulier pour X = E, on obtient:

Q(Es) = QUEy)
= )‘QQ(EE;)
= ad(Ez+2) E,)

>a

= Q(Ea)
= (an, + 2a Z E,,)

v>o

= aE_a—{-‘zaZE_l,

oo

= a/\aEg + 2a Z /\UE;.

v>a

Supposons que

&) € Typpourk=1,...,0—1let (&) ¢TIy,
et que () € Ty pouri=1,...,5—1letr'(a)gTy.

On obtient:

a/\aEg + ‘.Za/\o,ET (~) +...+ 2a/\O'ETz (~) =

o (23

a)\aE; + 2aAT(ME:(;) +...+ ‘Za)\T,(O,)E

Une telle égalité ne peut avoir lieu que si j=l, ceci nous donne 3.
Nous faisons une démonstration par récurrence sur 1 pour obtenir 4 et 5.
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'Y pas: pour I=1

Siaely et 7(a) =¢ 'y, alors par 3 on sait que & € 'y etr =¢ I'y.
I.'égalité 2.21 s’écrit:
/\GET(&') = /\T(O,)E:(:).

Pour avoir cela il faut et il suffit que
Ara) = Aa et que 7(&) = ().

2ICME Kas: supposons que

(Va €T, telque ¥(a) €'y pour k=1,...,0'=1let (o) g Ty

on ait: Ay = Ay(q) et T(a) = () ) pour tout /" < [.

Nous passons a l'ordre 141:
soit e € I'y tel que 7%(a) € Ty pour k=1,... ,let 7 (a) =¢ I';.

Nous écrivons ce que donne 2.21:

AO‘ET(Z) +...+ /\aETH_l (~) = /\T(G)E:(E’) +...t /\TH’(C")E<,_I+1(C,,)>J

o

Appliquons 'hypothese de récurrence a 7¢(a) pour I’=1, on obtient:

T(T/l(va)) = (T @) et Aoy = Ao

Appliquons I’hypothese de récurrence & 7'~ () pour I’=2, on obtient:

() T =

Appliquons I'hypothese de récurrence a r'~%(a) pour I'=3, on obtient:

T((T’_z(a)f) = T((Tl_l(a))r) et Ariz(a) = Ari-iga)-

et ainsi de suite jusqu’a 7(a) pour I’=l] ce qui donne:

7(r(a)) = (r*(@)) et Aria) = Ar2qa)-

On obtient ainsi:

(TlH(a))': () et Atst(e) = o0 = Ap(a)-
L’égalité se réécrit alors:

¥t A E

(a) rt(r(a))’

o

/\O,ET (;) +...+ )\QETHI (~) = /\T(Q)ET

1y a égalité si et seulement si:

Ao = Ar(a) €t 7(Q) = T().

Ainsi on obtient toujours que (@) = T’(E) et Ar(a) = Aa, ce sont 4 et 5.

43
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Ou veut aussi que Q(T) = Q(X) VX €. Ceci donne

Q(H.) = Q(H.)

i}
Q(H3).
Nous obtenons donc 7.

Comme {H, | @ € ®} forme une base de § et que { |
Y aea+ 87 les conditions sont suffisantes pour que @(Y =Q(X)VX eq. a

Remarque 2.23 Si o = & alors 7(a) = 7(a) et H, = H,.

Remarque 2.24 7(a) # a.

En effet si 7(a) = & cela signifie que o € 'y, donc @ € 'y, de plus

QA

Ainsionar: aw— 17(a) = aet7: — 7(a) = « cecl est impossible d’apres le

théoreme 2.2.
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3. Remarques dans le cas simple non absolument
simple

Nous faisons une étude partielle des structures de bigebres de Lie sur une

algébre de Lie go réelle simple telle que go“ ne soit pas simple.

Nous commengons par citer des résultats standards sur une telle algebre.

Lemme 3.1 Si goC n’est pas simple et go est simple, alors go° = [ ® 1 o [ est un idéal
simple de goC. Nous noterons go* = I, @ I.

Rappelons qu’une structure complexe sur go est la donnée d’un endomorphisme linéaire
J : go — go tel que

J* = —Id
JoadX = adXoJ VX € g
Lemme 3.2 Si go est une algébre de Lie simple telle que go° ne soit pas simple. alors
J = ldy;, —ild);, définit une structure complexe sur go.
Nous savons que I’équation de Yang Baxter modifiée sur gg est
{ BRX,Y)=-B(X,QY)
GX, QY] - QOX, Y] - O[X,0Y] = MIX, )

ou M : gy — go vérifie M o adX = «dX o M VX € go.

Notons encore M ’extension C—linéaire & go°.

Sur go°. M est diagonalisable, mais comme go® = I, i I, ol [; et I, sont des idéaux
simples on a que M = oy, + 1,, de plus comme M : go — go on a que @ = 7, donc si
a=u+1 (u,v € R) M s’écrit

M = uldy + uldy, +wldy, —wldy, = uld+vJ.
Alnsi nous avons:

Proposition 3.3 L’équation de Yang Baxter non nulle modifice sur une algébre de Lie
simple go telle que go© ne soit pas simple, s'éerit:

BRX,Y)=—BX,QY) |
GX, QY] - O[QX, Y] - 01X, QY] = (uld+ vJ)[X, Y], (2.2
VX,Y € g avec u? + v2 #£0.

o
o
o
-—

Nous étudions les solutions de 2.22

Nous noterons encore () I’extension C—linéaire de Q & go°.
Nous étendons 1'équation précédente C—linéairement a go, ceci donne:

BRX,Y)=-B(X,QY)
[QX, QY] - QIQX,Y] - Q[X, QY] = (uld + vJ)[X, Y], (2.2
VX,Y € go° avec u? + v? # 0.

o
o
[OC]
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(} gt =L Bl — aoC = I ® [, est linéaire donc on peut le voir comme
(@1 Qn
Q=1 __
Qa1 Qo

Q1 : I) — [y est linéaire |

ou

Qs : I — I, est linéaire ,
Q12 : I — I est linéaire ,

Qa1 : Iy — I est linéaire .

Remarque 3.4 Q) envoie go dans go donc Q(Y) = Q(X).

Aiusi si (Z4.....Z,) est une base de I, (Z,,...2Z,) est une base de I et on a que
(}(Z) = @(ZJ-) pour j=1, ... ,n.
On obtient alors que @;(X) = @(Y) et @TQ(X) = @(X)

Nous noterons [, ], le crochet sur I;.
Si X.Y € I la deuxiéme équation de 2.23 s’écrit:

(@X. QY] +[QuX. QuY], - G@X. Y],
—Qu[@1X, Y], — Q[X, @1Y], — Qu[X, Q1Y], = (v + ) [X, Y],

En projetant sur I; et I> nous obtenons:

{ (1%, Q1Y) — Qu[@1X, Y] — Qu[X, Q1Y) = (u+ i0)[X, Y]
(Q2X, Q1Y) — Qu[@:1X,Y] - Qu[X,:1Y] =0 VX, Yel.

SiX el etY €I, ladeuxieme équation de 2.23 s’écrit:

[@1X,QuY], + [@u X, Q2Y], — Q@2 X, Y],
~Quz[Qu X, Y], — Q1[X, Qu2Y], — QulX. Qr2Y], = 0.

En projetant sur I; et I, nous obtenons:

{ (@:X.QuY] - Qul@nX,Y] - Q(X,QrY] =0
[Q'Zl-\'—a Q2Y] - Q2[Q21){, Y] - QZI[X, QIZY—] =0 VXc ]1’ VY ¢ 12-

Or ces deux équations sont les conjuguées l'une de Pautre.
Remarque 3.5 Pour X,Y € I, nous obtenons |’équation:
[@2X, Q2Y] = Qa[@2X, Y] — Qo[ X, QoY = (u — iw)[X, Y]

qui est la conjuguéede 1’équation obtenue sur I.
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Nous obtenons donc les équations suivantes:

[Q1X.Q1Y] = Qi@ X, Y] = QX QY] = (u+a)[X.Y] VXY € [1,(2.24)

[QnX, QY] — Qu[Q:1X,Y] - Qu[X, QY] = 0VX,Y €L, (2.25)
(01X, Q12Y] — QuaQu X, Y] — Q1[X,Q12Y] = OVX €[, VY € L. (2.26)

Nous ferons seulement une étude partielle.

e 1 cas: SUPPOSOHS que le = Q21 = 0 c’est é, dire

@I ]1 — [1
1-2 — .[2.

On obtient VX,Y € I;

{/3(: l,) —B(X,QrY)
[Q1X. Q1Y) ~ Qi@ X, Y] = Qo[ X. Q1Y] = (u+ iv)[X,Y]. %

..4

/
Q]
N
~1

Nous sommes donc amenés a résoudre:
{ BOX,Y) = -B(X,QY)
Gx.0Y] - 0I0X, Y] - GIX,0Y] = AIX, V] VX.Y e g

ou g est une algeébre de Lie semi-simple complexe et A € C.

Nous employons le méme théoréme 2.2 mais cette fois-ci avec A € C.

Nous obtenons donc les solutions sur 1.

Remarque 3.6 En conjuguant 2.27 on obtient I’équation sur I, avec A = u — v
sur I, ainsi les solutions de 2.27 nous donnent les solutions pour ;. Les constantes
obtenues sur I; et I, sont conjuguées 'un de 'autre.

Remarque 3.7 Dans ce cas les solutions () de 2.23 sont données par les solutions
de 2.27 sur I, et les expressions conjuguées de ces solutions. Ainsi les solutions de

2.23 vérifient Q(Y) = Q(A) ce sont donc des solutions de 2.22.

Nous avons démontré:

Théoréme 3.8 Sur une algébre de Lie réelle simple gy telle que g ne soit pas
stmple, il eviste des solutions Q€ End(go), de l’équation de Yang-Bazter modifiée
non standard (de second membre donné par u[X,Y] + vJ[X,Y]), dont Uextension
C—linéaire a g5 préserve chaque idéal de g5. Ces solutions sont en bijection
avec les solutions (décrites par Belavin et Drinfeld) de l’équation de Yang-Baxter
modifiée standard sur un idéal de g5 correspondant @ A = u + tv.
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as: Supposons que CZ = @; = 0.

Si XY € [ I'équation 2.24 s’écrit:
(u+ )X, Y]=0 VX, Y €.

(Ceci n’est possible que pour u+iv=0 ce qui est contraire a [’hypothese.

Nous obtenons:

Théoreéme 3.9 Sur une algébre de Lie réelle simple go telle que g5 ne soit pas
stmple, il n'existe pas de solution QQ € End(go) de l'équation de Yang-Baxter mod-
ifice standard telle que l'extension C—linéaire de Q @ g permute les devx idéaur
de af.

31eMe cas: (Yas général

Remarque 3.10 L’équation 2.25 dit que Cj;l(ll) est une sous algebre de I5.

Remarque 3.11 Quelque soit Q; satisfaisant 2.24. la solution triviale Qq; = 0
satisfait 2.25 et 2.26.

Nous savons qu’une solution de 2.24 sur [; est donnée par théoreme 2.2.
q 1

Ainsi pour un choix d’une sous algebre de Cartan f; de I; et d’un systeme de

racines positives At de ([1,%,) tel que si on note nj4 = 1%, une solution
P ) q

a€At
de 2.24 est donnée par:

. aX st X € nyy
h(X)=4 0si X €bh (2.
—aX st X €n_;

o
[
oL
—

olt a? = —(u + iv).

Remarque 3.12 Comme I; = I, h; = §; et une sous algebre de Cartan de I,.

Théoréme 3.13 Sur une algébre de Lie réelle simple go telle que g5 = I, & 11,
une solution ) € End(go) de l’équation de Yang-Baxter modifie non standard
( de second membre donné par ulX,Y] + vJ[X.Y]) est définie par son extension
C—linéaire Q & g$ définie par:

B Q1 Qr
Q=1 _
Qn Q-
De plus une solution sur g5 donnée par
aX st X €nyy

Q(X)={ 0si X €l
—aX st X eng_;
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et
— aX si X €l
X) = , 2.2
@u(X) { 0 ailleurs; (2.29)
ot a’ = —(u + 1v), définit une solution sur gq.
PREUVE

On écrit tout élément X € [ de la fagon suivante X = X+ Xo+ X_ ou X € nq,,
.¥0 € f]l7 X_ € ny_.

Réécrivons ’équation 2.25:

[Q—;XO, Cj;ll"b] = 0 car h, est abélienne
= Qu(aX;, Y] - a[X_.¥] +a[X,Y}] — o[X.Y0])
= aQan([Xe, Yo — [X_, Y] + [Xo. Y4] — [Xo, YL])
= aQu(Z)ou Z ¢
= 0.
Ainsi 2.25 est satistaite.

Réécrivons I’équation 2.26:

*[X1. Vo]~ @’ [X_. Y] — aQu|Xo,Y| - aQi[X, Yo]
= a*[X;, Y] — d?[X_.Yy] — ?[ X4 Yo + [N, Yo
= 0.
Ainsi 2.26 est satisfaite.

Les équations conjugées sont aussi satisafaites car @> = —(u + tv) Cette solution

vérifie Q(X) = Q(X) VX € g, c’est donc une solution sur ge.

Proposition 3.14 On a les résultats sutvants:

—~

- Lo o

~1

[

@2—1 ly,Z 0 51 on veut que 6’2;1 £0,

@;1([]1) est une sous algébre abélienne de I,
[@("H),@;(“H)] C Qu(my),

[@a1(m12), Qar(m-)] € Qai(mi-),

(j.:l(nl_l_), @(nl_) sont des sous algebres résolubles de I,

[@21(mx), @a1(51)] € Qar(nas).
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PREUVE
Pour X € [y écrivons X = X, + Xo+ X_ ou X, € nyy, Xy € by, X_ € n_, alors
"équation 2.25 nous donne:

[@n X+, QuYy] + [Qu Xy, QuYo] + [Qu Xy, QuY]
+ [ﬂlequ 931 Yil+ [QilXo,%Yo] + [%JX—& Qfl,y_]
+ [@nX_,QuYi] + [QaX_,QuYo] + [QuX_,QnY_]
- On ([c’jlx;,n] + [0 Xy, Yo + [01X4, Y]
HQ1Xo, Yi] + [Q1 X0, Yol +[Q1.X0, V-] (2.30)
HQ X, Yol + [@1X-, Yol + [Q1X-, ]
+[ X4, %Y+] + (X4, glyo] + [X+»gly—]
+{Xo, Q1Y4] + [Xo, @1Y0] + [Xo, Q1 Y]

HXL QY]+ X, @Yo + (X, Guye]) =0,

De plus nous savons que Qvl(f)l) Chet @(nli) C Nyt

1.

6.

supposons que On [s,= 0, prenons X = X, et Y = Yj, ’équation 2.30 donne:

~Qu ([@1 X+, Yol + [Xo, QY] ) = 0.

€nig €nyy

donc @;nu =0.
De méme en prenant X = X_ et Y = Y on obtient @;(nl_) =0.
Dot Q5 = 0.
si X = Xp et Y = Yy, ’équation 2.30 donne:
[@;l‘y07 QMJ'ZIYE)] - ’Qvﬂ (IQVIXOa }/0] + [‘X'Ow @}bl) =0.

=0 =0

.si X = X, et Y =Y, ["équation2.30 donne:

[@241X+7§2J1Y+] = Cj;(l@;“@, ] - [X+7@dl§"-+])-

€nyg €nyy

. on prend X = X_ et Y = Y_ dans I’équation 2.30.

. ceci provient de 3 et du fait que n;1 sont elles-mémes des sous algebres résolubles

de Io.

si X = X et Y = Yo, ’équation 2.30 donne:

Q21X 4, QarYo] = Qar ([@1 X4, Yo] + [X4, Q1 Yo]) = 0.

~

€nyy



Chapitre 3
Linéarisation

51 (G, P) est un groupe de Lie-Poisson, alors g* le dual de son algebre de Lie g est une

algebre de Lie de constantes de structure C}7 = OxPY,,. Deés lors (g*)* = g est munie
d’une structure de Poisson A donnée par A¥(£) = % ’”E"
1<k<n

Linéariser la structure de Poisson P en e cela signifie trouver un voisinage 1
de e dans (7, un voisinage [/ de 0 dans g et un difféomorphisme ® de [/ sur V/
tel que ¢.P = A.

Dans un premier temps nous allons écrire ce probleme en coordonnées locales.
Soit @ € G, on veut que @, P, = Ag(y).
Si fog € C™(GLR), cela s’écrit:

Po(dfo(c), d9a(zy) = Po(®dfo(z) P dge(s))
= Pu(d(® f)..d(®79).)
= Pp(d(fo®),,d(g0 ®),)
= {fo®.g0d}p
Ao(z)(dfez), dgam)) = {f,gtao@.

Si(@'....,2") sont les coordonnées locales sur G, alors P = & Pi 7th A —,-J.
1<i._]<n © *
Si on met les coordonnées (¢',...,€™) sur g, alors A = <§,J‘ AY 36‘ A c7L€‘1
Ainsi
== E AZJ'—.—.
traka SES IS
{figlao® = % AYo ==
’ 1<i,j<n 8{ oy O 1)

opi ot 9f af ag

1<ij<n1<k<n Ok |, Q& |¢“0§ ‘ﬂ)

_ ;i0(fo®)d(go®)
{fod,god}p = 19%‘(” 5 e
: k !
= » P s of 999  9®
1<1,j<n <l k<n 0{‘ '¢()al 051 8;171

51
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Ainsi il faut résoudre le systeme:

. = % ,
1<k<n O2% |, 1<lk<n  OxF Oz

Nous avons suivi deux approches différentes pour résoudre le probleme de linéarisation
d’une structure de Lie-Poisson.

Remarquons que sur le groupe de Lie abélien R™ tout tenseur de Lie-Poisson est
linéaire, donc linéarisable. La premiére approche consiste a essayer de géneraliser ce
résultat. On part d’un groupe de Lie G et on étudie la linéarisabilité des structures
de Lie-Poisson sur ce groupe. Nous avons obtenu, dans ce cadre, des résultats de
linéarisabilité et de non linéarisabilité pour des structures de Lie-Poisson exactes sur
des groupes de Lie nilpotents G.

Nous avons observé qu’une telle structure sur un groupe de Lie nilpotent de pas deux
est linéaire, qu’elle est linéarisable si I’algebre de Lie g du groupe de Lie G est nilpotente
de pas trois et de dimension inférieure ou égale a six, et qu’il existe des structures de
Lie-Poisson exactes sur des groupes nilpotents de pas quatre et de dimension cing qui
ne sont pas linéarisables.

Par ailleurs nous avons démontré que la linéarisabilité d’une structure de Lie-Poisson
exacte n'est pas toujours liée a la classe d’isomorphisme de ’algebre de Manin corre-
spondante.

La deuxieme approche, plus classique, de ce probléme consiste a partir de g~ I'algebre
de Lie duale de g. Nous avons alors étendu les résultats connus (J. Conn [7], J.P. Du-
four [15]) de linéarisations au cas ot ’algebre de Lie g* est la somme directe d’un idéal
semi-simple et d’un idéal abélien. Nous montrons que tout tenseur de Lie-Poisson cor-
respondant & un tel g* est analytiquement linéarisable; par contre, il existe des tenseurs
de Poisson s’annulant en un point e et dont la linéarisée donne un tel g*, mais qui ne
sont pas linéarisables.

(‘ependant nous calculons le deuxieme espace de cohomologie de Chevalley d'une algebre
) = g1 < R, produit semi-sirect d’une sous-algebre g; semi-simple et d'un idéal R’ pour
une représentation p de dimension finie sur V.

En particulier nous montrons que pour toute structure de Poisson sur une variété M,
s’annulant en un point z et telle que la linéarisée en z soit h = g, >< R le produit semi-
direct d’une sous-algébre de Lie semi-simple de dimension n et d’un idéal de dimension
r. il existe des coordonnées formelles (z!,... ,2",y',...,y") au voisinage de z telles que,
dans ces coordonnées, on ait:

.7} = Cl gt

{ } 1_%_71 k

;,i’, o — C'i“' ~

{97} W, Gy

) = B OOy R ()

ou les C ,i’ sont les constantes de structure de fj et ou les R™” sont des séries en x et en
y d’ordre supérieur a deux.

Ce résultat est également obtenu par Dufour et Wade, qui obtiennent des linéarisation
analytiques dans certains cas.



ot
-

Enfin nous donnons un exemple de tenseur de Lie-Poisson non linéarisable.

Pour démontrer qu’une structure n'est pas linéarisable, on peut regarder la dimension
maximale des feuilles symplectiques. Si la structure est linéarisable on passe de la struc-
ture non linéaire & la structure linéaire par un changement de coordonnées locales, donc
la dimension maximale des feuilles symplectiques ne change pas d'une structure a 'autre.
Alnsi pour savoir qu’une structure n’est pas linéarisable il suffit de voir que la dimension
maximale des feuilles symplectiques change lorsque 'on considere les structures linéaire
et non linéaire.

Nous exhibons également un exemple de structure de Lie-Poisson exact non linéarisable.
mais tel que la dimension des feuilles symplectiques de cette structure coincide avec la
dimension maximale des feuilles symplectiques de la structure linéaire.
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1. Premiere approche

Pour une structure de Lie-Poisson exacte sur un groupe de Lie (7, le tenseur P est donné
par la formule P, = L,,Q — R.,@ (z € G) ol le deux tenseur Q € A’g est tel que le
trois tenseur [@, Q] soit ad—invariant.

Soit {X,..... X, } une base de g. Ecrivons:

Nous allons écrire P dans la carte logarithmique ou les coordonnées locales sont notées
{a'. .. a"} (n = dimg).
Ainsi le point de coordonnées (al,...,a") représente z = exp(a'X; + ... + a"X,).

Nous voulons écrire Leypxy @ = % ¥ leLepr*Xk A Leypx, X, dans la base des
1<k,i<n
{z5.... .52} et faire de méme pour Re;px, Q.
Comme L.,,x Xi = ISZZSn <6Z’° + 51X Xl 4 S XX+ ) 54" 0 voit que
1 1 -1 : J
["’*l‘)v' : = - ¥ K <5k - 4\'-, X'+ — 4\'—, 4\'—, XelI! - > -
¥ ¢ 2 15k,15nQ 15%‘1571 it 2[ '+ 12[ [ Al + dat
A Y (5‘ + l[X X)) + i[\’ (X, X)) + >i
1S75n ] 2 sy 12 Ay [y ] “on aa]..

En procédant de méme pour R..,x (), nous voyons que dans cette carte logarithmique
[’ s'écrit:

Pax= ¥ QM v % {(6f(adXX;)j>i/\%

1<kl<n  1<i<n1<5<n oat

+ L (adX XF) (X XY 5 A+ . }

dat dal

Nous nous sommes intéréssées au cas d’un groupe de Lie nilpotent; dans ce cas la formule
ci-dessus donne des composantes polynomiales pour P.
Nous avons étudié ce qui se passait aux différents pas.

1.1. Linéarisation dans le cas nilpotent

Définition 1.1 Soit g une algébre de Lie nilpotente. Définissons g'*! = [g¢, g] avec la
convention g = g. Nous dirons que g est une algébre de pas m si g™ = 0.

Remarque 1.1 Nous pouvons remarquer que dans le cas d’une structure exacte sur
nne aleebre de Lie nilpotente, le tenseur de Poisson, dans la carte logarithmique, a des
composantes qui sont des polynoémes constitués uniquement de termes de degré impair.

Définition 1.2 Sif = ¥ C,2, nousnoterons my(f) = ¥ C,z®, 'élément f tronqué
a€Nn loi<q

a ses termes de degré inférieur ou égal a ¢. Nous dirons que ordre(f) > ¢ si m7y—1(f) = 0.
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[\ §

Dans la carte logarithmique, P comporte des termes linéaires que nous noterons Py,
des termes homogenes de degré 3 notés Fys), des termes homogenes de degré k notés Py,
ctc... Nous noterons R les termes non linéaires de P. Ainsi localement nous pouvons

écrive P o= Jrfz,f)lea' + RY,

L'idée de la linéarisation est de repousser les termes homogenes de degré 3, Py, en des
termmes d’ordre supérieur par un changement de coordonnées locales. Nous cherchons
done des nouvelles coordonnées locales y* qui sont données a partir des af par la relation

g =a' + f'(a) ot les fi(a) sont des polynomes homogenes de degré trois en les a’, telles
que {yi, yPr—% C,ijyk solent d’ordre strictement supérieur a trois.
k

Notons P’ le tenseur P exprimé dans les nouvelles coordonnées locales 1.
Nous obtenons alors:

|

kj ke kla rin p
U = Plly + S(PHOLS + PRO) + 5 RO 0
Alusi pour repousser les termes homogenes de degré 3 en des termes d’ordre supérieur,
il suffit de trouver des polynémes homogenes de degré 3 en les {¢'} qui sont solutions
de:

5]
ij o OF) 1057 ﬂ_ asry _ dP(u k(oy .
g+ s (e -Fagh) - 2 FRi@=0| @

L.es nouveaux termes d’ordre supérieur ou égal a cing obtenus, sont donnés par

= 2 (R0~ B*ouf)+ 5 (S 0,PM at+ B)oufo .
1 e

<kLn 1<k, I<n \1<g<n

Nous pouvons alors essayer de les éliminer en recommencant le méme procédé a 'ordre
cing et ainsi de suite.
('eci nous amene aux résultat suivants:

Proposition 1.2 Tout tenseur de Lie-Poisson exact sur un groupe de Lie de pas dewx
est linéaire.

PREUVE Si g est une algébre de Lie de pas 2, alors g% = 0, c’est-a-dire

ad’X =0 VX €G.

Donc _ .
Pox= T Q" 5 % (<s!°(aalx;\'l)f')i A2
TP 1gkign T 1dignigiga dat " dat’
Ainsi P n’a que des termes de degré 1 en les {a'}, il est déja linéaire. O

Proposition 1.3 Tout tenseur de Lie-Poisson exact sur un groupe de Lie de pas trois
el de dimension inférieure ou €gale @ six est linéarisable.
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PREUVE Si g est une algébre de Lie de pas 3, alors g° = 0, c’est-a-dive

ad®’X =0VX € G.

Donc

, ] ] N O 9 1 — . d 0
P,y = Y kil - Y {( k ‘7> -N——T1T— XXp)a 24 X)) - }
rpX . @ <n 1<7< 6 (adX Xi) 8a’Aan+12(adx i) (ad” X %) aa‘l/\aa-i

Nous voyons que P possede des termes de degré un et trois.

Nous allons donné ici le calcul explicite pour l’algébre nl? selon la classification de

Goze[17].
La totalité de ces calculs se trouve dans 'appendice A.

L algebre nl? est donnée par les crochets:
X1, Xa] = X4 [Xa, Xs] = X3 [Xy, Xo] = X5 [X5, X = X
Nous commencons par regarder la condition (@), @] ad-invariant.

Q12 =0

Q24 =0
Q14Q23 — 0
QBQ®B =0
[X.[Q.Qll=0VX eg e { QUQ1+QM)
QM(QIS + Q14) =0
QIS(QIS + QH) - Q14Q25 =

Q34(Q13 + QH) _ Q13Q25 + Q23Q15 =0
Q31Q% + Q2BQ16 = 0.

0

Nous calculons les termes de degré trois de P.

1 0 0
P(S)e:z:pX = E{(GQ)zale _ (a1)2a2Q23}_aF A ﬁ

Done pour que P ne soit pas linéaire il faut supposer (@2, @%) # (0,0).
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Nous allons maintenant calculer p(l)wpx.
' ' 0 d
2 _ 1113 114
[(l)erp.\’ - (»(l Q + a Q )—-1— A _a_a.s_
a 0
2 14
+a°Q) 8a6
3 0
23
+a Q 8a5
13 123y Y 9
+(a ¢ a @ )aa3 A o
13 34 | 413y O B,
(aQ +aQ +aQ) /\aa
0 r?
+Ha'Q® + a2Q34) 3N 506 dab
d J
14 1,34 14 15 L 4102
@ @Q% +a'Q a’Q a @ )aa4 dad
J
1126 _ 2186
+(a" Q™ —a*Q )8a4 5%
+(a*Q” — ’Q% — *Q + ' Q% + a'Q* — Q") i
aa f)(tG

Nous cherchons maintenant une solution de 3.1. En supposant que f!, f2, 3, f* = 0 et
que f?, f® sont des fonctions de a',a? seulement, 3.1 s’écrit pour 1 = 5,5 = 6 :

L 1/,.2y2 13 172 223 2 146f5 1113 114 afs 1 238f6_
(060" — (@)'aQ™) + QUL — (¢Q™ + a' Q)51 - 4 QPSS =0
Q13 =0
. QH — 0
Cas 1. Q23 # 0’ alors le =0
Q'* =0.
Une solution est donnée par
fl=0
f1=0
=0
=0
=0
fo = ~far(a®)’
Q2 #0
4 _ _13
Cas 2. QB =0, alors 825 —0 @

Q* =0.

Une solution est donnée par
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Dans tous les cas, quelque soient ¢ et 7, on a que R =0

Donc P est linéarisable.

En faisant le calcul explicite (voir appendice A) pour chacunes des algebres de dimension
inférieure ou égale a 6 et de pas 3, nous avons démontré que P est linéarisable.

a

Proposition 1.4 [l existe des structures de Lie-Poisson excates sur un groupe de Lie
de pas quatre et de dimension cing qui ne sont pas linéarisables.

PREUVE Dans la partie 1.2 ci-dessous on trouvera un exemple d’une algebre de Lie de
pas quatre et de dimension cing sur laquelle est défini un tenseur de Lie-Poisscn non
linearisable. 0

1.2. Propriétés

Nous considerons ici 'algebre filiforme suivante:
g => X1, Xy, X3, X4, X5 < ou les crochet non nuls sont donnés par

[Xh X2] = X3; [X1,X3] =X §[X11 X4] = X;.

(est I'algebre L4 (voir la partie 3), qui est une algebre nilpotente de dimension cing et
de pas quatre

Nous allons étudier la linéarisabilité des structures de Lie-Poisson exactes sur cette
algebre.

(‘ommencons par regarder la condition (@, Q] ad—invariant:

02=0 (1)
[X,[Q.Q|=0VX e g = 81428 E;;
Q15Q23 — 0 (4)

Observons que:

adXX; = —a?X; — a® Xy — a*X5; adX Xy =a'Xs; adX X5 = a'Xy; adX Xy = a Xs;
adXXs =0

ad?X X, = —ata?Xy — a'a®Xs; ad?X Xe = (a)’ Xy ad*X X3 = (¢')* X

ad?X X, =0; ad?XX; =0

adPX X, = —(a1)2a2X5; ad*X X, = (al)ng; ad’XX5=0; ad>XX,=0;
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ad*X X5 = 0.
Les termes homogenes de degré 3 sont donnés par:
P = | S @ By S 3 XM X X)) A

= 1—1_2151555@“{@155—&#( a'a%! + (a )5’)033 %
+ (a6% —a?6F)(—a'a®8 + (a )6’)883 )85
+ (—d®F + a*65)(—=a'd®8 + (o )51)084 a%
4+ (—a'8F + a'65)(—a'd®8 + (a )61)03 —)Q—}
- 1( Q238a3 aas ( )Q240a4 0(()[5'

Donc P n’est pas linéaire a priori.

Remarquons que comme g est une algebre de pas 4, P possede aussi des termes de degré
5, nous allons les calculer.

5] d
= > EXX)i(edP X X, —}
P(s)”p" 15%}155Q 1<i<51<5<5 {72(a k)il )]acﬂ da’
1 ki 1.2 L k 2 201 l d d
= — % — 6 ’s o7 + ) -
72 151;,155Q (—ala®d; +(a1)78)(—(a) 8 + (o) )Oa da®
=0

Les termes de degré 5 de P sont nuls. Nous voyons donc que si Q% = Q* = 0 alors P

est linéaire.
Nous supposerons dans la suite que (Q?3, Q%) # (0,0).

Nous allons maintenant calculer P(l)e:rpX'

DR R
Pux = 5 Q% £ % {(5}(adx.x,)j>%7A5$}

<ki<5 1<i<51<5<5

—Q—} A {(—a25' +a'é) )% +

( 35’+alag)aa + (- *5’+(15’)aas}
1Q238a2 8?14

. d d
+(alQ25 + alQIH . aZQlS)a_ ﬁ

+(alQ35 3Q15) di
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Pour démontrer que P n’est pas linéarisable, nous allons regarder la dimension des
feuilles symplectiques.

Les feuilles symplectiques sont engendrées par les champs hamiltoniens, c’est-a-dire les
Xy pour f e C®(G,R).

Or X;(g) = {f,¢}. Ainsi la dimension de la feuille symplectique passant par x est le
rang de la matrice antisymeétrique suivante:

F = (P9())

[l est donc pair.

Or si la structure est linéarisable on passe de la structure non linéaire a la structure
linéaire par un changement de coordonnées locales, donc la dimension maximale des
feuilles symplectiques ne change pas d’une structure a 'autre. Ainsi pour savoir si la
structure n’est pas linéarisable il suffit de regarder si la dimension maximale des feuilles
svmplectiques diminue lorsque ’on considere les structures linéaire et non linéaire.
Nous obtenons ici:

0 0 0 0 0
0 O 0 p*  p®»
F=10 0 0 p3t p3s
0 _P24 _P34 0 P45
0 _P25 _P35 _P45 0

Et D = detF = 0. La dimension des feuilles symplectiques vaut 0,2 ou 4.
Regardons si cette dimension vaut 4.

0 0 P24 P25
0 0 p3* p®

Dy = _pu _p 0 pis| = (P#p® — P25P34)'2
__P'25 _P35 _P45 0
_ {a1Q23((a1Q25 +alQ* — QY + 115(“1)36223)
_(a1Q24~)2}2
= {@ (@@ + @ - (@) + S5 (@)
Ainsi si

{ (%243: - Q23(Q25 1 Q34) 32)
0 0 2

nous voyons que Dy # 0 et que les termes non linéaires de P>® interviennent dans le
calcul de Dy. Remarquons que, sous les mémes hypotheses 3.2 pour @, si on effectue le
meéme calcul sans les termes de degré trois le déterminant est nul.

En conclusion, nous voyons dans un cas particulier de @), a savoir st () vérifie les
conditions 3.2, la dimension maximale des feuilles symplectiques pour la structure non
linéaire vaut 4, alors que pour la structure linéaire elle vaut 0 ou 2. Donc on ne peut
pas linéariser P pour ce () particulier.

Remarque 1.5 Nous avons [Q,Q] =0 < [Q, Q] ad—invariant et Q*Q* = 0.
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Remarque 1.6 Si le deux tenseur ) vérifie la condition Q** # 0 et est ad—invariant.
alors Q'% = 0. Donc un tel deux tenseur vérifie en fait [, Q] = 0. C'est le cas s’il vérifie
les conditions 3.2.

Regardons ce qui se passe si on ne se place pas dans les conditions 3.2.
Nous cherchons alors une solution de 3.1.

Nous supposerons que f*, f2, f* = 0 et que f3, f° sont des fonctions de a',a®. a* seule-
ment.

Alors 3.1 s’écrit pour z =3,y =4:

4 f

9 13 3
—11—2(a1)3Q23 _a1Q24g§ _al(Q25+Q34 A*QY) 3; —0

pourt=4,3 =93:
_l 1\3 24 _ 1 238f 1 2401‘5
S(a)°Q" - Q5 — a'Q

1. Si Q% # 0 alors Q¥ =0 ([Q,Q] =0):

e Si Q% = 0: alors comme 3.2 n’est pas vérifiée on a que Q% + Q> # 0. Une
solution est donnée par

fl=0
f2=0
23 : 5
ﬁ _ (1? g (e = oghtga”
f5 =0
Mais dans ce cas RY # 0.
En fait ,
of _ ()

35 — 35 — .
R R aa3 al(}Q‘ZS + QEA)

c’est donc un polynéme homogene de degré 5 en a’.

Si nous essayons de repousser ces termes d’ordre 5 en des termes d’ordre
supérieur, alors le méme phénomeéne se reproduit a chaque étape car la solu-
tion est toujours du méme type & savoir f! = f2 = f4 = f> =0et f> est un
polynome en a® et a®.

On obtient donc une suite de coordonnées formelles qui permet de repousser
'ordre de R, le probleme étant de savoir si cette suite converge.
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Notons @} = y' = a' + f'(a) = a} + f*(ao).

Lorsque I'on veut repousser les termes d’order 5 en des termes d’ordre supérieur
’équation a résoudre est:

~ dP'l af] & le Bf: APy .
R+ ¥ (4%(1 ok o IR S £
1<k,i<n 1<k<n

en notant ab = a} + fi(a1).

Et une solution est donnée par

fh = 0=fi=fH=1f

e fy = (117 Q25Q23Q34( 1)2)2a3 i (al(Q('fi)QM))ZGB.

Ainsi, nous obtenons:

a; = a;+ fy(ar)

\ R35 s (R>)? 3

CAQ@ R ygmrgu)

N (R®)? . R ad

1
(aé(Q% + Q34)) ad( Q% + Q34)

3 R 3 (R)* 3 (B?)’ o
_ PO + Iy
T a@E e @aQ%+QM02% @MQ”+Q“0“O

Et B R « }35 (R®)*
R35 — =

al(Q¥ 4+ Q%) <a},(Qé5 + QS“))?}'

Si on recommence le processus on obtient:

T il M
Q¥ + )

P

On obtient, donc, que ¢ =

uk(a) olt
0<k<2

-1

I/\L\ﬂ

(R%)" o (L_9Q® i\
ag = e %) | o
(a(l)(Q25 + Q34))k (12 Q@ +Q* >

uF(a) =

or cette série est absolument convergente pour « suffisemment petit. & savoir
1

2 2
la] < ‘12Q ;’;?M

Donc P est linéarisable.
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e Si Q** # 0, une solution est donnée par

fl=0
fr=0

iz p 4 2 - 9242 2 .
f3 = (Q25+Q34)1523_(Q24)2{QZBQH(GI) a® — (Q®)*(a)) (1,3}
= S a® — %Z%(ﬁ)
al ((Q25+Q34)Q23_(Q24)2

1l
o

f4

P = e

Il se produit le méme phénomene que ci-dessus puisque f3 est un polynome
3
en a°.

En effet R # 0 et on a:

235 — Ras@ — p¥ Q¥R»

dad al ((st + Q34)Q23 — (Q“)?) .

Notons a nouveau a} = a} + f3(a1).

Lorsque I’on essaie de repousser ces termes de degré 5 en des termes de degré
supérieur, le systeme a rsoudre est:

af3 af
249J2 2392
© da3 +d da? 0
~ ofs < L Of2
5 1n249)2 1,125 3 9J2 _
R3 alQ aa% a’l(Q + Q )aa? 0
On obtient:
ofy _ _Q@™af3
da? Q% da}’
Et
3]"3 Q23R35
da} al <(Q25 +Q3)Q2 — (Q24)2> .
Alnsi
PBo= Q23R35 <a3 _ Q—Ma2>
? al ((st +Q3)Q — (Q“)'Z) et

— 35 Q% ? @ — ia? .
- <R a{((Q25+Q34)Q23—(Q24)2)) (1 Q% )
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Ainsi, nous obtenons:

a; = i+ frla)

3
= ag+

QZSRSS < 3 Q24 2)
Cl,(l) ((Q25 + Q34)Q23 _ (Q24)2)

35 Qr : ay — @a?
+(R a(l)((Q% +Q3)Q®B — (Q24)2>) ( ©oQn U>

s Q» :
us (@ +Q*)Q» - (Q24)2))

Q23R35 3_92_4 )
“3’((Q25+Q34)Q23—(Q“)2)(LO %))

23 35 24
N ag * (L(l) ((Q25 + 662234)223 . (Q‘24)2) <a8 823 (10)
23 2 24

(e (@ + Q:f)@% - (Q“)"')) (- g=e)

35 Q23 3 3 Q‘24
+<R aé ((Q25 + Q34)Q23 — (Q24)2)) (ao Q23a0)

On obtient, donc, que a3 = §  uf(a) ou
0<k<2m -1
23 p35 k 24
uk(a) = ( Q7R ) (ag - Q—ﬁaé)
al ((st +Q34)Q — (Q24)2) Q

1 Cilk 5 (- Lo
B (12 ((st + Q3)Q®B — (Q24)2) (o) ) ( 0 QQB(O

Ainsi, nous avons:

(L Q%) (al
k] 12 ((st + Q3)Q® — (Q24)2>

Donc cette série est absolument convergente pour a suffisemment petit, a
savoir

(1210@% + @*9g™ - (Q“)2|>]§
|Q23|

la| <

Donc P est linéarisable.




[. Premiére approche 65

2. 51 Q% = 0: alors Q% # 0, et une solution est donnée par

fr=0
fr=0
=0
=0
fP= —1—1_5(6L2)2a3

Dans ce cas BY = 0. Donc P est linéarisable.
Remarque 1.7 Dans ce cas [Q, Q] # 0 et P est linéarisable.

Remarque 1.8 Dans ce cas cette solution est aussi une solution pour [Q, Q] =0
car alors @ = 0 ce qui ne change pas le résultat.

Ainsi lorsque 'on n’est pas dans les conditions 3.2, P est linéarisable.

Lien avec I’algebre de Manin

Pour un groupe de Lie-Poisson exact les propriétés de linéarisation ne sont pas toujours
lices a la classe d’isomorphisme de 'algebre de Manin correspondante.
De maniere précise on a:

Proposition 1.9 Sur le groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algébres de Lie
de pas quatre Ly, il existe des structures de Lie-Poisson exactes (G, P) ot P est donné

par P(x) = L, Q — R..Q telles que

[@,Q] =0 et P linéarisable;
[Q,Q] =0 et P non linéarisable;
(@, Q] ad— invariant et P linéarisable.

PREUVE

1. [@,Q] =0 et P linéarisable:

c’est I'exemple ci-dessus voir la remarque 1.8;

o

[Q.Q] =0 et P non linéarisable:

c’est 'exemple ci-dessus voir la remarque 1.6;

3. [@, Q] ad— invariant et P linéarisable:

c’est 'exemple ci-dessus voir la remarque 1.7.
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2. Deuxieéme approche

Nous abordons maintenant le probléme de linéarisation en partant de g* (la linearisée
de la structure).

2.1. Linéarisation formelle d’un champ de vecteur

Nous allons rappeler une technique de linéarisation formelle des champs de vecteurs.

Soit X un champ de vecteurs sur une variété M qui s’annule en un point e de Af.
Linéariser le champ de vecteurs X revient, dans ce cas, a trouver une carte locale de A
centrée en = dans laquelle les composantes de X sont linéaires. Il s’agit d'un probleme
local et on peut donc supposer travailler sur un ouvert de R”. On notera {2t ... 2"}
les coordonnées locales.

Soit ainsi P!

X,= ¥ Xf@)=—
1<k<n (1)8;16“[1

tel que X*(e) = 0.
On cherche des nouvelles coordonnées locales {y*,... ,y"} telles que

o les af sont des constantes.
On veut donc résoudre:

J

axX*
T +

v —
1<5<n 27 o

XHz)=0+

et on note X¥ la partie homogene de degré 2 de X * dans les coordonnées z.

['idée est de trouver un premier changement de coordonnées &2 = x +ya(z) ol y2 est un
polynéme homogene de degré 2 en les z permettant de "repousser” les termes d’ordre
2. c'est-a-dire tel que dans les coordonnées xz, X ait une partie linéaire et des termes
d’ordre au moins 3. On cherche ensuite z3 = 29 +y3(z2) ol y3 est un polynéme homogene
de degré 3 en les z, permettant de "repousser” les termes d’ordre 3, etc. ...

On parle alors de linéarisation formelle de X.

En premiere étape, on veut donc trouver une solution de

oyt
) Lyr = XYa Yy XE(2) =2
199%!/2(-77) 2(x) + o I(L)axk
. Oy

= Xiz)+ § IR (3.4)

Nous noterons A la matrice des (Gf)lgk,lgn, E =R"et eq,...,¢e, la base canonique de
R™.
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(‘fomme les composantes de y; sont des polynémes homogenes de degré 2 on peut voir
y2 comme un élément de £* ©° £ O K en posant

52, k
0%y3
1<ijk<n Ozi029 o

Y = e, @° el @ ey

La matrice A définit une application linéaire:

L4  EQF'QFE—-FE Q°E*QFE par
(Lav)(u,v) = —1p(Au,v) —P(u, Av) + Av(u.v).

L équation 3.4 s’écrit:
SAyZ = Xg.

Si A possede n valeurs propres Aj,...,A,, les valeurs propres de £4 sont Ay — \; — Aj
Ainsi si A, n’est jamais égal a A; + A;, £4 est inversible sur E* ©* E* @ E et une solution
est donnée par yp = QZIXQ.

On procede ainsi étape par étape. Supposons qu’on ait trouvé des coordonnées .,
obtenus comme polynémes de degré inférieur a k en les 2 de départ, dans lesquelles le
champ de vecteurs X s’écrive:

0
X,= » X'z
Dl
1<I<n 0z,
avec X'(y)= ¥ alag+ X[, (y)+ termes d’ordre supérieur ot X{,, est un polynéme
1<s<n

de degré homogene (k+1) en les x4, qu’on regarde comme un élément de S*(E*) ¢ E.
Ou cherche ensuite 2341 = 2% + yr41(2£) ol yr41 est un polyndme homogene de degré
k4 | en les x permettant de "repousser” les termes d’ordre k& + 1 de X.

On regarde yxy1 comme étant un élément de S (E*) @ E.

On veut résoudre:

o I r Xl + ) s_.T ayi{-l
> a. Yy, = 2 a X, ———.
en Y41 k+1 L<ongn TR Dt

1

En introduisant, comme précédemment, 'opérateur £, sur S¥*1(E*) ® E, cela s’écrit:

Layr+1 = Xpy1.

Les valeurs propres de £4 sur S**!(E*) ® E sont données par Ay — Aj, —...— A On

peut donc inverser £4 quand aucune de ces sommes n'est nulle.

Tkt

En conclusion, on peut procéder par récurrence, et ainsi avoir une linérisation formelle
de X sil'on n’a jamais
Ay = L niA; avec Tn; > 2.
2 (3
C’est ce qu'on appelle la condition de résonnance. Ainsi si A est non résonnante, X est
formellement linéarisable.
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2.2. Meéthode générale pour les tenseurs de Poisson

Soit P un tenseur de Poisson sur une variété M qui s’annule en un point ¢ de M.
Nous noterons {z!,...,z"} des coordonnées locales centrées en e.
Localement nous pouvons écrire

o 2
al‘ila; al‘ih:

P. =¥ P(z)
IYJ

et nous pouvons développer P¥ en série:

. . . 9Py
PY(z) = PY(e) + CYzF ka2l +
() J——)’ 1§%_n ET EJI 0z!dz* o
=0
ou les C,ij = ”’if 0 sont les constantes de structure d’une algebre de Lie h) appelée la

linéarisée de la structure. Notons P les termes homogenes de degré 2 de P en z.
On cherche de nouvelles coordonnées locales {y,... ,y"} centrées en ¢ telles que

On veut donc résoudre:

g Oy’ Oy
Z CM@) = T P v 2y

1<r,8<n Oz Oz

La linéarisation formelle consiste & procéder étape par étape.

Dans un premier temps, on cherche 3 = & + y2(2) ott y2(x) est un polynéme homogene
de degré 2 en x tel que dans la carte définie par les coordonnées x4, P contienne des
termes linéaires et des termes d’ordre supérieur ou égal & 3. On veut, donc, résoudre

Y CPyk=Pl(x)+ 3 (Cirxsa;y%('l’) + C”TS%(T)> (3.5)
F<n  F 72 2 1<rs<n \ ° 0 ar ST Qar '
On introduit {e', ... ,e"} une base de h et {f7,..., fr} labase dualede h*. On considere
P, comme un élément de h ®@° h @ h* A h™:

9* Py

PR= T +oa d@FQFNS
1<i jki<n QTkdzt 0 o

et y, comme un élément de h @° h ® h™:

2,k
0%y,
¥ A
1<igk<n 00T jo

e Qe fi

Y2 =
Remarquons que si I’on considére la "matrice” A = (Cij)lsi'jyksn, on définit 'opérateur
L ho hah —-he h@h* Ab™ par:
(Ladp)(a,v) = [u, $(v)] = [v, ()] = P, 0])

ou [, ] désigne le crochet dans b, en ayant identifé un élément de fh @° [ © h* a une
application de f dans h @° h et de méme en ayant identifié un élément de H @ HOH* AH™
4 une application antisymétrique de h ® h dans h @° .
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En notation plus classique, £41 = 9% ol 9 est le cobord de Chevalley de I'algeébre de Lie
f pour la representation dans S2%(h), obtenue par extension de la représentation adjointe
en posant adz'f = Z C” kOJ

8zJ "

L 'équation 3.5 s ecut alors:

Iy = — P,

Remarquons que la condition [P, P] = 0 se traduit par 9,P, = 0ol & : H@*h O AG* —
i " hbh* Ah* A D™ est défini par
(N AyAz)= S (ad(:v)f(w Ay)+ f(=, ]y, Z]))-

sYs

Ainsi P, est un cocycle et 1'équation 3.5 admet une solution si c’est un cobord.

On procede ainsi étape par étape. Supposons qu’on ait trouvé des coordonnées .y
obtenues comme polynoémes de degré inférieur a k en les x de départ et dans lesquelles
le tenseur de Poisson s’écrive:

B
P,= Y Pily)=— A—
T agdign (¥) dzy, Oz,

avec P4 = % CPzl + P wr1 + termes d’ordre supérieur ot Py, est un polynéme
1<I<n
homogene de degré k + 1 en les z; permettant de "repousser” les termes Ppy; d’ordre

k+1 dans P.
On veut résoudre:

i} o Oy oy |
I CPYknlan) = Py + 3 (C yk+1+ h:.ﬂ). (3.6)

k¢
1<r,s<n dll # &;L'Z

On considére Pgi; comme un élément de S¥*1(h) @ h* A h* ou encore comme une ap-
plication bilinéaire antisymétrique de f @ h dans S¥*(h) et yi11 comme un élément de
S¥1(h) © h* ou encore comme une application linéaire de f) dans S¥+1(p).

L’équation 3.6 s’écrit alors:

ayk+1 = —Pk+1-

Remarquons que la condition [P, P] = 0 se traduit par d; P,y = 0 ot 8, : S¥1(h)Oh* A
h* — S*1(h) @ b* A h* A b* est défini par

)N Ay Az) = 5 (ad(@)f(@ny) + fla,ly.2]).

Ansi nous voyons que Pry; est un 2—cocycle et que 'on"repousse” les termes d’ordre
k + 1 si c’est un cobord.

En particulier si H%(f, 5*())) = 0, pour tout entier k& > 2, on peut trouver des y; &
chaque étape et le tenseur P est formellement linéarisable.

(“est bien entendu le cas si f) est semi-simple.

En fait J.F Conn [7] a montré que si P est analytique, et §) est semi-simple la
linéarisation est non seulement formelle mais analytique, ce qui veut dire que le change-
ment de coordonnées est analytique.

De maniere précise:
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Théoreme 2.1 [7] Soit P une structure de Poisson analytique définic sur un voisinage
de Uorigine dans R™ ou C*. Supposons que P(0) = 0 et €crivons

o, 0 0 d %,

P(z) = v Clz*—=AN-—+ £ RY()

, A —
1<i<i<nil<k<n Ozt Ord  1<k<n dxt " O

dans un voisinage de 0. Supposons que Ualgébre de Lie by pour laquelle les {CZ;]} sont les
constantes de structure soit semi-simple. Alors P est analytiquement linéarisable.

Remarquons que si ’on considére un tenseur de Lie-Poisson P sur un groupe de Lie (v
alors 1'algebre de Lie b est égale & g™ ot (g, g*) est la bigebre de Lie associée au groupe

de Lie-Poisson (G, P).

Corollaire 2.2 Tout tenseur de Lie-Poisson sur un groupe de Lie (i tel que g™ soul
semi-simple est analytiquement linéarisable.

Nous avons généralisé le résultat ci-dessus au cas ot g* est le produit direct d’une sous-
algebre semi-simple et d’un idéal abélien dans le cas de structures de Lie-Poisson.

Remarquons tout d’abord que si h = g1 @R en somme directe avec g, semi-simple, alors
H?*(h, V') = 0 pour toute représentation p de hj sur V qui s’annule sur R.

En particulier H?(h, S*(h)) = {0} Vk et la linéarisation est formelle. En fait Molinier
(28] a montré que la linéarisation est analytique:

Théoréme 2.3 [28] Toute structure de Poisson d’algébre de Lie associée du type g1 =R
ol g1 est semi-simple, est formellement et analytiquement linéarisable.

Théoréme 2.4 Soit G est un groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algébre de
Lie g. Tout tenseur de Lie-Poisson P sur G tel que g%, le dual de g. s'écrive g" = g1 =R
en produit divect ot R est un idéal abélien et ou g est une algébre de Lie semi-simple.
st analytiquement linéarisable.

La démonstration de ce théoréme se trouve dans le paragraphe 2.4.

2.3. Structure de Lie-Poisson dont ’algebre duale est un pro-
duit direct avec un facteur semi-simple

Nous nous plagons sur un groupe de Lie G muni d’une structure de Lie-Poisson telle que
g" s'écrive g* = g; R en produit direct ot gy est une algebre de Lie semi-simple. Nous
allons déterminer la structure de Lie-Poisson associée.

Etude de la bigébre de Lie

Nous commencons par étudier la bigebre de Lie (g, p) associée.

(g,p) = (g, g*) est une bigebre de Lie si et seulement si (g*,g) = (@", ¢) est un bigebre
de Lie. Nous étudions, donc la bigebre de Lie (g",g) = (g",¢). Nous avons ainsi un
1—cocycle g : g* — A%g* pour la représentation adjointe de g* sur A%g* qui est tel que
¢~ soit le crochet de Lie sur g.
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Lemme 2.5 Considérons g, o< R le produit semi-direct de g, semi-simple et d’un idéal
R. Soit (p, V) une représentation de dimension finie de g, < R. Tout 1—cocycle (de
Chevalley) sur gy b< R @ valeurs dans V' s’écrit:

g(X,a) =p(X,a)Q + §(a) VX €g Ve e R

ou) €V el ouqg: R —V est un 1—cocycle de Chevalley sur R a valeurs dans V qui
entrelace les représentations de gy et R sur V.

PREUVE Soit ¢; = gy, C’est-a-dire ¢; : g1 :— V. Alors ¢; est un l—cocycle de
Chevalley: g; étant semi-simple, c’est un cobord. Donc il existe @ € V tel que ¢(.X) =
pla)@Q.

Possons ¢(X, a) = p((X,a))Q + §(a).

Alors ¢ est un 1—cocycle de Chevalley sur g; b< 2 & valeurs dans V qui s’annule sur g,.

Ainsi
p(X)q(a) — ¢([X,a]) = 0 (3.7)
p(a)q(b) — p(b)g(a) — 4([a,b]) = 0. (3.8)
O

Lemme 2.6 5i g, est une algébre de Lie semi-simple, alors (A%g;)"'® = 0.

PREUVE _

Soit g1 € (A%gr)™™ Clest-a-dire [X,¢1;] =0 VX € g;.
Notons J la forme de Killing de g, elle est non dégénérée car g; est semi-simple. elle
définit donc une application linéaire 3 : g1 — @] par < B(X ), Y >= (X, Y). De méme
q11 € (\2g)™™ définit ¢i; g7 — g1 par < qui{@),y >=< qi,a Ay >. Alors on peut
définir une application linéaire ¢i; : g1 — g par ¢i1 = —Gi1 0 3 c’est-a-dire

< gin(X),a >= = < g1, B(X) Aa >= B(X, ¢h(a)).

Alors
q11 € (/\291)imEll & [X,qu]=0VX egq
& <[X,qul,aAy>=0VX €g Va,y€ g}
& —<gqnadyaAy>—-<qgr,aNadyy>=0
& <quly) edye > — <gi(a).adyy >=0
& —<[X,qu(v)e>+ <[X,qu(a)],y >=0.
D’ou

<gnoadX(Y),a> = —<gyof[X,Y],a>
= < B[X,Y],¢(a) >
= B([X,Y], diu(e) >
= —B(Y,[X,qi1(a)]) car B est invariante
< —BY), X, gir(e) >
— < a,[X,q11(B(Y))] > d’apres I'égalité ci-dessus
= <ao[X,qu(Y)] >
= <a,adXoqn(Y)>.



~1
S

Chapitre3. Linéarisation
Dou
adX o qi1 = qrn o adX VX € g.

Alors si gy = Pr<r<odi Ol les Ji sont des idéaux simples de g;. nous avons que ¢i1(.Ji) C
1<k<g
J;.. ainsi si nous notons qi1; = ¢11)y, DOUS avons

1. quix = Axid)y, si Ji est absolument simple

2. qi1y = ACy, ot C}y, est une structure complexe sur Ji sinon.

Ecrivons que g1 est antisymétrique:
dans le premier cas on a

<Q11aB(X),,3A(X) > = 0
A< X.B(X) >
= —M(X,X)#0.

dans le second cas on a

<qanLBX)ANBUIY)> = =Xz, J%) = AB(X,Y)

— < qu, BUIY)ABX) >
= AB(JY,JX) = —AB(Y, X).

Ces deux solutions ne sont pas antisymétriques. Donc ¢;; = 0. a

Proposition 2.7 Considérons une structure de bigébre de Lie (g, p) telle que g sout le
produit divect d’un idéal gy semi-simple et d’un idéal R. Alors la structure de bigébre de
Lie duale (g",g) = (g*,q) vérifie:

¢(X,a) =[(X,a),Q] + ¢(a) VX € g1 Va €R

ot Q € A gy ®R) et on §: R — A¥g1 ®R) est un 1—cocycle de Chevalley sur R a
valeurs dans A%(gy @ R)™0 .
En notant Q'' (resp. §'') la partie de Q (resp. §) située dans Agy, Q' (resp. ¢**)
la partie de Q (resp. §) située dans g1 @ R et Q** (vesp. ¢**) la partie de Q) (resp. ¢)
située dans A*R, on obtient:

¢ g @R — A¥(g ®R) est un 1—cocycle;

o ¢?2: AR — A%(gy ®R) est un 1—cocycle;

[X,§'%(b)] = 0 VX € gy Vbe R;

(X, Q",0] + [X,[6,Q]] =0 VX € g; VbER.
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PREUVE Nous étudions la bigebre de Lie (g*.g) = (g".¢). Nous avons ainsi un
l—cocycle ¢ : g* — A%g" pour la représentation adjointe de g* sur A?g*. En vertu
du lemme 2.5 on écrit:

g(X,a) =[(X,0),Q)+ ¢(a) VX € g1 Va e R

ot @ € A*(gBR) et oll G: R — V est un 1—cocycle de Chevalley sur R & valeurs dans
A% gy p R)imve

Dapres 3.7, nous avons [X, §*'] = 0, donc ¢*! = 0 par le lemme 2.6. D’autre part comme
q est un 1—cocycle, nous obtenons que §'? et ¢*2 sont deux cocycles d’apres 3.8 et que
[X.¢'*] =0 VX € g; d’apres 3.7.

Ecrivons maintenant que ¢ est un cocycle:

(X, a),q(Y,0)] = [(Y,6), ¢(X, 0)] = q([(X, a). (Y. 0)]) X,} € g, a,bER.

Pour ¢ = b = 0 cette équation nous donne I’existence de Q.
Pour ¢« = 0 et ¥ = 0 on obtient:

[X,q(0)] = [b,¢(X)] = q([X,4]) X € gy, be R. (3.9)

La projection sur A%g; nous donne que ¢'! est invariant.
La projection sur g; @ R nous donne:

(X, *(0)] + [[X,Q"], 0 + [X.[6,Q"]] = 0

La projection sur A%2R ne nous donne rien.
Pour X =Y =0 on obtient que ¢ est un 1-cocycle. 08

Corollaire 2.8 Considérons une structure de bigebre de Lie (g,p) telle que g* soit le
produit direct d’un idéal g, semi-simple et d’un idéal R. Ecrivons g = €& G (somme
direct d'espaces vectoriels) ot € = {U € g| < U,a>=0Va e R} et & ={scg| <
2 X>=0VX€g).

Alors & et & sont des sous-algébres de Lie de g.

PREUVE
S est une sous-algebre de Lie de g car

<[ri,m], X >=<r Ar, ¢(X) >=<r Arg, [X.Q] >=0Vr;, 7, € G et VX € g4

puisque gy est un idéal.
Remarquons que & est une sous-algebre de Lie si et seulement si

<[U,V],a>=<UAV,jla) >=<UAV,¢""(a) >=0Va e R, VU,V € t.

(Cette propriété est vérifiée car ¢*'(a) € (A%(gy))™™ = 0. O

Lemme 2.9 Lorsque R est abélien on obtient ¢'2 = 0.
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PREUVE
Lorsque 9 est abélien, on obtient [X,¢'*] = 0 VX € g;.

Or ¢'%(s) € g1 @ R donc si Xy,..., X, est une base de g; et ¢1,...,a une base de R,
n 7T .

on peut écrire ¢'%(s) = ¥ ¥ wY(s)X; @ q;
=1 3=1 i

Ainsi

X.¢% = 3 5wl Xlee

T n ..
= T ( v wv[X, Xi]) D aj .
S~

7=1 \ =1

o R
€M €

Comme les a; forment une base de R, on obtient i‘ wi[X,X;] =0VX € g;.
=1

Dol § w X; € Z(g1) = {0} car gi est semi-simple, ainsi ¢'* = 0. Donc ¢ = G*2.

Ainsi nous avons que

¢(X,a) = [(X,a)Q]+ (a) pour Q € A¥(g1 & R)
et §la) = ¢*(a) ol §*: R — A’R

O

Observons que le cocycle p sur g, p: €H S — A*(t @ &) défini par, p =* [, ]m@ﬂ‘ﬁ
nous donne:

(X AV, D) > = <(U,s),[(X,a),(Y,b)]> X,¥ €g1, a.beR UEE s€G
= < (U,s),[X,Y]+ [a,b] >
= <UX,)Y]>+<s,[a,b]>. (3.10)

Alnsi

p(€) C A% et p(G) C A%6.

Etude du tenseur de Lie-Poisson associé a la bigebre

Nous savons (cf Drinfeld [13]) que si le groupe de Lie G est connexe et simplement
connexe, toute structure de bigebre de Lie (g, p) définit une unique structure de Poisson
multiplicative P sur G telle que (g, p) soit la bigebre de Lie tangente au groupe de Lie
Poisson ((+, P). Ainsi nous pouvons maintenant déterminer le tenseur de Lie-Poisson P
sur & a partir de la bigebre de Lie (g, p).

Lemme 2.10 La structure de Poisson sur G est obtenue a partir de p par

eadX -1

PexpX) = Tezpx
(62 X) = respt,

p(X).
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PREUVE En effet, si P est un tenseur de Lie-Poisson , alors P.(g) = ro! P(g) est un
l—cocycle sur G relativement a la représentation adjointe de G sur gAg. En différentiant
P, en ¢, nous obtenons p = P,,, = d.P un 1—cocycle sur g relatif & la représentation
adjointe de g sur g A g. Et réciproquement si (¢ est connexe et simplement connexe,
pour tout I—cocycle p : @ — g A g sur g relatif & la représentation adjointe de g sur
g A g, il existe un unique champ de tenseur deux fois contravariant antisymeétrique et
multiplicatif P tel que p = d.P ([27]). De plus un tel champ de tenseur est un tenseur
de Poisson si et seulement si I'application duale de p est un crochet de Lie sur g*. Nous
devons donc "intégrer” le cocycle p sur g pour obtenir un cocycle P, sur le groupe de
Lie (.

Nous avons la relation p(X) = (—%IOPT(e:z:th).

Dautre part P, est un cocycle pour la représentation adjointe de G sur g A g donc

P.(exp(s +1)X) = P.(espsX) + Ad(expsX)P,(exptX).

Ainsi
{
4 P (exptX) = il P.(exp(s +1)X) = Ad(expsX)p( X).
dt|s dt|o
Et P.(e) = 0. '
Nous obtenons P,(ezxpX) = ea:;X_l.p(X). O

Reprenons le cas d’une structure de Lie-Poisson P telle que g* s'écrive g* = g; 4 R
en produit direct ou g, est une algebre de Lie semi-simple.
Nous avons g = € @ & comme espaces vectoriels (d’apres le corollaire 2.8), donc locale-
ment pres de e dans G, un élément g € G s’écrit g = explUexpsou U € Eet s € &.
Ainsi si [,...,U, est une base de € et si sy,... ,s, est une base de &, nous prendrons
pour coordonnées locales de sur G (z',...,z" 2", ... a™*") si

g:e:vp( ) riUi)e:cp( ) mn+i3i>.

1<i<n 1<i<r

De plus P est multiplicatif, donc P(hg) = I, P(g) + ry, P(h) Yh,g € G.

Ainsi

P(g) = le;L‘pU*P(e:rpS) +7"exps*P(6l'p[J)

leapU, Teaps Pr(€XPS) + Texps, Terpu, Pr(expll)

eads _ 1 eadU _ 1
= lepr,,re:cps* _a?p(s) + Tezps,.'reer* W-p( U)
=PG =P(a
Lemme 2.11
el _ 1 0 9]

Pe = Tegps,Teap,———p(U) = % P9 —
PS ! expl P 24 o YN
* * adU ISZ-J STL 0‘1‘1 |e.ere:1:ps a‘/l"l Ic.r:pUerps

et P ne dépend que des z* pourk=1,... ,n
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PREUVE € est un sous-algebre de Lie de g donc

eadU -1 )
——p(U) € A7t
P
Pourt=1....,n
0 .
Texpli v = by bz— ou
oxt|, 1<k<ntr - OTF|, 0
: a k
bk = TexpU, Oz Ie(‘l,' )

d
= Elozk <6$thi6:L‘pU)

d
- % mk<e:cp(tUi + U + CBH(U,, U))

Chapitre3. Linéarisation

ot (‘BH représente les terme non linéaires dans la formule de Campbell, Baker et

Hausdorff. Ainsi

a . 0 ; . : .
Pespln s = % bz et b}, ne dépend que des &/ pour j =1,...,n
Orty.  1<k<n CO0TF |0
Alors
d .0 .
Texps, : = b d;:_ ou
P aa:z |esz 1<k<n+r a‘/ck |e1pUe1ps
- d
dz. = T - iUk
k ETPS w a'l," Ie_,:pU( )
d
= — 2F (ea:p(U + tUi)e.vps)
dt |,
g
= &
Ainsi nous voyons que pour z =1,...,n

0 . 0

1

Ferps TexpU 73 7 — I
* “0zt|.  1<k<n  0TF | ppuesps

2.4. Linéarisation analytique

Dans ce paragraphe nous démontrons le théoréme 2.4 que nous rappelons:

et b ne dépend que des &) pour j =1,...,n.

O

Soit G est un groupe de Lie conneze et simplement connere d'algébre de Lie g. Tout
tenseur de Lie-Poisson P sur G tel que g*, le dual de g. s'écrive g° = g1 @ R en
produit direct ot R est un idéal abélien et ou gy est une algébre de Lie semi-simple, est

analytiquement linéarisable.
PREUVE

Nous nous placons sur g* = g; @R en produit direct et avec R abélien. Dans ce cas

(&) = {0} d’apres 3.10 et le lemme 2.11 nous dit que

ea.dU -1

oy= 5 P

( ‘1'1?1) e’l:ps Tex 5 T EIPL *
1 €] l‘ « - PSx / Cll ] (’) .
) a 1<i,1'<n IZ |e_1:pU6.'rp3

5:1?3 |e;ere:rps
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et P ne dépend que des ¥ pour k=1,... ,n.
Donce P* = 0 pour les indices i ou j € {n+1,... ,n+r}, il ne reste que P4 : G — S(g~)
avectet j € {1,...,n}.

De plus les P¥ sont des fonctions analytiques en les coordonnées z* pour k= 1,... 7.
Notons P'= 5 P94 A % vu comme tenseur de Poisson sur R™.
ISZ,JSTL ar adx
T i . .
Alors P'(0) =0, et les C = %’:k o sont les constantes de structure de 1’algebre de Lie

g1 qul est semi-simple. Donc P’ est analytiquement linéarisable d’aprés Conn [7]. Ceci
veut dire qu’il existe un des nouvelles de coordonnées y*,...,y" sur un ouvert de R”

dans lesquelles P’ s’écrive P (y) = 1<%) CPyk.
—_— -—-n .
Dans les coordonnées (y',... ,y™, ", ... &™), P s’écrit: PY = 1<LS Cly*.
SRS
Donc P est analytiquement linéarisable. 0O

Remarque 2.12 Nous allons voir (cf. paragraphe 2.6) que ce résultat peut étre mis en
defaut pour certaines structures de Poisson.

Proposition 2.13 Soit (i est un groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algébre
de Lie g. Tout tenseur de Lie-Poisson P sur G tel que g*, le dual de g, s'écrive g* =
g -+ R en produit direct ot g, est une algébre de Lie semi-simple, est linéarisable si et
seulement si la structure de Poisson induite par P sur& ={s€g| < X.s >=0VX ¢
g1} est linéarisable.

PREUVE Nous nous plagons maintenant sur g* = g; @ R en produit direct ou g, est
semi-simple. Alors p(6) C A%G et

adU __ 1 eavds -1
adlU

PlexpUexps) = Tezps, expl,, p(U) + lozpU  Texps, p(s)

ads
Remarque 2.14 D’apres la démonstration ci-dessus, nous avons vu que par un change-
ment de coordonnées locales qui ne fait intervenir que les z* pour & = 1,... .n. nous
pouvons toujours linéariser la partie de P de P.

Dans la suite nous supposerons donc que cette partic est déja linéaire et nous allons
regarder comment linéariser la partie Pg de P.

Lemme 2.15 Soit g € G s’écrivant g = expUexps avec U € E et s € &. alors

ds p
e*™ — 1 . 0 d
PG(g) = le:c U,T p(S) = )Y ™
P exrps . )3 - b
* * (LdS n+1S:; <n+tr aaj’ le.ere;rps 0;1'-’ |e_erezps

et T% ne dépend que des z* pourk=n+1,... ,n+r.

PREUVE Comme & est une sous-algebre de Lie de g

eads -1

2
— .p(s) € A*6G.

1l faut donc calculer

0

lez,,ukrexps*%l pourt=n+1,... ,n+r.
L e
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Pourt=n+1.... ,n+7r

Alnsi

Terps

Alors

7,

;
“Oxi|,  1<k<ntr " OTF|.eps

9 R
r .—.' = ~ ou
IR Gy, 1<k<ntr FOTF | pps

: 0

i k

b = e (e

— L, erpls,exps
d
_ 2 wk<exp(tsi+s+cBH(t8i»5))>'
dt ),
0

et bi ne dépend que des z/pour j=n+1,...,n+r

! 4 2 d !
expll . = = dy— ou
PUx ail:”exp_; 1<k<n+r ka:vkleereIps
~ J
d., = lepv,7— x*
k U a.’l:z |e1ps( )
d &
= — =z (ea:pUea:p(s + tsi)>
dt|o
= 6.

Ainsi nous voyons que pour ¢t =n+1,...,n+r

) 0

le.r U, Texps =
: - . ks
P P awl |'i n+1Sk5"+T awk |e:ere.rps

et bt ne dépend que des 27 pour j =n+1,...,n+7r a
k P q

Nous pouvons écrire:

Pi(x) = 1<%< C};j:ck pouriet j€ {1,...,n}
_‘_n

Pi(z) = TU(g™, ...,z ) pouriet jE€{n+1,... ,n+7}

Alors P est un tenseur de Poisson sur G <= [P, P] =0 et cela se traduit par

P=L&T

ot L est le tenseur de Lie-Poisson linéaire donné par les C} qui sont les constantes de
structure de g; et T' = by T 2 A 5?:—',, est un tenseur de Poisson.

n+1<ze,5<n+r bzt

Si on note H le sous groupe de Lie connexe de G d’algebre de Lie € et T le sous groupe
de Lie connexe de G d’algébre de Lie &, alors L définit un tenseur de Lie-Poisson linéaire
sur H et T définit un tenseur de Poisson sur ¥.. Donc linéariser P revient a linéariser le
tenseur 7 sur Y. O
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2.5. Calcul du H?(g; p< R, p. V)

Dans le processus de linéarisation formelle d’une structure de Poisson c'est H%(hy, ad, S())
qui intervient, ou h est la linéarisée de la structutre.

Nous décrivons H?*(g, v< R, p, V) ol (p,V) est une représention de dimension finie de
h = g1 o< R sur V5 g1 o< R désigne le produit semi-direct de g; semi-simple et d'un
idéal fR.

Une 2—cochaine c est une application antisymétrique
c:gll><i)‘¥><g11><9"[—)V.

Notons ¢; la restriction de ca g; X g1, ¢1: g1 X g1 — V est antisymeétrique.
Alors ¢ est un 2—cocycle si

1‘;'3 (P(Xl, a1)e((Xz, a2), (X3, a3)) — c([(X1,01), (X2, a2)], (X3, (13)) =0
Va; € R: VX, € gy; pour i € {1,2,3}.

Notons py (resp. p2) la restriction de p & g; (resp. R).

Pour ¢; =0, 2 = 1,2, 3, on obtient:

5 </)1(X1)01(X2,X3) — ([ X3, X2, \3)) =0.

] ,

Cette équation nous dit que ¢; est un 2—cocycle pour (p1, V) et gy est semi-simple, donc
c1 est un cobord; il existe Dy : g; — V tel que ¢ = 8D,

Deéfinissons D : g1 >< B — V en posant Dy, = Dy et Dz = 0.

Nous pouvons considérer ¢ = ¢ — 0D. Alors ¢ : h x § — V est un 2—cocycle vérifiant
cim Xar 0.

Notons ¢ la restriction de ¢’ a gy X R, t: gy x R — V.

La condition de cocycle pour ¢ s’écrit:

p1(X2)H( X3, ar) — p1(Xa)t(Xa, a1) — t([ X2, X3], a1) + £( X, [ X3, 1)) — #( X3, [ X2, 04]) = 0
Définissons £ : g1 — R* ®© V par £(X)(a) = t(X, a).Alors
(181, v) ) @) = (AOOHY) - HNICK) — 1%, 1)) ) )
ou p: gy — End(R* ® V) est défini par
(A(X).adv)(a) = p(X)v < a,a > — < [X,a],a>vVX € gy, Vo € R*, Va e R, VeV

Ainsi  est un cocycle et g; est semi- simple, donc £ est un cobord: il existe Uer oV
tel que { =9U. On définit alors U : R — V & partir de {7 en posant ({7.a) = Ula).
Alors 1(X) = p(X)U Ce qui s’écrit:

({(X),a) = (X, a) = p(X)(U(a)) = U([X,d]) = (BU)(X, a).

Dehnlssons U’ g1 ><R — Vpar Uy =Uet U, =0.
Alors ¢ —JU ' =c— aD 8U’ est un 2— cocycle et g xq, =0 et cln wn = 0.
Notons ¢, la restictionde ¢ a MR X R, g : R xR - V.
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Alors ¢, est un 2—cocycle pour p; et il vérifie en plus
p1(X1)ea(az, az) — o[ X1, @2], as) — ea([as, X1], a2) = 0.

Donc ¢, entrelace 'action de g;.
De plus si ¢ est un 2—cobord pour b, alors on peut écrire ¢’ = dd ou d : R — V
entrelace 1’action de g;. Nous obtenons le résultat:

Proposition 2.16 H?(g, v< R,p, V)= H? (R, p2, V).

g1 —equivariant

Ce résultat est un cas particulier des résultats de cohomologie d’algebres de Lie obtenus
par Hochschild et Serre [21].

2.6. Généralisation aux structures de Poisson

Nous allons démontrer maintenant qu’une structure de Poisson P sur une variété M,
s’annulant en un point y € M et telle que la linéarisée corresponde a h = g & R en
somme directe avec g; semi-simple et SR abélien, n’est pas forcément linéarisable. Ceci
montre 1'utilité de la condition Lie-Poisson dans le théoreme 2.4.

Si on considére une structure de Poisson P telle que P(y) = 0, alors nous savons que
[P,P] =0et [, ]p est un crochet de Lie sur h, mais nous r’avons plus de condition de
cocyclicité, le tenseur de Poisson n’étant plus multiplicatif.

Soit P un tenseur de Poisson sur R™ (olt n = dimg; et 7 = dimR) s’annulant en 0 tel
que la linéarisée corresponde & g, @ R et s’écrivant
Pij(ac) = v C;ka + Ri

1<k<n

ou les C,ij sont les constantes de structure de fj = g; @R dans une base > e1,... ,€p4r <
ole; €Egr Vi<nete € RV >n;etou RY représentent les termes non linéaires de
P et on suppose que RY = 0 pour ¢ ou j < n.

Nous allons regarder la dimension maximale des feuilles symplectiques pour démontrer
qu’un tel tenseur de Poisson n’est pas linéarisable si R est non nul.

La dimension de la feuille symplectique passant par le point de coordonnées z, pour la
structure linéaire est le rang de la matrice suivante:

%Clicjxk | 0 }m
0 | 0 IR
~ —~
o R

La dimension de la feuille symplectique passant par le point de coordonnées z, pour la
structure non linéaire est le rang de la matrice

%Ciljzk | 0 }m
0 R SR
O | Re)
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Donc les deux dimensions maximales des feuilles symplectiques ne sont pas les mémes
et P n’est pas linéarisable si R est non nul.

D’autre part le calcul du deuxieme espace de cohomologie de Chevalley fait au para-
graphe 2.5, nous donne:

Proposition 2.17 Soit A une structure de Poisson sur une variété M, s’annulant en
un point x et telle que la linéarisée en z soit h = g, < R le produit semi-direct d’une
sous-algebre de Lie semi-simple de dimension n et d’un idéal de dimension r.

Alors il existe des coordonnées formelles (z!,... ,z", ", ...  2™*") au voisinage de
telles que, dans ces coordonnées, on ait:

{',2'} = % C,ijxk pourt et 3 < n
1<k<n

{a', e’} = n+1<§<n+r Cilz* pourie {1,...,n}etjc{n+1,...,n+r}

{ffiaivj} = +1<%)< N C,ija:k-}-Rij(xl,... a2t ™) pouri et j € {n+1,...
n+1<k<ntr

ot les C} sont les constantes de structure de g; »< R.

PREUVE Nous utiliserons les mémes notations que dans le paragraphe 2.2,
Supposons que dans des coordonnées {z.}, A s’écrive:

AP= x% C’,ijxfc + Aij_H + termes d’ordre supérieur.
1<I<n+r
Nous savons que Aj4q est un cocycle, Agq @ h ® h — S¥(h). En utilisant le calcul
de cohomologie effectué au paragraphe 2.5, nous savons que par des changements de
coordonnées formelles successifs qui ne font intervenir que les z* pour ¢ € {1,...,n},
nous pouvons nous ramener au cas oi A” est linéaire pour i et j € {1,... ,n}.

En utilisant a nouveau ce calcul de cohomologie, par un changement de coordonnées
formelles faisant intevenir cette fois-ci tous les z¢, nous pouvons nous ramener au cas oi
A% est linéaire pour ¢ ou j € {1,...,n}.

En fait cela signifie que les seuls termes non linéaires de A sont obtenus pour ¢ et
je{n+1,... ,n+r}.

,n 4+ r}
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3. Non linéarisabilité pour des () particuliers

Nous considérons des structures qui lorsque ’on calcule la dimension maximale de leurs
feuilles symplectiques, paraissent linéarisables, et qui pourtant pour certains ¢ ne sont
pas linéarisables.

Nous allons travailler sur des algebres filiformes.

Définition 3.1 (Goze[17]) Soit g une algebre de Lie nilpotent de dimension n, g est
dite filiforme si

dimgt =n — k

Définition 3.2 [17] Nous appellerons R, l'algébre de Lie de dimension n + 1 définie
dans la base (Xo, X1,... ,Xn) par

[Xo, z]— Z+1i:1,...,n—1
[X1,4 ,]— i+22':2,...,n—'2

Proposition 3.1 Il existe des tenseurs de Lie-Poisson exacts sur Rs qut ne sont pas
lin€arisables pour certains Q.

PREUVE Observons que Y'on a:

adXXo = —a'Xy — a2 X3 — a®Xy — a*Xs; adX Xy = a®Xp — a® Xy — a®Xs;

adX X, =a® X3 + a1X4; adXX3 = a®X, 4+ a' Xs; adX X, = a®X5;adX X5 =0
ad*X Xo = —a%a' X5 — a®a?Xy — a*a® X5 — (a1)2X4 —a3a®X5;

a?X X, = (a°)’ X5 + a°a1X4 —aa?’X5; ad?’ X X, = (a°)2X4 + 2a%a' Xs;

ad?X X5 = (a VY ﬁX&z&aﬁX&:O

ad?X Xy = —(a%)’a a®(a*)* X5 — (a°)’a? X5 — a®(a')* Xs;

adPX X1 = (a®)° X, + 2( 0) a'Xs: adX Xy = (a®)%Xs; adBX X3 = 0; ad®X Xy = 0;
adPX X5 =
ad*X Xo = —(a°)%alX5; ad*X X; = (a°)'Xs; ad*X Xz =; ad'X X3 =
ad*X X, =0; ad*XX;=0; ad®X =0.

Ainsi cette algebre est de pas 5.

o

Nous commenons par regarder la condition [Q, @] ad—invariant.

Q" =0 (1)

Q% =0 (2)

| R® =0 (3)
[X,[Q,Qll=0VX € g = Q¥ =0 (4)
Q¥ =0 (5)

Q¥ =0 (6)

QM Qos Q23) + QOSQZS =0 (7)
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[l vient alors que le terme homogéne de degré trois de P est donné par:

0 0
da’ 6aj

1 d d
= 2L et + sty 4 (et ah)

(—a36k + a%% — a?6 + al6k) 684 + (—a*8h + a%F — a6 + als) 085) A

(@8t - atél) 2+ (@78} + a%a'éh 4 (~(a)) — )8t 2
+(— a°a?6! + 2a°a'8, + (°)%6 + (—a'a? — o )5‘>a05>}

- @ e g 2

+ (QH(G) '+ Q%(a )) 0 Aazs}

1
Pay,x = % QM —(adXi) (ad* X X)) ==

n >
0<k,i<5 0<i<s 0<5<5 12

Donc P n’est pas linéaire a priori et les termes homogeénes de degré trois de P sont P(%s)
et P«gs)

Nous allons maintenant calculer P(Uez:pX’ la partie linéaire de P.

0
— iy kl T ™ k Y]
Pezpx ogl?,‘tng 0<i<5 05755{<6 (adX X)) > 8a1}
5 9, 5}
_ K O —a'6 +a%6) -2 4 (—a26! 1 %)
{ogkz,:tng 8(1"}/\{( a60+a6)8 (=% + )0
+(—a36, + a°6, — a26' + a'él)=— 9
dat
+(—a45‘ + 0%, — a8l + 151)5‘9—}
d
_ 0 14
= ad 3a5

6
a 6

__,1N"0s 015 1123 024
+(—a'Q +aQ -I—aQ +a"Q )_aaz/\_&ﬁ
0
+(_a1Q23 0Q24) aa4
: d
+(_a1Q05 + a0Q25 0Q34) aa5

+(a3Q14 + a0Q35 _ a‘ZQlS _ a3Q05 + alQ25 IQS-I) a

0&5
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Nous allons maintenant regarder la dimension des feuilles symplecticues de P.

OO O O OO

(e e B e N «n

0

0 0 0 0
0 0 0 P15
0 0 P24 P25

0 0 P34 P35
. P24 . P34 0 P45

_P15 __P'ZS __P35 _P45 0

Alors detF = 0. La dimension des feuilles symplectiques vaut 0,2 ou 4.

Nous allons regarder tous les déterminants d’ordre 4 de F', nous noterons D le sous
déterminants de F' privé de la premiére ligne et de la premiere colonne et D;; le sous
déterminant de D ol on a enlevé les lignes 7 et les colonnes ;.

(P25P34 _ P24P35)2
P15P34(P25P34 . P24P35)
P15P24(P25 P34 _ P24 P35)
P15P24(P25 P34 _ P24P35)
0

(P15)2(P34)2
P15P24P15P34

0

O

P15)2(P24)2

pOOOO

Nous allons essayer d’annuler les déterminants ou n’apparaissent pas les termes non

linéaires

. On obtient alors

D22:0
{Dgg_—‘o
D33:0
—

Q14Q24 =0 (1)
Q14Q23 =0 (2)

{ QUQ*®+Q") =0 (3)

Les déterminants ol les termes non linéaires apparaissent sont Diq, D12, Dis, D14, et
c’est le terme en P3° qui intervient.

Nous voulons donc que P} # 0 & (@', Q%) # (0,0) (4)

Si Q2 = 0 alors d’apres (3), Q' = 0, ceci contredit (4), donc Q% # 0 et Q'* = 0.

[Q, @] ad— invariant donne Q% = 0.

Alors PR} = 0 et la condition
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Dans Dy, D12, D13, D14, nous allons essayer d’éliminer la partie linéaire sans éliminer la
partie non linéaire.

Cfomme P'® =0, on a que D3 = Dy3 = D14 = 0. Il reste donc uniquement Dyy.

Dll(l) _ (P25P34 _ P24P35)2
— {(CLOle + a1Q23+a0Q24)(—a1Q23 _I_a0Q24) _ (aOQ23)(a0Q25 + (LOQ}I)}Z.

Donc
Q24(Q24 + le) _ Q23(Q34 + Q25) =0
Digy =0 e { —QB(Q* + Q1) + Q¥Q» = 0
0BOB = 0.
Nous voyons que cela est impossible car Q* # 0.

Alnsi les termes non linéaires non font pas chuter la dimension des feuilles symplectiques
pour les déterminants d’ordre 4.

Il est possible d’annuler tous les déterminants d’ordre 4, en prenant

Q14 —
QOS —
Q23 —
Q24(Q24 + Q15) —

o o o o

Mais alors P(3)35 = 0 et le seul terme non linéaire de P est
1 3 1 4/ 3
Poy® = 5Q"(@”) +(0 - 5)Q(a").

Dans la suite nous supposerons, donc (Q'°, @**) # (0,0).

Alors le nouveau déterminant a considérer est

o o0 0 P®

0o 0 pH p¥

0 -pP* 0o PB"
—p2 _p3 _pis

D=

Nous allons regarder tous les déterminants d’ordre 2 de D.

Nous noterons D;jx le sous déterminant de D constitué des ligne ¢ et j et des colonnes
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ket l
Dz = 0
Digiz = 0
Digaz = 0
Dyig = 0
Dig2q = 0
Dipsa = P®P*
Diziz = 0
Dizz = 0
Dizig = 0
Disps = PP
Dizzq = 0
Dizyz = (1334)2
Dyzg = 0

Dygss = P¥P*
Dysgy = P®P*
Dins = (P®)
Digs = P®P*
Dug = P®P¥
D24‘24 = (P35)2
D2434 — P35P45
Dssa = (P¥)"

Est-il possible d’annuler tous les détermiannts ol P* n’intervient pas?
En termes d’équation cela s’écrit

D2323 = (P34)2 == 0 = (Q24)2 = 0
Dia=(PB)'=0 & Q*+Q¥=0
(PBS

Dagrg = =0 & Q*+Q¥=0.

Ainsi Q* = 0 et Q' =0, donc P est linéaire.

En conclusion nous voyons que les termes non linéaires ne font jamais chuter la
dimension maximale des feuilles symplectiques.

Or lorsqu’on regarde le systéme 3.1 & résoudre pour linéariser la structure, on obtient
pour z = 3,7 =5:
113 A 3 14 af® : ; ; 254 A f5
L(a®) O» + 11_2(“0) Q™ + (a°Q* — 01Q23)3—£2 +(a®Q% — a2Q% + aons)é_({?
552 E] 3 5 95 & 3
+(10Q14%£_1 + (a1Q23 + a°Q24 _ a1Q°5 4 CLOle)gaL2 + (a0Q34 _ (L2Q0 + (LOQZS)%

H(aPQM — Q¥ — a?Q% — a2QY +alQ? + a0Q35)%§ QRO QU - QB0 = 0.
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Supposons que Q% # 0 et Q¥ = 0 pour ¢,j # 2,3, alors 'équation précédente s'écrit:

a5 o3
L(ao)3 — algf— + al?—f— = 0.
12 Jda? da?
(‘ette équation n’a pas de solution car f>, f° sont des polynmes homogenes de degré 3
en les {a'}

Remarquons que @ = Q@**X; A X3 est un élément ad—invariant de A?g. Ainsi pour ce
@ il n’existe pas de fonctions f* permettant d’éliminer les termes de degré 3 de P, donc
on ne peut pas linéariser P pour ce ) particulier.

Regardons ce qui se passe au niveau de la dimension des feuilles symplectiques pour un
tel P.

. o 0
23 0
Paws = Qe 5
+ali/\ 0
da?  Jd®
— 1i A 9
da®  Jdat
]. 0,3 0 ()
+1300 )55 s
Donc
0 0 0 0 0
0 0 0 p* p?
F = 0 0 0 p3t p3
0 —pP¥ _p3 0
0 —P% —p3 ¢ 0
Et detF =0

St on note D le sous déterminant de F' ol on a enlevé la premiere ligne et la premiere
colonne. on obtient:

D = (P24P35 _ P25P34)2

Donc les termes non linéaire ne font pas chuter la dimension maximale des feuilles
svmplectiques qui vaut 4. La dimension maximale des feuilles symplectiques ne diminue
donc pas lorsque l'on considere les structures linéaires et non linéaires et pourtant P
n’est pas linéarisable pour ce @) particulier qui vérifie (@, @] = 0. a

Conclusion

Nous voyons grace aux exemples présentés ici que méme sur une classe restreinte d’algebres
de Lie a savoir des algebes nilpotentes de dimension inférieure a six et de pas inférieur
a cing, nous obtenons toutes les pathologies possibles. a savoir:

e certaines structures de Lie-Poisson exactes sont linéaires;
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certaines structures de Lie-Poisson exactes sont linéarisables:

certaines structures de Lie-Poisson exactes ne sont pas linéarisables et ceci se voit
a la dimension des feuilles symplectiques;

certaines structures de Lie-Poisson exactes ne sont pas linéarisables alors que leurs
feuilles symplectiques ont la méme dimension que celle de la structure linéaire
correspondante;

certaines structures de Lie-Poisson exactes sont linéarisables grace a un change-
ment infini de coordonnées locales;

certaines structures de Lie-Poisson exactes données par P(x) = L, Q) — R,..() sont
linéarisables et [(Q), Q] = 0;

certaines structures de Lie-Poisson exactes données par P(z) = L,,Q) — R,.Q sont
linéarisables et [@Q, @] est ad— invariant;

certaines structures de Lie-Poisson exactes données par P(r) = L,,.Q — R,..Q ne
sont pas linéarisables et [@, Q] = 0.



Appendice A

Calcul détaillé de linéarisation dans
le cas nilpotent

J'expose dans cet appendice le détail des calculs de la linéarisation des structures de Lie-
Poisson exactes sur un groupe de Lie nilpotent de pas trois et de dimension inférieure &
SIX.

Je me place sur un groupe de Lie G nilpotent ayant une structure de Lie-Poison exacte
P. Donc Py = L;,Q — R, Q pour @ € A’gou g est l'algébre de Lie de G et ot [Q, Q]
est ad—invariant.

Nous rappelons:

Définition 0.3 Soit g une algebre de Lie nilpotente. Définissons gi*! = [g', g] avec la
convention g° = g. Nous dirons que g est une algébre de pas m si g™ = 0.

Formule de CBH

Soit g une algebre de Lie de pas quatre, nous allons déterminer les coefficients des termes
d'ordre 2 et 3 dans ['équation de Campbell-Baker-Hausdorff.

Nous avons que expXexpY = expu(X,Y). Je ne calculerai que les termes ol n'apparait
qu'une seule fois Y.

Ow W X.¥) = X + [1 ((EmpadX)(E:cptadY)) Yt
Oly(z) = 32 = 5 (%)l—n—l-(;lnﬁr—l)(z—l)"—kl = 141 (z—1)=L(c=1)24+ L (s=1)%+...
(‘omme g est de pas quatre, on a ad*X =0 VX € g.
Rappelons que Exp(adX) = § (adn;\,')n

n=0 :
Pour I'utilisation que nous ferons de cette formule nous ne gaderons dans ¥ que les
termes ou n’apparait pas Y.
Alnsi ¢ ((E:npadX)(EmptadY)) = ¢Y(EzpadX) = 1 + %(adX + %ad'zX + zad’X) —
slad’X + ad®X) + E(ad®X)
Ainsi

1 . I e s
expXexpY = ea:p(X +Y + ;[X, Y]+ 1—_)[.\', (XY + .. >

ot les points de suspension désignent des termes dont je ne ferai pas usage.

Dans la suite, nous prendrons O = ﬁ

89
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Soit {X1',..., X"} une base de g.
Dans la carte logarithmique ol les coordonnées locales sont notées {a*, ... .a"} (n =
dimg). () € A%g s’écrit:

Regardons la condition [Q.Q] ad—invariant lorsque cfj représentent les constantes de
structure de g.
On a
@.Q] = T QUQMXiA X, Xi A X)]
Y Qiijl (Xl A [Xj, .Xk] ANX — X A [“{—j, _Y[] AXy
CX5 A X X A XX A [XG XA Xk)
1 g
TS QUQM(RX A X ALK = XA X A X
4 15i.j,?.‘t,mgnQ Q7 GeXi A X N A1 = A

_.C?;z (j A X N X1+ c;?‘,\’j AXo A <¥k>

1 e
= 5.5 (2 Qrere,) X AX.AX
2 1<r,5,t<n

1<pg<n

Nous obtenons ainsi I’équation:

QQ=2 3 ( > Q”’Qq‘c;q> X, A X, A X, (A1)

1<p,q<n

Pour étudier la condition [Q, @] ad—invariant, & partir de A.1 on écrit [X,[Q.Q]] =0
pour chaque X élément de la base de g.

Nous allons écrire P dans cette carte.
Loy =1 ¥ KL v X5 A Legox. X' et nous voulons 'écrire dans la base des
2N 3 apX PX

s

1<k,i<n

{7a =3
Al @an )

On a Le;l,p_\r*Xk = v d"Z ou

1<i<n © 9
' d/ ;
5 = s (a‘(e.the:vthk)) o

d i, - k t -k - v vk )
_ Elo(a eap(X + £X* + X, X¥] + 101X, [X, X*]] + 1 ))

1 . -
= &+ 50X, X+ 01X, X, XF)) + ...

Donc Legpx X*¥= ¥ (5{‘ + %[X, Xk 4+ O[X, [ X, X ) + .. )8;,

1<in
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Et
Lowx.Q = & % Q" © (5‘ 51X X+ O[X, [X, X5+ )L)
X 2 1<ki<n 1<i<n da’
1 d
ALY (84 X, XY ( ! )—
1<5<n it 2[ XT + 0L [X X + dai
D’ou

-Pc.l"p.'\’ = Le:ch*Q - Re:vp.\',,Q
1 .
- - v ¥y ot {(5'=+ “[X, XM+ O[X, [X,.W]]ur...)
2 1<kl

1<i<n 1<5<n

— X o2
(6§-+5[-\',);’17+O[X,[X~’<1”J+'“>%A%

(- 21X, X4+ O[X, [X, XM + . )

o 9
(51 SLX, X+ OLX, [X, X + )aai A a_u‘}
= 5.9 5 s {GExxt s ) Za 2

1<ki<n © 1<i<n1<5<n
1‘_ s vklirv - s - 3 k ) a a }
+ 50X, XTI XY + 1, L, e ) 2 L
d

i Q" LS E {(6k[X Xl]J)@a' dal

O(X. XHIX, (X, X )5 n

Ainsi

Popx= Y Q% » % {<6f(adXX’)i>%/\£;

1<k I<n 1<i<n 1<5<n

+O(adX X*) (ad? X X!)i 2 A 2 +}

dat

Remarque 0.2 Nous pouvons remarquer que dans le cas d'une structure exacte sur
une algebre de Lie nilpotente, le tenseur de Poisson n’admet que des termes de degre
lmpair.

Donc, P comporte des termes linéaires que nous noterons Py, des termes homogeénes
de degré 3 notés P(s), etc. Nous noterons R et des termes d’ordre supérieur degré a 3.
Nous cherchons des polynémes homogénes d’ordre supérieur & 3 en les {a'} qui sont
solution de:

g api ; apt
) kdf7 T ko ¢
P3)” + 1<LS?< ( P 5Lf 3:1“ 35") <§ Sar =0 (A.2)
SRS SRS
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Alors nous pouvons recalculer

{y‘} zﬂ} ~SCPy* = EEZP“@:c Ay AyY') — §3kpijleyk

_ R4 3 (6kP oL fi — 1"”dz)‘> S 9P
1<k,i<n (ar k<n ( )|P

1<
+ % (Rikakfj Rjka f T © aqull o+ Rk!)-()kfialfj
1<k<n 1<k,I<n \1<g<n “

- 1<§ (R*0.f — R™* 0y fz)‘i‘ ) ( v 0qP“|e'J:"+Rkl>i)k,fi01f./

Les termes d’ordre supérieur & 5 sont obtenus en calculant {yi, y-’} -3 Cf;jy'“'
2

Nous noterons donc

R = S (R*O,f1 — R*O.fY+ % ( y 9P zq+R“)0f()f’

1<kl<n \ 1<q<n

Nous allons regarder le cas des algébres de dimension inférieure & 6 et de pas
3.

Proposition 0.3 Les structures de Lie-Poisson sur les groupes de Lie dont les algebres
de Lie sont des algébres nilpotentes de pas 3 de dimension inférieure @ 6 sont linéarisables.

Soit g une algebre de Lie de pas 3, ad®’X =0 VX € G. Donc

Pox= v Q% v % {(5f(adxxl)f)i/\i+0(ad\x Vlad X X'

1<ki<n 1<i<n 1<5<n dat O

Nous allons commencer par donner la liste des algebres nilpotentes de dimension inférieure
a 6. (Goze [17])

Nous notons {Xi,...,X,} une base de g de dimension n < 6, on donne le crochet
[.Xi, .X;] pour ¢ < j si ce crochet n’est pas nul.

i)t)}

dat da’

e Dimension 1
nl =I"algebre abélienne de dimension 1
e Dimension 2
nl =I"algebre abélienne de dimension 2= ('n,})2
¢ Dimension 3
n} =I'algeébre abélienne de dimension 3= (ni)3
n? =1’algebre de Heisenberg définie par (X1, X5 = Xo
e Dimension 4

n-l [\17X2] - r3’[A17‘X3]
n2 =l’algébre abélienne de dimension 4= (n{)4

"3 — n2 1
ny =nz X nj
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e Dimension 5

X1, Xo] = Xo; [X1, Xa] = Xy [Xq, Xu] = X; [ Xo, N3] = X5

[
: [Xl, Xz] = Xs; [Xh Xa] = Xy; [Xl, ’4] = X
[

Xl,Xz] = Xy [-X'leLt] = Xs; [Xz,Xs] = X5

: LX'I, 1¥2] = X-3; [‘lea ‘X’3] = X4; [X27 X3] = X5
DXL Xo] = X [ X0, Xa) = X5
> [0, (5] = Xs; [X3’X4] = Xs

ng =l'algébre abélienne de dimension 5= (n!)®

3 _ 2
ny =nj X (ng

1)2

[ I | 1
Ny =Ny X ny

)l

ng -

Nt
ng

3

ng

1,
ng

-n.'é .

G

nh :

Dimension 6

(X1, Xo] = Xa; [ X1, Xs] = X5 [Xy, Xu] = X5 [ X2, Xa] = X3 [X, Xs] = Xe;
(X3, X, = —Xe

[\1, X-z] = Xs; [4\17 X ] = Xy; [X1,X4] = Xs; [Xz,Xs] = Xg; [X&Xﬂ = —Xs
(X1, Xo] = X3, [ X1, X5] = Xy5 [ X, Xo] = X555 [X1, X5]) = Xg; [Xy, N3] = X
[X2, X4] = X

[X1, Xa] = X355 [ X1, Xa] = Xy (X1, X4] = X555 [ X1, X5] = Xe; (X3, X3] =
[\1,4\2] = Xa; [‘Xl, 3] Xy [Xla"4] = Xs; [)&1,- 5] = Xe

[‘\1,4 2] = Xa; [-\1,33] = Xy; [Xz,Xs] = Xs; [XhXcl] = Xe; [X27X ] = X

: [Xl, X2] = Xa; [Xla /3] = Xy; [Xz,Xa] = Xs; [Xla-\'—at] = Xg: [\2, 5] = —Xg
50 [N, Xo] = Xa; (X, Xs) = Xy [ X1, X4] = X5 [X2, X3] = X5
: [Xh X2] = Xy [X1,X3] = Xs; [X2, X4] = X5s; [X-z,X.s] = Xg; [Xa, X4] = Xg
: [Xl, Xz] = Xy; [Xl, ’4] = Xs; [Xla Xs] = Xe; [X2, X3] = Xg; [Xz, X4] = Xs
: [-X—la Xz] = Xy; [Xl» X4] = Xs; [Xl, Xs] = Xe; [Xz, Xa] = Xg
C XL X)) = Xy [XG, X)) = X [ X1, X4] = X55 [ X, Xy = X
: [Xh Xz] = Xs; [X1,A ’3] = Xs; [Xla X4] = Xs; [Xz, Xa] = Xg
[ X, Xo] = X5 [ Xy, Xa) = =X [ X0, Xa] = X5 [ X, Xy] = X5 [X3, X3] = X§
D[ X, Xo] = X [ X0, Xs) = X [ X, X 4] = X5 [X3. X5] = X
: [-Yla“\2] = Xy [‘\1,- 3] = Xs; [Xz,-h] = Xe; [1\3’-\5] = —X
'1 [-\'—hX-z] =Xy [Xh ’3] = Xs; [Xls ’5] = Xe; [X27X4] = X
D[ X, Xo) = Xy [ X, X3) = Xs; [Xa, X4) = X6
: [Xl, ¢ ] = Xa; [Xl, ’3] = Xe; [X1,X4] = Xs; [X'25‘X-4] = Xg
DXL Xe] = Xas [ X, Xy = Xo; [ X1, X3] = X
DXL Xo] = Xy [X, Xa] = X [Xo, Xa) = X
[ X, Xo] = X5 [ X0, Xs] = Xe; [ X5, X4 = X6
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n2 [ Xy, Xo] = Xs: [ X1, Xu] = Xe; [Xo, X5] = Xg; [ X, X4 = X5
n2t: (X, Xo] = X5 [X1, N3] = Xe; [Xo, Xu] = Xo

n%® =I’algebre abélienne de dimension 6= (n})®

n26 = n2 x (n!)’

n2’ = ny x (n!)?

n28 _ 1 1
Ng” = Ny X 1y

29 — 552 1
Ng~ = Ny X Ny

30 _ ,,3 1
ng. = ng X ng
131 — pd 1
ng = ng X ng

32 — .5 1
Ng™ = Ny X 1y

233 __ .6 1
ng” = Ny X ny

Nous allons maintenant démontrer la proposition.

Nous savons déja que pour les algébres abélienne et de pas deux il n'y a rien a faire.
Pour n} qui est abélienne, il n’y a rien a faire.

Pour nl qui est abélienne, il n’y a rien a faire.

Pour n2 qui est de pas deux, il n’y a rien a faire.

Pour 'I‘l.i : [‘le, _sz] = .¥3; [)(1, X3] = X4

adX X, = —a?Xs — a®Xy; adX Xy = a' X35 adX X3 = o' Xy; adX Xy = 0;
ad!X X, = —a?a'Xy; ad’X X, = (a1)2X4; adX?X3 =0; adX X, =0;

Et alors

Rupx = £ Q" £ % O(adXX*)(adXX') 9 9

1<k,1<4 1<i<a1<5<4 dat Ja’

_ k) 20k  1gkye 1 2¢1 111_'_ _ T

= O( _ ((L1)2a2Q12 _ (a1)2a2Q21) 3] J
0

da3 " da?

Donc P est linéaire.
Pour n2 qui est abélienne, il n’y a rien a faire.
Pour 13 qui est de pas deux, il n’y a rien a faire.
Pour nl: [Xi, X3] = X3; (X1, X3] = Xy [ X5, Xa] = X5 [ X, N3] = X,
Cette algebre est de pas 4.
Pour n?: [X;,X,] = X5;[ Xy, X3] = Xy [ X1, X4] = X5. Cette algebre est de pas 4.

Pour nd: [X1,X5] = Xy [X1, Xu] = Xs; [Xy, X3] = X5. Cette algebre est de pas 3.
adX X, = —a?Xy — a*X5; adX X, = a' Xy 4+ a®Xs; adX X3 = a’Xs;

adX Xy =a'Xs; adXXs5=0

adX?X; = —a'a?Xs; ad?X X, = (a1)2X5; ad’X X5 =0; ad?’X Xy =0; ad?’X X5 =0



2t alors
Rops = | T Q" 5 v O(adXX*)(ad XX )'ait A d%
= Ols,ESSQM{(—a%f +a'65)((a})*6 - a azé’)ai4 A %}

Donc P est linéaire.

Pour ’I'I-g . [.\,1, ){2] = 4\,3; [‘X’l, .¥3] = X4, [Xg, ‘X'3] = )(5.

Cette algebre est de pas trois.

adX Xy = —a?X3 — a®Xy; adX X, =a'X3 —a®Xs; adX X5 =a' Xy + a2 X5;

adX Xy =0; adXXs =0; '
ad*X X, = —a'a’Xy — (a?)’ Xs: adX?X, = (a1)2X4 +ata’Xs; adX?X5; =0; adX?X, =
0: ad*XX; =0

Et alors
Ropx = ¥ Q" v v O(adXX*)(ad®XX') i/\ 9
o 1<k,i<5 1<i<5 1<7<5 Ja' dal
. %, %, 7,
_ > kl{ _ack | 1k 3¢k k 3k, 26k }
Olsk,lssQ ( a61+a52)8a +(—a 6+a6)a4+( a’éy —I—aé)a
9 1,24l N
84+(aa62 (a )6)01}

- O{<_( @'Q¥ —(aY)a Qﬂ)aé ()?ﬂ
+(—(a2)2a1Q12 ()1 5Q21>a‘a3 a(zs

124302 + 112 232 22 1 31i i
+( - aataQ + (@0 QP - (@)aQV) T A
7] d
1.2 321 1\2 2132 212 131
-I—(aaaQ (@) a'@” - (a))a'Q )3a° O(ﬂ}

Donc P est linéaire.

Pour n}: quiest de pas deux, il n’y a rien & faire.
Pour nf: qui est de pas deux, il n’y a rien & faire.
Pour nl: quiest abélienne, il n’y a rien & faire.
Pour nf : qui est de pas deux, il n’y a rien & faire.

Pour n}: =nl x nl.
La structure de Poisson sur n} est linéaire, donc la structure sur n} reste linéaire.

Pour n§: Cette algebre est de pas 5.
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Cette algebre est de pas 5.
Cette algebre est de pas 5.
Cette algebre est de pas 5.
Cette algebre est de pas 5.
Cette algebre est de pas 4.
Cette algebre est de pas 4.
Cette algebre est de pas 4.
Cette algebre est de pas 4.
Cette algebre est de pas 4.
Cette algébre est de pas 4.

[Xh Xz] = Xy; [Xh Xa] = Xs; [Xh X4] = Xs; [X-z, X4] = Xg.

Cette algebre est de pas trois.

adX X, = —a®X4 — a®Xs — a* X5, adX Xy =a' Xy — a*Xe; adX X5 =a' X5,

adX Xy =o' Xs +a?Xg; adXX5=0; adXXeg=0
ad*?X X, = —ala®Xs — ((L2)2X6; ad*’X X, = (al)z){'.s +ata?Xg: ad?’X X3 = 0;
ad®?X X, =0: ad’X X5 =0: ad’XXs =0
Et alors

Ren:p;\'

2 Q" % % O(edXXF)(ed*X X' 9

0

— A —
1<k i<4 1<i<a 1<5<4 dat dal

O I le{(—azéf-l—al&g) 9

da*

+(—a*s5 + a26f)i} A {((al)zé.l2 - alazﬂ)t—)% + (a'a8) — ((1,2)2611)

Jab
O{ ( _ ala-zaaQrz + (a2)2a1Q13 _ (a1)2a2Q23>

Donc P n'est pas linéaire.

0 d

das " da®

Nous devons maintenant regarder la condition [@, Q] ed—invariant.

+ (—a®8F + a6k — a*6F + a'6)

|

9

da’

9

dab

Nous allons expliquer comment le calcul est effectué: a partir de I'équation (A), nous
pouvons écrire [@, Q] dans une base de Ag.
le coefficient de X7 A Xy A X3 est 0

le coefficient de X3 AX, A X, est (Qu)z, nous devons maintenant étudier [.X, X1 A X, AXy]
pour chaque X élément de la base de g.
Pour X = Xi, [X1, X1 A Xy A Xy] = X1 A Xy A X, il faut alors savoir si cet élément peut
étre obtenu a partir d’un autre crochet avec Xi, c’est la cas precisément car [Xq, X1 A
X, A X3] = X3 A Xy A X, mais X; A Xz A X3 n’admet pas de coeflicient, donc I’équation

n’est pas modifiée. Alors nous obtenons comme premiere équation QP2 =0

le coefficient de X; A X5 A X5 est Q12Q' + Q*?Q", ceci ne nous dit rien de plus car on
a déja Q2 =
le coefficient de X; A Xy A Xg est Q*2Q*2. ceci ne nous dit rien de plus car on a déja

Q' = 0.

|



97

le coefficient de Xy A X3 A Xy est Q12Q!3, ceci ne nous dit rien de plus car on a déja

Qr =0.
le coefficient de X; A X3 A X5 est Q132 + QM.
le crochet avec X, ne donne rien.

Le crochet avec X, donne X4 A X3 A X5 qui ne peut étre obtenu a partir d’'un autre
crochet avec X, donc nous obtenons QX% + Q13Q™ = 0.

le coefficient de X; A X3 A Xg est QMQ%.
le crochet avec X, donne X; A X5 A X qui peut étre obtenu a partir de X7 A X4 A X,

le crochet avec X, donne X4 A X3 A Xg qui peut étre obtenu a partir de X;AX3A X, = 0.
donc nous obtenons Q*Q%* = 0.

le coefficient de X; A X4 A X5 est Q142 + QBQM.
le crochet avec X; ne donne rien.

Le crochet avec X, donne X; A Xg A X5 qui ne peut étre obtenu a partir d'un autre
crochet avec X, donc nous obtenons Q** + Q13Q.

le coefficient de X7 A X4 A Xg est QUQ%.

Le crochet avec X3 donne X4 A X5 A Xg qui ne peut étre obtenu a partir d’'un autre
crochet avec X3 donc nous obtenons Q1Q%.

ETC ...

Ainsi

QIZ =0

Q24 =0

QUQB =0

QB3O =0

[X,[Q.Q=0VX ege | Q¥Q¥+QM) =0

Q14(Q13 + QH‘) =0

QlG(QlB + QH) _ QHQ% =0

Q34(Q13 + Q14) _ Q13Q25 + Q23Q15 =0
Q31Q26 + Q‘23Q16 =0

Alnsi

Donc pour que P ne soit pas linéaire il faut supposer (Q'2, Q%) # (0,0).
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Nous allons maintenant calculer P(l)epr

Py = lsgseQMls%«als'JE'ssKék(adx Xty )ai A 5%}
= { g stz
(—a®8) + a'6} + a6} — a“5i)% (—a'6; + a6, )ai}
= (a Q”’%—alQT4 a 6?15
2Q14 ‘ 836
1Q23()a B .
HQ — a'QP) S
+H@QP +a'Q” + “Q“*) @is
+Ha'Q® +a’Q™) 5 0 A 826
Qg+ - g 4 gy D D
Ha'Q" — a7Q ) Ao
Ha'QP — 2Q* - a3Q16 +a'Q® +a'Q* - 4Q1° aiﬁ

Nous cherchons maintenant une solution de ’équation A.2. En supposant que f!, f2, f3, f* =
0 et que f°, f° sont des fonctions de a!,a? seulement, I’équation A.2 s'écrit pour ¢ =

5.)=6:

afs .
17 .2y213 112 223 il 108 4 gloM 1239
O(a(@7Q - (@V'aQ¥) + Q7L (20 4 '@ 90— POl
Q13:0
14 _
Cas 1. Q@ #0. Alors 815;8
Q16:0

Une solution est donnée par

fr=0
fr=0
=0
ff=0
fo=0

fe= ——%Oal(az)2
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QlB ;é 0
14

— O
Cas 2. Q= 0. Alors 825 _ 0 @
Q26 =0

['ne solution est donnée par
fr=0
=0
=0
ft=0
fF=0(a")a?
ff=0

Dans tous les cas, quelque soient 2 et 7, on a que R =0
Donc P est linéarisable.

Pour néS . [5(1, X‘Z] = '\3, [‘Xl, X ] X5, [Xl, )(4] = 4‘\'—6; [‘¥2, ‘Yg] = A\fﬁ.

Cette algebre est de pas trois.

adX X, = —a?Xs — a®Xs — a*Xeg; adX X, = a' X3 — ¢®Xg; adX X3 = ' X5 + o’ X
adX X, =0a'Xg; adXXs=0; adXXg=0

ad?X X| = —a'a® X5 — ('a2)2X6; ad’XX; = (a1)2X5 + ala?Xg; ad?X X3 = 0;
ad*?XX;=0; ad’X X5 =0; ad’XXe =0

Et alors
Ruwx = & O % % O(adXX)(ad®XX'y iAi
exp X 1<ki<e © 1<i<a1<7<4 dat " Dal
0 3}
— v kl 26k al ky_“ _ 36k 1cky ¥
0,50 {( BE) o (—a + )5
d
+(— 46"—a‘°’6"+az6k+a ok )a 6}

A {((“1)252 - a1a25i)5?7s + (a'a26l - (cﬁ)zé’)ag“}
B O{ ( ~ (a")’a'Q" - (")’ Q™ + (a) Q?*) A i}

Donc P n’est pas linéaire.

Nous devons maintenant regarder la condition [@, Q] ad—invariant.

( Ql2 =0
Q13 =0
) QY =0
X.[Q.Q1=0X eg& | om_y
Q15Q24 =0
{ Q'24Q16 =0

Alnsi P
_ 1324 Y Y
Reapx = 0()'Q da® A dab



100 ChapitreA. Calcul détaillé de linéarisation dans le cas nilpotent

Donc pour que P ne soit pas linéaire il faut supposer Q%* # 0.

Alors QP = 0 et Q!¢ = 0.

Nous allons maintenant calculer P(l)e;z;p X

Py = ISL_E’ISGQHIS%GIS%G{(5§(adXX1)j>%A%}
(—a®8t + aléé)% +(—a%6! - a8 _I_agéé N ‘Ll5i)5%}
B 1Q24aa2 aze
alQ‘”’*. ‘Q;ﬁ)ai "2
alQBA aas

Nous cherchons maintenant une solution de 1’équation A.2. Nous supposerons que
{

FU SR PO f% = 0 et que f° est une fonction de a',a? seulement, alors 1’équation
A2 s"écrit pour 1 = 5,7 =6 :

5
O(a1)3Q24 + a1Q24% = O

Une solution est donnée par

fr=0
f=0
£=0
fi=0
J* = —0a*(al)?
f£=0

Quelque soient 7 et j, on a que Ri =0
Donc P est linéarisable.

Pour 71(1;4 : [X1,X2] = X3s; [Xl, X4] = —Xg; [Xlw' ,3] = X5 [Xz,Xﬂ = Xs;
[X2. X3] = X4. Cette algebre est de pas trois.
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Nous comimenons par regarder la condition (@, @] ad—invariant. ce qui facilite la calcul
de R.

Q12 =10 (1)
Q) +Q1Q¥ =0 (2)
Q1) - QQM =0 3)
Q14(Q24 + Q13 =0 (4)
Q14Q13 QISQZB =0 (r))
B , Q23(Q“ QIB =0 (6)
Y. [0.Ql=0vVXege
Quomgecy
Q (Q +Q%) =0 (9)
Q14Q25 + Q24Q Q34Q23 Q13Q34 =0 (10)
Q14Q26 Q24Q16 + Q34Q Q23Q34 0 (11)
Q14(Q26 QIS) QIS QIG QZ‘B _ 0 (12)
adX X, = —a’X3 — BXs + a*Xe; adX Xo = al X5 — X5 — a® X
adX Xy = a2 Xe + ' Xs; adX X, = a*Xs — o' Xe; adXXs =0 adXXe =0
ad*? XX = —(a? ) Xe — ata®Xs; ad’X X, = ala?Xe + (a )- X5 ad?X X3 =05
ad?X X =0; ad?X X5 = 0; ad’XXe =10
Et alors
Ro,x = S QY £ % O(adXX’“)’i(adeXl)j—g—i A i
i<kl<6  1<i<86 1<5<6 dai  da?
= 0 Y le{(——a%k + alﬁk)—(z— +(—d38 — abs +a 168 +a 265)— 9
1<kI<6 da® da®

+(at6F — a5 + a?6s — aléi‘)—a?—e}
A {((a1)25l —a a26[)—— + (alazél — (d®) 61)0(2 }

- o{((a2)3+(a1) ) ((“ - 2)2>Q“>5%3A%}

Donc pour que P ne soit pas linéaire il faut supposer (Q*,Q*) # (0, 0).

Alors st Q' # 0. ’équation (4) nous dit que Q* = —Q13 et en reportant dans (3), on
obtient (Q*)* = —(Q®)? ceci est impossible pour Q™ # 0. Ainsi Q' = 0 alors Q¥ #0
et en reportant dans I’ équation (8) on obtient Q* = 0.

Donc P est linéaire.

Eu conclusion sur cette algebre il n’existe pas de tenseur de Lie-Poisson exact non
linéaire.

Pour 11,(1;5 . [}{1»}{2] = ‘Y,;; [Xl,Xgl = X5; [‘X—-z,){:;] = 4¥6; [}{3, .X—5] = \'—6-

(‘ette algebre est de pas trois.
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Nous commenons par regarder la condition [(Q), Q)] ad—invariant.

Ql? =0

Q13 =0
QMQ?B =0
QBO®B =0
[X.[Q.Q=0VX eg & RUQ*-UQR =0

_ngw g Q;};gzs ? Q:Cg% =0
Q23(Q25 + st) =0

Q'ZBQIG _ Q24Q25 - Q25Q35 - Q34Q24 _ Q35Q34 =0

P e i U e
O OO ~1 O Ot = W o =
—_— e e e e e e o e

adXX| = —a?Xy —a®Xs; adX Xy =a' Xy — a*Xeg; adX X5 =a' X5 — a®Xg:
adX X, = a*Xg; adX Xs = a®Xg; adXXeg =0

ad*X X, = —(a2)2X6 — (a3)2X6; ad*X X, = ala’Xg; ad*X X35 = a'a® X
ad*X X, =0; ad’X X5 =0; ad’?XXg=0

Et alors

: ) 9,

A , kl /‘ rkyt 2‘ ,—‘ 1 ]_. -

Rezpx 15!;[56Q 1521'256 15%6 O(adX X7)(ad X X7) da A da’
' ) . 0
- 0 % Q“{(—a%f—}-aléé‘)%+(—a35f+a16§)5af5}
. a2 0
— (@®))8 + a*a®8 + a'a®8L %}

_ n2pon 0 0 a2a0m 0 i}
N O{(a yaQ aa“/\aaG @) ed 8a5A6a6

Pour que P ne soit pas linéaire il faut supposer Q% # 0.

Alors Q¥ =0,Q% =0 et Q% + Q% = 0.
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Nous allons maintenant calculer P,

(Vezpx
P(l)”“’X - 15[?[56 lel<z<61<§<6{(6k( XX y >8i’ " %}
7] 7
- { B { 8+ ) o +
(— 36’ 151)87 (~a46é a®63 + azél + a351)0ﬁ}
_ alesa_?ﬁ A %
F(—d%0® + Q™ + 3Q25) Y 036
1Q230a3 8?14
Ha'QP 4o QB“" Q)51 s
(a1Q? — Q34) ai
(a4Q24+asQ34+a3Q45 2Q16+a1Q26 g A 0?‘6
Ha'Q¥ +a°Q% - Q™ — %0 + lle) o
Nous cherchons maintenant une solution de I'équation A.2
Nous supposerons que f', f2 3, f4 f5 = 0 et que f® est une fonction de a!.a?. 3 seule-

ment.
Alors l'équation A.2 s’écrit pour i =4,7 =6

6
O(a')24°Q*® + a1Q23 f =0
pour i =153 =6
9 16
_O(a1)2a2Q23 _ a1Q23g£2 =0

Une solution est donnée par

=0

=0

=0

71=0

o=

fo = —10(@(@)? + ()

Quelque soient 7 et j, on a que R =0
Donc P est linéarisable.
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Pour néﬁ : [‘Yl, )(2] = ‘X'4; [X—l, ‘\’3] = ,X'5; [‘X—Q,X,;] = XG; [X37 )(5] = —X—s.
Cette algebre est de pas trois.

Nous commenons par regarder la condition [@, Q)] ad—invariant.

Q=0 (1)

Q?=0 (2)

QUQ* =0 (3)

Q1°Q* =0 (4

(X.[Q.Q)]=0V¥X ege& QRPR»® +QPQR® =0 (5)
Q14Q24 _ Q1-5Q34 =0 (6)

_Q13Q16 + Q14Q25 _ Q15Q35 =0 (7)

QP(@* - Q%) =0 (3)

L Q23Q16 _ Q24Q25 + Q25Q35 _ Q34Q24 + Q35Q34 =0 (())

adX Xy = —aXy — a®Xs; adXX; = a' Xy — a*Xe; adX X5 = a' X5 + ® Xe;
adX Xy = a®?Xg; adXXs = —a®*Xg; adX Xs =0

ad?X X, = —(a®)* Xe + (aB)ZXe; ad’X X, = a*a? X, ad?X X3 = —ala®Xs;
ad’XX,=0; ad®X X5 =0; ad’?XXe=0

Et alors

Repy = T Q% £ v O(adXX*)(ad®XX') - 0 /\i

1<k,i<6 1<i<61<5<6 dai " dat

(~a6% + a'65) )

s (a4 @)k e

1<k,i<86 da

0]
22 3\2\ ¢l 1 2¢l agy 0
/\{(—(a)+a))5+aa6—aa53 }

86
= Of — (@R g A s @V Qs A )

Donc pour que P ne soit pas linéaire il faut supposer Q™ £0.

Alors Q¥ =0,QY¥ =0et Q¥ +Q* =0.
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Noiuts allons maintenant calculer P(l)eer

Plyerpx = 15556 le1<§<e1<§<s{(5k(adx X'y )()iz A %}
(—(5351 + a15’)56_ (—a*6 + a%6° + 28! — “351)026}
+(a’ Q23 + a?Q* — GSst)i A _Q_
9 5 da? Oab
1Q238a3 Jat
+(a'Q® + a’Q* — Qas)aaa 036
((LIQZS 1Q34)3a4 ()(25
H(* QM — PQ* — 3Q% — 2Q + (lIQZh dzb

%%
4125 _ 525 2 445 3116 1 lb
HaQ7 —a@™ —a' Q¥ Q7+ a'Q OasAaaG}

Nous cherchons maintenant une solution de ’équation A.2.

Nous supposerons que f!, f2 f3 f4 f% =0 et que f© est une fonction de a!, a2, a® seule-
ment.

Alors 'équation A.2 s’écrit:

pour: =4,y =6

a1)3Q23 16223(31‘6

pour t =95,7 =6

—O(a1)2a2Q23 1Q238f6 —
da?
Une solution est donnée par
=0
=0
=0
=0
fF=0
fé = %O(al(a:*)2 - al(a2)2>

Quelque soient 7 et j, on a que RY =0
Donc P est linéarisable.
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Pour ‘”»(137 : [Xla - ’2] = Xy [Xh - ’3] = Xs; [Xh Xs] = Xe; [X27 ’4] = Xs.
(‘ette algebre est de pas trois.

Nous commenons par regarder la condition {@), @] ad—invariant.

QIZ =0 (1)
13 _ 0 9
QgQQB =9 Eg;
B : Q14(Q15+Q24) =0 (4)
[X,[@,Q]=0VX €g& (Q15)2 +QHQB =0 (5)
Q23Q24 =0 (6)

Q23Q15 =0 (7)

Qzane =0 (8)

adX X = —a?X, — a®Xs — a°Xg; adX X; = a' Xy — a*Xg; adX X3 = o' X5;
adX Xy = a’Xg; adXXs = a'Xg; adXXeg =0

a2 X X; = —(a2)’Xg — 0'a®Xg; ad’X X, = a'a*Xe; ad’X X3 = (a)? Xe;
ad?X X, =0; ad®?X X5 =0; ad’XXe =0

Et alors

d 0
I D ki dX'Xk 2 :
Rezpx 1gk,156Q 15?56 15%3560(a V(ad®X X'y dat an
0 9]
— D kl})or 251»: 16L 36k 15k }
Olgk,lng {( a8y + a )3“+( +a )05
A {(=(a®)? + a'd®)8 + ala?8) + (a1)261)i}

7] d 0 d
= O{(a1)3Q23%—4— A Fr e (al) (t2Q23 0(16}

Donc pour que P ne soit pas linéaire il faut supposer Q% # 0.

Alors Q¥ =0,Q" =0,Q° =0et Q* =0.
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Nous allons maintenant calculer P ezpx

J d
— kl k Ry o
P“)el‘p/\' - S:J Q S 15?56 { (61, (a’d‘X X ) ) 0 A C)(I,J }

d 0
_ w9 a2l 100y 9
B {1§l§l§6Q aak}/\{( @’ t+a 62)0a4

+(—d®8 + czléé)i + (—a®8 — a%6L + a6 + a'6L) = 0 }
a

5 ) a®
+a'Q%® 9
da?  0Oab
'“1Q23a(zs %
HEQP + 0 QM +0Q7) s L
HEQ™ QM) g o
H@Q + Q) A
Q¥ — Q™ + a1 Q) A

Nous cherchons maintenant une solution de ’équation A.2.
Nous supposerons que f1, f2, f3, f4, f° = 0 et que f® est une fonction de a', a*. a® seule-
ment.
Alors I'équation A.2 s’écrit:
pour : =4,7 =6:
96
O(a1)3Q23 + a1Q23 f —0
da®
pour : =5,7 =6
2 afe
0> )Va20% — 4107 -0
(@)?Q® ~ QP L

I "ne solution est donnée par

fr=0
=0
/=0
=0
f° =

Quelque soient z et j, on a que Ri=0
Donc P est linéarisable.
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Pour 121\ : [}(1, .XQ] = _‘X:l; [)(1, AXg] = 4X5; [Xz, )(4] = ){6-
Cette algebre est de pas trois.

Nous commenons par regarder la condition {@), @] ad—invariant.

( Q12 — 0 (1)

Q13 — 0 (2)
=0 (3)
1X,[Q,Ql=0VX €g & QgQ23:0 8;
Q14Q25 — O (5)
[ QPQR¥ =10 (6)

adXX; = —a*Xy — a®Xs; adX Xy = a' X5 —a*Xe; adX X3 =a' X5, adX X, = a?Xg;
adXXs; =0; adXXeg =0ad*XX, = —(a2)2X6; ad’X X, = d'a?Xg; ad?X X5 = 0;
ad?’ XXy =0; ad’X X5 =0; ad?’XXg=0

Et alors
Baps = = Q% © 5 O(adXX*)(ad2xxyL a2l
P 1<ki<e © 1<i<61<5%6 dat 0wl
a %,
_ kl 2¢k 1ck 3¢k
= 0 i (a4 a6 + (b 4 45 )

2 0
- O{_ ) 2Q238a5 8a6}

Pour que P ne soit pas linéaire il faut supposer Q2> # 0.

Alors Q' =0,Q' = 0.

Nous allons maintenant calculer P(l)e:cpY

J 0
o = () 20 2]
(Mezpx 15%:15662 15%'356 15?56 (adX XY da' " da’

= { > le%}/\{(—a%{ sy

1<k,i<6 da*
(—a35‘ +atel) aa + (—a*6l + a26) aiﬁ}
B “IQB ais |
1Q236a3 8.24
HatQP + 2@“) aa
HaQ™ — Q" +a'Q™) 2, ¥

d

+(a4Q25 _ a2Q45 (L3le 1 CIQBG) d
dab
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Nous cherchons maintenant une solution de I’équation A.2.
Nous supposerons que f1, f2, f3, f*, f° = 0 et que f© est une fonction de a', a* seulement.
Alors I'équation A.2 s’écrit:
pour ¢ =5,3 =6:
o f9
—0(a1)2a2Q23 1Q23af
a?

[ne solution est donnée par

=0
f1=0
=0
=0
=0

f = —30a'(a?)’

Quelque soient 2 et 7, on a que Ri =0
Donc P est linéarisable.

Pour 77” : [\1, 2] = X3z; [th X, ] Xe; [Xla ’4] = Xs; [XZ,XLL] = Xs.

Cette algebre est de pas trois.

Nous commenons par regarder la condition {(), Q)] ad—invariant.

Q=0 (1)
X,[Q,Q)]]=0VX €g=> Q¥ =0 (2)
Q=0 (3)

adX X, = —a?X3 — a®Xe — a'X5; adX X, = a' X3 — a*Xg; adX X; = o' Xg;
adX Xy =a'Xs +a?Xe; adXXs =0; adXXg=0

ad’X X, = —a'a’Xg; ad’?X X, = (al)zXe; ad’X X3 =0; ad?’X X, =0;
al’X X5 =0; ad®?’XXg=0

Et alors
kl 7 vkt 2 ¥ d a
Re;va = ) Q )y PN O(ad)x)x ) ( d‘X ‘,\ )‘7
1<k,1<6 1<i<61<5<6 an
3] J
— - 2 ¢k 1 ¢k _atst 1 st
0,5 @ {( Q6%+ a'8) o+ (—a'0} + al88) 5

{( a')’8 — ! 26[)386}

Donc P est linéaire.

Pour n2°: [X1, Xo] = X3;[X1, X4] = Xe; [ Xy, X5] = X5. Cette algebre est de pas trois.
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Nous commenons par regarder la condition [@, Q)] ad—invariant.

Q=0 (1)

Q¥ =0 (2)

[X,[Q.Ql=0VXege Q¥ =0 (3)
Q16Q23 _ 2@24@15 — 0 (—L)

QEQ*=0 (5

adXX) = —a?X3 — a®Xs5 — a*Xg; adX Xy = a' X35 adX X3 = ' Xs; adX X, = o' X
adX X5 =0; adXXg=0

ad?X X, = —a'a®’X;; ad’X X, = (a 1)2X5; ad’X X3 =0; ad*X X, = 0;

ad*X X5 =0; ad?’XXg =0

Et alors
Bapx = © O 5§ O(adXX%(adxx'y 2 n0
cxpX 1<ki<6 ©  1<i<61<5<6 : dat dad
d d
_ v oMl (_a2k 1 alsk —al6h otk }
Olskh,llSGQ {( a’ér + )(7 3 T (maorFa )@(LG

M6 - aarsl) o)
N {( I)Q%. aie}

Pour que P ne soit pas linéaire il faut supposer @%* # 0.

Alors Q¢ = 0,Q = 0.
Nous allons maintenant calculer P(l)e:cp x

~ 'k e\ @0
Piyx = .5 Q" © % {(5§(a(zx4\l))aal/\%}

1<k,i<6 1<i<61<;<6

d d
= { S le%}/\{( 261+(L16[)ﬁ+

1<k,i<6

(a6 + a16é)—a— (—a*6" + a'6l)=— 9 }

da® dab
a@”% A 5%
+Q A s
IQ“ 824
1Q25 8a5
—I—(a1Q36 +a'Q") 55 A %
NI A )
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Nous cherchons maintenant une solution de ’équation A.2.
Nous supposerons que f1, f2, f3, f4, f6 = 0 et que f° est une fonction de a!, a? seulement.
Alors I'équation A.2 s’écrit:
poure=25,3 =06
3 afs
O(a) 0™ + ' 0* % _ g
(a)@Q Q"5

line solution est donnée par

=0
f2=0
f2=0
fi=0
f*=-0(a")’a?
ff=0

Quelque soient 7 et j, on a que R = 0
Donc P est linéarisable.

Pour nd' :  [X1,X,] = Xy;[X1, Xa] = X5;[Xy, Xa] = Xg. Cette algebre est de pas

deux, il n’y a rien a faire.
Pour nd*: [X1, X3) = X;5;[X1, X5] = Xe; [ X3, X4] = X6. Cette algebre est de pas trois.

ad XX, = —a*X5 — ¢®Xg; adX Xy = a'Xs; adX X5 =a'Xs: adX X, = o' X;
adXX; = a'Xg; adXXe =0
ad’X X, = —a*a®’Xg; ad?X X, = (al)QXG; ad’X X3 =0; ad? XX, =0; al?X X5 =0;
ad*XXg =0
Et alors
Kl kyi 2y yly O, 9
Reme = ¥ Q ) ¥ O(Cldls(‘\ ) ((Ld XY )J N —

1<kl<6 ~  1<i<61<5<6 dat Jal

L D
-0 ¥ Qk’{(—a25f-}-a16§)%

YV 9as

8, — a'as! i}

Donc P est linéaire.

Pour n2: [X3,X,] = X5;[X1, Xu] = Xe; [ X2, Xa] = Xe; [ X3, X4] = X;5. Cette algebre
est de pas deux, il n’y a rien a faire.

Pour n' :  [X1,X,] = Xs5;[X1, X3] = Xe;[Xa, X4] = Xg. Cette algebre est de pas
deux, il n’y a rien a faire.

Pour n2® qui est abélienne, il n’y a rien & faire.

Pour n%® qui est de pas deux, il n’y a rien a faire.
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4

Pour 1727 qui est de pas trois, il n’y a rien a faire car on sait déja que la structure de
s 9 s Jja

Poisson sur n} est linéarisable.
Pour n2®: Cette algébre est de pas quatre.

Pour n2®: Cette algébre est de pas quatre.

Pour n° qui est de pas trois, il n’y a rien a faire car on sait déja que la structure de

Poisson sur n? est linéarisable.
5

Pour n3' qui est de pas trois, il n’y a rien & faire car on sait déja que la structure de

Poisson sur nj est linéarisable.

Pour n3? qui est de pas deux, il n’y a rien & faire.
(] bl

Pour n2® qui est de pas deux, il n’y a rien a faire.

Ainsi nous venons de démontrer que les structures de Lie-Poisson sur les groupes de Lie
dont les algebres de Lie sont nilpotentes de pas 3 et de dimension inférieure a 6 sont
linéarisables.
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Résumé:

Dans cette thése nous étudions les structures de Lie-Poisson. De maniére plus précise deux
thémes sont abordés. Le premier est de nature classificatoire. Nous donnons une description
compléte des algébres de Manin (c'est-a-dire les "grandes" algebres d'un triple de Manin)
associées & des structures de bigébre de Lie sur une algébre de Lie réelle semi-simple. Ensuite, en
adaptant au cas réel les résultats de Belavin et Drinfeld décrivant les solutions de l'équation de
Yang-Baxter standard modifiée non nulle sur une algébre de Lie semi-simple complexe, nous
donnons les solutions générales de l'équation de Yang-Baxter modifiée standard non nulle sur
une algébre de Lie réelle semi-simple. Enfin nous donnons des résultats partiels concernant les
structures de bigébre lides aux solutions de l'équation de Yang-Baxter modifiée non standard sur
une algébre de Lie réelle simple telle que sa complexifiée ne soit pas simple. Le deuxiéme théme
est celui de la linéarisation locale d'une structure de Lie-Poisson. Nous montrons, en utilisant le
théoréme de linéarisation analytique dans le cas d'une structure de Poisson de J. Conn, que si
(G,P) est un groupe de Lie-Poisson, et si l'algébre duale est la somme directe d'un idéal semi-
simple et d'un idéal abélien, alors P est analytiquement linéarisable dans un voisinage de
Uidentité. Dans le cadre d'une structure de Poisson générale cette proposition peut-étre mise en
défaut. Nous montrons par ailleurs que toute structure de Lie-Poisson exacte sur un groupe de
Lie nilpotent de pas deux est linéaire, sur un groupe de Lie nilpotent de pas trois et de dimension
inférieure ou égale a six est linéarisable et qu'il existe des structures de Lie-Poisson exactes sur un

groupe de Lie nilpotent de pas quatre et de dimension cing qui ne sont pas linéarisables.

Mots clés: groupe de Lie-Poisson, bigébre de Lie, triple de Manin, équation de Yang-Baxter,

linéarisation formelle, linéarisation analytique.
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Résumé:

Dans cette thése nous étudions les structures de Lie-Poisson. De maniére plus précise deux
thémes sont abordés. Le premier est de nature classificatoire. Nous donnons uné description
complete des algébres de Manin (c'est-a-dire les "grandes" algébres d'un triple de Manin)
associées a des structures de bigébre de Lie sur une algébre de Lie réelle semi-simple. Ensuite, en
adaptant au cas réel les résultats de' Belavin et Drinfeld décrivant les solutions de l'équation de
Yang-Baxter'standard, modifiée non nulle sur une algébre de Lie semi-simple complexe, nous
donnons les solutions générales de 1'équation de Yang-Baxter modifiée standard non nulle sur
une algébre de Lie réelle semi-simple. Enfin nous donnons des résultats partiels concernant les
structures de bigébre liées aux solutions de l'équation de Yang-Baxter modifiée non standard sur
une algébre de Lie réelle simple telle que sa complexifiée ne soit pas simple. Le deuxiéme théme
est celui de la linéarisation locale d'une structure de Lie-Poisson. Nous montrons, en utilisant le
théoréme de linéarisation analytique dans le cas d'une structure de Poisson de J. Conn, que si
(G,P) est un groupe de Lie-Poisson, et si l'algébre duale est la somme directe d'un idéal semi-
simple et d'un idéal abélien, alors P est analytiquement linéarisable dans un voisinage de
l'identité. Dans le cadre d'une structure de Poisson générale cette proposition peut-étre mise en
défaut. Nous montrons par ailleurs que toute structure de Lie-Poisson exacte sur un groupe de
Lie nilpotent de pas deux est linéaire, sur un groupe de Lie nilpotent de pas trois et de dimension
inférieure ou égale a six est linéarisable et qu'il existe des structures de Lie-Poisson exactes sur un

groupe de Lie nilpotent de pas quatre et de dimension cing qui ne sont pas linéarisables.
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