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Chapitre 1

Introduction

Dtrns cet[e thèse j 'éttrdie les structures de Lie-Poisson. De manière plus précise cleux
thèmes sont abordés.

Le plemier est de nature classificaboire. Ur-r groupe de Lie-Poisson connexe et simplement
( '()rurexe peut être caractérisé par un objet algébriclue (Dlinfeld [12]) appelé une bigèbrr-
rk: Lie. Une bigèbre de Lie est elle mêrne écluivalente à un triple cle t\Iar-rin. Un tliple ck:
\ ' lanin r :  (! ,g+,g-) est un t l iplet cl 'algèbres de Lie tel clLre ! soit munie cl 'une [olrrr,.
biiinéaire symétrique invariante non dégénérée B et telle clue g+ et g- soienb cleux sous-
algèlrres supplémentailes de !, isotropes pour []. Je donne une clescripbion corr-rplète cles
algèbles ,C des triples de Manin pour lesquels g+ est une algèbre de Lie r'éelle serni-sinrple.
(-reci génér'alise un r'ésultat de Cahen, Gutt et Rawnsley [3].
Belaviu et Drint'eld ont donné une classification cornplète cles bigèbles cle Lie sur rLne
a.lgèbre cle Lie sinple complexe colrespondant a,ux solut,ions cle I'ricluation cle Y'ang-
Rart,el rr-rodifiée. On trouve da.ns Ca.hen. Gutt et Rawnsle,r' [3] et clans Soibelman [32]
rrne ciassification dans certains cas réels. J'étends ces résulta.ts au cas r'éel semi-simple
pour les solutions de l'équation de Yang-Baxter modifiée stancla.rd.

Le cleuxième thème est celui de la linéarisation locale d'une strtrctule cle Lie-Poisson.

.1. Cionn [7] a. montr'é que, sur toute variété symplectique i.I, t,out,e st,l'r-lcture cle Poisson
ana.lyl,iqus qui s'a,nnule en un point z et telle que la linéarisée de P définisse une stluctule
cl'algèble de Lie semi-simple !, est analytiquement linéalisable clans un voisinage cle .r,.

.le nontre que si (G,P) est nn groupe de Lie-Poisson, et si I'algèbre cluale (le g- clu
t l iple de Manin (!,  B*, g- ) correspondant à (G, P)) est Ia somme directe d'un icléal serni-
simple et d'un idéal abélien, alors P est analytiquement linéarisable dans un voisinage clc.
I ' iclenti té. Dans le cadle d'une structure de Poisson générale cette proposit ion peut-êtle
Lnise en défaut. Je montre par ailleurs que toute stluctule cle Lie-Poisson exacte sur
run groupe de Lie nilpotent de pas 2 est linéaire, sur un groupe de Lie nilpotent de pa.s
:J el de dimension infér'ieure ou égale à 6 est linéarisable et c1u'il existe des structules
cle Lie-Poisson exactes sur un groupe de Lie nilpotent de pas 4 et cle dimension 5 clui
ne sont pas linéarisables. Je montre également que la linéarisabilité d'une structule cle
Lie-Poisson n'est pas toujouls liée à Ia classe d'isornorphisme cle I'algèble ,C du triple cle
N,la nin colrespondant.

.le cotnmence par rappeler les différentes notions et résultats classiclues nécessailes à. la.
tblmtrla.tion précise des problèmes étudiés dans ma thèse.



l. (' lassifica.tion

1. Classification

[ , , r :s rrot ions lappelées ci-c lessous se trouvent,  pa.r  exemple, c lans l 'art ic le cle Lrr eL \ \ ' t ' i r r -
s l ,eirr  [27] ou le l iv le de C]rar i  et  PLessley [5] .

1.1. Structures de Poisson

Orr appelle structure de Poisson sur une variété de classe C' '* ' ,  ̂ . '1. une stlucture
c[ 'algèble de Lie slrr C]' !(Â1,R), notée { ,  },  vérif iant la règle cle Leibnitz, c'est-à. -cl i le

telle clue

{ . f  ,g l r \  :  s { f  ,h}  +  h{ . f  ,s i  V. f .  s ,h  €  C ' " ( r11,  R) .

l ine va.r iété ,4r1r munie cl 'une tel le st lucture est a.ppelée uue variété de Poissou. 
" t  {  .  }

< .s t  appe lé  un  c rochet  de  Po isson.

L)aus Lure cal te locale. t in tel  crochet peut s 'écr ire

{.1.s}: ,.,1." ntt # *4 Y.f ,s ec'-'(,1'l, R )

oir  les fbnct ions Ai 'sont les composantes c[ 'un tensetrr  c leux tbis cont laval iant ant i -
s lnrét l ic lue l \ .

Le crochet de Schouten (Lichnerow\cz [26).  I ioszul [25])  ctéf ini t  une appl ica.t ion
lr i l inéaire [  ,  ]  '  A'( I ,1) , : - i  À"(I ,1) --  ,1r*s-r( i '1, /)  qui  étend cle tnanière naturel le la no-

t . ion cle clociret de Lie de chanps de vecteurs (z\ ' ' ( r1,1) désigne I 'espa,ce cles r ' - tenseurs

cont la va,r'ia.nts antisyrnétliques ).
S i  r ' :  . :  : 2 .  o n  a :

[ . \  A  ) ,  Z  AT) :  [X ,  Z l  A \ ' '  AT  - [X , f ]  A  ] '  ^  Z  - l \ ' ,Z l  A  - \A  , I+  
[ ] . f l  A .Y  A  Z

oir -{. \!, Z,T sont des champs de vecteurs sur i1.
[-e cr:ochet de Schouten perrlet d'exprimer simplenent I'identité de .lacobi cle I'algèbre
cle Lie a''* (i\,/. R ).
Si {. f ,  g\ :  L(d.f,  dg) alols { ,  } satisfait I ' identité cle jacobi si et seulenrent si [4, À] : g.

[.ln tenseur de Poissoll sur.,4y' est un tenseul cler-rx fois contrava,riant anbisvrnétricrue
,\ strr ,1/ tel clue [4, A] : 0.

[Ine applica.tion C*, p, de Ia variété de Poisson (/14, A) dans la valiété cle Poissou
( Iy ' ' ,4 ' ) ,  est  une une appl icat ion de Poisson s i  rp-" (4, )  =  Âf t r l ,  Vr '  61.1.
ll est écluivalent de demander clue:

{.ft o p, .fz o ç\ : {,f1, fr} o ç, V.fi,.fz € C'-(ll4', R.).

Si (r1l1,41) et (Mr,lyr) sont deux variétés de Poisson, la variété A,'\ x h[2 est na,tulelle-
menl munie d'une stluctttre de Poisson A définie par

À(",s) :  i . I*"Lt, + i ;*a1r2v

( oir if (resp. if ) désigne I'injection de A,[t (resp. nz12) dans À{t O {y} (r'esp. {r,} Cr n/z)).
a.ppelée structure de Poisson produit.
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r.2.

(i ha pi t, re 1. Int roc! u ct ion

Groupe de Lie-Poisson

[-a notion cle gloupe de Lie-Poisson a été introduite pa.r Drinf 'elcl [12]. f ln gloupe cl<:
Lir: CJ esL appelé groupe de Lie Poisson si c'est une valiété cle Poisson, de cha,rnp cle
t,ensetrrs ^, telle que la multiplication nz : G x G -- G soit r-rle applica,tion cle Poissou.
qua,ncl G x C,l est muni de la. structut'e de Poisson produit.
( lela signif ie que la structure de Poisson est mult ipl icative i .e.

L(gh)  :  ls - l \ (h)  + rn"L(g)  Vg,h e C)

oir /n (r 'esp. r 'n) clésigne Ia mult ipl ication à gauche (r 'esp. à droite) pa.r 'g clans Cl. Dans c,e
ca,s la. st lucttrre A est appelée structure de Lie-Poisson. Ces stluctules t iennent, uue
place imporba,nte en mécanique et on les étudie depuis une vingtaine cl'années maintena.nf
(cf. Lichnelowicz [26], Weinstein [37]).

Soit A un champ de tenseurs deux tbis contravariants a.ntisymétriques tel clue
,\(e ) :  0. La dérivée intr insèque cle A en e, notée p: cL,A, est [ 'apPlication /) :  g ---+

g A g cléfinie pal X '-- (;Cv L)@ oir X peut être n'inporte cluel chanrp cle vectelu's sur

(. tel clue F1e; : -ç.
L'alrplication cluale d. p - duA est notée [ , ]n ' g* A g* ---+ g* et est clounée par'

(  - \ ,  [o ,  l3 ]n >:< d"A(X) ,  (o .  iJ )  > V-X € g Vct ,  I  e  g- .

Dlinfèlcl ItZl a démontré que si À un charnp de tenseurs deux tbis conttava.r'ia,nts a,nti-
s.vrnétriclues sul un groupe de Lie G tel que À(e) : 0, alors
L )  s i ; \ es t r nu l t i p l i ca t i f , p : c l , L :g - - -+gAges tun l - cocyc le re l a , t i vemeu tà la
leprésentation a.djointe de g sul g Â g;
irn'ersement. si G est connexeet simplemen[ connexe, et si p : g --- gAg esl un I-cocrrcle.
iI existe un trnique champ de tenseurs deux tbis contravaliants a.ntis.vmétriclues et mul-
t ip l icat i f  Â su l  G te l  que p :  d" l \ ;
2) si À est un tenseur de Poisson, le crochet [ ,  ]n : g" A g* - g* sut g* incluit par'
p satisfâib l'identité de Jacobi, et donc définit un crochet de Lie sur g*. Quancl G est
(:onnexe. un champ de tenseurs deux fois contlavariants, antisyrnétriclues et multiplicatif
A est un tenseur de Poisson si et seulement si sa dér'ivée en e définit un crochet cle Lie

[  .  ] 1  sL r l  g . .

1.3. Bigèbre de Lie et équation de Yang-Baxter

Si g est ttne algèbre de Lie et si g" désigne le vectoliel dual, on dira c1r-re (9. g*) fbrnre uue
bigèbre de Lie s' i l  existe suL g* une structure d'algèble de Lie tel le que I 'applica[ion
cluale p : g --+ g A g, donnée pa.r

< p(X) ,  d  A ' ' t  ) : (  X,  [ * ,1 ] .  >

soit un 1-cocycle sur g relativement à la repr'ésentation adjointe de g sur g A g.
La bigèble (g,9") sera aussi notée (g,p).
Si (G, A) est un groupe de Lie Poisson, le crochet [ , ]1 définit une structure cl'a.lgèl;re
cle Lie sur g* tel le que (9,g.) forme une bigèbre de Lie appelée la bigèbre de Lie
tangente à (G,  A) .



L ('la.ssifica.tion

Irrvelsenrent si (J est connexe et simplement connexe, toute slructure cle bigèbre cle Lie
srrr '  (g. g-) définit  une uniclue structure de Poisson mult ipl icative Â strr G tel le clre (g, g.)
soib la bigèbre de Lie tangente au groupe de Lie Poisson (G, À).
;\ insi l 'étude des structures de Lie-Poisson est équivalente à l 'étucle des stt 'uctures cle
bigèbles de Lie.
('es cleux notions ont été étudiées par Drinfeld [13], [1+] et entre a,trtres, pal Semer.Lov-
' l ' ian-Shansky 

[29], [30], [31]. On en trouvera des e.xposés dans Ia conférence cle I iosmann-
Schrva.rzbach [22], dans I'exposé de Verdier [35] au séminaire Bourbaki, clans I'a.rticle cle
Da,zorcl et Sonclaz [9] cltr sémaire Sud-Rhodanien et dans celui cle LLr c:t Weinstein [2i].' lbute a.lgèbre de Lie g aclmet une stucture de bigèbre cle Lie (g,p) avec p + 0 (De Smeclt

I r0]) .
La st l l rc [ure de b igèbre (g,p)  est  d i te  exacte s i  p :  0Q où Q e g A g et  d  c lés igne
['o1rér'ateur de cobotd de Chevalley; et (g,0Q) est une bigèbre cle Lie si et seulement si

Ie  t lo is  tenseur  lQ,Ql  est  ad- invar iant  i . " .  [8 ,8]  e  (Atg) ' " ' .

Soit g une algèbre de Lie semi-simple et B sa forme de I{illing; on clésignela par r/(r')

la fornre bi l inéaire syrnétrique sur Ap(g) étendant nalut 'el lemeut ,/ .
l . 'appl ica. t ion l inéai re p :  ( ,5 'g . ) ' " '  - -  (A3g) ' " '  c lé f in ie  par  iJ t3 t (p8. . {  n  Y A Z1 :

B([.{,  \ '1. Z) potLl X. t '^ Z e g est un isomolphisme l inéaire [18].
('ourme tor.rte str-ucture de bigèbre sur une algèble cle Lie semi-simple est nécessait'etnenl
r 'ra,cte. el le cst cléf inie par un deux tenseur 8(€ A'g) tel cltre W,A): pB oir B e
(,! ' 'g.)"". Lo cleux forme invariante B est cle Ia forrne.B(.\, \ ' ) :  1i(r11-{.} ')  oir i . I  est
rrrre application linéaire de g dans g qui commttte avec atlZ pol:rr t"olt Z e g.
D'a.utre palt Ie deux tenseur Q détermine une application linéaile Q , g -- g définie par'

p(Qe') ,x)  :  p( ' ) (Q,x n l ' )  :  Q1l6yp(t ' ) )

oi r , . / :  g  - - -  g*  est  c lonnée par  (  P(X) , ) /  > :  /J( . { , } - ) ;
De  p l t r s  on  a .  l a  l e la t i on  lQ ,Q l@, r r , ^ t ) : 2_ ï1 . ,  .  7 ,  L (Ç  o , ' J - t ) (a ) .  (Q  o  i l - t ) (u ) l  >  o i r

,\' clésigne la somme sur les permutation cycliques sur t, u et ^1.

Le fâit que Ç e À2g et que lQ,Qle (Ât(g)) '" '  se braduit sul Q par'

I  BtQx,! ' )  :  -06,QY)
I tÔr, Qv'l - QlQx,Yl - Qlx,Qvl: rl2tvllx,l ' l pour x, )' € s

appelées équation de Yang-Baxter modif iée.

Si G est un groupe de Lie connexe et semi-simple, toute strttctute cle Poisson rnultiplica-
t ive Â sur  Gest  de la forme À(g)  :  - rs*Q l ln-QYg e Cl  o i r  le  deux tenset t r '8  e gn g

est tel clue le trois tenseur [Q, Q] soit nd- invariant par Ia rept'ésent,ation acljointe cle g
su rgAgAg .
L'étucle des structures de Lie-Poisson se ramène, da.ns ce cas, à l'étude des structttres de
bigèbres de Lie exactes, c'est-à-dire à l'étude des solutions de l'écluation de Yang-Baxter'
rurodifiée.
De telles équations ont été étudiées par Semenov-Tian-Shansky [29]. [30], [31], par
Takhtajan [3+] et par Kosmann-Schwarzbach [22],[23].
On regarde le cas M - 2À1d oir À est une constante. (Une application linéaire NI de
g dans g qui commute avec adZ pour tout Z e g est bien entendu a.utomatiqttement
clonnée pat M : ),Id si g est simpleet n'a pas de stlucture complexe.)



ChapiLre 1. [nt ,  rocl t tct  ion

On obtient a.lols l 'équation de Yang-Baxter modif iée standard:

(  . , ,  x
I tt10 x.v) : _ tljÀ-, Çl')
[ [Or, QYI - QIQ-X, ]' l - 8[X, QY] : )[.{,1'] pout' X, }- e g

Dans le cas cl'une algèbre cle Lie semi-simple complexe, les solutions cle cette écltration
orrt  été clécr i tes pal Belavin et Drinfeld [1] .  Je me suis intéressée au cas réel semi-simple.
Lr:s conclitions d'existence de solutions dans le cas réel semi-sirnple a,vec À < 0 ont été
étucl iées pa.r Ca.hen, Gr-r t t  et  Rawnsley [3] .  Dans le cas r 'éel  semi-sinrple avec À > 0.
j ' o b t i e n s :

Proposition 1.1 Soit gs une ctlgèbre de Lie réelle sen'ri-sirnpLe. Il eû,ste toujoLLr'.s un,r
.*olut iort  de- l . 'équ,at ion de Yung-Ba;t ter rnodi, f i ,ée standard trrec À; Q -sur 96.

La clémotrstrat ion se base sur Ia construct ion fai te par Belavin et Dl ini 'e lct  I t ] .  Soit
go : É -| p une décomposition de Cartan d" go, soit f s une sous-algèbre cle ( laltan cle gs
te l lec lue  f ;o  cont ienneun to le  max imal tdeÉ,  so ib  g :  goc  e t  f  : | i r .  So i t  - \  e  t te l  c l t re
o ( . Y )  l 0 V o €  A e t s o i t  A { :  { o e  A  l i a ( X )  >  0 } .  I i n e s o l t r t i o n c l e l ' é c l u a t i o n c l e
Yarrg-Baxter moclifiée sta.nclald est donnée par':

Ç(x) :

' rX si X e fo6a+ g"

0siXeb:bF

-oX s i  X € l . 'e1+ g-"

o i r  n  vér i f ie  a2 :  -À.

.l'ai clételminé toutes les solutions de l'équation de Yâng-Baxter moclifiée stanclalcl sur
Lrne algèble de Lie rélle semi-sirnple go, eD utilisant Ie théorème cle Belavin et Drinlêlct [1]
clui clécrit les solutions da.ns le cas complexe. Une solution de l'éclna.tion cle Yang-Ba,xter
mocli f iée standard sulgs corlespond à. une solution Q cle l 'écluation cle \-ang-Baxter'
rrrocl i f iée stanclarcl sur S : g6'c vérif iant Q@):8(-T) pour tout -{ e g.

Je fais également une étude partielle des solutions de I'équation de Yang-Baxter modifiée
sul une algèble de Lie réelle simple non absolument simple (c'est-à-clile telle c1u. grc n.
soit pas simple). Dans ce ca,s, I'endomorphisme 11,1 sul g est donné par ,;ly' - (t + b.l où J
est une stlucture complexe sur gs. Je démontre qu'il n'existe pas de solr-rtions plrrenent
"ct'oisées" et que la solution la. plus simple de Belavin et Drinfèld ( cle la tblme ci-clessus)
pennet cle construire une solution dans ce cas plus généra.l.

L.4. Tbiples de Manin

Un tr iple de Manin est constitué d'un tr iplet d'algèbres de Lie (!.g+,g-) et c[ 'un
procluit scalaire bilinéaire, symétrique, invariant, non dégénér'é ( , ) snr' ! tel cltrr::

(1) g+ et g- sont deux sous-algèbres de Lie de !.

(2) C : g+ O g- en tant qr-r'espace vectoriel,



(3) g+ et g- sont isott'opes pour le produit scalaile sur !.

!  est. trppelée l 'algèbre de Manin du tr iple de (,C, g+, g- ). Dr-infeld [13] a. montr 'é c1Lr' i l

.\' a Lure corlespondance biunivoque entre les bigèbres de Lie et les tliples de Nla.nin.
Irue paire de Manin est composée d'une paire d'algèbres de Lie (,C. g) et cl 'une fblme
bilinéaire. symétrique, inva.riante, non dégénérée ( , ) sur ,t3 telles clLre g soit une
sous-algèble de !, isotrope pour ( ,  >
t , le  pa i le  c le  Manin ( ! ,9)  c lé f in i t  un t r ip lede Manin ( .C,9,9. )s i  e tseulernent  s i  i l  ex is te
r-ur rjous espace isotrope supplémentaire à g dans ! clLri soit ttne sotrs algèbre de Lie
cle !. Rema,rquons que via ( , ) on peut toujours identifier un sous-espa,ce isotrope
supplémentai le à g dans ! à g*, l 'espace dual de g.
IIne premièr'eapploche pour classif ier les structules de Lie-Poisson sur un groupe de Lie
conrrexe et simplement connexe G est de classifier les a.lgèbles ! possibles clans le tliple
cle \, la,nin (!,g,g*). On parlera c[ 'algèbre de Manin ,C associée à. I 'algèbre cle Lie g.
D,.rrx algèbres de Manin ! et .C' associée à une algèble de Lie donnée g sont cl i tes
isomorphes si et, seulenent si i l  existe une application / :  !  - ! '  clui

o soit un isomorphisme cl'algèbres de Lie,

o envoie g vers g,

o soit une hornothétie de ! r 'ers ,C', i .e. < d(X), /() ' ' )  2':  s ( -{.  } '  ) ,  V-{, ) '  € !
pou.l' url réel non nul s .

.l'obtiens r.rne cla,ssification si I'a.lgèbre de Lie g est réelle sen-ri-simple:

Tlréorèrrre 1.2 A isomorplti.sme près I'algèbre de X,[anin L as-coci.ée èL ute algèbre. dr
Lir réc-lle: semi-sirnple gs qui s'écrit go: Orcr<pJp où les 3p sorzt cle.s idéatL,t sirnple.s rLc
go. r:.qt néce.s.saire'ment cle l.a.forne !: Or5r5pt6 oit tp appru-ti.ent à la li,ste stdt,an,te::

! r  :  L ie(Dp)  où Dç:  Z"(1r)  est  le  f ibré cotangent  d 'un gro l tpe de L ie Ip  dont
l'algèbre tle Lie e-st 3p,

!1. :  (36)'c,

! r -  :  J r  ûJ * .

Linéarisation

La. notion de structures de Poisson apparaît naturellement en mécanique dans l'étude
cles systèmes Hamiltoniens et généralise la notion de structure symplectique. Si le rang
cle A (tenseur de Poisson) est constant et égal à la dimension de la va.riété Iy' a,lors A est
invelsible et son inverse définit une stlucture symplectique sur fuI . Le théorème de Dar-
boux affirme que que deux variétés symplectiques de même dimension sont localemeut
isomorphes. On peut se demander si un résultat similaile est vt'ai poul les structttres de
Poisson générales, i.e. si deux structures de Poisson de même rang en un point donné
sont localement isomorphes. La réponse à cette question est non et c'est p,.-écisément
cela qtri rend intéressante l'étude du comportement local de ces structutes.

2.
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L'ébucle locale des structut'es cle Poisson se fait de [a façon suiva,nte: on Lrtil ise c['a.borcl
le théorènecle décomposition cle Weinstein [36] pour cléconposel loca.lemenl une variétri '
c le Poisson (A[rL) en un produit  d 'une variété symplect ic lue et d 'ur-re var iété a,vec une
st,rr . rctule de Poisson nul le en un point.  [ In tel  produit  est un ploclui t  c le Poisson. l ]n
utilisa.nt cette décomposition on se ramène à l'étucle des structules cle Poisson nullc.s
en LrrI  point.  Remarquons que pour les structures cle Lie-Poisson c'est toujoLrls le cas
pLrisclu 'el les s 'a,nnulent en e .
Si  l \  s 'annule en e, dans des coordonnées locales cluelconques (2t, . .  . . r :")  centr 'ées en e .
orr  peut écr ire

{. f ,g}: I  L"lY
4fr_ry" )r i  )rt

r:t
^i /(x:) :  

, .à,, 
C' i*u -f R'r(r)

orr les,R'r représentent les termes r-ron linéaires dans le cléveloppement en série cle Tar,lor'
cle r\'' ' et oir les Cil sont les constantes cle strr-rcture cl'une algèll'e cle Lie [; a1>pelée Ia
l inéar isée de la  s t ructure ( lVeinste in [36] ) .
La. stnrcture de Poisson i\  sel 'a, cl i te l inéarisable si on peut tronver cles nour.el les coor' '
clonnées locales (y', .  . .  ,y") clans lesquelles A s'écl ive

A''(Y) :  I  c ' i lYu
1 ( À ( n

\'. Arnolcl a montr'é le plemier que toute structure de Poisson clont la linéarisée est
l 'algèbre cle Lie non tr iviale cle dimension deux est l inéarisable.
La cluestion cle la l inéatisation de stuctures de Poisson tel les clue [) soit semi-sinrple a été
souler'ée clans Weinstein [36]; si la l inéarisée d'une stmcture de Poisson est une algèbre cle
[,ie semi-simple, alors A est fbrmellement linéarisable. De plus, J. Conu [7] a. clémontré
clue si l est analytique, Ia linéarisation est analytique. Dufour [15] a clémontré clue la
senri-simpLicité n'est pas nécessaile en exhibant une algèbre résoluble cle climension :J
r 'éri f iant la même propriété. Si la st lucture de Poisson est C'- ' .  la l inéarisation est C--
si la. l inéalisée f; est semi-sirnplede type compact (cf. Conn [8], Desolneux-Mloulis [11]).
\\'einstein [37] a exhibé des exemples de structules de Poisson C'-' a.y2.11; poul linéarisée
rune algèbre de Lie semi-simple, de type non compact et cle rang réel arr nroins deux. clui
rur: sout pas linéarisables par un changement cle coorclonnées C-'.

La. linéalisation forrnelle se traduit en un ploblème de cohonoloeie.
Notons Ati(z) :  .  -p- C' l  *r + Ail ,(z)+ ni i*, l tr)+. .  .  le cléveloppeire,rt cle A'r en série

1 (À ' ( n

tbnnelle oir Ai l ,(e;) est le terme homogène de degré k en les :trr, . . .  ,r: '  (Â: à 2).

L'ic[ée cle Ia linéarisation folmelle est de repousser les telmes cle clegr'é À' en cles ternes
,.k: clegr'é supér'ieur par un changement de coordonnées locales de degr'é Â,.
Posons donc yt : ci * /tqc; où les /' sont des polynô'res homogè'es cle degr'é À'.

On 1;eub alors considérel A16y : 11 A t) * S*(l)) (r, ;  A.ur; '-  , \ i ' r ,r.
La relation [^, ^] : 0 se traduit à I'ordre t pa,r dzAttl : 0 oir d2 est I'opér'ateur cle
cohomologie de Chevalley de ! associé à la représentation adjointe cle [; sur,5(11). Dorrc
\1r1 est t tn 2-cocycle.



2. Linéafisa.tion

(rorrs ic lér .ons / i * r  :  b  -  S 'u(b)  : r : , r+  f i t , .  A lors  ( { r t , r , }  - :C, ' i . , . .  u)  < 'sr ,  c [ 'orch.e sr r ic t .e-' " :  \ ' " ."  r  ^" /
r r rer r f  sr rpér ieur  à f r  s i  e t  seulement  r i  (A i r l  +  Ar lw)(c ' ,e ' i )  :0 .

Ainsi, si le 2-cocycle Airy esb un cobord, on lepousse les tet'mes cle clegré Â ert cles termes
cle clegré fr + 1.
I ln i tér 'ant le processus on obtient une suite {ei} qui dételmine un svstèrne cle coor'-
clonnées formelles limite

r lo :  x '  *  g*( r )

r lar rs  lec l r re l  Â s 'écr i t :  
. \  . \

' \:o"'Èut'cli" 'f; #^#'
(:e clui signifie que A est fbrrnellemenL linéarisabie.
En pa.r ' f icLrl ier, À est fbrmellement l inéalisable si ,É12(11,,5(h)) :  0. ( l 'est le ca.s si [ ;
est serni-simple ou si pal exemple b : g, O R où g1 est sen'r i-sinrple (clans ce ca,s, la.
l inéarisation est même analyt ique cf. MolinieL [28]).

La cleuxième partie de mon travail concerne Ia linéalisation cles tenseuLs cle Lie-
l)oisson c1ui, de par leur cala,ctère n-rult ipl icati f ,  ont une stluctr.rre pl irs Ligicle.

Si (G. P) est un groupe de Lie-Poisson et si g désigne I 'algèble cle Lie cle gloupe de Lie
(, 'et si (g,g-) désigne Ie bigèbre de Lie associée, la l inéa.risée de la. st luctnre cle Poisson
P est l'algèbre cle Lie g-. La linéalisation cles structures de Lie-Poisson est un ca,s

lrzrrt icul ier de la l inéarisa.t ion locale d'une sbructure de Poisson. Le ca,clt 'e Lie-Poissorr
r: laus celte étude se jLrst i f ie d'une part par Ie faib clue la. strucfure cle Lie-Poisson est
a,utoma,t iquement analyt iclue réelle. D'autre pa,rt,  sur le gloupe IR". toute structtt le cle
Lie-Poisson est linéarisable alors que certaines stluctures de Poisson générales ne le sont,
pas. Ceci justifie mon intérêt pour le rôle de la condition Lie-Poisson clans le ploblème
génér'al de Iinéarisation.
\ ' I .  Cjahen, S. Gutt et J. Rawnsley [3] ont montr 'é qu'une structut 'e cle Lie-Poissott t t 'esL

lrzrs boujours linéarisable. J'étudie ce que le ca,r'acfère Lie-Poisson a,ppor'[e a,u problème
de l inéarisation.

.J'a.borde le problèrne de déterminer si une stlr-rcture de Lie-Poisson sur un groupe cle
Lie G est linéarisable ott non, de deux manières différentes.
La pr-emièr'e approche consiste à prendre comme point de départ I'a.lgèbre de Lie [) : g*
linéarisée de la structure. La deuxième approche consiste à travaillel a.vec le gtoupe cle
Lie G directement.
Pal Ia plemière approche, je généralise le résulta,t obtenu par J. Clonn [7] en tn'intér'essa.nt
a,u cas oir g* est le produit direct d'une algèbre de Lie semi-sirnple g1 et d'un icléal abélien
ffi:

Tlréorèrn e 2.L Soit G un groupe de Lie conùeive et simplentent conttet:e d'algèbre de Li.e
g. Soit P un tenseur de Lie-Poisson surG tel Que g*,Ie r lual de g, -* 'écriue g* : gr Ofr
en ltroduit direct où 8 est, un id.éal abéli.en et oit 91 est ttne algèbre de Li.e se'mi-sirnltle.
,.[/orx P est anal.ytiquernent linéarisable.
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(:c théor'ème n'est pa.s vérifié 1>oul certa.ins tenseut's de Poissou généra.Lrx (non Lie-
Poisson) ayant la mêmelinéarisée f): gt û!t.  J'exhibe cle tels tetrseurs pouf lesc1r-rels la
cl ir-nension maximale cles fêuil les symplectiques est stt ' ictemeut sttpérir: trre à. [a cl imensiorr
Lrraxima,le des feuilles s.v'mplectiques associées au tenseur linéaire. ef c1r-ri ne sont clon<'
pas l inéarisables.
(lependant je calcule le deuxième espace de cohomologie de Clhevalle"v d'ttne algèbre
f) : gr D< ,t pr-oduit semi-sirect d'une sous-algèbl'e g1 semi-simple et cl'un icléal fr, pour
tune rep.-ésentation p cle climension finie sur I,'.

Proposi t ion 2.2 H' (gt  x  f r ,  p . , l / ) :  H 'âr - " ru;uo, tont ( t ,pz,V) .

(,:e résulta,t est un cas palticulier des résultats de cohomologie cl'algèbles de Lie obtenus
pa.r '  Hochschild et Serte [21].
En pal t icu l ier  j 'obt ier rs :

Proposit ion 2.3 Soit L ttne structnre de Poisson sur r lne uuriété :11, .s'annri lant r.rt
trrt. ltoittt: et telle que la linéari.sée en z soit û : gt >< rt le 1n'oduit senû-direct d'trnr
.sorLs-ulgèbre de Lie serni-simple de dirnension n et d'un idéal de. d,inension r.
. - l /orx  i I  eûste des coordonnées for rnel les ( t t t , . .  .  , tn ,A1, . . .  ,y ' )  rL t r  r :o ishmge de.  :  te lLr , . t
r1ue,, dan-* ces coordonnée.s, on ait:

{.r ' ' ,  r i}

{ , r ' .  y '  }

{a " , l l ' }

ot) Lr:." C'f .sont le.s constantes de strttcture de t1 et où les Ro1 sorzt cLe.: série.s en. :r e t U
rL'orrlre; suytérietrr à deux.

Cje résultat est également obtenu par Dufoul et Wade, qui obtiennent cles linéalisa.tion
ana,lyticlues dans certains cas.

L'autre apploche consiste à prendle comme point cle clépalt I'algèble cle Lie g clu
groupe de Lie G. Si le gloupe G est abélien, tottt tenseur cle Lie-Poisson sttl CJ est
l inéa.ire.
.J'étudie le cas cl'un tenseur de Lie-Poisson exact sur ttn groupe cle Lie nilpotent. II est
c téf in i  par  A(9)  -  - rs*Q* ln*Q Yg eG où Q € gAg est  te l  c lue le  t ro is  tenseur  IQ,Q)
so i t cd - i nva r ian tpa r la rep résen ta t i onad jo in tedegsu rgÂgÂ9 .  J ' ob t i ens les résu l ta t s
suivants:

Proposit ion 2.4 Tout tenseur de Lie-Poi.sson eract -sur u?l groupe de Lie ni l l toten.t dr
pas 9 est li,'néaire.

Proposition 2.5 Totd t.enseur rle Lie-Poisson exact. -\'ur un groupe de Lie n.ilpotent dt

1ta.s 3 et de di.'rnensi.on inférieure à 6 est li'néarisable.

Proposition 2.6 II e:ti.ste des tenseurs de Lie-Poisson etcct.s sut' le groupe de Li.e con-
ne;t:e et -*i.rrtplentent connexe d'algèbre de Lie nilpotente tle pas 11 et de ditnen..sion 5 , L.r.
qu.i ne. sont 'pas linéari.sables.



2. Li rtt ia risttt, iot 't t t

Proposition 2.7 Il eùst.e: des ten.settr-c de Lie-Pois.sot7. e;ùacts P .srrt' le grolrltt rk Lir
('onn(.t:(: ct si.rrtytlenent cottn,e:t:e: d'algèbre de Lie niLpotente de pns /1 el. rLe cLi,n.r,n..sion ,5
L .1 .  r l .o t rn ,é  par  P( r )  :  L , *Q -  R, .Q te ls  que

l in palt icul ier,  la l inéarisabi l i té d'une structure de Lie-Poisson n'est pas toujor-r ls l iée à
la cla,sse cl'isornolphisme de I'algèbre de Manin ,C du triple de Nlanin corresponda.nt.
. l 'exhibe un tenseur de Lie-Poisson P exact clui  n 'est pa.s l inéal isa.ble. rnais tel  c l tLe la,
clinrension maximale des feuilles symplectiques de P coincide a,t'ec la, clinrensiorr na,ximzrle
rles fèrril les svmplectiques cle sa linéarisée.

(  [Q,Q):0 et  P est  l inéar isable;

{ [8,8] :  0 et P est non lûtéari.sabl 'e;

[ [8, Q] "d- 
inaariant et P est linéari.sabk.



Chapitre 2

Structures de bigèbre sur une
algèbre de Lie réelle semi-simple

Nous clonnons quelques résultats sur Ia classificabion des structures cle bigèbre de Lie sur
rLne a.lgèble de Lie réelle semi-simple. Dans un premier temps nous clécrirrons les algèbres
cle Nlanin (c'est-à-clire les "grandes" algèbres d'un triple de Vianin) associées à cle telies
stnrctures. Ensuite nous étucl ions les sbrnctules cle bigèble sur ture aigèble cle Lie seuri-
sinrple réelle, liées aux solutions de l'équation de \âng-Baxter st,a,ncla,t'c[ modifiée non
rruLle. Poul ce faire, nous adaptons au ca.s réel les résultats cle Belavin et Drinfèlcl [l]
<lécliva.nt les solutions de cette équation sur Lrne algèble semi-simple complexe. Nor.ts
clonnons ainsi les solutions générales de l'écluation de Yang-Baxter moclifiée sta.ncla,r'cl
non nulle sur une algèbre de Lie réelle semi-simple. Enfin nous lega,rclons le ca.s cl'une
algèble cle Lie r'éelle simple telle que sa complexifiée ne soit pas siurple et, nous donnotrs
<les r'ésultats partiels concernant les stt'uctttles de bigèbre liées aux soltttions cle I'équatiorr
rk: Y'ang-Baxter modifiée non standard.
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l. .{19èbles rle i\i lanin

1. Algèbres de Manin

\orrs r .oulons voir 'à cl l rel les condit ions cleux structures cle bigèbre suf une algr)brc <[<:
l,ie clonnée g donnent cles algèbres cle Lie ! isomorphes clans le triple cle N'Ia,nin cor'-

respoldant. Pour voir cela nous considérons u.n ensemble plus gland cl'algèbles cle Lie
contenant g conlnle sous algèbre: I 'ensemble cles paires de X' lanin ( ! ,g) (DLinlêld I l+]) .
Norrs complétons ainsi  I 'étude effectuée pal Cahen, Gutb et Rawnslev [3] .
Da,ns le p.-emiel paragraphe nous rappellet'ons les différ'ents trot,ious utilisées.

Dans le seconcl palagraphe nous donnerons la classification cles a,lgèbles ! a.ppa.r'a.issarrt

c lans un t l ip le cle Nlanin correspondant à une structure cle bigèbre cle Lie sul 'Lrne algèbre

ck: Lie réelle semi-sin-rple.

1.1. Général i tés sur les algèbres de Manin

Soit g une algèble cle Lie cle dimension rz. Clonsidér'ons un espace vectoliel ! de climension

2 t t . t t t t e 1 b r ' r r r e b i l i n é a i r e s y r r r é t r i q u e n o n d é g é n é r é e < ' >

ant is.vmétr ic lue [ , ] :  !  x !  ---  ,C tel les clue

( i) ,1} contienne g,

( i i)  le clochet restreint à g x g soit Ie crochet de Lie cle g.

( i i i )  g  so i t  isot lope pour '  (  ,  ) ,

( i r ' )  (  .  )  so i t  i nva r ianbe :  <  [X , \ ' ] , 2  >  +  <  y , [X ,  Z )> :0 .  V - { . \ ' . 2  e  1 , .

Alors. en choisissa.nt un sous espace supplémenbaire à g clans ! et en l ' iclenti f iant à g-
v i a  ( .  > .  on  a ! , : g tg -  en  t an t  qu ' espacesvec to r i e l se t  c l e  p l us :

<  ( . { , cy ) , ( } ' ,  u ) ) :  ( o , ) ' )  *  ( z ,X ) ,  (o i r  (  ,  )  dés igne  l e  c lua l i t é  en t l e  g  e t  g - ) "

[ ( . { . * ) ,  (Y ' , r ) ]  :  ( [X , ] ' ]  *  C1 (o ,  Y )  -  C t ( r , - \ ) +  5 (o .u ) .C ' z ( . { , 2 )  -  ( ' z ( } . o ) *

T (a .  u ) ) .

I-a c,onclition cl'invaria,nce devient:

(3)  ,5(c t .  u ,^ t ) :  ( t ,5(o, rz) )  est  to ta lement  ant isymétr : ic1ue.

(a )  (? (o ,  u ) ,  Z )  :  ( 4 ,  C1 (u ,  Z ) ) ,

( 5 )  C l z (X ,u ) :  adku .

Le crochet défini sur !, est alors un crochet de Lie (i.e. satisfaif I'iclentité cle
si et seulement si :

t . )
l . )

( 1 )

(2 )

(6 )  àp-  0  o r i  p  - 'T ,  g - -  A2g  e t  où  âes t
repr'ésentation adjointe de g sur A2g,

(7 )  [ . \ ,  ̂ S ] (a ,2 ,7 )  +  ( " t ;  T (T(a ,u) , ' y ) ,X)  :  0  où

ta.tions cycliques,

le coborcl cle Chevalley de g

g désigne la sonrme sul lc's

Ja.cobi )

pour Ia.

l )ermu-



t I Chapitre2. Stt'uctules de bigèbre su.r' une afuèbre cle [.ie rée]le seirri-sirrrlrle

Nota t i on  1 .1  Dés ignonspa r ,Cs ,o l ' a l gèb re ! : g+g .  avec ( ,  ) e t ,  [ .  ] c l é f i n i spa r  I
r:t 2 r.érifiant en plus les conditions 3,4 et 5 et oir ir : 

'7.

Définit ion 1.1 [14] I- lne paire de Manin est r-rne paile cl 'a. lgèbles cle Lie ("C.g) er
tuue lbrme bilinéaile symétrique non dégénérée ( , ) sur .t telles clue les conclitions
i  ) . i i  ) . i i i ) . iv )  so ient  sat is fa i tes.
I Ine quasi  b igèbre de L ie est  un t r ip le t  (g ,p,5 ' )  o i r  g  est  une a lgèbre c le  L ie .  p :  g  +
,\2g est un cocycle et S € A3g vérif ie les équa.t ions 6,7 et .S.

Lenrtrre l.L ft/fl Si (t,g) est u,ne paire de fu[ani.n, alors potrr un choi.r rl'trn .so'u..s e.spec(
isotro'pe dans t -suppLém.entaire à g on peut identifier t auec tnze algèbrr rle Lie L5,,, t.el.lr
qur, (g.yt,,5) soit rme qua.si bigèbre de Lie. Réciproquement. toute c1u,rLsi bigèbre de Lir,
(9 .p. ,5)  r lonne une poi re de fu fanin ( !s ,o,g) .

[. :ne applica.t ion /: !5,u --r.C5,.,r,  qui est l inéaire, envoie g \-ers g et prelserve < . ) c'sl
rr<lcessaiLement cle Ia fbrrne

(i) A est rrn automorphisme de Lie g,

( i i )  A -1  . p ' - p - -AQ,

( i i i )  (  ,4 -1  .  ,S ' -  S) (o ,  u , - t )  :  ;1 . , (Qeç" ,u) ,^ t )  *  (o ,  [Qe) .4( r ) ] ) )

:  I lz le,el(o,  u, .y) + rS,. ,ee@,u).^t) ,

o i r  (A .p ' ) " x (o ,  u ) :  p t l - t 1 . xy (  'Aa ,  tAu )  e t  (4 .S ) (c r .  u .1 ) :5 (  ' . - t a .  tAu ,  t . 41 ) .

Nous clii-ons alors que ,C5,p et !s,,u, sont isomorphes sous O.

RemarqueL.2 Une pai re de Manin ( t ,g)  donne un t r ip le  de iV lanin ( ! ,9 ,g. )  s i  e t
seulement si il existe un sous espace isotrope supplémentaire à g dans ! clui soit une
sous algèbre de !. Ainsi une structure de bigèbre sul g achnet poul algèbr-e de Manin
corresponclante une algèbre !s,o, eui est isomorphe à une algèble de Lie .C0,,, et vice
versa. On dit dans ce cas que ,C est une algèbre de Manin .

Remarque 1.3 .ts,o est une a.lgèbre de Lie si et seulement si S € (A3g)t" ' .  De plus !-s.o
est  isonro lphe à !s , , -aq poul  tout  Q e Ng a,vec S ' : ,5*  I l2 [Q,Q] .
lirr lraltictrlier !0,6q est isomorphe à L-t/rtq,qlp et est une algèb'-e cle Lie si et settlernent
si [Q. Q] e Âtg est invariant sous l'action adjointe cle g.

(S )  
; ) ,  ( ,S t r i * ,  rù , ^ t ,u ) f  ,S (7 (a ,  , ) , r t , t ) )  :0 .

d(x,a) :  (ot*  + e@)),  'a- ' (c))

o i r . 4 :g - - - ) ges t l i néa i r ee tb i j ec t i vee toùQ g * - -+ges t i nc l t r i t pa . runé lémen tQer \2g
pa,r  ( r , .  Q@))  :  Q(a,  u) .

/ \
Alols p ([(-\  ,  û), ()|  ,))t , ,  

) 
:  lô(X, a), ô(y',  u))s,,p, si et seulement si



l. . ' l/sè/.,r'es cle Lila.ntn

Lerrrrrre 1.4 [18] ,9i g e:st rme algèbre de Lie (réelle on comltlere ) sr,:trti-sintple. et iJ .su

.l 'ortrtr r lr  l i i lLin.g, l 'appl. icati .on l inéaire p: (-S' 'g*) ' '"  - (Âtg)'" '  déftnir, pur i lol(pB.,Y n
\ '  A Z) :  B( [X, ] ' ]  ,Z)  poru ' -X. r . . ,2  € g est  un i -qom'orph, isnte l inér t i r r .
.-lirr-*i trtute .stt"ucture de bi.gèbre (qui est nécessairernent e;tacte sltr g .senlz-.szrnple) e:.st
r l l . f i , tr ie pnr Q e À'g tel qne lQ,Ql: pB oîr B e (S'g.)t"". D" pltLs, B est cLe La forrne
B(-\. l ' )  :  IJ(AIX,Y) où. ] l ' I  est une apytl ication l inéaire de g dans g qui corrttrtr. t t ,( nuec
,r , lZ  YZ e g.

Rappeions c lue s i  A :

7 ( : t )  pa r

.A;j*e.' I er O et où les A;;p sont antisl''nétliclues. or-r cléfinit

p(3) (A . . {  ^  ) '  A  Z)  : Aoin7("' ,  x)yGi  ̂ \ ' )7ftk. z).

Remarque 1.5 Si 96 est une algèbre de Lie r 'éel le semi-sirnple tel le que g -  
96' !  soi t

s inrple alols (A3gs)t"  est c le cl imension 1. Ainsi  toute slructure cle bigèbre cle Lie (c1tr i

est c lonc exacte) sur gs est de la forme (go,p) où p: 0Q avec I  e À'go 
"t  [Ç,Q] :  ) f t

te l  c lue

c(3)( .Y A Y A z ,Q)  :  lJ ( . \ .1 \ r ,  z ) ) .

Définition 1.2 Nous dilons que cleux algèbres de Manin ,C et ,C' srir une a.lgèbre cle
Lie clonnée g sont isomorphes si et seulement si il existe une application d : ! --+ ,C'
c lu i

o soit un isomorphisme d'algèbres de Lie,

.  en\-o le g vers gt

o  so i t  nneho rno thé t i ede ! ve rs ! ' ,  i . e .  <  d ( . { ) , d ( I t )  ) ' :  - q  <  - \ . } ' > .VX . ) ' e  !
pouf un réel non nul s .

Letrrrrre L.6 [9J Deu:r struchn'es de bigèbre cle Lie -su?'gr (g,p) et (g, p') r lonnent tLes
nljè,brt.: rle, fulanin isomorphes si et seulement si. il e:tiste Q e !r'g, A u,n automotlthisnte
rLr g e t .: rm réel no'n'nul tel.s que

Q( 'p (o ,  / ) ,7 )  :  o .

I : ' r t  l tur-t ictLl ier, deu:r strnctures de bigèbre de Lie eractes -sur'g, @.f)Q) el (g, dQ') r lon.-
nrrr l  t le.: algèbre.s de \t[anin isomorph,es si et seulentent.*i  [8',  Q']: .* ' .{ [8, Qf pou" ttn
l.rr lotnorlthisnte A de g et un sf 0 e R..

Pneuv t
I . r r ea Igèb redeMan ines tu r rea lgèb redeL ie !mun ied ' t t np r ' odu i t sca la i r e< '>
s.r'rnétrique invariant non dégénéré tel que g soit une sous algèbre cle Lie isotrope cle
! ,'l telle c1u'il existe une sous algèbre de Lie g. de ! isotrope et supplémr:ntaile à g.
( "rrst clonc une algèbre de Lie .C5,p qui est isomorphe à to,p, . En d'a.utres t<:rmes c'est
rrrrr: cla-.se de.C5,e qui contient ts,r,.  On se donne !et g. mais on ne se donne pas le
srr l rp lémenta i re de g.

l.--l

\-
; , j ,k

\-

l r < l I  p '  :  A(sp - ôQ);

1 
t/ 'r[Q, Ql@,u,1) + s 1j.,



Obsenons que y  :

c le Lie car:

r  ( [ t r ,  a) ,  (Y,  z) ] )

l 6 Chapitre2. ,Stluctures de bigèbre srrl une algèbrc de Lie réelle serrri-sirnp,le

!s,p - ,Cs2.s,sp (X, o) H (X, -s-14) est un ison-rolphisme cl'algèble

x([x, Y]+ adiv - adix + S(a, u),acl*vu - acli-a + [ct, z])

( [x,r ]  *ad, iY -  ad. ix *S(a,  u) ,s- t (act \u -  acl i -o+ [a,z]))

[ (X ,  s -1a) ,  (Y ,  s - t  u ) | t " , , , " , .

De l r lus X(g)  C g et  (  x(X,o) ,  x(Y,u)  ) : .s- r  <  (X,  d) , (Y,u)  )  .  Donc les a lgèbres

cle Vlanin !5,o et ,C"2.9,"p sont isomorphes, en particulier !s,r et !6,"p sont isomolphes.

Strpposons que \[ :  ̂ $1 = !s,, --) E2 N Ls,r, soit un isomorphisme d'algèbres de Vlanin

te l  c l t re  (  i l r (u) ,  V(u)  )2 :  s- l  <  u,u >r .
Alors, pour ,S : 0, \[ o X-l : !0,"p ---+ !6,p, est un isomorphisme cle C5,r, algèbles et est

clonc déterminé par A: g --+ g et Q e lf g tels que

(i) A soit r-rn automorphisme de Lie de g;

( i i )  p '  :  A ( sp -  AQ) ;

( i i i )  1 /24 ( lQ ,Q l@,u , ^ t ) )  +  ,5 , , t@Q[o , r ] , r ) )  
: 0  où  7  -  s ' p .

Nous voyons donc que deux bigèbres donnent des algèbres de Manin isomorphes si et

seulement si i l  existe A automorphisme de Lie de g, Q € A'g, s e R\{0} tels clue (+)

soit vérifiée.

R.egardons ce qui se passe pour des structures exactes.
Notons !1 (r 'esp. .C2) l 'algèbre de Manin associée à (g,ïQ) (resp. (g',0Q')) ,  a. lot 's

!r = lcr,ae È t- ' te,Cl,o et Lz= Êo,ae'x L-;[e,,e,1,0. El les sont donc isomolphes si et

seulement si [8',  Q'7 : t t  AIQ,Q] pour un automorphisme ,4 de g et un sl 0 e R. n

Corollaire L.7 Lorsque nous cherchons les algèbres de lulanin associées à des str'ucttrres
cle bigèbre de Lie (go,p) où gs est une algèbre de Lie réelle serni-simple telle clue g - gs'c

soi t  s i rnp le,  cornn 'Lep:0Q pourQ € A 'go te l  quelQ,Ql :  À0 auec p{ .3) ( f  A)-A Z.Q) :
g(X, []', Zl), il n'y a que tro'is cas à enaisager à isomorplt'ism'e près:

o  À :0 ,

o  )>0 ,

o  À<0 .

L.2. Classification des algèbres de Manin sur une algèbre semi-

simple réelle

Nous considérons une algèbre de Lie semi-simple r'éelle g0 et une stlucture de bigèbre de
L ie  (g6 ,p )  su r  go  où  p  sa t i s fa i t  p :ôQ. t IQ ,Q] :  pB  o i r  B  €  ( -Ç 'g - ) ' "  es t  de  l a  t b lme
/3(-{, \ ' )  :  p(A[X,Y) (cf. lemmel.4 ).

Nous voulons savoir quelle est I'algèbre de Manin associée à, une belle structure.
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Renrarcl trorrs que At[  o at lX :  cLdX o A,[  VX € g0 et qt te P(t)( [Q,Q],- \  A ) '^ Z) :

:/( À/[-{. \'1, z).
Le résultat que nous avons obtenu est le suivant:

Tlréorème 1.8 A isomorphi.snt,e'pfts I 'algèbre r le l i lani,n t assor' iér r) Lutr biqèbrc r lr
l- ie ;rtr t tne algèbre de' Lie rée,l le senti-sirnytle es Qtt i  s'écri. t  go : ùr5*< pJp oiL ksls sort l
rlrs irLéttut' sitrtples d" go, e'st. néc.essaire'ment de la forvte ! : frr5r5 ptç oI'L l,ç appartie:ttt
'  l rL  l is t r :  sn iuante:

!r :  Lie(T-(Iç)) où Ix est ur groupe de Lie as-qocié à l 'algèbrt r le., Lir,Jp.

l ]r :  (3r)4,

! t  :  J rû3 r .

Retr rarque 1.9 o I 'a lgèble c le  iV lan in dr- r  type t * :  L ie(T-( lu) )  ex is te tou iouls .  i l
sLrfFt cle plendre Q : 0,

o l 'a. lgèble cle Manin clu type t1,: (31,)c existe toujours (cf. ploposit ion 1.24).

o I 'algèbre de Manin du type t*:1* O3* n'existe pas toujotus (cf. théor'ème l. : i) .

Le reste de ce paragraphe cousiste en une preuve de ce résultat.

I ine tel le algèbre de IVIanin est donnée par !s,6ç qui est isomorphe à.L-r/zta.al,0: , ! ] .
lJolc ! : go * go* en tant qu'espace vectoriel
avec  l a  c lua l i t é  <  (X .  a ) .  ( t  .  u )  )  x1  :  ( c .Y )  +  (2 ,  X )
c '1.  Ie  c lochef :

[ (X ,o ) ,  ( ) ' , r ) ] n r :  ( [ x , ] ' ]  +  S (c t ,  u ) ,ad \u  -  ad i .a )  (2 .1 )

o i r  ,S  :  - l l 2 lQ ,Q l :  - l l 2pB  avec  S (a ,u1 ) :  (7 ,S (o ,  z ) ) .

Proposit ion 1.10 Supposons que g soit une algèbre de Lie réelle simple et qne,5:0
ulors l . 'algèbre de d,[anin associée à 96 est donnéepar t:  Lie(T"G).

Pneuvp

o Rappelons d'abord la structr-rre de groupe sur I*G. Nous iclenbif ions d'abolcl I"( i
à .Gxg* :

so i t  a  e T*G a lors  on e (TsG)-  et  L lan:  ô  € (T"G)-  -  g* .  donc et  :  L i - ,& €
(TnG)- '

Air-rsi, à c, nous associons le couple (g,&) et inversement.

Nous définissons la structule de groupe sur ?*G:

posons
es.  r . /n t  = (Ë] , - '  an I  L laun,)  €  (Tns,G)- ,

a,insi (9, d) - (g', î ,) -- (gg',î) 
" ir  I  

vérif ie S,- 'an + L;- 'un, : Lion,,,- '( î).

Nous obtenons

7 : Li '  o $,-,d * I  :  Ad;,- '6 + r '
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D'oir

kJ ,d )  . ( g ' , î ; )  :  ( gg ' ,  A4 , - 'A  +  u ) .

Remarquons que (g, d)-' : (g-' , - AdîA).

o Nous clrelchons le clochet sur Lie(T-G):

c(g,d) :  T"G - - - - )  T*G
t  t  - \  t  - t /  |  - t r  - r - l

\ g , u )  H  \ g , a ) \ g , u ) \ 9 , a )

Donc
c(g,d)( (g ' ,T, ) )  :  ( t /  s - t  ,  Ac l |  o  AÇ,- ,a  + ,4d;n -  .4 ,1;â) .

Et  Ad(g,d) :  
" (g ,ô)* ( " ,0)  

:  g  x  g*  - - -  g  x  g"  est  a lo t 's  donué par

.Acl(s,ô)(( ) ' ,  t ) )  :  
lU, , " tn,d)(et :ptY' , tù)

: *, fu"rpt\rg-' ,Aclno A(l:, .p-t\. .a + A(qtn -,{/;ô)
d l ; o  v

: (eanv, Aclilurtî,d) + A,|i).

Ainsi ad: g x g" - (g x g" - g x g*) donné par ad:Âd*(r.6) r 'ér ' i f ie

o,cl(X, a) . (\', r) : 
ft,,{ ont"rpt X, t&). (l ; t ) )

1

: *, (oo",r1;\ ', Acli,rr;(ucti..td) + fuL;,.,,rru)
d t l o '

: ([,\, t'], -acli,a ]- act.xi)

ce clui est Ie crochet 2.1 quand 5' : 0.

!

Nous supposerons dans la suite que ,9 l0 et '  nous identif ierons ! à go + go.

NoLrs iclentif ions go * gô à go + go par (X,o) - (I ,nn-t(")) oi ,r l  :  g --+ g* est clerf inie
paL  (p (X ) ,1 ' - )  :  p (X ,Y ) .

Alols la dualié est donnée par:

< (x,  A) , ( \ "8)  )nr  :  ( t l@),v)  + Gtg) . I )  :  J(4, l ' )  +  d(8, . { ) .

Et d'apr'ès 2.1 le crochet est donné par:

[(-\.A), ()., B)]a.r : ([X, y] + s(0(A), B@)), p-'(od-*it(B)) - fi-'çna;,fuey).
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o Dételminons ,5- '(,rt( i l ,  l (A)) :

On  a  c l ue  5 ' ( c t . z , f )  :  ( i . , 5 (4 . z ) ) )

cl'oir

o Déte lminon,  i l - t1o  c l+  p@))  :

On a clue

i3(13- '(od"xt l(g)),v) :  @a-* 1lça1,t ' )
:  -U l@l ,ac ly \ - )
: - 13(8, [X, ]l )
:  p(Y, [X. ,8 ] )  car  l i  est  invar iante

c l 'o i r  /J-1 (act \ .0(g))  :  [ - \ ,8 ] .

. \ ins i

0(c:, sç1:tçtl, Brsl) : s(otal, 0(s),,itc'l)
:1 ; (3 ) ( -s ' ,AABAC )
:  -r l2l3(A[lA, B], C')

a,insi ,5- '(Ê(A), P(B)) : -r l2A/I[A, Bl.

/ ' )  ' )  \

Proposit ion 1.I-1 Contrne go :  €)r<rar16 t .orLt.  X g g est de la fot 'nte -{  :  I t<i ,<7.,-{À
donr: I.e r:rochet .s'écrit:

[r -r. .+). ( ] ' ,  B)l,u :,àu( [xr, ] i l  - r I  2A1IklAr, Brl. [-{u. Bu] - [) *. .ar1 ).

Pn ELtt 'E La somme des 3t étant directe on a que

(  |  
, l  : {o } 'our / l lJ Po''"r

I Lr-,rof : tu.
Dr'  1. , l t rs - \ / [ -{ ; ,  Y*] :  I ' I  oady*(} i )  :  ad-yoo h' I (Yi) .  Ainsi  - \ /  euvoie 31 sttr  31 lui-mêmr:.

nc,us noterons donc I,[ : DtSxSp AIr oir .1lz1r - Atl1o. Alors

[(.\..,.r).r].8)lr, : f( t -\r, D o,),( t Yk,, t ",,) lt t t a o s ,  t S l S p  /  \ r < & ' < p  l ( l ' S p  ' t A I

:  ( f  [ ru,v;]  -  t  r lzvl t [a,,s, ] . t  [ - to."u] -  t  [ r ; . ,+,])\  r 3 tgp  t< tSp  lSÀ<p  
'  

tS l (1 '

: D ([.{*, Yk] - I l2NIklAx, B*1, [Xr. Bo] - [l i, Ar]).
1  (Ë (p

[ (-{ ,  A), ()  '  B)],na :  ( [X, t ' l  -  r l2iut lA, B],  [ . \ ,  B] -  [ ] :  , { l )
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Ains i  l lous devons seulement  étudier  I 'a lgèbre de Manin !  associée à une
algèbre de L ie rée l le  s imple.
Dans la  su i te  gs sera donc une a lgèbre de L ie rée l le  s inrp le.

Rerrrarque L.L2 Si gs est une algèbre de Lie réelle simple. alors g0c est

o soit sin-rple et alors NI : ÀId pour À e R,

o soit non simple et alors AtI : cr. f ôJ oùr a,b e R. et oùr J est fel clue ../2 = -[rl eT
Jouc lX :adXoJVXego .

Proposit iou l .LS Supposo'ns qtl ' i l  e:t i .ste N '  go --+ gs tel r lur

L li soi.t tLrt. isontor'ph.isme li.néaire,

!.  N2 : l l2A,I,

9. rV o o,cl,-Y : udX o 1/ VX € go.

,.llor.s
C = go'c en tunt qrt 'algèbre de Lie et go = {(.{.0) € gg'c}

r:t lrr rlualité est donnée par:

<  (X ,  A ) , ( \ ' ,  B )  Dm :  g (X , l ' r - tB )  +  d (À I - tA , I ' ) .

Remarque 1.14 On note goc : {(X, ) ')  I  X,I '  € go} mtLni du crochet [ .  ] ," défini
l)a.r:

[ (x ,  A),  (1. ,  B)] ,c  :  (1-r ,  ] ,1 _ [A.B] ,  [ . \ - .  B]  _ t t  . . { l ) .

PReuvp
Définissons

\[r :  g6c --+ !:  go * go (X, A) ' '  ( . \ .  iY-lA).

Notrs obtenons

u/ ( tv- ' (x,  A),  v- ' ( l ' ;  s) lo) :  v ( t (x,1/A),  ( I .  ̂ 'B) l ,n)
= ( tx,  r l  -  r lzal lA.B],  [x,B] -  tv,  .41).

Ainsi Ù : g6'C -+ ^C est un ismorphisme de Lie.
La. clualité est donnée par

< (X,  A) , ( \ ' ,  B)  > v  :  <  V(X,  A) .  V()  .  B)  > t
:  <  (x , l / - tA) , ( ) ; , ^ / -1a)  >c
:  0(x ,N- t  B)  +  d( l f  -1A, I - ) .

On a.  par  conséquent ,  que (004,11X,0)  € g6a) , ( ,  )or )  est  une pa. i re  c le  lV lan in.  !
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Corol laire l . I5 ,5i  X,, [  :  \ l t l .  auec À ) 0 orr obt i r ,nt  l r t  Ttatrr :  tLe . l ' furt i r t  (gu-.go) où l rr

r l r rql i té e st  rLonnée Dat ' :

<  (X ,  A ) ,  ( l ' ,  B )  ) :  l (A , \ ' )  +  l l ( 8 ,  -Y ) .

PnEur, 'E
l ln r:f fet i l  suff i t  de prendre alols.fy'  :  f tr ld oir r € R\{0} est clouué pat'À: t '2. n

Corollaire 1.16 Sf goo n'est pas sintple alors ! È go'c.

P  R  ouvn
Si go't n'est pas simple a,lors MI:a.fbJ avec u.lt e IR et n2 + h'2 + 0 a,lols il strffit clc

;rrenclre N:c*clJ avec (c + id)2 : a I zlô dans C. n

Renrarque L.LT Si go't est simple et A. ' I  :  Àld avec À < 0 i l  n'existe 1>as cle N.

Proposit ion 1.18 Si go't e.stsin7tle et dt[ :  Àld auec ) < 0 ulors ! = go.i '-  96.

s'; = Àeo : {(x' 
: ï li,i::J ,r::n,':,,';|:';'_"',,,,,r r,,)

l lenra.rquons qu'une tel le algèble de Manin n'exisbe pas toujoLirs (cf .  théorèr:re l . : l ) .

Remarque 1.19 C' : go 0 go est une algèbre de Lie comltle sollu-Ile directe cle clertx

algèbles de Lie et Ie crochet sur' .C' est donné par:

[(x, ]'), (x" y-')]' : ([r, x'], []" ]"]).

Pne Ur. ,p
D'après la formule 2.2 on sait que le crochet sttt' ,C est donné pat':

[(-x, ]'), (x" ]")l : ([r, x'] - À[]; I"l, [-\-, ),"] + [] . -{'l)

en remplaçant M par 2À.
On peut supposer que ) - -1 car lorsque g6c est simple les stluc[ttres sottt isomorphes

à multiplication pat une constanbe positive près. Le crochet vattt a,lors

[(x,r), (x',y')]: ([x, x' l+ [),,]"], [x,] ' ]  + [);-\ ' ]).
( ionsidérons

ô : t : go *Eo  - -+  g0Og0-^C '  ( - \ . 1 ' )  H  ( -Y+ l ' ' . - { - l ' ) .

Orr a,

'21

o-'([dtr,  Y),ô(x' , I")] ' )  :  d-1(t(x + ] ' ,  x - ] ' ) .  (- \ '  + )" ' ,  x '  -  t") l ' )

: d-t ([x, x'] + []., ]'] + [x,]"] + []', x'],

[x,.\ '] + []; ].1 - tX. ]"1 - t) , -\ ' l)
: ([x, x'] + []', ]"], [x.]"] + t]; -{']).
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. i \ insi  ce esf un isomolphisnre cl 'a. lgèbles cle Lie.
Regalr , lons la clual i té:

< ( - { .  I ' - ) ,  X"  } " )  > '  :  <  ô - t  (X ,  ) - ) ,  d - t (X"  I " )  )c
/  - \  +Y '  , {  -  } ' \  / .Y '  +  \ i '  . { ' -  } " \:  * ( '  z  '  2  ) ' (  ' ,  '  

2  )>,
a(X +Y-  . \ '  -1 ' ' \ , ,  (X  - \ '  . { ' + I " \:  P \  Z  '  2  ) - , r \ '  Z  

,  
2  )

: I@rr,-Y') - /(t; v''))

. \ insi (!  = go t} 90, Ag0) esl t ine paire de Manin.
l lr :Lnalcluon$ que dans ce ca.s A'96 : {(X, -X) I X € go} est une sous algèbre isotrope
r-[e !. tr

Corol laire 1.20 Sf go't est strnple alors

o .'-i À > 0, ! È go'c ( et t e.r:iste toujou's c.f. proposition 1.91t).

o .:-rl À < 0, ! = go s 96 (c:t 1, n'eriste .,tas totLjorLrs cf. théorèmt 1.3).

Rerrrarque L.2l goc = go t} go si et seulement si ge'c n'est pas simpie.

lrn effet clans ce cas I'application d ' goa --+ go 6 go X H (+^ t=^) est un
. , ' /

isornorphisme de Lie car

, - r ( r , r , , ,  t t  / . .Y+ i JX  - { - t - f l \  (A+ i J .4 , . . { - t l . { \ l \o- ' ( [o( .Y)  ,ô@)]) :  o- ' ( l ( : - ,  z  r . i  2  .2-) ) )
,_ ,  / r x  + iJX  A t i Jh  r - \  -  i . / - {  . ' l - i JAr \:@^(t  

z ,  2 l , [  z .  2 ))

"ç; 
(lX, A] , .. , [-{' A] [-{' A] - - / [-{. ,-l]\: ? \-- +,J -, -n- - ,t 'n- )

: [x, A].
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2. Structures de bigèbres liées à une équation de
Yang-Baxter modifiée

Dans tout ce paragraphe nous travaillons sur une algèbre de Lie semi-simple réelle 96.
Nous savons que toute st lucture de bigèbre sur gs est exacbe et est déf inie par I  € , \296

tel  c l t re LQ,QI--  pB or) p est I ' isomorphisme l inéai i -e p: (S'zn*, ' ""  --+ (A3g;"t ' t '  déf ini  par

,3o) (p8 , . {  A  I /  A  z ) :  B( [x ,y ] ,2 )  pour  x , l ' ,2  €  g  (c f .  lemme 1 .4) .
De pltrs .B est cle la forme B(-Y.Y): P(luIX,\ ') où IV est une applica.bion l inéa.ire de g
da.ns g clui commute avec adZ potsr Loû Z € g.
Déf in issons I 'endomorphisme Q,g--  g  par

@,Q60: B(e(cr) , . { )

trrL cle ma.uière équivalente

tJ(Qe') .x) :  p(4(Q,x ^ v) --  qtptxl ,  i ( l ' ) )  (2.3)

oùr ,,J : g --- g* est tel que (p1X; ,Y) : P(X,y').
En  t r t i l i san t  [Q,  Q)@,1r ,1 )  :  2  5 . , ( t , [ t8  "  O ' ' ) ( " ) , (Q o  l ] - ' l t r ) ] )  où  

" t  
c lés igne la

somr]re sur les permutations cyccliques sul' a, lJr^1 , nous obtenons:

OL p(X.  [8(v) ,  Sfzn:  p( j ! ) , lX,QV)D par  invar iance.
Ainsi les condit ions sur Q poul que (go,ôQ) soit une bigèbre de Lie, se traduisent sur
ô ,ro.

appelées l'équation de Yang-Baxter modifiée.
(L'équation de Yang-Baxter classique correspond au cas I/:0. Quand NI f 0. ort
pa.rle cle l'équation de Yang-Baxter modifiée non nulle).

En général M peut être relativement compliqué, nous regardons ici le cas M :2\Icl

a,r'ec À I0. On parle alors de l'équation de Yang-Baxter rnodifiée standard:

I  B(Qx,Y): - l t (x,Qv)
\ tQx, Qvl - QtQx,Yl - Qlx,Qvl: )[x, ] ' l pour x, ]" e so

Bela.vin et Drinfeld [1] ont décrit toutes les solutions de cette équation sur une algèble
cle Lie semi-simple complexe. Nous nous intéressons à utilisel ce tésultat pour résoudre
Ie problème da.ns le cas réel. Nous étudions les conditions d'existence de solutions. puis
nous clonnons toutes les solutions de cette éouation.

23

pp)(Q,Ql, .X ^Y AZ) :  p( lv l lx i \ '1 ,?)  
^

: lQ,Ql@x,l3y', pz)
: 2 -\q, -u32. [8t.xt, a()' ')])

X, ' "2

:  2 . .5. _ pv,Ïa(x),  Ç(l ' ) ]  )
,\,Y,2

[  ,q@x,Y) :  - f l (x,QY)
\ tQr, Qvl - QlQx,v'l - Q[x,Qvl : rlzM[x,]-l pou' x, ) ' '  € so
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Remarque 2.7 o Lorsclue gs est simple a,bsolument simple ceci nous donne tout,es
les solutions de l'équa,tion de Yang-Baxter modifiée non nulle.

o TrottveL les solutions de l'équation de Yang-Baxter dans le cas À : 0 est un
problème ouvert.

Nous commençons par rappeler le théorème de Belavin et Drinfeld ainsi que
sa démonstration.

Tlréorènre 2.2 (Belauin et Drinfeld [1]) Soit g une algèbre de Lie senù-simple com.ple,r:e
e:t soit Q e h'g satisfaisant

g(') ([0, Q], x ̂  v- ̂ z) : r (r1r, \, 2).
.{1or',s il eri.ste utte so'u.s algèbre de Cartan b de g, un système de racin,es gtositiues L+ de
(g,ll), dett:v sous ensernbleslr, etl- de I'ensemble Q des racinr-s sirn1tles cot"t"e.s1tondan.t
à L+ et une aytplication r : f',, --+ | - satisfaisant

(1 )  <  r ( a ) , r ( u )  ) : (  e , u  ) ,  Va ,u  €  f+ ,

(9) Ya € f*, i l  e:t iste un entier posit i f  k tels que rt(a1€ l*, V/ < k et rk(a) / l*

tr- ls q'ue, por;rnn ch,oir d'u,ne base de Weyl E* dans g" auec 1j(Eo,E-.o) : 1, on nit:

Q:Qo+d(  t  E- . "AE,+2 t  E- ,AE. . )
o € A *  o € i + , a ( y

où a2 - -) et Qo e L'b est déterminé par Q(o,r), Ya,,u € Q, deaant. uérif ier:

( 3 )  Q f t@) , r ) :Q@, r )  - o ( .  a ,u )  *  <  r ( a ) ,  r r ) ,  Va€  f a ,  Yue  Q ;

o'ri i.,. est l'ensemble des racines positiaes qui peuuent s'écrire contrne 'arc comb'inaison
linéaire à coefficients entiers des racines simples dela;
o i t  <  a ,L t  ) :  l 3 (H" ,H , ) ;
o t t ,  lanotat ionu)  o pour  o € f . , .  s ign i f ,e  qu ' i l  eù,s teun,  ent ie t "  k> I  te l  c luerkça1 :  y .

PnBuvn Nous donnons ici la preuve de ce théorèrne ainsi qu'elle est exposée pal C)a,hen.
Gutt et R.awnsley dans [3].
Q vérifie

p@(le,el ,xAy^ z\:  o(\x,Yl,z\  v-{,y-,  z e s
\ ' " ' " "  /  \ '  

r  r ' j  
/

si et seulement si Q vérifie

{ ol1xrv): -oJx,Qn /.) rr
I tçx, Qvl - Ql}x,yl - Qlx,Qvl: À[x, ] ' l vX, y- e g. \-'='

Pout' tout nombre complexe pl soit g, I'espace propre génér'alisé donné par'

E r :  {X  €  g  l ( 0  -  p ) rX :0 ,  pou r  un  en t i e r  pos i t i f  k } .

La, detrxièrne équation de 2.4 peut alors s'écrire, pour tout p. p e C '.

[r0 - ùx,(Q - ùy] (Q - ù[r0 - ùx,r'l- (0 - r)[x, rQ - ùv'l
: Q - pp)lx, yl + (p + ùQlx,vl. (2.5)

De 2.5 nous obtenons les résultats suivants:
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L.  Si  p  *  -p ,  lgu,gr l  C go,  poru 'o  - -  
i i ,  e t '  gr ,gp sont  or thogonaux [ )a , r ' rappor t  à .

iJ.

(ca l  su l  gr , ,Q_-  pest  invers ib le ,  c loncpoul  X € gr .  e t  ) '  €  gp on a , / ( (Q-p)4. { .  t ' ;  :

0 : -0(.{, (8 - t t)r } ')  :  -/ i(X,Z) pottr Z e gp)

2. [g,, ,  g-"]  :  o si  p2 + -^ '

Soit  c2 -  -À, alors nous avons:

o g,* et g-o sont cles sous algèbres de Lie de g isotropes relabivemenl à d;

o g'  :  Du++og, est une sotts algèbre;

. E*,, * g' sont des sous algèltres de Lie dans lescltrelles g1o sont cles icléau.x.

Posons Q* :  Q + n. Alols Q+ est,  inversible sLu'  g+a * g ' .  Et de 2.5, nous obfeuons:

Q*\Q-.X,Q-y ' l  :  Q- lQn x ,Q*\ ' l  v . { ,  ) '€  g .  (2 . t j )

Ains i .  ,V :  Q[n,"  (O*, ) - t  
" rL  

un automorphisrne c le  g ' (ca l  Q+ sont  iuvers ib les)  e t  \ [

n'a,clnret pas 1 comne valeur propre (car si ÙX : X alors Q*-X : 8-X clonc 2nX : 0

e t  - \  :  0 ) .

Lenrnre 2.3 (Belauin et Drinfeld [1]) Siû est un automorlil'rism.e cl'un,e ulgèbre de Lit

de rli.n,en.si.on fini.e alor.s I r:.st une ualeur propre deV. Si V e.'-l trn autom.orltltisnte d'tnte

alqèbrr: cle Lie n'ayant pa.s 1 pour aaleur propre, alo'r.s l'algèbre de Lie est résoluble.

Lerrrnre 2.4 (Cartan [9]) ,Sl p est une repré-:entat ' ion.ftdèle r l 'ute algèbrr. de Lie g.(rrr

un (spe(te uectoriel de di.men.sion f,nie, la trace de p est non dégénéré srtr g. I l  d1:coult
rlr cr.c:i tlue toute sou.s-algèbre de Lie sern'i-sintltle i-cotrope reLcûiaement à La forne dr,

tiillin g est résolu,ble.

Co ro l l a i r e2 .5  go ,  g -o ,g ' ,Eoa 'E ' , g -o *g ' son t t . o t t t es résoh t ' b l es  e tg -  9o *g ' *g - " .

ppBlrvE go et g-o sont résolubles par le lemme 2.4: g' est résoluble pal Ie lemrne 2.3.

De plus comnre S1o sont des idéaux d" g+o * g' ceux-ci sont résolubles. n

ll existe tra une sous-algèbre de Borel de g telle cltte go * g' C b*; et b- une sotrs-algèbt'e

cle Borel cle g tel le que g-a + g'c b-. Et 9: b+ + b-, donc f :  b+ [- l  h- est t lne sotts-

algèbre cle Cartan de g. Si n1 désigne le nilradical de h1, nous avons h+ : [) f na et' n..

est I'orthogonal de h.,. pour la forme de liilling. Or I'olthogonal de go * g' poul la' tbrme

cle Iiilling est go donc go + g' C b.. ainsi n+ C go. Alors colnme le seul Borel contenant

r1.r est ba, on a que b-,, est I'unique Borel contenant go * g'. De manière similaire on

dénrontle clue h- est I'unique Borel contenant 9-o * g'. Et b ) g' est déterminé cle

rnanière unique par 8.
Soit A l'ensemble des racines de g relativement à Iy. Si ct € A notons g" I'espace

ra.cl iciel corresponda.nt et nous dirons que cv € A+ si g" C h+ (b+: I Oo6a+ go). Alols

n- col'l'espond a.ux racines négatives n- : Oa€a+g-o.

. ) r -
t . t

Lenrrrre 2.6 ( [ l ] )8(b*)  C b+, Q$+) C r+,  Q(b) c t l .
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Pneur re  C jons idér -on .  t :  {X  €  g  |  [X ,g" ]  C  A" ] .  A lo ls  n+  C go  imp l ique [ t .n+ ]  C b+.
Vlais I 'a lg-èbre maximale clui  vér i f ie [ [ ,  n*]  C b1 est h1 el le-même, douc ( C b*.  D'autr.e
part  9, ,  C ba donc [b+, g.]  ç [c,  b+l C n1 C go donc ba C t .

Si  l -  € ga, nous avons QY e go dons si  X € t ,2.5 impl ic lue (en prenant I t . :  p = r t) . .

Q - ùli(- - a)x,\ ' l  - l@ - a)x,(Q - a)\ ' ' l  e s,

en i térant on obt ient:

(8  - r )o [ (Q -  o)X, ] ' l  -  t (0  -  e )X, (Q -  n) r t l  e  g"

Ol comme I '  e go i l  existe # tel que (Q - o)rl '  :  0, donc t(O - o),{, } '- ]  € g,,.  Ainsi

[8-\.) ' ' ]  € go clonc Qf ct. Nous obtenons ainsi qn" Q1t' '*) C b+ et clue Q-(n*) C n., car'
Q est a,ntisymétrique et bï :  n*. De manière similaireon obtient que Q$-) C h- et
c l t r eQ(n - )Cn - .  Donc  Q(ù :Q$+nb - )  Cb+nb -=b .  u

Notons c+: IntQ+. De 2.5 on obtient eue c1 sont des sous-algèbres de Lie cle g et clue

0+* f g' C c* donc n1 C c+. Alors (cf. Cahen, Gutt et Ra.wnsle-r '  [ : ] ]  aplr"n.l ice) ceci
irnplicpre cltre [1 * c+ est ul]e sons-algèbre parabolique cle g contenant b1.
. \ i r rs i  t tous pouvons écr ire b+ :  I )  *  

*à* 
g" Ch * c+. I I  existe clonc fa C O

b*c+ :  bo"à*n"*"3r*n

tel cltre

:  t l e  t  goO
aeA+ \ i+

oir Ê1 est l 'ensemble des lacines positives qui peuvent s'écrire conlnre cornbinaisons
linéailes cle lacines simples de f1.

:
De plus Vct € f1 [9",  g-t ]  :  C,H, C b.
Donc

f )  +  c*  :1  I  H , ) tP  f  n r+  6 l  D  (g"  +g- "  +  [g " ,g - " ] ) .
, r ( f  1  a€ f  1

Le même raiseoonement appliqué à c- donne:
il existe deux sous-ensembles f., et f- de I'ensemble des lacines simple Q dans A+ tel
ctue

c.u : I*(Q -r a) : nr+ o ! (g' * g-" * [g", n-'.]) *] l '*
a€ f+

c -  :  I * (Q-c t ) :n r -o  E  (g*+g- "+ [g " ,g - " ] ) , s l ' -
c€ l -

i.,. (.".p. i-) est I'ensemble des racines positives qui peuvent s'écrire conlme
combinaisons linéaires de tacines simples de f-,, (Lesp. f-);

na * :  I -  go , t t ; . _ :  t .  g -o ;
c e A + \ f +  a € À + \ l -

Ii '+ est une sou.s-algèbre de t) dans ( I H*)tit telle clue (l' '+;r c [i+.
€ l+

E (g' + g-')
r€l 'a \  /

ou
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l j L r r : f l c t  I  ( g .  * g - "+ [g " , g - " ' ] ) t :  { 0 }  e t  Im (Q+a)L : / r t , r ' (O  -  a ) c tn \Qa , t ) .
, , C I

[)onc

9-o ) I i  er(Q I a) : I*(Q - o)t - rp- * (1', ' -  1r

9 , )  I i e r (Q  -  n )  :  I * (Q+o )a  -  n r -+  * (1 "+ ; r

I)e pltrs r l 'a1>r'ès la lelat ion 2.6, nous obtenons que (8 - a)(Q * o)-t incluit uu isoruor-
phisure cl 'algèbles de Lie. en effet

Q+o :9+c+
-

i ndu i t  Q  +o :e l x . , ( g+ù  +  c+

r ins i  (Q -  o) (Q *  a) - r  :  c+ lk+1r  - - - ;  c- /1 , -1r .

Norrs obtenons donc:

g  :  ca l k * ) ,  :  I  ( g "  +  g - "  +  [g ' , g - ' ] )  * I "+  f6 , ' +1 t
a€11

- -  c_ lG_t , : . ' : i , _ (n "  *  g - "  *  [g " ,9 - " ] )+  I ' - /1 r , , -1 , .

(-let isourolphisme induit une application r : 11 --+ f- telle clue

( " (o ) ,  r ( r ) )  :  ( o , ^ t ) . ,  Ya , ' ' t €  f+ .

2T

(2.7)

Er re f fe t  I a  pa r t i esemi -s imp ledec l /1 r * ; r  es t .3 * (n " *g - " t [ g " ,g - " ] )e t ce l l ec le  c - f  g ; '

est I  (g' * g-" + [g',  g- ' ]) et 0 envoie la part ie semi-simple sttr la part ie semi-sirnple.
-  - r

En choisissant des bases de Weyl compatibles. on obtient Va € f.,-:

0 (H" ) :  H ,@)

0 (8 " ) :  E ,@\

Observons qlre (8 + d) : r+ + f l .u est une bi jection. En effet Q.tO f n) et (8 -,,)

r : r r vo ien tn l dansn . . , . e t [ ; dans I l ; e t l i e r (Q+"1 f )na :  { 0 } , l n r (Q  +n )  ) na .  Dep lus

olr peut écri le:

ù : (8 - 0.)(Q + a)-r: f l .u ---r s* I Eo - E,1o; Vct € f*;

8 . , - 0V7€A* \ i * .

, \ r rs i  sur  n+,  (1  -  V)q :  a( iu  *  l ) .  Et  (1  -  \ I )  :  2o(Q + c) - r  est  une appl icat ion
irrversible sul '  lr .u.

Lenrnre 2.7 (Belaain et Drinfeld. [1]) (1- i[) esl inuersibl.e su?" na si e:t senlemenl .st,

l totn'tottt  cr € fa, i l  eriste un entier posit i , f  k tel que:

a , r (a ) , .  .  .  ,  "È - t (o )  
e  f+  e t  r k (a )  / l * .  ( 2 .8 )
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Âlors Q sul nç est obtenu à part i r  de r  sat isa.faisant 2.7 et 2.E par:
( )  :  n ( I  -  { / ) - t (V +  1)  :  a ( l  *  \ l  +  r [2  + . . .  +  r l rÈ  +  . . .  ) ( l  +  V)  re l  c lu r :

I  Q(n") :  aE- ,  Vr  e  A+\ i+ ;
)  : '

I 8(8.') : a(Eo + 2 
r!. 

E5) Vo € f1

oir ô > cl polrr oS i* signif ie qu' i l  existe un entier k > 1 tel que rÀ1o; :6.
Finallen-rent Q est complètement déterminé sur n- par'

l3 (QX,Y)  :  - tJ (X,QV)

caf n1 et n- sont en cluali té. De plus QV,,,I l  ---+ t;  cloit  vérif ier ' :
, l (Q-y, \ ' )  :  - l i (X,8y')  Vx, y € t) ;
(Q  -  cL )H , , :  (Q  +  

" )n , (a )  
Vo  €  f+ .

En ef fe t  0(H*) :  H,@) donc s i  r  vér i f ie  (8  + o1* -  Ho on a d(  Ho:  (Q -  n . ) r , *  y  o i r
y  €  I ie r (Q*  n ) .  Donc (Q -  a )Ho :  f8  -  A fQ*  a) r :  :  (Q +  c r , )H,61 .

2.L. Existence dtune solut lon

Da.ns [;] ] .  Cahen, Gutt et Rawnsley ont uti l isé l 'étude cle l 'écluation cle \.ang-Baxter
ruoclifiée stanclard faite par Belavin et Drinfeld [1] pour une algèble cornpreNe pour
obtenir:

Tlréorènre 2.8 Il eûste une solution de l'équation de Yang-Ba;rter nodifi(,t stnttdru'rl
n rr:c \ ( 0 -"'ur une algèbre de Lie réeelle semi-simple gs si et seulemenl szi go est lrt sontnt,t,
rL'irLérLtt,r sim1tles qui sont déployés ou complexes ou appartiennent à l.a list.e .:uit:a,n.te
(c.f [t9] pour les notations):

( i )  , 5U(p ,p ) ,SL I (p ,p  +  l ) ,

( i i )  , \o (p ,p  +  2) ,

( i i i )  E I I .

Nous l lous intéressorls au cas À ) 0 et nous regardons les condit ions dtexistence
des so lu t ions  de :

I pGx,Y): -oé,Qv)
\  tôx, Qvl-QlQx,yl-Qlx,Qvl:  À[x,) / ] ,  vx,), '€ so.

I )  0 \

Proposition 2.9 Il exi.ste une .solution Q e End,(gù cle l'équati.on rle litng-Br.r;rter
rn.orli.ftée standard auec À ) 0 sur toute algèbre de Lie réelle -rerni-sirnple g,r.

Remarque 2.10 Soit gs : e O p une décornposition de Cartan d" go, soit [;o une sorrs-
algèbre de Caltan d. go telle que bs contienne un tore maximal t de É, soit g : gic et
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oi r  n2 -  - ) .

Le reste de ce paragraphe est une preuve de la proposit ion ci-dessus.
PREuvp
Pour obtenir ce résultat nous t lavail lons sur g - g3, nous étenclons Ç C-ti"au.ireneul à
g. L'écluation vérifiée par 0 sur g est:

I  i (Qx,Y): -Bw,Qv)
\ tô,x, Qyl - QlQx,yj - Qlx,Qvl : )[x, ]'1, v -{, )' € s.

(2 .  [ )

Nous utilisons alors l'étude de cette équation par Belavin et Drinl'eld Ii] qui est reproclr-rite
clans la pfeuve du théorème 2.2

Conrrne e2 : -À, a est imaginaire puri go et g-o sont des sous algèbres de g cltti sout
isolropes lelativement à B et de plus g-o: Uo.
Du reste E' : Dpl+o g, est une sous algèbre et g' - g'. De plr,rs go, 9-o. g', 9n *

9'. 9-n * g' sont toutes résolubles et g : Eo l g'* 9-o.
Alors comnte go*g'et g-o*g'sont r 'ésolubles, el les sont contenues cla,ns uue soLrs aLgèltt 'e
cle Borel tr1 et h- respectivement.
ll existe. clonc, une sous algèbre cle Bolel b.' de g telle que ga + g' C b.,. et h- : Ç esi
elle aussi une solts algèbre de borel de g telle gue g-o + g' C h-. De plus I1 : b+ fl h-
est une sous algèbre de Cartan de g telle que 6' - ! donc b : bo'c oùr t10 est uue sous
a.lgèl>r'e de Caltan d" go.

So i t g0 : t *punedécompos i t i ondeCar tandegscompa t i b l ea , vec l l se t so i t bo : t+o
la clécomposition de $s cotrespondante i.e. t C É et o C F.
Notons À+ l'ensemble des racines d. (g,f ) telles que les sor.ls espa,ces radiciels
correspondants soient dans b.'...
Notons o' la, r'estriction de ct g A à tto.
Si ct € À+ a.lors g" C b+ et g" C 6; - b-, notons g

[H, x"] : ltr,x-"] : [",r--]

29

f l  :  t l f r .  So i t  X  €  t  t e l  que  a (X )  l 0Ya€  A  e t  so i t  A+  :  {o  €  A  I  za (X )  >  0 } .  I r ne
solut,ion de l'écluation de Yang-Baxter modifiée standard est clonnée par:

( ", 
si X € Doea+ g' '

I
Qt.xl  : losi  x€b:b$ (2.10)

I
| .  -oX s i  X € Doea+ g-" i

-u : ff', alors si H e bo on a, que

: -ô(f/)x'
:  a(H)X" -- d(H) X" pour Xo € 9".

Ainsi

s i o€A+ ,g " : g -&  où  -d ' : d  e tôe  A+

C lon r r r r e [ ) o : t *oonéc l i t o ' : o f t * o foa ins i d : - a 'F *o foca rsu r t l es rac inesson t
ima.ginailes pu.res et sur o elles sont réelles.
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Drr resbe g" :  C + iP est tLne sous algèble cornpa,cte cle g et ["  :  t  +;o est,  r-rn tor '<-:
rna,xirna. l  c le g",  donc CI € A+ si  et  seulement si  l - {  € zt"  tel  qlre n(-{)  > 0. OL'un
- {  €  i t "  s 'éc r i t  X : iZ  *  } ' -  avec  Z  € t  e t  Y-  e  o .  c lonc

(} ( . { )  :  ia(z)  *  a(} ' )  -  io ' (  z)  + a ' (y ' )  > 0;

en conjugua,nt on obt ient:

-à (X)  : - i a (Z ) * . ' (Y )  <0 '

Nous obtenons alors

I  io ' (z)  *  a ' ( \ , )  > o
|  

- i a ' (Z )  *  a ' ( ) ' )  <  0 .

I l  la.trt  donc qu' i l  existe Z e t tel que a(Z) + 0 Va e A.

Réciproquement supposons qu' i l  existe X € t tel clue a(X) + 0 Vo € À a,lors posons

A+ : {a€A  l eo (J i )>0 } .

Soi t  ô1  :  ( f )o )c  *  Doea+ go.

Obselvons que

go:  D  g - -
+  c t€À+

En effet

t
a € A

O r r  a  a i n s i

Posons

r - 1: [X, À "l : L.Y, .Y"l
: ;en Ïî : -û(X) XE pour Xo € g".

s:t )O I  s ' 'e f  g".
û€A+  û€A+

(2 .12)

Toû Z € g s 'écr i t  Z  :  Zol  Z+ *  Z-  o i r  Zo e._b,Z+ €Daea+ g" ,Z-  €  loe l+ S ' ' ' .

-
A@ : QQo+ z*+ z-)  :  az+-az-

:  -aZ+ * aZ_ car c € elK.

Du reste
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.\ iLrsi  < 'e Q aanni sul  g indtr i t  un Ç :  go --  96 l inéai le.
N, lus voulons voi t  c lue Ç sur g6 vér i f ie 2.9.
I t r :urtr lc luons c1u' i l  suff i t  c lue Q sul g vér i f ie 2.11 cal

FÏ***:  l3E" '

(-lalcrrlons

La cleLrxième relation donne:

lQ x, Qvl - QIQ x,Y) - Q[x, Qv]
:  [Ot-x, * x+ + x- ) ,Qû'o* Y+ *v-]  -  QlQtx"*-\+ + -{-) .  to + ) i  + l - l

-O[,ç *-x+ + x- ,,Q(vo+ Y+ + ] '-)]
: [nxo - aX-,aY',, - a\'-] - QloX* - aX-,yô + yl + I'-]

-QlXo * X+ + X- ,a1/,, - aY-l
: n'([x*, )'+] - [x+. ]:l - [x-, Y*] * [x-, Y-])

-"Q(lx*,vôl + [x*, ],+l * [X*, v-] - [x-, vô] - tx-, )'ll - [.{-, }--])
-oQ(1xo,li l - [xo, v-] r [x+, y+] - [x+, ]:l + [x-, ]l l - [-{-, )--])

: n'([.x*, ] il - [x+, ) -] - [x-, Y+] * [-K- , )'-]
-[x*, Yô] - [x+, v;] - [x_, %] - [x_, v_]
-[.x0, ]il - [xo,I,'-] - [x*, Y+] - tx-, y-l)

: -" '( lxo* x+ + x-,% + Y+ + r-])
: À[X, ] ' ].

Nous venons donc de démontrer':

Lenrrrre z.LL il eûste tme solution de 2.9 si et seulenrenf .srl il e;tiste -t € t tel que
r-v(.{) l0Vo e L. Et dans ce cas une solutiott de 2.9 est do'nnée ltar 9.10.

llemarcluons que nous pouvons écrire

ft

g(Qx,t') : O(Qtx, * x+ + x-), Yo * Y+ + )'-)
: p(oX+ _ aX_, yô + yi + l'_ )
:  a7(X+,Y-)  -  aB(X-, \ 'a)

:  - (O{x* , -c tY- )  +  l i ( .Y- ,c1"+) )
: -06o * X+ + X- ,aYa - a\' '-)
: -P(x'Qv))

Éa:  tae D t1
r€P(ec't 'c1

ir,r,ec É^' : {X € ta I [t, X1 : l(t)X Vt e ta].
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So i t  o  e  À (g , [ )  commeg :  É ' c  *pa  t ou t  -X "  €  g " ' peu t  s ' éc r i 1e  - { ' '  : . \ e ' + . { ; ' .

S< r i e r r t  t € t ,  h€a .
, \  l o l s

[r + 6. Xo] : a(t -r b)x" : a(r * ôxxi + .{; ') ,

Lna,is

f t  + b,xo] :  f t  + b,xi  +. \ i ]  :  [ l ,xË' ]  + [r ,x i ]  + [6._\ i ]  + [ô._{; ]

Or on a. clue [É, e] C 8, [p, p] C E, [É, p] c p
c['oir

(2 .  l : J  )

It + b,xol : [,, xi] + [ô, x;] + [r, )riJ + [ô. .{e"] . (2 .  L+)

En iclentif iant les terrnes cle 2.13 et 2.I4 on obtient:

I *u + b)xi : [t, xfl] + [ô, xË] vi e r,vô e q
f o(r + b)xi : [t, xË] + [ô, xe*] vl € r, v6 e o.

En part icul iel pour b:0 on trouve:

o(t)xr" :  l r ,x f l ]  v i  € t ,  (2.15)

clonc si  Xi  + 0,  a;1 € P(Éa,ta).
En outre si Xi : 0 on obtient:

[ô ,Xr " ]  :0  Vb  €  a ,  (2 '16 )

ce qr,ri signifie clue 01o : 0.

D'autre part  on a:

g:€c+pc: ta0oa0 D ax€"o t  a . { ; ' .
aeÂ(r r ,b )  ae  A(6 , r t )

Donc

oao t cXfr:Pa
o€a(g ,$)

et
'o * 

..D*,0, 
cXfl : ta'

Lenrnre 2.12 (Il eùste X € t tel çte o(X) I 0 Ya Ç. L) est éçtit,alent au, Jait çLe t
est ttn tore maxirnal de t..

PReuvn
Avoir un .X € t tel que a(X) I 0 Ya € A impliclue que t est un tore ma.ximal cle É.
f lrr effeb on a Éc: tcOloea(r,,h)CXi et l t ,Xi l :  o(t)Xfl,  donc le centra,l isatettr de -{
cla,ns É'c est égal à ta.

-,-
€gc

-'-
€pa
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Reiciplocluement si  t  est un tore ma.ximal de É. Soit  cv € A(g, f  )  t ,el  que alr  = 0 a. lors pa,r

le rnêrne calcul  2.15 que ci-c lessus ,  on obt ient:

x i :oVX"€go,

c lorrc  c t lo :0 d 'après 2.16,  mais  cec i  est  impossib le  car  a ln# 0.  Donc i l  n 'er is te  a.Lrc l rne
racine clui s'annule identiquement sur t.

De plus pour tout o € A, al l  est une application l inéaire non identicluement nulle
rrlr : t --- C et le noyau de a;t est un hyperplan de t. L'intersection de tous ces
h.yper-plans lorsque o parcourt A est une intersection finie d'hyperplans. il existe donc
cles points de t où tous les ct € A ne s'annulent pas.

Donc s i  t  est  un tore maximal  de €,  i l  ex is te X € t  te l  c lue d(X)  I  0Vae A(g,b) .  !

Cleci nous donne Ie résultat cité au début. n

Remarque 2.13 Si t est un tore maximal alors t contient Ie centre cle É.

Renrarque2.L4 Il est toujours possible de considérer une sous algèble de Clartan [16
cle go clui contient un tore maximal t de É où go : e + p est une décomposition de Clartan
cle gs.

En effet on prend t un tore maximal de t donc t est une sous algèble abélienne maximale
cle gs eb si X € talors X est ad semi-simple; de plus [t ,É] c É et [ t ,p] C p. On cornplète
ten trne sous algèbre de Cartan f7s de ge donnée par f6 : t*o oir q est une sous algèbt'e
abélienne de p.

2.2. Recherche de toutes les solutions

Nous cherchons toutes les solutions de l 'équation:

I  p(Qx,Y): -p(x,Qr')
I tOx. Qvl - Qllx.yl - Qlx,Qt'l: À[x, ] ' l avec À f 0. (2 .17  )

pour . \ ,1"  €  go,  Q e End(go)  lorsque Ss est  une a lgèbre de L ie semi-s imple
réelle.

Poul trouver toutes ces solutions nous travaillons sur g - g$, ,rout étenclons Q
C-linéailement à g. L'équation vérifiée par 0 sur g est:

I  B(Qx,Y): -p(x,Qv)
1 tôx, Qvl - QIQ x,yl - Qlx, QYI : À[x, v'] avec À f 0.

:l;l

(2 . r8)

Alols les solutions de 2.17 sont les solutions Ç a" Z.tS tel les que 0 € Errr l(gs) c'est à,
-

clire clue ôfxl : 0(X) VX e g.

Nous considérons donc les solutions complexes obtenues par Belavin et Drinfèlc[ théorème

2.2 telles qu" ffi : Q(X) VX e g.
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CasÀ>0

Nous clrerchons toutes les solutions de 2.L7 avec À > 0.

Letrrnre 2.L5 Dan.s le ca.s À > 0, la sous-algèbre de Cartan et les a'LLtre.s objets (A+, f*.1--.r)
irtle,rne:rt.rLtt,t rlnn,s le théorène 2.2, peuuent être choisis tel..s que:

1. l'1 : (1()'c, oti$g e.st'ultr) sott.s algèbre de Cartan de go corttenrntt utt tore ntatintal. cl.t
t. oiL gs: É O p est u,ne décomposition de Cartan d" go,

! .  F:  g- ;  où -d6o -  a ; to  a ins i  E, :  ÀoE-; ,

J .  f_  :  {d  quand o e f . , . i ,

4 tr: - -H; pour a € L,,

j  Q(E-o)  :  -cLE-o -  za l  E- , .
u < d

P t r t t r  t rc
V. \  e  g.

Nous considérons les solutions du théor'ème 2.2 et vérif iant 0t-X) : 0(F)

o Les points I et 2 résultent de la démonstrabion de la proposition 2.9 qLri replencl
la. construction de (1 de Belavin et Drinfeld [1] (voir preuve du théor'ème 2.2).

.  pour 3: on rappel le que dans Ia preuve du théorème2.2, c+: Int(Q * n) et  c- :

In r (Q-o) .  Or i c i c - :Çdonc i l :  i -  c 'es tàd i requ" i - :  {ô  quanc l  a  e  f . , } .
. Â

ainsi f- est déterminé à partir de f..,. et f- : {ô quancl a € f1}.

o pour' .[:

comme p(E", fl-o) : I on a: lE*, E-,] - Ho

a ins i

D'où

De pl t rs lH, E" l :  a(H)E*

c[onc

H o :  - À .  À - o H ; .

:a@W
: ?(H)8,
:  a(H)À,8- ;

I I

ltr,-""] : lH-,,t,8_;]
: -^*a(E)r_r.

Eo, E-ol
t l

4,8;]

: E Va € a

: [À,8_; À_,E;l
:  ÀoÀ-o l t-r , t t \

:  - À o À - o Ë â .

WEJ
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D'où

"( f l )  
:  -*(F)

Alors con-rne l(H*, H) :  a(H) et c lue p sul  g est l 'extension C-l inéaire cle / . i  sur gç;

orr a: 

Frg;:n : o(H)
: -A(E)

l l

/ -  -  . -  - \:  a (  t  E- . 'AE.+2 t  E- ,A8") ( - t .1 )cT '2 .2
\  .ê I*  , r€ l+, . r (v  

/

Ains i

Q@") :  a(Et+2 t 8,,)y^; € . \+
1 < u

o i r  ! , r "  E , : 0  s i  1  €  À * \ i * .

Nous c lé terminons Q r . r t  r - :  (Da€a+g-o en ut i l t isant  p(QX, l ' )  :  - / l (X,0) ' ) .

S i cv€Â+ ,7€A+

o(Qn-", n.,) : -g(n-,,Q8.,)
:  -7(u_*,a(\*zIs,, l )

| 
-a6r,* 

L'>1

\ 
-2o6.,, oir z ) 'y.

De plus on sait que Çn- C n-

cIonc

Qn-.:  t  br4-,
4€a+

p(E:,E) : -)oÀ-o it(nr,n)
/-\

:  - ) o À - o  A (  H  ) .

On obt ient c lonc clue Ào,À-o :  I

a. insi
H* : -Il; Vo € \'

o potrr  5:

orr a;J(ôi l ' ) ,x)  :  A(Uxl ,Ptv l )
c l ' o i r pou rT€A*

i i (Q(E) ,8- , )  :  e ( - t , t )

:  ur2uL t ,E, l
1 < u

2t i r (E-^ .8 , , ) ) .:  a(d(E' E-r) l  
7* 

.  ,)
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c'esr à r l ire iJ (Q U-*,8^,) = b^,.

Â lors

Qn-* - -ctE-o - zal E-,
u < a

oir ! , .* E-, t t 'a cle sens que pour u e ia.

Rerrrarque 2.L6 Le point 5 est un résultat général qui ne dépencl 1>as du signe cle À.

Toutes les solutions sont donuées par le théorème suivant:

Théorèrne 2.L7 Soit gs une ctlgèbre de Lie réelle serni-sim.ple et so'it Q g A'go -safu.s-

.f a i.sant.

I  PrQx,\ ') :  -0(x,Qv)
1 tQx, Qt''l - Q[Qx,\ - AW,Qt') : À[x, ]'l a,rec À > 0.

,-llot'.s, il r,:ti.ste 'wte sotÆ al.gèbre de Cartan bo de eo 7ui con.tien.t tnt, tore ma.riùLal d€ e
oit 96: É i+ p est tnt,e décontposition, de Cartan d" go, 'un systènt.e rk racines ltositit,e.s
-\+ r lr,  (go'c,[ro'c) tel que g" : g-e où ô e A+ si a € A+, 'un sotLs-e]tsernble la de
l 'r.nsemltle Q des racines sinqtles correspondant à A+ et tme ap2tl ication r: f-, .  - f-:

{à qtLand a € fa a,uec -dpo - o;ho} satisfaisant à:

(  l )  <  r ( a ) , r \ u )  ) : (  c r r  u  > .  Ya , z  €  f + ,

(9) Ya € f*, i l  eriste un entier posit i f  k tel que rl(a) e f+, V/ 1k tnd 1À(a) / l*,

( 3 )  r ( a ) : v  =+  r ( u ) :  âVa€ f1 ,

c:t tel.s que, pour un choix d'une base de Weyl E. dans g" satisfoisant 13(8.,8-*) : I
et E; - À*E-; en posant

(1 )  \ , e l :  Ào  Vo  €  l +

on ai.t:

ori, cr2 - -À et Qo e lt2J1o e.st détermirzé par Q(a,u), Ya,u € Q et celui-ci. doi.t uéri.fr.er:

( . 5 )  Q j@) , r )  :  Q@, r ) -n (<  a ,u  )+  <  r ( a ) , r z  > ) ,  Vo  €  f * ,  Vz  €  Q ,

(,  Q(H;): -6(nJ v".

n

Q:Qo+a(  t  E-oAE*+2 I  E- ,AE*)
a € A *  a € i + , a ( z
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Pneuve
Orr r ,eut {pr 'un Ç solut ion clu théorème2.2 sat isfurr"  Q(f f)  :0t  Xt V-{ e g

l l r r  part , icul ie, t '  pour '  -{  :  Eo on obt ient:

Â / - - - \  x / ,  \Ll\tr" ) : ,l\!",o_t),

: ::^:G,,,+2L E_,)
r< i

-q@,).

,  i e r '
o  l "  

'  
c a . s :

Si  r r  €  i1  et  r (a)  :  u  e i - ,  I  q  ia  a lo ls

d@ :  a(E-+28;)

:  -"(e; +zE) e' :  r(a))
:  - " (S,A_; +.2À,1*18_;)

"r 0(E;) : -aÀo("-, *2L, E-.,).
t < &

Il faut et il suffit clue

À'(o) :  )o et qr ' re r(u) :  f i '

.  l ièure .ur.

Nous faisons une récurtence: supposons que

va  e  i1  te l  que  r l l a )  e  i *  / :  r , , k  -  1 ,  rÈ (a )  / i * ,  ra (û )  -  î ' e  i -  on  a i t :

À . '  :  À ' ( o ) :  - À r o 1 o ;

et  re (u )  :  ( z * -n1a1) -  p :1 , . . .  . f r .

Nous démontrons cela à I'oldre k*l:

s o i t  a  e  i *  t e l  q , . r e  r J ( o )  €  i +  /  -  1 , . . .  , À .  e t  i - À + r ( c t )  : i  / i + .

On applique I'hypoLhèse de récurrence à r(o)

on a alors:

À , ( o )  :  . . .  :  À " n + ,  6 1 e t  r e ( u )  -  ( t u - o ( t o ) ) -  P :  r , "  '  . Â r

:  ( r t ' + t - r 1 o ; ) - ,  : 1 . . . . . Â r .

. t t



On veut a,ussi clue 0(X) :d(n VX € f . Ceci donne
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Er

d@:
:  - " (S*e- ;  *  2À,61E1r (a) ; - *  . .  .  f  2À, ra ,1o1E1,u* ,1 . - ,11- )

:  -o (S.n- ;  !  2À,618- rk (u ,1  l .  .  .  *  2À,o+ '6yE- , )

0(4) :  ^"Q(E-i)
:  -ctÀo("_,  *  zD E_.,) .

t <&

Poul a,voil I'égalité il faut et il suffit que:

Ào  :  ) ' ( o )  :  " '  :  À r r+ ,1o1  e t  c lue  r ( r k (u )1 :  ô  c ' es t  à  c l i l e , k+ '1 r1  :  6 .

Ainsi on obtient toujouls que si r(a) : /  alors r(u): ô et, À"1o) : À.*.

_ / _ \  _
aY,") : Q@")
-a(u)

Nous obtenons donc les trois conditions citées.
Comme {//* | o e O} forme une base de I et que {X" lcr e A+} forme une ba,se cle

Iae^+ go les condit ions sont suff isantes pour que 0(F) :6(ÀtV.X e g. !

Remarque 2.18 Si r(a) : ô alors À* € R..

En effet on a.

E; : À*E-;

4 :  \ ;E- * :  ÀoE-o

de pl t rs 13(8. ,8- , )  :  I : \ f tg , . lU; \
\  

' - o t  
^ * " "  /

: I"67;=-;-\
À. , '  \  

- "  n ; )  : ' L '

Donc À." : À., ainsi À. € R..

Renra rque  2 .L9  S i  r (o )  :  I  e t  r (u ) :  ô  a lo rs  ) ; :  f *  eL  À ; :  \ , .

En effeb on a déjà que À;: Ào et À,: À;, en plus conme
E* :  ÀoE- ; . t 4 :  À ;E -o  on  ob t i en t

g(E*, E-,) : L -- P(le;, *e)
r,
^ , '
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I )o r rc  À , ,  -  ^ , , .

l)r: rrtirirtr,'

lJ(E,, E-,) : | : g(Xn=,l4)
\ / \ a /

= \ ,
) o '

. \ i n s i  À ;  -  À o  :  À ,  e t  À ; :  À , :  À o .

Rerrrarqu e 2.2o Si r(o) : â alors Q@" - aH") e i |20o.

Err effet cl'a.près le théorème 2.2 Q sur I est déterminé par:

Q ( r (o ) ,  u )  :Q (a ,u )  -  a ( .  o ,  v  )  *  < r (a ) , r  r )Va  €  f 1 ,  Vz  €  O .
(2 .1ç ) )

(2 .20)

Clalculons 13( H"):
(0@") ,X)  :  p (H* ,X) :  (o ,X)  VX e b .

Airrsi . j(  H,,) :  cr sur [1.
D'ori

Qi@,v) 
: 

ou$'ru;.',"-',],iri 
llr'ès 2.3

On obt ien[  a lors  pour '2 .20:

f l(Q{H,ot), H,) : 0(Qlu"), H,) - 
"( l t lu*, H,) + g(H,@i, u)

( - l 'est  à d i le :

Q(H,o) :  Q(H") -  a(H,* H"(ol) .

Airrs i :

Q@") - ctHo - ctH,61 : Qg) "", 
& : r(a)

:  -Q@à.o. Çqa;;  :  -ô(s")

t le  l r l t rs  comme H,@\ :  H; :  -8 ,

orr obt ient:

Q@") -  aHo

39

Or  (  n .  u  ) :  i j (Ho ,H ,
On obt , ien[  pour  2.19:

Qft@),U) :  Q@, r) -  
"(g{u*, 

H,) + !3(H,61, H,))

:  Q@,r)  -  o( \O@") ,  H, )  +  ( | r f l , (o) ) ,  n , ) ) .

Q@")+aEl  :  aHo-Ô(n" )

Âirrsi Q(/{" ) - nH. e i|2bo.

:  -(A(H") - ctHo).
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CasÀ<0

Nous clrerchons toutes les solutions de 2.L7 avec À < 0.

( ies soltrt ions sont les solutions du théorèrne2.2 et clui vérif ient eu plus d \ l  :  A(T)
V.{  €  g.

Letrrnre 2.21 Quand À < 0, s' i l  eriste une solution, les choit:  r/e f ,-\+.f*, f- ^r p(u.-
rr:nt ê.tre taits tels que: :

/ .  [ ;  :  [ ;o'c,

9 .  g" :  g ;  o t i  ô lho :  a6o a ins i  E, :  À. .E; ,

3. Fl - [{- pour a € ,\,

t  1 tE- . . )  :  -c tE-o -zu l  E- , .
u<ta

PReut'n Nous uti l isons le preuve du théorème2.2 cle Belar. ' in et DLinlèld I l ] .

o  pour  l :

À < 0 donc comme u2 : -À, a est réel, ainsi

I  t p \ C  /  t p ' C  
,  ^ '  r | -  ,  - '  r f  / .  p , t  C

o .  :  ( g . " )  ,  e -a :  (g - " " ) - ,  g ' :  ( g ' ^ ) - ,  b *  :  ( b *K ) - ,  t t -  :  ( h -n t )  
-

c le  1; lus h+ :  b+ et  b-  :  h-

donc t; :  boc.

o pour  2:

Si o € A+ alors g" C h+ et gd C 6; : b+ du reste si H e bo on a clue

IF;X;T : [tr,-",']: LH,X;]
: &(H)X"

l l

"(l/)-X; 
: 

"\H) 
X.' pour .{o € 8".

A ins i  g '  :  g ;  où ô l , ,o :  a  lxo et  ô  e A+ c 'est  à  c l i reE*:  ÀoE; .

o pour  3:

comme p(8,, E-o) : 1 on a lE,, E-,] - Ho

a.insi

Î D  D  1  -  L r  V c t € Al u ù )  u _ o l  -  t t ( x

t l

: lÀ,8;lÀ-"8_;]
:  ) ."À-o lE;,8-; l
: ÀoÀ-.'fft.

lu-,a_À
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D 'o i r  
H ; :À*À- , * f f ; .

De plus lH, E"l :  a(H)E'

clonc

W:EJ : 
"(HW:"@

:  a (H)À"E ;
t l

LH'E") ::LT;iutfj,

D'oùr
a(H):  a( t r )

Alors comlne 13(H", H) : a(H) et que p sur g est I 'extension C-l inéaire cle,J sul go
on a.:

0(H,,  H) :  a(H)

t l

:  a(H)

I  \  , . /  r ,:   . ,À- . ' ,P( f l ; r
/-\

:  ) ^ À _ ^ ô ( / /  ) .\ . /

o(tr;,8)

On obtient donc que ÀoÀ-o : l

a ins i
H; : f1; Vcr € A'

. pour- 4 voir Ia remarclue 2.16.

Toutes les solutions sont données par Ie théorème suivant:

Tlréorènre 2.22 Soi.t gs une algèbre de Lie réelle senti.-simytle de la forme dtt théorènt.e
J.8 et soit. Q € À'go satisfaisant

I BGx,t'): -o(x,Qr')
\ tôx, Qvl - Ql1x,yl - Qlx,Qvl: À[x, ] ' l  aaec À < 0.

,{lors, i.l e:tiste une sous algèbre de Cartan ho de Ss, ?rD systèrne de raci.nes ltositites
I+ de (gga,t)04), deux sous-ensernbles 11 et l- de l'ensemble Q de.s racin.e.s.sirnp/É-s
r,orrr,.spon,dant à L+ et une a'pplicatiore r : f..,. --+ f- , satisfaisant

(1 )  <  r ( a ) , r ( u )  ) : (  e , u  ) ,  Vo ' , u  €  f + ,

(J) Ya € l*, i l  eriste un enti.er posit i f  k te| que r '1o) e f+, V/ < k and rÀ(cv) / l*.

1 : i /  ra( r t )  e  f4  ++ ra(ô)  €  f+,

tr)
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U) ,6) : 'G) Vc € f., ,

tels çt,e. por.L?' r.tn ch.oix d'tLne base cle Weyl E* dtns g^ sat.isfaisant l(8,,. E-^) : I ct
E" :  À" E-;  en posant

( ' i /  À , ( . " )  :  ) . ,  Vc t  €  f+ ,

on  t i t :

oir rr2 : -À et Qo e L2(1o est détet-miné par Q@,u), Vct, z 6 Q r:t  c:r: lu. i-ci r loit  réri . f ir :r:

( 6 )  Q ( r (a ) , u ) :  Q (a ,u )  -  u (<  { t , u  }  +  <  r ( a ) , u  > ) .  Va  €  l * ,  V r z  6  6 .

(7)  Q(H;)  :  -d(a)  vc, .

PR E t r ve
On veut c1u'un Q solut. ion clu théor'ème2.2 satisfu.rr" Q(X) : Of-Xl V-{ € g

Eri part icul ier pour X : E* or-r obtient:

- /-\. t t r  I  ee .E; )w  \ " " /

: );?l;,.2, E)
r>&

À r n ,
V \ L "  )

: GE" +l,"'DE;
v>ù

ctE. +za\E
v>ta

: aÀoD; + 2a ! À,8;.
u>d

Supposons que

,k (A )  €  f . , .  pou r  l e  :  L , . . .  , l  -  1  e t  r l ( ô )  /  t *

e t  que  r i ( a )  €  f . , ,  pou r  i  :  1 ,  . . . , j -  I  e t  r r ( c t )  /  f a .

On ob[ ienL:

aÀoD;  *  2a ) , , 8  / - \  +  . . .  t 2aÀ"8 , / - \  :
"  \o /  

' '  
\ " /

uÀoÛ;*2aÀ,618 ; ,+ . . . *2a \ , , t " t8 i6 .  (2 .21)

Ilne telle égalité ne peut avoir lieu que si j:1, ceci nous donne 3.

Notrs fa.isons une démonstration par récurrence sur I pour obtenir' 4 et 5.

Q:Qr+. , (  t  E-oAE^+2 t  E- ,AE*)
r € A +  a € i + , * ( y



2. Strrrc'ttr.r'es de bigèbres liées à une écluation de Yang'-Ba.xter ntorlifiée

.  1 i< : t  pa .s :  pour  I : l

S i  o  €  f - .  e t  r (a ) : /  f " . .  a , lo rs  par  3  on  sa i t  c lue  ô  €  f1  e t  t [ ; :g  l * .

l , 'éga. l i té 2.21 s 'écr i t :
À"8. ( r \ :  ) , (o )E i î ) .

' \ " /

Pour avoir cela il faub eb il suffit que

À ' (o )  :  ) o  e t  que  '@)  : ' ( " ) '

Nous passons à I 'ordre I+1:

so i t  c t  €  f +  t e l  que  rÈ1a ;  €  f 1  pou r  k : I , . . .  , /  e t  r l +1 (o )  : / l + .

NoLrs écl ivons ce que clonne 2.21:

À "8_ (= \  + . . .  +  ÀnE_ ,n , , / : \  :  À , (o tE i J l  + . . .  +  À , r+ ' 1o1EL , * , , , . , , ! .
' \ " /  ' ' - ' \ o , /  

\ ' ' - ' t " , /

Appl iquons I 'hypothèse de récurrence à r l (a) pout '  l ' :1,  on obt ient:

' ( 1 . " ) )  :  ( r / + r ( a ) | e t  ) , , 1 * y  -  ) , r + r 1 , . 1 .

Appl ic luons I 'hypothèse de récurrence à r l -1(ct)  poul I ' :2,  on obt iert l :

/  r  ,  .  r \  -
t  

[ ( t ' - '@)D 
:  r ' ( o )  e r  À , r - r i . ' ;  -  À ' r1o1 .

Applicluons I 'h1'pothèse de récurrence à r l-2(a; poul l ' :3. on obtiett[ :

( f  ' \  / r ,  -  ' \
' ( ( ' ' - ' ( o )D  :  r ( ( z ' - ' ( a )D  

" ' ) " r - ' 1o1  
-  À ' r - ' 1 "1 '

et ainsi de suite jusqu'à r(a) pour l ' : l  ce qui donne:

r ( r ( r ) )  :  ( r '1o1|et  À,1oy -  À,21o1.

On obtient ainsi:

( t t + t1o ; f :  l ?@)  e t  À ' r+ r1ov :  " ' :  À ' ( . . ) '

L'égalité se réécrit a,lors:

À "8_ / r \  +  . . .  +  ÀoE _ , * r / : \  
:  À ,@)ETq+  . . .  +  À ' (o )8 , , ( i J ) ) .

r  
\ " /  

' ' ' '  
\ o /

II y a égalité si et seulement si:

Ào :  À ' (o )  e t  z (ô )  :  t ( " ) .

Ainsi on obtient toujours que r(â) : {à) et À,1o; - )o, ce sont '1 e[ 5.

+3

I ) leli l€ pa.s: supposons que

I
1 . ,

{Va  e  f *  t e l  c l ue  rÆ(c )
\

on  a i t :  Ào  :  À ' (o ) et

f 1  p o t r r  A : 1 ,  . . . , 1 '  -  I  e t  r t ' 1 a \  / l n

\
r (ô )  :  r16 t ;  I  Pout  to t r t  / '  (  / '

/
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Orr 'eut aussi clue 0(X) : CIL\l  V-{ € b. Ceci clonne

A@) : d(H")
I I

Q@;)

Nous obtenons donc 7.
Clonlme {11* lcy e O} forme trne base de ! et que {.f" lcr e A+} lbrnle rrue ba,se cle

Ic,eÀ+ g" les conditions sont suffi.sa.ntes pour qrr. Q(-T) : 6(.{t Vx € g. !

Retrrarqu e 2.23 Si a : â alors r(a) : t(") 
"t 

Hl :  11o.

Renrarque 2.24 r (a)  I  d .

l ln effeL si r(cy) : ô celasignif ie que o € f+, donc ô € f*, de plus

r (&):1â): , .

A i n s i  o n  a  r :  o  r - +  r ( a )  : d . e t r :  d r - - +  r ( & ) : a c e c i  e s t i m P o s s i b l e c l ' a p r ' è s  [ e
l ,héorème 2.2.



:J. Remarques c/a.ris /e ca.s simple non absolttment simple

3. Remarques dans le cas simple non absolument
simple

Nous faisons une étude part iel le des structures de bigèbres de Lie sur une
algèbre de Lie 96 réelle simple tel le que gsc ne soit pas simple.

Nous cornmençons pal citel cles r'ésultats standards sur une telle algèbre.

Lenrnre 3.1 St g6c rt'est pas sirnple et gs est simple, alors gs'c : I frT ori I e:.st trn irl.lal
sint,ltle de goo- Nous notero'ns flsc : Itû Iz.

Rappelons qu'une structure complexe sur gs est la donnée d'un endomorphisme linéaile
.l , go --+ 96 tel que

,J2 : -Id

JoadX  :  adXoJVXego .

Lenrnre 3.2 Si g6 esf une algèbre de Lie sirnple telle que g6'c r.c .soit 1tu.s .si.n2tle. rLlor.:
J : iIdV, - iIQ4 définit ltne structure comytlere sur So.

Nous savons que l'équation de Yang Baxter modifiée sur' g6 est

I  B(Q.x,v-): -P(x,Qv)
I tOr, Qv1 - }tQx,) '1- Qlx,Q*' l :  rt{[x, ] ' l

où ,1'/ : go * 96 vér'ifie Il,l o udX : uclX o ,lly' VX € go.

Notons encoLe M I 'extension C-l inéaire à gsc.

Strr g6'c. Jl,1 est diagonalisable, mais comrne goc : It & Iz oir 11 et 12 sorlt cles idéatrx

sirrrples orr a, que M : d1t, I nt, de plus comme A,[ : gs ---+ Ss oll a que a: 1. clouc si

û  :  r ,  1  z ' t r  ( 'u ,u  €  R)  M s 'éc l i t

M :  uIdr,  I  uId6 !  i r t Id4 -  i .uId6: ulc l  *  uJ.

Àinsi nous avons:

Proposition 3.3 L'éqttation de Yang Ba;tter non ntille modi.ftée -ç?r?' u??É- algèbre de: Lir-

;in.ple gs telle Çue Eoc ne .soit ltas sim'ple, s'éa'it:

(  t t (Qx,Y): -p(x,Qv)
\ l}x,Qvl - QlQx,4 - Qlx,Qv\ : (uld r t './)[x, ]-1, (2.22)
I  VX ,Y 'e  g  aaecu2+u2 f  o .

Nous étudions les solutions de 2.22

Nous noterons encore Ç I'extension C-linéaire de Ô à goo.

Nous étenclons l'équation précédente C-linéailernent à gsc, ceci clonne:

(  f l (Qx,Y):  -p(x,Qv)
\  lQx,Qvl -  QlQx,yl  -  Qlx,Qv1: (r Ict* t 'J) [x,  ) ' - ] ,  (2.23)
I vx,I' € goo avec tr2 + u2 l o.

l i r



l ( ' ( ' ha oitre2. 5f t'ucf, u-t'es de bigèbre sru' une algèbre cle Lie

: Ir (D 1z - go'c : 1r (} ,[z est on peut le voir

Q:

It - It esb linéaire ,

12 --+ 12 est linéaile ,

: 12 --+ 11 est linéaire ,

: 11 --+ 12 est Iinéaile .

rée I le .senri-sir n1rle

con-Ime

I t ,  (2 r , . .  .Zn)  es t  L rne  ba ,se  c le  12  e t  ou  a  c l r te

()  ,so" ' linéa.ire clonc

Q' 0-rl
_l

Qrt  Qr  l

( r t l

Qr '
Qr ,
{.

Q,,

Rernarqu e 3.4 Ç envoie 96 clans 96 clonc O(,X; :d6).

. ' \ i L rs i  s i  (2 t . .  . .  .  Z " )  es t  une l tase  de
- /-\

C ) l Z i )  :  Q ( Z . i )  p o u r  j : 1 ,  . . .  , n .

On obbient a,lors que qrél : qr@-)

Nor.rs noterons [ , ], le crochet sur .I1.

e t  Qp(X) :6,(T)

Si .\ .  )- € .Ir la deuxième équation de 2.23 s'écrit :

IQ rX, drY], + lTu X, Q rrVl, - ÇrlÇrx,Y),
-Qrt[Qtr, ) ' ] ,  - drlx,ÇrYl, - Qulx,Qr\ ' lr :  (rr * ir ') [ . \ ,1-],.

flrr plojetanl sur 11 et 12 nous obtenons:

I lqy{,d!l - a{a'L,Yl - Q'WQ,v1: (u + iu)[x. ].1
[  [grr t ,  Qrr l ' ]  -  Qrr [QrX,Y) -  Qzr lX,QrYl:0 V X, I '  € 11.

Si X e 11 etY e Izla deuxièmeéquation de2.23 s'écrit:

ld, x, ùrv'1, + [6' x, d"Y], - Çr1$, t, t'1,
-Qrr l6rx,Yl , -  Qr lx,Quvl ,  -  6r [x,ùr \ , ] , :  o.

fln plojetant sttl I1 et 12 nous obtenons:

I lerx,ùr11 - quq^4 vl - Çrlx,{uvl : o
I  t6 ' r ,ery l -er ïe^x,Yl-Qrr lx,{u\ '1:s vxe 1r,  vY e Iz.

Or ces cleux équa,tions sont les conjuguées I'une de I'a.utt'e.

Renrarque 3.5 Pour X,Y € 12, nous obtenons l 'équation:

ldrx,er\ ' l  - drlerx,yl - drlx,Çrt' l  - (,, - iu)[x, )-]

cpri est la conjuguéede l'équa.tion obtenue sur' .I1.



:J. R.ematcltres c/a,ns Ie cas simple non a.bsolument simple

Nous obtenons clonc les équat ions suivantes:

[Q,_{ .  Qr \ ' ]  -  Qr lQrX,} - l  -  8 , [X,8, ] ' l

[fr,r, err\ ' ] - err[erx,Y) - Q"r[x,Çrt' l

[ar, Qrrvl - qrr@rrx,Y] - Qr[x,Qrrt ')

Nous ferons seulerrreut une étude part iel le.

r  l " '  ca.s :  SLrpposons qrr .  Çr :6r :  0  c 'est

17

: (u,I iu)[.{, } ' ] VX, } '

:  0VX, l ' -€11 ,

:  0  VX €  1r ,  V l '€  , I z .

€  /1 , (2 .2 - t )

(2.'25)

(2.26)

Q, I r  - -+

Iz --+

à di le

I1

12.

On obt ien t

{
t

vx,l '  € 1,

p(d,Y,\r ) : - {l(x, drY)
[8,r ,  dr \ ' ]  -  Çr lQrx,y l  -  Art { .dr \ ' ) :  (u *  l r ' ) [ .Y.  ) " ] . t ) ' ) 7 \

Nous sommes donc amenés à résoudre:

I  arQx,\ ') :  -p(x,Qt')
\ tôr, Qv] - Ql1x,r'l - Qlx,Ol.l : À[x, ]' l v.\, )' € g

oir g est une algèbre cle Lie semi-simple complexe et À g C.

Nous employons le même théorème 2.2 mais cette fois-ci a,r'ec À g C.

Nlor-rs obtenons donc les solutions sur /1.

Renrarque 3.6 En conjuguant 2.27 on obtient I'équation sur .fz avec À - '11 - 21t
sur' .I2, ainsi les solutions de2.27 nous donnent les solutions poul Q2. Les constautes
obtenues sur fi et 1z sont conjuguées I'un de I'autre.

Rerrrarqu e 3.7 Da.ns ce cas les solutions Q a. Z.Zl sont données par les solutions
de 2.27 sur /1 et les expressions conjuguées de ces solutions. Ainsi les solutions cle

2.23 vér' i f ie"t 0(X) :0(X), ce sont donc des solutions cle 2.22.

Nous avons démontr'é:

Tlréorènre 3.8 Sut' une algèbre d,e Lie réelle simple gs telle q?re gbc n.e -:oit pa.:
.sitnytl.e, il e:r:i.ste des solutions Q e End(gs), d,e l'équation de l'ang-Baxter nodiliée

non .stcLndard (de second mernbre donné par z[-\, ]'-] + 't'J[X ,\"]), dont /'e.rlenstloz

C,-linéain à gF 'préserae chaque idéal de gfi. Ces solution-s sont en bijecti.ott
aaec les solut.ions (tlécrites par Belaain et Drinfeld) de l'é,quation de lhng-Baûet"
modif,ée standard -\-?r?' urz idéal de gff correspondant à À = u*itt.
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ei i rrrre c,as: Supposol ls que d, 
--  

Ç, :0.

Si -{ .  I '  e 1r l 'écluaLion 2.24 s 'écl i t :

(u+ i t ' ) [X ,Y- ]  :0  VX,Ye  I t .

Cleci n'esb possible que pour u*iv:0 ce qui est contraire à I 'h}'pothèse.

Nous obtenons:

Tlréorènre 3.9 Sur une algèbre de Lie réelle simple gs telle: qr,r g$ n.e .soit pa.:
sinple, il n'eùste pas de solution Q e End(gs) de l'éqttatiort de I'ang-B(r:rter' nt,o(L-
i.ft|:e s/andud telle que l'e'ttensiott C.-linéaire tle Q a gE petmtLte les cletr,r, irJérLu.r
d,, {Ê.

1ième cas: Clas général

Renrarque 3.10 L'écluation 2.25 cl i t  qrr"$r(11)est une sorrs algèbre cle 12.

Renrarque 3.11 Quelque soit f l1 satisfaisa,nt 2. '2+.la solr-rt ion t.- iviale Qn = 0
sat is fa i t  2 .25 et  2 .26.

Notrs sa.vons qu'nne solution de 2.24 sur .I1 est donnée pa.r' théor'ème 2.2.

Ainsi polrr un choix d'une sous algèbre de Cartan br de 11 et d'nn système cle
ra,cines posit ives A+ de (/r, f)r) tel que si on note rr+: I  (1r)*", r-rne solution

. I € A +

cle 2.2-l est donnée par:

0-'(x) :
a X s i X € n 1 1
0s iXe t l r
-aX si  - \  € nr- ;

/ ' ) - ) R )

où n2 -  - ( ' r ,  *  zu) .

Renrarque 3.12 Cornme I r :8 ,  \ r :û  et  une sous a lgèble de Car tan de 12.

Tlréorème 3.13 Sur une algèbre de Lie réelle ,"itnple gs telle que gfi: /r ,} 1r.
rme .solution I e End(gg) de l'équation de l'ang-Ba:tter moclifiée non strmclcLrcL
( de second'me'mbre donné parufX,y] +o/[X.)-] i  e.*l  défi .nie pat'son e:ttensi.ort,
C,-linéaire Q à gfi déf,nie par

u:(! 1')
\Çr '  Q,  /

De phts une solution .sur- gfi donnée par

( 
"X 

.srl X € nr+

Ç,(x)  : {0s ixe  I )1
[  -oX .sr -\ € nr_i



:J. flc.ntarc/tre.s dans /e ca,s sintple non abso]ument simple

( t

616) :  I  nx 's i r  x  €  br  (2 .29)
\  o ni l / r rr* ;  \ t ' ! 'J t

ot i  rL2 :  -( 'u * r iu),  déf.ni t  une solut ion sur 'g6.

Pneuvp

On écrit tout élément -{ € .I1 de Ia façon suivante .{ : -X++-\-o+.X- oir -\a € n1., '.

. \o  €  0 r ,  X-  €  n1- .

Réécrivons l 'équation 2.25:

l6rXo,Qrrlal : 0 car ir12 est abélienne

: Q"r(olX*,  y l  -  c[X-,  ) , ]  + a[- \ ,  I  i ]  -  at . { .  }  - l )

:  
"Qrr(lx*,1'; l  

- [ .{-, }ô] + [,xo.I '1] - [-r;,  v-])
: oQnQ) oit, Z / t11

:0 .

Ainsi 2.25 est satisfâite.

Rééclivons I 'équation 2.26:

n'[.{*" yo] - c'z[r-, 16] aîilEfl - (,d,[x, ]ôl
:  o' lx*, l ' i , ]  -  n'?[-{- .  }. l , ]  - o2 [x+. ) ô] + a'z [x- ,  ] ; ]

: 0 .

Ainsi 2.26 est satisfaite.

Les équations conjugées sont aussi satisafaites car -cr] : -(t--m) Cette solution

vérifie OtXl : ô(,\-) VX € g, c'est donc une solution sur Ss.

Proposit ion 3.14 On. a Les résultats suiuants:

t .  Qr , | , , ,  #  0 s i  on aet t t  qr r "  $ ,  7  0,

g. 6r(;1) e-sf une -sortr.s algèbre abéli,enne de 12,

3. [Qr,(n,*),Qr'1n'+)] c Oi,(nr*),

'1 .  [O, , tn ' -  ) , {u$r-) ]  c  qr '1n ' - ; ,

i. dlr(nr+), {1n( r.r-) .sont des sous algèbres résolubles tle 12,

6. lQrtn'* l, 0r'trr ' l ] c 0r-,(n,+).

J(l

n
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PRnur, 'p
PoLrr -{ €
l 'éclua.t ion

C.'ha.pitre2. Sfluctules de bigèbte sul une algèbre de Lie réelle serni-.'^irrr1-l1c.

X- € tr1-,  alors

(2 .30  )

,11 éctivons ,\ : X+ + Xo + X- où X+ € nr+, Ào € br,
2.25 nous donne:

le ux *, 6,.r'*l + [6rx *, A;]il + l6rX r, 6r\'_l
+ l6r.xo,errvil + [6rxo,erryo] * l6rx*err\'-l
+ t{^x-,6r}'*l + tQt'x-,6'\'ôl + lQrrx-,6r\'-l

_ /  _
Çr' ([8'x+, Yi] * lQrX+,Yôl + [8'X*, ] l l

-ldrxo,y;l + [Çrxo,t o] + [Aro, l'-]
+lqtX-, Y+l * lQtX-, Yôl + [QrX-,L'-)
*[x+, Çrv*l* [x*, QrYo] * [x+, drl '- ]
+[xo, QrY*]* [Xo, drYo] + [-X;, Qr\'.-]

+[x- ,drY*]+ [x- ,81\' 'o]+ [-{-, ç,r-1) : o.

De 1-r l t rs  uous savons que Qt6r)  C f l t  e t  Qt(n11)  C n11.

l.  srLpposons que 6,lnr= 0, prenons X : X1 et Y : ) '0, I 'équation 2.30 clonne:

-6r([drx*, %]+ [x*, â,]ôl) :  o.
-en,J -en,f

.lon. @2-rnr* = 0.

De même en prena.nt X : X- et Y : l 'o on obtient 616r-) = 0.

D'où Çlr, :  g.

2. si -\ - f0 et l" : )'6, l'équation 2.30 donne:

l6rxo,errt6l - T^({Orx_', %l + ix', 8r}'ôl ) : o.

3. si X - -X+ et l ' :  ) ! ,  l 'équation2.3O donne:

l6,x *, 6rY*l : 6r( lâ,xr, ril - Ir-, 9,r ;t ) .
€ n r +

J. on plend -{ : X- et )/ : Y- dans l'équation 2.30.

ceci provient de 3 et du fait que tr1a sont elles-mêmes des sous algèbres résolubles
de -Io.

si X : I . '  et Y : Yô,l 'équation 2.30 donne:

l6rx*,6ryol - err([Orx*, %] + [x+,8,r'ô1) : o.

€ n l  +

').

0 .

€n l  +

tr



Chapitre 3

Linéarisation

Si (G,P) est un groupe de Lie-Poisson, alors.g. le dual cle son algèbre de Lie g est une
algèlrre cle Lie cle constantes de structure CT = 0*P"b. Dès lols (g.)*: g est nrunie
,l ' rrrre st lucture de Poisson A clonnée nar A' j16; : 

r. t , .  
Ci€u.

Linéariser la structure de Poisson P en e cela signif ie trouver un voisinage I '
de e dans G, un voisinage [.r de 0 dans g et un difféomorphisme Q de [r sur I, '
t e l  que  O .P  :  A .

Da,ns un premier temps nous allons écrire ce ploblème en coolclonnées locales.
Soit .rr € G, on veut que Q*.Pr: Âo(").
5 t  . f  ,g  € Cl - (G,  R) ,  ce la s 'écr i t :

Q*,P,(dïo(,y, dgopy) : Pr(Q- df ç1,;,  O"r/go1r1 )
:  &(d(O-. f ) , , / (O.g) , " )
:  P, (d( . f  o  O) , , , ,d(9 o Q)" , )
:  { " f oO ,goQ\p

Aot , l (d /or"1,dgo61)  :  i " f ,g ln  o O.

Si  ( . r :1  . . . .  , r " )  sont  les coordonnées locales sur  G,  a lors  P:  I  P i i+  4 - r .
t<r.t-<n ' ' l : '

Si  on met  les coordonnées ( ( t , . . .  ,€ ' )  sur  g ,  a lors  Â:  I  ^ ' t *  A #.
< t  i < "  c r ( '  oÈJ

. \ insi

{ f ,g}n: X L' |Y-Y
tsiis"" A{çi Aei

{,f, g}/, o O : rs;?s, Loi . A#,*, 
, #,*, ,

ôPii ôÀgl_ 0g
,s;Ts, ,s?s" &+ r"* â€, l*, , .X, l*,.,'

{ . f  o o, s o o}e :  x 
"; ;  

ô({o o) A(g o o)
r<i j<n- ôxi )xi

D pti E 9T ry:U qq.
4î,i3n rSr,"*s" ô(o l*, , ô.r; 21t lo1 , ô.r:j'

51
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Ainsi  i l  {ar i t ,  résoudre le système:

Chapit re3. Linéa ristt tion

q qI: OÈ: r 4'ryry
t<T<, iJrk l.- rStJtSn d.t 'É U:rr

Nous a.vons suivi deux approches différentes pour résouclre le problème de linéarisation

cl 'une st lucture de Lie-Poisson.

Renarcltrons que sur le gl'oupe de Lie abélien IR." tout tensettr de Lie-Poisson est

[inéaile, donc linéalisable. La première approche consiste à. essavet' de généraliset' ce

r 'ésrr l tat .  On pa.r ' t  c[ 'un groupe de Lie G et on étucl ie la l inéarisa.bi l i té cles st t ' t tctut 'es

cler l,ie- Poisson sur ce groupe. Nous avons obtenu, dans ce cadre, cles résultats cle

l i léa.r isabi l i té et de non l inéarisabi l i té pour cles structures de Lie-Poisson exactes st tr

cles gloul>es de Lie nilpotents G.

Nous avons observé qu'une telle structure sur un groupe de Lie nilpobent, de pas deux

est linéa.ire. c1u'elle est linéarisable si I'algèbre de Lie g du groupe de Lie G est nilpotente

cle pa.s trois et de dimension inférieure ou égale à six, et qu'il existe cles structttt'es cle

Lie-Poisson exactes sur des groupes nilpotents de pas cluatre et cle climension cincl clui

ne sonb pas l inéarisables.
Pa.r ailleuls nous avons démontré que la linéarisabilité cl'une stluctut'e cle Lie-Poisson

exa,cte n'est pas toujours liée à la classe cl'isomolphisme de I'algèbre de VIanin cot'I 'e-

sponc[ante.

La cletLxième approche, plus classique, de ce problème consiste à partir de g- I'algèbre

de Lie cluale de g. Nous avons alors étendu les résulbats connus (J. Conn [7], J.P. Du-

tbur [15]) cle linéalisations au cas oùr I'algèble de Lie g* est Ia somnte clilecte cl'trn icléal

seni-simple et d'un idéal abélien. Nous montrons qr-re tout tenseur de Lie-Poissorl cor-

lesponcla,nt à un tel g* est analytiquement linéarisable; par contre, il existe cles tenseurs

cle Poissorl s'annulant en un point e et dont la linéarisée donne un tel g*, nta,is clui ne

sont pa,s linéarisables.
(lependant nous calculons le deuxième espace de cohomologie de Clhevailev d'une algèble

[) : gr K fr, produit serni-sirect d'une sous-algèbre g1 semi-simple et cl'uu icléal ffi pour

tune leprésentation p de dimension finie sur I/.

En palticulier nous montrons que pour toute structure de Poisson stu' une variété 111.

s'a.nnulant en Lln point z et telle que la linéalisée en z soit b : gr >( !1 le produit semi-

clilect d'une sous-algèbre de Lie serni-simple de dimension tz et d'un idéal cle dimension

r . i l e x i s t e c l e s c o o r d o n n é e s f o l m e l l e s ( * ' r . . . r t n , U r , . . . , y " )  a u v o i s i n a g e d e z t e l l e s q u e ,

clans ces cooldonnées. on ait:

{r; ' , cr} : E C'l *o
I  ( k ( n

{ , r . i ,  yo }  
-  

,à . ,Cî  r ,

{Y",Y'} :  r . \ . ,Ci"r '  + R"1 (r,a)

oir les Cir sont les constantes de structure de I1 et oir les R"'a sont des séries en :t eb en

y cl'oldre supér'ieur à deux.

Ce résr-rltat esi également obtenu par Dufour et Wade, qui obtiennent des linéarisa,tiort

ana.lvtictues dans celtains cas.
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Dnfin uous clonnons un eremple de tenseur de Lie-Poissorl  non l inr lal isable.

Poul c lénrontrel  c lu 'une str tLcture n'est pas l inéal isable, on peut rega.rcler la cl inreusion

rna,xinra.le cles 1êLrilles symplecticlr-res. Si la structule est linéarisable on passe cle la struc-
tule non linéaile à la strr-rctule linéaire par un changement de coordonnées locales, donc
la. clirnension maximale des lèuilles symplectiques ne change pas c['une stt'uctut'e à. l 'au[re.

.\insi poul savoir qu'une structule n'est pas linéarisable il sulfit cle voil que la climension

nra,xirna,le cles f'euilles symplecticlues change lorsque l'on consiclèr'e les structures linéa.ire

e[ non l inéai le.
\ous exhi l>ons également un exemplede structule de Lie-Poisson exact non l inéal isable.

mais tel clLre la dirnension cles feuilles symplectiques de cette structule coiucicle avec la,

climension nra.xirnale des fer-ril les symplectiques de la structure linéaile.
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1. Première approche

Ponr une stt'ttcture de Lie-Poisson exacle sur un groupe de Lie G, le tenseur P est clonné

1ra.r' la fbrn-rule P, : Lr*Q - Rr*Q (z e G) oir le deux tenseul Q e L'g est tel clue le
I ,rois tenseur '  [Ç, Q] soi t  cd- invariant.
So i t  { . { r , .  .  .  .  - { " }  une base de  g .  Ecr ivons :

1

a :  ; rsr îs,  QktX1, A x1'

NoLrs a,llons éclire P dans la carte logarithmique où les coordonnées locales sont nolées

{ . , t . . .  .  . ( \  ( n .  :  d i m g ) .
A ins i  le  po in t  de  coordonnées (o1  , . . .  ,an)  représente  r :  e r .p (arXr  * .  . .  I  c t " -Xn) .

Nor-rs voulons écl i le L"rpx*Q :  i  rar la" 
QktL"rrx*Xç A Ls4rx*-{1 cla.ns la ba.se cles

{+ .  .  ,  +} et  faire de même pottr  .R,rp;ç*Ç.
\  , , O .  t : r l  ,  '

( , lonrnre l . , .p .y*- \ i : ,à , ,  ( r l  *  ï [ .x ,xr ] t  +  # [x , [X,Xr ] lo+. . . )  # .onvoi t  
c lue

Lr. r tp-x -Q : Qut of + f;lr,xol' * #'t, [-{, -Yu]lo . ) h
l, + fiix, [x,.&]1, - )*

En plocéclant de même pour Â"roa.*Ç, nous voyons que clans cette calte logalithmicpre
1 '  s ' c i r  l i t :

I
\-

2 15t,-t3"

x (6"
l ( j ( n  V

\ - (
4 t

1 ( i ( n  \

f,tr, ',

P"'px : 
,=oî.' Qu' ,?ot,s!x' { (ait'arr' r) # n #

+$(ad,XXt lçad2xX,) jhn # + )

Nons nous sommes intéréssées au cas d'un groupe de Lie nilpotent; clans ce cas la formule
ci-clessus donne des composantes polynomiales poul P.
Nous ar-ons étuclié ce qui se passait aux différents pas.

1.1. Linéarisation dans le cas nilpotent

Défini t ion 1.1 Soit  g une algèbre de Lie ni lpotente. Déf inissons gi* l  :  [g i ,g]  avec la

convention g0 : g. Nous dirons que g est une algèbre de pas m si g- - 0.

Remarque 1.1 Nous pouvons remarquer que dans le cas d'une sttucture exa,cte sr-rL
rrrre alqèbre rle Lie nilpotente, le tenseur de Poisson. dans la, ca,rte logalithrniclue. a, cles
('()lrrpc'sa,ntes qui sont des polynômes constitués unicluement cle telmes cle deglé inrpair.

Déf ini t ion 1.2 Si /  :  
,à, ,  

Coto, nous notelons z-q(. f)  :  
, " IOn 

Coro, l 'é lément /  t ronclué

ir. ses termes rle degré infér'ieur ou égal à q. Nous dirons que oldre(.f) 2 q si nn-r(.f) : 0.



l. /)r'r-rrrièr'e appt'oche

I)ans [a cral te logari thmiclLte, P comporte des termes l inéaires que nous notelons P1r1,
rlcs l ennes homogènes cle degré 3 notés 4a), des termes homogènes de clegr'é Â notés P11.1.
<' lc ' . . .  Nous notelons ,R les termes non l inéai les cle P. Ainsi  localement uolrs poLl\ ior]s

:1 I>'J

r i< . r . i r .e  p , . i  _ ' -n f t r ,nk  +  R i i .

[-' i<lée cle la linéaiisation est cle repousser les termes homogènes cle clegré 3, 4.t, en cles
l.('fnIes cl'ordre supérieur pa.r un changement de cooldonnées locales. Nous chelchons
(l(,nc (les nouvelles coorclonnées locales yt qui sont données àpartir des c; par la lelation

l i  :  r l  +. f i (ct)  otr  les.f j (n) sont des polynômes homogènes de clegr 'é trois en les c; ,  tel les
( )

cltre I ll i ,l1t | - y, C:T ak soient d'ordre strictement supérieur à trois.
t J k

\ot,ons P' le tenseur P expr-imé dans les nouvelles coordonnées locales y'.
\ous obtenons a, lors:

P"j : P,ilot t t(Pkj akf; * Pik auy ) + p Pktàa.1'd1.s' .
r  * , t

.\irrsi 1>oLrl repoussei- les bermes homogènes de degré 3 en des telmes cl'orclre supér'ier.rr'.
i l strffit de trouver des polynômes homogènes cle degré 3 en les {c'} clui sont solutions
cle:

,-r5

1,,'s Lroui'eaur terrnes d'ordre supérieur ou égal à cincl obtenus, sont clonnés pa,r

R| i  :  r  (Rooor . f j -Hkat . f i )+  t
1 (À (n  l 1k , I 1n

0rPktr . rq  +

Nous pottvons alors essayel de les éliminer en lecommença,nt le même procéclé à, I'orclre
c i r rc l  e t  a ins i  de  su i te .
(.'t 'c'i lous amène aux résultat suivants:

Proposition 1.2 Totr,t tensettr de Lie-Poisson eract su..' tr,n, gt'orlpe rle Lie rLr: ltas cleu:r
t st Lin.éaire.

PREtivp Si g est une algèbre de Lie de pas 2, alors 92 :0,  c 'est-à-di le

ad2X:  o  VX e  G.

{a'},  i l  est déjà l inéaile.

(3 .1 )

tr

Lie de pa-: troi.s

a,u')àu.f 'at.f'

(df 6axxr')* ^ *

( "
\ r<ïsn

Donc

Peapx :  X  Qr tX  E'  
r<À,r<n rl i lnrSi<"

.\irrsi P n'a, que des termes de degré l en les

Proposition 1-.3 Tout tenseut' de Lie-Poisson exact Eur u,n grorLpe de
el de: dirnension inférieu'e ou égale à six est linéarisable.

eft1@)*,.fi." (4*d* - +#r*) t
I  ( È ( n

A  D Z J

JP1È{n) : o



t(t ChapirreS. Linéaisat,ion

PnnrrvE Si g est une algèble de Lie de pas 3, a. lot 's 93:0, c'est-à.-cl iL'e

c rd3X :0VXeG.

Donc

t )" r' \ :, s*Ts" Qu', ?nr,,.ïr, { (ty oax x ut) * ^ *+ $ t o'rxr6 )' (.r/2 -{'{''' * ^ *\

Nous vo1'ons que P possède des termes de degré un et ttois.

NoLrs allons donné ici Ie calcul explicite pour I'algèbre n|2 selon la classification cle

f r O Z Ê l  I  I  l .

I . i r  total i té de ces calculs se trouve dans I 'appendice A.

L'algèbre rz|2 est donnée par les crochets:

[Xt , Xr] - X.ri [Xr, Xu] - Xsi [Xr, Xr] - Xsi [-Xr, Xu] - -{6.

Norrs commençons par regalder la condition [Q, Q] ad-invaniant.

[X,  [8,  Q] l :  o Vx € s e

Nous ca.lculons les termes de degré trois de P.

Q12 :o
Q 'a  : 0

Qr4Qzs _ 0

Q13Q23 _ 0

Q t " (Q t " *Q tn )  : o

Qt * (? rs  *  Q tn )  :  o

Qru(Qr" + Qtn) _ Q14Q25 _ 0

Q"o(Qt"  + gto)  _  Q13Q25 + QrtQr,  :0

Q3rQ26  *  Q t "Q tu  :0 .

P(s)."p.x: 
*{,r ' ,zorqts 

- @') 'o 'Q-\* ^ 
#

l )onc pour que P ne soit pa.s l inéaile i l  faut supposer (Çtt,8") I  (0.0).



L. Irlcrrriièr'e a,ppt'oche

\<.,r.rs a.llous rna,intenant calcttlet' P0)"rpx.

aa
1'(r)..,,r,-{ : (otQ'" + "'Q'n)# 

n 
aæ

àn
+o'Q'n# A 

aa6
' ^ n "  0  A

+o.'e"" aa2 
n 

aæ

+(o 'Q"_ otQ' '1#^*

+(ooe'"+a2e3\3-n!-  ' da r  
dab

+(o tQ"

+(o 'Q 'u

+(ooQ"t

-0
-0
-0
-0 .

t
Cas  2 .  Q ' " :0 ,  a lo rs  {t
lTne solution est donnée

:17

+(oue" + o'e"n + onQ'u)# ^ *

- otetn + onetn - a'els + c,,'q'\# ̂ #
_o,Q,u)h^*

- rr 'Qnu - o"}'u + t 'Q'6 + o'Q'u - n^Q'u)h ^ 
*

\c rus cherchons maintenant  une so lut ion de 3.1.  En supposant  que . f ' , . f2 , f t , . f t :0  et
c1rre. f5 , . f6  sont  des fonct ions de o1,c2 seulement ,3.1 s 'écr i t  pour  z  :5 ,  j  :6 :

i(trn'e," -(or)"o,e,') * o,e'n# -@re," +n,e,n)# -o'er"ffi:o

(  Q ' "

Cas 1. Q" 10, alors 
I 3i;
|. Qtu

Une solution est donnée par

Q" +0
grn __ _Qt"

Q"  :0

Q'u : o-
par

" f l :o
f2 :o
. f3 :o
fa :o
, f5 :o
fu : -iorço212
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f)a,ns t.or.rs Les cas, quelque soient i et j, on a que Rti =0

Donc P est, linéarisable.
lln faisant Ie calcul explicite (voir appendice A) pour chacunes des algèbles cle climension
infér'ieule ou égale à 6 et de pas 3, nous avons démontr'é que P est linéarisable.

D

Proposit ion 1.4 i l  er i .ste des structures de Lie-Poisson ercat.es s?r?'  u/? gl 'ot lpe de Lie

rlt pu.s qntrh-e et de dimension cinq qui ne sont pas linéarisables.

PtEurip Dans la partie 1.2 ci-dessorls on trouvela un exemple cl'utte algèbre de Lie de

pa,s quatle et de dimension cincl sur laquelle est défini un benseur cle Lie-Poisscn norl

l inéarisa.ble. !

L.2. Propriétés

Nous consiclèrons ici I'algèbre filiforme suivante:

0: ) . \ r , Iz ,X3,Xu,Ài  < ot i  les crochet  non nuls  sont  c lonnés par

[Xt ,Xr ]  
-  Xs i [Xt ,Xr ]  : , {a ;  [Xt ,Xn]  

-  X. r .

Cl'est l'algèble.La (voir la partie 3), qui est une algèble nilpotente cle
cle pas clua,tre
Nous a.llons étudier la linéarisabilité des structutes de Lie-Poisson
algèble.

('<rrrrmençons par regarder la conditio" lQ,Q) ad-invariant:

clirnension cincl et

exactes sur cette

[X ' [8 '8 ] l  :oVXeg

Obsen ons que:

r r r l - \ -X1 -  -a2Xs-  a3X+-  aaXs;  adXXz:  o rXs i  ad ,XXs:  c l - {+ i  nd- { . . {a  :  a r - \s i

ad-{-\l : g

nr l2-\X1 :  -ara2Xa - aru3Xs',  c l( l2XXz: (at)2Xa; nd2X-{:  :  (c1)2-\ .0:

arl2-Y-{.r : 0; ad2 XXs : 0
ar l ' r . {-{1 :  -(c, .r) 'n 'Xu; ctd3XX2: (ot) tXr;  ad3XXu: 0; nd3X-\ i  :  0;

(  Q t '  : 0  ( 1 )

|  Ç":o (2)o1 
ô'o:o ( i )

| .  8 t t8" :o  (+)

, f l  : 0

f2 :o
. f 3 : 0
fa :o
75 : f i(ar)2a2
- f6 :o



l .  Prr:mièrc approche

orl '1.{-\o : 0.

Les termes hornogènes de degré 3 sont donnés par:

;t)

p(r),.,,p.\ : 
,.fi., Çu',.lou ,rirr];@ox*);(arl2-{ -x'ùi)fi  ̂ *
I  - , , , (  r - , ,  ^ - r , .  -  )  '  i l  i )= -'  I  eu'1fur6t - ara!11-arar|L, + (or)"6,r)* n -

1 2 l < - , . , t < s  
v  

[ \ :  
- z  - " r / \  I  '  \  '  ' ' ( ) c r 3  

à r L a

|  (aL6! -  a'alçato36{ + (" ' ) ' t ' ) !  
a

-' oæ 
n 

,lo,

r (-n36f + alaf;1 -ata"6t,  + (al12 dt"1# ̂  
*

r (-aa6f+ crof ;1- a'o'6t,  + (r |1' t t ; f i  ̂  h\
1  ^  ? )  n  I  - "  - 4 ù  ^  i ):  i@'f Q'" # n * + nk})" Q'" * ^ i)é.

Donc P n'est pas l inéai le a pr ior i .

l iema.rcp-rons que comme g est une algèbre de pas 4, P possède a.ussi des telrnes cle clegré

5, nous al lons les calculer.

D D eo,r x {*Aor*x1,);(adsx.x,)r"1 n3}'  ( 5 )e ' r p - {  
r<É ,J<s  r l i  j s  r ! 7 ! s  L  /Z  

' ' t  t J  
0 t }  "  \ a j  J

:  
#,=or.r=, Qo'(-o'o 'df  + (al) 'o i)(-(o ') 'n '6tr+ (n')"a 'rrh ^ *

: 0 ,

[,r.'s t,emes cle degré 5 de P sont nuls. Nous voyons donc clue si Q" : Q24 :0 a.lors P
esl l inéaile.
Nolrs supposerons dans la suite que (Q'",Q"n) I (0,0).

Nous allons maintenant calculel P1).rrx.

Pttt.,px : 
,.il,=, Qo' ,?orr,.rto, {(of loax'rr 

")* 
^ *\

: { '., i. '  'r 'h\n {t-"'oi + a'\6t'1# -

(-o"6" + "'tt"1fi+ (-a{61 * .'6')#\

: orer"#^#

:"""||^t^^r#
l(o' Qt' + rr'Q"' - n'Q'\# ^ #
t(o'Q"u -o"Q'\#^#



(i0

Poul clér-nontrer que P n'esl pas linéalisable,

t'e u il les s.,v rnplectiques.
Lr:s tèuilles symplectiques sont engendrées par
-{y poLrr . f  € C-(G, R.).

(i hapi t, re:1. Linéa risa t ion

nous allons rega.rclel la clinrension c[r:s

les champs harni l tonietrs,  c 'est-à,-cl i le les

Or -\y(g) : {. f  ,g}. Ainsi Ia dimension de la feui l le s1'rnplecticlLre pa.ssa,nt par ;r 'est lr :
rang cle la matrice antisymétrique suivante:

r : (r,i çx1)

I l  est donc pair.
Ol si la st lucture est l inéarisable on passe de la structure non l inéa.ire à la st lLrcture
linéa.ire pa.r' un changernent de coordonnées locales, clonc Ia dimension rna,xima.le cles
l'eLrilles s.,vmplectiques ne change pas d'une structure à l'autre. Ainsi lroul sa.voir si Ia
st,L'uctule n'est pas linéarisable il suffit de regarder si la clinension ma,ximale cles fèuilies
s);mplecticlues climinue lorsque I'on considère les structures linéa.ire et non linéaire.
Notrs obtenons ici:

Et D: cletF:0. La dimension des feuil les symplecticlues va.ut 0,2 ou -1.

Reeardons si cette dimension vaut 4.

(0 0 o o o\
lo  o o P24 P" ' l

F: lo  o  o  P34 P35 l
I o -p24 -p34 o puo I
\O 

-P25 -P3s  -p45 0  )

/ )
tJ l  -

Ains i  s i

0 0 p24 prtl
o o P34 

::: l : (p2apss - pzsp:t+f
_ p 2 4  _ p 3 4  0  p t t l
_ p 2 5  _ p 3 5  _ p 4 5  0  |

- te"t')+ |t"' )nte'")'\

{o'e'"(fu'e" + o'e"'|  -  \ '\ \

_.k'1qztrzl2

{@')'(e"(q" + Ç'*)t '  \  "

- o'Q")* #tr ') 'g")

(3 .2 )

rlous vo)/ons que Ds I 0 et que les termes non linéaires de P35 intelviennent dans Ie
calcul de Da. Remarquons que, sous les mêmes hypothèses 3.2 poul Q, si on effectue le
même calcul sans les termes de degré trois le déterminant est nul.

En conclusion, nous voyons dans un cas particuliel de Ç, à savoir si Q vér'ifie les
conclitions 3.2, la dimension rnaximale des feuilles syrnplecticlues poru' la structtu'e non
Lini:aile vaut 4, alors que pour la structure linéaire elle vaut 0 ou 2. Donc on ne peut
pa.s linéariser P pour ce Q palticulier.

Retr rarque 1.5 Nous avonr  [8 ,8]  :  O <+ lQ,Ql  ar l - invar iant  e t  Q15Ç24:0.

! {e'o)' : e'"(e" + Ç")
I Q'" +0



L. Première aPProche

Renrarque 1.6 Si le deux tenseur Q vérif ie la concli t ioT, Q23 l0 eT est nr1-iuva.r ' iant ' .

a lors  Qrr '  :0 .  Donc un te l  c leux tenseur  vér i f ieen fa ib  lQ,Ql :0.  Ci 'esb le  cas s ' i l  r ,< iL ' i f ie

les concli t ions 3.2.

, f t : 0
r '  :0
ft : +#A*(at)2 crs : ;rçffiqot
Tn:o
f5 :o

6r

Regardons ce qui se passe si on ne se place pas daus les condit ions 3.2.

Nous cherchons alors une solution de 3.1.
Nous supposerons que /1, . f ' , fn: 0 et que "f3,/5 sont des fonctions cle aL,o.2.rt ' ]  sett le-

rnent,.
A lo l s  3 .1  s ' éc l i t  pou r  i  : 3 , i  :  4 ' -

-orern# - nrer'ffi: o

p o t t t '  i  : 3 , i  : 5  :

1  "  ^ . n r 3  ^  . -  t ) f 3-  
n@')"Q'"  

-  atQ24ff i ,  -  o ' (Q" + Q" -  n 'Q") |*  :0

l r o t t t '  i  : 4 , i  : 5  :

-L,nr\'A,n - n''ç'"9!l -,,'ç'uà-J'l :0.
6\w 

i  rv  . "  w  
ôo ,2  àaJ  

-  
" '

1.  S i  823  f  0  a lo rs  Qtu  :0  ( [8 ,Q]  :0 ) ,

. Si Q2a : 0: alors comme 3.2 n'est pas vérifiée ou a, clue Q25 + Ito I 0. tlne
solution est donnée par'

Mais dans ce cas

En fait

R'J + O.

i) f3 t P35 \2

.Ê35 _ R35:+
ôa3 -  a r (Q2s  *Qs r ; '

c'est donc un polynôme homogène de degr:é 5 en cr.

Si nous essayons de repousser ces termes d'ordre 5 en des ter-mes cl'orclte

supérieur, alors le même phénomène se reploduit à chaque éta.pe car la solu-

tion est toujours du même type à savoir ft : .f' : .f4 :.f5 : 0 et .f3 est un

polynome en cl et 43.

On obtient donc une suite de cooldonnées formelles qui permet de t'epottsser'

I'oldre de ,R, Ie problème étant de savoit' si cette suite converge.



(;2 Cha.pitre:1. Linéa.risa.tion

Notous  u \ :  y i  :  ( r . x  I  . f  
t (n )  :  & 'o  +  J i (us) .

Lot'scltte I'on vettt repousser les termes d'orcler' 5 en cles tennes d'oldle supérieur'.
l 'équation à r'ésoudre est:

itij + D
L<.k ,1<.n '.?=' 

''!'ff'r : o(;t"rr# - ,t"r#)
en notant cfr: ni + .f i@t).
Et une solution est donnée par

.f; : 0: .fi : .f1 : fl

et rl : (i#dr"')')',," : 
@# *r-

Ainsi, nous obtenons:

et:  " l+Tl@r): a*6çffie"t* çffi,*
+z#Ï;rzm#q\"?'

(nô(Ç" + 8"n) )

: a * ;*fua * 7f!*"8 * .,,^$|;..,,8'  Y 
(rà( Q2' + 8"^) ) (.,ô(Ç" + Q"') )

Er

d,,: ##q_ 
(Ë.'),

(""ta^+ o"))
Si on recommence le processus on obtient:

. 1 r ' =  -  (B t t )n  
' r n ' .

('â(o'u + Q'n))

On obtient, donc, clue al :  
og*à,_, 

zÈ(a) oir

uu(o) :  -  (Â" )o  - -o2: ( '  - -9 ' " - - ,  
\a

Gfr" , a"f 
ao: \n q'4 qsatuil') "3'

or cette série est absolument convergente pour c suffi.semnenb petit. à savoir

t . t  . l " 1eQ25+Qu l Ir . " r  _ l ^  Q 2 3  l .
Donc P est linéai-isable.



I. Plr:mièr-e a.pproche

.  Si 82{ f 0, une solution est donnée Par

II se produit le n'rême phénomène que ci-dessus pnisclr.re .f3 est un polynome
en n3.

En effet itii + 0 et on a:

Æ3s : R"try: .R35 , Q'"O"t
ôa3 nr(çqrt  r  est)gr"  -  1çruyr) '

\ ' -  /

No tons  à  nouveau  a I :  a \+  fâ ( " t ) .
Lorsqtte l'on essaie de repoussel' ces terrnes de degré 5 en cles telmes de clegr'é
supérieur, le système à. r'6oudre est:

O^W*Or')- . f l=:ov  0 "1  
'Y  

ôn?- "

Ê35 - o1q'n!! - ol(Q"+ o") # : o.
d a i  

r \  v  ' ) a i

On obtient:
afî Q'n arî
Ao?:-q Ôæ,

Et

(;:1

a.fî _
oai

qzz ilzs

û(Q" + Q34)Q23 - (q'-) ')  
'

f I
J

f'
f"

fa :o
.y5 : fi(a2)2 a3

-0
-0

)o;'I_ lqzs f  1c t r7z

o ' )



( ; l C ha pi t,re3. Linéarisa.tion

Ainsi, nous obtenons:

al : a1+ f](a)

: ,,t * (""" - %^'e)
"à(tq* * es1e,' - 1ç,nyz) \*' u-- /

*(o.' -,r==: \ '/ ', 8".,,\
oà((8,, * q"lq,, - AÙ/ \"u 

- 
qn'Io|

Q23 R35 ( ." 8'u _ r\ \
\ "ô 

- 
/-tl,n*o t l

oàl@ru + Q3')Q'" -  Q'n) '  )  
\  v-- /  /

3
@ 0

-1-

-f

(r'

(o"

Q"" t 2  r

) ("3-
g'24 .,\

-  
. , 1  |

Qn ' "o  )

924  , \
- l - a ' I

Qn"o  ) '

On

.t(ra* + Q34)Q23 - (Q'\')

obLient, donc, que nl :  
o5*à"_, 

uÀ'1rr; où

uo(o): ( )-(": 
-#.ù

' oà  
( (Q 'u  +  Q34)Q23 -  (Q24)2  

) /  
\  v

er"  \3 /  .
/  \ * u

oà((8"  - r  Qzn)qzz -  (Q24)2 
) /  

\

(tr l(8" * o')Ç* - t8' l ' l )  
l

lQ"l

Ainsi, nous avons:

l 'o*t  l
l "ul

Donc cette série est

savoir'

lo l  <

Donc P est linéarisa.ble.

absolument convergente pour c sttffisemment petit, à



l .  Prerr i ièr 'e approche

2. Si ()2:r  :  0:  a, lors Q" + 0, et  une solut ion est donnée par '

Da,ns ce cas R'r : 0. Donc P est linéarisable.

Remarque L.7 Dans ce cas [Q, Q) + 0 et P est l inéalisal>le.

Retnarque 1.8 Dans ce cas cette solution est aussi une solutiolt  pouL lQ,Ql:0
cat'  alols Qtu :0 ce clui ne change pas Ie résultat.

. \ insi lorsclue l 'on n'est pa,s dans les condit ions 3.2, P est l inéalisable.

Lien avec I 'algèbre de Manin

Por-tt' un grollpe de Lie-Poisson exact les propriétés de linéarisation ne sont pas toujoLrrs
liées à la classe d'isomorphisme de I'algèbre de IVIanin correspondante.
De manière pr'écise on a.:

Proposition 1.9 Sur le groupe de Lie co'nneùe et si.rnplentent connere cl'algèbre.s rle Lie
,Lt, p,t; rlrtatt"e La, il eù.ste des structures de Lie-Poisson er.actes (G,P) otL P e.st donné
prrr P(r) :  L,*Q - R**Q tel les que

I lQ, Q] : 0 et P linéarisable:

{ [Ç'8] :  0 et P non l inéarisable;

[ [Ç, Ql od- inaariant et P l.inéat-isabl.e.

PReuve

l. lQ,8] :  o et P l inéarisable:

c'est I'exemple ci-dessus voir la remarque 1.8:

2 [Q.8] : 0 et P non l inéarisable:

c'est I'exemple ci-dessus voil la lemarque 1.6;

;1. [Q, Ql atl- invariant et P linéarisable:

c'est I'exemple ci-dessus voir la remarque 1.7.

6.-r

!

. f t : 0
f2 :o
" f3 :o
" fn :0
.f t  :  _$tnr1rn"



(;(t C h a.p it re3. Li néa.r is a.t io n

2. Deuxième approche

\ous a.lrolclons maintenant le problème de linéarisation en partant cle g- (la linéalisée

, [c. ltr st,r'r.rcrtule).

2.L. Linéarisation formelle d'un champ de vecteur

Nous allons rappeler une technique de linéarisation formelle des champs cle vecteurs.

Soit -\ un champ de vecteurs sur une variété ArI qui s'annule en ttn poir-rt e de A"I.

Li1éa.r.iser le champ de vecteurs X levient, dans ce cas, à trouvel une calte locale cle ,\'1

r:entlée en ;?: cla,ns laquelle les cornposantes de X sont linéaires. Il s'a.git c['ttn problème

Local et on peut clonc supposer t lavail ler sur un ouvert de R". On notela {.r,1,.. .  , ,1' ' ' ' }
les coolclonnées locales.

So i t  a ins i

X,:  t  Xut . - ) !* 
t<T<, ' ' 

i)rk b

tel  c lue , \  f t (e) :  g.

On chelche cles nouvelles coordonnées locales {y' , . . . ,.U"} telles que

/  , - , \  A
xY : 

,sE<'(. ,à" 
uiu'  

)  xrx,,

oir les cf sont des constantes.
On veut clonc t'ésoudre:

,sr*s, x*(t )#:,sL, al,v'(*) (3 .3 )

On cléveloppe les Xk en série:

XÉ( ' )  :o*  t  * :1 : r+ . . .r<j<n O:cr lo

et on note Xf la partie homogène de degr'é 2 de Xk dans les coordonnées .r.

L'iclée est cle trouve-r- un premier changement de cooldonnées t:2 : t * y2(u ) où y2 est ttn

lrolynôme homogène de degr'é 2 en les c permettant de "repottsser" les termes cl'ot'ch'e

2. c'est-à-cli1e tel que dans les coordonnées 12, X ait une partie linéaile et des terntes

cl'oldle atr moins 3. On cherche ensuite rs: :t2+ys(cz) oit !3 est un polynôme homogèrle

cle clegré 3 en les f2 permettant de "repousser" les termes d'oldre 3, etc. . . .

On palle alors de linéarisation formelle de X.

En première étape, on veut donc trouver une solution de

,st<, otvi@) ::xl(") * ,.È" xi ' l ,#

xj(') * ,.u?." ofr,'#.

Nous notelons A la matr ice des (af )1a *, tsn, E :  IR'  et  e1, .  . .  ,€n la base canoniqr-re cle

IR.".

(3.- t )



2. Deuxiènte a.pproche tj7

('onrme les composantes de 'Az sont des polynômes homogènes cle clegré 2 on petrt voir.
i/2 corlll)r€ un élément de E* it" E* o E en posant

02u* :
a' : , 'o,Dnu3, offi 1,r"1 

6" ed€j eP'

La rna,tlice A définit une application linéaire:

L1  :  E*8"8*BB- -  E"  A"  E*  qE par
(tal l fu.u) : -{,(Au,,u) - rbfu, Au) * Arl:f tr, .u).

[- 'éc1uat ion 3.-1 s'écrit :

t t yz :  Xz -

Si A l lossècle n, valeurs propres Àr,.. . ,À,r, les valeurs propres de !a sont )1 - À, - À.i
Ainsi si À4 n'est jamais égal à À; * Àr, !n est inversible sur E*e" ,E*O,E et une soltLt ion
est, <lonnée par lJz : tÀr Xz.

On procède ainsi étape par étape. Supposons qu'on aib tlouvé des coordonnées rz:À,
olttentts cornme polynômes de oegté inférieur à A en les lu de départ, dans lescluelles le
champ cie vecteurs X s'écrive:

' {Y:  X X'@!
rl l1n Otkfu

u.'ec -{ l(y) :  .  -E- at"xi+xl*t(y)* termes d'ordre supérieul oùr -\[*, est un polynôrne
I  ( s ( z

cle clegr'é homogène (fr+ 1) en les zs, qu'on regarde comme un élément de,-gÀ18") <l n.
Otr clrerche ensuite t:À+t : :t* *y*+r(ca) or) Ur+r est un polynôme homogène cle clegr.é
À: * I en ies r:6 permettant de "repousser" les termes d'ordle À. + 1 cle -\.
On legarcle .f6-r1 comme étant un élémen1 4" 5(t+t)(8.) O g.

Otr veut résoudle: 
. \  r

,*l.,at uî+, : Xi+, * ,=ia, "i.';W.
En intlodttisant, comme précédemment, I'opérateur .C4 sur qË+l(8.) tD E, cela s'éclit:

L t y *+ r :  X t+ r .

Lesva . l en rsp rop resdeC lsu r -ÇÈ*1 ( ,E . )AEson tdonnéespa rÀ6 -À ; ,  . . . -À ; . * , .  On
p<-'uL clonc inverser t,1 euand a,ucune de ces sommes n'est nulle.

Dtt conclusion, on peut procéder par récurrence, et ainsi avoir une linérisation formelle
cle .\ si l'on n'a jamais

Àr. : 
? 

n;À; avec En; ) 2.

Cl'est ce qu'on appelle la condition de résonnance. Ainsi si A est non résonnante, X est
to rr nellement linéarisable.



2.2. Méthode générale pour les tenseurs de Poisson

Scrit P trn fepseuL d.e Poisson sur une variété NI qti s'annule en ttn point e de,4'1.

\otLs noherons {cl ,  . . .  , r"}  des coordonnées locales centrées en e.

Loca,[emeub notLs pouvons écrire

p,:Epo,@)#r,n*o

et nous pouvons clévelopper P'r en série:

pi r ( r \  :  p , r (e)*  t  C!* r  +  D:+ r ,A. r ' r  + . . .\ * /  -> '  t3T3"  Æ *1 dt tdr*1o
=0

r t i  l  t )  P 'Jou res Li - 
F:r-lo sont les constantes de structure d'une algèbre de Lie [1 appelée Ia

linéa,risée cle la strlucture. Notons P2les termes homogènes de degr'é 2 cle P en t.

On cherche cle nouvelles coordonnées locales {A', . . . ,lJ"} centtées en e t,elles cltte

Po: n?,rc',:rrhrnhr'
On veut. clonc r'ésottdre:

E C'i ao (*) :,,-E--- P" @)##
r SÈS" l1r,s1n O

La Iinéarisa.tion formelle consiste à procéder étape par étape'

IJarrs un pr.emier.temps, on cherche 32: t+yz(r) oir y2(r:) est un pol.t 'nôrne holrogè1e

..[e clegré 2 en r: tel que clans la carte définie par les coot'données rt:2, P contienne cles

tefl]]es linéaires et cles termes d'ordre supérieur ou égal à 3. On veut, donc, résottdre

pJi(")*,.I., ?r*#(r') + cirr: "#r-r)

( tha oi( .re3. Linéa.r isat i<t t  t

(3 .5  )

01int roc lu i t  {e1,  . . .  ,e" }  une base de I  e t  { / ï , . .  .  , . f ; }  Iabase dualed"  [ ) . .  on considèi -e

P2 comme un élément de [ 8" b I b* A b.: 
. .

": 'ru,P*,r'#ùo"''"À o '/i n 'ti

el iy2 crorntne un élément de [;€)" b I b.,

a' :,su?ror^#h,o'' E 
" 

E'ff '

Remarquons que si I 'on considère la "matrice" A: (Cii)rSu,;,us,, '  on définit  I 'opérateur

!a : t1 O" I) E b* -- h8" b I [ ;" A $" par:

(t al)Qt,u) : [u, {(r)] - [r,  (d'(")] - 'É([" '  r ])

o i , [ . I c l és i gne lec roche tdans f , enayan t i den t i f é r . r né lémen tde IO" t )e [ ; *àune
oppii.uiion cle I1 clans t) E" t, et de même en ayant identifié un élément de t1O" I) Q f)" A I)*

à une applica,tion antisymétrique de tl I I) dutt. t) A" t).

r c'f v5:
l 1 k1n



2. Derr.xièrne apptoche

L,n notatiou plus classique, !.arlt - âtl oir â est le cobord de Cjhevalle.y cle I'algèbre cle Lie
É; pour la, r'eprésentation dans 52(11), obtenue par extension cle la, représenta.Lion acljointe
en posant adxi.f  :  

lcl  
*o #.

L'écluation 3.5 s'écrit  alols:

) az :  -Pz

Rer r ra , r c luons  que lacond i t i on  [P ,P ]  : 0  se t radu i t  pa r ' 02P2 :0o i r  ôz : \8 "1 )ùb .n f ) -  - - - '
[)  '"  [) i : ]  b. A b- A 0" est défini par'

(d r ( . f  ) ) ( r ,  Â  y  A  : )  :  ,S  (ac t ( x ) f  (æA s / )  +  / ( " ,  [ y ,  r ] ) ) .'  
c . c ' z \  " /

Ainsi P2 est un cocycle et l 'équation 3.5 admet une solution si c'est un cobold.

On procède ainsi étape par' étape. Supposons qu'on ait tlouvé cles coordonnées .r,r.
ol,,tenues colume polynômes cle degré inférieur à k en les z de dépalt et clans lescluelles
le tensetrr de Poisson s'écrive:

pu:  X p, i1 ,4!  ^ !
"  rStS"  ' " '  d tLtu ) r f ,o

ar-ec P'l : X Cij *L + Pij*, + termes d'ordre supér'ieul où Pfr*, est un polvnôme
l1l1n

lromogène de degré k + 1 en les z6 permettant de "repousser'" les termes P6".1 d'olclle
Â r+1c la .nsP .
On veut résoudre:

6e

(3 . t j  )

On considèr'e P1".1 cornme un élément de ,9fr+l(b) e b- A f 
* ou encole comme ure ap-

plication bilinéaile antisymétrique de tl I b dans Su+t(l)) et yt+r comme un élément cle
,\'l+t(t))Cl ll. ou encore cornme une application linéa.ir.e de f1 clans SÀ+t(b).
L'écluation 3.6 s'écrit  alors:

0y*+, - -Pt+r.

Reurarquons que la concli t ion [P, P] : 0 se traduit par d2Ps11 : 0 oir âz : ,SÀ+t(b)e b'A
l)' ---+ $e+t(b) g I). A t). Â f. est défini par

( r )z( . f  ) ) ( , r :  A y  A z)  :  , :T , " (od@). f  ( "  A y)  +  . f  (x , ty , r l ) ) .

Ainsi nous voyons que P6..,.1 est un 2-cocycle et que I'on"repousse" les termes d'oldre
Â'+ t si c'est un cobord.
Err palt icul ier si H'$l,SÀ(l))) :  0, pour tout entier À, > 2, on peut trouver des y4 à
cha.que étape et le tenseur P est formellement linéarisa,ble.
( ''est bien entendu le cas si [1 est semi-simple.

En fa.it J.F Conn [7] a montré que si P est analytique, et [) est semi-simple la
lirréa.risation est non seulement formelle mais analytiqr.re, ce qui veut dile clue le change-
nrent, de coordonnées est analytique.
Dc- uranière précise:

,à,cit aL+,(*r) : Pl!*,*,.,?., (t': riff+ c;'.,;9vltr)
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Théorènre 2.1 [7]  Soit  P une structnre de Poissort ,  anulyt iqu,e r lé: f .nie -s?r?'?r] ]  uoi . .s ir t r tgr

rLe l'origin.e: dan..s IR' oz C". Supposons que P(0) : 0 et écriuon-'

P(r) :  I  Ciroln9+ E - :  a a
r1i1j1ntl1k1n ' 

' '" 
N 

n 
Ao 

* 
,a'o" 

fd'' ('t') 
d* 

A 
aA

rlcnr.s trn uoisi,nage d,e0. Su,pposons que l'algèbre d,e Li,et1 porn'laqrte:lle /es {C';i\ -cortt Ir.s

ronstcr,r'ttes cle stntcture .soit semi,-simple. Alors P e.st analytique:men.t li.néuri.srt'ble.

Remalcluons que si l'on considère un tenseur de Lie-Poisson P sur ttlr gt^otlPe cle Lie C

alols I'algè|r'e cle Lie ! est égale à g. oir (g,g") est la bigèbre cle Lie a.ssociée au grottPe

cle Lie-Poisson (G, P).

Corollaire 2.2 To'ut tenseu,r de Lie-Poisson snr un g'rol lp( de Lie CJ tel qtLe g* soit

.r r rrr rl-.stl rn.p I e est an alyti qu ern ent lin é ari s ab I e.

Nous a,vons généralisé le r'ésultat ci-dessus au cas oit g" est le plocluit direct d'ttne sorts-

algèbre semi-sirnple et d'un idéal abélien dans Ie cas de structules cle Lie-Poisson.

Remalcluons tout cl'abord clue si b : g, 0 R en somme clilecte avec g1 semi-simple, alors

H'(b,I, ' )  :  0 poul toute représentation p de I sur' l /  qui s'artnule sut ' IR.

En par.t icul ier / /2(11, SÈ(l l)) :  {0} Vk et Ia l inéarisation est tblnelle. En fait Molinier

[28] a montré que la linéarisation est analytique:

Tlréorènre 2.3 [98] Toute sh'u.cture de Poisson d'algèbre de Lie ussoci.ée du' tyqte 9r i"R
ori 91 est se'nti.-si'mple, est formellement et analytiqtLement linéarisuble.

Tlréorènr e 2.4 Soit G est un groupe de Li,e conneïe et sim.plentent conn,exe d'ulgèbre tle

Lie g. Tout tenseur d.e Lie-Poisson P sur G tel que g*, le dual de g. s'écri"ue g* : gr . fr

ett protlrtit clirect où fr est un idéal abélien et où S1 est une aLgèbre cle Lie senti-sintpLe:.

r st utal yt i qtLement linéari.sable.

La clémonstlation de ce théorème se trouve dans Ie paragraphe 2.'1.

2.3. Structure de Lie-Poisson dont l'algèbre duale est un pro-

duit direct avec un facteur semi-simple

Nous nous plaçons sur un gïoupe de Lie G muni d'une stLttcture cle Lie-Poisson telle cltte

g" s'écrive g" : 0r O !t en produit dilect où. 91 est une algèbre de Lie semi-simple. Norts

allons ctét,erminer la structure de Lie-Poisson associée.

Etude de Ia bigèbre de Lie

Nous commençons par étudier Ia bigèbre de Lie (g, p) associée.

(tr,?r) :  (g,g") est une bigèbre de Lie si et seulement si (g.,g) : (9*,q) est un bigèble

rle Lie. Nous étudions, donc la bigèbre de Lie (g.,g) : (0.,r/).  Nous avons ainsi un

l-cocycle q i g* -- Â2g* poul la représentation adjointe de g" sut' A2g* qui est tel clue

q* soit le crochet de Lie sur g.



2. Deuxième approche

Letrrnre 2.5 C'on.sidérons gr >< fi, le produ,it serni-dir-ect de, g1 .s€?/zr-.s-irrtltle et d'trn irl(rtl
t î .  .Soit (p, l /) wze représentation de dim.ension f i ,nie de gr >< 9t. Tout l- c.oc.yr, l .e (r lr
('lt.rrulle y) .s'ur'gr >< tt à aaleu,r.s dan-s I/ s'écrit:

q(-\ ,  c) :  p(X.,a)Q + 4@) VX € sr V(, € m

or'L Q € l '  et ori  4,8 -- I i  est un I-cocycle de Cheualley sur|f,  èt 'ualew.s dals I i  cttt i
rtth'r:lace les reltrésentations de 91 et fi, sur V .

PReuve Soit q1 : Çlo' c'est-à-dfte q1 : 91 :-- V. Alors Ç1 est un l-cocycle cle
(l lrevalle) ' :  91 étant semi-simple, c'est un cobord. Donc i l  existe Q elt tel clue q(-{) :
p ( t )Q .
Possons  q (X ,a ) :  p ( (X ,a ) )Q  +  4@) .
l lols r] est un 1-cocycle de Chevalley sur gr >< !t à valeurs clans I, 'qui s'annule sur g1.
Ains i

p(x)q( " ) -4( [X,n ] )  :  0  (3 .7)
p(o) | f t )  -  p(b)q(a)  -  Q( [o ,b] )  :  0 .  (3 .s)

D

Lerrrnre 2.6 Si 91 est une algèbre de Lie semi,-simple, alors (Â2g1)t"o' - g.

P  npu  ve
Soi t  ,7r ,  €  (Â 'gr ) j " r '  . 'es t -à-d i re  IX,qrr ] :  0  VX € gr .

Notons J Ia forme de Killing d" gr, elle est non dégénérée car g1 est semi-simple. elle
c lé f i r r i t  c lonc une appl icat ion l inéai re 0,g,  - -+ g i  par  < p(X) , ) , -  >-  p(X, ] ' ) .De mênre
r l r r  €  ( . \2gr)" " ! '  déf in i t  r l î r  :  g î  - -+ 91 par  < qî l (o) ,  1) :1{ r r ,cr  A 7 ) .  A lors  on peut
cléfinil une a1>plication linéaire qi1 : gr --+ gr par {n: _(1n o ii c'est-à-clile

<  Ç i r (X ; , o  ) :  -  l  Qn ,p fX lA  o  ) :  0 (X ,q î r ( a ) ) .

Alols

r/u € (A2g r)onun' e [x, qrr] :  o vx € gr

e  <  [X ,  qn ] , a  A7  ) : 0  VX  €  91  Va ,7€  g i

+ )  -  1Qn ,ad \a  A7  >  -  (  q r r ,  aAuc l \ . 1  ) : 0

<+ < qîr(7), ad,*sçcr

<+  -  <  [X ,q î r ( r ) ] , o )  *  <  [X ,q î r ( o ) ] , 7  ) : 0 .

D'oir

( qir o ctdX(\/),a > = - < Çîr o p[X,Yl,o >
:  < p[X, ] r l ,q î r (o)  >
:  P([X,Y], qî ' (o) >
:  -P(y', [X,qîr(o)]) car' / i  est invariante
:  .  - 0 (V ) , [X ,  q î , (o )  >
: - 1a,[X'qît(B(}/))] > d'après l 'égali té ci-dessus
: ( a, [X, oir(I/)1 I
:  <a ,ad ,Xoq i l ( y )> .

7t
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D'oir
o'dX o Qi : clit o adX VX € gr'

Alors si 91 : Or3r5qJi. orl les..Ir sont des idéaux sirnples cle 91. rlous a,vons qrte gi1('/r,) C
./1.. a. insi si nous notons Qir1": qit lJ,. notls avons

I- q1ar, : À*idv,, si "Ir est absolument simple

2. qir, - ÀpCgu or) C1.ro est une stlucture complexe sur J6 sinon.

E,crivons eue Ç11 est antisymétrique:
cla.ns le plemier cas on a

(  Çrr ,  p(X) ,P(X)  > :  0
:  _)  < x,B(x) >
: _^l t(x, .Y) + 0.

clans le seconcl cas on a

I  Çn,  p tx l  A  pQY)  >  :  -Àg@,J2Y-1  :  À / t (X , l ' )
:  -  (  Çrr ,  t l ( l l ' )  A /J( . { )  >
:  ^p(JY,,JX) :  -À/J(Y; X).

Ces deux solutions ne sont pas antisymétriques. Donc q11 - 0.

Proposit ion 2.7 Considérons une structure de bigèbre de Lie (g,1t) tel le rryte g" soi.t  le:

ltrocluit clirect d'un idéal 91 serni-si,mple et d'un idéa|8. l/or'-* lQ -qtrttctttre de bigèbrr: dr

L ie duale (g. ,g)  :  (g* ,  q)  aér iJ ie :

q (X ,o ) :  [ (X ,  o , ) ,Q ]  +  4@)  VX €  91  Vn  €  f r

o i t  Q e À,(g,  Om) et  où Q:  ! t - - -  À ' (g t  Om) est  un| -coc;yc le de Cheual le l l  s tn- |P '  î t

ucrl.eurs dorr* A2(91 O fr)''"ot .
Ett n.otan,t Qrl (resp. qtr) lo.partie de Q ftesp. Q) situ,ée rlans /\2g1, Q" (resp. 4t')
la partie rle Q ftesp. fl sit'uée dans 918'4' et Q22 (resp. 4") lo partie de Q (resp. ri)

située dcms lt2û, on obti,ent:

t  q l l  :  0 , '

. 4t2 : Sr I ffi * Â'(gt 0 Dt) est un' l-cocycle;

. 4" , 1v2û, --, A'(gt O !1) esl un l-cocycle;

.  [ . { ,  q"(b)] :  0 VX € gr Vb € fr ;

.  [ [X, Q'\ ,b] + [X, [ô,8"] l  :  0 VX € sr Vb € fr .

!



2. Deuxiènte appt-oche

PRELrvtr Nous étucl ions la lr igèbre de Lie (g".g) : (g.,q). Nous a,vons a,iusi r.ur
l-cocycle q: g* -- A2g* por-r l  la représentation acl jointe cle g- sur A2g*. En r.ertu
clr-r lemme 2.5 on écrit:

q (X ,a )  :  [ (X ,  a ) ,Q ]  +  4@)  VX e  s1  Vu  e  f f i

otr Q € Â'(gr 0!1) et oir {: ffi. --+ I/ est un 1-cocy'cle de Chevalley sur'!1 à va.letrls claus
. \ ' (g ,  -J ,  û)o, 'n '  .
D ' a1 r rès3 .7 ,nousavons [X ,d t t ]  : 0 , donc4 " :0pa r l e l emme2 .6 .  D 'a ,u t r epa r t cop rn re
ri est tLn 1-cocycle, nous obtenons que 412 et 42'sont deux cocycles cl'après 3.8 et clue
[-{.dt ' ]  :  0 VX € gr d'apr.ès 3.7.
Ecrivons ma,intenant que q est un cocycle:

[ (X ,  o ) ,  q ( \ ' ,b ) ]  -  t (y ;  b ) ,q (X. ,o ) l  :  q ( [ (X ,  a ) .  (Y ,b) ] )  ,X ,  I "  .  s ,  ,  a ,b  e  f f i .

Pottl c : b :0 cette équation nous donne I'existence de Q.
Pour n : 0 et ) '- : 0 on oblienb:

[x,  q(ô)]  -  [ô,  q(X)]  :  q( [X. ,ô])  r  € s1" ô € t t .  (3.1))

La 1>r'ojection sur A2g1 nous donne que dl1 est invaliant.
La projection sur gr O ffi nous donne:

[x,q"(b)]  + [ [x,  Q"l ,b]+ [x. [ô,  Ç"] l  :  o

La projection sur 42fr ne nous donne rien.
Pour  -Y:  ) " ' :0  on obt ient  que { -  est  un l -cocyc le.

Corollaire 2.8 Co'nsidér'ons une structure de bigèbre de Lie (g.p) tel le qtre g* soit lr
prorluit direct d'un idéal 91 semi-si'mple et d'un idéa|fr. Ect-i.uot.s g : É t 6 (sont.ntc
,lirect d'espaces aectoriels) où t. : {U e g | < U,rr. ): 0 Vn € 8} et g : {-* € g | <
.s .  - {  > :  0  VX € gr} .
.{lorx t. et 6 sont des sous-algèbres de Lie de g.

Pnouvn
6 est nne sous-algèbre cle Lie de g car

(  [ t " r ,  t ' r ] ,X ) : (  11 A r '2 ,q(X)  >:< 11 A 12,  tX.  Çl  >:  0  Vrr ,  rz  e 6 et  VX € gr

puisclue g1 est un idéal.
Retnarquons que t est une sous-algèbre de Lie si et seulement si

< IL I , I / l ,a  ) - -1LI  AV,q(o)  >:< U Al / , , i t t (n)  ) :  0  Va € t t ,  V[ . / ,  I r  e  t . .

C'ette plopr iété est vér i f iée cal  {11(a) e (42(gt)) in,sr -  g.

Lenrnre 2.9 Lor.sque% est abél ien on obt ient 4" =0.

- . 1

t , 1

n
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Pn ru r i e
Lc.,rsrlrre DÎ est a,bélien, on obtient lX,qt ' l :0 VX € 9r.
Or  q t2 ( - * )  e  g ,  @f r  donc  s i  X1 , . . . ,Xn  es t  une  base  de  S1  eL  { t1 , . . . , ( 1 ,  une  ba .se  c le  91 .

on peut  écr i re  4"G):  ,Ë,  o ! ,  
u ; i (s)X;@ ai

Ains i

[.\-, dt'] : 
' f, 

;,..oilX,X1] O a1
z = r  J = l

:  Ëf  Ëui i lx ,xu l ) .on, .
j = l  \ i = 1  

- /  
\ 2

a- €tt

Conrrne les c; fbrrnent une base cle !t, on obtient i .oi]X,Xr] : 0 VX g gr.'  
i = l

D'oi r  É t t :L i - { ;  e  Z(gr) :  {0}  car  S1 est  semi-s imple,  a ins i  t f12:0.  Donc 4:4" .
t = l

Ainsi nous a.vons que

q(X,a )  :  [ (X ,n )8 ]  +4@)  pour  Q e  À ' (g ' . ] r t )

et Q@) : (j"(o) oi, q" zsY --+ lt2ffi

!

Obselr,ons que le cocycle p sur E, p: É O 6 --+ l t2(t.  O 6) défini pal ' ,  p:t l ,  ]r, ,+n
nous clonne:

<p ( I . . . - ) . ( - { . a )  n ( } i b )  >  :  < ( (1 , " ) , [ (X ,4 ) , ( y , b ) ]  >  x , ] ' €9 r ,  û .ôe  f r .  L reÊ ,  - s€6

:  < (U,s),  [X, Y] + [a, ô] >
:  <U, [X,Y]  >+<s, [a ,b ]  > .  (3 .10)

Ainsi

p( t )  c  428 et  p(6)  c  4 '?6.

Etude du tenseur de Lie-Poisson associé à la bigèbre

Nous savons (cf Drinfeld [13]) que si le groupe de Lie G est connexe et simplement

collleNe, toute structure de bigèbre de Lie (g, p) définit une uniclue stlttcture de Poisson

r-r-rultiplicative P sur G telle que (g,p) soit la bigèbre de Lie tangente au groupe de Lie

Poisson (C;,P). Ainsi nous pouvons mainLenant déterrniner le tenseur de Lie-Poisson P

sul CJ à part ir de la bigèbre de Lie (g'p).

Lenrme Z.LO La structure de Poi.sson sur G est obtenue à ltartir de 7t par

"ad.X 
_ 1

P (erYt X ) : r 
"'p x *------;7;-'P(X )'
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PRoUve En effet, si P est trn tenseul de Lie-Poisson , alors P.(g) - ,-; ,  _p(g) est n1
l-cocvcle sur G relativement à la représentation adjointe de G sul gAg. Eu différentialt
P,. err €r. nous obtenons p: P,*": d.P un 1-cocycle sur g lelat i f  à la représenta,t iop
acl.iointe cle g sur g A g. Et réciproquement si G est connexe et simplement connexe,
1 - ro t t r t o r t t l - cocyc lep :g - - - ) gAgsu rg re la t i f à l a rep résen ta t i ona . c l j o i n t , ec l egs l l r .
g ̂  g, il existe un unique champ de tenseur deux fois contrava.r'iant a.ntisymétr.ique et
rrrLrlt ipl icati f  P tel que p : d"P ([27]). De plus un tel champ cle tenseur. esl un tenseul
cle Poisson si et seulement si l'application duale de p est un crochet cle Lie sur g*. Nous
clevons donc "intégrer" le cocycle p sur g pour obtenir un cocl'cle p,. sur le groupe cle
Li<: Cl.
\ous avons la relation p(X) : f ; ,oP,(eæptx).
D'a.utre part P, est un cocycle pour la représentation adjointe cle G sur. g A g clolc

P, ' (exp(s + t )X)  :  P, (espsX) + Ad(expsX)P"(e. rp l - \  ) .

. \  ins i
dd

, l t1"P ' ( " tP l 'x  )  :  ù ,o ' ' t " *o(s  
+ t )x)  :  Ad(etpsÀ )p( ' { ) '

E t  P ' ( e )  : 0 .

Notrs obtenons P"(ez pX) : ##.p(X).

Reprenons le cas d'une structure de Lie-Poisson P tel le que g* s'écrive g* : gr s !t
en produit direct où gt est une algèbr.e de Lie semi-sirnple.
\otts avons g : É O g comme espaces vectoriels (d'après Ie corollaile 2.8), donc locale-
tnent. pr'ès de e dans G, un élément g e G s'écrit g: etpLlea:p-s 6i1 (,t e t, et -s 6 g.
, \ i n s i s i  [ t r , . . . ,U , ' es tunebasedeÉe ts i s1 , .  . , s , es tunebasec leG ,nousp renc l r ons
l ror r l  coordonnées locales de sur  G (* ' r . . .  r t , r , r ' *1 , . . .  , r r "+ ' )  s i

De plus P est mult ipl icati f ,  donc P(hg) : ln-P(g) { rr.P(/r) Yh,g e G.
,\ insi

1",,,s *P (erps ) + r 
"rr" *P (expLl)

I 
"rpt: *T urp " * P, (ex p s) I r 

"rp " *T " *pu * P, (et p(l )

I . )

n

s : erp(,3o" r'Ut)"to(,à,'."* -*,).

P(g )  :

:

,  e a d s  - 1  
,  \  .:  lexTtI) *Texps* 

od" 
.p\S) * Tes.ps*T.rr7t *

"ad.U 
_ 11;77:'n/{rl

Lerr- me 2.11

Pe : ?"eap"*r",ur,-#.p(l) :rs;îs" ,o'*r.,,r,."o" A 
* r.,or,."o"

( t  Pi ' i  ne dépend que des xk pour le :  I , .  .  .  ,  ??

-P6
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PRtrt lvE É est ttn sous-a.lgèbre de Lie de g donc

Chapit,re3. Linéarisation

l ) r r l t t ' l : 1 . . . . , t ?

oadU _  1

î 'r(LI) 
e tt 'ze

^
, ;  o

: D bi.-.  ou
t  (&(z* r  ' -  

OI^  l " - ,pu

:  ," ,ru -*1"(**)

: #rro ("*ntuo"*nu)

: 
hrr*(eneftLr; + Lr + cBH(tui,(r))

oit (' B H r.eprésente les terrne non linéaires dans la formtile de Clan-rPbell, Balier: et

HaLrsclor'ff. Ainsi

a .;a
t ' . ,-s -:-:  :  t  b'k:+ et ôi ne dépend que des.1:r pour j  :  L," '  ,??,-" r- x 

i)rt 1" r cF5" " dt* l",ru

Alors

A . ,4
Texps*;-;  ,  

:  X dL-o-l ,  ot l
v& texpu lS,bsnfr 

' -  
O(tn l .- 'pv"rp,

d'r : '" '-" ^!- (rÈ)'  er?s * 
0.r i  1oror, '* 

'

Ainsi nous voyons que pour ? :

A . ;A
r'Ér-rs+?'€:rprr -#r.: ,s3<", 

bifur",ru",o"et b'k ne dépend que des 1:r pottr i : 1,"' '?7'

n

2.4. Linéarisation analYtique

Da.ns ce paraglaphe nous démontrons le théorème2.4 que nous t'appelorls:

, |oit  G est un groupe de Lie connere et simplement connere d'algèbre de Lie g. Tout

tert..seut rle Lie-Poisson P sur G tel que E*, le dual de g. s'écri'ue g* : gr Û ffi en

prodtrit tli.rect où t est un idéal abélien et où S1 est une algèbre de Li.e -*em,i-sim''ltle, est

rrn al'yt i qttem.ent linéari.sable.
Pnnuvn

Nous nous plaçons suL g* : gr O fr en pr-oduit direct et arrec fr abélien. Dans ce ca's

7r(5)  :  {0}  d 'après 3.10 et  le  lemme 2. i1  nous d i t  que

"adu - l  
. - -  ^ r . à  A

P(e; tpL i  eqts) :  r " . rp"* r " r rL ,*4.pQ):  
, r \ r rP"  i ,n l " ,or , " "u,  

n  
D. , ,  erpLtp- îps

o
f  f r  -

' * r "  *  
i )1, t  lu

b'o

:  
*^"0 (ereQ + tU)erps)

.;:ôL

1 r . . .  , f l



). Deuxiètne a.pproche

e t  P ' r  r r e  c l é p e n c l  q u e  d e s  . ? : Ê  p o u l  k :  I , . . .  1 n .
D o r L c  P a l : 0 p o u r l e s i n d i c e s z i  o u 7  €  { r z f  1 , . . . , n * r } ,  i l n e r e s t e c l u e p t . r  : G  - - - , 5 ' ( g - )

a r . e c  z  e t  7  €  { 1 , . . . , r r } .
De lr lus Ies Pi i  sont des fbnct ions analyt iques en les coordonnées rÀ pour k:  I , . . .  ,?1.
Notons P' : I Pii * Â * vu comme tenseur de Poisson sur IR,,.

l 1 i , j 1n

Alors P'(0) : 0, et les Cl : ffi10 sont les constantes cle structule cle I'algèbre cle Lie

91 clLri esb semi-simple. Donc P' est analytiquement linéarisable cl'après Clonn [7]. C:eci
veut' clit'e c1u'il existe un des nouvelles de coordonnées yl ,. . . ,U' sul' un ouvelt de IR"
cla.ns lesquelles P's'écrive P'oi(y): E C',!Ar.

l lk1n

D a n s  l e s  c o o r d o n n é " r  ( g t , . . .  , . U n r r n * I  r . . .  , r n * ' ) ,  P  s ' é c r i t :  P i i  -

Donc P est analytiquement linéalisable.

(  l i r  e r É

Retrrarque 2.12 Nous allons voir (cf. paragraphe 2.6) que ce r'ésultat peut être mis en
cléfaLrt poul certaines structures de Poisson.

Proposition 2.13 SoitG est un groupe de Lie connere et sintpl.em.e.n,t cotute;r:e d'algèbre
rlr Lir g. Tout tenseur" de Lie-Poisson P sur" G tel QU€ g", le dual de g, .s'écri,ue g* :
gr -:- fr e n prodnit direct. oti 91 e-st une algèbre de Lie serni,--"imple, est l.i.néarisable .si. et
sru, l r -n tent  s i  last ructut 'e  de Poissonindui teparP sur6:  { .s  €  g |  (  - { . -s  ) :0  VX €
91 ) r--sl linéari.sable.

PReurrp Nous nous plaçons maintenant sul g* : gr O fr en produit dilect oir 91 est
seni-sirnple. Alors p(g) C Â26 et

P(erp(Jerps) : rerps+,t-ec.pLr.# ,(t l)  + lexpLr*r,tp"*ff af r l

Retrrarque 2.L4 D'après la démonstration ci-dessus, nous a,\/ons \;n que par un change-
ment cle coor-clonnées locaies qui ne fait intervenir que les rrÀ' pour A - 1... . . ??. norrs
l)otr\ions toujours linéariser la partie de Pe de P.
Dans la, suite nous supposerons donc que cette partie est déjà linéaire et nous a.llons
lega.rcler comment linéariser la partie P6 de P.

Letrrnre 2.I5 Soi,t  g €G s'écriaant g: expUu:ps &aecU et. ef -s € 6. alors

Pek) : l " ,pu*r " * r " -# .p(s)  :  D To i^â  Ag
AAS n| lSi , j ln*r  Ol"  lu,pLr"rp,  ( l :1 'J  1""o1,""r"

t t f  i ' i  n e  d é 1 t e n d  q u e  d e s r k  p o u r k : n * 1 , . . . , r 2 1 r . .

Pneuvp Comme 6 est une sous-algèbre de Lie de g

l t

\-
l 1 k l n

"ads 
_ 1

"d, 

'P('*) e Â26'

,a
l " r7r(J*recp"*aat, .  Oout i  :  n I  1,  .  . .  r l t .  *  r .

ll faut clonc calculer
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r z * 1 . . . . , t z * r "

a
1'" rp"*  

r . i j ' l " -  
:

,;a
E bL*  ou

I  (È(z* r  '  
Oî^  1" ,p"

bL : retps*fi1"ë,
d  , - /  \

:  
ùro*. \eæPtsætPs )
d  ' /  \

:  
* ro *o  l eq t ( t s ; *  

s  *  C  BH( ts i , s ) )  
) .

, \  insi

, . . , . . .  ! -  :  x  b ; J , . L  e tôLnedépenc lquedes r j pou l  i : , r +1 , . . . , ??+? ' .'  c t ' r ts*  
7)y. i  l "  -k<n+r"r  ôtk  l " "o- .  

- "  " "

ALors

t ,, A : r ,t.i3- oùLee'pu * DJ;",o-. 4r13n+r'ok 0*k rexpu",p,

, l i* :  l",pu *#,""",{.,u)
d .  , /  \

= 1 xn(  etnLleut (s  + fs ; ) )
d!t" \

: 6i.

Ains i  nous  \ royons  que  pou r  i  :  n  *  1 , . . . , n  +  r

A . :A
I 
" ru1r *'t' " r, " - A *, t"- 

: 
.+ t 31 3n +, 

bi 
ô& E, o, ",, "

e t  6 i  ne  dépend  que  des . t t j  pou r  j  : n  *  1 , . .  .  , n * r

Nous pouvons écrire:

Pu j  ( * )

pu i l * )  :  7 t i ç * "+ ' , . . . ,  * n+ ' ) pou r  i  e t  j  €  { n *1 , . . . , n f  r } .

Alols P est un tenseur de Poisson sur G a+ [P, P] : O et cela se tladuit par..

!

P:  LQT

1;ir I est Ie tenseur de Lie-Poisson linéaile clonné par les Cii clui sont les constantes cle

strrrctule cle gi et ?: X _ Tni# Afi est un tenseur de Poisson.
ntl1i, j1n*r

Si on note fI le sous g.oupâ de Lie connexe de G d'algèble de Lie É et I le sous grotlpe

<le Lie connexe de G d'algèble de Lie 6, alors ,L définit un tenseur de Lie-Poisson linéaire

sur Ë/ et Z cléflnit un tenseul cle Poisson sur E. Donc linéariser P levient à linéarisel le
nt ,< 'n$euL 7 sur I .



2. Deuxième approche

2.5.  Calcu l  du /12(gr  >(  %. ,p .V)

Dans [<: Processlts cle linéalisation formelle d'une stlucture de Poisson c'est 112( 11, ct,tl,S'(t ) )
clLri intelvient, où [1 est la linéarisée de la structutre.
Notrs clécrivons ff2(gr K ffi, p, V) oir (p,V) est une représention de climension finie cle
[) : gr D< tt sur' 7; gr >( !t désigne le produit semi-direct de 91 semi-simple et cl'un
idéaM.
[-lne 2-cochaine c est une application antisymétrique

c : 9 1 > < -  f f i r g ,  > 1 | f . - - + V .

Notons c1 la lestr ict ion de 
" 

à gt X gr,  cr :gr x 91 ---+ V est ant is.ymétr. ique.
Alols r: est un 2-cocycle si

. - .  /  , , . -  \ , i :  \

, : ) , .  ( p ( - { r ,  o r ) " ( (X r ,  az ) , (Xs ,as ) )  -  
" ( [ (X t  , a t ) . , ( .Yz ,a2 ) ] .  ( ,X3 .  o . ) )  :  O

Yo. ;  ç  ! t ,  V- \ ;  €  91;  pour  i  e  {1 ,2,3} .
Notons pr (resp. pz) Ia restliction de p à 91 (resp. !t).
Pour  n;  :0 ,  i  :  I r2r3,  on obt ient :

.S^(rr(x,) . ,  (xr ,x")-  cr( lxr ,xr ] , . \ i ) )  :  o
1 , 2 , 3  \  /

Clette écluation nous dit eue c1 est un 2-cocycle pour (pr, V') et 91 est semi-sinple, clonc
c1 est trn cobold; i l  existe Dr: gr -- V tel eue c1 :\Dr
Définissons D , gt D< ,t -- I/ en posant Db, : D1 et D1n : 0.
Nouspo r t vonscons idé re l c ' : c -âD .A lo r sc ' : t 1  xb -Ves tun2 -cocyc levé r . i f i a . n t
tTo.,*or : o'
Notons t la. restliction de .' à g, x n, t: gr x û, ---+ V.
La concli t ion de cocycle poul t  s'écrit :

m( .Yz)r ( - \ ! ,  or )  -  a(Xs) t (Xz,at )  -  t ( lXr ,  X" l ,nr )  *  f  ( Iz ,  [ . \a ,  a , ] )  -  r ( . \ : ,  [ , \ r , . , , ] )  :  0 .

Définissons f ' 91 --+ $t* 6 I/ par îçX1ç"1 : t(X,a).Alors

(1a;y1r, r '))(o) : ( otxlt(r) - p(y)f(r) - f11x, r '1y) 1oy
\ .  / .  \ . r  

/  \  /  ,  \  ,  \  /  
_ \ L _ _ ) _  

J ' ) \ _ t

otr p: g, --+ End(fr. I7) est défini par

(p (X ) .o  ! r u ) (a )  :  p (X )u  1o ,a

Airrsi i est un cocycle et 91 est semi-simple, donc f est un coborcl: il existe Û e 8. eVt
tel clue î:0Û. On définit  alors [/ :  Dt --+ V à part ir de i i  

",r 
posa.nt 1fr.c) :  t /(n).

A lors  f1 f  ;  :  i {X)Û.Ce qui  s 'écr i t :

G(x),c)  :  l (x ,  a)  :  p(x)(u(r) )  -  t I ( [x ,  a))  :  ( \u)(x,  o) .

79

Défirrissons U' t g, D< m ---+ / par U(o: U et Uln, :0.
Alors c.'t : ct - au' : c- aD - 0(J' est un 2-côôycle et . i '0,"0, :0 et ci 'a,*n :0.
Notons c2 la restiction de c" à ffi, x 8, c2: fr x û, --+ V .



SO C.!hapi t re:J. Li néa.risation

Alols (:2 est uu 2-cocycle pottr p2 et il vérifie en plus

n(Xr)rr(or, o") - cz([Xt, az], at) - cz(laz, Xt], or) :  (.).

Donc c2 eutrelace l'action d" gt.

De pltrs si c" est un 2-cobord pour [1, alors on peut écrire c" : dcl oir r/ : ffi' ---' V

entrelace l'action d" gr. Nous obtenons le résultat:

Proposi t ion 2.16 H' (gt  K f r ,  p ,V) :  Hl r - "qu iuo, ;ont (8,pz,V) .

Cje résultat est un cas particulier des résultats de cohomologie d'algèbres cle Lie obtenus

par Hochschild et Serre [21].

2.6. Généralisation aux structures de Poisson

Nous allols démontrer maintenant qu'une structure de Poisson P sur une variété ,4"1'

s'anntrla.nt en un point A € M et telle que la linéarisée corresponcle à b : 9r tl !1 en

somme clirecte avec g1 semi-simple et fr abélien, n'est pas forcément linéalisable. Ceci

montr.e l'utilité de la condition Lie-Poisson dans le théorème 2.4.

si on considère une structure de Poisson P telle que P(y) : 0' alo's llous savolrs que

lP,P):0 et [ ,  ]p est un crochet de Lie sur f,  mais nous n'avons plus de concli t ion de

cocyclicité, le tenseur de Poisson n'étant plus multiplicatif.

Soit P un Lenseur de Poisson sur IR'*' (où n : dirn1t et r : clintffi') s'a,nnulant en 0 tel

que la linéarisée correspond" à gt O !t et s'écrivant

Pii(r):  
,à," 

C',!"0 + Rii

où les Cii  sont les constantes de structure de | :9r Olt dans une base > €1'.. .  ,€n+, 1

orj e; € gr Vi 1n et ei €ftYj > n; et où -Rti représentent les termes non linéailes de
pii , el on suppose que R;i - 0 pour i ou j I n.

Nous allons regarder Ia dimension maximale des feuilles symplecticlLres pottr clémontrer

cpr'nn tel tenseur de Poisson n'est pas linéarisable si ,B est non nttl.

La climension de la feuille symplectique passant par Ie point de coorclonnées :x, pour la

structule linéaire est le rang de la matrice suivante:

EC'fxk I  o )g'
k "

0, I J-' )m
;n

La climension de la feuille symplectique passant par le point de coorclounées z' pour la

structule non linéaire est le rang de la matrice

'-t_': 
I _'_ 

)g'

.0 ,  I  R(" )  ) t t' q /

9rn



2. Dettxième approche

Donc les cleux dimensions maximales des feuilles symplecticlues ne sont pas les mêmes
et P n'est pas linéarisable si .R est non nul.

D'autre part le calcul du deuxième espace de cohomologie de Cihevalley fait au païa.-
graphe 2.5, nous donne:

Proposit ion 2.L7 Soit l t  tme structure de Poisson suT'une uari.été NI, s'annulant. en,
tnt ltoint :t et telle que la linéarisée en r soit b : g, >< m k produit semi-direct d'nrtt
sous-algèbt'e de Lie semi-simple de dirnension n et d'un idéal d,e di,mension r.
A lors  i l  er is te  des coordonnées fonnel les (* t r . . .  r tnr r ' | r , . . . ,o '+ ' ' )  au aoi .s inage de: t :
telles que, dans ces coordonnées, on ait:

{. i , ' .  r ,r} - I  C' l  *o pour i  et j  1 n
l1k1n

{ . r " , c r }  -  I  C ' f  * *  pour i  €  {1 , .  . . ,n }  e t  j  €  {n r r , . . . , r z f  r }' 
n+l(.T1n+r 

ù t

{ r ' , , u i }  :  t _  C ' f  r r  +  R i i 1 r r r . . .  , t ' . , r n * ' , . . .  , xn r ' )  pou r , i  e t  j  e  { n+  7 , . . .  , r r  }  r . }
n* l 1k1n | r

oti les C'f .so'nt les constantes de structure de g >< ffi.

PReuvn Nous utiliserons les mêmes notations que dans le paragraphe 2.2.
Supposons que dans des coordonnées {r,r}, Â s'écrive:

Lii - -.D Cii*'r* Llf*, f termes cl'ordre supérieur.
lSIln!r

Nous savons que 4611 est un cocycle, Âr+r : b8b --t SÉ+t(l l) .  En uti l isant le calcul
cle cohomologie effectué au paragraphe 2.5, nous savons que par des changements cle
coordonnées formelles successifs qui ne font intervenir que les e;t pour f e {1,.. .  ,?z},
nons pouvons nous ramener au cas où ̂ t i  est l inéaire poul i  et j  € {1... .  ,rz}.

En utilisant à nouveau ce calcul de cohomologie, par un changement de coordonnées
lblmelles faisant intevenil cette fois-ci tous les rt, nous pouvons nous ramener au cas otr
\ ' ' i  es t  l i néa i re  pou r  f  ou  j  e  {1 , . . .  , n } .
En fait cela signifie que les seuls termes non linéaires de A sont obtenus pour ri et

" l  €  { n *1 , . . . , n * r } .

81
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Chapit  re3. Linéaûsat i<tu

Non linéarisabilité pour des Q patticuliers

Nous considérons des stluctures qui lorsque I'on calcule la climension tnaximale de Ieurs

teuilles symplectiques, palaissent linéarisables, et qui pourtant pour certains Q ne sont

pas linéarisables.

Nous allons travailler sur des algèbres filiformes.

Défi1it io1 8.1 (Goze[l7]) Soit g une algèbre de Lie ni lpotent de cl irnension n, g est

dite f i l i forme si

d i m g k : n - l c

Définitiop 5.2 llll Nous appellerons -R, I'algèbre de Lie de dimension n * 1 définie

dans la  ba.se (Xo,  Xr , . . .  ,X, r )  Par

[Xo ,  X ; l  :  X+t  i  :  L , .  . .  ,n  -  r

lX t ,X ; )  :  X+2  i  :  2 , . . . ,n  -  2

Propositiol 3.1 Il existe des tenseurs de Lie-Poissort e:I:acts -*ut"Æs çr' i ne sont pa;

lin,écrrisable-q pour certains Q.

PREUI'E Observons que I'on a:

n r l . \ xo  -  -aLxz -  a2xz -  a3Xs-  aaXs ;  adXXr :  aoXz-  u2x4 -  a3xs i

c tc l 'XXz-  aoXs* arXq;  ad 'XXs -  aoXql  arXs;  adXX+:  noXsicdXI5 :  Q

nr l2Xl i  :  -aoarXz-  aoa2Xa- ara2X5- (ot ) 'Xn-  a3aoXsl

nrl2-\ -{1 : (ao)2 Xs I aoar Xa - aoa2X5; aûX Xz: (oo)'X1 ! 2aoct'IX5;

n r l 2X- {3  :  1ao )2X5 ;  adzXX4 :0 ;  a&XXs  :0

arl3-\Àb - -çao)za'xn - ao(ar)2 x5 - (ao)za2x5 - ao(ar)2x5;

nrl3Xx1 : çao73 Xa + 2(ao)2 ar Xs; ad3 X X2: (ao)3X5; ad3XXs : 0; crl3XX+ : 0;

arl3Xfr : g

nr laXXo - -  - (oo) torXs;  ad 'aXXt :  (oo)nXr;  adaXX2: ;  adaXXs :0;

n r l a l - f +  : 0 ;  adaXXs :0 ;  adsX :0 .

Ainsi cette algèbre est de pas 5.

Nous commenons par regarder la condition [Q, Q) ad-invariant.

Qot  :  o  (1 )

Qo' : o (2)

Qot : o (3)

804 : o (4)

Qt '  :  o (5)

Qt t :  o  (6 )

e tn (eou  _er \  +gougr t :0  (T )

t
Ïx, lQ,Qll  :ovx€s<+1

t



3. Non linéarisa,bilité pottr des Q particuliers

ll ' ienb a,lors que Ie terme homogène de degré trois de P est donné par:

s:l

P(3)-r.'p.x :
osrîsu Qrt o?orr.=rt=, #t'd'xr)i(atl2xxùt)* ^ 

*

os,rDi<, o" {i(t- '"f + "' gfi + (a'z 6[ + "' di1fi

(- o" 6t + ao d! - n' 6f + t $ fi + ( aa 6[ + ao 6f - o" 6f * r,, 6h *)
({{r ') 'r i - aoat6t)#- (fæf lr+ ctoal6tr+ (-(o') ' -,,,.,)6,")#

+ ( - oo a' 6t, + 2ao ar 6t, + (ao12 o! I (-ar a2 - ooot;ol) 
#)l

#{ (o'-,,o)" + e'"@l') r} ̂  #
(e'n too)' o' + e'n (oof) h ^ #\

-1-

Donc P
et p,!].

Nous

n'est pas linéaire a priori et les termes homogènes de degré trois de P sont P,!5,

allons maintenant calculer P1)",rx, la partie linéaire de P.

P(r\",p.ti : 
o=fi=, 8o' oJo, o=l=, {(t!6ax xil) h n *L}

: {,=*î=, a" hl n {{-"'06 + æo',1fi + Ça'6to+
+(-c36[ + ao6N - a261 + tot;ff

+(-.aadto+ ao6\- o"6'r* 
" 'u '")* l

tt6r#

f ) 2
: ooern# n *

+(ooe'n+ooe'\#^#

+(-otQot + ooe" + o'e" + ooe'\# ^ *
+(-o'Q'"+ooq'\#^#

+(-o' eo" + ooeru + ooe"\* ^ 
*

+(o"Q'n + ooQ"u - o'Q'u - o"Qo' + o'Q'u - rrtQt\# ^ 
*
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Nous allons maintenant regardel la dimension des fèuilles symplecticlLres de P.

000000
00000Pls

lo o o o P24 P25

" :10  0  0  0  P34  P35
0 0 _p24 -P34 0 P45

0 _p15 _P25 -P35 -P45 0

Alols de'.tF:0. La dimension des feuil les symplectiques vaut 0,2 ou -1.

Notrs allons regarder tous les déterminants d'ordre 4 de F, nous noterons D le sotts

cléter.milants de F privé de la première ligne et de la prernière colonne et Dii le sous

cléterminant de D où on a enlevé les lignes i et les colonnes j.

Dn :  (P25P34 -PzaPzs \ z

Dn : prs psaçpzs p3a - p24 p35)

Dn : pLs p24(p25 p3a - p24 p3s)

Dkt : ,rs Pza(P2s Pza - P24 P35)

D ts :0

Dzz : çpr512 çPsa)2
Dzs : Pts P2+ Pts Ps+

Dzq :0

Dzs :0

Dsz : (P'u)'(P'n) '

Dsq :0

Dss :0

D+q :0

Dns :0

Dss : 0'

Nous allons essayer d'annuler les déterminants or\ n'appalaissent pas les termes non

linéailes. On obtient alors

Les cléterminants où les termes non linéaires apparaissent sont D11 , Drr, Dr", D1a, et

c'est le terme en P35 qui intervient.
i \orrs voulons donc que P13r5y l0 e (Q'n,Q'") I  (0,0) (4)

Si  8"  :0  a lors  c l 'après (3) ,  Q'n:  0 ,  cec i  contredi t  (4) ,  donc Q'"  + 0 et  Qra :6 '

A lors  P, \5 , :0  et  Iacondi t io" lQ. ,Slad-  invar iant  donne 805:0 '

(  D":o
\  D'" :  s
I  Dge :o

<+
(  Q 'nQ 'n :  o  ( t )

\  Q r 4 Q 2 3 _ 0  ( 2 )

I  Q to (Q"* I tn )  :o  (3 )



J. Non linéafisabilité pour des Q particuliers

Dans D11 ,  Drr,  Drs, Du, notts al lons essayer d'él iminer la part ie l inéai le sans él iminel la
pa.r'tie non linéaile.

C jonrme Prs :0 ,  on  a  que D12 -  Dn-  D ln :0 .  I l  res te  donc  un iquement  Dn.

(p2s Psa - p24 p35)z

1 fuo ett + ot e'" + ooe'n)(-o' e'" + oo e'o) - (oo e'u)(n
\

S5

Dr r ( r )

oQ"  + , ,0Ç t * ) )

Donc

( Q'n(Q'n + 8") - 823(Q34 * 8") : o
Drr(r)  :  o <+ \  

-Q'"@24 + Qrs) + Q'nQ" :  o
I  Q'"Q" :0.

Nous voyons que cela est impossible car Q23 f 0.

Ainsi les termes non linéaires non font pas chuter la dimension des feuilles symplecticlues
ponr les déterminants d'ordre 4.

il est possible d'annuler tous les déterminants d'ordre 4. en prenant

Q'n :0
Qou:o

Q ' " :0
I to (Q 'n+Qt t )  :  o .

ilIais a.lors 4r)tt : 0 et le seul terme non linéaile de P est

P(r)o' : 
fQ"(oo)' + (o - f)O"too)'

Dans Ia suite nous supposerons, donc (Qtt,Q'n) I (0,0).

Alols Ie nouveau déterminant à considérer est

l0  0

,: | 3 -9,-
l_Prt _P35

0
P34

0
D45

Prt l

i'l :'
Nous allons regarder

Nous noterons D; ip1

tous les déterminants d'ordre 2 de D.

le sous déterminant de D constitué des ligne i et j et des colonnes
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Dntz :

Dtzt t  :

Dnzz :

Drztq :

Dtzzs :

Dnzn :

Drsrs :

Drszs :

Dr:;:^s :

Dnzn :

Drzsq :

Dzszz :

Dzsu :

Dzsrn :

Dzzzs :
nrJ l4 l4

nu1424

r'lL,/1434

Dz+z+ :

Dz+ss :

Ds+s+ :

0
0
0
0

0
pzs psa

0
0

0
pzs pz+

0
(P"n) '

0
p3s ps+

p+s pu

(P" ) '

P2s P35
p+s pzs

(P") '

P35 P45

(Pn ' ) ' .

trst-il possiltle d'annuler tous les détermiannts où Pa5 n'intervient pas?

En telmes d'équation cela s'écrit

Dzszz: (P34)2 : 0 e (Q'u)' : 0

Dur+:  (P25)2 :0  <+ Q'n + ç t t  :  0

Dz+zq:  (P35)2 :  Q <+ Q"n + Q25 :0.

Ainsi Q2{ : 0 et Qr' :0, donc P est l inéaire.

En conclusion nous voyons clue les termes non linéailes ne tbnt jamais chutel la.

dimension maximale des feuilles symplectiques.

Ol lor.sclu'on regarde le système 3.1 à résoudre poul linéariser la stLuctttLe, on obtient

poUr  i  : 3 r j  : 5 :

; {ou) '  e" + i@o)" ett  + (ooQ'n - otQ'")f f i  + (ooQ"o - c,28os + no7")#

+r ,0e1r  f i  +(oter"  +cfe24 -  areos +ooeru)$+ (noe"u -  a2qoi  +noer t ) '#

+(n .e t t  -are34 - ( feos -a2ers  +oter ,  +"oe" t )#  -Qtn . fo  +QotT,  -Qr t . fo :0 .



.'J. Àon linéailsabilité pout des Q pa,rticuliers

Sttplrosons clue Q23 l0 eL Q" :0 pout'  i , j  + 2,3, alors l 'équatiol pr '<-:céclente s'écrit , :

I  n . s  , 0 . f t  ,A f t
n@")-  

-  o '  
U*  

I  cL '7 ; ;  :  o '

('ette équation n'a pas cle solution car .f3,.f5 sont cles polvnrnes homogènes cle clegr'é :]
en les {c ' }
Retrra,r'clttons que Q: Q'"Xz A Xs est un élément arl-invariant de À2g. Ainsi poul ce

Q il n'existe pas de fonctions /t permettant d'éliminer les telmes cle clegré 3 cle P, clonc
orr ne peut pas linéariser P pour ce Q particulier.

Regarclons ce qui se passe att niveau de la climension cles feuilles symplecticlues pour un
te l  P.

E7

_.--( ^ a a
P" rpx :  Q" \o " *nU ,

*dh^*
_.o'L^g

oa" oQ'
1 ,n ' r '  A  A )+tr(c")  )aæn ar, ' l

Donc
000
00P2+
0 0 P 3 4

_ p 2 4  _ p 3 4  0
_ p 2 5  _ p 3 5  0

Et  c le tF  :0
Si on note D le sous dételminant de ,P oir on a enler'é la plemière ligne et la premièr'e
colonne. on obtient:

D : (p2a pzs - pzs pstf

( ^  / 1  ^ \ 1 2: t0"(ùt.o)u 
- (r, ') ')I

Donc les termes non linéaire ne font pas chuter Ia dimension maximale des ièuilles
s.r'mplecticlues qui vaut 4. La dimension maximale des feuilles symplectiqnes ne climinue
clonc pas lolsque I'on considère les structules linéaires et non linéailes et pourtant P
ru'est pas linéalisable pour ce Q particulier qui vérifie [Q,8] : O. !

Conclusion

Nous vor.ons grâce aux exemples présentés ici que même su.r une cla.sse restreinte d'algèbres
cle' Lie à savoil des algèbes nilpotentes de dimension inférieure à. six et cle pas inférieur
à cinc1, nous obtenons toutes les pathologies possibles. à savoir:

o certa.ines structures de Lie-Poisson exactes sont linéaires:

"orrt\i',l":fi
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o cerba, ines st luctures de Lie-Poisson exactes sont l inéarisables:

o celtaines stluctules cle Lie-Poisson exactes ne sont pas linéalisa,bles et ceci se'n,oit,
à. la. climension des tèuilles symplectiques;

o certaines structures de Lie-Poisson exactes ne sont pas linéarisables alors que leuls
feLrilles symplectiques ont la même dimension que celle cle la. structure linéa.ire
corlesponclante;

o celtaines str-nctures de Lie-Poisson exactes sont linéarisa.bles gr'âce à. un change-
ment infini de coordonnées locales;

o cel taines structules de Lie-Poisson exactes données pal P(r:)  :  L",*Q -Æ,.*Q sont

l inéa l i sab les  e t  [Q,8 ]  :  0 ;

o cer ' taines structures de Lie-Poisson exactes données par P(r)  :  L,*Q -Ê,*Q sont

l inéarisables et [Q, Ç] est ad- invariant;

o celta,ines structures de Lie-Poisson exactes données par P(r') : Lr,*Q - r?,.*Q ne

sont pas l inéal isables et [Q, Q]:  0.



Appendice A

Calcul détaillé de linéarisation dans
le cas nilpotent

.I'erpose dans cet appendice le détail des calculs de la linéarisation des stluctur.es cle Lie-
Poisson exactes sul ull groupe cle Lie nilpotent de pas ttois et de dimension inférieure à.
s i  x .
.le nte place stlr un groupe cle Lie G nilpotent ayant une stmcture cle Lie-Poison exacte
P. Dorrc P, : L**Q - R"*Q pour Ç e lv'g oir g est I 'algèbre cle Lie cle G et 

" i  [Q,0]
( 'st (r/- in\ral iant.
\ons rappelons:

Définition 0.3 Soit g une algèbre de Lie nilpotente. Définissons gj*r : [g', g] a.vec la.
convention go : g. Nous dirons que g est une algèbre de pas rn si g',  :  Q.

Formule de CBH

Soit g une a,lgèbre de Lie cle pas quatre, nous allons déterminel les coefficients des ternes
c['olch'e 2 et 3 clans i'écluation cie Ca.mpbell-Baker-Hausdor'ff.

\otts a,r'ons que erpXerpY : e.rpF(X,Y). Je ne calculera.i que les termes où n'apparaît
(lu'r.rne seule fois l'.

Oir 1r(.\  " l ' )  :  X * Ë + (@,rpadX)(Erptadl '1\t '  dt
\ , /

oir v '(  ) :  #:, ! ,  (*+**+l){r- t)"*t  :  t+}(:-r)-â( ' -r) '+#( '-1) '+.. .
Conrrne g est cle pas quatre, on a adaX: 0 VX € g.

Rappelons qt.e Erp(ar-lX): Ë 
(" ' jT)"

n=O

Poul l'utilisation que nous ferons de cette formule nous ne gaclerons clans y'' clue les
terrnes oir n'apparaît pas l'-.

A i r r s i  u , ( çn *s roa \@qt tac tY ) \ :  l : (E rpadx )  :  r + ï@dX* luc l 2X  + |ad3X)  -
\  ' /

| {nr l , . {  *adsx)+S@d3x)
-\ insi

ez7txerp\' : 
"*p(x +y + f [t, r ' ] + ]t.x, [x,] ' l l) * )

trir [r:s points de suspension désignent des termes dont je ne ferai pas usa,ge.
Dans la  su i te ,  nous prendron"  O :  i .

89



! ) 0 Clhapitre.\. Ca.lcul détaillé de linéa'risation darrs .le ca-. nilpotent

S o i t  { . { 1 .  .  .  .  ,  - f ' }  u n e  b a s e  c l e  g .

l )ans la ca.r te logari thmiclue oir  les coordonnées locales sont notées {n1,. . .  . rr"}  ( t r  :

r l . i r r tg ) .Q e  X2g s 'écr : i t :
I

A : ;r.fi., 
qr'r.yi; n .yr

Rr-'garclons la. conditio" [8. Ql ctd-invariant lorsque cf; représentent les constantes de

st , ructure de g.
Orr a.

Nous obtenons ainsi l 'équation:

I
lQ,Ql :  + I  QoiQr, lxoAx,xrÂxr

4 t< i , . i .À ' . /< ' r  
-

I /:  :  I  e i iekt ( r ,n [x i ,x* ]  n
+  r< i , J .A . lSn  \

-Xj A lX;,X,,1Â X1 * -\,

: I r gii gkt ( ,T,XIA X- ^
4 t < i , 1 . { J . r r < n '  

-  
\ "

- " iX iAX^AXt*c iX

:  I  I  (  ,  Q 'eQqtc i " \x ,n
2 r < , , î . t < n  \ r 5 p , a 5 " '  

-  n ' /

l

Xt - Xr A [-Xl, -{1] n Xg

A [.\;, -{rl A -\-r)
/

h - ( tXoÂ- { , , ,ÂX l

iÂx -n l i u )" /

-{, A -\t

(4 .1 )

PoLrr-  é tudier  la  condi t ion lQ,Ql  ad- invar iant ,  à  par t i r  de A.1 on écr i t  [X, [8 ,Ç] ]  :0

pour ch.aque X élément de la base de g.

Nous allons écrire P dans cette carte.
| ,. n - L \- Qkl L"rrr_Xo A L.rpx *Xl et nous voulons l'écrire clans la base desr - , . r ' l , . \ * y  -  

2 t < i t < n

t#, ,#)

Ou t t ,  I . * , -x*X&:  
ràr rdf  

*  où

lQ,Ql: 2,.,f,,., (,.Pr., Q"Qn'"io)x' A x" A '{'

cti : *r( ' '  rr.,rx erptx\)ft

: fiV("'"*r(" * txk + f,lx, xu)+ rolx, [x, xul] * t' . ))
: of + |tx, x*lu + olx,lx,xoll ' + ...

Douc' t...,,,y*xo - 
,à, (uf + à[x, x*]o + o[x, [-\, rr']]' + )*



t ) l

E t

Lr . r , t rx  *Q :
I

\-
2 xr.- , tsn

/
r  (6"

1 ! 7 ( n  \  ' '

e*',è" (r l  * | [ .x, -xo] '+ olx. [-{, .{o]1, - )*
+ |tr, x,li + o[x,lx,x,]], + ) *L

D'oir

Pr.,,?-\i L."px *Q - R"rpx *Q

j ,.fi=, Qo' ,nr,,è, {(* * f,[x, xo]o + olxJx' x'llo * . . . )
(rj * f[.x,x'], + o[x,[x,.{*']1, - .. .) * ^ *

(rl - |[x,.xn]o + olx,lx, xol)n* .. . )

(q - j[r,-x']; + o[x,[x,x']1, *...) * ^ hl
,rà=, Qr' ,?,r,,=î=, {(ito:w,x'li +oj1r,rÊ1'r)* n *L

*f o11r, xol'[x, [.x, x']1, + [x, x,]r[.{,[-r, ru]lo)) * ^ h -

\ ins i

:  r  eu'r r {(; ; frx.xrl j)9n9
r ( À . / ( n  7 1 i 1 n t S 1 1 n  t \ " -  

' / O a ,  
O U J

+o([x,.{*]olx, lx,x'l lrh ̂ ** .. . }

P"rpx : I QH
l1k, l<.n ,.?=",=|r, { (o1t"arr' v) # n n

t -O(acIXXk) i lc tct2XXt) i#n # + )

Retrrarque 0.2 Nous pouvons remarquer que dans Ie ca.s d'une structure exacte sur.
une a.lgèble de Lie nilpotente, le tenseur de Poisson n'admet que des tetmes cle clegr'é
impair.

Donc. P comporte des termes linéaires que nous notelons 4r), des termes hornogènes
clt: clegré 3 notés 4s), etc. Nous noterons -R et des tennes d'olclre supér'ieur degré à 3.
\otts cherchons des polynômes homogènes d'oldre supérieur à 3 en les {ni} clui sont
solution cle:

Ppfi t,sfi<" (#.rW- #.*#) -,.n." 'S.fk : o (A .2 )



tr2 C.:hapitreA. Calcul détaillé de linéa.risafion dans /e ca,s nilpot,ent

Alols nous pouvons recalculer

(  )  
:  y . p k l ô r " A ô t h

l r ' , r t l  
-  

iC!yo 
:  E,PktÔn nôt(a '  na ' )  -  E 0*P'r1" !

. .  /  . : t  t .  . , \

: Rii + ,.t,.n(aorl{,*oa fi - axrii,:t:k0t.l' ' ) ,.o!=, 
d*Pi,'y,".1^

+ 

- 

r*"ta ik0,,f i  - Hkùt,f ')  * ,ai l=, (r=r*" LnPktr..r '" * ou') ak.f ia'. fr

:  D (RokôoTi - Hkaxfi) + r ( . t  }nPkt,.rq + Ru') ùr..f  idt.f ' '

r 1 k 1 n  
- ù r  ' ' t < F J < "  

\ r S î < "  
a  t e  /  

-

Les ter.rnes cl 'oldre supérieur à 5 sont obtenus en calculant {yt,V'}- 7Cl:Uu.t ) k
l\ous notet'ons donc

it,, : r (,Rt*ôr.fi - Rikà*fu)+ . -F,- (.e- ànPott".?'q + akt)arT'tl,.l"i
rSAS" '  l1k, ISn \  rSq<n

Nous al lols regarder le cas des algèbres de dimensiou inférieure à 6 et de pas

3 .

Proposition 0.3 Les -qtr"uctures de Lie-Poisson sul" les groupes rle Lie clont les rtlgèltre.s

cle: Lie .sont de.s algèbres nilpotentes de pas 3 de dirnensiorz inférie'ure à 6 -"ont linéat'isabLes.

Soit g une algèbre de Lie de pas 3, ad3X:0 VX € G. Donc

11,,,-{ : ,.tr.,, Qo' ,1r,,.?=,, { (t!r'axx'rt)*^*ro(cd-\-\t;ji.r12'x-{' ' ' ,+^,+\
Nous allons commencer par donner la liste des algèbres nilpotentes de climension inférieule

à  6 .  (Goze  [17 ] )
\ous noto ls  {X1, . . . ,X, , }  une base de g de d imension n,  (  6 ,  on c lonne le  crochet

[-\, .-\ j ]  pour i  < j  t i  ce clochet n'est pas nul.

o  Dimension 1

nl :l'algèbre abélienne de dimension 1

o Dimeusion 2

rrj :1'o.1*5bre abélienne de climension Z: (nl)'

o Ditrreusion 3

n] :1'o1r5bre abélienne de dimension g: ("1)'

rzl :1'n1*6bre de Heisenberg définie par [X1,-\s] = x',

o  Dimension 4

rzl : [-\r, Xr] : Xs; [Xt, Xt] - X+

rzl :1'n1r5ble abélienne de climension +: (tl)t

n ] - 7 1 l  1 t r
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o Dimension 5

rr{ :  [-{t ,  Xr] - -Xsi [-{t , . \ . ]  :  Xci [Xr, Àu] : Xsi [Xr,.\u] 
- Xs

[-{t,  Xr] :  Ài; [-\ t , ,{r]  - Xqi [Xr, Xn] : X,

[-Xt, -&] : X4; [Xt,.\u] :  Xsi[X2, X3] : Y.

[-Xt, Xr] :  Xs; [Xt, l i ]  :  Xqt[Xr, X"1 : Yu

rt2 [Xt,-Xr] : Ài; [X,,.X.] = X,

r r . ] :  [ . { r , -Xr ]  -Xs i [ - \ i , -X1 ]  =Xs

nl : l 'algèbre a.bélienne de dimenrion b: (rl)t

r r ! :723  x ( "1 ) '

r r ! - 21  y r r r

o Dimension 6

rz}  :  [ -Yt ,Xr ]  
-  Xe;  [Xt , - \ r ]  :  Xs i [Xr ,Xn] :  Xs;  [X; ,Xu]  -  - {s i [ , { r ,Xr ]  - .Xu;

[-\:, -ro] : -x6

[ - { t ,Xr ]  : -X3;  [Xt , -Xr ]  :  X+i [Xt , . \n ]  -  Xr i  [Xr , - \ r ]  -  . \o i  [ - \ r , , \ * ]  -  - - \6

[ - { ' , I r ]  :  - \ j ;  [Xt , .X i ]  
-  X+i [Xt ,&]  -  Xs i  [X ' , .Xr ]  : . \o i  [ - {2 , - \ r ]  -  X. r ;

[Xr, -Xo] - -X6

[- { t , ,Xr ]  :  Xs;  [Xr ,Àu]  -  Xqi [X, ,&]  -  Xs i [X, ,Xr ]  :  Ào;  [ - \ r , .Xr ]  -  16

[Xr, -\r]  :  Xei [Xt, J(.]  :  Xai [X,, Xn] - Xi l  [Xr, Xr] - Xa

[-{t,Xr] :  .Xs; [Xr,,Xi] - XailXr,X"l - Xsi[X,,-\n] :  -\o; [Xr,Xu] - -X6

[- \ t , . \z ]  : .Xs;  [Xr ,X. ]  -  Xs i [Xr ,X;1 :  Xs i  [Xr , - \ r ]  :  - {or  [ . { r , - { r ]  -  -X6

[.{t,-Xr] :  Xs; [Xt,-Xr] - Xqt[Xt,&] : Xsi [Xr,-\. ]  - -{, ,

')
' . , ' )

?

.,- {,  { .5

')
" 1 i

,  ' : ]
' l ( i

??â

??;

l?3
7

1 7 6

s,
? l È

nàt

. ,  l 2, " 6

,.à'

??ât

,?àt

"l"t
, r  àt

,rà8

r?àn

' r r f l  :  [ - { r , .Yr ]  :  X+;  [Xr ,Xr ]  -  Xs i [Xr ,Xr ]  : ,Xs;  [À j , I r ]  :  - \e  ;  [ - \ . ,X0]  - , \6

nào '  [-{r, ,Xr] :  .&; [Xt, Xn] - Xsi [Xr, Ài] :  À;; [Xr, -Xr] - -\oi [-\r,  -\*] - -X6

[Xt,.&] - X+i [Xt, &] - Xsi [Xt, Ài] :  Xo; [, \r,  X;] - . \ ,

[Xt, Xr] - X+i [Xt, Xr] :  Xsi [Xt, Ài] :  Xsi [Xr,In] - X6

[Xt, Xr] : X:; [Xt, -&] : Xsi [Xr, Ài] : Xo; [À;, Xr] - -\6

[Xr, Xr] :  X3; [Xt, Xn] - -Xa, [Xt, Xt] :  Xs; [Ir,  Xo] - Xs; [Ir, .&] 
- f6

[Xt, Xr] - X.r; [Xt, Xr] : Xs; [,{r, Xt] : -{6; []ir. fr1 : .\i,

[Xt, Xr] :  Xri [Xr, Xr] :  Xs; [Xr,,Xo] : Xo; [-\r, I ; ]  - --&

[ - \ t ,Xr ]  :  X. r [Xr ,Xr ]  :  Xr ;  [Xr ,Xr ]  :  Àu;  [Xr ,Àn]  : . \u

[Xt, Xr] - X4 [Xt, Xs] : Xs; [Xr, À.r] : X6

[Xr, -Xr] :  Xs; [Xt, X.] :  X6; [Xt,,\o] :  Xu; [Ir, , \ . , ]  - X6

rz lo  :  [Xt , . { r ]  : .&; [Xt ,Xn]  -  Xai [Xr ,X. ]  :  Xu

rr| :  [-{r,Xr] :  X.r i [Xt,X.] - Xsi [ ,{r, , \3] 
- X6

rz2u2 : [Xr,.&] : -Xs; [Xt, Xr] : ,{o; [.X3,.{n] : I;
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rz l3  :  [X, ,Xr ]  :  Xs l [Xt , I i ]  -  Xai [Xr , ' \ .1  : 'X; ; [X3,Xa]  :  X ' ,

r i i ] {  :  [ - \ r ,  Xr ]  -  Xr ; [ -Xr , I . ]  -  Xai [Xr ,Xo1 :  Xu

nl5 :1'u1*5bre abélienne de dimension 6: (rl)u

r t ! 6 :n l x (n l ) 3

,r.2u' - n\x Ql)z

,?As -n r r xn l

, ' , , t t - n l xn l

, r 3o -n ! xn l

, r | t  -  n l xn l

,tàt -- nl x nl

, r ' ; 3 -  n l xn l

Nous al lons rnaintenant démontrer la proposit ion.

Nous sa,vons cléjà que pour les algèbres abélienne et de pas cleux il n'r' a. t'ien à ta.ile.

Pour rz1, qui est abélienne, il n'y a rien à faire-

Pour rzl clui est abélienne, il n'y a rien à faire.

Pour nl qui est de pas deux, il n'y a rien à faire-

Pour  n]  :  [Xr ,Xr ]  :  Xs;  [Xt 'X. ]  
-  Xa

nrl-XXr : -cr,2 Xs - au X+; adX Xz - ar Xsi adX Xs : a7 Xq, arl'\ Ài : g,

od2XX1  :  - c ]a rX , t ;  ac l2XXr :  (a r ) zXa ;  ad 'X2X3 :0 ;  adXX+ :0 ;

Et alols

0 t)
R" rpX  : QH I .E_ o(adxxkl içad2xxt) ' ;  ^ =

ô a i "  d a jr< i<4L< is4

eu'{{-o'df + o1dfiçiqtq* r;iT,l# ^#

t f  ozqrz - fur) 'ore^)# ^ h

Donc P est linéarre.

Pour rz'l clui est abélienne, il n'y a rien à faire.

Pour rrl clui est de pas deux, il n'y a rien à faire.

Pour  n l :  [X r ,X r ]  :  X r ; [X r ,X t ]  -  Xa i [X t ,Xn ]  -  I s ; [ I r ' I t ]  -  ' \ s '

Cette a.lgèbre est de pas 4.

pour  rz ! :  [ I r ,Xr ]  
-  Xs i [Xr ,Xr ]  -  Xai [Xr , -Xr ]  -Xs.  Cet tea lgèbreesL de pas 4.

pour rz!: [xr,xr] 
- xai lXr,Xn] - Xsi[Xr,Xr] - Xs. Cette algèble est de pas 3.

crr l-\-\1 
": 

-a2Xa - aaXsi aclXXz: arX4, + o3Xs; adX-\s - c2À-5;

nr1,{-{a : clXsl o,dXX5: Q
t t r l .Y2Xr :  -n1n2X5;  ac l2XXz:  (o ' ) 'Xr ;  ad2XX":0;  od2-{ - { . r  :0 ;  nd2XXu :0

<4

x
À,1<4

- (u

I
r<k , l

o
1 S

ol
0



9.-r

l lt a.lols

R,,p.x : 
rsfisr 8'' ',.lou ,è.ro(odxxÈ 7i6rl2x-YIrt h 

^ ,*
, , (, ,.fi., o*'{ t -o'6f. + at 6!)k' )' 6', - o' a'6tr, # ^ #l

:  ;( t ' '  
1'o'q" - (o') 'o'Q^)*  ̂#

Donc P est linéaire.

Pour rz l  :  [Xt ,  Xr]  :  -Ys;  [ ,Xt , . \ r ]  -  Xsi [Xr,Xu]:  X. .
Clette algèbre est de pas trois.
nd- \ - {1  -  -0 . 'X"  -  o tXr ;  adXX2:  arXs -  a3Xsi  adXX3:  a l , {+ I  cLz-Ysi
ar l - { - \ i  :0 ;  ac lXXs :0;
nrl2-{-{1 : -aLa,2X,t - (n') 'Xr; ad,X2Xz = (ar) '- l i  + c}cr2X51 aclX2Xt :0, ctclX2Ài :
0 :  r rdz. { - { .  :0
Et alors

H*. , ,p . {  :  x  Qutr  x  o(ad,xxk l i lad2xxt l '9n3
1<k, l<5  1(e(5  l (7 (5  OCt r '  OAr

: o , ,eo'{t-" 'rf +"'afif i+Çaz6l+a,af; #-en'6 +a26Xr#l
1 < À ' l <  

(  t ' ) - r  ,  , " , ,  o  1  . ) a r  ,  ) , 2 ^ t  a  )n{ ( (n ' f  6 i  -  a 'a '6 ' r )  
*  

!  (u 'a '6 ' ,  -  (n ' ) "6 i )  
a " r }

:  o{ ( - (n ' ) 'n 'e"-1ar12a'o") I  n  3-" t \  \ * / * \ ,  )Ao" , ,0 ( r4
/  

" , t  
. ^ " r \  ô  A

+( -  fu ' ) '  o 'et '  -  (o ' ) '  ote^)  
*  

n 
*

/
+ ( 

- aro2o3Qr2 + (at)2 azqu' - (o') ' o'Ott) 
# 

^ 
*

/
+ 

\ar 
a2 a3 Q" + (ot1 '  ozqsz -  (o ' ) '  o '  Q" ' )  *  

^ 
#\

:0

Douc P es

Pour n'l

Pour r i !

Pour ni

Pour nl

Pour n!
La. strucbu

Pour rr l ,  :

t linéaire.

qui est de pas deux, il n'y a rien à faire.

qui est de pas deux, il n'y a rien à faire.

qui est abélienne, il n'y a rien à faire.

qui est de pas deux, il n'y a rien à faire.

:n lxn l .
le de Poisson sur n] est linéaire, donc la structule sur rr! reste linéaire.

Cette algèbre est de pas 5.
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Pour n,]  :  Cebte algèble est c le pas 5.

Pour nl : Cette algèbre est de pas 5.

Pour rz| : Cette algèbre est cle pas 5.

Pour rzfi : Cette algèbre est de pas 5.

Pour rrfi : Cette algèbre est de pas 4.

Pour rr[

Pour  r r l

(-lette algèbr-e est cle pas 4.

Cjette algèbre est de pas 4.

Pour n|0 : Cette algèble est de pa.s 4.

Pour rz|1 : Cette algèbre est de pas 4.

Pour  rz ]2 :  [Xt ,Xr ]  :  l i ; [ I r , , \ r ]  -  Xs i [Xt , I i ]  -  - {s i [Xr 'Xr ]  -  - { t ; .
(-lette a.lgèbre est de pas tlois.
arlÀ.\r - - cPXa - cf X5 - naX5; cLclXXz: cl-\ i  -  n{-{6; c/-\d; :  rt l-{si

nri-{.! : cr,rXs I u2X6; nd,{-\5 : 0; arlX.{o : 0
nrl2.{-{1 : -crrazX, - (rr ')2 X6; acl2X Xz : (ot) 'X, + ura2Xa\ arl2X-{3 : 6;

r r r i2 . { - {a  :0 :  c tÀ2XXs:0:  crd2XXo :  0

Ei alors

R"."p.{  :  -  -p,-  .Qr '  .  F- . ,  } . .O(tc lXXkl i lod 'xX'Y+ ^ 
*t1 t  , rya 

-  
ts ,< ' l  ls j<4 Oao OcLr

:  o r Qo'{t--o'61, + r}6!1* - eo"6l + ul6!- n'6f + r:f i t !-'  0cr5tsçso- . f  
, ,  ar -oT",2^t  ,  n  , .z" t . i ) ' r

+?nn65 + r iz6l#\  ^{ t t " ' t 'o !  -  a 'n '6t l# *  Qlr i26t  -  (a-)  u)  , t , , rJ
,  n" Qr, + (a2 12 ar q,.  -  (o, ) ' ,  ot Qr") * 

^ 
#\

Pour rzfl : Cette algèbre est de pas 4.

Donc P n'est pas linéaile.

Notrs devons maintenant regarder la condition [Q, Q] ctd-invariant.

Nous allons expliquer corrment le calcul est effecttté: à pa.lti l de l'écluation (A), nous

l)ouvons écr i le lQ,Q] dans une base de A3g.

le c'oefficient de Xr A Xz A X3 est 0

le cror:fficient cle X1 AXz AX+ est (Qr2)2 , nous devons maintenant étuclier' [X, Xr A-\2 A-{.r]

poul chaque X élément de la base de g.

Potrr -\ : X1, [Xr, X, A Xz A Xn]: Xr A Xz Â Xs, il faut alors savoir si cet élément peut

être obtelu à partir d'un autle crochet avec Xr, c'esL la ca's precisément car [X1,-\r A

-{, A -\s] - X1A X2 ^ X5, mais X, n X, A -\3 n'admet pa.s de coefficient, donc l'écluation

n'r:sb pas moclifiée. Alols nous obtenons conme première équa'tion Qt' :0

Ir .  <roeff ic iel t  de Xl ^X2 A X5 est Q12Qr3 +Qt'Qtn, ceci  ne nous cl i t  r ien de plus cal  ou

a  r l e j à  Q r t  : 0 .

Ie coefficient cle Xr A -\z A X6 est Q"Qn'. ceci ne nous dit rien cle pltts car on a dé-.ià

Q' '  :  o .

: o{(- o'
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[r: coefficient cle . r A Xs A -\-r est QnQts, ceci ne ûous clit rieu cle plus car on a clé.ià

c)"  :0 .

le coefficient de Xr A Xg A X5 est Q"' + QL3Q14.

le crochet avec X1 ne donne rien.

Le clochet avec Xz donne X4 A X3 A X5 qui ne peut être obtenu à partil cl'ttn a.trtt'e

croclret avec X2 donc nous obtenons Q'" '  + QtuQtn :0.

le coefficient cle Xr A Xs Â,{o est Qr4Q23.

Ie crochet avec -{1 donne Xr A Xs ^ Ào qui peut être obtenu à paltir cle -{1 A -\i A -{,J.

Ie croclret avec .{2 donne Xa A X3A X6 qui peut être obtenu à partir de .\i A X3 ^ -{.r : 0.

c lonc  nons  ob tenons Q 'nQ' "  :0 .

le' coefficient cle -Y, n XnA X5 est Q'n' + QLsQr4.

le clochet a.vec -\1 ne donne rien.

Le crochef a,vec X2 donne Xr A Xo A X! qui ne peut être obtenu à. partil cl"un atttre

croclret avec f2 donc nous obtenons Qtn' + Qr3Qr4.

le coefficient cle -\r Â.X+ Â -Xo est Qr4Q23.

Le clochet avec X3 donne -Xa A ,{s A X6 qui ne peut êtle obtenu à pa.r'ti l d'un a,tttre

cloclret avec -\3 donc nous obtenons Q14Q23.

t rTC . . .

Ains i

[ . \ ,  [8 ,  Q) ] :0  VX e s  <+

Q'2  : 0

Q 'n  : 0

e14Q23 -  0

Qr3Q23 _ 0

Q13 (Qr3 *Q to )  : o

Q 'n (Q t " *Q tn )  : o

etu(ett + gtr) _ qttezs : 0
e"n(er" + gto) _ er3e25 + er"ert :0
q3r826 * er"Qtu :0

. \ insi

R"rp-Y : O{A 212 ot qrs - (o')'n'e*\ 
* 

^ 
#

Dorc ponr que P ne soit pas l inéaire i l  faut supposer (Qtt,8") I  (0,0).
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Notts allons rna.intenant calculer PO\"rpx

p(r)..",p.{ : 
,sfiso e*' ,àu,à. { (di6ax r'rt) * ^ hl

:  {  
"à  )  r  à

r ,<uÏ<u ar'#I ^ t(- ' '?ôi + at6t1fi -

(-o"6', + ct16! + ar6\ - oo6'r)# - FnusL + a26\r#l

:  (otQt" + nrQrtr#  ̂ #
n  ̂ r , ,  d  i J- la"Q'-  

A",  
n 

aæ
.^ r ,  à  a

+a'Q"" 
at t  

n 
an,

+(o ' 'Q"_ n 'Q' \*^ !
oa" oa-

+(o"Q'" + o' Q"n + onq'\# ^ 
*

+(one'"+a2e3\LnL' ôa3  "  
0a6

- n'e"n + one'n - o'e" + n'e'\* ^ 
*

_o,Q,u)*^#

- o'en' - o"e'u + o'e'u + o'e'u - nne,u)* ̂  #

+(o"Q'n

+(o tQ 'u

+(o^Q"

Notrs cherchons maintenant une solution de l'équation A.2. En supposant clue .fl , .f', f", .f 
'

0 et clue .ft . fu sont des fonctions de cl,a2 seulement, l 'équation A.2 s'écrit  poul r --
5 . . t  : 6  '

/ ^
o (  a l ( o . 2 \ " a 1 3

Cas 1 .  Q ' "  10 .

['Ine solution est

- ço'1t rr 'q'")

(  Q ' " :

Arors 1 3Ï :
| .  Ç ' u :

donnée par

î't f5 i) f6 zt î6
+ a'Qr{ l  -  -  (a1or3+ aror{) i+ -  { ,7e23"-: t  .  :  g'  

d a r  
-  ' U a r  "  0 d 2

0
0
0
0

" f t :o
. f2 :o
. f3 :o
fa :o

" f t :o
Tu : -lOot(n )"
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(  Q'"+o
cas 2.  Q'"  :0.  Alors I  2: :  - ;Q"

| .  ô , , :  ô
[,:le solution est donnée par

Dans tous les cas, quelque soient i et j, on a que R'r =0

Donc P est linéarisable.

Pour  rz l3  :  [Xt ,  Xt ] :  Àa;  [Xt , ,&]  
-  Xs i  [Xr ,  Xn]  :  Ào;  [Xr , - \ . ]  :  I l .

Clebte algèbre est de pas trois.
ctdXXl - -a2Xs - a3Xs - aaXa; adXXz : arXs- a3Xa; adX-\s : nl-{s + a2Ào;

arlXÀl - ur Xd ad,XXs :0; cr,dXXe :0

ucl2X,Xt: -arcr2X, - (o') 'Xu; ctt l2XX2: (at) 'X, + ctrcPXo; crl2-{.\ j  :  g;

nrl2XÀ-a : 0; ct& X Xs : 0; ad2 X Xo : 0
l l l  a lo ls

f i .*px : ,st,r<n Qrt ,r lrnrè.no(odxxkli lacl2xxr; '  # 
^ 

#
, , (  à  - - , -  r  r . .  A= o,.uï .nOu't(-o '61 + ar6!1 *+ 

(-ntdf + at6!) ;as

+Gon6l. - o"6t + a2a!+ "'Of 1l)
ôcL6 )

A I t to r l ' 0 , , -  o ro r ' ' '  
A  '  1  )e t  t ' 2 ' r '  a  I

L . . 
'ài) 

Aas 
-f \a'a- o; - \Q- ) oil 

a*u I

= o{ ( - kt) 'r,nQ" - (o') 'o'Q'n + i., ')t8") + ^ 3 l
t \  i ' - - (o - )a -q "+ \  /d tP  aoéJ

Donc P n'est pas hneatre.

Nous devons maintenant regarder Ia condition [Q

[x, [8,8] l  :oVX€se,

,Ql ad-invariant.

(  Q tz :o
lS t t :o
JQt t :o
Ig":o
I  gtrgrn : o
t  Çr tg tu  :0

" f t :o
f2 :o
. f3 :o
. f* :o
f t  :  o(ot ) 'a '

. f6 :o

Ains i

R",px:o(o')"Q^#^#
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[-ne solution est donnée oar

, f r :0
f ' :0
" f3:o
fn:o
fu  :  -oazçot \2

- f 6 :o

Qtrr:lcltre soient i et j, on a que R'î :0

Donc P est linéarisable.

Pour  r r l { :  [Xt ,Xr ]  
-  Xai  [Xt ,Xn]  :  -Ào;  [Xt ,Xr ]  :  - {sr [Xr , , \ r ]  -  Xs i

[-Yr.-{.] 
- -Ye . Cette algèbre est de pas trois.

Dorrc lroul clue P ne soit pas linéaire il faut supposer Q'o * 0.
. \ l o r s  Q"  :0  e t  Ç rG :  g .

\ous a,llons maintenant calculer Pe\"*px

P' 
"" v 

:, 
; :  tr:à 

; ; ' ,{(t: , : : ' : : :^ 'rtrr) Ê :*}
L ,<rlr<o = onk J 

A 
{(-a'6i 

* a'6'r) 
aor 

+

(-n"6'r+ aral; 
# - eoo6', - a36' + u26tr * "t 

6'r)#\

1^ t . ,  a  aa'Q"- 
aæ 

n 
aæ
àa

+"tQ'u# n n
. _à a

+urq25 ̂-:- A +;
oa' oclu

+(o'e",+o,e,u)*r^h
- f )a_"rQ"n# nft

+(o"Q'n-o'Q"n)h^#

+(o"Q" - (r'Q"' - n' Qn' + o'Q"u)# ^ #

\otts chelc.hons naintenant une solution de l'équation A.2. Nons supposerons clue

.f ' . , f ' . . f t . . f ' ,  . fu :  0 et que . fs est une fonct ion de ar.a2 seulement,  alors l 'écluat ion

. \ .2  s 'éc r i t  pour  f  :  5 , j  :  6  :

o(o')"e'n+ate'nffi:o



par regar-clerla conci i t ion [8,  Q] ud-\ :waLtant ' '  ce

| ' 0 L

clLri fa.cil i te la calcLrl

( I )

(2 )
(3 )
(1 )
(5 )
( t j )

( i )
( 8 )
(e)

-  n  r 10 ' l\ ^ - ,
-  0  ( 11 )

0  (12 )

Nor-ts court.nenons

, l t ' 1 i .

l i r réa i re.

t . { , t4.Çl l  :0vX€s<+

Qt' 
-- 0

(er " ) ,  *qr4qzz =o

(Qto) r_Q'uQlo=g'et4(e24 
+ Ot3)_= 0

Q 1 4 Q r 3  
-  Q " Q , " '  : 0

er"(ern + gr3) = 0
(er " ) t_e24e13=0
(ern) , *qzzeta :o
ero(gr, + gr.)  = 0

-et4e25 +ô^'Q\' - çi^q':.- 9'.:9'.,'
_fitnfiru * qz+qta + Q-Q" - Q-'..:Qo'

"qriçqru i g';l + gr"(e'u + Qzo) :

nrl-{fr - -c, '2X3 - a3Xu* naXa; ctdXXz: urXt - naX5 - n3fo;

arl-{Xr = cr ')Xa+ o' '{r;  adXX+ - a2Xs- a' lXo; adXXo = 0: ndX-{6 :0

, r ,12- \ - {1  :  -1u2)2Xu- 'o ' r , ' *5 ;  ad '2XX2:  r t ' ra2Xa+ (ot ) t - \ ' ;  ad2X-\3 :0 ;

t,,rlz ^\ .y.t -- 0; ctd,2 X Xs : 0; ctd2 X Xo = 0

Et alors

R..,,, .{ :  
rsrîso er' ,r lrurà.uo@axxkli lad2xxr;t * 

^ 
#

+(oo6f - o'6t + a26t- "'ui)#)

^ {tt ' ' t 'ol 
- o'o't|1fi + @ta26t"- ("') '6i)#}. 

^ i
: o{("1'+ (o') '" ')*Q'n -(t ' ') '- o'("') ') n")#^ #}

Doncpou , . . . quePneso i t pas l i néa i i - e i l f au t t u l : : t " t (Q tn ' 8 ' * ) l ( 0 ' 0 ) '

Alors si Q'n +0. I'écluation (4) nous dit que 824 ^,:Q,tt 
et en re1>orbant clans (3)' ou

o l . r l . i e r r t (Q to ) ' : - (Q t t ) ' cec ies t ^ imo t " t tËoË"1  
I t n I0 '  A ins i  Q 'n :0a lo l s  Q 'o+0

et etr report.nt tl^""=l'équation (8) on obtient Q2a - 0'

Donc P est linéaile'

lftt corrclttsion strr cette algèbre il n,existe pas de tensetrr de Lie-Poisson exact non

Pour rr l5 : [X1, Xzl - Xqi [Xt '  Xt] :

(l:tte a.lgèbre est de Pas trois'
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Norrs corrul]enons par legar-del la condition [Q, Q] ctd-\nvar-iant.

[ { . [Ç'Q]l  :ovxes€

Qt '  : 0  ( 1 )

Q tu  :  o  (2 )

Qr4Q23 -  o  (3)

Q tsQz3  -  o  (1 )

Q13Q25-Qr5Q23-0  (5 )'  
Q r4Q24+Qr tQ"n :0  (6 )

_Qr3Qr6  I  Qraqzs  i  Q t tQ" t  : 0  ( i )

Q ' " ( 8 " iQ " t ) : o  ( 8 )

Q23Qr6 _ Q24Q2s _ Q25Q35 _ Q34Q24 _ Q35Q31 
_ 0 (g)

rrr l - \ -Y1 - -a2Xl -  c3Xs; ctd^YXz: arXt -  aaX6; adXXs: nl-{s -  c5Xo;

arl-{-{4 : n2.{oi adX Xs: a3-\e ; adXXu : g

rrr l2-{- \1 :  -1u2)2 X6 - (o") 'Xu; a,&XXz :  aTcPXai arJ2XX3: c1n3-\o:

rrr l2-{-{a :  0;  ad2X,E :  0;  ud2XXu :  0

Et  a lo rs

R" rpX  : \- nkl ç. rl
t U O L L

1<a, l<6  r< is6  1s j<6
(

o I  Qot 1eor 6f
r 5 * , t 5 0  

-  ( '

O(actX Xkli çarl2 x XI r' * 
^ 

*

+ t$fi+ (-a3tf + c16i; #\

Pour clue P ne soit

. \ l o r s  Ç 1 4  :  0 ,  Ç t t

^ {t-tr ' ) ' -  (o') ' )ol 1c}a26tr+ læd51fi \

: o{t"') 'n"Q'"# ^#- tu')'o"Q""ô n a\
)as 

" 
ôa6 )

pas linéaile il faut supposer Q'" + 0.

:  o  e t  Q "  +  Q t t : 0 .
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Nous allons maintenant calculel P0)"rrx

P(tt",px : 
,=*tr.u Çu',Jou,.?.. { (,,ygaxx'rt)* n *L}

:  
{ ' .*î . .  ' r '#l  n{t- 'rdi+ a'!5t '1*-

(-o' 6', + *' 051ff + Gor6', - as 63 + a2 6\ + u3 6t 1#l

: o'er"#^*

l(-cfq23 + o'e'n + o"e'\# ^ #
-o'q'!n 3

o(P ad'

+(o'Q" * clQ3a + o"Q"t)# ̂  #
(o'Q"-r, 'Q'u)#^*

+(o tQ 'n+n tQ"n+o "Qn t-  a2qrc + oreru)h  ̂ #
lu+o'q'13n2' d a b  

ù t L 6

\ous clrelchons maintena,nt une solut ion de l 'équat ion A.2.
\otts sttpl;oserons clue /1 . T'. .f", Tn, .ft : 0 et qn" .fu est une fbnction cle nl. tt '2. cr\ seule-
nren t .
A lo ls  l ' éq t ra t ion  A.2  s 'écr i t  pou l  z  :4 ,  j  :6 :

â t 6
o(ar 12a3q'" + o' q'"i1 : o

oa"

p o r t l t : 5 , j : 6 :

-o(o' )' o' q'" - o' q'"{ : o
iJa2

I. 'ne solul ion est donnée pal

. f t :o
f2 :o
. f3 :o
. fo :o
. f5 :o

. fu :  -LO(o'(o ' ) '+ ar(cr) '?)

Qtrelclrre soient i  et  j ,  on a que Î l i i  :0

l)onc P est linéalisable.
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Pour r r |6  :  [Xr ,Xr ]  
-  X+i [Xt , -Yt ]  :  Xs; lXt ,Xnl  -  Xal [X. ,J( t ]  :  -X6 '

(jetbe algèbre est de pas trois.

Nons conrnlenons par regarder la condition [Q, Q] ad-invariant.

Qr2:o
013 :o

qr+qzz  :0

Q1sQ23 
-  0

Q 1 3 Q 2 5 + Q t t Q r " : 0
Q 1 4 8 2 4 - Q r 5 Q 3 4 - 0

_e13e16 * Qtnqzs - QrsQ3s 
- 0

Q " " ( Q "  -  Q t t )  : 0

Q23Qr6 _ Q24Q25 + Q25Q35 _ Q34Q24 + 8tt8.n :  0

t . \ . tÇ.811 :0vx€s<+

nr lX- \1  -  -c f  X+ -  a3Xû ad,XXz:  a rXq -  aaXa i  adXXs:  a IXs  +  a tXo;

ndXf+ - n2-Y6; ctdXXs - -43,X6; adXX6:Q

nrl2-l -{1 : -1a2)2 X6 + (ot)'Xo; acl2 X Xz : c} a2 Xû ad2 X Xz - -nlcr3'\i;

ud2XX, t  :  0 ;  ad2XXs :  0 ;  a&XXu :  g

Et alors

(1 )
(2 )
(;r)
(+)
(5 )
(6 )
( i )
(s ' l
(e)

Rrrpx :

Donc poul que P ne soit

A lo rs  Q 'n  :0 ,Q t t  :  0  e t

pas linéaire il faut supposer Q'u + 0.

Q" + Q"  :0 .

,.ol=u Qo' ,?orursf,.uo(odxxkliçad2xxt1i * 
^ 

*

,,.tr.u Qo'{t-o'di + ,1051fi+ (-a36f *,'6â.)#}

{ t- tr ' ) '+ 
(ot) ' )di  a ct ' ta26tr- 

" '""6'")#\

o{ - (n')' o"e'" * ^ # 
- (o')' o'Q'" # ^ *\
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\crrrs er. l lons rna, intenant calctr lel  P0)"rpx

P ('l "' P x 
: i" ;" ;içî i','"*'::,' i ),',,r' )î i 

*\

(-n"6t, + "'dt"1fr, + faa6t, + as63 + u26\- nrOlla\
0a6 J

, , - r . ,  a  at, 'e"" 
au, n aæ

+(o:Q'" + o'Q'n - o"e'T# ^ 
*

.  _ â  ô_"rer'# n *
+(n^e'"  +o'e"n -o"qt\L,  a

' 
UtL" 

\ 
Aaa

(n 'Q"-n 'qtu)#^*

+(n"Q'u - osq3a - rr 'Qu' - o'Q'u + clq2(i1i- n l-' ) a a  
d a 6

+(ntQ" - ouQ" - a2q'ts - o'Q'u + o'et\# ^ 
h\

\ous cherchons maintena,nt une solution de l'équation A.2.
\ous sttpposerons clue .f l  , . f2,.f3, f^, f '  :  0 et qu" .fu est une fonction de cl, (tr2,e3 seule-
nrent,.

"\Iols l 'écluation A.2 s'écl i t :

; r o r r r i : [ , j : 6 :

-O(cLr )" A'" n otç'"2|1 : ov  r w w  
0 C L 3 -

l t c l t t t ' r i  : 5 , j : 6 :

-O(ot )' o' q' - o' Q'"9!1 : o
iJaz

Une solution est donnée par

Qrrelclue soient i et j, on a que Îli i :0

Donc P est linéarisable.

. f r :o

. f2 :o

. f3 :o
- in :0
. fu :o

fu : îO(o'(o')' - o'(o\')
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Pour n, l ;  '  [Xr ,  Xz] :  - {+; [Xr , -Xr ]  :  Xs; [Xr , l r ]  :  Xa; lXr ,X. r ]  :  - \6 .

( lr,'tt,r: algèble est de pas tlois.

Nons cornmenons par regarder la condition [Q, Q] ad-invariant.

lX, lQ,Q) l :  o VX € s <+

Q":  o  ( l )

Qt "  :  o  (2 )
qrtQz3 :  o (3)

Q l4 (Qrs IQ 'n ) :o  (1 )
(Ç t t ) ,  +  e rner t  :0  (b )

Q23Q24 
-  0  (6 )

Q23Qr5 
-  0  ( i )

Q23Qr6 
-  0  (8 )

rrr l -Y-\1 -  -cPXa - a3-{s -  asXai ad,XXz: cr lXt -  o,aX6; adXXz - 41.\ i ;

adX- \ i  -  u2Xa;  adXXs-  a rXa i  adXXu:g

ru l2 -Y- \1  :  - (a2)2Xa-  a ra3X6;  ad lXXz:  a , ra2Xa i  ad2XX3 -  (n t ) ' , \u ;

a r l 2 . { - \ a  : 0 ;  a d 2 X X s : 0 ;  a d 2 X X a : 0

E,t alors

R" rpX  :

Donc poul qre P ne soit pas linéaire il faut supposer Q'" + 0.

, \ l o l s  Q 'o  : 0 ,Q tu  :  0 ,Ç tu  :  0  e t  Q 'n  : 0 .

I  Qo'x  E o(at tXXk) '1od'Xxr f3n3
1<À-. /<6 1<is6 r< j<6 ou '  oQJ

o,.u".r.u eo'{t-.o'di + *'dyfi+ (-a3df * "'ri)#}

{{- f" ' ) '  + aL as)6t,  + ar cr26t * i r t) 'ôl)#}

o{t,t r" o'" h ^ # - tu')' o'e* #^ #}
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\c-,Lrs a,llons uraintenant calculet' P(tl 
"rpx

P ."px 
: i*ï 

r;ffi ",r,Q,u,î,rï),,;, I 
^ *\

f  r< r " , i<o  "  1ak1  
' [ \  -  -  

" ' 0a4

+ ( -n361 * t' dt"l 
* 

+ ? ot 6t, - on 6', + rf 6\ + ut At lg \
)rF )

, ^ n .  Ô  A
u'Q"" 

auz 
n 

aot
.  __n A

lorçzs _-i- A -, _ y  
0 a 2 . ' ô a 6
na

-a r8 t32  A  -- -y  
0a3. .oy; .  

a  a
+(noQ'" + o'Q"n + o'Q"t)ia n 

*

+(o'Q"-o'Q"n)h^#

+(o'Qn'+o'Q'u)h^h
âa

t(aaQ2' - o'?nt a otQtu)fi n 
uu

\ous c'helchons maintenant une solution de I'équation 4.2.

\orrs strpposerons que /1 ,  T' , . f " ,To,fu:  0 et qu". fu est une fonct ion de cl ,  a2.ct3 seule-

nr< :n t .
. \ lo ls l 'écluat ion A.2 s 'écr i t :

; r o n r  i  :  t r ,  j  : 6 :

o(o ' ) "Q'"+arqnQ!1 :g- 
iJaJ

pou r  i  : 5 , j  : 6 ;

-O(ar)2 a2 Q"" - o' q"9!! : g
da'2

I 'ne sohrbion est donnée pai-

Qtrc' lc1ue soient i  et j ,  on a que R'r :0

Dolc P est linéarisable.

" f t :o
f2 :o
- f3 :o
. fo :o
. f t : 0

16 : -o({r ') 'ot + }ar(a'z) 'z)
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Pour rz[s : [Xt, Xr] : .Xi; [Xr, Xr] : .Xs; lXr, Xn) - X6.
Clette algèbre est de pas trois.

Nous commenons par legarder la condition [Q,

[x' [8, Ql]: o VX € s e'

]  ad-invariant.

Q t t :  o  ( 1 )

Q'"  :  o  (2)
Q'n :  o  (3)

Qr4Q23  -  o  (1 )

Q t4Q25  -  o  (5 )

Q23Qrs -  0  (6)

c tdXXl  -  -cL2Xa -  a"Xs;  adXXz -  o ,7X4 -  aaXai  a ,dXXs:  cr - {s i  adXXq:  n2. \ i i
o ,d ,XX5 :0 ;  ad ,XXa :0  ad2XXr , :  - (o ' ) 'X6 ;  ad2XX2 :  c l c r2X t j ;  uc l2XXr :  g '
ct,d,'z XXa : 0: a& X Xs : 0; ad2XXu : g

Et alors

Rslp;i  :  
rsrîso 8o' ,àu ,r l .uO@ax 

Xk1i1utt2-{-{ i ; '  
* 

^ 
*

= o x eu'{eo,t i+ldyfi+(-. ' ,6f +alo.f;  *}r <À.,/<6 t
(  ^  c ^ ,  1  q ^ t  â  tnl(-(a')"6', + a'a'6') 

* l
:  o { - (a r \2a2a23Ln  

g  
}_  

t  \ *  . /  *  - r ,  
ôas . .  0a6  )

Pour' <1ne P ne soit pas linéaire il faut supposer Q'" + 0.
A lo r s  Q l {  :  0 ,Q rs  : 0 .

Norrs a.llons ma,intenant calculer PFl"rrx

a

p(r).,px : 
rsrîso eo' ,rlru,.:,=, {(a11ra-xr'rt)* ̂  *}

{,=fi.. o"h\ ̂  {?û6i+,ttt:fi a
(- o" 6', + r' 6'") # + Ça4 6t, *,,' 6,r) #\

,rtQ'"#^#
_o,Q,r#^#

+(onQ'"+o'Q"\#^#

+(o'Q"-o'Q"n)h^#

+(onQ'n - o'8'u + o'Q'u)h ̂  #
+(onQ" - o'Qnu- .r'Q"i + cl Qzal;fi ̂ *



r09

Nous c,helchons maintenant ttne solution de l'équation 4.2.

Norrs slrpposerons que /1 ,  f ' , . f " , . f t ,  f t  :  0 et que.f6 est une fonct ion cle c1, c2 sett lement.

, \ lo ls l 'éclrrat ion A.2 s 'écr i t :

p o t t t ' i : 5 . / : 6 :
.  ,  -  -  n f 6

-O (nt) '  az qzt -  ar Q23Y!- :  g
dtil

ITrre solut ion est donnée par

Qtrelclue soient i  et j ,  on a que R'r :0

DoLrc P est linéarisable.

Pour  rz le  :  [Xt ,Xr ]  :  Às;  [Xt ,X. ]  
-  X6[Xt ,Xo]  -  Xs l [ -Xr 'Àn]  -  - \6 .

Clette algèbre est de pas trois.

Norrs conrmenons par regarder la condition [Q, Q] ad-inval'iant.

(  Q" :o  (1)

[x, [8,Q] l :ovx€s+ {  I 'o:o (2)
[  Ç 'n :o  (3)

rr t l - {- \1 -  -a2Xs - asXa - uaX5l ad,XXz: arXs - aaXai adXX3: olXoi

arl.{-{a : crr Xs I a2 Xa adX Xs : 0; adX Xa : 0

, r ,12 . {X1 :  -a ra2X6;  ac l2XXz:  (a r )2X6;  ad2XXs:0 ;  c r l2XXn :  g ;

a r l2 . { - {s  :0 :  a&XXo :  0

Et alors

R",px : ,sfisu Qut ,?orur.f;.uo(odxxkliladzxxr;i # ^ *

: o,=fi.u Qo'{l-o'ti + t63-+ (-a{6f + *'affi

n { (t"' l'a :, - "' "" 6l) *\
:0

Donc P est linéaire.

Pour rzl0 : [Xt,Xr] :  Xs;[Xr,Xn] - Xr, i [Xt,X.] - X5. Cette algèbre est de pa"s trois.

r ' :0
f ' :0
. f3 :o
fn:o
. fu:o
fu : -IOor(or)'
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(1 )
(2 )
(3 )
(+)
( 5 )

a d X X t :  a r X e  i

U :

Notrs conrmenons pa.r regalder la condition [Q, Q) ad-invariant.

(  ar2:o
I  ar3:o

lx, [Ç, g]l : o vx € s <+ 
1 OruOr"O_r)rrlOr, :,
t  areqzn _ g

utLXXl -  -a2Xt -  a3Xs - aaXa; adXXz - ç|Xzi  adXX3: nlÀ-si
u,cLX Xs : 0; adX Xa : 0
rt , t l2XXy - -a7a2X5; ad2XX2 :  (aL)2Xs; ac?XXu:0; acl2X-{.r  :

rr.rL2 X X5 : 0.: ad2 XXo : 0
Et alols

Rrrp-y
a

A"t

.â '1
t -  >' 
ôtt6 )

: I8 r '
1 S À , 1 < 6

:O I  A
1 < È , 1 < 6

I I O(ad.X Xk1i1atl2 .Y .Ytt '3 n
rst<6 l<j<6 qcr,

n{{t*')' d', - ,,' "'6t) #}
: o{lo') 'e,^*  ̂  *\

Poul clue P ne soit pas linéaile il faut supposer Q'n + 0.
A l o l s  Ç t u  :  0 , 8 1 5  :  0 .

Notrs allons naintenant calculer Pe).rrx

P(r).,px : 
,.il,=u Qn' ,rlru,J., i (a1qr.lr-x 'r') 

* n

: {,.t.. ar'#ln {t-"'oi + u'16t1#.

(-o"6', + "'tt"1fi* (-nadr + ,,';;t^1fi\

: orer"#^*

+o'Q"n# ^ h
+orern# ^ h
+orer'#^#
+(o'Q"u+o'Q'u)#^#

-rr'Q"n#^#

+(-.orenu+o'e"u)*^#

d1
ôaj )
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NoLrs chelchons maintenant une solut ion de l 'équat ion A.2.
Nons sttpposerons que.f l  , . f ' ,  fu,  Tn, fu :  0 et que 

"fs 
est une fonct ion de c1, a2 seulemelt .

, \ lors l 'équat ion A.2 s 'écr i t :

; - r c r t i r r : 5 . j : 6 :
.  ?  -  â f s

o(o ' ) "e 'o1a1e2a! - :g
oa"

(ine solution est donnée par

()rrelclue soient i et j, on a que Éii : 0
Donc P est linéarisable.

Pour n,!1 : [Xt,-&] 
- Xqi[Xt,Xr] :  Xsi[Xr,X:] :  .L. Cette a.lgèbre est de pas

cler-rx. il n'y a rien à faire.

Pour nl2 : [Xt, Xr] - Xsi [Xt, Xr] - Xai [X3, Xi] - X6. Ciette algèble est cle pas trois.

a, / - \ - \1  -  -n2X5 -  ns,Xo;  adXXz -  arXsi  adXXz:  a lXs l  adXXt:  a l , \o i
cr1-{-{s - nlXe; adxX6 : 0
nr12-{-{1 : -clrcf Xa; aclzXXz : (at)2 X6; a&X,Xs : 0; acl2XXa : 0; acJ2XXs : 0;
11112-{.{6 : g

Et alols

R"*p.f, : 
,s*ï<u Qut ,?,rurrf,.uO(odXXÀ)i(crl2-{-{r;r * 

^ 
#

:  O  I  8 r ' { (  
' ) ' t '  1 ' I "  A

1 < À , / < 6  _  ( . - a - ô i  1  a ' o ) ) -

A  { ( t n t l ' d t  - a ' ( ' ^ ' '  a  ' l

r"  'o i )aæj
:0

Donc P est linéaire.

Pour rz !3 :  [X t ,X r ]  
-Xs i [X t ,Xn ]  : -Xo ;  [& , , {B ]  :À ; ; [ - \ r , I r ]  -X5 .  Ce t tea lgèb1e

est cle pas deux, il n'y a rien à faire.

Poul rzi]{ :  [Xt,Xr] 
- Xsi[Xt,Xr] :  Xo; lXr,Xnl: À-0. Cette algèbre est de pas

cleux. il n'y a rien à faire.

Pour rz!5 qui est abélienne, il n'y a rien à faire.

Pour n1]6 qui est de pas deux, il n'y a rien à faire.

. f t :o
f ' :0
" f3 :o
fn :o
Tt :  -o(o') 'a '

- f6 :o
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Pour rz,]7 qr-ri est de pas trois, il n'y a rien à faire ca,r on sait cléjà clrre la, strnctule cle
l)t.'isson sul rr,l esb linéalisable.

Pour n!8 : Clette algèbre est de pas quatre.

Pour rzle : Cette algèbre est de pas quatre.

Pour nf;o qui est de pas trois, il n'y a rien à faire car on sait déjà clLre la structule cle
Poisson sul nf est linéarisable.

Pour nll clui est de pas trois, il n'y a rien à faire car on sa.it cléjà cpe la. structule cle
Poisson sul rzl est iinéarisable.

Pour n!2 qui est de pas deux, il n'y a rien à faire.

Pour rz!3 qui est de pas deux, il n'y a rien à faire.

Ainsi nous venons de démontler que les structures de Lie-Poisson sur' les groupes de Lie
clont les algèbles de Lie sont nilpotentes de pas 3 et de dimension intérieule à 6 sont
l inéarisables.
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Résumé:

Dans cette thèse nous étudions les stuctures de Lie-Poisson. De manière plus précise deux

thèmes sont abordés. Le premier est de nature classificatoire. Nous donnons une description

complète des algèbres de Manin (c'est-à-dire les "grandes" algèbres d'un tripLe de Manin)

associées à des structures de bigèbre de Lie sur une algèbre de Lie réelle semi-simple. Ensuite, en

adaptant au cas réeL les résuhats de Belavin et Drinfeld décrivant les solutions de L'équation de

Yang-Baxter standard modifiée non nulle sur une algèbre de Lie semi-simple complexe, nous

donnons les soLutions générales de l'équation de Yang-Baxter modffiée standard non nuLle sur

6ne algèbre de Lie réelle semi-simple. Enfin nous donnons des résultats partieLs concernant les

structures de bigèbre liées aux solutions de I'équation de Yang-Baxter modifiée non standard sur

une algèbre de Lie réeLle simple telle que sa complexifiée ne soit pas simple. Le deuxième thème

est celui de la linéarisation locale d'une structure de Lie-Poisson. Nous nxontrons, en utilisant le

théorème de linéarisation analytique dans le cas d'une structure de Poisson de J. Conn, que si

(G,P) est un groupe de Lie-Poisson, et si L'algèbre duale est Ia somme directe d'un idéal semi-

simpLe et d'un idéal abélien, aLors P est analytiquement linéarisable dans un voisinage de

t'identité. Dans le cadre d'une structure de Poisson générale cette proposition peut-être mise en

défaut. Nous montrons par ailleurs que toute structure de Lie-Poisson exacte sur un groupe de

Lie nilpotent de pas deux est linéaire, sur un groupe de Lie nilpotent de pas trois et de dimensiott

inférieure ou égale à six est linéarisable et qu'il existe des structures de Lie-Poissott exactes sur utt

groLlpe de Lie nilpotent de pas quate et de dimension cinq qui ne sont pas Linéarisables.

Mots clés: groupe de Lie-Poisson, bigèbre de Lie, triple de Manin, équation de Yang-Baxter,

Linéarisation forme lle, linéarisation anaLytique.
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Résumé:

Dans cette thèse nous étudions les structures de Lie-Poisson. De manière plus prëcise deux

thèmes sont abordês. Le premier est de ruûare classificatoire. Nous donnons unè description

complète des algèbres de Manin (c'est-à-dire les "grandes" algèbres d'un triple de Manin)

associées à des structures de bigèbre de Lie sur une algèbre de Lie réelle semi-simple. Ensuite, en

adaptant aa cas réel les résultats de,Belavin et Drtnfeld dëcrivant les solutions de I'équation de

Yang-Baxter standard mndifiée non nulle sur une algèbre de Lie semi-simple com.plexe, nous

donnons les solwions générales de l'équation de Yang-Baxter modifiêe standard non nulle sur

une algèbre de Lie rëelle semi-simple. Enfîn nous donnons des résultats partiels concernnnt les

structures d.e bigèbre liées aw solutions dz I'éqtmtion de Yang'Baxter modffiée non standard sur

une algèbre de Lie réelle simple telle qae sa complexi!îée ne soit pas simple. I'e dewième thème

est celui de Ia linéarisation locale d'une structure de Lie-Poisson. Nous montrons, en utilisant le

théorème de linéarisation analytique dans le cas d'une structure de Poisson de J. Conn, que si

(G,P) est un groupe de Lie-Poisson, et si l'algèbre duale est ln somme directe d'un idéal semi'

simple et d'un idéat abëlien, alors P est analytiquement linéarisable dans un voisinage de

I'identité. Dans le cadre d'une structure de Poisson générale cette proposition peut-être mise en

défaut. Nous monyons par ailleurs que toute structure de Lie-Poisson exacte sur un groupe de

Lie nilpotent de pas deux est linéaire, sur un groupe de Lie nilpotent de pas trois et de dimension

inférieure aa égale à sk est linéarisable et qu'il existe des sffuctures de Lie'Poisson exactes sur un

groupe de Lie nilpotent de pas quotre et de dimewion cinq qui ne sont pas linéarisables-

Mots clêsz groupe de Lie-Poisson" bigèbre de Lie, triple de Manin, équntion de Yang'Baxter,

linéarisation forme lle, linéarisation atulytique.
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