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Introduction

Le but du présent travail consiste & étendre certaines propriétés de
Palgebre L!'(G) qui ont joué un réle important en analyse harmonique
classique (caractérisation des idéaux maximaux, propriété de Wiener,
problémes de synthése spectrale, caractérisation des idéaux premiers).
Ces questions ont évidemment d’abord été étudiées sur R ou R™, ensuite
sur les groupes localement compacts abéliens, avant d’étre étendues &
diverses classes de groupes.

Revenons d’abord aux groupes localement compacts abéliens. La
propriété de Wiener qui dit que tout idéal fermé propre de L*(G) est
contenu dans le noyau d’une représentation unitaire irréductible (iden-
tifiée & un caractére du groupe si celui-ci est abélien) a sans doute été
la plus étudiée. Citons a ce sujet les travaux de Wiener ([Wie. 1], 1932;
[Wie. 2], 1933) pour le groupe R et ceux de Godement ([God. 1], 1946;
[God. 2], 1947) et Segal ([Se.], 1947) pour les groupes localement com-
pacts abéliens. Les problémes de synthése spectrale sont beaucoup plus
complexes. On dit que la synthése spectrale est possible si tout idéal
fermé propre de L!(G) est l'intersection des noyaux des représentations
unitaires irréductibles qui le contiennent. Un ensemble de classes de
représentations unitaires irréductibles {m; € G | i € I} C G (identifié &
un ensemble de caractéres dans le cas abélien) est appelé ensemble de
synthese si ¢QI Ker 7; est le seul idéal fermé de L}(G) ayant comme

enveloppe {m; € G | i € I}. En particulier les singletons {r} sont des
ensembles de synthése si G = R ([Se.], 1947) ou si G est un groupe
abélien localement compact quelconque ([Ri.], 1953 et [Kap.], 1949).
Citons également les travaux de Agmon et Mandelbrojt ([A.M.], 1950),
Helson ([Hel.], 1951) et Reiter ([Rei.], 1952) concernant la synthése
spectrale. Finalement les travaux de Schwartz ([Sch. 1], 1948) pour
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INTRODUCTION 2

G =R" avec n > 3 et Malliavin ([Mal.], 1959) pour les groupes abéliens
non compacts montrent que la synthése spectrale n’est pas toujours
possible.

La généralisation a des groupes non abéliens s’est effectuée dans
diverses directions. Dans la suite nous nous intéresserons essentielle-
ment aux groupes de Lie nilpotents. La propriété de Wiener pour
Palgébre L'(G) d’un groupe de Lie connexe nilpotent est due & Lep-
tin ([Lep.], 1976), tandis qu'une propriété analogue a été établie par
Ludwig ([Lud. 7], 1987) pour I’algébre de Schwartz S(G) d’un groupe
de Lie nilpotent. Dans ce cas, méme les propriétés les plus simples
de synthése spectrale ne sont plus vérifiées. Aprés avoir montré 1’ex-
istence d’'un idéal minimal j(C) de S(G), resp. j(C) fermé de L*(G),
d’enveloppe C, si C est un fermé de G, Ludwig prouve que pour tout
7 € G, il existe M € N tel que (Kern/j(r))" = {0} ([Lud. 5], 1983).
Remarquons que ceci est une généralisation de la synthése spectrale
obtenue si on pouvait prendre M = 1 (ce qui n’est pas le cas en
général). Des questions similaires ont entre autres été étudiées par
Poguntke ([Pog. 1}, 1983; [Pog. 2], 1984; [Pog. 3], 1987). Dans le cas
non abélien, une autre classe d’idéaux, celle des idéaux premiers, de-
vient importante. (Dans le cas abélien idéaux premiers, idéaux maxi-
maux et noyaux des représentations unitaires irréductibles coincident).
Rappelons qu’un idéal I est premier si quels que soient les idéaux I, et
Iytelsquel;- I, C I, I; C I oul; C I Dans ([Lud. 5], 1983) Ludwig
montre que dans les groupes de Lie nilpotents connexes simplement
connexes, les idéaux premiers fermés de L'(G) coincident encore avec
les noyaux des représentations unitaires irréductibles.

On pourrait penser ensuite & généraliser les propriétés en question
aux groupes de Lie exponentiels. Or il s’est avéré bien vite que dans le
cas des groupes exponentiels on ne peut pas espérer avoir des résultats
comparables. En effet, la propriété de Wiener par exemple est vraie
pour certains groupes exponentiels comme le groupe affine (produit
semi-direct de groupes abéliens, [Lep.]) et fausse pour d’autres tels le
groupe G49(0) ([Lep. Pog.], 1979). D’on I'idée d’étudier en détail une
étape intermédiaire entre les groupes nilpotents et les groupes expo-
nentiels.

L’idée de cette étape intermédiaire est suggérée par le résultat sui-
vant de Poguntke ([Pog. 1], 1983) : Soit G = exp g un groupe de Lie ex-



INTRODUCTION 3

ponentiel connexe, simplement connexe. Notons par n le radical nilpo-
tent de g et soit NV = expn le sous-groupe de Lie correspondant. On a
une action naturelle de G, resp. g sur N, n,n*. Pour tout £ € n* on peut
alors définir la G-orbite de £ dans n* par G-£ = {Ad*(g)¢| g € G}. Le
résultat de Poguntke dit que si 7" est une représentation algébriquement
irréductible de L'(G), il existe £ € n* tel que Ker(TIL1 (N)) = Ker(G-¥),
le noyau de l'orbite G - £ étant par définition I'intersection des noyaux
des représentations unitaires irréductibles correspondant aux points de
P’orbite. On voit facilement que Ker(TlL1 (N)) est en fait un idéal G-

premier de L!(N), c’est-a-dire si I, ], sont des idéaux G-invariants
de LY(N) tels que I; - I, C Ker(TILl( )), alors I C Ker(TlLI(N)

ou I C Ker(TILl(N)). Le résultat de Poguntke suggere donc l'idée

de définir une action exponentielle sur un groupe de Lie nilpotent
et d’étudier les idéaux premiers par rapport & cette action. D’ol la
démarche de ce travail.

Soit G = expg un groupe de Lie nilpotent connexe simplement
connexe. Soit 9 une algebre exponentielle de dérivations de g, contenant
ad g et faisant de g un 9-module exponentiel. Le groupe D= epr
a,gnt de fagon naturelle sur g, G, L'(G), S(G), G et g*. Soit m =
ind$ x. € G avec £ € g*. Les points de la D-orbite Q, = {D* - £ |
D € D} correspondent aux représentations Pr, étant donné que P
est unitairement équivalent & ind§ g XD+.¢- D’ol la définition du noyau.
de l’orbite

KerQ, = {f €e LX(G) | Px(f) =0 VD eD}.

Grace a ces définitions nous pouvons alors caractériser les idéaux D-
maximaux de L!(G) et S(G) (chapitre 8) et les idéaux D-premiers
fermés de L!(G) et S(G) (chapitre 9) & ’aide des orbites. Nous mon-
trons I’équivalent de la propriété de Wiener pour les idéaux D-invariants
de L'(G) et S(G) (chapitre 8) et, pour les orbites §2 fermées, nous
obtenons le caractére nilpotent de lalgébre Ker Q/5(2) (chapitre 7).
Nous constatons qu’il faut faire une distinction entre orbites fermées
et orbites non fermées (voir le chapitre 10 pour des exemples d’orbites
non fermées).

Deux propriétés des orbites jouent un réle important dans les résul-
tats précédents : L’adhérence de toute orbite contient une orbite fermée
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(chapitre 7). Si l'orbite 2 est fermée, Ker 2NS(G) est dense dans Ker §2
(chapitre 7).

Les techniques de démonstration sont diverses. La caractérisation
des idéaux D-maximaux et la propriété de Wiener (chapitre 8) sont
des conséquences des propriétés correspondantes des groupes nilpo-
tents sans action extérieure et de la présence d’une orbite fermée dans
I’adhérence de toute orbite. La caractérisation des idéaux D-premiers
(chapitre 9) se fait d’abord pour 'algébre de Schwartz S(G). 1l s’agit
d’une démonstration par récurrence sur dim 9 +dim g, traitant en détail
les différents cas qui peuvent se présenter pour les idéaux minimaux -
invariants de g. Selon les cas, la récurrence porte sur dim 9 ou sur dim g.
Le passage & L!(G) se fait grace a une relation entre Ker Q@ N S(G) et
Ker Q.

Pour étudier la relation entre Ker 2 et KerQ N S(G) (chapitre 7),
on se base sur les constatations suivantes : Pour tout 7 € G et tout
f € 8(G), n(f) est un opérateur & noyau. Sous ’action de D € D, il en
est donc de méme de P7(f) = 7(fP), le noyau correspondant F(D,.,.)
pouvant également étre considéré comme une fonction de D. Les calculs
sur la fonction f sont alors, sous certaines conditions, remplacés par un
raisonnement sur les noyaux. Ceci est possible puisque tout F' dans un
certain espace ES de fonctions (S pour Schwartz, E pour décroissance
exponentielle) convenablement choisi posséde un rétracte f € S(G) tel
que Pm(f) ait pour noyau F(D,.,.) pour tout D. L’existence d’un
tel rétracte est en fait démontrée dans le cadre plus général d’une ac-
tion exponentielle sur un groupe exponentiel de la forme G = expg
avec g = g(¢) + n (dans ce cas la représentation P7 est remplacée par
une représentation unitairement équivalente (p) au chapitre 5, avant
d’étre précisée pour les groupes nilpotents au chapitre 6. A nouveau,
la démonstration fort technique se fait par récurrence, le rétracte étant
construit cas par cas.

Les quatre premiers chapitres préparent le terrain pour les raison-
nements ultérieurs. Aux chapitres 1 et 2 nous faisons certains rappels
et introduisons les actions exponentielles, au chapitre 3 nous étudions
en détail les différents cas qui peuvent se présenter lors de la récurrence
et au chapitre 4 nous définissons les différents espaces ES.

Le chapitre 10 tire les conclusions de ce travail. Nous y comparons
les cas des groupes nilpotents sans action extérieure et des groupes
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nilpotents soumis & une action exponentielle, ainsi que certains résultats
connus pour les groupes exponentiels eux-mémes. Nous terminons en
mentionnant un certain nombre de questions ouvertes.



Chapitre 1

Groupes exponentiels et
leurs représentations

1.1. Intuitivement on peut dire que les groupes exponentiels cons-
tituent la classe de groupes de Lie la plus vaste pour laquelle il existe
un difféomorphisme entre le groupe et son algebre de Lie. Cette classe
de groupes se situe entre les groupes de Lie nilpotents et les groupes de
Lie résolubles. Les groupes exponentiels ont été introduits par Dixmier
([Dix. 1]). L’adaptation aux groupes exponentiels de la théorie de Kiril-
lov pour les représentations unitaires irréductibles est entre autres due &
Pukanszky ([Puk. 1]), grice & sa condition nécessaire et suffisante sur les
polarisations. La caractérisation topologique de ’espace G finalement
est assez récente et est due & Leptin et Ludwig ([Lep. Lud.]).

1.2. Convention : Dans la suite de ce travail G désignera un groupe
de Lie connexe simplement connexe d’algebre de Lie g. L’application
exponentielle de g dans G sera notée par exp. Les éléments de ’algebre
seront notés par des majuscules XY, ... et les éléments du groupe par
des minuscules z,y, ... .

1.3. Définition : ([Dix. 1])

Un groupe exponentiel est un groupe de Lie connexe simplement con-
nexe résoluble G vérifiant une des trois conditions équivalentes sui-
vantes :

(i) L’application exponentielle exp est un difffomorphisme entre g et
G.
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(ii) Quel que soit X € g, ad X n’a pas de valeur propre non nulle ima-
ginaire pure.

(iii) Les racines de g (dans l’algébre complexifiée gc) ont la forme
P(X)1+iw), ot w € Ret p € g*.

1.4. Les représentations unitaires irréductibles de G exponentiel sont
obtenues de la maniére suivante :

(1) Soit £ € g*. On appelle polarisation au point £ toute sous-algebre §
de g qui est en méme temps un sous-espace totalement isotrope maxi-
mal, c’est-a-dire telle que

{ (€[5, 8) =0
dimbh = %( mg+d1mg(£))

Ay

ou
gl0)={Xeg|{[X,Y])=0VY €g}.

(ii) On dit que la polarisation § vérifie le critére de Pukanszky si
£+ 4t ={Ad*(h)¢ | h € H} = Ad* H(¢)
ou
={keg"| (kb)) =0}
D'ailleurs le signe = peut étre remplacé par le signe C, ’autre inclusion
étant toujours vérifiée.
(iii) On obtient un caractére unitaire de H = exp § par
xe:H—C
h—> xe(h) = e~ élogh),
(iv) Notons par Ag, resp. Ay les fonctions modulaires sur G, resp.
H. Soit A un homomorphisme de G dans R tel que
Ay
AIH: A

g
H

en notant par A|H et AG| les restrictions de A et Ag & H. Alors il

H
existe une mesure semi-invariante unique dy sur ’espace G/H telle que

Ly #a i = A [ otidds
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pour toute fonction ¢ continue & support compact dans G/H ([B.C. et
al]).

(v) On note par H, ’espace de Hilbert obtenu par complétion & partir
de l'espace des fonctions continues de G dans C vérifiant

E(z - h) = eH1BME () = 3, (R)E(x) Vo € G,h e H
N2 7
/G (@i < Foo.
On définit la représentation 7 de G sur H, par
(r@)¢)(y) = A2 (@)e(zy).

On note 7 = ind§xe = 7(£,h) et on I'appelle représentation induite
par x¢ sur G.

(vi) La représentation induite 7 est irréductible si et seulement si
b est une polarisation vérifiant le critére de Pukanszky et toutes les
représentations unitaires irréductibles de G sont obtenues de cette ma-
niere.

(vii) Pour tout £ € g* il existe des polarisations vérifiant le critére de
Pukanszky.

(viii) La théorie des représentations induites des groupes de Lie expo-
nentiels est équivalente & la théorie de Dixmier ([Dix. 4]) des représenta-
tions induites pour les algeébres résolubles exponentielles et leurs algebres
enveloppantes ([Mol. 3]).

1.5. L’espace G de toutes les classes de représentations unitaires irré-
ductibles de G est caractérisé grace aux résultats suivants :

(i) Tout 7 € G est obtenu comme en 1.4., et est indépendant de la
polarisation de Pukanszky choisie. Par abus de notation, 7 désignera &
la fois une représentation et sa classe dans G.

(ii) Pour tout a € G, 7(¢,h) et 7((Ad"a)(¢), (Ada)(h)) sont uni-
tairement équivalents. Donc la classe d’équivalence de #(¢,%) dépend
uniquement de ’orbite

O) := {(Ad*a)(®) | a € G}

dans g*. On notera pour simplifier 7(€) au lieu de 7 (¢, ).
(iii) L’application de Kirillov

K:O(f) — =(£)
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est une bijection entre I'espace des orbites, identifié & g*/Ad* G, et
I’espace G.

(iv) La topologie de G est déduite de maniére naturelle de la topologie
de Jacobson de l’espace Prim C*(G) des idéaux primitifs de C*(G).
L’espace g*/Ad"G est muni de la topologie quotient. Dans ce cas
I’application de Kirillov pour les groupes exponentiels est un homéo-
morphisme entre g*/ Ad* G et G ([Lep. Lud.]).

(v) Lorsque le groupe G est nilpotent (ou, de maniére plus générale,
*-régulier), la topologie de G peut méme étre déduite de la topolo-
gie de Jacobson de I’espace Prim,L'(G) des noyaux dans L!(G) des
représentations unitaires irréductibles de L!(G), puisque dans ce cas il
y a homéomorphisme entre Prim C*(G) et Prim,L'(G) ([Boi.]).

1.6. Bases coexponentielles
(i) Soit b une sous-algébre de g. Alors il existe une base B8 = {By, ..., B,}
supplémentaire & § dans g telle que les applications

R" xexph — G
(t1, .y tr;h) — expt,By...expteBs -expt1 By - h

et

R" xexph — G ,
(t1, -y tryh) — h - expt1 B, - exp taBs...expt, B,

soient des difféomorphismes. Une telle base est appelée base coexpo-
nentielle a § dans g.
(ii) La construction des bases coexponentielles peut étre effectuée de
la maniére suivante :

a) Si h est un idéal de codimension 1 dans g et si B € g est un
élément quelconque tel que g = RB @ §, alors { B} est une base coex-
ponentielle &4 h dans g.

b) Si b est une sous-algébre et non un idéal de codimension 1 dans
g, soit n le radical nilpotent de g et soit np = nNh. Alors dimn/ng =1
et tout B € n vérifiant n = RB @ ng est tel que {B} soit une base
coexponentielle & ny dans n et une base coexponentielle & § dans g.

c) Si g/b est un quotient irréductible de dimension 2 pour I’action
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de ad g, alors dimn/ny = 2 et il existe B, B’ € n tels que

n(3)-wn 2 ) (8 )

pour tout X € g, pour un certain w € R* et ¢ € g*. Dans ce cas {B, B’}
est une base coexponentielle & ny dans n et une base coexponentielle &
b dans g.

d) A Taide des étapes précédentes on peut construire une base co-
exponentielle & toute sous-algébre § de g ([Puk. 2]).

1.7. Grace aux bases coexponentielles, I'espace H, de 1.4. peut étre
identifié & un espace de fonctions sur R".

1.8. Noyau d’une représentation unitaire irréductible
(i) Soit m € G. Pour f € C®(@G), définissons

w(f) = [ f@)r@)ds.

Alors 7 (f) est un opérateur & noyau, dont le noyau f, est donné par
fr(@,y) = AT 2@AZ W)AT2() [ AT2(R)f(hy™xe(h)dh,

Ag désignant la fonction modulaire de G et 7 s’écrivant 7 = ind$ xe.
Le noyau fr est C™ et vérifie

Jr(zh, m,hl) = mxe(h')fr(x, x,)

pour z,z’' € G, h,h' € H ([Lud. 4]).
(ii) Une base coexponentielle & h étant fixée, le noyau fr peut donc
étre identifié & une fonction de C*°(R" x R").



Chapitre 2

Actions exponentielles et
leurs orbites

2.1. Soit G un groupe exponentiel et soit N = expn, n désignant le
radical nilpotent de g. Dans ce cas g agit sur n et G agit sur n et N
par ad X In, Ad(exp X )|n, resp. par conjugaison d’un élément de NV par
un élément de G. D’ailleurs on peut définir de maniére plus générale
l’action d'un groupe sur un sous-groupe normal. Cette constatation
nous amene a définir une action exponentielle sur un groupe exponen-
tiel. Remarquons que certaines propriétés de groupes soumis a des
actions extérieures ont entre autres été étudiées par Ludwig ([Lud. 4])
et Poguntke ([Pog. 1]).

2.2. Définition : Soit G un groupe exponentiel d’algebre de Lie g.
Soit 9 une algébre de dérivations de g et posons D = exp 9. Nous disons
que ? (resp. D) agit exponentiellement sur g (resp. G) si les conditions
suivantes sont vérifiées :

(i) v est une algébre de Lie exponentielle

(i) adgCd

(iii) g est un 9-module de type exponentiel, & savoir les poids pour
Paction de 9 dans g¢ ont la forme

d— o(d)(1 + iw)

avec w € R, ¢ € 9*. Cela signifie qu’il existe une suite de Jordan-Hélder
d’idéaux de g
O=gn<gn-1<4..<g1<go=g

11
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pour Paction de 9 vérifiant une des deux conditions suivantes :
o dimgr/gri1 =1 et il existe Xy € gi\gry1 tel que

d(Xk) = pr(d)Xx mod get1

pour tout d € 9, avec i, € d*.
o dimgr/gri1 =2 et il existe X, X}, € gr\gr+1 tels que

X - X
d(XZ ) = ¢ (d) ( e ‘lvk ) (XZ )modgk.H

pour tout d € 9, avec ¢ € ¥*, wi € R*.
L’action de ® sur G qu’on en déduit est expliquée en 2.4.

2.3. Lemme : Pour toute action exponentielle, 9(g) est un idéal
9-invariant contenu dans le radical nilpotent n de g et contenant [g, g.

Démonstration : Puisque les éléments de 9 sont des dérivations,
(add(X))(Y) = [d,ad X](Y) VX,Y €g,Vd€Dd

olt [d,ad X] = doadX — adX od. L’algtbre d étant exponentielle,
donc résoluble, 'opérateur [d,ad X] est nilpotent. Il en est donc de
méme de 'opérateur ad d(X). Ceci prouve que 9(g) est une sous-algbre
nilpotente de g, donc que 9(g) C n. Puisque adg C 9 par hypothése,

[9,8] C o(g).

2.4. L’action exponentielle permet de définir les actions suivantes :
(i) Pour d € 9, notons D = expd € D, c’est-a-dire

[> o]

1
D(X)=) de(X) pour tout X € g.
k=0 '

(ii) Pour £ = exp X € G posons
D= DPlexpX) = exp(D(X)).

Cette notation garantit que

(D1Dz) . — Dl(sz)
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quels que soient D,,D; € D, xz € G.
(iii) Pour tout f € L!(G) définissons fP par

fP(z) = 6(D)f(Pz)

ol 8 désigne la fonction modulaire telle que
[ 1P@)dz = [ f@)dz.

Quels que soient f € L1(G), D1,D; € D,

§PP) = (§P1)Pn
(iv) Pour 7 € G on définit P par

Cr)z)=7P"'z) VDeD,zed.
On vérifie facilement que
(DD — DyDag)y YDy, Dy €D

et
=(fP)=(Pr)(f) VDeDVfelL'(G).

(v) L’action coadjointe sur g* est définie de maniére habituelle par

(d* ‘ f, X) = (f, _d(X))

13

(D*-£,X) = {¢,D7'(X)) Vieg', X €9,
ded,Ded.

2.5. Si G est un groupe de Lie nilpotent, on peut définir son algebre
de Schwartz S(G). Nous renvoyons a ([Lud. Mol. 1}]) pour la définition
de S(G) et des différentes normes engendrant la topologie de S(G).
L’action exponentielle de © sur G définit alors également une action
de D sur S(G) par fP(x) = §(D)f(Pz). Un certain nombre de pro-
priétés de continuité et de transformations concernant cette action ont
été démontrées dans ([Lud. Mol. 1]) et seront utilisées dans la suite.

Revenons & présent aux groupes exponentiels.
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2.6. Lemme : Soient 7 =7 (4, h) et D € D. Alors DY est une polari-
sation pour D*{ et les représentations Pr et 7p = w(D*£, Db) sont
unitairement équivalentes.

Démonstration : L’équivalence unitaire
U:Hpr =Hr — Hygp

est donnée par .
UE)(x) =&(7 2)

a condition de prendre sur G/ exp D} la mesure semi-invariante corres-
pondant au caractére A o D1 et définie par

— :'nd:icz/ o D(4))dy).
n G/exprn( ) ey (¥)dy

2.7. Soit 7 = ind§; x. € G et soit D € D. Sous quelle condition
et D7 sont-ils unitairement équivalents ? D’aprés 2.6., Pz est uni-
tairement équivalent & wp = w(D*£, DY). D’apres 1.5., w(D*¢, D) est
unitairement équivalent a 7 (£, ) si et seulement si

D*¢ € O(f) = (Ad* G)(¥).
Or remarquons que
D*¢ € (Ad* G)(¢)
Ad* G(D*) c (Ad* G)(¢)
D*((Ad* G)(®)) C (Ad* G)(0)

D*- O(8) C Ok)
D*- O(¢) = O)

1111

c’est-a-dire si et seulement si D* laisse 1'orbite O(£) invariante, puisque
Ad®* G est un sous-groupe normal de D*. Ce résultat nous améne aux
définitions suivantes.

2.8. Définition : Soit £ € g*.
(i) L’ annihilateur 9, de £ est défini par

={ded|d"-£=0}.
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Le stabilisateur ©, de £ est défini par
De=expde={DeD|D*"-{=1{(}.
(ii) Le stabilisateur D o(e) de lorbite est défini par
Dow = {DeD|D* 0F¢) cOWl)}
= {De®|D* 0K =0()}
= {D €| Pr et 7 sont unitairement équivalents
sit=m((,h)}.
De plus on notera
Vo) = nDowy={d € d|expd € Do}
Si # = w(£,h) on notera encore 9, et D, au lieu de V0(e) Tesp. Doye)-

2.9. Proposition : Le stabilisateur Do) de I'orbite est un sous-grou-
pe connexe de D, contenant Ad G et vérifiant Doy = AdG - De.

Démonstration : La relation Doy = Ad G- D, découle de I'équivalence
D eDpp) < D*-Le (Ad*G)(¥) (2.7.)

La connexité de D, découle de (|B.C. et al], 1.3.3.).
Puisqu’en plus Ad G est connexe par arcs, donc connexe, on en déduit
la connexité de Do) = Do

2.10. Définition : On appelle orbite généralisée de £ le sous-ensemble
de g* défini par

Qe={D*-£| D=expde D}.
Si aucune confusion n’est possible, 'orbite généralisée sera simplement
appelée orbite. Elle jouera un role essentiel dans la suite de ce travail.

2.11. Certains raisonnements se feront par récurrence sur dimg +
dim(9/9,). On construira alors une base coexponentielle {dy, ...,d,} &
9, dans 9. Une fonction sur ®/D, sera identifiée & une fonction sur
R™ par

F(exptand, - exptp_1dp_1...exptyd; - Dp) = F(ty,..., tn).

Si D = exptndy... exp t1d; mod D, on notera indistinctement F(D) et
F(t1,...,tn).



Chapitre 3

Différentes étapes d’une
démonstration par
récurrence

3.1. Soit £ € g* et soit m = 7(£). Les démonstrations concernant cer-
taines propriétés de 7 (fonctions qui sont noyaux des représentations
D7, idéaux D-premiers contenus dans Ker ) se feront par récurrence.
Dans ce chapitre nous analyserons les différentes étapes nécessaires &
une telle récurrence. Nous nous baserons essentiellement sur les travaux
de Ludwig ({Lud. 4]). Soulignons pour commencer les différences avec
les résultats de Ludwig,

(i) Ludwig se limite aux algtbres de dérivations 9 telles que d*(¢) = 0
pour tout d € v\ adg, alors que nous étudierons des algebres d plus
générales. Cela aura entre autres comme conséquence que nos polari-
sations ne seront plus d-invariantes.

(ii) En contrepartie nous nous limiterons & des algebres de Lie de la
forme g = g(f) + n, n désignant le radical nilpotent de g. Cette hy-
pothese simplifiera un certain nombre de calculs. D’autre part, lors
de I’étude des orbites sous ’action de Ad*G, une telle restriction sem-
ble étre sans conséquences pour nos problemes. En effet, soit g une
algebre exponentielle plus générale. Posons m(€) = g(£) + n. Dans ce
cas l'orbite de £ dans g* pour I’action de Ad*G est saturée pour m(£),
c’est-a-dire O(£) + m(£)L = O(¥).

(iii) Finalement, Ludwig fait une récurrence sur dim g, alors que notre

16
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récurrence se fera sur dim g + dim(?/9,). Cependant, remarquons que
si d*(¢) = 0 pour tout d € 9\ ad g, alors = .. Donc notre récurrence
se ramene a celle de Ludwig,

(iv) Soulignons en fin de compte la différence de notations. Nous sup-
posons d’office adg C 9, alors que Ludwig note d + ad g pour tenir
compte de cette hypothése.

Lorsque nos démonstrations ressemblent considérablement & celles de
Ludwig ([Lud. 4]), nous nous contenterons de donner de bréves indica-
tions.

3.2. Proposition : Soit G = exp g un groupe exponentiel muni d’une
action exponentielle donnée par ® = expd. Soit £ # 0 € g*. Alors au
moins un des cas suivants se présente :
ler cas : On a 9(g) = 0, c’est-a-dire g est une algébre abélienne ne
subissant aucune action extérieure.
2me cas : Il existe un idéal non nul a, v-invariant, annulé par £ et
contenu dans le radical nilpotent n.
dme cas : Il existe Y € 9(g) C net p € 0%, p £ 0, tels que
dY)=¢(d)-Y Vdeo*
£,Y)=1.
Si g est de la forme g = g(£) + n, alors cp|adgE 0 et Y est central dans
g
4me cas : Il existe Y;,Y, € 0(g) Cn, p € 0*, p Z 0 et w € R* tels que
d 2 =@ (. 2 vd € o*
{6, Y1)| + [(4, Y2)| # 0.
Si g est de la forme g = g(£) + n, alors cplad = 0 et Y3, Y; sont centraux

dans g.

Sme cas : Il existe U,Y € 9(g) C net a,B € 2* tels que
d(Y) =0 Vd €9, donc, en particulier, Y est central dans g
dU)=a(d)U +p(d)Y Vded
LU)=0et (£,Y)=1
a, B sont indépendants, donc non nuls.

6me cas : Ilexiste Y €ed(g) Cn, U e g, B €0*, B#0 tels que
d(Y) =0 Vd €9, donc, en particulier, Y est central dans g
d(U)=p6(d)Y Vded
(,Uy=0¢et {£,Y) =1.



CHAPITRE 3. DIFFERENTES ETAPES D’UNE ... 18

Si g est de la forme g = g(¢) + n, on peut choisir U € n.
Tme cas : Il existe U, VY € 9(g) C n, p,a, B € 0* tels que
d(Y) =0 Vd €9, donc, en particulier, Y est central dans g

()2 ) (V) (38) wes

EUY=(V)=0et {£,Y)=1
@, a, B sont indépendants, donc non nuls.

Démonstration : Si on n’est pas en présence des cas 1) ou 2) on fait
le raisonnement suivant : Puisque I’action est exponentielle, les idéaux
minimaux 9-invariants (contenus dans 9(g) si 9(g) # 0) sont de dimen-
sion 1 ou 2. On a donc les cas

a) dY)=o(d)Y Vded*, {Y)=1, Y ed(g)

ou

b) d(é)mp(d)(i _1“’)(2) Vded*, Y1,Y2€0(g)

(6, Y1)| + (¢, Ya)| # 0.

Dans b) on peut supposer ¢ # 0 car sinon on se ramene & a). Dans a)
il faut distinguer ¢ Z 0 et ¢ =0.

Pour étudier a) avec ¢ = 0, supposons d’abord 92(g) # 0. En particu-
lier RY G 9(g). Considérons les idéaux minimaux d-invariants de 9(g)
contenant strictement RY. Ils sont de dimension 2 ou 3. On trouve
donc les cas 5), 6) ou 7) avec U,V,Y € 9(g). Dans le 5me cas et le
6me cas, on peut supposer (¢,U) = 0 (en ajoutant, si nécessaire, un
multiple de Y & U). Dans les cas 5) et 6) on peut supposer 3 # 0
(sinon on est dans le 2me cas avec a = RU). Si f = ka dans le
5me cas, on retrouverait le 3me cas pour Y’ = (U + kY’). Donc on
peut supposer a et § indépendants dans le 5me cas. Dans le 7me cas
on peut supposer (¢,U) = (£,V) = 0 (en ajoutant, si nécessaire, un
multiple de Y & U, resp. V). On a ¢ # 0, car sinon RU + RV + RY
ne serait pas minimal. L’indépendance de ¢, a, 3 se démontre par la
méthode utilisée par Ludwig ([Lud. 4]) pour montrer I'indépendance
de ¢',¥1,95. Le calcul de [U, U] et [U, V] montre que 0 = d([U,V]) =
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2¢(d)[U, V]. Puisque ¢ # 0 on en déduit que [U,V] =0

Considérons ensuite le cas 9%(g) = 0. Pour exclure le 2me cas on peut
supposer que 9(g) = RY. On cherche alors les idéaux minimaux -
invariants de g contenant strictement RY. Puisqu’en plus 9(g) = RY,
seul le 6me cas se présente avec U € g. Si 9(n) # 0, 9(n) = RY et on
peut chercher les idéaux minimaux ?-invariants contenant strictement
RY dans n, c’est-a-dire on peut supposer U € n. Si, par contre, 3(g) =
RY et ?(n) = 0, on a n = RY (sinon on retrouverait le 2me cas). II
faut alors distinguer deux cas : [g,g] = 0 et [g,g] = RY. Si [g,g] =0,
g est abélien et U € n = g. Le cas [g, g] = RY est exclu lorsque g est
de la forme g = g(¢) + RY. Pour les algebres de cette forme, on peut
donc toujours supposer U € n dans le 6me cas.

Remarquons que dans les cas 3) et 4) on a <p(ad n) = p(ad g(E)) =0.

3.3. Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons que g = g(¢) + n.
Nous remarquerons que les cas 5), 6) et 7) doivent étre séparés en
différents sous-cas. Finalement, nous montrerons comment, dans un
raisonnement par récurrence, il faut construire la polarisation § pour £,
la représentation irréductible 7 = ind$; x. et les bases coexponentielles
B 4 h dans g et € & 0, dans ?.

3.4. Début de la récurrence : dimg + dim(d/9,) = 1.

On a dimg = 1, c’est-a-dire g = R et 9 = 9, = {0}. En effet une
dérivation non nulle ne peut laisser stable Porbite O(f) = Ad*G - £ =
{£}. En particulier 3(g) = {0} et ceci est un cas particulier du ler cas.

3.5. ler cas: ?(g) =
L’algebre g est abélienne, toute polarisation coincide avec g, 7 est le
caractére ¢, 0 = 0, et les bases coexponentielles B et € sont vides.

3.6. 2me cas : Toute polarisation § pour £ dans g doit contenir l'i-
déal a, par maximalité, puisque h; = b + a est encore une sous-algebre
subordonnée 4 £. Dans le raisonnement par récurrence on passe au
quotient g = g/a sur lequel on définit

d(X +a)=d(X)+a Vded,VX €y
,X+a)={¢,X) VXeg.

Soit P la projection canonique de g dans §. 3
Soit § une polarisation de Pukanszky de ? dans §. Alors h = P~1(f) est
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une polarisation de Pukanszky de £ dans g. De plus, si B8 = {B;, ..., B}
est une base coexponentielle & § dans § construite comme en 1.6. par
exemple et si P(B;) = B; pour tout i, alors B = {B;, ..., By} est une
base coexponentielle & § dans g. Dans G définissons # = indﬁ-’; Xi-
On a7 = #oP. Alors dim(d/?,) = dim(d/9z) et dimg < dimg.
Donc la récurrence se fait sur dim g en passant de g & §. Finalement, si
€ = {dy, ..., d,} est une base coexponentielle & 9z dans 9, on peut poser
d; = d; o P pour tout i et € = {d;, ..., d,} est une base coexponentielle
a 0, dans 0.

3.7. 3me cas : Puisque g=g(£)+n, 9 = Kerp = {d € 9 | ¢(d) = 0}
est un idéal de codimension 1 de 9, contenant ad g. Il existe d; € 0 tel
que p(d;) = 1. Alors {d;} est une base coexponentielle & 9o dans ?,
I’application

0o X R—2®
(do,t) — exptd; - expdy

étant un difféomorphisme. Pour 7 = indf, X¢ on trouve
n(expyY) = e~ HVY) = g~

(o dex? ) (expyY) = m(exp(e'yY)) = 7.

De plus, 9, C 99. Donc (90)r = 05 et dim(do/(D0)r) < dim(d/0x).
La récurrence se fait sur dim9/9,, en remplagant ? par 9, et en gar-
dant l'algébre g (donc également § et B) inchangée. Si €, est la base
coexponentielle & (99)r dans dg, alors € = €U {d; } est une base coex-
ponentielle & d,; dans 9.

3.8. 4me cas : Il s’agit de I'analogue complexe du 3me cas. En effet,
les relations peuvent s’écrire

d(Y; +iYa) = p(d)(1 + w)(Y; + iYa) Vded
exp(—td)(Y; + 1Y) = e~ D+ (Y], +iY,;) Vd €.

En notant par

cosf —sind
K(9) = ( sinf cos@ )
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la matrice de la rotation d’angle 6 et en identifiant ’élément r,Y; +

7 .
raY2 € g avec ( 'rl € R?, on obtient
2

exp(—td) ( Q ) = e YK (—tp(d)w) ( 2 )

exp(—td) ( g ) = e DK (tp(d)w) ( g ) .

Comme dans le 3me cas, 99 = Ker ¢ est un idéal de codimension 1
dans 9, contenant ad g. Il existe d; € 0 tel que p(d;) = 1 et {d1} est
une base coexponentielle & 9 dans 9. Les calculs montrent que, pour
7 = ind$§ xe,

m(exprYi expraYs) = 7 (exp(nYs + 15Yp)) = eHbm¥itnaY)

(ot 0 (¥ + 12¥s)) = x| (ivale(e) 12 )])

_ el @)

Comme dans le 3me cas, 3, C 9 et dim(do/(d0)x) < dim(d/d7). On a
les mémes conclusions concernant la récurrence.

3.9. 5me cas : (i) Le calcul
[, d1}(U) = ((dr)B(d) — a(d)B(d) )Y

montre que Ker a est un idéal de codimension 1 dans ? et Ker 8 une
sous-algébre de codimension 1 dans 9. Puisque a et 3 sont indépendants,
Ker o N Ker 3 est un idéal de codimension 2 dans 9.

(ii) 11 existe di,d2 € 0 tels que

ald)=1 p(d)=0
a(d2) =0 B(d) = 1.
(iii) En remplagant d, par [d3, d;], on peut supposer que d; est dans le
radical nilpotent de 9 et que les applications
KerxR—® KergxR— 2
et
(do,s) — expsd; - expdyp (do, 5) — expdy - exp sdy
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sont des difféomorphismes analytiques par 1.6.
(iv) 1l faudra dans la suite distinguer les cas ﬁLd = 0et ﬂlad ,¢ 0.

3.10. Cas 5a) : ﬂLd,E 0.

(i) On sait que 9o = Ker 3 est une sous-algébre de codimension 1 dans
0 et que {d2} est une base coexponentielle & ?y dans ?.

(ii) Toute polarisation h pour £ dans g doit contenir U, par maximalité,
puisque h; = h + RU est encore une sous-algebre subordonnée 4 £.
(iii) Pour 7 = ind$ x, on trouve

m(expyY) = e~ H6¥Y) — o~
m(expulU) =1
uff(d). St

(**Per)(expull) = e

(exP sdj-exp dO)ﬂ-(exp yY) — e_iy

(exp sdz-exp d°)7r(exp 'U,U) — eisu.

En effet, on se base sur les calculs
exp(—ul) exp X = exp X - exp(—ue~*(*d X)) VX eg
o |
a(d)
exp(—dp) (exp(—sdz)) (ul) = e~ *@ylJ — suY.

Y

(exp d)(U) = DU + B(d) -

(iv) La relation

. —a(d) _
() (expull) = £PO o

entraine que 9, C 99 = Ker . A nouveau, (30)r = 0 et dim(d0/(0)~)
< dim(9/0,). La récurrence se fait sur dim(?9/9,), en remplagant d par
Do et en gardant I'algebre g (donc également § et B) inchangée. Si &,

est la base coexponentielle & (9g), = 9, dans 0, alors € = €, U {d2}
est une base coexponentielle & 9, dans 0.

3.11. Cas 5b) : ﬂ|adg¢ 0.
(i) Il existe X € n tel que [X,U] = Y. En effet, comme ﬂladg$ 0,

'Bladg(e)E 0 et g = g(£) +n, on peut choisir X € n tel que f(ad X) = 1.
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Puisque ad X est nilpotent, a(ad X) =
(ii) Dans la suite nous écrirons, par abus de notations Kera|

Ker(a o ad) et Ker ,BI = Ker(4 o ad). Posons g; = Ker ﬁl adg’ 92 =

Keral ﬂKerﬁI G: = expg1, G2 = expga, 00 = Kerf, Dy =
exp 0o.
g=RX dg et UY €g,.

La relation
[, d1)(U) = (a(d1)B(d) — a(d)B(dn))Y

montre encore que g; est une sous-algebre de codimension 1 de g et g
un idéal de g. Notons que ?(g) C n C Ker a| . De plus, I’évaluation
de d([W,U]) pour W € g montre que g; est ao-lnva.rlant et go est -
invariant. Posons encore ¢; = ZL

1
(iii) Par 1.6. {X} est une base coexponentielle & g; Nn dans n et & g,
dans g.
(iv) Par 3.9. l’application

KerfxR —®
(do,a) — expdyp - expaad X

est un diffomorphisme analytique.
(v) Le calcul de

(exp do-expaadX)ﬂ. — w(exp(—aX)) . (exp do)ﬂ- . W(exp aX)

montre que (*Pdo-expaadX)y of (expdo)z gont unitairement équivalents.
(vi) Soit h; une polarisation de Pukanszky pour ¢; dans g;. Alors
h = b1 est également une polarisation de Pukanszky pour £ dans g. En
effet le fait que g(¢) C g1(41), U € g1(¢1), U ¢ g(£) montre que h = b,
est une sous-algébre subordonnée 4 £ dans g ayant la dimension cor-
recte. La vérification du critére de Pukanszky est due aux observations
suivantes : Soit k¥ € hL et posons k; = Iclme hi. Par hypothése de

récurrence il existe W1 € By tel que £ + ky = Ad” (exp W1)(41).
On montre que

&1 +ky = Ad* (exp(Wh + AU)) (&) VA€R
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c'est-a-dire
£+ k = Ad" (exp(Ws + \U)) (£) sur gy.
D’autre part,
a(ad W) _ 1

(Ad" (exp(W; +20)) (6), X) = (Ad"(exp W) (), X) + X+ s,

Lorsque A parcourt R, on peut donc choisir A tel que
(Ad* (exp(W1 + AU)) (€), X) = (€, X) + (k, X).

Puisque W; + AU € h; = b, £+ b+ c Ad*(H)(£), c’est-a-dire la polari-
sation h vérifie également le critére de Pukanszky.
(vii) Soit Dy = expdp € Do = expg. L’évaluation de

0 = do([X, U]) = [do(X), Ul + [X, do(U)]
donne
do(X) = —a(do)X modg,

= DF}(X)=e*®X modg,

= Do’ (exprX) = exp(re"‘(d")X) mod G, avec G2 C G

= D0 (exprXexpWi) = exp(re*®@X) modG; VreR,W; € g.
(viii) Soit m, € G, (par exemple 7, = indfl.‘1 Xe ) et étudions 7 =
indgl m = indgl X¢, si £ est obtenu en prolongeant #; par 0 hors de g;.

Identifions G/G; = R et dg = dr (mesure semi-invariante sur G/G1).
La représentation © = indg1 m; est donnée par

o = {5 :G — Hy, | €(g- 1) = m(91)*€(g) Vo1 € Gy et

L o, Ve, d5 < oo}
L*(R, Hx,)
= [? (]R’L2(Rk—l))

(9")¢(g) = A™V2(g)E(d ! - 9)
(9"l L2 cran) = WEllL2eray  VE € Ha, Vg € G.
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(ix) Etudions l’action de Dy sur la représentation 7. On a :

/G - o g)dg = /R w(Do"(exer-exp Wl)) dr

= /R<p(exp(re°‘(d°)X))dr

— gmo(d)

/6 w(g)dg

pour tout ¢ € L}(G/G,). Alors le calcul
I€lE2/cy = 1% gNEllEaq/n
D;!
f( (g"1 Do(exprX - exp Wl)))
— A(Do_lgl)—l

Dt
(7 ety

= A(DJlg')_lA(g')Hﬁl|%2(c/cl)

2
= AP'g)? dr

G/Gy

2
dr

donne .
A(Pe g') = A(g") V4 €G.

Rappelons finalement que Ponr(g) = (2o g), donc que
Hpor = He = L*(R, L*(R*)).

(x) Définissons ensuite Pomry(gy) = m (20 g1), g1 € Gu, et

TDy = iIldg1 (Doﬂ']).

Hap, = {5 : G — Hpor, = Huy | €(g - 1) = Pomi(g1)*E(g) Vg1 € Gy

2 .
et [}, VOB, 80 < o]

L? (]R, L2 (Rk-‘)).
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On a Ax = Ag, = A, puisque ces fonctions modulaires sont toutes
définies 3 partir de la mesure semi-invariante sur G/Gj.

(xi) Les représentations Porr et mp, sont unitairement équivalentes,
I’équivalence unitaire étant donnée par

U =U(Do) : Hpyr — Hup,
(UE)(g) = > @/2¢(P" g)  VE € Hp,yy,Vg € G.

On vérifie facilement que

UE € Hrp,, ”uﬂl'HwDo = ”6”7'{1)07,- et

Uo Do =np o U.
(xii) Comme Y est central et D-invariant,
n(expyY) = mi(expyY) = e~ HoVY) = ¢~
Pr(expyY) = Pomy(expyY) =¥
Pon(expyY) = mp,(expy¥) = ™.

Si a' =0, U est central dans g, = kerﬂl . Donc
adg adg

mi(expul) = e~ #@uU) — 1,

De plus, pour dy € 99 = ker 3, Dy = expdy,
D Dq* —a(do)
°m (expul) = 7rl( (expuU)) = 7 (exp ue U)=1.

Par contre, si a|ad # 0, remarquons que U appartient & toute polari-

sation hy de £y = ¢ . dans g,. En effet, si h; est une telle polarisation,

hi = h1+RU est unf; sous-algebre de g, subordonnée & ¢, donc h] = b,
par maximalité. Donc, pour W, € g;,

(m(epul)e)(expWi) = AL (expull)(exp(—ul) - exp Wa)
= A2 (exp ul)&(exp W, - exp(—ue~*(d W) U))
= A7/*(expul)(exp Wy).
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Puisque 71 est unitaire, Ay, (expul) = 1 et m(expulU) = 1. Comme
précédemment, Por,(expul) = 1. Finalement,

(7, (exp uU)E) (exprX - exp W)
= A;;O/z(exp ul)é(exp(—uU) - exprX - exp W)
= A;go/z(exp ul)é(exprX - exp W - exp(—ue~*PU) . expruY)
= A;;oﬂ (exp ul)e* ™ €E(exp r X exp Wh).
Puisque 7p,(exp uU) est unitaire, Ar, (expul) =1 et

(mpo(expul)€)(exprX - expW;) = €m£(expr X - exp Wh).

(xii) Supposons aladg;é 0. Alors il existe T € g tel que a(adT) =
1. Puisque alad“E 0, on peut supposer 7' € g(f) (en ajoutant, si

nécessaire, un élément de n) et f(ad T') = 0, comme ﬂlad o= 0. Donc

[T,U] =U et Ad(exptT)(rU) = e'rU.

Plus tard on montrera qu’on peut en fait choisir T dans une sous-algébre
nilpotente go de g telle que g = go + n. Les calculs montrent que

a(ad[X,T]) =0 et B(ad[X,T]) =1
c’est-a-dire, en remplagant X par [X,T}], on peut supposer que X €
(g, 8] C n, si a|ad g¢ 0. D’autre part, puisque
[T, x1,U] = -[x,U]

on a
[T, X] = —X mod ga.

(xiii) Notons g3 = RX @ g2 et G3 = exp g3. Puisque

[tT,2X + go] = —tzX modg,
=0 mod gs,

g3 est un idéal de codimension 1 dans g et {T'} est une base coexpo-
nentielle & g3 dans g. D’autre part, go est un idéal de codimension 1
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dans gs et {X} est une base coexponentielle & go dans g3. Ceci prouve
que ’application

R2 X go — G
(t1x7 92) —— exptTl -expzX - g2

est un difffomorphisme.

(xiv) Rappelons que @ = Rad X + 99, ad X € 9. Donc dim(d/2,) =
dim(9o/(90)x). D’autre part dimg; < dimg. La récurrence va donc
se faire sur dimg, g étant remplacé par g,, et ® par 9p. Une base
coexponentielle € & (dg), dans o, est également base coexponentielle
4 0, dans 9. Si h; est une polarisation de Pukanszky pour 4, dans
g1, il en est de méme de h = h; pour £ et g. Si B; est une base
coexponentielle a h; dans g,

B ={X}UB,

est une base coexponentielle & § dans g. Remarquons pour terminer
que puisque g = g(£) + 0, g1 = g1(€1) + n1 et Yo(g1) CnNgr C g, my
désignant le radical nilpotent de g;. En effet, nous savons que g(¢) C
g1(£1), donc

g1 N (g(f) +n)
gi(lh) +gNn
g1(4) +my

151

et g1 = g1(&1) +ny.

3.12. 6me cas : C’est un cas particulier du 5me cas avec a = 0 et

alad gE 0. Les résultats précédents restent valables.

3.13. Tme cas : (i) Il s’agit de I’analogue complexe du 5me cas. En
effet, les relations peuvent s’écrire :

dU +iV) = ()1 +iw)U +iV) + (a(d) +iB(d)Y
(expd)(U +iV) = P Da+w)([y 4 iv)

1 . (e.p(d)(1+z‘w) _ 1) . (a(d) + iﬂ(d))y'

oD+ iw)
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(ii) Nous montrerons que le 7me cas se réduit & trois possibilités :

a) 1.4 adg ad = ’BI
b) ‘pladg_ 0’ aradg

et ﬂladg sont indépendants.

ad g
et ﬂladg sont indépendants

a
dg’ ladg
(iii) Supposons d’abord <p|ad = 0et oz|ad gi 0. 1l existe

Xeg telque p(adX)=0 et a(adX)#0
ded tel que ¢(d) =1, a(d) = B(d) = 0.

Supposons ﬂlad o k- aladg. En développant les relations

d([X,V])) = [d(X),V]+[X,d(V)]

on trouve une contradiction. De méme si ﬁ| ,=é 0. Par conséquent

=0, a| ;é 0 ou ,BI ¢ 0 entraine a| et ﬁl indépendants.

P

adg
(iv) Supposons ensuite <p|adg¢ 0. Supposons aladg_ 'HladgE 0. Il
existe

Xeg telque pladX)=1 et aladX) = fad X) =

ded telque ¢(d)=0 et a(d)=1.
De plus 3(g) C n C Ker cpl L’évaluation des mémes relations qu’en
(111) donne une contradlctlon Donc <p| ¢ 0 entraine al ¢ 0 ou

Z£0.
ad ']
(v) Remarquons que g(¢) C Ker al N Ker ﬂ| . Supposons goI

¢ 0. Puisque n C Ker <p| et glf) c Keral adg

et a:ladB
Ker cpladg, gC Ker (pl contrairement a I’ hypothese cp| ¢ 0. Ainsi

<p|adB et oz|adg sont independa.nts. On fait un ralsonnement analogue

pour 'Bladg si 'Blad $ 0.
(vi) Supposons wrad n¢ 0. Par (v) on peut supposer par exemple que



CHAPITRE 3. DIFFERENTES ETAPES D'UNE ... 30

; sont indépendants. Donc il existe
a

et o

‘padg

X, X'eg telsque pladX)=1 e a(adX)=0
p(@adX)=0 et aladX')=1

Supposons en plus

=T I ral .
‘Bladg ‘padg—l_ 1 adg

L’évaluation de [[X, X’],U], X, X", V] et A(ad|X, X']) conduit & une

contradiction. Donc ¢ adg @ et ﬁladg sont indépendants.

adg
De (iii) & (vi) on vient de montrer que a), b), ¢) sont les seuls cas

possibles.
(vii) Vu l'indépendance de ¢, a, §, il existe d;,d;,ds € 0 tels que

p(d1) =1, a(d)=0, B(d)=0
‘p(d2) = 01 a(d2) = la ﬂ(d2) =0
p(ds) =0, a(ds)=0, B(ds)=1.

En remplacant d; et d3 par H_—lwg([dz, d1]—wl[ds, d1]), resp. ﬁg(w[dz, dy]
+ [ds, d;]), on peut supposer que dy et d; appartiennent au radical
nilpotent de 9. Donc les applications

(KeroNKeranNKerf) xR> — D
(do,t1,t2,t3) —— expdyp-exptid; - expiad; - expiads

et

(KeroNKeraNKerf) xR® — D
(do,t1,t2,t3) +—— exptads - expiad;: exptid; - expdy

sont des difféomorphismes analytiques par 1.6.

3.14. Cas 7a) : cplad =0, = B g 0.

(i) Posons 9, = kera N ker 3, sous-algebre de codimension 2 dans 9.
Alors, vu la décomposition 3.13. (vii), {ds,ds} est une base coexpo-

nentielle 4 9, dans 9.
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(ii) Puisque U, V,Y sont centraux, ils appartiennent & toute polarisa-
tion.
(iii) Pour 7 = ind$ x, on trouve

Pr(expyY) = w(expyY)=e¥
w(expulU) = nw(expvV) =1

(exp tadg-exp tadz-exp t1dy-exp dg) i(tauttzv)

m(expulU -expvV) =e

En effet, on se base sur le calcul

exp(—do) exp(—t1dy) exp(—tads) exp(—tsda)(ulU + vV)
= et ((cos tiw)u — (sin tlw)v)U +e™™ ((sin tiw)u + (cos tlw)v)V
—(tou + t3v)Y.

(iv) La relation
(exp tads-exp tadz-exp tidy-exp do)r (xpy 1] - expyV/) = (tu+tav)
entraine que 9, C 0;. En effet
D=expd= éxptadg -exptads - exptid; - expdp € exp 0n
entraine que t3 = t3 = 0. Donc
D =expd = exptd; - expdy

et
eP(@tw) _ 1
p(d)(1 + iw)

expd(U +iV) = /@0ty 4y 4 (a(d) +iB(d))Y

= eh(+w)(y 4 4v)

ce qui montre que a(d) = 8(d) = 0.

(v) Puisque 9, C 01, (01)r = 0z €t dim(bl/(ol),,) < dim(3/05). La
récurrence se fait sur dim(d/9x), en remplagant 9 par 9; et en gardant
algébre g (donc également § et B) inchangée. Si €; est la base coex-
ponentielle & (3;), = 9, dans 9y, alors € = €; U {d3,d3} est une base
coexponentielle & 9, dans 0.
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3.15. Cas Tb) et 7c) : Ces deux cas peuvent étre traités en partie

simultanément.
(i) Comme a|adg et B dg sont indépendants, il existe X5, X3 tels

que a(ad X;) = f(ad X3) = 1, a(ad X3) = B(ad X3) = 0. Puisque

g =g(f) +n, que aLd g(e)s ladg(t)E:O’ on peut supposer Xz, X3 € n

(en ajoutant, si nécessaire, un élément de g(£)). De plus <pLdn_=_ 0 et
w(ad X3) = p(ad X3) = 0. Dans le cas ¢) on peut choisir X; € g(€)
(en ajoutant, si nécessaire, un élément de n) tel que p(ad X;) = 1,
a(aXm) = ,H(aXm) = 0.

(ii) Dans le cas ¢) on peut méme supposer Xs, X3 € [g,g]. En effet,
dans ce cas il suffit de remplacer X5, X5 par X}, X4 donnés par

1

X; = m(—[XI,X:Z]'*'w[XI,Xii])
1

X;; = m(_w[XI)X2]—[X17X3])‘

Plus tard on verra qu'il est permis de choisir X; dans une sous-algebre
nilpotente go de g telle que g = go + n.
(iii) Posons

91 = KeranKerp

g1 = Keraladuﬂ Ker ﬂladg

g2 = Ker¢ladgnKeraladsnKerﬂL‘d“.

On a:
UVYegCa

et g2 = g; dans le cas b). En calculant d; ([W;,U]) et dy ([W1,V]) pour
W; € g; et d; € 91, on voit que
01(g1) C o2 C g

Donc g; est une sous-algebre 9;-invariante de g et go est un idéal v-
invariant de g.
(iv) En évaluant d([X3,U]),d([X2, V]),d([Xs,U]),d([Xs, V]) on voit

que
d( X: ) = —p(d) ( —w ul) ) (Xz )modgg,mod(gznn),
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De plus, le calcul de [[Xg,.Xs],U] = [[Xg,Xa],V] = 0 montre que
[X2, X3] € ga.

(v) Par 1.6., {X3, X3} est une base coexponentielle & g; N n dans n et
a g; dans g. De plus, puisque

Ker <p|ad9= RX; ®RX;3 g2
{X3, X3} est également une base coexponentielle & g, dans Ker Lpladg.

Dans le cas 7b), Ker <p|udg: g. Dans le cas 7c), Ker <p|adg est un idéal de

codimension 1 dans g et {X;} est une base coexponentielle & Ker cpladg
dans g. Donc les applications

R2 Xga — G
(ro,r3,Wa) +—— expryXs-exprsXs-expWs
dans le cas 7b)

resp.

R3 Xg2 — G
(r1,79,73, Ws) +—— expri Xy -expreXs-expraXs-expW,
dans le cas 7c)

sont des difféomorphismes analytiques. De plus, puisque
exp roXo-expr3Xs = exp(raXo+73Xs) [exp(—raXo—13X3) exp ro Xs exp rs X3),
que ad X5, ad X3 sont nilpotents, que [X3, X;3] € go,
loglexp(—reXs — 73 X3) exproXs - expr3Xs] € ga
et les applications

R2 X 92 —_— G
(T2, T3, W2) — exp(’I‘2X2 + 7‘3X3) - exp W2
dans le cas 7b)



CHAPITRE 3. DIFFERENTES ETAPES D'UNE ... 34
resp.

R? x g2 — G
(r1,72,73, W) +—— expriX;exp(raXas + 13 X3) - exp Ws
dans le cas 7c)

sont des difféomorphismes analytiques. De méme, puisque {X3z, X3}
est également une base coexponentielle & g; dans g, les applications

R2 Xg — G
(ro,r3,W1) — expraXs-exprsXs-expW;

et

R:xg — G
(ro,r3, W1) +— exp(roXs +13X3) - exp W

sont des difféomorphismes analytiques.
(vi) Puisque go et g2 N n sont 9;-invariants, la relation obtenue en (iv)
donne

d1(X2 + ZX3) = —(p(dl)(l — i(.U)(Xz + iX3) mod(92 N n)c
expdy(Xz +iXs) = e ?W[cos(p(dr)w) + isin(p(di)w)]
(X2 + iX3)mod(gz Nn)©

X X.
exp d; ( o ) = e K (o(dy)w) ( X )mod(gg Nn)
exXp dl(’!‘2X2 + T3X3) = €Xp d] [(Xg X3) ( :': )]

~ (% X) - K (=gl ( 77
mod(gz N'n)
Dr exp(reXa 4+ r3X3) = exp [(Xg Xs)e P K (—p(dy)w) < :: )]
mod G»
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et, puisque tout élément de G s’écrit sous la forme exp(raXs + r3X3) -
exp W, on a pour ’action de D, sur G,

Dy [exp(’rzxz + 7'3X3) exp Wl] = exp [(X2 Xs)e—lp(dl)K(_‘p(dl)w) ( :z )]
mod G;.

(vii) Soit ¢; = EL et soit h; une polarisation de Pukanszky pour #;
dans g;. Par maximalité, UV,Y € h;. Alors h = b, est également
une polarisation de Pukanszky pour £ dans g. En effet, le fait que
8(8) C g1(61), U,V € g1(¢;) et U,V & g(£) montre que h = b; est une
sous-algebre subordonnée a £ dans g ayant la dimension correcte. La
vérification du critere de Pukanszky est due aux observations suivantes :
Soit k € b et posons k; = klme hi. Par hypothése de récurrence il

existe W, € bh; tel que
4 + ky = Ad* (exp Wh)(4y).
On montre que
b+ ky = Ad* (exp(W1 + AU + uV)) (1) VA,p€R
c’est-a-dire
€+ k= Ad* (exp(W1 + AU + V) (£) sur gi.
D’autre part

(Ad* (exp(W1 + AU + V) (€), Xz + iXs)
ePad Wi)(1—iw) _ 1 g
T wpawy T

= (Ad*(exp W1)(€), X +iX3) +

Lorsque A + iy parcourt C, on obtient C tout entier, donc on peut
choisir A et u tels que

(Ad* (exp(Wh + AU + V) (€), X2 + iXs) =
(E, X2+ ZX3) + (’C,X2 + 2X3)



CHAPITRE 3. DIFFERENTES ETAPES D'UNE ... 36

Puisque Wy + AU +puV € by = b, £+ b+ € Ad*(H)(€), c’est-a-dire la
polarisation § vérifie également le critéere de Pukanszky.
(viii) Sur G/G, nous définissons la mesure semi-invariante par

/G/c;1 E(expW)dexpW  Weg
= ./mz E(exp(roXs + r3X3) - exp Wy )dradrs W1 €m
= /naz §(exp(r2X2 + 7‘3X3))d7‘2d7"3,

¢ étant une fonction constante sur les classes modulo G;. L’homomor-
phisme A tel que

=1 - . .
/G/Gl 5((exp W)™ exp W)dexp W = A(exp W') /G/G1 E(expW)dexp W
vérifie
¢/ ¢ S(Ep(-Wa) expWdexp W

&/, S Wlexp(~W) exp(~Wa) exp W])d exp W

= w 1174
[ o ElexpW)dexp
c’est-a-dire A(exp W3) = 1 pour W, € go.
/G/Glﬁ(exp(—saxa) exp W)dexp W

= /G /6 €(exp(—s3X3) exp(ra X2 + r3X3) exp W1 )dradrs
1

= 6/ E(exp(reXa + (s — 83) X3) exp W, exp W, )dradrs
1

— /G/G1 §(exp('r2X2 + r3X3))dr2dr3

= /G/G, E(expW)dexp W

c’est-a-dire A(exp s3X3) = 1.
De méme A(exp s2X3) = 1. Ainsi A = 1 dans le cas 7b). Pour D; =
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expd; avec d; € 04,

/;;/cl f(Dl_1 (exp W))de"p 4

= /G . £(P (exp(raXa + r3X3) - D7 exp Wy)dradrs
1

3 w(d) "2
- [ nfrrseriin (o
_ e—2tp(d1)/G/G g(exp(u2X2+U3X3))dU2du3
1
—  e—2p(d1) V.
e [ ElemW)dexp W
D’ot, dans le cas 7c),

—51 X wW)d '
G/Glf(exp( 81X1) exp YdexpW

ad(—s1 X .
G/Gr (exp o 1)eXPW-exp(—lel))dexpW

exp ad(—~s; X .
( ( l l)exp W) I W
G/Gl

— o281 i
=e /G/G1 E(expW)dexp W

c’est-a-dire A(exp s;X;) = e~2%1,
Comme dans le cas 5b) on montre que

A(Dl_lexp W)=A(expW) VW € g,VD; € exp?;.

(ix) Soit £, = Zlg et soit h; une polarisation de Pukanszky pour ¢,
1

dans g,. Alors h = b; est une polarisation de Pukanszky pour £ dans g
et

T = ind$ x, = indg1 (indf,i Xgl) =indg m

en posant m; = indf,‘1 Xe,- Posons np, = indg1 (P1m;) et montrons que
Dig et 7p, sont unitairement équivalents pour D; € expd;. On a

Hpig, = Hm = LX(R*?) et
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= {£:G— Mo, | Sl W - exp W) = m(exp W1)*E(exp W)
, .
VW, € g; et /G/Gl |1§(exp W)||3,, dexp W < +oo}
L2 (]R2, L2(Rk—2))
Hip, = {6:G = Hp,y =He, | E(lexpW - expWh)
= (Prmy)(exp W) *€(exp W)
) .
Wieget | o, @@ W), dexp W < +oo)
= L*(R? L*(R*?)).

On a Ay = Ay, = A, puisque ces fonctions modulaires sont toutes
définies & partir de la mesure semi-invariante sur G/G;. L’équivalence
unitaire entre P71 et 7p, est alors donnée par

U=U(D1): Hpyx — Hap,
WUe)(g) = e# e (" (g)) VE € Houp, Vg €G.
On vérifie facilement que

u& GHWDI H Hu£|lH7l'Dl = ||£”HD11[ et

Uo Dip = mp, oU.
(x) Comme Y est central et ®-invariant

m(expyY) = m(expyY) =¥
Pr(expyY) = Pir(expyY) = Pimi(expyY) = 7p, (expyY) = e~ %,

Pour d, €0, on a

di(U+1iV) = o(d)(1 + w)(U +iV)
expdi(U +iV) = @) (cos(cp(dl)w) + isin(cp(dl)w)) (U +1iV)

expd ( g ) — e‘P(dl)K(SO(dl)w) ( g )
*Ph(ylJ +oV) = (U V)e?'“D K (—p(d;)w) ( :) .
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Ceci a lieu en particulier pour d; = ad W; avec W; € g;. D’ou

(m1(expul - expvV)€)(exp Wh)
= A;ll/ (expul - expvV)€(exp(—ul — vV) exp W;)

= A;ll /2(exp ulU - expvV)€ (e)tp Wi - exp [(U V) g~ (ad W1)

K (p(ad Wh)w) ( v )D

= A;*(expul - expvV)€(exp Wi)
= §(expWh)

puisque m; est unitaire. D’ol1
m(expul - expvV)=m (exp(uU + vV)) =1 Vu,v

et
Dim (exp(uU + 'UV)) =m ((U V)e~? WK (o(dy )w) ( Z )) =1.

Finalement

7D, (exp ul exp vV )€ (exp r3 X3 - exp ro X exp W)
= A7Y%(expuU expvV)é(exp(—vV) exp(—ul) expr3Xsa
exp r2 X3 exp W)
= £(exprsXs - [XP2dXexp(—vV)| expraXs
[P = XD exep(—ul)] - exp W)
= &(exprsXs - expraXs - exp(—ulU — vV)exp Wy exp(rou + r3v)Y)

= ei("“+’3”)§ (exp 73X3 exp ro X2 exp Wj exp [(U V)e““’(“d w1)

Kpteawiye) ( 74 )])

— ei(r2u+rav) g(exp r3X3exproXg exp Wl)-

(xi) Dans le cas 7b) on a pour D = expdp - exp s1d; - exp(sz ad X3) -
exp(ss ad X3),
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exp dg-exp s1d; -exp(sz ad X3)-exp(s3 ad Xa)ﬂ.
= ﬂ(exp(—s;,Xg,))w(exp(—szXz)) (P do-expaidiy) | 7 (exp 53 X3) -
w(exp 53X3).

Donc (exp dp-exp s1d; -exp(sg ad X2)-exp(ss ang)ﬂ.) et (exp dg-exp sldlﬂ) sont uni-
tairement équivalents, avec dy € Ker ¢ N Ker a N Ker 3.

De méme, dans le cas 7C), (exp dp-exp 81 ad X -exp(s2 ad X3) exp(s3 ad Xs)ﬂ,) et
(**P do1) sont unitairement équivalents.

(xii) Rappelons que 9 = Rad X, + Rad X3 +9,, ad X3 €0, ad X3 €
9. Donc dim(9/9,) = dim(9,/(91)r). D’autre part, dimg; < dimg.
La récurrence se fait sur dimg, g étant remplacé par g, et 9 par 9;.
Une base coexponentielle €; & (3;)» dans 91, est également une base
coexponentielle & 9, dans 9. Si h; est une polarisation de Pukanszky
pour ¢; dans g, il en est de méme de h = b, £ et g. Si B, est une
base coexponentielle & §; dans g,

% - {X2,X3} U %1

est une base coexponentielle a h dans g. Remarquons pour terminer
que puisque g = g(£) +n, g1 = g1(f1) + m et 91(g1) CnNgy C my,
n; désignant le radical nilpotent de g;. Le raisonnement est analogue
& celui du cas 5b).



Chapitre 4

Les espaces ES

4.1. D’aprés 1.8. D'opérateur 7(f), 7 € G, est un opérateur a noyau
dont le noyau f, est défini sur G x G et vérifie une certaine propriété
de covariance. Vu notre action exponentielle, nous pouvons considérer
le noyau de (Px)(f) = w(fP), c'est-a-dire nous pouvons regarder la
fonction noyau comme une fonction de D. Cependant, puisque Prx
et 7 sont unitairement équivalents si D € D, la fonction noyau sera
seulement considérée comme une fonction sur ©/D,. Etant donné la
base coexponentielle € = {d,,...,d,} & 0, dans ? construite en 3. par
récurrence, tout élément de © /D, sera identifié & un élément de R™
par

(exp sndn) : (exp S2d2) : (exp sldl) : D‘rr = (51’ '"’sn)'

D’autre part, puisque nous ne travaillerons qu’a équivalence unitaire
pres, les espaces des représentations ne seront pas déterminés univo-
quement. Pour cette raison nous avons pris ’option de faire agir toutes
nos représentations sur L2(R*) ou k = dim(g/h), h étant la polarisa-
tion associée & £ si # = ind$ x,. Cela nous améne 3 introduire l'es-
pace de fonctions ES(N,R™,R* x R¥), fonctions qui seront noyaux des
opérateurs {p(f), ot ((p)p, D € /D, est une famille d’opérateurs
sur L?(R*) unitairement équivalents & Px. La lettre N indique que,
pour des raisons techniques, nous devrons introduire N paramétres
supplémentaires. La lettre S dans ES suggtre qu'il s’agit d’un ana-
logue des fonctions de Schwartz et la lettre E indique qu'’il faut exiger
une décroissance exponentielle dans certaines directions.

41
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Dans ([Lud. 4]), Ludwig introduit les espaces ES dans un contexte
légérement différent. Contrairement & Ludwig nous n’avons pas besoin
d’introduire des transformations de Fourier partielles dans la définition
de ES. Cela est dii & la forme particuliére g = g(£) +n de notre algébre
de Lie. En effet, grace a cette forme particuliére les noyaux considérés
seront des fonctions de Schwartz dans les directions correspondant &
G/H. Chez Ludwig par contre, les noyaux ne dépendent pas de I’ac-
tion. Cela provient du fait que son algébre de dérivations extérieures
vérifie 9*(€) = 0. Elle est donc contenue dans ?,. Dans ([Lep. Lud.])
on travaille avec un espace de fonctions légérement différent.

4.2. Définition : L’espace ES(N,R",R* x R*) est ’ensemble des
applications C*° de RY x R x R* x R¥ dans C telles que quels que soient
a= (a1, n), S =(81,...,8n), T = (t1,..., tx) et T' = (8}, ..., t})

— 5 8 8 o
(1) |1 F|la,p =/|€( ’)P(x; S’T’Tl;%’-a_S’ﬁ’ﬁ)

F(z; S;T;T")|dz dS dT dT" < +o0

pour tout P, ot {a, S) = a181+...+ansy, et ot P désigne une expression
polynomiale en les variables Z, S, T, T" et leurs dérivées partielles. On
munit l'espace ES(N,R",R* x R*) de la topologie engendrée par les
semi-normes ||Fl|q,p.

4.3. La condition (1) est équivalente & chacune des conditions suivan-
tes :

N o 8 8 o
(2) /|€|< ’ )IP(J,', SrTaT’;%,'gg1 ﬁ)ﬁ)

F(%$;T;T")|dz dS dT dT" < +oo

VYo = (a1, ...,a,) € R, VP,

o 0 0 8
(.8 p( . . - -z Y
®) i,if%’rle P& ST 52055 57 577)

F(;S;T; T')I < 400

Va = (o, ...,a,) € R",VP.
Ces expressions forment également une famille de semi-normes pour la
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topologie de ES(N,R"™, R* x R¥).

o & & 8
K, S) p( 7. , = 2 2 2
@ f,if?rle P(&ST.T 5 55 57 777)

F(z;8,T;T')| < +o0

VYa = (o3,...,a,) € R*,VP.
(5) L’application

e . 1 /
(:17,31, veey Sy t1, ...,tk, tl) eeey tk)
— g1t B (3 g0 Snity ey bR Ly ey BR)

est une fonction de Schwartz pour tout (ay,...,a,) € R™.

Remarquons simplement que ’équivalence de (1) et (2) resp. de (3) et
(4), est obtenue en divisant le domaine d’intégration en deux domaines,
4 savoir celui ol 181 + ... + @, S, > 0 et celui ol ay81 + ... + apsy, <
0. L’équivalence de (1) et (3) découle des propriétés des fonctions de
Schwartz.

4.4. Soit R € g un élément tel que ¢(R) # 0 pour toute racine ¢
non nulle pour I’action de ad g. Alors R est un élément générique et go
défini par

go={W € g|3m: (ad R)™(W) = 0}
est une sous-algébre nilpotente de g telle que g = go+n ([Dix. 4], 1.9.9).
Dans la suite go désignera une sous-algébre nilpotente quelconque de g
telle que g = go + n.

4.5. Soit (C),...,Cy,) une base de Jordan-Holder de n ([Lep. Lud.],
p- 2) et soit (B, ..., B,) une base coexponentielle & n dans g choisie dans
go (toute base supplémentaire & n choisie dans go convient). On obtient
une base de Malcev de g par réunion de ces deux bases et la mesure de
Haar de g coincide alors avec la mesure de Lebesgue pour les fonctions
f définies comme dans la suite ([Lep. Lud.], p. 9). Nous appellerons
bases n-spéciales les bases construites de cette maniére ([Lep. Lud.],
p. 72). Pour toute fonction f sur R¥ x G, définissons la fonction f sur
RN x R™™ par

F(Z; 81,0, Sy t1, ooy tm) = F(&, €Xp 87 By... exp 81 By -€xp tmCrp... €xpt, C).
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4.6. Définition : L’espace ES(N,G) est 'ensemble des fonctions f
définies sur RY x G telles que les fonctions f correspondantes soient
des applications C* de RY x R™™ dans C vérifiant

) llap= [e=|P(&S T o, 2, L) (@ 57)

dxdSdT < +o00

Yo = (ay,...,a,) € R",VP,

ou S = (s1,..,87), T = (t1,...,tm) €t P désigne une expression poly-
nomiale en les variables Z,S,T et leurs dérivées partielles. On munit
ES(N,G) de la topologie engendrée par les semi-normes || f||a,p-

4.7. Remarques : (i) D’aprés ([Lep. Lud.], p. 73), la définition
précédente est indépendante de ’algébre nilpotente go et de la base
n-spéciale choisies.

(ii) Dans ([Lep. Lud.], p. 72) on fait une construction analogue pour
une base coexponentielle & une sous-algeébre p de g donnée.

(iii) La condition (1) est équivalente & chacune des conditions suivan-
tes :

() /e”" M| P(z; S, T; ; aas 6‘?1,)f( 8, T)|dz2dS dT < +oo
Yo = (oy,...,a,) € R",YP.
(3) 28131%|e(°' S)P(x S,T; aa;z’%"a%)f(i;S;T)| < 400

Va = (a1, ..., ay) € R™,¥P.

8 8 @
[{a,S)]
) f‘é%le P(%5,Ti 5255 37

Va = (a3, ...,a,) € R",VP.
(5) L’application

) (7 S;T)I < 400

(T 815 ovy Spy 1y eeey byp) F—> €1 Tt £ g e Sy by ey Em)

est une fonction de Schwartz VY(a;,...,a,) € R". N
(iv) Afin de simplifier les notations on identifiera f et f dans la suite.
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4.8. Dans les différents cas & considérer dans la récurrence, on choisira
les bases de mani¢re plus particuliére et on modifiera légérement la
forme de f, resp. f.
(i) ler cas : Puisque g est abélien, le choix de la base est arbitraire.
(ii) 2me cas : Comme a C n et que a est un idéal, on peut choisir
les premiers vecteurs de base de n dans a et les suivants dans un
supplémentaire & a dans n.
(iii) 3me cas : Puisque Y est central dans g, on prend C;, =Y.
(iv) 4me cas : Puisque Y; et Y; sont centraux dans g, on prend ¢; = Y;
et o = Yo.
(v) 5me cas :

a) Cas 5a) : Par minimalité de I'idéal RU + RY, on peut choisir
caa=Yetc=U.

b) Cas 5b) : Puisque ad X est nilpotent, {X} est une base co-
exponentielle & g; N n dans n et on peut choisir C; = Y, Cy = U,
Cm = X. Choisissons C},...,Cp—-1 dans Kera N Ker ﬂlad gﬂn. Alors

(C1, ...y Crn—1) est un idéal. Montrons ensuite que si aLd g;é 0, on peut
choisir go de maniére & avoir T' € go. Dans ce cas on pourra donc
prendre B, = T. En effet supposons que aT + bX + W, avec Ws € go
soit un élément générique. Puisque ’addition d’un élément nilpotent
ne change pas le caractére générique, a1+ W, est également générique.
Alors nécessairement a # 0, puisque [W;, U] = 0, c’est-a-dire que W,
annule la racine a. D’ou, en remplacant T par T + %Wg, on trouve
un élément générique tel que [T+ 1Wo,U] = U. Dans la suite nous
supposerons 1" générique tel que [T',U] = U. Alors

Tego={Weg|Im: (adT)™(W) = 0}

et on peut choisir B, = T. Dans ce cas on peut modifier légérement
Vordre des vecteurs de base, c’est-a-dire f € ES(N, G) si et seulement
si la fonction

f(ja 8154y Sp=1, )\; tly "->tm—1ap’)
= f(Z;exp AT exp uX exp 8y—1By—1...exp $1B1 €xptm-1Cm—1
..expt;C})

vérifie les conditions équivalentes (1) & (5) de 4.6. et 4.7. On notera
simplement f(Z;exp AT exp uX - w - exptoUexpt Y) avec



CHAPITRE 4. LES ESPACES ES 46

W = €XpP Sy—1Br_1...€xp §1 B; expt;-1Cm—1...€xpt3Cs. En effet, il suf-
fit de remarquer que

exp(—s1By)...exp(—s,_1Br_1) expuX exp 8,1 B,_1...exp s; B,

-

peut s’écrire sous la forme

exp[pFi(s1, .y 8r=1)C1 + . + pFn (81, 00y 8p—1)Cra)

ou les F; sont des fonctions C*™ & croissance bornée exponentiellement,
de méme que leurs dérivées, par ([Lep. Lud.], p. 69). Donc

exp AT exp pX exp Sp—1Br_1...exp 81 By expty—1Cpm—1...expt1Cy
=exp AT exp Sy—1By_1...€xp 8181 exp QX exp Qrr—1Crm—1...€xp Q1C1

ou les @; sont des fonctions C*°, polynomiales en t1,...,¢m—1,4 €t &
croissance bornée exponentiellement en s, ..., $,—1, de méme que leurs
dérivées, par la formule de Campbell-Baker-Hausdorff qui est polyno-
miale pour ’algébre nilpotente n. Réciproquement,

exp AT exp 8,_1By_1...exp 8; By exp uX expty_1Cm—_1...exp t1C
=exp AT[exp Sy—1 By—1... exp 81 By exp uX exp(—s,B;)
e €Xp(—8,_1B;_1)] - €xp 8y—1Br_1...exp 1By exptym_1Cpi... expt1Cy
=exp AT expQ,, X expQ,_1Crm—1...exp Q1C} €xp 8,1 B,_1...exp 51 B;
- exptm—1Cm—1...expt;Cy
=exp AT exp @, X exps,_1By_;...exps1 By exp Q.. _;Crni...exp QY Cy

ou @) sont des fonctions C*°, polynomiales en p, & croissance bornée
exponentiellement en sy, ..., $y—1, de méme que leurs dérivées, par ([Lep.
Lud.], p. 69). De méme, les QY sont des fonctions C*, polynomiales en
t1y ..y tm—1, 4, & croissance bornée exponentiellement en s, ...,8,-1, de
méme que leurs dérivées. En effet, on fait un raisonnement analogue
a celui effectué précédemment en on utilise le fait que (Cj, ..., Cpq)
est un idéal. D’oli la conclusion. Lorsque alad HE 0, le facteur exp AT

manque dans les expressions précédentes. Il est important de remarquer
que dans ces raisonnements, les coefficients de By, ..., B,_1,T restent
inchangés. Remarquons aussi qu’avec le nouvel ordre des vecteurs de
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base, on a toujours une base de Malcev, donc que la mesure de Haar
coincide avec la mesure de Lebesgue.

(vi) 6me cas : Ceci est un cas particulier du 5me cas.

(vii) Tme cas :

a) Cas 7a) : Puisque U, V,Y sont centraux, on peut choisir C; =Y,
Co=V,C3=U.

b) Cas 7b) : La base de Jordan-Hélder dans n peut étre choisie de
maniére d ce que C, =Y, Co =V, C3 = U, Cp1 = X3, C, = Xs.
En effet, g2 N n est un idéal dans n, [X2, X3] € nNgaet n =RX,; &
RX3 @ (g2 Nn). De plus, f € ES(N, G) si et seulement si la fonction

f(j;sl)"'asmtla'"atm)
= f(Z,exp sy By...exp s1B1 €xp(tm-1Cm—1 + tmCm) €xp tym—2Cm—2
...expt;Cy)

vérifie les conditions équivalentes (1) & (5) de 4.6. et 4.7.
En effet,

exp(tm—lc -1+ thm) €Xp tm—2Cm—2--- €xXp tlcl
= expty,Cmexpty,_1Cm_1expty,_oCm-2..exptiCy,

les t; étant des fonctions polynomiales des ¢; et réciproquement, par
nilpotence. Par un raisonnement analogue a celui effectué dans le cas
5b), on montre qu’on peut faire passer le facteur exp(t;y,—1Cm—1 +
tmCrm) en téte de la décomposition. On notera simplement, aprés
changement du nom de certaines coordonnées,

J(Z, exp(taXa + t3X3) - w- expul expvV expyY)

avec w = exp S;B,...exp §1B; expty_aCr—s...exptyCy. De plus, la
mesure de Haar coincide toujours avec la mesure de Lebesgue pour les
coordonnées “mitigées” considérées.

c) Cas 7c) : Comme dans le cas 7b), la base de Jordan-Hélder de n
est choisie telle que C; =Y, Co =V, C3 = U, Cp-1 = X3, Cp, = Xs.
Comme dans le cas 5b) on remarque qu’on peut choisir X; € go (X3
générique) tel que

(V)= 7)(7);



CHAPITRE 4. LES ESPACES ES 48

Donc on peut poser B, = X;. Un raisonnement analogue & celui du cas
7b) montre alors qu’il suffit de considérer les expressions de la forme

f(@; expt1 X1 exp(taXa + t3X3) - w-expulU - expvV - expyY)

avec w = exp Sy_1By_1... €xp 81 By -expty—2Cm—a... exp t4Cy, la décrois-
sance exponentielle étant exigée pour les coordonnées t,, 8y, ..., 8r—1. De
plus, la mesure de Haar coincide toujours avec la mesure de Lebesgue
pour les coordonnées “mitigées” considérées.



Chapitre 5

Les fonctions de
ES(N,R", RF x R¥) comme
noyaux

5.1. Dans ce chapitre nous démontrerons que les fonctions de ES(N,
R",R* x R*) peuvent étre considérées comme noyaux d’opérateurs
¢p(f), D €D, ¢p étant unitairement équivalent & Px. Comme précé-
demment, nous supposerons g = g(£) + n exponentiel, £ € g* et G =
exp g groupe de Lie exponentiel connexe, simplement connexe associé.
De plus, nous supposerons que D = exp 0 agit exponentiellement sur G.
Nos démonstrations s’inspireront de celles de Ludwig. Les différences
avec le cas étudié par Ludwig ([Lud. 4]) ont déja été soulevées en 4.1.
Le théoreme étudié est un résultat trés technique. La démonstration
se base sur les différents cas de récurrence étudiés précédemment et
utilise de fagon primordiale le théoréme d’inversion de Fourier. Soient
£ € g*, b la polarisation de Pukanszky pour £ dans g construite en 3.,
H = exph et m = ind% x,. Nous identifierons D /D, & R™ grice & une
base coexponentielle {Jl, veey Jn} & D, dans © construite comme en 3.
Nous supposerons cette base coexponentielle fixée une fois pour toutes.

5.2. Théoréme : Pour tout D € D il existe une représentation
unitaire {p de G sur L?(R¥), unitairement équivalente & P, vérifiant
les propriétés suivantes :

Pour tout F' € ES(N,R",R* x R¥) il existe f € ES(N, G) tel que :

49
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(i) ¢p(f) a pour noyau F, ce qui signifie que si D = exp andy... exp aid;
mod D, alors

CD (f(i; -))g(tl, ceey tk) = Ak F(f, Q1 eees Qpitayeeey Ty 815 oeey Sk)
? &(s1, ..., Sk)dsy...dsy

quels que soient Z € RN, £ € L?(R*).

(ii) Si F(Zo;.;.;.) = 0 pour un certain Zo € RV, alors f(Zop;.) =0.
(iii) Si, pour une certaine fonction g sur RV, ¢-F € ES(N,R", RFxR¥),
alors ¢ - f € ES(N, G).

Démonstration : La récurrence se fait sur dim g + dim(9/9,). Le début
de la récurrence est obtenu pour dimg + dim(d/9,) = 1, c’est-a-dire
pour g = R et 9/0, = 0. Il s’agit d’une situation particuliere du ler cas
étudié dans la suite. Pour D € D, nous noterons U (D) I’'opérateur uni-
taire tel que U(D)o Pr = {polU (D). Nous traiterons assez rapidement
les raisonnements analogues & ceux de Ludwig ([Lud. 4]).

5.3. Etude du ler cas : Puisque g est abélien, on peut sup-
poser g = R™ et @ = {0}. On a ES(N,R",R* x RF) = S(RN)
et ES(N,G) = S(RY x R™). La représentation m coincide avec le
caractére e, c’est-a-dire w(f) peut étre identifié & la transformée de
Fourier en —¢. Soit F' € S(RN). Choisissons v € C*(R™) tel que
9(—£) = 1, la transformée de Fourier d’une fonction f € L}(R™) étant
définie par f(£) = [ f(z)e!*8dzx pour z,£ € R™. Posons f(Z;x) =
F(z)v(z). Alors f € S(RN x R™) et 7r( f(@; )) = F(Z) (multiplication
par F(z)). I n'y a pas d’action & considérer dans ce cas.

5.4. Etude du 2me cas : Puisque G/H = G/H et /0, =9/0z, les
espaces ES(N,R™, R x R*) sont les mémes pour G et pour G. Soit
F € ES(N,R*,R* x R¥). Par hypothése de récurrence il existe {5
représentation unitaire de G sur L2(R*) et g € ES(N,G) tels que

U(D) o P& = (o U(D)
$o(9(2,))étr, nta)

= /mk F(Z,a1,.,Qnjt1, .oy te; 81y oony Se)E(s1, -.vr Sk )dS1...dSg
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si D = exp andp... exp a1d; mod Dz. Soit A = expa et soit k € C°(A)
tel que [, k(z)dx = 1. La base de Jordan-Hélder de n est choisie de
maniére & ce que Ci,...,Cs € a et Coq1,...,C € n\a. Définissons
f € ES(N,QG) par

f(Z;exptyBy...expt; By exp 8mChm... €Xp 8s4+1Cs41 - €xp 8,0
...exp 5;C1)
= ¢(Z; exptyBy...exp t1 B1 €xp 8mCum... €xXp Ss4+1Cs41) - k(exp 8,C;s
...exp 51C).

De plus, pour tout D tel que D = exp Andn.. . €Xp a1 d; mod D, posons
D tel que Do P = PoD,U(D) = U(D) et (p = {0 P, P désignant la
projection canonique de G sur G. En particulier, (p(expa) = 1 pour
tout a € a. Alors Pr(f(,.)) = P#(g(z,.)), U(D) o Pr = (p oU(D)
et (p(f) a pour noyau F(Z;ay,...,an; ;).

5.5. Etude du 3me cas : Posons D = exptd; - expdp = expid; - Do
et notons les éléments de G par g = w - exprY. On montre que

[ P (£(@;))€] (exp X)
= et /c/exp RY /lk f@, (**w)
- exp 7‘Y)71'(D0—1 w) - e’"e_t{(exp X)dr dw.
Rappelons que dans la base coexponentielle & 9, dans 9, d, = d;. Donc
D = exptd; - Do = exptd; - exp an_ljn_l...exp al(fl mod .

avec 3 )
Dy = expap—1dn—1...€xpaid; modD,.

Soit F € ES(N,R"™,R* x R¥) et définissons F; € ES(N+1,R""! R* x
RF) par

Fi(Z,t;01, ..., Qn-1;.;.) =21 -t Y4 F(Z;aq,...,0,-1,In8;.;.)
pourt >0

Fl(.'f?,t; Q1ye00yAp—-1; ) =0
pour t <0.
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Puisque
e’ F(Z;a1,...,an-1,u;.;.) € ES(N,R*,RF x R*) Vg € Z,
t*F(Z,t; 01, ..., an-1;.;.) € ES(N + 1,R* ! R* x R¥) V@€ Z.

Par hypothése de récurrence il existe une représentation {p, de G sur
L2(R*), unitairement équivalente 3 Por pour tout Dy € Dy et il existe
g € ES(N + 1,G) tels que

[¢oo(9(@, 15 ))E] (51, - 5)
= /I;k F1 (.7,', t;ay,.0yGpn_1; 81, vy Sk Ty ooy tk)g(tl, veey tk)dtl...dtk.
De plus, comme F;(Z,t; .;.;.) = 0 pour t < 0, 'hypothése de récurrence

donne g(Z,t;.) =0 pour t < 0.
Soit U = U(Dy) 'opérateur unitaire tel que

U(Dy) o Porr = (p, oU(Dy).

Le passage de Do 4 D se fait en posant, pour D = exptdy - Do, Hpr =
Hr = Hpyy, U(D) = U(Do) et {p = U(D) o Pz oy~1(D). De plus,
définissons

q1(Z,t;exp X) = /g(:i,t;epr'exer)e“"d'r

et

f(Z;expX) = f +°°gl(-,e"; exp(~ud) (exp X)) du

-00

+o0 1
= / 91 (2,8 P+ (exp X)) - ~ds
0 S

400 1
— = o €Xp(—Insd;) X)) . =d
L ) (IL',S, (exP )) s S

o0

puisque ¢;(Z, s;.) = 0 pour s < 0. Les calculs montrent que

f(i; w - exp 'rY) = /m‘ql (:E, e*; exp(—ud1),w)eire‘“du

= / 9N (5: l; exp(In "’d')w) eirs. 1
R 8§ 8

et
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[P (£ ))€](exp )
—  pttrdr | —t/ // = u, exp(t—u)d; ire™® _—iret Da’l
e e ¢/ ory Jr IRgl(a:,eb, w)e'™ e ("0 w)

&(exp X)dudrdw

- 1 .
— ettrd; .e t/ / / alz, = exp(t+in |s|)d1,w . g8
G/expRY JR JR s

e (D5 w) (exp X) - %dsdrdu')

_ 1 e —t/ = _t. D3t tg.
= ¢ e G/expmygl(x,e,w)w( o w)é(exp X) - e'dw

= %et"d‘ Por(g(z, €';.) )€ (exp X).

Finalement, en posant £ = U(D)¢,

<o (£@:))E] (51,0 8)
= [uD)o Pr(f(z,.))¢] (51, .., 5¢)

_ 1 tird Dy ~ ot.
- ge ! [U(Do) © 0’”(9(3776 1))5] (317 "'>3k)
_ 1 ttrd = At
- _2;6 ! [CDO (g(z) €3 ))é] (31, ceey Sk)
1 _
= %e“’rdl /Rk Fl(iL‘, Ct; AlyeeeyQp_1381y 00y Sk; tl, cvey tk)
Et1, ..., tr)dty...dtx

= /IR" F(z;a1,...,an-1,t; 81, ..., Sk; L1, ...,tk)g(tl, veey b )dty .. dbg.

Nous avons déja remarqué qu’on a bien F; € ES(N +1,R"~1 R* x R¥).
De plus, puisqu’il en est de méme de la fonction % F; pour tout 8 € Z,
on sait, par hypothése de récurrence, que t? - g € ES(N + 1,G), donc
tP . g, € ES(N +1,G/expRY). Remarquons ensuite que la fonction
g2 définie par

92(:‘_5) s;w

z gl (z,1; exelnsdi)y) . 1 pour s> 0
g2\Z, s5w

’ pour s <0

A
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est une fonction de ES(N +1; G/ expRY’). Par conséquent, la fonction
f(@;w - exprY) est dans ES(N;G), comme transformée de Fourier
partielle de la fonction go. Pour les justifications détaillées, il faut se
baser sur le fait que

- 00 1
exp(ln "d’)(exp t,;B,;) = exp (t,;B,; + Z -"-:T(ln S)kdllc (t,;B,;))
1 :

= exp (t,-B,- + Ni(s,ti))

avec N;(s,t;) € n, linéaire en ¢;, & croissance bornée exponentiellement
en |Ins|, de méme que ses dérivées. De plus

exp(ln sdy) (exp t'iBi) = exp tiBz' - exp N.,{(S, t1,)

avec N!(s,t;) € n, & croissance bornée exponentiellement en t; et |In s|,

par ([Lep. Lud.], p. 69). Raisonnement comparable pour ®*PUnsd1)(expt,C;).
Il faut ensuite utiliser ([Lep. Lud.], p. 69) pour écrire les termes dans
l’ordre correct. On voit alors que les coordonnées qui nécessitent la
présence d’une exponentielle dans la définition de ES ne sont pas mod-
ifiées par exp(Insd;). Puisque t° - g € ES(N + 1,G/expRY) pour
tout B € Z, on en déduit alors que g, € ES(N + 1;G/expRY’). Ceci
termine la récurrence dans le 3me cas.

5.6. Etude du 4me cas : Posons a = RY; + RY; et A = expa =
expRY; - expRY;. Les éléments de G seront notés g = w - exp(r;1Y; +
T2Y2) = w - expr1Y1 - expraYs et les éléments de D seront notés D =
exp td, -exp do = exp tdy-Do. Comme dans le 3me cas, d, = d;. De plus
on a la méme décomposition de D dans une base coexponentielle & 0.
Soit F' € ES(N,R",R* x R¥) et définissons F; € ES(N+1,R*} Rk x
R¥) par

F(Z,t01, .0 0n1;5.) = (@0)2-t™ "4 F(3;0y,...,0n-1,In8;;.)
pour t >0
Fi(z,t;a1,..y8p-1;;.) = 0
pour t < 0.

Comme dans le 3me cas,

PR (Z,t;01,...,8n1;.;.) € ES(N + 1,R"" 1 RF x R*) V@B eZ.
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On montre que

f (',E;exp td w

[Dﬂ'(f(i:; )){] (exp X) = ettrdr . g2t /‘

G/A JR?

e—i-e"__(l,K(tw)(

-exp(s1Y1 + 82Y2)) - Porr(w) s )>§(eXPX)d31d52d’lb-

Par récurrence on trouve {p,, 9,4 = U(D,) comme dans le troisitme
cas. De fagon analogue, le passage de Dy & D se fait en posant, pour
D = exptd, - Do, Hpzr = Hx = Hpoy, UD) = U(Dy) et {p =
U(D)o Prold(D)~!. La définition de g, et f est légérement différente :

g :RVt'x G xa*— C

91(Z, tiexp X;Y™) = /Ag(i,t;eprexp(lel + yzl’g))e‘“y"m“m””)
dyldyg.

En particulier, ¢;(Z,t;.;.) =0 pour t < 0 et

g1(Z,t;exp X - exp(r1Y: + r2Y2); Y™)
= W Yitnllg, (2,4 exp X; V).

On définit
f(ZexpX) = /02" /_-:o . (:1_:, g¥; P(~ud) (gxn X), K(’r)(flu))du dr
_ /)21r /0+oo 91(, 5 1) exp X); K (r)(€),)) 'i'ds r
_ /(;211' /R g1 (2,5, % ) e X K(’r)(£|a))§ds dr
puisque g1(Z, s;.) = 0 pour s < 0. Les calculs montrent que
f (a‘:; w-exp(r Y + r2}’2))

Y 1
= /oﬁfmgl (z.e% e"""“"*’w;K(r)(el,))e‘<" we-wael),( 7)) dr
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et
[P (£(Z;.))€] (exp X)
= emaen [T o = Ko@)

1

. ei<e"“K(r—uw)(£|a),( :2 )) N Do7r) () e_ie—¢<£,K(tw)( : ))
£(exp X)du dr ds dsadw
1

_ ttrdy | -2t/ / / 7 . exp(t+in|la|l)di,,,.
= e e T : w
c/a Jre Jro\((0,0} gl( "Mlal] ’

K(~In|lg]lw) - —- ( @ )) .e"'<e"’“‘t‘”’“'( )

llaf| \ a2

Jf 2 8
.ez<( az )( 8 )> . Dogr(w)é(exp X) - “alllzdaldagdsldstw

en effectuant le changement de parametres

K w0 = K - w)(@Ys +av7) = ()

a3

et & condition de supposer que £2 + £2 = 1.
Donc

[ Pr(£(@; )] (exp X)

= (2_17r')2e“'d‘ e /G/A 4t (5, e';w; K(tw) - € - e K (—tw) (Z'a))

Doz (w)é(exp X) - €*'dw
par le théoréme d’inversion de Fourier

— 12 tird ~ t,
- (57?) "€ 1_/G/A/Ag($,e,w-exp(y1Y1+y2Y2))
e—i(e|¢’y1Y1+y2}’2) Doﬂ_(w)g(exp X)dyldyzdu')

= (52)- et Pon(g(a, ¢4 ) lexp X).

Finalement, en posant f = U(D)E,
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[¢o(£(;-))€](s1, s 58)
= [U(D)o Pr(£(Z.))€] (51,1 5)

= (51%')2 et 4 [U(Do) o Pom(g(z,€%.))€] (51, - k)

(52)" € [¢ou (9@, €5 )] (o1, )

142
= (é;) .ettl‘(ﬁ Ak F](f, et;ala""a’n'—l;sl7'",sk;t],...,tk)
g(tly---,tk)dtl...dtk

~

_ /RkF(i:;a,l,...,an_l,t;sl,...,sk;tl,...,tk)é(tl,...,tk)dtl...dtk.

Comme dans le 3me cas, t°F, € ES(N + 1,R*1 R* x R¥), donc
% . g € ES(N + 1,G). Alors tP - g € ES(N +1,G/A,a*) comme
transformée de Fourier partielle de t? - g. De plus, en effectuant dans
Pexpression de f le méme changement de variables que celui utilisé dans
le calcul de Px ( f (& )), on peut écrire

f(Zw- exp(rYs +15Y2))

1 1 a
_ i’, __; e p(ln”G“dl)w; ————K —].n aljw ( ! ))
R2\{(0,0)} gl( ||all llal] inllell) o2

FR(EN .

. e
|laf>

c’est-a-dire f (:E;w -exp(mY: + 7‘2Y2)) est la transformée de Fourier

partielle en ( :l ) de la fonction
2

P ex njlja a
o (2. = ;i o) ( 21))

2 pour [[al] # 0
0 pour ||a]] = 0.

g2(F; a1, ag; w) =

Vu les propriétés de g;, on peut montrer par un raisonnement analogue
3 celui du 3me cas que g € ES(N + 2,G/A). Par conséquent f €
ES(N,G).
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5.7. Etude du cas 5a) : Posons D = exptdz - expdp = exptdy - Dy
et notons les éléments de G par g = w - expulU - expyY. Posons a =
RU +RY et A = expa = exp(RU + RY) = expRU - expRY. On
montre que

[Pn(£(z,))¢] (exp X)
= gttrds /G/A - f(z, *Pto2y . expull - expyY) Pom(w)
e~ We'¢(exp X )du dy db.
Rappelons que dans la base coexponentielle 3 9, dans 9, d,, = da. Donc
D = exptdy - Dy = exptdy - €Xp Gp_1dp_1...€xpayd; mod D,

avec } 3
Dy = expa,-1dp—1...expayd; modDy.

Soit F' € ES(N,R™, R* x R¥) et définissons F; € ES(N+1,R"~1 RF x
R*) par

T 4. A —ttrd 2. ..
Fi(Z,t;a1,..,Qp-1;.;.) =2m - € 2F(Z; a1y ey Qna1, b 5 -)-

Par hypotheése de récurrence il existe une représentation {p, de G sur
L?(R), unitairement équivalente & Por pour tout Dy € Dy et il existe
g € ES(N + 1,G) tels que

[CDo (g(:i,t; ))é] (81, Sk)
=/Rk Fi(Z, 1, oy G} 81, eoey Sk E1, ony t)E(E1y ovvy th)Er . .
Soit U = U(Dy) Vopérateur unitaire tel que
U(Do) o Porr = ¢p, cU(Dy).
Le passage de Do 4 D se fait en posant, pour D = exptds - Dy,
Hpr = Hr = Hpor, U(D) =U(Dy) et {p = U(D) o Pz ot=1(D).
De plus, définissons

(T, hw) = /m g(z,t;w- exprU - expr'Y)e~ drdr'.
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On a
91(Z,t;w - expul expyY) = eV gi(Z, t; w)

et
0 (:f:, t; =<P(=2d2) (3 . exp ull exp yY)) = €W . e~ g, (7, t; FP(—sh)y),

Soit alors a € C®(R) C S(R) tel que d(—1) = 1 et posons, dans la
base fixe de g,

f(@wexpuUexpyY) = /91 (%, 5; FPsd)y)e~ (s . a(y).

En décomposant
expidz, , wy -expuU - expyY

dans la base en question on trouve

[P (£(3,.))€](exp X)
_ ttrds . . Dq
= & [ d@ e exp(ut u)U exply +4)Y) Pr(w)
e~ . e™¢(exp X)du dy dir
- pttrds = o €EXp(t—s)da -ty | ,—tus
e /;/A /w/mgl(x’s’ w)e e "“ds
a(y + y:) Pon(w) - €7 - e™*€(exp X )du dy dui
1
— pttrdasr 1y, 7 4o} Do ;
e 2q(—1) o /G/A a1 (Z,t; w) “°m(w)é(exp X)dw
(théoréme d’inversion de Fourier)

1
prend tird ’ — D T .
= ettrds o °7r(g(m,t, ,))g(epr).
Finalement, en posant §~ = U(D)E,

[CD (f(f?, ))é] (81,5 Sk

= [Z,{(D) o Dw(f(;i';.)){](sl,...,sk)

_ 217r ttrdz[ (DQ)ODO (g(i,t;-))é](slr"’sk)
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= e ey (902,85 )] (51,0 50)

1 _ -
= ﬂe““i’ ./Rk Fi(T,t;01, .00 Gne1; 81, «ooy Skj L1y voes L )E (L1, oovy i) A1 Al

= /F(.’i, Qlyeery Qre1y b 81y 0eey Skey L1y veey tk)é(tl,..., te)dty...dtg.

Vu les propriétés de F, on a bien e#* - F; € ES(N + 1,R"" 1, R* x RF)
pour tout p € Z. Par hypothése de récurrence, e’ - g € ES(N +1,G).
Donc e**-g, € ES(N +1,G/A) pour tout s € Z. La fonction g, définie
par

92(Z, 8,y w) = 91 (&, 5 *P* ) - a(y)

est une fonction de ES(N + 2,G/A). Donc f € ES(N,G) par trans-
formée de Fourier partielle de go. En effet, un raisonnement analogue
4 celui fait dans le 3me cas permet de décomposer P(—%)y dans la
base utilisée, les coordonnées le long des vecteurs de base B; étant in-
changées, les coordonnées le long des vecteurs de base C; étant des
fonctions & croissance exponentielle en s et en les coordonnées le long
des B;, & croissance polynomiale en les coordonnées de w le long des

C;. On utilise alors le fait que €®* - g,(Z, s;.) € ES(N + 1,G/A).

5.8. Etude du cas 5b) : Rappelons d’abord un résultat au sujet des
représentations induites : Si 7, et {; sont deux représentations unitaires
de G4, sous-groupe de G, unitairement équivalentes, alors m = indg1 T
et ( = indg1 ¢; le sont aussi. En effet, soit I; 'isométrie unitaire de

H., dans H,, telle que Uy oy = (3 oUy. Alors Visométrie unitaire U
de H, dans H, définie par

Uy = € <= Vg € G : U[E(9)] = &(9)

vérifie Uy o m = ¢ olf;. Rappelons également que (Po-expaad X}z of Dog
sont unitairement équivalents et que Pom et mp, = indg1 (Pomry) avec
m = indfﬂ xe le sont également (3.11.).

a) Etudions d’abord le cas alad g¢ 0. 1l existe T € go (sous-algebre
nilpotente) tel que [T,U] = U. L’étude de la mesure semi-invariante
sur G/G; montre que A(exptT - expzX - w - expul -expyY) = e~*. '
On vérifie que
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0o (£(Z;.))€] (exp sX)
= /f(ﬂr‘:,exp tT -expzX - w - expul - expyY) Py (exp tT - [exp(—tT)

exp(—sX) exp tT exp(e’sX)] - [exp(—e’s + )X - w - expul - expyY
exp(els — ) X )€ (exp(e’s — ) X )et/2dt dz diis du dy

= /f(a‘c,exptT -exp(e’s — p) X -exppuX - w-expul - expyY
. exp(—uX)) Dogr, (exptT - [exp(—tT) exp(—sX) exp tT
- exp(etsX)] - [w - expul - exp yY])E(exp pX)e*?dt du diis du dy

en posant u = e*s — z. En multipliant les éléments de G, & gauche par
exp(—etsX) exp(—tT) exp sX exptT on trouve

(700 (£(2,))€] (exp 5X)

= / f(i:, exptT - exp(e's — u) X exp uX exp(—etsX) exp(—tT) exp sX
exptT - w-expul expyY exp(—uX)) Doz, (exptT - wexp ul expyY)
&(exp pX)et'2dt du dubs du dy.

Grace & la définition

Q(\, i, ) = exp(—pX) exp(—AT) exp sX exp AT exp(u—e*s) X € GoNN

pour A, u,s € R
on trouve

[WDo (f@, -))é] (exp sX)
= /f(i,exp tTexp(ets - WX -Qt,—p+ CtS,S) LexpuX,

expull expyY) Pomy (exp tT - w)e~ e € (exp pX )e/?
dt dp du du dy.

Rappelons que 3/0, = 09/(0)r €t écrivons

D =expandn..expard; mod D
= Dy mod D, = mod(Dg)-
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Soit F' € ES(N,R", R* x R¥) et définissons F; € ES(N+2,R™,R*1 x
R*-1) par

Fl(fl_:, T1,X2;Q1y000y0ny 81y 000y Sk—1, tl, eeey tk—l)
= 2nF(Z;Q1,..;0n; S1yeeey Sk=1,T1; 1, oory tk—1,T2)-

Par hypothése de récurrence il existe une représentation (;,p, de G1
sur L?(R*~1), unitairement équivalente & Pomr; pour tout Do € Do et
il existe g € ES(N + 2,G,) tels que

[C],Do (g(f,ml,wz; ~))£](31, ceey Sk—1)
= /Rk_l Fi(T,21,%2; 1, vy Gn} 81, -0y Sk=13 L1, ooy Ele=1)
E(t, oy trem1)dty ... dbr—1.
Définissons g; par
91(Z, 21, 25 k1) = /9(-’3',-’171,532; ki - expul expyY e ¥du dy

pour k; € G; quelconque. Soit k£ € S(R) tel que k(-1) = 1. La
fonction f € ES(N,G) est alors définie par

f(@, exp AT expuX - w-expul expyY)
= e2{ / 91(Z, e (1 +v),v;exp AT - ["POQ(, p, e (v + p)] ™
. e""(“”x)w)e‘i“”dv}k(y).

On pose Q(t, — + €ts, s) - (*PH#Xw) = wr - expriUexprY € G, et
on vérifie que

[0 ((,))€] (exp 5X)

= k(-1) //ei’"“ e g, (i, e *(e's — p+v),v;exptT -
[e"p("”x)Q(t, ets — p,e t(v+els — u))] -1, exP(‘”x)wR)
Dogr: (exptT - w)e™™ - e#%£(exp pX)dv dt dp d du

= % /e"”e"i‘”‘gl (z, s, u; exp tT[e"p(’“x)Q(t, e — u,s)]™!

exp(=1X)yyp) Porry (exp tT - w)é(exp puX)dt du d
(théoréme d’inversion de Fourier)
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1 . .
- 577/ / e"e" " g(T, s, u;exptT - w- exp(u —r)U -

exp(y — 2 + pr1)Y)e™® Por; (exp tT - w)é(exp pX)
dtdpdivdudy

= %//g(i,s,u;exptT-'w-expuU-expyY)e"y Doz, (exptT - w)
&(exp uX)dt dp dir du dy

= o [ Pom(9(2,5,1.))Elexp nX)d

On sait que {; p, est unitairement équivalent & Domr;. Soit U tel que
Uy o Dog, = ¢1,p, © U1. Posons 6Do = indg1 ¢1,p,- Donc EDo est uni-
tairement équivalent & mp, = indg1 Doz,. Notons par ; l'opérateur
unitaire de Hq, dans ‘H&DO tel que Z Do © Uy =U o Tp,- Définissons
ensuite la représentation (p, sur L?(R*) par

Us : He, — L%(R¥) défini par
Z/?Qé = E <= E(sl, ey Sk) = é(exp 8k X)(S1, -, Sk—1)

et ~ } 3 ‘
[ Do (P)E] (81, -+ k) = [{Do (P) (€)(exp 5£.X)] (51, ---» Sk—1)-
Alors ) N
Cpo 0 Uz = Uy 0 {p,

et, pour tout £ € L2(RF),

[¢0o (£(2,))€] (51, 58)

[ £@)Cou (P)E)(exP 56 X)](s1, -, Sk2)dp

[ £@Plth o 70, ()(E)(exp 8 X)) (51, - 81-1)dp
= [ 1@ p)[thlro @) (exp s X)) (51, - 56-1)dp
= Uy(rpo(f( )(©)(exp 5 X)) (51, 1 55-1)
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= —2-1;{ / Uy o Doy (9(Z, s, 83 ) ) E(exp pX)dps} (51, s 85-1)

1
- %//Fl(j’sk’“?al’---:anwl,---,Sk-l;tl,---,tk_l)[ulﬁ(expuX)]
. (tly ey tk—l)dtl...dtk_!dp,

= //F(i, Q1y.eey G 81, -eey Sk; 1,y ...,tk_l,u)é(tl,...,tk_l,u)dtl...dtk_ld,u,

c’est-a-dire (p, ( f(z, )) a bien F(Z;.;.;.) pour noyau. Pour les justifi-
cations, remarquons que

Q(\, 1, 8) = exp(—pX)[exp(—AT) exp s X exp AT exp(u — e*5) X

est un élément de G N N dont les coordonnées dans toute base de
Jordan-Holder de n sont des fonctions C*, & croissance bornée expo-
nentiellement en A, & croissance polynomiale en i et s, de méme que
les dérivées de ces coordonnées ([Lep. Lud.], p. 69). Il en est de méme
des coordonnées de [*P(—*XIQ(A, u,e~*(v+ u))] ™! et de leurs dérivées.
D’autre part, ’étude de *P(~*X)y se fait de manitre analogue & ’étude
de exP(nsdi)y; dans le troisitme cas. Notons alors que par hypothese
g € ES(N +2,G), donc g1 € ES(N +2,G/exp(RU + RY)). Par
conséquent la fonction

(z;exp AT exp pX - w - expoU)

exp(—vX)

— e~/2g, (ﬂ‘c e (u+v),v;exp AT - | QM 1,

e')‘(v + ﬂ))]_l exp(—vX)w)

appartient & ES(N,G/expRY). On en déduit que f € ES(N,G).
b) Le cas « o BE 0 est une version simplifiée de ce qui précéde. Dans

ce cas, g1 = g3 est un idéal dans g et les éléments de G se décomposent
en expzX - w-expul - expyY. Pour tout f € ES(N,G), on trouve

700 (£(@,-))€] (exp sX)
= /f(:f,exp:zX -w-expul - expyY) Pom; (exp(z — 8)X - w -
exp ul - exp yY exp(s — ) X)&(exp(s — z) X)dz dir du dy
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= /f(:f:,exp(s — )X - =PXy . expul - expyY) Pom(w) - e™% -
e & (exp puX )du di> du dy.

La définition de F; est analogue & celle du cas al ¢ 0. Les fonctions

g, 1 et la représentation ¢;,p, sont obtenues comme précédemment La
fonction f est donnée par

f(Z,exppX - w-expul - expyY)
= /91(57,# + v, v; FPEX)e= 0y - k(y).

On montre que

(rou(PE)(expX) = o= [ Pom (9@, 5,15 Elexp X )dp

et on termine comme précédemment.
Pour faire les détails des justifications on peut dans les deux cas utiliser
les résultats ([Lep. Lud.], p. 69).

5.9. Etude du 6me cas : C’est un cas particulier des cas 5a) et 5b).
5.10. Etude du cas 7a) : Posons
D= exp 7‘3d3 * €Xp T'2d2 - eXp tldl « €Xp do = expr3d3 * €Xp 7‘2d2 . D(’)

avec D} € exp(Rd; + 09) = D1 = expd; et notons les éléments de G
par g = w- expul - expvV - expyY. On montre que

[P (f(z,.))€](exp X)
= enird. gratrds / f(&, SXPradeexpmadey, . expul exp vV expyY)
Doy (w)e~¥ei eV ¢ (exp X )dib du dv dy.

Rappelons que dans la base coexponentielle & 9, dans 9, dn_1 = da,
dn, = d3. Donc

D = exprads-exprads - exp Qn—20n_2... exp a; d; mod®,
= exprads-exprads- D) modDy.
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Soit F € ES(N,R", R x R¥) et définissons F; € ES(N +2,R"~2,R* x
R*) par

Fl(j’r2)7‘3; A1y .rey Qn—2; )
. 2 2 _—rotrds —'rstrd:;F =. ..
= (2n)% e (Z; a1, .0, G2, T2, T35 3 -)-

Par hypothése de récurrence il existe une représentation (p; de G sur

L?(R¥), unitairement équivalente & Do pour tout Dj € Dy, et il existe
g€ ES(N +2,G) tels que

[¢oy (9@, 72, 7s; ))E] (51, -5 8%)

= /mk Fi(Z,72,73;01, . Gn—2; 81y ey Ski E1y eey ER)E(EL, oony i) dtr . .

Soit U = U(D}) opérateur unitaire tel que
U(D}) o Porr = ¢py oU(Dy).
Le passage de D; & D se fait en posant, pour
D = exprads - expreds - Dy, Hpr =Ho=Hp,, UD)= Uu(Dy)
et (p =U(D) o ProlUU(D)~1. De plus, définissons
g1(Z, s3,83;exp X) = /g(:i, g, 83;exp X - expu'Uexpv'Vexpy'Y)
e~ du'dv'dy’.

On a

91(Z, 82, s3;expz X expulU expvV expyY) = e g, (%, sg, s3;€xp X).

Rappelons que la base de n est choisie telle que Cr, =Y, Cn1 =V,
Cm—2 = U. Soit a € C*(R) C S(R) tel que a(—1) = 1. Posons

f(z;w - expulU expvV expyY)
— / 0 (i‘, 82, 83; exp(—sadz) exp(—sgdg),w)e—iszu . e—isavdszdss . a(y).
Décomposons

exp rada-exp rgdz,w — ,wl - exp ulU - exp ’U'V . expy'Y
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On trouve

[P (f(@.)¢] (exp X)
= e trd; | erstrda . /f(j; w' exp(u + u')Uexp('u + 'U')Vexp(y + yl)Y)

Do (w)e~¥eir e ¢ (exp X )du du dv dy

= entrd ratrds //gl (:i, 82, 83; exp(—szd;) exp(—sads) exp rads exp rady,
- exp(—sad) xp(=22%) (exp(—u/U) exp(—v'V) exp(~y/'Y)))
e—isa(utu) g—iss () go, dos o (y + 3') Do (w)
e~ Welr2u eV ¢ (exp X )dw du dv dy

= e tr dzera trds / / 0 (."I_:, Sg, S3; exp(—s2d3) exp(—sads) exp r3ds exp 'rzdzw)

e~ . gt . g=invds dgs a(y + y') Do (w)e
e’ . "3V ¢(exp X )du du dv dy
1.2 /
= G(—1)-entrdentrds (5—7;) / 91(%, 72, 73; w) Do (w)é(exp X )dw

= entrd, gntrds, (%)2%#(9(5,1"2,7"3; -))ﬁ(epr).
Finalement, en posant £ = U¢,
[¢o(£@:))E] (51, ..r8)
= [M(D)o Dw(f(i:;.))ﬁ](sb...,sk)

_ prztrdy gratrds (%)2[14(1)(,)) o Daw(g(i, T9,T3) )) ({)] (815 -eer Sk)

— entrazgratrds (517;)2 [(DB (g(:f:, T2,T3; )) (é)] (5151 Sk)

2
ro trda 73 trd; 1 = . . .
2trazprs 3(—) /mk Fi(Z, 72,73, Q1, s G2} S15 .oy Sk b1y oons Ek)

2w
. g(tl,...,tk)dtl...dtk
= ./IR" F(E; Q1y.eey Qn—2,T2,T3; 81y o0y Sk L1y ooy tk)é(tl, veny tk)dtl...dtk.

= €

Les justifications sont analogues & celles du cas 5a).

5.11. Etude du cas 7b) : 1l s’agit de ’équivalent complexe du cas .
5b) ol aLdBE 0. Rappelons que 9; = Kera N Ker G, g; = Ker aLd gﬂ
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Ker ﬂladg, G = exp g;. Les éléments de G se décomposent

g =expr:Xs-exprsXs modG;
= exp('rng + 7‘3X3) mod G].

Les éléments de D s’écrivent D = D, - exp s;ad X, - exp s3 ad X3 avec
Dy €D =exp?; et
Dﬂ. — Dy (expsg ad X3-exp s3 ad Xsﬂ.)

est unitairement équivalent & D'w. Rappelons que Pim et np, =
indng L7y avec ;= indS x, sont également unitairement équivalents
(3.15.). Pour f € ES(N,G), évaluons

[7TD1 (f(.’f,‘, )){] (exp(sng + 83X3))
= /f(i,exp(thg +t3.X3) - w - expul exp vV exp yY')

[TFDI (exp(t2 X3 + t3X3) - w - exp ul exp vV exp yY)E]
(exp(s2X2 + 53X3)) dtadtsduiy du dudy

= / f(Z, exp(ta X2 + taXs)wexpul expvV expyY )§(exp(—yY)
eanmsnerafro(2)+(2 )]

[exp ("(Xz Xs) - (_ ( :z ) + ( Zz ))) exp(—taXa — t3Xs)

exp(s2Xa + 53X3)] dtodtadw du dv dy

avec exp[—(Xg Xs) (— ( :z ) + ( zz ))] exp(—t2 Xy — t3X3) -
exp(se Xz + $3X3) € Gy. Alors

[0, (£(z,.))€] (exp(s2X> + 3X3))

- [smemtnxs vl 5l (1) ()

expul expvV exp(y + (s2 — t2)u + (s3 — ts)v)Y) Pimy(w - expul
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exvaexpyY)ﬁ(exP((X2 X3)(_ ( :2 ) * ( Z: )))

dtzdt;;d’li) du d’U dy
= /f(a':,exP ((Xz Xs) ( ‘:2 )) exp(—b2X2 _ b3X3) eXP(b2X2+b3X3)w
3 i

expul expvV expyY) Py (w)e~Weilbautbav)g (exp(b2X 2+ b3X3))
dbodbsdid du dv dy

en effectuant le changement de variables
12 by b\ _ [t 82
(8)—= (%) = (2)--(2)+(%)
Rappelons que 3/0, = 0,/(91)x €t écrivons

D =exp aan...exp aid; modD,
=D mod D, = mod(D1)x-

Soit F' € ES(N,R", R* x R¥) et définissons F; € ES(N+4,R™,RF~2 x
R*-2) par

7 Pl . .
Fl(x) I2,X3,T9,T3;01, cery Ay 81y 00y sk—2at1, ---)tk—2)
2 e . . ! !
= (21)2F(Z; a1, ..., Qn; 81, -y Sk—2, T2, T3; 11, -.v) Lk2, T3, T3)-

Par hypothése de récurrence il existe une représentation ¢,p, de Gy
sur L2(R*-2), unitairement équivalente & P'm; pour tout D; € D; et
il existe g € ES(N + 4, G1) tels que

[Cl,Dl (g(:i, Tg, T3, Th, Ts; ))é] (51, .+, Sk—2)
= /R,‘_, Fi(Z, o, T3, Thy T3 Q1, -y @nj 81, ooy Sk—2; L1y ovy Lh—2)
- E(t1, o, thez)dtr . dbr—z.
Définissons g, par

gl(:i,:rg,:l:;;,x'z,xf;; k1) = /g(i,mg,x;;,x'g,mg;kl expul exp vV expyY) ,
e~ Wdu dv dy
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pour k; € G; quelconque. Soit k£ € S(R) tel que k(-1) = 1. La
fonction f € ES(N, G) est alors définie par

f(@, exp(ta Xz + t3X3) - w - expul expvV expyY)
(/ 9 (-T, ta + vg, 13 + U3, V2, Us; {éxp(-—mxz-—vaxa) [exp (—(Xz X3)

(&) es(eax((i2) () om0
( z: ))] }"1 exm_mxz-w,xnw) .e-i("”2+”"3)dv2dv3) - k(y)-

On vérifie que

7o, (f(Z,- )](exp(sng-Zsng)) |
- Jrlom{im (- (2)+(2) ol
(-(2)+(2)) ol ()

-exp(—boXg — b3 X3) - exP(hx2+b3X3)w]

-exp ulU exp vV exp yY) Di ) (w)e~Weibrutber)

¢ (exp(ba X2 + bs X)) dbydbsdeis du dv dy
= /(/QI(E, —bg + 82 + v2, —bs + 83 + v3, U2, Us;
b2 82 Va2
eo(-0e (- () +(32) (%))
exp(s2Xa + 83X3) - w -
exp(—ba X3 — b3 X3) exp(v2 X3 + ’sts)) e_mvze_iwad'vzd’vs)

k(y) D1 m (’U.))e""':yei(bzu+b3v)
¢ (exp(b3 Xz + boXs) ) dbodbadiiy du d dy
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A 1.2
= k(1) (52)" [ 918,52, 50,3, bsiw) Pma e (exp(ba Xz + ba X))
dbydbzdis
1

= (57_;)2/ Dip, (9(5,32,33,b2,b3; '))g(exP(bzX2+b3X3))db2db3.

On sait que (3, p, est unitairement équivalent & Ptm;. Soit Uy = Uy (D1)
que Uy o P'my = (4,p, oUy. Posons fDl = indgl ¢1,p,- Donc CDI est
unitairement équivalent & 7p, = indg1 Diz,. Notons par U I'opérateur
unitaire de Hrp, dans Hz, tel que {p, oU = U o wp,. Définissons
ensuite la représentation (p, sur L?(R¥) par

U:H; — L*(R¥) défini par
UL = E(sla vy Sk) = g(exP(Sk—IXZ + SkX3)) (81) -+ Sk—2)
et

€01 (9)E)(s1, ., 52) = [C0(9)(E) (exD(sk-1Xz + 56 Xs))| (51, -, 85-2).
Alors

et, pour tout ze L2(R¥),

[, (£(Z,))E] (51, 58)
= /f(:f:,p) ;(6D1 () (eXP(Sk—le + Skxs))](sl, cvey Sk—2)dp
= [ 1@ D)[(© o075, @)E) (exp(si-1Xz + 8:X3)) |(s1, ., Sk-2)dp

= /f(ff,P) U [77'D1 ®)(€) (exP(sk—1X2 +5kX3))]](31’"-,3k—2)dp

= U1 (7‘(1)l (f(f, )) (5) (exp(sk_ng + SkX3))) (81, eeey Sk_z)

= (%)2{/1,{1 o Dipy (g(:f,sk_l, Sk, b, bs; -)){(exp(ngz + b3X3)) |
dbadbs } (51, .-, Sk—2)
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142 _
= ('27) {/ ¢1,0: (9(®, Sk—1, 5k, b2, bs; -)) (thé(exp(ba Xz + b3X3)))
dbydbs } (51, .., Sk-2)
142
= ('é;r') /Fl (j) Sk—1, Sk, b2a b3; A1,y oey Qpj 815 00y Sk—23 tl: ) tk—2)
(L& (exp(baXz + b3 Xs)) ) (b1, -y ti—2)dt1...dtk—2dbadbs
= /F(E, A1y eenyQpj 81y eey Sk—2y Sk—1, Sk; t1, ooy th—2, be, b3)
E(t1, . ti—z, b, b3)dty ..dtk—odbadbs
c’est-a-dire {p, ( f(z, )) a bien F(Z;.;.;.) pour noyau.
Les justifications se font de maniére analogue & celles du cas 5b).

5.12. Etude du cas 7c) : Les raisonnements sont analogues a ceux
du cas 7b), mais plus complexes. Les définitions de 9, et g1 sont les
mémes. Les éléments de G se décomposent

g = expnX; -exproXo-exprsXs modG;
= expri X1 exp(reXz +73X3) modG,
= expri Xy exp(roXs +13X;) - w-expul - expoV - expyY.

Les éléments de ® s’écrivent
D = Dy -exps;ad X; - exps; ad X, - exp s3ad X3

avec Do € D¢ = exp(Ker p N Kera N Ker ) et
Dy — Do(expsiad Xj-exps; ad Xy-exp s3ad X31r) egt unitairement équivalent &
Doz, Comme dans le cas 7b) il suffit d’ailleurs d’écrire

D =D, -expszad X, - exp sgad X3

avec D; € D; = exp(Kera N Ker 3). Les définitions de m1, 7p,, 1,0,
¢p,, (p, ainsi que les équivalences unitaires sont les mémes que dans le
cas 7b). Pour f € ES(N,G), évaluons

[7? Dy (f (z, -))E] (exp(52X2 + Ssxa))
= /f(i,exp t1 X1 exp(taXa +13X3) - w - expul - expvV - exp yY)eh
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¢ (exp(—yY) exp(—vV) exp(-ul) - w™ exp(~t2 Xz — t3X3) -

[exp(—thl) exp(sng + 83X3) €Xp t1X1] exp(—t1X1 ))dtldtzdts
div du dv dy.

Posons
exp(-—thl) exp(32X2 + S3X3) exp t1. X

= exp [(Xz X3)et’K(t1‘w) ( z: )] . (exp[—(Xg X3)e" K (tw) ( z: ):I

-exp(—t1 X1) exp(s2 X2 + 53X3) exp t1X1)

avec €xXp [—(X2 X3)et‘K(t1w) ( Zz )] . exp(—thl) exp(sng + 83X3)
-expt1X; € Go et

t
(0230 () - 00 Xt (7))
= €xp [(Xz Xs)(" ( zz ) + e" K (tw) ( j: ))] - ga(t1,t2,t3, 82, S3)
avec go € G2 puisque [X3, X3) € go. D'ott

(7D, (£(Z,))€] (exp(s2Xa + 53X3))
= /f(ai,exp t1.X1 exp(teXo + taX3) - w - expul expvV expyY) - et .

Dipl (exp th1 X1 - [exp(—thl) exp(—s2 X3 — 83 X3) expt1.Xy

exp ((Xz X3)e" K (tiw) ( ::z ))] - ga(t1,t2, s, S2,83) "

-[exp(—(Xg Xa) (— ( i: ) + e K (tw) ( > ))) -w-expul
expvV expyY - exp((x2 Xa)(— ( :: ) + e K (tw) ( zz )))])
el () ome(2)])

dtl dtzdtad’ti) du d’U dy.
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Effectuons le changement de variables

avec

On trouve

[ﬂ'Dl (f(.’f, ))f] (exp(32X2 + 83X3))

= [i(semnem(oaxa(- (5 ) rermen (1)
b
b

exp(ba X2 + b3 X3) [exp(—ngg — b3 Xa) exp (— (X2 X3) (— ( : )
+ e K (tw) ( Z ))) exp ((x2 X3)e" K (taw) ( j: ))]
[exp (—(x2 X3)e" K (tw) ( :: )) exp(—t1.X1)

exp(s2X3 + 83 X3) exp thl] - w - exp(—ba Xz — bs Xs) expull

expvV exp(y + ubz + vbs)Y) e Dipy(expt1 Xy - w - expulU
.expoV - expyY ) (exp(ba Xz + bs Xa) ) dt1dbydbsdib du dv dy.

Gréce & la définition
e (5):(5))
_ e(exa(- () ) reaen( ))){[exp(—(x2 Xs) (— ( iy )
+ e K (tiw) ( ‘;z ))) -exp(—(Xz X3) ( Z ))
exp ((x2 X3)e" K (tw) ( o ))] :
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[exp (—(Xz X3)e" K (tw) ( ::: )) exp(—t1.X1)

€exp ((Xz X3) ( :: )) exp tlxl]}
on trouve

[0 (£(2.))¢] (exp(’32X2 + 53X3))
= /f(:i,expthl exp((X2 X3) (— ( gz ) + e K (tw) ( jz ))) .
Q(tl,— ( zz ) + e K (tw) ( zz ) : ( zz )) . exp(baXa+baXa),, .

expulU exp vV exp yY) et Dipy(expti X - w) - e~ Vellbrutbav)
¢ (exp(b2 Xz + bs Xs ))dtydbadbsdii du dv dy.

Comme dans le cas 7b), 9/0x = 91/(91)x. Pour tout F' € ES(N,R™, R*x
R*), 1a définition de Fy, I’existence de g, g1, {1 p, sont obtenues comme

dans le cas 7b). Soit ensuite k € S(R) tel que k(—1) = 1. La définition

de f € ES(N,G) est alors donnée par

f(i', exp t; X, exp(te Xo + 13X3) - w - expulUexp vV expyY)

= e {fafmenena((i)+ (1)) (1) ewen
p(—uzxz—vaxa) ¢ " v -1
T e () emmena((2) ()]

exp(—v2X> —‘vax:i)'w) . e-i(u’uz+v'va)dv2d,v3 } k(y) .

On pose

b ex
Q(tl,— ( bz ) + et‘K(tlw) ( :: ) , ( zz )) . exp(b2Xa+b3 Xa),

= wp-expriU-expraV -exprsY € Gy

et on vérifie que
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7, (£(&,))€] (exp(s2 Xz + 53X3))
= / f(a”:,expthl : exp<(x2 X3) (— ( Z; ) + e K (tyw) ( Z ))) :
Q(tl,— ( gz ) + " K (tw) ( :: ) ) ( :z )) - xp(baXatbaXadyy .

expul expvV exp yY) e - Piry(expti Xy - w)e™ Ve Prutn?)

¢ (exp(ba X + bs Xs) ) dtsdbadbsdi du dv dy

- Jelfafeemmn(-(3) s emuo(2)

xp(—v2 X2—v3X3) b s
ethlxlr Q(tl,—(bz)-l-et’K(tlw)(s: ),

(- () v () (2 )]

) eXP(—vzxz—’vaxa)wR)

e iutrior e_i("+r2)”3dvzdvg}k(y + rs)etl . Dl,rl (expt1 X1 - w)

e~ e P )¢ (exp(Ba X + bs Xs) ) dt1dbadbsdiis du dv dy

= E(—l) /{/91 (ﬁ’e—th(—tIUJ)(— ( 22 ) +et1K(t1w) ( 2; ) + ( :: )),
xp(—v2 X3 —v3X3)
(’ZZ);CXpthI[e Q<tl’_(ll:§)+et1K(t1w)(::§)’
-1
e " K(—tw) (— ( zz ) + e K (tw) ( Z ) + ( :Z )))] .
oo, () 4w (3). (1)
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exp(—v2Xg3—v3X3) exp(bzxz+b3X3)w) e—iu.'uz e—ivvadv2dv3}

D1 m™ (exp t1 X] . w)ei(bgu+ba'u)£ (exp(ngg + b3X3)) dtl dbzdbad’w dudv

= G [o(a(2): () sonmow) Pmiemew

€ (exp(b2Xa + bs X)) dt:dbydbsdri
= ( 1 )2/ D, (9(51, 89, 83, by, bs; .))é(exp(ngg +b3X3))db2db3,

o
La démonstration se termine alors comme dans le cas 7b). Les justifi-

cations se font comme dans le cas 5b).

5.13. A chaque étape de la récurrence on vérifie facilement que la
construction de la fonction f respecte les propriétés (ii) et (iii) de 5.2.
Ceci prouve donc le théoreme en question.

5.14. Proposition : L’application

R:ES(N,R",RkXRk) —s ES(N,G)
F — f

est une application linéaire continue vérifiant
R(q-F)=gq- R(F)

pour toute fonction g sur RY. Elle est appelée rétracte.

Démonstration : Il suffit de remarquer que la construction de f respecte
la topologie des espaces ES.



Chapitre 6

Actions exponentielles sur
un groupe nilpotent

6.1. Les résultats du chapitre 5 ont pour désavantage de ne fournir
qu’une représentation {p unitairement équivalente & Pr, et non Px
elleeméme. Cet inconvénient va disparaitre lorsque G = exp g est un
groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement connexe, soumis & une
action exponentielle. Sauf mention explicite du contraire, nous nous
placerons toujours dans ce cas dans la suite. Il faudra alors se limi-
ter aux noyaux qui sont & support compact en D € D/D,. Cette
restriction sera sans conséquences pour nos résultats ultérieurs.

6.2. Nous identifierons /D, & R™ & l'aide de la base coexponentielle
fixée une fois pour toutes. Pour simplifier, les éléments de D /D, seront
parfois notés par D. De plus, il nous faudra travailler explicitement
avec la base coexponentielle de g & la polarisation §. Les vecteurs de
cette base B sont obtenus de la maniére suivante : Ils sont obtenus
par les cas 5b) avec aLdgE 0 (cvl@_d g% 0 est impossible dans le cas

nilpotent) et 7b) (le cas 7c) est exclu pour les groupes nilpotents).
Remarquons que dans ces deux cas, g; est un idéal dans g. Aprés
changement de notations on trouve donc une suite de sous-algebres
§=0p D Gp-1 D .. D g1 D b telles que g; soit un idéal dans g;11 pour
tout i. De plus, si dim(g;/g;—1) = 1, {C;} est une base coexponentielle &
gi—1 dans g;, oli C; est 1'élément X obtenu dans le cas 5b). Les éléments
de G; = exp g; s’écrivent alors sous la forme (exp;C;) - gi—1 olt gi—1 €

78
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G;-1. Si dim(gi/gi-1) = 2, {C!,C/'} est une base coexponentielle a
gi_1 dans g;, ot C! et C! sont les éléments X5, X3 obtenus dans le cas
7b). Les éléments de G; s'écrivent alors exp(t;C} + t]C}’) - gi—1 avec
gi—1 € Gi_1. Posons T; = (t;), resp. T; = (t},t]) et g:(Ti) = expt:C;,
resp. gi(T;) = exp(tiC! + t/C}'). Les éléments de G s’écrivent donc

9p(Tp) - 9p-1(Tp-1)--q1(T1) - h

avec h € H =exph.

6.3. Définition : L’espace ES(N,R",G/H x G/H,£) est 'ensemble
des fonctions C*™ de RN x R" x G x G dans C, vérifiant la propriété
de covariance

F(Z; 01y ey Gni g - by o' B) = eX6M) L om0 B 0y ani g5 9)
quels que soient h,h’ € H et telles que la fonction

(Z;81, .0, Qn; S1, -y Sp; Ty ooy Tp)
— e“““"’"'*‘"‘"“"F({ﬁ; a1,y @ Gp(Sp)---91(S1); 9p(Tp)--- 01 (Tl)),

soit une fonction de Schwartz sur RV x R™ x R* x R* (si Si,...,Sp se
composent de k coordonnées) quels que soient ay,...,a, € R.

Au chapitre suivant, nous identifierons les espaces ES(N,R",G/H x
G/H, ) et ES(N,R™ R*xR¥) en posant, pour tout F; € ES(N,R",R*
x R¥),

F(Z; D; gp(Sp)--91(51) - i gp(Tp)--g1(T1) - )
=iblnh) . o=itInk) B (3. D; S, ..., Sp; Thy ooy Tp)-
De plus, l'espace ES(N,R™,G/H x G/H,£) sera muni de la topologie
de ES(N,R",R* x R¥).

6.4. Soit 7 = ind$ x. et soit H. l’espace de représentation de 7. Pour
tout F € ES(N,R",G/H x G/H,£), notons Ar(Z, D) I'opérateur sur
H, admettant F(Z; D;.;.) comme noyau, & savoir 'opérateur défini par

(@ D) = [, . F@Digig)E(g)dy’ VE € Ha.
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Vu les propriétés de covariance de F et de £, cette intégrale sur G/H a
un sens et fournit bien un élément de H,.

De méme, pour tout £ € ES(N, R, R*xR¥), notons A (%, D) 'opéra-
teur sur L2(R*) admettant F'(Z; D; .; .) comme noyau, & savoir 'opérateur
défini par

(Ap(Z, D)E)(S1, .., Sp) = /R P& D; 81,0y Spi Thy ooy Tr)E(Th, o, Tp)AT

pour tout € € L2(R¥).
Dans la suite, U(D) désignera P'opérateur unitaire construit dans la
démonstration de 5.2. On obtient le résultat suivant :

6.5. Proposition : Pour tout F € ES(N,R",G/H x G/H,{) &
support compact en D € D/D, = R", il existe F € ES(N,R", R¥xR¥)
a support compact en D tel que

Ap(Z, D) =U(D)™' 0 Ap(Z, D) oU(D) VE € H.

De plus, si F est & support compact en une ou plusieurs coordonnées
du paramétre & € R¥, il en est de méme de F.

Démonstration : La démonstration se fait en analysant les différents
cas de la récurrence sur dim(d/9,) + dimg.

Cas 1) et début de la récurrence : 9/9, = {0}, G/H = {0} et U = id.
1l suffit de prendre F' = F' € S(RV) (fonction dépendant seulement du
parametre).

Cas 2) : Tandis que dim g diminue, G /H = G/H,D/Dx reste inchangé
et ES(N,R",G/HxG/H,£) = ES(N,R", G/HxG/H, ). L'existence
de F' est donnée pour G = G/A par récurrence, donc également pour
G.

Cas 3) : On a D = exptd; - Do, dim 9/0, diminue, g reste inchangg,
U(D) = U(Dy). Posons

Fi\(Z,t; Do; .;.) = F(Z; Do, t;.;.) = F(Z; D; ;..).

Puisque F est & support compact en D, donc en particulier en ¢, F} €
ES(N + 1,R*,G/H x G/H,£) et, par hypothése de récurrence, il
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existe F; € ES(N+1,R™!, RFxR¥), & support compact en Dy € R*™*
et en t tel que

U(Do) [ Fi(3,5 Doj 5 95(Tp)--91(T1))E (00(T)---01 (T1)) T
= [ Fi(@,t; Doy i Ty, o, Ty U(DOE)(Tr, -, T,)dT.

Alors la fonction F' définie par
F(z; D;.;.) = F(%; Do, t; ;.) = Fy(,4; Do; 5.)

convient.
Les cas 4), 5a), 6a) et 7a) sont traités de méme.

Les cas 5b) avec alad g,.i_ 0 et 7c) ne se présentent pas pour les groupes

nilpotents.
Cas 5b) avec aLME 0 : Puisque D = Dy-expaad X, D = Dymod D

et il sufiit de travailler avec Dy. Pour commencer, rappelons la décom-
position de 'isométrie U(D) en modifiant les notations de 5.8.
Posons 7 = ind5 x¢, 7 = indg1 (ind$* xe) et

avec V€ = € signifiant £(g)(g1) = (V1€)(9)(91) = €(g - 91)-
De méme : Vi : Hpyr = Hx — Hpoz = Hax-
Posons m; = ind$§ xe, Tp, = indg1 (Pomy) et

VQ . HDoi'r — Hﬂ’DD

avee (V2€)(9)(g1) = e*®)/2£(%0" g) (g1).
Par hypothése de récurrence, on trouve une équivalence unitaire Vi =

U, entre Por; et {1 p,. On en déduit
V3 . Hﬂ.DO — HEDO

. > . G
ol ¢p, = indg, (1,p,, Par

[(V€)(@)(S1, -+ Sp-1) = [V3(E(9))] (St -1 Sp-1)-
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Finalement on définit
Vi: Mg, — Hep, = L2(RF)

par
(V4§)(Sl, ceey Sp—lys) = g(exp SX)(SI) ooy Sp—l)°

On a alors U =U(Dg) = V4 0 Va0 Vy 0V, 'isométrie V, dépendant de
Do. .
Soit F € ES(N,R*,G/H x G/H,£) & support compact en Do. Défi-
nissons Fy € ES(N +2,R", Gy /H x G1/H, £;) avec £, = e|‘J par

1

Fl(i:’ S, U, DO; ghgi)
— -1
= (%) F(Z; Do; 75" (exp sX) - g1; % (exp uX) - gf).

Par hypothése de récurrence, il existe F; € ES(N+2,R", R*1 xR*"1)
tel que

V:’,, (/ 2 (i, 8, 5 Do; .5 gp—1 (T; ~1)--01 (Tl))& (gp_1(Tp_1).--g1 (Tl))dT)
= [ (@5, Do 5 T, Tyt ) (Vi) (T, s Ty )dT

pour tout & € H,,. Définissons F e ES(N,R",R* x R¥) par

F("E, DO; Sl7 X3 Sp—las; Tla reey Tp—lal"‘)
= Fl(i'a 8, 15 Do; Sty Sp—l; 1, '"an—l)'

Alors
(1)U(Do) ( [ [ F(@ Do iexp X - gpmr (Tpm)-n(T1))
€(exp pX - gp-1(Tp-1)-- (Tl))deu) (St ey Sp_1,5)
=V30Vp0 W, (//F(a: Do ;exp X - gp1(Tp1)--1(T1))

E(exp X - gpor (Ty)o-3(T1))dT du) (xp 8X) (S Spr)
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= Vé [(Vz (o} Vl)(//F(i:, .Do; ., €Xp [LX . gp_l(T _1)...gl(T1))
3 (eXP X - gpo1(Tp-1)-.01(T1))dT du) (exp sX )] (81, -+, Sp-1)
=V; [ea(d")/zvl (//F(if, Dy; .;exp pX - gp—1(Tp-1)---01 (Tl))
. D—1
£(expr - gp—1(T, _1)...g1(T1))deu>( ° (exst))]
(S1, ..., Sp-1). (2)
Dans l'intégrale, effectuons le changement de variables défini par

exp pX - gp—1(Tp-1)--.91(T1)
= D5 (exp ' X)gp—1(T_1)--g1(T}) - '(Do, 1, T).

Le détail de ce changement de variables, ainsi que son Jacobien g%(do)

et les justifications nécessaires seront donnés dans la suite. On trouve
alors

2=V} [e“(d")/2V1 ( / / F(:E; Do; ; D5 (exp ' X)gp-1(Th_y)--

. [ D!
qu(T))) - 7Y £ (70 (exp ' X) gp-1(Tp-1)-

(1)) ¥ . e"(do)dT’d;L’) (D"_ 1 (exp sX))] (S1, s Sp_1)
=V, [ew(‘*ﬂ/?v1 ( / / F(Z; Do; 5 25" (exp X )gp—1(Tp—1)--

()™ (@ uX)gp1 Ty} s (B)) 0T )

(% (exp sX))] (Sty e Spos) 3)

en laissant tomber les /. Or, quels que soient Ry,..., Rp_1,
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e @/ [ [ F(8iD055%" (5 uX)goms o)1)
6(™ (e 1X)gpr (Tpor)..-g1 (T1) e aT du)
(% (exp 53)) (gp-1 (Rper) -1 (R)
= =@/ [ [ P (; Do; i (exp pX)gp-1(Tp-1)--01(T1))
(" (exp X )gpor (Typmr)..-01(T2)) =T

(% (exp 5X) gpmr(Rpor).-1 (R2))
= %)/ / / F(2; Do; %" (exp sX)gp-1(Rp-1)-..g1(R1);
D5" (exp X )gp1(Tp-1)--91(T1))
£( 7" (exp pX)gp-1(Tp-1)--1 (Th) )€™ T dp
= e=@72 [([ Fy(@,5, Do gp-1 (Rp-1)--91(Ra);
gp-1(Tp-1).01(T1))
V&) (25" (exp X)) (991 (Tp-1)--g1 (T1) )dT dp

=/(/ A (E,S,lt; Do; gp—1(Rp—1)---g1(F1); gp—1(T, —1)---91(T1))
(Vo V) @52 1) (51T ) 02T ) s
——-/(/ Fl(ﬂ—ﬂ,syﬂ; Do .; gp—1(T, —1)---91(T1))

(V2 Vi) 1) (- (Tp2)-o 1) T ) s

(gp—l (Rp—1)--n (Rl))-

Donc

(B=V; [/(/ I 2 (i,s,u; Dy; .5 gp—1(T; —1)---91(T1))
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(2 K@D ) (431 Ty (T5) AT )| 512 Sy

={ / / Fu(Z, 8, 15 Do i Th, ooy Ty )V (Vi © Vi) (exp X))
(T}, e, Tpe1)AT ds) (S, Sp1)

=( / / Fy(Z, 8, 15 Do; Ty, ey Tp1) (Vs © Vp 0 V1£) (exp pX)
(T, ey Tp=1)dT dps) (1, o1, Sp1)

://Fl(z, 8, 153 Do; -3 Sty s Spe13 T wory Tp1)(Va 0 V5 0 Vy 0 Vi £)
(T, ey Tp—1, p)dT dp

—//F(m Do,Sl, y Sp—1,8;T1, o0, Tp—1, B)(U(Do)E)
(Th, ... Tp-1, N)deﬂ

=(f/ (5 Des Ty Ty ) U Ts
p_l,u)deu)(sl, Sp-1,5). 4)

Comme (1) = (4), le cas 5b) est démontré, & condition d’examiner de
plus prés le changement de variables. Or

exp pX - gp—1(Tp-1)---g1(T1)
-1
= Do (Peexp puX)gp-1(Tp-1)---91(T1)

= 5" ((exp pe=**)X) - g(1, Do) ) gp1(Tp-1)---01(Th)
avec g(ut, Do) € Gp-1

= D5 (exp pe™** X) - g'(, Do) gp-1(Tp-1)---91(Th)
avec g' (g, Do) = 2% g(p, Do) € Gp_y car Gp_; est
Qo—inva.ria.nt.

Décomposons g'(i, Do) dans la base coexponentielle :
g' (1, Do) = gp-1(Rp-1)---91(F1) - h(n, Do)
les coordonnées R; dépendant de u, Dy. Dol

exp X - gp—1(Tp-1)--.g1(T1)
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= 25" (exp pe ™) X ) gp1 (Rp-1)---91(Ba) - h(tt, Do)gp-1(Tp-1)
g1 (Th)
= 25" (exp pe =) X) gp—1 (Rp-1) * gp-1(Tp-1)] - [gp-1(~Tp-1)
+ gp—2(Rp—2)...q1(R1) - h(pt, Do) - gp-1(Tp-1)]
- gp—2(Tp-2)--91(T1).
Si dim(gp-1/8p-2) = 1,
9p—1(Bp-1) * gp—1(Tp-1) = exp(rp_1Cp_1) - €xp(tp-1Cp-1)
= eXP((Tp—l +t5-1)C —1) = gp—1(Rp-1 + Tp-1)-
Si dim(gp-1/8p-2) = 2,
9p—1(Rp-1) - gp—1(T, -1)= exP("'l—lczla—l + Tg—lc:—l)
- exp(ty_1Cp-1 + tp1 Cp_1)
= exp(('r'_1 +tp 1)Cpy + (rp + tz—l)czlal—l)
' k(Rp—l’Tp—l)
= gp-1(Rp—1 + Tp—1) - k(Rp—1,Tp1)
avec k(Rp—1,Tp-1) € Gp—2. Donc

exp X * gp—-1(Tp-1)---91(T1)
= 5" (exp e~ X) - gp_1(Rp1 + Tp-1) - [k(Rp-1,Tp-1)
« Gp-1(=Tp-1) * Gp—2(Bp=2)---g1(R1) - h(i, Do) - gp—1(Tp-1)]
+ gp-2(Tp—2)---91(Th)

k étant 'unité du groupe si dim g,—1/gp—2 = 1. On décompose alors

k(Rp-1,Tp-1) * Gp—1(—Tp—1) - gp—2(Rp—2)-.g1(R1) - h(p, Do) - gp-1(Tp-1)
= gp-2(Rp_s).-q1(Ry) - '

avec R. et h' dépendant de u,Tp_1, Do.

On continue ainsi de proche en proche et on trouve une relation de la

forme

exp [LX . gp—l(T _1)...gl(T1)

= D5’ (exp ﬂe_a(dO)X) : gp—l(Qp—l +Tp1) - 9p—2(Qp—2 + T, —2)
---gl(Ql + T1) -h"



CHAPITRE 6. ACTIONS EXPONENTIELLES SUR UN ... 87

ol Q; dépend de Do, 1, Tp-1,...,Tj41 et ot h” € H dépend de Do, p,
Tp-1,--,T1. En faisant le changement de variables :

Y= pemetd
T; = Qi+T;
on trouve donc un Jacobien de la forme
e~d) % .. x
oW | o
o, T) : P
0 0o ... 1

(en prenant l'ordre p/,T;_;,...,T7) et, en effectuant le changement de
variables dans P’intégrale, on trouve

dpdT = e*®dy/ dT'.

Ceci termine le cas 5b).
Le cas 7b) se traite de la méme maniére, en remplagant D’ (exp sX),

resp. Do" (exp pX) par Do (exp(a2X2+a3X3)), resp. Do’ (exp(u2X2+
u3X3)). De plus, remarquons que

Do exp(pe Xz + 13 Xs)

= exp [(X2 Xa)e—‘P(dO)K(—QO(do)W) ( Zz )] mod Gp_1,

ce qui fournira un Jacobien de la forme

e~%(d) K (—p(do)w) ¥ ... %
Oy, 5, T') 0 1
O(p2, p3, T) :
0 1

et
dpodpsdT = €% dpfduydT'.

Il faut faire les changements correspondants dans les définitions de Fy
et F 1.
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6.6. Proposition : Soit K un compact fixe de D/D, = R™. No-
tons par ES(N, K,G/H x G/H,£) = D(K,S(N,G/H x G/H, 1)) et
ES(N,K,R* x R¥) =D (K, S(N, R x R*)) les sous-espaces topologi-
ques de ES(N,R"*,G/H x G/H,£) et ES(N,R",R* x R¥) formés des
fonctions F dont le support en D € D/, = R™ est contenu dans K.
Alors 'application

ES(N,K,G/H xG/H,t) — ES(N,K,]ka]Rk)
F — F

est linéaire contfinue.

Démonstration : Afin d’appliquer le théoréme du graphe fermé, sup-
posons que Fy +— F et Fi, — G dans les espaces ES respectifs. On
montre que pour tout £ € Hy, Schwartz en G/H, et quels que soient
z,D,

/Fk (371'; D; . gp(Tp)--- 91 (Tl))ﬁ(gp(Tp)-ugl (Tl))dT

— [ F (2 D55 95(T3)--01 (1)) E(60(Ty)--01(T2)) AT
et
/ (& Ds i Th, ooy To)U(DYE) (T, ., Ty)dT

— [ G@D; 3T, T UMDYy, . )T

dans LY(G/H), L*(G/H), L*(G/H), respectivement L' (R¥), L*(R¥)
et L?(R*). Puisque

U(D) [ Fe(3 Ds 3 9p(Tp)--91(11))& (95(Ty)-.- 01 (T1)) AT
- / Fo(@; D; 5 Th, oy Ty)UD)E) (T, oy Tp)dT
et que U(D) est une isométrie pour L?, on a
U(D) [ F (7 D; 3 p(Tp)--91(T0))&(9(Ty)---0n (T1)) AT
= / G(&; D; i Th, ., T,) UD)E)Th, ..., Tp)dT

pour tout £ et F' = G. Ceci prouve la continuité.
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6.7. Proposition : Pour tout F € ES(N,R",G/H x G/H,£) a
support compact en D € D/D, = R, il existe f € S(N, G) tel que

Pr(f@.))€ = Ar(z,D)§ VE € Har

Démonstration : Construisons F' comme en 6.5. Par 5.2., il existe f €
S(N,G) = ES(N,G) (G étant nilpotent) et une famille de représenta-
tions {p telles que =

(¢o(F (@ DE) (S, 8p) = ([ F(&5 Dy s Ty, s Tp)
E(Ty, ..., T,)AT) (St ---» Sp)
et
U(D) o Pr = ¢p oU(D).
En posant £ = U(D)E, on a le résultat annoncé.

6.8. Corollaire : Soit K un compact fixe de D/D, = R™. Alors
P’application

ES(N,K,G/H x G/H,t) — S(N,G)
F — f
telle que F et f vérifient 6.7., est une application linéaire continue.

Démonstration : Par 6.6., 'application F' — F est continue. Par 5.14.,
’application F' — f est continue.

6.9. Remarques : a) Pour un compact fixe K on a évidemment
ES(N,K,G/H x G/H,£) = S(N,K,G/H x G/H,{)

et
ES(N, K,R* x R¥) = §(N, K,RF x RF),
espaces de Schwartz.
b) D’aprés R. Howe ([Ho.]), application
S(N,G) — S(N,G/H x G/H,{)
f — fr
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ot f, indique le noyau de 'opérateur m(f), est une surjection continue
ouverte. D’aprés ([Lud. Mol. 1], 9.7.), 'application

/D, — SN,G)
D +— fD

est continue, f € S(N, G) étant fixé. Par conséquent, puisque Dr(f) =
7(fP), 'application

D/D, — S(N,G/H x G/H,¥)
D +— F(;D;.;.)

ot F(;; D; .;.) est le noyau de 'opérateur P (f), est continue. En par-
ticulier, quels que soient Z, Si, ..., Sp, T1, -y Ip, F(:T:; D; g,(Sp)---91(51);
9p(Tp)...q1(Th )) dépend continiment de D. De plus, on voit facilement
que la relation Px(f) = w(fP) entraine que le noyau F(.;D;.;.) est
méme C*® en D si f € S(N,G). On a le méme résultat pour le noyau
F'(;D;.;.) de Vopérateur Px(f) si D parcourt D (au lieu de D /D).

¢) Finalement, si |||.||| désigne une norme de Schwartz quelconque
sur S(G/H x G/H,¥), I'application

/D, — R
D - |||F(z; D; ),

Z étant un parameétre fixé, est continue.



Chapitre 7

Etude des brbites

7.1. Dans ([B.C. et al]), N. Conze étudie l'orbite d’une représentation
de type exponentiel d’un groupe exponentiel et montre qu’une telle or-
bite est ouverte dans son adhérence. Nous utiliserons cette étude pour
montrer que lors d’une action exponentielle, toute orbite (généralisée,
au sens de 2.10.) contient une orbite fermée dans son adhérence. De
plus nous montrerons que si ’action exponentielle se fait sur un groupe
nilpotent et si I'orbite (2 est fermée, alors Ker Q N S(G) est dense dans
Ker Q pour la topologie de L!(G). Ce résultat sera utilisé pour étudier
la croissance de Ker Q/7(€2), j(€2) désignant I’idéal minimal fermé as-
socié & Q dans L'(G). Pour ce faire, nous utiliserons les travaux de J.
Ludwig ([Lud. 3], [Lud. 5]) qui démontre un résultat analogue pour un
singleton {r}.

7.2. Dans ce paragraphe nous adapterons les résultats de N. Conze
([B.C. et al]) aux actions exponentielles et aux notations utilisées dans
ce contexte. Pour plus de détails et de justifications, nous renvoyons
au travail de N. Conze.

L’action exponentielle induit une décomposition de g* de la forme

g"=8120; - D8 = {0},
les g} étant des sous-espaces vectoriels 9-invariants et action sur g; /g7, 1

étant irréductible. Soit £ € g* fixé. Pour simplifier les notations, nous
noterons ’action de ? sur g* par d(£) au lieu de d*(£) dans les sections

91
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7.2. 4 7.4. Définissons

() ={ded]|d(£)=0}
(0 ={ded|d¥)cg;}
Donc
0= 31(£) ) Dz(f)... D) ‘on(ﬂ) = 0(8)

Si 9;-1(f) = 0;(£), la base coexponentielle de ? par rapport & 9;_1(¢)
et & 0;(€) est la méme. Il n'y a pas de paramétre supplémentaire qui
s'introduit dans la description de 'orbite. L’ensemble des indices pour
£ est

(i1, nyiny yis} = {i | 1S i < — 1 et 0(0) # Vi1 (D)}

Pour ces indices il faut distinguer plusieurs cas :

1) 95(£) # i1 (£) et dim(g}/a7y,) = 1.
a) Si £ € g, il existe d; € ® = 0;(£) tel que {d;} soit une base
coexponentielle & 9;1(£) dans 9;(£) et tel que

di(¢) =£ modgjy,

(exp tudi) () = €40 =

t

en notant par F la fonction F(z) = &=L

b) Si £ & g}, il existe e; € g5, A,y G 0:(£)* tels que

8 = Re; ® g1
d(f) = Md)e; modg;,,,Vd € 0;(€)
d(e;) =v(d)e; modgj,;,Vd € 0;(£).
(i) Si X et v sont proportionnels, il existe d; € v;(€) et a € R tels que
y=a- A Ad;) =1 et v(d;) = a. Donc
(exptidi)(l) =£€+1;- ——';1- -e; modgl,,,sia#0
=f{+ t,F(at,) e; modgl,
{d;} est une base coexponentielle & d;41(£) dans 9;(£).
(ii) Si A et «y ne sont pas proportionnels, il existe d; € 9;(£) tel que
Adi) = 1,7(d:) =0
(exptid;)(€) = £+ t;e; modg,,
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{d;} est une base coexponentielle & 9;41(£) dans d;(£).
2) () # V41 (£) et dim(g}/g7,1) = 2.
1l existe ¢ € 0;(€)*, el,e! € g}, a € R* tels que
d(e, + ie}) = P(d)(1 + ia)(e; +ief) mod(gh,,)C Vd € v;(¢).
a) Si £ € g?, on peut supposer £ = Re(e] + ie}). Il existe d; € 0;(£)
tel que ¥(d;) =1,
(exptidi)(€) = Re{e"*(e} + ie)} mod gl
De plus, {d;} est une base coexponentielle & 9;41(£) dans ?;(£).
b) Si £ & g}, il existe v/, 7" € 0;(€)* tels que
d(€) = Re[(7' + ¢v")(d)(e; + i€)] mod g}y, Vd € 0:(0).
(i) Si rg(y',v", %) = 3, il existe d},d; € 0;(€£)\0;41(£) tels que
() =0, 7(d)=1 ~"(d)=0
Pd) =0, v(d)=0, '(d)=1.
On voit que {d’,d!} est une base coexponentielle & d;41(£) dans d;(£)
et que
(exp tid)) (exp t{d;) () = £+ tie; — ti'e} mod gy,
(ii) Si rg(y',7",%) = 2, on a les mémes conclusions (voir [B.C. et al]).
(iii) Si rg(,7",%) = 1, il existe v € 9;(£)*, a € C*, c € R tels que
v +4y" = ay, ¥ = cy. En remplagant a(e} +1ie}) par €} +ie, on trouve
d(£) = v(d) Re(e} + ie]) modg;,,
d(e; + ie}) = cy(d)(1 +ia)(e} +ief) mod(gi.)S
Il existe alors d; € ;(£) tel que v(d;) = 1. D’olr {d;} est une base
coexponentielle & 9;.41(£) dans 9;(£) et
(exptid;)(() = €+tie; modg;,;sic=0
= £+ Re{t,F(c(l + z'a)t,-)(e’,- + ze:')}
mod g;,, si c#O0.
7.3. Dans ce qui précéde, notons T;, = (ti,), resp. Ti, = (ti,,17),
Giz (le) = €xXp tikdik) resp. gik(Tik) = (exp tikdﬁk)(exp tiidi',,) selon les
cas. Notons g(T) = gi,(T:,)9i,(T3,) -9, (Ts,) si d est le nombre d’indices.
De plus, complétons la suite des €;,, resp. €] et e}, en une base de g*
adaptée & la décomposition g* =g} D g3 D ... D g5, = {0}.
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7.4. Proposition : Pour une action exponentielle, 'adhérence de
toute orbite contient une orbite fermée.

Démonstration : Supposons 2, non fermée et soit ¢ € Q.\ Q. Alors
il existe une suite de T telle que g(T')(€) converge vers q. Comme
q € e, au moins une des coordonnées de T' tend vers l'infini. Soit n
le premier entier tel que ¢;,, resp. t; ou t tende vers l'infini. Sup-
posons en plus que g soit choisi de maniére & ce que n soit minimal.
Donc, pour r < 7, t;,, resp. t,_ et t/ tendent vers t , resp. t9 et t;°.
Puisque les (i, — 1) premiéres coordonnées de g dépendent uniquement
de T2,...,T2_, ([B.C. et al], p. 10) et que ¢ = ]jqr"n [¢(T)4], on peut
poser

@ = [gin_l(—Tﬂ_l)---gn(—Tg)]q
= lim[gi,(Ti.)-9iu(Ti) ()]
€ Q,C 2\

et remarquer que les (i, —1) premiéres coordonnées de g, et £ coincident.
En remplagant ¢ par ¢; on peut donc supposer que les (i, —1) premieres
coordonnées de g (= q1) et £ coincident et que les ¢; correspondants sont
nuls. En particulier, £ = gmod g}, 9;(£) = 9,(q) pour j < in et, si on
note par j, les indices pour g, les indices de g et £ correspondant aux
in — 1 premiéres coordonnées coincident, c’est-a-dire i3 = j1, ..., In—1 =
jn1 (si n # 1). Puisque t;,, resp. t; ou t! tendent vers I'infini tout
en laissant la coordonnée correspondante finie, seuls les cas 1a), 1b)(i),
2a), 2b)(iil) peuvent se présenter (méme désignation des cas que dans
7.2.). Remarquons d’ailleurs que

Gin (Tin)ginﬂ (Tiu+1 ) Giq (Tid) (2) = Gin (Tin ) (f) mod g::',,+1 .
11 suffit donc d’étudier :

la) (expti,di,)(£) =€e"=£fmod g; ,,
— Omodg; 4, pour ¢;,, — —oo.
Donc ¢ = Omod g} 4,, c'est-a-dire g € g;,,, €t (@ =...=0,.(q) =

9;.41(¢) = 0. On n’a donc pas d’indice pour ¢ jusqu'a i, c'est-a-
dire les indices pour q vérifient i, < j1 < jn. Si m # 1, ceci est une
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contradiction au fait que i3 = 7. On peut donc supposer n = 1 et
i, < 71. La suite du raisonnement est commune aux autres cas.
1b)(i) aveca # 0

(expti,di)(€) = £+ (€% ~ 1)e;, modgl,
—f— zll-e,-“ mod g} ,; pour t;, — —0o si
a > 0 et pour t;, — 400 si a < 0. Donc
g=1~¢- %e,-" mod g; 4,
et, pour tout d € 9;_(£) = 9;,(q),

dlg) = d(®) - d(es,) mod gl 4o

= Md)e, — %a)\(d)ei,. mod g; 41

=0 mod g; -

Ainsi 9;,(q) = 9,(€) C 9;,+1(g) et 9i,(q) = 0s,41(g). Donc le piéme
indice j,, pour g vérifie i, < jn.
2a) (expt; d;,)(¢) = Re{etn1+i®) (] + e} )}modg; ,
— Omodg;_ ,, pour ¢;, — —oo.

On continue comme dans le cas 1a) et on trouve n =1 et i3 < j1.
2b)(iii) avec c # 0
(expti di,)(£) = £+ Re ——1—[e°(1+i"‘)t‘" — 1](¢}. + el ) p modg; 4

" c(1 +ia) tn tnt

—f{— Re{m(e:" + 7:6:;; }modg;-’"_H

pour ¢t — —oo si ¢ > 0 et pour t — +o0 si ¢ < 0. Donc

—p_ 1 ! . 1 *
g=14 Re{————c(1 i) (€5, + zei")} mod g; .,
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et, pour tout d € 9, (£) = 9;,(q),
_ L
c(1 + i)
= ~(d)Re(e] +iel)— Re{mc’ﬂd)(l +ia)(ef, + z'eg;)}

mOd g:n-*-l
= 0 mod g; ;.

d(q) d(f) — Re{ d(e; + e} )} mod g} 4,

Comme en 1b)(i) on en déduit que i, < jan.

Dans tous les cas on trouve donc i, < jn. Si Qg est fermé, la proposition
est démontrée. Sinon, on choisit g; € ,\Qq C 0\, selon le méme
procédé que précédemment. Puisque £ = gmod g}, et que 9;(£) = 3;(q)
pour j < i,, on peut supposer que les débuts des bases coexponentielles
de 9, construites pour q et £, coincident. Notons par f;, resp. f; et f;’
la base de ? construite pour g. On peut donc supposer f;, = d;,, resp.
fl=d. et f!! = d! pour r < n. Soit jm le premier indice pour ¢ tel
que le parametre correspondant tende vers 'infini lorsque g(T")(g) tend
vers ¢;. Comme précédemment nous pouvons supposer que les j, — 1
premiéres coordonnées de g et ¢ coincident et que les parametres 1" cor-
respondants sont nuls. Puisque ¢ € Qg C Q¢, g1 est limite d’éléments
de Q. Supposons & présent m < n. Donc Jm = im < in. Alors les
débuts des bases coexponentielles coincident et les jm — 1 premicres
coordonnées de £, q et q; coincident, les paramétres correspondants
pouvant étre choisis nuls. Lorsque ¢; s’écrit comme limite de g(S)(£),
on peut alors supposer que le paramétre correspondant & jn, tend vers
Dinfini, car sinon les j premiéres coordonnées de ¢ coincideraient
avec les j, premiéres coordonnées d’un élément de l'orbite de £, donc
aussi avec les j,, premiéres coordonnées d’un élément de l'orbite de g
(puisque jm < in), ce qui n’est pas le cas. Ceci contredit le caractére
minimal de n. Cette contradiction implique m > n, i, < jn < Jm.
Soit & présent ki, k2, ... les indices pour ¢;. Un raisonnement analogue
4 celui qui préceéde montre que j1 = ki, ..., Jm—1 = km—1 €t Jm < km.
Puisque tous les indices sont bornés par la dimension de g* par exemple,
le raisonnement précédent doit s’arréter aprés un nombre fini d’étapes,
c’est-a~dire on doit trouver une orbite fermée dans ’adhérence.

7.5. Remarquons que le résultat précédent reste vrai dans le cas étudié
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par N. Conze, c’est-d-dire pour une représentation de type exponentiel
d’un groupe exponentiel. Il est en particulier vrai pour une action
exponentielle sur un groupe nilpotent.

7.6. Soit une action exponentielle sur un groupe exponentiel. Soit
£ € g* et désignons par (2, V'orbite (généralisée) de £. D’apres ([Lep.
Lud.]), G est homéomorphe & g*/ Ad" G. De plus, la projection p :
g* — g*/Ad"* G est une surjection continue ouverte. Puisque Q est
un sous-espace saturé de g* pour l'action de Ad* G, on peut construire
Q./Ad*G. D’une part, cet espace peut étre considéré comme sous-
espace de g*/ Ad* G. D’autre part, il peut é&re muni de la topologie
d’espace quotient de €, par Ad*G. 1l est facile & voir que ces deux
topologies coincident. De plus, puisque la projection p est une surjec-
tion continue ouverte, g*/ Ad* G et Q,/ Ad* G sont des espaces locale-
ment compacts. En ce qui concerne 3,/ Ad* G, on utilise encore le fait
que S est ouvert dans son adhérence, donc localement compact. De
plus, D agit sur g*/ Ad* G par D*- (Ad* G-£) = Ad* G- (D*-£) puisque
Ad G est un sous-groupe normal de D.

7.7. Proposition : Les espaces D /D, et ¢/ Ad™ G sont homéomor-
phes entre eux et homéomorphes & un espace R". En particulier, l'es-
pace ¢/ Ad* G est séparé localement compact.

Démonstration : Remarquons d’abord que ’application

@D —
D+— D*.¢

est continue. L’application ¢ est une surjection par construction et est
ouverte grace & un résultat de Hochschild ([Hoch.], 1.2.5.). Munissons 0
d’une base coexponentielle & 9., complétée par une base de 9. Gréce
4 cette base coexponentielle & d, (fixée une fois pour toute), on voit
que D /D, est homéomorphe & un espace R". Considérons le schéma
suivant :
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N

> Q/Ad*G

R

D/D, =R"

On sait déjd que ¢ et p sont des surjections continues ouvertes. Il en
est donc de méme de ¢; = p o ¢ et de p;, projection de D sur D /D.
De plus, remarquons que

Kerg, = {De®|Ad"G-D*-£=D"-(Ad"G-£) = Ad*G - £}
= D,

Donc il existe une bijection ® unique qui rend le diagramme précédent
commutatif. De plus, ® est une bijection continue ouverte, c’est-a-dire
un homéomorphisme.

7.8. Pour f € L'(G), définissons supp f par

supp f = {= € G | n(f) # 0} €.

Supposons & présent supp f compact et supposons l'orbite {2, fermée.
Puisque {2, est saturé, 0,/ Ad” G est fermé dans g*/ Ad" G = G. Donc
supp f N/ Ad* G est un compact fermé de G et de 9,/ Ad* G =R".
Finalement

(Ded/D, | Pr()) #0I* = (DeD/D, | Pn(f) £0} W A’E
C supp f N/ Ad*G
c Q/Ad*G=R"

et {D € D/D, | On(f) # 0} *" est un compact fermé de R™ (identifié
5 D/D, et & Q) Ad" G).
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7.9. Dans la suite de ce chapitre, le groupe G sera supposé nilpotent.
Dans ce cas, il existe dans S(G) une unité approchée (g,),, obtenue
par calcul fonctionnel, telle que supp g, soit compact.

En effet, il existe une base de voisinages compacts K du neutre e de
G tels que (K™)ko.n+0o SOit encore une base de voisinages compacts
de e. Soit alors fx = f € S(G), fx 2 0, [ fx(z)dx = 1, tel que
supp fx C K et donc supp fi* C K™. Ona hm frxg = g dans §(G),

pour tout g € S(G) ([Lud. Mol. 1]). Soit alors on € CZ(R) tel que
¢n = 0 dans un petit voisinage de 0 et tel que sup |(pn(t)—t™)D| < &,

pour j = 0,1, ...,(n— 1) et &, tendant vers 0, C,, désignant un compact
de R admettant 0 comme point intérieur. D’aprés le calcul fonctionnel
de Dixmier ([Dix. 2]) et Hulanicki ([Hu.]), ¢n{fx} * g — fk * g tend
vers 0 dans S(G) pour (n, K) — (4+00,0). Donc ¢.{fx} * g tend vers
g dans S(G). De plus, pour tout = € G,

(on{fx}) = en(r(fx))-

D’autre part, soit € > 0 tel que p, = 0 sur [—¢,¢]. Par ([Dix. 3],
3.3.7.), il existe un compact C dans G tel que ||7(fx)||op < € pour tout

7 hors de C. On en déduit alors que 7(pn{fx}) = ¢n (ﬂ(fK)) = 0 pour

tout 7 hors de C, c’est-a-dire supp <pn/{f\K} est compact. Les pn{fx}
conviennent comme unité approchée (g, ),. Par 6.8., notons G, (D,.,.)
le noyau de l'opérateur Pr(g,). On sait que ce noyau est continu en
D. Alors

Ded/®@.1G.D,.,)Z0"
(D ed/D, | Pr(g) # 0} ¥

est un compact fermé de R™ (identifié & D/Dr et & Q/ Ad* G), si
Porbite Q, est fermée.

7.10. En complétant la base coexponentielle & 9, dans ? par une base
de 9., nous pouvons identifier D & un espace R? et D /D, & un sous-
espace R™ de R?. Pour éviter les confusions nous noterons dans la suite
par F(D;.;.) le noyau de Pn(f) si D € D/D, = R" et par F(D;.;)
le noyau de Pn(f) si D € ® = RP. Pour des raisons techniques
ultérieures, nous devons effectuer les modifications suivantes : Soit ¥
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une fonction C™ & support compact K dans R? telle que

$20, $(0)>0, [yDyD=1,

Iespace D identifié & R? étant muni de la mesure de Lebesgue de R”.
Pour tout f € L*(G), définissons

fi= /ﬂ fPY(D)dD.

Si f € 8(G), soit F le noyau de Pw(f), D € D, et évaluons le noyau
de Dﬂ'(f]) :

Pr(f) = [ #(f7P)p(D)dD!
= [ ®'x(H)w(D"D~)8(D, D")aD",

§(D, D") désignant le Jacobien du changement de variables D" = D'D.
Donc Px(f1) a pour noyau

/D (D", ; )p(D"D-1)6(D, D")dD" = Fy(D; ;.).
Si on se limite & D € ©/®, = R", le noyau

Fi(D;.;.)= Fxl (D;.5.)

D/Ds
est & support compact en D, si tel est le cas pour F. En effet, si le
support (en D) de F est contenu dans le compact K de R™ = D/D,,
alors le support (en D) de F est contenu dans K - D,. Si de plus le
support de v est contenu dans le compact K de ® =D /Dy Dg, on voit
facilement que le support de F} est contenu dans K~ - K mod D,. Or,
puisque D /D, = R™ est identifié & un sous-espace fermé de D = R?,
K, K et K~!. K sont des compacts de R? et XK' - K mod D, est un
compact de D/D, =R™.

7.11. Soit K un compact fixe de ©/D, = R" et définissons

T = {f e 5(G) | TPEDPT PN £ * C K}
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et

I= {f e S(G) | (D €®/D. | Pu(f) # O} ¥ est compact}.

Donc I = % ZIx. On vérifie facilement que Z est un idéal D-invariant
de S(G). En effet, si par exemple f € Ik, alors

Dr(fP)#£0 = Do-D€EK -Dn
= DeD;' Kmod®,

ce qui est un compact de D /D, par continuité de ’application

D/Dy —> DDy
Dmod®, +— Dz'-DmodD,.

Dot fPo e 7.

Remarquons en plus que Z ¢ Kerm. En effet, il suffit de prendre
F € ES(R",G/H x G/H) & support compact en D € D /D, = R"
et tel que F(0;.;.) # 0. Par (6.7.), il existe f € S(G) tel que Px(f)
ait F(D;.;.) comme noyau pour tout D. Par construction, f € T et
f & Kerm.

7.12. Proposition : Soit un groupe de Lie nilpotent muni d’une
action exponentielle. Soit 7 € G et soit Q l'orbite (généralisée) de g*
associée a m. Notons par

KerQ = {f € LY(G) | Px(f)=0, VDeD}
(en identifiant I'orbite avec les représentations correspondantes). On a
I-T-KerQ-I-TcKerQINS(G) Y@,

Démonstration : Soit ¢ € L%(G) tel que (p, Ker 2N S(G)) = 0 et soit
K un compact fixe de ©/D,. Par Hahn-Banach il suffit de montrer
que

(QO,IK -IK -KerQ 'IK . IK) =0.

Soient g1,92,93,9s € Ik et f € S(G). Notons par Gy,G3,G3,Gy, F,
resp. par G1,G2,Gs, Gy, F les noyaux de g1, g2, g3, ga, f pour Dr avec
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D € D/Dn, resp. D € D. Le noyau de g * go * f * g3 * g4 est alors
donné par G, 0 Gy 0 F 0 G3 0 Gy, resp. Gy 0 Gy 0 F o Gy 0o G4 avec, par
exemple,

G10Gy0FoG30Gy(D,z,y)
= /Gl(D,$,-’171)G2(D,-’1?1,$2)F(D,$2,$3)G3(D,-’1?3,$4)G4(D,$4,y)
dzydzodzsdzs.

De méme pour G; 0 Gy 0 FoG30Gy. On a donc
supp(Gy 0 G0 F o G3 0 Gy) C K x R* x R¥,

resp. - - _ . .
supp(Gy 0 Ga0 F o G0 Gy) C (K -Dx) x R* x R*

puisqu'il en est ainsi des Gj, resp. G;. Soit & présent 1/ comme en 7.10.
et effectuons la construction de 7.10. pour la fonction gy * g2 * f * g3 * ga.
Donc (Pr) ((gl * g * f % g3 * g4)1) a pour noyau

/D Gy oGyo B olyo@yD";.; )Y(D"D1)6(D, D")dD"
= (é1 o éz o F o és o é4)1(D)

et la restriction de ce noyau & D /D, est & support dans un compact fixe
K, de /D, = R". Puisque 1 est une fonction C*, la restriction de ce
noyau & D /D est un élément de S(K1; RF xR*) =D (K1 ,S(RF ka)).
On définit une forme linéaire continue p sur S(K7;R* x R¥) par : Soit
F € 8(K;R* x RF) et soit f € S(G) un rétracte quelconque de F'
dans S(G), c'est-a-dire tel que Pm(f) ait pour noyau F(D;.;.) pour
tout D € D/D,. On définit p par (g, F) = (p, f). La forme linéaire p
est bien définie par 6.7. et 6.3. et par le fait que si f; et f, ont méme
noyau, fi1 — fo € Ker QNS(G) et {p, f1 — f2) = 0. La continuité résulte
de 6.8. et du fait que la convergence dans S(G) entraine la convergence
pour la topologie de L!(G). Par caractérisation des formes linéaires
continues sur S(K1;R* x R¥), 4 est de la forme ([Sch. 2], p. 239)

(u,F)=E/

K xRk xRk T(Dj Z, y)DD,z,yF(D, x, y)dD d.'B dy
finie
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ol les 7 sont des fonctions continues & croissance modérée et o Dp,z,y
est de la forme (%)a(%)ﬁ(-%)q.
Définissons 3 présent une nouvelle forme linéaire sur L!'(G) par
(1, ) = (@, (g1 * g2 * f * g3 * ga)1)-
Si f € §(G), on a

(o1, f) = (ﬂ,(él°é2°ﬁ’°63°é4)1|9/m)

= D7 b D x / / ¢ DH) ] !
> [ @00y [ [ C(D",)

finie
Gao F o Ga(D",2',y)Ga(D", ¥/, y)¥(D"D7")8(D, D")
dx'dy’dD"dx dy dD.
En effet, l'intégrale en D” peut se limiter & un compact K, de D,
puisque 7 est & support compact dans D et que D parcourt le compact

K, de ®/9, (identifié & un sous-espace fermé de D grice & une base
coexponentielle). Montrons qu'il existe une constante C telle que

e, A1 < C- sup [|Pr(Hllop < ClISIL, VS € S(G).
DeK,

En effet,
|(‘pls f)l

S feemnae
- Z Kng"x]Rk[ K xRk xRk

(a%)a(%)ﬁ(aﬂy)w(pf'p—l)a(n,D")G&(D",z,m')é4(D”,y’,y>’

|Gy 0 F o Ga(D",2',y')| - |T(D, z,y)

dD dz dy] dD"dx' dy’
< ”é2OF°6'3(D”)$’ayl)”2(D"y3'»y') '
S AL 0 ( () 90" D6D, D7)
Ky xRk xRE | J Ky xRk xRE T oD ’

1/2

(%)ﬁ(%)‘vél(Dﬂ,z,z’)é,;(D",yl,y)ldD dmdyrdpﬂdx:dy,}
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Or

/szlkkxlkk [‘/Kl <RE ka|T(D, x, y) (('a%)azp(D"D—l)&(D, D”))

2
( 6:1:) (gy) Gr(D",z,2")G4(D",y/, y)IdDda:dy] dD"dz'dy

s ek [/lelkkleJT(D,x,y) ((3_5)&¢(D”D_l)

(D"’ y"Ye K2 xRk x R¥

6(D,D")) (g";)"(g'i)”é](n",m,z')c':4(D",z/,y>|dDdxdy]

-mes K, - mes K; - 'r(D z,y)

DEK1 D"EKz /le xRk /l;k xRk
() vwp=60,0) () (g5) (02
Gu(D",y/y)|dz dy da'dy.

Par 6.9., Papplication

(0,0 — |(2) w00, 0| [ [ r(D.2.0)

(-a?;)ﬁ (ba—y')'yél (D”7 Zz, x,)é4(DII7 y’, y)|d$ dy d:z,"dy

est continue en D x D", donc bornée sur K; x K,. D’autre part,

D [/KxxkkakIT(D’m’y) ((%)a¢(D',D_1)

(D", 2!,y Ye Kz xRF xRk

8(D, D”)) (%)" (a%)”(';*1 (D",z,a")Ga(D",y,)|dD dx dy]

< mesK1 DGKSlug)Hej{z & yglelgkxmk[l(aD) ¢(D”D—1)6(D D”)I
o Dz DY P (52) (55)’

a " N A "o 1 1
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0 \B O\
2\M QM
< C1-g*:lgl:'i},lgyjf(D,x,y)(l+||x||) 1+ [ly11%) (E) (-a—y)
G1(D",z,2")Ga(D", ¥/, y)|
< G

par 6.9., puisque D et D" parcourent des compacts. Donc

e1, /)] € Cs-||Gz0 FoGs(D",z',y)lap,z )
< Cs-mesKy- sup [|GzoFoGs(D",2,y)llaa )
D"eK3

= Cs-mesKy- sup || 2'n(g2) 2 n(f) 2 n(gs)llms
D"GKZ

puisque la norme de Hilbert-Schmidt d’un opérateur coincide avec la
norme L? de son noyau. Dans les calculs précédents nous avons mis
entre parenthéses les coordonnées sur lesquelles portent les normes L2
Finalement,

en, £)] < Ca- sup [II2"n(ga)llus 1| 2" x(ga)llms] - sup [I7"2(f)llop-
D'"eK, D'"eK,

)

Comme || ?"7(g2)|lus = ||G2(D",.,.)||2 et que cette norme est bornée
par 6.9. pour D € K,, de méme que pour gs, on trouve bien une
majoration de la forme

{1, I < C - sup || Pa(f)llop < C- |1 fih
DeK3

pour tout f € S(G). Puisque S(G) est dense dans L'(G) et que la
forme linéaire ¢, est définie et continue sur L!(G), 'inégalité précédente
reste vraie pour tout f € L*(G). En particulier, f € Ker{} entraine
Dz (f) = 0 pour tout D, donc {1, f) = 0.
Pour tout f € Ker 2 on a donc
0 = (‘pl,f )
= (o (g1 *xg2* f*gs*gah)

= /x /G @(x)(g1 * g2 * f * g3 * 94)° (z)¥(D)dz dD.

Par continuité de 1’application

D /G @(x)(g1 * g2 * f * gs * 9a) P (x)dx,
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([Lud. Mol. 1], 9.7. et densité de S(G) dans L!(G)), on en déduit, en
choisissant des fonctions v dont les supports deviennent de plus en plus
petits autour de P’origine, que

/;; ©(x)(g1 * g2 * f * g3 * g4)(z)dx = 0.

Ceci prouve la proposition.

7.13. Corollaire : Sous les mémes hypothéses qu’en 7.12.
Z-7T - KerQ-I-IcCKerQ2NnS(G)
les adhérences étant prises dans L'(G).

7.14. Théoréme : Soit une action exponentielle sur un groupe de Lie
nilpotent. Soit Q2 une orbite (généralisée) fermée dans g*. Alors

KerQNS(G) Y ©) = Ker Q.

Démonstration : Par 7.9., il suffit de faire parcourir par g, € S(G) une
unité approchée telle que supp g, soit compact dans G. Alors g, € Z
et, pour tout f € Ker(,

gu*gu*f*gu*guEI-I-KerQ-I-ICKerQnS(_G)L‘(G).

11 suffit alors de passer a la limite en v.

7.15. Soit  une orbite (généralisée) fermée dans g*. Donc /Ad* G
est fermé dans G = g*/ Ad* G = Prim,L!(G) = Prim S(G) ([Lud. 7]).
Alors il existe un idéal minimal j(Q) dans S(G) et un idéal minimal
fermé 7(Q) dans L!(G) tels que h(j(Q)) = h(j(ﬂ)) = Q et tels que
§(€2), resp. 7(R), soit contenu dans tout idéal I de S(G), resp. L*(G)
vérifiant h(I) C Q. D’aprés ([Lud. 7]) et ([Lud. Ro. Sa.]), j(€?), resp.
7(€)) est engendré dans S(G), resp. L'(G) par I'ensemble des fonc-
tions p{f} ot f = f* € KerQ N S(G), ¢ € CF(R) identiquement
nul dans un voisinage de 0 et ol ¢{f} est obtenu par le calcul fonc-
tionnel de Dixmier ([Dix. 2] et [Hu.]). En particulier, j(22) C 5(Q) et
IX(G) » 5 () » LX(G) ¥'(@ ¢ 5(9). D’autre part, puisque

IZI(G) * () * LI(G) L' (©) est un idéal fermé de L!(G) tel que
h(LT(G) * §(Q) * L*(G) LI(G)) = (), on a nécessairement

Q) = LY(G) * () * LY{(G) LY(G).



CHAPITRE 7. ETUDE DES ORBITES 107

7.16. Théoréme : Soit une action exponentielle sur un groupe de Lie
nilpotent. Soit € une orbite fermée dans g*. Alors il existe M € N tel
que

M
(Ker/3(9)) ™ = {0}
c’est-a-dire algébre Ker 2/7(€2) est nilpotente.

Démonstration : Par ([Lud. 7]) il existe, pour tout N € Nun M € N
tel que

(Ker2n (@) c TN c B ¢ 5@).
Ici —N désigne ’adhérence pour la norme

Il = X[ 1D x f(@)lu(e)"dz

lel<N

(voir [Lud. 7]). D’ol, puisque Ker @ N §(G) est dense dans Ker (2 et
M
que j(R) est fermé, on a (Ker Q)M C 3() et (Ker Q/j(Q)) = {0}.

7.17. Remarques : a) Dans ([Lud. 5]) Ludwig démontre un résultat
analogue pour Kerm, 7 désignant une représentation unitaire irréduc-
tible d'un groupe de Lie nilpotent.

b) Les résultats de cette partie dépendent fortement de l'applica-
tion du calcul fonctionnel de Dixmier dans le cas des groupes de Lie
nilpotents.

c) En fait le dernier résultat est une généralisation de la propriété
de synthése spectrale.

d) D. Poguntke a établi des résultats analogues pour d’autres grou-
pes et d’autres actions : Dans ([Pog. 1]) il démontre le résultat pour une
orbite d’une action nilpotente sur un groupe nilpotent. Dans ([Pog. 2])
il s’agit de I’action d’un groupe de la forme T' x M, ou T est compact
abélien et M un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe,
sur un groupe de Lie nilpotent connexe.



Chapitre 8

Idéaux D-invariants
maximaux et propriété de
Wiener

8.1. Soit G un groupe de Lie nilpotent. D’aprés Leptin ([Lep.]) et
Ludwig ([Lud. 7]) les algebres L'(G) et S(G) possédent la propriété
de Wiener, c’est-d-dire tout idéal fermé propre est contenu dans le
noyau d’une représentation unitaire irréductible. De plus ces noyaux
coincident avec les idéaux maximaux de 1’algébre. Supposons a présent
le groupe de Lie nilpotent G soumis & une action exponentielle et con-
sidérons uniquement les idéaux invariants sous cette action. Dans ce
chapitre nous déterminerons les idéaux D-invariants maximaux et nous
démontrerons 1’équivalent de la propriété de Wiener, & la fois pour
I'algtbre L'(G) et pour I'algébre S(G). Rappelons que dans notre cas
les espaces topologiques g*/ Ad* G, G, Prim.L*(G) et Prim §(G) sont
homéomorphes et peuvent étre identifiés. On en déduit les propositions
suivantes :

8.2. Proposition : Soit {2 une orbite généralisée pour I'action de ©
sur g*. Alors Ker 2 = Ker 2 est un idéal D-invariant fermé propre de
LY(G).

Démonstration : Evident.

8.3. Proposition : Soit 7 = 7, € G tel que KerQ c Kerm,. Alors
Leq.
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Démonstration : Evident.

8.4. Définition : Soit I un idéal de L!(G), resp. S(G). On dit que I
est D-invariantsi f € I et D € D entraine f° € I.

8.5. Théoréme : Les idéaux D-invariants maximaux de L'(G) coin-

cident avec les noyaux Ker§) correspondant aux orbites généralisées
fermées 2 de g*.

Démonstration : Supposons l'orbite Q = {2 fermée et soit M un idéal
fermé propre D-invariant de L' (G) tel que Ker @ C M. Par la propriété
de Wiener, il existe 7 = 7, € G tel que Ker 2 ¢ M C Kerm,. Par 8.3,
fel=Qet Q= Q. Dautre part, puisque M est D-invariant,

KerQc McC () (Kerme)® = ] (Ker Dre) = Ker Q¢ = Ker Q.
DeD DeD

Par conséquent, M = Ker). Donc Ker{) est maximal. Réciproque-
ment, soit M un idéal D-invariant maximal. Par le méme raisonnement
que précédemment, il existe 7 = 7 € G tel que

M C ﬂ (Ker Dry) = Ker Q2
De®

c’est-a-dire tel que M = Ker (), par maximalité. Supposons {2, non
fermé. D’aprés 7.4. il existe p € ,\ tel que lorbite correspondante
Q, C Qg soit fermée. Donc M = Ker Q; C Ker, et, par maximalité,
Keng KerQ,. Par 83., £ € Q = ), et O = ), contrairement a
Phypothése p € Qe\ﬂe Donc Qg est ferme

8.6. Théoréme : Tout idéal fermé propre D-invariant de L'(G) est
contenu dans un idéal D-invariant maximal de L'(G).

Démonstration : Soit I un idéal fermé propre D-invariant. Par la
propriété de Wiener, il existe m = m¢ € G tel que I C Kerm, et méme
IcC DQD Ker(Dm) = Ker,. Si Q n’est pas fermé, on prend, par

7.4., p € Q\ Qe tel que 9, soit fermé, c'est-a-dire tel que Ker €2, soit
maximal. Alors I C Ker§; = Ker§, C Ker{l,.

8.7. Théoréme : Les idéaux D-invariants maximaux de S(G) coinci-
dent avec les noyaux Ker QN S(G) correspondant aux orbites générali-
sées fermées 2 de g*. En particulier, ils sont obtenus par restriction a
S(G) des idéaux D-invariants maximaux de L'(G).
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Démonstration : Soit J un idéal D-invariant maximal de S(G). En
particulier, I est fermé propre dans S(G). Soit J = TL'(G) Yidéal fermé
D-invariant engendré par I dans L}(G). Par la propriété de Wiener
pour S(G) ([Lud. 7)), il existe 7 = m, € G tel que I C Kerm, NS(G).
Donc

J =IO ¢ (Kerm, N S(G)) LY©) ¢ Kern, # L'(G)

et J est propre. Par 8.6., il existe §2, fermé dans g* tel que J C Ker €2,.
Alors I C (Ker QNS (G)) et méme I = (Ker QNS (G)) par maximalité
de I.

Réciproquement, soit €2, fermé et supposons qu'il existe un idéal I

fermé propre D-invariant de S(G) tel que (Ker QNS (G’)) C I. Par le
raisonnement de la premiére partie, il existe (2, fermé tel que

Ker Q, N S(G) C I C KerQ,NS(G).

D’ou

Ker§), = Ker 4, NS(G) »'© c Ker QN 3(G) V'@ = Ker ,
par 7.14., les orbites Q, et €, étant fermées. Par maximalité de Ker 2,
(8.5.) dans L!(G), Kerf, = Ker® et (Ker(, NS(G)) = I. Ceci
prouve que (Ker QNS (G)) est maximal si €, est fermé.

8.8. Proposition : Les applications

O — KerQ, resp. Q+— KerQnS(G)
sont des bijections entre I’ensemble des orbites fermées de g* et P'ensem-
ble des idéaux D-invariants maximaux de L!(G), resp. S(G).

Démonstration : Vu 8.5. et 8.7., il suffit de démontrer l'injectivité.

Supposons
Ker Q, N S(G) = Ker 2, N S(G).

Puisque €, et 2, sont des orbites fermées, par hypothese, on a par 7.14.

KerQ, = Ker ;N 3(G) L' @ =Ker @, N S(G) X (@ = Ker Q..
P P

Par 8.3., p € S = Q¢ et Q, = Q. Ceci prouve l'injectivité.
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8.9. Théoréme : Tout idéal fermé propre D-invariant de S(G) est
contenu dans un idéal D-invariant maximal de S(G).

Démonstration : La premiére partie de la démonstration de 8.7. con-
vient. 1l suffit de remplacer I’égalité I = Ker 2, N S(G) par une inclu-
sion.

8.10. Remarque : Le raisonnement de 8.7. pour montrer que J =
TLY(©) est propre dans L'(G), prouve également que si I est un idéal
de S(G) dense dans L'(G) (pour la topologie de L'(G)), alors I est
également dense dans S(G) pour la topologie de S(G).



Chapitre 9

Idéaux ®-premiers

9.1. Dans ([Lud. 5]) J. Ludwig rappelle la définition des idéaux pre-
miers et montre que si G est nilpotent, les idéaux fermés premiers de
LY(G) coincident avec les noyaux des représentations unitaires irréduc-
tibles. Dans ce chapitre nous supposons que le groupe nilpotent G est
soumis & une action exponentielle et nous introduisons les idéaux -
premiers (en travaillant avec des idéaux D-invariants). Nous montrons
que les idéaux D-premiers de L! (G) coincident avec les noyaux Ker (2, £
désignant une orbite (non nécessairement fermée) dans g*. Le résultat
pour L!(G) découle du résultat correspondant pour S(G).

9.2. Définition : Un idéal propre D-invariant I de L*(G), resp. S(G),

est appelé D-premier si et seulement si quels que soient les idéaux D-
invariants I, et I, de L'(G), resp. S(G),

I]'IQCI=>I1CIOUIQCI.

9.3. Proposition : Pour toute orbite 2 dans g*, Ker (2 est un idéal
fermé ®-premier de L'(G).

Démonstration : Il est évident que Ker 2 est un idéal fermé D-invariant.
Posons Q = Q et soit m = m, la représentation irréductible correspon-
dante. Soient I; et I, des idéaux D-invariants tels que I; ¢ Ker(Q et
I, ¢ Ker Q. Puisque Pr(f) = n(fP) et que I; et I, sont D-invariants,
il existe f; € I et fo € I tels que 7(f1) # 0 et 7(f2) # 0. Il ex-
iste donc £ € H; tel que 7(f2)¢ # 0. Puisque 7 est irréductible,

7r(L1 (G))‘/r( f2)€ est dense dans H, et 7(fi)7 (L1 (G))ﬂ'( f2)€ # 0. Donc
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il existe g € L'(G) tel que 7 (f1)w(g * f2) = 7(f1 * g * f2) # 0. Comme
gx fa€ly, I - I, ¢ Kerm et donc I - I; ¢ KerQ. Dot la conclusion.
9.4. Proposition : Pour toute orbite 2 dans g*, Ker QN S(G) est un
idéal fermé D-premier de S(G).

Démonstration : Soient 7; et Z des idéaux D-invariants de S(G) tels
que I, - I, C KerQ N S(G). Alors I); = _ILI(G) et Ip = Tfl(c) sont
des idéaux D-invariants de L'(G) tels que I; - I, C Ker). En ef-
fet, les éléments de I; - I, peuvent étre approchés par des produits
fu*gu €T1- T, C KerQNS(G) C KerQ et Ker (2 est fermé. Par 9.3.
I, ¢ KerQ ou I, C Ker€ et, par conséquent, Z; C KerQ N S(G) ou
T, C Ker QN S(G).

9.5. Afin de garantir le passage de S(G) & L'(G) nous avons besoin
du résultat suivant :

Lemme : Pour tout idéal fermé I de L'(G),
Iy = h(INS(G)),

3 condition d’identifier Prim S(G) et Prim, L!(G) et de noter par h(I)
et h(I N S(G)) ’enveloppe de I, resp. I NS(G).

Démonstration : L’identification de Prim, L!(G) et Prim S(G) se fait
par Ker 7 — Kerm N S(G) ([Lud. 7] et {Boi.]). D'oit

Kerr € h(I) = ICKerm=INS(G)Cc KerrNS(G)
= KerrNS(G) e h(INS(G))

et h(I) C h(INS(G)).

Réciproquement, notons par j(h(I )) et j(h(I )) les idéaux minimaux
(fermé dans le cas de L'(G)) de S(G), resp. L'(G) associés a h(I). Le
raisonnement de 7.15. montre que

(1) = LY(G) * i(h(D)) * LN(G) ¥©). Do, puisque i(mn) c1

et que L'(G) admet des unités approchées, j (h(I)) Cc INS(G). Par
conséquent,

KerrNS(G) € h(IﬂS(G)) = INS(G) CKern
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= j(h(I)) C Kernw

j(h(I)) C Kernw
Ker 7 € h(I)

44

et h(INS(G)) C h(I).

9.6. Nous montrerons dans la suite (9.8. et suivants) que si Is est un
idéal propre D-premier de S(G), fermé dans la topologie induite par
une norme continue quelconque de S(G), alors il existe une orbite Q
dans g* telle que Is = Ker QN S(G). D’ou :

Théoréme : Soit I un idéal fermé propre D-premier de L'(G). Alors
il existe une orbite 2 dans g* telle que I = Ker Q.

Démonstration : Considérons Is = INS(G), idéal D-invariant de S(G),
fermé dans la norme ||.||; (qui est une norme de Schwartz particuliére).
Montrons que Ig est D-premier. Soient I;,Z; desl idéaux fD-inva.rilants
de 8(G) tels que 7, - I; C Is. Posons I} = I—IL @) et I, = TEL (G),

idéaux fermés D-invariants de L*(G). On a

1 1
L-Lch L ©@ch @ cr
puisque I est fermé dans L!(G). Comme I est D-premier, I; C I ou
Iy,clI. DoncZ; C I NS(G) C INS(G) =1Ig oul, C Ian(G) C
INS(G) = Is et Is est D-premier. Par 9.8. et suivants, il existe une
orbite  telle que Is = Ker QN S(G). D’ou, par 9.5,

h(I) = h(Is) = h(Ker N S(G)) = h(Ker ) = Q

et
IcKerQ=KerQ C Kerm

siT=m et Q= Q. Montrons quen fait J = Ker (2. Reprenons les
notations de 7.11. Par 7.13.

FL'G) . FLNG) . Ker . T . T (@) c Ker QN S(G)
— L (G)
=INS(G)
Par 7.11., T et donc Z2'(4) sont des idéaux D-invariants de S(G), resp.
LY(G). Comme I est D-premier et que Z ¢ Kern (7.11),donc T ¢ I,
KerQ C I et I =Ker{.

LY(G)

c .
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9.7. Proposition : L’application
Q — Ker Q2

est une bijection entre ’ensemble des orbites et 'ensemble des idéaux
fermés propres D-premiers de L!(G).

Démonstration : Vu 9.3. et 9.6., il reste uniquement & montrer l'injecti-
vité. Soient Q, 2y deux orblt&s telles que KerQ; = Ker ;. Par 8.3,

Ql = Qg Supposons Q] # 92 Alors Ql C 02\92 et Qg C 91\91 En
effet, pour des orbites, ; N # ¢ entraine ©; = Q. Or toute orbite
d’une action exponentielle est ouverte dans son adhérence ([B.C. et all,
p. 11). On en déduit que Ql\ﬂl et 2\ sont des fermés et que, par
conséquent, §2; C 22\Q2 et Q2 C 0 \Q;. D'od

Q, B\ c O\

ce qui est une contradiction. Ainsi Q; = ;.

9.8. Théoréme : Soit I un idéal propre D-premier de §(G), fermé
dans la topologie induite par une norme continue quelconque de S(G).
Alors il existe une orbite  dans g* telle que I = KerQ N S(G).

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur dimg +
dim?. Si dimg+dimd = 1, g = R et 'action est nulle. Il suffit alors de
renvoyer au résultat de Ludwig ([Lud. 5]), tout en remarquant qu’un
idéal fermé dans (S(G), |||-]|]) est nécessairement invariant sous l’action
de l'algtbre enveloppante ([Lud. Mol. 1], 6.3.) et que les points sont
des ensembles de synthése pour L'(R). Dans le cas général, il emste
7€ G te que I ¢ Kern N S(G) par ([Lud. 7]). Posons 7 = ind$ xe
avec £ € g*. Par D-invariance de I, I C KerQ, N S(G). L’action
étant exponentielle, les idéaux minimaux d-invariants de g ' sont de
dimension 1 ou 2 et il faut distinguer les cas suivants :

a) Il existe Z € g non nul et ¢ € d* tels que d(Z) = ¢(d)Z pour tout
d € 9. Comme g est nilpotent, <p|adg'=' 0 et Z est central. On considére

les sous-cas :

a1) p#EOet ({,Z)=—-X#0

ag) p#EOet (£,2)=0

a3) ¢ = 0, c'est-a-dire d(Z) = 0 pour tout d € d et (¢,2) = —
#0
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a4) ¢ =0, c’est-d-dire d(Z) = 0 pour tout d € d et (£,Z) =0.
b) 1l existe Z;, Z; € g non nuls, p € 3*, w € R* tels que

Zl . 1 —w Z1
d(Zz)—cp(d)(w 1)(Z2)pourtoutdeb.

Puisque g est nilpotent, <p|ad SE 0 et Z; et Z, sont centraux. Il faut

distinguer les sous-cas :

bl) 12 $ 0 et I(ea Zl)l + I<E1Z2)| # 0

bz) ¢ # 0 et |(£, Z1)| + (£, Z2)| = 0.
1 ne faut pas considérer ¢ = 0, puisqu’alors on retrouve as) et a4). Le
cas b) est I’analogue complexe du cas a). Remarquons I’analogie avec
le chapitre 3. En particulier, les calculs complexes de 3.8. et suivants
restent valables. Cependant ici la récurrence se faisai sur dim g+dim?,
alors que dans le chapitre 5 elle se faisait sur dim g + dim(3/0x).
Vu la complexité des raisonnements, nous allons traiter les différents cas
dans des paragraphes séparés. Nous utiliserons fortement les résultats
de ([Lud. Mol. 1]) sur l'algtbre S(G). Puisque tous les idéaux con-
sidérés seront des idéaux de S(G), nous simplifierons les notations en
écrivant I, Ker Q au lieu de I N S(G), Ker 2N S(G). Lorsqu’une fonc-
tion f dépend de plusieurs variables, nous noterons ft la transformée
de Fourier partielle par rapport & la i-me variable. De plus, lors de la
présence de plusieurs groupes G,G, ..., nous noterons par *g, *g, ... le
produit de convolution dans le groupe correspondant, s’il y a risque de
confusion.

9.9. Cas a;) et a,) :
9.9.1. Définissons

K={feS(G)|fh2(:c,0)=/Rf(xexprZ)dr=0 vz € G}.

Puisque f2(zexpaZ,0) = f%(z,0), on peut se limiter & choisir z €
G = G/expRZ. On vérifie facilement que K est un idéal D-invariant
de S(G).

9.9.2. Supposons & présent K C I.
a) Définissons la projection

p: 8(G) — S(G) )
fr—p(f)=f
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avec

f@) = [ fzexprzidr = f(a,0)

Remarquons que Kerp = K et définissons I = p(I). La projection p
est un homomorphisme surjectif d’algébres, la surjectivité découlant de
la construction suivante d’un rétracte. Donc I est un idéal de S(G).

b) Nous pouvons supposer que la norme ||.||| est de la forme
A= Z/ / |z®DPre DA f(zexprZ)|dr di
finie

puisque les normes de cette forme engendrent la topologie de S(G).
Supposons les coordonnées dans G données dans une base coexpo-
nentielle & RZ fixée une fois pour toutes. Choisissons v € S(R)
tel que u > 0, fru(r)dr = 1 et Jg|r°Dfu(r)ldr < k pour chaque
terme de la somme finie précédente. Pour tout f € S(G), définissons
R(f) = f € S(G) par

fzexprZ) = f(z)u(r),

zexprZ désignant la décomposition de ’élément du groupe dans la
base fixée. Alors p(f) = f et la projection p est surjective. De plus
po R = idgg), c'est-a-dire R est un rétracte. Si on munit S(G) de la
norme de Schwartz

WA~ =% [, le*D2f@)lds,

finie

on trouve |||R(HI|| < k||| I~ et le rétracte est continu.
c) Remarquons que p(I) = I = R™(I). En effet, pour felil
existe f € I tel que p(f) = f = p(R(f)). Donc R(f) - fe K C I

et R(f) € I. Ainsi I ¢ R~*(I). L’autre inclusion est évidente. Par
continuité de R, on en déduit que [ est un idéal fermé de (S &), 111
De plus, remarquons que pour tout f € S(G) tel que fel, felkétant
donné que K C I entraine que I = p~1(I).
d) Etant donné que exp(RZ) et K sont D-invariants, on peut définir
I’action sur G et S(G). 1l suffit de poser
D(zmodexpRZ) = (Pz) modexpRZ. On vérifie alors facilement que
(f)? = (fP)~ pour tout f € S(G), la fonction modulaire pour G étant
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donnée par 6;(D) = 6(D)e~¥(?). La D-invariance de I entraine alors la
D-invariance de [.

e) Montrons que lidéal [ est D-premier dans S (G') Soient I et

Iz deux idéaux D-invariants de S(G) tels que I - l, ¢ I. Posons

p~1(1y) et I, = p~1(J,). Alors I, et I, sont des idéaux D-invariants

de 8 (G). Soient f; € Il et fa € I. Puisque p est un homomorphisme,

ona o
p(fi*c o) =pHh)*ep(f)eh-LClI

et f *g fo € p~Y(I) = I. Donc I, - I C I. Puisque I est D-premier,
LcloulhbCl Ainsilcioul,cl.
f) Par application de I'hypothése de récurrence a (S (6),»,1), il

existe 7 € G €) étant I'orbite de #, tel que Ker 2 = I. Posons 7 = #op.
Alors € G et, en notant 2 ’orbite de ,

feKerQ <= n(fP)=Pa(f)=0 VDeD
= #((fP)) =#((f)’) = Pa(f)=0 VDeD
< feKerfl=1
e fel=p'()
c’est-a-dire, I = Ker 2.

9.9.3. a) Supposons a présent que m* = indﬁ xe tel que I C Kerm
entrafne (£, Z) = 0 et m(exprZ) = 1 pour tout r € R. Par conséquent

x(f) = /G (z) /R fzexprZ)drdz

et K C Kerm. Donc h(I) C h(K) et j (h(K )) C I. D’aprés ([Lud. 7)),
il existe M) € N* tel que

(Ker(h(K)))Ml C j(h(K)j cI=1.

En effet, les normes |||.|||s,» de Ludwig engendrent la topologie de
S(G) et une telle norme peut donc majorer notre norme |||.|||. Puisque
K est ®-invariant, il en est de méme de h(K) et de Ker (h(K )). Etant

donné que I est D-premier, on en déduit alors que Ker (h(K )) Clet
KcC Ker(h(K )) C I. Par 9.9.2., on conclut que I = Ker .
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b) Si, pour tout 7 = ind§ xe € G tel que I C Kern on est dans
les cas a) ou ay) ({¢, Z) = 0), le raisonnement précédent prouve que
I = Kerf). Si, par contre, il existe 7 = ind§ x. € G tel que I C
Kerm et (¢, Z) # 0, on est dans les cas a;) ou as) qui seront traités
ultérieurement.

9.10. Cas a;) :

9.10.1. a) Supposons que d(Z) = y(d)Z pour tout d € ? et (¢,Z) =

—)o avec Ao > 0 (sinon il suffit de remplacer Z par —Z). Soit d; €0

tel que ¢(d;) = 1. Comme Kery est un idéal de 9, les éléments de

D s’écrivent de maniére unique sous la forme D = exptd, - Do avec

Do € exp(Ker ). Donc D(Z) = e'-Z. Notons simplement f* = fexPté,
b) Posons

Io={f €S| /R fxexprZ)e™dr = f2(z,0) =0 Vz e G,¥A>0}.

Par continuité, il suffit d’exiger A > 0 dans la définition de Jo. Dans
cette définition on peut d’ailleurs se limiter & ¢ € G = G/expRZ.
Puisque (f*c 9)"(z, A) = [f2(., ) %5 §°(-, M)](2) et que (fP)(z,A) =
§(D)e~¢@ f2(Pg, e=#@ )) pour D = expd, on voit que Io est un idéal
D-invariant de S(G). Afin de montrer que Io C I, définissons l'idéal
D-invariant,

IL={feS8@)| fz,))=0 VYzeG,VA<0}

et remarquons que Io - I§ = {0} C I. Puisque I est D-invariant,
IocIoullc I OrlICI estimpossible. En effet, soit f € S(G)
tel que 7(f) # 0 et u € S(R) tel que 4(Xo) = 1 et & = 0 sur R_.
Posons g = f * u. Alors n(g) = n(f) # 0, c’est-a-dire g & Kerm et
g & I. Cependant §*(z,)) = f2(z, \)&()) = 0 pour A € R_, Clest-a-
dire g € Ij. Donc Iy C I.

9.10.2. a) Définitions : Pour f € S(G), définissons f2 par
Pz t) = /ft(:cexprZ)e"'dr

et, pour @ € ES(R?) (décroissance exponentielle de o et de ses dérivées
sur la premiére variable) et f € S(G), posons

of) = [ [(o)alsbdsdb avee fo(z) = f(@expb2)
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([Lud. Mol. 1], 9.8.).
b) On vérifie facilement que
Pz, t) = ()i, et) = 6(t)e~t - F(tz,e™)
FzexpaZ,t) = e f*(z,1)
(f *c y)"’(w,t)~= [F2(,t) %5 32 (, B))(2)
(F)3(z,t) = f(z,t +a)
(FP0)~2(z, t) = (f?)¢ Pz, t) pour Dy € exp(Ker )
donc ¢t~ Dot € exp(Ker )
()P0 (z,t) = (FEP Yz, 1)
—~—2 ~
of) (2,8 = [ PPl@,5)8%(s — t,—e)ds.

c¢) Finalement

f:z(x,t) = §(z,1) Ve G,VteR
= f(z, e?) = §*(tz,e”t) VzeG,VteR
= fi(z,)) = §#P(z,)) Vz € G,YA> 0

< [=gmodl,.

9.10.3. Projecteurs : a) Soient ¢ € CZ(R) et ¢ € ES(R). Par
([Lud. Mol. 1], 9.14.) il existe @ € ES(R?) tel que

6 (s — t,—e~*) = $(t)p(s).
1! suffit de supposer G2(u,v) = 0 pour v > 0 et de prendre
afu,w) = o= [ $(~In(~2) = u)p(~In(~0))e™"do.
On a alors ([Lud. Mol. 1, 9.14.)
o) @) =9(t) [ P 9hpls)ds = p(O i o).

b) Supposons en plus 8 € ES(R?) tel que B2(s — t,—e~*) =
P (t)p1(s). Alors

o) @) = 0 [al) @)ei(s)s
= %) ([ ¥E)ei(s)ds) - ()
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avec fi(z) = [ f2(z,u)p(u)du.
¢) On montre facilement que

a(B(f))(zexprZ)
= [[[ als —t,e™b— e~'a)Bt,a)e™*dt da) ()" (wexpr2)ds by

= / a ® A(s,b)(fs)*(zexprZ)dsdb

ol @ désigne le produit de convolution dans le groupe (az +b), a et §
étant considérés comme des fonctions sur (ax + b).
d) Par ([Lud. Mol. 1], 9.12.), on a a(I) C I.

9.10.4. Espace S(G); : a) Définition : L’espace S(G), est 'ensem-
ble des fonctions f; de G dans C telles que

fi(zrexpaZ) = e *fi(z) VreG,Va€R

et que f; soit Schwartz en z € G = G/ expRZ (pour une base coexpo-

nentielle fixée par exemple). ;
b) Pour ¢ fixé, f2(.,t) € S(Gh. En particulier, si f3(z,t) =

—2
u(t) fi(z), respectivement si a(f) = ¥(t)fi(z), alors fi € S(Gh.
c) Construisons un rétracte particulier.
Remarquons d’abord que

F(z,t) = 6(t)e~* P ('z, e7")
entraine
F(x,u) = 6(~Inu)? - l - f2("™*z, —Inu) pour u > 0.

Soit alors ¢ € C°(R). Pour f1 € 8(G); donné, recherchons f € S(G)
tel que f2 = ¢ ® f;. 1l suffit de construire f tel que

3 - -1,1, ,(— Inu
f2(z,u) ={ (6)( ln'u) ” o( an)fj( :L‘) ggﬁi:;g

Puisque ¢ € C°(R), f2(z,u) s'annule dans un voisinage de u = 0 et
f2(z, u) est une fonction de Schwartz en u. La fonction f se calcule par
transformée de Fourier inverse

floeprz) = o [ 8(-Inu) - = p(-Inw) (") du
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et est une fonction de Schwartz. Ceci nous définit un rétracte
R:S8(G)y — S(G)
h—R(fHi)=1,

f étant calculé comme précédemment.

d) Nous allons munir S(G); d’une norme de Schwartz de maniére &
rendre le rétracte R continu. Notons par E;,..., En_1 la base coexpo-
nentielle & RZ dans g et notons les éléments de G par

TexprZ = exp(F1Ey+ ...+ Zn-1En_1)exprZ
= exp(ilE] + Iy + in_lEﬂ,—l + TZ).

Par ([Lud. Mol. 1]), ||| f}l| admet une majoration de la forme

i < X[/

i*r’DID?f(ZexprZ) Idzf: dr

finie
B ﬁzi:/ / 1-:rzli'arb(l+72)D§D3f(5:eXPrZ)|d§:dr
1 1 +o0 a )
- =3 /[l " et - piytsc

% cp(-=Inu)fr(™ ":E))e""'“duldi dr

< 0% [ [leDE(Db0 - D2y ("5 dudz

finie

en posant Y(u) = u?6(—Inu)~!- % - p(—Inwu)

<Yy / / £°DEDY fy(*"5)|du di
finie y<b+2 GJK
ol K = supp® est un compact dans ]0,+oo[. En effet, il suffit d’ef-
fectuer les dérivées du produit v (u)f('*%) par rapport & u et de
majorer les différentes dérivées de 9 par une constante. Notons par A,
la matrice de ’opérateur expInud; = Inu pour la base en question et
notons

~ ~f

1:1 $1

l“uf:E Au . =

-~ ~ ]

Tn-1 Tn-1
0 Z,
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En particulier, Z], = (Au)n1%1 + ...(Au)n,n-1Tn-1 €t
A("*8) = e fy (exp(# By + . + Fy En))-

Notons par A, la matrice obtenue en supprimant la n-i¢me ligne et la
n-ieme colonne dans A,. On a

fl( In ui’:) — e"i[(Au)n.lil +-~-+(Au)n,n—liu—1]

I
fi (GXP [(El-"En—l)A:‘ : D

in—l

Par conséquent, D2D? f; (™" “%) est une combinaison linéaire de produits
de polynémes en les Z; et les (Ay):x multipliés par des dérivées des

(Au)ik par rapport & u, par des dérivées de f, évaluées en exp [(El...

T
En_1)A, : et par Pexponentielle e~ (Au)naZ1+. +{Au)nn-12n-1],
in—l
Puisque toutes les fonctions sont C* en u et que u parcourt un compact
de R}, on a donc une majoration de la forme

I
P(i:)(Dﬂfl)(exp[(El,..,En_l)A;‘ . ])‘

in—l

DEDYfi("5)| < 30

finie

ot P(Z) désigne une fonction polynomiale et D?f; une dérivée de fi
par rapport aux différentes coordonnées de f;. D’ou une majoration
du type

mse [ [

finie

Pl(azxnf’fl)(exp [(EE)

Z,
il Dldx du
i'n.—l

ou P, désigne une nouvelle fonction polynomiale pour tenir compte
des facteurs Z*. Remarquons que A, est inversible. En effet, A, est
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inversible comme étant la matrice de exp(Inud;) et (A4)~! est la ma-
trice de exp(~Inud;) = exp(In(u~)d;), c’est-d-dire (A,)™! = Ay,
En particulier dét(A,) # 0. Remarquons en plus que

) k
wz = 3 5a@
=0 ¢
= ¢"%.Z puisque di(Z)=2
= u-Z.

Donc la dernitre colonne de A, est égale & | * | avec u # 0 puisque

u parcourt le compact K de R}. Dol
dét A, = u- dét A,

et dét A’ # 0 pour tout u € K. Les coefficients de (A;)~" sont
également des fonctions continues de u et sont donc majorés si u par-
court le compact K. Effectuons le changement de variables

i #

! . _
Au . -
Zpn—1 Tp—1

Alors

~!

P@) = |P1(<A;)-‘ " )l

~/
Tp-1

< Y le@Eh

finle
ot Q désigne une fonction polynéme indépendante de u, puisque tous
les coefficients de (A’,)~! sont bornés. Finalement on trouve une ma-
joration du type

AN Cs- 3 [ IQE)DP 1) (xPlE{ Ea + .. + Fpoy Enca])

finie

n-1°

~ )
di)...
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Le membre de droite représente une norme |||.|}|: sur S(G): et puisque,
par construction, |||f]|| < lllfilll1, le rétracte R est une fonction con-
tinue de (S(G)s, [|-||l1) dans (S(G), [I1.1I})-

9.10.5. Idéal I; de S(G); : a) Définissons
L={feSGh|3fel,Iuc ESR): £=u® fi}.

Soit & présent v € ES(R) fixé. Soit ¢ € CX(R) tel que [u(s)p(s)ds =
1 et construisons a tel que 6%(s—t,—e~*) = 'v(t)<p(s) Pour f; € I; et

f € I correspondant, on a alors a(f) € I et of f) = v® f1. Ceci prouve
que I, peut étre défini & partir de v € ES(R) fixe, mais quelconque,
c’est-a-dire que

1 ={f€SG)|3fel: fP=v® fi}.

b) Puisque v peut étre fixé, I; est un sous-espace vectoriel de S(G):.
De plus, pour f; € I, et g; € S(G)y, il existe f € I tel que f* f2 =v®fi

et g = R(g1) € S(G) tel queg = p®g;. Alors g*f €letgx f (x,t) =
e(t)u(t)gr *& fi(z). Dot g1 *g fr € I;. De méme pour fi*g g1 et I
est un idéal de S(G).-

c) Soit f; € I) et soit f € S(G) tel que f2 = w® fi avec w € ES(R).
Par a) il existe g € I tel que PP =w® f1 = f2. Donc f—geloClet
f € I, puisque g € I. En particulier, si f € I et si R(f1) est le rétracte
construit en 9.10.4., alors R(f;) € I et I; = R™!(I). Donc l'idéal I; est
fermé dans (S (G)l, HI-1ll1), puisque I est fermé et le rétracte continu.

d) Soient ¢t € R fixé et ¢ € ES(R) tel que 9(t) = 1. Soient ¢, €
C>(R) tels que suppye CJt — &,t + €[, [pe(s)ds = 1 et ¢ 2 0.
Construisons la famille (a.)e telle que dc(s — u,—e™%) = Y(u)ype(s).
Donc

5l (@0) = [ Az, 9)pels)ds.

—2 .
Montrons que a¢(f) (.,t) converge vers f2(.,t) dans (S(G)1, |||-li1)- En
effet

2 (1) = POl 2
= G 3 L..le@D2[a(f) (&)~ P@,1)]|az
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= & T [ |R@DI(f (7@ - F@0)puleis]|dz
< [P 8 = P lihpels)ds
= [(a T [, o@Dt [[r@ewr) - fEowr2)

erdr

di:) Pe(8)ds

< [(o T [ Je@pt[rewrs) - feenr2)

finie

dr d:'z':) pe(8)ds

= [11F* = flllaee(s)ds

ot |||.||l2 désigne une nouvelle norme de Schwartz sur S(G). Par conti-
nuité de I’action pour toute norme de Schwartz ([Lud. Mol. 1], 9.5.) et
par hypothese sur les fonctions ¢, cette derniére expression tend vers

0.
e) Pour ¢t € R fixé, définissons
L={f(,t)| feI} cS(Gh

et montrons que I; = It pour tout ¢. En effet, pour fi € I il existe
u € ES(R) avec u(t) = 1 et f € I tels que f2 =u® fi. Donc fi =
f(,tyelet I C I Récxproquement s01t F2(,t) € I, avec f € I.

On a a.(f) € I (e comme en d)) et ae(f) (,t)=yv@)f. = fe € L ou
fe = I (., 8)¢e(s)ds. Puisque lim ae(f) (-t) = F2(.,t) et que I; est

fermé, f2(.,t) e I et , C L.
f) L’idéal I = It est Do-invariant, ou CDO = exp(Ker ). En ef-
fet, soit f2( t)e I, f € I. Alors f&Dot e Iet (f2)P(,t) =

JtDo: *") (.,t) € I.
9.10.6. Projection et idéal Z, : a) Soit la projection
p:S(G) — S(Gh
f — po(f)
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tel que p(f)(z) = f2(z,0) = f2(z,1). Munissons S(G) d’une nouvelle

norme de Schwartz |||.|||s telle que p soit une application continue de
(S(G), |ll-llls) dans (S(G), lli-lI1)- En effet,

Hp(HIlh

G 3 L..le@ (Dfp(n)@)|dz
<aX L., [le@D2s@expr2)e”
= G Y [ |Q@(DEN Eexpra)|ir de

finie

= |lIfllls par définition.

drdz

b) Définissons
To=p~ () = {f € S(G) | f*(,0) € i}.

Alors o est un idéal de S(G), fermé dans (S(G), |||.|||s). De plus,

—2 ~
7, est Do-invariant car fPo (.,0) = (f2)Po(.,0). Donc, puisque I; est
Do-invariant,

feT = F(,0)eh= (F)P(,0) =f(,0) ek
= fDOEI().

9.10.7. 1déal Z; de S(G) : a) Définissons
I, = {f € S(G) | f3(.,t) € I, Vt}.
Alors Z; est un idéal de S(G) tel que I C Z;, puisque f € I entraine

f2(,t) € I, = I, pour tout t. De plus, l'idéal Z; est D-invariant,
puisque

feT, = Pl ehVt=fo(,t)=P(,t+a)eh W
= f‘l € I]

feT, = () ehVt= D (,1)= ()" D0 t)el Vt
= fPer; puisque t™! - Dg - t € Do.
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b) Munissons S(G) d’une nouvelle norme |||.|||4 telle que Z; soit
fermé dans cette norme. En effet, pour f € S(G) on a

PGol = G- 3 [ Je@(D7 7@ n)|ds
Cs- 3 / Q@)DE [ f@expr2)edrldz
< G E / Q@) DE(f*) (& exp 7 Z)\dr d.

finie

Cette dernitre expression désigne une norme de Schwartz sur S(G),
évaluée en ft. D’apreés ([Lud. Mol. 1], 9.2.), il existe C € R*, M € Net
une nouvelle norme de Schwartz |||.|||s sur S(G) telle que '’expression
soit majorée par C - eM!||[f||l4, c’est-a-dire

2Ol < C - eMMliflls.

Donc si f, € T) et f, — f dans |||.]||4, alors f,,( t) €I et f2(.,t) —»
F2(.,t) pour tout t dans |||.|||;. Par conséquent f2(.,t) € I, pour tout
t et f € T; qui est fermé dans ||].||4.

¢) Par ([Lud. Mol. 1], 9.12.), o(Z;) C I, pour tout a € ES(R?).

d) Définissons

S={feS(G)|uecESR),fieS@Gh:f=udh}

Remarquons que SNI = SNZ;. En effet, I C Z; entraine SNl c SnI,.
D’autre part, soit f € S N7y, c'est-a-dire f2(.,t) = u(t)f1(.) € I pour
tout . Donc f, € I et f € I par 9.10.5.c). AinsiSNI; CcSNI.

e) Notre but est de montrer que, sauf cas exceptionnel & traiter
séparément, Z; = I. Cela se fera en considérant I; N K, 'ensemble K
étant défini comme en 9.9.1.

9.10.8. Approximation des éléments de KM : a) Soient K l'en-
semble défini en 9.9.1. et ES(R?) comme précédemment. Définissons
ES(R?)o = {a € ES(R?) | fg a(s,b)db = 0}. Soit o comme en 9.10.3.
définissant un projecteur. En particulier, 4%(s — t,—e~*) = 9¥(t)p(s),
&?(u,v) = 0 pour v > 0 et

/Ra(s,b)db = 4%(s,0) =
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Donc a € ES(R?),.
D’autre part, soit a € ES(R?), et soit f € S(G) quelconque. Alors

/a(f)(zexprZ)dr = ///a(s,b)(fb)’(zexprZ)dsdbdr
= //[/a(s,b)db]&(s)e"f(‘zexp'rZ)dsdr
0.

Donc a(f) € K. En particulier, un élément f qui n’appartient pas a
K, ne peut pas étre approché par des combinaisons linéaires de a(f)
avec a € ES(R?)o.

b) Soit (8;); une unité approchée dans ES(R?). 1l suffit de pren-
dre pour A une fonction C* positive, & support dans [-1,1] x [-1, 1],
telle que J [ B(s,b)dsdb = 1 et de poser PBc(s,b) = E‘,ﬂ(f,g) Alors

I f Be(s,b)dsdb = 1, supp B: C [—¢,€] % [—¢, €] et, pour tout f € S(G),
NBe(h) - il < X [ [lzor*DiDsiBe(f) (@ expr2)

finie

—f(:’z':exprZ)]Id:’édr
.(s,b Fr DEDI[(fb)* (% Z
3 [sets.b) [ [le*r* DDA @expr2)
~ (& exprZ))|dz dr dsdb
= [ 8., DI - fllldsdb,

.|| désignant une nouvelle norme de Schwartz. Par ([Lud. Mol. 1],
9.5, lim [I18:(f) - fIll = 0.

c) Soit & présent u € S(R) tel que p > 0, u(—u) = p(u) pour
tout u, (0) = [ p(u)du = 1 et suppi C [-1,1]. Définissons p. par
pe(u) = e-p(eu). On en déduit que pe 2 0, pe(—u) = pe(w), fic(0) =1,
fis(A) = (2) et supp fic C [—¢,é].

d) Montrons que }:1_1{(1) e * fIIl = O si f est de la forme
fi * fo * ... » far avec f; € K pour tout i et M suffisamment élevé.

En effet, par application de la transformée de Fourier inverse, on a
(dans la suite on notera z au lieu de %) :

|z°DE(1 + r*)r°Dipe * f(zexprZ)|

IA
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It

—I_/[z“D”(l — D3)D5A e * f (z, A)]e m\d'\l

z°DP(1 + A?)(1 — D2)D°X’u( ) f2(z, )|

< G+ su
! AG[—EE]

ol C; = 3 f ﬁ-;\-g Donc

llwex Al < 3 [1o°DErDipe » f(zexpr2)ldzdr
finie
< G(+e) X sup |+ lall*) " DE -
finie g,e
zeG

(1 - DYD§NA(2) Az, )|

dx dr
C,=C,- / :
2T e T+ [l2l®F S 1+72
et ol lentier k est suffisamment élevé. Remplagons f par
f1 * fa*...* for avec f; € K pour tout i. Alors

F2(@,2) = F2A) #g 2,0 26 % Fa (L N ().

Remarquons en plus que

Py = [ (O 0
1
= 2 [ D), ds corf;eK

et

12(2, VI < M sup |Duff(@,u)lucy)
v€E[0,]
Pour A € [—¢,€],0n a
|ff(:1:, A)| £e- sup

vE[—e,€

D’U-f?(z’ u‘) Iu='u .

D’ou
Di[)\qﬁ(g)f?(.,)\) *E . G f}(,,\)]
c.%g:c Co,p DS - [Dfﬁ(é)] [D3(F 0w -

*6 S ()]
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avec
DX =gq-(g—1)...(¢g—a+ 1A
A 1\8 A
85(2) = (2P ()@ (2
Dia(3) = (2) @ (3)
DY(f2(, N #g - fa(2 V)
= M—~Zr;<M CjA"j ﬁznl:egl,j(-, /\) & . KE gM,j(-,/\)
avec
9i3(»N) = DY FE(L N, ais S
soit

315 = [ (Duf?) ey 0)lucnds

selon que Von fait agir DY sur f2 ou non. D’oti

D5 MR (2) N g % P V)]

B ot i7=c M—c+a§3SrJSM Capoy G glg—1)..(g—a+ 1) -
axq

(%)ﬁ(ﬂ)(ﬁ) (%)AQ—Q-H'J' ;‘: gl’j(., A) %G o X G gM,j(-, A)

avecqg—a+r;2g-a+M—ct+a+f=qg+M-c+B2g+M-—c
On a des relations analogues pour D§*? au lieu de D§. De plus

g-(g-1).(g—a+1) < ¢

A A ~
sup @@ (2)] < sup{|l(PNlwo [0 < B< C+2}
A€E[—¢,€} £
< Cs
1\8
g-atrj| (2 < gl-a—Btrs
g2 W) < e

avec g—a—f+r; 2 ¢+ M—c > g+ M —c—2 > 0 pour M suffisamment
élevé. Enfin

sup |1+ [lel®) 2" D2 - X 91,5 %6 - *6 9ms(a N)| < K;
AE[EE’E] finie
x
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constante, puisque toutes ces fonctions sont des fonctions de Schwartz
en z, C*™ en ), construites d’aprés des régles bien précises & partir de
f, la construction étant fixée par c et g. On trouve finalement

“Iﬂ'E * f”l .<_ C- (1 +62) . f;; (E‘H'M"“-' +EG+M—C—2).
g
Donc, pour M suffisamment élevé, lirr(x) e * flIl = 0.

e) Posons p; = p. pour € = 1 et kij = §; — B; * pi. On vérifie
facilement que

kii () = Bi(f) = (Bs * ) () = Bi(f) — Bs (s * f),
puisque p;(—u) = p;(u). On en déduit alors que
lim |5 () — £1il = 0
pour au moins une sous-suite de k; j, si f € KM. 1l suffit d’écrire

ki, 5(F) = FIL < MBi (£ — SFIE+ 11185 (s % F) = s > S|+ iz > £
et d’appliquer les différentes limites.
f) On a k; ; € ES(R?)o, puisque
—2 —2 —~2 -
ki,j (U,O) = ﬂj ('U',O) - ﬂj (ua 0) ' ut(o) =0

étant donné que 7;(0) = 1. Donc, pour M suffisamment élevé, tout
f € KM peut étre approché arbitrairement dans |||.||| par des a(f)
avec a € ES(R?),.

9.10.9. Modification de la fonction o € ES(R?), : a) D’aprés
([Lud. Mol. 1], 9.9.) il existe une norme |||.|||¥ sur ES(R?) et une
norme de Schwartz ||].|||~ sur S(G) telles que

(AN < THedll= - AN
quels que soient @ € ES(R?)o et f € S(G). De plus,

all* = 5 [ [ la(s, el b)]ds db

< C. / / la(s, b)|eM1e! . (2 + b?)Nds db
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(voir ([Lud. Mol. 1], 3.5.) pour la définition et la majoration de w(b)).

On peut donc également identifier cette derniére expression & ||af||~.
b) Tout f € KM peut étre approché arbitrairement dans |||.||| par

des a(f) avec a € ES(R?), vérifiant D5&%(s, A)I o= 0 pour tout

k < ko, ko étant fixé arbitrairement. a

En effet, remplacons a par a; ® a2 ® ... ® 0,41, la convolution ayant

lieu dans le groupe (az + b). Par 9.10.3.

a1 ® a2 ® ... ® axe1(f) = aaloa]- ko1 (f))--]]

et
llor ® a2 ® ... ® akg+1(f) — £l
< Halazl..axt1(H]-]] = azl-.arer1 (F))--
+llazlas]...ar1 ()]l — as[...ak4+1(f))-- ]Il
+

Hllako+1(f) = flII-

Par 9.10.8., les a; peuvent étre choisis successivement dans ES (R?)o
de maniére a rendre ’expression arbitrairement petite. Montrons que
a=0a; ®as ® ... ® ax+1 convient. En effet, par 9.10.3.,

o) ® aqz(t,a) = //al (t — s,e”%a — e~ *b)aa(s,b)e *ds db
et
— 2 _ [ =2 8y \R=2
ar®az (t,A) = /al (t — s,e°A)az” (s, A)ds,
(1 ® a2 ® ... ® arg+1) 2 (t, A)
= /.../6?12(t — 89,62 \)@32(52 — S3,€%))...
Qro+1 (sko+1, /\)d82d83...d8k0+1.

En prenant la dérivée D% avec k < ko, une des fonctions au moins n’est
pas dérivée. En évaluant en A = 0, cette fonction annule 'expression
toute entiére.

¢) Toutes les fonctions o construites jusqu'a présent peuvent étre
supposées a support compact en la premiére variable, puisque tel est le
cas pour les ;.
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d) Tout f € KM peut étre approché arbitrairement dans |||.||| par
des v(f) avec ¥ € ES(R?), tels que 4%(.,t) = 0 pour tout ¢ dans un
voisinage de 0.

En effet, pour o,y € ES(R?)o, on a

N
lla=liI* = 3 C-CF [ [lats,b)— (s, b)leMet! - 2V ~*t*ds b
k=0

= 2y oecf 2 [ [l fla- ooy

[6%(s, \) — 43(s, M) Je~*dA|eM!*lds db
N
< &Y [l [1(1- DYDFa s, ) = ¥(s, V]ldrds.

k=0
Pour € > 0 donné, choisissons a € ES(R?), & support compact K; en
la premitre variable, tel que |||a(f) = flI| < €/2 et D5G3(s, '\)|A=OE 0
pour tout k < 2N +1. Soit g € C(R) tel que 0 < ¢ < 1,¢()) = 1 pour
IA| > 1, g(A) = 0 dans un voisinage de A = 0. Posons ge(A) = q(%)

Alors 0 < g, €1, ¢.()) = 1 pour |A| 2 ¢, g.(A) = 0 dans un voisinage
de A = 0. Définissons

;?2(5)’\) = &2(5)A) ' QE(A)

et
_ 1 A2 —tAb
Y(s,b) = o / 42(s, \)ge(\)e=*®d).

On a D4q.()) = (-i—)pq(f’) (%) et, puisque D’{c‘z’(s,h)'l\ﬂ: 0 pour k <
2N + 1, 4%(s, \) = A2VN+29(s, A) ol @ est une fonction C*, & support
compact K; en s. Alors

N
lla—lIIF < -3 feMell. [l - DYDF[+20(s,3)
k=0

(1= ge(V)]|drds

ol s parcourt un compact K; de R. Posons

C, = eMolslds
K,
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Cs

0<rSaN+2 D32 (s, 2)|
Py s]
8€K1

s {1- (), D).

Aer—l 1

»
I

Notons encore que 'intégrale en X porte sur [—¢, €], puisque 1 —ge(A) =
0 pour |A] 2 €. D’ol

|(1 - DY)DZ [N +20(s,3) (1 - g:(W)]|
< T Casl|(D3N)(DhE(s, 1) (D51 - 2 (V)|

a+btc=2k
+ Y Clp|@33)(Dh2(s, ) (D5 - 2 (V)]
a+b+c=2k+2
avec
ID§A2N+2| < (2N + 2)| . |A|2N+2—a < (2N + 2)| . E2N+2—a
pour |A| e <1
|D3®(s, )| < Cs pour [A| < €,5 € K;
c 1ye
ID5(1—g:(\)] £ Ci- (E) -
D’ol
|(D3-X2N+2) (D52 (s, 1)) (D51 — g ()]
< (2N + 2)| . 03 . C4 . €2N+2—a—c
<Cs car a+c<2N+2
et

llla = ¥|||¥ < C - €, C étant une constante,

en remplagant [°_d) par 2¢. Donc on peut rendre ||la(f) — (Il
arbitrairement petit. De plus, puisque g-(A) = 0 dans un voisinage de
X =0, il en est de méme de 4%(s, A).

e) Tout f € K™ peut étre approché arbitrairement dans ||].||| par
des B(f) avec B € ES(R?), tels que B2(.,t) = 0 pour tout ¢ dans un
voisinage de 0 et tels que [42(u, v) soit & support compact en u et v.
Refaisons le raisonnement de d) avec une autre fonction g : Soit g €
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C®(R) tel que 0 < g<1,q(A)=1pour -1 <A<1,suppgC [-2,2].
Soit
M; = sup{|lg™®|loo | 0 < k < 2N + 2}

et posons g.(\) = g(e)). Donc 0 £ ¢. < 1, suppge est compact,
ge(\) =1pour ~1 <A< 1, Dig(A)=¢ kg®)(eN), ID,\qe(/\)l <&k My
pour 0 <k < OIN+2. Ams1 pour ¢ suffisamment petit, |DXg.(\)| < 1
pour 0 < k <2N+2et|1— qe()\)l < 1. Posons 2(s, A) = 42(s, N)g.(\),
B étant obtenu par transformée de Fourier inverse. Alors # vérifie les
conditions imposées et

= AlII~ < Cl-fj [l fl-D3)D3[(s, ) (1 s (X)) ] [dAds.
k=0

Or
(1-D3) D[4 (s, M) (1—-g: (V)] = bzkc.,,b[ 84%(s, M][D5(1—ge(N))]
a+b=2
+ Y CLIDI(s, N]DA( = g (V)]
a+b=2k+2
et

al 2
— =< . . a2 A
y=BIIF<C- Y -Ca 2k ab/mjm/ |D24?(s, \)|d) ds

k=0 a+b—

Cu |, /W |D342(s, N)|dA ds]

a+b—2k+2
ot Cp = su eMolsl, Puisque 1/e — +o00 et que 42 € ES(R?), cette
1

dernitre expression tend vers 0, de méme que |||v(f) — B(f)l], ce qui
prouve notre affirmation.

9.10.10. Approximation par des combinaisons linéaires de pro-
jecteurs : a) Soit a € ES(R?), tel que 4*(u, v) soit & support compact
en u et v et tel que &2(.,v) = 0 dans un voisinage de » = 0. On en
déduit que I’application

.B : (S,t) — ,B(S,t) = &2(3 - t’_e—s)



CHAPITRE 9. IDEAUX ©-PREMIERS 137

est C*™ 3 support compact. Nous allons approcher a en {||.||!® par une
fonction k telle que

l?:’(s —-t,—e”%) = Zc,:,-ga,-(t)tp,-(s) (somme finie)

i,]

= Y cijh(t)0(t)h;i(5)61(s)
1.5

ol hy, h; sont des fonctions d’Hermite, 6 et 6, des fonctions C* & sup-
port compact. Remarquons d’abord qu’en regroupant les termes de la
majoration de |||.|||® autrement et qu’en majorant toutes les constantes,
on a une inégalité de la forme

2N 42

llell*<c- Y [ [|D36*u, Nldrdu
r=0

(9.10.9.4)).

b) Déterminons 6 et 6, : Supposons supp (s, t) C K1x Kz compact.
Soient K3 un voisinage compact de K; et K4 un voisinage compact de
K,. Soient § € C*(R), 6(s) = 1 pour s € Kj, suppfd C K, et
8, € C®(R), 6,(s) =1 pour s € Ky, supp6; C K3. Supposons en plus
que 0<9<1et0< 6 <1. Posons

A =sup{||D"0||ec | 0 <7 < 2N +2}
et A; = sup{||D"6||e | 0 < 7 < 2N +2}.

Les fonctions d’Hermite seront déterminées ultérieurement.
¢) Supposons k?(s — t,—e~*) déterminé. Alors k est obtenu par
transformée de Fourier inverse de la fonction
) > cijhi(—In(=2) — w)0(— In(~X) — v)h;(—In(-A))
k2 (u, \) = 6:(—In(—=X)) siA<O0
0 siA>20

ce qui est possible, puisque k2(u, \) est & support compact.
d) Evaluons

2N+2 .
lla—kiF<C- Y [e¥h [|D[a%(, 3) - E*(u, MldAdu.

r=0
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Effectuons le changement de variables

s—t=u

-t =\

On montre par récurrence que Dy = €*(Ds + D;) et que D% est de la
forme D} = e™* - +);< C.»D2D? pour tout n. On trouve alors
a n

2N+2

|||01 kl”z < C- Z / Mols—tl/lera abDaDt
r=0 a+bsr
[6%(s — t,—e~°) — E*(s — t,—e™*)]|e~*ds dt
S eMolt| Mols| , o(r—1)
< o als] , ,(r—=1)s ,
< C- Z% /K . € e
I Y C. bD“Df[az(s—t —e~%)
a+b<r
—zci,-hi(t)eu)h,-(s)ol(s)]ldsdt
< C- |DeDE[G3(s — t, —e™°)
a+b<2N+2 '/ Ke / i

= 3 cishi()0(t)hs ()0 ()]lds dt

1,3
en majorant les eMoltl gMolsl et e("=1)* sur les compacts K, et Kj et en
regroupant les termes de méme dérivée. En tenant compte des supports,

o —kII= < C"- \D2D¥[62(s — t,—e~*)
a+b<2N+2/L1XK2
—= Y cijhi(t)hj(s)]|ds dt
1,3
+Cl DGD h t
a+b<2N+2‘/ -/ stKs)\(K:xKg) ‘[ZC‘J ()

8(t)h;(s)6:(s)]1ds dt
puisque 6; ® @ = 1 sur K; x K3. Remarquons que
D2D}(3 cijhi()0(t)hs(5)01(s))
ij
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= Y)Y Z CaC(Dihi(t)) (DE~6(2)) (D2hs(s)) (D 7761(s))-

11 p=0q=0

En modifiant Pordre des sommations, en majorant toutes les dérivées
de 6 et 6, par une méme constante, en regroupant les termes de mémes
dérivées pour h; et h; et en mettant en évidence le sup de toutes les
constantes, on trouve

lle-kl~ < ¢ ¥ [[ -

DeD? [az(s —t,—e™%)

a.+b<2N+2
- Z cijhi(t)h; (s)] |ds dt
e a+b<2N+2//K9"K4)\K1"K’ ! [tz; it
hj( s)] |ds dt.

Puisque supp A(s,t) C K1 x Kz, on peut finalement écrire

le-ki= s ¢ > [f

a+b<2N +2

- Z Cij hi(t)hj(s)] |ds dt

D“Dt[a (s—t,—e™*)

ou C" = C'+C". Cette dernitre expression est une norme de Schwartz

et dans cette norme la fonction de Schwartz 8(s,t) = 6%(s — t,—e™°)

peut effectivement étre approchée arbitrairement par des combinaisons

linéaires de fonctions d’Hermite ([Sch. 2], p. 262). Ceci détermine
2 ciihi(t)h;(s) et prouve I'énoncé de a).

e) Finalement, tout f € K™ peut étre approché arbitrairement
dans |[||| par des k(f) avec K2(s — t,—e™*) = E cupu(t)ubs(s), les
fonctions ;,4; étant C* & support compact. Cec1 découle de 9.10.8.,
9.10.9., 9.10.10.

9.10.11. Comparaison des idéaux Z; et I : Vu les propriétés de
K et T;, K NI, est un idéal D-invariant de S(G). Par 9.10.10., tout
élément f de (KNZ;)M peut étre approché arbitrairement dans |||.||| par

des a(f) o 6*(s —t,—€™%) = X cijpi(t)s(s) avec ¢i, 95 € CZ(R).
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Soit a;; défini par @;;2(s—t,—e™*) = p;(t);(s). Alors ay; € ES(R?)
(9.10.8. a)) et, pour tout f € (K NL)M, ay5(f) € KN, NS =
KnINS c I par 9.10.8.a), 9.10.7.c) et 9.10.7.d). Donc a(f) € I et
f € I puisque I est fermé et que f peut étre approché arbitrairement
par des a(f). On vient donc de montrer que (K NZ;)™ C I et, puisque
I est D-premier,

K- I,cKnI, cl.

Ceci entraine K C T ouZ; C I. Le cas K C I a été traité en 9.9.2.
Nous pouvons donc supposer & présent que Z; C I, c’est-a-dire que
I, =1

9.10.12. Idéaux Dy-premiers : a) L'idéal I; = I, de 8(G); est Do-
premier. En effet, soient Ji, K1 des idéaux Do-invariants de S(G): tels
que J; - K3 C I;. Définissons

Ji={f €SG) | f(.,t) € 1 Vt}

et
Ki = {f € S(G) ]| f3(.,t) € Ky Vt}.

Alors J; et K; sont des idéaux D-invariants de S(G). La D-invariance
découle des relations Fz(.,t) = f2(,t 4 a) et f5°2(.,t) =
(f2)(t—1'D°'t)(.,t) avec t~1. Dy-t € Dg. De plus, Jh-KiCI = I
puisque J; - K3 € I. D’oli, puisque I est D-premier, J; C I ou
K, C I. On en déduit que J; C I; ou K; C I;. En effet, supposons par
exemple J; C I et soit f; € J1. Alors f=R(fi)e i Clet f1 €.

b) L’idéal T, de S(G) est Do-premier (et fermé dans (S(G), |||-|l[3))-
En effet, soient J, K des idéaux Do-invariants de S(G) tels que J- K C
T, et définissons J; = p(J) et K; = p(K) (9.10.6.). Alors J; et K;
sont des idéaux Dg-invariants de S(G);. La Dy-invariance découle de

la relation (f2)P0(.,0) = fﬁlz(.,O). De plus, puisque J- K C Zp =
p_l(Il), J] . K] C p[p"l(Il)] = Il. Par 8.), J] C Il ou K1 C Il. DOI’IC
JCp M h) Ccpi(h)=Thou K Cp~'(Ky) C p~*(hh) = To.

9.10.13. Raisonnement par récurrence : a) Puisque Z est un idéal
Do-premier, fermé propre dans (S(G), ||]./||s) et que dimg + dimdo <
dim g + dim 9, il existe, par hypothése de récurrence, une Do-orbite Qo
dans g* (associée & une représentation unitaire irréductible ) telle que
Zo = Ker Q.
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b) Montrons que

() (Ker)* = Ker,
t

Q) désignant la D-orbite correspondante. En effet,
feN(Ker) <= fleKerp Vi
t

= (Por)(f)=0 WVt,VDy
= (*PthDog)(f)=0 V¢, VD,
< feKerfl

c) Montrons de méme que
O(Io)t =TI, =1
En effet,
fe O(Io)t = fleI, Wt

= P(H)=F0el ¥t
— feIi=1I

d) On vient donc de prouver que I = Ker dans le cas a;).

9.11. Différentes possibilités pour le cas a3) :

141

9.11.1. a) Supposons d(Z) = 0 pour tout d, I C Kerwr avec 7 =

ind$ xe, (£, Z) = —Xo # 0. Définissons

In={f € S(G) | _/f(zexprZ)ei”"d'r = f2(z, M) =0 Vze G}

Puisque [ f(zexpaZexprZ)erodr = e~ [ f (zexprZ)eir™odr, on
peut se limiter & z € G = G/ exp(RZ) dans la définition de Io. De plus

I est un idéal D-invariant, puisque

/(fD)(:c exprZ)ei™odr = §(D) f F(Px - exprZ)eimodr
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(étant donné que d(Z) = 0 pour tout d). Nous allons montrer que
Iy ClI

b) Soit f € S(G) tel que f3(.,A) = 0 pour tout A dans un voisinage
compact K quelconque de Ao. Alors f € I.
En effet, soit J I'idéal fermé dans la topologie de S(G) (et non nécessai-

rement pour }||.|||), D-invariant engendré par f, c’est-a-dire
J= (U S(G)* fP+5(G)~5.
DeD
Puisque

732(33,/\) = 6(D)/f(D:z -exprZ)erdr

on a également f52(., ) = 0 pour tout A € K et §*(., A) = 0 pour tout
) € K et tout g € J. Soit & présent F' € S(G) tel que w(F) # 0. Donc
F ¢ I. Soit v € S(R) tel que ¥(Ag) = 1 et & = 0 sur R\K. Posons
F=Fxv. Alors

7(F) = n(F)o(ho) = 7(F) #0
et F ¢ I. De plus
1?‘2(:::, ) = F(z,.)#(.) = 0 dans R\K, pour tout z.

Soit J; I'idéal fermé dans la topologie de 8(G), D-invariant engendré
par F, c’est-a-dire

L= S@G)* FP x 8(G))~5@,
De®

Par un raisonnement analogue & celui fait pour J, on voit que §2(.,A) =
0 pour tout A € R\K et tout g1 € Ji. Puisque g’*_a\glz(.,z\) =
32(-,A) *& G2(.,A), on voit que J - J; = {0} C I. Puisque I est D-
premier, J C I ou J; C I OrFeJletﬁ‘¢I. Donc J C I et
fel

¢) Soit I fermé pour la norme

Flli= Y [ [ 1e*D2rD2f(wexpr2)ldr da.

finle
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Il existe alors M € N tel que si f € S(G) et si
(@ 20) = Da Pz, W), _, = = D¥ P V)|, _, =0,

alors f € I.

En effet, montrons qu’un tel f peut étre approché dans |||.||| par des
g € S(G) tels que §%(.,A) = 0 pour tout A dans un voisinage compact
de Ao. Par b) on a alors g € I et f € I, puisque [ est fermé. II suffit
donc de montrer cette approximation. On a

1 1 A
_ = e |repnr —_n? byq 72
=gl = 5 X [ [ ypale2 f{0 - DODRNIP @Y
~§%(z, M) }e~"d)|dr da
< ¢ 3 [ [l*D2(1 - DYDIXIfe,2) ~ §°(a V]
finie
d\dz.
Soit g € C°(R) tel que 0 < ¢ <1, g(A) =1 pour [A| 2 1,¢(A) =0
dans un voisinage de A = 0.
Posons g.()\) = q(ﬁZ}Q) Alors 0 < q. € 1, (X)) =1 pour |A — Xo| >

€, ge(A) = 0 dans un voisinage de Ao et D3g.(A) = (%)sq(’) (-"—-‘E’\-Q)
Définissons ensuite

72z, A) = Az, ) - g (V)
et )
ge(zexprZ) = 5= / P2z, A)ge(Ne=*"*d.

De plus, par hypothése sur f, il existe ®(x,A), Schwartz en z et C*°
en A, telle que

P = A= 2)M*e(z, ).
D’ou
f=gdl < C-3 [ [ e*D2 ~ DYDNA - o)

finle 0—€

o(z, A)(1 - ¢.(V)]ldAdx

b+2 Aote
C ) :z:“DﬁD",\" A= MM+,
1 %Eekz::o/;'/*o-f | A[ ( 0)

®(z,\)(1 — g-(A\)]ldrdz.

IA
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En remarquant que A? = [(A — Xo) + Ao)? = i o(A — Xo)Ad™, on a
encore une majoration de la forme

E Aote k M+
Ni-glisa X Y3 [ [ [2*DEDEI(A - xo)+M+
finie k=0 ;=07 C /Ao—¢
®(z, A)(1 — ge(A))]|dA dz. (%)
Comme ® est Schwartz en £ et C™ en A et que
s 1\s| (17 A — Ao
D3(1-a.W)| = () ¢ (=)

on voit que I’expression de droite de () tend vers 0 avec € si M est
suffisamment élevé. 11 suffit de faire un raisonnement analogue & celui
effectué en 9.10.9.d) par exemple. Les fonctions g. conviennent donc
pour ’approximation.

d) On a Iy C I. En effet, montrons d’abord que I¥+! ¢ I. Soient
fiyee fara1 € Io. Alors f = fi * ... % far41 vérifie les hypotheses de c)
et fi *...* far41 € I. Puisque I est D-premier, Ip C I.

e) Supposons en plus I C Kerm;, avec m; = indf,1 Xe,- Si(6,Z) =
—\; avec \; # Ao, il existe u € S(R) tel que 4(Ao) = 0 et @(A) = 1.
Pour f € S(G) tel que m1(f) # 0, posons g = f *exp(rz) u. Alors
g € Iy c I. D’autre part, m(g) = m(f) # O et g & Kerm. Ceci
contredit le fait que I € Ker;. Dans le cas as) on adonc (€1, Z) = — Ao
pour tout ¢; et tout m; = ind,G,1 Xe, tels que I C Kerm;.

9.11.2. Effectuons & présent une forme simplifiée de la discussion du
chapitre 3 pour préciser davantage les différentes possibilités dans le
cas a3). Considérons les idéaux minimaux 9-invariants de g, contenant
strictement RZ. 11 faut distinguer deux grands cas :

(I) Y egpYed:

d(Y) = p(d)Y +9(d)Z VYded

d(Z) =0
(6,Y)=0et (£,Z) ==X #0
Y#0

(II) a}q’}’ZeB"P’zph%eb*’WER* :

d()}:;)=cp(d)(:) ‘1“’)(’}2)+($;E‘£)z Vded
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d(Z) =0
(Z,Yi) = (Z’Y2) =0et (Z,Z) =-—X#0
p#0,¢h #F0ouy 0.

Dans le cas (I) on peut supposer (£,Y) = 0. En effet, si tel n’est pas
le cas il suffit d’ajouter un multiple convenable de Z & Y. On peut
supposer % # 0. En effet, supposons ¢ = 0, c’est-a-dire d(Y) = p(d)Y
pour tout d e det (£,Y)=0. Siona (f,Y) =0 quels que soient £,
et ™ = lndm xe, tels que I C Kerm, on est dans la situation traitée
en 9.9. Supposons donc qu’il existe m; = ind% 1, X, avec I C Kerm et
(€,,Y) # 0. Si ¢ #Z 0, on est dans le cas a;) traité en 9.10. Si ¢ =0,
on est dans le cas ag) pour le vecteur Y. Par 9.11.1.e) appliqué & Y,
il faudrait alors que (£,Y) = (¢;,Y) # 0, puisque I C Ker7 et que
7 = ind§; xe. Or on sait que (£,Y) = 0. Cette contradiction montre
qu’il faut exclure le cas ¢ = 0. Par conséquent, si % = 0 on trouve des
cas déja traités et on peut donc supposer ¥ # 0 dans la suite.

De méme, on peut supposer {£,Y;) = (£,Y2) = 0 dans le cas (II). On
peut aussi supposer ¢ # 0, car sinon on retrouve le cas (I). De plus, on
peut admettre que %, # 0 ou ¥ # 0, car sinon on retrouve le cas b)
traité dans la suite.

Remarquons encore que puisque g est nilpotent, <p| g = 0 dans les deux

cas. Pour simplifier les notations, nous noterons dans la suite ¥(X) au
lieu de 1(ad X) si X € g. De méme pour 3, et 12. Considérons un
peu plus en détail les deux cas.

9.11.3. Dans le cas (I), on a soit ¢ = 0, soit ¢ et ¢ indépendants (3.2.).
De toute fagon, il existe d; € ? (pouvant coincider avec un ad X) tel
que d1(Y) = Z. On a les deux possibilités :

az1) () avec z,bladnz

agz) (I) avec wlad gi 0.

9.11.4. Dans le cas (II), le raisonnement de (3.2.) montre que [Y}, Yg] =
0 et que ¢,%1,%¢2 sont indépendants. Puisque <p|ad “E 0, le raison-

nement de (3.13.) montre qu'il reste les deux possibilités :
asa) (II) et ﬁPLdgE 1/’1' = '¢’2|adg
asq) (II) et <pL = 0, ¥n Ldg et %Lds indépendants.
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9.12. Cas 83'1) :

9.12.1. En remplacant Z par un multiple de Z nous pouvons supposer
(¢,Z) = —1. Dans ce cas, Y et Z sont centraux. De plus, il existe
d; €9, d, & adg, tel que d;(Y) = Z. Notons simplement ¢ au lieu de
exptd) et remarquons que

trY) = SPYI(rY)=rY +irZ

t(rZ) = =PU(rZ)=rZ.
Notons encore 9o = Keri, Do = expdo et remarquons que dans ce

cas, Do n’est pas nécessairement un idéal de 9; donc Do n’est pas un
sous-groupe distingué de D en général.

9.12.2. a) Définitions : Pour f € §(G), définissons f2 par
Az, ) =//f’(xexerexpsZ)e"’dsdr
et pour a € ES(R?) et f € S(G) posons
o(f) = [ [als,) (fexppr)*dsdb ([Lud.Mol. 1],9.8)

b) On vérifie facilement que
fz(z) t) = (f?’a)t(xa —t, 1) = 6(t)fA2’3(t:I:, -t, 1)
FP(zexpaY expbZ,t) = e~ f(x,1)
f*c gz(x,t) = [f2(., 1) *& §°(., 1)](z) avec G = G/exp(RY + RZ)
7@t = Pat+a)
FED (2,8) = () (e, 1)
———D -
o) @1) = [ F(z,5)6%(s — t, 8)ds.

¢) Finalement
Fz,t)=0 VieR,Vz € G
f23(z,~t,1)=0 VteR,VzeG
f23(z,~t,1)=0 VteR,VzeG
fizxexprY,1)=0 VzeG,VreR
fel

t  fz,t)=§(xt) WERVzel
f=gmodlo (pour Xp = 1).

#1110
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9.12.3. Projecteurs : a) Soient p € C°(R) et ¢ € ES(R). 1l existe
a € ES(R?) tel que

&*(s — t,5) = Y(t)p(s)-
11 suffit de prendre

1

400 ,
a(u,w) = o /_m P(v ~ u)p(v)e "dv.

On a alors
alF) @) =) [ P s)el(s)ds = v (@)

b) Par ([Lud. Mol. 1], 9.12.), on a a(I) C I.
9.12.4. Espace S(G), : a) Définition : L’espace S(G), est 'ensem-
ble des fonctions f; de G dans C telles que
fi(zexpaY expbZ) = e ®fi(x) VreG,Va,beR
f1 est Schwartz en x € G = G/exp(RY + RZ) (pour une base
coexponentielle fixée par exemple).

b) Pour t fixé, f2(.,t) € Sz(G)1° En particulier, si f2(z,t) =
u(t) f(z) respectivement si a(f) (x,t) = ¥(t) f(z), alors f, € S(G).
¢) Construisons un rétracte particulier. Remarquons d’abord que
Pz, t) = 60 f**(z,~t,1)
entraine 5
A, -1,1) = 6() 7 f2("'x, ).

Soit alors ¢ € CZ(R). Pour f; € S (Gh donn}é, recherchons f € S(G)
tel que f2 = ¢ ® f1. Fixons h € S(R) tel que h(1) = 1. On prend alors
f tel que

1 _ e '
fexprY expsz) = o( / 51 - p(t) fu("z)ertdt) - h(s).
Ceci nous définit un rétracte

R:8(G)y — S(G)
fl L— R(f1)=f)
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f étant calculé comme précédemment.

d) Comme en 9.10.4., on munit S(G), d’une norme de Schwartz de
maniére & rendre le rétracte R continu. On écrit les éléments de G sous
la forme

ZexprY expsZ = exp(Z1E1 + ... + Zn-2Fn—2 + 1Y + 8Z)

et on montre que |||f||| admet une majoration

Al < X [ [ [1arsDiDiDif (@ expry expsZ)|

finie
dzdrds
< c-¥ ¥ [ [ DDy fi(~8)lded

finie y<b+2
ol K = supp ¢. Il suffit de faire un calcul analogue & celui de 9.10.4.
De plus, notons par A_; la matrice de l'opérateur exp(—td;) = —t.
Pour la base en question on note

# 3 ([ ]° °\/ &
: : ALe| 2o :
9 | TE=A| Fog | = |—— (1) g Zn_o
. 0 , 0
z, 0 AN

puisque (A_;)Z = Z et (A_;)Y =Y —tZ. Puisque A_; est inversible,
il en est de méme de A_,. On écrit
fl(—ti.) — e—il(A—l)n,lil+---+(A-t)n,n-—25"—2] .

-~

f (exp [(El...En_z)Af_t ~x§1 ])

Tn-2

et on termine le raisonnement comme en 9.10.4. On trouve une majo-
ration de la forme

A< O3 [, IQEDER) BB + . + Bn-sBrmal)dE

ol Q désigne une fonction polyndme. Le membre de droite représente
la norme |||.||ls. Dans la suite on notera x au lieu de .
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9.12.5. Idéal I; de S(G); : On procéde comme en 9.10.5. et on a

L = {heSGn!|3fel,uec ESR): P=u® fi}
= {heSGn|3fel:fP=vefi}
otl v est un élément non nul fixé de ES(R). Comme dans le cas a;), I1

est un idéal fermé de (S(G)1, ||I-||l1) tel que R~}(I) = I;. On montre
que pour ¢ fixé, il existe (a.) dans ES(R?) tels que

—~—2 -
lim [llee (7) (1) = P2 )Ml =0
et on en déduit que
L=L={f*(,0)|fel} VteR

est un idéal Do-invariant (9.10.5.).
9.12.6. Projection et idéal Z, : a) Soit la projection

p:S(G) — S(Gh

f— a(f)
tel que p(f)(z) = f2(z,0) = f>3(z,0,1). Munissons S(G) d'une nou-
velle norme de Schwartz |||.|||s telle que p soit une application continue

de (S(G), |I1-llls) dans (S(G)u, ||I-[1lx). En effet,

ik < €3 [ 1Q@DE(N))ldz

finie
<c Y / 1Q()(D? f)(zexprY expsZ)|dz dr ds
finie R"
= |[Ifllls.
b) Définissons
To=p~'(h) = {f € 8(G) | f*(,0) € Ih}.

Alors T, est un idéal Do-invariant de S(G), fermé dans (S(G), |||-]|s).
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9.12.7. Idéal Z, de S(G) : La définition de Z; est la méme que dans
le cas a,;). Alors Z; est un idéal exp Rd;-invariant de S(G). Cepen-
dant & présent nous ne pouvons pas encore affirmer que l'idéal Z, est
Do-invariant (en effet, 4 la fin du raisonnement on verra que Z; est
D-invariant !), puisque Do n’est plus un sous-groupe distingué de D.
Comme en 9.10.7., on voit qu’il existe une norme de Schwartz |||.|||4
sur S(G) et M € N, C € R* tels que

A0 € C- €M || fllla pour tout ¢.

On en déduit que I'idéal 7, est fermé dans (S(G), |||.||ls). Par ([Lud.
Mol. 1], 9.12.), on voit que a(Z;) C I pour tout @ € ES(R?) et, en
définissant S comme en 9.10.7.,onaSNZ, =SNIlet I CI;.

9.12.8. Approximation des éléments de S(G) : a) Les raison-
nements suivants sont beaucoup plus simples que dans le cas a;). Soit
(8,); une unité approchée dans ES(R?). Comme en 9.10.8.b), on mon-
tre que

lim [165(/) - £1ll = 0 pour tout f € S(G).

On peut supposer que J; est & support compact en la premire variable.
b) Comme en 9.10.9.a), on a une norme |||.||| sur ES(R?) et une
norme ||].|]|~ sur §(G) telles que

NI < Hel AN

quels que soient o € ES(R?) et f € S(G). De plus,
llefll= < C- [ [ la(s,b)] - €Ml @+ B)Vdsdb.

c) On peut approcher les 8; par des v; € ES(R?) tels que 47 soit
3 support compact. La démonstration de 9.10.9.e) reste valable. Donc
tout f € S(G) peut étre approché arbitrairement par des v(f) tels que
42 soit & support compact.

d) L'application

B:(u,t) "'_"“‘fz(u_t’u)
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est une fonction de Schwartz & support compact contenu dans un com-
pact de la forme K; x K,. Nous allons approcher -y en H1-l]® par une
fonction k telle que

Bu-tu) = Y ciybit)pi(v) (somme finie)
""j
= T esh®P(Bhs (W @)
%7
ol hi, hj sont des fonctions d’Hermite et o 6, 6, sont des fonctions

C* 3 support compact déterminées comme en 9.10.10. La fonction k
sera alors obtenue par

k(v,w) = 51; e [ hilu—)0(u - V)b (we™ du
0
Comme en 9.10.10., on a la majoration
2N+2 .
v -kiF<C- Y [ eI ) - (s lldvds.
r=0

Effectuons le changement de variables

{U—t=8 { =
=
u="v t=v—s.

Alors
2N42
=k~ < ¢ Y [ [eMtDu+ Dy
r=0
[ (u - t,u) — k*(u — t,u))|dudt
2N+42 M-tul Mid
< . ‘i, r
< 03 [ a4+ D)
['72(” —tu) - Zcijhi(t)hj(’lt)] |du dt
"')j
2N+2
} Ml . Mlt| r
+C ?\:0 /-/(stKO\(K;xK,)e e I(Du+Dt)

[Z Cishe()0(8) Ry ()0 (u)] | du dt.
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On peut majorer eM 14l et eM"It! par des constantes sur les cornpacts K3
et K. De méme, toutes les dérivées de 6(t)6, (u) peuvent étre majorées.
Donc, en écrivant

(Du + Do) [ cigha(£)0(2) 5 (w)61 (w)]

= 3 O[T D + P (el (w) (Du + D" (6216 ()]

p=0

en regroupant les termes et en effectuant les majorations nécessaires,
on trouve une expression de la forme

2N 42

h-kl= < 2 [ [

r=0 IXKQI

= 3 cushi(t)h(w)]|dude

(Du + Do) [#(u — t,u)

2N+2
> [/ |(Du+ Dy
r=0 (K3x Kq)\(K1xK3)

[ cisha()hs ()] |du dt

+C"-

2N+2

o X [ [|@u+ Dy [ = t,w)
= 3 cijha(t)h (u))|du de

IA

puisque 42(u — t,u) s’annule sur (K3 X Kg)\(K; x K3) et qu’on peut
majorer les intégrales sur les ensembles bornés par des intégrales sur
R? tout entier. La dernitre expression est une nouvelle norme de
Schwartz et dans cette nouvelle norme la fonction de Schwartz 8(u,t) =
4%(u — t,u) peut étre approchée arbitrairement par des combinaisons
linéaires de fonctions d’Hermite. Ceci détermine les ks, h; ([Sch. 2}, p.
262).

e) Finalement, tout f € S(G) peut étre approché arbitrairement
dans ||].||| par des k(f) avec k*(u —t,u) = :Z; ci;¥i(t)p;(u), les fonc-

tions ¢, ¢, étant C* a support compact.
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9.12.9. Comparaison des jdéaux T, et I : Tout f € I; peut étre
approché par des k(f) avec k*(u — t,u) = g ci¥i(t)p;(u). Posons

@i (u—t,u) = Yi(t)p;(u). Alors aj; existe dans ES (R?) et, pour tout
f € Ila

a,'j(f) e1NnS=INScCl.
D'ou k(f) = ‘Z; ci;jaij(f) € I et f € I puisque I est fermé. Ainsi
I, =1 '
9.12.10. Idéal Dy-premier : a) Il faut modifier le raisonnement du
cas a;), car ici Do n’est pas un sous-groupe normal de D. Nous allons

montrer que 'idéal Z, est Do-premier, sans passer par .
b) Comme en 9.10.13.,0n a ) (To)=T1 =1

c) Soit J un idéal Dy-invariant quelconque de S(G). Alors
Si=NTt=JIP
t

DeD
est un idéal D-invariant de S(G).
d) Montrons & présent que 'idéal Zy est Do-premier. En effet, soient
J, K deux idéaux Do-invariants de S(G) tels que J+ K C Iy. Puisque
Kerp est un idéal Do-invariant et que Kerp C Zy = p~'(I1), on a
également
(J + Kerp) - (K + Kerp) C o,

ot J + Kerp et K + Kerp sont des idéaux Do-invariants. De plus,
si on réussit a montrer par exemple J + Kerp C I, on a également
J C Z,. Nous pouvons donc supposer dans la suite que Kerp C J et
Kerp C K (en remplagant si nécessaire J par J + Kerp par exemple).
Donc J = p~(p(J)) et K = p~(p(K)).

Les idéaux ®-invariants

A=NJ e Ki=NK'
t t

vérifient
Ji-KicJ-KcCl1,

donc, par D-invariance de J; - K,,

J-KiC n(Io)t=I.
t
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Puisque I est D-premier, J; C I ou Ky C I. Supposons par exemple
JycI=1,. Alors

Ji C Ji+Kerp=p~ (p() € p (o)) =p7 (o) = p7 (1) = To.
1l reste alors & montrer que J C Jy + Kerp. A cet effet, remarquons
d’abord que Ji = {f € 8(G) | f*(.,t) € J1 Vt} ott J; = p(J). En effet,

feh < fleJ=p'(pJ)) Wt
—3 -
~— p(ft) =ft (’0) = f2("t) € p(J) =J; Vi

Nous en déduisons que J C Ji + Kerp. En effet

feJ=p(f)=f*(,0 € .
Soit alors ¢ € CZ(R) tel que ¢(0) = 1 et soit g = R( f2(.,0)) € S(G)
le rétracte construit comme en 9.12.4., c'est-a-dire tel que §*(z,t) =
©(t) f3(z,0) quels que soient z,t. Puisque J; est un idéal de S(G)1,
§*(.,t) € J; pour tout t et g € J1. D’autre part, p(g) = §2(.,0) =
f2(.,0) = p(f). Donc f — g € Kerp et

feg+Kerp C T+ Kerp,
cest-a-dire J C Ji + Kerp C Zy. Ceci prouve que Iy est Do-premier.
9.12.11. Raisonnement par récurrence : Le méme raisonnement
qu’en 9.10.13. montre que J = Ker .
9.13. Cas a35) :

9.13.1. Comme dans le cas ag 1), nous pouvons supposer que (/,Z )=
—1. Puisque wladg$ 0, il existe X € g tel que ¥(X) =1 et p(X) =0,
c'est-a-dire [X,Y] = Z. Posons 9o = Kery et Do = expo, ho =
Ker'tpladg et Hy = expho. Puisque (pladgE 0, ho est un idéal de g
et Hp un sous-groupe normal de G. On vérifie facilement que ho est
do-invariant et donc également ?-invariant (puisque ? = Rad X @ %0)-
Ainsi Hy est D-invariant. Remarquons que Y est central dans fo.

9.13.2. On pourrait faire une démonstration & l'aide de projecteurs
dans ce cas-ci également. Cependant cette démonstration serait plus
complexe, étant donné qu’ici la récurrence doit se faire sur dim g, c’est-
a-dire que le groupe G doit étre modifié. Pour cette raison nous préfé-
rons faire une démonstration se basant sur la théorie des idéaux invari-
ants développée dans ([Lud. Mol. 2}).
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9.13.3. Soxt(GGtelque(I = 1. Comme G = expRX - Hy, ¢

agit seulement sur expRX et ¢ (exp rX - h) = ((exprX) = € =
x<(exprX) pour un certain ¢ € R, c’est-a-dire ¢ est un caractére. De
plus, quels que soient &;,& € H, (C (.)é1 | €&2) = k - X est un multiple

du caractére en question. Soit I un idéal fermé pour [||.||, D-premier.
Alors

fel= () e avec

fP(Y)(exptX - h-exprY - expsZ)
= f(exch-exth-h-exp'rY-expsZ-exp(—cY))
= f(exptX -h-exprY -exp(s—ct)Z).

D’ou
/[xc . f — fPY)](exptX - h-exprY - expsZ)e*ds

_ eict/f(exptx.h.exer.expsZ)e“ds_/f(exth.h
- exprY - exp(s — ct)Z)e*ds

= 0

= xc.f—fexP(CY)EIoCI

= X fel

c’est-a-dire 1'idéal I est invariant par multiplication par les ({(.)é1 | &2)
avec ¢ |H°= id.
Remarquons de plus que, puisque I est fermé pour la norme de Schwartz

HI-ll, I est fermé dans S(G) pour la topologie de Schwartz.

9.13.4. Par ([Lud. Mol 2}, 1.8.), In, = {f|,, | f € I} est un idéal

fermé (pour la topologie de Schwartz), G-invariant de S(Hy) et
I={f€S©)|(sf)| € Im Voe€G).

De plus, puisque (f | yPo = %((-DDOL))(F%)' et que I est Do-invariant,
Iy, est Dp-invariant et donc également D-lnva.nant puisque Iy, est
G-invariant.
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9.13.5. Construisons un rétracte particulier : Soit ¢ € S(R) tel que
¢(0) = 1. Définissons R : S(Ho) — S(G) par R(fo) = ¢ ® fo, C'est-a-
dire R(fo)(exptX - h) = ¢(t)fo(h). On peut munir S(Ho) d’une norme
||}-||lo rendant le rétracte R continu. En effet,

RGN < ﬁzl: [ 1 DihPDLR(fo) (exptX - h)ldt db

-3 (f weDbw(eldt) - ( [ 1 Disahan)
< ¢ X [IWDifo(h)idh

finie

= |llfolllo
par définition de |||.||lo.
9.13.6. On a Iy, = R7(I).
En effet, soit fo € R™'(I), c’est-a-dire R(fo) = ¢ ® fo € I. Donc
fo=e® fo| 1< Iy, et R~(I) C I, Réciproquement, soit fo € In,
et montrons que R(fo) = ¢ ® fo € I. Par 9.13.4,, il suffit de montrer
que (g(‘P ® f°))|H0€ Iy, pour tout g € G. Or

@ ® fo)(h) = ¢® folhi!-exp(—t1X)-h) pour g=expt, X -y
= ® folexp(—t1X) - [expt1 X - by - exp(—t1 X) - hl)
= ‘p(_tl) ( (exp tlx-hrexp(—hX))fO) (h)
€ IHo
puisque exp t1.X by -exp(—t1X) € Ho, donc (expt, X-ky-exp(~t: X)) Jo € Iy,
pour tout g = expt1X - by € G. Par conséquent, ¢ ® fo € Iet
fo € R7Y(I), c'est-a-dire Iy, C R~1(I).
Par 9.13.5., on en déduit que Iy, est fermé dans (S(Ho), lI]-|lo)-
9.13.7. L’idéal Iy, est D-premier.

En effet, soient Jj,J; deux idéaux D-invariants de S(Ho) tels que
Jy *g, Jo C Iy,. Posons

I =@ 1 5D et Fo={L*wSG)

’adhérence étant prise dans la topologie de Schwartz de §(G). Puisque,
pour tout a € G,

o(f *Ho fU) = (af) *mo fo €t (f *mo fo)a = (fa) * o (fg)




CHAPITRE 9. IDEAUX ©-PREMIERS 157

ol fé(h) = fo(aha™?), on voit que S(G) *n, J1 et Ji sont invariants
par translations ([Lud. Mol. 1}, 9.5.). Donc J; est un idéal de S(G)
([Lud. Mol. 1], 6.2.), fermé dans la topologie de Schwartz, mais non
nécessairement dans la topologie définie par ||].|||. De méme pour 7.
Pour tout D € D, (f #x, fo)? = (fP)*1, (f) entraine que S(G)*#,
et Ji ([Lud. Mol. 1], 9.3.) sont D-invariants, puisqu’il en est ainsi de
Ji. De méme pour J,. Pour montrer que Jj *¢ J2 C 1, il suffit de
montrer que quel que soit g € G, quels que soient f, f e 8(G), fL € Ji,
f2 € Ja,

ol(f 110 £2) 6 (Fansto F| = (o) 10 1) %6 (2 bt0 £1)] g € T
En remplagant ,f par f, il suffit en fait de montrer que

(f *m0 f2) %6 (2 #a )] 1 € Tt
Or
(f %80 f1) *G (fa #11, £') (o)
= [ [ [ [ 1o~ exp(=tX )W) fu(H)f(h")f (W exptX - h)
dh dt dh'dh"
= [ [ [ [ #(at=h exp(=tX)) 7D (1) fa(0)
F'(h"-1 exptX - h)dhdt dh'dh"
= [[[ [ #(Eh exp(=tX)) £ W ha) falh)
F'(R"~Y - exptX - h)dhdt dh'dh"
= [ [ [ ] 567 exp(=tX)) =50 (hok fa(h'")
F(R"- - exptX - hh'~Y)dh dt dh'dh"
= [ [ [ [1(n exp(-tx)) A0 (hot) £ (B
f'(exptX - h- K"~ - h'=")dh dt dh'dh" .
= [ [ [ [ 1(b - exp(=tX)) PP hob =) (££775) )
f'(exptX - h- h'~V)dh dt dh'dh"
= [ [ [ 16 exp(tX) AN wy (157 P (o)
f'(exptX - h- h"~V)dh dt dh".
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Comme J;, Jo sont des idéaux D-invariants (donc en particulier G-
invariants) de S(Ho),

fl(exth'h) 1, (fz(exth-h))h” € Jy *m, jzs(Ho) c In,.

Puisque I, est fermé dans la topologie de Schwartz, on en déduit alors
que l'expression toute entitre est dans Ip,, Cc’est-a-dire que

(F 0 f1) #6 (fa *0 )| € Tmo 0 Ti#c T2 C 1.

Comme I est i)-mvanant Ji € I ouJp C I. Supposons par exem-
ple i = (S(G) *n, Jl)S(G) c I. Soit () une unité approchée dans
S(H,) et soit u € S(R) tel que u(0) = 1. Posons 9. = u ® .. Soit

fi€Ji. Onave xm, f1 € I, e *m, f1|Hoe Iy, et

Ve *H, f1| = Qe *m, f1 S(—H*) fi.

Puisque Iy, est fermé dans S(Hy), fi € Iy, et J; C Ig,. Ceci prouve
que Iy, est D-premier.

9.13.8. Raisonnement par récurrence : Puisque dimbg +dimd <
dimg + dim?, il ex1ste, par_hypothése de récurrence, une orbite Qg
associée & mp = 1ndH X¢, € Ho telle que

I, = Ker Qg = [\ Ker Dro.
D

Posons % = ind§j, mo et KerQ = g Ker P#o. Alors

feKerQ <= 7(fP)=0 , VDe®
= [(()|,,]" €Kermo VD €D ([Lud. 1)
Vg,9 € G
= [oafl,] eKer¥m VDeD
] Vg, € G
A L(gf)lyo] eKerP9ry VDe®
Vg,9' € G

en remplacant Pg par g quelconque

= [(gf)|H°] € Ker Pmy VD €®D,Vge G
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en remplacant D - g’ par D quelconque

= |[( gf)|Ho] € Ker Qo = I,
— fel

c’est-a-dire I = Ker 2.

Il reste & remarquer que 7o peut étre supposé irréductible. Supposons
d’abord (€y,Z) = 0. Alors mo(exprZ) = id et 1ro(exp rZ) = id pour
tout r € R. Rappelons en plus que I C Kerm o 7 = 1ndg Xe avec
(¢,Z) = —1. Soit u € S(R) tel que #(0) = 0 et (1) = 1. Soit
f € 8(G) tel que n(f) 96 0. Posons g = f *exp(rz) . Alors w(g) =
7(f) # 0. D’autre part P#o(g) = 0 pour tout D. Ceci contredit le fait
que I = KerQ C Kerw. Supposons donc (£, Z) # 0. D’apres 3.11., si
h est une polarisation de Pukanszky pour £, dans hq, alors b est aussi
une polarisation de Pukanszky pour £y (prolongé par 0 sur RX) dans
g et %o = ind$; xe, est irréductible.

9.14. Cas ag3) :

9.14.1. Comme dans les cas asz1) et as2), supposons (¢,Z) = —1.
Par hypothése dans ce cas, Y3, Yz et Z sont centraux. Puisque ¢, ¢1
et 1, sont indépendants, il existe dj,d2,ds € 0 tels que ¢(d;) = 1,

Y1(d1) = Ya(dr) = 0, ¢i(d2) = 1, p(d2) = ¥a(d2) = 0, ¢a(ds) = 1,
(p(d3) ¢1 (da) = 0 c’est-a-dire

Y; 1 —w Y;
o (32)=(2 ) ()
dz(Yl) =7 et dz(Yz) =0
ds(Y1) = 0 et d3(Y2) = Z

En remplagant Y; et Ys par 1+—wa1 m}’z et 1+—ufY1 m’gY2 et
do,ds par [d,dg) et [d1,ds], on voit qu’on peut supposer que da,ds €
[0,9], donc que d2 et ds appartiennent au radical nilpotent de 3. Les
grandes lignes de la démonstration seront les mémes que dans le cas
aa;). Cependant, puisque dy et ds ne commutent pas nécessairement,
il faudra introduire certaines astuces.

9.14.2. Posons 9y = Kerv,; N Kery, et Do = expdp. Alors 9 est
une sous-algtbre de 9. Soit D; le sous-groupe de D engendré par
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{exp sda,exptds | s,t € R} et soit D} le commutant de D;. On sait
que D/ est un sous-groupe normal de D; et que D, /D] est abélien. On
vérifie facilement que D) C exp[Kery N Ker; N Ker,|, c’est-a-dire
que

Dl(exp 1Y) exproYoexp sZ) = expr1YiexproYaexp sZ
quel que soit D’ € D). En particulier, D] C D,. Soient ?, et 9] les

sous-algebres de ? telles que D; = expd; et D] = expd]. Remarquons
de plus que D, et D) sont des groupes nilpotents par choix de d; et ds.

9.14.3. a) Définition : Pour tout f € §(G), définissons
Pz, t,8) = /// foxptdrexpsds(p eypy 1, Y; exp roYa exp uZ)e™du dridro.

b) En posant 8;(t) = 8(exp td2) et 63(s) = 5(expsds) on a
fz(ma ta S) = 52(t)63(s)f"2,3,4(exptdz-exp Sdam, "'ta -8, 1)'
De plus,

F(zexpaY; expbYaexpcZ,t,s) = e~ f*(z,t, )

———2 - ~
f*a g (x,t,5) = (f*5§°)(x,t,8) avec G = G/ exp(RY; +RY2 + RZ).

Pour dy € 99 et Dy = expdp on a
Y Y;
Dy ( Y; > = e?)V K (¢(do)w) ( Y: )

cosf§ —sinf

avec K () = ( sinf@ cos@

) (voir calculs de 3.8.). On en déduit que

[ f(exP tdz exp sds)-Do-(exptdy exp 5ds) ™ |~2(5 ¢ )
= 6(D0)6—2‘p(d0)f2( Doz., t’ 3)
= (fz)Do(m’t)s)'
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c) f3(z,t,8)=0,Vt,s€R, VT € G

— f“2,3,4(exptdz-ex98dsz’ —t,—s,1)=0 Vt,seR,VzeG
= f234(g,—t,—s5,1)=0 Vt,s€R,Vz€C
= fYzrexprYiexpraYs,1)=0 VreG,Vr,m2€R
> fel

et f2(m,t,s) = §%(z,t,8) Vi, seR,Vz€CG
<> f=g modl.

_d) Remarquons qu’on n’a plus d’équivalent dela propriété F2 (z,t) =
f?(z,t + a) de 9.12.2. Pour tenir compte de ce phénomene et de ses
conséquences, il faut modifier la définition de a(f).

9.14.4. a) Définitions : Munissons 9] d’une base de Malcev {d},d3, ...,

'}, identifions D} et R*, ainsi que la mesure de Haar sur D] et la
mesure de Lebesgue sur R¥. Alors on définit ES(R? x D] x R?) =
ES(R? x R* x R2?) comme étant 'ensemble des fonctions a, C* de
R? x D} x R? = R? x R* x R? dans C telles que

(az,as; D1; b1, b2) = (a2, as; t1y ..., te; by, ba)
kaag-+k Myty+...4+ Myt . .
— ek2azthsas  oMitit.AMiteqy (g, qa:¢) ) ..., 83 b1, b2)

soit une fonction de Schwartz quels que soient kg, ks; My,..., M €R &
condition d’avoir Dy = exp tid}...exp t1d;.
Pour tout f € S(G) on définit alors
a(f) = /mz / y /m a(az, a3;D1; blab!Z)(fexplnYl-explez)Dl'exl’azﬂlwxpas"i3
: 1
dagda;;ledbldbg.

b) Evaluons
(D) (@,t,5)
= 63(t)6s(s) / a(f)(FPrxP By . expr1Y: exp raYa) exp(u + try
+s12) Z)e™du dridry
= 62(t)86(5) [ [ (a2, a5i D1b, ba) fexp by i) 2 XP 200 0%
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(xPtdrexpsdsy . eypr,Y; expraYa) exp(u + try + s12)Z)
ei”dagdangl dbl dbzdu dr1 d’f'2
= 8,(t)bs(s) / / a(ag, as; D1; b1, bs) - 82(az)b3(as)
f( D -exp aad3 exp azds exp tda exp sdzz . exp(rl + bl)},l exp(,,.2 + bz)y'2
exp(u +iry + 812 + agm + a3r2)Z)ei"da2da3dD1db1 db2
du d'rl d’r‘2

car 6 = 1 sur ®]. De plus,

D; - exp asd exp asds exp tda exp sds
= expaqd, exp agds exp td; exp sds - [exp(—sds) exp(—tdz)
exp(—aads) exp(—aqds) - Dy - exp azd; exp azds exp td; exp sds).

Dans D, effectuons le changement de variables
D; +— exp agds exp azds exp tdy exp sdz - Dy - exp(—sds) exp(—tds)

-exp(—asds) exp(—aady).
Puisque dg,ds sont nilpotents, on a

o(f) (@,t,5)
= 62(t)6s(s) / / a(ag, as; exp azds exp azds exp tds exp sds + Dy
- exp(—sds) exp(—td;) exp(—asds) exp(—aads); b1, b2)
ba(a2)6(as) f( S0 0wt xp s i Dig. exp(ry + by)Yy
exp(rg + by)Yaexp(u + try + srg + agry + azra) Z)e™
daodasdDydbydbadu drqdrs.

De plus

exp azd; exp agds exp tdz exp sds - Dy
= exp(az + t)dz exp(as + s)ds exp(—as — s)ds exp(—az — t)da
- exp agds exp azds exp tdg exp sdz - Dy
= exp(az + t)d; exp(as + s)ds - {exp(—sds) - [exp(—asds)
exp(—tdg) exp asds exp tdz] exp Sd3} - Ds.



CHAPITRE 9. IDEAUX ©-PREMIERS 163

Dans D} effectuons le changement de variables

D1 o d {exp(—sd3)~[exp(—td2) exp(——aads) exp tdz €xXp a3d3] exp Sda}'D] .

D’ou

a() (.t,9)
= 6,)8s(s) [ [ aaz, asiexp(az + t)ds - exp(as +s)ds - Dy
-exp(—sds) exp(—td,) exp(—asds) exp(—azdz); by, ba) - 62(az)b3(as)
f(explazttidyexp(aata)ds-Drg . oyp(r) 4 b;)Y; exp(rs + b2)Ya
exp(u + try + sr3 + agry + asrz)Z)e* dagdasd Dy dbydb,
du dr,drs.
Effectuons le changement de variables

{azHa2—t {T’]'—)Tl—b]

az — az — 8 T9 V> 79 — bs.

On obtient

—~—2
a(f) (z,t,9)
= //a(ag —t,a3 — s;exp azds exp asds - Dy - exp(—sds) exp(—tdz) -
exp(—(as — 8)ds) exp(—(az — t)ds); by, b) - 62(a2)b3(as)
f(SXP czdrexp @3da-Di g . expr, Y7 exproYaexp(u + agr: + asre
- a2b1 - a3b2)Z)e"“da2da3dD1dbldbgdu d?"ld?‘2
= //a(ag —t,a3 — s; (exp(az — t)dz exp(as — s)dsexptds -
exp sds) - {exp(—sds)[exp(—tdz) exp(—(as — s)ds) exp tds -
exp(as — s)ds]exp sds} - D; - (exp(—sds) exp(—tdz) exp(—(as — s)da) -
exp(—(ag — t)da)); br, ba)B2(az)ba(as) f (7P 2 xPeadsDig . expr, Y1 expraYs -
exp(u + agry + asrz) Z) - € - €% . e daydazd Dy dby dbadu dridrs
= / a*%(az — t; a3 — s; (exp(az — t)da exp(as — s)dsexptds -
exp sds - {exp(—sds)[exp(—tdz) exp(—(as — s)ds)exp ids -
exp(as — 5)ds] exp sds} - D1 - (exp(—sds) exp(—tdz) exp(—(as — 8)ds) -
exp(—(az — t)d2)); az, as) F3( Dig, ag,a3)dasdasdD;.
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9.14.5. a) Supposons qu'il existe , 9 € CX(R?) et x € C°(D1) tels
que

645 (ag — t,as — s; (exp(ag — t)d; exp(as — s)ds exptd; exp sds
-{exp(—sds)[exp(—tdz) exp(—(as — 8)ds) exp tda exp(as — 5)ds]
- expsds} - D - (exp(—sds) exp(—td;) exp(—(as — s)ds)
exp(—(az — t)d2)); az, as)
= p(az,a3) - Y(t,s) - x(D1).

Alors e
a(f) (.’L‘,t,S) = ,‘p(ta S) : fl(x)
avec

fl('z) - /(,D(az,a3)X(D1)f2(Dl.T, a27a3)da2da3dD1-

Remarquons que cette derniére intégrale existe, puisque ¢ et x sont &
support compact, toutes les fonctions étant continues.
b) fi(z - expv1Y; - expv,Ys - expwZ)

= [ p(az, as)x(D1) APz expurYs expus¥a exp w; o, 0s)
dasdazdD, car D} n’agit pas sur Y1,Y2,Z
= e "™f (z).
En utilisant ([Lud. Mol. 1], 9.2.), on voit facilement que f; est une

fonction de Schwartz en z € G/ exp(RY; + RY; + RZ).
¢) Montrons V’existence de a pour ¢, %, x donnés. On a

&*%(ag — t,a3 — 8; (exp(ag — t)da explas — s)dsexpidy -
exp sds) - {exp(—sds)|exp(—tdz) exp(—(as — s)da) exp tds -
exp(as — s)ds]exp sds} - Dy - (exp(—sds) exp(—tdz) -
exp(—(as — s)ds) exp(—(az — t)d2)); a2, as)
= p(az,a3) - Y(t,8) - x(D1)
<> "%(cy, cs; (exp codz exp cads -

exp(ag — cz)dz exp(as — c3)ds) - {exp(—(as — ¢3)ds) -
lexp(— (a2 — ¢2)d2) exp(—cads) exp(az — cz)dz exp cads] -
exp(a3 - C3)d3} . D1 . (exp(—(a3 - Ca)d3) .
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exp(—(az — cz)dz) exp(—cads) exp(—c2dz)); a2, as)
= p(a2,a3) - P(az — 2,03 — ca)x(D1)
<> 6*%(cs, ¢35 Dy; a2, 03)
= p(az,a3) - P(az — ¢z, a3 — c3)x({exp(—(as — cs)ds) -
lexp(—csds) exp(—(az — c2)d2) exp cads exp(az — c2)dz] -
exp(as — cs)ds} - exp(—(aa — c3)ds) exp(—(az — c2)dz) -
exp(—cads) exp(—cadz)) - D1 - (exp c2dz exp csds -
exp(az — c2)d; exp(as — c3)ds)).
Puisque ¢,%, x sont des fonctions C* & support compact, il en est de
méme de 4*°. Donc a est obtenu par transformée de Fourier inverse.
d) En identifiant D] & R* via une base de Malcev, nous pouvons
appliquer les résultats de [Lud. Mol. 1]. En particulier, a(I) C I pour
tout & € ES(R? x R¥ x R?), par ([Lud. Mol. 1], 9.12.). De plus, comme

en 9.10.9.a), on voit qu'il existe une norme |||.|||* sur ES(R? xR* x R?)
et une norme de Schwartz |||.|||~ sur S(G) telles que

(O < HedEHLANT

avec

lelll® < C/]Rz/w - la(az, as; exp tidy... exp tidy; b, b))
. gMaloal+Malaal | eMiltsl+-+Neltel . P(by | by)dagdasdt,...dtx
- dbydba,

P(by,bs) désignant un polyndme & coefficients positifs en b? et b2.

9.14.6. Espace S(G); : a) Définition : L’espace S(G); est I'ensem-
ble des fonctions f; de G dans C vérifiant

fi(zexpv,Yi expvaYzexpwZ) = e fi(x)

f1 est Schwartz en z € G = G/ exp(RY; + RYz + RZ) (pour une
base coexponentielle fixée par exemple).

b) Quels que soient t,s fixés, f2(,t,8) €S (G)1 En particulier, si

F2(z,t,8) = u(t,s) fi(x), respectivement si o f) (x,t,8) = ult, s) f1(x),
alors f; € S(G):.
c) Construisons un rétracte particulier. Rema.rquons d’abord que

F2(w,1,5) = 82(2)6s(s) fP34( 0o s, —t, —s, 1)
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entraine
f"2,3,4(m’ —t,—s, 1) — 62(t)—163(s)—1f2(exp(—sda)exp(—tdz)z t, s).
Soit ¥ € C(R?) fixé. Pour f; € S(G); donné, recherchons f € S(G)
tel que f2 = ® f,. Fixons h € S(R) tel que k(1) = 1. On prend alors
f tel que
f(:z: expr1Y1expraYoexpuZ)
— -1 -1 exp(—sd3) exp(—td; ir1t z )
— (2 E /62(t) 83(s)12h(2, 8) fu (X2 xP(=td) ) imteinas it )
- h(u).
Ceci nous définit un rétracte
R:S8(G); — S(G)
fi— R(fi) = {,
f étant calculé comme précédemment, la base étant fixée.
d) Comme en 9.10.4. et 9.12.4., on munit S(G); d'une norme

de Schwartz de maniére & rendre le rétracte R continu. On écrit les
éléments de G sous la forme

FexprY: exproYoexpuZ = exp(Z1E1+...+Zn-3En_a+mY1+r2Yo+uZ )
et on évalue d’abord

< 2 [/ ]/

zorirue DEDP DR DY

M
finie
/52(t) 153(5)—1¢(t, s)fl(exp(-—sds)exp(—tdz)i.)eirlteirgsdt ds
- h(u)|dz dridradu
1 1 1 ;
< cp4 . . . 72 D¢
= HX:L(27T)2 (/ fu Duh(u)|du) // 147 1473 I//[x Ds
(1 — D})D} (1 — D)D" s765(t) ™ ba(s) " ¥t 8)
(exp(—sda)exp(—tdg)i,)] i1t giTas gy d8|d5:d1"1d7‘2
< ~a, z N »Y by 2
< Cz//ma DE(1 — D?)Db (1 — D?) Dbt s)

finie
fr(P(ed)ex(-td)z)| 47 dt ds
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ott (¢, s) = tP1sP28,(t)~83(s)~19(t, s) a son support contenu dans un
compact K de R?, & savoir le support de 9, et oll la constante C est
obtenue en majorant pour tous les termes de la somme, I’expression

d‘l‘l ) d7‘2
1472 J 1473

1
(2)?

/ lueDIh(u)|du -

La constante C et le compact K dépendent donc uniquement des fonc-
tions h et 1. La fonction ¢ est définie & partir de . Puisque ¢ est
& support compact, toutes ses dérivées jusqu’a l’ordre 4 + b; + by sont
bornées et on trouve une nouvelle majoration

i < a-x ¥ ¥ [[lepinio;

finie 8L2+b; v<2+b2
fr(P(=2ds) exp(—tdz) 7 |da"c dt ds

la constante C; et le compact K dépendant de h et . Faisons un
raisonnement analogue & celui de 9.10.4. et 9.12.4. Notons par A_; et
B_, les matrices des opérateurs exp(—tdz) et exp(—sds). Pour la base
en question on note

s _ 0 0 O .
(& RN L)
. C C,, -'
Tn-s | =B_,A_,| T3 | = "o o o] Fs
T 0 0
. 0 100 0
n~1 D, 0 1 0
\ Tn ) \ 0 / \ * —t -—sg 1} k 0 )

puisque
exp(—sds) exp(—tdz) (Y1) = Y1 - tZ2
exp(—sda) exp(—tdz)(Y2) = Y2 — sZ
exp(—sds) exp(—td2)(Z) = Z.

Comme B_,A_, est inversible, il en est de méme de C, ;. Ceci montre
? ]
que #,_,, &, _, et %, sont des combinaisons linéaires de 1, ..., %;_s.
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Tous les coefficients des matrices sont des fonctions continues en s,t et
sont donc majorés lorsque (¢, s) parcourt le compact K. On a

fi( exp(—sd3) exp(—tdp) j)

Y )

— e"'i[(Da,t)n,l51+---+(Da,t)n,n—35:n—3] fl ((El--~En—3)Cs t
:‘En—3

En dérivant cette expression par rapport a t,s, Z;, on trouve donc une
somme de coefficients (continus en ¢, s, donc bornés sur K), multipliés
par des puissances des #;, par ’exponentielle et par des dérivées de f,
T
évaluées en (E)...En—3)Cs : . En effectuant le changement de
i'n,—3
variables %1, ..., n—3 > &}, ..., £, _3, On trouve alors une majoration de
la forme

AN S C Y [ 17D 1) (explh B + .. + Eoog Bns]) 8’

finle

ot la constante C, dépend des fonctions h et 1. En effet, il suffit encore
de remarquer qu’on a une majoration de la forme

2% < C3- Y |27

finie

puisque les #; sont des fonctions linéaires des &/ et que les coefficients
sont bornés sur K. Posons

7l =Y [, 18D f)(@)lds.

finie

Par construction, cette expression est indépendante des fonctions % et

h. On a donc
A< C@, MIIFlT

ot C(¢, h) est une constante dépendant de 1 et h.
e) Notons par Ry le rétracte construit a partir des fonctions 9 et
h. On vient de trouver

[Ryn (SO < C@, WIS
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On voit donc que si on munit S(G); de la topologie de la norme |||.{|]1,
tous les rétractes sont continus.

f) Soit f € S(G) tel que f2 =y ® fi avec ¢ € C*(R?). Alors, pour
une fonction h € S(R) fixée,

i (17 +lll < R AU < C@, WAl

En effet,
P (Ron(f) =90 -8 =0
donc
f—Ryn(fi)=-go€lo
et

inf [ILf +glll < HIf + golll = [[| Ry n(fOII} < C(, Wl fallls-

9.14.7. Idéal I; de S(G); : a) Puisque la définition de a(f) est plus
complexe dans ce cas-ci, @ n’est plus un projecteur modulo Io. Cette
constatation va compliquer un peu les raisonnements suivants.

b) Soit f € S(G) tel que f2 =¥ ® f, avec ¢ € CX(R?) et f1 €
S(G)1. Soient p, 91 € CX(R?), x € CX(D}) et a € ES(R? x D} xR?)
vérifiant 9.14.5.a). Alors

—2 ~
a(f) (z,t,8) = ¢1(t,s)-/<p(a2,a,3)x(D1)f2(D‘m,ag,as)dagdangl

= ti(t,5) - (f wlaz, 2s)4(a,as)daadas) [ X(D1)
fl( DliL‘)le.

Par choix de ¢ on peut supposer que [ ¢(az,as)y(az,as)dazdas =1 et
on a donc

—2
of) (z,t,5) = i(t,8)- [ x(D1)fi(P2)dDy
= it 9)f2(z).

c) Choisissons & présent x. € C°(D}) tels que xe > 0, [ xe(D1)dD1 =
1 et suppxe C {D1 € D} | ||D1l] £ €}, |].|| désignant par exemple la
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norme euclidienne si D} est identifié & R*. Gréce & cette identification,
= id sera identifié & (0, ...,0) de R*. Posons

fae@) = [ xe(D1) Ai(P2)dDs

et remarquons que
P_I}(l) Jfoe =N

dans (S(G)1, |||-|]l1)- En effet, il suffit de remarquer que

e = £l = 3 [ 1E#Dilfas — Hl@)dz

finie
<X Lo Lo xe(DOIEZDLA(PE) ~ A@)ldD1dz
= ¥ [x(Dy) [, EDEA(PS) - A(@)|d5 dD:.
finie

Cette dernitre expression tend vers 0 par ([Lud. Mol. 1}, 9.7.), puisque
les supports de x. tendent vers 0.
d) Définition : Posons

={fe€SGh|3fel,WeCR?: P=9® fi}.

Soit 41 une autre fonction quelconque de C°(R?) fixée. Soit x. comme

————

en c). Construisons o, comme en b). Alors ac(f) =91 ® fae. Si
fr e, f €1et a.f) €I pour tout € par ([Lud. Mol. 1], 9.12.). Soit
F = Ry, n(f1) le rétracte obtenu pour 41, h donnés. Donc

[0 (f) = FI™2 =91 ® fa,e — 1 @ fr = ¥1 ® (f2,e — f1).
Par 9.14.6.f),

inf |lle(f) ~ F +glll < C (@1, Ml f2,e — fillhs-

Comme hm|||f2€ Al = 0 et que a.(f) + g € I + Iy C I pour tout

g € I, F € I, I étant fermé. De plus, vu que F? = 1 @ f1, on voit
qu’on peut définir I; & partir d'une fonction 9, fixée, c’est-a-dire que

L={fiecSGn|3fel:* =y h}
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olt ¢ € C®(RR?) est fixe (en remplagant la notation 9 par ¢).

e) Soit fy € I. Alors Ry n(f1) € I quels que soient 1, h fixés. De
plus, si f € S(G) tel que f2 =9 ® f1 avec P € CZ(R?), alors f € I.
En effet, par d), Ry,r(f1) € I. Donc

P=Ryn(fi)?=9v0fH = f—Ryn(fi)elClI
= fel

f) Quels que soient 9, h fixés,
L = R7Y(I)

si R = Ryp. Ceci découle de e).

g) L'ensemble I; est un idéal fermé de S(G):, muni de -l 1
s’agit d'un sous-espace vectoriel puisqu’on peut laisser ¥ fixe dans la
définition de I;. L'espace est fermé par f). Pour f; € I) et g1 € S(G)h
quelconques, soient f = Ry n(f1) € T et g = Ryn(g1) € S(G). Alors
frgelet

N2
fxg =@ (fr*xgq)
ce qui entraine que f *5 g1 € I;. De méme pour g; *g f1 et I est un
idéal.
h) Pour ¢,s fixés dans R, il existe une suite (c.). dans
ES(R? x D} x R?) telle que

tim [iae) () = 20,8, 8)lll =0

pour tout f € S(G).

Démonstration : Soit 1 € C°(R?) fixé tel que (t,s) = 1. Solent
ve € C2(R?) et xe € CX(D}) tels que e > 0, [ pe(a2,a3)dazdas = 1,
Supp e C]t - &l + E[X]S — &8+ E[) Xe 2 0) fﬁ)’l XE(Dl)le = 1a

supp Xe C Vi = {D, € D} | ||D1l| £ €}. D'oly, en définissant a comme
en 9.14.5. & partir de ¢, ¥, X, On a

—~—2 ~
o) @ 1s) = 9(t:5)- [ [ oelaz,a0)xe(D) (P 02,09)

dagdasle
= [ [ #(az,00)x(D1) f*(P; a2, 05)dazdasdDy
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et
liacD) (2:9)= Gt )l
= ¥ [, 1Dt @,1,9) - (@t s)lde
finie
< 3 [ [eelon,asxeDy) [ 187D (P 5 02,5) ~ P, 1.9)]

finie

dz dagdasle .
11 suffit alors de remarquer que 1’application

RZx D] — (S(G)y,]I1I)

(a3,a3,D1) +— f2(P'z;aq,as)
est continue. Comme

FA(Piz;ag,03) = ///fexp“’dz'e"p“"’ds'D‘(mexprlYlexpr2Y2
exp uZ)e™du dridrs,

cette continuité est une conséquence de ([Lud. Mol. 1], 9.7.). D’ol
notre conclusion.
i) Définition : Quels que soient t,s € R fixés, définissons

Iw = {f*(-t,8) | f€ I} C SO
Comme en 9.10.5., on déduit de h) que f(t,s) = I.
j) LYidéal I = I, (t,s) €st Do-invariant, donc également D/ -invariant.

Comme en 9.10.5., ceci découle de la relation

( f(exp tdy-exp sdy)- Do (exp tdz-exp sds)")~2 (a:, t, s) = ( fZ)Do (x; t, s).

9.14.8. Projection et idéal I, : a) Soit la projection

p:S8(G) — S(Gh
f — p(f)
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tel que p(f)(z) = f2(x;0,0) = f>*4(x;0,0,1). Munissons S(G) d'une
nouvelle norme de Schwartz ||].]||s telle que p soit une application con-
tinue de (S(G), ||l-|lls) dans (S(G)x, llI-|ll:)- En effet,

el < X [, D)@z

finie
< E/m |iP D f(% exp 1 Y1 expr2Yz exp uZ)|
finie "
dz dridradu
= [l F1ls-

b) Définissons
Zo=p~ () = {f € S(G) | f*(;0,0) € i}-
Alors T est un idéal Do-invariant, fermé dans (S(G), ||[-/|s)-
9.14.9. Idéal Z; de S(G) : a) Posons
T, = {f € S(G) | f*(.,t,8) € h = [e), V8,8 €R}.

Alors Z; est un idéal de S(G), fermé pour Paction de ', exprds et
exprds. En effet

(foxPrar)~2(z,1,5) = fA(x,t+1,5)
entraine que Z; est fermé pour l'action de exp rdz. D’autre part,
(F72 )z t,8) = P(Paitys +1) = (PP (gtos +7)

avec D; = exp(—sds)[exp(—rds) exp(—tda) exprdaexptds]exp sds €
D'. Puisque I; est D}-invariant, on en déduit que I, est invariant
pour P’action de exprds. Finalement, pour tout D, € D1,

(@t 8) = F2(Piz,t,8) = ()P (2,1, 5)

avec D} = exp(—sds) exp(—tda) D, exptda expsds € D). Puisque I
est D -invariant, on en déduit que Z; est D}-invariant.

b) 1 existe une norme de Schwartz |||.]||ls sur S(G) et C € R*,
R3, R3 € R tels que

|||f2(.;t, s)h<C- efltilldzll efalsl ||dsl||”f|”4_
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En effet,

IPGESL < G X [ 187DLf P =2 (zexpnYi exprali

finie
expuZ)|dridrodu di
Hlfexp tdg-expsdgllls

ot |||.|||s désigne une norme de Schwartz sur S(G). 1I suffit alors d’ap-
pliquer deux fois ([Lud. Mol. 1], 9.2.) pour conclure.

¢) On en déduit que I'idéal Z; est fermé dans (S(G), |||.]|la)- Ceci
entraine, par ([Lud. Mol. 1], 9.12.) que a(Z;) C I; pour tout a €
ES(R? x D x R?).

d) Définissons

S={fe8G)|IeCPRY,3f, cSCn: =9 h}

Comme en 9.10.7., on voit que SNI =S NI,.

9.14.10. Approximation des éléments de S(G) : a) Les raison-
nements du cas as ) restent valables. Soit (f;); une unité approchée
de ES(R? x D} x R?) contenue dans CZ(R? x D) x R?). On montre
que

lim||18;(f) — flll =0 pour tout f & S(G).

b) On peut approcher les ; par des v; € ES(R? x D} x R?) dans
HI||I® tels que 7;*° soit & support compact en toutes les variables.

c¢) Tout f € S(G) peut donc étre approché par des y(f) dans
(S(G), 11I-1I1) avec 4*° & support compact en toutes les variables.

d) L’application § définie par

B(az,as; Dy; t, )
= 4*%(ay —t,a3 — s; (exp(az — t)dz exp(as — s)d; exp td; exp sds -
{exp(—sds)[exp(—tds) exp(—(as — s)ds) exp tdz exp(as — s)ds] -
expsds} - Dy - (exp(—sds) exp(—tdz) exp(—(as — s)ds) -
exp(—(az — t)d3)); az, as)

est une fonction C* & support contenu dans un compact de la forme
Ky x K; x K3 x K4 X Ks. Nous allons approcher -y dans |||.|||* par une
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fonction k € ES(R? x D} x R?) telle que
1

k*®(az — t,a3 — s; (exp(az — t)dz exp(as — s)ds exp tda exp sds
- {exp(—sds)[exp(—tds) exp(—(as — s)ds) exp td; exp(as — s)d3] -
exp sds} - D; - (exp(—sds) exp(—td2) exp(—(as — s)ds) -
exp(—(az — t)dz)); az, as)
= 3 cym¥i(t, s)p;(az, as)xm(D1)
t,7,m
= Y cijmhi1(t)hi2(s)02(t, 8)hj1(az)hj,2(as)f1 (a2, az)hm (D1)03(D1)
i,7,m
ott hi1,hiz2, b, hj2, hm sont des fonctions d’Hermite et 01,02, 03 des
fonctions C'*° a support compact.
La détermination de 6,,0,,0; se fait de la maniére suivante : Soient
C1,C3,Cs,Cy, Cs des voisinages compacts de K, Ka, K3, K4, K5 res-
pectivement. On construit 6y, 02, 63 fonctions C™ telles que

0151 SUI‘K]XKg, supp01CC'1x0’2 et0$0151
0251 SllI‘K4XK5, supp92CC'4xC'5 et0502_<_1
03 =1 sur Kj, suppfs C Cs et0<0; <1

La détermination des fonctions d’Hermite se fera ultérieurement.
Evaluons

_ = Mjlaz|+Mafas] | Ni|ta|+...+ NicJti|
=kl < c [ . e e
|P(b1,b2)[v — kl(az,as; exp tedy.... exp t1dy; b, ba)|
daadazdt dbidbs

< = / gMalazl+Mslas] | oNiltal+...+ Nilte]
0<p<P JR?xRFxR?

0<q<Q
1

1+

1
1402 |bY03 [y — k}(az, as; exp tkdi--- €xXp t1d'1;
b1, b2)|dazdasdt dbydb,

< C". ; / eM2|¢1.2|+A{3|a.3| ] eN1|t1|+---+Nk|tk|
- 0SpSP JR?xRFxR?
0<4<Q .
24,5 ) » . .
IDle'Z.z['Y“ - k4 5](a2,a3’exptkd;c"'exptldlla
uy, up)|dazdasdt duydus.
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Posons M = sup{||D%, D,02(u1,u2)llec | 0 < p < P,0 < g < Q} et
effectuons le changement de variables

uy —> ag ag+—ap—t
up — af az+—> a3 — S

et notons de nouveau az, as & la place de a5, a5. On trouve

_ = < ", / M;|ag—tj+Mslaz—s|
K" S O T founn®
'aS

.eM |t1I+~--+N:=I1n=I|(Da2 + Dy)P(Da, + D,)*
(445 — I:;4’5](a.2 —t,a3 — S; exp tidy... exp t1dy; ag, as))
dtds dagda3dt1...dtk.

Effectuons le changement de variables

Byt 1, o B

avec

exp trd)... exp t1d}

= (exp(ag — t)ds exp(as — 8)d3 exp tdz exp sd3 - {exp(—sds) -
[exp(—tdz) exp(—(as — s)ds) exp tdz exp(as — s)ds]exp sds} -
exp tidy... exp tidj - (exp(—.sd3) exp(—tdz) exp(—(as — s)da) -

exp(—(az2 — t)dg)).

Alors t},...,t, sont des fonctions polynémes de t1,...,%k,t, S, 02,03 €t
réciproquement. Par choix des supports de 4*®,6;,6; et 63, on a

(0,2,0,3) (S Cl X 02, (t’l, ceey L) S Cs, (t,S) (S C4 X Cs.

Donc toutes les exponentielles intervenant dans l'évaluation de
|l — k||| sont bornées par une constante. De plus (Da; + D)P(Das +
D,)? multiplié par le jacobien de la transformation va s’écrire sous une
forme
Y Pu(az,as,t',t,5) D3 D5 DY D= Db
n
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oi P, sont des polyndmes, tous majorés par une constante sur
C; X Cy x C3 x Cy X Cs. On a alors une majoration de la forme

llly = KIlI®

< c" Z/

finte ¥ R? xR xR?
[4*® — k*®)(az — t,as — 5; (exp(az — t)dz exp(as — s)dsexptdy -
exp sds - {exp(—sds)[exp(—tdz) exp(—(as — s)ds) exp tdz
-exp(as — s)ds] exp sds} - exp tidy... exptid; - (exp(—sds) exp(—tdz)
exp(—(as — s)ds) exp(—(az — t)dz)); az, as)|dt ds dazdasdt’.

|(D2r DB D3 D} D4»)

On peut faire porter cette somme sur tous les an, Bn, Yn) An, Hn tels que
lan| < A, |8n] < B, | < C, |An] £ D, |pa| < E ot A,B,C,D,E
sont des constantes.

1l suffit alors de terminer comme en 9.12.8., pour trouver finalement
une majoration de la forme

by — ElI®

< cm. oy D3 DI D3~ D§)

az

D
IanIfSA,Iﬁn <B I'VEISC /w xRk xR2 I(

w <D, lunl<
[4*°(ag — t, a3 — s; (exp(az — t)ds exp(as — s)d3 exptd;
-exp sd3 - {exp(—sds)[exp(—tdz) exp(—(as — s)da) exp tds -
exp(as — $)ds) exp sds} - exp tidy... exp t1d; - (exp(—sds)
exp(—tdp) exp(—(as — 5)ds) exp(—(az — t)d2)); a2,a3) —
E c,-,-mhi,l(t)h,-,z(s)hj,l(ag)hj,g(ag)hm(t’l, ceey t;c)ldt ds dtldaada?,.

t,J,m

Cette dernitre expression est une nouvelle norme de Schwartz et dans
cette nouvelle norme de Schwartz 4%5() peut étre approché arbitraire-
ment par des combinaisons linéaires de fonctions d’Hermite ([Sch. 2],
p. 262). Ceci détermine les constantes c;jm et les fonctions d’Hermite.
La fonction k est alors obtenue par le théoréme d’inversion de Fourier.

e) Notons a;jm la fonction de ES(R? x R* x R?) construite & partir
de ¥;(t, s)@;(az, as)xm(D1). Donc aijm(f) € S pour tout f € S(G).
De plus, par ce qui préceéde, f peut étre approché arbitrairement par
des combinaisons linéaires de tels a;jm(f).
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9.14.11. Comparaison des idéaux Z; et I : Comme en 9.12.9., on
voit que Z; = 1.

9.14.12. Idéal Dy-premier : a) Comme en 9.10.13. et 9.12.10.,
I, = nzgxp tdy-exp sdy _ nzgxp sd3 -exp tdg'

t,s t,s
En efget, pgiisque D} C Dy et que I est Do-invariant, Zg*" tdy-expsds _
Fexp sdy-exptdy
b) Soit J un idéal Do-invariant quelconque de S(G). Alors
m — n Jexptdz-exp sdy _ n Jexp sda-exptdy _ n JD
D

t,s t,s

est un idéal D-invariant de S(G).
¢) L’idéal T, est Do-premier. Le raisonnement est analogue & celui
de 9.12.10.

9.14.13. Raisonnement par récurrence : Le méme raisonnement
qu’en 9.10.13. et 9.12.11. montre que I = Ker (2.

9.15. Cas a3,4) :

9.15.1. Comme précédemment, supposons (£, Z) = —1. L’élément Z
est central dans g. Puisque 9, Ld ; et wglad“ sont indépendants, il existe
X2, X3 € g et dy €0 tels que

"Ny /) \w 1 Y,
[XQ,Y]] =7 et [XQ,Y2] =0
[X3,Y1] =0 et [X3,yr2] =7

Posons 99 = Kert; N Keryy et Do = exp0o, o = Ker¢1|

Kerz,bgl et Hy = exp ho. Puisque (pl =0, ho est un idéal de g et

Hg est un sous-groupe normal de G. On a d=0dRad X, ®Rad X;.
On vérifie que b est Dg-invariant et donc également d-invariant. Ainsi
Hy est D-invariant. De plus, Y; et Y2 sont centraux dans o (puisque
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¢| = 0). Le calcul [[Xs,X3],Y3] = [[X2,Xa),Y2] = 0 montre que
[X2,X3] € Bo. Par conséquent,

expreXs-exprsXs = exp(re X2 + rsX3) mod Hp
= exprsXs-exproXs modH,

et G/Hy est abélien. Pour tout dy € 0o, on a

Dojexp(ra X2 + 73 X3)] = exp [(Xg Xg)e""(d")K(—tp(do)w) ( :: )]

IIlOd Ho
(voir 3.15.). Finalement, tout D € © peut s’écrire
D = expadt3X; - expadta Xs - Do avec Dy € Do.
9.15.2. Soit ¢ € G tel que (| = 1. Comme
G = exp]RXg exp]RXz Ho - exp(]RX2 +RX3) Ho et que G/Ho
est abélien, ¢ agit comme caractére sur G/Hp, c'est-a-dire il existe
cz2,c3 € R tels que

C(exprsXa-expraXa-ho) = ((exp(raXa+73Xs) - hyp)

etler +c3r3)

Xea,ca(€Xp T3 X3 - expr2X2)

= Xeses (€XP(r2 Xz + rsX3))
par définition du caractére xc,,c,. La suite de la démonstration se fait
alors comme en 9.13.

9.15.3. Quels que soient ¢y, c3
Xeg,ea ® f - f(exp c3Y1)-exp(caY3) € IO C I:

done, pour f € I, Xep,cs * f € I, Cest-a-dire I est 1nvanant pa.r multi-
plication par les Xc,,¢;, donc par les ({(.)é11€2) avec ¢ |

9.15.4. Comme en 9.13., on montre que Iy, = I | est un idéal G-

invariant fermé de S(Hy), si S(Hp) est muni d’une norme de Schwartz
rendant le rétracte continu. La démonstration de 9.13. reste valable
pour prouver que I, est un idéal D-premier de S(Ho).
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9.15.5. Raisonnement par récurrence : Le raisonnement de 9.13.8.
reste valable. Ceci termine le cas ag 4).

9.16. Cas by) :

9.16.1. Les cas b;) et by) constituent I’analogue complexe des cas
étudiés précédemment. Comme en 3.8., on a

expd( 2 ) = e?DK(p(d)w) ( 2 )
expd( :1 ) = DK (—p(d)w) ( :; )

2

si 71 Zy + 1275 est identifié & ( "1 ) € R? et si

T2
cosf —sind
K(6) = ( sinf cosé )

Ces formules sont valables dans les cas b;) et bg).
9.16.2. Définissons

p:S(G) — 8(G) avec G =G/exp(RZ; +RZy)

f— pf)=Ff

donné par
f@) = [ f@exoriZyexpraZs)drydrs = f**(z,0,0)
et

K =Kerp={f €S(G) | / (@ expr1Z; expraZs)dridrs = 0 Vx € G}.

Dans la définition de K on peut se limiter & z € G et on voit que K
est un idéal D-invariant de S(G).

9.16.3. Le reste du cas b,) se traite exactement comme en 9.9., a
condition de supposer |{¢, Z;)| + |(¢, Z2)| = O pour tout £ tel que m =
ind§ xz et I C Kern. Sinon on est dans le cas by).
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9.17. Cas b;) : 1l s’agit de ’analogue complexe du cas a;).

9.17.1. Posons (¢, Z,) = —\ et (£, Zz) = — )z et supposons A\f+23 = 1
(en multipliant Z; et Z, par une constante si nécessaire). Il existed; €0
tel que p(d;) = 1. Alors 9p = Ker ¢ est un idéal de 9 et les éléments
de D s’écrivent de maniére unique sous la forme D = exptd, - Do avec
Dy € exp(Keryp). On a

exp td; ( g; ) = ¢! K (tw) ( ? )
2

exptd; ( :; ) = et K(—tw) ( :; )

si ( :l ) est identifié & 1 Z; + r2Z2. Notons simplement ft — fexptdl.
2

et

9.17.2. Idéal I, : a) Définissons

Io=1{f € 5(G)| [, f(wexpraZaexpraZe)( ™ “sr)(expr:Z: expraZa)
dridro =0, Vz € G,Vt}.

Or

/1;2 f(xexpriZy expraZs)( P % 1) (expr1Z1 expraZa)dridrs

= /m’ f(rexpriZ; expraoZa)n ((Zl Z3)e 'K (tw) ( :; ))drld'rg

. i) e 7" (cos(tw)ry —sin(tw)rs)
= /w f(zexpriZ; expraZsy)e
. eikz-e"(ln(tw)T1+¢°S(t“’)7'z)dr1dr2
_ r1-e "t (cos(tw) A +sin(tw)Az)
.[Rz f(zexpr1Z; expraZa)e
. girze ! (—sin(tw) i +eos(tw)da) g, dre,
= f23 (:z:, e~ (cos(tw)A; + sin(tw)Az), e~*(— sin(tw)A; + COS(tw)A?))

_ (a: et K(—tw) ( f‘\; ))
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Donc
Iy = {f € S(G) | f2'3 (ac,e'tK(—tw) ( i; )) =0,V € G,Vt}.

Remarquons encore que

S = {e-tK(—tw) ( i; ) |te ]R}

est une spirale de R?, coupant le cercle unité en ()1, A2) et admettant
(0,0) comme point asymptote.
b) Puisque

/nxz F(z exp a1 Zy exp apZ, exp 1 Z1 exp r2Z2)( P ) (exp 1 2,

€XpTa Zg)d’l'l d’l‘2
_ e—za.1 et (cos(tw) A +sin(tw)Az) | e—m; e~ (— sin{tw)A1+cos(tw)Az)

/ F(x expryZy exp roZy)( P ' ) (exp 112y exp TaZa)dridrs

on peut se limiter, dans la définition de Iy, a
z € G = G/ exp(RZ; + RZy).

c) L'ensemble Iy est un idéal D-invariant de S(G). Le fait que c’est
un idéal résulte de la formule

—2,3

Frag (@uv) = F22(,u0) *5 5*°(,u,0)()-

La ®-invariance découle des formules

27 (2, u,0) = 6(D)e‘2”(d)f2’3(%’ e K (~p(dw) ( v ))

752’ (:c e K(—tw) ( ’\; ))
= AD)TOR (D‘T’ e~ . K(~(p(d) + t)w) ( :\\: ))

ou D = expd.

d) Notre but suivant est de montrer que Ip C I. Cependant la
démonstration du cas a;) va se compliquer considérablement étant
donné qu’ici nous avons & faire & des fonctions qui s’annulent sur une
spirale.

et
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9.17.3. Soit f € S(G) tel que f*3(z,.,.) s'annule sur un voisinage
M-invariant de la spirale S, pour tout z. Alors f € I. Ici ’action de ©

sur R? est donnée par D ( 1 ) = e~ K (—p(d)w) ( H )

M2 H2
Démonstration : Soit V le voisinage D-invariant de S en question. Alors
R2\V est également D-invariant. Soit J I'idéal D-invariant engendré

par f, fermé dans la topologie de S(G) (mais non nécessairement dans
I[-1]), c’est-a-dire

J={lJ 8(G) * fP + S(G))~5“.

De®

En particulier, puisque V est D-invariant, g € J entraine que §*3(z, ., .)
= 0 sur V pour tout z. Soit F' € S(G) tel que n(F) # 0. Donc F ¢ I,
puisque I C Kerm. Soit v € S(R?) tel que D(A1,A2) = 1 et tel que
p = 0 sur R?\V. Posons Fy = F xv. Donc n(F1) = m(F) - 0(A1, A2) =
w(F) # 0 et Fy ¢ I. De plus,

Ffls(xa ”1’/“'2) = ﬁ2’3(x’ #1,N2) ' ’9(”1’”’2)

et £33 s'annule identiquement pour (g1, #2) € R?\V. De méme,

2,3 —=2,3 —
(FI)D (zaﬂ'l’pﬂ) =FP (1’,#1,#2) ¢ VD(£7 llllyll’?)

s'annule identiquement pour (u1,pu2) € R%\V, puisque (F * P =
FPx P, que

7D (1, 1) = 9(e-¢<d>K<—<p(d)w> ( " ))

et que ¥ = 0 sur I'ensemble D-invariant R*\V. Soit J' I'idéal D-
invariant engendré par F}, fermé dans la topologie de S(G), c’est-a-dire

J' = (| S(G)* FP »8(G))~°.
De?

Par construction, J - J' = {0} C I. Puisque I est D-premier, que
Fi¢gl,doncque J'¢gI,onaJClet fel
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9.17.4. On va montrer par étapes successives, que tout f € I M1
pour M sufﬁsa.mment grand, peut étre approché par des fonctlons
f1 telles que fl 3(z,.,.) s'annule sur un voisinage D-invariant de la
spirale S. Puisque 'idéal I est fermé, on pourra en conclure que
IM+! ¢ ]. L’approximation va se faire dans la norme donnée qui
vérifie une relation de la forme

A< Y C/|$aDprDq r5D;, f(x exp 12, exp r2Z3)|dridradz.

finie
Dot
Il < () S [ g psgeD2 [0 - Dt
(1- Dz,)DZgﬂlﬂ'zfAz'a(x, p1, p2) Yo HA I e WA Ay dp |
dridradx
Ci- ) / |2 DEDS D8 udps 23 (x, a1, o) |dpn dpgda

finie

(en modifiant la somme finie et en sommant en particulier sur tous les
a,ftelsquea<b+2et B<c+2)

9.17.5. Soit f € IM*! (pour M suffisamment élevé, & déterminer
ultérieurement). Donc f22 ainsi que toutes les dérivées de £23 jusqu’a
Vordre M inclus s’annulent sur la spirale S et sur (0, 0), point asymptote
de S. Alors f peut étre approché dans ||].||| par des fc tels que f23
ainsi que ses dérivées jusqu’a l'ordre M s’annulent sur S et dans un
voisinage de (0,0). Soit ¥ € C®(R) tel que 0 < ¢ < 1, ¥(A) =
pour |\ > 1, ¢()\) = 0 pour |A| < §. La fonction 9 ainsi que toutes
ses dérivées jusqu’a 'ordre M sont a.lors majorées par une constante
K. Définissons ¢ € C®(R?) par @(u,p2) = ¥(uf + p3) et o €
C*(R?) par pe(p, k2) = (2, 8) = (%l + 4)). Donc e =0
pour (4 + p3)'/? < % et pe = 1 pour (4] + p3)'/* > e. De plus,
D1 D2 e (p, pg) s'écrit comme une somme de polynomes de p; et
L2, multipliés par (-1—)27(D’Y¢) évalué en 5(pf + p3) avecy < m +
v2. Pour 0 < (3 + u2)'/? < ¢, tous les polyndmes en pu, p2 et les
(D) (;15 (42 + ug)) sont bornés par une constante. Posons

F23(2, u1, p2) = F23(x, i, 2) - pe(pin, p2)
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et remarquons que cette expression est une fonction de Schwartz, que
fe peut donc étre évalué par transformée de Fourier inverse. D’autre
part, puisque [ et toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre M s’annulent en
(0, 0): ona f2’3($,#1,ﬂ'2) = Zi+_‘iZM+1 Iliﬂ%q)i,j (z, pa, p2), les fonctions
®; ; étant des fonctions de Schwartz en x, C™ en toutes les variables.
L’évaluation s’écrit alors

ne-
<a-z L]

;52 11, 12) (1 — e (11, 12)) ) |dps oz

g+i, 8+j
waDng& Dl-ﬁbz ( Z K1 Ha
i+j2M+1

Comme D D (1 — e (ul,ug)) est majoré par une constante, multi-

2Am+
pliée par (1 () sur [—¢,€] X [—¢€, €], que les ®; ; sont des fonctions

de Schwartz en z, C® en p;, p2, il existe une constante Cs telle que
|||f — f-lll € C2-¢, & condition d’avoir pris M suffisamment élevé. Ceci
prouve ’approximation en question.

9.17.6. Soit & présent f € S(G), tel que f>* ainsi que toutes ses
dérivées jusqu’a l'ordre M s’annulent sur la spirale S et dans un voisi-
nage de (0,0). Approchons f par des fonctions g telles que §23
possedent les mémes propriétés que f22 et sofent a support compact en
les deux derniéres variables. La démonstration est analogue a celle du
point précédent. Pour les mémes fonctions 9 et ¢, posons cette fois-ci
Ve, p2) = 1 — p(ep1, €pa). Done e, ) = 1 pour (i +p3)'/? <
71-2-5- et Pe (1, uz) = 0 pour (pf + p2)'/2 > L. Remarquons que toutes
les dérivées de 1), s’écrivent comme une somme de produits d’une puis-
sance de €, d'un polynéme en p;, 2 et d’une fonction bornée. Posons

923(x, i, p2) = F23(x, o, p2) - e (pn, p2),

ge étant déterminé par transformée de Fourier inverse. On a

11£ = gell
< G- [|o"D2Dg DL pius i, pa) (1 = e, 1)

finie

dpydpgdx
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< Cz'E/é

finie

|2* D2D3 D 1 F2*(x, i, o)

dpadpzdz

/(#¥+n§)‘/’27‘,-;

en effectuant les dérivées du produit

sufuzfz'a(w, i, 12))- (1= e, p12)) et en remarquant que les dérivées
e la seconde parenthése s’écrivent comme une somme de produits d’un

polynéme en puy, iz et d’une fonction bornée. Puisque f2°(z, 1, p2) est

une fonction de Schwartz et qu'on intégre seulement sur

G x {(M],ﬂz) | (42 + u)/? > -\71;}, cette derniére expression tend

vers 0. Ceci prouve notre résultat.

9.17.7. Soit 3 présent f € S(G) tel que f23(z,pu1,p2) ainsi que
toutes ses dérivées jusqu’d 'ordre M s’annulent sur la spirale S, pour
(u2 + 12)/2 < ¢ et pour (u? + p3)/? > K. Approchons f par des
fonctions g, telles que 2% soit nul dans un voisinage D-invariant de la
spirale S. Notons ||(u1, 2)l = (42 + p2)*/2. Donc > a son support
en (u1, p2) dans ¢ < ||(u1, 42)]| < K. Notons Ay + Az = * le point
d’intersection de S avec le cercle unité. On a

S = {e~¥1+w) . ¥ | t € R}.

D’ailleurs toute autre spirale (orbite pour la méme action) est carac-
térisée par son point d'intersection e* avec le cercle unité et s’écrit

{e—t(1+iw) . eéa I te ]R}
Remarquons de plus que

K = {(p1,p2) € R?| ¢ < ||(m, pa)l| < K}
{emttw) . gie c C|A<t< Betbp—m<a<b+m}

{(e‘t cos(a — tw), e *sin(a — tw)) c€R?|A<t<Bet

00—1r5a<00+1r}

ot A= —InK et B = —In¢. Dans la suite nous utiliserons donc le
changement de variables (p1, p2) — (t, @) tels que py = et cos(a—tw)
et pz = et sin(a — tw).
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Pour des fonctions f telles que f2 ait son support en (u, p3) dans K,
on peut encore simplifier la majoration de ||| f|||. En effet, dans ce cas

AN < G- 3 [, [ 12" D205 D2, s e, o, o) ldpindpadi.

finle

Effectuons les dérivées en u1, 2 sur le produit (1945f%2) et majorons
les puissances restantes de u; et pg par des constantes sur K. On
obtient alors une autre majoration de la forme

a c £2,
15111 Ca- 3 [, [ 10 D505 Dy £z s o) it

Effectuons & présent le changement de variables (u1,p2) — (¢, ) et
remarquons que dans une étape intermédiaire on peut passer en coor-
données polaires (r,0) avec r = e~ et § = @ — tw. D'olt

D,, cosf§ —sinf D,
D,, sinf@ cos@ 1De

D,, = cos(a— tw)[—€'D; — we'Dy] — €' sin(a — tw) Dy
D,, = sin(a — tw)[—e'D; — we'Da) + € cos(a — tw) Dq,

et

vu les expressions de D, Dy en fonction de D;, Do. On continue de
proche en proche pour remarquer que D,”‘1 - D5, est une combinaison
linéaire d’opérateurs D - D" avec m+mn < b+-c, les coefficients dans la
combinaison linéaire étant des fonctions continues en ¢, a, donc bornées
sur K. De plus, duydps = rdrdd = e~%dtda, le facteur e=* étant
borné sur K. On trouve donc la majoration suivante pour ||| f}]] :

Op+7

IR of A A

finie
f28 (:1:, et cos(a — tw), e~ *sin(a — tw)) |da dt dz.

2*DPDTD?

Soit & présent ¢ € C®(R) tel que 0 < 9 < 1, ¢(a) = 0 pour [a| < 1/2
et ¥(a) = 1 pour |a| > 1. Remarquons que toutes les dérivées de 9
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jusqu’a 'ordre M sont bornées par une constante fixe. Supposons M
suffisamment élevé tel que p + m +n < M quels que soient p,m,n
intervenant dans la majoration de la norme. Posons %.(a) = '(,b(w

et remarquons que D%y (a) = (%)q @) ("—’eoﬂ) Notons f(z,t,a) =
f23 (:1:, et cos(a — tw), e *sin(a — tw)) et constatons que f ainsi que
toutes les dérivées de f jusqu’a P’ordre M s’annulent identiquement
pour @ = . En effet, ces dérivées peuvent s’exprimer en fonction

des dérivées par rapport & y; et pg, dérivées qui elles s’annulent sur la
spirale S pour la fonction f23. Définissons

Ge(z,t,a) = f(z,t,0) - Ye(@)
ainsi que
323 (z, pa ) = 92° (:r, et cos(a — tw), et sin(a — tw))
= §e(z,t,0)

et déterminons g, par transformée de Fourier inverse. Ceci est possible,
puisque toutes les fonctions considérées sont des fonctions de Schwartz,
étant & support compact K en les deux derniéres variables. Finalement,
on a 'approximation

I1F = gell
<[ /a " |s*DED DL f (@, t, @)[1 - ()] |devdt da

finie

avec 1 — ¥.(a) = 0 pour I"’o"

> 1, c’est-d-dire pour |a — bo| > €.
Donc [t do =y S0+ d. Remarquons de plus qu'on a pour f(z,t,a)

o—€

" une expression de la forme f(z,t,a) = (a — 60)M*1®(z,t,a),  étant
une fonction de Schwartz en z,t, C® en toutes les variables, vu les
hypothéses sur f. On montre alors que |||f — ge||| tend vers 0 par un
raisonnement analogue  celui effectué en 9.17.5. et 9.10. par exemple,
3 condition de choisir M suffisamment élevé. Puisque ge(z,t,a) s’an-
nule pour |a—08y| < £/2, §2? (.'1:, et cos(a—tw), e sin(a—tw)) s’annule
sur le voisinage D-invariant de la spirale S obtenu pour |a — o < /2.

9.17.8. Par 9.17.3. 4 9.17.7., on voit que pour M suffisamment élevé,
IM*! c I. Puisque l'idéal I est D-invariant et que I est “D-premier,
on en déduit que Iy C I.
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9.17.9. a) Définitions : Pour f € §(G), définissons f2 par
fz(a:, t)= /ft(a: exp 112 €Xp 7‘2Z2)e"(’\‘”+’\"’)d7‘1dr2

et pour @ € ES(R x R?) (c’est-d-dire (s, by, ba) — e¥°a(s, by, ba) est
une fonction de Schwartz pour tout k) et f € S(G) posons

a(f) = /(fepr,z, expbyzz) (S, by, ba)ds dbydba.

b) On vérifie facilement que
s = P (sexew (3))
= b(t)e? f2'3<ta:,e'tK(—tw) ( i; ))
o) @1) = [ fz(a:,s)o‘ﬁ'a(s—t,—e"sK(—sw)(i‘\; ))ds

F(zexp a1 Z, exp apZa,t) = e~ Mo~ 00% f (g 1),

Le reste des formules de 9.10.2.b) demeurent valables.
c¢) Finalement,

P,t)=0 < f>z,.,.) s'annule sur la spirale
S = {e"K(—tw) ( :\\; ) |t e ]R},Vx
< fel.

D’ou
=5« f=g modl,.

9.17.10. Projecteurs : a) Soient ¢ € C°(R) et ¥ € ES(R). Nous
allons montrer dans la suite qu'il existe o € ES(R x R?) tel que

a2 (s —t,—e~*K(—sw) ( i; )) = Y(t)e(s).
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On aura donc
o) @) = 9(0) [ Plz,s)e(e)ds

= P(t)fi(z)

par définition de f;.
b) La relation précédente pour 42 donne 4% seulement sur la spi-

rale —e~* K (—sw) ( il ) Afin de définir 42 partout on peut procéder
2

de la manidre suivante : Puisque A2 + A2 = 1, il existe o tel que
A1 = cos fp et Ao = sinfy. Recherchons a tel que

428 <s _t,—e—* K (—sw) ( cosf )) — 9(t)p(s) cos(6 — 6o)

— 4>° (u —e~* K (—sw) ( cos )) — (s — u)p(s) cos(6 — bo).
Puisque ¢ € C®(R), 4*>* va s’annuler dans un voisinage de l'origine

des deux derniéres coordonnées. En dehors de ce voisinage de I'origine,
on peut faire le changement de variables

M1 —s cos @
( o ) —e *K(—sw) ( ¢in 0 )
s = —%ln(uf + p3) et
cosf _ 1 W 9 2 ITh
( sin 0 ) = "“—"f————u,i, n II%K( 2 In(py + 11'2)) ( L )

(a1, o) )

g(p1, p2)
ot f et g sont des fonctions C*, bornées si on se limite & prendre s
dans le support compact de ¢. De méme,

cos(f — o) = cos Oy cos @ + sin b sin § = h(p, p2)
ol h est une fonction C* bornée. Donc
o 1 1.-
6 (u, 1 p2) = (=508 + 1) - u)o(~5 n(ud + 1))
: h‘(l"l ’ #2)7
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c’est-a-dire 423 est une fonction de Schwartz, & support compact en
{1, 2 et on obtient o par transformée de Fourier inverse.
c) Supposons en plus que 3 € ES(R x R?) tel que

75 (s - t—ek-n) (3] ) ) =000

Alors )
— 2
D)) (@1) = $10) - ([ $(o)er()ds) - fu(a)

avec fi(z) = [ [*(z,w)p(u)du.
d) On montre facilement que

o (,B(f)) (z exp r1Z1 expr223)

= / [ / a(s —t,e” 'K (tw)(( Z; ) - ( Z; )))ﬂ(t,al,az)e-”dt dayda;

(foxpbs 2, exp by 2:) (T €xp 71 Z1 €xp 12 Z2)ds dbydbs
= / o ® B(8,b1,b2) (foxp b1 21 expbazo)* (X €XP 11 Z1 €xp T2 Z3)ds dbydby
= a®p(f)
par définition du produit de convolution ®.

e) Par ([Lud. Mol 1], 9.12.), on a a(I) C I pour tout a €
ES(R x R?).

9.17.11. Espace S(G); : a) Définition : L’espace S(G)1 est 'ensem-
ble des fonctions f, de G dans C telles que

fi(z expay Z; expazZ,) = e e~ fy(x) Vr € G,Vai, a2 €R

f1 est Schwartz en z € G = G/exp(RZ; + RZ;) (pour une base
coexponentielle fixée). }
b) Pour ¢ fixé, f2(.,t) € S(G)1 En particulier, si f%(z,t) =

u(t) f1(x), respectivement si a( f) = 1(t) f1(z), alors fi € S(G)1.
¢) Construisons un rétracte particulier. Rzmarquons d’abord que

Pet) = 6<t)e-2tf”'3(’w,e—tm-tw) ( Yo ))
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entraine

f23 (a:,e'tK(—tw) ( f‘\; )) = §(t)"1e® f2( ", t).

Soit alors ¢ € C°(R). Pour f; € S (G); donné, recherchons f € S(G)
tel que f2 = ¢ ® f1. 1l suffit de construire f tel que

2 (w et K (—tw) ( cos 0o )) _ ()M (t) fu( ~*a).

sin 00

Puisque ¢ € C®(R), on doit donc choisir f tel que f23(z, .,.) soit
identiquement nul dans un voisinage de (0,0) (indépendant de z) et on
peut faire le méme raisonnement qu’en 9.17.10. On pose

sin 8

7o ettt (S )) = 807 a)cos0— 0

et on effectue le changement de variables
Mo\ _ et K (—tw) cos @
L2 sing |’

1
ui + 13
h(#l ’ #2)

On trouve

7 1 -1 1
2@, o) = (-~ + )" - o(~5 (2 + )

3 In(ud+p3)
1 z)

ol h est la fonction C® déterminée en 9.17.10. Puisque ¢ est a support
compact, I’expression précédente s’annule si (u1,42) appartient & un
voisinage V de (0,0) et f est obtenu par

faexpnzyowniza) = (52)" [, 8(-5in0d +43)

-1
1+ 13

(v} lﬂ(ﬂ?+u§)x)

. <p(—-;— In(u? + u%)) f1 h(pa, p2)

. ekttt gy, dyg,
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Ceci nous définit un rétracte

R:8(G): — S(G)
fi — R(fi)=1/,

f étant calculé comme précédemment, la base étant fixée.

d) Comme en 9.10.4., nous allons munir S(G); d’une norme de
Schwartz de maniére & rendre le rétracte R continu. Notons par E;, ...,
E,_, une base coexponentielle & RZ; + RZ, dans g et notons les
éléments de G par

TexpriZyexpres = exp(i:lEl + ..+ Zp2Fn o+mZ+ 7‘2Z2).
Par ([Lud. Mol. 1]), |||f]|| admet une majoration de la forme
Al < ¢ [ [1aerhry DiDE DEf G expra Zy

finie

expreZs)|dZ dridry

1 1 1 za Db b 2 _ D2
g‘:ec/./l—i—rfl+r§|(27r)2/[x Dy D (1= D)1 = D)
1 -1 1
D2yt 26(—-=1 2 2 .
zH1 M2 ( 5 n(p +N2)) ——IJ'%‘*’I/'%
1 ol ) ~
(=5 InGud + ) fo (2 EEDE) B, o)
e~ irmeTinbedy, duy Id:i drydry
ﬂZ:Cl / / °DED" (1 — D2,)DE (1 — D2,)
T/J(ul,w)fl(%l“(“?“g)i) |d#1du2d5:
< = Gf [ |pionnpn(1neteds)|dudpsds

71 <b1 +2
12 Xb2 42

IA

IA

en regroupant les fonctions dépendant uniquement de p, eit pi2 en une
In(pd+
fonction unique 1, en effectuant les dérivées de 1(p1, p2) fr 2inlis “Z):E)
par rapport & y; et jo et en majorant les fonctions dépendant unique-
ment de p; et yg par une constante sur le compact K (ne contenant pas

(0,0)), support de ¥ (puisque ¢ est & support compact). Raisonnons
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comme en 9.10.4. Soit A la matrice de ’opérateur exp(% In(u2+ p%)dl)
et notons

-~ ~'

I, T,
exp(} In(ui+upd)d1) = — ~ = |
r = A Tn_2 = Z,_o
0 !
n-1
0 5

En particulier,

fi ( 3 ln(u§+u§)i) = e~ MlAn-11%1 +...+An-1,n-2En-1]

I
] e-'i/\z[An,l51+---+An,n—25n—2]fl exp (El--.En-z)Al

in—2

ou A’ désigne la matrice obtenue en supprimant dans A les deux dernie-
res lignes et colonnes. Remarquons que les coefficients de A et A’ sont
des fonctions C™ en p; et pg, donc bornées, puisque (p1, p2) parcourt
le compact K ne contenant pas (0,0). On obtient donc une majoration
de la forme

|z DD D fr (i H)z)|
%
< Z P(j)(D'Yfl) exp (El...En_g)Al

finie ~
Tn-2

si (p1,p2) parcourt K. Ici P(Z) désigne une fonction polynomiale
et Df, désigne une dérivée de f; par rapport a ses différentes co-

ordonnées. Le calcul de exp(% In(p2 + ug)dl) ( 2 ) montre que

A’l 0

w2+ 13- K(-3in(e? + pdw)
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Donc A’ est inversible, puisqu’il en est ainsi de A et que dét A =
(12 +p2) - dét A’. De plus, les coefficients de A’ sont des fonctions C*,
bornées en pi, po, lorsque (i, p2) parcourt le compact K. Effectuons
le changement de variables

I :f:'l
A : - :
in—-2 i’n—2
Donc 3
%
|P(z)| = |P | (A : < C3 ) Q")
j;‘_2 finie

ol C; désigne une nouvelle constante et Q désigne une fonction polynd-
me en &, ..., &, _,, en majorant tous les coefficients qui sont fonction
de p, po. Finalement on trouve une majoration de la forme

A< Cos T [, IQ@)(D” f)(exPl&, s + .+ FoogBaal) |45

finie
Le membre de droite représente une norme de Schwartz |||.|||1 sur S(Gh
telle que le rétracte R soit une fonction continue de (S(G)a, |||.|]]1) dans
(SGY NI

9.17.12. Idéal I; de S(G); : Les raisonnements de 9.10.5. peuvent
étre repris presque intégralement. Nous nous limitons donc a énoncer
les résultats essentiels :
On définit
L={fieSGn|3fel,7uc ESR): fP=u® fi}.
Pour v € ES(R) fixé, on a également
L={fieSGh|3fel:fP=v® fi}.
Alors I; est un idéal fermé dans (S(G)1, |Il-|I]1) tel que [, = R~I(I).
Pour tout t € R, on a
Lh=L={f(t)|fel}

La relation (f2)P(.,t) = (f®Pot™))~2(.,¢t) entraine que I; est Do-
invariant, puisque I est D-invariant. De plus, f; € I; et P=w®hf
avec w € ES(R) entraine f € I.
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9.17.13. Projection et idéal Z, : Comme en 9.10.6., on définit
p:8(G) — S(Gh

par p(f)(z) = f2(z,0) = f23(x, M1, A2). On montre qu'il existe une
norme de Schwartz ||].|||s dans S(G) telle que

Hip(HIll < 1H1F s

pour tout f € S(G). Donc p est une application continue de (S(G),
[I]-Il{s) dans (S(G)1, [l]-/ll). On définit

To=p (L) ={f € S(G) | f*(,0) € L}

et on remarque que Zo est un idéal, Do-invariant, fermé de (S(G), |||-/|ls)-

9.17.14. Idéal Z; de S(G); : Le raisonnement est analogue a celui
effectué en 9.10.7. On définit

IL={feS) ]| f(,t)e, Vt}.

On remarque que Z; est un idéal D-invariant de S(G) et on munit S(G)
d’une norme de Schwartz |||.|||4 vérifiant une relation de la forme

1120l < C-eMMilifllla

pour tout f € S(G). On en déduit que T est fermé dans (S(G), |||.}l+)
et que a(Z;) C T, pour tout o € ES(R x R?). On définit

S={feS(G)|uecESR),feSG:ff=udf}

On montre queSNI=8NnTI.

9.17.15. Approximation des éléments de K™ : a) Soit K l’ensem-
ble défini en 9.16.2. Définissons ES(R x R?) par

ESR xR, = {a € ES® xR?) | /m _ a(u, by, by)dbydby = 0}.

Soit a vérifiant

423 (s —t,—e K (—sw) ( i; )) = W()e(s)
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avec ¥ € ES(R) et ¢ € C(R). Alors

6*3(,0,0) = lim &4*° (u, —e K (—sw) ( il ))
2

§=>+400

= lim f(s — u)e(s)] =0

et @ € ES(R x R?)p. D’autre part, soit € ES(R x R?)o et soit
f € 8(G) quelconque. Alors

/ a(f)(x exp r12; expraZz)dridry

= /[/ o(s, bl,bz)dbldb2]6(s)e’2sf( *r - expr121 exprede)dsdridrs
=0

et a(f) € K. En particulier, un élément f qui n’appartient pas a K
ne peut pas étre approché par des combinaisons linéaires de a(f) avec
a € ES(R x R2),.

b) Soit (f;); une unité approchée dans ES(R x R?) obtenue de la
maniére suivante : On prend 8 € C®(R3), positif, tel que supp § C
[-1,1] x [-1,1] x [-1,1] et JB(s,b1,bp)dsdbrdba = 1. On pose
B:(8,b1,b2) = -E%ﬁ %,%,'—?) et on montre comme en 9.10.8. que

lim {113:(f) — FlI| =0 pout tout f € S(G).

c) Soit p € S(R?) tel que p > 0, p(~u,~v) = u(u,v) quels
que soient u,v; f1(0,0) = fp(u,v)dudv = 1 et suppji C [-1,1] x
[~1,1). Posons pe(u,v) = e2p(eu,ev). On en déduit que fec(A1,A2) =

A

u(iel, %}), f1(0,0) = 1 et supp fi C [~¢,€] x [—¢,€]. Pour simplifier on
peut méme supposer que = v@v avec v € S(R), v 2 0, v(—u) = v(u),
0(0) =1 et supp? C [-1,1].

d) Montrons que ll_fg lige*flll = 0si f est dela forme fix fox...x far
avec f; € K pour tout i et M suffisamment élevé. Les calculs sont
analogues & ceux de 9.10.8.c). En effet, remarquons que pour tout

feK,

1 1 .
fz's(a:,al,ag)=a1a2/0 /O(Duvaz’:’)(x,u,v)

dsdt
w=a1-8

v=a31l

1 A
+ a2/ (va2,3)(x’ 0)v)| dt
1] v=agt
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+a1/ (Dy, 23 (z, u, O)IH_WJ (%)

Donc, pour (a17a2) € [—E’S] X [_51615

|f2’3(:r,a1,a2)| < 62 . sup |Duva2.3(:z:,'U:, 'U)I

(u,v)€[—¢,€] X|~¢,¢€]

+e- sup |vaA2’3(:1:,0,'u)|+e- sup |Duf2’3(x,u,0)|.

vE[—e, €] ugl[—e,e

Evaluons |||ge * fl||- On trouve

l|lge * FII] < E/kv“D”rl r$ DB DE i, * f(zexpr1Zy expr2Zs)|
finie
dx dry dro

s ﬁme 27r / (1+ Ha:H?)k 1+ 7'2 1t 2| / [@ + el D2
(1 - D2)D (1~ D2,)Ditafaf e + ] (z,01,a)
et e~ g, day
< C- ﬁXi: 4¢? . sug |(1 + ||z||?)*ze D2 (1 — DZ,)D:%

(a1,a2)€[—¢€,] x[—¢€,€]

(1- D2,)Dgafafs(2)o(Z) f2°(@,01,00)|

puisque fi;(a;,az) = u(e, E) = ﬁ(%)ﬁ(%}) Supposons & présent
f de la forme f = fi * fo* ... * far avec f; € K pour tout i et M
suffisamment élevé. Donc

» '21
f2,3(z’a1,a2) = f? 3(.,0,1,0,2) *G oo *G st("a17a‘2)(z)a

la convolution se faisant dans G = G/ exp(RZ; + RZ;). Remarquons
que D"V( ) (E)rﬁ(")(“). De plus, chaque f; 2.8 peut s’écrire sous
la forme (x). Toutes les dérivées de ¥ et des j"J jusqu’a 'ordre p +
c1 + ¢2 + 4 sont évidemment bornées. Les dérivées de 19(251)1?(‘—?)

. . 1 c+czt+4 .
introduisent au plus le facteur (—) . Donc si M suffisamment
grand (M > 2(c; + ¢2 + 4) + p convient certainement), il y a assez

[
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de ?'3 qui ne seront pas dérivés et qui fourniront un facteur € pour
avoir une majoration de la forme |||u. * f||| < € - C1, la constante Cy
dépendant de f, et lin(1) [[lue * FI]| = 0.

€ =

e) Posons p; = i avec e = } et ki; = B;—fB;*p;. Commeen 9.10.8.,
lim |||ki;(f) — fll| = 0 pour tout f € K™ avec M suffisamment élevé,
%]

pour au moins une sous-suite de k;;.

On se base sur le fait que B;(u: * f) = (B; * u:)(f), étant donné que
v(—u) = v(u) pour tout u.

f) On a k;; € ES(R x R?)o, puisque

—~2,3 —2,3 —2,3 .
kij (u7 0’0) = :B_’i (ua 01 0) - ﬂj (u1 0) O)/,L-,,(0,0) =0

étant donné que f1;(0,0) = 1. Donc, pour M suffisamment élevé, tout
f € KM peut étre approché arbitrairement dans ||I-ll} par des a(f)
avec o € ES(R x R?)o.

9.17.16. Modification de la fonction a € ES(RxR?)o : a) D’aprés
([Lud. Mol. 1], 9.9.), il existe une norme |||.|||* sur ES(R x R?) et une
norme de Schwartz |||.|||~ sur S(G) telles que

(A < Kl - HAI

quels que soient @ € ES(R x R?)o et f € S(G). De plus,
llall® < € [ lox(s, by, ba)le™™ - (2 + 8% + b)ds dbda

On peut également identifier cette derniére expression & el |I®.
b) Tout f € K™ peut étre approché arbitrairement dans I-11| par
des a(f) avec a € ES(R x R?), vérifiant

Dk Dk26?3(s, a1, 09)|, _,= 0 quels que soient ky, k2 tels que ky + ko <
az=0
ko, le nombre ko étant fixé arbitrairement. En effet, remplagons a par

a1 ®...® ax,+1, la convolution ® étant celle définie en 9.17.10. Comme
en 9.10.9. on voit que les o; peuvent étre choisis dans ES(R x R?),
tels que

o1 ® ... ® ax41(f) — fli|



CHAPITRE 9. IDEAUX ©-PREMIERS 200

puisse étre rendu arbitrairement petit. Par le calcul on démontre que

——

2,3 _ —
oy ®az  (s,a1,82) = /a12’3 (s —t,e' K (tw) ( Z: )) &3>2(t, 01, 02)dt

et, successivement,

— 2,3
@ ®...® Q1 (8,01,02)

= /.../&}2'3(s—t2,et’K(t2w) ( Zl ))@2’3(t2—t3,
2

a —2,
CtaK(taw) ( a; ))...ako+1 3(tk(,+1,a1,a2)dt2 dts...dtko.H.

En prenant D* D¥*2 avec k; + kg < ko, une des fonctions &;>® au moins
a1 a2 ]

n’est pas dérivée et s’annule pour (a,az) = (0,0). Donc la dérivée de
P’expression entiére s’annule.

¢) Toutes les fonctions a construites jusqu’a présent peuvent étre
supposées & support compact en la premiére variable, puisque tel est le
cas pour les f;.

d) Tout f € KM peut étre approché arbitrairement dans |[|].|[| par
des (f) avec 7 € ES(R x R?)o tels que 4%2(., t1,t2) s'annule pour tout
(t1,t2) dans un voisinage de (0,0).

Comme en 9.10.9. on montre qu’on a une majoration du type

llefll® < €3 [e [1 - D2)Dk(1 ~ D2,)D%;

finte
4%2(s, a1, az)|dardasds

< G- x| [eMIDEDEE(s,01,0)|dondasds.

n

p1+p2a<N
Pour £ > 0 donné, on choisit a € ES(R x R2), tel que ||la(f) — flll <
£/2 et Dg;Dg;&2’3(s,a1,a2)| = 0 quels que soient py,p, tels

(al,a.z)=(0,0)_
que p; + p2 < N; ol Ny est suffisamment élevé. De plus on peut

supposer que le support de a en la premiére variable est un compact
K,. Soit alors g € C*°(R) tel que 0 < ¢ <1, g(a) =1 pour |a| > 1 et
q(a) = 0 pour |a| < 3. Posons g.(a) = q(g) et

'752'3 (3, ai, a2) = &2'3(37 ai, a2)q€(a1)q€(a2)'
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On détermine alors 7. par transformée de Fourier inverse. Par hy-
pothése sur o on a
22,3 _ i g
(8] (s,al,ag) = Z aia%@i,,-(s,al,az)
i+ 2N1+1

N

la fonction ®; ; étant C*, & support compact K; en s. Donc

le-vlFsc ¥ [ f Mlslpg;pg;( T dd

m+p2EN i+i2N1+1

; i(s, a,l,a.g)) (1 - qe(al)qe(az)) daidayds.

Puisque 1 — gc(a1)ge(a2) = 0 pour |a1| > € et |az| > € et Dl D2 (1 -
+r
QE(a’l)qE(a2)) = —(-1-)7‘1 2q(")( )q(”)(—l) un raisonnement analogue

€
3 celui de 9.10.9. montre que |{|a—~.|||™ peut étre rendu arbitrairement

petit, de méme que He(£) = e (NII-

e) Tout f € K™ peut étre approché arbitrairement dans |||.||| par
des B(f) avec B € ES(R x R?), tels que ,323( t1,t3) =0 pour tout
(t1,t2) dans un voisinage de (0, 0) et tels que (323(s,t4,t5) soit & support
compact en (s,t1,t2). En effet, le raisonnement de 9.10.9. peut étre
adapté facilement.

9.17.17. Approximation par des combinaisons linéaires de pro-
jecteurs : a) Soit o € ES(R x R?), tel que 4%2(u, t1,12) soit & support
compact en (u,t;,t2) et tel que &*3(.,t1,t2) s’annule identiquement
dans un voisinage de (0,0). En particulier, 4*3(.,1,t2) # 0 entraine
¢ < (2 +13)/2 < K. Alors I'application

,B:RXRX[OO—W,00+7T[—')C
623 [s—t. —e—*K(~ cos @
(s,t,0) —> (s t,—e°K(—sw) ( ¢in 0 ))

est une fonction C™, & support compact en s,t. En effet

a*? (s —t,—e° K(—sw) ( 2?;3 )) #0

= (<e?*<LK
= -InK<s<-In(
&> A<s<B pour A=-InKet B=-In(.
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Remarquons que pour 6 = 0o, cos O = M . Nous allons
sin g A2
approcher a en |||.|||¥ par une fonction k telle que

(2.3 (s _t —e*K(—sw) ( o085 )) = 3% ciinin %5, (8)n(6)

= 232D Chugahin ()C ()R, ()
C1(s)vn(6)

(somme finie)

ot h;,, h;, sont des fonctions d’Hermite, v, (0) = ein(6—6) ¢ et ¢; des
fonctions C™ & support compact. L’approximation se fera pour

lo—kIF <G Y [ eMH|D2DEIG* k> (u, a1, 02)|dnrdasdu.
rn+p;<N

b) Effectuons le changement de variables
u=8-—t
(5)=exs (g ) = (M=o )
On trouve

D, = cos(f — sw)[e*(Ds + Dy) + we® D] + €° sin(8 — sw)De
D, = sin(f — sw)[e*(Ds + Dy) + we® Dg] — €° cos(6 — sw)De.

2s

Remarquons encore que le Jacobien vaut e=*°. On obtient donc une

majoration de la forme

8
M-k < ¢ 3 AT Mlsl Mlt] (1 4ra47s=2)s
RJR JO

r1+ra+ra<N o=

By ra.rs (8,0) DT D2 D (622 — k%) (s —t,—e K (—sw)

(0950 ))\dadsdt
sin @
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ol Py ry,rs(8,0) est une fonction C*, polynéme en cos(f — sw) et
sin(6 — sw).
c¢) Déterminons & présent les fonctions ¢ et ¢;. Ona

23 (o 4 _—spr(_ cos
& (s t,—e*K( sw)(sino))aéo

= (s,t) € K; x K, compact de R?.

Soient K un voisinage compact de K; et K, un voisinage compact de
K,. Soient ¢,¢1 € CP(R) tels que {(¢) = 1 pour ¢t € K et {(t) =0
pour ¢ € R\Kj, (1(s) = 1 pour s € K et (3(s) = 0 pour s € R\Kj.
Les fonctions ks, h;,, Vn seront déterminées ultérieurement. On trouve

donc
lla—HI* < Cs Ll

T +'l‘2+1'3 <N

[&2’3 (s —t, —e *K(—sw) ( E?I?g ))

=222 Cingahin ()4, (5)

C()1(s)vn ()] |d6 ds dt

en majorant toutes les fonctions continues par une constante sur les

compacts K4 et K3.
d) Ona

l”a"‘k”I:= < G- /leKz/ao—‘ﬂ’

T +1‘z+7‘a<N

[a“ (s —t,—e~*K(—sw) ( Z:’rfz ))

C S b ()i (8 (e)] |d0 dsdt

N in o

D' DD

D} DDy

Go+-7m

+C- Y / /
r+rstra<N (Kax K3)\(K1x K3) J8o—~7

(XXX Crushin (i, () (Y2 ()0 (0)) |6 ds

N in Jn

DT DD
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puisque ; ® { = 1 sur K; X K;. En effectuant DY (hj“(S)C]_(S)),

D;? (h,-,, ()¢ (t)), en majorant ¢(t), {1(s) ainsi que toutes les dérivées de
¢, et ¢ jusqu’a 'ordre N sur K3 X K4 et en regroupant les termes, on
trouve

B 6o+
lle—kilI® < Co- 3 /lem/oo—r

r1+r+r3<N

[azs ( - K (—sw) ( cos0 ))

=22 Ciugahin (D), (S)Vn(O)} ld@ dsdt

n ip Jn

+Cs- ),

ri+ra+ra<N

(X3 Ciusbin ()i () (9)) | d ds

" in Jn

o 2 hIR

r1+re+rs<N

@22 (s -t -errec-s (52 )

=333 cihin Oy (s)vn (0)] ‘dﬁ dsdt.

n ip Jn

D DRDy

Go+m

/ DT DRDR
(Kax K )\(K1xK3) Joo—7 s

IA

DT DDy

1 reste & déterminer les fonctions h;,, hj,, v et les coefficients ¢;,j,,-
e) Posons

_oa23[ o4 mspe( cos @
F(st,0) = & (s t,—e *K(—sw) ( <in 0 ))
1

Go+m
- = —in(6—60) 4.
f(s,t,n) o ./00-1: F(s,t,0)e do
Puisque, pour tout entier k£ > 0,
1 6o+
ik f(s,tm)l < o= [ IDEF(s,1,0)ld8
27 Jog—=
< sup  [DGF(st;0)|
s,
06[00—1!’,00+1I’[
Ck’

IA



CHAPITRE 9. IDEAUX ©-PREMIERS 205

F étant C*, & support compact en s,t, la série de Fourier converge
uniformément et

F(s,t,0) = 2 f(s,t,n)en(0=%),

Appliquons le méme raisonnement & D' Dy? Dg*F (s, 1, 6), dont les co-
efficients de Fourier sont (in)™ D5 D;* f (s t,n). D’ol, pour tout &€ > 0,
il existe un entier M tel que

LLL
R /R JOg—7

< C- sup

dfdsdt

DIDPDRIF(s,t,6)— 3 f(s,t,m)em0=%0)]
[ni<M

D}D*DF(s,t,6) — 3 (in)™D7' Dy f(s,t,n)

06[00-3r,00+7r[ |n|<M

ein(a—OQ)

€
< m quels que soient ry,72,73 <.N

et

DD D@|F(s,t,0)— > f(s,t,n)
Inl<M

JhL

n+m+m<N
etn(a—ao)]

dfdsdt

< <
= 32

D’apres ([Sch. 2], p. 262) on peut approcher chaque f(s,t,n) par des
}: Z Ci i, (), (8), ot les h sont des fonctions d’Hermite, ¢ ‘est-a-

dJre, pa.r choix convenable des ¢, j,, hi,, hj.,0on a

kb

D DDy [ f(s,t,n)e™0-%)

+1‘2+ra<N
— 3 cininhi (BB, (5)e™C "’°’] dodsdt
in Jn
< 2r // DD [f(s t,n) — EZC»nanhu.(t)hg..(S)] ds dt
"'1+T2+’I'3<N in n
g

< —
= @M +1)
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Alors |
E E E CinjnPi, ()., (s)em(o—oo)

[n|<M i dn
convient pour approcher F(s,t,0) a € pres.

9.17.18. Comparaison des idéaux Z; et I : On sait que K NZ,; est

un idéal D-invariant de S(G). Par 9.17.17., tout élément f de (KNZ;)M

peut étre approché arbitrairement dans |||.||| par des a(f) ot

A —s cos 0

23 (o-t, K (-50) ( Sr0g ) ) = Zo B B 0 300 0)

avec @i, ;. € CP(R) et vn(fo) = 1. Soit ay,;, défini par
cos @

2220 ) = a0 Ien(0). Mors s €
ES(R x R?), et, pour tout f € (KNL)M € KN, ai.(f) €
KNynS=KNnINS c I Donca(f) €Iet fe I puisque I est
fermé et que f peut étre approché arbitrairement par des a(f). Ainsi
(K NZ))M C I et, puisque I est D-premier, K C ITouZ, C I. Le cas
K C I a été traité en 9.16. et 9.9. Il reste & terminer le cas Z; = I.

a3 (s—t, —e*K(—sw)

9.17.19. Raisonnement par récurrence : Les raisonnements de
9.10.12. et 9.10.13. restent valables. Ceci termine le cas b;), ainsi que
la démonstration de 9.8.

9.18. Remarques finales :
1) Dans ([Lud. 5}), J. Ludwig démontre le résultat correspondant sans
action extérieure. Ce raisonnement se fait en deux étapes :
a) Soit I un idéal fermé, propre, premier de L}(G). On montre qu'il
existe € G tel que h(IﬂS(G)) = {n} et on en déduit que h(I) = {7}
b) La nilpotence de Kerr/j(r) entraine que I = Ker 7. Dans le cas
d’une action exponentielle nous n’avons plus 'équivalent de ’étape b),
étant donné que nous ne connaissons la nilpotence de Ker Q/7(€2) que
pour les orbites fermées. Nous avons donc di faire appel & un résultat
apparenté (7.13.).
2) Dans ([Pog. 1]), D. Poguntke étudie un cas particulier de notre
probléme. Il montre que si G = exp g est un groupe exponentiel agis-
sant sur N = expn ol n est le radical nilpotent de g et si T est une
représentation algébriquement irréductible de LY(G), alors ker(TIL1 (N))

est un idéal G-premier qui coincide avec le noyau d'une G-orbite dans
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N, resp. n*. Notre résultat, qui est une généralisation du cas étudié
par Poguntke, montre qu’il n’existe pas d’autres idéaux G-premiers que
les noyaux des G-orbites. Poguntke utilise son résultat pour la classi-
fication de toutes les représentations algébriquement irréductibles de
’algtbre L'(G) d’un groupe exponentiel.

3) Dans ([Pog. 3]), D. Poguntke pose la question suivante : Soit N un
groupe connexe nilpotent soumis & l'action d’un groupe résoluble con-
nexe G. Est-ce que tout idéal G-premier dans L!(N) est le noyau d’une
G-orbite dans N, resp. n* ? Nous venons de répondre affirmativement
lorsque G est un groupe exponentiel connexe, simplement connexe.



Chapitre 10

Conclusions

10.1. En guise de conclusion, comparons encore une fois les différents
résultats pour les groupes de Lie nilpotents, les groupes nilpotents avec
action exponentielle et les groupes exponentiels. Cette comparaison
nous permettra peut-étre de jeter un pont vers des travaux ultérieurs.

10.2. Groupes de Lie nilpotents sans action extérieure :

10.2.1. Rappelons que nous nous limitons aux groupes connexes sim-
plement connexes.

10.2.2. Toutes les orbites (sous Paction de Ad* G) sont fermées ([B.C.
et al]). De plus, si 7 = = ind§ x; € G, les représentations unitaires
irréductibles correspondant aux éléments de 'orbite de £ sont toutes
équivalentes & 7. Donc le noyau de orbite coincide avec Ker .

10.2.3. Dans L(G) les idéaux premiers fermés propres, les idéaux
maximaux et les noyaux des représentations unitaires irréductibles coin-
cident. Dans V’algtbre S(G) ceci est encore le cas & condition de sup-
poser que les idéaux premiers sont en plus fermés dans la topologie
induite par une norme continue quelconque ([Lud. 5]).

10.2.4. Les algtbres L(G) et S(G) possédent la propriété de Wiener,
c'est-3-dire pour tout idéal fermé propre I de L'(G), resp. S(G), il
existe 7 € G tel que I C Kermw, resp. I C Kern N S(G) ([Lep.],
[Lud. 7]).

10.2.5. L’algtbre Ker 7/7(r) est nilpotente, c’est-a-dire il existe M € N

208
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tel que (Ker 7r/_'7'(1r))M = {0}, o1 j() désigne I'idéal minimal fermé de
L(G) d’enveloppe {n} ([Lud. 5}).

10.3. Groupes de Lie nilpotents soumis & une action exponen-
tielle :

10.3.1. Les orbites (sous I’action exponentielle) ne sont plus nécessai-
rement fermées. Elles restent cependant ouvertes dans leur adhérence
([B.C. et al]). En effet, soit G le groupe affine (composante connexe)
d’algebre de Lie g = (X,Y) vérifiant [X,Y] =Y. Donc n = RY. Soit
L= Y*I“. Alors Porbite de £ sous l'action de G est R} (Y™ n), c’est-a-

dire Vorbite de Y*In n’est pas fermée. Remarquons & ce sujet que les
orbites de g* pour I’action de G sont les points de I’axe des z, le demi-
plan ouvert supérieur, le demi-plan ouvert inférieur, donc que I’orbite
correspondante de g* est également non fermée.

D’ailleurs on peut aussi obtenir une orbite non fermée dans n*, n
désignant le radical nilpotent d’une algébre exponentielle g, bien que
l'orbite correspondante dans g* soit fermée. A titre d’exemple, con-
sidérons P'action du groupe exponentiel Ge,7 sur son radical nilpotent.
Le groupe Gé,r est le groupe de Lie connexe, simplement connexe dont
1’algebre de Lie gg 7 est engendrée par les vecteurs Eo,E1,Es, E3, Ey, E5
vérifiant

[Ez, Es| = Ey4, |[Er, Eo) = —E,, [E1, Es]= Ej,
[Eo, E1) = E4, [Eo, Es] = Es.

On montre que le radical nilpotent n est donné par n = [ge,7,86,7] =
RE; + RE; + RE; + RE;. Soit £= B + E} € g3, et posons £ = £] .
Dans ce cas, ’orbite de #; dans n* sous l'action de Ge,7 est donnée par

Q, = RE; + RE; + Ej + R} Eg,

c’est-a-dire cette orbite est non fermée.
Remarquons cependant que l'orbite de £ dans gg ; est obtenue par les
équations cartésiennes

T, =Inxs + 223
Ty = 1

I5 € R:_

Zo, T2, T3 € Rv
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zoEt + 11E} + 72E5 + z3E5 + 24Ef + z5E5 désignant un point de
Yorbite. On voit donc que cette orbite dans g§ , est fermée (E7 étant
une direction asymptotique), alors que sa projection sur n* ne I’est pas.

10.3.2. Revenons au cas d’un groupe de Lie nilpotent G soumis & une
action exponentielle D. Les idéaux D-invariants maximaux de L(G),
resp. S(G) coincident avec les noyaux Ker (2, resp. KerQ N S(G), 2
désignant une orbite fermée dans g* pour l'action de D (chapitre 8).

10.3.3. Les idéaux D-premiers fermés propres de L'(G) coincident
avec les noyaux Ker Q, © désignant une orbite quelconque de g*. Les
idéaux D-premiers propres de S(G), fermés dans la topologie induite
par une norme continue quelconque, coincident avec les Ker QN S(G),
Porbite 2 étant quelconque. De plus, I'application

Q +— KerQ
est une bijection entre 'ensemble des orbites dans g* et ’ensemble des
idéaux D-premiers fermés propres de L!(G) (chapitre 9).

10.3.4. L'équivalent de la propriété de Wiener est vérifié, c’est-a-dire
tout idéal fermé propre D-invariant de L!(G), resp. S(G), est contenu
dans un idéal D-invariant maximal, c’est-a-dire dans un noyau Ker (2,
resp. Ker 2N S(G),  étant une orbite fermée (chapitre 8).

10.3.5. Si 'orbite Q) est fermée, 1’algebre Ker§2/5(2) est nilpotente,
M

c’est-a-dire il existe M € N tel que (Ker Q/j(Q)) = {0}, 5(?) désignant

I'idéal minimal fermé de L!(G) d’enveloppe 2 (chapitre 7).

10.3.6. Si orbite Q est fermée, Ker @ N S(G) est dense dans Ker (2
(chapitre 7).

10.4. Groupes exponentiels :

10.4.1. Les résultats précédents ne sont plus vrais dans leur généralité.

10.4.2. Soit le groupe exponentiel connexe simplement connexe Gy,0 (0)

(sans action extérieure) d’algébre de Lie g4,0(0) = (X,Y,Z,T) avec
T,X]=-X, [T.Y]=Y, [X)Y]=2Z.

Soit £ = Z* et soit h = (T,Y,Z) une polarisation correspondante.
Alors G/H = expRX pour H = expl). Notons mp = ind% x(£,p) la



CHAPITRE 10. CONCLUSIONS 211

représentation induite du caractére x sur l'espace LP(R) identifié a
I’espace des fonctions £ de G dans C telles que

£( - h) = xe(h) E(x) = 41BN E ()
/ () [Pdi < +o0.
G/H

La représentation 7, est définie par

(mp(2)€)(¥) = A(x)™VPE(z7"y)

A étant ’homomorphisme intervenant dans la définition de la mesure
semi-invariante sur G/ H (1.4.). Alors , est une représentation topologi-
quement irréductible sur LP(R) et une représentation algébriquement
irréductible de L (G) sur un sous-espace dense de LP(R). Dans I’algébre
enveloppante U(g) soient les éléments centraux S = TZ — XY et
R=1(5+ 8*). L’élément R est auto-adjoint et on vérifie que

g1 1
dnp(R) = z(-é - B) -1
Soit I I'idéal fermé de L'(G) engendré par
{o*(R—i(5 - -11;) 1)+ f1 f,9€C2 (@)}

On a I C Kerm,. Supposons ensuite qu’il existe { € G tel que ((I) =
0. En particulier, d{(R) = z(% - % 1. Ceci est une contradiction si
p # 2, puisque { est unitaire et que h = R*. Donc I et Kerm, ne sont
contenus dans aucun noyau d’une représentation unitaire irréductible.
La propriété de Wiener n’est plus vérifi¢e. Remarquons qu’une méthode
analogue a été utilisée par Duflo et mentionnée dans ([Lep.]) pour
montrer qu’aucun groupe de Lie connexe, semi-simple non compact ne
posséde la propriété de Wiener.

10.4.3. Puisque 7, est irréductible (topologiquement, resp. algébrique-
ment selon P’espace de la représentation), Ker 7, est un idéal premier
(démonstration analogue & celle de 9.3.). Ainsi les idéaux premiers ne
coincident plus avec les noyaux des représentations unitaires irréduc-
tibles.
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10.4.4. D’autres groupes exponentiels non nilpotents par contre posse-
dent la propriété de Wiener. Ceci est le cas par exemple pour le groupe
affine, comme produit semi-direct de deux groupes abéliens ([Lep.]).

10.4.5. 1l n’existe jusqu’d présent que des résultats partiels pour les
groupes exponentiels. Pour ces groupes les représentations unitaires
irréductibles ne suffisent plus pour résoudre les problémes posés. La
structure des orbites semble jouer un rdle important.

’

10.5. Questions ouvertes :

10.5.1. Pour les actions exponentielles sur un groupe de Lie nilpotent,
Ker ONS(G) est dense dans Ker 2 & condition que 'orbite {2 soit fermée
(chapitre 7). Si l'orbite 2 n’est pas fermée, on ne sait pas si ce résultat
reste valable. Si oui, on pourrait encore en déduire qu’il existe M € N

tel que (Ker Q/j(ﬁ))M = {0}.

10.5.2. Existe-t-il dans S(G) des idéaux fermés D-premiers qui ne sont
pas fermés pour la topologie induite par une norme continue particu-
litre ? Si oui, peut-on les caractériser ?

10.5.3. Quels sont les groupes exponentiels qui possédent la propriété
de Wiener et quels sont ceux qui ne la possédent pas ? Qu’en est-il des
autres propriétés ?

10.5.4. Pourrait-on établir des résultats analogues pour une action (&
préciser) d'un groupe résoluble sur un groupe nilpotent ? ([Pog. 3]).

10.5.5. Ces quelques questions énumérées & titre d’exemple montrent
que dans le domaine étudié dans cette thése, le travail futur ne manque
certainement pas.
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