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fntroduction

Le but du présent travail consiste à étendre certaines propriétés de
I'algèbre L'(G) qui ont joué un rôle important en analyse harmonique
cla.ssique (caractérisation des idéaur ma>cimaux, propriété de Wiener,
problèmes de synthèse spectrale, caractérisation des idéaux premiers).
Ces questions ont évidemment d'abord été étudiees sur lR ou JR.', ensuite
sur les groupes localement compacts abéliens, anant d'être étendues à
diverses classes de groupes.

Revenons d'abord aux groupes localement compacts abéliens. La
propriété de Wiener qui dit que tout idéal fermé propre de .Lr(G) est
contenu dans le noyau d'une representation unitaire irréductible (iden-
tifiée à un caractère du groupe si celui-ci est aMlien) a sans doute été
la plus étudiee. Citons à ce sujet les trarraux de Wiener ([tWi". 1], 1932;
[Wie. 2], 1933) pour le groupe lR, et ceux de Godement ([God. 1], 1946;
[God. 2], 1947) et Segal ([S".], 1947) pour les groupes localement com-
pacts abéliens. Iæs problèmes de synthèse spectrale sont beaucoup plus
complexes. On dit que la synthèse spectrale est possible si tout ideal
fermé propre de .Ll(G) est l'intersection des noyarDc des représentations
unitaires irréductibles qui le contiennent. Un ensemble de classes de
représentations unitaires irréductibles {no e C 1l e I} C G (identifié à
un ensemble de caractères dans le cas aMlien) est appelé ensemble de
synthèse si 

,!, 
K.t7rr êst le seul idéal fermé de .Lr(G) aya.nt comme

enveloppe {nn e C 1l e /}. En particulier les singletons {zr} sont des
ensembles de synthèse si G : R ([SeJ, L947) ou si G est un groupe
abélien localement compact quelconque ([Ri.], 1953 et Kup.l, 1949).
Citons également les travaurc de Agmon et Mandelbrojt ([A.M.], 1950),
Helson ([Hel.], 1951) et Reiter ([Rei.], 1952) concernant la synthèse
spectrale. Finalement les travaux de Sdrwartz ([Sch. 1], 1948) pour
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G : IR' avecn ) 3 et Malliavin ([Mal.], 1959) pour les groupes abéliens
non compacts montrent que la synthèse spectrale n'est pas toujours
possible.

La généralisation à des groupes non abéliens s'est efiectuée dans
diverses directions. Dans la suite nous nous intéræserons essentielle-
ment arD( groupes de Lie nilpotents. La propriété de Wiener pour
l'algèbre Lt(G) d'un groupe de Lie conn€D(e nilpotent est due à Iæp
tin ([Lep.], 1976), tandis qu'une propriété a.nalogue a été établie par
Ludwig ([L"d. 4, 1987) pour I'algèbre de Schwartz S(C) d'un groupe
de Lie nilpotent. Dans ce cas, même les propriétés les plw simples
de synthèse spectrale ne sont plus vérifiées. Après avoir montré I'ex-
istence d'un idéal minimal j(C) de S(C), resp. j(C) fermé de .11(G),
d'enveloppe C, si C est un fermé de G, Ludwig prouve que pour tout
r e ê,i l existe M e N tel que (Kerrl iQ4)- : {o} ([Lud. 5], 1983).
Remarquons que ceci est une généralisatio-n de la synthèse spectrale
obtenue si on pouvait prendre M - I (ce qui n'est pas le cas en
général). Des questions similaires ont entre autres été étudiees pax
Poguntke ([PoS. 1], 1983; [Pog. 2], 1984; [Pog. 3], 1987). Da.ns le cas
non aMlien, une autre classe d'idéaux, celle des idéaux premiers, de-
vient importante. (Dans le cas abélien idéaux premiers, idéaux mæci-
matD( et noyaux des représentations unitaires irréductibles coihcident).
Rappelons qu'un idéal / est premier si quels que soient les idéaux .Ir et
-I2 tels que .I1 . Iz C I, 11C I ou 12 C .[. Dans ([L"d. 5], 1983) Ludwig
montre que dans les groupes de Lie nilpotents oonnexes simplement
connq(es, les idéaux premiers fermés de ,Ll(G) coihcident encore avec
les noyaux des représentations unitaires irréductibles.

On pourrait penser ensuite à généraliser les propriétés en question
arD( groupes de Lie exponentiels. Or il s'est avéré, bien vite que dans le
ca.s des groupes exponentiels on ne peut pas espérer avoir des résultats
comparables. En effet, la propriété de Wiener par exemple est waie
pour certains groupes exponentiels comme le groupe affine (produit
semi-direct de groupes aMliens, [Lep.]) et fausse pour d'autres tels le
groupe Ga,s(0) ([Lep. Pog.], 1979). D'où I'idæ d'étudier en détail une
étape intermédiaire entre les groupes nilpotents et les groupes e4po-
nentiels.

L'idee de cette étape intermédiaire est suggérée par le résultat sui-
va.nt de Poguntke ([PoS. 1], 1933) : Soit G : expg un groupe de Lie ex-
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ponentiel connexe, simplement connexe. Notons par n le radical nilpo'
tent de g et soit JV : e:!pn le sous-groupe de Lie correspondant. On a
une action naturelle de G, resp. g sur N, [, o'. Pour tout L e n'on peut
alors définir la G-orbite de / dans n* par G.l, - {Ad.(g)/ | g e G}. I'e
résultat de Poguntke dit que si T æt une représentation algébriquement
irréductible de .L'(G), il eniste I e n* tel que K.r(?l;,1rur) - Ker(G./),
le noyau de I'orbite G . t, étant par définition l'intersection des noyaux
des représentations unitaires irréductibles correspondant atu< points de
l'orbite. On voit facilement que Ker(?lr,frl) est en fait un idéat G-

premier de Lt (N), c'est-à-dire si .I1,.I2 sont des idéaux G-invariants
de .Ll(N) tels que .I1 . Iz c K"r(?lr,1r,), alors .Ir c K"r(?lr,trl)

ou .I2 c Ker("lrr14). Le résultat de Poguntke suggère donc I'idée

de définir une action enponentielle sur un groupe de Lie nilpotent
et d'étudier les idéau:< premiers par rapport à cette action. D'où la
démarche de ce travail.

Soit G - elç g un groupe de Lie nilpotent connexe simplement
connexe. Soit 0 une algèbre exponentielle de dérivations de g, contenant
adg et faisant de g un O-module exponentiel. Iæ groupe O : enpO
agit de façon naturelle sw 0, G, Lt(G), 5(G), ô et g*. Soit zr :
indcgy2 e ô avec t e g*. Les points de la O-orbite dlr, : {D. .l I
D e D\ correspondent aux représentations Dzr, étant donné que Dzr

est nnitairement équivalent à ind9s XD,.t.D'où la définition du noyau
de I'orbite

KerO2: { /  e Lt(G) |  
Dr( / ) :  O VD eD}.

Grâce à ces définitions nous pouvons alors caractériser les idéaux O-
ma>cimarx de .Ll(G) et S(G) (chapitre 8) et les idéau:c O-premiers
fermés de .Lr(G) et S(G) (ehapitre 9) à I'aide des orbites. Nous mon-
trons l'équivalent de la propriété de'Wiener pour les idéatx O-inrra.riants
de Lt (G) et .S(G) (chapitre 8) et, pour les orbites O fermées, nous
obtenons le caractère nilpotent de l'algèbre Ker Ofi(O) (ctrapitre 7).
Nous constatons qu'il faut faire une distinction entre orbites fermées
et orbites non fermées (voir le chapitre 10 pour des exemples d'orbites
non fermées).

Deux propriétés des orbites jouent un rôle important dans les résul-
tats précédents : L'adhérence de toute orbite contient une orbite fermée
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(chapitre 7). Si I'orbite O est fermée, Ker OfiS(G) est dense dans Ker O
(chapitre 7).

Les techniques de démonstration sont diverses. La caractérisation
des idéaux O-ma>cimarx et la propriété de'Wiener (chapitre 8) sont
des conséquences des propriétés correspondantes des groupes nilpo-
tents sans action extérieure et de la présence d'une orbite fermée dans
I'adhérence de toute orbite. I'a enractérisation des idéaux D-premiers
(chapitre 9) se fait d'abord pour I'algèbre de Schwartz S(G). Il s'agit
d'une démonstration par récurrence sur dimO*dimg, traita.nt en détail
les différents cas qui peuvent se présenter pour les idéaux minimaux 0-
invariants de g. Selon les ca.s, la récurrence porte sur dim 0 ou sur dim g.
Le passage à Lr(G) se fait grâce à une relation entre KerO nS(G) et
KerO.

Pour étudier la relation entre KerO et KerQ n S(G) (chapitre 7),
on se base sur les constatations suivantes : Pow tout zr € G et tout
/ e .S(G), zr(/) est un opérateur à noyau. Sous I'action de D e O, il en
est donc de même de Dr(f): r(f D),le noyau correspondant F(D,.,.)
pouvant également être considéré comme une fonction de D. Les calculs
sur la fonction / sont alors, sous certaines conditions, remplaés par un
raisonnement sur les noyaux. Ceci est possible puisque tout F dans un
certain espace ES de fonctions (5 pour Schwartz, E pour décroissance
exponentielle) convenablement choisi possède un rétracte / e .9(G) tel
que Dzr(/) ait pour noyau F(D,.,.) pour tout D. L'existence d'un
tel rétracte est en tait démontrée dans le cadre plus général d'une ac-
tion exponentielle sur un groupe exponentiel de la forme G : expg
avec g : g(l) * n (dans ce ca,s la représentation Dzr est remplacée pa.r
une représentation unitairement équivalente (p) au chapitre 5, avant
d'être précisee pour les groupes nilpotents au chapitre 6. A nouveau,
la démonstration fort teehnique se tait par récurrence, le rétracte éta.nt
construit cas par cas.

Les quatre premiers chapitres préparent le terrain pour les raison-
nements ultérieurs. Aux ehapitres 1 et 2 nous faisons certains rappels
et introduisons les actions exponentielles, au e.hapitre 3 nous étudions
en détail les différents cas qui peuvent se présenter lors de la récurrence
et au chapitre 4 nous définissons les différents espaces .ES.

Le chapitre 10 tire les conclusions de ce travail. Nous y comparorxr
les cas des groupes nilpotents sans action extérieure et des groupes
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nilpotents soumis àune action exponentielle, ainsi que certains résultats
connus pour les groupes exponentiels eu<-mêmes. Nous terminons en
mentionnant un certain nombre de questions ouvertes.



Chapitre 1

Groupes exponentiels et
leurs représentations

1.1. Intuitivement on peut dire que les groupes exponentiels cons-
tituent la classe de groupes de Lie la plus vaste pour laquelle il existe
un diffeomorphisme entre le groupe et son algèbre de Lie. Cette classe
de groupes se situe entre les groupes de Lie nilpotents et les groupes de
Lie résolubles. Les groupes exponentiels ont été introduits par Di:anier
([Dix. 1]). L'adaptation atD( groupes exponentiels de la théorie de Kiril-
lov pour les représentations unitaires inéductibles est entre autres due à
Pukanszky (tPuk. 1]), grâce à sa condition nécessaire et suffisante sur les
polarisationr. Lu càractérisation topologlque de l'espace ô finalement
est a^ssez récente et est due à Leptin et Ludwig ([Lep. Lud.]).

1.2. Convention : Dans la suite de ce travail G désignera un groupe
de Lie connexe simplement connexe d'algèbre de Lie g. L'application
exponentielle de g dans G sera notée par exp. Iæs éléments de I'algèbre
seront notés par des majuscules X,Y,... et les éléments du groupe par
des minuscules r, Ur... .

1.3. Déffnition : ([Dix. 1])
Un groupe exponentiel est un groupe de Lie connexe simplement con-
nexe résoluble G vérifiant une des trois conditions équivalentes sui-
nantes :
(i) L'application exponentielle exp est un difiéomorphisme entre g et
G.
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(ii) Quel que soit X e g, adX n'a pas de naleru propre non nulle ima-
ginaire pure.
(iii) Iæs racines de g (dans I'algèbre complenifiee gç) ont la forme
.p(XXl t iw),où o € lR et g € gt.

1.4. Iæs repré,sentations unitaires in'éductibles de G exponentiel sont
obtenues de la manière suivante :
(i) Soit I e g*. On appelle polarisation, au point / toute sous-algèbre f1
de g qui est en même temps un sous-espace totalement isotrope mard-
mal, c'est-à-dire telle que

( (t,[tt,tt]l :0

I a* b: à(a*n + dimg(/))

où

s(( ) :  {Xe s l (1, [X,Y])  :oVYeg] .
(ii) On dit que la polarisation 11 vérifiele eri.tère d,e Pukanszky si

! + bt : {Ad-(h) (, I h e H} : Ad. H(t\

où
bt : {1, € g* | (/c, [) = 0].

D'ailleurs le signe - peut être remplace par le signe C, l'autre inclusion
étant toujours vérifiee.
(iii) On obtient un caractère unitaire de H - exp b par

X tzH-+C
h l-, n(h) 

- s-i(2'tosll '1.

(iv) Notons par A6r, resp. As les fonctions modulaires sur G, resp.
ff. Soit A un homomorphisme de G dans lRi tel que

^l:l 'tH o"l"

. l
en notant Rar Al, 

"t 
Â"1 les restrictions de Â et Â6 à f/. Alors il

I H

existe une mesure semi-invariante unique dgl sur I'espace G /H telle que

I" 1, v(*-' ù)au: a(r) I", rv@)att
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pour toute fonction g continue à support compact dans G/II ([B.C. et
all).
(v) On note par ?l' I'espace de Hilbert obtenu par complétion à partir
de I'espace des fonctions continues de G dans C vérifiant

€(" .h) - 
"i(2,tost'')€(r) 

: ffie@) vx e G,h e H
I
I l€(cl)l2dù ( *oo.

J c / H  . - -

On définit la représentation r de G sur ?1, par

("(")€) (s) : A-t/2 @)€(r-'a).

On note r : indcnru : r(1,[) et on I'appelle représentati,on indui,te
Par Xt sur G.
(vi) La représentation induite zr est irréductible si et seulement si
l; est une polarisation vérifiant le critère de Pukanszky el toutes les
représentations unitaires irréductibles de G sont obtenues de cette ma-
nière.
(vii) Pour tout / € g* il existe des polarisations vérifiant le critère de
Pukanszky.
(viii) La théorie des représentations induites des groupes de Lie er(po-
nentiels est équivalente à la theorie de Dixmier ([Dix. a]) des représenta-
tions induites pour les algèbres résolubles exponentielles et leurs algèbres
enveloppantes ([Mol. 3]).

1.5. L'espu.. ô de toutes les classes de représentations unitaires irré-
ductibles de G est caractérisé grâce atx résultats suivants :
(i) Tout r e G est obtenu comme en 1.4., et est indépendant de la
polarisation de Pukanszky choisie. Par abus de notation, zr désignera à
ia fois une représentation et sa classe dans ô.
(ii) Pour tout a G G, r\,rù et zr((Aa. o.)(t),(Adaxr,)) sonr uni-
tairement équivalents. Donc la classe d'équivalence de r(l,t) dépend
uniquement de I'orbite

0(t) :: {(Ad. o.)(l) | a e G}

dans g*. On notera pour simplifier z'(/) au lieu de r(l.,t).
(iii) L'application de Kirillov

K : 0(l) t- r(l)
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est nne bijection entre I'espace des orbites, identifié à g* /Ad* G, et
I'espace G.
(iv) La topologie de ô est déduite de manière naturelle de la topologie
de Jacobson de I'espace Prim C.(G) des idéaur primitifs de C.(G).
L'espace g*/ Ad* G est muni de la topologie quotient. Dans ce ca"s
l'application de Kirillov pour les groupes erçonentiels est un homéo-
morphisme entre g* I Ad* G et G ([I*p. Lud.]).
(v) Iorsque le groupe G est ̂ nilpotent (ou, de manière plus générale,
'r-régulier), la topologie de G peut même être déduite de la topolo-
gie de Jacobson de I'espace Prim*^Dr(G) des noyaux dans .Ll(G) des
représentations unitaires irréductibles de trr(G), puisque dans ce cas il
y a homéomorphisme entre Prim C.(G) et Prim*.Ll(G) ([Boi.]).

1.6. Bases coexponentielles
(i) Soit I) une sous-algèbre de g. Alors il existe une base 8 : {Bt, ..., B,}
supplémentaire à 11 dans g telle que les applications

IR 'xexp î *G
(tt, ..., tr; h) t-> exp t, 8 r... exp t2B2 . exp t1 B 1 . h

IR"xexp t l -G
(tt,...,t,;h) t+ h. exphBr . elip tzBz...expt,B,

soient des difféomorphismes. Une telle base est appelee ba.se coorpo-
nent ie l leàbdansg.
(ii) La construction des bases coexponentielles peut être effectuée de
Ia manière suivante :

a) Si I est un idéal de codimension 1 dans g et si B e g est un
élément quelconque tel que g : IRB O 1r, alors {B} est une base coex-
ponent ie l leà[dansg.

b) Si f, est une sous-algèbre et non un idéal de codimension 1 dans
g, soit n le radical nilpotent de g et soit no : nl-l[. Alors dimn/ns : 1
et tout B e n vérifiant n : IRB O no est tel que {B} soit une base
coexponentielle à no dans n et une ba^se coexponentielle à f; dans g.

c) Si g/f, est un quotient irréductible de dimension 2 pour l'action
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de adg, alors dim nf ns:2 et il erciste B, B' € n tels que

(adx) (E )  
: ,@ ( ' ,  ï  )  (Ë )mod11

pour tout X e g, potu un certain r.l € lR* et g € g*. Dans ce cas {8, B'}
est une base coexponentielle à ns dans n et une base coexponentielle à
I dans g.

d) A I'aide des étapes précédentes on peut construire une base co
exponentielle à toute sous-algèbre I de g ([euk. Z]).

1.7. Grâce aux bases coexponentielles, I'espace î{n de 1.4. peut être
identifié à un espace de fonctions sur lR'.

1.8. Noyau d'une représentation unitaire irréductible
(i) Soit r e G. Pour f e C?(G), définissons

r(i l : |" i lùo{ùa*.

Alors zr(/) est un opérateur à noyau, dont le noyau /" est donné par

f * (r, a) : 6-r / 2 (r) A ôt (s) ̂ - t /, fu) I, O-', r rh) f (r hs-\ ru@) d,h,

Âc désignant la fonction modulaire de G et zr s'écrivant r : ind?txe.
Le noyau /" est C- et vérifie

f n (rh, *' h' ) - ru W-ù x e(n) f n (x, r' 1

pour u, r ' e G, h,ht e H ([Lud. a]).
(ii) Une base coexponentielle à 11 étant fixée, le noyau /, peut donc
être identifié à une fonction de C-(lR.' x R').



Chapitre 2

Actions exponentielles et
leurs orbites

2.L. Soit G un groupe exponentiel et soit N : exp n, n designant le
radical nilpotent de 9., Dans ce ca.s g agrt sur n et G agit sur n et N
par adXl", Ad(expX)l",resp. par conjugaison d'un élément de N par
un élément de G. D'ailleurs on peut définir de manière plus générale
I'action d'un groupe sur un sous-groupe normal. Cette constatation
nous amène à définir une action exponentielle sur un groupe exponen-
tiel. Rema,rquons que certaines propriétés de groupes soumis à des
actions extérieures ont entre autres été étudiées par Ludwig ([Lud.  ])
et Poguntke ([Pog. t]).

2.2. Définition : Soit G un groupe exponentiel d'algèbre de Lie g.
Soit 0 une algèbre de dérivations de g et posons 0 : exp 0. Nous disons
que O (resp. D) agit æponentiellernentsur g (resp. G) si les conditions
suivantes sont vérifiées :
(i) 0 est une algèbre de Lie exponentielle
(ii) adg c 0
(iii) g est un O-module de type orponentiel, à savoir les poids pour
l'action de 0 dans gç ont la forme

d j  ,  p@)0* i ,w)

avec a, € R, g e 0*. Cela signifie qu'il erciste une suite de Jordan-Hôlder
d'idéarx de g

0 :  g n  4  g n _ t

11
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pour l'action de 0 vérifiant une des deux conditions suivantes :
o dimgp/9e,4 : I et il existe Xn € gr\gn+r tel que

d(X*) : gp(d,)Xr modgpal

pour tout d eO, ôv€c rpp € 0*.
o dim grf gn+r:2 et il existe Xu,XL € gr\gr+r tels que

â(Xk \  / t  -o , \1x , . \
o 

| 
" i  

1: vr@ 
\,r i"  /  ( ,  ;rr  )modsr+r

pour tout d eO, avec pp €A*, u)1, € IR.*.
L'action de O sur G qu'on en déduit est expliquée en 2.4.

2.3. Lemme : Pour toute action exponentielle, O(g) est un idéal
O-invariant contenu dans le radical nilpotent n de g et contenant [g, g].

Démonstration : Puisque les éléments de 0 sont des dérivations,

("aa1xy)(y) : ld,,adxl(y) VX, y e s,Vd e o

où [d,udx] : do adX - adX o d. L'algèbre O étant exponentielle,
donc résoluble, I'opérateur [d,adX] est nilpotent. Il en est donc de
même de l'opérateur add(X). Ceci prouve que O(g) est une sous-algèbre
nilpotente de g, donc que O(g) c n. Puisque adg C O par hypothèse,
lg,gl c o(g).

2.4. L'action exponentielle permet de définir les actions suivantes :
(i) Pour deo, notons D: exp deD, c'est-à,dire

D(x): 
Ë *oor*, pour rout x e s.

(ii) Pour r: expX € G posons

Dr : o("*pX) : 
"*p(O1xy).

Cette notation garantit que

(DrDz)x : Dt (Drn)
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quels que soient Dr, Dz e D, n e G.
(iii) Pourtout / eLt(G) définissons fo p*

ro@):6(D)f  (Ds)

où 6 désigne la fonction modulaire telle que

l Ptù*: l r{")o*.
Quels que soient f e L'(G), Dr,D2 e D,

y@rDz) : çyor1oz.

(iv) Pour n e G on définit on p*

(o")(*)  :  n(o- ' r )  YD e D,t  e G.

On vérifie facilement que

(DtDz)r : Dt (Drr) yD1, D2 e D

et

"( fD):  
(D")( f )  YD en,Vf e Lr(G).

(v) L'action coadjointe sur g* est définie de manière habituelle par

(d:  .4X):  (1,-d,(X) l
(D* . t ,x)  :  u,D- ' (x))  YL e g*,X e g,

d eo,D eD.

2.5. Si G est un groupe de Lie nilpotent, on peut définir son algèbre
de Schwartz S(G). Nous renvoyons à ([Lud. Mol. 1]) pour la définition
de S(G) et des différentes norrnes engendrant la topologie de S(G).
L'action exponentielle de O sur G définit alors également une action
de O sur 5(G) par /D(z) : 6(D)f Pù. Un certain nombre de pro-
priétés de continuité et de transformations concernant cette action ont
été démontrees dans ([Lud. Mol. 1]) et seront utilisées dans la suite.
Revenons à présent arD( groupes exponentiels.
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2.6. Lemme : Soient zr : T(l,b) et D € O. Alors DIl est une polari-
sation pottr D*1, et les représentations Dzr et, rp : r(D*l,D[) sont
unitairement équivalentes.

Démonstration : L'équivalence unitaire

U : ?{pv =?ln - Ttnp

est donnée pa,r
(u€)(r) : Ë(D-'z)

à condition de prendre sur G/exp D\la mesure semi-invariante corres-
pondant au ca,ractère Â o D-r et définie par

Tt -- [ n(i)de:: I rt o D((ùd,a.
J c / e x p D t , " '  J c / e x p t 1  

'

2.7. Soit zr' : indF Xr e G et soit D e D. Sous quelle condition zr
et Dr sont-ils unitairement équivalents ? D'après 2.6., Dzr est uni-
tairement équivalent à rp: r(D*L,Df ). D'après 1.5., r(D*L,D[) est
unitairement équivalent à r(L, [) si et seulement si

D*(. e CI(!) : (Ad. c)(/).

Or remarquons que

D*L e (Ad. c)(/)
Ad. G(D.l) c (Ad- G)(t)

+==+ t- ({na- q@) c (Ad- c)(t)
(+ D. .O(q c O(l)
<+ D. .O(l) : O(l)

c'est-à-dire si et seulement si D* laisse l'orbite 0(I) invanante, puisque
Ad'G est un sous-groupe normal de O*. Ce résultat nous amène aux
définitions suivantes.

2.8.  Déffni t ion:  Soi t  leg*.
(i) L'anni.hi.lateur 0z de / est défini par

Oe: {d€0 ld . .L :0 } .
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I'e stabi,IisateurDe de / est défini par

Dt :  expOa -  {D €  O I  D*  ' l :  l } .

(ii) Le stabili,sateurDo@) de I'orbite est défini par

Doe) :  {D eD I  D.  .O(q c O@)}
:  {DeDlD. .O(t ) :O(t ) }
: {D e D I 

'n et r sout unitairement équivalents

s i  n :  T ( t ,û \ .

De plus on notera

toe) : 0nDsp.1: {d € O I exp il e Dsgy}.

Si zr : T(2,b) on notera encore 0, et 0,, au lieu de 0e12y resp. Do().

2.9. Proposition : Le stabilisateur goe) de l'orbite est un souFgrou-
pe connexe de 0, contenant Ad G et vérifiant go@): Ad G . De.

Démonstration : La relation0out: Ad G.De découle de l'équivalence

D e Dspl ç Pt ./ e (Ad. C)(l) (2.7.)

La connexité deDe découle de ([8.C. et al], I.3.3.).
Puisqu'en plus Ad G est connexe par arcs, donc connexe, on en déduit
la connocité de Dsp) : Dn.

z.LO. Définition : On appelle orbi,te génémlistée de I,Ie sous-ensemble
de g* défini par

Q2: {D* . l lD  -expdeDl ; .

Si aucune confusion n'est possible, I'orbite généralisée sera simplement
appelée orbite. Elle jouera un rôle essentiel dans la suite de ce travail.

2.1L. Certains raisonnements se feront par récurence sur dimg *
dim(O/0"). On construira alors une base coocponentielle {d1 ,...,dn}= à
0o dans 0. Une fonction sur n /D" sera identifiée à une fonction sur
lR'par

F (exp t.dn . exp tn-ydn-r... e>iç t1 d1 . D 
") 

= F (tr, ..., tn).

Si D : erytnd*...expt1d1mod0', on notera indistinctement F(D) et
F(t1, . . . , tn) .



Chapitre 3

Ditrérentes étapes d'une
démonstration par

trecurrence

3.1. Soit I e g* et soit r : r(I). Les démonstrations concernant cer-
taines propriétés de zr (fonctions qui sont noyaux des représentations
Dz'; idéatx o-premiers contenus dans Ker zr) se feront par récurrence.
Dans ce chapitre nous analyserons les difiérentes étapes nécessaires à
une telle récurrence. Nous nous baserons essentiellement sur les travaux
de Ludwig ([Lud. a]). soulignons pour cornmencer les difiérences avec
les résultats de Ludwig.
(i) Ludwig se limite aux algèbres de dérivations O telles que d*(/) : g
pour tout d e O\adg, alors que nous étudierons des algèbres 0 plus
générales. cela aura entre autres conune conséquence que nos polari-
sations ne seront plus O-invariantes.
(ii) En contrepartie nous nous limiterons à des algèbres de Lie de la
forme g : g(l) * n, n désignant le radical nilpotent de g. Cette hy-
pothèse simplifiera un certain nombre de calculs. D'autre part, lors
de l'étude des orbites sous I'action de Ad*G, une telle restriction sem-
ble être sans conséquences pour nos problèmes. En efiet, soit g une
algèbre exponentielle plus générale. Posons m(/) : g(l) + n. Dans ce
cas l'orbite de / dans g* pour I'action de Ad*G est saturée pour m(/),
c'est-à-dire O(l) + m(/)r - OV).
(iii) Finalement, Ludwig fait une récurence sur dimg, alors que notre

16
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récurrence se fera sur dimg + dim(O/Oo). Cependant, remarquons que
si d.(l): 0 pour tout d e O\ adg, alors 0 E Orr. Donc notre récurrence
se ramène à celle de Ludwig.
(iv) Soulignons en fin de compte la difiérence de notations. Nous sup
posons d'office adg c 0, alors que Iludwig note O * adg pour tenir
compte de cette hypothèse.
Lorsque nos démonstrations ressemblent considérablement à celles de
Ludwig ([Lud. 4]), nous nous contenterons de donner de brèræs indica-
tions.

3.2. Proposition : Soit G: expg un groupe exponentiel muni d'une
action exponentielle donnée par O - expO. Soit I + 0 € g*. Alors au
moins un des cas suivants se présente :
ler cas : On a O(g) : 0, c'est-à-dire g est une algèbre abélienne ne
subissant aucune action extérieure.
2me cas : Il existe un idéal non nul c, O-invariant, annulé par L et
contenu dans le radical nilpotent n.
3me ca,s : Il existe y e O(g) C n et g €O*, g*0, tels que

d(Y):  e@).Y Vd e o*
( ( ,YY :1.

T7

Si g est de la forme g : g([) +n, alors çl , =0 et Y est central dans
g .  

' l a d g

4me ca.s : Il existe Yr,Yz e 0(g) C n, €i* ,9t '0 et  u € IR* te ls que

Vdeo*

l ! ,Y' l l+ l( t ,Yz) l*0.
Si g est de la forme g : g(l) +n, alors pl"o 

r= 
0 et Yr, Y2 sont centraux

dans g.
5me cas : Il existe U,Y e o(g) c n et o, fl eO* tels que

d(Y) :6 Vd e 0, donc, en particulier, Y est central dans g
d(U): a(d)u + p(d,)Y Vd e o
(( ,U) :  0  et  V,Y)  :  L
c, p sont indépendants, donc non nuls.

6meca.s :  I lex is te  } /  e  o(g)  cn,U €8,0 €o* ,0  f  0 te lsque
d(Y) : g Vd e 0, donc, en particulier, Y est central dans g
d(U): p(d.)Y Vd e o
(l ,Ul:  0 et ( t , ,YY : 1.

I

)
,(";; :,ro(,1 -ï)G,
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Si g est de la forme g: SV) + n, on peut choisir U e n.
7me cas : Il existe U,V,Y e O(g) C î, 9,a,9 € O* tels que

d(Y) :9 Vd e o, donc, en particulier, Y est central dans g
/rr\  .(r -, \ /u)*1,:!8)" 

vdeo,(; 
1:v@\, ; )(.7,, ,\p(d) )-

IU,V1: g
( l ,U l  :  ( I ,VI :  0  e t  ( l ,Yy :1
9,d,9 sont indépendants, donc non nuls.

Démonstration : Si on n'est pa.s en présence des cas 1) ou 2) on fait
le raisonnement suivant : Puisque I'action est exponentielle, les idéaux
minimaux O-invariants (contenus dans 0(g) si 0(g) I 0) sont de dimen-
sion 1 ou 2. On a donc les cas

d(Y) : e@)Y Vd € o*, Q,Y) : I, Y e o(g)

Vd € O*, Yr,Y, e 0(g)

l ( ! ,Yr) l+ l ( t ,Yr) l lo.
Dans b) on peut supposer g t' 0 car sinon on se ramène à a). Dans a)
il faut distinguer g * 0 et rp : 0.
Pour étudier a) avec g = 0, supposons d'abord o'(g) # 0. En particu-
lier lR.Y 5 O(g). Considérons les idéaux minimarx O-invariants de 0(g)
contenant strictement IRY. Ils sont de dimension 2 ou 3. On trouve
donc les 6 5), 6) ou 7) avec U,V,Y e o(g). Dans le 5me cas et le
6me cas, on peut supposer (l,Ul : 0 (en ajoutant, si nécessaire, un
multiple de Y à U). Dans les cas 5) et 6) on peut supposer B I 0
(sinon on est da,ns le 2me cas avec o : RU). Si B : ka dans le
5me cas, on retrouverait le 3me cas pour Y' : l(U + kY). Donc on
peut supposer o et É indépendants dans le 5me cas. Dans le 7me cas
on peut supposer (1,U, : (l,V\ : 0 (en ajoutant, si nécessaire, un
mult ip le de Y à U, resp. V).  On ap* 0,  ca,r  s inonRU+lRy+Ry
ne serait pas minimal. L'indépendance de 9,a,0 se démontre par la
méthode utilisée par Ludwig ([Lud. 4]) pou montrer I'indépendance
d" g',rl,i,rltL. Le calcul d. [4 U] et IU,VI montre que 0 : d(lU,Vl) :
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2q@)lU,I/l. Puisque ç # 0 on en déduit qu" [4 Vl : 0.
Considérons ensuite le cas o2(g) = 0. Pour ercclure le 2me cas on peut
supposer que 0(g) : lRY. On ctrerdre alors les ideatx minimatx 0-
inrmriants de g contenant strictement lRY. Puisqu'en plus 0(g) : IRY,
seul le 6me cas se présente avæ, U e g. Si o(n) # 0, 0(n) : IRY et on
peut chercher les idéaux minimaux O-invariants contenant strictement
IRY dans n, c'est-à-dire on peut supposer U e n. Si, par contre, 0(g) :
IRY et O(n) : 0, on €r r : IRY (sinon on retrouverait le 2me cas). Il
faut alors distinguer deux cast [g,g] :0 et [g,g] : lRy. Si [g,g] :0,
g est abélien et U € n : g. I'e cas [g, g] : RY est exclu lorsque g est
de la forme g : g(l) + iRy. Pour les algèbres de cette forme, on peut
donc toujours supposer U e n dans le 6me cas.
Remarquotrr q,r. à*s les cas 3) et  ) on a .p(adn) : g(adg(/)) :0.

3.3. Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons que g : g(l) * n.
Nous remarquerons que les cas 5), 6) et 7) doivent être sépa.rés en
difiérents sous-cas. Finalement, nous montrerons comment, dans un
raisonnement par récurrence, il faut construire la polarisation I pour /,
la représentation irréductible zr : indfi Xa et les bases coexponentielles
A à f, dans g et C à0, dans 0.

3.4. Début de la récurrence : dimg + dim(o/Orr) : 1.
Onad img:1 ,  c 'es t -à -d . i reg  = lRe t0 :  O" :  {0 } .  Ene f fe tune
dérivation non nulle ne peut laisser stable l'orbite O(l) : A'd* G .L:

{/}. En particulier 0(g) : {0} et ceci est un ca.s particulier du ler cas.

3.5. 1er cas : 0(g) : 0.
L'algèbre g est abélienne, toute polarisation coihcide avec g, zr est le
caractère Xt, O :0, et les bases coexponentielles E et C sont vides.

3.6. 2me cas : Toute polarisation I pour / dans g doit contenir I'i-
déal a, par maximalité, puisque br : l, * o est encore une sous-algèbre
subordonnee à /. Dans le raisonnement par récurrence on pa"sse au
quotient i: g/o sur lequel on définit

â6+c):d(x)+c vde o,vxe g
Q.,x+ol : ( ( , ,x1 vxeg.

Soit P la projection canonique de g darq ô.
Soit 6 une polarisation de Pukanszky de Z datts [. Alors b : P-r (6) est

19



CHAPITRE 3. DIFFERENTES ETAPES D'U]VE... 20

une polarisation de Pukansrky * / dans g. De plus, si û : {Et, ..., B,}
est une base coexponentielle à 11 dans fr construite comme en 1.6. par
exemple et si P(B;) : Bt pour tout i, alors 8 : {8r,..., B,} est_une
base coexponentielle à b dans g. Dans ô définissons t : indGAXZ.
On a r :  f roP. Alors dim(o/0") :  d im(ô/ô")  

" t  
d imô < dimg.

Donc la récurrence se fait sur dimg en passant de g à [. Finalement, si
ê: {!t,...,ân} est une ba^se coexponentielle à ôæ dans ô, on peut poser
da.: dt o P pour tout i et C : {dr, ...,d,"} est une base coexponentielle
à o' dans o.

3.7.  3me cas :  Puisque g :  g( l ) f  n,0e :Kerg:  {d e 0 |  p(d) :0}
est un idéal de codimension 1 de 0, contenant adg. Il existe dr € 0 tel
que g(d1) : 1. Alors {dr} est une base coexponentielle à Oo dans O,
l'application

0o x lR'  +D

(do't) l-----+ exp tdt ' exP d,o

étant un difféomorphisme. Pour z' : indf, Xt ontrouve

z'(exP AY): 
"-i(t'eY'1 

-- e-is

(exp td1 'exp 4)r (r*p Ay) : zr (exp(e-t An) : e-i"-'a .

De plus, 0,, c oo. Donc (oo),, : 0,, et dim(os/(oo)") < Am(o/0").
La récurrence se fait sur dim0/Oo, en remplaçant 0 pax 0o et en gar-
dant l'algèbre g (donc également I et A) indrangee. Si Co est la base
coercponentielle à (Oe), dans 06, alors C : Co u {dt} est une base coex-
ponentielle à 0o dans 0.

3.8. 4me cas : Il s'agit de I'analogue complexe du 3me ca.s. En effet,
les relations peuvent s'écrire

d(Y + iY2) : e@.)(t * iw)(Y1+ iY2) vd e o
exp(-td)(Y * iYù - 

"-te@)Q+a')(Y1+ 
iY2) Vd e o.

En notant par

K(q: ( :n;
- sind \
cos0 )
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la matrice de la rotation d'angle d et en identifiarrt l'élément rrYr *
/ r .  \

r2Y2€gavec  I  l '  l € lR ' ,onobt ien t
\ r 2  /

exp(-rd) (f ) 
:s-tv@)*?tç(d)w) (i; )

exp(-td) ( :: ) 
- e-tç@) Kee@)w) ( :l )' \ rz  

/  
' \ rz  

)
Comme dans le 3me cas, Oo : Ker g est un idéal de codimension 1
dans O, contenant adg. Il existe dr €l tel que g@): l et {dr} est
une base coexponentielle à Oo dans 0. Iæs calculs montrent que, pour
r : indcn xe,

zr(exp r1Y1 exp rzYz): ,r'(e*p(r rYt * ,rYù) - 
"-i'(t'rlYrrrzYzl

(exp td1 'exp ds ) tr (eup(r1Y1 + r2Y)): r ("*o 
l{"rrr)u' 

K (tw) ( ;l )] )

: 
"- 

i"-' (t,l{rrrr) * {rr, (A) ] )

Comme dans le 3me cas, 06 c 06 et dim(00/(00)") < dim(o/0,.). On a
les mêmes conclusions concernant la récurrence.

3.9. 5me cas : (i) Le calcul

Id,itl(u): (a@,)Ê(d) - o(Qp@))v

montre que Kero est un idéal de codimension I dans 0 et Kerp une
sous-algèbre de codimension I dans 0. Puisque aet p sont indépendants,
Kero îKer p est un idéal de codimension 2 dans 0.
(ii) il existe dr,dz € 0 tels que

a(d1) :1  Ê(d ) :0
o(dr) :s  0@ù:L.

(iii) En remplaçant dzpæ ldr,di, on peut supposer que d2 est dans le
radical nilpotent de 0 et que les applications

KerBx lR-+O
et

(do, s) r---.-+ exp sd,2 . e><p d,s

KerPx lR . - rO

(do' s) '-' exP da' exP sd2
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sont des difféomorphismes analytiques par 1.6.,
(iv) Il faudra dans la suite distinguer les 

"^ Êl"on

3.10. Cas 5a) t Él"or= 0.

: 0 et ll,on# o.

(i) On sait que tro : Ker 0 est une sous-algèbre de codimension I da,ns
O et que {d2} est une base coexponentielle à Oo dans 0.
(ii) Toute polarisation 11 pour / dans g doit contenir IJ,pæ ma>cimalité,
puisque îr: b + Ry est encore une sous-algèbre subordonnêe à, L.
(iii) Pour r : indfi Xt on trouve

zr(exp UY) : 
"-i'(t'sY) 

: e-is
zr ' (exp uU):1

("*o dr) (e* p uU) - 
"iu 

9ta1. "-:!9^-t
(exp sd2.exp da)zr,(exp gy) : s-tu
(expsd2'expdo)zr.(exp u(J) - ei"".

En effet, on se base sur les calculs

exp(-ztl)expX - expX.exp(-u"-a("'dx)g) VX e g

(exp d)(t/) - eo(d)U + p(d\ . ""'o'r, 
'"

' , 
a@)

exp(-ds) (exp(-sd2)) t"Ul - s-ù(ù) r(J - suY.

(iv) La relation

("*p dr,) (e*p utJ) : }uP@)'#

entraîne que 0, C 0o - Ker B. A nouveau, (00)" : 0zr et dim(00/(00),)
< dim(o/0"). La récurrence se fait sur dim(O/O,,), en remplaçant 0 par
0s et en gardant l'algèbre g (donc également I et A) inchangée. Si Ao
est la base coexponentielle à (Oo)" : 0,r dans Os, alors € : Co U {d"}
est une base coexponentielle à 0o dans 0.

3.11.  Cas 5b)  z  Plds#0.
(i) n existe X e n tel que IX,UI - Y. En effet, comme gl,on# O,
gl,oo<rl=0et g : g(t)*n, on peut ehoisirX e n tel que p@dX):t.
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Puisque adX est nilpotent, o(adX): g.
(ii) Dans la suite nous écrirons, pil abus de notations Keral"as:

Ker(o o ad) et K.tÉl"or: Ker(p o ad). Posons 9r : Ker gl,on, gr-:

Kerof  f lKer  P l  , - ,  Gl r :  expgr ,  Qz:  erygz,  0o :  Kerp,  g ,o :
l adg  '  

l a

expos. on a 
ao' Gr : €xp$1' I

g : lRXOgr  e t  U ,yegz .

La relation

ld,,r||(u): (a@ù9@ - a(d)B@))v
montre encore gue gr est une sous-algèbre dç codimension 1 de E et gz
un idéal de g. Notons que O(g) c n C Kerol"on. De plus, l'évaluation
de d([W,U]) pour W e g montre gue gr est Os-invaxiant et S2 est O-
invariant. Posons encore h : l.l
(iii) Par 1.6. {X} est une ba^s.'3'o"*Oorr"ntielle à g, n n dans n et à 91
dans g.
(iv) Par 3.9. l'application

Kerp  x lR -+O

(do,a) '-' exP ds ' exP aadX

est un difféomorphisme analytique.
(.,) L" calcul de

(exp d6'exp o ad x) t, : zr (exp(-ax)) . ("*p do) zr . zr(exp oX)

montre qus (exnd{'expoadX)r, 
"tr 

(exndo)7 sont unitairement équivalents.
(vi) Soit [)r une polarisation de Pukanszky pour /r dans gr. Alors
tt : br est également une polarisation de Pukanszky pour / dans g. En
effet le tait que g(l) c U(lù, U e gt(Lù, U / g(/) montre que t, : trr
est une sous-algèbre subordonnée à / dans g ayant la dimension cor-
recte. La vérification du critère de Pukanszky est due aux observations
suivantes : Soit k e ît et posons 6t : kln,€ trf. Par hypothèse de
récurrence il existe Wt € trr tel que /1 * k1 - Ad*(exp Wù(tù.
On montre que

h * h: Ad* ("ræ(tur + Àu)) (/r) vÀ e tR

23
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c'est-à-dire
L + k: Ad* (e*p0Yt + ÀU))(/) sur 91.

D'autre part,

(Ad. (exp( wr t ^q)@, xl : (Ad.(exp wù(I),x) + ^. 
eo("d wr) - 1

a(adW)

Lorsque À parcourt IR, on peut donc choisir À tel que

(Ad. (exp(wt r ^u\)@,X) : (t, x) + (k, x).

Puisque W *ÀU e th : tt, L + bt c Ad-(fr)(/), c'est-à-dire la polari-
sation I vérifie également le critère de Pukanszky.
(vii) Soit Do: expds €Do- expOs. L'évaluation de

o : do([x,u]) : [do(x), u] + lx,do(u)l
donne

do6):  -a(do)X modg2
=+ D;'(X) - eo(û)X mod92
=+ 'd'(op rX): exp(re"(4))g; modGz avec Gz C Gt

+ ao1(exprXexp Wr):exp(re'(6))ç; modGl Vr e JR, Wr € fi.

(viii) Soit zr1 e êt (par exemple zr1 : indfll Xt) et étud.ions zr :

ind$, z'1 : indfi rXt, sil est obtenu en prolongeant h pæ 0 hors d" gr.
Identifions GlGr: IR et dil : dr (mesure semi-invariarrte sur G/Gr).
La représentation zr : ind3, zr1 €st donnée par

(
Tln :  {€ '  c  -7{or l€(g.gr) :  zrr(gr) .€(9) Vgr e Gr et

(

1",',1l€(g)| lk"aE' *)
:  L2(R,?{or)

= , ' (R,r ' (Ro-t))

"(s')€(g) 
: L-t/' (s')€(g'-' . g)

l l "(g')€l l r ,  GlGù: l l { l l lz1c7cr) V( eî l^,Yg' e G.
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(ix) Etudions I'action de Os sur la représentation zr. On a :

1",",P(D;'g)di 
: 

Ior("" (exPrx 'exPw))dr

: I*r!*fr""@)x)),1,
: e-okrù 

|",",çb)dit

pour tout I e Lr(Glct).Alors le calcul

lltll2r,tc tc,t : lln(o;' s')€ll2y,çc 1c,)

: L(i'\nty-, 1",",1*("t'(r,-r 
ro1"* prx ..*vwrl))l'a,

: a(Do'g')- ' 
1.,.,1* ("t' (o'-' .*n('"-ata);;) 

)l' 
*

: a(D;19')-t^(g') | l{ l l2az ç /ct)

donne 
L(ol, g,): a(g,) yg, e G.

Rappelons finalement que Doz'(g) : n(ol'g), donc que

?loon = T{o = 12 (n, 12 (nr-t 1; .

(x) Definissons ensuit" oonr(gr) : nr(Dî'gr), fi € G1, et

TDo: ind$, (oonr).

Ona

(
Hnoo :  

t€ ' "  
-TlDonr-  Tl t r r  |  { (g.  gt) :  'oor(g)*Eb) Yh e Gt

"' I",.,l l((g) l lSr,onrdit' -)

= ,,(R,r,(Ro-t)).
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On a Â, : ArDo A, puisque ces fonctions modulaires sont toutes
définies à partir de la mesure semi-invariante sur G/Gr.
(xi) Iæs représentations Dozr et rpo sont ru-ritairement équivalentes,
l'équivalence unitaire étant donnée par

î,1 : U(Do) ,'llpon , fltrDo

(Uil(ù: 
"d(dù/zr(ol, 

g) y( eî.(,pon,yg e G.

On vérifie facilement que

U€ e Tlnoo, l lU€l ln"r" :  l l€ l lno. , ,  et

l, l o Dor : TDo oLl.

(xii) Comme Y est central et O-invariant,

zr(exp AY): zr1(exp AY\: 
"-i'(t'sY) 

: e-iu
Dzr(exp 

AY) 
-- 'on'r("*p yY): s-i'u

'on'("tp 
UY) : zrDo(exp gY) : 

"-eu.

Si of , :0, U est central dans 91 : kerÉl . Donc
l a d g  '  '  l a d g

zrr(exp uu\: 
"-i(t1'uu) 

- 1.

De plus, pour ds € 0s : ker B, Do : gDcp do,

'orrr(op u(J) :rrr (" (expzff) : zrr(exp ue-o(ù)U) : 1.

Par contre, .i ol"o o# O, remarquons que U appartient à toute polari-

sation trr de .t, -- lln dans 91. En efiet, si [1 est une telle polarisation,

tll: th+RU est une sous-algèbre de 91 subordonnêeà(,r, donc b'r: tlr
par ma>cimalité. Donc, pour Wt € gr,

(rt(op"4€)("*pl4zt) : Â;,t/'("*puu)((exp( -uU) . expW)

: A;:/'(exp uU){( ewwr exp(-ze-ct"a wr )y1)

: n;f/21exp zu)((exp w1).
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Puisque 7r1 est unitaire, A,,(expz[/) : I et zr1(expzU):1. Comme
précédemment, Dozrl(exp uU\ :1. Finalement,

(rro("*p uu){)(ocp rX . expW)
: Â;jj'z(exp zU){(exp( -uU) ' ercprX ' exp I4z1)

: t;)!'(exvzu)((exprX .exp I/Yl .exp(- ue-o(w')U) - expruY)

: a"-jj2 (exn uu)ei* ((exp r x exp w).

Puisque zrsro(expuU) est unitaire, Âoro("*p uU):1.1

(zr2o (exp uU)() (exp r X . exp Wù : ei'" E(exp r X . exp W).

(xii) Supposons 
"l , # 0. Alors il existe T e g tel que o(ad?) :

l a d  g '

1. Puisque ol"o,,= 0, on peut supposer ? e g(l) (en ajoutant, si

nécessaire, un élément de n) et B(ad?) :0, comme fll,on<rl=O. Donc

[T,U]: U et Ad(exp tr)(ru) : etrU.

PIus tard on montrera qu'on peut en fait choisir ? dans une sous-algèbre
nilpotente go de g telle que g : go * n. Les calculs montrent que

o(ad[X, Tl) :0 et B(ad[X,?]) : t

c'est-à-dire, en remplaçant X par lX,Tl, on peut supposer que X e
- l

[g,g] c n, si ol"o 
n#0.D'autre 

part, puisque

flr,xl,u]: -lx,uI
on a 

lT,xl-  -)(modg2.

(xiii) Notons gs : lRXOgz et Gs: expgg. Puisque

ItT,rX * g2l : -tæX modg2
: Q modg3,

g3 est un idéal de codimension 1 dans g et {"} est une base coenpe
nentielle à gs dans g. D'autre part, 92 est un idéal de codimension 1
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dans 93 et {X} est une base coexponentielle à gz dans gg. Ceci prouve
que l'application

R ' "g r -+G
(t,x,gr) r- ' exP tl 'exPxX ' 92

est un difiéomorphisme.
(xiv) Rappelons que O : IR adX * 00, adX e 0,. Donc dim(O/0") :
dim(os/(Os)"). D'autre part dimgl < dimg. La récurrence va donc
se faire sur dimg, g étant remplacé pax gr, et O pax 00. Une base
coo(ponentielle €o à (00)" dans Os, est également base coexponentielle
à 0" dans 0. Si [1 est une polarisation de Pukanszky pour /r dans
91, il en est de même de [ : br pour L et g. Si ltl est une ba"se
coexponentielle à [11 dans 91,

'3 : {X}u '$ l

est une base coexponentielle à b da"ns g. Remarquons poru terminer
que puisque g : g(C) +r, g1 : SrUù*nr et Oofur) C nn gl C o1, rr1
désignant le radical nilpotent d. gt. En effet, nous savons que g(l) C
91(/1),  donc

9r  :  g rn (g ( / )+n)

c h(l) * gr o n

c gr(/r) * nr

et gr - h(lr) * nr.

3.t2. 6me cas : C'est un cas particulier du 5me cas avec a : 0 et
ol , = 0. Les résultats précédenls restent valables.

lad g

3.13. 7me cas : (i) il s'agit de l'analogue complexe du 5me cas. En
efiet, les relations peuvent s'écrire :

d(u + iv) : e@)0 + iw)(u + iv)+ (o(d) + ip@))y
(exp d) (U + iV) : 

"vkt)(t+;'u) 
7U + iV)

e@,)(t + iu)
. (ev?)o+t-) _ 1) . ("(al + ip@))y.
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(ii) Nous montrerons que le ?me casr se réduit à trois possibilités :
a)ol  :o l  :01 :Q

'  ' l " d g  l a d g  l a d g

b) el . :0, ol . et Pl , sont indépendants'  '  lad,g ladg '  ladg

c) ol . ol et 0l sont indépendants.'  ' l a d g '  l a d g  l a d g

(iii) Supposons d'abotd gl"on= O et al,on#0. Il existe

X e g tel que p(adX) : O et a(adx) l0
d eo tel  que ç(d):  l ,  e(d):  B@) :  0.

Supposons fll . : k. 
"l 

. . En développant les relations'  
l a d g  l a d g

d,(Ix,ul) : ld,(x),ul + [x,d,(u)l
d(x,vl) : ld,(x),vl + lx,d,(v)l

on trouve une contradiction. De même ri Él"o n# 
0. Par conséquent

pl"on= 0,ol,on#o or Él"qrf 0 entraîn" ol,un .t 
fl*n 

indépendants.

(iv) Supposons ensuite vl^o"+ o. Supposons ol"on= Él"on= 0. n
existe

X e g tel que p(adX) : 1 et a(adx) : B(adX) :0
d  eO te l  que g@) :0  e t  a (d)  :1 .

De plus o(g) c n c Ker gl"on. L'évaluation des mêmes relations qu'en

(iii) donne une contradiction. Donc gl,on# 0 entraîne ol,on# 0 ort

9l,or* ''
(v) Remarquons que g(/) c Kerol"uno K"rÉl"on. Supposons çl,uo# 0

"t 
ol"o 

n: 
k. rl,on* 0. Puisque n c Ker pl,on et g(t) c Kerol"on:

Kergl"ac, g c Kergl"oo contrairement à I'hypothèse gl,on# 0. Ainsi

gl . et ol . sont indépendants. On fait un raisonnement a,nalogue'  l a d g  
,  

l " d g  
,

pou Él"ag si Él"on# o.

(vi) Supposons vl^on# 0. Par (v) on peut supposer par exemple que
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gl,urut ol"on sont indépendants. Donc il erciste

X,Xt e g tels que g(adX) : 1 et o(adX) : g

P(adX') :0 et o(adX') - 1'

Supposons en plus

9l^on: rpl^ar*"rol*r.

L'évatuarion ae [[x, x',],uf, 
f E, x'l,Y)et B(ad[x, x']) conduit à une

contradiction. Donc gl,as, ol"oo 
"t 

?l,unsont indépendants.

De (iii) à ("i) on vient de montrer que a), b), c) sont les seuls ca"s
possibles.
(vii) Vu I'indépendance de g,a,0, il existe dr,dz,d, eO tels que

9(dù : L, o(dt) : g, 9@ù : o
ç(dù :0,  a(d2):  1,  0@z) :  o
g(ds) :0,  o(d3) :  6,  0@s) :  t .

En remplaçant d2et ds par #(Idz,d,l-ulds dll), resp. fir(w[dz,dr]
* [dr,d1]), on peut supposer que d,z et d3 appartiennent au radical
nilpotent de 0. Donc les applications

(Ker p fl Ker a t-'t Ker B) x IRa + I
(do,tr,tz,ts) r+ expds' exptrdr expt2d,2' erçt3d3

et

(Ker 9 t-l Ker o t^t Ker B) x IRs + D
(do,h,tz,ts) r-l exptsds 'expt2d2 'e>rpt1d1 'expds

sont des difiéomorphismes analytiques par 1.6.

g.L4. Cas 7a) r pl"on= ol.on= Él"oo= 0.
(i) Posons Or : kero fl kerp, sous-algèbre de codimension 2 da,ns 0.
Alors, vu la décomposition 3.13. (vii), {d2,d3} est une base coer(pe
nentielle à 0r dans 0.
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(ii) Puisque U,V,Y sont centraux, ils appartiennent à toute polarisa-
tion.
(iii) Pour zr : indÊ Xe on trouve

Dr(uPYY) : zr(e.xP YY): s-tu
r(exPuU) : zr(exp uV):1

(exp tgdg.exp t2d2.exp t1 d1'orn do), 
1"rç p UU . exp UV) - 

"i(t2ultsa),
En effet, on se base sur le calcul

exp(-do) exp(-trdr) exp(-t2d2) exp(-tsd"\(uU * uV)
: 

"-t' 
((cos t1w)u- (sin hQu)u + e-t' ((sin trar)u * (cos hw)a)v

-(tru * tsu)Y.

(iv) La relation

(exp t3ds.exp t2da.exp t1 d,1.exn ù ) r, (gxp U(I . exp UV) : 
"i, 

(t2u ltsu)

entraîne que 0o C 0r. En effet

D : exP d, : exPtsds . expt2d,2. exp t1d1 . exp do € er(p Ozr

entraîne que t2 - tB:0. Donc

D:e) (pd :exp t td r .expds

et

exP d'(u + iv) 
: 

""',,':'::".:;i' . m(o(al + iP@)Y

ce qui montre que o(d) : p(d):0.
(v) Puisque oo c 0r, (or)o : or €r Am(or/(or)") < dim(o/0"). La
récurrence se fait sur dim(O/Or), en remplaçant O par 0r et en garda"nt
l'algèbre g (donc également b et A) inchangée. Si C1 est la base coex-
ponentielle à (0t)" :0o dans 01, alors €: €r U {dr,d3} est lne base
coexponentielle à 0r, dans O.
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3.15. Cas 7b) et 7c) : Ces deu< cas peuvent être traités en partie
simultanément.
(i) Comme ol . et 0l . sont indépendants, il existe Xz,Xg tels

l a d g  '  
l a d g

que o(ad Xz) : 0(ùXù : 1, o(adXs) : p(aÀXr'1 - g. Puisque
g: g(t) * n, que ol"on1rl= gl^on<rl=.O, on peut supposer X2,Xe e n

(en ajoutant, si nécessaire, un élément de g(/)). De plus pl"on= 0 
"t

9@dX2) : g(adXs) : 0. Dans le cas c) on peut droisir X1 e g(l)
(en ajoutant, si nécessaire, un élément de n) tel que g@À,X) : L,
o(adX1) :  B@dXr) :0.
(ii) Dans le cas c) on peut même supposer Xz,Xs e [g,gl. En effet,
dans ce cas il suffit de remplacer Xz,Xs par X!r,X{ donnés par

xi : 
#CWr, xzl * wlx1, xrl)

4 : 
* rLrf-'lx'' x'l - Ix''x'l)'

PIus tard on verra qu'il est permis de choisir Xr dans une sous-algèbre
nilpotente go de g telle que g : go * n.
(iii) Posons

01 : Kera îKer B
gr : K"rol"ono K"rÉl"on

gz : K..9l"onfl Kerol"onfl K.rÉl"on.

Ona:
U,V ,Y  €EzCgt

et gz - 91 dans le ca"s b). En calculant dt(IWr, U]) et ù(lWr, V]) pour
Wt € fi et d4 € 01, olr voit que

0r (g r )  cgzca ; , .

Donc g1 est une sous-algèbre O1-invariante de g et 92 est un idéal 0-
invariant de g.
(iv) En évaluant d(IXr,Ul), d(lxz,V)), d(IXs,Ul), d(lxs,Vl) on voit
que

: ,  î  ) ( i)mods2,mod(g2nn).,(i:) : -aar (
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De plus, le calcul ae [[Xr, x"],Ul : 
flxr,xtl,V): 0 montre que

lX2,Xsl e 92.
(v) Par 1.6., {X2,Xs} est une base coexponentielle à gr f-tn dans n et
à 91 dans g. De plus, puisque

K"r pl"oo: IRXz O lRX3 6 92

{Xr,Xr} est également une base coexponentielle à 92 dans K"tpl"or.

Darrs le cas 7b), Ker gl,or: g. Dans le cas 7c), Ker gl,onest un idéal de

cod.imension 1 da.ns g et {Xr} est une base coexponentielle à Ker glron

dans g. Donc les applications

R' 
" 

g' --"'+ G

(r2,rs,W2) r+ exp r2X2. exp r3X3 . expW2

dans le ca.s 7b)

resp.

R t t g ,  r )  G

(rt,rr,rs,Wz) ** exprlxl '  expr2x2' exprsX3' ffPWz

dans le ca.s 7c)

sont des difféomorphismes analytiques. De plus, puisque

exp r 2 x 2', exP rs x3 : exp (r 2 x 2+ r3 x3 )' [exp (- r 2 x 2 - rexe ) exp r 2x2 exp rs x3],

que adX2, adXs sont nilpotents, que lX2,Xsl e 92,

log[exp(-rzXz - rsxs) expr2X2. exp r3Xs] € 92

et les applications

R ' "g ,  -+  G
(r2,rs,W2) H exp(r2X2 * rsXs) .e;lcpWz

dans le cas 7b)
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resp.

Rt tg ,  - )  G
(rr,rr,rs,Wz) r* exp r1X1 exp(r2X2 * rsxs) ' eWWz

' dans le cas 7c)

sont des diffeomorphismes analytiques. De même, puisque {Xr,X"}
est également une ba"se coenponentielle à 91 dans g, les applications

R" g' --'-+ G
(r2,rs,w1) '-- expr2x2' expr3x3' expwl

et

R ' *g '  +  G
(r2,rs,W1) -' e;ylp(r2x2 * raxs) 'ewWr

sont des difieomorphismes analytiques.
(vi) Puisque g2 et gz t^ln sont O1-invariants, la relation obtenue en (iv)
donne

ù(xz + i/.a) : -ç@ùQ - iu)(x2 + ixs)mod(sz n n)o

expdl(x2+i&) : 
"-v@r) 

[cos(p(d1)ar) + lsin(g(dt)r)]
(Xz * ixg)mod(gz rl n)a

expdr ( f; ) 
: 

"-v@ù1ççr(r)w) (i; )mod(s2 
nn)

expd,1(r2X2* reXs) : expdl ffæ Ol ( :: )lL  
-  - ' \ rs lJ

: (Xz Xe) . 
"-v@ù 

(ç(-p(dr),.r' ( '" \
' \ " ' /

mod(92 f-t n)

D'exp(r2x2*rsx') _ *pftæ xs)s-v@r)K?p(d,ùr, (;: )1L 
*odG,
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et, puisque tout élément de G s'écrit sous la forme æp(r2X2 * rexs) .
exp 'Yl on a poru I'action de Or sur G,

D'lexp(r2X2* rsxs) exp tYrl

modGr.

(vii) Soit t, : llnret soit llr une polarisation de Pukanszky pour /1

dans 91. Par ma>rimalitê, U,V,Y e \1. Alors b : th est également
une polarisation de Pukanszky pour / dans g. En effet, le fait que
g(l) c h(Li, U,V e Sr(l) et U,V / S(l) montre que l) - [1 est une
sous-algèbre subordonnée à / dans g ayant la dimension correcte. La
vérification du critère de Pukanszkv est due aux observations suivantes :
Soit k e [1 et posons kr : kln,e"b*. P* hypothèse de récurrence il

existe Wr € [1 tel que

h * let: Ad*(ex' Wt)(lù'

On montre que

h + ler: Ad* ("*(tt + Àt/ + tN))Q'ù VÀ' p e IR'

c'est-à-dire

t, + k: Ad* (e.p(% + ^u + ttv))(/) su 91.

D'autre part

(Ad- (exp(Wt r Àu + pn)(t), Xz * ixs)

: (Ad* (exp w)(0 , xz t- ixs> + "ror'"oY"r" ,-r' ,;!r(À + rp).' (1 - iu)e@dW11

Lorsque ), + i1,t pa.rcourt C, on obtient C tout entier, donc on peut
choisir À et p tels que

(Ad. (exp ( Wr * Àu + t'V\) (4 , X, + iXB) :

(1, Xz + ixsl' + (k, Xz * iXsl.
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Puisque Wr* ÀU+ pV e br: b, t+bt c Ad-(I/)(/), c'est-à-dire la
polarisation I vérifie égdement le critère de Pukanszky.
(viii) Sur G/G1 nous définissons la mesure semi-invariante par

L.-  €( .*oW)d,upW ,WesJclQ
I

: 
/o, €(on{"zXz * raXs) 'expW1)dr2drs Wr € 9t

1 r: 
t, €G"otr2x2 * rsxs))ilr2d'rs,

( étant une fonction constante sur les cla"sses modulo G1. L'homomor-
phisme Â tel que

1", 
",e 

(("t n w' )-t exp nr) d ex p w : a (exp, ) I 
", ",€(e*p 

w) iI exp w

vérifie
r  . .
I €(e"p(-lYz) expW)dxpW

JG/G1

: [-,- €("*p W[exp(-W)exp(-W2)oç W])d qpW
JG/G1

: [^,^ €(op w)d,expw
JG/GT

c'est-à,dire Â(exp Wù = 1 pour Wz € Ez.

I .
I {(exp(-s3Xg) exp W)dexpW

JG lGr

: [ ((exp(-seXs) exp(r2 Xz r rsXs) expWl)d.r2d,rs
JG/Gr

f: 
Jr,",((exp(r2X2 * (rs - ss)Xs) expwlexpWl)dr2drs

: [ €(exp(r2X2 + rsXs))drzitrs
Jc/cr
f: 

J",.,€("*p w)dexpw

c'est-à-dire A(expssXs) = 1.
De même A("rç szXz) = 1. Ainsi A : 1 dans le cas 7b). Pour Dt :
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expdr avec d1 € 01,

1", 
",( 

("t' (exP @) d e*P w
î: 

J","r€(Dl' 
(exp(r2x2 * rsxs) ' D'-'exp wùil'rzd'rs

: 1",",*(*tlt*,r,1*uùK(p(d',),) ( f )D d,rzd,rs
: e-2e@r) 1",",€("*n@rx, + uexs))duzdus

: e-zç@t) 1","r{(erç w)d,expw.

D'où, dans le ca"s 7c),

f

l t 1 
",€@*v( 

-st Xt ) exP w) d exP w

: 
I 
", ",€ 

('*n "at-"' *""*n 
I/ . exp (- s1 x 1)) d exp w

: 
1", 

"r€ 
("*n "at-"'*""* w) a exp w

:  s-2s1 
|",.r€(exp 

w)d,expw

c'est-à-dire A(exp srXr) : s-2s1.
Comme dans le cas 5b) on montre que

A('i ' .*p W) :A(exp w) YW e E,VD: € exp01.

(ix) Soit tr: tlo, et soit br une polarisation de Pukanszky pour /1
dans 91. Alors b : br est une polarisation de Pukanszky pour / dans g
et

zr : indÊ y2 = indfl, (inafii ,r,) :ind$, zr1

gn posant zrr : indÊl Xz,. Posons rpr: indf;, ('rnr) et montrons que
Dtr et 7rpr, sont unitairement équivalents pour D1 € exp01. On a

?{Drnr : Tlnr:- tr21Rk-21 et
?torn : î{n
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: 
{e t c - l{nt | €(e*p w .æpwr) : zrr(exp wr)'€(o.p ly)

YWr € E, "t 1",", ll€("*p w)llk,dorpÛ < +oo)

_ ,'(R', r2{nt-z;;

T l t rDr  :  {e  rC -T{Dr t r r :? {n , I€ (e*pW.expW)

: (D'zr1)(exp tYr)-€(er.p H/)

YWt e E, "t 1"t", ll€(e*p w)llï,dexpÛ < +*)

_ ,'(R', r'(Ro-')).

On a Âo : ArDr Â, puisque ces fonctions modulaires sont toutes
définies à partir de la mesure semi-invariante sur G/Gr. L'équivalence
unitaire entre Dtzr et rp, est alors donnee pa.r

U : U(Dr) : 7{.o, n --,,'llnDr

Q/€)(s) : ev@)q(''-'(g)) v( e ?{o,o,ys e G.

On vérifie facilement que

U{ e?{nr,,l lU€llu"o, : l l€llzo,r, et

lrl o D'r : TDr ol,l .

(x) Comme Y est central et O-invariant

z'(exp UY): r{expgY) : e-is
'n'("*p 

UY) : 
'ttt("*p 

AY) : 
D'n1(expgY) : rpr(æpgY) : e-ia.

Pour dr € 0r on a

dr(U + iV) : p(dù(r + i.u)(U + iv)
exp dr (u + i,v) : 

"v?r) (cos(p(dr) w) + isin(e(d1)ru)){u + tv1

,  ( u \  n ( à . , \ t z r  / ' \  ' / u \expdl ( . ; , )  :  
"v@)Y1r1d)w)  ( ; , )

"*vdt(u(J +uv) :  (u v1se@rlxeç(a,)r) (  ï)



cHAprrRE a, DIFFÉRENTEs Értpns D'IIND ... 89

Ceci a lieu en particulier pour d1 : ad.Wr avecWr € 91. D'où

(ttt("*p uU -expuV)€Xe*p talt)
: A;,r/2(exp uU . expr,'Iz)((exp(-u[J -uV)expW)

: Â,-,1/2(exp u[I .expufi((e*pwy ewl4 q"-'("dwr)
\L

K(p(ad,wùw) ( -: )l)'  
\  -o )  J)

: A;,ti'(.*p uIJ .expuv\((expw)

: €(exp tfr)

puisque 7r1 est unitaire. D'où

r1(expuU'expuU) : zrr (o<p(uU -f uq) :1 Yu,u

et

''rr, ("*p( uu r ufi) : 
"r(ru 

v)e-e@ù 6(,p(d,ùw) ( ; )) 
: t

Finalement

zrp, (exp uU expol/){(exp rsXs.expr2X2exp t71)
: O-t /z (exp u[J expuy)€ (exp ( -av)exp(-zU) exp rsX3

æpr2X2exp tllr)
: €(e*p rsX s . lexp 

ad(-rr xs)exp (-t'Il)) exp r2X2
.Enad(-rzxr)exp(_u1)] . op yllr)

: €(e*p rsXs.*pr2X2.exp(-uU - uv)epWrexp(r2u* rsu)Y)

: .i(r2u*rsa) E(op"rx, exp r2X2expW1"*p f(U V)e-v@dwt)- \  
L

K(ç(adw,)w) ( -: )l)'  
\  -a /  J l

: 
"i'(rzutnu) 

q(op"rX, expr2X2exp I,71).

(xi) Dans le ca.s 7b) on a pour D : expdo .e:(p srdt. ery(sz adxz) .
exp(ss adXe),
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exp fr.exp cldl .exp(sz ad X2).exp(ca ad Xs)n.

: zr(exp(-sexr))"(*p etrxù)lexpdo'expcr 
o'n) ' zr(orp szxz) '

. zr(expssxs).

DOnC lexpdo'expcrdl'exp(s2adX2)'exp(s3adXs)tt; et (€xp fu'exps1d1O) SOnt Uni-

tairement équivalents, avec do € Ker g AKerallKer B.
De même, dans le cas 7c), (exp4'exnel adxl'exp(s2 adx) exp(ssadxt)zr) et

('*p 4 zr) sont unitairement équivalents.
(xii) Rappelons que 0 : lR, adXz * lRadXs + or, ad Xz e 0,, adX3 e
0,. Donc dim(O/0") : dim(Or/(Or)"). D'autre part, dimgl ( dimg.
La récurrence se fait sur dimg, g étant remplacé par gr et 0 par 01.
Une base coexponentielle Cr à (Ot)" dans Or, est également une base
coexponentielle à O, dans 0. Si llr est une polarisation de Pukanszky
pour /1 dans 91, il en est de même de [ : 11, t et g. Si l9l est une
ba"se coexponentielle à [11 dans 91,

g :  {Xz ,Xr }  u  A ,

est une base coexponentielle à [ dans g. Remarquons poru terminer
que puisque g:  g( l )  *r ,  gr  :  U( l r )  *nr et  0r(gr)  c nngr C t t r ,
n1 désigna.nt le radical nilpotent du gt. Le raisonnement est analogue
à celui du cas 5b).
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Chapitre 4

Les espaces EE

4.1. D'après 1.8. I'opérateur nU), n e G, est un opérateur à noyau
dont le noyau /, est défini sur G x G et vérifie une certaine propriété
de conariance. Vu notre action erponentielle, nous pouvons considérer
le noyau de (Dzr)(/) -- 

"ffD), 
c'est-à-dire nous pouvons regarder la

fonction noyau cornme une fonction de D. Cependant, puisque Dzr
et n sont unitairement équivalents si D € Do,la fonction noyau sera
seulement considérée comme une fonction sur D/D". Etant donné la
base coexponentielle €,: {dt,...,dn} à O, dans 0 construite en 3. par
récurrence, tout élément de D lD" sera identifié à un élément de IR'
par

(exps,,d,)  . . . . ( "*p szdz).  (exps1d1) .Dn j  (sr , . . . ,s, , ) .

D'autre part, puisque nous ne travaillerons qu'à équivalence unitaire
près, les espaces des représentations ne seront pas déterminés univo-
quement. Pour cette raison nous avons pris I'option de faire agir toutes
nos représentations sur .L2(lR*) où ,h : aim(g/t;), [ éta.nt la polarisa-
tion associ& à L si zr : indf Xs. Cela nous amène à introduire l'es-
pace de fonctions ES(N,R',R& x R*), fonctions qui seront noyaruc des
opérateurs b$), où ((o)p, D eDlDr, est une famille d'opérateurs
sur .02(lR&) unitairement équivalents à Dzr. La lettre N indique que,
pour des raisons tedrniques, noun dewons introduire N paramètres
supplémentaires. La lettre S dans .ES suggère qu'il s'agit d'un ana-
logue des fonctions de Schwartz et la lettre .E indique qu'il faut exiger
une décroissance exponentielle dans certaines directions.
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Dans ([Lud. 4]), Ludwig introduit les espac€s ̂ES dans un contexte
légèrement différent. Contrairement à Ludwig nous n'avons pas besoin
d'introduire des transformations de Fourier partielles dans la définition
de .E5. Cela est dû à la forme particulière g: g(t)*n de notre algèbre
de Lie. En effet, grâce à cette forme p.articulière les noyaux considérés
seront des fonctions de Sdrwartz dans les directions correspondant à
GlH. Chez Ludwig par contre, les noyaux ne dépendent pas de I'ac-
tion. Cela provient du fait que son algèbre de dérivations extérieures
vérifie ù.(l):0. Elle est donc contenue dans 0,. Dans ([t"p. Lud.])
on travaille avec un espace de fonctions légèrement difiérent.

4.2. Déflnition : L'espace ,ES(N, R', Re x Re) est I'ensemble des
applications C* de IRNxIR'xlRÉ xlRe dans C telles que quels que soient
a :  (otr . . , ran), ,  ^9 :  (sr ,  . . . ,  sr) ,  T :  ( t t r . . . r tx)  et  T '  :  ( t i ,  . . . r tL)

(1) llFll,,p : ll"@,">p(o,t, T,T';#,*,#,hl
F(îi S;r;r')lda dS ixT dr' < +æ

pour tout P, où (o, S) : olst 1...*ansnet où P désigne qne expression
polynomiale en les variables f,S,T,?'et leurs dérivées partielles. On
munit l'espace .ES(N,R',R& x Re) de la topologie engendree par les
semi-normo llFll,,".
4.3, La condition (1) est équivalente à chacune des conditions suivan-
tes :

(2) | 1",r",o, p(o, r, T,T, i *, *, #, #l
F(n; Sir;r)ld,z d,S dT dT' ( *oo

Vc :  (or , . . . ,c,")  € IR, ' ,VP,

sup lrt.',s) p(n;.g,?. T':!,9. 9. 9t
E,s,T,Tt, '  " '  

' '  '  ôî '  0S' lT' lT')

F(û; S;r;r')l ( *oo

Vo : (or,..., an) € IR'n,VP.
Ces expressions forment également une famille de semi-normes pour la

(3)
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topologie de ES(N,R',Re x R&).
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(4) ,,ffi,1r"''")lP(e; s,T,T' 1 *, #, #, #,1
F(î; S;r;r')l ( *oo

Ycr:  (at , . . . ,  an) € R",VP.
(5) L'application

(n;st ,  . . . t  sni t1,  . . . , tx; t l ,  . . . , tL)
H earsr+ " '+a^3" F(f i  st ,  . . . ,  sni t t ,  . . . r tn i t l r ,  . . . r t | )

est une fonction de Schwartz pour tout (a1, ...,an) € IR't.
Remarquons simplement que l'équivalence de (1) et (2) resp. de (3) et
(4), est obtenue en divisant le domaine d'intégration en deux domaines,
à savoir celui où orsr * ... * ansn ) 0 et celui où a1s1 * ... * ansn <
0. L'équivalence de (1) et (3) découle des propriétés des fonctions de
Schwartz.

4.4, Soit B € g un élément tel que g@) + 0 pour toute racine g
non nulle pour I'action de adg. Alors R est un élément générique et ge
défini par

go :  {W e  g lam:  (ad^R)- (W) :0}

est une sous-algèbre nilpotente de g telle que I : go*n ([Dix. 4], 1.9.9).
Dans la suite gs désignera une sous-algèbre nilpotente quelconque de g
te l lequeg :go*n .

4.5. Soit (C1, ...,C^) une base de Jordan-Hôlder de n ([Lep. Lud.],
p. 2) et soit (.B1, ..., B,) une base coexponentielle à n dans g choisie dans
go (toute ba.se supplémentaire à n choisie dans gs convient). On obtient
une base de Malcev de g par réunion de ces deux bases et la mesure de

{aar de g coihcide alors avec la mesure de Lebesgue pour les fonctions

/ définies comme dans la suite ([Lep. Lud.], p. 9). Nous appellerons
bases n-spéciales les bases construites de cette ma.nière ([kp. Lgd.],
p.72). Pour toute fonction .f sur IRN x G, définissons la fonction / r*
IRN x R'r- par

î@; 
"t 

..., sr, tr, ...,t*) :.f (t, 
"r.p 

srBr...e{p s1B1.e{p t*C^...oçtrCr).
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4.6. Définition : L'espace ES(N, G) est I'ensemble des fonctions /
définies sur IRN x G telles que les fonctions / correspondarrtes soient
des applications C- de IRN x lR'+- dans C vérifiant

(1) ll/l l,,p : f "t', 'I l"(o' s,ri#',*,#tnr;s;r1l
drdS dT ( *oo

Vo :  (ar , . . . ,  o,r)  e lR' ,VP,
où,S: (st , . . . ,  Er) ,7:  ( t r , . . . , t*)  et  P désigne une expression poly-
nomiale en les variables fr,S,T et leurs dérivees partielles. On munit
ES(N, G) de la topologie engendree par les semi-normes ll.f ll,,p.
4.7. Remarques : (i) D'après ([Lep. Lud.], p. 73), la définition
précédente est indépendante de I'algèbre nilpotente go et de la base
n-spéciale choisies.
(ii) Dans ([Iæp. Lud.], p. 72) on fait une construction analogue pour
une ba.se coexponentielle à une sous-algèbre p de g donnee.
(iii) La condition (1) est équivalente à chacune des conditions suivan-
tes :

O \  [ " ]<o ,s l l lP t - ^^Ô 
A  ô ' -  ,

r | (z;s, ri an, os,M)Î@; s;r)Wds ilT ( *oo

Vo:  (o t , . . . ,  a , )  €  lR ' ,VP.

(3) f,Ï1r1,,",", e(n; s,ri #, #, #l i @; s;r) | < +oo

Vo:  (ot , . . . ,  o , r )  €  lR ' ,VP.

(4) 
"..,Ï0"1"',","\p(n; 

s,ri#,*,#li(r; ^e;")l < +oo

Vo:  (o r , . . . ,  o , )  €  IR ' ,VP.
(5) L'application

( f r ;  
" r ,  

. . . ,  s r r t r r . . . , t * )  r+ 
"c1s1{" ' }o ' " ' î (n ;s l r  

. . . r  sr r t r ,  . . . r t * )

est une fonction de SchwartzY(a1r...rar) € lRr.
(iv) Afin de simplifier les notations on identifiera / et f dans la suite.
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4.8. Dans les différents cas à considérer dans la récrurence, on choisira
les bases de manière plus particulière et on modifiera légèrement la
forme d" .f, t"rp. f.
(i) ler qæ : Puisque g est abélien, le choix de la base est arbitraire.
(ii) 2me cas : Comme o C n et que. s est un idéal, on peut choisir
les premiers vecteurs de base de n dans o et les suivants dans un
supplémentaire à o dans n.
(iii) 3me cas : Puisque I/ est central dans g, on prend Cr : Y.
(iv) 4me cas : Puisque Y1etY2 sont centraux dans g, on prend ct : Yr
et  c2:  f r .
(v) 5me cas :

a) Cas 5a) : Par minimalité de I'idéal Rt/ + lRY, on peut choisir
c t :Y  e t  cz -  U .

b) Cas 5b) : Puisque adX est nilpotent, {X} est une base co
exponentielle à 91 f'l n dans n et on peut choisir Cr:,Y, Cz: U,
C*: X. Choisissons Cr,...,Crn-r dans Kera1Ker0l . f ' ln. Alors

lad g

(Cr,...,C*-rl est un idéal. Montrons ensuite que si ol^on*0, on peut

choisir go de manière à avoir T a go. Dans ce cas on pourra donc
prendre B, : ?. En effet supposons que dT + bX + W2 ,'ec Wz e gz
soit ur élément générique. Puisque l'addition d'un élément nilpotent
ne clrange pas le caractère générique, aT +Wz est également générique.
Alors nécessairement a f 0, puisque [Wr,U]: 0, c'est-ildire que W2
annule la racine a. D'où, en remplaça,nt ? par ? i lWr, on trouve
un élément générique tel que V + *Wr,Ul : U. Dans la suite nous
supposerons ? générique tel que [?, U]: U. Alors

T .  go :  {W e  g lJm:  (ad?) - (W) :0}

et on peut choisir B, :7. Dans ce cas on peut modifier légèrement
I'ordre des vecteurs de base, c'est-à-dire / e .ES(N, G) si et seulement
si la fonction

f  (*r  sr , . . . r  sr- I ,  À;  t r ,  . . . , t* - t ,  l r )
: /(r;exp \T exp p,X exp sr-rBr-r...€xpsr BlexptrylaC*-r

. . .exp t ;Cù

vérifie les conditions équivalentes (1) à (5) de 4.6. et 4.7. On notera
simplement /(e;e*pÀ?exppX .?r, .exp t2U exptlY) avec
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ur: exp lr-tBr-r...exps1B1 elxpt*a0,'"-r...exPfsQ. En efiet, il suf-
fit de rema,rquer que

exp ( -s1.Bt )... "*p 
(- s, - r B, -r) exp p X exp .e7- 1.8 r -!... enp s1 .B1

peut s'écrire sous la forme

ex{l4&(st, ..., sr-r)Ct + ... + PF,.(sr,..., sr-r)C*l

où les 4 sont des fonctions C- à croissance bornée exponentiellement,
de même que leurs dérivées, par ([Lep. Lud.], p. 69). Donc

exp À? exp pX exp s r -L B r -t... exp s1 .B1 exp t,,, -rC r,.-r... exp tr Cr
- exp À?exp sr-rBr-t... exp s1.B1 ffpQ*X expQ*aC*-r...exp QrCr

où les 8; sont des fonctions C-, polynomiales en tr,...,trn-trp et à
croissance bornée exponentiellement €r1 s1,...r sr-I, de même que leurs
dérivées, par la formule de Campbell-Baker-Hausdorff qui est polyno.
miale pour I'algèbre nilpotente n. Réciproquement,

exp À?exp sr-rBr-1... exp s1B1 exp pX expt*aCa-r... exp trCr
- exp À?[exp s r -r Br-r... exp s1 .B1 enp pX exp(-s1 .B1 )

... exp(-s,-rBr-r)] . €xp s,-18,-r...êxp s1.B1 exp t*-rC*-r... exp t1C1
- exp À? exp Q;X exp QlaC,*-r ... exp Q\Ct exp s,- 1 Br-r ... exp s1 .B1

. exp t6-1Cv1-r... e{p trCr
- exp À? exp Q;X exp s,-1 Br-r ... exp s1 81 up Q'!,-$ *-r ... exp Q'iC,

oir 8l sont des fonctions C*, polynomiales ê\ lL, à croissance bornée
exponentiellement €r.e1,...r sr-I, de même que leurs dérivées, par ([Lep.
Lud.], p. 69). De même, les Ql sont des fonctions C-, polynomiales en
trr...rtrn-t,;1, à croissance bornée exponentiellement €rr s1,...,sr-1, de
même que leurs dérivees. En effet, on fait un raisonnement analogue
à celui effectué précédemment en on utilise le fait que (Ct, ...,Crn-tl
est un idéal. D'où la conclusion. Lorsque ol . = 0, le facteur ercp À?
manque dans les expressions précédent*. Il 

"iiit*portant 
de remarquer

que dans ces raisonnements, les coefficients de Brr...rBr-t,T restent
inchangés. Remarquons aussi qu'avec le nouvel ordre des necteurs de
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base, on a toujours une base de Malcev, donc que la mesure de Haa.r
coihcide avec la mesure de Lebesgue.
(vi) 6me ca.s : Ceci est un cas particulier du 5me cas.
(vii) 7me ca^s :

a) Cas 7a) : Puisque U,V,Y sont cpntrarx, on peut choisir Ct : Y,
Cz :V ,Cs :U.

b) Cas 7b) : La base de Jordan-Hôlder dans n peut être choisie de
marrière à ce que Cr : Y, Cz : V, Cs : U, C*-t : X2, C^ : Xs.
En effet, gzîrn est un idéal dans n, IXz,Xs] € nfrg, et n: IR.Xz 0
IRXB O (g, n n). De plus, / e E.S(N, G) si et seulement si la fonction

7 @r  r r ,  . . . ,  s r r  h , . . . , t * )
: .f (r, er<p srBr.,. exp s1B1 exp(t*aC*a * t*Crn) exptn -2Cn -2

...exp ttCr)

vérifie les conditions équivalentes (1) à (5) de 4.6. et 4.7.
En efiet,

exp (t ̂  aC ^-r * t *C *) exp t rn-2C * -2... exp t 1C 1
: exptlC*exptl-rC,,-r e:<p tl-rC*-2... e:(p t'rCr,

les t! étant des fonctions polynomiales des t1 et réciproquement, pa,r
nilpotence. Par un raisonnement analogue à celui efiectué dans le ca"s
5b), on montre qu'on peut faire passer le facteur exp(t*aC*-1 +
tr"C*) en tête de la décomposition. On notera simplement, après
changement du nom de certaines coordonnées,

J(2, exp(t2 xz * fsXs) ' u, ' exp uU expuV exp aY)

avec ?o : €xp srBr...exps1B1 expt*-2C*-z...exptaCt. De plus, la
mesure de Haar coihcide toujours avec la mesure de Lebesgue pour les
coordonnées "mitigées" considérées.

c) Ca.s 7c) : Comme dans le cas 7b), la base de Jordan-Hôlder de n
est choisie telle que Cr : Y , Cz: V, Cs : U, C^-r : X2, C* : Xs.
Comme dans le cas 5b) on remarque qu'on peut choisir Xr e go (Xr
générique) tel que
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Donc on peut poser Br: Xr. Un raisonnement analogue à celui du cas
7b) montre alors qu'il suffit de considérer les erçressions de la forme

.f (t;exp t1X1 exp(tzXz * tsXs)' u, ' e]çp uU 'expuV ' expyY)

avec w : enP I r-r B r -r... exp s1 81' expt*-2C *-2... exP t aC a, la décrois-
sance exponentielle étant exigée pour les coordonnées t1 , s1 , .. . , sr- 1 . De
plus, la mesure de Haar coincide toujours avec la mesure de Iæbesgue
pour les coordonnées "mitigées" considérées.
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Chapitre 5

Les fonctions de
EE(,n'r,Pn,Rk * rek) comme
noyaux

5.1. Dans ce chapitre nous démontrerons que les fonctions de .ES(N'
R',Rk x IRo) peuvent être considérées comme noyaux d'opérateurs
(p(/), D eD, (p étant unitairement équivalent à Dzr. Comme précé-
demment, nous supposerons g: SQ) * n exponentiel, I e g* et G :

exp g groupe de Lie exponentiel connexe, simplement connexe associé.
De plus, notut supposerons que O : €xPO agit exponentiellement sur G.
Nos démonstrations s'inspireront de celles de Ludwig. Les difiérences
avec le ca.s étudié par Ludwig ([Lud. 4]) ont déjà été soulevées en 4.1.
Le théorème étudié est un résultat très technique. La démonstration
se base sur les différents cas de récwrence étudiés précédemment et
utilise de façon primordiale le théorème d'inversion de Fourier. Soient
I e g*, b la polarisation de Pukanszky pour / dans g construite en 3.,
ff : exp \ et r : indcn,t. Nous identifierons D lD" à IR' grâce à une
base coexponentielle {i|r,...,d*} à Oo dans O construite comme en 3.
Nous supposerons cette base coexponentielle fixée une fois pour toutes.

5.2. Théorème : Pour tout D e D il ociste une représentation
unitaire (p de G sur tr'(lR*), unitairement équivalente à Dzr, vérifia.nt
les propriétés suivantes :
Pour tout F e ES(N,R',Rk x Re) il existe / e ES(N,G) tel que:

49
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(i) (p(/) a pour noyau F, cequi signifie que si D : exp a^d*...exp alir
mod0r, alors

Co( l  @; . ) )€ ( t r ,  . . . , t t )  :  
Iu r r6 ; ta r , . . . t&n i t r , . - . , t x is r , . . . , s r )

6("r, ..., s3)ds1 ...dsr"

quels que soient t € lRN, i e I2(Rk).
(i i) Si F(nq.;.; .) = 0 pour un certain 16 € IRN, alors /(Ze;.) = 0.
(iii) Si, pour une certaine fonction q sur IRN, q. F e.ES(/V, R', RÈ x Rk),
a lo rsg . feES(N,G) .

Démonstration: La récurrence se fait sur di*g+dim(O/0"). L" début
de la récurrence est obtenu pour dimg * dim(olo") :1, c'est-à-dire
pour g - lR et ?foo :0. Il s'agit d'une situation particulière du ler cas
étudié dans la suite. Pour D € O, nous noterons U(D) I'opérateur uni-
taire tel qrcU(D)o Dr : (poU(D). Nous traiterons assez rapidement
les raisonnements analogues à ceux de Ludwig ([,ud. a]).

5.3. Etude du ler cas : Puisque g est abélien, on peut sup-
poser g : lR- et o : {0}. On a.ES(N,R",R& x lR*) = S(R*)
et ES(N, G) = S(Rt x R-). La représentation zr coîhcide avec le
caractère Xa, c'est-à-dire zr(/) peut être identifié à la transformee de
Fourier en -1,. Soit F € S(RN). Choisissons u € C|(IR,-) tel que
û(-l): 1, l? transformée de Fourier d'une fonction f e Lt(R-) étant
définie par iQ) : t f @)ei(æ't)6* pow n,L € IR-. Posons f (ù;r) :

F(n)u(r). Alors / e S(RN x R-) et r(1@;.)) = r1z1 (multiptication
par .F'(r)). Il n'y a pas d'action à considérer dans ce cas.

5.4. Etude du 2me cas : Puisqlre G/H =C1n etof}n =6f6æ,Ies
espaces.ES(N,R",R& x R&) sont les mêmes pour G et pour G. Sgit
.F' e ES(N,R',R& x Re)._Par hypothèse de récurrence il erciste (6
représentation unitaire de ô sur .L2(RÈ) et g e,ES(N, ô) tels que

ùfD o bfr : (D "ù(b)
G(s{n,.1)€rt', ..., tr)

:  I  F(n,a1,. . . ,  ani t t , . . . r t r i  sr ,  . . . ,  sr)((sr ,  . . . ,sp)ds1.. .dsp
Jnr
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si D : expanfl,n...e:a@rdr modôa. Soit A : €xpc et soit k e Cf;(A)
tel que [ale(n)dr - I. La base de Jordan-Hôlder de n est choisie de
manière à ce que Cr,...rC" e o et C"s,...,C* € n\o. Définissons
/ € .ES(N, G) par

f (d ; exp t, 8 r... expt 1 .B1 exp s *C rn...erP se+r C'a1' orp se Ce

... exp srCr)
: g(;exp trBr...exp t1B1 exp smCîrN...ee ss+rCs11) . k(exps"C"

. . .exp srCr).

De plus, pour tout D tel que D - exp anân...exp_a1i,1modO', posons
D telque D o P : P o D,U(D) = U(D) et Co : (D o P, P désignant la
projection canonique de G sur G. En particulier, (p(expo) : l pour
tout a € a. Alors '"(f 

{n,.1) : 
ut(s@,)),u(D) o Dlr : (o ou(D)

et (p(/ )  a pour noyau F(n;a1,. . . ,ani . i . ) .

5.5. Etude du 3me cas : Posons D : exptdl .expds : €xp td,r . Do
et notons les éléments de G par g - w. exprY. On montre que

1""(t@;.))€](.*n x)
:  

" t trdr 
."- ,  

1","*oo",Â f  
(n,q*vta,r1

' exprY)r(oî'.) ' 
"-t''"-'q(exp 

X)d'r d'ù.

Rappelons que dans la ba.se cooiponentielle à 0o dans î, â,n: d1. Donc

D :  er (p tù 'Do:  €xPtd1 'exp an-r i * - r . . .expal f i  modO'

avec
Do : exp anaî,n-1... 

"*P 
ordl modOr.

Soit F € .gS(N, R', Ro x R&) et définissons F'r e ES(N+ 1, p"-r,IRk x
lRo) pr"

( F (n, ti at, ..-, an-û .i .) : 2tr' ; t'r ar p çvi ar, ... t an-r tln t; .; .)

J pour t )0

I  R(e,  t ia t , . . . ,an-û. i . )  -  0
t  Pour t (0 .
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Puisque

&" fçæ;a I , . . . ,an- r tu ; . i )  €  ES(N,R ' ,Re x  Re)  Yg eZ,

tPf i (n, t iat , . . . ,an-r i . ; . )  € ES(N + 1, lR'"- l ,R& x R&) YF eZ.

Par hypothèse de récurrence il existe une représentation (po de G sur
Z'(R'), unitairement équivalente à Dozr pour tout Do € Oo et il existe
g e ES(N + 1, G) tels que

l(""(s@,t' .))€] (sr, ..., sr)
:  [ - .  Fr(n, t ;  a7t . . . ten-r is l ,  . . . r  s* i t r ,  . . . , to)ëQr,  . . . , tn)dh.. . i t t r r .

Jnr

De plus, comme 4(î,r; .;.;.) : 0 pour t ( 0, I'hypothèse de récurrence
donne g(fr,t;.) = 0 pour t ( 0.
Soit U :U(Dù l'opérateur unitaire tel que

U(Do) o Dor : (oo ot/(Ds).

Le pa"ssage de Oo à O se fait en posant, pour D : e4p td,1. Ds,Ttor =
Ttn = T{Don, U(D) : l,l(Do) et (p : U(D) o D1T oU-r(D). De plus,
définissons

fi(t,t;e)çx) : I s{n3;expX . uprY)e-i'dr

et

f (u; exp X) :
/: sr(n,"u' 

exP(-ud'')(op 
\)au

lo** lr(z,s; u*P(-t"sar)(orp"l) 
i*

Ë n(z,s; '*P(-" 'sar)(enp"l) .*r"

puisque gt(r,s;.) = 0 pour s ( 0. Iæs calculs montrent que

f (n;-.exprY) : 
lunr{o,"u' 

exp(-ud',)w)ei'"* du

t / 
,1. "xn(tr,sdr)r)rl '" . 1r":Ân,( .os 

/  s

et
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1""(t@;.1)e]r"*n xl
: 

"ttrdt 
' 
"-' I", 

"*ou" 
.f, lun'to'"u' 

exv(t-u)dt'7"ire-" 
"-ire-t 

nçDJr '1

€(e*p X)dndrdnit

: 
"ttrd'r 

'"-' 
1","*oo".f, l*nrQ,l, "*n{t+t" vt>o'l ' 

"""
."-ire-t n 7Dî'.X("rç X) . !a"arar;,

: 
fi""'o' 

."-' 
1.,"*p*y 9r (n,"'iw)r(Do'.)€(e*p x) .etdr;t

: L"rr, o, D"r (s@,et; .))((expx).

Finalement, en posant 6: U@)e ,

l<"(ttn,.))€] t", ..., sr)
_ lufO " 

on(r@,.))e]t",,..., sr)
:  L",",o,lutnr) o D"tr(s@, r ' ; .))€](sr,.. . ,  sr)

: fi""'o,lb"(t@,"', .))€](sr, ..., sr)
:  I  o " "d ' '  

{ -n to ,  
é io r , . . , t en - r i s l r . . . r  s t i t r , . . , , t t )2n" J 

i(t,,..., t*)d,h...ittr,
: 

lo, 
r{o, art ..., en-trt; sr, ..., stcitr, ...,tr")((tr, ...,t1,)d,t4...d,t1r.

Nous avons déjà remarqué qu'on a bien Fr e ES(,ltf +1,]R."'-r,lRe xlRk).
De plus, puisqu'il en est de même de la fonctiont9.Fr pour tout p e Z,
on sait, par hlpothèse de récurrence, que tB .g e ES(N * 1, G), donc
tF - gr e ES(N *L,Gf expRy). Remarquons ensuite que la fonction
gz définie par

Tz(fr,s;w) : 7r(r,! ' t 
exn(lnsdllr) ' 

I pour s > 0
g2(E ,s ;w \  -0  pours (0
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est une fonction de ̂ 85(N+ 1;G/explRY). Par conséquent, la fonction
f@;r.orprY) est dans ES(N;G), comme transformée de Fourier
partielle de la fonction 92. Pour les jrstifications détaillées, il faut se
baser sur le tait que

u*n{t,,,dr)(çprçr raB;) : 
"ryQrBr* Ë *ft 

sykafe&a))

:  wQ$t 1141s,t;))

avec Na(s,ta) e n, Iinéaire entl, à croissance bornée exponentiellement
en llnsl, de même que ses dérivées. De plus

exn(rn sdr) 
1"* t,iBi) : e><ptiB6. exp Ni(s, t;)

avec Nj(s, t6) e n, à croissance bornée ercponentiellement en t6 et I ln sl,
par ([Lep. Lud.], p. 69). Raisonnement comparable pour exn(lnsdr)1"* t$r).
Il faut ensuite utiliser ([Lup. Lud.], p. 69) pour écrire les termes dans
I'ordre correct. On voit alors que les coordonnées qui nécessitent la
présence d'une exponentielle dans la définition de ES ne sont pas mod-
ifiées par exp(lnsd1). Puisque tF . gr € ES(N + l,GlexpRY) pour
tout B € Z, on en déduit alors que 92 e ES(N + l;GlexpRY). Ceci
termine la récurrence dans le 3me cas.

5 .6 .  E tude du  4me cas :  Posons E: lRYr+Ry2 e tA:  €xpo:
explRYl .explRY2. Les éléments de G seront notés g: u 'erp(rrYr +
rzYz): rD ' exprlYl 'expr2Y2 et les éléments de O seront notés D :
exptdr.expde - exp tù.Do. Comme dans le 3me cas, ân: dr. De plus
on a la même décomposition de D dans une base coexponentielle à 0".
Soit F € ES(N,R',Re xRk) et définissons Fr e ES(N+l,R"-r,lRo t
lRn) p*

Fr ( f r , t ia t , . . . ,an- r i . i  )  :  Qn) "  .1 - t rd t  F ( f r ;a1 , . . . tan-y  In t ; . ; . )
pour t>0

Fr (E, t ia r , , , . ,an- i . ' , . )  :  0
pour t ( 0.

Comme dans le 3me ca.s,

f  4(n, t iar , . . . ,an-r i . ;  . )  € ^ES(N + 1, lR'-r ,Re x R&) Y0 e Z.
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On montre que

[""(t@;.1)E]r"-p x): 
"t*ù 

.e-2' . 
I",olu,f (or"*r,o',

.exp(slyr + szy2)) . Dotr(w)e ;''-t(4x(n" ( 
"l 

))gt"* x)ds1d,s2d,ù.

Par récurrence on trouve Coo,g,U : U(Do) comme dans le troisième
cas. De façon analogue, le passage de Os à O se fait en posant, pour
D : e1p td4 . Ds, ?ton i î{n z îlDon, U(D) : l,l(Do) et (p :
U(D)o Droî.l(D)-t. Lu définition de 91 ei / est légèrement difiérente :

g r : lRN+rxGxo* -C

gt(î, t;exp X; Y *) : 
I o n (o, ; exp X exp(gr rr + y2Y2)) e- i(Y',uYt tuaYz')

dafiaz.

En particulier, g1(r,t;.;.) = 0 pour t ( 0 et

g{n,tiexp X . exp(r1 Y1 + r2Y2);Y*')
_ 

"i.(y,,r1y1+rzyzl 
gr(r rt; exp X ;y*).

On définit

/(e;expX) : lr* l:: tr(n,"u. exp(-ud',)("*p x);K(r)(Là)aua,

: 
Io'" Io** n(n,s; exol-,nsar)(exp x);K(r)(LlJ)]ara"

: 
I"^ I*n(n,s; 

exol-lnsdr)(exp x); K(r)(tl"))fa"a"

puisque g{r,s;.) = 0 pour s < 0. Iæs calculs montrent que

1(n;r 'exp(rrYr + r2Y2))

: 
Io'" Iost (n, 

"u 
. exp(-ud1) w; K (r) (Q.)) rt("-"* 

1r -uQ Ql o)'( :; ) ) ou o,
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et

1""(t@;.1)eJt".n xl
: 

"ttt 
dr' e-2' I.,o I, Ir* l*n'7,"u, 

exv'-u)d'w; K(r)(/lJ)

. 
"e(e-,x(r-tu,t'1(l),( 

:; )) . p"n)(.) . 
"-i"-'(e,xrr,,( 

"l 
))

{(ocpX)du drdsfiszdnit

: 
"ttrdr 

. e-2t I",nlo,.f,r111o,oll sr(n,fr' '*on*rnllall)d1r'

K(-tnttott,) # (ï )) 
."-n('- '*t--"'( "l ))

."'((::)'( "; )) . o"nçr)€("*p ,l .ffioo,,.o,z,s*s*tù

en efiectuant le changement de paramètres

e-u K(r - r-)(l l") : e-u K(r - u,t)(\I i + tzYil: ( Ï )

et à condition de supposer que ll I4: t.
Donc

l'"(t {n;.))€] ("*n xl
: (fi)'"'*", . e-2t I",onr(o,"'rw; K(tw) . e' . e-'K(-tor)(/1"))

Dozrltr.')E(exp X) . e2t dù
par le théorème d'inversion de Fourier

: (*)' . 
"ttr 

dt 
I,o los(æ,,"'iw 

. exp(y1Y1 + azYz))

"- 
;' 1t'l o'u ft + a zYù D o n (w) € (erç X ) ily 1 d,g 2,ù

: (*)' . 
"t*dt 

Don(o(z,et;.)){(expx).

Finalement, en posant (:U(D)€,
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[e" (rtr; .))€] r", ..., sr)
: luru " 

on(l@;.))e]t",, ..., sr)
:  (*) '  .  

" t*ùlr@o) 
o D"r(s@, r ' ;  . ))€](sr,  . . . ,  sr)

t I l 2  4 1: (+)" . "tt 'tdrlÇ""(s{o,"".))fl 
(sr,..., sr.)

/  1  \ '  .  o t t rd l  
fur r r lF , ,e t iar , . . . tan-r is l , . . . ,  

s t i t r , . . . r t * )\2r) 

€(tr , . . . ,  tn)d,h.. . i l tx

: 
Iur, 

(ot aL t ... t an-! t t; q, ..., I *i tr t .., tr)((tr, ..., t 1r) d,t1...d,t1r.

Comme dans le 3me cas, tPFl e ^85(N+ l,IR"-r,lRo x IRe), donc
tB.g  e  ES(N+ 1 ,G) .  A lo rs  te -g t  e  .ES(N + I ,G/A,o* )  comme
transformée de Fourier partielle det9'g. De plus, en effectuant dans
I'expression de / le même changement de variables que celui utilisé dans
le calcul de Dr(/(e;.)), on peut écrire

f (n;* 'exP(r1Y1 + rzY))

: 
f,,1110,011 srç,,fr' '*ot' ' l lolldr)tr;#",-tt l lolP) ( ;; ))

,  
="n(( : ;  ),( : ;  )) d,o,d,o,

f f i"1
c'est-à-dir" f (n;tr.exp(r1Y1 * r2Y2)) est la transformée de Fourier

partielle 
"n 

( lt ) o" ,u fonction-  
\ r z  )

ffi; "xn(r,' ll"llar)u.r; 
ffhfff- h llollcu) ( ;; ))

rfu pour lloll I o
Pour lloll : O.

.,-- - -\ ln'Q'gz( t ;ar ,oz; . ) :  I

Io
Vu les propriétés d" gr, on peut montrer pax un raisonnement analogue
à celui du 3me cas que gz e ES(N +2,GlA). Par conséquent / €
ES(N,G).
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5.7. Etude du cas 5a) : Posons D : exptil2 . exp do : exP td,z . Do
et notons les éléments de G pax g - w.e:xpuU .qpAY. Posons o:
IRU + IRY et A : €xpa : er(p(lRU + Ry) : eDCplRU.explR.Y. On
montre que

lo"(1{2,.))(] G*n xl
: 

"ttrd'z I",o /urf 
(t'"*e ta'?u' exp utt 'expgY)ho(t)

. 
"-tu"t'utETexp 

x)dudy dù.

Rappelons que dans la ba.se coexponentielle à 0o dans l, iin: d2. Donc

D : e,>(P td,z ' Do - exp td,2 ' exp an-rân-r... exp a1ii1 mod O'

avec
Do : exP a,n-tiin-r... exP arjr modOrr.

Soit F € ES(N,R', R& xRk) et définissons f'r € ES(N+1,1R'-I,IRÊ x
Ro) p*

Fr ( r , t la r , . . . ,an-û . ;  . )  :  2n  '  
" - t r rd ' 'F (n ;a r , . . . ,an- r r t ;  

. ;  . ) .

Par hypothèse de récurrence il existe une représentation (po de G sur
.L'(Ro), unitairement équivalente à Dozr pour tout Ds € Oo et il existe

I € ES(N + 1, G) tels que

[(". (r(r, t' .))€] (sr, ..., s*)
I

: 
Â, & (û, t i ar, . -., an-ti sr, ..., s ni tr t ..., tù €(h, ..., tx) dh -..dt n.

Soit U --U(Do) I'opérateur unitaire tel que

U(Dù o Dor : (oo otl(Ds).

Le passage de Oo à O se fait en posant, pour D : exptd,z. Dot

î lon  =7{n : -T toon, t t (D) : t / (Do)  e t  (p  :U(D)  o  Dn oU- ' (D) .

De plus, définissons

h(E,t;w) : 
lurnto,rrw 

. expr(J . upr'Y)e-ir' 61 4rr .
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Ona
g{I,t;tl ' e:çP uU exPYY) : eiu g1(n,t;u)

et

m(n,f; 
exP(-sd2) (w . expuU exp gy)) -: e'n . 

"-"u 
gr(n,t; "*vl-"az)w).

Soit alors a € Cf (R) c S(R.) tel que â(-1) : 1 et posons, dans la
base fixe de g,

f (Elwexpu(J expuY) : 
I nrto,sl 

exP(-sd21w)e-iu"ds. a(a).

En décomposant

exPtd'z- - u)1 . expul(J . exp ytY

dans la ba.se en question on trouve

1""(f {n,.))€](.*nx)
: 

"tt'r 
dz 

1",o Io, f 
(î;wr. exp(z + w)U exp(y + aùY) 

oon(.)

.e-ia . 
"nu'€("*p 

x)dudy dù

: 
"tttd'z lt,olu, ton'{o''' 

qP(t-s)azt1"-ivt 'e-nu"ds

a(a + uù 
Dor (w) . e-is . enut ((exp X)du d.a d,ù

: etr,dzâ,(-I) 
* I"^sr@,t;w)Dor(wf(exp 

X)dù

(theorème d'inversion de Foruier)

:  
" t t ' rd 'z '  *^"(n1e,t ; . ) )g lexpx).

Finalement, en posant €: U(D)€,

[e" (ttr, .))€] t", ..., sr)
: lurol " 

on(r@;.))e]t",,..., sr)
: !""" o,luror) o Dor(s(n,r; .))€] (sr,..., sr)
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: L""'o'[(o" (o(æ,r' .))€](sr,..., sr)

:  -L 
" t"a '  

I  Fr( f r , t ;ar , . . . ran-r ' rsr , . . . r  st" i t r , . . . , tn)(( t r , , . . , t r )d,h. . .d ' t t
27r" ./nË'
1 -

:  
J 

p@, a\ t . . . t  an-r t t ;  sr ,  . . . ,  sr i  t r  r . . . ,  tx)€(tr , . . . , t r \dh. . .dt* .

Vu les propriétés de F, on a bien ept . Fr € ^ES(]V + 1, IR"-l, JRfr x IR.k)
pour tout p e Z. Par hypothèse de récurrence, et\ . g € ES(N + 1, G).
Donc etq.gr e ES(N+ L,GIA) pour tout p e Z. La fonction 92 définie
par

gz(æ, s,a; w) : gt(n r s; exP(-sdz)r; ' a(a)

est une fonction de ES(N +2,GlA). Donc / e ES(N,G) par trans-
formée de Fourier partielle d. gr. En effet, un raisonnement analogue
à celui fait dans le 3me ca.s perrnet de décomposer qP(-sd')tu dans la
base utilisée, les coordonnées le long des vecteurs de base Br étarrt in-
changées, les coordonnées le long des vecteurs de base Ce étant des
fonctions à croissance exponentielle en s et en les coordonnées le long
des B;, à croissance polynomiale en les coordonnées de u.r le long des
Cr. On utilise alors le fait que ee" . gr(2, s;.) € ES(N + l,G/A).

5.8. Etude du cas 5b) : Rappelons d'abord un résultat au sujet des
représentations induites : Si zr1 et (1 sont deux représentations unitaires
de G1, sous-groupe de G, unitairement équivalentes, alors zr : ind$, zrr
et ( : ind!, (1 le sont aussi. En effet, soit l,h I'isométrie unitaire de
?1,, dans 1lç, telle queL\ s'rL: (r ol,h. Alors I'isométrie unitaire ûr
de 7{n dans ?lç définie par

tltr€: ( <+ Ys e G ,ui€b)l: €(g)

vérifie ùr o r : ( oîi1. R^appelons également eue 
(Do'o<p aadx)n et Dor

sont unitairement équivalents et que Don et .nDo: indfir(Dozr1) avec

zrr : indf,l xa le sont également (3.11.).

a) Etudions d'abord le cas ol,oo*0. Il erciste T a go (sous-atgèbre

nilpotente) tel que V,U\: U. L'étude de la meflue semi-inrrariante
sur G/Gr rnontre que A(exp tT 'exprX 'w 'expuU 'expyY) : e-t.
On vérifie que
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l"o,(r@,.1)e]t"*n "xl
I

: 
J t{o,expt? - elcpæX.?r, .exp uU .expgY)Dor{exptT .[exp(-t")

exp(-sX) exp t?exp(etsX)] . [.*p(-"t" + n)X . u, . el(p uU .æpgY

exp(ets - u)X] )€ (exp(ets - t) X)st / 2 dt dn dù du dy
f t

: 
J tl*,expt?. o<p(ets - tùX . qp pX . u. expuU . expAY

. exp(-pX)) '"r, (exp t?' . hxp(-t") exp(-sX) exp t?

. exp(etsX)l . t, . exp uU. eDe gylfi(exp pX)etlzdt dp dnb du dg

en posant F: ets - r. En multipliant les éléments de G2 à gauche pax
exp(-et sX) exp(-t?) exp sX exp t? on trouve

l"o"(f @,.))€]("o "x)
: 

I t (r,expt? . exp(ets - tùX exp p,Xexp(-etsX) exp(-t") exp sX

expt?.u, .exp u[I rur<pyY exp(-1rX)) D'zr'r(exptT . urexp utJ expgY)

€(ery pX)et /2 dt dp, dù du dy.

Grâce à la définition

Q(\, tr,s) : exp(-pX) exp(-À?) exp sX exp À?exp(p- e^s)X € Gzf'lN

on trouve 
Pour À' /'t s € lR

l" "" (r {a,. )) €] ("'æ "x)
L ,_:  

J  f  @,expt?exp( r ' "  -  tùx  .Qf t , -F I  e ts ,s ) . " *vux . .

exp uU exp uY) 
Do r r(exp t? . w)e-iu siu"€ (exp FX)st lz

dt dp,dù dudg.

Rappelons que 0/0o = os/(os)" et écrivons

D : €xp anân...expaii- modo'
-Do modOo - mod(Oo)".



CHAPITRE 5. LES FONC?IONS DE ES(N,R',Rk x Rk) ... 62

Soit F € ES(N,R',RexR&) et définissons Fr € ES(N+2,R',lRe-r x
IRe-l) par

Ft(î ,  l t  t  f r  z i  aL t  . . .  t  ani  Str  . . .  r  Erc-t  i  t t ,  . . . ,  t  u-)

:  2 rF(n ;  Qr t . . . tan i  s t r . . . ,  s&-1 ,  rû t t , . . . r t x - t rxz ) .

Par hypothèse de récurrence il existe une représentation (1,p0 de G1
sur .L2(R&-1), unitairement équivalente à Dorr pour tout Do c Os et
il existe g e ES(N +2,Gù tels que

[e,,ro (s@, *r, rr; .))€l (s,, ..., s*-r)
î

((tr, ..., tr,-ùd,tr...dtn-r.

Définissons p1 par

gr(æ, rr, rzi let) : 
| iln, 7,r, nzi k1 . exp uU exp yY)e-i'u du d,A

pour k1 € Gr quelconque. Soit k € S(R) tel que f1-t; : 1' La
fonction / e .ES(N, G) est alors définie par

/(r, exp \T exp pX . ?l,' . exp uU expgY)

: 
"-^/ 'U 

gr(n,e-^0t r u),u;exp À? . lexn(-ox)q (\, F,e-^(a + p)l-1

. exp (_a x) r) e_ t"" auj n 1yy .

On pose Qft,-p I ets,s) . (*p '*r) - up ' exprlUexPrzY e G2 et
on vérifie que

l"o"(f @,.))€]("*n 'x)
^  1 1 ,  '  /: Ê(-t) J J "n', 

. e-ipn grln,e-'(e's - tt * u),u;exptT .

[exn(-ox)ç Q," ' ,  
- p,e-t(a * ets- p))]-r .  **p(- '*rr*)

Dozrl (exp tT . w)e-iu" . eip" €(up p,X)du dt dp, dù du
1 r

: 
* J "t""-urn 

gr(*, t, ItieDetf[expr-ux)Q(t,e'" - lt,s)l-t

exp(- p x).n) Dozrr (ex p tT' u)€ (er,p px) dt d p dù

(theorème d'inversion de Fourier)
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1  t r
: ,; J J "irz"-irrt 

n(*,t, lt iexptT.u.exp(u - rr)U .

exp(g - rz * p,r)Y)e-â'Dorr(e*ptT 'w)((up p'x)

1 t e 
dtdP'dùdudY

: ,; I J 
g(û, s,/r;exp tT .w . expuU . upyY)e-6s Donrr(uptT ' w)

€("*p 1rx)dtdpcdùduds

: 
* I 

oonr(g(o,s, rr; .))€(e xp px)dp.

On sait gu€ (r,po est unitairement équivale$ à Dotr. Soit-t4 tel que

î,lt o Dov, : Cr,ro o U1. Posons (po : ind$, (r,po. Donc (12o est uni-

tairement équivalent ),rno: ind$, Donr. Notons parlir l'opérateur

nnitaire deT{ooo dans ?/6oo tel que (oo"ù, -li1orpo. Définissons

ensuite la représentation (oo sur ^L2(JR&) par

ù, ,'l{ero --- ,2(R&) défini Par

ù r€ :  €  <+  ( ( " r , . . . , r 0 ) :  g (e *spX) (s1 , . . . , s * - r )

et

[(p,(p)€]("r, ..., sr) : K".(pX€)("*p spX)l(s1, ..., sr-r).

Alors
(oo oùlz: Ût" o (oo

et, pour tout ( € ,2(lR.e),

[{r. (/{o, l)4 t"',..., sr)
: 

I f {z,n)1{-"(rX6Xop slx)l(s1 ,..., sr,-r)dp

: 
I f{o,r)V.tro zro,(r)(€X"*pspx)l(s1, ...,sr-r)dp

: 
t t fo, e)lut [np, (pX() (op sox)l] (", , .. . , sr-ùdp

: ur(" o,ff (n, .))({)(exp 
"ox)) 

(rr, ..., sr-r)
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_ 
*tl 

" 
o ooor(o(e,r*,rr;.))e(on px)dp\@r,...,sr-r)

1 r r
:  

;  J J 
Fr(E,s*,  l . t ia1t . . . tanisrr . . . ,src-r i  t1, . . . , t*-ùW€(exppX)]

(tr, ..., t p -1) dfi ... i l t *-i, t t.
f f 

- 
7

: 
1 J 

f @; ert ...t ani st, ...r srci tr, ...,tr-t, tù€(h,...,tk-r, p,)dt1...dtp-1dp'

c'est-à-dire b"(l@,.)) a bien F(n;.;.;.) pour noyau. Pour les justifi-

cations, remaxquons que

Q (À, p,s) : exp(- pX) h*p(- À?) exp sx exp À?l exp(g, - e\ s) x

est un élément de Gz fl N dont les coordonnées dans toute base de
Jordan-Hôlder de n sont des fonctions C-, à croissance bornée expo-
nentiellement en À, à croissance polynomiale en p, et s, de même que
les dérivees de ces coordonnées ([Iæp. Lud.], p. 69). Il en est de même
des coordonnées de fxn(-ox)Q(À, p,e-^(u+p))]-t et de leurs dérivées.
D'autre part, l'étude de exp(-ox), se fait de manière analogue à l'étude
4" exn(lnsdt)a.' dans le troisième cas. Notons alors que par hypothèse

s € ES(N + 2,G),  donc a1 € ES(N + 2,Glexp(RU + Rv)) .  Par
conséquent la fonction

(e;exp À?exp pX ' w ' exp t,Lr)

,- 
"-^/rgr(o,"-^çr 

* u),u;exp À? . ;"*n(-"x)O (\, rt,
\

e-\ (a+ P))] 
-t 

"*o<-'*l')

appartient à ES(N,G/expRY). Ott en déduit que.f € ES(N,G).

b) Le cas ol - Q est une version simplifiée de ce qui précède. Dans
,  t a d g

ce cas, Er: gz es[ un ideal dans g et les éléments de G se décomposent
en exprX .?r,r .exp uU .expgY. Pour tout / € ES(N' G), on trouve

l"r"(f @,.))€]G'æ'xl
I

exp utJ . exp UY exp(s - r)X)€(et p (s - r)X)ils dù du dg
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I  - - .  h

: 
I t@,exp(s - tùx . 

exppx, 'expuu 'expyY)hnr(r)'e-is '

e'ut" e(exp pX) dp iWt du dy.

La définition de Fr est a,nalogue à celle du ca's ol^n# 0. Iæs fonctions

g,h et la représentation (r,oo sont obtenues comme précédemment. La
fonction / est donnée par

/(e, exp pX' w' expuU' expgY)

: I nr@, P * a,21 dP(-ox1 w)e-iu"du ' k(ù'
J

On montre que

lzrp.(/)€l(e*p.ex) : 
* I'"nr(s@, ",r; 

.))((exn px)dp

et on termine comme précédemment.
Pour faire les détails des justifications on peut dans les deux cas utiliser
les résultats ([Lep. Lud.], p. 69).

5.9. Etude du 6me cas : C'est un ca^s particulier des cas 5a) et 5b).

5.10. Etude du cas 7a) z Posons

D : exP rsds' expr2d,2 ' exp trdr qP do : €xP reds ' c:y<pr2d'2' Dts

avec D'o e exp(JRd1 *Oo) - Or: exPOr et notons les éléments de G
par g - rD. expuU . expuV 'expgY. On montre que

1""(r@,.)){]("*n x)
: 

"r2trd'z 
. 
"r*trda 

I f @rexprsds'exp12drw. exputl expuV expyY)
J "

D6 n (.) 
"-us 

eirzu eirsu Ê(exp X) d:ù: ilu d,u dg .

Rappelons que dans la base coexponentielle à Oo d.ans o, ân-r : d2,

dn: ds. Donc

D : exprgds .expr2d,2. exparl-2i,n-2...expa1â4 mod0'

: exprsds 'xPr2il2' DL modOrr'
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Soit F € .ES(N,R',RË xR&) et définissons Fr e ES(JV*2,1R'-2,IR'k x
Re) par

Ft(îrTztTsi  art  . . . ,  an-zi  . i  . )

: (2T)2g-"tr d'2"-rsr'dt F(q; art ...t an-2trzrrsi .i .\.

Par hypothèse de récurrence il existe une représentation (o6 de G sur

,2(Re), unitairement équivalente à aor pour tout D'o e D1, et il existe

9 € ES(N +2,G) tels que

le "," 
(s tn, rz, rsi.)) €] ttr, ..., st)

f  ^  , -: 
Ju, 

F (r, rr, Tsi ar t ... t an-2lsl r ..., s*itr t..., tnX(tr, " ',tn)dh"'dtn'

Soit 1,/ :U(D'o) l'opérateur unitaire tel que

U(DD o DLr : CD, ou(Dts).

Le passage de Or à O se fait en posant, pour

D : exp rsds' expr2d,2' Dts, ?tpn = hln ='llDon, U(D) : U(DL)

et (n :U(D) o Dr oU(D)-t. De plus, définissons

gr(r,sz,s3iexpX) : 
I O{*,sz,ssiexpX 'expu'U expu'V exp1'Y)

"-is'du'du'da'.
Ona

gr(r,sz,ssiexp rX expuU exptrVexp UY) : eia n(n,s2' s3;exp X)'

Rappelons que la base de n est ctroisie telle que C- : Y, C,n-r : V,
C*-z: U. Soit o € Cf (R) c S(n) tel que ô(-1) : 1. Posons

f @;. 'expzU expuV exPYY)
I

: 
J nr{ors2, s3; exp(-s2d2)exp(-ssds)p)9-i's2u ' e-n"todszdss' a(ù,

Décomposons

exprsds.exprzdzgl: w, . expu,(J . expu,V . *pg,y.
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On trouve

1""(r{n,.1)e] t"'n xl
: 

"rzt'rd2 
. 
"rttrrda 

. 
I n trl' . exp(u + u')Uexp (u + u')Vexp(g + a)Y)

4 n (w) e-tu 
"irzu "irsa 

E@p X) dù du du dg

: 
"tztrd,z 

. 
"rtttdt I I nr(O,"rr's' 

expl-"r*)exp(-s3d3)exprgds expr2d'2,

. exp( -ssd2 ) exp ( -'s ds ) (exp ( - z, U ) exp (-u, V) 
"rp 

( - gry )) )

"-i.sz(uIu') "-i.sg(1'*u') 
4szd,ss a(A * U) 

DLn(w)

"-î.u"irzu"i""{("*p 
X)ùb dudu dg

: 
"rzfidz"rstrda I I nrt1,szr ssi exp(-s2d2)exp(-s3d3)exprsdg exvrzd.z,,l

e-ia' . 
"-iszu 

. e-i"t"dszdssa(U tgt)D'ov(1n1s-na

"irzu 
. eu""g(exp x)dlbdudu dy

: ô(-l) . 
"rztrdz"rz"^ 

(*)' I nr{r,rztrsiw) 
Dir(w)((e*p X)dù

: 
"rztt 

d'z' 
"rttrdz 

(*)' d'n(s@,rz,rsi.))((.*nx).

Finalement, en posant €:t/€,

l<"(trr,.))€] r", ..., sr)
: W<ol " 

Dn(r@;.))e]t ',,...,sr)

:  
"r2Ed,z 

. 
"rttrd,s 

(*) ' lr t  Ll o 4nG@,r2,rsi l)fEl](sr,.. . ,sr)

: 
"rzt ' t  

d'z"rt"^ (+)' lb;(s{n,rztrsi l)rÔ] (sr, " ' ,  sr,)

: 
"rz 

t'r d'z 
"rt " 

^ (*)' Iur 
"(*' "' 

rsi ar' "' t an-2isl' "'' s r.,i tt' "'' t r')

((tr, ..., tp)il\...d.tp
I

: 
Jo*, to, ar, ... t an-2 t rz t reisl r ..., sri tr, ..., t*)((tt, -..,tn)dh...dtn.

Les justifications sont analogues à celles du cas 5a).

5.11. Etude du cas 7b) : Il s'agit de l'équivalent complexe du cas .

5b) où ol"oo= 0. Rappelons que 0r : Kero îKer B,9r : Kerol"oon
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KerBl , , Gr: €xpgr. Les éléments de G se décomposent'  tzdg'

e =z:ii:;,fi:i,i' ;:$â
Les éléments de O s'écrivent D -- Dri 

"*p", 
adXz 'expssadXg avec

Dr €. Dr: exP 0r et

D 
7, : 

Dl (exn.ez 8d X2'ec(P ca ad Xsrt)

est unitairement équivalent à D'T. Rappelons que Dtr et rp, :

ind$,D'z'1 47EC 7t1: indff N2 sont également unitairement équivalents
(3.15.). Poru / € ES(N,G), évaluons

l"o,(f @,1)g] G'ef szxz t- "'x'))
: 

I tto,exp(t2x2+ rsx3) '?u'exp uu expuv æpgY)

[zrp, (exp(t zXz * tsXs) ' ?rl ' exp uU expuV expaY)€]

("*obrx r+ ssxa )) dt zd'tgilù d'u du ds

: 
| ilo,exp(tzXz * tsxs)w expuuexp uV expgr)((exp( -uY)

exp(-ov)exp(-uu)',-l expfro ol(- ( T: ) 
. ( ï ))]

["*(-r"zx") (( i : ) . (  : :  )))  
exp(-t2x2-tsxs)

1
exp(s2X2 + srXr)J iltzd'tsd'ù dudu dy

avec ".r[-rx, "')(- 
(i; ) 

+ (:: ))] 
exp(-t2x2 tsxs)

exp(s2X2 * ssxs) € Gr. Alors

l"o,(f ln,.))e]G*nt' zxz * saxs))

: 
I tto,exp(s2x2* sexs).?,.",(p(-,o o,(- ( i: ) 

. ( :: )))
expuUexp uV exp(g* (t, - tz)u* (", - tghr)y) n'nr(w'expuU
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expuv.'çyv)€(*p (r*, *,t (- (l: ) 
. ( :: )))t 

trr, s,ùitududa
: I r@,"*(v, n ( :: )) wihzxz- bexs) exp(bzXz*ôsxs),

r  \  
-  v '  

\ s t / /

exp uU exp uV exp gY ) 
D' n 1 (w) e-is uô(bzu rh.') € (e*p 1a, X z * brxr ) )

ilbzd,bsd,rb duda dy

en effectuant le changement de variables

( t r \ ,* l 'u, \  lur \  ( t r \ , ( r ) .

\ r , /  \b; /  
avec 

\r ' / : - \ r ; )* \ssl

Rappelons que 0/oo = o1/(01)" et écrivons

D : €xp anân...expa1il modo,n
- Dr modO' : mod(Or)"'

Soit F e ES(N, R", Rk x Re) et définissons Fr e ES(N+4, pn, pe-2 x
IR*-r) p*

Fr(E, î2rfrs,æLrrL; (trrt ...tani st, ,.., sk-2itl, ..., t*-z)
:  (Ar)2 F(n; at t  . . . t  ani  st ,  . . . ,  sk-2,fr2)rsi t r ,  . . . r tp-2, t !2rr 's) .

Par hypothèse de récurrence il existe une représentation (1,p, de G1
sur .L2(lRe-2), unitairement équivalente à D'rr pour tout Dr € 01 et
il existe g e ES(N + 4,Gù tels que

[{r,o, (s (n, *r, r s, tL,"â' .)) €] (sr, ..., s r,-z)

:  [  .  F.r ,@,z;2,ûsrr lz,sL;at t . , . tanist t . . . tsk-2i t r , . . . , tx-z)
"/R&-r 

€(tr,..., tx-z)i ltr...d.tr-2.

Définissons gr par

gt(n, æ2, se, ûL, xL; kt) : 
t S ln, x2, xs,û'2, 

.ni 
; lc1 exp uU exp uV exp AY)

e-'adudu dy
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pour k1 e Gr quelconque. Soit tc e S(R) tel que Ê1-f1 : 1. La
fonction f e ES(N, G) est alors définie pax

f (n,*p(trxz * tsxs)' ?r, ' exp uU æpuv expyY)

: (l trQ,, I u2,ts *'us,u2,..'3; { "*n(-o' xz-u?'xs) 
[*t 

(-fæ *l

(l: ))".0(ræxr(( i: ).(;: )))"*(-rænr
(  ; :  ) ) ] ) -" .ot-*  

*"-** t , )  .  
" - i (uuz*aus'^,0*) 'ktu)-

On vérifie que

l"o,(f @,.))e] (r-p1 s2x2 * "'x')): I ,Q,*o(ræ o,(- (fr ). ( :; )) l"-(-r",',r
(- ( l; ) . ( :; ))) *p(ræ o'( ï ))

' exp(-b2X2 - bsX s)' exp(brxz***t''1

' exp z[/ exp oV exp ,") "'nr(w)e-iu "t'{uzu}be1))

€(exp(bzxz + lry.x))dhzithdù dn d,u ily

:  
I ( l  

gr(n,-bz* sz + az,-bs* ss + usru2tusi

"*o(_rx, o,(_ ( k ). ( :: ) . ( f )))
exp(s2X2 + ssXB) .?r.

exp (- bz X z- bs xs ) exp (u 2 X 2+ r, n ) 
) "- 

éutt z 
"- 

iu u t * rO*)

k(A) o, nr(ro)e-iu si(b"u*bgtr)

€(exp(brx, + bsxs))db2dhd,b d'uilu d,v
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: Ê(-r) (*)' I nr{o,s2tss,h,bs;w)D'r1(w)€(e,,p(arx, + arxr))

dbzd,bed,ù

: (*)' I',or(s@, 
rr,ss,bz,ar; .))e("r.p (hxz + bsh))db2ilh.

On sait gue (r,pr est unitairement équi_valent à D'zrr. Soit tA:t'h(D)
que1,,l1o D'nt: |5r,oroyr. Posons (or: ind$, (t,or. Donc (.o, est
unitairement équivalent à zrp, : itdSr_olzr1. Notons pt tl l'opérateur

unitaire de 71no, dans ?l;r, tel que (p, o U : U o rDt Définissons

ensuite la représentation (o, sur ̂ L2(lRe) par

Û! :7{6, -- .L2(lR&) défini par

u€:ê *-  E("r , . . . ,  "o)  
:  { (""p(ro- rXz * 

"oxr))(sr , . . . ,  
st  -z)

et

[(r, k)E] ("r, ..., s&) : [(o, (oXÔ (""n("0- rXz *t*xr))] (",, ..., sr"-z).

Alors 
co, où :ù o (rt

et, pour tout I e -L2(lR.e),

[r, (/{r, .l)E] t", ..., sr)
: 

I tto,ù[((",b)ô)("*p("*-,x, + t,,x'))](s,,..., sr-z)dp

: 
t tto,n)l(W ."r,(p))€)("*p("*-rx, + "*x'))](",,..., 

s*-z)dp
,  f  . t ' l: J t{a,ùpt,1"",(px€) (op('o-'x, + "-x'))]l (s,, ..., st -ùdp

/  ,  \  /  . . \: urVo,(rtu, .l)(€) (enp(se -txz+ 'l,x'))J (",, ..., sr-z)

: (*)' U ", 
o D, rt (r(r, "o-r, 

sr,,h,,ar; .))e (*n (bzxz+ bsxs))

db2dbs\@1,..., sr-z)
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: 
Èf U Cr,u,(s(n,s&-rr s&, bz,be;.))(aet'*n (hxz+ b'xs)))

anzdbe\ (sr, ..., sr,-z)

:  fa) '  I  n6,sk- l :  s&r  bzrbs;a l t . . . tan i  sr t . . . tsk-2 i t r , . . . , t r r -z)
\2r l  J  " t '

(A e tol ta z x z * br x' ) ) ) (t r, ..., t x - z\ d'h. . - itt x -zd'bzd'bs
r

:  
J 

r@rers. . . teni  sr i . . . ,st"-z,s&- l ,se;  t r , . . . r tp-2,b2,bs)
a.

€(tr, ..., t r -2, bz, bs) d'h...ilt k -zd'bzd'bs

c'est-à-dire (D, (/(t,.)) a bien F(n;.;.;.) pour noyau.
Les justificationà se font de manière a,nalogue à celles du ca.s 5b).

5.L2. Etude du cas 7c) : Les raisonnements sont analogues à ceux
du cas 7b), mais plus complexes. Les définitions de 01 et g1 sont les
mêmes. Les éléments de G se décomposent

g : exPrlXl'f,xjPr2X2'exPr3X3 modGz
: exprlXl 'exp(r2X2*rsXB) modGz
: exprlXl 'exp(r2X2 f rgxs) 'w'expuU 'expuV 'expgY.

Les éléments de O s'écrivent

D : Do' exP sr ad X1 ' exp s2 ù Xz' exP ss ad Xe

avec Do € Oo - exp(Ker p fl Ker a fl Ker B) et
DT : Do(expsl ad)(lexp.e2 adX2'exps3 adXsn) eSt tUritairement éqUivalent à
Dozr. Comme dans le cas 7b) il suffit d'ailleurs d'écrire

D : Dr exP.e2 adXz ' €DCP sg adx3

avec D1 €.D1: exp(KeranKerB). Les définit ions de rrtTtDr, (t ,D,,
(o, Co, ainsi que les équivalences unitaires sont les mêmes que dans le

cas 7b). Pour f C ES(N,G), évaluons

["r, (/(o, l)e]G-pt szxz * 
"x'))

: 
I t{o,expfrXr exp(t2X2+ tsxs)'?r'exp uU 'expuV 'expyY)ei'
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€(exp(-gr) exp(-uV) exp(-uU)'r-'qp(-tzXz - tsxs) '

lere (- tr X1 ) exp (s2X2 * ssXB ) oç tr Xr ] exp ( -tr X )) d't, atratt

dnb dudu d,y.

Posons

exp(-t1Xt) 
"*p("rX, 

* ssxa) enPtrXr

: *pfræ xs)et,K(t,;) (:; )] ("*[-,o xs)e"K(t,,) ( :; )]
.exp(-tlXl) op(rrX, * sgXg) 

"*ntrxr)

avec exp 
[-,o 

xs)et,K(t,,) ( :; )] 
. 
",a(-r,x,) 

op(",x, * ssx')

.exptrXr € Gz et

"*p(-tx, o, ( l; )) 
'"*(tæ xs)e"K(t,,) ( :: ))

: 
"*p [rx, 

o, (- ( t: ) 
+ e" K(t1w, ( :: ))] 

sz(tr,tz,ts,.s2' sB)

avec gz € G2 puisque lXr,X"l € 92. D'où

l"o,(f {z,l)g]G"pf szxz * "'x'))
: 

I Xo,exptlXl exp(t2X2+ tsxa) '?r'e{p u[J expuV expyY)'et' '

"*(rn 
x)et'K(t,,) ( :; ))] 

. gz(tr,t2,te,sz, se)-r

[*,(-,", ",)(- 
( i :  ) 

+e'Û,K(t1q (:; ))) 
w expurr

expuv expay *o(ræ o,(- ( i: ) 
+et,K(t,w) ( :: )))])

,1"*(ro or(- ( i: ) *""*r',,) ( :: )))])
d,hiltziltedù dudu dg.

/ lo' rn lexp tr Xr . I exp(-t1 Xr ) exp(- szXz - sexs ) exp tr Xr
\ L
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Efiectuons le changement de variables

(l;)*(r,)
avec f- (i:) * ""*r"') ( :: )
On trouve

l"o,(f @, l)E] G.pf s2X2 * 
"x'))

: I ,Q,e:<prrXr"*(r* *)(- (f i  ) 
*et 'K(tp,(:; )))

ery(bzxz+ bsxs)[*nf-aræ - bsx3)"*(-tæ *)(- ( l;

+e"K(t1w, ( ïî  )))"*(tæ ",1,"K(tw) 
( ::  ))]

["*(-r", 
xs)e,,K(t,,) ( :; )) 

exp(-'rxr)

exp(s2X2 + ,ssxs) 
""1trxr] 

' ur ' exp(- bzXz -bsxs) expu[J

expuVe*p(g/ * ub2* rar)y) e" . D'trr(expt1X1 'w'expuU

. exp uV . exp sY)( (e ry(bzXz + UtX;)atldh2ilbsdù du du dy.

Grâce à la définition

:(l: )

a(,,( i ),(:; ))
: .*o(1,, *.)(-( ii)*o,*n,,( ": )))1["*(_tæ o)(_ (i: )

+e'Û,K(t 'a,(: :  
))) 

*p(-ræo,(i :  
))

"*(tæ 
x")et,K(t,r) (::  ))]
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["-(-,r 
x")e"K(t,,) ( :: ))e,a(-û,x,)

"*(r",o,(:: )) "*',r])
on trouve

f"o,(f @,.))e] (*p1 szxz * ",x,))
:  

I  ,(r ,expr1x1"*(ro o,(- ( Ï  )  
+et 'K(tp) (: ;  )))

a(,,-  ( i : )  + 
"" 

xt ' , ' )  (  : ;  )  
'  (  : ;  ))  

exp(bzxz* 'usxs)w

exp uU exp uV exp aY\"u . Dr trt(exp t1X1 . w) . e-iu si(b2urtuu)

€("*pr,ax2 * ur*"1|fib2dbsdù d'ud'u d's.

Comme dans le cas 7b), OfOn : n1/(Or)". Pour tout F e ES(N,R', R&x
R&), la définition de Fr,l'existence d" g,gr,(r,D, sont obtenues comme
dans le cas 7b). Soit ensuite k e S(R) tel que Ê(-t) : 1. La définition
de / e ES(N, G) est alors donnée pax

/(r, "*pt1X1exp(tzXz 
* teXs). u, .exp u[J expuV expgY)

: ,"U n,Q,e-'Û,K(-t,,,(( i:). ( ;: )) ,(ï:) ,"* t,x,

lnt-"zxz-" '*" 
o(,, ,( i :) ,e-t 'K(-tr ' ,(( I :) .( ; ;  )))]  

'

.,.p(-azXz-**.rr) . 
"-i,(uu2*uurl 

aorao"\t qyy.

On pose

aQ,,- (i:) * 
""*r,,,) ( :: ) 

, ( :: )) 
exp(bzxz*osxg)w

: ?lrp .exprlu.exp r2v . exprsY e Gz

et on vérifie que
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l"o,(f @, ))g] G"pf s2x2 * 
"x'))

: I,Q,expr1x1.*o(r", "',(- ( fi ) 
+ et'K(t1w, ( :: )))

a(,,- ( i :) *, ' ,  !{(tp) ( : ;  ) 
,  ( : ;  )) 

*", 'xz*' |nxg)w

exp zUexp uV exp or)""' 
Dt :nr(expt1X1' w)e-iu si(bzutbea)

€(e*p(bzxz + u"xù)ahiftzd,bsd'ù duda dv

: I"-"U',F,"-"*r-t.-) ( (l; ). e"K1t,w) (:; )
. ( : : ) ) , (  

î : ) ,

"- i(utr)u2 
. 
"- i(u*r)urarrn"\n(a 

+rs)et, .  
Dtrt (exptrXr .rr)

"_ 
i.s 

"i 
(b2u *a, " ) g (exp ( b z x z * u, x s) at, ao z ihb s d,ù du du dg

Â(-r) IU n,Q,e-'f,K(-t,,)(- (i; ) +e"K(t1ul (:: )

( ; ) 
;exprlxl 

fe(-o'?x'z-"'*"' 
n(,,, - ( i: ) 

+ et, K(t,w)

e-,, K(-t,,) (- ( k ) 
+ e'û, K(t1u, ( l: ) 

. ( ;: )))] '
exp( -uzxz-*xùQ(r , , -  

( l ;  
)  

+e t ,K( t1w,  ( Ï  
; , ( : :  ) )

exprlxlfe(-u'!x'z-"'*" n(r,,- (l; ) 
+et'K(tp, (iî ),

e-,,K(-t,")(- ( f ) 
+ e,,K(tp, ( ::  ) 

.  ( i  )))] '
.  exp(-o2X2-r.Xr)tU")

. (

( : ;

w
Ug

) '

) ) ,
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*p ( - nz X z -ug Xs ) exp (bz X, + h Xs ) ur) .- iuuz 

"- 

iu a s dr rd" 
"\

. o'rrr("*p trx, w)ei(hu+u'){(e*p1a, xz * urx"1)atrab2dbsdù dudu

:  (*) ' I  In,(" ' ( : ;  ) ,( f i  ) ;exptrXr '*)o'o'(expt1x1 
'T)

{ (exp(bzxz + a'n))l hit'bzilbsd'ù

: (*)' I 
o,nr(t(n, rr,ss,b2,ba; .))((ex p(bzxz + bsh))dbzd'bg.

La démonstration se termine alors comme dans le cas 7b). Iæs justifi-

cations se font colnme dans le cas 5b).

5.13. A chaque étape de la récurrence on vérifie facilement que la
construction de la fonction / respecte les propriétés (ii) et (iii) de 5.2.
Ceci prouve donc le theorème en question.

5.t4. Proposition : L'application

R : ES(N,R',Rk x Rk) -+ ^ES(N, G)

F '- f

est une application linéaire continue vérifiant

R(q .  F ) :  q '  R(F)

pour toute fonction g sur iRN. Elle est appelée rétracte.

Démonstration : Il suffit de remarquer que la construction de / respecte
la topologie des espaces .85.



Chapitre 6

Actions exponentielles sur
un groupe nilpotent

6.1. Les résultats du chapitre 5 ont pour désavantage de ne fournir
qu'une représentation (o unitairement équivalente à Dr, et non Dzr

elle-même. Cet inconvénient va disparaître lorsque G : exPg est un
groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement connexe, soumis à une
action exponentielle. Sauf mention explicite du contraire, nots nous
placerons toujours dans ce cas dans la suite. Il faudra alors se limi-
ter aux noyaux qui sont à support compact en D e D/D". Cette
restriction sera Sans conséquences poul nos résultats ultérieurs.

6.2. Nous identifierons D fDo à lR'" à I'aide de la base coexponentielle
fixée une fois pour toutes. Pour simplifier, les éléments de D fD" seront
parfois notés patr D. De plus, il nous faudra travailler explicitement
avec la base coexponentielle de g à la polarisation l;. Les vecteurs de
cette ba^se E sont obtenus de la manière suivante : Ils sont obtenus
par les cas 5b) uur" ol*n: O (ol"oo# 0 est impossible dans le cas

nilpotent) et 7b) (le cas 7c) est occlu pour les groupes nilpotents).
Remarquons que dans ces deux cas, g1 est un idéat dans g. Après
changement de notations on trouve donc une suite de sous-algèbres
g: gp ) gp-r ) ... f gr ) [ telles gue 9a soit un idéal dans 9r+r Pour
tout i. De plus, si dim(g6/go-r) : l, {Ct} est une base coe:çonentielle à

96-1 dans gr, où Q est l'élément X obtenu dans le cas 5b). Les éléments
de G; : €xp g; s'écrivent alors sous la forme (expt$ù' 9;-r où nl-r €
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Gi;. Si dim(ga/g;-r) : 2, {Cl,C!'} æt une ba.se coexponentielle à
ge-r dans gr, oir Cti et Cj' sont les éléments Xz,Xs obtenus dans le cas
7b). Les éléments de G; s'écrivent alors exp(t'tcl + t'!C'r') ' !i-1 d,Iec
gr-r € Ge-r. Posons Tt: (tù, resp. 7i : (ttà,t'!) et g{n): expttC6
resp. pa(?i\: exp(tlCl+ttici). Les éléments de G s'écrivent donc

sr(T) 
-. 

ge-r(Te-ù...gr(T) . h

avech€.H:expf r .

6.3. Déffnition : L'espace .ES(N,R,Gf H x GlH,l) est l'ensemble
des fonctions C- de IRN x lR' x G x G dans C, vérifiant la propriété
de covariance

F(î; a1, ,.., ani g ' h; g' ' h') : 
"i '(t 'tnhl 

' e-i(t'tntÙ'l F(î; a1, ... ' ani gi gt)

quels que soient h,h' e f/ et telles que la fonction

( r i  o t r . . . ,  an iSr ,  . . . ,  Sp ' ,T t  r . . . rTo)

r+ eat,,t + "' +a""^ F (îi ar, ... t anl gp(S p)...gr (sr ) ; g r(Tà... gr("t ))'

soit une fonction de Sehwartz sur IRN x IR'x IR'k x lR'k (si St,...,So se
composent de k coordonnees) quels que soient ort...,o?? € ]R.
Au chapitre suivant, nous identifierons les espaces .ES(N,IR'',G/f/ x
G lH,/) et ES(N, IR', IR& x)Rk) en posant, Pou tout Fr € ES(N, R', R&

" 
Ro),

F(î; D; eo(Sp)...gt(Sr) ' h; ge(Tr)...gt(Tù ' h')
- 

"i(t,tnh1 
- 
"-i(g'rnt) 

Fr(a; Di st,..., splTt, ...,To).

De plus, I'espace .ES(N,R^,Gf H x G/H,l\ sera muni de la topologie
de ES(N,R',R& x Re).

6.4. Soit zr : indÊ Xz et soit ?1, I'espace de représentation de zr. Pour
tout .F' € ES(N,lR',G/I/ x GlH,/), notons Ae(n,D) I'operateur sur
?1, admettant F'(u; D;.;.) coûlme noyau, à savoir I'opérateur défini par

(Ae(n,p)€Xg) : 
I",*F(n;D;g;s)Ek)di' v€ €T{n.
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Vu les propriétés de corrariance de F et de {, cette intégrale sur G lH a
un sens et fournit bien un élément de ?{o.
Demême, pourtout ̂ É e ^85(N,R',R&xlRe), notons Âr@,D) I'opera-
teur sur .L'(R*) admettant F@; n;.; .) comme noyau, à savoir I'opérateur
défini par

(Â r@,D)ixst, . . . ,  So) : [ ,  F @; n ;sr, . . . ,  Sri Tr, . . . ,To)€(Tr, .. . ,To) ff i' r, JnÊ

pour tou t (e f21nr ; .
Darrs la suite, U(D) désignera I'opérateur unitaire construit dans Ia
démonstration de 5.2. On obtient le résultat suivant :

6.5. Proposition : Pour tout .F' e .85(NrR', G/H x G/H,l).à"
support compact en D e D lD* E R', il existe F' e ES(N, R', Rk xRe)
à support compact en D tel que

AI(E,D)€ : u(D)-' o Âp(n,D) ou(D)( v€ e ?ln.

De plus, si F est à support compact en une 9u plusieurs coordonnées
du paramètre r € RN, il en est de même de .Ë.

Démonstration : La démonstration se fait en analysant les différents
cas de la récurrence sur aim(o/o') * dimg.

Cas 1) et début de larécurrence z oftn: {0}, GIH: {0} et U:id.

Il suffit de prendre F : F € S(JR,N) (fonction dépendant seulement du
paramètre).

Ca.s 2) : Tandis que dimg diminue, G ln : C/Ft,DlD.^ reste inchangé

. t  .ESIN, R,Gf HxGl!I, l) = ES(N,R,êli IxC1u,I1. L'existence
de F est donnee pour ô : GIA par récurrence, donc également pour
G.

Ca.s3) : On a D: exptd4'Ds, dim0/0" diminue, g reste inchangé,

M:u(Dd'Posons

f i (E , t ;  Do ; . ; . )  :  F (7 ;  Ds , t ; . ; . )  :  F (û ;D ; . ; . ) .

Puisque F est à support compact en D, donc en particulier en t, F1 €
ES(N + 1,1R"-r,G/H x Gf H,l) et, par hypothèse de récurrence, il
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existe 4 e ASIiV+1,lR"-l,lRexlRe), àsupport compact en De € lR''-r
et en t tel que

u(Dù I ,r@,t; Do; .; se(rp)...e'(r'))€(r" (Tr)...gr!ù)ffi

: I n(n, t; Ds; .; Tr, ...,ro) Qa @ o)€X"r, ...,7) il.
J "

Alors la fonction F définie'par

F1n; n;.; .) :  Fçn; Do,t; ' ;  ' )  :  Fr(n,t; Do;'; ')

convient.
Les ca.s 4), 5a), 6a) et 7a) sont traités de même.

Les cas 5b) avec ol,oo*0 et 7c) ne se présentent pas pour les groupes

nilp

Cas 5b) .rr.. ol : Q : Puisque D: Do'expa aÀX, D: Domod0'
'  t adg

ffiavec Ds. Pour commencer, rappelons la décom-
position de l'isométneU(D) en modifiant les notations de 5.8.
Po.om zr: indf xe, fr: ind$,(indfl' xù et

V t :? { . r+ î l *

avec V1( : i signifiant €(e)kr) : (Vt€)(g)(gt) : €(g'gr).
De même z V1 : TlDon = î{o -. îloofr = 7{a'.
Posons zrr : ind$ Xt, TtDo: ind$, (Dozr1) et

!2:TtPoi  -TlrDo

avec (VzO kxgt) : sa(ù)/z E(';'g)(gt).
Par hypothèse de récurrence, on trouve une équivalence unitaire V{ -

î,h entre Dorl et (r,oo. On en déduit

Vs zT{rro - Hêoo

où (po : indfi, (r,po, paf,

t(v'O(g)l(sr,..., sp-r) : [ri(gtnl)](s,, "', sp-r)'
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Finalement on définit

Va z î16o -'?{çro - 1,2(Rk)

par
(ya€)(Sr, . . . ,  Sp-r ,  s)  :  €("*psX)(&,. . . ,  Sp-r) .

on a alors tl :tt(Do) :vae va o vzovr, I'isométrie v2 dépendant de
Do.
soit F € ES(N,R,Gf H x GlH,l) à support compact en Do. Défi-

nissons Fl € .ES(N * 2,lR', CrlH x G1f H,I'1\ avec h: IlnrPat

Fr(î,s, Pi Doi gr,9')

: so(ù) pçfr; Do; oo t (exp sX) . gt Do' (exp pX) . gl).

Par hypothèse de récurrence, il existe 4 e ^ES(N*2,IR',IR'b-r x R.e-l)
tel que

/  t  - \  /  . -  , .  - - \

4 (/ ,r(o,s, Ft Doi .i sp-t(To-)...0t(r'))€' (oo-r(To-ù-a?ù)ar 
)

: 
I n{r, s, Fi Dot ;Tt, ...,Tp-, Xyl€t ) ( Tr, ...,Tp-)diT

pour tout €t €Tlnr. Définissons.F e .ES(N,R',Rk x lRk) par

F 1n; no;Sr,  . . . , ,Sp-r ,  s iTr,  . . . ,Te-t ,  l t )
: n(8, s, lt i  DoiSr, ..., Sr-ûTr, ...,To-).

Alors

/ e  I

(r)u(Do)( t t r(n; Do; .texp px . r,p-t (ro-')...0' (r'))
\ , ,

€("*o p,x . se-r(To-ù...erçrS)ar a) (sr,..., ^sp-r, s)
, /

/: ve o Y2 ovlll I F(t; Do;;up p,x ' ee-t(Te-rl...o'(a))

€(e* px ' sp-r(rr-)...t{rrl)ar ar) (oç sx)(s1, "', 'sp-r)
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I  l r:v'rltvz. v,)(/ I ,@,Dot.iexp px .ep-r(re-ù...0'tn))

:rt!"r^r,,rr(l I r(n;Doi.i.,*p px . ep-t (r"-,)...r,(r,))

€ft* ux ' ep-t(To'-r)...srrrr\ar a) ("'{"*o"x))]

\ ' l
€ (e*p px . ep-t(To-)... sr Q)) ar ap) f"* "Dl ts', ...,,Sp-r )

(Sr, ..., ,So_r). e)

Dans l'intégrale, effectuons le changement de variables défini par

e*p pX . 9p_t(Toi.,gr(T)
: Dô-' (exp p'X)gotQi).'g{r) . h'(Do, p,T).

Le détail de ce changement de variables, ainsi que son Jacobien eo(do)
et les justifications nécessaires seront donnés dans la suite. On trouve
alors

(2Èv'rp"<at nvr(t 
t r (n; oo;., oo I (exp p' x)sr-r(4-,)...

gr(ri)) . 
"-i(t,tnh'). {("t' 

(exp 1ttx)gr-r(rl-r)...

g r(Tl) 
"u(^n 

h') . eo(ù) dr, d,r,) ("t' G.p r&)] (,sr, ..., sp- r )

:y,"1",w>t2vr( [ [ rtr, Doi.ioJ'(exp px)gp-r(4-r)...
"L  ' \ J  J

r, (r, )) € (";' (.* px) s p- r(Tn-, ).. . g, (", )) ""rù> 
n a u)

/D i ' ,  - - . . . |  .
(-' (e*ntx))l(S', ...,.9o-r) (3)

en laissant tomber les'. Or, quels que soient Rr,...,h-r,
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"a(ù) 
lzyr( t t F(n; Do;..oi' (op pX)sp-{Tn-r)...0r(n))- \ r r  \  

\
€ ("t' (up px) go-r(Te-t)... s, (Tù) 

""(^t 
n a p)

("' {"* rx)) (snr{nn-, )...gr (nr ))
- eo(ù)/z I I, @, Doi.iDî' (.ry pX)go-r(Te-)...0t(rt))

€ ("t' (exp 1t' x) s o-, (4-, )... vr ("r )) e' ( ù) ilT it p'

("' {"*o sx)ge-r(R -t)...gt(8,))

- e,(ù) lz 
| | 

f (n; Do; oî' (exp sX)eo-, (Rp-r )...gr (Rr ) ;

Do' (exp px) s,pa(Tn-, )...0, (n ))

{ ( "t' (exp px) sr-r(Tp -ù... gr(T)) 
"' 

(d dr dp

- eo(ù)/z I U 
"(*,",t 

;Dot9p-r(&-r)...gr(R,);

se;(Te-ù...rt(rt))
(y,€) ( od' ("*p p;11) (to-r(To-)... srg)) ar ap

: 
I (l r, (î, s, tti D oi ee-t(Rp-r)... g, (Æ, ) ; ge-r (Te-r)...o, (r, ))

(vz o ur€)( exp p,x)(oo-r(ro-)...sr1r)n)au

: 
I (l ,r(o,s, Fi Dot .; so-r(T,-,)...0, (n))

(vz " vr €) (op pX) (eo-r(To-r1...stçrù n) ap

(sr-r{no-, )...s, (n' )).

Donc

(ats yl 
t/ U 

p, (n, s, pi Doi .; se-r(re-, )...r, (A ))
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(vz " vr€) (exp px) (s,-r(ro-r)...0, tn )) { rrl,o, ...,,so-r )' l J

-- 
U I 

,r(o, s, Ft Doi .;Tr,...,To-r)yi[(y, o V1{)(oç pX)]

(?r, ..., Tp-)diT dp) {.f,r,...,,Sp-r)

: 
U I nO, s, Fi Doi -iTr, ...,Tr-, ) (V, o Vz oyr0(exp pX)

(?i, ..., Tp-)diT dp) 6r,..., .So-r )
1 1 -: 

J J h@,s, Fi Do;.; Sr,...,,Sp-ri Tr,...,Tp-)(Vno Vs o Vz oVÉ)

(Tr, ...,Tp-r, p,)df dp,

: 
I I F(n; no;Sr, ..., Sp-r,siTr,...,Tp-t, r\@(Dù€)

(Tr, ...,Tp-r, t t\diT dt t

: 
U I Pfo, Do;.iTr,...,Tp-l, tù(u(Do)€)(?r,...,

Tp-t, ùdr dp)6r, ..., ,Sp-r, s). (4)

Comme (1) : (4), le cas 5b) est démontré, à condition d'examiner de
plus près le changement de variables. Or

exp pX . 9p-r(To-ù...gr(Tù
: Di' (ro"*p p,X) ge-r(Tn-, )...g, (", )
- D;' (G*n ps-o(ù)x) . g1t,Dù)sn-r(To-)...0{T)

avec g(p,,Ds) e, Gp-r

: Do-' (exp ps-o( ao X) . g' 0t, D s) g ea (Te-, ).. . g, ("r )

avec g'(p,, Do) : oî' g0r, Do) e Gp-1 cat Ge-r est

Os-invariant.

Décomposons g'ûr, Ds) dans la base coexponentielle :

g'0r, Do) : gp-{h-t)...gt (Rr) . h(tt, Do)

les coordonnees & dépendant de p, Ds. D'où

æp pX . ge-{Te-r)...gr("r)
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: D;r (exp p6-"(d x)gpa(R,.-ù.*gr(ftr) . h(p, Do)go-t (?o-t)

...s{r)
: Dl' (ocp pe-o(ù) x)lgo-r(&-t) . 7p-t (ro-r)l . Tgo-t(-"o-t)

' go-r(R -r)...gr(nr)' h(p, Do)' gra(Tr-ùl
' sp-z(Tp-)...gr("r).

Si dim(go- t/go-z) : l,

1e-JP'.-)' ge-{Te-r) : exp(rraCo-t)' 
"rç(t 

p-rce-r)

: exp((re- 1 * tp-r)Ce-r) : np-r(R+t * Te-ù.

Si dim(go- r/gr-z) :2,

9 e- r (h-)' s r-r (To-i : exp(rl- tcL-t + ri-tc i-r)
. exp(t!o_$,r_, + ti_$'l_)

: exn ((ri- | + t;-)c;-, + (r'|-r + ti)ci-r)
.k(R"-t,Te-r)

: go-r(Rn-1 t Tp-)' k(fu-r,To-r)

avec k(Ç- t,To-r) e Gp-2. Donc

exp p,X ' ge-{Te-)...gr("t)

: Do-'(expps-o(a)X) . gr-r(h-t -lTe-ù .lk(Ro-t,Tp-ù

' np-r1-To-ù ' so-r(h-ù...sr(Rr) ' h(p,Dù ' gp-{Tp-)l
' ge-z(Te-z)..-gt(Tr)

k étant I'unité du groupe si dim gp-tlyp-z: 1. On décompose alors

k(Rp-r,Tr-r) ' np-r(-Tp-i ' go-r(Rn-r)...gt (Rt) ' h(tt, Do) ' ge-r(To-)

: 9o-z(Hr-r).,gt(R|)' h'

avec Rl et lz'dépendant de p,Tp-r,Do.
On continue ainsi de proche en proche et on trouve une relation de la
forme

exp px . 9e-t(Tp-ù...gt(Tt)
: Do-'(expps-"(aa X) . go-r(Qo-r + ?e-r) . go-r(Qr-z *Te-z)

"'n(Qr *?1) ' h' l



CHAPITRE 6. AæIONS EXPONENTIELLES SUR UN... 87

où 8i dépend de De, 1t',Tp-r,.-.,Ti+r et où htt e H dépend de Ds,P',

Tp-r,...rTr. En faisant le changement de variables:

n : Ire-ù(ù)
Tl  :  Q i *T i

on trouve donc un Jacobien de la forme

, (e - "W)  a  * \

o(p',T') | o 1 : Iw:l: : I
\  o  0 L l

(en prenant I'ordre p',Tl-t,...,T1) et, en efiectuant le changement de

variables dans l'intéSrale, on trouve

dP,liT - 
"a@o)4r' 

dT'.

Ceci termine le cas 5b).
Le ca.s 7b) se traite de Ia même manière, en remplaçant Do'(expsX),

,"rp. ";\r*p px)par Dsl ("*p(orXr+aaxa)), resp. ot'(oofuzXzl

uzxù).De plus, remarquons que

Do exp(p2X2+ ÆXs)
r: 

"*pL(x, 
xs)e-v(ù)K?p(.to), (f,,,)] *". Gp-r,

ce qui fournira un Jacobien de la forme

1e-v@)K1-9(do)u)  *  . . . , r \
ô(pL, t'L,T) _l o 1 |
Mm-l : ". jl

\  0  L l

it p2dp,sdiT - s2v@o) 6 r!2dp'!"dT' .

Il faut faire les ctrangements colrespondants dans les définitions de Fr

et Fr.



CHAPITRE 6. AC?IONS EXPONENTIELLES SUR UN... 88

6.6. Proposition: Soit K un compact fixe deD/D": lR''. No-

tons pa.r ES(N, K,GIH x G/H,t) : O(K,S(N,G/H x GIH,Q) et

.ES(N,K,Rk x Re) :g(K,S(N,Re r. R*)) les sous-espaces topologi-

ques de ES(N, R,Gf H x GlH,l) et .ES(N,R',R& x R&) formés des
fonctions .F' dont le support en D e D lD^ = lR' est contenu dans K.
Alors l'application

.ES(N, K,GIH xGlH,l) -+ .ES(N,K,Re x Re)

F r- F

est linéaire continue.

Démonstration : Afin d'appliquer Ie théorème du graphe fermé, sup
posons que F1, r- F et F'e +> G dans les espac€s .ES respectifs. On
montre que pour tout ( ç ?ln, Schwartz en Gf H, et quels que soient
T ,  D,

I r*(n; D; .; gp(Tp).''o' (r' )) ( (s oQù *s'Q)) tr

,- I F(n; D; .; ee(To)...e'(n))((0, Qo).,sr!ù)dr

et
1 -

J F'r(ot D; ;Tr, ...,T)(L|(D)€X"' ,...,Tp)dT
f,- 

J G@; O; . iTt, . . . ,Tà(U(D)€)(?', . . . ,  T)dT

dans.Dl(G /H), L*(CIH), Lz(G/If), respectivement rt(R*), r-(Rn)
et .L2(Rk). Puisque

u (D) | rr (n; D ; . ; g p(rp)... o' (r' )) ( (wQ,) ... s' Qù) tr
1 -- 

J F1,(a; D; .;Tr, ...,Tà(U (DXX"t, ...,TàdT

et que U(D) est une isométrie pour -L2, on a

u (D) I, @, D ; .; s p(rp)...o, tn )) e (so{r).- s, Q)) ffi

: I G (o, Di .iTr, ...,To)W(D)€X"r, ...,Tp)iLT
J '

pour tout ( et .Ê: ô. Ceci prouve la continuité.
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6.7. Proposition : Pour tout .F' e ES(N,R',GlH x GlH,l) à
support compact en D eDlD" E R', il existe f e S(N, G) tel que

on(f{n,.))g :  AF(û,D)q Y( e?t*.

Démonstration : Construisotts .F comme en 6.5. Par 5.2., il existe / e
S(N, G) : E.S(N, G) (C étant nitpotent) et une famille de représenta-
tions (p telles que

(eotf{o'Jll": 
;;';l;,,'l ::,;D; 

;r" 'rp)

et
U(D\ o D7, : (e oU(D).

En posant E: U(D)€, on a le résultat annoncé.

6.8. Corollaire : Soit K un compact fixe deOlO" = lR''. Alors
I'application

ES(N, K,GIH x G/H,t) -+ S(N'G)

Fr

telle que F et f vérifient 6.7., est une application linéaire continue.

DémonstratioB: Par 6.6., l'application F - F est continue. Par 5-I4.,
I'application F - f est continue.

6.9. Remarques : a) Pour un compact fixe K on a évidemment

ES(N,  K ,G/H xG/H, / ) :5 (N,  K ,G/H xGlH, l )

et
ES(N, K, R& x Rk) : 5(N, K, R& x Re),

espac€s de Schwartz.
b) D'après R. Howe ([Ho.]), I'application

S(N, G) -+ S(N, G lH x G lil,l)

f f"
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où.f indique le noyau de l,opérateqr zr(f), est une surjection continue
ouverte. D'après ([Lud. Mol. 1], 9.7.), I'application

D/D" -"-+ S(N'G)

D H 1'

est continue, / e S(N, G) étant fixé. Par conséquent, puisque on(f) :

rffD\,1'application

D/D*
D l--.-+ F(.; D;.;.)

où F(.; D;.;.) est le noyau de I'o$rateut Dr(f), est continue. En par-

ticulier, quels que soient fr , St, ..., S,Tr, ...,To, F (n; D; g o(S)...gr (S1 ) ;

go(To)...gt(ft)) aepend continûment de D. Deplus, on voit facilement

que la relation D"(i l: r(fD) entraîne que le noyau F(';D;'; ') est

même C- en D si f € S(N, G). On a le même résultat pour le noyau

F'(.; D;.; .) de I'opérateur D"(1) si D parcourt O (au lieu de D lD")'
c) Finalement, si lll.lll désisne une nolIne de schwartz quelconque

sur 5(G/II x G/H,/), l'aPPlication

D lD" --+ IR

D r-* l l l r (u;D;. ; .) l l l '

E étant un paramètre fixé, est continue.



Chapitre 7

Etude des orbites

7.1. Dans ([B.C. et al]), N. Conze étudie I'orbite d'une représentation
de type exponentiel d'un gloupe exponentiel et montre qu'une telle or-
bite est ourærte dans son adhérence. Nous utiliserons cette étude pour
montrer que lors d'une action exponentielle, toute orbite (généralisée,
au sens de 2.10.) contient une orbite fermée dans son adhérence. De
plus nous montrerons que si I'action exponentielle se fait sur un groupe
nilpotent et si I'orbite O est fermée, alors Ker O n S(G) est dense dans
KerO pour la topologie de Ir(G). Ce résultat sera utilisé pour étudier
la croissance de Ker O/j(O), i(O) désignant I'idéal minimal fermé as-
socié à Q dans L'(G). Pour ce faire, nous utiliserons les travaux de J.
Ludwig ([Lud. 3], pud. 5]) qui démontre un résultat analogue pour un
singleton {zr}.

7.2. Da,ns ce paragraphe nous adapterons les résultats de N. Conze
([8.C. et al]) arx actions exponentielles et atx notations utilisées dans
ce contexte. Pour plus de détails et de justifications, noust renvoyons
au travail de N. Conze.
L'action exponentielle induit une décomposition de g* de la forme

g*:  g l  )  g i ) . . . )  d :  {0} ,

les gî étant des sous-espaces vectoriels O-invariants et I'action sur 9i/9i+r
étant inéductible. Soit I e g* fixé. Poru simplifier les notations, nolxl
noterons I'action de 0 sur g* par d(l) au lieu de d.(/) dans les sections

91
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7.2. à 7.4. Définissorut

o(t)-{deold(/) :s1
o{t) : {deold(t)esi l , .

Donc
o : n{t) ) o2V)... ) o*(l) :o(l).

Si Or-r (l) : O;(l),la base coexponentielle de 0 par rapport àO;{l)
et à Oa(l) est la même. Il n'y a pas de paramètre supplémentaire qui

s'introduit dans la description de I'orbite. L'ensemble des indices pour

I est

{ i r , . . . , ' i , , . . . , i . " } :  { ,  l 1<  i1n -  l  e t  O ; ( l )#O+rQ) I .

Pour ces indices il faut distinguer plusieurs cas :
t) or@) #ou+'@) et dim(sflsi+r) : 1.

a) Si / € gT, il existe d,e €, t : a{l) tel que {dr} soit une base
coexponentielle à O*r(l) dans 0r(/) et tel que

di(Q - 2 modgf*1

(expt;d,r)V) : e"L : l. * tr+' L : L + tiF(ti) '  e modg]*,
tre

en notant par .F' la fonction F(r): ""=r.
b) Si / / gi,il existe ee e EI, À,? € o{0. tels que

g l : lRen09 l+ r

d(l) : À(d)er modgfal ,Yd eo;(l)

d(ea): ild)er modgfal,Yd eo{l).

(i) Si À et 7 sont proportionnels, il existe ile e o;@) et a € IR. tels que
^Y: a 'À, À(di) : 1 et l(da): a. Donc

(exptrd'i)(l) : I, a ti' ff 
' e; modg|11,si a f 0

: L *t;F(ati).ea modgl+r

{d;} est une base coexponentielle à o+r(I) dans 0;(/).
(ii) Si À et 7 ne sont pa.s proportionnels, il erciste dn e O{l) tel que

À(dn) :  1,7(d6) :0

(expti)(t) : I + tier modglal

92
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{d;} est une base coorponentielle à n+r(4) dans 0;(/).
z7 or(l) # ot+r(t') er dim(gil si+) : 2.
Il eniste rl eo6Q)., e!a,e'l € EI, e € lR' tels que

d(ei + i,e!) : ,h@)0 + i,a)(ei + ie!) mod(gf11)a Yd e o;(t).

a) Si / e Ei, on peut supposer t, : Re(el + ie!). Il existe il;, e o{l)
tel que {t(dù: l,

(e'..ptndd(l) : Re{et'Q+ia)7"t + t'ei)} modgf11.

De plus, {d;} est une ba.se coexponentielle à n+t(l) dans 0;(/).
b) Si / / gi, il existe | ,^f' e or,(l)* tels que

d(I): tu[(z' + i1't)(d)(ei+ t'ei)\ modg]*r,Yd eo{l).

(i) Si rB(?', f',rr): 3, il existe d!u,d'ï € 0i(/)\0d+1(/) tels que

Û(d!u\ : 0' | (d!) : 7' t" (d!) : O

t l t (d! ! ) :0,  1 ' (d! l ) :0,  l " (dI) :  t .

On voit que {dl, dfl1 est une base coexponentielle à na+r(l) dans 0r(/)
et que

(expt!ud!)(exp{di)(l) : t, + t'uei - ti"ï modsf*'.

(ii) Si rB(7', 7",û): 2, on a les mêmes conclusions (voir [8.C. et al]).
(iii) si rg(/, l',4)): 1, il erciste 1 e oc(l)., a € C*, c € IR' tels que

| +i.y" : al, ,ls : el. En remplaçarft a(e'i+i'e!i) par e|*iel, on trouve

d(q :7(d) Re(ei + iei) modsl*t

d(ei+ i,etl) : q(d)(I + i,a)(e| + i,e!) mod(gT+r)!

Il existe alors dr e O;(l) tel que 'Y(dt) : l. D'où {d;} est une ba"se
coexponentielle à î+r(t) dans 0o(/) et

(xpt6d)(l) : (,*t&l modgl+r si c:0
: t, + RÊ{trP(c(l + ia)t)(ei + ie!i)}

modglal  s i  c l0.

7.9. Dans ce qui précède, notons T;* : (t;.), resp. T;o : (t!ur,tï*),
gu(Tt*) : expthdrrjl r€sp. gu(To*1 : (exp t!trdi)@*ptïrd'!:r) selon les
cas. Notons g(T) : ga(T;r)gi,r(Tù...goo(Ttr) si dest le nombre d'indices.
De plus, complétons la suite des e4., resp. e';* et e!, en une base de g*

adaptée à la décomposition g* : gT ) gi ) ... ) g:": {0}.
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7.4. Proposition : Pour une action exponentielle, I'adhérence de
toute orbite contient une orbite fermee.

Démonstration : Supposons Oz non fermée et soit q € 04\Oz. Alors
il existe une suite de ? telle que g(")(/) converge vers q. Comme
q / Qc, au moins une des coordonnées de ? tend vers I'infini. Soit tz
le premier entier tel que t;, resp. tl ou tf tende vers l'infini. Sup-
posons en plus que g soit choisi de manière à cr que ?u soit minimal.
Donc, pour r 1 n, ti.,resp. {, et tf tendent vers t[, resP. t'f; et tli!.
Puisque les (ir, - l) premières coordonnées de q dépendent qniquement

d" 4,...,T1^-, ([B.C. et al], p. 10) et que q - ltp lo?)1l, on peut

poser

lo n, -, (-Ê. -,) ... e nJ - aî ) ] a

oo c CI2\o2

et remarquer que les (ir-1) premières coordonnées de q1 et / coihcident.
En remplaçant g par {1 on peut donc supposer que les (ir,- 1) premières

coordonnées de g (= qt) et / coï'ncident et que les t; corresponda,nts sont
nuls. En particulier , L : qmodgi^, oi!) : oik) pour i ( i,, et, si on
note par j, les indices pou 9, les indices de g et / correspondant aux
in-I premières coordonnées coihcident, c'est-à-dire ir : ir,...,in-t--
jr,_r (si n+ L). Puisque t6,, r€sp. fi-ou tf tendent vers I'infini tout
en laissant la coordonnée correspondante finie, seuls les ca.s 1a), lb)(i)'
2a), 2b)(iii) peuvent se présenter (même désignation des cas que dans
7.2.). Remaxquons d'ailleurs que

gu(Ti,)gu*, (?i-*,)... 7ea(T4)Q) : gn.(Tn)(t) mod 1L+r.

Il sufÊt donc d'étudier :

1a) (exp t i^d6) (I) : {" 2 ̂ od gl"+r
* Omodgl+r Pour tu - -æ.

Donc Q:0modgi11, c'est-à-dire q € 9ia1 et Oa(q) : ... _ 0;.(g) :

!a+r(g) : O. On n'a donc pa.s d'indice pour g jusqu'à ir., c'est-à-
dire les indices pour q vérifient in t h 1 in. Si n I 1, ceci est une

94
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contradiction au fait que h : h. On peut donc supposer n - 1 et

ù < jr. La suite du raisonnement est commune alD( autres ca"s.
lbxi)  avecaf 0

(exp ti.d,i.)(l) : L 1 !p*n - L)eumod gt+r

1
-+ t. - iq. modgt+r Pour tio + -oo si

a ) 0 et pour tr^ - *oo si a < 0. Donc

^t
Q: L -  

o"omodgf"*,

et, pour tout d eOr"(l) :ilu(q),

d(q) : d,(t) - 
Ior"^rmodel+r

1
: À(d)e6 - :a\(d)eo" modgl*t

: 0 modgi*r.

Ainsi ou"(q) : ou(() c Oe'+r(q) et o,-(q) : Oa+r(q)' Donc 1" 'ième
indice j", pou g vérifie in 1 jn.
2a) (expti.dàU): flp{st"(rti'a)7"t + iet!-\} modgl*t

+ Omodgl"+r pour tn - -æ.

On continue comme dans le cas 1a) et on trouve n: 1 et h t h.
2b)(iii) avec cf 0

(expti^ita)U) : L- *t,f', 1"c(r*ia)tu - \("!n^* t",il\modgi11

- + t' -*{fr; k!o' * o"'illmod g}'*1

pour t --+ -oo si c > 0 et pour t + *oo si c ( 0. Donc

Q: (- *{æfo k!,,*u"'L)\modsi*1
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et, pour tout d eor"(t):0r,(g),

d(q) : d'(t) -*{fr; d@tu+'"'il\modglal

96

: lil)Rn(ei, + ie!i)- *{;#I 
".tû',')(t 

+ io)(e!^* u"'L)\

modgl."1
: o modgl*r.

Comme en lb)(i) on en déduit qtæ in < in.
Dans tous les cas on trouve donc ir, < i'. 51 On est fermé, la proposition
est démontree. Sinon, on choisit h e nn\On c CIa\Cla, selon le même
procédé que précédemment. Puisque 4: qmodgi et que 0i(/) : oik)
pour j ! 'ir, on peut supposer que les débuts des bases coexponentielles
de O, construites pour q et /, coîhcident. Notons Pt lr resp. # ef fl'
la ba^se de O construite pour g. On peut donc supposer fi.: d,6,, tesp.

fl, : d!r, et lli - dï. pour r < n. Soit i^ Ie premier indice pour q tel
que le paramètre correspondant tende vers I'infini lorsque 9(")(q) tend
vers 81. Comme précédemment nous pouvons supposer que les i* - L
premières coordonnées de q et 91 coïncident et que les paramètres ? cor-
respondants sont nuls. Puisgue gr e on c dle , qt est limite d'éléments
de Oz. Supposons à présent nL < n. Donc j^ : i* 1 in. Alors les
débuts des bases coexponentielles coïncident et tes i* - 1 premières
coordonnées de /, e et q coïhcident, les paramètres correspondants
pouvant être choisis nuls. Lorsque q1 s'écrit comme limite de 9(.9)(/)'
on peut alors supposer que le paramètre colrespondant à i- tend vers
I'infini, ca,r sinon les j* premières coordonnées de 91 coihcideraient
avec les j- premières coordonnées d'un élément de I'orbite de /, donc
aussi avec lo j* premières coordonnées d'un élément de I'orbite de q
(puisque j^ < i^), æ qui n'est pas le cas. Ceci contredit le caractère
minimal de n. Cette contradiction implique m 2 n, in I in 1 i*.
Soit à présent ler,lcz,... les indices Pour gr. Un raisonnement analogue
à celui qui précède montre Que jr : kl, ...,i*-r : lÇm-r et i., 1 kro.
Puisque tous les indices sont bornés par la dimension de g* par exemple,
le raisonnement précédent doit s'arrêter après un nombre fini d'étapes,
c'est-à-dire on doit trouver une orbite fermée dans I'adhérence.

7.5. Remarquons que le résultat précédent reste wai dans le cas étudié
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pax N. Conze, c'est-à-dire pour une représentation de type errponentiel
d'un groupe o(ponentiel. Il est en particulier wai pogr une action

exponentielle sur un groupe nilpotent.

7.6. Soit gne action exponentielle sur un groupe exponentiel. Soit

I e g* et désignons pax Oz l'orbite (généralisee) de l. D'après ([kp'

Lud.]), ô est homéomorphe à g*/ Ad* G. De plus, la projection p :

g* - g*/ Ad* G est une surjection continue ouverte. Puisque Oz est

un sous-espace saturé de g* pour I'action de Ad* G, on peut construire
Q2l Ad* G. D'une part, cet espace peut être considéré comme sous-

espac€ de g* lAd* G. D'autre part, il peut être muni de la topologie
d'espace quotient de Oz par Ad* G. Il est facile à voir que ces deqx

topologies coihcident. De plus, puisque la projection p est une surjec-

tion continue ouverte, g* I Ad* G et QslAd* G sont des espaces locale-
ment compacts. En ce qui concerne Qtl Ad* G, on utilise encore le fait
que Os est ouvert dans son adhérence, donc localement compact. De
plus, O agit sur g*/ Ad* G par D*' (Ad* G'l) : Ad* G '(D* '/) puisque

AdG est un souri-groupe normal de O.

7.7, Proposition : Les espaces D /D" et QplAd* G sont homéomor-
phes entre eux et homéomorphes à un espace IR'. En particulier, l'es-
pace Qtf Ad* G est séparé localement compact.

Démonstration : Remarquons d'abord que l'application

g :D -  Qa

Dj  ,D* .L

est continue. L'application g est trne surjection pa,r construction et est

ouverte grâce à un résultat de Hocihschild ([Hoe.h.], I.2.5.). Munissons 0
d'une base coexponentielle à 0o, complétée par une base de 0r. Grâce
à cette base coexponentielle à O, (fixée une fois pour toute), on noit
qteDfDn est homéomorphe à un espace IR'. Considérons le schéma

suivant :
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Ad'G

On sait déjà que g et p sont des surjections continues ouvertes. Il en
est donc de même d" g, : p o g et de pr, proiection de O sur D /D".
De plus, remaxquons que

Kerg l  :  {D  eO I  Ad-  G '  D* ' t :  D* '  (Ad .  G ' l ) :  Ad*  G '  l }

:  Dn ,

Donc il existe une bijection Ô unique qui rend le diagramme précédent
commutatif. De plus, iD est une bijection continue ouverte, c'est-à-dire
un homéomorphisme.

7.8. Pour f e L'(G), définissons.nppy p*

supp/ :@e.

Supposons à présent suppf compact et supposons I'orbite Oz^fermée.
Puisqge Oz est saturé, firT ea. Oest fermé dans g*/ Ad. G : G. Donc
supp f nùr/Ad* G est un compact fermé de ê et de Q2lAd* G = IR.*.
Finalement

f f iw" :WQ2/A* 'G
c supp f nfulAd* c
c {le I Ad* G: lR'

etffiR" est un compact fermé de IR" (identifié
à D lD" et à Q2lAd. G).

98

Qc

/ \
, / \

/ \

-ai l
\ /

' \ /

\ /
D lD": lR'



CHAPTTHE 7, ETUDE DES OHBITES

7.9. Dans la suite de ce chapitre, le groupe G sera supposé nilpotent.
Dans ce cas, il existe dans .S(G) une unité approchée (g,)r, obtenue
par calcul fonctionnel, telle que supp g" soit compact.
En effet, il existe une base de voisinages compacts K du neutre e de
G tels que (K")1çt0,rr.fræ soit encore une base de voisinages compacts
de e.  Soi ta lors |x:  f i< e S(G),  fu 70, Ï fx@)d,n:  L,  te l  que
supp.fr c K et donc supp fii c Kn. Ont 

I,? ffr*s: g dans S(G),

pour tout 9 € S(G) ([Lud. Mol. 1]). Soit alors p" e Cf (lR) tel que
pn t 0 dans un petit voisinage de 0 et tel que gu;1 l(f"(t)-t")U)l < 6"

pour j : 0, 1, ...,(n- 1) et e' tendant vers 0, C" désignant un compact
de lR admettant 0 corrlme point intérieur. D'après le calcul fonctionnel
de Dirnier ([Dix. 2]) et Hulani&i ([H".]), p^{fxl;,F s - ffr * I tend
vers 0 dans 5(G) pour (n, K) - (+oo, O). Donc ç^{f x} 'r g tend vers
g darrs .S(G). De plus, pour tout n € G,

r(ç*{f xD : e"(trff*)).

D'autre part, soit e > 0 tel que g*= 0 sur [-t,e]. Par ([Dix.3],
3.3.7.), il existe un compact C dans G tel que ll"(/r)lf"o < e pour tout

z'hors de C. On en déduit alors que r(p*{f K}) : 9n("U"1) : 0 pour

tout zr hors de C, c'est-à-dire supp ,pffit est compact. Les p*{f x}
conviennent comme unité approchee (g")r.Par 6.8., notons G"(D,.,.)
le noyau de I'opératett Dn(gr). On sait que ce noyau est continu en
D. Alors

{D e D lD" I G"(D, ., .) # 0}
:ff in"

est un compact fermé de iR' (identifié ànlî" et àfu/Ad.G), si
I'orbite f,)2 est fermée.

7.10. En complétant la base coexponentielle à 0r, dans 0 par une base
de Or, nous pouvons identifier O à un espace IRe et D lD" à un sous-
espace IR* de IRp. Pour éviter les confusions nous noterons dans la suite
pur f(.p;.;.) le noyau de Dzr(/) si D e D lD^ = IR' et par F@;.;.)
le noyau de D"U) si D e 0 = lRp. Pour des raisons tedrniques
ultérieures, nouft devons effectuer les modifications suivantes : Soit t/
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une fonction C- à support compact K dans lRe telle que

100

4) > o, ,/(o) > o, tuû{r\ao - r,

I'espace O identifié à Re étant muni de la mesure de Iæbesgue de IR'p.

Pour tout f e L'(G), définissons

r, : lurD'û(D'\dD'.

Si / € S(G), soit.É le noyau de Dr'(/), D eD, et évaluons le noyau

de Dzr(fi) :

Dn(fr) : 
InoU''o)û(D')d,D'

: 
Iro" 

n7)rl,(D" D-')6(D, Dt')ilD" ,

6(D,Dtt) désignant le Jacobien du changement de variables Dtt : Dt D'

Donc DnUt\ a pour noyau

I  F@",. i  )rb(D" D-t)6(P, o"1d,D": Fr(D; .; .).
JE

Si on se limite à D e D lO" E R', le noYau

h(D;.; .)  :  hl ,n^(D;.; .)

est à support compact en D, si tel est le cas pour F. En effet, si le
support (en D) de F est contenu dans le compact I( de lR.' = D lDn,
alors le support (en D) de .É est contenu dans K.O,. Si de plus le

support de { est contenu dans le compact K deD = D lD"'Oo, on voit
faàiiement que le support de Fr est contenu dans K-l 'KmodDo. Or,
puisque D /D* = lR' est identifié à un sous-espace fermé de O E Rp,
K, K et K-l .K sont des compacts de IRP et lû-t ' KmodO' est un

compact de D lD": IR'.

7.tt. Soit K un compact fixe de D fD" = lR' et définissons

u"r t )rs-{l ."t"1 tff i
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€ s(c) | {D e DlD" It :  
{ , ",rff) * 0IR'est -*nu.t).

Donc T : 
Y 

X*. On vérifie facilement que X est un idéal O-invariant

de S(G). En effet, si par enemple f eTx, alors

on( fo ' )#o  +  Do .DeK.Dn
=+ D e  D; t  .Kmod0o

ce qui est un compact de D lD" par continuité de I'application

DlD" + DlD"
Dmod0n r-  D;t 'DmodOn.

D'oi foo ç7.
Remarquons en plus que X Ç. Kerr. En effet, il suffit de prendre
.F' e ^ES(R.*,G|H x G/H) à support compact en D e Dl9" -= IR'
et tel q,t" f1O; .;.) # O. par (6.7.), il existe / e S(G) tel que o"ff)

art F(D;.;.) mmme noyau pour tout D. Par construction, / e T et

f  /Ker r .

7.L2. Proposition : Soit un groupe de Lie nilpotent muni d'une
action exponentielle. Soit r e G et soit Q I'orbite (généralisée) de g*

associée à zr. Notons par

KerO : {/ e L'(G) | 
Dr(.f) : O, YD eD}

(en identifiant I'orbite avec les représentations correspondantes). On a

T'x'Kero 'x 'T c Rff i  n&I L'(G).

Démonstration : Soit g e L*(G) tel que (9, KerO n S(G)) : 0 et soit
K un compact fixe de D lD". Par Hahn-Banach il suffit de montrer
que 

(g,Tx '7x 'Ker Q 'Tx 'Txl : o.

Soient 9r,9-z,99,gqelx 9t f e S(G). Notons Par Gr,Gz,Gs'Ge,F,
resp. pa,r ër,Gr,Gr,Gn,^Ë les noyaux d. gr, 92,9sr94' t pour Dn avec
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D e DlDr, ræp. D e D. Le noyau du 9t l7z*-f 
'r,gt* la est alors

donné Par Gr o Gzo F o Gso Gar r€SP. G1o G2o F o G3 o Ga âV€cr Pâx
exemple,

G1o G2o F  o  Gso  Ga(D, t ,U)
I

: 
J 

C t{n, x, n)G2(D, g, r,2) F (D, tz, rs)G s(D, rs, ta)G a(D, na, A)

d*fi,szdnsdÆa.

De même pour ô1 o ê2o F " G" o ôr. On a donc

supp(Gr o Gz o F o Gs o Gn) C K xlRk x IR&,

resD.
supp(ôr  "  Gz"  F  oësoêù c  (K 'n" )  x  Re x  lRe

puisqu'il en est ainsi des Ga, resp. ô;. Soit à présent ry' comme en 7.10.
et effectuons la construction de 7.10. pour la fonction h* 9z* f '* gt * 9a.
Donc ("") ((g, * gz * f * gr* gn)r) a pour noyau

IoG, 
o G2 o F o G" o ên7D";.i )rr(D" D-t)6(p, o"1dD"

:(Groê2oF"Gs"G;r1n1

et la restriction de ce noyau àD lD" est à support dans un compact fixe
.I(1 de D lD*: IR'. Puisque ty' est une fonction C* ,l? restriction de ce

noyau à n I D ̂  est un élément de S(Kr ; IR'k x IR'e) : D (K r, S(Rn t Rn)) .

On définit une forme linéaire continue p sur S(l(t;lR'e x lR'k) par : Soit
F e .S(,Ffr;lRe x IRe) et soit / € S(G) un rétracte quelconque de F
dans S(G), c'est-à-dire tel que Dzr(/) ait pour noyau F(D;.;.) pour

tout D e D l0r. On définit p par (p, Fl : (9, fl. La forme linéaire p
est bien définie par 6.7. et 6.3. et par le fait que si h et fz ont même
noyau, h- h € KerOnS(G) et (9, h- ht - 0. La continuité résulte
de 6.8. et du fait que la convergence dans S(G) entraîne la convergence
pou la topologie de Ir(G). Par caractérisation des formes linéaires
continues sur .S(Kr;R& x Rk), p est de la forme ([S.h. 2]' p. 239)

0r,Fl : D [ -, r(D,û,U)Do,,,nF(D,r,Y)d,D ilnitY
nn{"J KrxlR& xtRe
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où les r sont des fonctions continues à croissance modérée et où DD,r,o

esr de ra rorme (rî)" (&)t (&)' .
Définissons à présent une nouvelle forme lineaire sur .Dr(G) par

kr, l l  - -  (V,(g *  9z* I  *  gg *  ga)r) .

Si / € 5(G), on a

kr, i l  :  0t,(é, o G2o F " G"o êa)rlo,o,)

: 
rt"*f,---"n* "(D' t'u)DD,',u I*,Iu,*urG'(D" 'r'd)

G, " F o ê s(D", n', y)G a(D", a', u)rlt(D" D-r)6 (D, D")

dr'dy'dD"dady dD.

En effet, I'intégrale en D" peut se limiter à un compact K2 de O,
puisque / est à support compact dans O et que D parcourt le compact
Kr de n lD" (identifié à un sous-espace fermé de O grâce à une base
coexponentielle). Montrons qu'il existe une constante C telle que

l (p' ,  /) l  < c ' ;ug l lD'r(/) l l"o s cl l / l l ' ,v/ e s(G).

En efiet,

l (p ' ,  / ) l

u JK2x*bxut l,/*,*u*tu' 
lô' " F " Gs(D" 'r"a')l' lr(D't'u)

(#)" (*)t (ft)' 't'to" D-t)6(D , D")G.(D" , x, n')G a(n" ,a' ,u)l
'l

dD ilndafdo"dn'du'

t{r,,-o *o. ["L,,u.,o* l"(D, ., ù ((#)",1,(D" D-')6(D, D'))

f*f Gl)' G,(r", r, r)G 4(D", a', u)ld'D o. *)' 4p" 6' 6r'\"' .
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Or

./r,,.n**n* [Â "u* 'u *l'(n '"'o((#)"'l'(o" n-\6(D ' o'))

f*f GA)' G,(D", x, t')G a(D", u', a)ld'D o' *f' 4P" 6' 4''

u {o, o \) (*)t (ft)' e, (D", r, n' ) G a (D", {, ùla o * onl

.mes Kz .mes Kr . 
,.d3,.r,.Â*,o*,[-"u.|"(p 

,û,u)

(f#f r (D" D-\ 6 (D, D\) (*)' (ft)' e,(D", n, n' )
Gn(D", a', ùla, d.y d,n' dg' .

Par 6.9., l'application

(D, D" ) ,-' I (#) 
a 11, çDr r D-t) 6 (D, D' )1..Â. * u,,Â, "u. 

l"(o, n, u)

(*)t (ft)' ero" ,r,n)Ga(D" ,u' ,ùla* d'Y d't'itY'

est continue en D x D", donc bornée sur K1x K2, D'autre part,

( p", "', y ËP, x IR k x RÈ [r,' n* * e* l' @' "' o ((#)"1' tn " n -' 1

6 (D, D,, \) (*)t (ft)' e, (D ", û, n) G a(D", u', ùlao * o4

o.*,ll,,r*,t,,,vTËR*,u- [ltu])"t 
(D" D-r)6(D ' D')l

. 
.Â.,u0 lr(D,r,y)(L+ ll"l l ') '(1 + llsll ')," (*")t (&)'

IG.(D", æ, n)Ga(D", u', u)ll 1, *fu12 # o" Q
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Gr(D" ,x,n')Ga(D" ,a' ,u)l

par 6.9., puisque D et Dt'parcotuent des compacts. Donc

l(pt, /) l < Ct. l lâro F o Gr(D",n',y')l lz5,,,r,,a,)

: G .mes Kr. 
ipr1*rll '" 

n(gr)o" n(1) '"n'(gr)llm

puisque la norme de Hilbert-schmidt d'un opérateur coihcide avec la
nonne L2 de son noyau. Dans les calculs précédents nous avons mis
entre parenthèses les coordonnées sur lesquelles portent les normes .t2.
Finalement,

l(p, , /) | s cn ;;ë1* lllo" n{s")11", I I D"'(os) llHs] 
":ë% 

ll '"'(/) ll"o'

Comme llo"n(gr)ll"r: llôr(D",.,.)llz et que cette norne est bornée
par 6.9. pour D e Kz, de même que pour 9s, on trouve bien une
majoration de la forme

l(p', /) | s c 
;Ëp, ll 

o"(/)l l"o s c' l l/ l l '

pour tout / e S(G). Puisque S(G) est dense dans -Ll(G) et que la
forme linéaire p1 est définie et continue sur ̂ Lr(G), l'inégalité précédente
reste waie pour tout f e Lt(G). En particulier, / € KerO entraîne
D"$): 0 pour tout D, donc (91, /) : 0.
Pour tout f e KerO on a donc

o :  kr , f )
:  (ç ,b t *  !J2*  f  *  g r *ga) r )

: 
I-|"ç(r)(sr* sz* 1n sr* sA)D@)û@)d'nitD.

Par continuité de I'application

D r.--+ 
l"v(ùbr* 9z* f * gr* so)D(n)iln,
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([Lud. Mol. l], 9.7. et densité de S(G) dans .Lr(G)), on en déduit, en
choisissant des fonctions r/ dont les supports deviennent de plus en plus
petits autour de l'origine, que

I  e(ùb, * sz* f  *  sr,*  e)@)dn:0.Jc

Ceci prouve la proposition.

7.13. Corollaire : Sous les mêmes hypothèses qu'en 7.12.

7.7. KerQ .7.I c re;R ræt
les adhérences étant prises dans Ir(G).

7.L4, Théorème : Soit une action exponentielle sur gn groupe de Lie
nilpotent. Soit fl une orbite (généralisée) fermée dans g*. Alors

t<effiæ) L'(G) - Kerg.

Démonstration : Par 7.9., il suffit de faire parcourir pa1 g" e ,'S(G) une
unité approchée telle que suppâ, soit compact dans G. Alors 9v € X
et, pour tout / € Ker Q,

9 ,  *  9 ,  *  f  *  g ,  *  gv  €x ' î 'KerO '  x '  T  c  Rf f i  n@) L t (G) '

Il suffit alors de passer à la limite en z.

7.L5, Soit O une orbite (généralisée) fermee dans g*. Donc nl Ad. G
est fermé dans ô = g* lAd* G: Prim*.Lt(G) = Prim 5(G) ([l,ud. fl).
Alors il existe un idéal minimal j(O) dans S(G) et un idéal minimal

fermé j(o) dans L'(G) tels que t(lfol) : t(itol) : o et tels que

j(O), resp. j(O), soit contenu dans tout idéal / de S(G), resp. L'(G)
vérifiant h(I) c f). D'après (pud. fl) et ([Lud. Ro. Sa.]), j(O), resp.
j(O) est engendré dans 5(G), rsP. Lt(G) par l'ensemble des fonc-
t ions p{/}  où / : , f*  e KerOnS(G),9 € Cf(R')  ident iquement
nul dans un voisinage de 0 et où p{/} est obtenu par le calcul fonc-
tionnel de Dirnier ([Dix. 2] et [Hu.]). E t particulier, i(O) c i(O) et

wt't(c) ci(o). D'autre part, puisque

Wr'(G) est un idéal fermé de.Ll(G) tel que

hW''(G)) : o, on a nécessairement

j (0) :wL'(G).

106



CHAPITHE 7. ETUDE DES OHBITES r07

7.L6. Théorème : Soit une action exponentielle sur un groupe de Lie
nilpotent. Soit O une orbite fermée dans g*. Alors il eniste M e N tel
que

(Kerofi(o))': {o}
c'est-à-dire l'algèbre Ker A I j($ est nilpotente.

Démonstration : Par ([Lud. 7]) il existe' pour tout N e N un M e N
tel que

(xero n s(G))M c rcJN c ffi)z'tc) c i(o).

Ici -N désigne I'adhérence pour la norme

l l l / l l l ,u,ro:

(voir [Lud. fl). D'où, puisque KerOnS(G) est dense dans KerO et

que j(f)) est fermé, on a (KerO)t c j(0) et (KerOf(O))t : {o}.

7.t7. Remarques : a) Dans ([Lud. 5]) Ludwig démontre un résultat
analogue pour Kerzr, zr désignant une représentation unitaire irréduc-
tible d'un groupe de Lie nilpotent.

b) Iæs résultats de cette partie dépendent fortement de l'applica-
tion du calcul fonctionnel de Dixrnier dans le cas des groupes de Lie
nilpotents.

c) En fait le dernier résultat est une généralisation de la propriété
de synthèse spectrale.

d) D. Poguntke a établi des résultats analogues pour d'autres grou-
pes et d'autres actions : Dans ([PoS. 1]) il démontre le résultat pour une
orbite d'une action nilpotente sur un groupe nilpotent. Dans ([Pog. Z])
il s'agit de I'action d'un groupe de la forme T x M, où ? est compact
aMlien et M un groupe de Lie nilpotent connexe' simplement connexe,
sur un groupe de Lie nilpotent connexe.

,à I"lo" * f (r)lw(æ)* d''



Chapitre 8

Idéaux o-invariants
maximaux et propriété de
Wiener

8.1. Soit G un groupe de Lie nilpotent. D'après Leptin ([L"p.]) et
Ludwig ([Lud. f ) les algèbres L'(G) et .S(G) possèdent la propriété
de Wiener, c'est-à-dire tout idéal fermé propre est contenu dans le
noyau d'une représentation unitaire irréductible. De plus ces noyaux
coihcident avec les idéaux ma>cimaux de l'algèbre. Supposons à présent
le groupe de Lie nilpotent G soumis à une action exponentielle et con-
sidérons uniquement les idéaux invariants sous cette action. Dans ce
chapitre nous déterminerons les idéaux O-invariants ma>cimaux et nous
démontrerons l'équivalent de la propriété de Wiener, à la fois pour
I'algèbre L'(G) et pour l'algèbre S(q). Rappelons que dans notre cas
les espaces topologiques g*/ Ad* G, G, Prim*.Ll(G) et Prim .5(G) sont
homéomorphes et peuvent être identifiés. On en déduit les propositions
suivantes :

8.2. Proposition : Soit O une orbite généralisée pour l'action de O
sur g*. Alors KerO: KerCI est un idéat O-invariant fermé propre de
Lt(G).

Démonstration : Evident.

8.3. Proposition : Soit T:r(t e ô tel que KerO c Kerzrz. Alors
(, e ît.
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Démonstration : Evident.

8.4. Déffnition : Soit / un idéal de .Lr(G), resp. S(G). Ott dit que 'I

est D-inuariant si I e I et D €.0 entraîne lD e I.

E.5. Théorème : Les idéarx o-invariants ma>cimaux de Lt (G) coih-

cident avec les noyaux Ker O comespondant aux orbites généralisees

fermées O de g*.

Démonstration : supposons l'orbite o: o fermée et soit M un idéal

fermé propre O-invariant de 11(G) tel que Ker O C M. Par la propriété

de Wiener, il existe 7T :qrt e G tel que Ker Q C M CKerrs. Par 8.3.'
L e fi: O et O : Oz. D'autre part, puisque M est O-invariant,

Kero c M c f ' l  (Kerzrz)D: fl (xer ont): Keroa: Kero'
DED DED

Par conséquent, M : KerO. Donc KerO est ma>cimal. Réciproque-
ment, soit M un idéal O-invariant ma>rimal. Par le même raisonnement
que précédemment, il existe 'ï -- Tt e ô tel que

M c [l (Xet ort): Kergz
DED

c,est-à-dire tel que fu[ - Ker0a par ma>cimalité. supposons fl2 non

fermé. D'après 7.4. il existe p € CIz\oz tel que I'orbite correspondante
Oo C 0a soit fermee. Donc 14 :](er0z C Ker0o et, par maximalité,
KèrOz: Ker0o. Par 8.9., l. € Oo: Oo et Oz: Op contrairement à

l'hypothèse p e Oz\Oe. Donc Oz est fermé.

E.6. Théorème : Tout idéal fermé propre O-invariant de .Lr(G) est

contenu dans un idéat O-invariant ma:<imal de trr(G).

Démonstration : Soit / un idéal fermé propre O-invariant. Par la
propriété de wiener, il existe 7f :1tt e G tel que.I c Kerzrz et même

I c -1^t- Ker(Dnr): Ker0z. Si Oz n'est pa.s fermé, on prend, par
De9

7.4., p € CIz\Or tel que Oo soit fermé, c'est-à-dire tel que Ker0o soit

mæcimal. Alors / c Ker0z: Ker0a c Ker0o.

g.7. Théorème : Les idéaux o-invariants ma:rimau:r de 5(G) coihci-
dent avec les noyaux Ker O n S(G) correspondant aux orbites générali-

sees fermées O de g*. En particulier, ils sont obtenus par restriction à

S(G) des idéaux O-invariants ma>cimaux de .Ll(G).
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Démonstration : soit / un idéal o-invariant ma>rimal de s(G). En

particulier, .[ est fermé propre dans 5(G). Soit J : lLrlc\ l'idéal fermé

O-invariant engendré par / dans .01(G).^Par la propriété de rffiener

pour S(G) ([Lud. 7]), il existe r : rp e G tel que -I C Kerno n S(G)'

Donc

J : 7l't1c1c F-"" n@41(c) c Kerro + Lt(G)

et J est Dropre. Par 8.6., il existe Oz fermé dans g* tel.que J CKer0r
Ators r è (k"r O/nS(c)) et même I : (Ker OnS(c)) par ma>cimalité

de /.
Réciproquement, soit Oo fermé et supposons qu'il existe un idéal /

fermé propre o-invariant de 5(G) tel que (Kerço nS(G)) c ,I. Par le

raisonnement de la première partie, il existè Oe fermé tel que

Ker0o n 5(G) c I  cKer02 nS(G).

D'où

Keroo : IffioffiIz'l(G) c Kror nrcl'l(G) - Kerf)s,

par 7.14.,1es orbites oo et oz étant fermées. Par ma>cimalité de Ker oo

tt.u.l dans .Ll(G), KLrOp : Keroa et (Kerop n s(G)) : r '  Ceci

prouve qrl" (X"t Op n S(G)) est maximal si Oo est fermé'

8.8. Proposition : Les applications

O r+ Ker O, resp. O r+ Ker O n S(G)

sont des bijections entre I'ensemble des orbites fermees de g* et I'ensem-

ble des idéaux O-invariants ma>rimaux de,Lr(G), resp. S(G).

Démonstration : Vu 8.5. et 8.7., il suffit de démontrer l'injectivité.
Supposons

Ker Oa n S(G) : Ker OP n S(G).

Puisque O2 et Op sont des orbites fermées, par hypothèse' on apar 7.14.

Ker oa : ffiJWI'l(G) - fer Çnæl 
Ll (c) - Ker oo.

Par 8.3., p eît: Oz et Op : Oz' Ceci prouve I'injectivité'
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E.9. Théorème : Tout idéal fermé propre O-invariant de 5(G) est
contenu dans un idéal O-invariant ma:rimal de S(G).

Démonstration : La première partie de la démonstration de 8.7. con-
vient. Il suffit de remplacer l'égalité .I : Ker0z n S(G) par une inclu-
sion.

8.10. Remarque z Le raisonnement de 8.7. pour montrer que J:
filG) est propre dans .Lr(G), prouve également que si .I est un idéal
de S(G) dense dans .Lr(G) (pour la topologie de -Lr(G)), alors / est
également dense dans 5(G) poru la topologie de S(G).



Chapitre I

Idéaux o-premiers

9.1. Dans ([Lud. 5]) J. Ludwig rappelle la définition des idéaux pre-
miers et montre que si G est nilpotent, les idéa1x fermés premiers de
L'(G) coincident avec les noyarDc des représentations unitaires irréduc-
tibles. Dans ce chapitre notut supposons que le groupe nilpotent G est
soumis à une action exponentielle et nous introduisons les idéaux O-
premiers (en travaillant avec des idéaux O-invariants). Nous montrons
que les idéaux O-premiers de .Ll (G) coïncident avec les noyaux Ker O, O
désignant une orbite (non nécessairement fermée) dans g*. Le résultat
pour.Ll(G) découle du résultat correspondant pour 5(G).

9.2. Définition : Un idéal propre O-invaria,nt I de Lt (G), resp. S(G)'
est appelé D-premier si et seulement si quels que soient les idéauxO-
inva.riants Il et 12 de Ll(G), resp. S(G),

h . I zCI+hCIou- IzC- I .

9.3. Proposition : Pour toute orbite O dans g*, KerO est un idéal
fermé O-premier de Il(G).

Démonstration : Il est évident que Ker O est un idéal fermé O-invariant.
Posons O : Oz et soit 7t :ntr la représentation irréductible correspon-
dante. Soient 11 et 12 des idéaux O-invariants tels que f1 I Ker O et
12 (.KerO. Puisque Dr$) - nUD) et que I7 et 12 sont O-invariants,
il existe h € 11 et f2 e.[z tels que n(fi) I 0 et r(lù * 0. Il ex-
iste donc { e Tto tel que n$ùE * 0. Puisque z' est irréductible,

"(n'çC1)"(/2){ 
est dense dans ?lo et r(f)r(L'G))"(Tù€ + 0.Donc

tL2
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i l  existe g e Lr(G) tel que r(l)n(g *.fz): r(h*9* fz) 10. Comme
g * 1z €, 12, 11' Iz ( Kerzr et donc h' Iz (.Ket O. D'où la conclusion.

9.4. Proposition : Pour toute orbite O dans g*, Ker O nS(G) est un
idéal fermé O-premier de S(G).

Démonstration : Soient Tr etTz des idéau:c O-invariants de.5(G) tels

que z1 .Tz c Kero n s(G). Alors h : î!1(G) et 12 : ig'{c) ,ont
des idéaux O-invariants de.Dr(G) tels que .[ 'Iz C KerO. En ef-
fet, les éléments de ,I1 ' .I2 peuvent être approchés par des produits

f ,*  gp €îr .TzCKerOnS(G) C KerO et KerO est  fermé. Par 9.3.

I C KerO ou 12 C KerO et, par conséquent,T1 C KerOnS(G) ou
X2cKerOnS(G) .

9.5. Afin de garantir le passage de 5(G) à Lr(G) nous avons besoin
du résultat suivarrt :

Lemme : Pour tout idéal fermé I de Lr(G),

h(r): n(r ns(G)),

à condition d'identifier Prim S(G) et Prim* L'(G) et de noter par h(/)

et h(I n S(G)) I'enveloppe de .I, resp. .[ n S(G).

Démonstration : L'identification de Prim* L'(G) et Prim S(G) se fait
par Ker 7r - Kerzr n S(G) ([Lud. 7] et [Boi.]). D'où

Kerzr e h(I) + -I c Kerzr =+ f oS(G) C KerzrnS(G)

+ Kerzr n s(c) e h(I n s(G))

et h(I) c h(I n s(c)).
Réciproquement, notons par i(nfO) et t(tù(|) les idéatx minimaux

(fermé dans le cas de .Lt(G)) de 5(G), resp. .Ll(G) associés à h(I). Le
raisonnement de 7.15. montre que

113

i(nrtù:@''(c). D'où, puisque i(nv1) c t
et que L'(G) admet des unités approchées,7(n14) c I nS(G). Par
conséquent,

Ker zr n S(G) e h(I n S(G)) =+ / n S(G) c Ker zr
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=+ i(n14) c Kerzr

+ i(n(Il) c Kerzr
+ Kerzr eh(I)

et h(I n s(O) c hQ).

9.6. Nous montrerons dans la suite (9.8. et suivants) que si -Is est un

idéal propre O-premier de S(G), fermé dans la topologie induite par

une nonne continue quelconque de 5(G), alors il existe une orbite O

dans g* telle que Is : Ker O n S(G). D'où :

Théorème : Soit / un idéal fermé propre O-premier de Lt (G). Alors

il existe une orbite O dans g* telle que I : Ker O'

Démonstration : considérons -I5 - /ns(G), idéat o-invariant de s(G),

fermé dans la norme ll.llt (q"i est une norme de Schwartz particulière)'

Montrons que.Is est O-premier. soient Tr,7z des.idfaux o-inrrariants

de s (G)  te ls  que x t . rzc  /s .  Posons h :T" ' (G)  e t  I r -TL ' l c ) ,

idéaux fermés O-invariants de .Ll(G). On a

h. Iz cTlz;Lt 
(c) c E"'G) c I

puisque ,[ est fermé dans L'(G). Comme -I est O-premier, 'Ir C 'I ou-Iz 
c I .  Donc Tt C h nS(G) c /nS(G):  - Is ou Xz c lznS(G) c

/ n s(G) - .I5 et Is est O-premier. Par 9.8. et suivants, il existe une

orbite O telle que .Is : Ker O n S(G). D'oir, par 9'5',

h(I) : h(Is): h(Ker o n s(G)) : h,(Ker o) : O

et 
,I c Kero - Kero c Kerzr

si zr : rrt et {l - Qt. Montrons qu'en fait / : Ker O. Reprenons les

notations de 7.11. Par 7.13.

7L'(c) . 71" (c). Ker O . Xt'(c) . 1t ç) c Rd15(Gt'l(c)

:hs-(c.)t""'..f.

par 7.11., Z et donc It'(c) sont des idéarx O-invariants de 5(G), resp.

L'(G).Comme,I est O-premier et que T (-Ketzr (7.11)' doncT Ç' I,

KerO C /  et . I :  KerO.



CHAPITRE g, NÉAUX D.PHEMIERS 115

9.7. Proposition : L'application

O -.-+ Ker O

est une bijection entre I'ensemble des orbites et I'ensemble des idéaux

fermés propres O-premiers de .01(G).

Démonstration : Vu 9.3. et 9.6., il reste ruriquement à montrer I'injecti-
vité. Soient O1,O2 deu:< orbites telles que Ker0r : Ker0z. Par 8.3.,
O, : Or. Supposons Qt * tlz.Alors Or c 0z\Oz et Qz C 0r\Or' En
effet, pour des orbites, Or fl Az # Ô entraîne Or : Oz. Or toute orbite

d'une action exponentielle æt ouverte dans son adhérence (tB.C.et al],
p. 11). On e1 déduit que 0{O1 e1 02\O2 sont des fermés et que, par

àonsequent, 01 C 0r\O, et (12 c Rr\Or. D'où

orcCIrcR2\o2cOzc0t \ot

ce qui est une contradiction. Ainsi Qr : Oz.

9.8. Théorème : Soit I un idéal propre O-premier de S(G), fermé

dans la topologie induite pax une norlne continue quelconque de .S(G).
Alors il existe une orbite O dans g* telle que -I : Ker O n S(G).

DémonstraSion : La démonstration se fait par récurrence sur dimg *
dimO. Si dimg*dimO : I,9: lR et I'action est nulle' Il suffit alors de

renvoyer au résultat de Ludwig ([Lud. 5]), tout en remarquant qu'un

idéal fermé dans (S(G),lll.lll) est nécessairement invariant sous I'action
de I'algèbre enveloppante (pud. Mol. 1], 6.3.) et que les points sont

des ensembles de synthèse pour.Lt(lR). Dans le cas général, il existe
7t e G tel que .I c Kerz'nS(G) p* i1lna. fl). Posàns r : indcnxt
avec (, € g*. Par O-invariance de I, I C Ker Oe n S(G). L'action

étant orponentielle, les idéarx minimau:r !-invariants de g ' sont de
dimension I ou 2 et il faut distinguer les cas suivants :
a) Il existe Z e g non nul et I Ç O* tels que d(Z) - 9@)Z pour tout

it eO. Comme g est nilpotent, pl"as= O et Z est central. On considère

les sous-cas :
aù Pl0 et  ( t ,Zr :  -Ào l0
aù e t'0 et (t,Z) - 0
aù ç = 0, c'est-à-dire d(Z) - 0 pour tout d € 0 et (t,Zl - -Ào

+o
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u) g = 0, c'est-à-dire d(Z) :0 pour tout d € 0 et (2,27 - g'

b) Il ociste Zr,Zz € g non nuls, p € 0t, ar e IR* tels que

o(t',) : rrrl (,1 ï ) (Z) porutout deo'

Puisque g est nilpotr"rrt, gl".r= 0 et Zr et Zz loît centratur. Il faut

distinguer les sous-cas :
br) p t 'o et l ( t ,zùl+l( t ,zzl l#o
bz) ç I 0 et l(t, ztll + l(t, Zz)l - 0.

Il ne faut pas consid&er g:0, puisqu'alors on retrouve as) et a4)' Iæ

cas b) est I'analogue complexe du cas a). Remarquons l'analogie avec

le chapitre 3. En particulier, les calculs complexes de 3.8. et suivants

restent valables. Cependant ici la recurrence se faisai sur dim g*dim 0,

alors que dans le chapitre 5 elle se faisait sur dimg + dim(o/O").
Vu la complexité des raisonnements, nous allons traiter les différents cas

dans des paragraphes séparés. Nous utiliserons fortement les résultats

de ([Lud. Mol. lJ) sur I'algèbre 5(G). Puisque tous les idéaux con-

sidérés seront des idearur de S(G), nous simplifierons les notations en

écrivant f , Ker O au lieu de f fl S(G), Ker O n S(G). Iorsqu'une fonc-

tion / dépend de plusieurs rnariables, nous noterons fd la transformee

de Fdurier partielle par rapport à la iême variable. De plus, lors de la

présence de plusieurs groupes GrG,..., noun noterons pâr *6,*6,"' le
produit de convolution dans le groupe correspondant, s'il y a risque de

confusion.

9.9. Cas a2) et aa) :

9.9.1. Définissons

x : {f€ s(G) | P@,0) : 
f, f@elrprz)dr: 0 vr e G}'

Puisque f'(rop aZ,g\ -- Î2(s,0), on peut se limiter à droisir r e
G : G/WIRZ. On vérifie facilement que K est un idéal O-invariant
de s(G).

9.9.2, Supposons à présent K c I.
a) Définissons la Projection

p: S(G) - s(ô)

I  -  p( l ) :  î
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il li lil-

LT7

avec
i@) = 

| t{roorz)d,r -f(', o).

Remarquons que Kerp : K et définissons i : p(I). La projection p

est rm homomorphisme surjectif d'algèbres, le-snrjectivité découlant de
la constnrction suivante d'un rétracte. Donc i eti uo idéal de S(G).

b) Nous pouvons supposer que la nonne lll.lll ..t de la forme

l l l/l l l :,D* 
/" t*l'" o!" Dl f (r exp r z)lilr d'ù

puisque les normes de cette forme engendrent la topologie de S(G).-Snpporonr 
les coordonnées dans ô données dans une base coexpe

nentielle à RZ fixée une fois pour toutes. Choisissons u e S(R)
tel que u )- 0, lsu(r)dr : I et lelr"Dflu(r)ld! S k- po* chaque
terme de la somme finie précédente. Pour tout / e S(G), définissons
RG\: / e.s(G) par

f (nexprZ\: il{u(r\,

xexprZ désignant la déco_mposition de l'élément du groupe dans la
base fixee. Alors p(1) : f et la projection p est surjective. De plus
p o R: ids161, c'est-à-dire .R est un rétracte. Si on munit S(G) de la

norlne de Schwartz

: 
F^*lulx"n\i@)l&t,

on trouve llpf)lll S ellltlll- et le rétracte est continu.
.) n.*q"o* q* p(ll : i :.R-t(4. En effet, pour f € i il

ex is te  1e I  te l  quep( i l :  i :p(n( i ) ) .  Doncn( / ) -  f  e  K c  I

et n(f) e /. Ainsi Î c R-t (I).-L'autre inclusion est évidente. Par
continuité de .R, on en déduit que Î est un idéal fermé de (S(ô), lll.lll-).
Deplus, remarquonrqo.po*1out f e SJG) telque i eÏ,1 e I étant
donné que K C .I entraîne que f : p-r(/).

d) Etant $onné Ogre oç(lR Z\ et K sont O-invariants, on peut définir
l'action sut ô et 5(ô). Il suffit de poser
D(cmodexplRz) - (Dc)modexpRZ. On vérifie alors facilement que

G)o : UD\- pour tout / e .S(G), la fonction modulaire pour G étant
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donnée par 6r(D) : 6(D\e-e(a). La O-inrmriance de f entraîne alors la
O-inrnrianæ de /.

- e) Montrons que I'idéat i est O-premier dans S(g). Soient ir et
.I2 deux idéaux O-inrmriants de S(G) tels que h' Iz C I. Posons

\ - p-r (i1\ et 12: p-r (Îù. Alors Il et l2sont des idéaux O-invariants
de S(G). Soient h e h et f2 c.[2. Puisque p est un homomorphisme,
ona

p(h *c lz) : pUù *e pjz\ € Ir . Iz c I

et fi *6 fz e p-t (f) : .I- Donc Ir: Iz c f. Puisque .[ est O-premier,

\C I  ou12c / .  A ins i  11  C Io :u I2CL
f) Par lpp_lication de I'hypothèse de récurrence à (S(ô),O,f;, il

existe n a Ç,Ô étant I'orbite de fi, tel que Ker h : i. Posons r : fr op.
Alors r € G et, en notant O l'orbite de zr,

/eKerO ++  r f f \ - -DrU) :O YDeD

<+ t(tt")-) : t(ti l") : oa(i) -o YD eD
<+ feKer( t - Î
<==+ f  e I -p-r f )

c'est-à-dire, f : KerO.

9.9.3. a) Supposons à présent que ?r - indfi Xetel que -I c Kerzr
entraîne (!, Z): 0 et zr(exp rZ) : I pour tout r e IR. Par conséquent

r(f\ : Ie"(*)f, tt"oo r z\ilr it*

et K cKerzr. Donc tù(/) c h(K) et i(h(K)) . t. D'après (pud. l),
il ociste Mr € N* tel que

Mr

ci(h6))cI :1.

En effet, les normes lll.lllr'r,,ta de Ludwig engendrent la topologie de
S(G) et une telle norme peut donc majorer notre norme ,lll.lll..Puisque
K est O-invariant, il en est de même de h(If) et de Ker(h(tQ). Etant

donné que .[ est 0-premier, on en déduit alors que Xer(n1f1) c f .t

K c Ker(h@) c.I. Par 9.9.2., on conclut que f : KerO.

(x*1r,trl))



?HAPITHE g. Ir,ÉIuxD-PHEMIERS lle

b) Si, pour tout zr - indÊ Xt e G tel que -[ c Kerr on est dans

les cas a2) ou u) ((t,zl :0), le raisonnement précéde^nt plouve que

f : KerO. Si, par contre, il existe r - indF Xe e G tel que / c
Kerzr et (l,,zl + 0, on est dans les cas a1) ou as) qui seront traités

ultérieurement.

9.10. Cas a1) :

9.10.1. a) Supposons qlæ d(Z) - 9@)Z pour tout d e O et (t, ZI :
-Ào avec Ào > 0 (sinon il suffit de remplacer Z par -Z). Soit ih €.t
tel que g(d) : l. comme Kerrp est un idéal de 0, les éléments de
O s'écrivent de manière unique sous la forme D : exP td'1 ' Ds avec
Do € ere(Ker g). Donc D(Z) : et'/. Notons simplement ft : Texntù .

b) Posons

Io: {f € s(c) t I;WexprZ)ei'\d,r 
-- P@,À):0 Vr e G,VÀ > 0}.

Par continuité, il suffit d'exiger À > 0 dans la définition de .Io. Dans

cette définition on peut d'ailleurs se limiter à r € G : GlexpRZ.
Puisque (l *e g)"'(r, À1 : [ i '(., f) *e02(.,À)](") et que (/D)n'(2, À) :

6(D)e-v@ Î'(or,e-r(4tr; pour D : expd, on voit que .Ie est un idéal

o-invariant de s(G)' Afin de montrer que 'Is c r, définissons I'idéal
O-inrariant,

I 'o :  { f  € S(G) |  P@,À):0 Vr e G,VÀ < 0}

et remarquons que Io . 16 : {0} C I. Puisque / est O-invariant,
Ioc I ou{ C /. Or ltoC I est impossible. Eneffet, soit / e S(G)
tel que ll(il + 0 et u € S(R') tel que,û(Ào) : 1 et û : 0 sur lR-'
Posons g: f *u. Alors r(g) = lnf) + 0, c'est-à-dirc g / Kerzr et
g 4 I. Cependant g'@,\) : l2(t,À)û(À) : 0 pour À e R-, c'est-à-
d i rege I [ .  Donc. Iocf .

9.10.2. a) Déffnitions : Pour J e S(G), définissons i'pu

î'(r,t): I f (xexprz)ei"dr

et, pour a € .ES(IR2) (décroissance orponentielle de o et de ses dérivées
sur la première variable) et J e S(G), posons

a(/) : I I CS""(s,b)dsdb avec fu(r) : f(rexpbz'1
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([Lud. Mol. 1],9.8.).
b) On vérifie facilement que

i' @,t) - (f)' @, e-t) : 6(t)e-t' Î' (' r, "-')
Î' @ "*p 

aZ,t) - e-h i2 (s,t)
(f *e s)-2(s,ù - l î ' ( . , t \  *e9'(., t) l(")
( f \ - ' (a, t ) :  i2(x, t*a)
çoo)-r(r,ù - 6\Q-''oo't)(n.,t) pour D6 € exp(Ker9)

donc t-lDst e elp(KerP)

(i\o" (r, t) - (7 Q' ort-t)!-z (r, t)

ffi' 1*,t\ : I i'@,s)ô2(s - t, -e-")d,s.

c) Finalement

i '@,t): E2(n,t) Vr e G,Vt e )R
<+ îr(rr,"-r): 0,('r,"-') Væ e G,Vt e IR
<=+ P(", f) : gz(a,\) Vr e G,VÀ > 0
<+ / : gmod/0.

9.10.3. Projecteurs : a) Soient rp e CiG') et rlt e ES(R')' Par

([Lud. Mol. 1],9.14.) il existe o e E5(R2) tel que

â' (t - t, -e- ") : û(t),p(s).

Il suffit de supposer âz(u,u) : 0 pour u ) 0 et de prendre

1 r 0
a(u,w) : 

* l_*r!(- 
l"(-r) - u)ç? ln(-o))e-n-od1).

On a alors ([Lud. Mol. 1], 9.14.)

QJ-1' 1r,t) : 4) Q) t î' {r,s)p(s)ds : lt (t) f1(r).

b) Supposons en plus p e ES(R'2) tel que P'(t - t,-e-") :

dr(t)pr(s). Alors

ËU)f(r,r) : tbt4\' Iffi'a,s)s(s)ds
: 4t$\. ( ,lt'lr,G)d") . f,(r)
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avec fi (c) : ! i'(r,u)9@)du.
c) On montre facilement que

.(ofn)Oexprz)
: 

IU "tt 
- t,e-tb - e-ta)p(t,a)e-tdtaol{fù"t"exprz)d,sd'b

I_ 
J "* 

g\,b)(1ù"(xexprZ)dsdb

où e désigne le produit de convolution dans le groupe (as +b), a et p

étant considérés corlme des fonctiorul sur (on + b).
d) Par ([Lud. Mol. 1], 9.12.), on a o(/) c /.

9.10.4. Espace S(G)t : a) Définition : L'espace S(G)t est I'ensem-
ble des fonctions ft de G dans C telles que

fi(rrexP aZ): e-'"h(æ) Vc e G,Va e IR

et que fi soit Schwartz en r € G: GlexplR'Z (pout une base coe)(po-
nentielle fxée par exemple).

b) Pour , 
-fixé, 

î'(.,ti 1jl"lt. 
En particulier, si i2(x,t)

u(t')h(r), respectivement si o(/)- :Ib(ùilr), alors /r e S(G)r.
c) Construisons un rétracte particulier.

Remarquons d'abord que

i' @,t) - 6(t)e-' Î2 (' r, "-')
entraîne

Î'@,u) : 6(-lnu)-r i fr'nur,-lnu) pour u > 0.

Soit alors rp e Cî(R). Pour /r e S(G)1 donné, redterchons / € S(G)
tel que i' - g I fi. n suffit de coustruire / tel que

( ô(- lnu)-r ' i 'ç? lnu)fr(rn"t)  pour u > 0
î '@," ) : {o  pourzso.t '

Puisque g e Ci($, Î'@,u) s'annule dans un voisinage de u : 0 et

Î'@,u) est wte fonction de Schwartz en u. Lafonction / se calcule pax
transformée de Fourier inverse

l r t æ - l

f (oe:ç rZ'1 : 
* J"'-- 

ô(- lnu)-r . 
;. ,(-l"r)/t(tnur\"-âru4u
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et est une fonction de Schwartz. Ceci nous définit un rétracte

.R: 6(G)r + S(G)

.fr - RUù: l,

/ étant calculé cornme précédemment.
d) Nous allons munir S(G)r d'une nonne de Schwartz de manière à

rendre le rétracte .B continu. Notons ptr Er, ,..,En-t la base coexpo-
nentielle àB,'Z dans g et notons les éléments de G par

ftexprZ : exp(â1.ft +... + ftn-rBn-t\exprZ
: exp(hÛr + ... + ftn-rûn-r + rZ).

Par ([Lud. Mol. 1]), lll/lll ud*et une majoration de la forme

ilt,fil1

: 
R"l I #t'orà(l + r2'nioy(âe*p rQldedr

: 
,D'"# I Iæll.- e"oi(ob,1L-D2,)uc6(-lnu)-r

.! . çf-to u)f, ( " "e))r-,," iluliffi dr
u

en posant ,1,(u) : un6(-lnu)-r ' j ' f(- f"")

où K: supp/ est un compact dans ]0,+oo[. En effet, il suffit d'ef-
fectuer les dérivées du produit t/(u)/r(!"'â) par rapport à u et de
majorer les différentes dérivées de r/ par une constante. Notons pt Au
la matrice de l'opérateur explnud4: lnu pour la base en question et
notons

,nui:r"[;,):[;i,)



CHAPTTRE g. NÉAT]X D-PNEMIERS t23

En particulier, f|: (Au)nlftr + ...(/") n,m-rfrn-r et

tr(r"'ô) : e-iBifr(rrn(eift +... + t!^aû"-i).

Notons pat AL la matrice obtenue en supprimant la n-ième ligne et la
æ-ième colonne dans /". On a

.fi( 
In"t) : 

"-il(A")^fir*...*(4")",.-râa-rl
|  |  ( f r r'n(*nlt ,..r*-,)/i,I t' ll).

\e*-,  )Jl
Par conséquent, DEOlfr( lo "t) est une combinaison linéaire de produits
de polynômes en les âi et les (Au)t,n multipliés par des dérivées des

(Au)n,t par rappo rt à, u,par des dérivées de fi évaluées en 
"rçftfr...L

( it \.,
n"_ùALl i | | et pa" l,enponentielle e-t[(/").,râr*...*(âo)o,,-r5o-rl.

\  â,- ,  /J
Puisque toutes les fonctions sont C* en u et que u parcourt un compact
de lRi, on a donc une majoration de la forme

lolott,(",â)l s Ilrt; )@pf,) (*o[,r, ,...,'n-r).^L(r', 
)Dl

où P(t) désigne une fonction polynomiale et Dp fi :une dérivée de /r
par rapport aux différentes coordonnees de fi. D'où une majoration
du type

tll/ilt s t, F^*l*^-, I*lr,@,\(Dpt)(.*[," ,...,8,-r)
(  f t t  \ . ' . . ,4[ *' l])l**
\ g"r-r ,/ 

-'

où Pr d&igne une nouvelle fonction polynomiale pour tenir compte
des facteurs â". Remarquons que A! est inversible. En effet, Au est



IHAPITRE g. nÉIuxD-PHEMIERS L24

inversible eomme étant la matrice de oçflnud1) et (/")-t est la ma-

trice de exp(-lnudr) - exp(ln(u-t)dr), c'est-à-dire (A')-r : Au-''

En particulier dét(â") I 0. Remarquons en plus que

(A.\z : Ë,#dr4)
: et'u . z puisque fi(Z): 7
:  U ,Z ,

r:\
Doncladernièrecolonne deAuestéSaleà 

| ; I 
avec u+0 puisque

\ " /
u parcourt le compact K de IR'i. D'ott

dét A' - u' dét AL

et dét AL + 0 pour tout u e K. Iæs æefficients de (Al)-1 sont
également des fonctions continues de u et sont donc majorés si u par-
court le compact K. Effectuons le changement de variables

| ftr \ ( r\ \A!"1 : l:l : I
\ t"-r / \ e'"-, I

Alors

rPl(â)r : 
la(ror-'(;-, ))
ffnle

où Q désigne une fonction polynôme indépendante de u, puisqge tous
les coefficients de (A)-' sont bornés. Finalement on trouve une ma-
joration du tlpe

l l l / l l l  S Cr.D L-_.!Q,J,) (DplrX"*pIi ' 'Er+... + ft!^-tn*-l)
flnle 

JRt-r

e'r"'e'"-t'
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Le membre de droite représente une norrne lll.lllt sur S(G)1 et puisque,
par construction, lll/lll S lll/rlllr, le rétracte .B est une fonction con-
t inue de (S(G)r, l l l . l l l ') dans (s(c), l l l . l l l).
9.10.5. Idéal .[ de S(G)t : a) Définissons

/r : {.fr € S(Gh I U e 1,3u, eES(R'), î2 : u@ 1}.

Soit à présent o e .E.S(IR) fi*é. Soit rp e Ci(R') tel que I u(s)g@)ds -

1 et construisons o tel que â'(s - t,-e-') : ,(t)V@. Pour h €' It et

f e I correspondant, on a alors o(/) e I et o(/) : u@ fr. Ceci prouve
que .I1 peut être défini à partir de u € ES(R') fixe, mais quelconque,
c'est-à-dire que

Ir  :  { / r  € s(Gh |  3/  e L î ' :  u8. f i } '

b) Puisque u peut être fixé, f1 est un sous-espace vectoriel de S(G)r.
Depius,  pourtr  € I let  91€S(Gh, i lexiste f  eI  te l  Oue f2 logl ,
e tg -  R(g t )  e  S(G) te lque 92 :9@h.  A lo rs  g* l  e I  e tg*  |  (æ, t ) :
qQ)u(t)g *e /r(o). D'où 91 *a h e /r. De même pour .fl *6 !fi et 11

est un idéal de S(G)t.
c) Soit /r e /r ebsoit / e S(G) tel que i2 = wA[, avecu e .ES(IR.).

Para ) i l ex is te  ge I  te lque  î ' :w@. f r : /2 .  Donc  f  -g  € /o  C . Ie t

f e l,puisque g e I. En particulier, si fi € Ir e! si .R(fi) est le rétracte

construit en 9'10'4', alors 'R(fi) e 'I et /r : Ê-r(/)' Donc I'idéal '[ est
fermé dans (S(G)r,lll.lll1), puisque .[ est fermé et le rétracte continu.

d) Soient t € R fixé et d € ES(R) tel que ,!(t) :1. Soient g. €
Cf(R) tels que supppe c]t - e,t* e[' Jp'(s)ihs - I et rP' ] 0'

Cônstruisons la famille (o"), telle que ô"(c - u,-ê-") - ttt(u)g,@).
Donc -2 I .

â,(il- @,ù : I i'@,s)tp,(s)ds.

Montrons q,ru ffi'(.,t) converge vers i'(.,t)dans (S(G)r,lll.lllr). E
effet

-^.--2

l l l;,G)-(., r) - f (., t)l I h
: o F.f," -,lo{t)n\@'1e,t)- î'(n,tl]læ
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er,arlat)e,(s)ds

I(t, R{"lo @)ol[1"t"""n rz) -/'(rop 'zl]l

o, *)e,@\its

I tttt" - r'lllzç,G)as

: 
" 

p*Â -,loo)n€U Vtr,ù - î'(r,4)r,(')a"]læ
s t tttl'r,.,") - f'(.,t)lll1rp,(s)ds

: I(t' R/* ,lote>oÊ[/[r"tt*o rz) - ft(îexprQ)

où lll.lll, désigne une nouvelle norme de Schwartz sur S(G). Par conti-
nuité de I'action pour toute norrne de Schwartz ([Lud. Mol. l], 9.5.) et
par hypothèse sur les fonctions 9., cette dernière erçression tend ners

0.
e) Pour t € lR fixé, définissons

ï, - {î2(,,ù I f e r} c s(c),

et montrons que I, : Ï, pour tout t. En effet, pour h e h il existe

q e ^AS(R) avec u(t) : i et I e I tels que î2; u.o f1. Donc-fr =
i '(.,t) eLet h cit. Réciproquement, soit f '(.,t) € -Ir avec 1e I.

On a o,(/) e I (a, comme en d)) et a'(/) (., t) : ,lt(t)f, : 1, €.I1 où

1,: I î'(,ùç,(s)ds. Puisque n^ffi'(.,t) : î'(.,t)et que -I1 est

fermé, i'(.,t) e 11 e! itc \.
f) L'idéal h : I, est Oo-invariant, où Dg : exp(Ke1f). En ef-

fet, soit i '(.,t) e Îr, I e I. Alors;(t 'Do't-l) e I et (P)o'(.,t):
- 2 _

l$'Do.t-t) (.,t) € /r.

9.10.6. Projection et idéal Ts z a) Soit la projection

p: 5(G) + S(G)t

fHpU)
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tel que p(/Xr) : i'(r,O) - i2(x,1). Munissons S(G) d'une nouvelle
norrne de Schwart, lll.lllr telle que p soit une application continue de
(s(G), l l l . l l l ') dans (S(G)', l l l . l l l '). En efiet,

lllp(/)lll, : G t l*^-,lq@)(o1ptn)tlle
s c"p^*l*^ , I*lqr;lo|l@'*p'z1er'lar at

-- t' 
rt f," looxnln (ô exP rQlar dt

- lll/ll lr par définition.

b) Définissons

ro: p-t (/r) : {/ e s(c) | i '(.,0) e /r}.

Alors Zo est un idéal de 5(G), fermé dans (S(G)' lll.lll.). De plus,

Ze est Ds-invariant o, i6o'ç.,0) : (î\o'(.,0). Donc, puisque 11 est
Oo-invariant,

f  eno + î ' ( ,0)€rr4 ( i ' \o"( . ,o) :16o21.,0)e f t
+ foo eîo.

9.10.7. Idéal 7r de S(C) : a) Définissons

4: {l e s(G) I r(.,r) e rr Vt}.

Alors Zr est un idéal de S(G) tel que I C Xr, puisque I e I entraîne

î'(.,t) e Ï, : 11 pour tout t. De plus, I'idéal Zr æt O-invariant,
puisque

r ehr =+ i '(.,t) € rr vt *7"'(.,t1: f21.,t*o) e /r Vt
+ f"  eîr

I eh =+ î'(.,t) e rr vt * 16o'(.,t) : $z1tt-''lro't)(.,t) e rr vt
+ 1'o ex, puisque t-r 'Do't GDo.
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b) Munissons S(G) d'une nourælle norme lll.lll. telle que Zr soit
fermé dans cette norme. En effet, pour t e S(G) on a

lllf(.,t)Iil, : 
" R/*-,lote) 

(nu i'@,ù)lat

: c". t / lo(ft)Dg t f'{r*orz)ed'itrlilû
f f i ' ln"-t '  

' '

#*Jn' 
' - '

Cette dernière expression désigne une nortne de Schwartz sur S(G)'
évaluée en f . D'après ([Lud. Mol. 1], 9.2.),il existe C € IR*, M e N et
une nouvelle norme de Schwart, lll.llln r* S(G) telle que l'orpression
soit majoree par C 'eMl4llllllln' c'est-à-dire

l l l r ( . , t ) l lh S c .  eMtt t  l l l / l l la.

Donc si f, € Xt et fv + / dans lll.llln, alors /,2(., t) e Ir et f|(.,t) '

i'(.,t) pour tout t dans lll.lllt. Par conséquent f2(., t) e h pour tout
t et I e Zr qui est fermé dans lll.llla.

.) P"t ([Lud. Mol. 1], 9.12.), a(Tù c Z1 pour tout a e ES(R'2).
d) Définissons

5 : {/ e S(G) | 3u € ES(R), /r e S(G) r, î '  : u@ fr}.

Remarquons que Snf : Enn. En effet, I çft entraîne SnI c En(.
D'autre part, soit / e S fl21, c'est-à-dire i'(.,t): z(t)/t(.) € -Ir Pour
tou t t .  Donc  hehet  f  e f  par9 .10 .5 .c ) .  A ins i  SnZr  cSn/ .

e) Notre but est de montrer que, sauf cas exceptionnel à traiter
séparément , Tr = I. Cela se fera en considérant Xr o K, l'ensemble K

étant défini comme en 9.9.1.

9.10.8. Approximation des éléments de KM : a) Soient K I'en-
semble défini en 9.9.1. et E9(R2) conrme précédemment. Définissons
ES(R2)g : {o € ES(R2) | "fn o(s, b)db -- 0}. Soit @ comme en 9.10.3.
définissant un projecteur. En particulier, ô2(s -t,-e-") - (t(t)g@),

â ' (u ,0 ) :0Pour? r )0e t

/oo(t, 
b\i lh - â'(r,0) : 0.
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Donc o € ES(IR2)o.
D'autre part, soit a € ES(lR2)o et soit / e S(G) queloonque. Alors

I I I a(s, b)(/6) " (n *prz\its ith dr

I I U e(s, b)db]6(')'-"/( " a exp r z)its ilr
0.

Donc e(l\ e K. En particulier, un élément / qui n'appartient pas à

K, ne peut pas être approdré par des combinaisons linéaires de a(/)
avec a e ES@2)0.

b) Soit (9ùi une unité approchée dans ES(R'). n sufHt de pren-

dre pour É une fonction Cæ positive, à support dans [-1,1] x [-1,1]'
telle que [ ! |G,b)dsdb: 1 et de poser g"G,b) : tp\,|). Alors

M"G,b)dsdb: 1. ,  supp f l "  C !-e,el  x [ -e,e]  et ,  pour tout  /  e S(G) '

l l lp"u\- lll
- l@ exp rQllifi dr

F*l 9,G,b) | | le",' olniluu)" (ft up r z)

-l@exprQlldiilr dsdb

I o,{',b)lll(/u)" - flll'd'sitb,

lll.lll' désienant une nouvelle norrne de Schwartz. Par ([Lud. Mol. 1],
e.5.), l ' jà l l lP,(.f) -.fl l l :0.

c) Soit à présent p e 5(R) tel que p > 0, tt(-u) - p(u) pour
tout u, Ê(0) = lp(u)du: l et suppÊ c [-1,1]. Définissons pE par
p,(u) : e'p.(eu). On en déduit Que lre ) 0, p,"(-u) - tt,(r), Ê'(0) : 1,

Ê,(À) : Ê(à) et suppÊ. c [-e,e].
d) Montions que ]g6 llp' * tlll : 0 si f est de la forme

h* fz*... * fy avec h e K pour to-ut i et M suffsamment élevé.
En effet, par application de la tra,nsformée de Fonrier inverse, on a
(da,rrs la suite on notera r au lieu de â) :

ls" 40 + r2)r" Dg p,",, f (x exP r Z)l
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L r f r: ,ol! p"no,Q - n2^7oixtfri'1",.t1]r-t"^arl

oùCr:* l#r .Donc

l l lp. * / l l l
R-ttl," J

flnle 
x€G

(r - D7)Di,l'O(]),P(", À)l

où
e^- r t - .5  

da . [ ' l ')2:uL /61i-;ç1ry'J ff i
et où I'entier & est suffisamment élevé. Remplaçons / par

h* fz*... * fy avec fi, e K pour tout i. Alors

î '@,À) : /i(., À) *e ir'(.,1) *é ... *ô Î'r(.,ÀXr).
Remarquons en plus que

îl{r,x1 : lo^ {n,îiltu,t)d,t + il6,o7
: l, lo'{o'Îï (r,u)1,-^"ds cat fi c K

rîî @,À) | s trt,:îào,,la î? @,r)1,=,1-
Pour À € [-e,e], on a

lfr@,))l s '. ,j,lgol n,îî@,,)1,=,1.
D'où

o1[,r'A(]).frt.,À) *a ... *u "ffn(.,r)]
: o+8,=.co,p,.lDT^r 

' [pfp(])][q(*r., À) *e ...
a3q 

-ufrnt.,rl)]
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avec

131

DiÀn : q. (q- t) . . .(q - o * 1)1e- '

oxr'ê): (l)uplo1À;
Di(Îl(.,À) *e ...*u Î'r(.,\)

:  
u-t} ,su ciY I  gt ' i ("  À) *e " '*ë gM'i( ' '^)

avec

ei'i(''^) : DT' î?('' À)' aùi S "'l

soit 

'r,i(.,^) :,[ @,î?)(,u)1.,:^,ds

selon que I'on fait agir Dl sur fr'ot non. D'où

oi [r'p(])fif., À) *e ... * e î'r(., ̂)f
:  t  

v - .+oD+ps, r<M 
Co,p , r '  C i '  q (q - t ) " ' (q -  o+  l ) '

a+6-y:c

(l)urpl'u' (|)^'-"*" F"r,,r(', 
À) *e "'*e eu,i(''\)

a,vec  g  -a* r i  ) -  q -  a *  M -  c *a*  f l ^ :  q *  M -c+  0  >  q*  M -  c .
On a des relaiions analogues pour Dt+2 au lieu de Di. De plus

q . (q - t ) . . . (q -a*1 )

resrlB,,r lrel''(i)l
SCs

riË?,,r lÀe-a+ri1 (:)t

avec q-o- g*ri > q* M -c> q*M -c-2 > 0 pour M suffisamment
élevé. Enfin

._s,up , l1r + l lr l l ')rr"Do,.l1r,i *ô ... *ô 1u,i(x,r)l S rl
^.J;rà4 '' nnre
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constante, puisque toutes ces fonctions sont des fonctions de Schwartz
en t, C- en À, construites d'après des règles bien précises à partir de

f , la construction étant fixée par c et q. On trouve finalement

ll lp" * t l l l  S c .(t + e\ 
Æ" 

(ee+M-c 1- 6e+M-c-21.
C,Q

Donc, pour M suffsamment élevé, !g5 llk" * /lll : 0.

e)  Posons  F i :  Fe  pour€ :1e t  ku :  g i -g i * t t ; .  Onvér i f i e
facilement que

k,if\ : giff) - @i * pùU) : /iU) - 0i0'r* f),

puisque p;(-u) - ttr(u).On en déduit alors que

l lrrr l l lh;(/) - / l l l  : 0

ponr au moins une souÉr-suite de h;,i, si f e K'. Il suffit d'ecrire

l l lh,i$)- / l l l  s l l lÉi(f l - / l l l  + l l lLi j ' ,* /) - pe * f l l l  + l l lpi * / l l l

et d'appliquer les différentes limites.
f) On 4lci,i € ES(IR2)g, Puisque

Éi'@,0\ -f i2(u,o) - fr '@,0).Ê(o): o
étant donné que fi(0) - 1. Donc, pour M suffisamment élevé, tout

f e KM peut être approché arbitrairement dans lll.lll p* des a(J)
avec c € ES(]R2)o.

9.10.9. Modiffcation de la fonction o € ES(R'2)o : a) D'après
([Lud. Mol. 1], 9.9.) il existe une norme lll.lll= sru -ES(R'2) et une
norrne de Schwart, lll.lll- sur S(G) telles que

l l la(/) l l l  S l l lo l l l* '  l l l / l l l -
quels que soient @ € .ES(R2)o et / e S(G). De plus,

lllolll= : R" I t l"t",b)eMt'ts!t,$)lds db
i

s c . I/ l"tr, b)lsMo'lcl . (2 + b2'1N ds db
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(voir ([Lud. Mol. U, 3.5.) poru la définition et la majoration de a.'tr(b)).
On peut donc également identifier cette dernière erçression à lll"lll=.

b) Tout I e KM peut être approché arbitrairernent dans lll.lll pa"

des o(/) avec o e æS(n')o vérifiant D\d2(s,À)l^:o= 0 poru tout

& < fro, o étant fixé arbitrairement.
En effet, remplaçons o par dr @ az @ "' @ oh+r, la connolution ayant
lieu dans le groupe (an * b). Par 9.f0.3.

ar @ az@ ... @ ot"+r(/) : o1[o2[...46+tff)]...11

l l lor @ az@ ...  @ a,.o+t(/)  -  . f l l l
s l l larloz[...4a+'(/)]...11 - or!.-.or"+'(/)l... l l l l

+ | | loz [og [...oro+r ff )1...11 - os [...oko+' (/)]...1 | | |
+.. .
+ll loo"+'(,f) - / l l l .

Par 9.10.8., les o; peuvent être choisis zuccæsivement dans ES(R'2)g
de manière à rendre I'expression arbitrairement petite. Montrons que

e,: Qr @ oz @ ... @ or**t convient. En effet, par 9.10.3.'

ar @ c,2(t,ù : 
I I arft - s,e-"o, - e-"b)a2(s,b)e-"d,s d,b

et

ff ir 'ç,À): I a'O- s,e"À)@2(s,À)ds,
(ot @ az @ ... @ a6a1)^'(t ,  À)

: 
I ... t a'O- s2,e82){)&'(rr- s3,es3À)...

d (",* a1, \) ihs2ihss...dspoa1.

En prenant la dérivée D! avec lc < h, une des fonctions au moins n'est
pas dérivée. En évaluant en I : 0, cette fonction annule I'ocpression
toute entière.

c) Toutes les fonctions o construites jusqu'à présent peuvent être
supposées à support compact en la première variable, puisque tel est le
cas pour les Ér.
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d) Tout I e KM peut être approché arbitrairement dans lll'lll po
des f(/) avec ? e .ES(R2)o tels que f(.,t) = 0 pour tout t dans un
voisinage de 0.
En effet, pour o,7 € E5(R')0, ott u

^ t . D

l l l"-rl l l* = Do" c{ I Jl"{t,b)-r(s,b)leiwol"l 
'2N-r6zr4t46

= *Ë;c'c{ 'zN-k I Iffi l/{r' - D'^)DT

[ô'(r, À) - f (", r)]]e-dÀbaxleuot"tasdh

Pour e > 0 donné, choisissons o € ES(R2)0 à support compact K1 en

la première variable, tel que lll"(/) - tlll < €12 et D\â2(s, À)l^:o= 0

pourtoutk < 2N+1. Soi tg e C-(R') te lque0 S q S I 'q(À) = lp,our

lÀl > 1, q(À) = 0 dans un voisinage de À: 0. Posons g,(À) : q(à)

Alors 01q- < l, g,(À): I pour lÀl > e' q'(À) = 0 dans un voisinage

de À:0. Définissons

i2(s, À) : ô2(s, À) ' q'(À)

r(s,b) : * I ^'G,À)s,(À)e-dÀbdÀ.

on a 4q,0): (È)oo')(à) .r,puisque D\â2(s))l^=o:0 pour k <

2N + 1, ô2(s, À) : trzrv+'Q(t, À) où o est rure fonction C-, à support
compact Kr en s. Alors

lllo - -),lll- < 
", Ërltrr'olsl 

. 
/ltt 

- D'^\DT[,12N+2o1s, À;

(t - o,trt)]lara'
où s pa.rcourt un compact Kr de lR. Posons

Cz : 
l*r"Mol"lds
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Cs = 
o.jlp"*, lD!o(s,À)l
t:[-rf;'i

ca _ 
0.,..uç*, {l - q,(À), Diq(À)}.
ref-r,rl

Notons encore que l'intégrale en À porte sur [-e, e], puisque 1- g.(À) :

0 pour lÀl > e. D'où

Itr - oîlllt [rziv+zo(s, À) (r - q'(r))]l

o*b*c=2k

+ D c'",0,"1ço7x2N+2) (o!,o1", r1) (ai1r - q'(r)))l
olb*c:2k*2

avec

laiÀzl+21

lD!,o(s, À)l

lDi(l - q'(À))l

D'où

l{ni'r'"*') (o!o1", ,r1) (oi1r - q"(r)))l
< (2N + 2)! . Cs'Ce ' r2N*2-o-c
1Cs car  a*cS2N+2

et
ll l" - Tll l= < C'e,C étant une constante,

en remplaçant Jj, d\ par 2e. Donc on peut rendre lll"(/) -'f(t)lll

arbitrairement petit. De plus, puisque q'(À) = 0 dans un voisinage de
À : 0, il en est de même de i2(s, À).

e) Tout f e K' peut être approché arbitrairement dans lll.lll p*

aes lr(t) avec p e.e-S1n21s telsqu" É'(.,t):0 pour tout t dans un
voisinage de 0 et tels que |'(u,u) soit à support compact en u et o.
Refaisons le raisonnement de d) avec une autre fonction g : Soit g €

135

(2N + 2)! . lÀl2N+'-" S (2N + 2)1.. 62N+z-o

pour lÀl  Se<1
Cs pour lÀl 1 e,s € K1

/ . 1  / 1 \ "
" r ' \ l )  

.
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C-(R) tel que 0 < q < 1, q(À) = 1 pour -1 < À ( 1, suPpq cl-2,21.
Soit

M1-  sup{ l lq(e) l l -  lo  < k  < 2N +2}

et posons g"(À) : q(eÀ). Donc 0 ( {" J 1, suppge esû compact,
q"(À) = lpour - i  S ÀS à,Dfq,(À):sÈs(e)(ef),  lDiq.(À)l  S eh'Mr
pour 0 S k S 2N + 2. Ainii, polu € sufisamme;nt petit, lDlq.(À)l S t
pour 0 < fr S 2N+2et l1-g"(À)l S t. Posons F'G,,\) : f(s,À)q'(À),
I êtant obtenu pa,r transformée de Fourier inverse. Alors B vérifie les
conditions imposees et

lllr- dlll= s cr.i, r "Motdt /lrt - Dr^)D|o[îr{",,1) (r -q,(.\))] la,l a".
x=toJ  J f  l '

Or

(r- Dï)D2^olf (t,À)(1-q,(À))l : D C",olD\iz (s, À)l [D!(t-q'(À))]
o4,b=2h

+ D c'",rIDif (s, À)l[D!(l - q,(À))]
o*b:2k*2

et

l l lr - Élll= s c' Ë .", l"*E**"o,, I*,!,^,rr,,lDiî2(s,À)ld)ds

* 
"*F-r*rc'',, 

| *, I r^rrr, "lD"^f 
(''À) ldÀ ds]

où C2 : 
,..up, 

rtol"l. Puisque Lf e + *æ et que f e .85(R2), cette

dernière expression tend vers 0, de même que lllr(f) - p(/)lll' ce qui
prouve notre a,ffirmation.

9.10.10. Approximation par des combinaisons linéaires de pro-
jecteurs : a) Soit o e E5(R2)o tel que ô2(u, u) soit à support compact
en u et u et tel que ô2(.,u) = 0 dans un voisinage de o:0. On en
déduit que I'application

9 , (s,t)  -  /G,t) :  ô2(s - t ,-e-")
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est C- à support compact. Nous allons approcher o en lll.ll!= pax une
fonction lc telle que

Ê'(r - t,-e-") : D"tipr!)rl,i!) (somme fiti")
i r i

_ D rrinr?)0(t)fu(s)0{s)
r,j

où h;, h1 sont des fonctions d'Hermite, d et gr des fonctions C- à sup
port compact. Remarquons d'abord qu'en regroupant les termes de la
majoration d" I ll.lll- autrement et qu'en majorant toutes les constantes,
on a une inégalité de la forme

lllolll= < c .'f' I eMotut I lniartu,\)lit\itu
i--o J

(e.10.e.d)).
b) Déterminons 0 et fi: Supposons suppB(s, t) C KrxK2 compact.

Soient Kg un voisinage compact de Kt et Ka un voisinage compact de
K2. Soient d e Ci(R), d(s) : 1 pour I ê K2, suppo c Ka et
d1 e Ci(R,), dt(s):1pour s € Kr, suppO1 C Ks.Supposons en plus
que0<e< 1e t01h1  1 .  Posons

,4 :sup{ l lD ' î l l *  l0  < r  <2N +2I
et  A1- sup{ l lD' f r l l -  |  0 1r  12N +2}.

Les fonctions d'Hermite seront déterminées ultérieurement.
c) Supposorrr Ê'1s - t,-e-") déterminé. Alors k est obtenu par

transformée de Fourier inverse de la fonction

f E ci,ihi(- ln(-À) - ùeç h(-À) - u)hi? l"(-À))

Âr1",,r; : 
| 

ln 
dr(- ln(-À)) si À < o

[  0  s iÀ>0

ce qui est possible, puisque k'1.r,,1r1 est à support compact.
d) Evaluons

l l lo- klll= s ,.'y' [ "'a'r [1o;1a'6,À) - fr'(u,À)]ldÀdu.
= o J  J
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Effectuons le drangement de variables

I  s - t :7 t ,

f -e-8 - À.

On montre par récurrence que Dr : e"(D" a Dù et que Di est de la
forme D\-- 8"" . 

"*3=, 
Co,6D!Db2 pour tout z. On trouve alors

l l lo -  k l l l=

[ô'(r - t, -e-") - Ît' G - t, -e-')lle-" ds dt

I f colD1"D!["'(" -t,-e-")
'o*bSr

-Dqih,(t)o(t)fu(s)e' (')] la' at
irj

- | a1 ht(t) 0 (t) fu (s) 0 {s)lld s dt
i , i

en majorant 1o 
"Moltl 

,eMol"l str s(r-r)c sur les compacts Ka et Ks et en
regroupant les termes de même dérivée. En tenant compte des supports,

l l lo -  k l l l=

Dqint?)h1(s)llds dt
i'i

+ c'|'"*oà*, I I*"**,)\(r(r xrz) lD?Dil}aihl(t)

o(t)fu(s)tu (s)]lasat

puisque h@0 = l sur Krx Kz. Remarquons que

Di Di E afi t(t) 0 (t)ai (s) 0r (s) )
1X
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o b

: Da,Ë Ë c;Q,@rn ç\ (no,-'ertl) (aut ù) (ry-cs'(')).
Ôi P:O q-O

En modifiant I'ordre des sommations, en majorant toutes les dérivées
de g et 0r par une même constante, en regroupant les termes de mêmes
dérivées poru h,4 et hi et en mettant en évide,nce le zup de toutes les
constantæ, on trouve

l l la -  k l l l=

-Drrit r(t)hl(s)] la' at
i,i

+ c, ' 
,*oB,*rl l*"*'tr''x'lD'" 'lÏEaiht(t)

n,(4]la' at.

Puisqne suppp(s, t) C h x Kz, on peut finalement écrire

l l lo -  k l l l -
o*b32N*2"

-lafi{t)hi(s)] la' at
i r i

oi Ct,t : C'+C" . Cette dernière expression est une norrne de Sdrwartz
et dans cette norme la fonction de Schwartz g!,t\ : â2(s - t,-e-")
peut effectivement être approchée arbitrairement par des combinaisons
linéaires de fonctions d'Hermite ([S.t. 21, p. 262). Ceci détermine

2 caiht(t)hi(s) et prouve l'énoncé de a).
tû

e) Finalement, tout / e ry' peut être approché arbitrairement
dans f ll.f f f pa.r des k(/) avec k'(t - t,-e-") : 

fi a*;(t)r/i(s), les

fonctions g6ûj étant C* à, support compact. Ceci découle de 9.10.8.,
9 .10 .9 . ,9 .10 .10 .

9.10.11. Comparaison des idéaux Xr et.I : Vu les propriétés de
K et î1, K fih est un idéal O-invariant de S(G). Par 9.10.10., tout
élément I de (Kl17,r)M peut être approché arbitrairement dans lll.lll par

des a(/) où ô2(s - t,-e-s\ : 
fi 

aivr(t)rl,ib) &yec pilrll e Cï(JR,).

139
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Soit a;1 défini p* G'(t -t,-e-") - wft){!i(s). Alors qti e ES(R2)0
(9.10.8. a)) et, pour tout I e (K îXr)M, o,uf) e K nZr n S -

K nI n S c f par 9.10.8.a), 9.10.7.c) et 9.10.7.d). Donc o(f) e / et

I e I puisque f est fermé et que / peut être approc!'_é arbitrairement
par des a(/). On vient donc de montrer que (K nX1)' c -[ et, puisque

f est O-premier,
K 'Xr  c  K  nTr  C  L

Ceci entraîne K c I ouZr c I. Le,cas K c I aété traité en 9.9.2.
Nous pouvons donc supposer à présent que Zr C 1, c'est-à-dire que

î t :  I .

9.10.12. Idéaux Os-premiers : a) L'idéat h: it de S(G)r est Os-
premier. En effet, soient Jt,Kr des idéa1:r Oo-invariants de,S(G)r tels
que 4 . Kt C.Ir. Définissons

fi : {1 € S(c) | i'(.,r) € Jl Vr}

et
Kr: {/ e S(G) | î'(.,r) € Kl Vr}.

Alors Jr et K1 sont des idéaux O-inr"ariants de .S(G). La O-inrrariance

découle des relations T"'(.,t) _ î'(.,t + a) et 16"'(.,r) :

q iz l t t4 'oo' t ) ( . , t )  avec f-r  .Do.t  G D6 De plus,  f i .Kr c I t :  7
puisque 4 . Kt C fr. D'où, puisque .[ est O-premier, .fi C -I ou
Kt C /. On en déduit que 4 C .I1 ou Kr C.I1. En effet, supposons par

exemple  $c t  e tso i t  heû .  A lo rs  l :  RUù €J rCI  e t  h€ .h .
b) L'idéal Xo deS(G) est Os-premier (et fermé dans (S(G)' lll.lllt)).

En efiet, soient J, K des idéaux Oo-invariants de S(G) tels que J ' K c
To et définissons J1 - pQ) et K1 - p(K) (9.10.6.). Alors h et Kr
sont des idéaux Os-invariants de S(G)t. l" Oo-invariance découle de

la relation (i\o"(.,o) - 1r^2(.,0). De plus, puisque J'K c Ts:
p-r(rr), h'Kr c plp-'(Iùl : rr. Par a), J1 c \ ou K1 c Ir. Donc
J c p-t(Jr) c p-l(rr) -Zs ou K c p-t(Kr) c p-r(Ir) - h.

9.10.13. Raisonnement par récurrence : a) Puisque Toest,un idéal
lDs-premier, fermé propre dans (S(G),lll.lllr) et que dimg * dim0o <
dimg * dim0, il existe, pa.r hypothèse de récurence, une Os-orbite Oo
dans g' (associee à une représentation unitaire irréductible zr) telle que
Zo: Ker0o.
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b) Montrons que

f l(Ker0o)t: KerO,

O désignant la O-orbite conespondante. En effet,

/ € n (Ker Os)t <+ /t e Ker Os \dt
t

<+ ( 'on)( / t ) :O Vt,VDo

ë çexntù'DonX/) :0 Vt,VDo

<+ / e KerO.

c) Montrons de même que

Ç,fù ' :xr :  
I .

En effet,

/ e |'-l(zo)' .(+ f' eîo Vt
t

<+ î ' ( . , t ) :T'( . ,0) e /r  vt
++ l  eTr:  J.

d) On vient donc de prouver que .I: KerO dans le cas a1).

9.11. Différentes possibilités pour le cas as) :

9.11.1. a) Supposons d(Z) : 0 pour tout d, I c Kerr avec r _

indcnXc, (t,Z) - -Ào 10. Définissons

/o : {.f e s(G) | t Xr"*trz)ei"\odr : f@,Ào) : 0 vo e G}.

Puisque J /(cexp aZ exprZ)ei"ndr : s-do\s J f (sexp rZ)d"hdr, on
peut se limiter à r e G : G/exp(RZ) dans la définition de /0. De plus
Io est un idéal O-invariant, puisque

t {l\{* "* 
r z)ei'^o 6v: 6(D) t t t',' exp rz)ei'hdr
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(étant donné qrc d(z) : 0 pour tout d). Nous allons montrer que
/oc f .

b) Soit f e S(G) tel q'e f'(., f) : 0 potu tout À dans un rrcisinage
compact K quelconque de À0. Alors I e I.
En effet, soit J I'idéal fermé dans la topologie de.9(G) (et non nécessai-
rement pour lll.lll), O-inrariant engendré Pu .f, c'est-à.-dire

J : (U s(c) n lD *s(G))-s(c).
DED

Puisque' -iD'(", 
À) : 6(D) I nr, .exprz\ei^,d,r

on aégalement îD'(. ,À):0pourtout À e K et02( ' ,À) =0pourtout
Àe K et tout g e J.Soit àprésent F'e S(G) tel que r(F)+ 0' Donc
F ( I .Soit  v €.5(R) tel  que t(Ào) - I  et û=0 surlR'\K. Posons
F=F*2.  A lors

r(F1 -er(F)û(Àe) - r(F) * 0

et F /. /. De plus

fu@,.) - F'(r,,.)t(.):0 dans R\K, pour tout z.

Soit Jr I'idéal fermé dans la topologie de ,5(G), O-inrrariant engendré
pù F, c'est-à-dire

h :  (U StCl * FD *.S(q)-s(G)'
DED

Par un raisonnement analogue à celui fait pour J, on voit We Qf (.' À) =

0 pour tout À € R\I( et tout 91 € h. Puisque iGg-r"(.,À) :

â'( . ,À) *e07(.,À), on voit  que J'-h: {0} c I .  Puisque I est O-
premier, 

-J 
c I ou Jr c /. Or F € Jr et F 4 I- Donc J c I et

f  eL
c) Soit .t fermé pour la nonne

I ll/l | | : R/ I l'" o!'u D! ! (a exp r z)ld'r itn'
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Il existe alors M € N tel que si / e S(G) et si

Î'@,Ào) = n^f (r,À)l^=*= ... : Dy Î'(r,À)l^=^o: 0,

alors / e f.
En effet, montrons qu'un tel / peut être approché dattt lll.lll par des
g e S(G) tels que 0'(.,^) = 0 pour tout À dans un rrcisinage compact
de )o. Par b) on a alors g e I et / e r, puisque .I est fermé. Il suffit
donc de montrer cette approximation. On a

l lu-glll : *nl Iw\"u I{Q-D2^)Db^^oIÎ'@,x)
- s' (r,À)l ) e-'À'd tlar aa

d^dû.

Soit q e C-(R) tel que 0 < q < 1, q(À) : I pour lÀl > 1, q(À) = 0
dans un voisinaqe de À: 0.
Posons s"(À) :;(+) Alors 0 3 q, < 1, q,(À) = 1 pour lÀ - Àol >

e, 9,(À) :0 da.ns un voisinage de Ào et Diq,(À) : (*)"qt"t(Y).
Définissons ensuite

G,@,\) :  f  @,À) .q.(À)

e t  I  r *
s,(xexprZ) -- 

2^ J P{*,À)q.(À)e-d'ÀdÀ.

De plus, pa,r hypothèse sur f, il existe O(r,À), Schwartz en x et C*
en À' telle que 

îr@,x\: (À - Às)M+ro(c, À).

D'où

l l l /  -  g. l l l

o(c, À)(1 - q'(À))lldÀ dr

#"o=uJë J&-.
o(r, À)(1 - q,(.\))l ldÀ ds.
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En remarquant que 1e : [(À - Ào) .t- tolo : El=o(] - to)'Àfl-J, on a
encore ure majoration de la forme

ltlr - e,ilt < 
" F.Ë,Ë, L Ë:,' w"DrD|it(À - Ào;i+'vr+r

o(c,À)(l - q"(À))lldÀdc. (*)

Comme O est Sehwartz en s et C- en À et que

lri(t - q,(À))l : (l)"1n,"'(^ ;^')l
on voit que I'ercpression de droite de (*) tend vers 0 avec e si M est
suffisamment élevé. Il suffit de faire un raisonnement analogue à celui
effectué en 9.10.9.d) par exemple. Iæs fonctions 9, conviennent donc
pour l'approximation.

d) On a /o C f. En effet, montrons d'abord que Iy*' C .[. Soient

fr, ..., lu+r € /0. Alors f : h * ... 'F f 1aa1 vénfre les hypothèses de c)
et fi * ...* f u+r e /. Puisque .I est O-premier, Io Ç I.

e) Supposons en plus / c Kerzrl âv€c zr1 - indl, x/r. Si (l'1,21 :
-À1 âvec Àr I À0, il existe u € S(R) tel que û(Ào) : 0 et â(À1) : 1.
Pour / € S(G) tel que 

"t(/) 
f 0, posons I : I *exp(n4 u. Alors

g e Io c L D'autre part, zr1(g) - 
"ru\ I 0 et g /, Kern. Ceci

contredit le tait que .I c Kerzrl. Dans le cas a3) on a donc (h, Zl - -Ào

pour tout /1 et tout zrr : indfir Xzr tels que f C Kerr1.

g.Ll.2. Effectuons à présent une forme simplifiee de la discussion du
chapitre 3 pour préciser davantage les différentes possibilités dans le
cas as). Considérons les idéauc minimaqx O-inrnariants de g, contenant
strictement RZ. n faut distinguer derx grands cas :
( I )  3Y e E,e,1b € 0* :

d(Y) - e@)Y + 4)@)z Vd e o
ct(Z) - s
(l,Y): 0 et (t, Zl : -Ào # 0
4, *o

Vdeo

(U) 3Yr,Yz € g,g,tl l ,rh € 0*,tr € R* :

,(";; :,ro(,1 ï)(f ) .ei,$l),
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d(z) -s
(t,Yrl : (l,Y2l: 0 et (1,2, - -Ào # 0

p * O,r /1 *  0 ou $2t '  0.

Dans le cas (I) on peut supposer (/, Yl :0. En effet, si tel n'est pas
le cas il suffit d'ajouter ur multiple convenable de Z à' Y. On peut
supposer rl, #0. En efiet, supposons rlt =0, c'est-à-dire d(Y) - g(d')Y
pour tout d e o et (t,Y) :0. Si on a (h,Yl :0 quels que soient /1
et zr1 : indfi, Xzr tels que f C Ker ?r1, otl est dans la situation traitée

en 9.9. Supposons donc qu'il existe zrr : indÊ, Xtr avec -t C Ker rr et
(tr,Y) I 0. Si g * 0, on est da.ns le cas a1) traité en 9.10. Si I : 0,
on est dans le cas a3) pour le necteur Y. Par 9.11.1.e) appliqué à Y'
il faudrait alors que (l,Yl : (lt,Y) + 0, puisque .I c Kerzr et que
7 - indfi Xa Or on sait que (/, Y) : 0. Cette contradiction montre
qu'il faut orclure le cas g = 0. Par conséquent, si tl = 0 on trouve des
cas déjà traités et on peut donc supposer Ib * 0 dans la suite.
De même, on peut supposer (t,Yrl - (t',Yzl: 0 dans le cas (II). On
peut aussi supposer g # 0, car sinon on retrouve le cas (I). De plus, on
peut admettre que ,h # 0 ou rbz f 0, cat sinon on retrouve le cas b)
traité dans la suite.
Remarquons encore que puisque g est nilpotent, gl"oo= 0 dans les deux

cas. Pour simplifier les notations, nous noterons dans la suite {(X) au
lieu de $(adK\ si X € g. De même Pour /r et {tz. Considérons un
peu plus en détail les deux ca.s.

9.11.3. Dans le cas (I), on a soit I = 0, soit I et / indépendants (3.2.).
De toute façon, il ociste d1 € 0 (pouvant coïhcider avec un adX) tel
que d1(Y) = Z. On a les deux possibilités :

as,r) (I) avec dl"oo= 0

as,z) (I) avec ûl^on#0.

9.11.4. pans le cas (II), le raisonnement de (3.2.) montre gue [Yr, Yzl:

0 et que g,4h,/2 sont indépendants. Puisque glror= 0, le raison-

nement de (3.13.) montre qu'il reste les deux possibilit& :
ag,s) [I) et Pl"or= drl,or= /rl"or= o

as,a) (II) et pl"or= 0, {rl"o ,"t hl,orindépendants.

L45
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9.t2. Cas as,1) :

9.12.1. En remplaçarrt Z par un multiple de Z nous Pouvons supposer
(l,Zl - -1. Dans ce cas, Y et Z sonl centraru<. De plus, il oriste

ifi êî, fi Ç, adg, tel que dt(Y): Z. Notons simplement t au lieu de

e><ptfi et remarquons que
,(ry) : cxPtdr(rY) - rY +trZ
'(rZ) : cPtdr 

@Z) - 72'

Notons encore lo : Ketlt, Eo : exp0s et remarquons que dans ce

cas, 0s n'est pas nécessairement un idéal de 0; donc Os n'est pas un

sous-groupe distingué de O en général.

g,L2.2. a) Définitions : Pour J € S(G), définissons i' pu

i'(*,t) : I I f'("oprYexp sz)ei" ils dr

et pour o € .ES(R') et I € S(G) Posons

crff): I I "r",ô)'(/*o uv)"d,sd'b ([Lud.Mol. l],e.s.)

b) On vérifie facilement que

i '@,r) : (f ' t) '(r,-t,r) :  6(t)f ' t( ' t ,-t ,1)

î'(ropaYexp bz,t) : e-ù i2(t,t)
. - 2  _

T *i g- @,t) - li'(.,t) *e 9'(.,t)l(r) avec G - G / qp(Rv + lRz)

T"'(r,t\ - fz(r,t*a)
^ - 2

!Q'Do't-t) (x,t) : ( i ') '" (r,t)
- t 1
â(il- @,ù : J i'@,s)ô2(s - r, s)ds.

c) Finalement

i '@,t) :o VtelR,vreG
<+ 

-iz,bçtr,-t, 
l) : 6 Vt e lR,Vc € G

<+ îr,t(r,-t,l) : g Vt e lR,Vc e G
<+ f (cexprY, l ) :0  VreG,Vre lR
<+ fe lo
et i'@,t) - E2(n,t) vt e lR,vr e G
<+ f - g modls (Po* Ào: 1).
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9.12.3. Projecteurs : a) soient I e ci(R) et 4t e ES(R). Il existe
a e ES(R2) tel que

ô'(r - t, s) : ,!(t)çG).

Il suffit de prendre

e(u,w): * Ill f,, - u)e@)e-iuu6',.

On a alors

ff i '  1r,t) : 4)Q) | î '  {r,s)rp(s)ds : $(t) f1(r).

b) Par ([Lud. Mol. 1], 9.12.), on a o(/) c /.

g.t2.4, Espace S(G)t : a) Déflnition : L'espace s(G)t est l'ensem-

ble des fonctions /r d" G dans C telles que

/r (c etrp oY ocp bZ) : e-tb h@) Yt e G,Vo, b e lR'

/r est Schwartz en r € ê - Glexp(Ry + IRZ) (pour une base

coexponentietle fixée par exemple).

b) Pour t fixé, î'(.,t) 5jr{C)t. 
En particulier, si i'@,t) :

u(t)h(r) respectivement si o(/)-(c,t): û(ùfi (r), alors /r e S(G)r'

c) Construisons un rétracte particulier. Remarquons d'abord que

i' @, t) : 6(ù Î2'3 (t r, -t, !)

Î ',"(r,-r, t) - 6(ù-r î2(-'x,t).

soit alors I e ci@,). Pour fr e s(G)1 donné, reeherdrons J €.t(G)

tel que Î' - ç&f1. Fixons 1, e 5(R) tel que h(t) : l. On prend alors

/ tel que

!(nexprY exp sz) : *U 
Ottl-t ' ç$)lr^'r\edtritl ' t (t).

Ceci nous définit un rétracte

R:S(G)1  - )  S(G)

h H R(f t ) :  f '
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/ étant calculé cornme précédemment.
d) Comme en 9.10.4., on munit S(G)t d'trne norme de Schwartz de

manière à rendre le rétracte .R continu. On écrit les éléments de G sous
la forme

âerrprYexpsz: ocp(ôrEr + ... + ftn-zEn-z*rY + sZ)

et on montre que lll/lll admet une majoration

l l l / l l l
nî - t . r  r  t  

*Or*

où K : supp g. Il suffit de faire un calcul a.nalogue à celui de 9.10.4.
De plus, notons pæ A-t la matrice de I'opérateur exp(-tdr) = -t.

Pour la base en question on note

â,
e l

:
ti-z
r".-r
dn

= -tft=, , 
I

ftr

ûn-2

0
0 {, 1

puisque (A-ùZ : Z et (A-ùY - Y - tZ. Puisque .A-1 est inversible,
il en est de même de A'-r. On écrit

fr^rfr,) : 
"-il(A-ù"tÈr*...*(â-r)",n-zaa-zl 

.

|  |  ( f t r
n(.*lt ,...r*-r)A'-,1 j' ll)

\ f t*_,  )r /
et on termine le raisonnement comme en 9.10.4. On trouve une àajo-
ration de la forme

lll.flll < c' E f,"-, lQ@\@llù (explc,Er + ... + fr,.-za,.-zl)ffi
flnle

où I d&igne une fonction polynôme. Le membre de droite représente
la norme lll.lllt. Dans la suite on notera c au lieu de â.
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9.L2.6. Idéal f1 de S(C)t : On procde coulme en 9.10.5. et on a

h --  { / t  eS(G),  l l /  e I ,StueES(R')  ' i ' :uo/r}
_ { f t  eS(G)t  I  l /  e  I '  i ' -u8fr }

où u æt rur élément non nul frxé de ES(R). Comme dans le cas a1), .I1

est un idéal fermé de (s(G)r,lll.lllt) tel que E-r(/) - Iv On montre
que pour t fixé, il existe (o") dans E9(R2) tels que

-2

!g3ll l".û) (.,r) - i ' ( . , t) l lh : o

et on en déduit que

h: i r :  { î r ( . ,ù |  f  e I }  Vr e tR

est un idéal Os-invariant (9.10.5.).

9.12.6. Projection et idéal Io z a) Soit la projection

p:  S(G)  +  S(G)r

f ' *pU)

tel que p(il@): i2(r,0) - f2't(r,0,1). Munissons S(G) d'une nou-

velle norme de Schwart, lll.llla telle que p soit une application continue

de (S(G),l l l . l l l .)  dans (5(G)t '  l l l . l l l t) .  En effet,

l l lp(/) l l l ,

: fi,fi:[" 
lQ(ù@P,fl (""prYexp sz)ld,, ilr ds

b) Définissons

Ts: p-t(rr) : {/ e s(c) | î'(.,0) e rr}.

Alors Zo est rur idéal Oo-invariant de 5(G), fermé dans (S(G)' lll.lllt).
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9.L2.7. Idéal Xr de S(G) : La définition de Ir est la même que dans
le cas a1). Alors T1 est un idéal erçRd1-invariant de S(G). Cepen-
dant à présent nous ne pouvons pas encore a,ffirmer que l'idéal 11 est'
Oo-inrrariant (en effet, à la fin du raisonnement oD verra que Z1 est
O-inrmriant !), puisque Os n'est plus un sous-groupe distingué de O.
Comme en 9.10.7., on voit qu'il existe une norme de Schwartz lll.llln
sru S(G) et M € N, C e lR* tcls que

l l l r ( . , t ) l l l '  S c .eMttt .  l l l / l l ln pour tout t .

On en déduit que I'idéal Tr est fermé dans (.S(G)'lll.lllo). Pa"r ([Lud.
Mol. 1], 9.12.), on voit que a(21) c Zr pour tout o € ^ES(R'2) et, en
définissant 's comme en 9'10'7', on a 's (171: s n / et I cTr

9.12.8. Approximation des éléments de S(G) : a) Iæs raison-
nements suivants sont beaucoup plus simples que dans le cas a1). Soit
(Éi)i ue unité approchee dans E.S(R2). Comme en 9.10.8.b), on mon-
tre que

tiry' lllÉi("f) - /lll : 0 pour tout / € s(C)'
I

On peut supposer que Éi est à support compact en la première variable.
b) Comme en 9.10.9.a), on a une norrne lll.lll- sur E5(R2) et une

norrne lll.lll- sur S(G) telles que

l l l"(/) l l l  s l l lol l l=l l l . f l l l -

quels que soient o € ES(R') et f € S(G). De plus,

l l l" l l l*

c) On peut approcher les 9i Pæ des 7r' € ES(R2) tels que îj soit
à support compact. La démonstration de 9.10.9.e) reste valable. Donc
tout / € S(G) peut être approché arbitrairement pa,r des 7(f) tels que

f2 soit à support compact.
d) L'application

< c . I I l"tt,b)l . sMo'|"| . Q +t)Nilsilb.

g,(u, t ) - f (u- t ,u)
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est une fonction de Schwartz à support compact contenu dans un com-

pact de la forme Kt x K2. Nous allons approdrer ? en lll'lll= pax une

fonction lc telle que

Ît'1u - t,u) = D"rirtrç)pi@) (somme finie)
iri

: D einr(t)0 (t)fu (u)ït(u)

où lz;, hj. sont des fonctions d'Hermite et où 0, 0r sont des fonctions

C* àsupport compact déterminées conrme en 9.10'10' La fonction lc

sera alors obtenue Par

te(u,w) : 
+-Da, I nr{" - a)0(u - u)fu(u)fu(u)e-iu- du'

Comme en 9.10.10., on a la majoration

lllr - klll= <, .'Y' [ [ "*'o'rDi,W'G,$ 
- î:z@,u)llaa d,s'

r : O - -

Effectuons le changement de variables

Iu- t :s € 
(  u:u

t?r:u 
' l t :a-s.

Alors

l l lz -  k l l l=

W;-à - t, u) - î,, @ - t, u)llitu d,t
2N+2 ? I

b, t" - t, u) - f qi h, ( t)fu @)lla" at
Jrl

2Nt.2 t r
r , ''F: 

I [r*",*u\(Kr xr(r) eMt"t ' eMFtl(D, * D')

lDo,n,(r)o(t)tu@)er (u)] lau at'
w
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On peut majorer eM'lul et eM'ltl par des constantes sqr les cornpacts Kg

et Ka. De même, toutes les dérivées de 0(t)01(z) peuvent être majorées.
Donc, en écrirm,nt

(D, + D,)' [E aih;(t)0 (t\h i @)e {Qf
?rx

: Ê q[rer(^p, + Dt\P(ht(t)hi@))@u* Dr)-n(a1tp'1"1)]L_o"o Lti -

en regroupant les termes et en efiectuant les majorations nécessaires,
on trouve une expression de la forme

lllr - klll= s c' ."y' I l*,,*,lta + n,\'lt2@ - t,u)
-Darh,(t)fu@\)la"at

i r j

2N+2 i
+ c't '"n 

t,{r.'r.lrr *,**,tl(Du * D2)'

trl

s t"' .'l: I |l<r" * D,)'lf r" - t,u)
-Daih,(t)tu@)lla"at

puisque i'@ - t, u) s'annule sur (Ks x K4)\(I(r x Kù et qu'on peut

majorer les intégrdes sur les ensembles bornés pa.r des intégrales sur

lR2 tout entier. La dernière expression est une nouvelle norme de

Schwartz et dans cette nouvelle norme la fonction de Schwartz p(u.,t'):

i'@- t,u) peut être approchee arbitrairement par des combinaisons
ùnèaires de fonctions d'Herrnite. Ceci détermine les lr;, hi ([S.h. 21, p.

262).
e) Finalement, tout f e f(G) peut être approdré arbitrairement

d*r lll.lll par des k(/) avec icz(u - t,u) - 
fi aiÛt(t)çi@),les fonc-

tions ry';, gi êtarft C* à support compact.
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9.12.9. Comparaison des idéaux ît el f : Tout f e h peut être

approché p* â.r k(/) avec ît@ - t,u) : 
fi 

at l,t(t)çi(u). Posons

û'(u-t,u) - Ût(t')W(u). Alors a;i ociste dans ES(R') 
"t, 

pour tout

f  exr,
ou$)  CTr î r .S : . [nS C / .

D'oùk(/): Dqiarif) e I er ! e f puisquef e$fermé' Ainsi

Xr :  I .

9.12.10. Idéal os-premier : a) Il faut modifier le raisonnement du

cas a1), car ici Os n'est pas un sous-groupe normal de O. Nous allons

montrer que I'idéal 7o æt Oe-premier' sans passer Par fr'
b) Comme en 9.10.13., on a Q @ùt:Tr: I.

c) Soit "I un idéat Os-invariant quelconque de S(G). Alors

1o

est un idéal O-invariant de S(G).
d) Montrons à présent que I'idéal zo est o6-premier. En effet, soient

J, K derx ideag:c Oo-invariants de S(G) tels que J ' K C 7o' Puisque

Kerp est un idéal Oo-invariant et que Kerp C îo: p-t('I1), on a

également
(J +Kerp) . (K * Kerp) cîo,

où J * Kerp et K * Kerp sont des idéaux Os-invariants. De plus,

si on réussit à montrer par exemple J + Kerp c To, on a également

J CXo. Nous pouvons donc supposer dans la suite que Ketp C J et

Kerp C K (en iemplaçant si nécessaire J par J * Kerp par exemple).

Donc J : p-r(p(J)) et K : p-r(p(K)).
Les idâruc O-invariants

vérifient
&'KtcJ 'Kch,

donc, par D-invariance de Jy Kt,

Jr .Krcf l (Zo) t -1.
t

Jq-nl: n
I DED

Jr: î f  et K1: f lKt
t t
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Puisque r est o-premier, $ c I ou Kr c J' Supposons par exemple

JrCI  -Xt .  A lors

$ c,fi* Kerp - p-t(p(,îr)) c p-t(p(r)) : p-'(iù - p-l(/t) - xo'

Il reste alors àmontrer que J C Jr*Ketp A ceteffet, remarquons
d'abord que .n - t.f e S(G) | i'(.,t) e fi Vt) où Jr -- p(J). En effet,

I e J, <+ 1' e J -- p-r@(J)) Vt

<+ p(f) -7'( . ,0) -  î ' ( . , t )  e p(J):  1, vt.

Nous en déduisons que "l C Jr * Kerp. En effet

leJ+p( i l : i ' ( . ,0)€&.
soir alors rp e cI(R) tel que p(0) : 1 et soit g -- R(î'(.,0))^€ s(c)

le rétracte constnrit .o**. en 9.!2.4., c'est-à-dire tel que 92(æ,t1 -

çQ)î2@,0) quels que soient r,t. Puisque "I1 est un idéal de- 5(G)1'

Eùt.lA'é i, iour tout t et g e $. D'autre pæt, p(g) - Ez(.,O) :

f(.,0) : p(f\. Donc I - se Kerp et

l  eg*Kerp cA+KerP,

c'est-à-dire J C $ * Kerp CXÙ Ceci prouve que Zs est Os-premier.

9.12.11. Raisonnement par récurrence : Le même raisonnement
qu'en 9.10.13. montre que.I: KerO.

9.13. Cas as,2) :

9.13.1. Comme dans le câ.$l &3,1), nous pouvons supposer qte (l', Zl -

-1. Puisque ,!l^on#0, il existe X e g tel que ,!6\: 1 et 9(X) :0,

ctest-à-dire lX,Yi : Z. Posons 0o :. Ket{ et Oo : €xPoor lro :

Kerr/1"a, ut fo : exPbo. Puisque pl.oo= 0, bo est un idéal de g

et I/o un sous-groupe normat de G. Oi'.ifrine facilement que tro est

Oo-invariant et àonc également 3-inrariant (puisque 0 : IR,adX O 0o).

Ainsi IIo est O-invariant. Remarquons que Y est central dans bs..

9.13.2. On pourrait faire qne démonstration à I'aide de projecterus

dans ce cas-ci également. Cependant cette démonstration serait plus

complore, étant donné qu'ici la réctulence doit se faire sru dimg, c'est-

à-diie que le groupe G doit être modifié. Pour cette raison nousl préfé-

rons faire une démonstration se basant sur la théorie des idéarur inva.ri-

ants développée dans ([L"d. Mol. 2]).
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9.13.3. Soit ( e G tel Oue (lro= 1. Courme G = exPRX' Ho, C

agit seulement sur erçlRX et ((exprx'h) - ((oçrX) : eb' :

x"(eryrx) pour un certain c € lR, c'est-à-dire ( est nn caractère. De
plus, quels que soient €r, €z e ?lc, (((.)€r I €z) : k 'X, est un multiple
du caractère en question. Soit I un idéal fermé pour lll.lll' O-premier.
Alors

le I=+texP(cY)€f  avec

.p.n("v)(exl tX .h.exprY .e><psZ)

: /(e*cY . exp tX . h' exprY' expsZ' op(-ty))
:  / (exptX.h.exprY 'exp(s -  d)Z) .

D'où

1 ,  
"  

r a v n / a Y \ t l  ' v  ,  -  - t . t  - - -  ^ a ,

J W". 7 - TexnkY)l("*p tx' h' exprY' exp sz)e"ds

: 
"*' If(enp tx' h' exprY' æpsz\ei"d's - 

| n"*tx' h
'  exprY.exp(s - a)Z)ei"ds

:0
=+ X.. 1- fexe(cv) € Io C f

+ x.- leI

c'est-à-dire l'idéal f est inrariant par multiplication par les (((.)€r | €z)
. l  .  tavec (lro: to.

Remarqùons de plus que, puisque f est fermé pour la norme de Schwartz

lll.lll, I est fermé dans S(G) pour la topologie de Schwartz.

9.13.4. Par (pud. Mol. 21, 1.8.), IHo : ttl""l I e I\ est un ideal

fermé (pout la topologie de Sehwartz), G-inrariant de ..S(Ho) et .

I : {1e S(c) | (of)1".e r". Ve e G}.

De plus, puisque (tlr")'' = H#tto')|". et que r est oo-inrna,riant,
Iso est Oo-invariant ét donc egalement O-invariant, puisque Iso est
G-invariant.
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9.13.5. construisons un rétracte particulier : sojt I e s(lR) tel que
p(0) : l. Définissons .R ' S(Ito) + S(G) par E(fo) : I I /s, c'est-à-
dire R(/s)(exptx .h) : p(t)lo(h). on peut munir s(Ito) d'une norlne

lll.lllo rendant le rétracte .filcontinu. En effet,

I Inff')| | | 
: *{i'";ï'i:;';:::"r::;':,
s c.D IWool,ro(h)ldh- r '

: rruJrii,'
par définition de lll.llt..
9.13.6.  On a IHo:  R- t ( I ) .
En effet, soit .fo e R-r(/), c'est-à-dire ft(fo) : 9@ lo e I. Donc

lo: pe,/ol"oa Iso et n-t(I) c Ino. Réciproquement, soit /s e luo

et montrons qiru n(/o) : g @ lo e I. Par 9.13.4., il suffit de montrer
q,tu (n(r e /.))1"0. t"o pour tout g e G. Or

n(ç a/'xh) : ; : f[3#ï];:'3;l] i?î ffiîii ;i
: ç?tr) ( (*nrrx.r,r."*pt-rrxll/o) (h)

€ Iuo

puisque expfiX.h7.exp(-t1X) e IIo, donc 1erpr1x.h1.erp(-trn)fo e _In,
pour tout g : exptrX'ht e G. Pa,r ænséquentn 9A 1o e 'I et

.fo e.R-1(/), c'est-ildire fso c R-r(I).
Par 9.13.5., on en déduit que .[so est fenné dans (S(IIo)' lll'lllo)'

9.13.7. L'idéal .[so est O-premier.
En effet, soient h,Jz deux ideaux o-invariants de ,5(IIo) tels que

Jt *no J2 C Iso. Posons

.1rr = G;(EEEffiS(G) et .72 - p2ffi 6(6)

I'adhérence étant prise dans la topologie de Sctrwartz de S(G). Puisque,
pourtout aeG,

o(f *no.fo) : ( 
"/) 

*ro fo et (.f *ro .fo)o = (.L) *n (Jf)
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où to"(h) : fs(aln-t), on voit que S(G) *no J] et îr sont inrnriants
pr"'Ëà*tatioÀ (lf.,uà. Mol. 11,9.5.). Donc Jr e& un idéal de S(G)

Itna. Mol. 1], O.z.), fermé dans la topologie d9 lhwartz, mais non

nécessairernent dans la topologie défrnie par lll'lll' De même Pouu- Jz'
Ponr tout D e D, (l *no lo)' I (f D)*no(/eD) entraîne que 'S(G) *noJr

et ,^ ([L"d. Uoi. i1, g.d.l sont b-inrmriants, puisqu'il en est ainsi de

û. d'mêrre pow Jz. Èour montrer que Jr*e Jz c f, il gffit de
montrer que quel que soit g € G,quels que soient 1,1' e 6(G)' h ê Jt,

fz € Jz,

,[(.f *ro /r) *" (fz*uol')]1".: (f 
"rl 

*". /r) *c (lz*so f)lroe Ino'

En remplaçant nJ par /, il suffit en fait de montrer que

(.f *no fr) *c (12*no f')l*oe tro.

(1 * noft) *c (lz * nof)(tr,6)

I I I t iloon-'exp(-tx)h'-\lr&)lz@")f (h"-texptx' h)
dhdtdh'dht'

I I I t t (n'n'-'r,-' "*p(-tx))f{''.o'x'D ç41f2(h")
f 

t (h"-r exp tX' h\dh dt dh' dh"

I I I t t (n'^ n-r exp(-tx))y,(*o'"'o' th' ho\trth")
l' (h't-r' exp tX' h)dh dt dh' dh"

I I I I t (o-'exp(-tx))d*o'*'n) Q^n)hU,")
l, (h,t-t . exp tx . ont-r1dh dt dh' dlf'

I I I I r@^ 'exp(-tx));'(oo'*'n)(t'ot")ti*vtx'Dç',\

ft (exptX . h . rùu'-r . h'-r\dh dt dh' dH'

I I I I t @^. exp(-tX)),fr(*o'"'o)(tolr'-t)(;(o<ntx't)) H,(h')
l,GxptX . O. Ort-r)dhdtilh'ilhtl

I I I f (h- 'exp(-tX))fr("-o'*'o) *"0 (ti*o'*'o))"'(h")

l'@xptX . h. H'-t)i1hdtdh".
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comme Jr, Jz sont des idéaux o-inrnariants (donc en particulier G-
invariants) de .S(f/o),

1r(exntx'lz) *no (#"ot*'o')*' €' J1*so JE(Hù ç Ino'

Puisque .Iso est fermé dans la topologie de Schwartz, on en déduit alors
que I'oçression toute entière est dans f Ho, c'est-à-dire que

(f *no fù *c (fz *nof')lrre Iso et Jt *e Jz C I.

Comme.[ est O-invariant, Jr C .I ou Jz C I. Supposons par exem'
ple Jt: ms(G) C /. Soit (g,) utte unité approchee dans
S(I/0) et soit z e 5(R) tel que z(0) = 1. Posons Ib, : u I 9'. Soit

h e J1. On a (s, *no ft € I,4), *no "fiIroe /ao et

1b' *no rrlr": pe *Hsfr 
"a, 

û.

Puisque -Igo est fermé dans S(Hs), ,ft e Iso et J1 C Iso. Ceci prouve
que ,Iso est O-premier.

9.13.8. Raisonnement par récurrence : Puisque dmlro *dim0 <
dimg * dimO, il existe, Paq hypothèse de récurrence' une orbite Os
associée à zrs : indfft Xeo e I/s telle que

IHo: KerOs : [-lKer 
Dzro.

D

Posons io : indÊo ?r'o et KerO : $ 
Ker Dfo. Alors

/eKero iTo( fD) :o  ,  YDeD

** [(r("f"))lr"]n € K"',,o YD eo ([Lud' r])
Yg,g' e G

<==+ [t"rlflr.] 
D 

eKe' d no YD e D
Yg,g' e G

** [(r/)lr.] € Ker D's'7ro YD eD
Yg,g' e G

en remplaçarfi Dg par g quelconque

** [(r/)lr.] € Ker Dzrs vD e D,vs e G



CHAPITRE g, IDÉAUX D.PREMIERS 159

en remplaçant D 'g'pur D quelconque

** [( "f)lr.] 
€ Ker oo : /rro

çf  eI

c'est-à-dire ,[ : Ker O.
Il reste à remarquer que is peut être supposé irréductible. Supposons
d'abord (ls,Z): g. Alors ro(exprZ): id et fio(oçrZ) 7id pour
tout r e IR. Rappelons en plus que.I C Kerzr où zr: ind[X2 avec
(1, Z) - -1. Soit u € S(R) tel que ,û(0) : 0 et û(1) : 1. Soit

/ e S(G) tel que îU) + 0. Posons g : f *exp(tRZ) u. Alors r(g\ :

7-U) + 0. D'autre part Dig(g) :0 pour tout D. Ceci contredit le tait
que .[: KerO c Kerzr. Supposons donc (lo,Z) 10. D'après 3.11., si

f est une polarisation de Pukanszky pour /s dans [1s, alors I est aussi
une polarisation de Puka.nszky pour /s (prolongé par 0 sur JR'X) dans
g et frs - indÊ Xzo est irréductible.

9.L4. Cas a3,3) :

9.14.1. Comme dans les cas âg,r) et a3,2), supposons (I,ZI: -1.

Par hypothèse dans ce cas, Yr, Yz el Z sont centranx. Puisque 9, (tr
et {tz sont indépendants, il existe dr,dzd3 e O tels que 9(d) : I'
tln@ù : rlz(dù : 0, th(dz) : !, ç@z) : {tz(dz) : 0, rlz(ds) : 1,

,1ds) : ût(ds): 0, c'est-à-dire

En remplaçant yr et Y2 par -#yr - #Yz et frtYr - fuV1 *
dz,ds par [d1 ,d,21 et !dr,d"l, on voit qu'on peut supposer que d,z,d,s e.

[0,0], donc que d,zet d,e appartiennent au radical nilpotent de 0. Les
grandes lignes de la démonstration seront les mêmes que dans le cas
ae,r). Cependant, puisque d,2 et d,s ne commutent pas nécessairement,
il faudra introduire certaines astuces.

9.L4.2. Posons 0o: Kerty'llKerrlt2 et Oo : er(P00. Alors 0s est
une sous-algèbre de 0. Soit Or le sous-groupe de O engendré par

^(,;) : (,1 ï)(I; )
dz(Yù: Z et il2(Y2) : g

ds(Yù:0 et ds(Y2) - 2.
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{expsd2, e><ptds I s,t e R.} et soit O" le commutant de O1. On sait
que O'1 est un sous-groupe normal de Or et que Drln1 est abélien. On
vérifie facilement que Ol c exp[Kerg fl Ker 4n îKertb2], c'est-à-dire
que

D' ("*p t, Y, up r2Y2 exp s Z) : €xP rrYr e><P r2Y2 e>rp sZ

quel que soit D' e D|. En particutier, D| C Oo. Soient 01 et 0'1 les
sous-algèbres de O telles que 01 : €xP 01 et D|: elcpOi. Remarquons
de plus que 01 et D\ sont des groupes nilpotents par choix de d'z et d,s.

9.L4.3, a) Définition : Pour tout / € S(G), définissons

i' @,t, s) - 
I I I 

'exp tdz'exv s" (" 
"*p 

r 1Y1 exp r2Yz er.p uz) ei" du d,r 1d'r2.

b) En posant 62(t\:6("*p til2\ et 63(s) :6(e*psds) on a

i ' (*, t,s) : 6z (t)6, (r).P't'n ( exp tdz'exP sdg t, -t,-s, 1 ).

De plw,

i" @.*paYr exp bY2 æp cZ,t, s) : e-i" î2 (r,t, s)

- 2

1 *â g- @,t, s) : G'*eg\@,t, s) avec G : G leDCp(Ryr +lRy2 +RZ).

Pour do € Oo et Do: expds on a

,' ('ù) : evrat 7a @(d'o)w) ( f )

avec K@\: ( "o"e 
-sino \ '

1 ooâ #; J 
(voir calculs de 3.8.). on en déduit que

lypxvtdzexp 
sdg).D0.( e>rptdzexn sds)-r1-2 (t rt, s)

: 6(Do1s-zv@ f2(Don,t,s)
: (i2)Do(n,t, s).
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") î'(*,t, s) - 0, Vt, s € IR., Yn e G

P,t,n(exptdz.",<psdg fr, -t,-s, l) : g Vt,s € JR,Vr e G

P' t 'n ( r , - t , -s ,1) :0  Vt ,s  € IR,Vre G

f (t"*p r1Y1expr2Y2,I) : g Vt e G,Yrr,rz € IR

fe lo
i '@,t,s):  f i2(r, t ,s) Vt,s € lR.,Vc e G

I : g mod.Is.

d) Remarquons qu'on n'a plus d'équivalent de la propri éæ1"2 @rt) :

i'@,t * a) de 9.12.2. Pour tenir compte de ce phénomène et de ses
conséquences, il faut modifier la définition de o(/).

9.L4.4. a) Définitions : Munissons 0', d'une base de Malcev {ilr,dL,...,
d'e), identifions Dl et IRe, ainsi que la mesure de Haar sur O'1 et la
*é.*" de Lebesgue sur IRk. Alors on définit ES(R2 x D\ x IR2) :

ES(R2 x IRk x 1R2) comme étant I'ensemble des fonctiom o, C- de
IR2 x D', x IR2 : IR2 x lR& x lR2 dans C telles que

(oz, or; Dû br rbz) = (ar, o"i tr, ..., t*i h, bz)
t+ 

"k2a2'1ksos 
. aMlh * "'* M rtr o çaz t asi tt, ..., t *; h, h)

soit une fonction de Schwartz quels que soient kz,lcsi Mr,...,Mt € IR' à
condition d'avoir Dt : exp tpd,l"... exp t1ill.
Pour tout / e 5(G) on définit alors

aU) : t t [ ^ o@r, asiDûbr, bz)(.fr*o bty,expbzyzlD'exp 
o2d'2'expo3d3

-- \r / Jnz Jol Jwz

dazdasdDrdhydb2.

b) Evaluons

_2
a(f) (r , t ,s)

: 6z(r)dg(s) I "(tltexptd2'expsd3r 
' elcp rrYr orp rzYz) exp(u * tr1

+ 8r2)z)e'"ùudrrdrz

: ôz(t)ôg(s) 
| | "{or, 

asi Dribr, bz)(f"* bryt.exp bzyz)Dr'èxp 
o'zd'z'exp @3da

161

<+
<+
<+
<==+
et

4==+
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(exPtd2'exPcdtc'exprl}'r exp rzYz)exp(u * trr * sr)z)

eôu dazda"d D fib fib2du dr r dr z

: 6z(t)dg(s) t I a@r,asi Dr;h,bz)' 62@2)6s(as)

y1ù.exvozdsexpasdso(ptd2exp "d.r. exp(rr * fu)y, exp(rz +h)Yz

exp(z * trr + srz * az\ * a r2)z)eiu dnzdaeilDrdhdb2

dudrrdrz

car 6: I sur O'1. De plus,

D1 exP a2d,2exp asd,sexptd'zexp sd3

: e.lxpa2il2exp osds exptd'2ercp sd3 ' [exp(-sd3) exp(-tdz)

errp(-o3ds) exp(-a2d2) ' Dt ' exp a2d,2exp asd3 e:xptd'2exp sds].

Dans Ol, effectuons le drangement de variables

Dr t- exp a2d,2er<p a3d3 exptd2exp sd3 ' D1 ' exp(-sdt) exp(-td2)

.exp(-43d3) æp(-a2d).

Puisque dz,ds sont nilpotents, on a

-2
a(f) (r , t ,s)

: ôz(t)ôg(s) t I 
a@z,a3i exp a2d'2exp asd'sexltd'2exp sd's' D1

. exp(-sds) exp(-td2) exp(-asds) exp(-o2 d,2);fu,b2)
62@) 6 s(a, ).f ( 

.to 
"ro2 

exp o3 ds exD. tdz exp sd's' D1 r. exp(r1 + bùYt

exp(r2 + h)Yzexp(u * trt * sr2l az\ * asr2)Z)eiu

ilazdasdD t db i,b ziln, dr r dr z.

De plus

exp o,2d,2exp @sds exptdzexp sdg ' Dr
: exp(az + t)d2exp(os * s)d3 exp(-as - s)dg er(p(-az - t)dz

'exp a2d,2exp {t3d3 exptd2exp sds ' Dr
: exp(o2 +t\dzexp(as t s)dg ' {exp(-sdr) ' [exp(-asdg)

,*ç-tdz) ercP asds æptd2lexp sd3) ' D1.
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Dans O', efiectuons le changement de rrariables

Dr - {exp(-sd3;.1"*(-tdz) op(-ordr) etp td2expasd3]exp sile|.'Dr.

D'où
-2
a(f) (r , t ,s)

: 6z(t)da(s) 
| | "{or,as;exp(a2 

+ t)d,2'exp(as * s)d,s' Dr

.exp(-sd3) exp(-td,2) exp(-43d3) exp(-a2 dù;br,h) ' 6r(où 6g(ot)

"f 
( *p (", +t)d2'exp(o3 {s) d's' D r t, . exp (r1 + br ) Yr exp(r2 + b2)Y2

exp(u * tr1 a sr2 * a2\ i asr2) z)eiu dazdaadDrilbilbz
dudr1dr2.

Efiectuons le drangement de variables

I  o r *az - t  [  , r , - \ -b t

l  o"*4s-s 1""*  rz-bz '

On obtient
-2
a(f) (r , t ,s)
r 1

: 
J J 

a(az-t,ae - s;exp azd2expasds' D1exP(-sd3)exp(-tdz)'

exp(-(ag - s)ds) exp(-(az - t)dù;h,bz)' 6z(az)ôe(os)

.f ("* azd'z'expagd'g'Drc.exprryr exp r2Y2exp(u* a2r1* asr2

- azbr - asb2) Z) ei" d,azdasdD ilhdhzd,u dr rdrz
1 1

J J 
a(az - t,as - s; (exp(oz - t)dzexP(og - s)ds exptd2'

exp sd3) . {exp(-sd3)[exp(-tdr) et p(-(ae - s)ds) e><ptd,2'

exp(o3 - s)dalexp sd3) ' Dr ' (exp(-sdr) exp(-tdz) erç(-(as - s)dg) '

exp(-(oz - t)dù);\,b)62@) 6s(ag)/('xPa'2dz'e'xpo'e'dg'Dtæ 'er<pr1Y1 expr2Y2'

exp(u * a2r1+ asrz)z) ' 
"iu 

'.iazh 'ei"thdnzdnsd,Dilhilhzd:u,drrdrz

I 
^n'u(o, - tias- s; (exp(a z - t)ilze4(as - s)ds exptil2'

expsd3 . {exp(-sda)["*p(-td2) exp(-(43 - s)ds)'eptdz'

*p(ae - s)dsl exp sds) . Dr . (exp(-sdr) exp(-td2) oç(-(ae - s)ds) '

exp (- (a2 - t) dz)) ; or, où î' (o' *, or, as) dazd,asilD r.
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9.14.5. a) Supposons qu'il existe P,4t c Cf(R') et X € Ci(Oi) tels
que

ân'u(o, - t,ds - s; (exp(oz - t)dzorp(os - s)ds exptd2exp sd3
.{exp(-sdr)[op(-tdz) 

"*p(-(os 
- s)de) exptil2exP(os - s)dg]

. exp sds) . Dr .(exp(-sdi exp(-td) 
"ry(- 

(or - s)ds)

exp(- (az - t)dz)); az, aa)

:  g (az ,as)  . tb ( t ,s )  .  r (Dù.

Alors _B
a(1)  @, t ,s )  

-  { t ( t , s ) .  l r@)

avec
f , @) : I v@r, o")x(D r) i' (o' *, a2, as) ila2d,asd,D r'

Rema.rquons que cette dernière intégrale existe, puisque I et X sont à
support compact, toutes læ fonctions étant continues.

b) /t (" . exp u1Y1 . expu2Y2' exp wZ)

: 
I v@r, ar)x(Dr\ î'( 

D'r exp urYr elç a2Y2exp wz; a2, as)

dazdasdDr car D\ n'agit pas sru Y1,Y2, Z

: e-i- h(n).

En utilisant ([Lud. Mol. 1], 9.2.), on voit facilement que .fl est une
fonction de Sehwartz en t e G/ele(Ryr + lRy2 + RZ).

c) Montrons I'existence de a potu g,{rX donnés. On a

ân'u(o, - t,as - s; (exp(oz - t)dzexp(as - s)ds exptd'z'

exp sds) ' {exp(-sd3)[exp(-td2) exp(-(as - s)ds) exptd2'

exp(aa - s)dslexp sds) ' Dr ' (exp(-sdt) exp(-td2) '

ery(-(ag - s)ds) exp(-(o2 - t)dr)); a2, as)

: p(az, as) . {)(t,s) . X(Dr)
<+ ân'o("rrcg; (eDrp c2d,2o<Pcgds'

exp(oz - cùdaexp(os - cg)ds) ' {"*p(-(os - cs)dg) '

h*p(-(o, - cz)dz)exp(-csd3) 
"xp(o, 

- cz)dzexp cads] '

exp(as - cs)ds\. D1 . (exp(-(or - cs)ds)'
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exp ( - (oz - cz\ dz) exp ( - ca ds ) exp(- c2dz)) ; az, as)

: g(az,aa).û(az - c2rds - ce)X(Dù

<==+ ân'u("rrcsi Dûa2,as)
: p(az,as).û(az - c2tas- ce)X({e:ç(-(ot - cs)ds)'

[exp(-csdr) ""p(-(o, 
- cz)dz) exp cads exp(42 - cz)dz] '

exp(oe - cùda| 'e>ç(-(as - cs)ds)exp(-(az - cùd'r)'

exp(-cads) exp(-c2dù) . h. (u*p c2d,2expcsds'

exp(az - cz)dzexp(as - ce)ds)).

Puisque g,û,X sont des fonctions C- à support compact, il en est de
même de ôa'5. Donc a est obtenu par transformée de Fourier inverse.

d) En identifiant D\ à lRk via une base de Malcev' nous pouvons

appliquer les résultats de [Lud. Mol. 1]. En particulier, o(/) c -I pour

tout o € ES(R2 x lR& x R2), Pax ([L"d. Mol. 1], 9.I2.). De plus, comme
en 9.10.9.a), on voit qu'il existe une norme lll.lll= sur E5(R2 x lR'e x lR2)
et une norrne de Schwartt lll.lll- sur S(G) telles que

l l lo(f) l l l  s l l lo l l l=l l l / l l l -
avec

l l lo l l l=
. 
"M2lazl* 

Mt | "s | . eNl ltr | +... +rrri 1t6 1 . P (br, b2) da2das4h...d,t *

.dbihz,

P(br,ô2) désignant un polynôme à coefficients positifs en b2, et b].

9.14.6. Espace S(G)t : a) Déffnition : L'espace S(G)t æt l'ensem-
ble des fonctions /r de G dans C vérifiant

/r (r elrp u1Y1 exp u2Y2 exp w Z\ : e-t- h(r)
fi est Schwartz en r € G : G/exp(Ryr + lRy2 + R'Z) (pour une

base coexponentielle fixee par exemple).
b) Quels que soient t,s fixés, i'(.,t,s) e S(G)r. En particulier, si

i2 (n, t, s) : u(t,s) /r (r), respectivement si o(/) (n, t, s) : u(t,s) fr (r),

alors fi € S(G)l.
c) Construisons un rétracte particulier. Remarquons d'abord que

i'@,t, s) : 62(t)ôs(s)f $' çexptd'2*osdsr, -t, -s, 1)
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entraîne

Îr,t,n (r, -t, - s,1 ) : 6z (t) 
- t O, (r) 

-t 
f 1 

exn(-sds) exe?tdz) *, 1, 
"1.

Soit r/ €_Cf (R2) fixé. Pour /r e S(G)1 donné, recherchons f e S(G)
tel que i' : ,h I /r. Fixons h e 5(R) tet que lz(t) : 1. On prend alors

/ tel que

/ (r exp rr Yr r.rrp r2Y2 exp u Z)

: 
& u 

axrlt t, (s) - t /(t, s) /, ( 
exn(-sd3) exp(-td: ) *1 

"int "nn 
" û d8)

'h ( " ) .

Ceci nous définit un rétracte

R:S(G) r -S(G)

fi r.-r R$r) : 1,

/ étant calculé corlme précédemment, la base étant fixée.
d) Comme en 9.10.4. et 9.12.4., on munit S(G)t d'une norrne

de Schwartz de manière à rendre le rétracte -R continu. On écrit les
éléments de G sous la forme

â exp 11 Y1 exp r 2Y2 exp u Z : exp (âr.Er * ... * ft ,,-s, E n- g *rr yl * rzYz*u Z)

et on évalue d'abord

lll/lll s &,P*/ I I lr",l',?u" on niDHDi

I O rQ)-, O r(s)-t rlt (t,s) /, 1 "*n t 
- sd3 ) exp ( - tds ) 11 

"int "irz 
" d.t d s

J  - "

.n@)laz d,rrdrzd,u

(t - DïDl tr - D?)D?te'P6r(t)-rôa(s)-1l(r, s)

;r 1 
*n ( - sds ) exp (-t d) ft))eint ed", " dt a slaa d,r i,r z

flnie 
t

I 1 orn(-sds) oç(-tdz)5)lat at a,
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où g(t, s) : lmsndz(t)-r6s(s)-'4)(t,s) a son support contenu dans un

compact K de R2, à savoir le support d" rlr, et où la constante C est

obtenue en majorant pour tous les termes de la somme, I'ercpression

1

wltu"un{u)tdu Ih Iffi
La constante C et le compact K dépendent donc uniquement des fonc-

tions /r, et r/. La fonction p est définie à partir de ,!. Puisque p est
à support compact, toutes ses dérivees jusqu'à l'ordre 4*h * bz sont
bornées et on trouve une nouvelle majoration

l l l / l l l
f lniep!2+r\1<2+b2ù 

rtr '

61 
orn(-sds) exp(-td'z) 1)lae at a"

la constante Cr et le compact K dépenda"nt de h et t!. Faisons un
raisonnement analogue à celui de 9.10.4. et 9.12.4. Notons par A-1 et
B-" les matrices des opérateurs enp(-td,2) et on1-sds). Pour la base
en question on note

0 00
I1

tn-3

0
0
0

fr1

E,en -3

nÀ-z
rÀ-t

alùrL
D",t

: B-"4-t 0 00

:
ftn-a

0
0
0

100
010
- t -s1

pursque

exp(-sds) exP(-td2)(Yr) : Yr - tZ

exp(-sds) erç(-td2) (Yù : Yz - sZ

exP(-sd3) oç(-td2)( Z) : Z-

Comme B-"A-t est inversible, il en est de même de C",t.
que ftln-r, fti^-1 et â'r, sont des combinaisons linéaires de

Ceci montre
- ,  - t
ûir"'rfrÀ-s'
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Tous les coefficients des matrices sont des fonctions continues en s, t et
sont donc majorés lorsque (t, s) parcourt le compact K. On a

y 1 
exn(-sdo)"*p(-tù) ft)

:  
" - i l (D",2)^1Er*" '*(D,r)" ,n-s.n-sl  

f1(  pr . . .n*-r)r" , , ( ' r '  )  t\ \ e^-' J/
En dérivant cette expræsion par rapport à t,s, ft6, oî trouve donc une
somme de coefficients (continus en t, s, donc bornés sur K), multipliés
par des puissa,nces des â6, par I'errponentielle et par des dérivées de fi

( f t r  \
évatuées en (81...8n-r)C",, I i l. 

t" effectuant le changement de

\ f t " -s  /
variables ftLr...rfrn-s è fr\r.-rft'*-r, on trouve alors une majoration de
la forme

lll/lll S CrD A._,lr'o(onl,)("*p[â\8, + ... + ft!*-su*-rl)ldft'
finle

où. la const ante C2 dépend des fonctions h et d. En effet, il suffit encore
de rema,rquer qu'on a une majoration de la forme

lft"l < c3 .t lâ'ol

puisque les âa sont des fonctions linéaires des âl et que les coefficients
sont bornés sur K. Posons

lll/lll, : 
"P*f,"- "lfte(Dq 

rùie)idft.

Par construction, cette ocpression est indépendante des fonctions ty' et
ft,. On a donc

l l l / l l l  s c(4, r ') l l l / l l l '
où C(r/, h) est une constante dépendant de tlt et h.

e) Notons par R4,,n le rétracte construit à partir des fonctions { et
ft,. On vient de trouver

|| ln+l,(/ ')l l l S C(4',t )|| lf || l ' .
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On voit donc que si on munit S(Gh de la topologie de la norme lll.lllt,
tous les rétractes sont continus.

f) Soit / e S(G) tel que i' : rl,8"fr avec r/ e Cî(R'2). Alors, pour

une fonction h e S(R) fixée,

;Ëf, l l l/ + elll < ll ln+l'(/ ')l l l s c(d' h)ll l/ '[ l l ' '

En effet,

f" - (n+,'(/'))-' : rlt & f' -'!8 /r : o

donc

f - R.t,,n(fù -- -go e Io

et

;Ëf, l l l /  + el l l  s l l l /  + gol l l  :  l l lE,a,n(/ ' ) l l l  < c(4,,â)l l l / ' l l l ' '

9.L4.7. Idéal .I1 de S(G)t : a) Puisque la définition de a(/) est plus

complexe dans ce cas-ci, o n'est plus un projecteur modulo .Io. Cette
constatation va compliquer un peu les raisonnements suivants.

b) Soi t  /  e S(G) te lque î ' : rb 8f i  avec/ e C"-(1R2) et  f i -e
S(Gjt. Soient p,1h €Cf (R'), xe Ci(Di) et o € ES(IR'2xO" xlR'2)

vérifiant 9. 14.5.a). Alors

- N f1$" (n' t' s) 
: 

rr' 
r'l *' r,' r'r 

l 
;:r'::;::::;":r;";T';:::;' 

"'

h('æ)dDr.

Par choix de g on peut supposer que I 9@z,as)l)(az,as,)d,o'zd'as: 1 et
on a donc

ffi' 1*,t, 11 : ût4,s) . 
I x@r) 1r(D'u1dD,

: rln(t,s)rz@).

c) Choisissons àprésent 1, € C?(D\) tels que X' ) 0, I y'(D)dD1:
I et supp X, c {Dr e Dl I llptll S e}, ll.ll désignant par oremple la



CHAPITRE g. IDÉATTX D-PREMIER^S I7O

norrne euclidienne si O', est identifié à Re. Grâce à cette iden-tification,
Dr: id sera identifié à (0, ...,0) de IRe. Posons

fz,,(n) - 
| x,(Dr)r,r('Qdn,

et remarquons que

!4f2,': fr

dans (S(G)t,lll.lllt). En effet, il suffit de remarquer que

lllfr,,- /,lll, : R,L . lftoDhlrr,, - rrlæ)ldft

ff-;ie JIR'-ô JIRË

R/ 
x,(Dr) Io^-"1*,8[rr('n) 

- /'(â)]ldftd'Dt'

Cette dernière ocpression tend vers 0 par ([Lud. Mol. 1], 9.7.), puisque
les supports de X' tendent vers 0.

d) Définition : Posons

h:{he S(G)r  l3 f  e  1, tu!eCf(R' ) , î2 : ' l ts I t I -

Soit r/1 lne autre fonction quelconque de C"-(R2) fixee. Soit X€ colnme

en c). Construisons o€ colnme en b). Alors arf) : ût I f2,". Si

h € Iu I e I et a'(/) e .I pour tout e pa,r ([Lud. Mol. 1], 9.12.). Soit
F: Rnpr,n(/t) It rétracte obtenu Pour ty'r,lz donnés' Donc

[",(/) - Fl-' : {r8 fz,, - rh I h : th I $2,' - fù,

Par 9.14.6.f),

;$. I I lo' (/) - r + el I | < c (ûr, h)lllfr," - /' | | l''

Comme $lll/r,' 
- /tlllt : 0 et que o'(/) * g e I * IoC -I pour tout

g € Io, F e I, / étant fermé. De plus, vu que F' : lr 8 h, on voit
qu'on peut définir .Ir à partir d'une fonction tfu fxée, c'est-à-dire que

h: {h€ s(ch I  lJ e I ,  i '  -û@ 1}
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où d € Cf (R') est fixe (en remplaçant la notation rh par tt')'
e) Soit h e h. Alors &t,,n$ù e ^I quels que soiel! tlt,h fixé* De

plus, si / eS(G) tel que i':r1,8fi avec,lr e CI(IR'2), alors f eI'
En effet, pil d), R+,nffù e .I. Donc

i' : Rt,,n(fr)*' :1h& h 
I 

f - R+,nUr) e Io c I
>  f  e I .

f) Quels que soient {,hfixés,

h :  R- r ( I )

si B: Rn1,,n. Ceci découle de e).
g) L'ensemble .I1 est un idéal fermé de 5(G)1, muni d" lll'lllt' il

r'ugii d'un sous-espace vectoriel puisqu'on peut laisser rlt fixe dans la

définition de .I1. L'espace est fermé par f). Pour fi € 4 et gr € S(G)r

quelconques, soient f : R+,n(fi) € I et g: Rn1.,,n(9) e S(G)' Alors

f *ge Ie t
7Ts" : kl.,')o (/r *e gr)

ce qui entraîne que fi *é h e.I1. De même pour p1 *G h et 'I1 est un

idéat.
h) Pour t,s fixés dans IR, il existe une suite (a')' dans

^ES(R2 x O" x JR2) telle que

--2

l i ià l l l; 'U)-(.,t, s) - i '( ',t,s)ll l1 : o

pour tout /eS(G).

Démonstration : Soit r/ e CiG'') fi*é tel que (t(t,s) : 1' Soient
p, € Cf (R2) et X' € Cf (Oi) tels que 9') 0, I 9,(az,as)da2dns: L,
suppp; clt - e,t * e[x]s - €,8 * eI, x, > 0' Jb,r y,(D)d\ : 1,

supp Xe C V : {D, e D\ | llDfll S e}. D'où, en définissant o' comme
en 9.14.5. à partir d. g,,lt,Y", on a

- 2 f |

6,(J1- 1t',t, t7 : r|.,(t, 
")' J l r,@z,as)x"(Dùî'(o't;az,ae)

dazda?dDr

= 
I I e"(az,as)x,(D)î'P'n;a2,ag)dn'2d'asd'D1
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et

-2

l l l",(/)-(., t, s) - f (., t, 
")l l l t

:, t lî,DEm" (r,r, r\ - ir@,t,s)llitft
ffiJn"-t'

'-,,rcJ J rrn-r 
d,ft ilazd,asd,Dr.

Il sufÊt alors de rema,rquer que l'application

IR2 x O"
(a2,as,D1) r .*  i ' (o ' r ;a2,as)

est continue. Comme

i, (o, *; a2, as) : 
I I I 

yexp ozd'z.exp agd's'Dt("op r1y1 expr2y2

expuZ)edududr1dr2,

cette continuité est une conséquence de ([Lud. Mol. 1]' 9.7.)' D'où

notre conclusion.
i) Définition : Quels que soient t, s € IR' fixés, définissons

ïç,4 : {i '(.,r,s) | / e 1} c s(c)r.

Comme en 9.10.5., on déduit de h) que Ïç,"y: h.
j) L'idéal 11: i1t,"'1est oo-invariant, donc également o"-invariarrt.

Comme en 9.10.5., ceci découle de la relation

(1("*n 
tar.u*p sds ). Do. (ex p td,z.exp sd,g)-t 

) 

-' 
{r, t, s) : (f2)Do (n; t, s).

9.14.8. Projection et idéalZo : a) Soit la projection

p :5 (G)  S(G) '

fHp$)



tel que p(il@): i '@;0,0) : Î ' '" 'o(ri0,0,1). Munissons S(G) d'une
nouvelle nonne de Schwa,rt, lll.lllr telle que p soit une application con-
t inue de (S(G), l l l . l l l ' )  dans (s(G)' , l l l . l l l ' ) .  En ef iet,

l l lp(/) l l l ,
ffTt. JR'-"

ff-"i" rR' 
d,fr d,rirrz.u

:  l l l / l l l ' '
b) Définissons

To: p-t (/r) : {/ e s(c) | i '(.;o, o) e [].

Alors Zo est un idéat Oo-invariant, fermé dans (5(G)' lll.lllt).

9.14.9. Idéal Ir de S(G) : a) Posons

h : { f  e  S(G)  l i ' ( . , t , s )e  11 : i1 t , "1 ,V t ,se lR} .

Alors zr est un idéal de 5(G), fermé pour l'action de oi, e*prd,2 et

exprd3. En effet

Tyexord.zl-r(*,t, s) : iz(æ,t * r, s)

entraîne que Zl est fermé pour I'action de exprd2. D'autre part,

1;exnrdsl-r(* , t ,s)  :  /2(  
Dr* i t ,s *  r )  :  ( Î \o ' ( r ; t ,s i  r )

avec Dr : exp(-sd3)[exp(-rd3) exp(-tdz) er.p rd,sexptd,z]exp sd3 €

Dl. Puisque .Ir est o,1-invariant' on en déduit que T1 est invariant
pour I'action de elçrd3. Finalement' pour tout D1 eD\,

7,21x,t, s) - i 'Pir,t ,s) : (î ')o|(n,t,s)

avec Dl - exp(-.sds)exp(-tdùDrqptilzocpsd3 e D\. Puisque .Ir

est O'1-invariant, on en déduit que Tl est O'1-invariant.
b) Il existe une norlne de Schwart, lll.lllo sur 5(G) et C e IR'*,

Rz,Rs € lR tels que

||lf '(.; t, ")II l, 
< C . enz'ztl l 'zl l '  engl"l l larl l111;11;n.
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En effet,

l l l f  ( . ; t ,s) l l l ,

expuZ\ldrrdrzdud,fr
:  ;11;exntaz'exo"" l l lu

où lll.lllr désigne une norrne de Schwartz sur S(G). Il suffit alors d'ap
pliquer deux fois ([Lud. Mol. 1], 9.2.) pour conclure.

c) On en déduit que l'idéal X1 est fermé dans (5(G)' lll.lllo). Ceci
entraîne, par ([Lud. Mol. 1], 9.I2.) que o(21) C Zr potu tout o €
ES(R2xO"xR2) .

d) Définissons

S : {/ € s(c) l ] lrh e Cf (R'), l / '  e s(G)t , i2 :4'8 i l .

Comme en 9.10.7., on voit que S fl.I: S n4.

9.14.10. Approximation des éléments de S(G) : a) Iæs raison-
nements du cas as,1) restent valables. Soit (B)i we unité approchée
de ES(R2 x D\ x IR2) contenue dans Cf (R' x 9't, x R'2). On montre
que

tiplll,0r(/) - ,flll : 0 pour tout / e s(G)'

b) On peut approe,her les 0i Pæ des 7r' € .ES(R'2 x O" x R'2) dans

lll.lll* tels que t''5 soit à support compact en toutes les variables.
c) Tout / e S(G) peut donc être approché par des 7(/) dans

(5(G),lll.lll) avec i4'5 à support compact en toutes les variables.
d) L'application P définie par

9(oz,as;  D;t ,s)
: io'u (o, - t, as - s; (oç(o z - t)dzexp(as - s)ds exptd2ocp sd3 '

{exp(-sd3)[exp(-td2) u*p(-(or - s)ds) exptd2exp(o3 - s)dsl '

expsd3) . Dr . (e>ç(-sds) erç(-td2) exp(-(43 - s)de)'

exp(- (o2 - t)deD; a2, as)

est une fonction C- à support contenu dans r.ur compact de la forme
Ktx Kzx Ks x Kax Ks. Nous allons approcher 7 dans lll.lll= pax une
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fonction h e ES(R' xD', x R') telle que

Èo'u(o, - t,as - s; (exp(a z - t)dzexp(os - s)ds exptit2exp sd3
.{exp(-sd3)[exp(-td2) 

"ry(-(or 
- s)ds) exptd,2exp(as - s)ds] '

exp sd3) . Dr . (enp(-sdr\ op(-tdz) etp(-(og - s)da) '

exp(- (az - t)dr)); a2, as)
: D qi^rltn(t,s)9i@2,as)x,,(D)

iri,rn

: D "ri 
*hu t Q) h r,z (s) 0 2(t, s) h i I (a2) h i,2(at) 0, (az, as) h*(D ù 0 s(D r)

i , i ,n

où h;,1, h6,2rhi,trhi,2th,n sont des fonctions d'Hermite et 0tr02r0s des
fonctions C* à support compact.
La détermination de 0r ,02,0s se fait de la manière suivante : Soient
Cr,Cz,Cs,Ca,Cs des voisinages compacts de Kr,Kz,KsrKa,K6 res-
pectivement. On construit 0r,02,0s fonctions C- telles que

0r:  L sur I ( l  x  Kz, suppO1 C C1x C2 et  0 (  h 1l
0z : I  sur  K4 x  Ks ,  suppd2 CCax C6 e t  0  (  0z1 l
0s= | sur I(3, supp0g C G et 0 S 0e 11.

La détermination des fonctions d'Hermite se fera ultérieurement.
Evaluons

l l l f  -k l l l= S C [  -^sMzlazl tMalosl  .eN' l t ' l+" '+NÈltk l
/pz lgt;Pz

I P (bt, bùl'Y - kl(or,as i exp t*dL... up tldl; h, bz)l
dazdasdt dbLdb2

s t' 
t?ré6,f,r"o**u, "Mzlazl*Mslosl 

' 'Nrltrl*"'*Ntltrl

# #rrObiî 
- kl(or,@siu,(p trdL"'exPtld|r;

h,bùldazdasdtdhdb2

3{tââ 
JçrxPÈ)<Pr

Pn, Dl r\n'' - hn'ul(o2, asi exp t p dl,' " exp t 1 d\;
u1, u2) ld, a2da s dt du1 du2.



CHAPITRE g. TDÉAUXD-PREMIERS 176

Posons M - sup{llDflrDl"r0z(u1,uz)ll- | 0 S P S P,0 < q < Q} "t
effectuons le changement de rtariables

! u1 ,- a!2 I or,-' a!2 - t

\u2r*a !  lo t ' - *aL-s

et notons de nouveau a2tay à la place de a!2ra!. On trouve

l l lz -  k l l l*

. eNrltrl+...+ivr1t3 
g 
1 (D,, * Dr)o (D o^ a D r)o

[in'u - fro'ul(o, - t, ag - s; exp t *dL... exp tldl; az, as)l

dt ds dazda#,h...d'tn.

Effectuons le changement de variables

t ' t , . . . r t r  -  t ! t ,  " ' r tL

avec

exptpd!y...expt1d\
: (.*p(o, - t)dzexp(a3 - s)deexptd2exp sd3' {exp(-sds)'

1op1-tdz) e4(-(ae - s)de) exptd2exP(og - s)dslexp sd3) '

exptld,!y...expt\ih\ ' (exp(-sd3) exp(-tdr) op(-(os - s)da) '

exp(-(oz -t)d,z)).

Alors t\,...,t'1, sont des fonctions polynômes de tt,.-.,tp,t,8,a2,as êt
réciproquement. Par choix des supports de i4'5, 0r,02 et ds, on a

(az,as) e Cr x Cz,(t!r,...,tL) ç Ct, (t '  s) e Ca x Cs-

Donc toutes les exponentielles intervenant dans l'érnaluation de

lllf -lcff f= sont bornées par une constante. De plus (Dor*Dùp(D"+
D")q multiplié par le jacobien de la transformation va s'écrire sous une
forme

D P*1o,, as,t' ,t, s)Di; Df; DlÎ DY Dt"



où
Cr
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P,o sont des polynômes, tous majorés par une consta'nte sur
x C2 x Cs x Ca x Cs. On a alors une majoration de la forme

l l l r  -  kl l l=

lin'u - Èn'o\(rc,, - t,as - s; (exp(az - t)dzexp(as - s)dg exptd2'

exp sd3 . {exp(-sd3)[exp(-td2) op(-(or - s)dg) *ptd2

.exp(os - s)dr]expsd3) 'expt!eil1,.,expt\dlr ' (exp(-sds, *O1-tdz)

exp(-(as - s)da) exp(-(a2 - t)dù);az,as)ldtdsda2dasdtt-

On peut faire porter cette somme sur tous les orr, gnr"Yn,Àr, Fn tels que

lo , l  < A,  lB. l  1 B,  l t " l  S C, l \ "1 1 D, l t t " l  < E où A,B,C,D,E
sont des constantes.
Il suffit alors de terminer corlme en 9.12.8., pour trouver finalement
une majoration de la forme

l l l r  -  r l l l=
s cr,t . r t ,r"o, l(Di; nf;ol;'ol"Dl-)j b"t#iY{ff,i|<'s' r*e"n

Wn'u(o, - t,as - s; (oç(az - t)dzexP(ag - s)ds r.:lcptdz
. erp sd3 . {exp (-sdr) h*p (-td2) exp(- (aa - s)de) exp td2'

e4p(ag - s)dsl oç sd3) ' expt!1d'1,,..expt\dtr ' ("xp(-sdt)

exp(-tda\exp(-(o3 - s)ds) exp(-(o2 - t)dù);a2,as) -

I a i *h n I (t) fu ,z (s) h i 1 (a 2) h i,z (a s) h * (t\, . .., tT) ldt d s dt' daz da s'
i , i ,n

Cette dernière expression est une nouvelle norlne de Se,hwartz et dans
cette nouvelle norme de Schwa,rt, i4'u( ) peut être approché arbitraire-
ment par des combinaisons linéaires de fonctions d'Hermite ([sch. 2],
p. 262). Ceci détermine les constantes ctim et les fonctions d'Hermite.
La fonction /c est alors obtenue par le theorème d'inversion de Fourier.

e) Notons a6i*lafonction de E.S(R'2 x IRk x IR2) construite à partir
de $i(t,s)gi(az,o,ùX,*(D). Donc aii,"U) € 5 pour tout / € S(G).
De plus, par ce qui précède, / peut être approché arbitrairement par

des combinaisons linéaires de tels aôi*U).
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9.14.11. Comparaison des idéaux Xt et f : Comme en 9.12.9., on
voit que Tr : I.

9.L4,L2, Idéal Os-premier : a) Comme en 9.10.13. et 9.12.10.'

fi : fffpt'd2'expsd'g: n4*o 
adg'exptd'2.

t ra t ra

En effet, puisque D| C Oo et eue Zs est Oo-inrrari arft, T|xptdz'expsds :

ffPsds'exvtdz.
b) Soit J un idéat Oo-invariant quelconque de S(G). Alors

Jr: Àlexptd'z'exp'rt 
: 

f'l lexpsd's'exptd'2
t ,s  t ,3

est un idéal O-invariant de S(G).
c) L'idéal To est Os-premier. Le raisonnement est analogue à celui

de 9.12.10.

9.14.13. Raisonnement par récurrence : Le même raisonnement
qu'en 9.10.13. et 9.12.11. montre que .f : KerO.

9.15. Cas a3,a) :

9.15.1. Comme précédemment' supposons (/, Zl : -1. L'élément Z

est central d,ans g. Puisque ,i1rl,on"t r/rl^onsont indépendants' il existe

Xz ,Xs€ge td r€0 te lsque

178

: nJo
D

dr( (T; )Yr
Y2

et
et

):(,1 ï)
lXr,Ytl - 2
[Xr'Yt] : o

lX2,Y2l - g

lxs,Y2):7.

Posons Oo : Ker!\lKer{2 et Os - e:!P00, lro - Kerr/rl"oon

K"rdrl.uo et Hs: €{P[s. Puisque pl"on= g, fro ult un idéal de g et

IIo est un-sous-groupe normal de G. On a 0 :00 ORddX2 ORadXs.
On vérifie gue bo est ls-invariant et donc également Q-inrmriant. Ainsi
^H0 est O-invariant. De plus, Yr et Yz sont centraux dans fro (puisque
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,l"or= 0). Le calcul llXz,Xrl,frl : IlXr,Xt\,Yzl :0 montre que

lXz,Xsl € fro. Par conséquent,

expr2X2 'exprsX3 : l.jx.p(r2X2 * rsxs) modf/o
: ercPrgxs 'exPr2X2 modf/o

et GlHo est abélien. Pour tout do € 0s' on a

Dolæp(r2x2+ rsxs)l - exp lçr, *r\"-v@ù 7ç1-p(d'o)u) ( :: )l
L  " '  ' \ rs /J

modl/o

(voir 3.15.). Finalement, tout D eD peut s'écrire
D : exPadtsxs 'expadt2X2 ' Ds âv€c Do eDo-

g.t5.2. Soit ( e ô tel que (lr.= l. Comme

G : e>rplRXs ' explRX2 ' Ho I exp(R.X2 + lR'Xs) 'flo et que Gf Hs

est abélien, ( agrt colnme caractère svr Gf Hs, c'est-à-dire il existe

c2,cs e lR tels que

((expr3X3' expr2X2' ha) : ((exp(r2Xz + rsxs)' hL)

:ïid,'n,îi"';:;'
par définition du caractère X.z,"s. La suite de la démonstration se fait

alors comme en 9.13.

9.15.3. Quels que soient c2, ca

x"z,"g. " f  
- . f (*oczYr) 'exp(cgYz) g /o c / ,

donc, po111.f € 1,X"r,."'f e I, c'est-à-dire -I est invariant pa,r multi-

plication pu les X"z,q,,donc par les (((.Xrl€z) avec (1".: id.

9.15.4. Comme en 9.13., on montre que -Iso : Ilro.est un idéat G-

invariant fermé de S(Hs), si $(Ho) est muni d'une nonne de Schwartz
rendant le rétracte continu. La démonstration de 9.13. reste ralable
pour prouver que .[so est un idéat O-premier de 5(I/o).
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9.15.5. Raisonnement par récurrence : Iæ raisonnement de 9.13.8.
reste ralable. Ceci termine le cas as,a).

9.16. Cas b2) :

9.16.1. Iæs cas b1) et b2) constituent I'analogue complexe des cas
étudiés précédemment. Comme en 3.8., on a

expd (Z) :  
"v@111rçùù(t ' , )

expd( ; ;  
)  

:  
"v@)vç-e la) , )  ( ; ;  )

si  r1z1t r2z2est identi f iu u ( î :)  . lR2 et si

KG\ :  (  "?"0^ 
-s ind \

\ s lna  cos0  )

Ces formules sont valables dans les cas bt) et bz).

9.16.2. Définissons

p:5(G) -' S(ô) u.'ec ô : G/e]ç(RZl +F'.Zz)

f  . -  PU):î

donné par

î (r) : 
I, t" exp r 1 z 1 exp r2z) d,r rdrz : f '3 (u, 0, 0)

et

K:Kerp: {/ € S(G) t | rcexpr1Z1expr2Z2)d'ndrz:0 Væ e G}.

Dans la définition de K on peut se limiter à r e ô et on voit que K
est un idéal O-invariant de S(G).

9.16.3. Le reste du cas b2) se traite exactement comme en 9.9., à
condition de supposer l((,, Z)l + l(t, Zz)l : 0 pour tout / tel que zr -

indfly2 et.t c Kerer. Sinon on est dans le 
"6 

br).
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g.17, Cas b1) : Il s'agit de I'analogue complexe du cas a1).

g.tl.t. Posons (t, Zrl - -Àr et (1,, Z2l - -Àz et supposons Àf +À! : t

(en multiphant Zr et 22par une constante si nécessaire). Il existe dt € î

tel que çktù: 1. Alors Os : Ker g est un idéal de 0 et les éléments

de O s,écrivent de manière unique sous la forme D : e)(P td,r. Do avec

Do € exP(Kerg). On a

exptdl  (Z):e 'ÛK(tw)(Z)

et

exptd, r f  " t ) :e tK(- t  ) f  i t )' - - r - - r \ r r )  \  / \ r z /

"i 
( 

" ) 
"r, 

identifié àrrZt*1222. Notons simplement 1': Texvtù'
\ rz  /

9.t7.2. Idéal /s : a) Définissons

Io: {l € S(G) | f,, /{"on \ZlexprzZz)(*o'd'zr)(er.pr1 ZreryrzZz)

d,r1dr2: Q, Vr e G,Vt)'

Or

f, , / {" "*o 
r 1 z 1 exp r z z z\ ("*"d' rr) ("*p 

" 1 z 1 a<p r 2 z 2) dn dr z

r  , , - - - . - -  |  |  
" ) )d, i t rz: 

/u, /{t"*o \Z1dpr2Z2)rl(2, zr)"-'xçtw1\'r, 
, ,

: 
f,, 

f {" t*n \ Z 1 up r2Z2) si^t'"-t (cæ(tr''r)4 -sin(tru)r2)

f -. 

. 
"iÀz.e-t(stn(rr.r)rlgcos(tu)"ùdrtdrz

: 
/u, 

/ {" 
"*O 

h Zt exP r z 22) gn'r' t-t (cos(a'') Àr +sin (tr'r) À2 )

. 
"ir2. 

e-t (- eln(ù.r) À1 {cos (tw) \ù 4r 16r,

: Î',t (r,e-t (cos(tar) Àr + sin(ta,) À2), e-t (- sin(ta,) Àr + cos(tc,,') À2))

: f,t(", e-t.K(-tw, ( I ))
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Donc

L82

(  ^ |  rr ,-r) f  | ' \ ) :o.v 
)

ro: 
t /es(G) 

l f ' t (" ,e-tK(-t- , \^,  ))  
- ,  teG,vt] .

Remarquons encore que
f  / r - \  

' l

s:le-tK(-tu)(i lJlten|

est une spirale de IR2, coupant le cercle unité en (À1,À2) et admettant
(0,0) comme point asymptote.

b) Puisque

lu, f {* "*n 
a 1 z 1 exp a 2 z 2 exp r 1 z 1 exp r z z ù ("*p' d' n) (e*p r, z r

exPr2Z2)dr1d,r2

: 
"-i,at'e-t(cæ(Ér.r)À1fein(tr.r)\) 

. 

"-no,2'e-t1-slnltt'r1À1{c'æ(tr'r)À2)' 
Iu, f @ "*P 

\ Z r exp r 2 Z 2) ('*o t'"' ) ("* P \ Z t exp r 2 Z 2) dr 7 dr 2

on peut se limiter, dans la définition de -Ie, à
*eG:GIexp(RZ1 +RZ2) .

c) L'ensemble -Io est un idéal O-invariant de 5(G). L€ tait que c'est

un idéal résulte de la formule

7Çg" '"  ç*,u,a) :  fÉ(. ,u,u) , r6 g ' ' t ( . ,u,u)(r) .

La O-invariance découle des formules

7D''" 1x,u,a) : 6(D)e-2v@l iza( 
o*,"-vk') 6?e@)r) ( : ))

\  
- t -  - - \  r \  /  , \ u  

/ l

et

F''Q,"-'*r-t') (I ))
: 6(D)e-2v(o) f,"('r,s-wl(ù+t') . KF@@) + t)a,,1 f lt )),  

\  
* r -  - - \  \ r \ - /  '  - ' - '  

\  l Z  )  I

où D: e)ed.
d) Notre but suivant est de montrer que .Is C .I. Cependant la

démonstration du cas a1) va se compliquer considéfablement étant
donné qu'ici nous avons à faire à des fonctions qui s'annulent sur une

spirale.
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9.17.3. Soit / € S(G) tel que Î'''(r,.,.) s'annule sur un voisinage
O-inrra"riant de la spiral" 

I, l"î 
tout r. Alors I e I. Icil'action de O

sur IR2 est donnée p* D ( l.t ) : s-e(4 K(-ç(ùù ( 11 )'  
\Pz  )  

' \Pz  
/

Démonstration : Soit V le voisinage O-invariant de ,5 en question. Alors
R'\y est également O-invariant. Soit J I'idéal O-invariant engendré
par .f, fermé dans la topologie de S(G) (mais non nécessairement dans

| | l.l I l), c'est-à-dire

J :  (U stC) *  fD *s(G))-6(c) .
DCD

En particulier, puisque V est O-invariant, g € J entraine que f2'3(2,.,.)
:0 sur V pourtout z. Soit F'€ S(G) tel que r(F)+ 0. Donc F / I,
puisque I CKerr. Soit z € S(R2) tel que rû(Àr,Àz): l et tel que
û : 0 sur IRz\V. Posons Fr : F * v. Donc r(Fù : r(F)' û(Àt, Àz) :

r(F) + 0 et Fr / /. De plus,

Ê|'t @, h, Fz) : F2'3(æ, trr, P2) ' û'jtr, ttz)

et Ff'3 s'annule identiquement pour (pt,ttù € lR2\y. De même,

@'' ' ç*,lrr, Fz) - 
'6D2't 

1x, l.rr, Fz) .F (r, lrr, l .rz)

s'annule identiquement pour (pr, ttz) € lR2\y, puisque (F ', u)D :

FD ,r vD, que

fr 0rr, Itz) : a'(e-eot x ?ç@)'\ ( n ))

et que ù : 0 sur I'ensemble O-invaria"nt lR2\V. Soit J' I'idéal O-
invariant engendré pax Ft, fermé dans la topologie de S(G), c'est-à-dire

t' : (Hos(c) * FrD *S(c))-6(G).

Par construction, J . Jt - {0} C /. Puisque .I est O-premier' que
Fr 4 l,donc que J' Ê I,on a JC / et I e I.
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g.t7.4. On va montrer par étapæ succæsives, Qû€ tout / e IY+',
pour M suffsamment Eræd, peut être approché par des fonctions

fi telles que ff't(r,.,.) s'annule sur un voisinage O-invariant de la
spirale S. Puisque I'idéal .[ est fermé, on potura en conclure que
I{+' c t. L'approximation va se taire dans la norme donnée qui
vérifie une relation de la forme

| | | / | | | s 
F,_" I 

ln" Df;rb, Dl,rfi Di, f @ @ r 1 z 1 exp r 2 z ) ld,r fi,r 2d,r'

D'où

l l l / l l l

(L - D7,) Dî, t"L pô Î''" (r, ltr, Itz)\ e- i p'n 
"* 

i uztz 4 rr d pzl

drrdrzda

(en modifiant la somme finie et en somma,nt en particulier sur tous les
a,p tels que 0 < b+ 2 et I < ci2).

9.17.5. Soit / e I{+r bo* M suffisamment élevé, à déterminer
ultérieurement). Dorrc P't'titt.i que toutes les dérivées de f2'3 jusqu'à

I'ordre M inclus s'annulent sur la spirale ,S et sur (0' 0), point asymptote
de S. Alors / peut être approché dans lll.lll put des /' tels que /'2'3
ainsi que ses dérivees jusqu'à I'ordre M s'annulent sur .S et dans un
voisinage de (0,0). Soit t/ € C-(R) tel que 0 < Ib < 1' r/(À) = 1
pour lÀl > 1, r/(À) : 0 pour lÀl < â. La fonction / ainsi que toutes
ses dérivees jusqu'à l'ordre M sont alors majorées par une constante
K. Définissons I e C*(lR2) par 90n,pz): rl,Qt?+ p4) et 9e €

C-(Rr) pæ e,(Ft,pz): e(+,?): rt,( itr l+ t 'â\). Donc ee =0
pour (p? + p?)'/2 S 3, "t v,: 1 pour (p? + pZ)r/2 > e. De plus,
OTrDlrvrju, pù s'écrit comme une somme de polynômes de Pr et

p2, mulripliés par çt)" {nrrù évatué u" }(u? + pZ) avec î ( 7, +
^lz. Pour 0 S 0t? + p7)'/2 ( e, tous les polynômes en Frtp2 et les
(D,rtù(*frZ + p?ù) sont bornés pax une constante. Pôsons

Î?'t(*, tlr, tL2) : Î2'"(n, h, Fz) ' gr1-q, pz\



I
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tll
I I et remarquorur que cette expression est wre fonction de Schv,tartz, que I
I I /. peut donc être évalué par transformée de Fourier inverse. D'autre I
| | part, puisque Î'," 

"ttoutes 
ses dérivées jusqrr'à I'ordre M s'annulent en I

| 1 (0, ();,otr a Î''s(r,ILL, tr2) : Di+i>M+r triplz0ti(*, ltr,pz), les fonctions I
I I O;,r. étant des fonctions de Schwartz en r, C- en toutes les rnariables. I

| | 
L'évaluation s'écrit alors 

I
t l l
I I l l l /  - /, l l l  I

I s ", F*lu I-, L"l,"DrDî,Dfl,(,*,à*,pI*'pî*i II  nnie"e " i+iZM+r I

] o ,,i(*, t r, pù(r - e,Qu, uù))ld,pad,p'2itn I

Comme DiiDi"i(, - ,"(rr, fz)) est majoré par une constante, multi-

1 pfiee par (r;z(rr+ra) sur [-e,e] x [-e,eJ, que les o;,7 sont des fonctions
de SchwariT en æ, C- en Fr, Fz, il existe une constante C2 telle que

lll/- /.lll S Cz.€, à condition d'avoir pris M suffisamment élevé. Ceci
prouve l'approxirnation en question.

i,'J",i,i:T,'îi::îï',r,1.*$l;,':L'il".Ji;'iËï,ffi :"#î':::
I ;:3:,$"*(l;'h,*:î1""*ffi,t,i"T,3":,:îî:"I,î:'i'::Tiffif::

les deux dernières variables. La démonstration est analogue à celle du
point précédent. Pour les mêmes fonctions th et g, posons cette fois-ci
tb,Q.tr, Fz) 

-- | - çGpr,e4z). Donc ,h,jtr, Fz) :- I poru Qr? + tÊ)t/' S

,r:';ly;g'i::),;-:J":i!:XfJl',"*"imruff Jiiîi::
sance de e, d'un polynôme etr Fr, Fz et d'une fonction bornée. Posons

I 
O?'t(r, ttr, Fz) : Î'''(*, tn, Fz) ''l',1tr, ttz),

g, étant déterminé par transformée de Fourier inverse. On a

r  l l l /  -  g ' l l l

] 
s c' 

à/l 
æ"DP,Dfi,DP*uluiÎ"'"(æ,t r,uz)(t-r! ',0'r,rr))l

t dtndP'zdx

l

l
I,l
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r -' 
?tuJë Jç'l+1'2r1rt'2fr'

dp,1dp2dn

en effectuant les dérivees du produit
(plp"rÎr,r(ît ttrr, pù).(t-rtt,(ut, uù) et en remarquant que les dérivees

à;i;;;dae p*""dftèÈe s'écrivent émme une somme de produits d'un

polynôme €tr 1.lr , p2 et d'une fonction bornée. Puisque Î''" (', lt'r, p'z) est

une fonction de Schwartz et .qu'on intègre seulement sur

à, {fur,pù | 0t?+ É)tP > +*}, cette dernière expression tend

vers 0'. Ceci prouve notre résultat.

9.L7.7. Soit à présent / e S(G) tel que Î''t(*,ltr,Pz) ainsi que

toutes ses dérivées jusqu'à I'ordre M s'annulent sur la spirale ,5, pour

0t?+ pZ)'/'< ( et poUl 0t?+ pz)'t'> K. Approchons / par des
ionctionî g, hlles que G2'3 soit nul dans un voisinage O_-invariant de la
spirale,s. Notons ll(pt,pr)ll - 0.û+ p|)t/'- Donc l''' u son support

"r 
(pr,p2) dans e S llftrt ,iùll S K. Notons \r * i\z:2i0s le point

d'intersection de .S avec le cercle unité. On a

^g = {e-t(t*iot) . eûo I t e R}.

D'aillerus toute autre spirale (orbite. pour la même action) est carac-

térisee par son point d'intersection ei'avec le cercle unité et s'écrit

{ s - t ( r+ iu ) .e r " l r€R} .

Remarquons de plus que

K : {(ttt,ttù € R' | ( S l l(t t, ttùll3 K}

= {e-tT+tu) . eio e Al A < t < B et 0o - r I a < 0s + T}

= {("-tcos(o 
-tr),e-tsin(o -tu)) € R2 I A <t I B et

0o- r  (o (  0o+r \

où A: -ln K et B - -ln(. Dans la suite nous utlliserons donc le

changement de variables (pr, ttz) t- (t, a) tels 9ue Pr 
-- e-t cos(o-tcu)

et 1tz: e-t sin(o -tw).

186
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Pour des fonctions / telles q,t" P't ait son support en (Pr,p2) dans K,
on peut encore simplifier la majoration de lll/lll. En effet, dans ce cas

||I/l|I s o nL t*1""oTTop.uiu!zÎ'''(,, rtr, uùlilprilwdn'

Efiectuons les dérivées ert py /rz sur le produit (ttlPâÎ''") et majorons
les puissances restantes de Ft et Fz Pæ des constantes sur K. On
obtient alors une autre majoration de la forme

I I l/ | | I S 
", F,* I u | *1"" nTnl,, Dî, Î2," @, Ft, p,)litpad, p,2da.

Effectuons à présent le changement de variables (pr, ttù - (t,o) et
remaxquons que dans une étape intermédiaire on peut passer en coor-
données polaires (rr0) avec r : e-t et 0 : a - ta;. D'où

( ' ^

\ D,,

Dr, : cos(o - tw)l-etD1- uetDol - 
"' 

sin(a - tw)D*

Du, : sin(o - tw)l-et D1 - wet D.l* et cos(a - tu)Do,

vu les expressions de Dr, De en fonction de D2, Do. On continue de
proclre en proche pour remarquer que Dbt , ' D'r, est une combinaison
lineaire d'opérateurs Df . D! avecm*n l bac,les coefficients dans la
combinaison lineaire étant des fonctions continues ent,d,, donc bornées
sur K. De plus, dpdpz: rdrd| - e-2tdtila,le facteur e-n étant
borné sur K. On trouve donc la majoration suivarrte pour lll/lll :

rll/ln s G D l"l:ËIl"r"DrD:ffnio

Î''t (*,e-t cos(o - t ),e-t sin(o - @)lar, at a".

Soit à présent r/ e C*(lR) tel que 0 < Û < l, rlt(a) = 0 pour lo] < L/2
et tlt(a) = 1 pour lol > t. Remarquons que toutes les dérivees de ty'

) ( ; , )
):f*"
) \ sin0

-s ind

cos d
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jusqu'à I'ordre M sont bornées par une constarrte fixe. Supposons M

suffisamment élevé tel que p + rn * n 1 M quels que soient 9,m:?
intervenant da.ns la majoration de la norme. Posons ,hr(a): r[|ry)

et rema,rquons que DYr"("): (:)' 'rb@(+). woto* i(x,t,a):

Î","@,e-tcos(a - t ),e-tsin(o - ù) et constatons que f ainsi que

toutes les dérivées de / jusqu'à I'ordre M s'annulent identiquement
pour o - 0o. En effet, ces dérivées peuvent s'enprimer en fonction
des dérivees pax rapport à p1 et Pz, dérivees qui elles s'annulent sur la

spirale ,S pour la fonction f't. Défioissons

E, ( r , t ,a )  :  f  ( r , t ,a ) ' r l t , (a )

ainsi que

g?p(*,pr,l.t2) : 0?'"@,e-tcos(o -tu),e-tsin(a - tu))

:  j r ( r , t ,a )

et déterminons Se par transformée de Fourier inverse. Ceci est possible,
puisque toutes les fonctions considérées sont des fonctions de Schwartz,
étant à support compact K en les deux dernières variables. Finalement,
on a I'approximation

l l l /  -  g. l l l

#"Je JA Jûo-r

avec 1 - ,!,@): 0 pour l+l ) 1, c'est-à-dire pour lo - 0ol > e.

Donc fî::i d,a: f3:!: a". {emarquons de plus qu'on a pour f (t,t,a)
une ocpression de la forme f @,t,o) : (o - 0o)M+'Q(r,t,a), (D étant

une fonction de Schwartz en r, t, C* en toutes les variables, vu les

hypothèses sur f. On montre alors que lll/ - 9"lll tend vers 0 pax un
raisonnement analogue à celui effectué en 9.17.5. et 9.10. par exemple,
à condition de eihoisir M sufrsamment élevé. Puisque g,(t,t,o) s'a,n-

nule pour la - go | < e I 2, 0?'' @,e-t cos (a- tu), e-t sin(o -tar)) s'annule

sur le voisinage O-invariant de la spirale ̂ 9 obtenu pour lo - flsl < e/2.

9.17.8. Par 9.17.3 . à 9.17.7., on voit que pour M suffisamment élevé,
IY*t C f. Puisque I'idéal .Is est O-inrmriant et que .[ est O-premier,
on en déduit que .Io C .I.
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g.LZ.g. a) Déûnitions : Pour / e S(G), définissons i' p*

i' @, t) : t f' {* exp \ z 1 exp r 2 z 2) ei(Àr rr *Àzrz ) d,r fi'r 2

et pour o e E$(lR, x R2) (c'est-à-dire (s, fu ,b2) t- ek"a(s,h, bz) est

nne fonction de Sc,hwartz pour tout k) et f e 5(G) posons

a(fl : 
t 

(f 
"*v a, z, xp o2zr)" a(s, fu , fu) d's db1ilb2'

b) On vérifie facilement que

i,@,t) : (î',")'Q,"-'*r-t") ( I ))
' / 

z-,K(-tw, ( i; ))
: 6(t)e_2t f,, (,r",,

-)
ffi '1r,t7 -- ! i'{r,")ô'''(r-r, -e-"K(-sr) (I ))-

f' (r e*p ar Z r ex-P az Z z, t) : s- i \r q 
"- 

t xz"z 
f2 (t, t)'

Le reste des formules de 9.10.2.b) demeurent valables.
c) Finalement,

i'@,t) = 0 .(+ Î''t(*,.,.) s'annule sur la spirale

s : 
{"-'x(-tu) ( I ) | 

t e n},v"

<+ fe lo '

D 'où 
i ' : i 'e ! :g  mod. Io.

9.17.10. Projecteurs : a) Soient I e Ci(R') et rl, q ES(R). Nous
allons montrer dans la suite qu'il existe o e -85(lR' t 

ry') 
tel que

,','G -t,-e-"K(-,,) ( I )) 
:ttt(t)e@).



CHAPITRE g. IDÉAUXî.-PREMIEFS 190

On aura donc

ffi" q*,ty : ,l,a) I i'@,s)e(s)ds
: t!@ilr)

par définition de fi.
b) La relation précédente pour ô2'3 donne ô2'3 seulement sur la spi-

raf,e -e-" K(-"r) ( I ). 
Afin de definir ô2's partout on peut procéder

de la manière suivante : Puisque \1. + \l : 1, il erciste 0s tel que
Àr : cos 0o et \z: sindo. Rec.herchons o tel que

a'' '  (, - t,-e-" K(-",) ( :f l  )) :,tt(t)e!)cos(d - 0o)
\  \ s u L v  / /

++ ,', '(u,-e-"K(-s,) (:ff, )) 
: ,hG-u)v4)cos(a -0o).

Puisque <p e Cî(R), à2'" va s'annuler dans un voisinage de I'origine
des deux dernières coordonnées. En dehors de ce voisinage de I'origine,
on peut faire le changement de variables

(n ) : -e-"K(-s') (:tr' )
<+s :  _Lrh(r?+pi)et

( :* ) : ffi,*(-îho'? + pï) (f';)
( r1tt,pr) \
\ g(Pt , uz) )

où / et g sont des fonctiom C-, bornees si on se limite à prendre s
dans le support compact de g. De même,

cos(0 - 0o) -- cos 0o cos 0 + sin do sin 0 : h(h, to)

où h est une fonction C- bornée. Donc

â''" (u, trr, Fz) : 4tç;Lr,(p? + pZ) - Qvi-lL,t(r? + p?r))
'h(Æ, Pz),
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c,est-à-dire ô2'3 est une fonction de schwartz, à support compact en

lrr, Fz et on obtient o par transformee de Fourier inverse.
c) Supposons en plus que p € ES(R' x R2) tel que

Ê'''("-t,-e-"K(-,,) ( i; )) 
-,tu(t)e1(s)-

Alors

ffifl)' (r,t) :,ltr4) . U it4)çrb)d,") . n t")

avec fi (r) : [ Î'@,u)e@)du.
d) On montre facilement que

"(o tn) (" op 11 21 exp r2z2)

:  IV ",ç-t,e-'ÛK(r,(( i :) 
-( 

; ))), 
(t,o,,a2)e-2'Ûd'td'o,d'o,f

( f op h zt "*p a2 z2)" (n exp \ Z 1 up 12 Z ) ils dh d'bz

: 
| " 

* g (s,br,, bz) (f 
"*p 

o, z, exp u2 z2)" (r exp \ 21 exp r2Z2) d's ilhd'bz

:  ag FU)

par définition du produit de convolution @.
e) Par ([Lud. Mol. 1], 9.12.), on a a(/) c -I pour tout o €

^ES(R, x R2).

9.17.11. Espace s(G)r : a) Définition : L'espace s(G)r est I'ensem-

ble des fonctions /r de G dans C telles que

/, (z op alZlexp azZz) : s-d\ra1"-i\zoz |t(r) Vc ê' G,Ya1r42 € lR'

fi est Se.hwartz en r € G = Glexp(lR.A +F'.Zù (pout une ba.se

coo<ponentielle fixée).
U) eout t fixé, 

'î'(.,t) 

1jl"lt. 
En particulier, sr i2çn,t) :

uG)fi (r), respectivement si c(/) :Û(t)fr(r), alors /r e S(G)r.
c) construisons un rétracte particulier. Remarquons d'abord que

î' (* ,t) : 6(t)e-zt iz't (', , "-' 
x (-tw) ( i; ) )
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entraîne

f, 
ç,e-, 

K(-tw) ( I )) 
: 6ft)-,e2t iz(-,*,t).

soit alors rp e cî(R.). Pour /r e s(Gh donné, reeherdrons .f € s(G)
tel que i' : g I û. n suffit de construire J tel que

î"rç,e-,K(-tw) (:ffff )) 
: 6o)-,e2,eo)il-,*).

Puisque g e Cf;(R), on doit donc ctroisir f tel que Î''"(*,.,.) soit

identiquement nul dans un voisinage de (0,0) (indépendant de c) et on

peut faire le même raisonnement qu'en 9.17.10. On pose

î' ' 'Q,e-'K(-tw) ( ff, )) 
: 6g,)-'!e%e(t)/,( -tr)cos(o - 0o)

et on efiectue le changement de variables

/  r t  \  :e- tK(- t " \ ( "g.9 ) .
\  p ,  ) - "  

r l \ - r y l  
\  s i n o  / '

On trouve

Î'''(*,trr,trz) : llçtL,r(p? + û))-' furr(l"UZ+ 
pZ))

fr (â 
htr?+r\'*)t 

@r, rr)

où lz est la fonction C* déterminée en 9.17.10. Puisque I est à support

compact, I'expression précédente s'annule si (rrr,pz) appartient à un

voisinage V de (0,0) et / est obtenu par

f 1'expr1z1expr2z2\): (*)'f,,r' o?iLr,(p? + p?r))' 
h

, çilo(p? + uZ)) rr(i 
r"o'?+Pe) r) horr, t"r)

. e-ir, ttr e-ôrrt", dpld p,Z,
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Ceci nous définit un rétracte

^R:S(G)r -> S(G)

h  r+  R$ù : f ,

f étarrt calculé comme précédemment, la base étant fixée.
d) Comme en 9.10.4., nous allons munir S(G)r d'une norme de

Schwartz de manière à rendre le rétracte R continu. Notons Pû 8r,...,
En-z une base coexponentielle à Rh * lR'22 dans g et notons les
éléments de G par

âercp \Z1expr2Z2 : exp(fuÛ1+ ... + frn-zûo-z * 421 + r2Z2).

Par (pud. Mot. 1]), lll/lll td*et une majoration de la forme

i lt/i l1

Dlpl, p1l?f,r"çri + pZ))-' h
,ç;n0'? + u3)) fr(It"tu?+rl,tn)n7"' t")f

"- 
i'rt pr 

"- 
i'r, p, d pi d p 2ldft d,r i,r z

ffnie r

,lt 0rr, pz) f r (l tnru? + uï e)ld s d pzda:

nnte
rr3\12
tz<bz*2

en regroupant les fonctions dépendant uniquement d" pt e! &z^en.gne

fonction unique û,eneffectuant les dérivees de r/(p1, pz)frçàtn(.rî+ril -1

par rapport à p1 et ltz et en majorant les fonctions dépendant unique-
ment de h et Fzpax une constante sur le compact K (ne contena,nt pas
(0,0)), support de r/ (puisque g est à support compact). Raisonnons

", I Llr"DïDT,DT"fi (t nrr?+ uz)t)lap,ap,æ
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conrme en 9.10.4. Soit A la matrice de l'opérat"*.rç(â l"Ût?+ ttZ)dr)
et notons

exp(| In(pf* pïraùft: A ;i, l'ir' 
)

En particulier,

/r ( i 
t' tr? + rï 7) : 

"- 

i\tlAn-1'1ft r * "' * A'-r'n-za n-'l

...rAn,n-z'o,,/, 
("* 

lo, 
r^-r,o, ( ;i, )] )

où A' désigne la matrice obtenue en supprimant dans A les deux derniè-
res lignes et colonnes. Remarquons que les coefficients de .A et .A' sont

des fonctions C* en pr et Fz, donc bornees, puisque (n, pz) parcourt

le compact K ne contenant pas (0,0). On obtient donc une majoration
de la forme

lr" %oi'i D[, f t( ] t"tr? +r? ru) 
|

si (pr,p2) parcouft K. Ici P(ô) d&igne une fonction polynomiale

et D1 fi désigne une dérivée de f1 par rappo,rt à.ses différentes ce

ordonnées. Le calcul de erç(! rn(p?+ tZ)dr) (t;) montre que



Donc 
|  |  ( f r ; t r  \ \ l

rP(')r : 
lr lrar-' | ,i_,))l=',t ro(â')l

?HAPITRE g. rDÉluxD-PHEMtERS 1e5

Donc A' est inversible, puisqu'il en est ainsi de A et que dêt A :

1p!+ Uï. dêt A'. De plus, les coefficients de A' sont des fonctions C-,

bornées eî pr,p2, lorsque (n, pz\ parcourt le compact K. Effectuons

le changement de variables

( f t r  \  ( f t i  \e'l' l:l , I
\ ft*-, I \ ft'--, I

où G désigne une nouvelle constante et Q désigne une fonction polynè

me en ft\,...,frL_2, en majorant tous les coefficients qui sont fonction
d" pr,p2. Finalement on trouve une majoration de la forme

lll/llI s co'D lu.-,lQ{r'11np6;1e*pll,\Er+ "' + ftL-r4n-rl)ld'"''
finie 

J

Le membre de droite représente une norrne de Schwart, I I l.l I lr sur S(G)t

telle que le rétracte R soit une fonction continue de (S(G)r ' lll.llll) dans
(s(c), l l l . l l l ) .
9.t7.12. Idéal .Ir de s(G), : Les raisonnements de 9.10.5. peuvent

être repris presque intégralement. Nous nous limitons donc à énoncer
les résultats essentiels :
On définit

h  :  {he  S(G) r  |  3 /  e  I ,1u  €ES(R ' ) ,  i '  : 28 / r } .

Pour u e ES(R) fixé, on a également

h :  {he S(G)r  I  l f  e  I ,  i ' :  u8/ r } .

Alors .I1 est un idéal fermé dans (S(G)t,lll.lllt) tel que h : R-L(I)'
Pour tout t € lR, on a

h: i r : { i r ( . , t ) l /e/} .
La relatio" (/2)D'(.,t) : (JF(tDot-1))-'(.,t) entraîne que-^-[ est Oo-
invariant, puisque .I est O-invariant. De plus, fr € -Ir et f' : w @ fr
avec ?u e ES(R) entraîne f e I.
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9.17.13. Projection et idéalTo z Comme en 9.10.6., on définit

p:  5(G) I  S(G)r

par p(f)(Q: Ï'(r,0) : f''t(r,À1,À2). On montre qu'il eniste une
norrne de Schwart, lll.lllr dans 5(G) telle que

l l lp(/) l lh s l l l / l l l '

pour tout / e S(G). Donc p est une application continue de (5(G),

l l l . l l l .) dans (s(G)', l l l . l l l '). o" définit

To: p-t (/r) : {/ e s(c) | i '(.,0) e /r}

et on remarque que Xoestun idéal, Oo-invariant, fermé de (.S(G), lll.lllt).

9.L7.14. Idéal Xr de 5(G), : Le raisonnement est analogue à celui
effectué en 9.10.7. On définit

h: {r € s(G) | r(., t) e h vt}.

on remarque que zr est un idéal o-invariant de s(G) et on munit s(G)
d'une norme de Schwart, lll.llln vérifiant une relation de la forme

lllr(., t)lll' s c . eMt'tlllrlll4

pour tout / e S(G). On en déduit que Z1 est fermé dans (S(G), lll'llln)
et que a(7ù c Z1 pour tout a € ES(R' x R2). On définit

S  :  { /  e  S(G)  |  3z  €  ES(R) , / r  e  S(G) r ,  f2 :  u8 . f r } .

Onmont requeSf l f  :  Sn ! - .

9.17.15. Approximation des éléments de KM z a) Soit K l'ensem-
ble défini en 9.16.2. Définissons ̂ES(R, x IR.2)s pax

^ES(R x lR2)o : 
to € ES(R x R2) | to,o(u,h,bz)d'hilh, 

= 0).

Soit a vérifiant

,,,'(, -t,-e-"K(-,,) ( ï )) 
-tt(t\e@)
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avec lt e ES(R) et g € Cf (lR'). Alors

ô2'3(a,o,o) :,ITL r ' '"Q,-e-"K(-sr, ( I ))
: ,IïL['/('- u)p(s)] : s

et o € ES(R x IR2)0. D'autre part, soit o e Es(R' t R')o et soit

/ e S(G) quelconque. Alors

I "(n f" exp r 1 21 exp 12 Z) it r 1d,r2

I I I " ft, 
h, bz) db fibr] o 1t; "-'" f 

( n' exp \ z 1 up r 2 z 2) d's dv dr 2

0

et o(/) e K. En particulier, un élément / qui n'appartient pas à K

,r" p.oi pas être approché par des combinaisons linéaires de o(/) avec

aeES(R.x lR2)0 .
b) soit (Êùi wre unité approehée dans ,E.s(lR, x R2) obtenue de la

manière suivante: On prend 0 e Cf(lR't), positif, tel que suppp c

[-1,1] x [-1,1] x [-1, t] tt J ÊG,br,br)tudbi'bz : 1. On pose

B,@,fu,b2) : àB(Ë,+,+) et on montre comme en 9'10'8' que

Jli lll,0'tl) - /lll- 0 pour tout / e s(G)'

c) Soit p e 5(R2) tel que p > 0, p(-u,-a) : F(u,o') qrlels

que soient u,u; fu(0,0) : J 1t(u,u)dudu: 1 et suppÊ c [-1,1] x

[-1,11. Posons F"(u,a): *p(eu,eu). On en déduit que Ê'(Àr,Àz) :

,(+,*),1r.{0,0) : 1et supp fu, cI-e,el x [-e,e]. Pour simplif ier on

p.,\.tt*eirr.supposerquep : uÙu avecu e S(lR'), u ?-0,u(-u): v(u),

t(o) : 1 et suppû c [-1,1].
d) Montrons que 

lr31 llh'*/lll : O si f est delaforme f1*f2*""rf 7a

avec fi e K pour tout i et M suffisamment élevé. Les calculs sont

analogues à cegx de 9.10.8.c). En effet, remarquons que pour tout

f  eK,

F,' (*,or, az) : oro, I: ll @, n, Î''" ) (*, u, o\l*Z\..it, o,

* o, ll (a, î''t) (*, o, u)lo-o,dt

197
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(*)* o, Io' (D, P'\@, r, 0) |.,-o,"dr.

Donc, pour (41 ,az) € [-t,e] x [-e,e],

lî'," (r,or, aùl < r' . 
1.,,,1. 1ll,B,. t_,,"1 

lD. D, Î''t (æ, u, u)l

* e . sup lDuP3(*,0, u)l + e ' sup lDuÎ''"(r,2, 0)1.
o€[-e,e] u€l-e'el

Evaluons lllp' * /lll. O" trouve

l l lp '  *  / l l l
ffnle - 

da d,rr d,rz

on"\ù) /ry41a4llL
(r - DZ)D:i (1 - DZ,) D':,al afffi''" (*, ar, oz)f

"- 
I ''r 

"- 
io,"' dar dazltln d,r i,r z

ftnie 
@r,or)eT-er,rJ x [-e,e]

(r - DZ,) D _?,a!' af ù (?), ff) i,," (r, a,, oz)l

puisque G@r,or) : î,(+,?) : o(+)o(+). Supposons à présent
f de laforme f : hi lr*1..* f*- avec-f;-e K pour tout i  et M
suffisamment élevé. Donc

f3(*,ar,az):  f r ' t ( . ,  at ,az) *G . . .*ë f rù"( . ,a1,a2)( t ) ,

la convolution se faisant dans ô : Gl€Da(RA +R^Z2). Remarquons

que Diû,(Ë) : (i)'ar't1";. De plus, chaque.ff't p",tt s'écrire sous
la forme (*). Toutes les dérivees de û et des .ff't i*qn'à I'ordre p *

e * cz * 4 sont évidemment bornées. Les dérivées. de t(+)O(+)

introduisent au plus le facteur (:)t*o*n. Donc si M suffisamment
grand (M > 2(c, + cz * 4) *p convient certainement), il y a assez
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d" îl,t qui ne seront pa.s dérivés et qui fourniront qn facteur € polr
uuoii ntt majoration de la forme lllp" * flll S e.Cr,la constante Cr
dépendant de /, et !96 llh, * /lll - 0.

e) Posons Fi: F, avec e : I et ftri : Ft'gi'rp;. Comme en 9'10'8',
li+ lllk i(/) - /lll : 0 pour tout / e KM avec M suffisamment élevé,
rJ

pour au moins une souft-suite de k;i.
On se base sur le fait 1ue gijti* f) -- @i* pùU), étant donné que

u(-u) : u(u) Pour tout z'
f) On a leii €. ES(R, x IR2)0, Puisque

Çr' '"(r,0,o) :  fr ' ' "(u,0,o) - @''"(u,0,o)R(o,o): o

étant donné que pa(0,0) : t' Donc, pour M suffisamment élevé, tout

f e K'peut être approché a,rbitrairement dans lll'lll p'" des a(/)

avecce^85(Rx lR2)0 .

9.17.16. Modiffcation de la fonction o € ES(R xR2)o : a) D'après
([Lud. Mol. 1], 9.9.), il existe une nonne lll.lll= sur Es(R' x R2) et une

nonne de Schwart, lll.lll- sur.S(G) telles que

l l l " f f) l l l  s l l l" l l l='  l l l / l l l -

quels que soient o € ES(R * R')o et / € S(G). De plus,

l l l"l l l= < c' tl"tt,\,b2)leMt"l 
' (2 + u?+uZ)Nasithilbz'

On peut également identifier cette dernière expression à lll"lll='
b) Tout f e K* peut être approché arbitrairement dans lll'lll p-

des o(/) avec o € ES(R t R')o vérifiant

Ofin!7a2't(r, or, or)lor:o= 0 quels que soient h,h tels que (er * lcz <

ko, le nombre to eturli'Fle arbitrairement. En effet, remplaçons CI pax

or @ ... @ ooo+r, la convolution @ étant celle définie en 9.17.10. Comme

en 9.10.g. on voit que les a; peuvent être choisis dans ES(R 
" 

R')o

tels que

l l lar @ ...@ o*o+'ff) - . f l l l
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puisse être rendu arbitrairement petit. Par le calcul on démontre que

ffir''"(s,or, ar) : 
I û''t (" - t, etK(tu) ( ; )) 

û'''(t,a1,a2)dt

et, successivement,

CIl @ o2fi@ o^*r''" ("rar, a2)

: I 1r,,. (, _ b,etz K(r,ù (i:))*,,"Q, - t",

et" K (tsu) ( :; ) ) 
... ff 

'' (rno*,, a1, a2) d,t2 d,ts...d'tko+r.

En prenant D:iD:; avec lc1 +h < h, me des fonctionr&''" au moins
n'est pas dérivèe é[ s'annlle pour (a1 ,az): (0,0). Donc la dérivee de

I'expression entière s'annule.
c) Toutes les fonctions c construites jusqu'à présent peuvent être

supposées à support compact en la première variable, puisque tel est le

cas pour les 0i.
à; fioot f 

-e 
X* peut être approché arbitrairement dans lll.lll p*

des 7(/) avec 7 e ^85(R, x lR2)o tels que i2'"(.,h,tz) s'annule pour tout
(tt,tz) dans un voisinage de (0'0).
Comme en 9.10.9. on montre qu'on a une majoration du type

l l lo l l l=
n - t r " J  J

ô''t (", a1, a2)lilaldazds

pt*pzSN

Pour e > 0 donné, on c.hoisit c e ES(IR' * R')o tel que lll"(/) - /lll <

e12 et DliDZSA2't(",or, or)lçr,or1:(o,o)= 0 quels quesoient p1,p2 tels

eue pr * p, < Nr où Nr ebt sriffisamment élevé. De plus on peut

supposer que le support de o en la première variable est un compact
K1.  So i t  a lo rs  g€  C- (R)  te lque 0<q5.  1 '  q (o) :  l  pour  lo l  21et
q(a) =0 pour lol S â. Posons q"(a):q(:) *

*'t (", ar, a2\ : ô2'3 (s, a1, a2)q6(at)qr(az\'
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On détennine alors 7e pil transformee de Fourier inverse. Par hy-
pothèse sur o on a

ôr,r(r, at, az) : 
u*rFr* rorrdeo,, 

(s, a1, a2)

la fonction O;,j' étant C-, à support compact K1 eî s. Donc

l l lo - r, l l l= 1 cr.",à, I., l  "vvrlniw,(u,*,*,oio|

o,r,j(s, or, or)) (t - q,(or)q"(où)laorn ar.
/ '  ' l

Pu isque L-q , (aùq, (az)=0pour  lo r l  >  e  e t la2 l )ee t  D; tDî i (L -

q,(a)q,(ar)) : - (:)"*"0t") (3)a("'(*), un raisonnement analogue

à celui de 9.10.9. montre que lllo-f. | | l= peut être rendu arbitrairement
petit, de même que llbU) - %(/)l l l .

e) Tout f e KM peut être approché arbitrairement dans lll.lll p*

des p(/) avec B e fS6 * IR')o tels que P:'t(.,h,tz): 0 pour tout
(h,tù dans un voisinage de (0,0) et tels que B2'3(s ,h,tz) soit à support
compact en (s, h,tz). En effet, le raisonnement de 9.10.9. peut être
adapté facilement.

9.17.L7. Approximation par des combinaisons linéaires de pro-
jecteurs : a) Soit o € ES(R 

" 
R')o tel que â''"(u,h,tz) soit à support

compact en (u, h,tz) et tel que ô2'3(., h,tz) s'annule identiquement
dans un voisinage de (0,0). En particulier, â'''(.,h,tz) f 0 entraîne

C S Q? + *)r/2 ( K. Alors I'application

p : IR x IR x [ds - r,0o*z'[-> C

(s't 'n) r+ â2l ( '  - ' '  -e-" K (-s') f  : ,": '  
\  \

\  \ s ln l  ) )

est une fonction C* , à support compact en s, t. En effet

,''t (" -t,-e-"K(-rr) ( :n; )) 
* t

=+  (1e - ' g1K

<==+ -hrc (.e ( - ln(

{==+ A< s 1 B pour A- - lnK et  B- - ln( .

20r



Remarquons que pour 0 : 0o, (:nff ) 
: ( I ). 

Nous allons

approe.her o en lll.lll- p* une fonction lc telle que

U','(" -t,-e-"K(-",) ($jt )) 
: 

Tà s^i,eu(t)ûi^G)u*(0)

: D D D q_i,hu(t)((t)fu"(s)
n t ^ i n

ÇG)v"(o)
(somme finie)

où lr,;,h3. sont des fonctions d'Hermite, un(0) - 
"in(g-eo\, 

( et (r des

fonctions C* à support compact. L'approximation se fera pour

lllo-klll= < c, D [ "'t"t1n7lDfrld''t 
-.fr'''l(u, a1, a2)ld,a1d,a2du.

m1:m3N"

b) Effectuons le changement de variables

1.t , :  S -  t

( :; ) 
- -e-"K(-su) ( :n; ) : 

-'-" ( fff':#] )
On trouve

o)DItD?Dl(A''' - È''") (, - t,

(r;; ))l**"

I Dor: cos(d - sw)le"(D" + Dù * we" Dsl * e" sin(0 - su)Ds

I 
p", : sin(0 - sw)le"(D" * Dù * we"Dsl - e" cos(0 - sw)Du

Remarquons encore que le Jacobien vaut e-2". On obtient donc une
majoration de la forme

l l lo -  k l l l=
n*f*^3* Jw ln Jeo-"

Ih"""'"t"'
-e-"K(-su)
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où hr1,r2,r3(s,0) est une fonction Cæ' polynôme en cos(0 - sal) et

sin(0 - so).
c) Déterminons à présent les fonctions ( et (1. On a

,' ' ' (" -t,-e-"K(-"r) ( :f; )) 
* t

+ (s, t) € K1x K2 comPact de IR.2.

Soient Ks un voisinage compact de Kr et Ka un voisinage compact de

K2. Soient (, (r e Ci(R) tels que ((t) = I pour t € K2 et ((t) = 0
pour t € R\Kn, (r(s) = 1 pour s e Klet (1(s) : 0 pour s e R\Ks'

Les fonctions 14,, hj-, rnseront déterminees ultérieurement. On trouve

donc

l l lo -  k l l l=

l^r," (, - t, -e-" K(-"r) ( :::9 
\\

L \ 
\  /1""a//

- DDD"*i^hr(t)h1,(s)
n i n i n

((tXr (s)2" (0)] lae a' at

en majorant toutes les fonctions continues pax une constante sur les

compacts Ka et Ks.
d )Ona

l l lo - kl l l=

[t'''(, 
-t,-e-"K(-rr) ( :nt ))

- 
T P ? 

a.i,ht-(t)hi-(s)z' (a)] 
lo' 

o' o'

* cz',, 
*,F,.=r 1r. *r.^rn -.", Ë:: l4' o;' op

(f f D e-i.h,-(t)hi, (s)( ( t) (1@)u*(Q)lae a' at
,r in j"
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puisque (r I( = 1sur K1 x K2. En efiectuant D!(n.1t1çt1t1),

Dî'(hil(t)((t)), en majorant ((t), (t(s) ainsi que toutes les dérivées de
(r et' ( jusqu'{ l'ordre N s'r Ks x Ka et en regroupant les termes, on
trouve

l l l "  -  k l l l=

(D t D"n,i.hu(t)hi,@)v*çe1)lae as at
' n  

i n  i o

11!r2|rg1N

[r' ' '(" 
-t,-e-"K(-"r) (:n; ))' r l

++E a - i - h,- (t) h i " @) v " (0) 
flae 

a s at'

Il reste à déterminer les fonctions lti,, hi., z' et les coefficients q.5".

e) Posons

F(s, t ,o)  :  , ' ' ' ( '  - t , -e-"K(-")  ( :*  
) )

f (s,t,,n) : * I:""::F(s,t, s1s-me-eo)6s.

Puisque, pour tout entier k ) 0,

lnk f  (s,t ,n) l

S r"ïp lof r@,t;Ql
0êl0s-7r,0stnl

"'' n*,p,,=n I *,-., Ë::lD1'\ Di' Dl

[t' ' '(" 
-t,-e-"K(-rr) (:n; ))

- DD T q^i-hu(t)hi^@)u.telflae a"at
rt in in

+ cs '^*à=r.{r.'nlu 
KtxKz) I^Il"'Di'Di"
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F étant c-, à support compact en s,t, la série de Fourier converge

uniformément et

F(s,t,o) :+ f (t, t ,n)ednp-eo) .

Appliquons le même raisonnement à D'tDi'zDf F(s,t,0), dont les co-

efficients de Fourier sont (in)'3 D[r Di' f @,t,n). D'où, pour tout € ) 0,

il erciste un entier M tel que

A I- I r""l) lrr D? Di lF (s, t, 0) - D / (", t, n) einQ - eotllae as dt
lnl<M

lel}o-r,lo1lz{ lnl<M

4n@_eùl
e

et

,,*P^=' I"IË::lo;'oYn7[F(s't' 
"- ,P*f 

@'t'n)

ein@_eùllatl d,sdt

2

D'après ([Sch. 2], p. 262) on peut approcher chaque f G,t,n) par des

t D q^i,huft)hi,@),où les h sont des fonctions d'Hermite, c'est-il
Nn tn

diie, par choix convenable do qr,i,, hi^, hi^, ot à,

S t 
e roo*rl 

fp [f f". ,.n1"tn(o-oo)
n+,î,"<n h Ju J r,-, IDI' 

Di' L 
" r 

\-' -''-l-

- D D q.i^h;,"(t)hi-(s)sin@-eot]lae a' at
i n  in  

n rn  
l l

,  , l  f  1 l

i  2QM + 1) '
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Alors !

'P'? 3 
q i'h i' (t) h 1'(s) einp - e o)

convient pour approcher F(s,t d) à e près.

9.17.18. comparaison des idéaux x1 et.I : On sait que K n4 e2t

nn idéat o-invariant de s(G). Par 9.17.17., tout élément f de (Knx)M
peut être approché arbitrairement dans lll.lll pr" des o(/) où-6r,r(r-t,-"-"*1-rrl 

(/ Tt9 )) : D,D;" Dj,cr-j^pu(t)rl,i.G)r^(0)
\  

" * ' \  s ino ) )
urr".'gi^)'{)j^ € Ci(R)- et in(Qù : 1. Soit o;i. défini pax

/  ,  , /cos0\ \a?'1 I s-t.-e-"Kùua 
\ 

(-"') (. ff; J ) 
: v'-{t){i,@)v*(0)' Alors d'*i^ Q

ES(R, x lR2)o et, pour tout / e (K nxr)M c K nTr, aui^(f) €

Knnf l .g :  KnI  nS c . I .  Donco( / )  €  I  e f t  f  e  ' I  pu isque - Ies t

fermé et que / peut être approché arbitrairement par des au). Ainsi

(X nZr)M C .I et, puisque -I est O-premier, K c I ou X1 C ^I' Le cas

K C I a été traité en 9.16. et 9.9. Il reste à terminer le ca.s Tr : I.

9.17.19. Raisonnement par récurrence : Iæs raisonnements de

9.10.12. et 9.10.13. restent valables. Ceci termine le cas b1), ainsi que

la démonstration de 9.8.

9.18. Remarques finales :
1) Dans ([Lud. 5]), J. Ludwig démontre le résultat correspondant sans

action erctérieure. Ce raisonnement se fait en deux étapes :

a) Soit / un idéal fermé, propre, premier de .Lr (G). On montre qu'il

exisre r e G rel que n(f nS1C;) : {"} et on en déduit que h(/) : {zr}.

b) La nilpotence dàKerr li(zr) entraîne que .I : Ker zr. Dans le cas

d'une action exponentielle nous n'avons plus l'équivalent de l'étape b),

étant donné qné no* ne connaissons la nilpotence de Ker Of(O) que

pour les orbitès fermees. Nous avons donc dû taire appel à un résultat

apparenté (7.13.).
Z)-Oans (tpog. 1l), D.Poguntke étudie un cas particglier de notre

problème.'-Il monlre que si G: expg est un groupe exponentiel agis-

sant sur N : exp n où n est le radical nilpotent de g et si ? est une

représentation algébriquement inéductible àe 11(G), ilom t 
"t(?[r,,r,)

est un idéal G-premier qui corncide avec le noyau d'une G-orbite dans
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.Û, ,"sp. n*. Notre résultat, qui est une généralisation du cas étudié

par Poguntke, montre qu'il n'existe pas d'autres idéarur G-premiers que

i"r noyuto des G-orbites. Poguntke utilise son résultat pour la cla'ssi-

fication de toutes les représentations algébriquement irréductibles de

I'algèbre Lt (G) d'un groupe errponentiel.
3) Dans ([PoS, 3]), D. Poguntke pose la question suivante : Soit N un

groupe.o*.*" nilpotent soumis à I'action d'un groupe résoluble con-

""*" 
c. Est-ce que tout idéal G-premier dans l,t(N) est le noyau d'une

G-orbite dans Û, resp. n* ? Nous venons de répondre affirmativement

lorsque G est un groupe er<ponentiel connexe, simplement connexe.



Chapitre L0

Conclusions

10.1. En guise de conclusion, compa,rons encore une fois les différents
résultats pour les groupes de Lie nilpotents, les groupes nilpotents avec
action exponentielle et les gfoupes exponentiels. Cette comparaison
nous permettra peut4tre de jeter un pont vers des travaux ultérieurs.

LO.2. Groupes de Lie nilpotents sans action extérieure :

10.2.1. Rappelons que nous nous limitons au)c gloupes connexes sim-
plement connexes.

LO.2.2. Toutes les orbites (sous I'action de Ad. G) sont fermées ([B.c.

et aJ]). De plus, si zr: indfiy2 e ê,les représentations unitaires
irréductibls colrespondant aux éléments de I'orbite de / sont toutes

équivalentes à zr.. Donc le noyau de l'orbite coïhcide avec Kerzr.

10.2.9. Dans Lr(G) les idéaux premiers fermés propres, les idéaux

maximaun et les noyau:r des représentations unitaires irréductibles coih-

cident. Dans I'algèbre 5(G) ceci est encore le cas à condition de sup-
poser que les idéaux premiers sont en plus fermés dans la topologie
induite pax une norme continue quelconque (pud. S]).

LO.2.4. Les algèbres II(G) et 5(G) possèdent la propriété de wiener,

c'est-à-dire pour tout idéal fermé propre I de Lt (G), resp. S(G)' il

existe r e G telque.I c Kerr, rsP. I r-Kerrns(G) ([L"p.J'

[Lud.7]).

10.2.5. L'algèbre Kerr lj(n) est nilpotente, c'est-à-dire il existe M e N

208
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tel que (KerrljQr))t: {0}, où j(zr) désigne I'idéal minimal fermé de

L'(G) d'enveloppe {zr} ([Lud. S]).

10.3. Groupes de Lie nilpotents soumis à une action erq)onen-
tielle :

10.3.1. Les orbites (sous l'action orponentielle) ne sont plus nécessai-
rement fermées. Elles restent cependant ouvertes dans leur adhérence
(tB.c. et al]). En effet, soit G le groupe a,fÊne (composante connexe)
djalgèbre de Lie E: (X,Y) vérifiant lX,Yl: Y. Donc n: R'Y' Soit

l,:"Y.l,.Alors iorbite de / sous I'action àe G est R'î(Y,.|"), c'est-à-

dire l,orbite de Y*l n'est pa.s fermée. Remarquons à ce sujet que les

orbites de g* po* iLtion de G sont les points de I'arce des r, le demi-
plan ouvert supérieur, le demi-plan ouvert inférieur, donc que l'orbite

correspondante de g* est également non fermée.
D'ailleurs on peut aussi obtenir une orbite non fermée dans n*, n

désignant le radical nilpotent d'une algèbre exponentielle g, bien que

l,orbite correspondante dans g* soit fermée. A titre d'exemple, con-

sidérons l'action du groupe er<ponentiel Ga; sur son radical nilpotent.

Le groupe Ge,z est le groupe de Lie connexe, simplement connexe dont

I'algèbre de Lie go,z est engendrée par les vecteurs Eo,Er,Ez,E", En, Eu

vérifiant

lÛz ,Es l :84 ,  lh ,Ez ] t -  -Ez ,  lE t ,Es l :  Es '

lÛo, Erl: 84, lEo, Eul - Ea.

On montre que le radical nilpotent n est donné pax n : l1e,z,go,zl ,:
REz + REe + REa * R'-Es. Soit (': Ei + Ei e gâ,2 et posons tt: ll^'

Dans ce cas, l'orbite de /1 dans n* sous I'action de G6,7 est donnée par

orr:R4+RE;+ Ei+RiE; '

c'est-à-dire cette orbite est non fermée.
Remarquons cependant que I'orbite de L da,ns g[,, est obtenue par les

équations cartésiennes

(  * r : ln rs  *  rz rs

J xq:t
I  rseRi
I xorrzrt3 € lR,
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hEô + qEî * r2Ûi * rsEi + nvEi * ',sFii désignant un point de

t'àtU-it". On voit doric que cette orbite dans g[,7 est fermée (,Ei étant

une direction asymptotique), alors que sa projection sur n* ne I'est pas'

10.3.2. Revenons au cas d'un groupe de Lie nilpotent G soumis à une

action er<ponentielle O. Iæs idéaux O-invariants ma,rcimarx de '01(G)'

resp. s(G) coincident avec les noyaux KerO, resp. KerO nS(G), O

désignant une orbite fermée dans g* pour I'action de O (chapitre 8).

10.g.8. Iæs idéaur O-premiers fermés propres de .Lr(G) coihcident

avec les noyap( Ker O, O désignant qne orbite quelconque de g*. Les

idéaux D-premiers propres de S(G), fernrés dans la topologie induite

par une norïne corrtinue quelconq-ue, coihcident avec les KerO n S(G)'

I'orbite O étant quelconque. De plus, I'application

Q r---r Ker O

est une bijection entre I'ensemble des orbites dans g* et I'ensemble des

idéaux g-premiers fermés propres de -Ll(G) (chapitre 9)'

10.3.4. L'équivalent de la propriété de wiener est vérifié, c'est-à-dire

tout idéal fermé propre o-invariant de .Ll(G), resp. S(G), est contenrr

dans un idéal O-invariant ma>cimal, c'est-à-dire dans qn noyau Ker O,

resp. Ker O n S(G), O étant une orbite fermee (chapitre 8)'

10.3.5. si l,orbite o est fermée, I'algèbre Ket0li($ est nilpotente,

c,est-à-direilexisreM e Nrelque (KerO/i(O))"' : {0},i(o) désignant

l'idéal minimal fermé de ̂ fr(C) d'enveloppe O (chapitre 7)'

10.3.6. Si l'orbite O est fermée, KerOnS(G) est dense da,ns KerO

(chapitre 7).

10.4. Groupes exPonentiels :

1O.4.L. Iæs résultats précédents ne sont plus wais da'ns leur généralité'

LO.4.2. soit le gloupe exponentiel connexe simplement colrnexe Ga,s(o)

(sa,ns action ex?rieure) d'algèbre de Lie ga,s(0) : (X,Y,Z,T) avec

lT,Xl- -X, V,Yl:Y, lX,Y1- 4'

Soit / : Z* et soit b: (T,Y,Z\ vne polarisation correspondante'

Alors GIH = ocplRX pour .[/ : exp[1. Notons re : indfi XV,p) la

2t0
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représentation induite du caractère 1a sur I'espace Ip(R') identifié à

l'espace des fonctions { de G dans C telles que

Ë@ ' h) :ffi €(t) : e'i(2'bso)€(")

!.,*le{ùl.dæ < tæ'

La représentation zro est définie par

("o@)€) (v) : a(r)-r r n ç@-r u)

A étant I'homomorphisme intervena,nt dans la définition de la mesure

semi-invariante sur GIH (1.4.). Alors rrætune représentation topologi-

quement irréductible sur llo(R) et une représentation algébriquement

irréductible de Zr(G) sur un sor$Fespact dense de Ir(R). Dans l'algèbre

enveloppante U(g) soient les éléments centraux 5 : TZ - XY et

": 
à(t + S.). L'élément R est autoadjoint et on vérifie que

Soit / I'idéat fermé de Ir(G) engendré par

{r-(t -rG-il o)*l |t,secr(o}'

on a I cKerro. supposons ensuite qu'il existe e e c tel que ((/) :

0. En particulier, d((R) : i(+- â)n. Ceci est une contradiction si

p + 2, puisque ( est *nitaire ef,que R - R* . Donc I et Ker ro ne sont

contenus dans aucun noyau d'une représentation unitaire irréductible.

La propriété de Wiener n'est plus vérifiée. Remarquons qu'une méthode

*ulogn" a étê utilisée par Duflo et mentionnée dans (pep.]) pour

montrer qu'aucun groupe de Lie conneD(e' semi-simple non compact ne

possède la propriété de rWiener.

10.4.3. Puisque zro est irréductible (topologiquement, resp. algébrique-

ment selon I'espace de la représentation), Ker no æt un idéal premier

(démonstration analogue à celle de 9.3.). Ainsi læ idéâux premiers ne

àoihcident plus avec les noyaux des représentations unitaires irréduc-

tibles.

h,(R):n(t- il t
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tO.4,4. D'autres groupes exponentiels non nilpotents par contre possè-

dent la proprieté de Wiener. Ceci est le ca.s pax eD(emple pour le groupe

affine, à-*" produit semi-direct de de'x groupes abéliens (ttæp.l).

10.4.5. Il n'existe jusqg'à présent que des reultats partiels pour les

groupes errponentiels. Pour ces groupes les représentations unitaires

itreauctiUtes ne suffisent plus pour résoudre les problèmes posés' La

structure des orbites semble jouer un rôle important'

10.5. Questions ouvertes :

10.5.1. Pour les actions exponentielles sur un groupe de Lie nilpotent,

Ker OnS(G) est dense dans Ker O à condition que I'orbite O soit fermée

(chapitre Z;. Si I'orbite O n'est pas fermée' on ne sait pas si ce résultat

reste valaUle. Si oui, on pourrait encore en déduire qu'il existe M e N

tel que (xerCI/7(0))t: {o}.

10.5.2. Existe-t-il dans S(G) des idéaux fermés O-premiers qui ne sont

pas fermés pour la topologie induite pÉu. gne norlne continue particu-

lière ? Si oui, peut-on les caractériser ?

10.5.3. Quels sont les groupes exponentiels qui possèdent la propriété

de Wiener et quels sont ceru< qui ne la possèdent pas ? Qu'en est-il des

autres propriétés ?

10.5.4. Pourrait-on établir des résultats analogues pour une action (à

préciser) d'un groupe résoluble sur un groupe nilpotent ? ([Pog. 3]).

10.5.5. Ces quelques questions énumérées à titre d'exemple montrent

que dans le domaine étudié dans cette thèse, le travail futru ne manque

certainement Pas.

2L2
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