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NOTATIONS

fonction binaire indiquant si le systeme est en
fonctionnement ( §(x)=1) ou en panne ( §(x)=0).

politique de maintenance.

politique optimale de maintenance.

ensemble des politiques de maintenance stationnaires d(x).
fonction de transition en un instant de l'état x a I'état u ; en
régle générale, on suppose que le support de f(.,x) est
[h(x),+ee[, h étant une fonction non-décroissante en x.

cofit en x sur une période de la politique d donnée.

coiit optimal moyen estimé sur un horizon N de la politique
de maintenance.

coit moyen estimé sur un horizon N de la politique de
maintenance d.

coiit optimal moyen estimé a long terme de la politique de
maintenance.

coiit optimal cumulé estimé sur un horizon N de la politique
de maintenance.

colit cumulé estimé sur un horizon N de la politique de
maintenance d.

limite de maintenance du systéme, de 'unité 1, de l'unité 2.
limite optimale de maintenance.

limite de panne du systéme, de l'unité 1, de I'unité 2.
ensemble des états atteignables par une maintenance sachant
que I'état du systéme est x.

probabilité que l'état du systéme soit en x sachant que la
politique de maintenance est d(x).

cotit de remplacement aprés une panne.

limite de maintenance conditionnelle de l'unité 1, de
l'unité 2.

coiit de maintenance pour ramener l'état du systéme en v
sachant qu'il était en x ; r(x,x)=0.

fonction "travail 2 effectuer” : I'état du systéme apres une
maintenance de type i est égal & x-w;(x).

état de détérioration du systéme (variable aléatoire)
observation de l'état de détérioration du systeme (scalaire).



INTRODUCTION

Cette thése a pour but I'étude de la maintenance prédictive, laquelle consiste a
décider ou non d'une maintenance en fonction de I'état du systéme considéré.
La maintenance prédictive ne doit &tre confondue ni avec la maintenance
corrective qui se contente de réagir lorsqu'un dysfonctionnement survient, ni
avec la maintenance préventive classique, qui est appliquée périodiquement,
quel que soit I'état du systéme.

Le chapitre 1 introduit ces différents types de maintenances, rappelle les modeles
et méthodes utilisés, et introduit l'objet du présent travail, & savoir les systémes
dont 'état se dégrade en suivant un processus stochastique. La these se limite aux
systémes a une et deux unités, c'est-a-dire aux systémes dont I'état peut étre décrit
par la valeur prise par une ou deux variables aléatoires.

Le chapitre 2 s'attache a 1'étude d'une politique de maintenance paramétrique
pour les deux systémes retenus dans le cas particulier ou la transition d'un état
au suivant est gouvernée par des lois exponentielles négatives. La solution
optimale est fournie pour le systéme a une unité et pour le systéme & deux unités
lorsqu'un remplacement complet est effectué a chaque maintenance.

Le chapitre 3 propose une approche globale du probléeme de politique optimale de
maintenance. L'approche proposée est basée sur la programmation dynamique.
L'intérét de ce chapitre réside dans la possibilité d'appliquer une maintenance de
différents niveaux de complexité, et dans la caractérisation de la politique
optimale.

Enfin, le chapitre 4 propose une application du modéle général de maintenance
introduit au chapitre précédent.

L'annexe 1 donne la preuve que I'hypothése du régime permanent faite dans le
chapitre 2 est valide dans le cas de lois exponentielles négatives.

L'annexe 2 étudie le cas général du probléme a deux unités et précise les

problémes qui restent ouverts.

Le schéma proposé ci-aprés donne l'articulation entre chapitres et annexes.
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Chapitre 1 - Etat de l'art

1.1 INTRODUCTION

La maintenance est définie comme étant I'ensemble des techniques et actions de
gestion associées ayant pour but de maintenir ou de rétablir un équipement dans
un état lui permettant de réaliser sa fonction (BS [15D).

Cependant, au dela de cet objectif purement technique, la maintenance - tout
particuliérement dans le cas des systémes de production - a pour but de diminuer
les cotits de production et/ou d'utilisation des équipements.

La premiére partie de ce chapitre est consacrée a la présentation générale de la
maintenance dans le cadre des systémes de production. Elle est suivie d'une
revue des différentes méthodes utilisées pour I'étude des politiques de
maintenance. Nous nous intéressons ensuite plus particuliérement aux travaux
basés sur les processus stochastiques.

1.2 MAINTENANCE : PRESENTATION GENERALE

Le coiit de la maintenance représente, selon les types d'industries, entre 15%
(agro-alimentaire) et 40% (sidérurgie) du coiit des biens produits (MOBLEY [27]).
Pour les Etats-Unis, ceci correspond a plus de 200 milliards de dollars. Un tel
enjeu économique a suscité beaucoup d'efforts pour minimiser cette charge
financiére. L'Association Francaise de Normalisation classe ces différentes
approches en trois catégories : la maintenance corrective, la maintenance
préventive systématique et la maintenance préventive conditionnelle
(AFNOR [01][02]).

1.2.1 Maintenance corrective

La maintenance corrective, encore appelée maintenance palliative ou curative,
est effectuée aprés une défaillance du systéme. Son but est de remettre
l'équipement en état de fonctionner.

Le principal intérét de cette méthode est qu'aucun suivi des équipements n'est
nécessaire. En contrepartie, il faut toujours étre prét a faire face a une panne : il
est donc nécessaire d'avoir sur place du personnel qualifié ainsi qu'un nombre
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suffisant de piéces de rechanges. Ceci entraine un cofit supplémentaire qui vient
s'ajouter 2 la perte financiere due au manque de productivité causée par les
pannes.

Seul type de maintenance existant jusque dans les années 50, la maintenance
corrective reste encore adaptée aux équipements :

* de grande fiabilité,

* non vitaux pour l'ensemble d'un systeme de production,

e 2 colit de remise en état de fonctionnement faible comparé a celui de la

maintenance préventive ou prédictive,

» redondants.
En dehors de ces cas, il est apparu qu'il était possible de réduire de manieére
significative le colt de maintenance en intervenant sur le systéme avant la
panne, i.e. de maniére préventive.

1.2.2 Maintenance préventive systématique

Les actions de maintenance préventive systématique sont effectuées en fonction
d'un critére simple qui reflete l'état de l'équipement : temps d'utilisation,
nombre d'opérations, kilométrage, etc... Quand la valeur de ce critére dépasse un
seuil donné, une maintenance est réalisée. Ce seuil est déterminé préalablement
grice a un historique des pannes de l'équipement ou d'un équipement similaire,
ou bien en utilisant la théorie de la fiabilité (exemple : révision des automobiles
tous les 10000 kilometres) .

La maintenance préventive systématique implique donc un systéme de gestion.
Celui-ci a pour but de planifier les actions de maintenance en fonction de la
disponibilité de 1'équipement, de celle du personnel chargé de ces interventions
et du stock de piéces détachées nécessaires.

La maintenance préventive systématique permet en principe de réduire le codt
de la maintenance, d'augmenter la disponibilité des équipements et, dans les cas
ou les défaillances sont dangereuses pour l'environnement, d'améliorer la
sécurité.

Cependant, le critére utilisé pour la planification des actions de maintenance ne
refleéte pas toujours I'état dans lequel se trouve I'équipement (ainsi l'état d'une
voiture n'est pas le méme aprés 100 km sur autoroute ou 100 km sur des
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chemins de campagne). Ceci peut entrainer les conséquences suivantes :
» maintenance inutile car l'équipement n'en nécessite pas, le seuil de
maintenance ayant été estimé de fagon pessimiste,
o défaillance de I'équipement avant I'action de maintenance préventive
systématique, nécessitant une maintenance corrective en raison d'un seuil
estimé de fagon optimiste.

En suivant l'évolution de l'état de 1'équipement, on peut espérer réaliser les
maintenances uniquement a bon escient. C'est l'objet de la maintenance
préventive conditionnelle.

1.2.3 Maintenance préventive conditionnelle

La maintenance préventive conditionnelle, quelquefois aussi appelée
maintenance prédictive, consiste 2 mesurer, de maniére périodique ou en
continu, des paramétres décrivant au mieux l'état de l'équipement afin de
déterminer le moment ot il faudra effectuer la maintenance. Contrairement a
la maintenance préventive systématique, cette décision n'est pas basée sur des
données statistiques ou historiques, mais sur les données réelles et actuelles de
I'équipement.

Ces mesures sont généralement réalisées par :

* inspection visuelle

e analyse de l'évolution des paramétres du processus

e analyse des vibrations (exemple : machines tournantes)
e thermographie (exemple : contacteurs électriques)

e analyse des huiles (exemple : roulements)

* analyses ultrasonore (exemple : fissures)

En comparant ces mesures a celles effectuées sur l'équipement neuf ou sur un
équipement de référence, il est possible de détecter les fonctionnements
anormaux de l'ensemble du systéme ou d'une de ses composantes. On peut alors
estimer 'état de l'équipement et prévoir le type de défaillance vers lequel il se
dirige, ainsi que le moment d'intervention.

Cependant, la maintenance préventive conditionnelle nécessite des
investissements en matériel de mesure et un personnel qualifié pour leur

-10 -
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utilisation et l'interprétation des résultats. En outre, elle ne permet d'identifier
que les modes de défaillance les plus courants. Enfin, la majorité des recherches
dans ce domaine s'étant jusqu'd présent limitées essentiellement aux
équipements mécaniques, son application a d'autres types de systémes reste
délicate.

1.2.4 Aspects économiques de la maintenance

On distingue quatre types de colits associés aux actions de maintenance
(NIEBEL [30]):
o les cofits directs des opérations permettant de maintenir I'équipement en
état de fonctionner. Selon le type de maintenance adopté, on a :
- le cott de maintenances corrective (pour les maintenances
corrective et préventives),
- le coit de maintenance préventive (pour les maintenances
préventives),
- le cofit de suivi comprenant le coit des inspections, des mesures,
etc... (pour la maintenance préventive conditionnelle).
e les coits "fixes” dus 2 l'entretien d'équipements redondants (pour les
maintenances préventives) et au maintien d'un stock de piéces détachées.
o les coiits de perte de production ou d'indisponibilité de I'équipement.
e les coiits de dégradation dus a la détérioration de l'équipement suite &
une action de maintenance inadaptée.
Dans le cas de la maintenance prédictive, il faut y ajouter l'amortissement de
l'investissement initial en appareils de mesures, les dépenses de formation du

personnel, etc...

Parmi les travaux les mieux documentés sur les cotits de maintenance figurent
ceux du Monitoring and Diagnostic Center de l'Electrical Power Research
Institute (EPRI) concernant une centrale électrique a combustible fossile de la
compagnie PECo (Pennsylvania Electrical Company) (COLSHER et al [19]).

Leurs résultats sont les suivants :

e maintenance corrective : 12 a 13 $/kW
e maintenance préventive systématique : 8 a 9 $/kW
e maintenance préventive conditionnelle : 5 a 6$/kW (estimation)

Les maintenances préventives permettent donc dans ce cas une diminution trés
significative des dépenses. De plus, la disponibilité de la centrale est accrue de 2%,

-11-
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ce qui permet une meilleure réponse aux besoins énergétiques locaux.

1.3 METHODES POUR L'ETUDE DE LA MAINTENANCE
PREVENTIVE

Les approches proposées pour l'étude générale des problémes de maintenance
préventive des systémes industriels sont fondées soit sur l'analyse des signaux,
soit sur I'analyse des données, soit sur l'étude de processus stochastiques. Leur
point commun est de supposer que la défaillance est due & un changement dans
l'état, i.e. dans les caractéristiques de fonctionnement du systéme.

1.3.1 Analyse des signaux

Cette approche est basée sur la comparaison entre les signaux mesurés sur le
systéme réel et ceux issus d'un modele théorique afin de détecter les
modifications de fonctionnement.

Elle comporte deux étapes (BASSEVILLE [07]):
(i) génération du signal "résiduel” indiquant un éventuel changement
dans les caractéristiques de fonctionnement du systéme.
(i) prise de décision basée sur I'analyse de ce signal.
La premiére phase consiste 3 modéliser le systéme. Ceci peut se faire a l'aide des
techniques classiques de l'automatique ou en utilisant des données statistiques.
Le signal "résiduel” est alors obtenu en faisant la différence entre les signaux de
sortie du modéle et ceux du systéme (fig. 1.3.1a).

~ )
| l\qod.éle 7R)E g signal
théorique - résiduel
- /
contrdle sortie
» ——

Figure 1.3.1a : Génération du signal résiduel
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Dans le cas idéal, le signal "résiduel” est nul quand aucun changement ne s'est
produit. L'étape (ii) est donc immédiate : une intervention sur le systéme est
nécessaire uniquement quand le signal devient non-nul. En régle générale, il est
nécessaire d'utiliser des méthodes statistiques pour déterminer si les déviations
enregistrées reflétent ou non un changement dans les caractéristiques du systéme
(fig. 1.3.1b). On peut utiliser pour cela les tests d'hypothéses sur les modifications
de la moyenne, de la variance ou de toute autre propriété spectrale du signal.

€
A changement des caractéristiques
de fonctionnement du systéme

\

>
temps

Figure 1.3.1b: Analyse du signal résiduel

Cette approche permet donc de détecter les changements dans les caractéristiques
de fonctionnement du systéme et d'effectuer alors une maintenance prédictive
conditionnelle. Elle présente cependant l'inconvénient de nécessiter une
modélisation, ce qui est souvent difficile quand on s'intéresse a des systemes
dynamiques complexes. Dans certains cas, comme l'ont montré BASSEVILLE et
al. [08], il est cependant possible d'obtenir de bon résultats en utilisant un modele
réduit ou une identification biaisée voire méme une méthode de Monte-Carlo.
Enfin, il faut remarquer que cette méthode permet de connaitre &2 quel moment
un changement intervient dans les caractéristiques de fonctionnement, mais
n'indique pas quand il est souhaitable d'effectuer une maintenance. Par exemple,
dans le cas de phénomenes lents comme les processus d'usure, un changement
dans les caractéristiques du systéme n'est pas synonyme de proximité de la
panne. Il n'est alors pas nécessaire d'effectuer immédiatement une
maintenance.

1.3.2 Analyse des données

Ces méthodes consistent a utiliser les données issues d'un historique du
fonctionnement du systéme afin de déterminer les caractéristiques qui

différencient le fonctionnement normal d'un fonctionnement proche d'une
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défaillance (fig. 1.3.2a).

CHU et PROTH [17] ont utilisé I'analyse des données pour un probléme de percée
en coulée continue dans l'industrie sidérurgique. L'historique utilisé était
constitué de deux ensembles de données, l'un représentant le fonctionnement
normal, l'autre celui amenant & une défaillance.

. changement de
historique Regle de domaine de
Classification fonctionnement
du systéme
* mesures
contrdle sortie
., .

Figure 1.3.2a : Utilisation de l'analyse des données ou
des réseaux de neurones pour la maintenance préventive

Dans un premier temps, les caractéristiques principales de chaque ensemble sont
extraites grace & l'analyse en composante principale. Puis une régle de
classification entre les deux ensembles est établie en utilisant l'analyse
discriminante. Cette régle permet alors d'associer a toute nouvelle mesure
effectuée sur le systéme l'un des deux ensembles de fonctionnement. On peut
ainsi prédire l'évolution du systéme et méme, si on dispose de données
représentatives des différents modes de défaillance, le type de panne vers laquelle
il se dirige (fig. 1.3.2b).

>

o fonctionnement
normal

mesure 2

A A

panne de

° type 2
panne de A
x typel
X -
mesure 1

Figure 1.3.2b : Exemple d'analyse des données de fonctionnement
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Un probléme similaire a été résolu en utilisant cette fois un réseau de neurones
artificiels pour effectuer la classification (HAMMERSTROM [23]).

Ces approches présentent l'avantage de considérer le processus comme une boite
noire. Il n'est donc pas nécessaire de réaliser une modélisation du systéeme.
Cependant, il faut un historique suffisamment long et représentatif des modes de
fonctionnement du systéme (fonctionnement normal, amenant A une panne de
type 1, ...). Dans le cas des équipements industriels, il est souvent difficile, long et
coliteux d'obtenir cette masse de données, tout particuliérement pour les modes
de fonctionnement qui conduisent a la panne.

1.3.3 Processus stochastiques

On peut modéliser I'évolution de la détérioration d'un systéme par un processus
stochastique. Cette approche a été a l'origine détaillée par BARLOW et al. [06].

colits Modeéle Politi que de ‘
stochastique maintenance action de
" 5 maintenance
Caractéristiques preventive
StOChaStl\ques du mesure de |'état
systeme du systéeme
contrdle sortie

Figure 1.3.3a : Utilisation des modéles stochastiques
pour la maintenance préventive

Les conditions de fonctionnement du systéme sont représentées par une variable
appelée état du systéme. Cette variable suit un processus stochastique donne. Elle
peut prendre un nombre fini ou infini de valeurs entre "systéme neuf" et
"systéme en panne”. Quand cette derniére valeur est atteinte, le systéme doit
subir une maintenance corrective. Avant la défaillance, il est également possible
de décider d'effectuer une maintenance préventive.

Connaissant le processus stochastique de détérioration ainsi que certaines
données sur le systéme (cf. ci-dessous), on cherche a déterminer la politique
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optimale de maintenance qui minimise le coit global de maintenance. Cette
politique est une régle de décision qui associe & chaque valeur de l'état du
systéme une action donnée, laquelle consiste a effectuer une maintenance ou
non. Il s'agit donc de trouver le juste compromis entre maintenance préventive

et maintenance corrective.

De nombreuses variantes sont possibles & partir de ce modéle (voir les revues des
modeles de maintenance de systéme 2 une unité de VALDEZ-FLORES et R.M.
FELDMAN [39] et multi-unités de CHO et PARLAR [16]):

e nombre fini ou infini de valeurs que peut prendre I'état,

e connaissance de l'état du systéme en temps discret ou en continu,

* connaissance exacte ou incertaine de la valeur de l'état,

* possibilité d'effectuer une maintenance a tout moment ou uniquement

a des instants donnés,

» durée des maintenances négligeable ou non,

e colits de maintenance constants, fonctions de l'état ou aléatoires,

* optimisation de la politique de maintenance sur une période de temps

finie ou infinie,

®etc...

En se basant sur le type d'information disponible pour établir la politique de
maintenance, GERTSBACKH [22] propose une classification en deux groupes des
travaux utilisant les processus stochastiques :

(groupe A) les informations issues du systtme permettent uniquement de
faire la distinction entre deux états : "en fonctionnement” et "en panne”.
La politique de maintenance est alors basée sur la densité de probabilité de
panne et sur la période de fonctionnement du systéme depuis la derniére
maintenance. Son objectif est de déterminer d'une part & quel moment le
systdme doit étre inspecté et d'autre part s'il faut ou non réaliser une
maintenance.

(groupe B) les informations issues du systéme permettent de définir un
nombre fini (>2) ou infini de valeurs possibles de la variable état, entre
"systéme neuf" et "systéme en panne". La politique de maintenance est
alors basée sur les probabilités de transition d'une valeur de l'état a une
autre. Son objectif est de déterminer pour quelles valeurs de I'état il est
optimal de réaliser une maintenance.
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Le premier groupe a fait I'objet de trés nombreux travaux issus de la théorie de la
fiabilité (voir notamment LUSS [25] et NAGAKAWA et al. [28] pour les systémes
4 une unité et ASSAF et al. [04] pour les systémes 2 plusieurs éléments). Le
principal avantage de ces techniques est qu'elles ne nécessitent, pour étre mises
en oeuvre, que des données relatives a l'instant de panne qui permettent de
calculer la densité de probabilité de panne.

Suite a la généralisation de la supervision numérique des équipements
industriels, il est aujourd’hui possible de collecter une quantité bien plus
importante de données. L'utilisation de ces informations supplémentaires sur le
comportement du systéme doit permettre d'affiner les résultats obtenus par le
premier groupe de modeéles stochastiques. Ceci a entrainé la généralisation des
techniques du groupe A, débouchant ainsi sur le développement de travaux du
groupe B. Cette nouvelle classe de modéles, quelquefois appelés modeles a
détérioration graduelle, est I'objet de ce travail et est détaillée dans la section qui

suit.

Le tableau suivant résume les principales caractéristiques des 3 types d'approches
que nous venons de voir.
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Méthodes pour la maintenance prédictive : récapitulatif

Analyse des signaux

Analyse des données

Processus stochastique

Technique
utilisée

Comparaison entre le signal mesuré
sur le systéme et celui provenant
d'un modéle

de
fonctionnement ou de pannes du

Détermination des zones

systéme a partir d'un historique

Calcul de seuils de maintenance a
partir des caractéristiques stochas-
tiques du systéme et des cofits de
maintenance

Avantages

Maintenance effectuée uniquement
si I'état du systéme la justifie

Maintenance si le systéme évolue
vers une zone statistiquement de
défaillance

Optimisation de la politique de
maintenance en fonction des proba-
bilités de panne et des cotits

Inconvénients

- Peu adaptée aux phénomeénes lents
- Ne donne pas de seuil de main-
tenance (=> prise de risque)

- Ne prend pas en compte les coits
de maintenance et de rempla-
cement

- Peu adaptée aux systémes suivant
une loi a forte variance

Difficultés de
mise en ccuvre

- Modélisation du systéme
- Problémes liés au traitement des
signaux

- Obtention d'un historique repré-
sentatif des modes de panne et de
fonctionnement normal

- Détermination des caractéristiques
stochastiques du systéme

Etat des
recherches

- Nombreuses applications (main-
tenance conditionnelle)

- Relativement peu de travaux
théoriques

- Peu de travaux et d'applications

- Assez grand nombre de travaux
théoriques

- Peu d'applications (pas d'applica-
tion pour les modéles a détério-
ration graduelle)
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1.4 MODELES A DETERIORATION GRADUELLE

1.4.1 Remarques préliminaires

e L'utilisation des modeles a détérioration graduelle implique la possibilité de
suivre I'évolution de 1'état du systéme. Ceci suppose que (GERTSBACKH [22]) :

(a) l'état -réel- du systéme puisse étre caractérisé par une variable aléatoire
x(t) évoluant dans le temps.

(b) x(t), l'observation de 1'état du systeéme (appelé pour simplifier par la
suite état du systéme) soit connu de maniére continue ou discréte.

(c) la défaillance soit un événement aléatoire ou non dépendant de la
valeur de x(t).

(d) les lois de probabilités qui régissent I'évolution de x(t) soient connues.
De plus, si la panne est stochastiquement reliée a x(t), la relation entre x(t)
et la probabilité de panne doit étre connue.

Dans la pratique, les hypothéses (a), (b) et (c) sont souvent vérifiées. Il n'en est pas
de méme de la connaissance du comportement stochastique du systeme,
supposée en (d). En effet, la quantité de données disponibles est rarement
suffisante pour permettre d'estimer les différentes lois de probabilité de maniére
précise. Ceci explique qu'aucune application de cette théorie a des systémes réels
ne figure dans la littérature.

e La plupart des travaux effectués sur les modeles a détérioration graduelle
s'intéressent 2 un type de maintenance particulier : le remplacement. Quand un
élément du systéme tombe en panne ou quand on décide de le maintenir, il est
remplacé par un systéme neuf de méme comportement que le précédent. Le cott
de cette action est supposé plus élevé aprés une panne.

e Les travaux utilisant les modeéles & détérioration graduelle font souvent appel a
des connaissances approfondies sur les processus stochastiques (chaine de
Markov, processus markoviens, renouvellement, etc...). On trouvera une bonne
introduction 2 ces théories dans CINLAR [18].
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1.4.2 Systémes a une unité

La derniere revue sur les modéles de maintenance de systémes stochastiques
constitués d'une seule unité (i.e. 'état du systéme est décrit par un scalaire) a été
effectuée en 1989 par VALDEZ-FLORES et FELDMAN. Parmi les 129 articles
répertoriés pour la période 1975 a 1988, prés d'une cinquantaine concernent les
modeles & détérioration graduelle.

L'un des premiers travaux est di 8 TAYLOR [38] en 1975. Le systéme subit des
chocs (d'ou I'appellation anglaise de "shock model" pour ce type de modéle) dont
les instants d'arrivée suivent un processus de Poisson. Les dommages infligés au
systéme par chaque choc sont des variables aléatoires indépendantes de densité
exponentielle négative. A chaque choc, le systéme peut tomber en panne avec
une probabilité qui dépend de la quantité de dommages accumulés. Les colts de
maintenance et de réparation sont supposés constants. TAYLOR montre que la
politique optimale qui minimise le colit moyen estimé est une politique de type
limite de contrdle (PLC): il existe une valeur x* de I'état x telle que, quel que soit X
supérieur a x*, il est optimal d'effectuer un remplacement préventif et, quelque
soit x inférieure a x*, il est optimal de ne pas intervenir sur le systéme.
BERGMAN [12] présente un modele a détérioration graduelle plus général. il
suppose que le processus de détérioration est non-décroissant et que les coits de
maintenance sont constants. Il démontre que la politique qui minimise le coit
moyen estimé de maintenance est une PLC.

AVEN et al. [05] s'intéressent quant a eux au cas discret : les chocs ne peuvent
arriver qu'a certains instants. En prenant des coits de maintenance constants, la
politique optimale est une PLC.

Les modéles précédents supposaient que le processus de détérioration est non-dé-
croissant. POSNER et al. [32] étudient un systéme ou la somme des dommages est
réduite par une fonction de restauration donnée. PERRY et al. [31] obtiennent
I'expression analytique de la limite de controle dans le cas d'une PLC.

D'autres travaux s'intéressent & des variantes sur les coits ou le critere utilisés
pour établir la politique optimale. YAMADA [41] utilise un cott de maintenance
préventive qui est fonction de la somme des dommages subis par le systéme et de
l'intervalle de temps depuis le dernier remplacement. Il montre que sous
certaines hypothéses, il est possible de déterminer explicitement l'instant de
maintenance. TAYLOR [38] propose quant a lui non pas de minimiser le coit de
maintenance mais de maximiser le profit moyen généré par le systéme. Ce profit
est une fonction décroissante de la somme des dommages subis par le systéme.

ZUCKERMAN [42] généralise ce modele et donne les conditions pour lesquelles
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la politique optimale est une PLC.

L'ensemble de ces travaux n'envisageaient que la possibilité d'effectuer un
remplacement préventif du systéme. Certaines recherches proposent d'effectuer
une maintenance en continu et non plus uniquement un remplacement. L'état
du systéme peut alors &tre ramené a une valeur plus faible, c'est-a-dire a un
niveau de dommage moindre. Dans le modéle proposé par ZUCKERMAN [44],
M types de maintenance peuvent é&tre réalisées. Pour une maintenance m
donnée, la somme des dommages subis par le systéme décroit a un taux rm
moyennant un coiit par unité de temps C(m) (rm et C(m) sont croissants en m).
ZUCKERMAN montre que la politique optimale consiste a utiliser une
maintenance m croissante avec la détérioration du systéme. Il s'agit donc non
plus & proprement parler d'un modele de maintenance mais plutdt d'un modéle
d'entretien.

1.4.3 Systemes multi-unités

Dans le cas d'un systéme constitué d'un seul élément, la politique de
maintenance ne comportait que trois types d™actions” : ne pas intervenir,
effectuer une maintenance préventive (en régle générale un remplacement) ou
bien réaliser un maintenance corrective aprés une panne. Pour un systéme
multi-unités, c'est-a-dire constitué de plusieurs éléments, il existe de nombreuses
autres possibilités : une maintenance préventive peut &tre réalisée sur un ou
plusieurs éléments a la fois, ou encore elle peut &tre combinée avec une
maintenance corrective effectuée sur un élément défaillant.

L'intérét de ces actions simultanées sur le systéeme vient de la dépendance écono-
mique qui existe entre les éléments : la maintenance d'une unité peut cotter
moins cher si elle est réalisée en conjonction avec celle d'un autre élément. Ceci
est particuliérement vrai quand du personnel qualifié doit spécialement se
déplacer, ou quand le systéme doit étre arrété et démonté.

DREYFUS [21] et plus récemment SCRIABIN [37] proposent un exemple
numérique basé sur la programmation dynamique pour déterminer la politique
optimale de remplacement d'un systéme composé de deux ou trois éléments
identiques dont le taux de panne augmente avec l'dge.

BERG [09]{10] propose une politique de remplacement préventif basée sur I'age
pour un systéme constitué de deux éléments identiques en série. Cette politique
consiste a remplacer de maniére préventive un élément si son dge dépasse une
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limite prédéterminée L et si le second tombe en panne. Plus tard, BERG [11]
généralise ce modeéle a des éléments non-identiques. Les deux unités sont
remplacées simultanément soit quand l'une d'entre elles tombe en panne et que
l'age de la seconde est supérieur & L, soit quand l'dge d'une des deux unités
dépasse une valeur S. Ces résultats sont développés dans le cas ot la distribution
de probabilité de fonctionnement normal suit une loi de Erlang et le coflt de
fonctionnement est linéairement croissant.

NAKAGAWA et al. [28] s'intéressent & un systéme a deux unités dans lequel la
défaillance de l'unité 1 entraine une quantité aléatoire de dommages a l'unité 2.
Quand la somme de ces dommages dépasse une valeur limite donnée, l'unité 2
tombe en panne. Le systéme est complétement remplacé a la défaillance de
l'unité 2 ou bien 4 la Niéme défaillance de l'unité 1, N étant un nombre a
déterminer.

VAN DER DUYN SCHOUTEN et al. [40] étudient quant & eux un systeme
composé de M machines identiques dont I'état suit un processus stochastique a
quatre valeurs : bon, doliteux, & maintenir et en panne. Ils proposent deux
politiques de maintenance basée sur le nombre de machines en état "doiteux”.
Elles consistent i réaliser un remplacement de l'ensemble du systéme si au
moins K machines sont en état "doGiteux" soit avant soit aprés qu'un élément ait
atteint I'état "d maintenir” ou "en panne”.

En résumé, que ce soit pour les systémes a une unité ou multi-unités, les
recherches se sont concentrées sur :

o des modéles trés théoriques ol la variable d'état ne peut prendre qu'un
nombre fini de valeurs et est connue de maniére continue dans le temps,

e des politiques de maintenance donnant uniquement le choix entre non-
intervention et remplacement.
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1.5 CONCLUSION

Nous avons passé en revue dans ce chapitre les différentes méthodes utilisées
pour l'étude de la maintenance.

L'analyse des signaux permet de détecter les changements abrupts dans l'état
d'un systéme afin de déclencher une maintenance prédictive. Cependant, elle
n'est pas adaptée aux processus lents tels que ceux d'usure et de vieillissement.
L'analyse des données quant A elle, présente l'avantage de ne pas avoir recours a
une modélisation, mais nécessite en contrepartie un historique trés complet des
modes de fonctionnement et de panne du systéme.

Certains chercheurs ont proposé I'utilisation de processus stochastiques pour
modéliser les défaillances. En particulier, les modeles a détérioration graduelle
paraissent particuliérement bien adaptés a l'étude des problémes de
maintenance. Cependant, les travaux effectués jusqu'a présent sont souvent trés
restrictifs et éloignés de la réalité des systémes de production modernes.

Dans le chapitre suivant, nous allons étudier 'optimisation d'une politique de

maintenance paramétrique appliquée a deux exemples particuliers de modeles a

détérioration graduelle.
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Le parametre u représente la rapidité d'évolution du processus de
vieillissement : plus u est petit, plus le systéme se détériore rapidement.

2.2.2 Politique de maintenance paramétrique

On considére la politique de maintenance suivante :
* quand le systéme tombe en panne (i.e. X;>L), il doit étre remplacé par un
systéme neuf équivalent, a un coGt R. L'état X; du systéme est alors
instantanément remis a 0.
* quand I'état du systéme est supérieur a une limite de maintenance 1
donnée (0<A<L), le systéme subit une maintenance compléte qui raméne
instantanément son état de vieillissement & 0. Le coiit de cette maintenance
préventive est r<R.
e quand I'état du systéme est inférieur ou égal a la limite de maintenance A,
aucune intervention n'est effectuée sur le systéme. Aucun colit n'est alors
pris en compte.

A est donc le paramétre de cette politique de maintenance.

La figure 2.2.2a donne un exemple d'évolution du systéme.

Note : L'hypothése que le remplacement ou la maintenance sont instantands
n'est pas restrictive. L'arrét du systéme a pour conséquence une perte de
production dont le colit peut étre intégré a R ou r, suivant qu'il s'agisse d'un
arrét pour maintenance ou un remplacement.

XA |||||||||:

RN

[
1

Remplacement Panne Remplacement
préventif préventif

Figure 2.2.2a : Exemple d'évolution de |'état de vieillissement X du systéme
sous une politique de maintenance de paramétre A
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En régime permanent, i.e. lorsque la probabilité que I'état prenne une valeur A
quelconque est indépendante du temps, les variables aléatoires X; suivent la
méme densité de probabilité quel que soit i. On peut donc désigner ces variables
aléatoires par une méme variable aléatoire X.

Le cofit moyen de la politique de maintenance s'écrit alors :

I(A)=r Pr[A<X<L] + R Pr[X>L] (2.2)

Le premier terme du membre de droite de I'équation (2.2) représente le coit
moyen de la maintenance préventive tandis que le second est le coGt moyen de
remplacement du systéme apreés une panne.

Si A devient petit, le coiit entrainé par la maintenance préventive s'accroit. A
l'opposé, quand A croit, le systéme tombe plus souvent en panne.

On cherche donc la valeur optimale A* de A qui minimise le colit moyen, i.e. qui
vérifie :

(%) = Min (1(2) (2.3)

Si on appelle « le ratio R/r (@>1), en divisant les deux membres de I'équation

(2.2) par r, on obtient I'expression du cotit moyen normalisé Q(A) = &) :
r

Q(A)=Pr[A<X<L] + aPr{X>L] (2.4)
Le probléme (2.3) s'écrit alors :

QO(A*) = ll:(%i 1(Pr[/l < X< L]+ aPr[X>1)) (2.5)

Note : Le cas plus général pour lequel on ne fait pas I'hypothese que le systéme
atteint un régime permanent est traité dans I'Annexe 1. On aboutit au méme
résultat que ci-dessous (cf résultat A1.2).

2.2.3 Optimisation de la politique de maintenance
L'état de vieillissement X du systéme soumis & une politique de maintenance de

paramétre A est une variable aléatoire dont la loi est inconnue. Afin de trouver la
limite de maintenance optimale A* qui vérifie l'équation (2.5), il est donc
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nécessaire, dans un premier temps, de calculer la densité de probabilité p(x) de
I'état de vieillissement du systéme en régime permanent.

2.2.3.1 Densité de probabilité de I'état de vieillissement

Résultat 2.1 : En régime permanent, la densité de probabilité p(x) de se trouver
dans un état de vieillissement X=x est constante pour x inférieur ou égal i la
limite de maintenance A et décroit exponentiellement pour x supérieur a A.

Elle est donnée par I'équation suivante :

u
ourx< 4
1+puld P
PX)=1 L x-1)
ue
S———— pourx> A4
1+ui
Démonstration :

Le processus de vieillissement étant markovien, la valeur de l'état X; a l'instant i
ne dépend que de celle de X; a l'instant i-1. On peut donc écrire :

p(x)dx = Pr(x < X; < x +dx)

= Pr(x < X; < x+dxa(Xi; SAvX; > 1))

=Pr(x £ X; < x+dx AX;_; SA)+Pr(x £ X; < x+dx AX;_; > 1) (2.6)
ol1A représente l'opérateur logique "ET" et Vv l'opérateur logique "OU".

Pr(x < X; < x+dx AX;_; £ 1) est la probabilité d'atteindre la valeur x de l'état sans
qu'il y ait eu maintenance ou remplacement a l'instant précédent. Le systéme
subissant un processus de vieillissement, on sait qu'a l'instant précédent
l'arrivée en x la valeur de l'état était inférieure ou égale a x et a 4. On a donc :

Min(x,4)
Pr(x < X; < x+dx AX;_1SA)= jPr(x < Xj <x+dxaz <Xy <z+dz)
0+
Min(x,4)
= [Pr(x<X; <x+dx /X1 =2) Pr(z < X;_y <z+dz) Q.7)
0+
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Le deuxiéme terme du membre de droite de l'équation (2.6),
Pr(x £ X; < x+dx AX;_; > 1), est la probabilité d'atteindre x aprés une panne ou

une maintenance, i.e. aprés un passage instantané en 0. On peut donc écrire :

400

Pr(x< X; < x+dx AX;_1>A)= jPr(xSXi <x+dxaz<X;_1 <z+dz)

+o0

= J.Pr(x < X <x+dx/ X;_; =0)Pr(z < X;_; <z+dz) (2.8)

En utilisant les équations (2.7) et (2.8), la relation ( 2.6) peut étre réécrite de la
maniére suivante :

p(x)dx = Pr(x € X; < x+dx)
Min(x,4)
= J.Pr(x<X <X+dX/X11-— )p(Z)dZ
0+

+o0
+JPr(x<X <x+dx/X;_1 =0)p(z)dz

En introduisant la densité de probabilité f(x,z) définie par I'équation (2.1), on

obtient alors :
Min(x,4)

p(x)=  [f(x,z)p(z)dz + j £(x,0) p(z)dz
0+

La densité de probabilité de I'état du systéme en régime permanent vérifie donc
I'équation intégrale suivante :

Min(x,4)
p(x) = j pe *x"2p(z)dz + j e **p(z)dz (2.9)
0+

Pour x<A, en dérivant 1'égalité (2.9) par rapport a x on obtient :

dp(x) _ d

- Ix J. e H(x=2) (z)dz+J'/,te “#p(z)dz
X

0+

= -y Iue Hx-2)p(z)dz + pp(x) - o Jue “HXp(z)dz = pp(x) - up(x) =0
0+

Donc p(x) est constant par rapport a x pour x<A. Appelons C cette constante.
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Pour x2A, I'équation (2.9) s'écrit alors :

A. “+o0
p(x) = [ue™ > ICdz +ue™ [ p(z)dz
A

O+
<00
Soit P = jp(z)dz. Py représente la probabilité d'effectuer une maintenance ou
A

un remplacement. En utilisant cette notation, on obtient :

i
p(x) = [ue O ACdz +ue Py = ,ue‘“x[g(e‘“’l ~1)+ Po)
0+ Il

En remplagant p(x) par cette expression dans PQ, on aboutita: Py = <
De plus, la somme des probabilités étant égale a 1, Pr(0 < X <1)+Pr(X21)=1, on
a:
_ 1

1+ ud

A
fcdz+Ry=1  etdonc C=—t— et P,
o 1+ uA

Finalement, on obtient l'expression de la densité de probabilité de x en régime

permanent :
1+# m pour x< A
p(x) = ey (2.10)
————— pourx>A4

1+ uA

2.2.3.2 Politique optimale

Connaissant l'expression de la densité p(x), on peut alors expliciter la fonction
cofit.

Résultat 2.2 : Le coiit normalisé moyen en régime permanent s'écrit :

(@-1)e#L-1 q

A)=
o4 1+ ui
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Démonstration :

En utilisant le résultat 2.1, il devient possible de calculer le colit normalisé
moyen en régime permanent Q(A)=Pr(A<X<L) + a Pr(X>L) ((2.4)).

Ona:
Pr(A <X, SL)=PX; >4 AX,1sA)-PX;>L AX(1£4)

] = (L)
—Py—P(X,>LAX,_ SA)=
1+ ud
et
oo i ( | e H(L-2)
Pr(X>L)= e MNP, + |Cue #Xi~Xi-Udx. , dx; = ————
( ) IJ: H 0 OJ; H i-1 i 1+#/1

Donc le colit normalisé moyen s'écrit :

(a-1e#E4 41

2.11
1+ uA (211)

(1) =

Ceci permet de caractériser la valeur optimale de la limite de maintenance :

Résultat 2.3 : La fonction @ est convexe. Elle n'admet qu'un seul minimum A*.
La valeur A* de la limite de maintenance qui minimise le coiit de la politique de

maintenance vérifie :

1
HA

A*eltt = avec A = (a—1)e #t

Démonstration :

On recherche la valeur A* de A qui vérifie :
®(4*)= Min (0(x))
AelR

En posant A= (- e L, 'égalité (2.11) devient :

Ae* +1
o(A) = ErYTE
+ Ui
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Ona:

do(A) _ pare* —u
dl  Q+pa)?

d’p(4) _ 22+ Akt + Auzlze“’l)>0
da? 1+upA) -

La fonction ((4) est donc convexe.

A* est donc la solution de l'équation dett) _ 0 si cette solution appartient a (O,L).

da
La condition sur A* pour que Q(A*) soit minimal est donc :
gttt = L (2.12)
UA

Si cette équation n'admet pas de solution sur (0,L), il n'est alors jamais optimal
d'effectuer une maintenance préventive. Ae** étant une fonction strictement
croissante en A et convexe, A* est supérieur a L quand :

ule?#l <« =
a-1

Le membre de gauche de cette inéquation étant strictement croissant et convexe
en u et celui de droite étant constant, on peut affirmer que :
* quand « tend vers 1, i.e. la différence entre le cofit de remplacement et le
coit de maintenance tend vers 0, l'inéquation est vérifiée quelle que soit la
valeur de u. I1 n'est donc jamais optimal d'effectuer une maintenance.
» quand «a tend vers l'infini, i.e. le cofit de remplacement croit par rapport
au colit de maintenance, il n'y a pas de valeur de u supérieure a 0 qui
vérifie l'inéquation. 1 existe donc une valeur de A* inférieure a L telle que
le colit de maintenance est minimal.

Malheureusement, l'équation (2.12) n'admet pas de solution analytique.
Cependant étant donné la convexité de @, il est facile de trouver la valeur
optimale A* de A en utilisant une méthode du type gradient, ou plus simplement
une dichotomie.

O

Les figures 2.2.3a et 2.2.3b donnent une représentation de @(4) pour différentes
valeurs de x et L.
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1 i ]

Figure 2.2.3a : Variation de Q(A)

6 8 10

pour différentes valeurs de o avec L=10 et u=1
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o)

2.5k

1.5

u=0.5
0.5 p=1
u=10

0

6 8 10
Figure 2.2.3b : Variation de @(A) pour différentes valeurs de u avec L=10 et a=5

2.2.4 Analyse et comparaison

Le coiit moyen de maintenance est fonction du parametre 4 et de A =(a -1)eHL,

D'apres le résultat 2.3, Ae#* étant une fonction strictement croissante en A et
convexe, la valeur de A* qui minimise le colt de maintenance est une fonction
décroissante de A.

Pour les valeurs élevées A (i.e. A>>1), A* tend donc vers 0. En effet A grand
signifie que :
e le colt d'une maintenance préventive est trés faible par rapport a celui
d'un remplacement (& grand) (cf figure 2.2.3a)
ou/et
* le processus de vieillissement est trés rapide (u faible) (cf figure 2.2.3b)
ou/et
* la limite de panne L est trés petite.
Dans ces cas, la politique optimale est de réaliser trés souvent une maintenance
préventive afin de minimiser la probabilité de panne.
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A linverse, si A tend vers 0, la limite optimale de maintenance A* croit et peut
méme dépasser L. Ceci est le cas quand :

e le cofit de maintenance est proche de celui d'un remplacement (& — 1)

(cf figure 2.2.3a)

ou/et

* le systéme vieillit lentement (1 grand) (cf figure 2.2.3b)

ou/et

¢ L est trés grand
La probabilité de panne est alors faible et le systtme ne nécessite pas de
maintenance préventive fréquente voire méme aucune maintenance
préventive.
En particulier, dans le cas limite ou A est nul, i.e. r=R, on a:

1
¢(4)= 1+puA

Cette fonction est strictement décroissante en A. La politique optimale est alors de

ne jamais effectuer de maintenance préventive.

Ak
13
12 I
nf
[
10 ¢
| E%O
2 [ u;2
= }i=b75
. - . . : —
1.1 1.2 1.3 14 1.5 1.6

Figure 2.2.4a : Evolution de la limite optimale de maintenance A1* en fonction de
o et de u pour L=10
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La figure 2.2.4a donne I'évolution de la limite optimale de maintenance A* en
fonction du rapport des cofits et du paramétre u de la densité de probabilité de
transition f, lorsque L=10.

Afin de vérifier l'intérét de cette maintenance prédictive, elle est comparée a
deux autres politiques pour un exemple numérique :

* ]a maintenance corrective : il n'y a pas d'action préventive. En utilisant
l'expression de la densité de probabilité de x pour A=L donnée par le
résultat 2.1, on obtient le colt de cette politique :

L
(pcorrective =R Pr(x > L) B R[l—o‘[ 1+,UL dXJ B 1+ﬂL

e la maintenance préventive "classique" : on minimise le colt de
maintenance en se basant uniquement sur l'dge du systeme et la
distribution de l'instant de panne. Sachant que la distribution de l'instant
de panne suit une loi de Poisson de parameétre uL, il faut trouver l'instant
optimal de maintenance T* qui minimise :

1 £Pr(tpanne = T)+ RPr{tpanne < T)

@ assiquel 1) = =
classique™™ " r E[Mintpane T
ce qui donne aprés simplification :
T-1
(-1 Z (.UL)

(pc assi ue(T) = -
e (1 z(uL) szlk(um“ oL

k=0

Pour L=10, u=1, R=5 et r=1 (@=5), on obtient les résultats suivants :

Corrective Préventive " Prédictive
L Coiit min T Coit mmJI A* Coiit min
11=0.5 10 0.83 3 053 | 612 022
u=1 10 0.45 6 0.22 6.71 0.15
u=10 10 0.05 79 0.013 941 0.011

Tableau 2.2.4a : Comparaison de différentes politiques de maintenance
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On constate donc que pour cet exemple, la maintenance prédictive permet une
réduction trés importante du coGt moyen de la maintenance par rapport aux
politiques de maintenance corrective (par facteur 3 a 4.5) ou préventive
"classique” (par un facteur 1.2 a 2.4).

Un exemple pratique plus détaillé est développé au chapitre 4.

2.3 EXEMPLE DE SYSTEME A DEUX UNITES
2.3.1 Introduction

Dans cet exemple, deux unités, l'unité 1 et l'unité 2, ayant les mémes
caractéristiques que celle étudiée au paragraphe 2.2, sont mises en série. Le
systéme ainsi constitué fonctionne si aucune des unités n'est en panne.

L'état de vieillissement de la premiére (respectivement deuxiéme) unité est une
variable aléatoire notée X (resp. Y) et sa limite de panne est donnée par Ly (resp.

Ly). Le processus de vieillissement de la premiére (respectivement deuxiéme)
unité suit une loi exponentielle négative de parametre u, (resp. Uy).

x.
L'état du systéme 2 l'instant i est donc donné par le vecteur S; =( ’).
Yi
Les deux unités étant stochastiquement indépendantes, la loi d'évolution du
systéme est égale au produit des lois d'évolution de chaque unité :
=By (X =Xj-1)=ty (Yi=Yi-1)

SiX; ZXj-1ety; 2Yi

£(S; /5i1) = {“*“Ye (213)

0 sinon
2.3.2 Cas général

La politique paramétrique de maintenance est définie de la maniére suivante :

e Quand I'état d'une unité dépasse sa limite de panne Ly ou Ly, l'unité est
remplacée.

e Pour chaque unité, on définit une limite de maintenance appelée A,
pour la premiére et A, pour la seconde. Quand I'état d'une unité dépasse

sa limite de maintenance, une maintenance préventive est effectuée.
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 Afin de réduire le nombre d'interventions sur le systéme, il pourrait étre
utile, lors d'une maintenance ou d'un remplacement d'une unité,
d'effectuer la maintenance de la seconde unité si son état de vieillissement

n'est pas trop éloigné de sa limite de maintenance. On définit donc une
limite o, (respectivement o) telle que si Y >4, et X>oy, (resp. X> Ay et

Y>oy), 'unité 1 (resp. 2) subit une maintenance préventive.

Le systéme est donc contrdlé a l'aide des 4 limites oy, 4, 0y, 4, (avec 0< 0, <Ay
et 0< g, <A4,). Les régles de contrdle sont les suivantes :

* pour X<A, et Ysly, aucune intervention n'est effectuée.

e pour X>A, et Y< 0, I'état de I'unité 1 est remis a 0.

* pour X< oy et Y>A,, I'état de l'unité 2 est remis a 0.

* pour X> A, et Y> 0, l'état de I'unité 1 et celui de l'unité 2 sont remis a 0.

* pour X> o0y et Y>1,, I'état de l'unité 1 et celui de l'unité 2 sont remis a 0.

Remarque : les transitions de I'état suite & l'activation d'une de ces régles sont

supposées instantanées. Par exemple, si a l'instant i, I'état du systéme a pour
valeur (x;,y;) avec x;$oy and y;>4,, la densité de probabilité de transition a

l'instant suivant sera alors f(Xi11,Vi+1/ Xi,¥i) = f(Xi41,¥ise1 7/ X;,0).

En fonction du signe des différences X-oy, X-4,, Y-0y, Y-4,, l'état du systeme

appartient & I'un des 9 domaines représentés sur la figure 2.3.2a.

L'objectif de cette étude est de trouver les valeurs optimales de oy, 4, oy, 4y qui

minimisent le colt de maintenance. Ce coiit est obtenu en effectuant la somme
des produits du cofit lié aux opérations de maintenance/remplacement par la
probabilité d'atteindre cet état.
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état de
I'unité 2

N7 Légende :
: T RERE A\ yremisac

Gy f— T T .- B -
2& x et y remis a 0
numéro du
| domaine
|
|
o-X
état de
['unité 1

Figure 2.3.2a : Exemple d'évolution de 1'état du systeme

Il est donc nécessaire dans un premier temps de calculer la densité de probabilité
de I'état vieillissement du systéme soumis & la politique de maintenance.

Cette densité s'écrit de la maniére suivante :

Min(x, 4, )Min(y.4y)

Py =ty [ [ puve T Vdvdu
0* o*
Min(x, 0 ) +oo +eoMin(y,oy)
+ f Jp(u,v)e—#‘(x_u)_#yydvdu+ J. J. p(u,v)e—#"x—#y(y—v)dvdu
0* Ay oo
Ay +oo tooty
+I jp(u,v)e_”‘x—#yydvdu+ I J.p(u,v)e_#"x—#yydvdu
Ox Ay X oy
400400
+ [ [pu,v)e™ ™ dvdu (2.14)
Aox Ay
400400
sous la contrainte : I Ip(u,v)dudv =1 et p(u,v)20 V(u,v) € IR*XIR*
0* 0*

Le premier terme du membre de droite de l'équation (2.14) représente la
probabilité d'atteindre en une transition l'état (x,y) depuis un état de
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(0,A,]x(0,A,], i.e. depuis les domaines 1, 2a, 2b, ou 2c de la figure 2.3.2a.
y P g

L'opérateur Min de la borne de l'intégrale est dii a la définition (2.13) du
processus de vieillissement.

Le second (respectivement troisiéme) terme donne la probabilité d'atteindre en
une transtion I'état (x,y) depuis un état de (0, oy ]x(4y,+e°), i.e. depuis le domaine
3 (resp. (Ax,+°0)x(0, oy], i.e. depuis le domaine 4).

La derniére ligne de l'équation (2.14) représente la probabilité d'atteindre (x,y)
depuis l'état (0,0) en une transition. Les interventions de maintenance ou de
remplacement du systémes étant instantanées, la probabilité au point (0,0) est
égale a la somme des probabilités d'atteindre les domaines 5a, 5b ou 5c.

Enfin, la contrainte exprime le fait que p est une densité de probabilité bi-
dimensionnelle.

Il n'est malheureusement pas possible de trouver de solution analytique a
I'équation intégrale (2.14) (cf Annexe 2). L'optimisation du coat de cette politique

de maintenance ne peut donc pas étre étudié de maniére théorique.

Nous avons donc restreint le probléme & des cas particuliers plus simples.

2.3.3 Cas du remplacement complet systématique

2.3.3.1 Politique de maintenance

La politique de maintenance a laquelle nous nous intéressons ici est équivalente
a celle décrite dans le cas général quand les limites oy et oy sont prises égales a 0.

Elle est donc définie comme suit :

e Lorsque l'état des deux unités dépasse leur limite de panne, les deux

unités sont remplacées.

» Si I'état d'une unité dépasse sa limite de panne, cette unité est remplacée
tandis que la seconde est maintenue préventivement.

e Lorsque l'état de la premiére (respectivement deuxiéme) unité dépasse

son seuil de maintenance A, (resp. 4,) tout en restant inférieur a la limite

de panne, une maintenance préventive est effectuée sur les deux unités.
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A chaque intervention sur le systéme, l'état des deux unités est donc
systématiquement ramené en 0 soit par une maintenance, soit par un
remplacement. Ces interventions étant instantannées, I'état du systéme devient

0
immédiatement égal a S; = (OJ

Ce type de politique est intéressant lorsque le prix de remplacement des unités est
trés faible par rapport au coit d'intervention sur le systéme. C'est notamment le
cas des gros équipements industriels dont l'arrét entraine une importante perte
de production.
Dans cet exemple, par souci de simplicité, les coiits sont supposés indépendants
de l'unité ou de la valeur de I'état :
* M : colit de la maintenance préventive des deux unités.
* N : coiit de la maintenance préventive d'une unité et de la réparation de
la seconde.
* R: colit de réparation des deux unités.
Bien entendu, on a : M<N<R.
La figure 2.3.3.1a montre les 5 différents domaines d'intervention et leurs cotts

associés.

Maintenance de l'unité 1
état de Réparation de l'unité 2

l'unité 2 (colt: N) Réparation des

Ly R R R AR N
00000 ) )
A ’:’:::’:3%’0’:’:?:%:::’:&"3?:%%@’%3? "” N

2
0.:‘

QRIS

y

{2
QK
P 0

9

RS

-

X

Maintenance
des deux unités
(cotit : M)

2

& Réparation de I'unité 1
ﬁ Maintenance de l'unité 2

A \ (cotit : N)
N

KA
o %e%
SXCARALAAARK

S
KK
S

3K
&
egeded
77

-
e

%

état de
X Junité 1

&
]

r

*

Figure 2.3.3.1a : Domaines de maintenance/réparation et cofits associés
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Comme nous l'avons vu précédemment, le coiit estimé moyen a long terme est
égal 4 la somme du produit du colt de chaque type d'intervention par la

probabilité de devoir l'effectuer.
Il est donc nécessaire dans un premier temps de calculer la densité de probabilité

de l'état du systéme en régime permanent.

2.3.3.2 Densité de probabilité de I'état

u X
Soit A=( ) et B=( ) deux vecteurs représentant l'état du systéme a deux
v y

instants successifs. Il existe deux possibilités de transition de A vers B :
e A est dans le domaine de fonctionnement normal, i.e. uSA, et VS/ly.

Etant donné que le processus considéré est un processus de vieillissement,

B, successeur de A, est alors tel que x2u et y2v. La probabilité de transition

de A en B est alors :
,ux.uyp(mv)e

e A est dans un domaine de réparation ou de maintenance d'une ou des
deux unités (u>A4, ou/et v>4,). La politique de maintenance impose alors

—ux(x—u)—uy(y—V)dudv

de remettre immédiatement 1'état du systéme a l'origine. La probabilité de
transition de A en B est alors :

uxuyp(u.V)e_“ Y qudv

La densité de probabilité de l'état est donc donnée par l'équation intégrale

suivante :
Min(x,4, ) Min(y,4y) )it (y—¥)
~fy(x—u)= -v
PO =ttty [ [ puve™ T dvdu
0* 0*
+o04o00
+I J.p(u,v)e_#"x—#yydvdu
oy oy
Ay +oo +°°l)’
+J J. p(u,v)e " #rYdvdu + j j p(u,v)e " Ydvdu) (2.15)
0 4, i, 0

avec comme contraintes :
+ 0000

j J.p(u,v)dudv =1 et p(u,v)20 V(u.v) € IR*xIR*
0+ 0*
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Résultat 2.4 : En régime permanent, la densité de probabilité p(x,y) que I'état de
vieillissement soit (x,y) est donnée par I'équation suivante :

X )
Z———ﬂ"(‘:”;:y }C(lx,ly Je Y pour0<x< A, et0<y<a, (2.16)
\ i=0 :
(= gty Ay x)!
y u"l(l.;’;__)zyx ]C(,lx,j,y )e Y pour0<x< A, ety >4, (2.17)
\ i=0 ¢
PO =N e Ay
y ﬂ_"__.'l(l;)z"y ]C(},x,).y ye 7Y pourx> A, et 0<y <4, (2.18)
\ i=0 :
(= (ot A Ay )
Y leﬂ({;__'); y JC(/lx,ly)e_”"x—#yy pourx >4, ety>4, (2.19)
(\i=0 1
avec C(A,,4y) = - ey (A )
= ‘(ul)’) oirdy g
1+21_epxl‘ xMx YYZ yy
i=0( Z& r!

Démonstration :

Etant donné 'opérateur Min situé dans le premier terme de l'équation (2.15), il
est nécessaire de distinguer 4 cas :

1°) 0<x<A, et 0<y<l,, le systéme fonctionne normalemant. L'équation (2.15)

s'écrit alors :

400400
p(x,y)= uxuy(j J.p(u v)e ~Hx(x=u)=pyly- V)dvdu+J‘ J-p(u v)e ¥ Y dvdu
o*o* Ay l
Ay oo caly
+J' Ip(u v)e “HXRyY dydu+ '[ J-p(u v)e “EX Y v du)
0 iy, Ay O

En notant C(4,,4,) la partie constante par rapport a x et y du membre de droite

de cette équation, i.e. :

+ootoa Ax +o0 oy
Clhxsdy) = iety( | [p(u,v)dvdu+ j [ p(u,v)dvdu + J’ j p(u,v)dvdu),
Ax Ay 0 iy A, 0
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'égalité peut alors étre réécrite :
XYy _ _
P,Y) =ttty | [pCa Ve O dvdu+ Ay, Ay )™

0+ 0+
Oou encore :

x y
p(x,y)e" Y = uxyyj' jp(u,v)e“ Y dvdu + ClAx, Ay)
0% 0*

En posant q(x,y) = p(x,y)e****#Y¥, on obtient :

x ¥
q(x,y) = ety [ [a(u,v) dvdu+C(4,,4,)
a*o*
Cette équation admet une solution unique sur le compact c! ((O,/lx)x(O,ly)). Cette

solution est obtenue en utilisant la méthode itérative de Picard-Lindelof :

do = C(/‘LXIA'y)
qQ1 = (.ux:u'yxy + 1)C(lx/ly)

2
0 {(nxuyxw

1 + LyllyXy +1]C(/1x,ly)

n = [i——(”"“ ik +1]<:(Ax,iy> - [i————(“ caiad ]cax,m

=y =Gy

gnconverge uniformément vers la solution q(x,y) sur Cl((O,/lx)x(O,/'Ly)) quand

n — +oo,

Dong, pour 0<x<A, and O<y<Ay,ona:

Plen)= [§%]C“*"lv>e_““'“’y 2.16)
i=0 .

2°) x> A, ety>2,, les deux unités étant tombées en panne, le systéme doit étre

totalement remplacé. La densité de probabilité pour ce domaine est alors donnée

par l'équation suivante :
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Ay l 4ootoo
p(x,y) = /.tx/,ty(J jp(u v)e mh ()=t (y= v)dvdu+‘|‘ Ip(u,v)e Y dvdu
0+ o* A Ay
Ay oo t+oaty
+[ [pu, e dvdu+ [ jp(u v)e MY dydu)
0 Ay A, 0

En utilisant les notations définies pour le domaine de fonctionnement normal,

on obtient :
11
p(x’y) #X#YJ. J‘p(u V)e H'X(x )= uy(y V)dVdu+C(lx,l ) —HyxX— #y}’
0* ot

En remplagant p(u,v) pour O<u<i, et O<v<A, par son expression donnée par

I'équation (2.16), on a :

p(x,Y)=[4ux.uyJ‘ J‘(+“M_)-]d vdu ]C(lx,l Je —HxX—UyY

R de=

Donc pour x>4, ety>A,, p(x,y) s'écrit :

p(x,y)= [Ew’(—#{f'y—)]qlx,l ye N THYY (2.17)
i=0 1

3°) 0<x<4, ety>2y, I'unité tombée en panne est remplacée tandis que l'autre

subit une maintenance préventive. On a :

l +oo+400
p(x,y) = ux,uy(J. J p(u,v)e Hx(xu)Hy (v V)dvdu+J J'p(u vie Y dvdu
0+ 0* Ay Ay
Ay +o0 +oaty
+J J.p(u v)e XYY dvdu + J. Ip(u v)e X “Vydvdu)
0 iy Ag O

Avec les notations utilisées précédemment, on obtient :
X ’ly
PO Y) = tty [ [ plu,v)e ™I dvdu + C(a,, Ay )T
0+ 0+
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Pour 0<x<A, ety24,, p(x,y) s'écrit donc :

£ (Uyhty AyX)' -
p(X,y):[%%)_JC(lx’ly)e UxX—=Uyy (218)

4°) x>, et 0<y<Ai,, cas symétrique du précédent :

p(x,y)= (EW—]CMXJ Jo THXTHyY (2.19)
_0 H

Pour obtenir l'expression de p(x,y), il faut maintenant calculer C(4,,4,).
C(lx,/l ) est donnée par l'équation suivante :

+oo4o0 Ay +oo e
ClhxsAg) = tytty( j j p(u,v)dvdu + j [p(u,v)dvdu+ j j p(u,v)dvdu)
Ax Ay 0 4y Ay O

C(Ax,Ay) représente donc la probabilité d'effectuer un remplacement ou une

maintenance préventive.
La contrainte définie avec 1'équation (2.15) permet d'écrire :
1.4
1y ClhnAy)

Oj+ Oj p(u,v)dudv + "

En remplagant p(x,y) pour 0<x<A, et 0<y<Ai, par son expression donnée par

I'équation (2.16), on a :

= —loU— C(A,, A
J' j[ (lix.uyz v ]C(/lx,ly)e it #"vdudv+——( xhy) =
0* o+ \i=0 ’) 'uX#Y
qui peut s'écrire :
+oo Hyhy uyly_
& = J‘ du- ‘[Vle—vdv
C(/’lx,ly) —()(1') 0 0
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o0
En introduisant la fonction Gamma d'Euler I'(a)= J.t‘""le'tdt ainsi que la
0

‘. 4oo
fonction Gamma incompléte I'(a,z)= Ita'le—tdt, I'équation précédente se
z

rameéne a :

It IR _ . |
Oy ™ Sy O DTG LG D= T L)

a-1_r
Or on sait que si le parametre a est un entier positif, I'(a,z) =(a-1)le”? ) —.
q P % o
r=0""
Donc :
by o, *2‘”(1 s i(uxw] ety g Bry)
ClAx,4y) = b S = !
et finalement :
Clhy Ay) = Ly . (220)
1++Z°: 1— e Hxtx iM 1-e vty ZI“M
i=0 r=0 r! r=0 r!

Une représentation tri-dimensionnelle ainsi qu'un graphe de niveau de la
fonction p(x,y) obtenue par simulation sont donnés pages suivantes. Le systéme
simulé a pour caractéristiques :

t=py =1 Ay =2.5 A, =413 Ly=5 Ly=7
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X

Graphe de niveau représentant p(x,y)
pour U, =y, =1, Ay =25 et Ay =4.13

(légende : noir -> 0, blanc ->1)
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2.3.3.3 Expression du coiit de maintenance

En régime permanent, le colit moyen estimé a long terme est uniquement
fonction des limites de maintenance 4, et A, et s'écrit :

x Y x Y Ly L
Ay, Ay) =M j j p(u,v)dvdu+ | [p(u,v)dvdu+ j j p(u,v)dvdu
Ay Ag O Jx Ay
Ly +oo oLy Ay +oo +ooty
+N I J'p(u v)dvdu + J Ip(u v)dvdu + f Ip(u v)dvdu + J Jp(u v)dvdu
AxLy Ly Ay 0L, L O
+o0400
+RJ‘ J.p(u,v)dvdu
L,Ly

En utilisant les équations (2.16)-(2.19) du résultat 2.4, 'équation précédente se
transforme en :

i L

<

Iy, Ay) =M

[ ————(“ s o W ]C(Ax,/ly)e—“"u_“yvdvdu
i=0 :

x

|
0
Ly

+

A

Ly

J

X

( uxl‘l’y’) X ) ] (lx’}'y)e—#xu—#yvdvdu
1

_N:l_‘ o \<>"__..

+]

+oo
[ —M]C(lx,ly)e_#‘u—”yvdvdu
A

(i)°

>.

y

Lf+
A

X

400
[ ————(” Hy )" y) ]C(Ax,,ly)e‘“X“‘”Y“dvdu

=Ly +°°(ux#y Ay
XY _0 (1'
}. wof
xree( e (o A u) )
+J‘ﬂ[ Z Y’y
0

N2
y i=0 (1!) Y,

++‘<r'._,_

]C().x s Ay Ye #xU=EYVdydu

ClAg, Ay)e Y dvdu

=ty (e Ayv
] Z(#x—#y,'z——) ClAy, Ay)e " dvdu
x 0 \ i=0 (1) Y,

voo
L
+o0+00
+R[ I3 [ - ity Y > Y) ]C(/lx,ly)e-#""—“yvdvdu
x Ly
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La résolution de cette équation intégrale permet d'obtenir 'expression analytique

du codt:
Résultat 2.5: Le colit moyen estimé i long terme de la politique de maintenance
s'écrit :

1

1+Z(1 — e Hxkx Z(" = )r)[ e yz(uyly)‘)

i=0 r=0 r=0

i=0 (1!)2

+N((e_”"l e Hxlx ) —HyLy +( —Hydy _e‘”yLy )e-#x’-x)

+R(e"ﬂxLx 'I‘yLy )]

[ oo
+ i("yﬂ'y)l (1 o Pxhy Z(ux)' <) ]}[ e Prly +M(e“‘yly —e“‘YLY)

Ay, Ay) =

1!
\i=0 1. \ r=0

~

( + o f
= (uxlx )l _I‘ (.uy )' ) —#yLy ~Hy Ay —uxLy
+ \E)Tgl _e Mty Z‘) . Ne#xbr + M(ehx —e )] L (2.21)

»

Etant donné la complexité de cette expression, il n'est pas possible d'optimiser la
fonction I de maniére analytique. En effet, il a été impossible de montrer que
I(Ax,Ay) est convexe. I est cependant possible de trouver un optimum local en

utilisant une méthode de type gradient.

2.3.3.4 Comparaison de différentes politiques

Nous allons comparer la politique présentée ci-dessus avec deux politiques de
maintenance : la maintenance corrective et la maintenance préventive
"classique”.
En plus des colts définis au §2.3.3.1, nous allons avoir besoin des deux cofits
suivants:

* Mj : coit de la maintenance préventive d'une unité.

e Ry : coiit de la réparation d'une unité.
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Maintenance corrective :

Cette politique consiste 3 ne jamais effectuer de maintenance préventive.

Dans ce cas, les deux unités peuvent &tre considérées comme stochastiquement
indépendantes.

A partir du résultat 2.1, on peut écrire :

( e~ Hx(x-Lyx)
xtly pourx>L,et y<L,
(L+ Ly X1+ Ly )
_.uy(y_Ly)
e
p(x,y) =1 By pourx<L,et y>L
(1+ L)1+ iy Ly) Y
#xuye—#X(x—LX)_#y(y—Ly)
pourx>L,et y>L,
(1+ L 1+, Ly)

La premiére et la deuxiéme ligne de la formule précédente donnefla densité de
probabilité pour les domaines ol une seule unité est tombée en panne. La
derniére ligne correspond au cas oii les deux unités tombent en panne
simultanément.

Le cott moyen de cette politique ne dépend que des limites de panne Ly et Ly :

+ooly Ly +oo +o0+00
Lomeetive = Ra| | [PCy)dydx+ [ [p(x,y)dydx |+R | [p(x,y)dydx
L, 0* 0* Ly L,L,
et donc:
_ Ry(Ly +ayLy )+ R

I =
COmEVe T (14 p Ly )1+ yLy)

Maintenance préventive "classique" :

Pour cette politique, il existe une limite de maintenance pour chaque unité.
Cependant, la maintenance ou le remplacement d'une unité n'entraine pas la
maintenance de l'autre. Les deux unités sont donc stochastiquement
indépendantes.

Le colit de cette politique s'écrit alors :
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Lassique(x Ay) = My (Pr(Ay < X S L)Pr(Y S Ay)+Pr(dy < Y <Ly)Pr(X < A))
+M(Pr(Ay < XS Ly)Pr(d, <Y < L,))
+Ry(Pr(X > Ly)Pr(Y € Ay) +Pr(Y > Ly )Pr(X < Ax))
+N(Pr(A, < X S Ly)Pr(Y > L)+ Pr(A, < Y S Ly)Pr(X> Ly ))
+R(Pr(X > L) Pr(Y > Ly))

D'apreés le résultat 2.1,ona:

UA 1—e H(L-4) e~H(L-2)
PI(ZSA)=(1 l),Pr(l<ZSL)=——1—+—_—A——,Pr(Z>L)=m—
+ h
et donc:
| 1 _ota(lami) o ty(Ly=hy) )
Iclasmque()'xr}*y) = (1+,le/‘Lx)(1+,Uyly)(M1(#yly(1 e )+,uxlx(1 e )

+M((1_ e—ux(Lx—zx))(l _e-#y@y-ly)))
+R1 (uylye—.u’x (Lx_lx) + #xlxe_“y (Ly _ly))
+N((1 - e'“y(Ly'ly))e-#x(Lx-lx) + (1 o (Lx-lx))e"“y(Ly"ly ))

+R(e—#x (Lx _Ax )".u-y (Ly —Z'y ) ))

Comparaison des politiques de maintenance :
Pour cet exemple numérique, les valeurs suivantes des paramétres du systéme
sont utilisées :

Uy=1 Uy =1 L,=5 Ly=7

Le nombre moyen d'inspections avant une panne est donc 5 pour la premiére
unité et 7 pour la seconde.

Le coit de l'intervention sur le systéme est de 20 unités de coiit (u.c.). Le cott de
la maintenance d'une unité est de 0.5 u.c. tandis que celui d'une réparation est de
100 u.c. On a donc les valeurs suivantes pour les colts :

Mi1=205u.c. M=21u.c N=120.5 u.c. R1=120 u.c. R=220 u.c.
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Corrective Préventive Prédictive
A optimal (L,=5) 2.34 2.5
Ay optimal (Ly=7) 3.75 4.13
Colt minimum 34.58 12.09 9.45

Tableau 2.3.3.4a : Exemple numérique

Les valeurs des limites de maintenance A, et A, qui minimisent la fonction cotit

ont été calculées en utilisant I'analyse des perturbations (cf Tableau 2.3.3.4a). On
constate que pour cet exemple la maintenance prédictive permet une réduction
du colit moyen de maintenance de plus de 21% par rapport a la maintenance
préventive "classique”.

2.4 CONCLUSION

Les modéles paramétriques permettent de minimiser le coGt d'une politique de
maintenance donnée. Cependant, cette optimisation ne peut étre faite
analytiquement que dans les cas ot la fonction de transition de l'état du systeme
est trés simple. En effet, on se heurte rapidement a des problemes
mathématiques, en particulier & des équations aux dérivées partielles, qu'il n'est
souvent pas possible de résoudre analytiquement.

De plus, rien ne garantit que la politique considérée soit optimale vis a vis de la
minimisation du colt de maintenance.

Il est donc nécessaire de développer une nouvelle approche qui permette de
caractériser et de calculer la politique optimale de maintenance. C'est ce que nous
présentons dans le chapitre suivant.
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3.1 INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est de présenter un modéle optimal de maintenance
suffisamment complet et simple pour permettre son utilisation afin d'optimiser
la politique de maintenance de systémes constitués d'une seule ou de deux

unités.

Comme nous l'avons vu au Chapitre 1, les modeles développés dans la
littérature présentent deux principaux types d'inconvénients :

o I'état du systéme est supposé connu en continu et ne peut prendre qu'un
nombre limité de valeurs. Dans la réalité, les méthodes de suivi aussi bien
numérique que manuelle des équipements permettent de connaitre I'état
du systdme uniquement & des instant précis (périodique de période
éventuellement trés faible dans le cas de la supervision numérique). De
plus, cet état peut prendre un trés grand nombre de valeurs différentes,
nombre uniquement limité par la précision du dispositif de mesure.

» les possibilités d'actions sur le systéme sont limitées au seul
remplacement préventif de l'équipement. Il est cependant souvent
également possible dans la réalité d'effectuer, @ un coGt moindre, une
maintenance qui permet de diminuer ['état de détérioration du systéme.
Ceci est particulirement vrai pour les systémes complexes et coiiteux pour
lesquels l'optimisation de la politique de maintenance est extrémement

importante.

Il est donc souhaitable que le modéle de maintenance soit un modéle a temps
discret et A espace d'état infini qui permettent de prendre en compte des actions
de maintenance ou de remplacement partiel, et qui ne soit pas limité a des

systémes composés d'une seule unité.

Dans la seconde partie de ce chapitre, le processus de détérioration graduelle est
présenté. Les caractéristiques de ce processus sont utilisées dans la troisieme
partie afin de développer un modeéle limité au cas du remplacement. Ce modgle
permet d'introduire les concepts a partir desquels est élaboré le modéle général
de maintenance présenté dans le quatriéme chapitre. Celui-ci est ensuite étendu
au cas ol le systéme est constitué deux unités.
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3.2 PROCESSUS DE DETERIORATION GRADUELLE

Le systdme considéré est soumis a un processus stochastique de détérioration
graduelle. L'état de détérioration du systéme -appelé par la suite état du systeme-,
est une variable aléatoire notée X; observée de maniére périodique. Sans perte de
généralité, la période d'observation peut-étre considérée comme unitaire.
L'observation de l'état de détérioration du systéme a l'instant i, noté x;, est une
valeur scalaire réelle positive connue de maniére certaine.

On suppose que I'état du systdme a l'instant i+1, noté Xi,1, ne dépend que de son
état a l'instant i. Le processus (X, i=1,2,...) est donc markovien a temps discret et a
espace d'état infini. La probabilité de transition d'une valeur x; de I'état Xj a une
valeur x,1 de l'état X;,1 est donnée par une densité de probabilité connue, notée
f(x;+1,%;). L'état de détérioration X; a pour valeur 0 lorsque l'équipement est neuf.
Plus la valeur de X; est grande, plus le systéme est détérioré.

Dans ce qui suit, on appelera x I'observation de l'état de détérioration X; & un

instant i quelconque.

Les hypothéses suivantes sont faites sur f(u,x) :

» f(u,x) est intégrable par rapport a u sur l'ensemble de son support,

* soit a et b deux réels tels que a<b. Il existe au plus un point v vérifiant :
f(v,a)=f£(v,b)
et f(v*,a)<f(v',b)
et Vx<v f(x,a)=f(x,b)
et Vx> v f(x,a)<f(x,b)

(avec v* =v+e, € réel positif non nul aussi petit que l'on voudra)
Un exemple ot v existe est donné par la figure 3.2a.

f(u,.)

f(u,a)  f(ub)

— -
état de

détérioration u

Figure 3.2a : Exemple de fonctions f(u,x)
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Ces hypothéses ne sont pas trés restrictives, la plupart des densités de probabilité
communes les respectant.

Le systdme tombe en panne (8(x)=0) quand son état de détérioration dépasse
une limite L connue, appelée limite de panne. Il est alors immédiatement
remplacé par un équipement neuf identique. L'état du nouveau systéme est donc
égal 4 0 et subit le méme processus stochastique de détérioration graduelle. Le
temps de remplacement étant considéré comme négligeable par rapport a la
période d'observation, si le systéme tombe en panne & linstant i, son état x
devient instantanément égal a 0 (fig. 3.2b). Le coft de ce remplacement est R(x).

x A

i i+1i+2
Panne Panne

Figure 3.2b : Exemple d'évolution de I'état de détérioration du systéme

Quand le systéme est en fonctionnement (8(x)=1), il est possible de décider
d'effectuer une intervention afin de diminuer son état de détérioration et
d'éviter ainsi une panne cotteuse. Nous allons, dans un premier temps, étudier
le cas oit seul un remplacement est possible, puis celui plus général ou plusieurs
niveaux de maintenance sont permis.

3.3 MODELE DE REMPLACEMENT SUR HORIZON FINI

Pour certains équipements, il est moins coliteux et plus facile de les remplacer
par un équipement identique plutdt que d'effectuer une maintenance préventive
ou une réparation (exemple : cartes électroniques).
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Aprés une présentation de la politique de remplacement, un modéle
mathématique sera développé et les propriétés de la politique optimale seront
établies.

3.3.1 Description de la politique

Si le systéme est en fonctionnement, la décision quant a l'action a effectuer est de
ne pas intervenir ou bien de remplacer préventivement l'équipement :

e Pas d'intervention : ceci entraine un coit de fonctionnement par unité
de temps noté c(x) dépendant de I'état x dans lequel se trouve le systéme.
Ce cofit est lié aux opérations permettant de ne pas accélérer le processus
de détérioration graduelle. I est non-décroissant en x.

e Remplacement préventif : le systéme est remplacé par un équipement
neuf identique subissant le méme processus stochastique de détérioration
graduelle. Cette action permet donc de ramener 'état de détérioration du
systéme a 0. Le temps de cette action étant considéré comme négligeable
par rapport a la période d'observation, s'il est décidé de remplacer
préventivement le systéme a l'instant i, son état de détérioration devient
instantanément égal a 0 (cf fig. 3.3.1a). Cette intervention entraine un coiit

constant r.

Pour simplifier les calculs, le coit de remplacement aprés panne est supposé
constant en x et supérieur au colt de remplacement préventif r:
R(x)=R Vx>L et R>r

On souhaite déterminer la fonction de décision d(x) qui associe a l'état x du
systéme, la décision "pas d'intervention”, i.e. le systéme reste dans son état actuel
x, ou "remplacement préventif’, i.e. I'état du systéme est ramené en 0. Cette
fonction, appelée "politique de maintenance”, est définie comme suit :

x sion décide de ne pas intervenir
d(x) = _ . '
0 siondécide d'effectuer un remplacement
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i i+li+2 temps
Remplacement Panne Remplacement
préventif préventif

Figure 3.3.1a : Exemple d'évolution de I'état de détérioration du systeme avec
politique de remplacement

L'état de détérioration du systéme suit donc un processus stochastique
markovien de renouvellement dépendant de la politique d.

Si le remplacement préventif est peu employé, le colt de la politique de
maintenance sera affecté par un important nombre de pannes. A l'inverse, si le
systéme est souvent remplacé préventivement, la probabilité de panne
deviendra faible mais ces remplacements augmenteront le cott de la politique de
maintenance.

Le critére choisi pour déterminer d(x) est donc le colit cumulé estimé de la
politique de maintenance sur un horizon de longueur finie N, l'état initial étant
xg. Ce colt, noté ]dN(xO), représente la somme totale estimée qu'il faudra
dépenser pendant N périodes en appliquant une politique de maintenance d.
L'optimisation de cette politique consiste donc & déterminer la fonction d*(x) qui
minimise :

N-1
I8 (x0) = B ) galxi) (3.1)

k=0

ol E est l'espérance mathématique et gq(xx) est le colt d'une politique d pour la
k-iéme période de longueur 1 :
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c(x;) si 6(x;) =1 et d(x;) = x;
ga(x;)=3c(M+r sid(x;)=1letd(x;)=0 (3.2)
c(0)+R si §(x;) =0, quel que soit d(x;)

La valeur de gy4(x;) provient du fait que l'état x; du systéme passe
instantanément de sa valeur originelle a 0. Il faut donc ajouter au cofit de
remplacement R ou r le colt de fonctionnement en 0.

Bien entendu, on a :
Ja(xk) = ga(x)-

Etant donné que l'espace d'état du systéme est infini, il existe une infinité de
politiques possibles. Il est donc nécessaire, pour résoudre ce probléme, de
développer un modéle mathématique de la politique optimale de remplacement
d'un systéme a une unité.

3.3.2 Présentation du modele

Soit ]N (xg) le colit cumulé estimé minimal de maintenance sur un horizon N

sachant que le systéme est dans un état xg a l'instant 0. Soit ID l'ensemble des
politiques stationnaires, i.e. l'ensemble des politiques de maintenance sur un
horizon N donné qui ne dépendent pas du temps.

D'apres l'équation (3.1), on a:

N-1
TN(xo) = MiniEl 3 ga(xy) (33)
k=0

A linstant 0, l'état du systéme est connu. Si le systéme est en fonctionnement,
i.e. si 8(xg)=1, on a le choix entre la non-intervention, ce qui entraine un cott
c(xp), et le remplacement préventif avec un colt pour la période 0 de r+c(0). Par
contre, si le systéme est en panne, i.e. si 8(xg )=0, il est nécessaire de le remplacer
pour un coit R+c(0). Bien entendu, ['état du systéme a l'instant 1 dépendra du
type d'intervention effectuée et donc de I'état x a la fin de la période 0.

On peut donc réécrire I'équation (3.3) de la maniere suivante :
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® sid(xg)=1:
N-1 N-1
TN (x0) = Min{ c(xg) + %{E[; 8d(Xk)/<o]} , r+c(0)+ ﬁg{E{;gd(xk)/(O = 0}}
(3.4)
® si &(xg )=0:

N-1
N(xg) = R+¢(0)+ E/EI%B{E[Z ga(xi) /<0 = 0]} (3.5)
k=1

N-1
L'espérance conditionnelle E{Z ga(xx) /<0:| peut étre exprimée en fonction de
k=1
la densité de probabilité de transition du processus de détérioration f(.,xg). Si
f(.,xp) a pour support l'ensemble D, , et si elle est intégrable sur Dy, l'espérance

conditionnelle s'écrit :

N-1 N-1
E{Egdm) /m} - | E{ng(xu}f(xl,xo)dxl
k=1 k=1

Dy,

En particulier, étant donné ['équation (3.1), on a :

N-1
E{Zgaxk) /m} = jJQ"l(x])f(xl,xO )dx,
k=1 D,,

Par définition, ]N‘l(x])S]dN"l(xQ vx; et VdelID. Il est donc possible, quand
on cherche le minimum sur ID de l'expression précédente, de faire passer

'opérateur Minimum sous l'intégrale. On obtient donc :

N-1
%S{ELZ{ gd(xk)/( OH i DJ N (xp)fa, xo)dxy (3.6)

En simplifiant I'écriture, les équations (3.4) et (3.5) peuvent alors se mettre sous

la forme suivante :
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)+ [NV 0dv,
Min Px si 5(x) =1
™Nx) =4 r+c(0)+ f DIN‘l(v)f(v,O)dv (3.7)
R +c(0)+ J.f(v,O)]N‘l(v)dv si 8(x)=0
L Do

avec comme condition de bord ]N(x) =0 pour N<0.

Les équations (3.7) correspondent & un probléme de programmation dynamique
non "discounté" & horizon fini et A espace d'état infini (BERTSEKAS [13]).

3.3.3 Propriétés de la politique optimale

On suppose la fonction f(u,x) définie sur un intervalle Dx =[h(x), +<=), h(x) étant
une fonction non-décroissante en x. De plus, on suppose f(u,x) intégrable par
rapport a u sur Dy .

En supposant qu'aucun remplacement ne peut étre effectué sur un systeme neuf
(i-e. quand x=0), le probléme (3.7) peut s'écrire :

o(x)+ J']N‘l(v)f(v,x)dv,
N Min six<L
T (x) =5 h(x) (3.8)
r+JN(0)
R+JN(0) six>L

+o00
avec TN(0) = c(0)+ J.]N'l(v)f(v,O)dv
h(0)
et la condition de bord ]N(x) =0 pour N<0.

Comme nous l'avons vu au §3.3.1, les colts possédent les caractéristiques
suivantes :
* le cofit de fonctionnement c(x) est positif et non-décroissant,
e le colit de remplacement aprés panne R est supérieur au coit de
remplacement préventif r.
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Le lemme suivant va nous étre utile pour prouver certaines propriétés de la
politique optimale.

Lemme 3.1:
Soit f(u,x) une densité de probabilité ayant les propriétés suivantes :
(i) pour tout x€ [0, +o), f(u,x) est définie pour tout ue [h(x),+e), avec
h(x) fonction non-décroissante en x,
(ii) pour tout xe [0, +), f(u,x) est intégrable par rapport a u sur
[h(x),+e0),
(iii) si a et b sont deux réels tels que a<b, alors il existe au plus un
point v de (h(x),+eo) tel que:
f(v,a) = f(v,b)
et f(v*,a)<f(v*,b)
et Vx<v f(x,a)2f(x,b)
et Vx>v f(x,a) < f(x,b)
(avec v' =v+e , € réel positif non nul aussi petit que I'on

voudra)

Si t(x) est une fonction non décroissante, intégrable et non-négative sur

[h(x),+e), pour tout xe€ [0, +co) alors
+o00

Jf(u,x)t(u)du est non-décroissante.
h(x)

Démonstration :

+oo
Notons B(x) l'intégrale Jf(u,x)t(u)du.
h(x)
Soit x; et xg deux réels quelconques vérifiant la relation xj > xg.

Ona:

B(x;)- B(xg) = Jf(u,xl)t(u)du— J.f(u,xo)t(u)du

h(x) h(xg)
+o0 h(xy)

= J.(f(u,x1)—f(u,x0))t(u)du- J.f(u,xo)t(u)du
h(x,) h(xp)
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Soit A(xg,X;) le point tel que f(A(xq,x1),%g)=f(A(xg,x1),%1).51 A(xg,x;)n'existe
pas, on pose A(xq,X1)=h(x1).

h(xy)
Notons C(xg,x;) lintégrale J.f(u,xo)t(u)du.
h(xq)
On obtient donc :
e
B(x;) - B(xg) = J(f(u,xl)— (u, xo))t(wdu - C(xg, %)
h(x,)
A(xq,x1) +oo
- J-(f(u,xl) — £(u, xo))t(w)du + j(f(u,xl)— £(u, xg))t(w)du — C(xg,x,)
h(x,) A(xq,%;)

Etant donné (iii), le premier terme de l'équation précédente est négatif ou nul

tandis que le second est positif.
Sachant que t(u) est une fonction non-décroissante, si on note t(A(xg,x;))=K, on

peut écrire :

A(x.x1) too
B(x{) - B(xg) 2 J.(f(u,xl) — f(u,xo))t(w)du +K J.(f(u,xl)— (u, x))du - C(xg,x1)
h(x,) A(Xo,xl)

On note A(xg,x;) le membre de droite de l'inégalité précédente.
En utilisant le théoréme généralisé de la valeur moyenne, on obtient:

A(xg,x1) +oo
Alxg, X)) = @ J-(f(u,xl)—f(u,xo))du+K J'(f(u,xl) ~ £(u, x0))du — C(xg,%1)
h(x;) A(xo.X1)

avec t(h(x,)) < @ < t(A(xg,x)), c'est-a-dire t(h(x;)) < @ <K

f(u,x) étant une densité de probabilité définie sur [h(x),+e[, on peut alors écrire :
A(xq,x1)

Alxg, X)) = @ J'(f(u,xl)—f(u,xo))du
h(x;)
A(xg,x1) A(xg.x1)
+K|1- J-f(u,xl)du—1+ J.f(u,xo)du _C(xg,x1)
hixy) h(xo)
A(XOle)
o (wx) = fuxo)du
h(x)
Alxg.x1) h(x1)
+K] - I(f(u,x])—f(u,xn))du+ J'f(u,xo)du —Clxg,xy)
h(x;) h(xq)
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Donc :
A(xg,%7) h(x;)
Alxg,xq) = (@ =K) J(f(u,xl)—f(u,xo))du+K Jf(u,xo)du—C(xo,xl)
hixy) h(xp)
A(xg.,x1)
Or (z-K) j(f(u,xl)—f(u,xo))du est positif car f(ux;)<f(ux) sur
hix;)

[h(x1),A(xg,x)] et a<K.

h(x,) h(x1) h(x1)
De plus, ona: K [f(u,xg)du=Clxgx) =K [Hu,xodu- [ u,xo)Cu)da

h(xo) h(xq) h(xo)
ce qui peut s'écrire en utilisant le théoréme généralisé de la valeur moyenne
avec t(h(xg)) < B <t(h(xq))<K:

hx,) h(x,)
K J'f(u,xo)du —Clxg,x1) = (K =) Jf(u,xo)du >0
h(xg) h(xp)

Finalement on obtient : 0< A(xg,X;) < B(x1)—B(xg) Vx;>Xg
B(x) est donc non-décroissante.
.|

Nous allons tout d'abord démontrer la monotonicité de la fonction colit estimé
de maintenance.

Théoréme 3.2 : Dans le cas d'une politique de remplacement a cofits constants, le
colit cumulé estimé sur un horizon N, JN(x), est une fonction non-décroissante

de 1'état initial x.
Démonstration :

En raison de l'expression méme de IN(x) pour x supérieur a L (cf (3.8)), ]N(x) est
constante par rapport a x.

Pour x inférieur ou égal a L, le second membre du Min étant constant, ]N(x) est
non-décroissante si :
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400
c(x)+ J.f(v,x)]N'l(v)dv est non-décroissante.
h(x)

D'aprés le lemme 3.1 et étant donné que c(x) est une fonction non-négative et
non-décroissante en x, une condition suffisante pour que IN(x) soit non-
décroissante est que ]N'l(x) le soit aussi. De méme, ]N'l(x) est non-décroissante
si TN"2(x) I'est aussi.

En poursuivant cette récurrence, on obtient finalement : ]z(x) est non-
décroissante si ]1(x) 'est aussi.

Or, J(x) est le colit de maintenance sur une période lorsqu'une politique

optimale est appliquée. On a donc :

Min{c(x), c(0)+r} six<L

1

X)= (X} =

J(x) = gar(x) {C(O)+R six>L

Donc Il(x) est non-décroisssante. De méme, ]2(x),..., IN‘Z(x), IN‘l(x) et ]N(x)
sont non-décroissantes.

a

Ceci nous permet d'établir que la politique de remplacement optimale est une
politique de type "limite de contrdle” (PLC) :

Théoréme 3.3 : Dans le cas d'une politique sur un horizon N de remplacement a
* *
coiits constants, il existe une valeur Ay telle que quel que soit 0< Ay<x, d*(x)=0 et

%
quelque soit x< Ay, d*(x)=x. La politique d* ainsi définie est optimale.
Démonstration:

Le premier membre du Min de I'équation (3.8) définissant le cotit de la politique
optimale étant non-décroissant (cf théoréme 3.2) et le second membre étant

*
constant, il existe bien un Ay vérifiant ce théoréme.

»
Cette limite de remplacement Ay, limite encore appelée limite de contrble dans
la littérature, est fonction de N et est définie comme suit :

An = Min [2/cA)+ [(v,A)IN T (v)dv 2 r+]N(0)
/‘1.&]0,+o°[ h(A)
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*
Remarque : Ay peut &tre supérieur L. Dans ce cas la politique optimale est de ne
jamais intervenir préventivement sur le systéme.
a

3.3.4 Exemple numérique
L'exemple suivant permet d'illustrer le théoreme 3.3.

Le systéme considéré a une limite de panne L égale a 10.
Le processus de détérioration graduelle auquel ce systéme est soumis suit une loi
exponentielle négative f(u,x) de parametre y =1:

/.le'“(u_x) siu> X

f(u,x) = {O

i avec u=1
sinon

Les cotits sont définis de la maniére suivante :
e coiit de fonctionnement :

six<7.5
c(x) =
sinon

| ¢ 00X

* coluit de maintenance préventive en 0:
r=1.5

* colit de maintenance corrective :
R=5

En appliquant la programmation dynamique (3.8), on obtient 'évolution du cotit
moyen estimé optimal de la politique de maintenance IN(0) et de la limite de

*
maintenance Ay en fonction de la longueur N de I'horizon considéré :

N=10 N=20 N=50 N=100
AN 3.92 3.95 3.95 3.95
NO) 0.37 0.44 0.48 0.49

*
Tableau 3.3.4a : Evolution de la limite Ay et du colit moyen de maintenance

en fonction de la longueur N de I'horizon
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On constate que la valeur des limites de maintenance /1;, sont trés faible par
rapport 2 la limite de panne L. Ceci est dii a la forme parabolique de la fonction
coiit de fonctionnement c(x).

La figure 3.3.4b donne un exemple d'évolution de l'état de détérioration du
systéme.

XAIIII

/1* ‘‘‘‘‘‘

i i+1 1+2

Remplacement Panne Remplacement
préventif préventif

temps Ar d(x)

Figure 3.3.4b : Exemple d'évolution de I'état de détérioration du systéme avec
politique de remplacement optimale

3.4 MODELE GENERAL DE MAINTENANCE : SYSTEME A UNE
UNITE

Le modéle général de maintenance est une extension du modéle de
remplacement que nous venons de voir. Comme précédemment, aprés la
description des différentes possibilités de politique de maintenance, un modeéle
mathématique sera développé. A partir de ce modele, les propriétés de la
politique optimale de maintenance seront établies.

3.4.1 Description de la politique

Comme dans le cas du remplacement, il existe deux décisions possibles quand le
systéme est en fonctionnement :
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 Pas d'intervention : ceci entraine un cott de fonctionnement par unité
de temps noté c(x) dépendant de l'état x dans lequel se trouve le systeme.
Ce cofit est 1ié aux opérations permettant de ne pas accélérer le processus
de détérioration graduelle.

e Maintenance préventive : cette action permet de ramener l'état du
systéme a un état de détérioration inférieur, noté u. Dans le cas ou
plusieurs types de maintenances sont possibles (remplacement par un
équipement neuf, remplacement par un équipement d'occasion,
réparation partielle, etc...) - i.e. il existe différentes valeurs possibles pour
u - il faut aussi choisir laquelle appliquer. La durée de la maintenance
étant considérée comme négligeable par rapport a la période d'observation,
si le systéme est maintenu a l'instant i, son état x devient instantanément
égal 2 u. Cette intervention entraine un coit r(ux) (codt de maintenance
pour ramener l'état-du systéme en u sachant qu'il était en x). Bien
entendu, on a r(x,x)=0 Vx.

A chaque type de maintenance préventive est associée une fonction appelée
“travail i effectuer”. Cette fonction, notée wji(x), permet de connaitre dans quel
état le systéme se retrouvera aprés une maintenance de type i sachant que son
état de détérioration actuel est x :
u=x-wj(x)

En fonction de ['expression de wi(x), I'état u peut donc étre une constante ou bien
une fonction x. Par exemple, une maintenance peut permettre de ramener I'état
du systtme a une valeur A donnée et une autre de diminuer son état de
détérioration de 20%.

On note M, l'ensemble des états pouvant étre atteints par une maintenance
sachant que l'état du systéme est x. My est supposé fini. Si m est le nombre de
types de maintenances possibles, les états atteignables aprés maintenance devant
étre inférieurs a x, on a:

M, = {x—wi(x) /x>w;(x),i= 1,...,m}

Par exemple, pour un systéme pour lequel on peut choisir entre une remise dans
un état de détérioration A ou un remplacement par un équipement neuf (cf fig

3.4.1a), on aura:
wi(x)=x—-A
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wa(x) =X
M, ={A,0} si x>A et M, ={0} si x<A

A
0 .
i i+1i+2 + temps
maintenance Panne maintenance
en A en0

Figure 3.4.1a : Exemple d'évolution de I'état de détérioration du systéme avec
politique de maintenance

La fonction de décision, ou politique de maintenance, d(x) est donc définie de la
maniére suivante :
X si on décide de ne pas intervenir
d(x) =4 u e M, sion décide d'effectuer une maintenance
ramenant |’ état du systéme de x en u

d étant indépendante du temps, cette politique est dite stationnaire.

La fonction d permet donc de transformer l'espace d'état du processus
markovien de détérioration graduelle en un espace d'action a effectuer sur le
systéme. C'est pour cette raison que ce type de processus est appelé "processus de
décision markovien" (ROSS [34]).

L'état de détérioration du systéme suit alors un processus stochastique

markovien de renouvellement dépendant de la politique d.

Si on souhaite optimiser la politique de maintenance du systéme sur un horizon
N avec N trés grand, voire infini, il n'est plus possible d'utiliser I'équation (3.1).
En effet, en régle générale, les valeurs de JN(xo) seraient infinies quelle que soit
la politique d adoptée et quel que soit I'état initial xo. Par contre la limite suivante
est finie si les cofits sont finis :
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N-1
Iy(xg) = nggm—;—l E[Z gd(xo} (39)

k=0

avec gq(x;) colit de la politique pour une période :

L) = {(d(x %) +e(d(x;))  sib(x;) =1 (3.10)

R(x;) +¢(0) si 6(x;)=0

Iq(xo) est le cotit moyen estimé & long terme de la politique de maintenance d
sachant que l'état initial est xg. Ce colit représente la somme moyenne qu'il faut
dépenser par unité de temps afin de maintenir le systeme en état de fonctionner.

3.4.2 Présentation du modeéle

D'aprés l'équation (3.9), en appelant & nouveau ID l'ensemble des politiques
stationnaires possibles, le colit optimal moyen estimé & long terme I(xo) s'écrit:

I*(xg) = ggg{N_w{N [ng(xk)D}

Malheureusement, il n'existe pas de méthode ni analytique ni numérique
permettant de résoudre ce probléme. On se limite donc au probléme suivant qui
parait le plus approprié pour caractériser la politique de maintenance:

N-1
I(xg) = lei‘., ggg{%E[ng(xk)“ (3.11)

Il faut noter qu'en régle générale, les deux équations précédentes ne sont pas
équivalentes. BERTSEKAS [14] donne une condition suffisante pour que I(xg) soit
égal a I*(xo) (Chapitre 9 "The Infinite Horizon Borel Models", Proposition 9.17) .

Il apparait donc que l'on peut traiter le probléme a horizon infini (3.11) comme la

limite d'un probléme & horizon fini lorsque N tend vers l'infini.
Soit IN(x,) le coiit optimal moyen estimé sur un horizon de longueur N :

-74 -



Chapitre 3 - Modéle général

IWm)hm{ [2}4&1} (3.12)

En appliquant le méme raisonnement qu'au §3.3.2 et en tenant compte de
l'équation du coit de maintenance par période (3.10), il vient :

®sid(xp)=1:
N-1
Wu>=imm{d<x -+d<)+% (x) /d( ﬂ}
N r( X Xo) C( X ) k2;,1&1 Xk X
* si&(xg)=0:

N-1
IN(xq) = %{R(x0)+ c(0)+ ﬁg{E[ggd(xk)/(o = 0]}}

N
En remarquant que N(xq) = ]—%2, on peut transformer 'équation (3.6) en :

N-1
1;2}3{5[; 8d(xk)/<o

On obtient donc 'équivalent du probléme de programmation dynamique (3.7)

} =(N-1) JIN‘l(xl)f(Xero)dxl

Dy,

pour le colt moyen :

le(r(d(x) x)+ c(d(x)) +( J.f v, d(x))IN L(v)dv J sid(x)=1

IN(X) N d(x)

=< (3.13)
—1—(R(x)+ c(0)+(N - 1)J. f(v,O)IN'l(v)dv] sid(x)=0
N Dy

avec comme condition de bord IN(x) =0 pour N<0.
3.4.3 Propriétés de la politique optimale

En supposant comme au §3.2.3 qu'aucune maintenance ne peut étre effectuée sur
un systéme neuf (i.e. quand x=0), le probléme (3.13) peut s'écrire :
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,

l—ir-ldvnig r(d(x),x) + c(d(x)) + (N ~1) J‘f(v,d(x))IN'l(v)dv six<L
Nx)={" h(d() (3.14)
| —;—I(R(x)+ NIV(0) six>L
avec IN(0) =% <(0)+(N-1) Jf(v,O)IN'l(v)dv
h(0)

et la condition de bord IN(x) = 0 pour N<0.

Les hypothéses suivantes sont faites sur les différents coiits et fonctions “travail a
effectuer” :

e (h1) : le cofit de fonctionnement en X, c¢(x), est une fonction positive
non-décroissante de l'état x :
dc(x) >0
dx
Ceci refléte le fait que le colt de fonctionnement du systéme pour

remplir la méme fonction croit en méme temps que son état de
détérioration.

e (h2) : le coiat de maintenance r(u,x) est une fonction positive
non-décroissante de l'état initial x, et non-croissante de l'état apres
maintenance u :

or(u,x) >0 et or(u,x) <0
ax u<x au u<x

De plus, comme cela a été précédemment indiqué, r(x,x)=0.

Le coiit de la maintenance de x en u est naturellement fonction de

la "distance" entre l'état de détérioration initial et celui atteint

aprés maintenance : le colt est une fonction croissante de
l'amélioration de l'état du systéme obtenue par l'action de la

maintenance.
* (h3) : le colit de remplacement par un équipement neuf aprés une panne

est une fonction positive constante ou croissante de l'état x de
panne :
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dR(x) >0
dx
R(x) croissant permet de prendre en compte les cas ou la panne

entraine des dommages a l'environnement (détérioration des
produits en cours de fabrication, de l'atelier, etfc...) qui sont des
fonctions croissantes de I'état de détérioration du systéme.
De plus, le cofit de remplacement par un équipement neuf apres
une panne est toujours supérieur ou égal au colit de maintenance
ou au coiit de fonctionnement :

R(x)21(u,y) Vu<ys<L<x

R(x)2c(y) Vy<L<x

e (h4) : les fonctions "travail & effectuer” w;(x) sont telles que :
0 < wq(x) < wy(x) <....< wp(x) Vx

.. . dw;(x .
et x-w;(x) est non-décroissante, i.e. %l <1 Vi,x
X

Ceci signifie qu'un état u; donné ne peut étre atteint aprés une
maintenance de type i qu'a partir d'un unique état x;. De plus, pour
toutes les valeurs de I'état supérieures a x; une maintenance de type
i raméne dans un état supérieur a uj.

1 faut noter que ces hypothéses ne sont pas trés restrictives et sont donc vérifiées
pour la plupart des systémes physiques.

Nous allons démontrer que la politique de maintenance optimale est une
politique de type "limite de contrdle” multiple si les conditions suivantes sont
satisfaites :

e (c1) : quand x augmente, le coit de fonctionnement s'accroit plus
rapidement que le colit de maintenance, i.e. :

dc(x)>ar(u,x)| vu
dx  ox

u<x
Cette condition montre qu'il devient de moins en moins

avantageux de conserver le systéme en l'état lorsque celui-ci se
détériore.

e (c2) : soit A; et Ay deux éléments de My tels que A1>A; . Quand x
augmente, le colit de maintenance pour atteindre Aj, r(A1,x), croit
au moins aussi rapidement que le coiit de maintenance pour
atteindre Aj, r(Aj,x).
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3%r(u,x)
doxou

u<x

20

Ceci refléte la possibilité de réaliser des économies d'échelle pour
certains équipements : dans ce cas, plus le systéme est détérioré
moins le colt de maintenance dépend de la "distance” x-u. (fig.
3.4a)

Entre autres, les fonctions r(u,x) linéaires en u ou en x vérifient

cette condition.

colit de
maintenance

r(AZIx)
r(Al ,X)

I

[

|

I

|

[ 1

| 1

L L >

Ay Aq état de

détérioration x
Figure 3.4a : Exemple de fonction colit de maintenance
vérifiant la condition ¢2
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Théoréme 3.4 : Sous les hypothéses h1, h2, h3 et h4, le colit moyen estimé sur un
horizon N, IN(x) est une fonction non-décroissante de 1'état initial x.

Démonstration :

Si pour un x donné il existe k types différents de maintenances, le probléme (3.14)
peut s'écrire :

[ { +oo 3
o(x)+(N-1) J.f(v,x)IN‘l(v)dv,
h(x)
1. | r(x=wq(x),x)+c(x =wy(x))+(N-1) wf(v,x—w (x))IN'l(v)dV, _
e 1 : h(x—\‘/"vl(x)) ' six<L
I (x) =5 .
r(x — Wy (x), %)+ c(x —w (X)) + (N -1) ff(v,x —w ()N (v)dv
\ h(x-wy (x))
| %(R(x) +NIN(0)) six>L
avec IN(0) =% c(0)+(N-1) J f(v,0)IN"(v)dv
h(0)

Pour N=1, étant donné la condition de bord IN(x)=0 pour N<0, on a donc:

c(x),
foom. Min r(x —wl(x),x)'+ o(x = wy(x)), Gy <L
r(x = wi (x),x) +c(x — wy (x))
R(x)+¢(0) six>L

c(x), r(u,v), R(x) et x-wji(x) étant non-décroissantes (hypothéses h1, h2, h3, h4),
chacune des lignes du Min ainsi que celle correspondant au cas ou x est supérieur
a L sont non décroissantes. I1(x) est donc aussi non décroissante.
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Pour N=2,on a:

o(x)+ ff(v,x)Il(v)dv, w
h(x)
i r(x = wy(x),x)+c(x wi(x))+ h(x_if((:r);x w(x))IH(v)dv, i<l
()= 2 :
r(x = wi (x),x)+c(x - wy (x))+ ff(v,x —wi (X)) IH(v)dv
h(x-w (X))
L —i—(R(x) +21%(0)) six>L

Il(x) étant non décroissante et positive (tous les cotuts étant positifs), le lemme 3.1
et I'hypothése h4 permettent d'établir que :

+o0 +o0
jf(v,x)Il(v)dv et Jf(v,x ~w;(x))I}(v)dv sont non-décroissantes.
h(x) h(x-w;(x))
12(x) est donc non-décroissante.
Par récursivité, on peut affirmer que 13(x),..., ™ (x) sont non-décroissantes.
(m|

Ceci nous permet d'établir le théoréme suivant :

Théoréme 3.5 : Sous les hypothéses h1, h2, h3, h4 et les conditions c1 et ¢2, quand
les niveaux de maintenance sont constants (i.e. x-wi(x)=A;=constante), la
politique optimale de maintenance avec m types différents de maintenances
possibles d*(x) est définie comme suit :
I1 existe une limite A" telle que:

six<A d*(x)=x

six>A il existe un i(x) € {1,2,...,m} tel que:

d*(x)=Aix)

et Vx1>x22 /‘l*, d*(x1)<d*(x2)
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Démonstration :

D'aprés le probléme (3.14), le colit moyen estimé IN(x) pour x<L s'écrit :

IN(x) = %g«gg r(d(x),x)+c(d(x))+ (N -1) f £(v,d(x)IN"(v)dv

h(d(x))
( +oo A
c(x)+(N-1) jf(v,x)IN"l(v)dv,
1 h(x)
=Min (A, x)+NIN(A)),
r(An,x)+NIN(AL)

ot IN(x) est le coiit moyen estimé sur N périodes sachant qu'a la premiére
période il n'y a pas de maintenance, i.e. :

INx) =l_iI— c(x)+(N-1) ‘(’.f(v,x)IN'l(v)dv
h(x

Etant donné la condition ¢1, quand x croit le coGt moyen associé a la
non-intervention (premier argument du Min) va augmenter plus rapidement
que celui associé a une décision de maintenance (2-iéme a m+1-iéme argument
du Min).
Il peut donc exister une limite A (A*SL) telle que :
si x$A la décision optimale est de ne pas intervenir (d*(x)=x)
six>A’ la décision optimale est d'effectuer une maintenance
Si cette limite n'existe pas, il n'est alors jamais optimal d'effectuer une
maintenance.

D'aprés I'hypothése h4, A;>Ar>..>An,.

De plus, d'aprés la condition ¢2, si une maintenance A; est optimale pour un x
donné, la différence du colit moyen estimé associé a cette maintenance et des
coiits moyens associés aux maintenance A; avec j>i diminue quand x croit.

En effet, IN(x) - et donc IN(x) - étant croissant en x (cf théoréme 3.4), on a pour
>i: iN(Ai)ZiN(Ai) car A;> A;

Par contre, d'apres I'hypothése h2, r(Ai,x)s r(Ai,x).
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TN(Ai) et TN(Aj) étant des constantes par rapport a x, en utilisant la condition ¢2,
on obtient :
éi—;[r(Ai,x)+NIN E —[ r(Aj,x)+ NIV(4, )]

Donc, si pour un x donné, le coiit d'une maintenance en A;, i.e.
r(A;,x)+NIN(A;), est le coit minimal, il peut exister une valeur z>x telle que le
coit d'une maintenance en Aj (j>1), i.e. r(Aj,z)+NiN(Aj), devienne le plus
faible des cofits en z.
Finalement, s'il existe un A.* tel qu'une maintenance A; est optimale, il peut
donc y avoir une limite £ telle que :

si A <x<&  d*(x)=Aj

si x> 5* d*(x)=A; avec j>i
Plus généralement, quels que soient x;>x22 2.*, on aura : d*(x1)<d*(xz).
La politique optimale de maintenance est donc du type “limites de contrdle

multiples”.
=

Corollaire 3.6 : Sous les hypothéses h1, h2, h3, h4 et la condition c1, si :
les niveaux de maintenance sont constants (i.e. x-wij(x)=A;=constante) et

0%r(u, x)

oxdu
u<x

maintenances possibles d*(x) est alors définie comme suit :

<0, la politique optimale de maintenance avec m types différents de

I1 existe une limite 1~ telle que:

six<A d*(x)=x
six>A d*(x)=4; ie{1,2,...,.m}
Démonstration

Comme pour le théoréme 3.5, il peut exister une limite A (A*SL) telle que :
si x<A la décision optimale est de ne pas intervenir (d*(x)=x)

*
si x=A la décision optimale est d'effectuer une maintenance

Comme précédemment, I'hypothése h2 et le théoréme 3.4 permettent d'écrire :
r(Ai,x)Sr(Ai,x) et iN(Al)Z iN(A))
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azr(u,x)

<0,ona:
X ou

u<x

Cependant, étant donné la condition

—i—([r(Ai,x)+NiN ()] < %[r(Ai,x)+NiN (a)]
Donc, si pour un x donné le coit d'une maintenance en A;, i.e.
r(A;,x)+NIN(A,), est le colit minimal, ce type de maintenance reste optimal
quel que soit z>x.
S'il existe l*=Min{x/d*(x)¢x} et si d*(l*)=Ai, la politique optimale est alors
définie comme suit :

six<A d*(x)=x

six=A d*(x)=A; avec j>i
La politique ainsi définie est donc une politique de type "limite de contrdle” (cf
fig. 3.3.4b).
o

3.4.4 Exemple numérique

Cet exemple, qui est une extension de celui présenté au §3.3.4, permet d'illustrer
le théoréme 3.5.

Le systéme considéré a une limite de panne L égale a 15. Il existe deux possibilités
de maintenance préventive : un remplacement par un systeme neuf (I'état est
ramené 3 0) ou bien une maintenance en 5.

Le processus de détérioration graduelle auquel ce systéme est soumis suit une loi
exponentielle négative f(u,x) de parametre pu=1:

pe HEX) gy s x

f(u,x) = {0

) avec u=1
sinon

Le systdme tombe en panne lorsque son état devient supérieur a la limite de
panne L=10. Il existe deux types de maintenances : une maintenance en 0
(remplacement préventif) et une maintenance en A.

Les colits sont définis de la maniére suivante :
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s coiit de fonctionnement :

six<7.5
c(x) =
sinon

> | ¢ oo x

* coiit de maintenance préventive :

maintenance en 0 : r(0,x)=1.5

maintenance en A : r(A,x)= %+ 0.5

* colit de maintenance corrective :
R(x)=5
N
Le colit moyen estimé optimal a long terme de la politique maintenance I*, la

.
limite de maintenance en 0, notée A , et la limite de maintenance en A, notée

5*, sont donnés dans le tableau 3.3.4a.

A=0.8 A=1.0 A=12 A=14 A=16
A / 9.99 7.6 5.15 3.95
£ 2.89 3.11 333 3.6 /
I* 0.41 0.44 0.47 0.50 0.50

Tableau 3.3.4a : Evolution des limites et du codt de maintenance
en fonction du niveau de maintenance A

On constate donc que, quand le niveau de maintenance A se rapproche de 0, le
cofit de la maintenance en A étant beaucoup plus faible que celui du
remplacement préventif, il devient de moins en moins intéressant d'effectuer
une maintenance en 0. La limite A" tend alors vers L et le codt moyen diminue.
Inversement, lorsque A prend des valeurs élevées, le faible colt de la
maintenance en A ne compense plus le coGt moyen élevé de la maintenance a
partir de ce point ; ceci est d1 & une plus grande probabilité de panne. La limite 1,‘*
augmente alors jusqu'a ce que la maintenance en A ne présente plus d'intérét
par rapport au remplacement préventif. Ceci engendre une augmentation du
coiit moyen de maintenance.

La figure 3.4.4b donne un exemple d'évolution de I'état de détérioration du

* *
systéme dans le cas ou les limites de maintenance A et £ sont définies.
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o
—_

ted
~

>-—-————
%
Y

i i+1i+2
maintenance Panne maintenance
en A en(

Figure 3.4.4b : Exemple d'évolution de I'état de détérioration du systéme avec
politique optimale de maintenance

3.4.5 Remarques
* Les conditions c1 et ¢2 sont des conditions suffisantes mais pas nécessaires.

* Les propriétés de la politique optimale mises en évidence au §3.4.3 dépendent
uniquement de la structure des différents colits de fonctionnement et de
maintenance préventive (conditions c1 et ¢2).

Il est donc possible de caractériser la politique optimale de maintenance sans
avoir une connaissance précise du processus de détérioration f(u,x). Ceci est
particuliérement intéressant car l'obtention de l'expression de f(u,x) demande
une grande quantité de données (cf Chapitre 1) et il est donc souvent nécessaire
de réaliser des approximations.

Par contre, le fait de ne pas prendre en compte les caractéristiques du processus
de détérioration f(u,x) entraine une perte de précision quand aux propriétés de la
maintenance optimale. Par exemple, grace a la connaissance de f(u,x), il pourrait
étre possible, dans certains cas, de rendre les conditions c1 et c2 moins
contraignantes tout en gardant la propriété de limite de contrdle.

e Un certain nombre de travaux (voir par exemple ZUCKERMAN [43])
considérent que la panne intervient selon une probabilité 1-p(x) ou p(x) est la
fonction de survie du systéme. Cette fonction décroissante en x représente la
probabilité que le systéme soit en état de fonctionner en x.
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L'hypothése que nous avons faite de l'existence d'une limite L telle que le
systdme est en panne quand x devient supérieur & L est équivalente, quand le
coiit de panne R est constant, & définir une fonction de survie suivante :

p(x) = Jf(u,x)du
L

D'apres les hypotheses faites sur f(u,x), p(x) est également croissante en x.

e Le temps de maintenance ou de réparation était considéré jusqu'a présent
comme négligeable par rapport & la période d'observation (prise égale a l'unité).
Dans le cas oll une maintenance préventive nécessite tn-1 unités de temps et une
réparation t,-1 unités de temps (avec tm et t; entiers positifs), le probléme général
de maintenance (3.13) peut alors étre reformulé de la maniére suivante :

c(x)+(N- l)J‘g(v, d(x))IN_1 (v)dv,

%Min sid(x)=1
IN(x) = Ull\;Irivtrl(r(u,xHc(u)+(N—1)J‘Dva,u)IN'tm (v)dv ) (3.15)
(
L R(x)+¢c(0)+(N - 1)-..f(v,0)IN'tr (v)dv) si 6(x)=0
N \ Dy

avec comme condition de bord IN(x) =0 pour N<0.
Les propiétés de la politique optimale restent valables.

3.5 MODELE GENERAL DE MAINTENANCE : SYSTEME A DEUX
UNITES

3.5.1 Présentation du modéle général

Le modgle présenté au §3.4.2 peut étre étendu au cas ot le systéme est constitué
de deux unités stochastiquement indépendantes mais économiquement
dépendantes.

L'état de détérioration de la premiére (respectivement seconde) unité est donné
par une variable aléatoire X (resp. Y) dont l'observation est notée x (resp. y). X et
Y suivent des lois de probabilités indépendantes. Le systéme tombe en panne si
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l'état de la premiére unité devient supérieur & une limite Ly ou si celui de la

seconde dépasse une limite Ly.
On utilise les notations suivantes :

e dy, dy : politique de maintenance pour I'unité 1, pour l'unité 2.

® ry, Iy, T : colt de maintenance préventive de ['unité 1, de l'unité 2, du
systéeme.

* Ry, Ry, R : coiit de remplacement aprés panne de l'unité 1, de l'unité 2,

du systéme.

Le colit moyen estimé sur un horizon de longueur N est alors donné par le

probléme de programmation dynamique suivant :

B ()
S o E O (E9) | ot
O 1) R ) b
B/ () R
B A (416 )

et la condition de bord TN ((;)]=0 pour N=<0.
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La politique optimale de maintenance peut donc étre décomposée en 9 domaines
différents en fonction du type d'intervention qui y est effectué :

» Domaine 1 : pas d'intervention sur le systéme.

¢ Domaine 2a : maintenance sur l'unité 1, pas d'intervention sur l'unité 2.
» Domaine 2b : pas d'intervention sur l'unité 1, maintenance sur l'unité 2.
e Domaine 3 : maintenance conjointe de l'unité 1 et de l'unité 2.

e Domaine 4a : réparation de l'unité 1 (x>Lx), pas d'intervention sur
l'unité 2.

* Domaine 5a : réparation de l'unité 1 (x>Ly), maintenance de 1'unité 2.

e Domaine 4b : pas d'intervention sur l'unité 1, réparation de
I'unité 2 (y>Ly).

e Domaine 5b : maintenance de l'unité 1, réparation de I'unité 2 (y>Ly).

e Domaine 6 : réparation conjointe de I'unité 1 (x>Lx) et de l'unité 2 (y>Ly).
Le coiit engendré par les états des domaines 1 & 3 est donné par la premiére ligne
du membre de droite de l'équation (3.16) ; celui des domaines 4a et 5a

(respectivement 4b et 5b) par la seconde (resp. troisiéme) ligne ; celui du domaine
6 par la derniére ligne.

3.5.2 Propriétés de la politique optimale dans le cas du
remplacement préventif

Si on se limite a une politique de maintenance pour un systéme ou seul le
remplacement préventif est possible, le probleme (3.16) s'écrit :
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’ = X

NN (( D
y

O
rx+NIN( }
1 Y)

<
Iy NTN (X\] y_Ly
\0,

ST o L
O D B [es
et 0} e G525

e
SROEIUEINA BRI EI

et la condition de bord IN [(y))=0 pour N<0.

z|.-

Note : Dans ce qui suit on suppose que le systéme vérifie les hypothéses et
conditions données pour le probléme a une dimension au §3.4.3 étendues au cas
a deux dimensions en changeant les dérivées en dérivées partielles (par exemple,

dc(x,y) dc(x,y)
o 3

I'hypothése h1 devient : 20et

u) (x Y X u
la fonction f(( ),( )) est telle que f j [( )( Dt(( )]dvdu est non-
Y hoohty) WY/ NS

décroissante en x et y si t est non-décroissante en x et y. Ceci est notamment vrai

dans le cas ot on a f((u) (x)) = f((u_x)) et h(x)=x, h(y)= IN((X)J est alors
vi\y))” \v-y o

non-décroissante.

20 Vx,y). De plus, on suppose que

Dans le cas ou les cofits de maintenance ou de remplacement conjoints des
unités sont égaux a la somme des colits de maintenance ou de remplacement de
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X
chaque unité, i.e. T=Ix+Iy OU R((y))= R, (x)+Rx(y), le systéme se comporte

comme si les deux unités étaient économiquement indépendantes. La politique
optimale est alors de type "imite de contrdle” (cf théoréme 3.5).

Dans le cas out l'intervention conjointe sur deux unités est moins coliteuse que
deux interventions effectuces indépendamment, il peut atre intéressant de
retarder ou d'avancer une maintenance Sur une unité pour la combiner avec
une intervention sur la seconde unité.

La politique optimale est alors caractérisée par les propriétés suivantes :

Propriété 3.7 : La politique optimale de maintenance lorsqu'une des deux unités
doit étre remplacée, i.e. quand x>Ly ou y>Ly, est de type "imite de controle" :

il existe une limite A, (respectivement Ay) telle que, quel que soit x>Ax (resp.
y>A4y), il est optimal d'effectuer conjointement avec la réparation de I'unité 2

(resp. l'unité 1) une maintenance sur l'unité 1 (resp. I'unité 2).

Démonstration :

Pour les domaines 4 a 6, i.e. pour x>Ly ou y>Ly, le probleme de minimisatior
(3.16) & résoudre n'est fonction que d'une seule variable. Par exemple, pour les
domaines 4a et 4b (x>Lx et y<Ly), I'optimisation se fait avec X fixé 2 0. Il n'y a dor«
plus de couplage entre I'état de détérioration de l'unité 1 et celui de l'unité 2. Cec
revient donc a résoudre le probleme 3 une dimension, dont on sait que l:
solution est de type "limite de contrdle” (cf théoreme 3.5).

a

Le résultat précédent donne une caractérisation des domaines 4a, 4b, 53, Sbet6. L
propriété suivante permet de caractériser le domaine 3.

Propriété 3.8 : Le domaine de maintenance combinée des unités 1 et 2 (domain
3) est connexe. De plus, si (x1, y1) est un point de ce domaine alors tout point (x
y2) tel que x1<x2<Ly et y1<y2<Ly appartient également au domaine 3.

Démonstration

Soit (x1, y1) un point appartenant au domaine 3. On peut écrire :
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S0 () REEYNR (811 (6
Ao T T AL (o

s ()RS 1;f;hii)f(\:}(‘;))l“([:ﬁm

s (63X NIVE (5145 (65

X
D'aprés l'hypothéses hl étendue au cas a 2 dimensions, C((YD est non-

Xl
0

=n( (X
décroissante en x et en y. De plus, IN[( est une fonction non-décroissante en x
y

et y. La premiére ligne de I'inégalité précédente étant constante, cette inégalité est
donc également vérifiée pour tout xz, y2 tels que xj<x2<Ly et y1<y2<Ly. Le point
(x1, X2) appartient donc au domaine 3 qui est alors nécessairement connexe.

O

Propriété 3.9 : La frontidre entre le domaine 3 et le domaines 2a est donnée par

I'équation y=constante.
Démonstration :
Un point (x1, y1) appartient au domaine 3 si le coit moyen estimé de la politique

sachant que l'on effectue immédiatement une maintenance des deux unités est
le plus faible. On a donc entre autre :

r+ NTN((O“ <1+ NTN[(O D
0)) Y1

Par contre, pour un point point (xz, y2) appartenant au domaine 2a, on a:

[0 -N((O
r+NIN(( >rX+NIN(( D
0)) y2

- 0 - X
Or r+NIN(( OD étant constant et IN(()’D étant une fonction non-décroissante

en x et y, il existe au plus une valeur a de y telle que l'on ait :
N[0 =n( (O
r+NIN[( J]:rx +NIN(( D
0 y
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La frontiére entre le domaine 2a et le domaine 3 est donc indépendante de x et a
alors pour équation y=a.
O

Propriété 3.10 : La frontiére entre le domaine 3 et le domaines 2b est donnée par

I'équation x=constante.
Démonstration :

Cas symétrique de la propriété 3.9.
O

Il n'est malheureusement pas possible de caractériser les domaines 1, 2a et 2b
dans le cas général du remplacement préventif. La figure 3.5.2a donne une idée
de leur forme dans le cas d'un systéme constitué de deux unités identiques
subissant un processus de détérioration exponentiel négatif de parameétre égal
a 1. Les caractéristiques de ce systémes sont les suivantes :

X
Ly=Ly=1 Iy=ry=2 r=3 Ry=Ry=5 R=9.5 c(( D=O
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Figure 3.5.2a : Politique optimale de maintenance pour un systeme

A deux unités : forme des domaines de maintenance

3.5.3 Exemple numérique

Au §2.3.3.4, un exemple numérique d'optimisation d'une politique de
maintenance paramétrique a été donné. Le systéme considéré était constitué de
deux unités en série subissant un processus stochastique de détérioration suivant
une loi exponentielle négative. Ses caractéristiques étaient les suivantes :

Uy=1 Hy=1 L,=5 L,=7

M1=20.5 M=21 N=120.5 R1=120 R=220
Le coit optimal de la politique paramétrique dans le cas du remplacement
complet systématique était alors égal a 9.45 avec pour limites de maintenance

Ax=2.5 et A,=4.13.

-93.-



Chapitre 3 - Modéle général

Le modele général de maintenance pour systéme a deux unités permet d'obtenir
la politique optimale pour ce systéme (figure 3.5.2b). Le coit de cette politique est
de 8.87 soit 6% de moins que celui obtenu avec celle proposée au Chapitre 2.

Figure 3.5.2b : Politique optimale de maintenance (exemple du §2.3.3.4)

Si on se limite au cas du remplacement complet systématique, le gain de la
politique optimale (présentée par la figure 3.5.2c) par rapport a celle proposée au
chapitre 2 n'est que de 5% (8.93 au lieu de 9.45). La forme de la politique optimale
est en effet trés proche d'une politique de type limites de contrdle.
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Domaines

Figure 3.5.2c : Politique optimale de maintenance dans le cas du

remplacement complet systématique (exemple du §2.3.3.4)

Enfin, pour un exemple plus général tel que celui représenté sur la figure 3.5.2a
(processus de détérioration exponentiel négatif avec p,=u,=1, L,=L,=10, M1=4,
M=6, N=14, R1=10, R=18), le colit de la politique optimale est de 20% inférieur a
celui d'une politique paramétrique avec deux limites de maintenance (valeur
optimale de ces limites : Ax=A,=7.49, pour un codt minimal de la politique
paramétrique de 1.033).
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3.6 CONCLUSION

Un modgle général de maintenance pour systéme & une unité a été présenté dans
ce chapitre. Ce modele basé sur la méthode de la programmation dynamique
permet d'optimiser le coGt moyen estimé a long terme de la politique de
maintenance dans le cas ot plusieurs types d'intervention sont possibles sur le
systéme. Il a été démontré que, sous certaines conditions sur les cofits, la
politique optimale est de type limites de contrdle multiples. Ce modéle peut étre
étendu au cas ou le systdme est composé de deux unités. Il est alors également
possible de donner des propriétés de la politique optimale.

Nous allons maintenant appliquer le modéle général de maintenance a un

exemple concret de processus de détérioration.
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4.1 INTRODUCTION

La mise en ceuvre d'une politique de maintenance prédictive nécessite d'évaluer
son cofit et de connaitre précisément quelles actions de maintenance doivent étre
effectuées en fonction de I'état du systeme.

La premilre partie de ce chapitre est consacrée aux différentes méthodes qui
permettent de déterminer la politique optimale.

Une application de la maintenance prédictive au développement de fissures sur
les ailes d'avion est ensuite étudiée.

4.2 METHODES DE CALCUL DE LA POLITIQUE OPTIMALE

Deux approches différentes sont utilisables pour déterminer la politique optimale
de maintenance. La premiére s'inspire directement de la formulation du modéle
général de maintenance pour déterminer la forme et le colit moyen de la
politique. La seconde, quant a elle, utilise les propriétés précédemment établies
pour calculer directement le colit moyen.

4.2.1 Programmation dynamique

On peut directement essayer de résoudre le probléme de programmation
dynamique tel que celui donné par I'équation (3.14) pour le cas & une dimension.
Dans ce cas, le résultat, i.e. le coGt moyen de maintenance IN(x), ne peut étre
connu pour un N donné qu'en un nombre discret de points.
Or, la résolution du probléme de programmation dynamique nécessite le calcul
de l'intégrale suivante :

+o0

Sn(x) = J‘f(v,x)IN_l(v)dv

h(x)
IN'l(v) n'étant connu que de maniére discréte, il n'est donc possible de calculer
qu'une approximation de Sy(x), en utilisant une méthode d'intégration

numérique :

Sn(x) = Tf(v,x)iN"l(v)dv
h(x)
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ot IN"}(v) est une fonction qui approxime IN-1(v). Etant donné la non-linéarité
de IN"1(v), tout du moins pour les N faibles, il est trés difficile de trouver une
bonne approximation N w).
Deux cas défavorables peuvent alors se présenter :
e si l'on a tendance A sous-estimer l'intégrale (§N(x)< Sn(x)) : le coit
moyen diverge.
e si I'on a tendance a sur-estimer l'intégrale (éN(x)>SN(x)) : le coit

moyen converge vers 0.

Cette méthode n'est donc pas utilisable dans la pratique pour calculer le cott
moyen optimal ou la forme de la politique optimale.
Le probléme provenant du fait que le colit n'est connu que de maniere discréte,
une solution consiste a discrétiser également la densité de transition f(v,x).
L'intégrale Sy(x) est alors transformée en :
M
Sn(x) =Y ps TN ()
j=1
ot la valeur du coiit moyen est connue aux points x;, i=1, ..., M, et pj; est la
probabilité de transition en un instant de x; a xj. pj s'obtient en intégrant la
densité de transition f(v,x). Bien entendu, on doit avoir :
M
2.pji =1
j=1
Si le nombre M de points est suffisamment grand, on obtient une bonne
approximation du colt moyen optimal. En effet, on a :

SN (X)—g==>Sn(X) et donc 'i'N(x)—T_;”—)IN (x).

Cependant la complexité est alors O(N.M?2) pour les problémes a une unité et
O(N.M4) pour ceux a deux unités. Ceci entraine des temps de calcul qui peuvent
devenir trés importants. De plus, l'obtention des pj; peut entrainer, dans le cas ou
f(u,x) n'est pas intégrable analytiquement, une augmentation notoire de la
complexité.

Les exemples numériques ont montré qu'en utilisant la programmation
dynamique "discréte”, la forme de la politique converge beaucoup plus
rapidement que la valeur du colt moyen. En effet, le coiit est une valeur réelle,
tandis que la politique ne peut prendre qu'un nombre limité de valeurs (e.g. : pas
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d'intervention, maintenance de l'unité 1, etc...). Cette vitesse de convergence est
bien entendu fonction du nombre M de points de discrétisation.

Il faut noter que les caractéristiques de la politique optimale obtenues & partir de
la formulation du probléme de programmation dynamique en "continu” restent
valables lorsqu'on discrétise le probléme. Par contre, la réciproque est en regle
générale fausse.

4.2.2 Simulation

Dans le cas de systdmes 4 une unité, il a été démontré (cf. §3.4) que, sous certaines
conditions, la politique optimale est de type limite de contrdle. Il suffit alors de
déterminer la valeur des différentes limites de maintenance pour connaitre cette
politique. Par exemple, quand il existe deux possibilités de maintenance, en 0 ou
A4, il faut déterminer la limite de maintenance A* correspondant au
remplacement préventif et & * correspondant & la maintenance en Aj.

Ceci peut-étre fait en répétant les deux étapes suivantes :

(i) Simulation de l'évolution du systéme avec des limites de
maintenance données ; calcul du coiat moyen.

(ii) Modification des limites de maintenance dans le but d'améliorer
le cofit.

Les systémes considérés étant a temps discret, la premiére étape est une simple
simulation de type Monte-Carlo.

La modification des bornes, quant a elle, peut se faire en utilisant une méthode
du gradient ou bien l'analyse des perturbations. Si le coit moyen est convexe par
rapport aux limites de maintenance (ou plus généralement s'il n'existe qu'un
seul point tel que la dérivée du coGt par rapport aux limites est nulle), ces
techniques permettent alors d'atteindre le colt optimal. Quand cette condition
n'est pas vérifiée, on atteint un minimum local du codt. On peut essayer
d'améliorer le résultat en utilisant un algorithme de type recuit simulé.

Cette technique est trés facile & mettre en ceuvre et permet de déterminer avec

précision la politique de maintenance. Cependant, dans le cas de processus de
détérioration lents, le nombre de simulations a réaliser devient trés important et
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ralentit donc l'obtention de la solution. De plus, cette technique n'est pas
utilisable pour les systmes constitués de plus d'une unité : il faut alors
déterminer non pas des valeurs de limites de maintenance mais les équations
des frontiéres entre les différents domaines de maintenance.

4.3 APPLICATION : DEVELOPPEMENT DE FISSURES

L'inspection et la maintenance des structures d'avion est une activité essentielle
au maintien de la sécurité des vols.

En effet les éléments de la structure des appareils, et particuliérement leurs ailes,
sont soumis 2 de fortes contraintes mécaniques qui entrainent le développement
de fissures autour des attaches (par exemples rivets) qui les fixent a leur support.
1l est donc nécessaire de déterminer une politique de maintenance optimale qui
permette de minimiser les risques - et donc le cout - encourus.

4.3.1 Modéle stochastique de développement de fissures

Les tests expérimentaux, de méme que les mesures effectuées au cours
d'inspections, montrent que le développement de fissures est extrémement
variable statistiquement. Cette variabilité de I'évolution de la taille des fissures
dans le temps est due a plusieurs parametres :

* type de matériaux,

e type et amplitude de la fatigue subie,

¢ conditions expérimentales,

* etc...
Etant donné la complexité du probléme, il est difficile de donner une description
détaillée du processus physique qui entraine le développement de ces fissures. De
plus, le modele doit prendre en compte la grande variabilité du phénoméne.

Plusieurs études ont donc été réalisées afin de modéliser 1'évolution de la taille
des fissures sous la forme d'un processus stochastique. Parmi celles-ci, les
recherches de J.N. YANG, S.D. MANNING, W.H. HSI et J.L. RUDD présentées
dans PROVAN [33] (Chapitre 4, "Stochastic crack growth models for application
to aircraft structures") semblent donner une bonne corrélation entre le modéle
proposé et la réalité.
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Le probléme considéré est celui des fissures qui se propagent a partir des fixations
d'éléments en aluminium 7075-T7651 d'ailes d'avions de chasse.
Si on appelle ap la taille de la fissure a la n-iéme inspection, l'accroissement entre
la n-iéme et la (n+1)-iéme inspection, noté Aa,, est fonction de la fatigue subie et
de la taille a,. Cet accroissement est donné par :

Aa, = Qanb 4.1)
ol Q et b sont des constantes dépendant des caractéristiques du matériau et des
contraintes subies.
L'équation (4.1) est une équation déterministe. Afin de prendre en compte la
variabilité du phénomeéne, un processus stochastique positif, noté X, est
introduit. On obtient alors :

Aa, = X,Qa,° (4.2)
T n n

SALIVAR et al. [36] ont montré que le processus stochastique le plus approprié
est un processus lognormal de moyenne 1.

Si on prend son logarithme, 'équation (4.2) s'écrit :

Y, =bU,+q+2Z,
avec : Y, =Ln(Aa,) Up=Ln(a) g=Ln(Q) Z, =Ln(X,)

X, étant une variable aléatoire lognormale, Z, est donc une variable aléatoire
gaussienne et Yp est également gaussienne. La moyenne de Yy, notée u,, et son

écart-type, noté oy, sont donnés par les équations suivantes :
Hy = bU,+q
Oy = 0y, o, étant l'écart-type de Z,.

L'accroissement de la taille de la fissure Aa, est donc une variable aléatoire,

notée Q,, qui suit une loi lognormale dont la moyenne E[Q,] et la variance V[Q,]
sont reliés a u, et oy par (SAPORTA [35]):
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La densité de probabilité d'atteindre une longueur de fissure ap+Aap, sachant

qu'elle était égale a a, lors de I'inspection précédente est alors :

_l[ Ln(Aap)-La, ]2
1L__ A o 4.3)

f(a, +Aa,,a,) = ————
(3 + Ay ) = e

Ce modeéle présente les avantages suivants (PROVAN [33]) :
* trés bonne corrélation avec les données expérimentales,
e flexibilité d'utilisation (il peut étre utilisé pour d'autres types de fissures).

La figure 4.3.1a donne la représentation de 50 simulations de l'évolution de la

taille d'une fissure.

1000 5000 10000 15000

Figure 4.3.1a : Evolution de la taille des fissures en fonction
du nombre d'heures de vol
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4.3.2 Politique optimale

Des expériences sur la résistance des matériaux permettent de déterminer un
seuil L au dessus duquel l'intégrité structurelle de I'appareil n'est plus garantie.
On suppose que L est tel que la probabilité que l'avion perde son aile en vol
avant la prochaine inspection peut-étre considérée comme nulle.

Si la fissure sur 1'élément supervisé dépasse ce seuil, il est nécessaire de le
remplacer immédiatement & un colit R. R peut notamment prendre en compte,
en plus du colit de remplacement, une estimation du colt associé au risque
encouru par le dépassement de L.

Il est également possible de réaliser une maintenance préventive de I'élément a
un cofit r égal au prix de la piéce et de son changement. Ce cott est fixé a r=100.
De plus, chaque inspection entraine un coiit proportionnel 4 la taille de la fissure
et égal a c(an)=an/100+0.001.

Le but de cette étude est de déterminer pour quelles valeurs de la taille de la
fissure cette maintenance préventive est souhaitable.

Afin de simplifier les notations, on suppose que la variable aléatoire Qn qui
représente l'accroissement de la taille de la fissure entre deux inspections, suit
une loi lognormale dont la moyenne et I'écart-type sont donnés par :

E[Q,]=Cja, " +C;
V[Q,]=Cqa," +Cq

ou Cy, C, C3, C4, Cs sont des constantes qui dépendent des caractéristiques du
matériaux et des contraintes subies. Elles ont pour valeur :

C;=1.0 C,=1.8 C3=5-10"

Ce=10"  C5=3.6 Ce=0.0
Pour L=1.778 mm, le temps moyen pour atteindre la limite L est alors de I'ordre
de 10000 heures.

Si on souhaite déterminer la politique optimale en utilisant la programmation
dynamique, il est nécessaire de discrétiser la densité de transition (4.3). 11 faut
donc calculer les pj; définis par (quand le pas de discrétisation est égal a I'unité) :
Wl J(M)z
2o dvdu

Py = J: JJ. O'u-\/27t(v--u)e
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Cette intégrale n'étant pas calculable analytiquement, il est nécessaire de réaliser
une intégration numérique. Si M est le nombre de points de discrétisation, le
processus de détérioration étant un processus de vieillissement, il faut donc
réaliser M(M+1)/2 intégrations. Dans le cas qui nous intéresse, le processus est
trés lent, et il est donc nécessaire afin de garder une bonne précision de prendre
un M trés élevé. Ceci induit une vitesse trés lente de convergence de la forme de
la politique ou du coit.

L'utilisation de la méthode de simulation décrite au §4.2.2 parait donc plus
avantageuse. Du fait de la lenteur du processus et de sa trés grande variance, le
nombre d'itérations par simulation, i.e. le nombre d'heures simulées, doit
cependant &tre trés important. I faut noter que méme un nombre aussi
important d'heures simulées ne garantie pas que la méthode du gradient puisse
aboutir au minimum global (cf. figure 4.3.2a).

cout moyen

0.025

M R}

0.015

Figure 4.3.2a : Exemple d'évolution du coit moyen
(50 millions d'heures simulées, R/r=500)
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Les résultats présentés ci-dessous ont été obtenus avec 20 millions d'heures
simulées, ce qui représente un nombre moyen de 2000 développements
différents de fissures jusqu'a une longueur supérieuread L. L'algorithme du
gradient utilisé nécessitant en moyenne une douzaine de simulations pour
atteindre un minimum, le temps de calcul nécessaire a la détermination de la
politique optimale de maintenance est de plus de sept heures sur une station de
travail SUN SPARC 20. Malgré cela, la précision des résultats n'est pas suffisante
pour éviter les minima locaux.

Les figure 4.3.2b et 4.3.2c donnent l'évolution du coGt moyen optimal I* et de la
limite optimale de maintenance A* en fonction du ratio coGt de remplacement
sur co(it de maintenance préventive.

I*

0.0132

v
[ ]

0.0132
0.0128 |
0.0126 |
0.01245

0.0122 f

0.0118

Figure 4.3.2b : Evolution du coiit moyen optimal I* en fonction de R/r
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On constate que le coit moyen de méme que la limite de maintenance ont
tendance A se stabiliser quand R/r devient grand.

Ceci est dii au fait que, le processus considéré étant trés lent, la probabilité pour la
fissure la dépasser la limite L est trés faible. L'augmentation du colt de
remplacement R n'est donc appliquée qu'a cette faible probabilité et n'entraine
donc qu'une trés petite modification du colit moyen. En effet, alors que R est
multiplié par un facteur 6, I* n'est multiplié que par 1.09.

Les limites optimales de maintenance trouvées sont cependant & un niveau treés
faible par rapport a la limite L : elles évoluent entre 60 et 35% de L. Ceci
s'explique par la trés grande variance du processus d'augmentation de la taille de
la fissure. Afin d'éviter le plus possible les dépassements précoces, la limite de

maintenance doit donc étre placée trés bas.

10 12

Figure 4.3.2c : Evolution de la limite optimale de maintenance 1*
en fonction de R/r
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4.3.3 Comparaison

Etant donné la complexité de la densité de probabilité (4.3) d'accroissement de la
taille des fissures, il n'est pas possible de trouver I'expression analytique de la
distribution du moment de dépassement de la limite L. Or cette expression est
nécessaire a la détermination d'une politique de maintenance préventive
"classique”. De plus, le fait qu'un coiit c(as) proportionnel & la taille de la fissure
est percu a chaque période, rend tout développement analytique impossible.

Il faut donc recourir a la simulation afin de déterminer aussi bien le cotit moyen
de la maintenance préventive "classique” que celui de la maintenance corrective.
Pour un coiit de remplacement R égal a 500 (i.e. R/r=5), on obtient alors les
résultats suivants avec des simulations de 2 millions d'heures de vol :

e maintenance corrective : 1=0.032
e maintenance préventive :  I*=0.019 T*= 6725 heures
e maintenance prédictive : I* = 0.012 A*= 0.81 mm

On constate donc que la maintenance prédictive est beaucoup plus avantageuse
que la maintenance préventive "classique" (réduction de 36%).

Remarque : Nous avons fait I'hypothése que le développement de la fissure est
supervisé d'heure en heure. Ceci n'est en régle générale pas réalisable dans la
pratique. En effet, les révisions approfondies ont lieux uniquement toutes les T
heures de vol (généralement T=1000), et c'est a ces occasions qu'il est possible
d'analyser la surface des ailes avec un appareillage capable de détecter et de
mesurer les fissures (par exemple un appareil a ultrasons). Etant donné qu'on ne
connait pas la loi de probabilité suivie par une somme de lois normales non-
indépendantes, il n'est pas possible de calculer la densité d'accroissement de la
fissure entre deux inspections espacées de T heures. Il n'est donc alors pas
possible de déterminer la politique de maintenance optimale. Cependant, il
pourrait étre avantageux de combiner les informations données par les
maintenances préventive et prédictive. En effet, a t=6000 heures (i.e. & la révision
approfondie la plus proche de T* tout en étant inférieure & T*), la taille de la
fissure est mesurée. Si elle est nettement inférieurea A*, il n'est pas nécessaire
d'effectuer immédiatement un remplacement. On peut alors évaluer dans
combien de révisions il sera nécessaire d'effectuer ce remplacement en utilisant
par exemple le modele simplifié d'accroissement a variable lognormale proposé
par PROVAN [33].
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4.3 CONCLUSION

L'exemple d'application développé dans ce chapitre montre les difficultés a
calculer la politique optimale qui peuvent exister pour certains types de systeme.
En effet, lorsque le processus de détérioration est trés lent, la programmation
dynamique de méme que les méthodes de simulation nécessitent des temps de
calculs trés importants. Il faut remarquer que ceci pose un probléme non pas au
niveau méme de la maintenance - la politique de maintenance n'est pas a
calculer en temps réel -, mais plutdt au niveau de l'occupation des ressources de
calcul.

Cependant, l'économie réalisée par la mise en place d'une politique de
maintenance optimale justifie cette démarche.
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CONCLUSION

Le travail présenté dans cette thdse concerne la maintenance prédictive de
systémes constitués de une ou deux unités subissant un processus stochastique de
détérioration. L'état de ces systémes est connu de maniére discréte dans le temps
et peut prendre une infinité de valeurs.

Nous nous sommes tout d'abord intéressés a l'optimisation de politiques de
maintenance paramétriques. Il s'agit de déterminer la valeur du ou des
parameétres de la politique qui permettent de minimiser le coit moyen de
maintenance. Dans deux cas particuliers, pour des systémes & une et deux unités
subissant un processus de détérioration exponentiel négatif, il a été possible
d'aboutir 2 une expression analytique du colt moyen. La comparaison du coit
optimal de la maintenance paramétrique et de ceux des maintenances corrective
et préventive "classique” montre l'intérét de la technique proposée. Cependant,
cette approche ne permet pas dans le cas général d'aboutir & une expression
analytique du cott. De plus, rien ne garantit que la politique paramétrique ainsi
pré-définie soit la meilleure parmi toutes les politiques possibles.

Nous avons alors proposé un modéle général de maintenance. Ce modele,
beaucoup plus complet que ceux existants dans la littérature, est basé sur
l'utilisation de la programmation dynamique. Il permet de déterminer la
politique optimale de maintenance pour des systemes constitués de une ou deux
unités et pour lesquels plusieurs seuils de maintenance peuvent exister. Sous
certaines conditions, il a été démontré que la politique optimale est d'effectuer
une maintenance uniquement quand l'état de détérioration du systéme excede
une limite donnée. Cette propriété permet alors de calculer facilement le codt

moyen optimal de maintenance.
Plusieurs axes de recherche peuvent &tre développés a partir de ce travail :

(i) Mise en évidence des conditions nécessaires pour que la politique
optimale soit de type limite de controle : les conditions que nous avons
établies sont en effet des conditions suffisantes qui portent uniquement sur
la structure des cofits. Ceci permet de caractériser la forme de la politique




Conclusion
optimale méme si la densité de probabilité de transition du processus de
détérioration n'est pas connue de maniére précise. Cependant, dans le cas
ou cette densité est connue, il serait intéressant de trouver des conditions
plus restrictives qui lient sa forme a celle de la politique optimale.

(ii) Caractérisation de la politique optimale pour les systémes a plus d'une

unité : il est quelquefois difficile de représenter l'évolution de l'état d'un
systtme complexe par une seule variable. Il est donc nécessaire
d'approfondir les propriétés de la politique optimale pour les systemes a
deux unités et d'étendre le modele général de maintenance au cas a n

unités.

(iii) Amélioration des algorithmes de calcul de la politique optimale : la

détermination de la politique de maintenance optimale n'est pas un
probléme & résoudre en temps réel. Cependant, étant donné les temps de
calcul trés importants nécessaires - tout particulierement pour les systémes
a plus d'une unité -, il serait utile de développer des algorithmes rapides
qui pourraient ainsi étre facilement utilisables dés la phase de conception

des systemes.

-112 -



ANNEXE 1

Calcul du cofit moyen estimé a long terme de la politique de
maintenance

Le coiit moyen estimé a long terme de la politique de maintenance présentée au
§2.2.2 peut s'écrire :

= lim E&1]
To+ee T

ou Cr est le colit cumulé de maintenance sur une période T.

D'aprés le théoréme de Stolz, si _lim (E[Ct]-E[Cr_;]) existe, alors:

T—+o00

im St yim (ElC1-EiCr)

To+ee T Tos+oo

Nous allons donc exprimer l'espérance du colit cumulé sur une période T, E[Cr].

Notation_:

pi(s): probabilité que le systéme soit en fonctionnement pendant s unités
de temps consécutives sans opération de maintenance ou de
remplacement :
+oo i
(UAY —pa
pi(s) = ZTG #

1=s

Bien entendu, on a p1(0) = 1.

pa(s): probabilité que I'état x atteigne une valeur appartenant a [A,L), s
unités de temps aprés une opération de maintenance ou de
remplacement :

(ﬂl)s—l —ui —uL
§)=———le"" —e
p2(s) =T [ ]

p3(s): probabilité que l'état x excéde L, s unités de temps apres une
opération de maintenance ou de remplacement :
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(ll/l)s_l e—[.lL
(s-1)!

p3(s) =
vi : variable binaire définie comme suit :

.iéme

1 sila i®™€ intervention est une maintenance
V. =
0 silai'™® intervention est un remplacement

ol intervention signifie "maintenance ou remplacement”.

Soit t; le nombre d'unités de temps entre la (i-1)#me et la jiéme intervention sur le
systéme. Si n est le nombre d'interventions, on a :

n-2
T—s—1- ) t;
T-s—n+1T-s—n—t;+2 Zl

BC=Y 3p@ Y3 5 3 . %

n=1s=0 vl—O Va =0 tl—l t‘v =1 tn_]=1

X (R

. {(1— . )p3[T—S—§ti]+vnp2(T —s—gtiﬂ

Etant donné l'égalité :

(1w oals )+ vialt) = L e -

(g = 1)
on obtient :
T T-n 1 1 n
E[Ct]l= Z Zpl(s) z Z {Z[(l—vj)a+Vj]}°
n=1 s=0 vi=0  v,=0|j=1
{H[(l_vi)e—m et _e—uL)]}
j=1

A) i=1
1Yy YT M| A
t1=1 t=1 th-1=1 (t—1)! T-s-1- Zti)!

i=1

n~1
T-s-1-> t; T-s-1-% t;
T-s—n+1T-s—n-t+2 .=21 l(n—l t 1] s-1-Lt

Notons S la somme dans le dernier crochet. Elle peut étre réécrite :
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T-s1- %t
T—s—nT—s —n+1T-s—n-t,+2 i=1 (n=1 4 1
S =(uA) >y Y H(t__l)! =
t1=1 ty=1 th-1=1 =14 (T—'S—l— Zti !
i=1
n-2
T-s-1- Ztl
T_S_nT—s—n+1 1 T-s—n—t;+2 1 =1 1
=(uA) 2 0\ 2 " 2 n-1
aet =DE oo (-DP Ty (T—s _1- Zti)!
i=1

En appliquant (n-1) fois a I'équation précédente la relation suivante :

i mi-! _(m+ 1y*!

oG-Ik -1i)! (k-1)!

S se simplifie en :

_ (opA)Ten
(T-s—n)!
Donc E[Ct] devient :
T T-n T-s—-n 1
(nuA)
E[Crl= Y, Y, pils) T D
n=1s=0 (T-s-n)! v,=0
n
2[1 Vi a+v] H[( ) +v)( ‘“}“—e‘“L)]
Va -() j=1 j=1
Soit k le nombre d'indices j tels que v; = 1. L'égalité précédente s'écrit alors :
T T-n T—s—n k -k
EC]=Y 3 pl(s)( “’1) 20[ [k + (1 - K)o (e ™ —e ) (et } (A1)
n=1s=0

Or,ona:

n n n-1
Y [k +(n-k)a]Ckakb"* = Y kCka*b™* + & Y, (n - k)Cra b
k=0 k=1 k=0
n n-1
z nCXlako"* 4+ o Y nCk_ja*p"*
k=1 k=0
n-1
= naZCk:}ak'lb"'l< +anb Zan_lakb"'k_1
k=0
= na(a +b)" ! + anb(a+b)*!

=n(a+ab)a+b)"!
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L'équation (Al) devient :

T T-n T—s—
E[CT]= 2 Zp (S)( (l;a')s n)' e-(ﬂ 1)#1[ —ud +(a 1)e ,UL]

n=1s=0
)T s-n_

= e™¥Ap (s)

_[ ~H(LA) (g — D”]Z Z (nﬂ,l

n=1s=0
T T-n

_[ -u(L- l)(a 1)+1]22(n#l) n —nylp (T n— J) (A2)
n=1j=0 )

Donc pour une période de longueur T-1, on a:
T-1T-n-1 j

E[C_{]= [e—#(L—/l)(a -1+ 1]2 z _(E'LM_')E e—nﬂlpl(T —n-j-1)
n=1 j=0 ):

En se basant sur le deuxiéme membre de droite de l'égalité (A2), on peut
également écrire E[CT] de la maniére suivante :

E[Cq]=[e#* M a-1)+ 1]

T-1T-n-1 T-n
* z Z (n.ux’) -n —n,l.l/l.p (T n- J)+ Z(n.uz') .n —nul (0)
n=1 j=0 j! am (T-n)

Donc,on a:
E[C1]-E[Cq] = [(a —1) e H(L-A) 4 1]

T~1T-n-1 j
*{Z )y (—EM—,)E e ™A [py(T-n=j)=py(T-n-j-1)]

n=1 j=0 ):

T-n
z(nul) @A, gy e }
n=1

= [(a ~1)e ML)y 1]

T-1T-n-1 T-n-1-j T T-n
(nll/'L )] o (n+Dud (1A) ] (nuA) 7n _nua
{ 2 Z (T-n-1-))| = (T-n)

n=1 ]_ n=1

=[(a —1)eHA) 1]

(nu A)T " o MM _ (n"'l)#l)] L _(naTud
{Z(Tn)' ;(Tnl)!e

=[(@-1) e A 41

o (A ™Nn © (-1GuA)
{ X roa (T- n>' P T (T-j)! }

n=1 ji=1

n=1
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T T-n
=[te — 1) e=#(L-2) (pA) ™ i
[(a De +1]n§ T

En passant a la limite, on obtient finalement :

. _ _ ) T l T-n -n
Jim (BCH1-ECra) =[x e 1] i 3 eme

Lemme Al.1: La relation suivante est vérifiée :

T T-n

(T -n)! 1+pul

T—)+~wn____1

Démonstration :

Considérons la fonction complexe f :

1 1
f(z) = 1-z P D (1-2)1+p8)

ol z est un nombre complexe et P réel positif. f(z) peut s'écrire :

B(1-z)+2z (eﬂ(z—l) - 1)
(1-z =D )a-2)(1+B)

f(z) =

(A3)

Nous allons démontrer que f(z) est une fonction holomorphe sur un disque de

rayon strictement supérieur a 1. Pour cela, nous allons tout d'abord montrer que

f(z) a un pdle unique z=1 sur le disque unité et que ce pble est virtuel.

Les pOles de f(z) sont solutions de l'équation suivante :
(1 -z eﬂ(z'l))(l -2)=0

Le premier pole est z = 1. Les autres pdles sont solutions de :
(l—z eﬂ(z'l)) =0

(A4)

Nous voulons montrer que toute solution de I'équation (A4) est telle que 1z1 > 1

ouz=1.
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Supposons qu'il existe une solution z telle que Iz| < 1etz = 1. Par définiton, on
a:
|z eﬂ(z'l)l =1

En posant z = a + ib, on obtient:
Iz eﬂ(z‘l)| =+vaZ+b? ef@D

lz| étant inférieure ou égalea 1,ona :

a2+b2<1let Iz eﬁ(z‘l)l < efl@D,

Cependant, étant donné que |zl <1etz#1, on a également :
a<1 et ef@D <1

et donc:

|z ep(z'l)l <1

Ceci est en contradiction avec I'hypothése de départ |z e? (z‘l)l =1.

Nous avons donc démontré que f(z) admet un pdle unique z=1 sur un disque
unité compact. Pour démontrer qu'il est virtuel, nous allons utiliser le théoréme
de 1'Hospital :

B+ ez _14 gy G-
= (1+B)z #D —1- D1+ pr)(1 - 2)|
- lim Pz (2 4 Bz) |
211+ B)2 D (1+ B2) - B (2 + f)(1 - 2))
2+
2(1+ B)?

La fonction f(z) est donc holomorphe sur un disque de rayon strictement
supérieur a 1. Sur ce disque, f(z) peut étre développé en une série de Taylor qui
converge en z=1.

Quel que soitn21,0ona:

f(n) - 1 n-i I,B(z 1) Az) Cl j -k n+j—i \t T X)) (1 k) Ck+
(Z) (1-z e -0)““2!3 ;2 | Z)[ z(l T v
n!
(1-2)"1(1+B)
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et donc:
n! n—i 1
£ o n—i -if Cl =i gy (iB)
0= ;{ﬂ 2(1‘1—1)' 1+[3
Puisque le développement de Taylor de f(z) converge en z=1, on obtient :
(n) n-i 8
i €20 Z (i8) 1.
n—+e| nN! n—-)+o° 1(n— 1)' 1+ ﬁ

ce qui est équivalent 4 :
n s A\N—i .
lim (lﬁ) : e—lﬂ = 1
n—+ee i (n—1i)! 1+

Ceci entraine alors 1'égalité suivante :

T-n
lim Z ( .‘-Ul) —n;ul 1

o

En utilisant le Lemme A1l.1 et le théoréme de Stolz, 1'équation (A3) devient :

—1)e—HL-4)
lim E[CT] - ((Z ].) e +1
To+e T 1+ puA

Ce résultat est le méme que celui obtenu au §2.2.3.2. On a donc :

Résultat A1.2 : L'expression du coiit moyen estimé a long terme est identique que
I'hypothése de I'existence du régime permanent soit faite ou non.
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Dérivation par domaine de la
densité de probabilité de 1'état du systéme p(x,y)
dans le cas général

En posant p(x,y)e*™ =q(x,y), 'équation (14) du chapitre 2 lorsque iy =4, =1

devient :

Min(x, 4, ) Min(y.4y)

q(x,y) = J. J.q(u,v)dvdu
o+ 0+
Min(x, Gy ) oo +eoMin(y, o)
+ [ Jawwv)eVdvdu+ [ Jauv)etdvdu+ K
0t Ay A, OF
avec .
+o04-00 Ay +oo +ooly
K= J' Jq(u,v)e'“'vdvdu+J Iq(u,v)e'“_vdvdu+ J. Iq(u,v)e'““’dvdu
Ax Ay Oy Ay PN
“+o04-00
et [ [q(uv)e™ "dudv=1
o* ot

Dans ce qui suit, qj(x,y) désigne l'expression de la fonction q(x,y) pour le

domaine i (cf figure 2.3.2a).

En dérivant domaine par domaine, on obtient :
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* Domaine 1:x< 0,,y< 0y

dq1(x,y) _ % i
_q_l% = [qu(x,v)du+ Jq3(x,v)e"’dv

0* y
dq(x,y) _ | T
DY) - fgi(uyMu+ [qeuy)edu
¥ L .
3%qy(x,
et __%;X}_Y_) =q1(X,y)

* Domaine 2a : X< 0y, Oy<y< ly

gy 4 +oo
ang(xx,y) - J‘ql(x,v)dv+ Jan(X,V)dv+ J-q3(x,v)e‘vdv

o* Oy Ay

dq2,(X,y) T

—=0 = | qa(u,y)du
3y oj i

¢ 9292 00Y) _
oxdy

e 92a (x,y)

* Domaine 2b : o,<x< 4,,y<4,

(symétrique de 2a)

9q97b(x,Y)

y
Fw = Iqu(x,v)dv

0+

3qax.y) _ T h T
ngy"'y = [qr(w y)du+ [qap(u y)du+ [qa(uy)e ™ du
ot A

. 92dzp(x,y)
axady

Oy x

e = q2p(X,¥)
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* Domaine 2c: o,<x<4,, oy <y<4iy

Oy y
99209) - [y (¢, v)dv + [aze(x,v)dv

8x o (.‘)'y
Oy X
9q2c(X,y) = J'an (u,y)du+ quc(u,Y)du
¥y 5
32qac(x,
et _C%X_c;y_y) =q2:(%,Y)

* Domaine 3 : x< 0y, y> 4,

s (6y) _'f My b
e fql(x,v)dv+ JQ2a(X,V)dV+ Jq;,(x,v)e“’dv
A

ox 0* Oy y
an;;"y) =0 = q3(x,y)=g3(x) g3(x) fonction a déterminer

¢ Domaine 4 : x>4,,y< oy

(symétrique de 3 )

q4(x,y) = hy(y) h,(y) fonction a déterminer

 Domaine 5b : x>4,, oy<y<4,

9qsb (X, ) =0 = qs5p(x,y)=hsp(y) hsp(y) fonction a déterminer

ox
dgsp(x.y) _ % T
295p\X,Y) _ Jan(u,y)du+ quC(u,y)du
3}’ o+ Oy

¢ Domaine 5a: o,<x<4,,y>Y
(symétrique de 5b)

qsa(X,¥) = 85.(x)  gs4(x) fonction a déterminer
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 Domaine 5¢: x>4,,y>4,

aq5c (X, Y) =0
ox

aq5c(xl Y) — 0
dy

= gsc(x,y) =G C; constante a déterminer

Les équations qui régissent les domaines 1, 2a, 2b et 2¢ sont du type "équation des
ondes non-homogenes". Malheureusement, les conditions aux bords ne sont pas
connues, ce qui rend leur résolution impossible. En effet, le systéme se comporte
comme s'il évoluait dans un espace refermé sur lui-méme (par exemple
sphérique) : tout ce qui dépasse A, ou 4, se retrouve en x=0 ou/et y=0. Il n'est

donc pas possible de connaitre a priori les valeurs de la fonction sur les axes.

Une représentation tri-dimensionnelle ainsi qu'un graphe de niveau de la
fonction p(x,y) obtenu par simulation d'un systéme symétrique (Ux =y =1,

oy = 0y =8 et A, = A, =10) sont donnés pages suivantes.
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X

Graphe de niveau représentant p(x,y)
pour i, =p, =1, o, =0, =8et 4, =4, =10

(légende : noir -> 0, blanc ->1)
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