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INTRODUCTION

Malgré des progrès récents, nombre de problèmes relatifs au flambage

élastoplastique restent ouverts. On se propose de revenir sur I'ensemble de ces

problèmes tant sur le plan qualitatif que quantitatif. On s'intéresse à l'étude des

points de bifurcation puis du comportement post-critique Pour des systèmes

présentant à la fois des non linéarités géométriques et matérielles. On dorurera

quelques éléments de réponses, d'une part en utilisant un modèle simple, Pour

lequel les résultats seront assez complets, et d'autre part en détaillant I'obtention

du diagramme de bifurcation d'un exemple de structure continue.

L'équilibre des structures plastiques se présente naturellement sous la forme

d'un problème aux limites. En I'absence de non linéarités géométriques et sous

certaines conditions concernant la loi de comportement plastique on est assuré de

I'unicité de l'évolution quasi-statique du système [SUQ 19821. Ce résultat a été

obtenu iustement en étudiant ce problème aux limites. En présence de non

linéarités géométriques, l'étude du problème aux limites s'avère difficile. A la

différence de ces travaux on exploite ici pleinement le caractère incrémental de la

plasticité iusqu'à obtenir l'équation des branches de solutions sous forme de

problèmes de Cauchy, ce qui s'avère adapté à la déurorutration de I'existence des

branches dans le cas de non unicité et permet la continuation de ces branches.

Le problème du flambage et du post-flambage est abordé dans le cadre de la

théorie des bifurcations. Cela veut dire ici que I'on cherche à déteruriner la

structure de I'ensemble des solutions plastiquement et cinématiquement

admissibles.

Puisque l'évolution quasi-statique n'est pas unique une question importante

concerne I'existence des points critiques et surtout les points de bifurcation. La

recherche de ces points de bifurcation revient généralement à résoudre des

problèmes de valeurs propres souvent non linéaites, c'est à dire à faire une
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Au voisinage du premier point de bifurcation certains auteurs IHUT 19741,

[LEG 19881 ont doruré une expression de la branche post-critique sous forure d'un
développement asymptotique formel sans donner pour autant l'étendue de
validité d'un tel développement. En particulier ces développements ne
permettent pas de résoudre la question, importante pour les applications
pratiques, de I'estimation rigoureuse de la charge maximale supportable par la
structure.

Des résultats de bifurcation global€ sont donc nécessaires. Cela veut dire que
l'on dorure des résultats d'existence de branches bifurquées puis I'allure de ces
branches pour de grandes déflexions et finalement leur comportement
asymptotique.

Comme le suggère le titre de ce travail notre objectif principal est la
continuation des branches de solutions, aussi appelée problème de suivi de
courbes. Dans le cadre de la plasticité il est crucial que la méthode de
continuation tienne compte de I'existence de frontières libres entre des zones de
comportement différent, ici charge plastique et décharge élastique. On montre de
plus comment la détermination de ces frontières permet aussi de foumir une
démonstration constmctive de I'existence des branches de solutions.

Un autre aspect important de la theorie des bifurcations est le problème de la
sensibilité aux imperfections. Ce problème est traité en effectuant des
perhrrbations purement géométriques.

Iæs résultats principaux présent& ici sont donc essentiellement de quatre tlpes:

. Analyse spec'tmle

Depuis les travaux de Hill il est admis que la détermination de la ôarge
critique correspondant au premier point de bifurcation revient à résoudre un
problème aux valeus propres non linéaire issu de la formulation d'une
condition suffisante d'unicité connue sous le nom de critère de Hill.

Signalons que ce critère établit qu'il n'y a pas de décharge à la plus petite valeur
propre. On démontre ici que la décharge intervient non seulement daru le calcul
de la branche bifurquée mais aussi dans la détermination des points de
bifurcation. En tenant compte de la possibilité de décharge initiale on met ainsi
en évidence I'existence de plusieurs continua de points de bifurcation et on
construit les vitesses initiales correspondantes"
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L'existence de ces continua semble être caractéristique du flambage plastique et

provient certainement de la faculté de la structure à ajuster sa rigidité en fonction

du ctrargement en jouant sur la répartition entre la zone de charge plastique et la

zone de décharge.

On donne donc une exploration complète de I'ensemble des points de

bifurcation permettant ainsi, en particulier, de montrer une différence

importante par rapport au flambage élastique pour lequel le spectre est discret-

Notons finalement que I'existence d'un continuum de points de bifurcation a été

mise en évidelce pour la première fois par Cimetière A. [Ctrvt 19841 au cours des

années quaEÈvingt Pour des plaqges élastoplastiqus'

o Bifurcation globde

Les travaux de Hutchinson dans les années soixantedix furent piorniers Pour

le calcul de la branche bifurquée issue de la première charge critique dite du

module tangent. Cependant cette analyse concerne uniquement le voisinage

immédiat de cette charge critique et se présente sous forme de développements

asymptotiques forrrels. La première justification théorique de la validité de ces

développements a été dorurée par cimetière A., Elkoulani A., Iéger A. [CIM L9941

dans le cadre de l'étude d'un modèle simple. On reprend cette étude et on dorure

une démonstration différente des résultats de régularité des branches de

solutions.

Il a été com6unément admis qu'un des faits caractéristiques du post-flambage

plastique est I'existence d'un maximum pour la branche bifurquée représentée

daru un diagramme charge-déflexion. On exhibe un contre exemple en prouvant

l,existence de branches strictement monotones et on donne la structure de

I'ensemble des solutions, foumissant ainsi le diagramme de bifurcation complet

de ta stmcture étudiée. On étudie en partictrlier l'allure de ces branches ainsi que

leur comportement asymptotique Pour des grandes déflexioru.

. Suivi de cotrrbes

Comme on va le voir dans l'état des lieux il y avait jusqu'à présent deux

manières de traiter le problème du post-flambage en plasticité et qui ont chacture

eu leurs limites.



la première consiste à exprimer le post-flambage immédiat sous forme de

développements asymptotiques formels exprimant I'incrément de charge en

fonction de la projection de la solution sur le mode de flambage. Ces

développements sont donnés uniquement pour la branche issue de la première

charge critique et sont valables seulement au voisinage immédiat de celle-ci. De

plus ces développements asymptotiques font intervenir systématiquement des

prrissaîc€s fractioruraires. L'obtention de termes d'ordre élevé, même du second

ternre non linéaire, s'avère très difficile.

La seconde se forrrule daru le cadre des matériaux standards généralisés et

exprime le problème sr vitesse sous forure d'inéquatiors variatiorurelles définies

sur un cône convexe. La recherche du premier point de bifurcation est alors

ramenée à la recherche du premier point où I'opérateur intervenant dans

I'inéquation variationnelle perd sa coercivité. Les résultats mathématiques

concernant les inéquations variatiorurelles avec opérateur non coercif sont rares

et souvent incomplets ou inapplicables. D'où la difficulté de I'exploitation d'une

telle forrrulation, pourtant très élégante. La seule exploitation qui en ait été faite

pour l'étude du post-flambage a êté de la coupler à des méthodes asymptotiguæ,

ce qui pose des problèmæ théoriques difficiles liés au problème de dérivabilité

dans des inéquations variationnelles.

On exploite alors I'aspect frontières libres du problème et le caractère
incrémental de la plasticité. Grâce à une étude de la topologie des zones de
décharge on élimine celles-ci en les exprimant en fonction de l'état actuel où se
trouve la structure. La résolution du problème en vitesse permet alors de
caractériser les branches de solutions par des problèmes de Cauchy standards. La

continuation d'une branche s'effectue simplement en résolvant un problème de

Cauchy à partir d'une solution connue.

o Sensibilité aux imperfeetions

On étudie I'effet d'une perhrrbation sur la réponse du système. La perhrrbation
est choisie sous la forure d'un défaut géométrique initial. On observe alors la
disparition du continuum de points de bifurcation et on montre que les
ingrédients techniques mis en oeuvre afin de construire la branche perturbée
sont similaires à ceux utilisés pour I'exploration du diagramme de bifurcation de
la stnrcture parfaite.
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Intuitivement le flambage est une instabilité survenant au sein de la strucûrre.

On n'étudie ici que le flambage produit par bifurcation. L'exploration du

diagramme de bifurcation permet alors de connaître les positions d'équilibre

possibles dans une évolution quasi-statique. L'étude de la stabilité de ces positions

d'équilibre pourrait alors nous donner une indication sur le chemin réellement

suivi par la stmcture.

Dans ce travail on se limite à une étude de bifurcation et on n'abrde donc pas

les questions de stabilité qui sont certainement très difficiles Pour des systèmes

non conservatifs, mais qui sont surtout, à notre avis, théoriquement très

différentes.

Ce document se divise en trois chapitres de volumes inégaux dont voici les

intitulés :

1. État des lieux
Z. Étude d'un modèle simple

3. Flanrbage et post-flarnbage des Poutres élastoplastiques

Présentons rapidement le contenu de ces chapitres-

L État des lieux

Ce chapitre se divise en deux parties :

A. Premiers résultats :

Cette partie résume les principaux resultats obtenus jusqu'à la fin des arurées

soixarrted,ix. On discute le critère de charge croissante de Stranley F. R [SHA 194n

ainsi que le critère de non bifurcation de Hill R [HIL 19581. On évoque ensuite la

méthode de développements asymptotiques présentée par Hutchinson f. W-

Fil-rr re73l.

B. Développements récents :

On revoie ici des résultats obtenus dans les années quatre-vingt. Il s'agit en

particulier des résultats obterrus par Potier-Ferry M. et léger A. ILEG 1988] qui

proposèrent une méthode de perturbation permettant de calculer le post-

flambage immédiat pour des systènes à prêflambage hétérotène.
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On rappelle également un résultat assez général concernant I'existence des
vitesses initiales pour des plaques élastoplastiques obtenu par Cimetière A. [CIIVi
1984]. Puis on évoque brièvement le modèle de Triantafyllidis N. ITRI 1983] qui
permis de mettre en évidence des bifurcations tangentes. Le cadre mathématique

des bifurcations élastoplastiques proposé par Nguym Q.S. [NGU 1981], INGU tg%l

pour les matériaux standards généralisés est également discuté.

Z Étude d'rur modèle simple

On propos€ une nouvelle méthode pour le calcul du flambage et du post-
flambage, même lointain, des stmctures élastoplastiques. Le but de ce chapitre est
de présenter cette nouvelle méthode grâce à un modèle simple biqr coruru dans
lhistoire du flambage plastique. Ce modèle, malgré sa simplicitÇ a le mérite de
contenir les difficultés essentielles que I'on rencontre dans l'étude de ce
problème. Ce chapitre a donc un caractère prioritairement didactique. Insistons
cependant sur le fait que, bien que les résultats de ce chapitre soient obtenus pour
un modèle simple, ils perrrettent une avancée conséquente dans la
compréhension du phénomène.

Le chapitre comporte une description du modèle ainsi que son origine. On
déroule ensuite la nouvelle méthode permettant d'explorer complètement le
diagramme de bifurcation et d'obtenir des résultab de régularité des solutions,
puis on déduit une méthode numérique pour calculer effectivement ces
branches. On pÉsente finalement l'étude de I'influmce des imperfections de type
géométrique.

3. Flambage et post-flambage des pouhes élastoplastiques

La poutre comprimée reste sans doute la structure la plus étudiée dans
Itristoire du flambage et ce sur les plans theorique et expérimental. Cependant les
résultats importants dans le cas de l'élastoplasticité sont très récents et très
incomplets. Les poutres étudiées dans ce chapitre sont supposées vérifier
l'approximation de Navier-Bernoulli et le flambage a lieu en flexion. Sous ces
hypothèses, couramment utilisées, on présente des résultats permettant de
résoudre le problème de flambage et post-flarrbage des poutres élastoplastiques en
grandes flexions et leur sensibilité aux imperfectioru.
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1.1. Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter un bref état des lieux à propos du

flambage et du post flambage plastiques. Il n'a nullement la prétention d'être

exhaustif, mais simplement de distinguer les grandes étapes qui ont marqué

I'histoire de cette discipline. Cela permet en particulier de situer le présent travail

par rapport aux résultats antérieurs.

Dans un premier temps on présente quelques points d'histoire concernant à la

fois le flambage élastique et plastique dans le but de montrer la disparité des

résultats obtenus au cours de l'évolution de ces deux disciplines.

Ensuite on s'intéresse plus spécifiquement au flambage plastique, et on

distingue alors deux grandes étapes :

La première, qui s'étend des années quarante aux arurées soixante-dix, a vu la

publication des premiers résultats importants. Cette période a êtê marquée

successivement par les travaux de Shanley F. R, Hill R. et Hutdrinson J. W..

La seconde conceme des résultats plus récents obtenus au cours des aruréeb

quatre-vingt et quatre-vingt-dix. Parmi les acteurs de cette période on peut citer

sans être exhaustif : Cimetière A., Léger A., Ngoyen Q.S., Potier-Ferry M.,

Triantafyllidis N..

1.2. Un peu d'histoire

Quoique largement décrites dans une littérature abondante quelques étapes de

la théorie du flambage élastique sont utiles à rappeler même très brièvemerrt.

Iæ flambage d'Euler est connu depuis plus de deux sièdes et demi et consiste à

caractériser le premier point de perte d'unicité de la solution d'équilibre d'une

stmcture élastique comprimée grâce à un problème de valeurs ProPres.

La description du post-flambage a été fournie au milieu des arurées quarante

par les travaux de Koiter T. [KOI 1945] qui proposa en particulier une manière

d'obtenir la branche bifurquée sous forrre d'un développement en série entière.

Ces travaux ont été repris dans les années soixante-dix et une synthèse, faisarrt le

l5



point sur les calculs de flambage, post-flambage, et stabilité élastiques, a été
publiée par Budiansky B. [BLJD t9741. On trouve également un exposé du

flambage des structures élastiques dans les livres de Timoshenko S. P. [TIM L9661,

de Thomson J. M. T. et Hunt G. W. fmo 1973l puis de Brush D. O. et Almroth B. O.

IBRU r97s].

Les apports suivants à l'étude des bifurcatioru élastiques sont essentiellement
de trois ordres : approfondissements théoriques, applications particulières,

méthodes numériques.

Sur le plan théorique, les travaux de Koiter T. ont largement été revus et
complétés. Citons par exemple Berger M. qui a repris mathématiquement le
problème du flambage des plaques de Von Karman à la lumière des apports
récents de la théorie des bifurcations [BER L9731. Parallèlement à l'étude des
bifurcations, les questions de stabilité recevaient à cette époque de solides bases
mathématiques [SAT t9731, [POT 19781.

Plus récemment, des développements ont été proposés liés à des applications
particulières, structutes présentant de très grands rapporb d'aspects par exemple

[POT 1985] ou nouveaux matériaux comme l'étude du microflambage des
composites [FER L99l} [MAR 1993].

L'équilibre des structures élastiques conduisant à des non linéarités régulières,
il est apparu rapidement que les méthodes de continuation issues de l'analyse
numérique des problèmes de bifurcation étaient applicables à la construction des
branches [KEL 19771, IRIK L979]. Citons cependant dans ce domaine un
développement récent consistant en une nouvelle méthode de suivi de courbes
proposée par Cochelin 8., Damil N. et Potier-Ferry M. ICOC L9941. Cette méthode
combine des idées issues des méthodes de continuation antérieures et des
développements asymptotiques selon des paramètres bien ôoisis.

On va voir que la situation est bien différente et beaucoup moins avancée en
plasticité. Les premiers résultats remontent à la fin du dix-neuvième siècle. Ils
concernent essentiellement la déterrtination de la valeur de la charge critique

Pour une poutre comprimée. Un débat important s'était engagé à cette période à

ProPos de la charge critique en plasticité. Les principaux acteurs en sont Engesser

IENG 1889], IENG 1895], Considère [CON 189U et Von Kamran IVON 1910].
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l,e résultat de ce débat était alors une alternance de résultats iustes puis faux sur

la valeur de la charge critique de la poutre comprimee : la valeur dorurée était soit

celle dite du module tangent mais obtenue en négligeant la possibilité de

décharge, pourtant spécifique de la plasticité, soit celle dite du module réduit,

obtenue en prenlnt en compte la possibilité de décharge mais en suPPosant,

comme dans la méthode de l'équilibre adjacent issue de l'élasticité, que le

flambage avait lieu à charge constante. Ce qui fait que l'on a vu se succéder des

résultats faux dont les iustifications pouvaient être en partie correctes, et des

résultats iustes mais dont les justifications étaient incorrectes. Il est intéressant

d'observer que seul le comportement distinguait ce problème, en apparence très

simple, de celui d'Euler, alors résolu correctement depuis un siècle et demi. Et

cette sihration n'a pas évolué iusqu'au milieu du vingtième siède environ.

1.3. Premiers résultats significatifs

Le débat concernant la détermination de la charge critique de la poutre

comprimée à comportement élastoplastique n'a reçu de réponse définitive, dans

le sens réponse juste et bien justifiée, qu'au milieu du vingtième siècle avec les

travaux de Shanley F. R [SHA t94n.

Flll tg47 Shanley, afin de simuler le comportement de la section d'une poutre,

proposa un système à deux ressorts de comportement élastoplastique supportant

deux barres rigides soumises à une force À,( d.Fig.l.l )'

Fig.l.l : Le système de ShanleY
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Ce système à deux degrés de liberté, à savoir le déplacement vertical u et la
déflexion latérale 0, est connu dans la littérature souti le nom de colonne de
Shanley. Il a été déterminant dans l'établissement de la valeur conecte de la
drarge critique.

En effet Shanley montra pour ce système qu'après une phase de compression
uniforme une bifurcation de positions d'équilibre sous un chargement l,
strictement croissant est possible. L'un des deux ressorb est alors err drarge neutre
et la valeur correspondante du chargement I est la drarge critique du module
tangent. Cette valeur étant plus petite que la charge critique du module réduit,
Shanley établit ainsi définitivement que la waie valeur de la charge critique est
celle du module tangerrt. t^a généralisation de ce critère à une stmcArre continue
exige que la bifurcation se produise à charge croissante et avec l'apparition d'un
point de charge neutre dans la structure. l^a justification de la valeur de la drarge
critique obtenue avec I'application de ce critère a été reprise récemment [LEG
t993al.

Ce résultat, qui a été donc doruré seulement pour un modèle très simple et
conceme uniquement la charge critique, fut considéré comme une avancée
significative dans la compréhension du flambage plastique. Il est intéressant de
noter qu'à la même époque Koiter venait, pour des structures générales, de
dorurer les moyens de calculer complèteurent le post-flambage et la sensibilité aux
imperfections en élasticité. On observe ainsi la disparité des résultac obtenus
pour le flambage élastique et plastique.

I-æ développements suivanb se sont globalement orientés vers deux axes :

o I€ premier axe traite du problème, bien coruru auiotrrdhui, qui æt un écart
important apparu entre les résultats théoriques et expérimerrtaux"

Par analogie avec l'élasticité on attribua d'abord cet écart aux imperfections
inévitables expérimentalement ou à la mauvaise prise en compte dæ conditions
aux limites. Un paradoxe était en effet apparu, à savoir que la loi de déforrratiorU
qui ne perrret pourtant pas de décharge, fournissait dæ r&ultab plus proctres de
I'expérience que la loi plastique incrémentale qui est considérée plus réaliste

IDRU re4el"
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Ce paradoxe causa un débat d'une paft à propos de la représentation de la loi de

comportement et son rôle dans le flambage [BII 19491, et d'autre part à propos du

rôle effectif des imperfections [CIC 1950], [ONA 1953], [GER 19.Sn.

Iæs explications fournies sur ces points divergent. Pour des systèmes élastiques

sous-critiques on sait que I'effet d'une imperfection est la diminution de la

valeur de la charge critique. En conjecturant que qualitativement le même effet se

produisait en plasticité incrémentale on donnait ainsi une explication de la

surestimation de la charge critique. Mais ce rôle des imperfections était remis en

cause par d'autres auteurs et, après de nombreuses phases de d&at, on s'orierrta

aussi vers une éhrde de l'effet possible sur la valeur des drarges critiquæ de la

modélisation choisie pout le comporteurent. Un résumé très intéressant de cette

période, et de ce d&at, a été publié par Hutchinson I. w. [HUT 19741.

o Iæ deuxième axe développe les fondements mathématiques qui sont de deux

ordres:
o forurulation d'un critère d'unicité et premiers résultats de stabilité IHIL

19501, [HIL 19v4, IHIL 19581, [HIL 1959].

. le calcul du post-flambage immédiat au voisinage de la charge critique

tr{uT 19721, tHUr 79731, IHUT 19741.

Hill, dont les résultats essentiels sont contenus dans la référence [HIL 1958],

proposa, dans le cadre des matériaux à comportement irréversible obéissant au

principe de dissipation maximale et pour des conditions assez générales, un

critère garantissant l'unicité de la réponse du système. Ce critère utilise la notion

de "solide élastique de comparaison" qui est un matériau fictif dont le

comportement æt identique à celui de la loi plastique tant que le matériau est en

charge, mais dans lequel a été supprimée toute possibilité de décharge

irréversible. Le critère assure l'unicité de la réponse en vitesse du solide

élastoplastique après comparaison avec ce matériau fictif. C'est donc un aitère de

non bifurcation transverse.

Sans entrer dans les détails, insistons sur le fait que ce critère est bien une

condition suffisante d'unicité, et non une condition de bifurcation. Aioutons de

plus que ce critère ne prend pas en compte les possibilités de bifurcation

tangentes, alors qu'il a été montré plus récemment [TRI 19831 que cela était

possible. De plus dans certains cas particuliers, l'unicité peut être assurée jusqu'à

des valeurs très supérieures à celle dorurées Par ce sitère ICIM 19891.
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En même temps que son critère d'unicité, Hill proposa une condition
suffisante de stabilité. Ce critère de stabilité est exprimé de la même manière que
la condition suffisante d'unicité mais avec une différence importante concernant
I'ensemble des vitesses admissibles : espace vectoriel pour I'unicité, cône convexe

Pour la stabilité. Il reste important de garder à I'esprit ces résultats de Hill, à
savoir que les notioru de stabilité et de bifurcation ne sont pas synonymes, et les
critères conespondants n'ont pas a priori de raison de fournir la même valeur en
plasticité, conrme ils le font pour la première bifurcation en élasticité.

On arrive aux années soixantedix marquéæ æsentiellsrent sur ces points par
les travaux de Hutchinson I. W.. Après plusieurs publications il proposa une
synthèse en 1974 tI{uT l974l. La nouveauté principale de ce travaux concerne le
calcrrl de la branche post<nitique au voisinage de la charge critique obtenue grâce
au critère de Hill et en supposant que le flambage a lieu à partir d'un état prê
bifurqué homogène. Cette analyse est difficile et très technique. On se limite ici à
en rappeler les principaux résultats et à en discuter les conclusions qualitatives.
Ces conclusions ont été considérées depuis comme fixant des caractéristiquæ du
fl ambage élastoplastique.

Il est d'usage en théorie dæ bifurcations de représenter les résultats sous forme
de diagraurmes tracés dans un plan où I'axe des ordonnées est le paramètre de
bifurcation ( dans le cas où celui-ci est scalaire ) et où I'axe des abscisses porte une
grandeur scalaire donnant certaines inforrratiotrs sur l'amplitude de la solution.

Dans le cas du flambage, et précisément dans I'analyse de Hutchinson, le
paramètre de bifurcation est la valeur de la charge 1,. I-a solution est représentée

Par une grandeur scalaire positive Ë q"i est la proiection de la solution sur le
mode de flambage obtenu coulme vecteur propre du problème aux valeurs

ProPrs qui fournit la charge critique. La réponse post-critique est alors exprimée
sous forure d'une courbe charge I en fonction de cette mefllre du déplacement Ç.

Le résultat principal de Hutchinson consiste à exprimer cette réponse sous la
forme d'un développement asymptotique écrit de la manière suivante:

h - 2", + )", € + h, €t*P +...
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Dans cette expression 1,1 est la valeur de la charge critique obtenue grâce au

critère de Hitl. C'est la charge critique du module tangent. 11 est la pente de la

branche L = h(Ë) au point {L = X"r,6 = 0}. 1.1 est dans ce résultat strictement

positif. La bifurcation est donc à charge croissante et la charge maximale est donc

sans doute au-delà de 1.1.

Le coefficient Lz du premier terme non linéaire est toujours négatif.

L'exposant de ce terrre comprend un nombre réel p strictement compris entre 0

et 1. Techniquement obtenu comme quotient de deux entiers, p est en fait un

rationnel. Sa valeur précise dépend de la structure. Pour les plaques, coques,

poutres de section circulaire flambant à partir d'un état homogène, p vaut f3.

Pour des poutræ il prend des valeurs différentes dependant principalement de la

forrre de la section. De même il sera établi plus tard que sa valeur est modifiee si

l'état prêbifurqué est hétérogène.

Les termes qui suivent Ie premier terme non linéaire n'ont, à notre

coruraissance, jamais été calculés pour un problème continu. Ils ont toutefois été

dorurés par Hutchinson pour un modèle simple IHUT t9731. Aucun résultat

n'existe à cette période quant à la convergence de ce développement, à l'étendue

de sa validité, à l'existence des branctres ainsi constmites.

les propriétés de 1,1, 12 et p qu'on vient d'évoquer permettent d'obtenir

I'allure suivante de la branche bifurquee obtenue en tronquant le développement

au delà du premier tenne non linéaire.

Fig. 1.2. Courbe chargedéflexion

L'allure de la branche bifurquee a conduit alors à des résultats qualitatifs sur le

flambage élastoplastiSre largement acceptés depuis :
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. Dans le diagramm. {1,6} la courbure de la branche est vers le bas.
o La branche est non monotone et conduit à une charge maximale I^

généralement proche de 11.

Ces conclusions restaient valables quelle que soit la non linéarité géométrique

choisie, et I'on concluait alors que dans le cas de la plasticité la non linéarité
matérielle I'emportait sur la non linéarité géométrique. L'allure, représentée

figure Fig.L.2, du diagranrme de bifurcation pouvait donc être donnee coûrme
caractéristique générale du flambage plastique. La compétition entre non
tinéaritê matérielles et géométriques a été discutée dans des travaux très récents

ILEG teesl.

Avec les mêmes ingr&ients Hutchinson I. W. [HUT 19731a étudié l'influence
de petites perturbations sur le flambage. tr démontra que, de la même manière
que Pour les systèmes parfaits, après une phase de charge stricte il y u apparition
d'un point de charge neutre dans la stmcture. La valeur de la charge à ce moment
æt inférieure à la ôarge critique fournie par le critère de Hill pour le système
non perturbé. Autour de ce point de charge neutre se développe alors une zone
de décharge et la branche est fournie sous forme d'un développement
asymptotique. Tronquer ce développement après le premier terme non linéaire
perrret alors d'avoir une estimation de la charge maximale supportable par la
structure.

Une conclusion immédiate, découlant de cette estimatiory est que l'effet d'une
prerturbation en flambage plastique est l'abaissement de la charge maximale. Plus
précisément le rapport de la charge maximale du système perturbé à celle du
système parfait est du même ordre de grandeur que le rapport entre la charge où
apparaît le premier point de charge neutre pour la structure imparfaite et la
drarge critique du module tangent pour le système parfait.

Cette condusion est depuis, et jusqu'à très récemment, parrri les acquis admis
en ce qui concerne le flambage plastique. Dans ce travail on revient sur cette
question importante. On détaille l'obtention de l'existence et la corutmction de
branches perturbées. On foumit en particulier un exemple de structure continue
où cette conclusion est remise en cause.
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Insistons, finalement, sur le fait que les développements asymptotiques

proposés par Hutchinson sont formels et ne constituent aucunement une

démonstration rigourewe de l'existence effective de la branche bifurquee. Cette

démonstration n'a été obtenue, même Pour un modèle très simple, que très

récemment ICIlvI L9941.

1.4. Développements récents

De nombreux travaux se sont succéd& ensuite, appliquant essentiellement les

résultats de Hutchiruon. Sans être exhaustif citons dans ce cadre : Needleman et

Tvergaard [TVE t975al pour l'étude du post-flambage de poutres avec des sections

non symétrigu€s, puis [TVE lgm pour l'analyse du post-flambage des plaquæ et

des coquæ, des stmctures avec raidisseurs,...

En même temps, le problème de l'écart entre les valeurs théorique et

expérimentale de la charge critique est repris [BUS L9741. Hutchinson et

Christoffersen [HUT L9791 reviennent sur cette question en proposant une

analyse du comportement qui prenne en compte la formation de coins sur la

surface seuil. Sans entrer dans les détails signalons simplement que cette loi est

issue de l'étude du mécanisme de la déformation plastique au sein du polycristal.

La question de savoir si cet apport à la description du comportement règle le

débat sur l'écart entre les résultats théoriques antérieurs et l'expérience en ce qui

concenre le flambage n'est d'ailleurs pas réglê actuellement. Elle a motivé des

travaux récents tels que ceux de Ben Bagdad IC [BEN 7921et de Potier-Ferry M. et

Cimetière A. [POT 19931 qui proposèrent un critère de bifurcation pour la loi

phénoménologique dite du " f2 avec coin" de Christoffersen et Hutchinson. Pour

ce critère et cette loi Ben Bagdad trouva une valeur de la charge critique plus

faible que celle dorurée par la théorie de la déformation et donc strsceptible de

coi'ncider avec les résultats expérimentaux.

Rappelons d'autre part que le critère de Hill est basé sur I'existence de deux

vitesses distinctes. Il a été démontré que le flambage se produit bien de cette

manière lorsque l'état prébifurqué est homogène entièrement plastique, et pour

des chargements pas trop complexes.
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Cependant, il a été établi qu'un critère de bifurcation pouvait être satisfait bim

qu'il y ait unicité de la réponse en vitesse. Plus précisément Triantafyllidis

ITRI 1983J a proposé un modèle simple ( cf. Fi9.1.3.) qui a mis en évidence

I'existence de bifurcations tangentes, et a donné, pour ce modèle simple, une

expression de la branche bifurquée sous forme d'un développement

asymptotique. Selon le même auteur ce genre de bifurcation peut se produire

aussi fréquemment que la bifurcation transverse. Repris plus tard, il a en tout cas

été considéré comme une des singularités possibles en plasticité [LEG 1993b]. Daru

le présent travail on n'éttrdie que des systèmes à prêflambage homogène et pour

lesquels on démontre qu'il n'y a pas de bifurcations tangentes.

Un aspect important des développements récents a été I'intenrention des
mathématiques dans ce domaine. Les premiers travaux étudiant le flambage
plastique d'un point de vue mathématique avaient utilisé une loi de
comportement régulariséer pàt exemple [DO 1980]. Mais cela s'est rapidement
transformé.

Rappelons que les inéquations variationnelles, introduites dans les arurées
soixante IFIC 1964], [LIO 19691, ont rapidement eu des applications en mécanique.
On s'est aperçu que la plasticité pouvait justement se mettre sous cette forrre

IMOR 19701, [DIJV 19721. Dès lors le cadre mathématique et le forrralisme global
ont été revus. Après une réécriture des lois de comportement dissipatives,
fournissant en particulier un cadre très élegant à la théorie de la plasticité la plus
communément adoptée (cadre des matériaux standard généralisés) [HAt L9751,
Nguyen Q.S. proposa un cadre général pour les problèmes de bifurcation des
systèmes obéissant au principe de dissipation maximale INGU 198U, [NGU 1984].
Celui-ci est directement issu des résultats mathématiques sur les inéquations
variatiorurelles. C'est ainsi qu'une théorie unifiée a été proposée pour des
mécanismes dissipatifs en apparence très différents tels que la plasticité, le
frottement, I'endommagement ou la rupture.

Elle coruiste d'abord à éliminer le déplacerrent grâce à l'équilibre. Iæ problème
se formule eruuite uniquement en vitesse de variables internes. Celle-ci doit
appartenir au cône des normales extérieures au convexe des états admissibles au
point caractérisant l'état actuel du système"

C'est à partir de ce cadre qu'a d'abord commencé à être reprise également
l'éhrde du post-flambage"
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Parallèlement, et dans le cadre des matériaux standard généralisés, Cimetière

A. ICIM lg%l a proposé un modèle de plaques élastoplastiques subissant de fortes

flexions. A la différence de Nguyen Q. S. il a donné une forrrulation mixte du

problème en gardant comme inconnue principale le couple composé du

déplacement et de la variable interne. Grâce à cette formulation il a repris le

problème de bifurcation en s'intéressant principalement au problème du

flambage naissant. Il a démontré ainsi que toutes les valeurs du chargement

comprises à l'intérieur d'un certain intervalle sont des valeurs de bifurcation.

L'extrémité inférieure de cet intervalle est la valeur fournie par le critère de

Hill, l'extrémité supérieure est celle qu'obtenait Engesser ou Considère à la fin du

dix-neuvième siècle et qui est également associée au nom de Katchanov [KAC

19751sous le nom de charge critique du module réduit. Moyerutant quelques

hypothèses sur l'état fondamental il a obtenu le résultat grâce à la mininisation

d'une fonctionnelle issue directement de la formulation en inéquation

variationnelle. C'est ainsi que Cimetière A. [CIM Lg84] a mis en évidence

l'existence d'un continuum de points de bifurcation pour une stmcture continue

à comportement élastoplastique.

Notre étude confirme ce résultat. On montre de plus, pour une structure

continue, que tout l'intervalle allant de la charge critique du module tangent à la

charge critique d'Euler est rempli de points de bifurcation et qu'il existe plusieurs

continua de points de bifurcation pouvant se chevaucher ou non.

Notons ici que sur le plan mathématique l'ocistence d'un continuum de points

de bifurcation n'est nullement surprenante. La recherche des points de

bifurcation en plasticité revient à résoudre un problème de valeurs ProPres non

linéaire pour une inéquation variationnelle définie sur un cône convexe et non

pour une équation variationnelle définie sur un espace vectoriel. L'existence

d'un spectre continu pour de tels problèmes était alors admise par plusieurs

mathématiciens [MIE 1.983], IQUI 19851. Cependant la théorie concernant ce genre

de problème ne comprend jusqu'à nos jours que peu de résultats généraux

pouvant s'appliquer en particulier à la plasticité. Insistons sur le fait que, dans

notre étude, l'existence de continua de points de bifurcation a êté obtenue en

étudiant directement les équatioru locales et non la fornrulation en inéquation

variationnelle. Cela perrret en particulier, certes dans le cas d'une poutre, de

construire explicitement les vitesses initiales correspondantes et d'en coruraltre le

nombre exact.
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D'autre part et dans le cadre dq fs6lalisme des matériaux standard généralisés

Nguyen Q. S. [NGU tg%l a proposé, pt analogie avec le principe de la seconde

variation issu de l'élasticité, un critère de stabilité basé sur la minimisation d'une

fonctiorurelle représentant en quelque sorte un potentiel plastique. Grâce à ce

critère de stabilité Nguyen Q. S. montra alors que toutes les brandres éverrtuelles

issues des points de bifurcation compris entre la charge critique du module

tangent et celle du module r&uit sont stables.

On a vu tout au long de ce chapitre que maints travaux sur le flambage

plastique étaient motivés où suggérés par leurs analogues en élasticité. Dans le

cadre des développements mathématiques faisant suite à la théorie de Koiter

Potier-Ferry M. avait développé une classification des catastrophes en élasticité.

Teduriquement cette dassification était basé€ sur l'étude de la nullité ou noru et

sur le signe des premiers termes intervenant dans un développement en série

entière de la branche bifurquée. Par analogie avec les r6ultab issus de l'étude de

la stabilité élastique et en utilisant à la fois le cadre des matériaux standard

gérréralisés et des résultab récenb de théorie des catastrophes [THO L9721, Potier-

Fe"ry M. proposa une première dassification des catastrophes pour des systèmes à

comportement irréversible et à nombre fini de degrés de liberté [POT 1985].

Cette idée de classification des singularités en plasticité a êtê reprise plus tard

par Léger A. et Potier-Ferry M. ILEG 1988], ILEG 1993b1. Après un retour sur le

critère de Shanley F. R., dont ils proposèrent une nouvelle justification même

pour des cas à pr&flambage hétérogène, ils reformulèrent le critère de Hill grâce à

une nouvelle écriture du problème de l'équilibre quasi-statique d'une stmcture

élastoplastique. Cette écriture est une variante de celle proposée par Nguyen Q. S.

serrblable à celle utilisée par Cimetière A. pour les plaques plastiquæ. L'inconnue

principale est le couple forrré par le déplacernent et le multiplicateur plastique.

La question qui s'est posée ensuite était en quelque sorte la réciproque du

critère de Hill. Si celui-ci est vérifié a-t-on effectivement l'existence d'une vitesse

initiale bifurquée ou d'une branche bifurquée ?. La réponse à cette question a

amené Iéger A. et Potier-Ferry M. à distinguer plusieurs cas selon que le mode de

flambage s'annule ou non au bord du domaine plastique et selon la position du

point initial de charge neutre dans la zone plastique" Ils ont pu alors mettre en

évidence trois t1pæ de bifurcatioru génériques"
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Les deux premières sont des bifurcations transverses au sens où existe

effectivement une vitesse initiale bifurquée. Celle-ci est construite comme la

sonrme de la solution fondamentale et d'un terme proportionnel au mode. La

constante de proportionalité est alors calculée Pour tenir compte de deux

conditions : la positivité du multiplicateur plastique et l'existence d'un point de

charge neutre dans la structure. Lorsque le mode s'annule au bord de la zone

plastique il existe effectivement une constante vérifiant ces conditions. Son cdcul

diffère selon que le point de charge neutre est strictement à l'intérieur de la zone

plastique ou s€ trouve à la frontière de celle-ci et l'on a ainsi les deux preniers cas

génériques.

Le troisième bifurcation générique correspond au cils où le mode ne s'annule

pas en un point du bord du domaine plastique. Iéger A. et Potier-Ferry M.

aboutirent alors au fait que la constante de proportionalité est nécessairement

nulle. Il y 
" 

alors unicité donc de la réponse en vitesse. I^a bifurcation ne peut être

dans ce cas que tangente et des exemples ont montré que ce cas existe biert.

Rappeloru en effet que Triantafyllidis [TRI 1983] a construit une branche

bifurquée tangente à la branche fondamentale pour un modèle simple. tr y."

quelques annéæ Ben Bagdad K. [BEN 19921a exhibé un cas de bifurcation tangente

pour une stmcture continue et pour la loi dite Iz avec coiru" de Christoffersen et

Hutchinson et a doruré un début de développement asyrrptotique de la branche

bifurquée.

En même terrps et dans le cadre des même travatu<, Iéger A. et Potier-Ferry M.

ont proposé une méthode différente pour calculer le post-flambage immédiat au

voisinage de la charge critique du module tangent.

Sans s'attarder sur les détails signalons simplement que c'est une méthode

proposant de décrire la brandre bifurquée avec un développement asymptotique

senrblable à celui doruré par Hutchinson I. W.. Elle est basée sur une méthode de

perturbation et de ce fait les résultats obtenus ne sont valables qu'au voisinage de

la charge critique.

Cette méthode a été introduite afin de rendre systématique et rigoureux le

calcul post-critique præhe. Une des nouveautê à l'époque était l'application de

cette méthode à des cas où le prêflambage est inhomogène. Ce cas n'était

itrsqu'alors pas traité dans la littérahre. Iéger A. et Potier-Ferry M. ont exhibé en
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particulier un cas générique de bifurcation pour lequel le point de charge neutre

apparaît au bord de la zone plastique. Ils ont montré p.u exemple comment dans

ce cas l'évolution de la frontière entre la zone élastique et la zone plastique, qui

existait avant le flambage, est modifiée par l'apparition et l'évolution d'une zone

de décharge.

Signalons dans le cadre des développements asymptotiques les travaux de

Canrotim D. R [CAlvI L9921qui a étudié l'influence des contraintes résiduelles sur

les premiers terzres de ces développements.

Insistons sur le fait que pendant toute cette période et jusqu'à très récemment

on ne disposait d'aucun résultat ni d'existence des branches bifurquées ni de

convergence des développements asymptotiques. Ceux-ci ont été présentê plutôt

courme des méthodes de calcul et non courme de véritables preuves d'existence.

Le seul début d'exploration du spectre a ête proposé par Cimetière A. pour le

problème des vitesses initiales pour des plaques élastoplastiques.

La compréhension du problème a évolué rapidement au cours des dernières

années. D'abord Cimetière A. et Iéger A. [CIM L9961pour un modèle simple, en

effectuant non plus un calcul asymptotique mais une intégration numérique

directe, ont observé que les rêultats asymptotiques sont apparemment boru pour

de très petits voisinages de la charge critique du module tangent et de la solution

fondamentale; mais que ceux-ci s'écartent rapidement du calcttl direct dès que se

développe une défledon. Cet écart amène à conclure que, bien que les premiers

tersres du développement asymptotique soient justes, la charge maximale qui en

est déduite en tronquant le développement aprcs le premier tertre non linéaire

æt fausse. De plus la branche issue de la charge critique du module tangent est

strictement monotone et tend vers la charge critique du module réduit.

Les résultats plus récents sont contenus dans le travail qui suit. Bien que

certains aient partiellement été publiés récemnent [CI}vl L9,41, [ELK 19961, on en

détaille ici l'exposition, voire on en propose une autre démorutration.
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2.1. Introduction

Dans ce chapitre on explore le comportement d'un modèle simple avant

d'aborder dans le chapitre suivant l'étude d'un cas plus complexe. Nous allons

voir que cette exploration conduit à nombre de résultats qualitatifs spécifiques du

flambage plastique tant sur les propriétés spectrales que sur le comportement

post-critique lointain.

Le modèle étudié ici est représenté par la figure Fig.2.1. Il a un demi-siècle

d'histoire. tr a été introduit pour la première fois par Von Karman T. [KAR 19401

pour étudier le flambage des stnrctures élastiques.

Il a été repris ensuite par Shanley F. R. ISHA L94n Pour simuler le

comportement des poutres élastoplastiques. Ce dernier a Pu, grâce à ce modèle,

montrer correctement que le flambage se produit à la charge critique du module

tangent. Hutchinson I. W. IHUT L9741a proposé une généralisation de ce modèle

pour exposer une méthode de développement asymptotique de la branche

bifurquée au voisinage du premier point critique.

LJne version plus complexe du modèle, permettant des états prébifurqués

hétérogènes, a été le sujet d'investigation de Triantafyllidis N. [TRI 19e]] qui mit

en évidence I'existence de bifurcations tangentes. Eruuite, Iéger A. et Potier-Ferry

M. [LEG 19881 ont utilisé ce modèle pour illustrer une nouvelle méthode de

calctrl du post-flambage des poutres élastoplastiquæ. Dans ce chapitre on étudie le

modèle dans la version proposée par Hutôinson afin d'introduire une nouvelle

méthode de calcul du post-flambage, même lointain, des poutres élastoplastiques.

On dorure des résultats d'existence des branches bifurquées permettant ainsi

d'explorer complètement le diagramme de bifurcation de ce modèle. Le problème

du calctrl de la charge maximale supportable par la stmcture, qui æt un des buts

de I'analyse post-critiq,t", est résolu simplement comme corollaire immédiat de

ces résultats.
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2.2. Le modèle étudié et les équations du problème

Dans ce paragraphe, on presente le modèle étudié.
Il s'agit de deux barres rigides, rigidement liées entre elles et disposées en té. Ces

deux barres reposent sur un tapis de ressorts élastoplastiques occupant contintment
I'intervalle [02] de I'axe (Ox) (voir figure Fig.2.1). Chaque ressort est fait de ressorts
élastiques et d'un patin constituant donc, comme représenté sur la figure Fig.2.3, un
modèle simple de ressort élastoplastique avec écrouissage cinématique. Tous les
ressorts sont supposés identiques. Leur extrémité inférieure est attachée au support
alors que leur extrémité supérieure est attachée à la barre horizontale.

Fig.2.l: I-e modèle simple

Les deux degrés de liberté sont le déplacement vertical u et la déflexion latérale 0.
[.æ orientations sont spécifiées sur la figure Fig22.

{r

Fig.2.2: I-e modèle siryle en position fléchie
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Fig.2.3: Modèle rhéologique de chaque rcssort élastoplastique

Remaroue :-

Puisque les barres sont rigides, ce modèle ne possède que deux degrés de

liberté. Le problème sera donc non seulement discret mais de petite dimension. tr

permettra cependant de voir varier continûment l'état de déformation dans les

ressorts. Comme noté précédemment, il est simple, mais garde quelques

ingrédients décisifs d'un vrai problème continu.

Ce système est en équilibre mécanique sous I'action d'une charge morte

verticale t. On suppose de plus qu'il y a une petite déflexion initiale 6. Cele-ci
joue le rôle d'imperfection. Elle est supposée positive et pour des raisons de

symétrie il est inutile d'étudier le cas 6 < O.

Iæ problème de flambage est traité dans le cadre de petites rotations. Dans ce

cadre la déforuration totale du ressort d'abscisse x s'exprime en fonction du

déplacement (u, 0 ) comme suit:

* )=u+(x-1

On note o(x) la contrainte au sein du même ressort et a,(x) sa déformation

plastique. I^a loi de Hooke s'exprime alors :

Pour le comportement du matériau corutituant les ressorts on prend une loi
de plasticité avec un écrouissage cinématique linéaire et strictement positif. Cette
loi de comportement, qri traduit le système à ressorb et patiru de la figure Fig23,
est représentée figure Fig2.4.

33



Frg.2A: l-oi de comportement

Iæ comportement s'fut alors de manière incrémentale sous la forme :

. ô = E e en charge élastique ou en décharge,

. ô = Et è m charge plastique-

D'autre part, l'équilibre de la résultante des forces et des moments aboutit aux

deux équatioru suivantes :

I = Jtol*p'
(2.1.a)

2
'rL(O + 6) = (x - l)o(x)dx (2.Lb

2.3. Solutions élastiques

Pour un chargement peu élevé la structure se comporte élastiquement. L'objet

de ce paragraphe est de rappeler le diagramne de bifurcation de cette structure en

supposant les ressorts élastiques et identiques.

23.1. Le système parfait

On suppose ici que I'imperfection 0 est nulle. L'état initial est parfaitement

symétrique. La déforrration plastique cl est nulle. Iæs équatioru d'équilibre (2.1.a)

et (2.1.b) se réécrivent:

(2.1)

1,1t,.'*
= 

Jt(. 
- rp(x)dx

(LLal

}tl,o (LLb

u

(22)



En tenant compte de la loi de comportement o = E e et de I'expression de la

déforuration e(x) = u * (* - t)0 les équations (2.2.a) et (22.b) deviennent :

u = ----= Q.3.al
2E

l , - ts)0=0 (2.3.b

x" =#, (2.i.c
(2.3)

Às est la ôarge critique élastique.

tr est alors facile de voir que dans le plan (e,t) tes seules solutions sont les

branches (e = o,t,.IR*) et (e e IR,t, = IE). Elles se rencontrent au point

(e = 0,1, = IE) qui est donc le seul point de bifurcation. On obtient donc le

diagramme de bifurcation représenté par la figure Fig2.5.

Fig2.5. Branches de solutions en régime élastique (Lipes épaisses)

Ce diagramme est analogue à celui
valeur propre. Ceci explique combien
comportement de poutres élastiques.

de la poutre d'Euler autour de chaque
le modèle étudié ici est représentatif du

On verra par la suite qu'on aboutit aux mêmes conclwioru dans le cas des

poutres élastoplastiqus.
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2.3.2. Le système perturbé

On suppose maintenant que 6 > 0. L'effet de cette imperfection est de

supprimer le point de bifurcation.

Dans le plan (g,l) on obient deux branches de solutioru qui ne s'intersectent

pas dont I'une démarre à l'origine (tao,X=fr*') et l'autre n'est pas'  \  
-0+0)

atteignable à partir de l'origine (t = O,l, = ^.#).

Ceci est représenté sur la figure Fig2.6.

Fig2.6.: Branches de solutions perhubées en régime élastique (Traib épais)

Utilisant la terrrinologie classique en théorie des bifurcations, on remarque en
particulier que cette structure est insensible aux imperfections de ce type. Cela
veut dire que la charge maximale supportable par la structure parfaite est la
même que pour la stnrcture perturbée"
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2.4. Solutions plastiques du modèle parfait : 0 = 0

On revient maintenant à la plasticité et I'on explore I'ensemble des solutions

d'équilibre du modèle étudié sans perturbation.

On définit dans un premier temps la notion de solution fondamentale qui

nous permet de préciser le problème des vitesses initiales caractérisant les points

de bifurcation. On démontre ensuite I'existence de branches bifurquees partant de

ces points de bifurcation avec les vitesses initiales conespondantes.

Le résultat principal de ce paragraphe est d'abord I'existence d'un continuum

de points de bifurcation remplissant entièrement I'intervalle compris entre la

charge critique du module tangent et la charge critique dEuler, puis I'existence, la

régularité et le comportement asymptotique des branches.

2.4.1. Solution fondamentale

Qualifier une branche de solutions de fondamentale semble un jugement

subjectif. Cependant certaines solutions ont des propriétés particulières qui les

distinguent sans ambigurté des autres solutions.

Généralement dans le cas d'une structure présentant certaines symétries on

définit la solution fondamentale comme une solution qui préserve les symétries

initiales. La bifurcation peut se produire alors par rupture de symétrie. Cette

remarque est confirrrée par notre étude.

Dans notre cas, il est facile de voir que la branche définie courme suit est bien

trne branche de solutions:
*0<1 .< l .P

. u(1.) = À\ ,  2E
'o(I) = 0
'a(I) = 0

*XrIo

. u(r) = rf x-1" .b-l\ '  2L Er El
'0(I) = o

.a(À)=;H(^-^r)



où Ip =2cy désigne ici la charge de plastification de la stmcture, o, étant (cf

Fig.z.$ la limite d'élasticité.

Cette branche conserve la symétrie du système. On I'appelle dans la suite

solution fondamentale. On constate par ailleurs qu'elle est en charge stricte

partout dans la structure. On peut se demander alors s'il existe une vitesse

transverse à la solution fondamentale et qui soit en charge partout.

Cela signifie simplement que la loi de comportement s'écrit maintenant en

tout point de la structure coûrme suit :
ô = Ers.

On reporte alors dans les équations (2.2.a) et (2.2.b) après dérivation et on

obtientenmettant 0=0:

. Àù = - Q.a.a)2E

r-+'lô = o (LA.b
3L

(2.4)

tr est fucile de voir que si 0 = 0 on obtient la vitesse conespondant à la solution
fondamentale.

Donc pour trouver une vitesse bifurquée, il est nécessaire que e soit non nulle.
Ceci n'est possible que si :

-À t=
3L

1,1 est appelée charge critique du module tangent et corncide évidemment avec la

charge donnée par I'analyse de Shanley ISHA t9471. Lorsque L=Lr,ô est

quelconque.

tr a été redémontré dans une référence récente [LEG 1988] qu'à la charge critique

du module tangent il y u un point de charge neutre dans la structure, ce qui

confirme en particulier le critère de Shanley [SHA L94n. Or, dans une évolution

continue un point de charge neutre ne peut apparaître qu'aux extrémités du

segment 10,21. Ceci dorure naissance aux deux vitesses transverses suivantes au
point (e = 0,I = fr) :
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, i f ,
ô r=  

^  
0 "= - -- r2E^28

i,=iffi* ù'--Lt4.",;$-z
ô, = il+* t'r=LH(*-z)

Il est aisé de voir que le point (e = 0,1= Ir) est le seul point où il existe des

vitesses transverses en charge partout. On conclut donc que Pour chercher

d'autres vitesses transverses il est obligatoire d'envisager I'existence de toute une

zone de décharge. Cette analyse nécessite I'introduction de nouvelles notations,

qui feront l'obiet du sous-paragraphe suivant. Grâce à quoi on reformule le

problème afin de déterminer explicitement toutes les vitesses transverses à la

solution fondamentale.

2.4.2. Notations et transfomration des équations

On suppose que le système est dans un état (o,e) sous un chargement I. Cet

état n'est pas nécessairement sur la branche fondamentale. On note Y e [O,Z] un

éventuel point de charge neutre séparant une zone de décharge d'une zone de

charge plastique. Ce point Y est unique. En effet ta vitesse de défonnation e(x) est

une fonction affine de x. Elle s'annule donc au plus une fois. Or Y est justement

le point où la vitesse de déformation s'anrrule d'où son unicité s'il existe. On

peut envisager deux crut : ou bien la décharge s'effectue dans I'intervalle [0, Yl ou

bien dans lY, 21. On va réécrire les équations du problème dans le cas où la

décharge s'effectue dans [0, Yl. I^e deuxième cas s'obtient de manière similaire.

Les équations d'équilibre sous forme incrémentale s'écrivent :

= lô(x)dx (25.a

+lIô = l(x-l)ô(*)d* (zs.b)
(2.s)

La loi de comportement s'écrit simplemerrt ici :

. dans I0,Yl ô = Eé
o dans [Y,2] ô = Erè

avec . é(Y)=0
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On reporte alors ces expressions dans les équations (2.5.a) et (2.5.b) et on aboutit

au système suivant :

0+l  = 0 (L6.a)

e-l0-10 = 0 (2.6.b
(2.6)

où P et Q sont des polynômes définis comme suit :

P(Y) = tt'L+Y2 +Y-1

r-nr[_y3 -Y2 , zE,
= - 3 1  - - J - - J - . 4

Ll6 2 3(E-Er)

Ces deux polynômes jouent un rôle très important dans cette étude. Ils
jouissent en particulier des propriétés suivantes très utilæ dans la suite : P(Y) est
une fonction strictement croissante sur [0,2] avec un zéro en Ye e lO,t[. ta

fonction O(n quant à elle est positive et strictement croissante dans [0,2] et varie
de Q(0) = Àr à Q(2) =Lni Î.t et Is étant justement les charges critiques du

module tangent et du module dYoung déià cités t, = 
1? et ^, = 

31.

Cæ deux polynômes sont repr&entés par læ deu< graphes suivants:

Fig2.7.a.: graphe de P(Y)
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Remarque :

yp étant le zéro dans [0, Z] de P(Y), a(Yn) - ]uR = 
+ 

est iustement la

charge connue sous le nom de drarge critique du module réduit doruree par le

calcul, formellement élastique, d'équilibre adjacent IKAT L9751, d'où I'indexation

par la lettre R

Lorsque 0 * 0 le système devient, en injectant l'équation (2.6.a) dans (2.6b) :

P(Y)Ô+I = 0 (L7.a)

+Q(Y)-I=O (2.7.b e.n

C'est l'étude de ce demier système qui nous perrrettra, dans les paragraphes

suivanb, de détecter les points de bifurcatiorU ainsi que de construire les branc-hes

bifurquées.

Ltl3.Vitesses initiales et points de bifurcation

Puisque I'on s'intéresse aux bifurcations plastiques, il est naturel de supposer

que la charge de plastification \ est plus petite que la charge de bifurcation

élastique l,E. On en déduit donc que la solution élastique, et par suite la solution

élastoplastique, est unique jusqu'à \.

D'autre part, on suppose que h est inférieure égaleurent à la charge critique du

module tangent l,r. Cela veut dire que le flambage intervient dans un régime

plastique étabti.

Le problème des vitesses initiales consiste alors à chercher à partir de l,o

I'existence de vitesses cinématiquement et plastiquement admissibles, solutions

du problème d'équilibre incrémental, autres que celle correspondant à la solution

fondamentale. Les points de bifurcation sont donc pour I'instant définis corrme

points pour lesquels existent au moins deux réponses différentes en vitesse, et

pas etrcore par I'existence de branches qui s'intersectent effectivement.

On a vu dans la section 2.4.1 que sur la solution fondamentale le seul point de

bifurcatiorU ainsi défuii, avec une vitesse transverse en charge partout est le point

(e,r)= (0,11).



Pour les autres points de bifurcation, s'ils existent, il y u une zone de décharge.

La frontière de cette zone Y vérifie alors, en faisant 0 = 0 dans (2.7.b) :

Comme indiqué plus haut le polynôme Q est une fonction croissante de

Q(0) = l,r à Q(2) - ÀE. Il est alors facile de construire des vitesses transverses ô
grâce à l'équation (2.7.a) pour l, e []ut, l,sl * faisant varier Y dans I02]. On déduit
que tous les points de la solution fondamentat (e,l)= (O,l) où 1,. [lt,Is] sont

dæ poinb de bifurcation et ce sont les seuls.

Dans la section suivante, on démontre qu'il existe effectivement des branches
de solutions bifurquées partant de ces points de bifurcation.

LtL4. Constmction de branches bifurquées

Le raisorurement rapide précédent met en évidence un continuum de points
de bifurcation situés sur la branche fondamentale au sens où en ces points
existent au moins deux vitesses différentes. Cette définition de la bifurcation
tranwerse est moins restrictive que celle communémerrt utilisée en théorie de la
bifurcation, pour laquelle un point d'une branche de solution est un point de
bifurcation si tout voisinage de ce point comprend au mois une solution
n'appartenant pas à cette brandre IRAB 19731.

Nous allons maintenant démontrer que dans notre cas les deux définitions
coirrcident au sens où les points de bifurcation définis par la réponse en vitesse
sont en fait des points par lesquels passent effectivement deux branches
distinctes. Cela signifie que I'on va démontrer I'existence de branches bifurquées
de solutions issues des points (e,I;= (0,1,) avec l, e [1,r, l,r].

L'usage dans les études antérieures est de chercher la solution post-critique

sous la forrre d'une courbe charge-déflexioru c'est-à-dire L, en fonction de 0.
Cependant I'analyse des équations (2.7.a) et (2.7.b) nous suggère de prendre la

taille de la zone de décharge, à savoir Y, comme paramètre.

Ce choix s'avère considérablement simplificateur et sera d'ailleurs dédsif dans
le cas plus complexe et plus tedrnique de la poutre comprimée. Notons que dans
un travail récent effectué avec Cimetière A. et Iéger A. [CIM t99A], nous avons
cependant gardé I'approche I = I(0) pour l'étude du préserrt modèle simple.



On cherche dans la suite des courbes I(Y) et 0(Y), paramétrées donc par la taille

de la zone de décharge, celle-ci débutant au point Y = Yo e [O,Z],e = 0 et l, = Q(Yo) .

Les fonctioru À(Y) et 0(Y) doivent vérifier, évidemment, les équations (2.7.a) et

(2.7b).

Iæ résultat le plus important de ce chapitre, æt le suivant :

Théoùme 2.7 :

i) Pour toute condition initiale e(Yo)= 0, À(Yo)= q(Vo) aoec Ys e [0, YR[, it

existe une branche de solutions 0(Y) et h(Y) analytique monotone
strictement croissante, et dêfinie pour Ye[Ys,Yx[. Oe plus,0(Y) et ]v(y)

tendent respectioement oers l'infini et hT lorsque Y tmd oers Yp.

ii) Pour toute condition initiate e(Vo)=0, I(Yo)=Q(Yo) aoec Yo e]Yp,2l, iI

existe une branche de solutions 0(Y) et ]'(Y) analytique, monotone
strictement dêcroissante, et itêfinie pour Ye]Y*,Yol. O, plus 0(Y) et L(Y)

tendent respectioetttent oers I'infini et hp lorsque Y tend oers Ya.

Démonstrat ion:

tr suffit de démontrer le i). I-e ii) s'obtient de manière analogue. On reprend les

équations (2.7.a) et (2.7h). Pt is on dérive l'équation (2.7h) Par raPPort à Y. On

obtient alors le système (2.8) :

En considérant l'équation (2.S.a) et en lui adjoignant la condition initiale

zr(v)Ô+fro+ff = o
+Q(Y)-I=O (2"8.b)

(2.8)

sa résolution est ramenée à
facilement les expressions

g(vo)= 0, on aboutit au problème de Cauchy suivant:

APæ

ô=-4e-4
2P(Y) 

- 
2P(Y)

= Q

C'est une équation différentielle ordinaire linéaire,

une quadrature. Dans le cas Yo e [0,Y*[, ot obtient

suivantes :
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I fr(")
o(Y) =

%du
z.{-n(u)

-P(Y)

.  Ye[Yo,Yn

fedu+e(y). rg) =./-P(Y)Jyo 
2{_r(u)

YelY6, !

On a ainsi démontré I'existence d'une branche de solutions avec la condition
initiale donnée.

Pour I'analycité, il suffit de remarquer que pour Yo e [0,Y*[ on a : P(Yg) * 0 et

donc, vu I'expression de 0(Y) et I(Y), celles-ci sont évideûrment analytiques dans

[Yo,Y*[.

La monotonie se déduit des propriétés des polynômæ P et Q. En effet, P(Y) est
négatif pour V e [O,V*[. De plus, P et Q sont croissants, donc e et Ô sont positives

et 0 est croissante.

Le comportement asymptotique de 0(Y) et I(Y) lorsque Y tend vers Ys résulte
simplement du fait que Yi est racine simple de P et donc que I'intégrale :

Y

est convergente. Cela dorure le comportement de 0 et les résultats concernant

l,(Y) sont déduits trivialement de son expression.

#,", u"
z.{-r(u)
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Remarques:

l)L'intégrale intervenant dans I'expression de 0(Y) et ?u(Y) est une intégrale

elliptique avec un polynôme de degré deux sous la racine. Elle est donc

calculable explicitement. Ce calcul, quoique sans importance Pour
l'établissement de résultats qualitatifs, exprime explicitement la relation entre

I'incrément de chargement et l'étendue de la zone de décharge. Cette relation

n'était exprimée dans la littérature que par des comparaisons d'ordres de

grandeurs issus de développements asymptotiques formels Pour la seule

branche issue de ?u1 et au voisinage de 1,1. On obtient I'expression suivante

dans le cas Ys = Q.

1tY
F=?u-I r=-- l ; -

2E+81

)'n,zt- l2 E-Er

3EEr.\FP(Y)
-+rm

,'ÆG-Er P(Y)

-Er(E-Er)L

+Q(Y)

2l tr apparaît qu'il est judicieux de choisir l'étendue de la zone de décharge

corlme paramètre de contrôle. Ce choix prouvera encore plus toute son

efficacité lors de la résolution du problème de post-flambage des poutres

élastoplastiques et qui fait I'objet du drapitre 3.

3) Les développements asymptotiques évoqués plus haut étaient obtenus de

manière formelle et on se contentait de calculer le premier terme non linéaire

sans pour autant avoir de renseignements sur le comportement du reste de la

série.

La première justification théorique rigoureuse de ces développements

asymptotiques a été obtenue en1994 par Cimetière, Elkoulani,Lêget [Ctrv1

19941 dans le cadre justement de l'étude du modèle simple qui nous

préoccupe. Cette justification a été obtenue grâce à une méthode semblable à

celle de Lyapunov-Schmidt par des changements de variables adéquats, les

calculs correspondants étant toutefois plus lourds et plus techniques que ceux

présentés ici.

On reprend dans la section suivante cette éhrde de régularité à la lumière des

conclusions du théorème 2.1.



2A.5. Régularité des solutions

Le théorème 2.1 nous apprend que les solutions e(Y) et ?v(Y) sont analytiques
au voisinage de 0. Cela prouve que les solutions obtenues sont très régulières.

Cependant, il est d'usage, en post-flambage plastique, de présenter les résultats

sous forrre de diagrammes charge-déflexion. Le but de cette section est de traiter
de I'existence de ces courbes force-déplacement ainsi que de leur régularité. Ces
résultats sont résumés par le théorème suivant:

Théorème 22 :

i) Pour toute condition initiate I(O; = 1,0 e ]l,t,l,r[ il existe une branche f(e)

analytique au ooisinage de 0. Toutes ces courbes sont monotones croissantes
pour Ls.llt, LRl, ileuoissantes pour îus.ll*, Lsl et tendent oers une limite

l,* = Q(Y*) lorsque O tend oers I'infini. En particulier, ilans le

force-déflexion, la droite {},=}u*, eeIR} est trioialement une

solutions.

ii) Pour la condition initiale X(0) = Lr il existe une branclu de solutions f(0)
iléfinie pour 0 * 0. Cette branche est monotone croissante et tend oers hà
quanil Q tend oers I'infini. De plus, cette branche est analytique en .r/0. au
ooisinage de 0. On a un résultat analogue poar la conilition initiale I(0) = lE.

Démonstration z

On rappelle I'expression des brandres 0(Y) et l(Y) :

#,", u"
z.{-r(u)

Or, pour tout l,s . [lt, Àr] il existe un Yo unique tel que Is = Q(Ys).

De plus, 0(Y) et I(Y) ont la même monotonie. En éIiminant Y on déduit

I'existence, la monotonie et le comportement à I'infini des branches l,(Y)

corræpondant aux bonnes conditions initiales.

commane

diagramme

branche de

;  {Y)= ,'FÛJ'
Ht"+e(Y)

M



Pour les questions d'analycité on distingue les deux cas :

i) Ys e lO, 
y*[ donc l.o e ]Ir, Ip[. La fonction + est analytique au voisinage

{-P(vr
de Ys avec un rayon de convergmce égal à Yn - Yo. De plus, 

;1fu, 
est positif. La

fonction de Y :

PY Qr")

I- t"t*' u"
J"' z1-r1";

admet un zéro simple en Ys. Elle est de plus analytique au voisinage de Ys avec

gn rayon de convergence égal à - Yo + YR. On condut que 0 s'écrit sous la forure :

o(Y) = (v-vo)e(Y-Yo)

où g est une fonction analytique au voisinage de 0 et g(0) > 0-

On en déduit alors que Y peut être exprimé grâce au théorème des fonctions

implicites corrme une fonction analytique de 0 au voisinage de 0.

L'analycité de l, en fonction de 0 au voisinage de 0 découle alors simplement

de l'équation (2.8.b).

ii) Le cas Ys- 0 et donc h = Ir.

La fonction :
-Y ôQr--r

l;uË*
admet maintenant un zéro d'ordre 2 en Y = Yo = 0.

0(Y) s'écrit donc sous la forzre :

e(Y) = (y-yo)'s(Y-Yo)

où g est une fonction analytique au voisinage de 0, telle que g(0) > 0 et g > 0.



1)

On obtient alors:

{e = (v - Y')G(Y - Yo) .

On en déduit que Y s'exprime coûlme fonction analytique de r/6- au voisinage

de 0. L'analycité de I en fonction de 16 au voisinage de 0 est déduite

immédiatement à partir de l'équation (2.8.b).

Commentaires :

On vient de donner une justification théorique du développement

asymptotique obtenu pour le présent modèle simple par plusieuns auteurs. Ce
développement représente donc bien la solution au voisinage du point

critique. Le calcul du premier terrne non linéaire est donc suffisant pour une
bonne approximation de la branche dans un petit voisinage du premier point
critique.

tr a longtemps été écrit que la présence des exposants fractionnaires dans les
développements asymptotiques en flambage plastique est étroitement liée à la
présence et au développement d'une zone de décharge. Or les résultats des
deux théorèmes précédents nous montrent que les brandres démarrant des
points (Ue7=14,0) avec \.lLr,Ls[ sont analytiques malgré l'évolution de la

zone de décharge. En fait I'explication de ces exposants fractioruraires vient
maintenant naturellemerrt. Pour cela rappelons les équations (2.7.a) et Q.7h) :

r(v)Ô+i=0 (L7.a)

0+Q(Y)-1,=0 (L7.b e.n

De l'équatron (2.7.b) on peut exprimer Y en fonction de 0 et I grâce au

théorème des fonctions implicites. Ceci n'est possible que si fre*# *0. Or

sur la solution fondamentale (0 = 0), les points où la quantité 
#t.#

s'annule correspondent justement à Y = 0 et Y = 2. Ce résultat de perte
d'inversibilité locale de l'équation (2.7h) au voisinage du point critique (Y = 0,
0 = 0,l, = Ir) entraîne nécessairemerrt une perte de régularité de la solution au
voisinage de ce point.

Insistons cependant sur le fait que la régularité de la solution dépend
crucialement du paramètre choisi pour décrire l'évolution du système.

2l
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2.5. Sensibilité aux imperfections

Les structures réelles présentent souvent des défauts, géométriques ou de

comportement, qui les éloignent des structures parfaites généralement calculées.

Il est donc très utile, du point de vue en particulier des ingénieurs, de savoir si de

telles imperfections modifient de manière sensible ou P,ts les résultats obtenus

pour les systèmes "parfaits". Ce problème est bien connu, et s'est constihré en une

branche de la théorie des bifurcations sous le terme de sensibilité aux

imperfections [GoL t9791, UOO 1990].

Dans le cas des problèmes de flambage I'effet d'une imperfection se traduit

classiquement par :
. Ia persistance, ou non, des points de bifurcation-

. La modification, ou non, du comportement asymptotique et en particulier

I'abaissement des charges maximales supportables par la structure.

Dans la pratique les systèmes parfaits présentent certaines symétries initiales.

La bifurcation peut se produire alors par une destruction d'au moins une

symétrie. tr apparaît alors naturel d'étudier le comportement du système après

avoir perturbé légèrement cette symétrie. Dans le cas qui nous préocctrpe dans ce

chapitre, on suppose que le modèle est initialement en équilibre avec une légère

déflexion 6 comme indiqué sur la figure Fig.2.8

l6
I
I
I

- - - - - - - - -

f"

Fig2.8. : perturbation initiale
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A la lumière des résultats de l'étude du modèle parfait, l'étude du modèle
perturbé va se décomposer en trois étapes :

$eiûapei
Calculer la solution élastique et le premier point de plastification.

Ztébpe-i
Calculer une solution en charge partout et le premier point de décharge.

3sÉeË
Calcrrler la solution comportant une zone de décharge.

Ces trois étapes sont détailléæ dans les hois sections suivantes.

L5.1. Solution élastique

Cette solution a déjà été calculée au paragraphe (2.3.2). Pour cauae de symétrie
il suffit d'étudier le cas 6 > o et on rappelle que dans le plan (x, o) la seule
branche démanant de I'origine s'ésrit:

1.=I 'g ;0>0. .-0+0-

Cette solution s'écrit complètement comme suit :

"=Ë t e=ÀËTo

c t=0  i
À , r \ À =o=tl  

ù+(*-1)Ëels -À

Lorsque le paramètre de charge L varie, on note 1,0 la plus petite valeur où le
seuil de plasticité æt atteint en au moiru un point.

Pour À fixé, la contrainte o=Ff+*(x-l)- l-Ol 
** minimate pour x = 0 et

L2E 
\  / IE- I  

I
maximale pour x = 2. or, lo(2,1,) > lo(o,r) donc la plastification va débuter en

x=2etona:

^ ^^+E ^ 6=o. , .
2  lE - l  

r
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On suppose que les paramètres du problème sont tels que cette équation a des

solutioru et dans ce cas, on a :

^, = (?*EE+ov) r/f++EE+o")' 
-2oyr.s

Remarque:

On suppose comme noté précédemment que Ip .It Pour éviter une

discussion plus complexe.

L52 Solution plastique en charge

A partir d" fo et en augmentant l, on cherche une solution cinématiquement

et plastiquement admissible et qui est en charge stricte partout dans la structure.

Cette solution est valable jusqu'à I'occtrrrence d'un point de décharge. Notoru i

le niveau de charge conesPondant à cette occurrence.

La plastification débutant en x = 2, et en I'absence de décharge, une zone

plastique se développe dans la structure. On note X la frontière entre la zone

plastique et la zone élastique. La loi de comportement s'écrit simplement :

. o = Ee daru la zone élastique,

o o = E(e-cl) dans la zone plastique.

Ona donc lel=tt enx = X, soit lu+(x-l)el=+ etdonc:

x = f9-"11*Ele

On déduit en particulier que cette frontière est unique et que dans [0, X[ la

stnrcture æt élastique et dans IX,Zl elle est plastique.

On reprend alors l'équilibre de la Ésultante et des moments (2.1.a) et (2.1.b).

et après quelqges calctils élémentaires on aboutit aur< deux équations suivantes :

1,1t.*
e+Q= [

(2-

(x-l)o(x)dx (LLb

r.-
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I -À;+P(X)o=0

[r,-O(x)]o+î,6=o

(2.9.a

(2.e.b)

où:
- Ii =26y d6igne la charge de plastification du modèle parfait.

- P et Q sont les mêmes polynômes que ceux qui interviennent dans les
équations (2.6.a) et (2.6.b) et que I'on rappelle ici :

(2.e)

=2ErL#y2+y-l

a(Y)=T3Y3 Y2 2E
- - J - - J - _ 4

6 
. 

2 3(E-Er)

Pour résoudre ce problème, orr remarque qu'avant I'occurrence d'une
décharge dans la structure, la frontière X ne peut varier que d'une manière
monotone décroissante car la zone plastique ne peut que croître. On prend alors X
conrme variable et on cherche cette portion de la branche de solution sous la
forrre e(R, f,(X).

Pour cela, remplaçons dans (2.9.b) À par sa valeur déduite de l'équation (2.9.a).
On obtient:

X)ot *(-q +O(x)+n(x)d)e-?',;0 = (210)

C'est trne équation du second degfé dont le discriminant est :

a = (r1x;6+e(x)-Àif +axorp(x)6.

On a supposé que lorest strictement inférieur à Q(0)= Ir. Ot peut donc
affirmer que Pour 6 assez petit le discriminant A est positif quel que soit
X e [0,2]. O" peut ainsi constnrire une portion de branche de solutioru t(X), 0(X)
en pilotant par X qoi variera de 2 à 0. La solution 0(X), I(X) s'exprime alors
explicitement comme suit :

-(r1x16 + a(x) - ri ) * r/(qxyo + a(x) - rT )' * 4 4 p(x)6
o(x) =
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Une fois que la frontière X a atteint I'abscisse x = 0, toute la structure est

plastique et l'on cherche, pour la continuation de la branche, une solution en

charge ptastique stricte à partir du point correspondant à X = 0 que I'on note (i,6)-

La loi de comportement s'écrit maintenant sur toute la structure :

ô = Er€.

En remplaçant dans les équations d'équilibre (2.1.a) et (2.1.b) on obtient alors

après dérivation :

= 2Erù (2.LLa

ô(r, -À)= r(e+6) (211b)
(2.17)

Ce système se résout de façon élémentaire sous la forme d'une courbe 1,(0)

courme suit :

- rr -(^, -t)f+*

Cette solution est évidemment valable uniquement jusqu'à I'apparition d'une

décharge dans la structure.

Pour la même raison que précédemment ( les barres sont rigides ) la décharge

corrmence par I'apparition d'un point de charge neutre en x = 0.

Cherchons les valeurs l=Îet0=ô où cela se produit. En X = 0 la relation

è(0) = 0 dorme ù = 0 et par suite, d'aprb (2.11.a) et (2.11.b), on obtierrt :

i-zurô - o (LL?-a

L(e+6)+(l-l,r)e = o (2.t2.b)

Pour qu'un tel système admette une autre solution que la solution triviale, il faut

que : ?,, = Ir - 2F.r(e + 6) .

Puisqu'on est sur une branche de solutioru, on a de plus

^  l ^  ; t0+0- À1 [^t 
- ^l e;E
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On obtient alors facilement les expressions de îete :

l ,= I r - Er(rr-r,)(e-6)

=-d+J#t^,-rX'-6)

A la fin de cette deuxième étape récapitulons les différents stades de la
construction de cette branche de solutions perturbées, dont I'unicité est évidente.
Après une phase élastique de l. = 0 à ?,, = \, le seuil de plasticité est atteint en x = 2
et une zone plastique se développe jusqu'à envahir toute la structure. On atteint
alors la valeur L=L du chargernent. Ensuite la structure reste en charge plastique
jusqu'à I'apparition d'un point de charge neutre en x = 0, ce qui se produit pour

I: i. Après î,, lu solution en charge plastique n'est plus plastiquement
admissible et il y a une zone de décharge qui se développe, ce qu'on va étudier
dans la 3e étape.

2.5.3. Solution plastique en présence de dédrarge

Commençons tout d'abord par signaler qu'on a supposé que la décharge
intervient une fois que toute la structure est plastifiée. Cette hypothèse a été faite

Pour simplifier I'exposé. Dans un cas plus général, il faudra tenir compte de la
présence de deux frontières. Cependant cela ne complique guère la résolution du
problème, tout au moins dans le cas du modèle simple.

On cherche donc une portion de branche avec une zone de décharge de
frontière Y. Les équations d'équilibre s'écrivent maintenant :

+P(Y)0 = 0 (2.t3.

L(e + e)+ 1r - q19le = o (2.13.b)
(2.r3)

d'où I'on déduit :

+P(Y)O = 0 (2.L4.a

Pff)(e+e)+QG)-À=0 (LLA.b
(2.L4)

Le système (2.14) est analogue au système (2.7) obtenu pour le modèle parfait.
Sa résolution se fait donc de la même manière et on a le théorème suivant :
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Théorùne 2.3 :

Il existe une branche de solutions 0(Y) et î'(Y) analytique monotone croissante,

et itêfinie pour Ye[O,V*[. Cette branchc est issue de 0(0)=6 et X(0)= î". De ptus,

0(Y) et tu(Y) tendent respectioement oers I'infini et lvs lorsque Y tend oers Yr..

Dêmonstration :

La démonstration est similaire à celle du théorème 2.1. En effet en effectuant le

changement de variable 0 + 0-6 on obtient exactement le système Q.n.

Commentaire:

De la même manière que pour le système élastique on peut construire une

deuxième branche de solutions non atteignable à partir de I'origine. Dans le plan

(À, e) le diagramme de I'ensemble des solutions aura alors I'allure représentée

par la figure Fig.2.9. Cependant, et bien que cette deuxième branche soit

plastiquement admissible, le fait que dans un processus quasi-statique cette

branche n'est pas accessible lui ôte une partie de son intérêt physique. En effet

avant d'atteindre de telles positioru d'équilibre des effets dynamiques, dont il

faudrait tenir compte, se seraient certainemerrt produits et auraient pu merrer la

stmcture à sa ruine.

I
I
I
I TR

- - - - - - - l - - - - - - - - - - - - -

l,p

I

Fig-2.9.: Allure de l'ensemble des solutions du système perturbé
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2.6. Résultats numériques

Nous avons prouvé dans les paragraphes précédents I'existence de branches
bifurquées issues de tous les points (f, e)= (1,,0) avec l, e [It, ]',s1. Ces branches

sont décrites grâce à un paramètre Y qui mesure la taille de la zone de décharge.

L'utilisation de ce paramètre pernret non seulement de prouver I'existence de ces

branches mais aussi de les construire numériquement.

Rappeloru les expressions des fonctions l,(Y) et e(Y) :

e(Y) =l
Y e [Ys, Yp

#,", o"
z.{-r(u)

-P(Y)
et

Grâce à une quadrature numérique réalisée par un logiciel de calcul formel on
obtient aisément les trois courbes I(Y), e(Y) et I(0) pour différentes valeurs
initiales Ys dans I'intervalle l0,Zl. Ces courbes sont représentées sur les figures

Fig210.a Fig2.10-b et Fi92.10.c.

Commentaires:

1. Sur la figure Fi9.2.10.c on vérifie bien la monotonie des courbes I = I(0)
annoncée au théorème 2.2. On observe de plus que le système peut basculer
considérablement pour un petit incrément de charge quand on s'approche de la
charge critique du module réduit. Ceci confirnre le fait que les systèmes
élastoplastiques supportent encore des incrémertts de charge une fois atteinte la
charge critique du module tangent. Gardons cependant à l'esprit que ce résultat
est obtenu en linéarisant la déformation et que de grandes déflexions n'ont pas de
sens physique.

2. La position de l,s par rapport à l,T dépend du rapport entre le module

d'Young et le module tangent. pour notre 
"* 

(%r= to) on remarque que Ip

n'est guère éloignée de À1. Pour certains matériaux réels les deux valeurs In et
À1 sont très proches et donc la structure risque un flambage brutal une fois

atteinte la charge critique du module tangerrt.

îrll), o"+e(y)
2.fP(u)

.^IY)=,'FPFJ"

.  Ye[Yo,Y*[

!fi
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2.7. Discussion

Le but de l'étude du modèle simple est d'introduire une méthodologie de
résolution que I'on va appliquer pour résoudre le problème du post-flambage des
poutres élastoplastiques. Cependant on peut d'ores et déià dégager quelques
résultats qualitatifs.

' Il est bien connu dep,tis les travaux de Hutchinson qu'en plasticité le post-
flambage fait intervenir de manière crrrciale I'apparition puis le développement
d'une zone de décharge. Notre étude montre comment la taille de cette zone
pilote la construction des branches bifurquées mettant ainsi en évidence le rôle
central de la décharge dans le calcul du post-flambage. On donne en particulier
une relation liant explicitement I'incrément de charge à la taille de la zone de
décharge sur les branches bifurquées. Cette relation n'était donnée dans la
littérature que par des comparaisons d'ordre de grandeurs issues de
développements asymptotiques formels.

' L'existence d'un continuum de points de bifurcation en plasticité a été mise
err évidence d'abord par Cimetière [CIM Lg8/]. Cette propriété s'avère spécifique
du comportement plastique. Ce continuum de points de bifurcation est lié à la
possibilité de décJrarge gur perrret à la stnrchrre d'augmerrter sa rigidité globale
en aiustant la taille de la zone de décharge. Ce gain de rigidité permet à la
stmcture de supporter un incrément de dtarge.

' La description de I'ensemble des solutions peruret en particulier de résoudre
le problème du calcul de la charge maximale supportable par la structure. Dans
notre cas c'est simplement la charge critique du module réduit. Cette condusion
est confirmée par l'étude des imperfections qui montre que le système est
insensible aux petites perturbations au sens où les charges maximales
supportables par les systèmes partait et perturbé sont les mêmes. Cette propriété
ne semble pas caractéristique du flambage plastique et est due à I'absence de non
des linéarités géométriques.
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Introduction et orientation

Comme il a été noté auparavant, le modèle à deux degrés de liberté étudié au

cnapitre précédent a êtê itttodnit afin de simuler le comportement d'une section

de ioutrà. Le but de ce chapitre est d'étendre les résultats concernant ce modèle

simpte au cils d'une poutre élastoplastique subissant un flambage en flexion-

Ce cas est certes académique mais permet néanmoins de comprendre la

réponse d'une structure continue. La difficulté majeure-rencontrée ici, par

rapport au modèle de Hutchinson, est le fait que fa frontière neutre est

maintenant une fonction de I'abscisse x. Sa détermination ne nécessite plus la

résolution d'un problème algébrique mais d'un problème différentiel.

En effet, cette frontière neutre va être caractérisée Par une équatio_n

différentielle ordinaire du second ordre. Sa détermination va Permettre de

résoudre deux problèmes principaux.

Le premier concerne I'exploration de I'ensemble des points de bifurcation

situés iur la branche fondamentale. On montre alors qu'il y a plusieurs continua

de points de bifurcation pouvant se chevaucher ou non. Chaque vitesse

trarËverse, c'est-à-dire chaque vitesse autre que celle qui conduit à rester sur la

solution fondamentale, esl fee bi-univoquement à un paramètre scalaire Rs

caractérisant la taille de la zone de décharge.

Cette relation est donnée sous Ia forme :

où l, est I'incrément de chargement, G une fonction conmle explicitement et fu
un paramètre dont I'expression précise va apparaître plus loin.

Le second problème est celui de I'existence de branches de solutions bifurquées

issues des po-ints de bifurcation situés sur la branche fondamentale et tangentes

aux vitesses transverses correspondantes. L'ingrédient essentiel, ici, est la

transformation du problème d'équilibre quasi-statique de la structure en un

problème de Cauchy standard qui s'écrit sous la forrre :

= F(U, Ro

Rm) = uo

où U = (U, À), U étant le déplacement et ?r, le drargement. & est un paramètre lié
à la taille de.la zone de décharge et &o sa valeur initiale. Iæ point est une dérivée
par rapport à Ro et F une fonction continue.
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La résolution de ce problème permet ainsi de construire le diagramme de
bifurcation pour cette structure et de déduire une méthode de continuation pour
construire les branches de solutions.

Ce chapitre se décompose en cinq parties. Dans la première on décrit le
problème mécanique à étudier. On introduit ensuite des notations spécifiques qui
seront utilisées tout au long de ce chapitre.

Ces notations tiennent compte, en particulier, de I'existence éventuelle d'une
zone de décharge au sein de la structure. On transfonne alors le problème initial
afin de lui donner une forme adaptée à la discussion de I'existence des vitesses
initiales bifurquéæ et des branchegde qplutions.

Vu I'importance des zones de décharge dans cette étude, la seconde partie est
consacrée à I'analyse de leur topologie et de leur régularité spatiale. Ceci nous
amène à classer les zones de décharge en quatre classes. L'étude de I'une de ces
quatre classes de zones de décharge est suffisante pour déduire les résultats
concernant les autres, et ce grâce à des raisonnemenb de symétrie ou d'analoge.

On est amenÇ en particulier, à distinguer le cas du chargement constant (i: O)

et celui du chargement non constant (i*0). Rappelons simplement ici, que
lhypothèse du chargement constant était à la base du calcul de la drarge critique
du module réduit. Dans notre cas, cette h1ryothèse apparaît dans un sens qu'on
précisera ultérieurement, coûrme un état limite.

Dans la troisième partie, on aborde la question de I'existence des vitesses
initiales bifurquées. Cela veut dire que l'on montre I'existence de solutions du
problème en vitesse, écrit sur l'état fondamental, et qui tendent à écarter le
système de cet état fondamental. Pour ce faire, on construit un problème aux
valeurs propres du fire:

x) + 1. p(x) v(x) =

V(0)=V( / )=0

où p(x) > 0 est une fonction continue, l, la valeur propre et V le vecteur propre
défini sur I'intervalle [0,/].

Un tel problème æt étudié par o(emple dans ICOU 1953]. Grâce à ce problème,
on dénombre les composantes connexes de la partie de la poutre en décharge, et
que I'on appelera génériquement zones de décharge.

On montre, en particulier, qu'il existe des vitesses initiales bifurquées avec
n'importe quel nombre de zones de décharge et qu'il suffit de comprendre
comment construire celles avec une seule zone de décharge pour pouvoir
constmire toutes les autres.
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Le reste de ce paragraphe est alors consacré à la transformation du problème

différentiel caractéris""t tâ zone de décharge en un problème algébrique.

On montre ensuite que ce problème atgébrique admet une solution unique et

ou'il foumit une méthôde de-calcul des vitesses initiales bifurquées simple-f$

Ë;â* ;;" quadrature. Cependalt, dans cette méthode de calcul, on trouve déjà

l'", ingrédients nécessairàs à la méthode de continuation permettant la

.o*trù"tiot des branches de solutiorut correspondantes.

On aborde alors logiquement la quatrième partie _qui tra'te- dg E Preuve
théorique de l'existe..é âu ces branches bifurq1uee1. o}l P.o.ède de la même

manièie que pour les vitesses initiales bifurqgçs et I'on aboutit au résultat grâce

aux théoômés généraux sur les équations différentielles ordinaires du premier

ordre et qui sont rappel6 en annexe.

On ne peut clore ce chapitre siilrs parle-r 9" lu question impgrtante de Ia

sensibilité àux imperfections. Ceci est I'objet de la cinquifrnre partie. On se limite à

une imperfectiori proportionnglle un pierrtier modè. On montre alors que la

stnrcturà, telle qu'eile Ëst modélisée id est insensible à ce tlpe d'imperfection.
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3.1. Position du problème

3.1.1. Description du système

Il s'agit de modéliser le flambage en flexion des poutres à comportement
élastoplastique. Comme cas représentatif, on éhrdie une poutre droite de section
quelconque mais constante ( d. Fig.3.1 ). Pour des raisons de simplicité de I'exposé
la section sera supposée symétrique par rapport à son axe mfiian. Cette poutre est
en appui simple et subit une compression simple représentée par la force ?,,.
Chaque point de la poutre a alors deux degrés de liberté qui sont le déplacement
longitudinal selon I'axe (Ox) qui est I'axe de la poutre et le déplacement
transversal selon I'axe (Oy). On note u(x) et v(x) le déplacement de la fibre
moyenne. On adopte ensuite les hypothèses et simplifications couramment
utilisées de rotations modérées pour ce problème nous conduisant ainsi à
suPposer que la contrainte o et la défornration T sont uniaxiales et que cette
dernière s'écrit, après avoir négligé certains termes quadratiques, de la manière
suivante [WAS 19741:

=u'+ {-rr"2

v(x)

Fi9.3.1. : Dimensions de la poutre en position initiale (Traits fins )
et position fléchie ( Trait epais )

Quant à la loi de comportement, on suppose que le matériau constituant la
poutre obéit à une loi de Prandlt-Reuss avec un écrou issage cinématique linéaire
strictement positif identique à celle utilisée dans l'étude du modèle simple" La
déformation permanente est notée a (a = c(X, y)). n et E1 représentent
respectivement le module d'Young et le module tangent supposés constants.

On note la limite élastique par oy. La courbe de traction uniaxiale reliant la
contrainte o à la déforrration y est représentée sur la figure Fig.3.2.

6

,Y,

+a

0

-a

- \
v(x0)

)s x,u(x)



Fig.32: Courbe de traction

Cette loi est certes simple; elle comporte cependant les non-linéarités
essentielles des lois plastiques. Elle est droisie afin de pouvoir Pousser les calculs
analytiques le plus loin possible.

On peut exprimer simplement cette loi coûlme suit :

ô = Er f en charge plastique
ô=Ef en charge élastique ou en décharge

où le point désigne la dérivée par rapport à un paramètre cinématique
caractérisant l'évolution quasi-statique.

3.1.2. Équations d'équilibre

L'équilibre de la résultante des forces et des moments s'écrit, en tenant compte
des conditions d'appui simple, corlme suit:

- |, = IIq,y"(*, y) dy tu (3.ta

. ?u v = Jlrr.ry o(*, y) dy e (3.1b)

où S(x) est la section de la poutre d'abscisse x, ici unifortte.

La loi de comportement étant incrémentale, il est utile d'écrire les équations
d'équilibre sous 1â fornre suivante, obtenue en dérivant le système (3.1) :

. - i = IIr1.yô(* ,y) dy & (3.2.a

iv + ?uv = IJ.,-.y ô(*, y) dy e (3.2b)
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A I'image du modèle simple, ce problème possède une solution triviale. En
effet, on peut constmire une solution telle qu'après une phase élastique la poutre
plastifie uniforrrément et reste en charge stricte. Cette solution a une flèche nulle
(v(À, x) = 0) Pour toute valeur du chargemerrt 1..

Elle s'exprime de la manière suivante :

. lre phase:0 < I S ?up: phase élastique:

Àx.  t ( * )=-Ë ;  v(x)=s

. o(*, Y)= o ; . Y(*, Y)= - 
#

. 2e phase: Ip 51,: phase plastique:
r^ - r ?,.p.l-'(*)=ËL?-fl ;. v(x)=

- c,(*,r)=[+ +]ft^n-^)
Où Ip, charge de plastification de la poutre, est simplement orS.

Dans la section suivante, on transfor:me les équations d'équilibre afin de tenir
compte de I'existence éventuelle d'une zone de décharge.

3.1.3. Une autre formulation

Il a été souligné dans l'état des lieux que l'évolution post-critique fait
intervenir de manière inévitable l'évolution d'une zone de décharge. La
frontière de cette dernière est constituee de points en charge neutre. En effet, on a
le résultat suivant :

Lenme 3.7 :

Si dans une section ilonnêe indicée par xe [0, Z] iI y a une partie en clwrge et
une autre en décharge alors il existe un unique point ile charge neutre séparant
ces deux parties et noté aY(x) aoec Y(x) compris entre - 7 et L. De plus, on a
l'équation :

u +t ' i r -aY(x) t '=0 .
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Dêmonstration z

Supposoru qu'il y ait une partie en charge et une autre en décharge- On note aY

"" 
pàir,t séparlant tes deux pa*ies pour une section donnée. Alors la vitesse de

défàrmationf est de signe différent de part et d'autre de aY. ot, P9* x fixé, f est

une fonction affine d" i. Elle s'annule d-onc en aY et ce point est bien un point de

charge neutre. D'autie patr, s'il y a deux points de charge neutre alors

néceJsairement f est nulle sur toute la section puisque i e-s! affine en yt--La

section est alors entièrement en charge neutre. Ceci contredit I'h1ryothèse qu'il y

ait une partie en charge.

L'équation (3.3) veut dire simplement que f(x,aY)=0- D'où le résultat'

Ce résultat d'unicité du point de charge neutre dans une section donnée

permet d'introduire une fonction Y(x) qui-caractérise la frontière neutre de la

ione de déc.harge. Cette fonction Y(x) est notre principale incorurue.

D'autre patr, il existe deux sortes de points constituant la frontière neutre. Dans

le premier'cas la zone de décharge est iu-dessus du point de chargeleutre. Celui-

ci sera dit du type 1. Dans le deuxième cas, c'est I'inverse qui se produit et le point

de drarge neutre sera dit de tlPe 2.

Le but de ce qui suit est alors de réécrire les équations d'équilibre, à savoir les

équations (3.2), à tenant compte de la loi de comportemerrt et en introduisant la

fonction Y(x). Pour ce faire, on introduit quelques notations utiles dans la suite- Il

s'agit essentiellement d'introduire quelques fonctions de Y considérée comme
variable.

Notations :

On note K(y) l'épaisseur de la poutre selon I'axe z pout y dorurée, S I'aire de la

section et I son moment d'inertie.

On pose alors :

sr(Y) = Il}r(y)ay ;  Sz(Y)=$-Sr(Y)

Mr(Y) = IlIy r(y) ay ; MzF) = - Mr(Y)
Irû) = I:""f r(y) ay ; IzF) = I - Il(Y)

Ces fonctions servent à définfu les fonctions Pi et Qi qui suivent.
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Afin d'éviter des discussions trop lourdes, on fait une hypothèse de régularité
de la section:

Hunothèse :-

On suppose que l'épaisseur de la poutre K(y) est une fonction continue de y
dans [-", u].

L'écriture des équations d'équilibre se simplifie beaucoup en introduisant les
fonctions suivantes (i valant t ou 2), qui apparaissent à la suite d'intégrations
dans (32.a) et (3.2.b) :

Ces notations perrnettent de reécrire les équations d'équilibre (3.2.a) et (3.2.b)
co[lme suit:

.  u '+v 'v ' -aYù"=0 (3 .5 .a)
Pi(V)v"+i=0 (3.5.b

ai(V) ù" + Iû + ?uv = 0 (3.5.c)
(3.s)

Ces équations sont valables dans la cas où il existe un point de charge neutre de
t'"e i (i valant L ou 2) dans la section et sont obtenues grâce à l'équation (3.3)

Ce même système d'équations se transforme après quelques manipulations
élémentaires qui consistent en l'élimination de û" de (3.5.c) grâce à (3.5.b), et on
obtient:

Pig)=(E-Er)

Qi(Y)=(n-ur)

Ri(Y)=ffi

Mi(v)-aYs,(Y)*  "E 5Y
E-Er

aYMl(Y)-I1(Y)+- +I lE-Er I

(3.a.a

(3.4.b

(3.a.c)

1i = [n,(Y)- "11 (3.6.a)

^[[*,t"1]"*Ffu-o")=o(3.6.b

(3.4)

(3.6)

Évidemment, ces deux dernières équations ne sont valables que si P;(Y) est
non nulle. La signification de cette condition apparaîtra naturellement dans le
paragraphe suivant.



D'autres cas de figure peuvent se produire. En eftftet, une section peut être

entièrement en char"ge, 
"ïtièt"^ent 

-en 
décharge ou entièrement en charge

neutre.

On s'intéresse donc d'abord à ces cas-là et on ProPose un récapitulatif des

équations d'équilibre intervenant dans claque Tpq d: comportement de la

r&tiot. Ces équations sont obtenues en explicitant les intégrales intervenant dans

le problème (32).

On distingue alors les quatre cas suivants :

ls cas : section en charge plastigue

Dans ce cas, on a ô = Er f sur toute la section, soit après intégration et

substitution dans (3.2) :

2e cas : section en dralge élastique ou en décharge

Ici la loi de comportement s'écrit ô = E t. Le problème (32) se transforrre corrme
suit:

1ù'+v'û'+Efr=0
L. i

(3.7.a)

(3.7.b

I
.  ù '+v 'Û '+Ë=O

-  û"+ x *r*  i  v=o
EI  EI

(3.s.a)

(3.8.b

p.n

(3.8)

3F cas : section en charge neuEe

cela signifie simplement que f = 0 sur toute la section et I'on a donc

trivialement

lu = 0 (3.9.a)

ù = 0 (3.9.b

. ù"=0 (3.9.c)

ù '+v 'ù '=0 (3 .9 .d

7t

(3.e)



4e caÉ : présence dans la section d'un point de charge neutre de tylre i

Ce cas a été discuté auparavant et on le résume ici, en associant les systèmes (3.5)
et (3.6):

Finalement, la résolution du problème consiste donc à chercher une solution
globale vérifiant les systèmes (3.7), (3.8), (3.9) et (3.10) respectivement dans les
zones concernées, ces dérnières étant inconnues.

Avant de continuer dans I'analyse de ce problème, on décrit quelques
propriétés importantes des fonctions Pi, Qi d R1 introduites par les équations
(3A), propriétés qui sont indispensables pour comprendre la suite de cette étude.
Ceci fait I'objet de la section suivante.

9.1.4.Étude des fonctiorc &, Qi et Ri

On commence tout d'abord par une remarque concemant une poutre de
section rectangulaire. Dans ce cas on trouve que les fonctions Pr et Qr sont
respectivement des polynômes de degré deux et trois dont I'expression explicite
est, en notant 2 b I'qpaisseur de la poutre selon I'axe des z :

ù '+v 'û ' -aYù"=0 (3 .10.a

Pt0v"+1,=0 (a.fO.U
Qi(Y)ù"+iv+1,ù=0 (3.10.c)

1i = [n,(Y) - 
"1i 

(3.10.d

[n,(v)]'. ob 
-,,"Ji = o (3.10.e)

PrF)= a2 b(E - Er)|  -  
" t  

* 2 
E*Et 

Y - 1
" l  E-Er

(y)=*e-Er)[t'-3y+rffi

(3.10)

A un facteur multiplicatif global et à un changement de variable près, on
retrouve les mêmes expressions que dans le cas du modèle à deux degrés de
liberté étudié au chapitre 2 ce qui, en particulier, prouve à quel point ce modèle
était effectivement représentatif du comportement d'une poutre élastoplastique.
De plus, on obtient pour le sens de variation des propriétés analogues à celles
trouvées pour le modèle simple.
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On a en effet les propriétés suivantes des fonctions P1, Q1 et R, dont la

démonstration est élémentaire :

Pr(Y) est une fonction strictement croissante de PrC 1) = - E a S à P1(1) = Er a S'

Elle a donc un zéro unique dans [- 1, U notéYfi. De plus, Y[ est strictement
positif ;

Pz(Y) est une fonction strictement croissante de P2(- 1) = - E1 a S à P2(1) = E a S.

Elle s'annule alors en un unique point noté Yfr strictement négatif ;

er(y) est une fonction strictement positive et strictement décroissante de

QrCl )=EIàQr(+1)=Er I ;

ez(V) æt une fonction strictement positive et strictement croissante de QzG 1)
=Er IàQG)-EI ;

RrG) a une asymptote verticale en YÀ. Elle décroît strictement de

R,(-1)=-*|-oo sur I'intervalle [-t,tÀ[. Sa restriction à cet intervalle est

donc biiective et on note gr sa réciproque qui est donc définie d" 
]- 

-'- 
iJ

.'"" [- L Yl[.

De même Rr(Y) décroît strictement de +""à+ sur l'intervalle ]V['f]. Su

restriction U ltÀ, f] est donc bijective et on définit de la même manière que g1

la réciproque f1 définie u" 
[+,* 

-[ .,"o ]vfl' rl ;

Rz(y) a une asymptote verticale en Yi. Elle décroît strictement de - 4 U - -

sur I'interva[e [- L Yfrl. Sa restriction sur cet intervalle est donc biiective et on

note gz sa réciproque définie d" 
]- 

-,- 
iJ 

.,"r, [- L Yftl. De même Rz(Y)

décroît strictement de + - à + sur l'intervaUe ]Vrt, * ll. Ot note f2 sa fonction

réciproqge qui est, ainsi, définie dr 
I I I 

I' L+,+{ """ Iti,*tl.
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De plus, on a les relations suivantes :

PrF) = - Pz(-

. Qr(Y)= Qr(- Y)

Yfr =-
o,(vil

YÂ

=QzYfr2

Dans cette étude, on aura besoin uniquement de ces propriétés et chaque fois
que I'on parlera des propriétés des fonctions &, Qi ou Ri, c'est de ces propriétés-là
qu'il s'agira.

Ces propriétés des fonctions Pi et Qi vont nous permettre d'avoir, en
particulier, des résultats quant à la topologie et la régularité des zones de
décharge. Grâce à ces propriétés, on va d'abord faire une certaine classification de
ces zones afin de n'en étudier qu'un nombre réduit. C'est I'objet du paragraphe
suivant.
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3.2. Analyse des zones de décharge

La déternrination des zones de décharge est, comme il a été dit aupar,avant,

d'une grande importance dans cette étude. Dans ce ParagruPhg, on tente d'avoir

une clissificatiori de ces zones selon leur topologf". Cette topologie est différente

selon que l'on est en chargement constant (i = O) ou non. Dans un premier

temps, on étudie le cas i = 0-

gz.l.Topologie des zones de dédtarge Pour I = 0

Dans cette section, on présente læ conditions sur la zone de décharge associées

à un chargement constant (i = O). Réciproquement, on analyse les conséquences

de I'hypothèse i = 0 sur la topologie de ces zones.

Ces résultats sont résumés par le théorème suivant :

Thêotème 3.7 :

On a les ffirmations suioantes :

l. Si une section comporte plus il'un point de charge neutre ( cf. Ei$.a. )

alors ?t=O.

2. Si ta ftontière neutre rencontre la droite y = YÀ en un point de charge

neutre de We L ou la droite y = Yfr en un point ile charge neutre de type 2

alors L=o.

J .  S i l 'un i lespointsx=0oux= L appar t ient  à la f tont ière neutre a lo ts

i=0.

Réciproquement :

4. Si i = O alors il n'y a pas de section entièrement en charge ou entièrement
en déchnrge stricte.

S. Si L--O, alors chaque section est ou bien entièrentsnt en clurg.e ne-utre, ou
bien corryorte un seui point de charge neutre. De plus si ce point de charge

nantre est ile We 7 alors Y=Yl a s'il est iteWe 2 alors y=Yft.

75



Démonstration z

1. Cette sittration est représentée, pour quelques c.ui, p,rr la figure ci-après :

Fig.3.4. : Quelques situations impossibles de topologie des zones de dédrarge.

De part et d'autre de la section S(x) on a respectivement ô=Er ietô=Ei'
sur une partie de mesure non nulle. Or la composante du vecteur contrainte
norrrale à cette section est continue et donc la défornration i est nulle sur une
partie de mesure non nulle. Comme on I'a déjà utilisé, la déformation i est une
fonction affine de la coordorurée y pour x fixé. Cela entraîne que la vitesse i æt
nulle sur toute la section considérée ou en d'autres ter:anes que la section est

entièrement en charge neutre. Ce qui implique trivialement que i - 0.

2- Dans ce cas,l'équation (3.10.b) est valable :

Pimù"+i=0 (3.10.b)

Yfr et Yfr sont les racines de P1 et P2 et donc on obtient immédiatement le
résultat.

D'après les conditions aux limites et l'équation (3.10.c), on a : û"(0) = û"(/) = 0
et donc, d'après l'équation (3.10.b), on a i = 0.

On suppose que i=0. Si toute la section était en charge plastique ou en
décharge élastique alors, d'après les équations (3.7.a) et (3.8.a), on aurait
ù' + v' û' = 0 et donc i'= - y û". Ceci est absurde car i ne peut pas changer
de signe sur la section si celleci est entièrement en charge ou entièrement en
déctrarge.

4.

s(x)
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S. Iæ point 4 précédent indique en particulier que si )u = 0 la section ne peut pas

êtrË complËtement en chaige plastique ou complètement en décharge et-donc

la section est ou bien en .h*-ge neutre ou bien comporte un point de drarge

neutre séparant une partie en charge et une autre m décharge.

Supposons que Ia section n'est pas en charge neutre. Alors deux cas peuvent

se pioduire èt ce à cause de l'équation (3-10.b).

o v" = 0 : ceci est impossible car si tel était le cas Ia déformation i, qui est

affine en y, s'arurulerait en a Y (point de charge neutre) et aurait une pente

nulle (- r"). Elle s'annulerait donc sur toute la section et celle'ci serait

donc en charge neutre.

. l'équation (3.10.b) montre alors que Y est racine de Pi si le point de drarge

neutre est de t1rpe i.D'où le résultat, puisque Yl annule P1 (i valant 1 ou 2).

On peut ajouter le corrollaire suivant:

Conollahe 3.7 :

Lorsque i=0, on ne peut aooir qu'un nombre fini de sections entièrement
charge neutre. De plus, cela ne peut se produire que ?our des oaleurs discrètes

L notées 7,!*.

Dêmonstration z

D'après le théorème précédent il t'y a que trois possibilités Pour chaque section

lorsEre i est égal à zêto. Ou bien la section est en chargemerrt neutre, ou bien il

y a un point de charge neutre de tlpe 1 ou bim il y u un point de charge neuhe de

type2.Dans ces deux demiers cas la vitesse v vérifie I'une des deux équations :

o"* efuù=o

en
de

ou

selon que le point de drarge neutre est de tpe 1 ou 2.

Ces deux équations ne sont autres que l'équation (3.10.c) daru laquelle on a mis

i = 0. Elles sont évidemment vérifiées quand la section est en charge neutre car

dans ce cas: ù = ù" = 0.
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D'autre part, et d'après les propriétés des fonctions Qi on a:

Or(vfr)= Oz(vfr)car Yf, = - Yfr, de plus Or(vfr)' o.

On obtient donc un problème aux valeurs propres vérifié par û sur toute la
longueur de la poutre et qui s'écrit courme suit:

ti"*ffiû=o (3.11a)

\ i (0)=ù(/ )=s 11b
(3.11)

Un tel problème est résolu trivialement. tr admet en particulier une suite
dénombrable, rangée dans I'ordre croissant, de valeurs propres indexées par n à 1
et notées lJf avec :

" 
r# el(Yi

= l l - * (3.L2)

De plus, le vecteur propre correspondant à la valeur propre Ii s'annule

exactement aux n+1. points rk=k I avec0 < k Sn. Or là où la section esten
n

charge neutre, Û s'arurule. D'où le résultat.

Remarque:

La corutruction du problème aux valeurs propres (3.11) a été obtenue grâce à la

condition i = 0. On note en particulier que la flèche v est quelconque et les
résultats ainsi obtenus sont valables sur toute branche de solutions. Cependant
on va utiliser une construction analogue pour déterminer les vitesses initiales
bifurquées à partir de la solution fondamentale en profitant cette fois de la
condition v = 0.

En conclusion, lorsque i = 0 t

o l, est I'une des valeurc Ii ,
. La fonction Y(x) est constante par morceaux,
. Les points de discontinuités sont les zéros des modes propres associés à fi.
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Les situations possibles lorsque i = 0 Pour quelques valeurs de n sont

représentées sur la figure ci-après.

Fig. 3.5 : Exemples de zones de décharge (hachures) dans le cas I =0
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1zz.Topologie des zones de décharge pour L+ 0

L'étude de ce cas est facilitée par l'étude de la section précédente. En effet, on
peut déduire les assertions suivantes.

Si  i+0 alors:

o Iæspointsx=0etx= / ne peuvent appartenir à la frontière neutre.

. la frontière neutre ne peut rencontrer la droite y = Yi en un point de charge

neutre de t1rye 1, ni la droite y = Yfr en un point de charge neutre de tlpe 2.

r chaque frontièreneutre arrive jusqu'auxbordsY= - l ouY = r 1. Eneffetsi
tel n'était pas le cas et en vertu de la continuité de la composante normale du
vecteur contrainte, la section où cette frontière s'arrêterait serait entièrement
en charge neutre.

. coûlme la frontière neutre ne peut couper la droite y = Yl dans le cas où elle

est fornrée de points de charge neutre de tlpe 1, ni la droite y = Yfr si elle est
constituée de points de charge neutre de tlpe 2, alors nécessairement les deux
exEémités de cette frontière sont ou bien en Y = * 1 ou bisr en Y = - 1.

Finalemerrt on déduit de ces remarques le r&ultat suivant.

Thêotùne 3.2 :

Lorsque i*O on a les dcux cas :

7. La frontière neutre est formée de points de charge nantre ile We 7 et on a

ou bien Vf, <V(x) S+l ou bien -lsY(x)<YÂ.

2. Ir ftontihe neutre est formêe ile points de charge neutre ile We 2 et on a

ou bien Vrt < V(x) S+L ou bien -1< Y(x) < Yfr.

La démonstration de ce théorème est évidente à partir des remarques
précédentes.

Dans la section suivante et grâce à ce théorème, on donne une classification
des zones de décharge.
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g.2.g.Classification des zones de décharge

A la lumière de ce qui précède, on peut classifier les zones de décharge -en I
types : I, I.bis, tr et tr.b'is. i.s gpes I el t.Uis ont la particularité {jtr" constitués
.itiiqo"*unt de points de chargè neutre de tlpe 1 et les types tr et tr.bis sont

formés de points neutres de tYPe 2.

Rappelons que les points de charge neutre {" gp" 1 se trouvent en dessous de

la zone de décharg" 
"i 

ceux de typ" 2 sont au-dessus de celle-ci. On errvisage loP
les quatre .u, ,ùuur,ts pour fesquels on ne représente qu'une portion de la
poutre.

leg cas: zone de décharge de

C'est une zone de décharge dont la frontière neutre est formée de points de

charge neutre de t1rye 1et vérifiant: Yfl<Y(*)S+l. Elle est représentée par la
partie hachurée du dessin.

"Yl
oP

2e cas : zone de décharge de tylle l.big

Comme dans le premier cas, la frontière neutre est formée de points de charge

neutre de tlpe I mais vérifiant maintenant -l < Y(x) < Yi.

uYl

od
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9e cas : zone ae aécnaræ de tyll

C'est une zone de décharge dont la frontière neutre est formée de points de
charge neutre de type tr et qui est comprise dans I'intervalle -l < Y(x) < Yi.

oe

uYl

Remaroue :-

Ces zones peuvent être déduites du premier cas par symétrie par rapport à la
droite y = 0.

!e cas : zone ae aCcnaræ ae type nUs

C'est une zone de décharge dont la frontière neutre est formée de points de
charge neutre de type tr et qui est comprise dans I'intervalle Vfr < V1x1S +t.

Remaroue :-

Lorsque îu+O, certains de ces types de zones ne peuvent coexister avec d'autres
tyPes. Par exemple, le tlpe I ne peut coexister avec le tJrpe l.bis, ni le t1rye tr.bis. On
a en effet le résultat suivant :

Lmtme 3.2. :

Lorsque i*O le type I ne peut coexister qu'aoec te type II, et le type l.bis ne peut
coexister qu'aoec le type ll.bis.
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Démonstration :

Cela provient uniquement du Jait - que si I'on considère toute autre

combinaison que I et tr ou I.bis et tr.bis il y aura nécessairement une section en

charge neutre, ce qui est exclu par la condition i + O'

Après cette classification, I'objet de la section suivante est d'écrire les

p.o;bièor"s vérifiés Par ces drf!érents types d-e 1o1es de décharge ce qui va nous

permettre en particulier de déduire leur réSularité spatiale.
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3.2.4. Régularité des zones de décharge

Rappelons tout d'abord que si l, = 0 alors la frontière neutre est corutante par
morceaux et les points de discontinuité correspondent aux sections entièrement
en charge neutre. Dans la suite, on suppose donc que i + 0 et I'on a le résultat de
régularité suivant.

Tlréoùme 33 :

Lorsque i.+0, la frontière Y(x) de chaque mne de déchnrge est continue et est
au moins une fois dêrioable. De plus, plus la fonction K(y), qui mesure
l'épaisseur ile la section selon I'aïe z, est régulière, plus Y(x) est régulière.

Démonstration :

Tout d'abord Y(x) est continue. En effet si tel n'était pas le cas la section de
discontinuité serait entièrement en charge neutre, ce qui est exclu par i + 0.
Rappelors d'autre part, que Y(x) atteint le bord Y = + 1 à ses deux extrémités dans
le cas d'une zone de décharge de tlpe I et tr.bis; et le bord Y= - l pour une zone de
décharge de tlpe l.bis et tr.

Donc chaque zone de décharge est caractérisée par une fronitère neutre Y(x)
définie de la manière suivante :

Il æiste dew nombîês 11etr,2 tels qae 0 ( t1 ( rz < l. La fonction Y(x) est alors
itéfinie ilans l'intercall, lrt,r2l et offifie, selon le type ile zone ile ilécharge, l'un
iles problèmes suioants. :

Zone de dédraree de tnoe I:

Dans ce cas, la frontière neutre Y(x) vérifie Yi. < Y < + 1 et l'équation (3.10.e)
soit:

[nr(v1x)]'*Ffu-v'=0.

Rappelons d'autre part que Rrff) est biiective sur I'intervall" l"Â, + 1] et h
fonction réciproque de sa restriction à cet intervalle est notée f1.

u



On peut alors écrire le problème vérifié par Y(x) grâce à la fonction f1 comme

suit :

Dans cette formulation, on a remplacé Y dans l'équation (3-10-e) Par

fr(nr(v))= y. On obtient ainsi une équation différentielle du second ordre où

I'inconnue est la fonction nr(V(x)) q"" I'on continuera à noter Rr(*) et qui est

alors deux fois dérivable. La fonction Y(x) est obtenue par Y(x) = ft(nt(x)) et donc

la régularité de y depend de celle de f1, dependant elle même de la régularité de la

sectiËn. Cependant, quelle que soit la secùon, la fonction fi est au moins une fois

dérivable par morceaux.

Donc y(x) est au moins une fois dérivable p,u morceaux et plus la fonction f1

est régulière, plus Y(x) est régulière.

De la même manière, on construit des problèmes analogues Pour les autres

types de zones de décharge que I'on énumère comme suit:

Zone de déchatge de fire l.bis

lvfr, + rY: [t1, ,r l- (3.13.a

(3.13.b

(3.13.cr r )=+t ;Y(rz)=*1

Y: [t1, ,rl-[- r, vi (3.1a.a)

(3.14.b

Y( t t )=  -  1 ;  Y(r2)= -1 (3.la.c)

(3.13)

(3.14)

Zone de décharge de twe II

Y: [t1, "rl-[- 
r, vfr (3.15.a

[nr(vtl<l)]'*u 
-v"(x)=s (3.ls.b

Y(" t )=- t ;Y( î2)=-1 (3.ls.c)
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Zone de dédrarce de tnpe ll.bis

Y: [r1, "rl- ]vfr, + r (3.16.a)

[nr(v1x;)]'+pr(gr(nr(Y('))))
- v"(x)= g (3.16.b

t r )=+1;Y( r2)=*1 (3.16.c)

(3.16)

Les fonctions fi et gi (i = 1 ou i = 2) ont été définies au paragraphe 3.L.4. On
procède alors pour les 3 derniers cas de la même manière que pour le premier et
on obtient ainsi le résultat.
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3.3. Vitesses initiales et points de bifurcation

Dans ce paragraphe, on reprend la notion de solution fondamentale. La

recherclre ae viteései autres que celles nous .o1dr isant à rester sur cette solution

fondamentale est une idée naturelle pour caractériser les points de bifurcation.

Une définition des points de bifurcation, adaptée à notrg ProPos' est alors

proposée. La démonstràtion de l'équivalence, dans notre cas, de cette définition et

àe tu définition habituelle est I'objet du paragraphe suivant.

Le résultat principal de ce paragraphe peut s'énoncer comme suit :

Théotème 3.4:

I1 existe 3 suites de nombres réels rangées ilans I'ordre croissant et notées

li, lt et l.! (" > t) telles que :

. ?ui < Ài .Ii;

o Toutes les oaleurs de îv oêrifiant ?ri < ?u < Ii, et uniquement celles-là,
correspondent ù iles points de bifutcation;

. pour ?ri < ?u < ?ui, il existe ileux oitesses initiales transoqses et seuletnent
deux comportant exactement n zones de décharge. Ces zones de décharge
sont ile iype I et Il. L'une de ces oitesses est déduite de I'autre pat la
transformation y+-y;

. pour Ii < ?u < )ui, il existe deux oitesses initiales transoerses, et deux
seulemeni) comporiant exactement n zones de ilêcharge. Ces zones de
itécharge sont de type l.Bis et ll.Bis. On dêduit I'une ile ces oitesses à partir
dc I'autre par la symétrie Y +-Y;

. On a les trois assqtions suioantes :

. si ti < À < X*, la bifurcation est à charge qoissante,

. si ?u = IT, la bifurcation est à clwrge constante,

. si ?uT < l, < L\, lo bifurcation est à chnrge ilêffoissante;

. pour ?rt, < À < IL, il existe une unique oitesse initiale transoerse
comportani une uiiqot zone ile décharge de type t. \q frontière.Y(x) ile
ceftà zone ite déchaige présente un unique minimum Ys. Ce minimum Ys

itêpend ilu nioeau de chargement L et on a lu relation exVlicite et
biuniooque suioante :
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'fi'Ï l;itr; dq

Fl'r+ffi))[æ+arcts

2
I

ou:

.Ro=Rr(Yo)=ffi,

.  x(no)=Ë

La démonstration de ce théorème est longue et tedrnique. Elle se décompose
en trois parties :

Dans un premier temps, on construit un problème aux valeurs propres dont
les solutions sont les éventuels points de bifurcation.

On se restreint alors à l'étude d'un intervalle I.[1",I*] pour lequel les
vitesses initiales bifurquées comportertt une zone de décharge et une seule.

On généralise enfin à tous les autres points de bifurcation le résultat précédent
par symétrie ou analogie.

a S
P'(t('r))
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3.3.1. Solution fondamentale et points de bifurcation

On a déjà évoqué au chapitre précédmt la notion de solution fondamentale. tr

s'agit, 
"r, "ff"t, 

d'irne solutiôn qui préserve les symétries initiales et qui démarre

d""l'origit 
" 

de la chronologie. baris notre cas, on la construit trivialement de la

manière suivante.

Après une phase de compression uniforme, la structure atteint sa limite

d'élasticité ot à la drarge lp = o" s et plastifie entièrement'

Remarques :

1. on s'intéresse, ici, au flambage plastique. on suppose donc que la charge de

plastification l"o est inférieure à la charge de flambement d'Euler notée I".

2- La position de In par rapport aux valeurs Xi,lti et 1,"" a une influence sur le

flambage. Cependan! afin de simplifier I'exposé, on suPPose que le flambage

a lieu à régime plastique établi, c'est-à-dire que Àn est plus petite que la plus

petite de ces valeurs 1,"t.

Après la plastification complète de la poutre, celle-ci reste en charge stricte

partôut et ori obtient trivialement I'expression donnée au Paragraphe 3.L-2-

On rappelle que sur une branche de solutions, tln point est dit point -de
bifurcatiôri si dins tout voisinage de ce point existe au moins une solution

n'appartenant pas à cette branche de solutions. Si ce point -appartient à une

Uraïche tangerite à la branche fondamentale au point de bifurcation, alors la

bifurcation èt dite tangente. Dans le cas contraire, elle est dite transverse. Avec

ces définitions, on a le résultat suivant.

Lenme 3.2:

Tous les points de bifurcation situés sur la branche fondamentale sont des

points de bifurcation transoerse.

Démonstration :

Le flambage de la poutre comprimée a été étudié _PT_flus_ielys auteurs, et ce

lemme a été àémontré, par exemple, dans la référerrce IIÆG 1993b1-

Ce lemme nous pernret d'énoncer la définition suivante :
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Dêfinition :

Sur la branche fondamentale, un point est dit point de bifurcation si et
seulement si il existe une autre solution du problème en oitesse que celle
conduisant à rester sur cette branche fondamentale, Cette deuxième oitesse est
appelée oitesse initiale bifurquêe,

Remarque :

Évidemment, cette définition est moins restrictive que la définition habituelle
qui exige I'existence d'une branche bifurquée. Cependant, dans notre cas, et
courme on va le voir dans le paragraphe suivant, ces deux définitions sont
équivalentes. L'introduction de cette définition a pour unique but de perurethe
d'utiliser le terrre point de bifurcation pour désigner des points où il existe au
moins deux vitesses différentes.

On va maintenant caractériser ces points de bifurcation. La solution
fondamentale présante une flèche nulle quel que soit le niveau de chargement I
(c'est à dire v(x, t )= O).

Évidemment, la vitesse ù(x, f,) est aussi nulle sur cette branche. On a le lemme
suivant.

Lenme 33 :

Sur la branche fondamentale, les points ile bifurcation sont caractêrisés par
l'existence d'une oitesse i non identiquement nulle.

Démonstrat ion:

Si v(x) = g V x e lO, tl, alors il est facile de voir, d'après les équations (3.7),
(3.8), (3.9) et (3.10), que le problème en vitesse admet une solution unique.

Réciproquement, si le problème en vitesse admet une solution V non
identiquement nulle alors ce point est un point de bifurcation puisqu'il existe
une vitesse transverse.

Ce lemme Éduit donc la recherctre des points de bifurcation à la recherdre de
solutions û non triviales en des points {"(*) = 0,I} de la branche fondamentale.

Les équations d'équilibre (3.n, (3.8), (3"9) et (3.10) se réécrivent sur l'état
fondamental conrme suit :
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. ù'+ft=o

.  ù*+ x ù=o

(3.17.a)

(3.17.b
I

fer cas : section en charæ Ptastige

2e cas: section en charge élastique ou en décharge

gF cas : section en charge neuft

l. = 0 (3.19.a)

.  ù=0 (3.19.b
ù" = 0 (3.19.c)

ù' = 0 (3.19.d

4e cas : pr,ésence dans la section drun Point de charge neutre de tyPe i

ù ' -aYù"=Q (3 .20 .a

pi(Y)ù"+i=o (a.zo.U
QiF)ù"+Xù=0 (3.20.c)

1
û=ini(v) (3.20.d

ln,(v)Ï'. *&t]i=o 
(3.20.e)

(3.r7)

(3.18)

(3.le)

(3.2o)

Les équations (3.17.b), (3.18.b) et (3.20.c) suggèrent de construire rur problème

vérifié p; ù sur toute la longueur de la poutre. C'est I'objet du résultat suivant :

(3.18.a)

(3.18.b

11 'aÀ=g

ù"+ I  ù=o
EI



Thêorème 3.5 :

Il existe une fonction
Er ISq(x)<El tel le que
P, suioant :

q(x) dêfinie sur lO, tl strictement
la oitesse i oêrifie le problème aux

positioe et oérifiant
oaleurs propres noté

ù"+*ù=

ù(0)= ù(/) = 0
(Pq)

Démonstration :

On définit la fonction q de la manière suivante :

. q(x) = QiG(x)) dans le cas d'une section en décharge partielle avec un point
de charge neutre de tlpe i,

. q(x) = Er I dans le cas d'une section en charge plastique,

. q(x) = E I dans le cas d'une section en charge élastique ou en dédrarge.

Vu les propriétés des fonctions Q, il est éviderrt que la fonction q est continue
et vérifie : E1 I < q(*) < E I. La constmction du problème (Pq) est alors immédiate
grâce aux équations (3.17.b), (3.18.b) et (320.c).

Un problème de tlpe (Pr) u été étudié en détails dans [COU 1953] par exerrple.
Quelques résultats sont rappelés en annexe. On encadre ce problème par 3
problèmes notés (pr),(p*)et(r"), dont I'utilité va apparaître dans les corollaires
qui suivent. Les trois problèmes (pr), (p*)a (p") sont définis comme suit :

V '+  
' -  

V=
Er I

v(0)=v(/)=s

\r '+ À v=o
EnI

0)=V( / )=0

\ f '+ ' -  V=0
EI

v(0)= v(/) =

r = O,(vÂ)= ez(vi

(Pr)

(PR)

(PE)

où Es est défini par :
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Ces trois problèmes admettent chacun une suite de valeurs ProPres,

strictement positives et tendant vers I'infini, que I'on note Àt, ft et ?tt
respectivement. On suppose que ces valeurs propres sont rangées dans I'ordre
croissant.

De plus, on a la relation : Àl < Ài. < tÏ.

Àt, ?ri. et I! sont dorurées par les expressions :

. },t =ry p.2z.a)

.  ? rÊ ' " *6-  p .?zc)^n  n2  n2  E l
rîÈ=-

(3.22)

Ces valeurs &,IR et ?'Ê vont nous permettre de définir des intervalles de
points de bifurcation grâce aux corollaires suivants.

Corollaire 32:

Les éoentuels points de bifurcation h oêrifient I'une des conditions

Àt S î, < L,Ê. De plus, si la oitesse initiale correspondante ne contient que des

zones ile itécharge ite We I et Il (resp. l.Bis et ll.Bis) alors on a : ?'l S ?,, < L\ Oesp.

t isl ,<rÊ).

Démonstration :

Si l, est un point de bifurcation, alors il existe une solution non triviale au

problème (Po). Donc I est valeur propre pour ce problème. Or pour une fonction

q(x) donnée, il existe une suite dénombrable l,!(n > t) classée dans I'ordre

croissant et tendant vers I'infini [COU 1953] telle que (Pr) admette une solution

non tr iv ialepour l ,=It  etquel 'onnote Vi.D"Plw,ona: Er I<q(x)sEI-

Donc d'après la même référence ICOU 19531, les valeurs ]'t vérifient

Ài < fi < It. On conclut que les seuls points de bifurcation éverrtuels se trouvent

dans I'un des intervaUes [f"t,4].

D'autre part, on rappelle que les vitesses initiales conesPondantes ne p_euvent
contenir simultanément que des zones de décharge de t'"e I et tr (resp. I.Bis et
tr.Bis).
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Si la zone de décharge est de type I alors on a: v{ <V(x)<1etq(x) = QrËr(x)).

D'où Er I < q(*) <Es I= Ot(vi).

De même si la zone de décharge est de tlpe II on a : E1 I < q(*) < En I. Sur le
reste de la poutre on a : g(x) = Er I. On conclut donc que, pour ce tlpe de vitesses
initiales, on a : Ii < I < Ii d'après [COU 1953].

Le résultat pour les zones de décharge de type I.Bis et tr.Bis s'obtient de manière
analogue.

Le corollaire suivant donne un résultat de dénombrement des zones de
déctrarge.

Corollaire 33:

Si pour h donnée, il y a une solution i non identiquement nulle, alors Îv est
oaleur propre du problème (P). De plus, si L est la niètneoaleur prtpre ile (P)
alors la oitesse initiale correspondante comporte au plus n zones de décharge
tous tytpes confonilus.

Démonstration :

On suppose que I est la nième valeur propre de (Pq). La vitesse ù s'annule
alors en exactement n + 1 points dans [0, f] d'aprb [COU 19531, et il s'annule en
exactemerrt n points situ6 entre les zéros de ù.

D'autre part,d'après l'équation (3.20.e), Rf = - 
#t 

garde un signe constant, et

R1 a la même valeur aux deux extrémités de la zone de décharge (ou bien { ou
aS

bien -{;. Oor,. la dérivée Ri s'annule une et une seule fois pour ctraque zone
aS '

de dédtarge. L'équation (3.20.d) nous permet alors de conclure que la dérivée f
de la vitesse s'annule une fois pour chaque zone de décharge. Le résultat suit
immédiatement.

De cette partie, il faut retenir qu'il existe des intervaller [fî,fî]"[f"*,f'"]
contenant les eventuels points de bifurcation. L'objet de la section suivante est de

montrer que tous les points de I'intervalle lftr, fhl sont effectivement des points

de bifurcation. La genéralisation aux autræ intervalles sera faite ensuite"

On s'affranchit donc d'abord de I'exposant 1 de It1et fa et on note :

Ir : ftr et l,p = ?th"
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3.3.2. Existence de vitesses initiales pour ?ur < À < ÀR

L'objet de cette section est de démontrer que Pour IT < î, < Àn il existe au
moins deux vitesses initiales bifurquées. On donne la repartition entre les zones
en charge et les zones en décharge et on propose une méthode Pour calculer
effectivement ces vitesses.

3.3.2.1. Position du problème

On a Ir . ?u < Ip donc d'après la section précédente une éventuelle vitesse
initiale bifurquee comporte exactement une zonle de décharge. De plus cette zone
de décharge æt ou bien de tlpe I ou bien de t1p tr.

D'autre part, et d'après les propriétés des fonctions Pi, Qi et R; il est facile de
voir que si I'on construit une vitesse initiale avec une zone de décharge de type I,
celle iomportant une zone de type tr est obtenue trivialement par la symétrie
y  + -y .

Ces deux sittrations sont schématisées par la figure h9.3.6 où I'on a représenté
toute la longueur de la poutre.

lscas 2e cas

zone de décharge de tlpe I z'one de décharge de t'"e n

Fig. 3.6 : Vitesses initiales bifurquées Pour ?ur < I < ?uR.

Dans la suite on se restreint à une zone de décharge de tlpe I. Pour une telle

zone il existe trois nombf€s Xs,t1 ett2 vérifiant O<trSxoSîz<t tels que la
frontière neutre Y(x) atteint son minimum au point x0 et le bord de la poutre

Y = +1 aux points :u1eta2. La valeur minimum de Y(x) est notée Ys. Ces notations
sont reportées sur la figure frg.3.7 qui représerrte toute la longueur de la poutre.

Y
R

K

95



xo 1,

v
+a
âYo

(car i * 0)

En particulier on a :

ù =; Rl(y(x)) (3.23.

ffi=o 
(3'æ'b)

.ù(",)=i* e.2a.a)

.û ( tz )= i *  Q.2Lbû("')=+ +

.  io + "  ù=0 (3.?5.
ErI

. ù(o) = o; ù(tr)= + + (3.2s.b)

{l
aY3 *

Fig.3.7 Dimensions de la zone de décharge.

On rappelle les équations vérifiees par la vitesse ù dans chacune des parties de
la poutre :

. Dans lrurùz

D'après les équations : (3.20.d) et (3.20.e) on a :

Il est naturel de chercher des solutions continues. La continuité de ù aux

points rletry conduit alors aux deux problèmes suivants :

. Dans [0,11] :

(3.23)

(3.24)
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Le but de la suite est de démontrer I'existence d'une solution unique au

problème ainsi posé dans 10, tl. Dans un premier temps on construit, grâce à un

changement de variable, un problème équivalent portant uniquement sur la
frontière neutre Y(x). C'est le problème en R présenté ci-après.

3.3.2.2. Problème en R

On a construit trois problèmes vérifiés par ù dans les 3 intervalles

[qtt]l"r,"rletlr2,Z]. Dans l'écriture des problèmes (3.25) et (3-26) on a tenu

compte de la continuité de ù aux points rl et 12. On exploite maintenant la
continuité de la dérivée i" aux points r1etl,2.

Les problèmes (3.25) et (3.26) s'intègrent de manière élémentaire et lon obtient
en particulier :

o Dans lr2,tl:

De l'équation (323.a) on dffuit :

. vo.'- " 1=g (3.26.a)
ErI

("r)= * l; (z)= o (3.26.b

(3.26)

(3.27)

û'(tr)= 
I *ffi*,,ffi") (3.27.a

(3.27.b)ù'(tr)= 
I *,ffi*.',ffiv-",)

[*, (rt,.l)i (,, ) = * ",ffi *. r [,[#', ) (3.28.a

[n,(v1x)] (,,)= -*\ffi..-r[lH v - ",) (3.28.b
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Avant de poursuivre dans cette analyse on rappelle que la fonction R1(Y)

considérée comme fonction de Y est bijective de]v{,t] vers 
[*,.{"t 

admet

une fonction réciproque notée rrrl*, *."f -, Fi, * tl.
L i l ) L '

On a donc Y = fi Glm) pour Y dans ]v{, + r].

Dorénaoant la fonction composêe Rt(Y(x)) seru consiilérée comme ufle

fonction de r et sera notée R(x) qui ilæient notre inconnue principale. La

frontière neutre Y(r) seru ensuite obtenue pat : Y(x) = fi (R(x)).

Il est clair que la connaiss:rnce de la fonction R(x) permet de construire la
vitesse û et par suite de résoudre entièrement le problème. On rassemble
maintenant toutes les conditions relatives à la fonction R(x) pour construire ainsi
le problème en R.

Afin d'alléger la notation on ignore I'indice 1 des fonctions Pr, Qr et f1 qui
deviennent P, Q et f respectivemerrt.

On dispose donc de l'équation différentielle (3.23.b) et des deux conditions de
continuité (3.28.a) et (3.28.b). D'autre part la frontière neutre arrive effectivement
jusqu'au bord Y = + 1 et I'on a donc :

A cæ conditions, on ajoute des conditions sur le signe de la dérivée R' aux points

rl et 12 et qui proviennent du fait que la zone de décharge est incluse dans le
domaine occuÉ par la poutre. Ces conditions s'écrivent :

R(rr) = 
* 

(3.2e.a

"r)=;f P'nl

R'(r1) > o (3.30.
'(rt). O (3.30.b

(3.2e)

(3.30)
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Trouver une fonction R(x) et deux nombres 0 < tr 172 1 / tels que R soit

définie de [r1, t2] vers f4, * -f 
"t 

vérifie :
Lus' L

R"+:#--0 (3.31a)

R'(r,)= *,ffi*r[ffi")
n'(tt)> o

(3.31d

R'(rr)=- 
*

n'(tr)< o
,ffi*.'[rffit'

(3.31e)
\-"r) l  (3.310
)

(3.31s)

(3.31)

Finalement, le problème en R se formule comme suit :

Le domaine de définition du couple (* R) est le domaine hachuré de la figure
Fig.3.8.

1 - -

Fig.. 3.8 : Domaine de définition du problème en R

Rs

I
as
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Commentaires :

1) Si on considère les équations (3.31.a), (3.31.b) et (3.31.c), on est alors en présence
d'un problème aux limites du second ordre. Les conditions (3.31.d), (3.31.e),
(3.31.0 et (3.31.9) apparaissent comme des conditions supplémentaires à un
problème qui semble être bien posé.tr est alors fort légitime d'avoir des doutes
sur I'existence d'une solution à ce problème. Cependant il faut garder à I'esprit

que les bornes lu1etr2 sont aussi des inconnues du problème et I'on démontre
dans la suite de ce paragraphe que ce problème est bien posé et qu'il admet
effectivement une solution unique.

2) On rappelle que la frontière neutre Y(x) admet un minimum unique Ys
l1

atteint en un point xs e[t1,tr]. Vu le sens de variation de R1(Y) dans lVfr,+tI
JI

la fonction R admet un extremum unique en x0. C'est un maximum et sa
valeur est R0 = Rr(Yo). Dans la suite on va réduire la résolution du problème
en R à la recherche de Ro. A cet effet on construit une fonction reliant

implicitement cette valeur Ro au chargement 1,. Une étude directe de cette
fonction nous dorurera I'existence d'une solution.

3) Le système étudié ici présente deux syméhies géométriques initiales : la
première est celle par rapport au plan y = 0, la seconde est par rapport au plan

*=!. On a vu que toutes les bifurcations à partir de l'état fondamental
2

s'effectuent par destmction de la première slmrétrie. On peut penser alors que,
au moiru pour la première bifurcatioru la seconde symétrie est préservée. Cela

se traduit par le fait que *o = ! et r2-- I - rr. Dans notre cas on démontre que,r v 2

pour Àr < I ( ln, cette symétrie est effectivement préservée et I'on réduit
l'étude à la moitié de la poutre.

3.3.2.3. Un résultat de symétrie

On a le résultat de symétrie suivant pour les vitesses initiales bifurquées.

Théoùme 3.6:

S'il existe une solution non trioiale i du problùne en uitesse Pour L7 < L < hn

alors nécessairement cette solution est symétrique ?ar rapport au plan *=!.
2
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Démonstration :

On rappelle que la vitesse Û, et par suite R(*), admet un extremum en

xse]0,2[. Dire que la vitesse Û est non s5rmétrique Par raPPort au plart x=!

revient simplement à dire que x0 est différent d" 
:ce 

qui est impossible. Dans

un raisonnement par l'absurde, suPPosons en effet que 0 .*o.f,.

La vitesse û vérifie sur toute la longueur de la poutre le problè-e(fn) eoi
s'écrit conrme suit :

v z 1  
- -  y = Q

q(x,

0) = 0, nV)=

où la fonction q(x) est définie par le théorème 3.5-

A partir de ù on construit une autre fonction i de la manière suivante :

. dans [0, *o]: l(x) = ù(x)

. dans [*0, z*o]: ù(x) = û(2xo - x).

De manière évidente î vérifie le problème (Fr) a."" [0, 2xo] :

T"+j-r i=o
q(x,

î101= o, ù(zxo)= o

( t )

(F')

Évidemment c'est la même fonction q(x) qui intervient daru les deux problèmes

(tn) * (Fn) .* q(x) est symétrique par rapport au point x = X0.

On conclut d.onc que X, est valeur propre d.es deroc problènres (Ur) o (Fn). C"u*-

ci sont définis sur deux intervalles dont I'un est strictement indus dans I'autre et
avec la même équation différentielle. On sait que ceci æt impossible ICOU 1953].

Ce résultat de symétrie nous peruret donc de transfonner le problème en R en

un problème défini uniquement sur l'intervalle f0,*l et que I'on appellera
L Z J

touiours le problème en R. Il s'explicite comme suit en remplaçant 11 par t :
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Chercher une fonction & un réel & et un réel r tels que R soit définie U.lr,t)

f r  Ivers 
1fr, 

* -L * vérifie :

R'**=0o R"+*=0 (3 .3La)

. n(r)=* (3.3z.b)

. R' (') =*\ffi.o,rffi, (3.3z.c)
R'(t) > 0 (3.32-d)

( t \
. *[.;J=e (3.3z.e)

*'[{) = o @.sLr)
\2)

(3s2)

Ce problème est défini dans le domaine hachuré de la figure Fi9.3.9.

R /,/

R6

Fig.3.9 : Domaine de définition du problème en R

(*,R) efo, tlzl'[*,. -[

I
F
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3.3.2.4. Problème en Rs

Dans cette section on prend corrme inconnue principale la valeur Ro de

I'extremum de la fonction R(x).

On remarque tout d'abord que pour R0 fixé on sait déterminer entièrement la

fonction R(x) ainsi que la valeur de t. Considérons en effet les équations (3.32-a)

(3.32.0 et (3.32.9). On obtierrt alors le problème de cauchy suivant :

R"+* = 0 
(3'33'a)

n (r7z)= n" (3.33.b

x'(t1z)=o (3.33.c)

(3.33)

R étant définie dans fr,flzl.

Vu les hypothèses de régularité sur la section faites auparavant, le problème

(3.33) admet une solution uniEre R(x) pour tout R6 fixé dans f*, * -f .
LaS. L

De plus R, = - 
rffu 

< 0 et donc la solution R(x) atteint le bord R = I
aS

cotrrme indiqué sur la figure Fi9.3.9.

La condition (3.32.b) impose alors que soit pris pour t I'extrémité de I'intervalle
maximal de définition de la solution du problème (3.33). Le résultat technique
interrrédiaire suivant æt alors nécessaire :

Lenme 3.4 :

On a lcs ileur assertions :

7) L'extrémitê r de l'interoalle maximal de definition de la solution du
problètttc (3.33) est ilonnée par l'erpression :

I
.  T = -

2

. r(Ro)=

(3.34.a

(3.34.b
Ë

aS 'l:'rffi
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2) La dérioée à l'extrêmité c de la solution du problème (3.33) s'exprime
comme suit :

R'(r) = 'Ëtrr* (3.3s)

Démonstration :

On rappelle que le problème (3.33) est défini dans le domaine hachuré de la
figure Fig.3.9. L'équation (3.33.a) étant une équation différentielle autonome du
second ordre, on construit facilement la solution R(x) en la multipliant par R'.
On décrit, ici, brièvement les étapes de cette constnrction.

Pour n. f{, nol considérée comme variable, on étudie la fonction :
LaS 

-l

ç(R)=rli,uffi*
On constate alors que Ro æt une racine simple de g et que, par suite, Iintégrale

1 R  d u  . t
J* 17;1 

est convergente, ce qui dorure un sens à I'expression :

v(R) = f,*l':, ;ffi 
pour R . [*, *r]

Cette fonction V st strictement croissante U"* 
l*, 

*01 * 
# 

= 
ft 

t O

dans l'intervalle 
[*, 

*r].

on d&uit donc que v est une bijection u" 
[*,no] 

,,"r, *([*, *r]). D'autre part

V(Rg) =f, etl'on note 
" 

= *(*). La fonction réciproqge V-r est définie de lr, tlzl

,,"r, ffi, *01.o plus :

- - - . . (  I \ - /  fRo  du  - t  I (& )
"=v[us;=,- t; 6;l 

=r- 
îr

IM



or

tr est alors facile de vérifier que V-l est solution du problème (33).

r est donc bien I'extrémité de I'intervalle maximal de définition de la solution du

problème (3.33). Pour trouver I'expression de la dérivée R'(t) il suffit de

multiplier l'équation (3.33.a) par R(x) et d'intégrer de *U 
:. 

On obtient:

|t*r.ll'=1.,î, ffi..
R'(*)=- 

ffi 
. o et x'(t1z)=s

DoncR,(*)estposi t iveounul leetParsui teR,(*)=m

L'application de cette formule Pour x = r donne l'équation (3.35) puisque
ï

n(r) = 
us.

On peut maintenant énoncer le théorème suivant qui donne une relation

implicite entre la valeur Ro et le chargement I.

Thêorène 3.7 :

L'extremum Rs ile la fonction R(x) satisfait le problème en Rs suioant :

0<t=f-+ <q2 (3.36.a

o(r, no)= g (3.36.b

.'S*,ffi""*r[F t d&)l
lr,tt-fl- ,ffi (3.36.c)

(3.36)

Démonstration :

L'équation (3.36.c) est la définition de la fonction O. (3.36.a) traduit le fait que la

solution R(x) du problème (3.33) atteint le bord n=*. Finalement l'équation
aS

(3.36.b) n'est autre que l'égalité entre les deux expressions dorurant R'(t) , soit

l'équation (3.35) et l'équation (3.32.c).
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3.3.2.5. Un résultat d'existence

Pour s'orienter, rappelons que I'on veut démontrer I'existence de vitesses

initiales pour I dans I'intervall" llt, Àp[. Pour cet intervalle de chargement,
d'éventtrelles vitesses initiales bifurquées comportent exactement une zone de
décharge connexe. Cette zone de dédrarge a une frontière Y(x) présentant un

extremum noté Yn o, 
l. 

Après une transformation Y+R(Y)=a!"1, et donc- 
2 r \ P(Y)',

Ro = R(Yo), ot construit un problème caractérisant cette nouvelle inconnue R.
C'est le problème en R (3.32). La résolution de ce problème différentiel fournit la
frontière neutre Y(x) et par conséquent, grâce aux équations d'équilibre PJn,
(3.18), (3.19) et (3.20), on construit effectivement la vitesse initiale transverse
correspondante.

En poussant I'analyse plus loin, et grâce à ce problème en & on arrive à
construire un problème algébrique portant uniquement sur le sommet Ro de la
fonction R. Ce problème algébrique est le problème en &. Sa résolution penneÇ
trivialement, de construire une solution au problème en R (3.31), et par suite de
démontrer I'existence d'une vitesse initiale bifurquée.

Le but de ce qui suit est de démontrer réciproquement que pour chaque
I.]lt,f*[ il existe une solution au problème en Ro(3.36) et donc une vitesse
initiale transverse.
Pour cela un autre résultat techrrique est nécæsaire, concernant la fonction f(Ro) :

Lemme 35 :

La fonction I(Ro) est continue surl4,*-1. nU, admet une limite ft- lorsque
Las' L

Rs tend ons I'infini et on a de plus :

r^ l
X-={^n ; (3.37)

Démonstration :

On rappelle que f(Ro) est définie par I'intégrale convergente :

f*o dur(no)=J, ffi
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On s'intéresse tout d'abord à la continuité de 7.

En écrivant :

= - P(f(u))
P(f(u))

et en intégrant par parties on trouve I'expression suivante de 1(fu) :

L'intégrale intervenant dans cette expression est évidemment convergente et

l'on démontre de plus que la fonction * [t(t("))l ot bornée. On a en effet :
au l  \  \  " r

a(P"f) r,,,,: #(r(tt))
a" ,*, - 

${r{,r))

puisque R æt la fonction réciproque de f, et donc :

pz ôP-aY

F*P
a(P"f)

au
(t) = (r("))

Lorsque u varie dans 
[*,. 

-[, t,", varie aans ]v{, r] et il suffit donc de

démonrrer que la fonction 
"-# 

est bomée dans lvh,rl.

Une étude élémentaire de cette Pr]r,ctior, montre qu'elle est continue décroissante

u" -ôfo à dttt*[vÂ' 4' *u est ainsi bornée'

Iæ résultat de continuité de 1en découle immédiatement.

^ fRo dr1
"Jo P(flr"il

,l|'ffian



Etudions maintenant sa limite quand fu tend vers I'infini. Pour trouver cette

limite on encadre ?((Itg) par deux fonctions 2Cr(Ro) et Iz(Ro) qui ont même limite
quand Ro tend vers I'infini. On remarque tout d'abord que :

I  = n,
P(f('l)) q(f('r))

et I'on sait que lorsqge 11 varie dans[u, Ro], f(n) varie dans [f(u), f(Rg)], et par suite
on  a :

q(f(,)) < a(r('ù) < o(r(no1;.

En substituant dans I'expression de f Go) on obtient I'encadrement suivant de

x (Ro):

xr(Ro) = l_î rffi 
du s 1(Rs) = l_î.,m au = xz(Ro).

La fonction Xz æ calcule elçlicitement comme suit :

rz(no) = ,n1r1n"y [; 
- ̂ -,. (* +)]

et l'on d&uit donc:

car:

*oE1-r(n")=vÀ et ̂ . =4P

Pour obtenir la limite d" It on procède tout d'abord par une intégration par
parties qui conduit à :

rr(Ro) = pno1;rOl - Arc,''[* *)",re)]
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Montrons d'abord que :

*g- H r*rc(iO nrc sin (*:) du = o'

Pour cela considérons la suite de fonctions fr, définie Pour

coûlme suit :

f.(u) = frlOfiqercsin(qn)l'r $ s u s n

4, (u)=0 s iu>n

aS
conclut d'après le théorème de convergence dominée de Lebesgue que:

o *- Ji 
- 

t"ttl du = o'
aS

" . [ * , . - [

Les fonctions fr, sont intégrables au sens de Lebesgue et convergent Presque

partout vers la fonction nulle sur 
[*, 

- ""[ n"pnelons d'autre part que rP est

décroissante, et que f est décroissante, ce qui implique en partictrlier que :

ft16-1't";11=o
et donc :

tr.("l=;*(.E-('t"lt)

or ra quantité 
J.- *(.FIG)))a'= ,o-1v[)-

soit : .1i_ Ji *he(Gl)) Arcsin (i) *=n
n â + æ . F  O l

{*) 
est

et lon a donc ,*oE1- 
.|. * (,rÆ-{rG))) Arc sin 

tt*)du 
= 0.



On déduit ensuite facilement :

*g_ rr(no) = | fi1"1) -- l"E
et vu I'encadrement de 1 par Xt et 12 on a i

0

_ tim r(Ro)=;.Æ; =x*.
K 6  â * æ  L

Cela achève la démonstration du lemme.

Ce lemme permet de résoudre le problème en & (3.36) et I'on peut érroncer:

Thêorène 3.8:

Pour L.lIr,l,R[ t, existe une solution fu au problème (3.36).

Démonstration :

On fixe 1, e ]îry,1,p[.

D'après le lemme précéderrt on a : ,([*,. -D = [0,1-[

0..Æ t.,[-r*t=r- et 0.f, t-,tç t.^[-^*f,=*-.

On déduit donc qu'il existe deux valeurs &r et Roz dans [*, * -[ 
"t 

telles que :
LaS'  L

r(nor)=fl t-l-U t et r(Roz) =.,1T:.

o(l,,Ro,)=-fli'ffidu<o

tim o(À, Ro)= * oo.
R6 -rRe

or

De I'expression de O (3.36.c) on condut que :
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pour Lfixêe,la fonction O(l,Rs) s'annule nécessairement dans I'intervalle

ce qui implique:

d'où l'équation (3.36.a).

Codlaire 3.4:

lRot, Rr[ grâce à la continuité de X-

D'autre part on vient de voir que la valeur Ro qui annule O vérifie :

.,rrt-"Et<r(Ro) .,{î:

s.! -
2 " /À Y1,2 2

pour L.lIr, f*[ il existe une oitesse initiale transoerse comportant une zone

de décharge de type l.

Cette oitesse initinte est nécessairemcnt à charge croissante (i t O)

Démonstration :

Le théorème précédent assure I'existence d'une solution au p-roblème en Rs
(3.36). Grâce au problème en R (3.32) on peut donc constnrire une frontière neutre

d'une zone de déctrarge de tlpe L Y(x), et donc V[ < V(x) < t.

Les équations d'équilibre P.Ln et (3.20) permettent alors de construire une

solution en déplacement en tenant compte des conditions alrx limites. Pour q1e

la vitesse ainsi construite soit plastiquement admissible il faut vérifier la

positivité du multiplicateur plastique. Dans notre cas il suffit de vérifier que les

zones en décharge le sont effectivement (f t O) et que les zones en charge

vérifient bien f < 0. L'expression de la déforrration est dormée par :

f=ù ' -Y i ' ( ca rv -o ) -

Dans une section atteinte par la décharge on a d'après les équations (3.20.a) et
(320.b):

.  v-aY ^ 'T=bÀ-

puisque la zone de décharge est de type I, on a : y - aY > 0. De plus

v[ < v(x) 5+ I donc P(Y) > 0. Il faut donc qge i > o.

Dans la partie en charge de la section on a : y - aY < 0 et donc f <0. On conclut
que la solution constmite est à dmrge croissante.
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3.3.3. fIn résultat d'unicité

On a démontré dans la section précédente qu'il existe une vitesse initiale
bifurquée comportant une zone de décharge de type I. En fait il n'existe pas
d'autres vitesses initiales bifurquées de ce type. Pour le prouver rappelons que la
détermination de ces vitesses initiales revient à résoudre le problème en R (3.33).

En raisorurant par I'absurde supposons qu'il y ait deux solutions à ce problème,

notéesRet ft,, définies dans les intervalles maxim",r* fr,ll et lo,*letayant,*L"z) 
L".t

respectivement, des extrema fu et Rs. Pour se fixer les idées supposons que

& t Ro. On a d'abord le lemme suivant :

Lenme 3.6 :

St Ro > Rs alols r <i et on a R(x)tR(*).

Dêmonstration :

Dans un premier temps on démontre que les deux courbes R et fr, se coupent
en au plus un point. Par I'absurde supposons que R et ft. se rencontrerrt en deux
points x1 ( X2 dans I'intervalle [0, q2l. n est toujours possible de supposer que
dans lx1, tlzl les deux courbes R et R, ne se coupent pas en un autre point {ue x2.
Cette situation est représentée par la figure ci-après.

R R

-

4
I

I
\

R
I

&
Ro

aS
r ixr x2

0

vxelo,A

t l2  x

Fi9.3.10. : Deux solutions éverrtuelles du problème en R.
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On remarque en particulier que la pente de R est supérieure à celle de R au

point x1. C'est-à-dire R'(*r). R'(*r). D'autre part R et Ê, sont solutions de

l'équation différentielle (3.33.a). En multipliant cette équation par R' on aboutit

facilement anx expressions suivantes de R'(x1) et R''(x1) :

l | .R,R'(*,)= 
irj*,,,rfu 

* et R'(x,)=

or R(x1)= R(*r)et R0 t &. Donc R'(*t)t R'(*t) ce qui est absurde. On conclut

donc qu'il y a au plus un point d.'intersection des courbes R et fl.. Observons

maintenant que la conclusion R(x) t R(*) implique qu'il n'y a en fait pas

d'intersection de R et R. Supposons en effet que les deux courbes R et R se
coupent en un seul point. Cette situation est représerrtée par la figure ci-après :

Fig.3.11. : Deux solutions du problème en R se coupant en un point.

Les deux fonctions R et R sont solutions de l'équation (3.33.a). Comme
précédemment on multiplie cette équation par R' et on aboutit aux exPressions

suivantes de R (t) et n(t) :

,l"i'6bdq et n(t;=R'(r) =

et I'on déduit donc que R'(r)r n'(t). D'autre part et corrme R et R sont solutions
du problème en R (3.33) on a:

t[,.,,ufu'"
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R'(r)= I lÀ f m-'\
us{trt *"l ltrt 'J

et R1t)=*1m*,r(,F)
-  / - \

D'où R (t). R'l t 1"" qgt est absurde.
\ . /

On deduit donc que les deux courbes ne se coupmt pas et corrme Rs > fr.g on a

nécessairement R(r) t n(*). Le fait que r < t en découle immédiatement et Ie
lemme est ainsi démontré.

On démontre maintenant le résultat d'unicité. On rappelle que I'existence
d'une telle vitesse équivaut à I'existence d'une vitesse de déplacement ù non
triviale. La vitesse û vérifie, en particulier, le problème @q) suivant qui est défini
par le théorème n" 3.5 du paragraphe (3.1) :

o'*j i t=o

ù(0)-ù(/)=s

Dans notre cas, si R est solution du problème en R (3.33) alors R est définie dans

I'intervalle lr,t-t] et on peut la prolonger par continuité p". 
* 

dans les

intervalles [0, r] et II-",/1. Ainsi lia fonction q(x) s'écrit:

q(x) = e(f(n(x))).

De la même manière, pour une solution fl, du problème en R (3.33), on

(Pq)

construit une vitesse de déplacement I vérifiant le problème (pq) t

i '++i=
t(o): i(z)= o

où {(x) = o(r(*S))).

On voit donc que s'il y a deux solutions du problème en vitesse alors ?r, est
valeur propre des deux problèmes (Pq) et (Pq). Or le lemme précéderrt énonce que

(Pq)
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si l'on suppose RorRo alors R(*)tR(x) pour xelo,*]. Par symétrie on a
L Z J

également R(x)rR(r) pourtout xdans lt,l,-tl. On déduit facilement des

variations des fonctions Q et f que :

q(*) > Q(x) pour x e[0, /] et q(x) t q(*) pour xel?,, t-il.Ceci implique, d'après

[COU 1953], que I ne peut être valeur ProPre des deux problèmes (Pq) et (pq). O"

a ainsi démontré le théorème :

Théorème 3.9:

pour L.lLr,In[ il existe une unique oitesse initiale bifurquée comportant
une zone de décharge dc tYPe l.

3.3.4. Récapitulatif

On résume les résultats précédents en énonçant le théorème suivant :

Théorùne 3.9 :

l) Pour tout L tel que ÀT S f < LR it existe une oitesse initinle et une seule
comportant une zone ile ilécharge de tyP-e l. Cette oitesse est
nécàssairement à charge croissante. Le chargement est,. ile pl.us
etplicitement relié au sommet Ys de la zone ile décharye par I'etptession
suioante :

(3.38)

ou:

R0=ffii
. x(Ro)=Ë

aS

Ro

I drl
Jffi)I

I
eS

( _

Arccotgl+

["s

^ fRo dr1
"t, FmI
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2) Pour À = In il existe une oitesse initiale et une seule comportant une

zone de décharge ite We I. Cette oitesse est à charge constante [i=o'). t
\ /

frontière neutre est réduite à la droite y=YÂ=Yo. La formute (3.38)
s'applique alors aoec la oaleur Re = f oo .

Dêmonstration :

Iæ cas À. lÀr, Àn I a dejà été démontré auparavant.

1) On considère le cas ?r = Ir

Il est bien connu dans la littérature, c'est le critère de Shanley, que la zone de

décharge pour l. = Ir est réduite à un point qui est (*--t,y = + u) , ." qui signifie

ici Y0 = * I et Ro = *. En reportant cette valeur de Rs dans l'équation (3.38) on
a S L

retrouve bien la valeur I=Àr. La construction d'une vitesse initiale pour ?,,=Ir
est immédiate.

2l[-ecas I=In

Iæ résultat concernant ce cas découle de I'analyse des zones de décharge lorsque

i=0, faite dans la section 32.1. On sait en particulier que la frontière neutre est

une droite (" = 
"À). 

En remplaçant Ro pil + - dans (3.38) et grâce au lemme 3.5

on retrouve facilement la valeur ?r=ln.

On achève, ainsi, la démonstration de ce résultat de bifurcation.

33.5. Exploration de I'ensemble des points de bifurcation

Dans ce p.uagraphe on étend les résultats précédents obterrus pour I'intervalle
Àt < I < In à d'autres valeurs du chargement et d'autres types de vitesses
initiales.

On a tout d'abord le résultat de symétrisation suivant :
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Lenme 3.7 :

Si pour une oaleur L donnée du chargement iI existe une oitesse initiale
bifurquêe, alors on peut en construire une seconde en procédant de Ia
manière suioante :

7) remplacer i par -v et garder i inchangé,
2) remplacer la fontière neutre Y(x) par - Y(x)'
3) tes-zones de itécharge de type I dæiennent de type II et vice oersa,
4) tes zones ile dêcharge de type l.bis deoiennent de type ll.bis et oice
oersa.

Dêmonstration :

La démonstration de ce théorème repose sur les propriétés des fonctions PuPa

Qr, Qz Rr et Rz. RaPPeloru à cet effet les propriét6 suivantes :

PrF) = - Pz(-
. Qr(Y) = Qr(- Y)

. Rrg) = -Rz(-Y)

Rappelons d'autre part que dans les équations (3.10) I'indice 1 désigne des
zoneJ âe décharge de tlpe let l.bis alors que I'indice 2 intervient Pour des zones
de décharge de type tr ou U.bis. Les équations (3.10) restent donc vérifiées uPlb
avoir effeétué les-quatre manipulations décrites par le lemme précédent. Les
équations P.n, (3.8) et (3.9) sont trivialement vérifiées. On a ainsi vérifié toutes
les équations du problème et démontré le résultat.

Cela perrret d'affinner, par exemPle, que Pour IT S l, S In,il existe_u1e unique
vitesse initiale bifurquée comportant une zone de décharge de tyPe tr. Donc tous

les points de I'intervalle [I", [*] sont des points de bifurcation où il existe
exactement trois vitesses initiales. On verra par la suite qu'il existe d'autres
points de bifurcation où peuvent exister plus de trois vitesss initiales. On a en
effet le résultat d'existence suivant:

Thêoùme 3.70 :

On a les assertions suioantes :

7) Pour le[fi,Àî] fl existe ileux oitesses initiales comportant exactement

zones de ilécharge exclusioement ile type I et II-

2) Pour I e [fft, l,"] f,t existe ileux oitesses initiales comportant eractenænt

zones ile déclwrge fu We l.bis ou lI.bis.
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Dêmonstration :

1) On fait la démonstration uniquement dans le cas n = 2. Pour n quelconque
la construction d'une vitesse initiale se fait de manière analogue. L'idée de la
démonstration est de construfue grâce à ce qui précède, une vitesse initiale sur les

deux portions fo,*]" l*,t1de h poutre et vérifier que ces deux solutions se'  L-2)  L2.  I
raccordentbiene L tn 

i nour former une solution globale pour la poutre [0, /1. On

remarque en effet que la charge critique du module tangent et celle du module

réduit, pour une poutre de longueur {, sor,t respectivement *, et fI. O" déduit
2 . I

donc qu'on peut construire, pour cette "demi-poutre", une vitesse initiale
comportant une zone de décharge de tJrpe I et une deuxième avec une zone de
décharge de tlpe tr.

On construit alors une solution globale en considérant que dans fo, *l il y u
L ' 2 ]  

J

nne zone de décharge de tlrpe I et dans l{,t1il y 
" 

une zone de déctrarge de tlpe
L Z J

It
Is équations (3.4, (3.8), (3.9) et (3.10) sont ainsi vérifiees.

Remarque :

Si on constmit une solution globale avec deux zones de décharge de même

type alors ù'ne sera pas défini *, 
:.

Évidemment une symétrie fournit une deuxième vitæse initiale bifurquée.

Les répartitions entre charge et décharge pour ces deux vitesses sont
schématiquement représentées par la figure suivante :

I tz

Fi9.3.12. : Vitesses initiales pour n= 2 (hachures = zones de décharge)
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La construction de vitesses initiales bifurquées Pour n > 2 s'effectue de manière

analogue. on considère les points xk =k!(o < t s n). pour chaque portion

[*r, *.*r] il y u deux solutions, une avec une zone de décharge de type I et I'autre

à*r". rt é zone de t'rlre tr. On alterne alors ces deux solutions sur toute la poutre ce

qui constnrit une solution globale sur [0, Z]-

2) Ce résultat s'obtient par analogie. En effet il est facile de voir. qu'gn peut

refaire les mêmes raisonnements que dans les sections (3.2), (3.3) et (3.4) lorsque

In < ?r < ?us pour une zone de décharge de type l.bis. La généralisation à n

qùelconqG i'effectue pareillement que 1). On peut schématiser les résultats de ce

théorème par la figure Fig.3.13. :

Commentaires :

l) Le théorème précédent nous perrret d'affirrrer donc que toutes les valeurs de

l, comprises dans I'un des intervalles [U, U] sont des points de bifurcation et

qu'il n'y a pas de points de bifurcation strictement en dehors de ces
ii.terv"lies. Pôur ces points de bifurcation on a constnrit des vitesses initiales
bifurquées. La démonstration du fait que ce sont les seules vitesses Plgsibtes-O
base ôur des arguments de symétrie. Elle est très proche de ce que I'on a fait

précédemment pour établir la symétrie par rappott à % de h vitesse initiale

correspondant à I e [It,I*[, mais exige la discussion d'un grand nombre de

cas. On ne la présente donc pas ici Pour ne Pas alourdir I'exposé.

2) Quelque soit la valeur du module dYoung et du module tangent il existe un

errtier n tel que les deux intervalles [^î't, 
l,i;tl o 

[tt,I[] 
s'intersectent. Dans

ce cas les points de l'intersection sont des points de bifurcation où le nombre
des vitæses initiales bifurquees correspondantes est supérieur à trois.

Ceci ne peut se produire pour les points de l'intervalte [1,1,1,R] (cf. Annexe 3).

Pour ces points il existe donc exactement deux vitesses initiales bifurquées
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x?, =+ l"

=4 ?fi

LE

Fig.3.13. : Allure des zones de décharge



9.4. Construction de branches bifurquées

Dans cette partie on introduit la notion de branches bifurquées. Comme Plur l_es
vitesses initiaies on ne construira qu'une classe de ces branches bifurquées. Le
diagramme de bifurcation complet s'en déduira par symétrie ou par analogie. IÆ
résultat principal de cette partie peut s'énoncer coulme suit :

Théorème 3.72 :

Pour chaque point de bifurcation situé sur la branche- fondamentale-, et poyr
chaque oilesée ;iitiate bifurquée il existe une branche ile solutions issue ile ce point
et tangente à la oitesse initiale considêrêe.

Ce théorème établit donc que tous les points de bifurcation situés sur la branche
fondamerrtale sont des points de bifurcation au sens habituel du terme c'est-àdire
que chaque voisinage du point de bifurcation contient au moins un point solution
qui n'appartierrt pas à la branche fondamentale-

La démonstration de ce théorème sera faite uniquement pour les points de
bifurcation tels que 1,1 < l, < Ip et les vitesses initiales comportant une zone de
décharge de type I. Ces vitesses initiales étant symétriques Par rapport au plan

0
*=1, on cherchera des branches qui gardent cette symétrie et on pose donc le

2
problème uniquement sur la moitié de la poutre. Comme Pour les vitesses-ititiul"r 

on coirstruit un problème en R pennettant de caractériser la frontière

neutre, puis un problème en Ro. Celui-ci sera maintenant de la fonne :

I,v,Rs)=0 (3.39.a (33e)

où O est une fonction dérivable par rapport à ses arguments.

Grâce aux équations d'équilibre on constmit la vitesse ù comme fonction de

l'état actuel (",I) et du paramètre Rs, Rs étant défini de la même manière que

pour les vitesses initiales. Cette relation est écrite sous la forsre :

=Y(I,v,&) (t.t .O (3.3e)

Une idée naturelle est alors d'éliminer le paramètre \ de l'équation (3.39.b)
grâce à l'équation (3.39.a) par une inversion de celle-ci- Mais on s'aperçoit qu'il est
âifficil" dÈtre assuré qrre l'équation (3.39.a) est effectivement inversible. On
s'inspire alors de l'étude du modèle simple du drapitre II et I'on décrit la brandre
bifurquée grâce au paramètre Ro qur caractérise la taille de la zone de décharge.
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On cherche donc la branche bifurquée sous forme d'une courbe paramèfrée
("(Ro), ÀGo)) dans le phn (v, ?'). Pour cela on dérive l'équation (3.39.a) par rapport
à R6 ce qui conduit à un problème différentiel de la forme :

?u=O(f,v,Ro) (3.

v=Y(I,v,Ro (3.40.b
(3.40)

En adjoignant à ce système des conditions initiales appropriées on obtient un
problème de Cauchy standard. C'est la résolution de ce problème de Cauchy qui
fournira les branches de solutions bifurquées.

Pour résoudre le problème (3.40) il faut défintu l'espace de définition de v et la
norme choisie dans cet espace. Implicitement on avait déià utilisé des conditions
de continuité de v et de v' au point t. D'autre part les équations d'équilibre font
intervenir la dérivée seconde v'. Il est alors naturel de considérer I'espace

at([O, 
f]) "*"^ule 

des fonctions réelles deux fois dérivables (au sens classique)

r.)
muni par exemple de la norure infini 

I ll"ll- 
= 

îï%f l"(.)l l. 
Iæ problème (3.40) sera

t x€Lo';l )
défini sur un sous ensemble de cet espace qui est le suivant :

* = 
{* 

..,(b,t])r*" w(o) = o,*,(t)= 0, w(x) > o, w,,(x) < o}

Cet ensemble muni de la norme infini est un ferrré.

3.L1. Rappel des équations et position du problème

Dans ce paragraphe on tente de construire des branches de solutions bifurquees
issues des points de bifurcation (",I)= (O,l) tels que Àe[],t, Às[ et qui soient
tangentes aux vitesses initiales correspondantes comportant une zone de décharge.
On suppose que les vitesses sur ces branches bifurquées comportent une zone de
décharge et une seule et que celle-ci est de type I. De plus, vu la symétrie de l'état
initial (", f) et de la vitesse initiale, on suppose que la branche bifurquée préserve

cette symétrie, à savoir la symétrie par rapport au plan x = 1. C", hypothèses ne'2
sont pas restrictives puisque I'on ne cherche qu'à construire des branches
bifurquées.



On considère donc un état (r, t) situé sur la branche et I'on cherche à corutnrire

une vitesse à partir de cet état. Vu I'hypothèse de symétrie on ne considère que la

moitié lO, %lde h poutre. On rappelle qu'une zone de décharge de type I a une

frontière neutre Y(x) vérifiant YicY(x)<+L. De plus, dans notre cas, Y(x) atteint

(3.41)

son minimum noté Ys en *=f, et le bord Y=*1 en un point r.lO,/rl- C""

notations sont portées sur la figure suivante :

v
{a
âYo

"rl I t_Tts
t fx

Fig.3.14. Desciption de la zone de dédmrge ( zone hadrurée ).

On rappelle les équations vérifiées par la vitæse ù dans chacune dæ parties de la
demi-poutre.

. Dans Ir,/À,

D'après les équations (3.10.d) et (3.10.e) on a:

\' = 
i [n,(v1x1)-v] (3.4La

[*,("t.1)i -Pl&)I-v'(x)-o (3.41-b)

On déduit en particulier que :

-a

fr
L"s

- r'(c)t(t) = -
t

tz3

(3.42)



Or û est continue en r. On aboutit alors à l'autre partie du problème dans la
demi-poutre :

o Dans [0, r] :

û(o) = s; û(c) = it* "(')] (3.43.b
(3.43)

(3.44)

Le but de ce qui suit est de résoudre le problème ainsi posé. Pour cela, on
construit dans un premier temps, exactement de la même manière que pour les
vitesses initiales, un problème équivalent portant uniquement sur la frontière
neutre. Ce problème sera encore appelé le problème en R.

3.42 Le problème en R

Le problème (3.43) a été obtenu grâce à la continuité de ù en t. On exploite

maintenant la continuité de la dérivée ù' en t. Pour cela on constate que le
problème (3.43) s'intègre de manière élémentaire et I'on a en particulier :

On déduit de l'équation (3.41.a) :

n,(v1x)l(t)=''(r).[orrJ*-v(t)]cotrt,ffi ')+ffi (3.45)

Comme pour les vitesses initiales on omet I'indice 1 et, de la même manière
que dans la section (3.3.22), on for:nrule un problème en R qui s'fut :
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Chercher une fonction & un reel Ro et un réel t, tels que R soit définie O.1",:f

.,r"r, f!. + -f et vérifie :
LaS- L

(3.46)

*"*1ftt -v" =o
n(.)=*

R' (") = v'(r) . ffi[* 
- *,(t)] "ot r[[*,a) +,

? 1  1 1

Jo v(dsin{r+non

T t^ltrt"

(3.46.a)

(3.46.b

(3.a6.c)

(3.M.d

(3.t[6.e)

Q.M.r)

>0
-Ro

)=o

R'(r)

. (É)

*'(!
\2

o

o

Ce problème est défini dans le domaine hachuré de la figure suivante:

Ri

Rs

Fig.3.15 : Domaine de définition du problème en R

t?s

(*,R) elo, t1zl" 
[*,. 

-[



3.43. Le problème en &

Pour un état (r, À) donné le problème (3.46) comporte trois inconnues :

n(*), Ro et t. Dans cette partie on élimine les inconnues R(x)et t qu'on exprime
en fonction de l,vetRs. Pour cela on considère le problème Q.4n constitué des
équatioru (3.46.a), (3.t16.e) et (3.rt6.f) :

Ce problème æt un problème de Cauchy standard. Il admet, pour Ro fixé et vu
les hlpothèses de régularité du bord de la section, une solution maximale unique

R(x) définie dans un intervalle maximal [t, /). o. plus lorsque 
t-"> 

0 on a :

T
R(t)=: .

Par abus de notation, et pour rappeler la dépend.rnce par rapport au triplet
(f,r',Rs), on note cette solution maximale R(x)=R(x,L,v,Rs); et I'extrémité de

I'intervalle maximal de définition de cette solution est notée t=t(1,,v,R0). tr resæ
donc à tenir compte des conditions (3.46.b) et (3.46.c), la condition (3.46.d) étant
satisfaite automatiquement. On obtient alors le problème suivant, qui est le
problème en Rs :

. R'" 
F(I(*)) 

-vo =0 (3.47.a1

* (É)= *' (s'47'b

*'(É)= o (3.47.c|

R (t,?u,v,Ro)= 
*

o(l,,v,n")= o

(3.tA.a

(3.,(A.b

l, I "(d't1Fnun +v,(r)-R, (r,À,v,Rs) (3.48.c)
ErI Iî,- slntrttt"

@.4n

L26
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Remarque :

Quand on écrit R(x) = R(x,?u,v,Rs)et t = r(l,,v,Rs) cela veut dire en particulier

que R et r dépmdent de v en tant que fonction définie sur [0, /] et non de la valeur

v(x) de v au point x.

Le reste de ce paragraphe est consacré à étudier ce problème en Ro et à en

dégager quelques résultats utiles pour la suite. Ces résultats concernent la

dépendance de la fonction R(x,l,,v,Ro) 
"t 

sa dérivée R'(x,?r,,v,&) tb à vis des

paramètres À,v,etRg.

Lemme 3.8 :

l) . It fonction R(x,l,,v,Rs) est, pour r fixé, une fonction ile classe Cr du triptet

(I,v,ns) aryartenant à l'ensembte lhy,l,p[ x c2([0, 4)" [*, 
* -[.

. Si la fonction K(y) (qui reprêsente l'êpaisseur de Ia poutre selon I'axe iles z) est

de classe Ck alors la fonction R(x,l,,v,Ro), est, Pouf x fixé, une fonction de classe

çk+l itu ffiptet (À,v,ns) appartenant à l'ensemble []rr,lr*[xc2([0,4)"[*, *-[.

. Si la fonction K(y) est analytique alors In fonction R(x,l,,v,R o), est, pour x fixé,
une fonction analytique ilu triptet (l,n,nt) appartenant à I'ensemble

[rr, r*[ x c2([o, rt) " [*, 
. -[

2) On a le même résultat pour la fonction R'(x,l,,v,Re).

Démonstration :

La fonction R 
)"

-F1r1n; esr une fonction de classe clsur[*,.-[ a'"nre,

Itrypothèse de régularité faite à propos du bord de la section de la poutre (c'est à

dire la continuité de K(y)). on en déduit que la fonction (x,R,l,,v)tFtrt-""

est de ctasse cl sur l'ensemble to, rlt[*, *-[t[rr, rn["c'([0,4). kt fonctions

R(x,t,v,Rs) et R'(x,l,,v,Rs) sont alors des fonctions de classe Cl du triplet

(1,.,,&) sur t'ensemble [rr,r*[xc2([0, r])t[S,*-[ d'après les théorèmes

rappelés en annexe 1. Si K(y) est de classe Ck ou anatytique on aboutit au résultat
de la même manière. 
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Remarque :

On a un résultat similaire concernant la fonction (À,v,Rg).

On donne maintenant les expressions explicites des dérivées de R'(x,l,,v,Rs)

R(x,î,,v,Ro) par rapport à leurs arguments I, v et Rg. Pour simplifier l'écriture de
ces dérivées on introduit d'abord les e4pressions suivantes :

Q.ae.a)

(3.4e.b)

(3.ae.c)

o Lz(*) : c2([o,z])--+IR
(3.4e)
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Dans (3.49.a) la dérivée partielle 
,T 

rt*e que c'est la dérivee Par raPPort à R

considérée comme variable de la fonction : R + 
ô " 

at([0, Z]) aesigne

l'ensemble des fonctions réelles deux fois dérivables.

Lenme 3.9 :

R ef R' sont dérioables par rapport ù la condition initiale Rs et on a :

- x)co(x)
fr(*'t"t'no)=

(3.s0.a)

ffi{*'^""R0)=
-x)ro(x)

o(*) (3.so.b
-x)ro(x)

Démonstration :

La démonstration de ce lemme se trouve en arurexe 1.

Lemme 3.70 :

R ef R' sont ilérioables par rapport au paramètre L et on a :

(3.s0)

'i.(
) ( *- /z)oz(*) (3.5La)

o(x)o1(x)

- *)r{*)

-x)co(x)

-*)no{*)

- x)o(x)
+ (3.sLb
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Démonstration :

La démonstration de ce lemme se trouve en annexe 1.

Lemme 3.77 :

R ef R' sont dérioables par rapport au paramètre v et on a :

(--%)Lz(*) (3.5La(ww)
o 

${*,^,.,,R0) = """(M/2- *W) trt.l

+
,i"(ffiæ)

co(x)L1(x) (3.s2.b)(ww)
(3.s2)

Dêmonstration :

La démonstration de ce lemme se trouve en annexe 1.

En anticipant sur ce qui suit énonçons également le lemme suivant :

Lemme 3.72 :

j  , , . .  aoao.ao \Les dérioées 
fr,;-"re , où la fonction Q est dfinie par l'équation (3.48.c),

s'erpriment respectioement comme suit :
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[r.
ao I s'r f I 

-1 r
f=l-ftl;-v(t)lcots[

[ 
'lttl [#) t*-*o] ïh"

Ert 2 î,

ErI '^[,[#
. t',ffi '""[,Fr'a) # n''' "' *o ) - # ("' r" "' no )] (3.53.a)

#'.'([0, z])-+ n

--,[#-c)*.s[m-'\ 1,
I rtr'J 

- 
ttt

Jo *trrtrir,Fnrl,rdq

. rm-)'*[1t"J

* ffi ."- r[.,F+) # n, t, ", no ) - # (t, r., v, Rs ) 1e. æ' u 1

ffi =,ffi *. rt,F-)#(r, 1., v, Rs ) - #(., r,v,Re ) (3.53.c
(3.s3)

Dêmonstration :

La démonstration de ce lemrrre se bouve dans l'anne><e 2.
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3.4.tLLe problème de Cauchy

Il est dair que si on résout le problème en R6 (3.48), on construit effectivement
une solution au problème en vitesse grâce à toutes les équations du problème.
Mais cela s'avère insuffisant pour notre objectif. Rappelons en effet que le but est,
cornme il a été annoncé dans I'introduction, de transformer le problème quasi-
statique elr un problème de Cauchy. Cela nécessite de démontrer que pour un état
de flèche v et de charge l, donné il existe une unique solution au problème en
vitesse. Il faudrait donc démontrer que le problème en Rs (3.48) admet, pour v et À
donnés, une solution Re unique. Il est aisé de démontrer que le problème en Rs
(3.48) admet une solution (on le fera pas). Cependant il est assez difficile de
prouver I'unicité d'une telle solution.

Cette difficulté est contournée grâce à un artifice mathématique inspiré de
l'étude du modèle simple. On rappelle que pour décrire les branches bifurquées du
modèle simple nous avons utilisé la taille de la zorre de décharge comme
paramètre de contrôle. Les branches bifurquées sont alors simplement des courbes
paramètrées par ce paramètre dans un space déflexion-charge.

Pour la poutre comprimée on choisit comme paramètre de contrôle la valeur
&, celle-ci caractérisant la taille ( ou la profondeur ) de la zone de décharge. On
cherche alors læ branches bifurquées sous forme de courbes paramètrées par Rs, en

I'occurrence (v(ns), f(&)), dans un espace déflexion-charge. On note U = (v,1,), et

donc U = U(Ro), et I'on caractérise ces branches de solutions par un problème de
Cauchy qui s'écrit forrrellement courme suit :

U = F(U, Ro)

Roo) = uo

où F sera obtenue en dérivant l'équation (3.4S.b) par rapport à R0 et t(00 sera la

valeur initiale d" & qui varie d" 
*à+-. 

On obtient ainsi toutes les branches

bifurquées issues des points fIg = (0, fo) avec Às . []ur,l,p[ et comportant une
zone de décharge de tlpe I.

Ce problème de Caudty, bien posÇ est obtenu en ne cherchant qu'une dasse de
solutions. On a supposé en effet que les solutions sur la branche redrerchée sont

symétriques par rapport au plan (*= %) et que les vitesses sur cette branctre

comportrent une seule zone de dédrarge de type I.

Rappelons qu'on a construit un problème en R perrrettant de caractériser la
frontière neutre et on a abouti à un problème en \ qui relie le paramètre fu à
l'état achrel U = (v,1,) dans lequel se trouve le système. Ce problème s'écrit sous la
fonrre d'une relation :
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ÀrvrRg

où O est définie par l'équation (3.48.c).

D'autre part on a le lemme suivant :

Lenme 3.73 :

IJ existe une fonction R du triplet (I,v,no) tuIle que :

ù = ?,,N(I,v,Ro (3.s4)

Dêmonstration :

Grâce au système @.aD et aux équations (3.4L.a), (3.43.a) et (3-43.b) on peut

construire la quantité ] si on suppose À, v et Rs donnés. Cette construction qui
l,

dorure la fonction N s'effectue de la manière suivante :

. Grâce au système Q.a\ on calcule la fonction R(x) et I'extrémité t de
I'intervalle maximal de définition de cette fonction R.

. Dans l'intervall" [r, /rl t'cquation (3.a1.a) permet de calculer 
f 

dans cet

intervalle.

o Dans I'intervall" [0, r] le système (3.a3) s'intègre de manière élémentaire et

donne I au* cet intervalle.
t"

Remarque :

N a, par construction, la même régularité que Ia fonction R(x,?u,v,Rg) p"t

rapport au triplet (l,,v,ng)

Énonçons le résultat technique suivant:

Lenme 3.74 :

Il existe deux fonctions @ etY iles argummts 1,, v et Rs et telles quc :

ç = ry(?u,v,Rs) (3.40.
(3.40.b[ = o(],,v,Ro)

où @ et Y sont iles fonctions continues.
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Démonstration :

Commençons d'abord par I'existence de @. L'équation (3.40.b) est obtenue en
dérivant l'équation (3.48.b) par rapport à R0 et en s'apercevant que le terme en

facteur de i est non nul.

La dérivation de l'équation (3.48.b) est technique. On I'obtient grâce aux
théorèmes généraux sur les équations différentielles, et essentiellement grâce aux
résultats sur la dépendance de la solution d'une équation différentielle ordinaire
du premier ordre par rapport à la condition initiale et aux paramètres dont dépend
cette équation différentielle. Elle utilise pleinement læ lemmes 3.8,3.9,3.1.0 et 3.11.
Ces théorèmes se trouvent dans tous les traités d'équations différentielles et un
bref rappel des résultats nécessaires se trouve dans l'annexe 1.

Remaroue:-

Afin d'appliquer ces théorèmes on a besoin d'une certaine régularité des
fonctions P et f. Rappelons que cette régularité dépend essentiellement de la
variation de l'épaisseur de la section selon I'axe des z. Cependant le cas de la poutre
comprimée est lui même académique, le but de ce travail n'est pas d'envisager
tous les cas possibles mais seulement de montrer une exploration du diagramme
de bifurcation pour une structure continue. Dans cette optique on suppose que les
fonctions P et f vérifient les régularités nécessaires. Ajoutons simplement que des
cas tels que les sections rectangulaire et circulaire vérifient trivialement ces
conditions de régularité.

Afin d'effectuer la dérivation de l'équation (3.48.b) on a besoin d'effectuer
d'abord la dérivée de la fonction O par rapport à ses arguments X,, v et Rs que I'on

note respectivement 
#, #*# 

Ceh est possible grâce au le lemme (3.12).

La dérivee de l'équation (3.48.b) donne alors :

( l, ^' gll, . (rr* '

al, 
^* 

e, o* a* Ro = (3.ss)

En remplaçant Ro pil 1 et en stilisant l'équation (3.54) on obtient :

(3.s6)

Il s'agit maintenant de vérifier que le coefficient de i est non nul. Pour cela on
démontre que les deux terures constituant ce coefficient sont négatifs et l'un l'est
strictement . Ceci fait l'objet de l'annexe 3. On obtient donc :

#.#-(?,,v,ns)]i=-ffi

tu



ao

@(I,v,Rs)=-#
a, *#*(À,v,ne)

(3.57.a)

Y(lu,v,Rs) = @(I,t,ns ) N(À,v'nr) (3.57.b

Les fonctions R(x,I,v,Rg), R'(x,l,,v,Rg) et tt(I,v,RO) sont au moins une fois

contintment dérivables par rapport au triplet (?u,v,no). O(l,,v,ns) ot alors au

moins une fois contintment dérivable. La continuité de @ et Y s'en déduit

immédiatement.

On achève ainsi la démonstration du lemme 3.12-

On a à présent tous les ingrédients pour foruruler le problème de Cauchy
reôerché et de le résoudre.

Théotùne 3.73 :

Pour chaque point ile bifurcation fI' = (0, fo) aoec Ls e [1,1, l,s[ il existe une

branche ile solutions U = U(&)= ("(no),I(R0)) issue d.e ce point et tangente à la

oitesse initiale qui comporte une zone de ilêcharge de type I. Il existe ile plus un
l - r  r

rêel Rss.L*,.{ tul que cette branctæ ite solution oérifu le problètne de Cauchy

suioant :

@.sn

(3.58)
. û = F(U, ns) (3.58.a)

. u(Rm) - uo = (o,fo) (3.s8.b)
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. F(u, *o;51*1r,v,Rs), o(l,,v,ns))

. Roo .l*,.-l

''=Lt
x(n*)=Ë

( (

lH*"'orl qt
t t as

du

a S

Aoec

Démonstration :

S'il existe une branche de solutions alors d'après le lemme 3.12 cette branche
doit vérifier l'équation (3.58.a). La condition initiale (3.58.b) traduit simplement le
fait que la branche est tangente à la vitesse initiale qui comporte une zone de
déùarge de tlpe I et qui est dorurée par le théorème 3.9.

Remaroue :-

On peut évidemment généraliser ce résultat à tous les points de bifurcation et à
toutes les vitesses initiales correspondantes.

3.4.5. Propriétés des branches de solutions bifurquées

On va maintenant étudier quelques propriétés des branches obtenues par le
théorème 3.13.

3.4.5.1. Régularité des branches de solutions bifurquées

On s'intéresse ici à la régutarité des branchæ bifurquées. Cette régularité dépend
essentiellement de la régularité de la fonction K(y) qui mesure l'épaisseur de la
poutre selon l'axe des z.



Théorème 3.74:

Si ta fonction K(Y) est de classe Ck

branches ile solutions obtenues par le
respectioement analytiques ).

Démonstration :

analytique ) alors les

sont de classe çk+1 (
( respectioement

thêorème 3.13

D'après le lemme 3.8 si la fonction K(y) est de classe Ck alors les fonctions

R(x,?u,v,Rg), R,(x,I,v,Ro) et N(I,v,Rs) sont de classe gk+l 
", 

donc les fonctions

6r et Y sont de classe Ck. t-es solutions du problème de Cauchy (3.58) sont donc de

classe çk+1. L'analycité s'obtient de la même manière.

g.4.52.Monotonie des branches de solutions bifurquées

On s'intéresse à la monotonie et on énonce le théorème suivant :

Thêoùme 3.75 :

Pour x f ixé dans lO, t l  et pour toute coni l i t ion ini t iale

fI' = U(nm)= (v(ns0),f(nm))= (O,Is) , où Ls est donnêe par le théorème 3.73, Les

courbes f(nO) et v(x,R6) sozf monotones strictement croissantes.

Démonstration :

On démontre d'abord que la valeur v(t, Rg) n'atteint j*"is la valeur { ,* U
aS

branche bifurquee. En effet rappelons qu'un état donné sur une branche bifurquée

vérifie le problème en R6 (3.t18):

R (t,?u,v,Ro)= 
* (3.t18.a)

. o(?r,v,Ro)= 0 (3.48.b

o(r,, v, Rs ) Y,,ffi [* - o{,)] *t rt,f-)

ljv(dsinffi..

@
(3.t18.c)

?,,
ErI

+v'(c)-R'(t,l.,v,Rs)
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ÎN  11 ,
Jo v(dsin{ 

rrrnonsi v(t,Rs)= * alors 
+t

+v'(t)- R' (r,îu,v,Ro)= O.

Ceci est impossible car les trois termes du membre de gauche sont négatifs et
I'un en particulier, R'(t), I'est strictement.

D'autre part d'après l'équation (3.41.b) on a:(R- u)o =-*<0 et donc (R-r)', P(Y)

est décroissante. Or (R-v'i(:)=O et donc (n-r) est croissante sur lr,/rl. ^
\ z /

v ien tdedémonr  [ I  '  
- l

lrer que 
L;-"(.1 

est strictement positif et on en déduit que

(n-") est strictement positif t.tt [t, /rl. L'equation (3.a1.a) nous perrret alors

d'affirrrer que ù et i ont le même signe. Or i ne s'annule pas sur la branche

bifurquée et est positive à l'état initial. Donc \i et i sont positifs et même

strictement positift pour *.10, /rl.

D'où le résultal

3.4.53. Comportement asynrptotique des branches de solutions bifurquées

On étudie maintenant le comportement des branches bifurqrées f(Ro) et v(ns)

lorsque Ro tend vers l'infini.

Théotème 3.76 :

On a les ileux limites suioantes :

_Lim I(Ro)= IR
{)â*æ

-Lim "(&)= 
tæ

x0++-
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Démonstration :

. Lorsque Rs tend vers l'infini alors l'équation (3.5.b) appliquée Pour x= %

implique que i est nulle. Or d'après l'analyse de la topologie des zones de décharge

la frontière neutre est dans ce cas constante sur toute la longueur de la poutre et est

égale aa zéto Ys de la fonction P(Y). De plus la valeur du chargement ?r, est la

charge critique du module réduit luR d'après l'équation (3.5.c).

o Pour Rs fini, l'équation (3.41.a) appliquée Pour x= % nous donne

f, = lRo..or se fixe maintenant un Rs1 . 
[*,-{ 

et on intégre cette équation

précédente par rapport à R9 dans l'intervalle [n*, Ror]. On obtierrt :

*Pt

Ror nor J Roa*o

J ffi dRo = 
J*o*'. 

soit v(Ror) = xoo-.

Ræ Rt 

-'--"- - - \ vrl 
À(Ror)

Or i est une fonction continue qui tend vers zéro lorsque Rg tend vers l'infini.

Elle est donc bornée r* f{,*f . * obtient alors la maioration suivante :
LAD L

t(Ror) z constan*"[R"tf-Lltf .

D'où le résultat.
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3.5. La sensibilité aux imperfections

On a vu dans le chapitre tr que le modèle simple était insensible à des
imperfections géométriques. Ce paragraphe est une généralisation des résultats
obtenus pour le rrodèle simple dans le cas de la poutre comprimée.

3.5.1. Position du problème

On considère toujours la même poutre comprimée mais supposée légèrement
fléclrie dans sa configuration initiale ( d. Fig.3.L7. ). La configuration de référence
est la position de la poutre sans déflexion initiale (d. Fig.3.16. ).

'' *o1

t,
*-

-D>
x, u(x)

I'
I

Fig.3.16. : Configuration de référence

'*o1

^
h

= - - - -

l0 L
I

I
I

Fig.3.lZ : Configuration initiale
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On se place dans le cadre de la cinématique des-poutres de Navier-Bemoutli. La

déformation s'écrit grâce au déplacement de la fibre moyenne Par raPPort à la

position initiale dans une approche lagrangienne courme suit :

f(*,Y) = u' +u'7. +v-,o' - Yv"

Rappelons que les conditions aux limites sont :

u(O) = g, v(O) = g, v(Z)= g, v"(0)= g; v"(t)=Q'

Les équations d'équilibre s'écrivent, après une intégration sur la section,

conrme suit :

IIr,,,"{*' Y) dY dz= - }t (3.se.a

Iloot o(*' Y) dY d'= r(v + v) (3.se.b)

où S(x) est la section de la poutre d'abscisse x, ici uniforme.

La loi de comportement est la même que celle utilisée Pour le système parfait.

On peut exprimer simplement cette loi comme suit :

. o = E(y-a)

. ô=E' f en charge plastique

. ô = E f en charge élastique ou en décharge

où le point désigne la dérivée par rapport à un Paramètre cinématique

caractérisant l'évolution quasi-statique.

La loi de comportement étant incrémentale, il est utile d'écrire les équations

d'équilibre sous là forrre suivante, obtenue m dérivant le système (3.59) :

(3.se)

(3.60.a

(3.60.b)

JLru(.,v)dv dz=-]'

Jfrr ô(*, v) dv &= i(.'+v) + rn'

t4L

(3.60)



Pour résoudre le problème on procède de la même manière que pour le
modèle simple. Dans un premier temps on calcule la solution élastique et le
premier point de plastification. On calcule ensuite une portion de branche de
solutions en charge jusqu'à l'apparition du premier point de charge neutre. Le
reste de la branche est calculé en tenant compte de l'existence d'une zone de
déùarge.

En anticipant sur ce qui va suivre on décrit qualitativement ces différentes
étapes de la construction de la branche perhrrbée et les mouvements des deux
frontières libres à savoir la frontière entre la zone élastique et la zone plastique en
charge puis celle séparant la zone plastique de la zone de dédrarge.

1ère6hps:  0<1,<1"

C'est la phase où la structure se comporte élastiquement. Àn est la charge où un

point de la stmcture atteint le seuil de plasticité. C'est le point (*= %,y = -a).

2èmeéhpe,  IpSfS-h

La zone plastique envahit progressivement la poutre. On suppose que les
paramètres du problème perurettent une plastification complète de la stmchrre
avant l'apparition d'un point de décharge. h o, alors la charge où toute la
poutre est plastifiée. Dans cette étape il y 

" 
un point particulier qgi correspond à la

clrarge de plastification de la poutre droite fT. * zone plastique occupe alors une
bande et la frontière de cette zone æt un segment de droite.

3èmeé1aper  Ç<l< î

C'est une phase de charge stricte jusqu'à l'apparition d'un point de décharge.
C'est le point (*= %,y = +a) et h charge correspondante est notée Î.

4èmeétape,  î< Ic In

Une zone de décharge se développe et l'on obtient une asyrrptote pour À = In
où Is est la charge critique du module réduit définie précédemment.

Ces différentes étapes sont schématisées sur la figure Fig.3.18
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I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I

L€ende

W Zorp élastique

N Zone plastique

ffi Zonede décharge

Fig.3.18. : Évolution des frontières librs en fonction du chargemerrt
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3.5.L La solution élastique

On cherche ici la solution élastique et donc tr, = 0. En effectuant les intégrations
daru les équations d'équilibre et en tenant compte de la loi de comportement on
obtient facilemerrt le problème suivant :

u, =-u'\.-rro,-#

u(o) = g

.r'+À.r*!v = o
EI EI

v(0) = g, v(z) = 6

(3.6La

(3.61b

(3.61c

(3.6rd

(3.61)

Le problème formé des équations (3.61.c) et (3.61.d) se résout de manière
élémentaire et on obtient l'expression suivante pour v :

(3.62)

Dans la suite et pour simplifier l'exposé on prend une perturbation V
propofionnelle au mode de flambage. Elle est de la fornre :

v(x)=r,^(,'Fra)

^ r2EIavec 1,1 =T et É > 0.

La solution élastique est alors proportiorurelle à la perturbation :

[#){tl*'

){t1*'*[F")

.*[

Et-x

tr
lEI

'*[1

x)=

]u' - .* r[F,,,)[ft .,,^[,Æ.[''F
llEI

LM



v(x)=.,-[,Fa)

et on obtient donc en rentplaçant dans l'équation (3'61'c) :

E=ffi;E

V - ' - f -V

xrE -

u s'obtient ensuite Par une quadrature grâce à l'équation (3.61.a).

Cherchons maintenant la charge h où apparaît pour la première fois la

plastification :

o est maximale en valeur absolue Pour *= %et y = -a' La charge de première

plastification est donc donnée par l'équation :

Lp . _ Ir rpE 
e=oË*"trtffi '-v

et

(3.æ)

Remarques:

o Pour | *t"t petit il y a toujours une solution à cette équation'

. Ip < IT = o"t. ?'f, est la charge de plastification de la poutre droite-

3.5.3. La solution en charge

A partir de In on cherche une solution élastoplastique en drarge partout- On a

donc :
. Dans lia zone élastique : o = ET

o Dans la zone plastique : o = E(t-a).



Pour une section donnée indicée par x on note ax(x)+V(x) une éventuelle
frontière séparant la zone élastique de la zone plastique. Reprenons les équatioru
d'équilibre (3.59) et effecttrons les intégrales correspondantes en tenant compte de
l'existence de cette frontière. Après quelques calculs élémentaires on aboutit aux
deux équatioru suivantes :

P(X)v'+ À- f$ = o Q.64.a

Q(X)v"+l,v+1,-v:0 Q'e'b
(3.64)

P et Q sont respectivement les fonctions Pr et Qr définis dans le paragraphe 3.1.

On définit de même la fonction R comme suit : n = 9.
P

Dans le cas d'une section en charge élastique (respectivement en charge
plastique) il suffit de remplacer dans la seconde équation (3.64b) a(X) par EI
(respectivement ErI).

On constate dans les équations (3.64) une grande analogie avec le système
d'équations (3.5) obtenu pour la poutre non perturbée lorsque la décharge
apparaît. La résolution sera inspiree de la démarche adoptée pour le calcul des
branches bifurquées du système parfait. Cependant on ne présente ici qu'une
résolution simplifiée et l'on cherche dans la suite des solutions symétriques par

rapport à %. On ne considérera donc que la moitié de la poutre IO, /rl.

Dans un premier temps on caractérise la frontière entre la zone élastique et la
zone plastique par une équation différentielle ordinaire du second ordre. Ceci
perrrtet de construire un problème en & puis un problème en Ro de la forme
O(f,&) = 0. La résolution de ce problème perrret de constnrire cette portion de la
branche de solutions perturbée.

Avant de constmire le problème en R constatons d'abord que l'équation (3.6a.a)
pernret de faire une analyse de la topologie de la zone plastique, semblable à celle
faite dans le paragraphe 3.2 à propos des zones de décharge. Signalons

simplenrent que si f = fT alors la frontière X(x) est une constante égale au zéro de

la fonction P(X) qui est noté, rappeloru le, Ys. Réciproquement si la frontière de

la zone plastique touche la droite X = Yn ou les bords de la poutre alors f = fT.

On déduit donc que la frontière de la zone de dédrarge est entièrement confondue
avec la droite X = Yn ou alors elle est entièrement d'un coté ou de l'autre de cette
droite. On distingue trois types de zones plastiques représentés sur la figure
Fi93.19.



_Légende

Zone élastique

Zone plastique

a0îX< ?u< L

b. I. l3

Fig.3.19. : trois tlpes de zones plastiques
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On caractérise maintenant ces frontières des zones plastiques. Après quelques
manipulations le systène (3.64) devient :

* = 
^;^T 

(v + v) (3.6s.a)

*"*Fb*1glo"=o (3'65'b
(3.6s)

(3.66)

On définit la frontière de la zone plastique de la même manière qu'on avait
défini les frontières neutres dæ zones de décharge dans le cas de la poutre droite
(paragraphe 3.2) comme suit:

Il æiste deux nombres q etl,2 tels que 0 ( t1 ( rz < l. La fonction X(x) est alors
itêfinie ilans l'interoalle fr1, r2l et oérifie, selon la oaleur du chargetnent, l'un
iles ptoblèmes suioants :

'  Î 'P<1'<î '3

Dans ce cas, la frontière de la zone plastique X(x) vérifie -l<X(x)<Ys et
l'équation (3.65.b) soit :

[n(x1xy;]'*=j-* ̂ r r'=0.r(x(x)) Ii - r

Rappelons d'autre part que R(X) est bijective sur I'intervalle [- t, V*[ et la
fonction réciproçre de sa restriction à cet intervalle est notée gr (que l'on va noter
simplemerrt g dans la suitQ.

On peut alors écrire le problème vérifié par Y(x) grâce à la fonction gcomme
suit:

X: [t1, ,zl- -1, (3.66.a)

[n(x1x;)]'+r(s(n(xs)))).fiv"(x)=s(3.66.b

1t)= - l ; 1z)= - l (3.66.c)

Dans cette formulation, on a remplacé X dans l'équation (3.65.b) par

s(n1x1)= x.

On obtient ainsi une équation différentielle du second ordre où I'inconnue est
la fonction n(X(x)) que I'on notera par la suite R(x) et qui est alors deux fois

dérivable. La fonction X(x) est obtenue par X(x) = g(R(*)). Le domaine de
définition de l'équation différentielle est représenté par la figure Fig.3.20.
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Fig.. 320. : Domaine de définition de la fonction R(x)

o r3.t.-r"

Maintenant la frontière de la zone plastique X(x) est telle que Ys < X(x) S +1 et

vérifie le problème suivant :

:lr1,r2f-r ]vs, + rl (3.67.a

(3.67.b

X("r )  -+L;x( .2)=*1 (3.67.c)

Q.6n

v l - - o o

Fig.. 321. : Domaine de définition de la fonction R

I-es fonctions fi et gi (i = 1 ou i = 2) ( et en l'occurence f et g ) ont été définiæ au

paragraphe 3.14.

Rs

I
as



Considérons d'abord le cas I, . X. À3. La construction du problème en R se

fait exactement comme pour les branches bifurquées en tenant compte de la

continuité de v au point t. Le problème en R6 s'obtient alors grâce à la continuité

de la dérivée de v au point c. Afin d'alléger l'exposer on ne présente pas ces deux
constructions et on donne simplement le problème en Rg sarui le résoudre:

o Rs .]--, 
*] (3.68.a)

o l. [rn,ronl

o(1, no)= s

(3.68.b

(3.68.c)

o(1,, Ro) = ffilË* - *o].','[,m')

+v'(t)-fi*1")

bo-"t#

(3.68)

Remaroue :-

Iæ cas f3 . f . h * traite de manière analogue.

La zone plastique progresse iusqu'à envahir toute la poutre à ta ctrarge Ç. e

"(f).'(r]=*. D'autre part v vérifie le problème :

E1I v"+l,v+l,V =

0)= = Q
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Ce problème se résout de manière élémentaire en cherchant une solution v

propoitiottt elle à la perturbation, c'est à dire :

et on obtient facilement
-L : .Ç=pÇ'

-\ 
vérifie donc la relation:

Remarque :

Comme noté précédemment, on peut trouver une solutio" b à cette équation

en jouant sur les paramètres du problème.

A partir du 
-tn 

il y 
" 

effectivement une solution en charge partout dont la

composante v est donnée par : v = *r^[Frra) ** E = 
^;!Ç- 

c"tt" solution

est valable jusqu'au premier point de décharge noté i. C"t ti ci va apparaître en

( t ' \
l .*=t,y=u)-

Cherchons i. po* cela on calctrle ù"f{) de deux manières différerrtes. D'abord
\2)

on a z i=0etdoncù'+(v'+V')ù'-aùo=0. Or ù'+(v'+V')ù'=-+ Donc
Ers

'(t)=-uh
D'autre part en util isant l 'expression de v on obtient

-,,f*) = -;: rl: 
.u E 5 i. ra comparaison des deux expressions de ,\t)- 

\2/ (rr-l)z 
'u1t

conduit à l'équation suivante :

T I
Ç=-

rr -r
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A partir de Î on cherche donc une solution avec une zone de décharge. Soit

aY(x)+V(x) une éventuelle frontière entre zone de charge et zone de décharge.

En écrivant les équations d'équilibre sous for:are incrémentale et en utilisant la

relation i(x, aY(x)+V(x))= 0 on aboutit facilement aux deux équations suivantes:

P(Y)ù"+i = 0 (3.69.a

+lû+iv = 0 (3.69.b)
(3.6e)

Et l'on déduit :

1
û =; [R-v-v]

R"+ I .  -vo- io=O
P(Y)

(3.70.a)

(3.70.b
(3.70)

En faisant le changement de variable w=v*V, ce problème se résout de la
même manière que les branches bifurquées de la poutre droite et on aboutit aux
mêmes conclusions quant à la régulatité, à la monotonie et au comportement
asymptotique.
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ANNEXE 1

Dans cette annexe on démontre les lemmes 3.8, 3.9 et 3.10. On rappelle Pour
cela les deux théorèmes ci-dessous qu'on peut trouver dans la référence [CAR
Lem.

Théoùne A7.7 :

Soit h(t,x) une application continue d'un ouoert UcIRxE à oaleurs darc E;

supposons que la dérioée partielle h*'1t,x7 existe et soit continue. Sodt (to,xo) e U,

et soit ltto un interoalle compact dans lequel l'équation dffirentielle :

î = h(t,x)
clt

admet une solution x = g(t,xo) telle que xo = 9(ts,x ). Puisque h est localement

lipschitzienne en x l'équation dffirentielle admet ilans I une solution a=Q(t,u)
telle que g(to,u) =\ pourou que u soit assez ooisin de xo. Alors 9(t,u), comme

fonction ile ses deux arguments est une fonction ile classe Cr; en outre la dêrioée

go'1t,u) est ilérioable par rapport à t et on a :

=++=ft(t,e(t,u)

c'est}-ilire qu, go'1r,u) esf la solution Y(t) d.e l'équation diffêrentielle linéaire :

# 
= A(t,u)oY(t) Y(to) = 1"

A(t,u) = fti(t,9(t,u))-
où l'on a posê

154



Théoùme A7.2:

Soit une équation dffirentielle :

î = ft(t,x,À)
ot

où 1r oarie dans un espace de Banach B; on suppose que h est une application

continue d'un ouoert UcIRxExB à oaleurs dans E; supposons que les

dêrioêes partielles hr'(t,x,It! et hs'(t,x,Ir) existent et sont continues. Soit

(ts,xs,Àg) e U, et soit I r to un interoalle compact ilans lequel l' équation

ilffirentielle
j-
fr 

= ft(t,x,Às)

admet une solution x=g(t,xs,Its) telle Que xs=g(ts,X6,Itg). Alors, pour u assez

ooisin de xs et Ir assez ooisin ^0 l'équation dffirentielle admet dans I une

solution 1=q(t,u,À) telle que g(ts,u,À) =u Alors g(t,u,Â) comme fonction de

ses trois arguments est une fonction de classe Cr; en oatre les ilffioêes grr'(t,u,À;
,

et gt (t,u,À) sont dérioables par rapport ù t et on a :

t

En particulier gs (t,u,À) est la solution Z(t) ile l'équation dffirenticlle linêaire :

+ =c(t)oz(t)+D(t)
dt

telle que Z(tù=O, où l'on a posê

C(t1= hift,g(,u,^),^).

D(t) = hls$,9$,u,^),^)

a^
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pour démontrer les lemmes et pour appliquer le théorème précédent on

introduit les notations suivantes :

=(zr ,zz) ;  z t=R; z2=F, ' ;  zo =(Rs,O) i  *o=t ;  u=(u1,u2

h1(z1,zz) = z2i hz@tPù= - {*v"

f t :  IRxIR + IRxIR
(zr,zz) t+ h(2122) = h(z) = (ht(z),h2@))

0L

=L'i[-uoo .*) o
R est la solution maximale du problème de Caudry suivant :

*"*Ffu-vo=

R

)
/ l '

,t

=Ro

l=0

Grâce aux notations définies plus haut ce problème est équivalent au problènre
suivant :

Considérons le problème plus général suivant :

Ë 
= h(x'z)

z(xo) = u

et regardons comment varie la solution z en fonction de la condition initiale u et

des paramètres L et v. D'après les théorèmes précédents les dérivées
dz dz .dz
=, =et = vérifient les problèmes différentiels linéaires respectifs
du 'd I  dv

(P"), (Pr)"t (P") suivants :

7ffi



. +f*l=fLr- , r .+,,,,\ 
tl dz' d*Ld"l=Lùt p(r(21(d) ,,| 
tl"*

*tul=1*,
(P")

avec

làq àzr1

La"t a""J

1*z représente l'identité de IR2.

*t#l = lht-+*"-) l] *.1 #]
e*tul=[:]

(pr)

avec

I dol1

#-| gl
LdÀl
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*[fJ = Lït-*,A *,,,,) | *. [ïl
'#(%)=o

(P")

avec

fd,r I
dz- l  d" I
d"- ldozl

Ld"l

L(x): H2([o,z])-+n

w+[r(.)](*) = w-(x)

On se limite à la démonstration du lemme 3.8. Les deux autres lemmes
s'obtierurent de manière similaire.

Le problème (f,r) se résout sous la forlrre:

làr, èrrl
I a"t a"r l-
làr, àzzl-
La"t a.ttl "s[+t=.m, t', T]

avec le symbole € représentant I'exponerttielle d'une matrice-
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On obient facilement :

g[+f-+r) ;]" =..,(J17æ)[l t
"41/tr. is)f o x-,

Lt(*) 0

Le résultat s'en déduit immédiatement.

On a donc en particulier :

,*o,= J:rk(n*"*,.J(f-1"
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On présente ici la démonstration du lemme 3-12.

Rappelons l'expression de O:

f r r r  ' r  fE)
o(l.,v,Rs) = 

{,,, L* 
- v(t)lcottfl rrr,l
7a f?r

L Jo "(q)'i",/rrtnun--ErT
^ stnltttt

ANNEXE 2

+ v'(t) - R' (t,?u,v,Rg)

et considérons un état (v,I) sur la branche de solutions. On a donc en particulier

O(l,,v,ng)= 0. Effectuons maintenant la dérivée de O par rapport à Ro-

. calcul d. fr- ,

aR ' ,  \  an r  ^  -  r  &

ft tr, ̂, ", Ro ) - R" (tr,L,v,*o )fr .

=,[#[*-,'(,)].ot'[r[#,*)

+v'(c)-R'(t,L,v,Rs)
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r *'ot s2 [tr* ) "'(')ffi ""'[,[#) - # *o

,,ffi')[*"'.,ffi'".*ni#-ffi) .,J
#={-[*-"o]#

?,. lT
+ -  l -' e1r lf urr

f<o,rffirnun

For l'
ErI



et R"(r,l.,v,Ro) = -#+ v"(r).

On remplace donc dans l'expression précédente et on obtient :

#=-,ffi *,r[,[*,*)R'(r,r.,v,R,)#-#(r,À,v,Rs).

D'autre part on sait que R(t,l,,v,Ro)= 
* 

et en dérivant par rapport à R0 on

obtient 
ffit",^,rr,Rs)+R'(t,l,,v,Ro)5ffi 

= 0. on aboutit finalement à

l'expression suivante de la dérivée de O par rapport à R6 :

# = ffi *,r["'f. ) fr {,,^,',,,*o) - #(r, r,v,Rs).
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. calcut a" S ,

ao- =
ôRo

L
?L EtI

+ -^T
E1I^ | l.

4 - l -

1 ErI

.{{*-"(')]#['**'s't,F',-)-"'(")rffi ...'[[#l-#"n'

LE
+-  l -'nrrlu'1r

. 
{-#tr, 

}u,v, Rs ) - R'(r, 1,,v, R6)#}

La première accolade se simplifie beaucoup en utilisant la relation O(l,,v,Rg) = O-

Les deux autres accolades se calculent de la même manière que Pour P. O"
ôRo

obtient aprb simplification :

."''1*

1

,F,.)#-Ï 
utt



aotd=1-
I

ftt*-.'(.)].ot'[,f*)'1 
EtI

1, +t J""1n;q'o'
utI., f ?,'lErI

. {ffi '- t(,Fr'a) # n' ̂"" *o ) - # (t' r" "' no )}'

. C-alcut a. 
$ 

,

t* (dll#"
r.

trtnon

,[#

Ce calcul se fait de manière similaire.
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