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3 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Introduction

Parmi les variétés différentiables classiques on trouve la grassmannienne d’un espace vec-
toriel E de dimension n qu'on identifie souvent & € " . Cette variété définie au départ
comme ensemble des sous espaces de € ™ d’une certaine dimension m fixée. a une struc-
ture de variété différentiable de dimension m(n — m), elle peut étre vue comme espace
homogeéne du groupe général linéaire et elle s’écrit

Gr(m,n) = GL(n,C )/B

oit GL(n, @ ) est le groupe général linéaire, et B le stabilisateur d’un certain élément de

la grassmannienne Gr(m,n) .

En dimension infinie, on définit la grassamannienne pour un espace de Hilbert H séparable
muni d’une polarisation H = Hy & H_, ot Hy et H_ sont deux sous espaces de H de
dimension infinie fermés, et la grassmannienne Gr(H) est Pensemble des sous espaces T
fermés de H de dimension infinie, tels que

a) La projection orthogonale positive pry : W — H.. soit un opérateur de Fredholm .

b) La projection orthogonale négative pr_ : W — H_ soit un opérateur de Hilbert-
Schmidt .

Soit J : H — H un opérateur linéaire continu qui coincide avec l'identité sur H, et
moins 1'identité sur H_ on définit le groupe général linéaire restreint GLycs(H) comme
sous groupe du groupe général linéaire GL(H) des opérateurs A tel que [J,A] soit un
opérateur de Hilbert-Schmidt .

En dimension finie, la grassmannienne Gr(m,n) est 'espace homogene de tout le groupe
oénéral linéaire , mais en dimension infinie la grassmannienne Gr(H) est I’espace homogene
du groupe général linéaire restreint et non de tout le groupe général linéaire, et Gr(H)
s'écrit

Gr(H) = U,eo(H)/U(Hy) x U(H-)
ot U(H,)xU(H-) est le stabilisateur de H. Ceci justifie la terminologie grassman-
nienne .

Dans la premiére partie du travail que je présente dans ce mémoire, j’étudie quelques pro-
priétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie, telles que la stratification
de Gr(H), les composantes connexes de Gr(H), le lien entre les composantes connexes et
les strates de Gr(H), les composantes connexes et les ouverts de 'atlas associé a la struc-
ture de variété de Gr(H) qui est une variété hilbertienne modelée sur I'espace de Hilbert
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4 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Ly(H,.H_) des opérateurs de Hilbert-Schmidt. On précise aussi le lien qui existe entre les
composantes connexes de G Ly..,(H) et les strates de Gr(H), les composantes connexes de
GL,..(H) les ouverts de I'atlas associé a la structure de Gr(H) . On étudie aussi les com-
posantes connexes de la grassmannienne Gry(H) ensemble des sous espaces ™ de Gr(H)
tels que =*H, C W C z~¥H, pour un certain k. Cette derniére grassmannienne est dense
dans Gr(H). Algébriquement cet ensemble est identifié & I'union des grassmanniennes de
dimension finie, ce qui justifie la décomposition de Gro(H) en cellules de Schubert. On
donne aussi le lien qui existe entre les cellules et les composantes connexes de Gro(H) .

Aprés avoir introduit les coordonnées de Pliicker et donné les démonstrations de certaines
propriétés élémentaires concernant les bases admissibles et les opérateurs a déterminant.
ainsi que la démonstration de la proposition qui donne le plongement de Pliicker holo-
morphe de Gr(H) dans 'espace projectif P(I*(®)) ot ® = {S C Z/INAS < o0}. on
donne les composantes connexes de Gro(H) et de Gr(H) en fonction des coordonnées
de Pliicker. L’identification algébrique de Gro(H) avec la limite inductive des grassman-
niennes de dimensions finies, est aussi topologique. Pour le prouver, on a construit un
isomorphisme topologique entre Gro(H) et cette limite inductive des grassmanniennes de
dimension finie, Gro(H) étant dense dans Gr(H), nous pouvons affirmer que la topologie
de la grassmannienne Gr(H) provient de la topologie des grassmanniennes de dimension
finie .

Dans les deux parties de ce mémoire, on travaille avec I'espace de Hilbert H = L*(S*. T )
espace des fonctions sur S* de carrées sommables, muni de la base canonique {e, : = —
="} ne 7 €t delapolarisation H = HL @ H_, olt Hy est le sous espace de H engendré par la
base hilbertienne {en}n>0 €t H_ est 'espace de Hilbert engendré par la base hilbertienne
{€n}n<o - Si A est un élément du groupe général linéaire restreint GL,.s(H) on peut
I'écrire sous forme d’une matrice carrée d’ ordre 2

a b
+=(¢ a)
suivant la polarisation H = Hy ® H_ .

Dans le paragraphe 1. on commence par la définition de GL,¢s( H) et la démonstration de
la proposition 1.2. On démontre la caractétrisation des éléments de G Ly (H ) suivante :

4 un élément de GL(H), A appartient & GLy.s(H) si et seulement si b et ¢ sont des
opérateurs de Hilbert-Schmidt. De plus a et d sont des opérateurs inversibles modulo un
opérateur de Hilbert-Schmidt .

Cette caractérisation des éléments de G L,.,(H), est d’'une grande utilité dans la suite .

4



5 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Pour introduire la structure de variété de la grassmannienne Gr(H ). on a besoin des deux
propositions (1.7 et 1.8) dont on propose une démonstration.

Proposition 1.7.

Pour W~ élément de Gr(H). et A élément de Lo(W,W?), le graphe de A est un é]ément de
Gr(H).

Dans la démonstration de cette proposition on utilise un diagramme commutatif qui nous
permet de démontrer que pry oi,4.(A) est de Fredholm et I'opérateur pr_ o iy (4) est de
Hilbert-Schmidt.

L autre proposition donnée par
Proposition 1.8.

Soit Uy 1'ensemble des graphes des opérateurs de Ly(W, W) ott W est un élément de
Gr(H), l'application définie de Lo(W,W?) dans Uw qui a un opérateur A associe son
graphe. est une bijection.

nous donne une correspondance entre l'ensemble Uy des graphes des opérateurs de
Lo(W, W) et Lo(W,W?°) . L'utilité de ces deux propositions s’observe dans le deuxieme
paragraphe.

On propose aussi dans ce paragraphe 1. une démonstration de I’équivalence de la définition
de la grassmannienne et

Définition

Un espace vectoriel fermé W de H, est élément de Gr(H) si est seulement si. il est I'image
de H, par un opérateur L : Hy — H tel que pry o L soit un opérateur de Fredholm. et
I'opérateur pr_ o L soit un opérateur de Hilbert-Schmidt .

Dans la démonstration de cette équivalence on utilise aussi un diagramme commutatif pour
montrer que la deuxiéme définition implique la premiére . Pour la réciproque, on utilise
des techniques tres classiques .

A la fin de ce paragraphe 1. on donne deux propositions (1.9 et 1.10) énoncées et
démontrées par Pressley et Segal dans [PS], dont on propose des démonstrations plus

développées .

La premitre proposition nous donne le stabilisateur de H, sous l'action du groupe
GL,..(H), et montre que le sous groupe unitaire U, s(H) de GLres(H) agit transitive-
ment sur Gr(H).

La deuxiéme proposition précise la structure hilbertienne de la grassmannienne Gr(H) .

)



6 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Dans le paragraphe 2. on définit la dimension virtuelle d'un élément W de la grassmanni-
enne par

Soit 77 un élément de Gr(H), I'indice de la projection orthogonale positive pri |1~ de T1°
sur Hy est appelé dimension virtuelle, elle est notée dimuvirt, et on a la formule

dimuvirt(W) = dimvirt(ker(pry|W)) — dim(coker(pry |[W))

On propose aussi dans ce paragraphe une démonstration de la proposition 2.2 qui donne
la relation qui existe entre la dimension virtuelle de I'image d'un élément 117 de la grass-
mannienne, la dimension de W N H_ et la dimension de W% N H,. on y trouve aussi une
relation entre la dimension virtuelle de 'image de W de Gr(H) par un opérateur 4 de
GL,.s(H), la dimension virtuelle de W et 'indice des éléments diagonaux de la matrice de
A suivant la polarisation H = Hy & H_ . L’utilité de cette proposition sera précisé dans
le paragraphe 6. de cette premiére partie .

Soit {€n},-N une base hilbertienne de H, et soit ® = {§ C Z/ INAS < oo}, on obtient
une collection de points {Hs}sece de Gr(H), ou Hg est 'espace hilbertien engendré par
la base {€5}ses, €t on a la formule

dimvirt(Hg) = card(S —IN) — cardN — S)
on appelle ce nombre le cardinal virtuel de S . Ceci nous permet d’énoncer
Proposition [PS]
Pour tout W dans Gr(H), il existe un S € ® tel que la projection orthogonale de T1°

sur Hg soit un isomorphisme. En d’autres termes, les ensembles {Ug}sco forment un
recouvrement ouvert de Gr(H) .

Cette proposition nous donne 'atlas associé & la structure de variété hilbertinne de Gr(H).
On termine ce paragraphe par la démonstration de cette derniere proposition. Pour tout
W de la grassmannienne Gr(H), il existe S dans @ tel que la projection orthogonale
de W sur Hg soit un isomorphisme . Dans la démonstration qu'on propose, on donne
une construction de S ainsi que de I"isomorphisme associé , en utilisant deux diagrammes
commutatifs . On donne aussi explicitement la transformation qui réalise le passage d'une

polarisation & une autre .

Dans le paragraphe 3. on introduit des sous espaces de Gr(H) denses dans Gr(H ), quon
appelle aussi grassmannienne, tels que par exemple la grassmannienne Gro(H) quon a
éja définie qui est une réunion de grassmanniennes de dimension finie, cette identification

est du au fait que pour [ > k. on a

...C31H+C:kH+CWCS_kH+C3—lH+C...

6
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ces sous espaces Wpeuvent étre identifiés aux sous espaces de : ¥ H, /:*H_ qui est un

espace isomorphe & 'espace H}, engendré par ! avec —k <1 < k. Donc les sous espaces T~
peuvent étre identifiés aux éléments de Gr(Hy) . Les grassmanniennes Gr(H,) vérifient

... C Gr(Hy—1) C Gr(Hy) C GT‘(IHL-.;.l) C...

on propose aussi une démonstration de la proposition 3.2. qui caractérise les éléments de
la grassmannienne Gro(H) en fonction des éléments matriciaux des opérateurs de Hilbert-
Schmidt correspondants . On dit qu'un élément W est comparable & H si et seulement
si la codimension de W N H dans H4 et la codimension de W N Hy dans W, sont finies.
On démontre que si Wr est le graphe de T avec T de rang fini, alors Wr est comparable
& Hy . On définit une autre grassmannienne Gri(H) dense dans Gr(H), comme étant
ensemble des éléments W de Gr(H) comparable & H,. Une caractérisation des éléments
de cette derniere grassmannienne est donnée par

La grassmannienne Grq(H) est constituée des graphes des opérateurs de rang fini de Hg
dans (Hg)? .

On propose aussi une démonstration de cette caractérisation. D’autres grassmanniennes
denses dans Gr(H) sont données par

Définitions

1. La grassmannienne Gro.(H) est le sous ensemble de Gr(H) constitué des graphes
des opérateurs T de Hg dans (Hg)? dont les éléments Tyy (p € Z — S,q € S ) sont a
décroissance rapide, i.e tel que les quantités |p — ¢|™T,, soient bornées pour tout m .

2. La grassmannienne Gr,(H) est le sous ensemble de Gr(H) constitué des graphes des

opérateurs T de Hg dont Hg- tel que les quantités r?~2T,, soient bornées pour 0 < r < 1.

La densité de ces grassmanniennes provient de la densité de leurs sous espaces correspon-
dants dans ’espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt L,(H4, H_) .

On propose aussi une démonstration de la proposition 3.9. qui donne le lien entre les
grassmanniennes Groo(H). Gro(H) et Gro(H) et fonctions différentiables, les fonctions
analytiques-réelles et les polynémes trigonométriques. Ce lien ne caractérise pas ces grass-
manniennes. La vraie caractérisation de ces grassmanniennes par des ensembles de fonc-

tions est donnée par

-]



8 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Proposition 3.11.

1. La grassmannienne Gr.(H) est constituée des sous espaces W' de Gr(H) pour lesquels
les ensembles images par les deux projections orthogonales pr— : W — H_et pry :
110 — H, sont constitués de fonctions différentiables.

2. La grassmannienne Gr,(H) est constituée des W de Gr(H) pour lesquels les ensembles
images par les deux projections orthogonales pr— : W — H_ et pry : WO — H, sont
constitués de fonctions analytiques réelles .

3. La grassmannienne Gro(H) est constituée des W de Gr(H ) pour lesquels les ensembles
images par les deux projections orthogonales pr— : W — H_ et pry : W° — H, sont
constitués de polynémes trigonométriques.

On propose une démonstration de la proposition 3.11.

Dans le paragraphe 4. on introduit la notion de stratification de Gr(H) par

Définitions

Soit W un élément de la grassmannienne Gr(H) .

1. On dit que W est transversal & H_ si et seulement si WNH_ = {0} et W + H_ = H.
2. On dit que W est générique si et seulement si il est transversal a H— et de dimension

virtuelle nulle .

Soit f € Lyo(S*, € )= H . f est dit d'ordre fini s, s'il est de la forme

Z fizt

—oo<k<s

avec  fs # 0.

Soit S € ®, on appelle strate associée & S le sous ensemble ©s = {W € Gr(H) [/ Sw =
S} de Gr(H) . Pour tout élément S de @ de dimension virtuelle d, on peut indexer ces

éléments de la fagon suivante

S e {S_d, S—d+1:5—d+429 -5 }

avec s_q < S—dq1 < wor < .. De plus sp = k & partir d'un certain rang . ce qui permet
d’ordonner les ensembles qui ont méme cardinal virtuel par

S < S1 si et seulement si s} < 33 pour tout k, , et la longueur I(S) de S est définie par

I(S)= " (sk—k)

—d<k

8



9 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

alors S < §; = I(S) < (S1) . On démontre dans la proposition 4.3. que pour tout
S € &, la strate T g est incluse dans l'ouvert Ug . Cette inclusion n'est pas évidente. La
démonstration utilise un diagramme commutatif qui donne la construction d'un opérateur
de Hilbert-Schmidt de Hg dans H2 dont le graphe est égal a 11 élément de g fixé au
départ.

Pour définir la stratification. on a besoin du sous groupe triangulaire inférieur strict N_ de
GL,.s(H) constitué des éléments A tel que

A(FH_) = *H_ et (A —Id)(z*H_) C z*=1H_ pour tout k. La proposition 4.4. qui
donne la stratification de Gr(H) a été énoncée et démontrée par Pressley et Segal dans
[PS] . Elle est donnée par :

a) La strate Sg est une sous variété fermée contractible de I'ouvert Us, de codimension
[(S) .

b) ©¢ est l'orbite de Hg sous l'action de N_ .

c)SiW e€Us alors S>> Sw .

d) La fermeture de Tg coincide avec I'union des strates g1 pour les S1 > S

Dans le paragraphe 5. on étudie la grassmannienne Gro(H). Algébriquement cet ensemble
est considéré comme union de grassmanniennes de dimension finie. Ces derniéres ont
une décomposition en cellules de Schubert . Gro(H) a une décomposition en cellules de
Schubert. Ces cellules sont définies par

Sotent f = Z fk:k un élément polynomial de H, on définit le co-ordre de f comume
—n<k<n

étant le plus petit k tel que fi # 0.
Soit W € Gro(H), on définit S W par

SW ={se & | W contient un élément de co-ordre s} et pour tout SY dans @. la
cellule C's est défini par

Cs={W eGry(H) | S¥ =25}

On définit aussi le sous groupe Ry triangulaire supérieur strict comme ensemble de tous
les éléments A de GLys(H) tels que A(zFH )= z*H et (A— I)z*Hy) C z*1H, pour
tout & .

Les arguments et les propriétés qui donnent la décomposition cellulaires et la dualité entre
cette décomposition de Gro( H) et la stratification de Gr(H), sont donnés par

9



10 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

1. C's est une sous variété fermée de 'ouvert Us de Gr(H) . difféomorphe a € C

1o

Les cellules {C's} et les strates {Es} ont le méme ensemble d'indice & .

La dimension de C's est égal a la codimension de Yg .

- w

Les cellules C's sont les orbites de Hg sous 'action du sous groupe R .

<t

La fermeture de C's est I'union des Cg1, pour les S < S .

G. ('¢ rencontre transversalement Y g en un seul point et ne rencontre aucune autre strate
de méme codimension .

7. C's intersecte Sgr si et seulement si $ > S’ , et CsNTg = {Hg}.

Dans le paragraphe 6. on étudie le lien de la grassmannienne Gr(H) aux composantes
connexes de GLyes(H) . Ces composantes connexes sont données par les sous ensembles
GL:,,(H) de GL,,(H) constitués d’opérateurs A tel que si

a b
A__(c d)

suivant la polarisation H = H, @& H_, l'indice de Fredholm de a est égal a ¢ .

Dans le paragraphe 2. la relation de la proposition (2.2.) qui lie la dimension virtuelle
de I'image d’'un élément W de Gr(H) par un opérateur A de GLy.s(H) a la dimension
virtuelle de W et indice des éléments diagonaux de la matrice de A suivant la polarisation
H = H, & H_, nous permet d'énoncer et de démontrer ( proposition 6.1.) que pour tout
W de Gr(H) de dimension virtuelle ¢, il existe un opérateur A4 dans GL: ,(H) tel que
AHL ) =W

Dans la propostion 6.2. on démontre un résultat proche du résultat précédent . Pour 1
et W, dans Gr(H) de méme dimension virtuelle, il existe un opérateur A dans GL®,..,(H)
tel que A(Wy) = Wa.

En conlusion pour tout i dans Z et W de Gr(H) de dimension virtuelle  on a
GLies(H)(H+) = GL?‘es(H)(W)

et la grassmannienne Gr(H) est une union des GL:,,(H)(H;) quand ¢ parcourt Z .

Dans le paragraphe 7. on démontre un lemme qui nous permet de retrouver les composantes
connexes de la grassmannienne Gr(H), ce lemme est donné par

Soit ®° le sous ensemble des S de ® tels que sy = k pour tout k > —d, ou d est le
cardinal virtuel de S. Il est facile de voir que pour tout d dans Z, il existe un et un

10



11 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

seul S dans ®° de cardinal virtuel d, et on a §° < S, pour tout S dans ® et pour S0
dans ®° ayant méme cardinal virtuel. Ce lemme nous permet de montrer ( proposition
7.2.) que pour la classe ®° des ensembles S de @, la fermeture des strates g coincide
avec l'ensemble des W de Gr(H ) de dimension virtuelle le cardinal virtuel de S, et de plus
I'union de toutes ces strates est dense dans Gr(H) . On en déduit aussi un certain nombre
de corollaires, tels que par exemple le corollaire 7.5. dans lequel on prouve que pour tout
S de ®9. la fermeture de Tg est a la fois ouvert et fermé, et dans le corollaire 7.6. on
montre que ’ensemble des éléments W de Gr(H) qui ont une dimension virtuelle impaire
(respectivement paire ) est & la fois ouvert et fermé . Ceci nous permet d’énoncer et de
démontrer la propostion 7.7, qui donne linclusion de Us dans L5 dans le cas ot S € oY

Dans ces conditions la fermeture des ouverts Us coincide avec 1’ensemble de tous les
W de Gr(H) de dimension virtuelle le cardinal virtuel de S. Dans le corollaire 7.8. on
démontre que GLi,,(H)(H,) est connexe . Le théoréme 7.10. nous donne la continuité
de I'application dimension virtuelle qui nous permet d’énoncer et de montrer le corollaire
7.11, qui donne la relation entre les composantes connexes de GL,cs(H), les strates de
Gr(H) et les ouverts Ug .

Dans le paragraphe 8. on étudie la grassmannienne Gro(H), on commence par la définition
de I'ensemble T, comme union des cellules C's quand S parcourt ®4, ( &4 étant I'ensemble
des S de ® de cardinal virtuel d) . Dans la proposition 8.1. on montre que Ty est
connexe. La continuité de lapplication ”cardinal virtuel” nous permet de montrer le lien
des composantes connexes de Gro(H) & ces cellules . C’est 'objet du corollaire 8.8.

Les grassmanniennes de dimension finie ont une description en coordonnées de Plicker.
la déscription de la grassmannienne Gr(H) en coordonnées de Pliicker est donnée dans le
paragraphe 9 . Auparavant, on introduit la notion de base admissible donnée par

Définition
Soit W un élément de Gr(H) de dimension virtuelle d, la suite {wi}k>—a d’éléments de
W est dite base admissible de W si :

1. L application linéaire
w:zHy — W
qui associe & =¥ ’élément wy de W, est un isomorphisme continu .

2. L'application composée prlw ow (ot prlw est la projection orthogonale de
W sur z~¢Hy ) est un opérateur a déterminant.

L'existence d’une base admissible ainsi que le lien des bases admissibles aux opérateurs a
déterminant sont l'objet de la

11



12 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Proposition 9.3.
1. La base canonique de W est admissible. I'opérateur pr|y o w — I associé a cette base
est de rang fini . R

2. Deux bases admissibles d ‘un méme espace W, sont reliées par une matrice a déterminaut.

3. Soit w une base admissible. et soit S€ ® tel que cardvirt(S) = dimvirt(11).
alors I'opérateur ((p¥') o w) est un opérateur & déterminant. d'une maniére plus précise
I'opérateur ((p¥') o w) — I est un opérateur de rang fini .

Cette proposition nous permet d’introduire la définition des coordonnées de Pliicker de la
facon suivante

{Hg(_w') = det(prsow) st dimvirt(W) = cardvirt(S),

Ig(w)=0 sinon

Dans la derniére proposition de ce paragraphe on donne les caractérisations de Us. de
la strate Sg, des composantes connexes de Gr(H), de Gro(H) et les grassmanniennes
Gro(H), Gro(H) et Groo(H), en fonction des coordonnées de Pliicker.

Dans le paragraphe 10, on étudie le lien topologique qui existe entre les grassmanniennes de
dimension finie et les grassmanniennes de dimension infinie, en prenant la limite inductive
des grassmanniennes de dimension finie de H_ et la grassmannienne GrO(H) définie par

Gro(H) = Uo<k Gry(H)

avec

Gri(H)={*H; D E /E € UpcnGrn("H-)}

Soit 'application
L : Up<k Uo<n Grn(zkH_‘) — G’I‘O(H)

définie par Ll . Gra(z+H_) = Lk ol
L;: UOSnGrn(zkH-) — Gri(H)

qui & E associe Ly(E) = :*H; & E

La proposition 10.1 nous montre que L est un homéomorphisme, ce qui entraine que
'application L est elle méme un homéomorphisme. Il est facile de voir que Gr( H ) coincide
avec la grassmanniennes de Pressley-Segal Gro(H) . Autrement dit, Gr°(H) est une autre
écriture de Gro(H). Ceci nous permet de dire que l'identification algébrique de Gro(H)

12



13 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

avec 1'union des grassmanniennes de dimension fini est aussi topologique. Donc la topologie
de la grassmannienne Gr(H) provient de la topologie des grassmanniennes de dimension
finie .

Dans le paragraphe 11. on donne la généralisation de toute la théorie des grassmanniennes
donnée dans les paragraphes précédents. Soient H; et H, deux espaces de Hilbert de
dimension infinie séparables. on définit 1'idéal de Schatten d'ordre p > 1 noté L,(H,. H)
comme étant 'espace des opérateurs linéaires A : H; — Hy tels que

14]2 = tr(A*4)%.

Pour p = 1 et H; = H, on obtient l'espace des opérateurs nucléaires, et pour p = 2 on
obtient 1'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt. Ces espaces L, muni de la norme || ||,
sont des espaces linéaires complets. La généralisation étudiée ici est dite a Mickelsson dans
[M] . La généralisation de définition du groupe général linéaire restreint est donnée par :

Pour tout p dansIN*, GL,(H) est I'ensemble des opérateurs 4 de la forme

(2
¢ H=H,®H_

linéaires bornés inversibles, tels que b et ¢ soient des éléments de Ly, .

On démontre aussi dans ce paragraphe que certaines propriétés valables dans le cas
p = 1 restent vraies pour tout p > 1 . Les démonstrations sont des adaptations des
démonstrations faites dans le cas p = 1 . Celles-ci utilisant telles que 1'équivalence
d’homotopie de GL, et Fred(H,) (objet de la proposition 11.4) et la contractibilité
de ¢, (objet de la proposition 11.6); (, etant le sous groupe des opérateurs (A.¢) de
GLy, x GL(H,) tels que a — ¢ soit un élément de GL,. On en déduit les groupes
d’homotopies

7(GLy) = mia(GLP), i=1,2,...
et
n(GLP) = 7;(GL(n.C ), t<2n
et on a mo(GLy) = X, nl(GLg) =0et m3(GL,) = Z . Le théoréme de Hurewicz montre

que H*(GL?, Z) = Z.

On termine ce paragraphe par la généralisation de la définition de la grassmannienne.
ot elle est définie pour tout p > 0 comme ensemble des W de H fermés de dimension
infinie. tels que la projection orthogonale sur Hy soit un opérateur de Fredholm et la
projection orthogonale sur H_ soit un élément de Ljy,. Tous les résultats énoncés dans

13



14 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

les paragraphes précédents restent vrais pour la grassmannienne Gr,(H), en utilisant les

meémes arguments.

Dans le paragraphe 12, on introduit la notion d’extension centrale du groupe général
linéaire restreint GL,es(H ). Cette notion permet de justifier dans la deuxiéme partie. le
passage de I'équation KP (non linéaire) & un systeéme infini d’équations linéaires (appelé
hérarchie) . On introduit aussi la notion de fibré déterminant sur la grassmannienne . Ces
deux notions sont trés liées. En dimension finie, le groupe général linéaire GL, (T ) agit
sur la grassmannienne Gri(C ") et sur le fibré en droite déterminant associé par : _

GL,(C ) x det(W) — det(GL,(T )W)

(A, wy A oo Awg) > Awy A, A Awy,
ou Aw;p A ..... A Aw; étant un élément de det(AW) .

En dimension infinie, le groupe qui correspond & GL,(T ) et qui agit sur Gr(H) n’est pas
le groupe général linéaire GL(H) en entier, mais le sous groupe G L,¢,(H) . L’action de ce
sous groupe sur Gr(H) n’est pas automatiquement induite sur det comme en dimension
finie . Ceci est dit au fait que l'image d'une base admissible d'un élément W de la grass-
mannienne par un élément 4 de GL,.,(H ) n'est pas automatiquement une base admissible
de ATV, Pour remédier & ce probleme on fait appel a une extension centrale de GL,..,(H)
dont ’action sur det couvre 1'action de GL,.,(H) sur Gr(H) :

e~ —

GLyes(H) = EXGLY, (H)

—

ot GLO, (H) étant une extension centrale de GL?, (H) .
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15 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

1. Grassmannienne de dimension infinie et groupe général linéaire restreint.

Soit H un espace de Hilbert séparable, et soit H = H; § H_ une polarisation de H. ot H
et H_ sont des sous espaces de H fermés de dimension infinie, la décomposition de cette
polarisation est donnée par 'opérateur unitaire J : H — H qui coincide avec l'identité
sur Hy et moins I'identité sur H_. Si nécessaire, on identifie H & L*(S'. € ) muni de la
hase canonique {e, : 2 — "} _ 7 . Le produit scalaire de H défini pour f et ¢ dans H

par

1 [
< fig>= %/f(:)g(:)d:

Le sous espace H engendré par la base hilbertienne {en }n>o est identifié au sous espace de
L*(S', € ) des fonctions admettant un prolongement analytique sur la boule unité fermée
B! . Le sous espace H_ engendré par la base hilbertienne {e,},<o est identifié au sous
espace de L?( S, € ) des fonctions admettant un prolongement analytique sur I'ensemble

{zeC® / |z]>1 } nulalinfini.
Définition 1.1.

Le groupe général linéaire restreint GL,.s(H) est le sous groupe des opérateurs A tels que
le commutateur [J, A] soit un opérateur de Hilbert-Schmidt . En particulier J € GL,cs(H ).

Si 4 appartient au groupe général linéaire restreint G'L,.,(H) on peut ’écrire sous forme

d'une matrice carrée d’ ordre 2
4= a b
T \e d

suivant la polarisation H = Hy & H_.

id 0
7= ( 0 —id)
Proposition 1.2.

Un élément A de GL(H) appartient & GL,.;(H) si et seulement si b et ¢ sont des opérateurs
de Hilbert-Schmidt. De plus « et d sont des opérateurs inversibles modulo un opérateur

de Hilbert-Schmidt .

Preuve :

Par exemple

Avec les notations ci dessus

0 2
[J.A]=JA—AJ = (_2c 0)

d’ou le premier résultat .

15



16 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Posons

1 a b
4 —(c' cl')

l'inverse de A . Le calcul de 44! et A™1 A donne les relations suivantes :

aa' +bc' = Idy,

ab +bd' =0
\ ca' +dd =0
| b+ dd' = Tdy_
et
(d'a+bc=1Idy,
ab+bd=0
cda+dc=0

| b+ d'd=Idg_

Celles-ci permettent de conclure que a et d sont des opérateurs inversibles modulo un
opérateur de Hilbert-Schmidt .

Par exemple GL(H;) X GL(H_) C GLyes(H) -
Définition 1.3.

Le groupe unitaire général linéaire restreint U,es(H) est le sous groupe de GLyo(H) des
opérateurs unitaires.

Remarque 1.4.

On définit une métrique sur G L.,(H) par
d(A,A") = lla—d'[| + [|d = d'| + b= ¥'ll2 + [le = [|2-

ot || || est la norme d’opérateur, et || ||z la norme de Hilbert-Schmidt. GL,.s(H ) muni
de cette métrique a une structure de groupe de Lie-Banach modelé sur l'espace de Banach

L(H )@ Ly(Hy H_)® L(H_) & Lo(H-,Hy)

ou L(Hy) est I’espace des opérateurs bornés.

Définition 1.5.

La grassmannienne Gr(H) est I'ensemble des sous espaces W de H. fermés. de dimension
infinie tels que
i) La projection orthogonale positive pry|w : W — Hy soit un opérateur de Fredholm .

16



17 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

i) La projection orthogonale négative pr_|w : W — H_ soit un opérateur de Hilbert-
Schmidt .

Remarques 1.6.

1. il est facile de voir que H est un élément de la grassmannienne .

2. En dimension finie, la grassmannienne peut étre vue comme suit :

Soit m < n deux entiers positifs . La grassmannienne complexe Gr(m. n) est I'ensemble des
sous-espaces de € ™ de dimension m . La structure topologique et la structure différentielle
sont données par 1'égalité

Gr(m,n) = GL(n.C )/B,
ott B est le stabilisateur d’un point quelconque de Gr(m,n) . Pour I’espace V' engendré
par des vecteurs de la base canonique de € ", le stabilisateur B du point V" est constitué

des matrices bloc triangulaire de type :
a b
0 d

oil a est une matrice carrée d’ordre m inversible, b est une matrice m x (n—m) quelconque.
et d est une matrice carrée quelconque inversible d’ordre (n—m) . Comme quotient de deux
groupes complexes, Gr(m,n) est une variété complexe naturelle de dimension m(n —m) .

Pour généraliser la définition de Gr(m,n), on considére la grassmannienne comme quotient
de groupes . Soit H = Hy & H_ une polarisation de H, U(H,) x U(H_) le stabilisateur
de Hy dans Uys(Hy) (voir proposition 1.9.) . On peut définir la grassmannienne de H

par:

Gr(H) = Upeo(H)/U(Hy) x U(H-),

Montrons que cette définition est équivalente & la définition précédente, soit W = AHy
avec A dans GLye,(H) . La projection orthogonale pr_|west un opérateur de Hilbert-
Schmidt, et la projection orthogonale pr|w est un opérateur de Fredholm, parce que «
est un opérateur de Fredholm et b est un opérateur de Hilbert-Schmidt .

Réciproquement :
Soit W un élément de Gr(H) . W est un élément de
Gr(H) = Uyes(H)/U(Hy) x U(H-)
(d’aprés la proposition 1.9.) . Ceci justifie dans un sens la terminologie ”grassmannienne .

Proposition 1.7.

Pour W élément de Gr(H) , et A élément de Ly(W, W) ( W° est I'orthogonal de 117). le
graphe de A est un élément de Gr(H).
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18 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Preuve :

Pour un sous espace vectoriel fermé F de H soit ip l'inclusion de F dans H . Soit A4 un
élément de Lo(W. W), on note gr(A) le graphe de Fopérateur 4 .

Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant :

igr(A)

[

v — W

ol P est la projection orthogonale sur W parallélement & W0 . Il est évident que Poigp(.4)
est un isomorphisme, donc 'opérateur pry o iy o P o1, 4y est un opérateur de Fredholm .
De méme on peut aussi remarquer que l'opérateur pr oéyoo(I—P)oi . 4) est un opérateur
de Hilbert-Schmidt . La somme de ces deux derniers opérateurs donne un opérateur de
Fredholm a savoir pri o 2,0 4).

L'opérateur pr_ oiw est de Hilbert-Schmidt entraine que pr_ oiy o P oy, 4) est aussi un
opérateur de Hilbert-Schmidt . Ceci nous permet de conclure que 'opérateur pr_ oy, 1)
est un opérateur de Hilbert-Schmidt .

Proposition 1.8.

Soit Uy l'ensemble des graphes des opérateurs de Lqo(W,W?°) ott W est un élément de
Gr(H) . L'application définie de Lo(W,W?) dans Uy qui & un opérateur A associe son
graphe, est une bijection.

Preuve :
La démonstration découle de ce qui précede .

Il v a une autre définition équivalente & la définition de la grassmannienne donnée
précédemment, donnée par

Un sous espace vectoriel fermé W de H est élément de Gr(H) si et seulement si. il est
I'image de Hy par un opérateur L : Hy — H tel que pry o L soit un opérateur de
Fredholm et pr_ o L soit un opérateur de Hilbert-Schmidt .

Montrons cette équivalence :
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19 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

En effet, supposons la premiére définition vraie et montrons la seconde . Soit U une
isométrie de Hy dans W, et soit I = 1w o U défini de Hy dans H. ou ¢y est l'inclusion
de T dans H avec Im(L) =W . Il est clair que :

Ker(pry o L) = Ker(pry oiwol) = U~ (Ker(pry|w)) ~ Ker(pry|uw)
Im(pry o L) ~ Im(pr4|w)

pry|w un opérateur de Fredholm entraine que pry o L est un opérateur de Fredholm .

pr_oL = pr_oiwoU avec le fait que pr_|w soit un opérateur de Hilbert-Schmidt entraine
que pr— o L T'est aussi parce que U est une isométrie .

Réciproquement :

Supposons qu'il existe un opérateur L:H, — Htelque L(Hy)=W,et pr_o L soit un
opérateur de Hilbert-Schmidt et pry o L soit un opérateur de Fredholm.

Montrons que pr4|w un opérateur de Fredholm .

Il est facile de voir que L peut s’écrire sous la forme L = iwo L' ot L' un opérateur sur-
jectif. Ceci entraine

Ker(pry o L) = (L") (Ker(prilw))

donce

dim(Ker(pry|w)) < dim(Ker(pry o L)),

et Im(pry o L) = Im(pry|w). On en déduit que opérateur pry|w est de Fredholm .
Montrons que pr—|w un opérateur de Hilbert-Schmidt .
Soit (I{er(ll'))[l)%r ’orthogonal de Ker(L') dans H .
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Considérons le diagramme commutatif suivant :

o 14,0
(Ker(L'})
H+

(Ker(L’)')(}u — % H,

L' /0 l L
(Ker(L')
ertt g,

w — H -
pr-|w J pr- J
id
H_ —_— H_

Ce diagramme nous permet de dire que l'opérateur pr_ o L coincide avec l'opérateur
(pr—lw) o (L’|(Ker('L’)')(}{+). LI|(‘A‘er(L'))°H+ étant un isomorphisme, P'opérateur pr_|-
est de Hilbert-Schmidt .

Proposition 1.9. [PS]

Le sous groupe Uyes(H) de GL,.4(H) agit transitivement sur la grassmannienne Gr(H).
Le stabilisateur de H, est le sous groupe U(H4) x U(H_).

Preuve :
Soit T dans Gr( H) montrons qu'il existe un opérateur A dans Upes( H) tel que A(Hy) =T1

En effet, soit {z*},. 7 la base orthonormée naturelle de H = LX(SY, € ). et {wr},c 7
une autre base de H, telle que {w}, N soit une base de W et {wi}, o g+ uvme base

orthonormée de W0.

Soit l'isométrie U : Hy — H définie sur 'image des éléments de la base orthonormeée
naturelle de H, . U(z*) = wy, pour tout k dansIN . Il est clair que U(H1) =W . De la
méme facon on définit l'isométrie U? de H_ dans H par U 0(~%) = w}, pour tout k dans
Z*".ona U(H_)=W°

La transformation U & U° : H,. & H_. — H; & H_ est unitaire, de plus
(U = U%(Hy) =W . On peut écrire U & U° sous la forme matricielle suivante :
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T 70— LT+ LTO—}-
Cat ‘(U_ o
Hy+H-

ot comme 11 est dans Gr(H). Uy = pr+ ol est un opérateur de Fredholm et U'_ = pr_o U
est un opérateur de Hilbert-Schmidt .

Pour montrer que U & U 0 ost dans Upes(H ), il suffit de montrer que [7°, est un opérateur
de Hilbert-Schmidt (Proposition 1.2.) .

En effet. développons (U 3 U°)*(U & U% = idy.

OV T U = (U)* Uy +(U-)U- (U U0 + (U ) U°-
(Z: %l ) (l (jf)l ) <(UO+)*U+_|_(U_)*U_ ([70+)*U0++(UO_)*UO_

_ (Idg, O
=\ 0 Idn.

1l en découle que (Uy »Uoy = —(U_)*U"_, ceci qui implique que (U P70 est un élément
de Lo(H_.Hy). (Uy)* est un opérateur de Fredholm (par hypothése) donc il existe
un opérateur B tel que B(U4 ) = Idy, + R avec R un opérateur de rang fini de Hy dans
H, . Cecientraine que U,° est un opérateur de Hilbert-Schmidt . En effet, (U4 17,0 est
un opérateur de Hilbert-Schmidt multiplié & gauche par B reste un opérateur de Hilbert-
Schmidt . De plus B(U4)* = (Idu, + R) donc U, = BUL U — RU°, somme de
deux opérateurs de Hilbert-Schmidt ce qui achéve la démonstration.

\ontrons maintenant que le stabilisateur de H, dans U, est le sous groupe U(H4) X
U(H-).

En effet. soit A un élément du stabilisateur de H.y:

(Y
¢ Hy®H_

_(a(Hp)\ _ [ H+
A = (c(H+)> - ( 0
L opérateur ¢ défini de H, dans H_ estdonc nul (¢ = 0) et a(Hy) = Hy . De plus
A(Hy) = Hy entraine A*(H,) = Hy . De la méme maniére que précédemment on

conclut que b* = 0 donc b=0.AA* = A*A = Idy entraine que a*a = aa* = Idg, et
d*d = dd* = Idy_ donc A € U(Hy) x U(H-).

Réciproquement tout A € U(H.) x U(H-) stabilise évidement Hy .

et
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Proposition 1.10.[PS]

La grassmannienne Gr(H) est une variété hilbertienne modelée sur I'espace de

Hilbert Lo(Hy H_)
Preuve [PS]

Soit [y le sous ensemble de Gr(H) constitué des graphes des opérateurs de Hilbert-

Schmidt de W dans WP, avec W un élément de Gr(H) . On a déja montré que 1'application
qui & un opérateur A fait correspondre son graphe est bijective .

Soient W et Wy deux éléments de Gr(H). A Uw, correspond Iy = La(W7, ,%), et a
{"w, correspond I, = Ly(Ws, 7,0), soit ®; I'application qui réalise la bijection entre Uy,
et Lo(W;. (W;)?)done & Uw, N Uw, correspond Iy = @1 (Uw, N Uw,) dans I et L =
Dy(Lyy, N Uw,) dans I.

On va montrer que le changement de coordonnées o : I1y — Iy est différentiable tout en
calculant les ouverts Iyg et Iy .

Fn effet. soit la transformation W & W — Wy @ W, qui a pour matrice
a b
c d

D aprés la démonstration de la proposition précédente, les opérateurs a et d sont des
opérateurs de Fredholm et b et ¢ sont de Hilbert-Schmidt.

Supposons quun W € Gr( H) est simultanément le graphe de Thet T, Ty : Wy —
WO, et Tp : Wy — WP, alors il existe un isomorphisme ¢ de W, — W, tel que les

opérateurs suivants coincident :

(¢ 5 (%)«(z)e

de 17 dans Wy & W0, .En égalant ces deux opérateurs on trouve que ¢ = ¢ + Iy . Th =
(¢ +dTy)(a+ by ')_1 = (T}) est analytique en T} dans Vouvert Iis ={Th € I / a+ b1y
inversible }, donc Gr(H) munie de la topologie dont les ouverts sont les sous ensembles
[y avec W dans Gr(H), a une structure de variété hilbertienne .
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Remarque 1.11.

Si on étend la définition de la grassmannienne en considérant la projection orthogonale pr_
non comme opérateur de Hilbert-Schmidt, mais uniquement comme opérateur compact.
o obtient une variété de Banach modelée sur l'espace des opérateurs compacts . Pour
justifier ceci. on utilise la démonstration de la proposition 1.10. .

2. Dimension virtuelle .

Définition 2.1.

Soit W dans Gr(H). L’indice de la projection orthogonale positive pri|w de W~ sur Hy

est appelé dimension virtuelle est noté dimvirt, on a donc

dimuvirt(W) = dim(ker(pr4|w)) — dim(coker(pry|w)).

Proposition 2.2.
Pour tout W dans Gr(H)

a) On a
dimuvirt(W) = dim(W 0 H_) — dim(W° N H,).
h) Si:
a b )
4= (C d) € CLyeu( H)
on a

dimvirt( AW) = dimvirt(W) + x(a)

ot \(a) est I'indice de I'opérateur de Fredholm a.

Preuve :
a) On a déja ker(pry|w) =W N H_, donc dim(ker(pry|w)) = dim(W N H_).

\ontrons maintenant que dim(coker(pri|w)) = dim(Wo N Hy). En effet. soit S le
supplémentaire orthogonal de Im( pr4|w) dans Hy.Montrons d'abord que S est inclus
dans 1570, En effet, soit + un élément S — {0} . x n'est pas un élément de W car sinon .«

serait un élément de Im(pry|w)N S ce qui est impossible. Soit maintenant y un élément
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de . il existe y. € Im(pry|w) et y— € H_ tel que y = y4 + y— . Il est clair que le
produit scalaire de z et y est nul d'ott I'inclusion de S dans 0. Montrons maintenant que
S=H, NW°. En effet. il est clair que S C Hy NW?° . Pour l'autre inclusion, soit r un
élément de Hy NWO il existe ,, ; dans [ m{pr4|w) et g dans S tel que x = xp,, + 5.
On peut trouver aussi un élément z dans W tel que = = ¥, + 2_ avec 2_ € H_ . Le
produit scalaire (z,y)g = ||;zfpr+||2 =0 donc z,,, =0 d'ou WoNH, =S . Par suite
dim(M N Hy) = dim(S) = dim(Hy /Im(pry)) .

b) On fait la démonstration pour W = H, .
Soit le diagramme suivant :

AIH+
H+ _— A(H+)

idJ' Prylacay) J

H, —— H,

avec A|p, la restriction de 4 & Hy. Ce diagramme commutatif montre que pry o A|g,

coincide avec 'opérateur a .

Du fait que le noyau de pry| g, contient A(ker(pry|sca,) o Alm,)) et A est inversible.
la restriction de 4 & ker(pry|aa,) o Alu, ) dans ker(pry|acm,)) est une bijection . Donc
ker(pry|acm,) © Alg,) coincide avec ker(pri|acm,)). et Im(pry|an,) o Alg, ) coincide
avec Im(pry|am,)), d'ot

\(prelacay) © Alw, ) = dim(ker(pry|am,))) — dim(coker(pry|acmy)))
= dimvirt(A(H;))

or pry|y(u,) 0 Alm, coincide avec a, donc

dimvirt{(A(Hy)) = x(a).

Maintenant montrons la formule pour tout W élément de Gr(H). En effet. pour tout1l”
dans Gr(H). il existeB dans GL,.,(H) tel que B(H,) =W .
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Posons

suivant la polarisation H = Hy % H_,ona

dimvirt(A(W)) = dimuvirt(AB(Hy.))
= x(pr+|asy © (AB)lmy)
= y(ad' + bc')
= x(a') + x(a)
= dimvirt(W) + x(a) c.q.f.d.

Soit (€n),eIN URE base hilbertienne de H, et soit
d={SC %/INAS<00}

on obtient donc une collection de points {Hs}sea de Gr(H)ou Hg est espace hilbertien

engendré par les e, pour & dans S . De plus
dimvirt(Hg) = card(S\IN) — card(IN\S).

On appelle ce nombre le cardinal virtuel de S.
Proposition 2.3.[PS]

Pour tout W dans Gr(H). il existe un S € @ tel que la projection orthogonale de TV
sur Hg soit un isomorphisme . En d’autres termes les ensembles {Us}secs forment un

recouvrement ouvert de Gr(H) .

Preuve :

La projection orthogonale pf . W — H, est un opérateur de Fredholm, donc le noyau
ker(pﬂ") est de dimension finie . Il existe un sous ensemble S de Z_ tel que la projection

orthogonle de Ler( pKV) sur Hg soit un isomorphisme.
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Le diagramme suivant :

w
W ——— HsxIm(p})

|

W — Hr

(avec p" la projection orthogonale de W sur Hs @ Im( pj'_v) et 7 U'inclusion de HgFIm( pﬂr")
dans Hr) montre que la projection orthogonale p?" de W sur Hyp avec T =IN U S est un
opérateur de Fredholm injectif . Il existe F' un sous espace de dimension finie tel que

Hr = Im(P:%V) @ F. Soit {fi}1<i<n une base de F'
fi=zb£6t 1<2<n.

teT

Il existe J un sous ensemble d’indice de T de cardinal n tel que det(bi)i1<i<n # 0 . Posons
i E.

K = Vect({et}se), il est clair que Hr = Hp & R avec T=T-17.

L'identité Hr = Im(p%z’y) 4+ F — Hy = Hp B K a pour matrice

T T T T
Porlrmpy  PTlp Prlimpy)  Prlp
I(l = =
T . T nT
PK|Im(p§! ) PrlF 0 Pilp
C'eci montre que pi| Im(p) €St un isomorphisme .
Pr

Soit le diagramme :

VV _— H T!
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2
-1

ce diagramme est commutatif donc la projection orthogonale p¥, est un isomorphisme
c.q.f.d.
Maintenant on peut définir les cartes de Gr(H) indéxées par ®. de la maniére suivante

Les ouverts sont les I7y, = Us constitués des graphes des opérateurs de Hilbert-Schmidt
de Hg vers Hg®, représentés par les matrices d'ordre $; x Sou S} = Z\ S . Les fonctions
de transition entre les cartes sont données par : Ty = (¢ + dTy)(a + bTp) ! ou a.b. ¢ et d
sont les éléments de la matrice de la transformation W7 & (W7)? — Wy & (175)°

3. Quelques sous espaces denses dans Gr(H)

Définition 3.1.[PS]

La grassmannienne Gro(H) est le sous ensemble de Gr(H) des W tel que

“*H,. c W C :~*H, pour un certain k .

Pour tout { > k on a
.CZH cH cWc*H, cTHL C L

ces sous espaces W peuvent étre identifiés aux sous espaces de = FH, / *H, qui est un
espace isomorphe & l'espace Hy engendré par z! avec —k <[ < k. Donc les sous espaces
T~ peuvent étre identifiés aux éléments de Gr(H}) .Comme les grassmanniennes Gr(H,)

vérifient
. CGr(Hy_y) C Gr(Hy) CGr(Hgy1) C ...,

Gro(H) peut étre elle méme identifiée & I'union des grassmanniennes de dimension finie

classiques Gr(Hy) .

Proposition 3.2.

La grassmannienne Gro(H) est constituée de sous espaces W graphes des opérateurs de

Hilbert-Schmidt qui ont seulement un nombre fini d’éléménts matriciaux non nuls .

Preuve

On se place dans la carte Ug. soit W un élément de Ug tel que

ZkH.|_ C VV C :_kH+
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pour un certain k, et soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt défini de Hg dans (Hg)" tel
que TV soit le graphe de T . Il est clair que T(Hg) C (H )’ N :z"FH, donc il existe un
entier s tel que T(Hg) C Vect({z!/ —s <1< s}) ceci montre que les éléments matriciaux
T,, de l'opérateur T sont nuls pour p > s et p < —s . Pour § € ® on sait qu'il existe [ > 0
tel que pour k >l on a =¥ € Hg. donc z'H, C Hg. pour t=sup(l.k)ona z'Hy C HsNTT"
done T(z'H,)={0} d’ott Tpy = 0 pour ¢ >t . Les éléments matriciaux T, de T non nuls
sont inclus dans l'ensemble {Tpy / ¢ <t et —s < p < s} qui est un ensemble fini . Ceci
montre que si W est dans Gro(H) alors 'opérateur de Hilbert-Schmidt qui correspond a
1™ a seulement un nombre fini de ces éléments matriciaux non nuls .

Montrons la réciproque

On se place encore dans Us, soit W un élément de Us tel que W soit le graphe d'un
opérateur T de Hilbert-Schmidt qui a presque tous ces éléments matriciaux nuls. montrons
que W~ est dans Gro(H), en effet il existe & > 0 tel que

T(Hg) C Vect({z! | —k<l<k})=Hg
avec E={l/ —k <1<k}, donc W C Hsug, il existe t > 0 tel que
W C HS'UE C Z_tH+

de méme on peut trouver un h > 0 tel que pour tout ¢ > h T, = 0, ( ceci parce que les
T,, sont presque tous nuls) c'est a dire T(z?) = 0 donc s"H, c W . Ceci montre que 11~

vérifie
JHy cWC:7Hy

pour j =sup(t,h) et donc W est dans Gro(H ), ce qui acheve la démonstration .

Définition 3.3.

Soit W un élément de la grassmannienne Gr(H ), on dit que W est comparable a H . si et
seulement si la codimension de W N H,y dans H. et la codimension de W N Hy dans 11~

sont finies .

Proposition 3.4.
Soit 1¥'p le graphe de T ot T est un opérateur de Hilbert-Schmidt de Hg dans (H ). Si

T est de rang fini, alors Wr est comparable a Hy .
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Preuve
Soit 117 le graphe de l'opérateur T' de rang fini . Il existe ¢gy....... ,gn dans Hs® tels
que pour tout élément =* de la base canonique de Hs N H4 on ait T(z*) = ag; avec
e {l.o., n} . Posons

G;, = T—l({agi | a € ¢ })NHy

= vect({z}jer)

tel que pour j € J;, T(z7) = a;g; . L’ensemble I =IN — 5 est fini. Soit {z71,....... =y
un sous ensemble d’éléments de la base canonique de Hs N Hy tel que T(=%) = a;g; avec
a; #0.

Montrons que
W N Hy & vect(zP1, ... 2P @ vect({z% }ier) = Hy.

Fn effet. soit ° un élément de la base canonique de Hy . Supposons que =% n'est pas dans

vect({z% }jer . Nexistei € {1....... ,n} tel que T(z*) =ag; . Sia=0o0naz’¢€ WnNH,.
sia#0ona(z?— aii:‘i") € W N Hy ceci parce que T (%) = a;g; donc
S cWNHy $oect(zP,.. ... L 2Py
d'ou
W’ﬂH+%vect(zﬂl, ...... 2P Fvect({=% }jes) = Hy.

Ceci montre que la codimension de W N Hy dans Hy est finie .

Montrons maintenant que la codimension de W N Hy dans W est finie . En effet, soit le

diagramme commutatif suivant:

4

WﬂH+ — H+

W ——s Hy
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ot i; et iy sont les inclusions de W N Hy dans H et dans W . Les deux applications
horizontales sont des opérateurs de Fredholm,(ainsi que I'identité), donc l'application /s
est aussi un opérateur de Fredholm dont I'indice est \(i2) = \(#1) — \('pf,f"'), ce qui acheve
la démonstration .

Définition 3.5.

La grassmannienne Gry(H) est le sous ensemble de Gr(H) constitué de tous les sous

espaces W qui sont comparables a Hy .

Proposition 3.6.

La grassmannienne Gri(H) est constituée des graphes des opérateurs de Hs dans (Hs)°
de rang fini .
Preuve

T est facile de voir que 'opérateur projection orthogonale de Hy sur (H 3)0 est de rang

fini. donc en particulier sa restriction & W N H. est aussi de rang fini .

JI” étant comparable & H . Il existe donc un sous espace S de dimension finie tel que

W=(WnH;)®S.

La projection orthogonale p?& de W sur (Hg)? peut s'écrire sous la forme pg‘g =
p?é]n-n Hy T p?o| s ou p?i;IWn H, est la restriction de la projection orthogonale de T}~ sur
(Hs)® qui est un opérateur de rang fini, et p%|s larestriction & S de cette méme projection

(ui est aussi un opérateur de rang fini, donc p?o est un opérateur de rang fini .
Le diagramme commutatif suivant :
s

W——* Hs

~

p
wo— (Hg)?

montre que T est un opérateur de rang fini.
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Définition 3.7.

1. La grassmannienne Gr..(H) est le sous ensemble de Gr(H) constitué des graphes
des opérateurs T de Hg dans (Hg)? dont les éléments Ty, (p € Z — S.q € S ) sont a

décroissance rapide, i.e tel que les quantités |p — ¢|™Tpy solent bornées pour tout m .

opérateurs T de Hg dans H<C tels que les quantités rP~ T, soient bornées pour 0 < r < 1.

2. La grassmannienne Gr(H) est le sous ensemble de Gr(H) constitué des graphes des

Remarque 3.8.

La densité de ces grassmanniennes dans Gr(H) provient de la densité des sous espaces

correspondants dans ’espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt Lo(Hy, H_) .

Proposition 3.9.

1. Pour tout élément W de Groo(H), il existe un sous espace constitué de fonctions

différentiables dense dans W

2 Pour tout élément W de Gr,(H), il existe un sous espace constitué de fonctions

analvtiques-réelles dense dans W.

3. Pour tout élément W de Gro(H), il existe un sous espace constitué de polynomes

trigonométriques dense dans W™ .

Preuve

1. Soit W un élément de Groo(H), et soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt dont le

graphe est égal & W . Les éléments de I’ensemble

w. — =4 P ,
{wg =214+ Tpe}qes
p<g
forment une base hilbertienne de W . Comme T est un opérateur & décroissance rapide. il

existe C' > 0 tel que
C‘

m
lp—dl
pour tout m et p < ¢, ceci montre que les sommes partielles de w, convergent uniformément
vers w, de méme que les dérivées de tout ordre de ces sommes partielles convergent uni-

formément vers les dérivées de w, qui sont des sommes finies. donc les w, sont des fonc-

|Tpq| <
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tions régulieres. l'espace vectoriel engendré par ces w, est dense dans W ce qui acheve la

démonstration .

Démonstration analogue pour 2. et 3.

Remarque 3.10.

. e , . . ko
Ces conditions ne caractérisent pas ces grassmanniennes, parce que le graphe de Tz% =

ﬁ:_’" n'appartient & aucune de ces grassmanniennes méme s'il a des sous espaces de
fonctions différentiables, de fonctions analytiques-réelles et de polynémes trigonométriques

qui soient denses dans le graphe de T .

Proposition 3.11.

1. La grassmannienne Gro.(H) est constituée des sous espaces W de Gr(H) pour lesquels
les ensembles images par les deux projections orthogonales pr— : W — H_ et pryi :

W0 — H, sont constitués de fonctions différentiables.

2. La grassmannienne Gr,,(H ) est constituée des W de Gr(H) pour lesquels les ensembles
images par les deux projections orthogonales pr_ : W — H_ et pry : W° — H sont

constitués de fonctions analytiques réelles .

3. La grassmannienne Gro(H) est constituée des W de Gr(H) pour lesquels les ensembles
images par les deux projections orthogonales pr_ : W —s H_ et pry : W% — H, sont

constitués de polynémes trigonométriques.

Preuve :

Soit W un élément de Groo(H) . Il existe un opérateur T de Hilbert-Schmidt de Hg dans
(Hg)? tel que W soit le graphe de T . Soit f un élément de W . On sait que f peut s'écrire
sous la forme f = fg+T(fs) . Il est facile de voir que pr_( fs) est une fonction réguliere(

ceci parce que S contient un nombre fini d’entiers négatifs).
Montrons maintenant que pr_(T(fs)) est une fonction réguliere.

En effet, on sait aussi que fg peut s'écrire sous la forme

fS' = Zaszs

s€S

i
3

la norme || fsll = (3 ,es las]?)?.
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Il existe une constante C' > 0 tel que
la,T(=%)] < C’|a§|

(ceci est di & la continuité de ['opérateur T'). donc ), cs @sT(=%) converge uniformément

vers T(fs). et on a

T(fs) =T a,:°) =) aT(=").

SES 8€S

T un opérateur a décroissance rapide, entraine que les fonctions

T(2") =) Tps(:*)

p<s

sont régulieres (ceci est du au fait que pour tout (m,n) €IN 2 il existe C, tel que
g {

a" . C
—(Tps2?)| < — ).
laz 14 )' IP_SI )

Soit la suite ot I - o
N IP\p— NP — ) T p—n
nlps) = (s — p)ntl

il est facile de voir que pour s; < s9 et p < inf(s;.s2) on a
Un(p,32) < un(p.s1).

Cleci montre que la suite u,(p,s) est une suite décroissante par rapport s, donc il existe

C > 0 tel que pour tout couple (p,s) qui vérifie p < s on a
un(p,S) < C'1-

On sait aussi qu'il existe [ € Z tel que pour tout k > [ on a s = k.

Posons maintenant

1
R Dl

p<s

pour s I la suite L(s) est décroissante majorée par L(l) . De plus l'ensemble

>
{L(s-q). L(s—q41), e L(31-1)} est borné, ce qui implique qu'il existe Cy tel que
L(s)< Cy Vs € S.
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Comme T est un opérateur a décroissance rapide, il existe C3 > 0 tel que

Cs

|Thql < Ip— gl s

donc pour montrer que pr_( fs) est réguliére il suffit de montrer que pour tout n la série
Rs=Y Y pp—1)(p—2p—n+ 1Tz ""
€S p<s

converge uniformément.

En effet.

Rsll < DU plp = D(p = 2)e(p — 1+ DT ™|

s€S p<s

<ZZ| |9m+2n+6|p —1)(p=2)(p—n+1)?)

s€S p<s

<ZC3C1 Z| |2m+4)—

3€S p<s

3Gy 1
<> (D )?
>~ - — 2

o ls—pol? il | w)
030162
—Po

[

3€S

On utilise la méme démonstration pour montrer que 'ensemble image de pry |y ne con-
tient que des fonctions réguliéres, ceci parce que WO est le graphe de l'opérateur —T™ qui

est un opérateur de Hilbert-Schmidt .

Montrons la réciproque .

Soit T un élément de Gr(H), si W est le graphe d’un opérateur T' de Hilbert-Schmidt de
Hs dans HY, supposons que 'ensemble image de pr_ est constitué de fonctions régulieres
et montrons que 'opérateur T est & décroissance rapide .

En effet. soit f un élément de W, f = fs + T(fs) - On sait que pr—(f) est une fonction
réguliere donc pr_(T(fs)) est aussi réguliere . Ceci montre que I’ensemble image de T est

constitué lui aussi de fonctions régulieres, donc l'opérateur T' est défini en réalité de Hg
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dans C>*(S', € ). Par le théoréme du graphe fermé on conclut que cette application est
continue.
Soient maintenant T; et Tp deux opérateurs de méme nature que T, et soient les ap-

plications 7; définies de S! dans le dual de Hg avec ¢ = 1.2, qui & z dans S! associe
T:(z) = Ti(.)z ot Ti(z) est une fonction définie de Hs dans ¢ par Ti(=)F) = T f)(=).

Supposons que T, = T, . Ceci est équivalent & dire que pour tout : dans S' on
a Ti(z) = Ta(z), donc pour tout f dans Hs Ty(f)(z) = To(f)(z) ceci montre que
Ti(f) = To(f) donc T} = T, . Ceci nous permet d’identifier ces opérateurs aux fonc-
tions T .

L'application T est faiblement differentiable i.e pour tout f dans Hg, la fonction T'(f) :
S! — @ est réguliére, en particulier pour les éléments ¥ de la base canonique donc pour

tout n €IN on a

6n
37( o Z Tpq=?)

r<q )
= Z Tpgp(p — 1)eeei(p = m = 1)2P7 7

Il existe une constante C; > 0 telle que

o 1
”67(T(:‘1))” < (Z lqu|2|p(p— Devp—m—1)zP7™|%)2
p<q _

<y

Il existe aussi une autre constante Cy > 0 tel que

™3 I Tpg)E <ot (D [TpPlpp = 1)n(p — m = 1)zP 7™ )
p<q p<—|q| .
< (4 0y

La quantité

: 1
|QIm(Z |qu|2 )2
P
est done bornée pour ¢ tendant vers l'infini et m quelconque .
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Supposons que l'image de pry constituée de fonctions régulieres done pour tout f dans
H? ona —T*(f) est une fonction réguliere . On utilise les mémes techniques pour montrer

que la régularité des fonctions —T*(zP) implique que la quantité
2,1
’P'm(z 1 Tpgl™)?
q

est bornée quand p tend vers l'infini est m quelconque . Cette condition et la condi-

tion précédente analogue & cette derniére sont équivalentes a la décroissance rapide de

lopérateur T .

\[éme démonstration pour 2. et 3.

Remarque 3.12.

Gr..(H) est la grassmannienne la plus connue de ces quatres grassmanniennes. On s’y
réfere comme grassmannienne réguliére Sa description montre que c’est une variété modelée
sur l'espace nucléaire métrisable des matrices T={Tp, : p < 0.0 < ¢} ol la topologie
est définie par la suite de semi normes gm(T) =Sup|p — ¢|™|Tp,| On peut aussi décrire
Gro.(H) directement en termes de sous espaces de C">°(S 1) des fonctions régulieres sur le
cercle (muni de la topologie usuelle) . Cette grassmannienne est constituée de tous les sous
espaces W fermés de C*°(S1) tels que la projection de W sur C'3°(S 1) soit un opérateur
de Fredholm et la projection de W sur C' soit un opérateur compact(ott €2 = C">* N H_
et C¥=C*NHL).

Proposition 3.13. [PS]

Toute fonction analvtique f:Gr(H) — @€ est constante sur toute composante corn-
nexe .

Preuve [PS]:

11 suffit de montrer que f est localement constante sur Gro(H), mais Gro(H ) est l'union des
erassmanniennes Gr(H_, ») de dimension finie, et comme les Gr(H_, ,) sont des variétés

algébriques compactes. toute fonction analytique sur Gr(H_, ) est localement constante

ot le résultat .
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4. Stratification de Gr(H) :

Définitions 4.1.
Soit TV un élément de la grassmannienne Gr(H) .
1. On dit que W est transversal 8 H_ si WNH_ = {0} et W+ H_ = H.

2. On dit que W est générique s'il est transversal a H_ et de dimension virtuelle nulle .

Un élément f € Lo(SY, @ ) = H est dit d’ordre fini s, s’il est de la forme

() o At

avec fy #0.

Soit T/ le sous ensemble TV des éléments d’ordres finis . Le sous-espace des éléments
de Hg d'ordre fini est dense dans Hg, de plus la projection orthogonale de W sur Hg

est un isomorphisme ce qui nous permet d’énoncer la proposition suivante :

Proposition 4.2.
W fint ast dense dans W .

Les éléments de W qui sont d’ordre fini et inférieur ou égal a m, forment un espace de
dimension finie W,, = W N ="t H_ . On note dn, la dimension de cet espace .

On définit les ensembles Sy = { s € Z / W contient un élément d’ordre s} .

Les ensembles Sw sont dans @, et le cardinal virtuel de Sy n'est autre que la dimension
virtuelle de W. Le nombre d’éléments de Sy d’ordre inférieur ot égal & m, est égal a la
dimension de Wi, qui est m + 1 + d, ce qui montre que si m est assez grand la projection
de W sur z™+1 H, est surjective.

Soit s € Sw, et soit w, un élément de W est de la forme (%*) avec f, = 1 (voir définition
4.1). alors {w,},cg, est une base de WFint au sens algébrique .

Soit Hg l'espace de Hilbert engendré par {=°}ses . La projection orthogonale de T~ sur
Hg est un isomorphisme . Le choix w, € W est unique tel que sa projection soit z* . On
appelle cette base la base canonique de W.

Soit S € ®, on appelle strate associée & S le sous ensemble Sg = {W € Gr(H) |/ Suw =
S} de Gr(H) .

37



38 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Pour tout élément S de ® de dimension virtuelle d, on peut indéxer ces éléments de la

facon suivante

S = {8—dsS—dt1s Smdgdnemn e}

avec s_q < $_dgp1 < oo < ... de plus s = k & partir d'un certain rang . Ceci nous permet
d'ordonner les ensembles qui ont méme cardinal virtuel, en posant :
S < St si et seulement si s;! < 55 pour tout & .

On définit aussi dp,(S) comme étant la dimension de sm+1H N Hg, on voit aussi que
S < S! s et seulement si dm(S) < dm(St). La longueur {(S) de S est définie par

(S)=)_ (sc—k)

—d<k
On a alors S < S5y = [(S) < I(51) .
Proposition 4.3.

Pour tout S€®ona: YgCUs.

Preuve :

Soit ™ € ¢ . On a déja montré que la projection orthogonale de W sur Hg est un

isomorphisme .

Supposons que W soit le graphe de l'opérateur T = (p%)~! — I de Hilbert-Schmidt défini
de Hg dans (Hg), et montrons que T = (p¥)~! — I est aussi un opérateur de Hilbert-
Schmidt de Hg dans (Hg)°.

En effet. la transformation identique : Hg @ (Hg')* — Hs @ (H 5)° est un isomorphisme

qui peut s’écrire sous la forme matricielle suivante:

a b
I'= (c d)

avec b et ¢ deux opérateurs de Hilbert-Schmidt.
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Le diagramme commutatif suivant :

(pg Volpgr )™t
HS’I —_—) HS

~

idHS,+TlJ idHS+TJ

. Iw
WhaamH e —— Wheams)o

montre que l'opérateur T = (¢ + dT") o (p" 5) o (p% )~! est bien un opérateur de Hilbert-
Schmidt donec W € Ug et par suite Y5 C Us.

Introduisons maintenant le sous groupe triangulaire inférieur strict X_ de G L,.,(H) con-

stitué des éléments A tel que
AGFH_ )y =z*H_ et (A—Id)(:*H_) C 2*"1H_ pour tout k.
La stratification de G'r(H) est donnée par

Proposition 4.4.[PS]

a) La strate Sg est une sous variété fermée contractible de I'ouvert Ug, de codimension
I(S) .

b) ©¢ est l'orbite de Hg sous action de R_ .

c)SiW €Us alors S > Sw .

d) La fermeture de Y5 coincide avec I'union des strates g1 pour les S1 > S .

Preuve

a) On a déja montré que g C Ug et que si W € Ug, la projection orthogonale de 1~
sur Hs est un isomorphisme, de plus W a une unique base {w,}ses qui se projette sur
{z%}ses. Il est clair que W € Ig si est seulement si wy a pour ordre s pour tout s € S .
Si W est le graphe de T : Hs — (Hg)?, alors w, = z° + T'z* peut s’ecrire

s ,
wy = 2% + E Tps2?.

p<s
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40 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

1" est dans ©g quand les éléments matriciaux Ty, sont nuls pour p > ¢ (ceci parce que ws
est dordre s) . Montrons maintenant que le nombre de couples (p,q) € ( Z\ S) x S tels
que p > q est égal & [(S) .

Ew effet. on sait que pour S € @ il existe [ € Z tel que sp =k pour k > 1.

Pour ¢ = I — 1, le nombre de couples (p,s;—1) € ( Z\ S) x S tel que p > s;—; est égal a
(]— 1 —‘.51_1) .

Pour ¢ = I — 2, le nombre de couples (p,s;—2) € ( Z\ S) x S tel que p > s, est égal a
(Z -2 - .5'[._2‘) .

On fait la méme chose pour les couples (p, ¢) quand ¢ varie entre [ —3 et —d = cardvirt(S).

le nombre total de couples (p. ¢) tel que p > ¢ est égal a la somme

k=1l-1 0o

> (k- i)

k=-d k=—d

I
—_
o
|
s
o
~—
Il
Py
n
~—

de plus T correspond & un sous espace de Hilbert de Ly (Hs, (Hs)?) de codimension I(.S).

b) Soit W un élément de Tg, supposons que W est le graphe de T' : Hs — ( Hq)0 .
Soit prg : H — Hg la projection orthogonale de H sur Hs . Montrons que l'opérateur
A =TI+ Toprg appartient & GL,.,(H) .

En effet. il est clair que l'opérateur [A, J] = [Toprg, J] est un opérateur de Hilbert-Schmidt
done A € GLyes(H), on peut facilement montrer que 4 € X_, de plus 4(Hg) = I donc
T ¢ est bien Porbite de Hg sous l'action de R_ .

¢} Soit W un élément de Us, la projection orthogonale de W sur Hs ne peut que diminuer
'ordre d'un élément, dans notre cas cette projection est bijective. Le nombre d’éléments
de Hg linéairement indépendants d’ordre inférieur ou égal & m est inférieur ou égal au
nombre d’éléments de W linéairement indépendants d’ordre inférieur ou égal & m ce qu

est équivalent a
card{s € S/s <m} > card{s € Sw/s < m}

pour tout m , i.e § > Sy. donc si W € Us alors S > Sw .

d) Soit W un élément de la fermeture de Tg, il existe Wy dans Usg,, N Sg tel que Sy >
Sy, = S. donc W est bien dans Ugi>g Ts d’ott I'inclusion de la fermeture de ¢ dans

Us >5 5 -
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5. Décomposition cellulaire Gro(H) :

L étude de la grassmannienne Gro(H) est liée d’une maniére directe aux grassmanniennes
de dimension finie . Ce lien algébrique est aussi topologique (voir paragraphe 10) En di-
mension finie, les espaces homogenes algébriques complexes du groupe unitaire U7, sont des
erassmanniennes et des drapeaux. pour toute partition Ix d’ordre n. ot I = (k1. koo ... k).
ki >0et Y ki =n,ledrapeau Fl- est défini comme l'espace des r-uplets E = (Ej. ..... E,)
formés de sous espaces de € " tels que By C E5 C ... C E, et &im(E;) = k1 +...+ k;. Dans
le cas ' = (k,n — k), le drapeau Fl} coincide avec la grassmannienne Gri(C ™) ensemble

de tous les sous espaces de € " de dimension £ .

Le drapeau Flg est l’espace homogene par ’action du groupe unitaire U7,, et comme
Uk, X ... X Uy, est le stabilisateur de E = (FEq,...., E;) ou les E; sont les sous espaces de
@ ¥+ tF engendrés par les kg + ... + k; premiers vecteurs de la base canonique de € " .
Le drapeau Flx peut étre identifié & U, /Uy, x ... x Ug,. L'une des propriétés importantes
des drapeaux Flg est la décomposition en cellules complexes, c’est a dire en sous espaces
isomorphes & € " pour un certain r, et qui sont des orbites de BT sur Fly, on Bt est

le sous groupe des matrices triangulaires supérieures. La grassmannienne Gr(C ™). qui
. 1. . n. . 14, .
est un drapeau particulier, est 'union de T cellules Cp, indéxées par les suites
n — k)k!

m = (M. ...,my) telles que 1 <my < mg < ... <my < n, etles Cp, sont définies par
Com = {W CC ™/dim(WNC’)=1i quand m; < j < miy1}

et dim(Chp) = Y (m; — ).
Cette décomposition est classique . Elle est connue sous le nom de décomposition en

cellules de Schubert .

Soit f = Z szk un élément polynomial de H . On définit le co-ordre de f comme

—n<k<n
étant le plus petit k tel que fi # 0.

Soit W € Gro(H). on définit SV par
SW ={se % | W contient un élément de co-ordre s} et pour tout S W dans &. la

cellule Cg est définie par
Cs={W eGro(H) | SV =35}
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On définit aussi le sous groupe ¥, triangulaire supérieur strict comme ensemble de tous
les éléments A de GL,es( H) tels que A(z¥H, )= =*Hy et (A—I)(:*Hy) C ¥t Hy pour
tout A .

En utilisant des arguments semblables & ceux utilisés pour les strates. on peut voir que les
ensembles C's vérifient les propriétés suivantes :

1. C's est une sous variété fermée de I'ouvert Us de Gr(H) . difféomorphe a € sy

Ny

. Les cellules {Cs} et les strates {Es} ont le méme ensemble d'indice ® .

. La dimension de C's est égal a la codimension de g .

)

4. Les cellules C's sont les orbites de Hg sous l'action du sous groupe N .
5. La fermeture de C's est I'union des Cg1, pour les ST < § .

Cles propriétés montrent que les ensembles C's pour S dans & vérifient la définition de la
décomposition en cellules de Schubert, donc la grassmannienne Gro(H ) se décompose en
cellules de Schubert . Ceci est en accord avec le fait que Gro(H) est vue comme union
des grassmanniennes de dimension finie. Cette décomposition est duale de la stratification
de Gr(H). cette dualité est observée dans les propriétés précédentes et les deux propriétés

suivantes

a) C's rencontre transversalement Y5 en un seul point et ne rencontre aucune autre strate

de méme codimension .
b) Cs intersecte Tg si et seulement si S > S’ , et CsNIs = {Hs} .
6. Grassmannienne et composantes connexes de GL,.,(H) .

Notations

(H) désigne I’ensemble des opérateurs A tel que si

(2}

suivant la polarisation H = Hy & H_, l'indice de a est égal a ¢ .

1.GLi

res

(H)W)={AW) | AeGLi,(H)}.

3. E; désigne l’ensemble des sous espaces W de Gr(H) de dimension virtuelle 7 .

2. GL!

res
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Proposition 6.1.

Pour tout T~ de Gr(H) de dimension virtuelle :. il existe un opérateur 4 dans GL', (H)

tel que A(Hy) =W .
Preuve :

Soit 11" dans Gr(H) . On sait que le groupe unitaire U,.,(H) agit transitivement sur la
grassmannienne Gr(H) . Ceci implique qu'il existe un opérateur 4 dans Uyc5(H) tel que

A(Hy) =W . L'opérateur A peut s’écrire sous la forme

,_ fa b
A_<c d)

suivant la polarisation H = H; F H_.et la proposition (2.2.) montre que
dimvirt(W) = dimvert(Hy ) + x(a),

done dimuvirt(W) = i, ceci parce que dimvirt(Hy) = 0.

Proposition 6.2.

Pour W, et W, dans Gr(H) de méme dimension virtuelle. il existe un opérateur A dans
GL® .(H) tel que A(Wy) =MW"

res
Preuve :

La démonstration découle de ce qui précede .

Corollaire 6.3.

Pour tout entier relatif ¢ et tout W élément de E; on a

E;=GL: (H)Hy)=GL) (H)W).

Remarques 6.4.
1. GLY, ,(H) est la composante connexe de I'identité .

2. Les composantes connexes de G Lyes(H) sont les GLi.,(H) .
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3. On va voir par la suite une certaine transmission de composantes connexes de GL,.,(H)
aGr(H).
Corollaire 6.5.

La srassmannienne Gr(H) est égale a I'union des GL! ,,(H)(Hy) .

Preuve :

On a déja une inclusion de Gr(H) dans I'union des GL:,(H)(Hy) . Il reste & montrer

I'autre inclusion .

En effet. Pour tout A dans GL,..(H), on sait que A est de la forme

A= (a b)
¢ d
suivant la polarisation H = Hy & H_ avec a et d sont des opérateurs de Fredholm. et c. b

sont de Hilbert-Schmidt .

La projection orthogonale positive de A(H) sur Hy. coincide avec 'opérateur a qui est

un opérateur de Fredholm (on a utilisé la proposition 1.2.).

La projection orthogonale négative de A(Hy) sur Hy coincide avec 'opérateur ¢ qui est

un opérateur de Hilbert-Schmidt .

Remarque 6.6.

La démonstration du corollaire 6.5. justifie la remarque 1.6. .

Corollaire 6.7.

Gr(H) est égale & 'union des Ul ,(H)(H4) quand ¢ parcourt Z.

Proposition 6.8.
Laction de GLyes(H) sur Gr(H) n’est pas libre .

Preuve :

Il suffit de voir qu'il existe A dans GL,es(H)tel que A(Hy)=Hy et A # Id .
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En effet. soit ¢ un opérateur compact, l'opérateur 1 + € est un opérateur de Fredholm tel

1 0
A—<0 1+e>

ona A(Hy) =Id(H)) = Hy. et 4 est dans GL,.,(H) . Ceci montre que cette action

que \(1+€)=x(1). Pour

n'est pas libre .
7. Composantes connexes de Gr(H)

Soit ®° le sous ensemble de ® tel que pour tout S € ®° on ait s; = k pour tout k > —d.
ou d est le cardinal virtuel de S . Il est facile de voir que pour tout d dans Z. Il existe

un et un seul S dans ®° de cardinal virtuel d .

Lemme 7.1.

Pour tout S dans ® et pour S° dans ®° de méme cardinal virtuel on a S° < S .

Preuve :

Soit S dans ® de cardinal virtuel d . On sait qu'il existe un et un seul S° dans ®° de

cardinal virtuel d . Montrons que ce S° vérifie I'inégalité du lemme .

En effet, pour S dans ®, il existe m(S) dans Z tel que pour tout & > m(S) ona sp =k .
Pour k¥ = m(S) —1 on a sp < s;ms) = m(S) = 3?11(5')’ ce qui entraine que s; < h =
m(S)—1= S?m(s)_l).

Pour k = m(S)—2ona s < sgp41 S k+1= S?k+l) ceci implique que s < b = s, et
ainsi de suite jusqu'd ce qu'on arrive & 'ordre —d qui est égal —cardvirt(S). On obtient

finalement s < k = s pour tout k, c'est & dire 5° < S

Proposition 7.2.

a) Pour tout S dans ®°, la fermeture de (¥s) coincide avec I'union des strates U, pour
les Sy qui vérifient S < Sy, cette fermeture coincide aussi avec GLf-g:dvzrt(s)(H)(H+) .

h) L union des strates s quand S parcourt ®° est dense dans Gr(H) .

Preuve :

a) Pour tout S dans ®° et pour tout S dans ® de méme cardinal virtuel on a St< S,
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Ceci implique que la fermeture de Sgo coincide avec I'union de toutes les strates T telles

T il GO
que cardvirt(S) = cardvirt(S°) . Elle coincide aussi avec GLﬁg’;d“rt(S )(H)(H+) .

Iy} 11 suffit de remarquer que l'union des fermetures des strates &g quand S parcourt oY

est incluse dans la fermeture de 'union des strates ©g quand S parcourt ®° .

Remarque 7.3.

Tl est facile de voir que pour tout S dans ®°, 'union de tous les ouverts Us: avec S’

de méme cardinal virtuel que S coincide avec la fermeture de Sg. et coincide aussi avec

I'espace G cardv S HY(Hy)

Corollaire 7.4.

Pour toute partie finie J de % I'union des GLt,,(H)(H4) pour i dans Z\ J est un ouvert

de la grassmannienne Gr(H) .

Preuve :

La démonstration résulte du fait que l'espace GL:, (H)(H) est fermé dans Gr(H ).

Corollaire 7.5.

1. Pour S dans ®°, Ia fermeture de g est a la fois ouverte et fermée .

2. La grassmannienne Gr{H) n'est pas connexe .

Corollaire 7.6.

L'ensemble des éléments W de Gr(H) qui ont une dimension virtuelle impaire (respective-

ment paire ) est & la fois ouvert et fermé dans Gr(H) .

Proposition 7.7.

1. Pour tout S dans ®° on a ¥ =Us .

2. Pour tout S dans ®° on a Us = GLT S (FY(H,) .
Preuve :

1. On a déja vu que Sg C Ug. il reste & montrer I'autre inclusion .

46



47 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

En effet. soit W dans Us d’aprés la proposition (4.2.) on a Sy < S, or § est le plus petit
des S° de ® qui ont méme cardinal virtuel que S . Ceci implique que Sy = S donc 117 est

un élément de Sg .

Corollaire 7.8.

Pour tout i dans %, 'ensemble GL:, (H)(H,) est connexe .

Preuve :

La démonstration résulte du fait que Us est homéomorphe & Ly(Hg. (H $)0) .
Corollaire 7.9.

L union des Us quand S parcourt ®° est dense dans Gr(H) .

Théoréme et définition 7.10.

Soit 1'application dimension virtuelle, de Gr(H) dans % qui a W fait correspondre la

dimension virtuelle de W .

La dimension virtuelle est une application localement constante donc continue de Gr(H)

dans Z .
Preuve :

Evidente .

Corollaire 7.11.

Les composantes connexes de la grassmannienne Gr(H) sont les ensembles

T
GL‘I‘CS

(H)(Hy)= Fer(Us,) = Fer(Ss,) = {W € Gr(H) | dimvirt(W) = i}
pour S; dans ® et de cardinal virtuel i (Fer(A) la fermature de A) .

Remarque 7.12.

On a vu dans la remarque ( 6.4.) que les composantes connexes de G Ly, <(H) sont les sous
ensembles GL:_ (H), et dans le corollaire (7.11.) on a vu que les composantes connexes

de Gr(H) sont les sous ensembles GL:, ,(H)(Hy). Ceci montre quil y a une sorte de
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transmission de composantes connexes . On a vu aussi les relations qui existent entre les
composantes connexes de Gr(H ), la stratification de Gr(H), les composantes connexes de

GL,.(H) et I'atlas associé & Gr(H) .
8. Composantes connexes de la grassmannienne Gro(H) .

D une maniére analogue & celle du paragraphe précédent, on montre des résultats seni-
blables & ceux de la grassmannienne Gr(H) concernant la grassmannienne Gro(H ) muni

de sa décomposition cellulaire .

Pour d dans 7 on note ®; '’ensemble des S dans @ de cardinal virtuel d et on note Ty

1'union des cellules Cs quand S parcourt @4 .

Proposition 8.1.

Pour tout d dans %. la fermeture de T; coincide avec Ty .

Preuve :

Soit W dans la fermeture de T . Supposons que W n’est pas dans Ty . L’intersection de
T, avec Usw n’est pas vide . Soit W; un élément de cette intersection . S Wi et S' ont

méme cardinal virtuel ce qui est absurde .

Corollaire 8.2.

i) Pour dy dans %, I'union des Ty pour d dans Z\ {dp} est un fermé de la grassmannienne
Gl”‘o(H) .

i) Soit J un sous ensemble de Z fini, I'union des Ty pour d dans Z \ J est un ouvert de
G'I“O(H) .

Preuve :

Pour montrer cette proposition, il suffit de montrer que la fermeture de 'union des Ty pour
d parcourt %\ {do} est égale & 'union des Ty pour d dans Z \ {do} .

En effet. supposons qu'il existe un W; dans la différence des deux ensembles précédents.
Ceci implique qu'il existe un W dans l'intersection de l'union des T; quand d parcourt
Z\ {dy} avec Usw, ce qui est absurde parce que W ne peut pas avoir deux cardinaux

virtuels différents .
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Corollaire 8.3.

Pour toute partie J de % finie. I'union des Ty quand d varie dans J est un ensemble a la

fois ouvert et fermé .

Corollaire 8.4.

L ensemble des sous espaces W de Gro(H) tel que S¥ de cardinal virtuel impair (respec-

tivement pair ), est 4 la fois ouvert et fermé .

Corollaire 8.5.
Gro(H) n'est pas connexe .

En fait la non connexité de Gro(H) découle de celle de Gr(H) .

Proposition 8.6.
T, est connexe pour tout d dans Z .

Preuve :

Soit d dans % fixé, et soit S dans ® de cardinal virtuel d, rappelons que C's est connexe.
et soit Sy dans ®° de méme cardinal virtuel que S . On sait aussi que pour toute S

dans @4, on a Sy < § ceci montre que Cs, est incluse dans la fermeture de C'g, donc C's,

rencontre la fermeture de C's, pour toute S dans ®4 ceci implique que Ty est connexe .

Théoréeme 8.7.

L application "cardinal virtuel” définie de Gro(H) dans Z qui a W dans Gro(H) fait

correspondre le cardinal de SV est continue .
Corollaire 8.8.

Les composantes connexes de la grassmannienne Gro(H) sont les ensembles Ty .

Remarque 8.9.

Dans ce paragraphe on a vu la relation qui existe entre les cellules et les composantes
connexes de Gro(H), en revanche il n’y a pas de relation entre les traces des ouverts
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de l'atlas associé & Gr(H) et les composantes connexes de Gro(H). ceci parce que les

ensembles 4 ne sont pas majorés .

9. Coordonnées de Plicker

Les grassmanniennes de dimension finie sont décrites par les coordonnées de Pliicker. ce

qui est une description simple et classique .

Dans cette section on donne une généralisation de cette description . Cette généralisation

nous permet de décrire la grassmannienne Gr(H ), ses strates, ses composantes connexes
et les sous espaces de Gr(H) denses . Elles nous permet aussi de décrire les cellules et les

composantes connexes de la grassmannienne Gro(H) .

On a vu aussi que tout W appartenant & Gr(H) a une base cannonique Dans ce paragraphe
on introduit la notion de base admissible de W .

Définition 9.1.

Soit W un élément de Gr(H) de dimension virtuelle d, la suite {wi}r>—q d'éléments de
117 est dite base admissible de W si :

1. L application linéaire
w:zT'H, — W
qui associe & ¥ I'élément wy, de W', est un isomorphisme continu .
2. Lapplication composée prlw ow (ot prlw est la projection orthogonale de
W sur :~%H, ) est un opérateur a déterminant.
Remarque 9.2.

L'existence d’une base admissible est prouvée dans la proposition 9.3. ol la démonstration

est faite pour la base canonique .

Proposition 9.3.

1. La base canonique de W est admissible, I'opérateur pr|w o w — I associé a cette base

est de rang fini .

2. Deux bases admissibles d'un méme espace W, sont reliées par une matrice a déterminant.
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3. Soit w une base admissible, et soit S€ ® tel que cardvirt(S) = dimvirt(W).
alors 1'opérateur (( pgy‘) o w) est un opérateur a déterminant. d’une maniére plus précise
P'opérateur ((pa ) ow) — I est un opérateur de rang fini .

Preuve

1. La base canonique de T est admissible .

En effet. soit {wy}r>—q la base canonique de W', et soit [ le plus petit élément de Z tel

que sp =k pour k>1 . Ilest clair que Hg peut s’écrire sous la forme

Hg = vect(z°-4,...... 2B Ha
ot Sl={l.1+1,...... } et z¢H, =vect(z7% . ..... =1=1y3 He Lappllication linéaire
suivante est un isomorphisme continu:
w=L& (pWS)_lle, :-_dH+ =vect(z7%, ...... Y a Hg — W
On définit L sur la base canonique de vect(z~%,...... ,z!=1) par la donnée de l'image de

chaque élément de la base canonique : L(z¥y=w; pour —d<k<I-1.

Montrons maintenant que pr o w est un opérateur a déterminant . En effet. il suffit de

travailler avec les éléments de la base {z¥}i>—a

(prlw 0w — I)(*) = (prlw o w)(z*) — =¥
= priw(=* + T(z*) - =
= prlw(T(z*))
ceci pour k > -—d . T(z*) est dans l'orthogonal de Hg, donc il est dans
l'orthogonal de Hg et par suite sa projection orthogonale sur z"¢H, est soit nulle
soit dans wvect(z~%,....... ==1} . Ceci montre que Im(w) C vect(z=%. . ... ... =1y,

done lopérateur (pr|w- ow — I) est de rang fini .

2. Soit W un élément de la grassmannienne Gr(H ) et soient w et w' deux bases admissibles
de W de Gr(H), la matrice qui transforme la base admissible w en w'est un opérateur a
déterminant . En effet, soit ¢ cette transformation tow = w', entraine t = w™'ow’ qui est un
isomorphisme continu. On sait que 'application pr ow' — I appartient & l'idéal de Schatten

Li(=~%H,.-"%H,) donc 'application (prow' —I)o(w') tow = prow—(w')"tow elle aussi
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appartient & Li(z~¢Hy,>"¢H} ) or prow—(w')"tow = (prow—I)—(((w') tow)—1I). Ceci
montre que l'opérateur (((w')™' ow)—I) appartient & Li(z"¢H,.:7%H, ) donc (') tow

est bien un opérateur a déterminant .
3. On reprend la méme démonstration de 1.

On peut définir maintenant les coordonnées de Pliicker une fois qu'on a justifié que

l'opérateur ((prg) o w) est un opérateur a déterminant .

Définition 9.4.

On définit les coordonnées de Pliicker par :

{ NDs(w) = det(prgow) st dimvirt(W) = cardvirt(S),
Ms(w)=0 sinon '

Remarques 9.5.

1. Pour W' une autre base de W on a
HS(w,) = Aww’HS(w)a

ott Ay est le déterminant de la matrice reliant w' et w qui est un déterminant fini

(proposition 9.3.) . Ceci montre que les coordonnées de Pliicker ne dépendent que de 11"

2. Si A est un opérateur a déterminant, A est inversible si et seulement si det(4) # 0 .

Proposition 9.6.

Les coordonnées de Pliicker définssent un plongement holomorphe:
I : Gr(H) — P(I*(®))
dans ['espace projectif de I'espace I*(®) ot

®={ScC Z/INAS < o}
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Preuve

\ontrons d'abord que pour toute base admissible w on a:

(4] > s < o

Sed

L opérateur

w=ws Fw_ : :TH, — H= “UH, R -TYH

avec wy = pry o w est un opérateur & déterminant, et w_ = pr_ ow est un opérateur
de Hilbert-Schmidt, donc ww* = ww*; @ ww*_ est un opérateur & déterminant qui est

inversible d'ot1 det(w) # 0 . Donc pour montrer () il suffit de montrer que

Z Is(w)|? = det(ww*).

Sed

En effet. on va faire la démonstration pour les W de Gro(H). et par densité on conclut

pour les éléments de Gr(H) .

On a déja montré que wy — I est un opérateur de rang fini . Montrons maintenant que cet
opérateur n'a qu'un nombre fini d’éléments matriciaux non nuls dans la base canonique de
.—d
='H,.

wis T Hy — W — :74H,

ilexiste j € Ztelque 2’ Hy CW C z7J H, ceci parce que W est dans Gro(H) . Supposons
que W est le graphe de 'opérateur de Hilbert-Schmidt T': Hg — (H 5)? . On sait que
pour S, il existe Iy dans Z tel que s; = k pour k > lp . Soit I=sup(j, lo) l'espace ='H,
est inclus dans z/H,., donc z'H, est inclus dans W, soit L le suplémentaire orthogonale
de z!H, dans W, et soit {+¥};>; la base canonique de z'H, . Les éléments de cette base
sont invariants par la projection orthogonale de W sur Hs. On peut compléter la base

canonique de z'H, par une base de L pour obtenir une base canonique de W.

Soit {wk}k>—a une base canonique de W, dont les éléments pour k > [ coincident avec
les éléments {3k}k21 . Donc (wy — I)(2®) = 0 pour s > [ ce qui montre que (w4 — I) a

seulement un nombre fini d’éléments matriciaux non nuls .

Montrons maintenant que w_ a un nombre fini de ces éléments matriciaux non nuls . En
effet. pour k > sup(l,0), on a w_(z%) = pr_ ow(z*) = pr_(wi) = pr_(z¥) = 0 ce qui
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montre que w— a un nombre fini d'élélments matriciaux non nuls . Dans ces conditions.

(#%) se traduit par I’assertion suivante: si P et @ sont deux matrices n X m etm X n avec

n<mona:

det(PQ) = Y det(Ps)det(@s)
S

ou S des sous ensembles de {1,‘2...,m} 3 n éléments et Pg,Qs sont les sous matrices

n x n de Pet @ qui correspondent & S .

Pour montrer que II est un plongement, on va considérer le cas des sous espaces W graphes
des opérateurs de Hilbert-Schmidt de H, dans H— . La base canonique {wg}r>0 de W est

donnée par :
— 1 P
wg =2+ E Tpe=".
p<0

Soit s € P, et soient A=8-INet B=IN- S . Ces deux ensembles ont le méme cardinal

La matrice de 1'opérateur prs © w est donnée par

M 0 \

Lo .
\ 0 - 0 . ..

ot M une sous matrice n X1 de la matrice de I'opérateur T . Tl est clair que le déterminant
de prgow est égal au déterminant d'une sous matrice formée de Tpq- Ceci montre que les
coordonnées de Pliicker sont formées de tous les éléments matriciaux de 'opérateur T' et

les déterminants des sous matrices finies de la matrice de T, le reste des coordonnées est

constituées de zéros . Ceci montre que cette application est un plongement analytique .

La stratification de Gr(H), la décomposition cellulaire de Gro(H) ainsi que celle de
Gro(H). de Groo(H) et de Gro(H), et les composantes connexes de Gr(H) et de Gro(H).

sont décrites par les coordonnées de Plilcker dans la proposition suivante :
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Proposition 9.7.

1. Welqge Ng(W)#0.

2 MeSy <« MMg(W)#0etllsg(W)=0 quand S' < S .

M

3. W eCs <= HNg(W)#0 etIls(W)=0amoins que S < 8.
4. W e GLY, (H)H;) <= ilexisteau moins un S dans ®4 tel que (W) #0 .

W eT;, < W dansGro(H) et il existe au moins un § dans @y tel que IT(17) # 0.

(W74

6. W e Gro(H) <= IIg(W) =0 sauf pour un nombre finide S .
T. WeGrp(H) < r—US) T g(W) est bornée pour tout S dans ® et unr <1.

8 W € Gro(H) <+ US)"IIs(W) est bornée pour tout S dans @ , et pour tout m .

Preuve

1. Supposons W dans Us, la projection orthogonale prs : W — Hs est un isomorphisme
 Soit w une base admissible de W . L’opérateur prg o w est un opérateur inversible a
déterminant donc det(prs o w) # 0 d’'ou Il (W)#£0.

Réciproquement : supposons ILs(W) # 0, alors pour toute base admissible w de 1.

1'opérateur pry o w est inversible, donc la projection orthogonale prg : W — Hg est un

isomorphisme, et la proposition (4.4.) nous montre que W est un élément de Uy .

2. Supposons W dans T, donc W est dans Ug, d’ou IIg(W) # 0 . Soit maintenant S’ un
dlément de ® de méme cardinal virtuel que S tel que S' < S, done S £ S' . Ceci montre

que W n’appartient pas a Us: donc ITg/( W) = 0 (D’prés la proposition 4.4.).

Réciproquement: supposons ILs(W) # 0 . D’aprés l'assertion 1, on a W € Us donc
Sw < S, sw, = sk pour tout k, car sinon on aura Sw < S qui entraine g, (W)= 0 ce

qui est impossible, donc Sw = S i.e W est dans Yg .

3. Supposons W dans Cg. donc W est dans Us ce qui entraine Ig(W)#0 . Soit §' un
Slément de ® de méme cardinal virtuel que S,ona §' £ Sou §' < 5. done W ¢ Usr ou
S'<S. dou Mg (W)=00uS"<5.

Réciproquement: supposons II s(W) #0, et Ie (W) =0 & moins que §'<S.

Mg(117) # 0 done W € Us et par suite § < SW . On ne peut pas avoir S £ S W car sinon
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on aurait ILgw (W) = 0 ce qui est impossible parce que W est dans Ugw, donc S = S" et

par suite W est dans Cs .
4. Si W est dans GLY, (H)(Hy), W est dans Usgy, et par suite I, (W) #0 .

Réciproquement: supposons qu'il existe un S dans ®4 tel que IIg(W) # 0 . Ceci implique
que 117 est dans Ug, et par suite W € GLﬁes(H)(H+) .

5. Si W est dans Ty, W est dans Cgw, donc W € Gro(H) et Hgw (W) #£ 0.

Réciproquement: supposons que W € Gro(H) et qu'il existe un S dans ®4 tel que
IIg(T) # 0. Ceci montre qu'il existe S’ € &4 tel que W soit dans C'sy donc W™ est
dans Ty .

6. Supposons W dans Gro(H), on a montré dans la proposition 9.6. que pour chaque S
dans ®. le déterminant de 'opérateur prg o w est donné par le déterminant d'une sous
matrice finie de la matrice (T,,) de l'opérateur T qui a pour graphe W . Comme T1°
est dans Gro(H), la matrice de T n’a qu’un nombre fini d'éléments matriciaux non nuls.
donc la matrice de T n’a qu'un nombre fini de sous matrices finies inversibles, et par suite

II5(17) = 0 pour presque tout S dans @ .

Réciproquement: soit W un élément de Gr(H) . Supposons IIg(W) = 0 sauf pour un
nombre fini de S . Ceci montre que la matrice de T n'a qu’un nombre fini d’éléments
matriciaux non nuls, ceci parce que tous les éléments T, figurent parmi les coordonnées

de Pliicker(voir démonstration de la proposition 9.6.), et on a W dans Gro(H) .

Pour le reste de la démonstration voir [PS] .

10. Lien topologique entre les grassmanniennes de dimension finie et infinie.

Dans ce paragraphe on se propose de trouver un lien topologique entre les grassmanniennes
de dimensions finies et les grassmanniennes de dimensions infinies . Pour cela on prend
la limite inductive des grassmanniennes de dimensions finies de H_ et la grassmannienne
Gr(H) définie par

Gr’(H) = UOSkGrg(H)

on

Gri(H)={s*Hy @ E |E € Up<nGrna(z*H_)}
et on construit un homéomorphisme entre elles .
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Soit 'application
L : Ug<k Uogn Grn(:kH_) N GTO(H)

définie par L|y, . Gra(ztH_) = Lk avec
L UOSnGTn(:kH_‘) — GrE(H)

qui a E associe Li(E) = “*H, L E

Proposition 10.1.[S]
L’application Ly est une bijection .
Preuve :

Pour montrer que Lj est bijective il suffit de remarquer que son inverse Lyt est

I'application :
Gri(H) — Uo<nGra(z*H-)

qui & " associe WNz¥H_ .

Proposition 10.2.[S]

L application Ly est un homéomorphisme .
Preuve :

On va faire la démonstration pour k = 0.

Pour montrer que Lo est un homéomorphisme, il suffit de montrer que I'image d'une base
topologique de Ug<nGryn(H_) est une base topologique de Gri(H).

La famille des ensembles {U .,/ €IN et E dans Gr,(H-)} forme une base topologique
de Up<nGra(H-) avec Ugn) = {E' € Gro(H-)/E'N E° = {0}} . De méme, les ouverts
Capren Gr'(H)=Un,geN Grl(H) forment une base topologique de Gr®(H) quand E
parcourt Up<nGra(H_) (voir [S] ) .

Montrons que L(U(g.n)) = Un, 3E NGr°(H) . Soit E un élément de Gr,(H_) . Montrons
que I'H++E0Gr°('H) C L(Ug.ny) - Eneffet, soit Hy & E' un élément de UH+$EﬁGr°(H).
On a donc 1'égalité entre la dimension virtuelle de Hy & E' et la dimension virtuelle de

Hy = E. ce qui se traduit par 1'égalité de la dimension de E' avec la dimension de E . De
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plus prg(Hy & E') = prg(E') = E . Ceci montre que I'application prg : E' — E est un
isomorphisme donc l'intersection de E' avec 'orthogonal de E est réduite & {0}. d'ou la

premiere inclusion .
\ontrons maintenant 1'autre inclusion.

En effet. soit {z*} rcIN une base orthonormée de H. . D apres ce qui précede la projection
pre : E' — E est un isomorphisme . Soit {€;}_n<i<—1 une base orthonormée de E. donc
{pre~(€ei)}—n<i<—1 est une base de E' . Posons ¢(e;) = pre~!(e;)—e; qui est un élément
de l'orthogonal de E et soit la famille {ys}x>—n telle que yx = =¥ si k €IN et yp = .

sinon .

Il est clair que les éléments de la famille {yi}, ¢INu{—n,... ;) forment une base

orthonormée de Hy & E .

Soit 1'opérateur T défini de H, 3 E dans son orthogonal, par la donnée des images des
éléments de la base {yx}, eINU{=r......, 1) de la facon suivante : T(yx) = 0 pour & dans
IN et T(yr) = %(yx) pour k dans {—n,...... ,—1}. Montrons que T est un opérateur de

Hilbert-Schmidt .

En effet.
k=-—1

k=oc
(TP E = (O Tl + > IT(5))?)2
k=0

k=—-—n
k=-1

= (Y IT(en)?)? < o0

k=—n

Montrons maintenant que le graphe de T coincide avec Hy @ E' .

En effet, Hy @ E' n'est autre que la fermeture de l'espace engendré par

{:k.ei + w(e;)k €IN,—n < i < -1}

Montrons la premiére inclusion .

Pour cela. il suffit de montrer que vect({z*,e; + v (e;)k €N, —n < i < —1}) est inclus dans
le graphe de T.

58



59 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

En effet, soit

k=m j=-1
YoMt D Al 4 d(e)))
k=0 j=—n

nn élément quelconque de vect({z*.e; + w(e;)k €N, —n <4 < —1}) .

k=m =1 j=-1 ho= f=—1
ST Y Al tule)) Z’\k* + ) Ajle) +Ti k~’*+JZ Ajein
k=0 j=—n j=-—n k=0 j=—n

implique que ’élément qu’on a pris dans vect({z¥,e; + ¢(e;)k €IN,—n < i < —1}) est
aussi dans le graphe de T'.

Pour montrer 'autre inclusion, il suffit de montrer que le graphe de T restreint a
vect({z¥, e;k €N, —n < i < —1}) est inclus dans Hy & E' .

En effet, soit

] k=m j=-1
(be + Z Aj(es)) +T(ZA,M + Y Ailei)
j=-n j=-n
un élément du graphe de T.
k=m j=-1 k=m j=-1 k=m j=-1
(Z Azt + Z Ajle;))+ T Z Aez® + Z Ajle;)) = Z PYELE Z Ajlej+v(e;))
=0 j=—n k=0 j=-n k=0 j=—n

est dans Hy & E' ce qui achéve la démonstration .

Corollaire 10.3.

L application L est un homéomorphisme .
Proposition 10.4.
La grassmannienne Gro( H) coincide avec la grassmannienne Gr'(H) .

Preuve

La démonstration de cette proposition découle de ce qui précede .
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11. Groupe général linéaire restreint, homotopie et idéaux de Schatten .

Dans ce paragraphe on précise la généralisation des définitions de la grassmannienne et du

groupe général linéaire restreint, cette généralisation est donnée par :

Soient H; et H, deux espaces de Hilbert de dimensions infinies séparables . Pour tout
p > 1. on définit espace L, = L,(Hi, Hy) comme étant l'espace des opérateurs linéaires
A: H — Hj tels que

1A = tr(A*A4)%

Pour p = 1 et H; = H,, on obtient I'espace des opérateurs nucléaires, et pour p = 2 on
obtient I'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt. Les espaces L, muni de lanorme || ||,
sont des espaces linéaires complets. Les propriétés principales des idéaux de Schatten sont

données par
Proposition 11.1. [Si]

Soient Hy. Hy et Hj trois espaces de Hilbert de dimensions infinies séparables.

i) Soient A € L,(H1,H,), B € L(H;) et C € L(H, ) alors le produit BAC' est un élément
de L,(Hy.Hy) .

ii) Soient p.q,r trois entiers naturels tels que % = % + % . Si A est un élément de

L,(Hi.Hy) et B est un élément de L,(H,, H3) alors BA est dans L.(Hq, Hs).

iii) Les espaces L, vérifient
LiCLyCL3 C...

et pour p < q l'espace L, est dense dans I'espace L, muni de la norme || |l .

L(H) est ’espace de tous les opérateurs linéaires bornés de H dans H .

Preuve:
voir [Si]
Soit H = H, @ H_ un espace de Hilbert séparable, H+ sont des sous espaces de H fermés

et de dimension infinie . La définition suivante est une généralisation de la définition du

groupe général linéaire restreint .
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Définition 11.2.

Pour tout p élément de IN*. on définit le groupe G L,(H) comme ensemble des opérateurs

(Y
¢ ¢ g=H,0H._

linéaires bornés et inversibles, ot a : Hy — H_,d: H. — H_.b: H_ — Hy et

A de la forme

¢: Hy — H_ sont des opérateurs linéaires tels que b, ¢ soient des éléments de Ly, .

Remarque 11.3.

1) Les opérateurs a et d sont des opérateurs de Fredholm. d'pres la démonstration de la

proposition 1.2. .

2) On peut définir une métrique sur GL, par :

Soient 4. A’ deux éléments de GL, .
d(A,A") = lla—d'||+ ld=d'|| + 1|b = b]l2p + [lc = €[|2p-

| || est la norme d’opérateurs usuelle . Elle est utilisée pour les blocs de la diagonale . II
est clair que cette topologie donne au groupe G'L, une structure de groupe de Lie-Banach
modelé sur 'espace de Banach L(Hy ) $ Lop(Hy  H_) & L(H_) % Lop(H_, Hy.).

3) La chaine de plongements d‘idéaux de Schatten conduit a
GLy, C GL;, C ...... C GL

ot le groupe GLg est constitué de tous les opérateurs

o
¢ H=H, ®H_

tels que les blocs b, c soient des opérateurs de rang fini. Pour p < ¢ le groupe GL, est

dense dans GL, .

Proposition 11.4.
Soit Fred(H. ) 'espace des opérateurs de Fredholm de H, dans H,, I'application

n:GL, — Fred(H,)
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qui & un opérateur A associe I'opérateur a est une équivalence d’homotopie .

Preuve :

Soit B le sous groupe de GL, constitué de tous les éléments de la forme

1 b
a=(s 1)

B est contractile . La projection canonique de GL, sur GL,/B est une équivalence

d'homotopie Cette projection peut s’écrire de la maniere suivante

()=

donc GL,/B est un sous ensemble ouvert de Fred(Hy) x Lo(Hy. H_). L'application

a
— a
c
est aussi une équivalence d’homotopie, ceci montre que l’application 7 est elle-méme une

équivalence d’homotopie .

On aura besoin d’une autre chaine infinie de groupes linéaires définie par
GL° c GL* cGL* C ....C GL™

ott GLP est le groupe de tous les opérateurs A linéaires inversibles d'un espace de Hilbert

de dimension infinie séparable tel que A — I € L, . GLP est muni d’une topologie donnée

par la métrique
d(A,A") = ||A- Al
pour tout A et A' dans GL? .

Il est clair que GL? est un groupe de Lie Banach modelé sur L, .

S 4 est un élément de GILS. l'indice de a est nul . Il existe un opérateur ¢ de rang fini
tel que ¢ = t — a soit un opérateur inversible, et par conséquent pour tout A dans GL‘I’,.
il existe un opérateur ¢ dans GL(H,) tel que aq~—! — I soit dans L, . Ceci nous permet

d'énoncer la définition suivante :
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Définition 11.5.

¢ est le sous groupe des opérateurs (A, q) de GLy, x GL(Hy ) tel que a—g¢ soit un élément
de GL, .

¢, est muni d'une topologie définie par
A ll=Nall+ldli+lbl2p+llcllzp+Ila—glp
Le groupe GL? agit & droite sur le groupe (, . Son action est donnée par
(4,9)t = (A, qt)

Le quotient (,/GLP n'est autre que le groupe GLY, et comme l'action donnée
précédemment est libre, le groupe ¢, peut étre vu comme un G LP-fibré principal sur GL}.
Prdposition 11.6.

Le groupe (, est contractile .

Preuve

Cette démonstration est une adaptation de la démonstration dans le cas p = 1 donnée
dans [PS] .

En effet, considérons le diagramme suivant :

G ——— GL(Hy)x Ly(H)

| |

GLY ——  Fred(Hy)

ot L(d.¢q) = (g,ag”t — 1), h(A) = a et T(q,t) = (1 +t)q et Fred®(H,) est 'espace des
opérateurs de Fredholm d’indice nul. Les deux applications verticales sont des fibrations
de fibre le groupe T', des opérateurs A tels que A —I € L, . Le diagramme précédent
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est un diagramme cartésien i.e la fibration de gauche provient de la fibration de droite .
1l est clair que l'application h est une équivalence d’homotopie, ce qui entraine que L est
elle méme une équivalence d’homotopie, et GL(Hy) % L,(H) est contractile (d’aprés le

théoreme de Isuiper voir [Ku]) ce qui acheve la démonstration .

Il découle de cette proposition que les groupes d’homotopies sont donnés par
r(GLY) = mima(GLP),  i=1.2..

et
7 (GL?) = m(GL(n.C ), 1<2n

d’aprés les travaux de Palais (voir [P]), et donc wo(GL,) = X, mi(GLY) =0 et my(GLy) =
7 Le théoréme de Hurewicz montre que le groupe H 4 GL?,, Z)= Z.

On a vu dans le paragraphe 1. que pour m <n des entiers naturels, la définition de la

grassmannienne

Gr(m,n) = GL(n,C )/B

se généralise 4 la dimension infinie par
Gr(H) = GL,.s(H)/B

ot B = U(Hy) x U(H-) est le stabilisateur de H, . Cette derniére généralisation est

elle-méme généralisée par

Grp(H) = GL,(H)/B,

ont B, est le stabilisateur de H, . L’analogue de la définition de la grassmannienne donnee

au début du paragraphe 1. est donnée par la

Définition 11.7.

La grassmannienne Gry(H) est l'ensemble des sous espaces W de H fermés de dimension
infinie tel que

i) La projection orthogonale positive pry|w : W — Hy soit un opérateur de Fredholm .

ii) La projection orthogonale négative pr_|w : W — H_ soit un élément de Lo, .
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(C'es grasssmanniennes sont des variétés modelées sur les idéaux de Schatten Lsp. On peut

aussi facilement remarquer que la. chaine d’inclusions
GLy C GLy C GLy C ...
conduit aux plongements naturels suivants
Gro C Gry C Gra C ..o C Groos

avec Gr, simplement connexe et dense dans Gr, pour p < ¢, €t le groupe triangulaire B,
est contractile. La topologie de Gr,, est similaire 3 celle de GL,. L équivalence d’homotopie
GL,=GL, entraine 1'équivalence d’homotopie Grp,=Gry pour tous p,¢ . Ceci est justifié

par le diagramme suivant :

B, —— GL, —— GLy/B

L

B, —— GL, —— GLi/B

duquel on déduit que le seconde groupe d’homotopie est égal & Z, ce qui entraine que le
second groupe de cohomologie de Grp pour tout p coincide avee Z . De méme on peut
voir que les composantes CONNEXes de Gr,, sont les sous ensembles des éléments de G tels
que les projections orthogonales posifives ont le méme indice de Fredholm. D’une maniere
plus générale, tous les résultats énoncés dans les paragraphes précédents pour Gr(H) sont

valables pour Grp(H) en utilisant presque les mémes arguments .
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12. Extension centrale de GL,.,(H) et fibré déterminant sur la grassmannienne.

Dans cette section, on introduit la notion d’extension centrale de GL,.,(H) et la notion
de fibré en droite déterminant sur la grassmannienne qui sont deux notions trés liées, les
éléments des fibres du fibré en droite déterminant sont donnés par l'expression formelle :

AW_g AW_gp1 AW_gqs A ... = [, w]
ou A € € et w={wr} une base admissible de W .
En dimension finie, les fibres de ce fibré en droite déterminant sont les espaces det(W) =
/\k(W’) pour tout W dans Gr(H), et les éléments de /\k( W) sont donnés par l'expression
Awg Awg A ... A wg

ot A € € , et {w;} une base de W . On a déja vu que la matrice ¢ qui relie deux bases
admissibles {w;} et {w;'} de W est un opérateur a déterminant et

Awg Awg Awg A ... = Mdet(t)we’ Awy' Aws' A ...
donc [\, w] est identifié & [Adet(t),w'], ot t = {t;;} et w; = D tijw;’.

1 est clair que la fibre det(W) est un espace vectoriel complexe de dimension un, et 'union
des fibres det(W) pour W dans Gr(H) est un fibré en droite déterminant . En effet, pour
tout S € ® l'ensemble ouvert Us est identifié & ’ensemble des graphes des opérateurs de
Hilbert-Schmidt de Hs dans H2. Le graphe W de opérateur T' a une base admissible

{w;}, ou
w; =27+ Z Tpgz?  (*).
péS

ol ; = qet § = {8_d,5-d+1,5—d+2,.---}, et la partie de det au dessus de Ug est identifiée

a€C xUgpar
(MWr)e €@ xUs s [\ w] € det

ou w est donnée par (*) .
les fonctions de transition entre les trivialisations locales sont données par :

Soit Wr le graphe de ’opérateur T : Hs — H 2 . Supposons que Wr appartient & UsNUs:.
Il existe T : Hgr — H2, un autre opérateur de Hilbert-Schmidt tel que Wr = Wrv.

D’aprés les paragraphes précédents T' = (¢ + dT')(a + bT) " ot

(28
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est la matrice qui relie S et S’ .Donc
AMWr)eC xUs— (N, Wpr)e@ xUs

ou N = Adet(a + bT') est une fonction analytique en (A.T') et on obtient un fibré en droite
déterminant holomorphe.

La grassmannienne Gr(H) est I'espace homogéne de 1’action du groupe GL,.,(H) . Il est
naturel de chercher une action qui couvre cette derniere et qui agit sur le fibré en droite
déterminant. En dimension finie le groupe linéaire GL,(C ) agit sur la grassmannienne
Gri(C ™) et sur le fibré en droite déterminant associé, cette action est décrite par

Soient A un élément de GL,(T ) et w; A.... Awy un élément de det(W), 'action de A sur
w; A ... Nwy, est donnée par D’expression Aw; A..... A Awy, qui est un élément de det( A7) .

En dimension infinie, le groupe qui correspond & GL,(C ) et qui agit sur Gr(H) n'est
pas le groupe général linéaire GL(H) entier, mais le sous groupe GL,.,(H) d’ou la ter-
minologie groupe général linéaire restreint . L’action de ce sous groupe sur Gr(H) n'est
pas automatiquement induite sur det comme en dimension finie, ceci est dii au fait que
I'image d’une base admissible d’un élément W de la grassmannienne par un élément A de
GL,es(H) n’est pas toujours une base admissible de AW . Pour remédier & ce probleme
on fait appel 3 la notion d’extension centrale de groupes plus exactement a.une extension
centrale de G Lyes(H) dont P'action sur det couvre l'action de GL,.s(H) sur Gr(H).
Rappelons done quelques généralités utiles pour la suite.

Soit G un groupe topologique, et soit K — G — G une suite exacte .

Définition 12.1.

G est dit extension centrale de G, si et seulement si le centre de G contient K et le groupe
quotient G/K est isomorphe a G.

On rappelle aussi la définition d’une représentation unitaire projective d’un groupe G.
PP 1Y P1Ioj} group

Définition 12.2.

U est dite représentation unitaire projective du groupe G si pour tout g dans G. I'opérateur
unitaire U(g) : H — H verifie

U(g)U(g") = Clg,9")U(gg")
pour tout g et g' dans G, et ot C(g,g") est un nombre complexe de module un .

67



68 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

La fonction C : G X G — @ est appelée cocycle de la représentation .

Pour obtenir une extension centrale de G L,es(H), on commence d’abord par exhiber une

extension

K—(— GL(r)‘es(H)
de la composante connexe de V'identité de GLyes(H) par le sous groupe K des opérateurs
q: Hy — Hy

a déterminant et qui sont inversibles . Le sous groupe K est muni de la topologie définie
par la norme trace . On a déja défini dans le paragraphe 11. le goupe (p, pour un p

quelconque. Pour p=1

¢ ={(a,q) € GLyes(H) X GL(Hy)/a—4q € Li(H)}.

La composante connexe de lidentité GLO,,(H) est le sous groupe de GLyes(H) des

opérateurs
a b
a= (2 3)

tel que Ind(a) =0 1] existe un opérateur ¢ de rang fini tel que ¢ = a1 soit un opérateur
inversible . Ceci montre que le sous groupe (p est une extension de GL?, (H) et on 2 la

fibration suivante

K — (1 — GL7eo(H)
cette derniére fibration génére une suite exacte longue de groupes d’homotopies donnée
par
s ma(K) — ma(G) — mn(GLSo(H)) — tn(K)ee. — T K) — () —
Wl(GL?.eS(H)) — '/TO(K) — 7rO(CU) - WO(GL?‘es(H))

et comme (; est contractile on a

0— Wn—(GL?'es(H)) — Wn-l(K) — 0

ce qui entraine

ﬂ'i(GL(f)'es(H)) = Wi—l(K)'

Daans le paragraphe précédent on a donné un certain nombre de propriétés du groupe Cp
qui restent valable pour le groupe (i telle que par exemple le fait que (1 n'est pas un
sous groupe topologique GL,.,(H) x GL(H4), et (; muni de la topologie induite par le
plongement donné par I’application qui & (A4,9), associe (A,a — ¢) a une structure de
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groupe de Lie Banach . Cette derniere propriété découle du fait que (; est un ouvert de
GL,..(H) x Li(H). Notre but est d’obtenir une extension centrale de GLY,,(H) par C *.
& partir de ¢; . Pour cela on utilise ’homomorphisme déterminant det : k' — € * . Cette
extension est tout simplement (;/N ol N est le noyau de I'homomophisme det. et on a la

fibration suivante

C * = K/N — (/N — GL} (H).

En fait, on cherche a avoir une extension centrale de GL,.,(H). Soit ¢ un élément de

GL,.s(H) qui s’ecrit
s=[° b
“\ec d

suivant la polarisation H = Hy @ H_, tel que l'indice de a soit égal & un . Le sous groupe
de GLyes(H) engendré par o est identifié 3 %, et GL,es(H) est un produit semi-direct de
% avec la composante connexe GL%, (H), et 'action de o sur GLY,,(H) est donnée par
'application A — ocAc~! . Ce produit semi-direct est définie par

(n,A) (n',A"Y=(n+n',Ac"A'e™").

On choisit ¢ unitaire, par exemple o(zF) = 2¥*! pour tout k dans Z . L’automorphisme

de GLY,,(H) dans GLY,,(H) qui & A associe ocAc~! est couvert par 'endomorphisme &

de ¢; dans ¢; qui & (4, ¢q) associe (cAc~1,q,) o1

_{aqa‘l sur o(Hy)
2711 sur Hyoo(Hy)

L’extension centrale GL,.,(H) du groupe GL.,(H) tout entier est donnée par le produit
semi-direct suivant

GLooo(H) = AxGLY, (H)

ot 'action de % sur GL®,_,(H) est définie par l'action du générateur o .

Théoréme 12.3.[PS]

Laction de GLy¢s(H) sur Gr(H) est couvert par une action de GL;:( H) sur le fibré en
droite déterminant .
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Preuve

Considérons au départ la composante connexe Gr® = GL%, (H)(H,) constituée des es-
paces W~ de Gr(H) de dimension virtuelle nulle. une base admissible de 1" est un isomor-
phisme

w:Hy — W

telle que

w+:H+ ——)H_|.

soit un opérateur 3 déterminant . On a vu que le sous groupe (; est I'ensemble des paires
(. q) tel que ag~! soit un opérateur a déterminant et ol

a b
A= (c d) |
On définit une action de (; sur l’ensemble des bases admissibles par

(A, q).w = Awg™".

I est clair que (Awg™'); = awyq™! + bw_g! est un opérateur & déterminant ce qui
montre que cette action est bien définie, et par suite I’action du sous groupe ¢; sur det est

définie de la fagon suivante
(4, q).[\w] = [A.(A.qQw].

Le sous groupe N de (; des paires (1,q) tel que det(q) = 1 agit d'une maniére triviale sur
det . Cette action nous donne une action de (/N sur det, ou1 (;/N est la composante
connexe de 1'identité de GL,.,(H) .

Pour faire agir GLY, 3(H ) sur la partie de det au dessus de Gr? sous ensemble de Gr(H) des
W de dimension virtuelle d, on définit I'automorphisme & pour couvrir I'automorphisme
A — cdo! de GL(r’es(H ) ou 1’apphcat10n o : H — H est donnée par la multiplica-

tion par z . L’action de A élément de GL‘}GS(H ) sur det/Gr? est donnée par l'action de
o451 Ao?, ol o : det — det est définie par

o[\, w] = [A, ow).

Comme GL res(H ) est le produit semi- d1rect de GL,,es(H ) par le sous groupe cyclique

engendré par o, on a donc une action de GLy. s(H ) sur det .
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Introduction.

Dans la deuxiéme partie on n’étudie pas réellement les grassmanniennes, mais des appli-
cations de cette théorie, ainsi que le lien des groupes de lacets au groupe général linéaire
restreint avec les grassmanniennes . On s’intéresse ici & I'utilisation des grassmanniennes
dans la résolution de certaines équations non linéaires telles que 1’équation KP, ’équation
KdV, et des réductions de 1’équation KP et ... . Mikio Sato et Yasuko Sato ont utilisé le
plongement et les coordonnées de Pliicker pour construire des solutions de ’équation KP,
en transformant une équation non linéaire en un systéme infini d’équations linéaires. Le
principe de cette transformation est fondé sur 'interprétation du systéme KP non linéaire
quand il est écrit sous forme d’identité de Hirota en disant que ’élément W de la grass-
manienne Gr(H) appartient & 'orbite du vecteur vacuum de I'espace de Fock sous 1’action
de Pextension centrale GL;:(H ) du groupe général linéaire restreint . Ceci se traduit par
un systéme linéaire de coordonnées de Pliicker de W . Ces relations donnent les équations
de la hiérarchie KP. L’action de I’extension centrale GL;:(H ) est utilisée pour construire
d’autre solutions de la hiérarchie KP . Pour plus de détails voir [M]. L’introduction des
opérateurs vertex permet de donner les solutions de la heirarchie KP explicitement. Ces
opérateurs agissent sur ce qu’on appelle la fonction tau introduite par I’école de Kyoto
voir [SS] et [DJIKM] . Cette fonction est liée aux éléments de la grassmannienne Gr(H) .
On étudie ici I’équivalent de l’action de 'opérateur vertex, qui agit sur les éléments de la

grassmannienne .

Dans le premier paragraphe on donne des généralités sur les groupes de Lie de dimen-
sion infinie . On rappelle au départ quelques propriétés du groupe de Lie C(X,G) des
applications continues de 1'espace compact X dans le groupe de Lie G de dimension finie,
C(X,G) est muni de la topologie de la convergence uniforme . On précise aussi la structure
différentiable de ce groupe et par suite sa structure de groupe de Lie . On s’intéresse aussi
au groupe C®(S',G) des applications différentiables, appelé groupe des lacets dans G,
est noté LG . Les ouverts de 1'atlas associé a LG sont définis de la méme maniere que
les ouverts de ’atlas associé & C(X,G), LG est muni de la topologie de la convergence
uniforme des fonctions et de leurs dérivées partielles de tout ordre . Cette topologie donne
3 LG une structure d’espace topologique séparable métrisable complet, et non pas une

structure d’espace de Banach . L’espace C*°(X, @), pour X compact, est un groupe de Lie
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de dimension infinie dont ’algebre de Lie associée est 'espace C*(X, g) ol g est I'algebre
de Lie associée & G. On exhibe aussi dans ce paragraphe quelques sous groupes de LG.
tels que le sous groupe L,,G des lacets analytiques-réels, le sous groupe L,,:G des lacets

rationnels et le sous groupe L, G des lacets polyndémiaux .

Dans le paragraphe 2, on travaille avec I’espace de Hilbert H™ = L*(S',C "). Soit
LostGLo(C ) le groupe des lacets continus de S! dans GL,(C ). LestGLA(C ) agit sur
H™ par multiplication d’opérateurs, c’est a dire si 7 est une fonction de S 1 dans GL,(T ).
l'opérateur M., correspondant & cette action est défini par M,f = ~f : = = ¥(2)f(2) .
Les opérateurs M., commutent avec 'opérateur M, opérateur de multiplication par la
fonction scalaire z = €', mais L.stGL,(C ) n’est pas 'ensemble de tous les éléments de
GL(H™) qui commutent avec 'opérateur M,. Un théoréme dii & Pressley-Segal dans [PS]
dont on reprend la démonstration nous donne ’ensemble des opérateurs de GL(H (m)y qui
commutent avec M, et qui est LyeqasGLo(C ) groupe des applications bornées mesurables
de S' dans GL,(C ). On donne aussi une démonstration de la proposition 2.3 dans le cas
de n quelconque, du & Segal-Wilson [SW] dans le cas n = 1 et qui nous donne l'inclusion des
lacets continuement différentiables dans le groupe général linéaire restreint G'Lyc,(H (n)y .
Ceci nous donne le lien entre le groupe des lacets LG et le groupe général linéaire restreint

GLres(’H(n)) .
On munit GLy.s(H'™) de la topologie définie par la norme suivante :
Soit 4 un opérateur de H'™ dans H™ borné

Allr = Al + [[[A, T2

ou || || est la norme d’opérateurs et || ||2 est la norme de Hilbert-Schmidt .

La topologie de LGL,(C ) induite par GL.s(H (")) est donnée par

Soit v = Z’ykzk une fonction sur S, & valeurs matricielles; alors la norme de Hilbert-

Schmidt du commutateur [M,, J] est donnée par

1
7ll2,3 = O 1Rl vl 2
Ceci prouve que le groupe des lacets LGL,(C ) n’est pas un sous groupe topologique de
GL“res(H(n)) .
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Soit A l’algebre de Banach des fonctions v sur S! mesurables, et & valeurs matricielles
telles que

”7” - ”7”00 + ”’7”9 1 <00

<3

(ot || ||~ est la norme de L™ ). Le groupe GL,(.A) noté L%GL,,((D ) est un sous groupe
de Lie Banach, ceci nous permet de dire que L1 GL,(T ) est le sous groupe de GL,¢s( H (n)
des éléments qui commutent avec 'opérateur de multiplication AL, .

Dans le paragraphe 3, on introduit les modeles grassmanniens du sous groupe QU, des
lacets v tels que y(1) = 1. On a déja vu que si v est un lacet dans GL,(C ) continuement
différentiable, Popérateur de multiplication M., est un élément de GL,.,(H (), donc le
groupe LGL,(C ) agit sur la grassmannienne. L’ensemble des éléments de la grassmanni-
enne Gr(H™) qui représentent les modéles grassmanniens des groupes de lacets est donné
par Gr(™ sous ensemble fermé de Gr(H(™) des sous espaces W tels que W~ C T On
rappelle aussi le théoréme 3.2, ol Pressley et Segal montrent dans [PS] que le sous groupe
unitaire L L U, de Up,es agit transitivement sur Gr(™ . Ils montrent aussi que le stabilisa-
teur de H est le groupe U, des lacets constants, ce qui permet d’écrire 1 U,=L L U,./C,
et de l'identifier & la grassmannienne Gr(® . La proposition 3.4, nous donne les modeéles

grassmanniens des groupes de lacets .

Dans le paragraphe 4, on donne la définition d'un opérateur pseudo-différentiel. d'une
fonction d'onde et son adjoint, d’'une fonction tau, de 'identité bilinéaire qui permet de
définir la fonction tau et 'opérateur vertex, ces définitions sont données d'une maniere
formelle, on cite aussi quelques exemples concernant le calcul du produit de deux opérateurs
pseudo-différentiels, ce produit est donné par la régle de Leibnitz . On introduit aussi
dans ce paragraphe la hiérarchie KP, et on donne le théoréme fondamental (théoréme et
définition 4.3) qui donne cette hiérarchie et la définition de la fonction tau, les fonctions
d'ondes, des opérateurs d’ondes et de l'identité bilinéaire . A la fin de ce paragraphe.
on donne un théoréme énoncé et démontré par M.Sato et Y.Sato dans [SS] qui donne les

fonctions d’ondes en fonction de tau .

Dans le paragraphe 5, on introduit 1’algébre de Clifford A(U') de ’espace vectoriel I” défini
comme somme directe de deux espaces V et V* de dimension infinie, avec V = 6)]. A
et 1" =D,z C 5. Cette algébre dite de Clifford est définie comme quotient de
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I"algébre non commutative libre sur U par les relations
[wy,wse]4+ = (w1 |wa)

ott [...]+ est anticommutateur défini par [wi, wa]4 = wiws +wawy, le produit symétrique
(.|.) est défini par
(d‘nW’m) = (¢’:|d’;) =0
et
(¢n'¢:‘n) = 5m,n-
L espace U7 est décomposable en U = U, ®U,y ot U,y est le sous espace annhilation défini

Uan:@c ¢n@@® d’;

n<0 n>0

par

et U7, est le sous espace création défini par

Uer = @(D Yn @ @(D d’:z

n>0 n<0

Comme espace vectoriel, 'algébre de Clifford A(U) est isomorphe & l'espace

AP = @ AT

>0
Ceci nous permet de définir I'espace de Fock fermionique F' = F(Uqy b Uer) par
F=A(U)/A(U)Usn
ol A(U)U,n est un idéal & gauche de A(U) . Le vecteur vacuum parfait est donné par
lvac >=1 mod A(U)Uqn.
De la méme maniére, on définit 1'espace de Fock dual par
F* = A(U)/U.r A(U)

et le vecteur vacuum dual est égal & 1 modulo U, A(U) . Une base de F' est donnée par

les vecteurs
Py eenth, 7 oot Jvac >
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Ol j1 > oo > js 20> 41 > .... > i. Une base de l'espace de Fock dual F™* est donnée par

les vecteurs
;oK

< VA, e
ot if > . >ip > 0> j1 > ... > js . Une identification naturelle de F* & F est donnée
par

< VaC| Y, ey E W] > Py W S |vae >
L'espace F* n'est pas le dual de F' . L’identification précédente de F' & F*, avec un produit
hermitien sur F nous permet d’obtenir le dual de F' comme une complétion de F™*. Quand
F est muni du produit hermitien < .|. > tel que la base de F' donnée précédemment soit

orthonormée, on obtient ( proposition 5.2.1) (¥;)* = ;.

Dans le paragraphe 6, on introduit le produit extérieur infini pour faire le lien avec les
espaces de Fock fermioniques . On définit un autre espace L comme espace vectoriel
engendré par le produit extérieur infini des éléments de V' swivants

Vi, N iy N Pigan... (1,] > ij+1)
pour lesquels il existe un entier d tel que 7, = —n 4 d pour n assez grand . L’espace L est
isomorphe & F, cet isomorphisme est donné par

|vac > g A l,b_g APz A ...

l_l"jl....l,[‘js’d‘fl ..... @bfr]vac > (_1)i1+...+i,+1¢]_1 A N, ANy A i A ANy AL

On définit un autre espace vectoriel Fp utile dans la suite . Fp est un sous espace vectoreil

de F, défini & partir de la base de F' donnée précédemment en prenant r = s et
Fy = vect(vj, ..., 05, ...} |vac >)

Le sous espace Fy est isomorphe & l'espace Lo engendré par les produits extérieurs infinis
suivants

Vi, Nhiy Nbig A e
ol i; > ij41 et i, = —n pour n assez grand . On utilise le méme procédé pour définir
1'espace dual F . L’application qui donne identification de Fy & Fo donnée précédemment
devient

....¢j2 A u"jl A ¢jo — ’(,bi_l A d’z‘_g AN g Aeeee (%)
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olli_y >i_g > ... et les indices ji sont les indices qui ne sont pas dans{i_y,i—g,i—3....} .
Dans ce méme paragraphe. on introduit une autre maniére d’indexer les vecteurs de Fy:

Soit S I'ensemble des suites finies d’entiers A; > Ao > ... > 0 plus la suite nulle . Cet
ensemble paramétrise la base de F donnée précédemment. La suite vide est associée au

vecteur |vac >, la partition ¥ = (Aq,....., Ag) est associée au vecteur
Ty = ¥a -1 Ar,—2 A

Les partitions Y sont représentées par les diagrammes de Young . On donne aussi dans ce

paragraphe la fermeture F, de Fy formellement, comme espace des séries formelles

Z ayry

Y€eS
ot les ay sont des nombres complexes . L'espace Fy définit de la méme fagon la fermeture

de l'espace Fy . Fp est l'espace dual de Fy pour le produit < .[. > . A lafin de ce

paragraphe on introduit les opérateurs shift sur F, définis par
An:Z:;b,-/\ibf_,_n:
i

Ces opérateurs nous permettent d’introduire dans la suite la correspondance Boson-
Fermion. on cite aussi quelques propriétés de ces opérateurs dont on propose des

démonstrations, telles que par exemple I'adjoint de A, est égal a A_, et le crochet
[An,Am] = ndémin.
On aura besoin aussi de certaines représentations de groupes et d’algébres de Lie :
Soit A € End(V), on définit R(A) par
R(A);, Ahig Ao = Ay, A Ay, A L,
R est une représentation du groupe de Lie des éléments inversibles de End(V').
Une représentation d’algebres de Lie de End(V) est donnée par
r(AYbi, Abiy Ao = Aty Adbiy A
+pi, NAY;, AL

-~J
-1
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la relation entre ces deux représentations est donnée par la proposition 6.5.1, I’étude de
I'exemple 6.5.2, nous permet d’écrire r(Cr) = A, ol l'opérateur C,, est défini par C',v; =

Vien et
e,arp(z t;A;) = 6;7:p(z t;r(C;))
>0 >0
= R(e;lvp(z t;:C)).
>0

Ces notions sont introduites est de pouvoir établir dans le paragraphe 7, de la correspon-

dance Boson-Fermion définie comme suite :
Soit # la suite infinie de variables :
t= (.T,tQ, t3, )

Soit @ [t] I'ensemble des polyndmes en ces variables, la correspondance Boson-Fermion
est un isomorphisme linéaire entre € [t] et Fy, autrement dit, € [t] est I'espace de Fock
bosonique correspondant & Fy. Soit v un vecteur de Fy, cette correspondance est donnée

par 1'isomorphisme
f . Fo — (D [t]

avec

Fv)(t) =< vac|(emp(2tiA,-)v) > .

>0

et son opérateur pull-back est donné par
F* :End(C [t])) — End(Fp).

On définit aussi les polynémes de Schur élémentaires S par

ezp()_z"tk) = ) _#'Si(t)

k>1 i>0

et les polynomes de Schur généralisés associés & Y sont définis par
Sy (t) = det[(Sx,;+j-1(t))i;].
Dans la proposition 7.1, on redémontre la formule
F(Ty) = Sy.
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qui donne le polynéme de Schur généralisé comme image de I'y- par la correspondance

Boson-Fermion .

Comme fermeture formelle de l'espace © [t], on prend l'espace @ [[t]] engendré par les

Z ay Sy .

Yes

séries suivantes

ou les ay sont des nombres complexes.

Dans le paragraphe 8, on étudie les fonctions tau définis d'une maniére formelle comme
suit :

Soit @ [[u, £~ ]][[t]] 'ensemble des séries formelles

> av(#)Sy
YES
ou
+oo _
ay = Z a;pt
i=—00

est une série formelle et Sy est le polynome de Schur.

Soient maintenant les opérateurs suivants
X:C [[t]] — € [[u, n~ ]
X:C [t — € {[wp I
définis par
X(t, u)P(t) = €$P(itiﬂi)P(t — ™D
T

S > 1 _,9
= e:]:p( E tzlu’)exp( E —T,Ll_lg)P(t)
1 T '

et
>

X(t,u)P(t) = exp( Y _ —tip*)P(t + [n7'])
1
ad L X1 0
= exp() —tiu'exp() h e
1

1

)P(t)

79



80 (rassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

.3
2

w"“l -

ou [v] = (&,
Les fonctions tau sont les séries de € ] qui vérifient l'identité bilinéaire suivante

oG

fX(t, Sr)X (. 2)r(t)dz = f»r(‘_t —[7Hr(t' + [:’1]')emp(§_:(ti —th)zh)dz=

1
=0 Vv tt.

On donne quelques propriétés de ces opérateurs et des fonctions tau, dont on propose des
démonstrations . A la fin de ce paragraphe on donne un corrollaire (corollaire 8.4) qui

montre que le polynome de Schur généralisé F (T'y) est une fonction tau .

Dans le paragraphe 9, on étudie les opérateurs vertex dans les espaces de Fock. Dans

'espace de Fock bosonique l'opérateur vertex est défini de la fagon suivante :

Soit @ [, st A paaliical Pensemble des séries formelles

3 av(m NSy
Y€ES
ou
w . .
ay(p Ay = Y, GiihN
’i,j=—00

est une série formelle et Sy est le polyndme de Schur.

L opérateur vertex X : ¢ 1] — € (I g AT est défini par
Xt P(E) = eap(Y_ tilp' = NDPEF A=
1
X i -y 0
= ewp(zl(u — A7) P

ou P(t) est un élément de © [[t]] -

1 expression de 'opérateur vertex dans V'espace de Fock fermionique est donnée par la

proposition 9.2.1.
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Dans le paragraphe 10, qui est un paragraphe de syntheése, on étudie le lien entre les
éléments de la grassmannienne Gr", les fonctions d’ondes et la fonction tau, ce lien a été
étndié par Jean Fastré dans [F] et Pierre van Moerbeke dans [Vm] . Plus exactement on
s'intéresse ici a I'équivalent de 'opérateur vertex qui agit sur les éléments de la grassman-
nienne . L'écriture de cet opérateur dans 'espace de Fock fermionique donne la réponse
& ce probléme, mais les expressions de I’équivalent de cette action sur les lacets et sur les

éléments de Gr™ quand ils sont écrits en termes de fonctions d’ondes, reste un probleme

ouvert.
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82 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

1. Groupes de lacets .

Un groupe de Lie de dimension infinie, est un groupe I' qui a une structure de variété
différentiable de dimension infinie, tel que ’application produit I' xI' — T et 'application
inverse I' — T soient différentiables . L’espace tangent au point l'identité, est une algébre
de Lie dont le crochet de Lie est défini en identifiant les vecteurs tangents au point 1'identité
aux champs de vecteurs invariants & gauche . Si pour tout élément £ de cette algébre de
Lie, il existe un et un seul groupe & un-parametre v¢ : IR— T' tel que v;(0) = £ alors
’application exponentielle est bien définie, c’est le cas de tous les exemples classiques.

L'exemple le plus simple des groupes de Lie de dimension infinie, est celui du groupe
C(X.G) des applications continues de I’espace compact X dans le groupe de Lie G de
dimension finie. C (X, G) est muni de la topologie de la convergence uniforme . Si U est
un voisinage ouvert de l'identité dans G, homéomorphe a un ouvert U de I'algebre de Lie g
de G, alors U = C(X, U) est un voisinage ouvert de I'identité de C(X, G) homéomorphe a
’ensemble ouvert C(X, U) de ’espace de Banach C(X,g) . Si f est un élément de C(X,G),
alors Us = U. f est un voisinage de f homéomorphe & C(X ,U). Les ensembles U ¢ forment un
atlas, qui donne & C(X, G) une structure de variété différentiable et par suite une structure
de groupe de Lie . On s'intéresse au groupe de Lie C>(S',G) groupe des applications
différentiables, appelé groupe des lacets dans G, il est noté LG . L’'atlas {U;} associé a
C>®(St, G) est défini de la méme maniére que I'atlas associé & C(X,G) . On trouve que
I'ensemble C*°(X ,fI) est un ouvert de I’espace vectoriel E = C*°(X,¢g) des applications
différentiables de X dans ¢g. La topologie de C*°(X, G) est définie en prenant les ensembles
U; comme des ouverts homéomorphes & l'ouvert C*°(X, U) de E. La topologie de E est la
topologie de la convergence uniforme des fonctions et de leurs dérivées partielles de tout
ordre . Cette topologie donne & E une structure d’espace topologique séparable métrisable
complet. et non pas une structure d’espace de Banach. Quand X = S’ la convergence des
suites {fir} dans E vers f signifie que (%-n&) converge uniformement vers %%,é pour tout
n. Il est facile de voir que C®(X,G) est un groupe de Lie de dimension infinie, et que

C>®(X.g) est I'algébre de Lie de C*°(X, G), I'application exponentielle
exp: C=(X,g9) — C=(X,G)

est un homéomorphisme local au voisinage de l'identité.
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83 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

Parmi les sous groupes de LG, on trouve le sous groupe L,,G des lacets analytiques-réels
dont 1'étude ne présente pas trop de difficultés . Si on suppose G plongé dans U, le sous
eroupe des matrices unitaires , un lacet 4 de Ly G est développable en séries de Fourier

donc un lacet analytique-réel, est un lacet développable en série de Fourier qui converge
dans une couronne r < |z| < r~! avec r < 1, i.e tel que lyer~I¥l|| soit bornée pour tout k
et un certain r < 1. La topologie naturelle de L,,G est considérée comme limite directe
des groupes de Lie Banach Lon rG constitué de fonctions holomorphes dans r < [z] < r~L.
Le groupe Lgp -G est muni de la topologie de la convergence uniforme et il est facile de
voir que LqnG est un groupe de Lie dont I’algébre de Lie est I’espace Lyng. On s’intéresse
aussi au sous groupe L,,;G des lacets rationels i.e les lacets tels que, considérés comme
fonctions & valeurs matricielles ils s’écrivent sous forme de quotient de polynomes de = qui

n'ont pas de poles sur |2| = 1. De plus LyqG est dense dans LG .

L,01G est le sous groupe des lacets polynémiaux, c’est & dire le sous groupe des séries de
Laurent en z et z—! finies . On peut aussi dire que L,;G est I'union des sous ensembles
Lot xG des lacets y(z) = S yk2F, tels que v = 0 quand |k| > N . Les sous ensembles
L 1. G sont compacts, et L,0:G muni de la topolgie limite directe est un groupe de Lie

dont 1'algébre de Lie est 1’espace vectoriel Lpo1g des séries

ot les & sont dans le complexifié gg de l'algébre de Lie g avec E_r = €. L’espace
vectoriel Lpig est limite directe des sous espaces Lyo1, g de dimensions finies . Cet espace

est muni de la topologie limite directe.

Tl n'y a pas d’application exponentielle entre L9 et le groupe de Lie L,,G parce qu'en
général I'exponentielle d’une série finie, n’est pas une série finie. Le groupe L, G a pour
complexifié LpoiG constitué des lacets dans G donnés par les polynomes de Laurent
+(z) = ¥ vz* ainsi que leurs inverses. ( dans le cas LyoiG on n'a pas besoin de préciser

/
que l'inverse d’un lacet polynomial est polynémial, parce que pour ¥ € LG on a v~ = ~%).
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Si G = Uy, alors LyaGq coincide avec GL(C [z,z71]). En général, si G est un groupe
algébrique alors Ly G @ est 'espace des points de G & valeurs dans € [z,27!] dans le sens
de la géométrie algébrique. Dans certain cas L, G est dense dans LG mais pas toujours.

(par exemple pour G =T ou T est le tore).
2. Lien entre le groupe LGL,(T ) et le groupe général linéaire restreint.

Dans ce paragraphe on travaille avec ’espace de Hilbert H'™ = L*(SL. @ ™). Soit
L.stGL,(C ) le groupe des lacets continus de S? dans GLn(C ) . LestGLA(C ) agit sur
I'espace de Hilbert H(® par multiplication d’opérateurs, c’est a dire si y est une fonction
de S! dans GL,(C ), opérateur M., qui correspond & cette action est défini de H (7) dans
H™ par M.,f = vf. De plus la norme de l'opérateur M., est donnée par ||v|loc . Il en
découle que 'application ¥ — M., plonge le groupe de Lie Banach L;otGL,(C ) comme
sous groupe fermé (muni de la topologie induite) dans le groupe de Lie Banach GL(H'™)
des opérateurs bornés inversibles dans H (»). On rappelle que GL(H'™) muni de la norme
d’opérateurs est un ouvert de ’algébre de Banach B(H (7)) des opérateurs bornés dans
Hv

Les opérateurs M., commutent avec l'opérateur M., opérateur de multiplication par la
fonction scalaire z = €*? . Mais L.s;GLn(€ ) n’est pas I’ensemble de tous les éléments de

GL(H'™) qui commutent avec 'opérateur M, .
P

Théoréme 2.1.[PS]
L’ensemble des opérateurs de GL{H™) qui commutent avec I'opérateur M. est égal au

groupe LimeasGLn(C ) des applications bornées mesurables de S 1 dans GL,(T ).

On rappelle que 7 est borné si et seulement si ||v(6)]| et ||y(6)~!|| sont bornées sauf sur un

ensemble négligeable .

Preuve [P.S]

Soit - un élément de GL(H™) qui commute avec M., et soit y; = Ac; ou ¢; est le
ieme vecteur de la base canonique de € ™ . Il est clair que les 4; sont des éléments de
H{ et les ¢; sont considérés comme des fonctions constantes de H (n)  On définit la
fonction matricielle v par les vecteurs 7; qui forment les colonnes de v . Cette fonction

est clairement mesurable. Soit f un élément de H'™, f est approché par un élément de
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la forme Y pi(z)e;, ol les p; sont des polynémes en z et =71, A commute avec 'opérateur
M. . Ceci nous permet d’écrire :

AN pilz)ed) = Y pilemi = Mo (Y pil=)ed)

donc A = M., et les normes ||y(6)| et ||y(#)7| sont essentiellement bornées .

L'espace des lacets continus dans GL,(C ) peut étre considéré comme sous groupe de
GL(H"™) . Les lacets réguliers sont contenus dans GLyes(H (7)) ( voir proposition (2.3.)).
Dans la définition du groupe général linéaire restreint on a toujours décomposé I'espace de
Hilbert H™ = L2(S',C ") en H™, @ H™ _, ou

H(n)_,_ — { fe H™® . f(a) = kaeikO ou fr e @ " }
k>0

et
HO_ = (H™,)°
={feHM f8)=Y fre* ot e "

k<o

En d’autres termes, on décompose H(™ en sous espaces propres (positif et négatif) de

I'opérateur de rotation infinitesimal —id%.

Corollaire 2.2.

L’ensemble des opérateurs unitaires de GL(H™) qui commutent avec I'opérateur M. est

égal au groupe LumeqasUn(C ) des applications bornées mesurables de S 1 dans U, (T ).

Proposition 2.3. [PS]

Siv: 8! — GL,(C ) est continuement différentiable, alors I'opérateur de multiplication
M., est un élément de GL,.es(H(")).

Les sous espaces W de Gr(H(™) qui sont de la forme yH™ | pour vy € LGL,(C ), ont
la propriété zW C W, car I'action de v commute avec la multiplication par la fonction =
qui est une fonction a valeurs scalaires . L’orbite de H (n) _ sous l'action de LGL,(T ) est
caractérisée par cette propriété (on écrit yH(™ . au lieu de M, H'™ et :T" au lieu de
AL (W) ).
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Preuve de 2.3.[PS]

Soit 4 un lacet qui s'écrit comme série de Fourier

v(0) = ) net!

ol les 41 sont des matrices carrées d’ordre n. L'opérateur M., est représenté dans la base
canonique de H™ par une matrice ( Z x Z) notée (M,,) dont les éléments matriciaux
sont les matrices carrées M, = 7p—q d’ordre n . On va montrer que les composantes
(H™, — H®_yet (H™_ — H™ ) de 'opérateur M., sont des opérateurs de
Hilbert-Schmidt . En d’autres termes, il suffit de montrer que

N Mgl =Y klwl* <00 et D0 IMyglP =Y klly—ill* < oo

p>0,g<0 k>1 p<0,4>0 k>1

ce qui est équivalent a

Z (Jk[+ 1) |lvl* < oo,
ke 4

Cette inégalité est vraie quand 7 est continuement différentiable, et le carré de la norme

> (k) el
ke Z

L? de la dérivée ~' de v est égal

GL,.,(H™) est muni de la topologie définie par la norme suivante

Soit A un opérateur de H™ dans H(™ borné
1AL = Al + 1[4, Tl
ot || || est la norme d’opérateurs et || ||2 est la norme de Hilbert-Schmidt .

La topologie de LGL,(C ) induite par GLy¢s(H) est donnée par

Soit ¥ = ¥ yx2* une fonction sur S, & valeurs matricielles, alors la norme de Hilbert-

Schmidt du commutateur [M,, J] est donnée par

lla,1 = O 1kl e}
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cette norme est connue sous le nom de norme de Sobolev. Donc le groupe LGL,(C ) des
lacets n'est pas un sous groupe topologique de GL, s H), parce quil a une topologie plus
fine que son image par 'injection canonique de LGL,(C ) dans GL,es(H) -

\laintenant soit A ’algébre de Banach des fonctions 5 sur S1 mesurables. et qui sont a

valeurs dans M, (€ ), telles que

Il = oo + 17l 3 < 0

(ot || |loc €St 1a norme de L% ) le groupe G Ln(A) noté L%GLn((D ) est un sous groupe

de Lie Banach, ce qui nous permet d’énoncer :

Proposition 2.4.[PS]
L%GL,,_(([‘.- ) est le sous groupe de GLyes( H'™) des éléments qui commutent avec

I'épéra,t.eur de multiplication M. .

La fonction
g = i sin(k8)
= —
2 W{Log(k))?
est, une fonction continue dont 1a norme est |lgll2 1 est infinie . Ceci montre que la fonction
g n'est pas un élément de L1 GL,(C ) et par suite Ly GL.(C ) ne contient pas toutes les
fonctions continues . En revanche si on prend un lacet 7 de classe C> dont la norme est

lla.e < 0@ (voir Proposition 2.3.), la continuité de v entraine que II7lloo est finie . Ceci

montre que tous les lacets de classe C*° sont dans Ly GL,(CT ).

Corollaire 2.5.
Ly (@ ) est le sous groupe unitaire de Ures( H (n)) des éléments qui commutent avec

J'opérateur de multiplication M: .
3. Modéles grassmanniens du groupe QUn -

Définition 3.1

QU, est le sous group€ des lacets v tels que 1) =1.
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Le groupe LGL,(C ) agit sur I'espace de Hilbert H® = L[*(S',¢ ™). On a vu dans
la proposition (2.3) que si 7 est un lacet dans GL,(C ) continuement différentiable.
'opérateur multiplication M, est dans GLyes(H'™), donc le groupe LGL,(C ) agit aussi

sur la grassmannienne Gr(H (n)y,

Définition 3.2.

La grassmannienne Gr(™ est le sous ensemble fermé de Gr(H'™) constitué des sous espaces

W tels que :W C W.
Cet ensemble est le modéle grassmannien de I’espace des lacets.

Théoréme 3.3.[PS]
Le groupe L%Un agit transitivement sur Gr™ Et le stabilisateur de H, est le groupe U,

des lacets constants.

On rappelle que L L U, est le commutateur de l'opérateur A, dans Uyes(H™). Il est facile

de voir que 'yHELn) = H_(|_n) si et seulement siy € LYGL,(C ).

Preuve

Montrons d’abord que si W est un élément de Gr™ alors :W a une codimension dans 11~
égale a n .

En effet. considérons le diagramme commutatif suivant

W e— W

I

(n) (n)
HP —— HY

on les applications horizontales sont des inclusions, les applications verticales sont des
projections orthogonales . Ce sont aussi des opérateurs de Fredholm qui n'ont pas le
méme indice, mais ’application horizontale zH _(Fn) — H fl_") est un opérateur de Fredholm

d'indice —n, donc V'application zW — W un opérateur de Fredholm d’indice —n ( ceci

88



89 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

d'aprés la formule de Vindice de la composée de deux fonctions \(AB) = \(A) 4+ \( B).
donc dim(W/=W)=n) .

Soit maintenant {wi,...... ,wn} une base orthonormée de W = W le supplémentaire
orthogonal de ~W dans W, les vecteurs w; sont 5 valeurs vectorielles . A partir de cette
ase on peut construire une fonction matricielle 4 sur S d’ordre n x n, et ~(6) est donné
sous forme d’une matrice unitaire pour presque tout § € St ie. 4 € LmeasUn (Corollaire

2.2). Les vecteurs wy peuvent s’écrire de la fagon suivante:

avee wrm € € 7, il est clair que < wi(8), wi(6) >= bu1. L'opérateur M, est donc un

opérateur unitaire sur H™) et il satisfait
M, H™M e EY) =W o'W

pour tout k .
Pour déduire que M, (H ﬂrn)) — W il faut prouver que NzFW = {0} .

En effet. supposons que w est un élément de NzFW et que |[w| = 1. z~Fw appartient a 158
et ceci pour tout k . Comme la projection orthogonale pr_ : W — H'™ est un opérateur
compact, on peut trouver une sous suite de {pr—(z~*w)} qui converge vers v € H™  Tlest
clair que ||v|| = 1 puisque la suite 2Fpr_(z7*w) converge vers w . lv]|?> = lim < v, sThe >
Pour tout v et w dans H (n) il est donc impossible que < v, =—*w > converge vers 0 quand
k tend vers l'infini .

La composante ( H_(*_") — H™ ) est factorisable en ( H_(:') — W — H™ ). Ceci mon-
tre que cette composante est un opérateur de Hilbert-Schmidt . De méme la composante (
g™ —H _(,,n) ) qui est aussi un opérateur de Hilbert-Schmidt parce que M., est unitaire.
donc M., est un élément de Uyes(H) .

On a montré que L1 U, agit transitivement sur Gr'™ | or pour tout 4 dans LiUn tel que

2
~H :_") =H (+"'), ~ préserve le sous espace H El_n) S :zFH E‘_n), donc ~ appartient & U, .

89



90 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

Remarque 3.3.

Le théoréeme 3.2 montre que {2 L U, =1L L Un/Un peut étre identifié a la grassmannienne
Gr(" | Ceci avec la proposition 3.4, justifie-la terminologie ™ modele grassmannien” .

La proposition suivante donne les sous ensembles qui correspondent aux sous espaces de
0, Uy,

Proposition 3.4.

Dans la correspondance de Gr'™ avec 1 U,ona:
1. Gr(()n) est identifié a QpoiUn .
2. Gr:(l"') est identifié & Q,q:Up -
3. Grid" est identifié & Qunln -

4. Gri) est identifié & QU, .
Les grassmanniennes Gr(()n), Gr;n) , Grg,,n) et Grf,g ) sont définies par

Grg") = Gr(™ N Gro(H™.

Preuve

Au départ on montre que si W est dans Grf,n) ot a =0,1,w,00, alors W& zW est constitué
de fonctions du genre de la correspondance . On va considérer le cas régulier, c'est a dire
que si W est dans Gre, alors par la proposition (3.11) les ensembles images par les deux
projections orthogonales pr_ : W — H f_n) et pry @ (W) — H, sont constitués
de fonctions réguliéres donc les éléments de W & W ont des projections orthogonales
régulieres sur H ™ et H _(*_n) et sont donc des fonctions régulieres . De méme pour les autres
grassmanniennes Gr(()n) et Gra?)

Dans le cas de la grassmannienne Grj, on sait que l’ensemble image par la projection
orthogonale W — H (™) et constitué de fonctions rationnelles . Ceci est équivalent & dire
qu’il existe un polynéme p(z) tel que p(z)W C H _(‘_n) ce qui n’est pas vrai automatiquement.
Mais cette proprieté est vraie sous la condition zWW C W . Pour cela on peut prendre pour
p(z) le polynéme minimal de la transformation induite par M. sur I'espace W/ W N H :L")

de dimension finie .
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D une maniére similaire, I'’ensemble image par la projection orthogonale (:W)? — H_ est
constitué de fonctions rationnelles . On a besoin d'un polynéme ¢(z~1) tel que ¢(z=1)117° ¢
H'. ce qui est équivalent & ¢(z)H, " - W . On prend ¢ le polynoéme minimal de la
transformation M, sur H(")/TV H_(*_n).

Dans le cas inverse, il est évident que 'action de L,y Uy, préserve Gro, et L.qo:U", préserve
Gry parce que D’existence des polynémes p(z) et ¢(2) tels que p(z)WW C Hy et (= )H_(I_") C

1", est une condition nécessaire et suffisante pour que W soit dans Gri") .

Le groupe LU, des lacets régulier préserve Gro, car les ensembles images par les deux
projections orthogonales pr_ : W — H(_n) et pry : W0 — HS_") sont constitués de
fonctions régulieres, et Ly, U, préserve Gry, par la correspondante caractérisation de Gr,.

Ceci compléte la démonstration de 3.4.
4. Généralités sur les fonctions tau, fonctions d’ondes et les opérateurs vertex.

Dans ce paragraphe on donne la définition d’un opérateur pseudo-différentiel, d’une fonc-
tion d’onde, de la fonction tau et de l'opérateur vertex . Ces définitions sont données

d’une maniére formelle . On donnera dans la suite d’autres définitions équivalentes a ces

derniéres dans des conditions bien précises.

; L 2 . :
Un opérateur pseudo-différentiel en d = —— est donné d’une maniere formelle par

Oz

L=d+ ) ajlz)d

k<—1
qui est un élément de d+ D~ et ou [d,z] = 1.
D =D~ & Dt a une structure d’algébre de Lie donnée par le crochet suivant
[P,Q]=P.Q-Q.P

le produit . d’opérateurs pseudo différentiels est défini par la mutiplication usuelle asso-
b

ciative appelée régle de Leibnitz :

Soient L et L' deux opérateurs pseudo-différentiels, donc

1 a*
Zk' 6d’° D aartH):
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ou 3% est la dérivation formelle par rapport & d et : : est I'ordre normal, i.e. dans le

produit intérieur : :, il place toujours la dérivée d & droite comme si 'expression ne dépend

pas de x .
Exemple 4.1.

Pour n.m >0on a

ad".bd™ = Z CrabPdrtm=t = En: L. 9 () Ly ay
: . P ——(ad™).——(bd"™) :
k=0 k=0 k! ad 01:

dla=ad ' —dd?+ad3+(-1)*aFd 1+ ...

*1 9 . OF

L'ensemble des équations de déformation de L

L=d+ Z aj(a:;tl,t2,...)dj, (tl,tg,...) e °°,
k<—1

est donné par la hiérarchie KP

oL
— =[(L" =12,..
0tn [(L )+~,L]a n 1,2 (*)

et

(L")4,I] = [L" = (L"), L] = =[(L")-. L] € D~

Les équations (%) définissent un nombre infini de champs de vecteurs sur d ® D~

Remarque 4.2.

Les fonctions a; vues comme fonctions de t; et de & peuvent étre écrites de la fagon suivante
aj(x;ty,ta,...) = a;(z +t1,t2,..0).

et la variable t; est identifiée & la variable z .
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En effet. calculons %Ii de deux manieres différentes:
0L _ _ L = an ]
o [L+,L] = [d. L= | B &’.
j=-1
et
oL = 9aj ,;
5= 2 o
]—-—1
('eci entraine
da; _ 9a;
6‘t1 - 8:1c

Théoréeme et définition 4.3.

Les assertions suivantes sont équivalentes

a) g%; (LM, I, n=120
Lm n
b)a—(&—n—)i - Q%;}i = [(Ln)+a(Lm)+]’ n,m= 1,2,...

¢) I existe une fonction

oo

+o0
P(t.z) = (Z wn(t')z—”)e-r.p(z tj:j)
1

0

appelée fonction d’onde, avec Wo (t)y=1 telle que
Ly = z1p
0 n
9 - (L")
d) 1l existe un opérateur
o0
Sty =" wal)d™"
0
slément de I + D~ appelé opérateur d’onde, wo(t) =1 tel que
LS =5d
{ 95 _ _(1M)_S$
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e) Il existe S(t) dans I 4+ D~ tel que

0%5: =—(§d"S71)_S ‘n=1.2.
f) I existe
o} +oc .
w(t.2) = (Y walt)z"Mexp(y t;2)
0 1

une fonction d’onde et sa fonction d’onde adjointe
0 +oc
Bt )" = (D wh(t)e"eap(— D _t5)
0 1
telles que ces deux fonctions vérifient I'identité bilinéaire suivante
fll’(t,z)‘ll’*(t',s) z=0

le long d'un contour autour de z = oo .

Preuve :
Voir [Vm)]
Si les conditions du théoréme 4.2. sont satistaites, on a
St 2) = Sexp(S7°4;29) et Pty 2) = (ST)leap(— 77 t;27)

avec
oo

S(t) = ij(t)d_j et STty = Z(—d)—jwj(t) . La fonction d’onde ¢ et sa
—

=0

.

fonction duale 1* vérifient

Li=2p g ="
LTyt == G = (LT
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On définit maintenant les polynémes élémentaires de Schur S,(t) par

+00 ' +00
e;z'p(z tjzl) = ZSn‘(tl,_tg. o)z
1 0

1
=1+t1:+(3t§+t2):2

1
+ (gti + ity +13)2% + ..

avee Sp(t) = ST + ..+ tn

C'es polyndmes conduisent a la construction des opérateurs différentiels suivants

0 10 190

Sn(20) = Su(d 5 £5 5 F5 g0

)

Soit f une fonction réguliére, le dévoloppement de Taylor nous donne

fE£[s]) = f (tlistgila Sy L)

3
= Z Sa(£0)f(t)s"
0

Le théoréeme de Sato nous donne la fonction d’onde en fonction de .

oo o @] .

- =]
Posons maintenant Y = Zt izl et n= Z”T%
j

=0 i=1
Définitions 4.4.

Soit € [[t]] I'espace des séries formelles en t ot t = (z,1y,13,...) teC
1. soit y un parameétre formel. on définit sur € [[t]] les opérateurs suivants

X(t, p)h(t) = exp(Y tip')h(t — [u'])
>0

X(t, p)h(t) = exp(— th# h(t+ k']
>0
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ot [a] = (a.3a?,3d?,....) et h(t) € C [[t]].

2. On appelle fonction tau, toute série fomelle de v de € [[t]], qui vérifie I'identité bilinéaire

sulvante

fX (t.1)r($)X(t, pw)r(t )dp = 0 vt ¢

on intégre autour de l'infini .

Théoréme [Sato] 4.5.

Les fonctions d’ondes i et ¢* peuvent étre représentées en termes de fonctions tau, et on

a
j=1
et
N ‘ _t Z—l g = ; N b
w¥(t2) = (ST) eap(= ) _t;27) = 2 J;([t) Dﬁiﬁp(—Ztiz’)=exp(—z)—mp(:—’7)r
Jj=1 i=1

Preuve

Voir [SS]
5.Espace de Fock, fonction tau, fonctions d’ondes et grassmannienne.

Les grassmanniennes de dimension infinie sont des variétés de dimension infinie réguliéres
(hilbertiennes) et presque réguliéres (de Banach) . L’étude de ce type de variété présente
moins de difficultés que les autres variétés de dimension infinie . En plus elles ont des
propriétés topologiques et géométriques tres importantes . Mikio Sato et Yasuko Sato
ont été les premiers & utiliser les grassmanniennes de dimension infinie plus exactement le
plongement et les coordonnées de Pliiker pour construire des solutions de I’équation IXP
(Kadomtsev-Petviatshivili). Pour construire ces solutions, ils ont transformé un systeme
d’équations non linéaires en un systéme infini d’équations linéaires . Parmi les exemples
étudiés au départ en trouve 1'équation KdV (Kortveg-de Vries)

ou_3, 0, 12
Bt 6::: 46,7:3.
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Pour trouver des solutions de l'exemple cité, M.Sato et Y.Sato ont considéré d’une maniere
naturelle un systéme infini d’équations linéaires . L’ensemble de ces équations est appelé
hierarchie IkdV . Cette hiérarchie se déduit de la hiérarchie KP . Le principe de cette trans-
formation est fondé sur l'interprétation du systéme IXP non linéaire quand il est écrit sous
forme d'identité de Hirota en disant que ’élément W de la grassmannienne Gr(H) appar-
tient & 1'orbite du vecteur vacuum de 1'espace de Fock sous l'action de I'extension centrale
GL;:(H ) . Ceci peut étre traduit par un systéme de relations linéaires de coordonnées de

Pliicker de W . Ces relations donnent les équations de la hiérarchie KP .

L action de 'extension centrale du groupe général linéaire restreint GL;:(H ) est utilisé
pour construire d’autres solutions de la hiérarchie KP . On utilise aussi la correspondance
Boson-Fermion pour écrire d'une maniére directe I’action de GL;:(H ) en termes de vari-
ables bosoniques des solutions, et 'introduction des opérateurs vertex permet de donner

les solutions de la hiérarchie KP explicitement .
5.1. Espace de Fock .

5.1.1. Algébre de Clifford .

Soit V' = ;e g T ¥; un espace vectoriel muni de la base {;},. 7. et soit V" =
@jc 7 T ¢; un autre espace vectoriel muni de la base {17}, - L'espace vectoriel
[7 est la somme directe de V et V* et on définit 1’algébre de Clifford A(U') comme quotient

de I'algébre non commutative libre sur U par les relations
[wlau’2]+ = (w1 |w2)

ot [.,.]4 est anticommutateur défini par [wy, w2]+ = wiws +watwy, le produit symétrique
(.].) est défini par
(¢n|¢'m) = (#’:I‘p:n) =0

et

("bnl"p:n) = 5m,n-

L'espace U est décomposable en U = Ue, @ Uqn 0t Uyy est le sous espace annhilation défini

Uin =P C b @PC ¢

n<0 n>0

par
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ot U, est le sous espace création défini par

U =P C ¢ 3EPC v5

n2>0 n<0

le produit symétrique (..) est décomposable en deux composantes non symétriques . Cette
décomposition est donnée par

(v|w) =< v|w >+ < wlv >
ceci pour tout v et w dans U, avec < vjw >=0siv €Uy ouw € Uyp et < vfw >= (v|w)
Si v 6 (Tan et w 6 UCT' M

On définit R(a) = (—1)".a pour a = wy....w; et les w; dans U, les contractions i, et .

sont dans End(A(U)) et elles sont définies par la régle de Liebnitz de la maniére suivante:

lw(1)=10

Le(v) =< w|v >

Lela.b) = ip(a).b+ R(a).w(b)

Ju(l)=10

jule) =< v >

Jula.d) = a.ju(b) + juw(a)-R(b).

Il est facile de voir que 2, = 0si w € Uer €t ju =0 siw € Ugp .

L'espace A®U est défini par
NPT = P NU.
J20

Comme espace vectoriel, I'espace AU est isomorphe & A(U) . Cet isomorphisme est

donné par P'ordre normal noté : : . Plus précisement pour tout « dans AU et w dans U
on a

1 =1

CWAQ =W~y O
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AN =AW —Jyiac
et

D A 'l,i’_’; = IL‘.,"U";— < 'l;"'.,'|1/‘;-‘ >

pipy —1=—yjyy st 1= <0,
ity sinon '

5.1.2. Espace de Fock fermionique .

L ensemble A(U)U,n est un idéal & gauche de A(U), on définit I’espace de Fock fermionique

F=FUmn® Ucr) par
F=AU)/AU)Uan

le vecteur vacuum parfait est donné par

[vac >= 1 mod A(U)Usn

de la méme maniére, on définit I’espace de Fock dual par
F* = A(U)/Uer AU)

ot le vecteur vacuum dual est égal & 1 modulo U, 4(U) . Une base de F est donnée par

les vecteurs
Py eenthj, 0 oty [vac >
OU j1 > ve > Ja 20> 01 > it > 0y
Une base de P’espace de Fock dual F™* est donnée par les vecteurs
ir

< vaclzﬁfl ..... 1!’* d’jl ..... ‘l[’je

ol i] > . > ip > 0> j1 > ... > js . Une identification naturelle de F* a F est donnée

par
< Va5, ey UF e PE iyt 0T ] JUaC >

L espace F* n'est pas le dual de F' . L’identification précédente de F' & F™*, avec un produit

hermitien sur F nous permet d’obtenir le dual de F', comme une complétion de F™.
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L espace de Fock est un module & gauche sur A(U), dont la multiplication & gauche est

donnée par

L0y e, P e tb [0GC ) = Py cennthy, BF, o |0aC >

0 st (n<0 etn#ig,ig,eeniy) 0 NE {J1.js}
T LD e Yl Jae > si =g
et
0 s8¢ (n>0 etn#ji,in, e, js) 0 nE {ig. s}
Uy et Y5, ] Jvac >) = (=1)* 1 ¢y ethp ety 0 e f Jvac > siono= i

On introduit maintenant un produit hermitien < .|. > en considérant la base de F' donnée

précédemment comme base orthonormée, ce qui conduit a la
Proposition 1.2.1.

Pour le produit < .|. > , on a (¥;)* dans End(F) et

()" = 9.

6. Produit extérieur infini et espace de Fock .

6.1. Produit extérieur infini.

L'espace vectoriel L engendré par les produits extérieurs infinis de V' suivants
¥i, /\I,bi2/\7,bi3 ...... (i]' >'ij+1)

pour lesquels il existe un entier d tel que i, = —n + d pour n assez grand . L'espace L est

isomorphe & F, cet isomorphisme est donné par
lvac >— Yy Ap_a AP A ...
et 0 tpE Jvae Se— (=1) Tt A LA, AP Aty A A A
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et I'action de ¥, sur F est un produit extérieur sur L. et 'action de i, sur F' est une

contraction de ¢ sur L, données par
Ynl(this A iy A o) = P A iy Athiy A

et

CE (i A iy A ) = {(—l)ldri1 A A z//v\n A... 8t n=1; pour un certain .

0 stnon

On fait de méme sur ’espace F'*, et on a
< vace| > ... ANpg Aipy A .

On définit un autre espace vectoriel Fy utile dans la suite . Fy est un sous espace de F.

défini & partir de la base de F' donnée précédemment en prenant r = s et
Fy = vect(thj, ..t o, o0 Jvac >)

Le sous espace Fy est isomorphe & I'espace Ly engendré par les produits extérieurs infinis

suivants
'(/),-1 A ¢i2 A lpia A

olt i; > ij41 et i, = —n pour n assez grand . On utilise le méme procédé pour définir
I'espace dual Fy . L’application qui donne I'identification de F§ a Fo donnée précédemment

devient
vl NG AP i A Vi Nhi_g A (%)

Ol i1 > i_g > ... et les indices j; sont les indices qui ne sont pas dans{i_;,i—2,i—3, o}

ils sont classés par ordre décroissant.

Dorénavant, on ne fait pas de distinction entre L, (resp.Lg) et F'. (resp.Fp) .

6.2. Diagramme de Young et base de Fj .

Dans cette section, on introduit une autre maniére d'indexer les vecteurs de Fy. Soit &

I'ensemble des suites finies d'entiers A\; > X2 > ... > 0 plus la suite nulle. Cet ensemble
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paramétrise la base de Fy donnée précédemment. La suite vide est associée au vecteur

|vac >. la partition Y = (Aq......, Ax) est associée au vecteur
Ty =¥ —1 Ava,—2 A

Le degré du vecteur I'y est
dTy)=A1+ ... + A

Soit Y = (A; > Ag > .... > 0) une partition d’entiers . Cette partition est représentée par

un diagramme de Young donné par

Exemple 6.2.1.

Y =(2) Y =(2,1) Y =(1,1)
6.3. Fermeture de Fj et dualité

On donne la fermeture F, de Fy formellement, comme espace des séries formelles
> oty

ot les ay sont des nombres complexes . L’espace Fy définit de la méme fagon la ferme-
ture de l'espace Fy . Fy est 1’espace dual de Fy pour le produit < .|. > . En utilisant
I'identification (), on remarque que le dual de Fy peut étre identifié a Fy, de méme que

le dual de Fy peut étre aussi identifié a Fy .
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6.4. Opérateurs shift .

Les opérateurs shift sur Fyy sont définis par
A, = Z s AT,
i
of1 : : est 'ordre normal introduit précédemment.

Pour n=0on a

Z%T/)flvac >=(14+1+..)vac>

et
Ao =) i Ay

= 0.

La relation

d(A,Ty)=d(Ty)—n

montre que le degré I de An(} ycgayTy) est obtenu & partir de I'image d’un nombre fini
de Ty . Plus précisement son degré est ! 4+ n, donc on peut conclure que l'action de Ay

sur la fermeture formelle F, est bien définie .
Proposition 6.4.1.

Pour le produit < .|. > on a
Ay =A_,.

Preuve

Soit n un entier non nul, d’aprés la proposition 1.2.1. on a
Nt i Al )" = O dithfin)”
i i
= Z d’i+n'¢’;'k
1
=D bitin
i
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et

[AnaAm] :‘ném‘+n-
6.5.Théorie des représentations et produit extérieur infini.
Soit 4 € End(V) . On définit R(A) par

R(A);, Apiy Ao = Atpy, N Apy A,

R est une représentation du groupe de Lie de l’emnsemble des éléments inversibles de

End(V"). Une représentation d’algébre de Lie de End(V') est donnée par

(A, Atbiy Ao = Apy ANy, A
+ i, N A, AL
+ ...

quand ceci a un sens .
Proposition 6.5.1.

Soit A un élément de End(V),

exp(r(4)) = R(ezp(4)).
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Preuve
Le développement de l’exponentielle nous donne
exp(r( A, Nthig Ao =4y, Adbyy A
+ A, Ay, A
+ i, N A, AL
+ ...
1 2
+ 3(.4 Vi, Niy AL

+ (_d’,’l A AQd’iz AL

| L

+ ...
+ 2A%;, Ahyy, A
+ i, A2A%;, AL

+ ...
A? | A?
=1+ A+ o+ )P AL+ A+ —+ )i A

Exemple 6.5.2.

Soit n € Z, on définit I'opérateur C,, par Cp; = ¢i—p, sa matrice est donnée par

(o \

0 1
0 1
(6i,5-n)i,j = 0 &1
0 1
\ 0 1
sin#0.o0na
r(Cn) = Apn
et
exp(z tA;) = emp(z t;r(Ci))
i>0 i>0
= R(e:vp(ZtiCi))

>0
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Sin=0.rCoy)=r(Id).

On sait que 1'algébre de Lie End(V") est engendrée par les opérateurs E; j définis par

| v s k=]
Eij(dy) = {d ’ .

0 sinon

et les commutateurs sont donnés par

[Eij, Exg] = 65k Ei1 — 6:1En,;

Proposition 6.5.3.

r(E; ;) =v;o0 zb;‘

On définit maintenant Papplication linéaire & : End(V) — End(Fy) par

(B j) = i A} -

Proposition 6.5.4.

on a
[ ApT e A Y =65 i AYF T =61 Yk A (U +65, k05 1(< Yy > — < wivy >)

donc & est une représentation de I'extension centrale End(V) & kEC de End(V') avec une

charge centrale k =1 .
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Preuve
D apres les relations qui définissent 1’algébre de Clifford A(T7). on a

Y TRy = =R iUl + iUy
= Pritp Y + S pvitly
= —rpibj T + 6y
= Prp it} — Si i} + Skt

L opérateur ; A ¢ — ;] = constante, ceci nous permet d’écrire

[ s A s v A ] = [ k]
= —8; 10} + S5 ki)
=&k thi NP =it P A5
+ 6 kbia(< Y] > — < dypp >).

7. Correspondance Boson-Fermion .
Dorénavant, on note t la suite infinie des variables suivantes :

t= (.’IT, t2, t3, )

Soit @ [t] 'ensemble des polynomes en ces variables . La correspondance Boson-Fermion
est un isomorphisme linéaire entre € [t] et Fp, autrement dit, © [t] est lespace de Fock

hosonique correspondant & Fy . Soit v un vecteur de Fp, la correspondance Boson-Fermion

est donnée par
F:Fp,—C [t
avec
Fv)(t) =< vac|(ea:p(z t;A;)v) > .
>0

et 'opérateur pull-back est donné par

F* :End(C [t]) — End(Fy)

f*(']n) = A,
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ou

Jp = st n>0

92
Otn

Le produit < .|. > sur Fy correspond a

0 190

).Q(z.ta,...)|t=0

sur l'espace € [t] le degré du vecteur v de Fyy sur € [t] est donné par d(t;) = ¢ et d(PQ) =
d(P)d(Q) .

Dans la suite on donne une forme explicite et simple de 'isomorphisme F en utilisant les
polynomes de Schur généralisés .Les polynomes de Schur élémentaires sont définis par

e:cp('z Z*4) = Z 2185(¢)

E>1 i>0
Par exemple

So(t) =1

53(“ = h‘ + t1t2 + 13, etc ...

6

Soit Y € 8 une partition d’entiers, les polynémes de Schur généralisés associés a Y sont
définis par

Sy (t) = det(Sx;+j-1(t))i,;-

Par exemple

Il
o }»—T'I-Q

Sia — 1

w

#
52.1 = —31* — t3, etc ...
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Proposition 7.1.
Soient Y = A; > Xy > ... > A, > 0 une partition d entiers.
FY = 'ui’/\l—l A 1/'/\2—2 A.. € FO

et Sy (t) le polynéme de Schur généralisé associé a Y. Alors la correspondance Boson-

Fermion prend la forme simple suivante :

F(Ty) = Sy.

Preuve

Si 1~ est la suite vide, on a F(I'g) = 1. Pour les autres cas, I’exemple 1.7.2. nous permet

de les calculer de la maniére suivante :

(Si=i)i je 7 est la matrice de exp(},; . t:Cs), de plus

6‘41‘19(2 ti)Ai(r,—1 NPr,—2 A ) = efcp(ztici)d’,\l—1 A 61’p(ztic—i)¢/\g—2 A

>0 >0 >0
_ . /\1—1,/\2—2‘...‘ - v :
- Z det(S]—i )j_l,j_g,... l’Z]—l /\ lz.l—'_) A
J-1>j-2>...

. Ar—1,A2=2,... . ;
ou (Sji)jll‘lj’i‘;w.’ est la matrice de (Sj—i)i,je g, formée de colonnes Ay — 1,5 — 2, ... et

des lignes j_1,j—2,... . De la définition de la correspondance Boson-Fermion on en déduit

que F(T'y) est la composante du vecteur vacuum de

6‘1710(2 tiAD)(Ya -1 Aa,—2 A L)

>0

cecl entraine
Ar—=122—2,...

F(Ty) =det(5;-:)25 5"
qu'on peut aussi écrire sous la forme

F(Ty) = det(Sx;+j—i)i.j
= Sy.
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Comme fermeture formelle de ’espace € [t], on prend l'espace € [[t]] engendré par les

séries suivantes
E ay Sy -

Yes
ol ay est un nombre complexe .
L'espace @ [[t]] est appelé espace de Fock bosonique, et il est isomorphe a .
8. Fonctions tau .

Soit @ [[u, = ][[t]] 'ensemble des séries formelles

Z ay(1)Sy

YeSs
ou
+o00
GY = Z aill'z
1I=—00

est une série formelle et Sy est le polynéme de Schur introduit dans le paragraphe

précédent. Soient maintenant les opérateurs suivants
X:C [[t]] — € [[u,p N2
X: € [[t] — € [[p,p  NIE]

définis pour tout P € € [[t]] par

X(t,w)P(t) = exp(D _ tip*)P(t = [u7])
1

= exp(Yy_tip)exp(Y  —=u"" 5 )P(H)
1 ?

1

et
o0

X(t,p)P(t) = exp() | —tip')P(t+ [p7'])
1

= . =1 ;0
=ewp(§ —tiu‘)ewp(i il ’@)P(f)
1 1 !
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Les fonctions tau sont les séries de € [[¢]] qui vérifient 1'identité bilinéaire suivante

o0

%X(t, )X, )t )d: = f’r(t ~ [7hHr(t + [:_1])e;z’p(Z(ti —t4)s")d=

1
= Yot

Proposition 8.1.

On a
[X(ta ,Lt), Jn] = (5n,0 - /-Ln)X(tv ,u)

[X(tv )y Jn] = (u" - 571,0)5((@ 1)-
Ces commutateurs caractérisent les opérateurs X et X & une constante prés .

Pour la démonstration voir [F] .

Noter aussi que

X(t, p)(1) = exp( > tip)

1
= Z /ﬁSi(_t) .

>0
Soient T: F — F |, T*:F — F les deux opérateurs linéaires agissant sur I'espace de

Fock. qui sont définis par

T’¢’i_1 A 'l/’i_2 A= ¢,~_1_1 A 1,[),‘__2__2 A cees
et

:Zw‘l,l),'_1 A ¢i_2 A..= '(bi_l_{_] A ¢i_2+2 A ...
Proposition 8.2.

Par la correspondance Boson-Fermion F, les opérateurs X et X correspondent a

FHX(tp)=T Y uv;

t=—00
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et

FHX(tp) =T Y p el

j=—o0

Preuve
L opérateur X est caractérisé a une constante multiplicative pres par
[X(t, 1), In] = (6n0 — ™ )X(E, ).
Les relations qui définissent 1'algébre de Clifford A(U) nous permet de calculer

Tt fon = —T¥5%ithj4n
= T} nti — SijanTV;
= ¢j—1‘/’;+n—1T¢’-i = bi j+nThj.

L opérateur : 3; A ¢ : —;37 est constant, ce qui nous permet d’écrire

[Tehs,: 05 A0 i = [Thisthj¥ 4l
= —6i,j+nT'¢’j + (d’j—l'l/’;_;_.n_l )T;.

[T Z ,Ui'll'i’ An] = Z Ni[Td’iv : 'l/’j /\ ¢’;+n :]

i,J
=—p" Z p T + 60 Z uTepi.
De I'égalité

>0

Z Ti;|vac >= Z T;

on déduit que notre constante vaut 1 .

Proposition 8.3.

Les fonctions tau qui correspondent aux vecteurs 7y € FO. vérifient I'identité bilinéaire

suivante :

d_($i0dy=0.
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Cette identité est équivalente a

S (T 0 T*iNn =0

i

qui est équivalente a

jt{X(t,ﬂ)f(v)(t)-fi(t’,u)f(v)(t’)du=0 vt .

Corollaire 8.4.

Soit Y € S une partition d ‘entiers, le vecteur I'y € F, satisfait ]'identité bilinéaire de la
proposition précédente, donc tout polynéme de Schur généralisé F(T'y) est une fonction

tau .
Preuve

On sait que ¥r(Pi_, A Pip A ...) = 0 si ¢y figure dans l'expression t;_; A i, Nt
erlwisg A Uiy Ne) =0 si 1y, ne figure pas dans 'expression ¥;_; A Pi_y N oo Ceci entraine

) 'l[‘Z(l,[‘,‘_l ANy A L)=0 Vv ke X
Pour le reste de la démonstration voir [F] .
9. Opérateur vertex .

9.1 Opérateur vertex dans P’espace de Fock bosonique .

Soit @ [[p-ph A A~1)[[t]] I'ensemble des séries formelles

z ay{p, A)Sy -
YES
ol -
ay(p.A) = Z a; i N
i,j=—00

st une série formelle et Sy est le polynome de Schur.
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L opérateur vertex X : € [[t]] — € [[p, ™1, A, AT1]]{[¢t]] est défini par

X(t, p, MP(t) = exp( Y _ti(p' = A))P(t+ A7 = [u7'])
1

> : 10
H )P(t)

=exp() (17" = AT )7 on

1

ot P(t) est un élément de € [[t]] .
On a

Lemme 9.1.1.
[X(t, 1, A), Jn] = (A" = p™)X(2, gy A).

ce commutateur caractérise a une constante multiplicative prés I'opérateur vertex X. et si

[t = A cet opérateur vertex est réduit a I'identité.
Pour la démonstration voir [F] .

9.2. Opérateur vertex dans I’espace de Fock fermionique .

Proposition 9.2.1

Par la correspondance Boson-Fermion F, 'opérateur vertex correspond. a
Pt ) = (B oS a4
ij

Preuve
L opérateur vertex X est caractérisé a une constante multiplicative pres, par
[X(t, gy A)y Jn] = (A" — ™)X (8, g, A).
Les relations qui définissent I'algebre de Clifford A(U) nous permettent de calculer
Pt PR ipm = — ViV Vhgm + 65kl m
= PpPih T Phpm + 05k m
= —PriPhm®; + 05k Pititm
= PPy m i} = Oi ktm¥Pi-m¥; + kit pm
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L'opérateur : i; AT 1 =y étant constant nous pouvons écrire

[ hi AT ot ok A kg o] = [0i] Ykt ]

= —biktmPi—m¥] + 6 ViV

et
[A, An] = ( ——DZAJ Wi AT i A 1]
’JY
ZA] it yn = Vicnl})
1,5,k
ou

4 F f‘_z .ol * .
A=(5 I)ZAJ Dy AT L
6J
En utilisant ’ordre normal pour calculer cette série, on a

[A, An] = ——1)(2 D A,

—Z%:wi—nw;:

+Y 5 B (< it > — < Wit >)

1]

B " )
= (A —#)(X—l)Z%i‘lﬁi/\%!
%)

=0

= (A" — u™)X(t, p, A).
la constante multiplicative est égale a 1.
10. Opérateur vertex et grassmannienne .

Dans ce paragraphe les éléments de la grassmannienne sont considérés au départ comme
des ensembles formés de séries de Laurent formelles . Ceci permet de donner la construction

de la fonction Ty associée & 1'élément W de Gr™ . La fonction d'onde y» et sa fonction

115



116 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

d’onde duale ¥} sont données en fonction de la fonction tau . Ceci donne la relation entre
les éléments W de Gr™ et leurs fonctions tau et fonctions d’ondes ', et ¢¥ (voir [F] et
[Vm]) . Un élément W de la grassmannienne Gr” peut étre vu comme fermeture d'un
espace vectoriel engendré par les dérivées de la fonction d'onde par rapport & r au point

t =0 ( voir [F] et [Vm)]).

L opérateur vertex introduit dans les paragraphes précédents agit sur la fonction tau. cette
fonction génére un et un seul élément W, de la grassmannienne Gr™ . On aimerait bien
trouver une action qui agit sur les éléments W de la grassmannienne Gr”, qui traduit
I'action de 'opérateur vertex sur la fonction 7 correspondante & W . Pour cela on fait
appel aux différentes écritures des éléments W; plus exactement a deux écritures : la
premiere est celle qui donne W en fonction des dérivées de la fonction d’onde par rapport
4 r au point ¢ = 0, donc on cherche a traduire ’action de ’opérateur vertex sur la fonction
tau par une action équivalente exprimée en termes des éléments de cette derniere écriture
mais qui agit sur ’élément W,. La deuxiéme écriture est celle qui donne W en fonction
des lacets, i.e pour tout W de Gr™ il existe un et un seul lacet v tel que W = yH . Dans
ce cas on cherche une action agissant sur v équivalente a l’action de 'opérateur vertex
sur 7y . Malheuresement ces deux écritures ne donnent pas ce qu’on attend, et c'est la
correspondance Boson-Fermion et ’écriture de 1'opérateur vertex dans 'espace de Fock

fermionique qui donnent une réponse correcte a la question.

C'onsidérons espace H comme 'espace des séries de Laurent formelles en = =1 & coefficients
complexes. Soit ¥ = {Ag > A; > ... > Ay > 0} une partition d’entiers qu'on complete par
une suite infinie de 0, I’élément de I’ensemble ® correspondant & la partition ¥ est donné
par

Sy ={0— 20,1 =X, k= A, b+ 1,6+ 2,...}
la strate ©y = Xg, correspondante & la partition Y est le sous ensemble de Gr(H)

constitué de sous espace W C H tel que

W = vect(@o, @1, @2, )

ou
k=X D)
B =27 4 Z a; k=
i<k—Ag

oules a; . € C .
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La grassmannienne Gr(H) est 'union de toutes les strates Ty-.

Soit maintenant W un élément de la plus grande strate ¥; . On choisit la base de T1.

donnée par {1 + a0,1:"1 + a0.25_2 + ..... , 4+ a1.1:_1 + (1.1‘2:_2 + e "+ (‘n.l:—l +

2272+ .... ..} . Cette base particuliere est appelée base normalisée .
Sojent maintenant I : H — Vet J: H — V les deux isomorphismes définis par
I() = th-1- et J(2) = o

Les séries @5 éléments de la base normalisée de W ont toutes un coefficient de plus haut

degré égal a 1.

Un élément W de Gr™ s’écrit de la fagon suivante

W = veet(Pq(2), Pa-1(2), ... )
Soit 1'application ¢ : Gr — F, définie par

(W) =I®4(z) AN I®gp1(z) A ...
Pour W dans ¥y, on a

(W) = (th_1 + ap1%o + ao2¥1 + ... YA (¥—1 +aoato +aoedr+... A ...
De méme. on définit o* : Gr — Fy par
(W)= . AT®gp2(2) AT Put1(z) A JR4(2).

Dans Yg.on a

W)= . ANho+arort+arpp—o+... )AL+ a1+ ap2—2 +... )

Théoréme 10.1.
Soit W € Gr. Alors, o(W) satisfait I'identité bilinéaire

) i@ ¢}e(W) =0

et donc F(o(W)) est une fonction tau .
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Preuve

Pour simplifier les notations, on donne la démonstration pour les W de o . Pour les

autres cas seule change la troncature de la sommation suivant le signe des indices .

(Z Tl = (‘Z(d’i + Z A—im1,j+1%5) © ) + (Z'l.l‘i O (= Z 14102 ;))

; i<0 ji>0 i>0 i>1
Pour ¢ < 0.

(y; + Z a—i—1,j+1%5)- (-1 + Zao,j+1’l/’j) A(Y—2 + Zal,j+1'¢'j) A.. =0

j20 320 J20

et pour ¢ > 0, on

(¢ + Z a—iot1,j+1% ) (P1 + Zao,j+1¢j) A (-2 + Z arj+1j)A... =0

70 7>0 320

done

> i @9i($-1+ > ao,j1%) A (-2 + Y ay i) A ) =0

>0 >0
La fonction tau associée & W est T = F(a(W)) . W est dans la strate Iy si et seulement

si la composante vaccum < vaclo(W) > de o(W) est égale a 1.

La correspondance Boson-Fermion F est une application linéaire de Fy dans 'espace de
Fock bosonique @ [t] . Son pull-back F* est une application de I'espace End(C [t]) dans

End(F,). Dans 'espace de Fock fermionique, 1'opérateur vertex s’écrit
_ B A
FHX(tp M) = (= 1) Y 5% Aty
ij

et dans Fy, 1'élément W de la grassmannienne Gr™ s’écrit o(W). L’image de o(W') par
la correspondance Boson-Fermion nous donne un élément de I'espace de Fock bosonique
qui est une fonction tau . On cherche ici I'equivalent de 'action de l'opérateur vertex
sur la fonction 7 qui agit d’'une maniére directe sur 'élément W, de Gr™ correspondant.

F(o(117)) est une fonction tau, et 'action de I’opérateur vertex est donnée par
X(t, . MF(o(W)) = FH(X(t. p. X))o (W)
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et

1,]

est 1'éeriture de opérateur vertex dans l'espace de Fock fermionique . X(#.p.A) est
I'écriture de I'opérateur vertex dans 'espace de Fock bosonique. Toutes ces écritures nous

permettent de conclure que la transformation

FH(X(t, gy A))o
donne 1'équivalent de ’action de opérateur vertex sur les éléments W~ de la grassmanienne
Gr" .

Théoréeme 10.2.
L'équivalent de I’action de I'opérateur vertex sur les éléments de la grassmannienne Gr"

est donné par

FH(X(t, 1, A))o
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