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Introduction

Le present travail porte sur l'étude mathématique, theorique et numérique, de
quelques problèmes issus de la mecanique des fluides. La thèse est divisée en trois

chapitres.

Le chapitre f, intitulé "Fluide à viscosité non linéaire dans un domaine de taible

épaisseur", étudie l'écoulement d'un fluide incompressible dans un domaine tridimen-

sionnel pour lequel la troisième dimension est beaucoup plus petite que les deux autres.
Elle est de I'ordre d'un petit paramètre qu'on note e.

L'étude des fluides pour lesquels Ia viscosité est une fonction non linéaire de la

vitesse du fluide est importante. Eft'ectivernent, dars la nature il y a plusieurs fluides

de ce type, comme par- exemple I'encre, certaines peinttues, le bitume, Ies pol;rmères,

quelques hydrocarbures. On travaille ici avec une loi générale pour la viscosité. Les

conditions imposées sont satisftrites en ptrrticulier par les fluides de Cross, Williamson,

Carreau. Le problème de filnr mince c1u'on étudie ici est rencontré en particulier dans

Ie cas pratique de lubrification.

L'écoulement est régi par des équations du type Navier-Stokes stationnaire, les

inconnues étant Ia vitesse et la pression du fluide. Deux cas sont traîtés, suivant la
présence ou I'absence des forces volumiques et les conditions au bord. Dans Ie premier

cas on considère des conclitions de Dirichlet non homogènes au bord du domaine, les

forces extérieures étant suposées uulles ($2-$4). Dans le deuxième cas on considère

des conditions de Dirichlet hornogènes au bord du domaine mais dans ce cas les forces

extérieures sont non nulles ($5-$6). Les deux modèles mathématiques sont presentés

au $L .

Dans le pretttiet' czls on clérnontre cl'aborcl ($2) un résultat d'existence d'une solution
pour Ie cas e fixé. Au $3 on fait trne clilatation du domaine dans la troisième direction

avec la valetu e. On cousiclère les nouvelles variables, pour les<luelles on donne des

estimations a priori et ensuite cles ri:srrltats de (:onvergence. Au $4 on passe à la limite

dans le problèrne initizrl et on obtir+ut urr problèrne scalaire dans la troisième variable.

Dans Ie deuxième cas on comraît I'edstence d'ture solution pour le cas e fixé. Atr

$5 on uiilise les rnéthodes de $3 potrr trouver des estimations a priori et des résultats

de convergelrce pour les variables défuries dans le domaine obtenu après dilatation. Au

$6 on passe à la lirnite selon e et on étuclie rul cas partictùier, dans lequel le problème

limite peut être clécouplé. Atr $7 on présente <1uel<1ues concltusions sur les detx types



de problèmes limites obtenus.

Le chapitre II, ainsi que le chapitre III de la thèse portent essentiellement sur
des problèmes d'hornogénéisation et des tecluriclues de petits paramètres. La méthode
d'homogénéisation est ure méthode nrathématique utilisée pour l'étude des problèmes
poses dans un milieu non-hornogène qui présente ure structure périodique. Si les di-
mensions d'une période sont petites par rapport aux dimensions globales du domaine,
on définit un petit paramètre (noté en général par 6) qui represente le rapport en-
tre les deux dimensions. Le passage à la limite e --- 0 correspond en pratique au
passage du problème de départ à un problèrne posé dars un milieu homogène. Ce
problème s'appelle problème homogénéisé. Plusieurs méthodes sont connues pour
obtenir le problème homogénéisé: Ia méthode du cléveloppement asymptotique, la
méthode de l'énergie, Ia méthode de convergerrce mtrlti-échelle. Comme application
pratique de la méthode de I'homogénéisation on peut mentionner: exploitation des
gisements pétroliers, industlie c'hinriclue, problèrnes d'hydraulique.

Au chapitre f f, intittrlé "Convergence triple-échelle pour le problème de Stokes",
on étudie le problèrne de Stokes cltrssiclue clan-s un domaine qui a une structure avec
double périodicité. Le dornaine préserrte des petites inclusions solides rigides, de I'ordre
d'un paramètre e et des très petites incltmions, de I'ordre de e2. Dans la paltie du
domaine sans inclttsions on i-r u,rr fluide incornpressible pour Iequel l'écoulement est
régi par I'équation statioruraire cle Stokes. On suppose que les forces volumiques sont
non nulles. Sur le bord cltt dornaine ocuppé ptrr le fluide on prend des conditions de
Diridrlet homogènes. Le rrrodèle mathématique du problème est doruré au $1. Les
inconnues sont la vitesse et la pression dtr fluide. Au $2 on donne des estirnations a
priori pour la vitesse et la pression. On est rarnené r\ construire un prolongement de la
pression dans la paltie solicle clu clornrrirre, afin d'avoir ru résultat de convergence fbrte
pour la pression. Cette convergerrce est essentielle poru le passage ultérieur à la limite.
La méthode utilisée ici potrr obtenir le problèure hornogénéisé est la convergence triple.
échelle. Au $3 on donne des résultats cle convergerrce triple.échelle poru la vitesse, ainsi
qtte des conditions au bord pour la lirnite de la vitesse. Au $4 on passe à Ia lirnite selon
e --- 0 daru Ie problème de déptrrt et orr trouve le problème homogénéisé. Il s'agit d'un
problème à trois pressions.

Le chapitre III, intitulé "Calc:trl tle lzr clrt'lrge cltrns tur système hyclraulique" est une
étude théoriclue et nttmériclue cl'tur problèrnc+ prrtticlue: le calcul de la charge dans un
système hydrauliclue. Les éclutrtiorrs trerîtés ici sont égtrlernent rencontrés dans d'autres



domaines, comme les problèrnes du type thermiclue par exemple. L'étude faite ici petrt
donc être appliquée à une classe plus large de problèrnes physiques.

Le système hydraulique est tur dispositiv qui contient une structure drainante. Cette
dernière contient des galeries horizontales drainantes, reparties périodiquement, ce qui
nous permet d'utiliser des méthodes d'homogénéisation. On suppose que la hauteur de
la structure drainante est faible comparée aux deux autres dimensions. On s'intéresse
d'abord au calcul numérique des fonctions définies par les problèmes auxiliaires, des
coefficients homogénéisés et ensuite de la chalge hydraulique. L'étude présentee est faite
suivant différentes pérméabilites hydlauliques pour les deux matériaux qui composent
Ie système hydrauliqrte: rrratériau hôte et matériau cle remplissage des galeries, ainsi que
selon le rapport volumique des matériaux. Tt'ois petits paramètres sont présents dans
ce travail: E,6,Tl,liés respectiverrrent à la périodicité de la structure, aux dimensions
relatives et au rapport cles perméabilités hydrauliqtres.

Au $1 on présente le problème posé darr-s la structure drainante uniquement et on
donne Ie problème homogénéisé qui corresponcl au passage à la limite e -- 0. Ce
problème est le résultat d'un travail antérieur au notre. Au $2 on transforme les cond.i-
tions de périodicité des problèures audliaires en conclitions aux limites classiques. Pour
cela on utilise la géométrie du domaine et les propriétés particulières des pérméabilités.
Aux $&$5 on calcule les fonctiors auxiliaires et les coefficients homogénéisés, suivant
différents ordres de grandeur des paramètres 6 et 4. Dans le sixième paragraphe on
calcule la charge dans Ie systèrrre hyclratrliclue pour plusieurs cas différents.



CHAPITRE I

FLUIDE A VISCOSITE NON LINEAIRE
DANS UN DOMAINE DE FAIBLE EPAISSEUR



CHAPITRE I

Fluide à viscosité non linéaire dans un dornaine de faible épaisseur

Introduction

On étudie dars ce chapitre I'écoulement d'un fluide à viscosité non linéaire dans

un domaine de faible épaisseur, de I'ordre d'un petit paramètre strictement positif e.

Deux cas sont traîtés: celui du mouvement engendré par des conditiors aux limites non

homogènes (problème de lubrification) et celui du mouvement engendré pax une force

extérieure. On s'intéresse au comportement limite lorsque l'épaissetu du domaine tend

vers zéro.

Pltnieuls problèrnes analogues ont déjà éié étudiés.

- Le cas de fluides à viscosité constante a été traité par G.Bayada, M. Cham-

bat. Dans G. Bayada, M. Chambat [2] on a la démonstration mathématique, potu le

problème de lubrification, du passage des écluations de Stokes problème de lubrification

au problème de Reynolcls. Le cas Navier-Stokes potu le problèrne de lubrification est

traîté dans A. Assernien, G. Bzryacla, M. Charnbat [1]. Le terme non linéaire disparaît

lors du passage à la limite et on retrouve le problème de Reynolds. Dans les detx cas, la

pression est déterminée de manière unique comme solution d'un problème bidimension-

nel. Le problèrne cle Navier-Stokes darx un clomaine cle faible épaisseur est également

tlaité dans S. A. Nazalo" [8], par la rnét]rocle du cléveloppement a-syrnptotique et pottr

différents cas de conditions au lirnites. L'étude de cletx fluides non-miscibles cltti satis-

font l'éqtration cle Navier-Stokes est firite clzrns.I. Saint Jean Paulin et K. Taotrs [11],
où on obtient à lt-r limite obtient l'écluzrtion de Reynols.

- Pour I'écoulement cles fltrides à viscosité non linéaire plusieurs travaux sont connus.

Le cas avec la viscosité donnée par lrr loi de la ptrissance (cas r >2) a êté traité par

A. Mikelië, R. Tapiéro [7] potu le cas cl'ture vitesse nulle atr bord clu clomaine et par

A. Botrrgeat, A. \4ikelië, R. Tzrpiéro [3] clans le czts avec conditions de Dirichlc-:t non

hornogènes srrr Ia fï'ontière latérale du clorrraine. K. Taous [12] étudie une classe de

fluides à viscosité non linéa'rire (diflérente cle celle 1lrésentée ici). Ie rnodèle de viscosité

est celui étudié ptrr W.G. Litvinov [14]. Une écluation du type Navier-Stokes est traitée,

avec des conditions en pression sur Ia lirce latérale du clomaine. Dans Ies trois cas on

obtient à la limite ture écluation cle Rc;ynolcls généralisée.

Dans les problènres déjà traiiés sur l'écotrlement cles fluicles à viscosité non linéaire
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Ies techniques utilisées sont en général cltr mêrne type. Par une dilatation du do-

maine dans la troisième direction, orr se rarnène à un domaine indépendant du petit

paramètre a. On trouve des estimations a priori et des résultats de convergence pour

les nouvelles variables qui sont la vitesse et la pression du fluide. Ensuite on passe à Ia

limite dans le problème initial. Pour cela on utilise des résultats de monotonie et des

techniques du type lemrne de Minty. On obtient alors une équation qui lie la vitesse

limite à la pression limite, ainsi c1u'un système bidimensionnel en pression. A partir

de ce système on peut détérrniner la pression de manière unique. Ensuite on obtient

la vitesse. On va suivre les étapes ci-dessus potu Ia résolution des problèmes présentés

ici.

Dans les problèrnes que nous étudions ici, la viscosité non linéaire du fluicle dépend

de la vitesse du fluide, ainsi clue cl'ur pararnètre B' dépendant de e. La viscosité est

bornée à I'infini et elle n'englobe pas lzr loi de Ia ptûssance. Les hypothèses fâites sur

la viscosité sont celles de D. Ciorànescu [4] et sont satisfaites par les fluides du type

Cross, Carreau, Williamson.

Detx modèles nrathématiclues sont traîtés dans Ia suite. Dans les cleux cas on

considère tme équation du type Navier-Stokes inconrpressible en régime statioruraire

dans un domaine de dimension trois. Dans le premier crls on considère des conditions

de Dirichlet non homogènes au borcl du dornaine, les forces extérieures étant suposées

nulles. Cela correspond en praticlue à une injection de fltride. Dans le deuxième cas on

considère dc+s conditions cle Dirichlet hornogènes au borcl du dornaine rnais dans ce cas

les forces extérieures sont non ntilles. Les cleux rnodèles nrathématiques sont présentés

au $1 .

Dans le prenrier cas on cléurontle d'rrbord ($2) un résultat d'existence d'ture solution

pottr Ie cas e fixé. Potrr cela on utilise <les tecluricltres rléveloppées dans J.-L. Lions

[61. On appliclue la rnéthocle cl'zrpproximation cle Galerkin, rrne variante du théorènre

de Brouwer et clcs technicluc+s cltr leurnre cle \4inty. Au $3 on fait des ïrypothèses

supplémentaires sur ltr géornétric clu clornainc ct sur lc:s valcurs cle Ll vitesse stu le bord

dtt domaine, coulrne clans A. Assenrien, G. Btryacltr, Ir4. Chambat [1]. On s'intéresse au

cas limite e -* 0. Grâce r\ tur cùelngenrerrt de vtrriables, on se ramène a\ un domaine fixe,

dans lequel on travaille clans la suite. On donne cles estirnations a priori et des résultats

de conver:gence. Le $4 est consacré au passage à la lirnite. On donne Ie problème qui

lie les lirnites de la vitesse et de Lr pressioir. Ce problènre dépencl cle Ia rapidité cle

convergence de B' pal rirppolt atr prrrarnètre E.



Dans Ie deuxièrne cas on connaît grâce à D. Ciorànescu [4] I'existence d'au moins

une solution pour le c:u e frxé. On s'intéresse pour ce problème au pa-ssage à la lirnite

uniquement, plus précisérnent on éttrclie ce qui se passe dans le cas 6 + 0. Comme

dans Ie cas précédent, on se ramène à tur domaine fixe. Pour les nouvelles inconnues

on donne des estimations a priori et des résultats de convergence.

Au $6 on passe à la Iimite et on donne Ie problème vérifié par les limites de la vitesse

et de la pression. Dans ce cas, le problème limite dépend de Ia rapidité de convergence

de 0' par rapport à e-1. Ensuite on traite un cas particulier, dans lequel on retrouve

un problème limite clui peut être découplé comme dans A. Assemien, G. Bayada, M.

Chambat [1].
Des conclusions stu les problèrnes lirnites sont présentées au $7. Dans certains cas

particuliers de viscosité linrite orr retrouve les r'éstrltats de A. Assemien, G. Bayada, M.

Charnbat [L], qu'orr rappelle. Dans les autres cas, on donne des conditions suffisantes

d'unicité pou Ia vitesse et Ia pression lirnites.



$1. Présentation de problèrnes

Nous nous intéressons à l'écoulement d'un fluide incompressible à viscosité non linéaire

dans un domaine tridimensionnel de faible épaisseur.

L'ensemble O. désignera dans Ia suite Ia partie occupée par Ie fluide. L'épaisseur de cet

ensemble est faible comparée aux autres dimensions. EIIe est de I'ordre d'un paramètre

strictement positif a. PIus precisément, O. est modélisé de la façon suivante:

Soit r.r un ouvert borné connexe du plan. Soit h : dt --.R1 une application de classe

Cl vérifiant qu'il existe une constante reelle strictement positive o telle que:

0 < a 3 h(nt , rz)  11",  dans c, . r .

Sous les hypothèses antérieures, I'ensemble ouvert f), est défini par:

f ) ,  :  { ( " r ,  x :2 ,1f t )  € .  m3 te ls  c lue ( r t , rz)  e  u et0 (  rs  1 eh(r1,* r ) } .

La viscosité non

façon suivante:

(H0)

Figure 1.1:  Ensernble ouver t  f )6

linéaile 1r du fluicle est définie en fonct,ion de Ia vitesse 'u du fluide de

p,(P's(tt)) : IRl ---+ IR*,

1
D11(tt) :  :D(tr,)Dkt,) ' ,  D(")

8

:  
| {o,  +vut) ,2D 1 1Qr,),s(u) --



où Bt est une constante stlictement, positive dépendant cle e.

Comme dans D. Ciorànescu [4] on suppose clue 1l, satisfait les propriétés suivantes:

(//1) pr est continiunent différentiable de .Ra dans -Ra

(Hz) ,\'i r(t) - Fæ ) o

(H3) =E C.R., . -  te l  que:

(  u ' ( t )>0, vteE
{
I

I t  I  p ' ( t )  l< p(t) ,  Vt  € lR+ \  .8.

(H4)  0  (  rn6 :  i r f  p ( t ) ."  t € l R + '  
'  '

De plus, on introduit Ia notation:

tu[ - sup p.(t).
te lRa

La viscosité est donc bornée à l'infiui et a des propriétés qui nous permettront de

déduire des résultats de monotonie, nécessaires pour démontrer I'existence, ainsi que

pour faire le passage à la limite dans les problèrnes étudiés.

Grâce aux hypothèses faites sur lr, Itr constante M est firrie. Les hypothèses sur p sont

satisfaites par pltsieurs fluicles nou newtoriens, cornrne dans les exemples ci-dessus, où

lro, Fæ sont des constantes réelles.
- Ie fluide de Cross:

p(t) : ILæ - 'ffi, tr"o ) 16 ) o

- le fluide cle Carreau:

p , ( t ) :  I ræ *  (po  -  p - ) (1  +  À t2 ; ( ' - z ) /2 ,  t r ,o )  t t ,æ >0 ,  1  1112 ,  À>0

- Ie fluide de \Milliarnson:

" lt,o - lt,*) \p,(t) : træ -F affi , Fo ) Ir,o > 0, À > 0.



Pour la loi cle Cross I'etrsemble -E cltri satisftrit (H3) est E : IR+ et pour les lois de

Carreau et Williamsoll on a E : A.

On considère un premier problèrne, potrr lecluel le mouvement du fluide à viscosité non

linéaire est décrit par:

-di ,u(zp(B's(u'))r(" ' ))  *u'Yu' f  Vp':g dans f) ,

(11 )  

{

d ' i ,uu'  :0

u - :g -

di 'u n '  :  0

' L l '  : 0

dans f,),

sur ôf)r.

dans f),

stu âf)..

Ici 6f), désigne la frontière du domaine f,)r. La fonction u' représente la vitesse du fluide

et p' sa pression, clui sont les inconnues. On a supposé que les forces extérieures sont

nulles. On remarclue clue lal vitesse du fluide, sa pression et sa viscosité dépendent de

l'épaisseur du domaine occqré par le fluide, donc du paramètre e. Ce type de ploblème

est rencontré en praticlue dans des problèrnes de lubrification.

De plus, on clterclte rrne pression cle nroyerure nrille dans f)r:

Le deuxième problèrne qu'orr étudie est le stûvant:

-di,u(2p(p's(,rr, '))D("')) * u'Yu' t-VTf : 7' dans f),

(1 .2) f n"t'' : o'
f)r

f n"t* : o'
ç1.

(1  3)  

{

On suppose que la fbnctio\ T' , clui repr'éserrte les forces extérieures, ne dépend pas de

la troisièrne varial.rle. Elle ne clépencl clonc pas cle E et on la note dans la suite par

f . De plus, on srq)pose J e IL'(r). Les conclitions chr type Dirichlet honrogènes au

bord correspottclerrt atr ctrs 1lr':rticlrre srrrrs injection cle fluicle. La vitesse du fluide, sa

pression et sa viscosité clépenclent de l'épaisseru du dornaine occupé par le fluide, donc

du paramètre e'. Orr chercher'al urre pressiorr telle clue:

(1 .4 )

10



Pour p ) 1 on considèr'e I'espace L"(Qr): (rr'(f)r))3. Soient les espaces fonctionnels

suJvants:

lFrot(fi,) : kh € IL2(g,), 
# 

. L'(e,),lt :0 sur ôo,)

L' jn,):  {q e Lt(e,),  
I  aa*:o}

f)"

rrt(f).) : { l) € IL2(e,), Y . n'(0,)}- ' '  
d r t

munis respectivement des normes usuelles suivantes:

l'bl,,': U ##'*)'''
a)

lq lo, . :  ( [o 'a*\ ' ' '
){, 

/

lr lt lït,rçs: |tl|, + l,,l ' l?,,

où I'on adopte la convention cle sornmrrtion srlr les indices répétés et non soulignés.

De plus, on considère I'espace V, cléfini par:

V : {,,h e Hà(Q,), rli,,u tb : 0 dans 0.}

et muni de Ia norme | . l t,r.

11



$2. Existence dtune solution pour le cas e fixé

Dans une première étape on se propose de résoudre le problème (1.1)-(1.2) pour le cas e
fixé. Comme e est fixé, on omet de l'écrire tout au long de ce paragraphe. Les résultats

de $2-$3 sont présentés pour 0' : L, mais ils restent vrais dans Ie cas général. On

mtrltiplie la première équation de (1.1) par u € V et on intègre par parties. Compte-

tenu de la condition d'incompressibilitê de u on obtient Ia formulation variationnelle

en vitesse:

(2 .1)

r l "  f

) J 
,rf"fu))D(u)D(u)dæ + 

J 
uvuudn :0, vu € v

ln ' - ,
\  u:  g sur ôf)

On ajoute la condition de cornpatibilité:

(2 .2 )

où ru représente la norrnale extérietue à Ia fi'ontière du domaine.

Comme dans R. Temam [13], on a équivalence des problèmes (1.1)-(1.2) et (2.1)-(2.2).

Grâce à V. Girault, P. A. Raviart [5], Chapitre I, on peut montrer le résultat suivant:

Lemme 2.1 Soit g € IH+@O) et uérifirmt (2.2). Alors il eni,ste G e tL4(Q) qi,

satisfai,t:

I

I  gud,o :0,
J

âcl

{ : : ,

(2.3)

(2.4)

Pour r/ e Hà(0), on introcltrit la not:rtiorr:

lD(,|')l?,,:
3

t
i , j : t

ln"i?h)13.

On démontre le résultat suivant:

Lemme 2.2 Pou,r cho,qu,e 4) e Hè(Q), on, a:

- 0 tlu,ns Çl

su,r 0{l

lV,/1,,  < ' /zln( ' /) lo.

I2



De plus, si, di,u4;:0, I'i,négalité (2./1) tleuient une égali,té.

Si ,4)  € Ht( f ) )  et l t :0 du,ns un sou,s-ensemble de mesu,renonnul le de0Q, alors les
inégalités suiuantes sont u'uies:

(2.5) l rh ln^pt < cslr l t ly ,p.1,

(2.6) lr l t la,st < cplvdlo.

Les constantes cs et cp dépendent de e, t1ui, est finé ici,.

Démonstration: Grâce à V. Girault, P. A. Raviart [5] on a:

2lD(rlt)l:o : lvrbl} + lrli,u rltlS, v.,tt € .tr101(0),

ce clui implique (2.4).La relation (2.5) est une consécluence des injections de Sobolev

en dimension trois. La relation (2.6) est obtenue à I'aide de I'inégalité de Poincaré:

ldlo < clVthlo,

de façon suivante:

lrbl'n,(o) : l,bl|+ lv'rrl3 S tlvû13+lvrhlS: (1 + "')lvrhl|.

u

Comme clans R. Temarn [13], on a le résultat strivant:

Lemrne 2.3 (théorèrne de Brouwer) Soit X uTL espoce de Hi,lhert de dim,ension f,ni,e et

ll 'llx sa norrne associ,ée. Soi,t P: X - X rure u4tpliratinn continnte telle que :

l z ' )  0  te l  que (P€,€)  )  0  pou. r  l l€ l lx  :  r ,  (  e  X.

Alors i l  er iste €o € X tel  que P€o:0 eÉ l l (sl l ;ç < r.
Le principal résultat cle ce paragraphe est le strivant:
Théorème 2.4 SrryTtosons (fre les lt,y1ntltises (H?)-(Hl sont satisfaites. Si
I'o,7rytlicati,on g e lti @$ uérifie kt rekttiun (2.2) et si G € nn(A) est telle que:

(2.7) lGlr.ror a " 'u ,
cscP
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alors le Ttroblème (2.1) u, rtu moin,s ,u,ne soluti,on u € IHL(A). De qtlus, 'iI eriste une

constante c telle r1u,e:

(2 .8)  lVz ls  < c .

La constante c ci-dessu,s dépend t l ,e cs,cp,G.

Dérnonstration: Pour prouver I'existence d'une solution faible pour Ie problème (2.1),

on utilise des techniques développées dans J.-L. Liors [6]. Des modifications intervien-

nent parce que nous ne sommes pas dans un espace vectoriel, à cause des conditions

non homogènes au bold. On démontre le théorème en plusieurs étapes:

Etape 1 Problènre approclié et estirnations

On applique Ia méthode d'approxitnat, ion de Galerkin. Soit {.r, .r, . . . ,wn...} une base

de I'espace

V : {ç € [2(CI)]3 | di,u 9: 0 clans 0]

et soit V"r. I'espace vectoriel engenclré pzrr les vecteurs u)1 ,'u2,...,'trrn.

Alors, u",. est une solution approdrée du problèrne (2.1) si:

r f f
|  |  zp, ( t (u , . ) )D(u. , " )D( 'w6)dn + |  (u . " ,V) 'un utadr  :0  Vd:  I , . . . , f f i ,

(2.e) { É t"
I
I u,n : g sur ôf).

On se propose dans la, suite de rnontrer r1u'il existe au moins rme solution pour Ie

système des écluations non linéaires (2.9). Darrs le but de travailier dans un espace

vectoriel, on chcrche urre solution cle lzr f'orrne 'u,,r: G f u,,,, où:

3.
u ' n t ' :  

l \ l , n t t l t i ' ,
; -  |

avec (i,n" € ^[?. On a:

d'iu un" : tl'iu'l!",rt' - di'u G : 0

' l)11 :0 StU 0f)

et

r r
|  2p(s(G * u, , , ) )D(G I  u. , , , )D(tu;)rh;  + |  (C f  z ' , , , )V(G * u,n)ut{ In :0, ' i  :7,  . . . ,Tr1.

J . t
o f )
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On va estimer Ia cluantité:

f f
(2.10) Q : 2 | p(t(G + u, ))D(G + u,n)D(u,.)dr + | (c + u,.)Y (G * u,n)u,ndn.

J J
o f l

Soit l'application b définie par b(u,u,w) : fçuVlrra*. Cette application est
t"

trilinéaire et continue dars Ht(f)), ce qui irnplique:

[ ç * u.,,)V(G * u,n)u,,,dr : b(G * n,^, G + u.,n,u,n) :
J
ç)

:  b(G,  G,u,n)  *  b(u, , r ,G,u, , r )  +  b(G,u,n, 'u , , " )  *  b(u,n, ' t ) ,n ,u*) .

L'appartenance {),e 'u.n, r\ I'espace .F/d (CI) irnpliclue:

b( 'urn, 'u.^,u,,n) :  Q.

Comptetenu que n,n € .F/J(CI) et rli,'u G:0, on en cléduit:

I t (G,u , r r ,u .n  )  :0 ,

b(tt',,r, G, u.rr) : -b(u.n, urn, G),

b(G, G, ' t ) , , , )  :  -b(G, a,n, G).

La relation (2.10) s'écrit :r lors:

Grâce au lemrne 2.2 et arx h;4rothèses stu lr, on a:

(2.11) Q : 2 
J 

trGG t u,, ,)D(G * u,, ,)D(u,, ,)r ln, -  b(G,u.*, ,G) - b(o,n,u,n,,G).
çt

f r
2 | uGG * u.,,,))D(G + u.,,,)D(u,n)rh: : 2 | p(s(G + u,^))D(u,,)D(u,,)dn *

J J
f l f l
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*, 
I 

pG(G * u.,^))D(G)D('u,,,)rLr > 2mslD(r,,)11- zuln(u",)lolD(G)lo >
f,

)- mslvu,,,l 'o - 2MlYu,.lolVGlo,

ou encore:

r
(2.r2) z 

J uGG + u.^))D(G + u,.)D(r,")d* ) molYu,,,lS - 2Mlvo,-lolvGlo.
çl

L'inégalité cle Hôlcler et le lemrrrc 2.2 inrplicltrent:

lb(u,n,u.,n,G)l  S lr , , l  nn(a) lVu", lolGl z.nçn1 S

< c sl'u ",,1 n r(o) | Vu,,, I o lGl y^ p1 I c s c plV u,"l\lcl Lo (a)

et

(2.13) lb(G,u, , , , ,C) l  S lGla.1oylYr, , , ls lGlz, .1oy : lVu,nlo lGlT. fo l .

On obtient alors les relations:

> mslVa,, , l?,  -  zMlVGlolVr", , lo -  cscplVu,, , l2olc ln4(q -  lVr.- lo lGl2yogl :

:  lV 'u, , ,1, , [ ( t r41 -  cscplGlyolo;) lVr, , , , lo -  QMlVGlo + lGl 'o. tn l ) ] .

Etape 2 Existenc:e (l'urre soltrtion potu le problème approché

Avec les estirnations trotrvées ci-dessus, orr poru'ra rnontrer clre le systèrne non

linéaire 
9.0) " 

ttu rnoirts ure soltrtion. Pour cela, soit € : (€n.,,-)i:r,...,,n €. IR* et

I)n.t : \eo,,,"ruo. On pose:
i : L

l l ( l l  :  lvr, , , ln.

f
Q :2 |  p ' (s(G +'u",))D(G + un )D(u. , ) r l r  -  b(G,u, , , ,G) -  b(u,^,u,n,  G) )

J
çt
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Si l l€ l l  :0,  a lors on obt ient  lD;: ,  (0, . , , ,Ytu; lo:0 ou encore €. i . , , , , :0,  vr i  :  1, . . . , rn,  ce

clui implique que ll(ll est ure norrrre clrrn-s .R''. Soit I'application non linéaire { --+ P(€),

définie pour chaqrte'i,:1, ..., rn par:

r f
PtG) : 2 | p(s(G + u,-))D(G + u,-)D(.l)d, + I (G + u,.)V(G * u,n)uidr.

J J

On montre facilernent que P est continue et on s'intéresse dans la suite à l'écluation:

P(€)  :o '  €eIR* '

On appliclue le lemrne 2.3 potu I'application P et pour le scalaire r qui vérifie:

( , ro -  cscplGlyo(o))7 '  -  (zMlVGlo 1- lGl2y^rol)  > O.

Alors, pour l l{ l l  : r êt puisclue d'rrprès (2.7) on ù,?rL6-cscplGlya(o) > 0, on déduit de

l'étape 1 clue (P(€),€) > 0.

On obtient alors c1u'il existe € € IR* tel que P(() :0. De plus, on a:

l l€ l l  < 
2Mlv Glo +,1: l2L^e)

TYLo -  cscplGlyoçç1 
'

Cela implique clue le problèrne (2.9) a au nroirn rule solution et clue 1),n : 11.,, - G

vérifie:

(2.r4) lVr,,,rlo (
2MlVGlo + lGl2n no,.1
TfLo -  cscplGln 4(a)

L'estimation sur Ie grilclient c\e ur,, irnpliclre à cles sotrs-stdtes près:

r l , n -  G  -  u , -G  d t rusT la ib le

'u,tn - G --+ u- G clans Z2(f)) fbrt, car I/ c IL2(A) avec injection cornpacte

lu,n - Glyngl ( c, car Æt(f)) c ILA(f)) avec injection continue.

Etape 3 Passztge à L-r, lirrritc+
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On rappelle qu'on a:

f r
(2.15) 2 |  p,(s(u,-))D(u,-1D({)dr+ l(u,.V)u"*tbdn:0, Vd e V,n.

J . t
ç,

On va montrer dans la suite que la lirnite u de u,* vérifie une équation du même type.

Compte-tenu du fait que l).rn:'t.Lrn - G,la relation (2.15) s'écrit pour ry' : urn - g ,

V € Vrnl

f f
2 |  wf t (G +u," ) )D(G +u, . )D(r , - -  v)dr+ lG+u,- )V(G tu, . ) (u, . -a)dr :0

J J
c l f )

Grâce à Ia linéarité cle b on a:

r
l (G+u,- )V(G+u. , , , ) 'u . ,n{Lï :  b(G,G, 'u , , , , )+b(G,1 l* , '0 ,n)*b(u,n,G,u,n)*b(u,n, 'u ,n,u*) ,

J
ct

I

I (G + u,-)V (G * u,")gdn : It(G, G, p) + b(G,1)",,, g) * It(u.n,, G, ç) i b(u,n, a,^, e).
J
ç,

La convergence fbrte cle ?,?n vers tr clans n-2 @) irnplicltre:

b(G, G, 'u,, ,)  -  b(G, G,u),

b(u., , rrG, 'Ltrrr)  -  l r (r ,  G,u),

b(G,u., , . , ,p)  -  b(G, 'u,  g) ,

b(u.,,,, G, ç) - b(u, G, g),

b('u.^,'u 
"rr, 

g) : -b(u.,rr, g r 'u,,r) ---. -lr(r, g, u) : b(u, u, g).

D'autre pil ' t, 'nrr, € 7r,, irnpliclue [r(u",r, 'u.,,rr 'u.,rr): 0 et b(G,unr,u-,) :0.

On en déduit:

r
(2 .16)  2  |  p (s (G *u , , , ) )D(G+u, , , )D( r ' , , , - ,p ) r ln  ^  - (Bc(u ) ,a -g ) ,

J
fi
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oir (Bç(u),,  -  ç) :  [@ *c)V(u + G)(u - p)rtn:.
{,

Soit 46(r/) I'opératetrr cléfini pour chaclue ry' e .tr/or(fl) par:

@c(û),e) :  z I  r ,Gkt,+G))Dkb+G)D(e)d,r ,Vse ,rrol(o; .
J
ç)

Comme dars D. Ciorànescu [4] on peut montrer que Aç vérifre la propliété de monG

tonie suivante:

(Ac(rh) -  Ac(p),rh -  ç)  )  0,  Vd, e e V.

En particulier, on a:

(2.r7) (A6(u . , , , )  -  Ac (ç ) ,n ,n  - ,p )  >  0 ,Vg  eV.

On a tnontré dans lzr relation (2.16):

(Ac( 'u" , , ) , ' rhn -  e)  ^  - (86(u) ,  u  -  V) .

D'autre palt, si g est fi.xé, on a:

(Ac(ç) , ' . )n  -  d  ^  (Ac(d,u -  ç) .

Le passage à la lirnite clutrnd Trù -) oo dans la rcrlation (2.I7) norm concluit à:

(2 .18) ( -Bc( r )  -  Ac: (ç ) ,u  -  e )  2  0 ,Ye eV.

Soit rp : ' t)  - t ' tD) avec 11, € V et, > 0. Alors:

( -Bc : ( r )  -  Ac (u - t , l l ) , ' u , )  >  0 ,VueV.

Si t ---' 0, on obtient:

(2.19) (-Bcr(o) -  AçQt),?r,)  > 0,  VTo € V.

Onposedans  (2 .18)  ç : ' u * t ' u t ,  àvec? ,  e  V  e I  t>0 .  A lo rs :

(-Bc(r) - Ac(u * ttu), ru) < 0, Vur € V.
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Si t --- 0 on obtient:

(2.20) (-  Bc(r)  -  Ac(r) ,  , )  1 0,  Yw e V.

De (2.19) et (2.20) on conclut:

Ac(u)  *  Bç(u)  :9 ,

ce qui finit la démonstration du théorème.

!

Soit z'solution dtr problèrne (2.1). Pour- g e Hà(Q.) telle qve d,iue:0 on a grâce
au tlréorème 2.4:

< -di,u(21r,(B's(tf ,  )D(" ')) + It 'VLr' ,  p ): 0.

Grâce à la remarque 1.9 de R. Ternarn [13] on clécluit cf il existe trne fonction p' € L2(Qr)

telle que:

-d i .u(2p(p 's(z ' ) )D(u ' )  +  u 'Vu '  I  p '  :0  dans 0, .

De plus, grâce à lrr relation (1.2) on a unir:ité cle la pression clans zfr(or).
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$3. Estirnations a priori et convergences dans le cas de lubrification

On s'intéresse au cas limite e --- 0 potu le problème (1.1). Soient fi,f? les faces

supérieure et latérale du domaine f), et 0Q, - f? U f? Ur,,r. Pour résoudre le problème

on fait une dilatation du domaine avec la valeur e dans la direction zB. La nouvelle

variable dans Ia troisième direction sera z : +, ce qui correspond au changement de

variables suivant: 
c

(3 .1 )  ( r1 r ,y r ,  z )  :  ( r1 , r r ,? ) .
c

Les composantes 11 et n2 restent inchangées, mais pour Ia comodité de la redaction

on a posé lJt : rr1 et !/2 : xt2. Le nouveau domaine et sa frontière sont notes par:

f),af),f+,fr. On consiclère comme auparavrurt Ies espaces rS(CI), trIot(f)), V et la

norme | . lo définie par':

lû lo :  lû lo,o ' t .

On rappelle que la norme | . lo,, a été déflnie par:

ld lo, '  :  l ' , l t lL2(e.).

Le problème posé dans le nouvearr dornaine f), indépenclant de 6, aura les nouvelles

inconnues :

G @ r, yz, z) :  u,E (r r,  : I :2, : I :  3) et fr (y r, IJz, z) :  p' (r r 1 z2, rJ) .

On introcluit Ia notation:

r )'tlt )ttt t, . . .vorh: l f^,d-),v'g € H'(f)).

On démontre le réstrltrrt pt'élirnitrtrire strivarrt:

Lernrne 3.L Pont' cluttyte fonr:tiort, lt qtû u,Ttqtttrtient ù I'en.sentble IHr(Qr) on a les

rekt tions su,iuante,s :

l 'ûlo,' : Gli lo

lo,ul  -1a, î ,1 
,or , r . i :  t ,2, ,J et  j  :1,2

la"rlr,,: ve 
l*,, l,
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l rhl  no p.1 - eL /  slr l t l r^ 
<n. l

lvælo S e- t /z lV l '10, ,

Démonstration: Grâce à J. Saint Jean Paulin, K. Taous [11] on a les trois premières

égalités. Pour la quatrième relation on utilise le changement de variables (3.1) et on

obtient:
r1

lrl,lL^pt : 
J l*lo o:r: : e 

J lûlnauar.
Q " f )

En utilisant les reltttions préc&lentes et la relation 6 ( 1, on a:

lo thnl  1
l - l

lo*tlo,, ,ft * l ,  l tou'r ' i  :  1,2,3

*1,',,s ](,rv, ûr.+t)yl.l : €-,1v,,t2o,.lv,rl| : lv o,$l'o +

On suppose dans ltr suite:

(3.2) ar est urr rectangle du plan

(3 .3 )  9 ' :O  su l  f i ,  g ' : ( ! t t ,gz ,eg t )  su r .  u l ) l ' y ,

oir les fonctions gt,gz,.Ç3 sollt indéperrclantes de e et g:0 stu c,;. Cela correspond à
tur pr-oblèrne de ltrbrifictrt,ion.

L'lrypothèse (3.2) serar nécessi'lire dzun I'estirnation du terme non linéaire u'Yu'.
De plus, on impose conrrre darns A. Asseurien, G. Bayacla, M. Chambat [1] Ia condition:

(3.4) [  sr t lo :0.

!,

On remarque que si g € ff È 1O; alors il existe trne fonction G €. IL4(0) indépendante

de e telle que:

!
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dans f)

sur ôf).

Si on pose

(3.5)

alors on a:

G? :  G; ,  ' i :  I ,2  e t  G3, :  eGs,

( diu G' :0 dans f).
I

1
I  Gt : g' sur l ' .

De plus, on a Ie résultat stûvant, avec Ia mention que c désigne dans Ia suite une

constante indépendante cle e.

Lemme 3.2 Si G€ est défin,ie ptn'Iu, relrttion (3.5), alors on a:

lG' lvn çst.1 S er / alGl 
2,o1oy,

IVG' lo, '  S æ-r/2.

, , ,  la lb l
I t l t lo.e < 6l- lr r -  r r " "  -  -  

l o " t  l o , , '

23

( : -ocn ,  oGz
lLa;+ o;:o
|  

' , , :L

Ic:n

Dérnonstration: Grâce au clrangernent de virriirblc+s (3.1) et à Ia relation (3.5), on a:

lG'lnn^(e-) : I p' ladt, :, l '  1@1' 
f

r  J  
,  , t r l41d ,z :e  

J  
l (Gr ,Gr ,eGs) la r lg ldz  Se lGlayo lç1 ,

Q , O f }

lvc'13,. : elyoGtB + 1 
lHl. = '-'tvæta : E-'\(tv,&t3 .l9l.l :

,  / .: €-r(lvoc,,ynGz,ev,Ge)l3 .lcffi,#,rff1 l,) = e-,1vc;0.
u

Grâce à A. Mikelië, R. Tirpiéro [7] et au lenune 2.2 ot cormaît le résultat suivant:

Lemme 3.3 (inégzrlité cle Poirrcaré) Si,() € .trI,l(CI.) , rtlors:



(inégalité de Korn) Si û € ^F/ot(CI.) , o.lors:

lV'É10,. < \/2lD(rb)lo,,.

On rappelle le lemme de A. Assemien, G. Bayada, M. Chambat [1]:
Lemme 3.4 Soi,t {l tm ensemble tléfi,ni, cornn'Le au $1 et qui uérifie de phrs (9.2). Soit

,b e IHL(A) Hle rlue $ : g sLLr 0Q et g:0 szr f1 . Alors on a:

.t A.t,,r," (_^_r larh I lrl l ) )t/, + lryl'rr l.l,bln^s ( c(o, t)l l#I, (max{l6fr|. ,l-ur,lo, , l0"to r

Pour les estimations a priori stu la vitesse et lzr pression du fluide dans le nouveau.

domaine f) on clémontre le resultat strivirnt:

Proposition 3.5 Sous les lryTtothèses (H0) (HD, 0.2)-(3.1 et si la relati,on su,iuan,te

est sati,sfa'ite:

(3.6) lGln^p1 .  
#,

Ie couple (îF,fr) uérifi,e:

I'Flo < t

^-- |

+l s ce-., , i  :  r ,2
o,ltt 

lo

la,F I
l ^  |  1 r : .
lo t  ln

l f  lo < cE-2,

llgll = c€-2,
ll o'uu llll-, (cr)

ll*ll = c€-,
l l  oz  l l s - , (a)
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Les constantes cg et cp sont indéTtertdantes tlu, paramètre e.
Dérnonstration: Pottr obtenir cles estimations sur la vitesse on rnultiplie la première
équation de (1.1) par u' et en utilisant ltr relation rr,' : G' f u', on trouve comme por11
la relat ion (2.11):

f
(3.7) 2 |  p(s(G' ,  + u ' , ) )D(G',  + uu1Dçu')d* --  b(G"u"G')  *  b(u ' ,u"G') .

J
C,€

Dans la suite on trouve des estimations pour la fonction u'. En utilisant (3.1), on
cléduit des estirnations sur la fonction tÊ et en-srdte sur la fonction fr.
Linégalité cle Hôlcler irnpliclue potrr lc+ prernier terrne du rnernlrre cle clroite:

lb(G' ,  u ' ,  G') l  3 lG'  l 'no1o.y lVo'  10, , .

Bn utilisant I'inégalité de Hôlder et le lernme 3.2 on obtient pour I'autre terme:

lb ( r ' ,a ' ,G ' ) l  <  l r ' Inoqns lVr ' lo , , lG ' Iyoça.1  1  e r /a lu ' I2oçs t ;  IVu ' lo , , IG lao1ey.

Mais grâce aux lernmes 3.2,2.2 et 3.1 orr it:

Iu ' lyoçn.,1 -  er /a l t? ly^g1 < eL/ncsrplVt?lo <

< er /acscoe- r /2 lvu . lo , .  (  e - r /acscp lVa. lo , . .

On en déduit:

l l , ( r ' ,  u '  ,  G') l  1 r :sc:plVr '13, .  lGln  ̂ p1.

Les constantes cg et cp ci-dessus sorrt in<lépendarrtes du pararnètre e,, car elles cor-
respondent à I'inégtrlité cle Poincrrré et à la constante d'injection cle Sobolev dans le
domaine 0 inclépenclant cle e.

D'autre part, en tttilisant les propriétés cle Ia fonction 1r, ainsi cltre le lemme 3.3, on a
pour le mernbre cle gauche de (3.7) I'e:stirnrrtion:

r
2 I p,@(G' +,u'))D(G' + u')Dçu')rh; ) rzslVu'l?,,, - 2t\[lG,ls,,lvu'1o,..

J
Q ,
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La relation (3.7) ct les estinrations de ces terures implicltrent alors:

(- ,  -  cscplGly. lny)|vu'1o,,  (  lG' l2n np"1* 2MlvG'1s,,

et grâce au lemme 3.2 on a:

( - r  -  cscp lG ly . lny ) lv r ' lo , '  (  cer /2  +2cMe-r /2 .

Comme lGlaaloly < +, en utilisant ci-clessus le changement de variables (3.L) on
CSCP

a:

' |F '\r') I l0' 'îè e
elv n'G 13 + ; Wl, 

S c2 e + 4M2 e-r + 4c2 Ivr,

d'oùr on déduit:

elV.,G1| < u-t

et

1 l* l' = ",-',€ luz lo

ou encore:

lvr&lo < . r - t

et

a'G I
^  I  Sc-oz lo

(3.8)

L'inégalité de Poincar'é et I'estirnatiorr (3.8) irnplicluent:

l '&1,, < 
".

Les mêmes estinrations a priori sont vraies pour la fonctiot F : & + G, grâce au

Iernnre 3.2.

Pour obtenir cles estirnations a prioli pour Ia pressiou on rnultiplie la prernière écluation

de (1.1) par ture fbnction g e Hà(0.). Après intégration par palties, on obtient:

r f r
(3.9) |  Zp(s(t t " ' ) )D(r" ' )D(ùd" *  |  u;Ytf  gr l r  -  

|  t t 'an Vr l r  :0,Vp e Hl t (Q') ,
J J J

O .  Q .
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ce qui  impl ique,  en ut i l isarr t  b(u ' , rL ' ,g)  :  -b(u ' ,g ,u ' ) :

l ' l l r r I
(3.10) |  |  n 'atue,I* l : lz I  uG@'))D(u')D(ddr* |  u 'Yu'ç, t* |  .

t r  r  |  .  J  I
l e .  |  1 ç l .  f ) .  I

< 2MlYu'lo,, lVplo ,, * lu' l2a1o.ylVplo,,.

Grâce au lemme 3.1 ei aux estimations a priori déjà trouvées pour Gon u,

r  ^ r 2

(3.11) lVz.lo,, :  (elvoGt|+!l#1") ' / '  .  ( ,)"*:")r/2 - e-r/2c.

Grâce au lemme 3.4 on a:

(3.12)  l r t ' ln  oçn;  :  6r /4  lGlu^fq < c( f ) ,  g l  er /a(æ-r /2 + c)  1  65-r /a .

Soit cp e H|(Clr). Grâce au lernure 3.1, on a:

(3.13) lVplo,, :  (  çtv à? + 1 l99l ') ' / '  .  l \( tv"o,z *lJ. l ' \ l" '  :  €-r/2lvqo.
\c lvuero  - ;  

I  U lo)

Les relations (3.11)-(3.13) util isées dans (3.10) inrplicluent:

(3.14) |  [ taue,*, lsæ-rlv4lo.
ld. I

Potr une fonction test p : (0,0, cpe) dans (3.14) et compt+tenu du changement de

variables (3.1) on déduit:

l l€ll = ce-,
l l  a,  1H_r(a)

En clroisissant strccessivernerrt les lbrrctions terst, ç: (gy0,0) et g - (0,g2,0) dans

(3.14) on a:

l laÊ l l
l latll '-,(a) 

1 c€-2 '

et I'zrpplication cle I'inégalit(: clc Poinc:aré po,,t f, rrous concluit à:

lû lo < ce-2 '
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La proposition 3.5 et les résultats classirltres cl'analyse fotrctionnelle implicluent la propG

sition suivante.

Proposition 3.6 Sous les lrypotlÈses de lu proposition 3.5 et qui,tte à ertraire une

sous-suite, on a les conuergerlces s'uiuantes:

iè - u* rlans [-'(a) faible

oæ ou!-=*, -  ? dans Lr(A) faible,V' i :1,,2ôz 0z

,F 'o  tLu. r rs  L ' (a)  f i t ib le  ,Y ' i :  t ,2 ,3 ; i  :  L ,2
o'!t j

t { : g

uT(U,O) :  9r  ,  u ; (y ,O)  :  92 du"ns u

€'Ê - p* rluns rS(c)) fuible

"a& op"
€"-='  -  ; : -  t lans H-r(a) fu i l t le ,Yj  :L,2- 

ô'vi ovi

9{ :0.
oz

On fait Ia notatio n rliu.yth : 
Y^ 

- 
Yret 

Par abus <[e rtotz'rtiotr on pose

, r r*  :  (uT,  r { ,0) .

On démontre le réstrltat sttivrrnt:

Proposition 3.7 Sou,s les lrypotlt,èse,s de kt Ttropos'ition 3.5, Ies relations stti,uan,tes sont

uraies:

l r (u)  l , (a)

(3.15) [  Go, - [  uia," th,n,s Lz(w) fui ,bte ,  i , : ! ,2
J J
0 0



Démonstration: On utilise le Tait que di,u 1l' :0 dans f,). pour montrer les relations

(3.15) - (3.16). En trtilisant cela, ainsi <1ue le changernent de valiables, on en déduit:

l ' ( 'u)

(3.16) cli, 'u., | ,,,.,b:0 tlo,ns n"@)
J
0

h(v)  h(a)

(3.17) 11".0"1.1,:l l  ou,l.ud,ansovàçaw)

t ̂ aG . t ̂ r a:,i * *A) rfu1rrz : o, vo € L2o@).
J '  u"uaz +, 

J 
, t \o,, , ,  d,uzt

f l c )

On prend î : 0 - M(0) conrnre fbn<:tiorr test ci-clessrm, avec 0 e IHr (c,,') et

1 t '
Jq(e) : ,^ ,  l? r l ' ydz ,

l r r l  
*

où on a noté par lOl la nresure de l'ensernble f). On obtient la relation suivante:

ItSorctz *,leG^û, . Æ)d,yrtz: M(0) l$ouo,*
o f ) ç l

(3 .18)

Mais:

I  sSayar: [  0( ' :1É),rurlz: 
[  f i , r ,rço,z)udo: IG"os(î,2)nd':0,l "A"  0z r  r

f t O ô O u

car cos(û,2) -- 0 sur f ; 
"t 

rG : 0 stu fa U a;.
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on a en parrict nie, 
| ffa,ua, 

: o.
Cl

Grâce au fait qt,e F: 0 si z: hk), on a:

I >ffi,0,0" : I E^Ï' #a")eay : l'>*^'i' Go,oo
O ( t

Enfin, on utilise la relation:

/i F oro,: ti@uirto
I ?' o'n-"'" !"?--

En remplaçant ces résultats cli'Lns la leltrtion (3.18) on obtient:

t ' z a t ' ( : ! ) . 1 2

l t(D* | G,t")dy : 114@) | D@,oao, v 0 e w' (u)
! 

'"1ouo J, ' / 
tn 7l

Mais dzt' y€ :0 irnpliclue:

/ia ' 1 r';
!"7:' 

' 'ouid'o : -t' 
J 

uj4d'o'

r^
et comme 

J 
uiuzdo: 0 on err clécluit:

açt

. .  2  ^  
l ' (a)

It(i+ I æa,)rly:s, voeH'(,),
! 

'7:' o'Yo J"

oll encore 

, l,

(3.1e) ig Iq,a":o cLrns(.F/r(r)) ' ,
?-^ ouo I

oir (Ëfl(ar))' représente Ie clual cle I'espace lHr(c,r). Soit:

h(a )

M,(,,b):l I ro,
0



D'après la proposition 3.6 et puisclue I'application:

L ( a )

hM": e '  [  ça '
t"

est linéaire et continue de L'(0) darr-s .L2(cu), on a:

h(a )  h (a )
r^  f
I uidz- | uidz dans D'(ar)

J J
o 0

et
lr(a) l r@)

a [- ,  o t  * ,  1
di J 

u,idz - d* J 
u,lrlz dztns D'(r),

0 0

ce qui implicltre:

2 ^ 
l ' (u)

(3.20) i3 [  , , , i r tz:o D'(,).
?:, o'uo 

! 
-7' --

On va maintenant vérifrer que ces corrvelgences ont lieu non pas uniquement dans 2'(cr,t)

mais aussi dars I'espace H(cli:u,o), oti

H (rli,'u, u) : {thl rp e n2 @) et di,u (t e L2 (w)} .

Puisque u€ et 'u* sont clrrn-s.L2(f)), on décltrit clue les clébits h,M,(u') et hM.(u*) sont

dans .L2(cr). Grzice zrux égalités (3.13) et (3.14) ces dél-rits sont dans H(di,a,u). De

plus,on a:

l lh'M.(u') l l 'nçt,,-y : lhM"(rt ') l?,,- * lr l ' ,ru,(hM,(u')) l 'o,.:  lh,M"(r ')13,- < 
"lr '13,o

et en utilisant les c.:stiurations a priori sur ?,' otr obtient:

l l l tM,(rr ' ) l l  Lr(di .u,u1 1 c.

Le clébit h.M,(u') est <lonc lrorué clrr,rrs H(rli,u,ar), et par consécluent Ia convergence

reste valable dans H(rl,i'u,tr) fir,ible, cc'r <1ui arc:hève la dérrronstration.

Pour démontrer la relation (3.17) on utilise la contintrité de I'application trace tle

H (rliu,r.,.r) dans H -+ 
@u).

fl
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i $4. Problèrne lirnite pour la lubrification

On rappelle que les résultats de $2-$3 sont vrais pour une application p qui vérifie:

(/{0) p,: p,(/ 's(th)),

oùr Bt est une constante dépendante de e.

Avant d'annoncer le principal resultat de ce paragraphe, Ie théorème 4.4, on donne

quelques résultats préliminaires qu'on utilisera dans la démonstration de ce thâtrème.

On se propose de passer à la limite selon e -* 0 dans le problème (1.1). Soient ô,th e

trIt(f,)r) deux fonctions qui proviennent d"6,û e Hà(f,)) par le changement de variables

(3.1) uniquement. Pour chac1.," fr e EIà(O), on note:

D,(6) : llv,6+ (v,ô'1,

(v ,6)o, i  :  
* ,  

(Y,6)0, ,  : : * ,  ' i  :  r ,2 ,J ;  j  :  r ,2-
v y J

Alors on a:

(4.1) zD,(6)D,(0) : 4oo(6,ûl + Lor(6,ûl + or(6,û),
e

oùr:

*.(6,û) :>,#* . r**
i : L

,î î, =i(u6t9û" *aî"ûn\ot\Q,up) : 
k\-d; _ 

* our oz)

2  ^ />
,1 1. s- / dQi )thr 0ôt 0'h 0h Odg Iaz\Q,'t|) : L.\tU* * ùWû * U* A,ur )

i , i : r

Lernme 4.L Soieni$ et$ 
"n*nr"  

c ' i , -desstæ. Si , ,  t le?th,s,$3:O etûr:0,  on a:

zezn,çg1n,(0)--i*Y dans LL(o) si e .* 0.
i : I
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Pour démontrer ce résultat on rntiltiplie Ia relation (4.1) par e2 et ensuite on passe à

Ia limite selon e. Cornpte-tenu des expression ci-dessrs pour os, o,1 et a2, ort trouve le

résultat.

Définitio n 4.2 Soit 1t, une foncti,on qui uérifie les hypothèses (H0)-(Hl) et $ e mr @1
telle que ths :0 dans {1. Par définition, Ia fonction p,* est donnée par:

\ R €

)  t i2- - - ,0<+æ

R€si fr- --- 0

.0 '
SL -- --+ +OO

La fonction p* repr'ésente la viscosité limite; elle dépencl de lzr rzrpiclité de convergence

de 0 'par  rappor t  à  E- l .

Dans la suite on définii I'espace W par:

W - {ç e n2(f)) telle que
ôtp

0z
€ IL2(A) et rli,uo çrlz € n'@)I.

Pour g,Ib e W on pose:
h(a )  t r ( a )

'  l '  , ,  f  0ç0r ! ,  t ' r  f  . r r -  / '  . r1 e,tlt )w: 
J vrbar * J tfidt; + J lan" J,p,I')latuu J {dz)dy.
C l f ) 1 o 0 0

On montre facilernent quc-: 1.,,.)w cléfinit rur produit scalaire sur W, donc (142, ll .llu')

est un espace cle Hilbert, oir ll .ll17 repr'éserrte Ia norme associée au produit scalaire

défini précédemrnent. On :r le résultirt strivant:

Lemrne 4.3 L'e.s1trrce 2(O) est tlerne tknts W pou,r Ia n,orrne ll . llw.
Démonstration: Potu rnontrer clue 2(O) est dense dans W il suffit de dérnontrer clue

I'orthogonal de 2(O) dans W est l'élérnent ntil.

Soit I un élérnent cltri appartient à I'espace Wt ,Ie dual cle I'espace 
'W, 

tel que

t (p) :o vçeD(CI) .

On va montrer cltre celtr irnpliclue I : 0.

h(a)

I
0

1 3 ô,$n aûn
,2 a" ô"

lto

F*



Grâce au théorème de Riesz, il eiste u € W telle cpre:

l (d  :< 'u t 'P  )1 'Y '

Pour une fonction test g : (0,0, pe) dars l'égalité ci-dessus, on obtient:

ce qui s'écrit encore:

t ' (a)  h(a)

l.raoa,+ I ffffr,a"+ I(aluo I ",a,)(amo I ,a")da:0, vç€D(o).

f  rôws09s , ,
I  u3p3rf i1dz+ I  - ; - - ; - t l ! / ( rz:uj

!, !', 
oz oz

On peut montrer clue ceL-l irnlrliclue:

Yst e 2(f)).

1 0 10t4\ _,
I -; l-A;) 

- -lo3 clans f)
)  oz r

I 4,,,,
| fiut 

: o sur ô','

On déduit 'tD3 : 0. De manière analogtte on trottve rr1 : ,,D2 :0, ce qtû démontre

résultat.

tr

Soit 14ô Ia ferrnettue cle 2(çt)3 potu la norrne cle W:

_w
tVo - D((-))'

En suivant les iclées cle V. Girrrult, P.A Rzrviart [5] on peut démontrer:

h(u)

(4 .2 )  Ws: {çe  W,  te l l ec l t re  g . r l : t :0surA f+U, . re t  |  [  ea r ]u :Ls tu0o ] .
L J  J

0

On définit I'esp:rce V, prrr:

V , :  {e  e  IL2(0)
2 , n

tc l le<1t re  ?en ' (0) \ .- dz
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Le théorème suivant nous donne lzr relation cltri lie les lirnites u,* et p* défuries dans la

proposition 3.6.

Théorème 4.4 Sous les lryTtotltè,ses (H7)-(Hl) et si les relati,ons (3.2)-(3.,11) sont

satisfai,tes, Ie couTtle (u*,p") apparti,ent àV, x Ht(r)nL2o@) et uéri,f ie pou.r i,: L,2 Ie

système:

1 a (,* '^*\o! i )  *  4 :o d,uns e
l-u\& tu)u)-r u;:u
I

\u i :go '  
suru

I
\u l :g  su r la

Dérnonstration: On rappelle Ia relation (3.9), vraie pour e fixé:

z 
f 

rr@'r(tf))D(tf)D(tl t)rt:r, + 
| 

, , ÎvrtÎt f ir l :r '_ 
I 

n'atrûd'n:0,vIb € Zrà(o').
f)" Q" ç),

Ponr / 
- g - o', cela inrpliclue:

Grâce au fait cyte rli,u ?€ : 0 et tux résultrrts de convergence cle la proposition 3.6, on

a pour chaclue Q e ltt(O) telle clue @ : g'

f f f r
e I p'di,u(g - u')rl:x : e I p' d,i'ugrln - e I tf diuu'tlr :, I p' di,ugdr -

J J J J
Q,  Q"  f l .  Q .

: r, I iÈ(9 * ap.layrrz * e [çpo'ua,--f [ -'.\Qn,-,-,-
J '  \ . )y ,  d , !Jz ' -  J  uz  =r !?*aua 'z 'o  f l  ' - ' ç )

D'autre part, en intégrrrnt pzrr ptu'ties et en trtilistrnt I'appartenrance cle tr' à I'espace

.tr/ô(O.), on a:

e(Aç(u'),p - a') - -€ [ u'Vrr' (9 - u')rln +, [ 7t'r l i , 'u (ç - r ')d*, Vg €Hot(CI.).
J J

f). f).

(4.3) e I u'Vu' (ç - u')dt: _- , I tfVu'u' clr, -, I tf7(e * G')u'dn.
JJJ

Q€ f), fl.



On a par définition:

I u'Yu'r,,',i" : i I ri!l,r:,a*.
l" n?-r l, 

" ur.' r

En intégrant par parties le membre de droite on obtient:

f 0u€, f 0u€, f âtÊ ^ f ïLL', t' ,

J ";#"idr : J ":"rffirlr : - | #rui)2d* 
- 

| "r$uid* + J uî@i)2,io
ç1. f). f). cl, ôQ"

et di,a u' :0 dans f), impliclue:

r 1 3 r
I u3 y ,u' rt' dx: : ; D I ui @j)2 u.irto .

J  . r
f) .  z 'J: t  O{1.

Grâce au changernent de variables et atx conditions au bord, on a:

3 1 3 f 3 r

t [ "r,ç"il',.,b : f I qf"'S',n,Io: t I ":ç;fuad'o*t , i : I  ôh"  i , i : l  Ah.  i , i :L  f . "

3 1 3 r

+ t I ci lc;) 'u;r lo: I r |  j f \ f î{to, car G'r:o dans c.r.
.?. J ?. .t r'
x r J : L c , t  z r J : L  

f z

On remarque que grâce z\ la construction pirrt iculière cle Gt on o& : (Gt,Gz,eGz),

avec G; indépenclantes cle e. Orr clécluit pour le preurier tenne clu membre cle clroite

dans (4.3):

e l rr'vrr''u: rln: : + r' i I efqfîirlo - o.
l. " oT:, !,

Grâce au changernent de valiables (3.1) et à Ia proposition 3.6 et comme @ ne dépend

pas de 6, on a pour le cleuxième terme de (4.3):

e f ,'v(w * G')u:rt:ri : e i t ûWu,irn :
f)' t'i:I Sl.



: "+ [  ^ ,a@j + Gï  îerr t , r ]z* .$ / ,- 
" /-, J 

,ri 
a, 

,ùjrlyrlz* , i [ æa(Qt=+ 
G?) 

î:,d,uc]z-t
j : t e  - {  

"  d ' u

2 ^

+e2 \- [ æÔ(Qt^* 
c') 

t d.yd,z.
'?:'ln 

-1' 
otlo

En utilisant les résultats de convergence pour û' et Ia forme particulière de la fonction

ê, on obtient:
r

e I u'Y(p * G')tt"'dr --- 0.

/,"

On en déduit:

2 ^

(4.4) €(Ac(r, ' ) ,e-u')-- i  [7r"ptara".
=J  ou t
' - ' f )

On rappelle ltr propriété cle rnonotonie suivirnte (D. Ciorànescu):

(Ac(d -  Ac( 'u ' ) ,e-  u ' )  2 0,  V v eHJ(f) , ) ,

où rp provient d'ure fbnction Q e ltà(f)) par Ie changement de variables (3.1). On

multiplie cette relation par' 6:

(4 .5 )  e (Ac(p ) ,p - ' t ) ' )  -  € (Ac : ( 'u ' , ç -o ' )  )  0 ,  Vç  eH; (C I , )

et ensuite on pilsse à la limite selon e --- 0 clans la relation (4.5), pour une fbnction p

telle que gz :0.

Pottr cela, on estirne le terrne:

e(Ac(ç) ,p -  ' t ) ' ) :z ,  I  t t ( t 's (ç  + G"))D(ç*  G")D(e-u ' )d ' r .
l.

Grâce attx hypothèses fi'lites sur' /, et trtr lernure 4.1 on a:

f
2, I p(/'s(p + G'))D(p + G')D(e - u')rlt: :

J
Q.



r /-: 2 I p@'J D,@ + G.1n,(Q + ê,1 1rn..çQ + ê')en,(Q - ff)d.yrtz :
|  

\ '  Y

ô

t '  ' - t -: 2 | p(? tl ," D,(Q + G1o,1Q + G1 )u'D,@ + &1n,(Q - ff)d'vdz --
,  

. Ê  I

ç|

f  . .^  - .3 0,^ ;ô,-  
|  p *@+c\ )  .  

"_ l%+Gro_ l@n-u i )dydz , ,
{-, - o' oz

otr ô : (e, îr,O), f iq(TF) :7s* : (oî,ri,0) et /r* est comme dans Ia défit ion 4.2.

On en déduit:

(4.6) e(Ac(p),e - u,) .- 
[ r,.@* ô i *rr* Gl *rr, 

- u)d,yd,z.
{', i:r - -

On passe à la Iimiie selon e clans la re:lation (4.5) et en utilisant les convergences (4.4)

et (4.6) on obtient:

f(4.7) I r"(Q + ê1}#rr, +4)*t, - ui)rryd,z. 
I l 

r#>> 0.
ç)

En utilisant la relation (3.16) clui est égaleurent vraie pou la fonction ?.r*, on en déduit:

2

(4.8) >, I ,. ̂ ^ryoroz :0.
o:, {, 

a'u;

Err trtilisant (4.8) clans (4.7), on obtient potu cùac1ue Q e nà(f)) Ia relation suivante:

(4 e) [ Ë @* ô i *rr, +Gtf1rr, - ui)dydz. i I r.rcfrPd,yrrz > 0
J
O  i : l  l : l  h

On sait qtte u* est dans I'esparce lVo et grtice à la relation (4.2) on déduit qu'il existe

une suite uieD($ clui converge fbrtement vcrs ?r* dans la norme ll. l lw.
Posons dans la relation (4.9) Q : ui + tru,t ) 0, tr € D@). On obtient:

r  ^  2  A  ^ -  n  -

J u. (rl, + ttu + ê)r, î;[(ui ); t tru; * ô01 frl{u:,)n t trui - ,î)d,yd,z-r
ç2 i : l
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, "?)
* |  p-di 'u,  |  [ ( r l )o * t ru i -  u i ldzr l '11 )  0 'Vn,

J J

carr p* 
"ri 

rrrdéo"rr.To,rr" cle z grâce à Ia proposition 3.6. On passe à la limite selon n;
ensuite on divise par t, on passe à la lirnite selon t --- 0 et on déduit:

,  0 , * r } ' rn , ,  f  * )u ) i , ,
J u.@.) U@i)Ëdvdz 

-r 
J o.Ëovdz ) 0, Vru € 2(ct)' u;3 - 0,

On pose ensuite Q : uâ-tll, f ) 0, w e D(0) dans la relation (4.9), on fait Ies passages

à la lirnite coûInle pr'écécleurrrrent et on clécluit I'inégalité inverse.

On obtient pour cli:rc1ue i:I,2:

f  * ,  0 ,  * ,  ) ' r l t ,(4.10) 
J 

u.fu.)*f" i) ld'yrlz t 
J 

p.;dyrtz - 0, va, € 2(f)), ?o3 :0.

On va montrer dans la strite que p* appartient à I'espace Hr(u).

On choisit dans (4.10) une fbnction test

'ut(91, z) : €kt)O(z),

"f" 
g e D@) et,0 € D(O,a) rme fbnction fixé strictement positive et telle que

f
| 1dz : 1. La relation (4.10) clevient trlors:

J
0

(4.11) 
lr,.ct,'i 'u,€('y),t'y:- lp,*(tt,*1ff*rlffrt'11rtz.

o

Grâce au fait <1ue 1r* crst bonrée 
"r 

95 € L2(fr) orr clécluit
oz

p*çu*)W rrr(0).

La relation (4.11) irnplicltre trlols I'existence d'ture constante c telle clue:

|  [  0,, ,  ,  ,  |  .  , , ,
lJ fre,o'ud"l 

< cl€lo, v( e D(u)'
l,,t I



Comme dans P. Rtrbier, J.-M. Thoura-s [9], cela irnpliclue

Anr*

Y- e L2fu\ .
oui

Grâce à la proposition 3.6 on a p* e f3@) et on déduit:

p*€Hr(r)  nr3@).

Une intégration par parties dans la relzrtion (4.10) implique:

f  * , )u , f , ) ' u t ; ,  ,  [0p .  ,  ,
J u. k,.)Ëfid'udz * 

J ûru;dvrlz: 
0, Vto € D(CI), ?o3 : 0.

f ) c l

Pour chaque i:1,2, u* et p* vérifient rrlors l'écltration:

o ( , , . r . . . * ,o t ' i \ ,  oP" - ,-n\ , f  ( r , . )É )  + -0u:  o dans f ) ,

qui représente Ia première relation du systèrne de l'énoncé du théorème.

Gr'âce à la proposition 3.6 on a les cletx conclitions au bord pour Ie système.

D
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$5. Estirnations a priori et passage à la lirnite pour le problème sans injection

On s'intéresse ici au problème (1.3)-(1.4) de $1. Pour s > 0 fixé, on connaît grâce à
D. Ciorànescu [4] I'existence d'au moins wre solution r,.te e Hà(Or) pou ce problème.

En utilisant une valiante du théorème de "de Rham" on montre que pour chaque zt il
existe au moins un p' qui vérifie le système (1.3). Compte.tenu de Ia relation (1.4), on
a un unique pt pour chaque Lrt trouvé.

A partir de la première relation de (1.3), qu'on multiplie par des fonctions particulières

on va obtenir dans la suite des estimations a priori potu les nouvelles variables G et fi,
qui proviennent du changement de variables (3.1). On rappelle que grâce à R. Temam

[13] on a le lemme suivant:

Lemme 5.1 SoitQ un, ensernble ouuert tluns IR3 ettlt € JF/J(CI). Alors on a:

|ûl n^ rçt s 2r / z l'ûl/1 st llrb 11"1,î @).

La proposition strivante notts dorine cles estimations a priori pour les nouvelles variables.

Proposition 5.2 Sou,s les luyTxtthèses (HT)-(Hil, les fonctionsG et fi uérifient:

(5 .1 ) l?lo s "e2

(5 .2 )

|  ^ l

lYll 1 cs2
la" ln-
l ^ - - l
| (J'Lf I
l "  I  l cz  i , :7 ,2
I u'tti 1r,

(s.3)

(5.4)

l'ik, s "

<cei laftl
l l a, llH_,(,,)

i laûtl
116" ll"-,,n,1c

4I

' i : 1 ,2



Dérnonstration: On multiplie par u' la prernière relation de (1.3) et grâce au fait
cltte b(u', u',u'): 0 on ol-rt ielt:

z I u!fu))D(u')D(u')d,r : (f ,u').
l.

L'hypothèse (H4) et I'inégalité

lVz'10,, < lD(r ')10,,

impliquent:

clYu' l2ç,, S 2mo 
f 

nçr,Î1 o(tt ')rtL: =, 
I 1t,(s(tf))n4t,) n(u')d,r.

f)" () .

En appliqtrant le résultat du lenrnre 3.3. on obtient:

lVr'lu,. = "rlEl,
Le lemme 3.1 implique:

etvoat!,.:l*1,","=*^ - ->  I  1  ̂ ^12

+l < 
"r(r1v 

- ' '  lÔu' l : 'L/2
orlu \  a 'u" l6" l*1") '

^ t 2
0u,€ | 1r/z*1")

ou. encole:

(5.5) !1,,tv"Gt-. l*l ') <,,,(,,1v"G1fr +\  /  e \_ , .e . . . ru  
l0 rh ,  \

En élevant au carrci et en sirnplifitrnt Ia reltrtion (b.5), on a:

Jelv,æla .l$l,',,) = ou,
ce qui nous concltrit r\ L'l relirtion:

e21voG1!,.lgl,',,= *
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On déduit alors la relation (5.2). L'inégalité de Poinczrré appliquée pour la fonction F

et la relation (5.2) nous corrcluisent z\:

l ^ ' - l

lFlo s ,l+l < "r",lo"  lo

ce qui implique la relation (5.1).

Pour obtenir des estirnations sur la pression, on multiplie Ia première équation de (1.3)

par une fonction test rp € /1à(O,) et on obtient:

r r f
I p' di,u pdr : | 2p.(s(u'))D(u')D(,p)dr * b(u',u',p) - I Tpd*,

J J J
Q. Q, C)"

ce clui implique:

I
I  r  I  r  ( r , € \ f ) ( , n \11 . r  - r  l h ( ^ ' '  " ' '  ' ^ t r  '  " l ôQ l(s.6) |  |  p ' r l t ,utcanlS c 

J lnk,f)n(ç) ld:r .  r lb(t ' , . t1 ' ,e) l  +ul=u"lo
l'{. I I,

Bn applicluant I'inégalité cle Cauchy-Schwarz dars le premier terme du membre de

droite dans (5.6) on ar:

|  
"  ,  |  -  , -  Ê t  r r  |  ,  t t /  Ê  F  \ ,  l oa l(5.7)  |  |  p 'atrprh ' l  < c: lVu, ' lo , , lVplo, ,  *  lb(z ' ,  u ' ,p)1 + 

"r  l l tl l .  I  tozlo

Grâce au lernrne 3.1 on rr:

,  1 l ç ^ ' 2
(5 8) 1V,u,.1,,,. : (elv.ræl3 + 1l*rl )" '\  c  l7 r ln )

Les estirnations a priori trouvécs tr-rotrr les dérivées partielles de u' et utilisées dans (5.8)

nous condtrisent à:

lVu'16,. < (eæ2 + rf ecea)r/2 : ce3/2.

On déduit:

(5.9) lV,rr, '10,, < ce3/2.
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On va donner maitrtenant cles c+stirnirtiorls poru' le terrne b(u',u', g). Cornpte-tenu des
propriétés de I'application ùr et grâce à I'inégalité de Hôlder on trouve:

(5 .10)  lb (u ' ,u ' ,p )1  :  lb (z ' ,  g ,u ' ) l  1 lu ' lpnp , l lVp lo , r lu ' l rn (o , )  : lu ' l ' "o (n . )  lVp lo , . .

Err utilisant dans (5.10) le lemme 5.1, I'inégalité de Poincaré pour la fonction u,', le

changement de variables et ensuite Ia relation (5.1), on obtient:

lb(u' ,u' , e)l S clu'1[/2 lv"'l"o(|lvplo,, s ær/alGf /z rz/z lVplo,. <

< crr/aeez/, lvplo,,  S cerr/a lVplo,r,

ou encore:

(5.11) lb(u, '  , rr '  ,  ç) l  S crstz lVp;o,. .

En utilisant dans (5.7) I'inégalité (5.11) et Ia relation (5.9), on obtient:

En utilisant le lernnre 3.1 portr (p, orr clécltrit:

l!.o 
r* ro,,l =,',2/zlY slo,e * cel#I"

< ",(,,tv,,ot?,.l#1")"' . ,u(tv, ot?, + .l#1,',)'' ' -- cetvlto,

ce qui irnpliclue:

I I

| [ r'.,n,,c,1,,1 < u(r'lv,Ql:" . l#1.) "' * * l #l =l,{" I

l,{.r'o*,r*l= 
ce IVîrç(5 .12)

44



Choisissons darrs la relation (5.12) rure lbrrction test ,p € Hà(Or) telle que (p3 - 0.
Cela implique @ € Hà(CI),0r : 0 et en trtilisant le changement de valiables (3.L), on
obtient:

I f r(g ., q@\,. .,^ -.,.1
ld 

\o' lrt '  ff i)duflvzedzl< 
celv2lo' v Q e 77J(CI) telle que @:0'

On en déduit:

|  2  n 1

E. ffi,r,)s-r(a)< " l lpl lH,(a)r v(4, @) e l tàtnl ] '

d'oir:
I a'& tl
l lwll"-,,n, = "' 'i : r'2'

Clroisissons dans (5.12) ture fbnction test g e Hà(Or) telle clue rp1 : gz : 0. Cela
impliqtre Q e nà(C)), A : Çè: 0 et le cSalgerlent de variables (3.1) donne:

1 , . ^^ l

|  |  , t9pa'ya' l  < celV6lo, vGer{j(O),
ldozl

d'où I'on déduit:

ll}'fr ll
l ld; ll"-,,n, 

< cÂ'

On a ainsi déurontré (5.4). Puisclre, grâc:cr r\ (1.4), f est cle rnoyenne nulle sur f),
d'après R. Tenram [13] orr a:

l f  lo S c:l lyTfl lr,r_,(ol.

Compte-tenu des estirnations (5.4) et clu lirit clue E ( 1, on olrtient:

lû lo < 
" '

45

ce qui achève la clérnonstration.
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Si on compare les résultats cle ltr proposition 5.2 avec cettx obtenus dans Ia proposition

3.5 on peut constater un cléc:rlage cle e2 sur les estirnations. Cette diftérence est due à

la présence du terme non linéaire b(u',u',u') dans le prémier cas. Le terme analogue

est nul dans le dexième cas, grâce aux conditions de Dirichlet homogènes au bord.

On rappelle que I'espace fonctionnel V"(A) a été défuri par:

Proposition

ils eristent u"*

ait:

(5 .13)

v"(a) : {ç e rL2(e), y, n'rr)}.

5.3 ^9ozs les hypoth,èses (H7)-(Hil et si Ia relation (1./) est satkfaite,

€ %(CI) et p* e .Lfi(CI) telles qtr"e, qui,tte à ertraire une sous-suite, on

\G - u* rlans [-'Ji) faihle

(5 .14)

. ^ . - >
I O'lt,'

t "  At

7 ô,u,

0'u*
0z

-0

tkLræ IL2 (A) failtle

rktns IL2 (A) fuiltle , ,i : 1,2€ ouo

(5 .15) u,* r:os(n", z) : 0 rlut,s 1'-ÈçOa)

u ' j : g  d t t ' ræ{ l

p' 'p* rlans L1?,(Q) faible

f f :o t trnrcH-L(e)

(5 .16)

(5 .17)

Dérnonstration: La proposition 5.2 et les réstrltats cla-ssiclues d'analyse fonctionnelle

irnplicluent les conver'gerrces (5.13), (5.14) et (5.17).
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Pour rnontrer la relir.tion (5.15), on cléfiuit pour chaque surface réguliere S cle 0 une

application trace cle rnanière suivrurte:

T : V"(Q) --- H-+ 6)

g ___+ gcls(î, r),

oùr â représente la normale extérieure à la su face ,S.

L'application T est linéaire et continue. Alors la convergence (5.13) implique la con-

vergence des traces. Potu S: ôf,), on a:

1
\û'cos(î,, z) - u,*cos(À,, z) dans ,F/-à (ôCl).

Puisque F est cle trace nulle sur âf) on en clécluit:

'u" r:tt,s(îi, z) : tJ cltrns lFl-â (ôCI).

Pour montrer Ia relzrtiotr (5.16) orr utilise l'égalité ci-dessons, due au fait que d'i,a u€ : 0
dans f). et au changement de variables (3.1):

f -0'u? l' - r 0u,9, Orr,i r(5.18) 
J îËo'rrtz t , 

J îlù* dilrtyrlz 
:0, vA€ r3(CI).

f ) f )

Soii d urre fonction quelconclue clrrns .L2(f)). La fonction f définie par:

Q::0-M@),  o i r ,Â21 @):  *  t0c l '11r lzt r , t / )

appartient à I'esl.rtrce f,fr(CI). On hr prcrrcl <lorrc c:ornrne fbnction test daru (5.18) et on
obtient la relat,ion suivante:

lt#r,rrz t, J eæ.Æ)d.qrrz: M(0) lfiouo"*o
(5.1e)

+M(o)e 
IG^û.Æ)rt'yctz, 

ve e L2(0).
C)
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J l'frouo,- Iffrooo,,
O O

I I t(Ô"" ou1t '
'  

{-, "ô[ 
+ '*)audz'-'o'

La division par e2 et le passage à la limite dans la relation (5.19) impliquent:

(b.20) 
I #t*ctz : M(0) | #ouo", v0 € L2(o)
oç ,

Mais on a:

fôu \ .  f

J Ëouo" 
: 

J 
ulcos(fr" z)do : o'

C l ô f l

car u*cos(fr,,2) :0 sur ôf). Compte-tenu de cela, on obtientdans (5.20):

[#rorrtz:o voeL2(e),
J oz'
a

ou encol'e:
ôui
Ë : ,  

da rmf ) ,

ce qtri implique que zJ soit constante par rapport à z.

Puisque grâce à (5.15) la fbnction uj est nulle sur la face inférieure du domaine O, on

La relation (5.9) implique les convergences:

en déduit uâ:0 dans (-).

Proposition 5.4 Sous les lnqtothèses de lu proqtosition 5.3, on a:

h(a)

(5.21) 
'[ ' 

\æor - rt '(u)

J e" J" 
tt'*dz tlans n'@) fai'ble

0



(5.22)

L ( ' Y )
I

di,un I u"* dz :0 dans w
J
0

L ( a )

(b.23) | | f " ; ,u i )az)u:ooon,s-tçau)
o

(5.24) ui(y,0) :  ui(y, h(a)) :  0 dans u

La démonstration est analogue à celle de Ia proposition 3.7 de $3.
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$6. Problèrne lirnite pour le cas sans injection

Comme au $4, on introduit une définition et ensuite on donne Ie problème limite. En
utilisant les résultats de $b, on passe à la limite selon e ---, 0 dans le problème (1.3).
Soit la viscosité Iimite p* définie comme ci-dessous:

Définition 6.1 Pour û e Wr(A) tuIIe Aue ûz:0 on d,éfinit la fonction p,* par:

1 3 aûnaûn
,+ a" a"

p(0)

F*

\

)  t ie0 ' -b<+oo

si eB€ ---+ Q

si eP' + *oo

La viscosité limite p* dépend de la rapidité de convergence de 0'par rapport à e.
Le principal résultat est le théorème suivant:
Théorème 6.2 Sou,s les hyTtoth,èses (H0)-(Hl), le couple (u*,p-) défini par la propo-
si't i ,on 5.3 ap|tarti,ent àv"(a) x Hr(r) n r3@) et satisfai,t Ttour chaque,i:1,2:

(6 .1 ) {-*(u. 
@.)Hl + ff 

: ro d,ans {t
\  ui(u,0) :  ui(y,h(y)) :  o dans u

Dérnonstration: On cléfinit poulry' € Hà(f,)r) I'opérateur A par:

(A(rlù, e) : z 
I u@' rçr14 D (r|D(p)rtn, ve e rH[(o,).

flr

On rappelle que grâce à la monotonie cle 1,, clémontrée clans D. Ciorànescu [4], on a:

@@) - A(uÎ),p - tt" ') ) 0,, Yç e ËIot(fl.).

On multiplie la relation ci-clessus pur. : et on prencl cles fonctions test de la forme
e2g :  ( t 'gr ,  €2g2,0).  On obt ient :

j {oG'r),e2e - u') - 
}ew'),eze- u,) > o.
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La première relation de (1.3) mtrltipliée par e2g - z. donne:

1 .  1 f  -  ^  1 f  _
-A(u',e"p - u') + - | "'Vu'(e'g 

- u,)dr + + | Vp,(r,p - u,)d,r :
E" 'o J. 

" 
J.

r  f  ^,  ": 
È J lG'w - u')dr, vç e tr/ot (fi,).

ç)€

En suivant les idées de la démonstration du théorème 4.4, on obtient:

ô r "

3 | p( \/ (P, ), D, (e2 Q) D, (e" Q) ) D,(r' Q) p, G' 0) dy ctz :
E- . l

,!, oru', e2 e - u') - 
D { 

n. ffiaua, * 
t I r"ro, - ui)d,yd.z.

On a aussi:

1

V@G''ù,r"ç):
o

: 2 
J 

p6/ 0, e)2 (e2 D, (Q) D,(Q) ) r' D, (0) D, (@dyd,z.
O

Grâce au lemme 4.7 et à la définition 6.1 on déduit:

\(o(rrr),urç) - 
| 

p.(Q)L,*fforo".
o  L : L

D'autre palt on a:

1 ô t ' _

p(A(e" v),,rr') : p l 
r(t/ (B, r)r 12 D,(Q) D,(Q) ) D,(rt Q) D,(û,)dud,z :

r  -  ,1è,
z 
J u(ffi 1e2 n,(Q1 n,(5) rtyrtz.
çt

On déduit:

I  '  A ( .2 ,n \  .2 ,n  -o ,€ \  -  [  , ,  , ^ r3  qC O
-éG'ç),e2e - u') --- 

ln r-@L#t@, - ui)d,yd,z.

Finalement on obtient:

I u.@>,*rosflo,-ui)dydz*i. #,rn-ui > - tirt(et-uî)dyd,z> 0.
t"  / :1oz oz' 7:,  dYt . l - ,  ?r- 

'
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Pour la suite on applique une méthode analogue à celle déjà utilisée pour la
démonstration du théorèrne 4.4 et on obtient le resultat annoncé. tr

Dans Ia suite on s'intéresse au problèrne liurite dans Ie cas particulier B' : L. Dans ce
cas' on a cP' --- 0 et donc le problème limite devient linéaire et est donné par:

(6.2)

ô 1 ôzif  0p* .  ,  r-æ\r" "É 
)  +  : * :  f ,  dans f ) ,  ' i , :  r ,2

u i (y ,O)  :  u i (y , ,h(y) )  :0 ,  dans o,  'ù :  L ,2

h(a)
- f

I  I  u*d,z lu:o
L J  J

0

op*- ; - :u
oz

sur ôur

dans Q

On rappelle que la rnoyenne M"(p), par r-apport à la variable z, d'une fonction cp est
définie par:

t"(a)

M"(ç)(v)  :*  [çfu,2)r tz.rtry) 
d

Comme dans G. Bayada, M. Charnbat [2], par un choix des fonctions test î dans le
système (6.2), on va établir des relations entre Ia moyenne M"(u*) de u*, Ies forces
extérieures / et le gradient de la lirnite p*. On comrnence par démonter le résultat
suivant:

Lemrne 6.3 Sous les lrypothèses du tlr,éorème 6.2,qto,ur toute fonctionî telle qu,e:

îew]( f ) )  er4:  o

est constun,te pu,r ruppor-t à z d,ans Q

on a:

n 9 ^
o''Dt

At'

^ ^, ^ l'('Y)

J^* Juiazau:-1,
u O o

h(a )

*0 f  ^ ,  ,-*  
J 

r t- id,zd,y- 
Jf ,

O u t

Ir(u)
f
| fidydz.

J
o

(6.3)
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Dérnonstration: On multiplie Ia première relation de (6.2) par une fonction ô
définie comme dans l'énoncé du lernrne, on intègre par parties et on obtient:

(6.4) t,IH#*d,- lu.ffiaua,: I rtûd,ad,z.
ç ,ç tc ,

La régularité de la fonction ô et Ie fait clue le cos(î.,2) est nul sur la face latérale
du domaine f,) nous permettent d'intégrer par palties le premier terme du membre de
gauche de l 'égalité (6.4). On obtient:

. .  f  ôuiôQ,,  IArû^. ,  ,  f  Arû,nf)
u" J aî *dudz 

: -tro 
J urûidvdz 

: -ro 
J M I 

uidzdy.
f ) O u r O

On sait quep*(U,t) : p*(3/) dans f), i.e. p* est indépendante de la variable z.
D'autre pæt, on a:

h(a)  t r (u)

lW)-- a [*
I ù0": 6 l" ltdz,

car îi(y,n@)) : 0 par Sypothèse.

Alors, Ie theorème de F\rbini impliqtre:

r f 
u'T'

J ]oînaya' : 
J T, J 

î;dzdy.
A @ 0

En reportant les relatiorrs ci-clesstrs clans (6.4) orr obt,ient (6.3). fl

On va maintenant construire extrlliciterrrent la fonction test û clui perrnettra cl'obtenir
une relation du type annoncé.

Proposition 6.4 Si, Ies ltypotltèses thr lernm,e 6.3 sont satisfai,tes, alors Ia moyenne
M"(u.) est liée à la lirnite p* et u,tn: forces f ; lxff:

(6.b) M,(,ui):æQ,-Hl
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Dérnonstration: Dans Ia relation (6.3) on prend rme fonction test î e IH!(ar) qui
vérifie 6i : ô,îz : û :0 oir @ est définie par :

ô : "(z 
- h(y))e, telle que e e IH[(u).

On obtient:

t'
(6.6) | 2po

J

Le calcul de I'intégrale de / entre z : 0 et, z : h(y) donne:

h(a)  h(a)

f  *a f  f  -  f: - lp 'Â '  lgdzdy-  l f ,  lSdzds.J  oU tJ  J  J
u ) 0 < . r 0

: -n"[",.

h(a)
f
I ui?dzdy

J
0

t t (u)
f
I  ôd, :

J
0

lr(u) l , (u)

(l *0,- l,nçu1a,)e
0 0

,D-'#""'

En reportant cette égalité dans la relation (6.G), on a:

Puisque cette égalité est vraie pour toute fbnction 0 e W[(r.r), on en déduit la relation
(6.5) pour I'indice 'i : L- Ert reprenarrt les calculs précédents avec une fonction test î
telle que 6à : Ô,û : G2 :0, la fonction @ étant celle définie auparavant, on obtient
la relation pour I'indice 'i :2. On achève ainsi la clérnonstration du théorème. u

Théorèrne 6.5 Lu. Ii'ntite p* est tlétenrti'n,é.e tl,'une rnani,ère uniryte d,ans Hr(w) Ttar:

L ( a )  h @ )

lrr" I uia"ertv: loh,(ryr) du* 1,, I(3rt)*( . ) 0 c . r u O

n*e#ffi:É*(H'l dansu

3 t,t(y) ôp.

k 1,t^6'o :

(6.7)

su,r 0u

%:ottunsQ
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r

I 
n(y)e.a'!t : o.

Démonstration: En remplaçant (6.5) dans (b.21) , on obtient:

!fp(r,_%y:o
0y;L L2p"s \" ïyi ) I

ou encore:
A (n"(ù ôp*\  _ A (h"(a)  r \
aw\ np" aw ) 

: 
ôw\ r2tt" In )

La relation (6.5) implique:

ht (ù 0p.  h3( , , \

T^tr : ô^r'- h(Y)M'(u.)'

Les hypothèses implicluen t 
æH 

. f'@). Les hypothèses sur â(y) nous assurent Ia

coercivité d" +p et on cl&luit alors cltre I uppoltierrt à L2(a). D'où l'appartenanceI2l"o ]Ut
de p* à I 'ensemble HL(a).

La deuxième relationde (6.7) est obtenue à paltir de (b.22), qu'on rappelle:

l ' (a)

I  l '  u.r- .  -r- , - l  . .  ^ --- .
, J" 

@' z)dzl u : o stu âc''r'

En utilisant ci-dessus la relation (6.5) on obtierrt le résultat. Grâce à la relation (5.17)
on a:  

g!  :0.
oz

L'appartenance de p* à I'espace f3(f)) et son indépenclance prlr rapport à la variable
z impliquent:

L ( ' u )

(6.8) o- [p.,] 'y,tr: l Ir f , t", tu:Iu@)r.or.J  J J  J
( ) u ) 0 o

On trouve ainsi le problèrne aux lirnites classique (6.7). Grâce à la coercivité de P
on a existence et turicité cle la solution pr*. 
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$7. Conclusions

On rappelle ici les problèrnes limites trouvés.
Darn le premier cas (problème de lubrification) Ie problème limite de (1.1)-(1.2) donné
par le théorème 4.4 est le suivant:

Dars le deuxième cas (mouvement engenclré par une
limite de (1.3)-(1.4) donné par le rhéorèrne 6.2 est:

dans f)

dans cr.r

dans t l

.u sur ôc.,..r

dans ar

dans f)

force extérieure ), Ie problème

-fi(,x"\W)*H:,
ui (a ,o)  :  go , ' i :  L ,2

ui(u, l r fu))  :0, ' i  :  I ,2

t '(y)
r f
t t
LJ

0

di,uo

a!-:s
oz

l r (u)

(7 .1 ) u"r lz] . r : l  I r ,  - " . l
J  LJ  ' J r ' ?2 )dz l

0
h(a )

I u.,]" : o
J
0

0 1 ,  * '0 , I \- 
0r\p.1"-) at ) +

ui (y ,0)  :  t r i  (u ,h(y) )

lr?u)
r l '
tt
LJ

0

rl'i'uu

%:oaz

0u*
^- :  l i  dans f ) ,
o'!J;

- 0, dans a;,

sttr ôt^.,

' i : 1 ,2

' i :  I ,2

(7.2)
u" dzl .u :  o

I

L ( a )

| ,,|,Iz : o
J
0

dans ar
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Dans la suite on va fâire quelclttes consiclérations sur I'unicité et la régrrlar.ité des solu-
t ions pour (7.1) et  (7.2).

(i) Dans le cas oùr la viscosité non linéai re p,* (u*) (respectivem ent p,*(". )) du problème
limite est constante, la première équation de (7.1) (respectivement (7.2)) est linéaire
et on retrouve les résultats d'A. Assernien, G. Bayada, M. Chambat, qu'on rappelle.
Le problème (7.1) peut être découplé comme dans A. Assemien, G. Bayadâ, M. Charn-
bat [1]. La pression p* est alors déterurinée de manière unique dans f/l(ar) comme solu-
tion d'un problème du type Neumann (l'équation qui intervient est celle de Reynolds).
Ensuite on peut déterminer de manière unique la vitesse dans Vr(O), en utilisant une
relation qui lie les limites u* et p* de la vitesse et de Ia pression. Dans la proposition 3.6.
on a alors convergence des suites toutes entières vers leurs limites.
De plus, si on note pâI' s1 et s2 les deux premières composantes de la fonction g sur a,
et si dans les qttatre coins cltr domaine rectangtrlaire u on impose la condition

(g ,  -  gz)dz:  s l  -  s2r

on a:

G -, z* clans V,(f,)) fort,

e'fr - p* clan.s Ll@) rolt.

Le problèm e (7 .2) peut être découplé en strivarrt les iclées cle G. Bayada, M. Chamb at l2l.
La pression p* est alors déterminée par Ie théorème 6.5 et la vitesse est donnée par la
proposition 6.4.

(ii) Dans le cas oùr la viscosité p,* (rt,*) (respectivement p.(u.)) n'est pas constante, on ne
connaît pas de réstrltat général d'unicité poru la lbnction z*1 mais potu chaque fonction
z* solution du problèrne (7.1) ou (7.2), il existe urre unique pression correspondante.
On peut démontrer le résultat suivzrnt:
Proposition 7.1 Sou's le hypotltèses (H0)-(Hl et (3.2)-(3./) et ytour chaque u" solu-
ti,on du problèm,e (7.1) (resTtecti,uernent (7.2)), i,l eûste un u,nique p* e HL(r) n r,Z@)
s oluti,on du, proltlème.

Démonstration: On ve dérnorttrel I'turicité de la pression p* potu le problèrne (7.1).
La démonstration cle I'urricité pour la'l pressiorr clarn le problèm e (7.2) est analogue.

, lo"n'
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On suppose qu'il existe deux solutions p* et q" qui vérifient la première équation de
(7.1).  On dédui t :

f

J @- - q*)di,u I :0, Vp e lFlot(o).
çt

On a p* - q* € ,fi(CI) et on déduit qu'il existe une fonction ,p e Hâ(Q) tele que
p* - q* - di,u ç.
On obtient alors:

f

J 
(0"  -  q*)(P* -  q*)dYdz:0,

ç,

ce qui implique p* : q* dans f). Cornptetenu du fait <1ue p* et q* ne dépendent pas de
z et appartiennent à É/1(o) n r3(Cr) (voir le théorème 4.4) et que h(y) est strictement
positif, on obtient Ie résdtat demandé.
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CHAPITRE II

CONVERGtrNCE TRIPLE-ECHELLE
POUR LE PROBLEME DE STOKES



CHAPITRE II

Convergence triple-échelle pour le problèrne de Stokes

Introduction

On étudie da.ns ce chapitre I'homogénéisation du problème de Stokes dans un de
maine qui présente une structure avec double périodicité. Dans un problème de ce
type, plusieurs méthodes sont envisageables pour trouver le problème homogénéisé:
développement asymptotique, méthode de l'énergie de Tartar, convergence multi-
échelle. La convergence multi-echelle est introduite dans G. Allaire, M. Briane [1].
Elle est une généralisation de Ia convergence double.échelle introduite par G. Nguet-
seng [10] pour les domaines avec périodicité simple. Ici on va appliquer la méthode de
convergence multi-échelle pour démontrer les convergences de la vitesse et pour obtenir
Ie problème vérifié par les lirnites de la vitesse et de la pression. Plus précisément, vu Ia
double périodicité du domaine, on va trtiliser la convergence triple-échelle. Le problème
limite obtenu est un système à trois pr-essions. Le même type de resultat est obtenu
dans J.-L. Lions [9], avec la méttrode du développement asymptotique pour la vitesse
et la pression.

Le problème de Stokes dans un dornaine doublement périodique a été étudié par
T. Levy [8] et P. Donato, J. Saint .Iezrn Paulin [5], mais le domaine utilisé dans ces
travaux est différent de celui présenté ici.

Au $1 on donne le rnodèle mathérnaticltre du problème. On définit le domaine dans
lequel on travaille et qtri est corr-stitué cle deux parties, appelees partie fluide et partie
solicle. Les incltrsions solicles sont réparties périodiquement, avec périodicités cle I'ordre
cle e et cle I'orclre cle e2 respectivernent. Dans ltr partie fluicle on consiclère l'écluation
de Stokes, avec des conclitions cle Dirichlet hornogènes au bord. La partie solide est
supposée rigide.

Au $2 on dontte des estirnatiotrs a priori pour ler vitesse et pour la pression. Les es-
tirnations trouvées pour la vitesse rnontrent que l'écoulement est lent, ce qui s'explique
par la présence cle la paltie solide clir,ns le clornaine et par les conditions imposées sur le
bord de Ia partie fluide. Li'r cliffictrlté rencontrée dans ce paragraphe est la construction
d'un opérateur de prolongernent poru la pression dans la partie solide du domaine.
L'existence d'un tel prolongernent, potu leclucl on a un résultat de convergence forte,
va nous permettre le passage à lal lirrrite rltrn*s Ie terme clui contient la pression. On

C,2



connaît déjà plusiettrs méthodes pour le prolongement de la pression, comme pax ex-
emple la méthode de L.Tartar [12] poru un problème de périodicité simple, les formules
présentées dans C. Conca [3] et I.-A. Ene, J. Saint Jean Paulin [6]. Les deux dernières
méthodes sont appliquées pour le cas dans lequel on a des conditions du type Neumann
à I'interface fluide-solide, ce qui n'est pas le cas ici. La méthode de Tartar s'applique
pour le cas des conditions de Dirichlet homogènes. Le prolongement présenté ici est
une adaptation de cette méthode à la géométrie du domaine.

Au $3 on rappelle un résultat de G. Allaire, M. Briane [1] sur la convergence triple
echelle et on donne des résultats de convergence pour la vitesse, ainsi que les conditions
au bord pour le problème limite.

Au $4 on rappelle tur r'éstrltzrt dtr type "cle Rharn" pour le cas périodique (I.-A. Ene

[7]). Ensuite on passe à Ia lirrrite selon e dans le problème posé au $1 et on trouve un
problème homogénéisé à trois pressions.
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$1. Présentation du problème

Soit O un ensemble ouvert et borné dans .RN, N > 2. On note par ôf,) sa frontière.

On considère deux ensembles Y :]0,l[N et Z :]0,1[N et deux sous-ensembles fermés
d'intérieurs non vides Y" CY, Z, C Z strictement inclus dans Y, respectivement Z.
On suppose que les sous-ensembles sont du même ordre de grandeur que les ensembles
Y et Z. On définit: ",

Y*:y\%, z*:z\zr .

Soit e un petit paramètre strictement positif. On suppose que la cellule Y peut être
couverte par ttn nombre entier de cellules eZ. De plus, on suppose que Y" est couvert
par un nombre entier de cellules eZ, ce qui impliclue des restrictions sur la géométrie

de %. Cela est possible, par exenrple, pour cles valeurs de a cle Ia forme fi. Ainsi les
parties solides Y" et eZ" ne se touchent jamais dans Y, comme on peut Ie voir dans
I'exemple de la Figure 2.3.

I
I
I
I
l.--
I

.f,]r._î::'-I.ir :J .:r :: ï,ri,-:.Y:-: j.. : 
'.

Figure 2.1: Cel lule Y Figure 2.2: Cellule Z

oooooooo
ooo@oooo
ooo@
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o@
o@
o@@@oooo

@
@

oo
oo
oo
oo
oo

Figure 2.3: Ccllule Y avec irrclusion Y" et inclusionslZs
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On multiplie la nouvelle celltrle obtenue parr s et on la répéte dans f). On peut aussi

supposer que I'ensemble 0 est couvert pal urr nombre entier de cellules eY. On définit
I'ensemble f)r en enlèvant cle O les pa.rties solicles eY" et e2Zr.Les parties solides eY"
et e2 Z" ne se toudrent jamais clans f,).. La reunion cles ensembles eY" (respectivement

e2Z") dans f,) n'est pas connexe, mais I'ensemble f). est connexe.
Soient Xv- etXz. Ies fonctions caractéristiclues des ensembles Y* et Z*, déiinies par:

On prolonge les fonctions cara.ctil'isticlues par périoclicité, avec période 1 dans chaque

variable. On peut reûralcluer' <1tre l'ensernllle O, vérifie:

(1.1) 0. :  {r:  l : r ;  € f),  xy. ( i)xr.{Sl :  r}.

L'ensemble 0r présetrte utre stlucture rrvec clouble périoclicité, avec cles petits obstacles
solides de I'ordre a et avec clc+s obstarcles très petits de I'ordle s2. Le domaine ainsi
défini correspond à un milietrx porerrx r.igicle.
On définit aussi Ia frontière cltr clorntrine f)., cltri est notée par âf), et clui est composée
de trois parties:
-la frontière des obstacles eY",
-la frontière des obstacles t2 Zr,
-la frontièr-e de f).

( t dans Y*
xv-(u):  \

| . 0  dansY\Y*

( t dars Z*

xz.(z) :  \
|  0  dars  Z \2 .

ooo o o o o o oo o o oo oo oao ooo o oo^qo a  Q o_o o  o  o  o  o  o  o  o  o  o  ob  o  Q o  o  o

AA- AâAArffi?tAZâ- Aâu tt.'t.:i:!î:i:tot (t u A A r,liii::Wo I O O O O!:!i:{!!âO O Oa-a  o  o  o  a  a  o  o  o  o  o  o  o  ê  o  o  o  o  o  a  o  o  oqqo o o o o o oo @ o o e o o o ob ooo o oo ooo o  o  o  o  o  o  o  o  oo oo oob oo o  o  o

âzffiââzaffizzaaffiza
o o  oo oo o@ o o  oo oooo ooooooob

Figure 2.4: Dxernple pour le clonraine f,)6
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Dans Ie domaine f,). ainsi cléfini, otr con-siclère le problème de Stokes suivant:

(1 .2) Ifï,':
Vp' : f  dan-s f ) .

dans f,),

sur ôf,)r.

La première relation est I'équation de Stokes classique. Le terme e2 représente I'ordre
de la viscosité du fluide. Cette hypothèse n'est pas essentielle pour un problème
linéaire, car on peut toujours faire un changement d'échelle. La deuxième relation
est la condition d'incompressibilité du fltride. Sur le bord du domaine f), on a des
conditions de Dirichlet homogènes. Les fbrces extérieures sont notées par ,f. La fonc-
tion / : (fr);:r,2,3 est supposée apparterrir à ILz(f)) et dans (1.2) Ie membre de droite
représente la restriction de j' à I'ensemble f,)r. L'existence et I'unicité d'une solution
u' e IH!(O,), p' e n2(Q)lm pour (1.2) est connrre (voir R. Temam t13]).
On rappelle que pour ur) ensc'rurble () cluelconclue les espaces [.'(O) et IH[(O) sont
définis par:

nr(0) :  ( r2(c)) )3,

ÆJ(CI)  :  { rb e rL2(e) ,* .  nr$t ) , tb : lsur  âo} .' " d n t
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$2. Estirnations a priori et prolongement de la pression

Pour trouver des estimations a priori pour Ia vitesse, on donne tur lemme du type
Poincaré pour le domaine présenté ci-dessu. Grâce à P. Donato, J. Saint Jean Paulin

[ ] on connaît le résultat suivant:

Lernme 2.L Soi,t ô e Inâ(O,). Alors on a:

(2.L) lô ln,@,t  < ce2lVôln,(n).

Dans la suite, c désigne une constante indépendante de e.
Pour la fonction u,' on démontre les estimations a priori suivantes:
Proposition 2.2 Si u' est sohùion du, problème (1.2), alors on o,:

(2.2) ,Vt t" ' lar1a) 1 c,

(2.3) lu ' ly"g"1 1 ce2.

Dérnonstration: On muliiplie la première équation de (1.2) pæ u' et on obtient:

,t [1v'u'12d,*: I ru'*,JJ
t). fl.

d'où on déduit:

e2 |V u' l2o"(ç2. ) S cltr, '  I y, ça.1.

Le lemme 2.1 implicltre:

e2 1v'u' l'o" (n) S æ' lY tt' I a" ça.1,

ou encore:

1yu,,l6"p) S 
".

En utilisant I'estimation potu V'rr' et le lernme 2.1 on démontre Ia relation 2.3.
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Dars la suite on va construire un opérateur cle restriction.g.z de I'espace f/j(0) dans
I'espace flot(CI.). A I'aide cle cet opératetu on va définir un prolongement poru Ia
pression p' à f) tout entier. L'ensernble Yr' designe clans la suite :

Yi:  y\(y"  u(u€2")) .

Pour montrer le résultat annoncé, on construit d'abord un opérateu de restriction

S, :  IHr (y )  -  HLVf )

et ersuite on définit ,9rz en appliquant .9, à cluclue période ay.
On définit I'espace .tr/"l(Y*) par:

H:(Y.)  :  {ô  €  rHr(y . )  I  ô :0  sur  ôy"} .

La constrttction de Srz va être faite en trois étapes, qui correspondent aux trois lemmes
suivants.

Lernrne 2.3 Il eriste un opéruteu,r. tl,e restricti,on

R:  IHL (y )  -  H : ( y . )  t

tel que pour u € IHL (Y) on ait:

(2.4) R'u : u si u :0 rhu,ns Y",

d iuRu:0s id i ,uu :0 .

lR 'u l  p ' (y)  S c lu lp ,  qv1.

(2 .5)

(2.6)

Démonstration: On considère autour de Y" une surface régulière 7 strictement
incluse dans Y. on note par iT Ia couronne comprise entre 1 et Tyr.
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Figure 2.5: Cellule Y

Grâce au lemme 3 de L. Tartar [12], on a le résultat suivant:
Si u € HL(Y), alors ils edstenr u e IH|(V), q e LT(V)/.R tels que:

_ L,u:  -Au +Vq dans { ,

d,iu w : d,iu, + + [ auo u dy d,arsV",
lr"l l"

wl,  :  u l1 ,  t r lay ,  :0 .

De plus, il existe une constante c indépenclante cle o telle que:

lu lo , , r { .1  S c lu lP 'g1 '

On remarque qu'on a:

Y:Y*UY":(y- \ { )  u ivv*

On définit I'opérateur .R par:

u(ù si y € Y- \q'

Ru(v) :1rr@) s iyeV"

0 s iy€%

Comptetenu de cette déÊnition et des propriétés vérifiées par ?r, on cléduit les relations
(2.4)-(2.6).
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On définit I'espace tr/"l(yr.) par

H:(Yi)  :  {ô e IHL(vi)  |  ô:0 sur ôy" er sur ôez"} .

On a le résultat suivant:

Lemme 2.4 Il eriste un opérateur de restriction

W,: rH!(y.) * Er:(y;)

tel que pour Ru e H:(Y*) on, ait:

(2.7)

(2.8)

Wr(Ru) : Ru si, Ru :0 dans l) €2,,

di,uW,(Ru) : 0 si, di,u Ru :0,

Démonstration: Soit I'espace IH!(Z-) défini par:

n{:@.) :  {ô € rHr@.) |ô:0 sr  02"} .

Dars la cellule frxe Z, on consiclère autour de Zs une surface régulière J strictement
incluse dans Z. On note par 7" lir coruonne cornprise entre I et 02". La courbe I et
I'ensemble 1 n clépendent ptrs clu pararnètre e, car on est dans la cellule 7 :l1,tlN.

(2.9) e21vw,çRu)l2yz1vfl  +lW,(Ru)l2yz1vf) S clulzp,1y1.

Figrrre 2.6: Cellule Z
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Si u € H'(Z), grâce

L'(1)IR rets que:

(2 .11)

On applique mairrtenant W
w",,

VV (û) : u si 17 : 0 dans 2",

di'uW (Q : 0 si rl,i,u t7 : 0,

lW (tùl  at ,  ç1 < c lu, l  H L e).

à clra<1ue période eZ de f \ f" et

W,: IH!(Y*)  -  H:(y i )

au lernrrre 3 de L. Tartar [12] ils existent w e IHL(V), A e

-/rw : -L,u + Vq- datsV,,

d,i,u u : d,i,u rt + + [ aur tt dy dansZ,,
lzr  t'"r i"

ùl; : ùh, wla2. _ 0.

De plus, il existe une constante c indépendante de z telle que:

l {u lp ,çT ;  <  c lu ly ,ç21.

On remarque qu 'on  a  Z  :  Z"  l J  Z" :  (2 "  f / lu lU  2" .
on peut alors construire pour chaque fonction z € H, @) une application

W:rHr(z)-H:(z-)

définie par:

(2 .10) Wçn1121 -

s iz€ Z. \2"

s izeZ"

s izeZ"

et qui vérifie:

{i')
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qui vérifie les relations (2.7) et (2.8). on petrt appliquer W, à Ru €. EI:(l/-) et grâce
à la relation (2.11) on obtient (comme dans le lemme 4 de L. Tartar [tz]):

e21vw,(Ru)l2y,1vp + lw,(Ru)1f;,y; l  < ezlv Rul2n,(y,, + lRulf;"g.1.

comptetenu du fait que lRulp,(y) s clulp,lry (relation 2.G), on déduitr \

ce qui représente la relation (2.9).
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Figtrre 2.7: Cellule Y avec obstacle solide Y5 et obstacles 62"

Lernme 2.5 Il eriste u.n opérateu,r tle restr-iction

5, , : IH] (O)  - t r lo t (C) , )

tel que:

(2.12) S.r(t,) : u dtmt,s f).,Vu € lF4(0.)

e2 1v w ç au) l2yz qv fl + lw (Ru) l2yz 1v fl 
< clul2y, çv y,

di,u Srz'u :0 tluns f,)"- si tl'i,u a : 0 tluns Q

tr

(2.13)

lv  s,zulyz(n.)  s "(Jlulazloy + I  ;vr1o,,n,)

.72
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Démonstration: Soit I'application S,: IHL(y) - HrVil définie par:

( w,@u)(s) si y e y*
S,u(y ) :  \

| .  0  s i y€%

Compte.tenu de la construction de Wr, on a aussi:

( w,çnu1fu) si y e yi
S,u(y ) :  

\
|. 0 ailleurs

et ,S. vérifie (2.L2) et (2.13).

D'autre part, grâce à la relation (2.9), ̂ 9, vérifie:

(2 .15)

(2 .16)

(2.17)

lS 'zu lvzp. l  S t (  lu la ,p l  +  e lVula, (o) ) .

e21v S,ul2o"(yi)  + lS,ul2a"g1, < clul2p,qv1.

P' --- po durls L2(qln fort .

On définit S'z en appliquant ̂ 9. à chaclue périocle eY. Larelation (2.16) implique:

ealV S,"ul 'o,(n")  + lS,"ul2u,(o.)  S c|ul2y"p1+ e2lvul2ur lo;) ,

d'où on déduit les relations (2.14) et (2.1b).

tr

La proposition suivante notm rnontre cornnrent on prolorrge la pression p€ à I'intérieur
de la partie solide du clornaine et notrs clorure tur résultat de convergence forte potu ce
prolongement.

Proposition 2.6 Soit pe colnnne durts (1.2). Alors pour chaqrte e i,I eri,ste un opérateur
P' tel qu,e:

p, : p, dtm,s {lr.

A une sotts-su,i,te près on a la corruergen,ce:
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Démonstration: Grâce au ftrit clue Vp' e IH-t (f,)r), on peut définir pour chaque
u € IH|(f)) l'applictrtion F. comrne ci-rlessorrs:

(2.18) I  Fr,u )o :  < Vpr,  S,z,u )e", ,

où ^9rz est I'opérateur défini par le lemme 2.b. En multipliant l'équation

-e2 Lue * yp, : / dans f,).

par ,9rzrr e Hâ(0.), et comptetenu de (2.1g) on obtient:

1F' ,?r  )o :  -e2 
[ ru 'YSrzudn+ [  ysr"udn,

l. l"
ou encore:

| < F', ? )o I S r, lV tt, I a" ça;ly 5,, ul nr(o.) * | T I n, fa"l lS..z ul y, g"1.

En appliquant les relations (2.14) et (2.15) clu lemme 2.5 ci-dessus, ainsi que
I'estomation sur le graclient cLe u€ ( relrrtion 2.2 ), on clécluit:

(2.19) | < f", u )o | < 
"lr l x_2(a) +- celyulvrpl.

Pour e fixé, F'appartient à ^H-l(o) et est borné dans lFl-r(ft). De plus, si
u € Ë/ot (f,)"), on a grâce à la relation (2.I2) du lemme 2.b:

F' : Vpt d:urs Qr.

Si u est telle que di,u u :0 dans f), on clécluit grâce à (2.13) du lemme 2.b que d,i,u S,zu :
0 dans f,)r, ce qui impliclue < F',,u )e: Q.
Grâce au théorème de "de R-harn" (voir R. Teuram [13]), on cléduit alors que F€ est le
gradient d'une fonction de ,2(f)). Cela veut clire clue F€ est le prolongement de Vp'
dans f) et que ce plolongernent est urr graclient. Autrernent dit, on a Ft : Vp.. oir
P' e L2(C)). On a clonc:

(2.20) < v P, ,,rr )ç : ( F', ?, )o .

La relation (2.19) irrtplicltte alors cltrc,r Lr nornre {e VP'clans.Ff-l(f)) est bornée et
donc on peut extrair.e ture sotrs-strite telle <1ue:

VP' - V26 cltru.s lH-t(O) faible .

comme dans L. Tartar [12] on obtient enstdte Ia relation (2.1,7). tr
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$3. Résultats de convergence

On commence par rappeler et démontrer quelques résultats généraux, qu'on applique
ensuite à notre cas.

On note pat Cf,(Y x Z) l'espace des fonctions de classe C-, qui sont Y-périodiques
et Lpériodiques. Grâce à G. Allaire, M. Briane [1] on connait le lemme suivant:
Lemrne 3.1 Soit u€ une suite de fonctions bornée dans IL2(Q). Alors iI eriste une
sous-sui,te, notée toujours u€ et une foncti,onu € nr(a x y x z) telles que:

(3.1) ln I u'(r)e(x,î,Slo" : 
I I I or*,a,z)ç(r,y,z)dadyd,z,

( ^ ,  aY  z

pour charlue fonction e(r,u, z,) e ILz (Q, Cî (V x Z)). On di,t que u, conuerge S-échelte
uers a. De plus,

.  I  f  _  _ ope - uo : 
J J 

ud,'Uclz duns ILz (A) faible .
Y Z

Comme dans G. Allaire, M. Briane [1], on peut démontrer Ie résultat suivant:
Proposition 3.2 Soit ue u,ne suite bornée d,ans IL2 (A) qui, conuerge S-échetle aers u et
telle que

(3.2) rl'i'u,u, : 0 rlans {1.

Alors Ia limite u uérifie les relutions:

(3.3) ,1rr , [ fur tzr ty:s
J J
Y Z

(3.4) ,l,,iu.u 
I 

urlz :0
z

(3.5) r l ' iu,u :0.
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I

Démonstration: Soit p € D(o). on rnultiplie (3.2) par I et on obtient:

I irr^ | dintf (t;)e(r)rtr:0,
e+O J

çl

ou encore
r  r f  f

l ' : t /  u'Ysdr: 
J J J'@'Y,z)Ye@)d'rdYd,z:0,

f t  Q Y z

car (p: 0 sur ôf) et o' converge 3-échelle vers u.
On en déduit

f  r f  f  \

J 
di,u,lJ 

J 
'udzrlu)e@)dr:0, Vp € D(c)),

O  Y Z

ce qui implique (3.3).

Soit tp € D(C), CiVD. On multiplie la relation (3.2) par ee(r,I), on passe à la l imire
et on obtient:

t ' f f
I I I uQ:, y, z)V.se(r,,y)dzctyd,r : 0.
{{,i

On déduit:

t  f  r l '  \
J J 

at 'uulJ r l* , 'y,z)dz)e@,y)rtd 'yrtr :0,  Vs €D(e,D(y)),
c ,y  z

ce qui implique (3.4).
Soit rp € D(f), Ci V
et on obiient:

On décluit,

"  
Z)) .  O. nrtr l t ip l ie (3.2) par e2ç(n, : ,3) .  On passe à la l imire

f f f

|  |  |  u( t ; , ' ! / ,  z)Y 
"e(n,y,  

z)c lzr l .11rLr :0.
J J . I
A Y  Z

t  t  t  r l i ,u"u(n, 'y ,z)9(r : , ' t1,2)r l ,zr l ,yrh:0,  Vp € D(0,  D(y x Z)) ,JJJ
0yz

ce qui impliclue (3.5). tr
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Rernarque 3.3 En choisissant des fbnctions test convenables dans les relations (3.4)
-(3.5), on obtient les conditions de périoclicité suivantes:
r f  ' r

| | o(*,y,2,)dzl rr prend des valeurs opposées sur les faces opposées de y,
LJ  J

Z

a vz prend des valeu's opposées sur les faces opposées de Z. Ici uv (uz) désigne la
normale extérieure à I'ensemble Y (respectivement Z).
Soit dans la suite G te prolongement de u' pæ 0 à 0 tout entier. Les estimations
(2.2) - (2.3) impliquent :

(3.6)

(3.7)

lYu'l7.z51) ( c,

le -2Gly"ça ;  (  c .

u,(r,y, z) : 0 tlans {l x Y" x Z"

- t ---  f  f  .  - ,
€-z'u,€ - rr0 : 

J J 
tulzd.y tlans ILZ(A) fuible

Y .  Z "

Pour le prolongement de la vitesse on déurontre les résultats de convergence suivants:
Proposition 3.4 SoitG Ltéfini,e conLrrLe c'i-dessus. Alors il eriste u e IL2(Q x Y x Z)
telle qu,e, qu'itte à ertraire urle sou,s-su'ite, on ai,t:

e-2G '-- rt" l-éch,elle(3.8)

(3.e)

(3 .10)

(3 .11) î7u' ---- V,u ï-échelte

Dérnonstration: La relation (3.S) est une consé<luence directe de I'application du
lemme 3.L pour u : e-2G. cela est possilrle grâc:e à l'estimation (3.2).
Potu montrer (3.9) on rellrar'(lue clue la. reltrtiorr (3.1) écrite pour ue - 6-2ff,

: t ; f f f

-)dt,  :  1 I  I  u(*,A,2)v(r,y,z)dzdydr.
E -  J J J

0vz

- -
I I

l i*^ / e-"u,,(u)9(2, -,
e + u J  e

ç)



On prend dans I'égalité ci-clessus rure fonction test telle que p : 0 dans f) x Y* x Z*.

Comptetenu du fâit que G :0 clans f,) \ f)r, on cléduit:

f r r
0-  I  I  lu(* ,U,2)g(n,y,z)dzdydr ,tn 

l, /,

ce qui implique (3.9).

La relation (3.10) est une conséquence du Iemme 3.1 et de (3.9).

Pour démontrer Ia relation (3.11) on remarque que la relation (3.6) et le lemme 3.1

impliquent l'existence d'une fonction e e n2(A xY x Z) telle que:

f _
I iq  /  Yu,9(r ,1, \1,Lr :  I  I  le@,a. ,2, )e(r ,y ,z)dzdydr .e + o J  e  € " '  J  J  J

c )  aY z

Une intégration par parties nou.s clonrre:

f  - . _  1 , .  1  , .  f  ^:  -  
JG(dtu,p+ 

ldi ,uog+ ]chln,g)rJr:  -  
J 

t- ' (r2Gdi,u,g+ed,i .uns*d, i ,r ,g)d,r.
ç t f t

Le passage à la limite selon e ci-clessus irnpliclue:

f  r r  f  f  r

J J J €(*,'u, z)ç(u,'y, z)clzrl'yrl:I: : - 
J J J 

u'(r,y, z)di'u,e(r,s, z)dzdydr-

I ,,ro,î,!),t* : l' o*r(,,,!, !)0,, : - | Grri,us(r,î,3)0, :
o C I f )

oY z aYz

On intègre par parties le nreurble cle ch'oite de Ia relation précédente et on déduit:

ou encore €(*,'!t, z) : Y ,u,(t,'y, z), ce <1tti furit la dénrotrstration de la proposition.

Proposition 3.5 Soit u la fonction défi,rtie 1rur kt TtroTtosi,tion 9.4. Alors on a:

f f t '

I I / [€(", ' !J, z) - V .tt,(t::, .t1, z)]pQ:,'y, z)rlzrlydn :0,
J J J
aY z

f r
d i ,u"  I  lur lzdy:g

J J
\ ' *  Z '
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(3 .13)
r

rli,'uo I udz :0
J
Z,

d' i , 'u,u:0.(3 .14)

(3 .15) .u :0  su r  0Q

(3 .16) u-uz prend des ualeurs oqtposées sur les faces opposées de Z

r f
(3.17) 

ll "Or)'uy [trerld d,es uuletu's oTtposées srlr les faces opposées d,e Y
i ,

' t L ' uZ  :0  Su , r  02 "

r f  ' r

| | u,rlzl ' ,, :0 sur 0Y,.
L J J

z .

Démonstration: Les reltrtion (3.12)-(3.14) sont une conséquence de l'application cle
la proposition 3.2 pour la suite e-2G cltri converge 3-échelle vers u et de la relation
(3.e).
Potu obtenir la relation (3.15) orr utilise la linéarité et Ia continuité d.e I'application
trace normale de I'espace

IH(rLi,u,o) : {,1, e n2 (q lrli,u û e n2 çq1

dans .tr/-à(40), ainsi clue les relzrtions (8.9)-(3.10).
Les relations (3.16)-(3.17) sont ture corrsécltrence de Ia rernarque 3.3 et de la relation
(3.e).
En multipliant (3.14) pat une fbnction test th e nlQ) eh en utilisant (3.16) on obtient
(3.18). De même, on obtierrt la relation (3.19) err rnultipliant (3.13) put 4t e Hà(Y) et

U Iud.uctz]
Y.  Z .

(3.18)

(3.18)

en uti l isant ensuite (3.17).
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$4. Passage à Ia lirnite et problèrne hornogénéisé

On rappelle que grâce à I.-A. Ene [7] on connaît Ie resultat suivant, du type "de Rham":

Lernrne 4.L Soit w e IL2(Q x Y x Z) une fonction qui, satisfait:

O Y  Z

vô eD(Q,CiV x Z)) tel le que:

(4.2)

Alors il eriste

telles que:

(4.3) ut(r, y, z) : V aqt(*, y) -f V,ez(*, A, r).

On rappelle qu'on a noté par ?1 la limite 3-échelle che e-2G et que p6, donnée par la

relation (2.17), représente Ia limite fbrte clu prolongernent de la pression dans Z2(f)).

En utilisant le lemme 4.1, ainsi que les convergerrces 3-échelle démontrées dans $3, on

démontre le principal résultat de ce paragr-aphe:

Théorèrne 4.2 Soient u" et ps coTnTne ci-dessus. Alors ils eristent deur fonctions

m e IL2 (Q,, H;(Y.) I IR) et p2 e ILz (Q x y, IH)(z.) I n) tuiles que:

(4 .1 )

(4.4)

f r f

I J J 
w(r,a, z)ô@,y,, z)dndyz :0,

di,uo Q(n, l t ,  z)  :0,  d i ,u" Q(r,U, z)  :0.

deu,r fonctions r1y € IL2(Q,EI;(y)l@ 
"t 

qz e ILZ(Q xy,tH)(z)ln)

-L ,u f  V" l . r s1 -Yupr *Yrp2 : f  dans  f )xY*  xZ* .

Dérnonstration: On rtrppelle la prernière écluation de (1.2):

-e2 a,u' I vp' : / dans f,)6,

qu'on multiplie par urre fonctiorr g € D(Q, ci V x z)) telle que di,uo g(r,u, z) : 0 et

di,u,g(r,!J,z):0. Une intégration par pzrrties clans le prernier terme du membre de

droite nous conduit t\:



Compte tenu de la définition du prolongem ent G, des relations (2.18) et (2.20) et en
supposant de plus e(r ,A,z) :0 dans O x Y" x Z,  (c 'est-à-dire g(x, Ï ,31 e Hà(Qr))
on déduit Ia relation (4.5):

i,?to"

Le passage à la limite 3-echelle cLus (4.5) irnpliclue:

f  f  f  r r r
I  |  |  Y "u(r,n, z)V,e(r,y, z)dt:dyd,,  -  |  |  |  ps(r)di ,r ,e(r,s, z)drdydz :

J  J  J  J  J  J -
A Y ' Z "  ç I Y ' Z ^

f f t "
:  I  I  I  J@)ç@,y,2)rlrr l ,yrlz,

J J J
Q Y , Z .

ou encore

f r f
I I | 1-t"u(t:,,!J, z) * V,po(n) - f @)lç(*,u, z)d,rdyrtz -- 0.

J  J  J '
Q Y " Z '

Cornpte'tenu de la Iblrne partictrlière cle g, Ie lernrne 4.1 irnpliclue Ia relation (4.4).

Conclusions

La proposition 4.2 et les réstrltats obtentrs clurs $3 nous conduisent au problème he
mogénéisé (4.6) vérifié par les lirnites de la vitesse et de la pression. La première
équation de ce systèrne est ture écluzrtiorr à trois pressions.

,' I vu' {r)ye@,i, 3),t* * l rr, o)e(r,î, 3lo" : I t{ùr@,î,Slo*.
ç1" Q. Q"

, ' [ç; ,(r)ve(r,1,1)a*- [r , ,  \ ' '  ,  t  r  r
J € '  e ' '  J  

' (n)d i 'u"9@'; '  
* )a ' :  J  f  @)w@'

ç ) r 2 C t

u
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(4.6)

-L ,u  *  V ,po  lY 'p t  *Y  
"pz :  T

f r
d i ,u ,  I  l udzdA:Q

J J
Y .  Z .

t"
di,uo I udz :0

J
Z r

d' iu"u :0

r f  f  - t

I  I  I  u 'dydzl  'u  :0
L J J J

dans 0 xY* x Z*

dans f)

dans f) x Y*

dans CI xY* x Z"

sur ôf)

svr 02,

sur ôY"

Y ' 2 .

u. uz prend des valeurs opposées sur les faces opposées de Z

r f  r
| | u,dzl .r, prencl cles valetus opposées srlr les faces opposées de Y
LJ  )

z '
U ' u g : Q

r f  ' l

|  |  udz l - rv  :0
L J  I

Z *

Rernarque 4.3 Le système (4.6) est obtenu dars J.-L. Lions [9], par la méthode du
développement asyrnptoticlue fblmel cie Ia vitesse et de Ia pression. Les trois pressions

Po,Pr,p2 correspondent aux trois pretniers terrnes du développement asymptotique de
la pression p'. On rappelle ici que grâce à J.-L.Lions [9] on sait que ?1 peut être exprimé
de deux façons diflérentes:

(i) La fonction u vérifie ttne loi du type Darcy qui fait intervenir la pression po unique.
ment. Plus précisernent, on a,:

u,( : r , 'y ,  z)  :  ô(u,  z)( . f  ( r )  -  V,ps(z)) ,

oùr Ia fonction @ est solution cl'tur problèrne local clans Y" x Z*.

Avec la notation M(ù : r,,]t-- l '  I OW,z)tlyrLz,la fbnction p6 est solution du
tr  i lo t1,  

/ ,
problème de Neurnann suivant:

(M(û(J -  V,po),  Vr/)  :  0,  Vq € ÉIt(Ct) .
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(ii) On peut aussi écrire la fonction u sous une autre forme, qui fait toujours apparaître

la pression ps, mais où intervient aussi Ia pression p1. On a:

u(r ,a ,z)  -  g{zx l  -  V"po(u)  -Yrpt ( t ,y ) ) ,

où dr est solution d'un problème local dans I'ensemble Z" et la pression pr (r, y) est

solution du problème de Neumann suivant:

(M(ôrXl  -  V,po(r )  -Yapt( r ,a) ) , ,Vy l r )v .  -  0 ,  Vqr  e HL(y. ) ,  QtY -  pér iod ique.

Remarque 4.4: Les résultats présentés dans ce chapitre peuvent être généralisés. Soit
re un paramètre dépendant de e et tel que:

Y- r0s ie+0 .
c

On remplace dans Ie domaine f) les très petites inclusions de I'ordre de e2 par des

inclusions de I'ordre de r", reparties avec Ia périodicité r". On considère une viscosité

de I'ordre de r, et on s'intéresse à l'homogénéisation du problème:

(4.7)
1-r ,Lu" 

*Vp'  :  7 dans f ) ,

I a;" u" : 0 dans f).

[ ,' : o sur ôf)..

Le cas déjà traité correspond à une valeur de r, égale à e2.
Pour Ie prolongement de la vitesse, solution de (4.7), on obtient les convergences:

rrrG --. u 3-échelle

,;'æ - uo : [ [ "0"41 
dans L'(a) faibte

t.i.
1l' - Y,u 3-échelle.

Pour la convergence forte du prolongement de Ia pression on a la proposition 2.6 qui

reste toujours vraie.

On peut montrer que les limites de Ia vitesse et de Ia pression vérifient Ie système (4.6).
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CHAPITRE III

Calcul de la charge dans un systèrne hydraulique - étude théorique et
numérique -

Introduction

L'étude présentée dans ce chapitre a fbii I'objet d'un contrat de recherche avec

le CEA. La modelisation du problème et une partie des résultats théoriques ont été

obtenus dans un travail antérieur au nôtre.

Le but de ce travail est de calculer numériquement, par une méthode des éléments
finis, la charge dans un système hydraulique. Un système hydraulique est un disposi-

tif corstitué de galeries horizontales drainantes entourées par un matériau hôte peu

perméable. On appelle dans la suite structure drainante les galeries horizontales en-

tourées par une partie du matériau hôte. Les galeries sont réparties périodicluement,

ce qui nous permet d'envisager un modèle mathématique avec une géométrie qui

présente une structure périodique dans une direction. Les galeries sont remplies avec tm
matériau pour lecluel la perméabilité hydraulique est plus grande que celle du matériau

hôte.

Vu la petite climension de la stmcture drainante dans la direction verticale par

rapport à celle du système hydraulique et la structure assez complexe du système

hydraulique, un caicul numérique direct de Ia charge dans I'ensemble du système est très

compliqué à réaliser. Le grand nombre de galéries holizontales et leur faible dimerniorr
par rapport à I'ensernble du système rendent difficile la realisation d'un maillage sans

élérnents aplatis.

La périodicité de la structure drainante nous a condtûts à envisager des méthodes

d'homogénéisation. La structure dlainante est rernplacée après homogénéisation par

un seul matériau. Les méthocles d'hornogénéisation sont utilisées cluand Ia période est
petite par rapport aux climensions globales dtr rnatériau considéré. Daru notre ctrs,

Ia distance entre deux galeries peut être considérée conlme très petite comparée aux

dirnersions globales cle Ia structule, Ie rapport entre les cleux étant égal à 0,04. Notrs

notons par s ce petit paramètre aclimensionnel.

On note par .I(G et .I(s les perméabilités hydrauliclues équivalentes du matériau hôte

et du matériatr de rernplissage de Ia galerie, Ie paramètre clui caractérise le drainage
7çs yc

etant 
KC. 

Vn PoSe 4 :  Kr.
Enfin, on con-siclère atssi le pararnètre 6, <1tû est lié au rapport entre Ia largeur cle
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la galerie et la largeur de la cellule de base.

On considère le problème homogénéisé, c'est-à-dire celui qu'on obtient après le pas-

sage à Ia limite e -.' 0. A I'aide du problème homogénéisé on va calcttler les coeffl-

cients homogénéisés, c'est-à-dire les valeurs des perméabilités hydrauliques qu'on va

considérer ensuite dars Ia structure drainante.

Au $1 on présente Ie problème hydraulique et ses particularités géométriques dans

la structure drainante seulement et on rappelle une partie des résultats théoriques qui

ont été démontrés dans S. El Otmani [ ]. Ce problème sera résolu en choisissant des

conditions "mathématiquement agréables" au bord extérieur de la structtue drainante.

Cela est possible, car les coefficients hornogénéises ne dépendent pas des conditions au

bord.

La première étape de I'homogénéisation est Ie calcul sur une période de base de

plusieurs fonctions auxiliaires (les fonctions X ) qui interviennent dans le calcul des

coefficients hornogénéisés. La deuxième étape est Ie calcul de la charge hydrauliclue

dans le problèrne homogénéisé. En utilisant les valeurs trouvées pour les coefficients

homogénéisés on peut aussi envisager le calcul de Ia charge dans Ie systèrne hydlaulique.

Les problèmes auxiliaires ne sont pas classiques car les fonctions inconnues X
vérifient des conditions de périodicité au bord de la période. Au $2 on rnontre Ia

transformation de ces conditions au bord en conditiorn plus classiques.

Dans Ie paragraphe 3 on calcule les valeurs des coefficients homogénéisés et ensuite

la charge hydrauliclue dans cleux cas linrites. On fixe d'abord ô à Ia valeur 0,3 et on

fait r7 tendre vers 0. Dans Ie deuxiènle cas, pour ? fixé,otr fait 6 tendre vers 0.

Au $4 on étudie théoricluement Ie cas lirnite 6 fixé à Ia valeur 0,3 et 4 tend vers 1. On

calcule ensuite les coefficients honrogénéisés et Ia chalge hyclratrliclue clui correspottclent

à ce cas.

Dans le cincluièrne paragraphe on travaille dans un cas plus général. On fixe 6 à

la valeur 0,3 et on iait 4 prendre diflérentes valetus cornprises entre 0,9 et 0,002. On

calcule les coefficicnts hornogénéisés et on étudie leur sensibilité au paramètre 4.
Dans le sixièrne paragrtrphe on préserrte le problèrne dans Ie système hyclratrliclue.

On calcule nurnér'icluernent la charge clans ce systèrne. Ce calcul a été fait cornpte-tetru

des conditions clorurées au bord du massif et poru dif{érents cas décrits au $5.
Donc on a éttrclié ici trois cas liurites et Ie cas général. Le passage à Ia linrite dans

les coefficients honrogénéisés calculés dans le cas général nous permet de retrouver les

résultats des cas lirnites.
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$1. Présentation du problèrne

Dars ce paragraphe on rappelle le problème considéré dans [ ]. Le problème (1.1)

represente Ia modélisation dans la structure drainante. On va utiliser ce problème pour

le calcul de coefficients homogénéisés. Les conditions au bord considérées ici ne sont

pas celles qui correspondent au cas physique. On a pu faire ce choix mathématiquement

simple parce que les coefficients ne dépendent pas des conditions au bord extérieur. On

rappelle ici également les théorèmes 1.1 et 1.2 qui ont été démontrés par S. El Otmani

dans [4].

$1.1 Présentation du problèrne dans la structure drainante

La structtue drainante darns laquelle on cléfinit le problème est constituée des galeries,

dans lesquelles il y a un matériau de rernplissage. Les galeries parallélépipèdiques Sont

répalties périodiquernent. On étudie Ie problème:

(1  .1 )

-cli,u(Ii'r6'v tt;61 : o

-d.tu(I{'}qv u;61 : o

[ [H;6] l  :0

t lK'6'1ry-l l :ol - r , - '  
0n 

l r

, 1 1 6 , , 0  H € , 6  - e
I t c  '  

An  
:9 r .

Hi,u : o

dans 0!6

dans Ot'

sur -Itô

sur 1t6

sru ltdt

- c Âsur r ô".

Ici e désigne la périodicité de lz-r, structrue,

I { G  ,  ,  r  ' , . , . , ''n : 
7S 

le rapport cles pernréirbilités,

Â _ À - L-rrgetu cle Ia gzrlérie
v - a " clistance entre les cent,rcs cle rleux galéries consécutives'

Hl,6 représente la charge hych'zruliclue clans la structure drainante,

Ii'6\ : @if\ Ia rnatrice cle perrnézrbilité lryclrauliqr-re,

f)!6 I'ensemble des galcrries,
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Figure 3.1

Modèle lrlrysi<1rtr"r <le lt structttt 'e draiua.nte
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f)fo6 matériau hôte ,

/'6 I'interface entre Cti6 et Ot',

f)'6 - Ct3o u C)3ô u.r'6.

pe6+1;e6-) sont les faces supérieure (inférieure) de f,)'6,

1fi6 la réunion des quatres faces latérales,

tl/fi']] la diflérence entre les valeurs c\e Hl,6 à I'interface entre les matériaux.

L'ensemble f)'6 dépencl d.e la périodicité e cle la structure et du petit paramètre ô. La

cellule de base représente la stmcttue clui se répète dars l'ensemble du domaine et qui

est constituée cl'ture galer-ie entour'ée du matériau hôte.

Dars la suite, Ies indices grecs (strtrf €, Tl, 6, C et 0) varient entre 7 et 2 , et les indices

latins vzrlient entre 1 et 3. On fait la (:orrvention de sommation sur les indices repétés.

Soit c,r : (-Lt,Lt), ?Lz,Lz). Les valc+urs 2L1 eL 2L2 représentent les dirrrensions

cle la stlucttue clrainante dans Ie pltrn horizontal. On transforme Ie domaine f)td :
/  €6  ad t

" " (-t ,i ) "" 
Ie dornaine inclépenclant de eô,

f l : u . r x

par le chzrngement cle vzu'izrbles srrivrrnt:

(rr, r,r, r,z) : (*rrrrr,ft1.

Le nouvertu ciourr'ririe f) est unc clil:rtatiorr clu clomaine f)'ô prrr la valeur I cl,.ns lu
eà

clirection cle :r3. L'ensernble c,.r le1>réscnte une section horizontale clans le dornaine f).

Le changernent ders vtrritrbles irnplicltrc le c,hangr:rrrerrt cle fbnctiorls col'r'esponclant:

Hi6 (:t :  1,:r: .2, : t :3) :  H|,n ("r, zz, z, ' ,)

g1( : r , r , : r ;2 , r ;3)  :  S?Qt,  zz,  z : t ) .

Les ensemblc.:s 0,lc,crt f* sorrt définis cornme 0t6,lf idet;aô*. De phn, si

K'6n (nr, rz,rt) : I{ ' ! ' t  (?,"r,,,,r), o' f ir it les hypotltèses:

(2,)3r:1 ) 0 tel  <1ur l( l j '€ten) cr€;€.; ,  Vt;  e IR,
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Uù Kli € L*(r) et /(ff sont Y-périocliclues,

oùr
I  1  11 I  1  1r  r  1  1rr : L- r,t) " l-t,t) " l-t,r)

représente la cellule de base de la Figule 3.2. L'ensemble Y est composé de deux
parties, notés Ys et Yç, clui correspondent au matériau de remplissage, r'espectivement

au matériau hôte clui I'entoure. L'interface entre les deux a été notêe 16.

y3

a l

i i
t l

,:i-i-:-:iY-----:----v
1.,- - 1- 

- - -.,- - - - - - - - - -
e - - - - l -  - l - - - - - - - - - - -

v
V

Figule 3.2:  Cel lLr le  de base Y

On note par f+(y)(f-(Y)) la firce supérietrre (réspectivement inférieure) cle Y.

Enfin, on introcluit les espzrces ibnctionnels suivants:

Y(CI) :  {u € / r ' t ( f ) ) ,  o :0 sur f6} ,

r1t ( f ) )  :  {ç lç  e l , ' ( r ) )  *  P € ,2( f ) ) ,  , i : r ,2 ,3} ,
oï;

, ' ( f i )  : { ç  |  l e l r , z ley  (  oo } ,

lvft"1sty: f '  lr l 'o', ,
h

V(Y):  {p  e Hr(Y) ,ç 'Ur , iy2pi r r ioc l i<1ue et  < le  moyeme nul le} .

Grâce à S. El Otrn:rrri [4] orr corurirît, le théorèrne suivarrt, qtû nous donne le problème

homogénéisé, ainsi <1ue I'expression cles coefficients homogénéisés et les problèmes aux-

iliaires:

y2

y 1
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Théorèrne 1-.1 On supTtose qrle (aô)-tgi

nio ̂  uf,

La fonction Hl est indéTtendante de

mogénéisé suiuant:

-  gLdans L2(u) .  A lors  qtnnt l  t  - .0 ,  on a:

dans V(Q) faible.

23 et satisfait Ie système bidimensi,onnel ho-

(1 .2 )

où les coeffici,ents lt,omogénéisés sont rlonnés par:

( a (-oronf\ * *
l-a;çoibfi) 

: si+s: dansu

I gf : o surou,

qn: l@:ZW+ô-,,4ff),t,
Y

Les fonctions out;iliaires Wf@) e H'(Y) so'nt sol'tûi,ons d,u systènre suiuunt:

(1  3 )

(1 .4 )

où les

(1 .5 )

-#,(r::W):o
RïW,;:O

dans Y

sz r - f i (Y )

W6(o) -'go est'!lr 1'y.2-pé'r'itxli,que tle rntrye:rtrt e nulle,

cofficie'ntt Rli so'nt rlonnés e'n fonr:tion, des li6ol Ttar:

r7:'à : r4:À, r{::! : o-'o:I Kg'l : 6-..K,.:, k:::l: 6-2 K.gI.
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$2. Tbansformation des conditions de périodicité en conditions aux lirnites

Dars le cas 6 fixé, on a grâce à S. El Otmani [4] le résultat suivant, qui correspond au

cas pratique .I(s beaucoup plus grand que Ie .KG:

Théorèrne 2.L Sous les hypothèses du théorèrne 1.1 on o,:

Hî ^ H6* d,ans ut@) faible si r7 ---+ 0.

La foncti,on Hl est I'unique solution du système:

(2 .1)

Les coeffici,ents r1[s sont donnés par:

(2 .2) qLB:

où les foncti,ons auri,liaires y6o@)

l(u:,-rrreffi)da,
Y3

€V(Y) sont solutions du système suiuant:

t-*(""b#)
I nI",

gi + g: dans u

0 sur 0u.

r.s o(xï@) - uà ̂t\ it. 67;-n.;

,7r.0(x!o@) 
- uà -.- -  

1 z  ô  y i  
. v z

-0

-0

dans Yg

dans Yç

sur f+(Y)

sur 16 du, côté d,e Yg

sl.rr 16

(2 .3)
-0

-0

[[x3(')]l : o

X3(') est y1, y2 péri,odiqtte tle n'Lollenne ntille.
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Les fonctions auxiliuir", 1f(')sont liées aux fonctions W6(o) de(1.4) par la relation

suivante:

W6(o ) :Uo -X ! r { - l

On se propose de résoudre le problème (2.1). Pour cela il faut calculer d'abord les

coefficients Aâa donnés par la relation (2.2). Comme dans I'expression de ces coefficients

interviennent les fonctiorn auxiliaires X3('), on se ramène à résoudre le système (2.3).

On prend (2.3) cornme modèle mathématique pour le problème auxiliaire dans le cas
pra t ique6 f i xé ,q<10-3 .

$2.1 Tbansformation des conditions de périodicité en conditions aux l irnites

Le problème qu'on considère dans ce paragraphe est le problème (2.3).

On utilise les propriétés de périodicité des fonctions Xo et les symétries géométriques

de la cellule de birse Y et, confbrurérnent à F. Léné [8], dont on suit les idées, on se
propose d'obtenil des conditions aux limites du type Dirichlet ou Neumann. Le but est

de remplacer le problème avec des conclitions de périodicité aux limites (dans la celltrle

de base Y), par un problème avec des conditions du type Dirichlet ou Neumann (posé

dans un quart du domaine initial).

On rappelle que la cellule de base Y est un cube rapporté à un repère orthonornré
(O;ù,iz,is) centré au centre cle Ia cellule:

Pour en déduire lcs propriétés qtri nots intéressent, on corrrrrrenc:e par dorurer urre

définition prélirninaire clui est une aclapttrtion de F. Léné [8].
Définition 2.L.L Urr pltrti P est clit plan cle slmrétrie nratérielle 1>our ltr cellule cle base

Y si et seulement si :

1) Ie plan P est pltrrr cle symétlie géornétrique cle Y,

2) Ies coefficients cle perméabiliié Koi(y) satisfont Ia relation:

(2.4) K ni (y' ) : ctuci,tK rr(y),,

oùr la matrice C cle cornposatrtes {c;1} représente Ia symétrie prlr rapport au plan P et

'yl: chy,p-
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On travaille dans la suite sotts l'hypothèse d'isotropie pour les detx matériatx:

matériau hôte et Ie matériau de remplissage. PIus précisément, on a:

Ku :0 si z * i et K;i conlante si i,: j.

Le système (2.3) devient dans ce cas:

-d3, \ t \u  
6  ro

a ( ,-s o(x" -
t r "  \ " "  a  1 , "

d) :o

-*(uxW)

Rf'Wnt:o

-0

dans Yg

dans Yç

su t+(r)
(2 .6)

R!,?'z o tlo

o(x' - u-)n; :0 sur .Iô du côté deY5

sur 16[[x']l : o

1o est lJr, IJz périocliclue de moyenne nulle.

On remarque qtte clalrs le cas isotrope, les plans Ih : 0 êt lJz :0 sont plans de symétrie

matérielle potu la cellule de bz-Lse Y.

Eft'ectivement, lzr matrice cle syrnétrie ptrr rapport au plan gr : 0 est:

C- :  (c t i ) t i .

Compte'tetru de Ia lbrme prut,ictrlièr'e cle ltr, rnrrtrice C, on montre fâcilement clre Ia

relation (2.4) est vérifiée. De urtrnière rrnalogue orr ol;tient clue Ie plan d'écltration

Uz :0 est plan de syrnétrie rrrr'rtérielle pour la celltrle de base Y.

On a le résultat suivernt, clui est dérrrontr'é en Annexe A:

Théorème 2.1.2 Si le plan tl'équation lh :0 est Ttlan d,e symétrie rnatérielle pou,r la

celhr"le de base Y, alors on peut trou.uer tles fonctions yL et y2 solu,ti,ons du, système (2.6)

telles qrte yr soit i'nryxtire en'Ut et y2 soi,t Ttu.ire enyr.

(râi)



De manière analogue on peut dérnontrer:

Théorème 2.L.3 Si le plan d'équ,ation.!lz :0 est Ttlan de syrnétrie matérielle pour Ia
cell'ule de base Y, alors on, peut trouuer des tonctions Xr et y2 solutions du sgstème (2.6)

telles que XL soit paire en Uz et y2 soit i,mTtaire en yz.

En utilisant la régulalité des solutions du système (2.6), Ies théorèmes 2.1.2-2.1.3 et
les résultats de F. Léné [8], on déduit des conditions de périodicité les conditions aux

limites résumés dans le tableau 2.1 ci-dessous:

Tableau 2.1

Pariiés

en

,UI

Parités

en

'!lz

Conditions

sttr
1

: r /r  € {0, +;}

Conditions

sur
1

U2 €  {0 ,+ ; }

X L impaire paire xt(v) :  o ffo:o
X2 palle rmpalle ffrut:o x2(g)  :0

Compte-tenu de ces r'ésultats on conclut c1u'on peut chercher la solution du problème

initial su,r un quart de la cellule de base Y, c'est-à-dire dans le nouveau domaine X cle

Ia figure 3.3:

x - [0,ï] " lo,]] " [-;,;]
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y3

Figure 3.3

Cellule cle base X (quart de la cellule Y)



$2.2 Simplif ications dues à I ' isotropie du rnatériau
En utilisant les résulats réstunés dans le tableau 2.\ et I'isotropie des deux matériaux,
le problème (2.6) pour o :1,2 devient:

(2.7)

-*,(ur,W) :o
-*(unffi) :o

Rf,Wn,r:o

Rf,Wft;:o

[ [x'] l  :  o

xl  :o

ffiot:o

-#,(*xryc3) :o
-#,?':'9gr;ù) :o

Rf,ryùP-,,;:e
,zr,wf-ïL;:Q

[[x']l : o

x ' t  :0

ffir^:'

dans Xs

dans Xç

sur f+(x)

sur I du côté de Xs

sur I

s i y r :0e ty1 :

s i  y2 :0  e t  y2  :

dans Xg

clzrtr-s X6

strr  f+(X)

sur I clu côté cle X5

sur I

si'!tz - 0 et u2 :

s i y l :0e ty1 :

1
,

1

,

(2.8)

1
2

1
t
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Figure 3.4

Domaine Xg, sous-ensenrble cle la cellule de base X, qui correspond à la galerie

oùl

Xs (Xc) r'eprésentent les pr-u'ties ocq)ées par le Inatérizltt de rernplissâge (respective-

ment matériau hôte) dzrru I'enserrrble X,

f représente I'interface entre les deux matériaux

f+(X) sont comme dans le cas de Ia cellule Y:

f+ (X) : Ia face supérieure de Ia cellule X

f-(X) : la face inférieure de la celltrle X

On simplifie les systèmes (2.7) et (2.8). Grâce à la relation (1.5) du prernier chapitre

on déduit:

Y4 :0  s i  z  *  j ,  Kn :  Kzz :  K  e t  I ( 3s :6 -2K .

On introcluit lers notatiotts suivirntes:

Yo : I'intersectiotr dtr plan cl'écltration '!lt :0 avec Ia cerllule X

Y, : I'intersectiol cltr pltrn cl'écltrzrtiorrltr:1; avec Ia celltrle X
2 -

Lo : I'intersection dtr pltrtr cl'éclttatiotrUz :0 avec Ia cellule X

L+: l ' intersection clu plan cl 'écltratiorr ,r:Iavec Ia cellule X

J+ - Ia firce supérieure cle I'irrterft'rce entre les cleux matériaux dans la celltrle X

f - la fâce inlérieure de I'interface entre les cleux matériaux dans la cellule X

.It : la face latérrrle cle I'interltrce entle les deux rnatériaux dans la cellule X

I : It U 1- U 1l : I'iuterl'ace entre les deux matériatx dans Ia cellule X.



Nous allons rnontrer que les systèrnes (2.7) et (2.8) potu 11 et X2 s'écrivent encore:

(2 e)

(2 .10)

^ t 9o-x'

}tx' ,-2 0"x'
0y.5r . -  "  AÈ

o"xt *-z ôzxr- 
ay.ay.- " ôE

*:o
OTL

ox' 1
0n

X l :o

[ [x'] l  :  o

- 0 dans Xg

- 0 dans X6

sur  f i (x )  u  I+  u  Lou L+

sur .Il clu c;ôté de Xg

sttr Yo U Yr

stu .I

- 0 clans Xg

- 0 dans X6

sr r r  f t (X)  u  YouY;

et stu I clu côté cle X5

sur .Lo U .Lr

sru 1

o'!Joo'yo

0rx,

- 5-2 o'x'
" o,u3

, - r  0txt
-  U -^ 

" r -o,yio'u-ouo

(-:o
OTL

x2:o

[[x']l : o

Etablissons le systèrne (2.9).

En utilisant.I(rt : K2'z : K et IÇz - 6-'K,,la 'rer'ière éc1uz-ttion de (2.7) clevient:

u,t_ _6_2gl*l :0,
0y.6^- "  0E 

-

ce qtri implique les clerx premières écluations de (2.9).

100



La troisième (respectivenrent

a'2xr

la quatrième) écluation de (2.6) s'écrit aussi:

3 ^ l

Y NooTr ' i :  K1{ù1.

"7:, 
oa;

La normale sur Ia face f+(X) étant rzr+ : (0,0,1), o ^ 
ff: 

0 sur f+(X).

La normale sur la firce f-(X) étant rLr- : (0,0, -1), o ^ 
#: 

0 sur f-(X).

Compte.tenu du ftrit que les normales str les faces .I+ et 1- sont:

nr+  :  (0 ,0 ,1 ) ,  r l r -  :  (0 ,0 ,  -1 ) ,

on décluit:
0X'
È :  

osur  I - ru I - '

En appliquant Ie rnêrne principe, on obtient:

0x' 
o stu 1l clu côté cle x5,ar, 

:

ox'^,ox'^
à:osur 'Ls '  à :osur 'L r '

La fonction 11 vérifie clonc Ie systèrne (2.9).

On obtient de rnêrne firçon le systèrne (2.10) à partir de (2.8).

Compte.tenu cle lz-r lbrrne du systèrne (2.9), orl rerrr?'lrcltre c1u'on pettt Ie clécotqrler en

deux problèmes:

o'!Jo.,lo
- 6-2 u3^t : O

d'yâ

%:o
OTL

ox' ,- ; - : r
ATL

Xl :o

dans Xs

strr .I* u /- u (Io n Xs) u (LL n Xs)

strr 1I

strr Ys t^lXs.
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(2.r2)

o'xt ,-z o2xr- 
au.w- " aE

(-:o
on

xl :o

- 0 dans X6

sru f* u (ro n xc) u (L+ n xc)

sur (Ys nXG)uY+

sur .I.xb : x's

Pour Ie calcul des coefficients homogénéisés d'après la formule (2.2) on a besoin de la

solution du problème (2.11) posé dans Xs. On démontre le résultat suivant:

Théorème 2.2.7. Le problèrne (2.11) a une solution unique.

Dérnonstration: Pottr clérnontrer ce résultat on va appliquer le théorème de Lax-

Milgram. Soit i'espace Vy" cléfini ptrr:

Vx":  {o e ,F11(X5) te l  que o :0 stu Y6 nXs}.

Cet espace est tm espace de Hilbert sur lR pour Ia not'me

Err muliipliant lz-r première écluartion dtr système (2.11) par T.r € Vp et en appliquant la

formule de Green, on obtient:

(2 13) I H#,0,+ 6-2 | #ffi,,, : I (#,,, +ffinzt6-2#ùx2do

Xs Xs

Xs Xs ôXs

Cornpte-tenu clc:s cotrclitious srrr kr ltolcl cle Xs, Ia relation (2.13) devient:

ll,llv*,: I#t#+r2 I##

lH#0,+6-2 l##0,:loao
Xs

#,#'u+6-2

Xs I I

I
Xs

l' 0u 0'u ,
J aiw ùu^au'

X-c

r02

Avec les notations:

a( 'u , 'u ) :



l(u) : I oao.
t,

revient à trouver Ia fonction Xr e Vx, telle qtte:le problème (2.11)

D'autre palt,  o(tr,,  IL) > l l" l l 'n,

On obtient grâce att théorèrne

pour le problènre (2.I4), ce cltti

système (2.11) .

(2.14) o(X ' ,u )  :  l (u ) .

On remarque que o.(.,.) est une application bilinâire continue et que I est une forme

linéaire continue. L'inégalité de Cauchy-Sdrwarz implique:

lo"(u" ,  u) l  S l lTr l lv* ,  l lu l ly*"

cle Lax-Migrarn I'existence et I'unicité de Ia solution

inrpliclue I'existence et I'unicité cle la solution pour le

Soit D le domaine de la Figure 3.5, défini cornrre I'intersection entre le domaine Xs et

Ie plan d'équation '!Jz : 0. Soient: Do : Yç.ÀD, DI : II ÀD, Dt : LsÀD, Dz : L;nD.

Figure 3.5

Domaine D, sectiott de Xg parr le plan d'équation y3 : 0
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On a Ie résultat suivant:

Théorèrne 2.2.2 Lo, fonctiorùXr, soltttiorr, tht Ttroblème (2.11) dans Xs ne déytend pas

de ys et uérifie le système suiuant:

0"X, 7rxt-æ-w -0  dansD

su,r (Lsu L) n D

sur l tnD

su,r YsÀ D.

snr .f u (Yo n Xs) u (Y+ 1 Xc)

strr (,Ls n Xs) u (L+ n Xs).

(2.14)
#:oon

ox' 1
0n

Xr :o

De plus, Ia solu.tion tht problème (2.11) X' : lJr.

On peut dars Ia suite clécouplé le système (2.10). Le problème clui nous intéresse, celui

posé dans I'ensemble Xs, est donné par:

(2 .15)

-!L - 6-2 ff :s dans Xg
o'UoUu o'Uï

\t:oon,

X2 :o

On a Ie résultat striviurt:

Théorèrne 2.2.3 Lu" fonction, y2 sohttion tlu Ttroblèrne (2.15) dans Xs ne dépend Ttas
de 31s. Elle ué,ri,fie Ie ,s'ystèm,e suitto.nt:

otx'
a,i,,

^-r0'x'- u  . : 6 -
oUi

ox' ^- ; - - : t ,

0 T L

x2:o

: 0 du,ns D

su,r Dctl) DI

su , r  D1U Dz.

(2 .16)

De 1tlus,Iu solutiort, dtt, proltlèrne (2.15) est y2 - 0.
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$3. Catcul de coefficients homogénéisés et résolution du problèrne dans deux

cas lirnites

Dans ce paragraphe on calcule les coefficients homogénéisés darn deux cas limites. Le

premier cas est celui qui correspond à une valeur de 6 fixé à 0.3 et 11 ---+ 0, c'est-à-

dire comme dans Ie théorèm e 2.7. Le deuxième cas correspond à 6 -' 0,, T étant frxé'

Enfin, on donne les isovaleurs pour la charge hydraulique dans Ia section horizontale

du système drainant. Les conditions au bord sont celles prises dans S. EI Otmani [4].

$3.1 Solution d.u problèrne dans Ia structure drainante ( cas 6 fixé, ? - 0'

Théorème g.L.1 Sous les hyTtothèses du théorème 2.1 et si les matériaut sont

isotroTtes, les coefficients qip sont donnés Ttar:

Çtr  :  0 '  Qtz --  Qzt :0,  Qz2 :  Xt lYt l ,

ott lYsl représente Ie uolrtme occtqté par le matériau. tle rempli'ssage dans la cellule de

base Y.

Démonstration: Grâce à (2.2),la formule générale ponr le calcul des coefficients est:

Çoa: lro.u-Kûff10,
Ys

En donnant des valeurs particulières à a et B et cornpte-tentt dtt fâit clue XL : llt et

x2 :0 ,  on obt ient :

f . r. 0x' r/ ?xt i)ur f
en : J ro, - Kn-ur, - xzth - *-fr)d, : 

.l @ - K)rtq : Q,
i t - Y s

r r. 0x' 0x' âvr r â.'L
Qtz : 

J frc- - npâ,r - lzz,-r, - N"rft)dv : - xzz 
I ho' 

: 0'
Ys  r s

f . -- r. 0x' 0x' i)v2 f âu2

e2L: J {rcr, - IinA^ - xufi - KstfrU, : -K 
.l trù, 

- 0'
t s -Ys

e2z: Ior* - ,r,,# - K,"H - K",#)dv: !u' 
- o#lo,: KlYsl'

J
YsYs t r
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Le problèrne (2.1) clevient alors:

(  0 'H
(3.1) l -ozz 

AA 
: si  + s\ <latts c 'r

lHnr :g  surâo '

Le problème (3.1) repr-ésente ture âluation différentielle ordinaire de deuxième ordle en

22, où ,z1 est un pararnètre. On a deux conditions eL 22 au bord du domaine, ce qui

montre que le problème est bien posé. On a une solution analytique du problème dès

que les fonctions gi et g* sont données.

$3.2 Solution du problème dans la structure drainante (cas 11 frxé,6 --- 0.)

On rappelle le résultat de S. El Otnrani [4] qui corlespond au passage à Ia lirnite 6 --' 0

dans Ie problème hornogénéisé.

Théorème 3.2.L So'us les h,ypotltèses du, théorème 1.1, on a:

HÏ ^ H] rlurrc nt@) fuihle, si ô--- 0.

La fonctiort H| est I'u,niq'ue sohûiort, du système bidimen,sionnel:

(3 2)

Posons

(3.3)

(  ô  (  * , ,4H;
) 

-d^?t:b"fi) : ei + e: rkYus u

I t; : o surow'

Gtt ,.Gtt ,."rrKlà'
uB :  l t . , 1  

"o t  Kg . ; ,

Alors les coeffi,cie.n,ts q![ son,t l,onltÉs Txtr:

(3 .4) q:"p : J ra?à - a",'dffror,
v

oir" les foncti,ons Xi,@) sont sohû'iorm du, systèrne bitlitnensio'nnel suiuunt:

(  -o (nq,,ôQi lT)-uà):o t tu,rs!
(3.5) {  

-ay. , \va'  
0w )- \

I Xi(") est'y11'rt.2-'l)é,'r'io(lityue tle m,o'!Jerr,n,e mtlle,
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/  I  11  1  L  11
uuec !  :  ( . -  t , t )  

x  ( -  t ,  ) .
Sous les hypoihèses du théorème antérieur et pour deux matériaux isotropes, on se

propose de résoudre le problème (3.5). Cornptetenu de (3.3) on 
" 

A",,â : Klâ, clonc:

a?f : x?l : nN, e|; : x,9l : nrc.

Le problème à résoudre devient:

(  ^ r  * ( t ' )

|  _nrc{\ :  o stu }
1 

u'yBir'yB

I Xi* est y1, y2-pér'iocliclue cle moyenne nttlle

Compte-tenu des résultats cle $2, on obtient clue X;(t) : 0 et Xi,Q) : 0 sont solutions

du problème précéclent.

Théorèrne 3.2.2 Sous les ltypotlt,èses rltt, tlt.éorèrne 3.2.1 et si, les deur matér'iau.r sont

isotropes, Ies coeffi,ci,ents ltontogénéisés son,t tlon,nés pour chaqu"e a, B par:

q::l) : YG 6o9'

Démonstration: En trt i l isi-rnt lcs fbrrnulcs (3.4), on a:

r n- ,cro\î|') )th1 : l' @?,,, - e?,,,q11 - e1,,,q{f )dy :qi'l : 
J @ii - Ç.,, 0,y., ,.-;' J u.llt cr.!/z
vv

: I Q?i,IrJ : KG1Y1 :'rtl{.
v

qit : I o?; - aî;'#)du : I roi';' - al;''# - aîtry#l:s : s
vv

r  . - - .  - rcr , }y î , (2)  r , , . .  l ' ,n t ; ,1  nc, , }y l ,e)  n"r r }x îQ)  r .,Ë'1.:  
J(ai; ' -a:; l  ,r- ;)r ly: J(Q:2:t" 

-Q|i ' i^ -Q;i ' - î* )d'u:0.
vv

f  ^  ^  2 - + ( l )q;i: J@i,! -o"î#)a : Jeî;' -aî;'ffroo: Io1;' :r{G
vvv
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Cornpte-tenu des réstrlbabs cltr théorèurc 3.2.2,Ie problème (3.2) à résotrdre devient:

( ,," a (aH;\ * , *
(3.6) 

I 

-tt" 
d;l6 ) 

: s\ + s! dans u't

I H; : o sur ôc^u'

On a résolu numéricluernent ce problème et on a obtenu les valeurs de Ia charge hy-

draulique dans le plan médian de Ia structure drainante.
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$4. Problèrne limite dans le cas 6 fixé, q --.1

Dans ce paragraphe on travaille dars Ie cadre du théorème 1.1, c'est-à-dire après avoir

fait I'homogénéisation et on se propose d'étudier la transformation des expressions

(1.2) - (1.4) Iorsque 6 reste flxé et 4 tend vers 1, où 4 représente le rapport entre la

perméabilité hydratùique KG du matériau hôte et celle I(s du matériau de remplissage.

Cela correspond au cas physique I(G très proche de .I(s. On pose rl : | - (, on étudie

le comportement quand ( tend vers 0 et on établit un théorème de convergence pour

Ia charge hydraulique et les coefficients homogénéisés, le théorème 4.1.1. En utilisant

les résultats de ce théorème on calcule ensuite les coefÊcients homogénéisés et Ia valeur

de Ia charge hydrauliclue dans Ia structure drainante.

$4.1 Théorèrne de convergence pour le cas T - I

Les résultats de ce paragraphe se trouvent dans Ie théorèrne suivant:

Théorèrne 4.7.! Sous les lrypotlt,èses tlu théorème (1.1) on a:

Hl ^ H* fo"iblement tlan,s rfot (") si 11 ---+ l.

La fonction H* esf. l'ttrtitlu,e solu.tion du systèrrte bitlim,ensionnrcl ,su,iuant:

(4 .1 )

(4.2)

-*ç,:'ffi) : si+s: dans u

.su,r 0u.

Les cofficients r1i,gsortt donnés 7xn-:

H":0

- Rr,#)d,qi,B : l(u:'
Y
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(4.3)

o'ù les foncti,ons yff € V(Y) sont sohrt i ,ons du, système

-#,(u:'e%j) :o

-*(ur,e%?) :o

R|,9%PTLI:O

tridimensionnel su,iu ant :

do,ns Yg

dans Yç

szr f*(Y)

sur I

sur I

dans Y

sur  f r (Y)

dans Y

Les cofficients Rf, sont liés uu coeffi.cients Kii Ttar Iu relation (1.5).

Démonstration: On démontre ce théorèrne en plusietrres étapes, qu'on va itrclicltter.

Etape 1 Estimations a priori stu 1o
Dans cette étape orr va obtenir des estirnations priori sur Ia fonction 1o. Pour cela,

on travaille sous Ies hypothèses du théorènre 1.1 et on considère Ie système (1.a) du

premier chapitre, dans lecluel on renonce à écrire les paramètres 6 et 4:

,7s 
o(xi- y.) 

n, , os ô(xt - ?tn) ,, lr"
" jo oui 

rt'i lYs : tt jo ùw

l[xff]l : o

yff est'!Jt,,'!Jz - périoditlrte tle nloyenne nttlle.

0 ( ,-. 0W'\-dw\Ni '  
6r ,  ) :o

t t i i  
* n i : u

VVU - '.r7., est '!lt,'lt.z-p(:rioclicltte de ntoycrtttre trtille.

[e c]rarrgcrnerrt y., - VV" : X", Ie système s'éct'it:

0 / *  0( ! , , -x " ) \-dwltçrff):o

tronfu+Ë)TL;-()' o'llj

1o est'!J t,'lJz-périocliclite cle uroyentte nttlle.

En fâisant

(4.4)

111
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En multipliant la prernière éqtrir,tion cle ce systirme par 1o et en ap1>licltrant Ia forurule

de Green on obtient:

lu,,W#.,-1o,,
Y A Y

Wyon;rty-_ 
0.

La périodicité de Xo et les conditions sur f*(y) impliquent:

[ , .  } Y d â u a  f  -  } X o  ,

J *t,6" Z"oa : J K.,h dy.
Y Y

On connaît la relation R$ : qKosi.Dans Ia suite on pose rl : 7 - ( et on remarque

que ( est un petit paramètre si 4 est proche cle 1. Avec cette notation on a:

I7o"r : ( r -0 l7f j ,

ce qui, remplacé clzrns l'égalité ci-clessus rlous concluit à:

I of,Hffior+ (1 - n I of,#,oryu, -- J R:,#oa + o - ô | Rt.Ho,
Ys Yc Ys Yc

Compte-tenu cle I'inégalité 1 - ( ( 1 on a:

(1 -() il?cl''  '  
fr ,1 ov, I  y,ç,1 --:  " 

?^l oui I  L2(Y)

Dans la suite, la Iettre c clésigrre cliflérentes constantes inclépenclantes de (. Puisque

1- ( )0 ,ona :

*l""l . c
f i lou, l*v) 1-(

ce qui irnpliclue les estirnritions a priori suivrlntes:

gtl'
0g1i lyrç,4 1- (

ox" l'
oq l  l . tq t  c)  

-  (1  -  ( )2

rt2



Etape 2 Développernent fbrrnel cfe Xo
Dans Ia suite on vil clonner Ie développenrent asyurptotique de la fonction Xo. Pour

cela, on utilise les rnéthodes théoriques de perturbatiors exposées dans J.-L. Lions [9].
On rappelle I'espace V(Y) défini par:

V(Y): {u € H'(Y), u est ?tr,! tz périodique et de moyenne nulle },

qui est un espace de Hilbert pour la norme ,FfI.

En multipliant Ia prernièr'e équation cle (4.4) par g eV(Y), on obtient:

(4 .5)  as(X" ,e)  + (1  -  ( )ac(X" ,e)  :  Ls(p)  + (1  -  e)Lc(ç) ,

otr

os(x',e): I fnT#,,,r, (t,c(xo,ç): IUfrffk*or,
l" 

' a'ui oui
Yc

Ls(ç): IRf,ffau, Lc(p): IRi,#or.
On va procéder deuts lz-l suite à un cléveloppement asynptotique fbrtnel de 1o que I'on

justifiera dans I'étape 4.

Compte-tenu des estirnations a priori précédentes, on cherche 1o sous Ia forme :

Xo: X[ i  + Qï+C"xi  +. . .+ekxi+. . .

On remplace yo pzrrr sorl développeurent a-syrnptoticlue dans (4.5) et on a:

,s(xf f ,  d + (as(xî ,e)  + e ' t , rs(xî , , r )  + . . . i  ekos(xiJ,p) +. . .
- ro,ç(yf f , ,p)  + Çac:(x ' i , ,p)  +. . .*  Çkr4(xi ,d +. . .  -  (ac(x| , (p)  -  C2oc(xi ,ç)-

, r '+Lac&'È,d  -  . . . :  Ls(d  *  Lc@) -  CLc@).

L'identification forrnelle cles coefficients des ptrissances tle ( notm conduits à:

(  " tk i , ,d  
+ oc(x i ,e)  :  Ls(d + Lc(ç) ,  Vç eV(Y)

(

I x3 . v(Y).
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, 'c(xi,a) - n'c(xi,ç):  _  Lc(p) , Yç ev(Y)

v i22:
(  ot( r i , ,p)  + oc(x i ,e)  :  ac(Xi-rp) ,  Vç eV(Y)
(
Ir. XÎ e V(Y).

Grâce au théorème de Lax-Milgram, les systèmes ci-dessus définissent X3, XT, ... Xi,...
de manière unique.

Etape 3 Forrnulzrtion lbite du problènre clui calactérise 1ff
Pour chacltre p € V (Y) on a la fbrnrrrlation variationnelle du problètne clui caractérise

Xi:

I "t\i "P) 
+

I rt . v(Y).

I I rf,W#,,, * 1,7f,#ffir, : I u:,Hu, * I Rt"H,o,,
1"" 

Yc Ys Yc

\ xff e v(Y).

renant succesivernent p e D(Ys) et g € D(Yc) cornrne fbnctions test et en appli-

t la fbrmule de Green, on obtient:

Enp

cluan

(4 6)

Ett pretta,trt cltrrrs Ia fbruurlatiorr variationnelle ture fbnction test ç e V(Y) telle cltre

g : 0 dans Y5 et" g : 0 sur [, ou :r:

(4.7)

(4.8)

_ o ( 77q o(xi - v.)) : o clans y5
A,uo\" 

j t  
7yi ) "

o /oso(x ' , i  - "  \ r
-;- 1 tr.,r----;2 ) : 0 clans Yç.

O'y; \ d'lli /

uvf,WEPî16: o stu r+(v).

La forrnulation vrrriationnelle clu problèure s'écrit, encore:

- [ a ( pç o(xii - u*) \,^,,... , l' r?s o(x'ô - u,)
J ôyi\"t' 

'r;)'PttY * 
J 

l{io 
a 

n;erlS-
Y-s OYs
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t a ( ,,s o(xi - 'u-) \ - -,. l' ,rs o(xi - u.)- 
I d"lKi,=ffi )wd'u + J Ki,zh-n;eds : 0, v e € v(Y).

Yc ôYc

Grâce aux relations (4.6)-(4.7), on dédtrit:

[ *ifhi_- uà nipd"s : [ ff a(xï^_ u") n;erts,
Jo 'y i Jou j

ïYs ôYc

donc en utilisant (4.8):

P'l,S- tttrro 
1 '=s o(xi - tt') 'l Y

ollj 
Yt: t\i i 

AW 
TLt lYc stlr r'

Enfin, on obtient le systèrne (4.3).

Etape 4 Justifictrtion clu cléveloppement asymptoticltte. Estirnation cl'erretu

Les calculs qu'on z-l lirit précéclernrnent sont des calctùs fbrrnels. Dans la suite on va Ies

justifier, en étaltlisszrnt cles estirnations cl'erretu. Plus précisément, on va montrer':

l l  x ' -  (x3'+ Cxi  +C'xi  +. . .+ekxi)  l ln,(y)S "Çk* ' ,  
pou.r  (  =;

La démonstration utilise les méthocles cle [9]. On pose:

pî : x'ô + exî + e'xî + ...+ Ch+'xl+r.

Grâce à Ia relett iorr (4.5) et t \  Ia l inéair i té cle cs16; , LsG), on clécltt i t :

" tb i ,e)  + ( r  -  ç)r t ,ç(p i ,ç)  :  ns(x i ï ,  d + (as(x i ,  e)  + . . .  +

+(Èos(xÊ ,p)  + (a*t , rs(Xi+t ,p)  + (1 -  Ooc(x| , , ,p)  + . . .  + (1 -  (Xkoc(x i ,p)+

+(1 -  Ç)Ck+'oc(x i+, ,e)  :  Ls(d + Lc;(ç)  -  CLc@) -  (u* ' , ,c(x i+, , ,ç) '

Cornptetenu de la rcli-rtiorr (a.5) et en firisi'rnt lar différerrce àve(; I'égalité ci-desstm on

obtient, pour chaclue g€ V(Y):

os(x-  -  p ï ,d  + Q-Onc(x"  -  o( ,d  -  çk+2r tç : ( .v i+r 'p) .

Pour rp : Xo - pf clrrns Ia relation précédente on a:

(1 -()  l lx"  -  p i l lTrvt(  [45 + (1 -  ( )"c](x '  -  p i ,x-  -  p? <
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s "eu*" l l  x '  -  pi l lvrvt,

oir c est une constante indépendante de (. Cela implique:

l l  x' - pi l lv<vts "#

On déduit:

l l  x"-  Qi+Cxî+C2xi+. . .+(ckxfr)  l ls ' (y)<l lx ' -o i  l ln ' ry l  +( t+t  l l  x f f+t  l la ' ry l  <

(  , , '  r , r  ' , 1  1

<  
"ù (À+ t  

+  cck+ r  (  cçk+ t ,  po ru  (  <  
; ,

d'oit Ia justification cltr cléveloppeurent asymptotique.

Etape 5 Convergence et cléveloppernent asyrnptotique de coefficients homogénéisés.

On remarque clue le pa-ssage à la limite selon ( --) 0 dans I'estimation d'erreur de

I'éiape précédente norrs concluit à:

Xo - 1fi clans I/t (f ) tort.

En utilisant cela, ainsi clue les estirnations a priori sttr les dérivées pt-lrtielles cle 1o, on

en déduit:

9t- -Qd ,t,-,,'. L2(Y) faiute.o'ui oui ------' - \- /

Ett reprenant I'expressiorr (1.3), cornpter-temr cle (1.5) et avec la notirtion Uo-Wo : Xu,

on obtient:

eo. : 
f,lr:t 

- rfu ani{),ru + u - n 
IQr:u 

- Rfr#)a,

Le passage à Ia lirnite selon ( clans I'expression ci-dessus clonne:

e,,o n el,o : | (rr:, - rlft#)a,
Y
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Potu obtenir Ie développenrent rrsyrrrptoticlue de coefficients on utilise le cléveloppement

asyrrrptotique qu'on ir pour 1o clans I'exprcrssion cle qoB et on trottve:

eoe: I@:'-RfB *w)rtu + o| ur' u*wo,- |u:'#o,- |RlBaut+. +
Y Y ç Y Y ç

+e\l Rfrffior- l*fu#oyt + (Ë*' Iufrffidu *
Y c Y Y c

Etape 6 Estimation a priori et r'ésultat cle convergence sur 1{

En mtrltipliant le systèrne (1.2) par Hf; , ou trouve :

(4.9) t' oHl' oHl' ', I' ', *
J uo4;A;rtz : 

Jbi 
+ g\)Hfdz.

On va montrer clans la suite clue ll Hi lla31.,y est borné indépencltrmnrent de (. Cela

sera une consécluence clu firit cltre les coefficients q.,B sont unifolmément coercifls par

rapport à (, c'est-a-clire c1u'il existe uue constante c inclépendante de ( telle clue:

qoy:I:crr,p > cl r 12 .(4.10)

Pour établir (4.10) norLs utiliselons cles argrrnrerrrts classiclues de la théorie de

I'homogénéisation (voir Bensousszlrr, Lions, Prrpanicolaou [1]) pour montrer cltte les

coefficients als sont coercif-s. CcLl veut clire cltr'il existe une constante réelle c telle que:

q|pUtntttB ) C'utr,'tl;. ', V'ur € m2.

On rrrontre enstrite lrr cocrcivité turifbnne clc (,,8. Posots M.B : eoB - eLB. La

fonctiorr h[oB c\êpencl clu prrlaurètre (. Le lait clrr'on a Qag - qi,o irnpliclue X;I,B ---+ Q.

On peut écrire

Qc,,t) : ri,tt * AI*B - 
I,,:,,0 + f,aî,n I 

M,,a,

clonc

1  *  1  -  1  ,  r 2 . r r  r  r iqdprax;0 : 
)r1i,pt:,,t:B 

I 
|r1ipt;,t;p 

* NI,,Bt:urU > i" | :r; l2 +( 
irl " l2 +MoB*oTB),

TT7



I'inégalité étant justifiée par la coercivité <le qio.

Ptrisque MoB tend, vers zéro, on petrt choisir ( suffisamment petit pour que le terme
1 ^

i" | " l" *Mopraï B leste positif.

En conséquence on a

eapr l l rB > f , l " l ' ,

oùr c est une constante indépendante de (.

Ceci nous assru'e la coercivité uriformede qoB et d'après la relation (4.9) cela implique:

l l  l r i  l l , r ;p1< ".

Cela impliclue, e\ urle sous-suite près:

Hij ^ fI* dans uà@) faible cluancl ( * 0.

Orr multiplie Ie systènre (1.2) par p eD(w), potu obtenir:

|  )Hl ,  0ç ,  [ ,*
I  , r .B 

" :  Ohdz 
:  

Jbi  
+ g\)dz.

!ozp@

En faisant tenclre ( vers 0 cltrns l'égalité ci-clessus, on trouve:

+i Wf < "tHïtvze,)t2  L l0-  a : r  |  
- "o  

l r "@)

L'inégaliié cle Poincaré applicluée c:i-clesstrs clonne:

[  *  0H* 0g ,  l ' ,  *
J ui,a6i j idz : 

Jkt i  
+ tt \)edz,

cl'oùr le systènre liurite iUr',OU par .I/* , 

'

1  0  t  *  0H* ,  *  ,  *

) 
-A,( ' t ia 

2*) 
: ei + g! datrsar

I
I F/- : o sur âar.
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$4.2 Calcul de coefficients hornogénéisés et résolution du problèrne 4.I

Dzrrs la suite orr va donner la soltrtion numériclue clu problème (4.1). On comrnence

par résoudre Ie problème (4.3). Dans le cas isotropes, les résultats de $2 stu la trans-

formation des conditions de périodicité en conditions aux limites impliquent pour I7,|

et Wl Ie sproblènres suivants:

-,{. [ ,.s 014/(Lctiz : 
J 

,rirË ùt -
Y

-.{. l' ,.s ]vv,'zqiz -- 
J *i"ii rt'v -
Y

,>s avvè
t \u 

6* #0, * ot owè
t1-u 

6*

0ç,  .
^ tL!/ -t
u'!Jt

o, eir : .l Rl,# rfi1 : s.
t'

Kt I  Y r ty l  :  r{ t  ly l :  Ks.
.l d'uz
I

I
Xs

Wè

wrl

| 
,-:,

X-s

r4/& :

VVà :

I
Xc

ôg ,

ôtnoY 
:

l' os 7wl 0e
J 'ox or; ùo'

Xc

0,  Yp € V(X)

stu Y6

stu Yr.

:0 ,  Vçe V(X)

stu -Lo

stu .L ; .

(4 .10)

(4 .11)

o'tto

0

I

I

,

-0

1
: -

2

awi

Les soltrtions des problèrnes ci-desstts sont: I4ftr : '!lr, W& : Ur.
Théorème 4.2.t Sous les ltyTtotlLèses ùr théor'ènte /r.1.1- et si les rnatériaut sont

isotroTtes, Ies coeffi,r:isn.ts ltrn rt,ogénéisé.s s on,t tl,on,n,és 7to"r:

r th : r tTz-  I i s ,  Q iz :Qi t  -0 .

Démonstration: En utilisiint lc+s vrlleurs trotrvées pottr l4lol et, Wl et les relations

errtre Wff et 1[r '  r larrs I 'r :xprtrssiorr (4.2), olr A:

-* l '  ,s }vv(l dt1 : ys I Y rl,y : I<s ly l: / is, car I y l: 1,{ r r :  
1 t r r . r  n r ,  I  d , , t

Y Y
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cornpte-terru cles résultats cltr théorène 4.2.r, le problèure (4.1) s,écr.it,:

(4.r2)
( ,.s Ô2 H"
| 

-1i 
;-- : 9i + S\ dans a.r

\ ozQzd
I
I 11* : 0 sur ôar.

on donne Ia solution numériclue de ce problème,; on obtient
hydraulque dans le plan médian de la structure clrainante.

la valeur cle la charge

720
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$5. Application des conditions de syrnétrie aux problèrnes auxiliaires ( cas

6 fixé, A fixé)

On donne ici les solutiors dtt système (1.4) de $L, qui correspond au problème ho-

mogénéisé et au cas 6 fixé, 4 fixé. On commence avec la résolution du problème en

w2-

Si on renonce à écrire les paramètres 6 et 4, Ie système (1.4) pour la fonction auxiliaire

W2 s'écrit:

-!(R^,ôY'):0
}yi \-'t' ôai /

- ôw2
Nio 

aw 
TLt: o

W2 - !J2 est Ut,Az périodique de moyenne nulle

dans Y

su t t (Y)

Avec la notation lJz - W2 : X2,Ie problème à résoudre devient:

(5 .1 )

(5.2)

On peut montrer de même manière qu'au $2 que les résultats du tableau 2.L sur la

transformation des conditions de périodicité en conditions aux limites restent toujours

vrais.

Dans le cas Rjo : 0 si i * i on obtient donc:

_!(R o(x '=-aù):o dansy
ôyi Vt' ôyi / 

-

R .o(x '_-uù ,n;  :  o sur 1 ' r (y)t LJx  
ï a i  

, u7 .

y2 est !h,!Jz périodiclue de moyenne nulle

Ëh?r,,W) 
:o dansx

S - o(xt -ar)
) . t\;t -x- TLt

= o'llt

X2:o

ox' ^
; 3 : u
oUt

(5 .3)
-  0 sur f t (X)

sur .Lo U.Lr

sur Y6 UYt,
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oir X est Ie domaine de la figure 3.3 du $1. On peut vérifier facilement que X2 : 0 est

solution du problème (5.3). On déduit Ie résultat suivant:

Proposition 5.1.1 d.ans le cas isotrope, la solution du problème (5.1) est W2 - az.

On considère darn la suite Ie problème en Wr:

(5 .5 )

a / ;. ow'\-Mlxi ,  
6* )  

:0 dans Y

XtrhTh:o sur l+(r)

Wr - !1 est lh,Uz périodique de moyenne ntùle

Avec la notation !/r - Wr : Xl, le problème à résoudre devient:

(5.6)

En utilisant les résultats de $2.L sur Ia transfbrrnation des conditions de périodicité en

conditiors aux limites et le fait qu'on a ITir : 0 si j + i,, on obtient le problème à

résoudre:

a / , - ,  aT'-u)) :o dansy-û 
\" 

jo 
ôui /

R .ô(x '_-yr)  rL;  :  o sur f f  (y), , JL  
ôa l  

,a? ,

Xr est lht1lz périodique de moyenne nulle

-Ë !  (rc, ,a(x'^-ù):o darsX
7:, dyn x -- dAt /

f rrno o(x'^-uù TLr: o sur f+(X)
,7:t oul

XL :O surYoUYr

{ :o  su r -LoU-L4
U'Uz

(5.7)
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$6. Calculs nurnériques dans le cas 6 fixé, q frxé

Dans ce chapitre on dorme la solution numérique du problème (5.7) et ensuite on calcule

d'après Ia formule (1.3) les coefficients homogénéises.

$6.1- Résolution nurnérique pour le problèrne auxiliaire

On se propose de résoudre numériquement Ie problème (5.7). Pour cela, on suit les

étapes de résolution présentées en Annexe B et on commence par donner la formulation

variationnelle du problème. On multiplie la première équation du système par p €

vo(x), où:

Vo(X) : {u e HL(X) tel que o : 0 sur Ys uY;}.

En faisant une intégratiorr pal parties et en utilisant les conditions sur le bord de X

vérifiées par Xl et p, on obtient:

Si on revient à la notation y1 - 1ryr : Xr, on obtient:

o(xt - ar)
ôtto

Wl :0

14f l :L
2

oir Ia première écluation s'écrit encore:

2 r

D, 1rc,,
l :L  k

D!"on#Ho'*

Hor:o vç€vo(x).

.1 [  r -  owr ôçotJ:o vçevr(x)
k|"* ôw ovo

sur Y6

sur Yr
2

2 P

D J ,"Y,
z:L xc

awl
-
o'!tt

Pau : o.
oYt

Soit P7 I'espace de l.rolynômes de clepé 1 par rapport à I'ensemble des variables et

I'espace Xt,(X) défini pr-rr:

xt,(x) :  {Pt, , ,  gh e ck(x);rn lr  e P7,YT 6TnI.

1.24



On considère Ies espaces fonctiorurels suiv:urts:

Vn(X) :  {pn,en e X6(X), ,  te l  que gh :0 stu Y6 et  96 sur Y4 ),

Vf 6) est I'espace V1,(X) avec conditiorn aux limites homogènes.

Une formulation. variationnelle pour la solution approchée Wl de ce problème

est donc la suivante:

T\'ouver, dans I'esp ace V6(X) la foncti on W| solution de:

1
2

(6 .1)
" (W/, ,en)  

:  l (çn) , Yun e vf 6)

o(wl,,er,): I u:rffi a*Ma,. IrRfrWHo,
Xs Xc

l (çn)  :  o.

Comptetenu des égalités Kfl : Ri, : K, Kîs -- 6-2K (voir relation 1.5), on a

résolu numériquement le problème tridimensionnel (6.1). Pour Ie maillage du domaine

X on peut choisir cles prismes, des pentaèdres ou des hexaèdres et pou I'interpolation

des élements simples, du type Lagrange ou Hermite. On va faire le choix comptetenu

du fait qu'on a besoin de calculer les dérivées partielles des fbnctiors X, parce que ces

dérivées interviennent plus loin dans le calcul des coefficients homogénéisés. Le Mod-

ulef ne dispose pas d'un élément fini 3d qui puisse calctiler directement ces dérivées.

On doit donc choisir un élément du type Lagrange, qui calcule les valeurs de la fonction

uniquement. Dans le but d'approxirner facilement les valeurs des dérivées partielles à

partir des valeurs de la fonction, on adopte ure triangulation en parallélépipèdes rect-

angles qui ont les filces paralléles aux axes cles coordonnées. On travaille donc avec des

éléments finis dtr type Q1-La.grànge, oùr les noeuds sorrt les sornmets du parallélépipède.

Après la construction cles rnatrices élérnc+ntrrires et la prise en compte des conditions

aux limites, on résout Ie systèure linéaire. On a choisi la méthode du gradient conjugué

avec préconditiomernent, uréthocle clui converge assez rapidement dans ce cas mais pour

laquelle Ia vitesse de convergence diminue sensiblement lorsqtte Ie nombre d'inconnttes

augmente.

Le calcul numériclue a été fait sur un maillage clui a 7644 noeucls. On a fixé 6 et

on a fait le calcul pour diftérentes vzrleurs cle 4 comprises entre 0.9 et 0.002. On a
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constaté numériquement que Ia solution de ce problème est constante dans certains

plans verticaux. Cela nous a peruris de nous ramener à un problème bidimensionnel,

dans une section verticale du domaine X par le plan OAflt. La solution de ce problème

bidimensionnel nous permettra de calculer au $5.3 Ie coefficient homogénéisé q11. Soit

Z Ie domaine bidimensionnel défini par

Z_ ;  1  11
l-t'r)'

domaine qui se trouve dans le plan Oggs et qui est représenté dans la figure 6 ci-

dessotrs. L'ensemble Zs représente Ia partie occupée par le matériau de remplissage et

Zç la partie occupée par Ie matériau hôie.

Figure 3.6

Domaine bidimensionnel Z, dans lequel on calcule la flonction auxiliaire I4l1

En utilisant la formulation variationnelle pour la solution approchée 1411, les conclitions

atrx limites du problème en 1171, les relations 1.5 cle $1 et la relation KG : qKs on

obtient à partir de (6.1) le problènre à résouclre:

[0,1] "

[ ,,sowl; aç2dyfi,y3
J 

'1' au, .tt
Zs

. lnl{s!#ffi0r,,,u,
Z6

lr'o'Wffiaa,a,,"*
Zs

lnr'rc'W*or,o* : o
Zç

0s iy1  :  g

.T.

(6.2)

wl, :

W,, :
11
,srut :  5
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On a résolu ce problème dans tur dornaine (bidirnensionnel) maillé en tria.ngles. Le
nombre de noeuds est égal à 325. L'élérnent fini choisi pour I'interpolation est le
triangle du type Hermite, où les noeuds coïncident avec les sommets du triangle. On
a choisi cet élément fini parce qu'il nous permet de calculer les valeurs des dérivées
partielles dans les noeuds. Ce calcul a été, fait pour une valeur de 6 fixé. Le paramètre

17 a pris successivement les valetus: 0.9; 0.8; 0.5; 0.1; 0.01; 0.005; 0.002; 0.001. La

méthode utilisee pour Ia résolution du système linéaire a été celle du gradient conjugué

avec préconditionnement. On obtient comme résultats la valeur de la fonction et de

ses dérivées dans chaque noeud du maillage. Les valeurs de la dérivée par rapport à 91
vont être récupérées et utilisées au $5.3 pour lecalcul du coefficient homogénéisé qrr.
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Isovaleurs de W|, solution approchée du problème (6.2), dans Ie cas 6 : 0,3. Le

paramètre 4 prend plusieurs valeurs comprises entre 0,9 et 0,001, qu'on indique chaque

fois.

? :0 ,5 T  : 0 , I

ll/////
t/lt/tl

? :0 ,9

?  :  0 ,01 t l  : 0 ,002 ? :  0 ,001



$6.2 Calcul des coefficients hornogénéisés

Dans la suite on va calculer les coefficients homogénéisés, selon Ia formule (1.3) du

Theorème 1.1:

'#+rNfiW)r,
Y

Pour simplifi.er l'écriture on renonce à écrire les paramètres 4 et ô dans la suite.

Nous pouvons obtenir facilement les valeurs de g12, ezt et 8zz. En effet, compte-tenu

du tait qrueW2 - !!z et des informations obtenues au $5.2 sur IrZl, on obtient :

r__ owL f --  owr ^ aw
Qrz : 

J 
*r, 

A^ 
aU : 

1 
Xzz 

6* 
dA : 0, 

"* 6* 
est impaire en !J2t

Y Y

r 0w2 r_- aw2 ^ aw
Q2r : 

J 
orr6au : 

J 
orrfi du : O, 

"* 6^ 
est impairl êrr !1,

Y Y

e22: I*.,"ffrr: !"ot#ot. I"î,#or: 
*'#+ KG(t-#)

Compte'tenu de la relation r1l{s : KG, ott obtient:

(5 .10) ez2 : K'#+ nKs(t - 
#)

On fixe .I(s et on étudie Ie cornporternetrt cle q22:

- si T - 0, alors Ç22 : ta"; : I{'lYsl et on retrouve Ie résultat du théorèrne 3.1.1;

- si q - 1, alors ezz ---+ I(s et on retrouve Ie résultat clu théorène4.2.!;
- si 6 - 0, alors e.2z : KG et, on retrottve le résultat du théorème 3.2.2.
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Tableau 6.1

rl Qzz

1 3,5  x  10-a

0,9 3,5021875 x 10-a

0,8 3,5049218 x  10-a

0 r7 3.5084375 x LO-a

0,6 3,513125 x  L0-4

0,5 3.5196875 x  L0-4

0 r4 3.5295312 x  10-a

0,3 3,5459375 x 10-a

0,2 3.57875 x  L0-4

0,  1 3.6771875 x LO-a

0,01 5.4490625 x 10-a

0,005 7,4168125 x 10-a

0,002

0,001

I3,3240G2 x 10-a

23,1678L2 x 10-a
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Pour Ie coefficient homogénéisé qrr, on n'a pas d'expression analytique explicite. Il est

donné par:

ttr : I o"ff',
Y

et on le calcule de manière approximative par des méthodes d'intégration numérique.

Compte-tenu des transformations antérieu'es et des informations qu'on a sur les coef-

ficients de perméabilité hydraulique, on déduit:

f  Av/r  L, , .  ôw,,^. , . \ , r ,  :2 [  rcrryautdys,QLt : a' J xnfto' : 4 J lJ *"ftooroala-- J -- ôat
X O Z Z

oiz: fo. l l  , . l-1.11.
L ' '  2 l  

- '  
L  2 '21 '

On reprend mainterrant les valeurs cle la clérivée par rappolt à y1, qu'on a calculées att

$6.1 grâce au choix cle I'élérnent firri clu type Herrnite. On fait une intégration numéri<1ue

sur chaque élément de la triangulation de I'ensernble Z. La formule d'approximation

qu.'on utilise est une fbrmule d'ordre 1, donnée par:

oùr A; sont les sommets dtr triangle ?.

A I'aide d'tur proglalnme Fortran on calcule les detx va.leurs approchées des intégrales

(6.3)

(6.4)

f awl .
J atu "Yrults 

=
T

1ffi^,,*,
Zg

lËffiros,r

awr, ,
6 

auraYt,ûl
Zç

oir Zs représente Ia partie occupée prrr le mzrtériatr cle remplissage et 26 la partie

occupée par le rnatériau hôte. Conrpter.tenu des valeurs du coefficient de perméabilité

hydraulique -I(11 dzrns Ie matériau de rernplissage et dans Ie matériau hôte, on calcule

ie coethcrent iromogerrelse {11 sclon la forrntile:

er, : r+ | #rrd'us r r*' | ffiou,or,
Zs Zc
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où I(G :  3.5 x 10-4.

Les résultats obtenus potu diftér'entes valerus du pararnètre 4 se trouvent dans Ie tableau
6.2 .

Tableau 6.2.

11 Qtt

1 3,5  x  L0-a

0,9 3,5045005 x 10-a

0 ,8 3,5073842 x LO-a

0,5 3.5208282 x L0-a

0,1 3.5856636 x 10-a

0 ,01 4,286422 x 10-a

0,005 4,8226643 x 10-a

On peut con-stater cltte les vttletus cles coefficients homogénéisés Çrr et q22 sont très
proches de Ia valetu 3,5 x 10-a si q varie entre 1 et 0,1. Cela s'explique par Ia faible
proportion du matériau cle remplissage clturs la structure drainante. Eff'ectivement,
le rapport volumicltte entre le rnatériatr cle renrplissage et Ie matériau hôte dans la
structure dlainante est cle 0.056.
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$7. Calcul de la charge dans le systèrne hydraulique

Dans ce paragraphe on calcule la charge dans le système hydraulique. On commence
par donner la solution du problème en l'absence de la structure drainante, dans le massif

tout entier qui est un matériau isotrope. On traîte ensuite Ie problème en présence de

la structure drainante. Les cas présentés correspondent à différentes valeurs de 4. Le

cas dans lequel la structure drainante peut être assimilée à un matériau isotrope est

également traîté.

i) En I'absence de la structure drainante, le problème à résoudre est:

-d i ,u (KGVH) :0  c la rsÂ

(7 .1)

(7 .2)

H -  0 ,0 I r2

AH
; :U
on

sur E1

sur X2

sttr E2

oùr Â représente le système hydraulique, X1 représente les trois faces stu lesquelles on

a une charge imposée et D2 représente les trois faces sur lesquelles on a des conditions

de flux nul. Avec la notation -F : 0,0In2 - H et compte-tenu du fait que la matrice

de la perméabilité hydratrlicltre s'écrit:

(.: ,:" 3 )
\o o K")

le problème (7.1) clevient:

A 2 ç
- f c ;? :0  c lansÂ

o:I:iO:Di.

F:0  su rX l

AF
; _ :U
oTt,

On peut vérifier facilement que la-r solution du problème (7.2) est égale à zêro, ce qui

implique que Ia fonction H - 0,0112 est Ia solution du problème (7.1).
f ) -  r o - ^ r . . i t t ^  ^ r r . r . l . \ t r c  ^ . r  ^ ^ -  l ^  - ^ l r t t i ^ r .  - ^  l Â ^ ^ - â  ^ ^ . . 1 ^  l ^  r r ^ l ^ r r r - . l n c  Â l Â m n n f ovlr ÀvruurYuv \lrav \^rrl^u uu ucùù l(ù ovltturvar rlu uul/urru lr@ uv lo vorvtla uvù vrvallvrluu

de la matrice de perrnét-lllilité hych'atrliclue, ce clui s'explique par I'absence des forces

volumiques et surfaciques et par le fait que Ie flux est nul. L'isotropie du matériau joue

aussi un rôle essentiel.
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Figure 3.7

Ir4odèle physiqtre du systèrne hydra.ulique: stnrcture drainante entourée par le matériau hôte

1.34



(ii) Dans le cas de la structure drainante entourée par le massif, le problème à résoudre

est le suivant:

(7.3)

On a KA : ,I(G clans le matériau hôte et KL : Ks dans le matériau de remplissage.

La structtu'e drainante, notée par f), est de faible épaisseur et dans l2l, après

l'étape d'homogénéisation, elle est approximée par un domaine bidimensionnel,

noté c..r. C'est sous cette hypothèse qu'on a travaillé dans les paragraphes précédents.

Mais pour le calcul de Ia charge hydraulique on a besoin des fonctions gi et gL. Ces

fonctions sont données par les expressions:

-diu(K^VH) : 0

H -  0,0Lr2

AH. . - :U
dTL

dans Â

sur D1

sur E2

*"#: ei stu r+(f,)), Kt# -- s\ sur f-((-)),

oùr H est Ia valeur cle Ia charge hydrauliclue, valeur qui ne peut pas être précisée. On
pourrait envisager d'approxitner les fonctions gi et g* en utilisant Ia valeur de la

charge hydraulique calculée en I'absence cle la structure drainante, avec les conditions

aux limites domées. Mais Ies valeurs trouvées sont gi : 0 et g* : 0. Cela ne nots
permet pas de calculer la charge clans le domaine a.'. II faut donc procéder autrement.

On garde les réstrltats obtentrs srrr Ies coefficients hourogénéisés, car ils ne dépendent
pas des conditions atx lirnites et on se propose de résoudre le problème tridimension-

rrel dans le systèrne hydrauliclue. Cornme dans ce cas la structure dlainante est un

ensembie tri<iimerrsionrtei, otr ciort travtuller avec trois coetticients de permeabilite. On

résout le problème en considérant la strtrcture drainante comme tme partie homogène,

dans lacluelle deux des coefficients cle perrnéabilité hydlaulique sont les coefficients he

mogénéisés calculés précédemrnent. Vu clue la cellule de base Y a la mêrne structrue

dans les directions 0y1 et O'g1j, ou va prench'e claru la troisième direction la valeur dtt
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coefficient de perméabilité égale à celle d" qr,.

-dtu(KGV H) : o

-di,u(QvH) : 0

Le problème à résoudle est :

dansÂ\CI

dans C)

sur ls

sur ls

(7.4)

H -  0 ,0Lr2 sur  E1

AH
An :O  

s tuE2

__^ 0H 0H
Yc Zn : 0?n sur fj

Ofrs Ofrz

[[/1]l : 0

6"ffin : o
otr 0 représente Ia partie octrpée par la structure drainante dans le système hydraulique

et la matrice Q est de la fbrrne:

Q:

On a calculé précédernrnent les valetrrs de q11 et qzz et on a pris 0 égal à la valeur

clu coefficient hornogénéisé g11. Pour d choisi ainsi, on calcule ia valeur de la char-ge

hydraulique.F/, solution du problèrne (6.4).

Le calcul a été f'ait dans un domaine tridirnensiomel qui représente le quart du domaine

du problème de clépart. Ce choix a été possible grâce aux symétries géornétriques du

domaine de départ et grâce aux conditiors aux limites du type flux nul dans la direction
Oy1. L'épaisseur de ltr stmcttue clrairrante est de 24 mètres.

Les valetus calculées pour la charge hych'atrliclue correspondent aux cas T : O,L;rl -

0,01; rl : 0,,005, le ptrramètre 6 étant fixé à 0,3. On peut remarquer que dans ces

cas les perturbations cle Ia solution pàr lapport à la solution trouvée en absence de

Ia structttre dlainante sont très faibles. Celtr s'expliclue par le ftrit que dans ces cas

les valetus des coefficients hornogérréisés cltrns Ia structure drainante sont assez proches

de la valeur de la perrnéabilité hyclratrli<1ue dans Ie matériau hôte. Cet approchement

s'expliqtte par I'influence petite du matériau de reurplissage, due à sa faible proportion

volumique dans Ia structure drainarrte: 0,0056.

(l' +;)
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Une question naturelle est: sous quelles conditions les isovaleurs évitent-elles la struc-
ture drainanate? Nous verrons quelques cas modèles simples:
- cas de la structure drainante isotrope, épaisseur réelle
Dans Ia suite on s'occupe des cas qui correspondent à une plus grande différence entre les
coefE.cients homogénéisés dans Ia structure drainante et Ie bloc de hôte. On commence
avec le cas dans lequel la structure ch'ainante est asimilee à un matériau isotrope. On
introduii la variable

À -
perméabilité hydraulique du matériau hôte

perméabilité de la structure drainante

On calcule la valeur de la chzrrge hyclraulique pour À égal successivemment à
10-t,I0-',10-3. Dzrns le dernier cas, on peut rernarquer que I'isovaleur qui corrs
spond à la valeur 0,25 évite completement Ia structtue drainante, comrne on peut le
voir sur les dessins pltrs loin.

- cas de la structure drainante isotrope, épaissetu plus grande que dans le cas réel
La valeur de À pour laquelle Ia structure drainante est évitée peut être améliorée, dans
le sens qu'on peut obtenir le même effêt potu une plus petite différence entre les deux
perméabilités. On modifie, par exemple, les dimensiorrs de Ia structure drainante dans
la directiotr O'ç. On calcule la charge hydrauliclue pour les mêmes valeurs de À, mais
pour une épaissetrr c\e 74 rnètles. Darm ce cas, I'isovaleur égale à 0,25 a déjà évité
completement ltr stnrctrue ch'ainante poru* une valeur de À égale z\ 10-2.

Les résultats obterttm rnorrtrerrt clue la perturbation hydrauliclue dépend beaucoup de Ia
hautettr de la structtrt'e ch'aintrnte. Si cette clirnension devienne petite, il est ainsi potu

les perturbations, coltrtne on a prr constater sur les exemples traités numériquement.
Les résultats montrent atnsi cltre la perturbation devient eff'ectivement néglijeable,
conlnre dans le ctrlcttl à partir clc:s r:oeffic:ierrt hornogénéisés, lorscltre la distance atr
module devient nottrble. Celtr nous pennet de précisel d'ture manière approximative
la distance au Inodttle à partir de lacluelle I'hypothèse cle départ -faible épaissetu clu
système drainant- est physiqtrenrerrt aclnrissible.
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Isovaleurs de la charge hydraulique (coupe verticale)

f : ; h:épaisseur de la structure drainante

h:24
À : 10-l

h:24
) : 10-2

h:24
À :  10 -3

i

h:74
À :  10- l

h:74
À :  L0 -2



ANNEXE A

Dérnonstration du théorërne 2.t.2

Théorèrne 2.L.2' Si Ie plan d'équat'i,on At :0 est plan de symétri,e matéri,elle pour Ia

cellule de base Y, alors on peut trouuer des foncti,ons XL et y2 solutions du sgstème (2.1)

telles que XL soit i,mpaire en h et y2 soit pai,re en Ar.
Démonstration: La matrice C de sym.étrie par rapport au plan y1 : 0, symétrique

et orthogonale, s'éclit sous la forme:

/ - t
c:l o

\o

Dars la suite on va rnontrer que si 11,
fonctions définies par

âi)
12 sont

: (cii)r,i.

solutions du système (2.I), alors les

(" .1) x'(u) : copx? (y),

oir y' et g sont liés par la relation (2.3), sont toujours solutions du système (2.1).

Soient les fonctions X" déflnies par

("-2) X'k/): c-pxB(v).

Soit c : 1. On va urontrer dans la suite clue la fonction

xr fu') : crtxr (y) : -xr (y),

est solution clu système (2.1). Poul cela, on calcule séparérnen, 
hr(Xiota)Wl

" *(Xru(y)) 
et on va démontrer cltr'ils sont égaux.

Or, on a les reltrtions suivantes:

- #,(,r,, ro)%#) : - & (x i o(u) #l :: h (x i o(a' ) "*,,ffi)
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: h(rc,0{rn"nn,,$f) : *(o',ra#,)
la dernière égalité étant vraie grâce à la relation (2.4).

D'autre part, en tenant compte de la forme particulière de Ia matrice C, on a:

@a) _oK]'ila') a / -- , ,\ a rt ^Ku(a)
c,a; 

: - 
fr1ol"""oox to(ù ) 

: - 
ùrl(-t)"'nrctn(v)] 

: 
T'

Comptetenu de la première relation du système (2.t), qui pour a: L s'écrit aussi:

a (,.  ôxt\ a- aulot'fr): - u*(K'o)

et en comparant avec les relations (a.3)-(a.4), on cléduit:

-  o  (  r r  ' r , / \ô(x l (Y ' )  
-  Y i )  i-*"-"( I i : ; (u ' )  

a/r  ) :o '

Donc les deux premières relations du système (2.1) sont vérifiées par la fonction Xr @').
Dans Ia suite on va montrer clue la fonction Xr (A) vérifie aussi Ia troisième et Ia
quatrième relation du système (2.1). On a:

x it(u)ff"; : - K i;(u)ff"' : - K i;(u)ryPcjnnlt :

(o.3)

(o .5 ) : - K ii('tt' lff ", in,lt : -94P K,o(v)no,

car on utilise Ia fbrrntrle cle transfornrzrtion cle la normale : n'o: cipflp.

D'autre part, on a:

i), ,l
(' '6) xiiu')ft"' ', : I{u'('tt')n!o - çrr'orKw(!)n'o : -cilKu(ù"i : - Ku(y)a'

La troisiètne reltrtion clu systèrne (2.1), peut être écrite pour CI: 1 comme:

K 'oxr  ̂ '  -  r ' "^
in A, lhn 

:  l \1 ir l i -
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En r.rtilisant dans l'égalité précédente les relations (a.5)-(a.6) on déduit:

N,oçv'1W!D--:/') n',-=irt :ni:0,

ce qui démontre Ia troisième et quatrième relation de (2.1).

La définition de il nous montre facilement que Ia cinquième équation du système est

vérifiée. De plus, si Xl est y1 , g2-périodique, il en est de même pour 11. II reste à

montrer que si Xl est de moyenne nulle, Xl I'est aussi. On a:

câr c11 - -1 et det C: -7, ce qtti montre le résultat.

Comme Ie système (2.1) admet trne solution unique à un vecteur constant additif près,

on a:

xr --xr  +k,

oir k est une constante. On va urontrer clue la constante est égale à 0. En intégrant

I'égalité précédente, on a la relation stûvante:

r r f
lX'(u')d,y': I  X'(U'),hU'-tk I dy'.

J . I J
Y Y Y

Pour des raisons de svmétrie de la celltrle Y on obtient:

ce cltti implique lb : 0.

Compte.tenu de Ia relation (o.2), écrite porrr a : 0 :1, on obtient:

" , r t " , .  t - . , 1 t  " , .  " , -  " , - \^ .  \ Y r t U ' t t u , 5 )  - ^  \  : l L ) t t ' z t Y 6 ) t

ce qui montre I'imparité de Ia lbnction yr en y1.

Par un raisonnement analogue, on olltient les résultats annonces pour la fonction X2.
tr

f f f - f

I  X ' (y ' )da' :  I  qtxr@)da' :  I  "uxr@)detCdy:  I  x t (y)du,
J J J J
Y Y Y Y

t'
0:k l , l 'u ' ,

I

Y
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Annexe B

Présentation générale de la résolution numérique d'un problèrne

par la rnéthode des éléments finis

Dars la suite on va prrésenter la méthode des éléments finis, méthode avec laquelle

on va approcher numériquement Ie problème à résoudre. Cette méthode consiste à

calculer des valeurs approchées du champ cherché en certains points du domaine de

définiiion; ces points de calcul sont les noeuds. Ensuite, il est formellement possible de

déduire de ces valeurs la solution approdrée en tout point du domaine, en faisant une

interpolation. La conclition essentielle pour résouclre un problème par Ia méthode des

éléments finis est de mettre le problèrne sous la forme variationnelle.

Ensuite, les étapes de la résolution nturériclue sont:

- création du maillage et choix d'interpolation
- création des tableatrx élémentaires: matrices de raideur et second membres
- corstrttction du système linéaire: assemblzrge des tablearx élémentaires, prise en

compte des conditions aux limites
- résoltttion du systèrne linéaire.

Pour donner Ia solution numér'ique on va utiliser le code MODULEF, un ersemble

de sous-progralnmes Fortran clui réalisent rme étape spécific1ue clu travail (voir guides

Modulef [6]).
Forrnulat ion variat ionnel le

Les problèmes cltr'on traite ntunéricluenrent ici sont dtr type dtr problème suivant:

-h$"#): Ta
trioftno: Jr
' t t :  u

dans f)

s t r f l

stu 12,

ott

0 est un ensemirie biciirncnsionnei otr triciirnensiorurei,

I est Ia frontière cle f),

f r, fz sont deux parties disjointes de f telles que f 1 U 12 : f ,
u est Ia fonction cherchée clu poirrt cotutnrt,

(kni)ti est la matrice de perrnéabilité hydratrlique,
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/o est la puissance voltunicltre applicltrée à f),

.fr est le flux appliqué sur 11,

u est la valeu imposée sur f2.

Pour certains problèmes que nous devons traîter, f,) est Ie massif et u la charge hy-

draulique, pour d'autres f,) est la période et z I'une des fonctions auxiliares.

Plusieurs formulations variatiorurelles à un ou plusieurs champs sont possibles selon

I'inconnue la plus importante à trouver: la fonction u ou le flux.

On travaille dans la suite avec une formulation où I'on cherche prioritairement Ia fonc-

tion u.

Soit fi, une triangulation de I'ensemble 0, c'est-à-dire un ensemble de sous-domaines

de 0. Suivant la dimension de f), les élénrnts ? cle fl, peuvent être des triangles,

quadrilatères, tétraèdres. De pltrs, elles cloivent satisfaire aux conditions suivantes:

1) (): Ur,r,"T

2) VT, VT'eT1r, T aT' - @ ou T nTt : rrn sonrrnet, un côté ou une face de Tn.

On considère I'espace P7, un ersemble de polynômes de support T et I'espace Xl défini
par:

xh  :  { rh , 'u t ,  €  ck ( f ) ) ; r r ,  l r  e  Pr ,YT eT, } .

Soit I'espace V1, d(+fini par:

Vh : {u1r,u1, e Xt, tel cltre 1)lr:  ù, sur l1}.

Soit [.0 I'espace Vrz-wec une conclition turx

f1 .

Alors Ie problèrne est cle trouver la fonctiorr

linrites hornogène, c'est-à-dire uh : 0 sur

u,6 e V6 solutiotr de:

a(tt6, ' t t1)1 : i(oi),  Vtt l  e Vf,,

f , ,O,utr O,t)h ,a(un,un) : 
J 

kir@Ë#,,hr,
f2

t(u1,) : 
I Tnr,,a* + 

| fr,nao.
f } f o

ou
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Ce type de probème peut être résolu numériquement par la méthode des éléments finis.

Les étapes de Ia résolution sont présentées dans Ia suite.

Réalisation numérique

La resolution par éléments finis des problèmes est réalisée à I'aide de différents modules

de la bibliothèque Modulef (voir guides Modulef [6]):
- apnoxx (apn3xx) pour la création des maillages bidimensionnels (respectivement tridi-

mensionnels)
- comæo( pour les interpolations
- thec>oc pour la construction des matrices élémentaires
- cobdxx pour Ia prise en compte des conclitiotrs aux limites
- cholxx pour la résolution du système linéaire par la méthode de Cholesky
- gradxx pour la r'ésolution du système linéaire par la méthode du graclient
- trnoxx pour I'impression des maillages
- trmcxx pour tracer ies isovaletus
- irnagxx pour I'impression des coordonnées des noetrds et pour I'impression des solu-

tions.

Le travail avec I'ordinateur est fait err régiure conversationnel, c'est-à-dire on appelle

des préprocesseuls spécifi.c1ues pour chaclue étape de Ia résolution du problème et on

introduit les données dc+uranclées.

La corstruction dtr maillage est trne phase de prétraitement très importante dans Ia

mesure oir la crérrtion d'un nraillage potu un domaine de géométrie complexe n'est

pas une opération simple, peut clernan(ler beaucoup cle temps et cloit donner comme

résultat des maillages aclaptés t-lux prol>lèrnes à résouclre. On sait que la qualité de la

résolution obtenue dépencl cle celle du mailltrge servant de support au calcul.

Dans notre cas Ia géornétrie n'est pas corrrplexe, mais les clifficultés viennent de la

présence de cletrx rnatér'irrux, un dans une ploportion beaucoup plus faible que I'autre

et clu fait que les élérnents cle la triangulatiorr ne doivent pas être applatis.

La construction d'un rnaillage se ftrit en cletx étapes fondamentales (voir P.L. George

[5]  ) '
1) I'analyse clu clouraine t\ nra.illc+r poru err répérer les éventttelles propriétés

géornétriques, afin cle:
- minimiser le coût cle corrstrtrction en trtilisant les transformations géornétriques simples

( symétries, rotations et translzrtiorx) perrnettant cle générer le maillage global à partir
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des maillages de sous-dornaines
- simplifier la réalisation en découparnt artificiellement le domaine en sous-ensembles

plus faciles à mailler à I'aide de méthodes appropriées à chaque cas.

La procédure à suivre consiste à décomposer le problème du maillage complet en une

succesion de problèmes plus faciles à résoudre, en diminuant progressivement Ia di-

mension de I'espace qui contient les objets. Le domaine tridimensionnel complexe est

divisé en sous-domaines tridirnensionnels simples, que I'on peut définir, puis mailler à
partir de leur faces. On se ramène ainsi à des domaines bidimensionnels, eux-mêmes

decrits puis maillés à partir de lignes définissant leur contourl en-fin, ces contours sont

déterminés à leur tour pal letus extrérnités. Cette étape est une étape d'analyse de.

scendante du maiilage à créer.

2) la construction du maillage à partir des objets simples définis âu corus de I'analyse

descendante precédente. La construction est obtenue par une réalisation ascenclante,

c'est-à-dire en suivant les étapes ci-dessus err sens inverse.

Après avoir construit Ie rnaillage on f'ait le choix de l'élément flni utilisé pour

I'interpolation. Celtri-ci peut être cle type Lagrange, Herrnite,... Ce choix est très

important, parce que, en lbnction de I'élérnent choisi, on peut calculer dans chaque
point pas seulement la valetu'de la fonction, mais aussi les valeurs de sa dérivée. C'est
par exemple Ie cas pour l'élérnent du type Herrnite en dimension 2.

Ensuite on construit les matrices élémentaires. Pour cela on introduit les valeurs de la

matrice de permeabilité, Ies fbrces voltruriclues et stufaciclues. C'est à ce niveau qu'on

prend aussi en cornpte les conclitions atx lirnites du type Neumann (flux imposé).

L'étape suivante est ltr prise en cornl>tc+ clc;s conclitions atx limites clu type Dirichlet, ce

cltti veut dire c1u'otr vt-l itttrocluire ltr vtrlerrr cle la fonction stu les faces ou côtés oir clle

est connue.

La dernière étape est ltr con-stnrction dtr systènre linéaire et sa résolution. Pour résoudre

Ie système on peut choisir unc+ cles nréthodes suivantes: méthocle cle Choleski, méthode

du gradient conjugtré, avec ou sans préconclitiomreurent.

Après cette dernière éiape ou obtient les valetus de Ia fonction en chaclue noeud du

maillage, et en fonction du choix fzrit à I'éti'r.pe cl'interpolation, les valeurs de sa dérivée

dans les mêmes noetrcls.
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