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Introduction

Le présent travail porte sur I’étude mathématique, théorique et numérique, de
quelques problemes issus de la mécanique des fluides. La these est divisée en trois
chapitres.

Le chapitre I, intitulé “Fluide & viscosité non linéaire dans un domaine de faible
épaisseur”, étudie '’écoulement d’un fluide incompressible dans un domaine tridimen-
sionnel pour lequel la troisiéme dimension est beaucoup plus petite que les deux autres.
Elle est de l'ordre d’un petit paramétre qu’on note €.

L’étude des fluides pour lesquels la viscosité est une fonction non linéaire de la
vitesse du fluide est importante. Effectivement, dans la nature il y a plusieurs fluides
de ce type, comme par exemple l'encre, certaines peintures, le bitume, les polymeres,
quelques hydrocarbures. On travaille ici avec une loi générale pour la viscosité. Les
conditions imposées sont satisfaites en particulier par les fluides de Cross, Williamson,
Carreau. Le probleme de film mince qu’on étudie ici est rencontré en particulier dans
le cas pratique de lubrification.

L’écoulement est régi par des équations du type Navier-Stokes stationnaire, les
inconnues étant la vitesse et la pression du fluide. Deux cas sont traités, suivant la
présence ou l'absence des forces volumiques et les conditions au bord. Dans le premier
cas on considére des conditions de Dirichlet non homogénes au bord du domaine, les
forces extérieures étant suposées nulles (§2-§4). Dans le deuxi¢me cas on considére
des conditions de Dirichlet homogenes au bord du domaine mais dans ce cas les forces

extérieures sont non nulles (§5-§6). Les deux modeéles mathématiques sont présentés
au §1.

Dans le premier cas on démontre d’abord (§2) un résultat d’existence d’une solution
pour le cas € fixé. Au §3 on fait une dilatation du domaine dans la troisieme direction
avec la valeuwr €. On considére les nouvelles variables, pour lesquelles on donne des
estimations a priori et ensuite des résultats de convergence. Au §4 on passe a la limite
dans le probléme initial et on obtient un probleéme scalaire dans la troisieme variable.

Dans le deuxiéme cas on connait I’existence d’une solution pour le cas € fixé. Au
§5 on utilise les méthodes de §3 pour trouver des estimations a priori et des résultats
de convergence pour les variables définies dans le domaine obtenu apreés dilatation. Au
§6 on passe a la limite selon € et on étudie un cas particulier, dans lequel le probleme

limite peut étre découplé. Au §7 on présente quelques conclusions sur les deux types



de problemes limites obtenus.

Le chapitre II, ainsi que le chapitre III de la these portent essentiellement sur
des problémes d’homogénéisation et des techiniques de petits parameétres. La méthode
d’homogénéisation est une méthode mathématique utilisée pour I’étude des problémes
posés dans un milieu non-homogéne qui présente une structure périodique. Si les di-
mensions d’une période sont petites par rapport aux dimensions globales du domaine,
on définit un petit parametre (noté en général par €) qui représente le rapport en-
tre les deux dimensions. Le passage & la limite ¢ — 0 correspond en pratique au
passage du probleme de départ & un probléme posé dans un milieu homogene. Ce
probleme s’appelle probléme homogénéisé. Plusieurs méthodes sont connues pour
obtenir le probleme homogénéisé: la méthode du développement asymptotique, la
méthode de I'énergie, la méthode de convergence multi-échelle. Comme application
pratique de la méthode de I’homogénéisation on peut mentionner: exploitation des

gisements pétroliers, industrie chimique, probleémes d’hydraulique.

Au chapitre II, intitulé “Convergence triple-échelle pour le probleme de Stokes”,
on étudie le probleme de Stokes classique dans un domaine qui a une structure avec
double périodicité. Le domaine présente des petites inclusions solides rigides, de 1'ordre
d’un parametre € et des trés petites inclusions, de 'ordre de €2. Dans la partie du
domaine sans inclusions on a un fluide incompressible pour lequel ’écoulement est
régi par I’équation stationnaire de Stokes. On suppose que les forces volumiques sont
non nulles. Sur le bord du domaine ocuppé par le fluide on prend des conditions de
Dirichlet homogenes. Le modéle mathématique du probléeme est donné au §1. Les
inconnues sont la vitesse et la pression du fluide. Au §2 on donne des estimations a
priori pour la vitesse et la pression. On est ramené a construire un prolongement de la
pression dans la partie solide du domaine, afin d’avoir un résultat de convergence forte
pour la pression. Cette convergence est essentielle pour le passage ultérieur a la limite.
La méthode utilisée ici pour obtenir le probléme homogénéisé est la convergence triple-
échelle. Au §3 on donne des résultats de convergence triple-échelle pour la vitesse, ainsi
que des conditions au bord pour la limite de la vitesse. Au §4 on passe a la limite selon
€ — 0 dans le probleme de départ et on trouve le probléme homogénéisé. 1l s’agit d’un
probleme & trois pressions.

Le chapitre III, intitulé “Calcul de la charge dans un systéme hydraulique” est une
étude théorique et numérique d’un probléme pratique: le calcul de la charge dans un

systéme hydraulique. Les équations traités ici sont également rencontrés dans d’autres

2



domaines, comme les problémes du type thermique par exemple. L’étude faite ici peut
donc étre appliquée & une classe plus large de problémes physiques.

Le systeme hydraulique est un dispositiv qui contient une structure drainante. Cette
derniére contient des galeries horizontales drainantes, reparties périodiquement, ce qui
nous permet d’utiliser des méthodes d’homogénéisation. On suppose que la hauteur de
la structure drainante est faible comparée aux deux autres dimensions. On s’intéresse
d’abord au calcul numérique des fonctions définies par les problémes auxiliaires, des
coefficients homogénéisés et ensuite de la charge hydraulique. L’étude présentée est faite
suivant différentes pérméabilités hydrauliques pour les deux matériaux qui composent
le systéme hydraulique: matériau hote et matériau de remplissage des galeries, ainsi que
selon le rapport volumique des matériaux. Trois petits paramétres sont présents dans
ce travail: €,8,n, liés respectivement & la périodicité de la structure, aux dimensions
relatives et au rapport des perméabilités hydrauliques.

Au §1 on présente le probléme posé dans la structure drainante uniquement et on
donne le probleme homogénéisé qui correspond au passage 3 la limite ¢ — 0. Ce
probleme est le résultat d’un travail antérieur au notre. Au §2 on transforme les condi-
tions de périodicité des problémes auxiliaires en conditions aux limites classiques. Pour
cela on utilise la géométrie du domaine et les propriétés particulieres des pérméabilités.
Aux §3-85 on calcule les fonctions auxiliaires et les coefficients homogénéisés, suivant
différents ordres de grandeur des parametres § et 7. Dans le sixieme paragraphe on

calcule la charge dans le systéme hydraulique pour plusieurs cas différents.



CHAPITRE 1

FLUIDE A VISCOSITE NON LINEAIRE
DANS UN DOMAINE DE FAIBLE EPAISSEUR



CHAPITRE I

Fluide a viscosité non linéaire dans un domaine de faible épaisseur

Introduction

On étudie dans ce chapitre I’écoulement d’un fluide & viscosité non linéaire dans
un domaine de faible épaisseur, de 'ordre d’un petit parametre strictement positif €.
Deux cas sont traités: celui du mouvement engendré par des conditions aux limites non
homogeénes (probléme de lubrification) et celui du mouvement engendré par une force
extérieure. On s’intéresse au comportement limite lorsque ’épaisseur du domaine tend
vers z€ro.

Plusieurs problemes analogues ont déja été étudiés.

- Le cas de fluides a viscosité constante a été traité par G.Bayada, M. Cham-
bat. Dans G. Bayada, M. Chambat [2] on a la démonstration mathématique, pour le
probléme de lubrification, du passage des équations de Stokes probléme de lubrification
au probléme de Reynolds. Le cas Navier-Stokes pour le probléme de lubrification est
traité dans A. Assemien, G. Bayada, M. Chambat [1]. Le terme non linéaire disparait
lors du passage a la limite et on retrouve le probléeme de Reynolds. Dans les deux cas, la
pression est déterminée de maniere unique comme solution d’un probléme bidimension-
nel. Le probleme de Navier-Stokes dans un domaine de faible épaisseur est également
traité dans S. A. Nazarov [8], par la méthode du développement asymptotique et pour
différents cas de conditions au limites. L’étude de deux fluides non-miscibles qui satis-
font I'équation de Navier-Stokes est faite dans J. Saint Jean Paulin et K. Taous [11],

ol on obtient a la limite obtient I’équation de Reynols.

- Pour ’écoulement des fluides a viscosité non linéaire plusieurs travaux sont connus.
Le cas avec la viscosité donnée par la loi de la puissance (cas r >2) a été traité par
A. Mikeli¢, R. Tapiéro [7] pour le cas d’une vitesse nulle au bord du domaine et par
A. Bourgeat, A. Mikeli¢, R. Tapiéro [3] dans le cas avec conditions de Dirichlet non
homogenes sur la frontiere latérale du domaine. K. Taous [12] étudie une classe de
fluides & viscosité non linéaire (différente de celle présentée ici). le modele de viscosité
est celui étudié par W.G. Litvinov [14]. Une équation du type Navier-Stokes est traitée,
avec des conditions en pression sur la face latérale du domaine. Dans les trois cas on

obtient a la limite une équation de Reynolds généralisée.

Dans les problemes déja traités sur I’écoulement des fluides & viscosité non linéaire

9



les techniques utilisées sont en général du méme type. Par une dilatation du do-
maine dans la troisiéme direction, on se ramene & un domaine indépendant du petit
parametre €. On trouve des estimations a priori et des résultats de convergence pour
les nouvelles variables qui sont la vitesse et la pression du fluide. Ensuite on passe a la
limite dans le probléme initial. Pour cela on utilise des résultats de monotonie et des
techniques du type lemme de Minty. On obtient alors une équation qui lie la vitesse
limite & la pression limite, ainsi qu’un systéme bidimensionnel en pression. A partir
de ce systeme on peut détérminer la pression de maniere unique. Ensuite on obtient
la vitesse. On va suivre les étapes ci-dessus pour la résolution des problemes présentés
ici.

Dans les problemes que nous étudions ici, la viscosité non linéaire du fluide dépend
de la vitesse du fluide, ainsi que d’un parametre 3° dépendant de €. La viscosité est
bornée a l'infini et elle n’englobe pas la loi de la puissance. Les hypotheses faites sur
la viscosité sont celles de D. Ciordnescu [4] et sont satisfaites par les fluides du type

Cross, Carreau, Williamson.

Deux modeles mathématiques sont traités dans la suite. Dans les deux cas on
considére une équation du type Navier-Stokes incompressible en régime stationnaire
dans un domaine de dimension trois. Dans le premier cas on considére des conditions
de Dirichlet non homogenes au bord du domaine, les forces extérieures étant suposées
nulles. Cela correspond en pratique & une injection de fluide. Dans le deuxieme cas on
considere des conditions de Dirichlet homogenes au bord du domaine mais dans ce cas

les forces extérieures sont non nulles. Les deux modeles mathématiques sont présentés
au §1.

Dans le premier cas on démontre d’abord (§2) un résultat d’existence d’une solution
pour le cas € fixé. Pour cela on utilise des techniques développées dans J.-L. Lions
[6]. On applique la méthode d’approximation de Galerkin, une variante du théoréeme
de Brouwer et des techniques du lemme de Minty. Au §3 on fait des hypotheses
supplémentaires sur la géométric du domaine ct sur les valeurs de la vitesse sur le bord
du domaine, comme dans A. Assemien, G. Bayada, M. Chambat [1}. On s’intéresse au
cas limite € — 0. Grace a un changement de variables, on se rameéne & un domaine fixe,
dans lequel on travaille dans la suite. On donne des estimations a priori et des résultats
de convergence. Le §4 est consacré au passage a la limite. On donne le probleme qui
lie les limites de la vitesse et de la pression. Ce probleme dépend de la rapidité de
convergence de 3¢ par rapport au parametre €.
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Dans le deuxiéme cas on connait grace & D. Ciordnescu [4] 'existence d’au moins
une solution pour le cas € fixé. On s’'intéresse pour ce probleme au passage a la limite
uniquement, plus précisément on étudie ce qui se passe dans le cas € — 0. Comme
dans le cas précédent, on se ramene & un domaine fixe. Pour les nouvelles inconnues
on donne des estimations a priori et des résultats de convergence.

Au §6 on passe a la limite et on donne le probleme vérifié€ par les limites de la vitesse
et de la pression. Dans ce cas, le probléme limite dépend de la rapidité de convergence
de (3¢ par rapport 3 e~ !. Ensuite on traite un cas particulier, dans lequel on retrouve
un probleéme limite qui peut étre découplé comme dans A. Assemien, G. Bayada, M.
Chambat [1].

Des conclusions sur les probleémes limites sont présentées au §7. Dans certains cas
particuliers de viscosité limite on retrouve les résultats de A. Assemien, G. Bayada, M.
Chambat [1], qu’on rappelle. Dans les autres cas, on donne des conditions suffisantes

d’unicité pour la vitesse et la pression limites.



§1. Présentation de probléemes

Nous nous intéressons a l’écoulement d’un fluide incompressible & viscosité non linéaire
dans un domaine tridimensionnel de faible épaisseur.

L’ensemble €2, désignera dans la suite la partie occupée par le fluide. L’épaisseur de cet
ensemble est faible comparée aux autres dimensions. Elle est de ’ordre d’un parameétre
strictement positif €. Plus précisément, ). est modélisé de la fagon suivante:

Soit w un ouvert borné connexe du plan. Soit h : @ — IR;+ une application de classe

C! vérifiant qu'il existe une constante réelle strictement positive « telle que:
0 < a < h(z,z2) <1, dans w.
Sous les hypotheéses antérieures, ’ensemble ouvert ), est défini par:

Qe = {(z1,22,23) € IR® tels que (z1,22) Ewet 0 < 3 < eh(z1,z2)}.

x1

Figure 1.1: Ensemble ouvert )¢

La viscosité non linéaire j du fluide est définie en fonction de la vitesse « du fluide de
fagon suivante:

(HO) n(B°s(u)) : Ry — Ry,

s(u) = /2Dy (u), Dyi(u) = %D(’U,)D('U,)t, D(u) = %(V’UJ + Vu'),
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ou (° est une constante strictement positive dépendant de ¢.

Comme dans D. Ciordnescu [4] on suppose que p satisfait les propriétés suivantes:

(H1) 1 est contintment différentiable de IRy dans IR,
(H2) Jim p(t) = proo >0
(H3) JE C R, tel que:

w'(t) >0, Vte E

tlw'(t) < u(t), Vi€ Ry \E.

H4 = i (t).
(H4) 0 < mg térl}iy(t)

De plus, on introduit la notation:

M = sup uf(t).
teRy
La viscosité est donc bornée a l'infini et a des propriétés qui nous permettront de
déduire des résultats de monotonie, nécessaires pour démontrer ’existence, ainsi que
pour faire le passage a la limite dans les problémes étudiés.
Grace aux hypotheses faites sur y, la constante M est finie. Les hypotheses sur u sont
satisfaites par plusieurs fluides non newtoniens, comme dans les exemples ci-dessus, ou

140, Hoo Sont des constantes réelles.
- le fluide de Cross:

Hoo — HO

1823 oo 2 Jio > 0

p(t) = poo —

- le fluide de Carreau:

1(t) = oo + (o — poo)(1 + /\t2)(r—2)/2, o> Moo > 0,1 <7 <2, A>0

- le fluide de Williamson:

Ao — o)

t) = oo
p(t) = oo + o

s Mo 2 oo > 0, A2 0.



Pour la loi de Cross ’ensemble E qui satisfait (H3) est E = IR, et pour les lois de
Carreau et Williamson on a E = {.

On considere un premier probleme, pour lequel le mouvement du fluide a viscosité non
linéaire est décrit par:

—div (20(8° s(u®))D(uf)) + u*Vu® + Vp* =0 dans Q.
(1.1) divu® =0 dans ),
u® = g° sur 9Q,.

Ici 6€). désigne la frontiere du domaine €).. La fonction u® représente la vitesse du fluide
et p® sa pression, qui sont les inconnues. On a supposé que les forces extérieures sont
nulles. On remarque que la vitesse du fluide, sa pression et sa viscosité dépendent de
I’épaisseur du domaine occupé par le fluide, donc du parametre €. Ce type de probleme
est rencontré en pratique dans des problémes de lubrification.

De plus, on cherche une pression de moyenne nulle dans €2,:
(1.2) /psd:z: = 0.
Q2.
Le deuxieéme probleme qu’on étudie est le suivant:
—div(2u(B°s(u®))D(u®)) + uVu® + Vp* = f¢  dans Q.
(1.3) divu® =0 dans €,
u® =0 sur 0f),.

On suppose que la fonction f€, qui représente les forces extérieures, ne dépend pas de
la troisieme variable. Elle ne dépend donc pas de € et on la note dans la suite par
f. De plus, on suppose f € L2%(w). Les conditions du type Dirichlet homogenes au
bord correspondent au ¢as pratique sans injection de fluide. La vitesse du fluide, sa
pression et sa viscosité dépendent de I’épaisseur du domaine occupé par le fluide, donc

du parametre €. On cherchera une pression telle que:

(1.4) /pe(lm = (.

e
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Pour p > 1 on considere l'espace ILP(Q.) = (LP(€.))3. Soient les espaces fonctionnels

suivants:
oY

Hy(Qe) = {¢ € L*(Qe), 5—

€ IL3(Q),v = 0 sur 09, }

L3(Qe) = {q € L*(Q.), /qd:z: =0}
Qe

oy
' 8.’171;

HY(Qe) = {y € L*() € L*()}

munis respectivement des normes usuelles suivantes:

[Yhe = ( gif; g:ﬁ;dm)l/z
Q2
ldlo,e = (/ qzd:v)l/z
Qe

WﬁHl(QE) = [$5.e + [90I7

ou 'on adopte la convention de sommation sur les indices répétés et non soulignés.

De plus, on considere 'espace V. défini par:
Ve = {4 € H{ (), divyp = 0 dans Q.}

et muni de la norme | - |1¢.
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§2. Existence d’une solution pour le cas ¢ fixé

Dans une premiére étape on se propose de résoudre le probléeme (1.1)-(1.2) pour le cas €
fixé. Comme € est fixé, on omet de I’écrire tout au long de ce paragraphe. Les résultats
de §2-8§3 sont présentés pour §¢ = 1, mais ils restent vrais dans le cas général. On
miltiplie la premiere équation de (1.1) par v € V et on intégre par parties. Compte-
tenu de la condition d’incompressibilité de u on obtient la formulation variationnelle

en vitesse:

/2,u(s(u))D(u)D(v)da: + /uVuvd:v =0, WweV
(2.1) 0 Q

u=g sur 0}
On ajoute la condition de compatibilité:
(2.2) /guda =0,

o

ou v représente la normale extérieure & la frontiere du domaine.
Comme dans R. Temam [13], on a équivalence des problémes (1.1)-(1.2) et (2.1)-(2.2).
Gréce a V. Girault, P. A. Raviart [5], Chapitre I, on peut montrer le résultat suivant:

Lemme 2.1 Soit g € H3(0) et vérifiant (2.2). Alors il eziste G € L4(Q) qui
satisfait:

divG=0 dans )

(2.3)
G=gyg sur dQ)

Pour 9 € IH} (), on introduit la notation:
3
D@ = D 1D ()
ij=1

On démontre le résultat suivant:

Lemme 2.2 Pour chaque 1 € HL(Q), on a:

(2.4) IVylo < V2|D(%)lo-

12



De plus, si divy = 0, l'inégalité (2.4) devient une égalité.
Sip € HYQ) et v =0 dans un sous-ensemble de mesure non nulle de 69, alors les
inégalités suivantes sont vraies:

(2.5) Ylne) < cslvlm @),

(2.6) 1Y) < cp|Vlo.

Les constantes cs et cp dépendent de €, qui est fizé ici.
Démonstration: Grice a V. Girault, P. A. Raviart [5] on a:

2ID(Y)[5 = VY13 + |divyl3, Vo € H (),

ce qui implique (2.4). La relation (2.5) est une conséquence des injections de Sobolev

en dimension trois. La relation (2.6) est obtenue a 1'aide de 'inégalité de Poincaré:
[¥lo < c|Viplo,

de facon suivante:

W15y = 1915 + VIR < AIVYR+|VYl3 = (1 + )| Vyl3.

Comme dans R. Temam [13], on a le résultat suivant:

Lemme 2.3 (théoréme de Brouwer) Soit X un espace de Hilbert de dimension finie et

X sa norme associée. Soit P: X — X wune application continue telle que :

dr > 0 tel que (P&,€) > 0 pour ||€]

x=rnfe€X.

Alors il existe €o € X tel que P& =0 et ||&o
Le principal résultat de ce paragraphe est le suivant:

Théoréme 2.4  Supposons que les hypothéses (HO0)-(H{) sont satisfaites. Si
application g € IH3 (HQ) vérifie la relation (2.2) et si G € L*(Q) est telle que:

x <r.

(2.7) Glpsay < ——,
cscp
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alors le probléme (2.1) a au moins une solution uw € IH'(Q). De plus, il existe une

constante c telle que:
(2.8) |Vulo < c.

La constante c ci-dessus dépend de cs,cp, G.

Démonstration: Pour prouver ’existence d’une solution faible pour le probleme (2.1),
on utilise des techniques développées dans J.-L. Lions [6]. Des modifications intervien-
nent parce que nous ne sommes pas dans un espace vectoriel, 4 cause des conditions
non homogenes au bord. On démontre le théoréme en plusieurs étapes:

Etape 1 Probleme approché et estimations

On applique la méthode d’approximation de Galerkin. Soit {w1, wq, ..., Wn...} une base

de l’espace

V = {p € [D(Q)}?| divy = 0 dans Q}

et soit V,,, ’espace vectoriel engendré par les vecteurs wy, wa, ..., Wn.

Alors, u,, est une solution approchée du probleme (2.1) si:

/2p,(s(u,n))D(um)D(wi)da: + /(umV)umwida: =0 Vi=1,..m,
(2.9) 0 0

Um = ¢ sur 0f1.

On se propose dans la suite de montrer qu’il existe au moins une solution pour le
systéme des équations non linéaires (2.9). Dans le but de travailler dans un espace

vectoriel, on cherche une solution de la forme u,,, = G + v,,, o:

"y

Um = § €i,'mu’ia
1==1

avec &,.m € IR. On a:
divv, =dwu, —divG =0
Ve, = 0 sur 02
et
/2[L(S(G + v ))D(G + v,,) D (w;)dx: + /(G + v,,) V(G + v )wide =0,i =1, ..., m.
Q Q

14



On va estimer la quantité:

(2.10) Q=2 /,u(s(G + U )) D(G + v ) D (v )dz + /(G + U ) V(G + U ) Unde.
Q Q

Soit Papplication b définie par b(u,v,w) = / (uV)vwdz. Cette application est
Q

trilinéaire et continue dans H!(), ce qui implique:

/(G + U ) V(G + Um)Uimdt = b(G + i, G + U, Um) =
Q

=b(G, G,vm) + b(Vm, G, vm) + b(G, Vn, Um) + (U, U, Urn ).

L’appartenance de v, a 'espace Hj(Q) implique:
b(Vsn, Viny V) = 0.
Compte-tenu que v,,, € HE(Q) et div G = 0, on en déduit:
b(G, Ve, Um) = 0,

b(’().,,“ G, 'U.m) = —b('U-m, Umy G)a

WG, G,v,) = =b(G, v, G).

La relation (2.10) s’écrit alors:

(2.11) Q= 2/ 1(8(G + 0,4, ) D(G + 0,,) D(Ven)d — b(G, ¥y G) — b(Vyn, Vo, G)-
Q

Grace au lemme 2.2 et aux hypotheéses sur 1, on a:

2 /u(s(G + U ))D(G + v,,) D(v, )d = 2 /,u(s(G + U )) D (v ) D (v )dz +
Q Q



+2/u(s(G’-}—v.,n))D(G)D('U.,,L)da: > 2mo| D(vm)|a — 2M|D(vm)|o|D(G)|o >
Q

> mo|Vum|3 — 2M|Vnlo|VGlo,

ou encore:

(212) 2 / 1(S(G + 1)) D(G + 1) D(tm)dz > mo0|Vm[2 — 2M |V o|VGlo-
Q

L’inégalité de Holder et le lemme 2.2 impliquent:

16(Vim, Um, G)| < |Vm|La@) | VUmlo|Glra@q) <

< cslvmlm @) | VumlolGlLea) < escp|VomldlGlrag)

et

(2.13) Il)(G, Vi G)I S |G|L4(Q)|V'U-,,L‘0IG|L4(Q) = IvaIOIGlzﬂJ‘t(Q).

On obtient alors les relations:

Q= 2/[L(S(G + v)) D(G + v ) D(v)dz — b(G, v, G) — b(Vin, Vm, G) >
Q

Z m0|vv1n|(2) s 2M|VG|()|VU,,1|0 - CSCPIVUIIL|(2)IGIL4(Q) - |V'Um|0|G|2[,4(Q) =

= IV'U.,,L|()[(’IH,() — C.S'CPIG|L4(Q))IV'U-m,|O - (QMIVGIQ + |G|2L4(Q))]

Etape 2 Existence d’une solution pour le probléme approché
Avec les estimations trouvées ci-dessus, on pourra montrer ue le systéme non

linéaire (2.9) a au moins une solution. Pour cela, soit € = (&.m)i=1,...m € R™ et

m
U = E & .mw;. On pose:
i=1

€l = [Vvmlo.
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Si ||€]| = 0, alors on obtient | Y " & nVws|o = 0 ou encore & m =0, Vi =1,...,m, ce
qui implique que ||£|| est une norme dans IR™. Soit 'application non linéaire £ — P(§),
définie pour chaque i = 1,...,m par:

P;(§) =2 / 1(8(G + vm))D(G + vm)D(w;)dx + /(G’ + U ) V(G + v, )widz.
Q Q

On montre facilement que P est continue et on s’intéresse dans la suite a 1’équation:
P(¢)=0, &€ R™
On applique le lemme 2.3 pour 'application P et pour le scalaire r qui vérifie:
(mo — cscp|Glpa@y) r — 2M|VGlo + |G]2L4(Q)) > 0.
Alors, pour |[£|| = r et puisque d’aprés (2.7) on a mo — cscp|Glpa) > 0, on déduit de
I'étape 1 que (P(£),€) > 0.

On obtient alors qu'il existe £ € IR™ tel que P(€) = 0. De plus, on a:

2M|VGlo + |GlL4qy

mo — csep|Glpa)

léll <

Cela implique que le probleme (2.9) a au moins une solution et que v, = U, — G
vérifie:
2

2.14 Vumlo < .
( ) l |0 mo— CSCPlGlL“(Q)

L’estimation sur le gradient de v, implique & des sous-suites pres:

U — G — u— G dans V faible

Um — G — u— G dans L?(Q) fort, car V C IL*(Q) avec injection compacte
|um — Glpae) < ¢, car H(Q) c IL*(9) avec injection continue.
Etape 3 Passage a la limite

17



On rappelle qu’on a:

(2.15) 2 / 1(5(tm)) D () D (%) dz + / (4m V)t dz = 0, Vi) € Vim.
Q

On va montrer dans la suite que la limite v de u,, vérifie une équation du méme type.
Compte-tenu du fait que v,, = um — G, la relation (2.15) s’écrit pour ¥ = vy — ¢,
p € Vi

2/u(s(G + Um )) D(G + V) D(vm — @)dz + /(G’ + U )V(G + v ) (U — @)dz =0
Q Q

Gréace 3 la linéarité de b on a:

/(G+vm)V(G+vm)vmdw = U(G, G, 0m)+U(G, Vm, Vm) +b(Vm, G, Vm ) +0(Vm, Vs Um),
Q

/(G + Um) V(G + vn)pdz = b(G, G, ) + )(G, Vi, @) + b(vm, G, @) + b(Vm, Um, ).
Q

La convergence forte de v, vers v dans IL%(Q2) implique:
b(G, G, un) — b(G,G,v),

b(Vsn, G, v) — b(v, G,v),
b(G, vy, p) — b(G,v,p),
o, G, ) — bv, G, ),

b(Usmy Uiny ) = —b(Vin, 0, 0n) — —b(v, 0, v) = b(v, v, ).

D’autre part, v, € V,,, implique b(v,, U, 0m) = 0 et b(G, v, Um) = 0.
On en déduit:

(2.16) 2//1,(3((}’ + V)Y D(G + v,,) D(vy, — @)dz — —(Beg(v),v — @),
Q
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ou (Bg(v),v— ) = /(v + G)V (v + G)(v — p)dz.
Q
Soit Ag () 'opérateur défini pour chaque v € IH} () par:

(Ac(¥),0) = 2 / W(s(® + G))D(w + G)D(p)dz, Y € HY(Q).
Q

Comme dans D. Ciordnescu [4] on peut montrer que Ag vérifie la propriété de mono-
tonie suivante:

(Ac(¥) — Ac(p), ¥ —¢) > 0, Vi, p e V.

En particulier, on a:
(2.17) (Ac(vm) — Ac(p);vm —9) > 0, Vp e V.
On a montré dans la relation (2.16):
(Ac(vm),vm — ) — —(Bc(v),v — ).
D’autre part, si ¢ est fixé, on a:
(Ac(@)yvm — @) = (Ac(p),v - ¢).

Le passage a la limite quand m — oo dans la relation (2.17) nous conduit a:
(2.18) (=B (v) — Ac(p),v—¢) 2 0, Vp e V.
Soit ¢ =v —tw, avecw € V et t > 0. Alors:

(=Be(v) — Ag(v — tw),w) > 0, Vw e V.
Si t — 0, on obtient:
(2.19) (—=Bg(v) — Ag(v),w) > 0, Vw € V.
On pose dans (2.18) ¢ = v + tw, avec w € V et £ > 0. Alors:

(—Ba(v) — Ag(v + tw),w) < 0, Vw € V.
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Sit — 0 on obtient:
(2.20) (=Bg(v) — Ag(v),w) < 0, Vw € V.
De (2.19) et (2.20) on conclut:

Ac(v) + Be(v) =0,

ce qui finit la démonstration du théoréme.

O

Soit u® solution du probleme (2.1). Pour ¢ € IH}(f,) telle que divy = 0 on a grice
au théoréme 2.4:

< —div(20(B°s(u®) D(uf)) + ufVus, o >=0.

Gréce a laremarque 1.9 de R. Temam [13] on déduit ¢'il existe une fonction p¢ € L%(Q.)

telle que:

—div(2p(B8°s(u®))D(uf) + u*Vu® + p° = 0 dans Q..

De plus, grace a la relation (1.2) on a unicité de la pression dans L3(Q,).
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§3. Estimations a priori et convergences dans le cas de lubrification

On s’intéresse au cas limite € — 0 pour le probleme (1.1). Soient I's ,I'{ les faces
supérieure et latérale du domaine Q. et 0}, = 'y UT'7 Uw. Pour résoudre le probleme
on fait une dilatation du domaine avec la valeur € dans la direction z3. La nouvelle
variable dans la troisieme direction sera z = %, ce qui correspond au changement de

variables suivant:

Z3
(3.1) (y1,92,2) = (21,22, ).

Les composantes z; et xo restent inchangées, mais pour la comodité de la redaction
on a posé y; = x; et yo = 3. Le nouveau domaine et sa frontiere sont notés par:
Q,00,T;,I',. On considere comme auparavant les espaces L3(Q), HS (), V et la
norme | - |p définie par:

[lo = [YlL2()-

On rappelle que la norme | - g a été définie par:

[Y¥lo,e = [¥|L2(02.)-

Le probléeme posé dans le nouveau domaine €, indépendant de €, aura les nouvelles

inconnues :

ﬂg(yl, Yo, 2) = uf (), 29, 23) et P (y1, y2, 2) = p°(x1, T2, T3)-

On introduit la notation:

oy O0¢

Vit = (5 5

),vq/; e HY(Q).
On démontre le résultat préliminaire suivant:
Lemme 3.1 Pour chuque fonction v qui appartient a l'ensemble H(Q.) on a les

relations suivantes:

|'¢|0,6 = \/El(pIO
O |09
Pi =\/E—i[)— pouri=1,2,3 et j=1,2
ox.; ox;
7 10,e J 0
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O
0z

O

1

0,e \/E

pouri=1,2,3
0

Ylrao.y = €4 ¥ L.

|Vipelo < €72 Vyf|o.

Démonstration: Grace a J. Saint Jean Paulin, K. Taous {11] on a les trois premieres

égalités. Pour la quatrieme relation on utilise le changement de variables (3.1) et on
obtient:

Wl = [ 1oitde = ¢ [ 1Bltdyaz,
Qe Q

En utilisant les relations précédentes et la relation € < 1, on a:

~2 ~y2
VO =1V 0l + | 5| < Z(eVydli+ < |50] ) =7 IVwli.e
0 0
O
On suppose dans la suite:
3.2) w est un rectangle du plan
&

(3.3) g°=0 sur TI%, ¢ =(g1,92,e93) sw wUTLT,

ou les fonctions g, g2, g3 sont indépendantes de € et g3 = 0 sur w. Cela correspond 2
un probleme de lubrification.
L’hypothese (3.2) sera nécessaire dans ’estimation du terme non linéaire u¢ Vue.

De plus, on impose comme dans A. Assemien, G. Bayada, M. Chambat [1] la condition:

(3.4) /guda = 0.

|\

On remarque que si g € IH %(Q) alors il existe une fonction G € L*(Q1) indépendante
de € telle que:



2

;(Z)Cj: +%:0 dans
G=9 sur 9.
Si on pose
alors on a:

divG®* =0 dans Q.

G* =¢° sur I'c.
De plus, on a le résultat suivant, avec la mention que ¢ désigne dans la suite une
constante indépendante de «.
Lemme 3.2 Si G° est définie par la relation (38.5), alors on a:

G¥ s,y < eYGlLyay,

IVG*lo. < ™12,

Démonstration: Grice au changement de variables (3.1) et 4 la relation (3.5), on a:

G e, = / lea s :5/ G | dydz =5/|(G’1,G2,6G3)|4dydz < €[Gleuqy,
Qe Q Q

12 =9 1 aGE -1 — 2 —i — 9 aGE
— el= - < ele — € —
VGl = eV Gl 2 || < e VG = (19:G%18 + | O)
9G, 989Gy 0G3.|°
R | N2 1 2 3 -1
=€ (]VyGl,Vng,sVyG3)|0+ \( 57 ' 02 , € 9 ) 0) < €7 VGlo.

Gréce a A. Mikeli¢, R. Tapiéro {7] et au lemme 2.2 on connait le résultat suivant:
Lemme 3.3 (inégalité de Poincaré) Si ¢ € H}(Q.), alors:

9

<
[Ploe < € e

O,e
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(inégalité de Korn) Si ¢ € Hy(Qe), alors:

|v'¢|0,e < \/_2-I-D(’¢)|O,e

On rappelle le lemme de A. Assemien, G. Bayada, M. Chambat [1]:
Lemme 3.4 Soit Q un ensemble défini comme au §1 et qui vérifie de plus (3.2). Soit
Y € HY(Q) telle que ¢ = g sur 0Q et g =0 sur T'y. Alors on a:

( max{

Pour les estimations a priori sur la vitesse et la pression du fluide dans le nouveau

5 11/ 9 1/3
[Y|pa) < C(Q,g)[ll ]

o

9
Oya

s

})1/2 + 0z

I

0

0z

0 0 0

domaine 2 on démontre le resultat suivant:

Proposition 3.5 Sous les hypothéses (HO)-(H4), (3.2)-(3.4) et si la relation suivante
est satisfaite:

mo
(3.6) IGlpa) <
csep
le couple (uf, p¥) vérifie:
[uflo < ¢
du
ce7i=1,2
Ay
Ouf
<c
oz | —
0
[PElo < ce7?,
OpF
L < ce7?
ayi H~1(Q)
Opf _
6] < ce 1
Z lg-1)
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Les constantes cs et cp sont indépendantes du paramétre ¢.

Démonstration: Pour obtenir des estimations sur la vitesse on multiplie la premiére
équation de (1.1) par v° et en utilisant la relation u¢ = G* +v°¢, on trouve comine pour
la relation (2.11):

3.7) 2 / 1w(s(G° + v°))D(G* + v°)D(v¥)dz = b(GF,v%, GF) + b(v®, v%, GF).
Q¢

Dans la suite on trouve des estimations pour la fonction v¢. En utilisant (3.1), on
déduit des estimations sur la fonction v¢ et ensuite sur la fonction uf.

Linégalité de Holder implique pour le premier terme du membre de droite:

[b(G%, v, G)| < |1G*|Laa,) [VV®lo,e-

En utilisant I'inégalité de Holder et le lemme 3.2 on obtient pour P'autre terme:

b(ve, v%, G%)| < [v°|La() [V loel GFlLan.y < e/*vf|paca.)

VUE|0,5|G|L4(Q).

Mais grace aux lemmes 3.2, 2.2 et 3.1 on a:

|1)E|L4(QE) =61/4|’6\6lL4(Q) < 61/4CSCP|V17€|0 <

< 61/4CSCP€_1/2|V1)E|()‘5 < e Wegep

Vv5|0,5.

On en déduit:

b(v¥, 0%, G%)| < esep|Vt|S |Gl

Les constantes cs et ¢p ci-dessus sont indépendantes du parameétre €, car elles cor-
respondent & I'inégalité de Poincaré et a la constante d’injection de Sobolev dans le
domaine ) indépendant de €.

D’autre part, en utilisant les propriétés de la fonction i, ainsi que le lemme 3.3, on a

pour le membre de gauche de (3.7) I'estimation:

2/ 1(s(G® + v®))D(G® + v*)D(v)dx > m0|Vv‘5|(2,‘E — 2M|G*®0,e|Vv¥o,e-
Q.



La relation (3.7) et les estimations de ces termes impliquent alors:

(mo - cScP|G|L4(Q))|w€|O,E < |G Bagq,y + 2M|VGE o

et grace au lemme 3.2 on a:

(mo — CSCP|GIL4(Q))|V’U€|0,€ < 661/2 + 2CM6_1/2.

m .
Comme |G| 1)) < - CO , en utilisant ci-dessus le changement de variables (3.1) on
Sep

a:
2

< e +4M% e + 42 M,
0

~ 1 |60¢
"€ 2 —_ | —_—
e|Vyve|g + -2,

d’ou on déduit:

|V, 052 < ee7!

et
~ 12
1 |JvE 1
- S ce 3
e| 0z |,
ou encore:
IVyﬁ\EIO < CE_I
et
vt
(3.8) < c.
0z |,
L’inégalité de Poincaré et I’estimation (3.8) impliquent: Y
|'l;\6l() S C.

Les mémes estimations a priori sont vraies pour la fonction ué = v + G*, grace au
lemme 3.2.
Pour obtenir des estimations a priori pour la pression on multiplie la premiere équation

de (1.1) par une fonction ¢ € IH}(€.). Aprés intégration par parties, on obtient:

(3.9) /2/1,(3(’(1,6))D(’U,E)D((p)dﬂ? + /u€Vu€(p(l:1: — /psdz’v wdx =0,V € H(Q),
Qe Q. Q.
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ce qui implique, en utilisant b(u®, v, ) = —b(u®, @, u):

(3.10) /psdz'v odz| = 2/u(s(ue))D(uE)D(go)dm+/uEVuecpd:z: <

e Qe Qe

< 2M|Vuf|o,e|Veplo,e + luelzﬂ,‘i(QE)IV‘P'O.e-

Gréce au lemme 3.1 et aux estimations a priori déja trouvées pour ufon a:

2

. 11678 | \1/2 1 1 \1/2 B
(3.11) |Vus|oe = (6|Vyu€|% +- 15 0) < (56—2c+ gc) =2,
Grace au lemme 3.4 on a:
(3.12) 0| Ly = /4 [uf|pa) < ¢(Q,9)e (g™ +c) < eV

Soit ¢ € H(Q). Grace au lemme 3.1, on a:
1/2 1 R
) = [(Ivesl+
0 €

Les relations (3.11)-(3.13) utilisées dans (3.10) impliquent:

2 2

1

~ aA
(3.13) [Velo.e = (eI Va8l + < | 50

0z

¢

5z )]1/2 =121V 3o.

0

(3.14) /pe(lz"u wdz| < g7V Po-
Qe

Pour une fonction test ¢ = (0,0, 3) dans (3.14) et compte-tenu du changement de
variables (3.1) on déduit:

En choisissant successivement les fonctions test ¢ = (¢1,0,0) et o = (0, 2,0) dans
(3.14) on a:

et 'application de 'inégalité de Poincaré pour pf nous conduit a:

o~

Ope
0z

< ce L.
H-1(Q)

opf
Oyi

< cs_z,

H-1(Q)

|],)E|() S 66‘2.
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La proposition 3.5 et les résultats classiques d’analyse fonctionnelle impliquent la propo-

sition suivante.

Proposition 3.6 Sous les hypothéses de la proposition 3.5 et quitte a extraire une

sous-suite, on a les convergences suivantes:

uwF — u* dans IL?(Q) faible

Jué  Ou )
R 3 . Vi=1.2
Ep 5, dans L*(Q) faible Vi =1,

Ou
°a Y

— 0 dans L*(Q) faible ,\Vi=1,2,3;j =1,2
uz =0
u(y,0) = g1, uy(y,0) = g2 dansw

e2pF — p* dans LE(Q) faible

Ot
228 d(ms H=Y(Q) faible ,Vj =1,2
Oy, (91/ j
ap*
=0.
0z
. o Oy | Oy b 4
On fait la notation div,y = £ + I et par abus de notation on pose
Y Y2

u* = (u], u3,0).

On démontre le résultat suivant:

Proposition 3.7 Sous les hypothéses de la proposition 3.5, les relations suivantes sont

vraies:

(3.15)

h(y) h(y)
/ uldz — / uldz dans L*(w) faible, i=1,2
0 0
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h(y)
(3.16) div,, / uw*dz = 0 dans L*(w)

0
h(y) h(y)

(3.17) [/ u*dz] ‘v = [/ gdz] - v dans H“%(aw)
0 0

Démonstration: On utilise le fait que div u® = 0 dans €2, pour montrer les relations

(3.15) - (3.16). En utilisant cela, ainsi que le changement de variables, on en déduit:

Ous 6u1 0{1,5

=2 dud= = Vg e L3
/ 5, dyd +E/q<al/1 ayz)dydz 0, € L;(Q).
Q Q

On prend § = § — M(#) comme fonction test ci-dessus, avec § € IH'(w) et

M(0) = /Hdez,
1f

ou on a noté par || la mesure de 'ensemble 2. On obtient la relation suivante:

ous ous  Oug oug
—= )ds = dyd
/ % 3 dydz + 6/9(311/1 + ayz)dydz M(H)/ P ydz +

Q Q Q
(3.18)
ous | Ouj
eM(0 L 2)dydz, Ve HYw).
+eM) [ (G + G2 )dudz, Vo€ ()
Q
Mais:
TE
/G%dydz =/ (u39)de~ = /u3ms /u cos(V, z)0do =0
0z 0z
Q Q a0 w

car cos(V,z) =0sur I' et u§ =0 swr 'y Uw.
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——

N Ou§
On a en particulier / 3 dy

0z
Q

Gréce au fait que u€ = 0 si z = h(y), on a:

—_ h(y) __ h(y)
L 2 Ous 2
? F — 3 €
/ Z ayiﬂdydz = / Z / 6yldz Ody = / Z / Edady.
Q i=1 w =1 0 w 1=
Enfin, on utilise la relation:
2 o 2
Out
|3 Gz = [ > wdo
=1 Y i=1
Q aQ

En remplagant ces résultats dans la relation (3.18) on obtient:

h(y)

2
, P 1
/0(;3% / % uidz dl/ /E uulda Vo e H (w).
w = 0

on =1

Mais divu® = 0 implique:

/ Zu vido = —— 31/3(170

aq =1 aQ

et comme / usvado = 0 on en déduit:
aQ

2, MW

/.G(Zazi/ﬂfdz)dyzo, Vo e H' (w),
* 0

ou encore

(]
2
=

9 h
(3.19) Z 9 /ﬂf(lz =0 dans (H'(w)),
0

olt (IH(w))' représente le dual de 'espace IH(w). Soit:

h(y)

=l / Pdz.
h
0
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D’apres la proposition 3.6 et puisque 'application:

h(y)
hM, :p— / pdz
0

est linéaire et continue de L%(Q2) dans L?(w), on a:

h(y) h(y)
/ ufdz — / u;dz dans D'(w)

0 0
et
9 h(y) h(y)
wdz — / urdz dans D'(w),
Oy dyi
0 0
ce qui implique:
2 5 h{y)
(3.20) Sg [uidz=0 D)
: Yi
i=1 0

On va maintenant vérifier que ces convergences ont lieu non pas uniquement dans D’'(w)

mais aussi dans ’espace H(div,w), oll
H(div,w) = {9| ¢ € L*(w) et divy € L*(w)}.

Puisque u€ et u* sont dans IL2(2), on déduit que les débits AM , (u€) et hM ,(u*) sont
dans L?(w). Grice aux égalités (3.13) et (3.14) ces débits sont dans H(div,w). De
plus,on a:

IR M () s (i) = 1M ()G o + [divg (AM (u))]F . = [RM(u) G, < cluflG o

et en utilisant les estimations a priori sur «* on obtient:

“th('Ul:)”H((li'u,w) S C.
Le débit hM,(u®) est donc borné dans H(div,w), et par conséquent la convergence
reste valable dans H(div,w) faible, ce qui achéve la démonstration.

Pour démontrer la relation (3.17) on utilise la continuité de l’application trace de
H(div,w) dans H~% (dw).

O
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§4. Probleme limite pour la lubrification

On rappelle que les résultats de §2-§3 sont vrais pour une application y qui vérifie:

(HO) w=u(B°s(v)),

ou (¢ est une constante dépendante de €.

Avant d’annoncer le principal résultat de ce paragraphe, le théoreme 4.4, on donne
quelques résultats préliminaires qu’on utilisera dans la démonstration de ce théoreme.
On se propose de passer a la limite selon £ — 0 dans le probléme (1.1). Soient ¢, €
IH'(Q,) deux fonctions qui proviennent de $, 12 € H}(Q) par le changement de variables
(3.1) uniquement. Pour chaque a € IH(Q), on note:

D(3) = 5 [Ved + (VeP))

- d¢; ~ 10¢; .
(V) J ayj» ( e¢)z‘,3 -yt 1=12,3,7=1,2
Alors on a:
~ ~ 1 ~ A
(4.1) 2D:(¢)Dc(¥) = —ao(e,¥) + -—a1(¢, D) + ax(é, %),

ol:
- 6¢1 alﬁl + 2%%
0z 0z dz 0z

=1

—~ 2 8&23’{0\3 a$3 {b\i
a1($,9) = ;(62 5 ayﬁ)

g (aa {b\) =

0-2(55, ¢

i( b; 09, a@ o 03 a%)
dy; Oy; 01111 dy;  Oy; Oy; /-

Lemme 4.1 Soient a et {p\ comme ci-dessus. Si, de plus, $3 =0 et 123 =0, on a:

2 —~ ~
0¢: O
0z 0z

262D, () De () — dans L*(Q) sie — 0.

=1
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Pour démontrer ce résultat on multiplie la relation (4.1) par €2 et ensuite on passe a
la limite selon €. Compte-tenu des expression ci-dessus pour ag, a; et ag, on trouve le
résultat.

Définition 4.2 Soit i une fonction qui vérifie les hypothéses (H0)-(H4) et Ve HY(Q)
telle que Y3 = 0 dans Q. Par définition, la fonction u* est donnée par:

p

2 /'\
1 €
( 52 ) 3i%—>,@<+oo
*A=< =1 [
w (%) » s o
£
L Hoo si%—e%—oo

La fonction p* représente la viscosité limite; elle dépend de la rapidité de convergence
de ¢ par rapport & e7L.

Dans la suite on définit ’espace W par:

h(y)
W = {p € L*(Q) telle que g_SO € L*(Q) et div, / wdz € L*(w)}.
z
0
Pour ¢, € W on pose:
5 i h(y) h(y)
<, Y S>w= /c,mp(lm + %a—fd + / (di'uy / cpdz) (divy / wdz) dy.
Q Q w 0 0

On montre facilement que < -,- >w définit un produit scalaire sur W, donc (W, || - w)
est un espace de Hilbert, ol || - ||w représente la norme associée au produit scalaire
défini précédemment. On a le résultat suivant:

Lemme 4.3 L’espace D(Q) est dense dans W pour la norme || - ||w.

Démonstration: Pour montrer que D(Q) est dense dans W il suffit de démontrer que
'orthogonal de D(Q) dans W est ’élément nul.

Soit [ un élément qui appartient & 'espace W, le dual de 'espace W, tel que
(o) =0 VYope D).

On va montrer que cela implique | = 0.
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Grace au théoreme de Riesz, il existe w € W telle que:

l(‘P) =< w,9>w,
ce qui s’écrit encore:

h(y) h(y)
Ow Oy . . B —
/wgodydz + Eadydz + /(dwy / 'wdz) (dwy / godz)dy =0, Vye D).
Q Q 0 0

w

Pour une fonction test ¢ = (0, 0, ¢3) dans ’égalité ci-dessus, on obtient:

Ows 0 —

/wg(pgdydz + / —w—B—EEdydz =0, Vy3e D).
0z 0z

Q Q

On peut montrer que cela implique:

—62 (_85173) = —w3 dans Q

p z

0’(03

5 v3 =0 sur 0Q.
z

On déduit wg = 0. De maniere analogue on trouve w; = wy = 0, ce qui démontre le
résultat.

Soit Wy la fermeture de D(2)? pour la norme de W:
— W
Wy = D(Q)3
En suivant les idées de V. Girault, P.A Raviart [5] on peut démontrer:

h(y)
(4.2) Wo={peW, telleque p-n3 =0 sur T Uw et [/ cpdz] v =0 sur dw}.

0

On définit ’espace V, par:

V. = {p € L*(Q) telle que g_cp € L*(Q)}.
z
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Le théoreme suivant nous donne la relation qui lie les limites u* et p* définies dans la
proposition 3.6.

Théoréme 4.4 Sous les hypothéses (HO)-(H4) et si les relations (8.2)-(3.4) sont
satisfaites, le couple (u*,p*) appartient & V, x HY(w) N L3(w) et vérifie pour i =1,2 le
systeme:

O [ v, «Oul op*
-——( (u)az)+ B0, =0 dans Q

u = gi, SUr W

;=0 sur T'y

Démonstration: On rappelle la relation (3.9), vraie pour ¢ fixé:
2/u(ﬁes(ug))D(1L5)D(¢)d:n + /uFVuﬂ/)d:r, — /pediv Ydx =0, Vb € Hy(8e).
Qe Qe Qe

Pour ¥ = ¢ — v%, cela implique:

e(Ac(v®),p —v®) = —E/UEV’(l,e((p —v%)dx + € /pgdi'u (p — v°)dz, Yo € Hy ().
Qe Q.

Grace au fait que divv® = 0 et aux résultats de convergence de la proposition 3.6, on
a pour chaque @ € IHy(9) telle que &3 = 0:

€ /pediv (p—v°)dz =¢€ /p6 div pdx — € /pe divvedz = s/pE div pdx =

Q. Q. Qe Q.
. 1077 0% - 073 2 0P
-— 2 6( 1 (pz / £ (103 ; / * (p'l,
=¢ | =— + —)dydz + € —dydz dydz.
/ "5, ay?) Y P dydz — 2} el
Q Q =Q

D’autre part, en intégrant par parties et en utilisant ’appartenance de v® a ’espace
H (), on a:

(4.3) e/u“'Vue((p —v%)dz =¢ / uVufutdr — € / u*V(p + G%)udx.
Q. Q. Q.



On a par définition:

0u
/u Vusubdr = Z /
Qe

1.7 ]-Q

En intégrant par parties le membre de droite on obtient:

3’LL aue. 6u
€ € _ €, € J S 5 5 €, N2,
/uz 5:171 dx /UI s 8:1:1 dz alﬂl / 6 diE + / U; (u]) v;do

Qe Qe Q. o0,

et divu® = 0 dans Q. implique:
. 1 3
/u":VuEusda'; =3 Z /uf(u?)zuida.

Q. Li=150,

Gréce au changement de variables et aux conditions au bord, on a:

3 3
Z /uf(u‘;)zl/idaz Z /GE(GE) vido = Z /GE GE 2y,do+
LwIi=laq, L=l a0, ti=lpe

+ Z /GE G‘ Vvido = Z /GE(G’E )*U;do, car G5 = 0 dans w.

L=l =l

On remarque que grace a la construction particuliere de G on a G¢ = (G1, G2,eG3),
avec G; indépendantes de €. On déduit pour le premier terme du membre de droite
dans (4.3):

" . 1
6/ uwVufudr = 5 £’ Z / G GE)Zylda — 0.
Q. t,5=1 |

Gréce au changement de variables (3.1) et & la proposition 3.6 et comme @ ne dépend

pas de €, on a pour le deuxiéme terme de (4.3):

' p; + G5
z—:/ EV(p + G®)uf dz—sZ/ ﬁ——)'u,jalrnz

al'i
Q. LI=lg
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3. ~ 2
. 9(p; G (3 + Ge) ~
ZEZ/ Uy ——F——— 3, U (17/(17-{—52/ u, 0(/1 usdydz+
Q

8(p; + G¢
+¢? Z /Ae (cp] )'\e.dydz.

1,7= IQ

En utilisant les résultats de convergence pour 4° et la forme particuliere de la fonction
é, on obtient:

E/USV((,D + G*)ufdz — 0.
Q.

On en déduit:

2 ~
£ € *6 J
(4.4) e(Ac(v®), 0 —v°) = ) /p 025- dydz.
=l q

=1

(2

On rappelle la propriété de monotonie suivante (D. Ciordnescu):
(Ac(p) — Ac(v®),p —v°) 2 0, Ve Hy(Q),

oll ¢ provient d’une fonction @ € IHj(Q) par le changement de variables (3.1). On
multiplie cette relation par €:

(4.5) e(Ac(p), v —v°) —e(Ac(v®,p —vF) > 0, Yy € Hy(Q)

et ensuite on passe a la limite selon € — 0 dans la relation (4.5), pour une fonction ¢
telle que w3 = 0.

Pour cela, on estime le terme:

e(Ac(p) o —v°) = 2 / W(B°s(ip + G*))D (o + G) D — v°)d.
Q.

Grace aux hypotheses faites sur i et au lemme 4.1 on a:

25/M(ﬁ€3(90 + G*))D(p + G*)D(p — v¥)dx: =
Q,
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I
Y

— B

(65 De($ + 85)Do( + G) )eDu(@ + C°)e Do (7 — 7°)dydz =

Il
0o

i o
w(E Ve2D.(3 + G5)D.(@ + C%) )62 De (@ + G¥) Do (@ — 0°)dydz —

2.9
Za_ 901+G—((Pz v} )dydz,

!
y O 5
5,

ou G = é\l, @\2, 0), lim (v8) = v* = (v}, v%,0) et p* est comme dans la défition 4.2.
Jm 15 U2

On en déduit:

@8 shclere—v)— [u( Zaﬁ 4 G (i~ vy

Q

On passe a la limite selon € dans la relation (4.5) et en utilisant les convergences (4.4)
et (4.6) on obtient:

2
~ = 0,. =0 c,oz
4. * i r} N E .
(4.7) /,u (+G) El az(<p1+Gz)az( v )dydz + / 6yz

Q 1= 1= IQ

En utilisant la relation (3.16) qui est également vraie pour la fonction v*, on en déduit:

(48) z /

sz =0.

En utilisant (4.8) dans (4.7), on obtient pour chaque @ € IH;(Q) la relation suivante:

2
d 0
(4.9) //1, go—i—G ;5- (‘07,+G)0( Qi — U (ly(lz+Z/ dydz > 0.

Q z—lQ

On sait que v* est dans ’espace Wy et grace a la relation (4.2) on déduit qu'il existe
une suite v;, € D(Q2) qui converge fortement vers v* dans la norme || - ||w.
Posons dans la relation (4.9) @ = v, + tw,t > 0, w € D(€). On obtient:

[(“;)i + tw; — v ]dydz+

Sl

2

* * ~ a * ~
/p, (v} + tw + G) E 1 B [(v): + tw; + G
Q i=
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hiy)
+/p*dz"uy / [(vr)i + tw; — v}]dzdy > 0,Vn,
w 0
car p* est indépendante de z grace a la proposition 3.6. On passe a la limite selon n;

ensuite on divise par t, on passe a la limite selon t — 0 et on déduit:

w0 Oow;
/u(u)a( o dydz+/
Q

Q

), w3 =0,

On pose ensuite @ = v}, —tw, t > 0, w € D() dans la relation (4.9), on fait les passages
a la limite comme précédemment et on déduit I'inégalité inverse.

On obtient pour chaque i=1,2:

(4.10) /u*('u.*)—aé—);(u;)%dydz + [ p* Wdu Ldydz = 0, Vw € D(Q), ws = 0.
" Q

dy;
]

On va montrer dans la suite que p* appartient & I'espace H!(w).
On choisit dans (4.10) une fonction test

w(y, z) = £(y)0(2),
avec £ € D(w) et 8 € D(0,a) une fonction fixé strictement positive et telle que
[

/ fdz = 1. La relation (4.10) devient alors:

' ou? 00
(4.11) /p*(l/[l'u.yf(;z/)(lyz —/ pt(u*) é)uzz &(y) c")(zZ) dydz.
w Q
Grace au fait que p* est bornée et ;'i 2(Q) on déduit
v, w07
w(u) 5+ € LA(Q).

La relation (4.11) implique alors lexistence d’une constante ¢ telle que:

/ alfidydz < clélo, VE € D(w).
Ay

39



Comme dans P. Rabier, J.-M. Thomas [9], cela implique

dp*
ayi

€ L*(w).
Gréce A la proposition 3.6 on a p* € L%(w) et on déduit:
p* € H'(w) N Li(w).

Une intégration par parties dans la relation (4.10) implique:

' dur Ow; op*

/ w*(u*) Bt dydz + / Lwidydz = 0,Yw € D(Q),ws = 0.
0z az O'yi

Q Q

Pour chaque i=1,2, u* et p* vérifient alors ’équation:

9 Ju; ) + Ip = 0 dans (),

~%, (/1,* (u*) %

qui représente la premiere relation du systeme de ’énoncé du théoréme.

Qy;

Grace a la proposition 3.6 on a les deux conditions au bord pour le systeme.
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§5. Estimations a priori et passage i la limite pour le probléme sans injection

On s'intéresse ici au probleme (1.3)-(1.4) de §1. Pour € > 0 fixé, on connait grice &
D. Ciorsnescu [4] ’existence d’au moins une solution u¢ € H}(Q.) pour ce probléme.
En utilisant une variante du théoréme de “de Rham” on montre que pour chaque u¢ il
existe au moins un p® qui vérifie le systeme (1.3). Compte-tenu de la relation (1.4), on
a un unique p°® pour chaque uf trouvé.

A partir de la premiére relation de (1.3), qu’on multiplie par des fonctions particulieres
on va obtenir dans la suite des estimations a priori pour les nouvelles variables u€ et g7,
qui proviennent du changement de variables (3.1). On rappelle que griace & R. Temam
(13] on a le lemme suivant:

Lemme 5.1 Soit Q un ensemble ouvert dans IR3 et v € Hy(Q). Alors on a:
1/4 3/4
|'¢|L4(Q) < 2!/ |¢|1L/2(Q) ”"Mlyﬁé(gy

La proposition suivante nous donne des estimations a priori pour les nouvelles variables.
Proposition 5.2 Sous les hypothéses (H0)-(H4), les fonctions uf et pf vérifient:

(5.1) [uflo < ce?
(1 0uf < o
C
Jdz | —
4]
(5.2) <
IuE
| S i=12
| Y,
(53) |]/)\€I() S c
(|1 972
< ce
0z H-1(Q)
(5.4) \ ~
OnE
z <c¢  i=12
LT Ml -1
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Démonstration: On multiplie par u¢ la premiere relation de (1.3) et grace au fait

que b(u®, uf, u®) = 0 on obtient:

L’hypothese (H4) et 'inégalité
|Vufloe < |D(uwf)lo,e

impliquent:

| Vulg, < 2mo/D(u€)D(u5)d:z: < 2//1,(s(u€))D(ue)D(uE)dac.
Q. S

En appliquant le résultat du lemme 3.3, on obtient:

Ous

[Vufloe < ce P

0

Le lemme 3.1 implique:

—— —— — 2
— 1 |OuE Ous — Ous| \1/2
2 2 2
eV usly + — <cz—:(£ V,ut +—)
Vyuslo el 0z | — oz | — Vyutlo 0z ’
0 0 0
ou encore:
1 oaz|” ouE| '\ 172
— 'U,E =12 UaE
5.5 —(52 VYV, usl2 + |— ) < cs(e2 V., uéls + | — ) .
(5.5) (19 + 7| ) = o0 + |7

En élevant au carré et en simplifiant la relation (5.5), on a:

—— 2
1 — Out :
—,(€2|Vy'u.5|(2, + |— ) < c2e?,
g2 0z
0
ce qui nous conduit & la relation:
0/\ 2
€
2 “12 U 4
g IVyu, I() + FZ— < ce”.
0
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On déduit alors la relation (5.2). L’inégalité de Poincaré appliquée pour la fonction u€
et la relation (5.2) nous conduisent A:

——
€

< cs2,

0

[uélo < ¢

0z

ce qui implique la relation (5.1).
Pour obtenir des estimations sur la pression, on multiplie la premiére équation de (1.3)
par une fonction test v € IH} (€%) et on obtient:

/pgdiv pdz = /2u(s(u€))D(u5)D(<p)d:B + b(uf,uf, ) — /fcpdac,
Q. Q. Q,

ce qui implique:

0
(5.6) /psdiv wdz| < c/]D(1f)D(<p)|d:t: + |b(uf, uf, Q)| + ce :
0

Q.

0%
0z
2
En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le premier terme du membre de
droite dans (5.6) on a:

2

(5.7) /pediv wdr| < ¢|Vuslos |[Voloe + |[b(uf,us, )| + ce 5,

Qe

0

Grace au lemme 3.1 on a:

2
. — 1{0us| \1/2
5.9) elos = (190 + 7 (5] )

Les estimations a priori trouvées pour les dérivées partielles de u° et utilisées dans (5.8)
nous conduisent a:

IVuf|o. < (ece® + 1/ecet)/? = ce¥/2.
On -déduit:
(5.9) |Vuf|p. < 32
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On va donner maintenant des estimations pour le terme b(u®, u®, ¢). Compte-tenu des
propriétés de I'application b et grace a I'inégalité de Holder on trouve:

(5.10) [b(uf, uf, )| = [b(u®, 0, u)| < [uf| () [ Veloelufl Lo,y = [uflLa(q,)| Velo,e-

En utilisant dans (5.10) le lemme 5.1, I'inégalité de Poincaré pour la fonction u?, le

changement de variables et ensuite la relation (5.1), on obtient:

|b(uf, uf, )| < cluflo2 [Vus 372 [Veloe < ce/4af|s %32 [Vplo e <

< ce'ee®? [Vploe < ce'* | Vlo,

Oou encore:
(5.11) b(u®, uf, )] < ce®?|Vilo,c.

En utilisant dans (5.7) I'inégalité (5.11) et la relation (5.9), on obtient:

a/\
/psdi'u wdz| < ce3?|Vyloe + ce 2.
0z |,
En utilisant le lemme 3.1 pour ¢, on déduit:
05|\ 1/2 Bl
Ediv pdr| < 06(62 V., 02 + | = ) + ce|—
/p pdz| < IVyelo + |5, ) 5, | S
R 95 |>\ 1/2 R 9513\ 1/2 N
< cs(szlv,,cplﬁ + |22 ) < c5(|Vycp|?, 4+ |22 ) = ce|VP|o,
' dz |, Oz |,
ce qui implique:
(5.12) /pE(li'ucpd:v < ce|Vlo.
Q.
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Choisissons dans la relation (5.12) une fonction test ¢ € HE(€,) telle que 3 = 0.
Cela implique @ € H(£2), $3 = 0 et en utilisant le changement de variables (3.1), on
obtient:

/pe( 1 + ﬂ)dmdyzedz < ce|VPlo, V@€ JH&(Q) telle que 53 = 0.
Oy Ay
Q

On en déduit:

2
< cll@llimwy, V(@L7) € [HO)

2 81;\6 R
> < @i
o v

Choisissons dans (5.12) une fonction test ¢ € Hga(Q.) telle que 3 = 2 = 0. Cela
implique § € H}(Q), p1 = @3 = 0 et le changement de variables (3.1) donne:

d’ou:
o
c")z s

<g¢ 1=1,2.
H=1(Q)

7N - -
/pc‘ O%dydz < ce|Vipslo, V@3 € Hy(Q),

z

On a ainsi démontré (5.4). Puisque, grice a (1.4), p° est de moyenne nulle sur €,

d’apres R. Temam [13] on a:

Q
d’ou 'on déduit:
OpF

< cCe.
0z

H-1Q)

l2flo < iVl -1 ()
Compte-tenu des estimations (5.4) et du fait que € < 1, on obtient:

|]’)\€|o < g

ce qui acheve la démonstration.



Si on compare les résultats de la proposition 5.2 avec ceux obtenus dans la proposition
3.5 on peut constater un décalage de €2 sur les estimations. Cette différence est due 3
la présence du terme non linéaire b(u®, u®,v*) dans le prémier cas. Le terme analogue
est nul dans le dexieme cas, grace aux conditions de Dirichlet homogenes au bord.

On rappelle que l'espace fonctionnel V,(Q) a été défini par:
0
V(@) = {p € L*(Q), 5= € L*()}.

Proposition 5.3 Sous les hypothéses (H0)-(H4) et si la relation (1.4) est satisfaite,

ils existent u* € V,(Q) et p* € Li(Q) telles que, quitte 4 extraire une sous-suite, on
ait:

1 ~

(5.13) Eue — u* dans IL*(Q) faible
1 0uf  Ou* 9 :
5, 5, dans IL*(Q) faible
(5.14)
1 8uf
- 8; —0 dans L*(Q) faible ,i=1,2
(5.15) u*cos(n, z) = 0 dans H_%(OQ)
(5.16) uy =0 dans Q
P —p* dans L2(Q) faible
(5.17)
0, *
01) =0 dans H~YQ)

Démonstration: La proposition 5.2 et les résultats classiques d’analyse fonctionnelle
impliquent les convergences (5.13), (5.14) et (5.17).
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Pour montrer la relation (5.15), on définit pour chaque surface réguliere S de Q une

application trace de maniére suivante:
T:V,(Q) > H™3(S)

© — pcos(T, z),

ol 7 représente la normale extérieure 3 la surface S.
L’application T est linéaire et continue. Alors la convergence (5.13) implique la con-
vergence des traces. Pour § = 94}, on a:

1

;u “cos(m, z) — u*cos(n, z) dans H_%(BQ).

Puisque u¢ est de trace nulle sur 92 on en déduit:
~ _i
u*cos(n, z) = 0 dans IH~2(09Q).

Pour montrer la relation (5.16) on utilise I’égalité ci-dessous, due au fait que div u¢ = 0

dans Q. et au changement de variables (3.1):

au, 0?1,?
ug 3 2 ~ 2
(5.18) / = d(/(lz + E/ (61/1 ay2>(1y(12 =0, Vge LO(Q).

Soit 8 une fonction quelconque dans L?(Q). La fonction g définie par:
q:=60— M(8), ou M(f |Q|/0d'qdz

appartient & 'espace L3(£2). On la prend donc comme fonction test dans (5.18) et on

obtient la relation suivante:

ug i 0u2 / dug
b= / 9( o )(l?/dz = M(6) | Z2dyda+
Q

04/2
Q
(5.19)

Jus  Ous 9
+M(0)6/(m + OI/Z)dUdZ Vo € L“(Q).
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La relation (5.9) implique les convergences:

1 [, 0ug du*
;2—/0 5, dydz —>/ 57 Odydz,
Q Q

1 [, 0uf  Ouf
o R L 2 — 0.
€ Q/ (3y1 + 6y2 )dydz

La division par €2 et le passage 2 la limite dans la relation (5.19) impliquent:

Ouj _ duj 2
(5.20) / P Odydz = M(O)/ P dydz, V6 ¢€ L*(Q)
Q Q

Mais on a:

ou '
/ S dydz = / wcos(R, 2)do = 0,
Q o0

car u*cos(n, z) = 0 sur Q. Compte-tenu de cela, on obtientdans (5.20):

/ U3 pydz = 0 Vo ¢ L),
0z
Q

ou encore:
*
Ousj
0z

=0 dans ,

ce qui implique que u} soit constante par rapport a z.
Puisque grace & (5.15) la fonction u} est nulle sur la face inférieure du domaine , on
en-déduit u§ = 0 dans Q. m]

Proposition 5.4 Sous les hupothéses de la proposition 5.8, on a:

h(y)
1 - h(y)
(5.21) / E;usdz —\/ u*dz dans IL*(w) faible
0
0
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h(y)
(5.22) divy / u'dz =0 dans w

0
h(y)

(5.23) [/ (u’{,uz)dz] v =0 dans H“%(aw)
0

(5.24) 4} (1, 0) = ul (3, h(y)) = 0 dans w

La démonstration est analogue & celle de la proposition 3.7 de §3.
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§6. Probleme limite pour le cas sans injection

Comme au §4, on introduit une définition et ensuite on donne le probléme limite. En
utilisant les résultats de §5, on passe  la limite selon € — 0 dans le probléme (1.3).

Soit la viscosité limite u* définie comme ci-dessous:
Définition 6.1 Pour 1,/5 € HY(Q) telle que Jg = 0 on définit la fonction u. par:

( 1 < 99 A e
u(b 3 2 6z797) S1EB® = b< 400
() = =
g 1(0) sief® — 0
L oo s1 €3 — +o0

La viscosité limite p, dépend de la rapidité de convergence de 3¢ par rapport a €.

Le principal résultat est le théoréeme suivant:

Théoréme 6.2 Sous les hypothéses (H0)-(H4), le couple (u*,p*) défini par la propo-
sition 5.8 appartient 4 V,(Q) x H' (w) N L&(w) et satisfait pour chaque i = 1,2:

0 ( ., . Oul op* _ .
(6.1) “‘5(# (w’) Oz ) + Oy fi dans Q
u; (9,0) = v (y,h(y)) =0 dans w

Démonstration: On définit pour 3 € H& (Q.) Vopérateur A par:

(W), p) =2 / (8% (%)) D () D(p)dz, Yo € H().

Qe

On rappelle que grice & la monotonie de A, démontrée dans D. Ciorinescu [4], on a:
(A(p) — A(uf),p —uf) > 0, Vo e HHQ.).

1
On multiplie la relation ci-dessus par = et on prend des fonctions test de la forme
e2p = (€21, €24, 0). On obtient:

1 £ 1 £ £
S (AE%Y), €% — u) = S (A(wf),e%p — ) 2 0.
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La premiére relation de (1.3) multipliée par £%¢ — u° donne:

1 [ [ 1 £ 1
E—sA(u V€2 —uf) + = /uEVu (e%p — u)dz + 6—3/VP6(52<P —uf)dz =
1 2 € 1
=3 f(e®p — uf)dz, Yo € H(Q.).
Q.

En suivant les idées de la démonstration du théoréme 4.4, on obtient:

2
1 i N
E—gA(ue,szso—ue) - / 00 dyd2+ E ﬁ/fz(soz u;)dydz.
On a aussi:

wl Do

Elg(A(Eztp),efzw) //L(\/ B°)2D.(e*@) De(€2¢) ) D (62 8) De (€ §) dydz =
Q

—2 / (/B (2D (P)Do(?) )e* De(3) De (3)dyds.

Q

Gréace au lemme 4.1 et & la définition 6.1 on déduit:

L (A), %) - / u*(w)za% % tya.

D’autre part on a:

)= 2 [ W/ EPD.@ID-7)) D) Do)y =
Q

3(A(6 (P) ’U, - €

= = ~ uf
2 [ W/ (D03 e De(#)De 5 )y
Q
On déduit:

1

SAE)eto =) = [ 1@ 32 2 (5~ ui)dyds.
Q

'L:

Finalement on obtient:

2 2

-~ \ 6 -~ x* ~~ *
/M*(SD) E :E(‘P")a )dy(lZ'I‘E < 61 @i—u; > / E fi(@i—u;)dydz > 0.
Q i=1 Yi q i=1
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Pour la suite on applique une méthode analogue a celle déja utilisée pour la
démonstration du théoréme 4.4 et on obtient le résultat annoncé. a

Dans la suite on s’intéresse au probleme limite dans le cas particulier 3 = 1. Dans ce

cas, on a ¢3° — 0 et donc le probléme limite devient linéaire et est donné par:

( 0 ou* Op* .
_E(NO ;z’)-i— 61;; =f; dansQ, i=1,2

u; (y,0) =ui(y,h(y)) =0, dansw, i=1,2

(6 2) h(y)
[/ u*dz]uzO sur Ow
0
a *
\ apz =) dans Q

On rappelle que la moyenne M, (), par rapport a la variable z, d’une fonction ¢ est
définie par:
h(y)

M.(9)(y) = ﬁ / o(y, 2)dz.
0

Comme dans G. Bayada, M. Chambat [2], par un choix des fonctions test ¥ dans le
systéme (6.2), on va établir des relations entre la moyenne M, (u*) de u*, les forces
extérieures f et le gradient de la limite p*. On commence par démonter le résultat

sulvant:

Lemme 6.3 Sous les hypothéses du théoréme 6.2, pour toute fonction U telle que:

azv’\i A

35 est constante par rapport 4 z dans Q)
on a:

925 h(y) P k(y) h(y)
o
6.3 — tdzdy = —~ — 0;dzdy — ; vidydz.
@ [n38 o= Touwn- 1 me
w 0 w 0 w 0
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Démonstration:  On multiplie la premiere relation de (6.2) par une fonction o

définie comme dans 1’énoncé du lemme, on intégre par parties et on obtient:

ou; 00; L 00;
6.4 L2 — . = U dydz.
(6.4) uo/ 5y 5, v /p ayidydz /fv dydz
Q Q Q

La régularité de la fonction v et le fait que le cos(7, z) est nul sur la face latérale

du domaine 2 nous permettent d'intégrer par parties le premier terme du membre de
gauche de I'égalité (6.4) . On obtient:

__ h(y)

Bu;“ 612 62{); o~ azvi *
1o / 52 s dydz = —pg FZ—Z—ui dydz = —puyg / 552 / u; dzdy.
Q Q w

0

On sait que p*(y,z) = p*(y) dans Q, i.e. p* est indépendante de la variable z.
D’autre part, on a:

h(z_/)aA 3 h(y)
Uidz = — / 1;dz,
Dy 0y

0 0

car 0;(y, h(y)) = 0 par hypothese.
Alors, le théoréme de Fubini implique:

/‘ OB / ;)
ayaz =

p s Y p Dy

Q

23]

h(y)

/ fividydz = / fi / vidzdy.
Q w

0

En reportant les relations ci-dessus dans (6.4) on obtient (6.3). O

On va maintenant construire explicitement la fonction test ¥ qui permettra d’obtenir
une relation du type annoncé.

Proposition 6.4 Si les hypothéses du lemme 6.8 sont satisfaites, alors la moyenne
M, (u*) est liée a la limite p* et auz forces f; par:

I ) op*
(6.5) Ma(u) = 352 (£i- ayi).

[
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Démonstration: Dans la relation (6.3) on prend une fonction test 7 € H}(w) qui

vérifie 7] = ¢, 73 = 93 =0 oll ¢ est définie par :

¢ = z(z — h(y))d, telle que 6 € IH] (w).

On obtient:
h(y) 5 h(y) h(y)
(6.6) /Z,uo / ul0dzdy = —/p*% / pdzdy — /f1 /¢dzdy.
1
w 0 w 0 W 0

Le calcul de l'intégrale de ¢ entre z = 0 et 2 = h(y) donne:

h(y) h(y) h(y)

/ pdz = / z%dz — / zh(y)dz)f) = _h3éy)9.

0

En reportant cette égalité dans la relation (6.6), on a:

h(y)

/2uo/u’{dz€)dy—- /p 8.}1( Béy) 0 )dy +/f1/ h,3éy) ) Y

w 0 0

Puisque cette égalité est vraie pour toute fonction 8 € IH} (w), on en déduit la relation
(6.5) pour I'indice ¢ = 1. En reprenant les calculs précédents avec une fonction test 7
telle que 93 = ¢,07 = U3 = 0, la fonction ¢ étant celle définie auparavant, on obtient
la relation pour l'indice 4 = 2. On acheve ainsi la démonstration du théoréme. o

Théoréme 6.5 La limite p* est déterminéde d’une maniére unique dans H'(w) par:

2
Z Oy; (limyo gﬁz) :Z azi <h3(y) fz) dans w

i=1 1240
(6.7) <
i h"’(y)?ﬂu. _ i W (y) fuvi sur Ow
| 7 1200 Oy * = 1207
00[)2 = 0 dans Q
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/ h(y)p*dy = 0.

Démonstration: En remplagant (6.5) dans (5.21) , on obtient:
h3
[ (y)(f _op* )] _0

Oy L 1240 Oy;

0 (Ky)op*y _ 0 (hK(y) .
) = e (T
Oy: \ 1210 Oy; Oy \ 12p0 **
La relation (6.5) implique:

ou encore:

h3(y) 8p"  Rh3(y)
1200 By; 120

h3(y) op*
1210 6JZ

h3 op*
) et on déduit alors que P

Ho Oy
de p* a I'ensemble H!(w).

fi = h(y)M.(u).

Les hypotheses impliquent —== € L*(w). Les hypotheses sur h(y) nous assurent la

coercivité de

appartient & L?(w). D’oti I'appartenance

La deuxi¢me relationde (6.7) est obtenue & partir de (5.22), qu'on rappelle:

h(y)
[/ u*(y, z)dz} v =0 sur Jw.
0

En utilisant ci-dessus la relation (6.5) on obtient le résultat. Gréce a la relation (5.17)
on a:
dp*
0z
L’appartenance de p* & l’espace LE(Q) et son indépendance par rapport a la variable
z impliquent:

= 0.

Ii(y)

(6.8) 0= /p*d'ydz =/ /p*(lzdy = /h(y)p*dy.

Q w 0 w
: U
On trouve ainsi le probleme aux limites classique (6.7). Grace a la coercivité de #
Ho
on a existence et unicité de la solution p*. m]
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§7. Conclusions

On rappelle ici les problémes limites trouvés.
Dans le premier cas (probléme de lubrification) le probléme limite de (1.1)-(1.2) donné
par le théoréme 4.4 est le suivant:

(_ 0 ( wp Oy, Op* _
_5;(11 (u ).52,_) + o0, =0 dans Q2
u; (1,0) =g;,1=1,2 dans w
u; (v, h(y)) =0,i=1,2 dans w

h(y) h(y)
(7.1) < [/ u*dz] V= [/ (gl,gg)dz] v sur Ow

0 0
h(y)
div, u'dz = dans w
0
op*
5, = 0 dans Q2

Dans le deuxieéme cas (mouvement engendré par une force extérieure ), le probléme
limite de (1.3)-(1.4) donné par le théoréme 6.2 est:

(0 o our Op*
_5;(;“(“, )= ) tg-=f dansQ i=12
u; (y,0) = u}(y,h(y)) = 0, dans w, i=1,2
h(y)
[ / 'u,*dz] v=0 sur Ow
(7‘2) < 0
h,(:('/)
divy / uw'dz =0 dans w
0
9 =0 dans Q)
\ 0z




Dans la suite on va faire quelques considérations sur I'unicité et la régularité des solu-
tions pour (7.1) et (7.2).

(i) Dans le cas ot la viscosité non linéaire u*(u*) (respectivement p.(u*)) du probleme
limite est constante, la premiére équation de (7.1) (respectivement (7.2)) est lindaire
et on retrouve les résultats d’A. Assemien, G. Bayada, M. Chambat, qu’on rappelle.
Le probléme (7.1) peut étre découplé comme dans A. Assemien, G. Bayada, M. Cham-
bat [1]. La pression p* est alors déterminée de maniére unique dans H'(w) comme solu-
tion d’un probléme du type Neumann (1’équation qui intervient est celle de Reynolds).
Ensuite on peut déterminer de maniére unique la vitesse dans V.(€), en utilisant une
relation qui lie les limites u* et p* de la vitesse et de la pression. Dans la proposition 3.6.
on a alors convergence des suites toutes entiéres vers leurs limites.

De plus, si on note par s; et sy les deux premiéres composantes de la fonction g sur w

et si dans les quatre coins du domaine rectangulaire w on impose la condition

~h(y)
2/ (91 - gg)dz = 81 — 82,
0

on a:

€ — u* dans V. (Q) fort,
e%pF — p* dans L2(w) fort.

Le probleme (7.2) peut étre découplé en suivant les idées de G. Bayada, M. Chambat [2].
La pression p* est alors déterminée par le théoréme 6.5 et la vitesse est donnée par la
proposition 6.4.

(ii) Dans le cas ol la viscosité p*(u*) (respectivement p. (u*)) n’est pas constante, on ne
connait pas de résultat général d’unicité pour la fonction v*; mais pour chaque fonction
u* solution du probléme (7.1) ou (7.2), il existe une unique pression correspondante.
On peut démontrer le résultat suivant:

Proposition 7.1 Sous le hypothéses (HO)-(H4) et (8.2)-(3.4) et pour chaque u* solu-
tion du probléme (7.1) (respectivement (7.2)), il existe un unique p* € H'(w) N Li(w)
solution du probléme.

Démonstration: On ve démontrer I'unicité de la pression p* pour le probléme (7.1).

La démonstration de I'unicité pour la pression dans le probleme (7.2) est analogue.
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On suppose qu’il existe deux solutions p* et ¢* qui vérifient la premigre équation de
(7.1). On déduit:

/(p* —q")divp =0, Vye Hy(Q).
Q

On a p* — ¢* € L}(Q) et on déduit qu’il existe une fonction ¢ € H(Q) telle que
Pt —q* =divp.
On obtient alors:

/(p* —q*)(p* — ¢*)dydz = 0,
Q

ce qui implique p* = ¢* dans ). Compte-tenu du fait que p* et ¢* ne dépendent pas de
z et appartiennent & H'(w) N L3(Q) (voir le théoréme 4.4) et que h(y) est strictement

positif, on obtient le résultat demandé.
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CHAPITRE 11

CONVERGENCE TRIPLE-ECHELLE
POUR LE PROBLEME DE STOKES



CHAPITRE II

Convergence triple-échelle pour le probléme de Stokes

Introduction

On étudie dans ce chapitre ’homogénéisation du probléme de Stokes dans un do-
maine qui présente une structure avec double périodicité. Dans un probléme de ce
type, plusieurs méthodes sont envisageables pour trouver le probléme homogénéisé:
développement asymptotique, méthode de 1'énergie de Tartar, convergence multi-
échelle. La convergence multi-échelle est introduite dans G. Allaire, M. Briane [1].
Elle est une généralisation de la convergence double-échelle introduite par G. Nguet-
seng [10] pour les domaines avec périodicité simple. Ici on va appliquer la méthode de
convergence multi-échelle pour démontrer les convergences de la vitesse et pour obtenir
le probleme vérifié par les limites de la vitesse et de la pression. Plus précisément, vu la
double périodicité du domaine, on va utiliser la convergence triple-échelle. Le probleme
limite obtenu est un systéme a trois pressions. Le méme type de résultat est obtenu
dans J.-L. Lions [9], avec la méthode du développement asymptotique pour la vitesse
et la pression.

Le probleme de Stokes dans un domaine doublement périodique a été étudié par
T. Levy [8] et P. Donato, J. Saint Jean Paulin [5], mais le domaine utilisé dans ces
travaux est différent de celui présenté ici.

Au §1 on donne le modéle mathématique du probléme. On définit le domaine dans
lequel on travaille et qui est constitué de deux parties, appelées partie fluide et partie
solide. Les inclusions solides sont réparties périodiquement, avec périodicités de 1'ordre
de € et de P'ordre de €? respectivement. Dans la partie fluide on considére I’équation
de Stokes, avec des conditions de Dirichlet homogenes au bord. La partie solide est
supposée rigide.

Au §2 on donne des estimations a priori pour la vitesse et pour la pression. Les es-
timations trouvées pour la vitesse montrent que 1’écoulement est lent, ce qui s’explique
par la présence de la partie solide dans le domaine et par les conditions imposées sur le
bord de la partie fluide. La difficulté rencontrée dans ce paragraphe est la construction
d'un opérateur de prolongement pour la pression dans la partie solide du domaine.
L’existence d'un tel prolongement, pour lequel on a un résultat de convergence forte,

va nous permettre le passage a la limite dans le terme qui contient la pression. On
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connait déja plusieurs méthodes pour le prolongement de la pression, comme par ex-
emple la méthode de L.Tartar [12] pour un probléme de périodicité simple, les formules
présentées dans C. Conca [3] et I.-A. Ene, J. Saint Jean Paulin [6]. Les deux dernigres
méthodes sont appliquées pour le cas dans lequel on a des conditions du type Neumann
a l'interface fluide-solide, ce qui n’est pas le cas ici. La méthode de Tartar s’applique
pour le cas des conditions de Dirichlet homogenes. Le prolongement présenté ici est
une adaptation de cette méthode & la géométrie du domaine.

Au §3 on rappelle un résultat de G. Allaire, M. Briane [1] sur la convergence triple-
échelle et on donne des résultats de convergence pour la vitesse, ainsi que les conditions
au bord pour le probléme limite.

Au §4 on rappelle un résultat du type “de Rham” pour le cas périodique (I.-A. Ene
[7])- Ensuite on passe a la limite selon & dans le probleme posé au §1 et on trouve un
probléme homogénéisé & trois pressions.
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§1. Présentation du probléme

Soit Q2 un ensemble ouvert et borné dans IRY, N > 2. On note par 99 sa frontiére.
On considére deux ensembles Y =]0, 1[N et Z =0, 1[V et deux sous-ensembles fermés
d’intérieurs non vides Y; C Y, Z, C Z strictement inclus dans Y, respectivement Z.

On suppose que les sous-ensembles sont du méme ordre de grandeur que les enseml\)les
Y et Z. On définit:

1‘:Y\Ys, Z*=Z\Zs-

Soit € un petit parametre strictement positif. On suppose que la cellule Y peut étre
couverte par un nombre entier de cellules €Z. De plus, on suppose que Y; est couvert

par un nombre entier de cellules €Z, ce qui implique des restrictions sur la géométrie

L
-

parties solides Y; et €Z; ne se touchent jamais dans Y, comme on peut le voir dans
I'exemple de la Figure 2.3.

de Y;. Cela est possible, par exemple, pour des valeurs de ¢ de la forme Ainsi les

Figure 2.1: Cellule Y Figure 2.2: Cellule Z
OOOOCO0OOO0
OCOOEEEOEO0
OO OO
0 O 00
00w o 0

X1
OO O
OOCOOO0ECO

Figure 2.3: Cellule Y avec inclusion Yy et inclusions€Z
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On multiplie la nouvelle cellule obtenue par € et on la répéte dans . On peut aussi
supposer que ’ensemble  est couvert par un nombre entier de cellules €Y. On définit
Iensemble (2, en enlévant de Q les parties solides €Y et €2Z,. Les parties solides €Y,
et €27, ne se touchent jamais dans Q.. La reunion des ensembles €Y, (respectivement
E2Z3) dans 2 n’est pas connexe, mais ’ensemble 2, est connexe.

Soient xy- et xz- les fonctions caractéristiques des ensembles Y* et Z*, définies par:
A
1 dansY* 1 dans Z*

xy-(y) = xz-(z) =
0 dansY \Y* 0 dans Z\Z*

On prolonge les fonctions caractéristiques par périodicité, avec période 1 dans chaque

variable. On peut remarquer que ’ensemble Q. vérifie:

(1.1) Q. ={z]z e, xy-(=)xz(

Z T
o =1}.
- =) =1

L’ensemble Q) présente une structure avec double périodicité, avec des petits obstacles
solides de l'ordre € et avec des obstacles trés petits de 'ordre €2. Le domaine ainsi
défini correspond & un milieux poreux rigide.

On définit aussi la frontiére du domaine Q., qui est notée par 99, et qui est composée
de trois parties:

-la frontiére des obstacles Y5,

-la frontiére des obstacles €2 Z,,

-la frontiére de Q.

OO0BOOCOOOOOOCOBCOBOOOEIOO0
OO0 OOOCOOOOO0OCOCOO
0000 [oXe4 000000 o

: 000
0000000006000
0OOC0OOOOCO0
oo

1QQAVD QL
QQ0

V0ROV VICOORQ

AJQAVOVLAVRDRRR
QUVRVAVA[OVVVD

(54
o
54
o
o
o
o
o
124
o
o
o
o
o

RIRR]

60000000

Figure 2.4: Exemple pour le domaine {),
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Dans le domaine £}, ainsi défini, on consideére le probleéme de Stokes suivant:
—e2Auf +Vpf = f  dans Q.
(1.2) divu® =0 dans €,

ut =0 sur 0.

La premicre relation est ’équation de Stokes classique. Le terme €2 représente ’ordre
de la viscosité du fluide. Cette hypotheése n’est pas essentielle pour un probléme
linéaire, car on peut toujours faire un changement d’échelle. La deuxiéme relation
est la condition d’incompressibilité du fluide. Sur le bord du domaine €. on a des
conditions de Dirichlet homogeénes. Les forces extérieures sont notées par f. La fonc-
tion f = (fi)i=1,2,3 est supposée appartenir & IL%(Q) et dans (1.2) le membre de droite
représente la restriction de f A ’ensemble Q.. L’existence et ’unicité d’une solution
u® € Hy (), p° € L*(Q)/IR pour (1.2) est connue (voir R. Temam [13]).

On rappelle que pour un ensemble 2 quelconque les espaces IL2(Q) et HL(Q) sont
définis par:

L3(@) = (13(9)%,

Y
8:1:1-

Hy(Q) = {¢ € L2(Q), € IL*(Q), 4 = 0 sur 99}.
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§2. Estimations a priori et prolongement de la pression

Pour trouver des estimations a priori pour la vitesse, on donne un lemme du type
Poincaré pour le domaine présenté ci-dessus. Grace a P. Donato, J. Saint Jean Paulin
[4] on connait le résultat suivant:

Lemme 2.1 Soit ¢ € H}(.). Alors on a:

(2.1) |¢lr2 .y < ce®|Vélrz@a,)-

Dans la suite, ¢ désigne une constante indépendante de €.
Pour la fonction u® on démontre les estimations a priori suivantes:

Proposition 2.2 Si u® est solution du probléme (1.2), alors on a:

(22) IV?LE|E2(QE) < C,

(2:3) [u|p2ca,) < ce®.

Démonstration: On multiplie la premiére équation de (1.2) par u¢ et on obtient:

£ / |Vue|2de = / fufdz,
(9 Qe

d’oul on déduit:
52|vu5ﬁl,2(95) < CI""€|IL2(QE)'
Le lemme 2.1 implique:

e’ |Vuf|gaq,) < c?|Vu|Laa,),

ou encore:

IV’U;€ IL‘Z(QE) <ec

En utilisant 1’estimation pour Vu€ et le lemme 2.1 on démontre la relation 2.3.
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Dans la suite on va construire un opérateur de restriction S,2 de l’espace H}(Q) dans
Pespace H(). A l'aide de cet opérateur on va définir un prolongement pour la
pression p® a {1 tout entier. L’ensemble Y¢ désigne dans la suite :

YE =Y\ (Y, U (UeZy)).
Pour montrer le résultat annoncé, on construit d’abord un opérateur de restriction
Se: HY(Y) —» H'(Yf)

et ensuite on définit S.2 en appliquant S. a chaque période €Y.
On définit I'espace IH!(Y™*) par:

H;(Y*)={¢€ H(Y*)| ¢ =0 sur 8Y,)}.

La construction de S.2 va étre faite en trois étapes, qui correspondent aux trois lemmes
suivants.

Lemme 2.3 Il existe un opérateur de restriction
R:HYY) - HY(Y*) ,

tel que pour v € HY(Y) on ait:

(2.4) Rv=v siv=0 dans Y,
(2.5) div Rv =0 si divv =0,
(2.6) |R'U|1H1(y) < Cl'vly{l(y).

Démonstration: On considére autour de Y, une surface réguliere - strictement
incluse dans Y. On note par Y; la couronne comprise entre v et 9Y.
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Figure 2.5: Cellule Y

Gréice au lemme 3 de L. Tartar [12], on a le résultat suivant:
Sive H'(Y), alors ils existent w € H'(Y}), ¢ € LX(Y,)/RR tels que:

~Aw = —Av + Vq dans z,

divw=divv+%/dz"uvdy dans Z,
s Y.

wly =vly, wloy, =0.
De plus, il existe une constante ¢ indépendante de v telle que:
Wl 7, < elvlmgyy.
On remarque qu’on a:
Y=Y"UY,=(Y*\Y,)UY.UY,.
On définit I'opérateur R par:
v(y) siyeY*\Y,
Ru(y) =< w(y) siyeY,
0 siy €Y

Compte-tenu de cette définition et des propriétés vérifiées par w, on déduit les relations
(2.4)-(2.6). O
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On définit I'espace H; (Yf) par

H}(Yf)={¢¢€ H'(Yf)|¢ =0 sur 8Y, et sur deZ,}.

On a le résultat suivant:

Lemme 2.4 Il existe un opérateur de restriction
We: H;(Y*) — H} (Yf)

tel que pour Rv € HX(Y*) on ait:

(2.7) W.(Rv) = Rv si Ru =0 dans UeZ,,
(2.8) div We(Rv) =0 si div Rv =0,
(2.9) 52|VW6(RU)|21L2(Y;) + |W6(Rv)|2ﬂ,2(}’f€) < cl”l%—Il(Y)'

Démonstration: Soit I’espace IH!(Z*) défini par:

H(Z*)={¢ € H(Z*)| ¢ =0 sur 8Z,}.

Dans la cellule fixe Z, on considére autour de Zg une surface réguliere v strictement
incluse dans Z. On note par Z, la couronne comprise entre v et 8Z;. La courbe 7 et

I’ensemble Z, ne dépendent pas du parametre €, car on est dans la cellule Z =10, 1[V.

Figure 2.6: Cellule Z
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Si & € H'(Z), grace au lemme 3 de L. Tartar [12] ils existent @ € HY(Z,), §
L2(Z,)/ R tels que:

~AW = —Ad + Vg dans Z,,

1

divw = div i + —
|Zs]

/ div i dy dans ?;,
Y,

De plus, il existe une constante ¢ indépendante de % telle que:
"lD'HI(Z;) < clﬂlﬂfl(Z)-

On remarque quon a Z = Z* U Z, = (Z*\ Z) U ZNS U Z,.

On peut alors construire pour chaque fonction @ € IH!(Z) une application
W:HY(Z) - HZ*)
définie par:
u(z) size Z*\Z
(2.10) W(u)(2) ={ w(z) size Z,
0 size Zg
et qui vérifie:

W (i) = si 4 =0 dans Z,,

divW (i) =0 si diva = 0,

(2.11) (W (@) i (zy < clalmz).

On applique maintenant W 3 chaque période €Z de Y \ Y; et on obtient une fonction
We,

We: HN{(Y*) — ZH&(Yf)
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qui vérifie les relations (2.7) et (2.8). On peut appliquer W, & Rv € IH(Y*) et grace
a la relation (2.11) on obtient (comme dans le lemme 4 de L. Tartar [12]):

€2|VWE(RU)|%32(Y!:) + |WE(RU)IZLQ(Y;) < e*|VRu|Ts(y+) + | Ru[Ta(ymy.-
Compte-tenu du fait que |Rv| g1 (yy < c|v] gy (relation 2.6), on déduit: \
EZIVW(RU)PU(Y;) + IW(RU)PL?(Y;) < ol yy

ce qui représente la relation (2.9).

OOOOOOO 0
OOOOOOOO
COOOETIO O
OO OO
X e O
EXNE @ O
OO ONEe OO0
OOOOOOOO0

Figure 2.7: Cellule Y avec obstacle solide Y5 et obstacles €7

Lemme 2.5 Ii eziste un opérateur de restriction

Se2 : Hy(Q) — HI(Q.)

tel que:
(2.12) Se2(v) = v dans Q,Yv € H(Q,)
(2.13) div Sp2v =0 dans Q. si divv =0 dans Q
1 1
(2.14) [VSeav|p2(,) < C(;; lv|L2(q) + < |V'UIL2(Q))
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(2.15) ISE2U|L2(QE) < C(I'UILQ(Q) +EIV'U|L2(Q)).
Démonstration: Soit I'application S, : H!(Y) —» H I(Yf ) définie par:

We(Ru)(y) siyeY*
Sev(y) =
0 siy €Y,

Compte-tenu de la construction de W,, on a aussi:
We(Ro)(y) siyeYf

Sev(y) =
0 ailleurs

et Se vérifie (2.12) et (2.13).

D’autre part, grace a la relation (2.9), S, vérifie:
(216) EZIVSE'UIZLQ(Y;) + 'SS'UI%JQ(YF) S Cl'U'%-_I1(Y).

On définit S, en appliquant S, & chaque période €Y. La relation (2.16) implique:

€4IVS621)|2L2(QE) + |Sez’llli2(ﬂs) < C( |'U|§Lz(Q) + 52 IV’UFL?(Q))’
d’ol on déduit les relations (2.14) et (2.15).
]

La proposition suivante nous montre comment on prolonge la pression p° a l'intérieur
de la partie solide du domaine et nous donne un résultat de convergence forte pour ce
prolongement.

Proposition 2.6 Soit p* comme dans ( 1.2). Alors pour chague € il eziste un opérateur
Pe¢ tel que:

P® =p® dans Q..

A une sous-suite prés on a la convergence:

(2.17) P® — py dans L%(Q)/R fort .
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Démonstration: Gréce au fait que Vp* € JH~!(£2,), on peut définir pour chaque
v € H{(Q) application F€ comme ci-dessous:

(2.18) < F&u>q=< Vp*, S.2v >0,
ol Se2 est Popérateur défini par le lemme 2.5. En multipliant ’équation
—e%Auf + Vp® = f dans Q,

par Sc2v € IH}(Q.), et compte-tenu de (2.18) on obtient:

< F¢ y>q= —g2 / Vuf VS.2vdz + / fS.2vdz,
Q. Qe

ou encore:
| < Fé,v>q]| < E2IV1IIE|L2(Q€)IVSEQ'UIL2(QE) + |f|L2(Q€)ISE2UIL2(QE).

En appliquant les relations (2.14) et (2.15) du lemme 2.5 ci-dessus, ainsi que
Pestomation sur le gradient de u® ( relation 2.2 ), on déduit:

(2.19) | <F%,0>q | < clo|pyg) + ce| V| p2(q).

Pour ¢ fixé, F® appartient & IH1(Q) et est borné dans H-1(Q). De plus, si
v € Hj (Q), on a grice a la relation (2.12) du lemme 2.5:

F¢ = Vp® dans Q..

Si v est telle que div v = 0 dans Q, on déduit grace a (2.13) du lemme 2.5 que div Se2v =
0 dans Q, ce qui implique < F¢, v >q= 0.

Gréace au théoréme de “de Rham” (voir R. Temam (13]), on déduit alors que F* est le
gradient d’une fonction de L%(). Cela veut dire que F* est le prolongement de Vp¢

dans (2 et que ce prolongement est un gradient. Autrement dit, on a F* = VP¢, ou
P € L?(Q). On a donc:

(2.20) <VPL u>qg=< Ffu>q.

La relation (2.19) implique alors que la norme de VP¢ dans JH ~1(Q) est bornée et

donc on peut extraire une sous-suite telle que:
VP¢ — Vpo dans IH™1(Q) faible .

Comme dans L. Tartar [12] on obtient ensuite la relation (2.17). O
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§3. Résultats de convergence

On commence par rappeler et démontrer quelques résultats généraux, qu’on applique
ensuite & notre cas.

On note par C’;,’°(Y X Z) I'espace des fonctions de classe C™, qui sont Y-périodiques
et Z-périodiques. Grice & G. Allaire, M. Briane [1] on connait le lemme suivant:
Lemme 3.1 Soit v¢ une suite de fonctions bornée dans L?(Q). Alors il existe une

sous-suite, notée toujours v¢ et une fonctionv € L*(QxY x Z ) telles que:

RV / v (@olz, L, Z)de = / [ / o(z,y, 2)p(z, y, 2)dedydz,
(9] QY Z

pour chaque fonction o(z,vy, z,) € IL3(Q, Cp°(Y x Z)). On dit que v¢ converge 3-échelle
vers v. De plus,

v& — yg = / / vdydz dans IL*(Q) faible .
Y Z

Comme dans G. Allaire, M. Briane [1], on peut démontrer le résultat suivant:

Proposition 3.2 Soit v* une suite bornée dans IL*(Q) qui converge 8-échelle vers v et
telle que

(3.2) divv® =0 dans Q.

Alors la limite v vérifie les relations:

(3.3) div, / / vdzdy =0
Y Z
(3.4) divy, / vdz =0
Z
(3.5) div,v = 0.
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Démonstration: Soit ¢ € D(Q). On multiplie (3.2) par ¢ et on obtient:

lim / divv®(z)p(z)dz = 0,

e—0

Q

hm/ v*Vpdz =///'u(:1: Y, 2)V(z)dzdydz = 0,
Q

car ¢ = 0 sur ) et v® converge 3-échelle vers v.

On en déduit
/dwz // udzdy x)dz =0, Vo € D(Q),

ce qui implique (3.3).
Soit ¢ € D(Q2, C;°(Y')). On multiplie la relation (3.2) par ey(z, ;), on passe a la limite

et on obtient:
///v(a:,y,z)Vycp(x,y)dzdydm =0.
QY z

ou encore

On déduit:

//di’uy / v(z,y, 2 .J w(z,y)ddydz = 0, Vo € D(Q, D(Y)),

ce qui implique (3.4).
Soit ¢ € D(Q, C°(Y x Z)). On multiplie (3.2) par e2¢(z, %, 6—3:2-) On passe 3 la limite

et on obtient:
///'u(:l;,y,z)Vsz(:I:,y,z)(lzdyd:z::0.
QY Z

On déduit

///dzv v(z,y, 2)p(x, y, 2)dadydz = 0, Vo € D(Q, DY x Z)),
Y Z

ce qui implique (3.5). ;
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Remarque 3.3 En choisissant des fonctions test convenables dans les relations (3.4)

-(3.5), on obtient les conditions de périodicité suivantes:

[ / v(z,y, 2, )dz] vy prend des valeurs opposées sur les faces opposées de Y,

Z
vvz prend des valeurs opposées sur les faces opposées de Z. Ici vy (vz) désigne la
normale extérieure & I'ensemble Y (respectivement Z).

Soit dans la suite uf le prolongement de u® par 0 & Q tout entier. Les estimations
(2.2)-(2.3) impliquent:

(3.6) WVUEhL?(Q) <vg¢
(3.7) e *uf|p2q) < c

Pour le prolongement de la vitesse on démontre les résultats de convergence suivants:
Proposition 3.4 Soit u définie comme ci-dessus. Alors il eziste u € L*(Q XY x Z)

telle que, quitte 4 extraire une sous-suite, on ait:

(3.8) e72uf —u  3-échelle

(3.9) u(z,y,2z) =0 dans Q x Y, x Z,

(3.10) £72UF — ug = / / udzdy dans IL*(Q) faible
Y+ 2+

(3.11) Ve — Vou  3-échelle

Démonstration: La relation (3.8) est une conséquence directe de ’application du

2

lemme 3.1 pour v = £ 2uf. Cela est possible grace & lestimation (3.7).

Pour montrer (3.9) on remarque que la relation (3.1) écrite pour v& = e~ 2uf:

E—

lin%) s_zag(a:)w(:v,f,;—;)da:=///u(:z:,y,z)cp(z:,y,z)dzdydz.
€
Q QY Z
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On prend dans ’égalité ci-dessus une fonction test telle que ¢ = 0 dans Q x Y* x Z*.
Compte-tenu du fait que uf = 0 dans \ ¢, on déduit:

0=///U(x,y, z)p(z,y, 2)dzdydz,
QY, Z,

ce qui implique (3.9).
La relation (3.10) est une conséquence du lemme 3.1 et de (3.9).

Pour démontrer la relation (3.11) on remarque que la relation (3.6) et le lemme 3.1
impliquent ’existence d’une fonction ¢ € L*(Q x Y x Z) telle que:

lir%/Vusw(w,g,%)d:v = ///E(m,y, z,)p(z,y, 2z)dzdydz.
E—> E
Q QY Z

Une intégration par parties nous donne:

%(,o( —)dz = / Vusp — - )(l'l /’u‘,gdivgo(a:, g, E%)d:l: =
Q
/ uf(divyp + — dwycp + dwznp / (eXufdive o + edivyp + diz,p)dz.
Q Q

Le passage a la limite selon € ci-dessus implique:

///§ (z,y, 2)p(z,y, 2)dzdyde = ///11, x,y, z)div,o(z, y, 2)dzdydz.

On integre par parties le membre de droite de la relation précédente et on déduit:

///[f(fb',’u, — V.u(a,y, 2))e(x, y, z)dzdydz = 0,
Qv z

ou encore &(z, vy, z) = V u(x,y, 2), ce qui finit la démonstration de la proposition. O

Proposition 3.5 Soit u la fonction définie par la proposition 3.4. Alors on a:

(3.12) divg / / udzdy =0
)’t Z-
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(3.13) dz’vy/ udz =0
Zi

(3.14) div,u = 0.
(3.15) [//udydz] -v =0 sur 99
Y+ Z-o
(3.16) u- vz prend des valeurs opposées sur les faces opposées de Z
(3.17) [/ udz] vy prend des valeurs opposées sur les faces opposées de Y
Z‘
(3.18) w-vy =0 sur dZ,
(3.18) [/ 'u,dz] -vy =0 sur 0Y;.
Zt

Démonstration: Les relation (3.12)-(3.14) sont une conséquence de 1'application de
la proposition 3.2 pour la suite £~ 2ué qui converge 3-échelle vers u et de la relation
(3.9).

Pour obtenir la relation (3.15) on utilise la linéarité et la continuité de I’application
trace normale de 1’espace

H(div, Q) = {4 € L*(Q) | divy € L*(Q)}

dans IH~%(dQ), ainsi que les relations (3.9)-(3.10).

Les relations (3.16)-(3.17) sont une conséquence de la remarque 3.3 et de la relation
(3.9).

En multipliant (3.14) par une fonction test ¢ € H,(Z) et en utilisant (3.16) on obtient
(3.18). De méme, on obtient la relation (3.19) en multipliant (3.13) par ¢ € H)(Y) et
en utilisant ensuite (3.17). a
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§4. Passage a la limite et probléme homogénéisé

On rappelle que grace a I.-A. Ene [7] on connait le resultat suivant, du type “de Rham”:

Lemme 4.1 Soit w € L?(Q) x Y x Z) une fonction qui satisfait:

(4.1) ///w(z,y, 2)p(z,y, z2)dzdyz =0,
QY z

Vo € D(Q, C°(Y x Z)) telle que:
(4.2) divy ¢(z,y,2) =0, div, §(z,y,2) =0.

Alors il existe deuzx fonctions q; € ZLz(Q,HZ}(Y)/B) et g € L*(Q x Y, I—I;(Z)/IR)
telles que:

(4.3) w(z,y, 2) = Vyqi(z,y) + Voq2(z, 9, 2).

On rappelle qu’on a noté par  la limite 3-échelle de e~ 2u¢ et que po, donnée par la
relation (2.17), représente la limite forte du prolongement de la pression dans IL?(Q).
En utilisant le lemme 4.1, ainsi que les convergences 3-échelle démontrées dans §3, on

démontre le principal résultat de ce paragraphe:

Théoréme 4.2 Soient u et pyg comme ci-dessus. Alors ils exristent deuz fonctions
p1 € L*(Q,H)(Y*)/R) et p» € L*(Q x Y, H,(Z*)/IR) telles que:

(4.4) —A;u+Vapo+Vyp1 +Viepe = f dans Q x Y™ x Z*.
Démonstration: On rappelle la premiére équation de (1.2):

—e2Auf + Vpf = f dans Q.,
qu’on multiplie par une fonction ¢ € D(Q, C°(Y x Z)) telle que divy, v(z, Ys z)=0et

div, p(z,y, z) = 0. Une intégration par parties dans le premier terme du membre de
droite nous conduit a:
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Compte tenu de la définition du prolongement u#, des relations (2.18) et (2.20) et en
supposant de plus ¢(z,y,2) = 0 dans Q x Y; x Z, (c’est-a-dire o(z, g, :—2) € Hi(Q))
on déduit la relation (4.5):

2 [ Gre T Zir— | P(2\di T T \igr = zz
€ /Vu ()V(z, o 62)d1c /P (x)divep(z, )2 )dz /f(;v)cp(x, 2 Ydz.
Q Q Q

Le passage a la limite 3-échelle dans (4.5) implique:

///Vzu(x,y,z)Vzgo(fL',y,z)dmdydz—///po(:z:)dixch(:v,y,z)dxdydz=

QY2 Q Y~z

=///f(:t:)cp(:v,y,z)d:c(ly(lz,

QYZ-

Oou encore

///[—Azu(g:, Y, z) + Vapo(x) — f(@)]e(z,y, 2)dzdydz = 0.

QY-Z+

Compte-tenu de la forme particulitre de ¢, le lemme 4.1 implique la relation (4.4).

Conclusions

La proposition 4.2 et les résultats obtenus dans §3 nous conduisent au probleme ho-
mogénéisé (4.6) vérifié par les limites de la vitesse et de la pression. La premiere

équation de ce systéme est une équation i trois pressions.
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(=D u+Vapo+Vyp1 + Vepe = f dans Q x Y* x Z*

div, / / udzdy = 0 dans ()
Y+ Z+
divy, / udz =0 dans 2 x Y*
7
div,u =0 dans QO x Y* x Z*
(4.6) ) [/ /'u,dydz] -v=20 sur 99
Y+ Z+

u - vz prend des valeurs opposées sur les faces opposées de Z

[ / u(lz} vy prend des valeurs opposées sur les faces opposées de Y

Zt

u-vyg =0 sur 07,

[ / udz] vy =0 sur 9Y,
\ Z*

Remarque 4.3 Le systeme (4.6) est obtenu dans J.-L. Lions [9], par la méthode du
développement asymptotique formel de la vitesse et de la pression. Les trois pressions
Po, P1, P2 correspondent aux trois premiers termes du développement asymptotique de
la pression p. On rappelle ici que grace & J.-L.Lions [9] on sait que u peut étre exprimé
de deux fagons différentes:

(i) La fonction u vérifie une loi du type Darcy qui fait intervenir la pression py unique-
ment. Plus précisement, on a:

uw(®,y, z) = ¢(y, 2)(f(x) = Vepo(x)),

ou la fonction ¢ est solution d’un probléme local dans Y* x Z*.
1 .
Avec la notation M(¢) = WZ—*—I / / &(y, z)dydz, la fonction pg est solution du
Y+ Z+*

probléme de Neumann suivant:

(M(¢)(j - VII)O)’ V(I) == 0, V(j € HI(Q)
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(ii) On peut aussi écrire la fonction u sous une autre forme, qui fait toujours apparaitre

la pression pg, mais ol intervient aussi la pression p;. On a:

w(z,v,2) = $1(2)(f — Vzpo(z) — Vypi(2, 7)),

ou ¢; est solution d'un probléme local dans I’ensemble Z* et la pression p;(z,y) est

solution du probléme de Neumann suivant:

(M($1)(f — Vapo(z) — Vyp1(z,y)), Vyar )y =0, Vg, € HY(Y*), 1Y — périodique.

Remarque 4.4: Les résultats présentés dans ce chapitre peuvent étre généralisés. Soit

Te un parametre dépendant de € et tel que:

Te .
— —0sie—0.
€

On remplace dans le domaine ) les trés petites inclusions de l'ordre de €2 par des
inclusions de l'ordre de r., reparties avec la périodicité r.. On considére une viscosité

de 'ordre de r. et on s’intéresse & I’homogénéisation du probléeme:

—reAu® + Vp® = f  dans Q.
(4.7) divu® =0 dans 2.

u® =0 sur 0€2..

Le cas déja traité correspond & une valeur de r. égale 3 &2.

Pour le prolongement de la vitesse, solution de (4.7), on obtient les convergences:

1

r, u® - u 3-échelle

rolue — g = //udzdy dans IL*(Q) faible
Y* Z*
Vue — V,u  3-échelle.

Pour la convergence forte du prolongement de la pression on a la proposition 2.6 qui

reste toujours vraie.

On peut montrer que les limites de la vitesse et de la pression vérifient le systéme (4.6).
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CHAPITRE II1

CALCUL DE LA CHARGE
DANS UN SYSTEME HYDRAULIQUE
-ETUDE THEORIQUE ET NUMERIQUE-



CHAPITRE III

Calcul de la charge dans un systéme hydraulique - étude théorique et
numérique -

Introduction

L’étude présentée dans ce chapitre a fait 1’'objet d’un contrat de recherche avec
le CEA. La modelisation du probléme et une partie des résultats théoriques ont été
obtenus dans un travail antérieur au notre.

Le but de ce travail est de calculer numériquement, par une méthode des éléments
finis, la charge dans un systéme hydraulique. Un systéme hydraulique est un disposi-
tif constitué de galeries horizontales drainantes entourées par un matériau héte peu
perméable. On appelle dans la suite structure drainante les galeries horizontales en-
tourées par une partie du matériau hote. Les galeries sont réparties périodiquement,
ce qui nous permet d’envisager un modele mathématique avec une géométrie qui
présente une structure périodique dans une direction. Les galeries sont remplies avec un
matériau pour lequel la perméabilité hydraulique est plus grande que celle du matériau
hote.

Vu la petite dimension de la structure drainante dans la direction verticale par
rapport a celle du systeme hydraulique et la structure assez complexe du systéme
hydraulique, un calcul numérique direct de la charge dans I’ensemble du systéeme est trés
compliqué & réaliser. Le grand nombre de galéries horizontales et leur faible dimension
par rapport a I’ensemble du systéeme rendent difficile la realisation d’un maillage sans
éléments aplatis.

La périodicité de la structure drainante nous a conduits & envisager des méthodes
d’homogénéisation. La structure drainante est remplacée aprés homogénéisation par
un seuwl matériau. Les méthodes d’homogénéisation sont utilisées quand la période est
petite par rapport aux dimensions globales du matériau considéré. Dans notre cas,
la distance entre deux galeries peut étre considérée comme tres petite comparée aux
dimensions globales de la structure, le rapport entre les deux étant égal & 0,04. Nous
notons par € ce petit parametre adimensionnel.

On note par K€ et K* les perméabilités hydrauliques équivalentes du matériau héte
et du matériau de remplissage de la galerie, le parameétre qui caractérise le drainage
étant K—S On pose 1 = L{E

KG’ KS~
Enfin, on considere aussi le parametre 6, qui est 1ié au rapport entre la largeur de
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la galerie et la largeur de la cellule de base.

On considere le probléme homogénéisé, c’est-a-dire celui qu’on obtient apres le pas-
sage 4 la limite ¢ — 0. A l'aide du probleme homogénéisé on va calculer les coeffi-
cients homogénéisés, c’est-a-dire les valeurs des perméabilités hydrauliques qu’on va
considérer ensuite dans la structure drainante.

Au §1 on présente le probléme hydraulique et ses particularités géométriques dans
la structure drainante seulement et on rappelle une partie des résultats théoriques qui
ont été démontrés dans S. El Otmani [4]. Ce probléme sera résolu en choisissant des
conditions “mathématiquement agréables” au bord extérieur de la structure drainante.
Cela est possible, car les coefficients homogénéisés ne dépendent pas des conditions au
bord.

La premiere étape de ’homogénéisation est le calcul sur une période de base de
plusieurs fonctions auxiliaires (les fonctions x ) qui interviennent dans le calcul des
coefficients homogénéisés. La deuxiéme étape est le calcul de la charge hydraulique
dans le probléme homogénéisé. En utilisant les valeurs trouvées pour les coefficients
homogénéisés on peut aussi envisager le calcul de la charge dans le systéme hydraulique.

Les problemes auxiliaires ne sont pas classiques car les fonctions inconnues x
vérifient des conditions de périodicité au bord de la période. Au §2 on montre la
transformation de ces conditions au bord en conditions plus classiques.

Dans le paragraphe 3 on calcule les valeurs des coefficients homogénéisés et ensuite
la charge hydraulique dans deux cas limites. On fixe d’abord ¢ a la valeur 0,3 et on
fait 7 tendre vers 0. Dans le deuxiéme cas, pour 7 fixé,on fait é tendre vers 0.

Au §4 on étudie théoriquement le cas limite é fixé a la valeur 0,3 et 1 tend vers 1. On
calcule ensuite les coefficients homogénéisés et la charge hydraulique qui correspondent
a ce cas.

Dans le cinquitme paragraphe on travaille dans un cas plus général. On fixe 6 a
la valeur 0,3 et on fait 1 prendre différentes valeurs comprises entre 0,9 et 0,002. On
calcule les coefficients homogénéisés et on étudie leur sensibilité au parametre 7.

Dans le sixieéme paragraphe on présente le probléme dans le systeme hydraulique.
On calcule numériquement la charge dans ce systeme. Ce calcul a été fait compte-tenu
des conditions données au bord du massif et pour différents cas décrits au §5.

Donc on a étudié ici trois cas limites et le cas général. Le passage a la limite dans
les coefficients homogénéisés calculés dans le cas général nous permet de retrouver les
résultats des cas limites.
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§1. Présentation du probléme

Dans ce paragraphe on rappelle le probleme considéré dans [4]. Le probléme (1.1)
représente la modélisation dans la structure drainante. On va utiliser ce probleme pour
le calcul de coeflicients homogénéisés. Les conditions au bord considérées ici ne sont
pas celles qui correspondent au cas physique. On a pu faire ce choix mathématiquement
simple parce que les coefficients ne dépendent pas des conditions au bord extérieur. On

rappelle ici également les théorémes 1.1 et 1.2 qui ont été démontrés par S. El Otmani
dans [4].

§1.1 Présentation du probléme dans la structure drainante

La structure drainante dans laquelle on définit le probléme est constituée des galeries,
dans lesquelles il y a un matériau de remplissage. Les galeries parallélépipediques sont
réparties périodiquement. On étudie le probléeme:

(—div(K$"VHE) =0 dans Q%
—di’u(I{é6"VH;5) =0 dans Q%
[[HE‘S]] sur 1€
[[Ke‘sn—#]] =0 sur ¢
0H56
I{e&, 07;7 — 9:61: sur Fe&:l:
\ H,‘;‘S =0 sur T'g.

Ici € désigne la périodicité de la structure,

T = K le rapport d e bilité
[ e rappor s perméabilités
S des perméabilités,
5 =4 x largewr de la galérie

distance entre les centres de deux galéries consécutives’

Hf,& représente la charge hydraulique dans la structure drainante,

K1 = (K fj”) la matrice de perméabilité hydraulique,

Q% I’ensemble des galeries,
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Figure 3.1

Modele physique de la structure drainante
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Qec‘s matériau hoéte

I¢® Dinterface entre Qg‘s et Q8, -

Q8 =L uQduI.

['¢5+(I'*®~) sont les faces supérieure (inférieure) de Q,

I'&% la réunion des quatres faces latérales,

[[HZ%]] la différence entre les valeurs de HZ° a Dinterface entre les matériaux.

L’ensemble 2¢¢ dépend de la périodicité € de la structure et du petit parameétre §. La
cellule de base représente la structure qui se répete dans ’ensemble du domaine et qui
est constituée d’une galerie entourée du matériau hoéte.

Dans la suite, les indices grecs (sauf €, 7, 8, ¢ et 8) varient entre 1 et 2 , et les indices
latins varient entre 1 et 3. On fait la convention de sommation sur les indices repétés.
Soit w = (—Ly,L;) x (—Lg,Ls). Les valeurs 2L; et 2L, représentent les dimensions
de la structure drainante dans le plan horizontal. On transforme le domaine Q0 =

b €b
w X (—?, ?) en le domaine indépendant de €6,

11
Q:(.UX (——5,3),

4

par le changement de variables suivant:

T3
(zlv z2, 33) - (IEl,ZI}'2, _—)

o)

: : . . 1
Le nouveau domaine € est une dilatation du domaine Q¢ par la valeur — dans la
£
direction de 3. L’ensemble w représente une section horizontale dans le domaine 2.

Le changement des variables implicque le changement de fonctions correspondant:

N S _ €8
He'(wy,am,ns) = Hp%(21, 22, 23)
€ (. e e —
95 (x1,a0,23) = g3(21,22,23).
Les ensembles ,Tget I'* sont définis comme €, Tt I'***.  De plus, si
I .. N
K 55”(:1:1, zo,x3) = K b1y (—,:1‘:«;,:1’:;;,), on fait les hypotheéses:
3

(7:)3(.11 >0 tel que I\’ZIIEL& > leifi, Vfl S JR,
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(44) Kfj" € L(Y) et K f;’ sont Y-périodiques,
ol
SEHNELNEY
représente la cellule de base de la Figure 3.2. L’ensemble Y est composé de deux

parties, notés Ys et Y, qui correspondent au matériau de remplissage, respectivement

au matériau héte qui I’entoure. L'interface entre les deux a été notée I®.

mm——— o ———
~
w

TR aREEE CaeneEe -
(B! i
¢ :,:-_-.J'_-_-.-_:.,i-.-_-..-. ------- = é’l y2
L e B et -
1,7
:‘:'
/ P et R
e
y1 Y e

IMigure 3.2: Cellule de base Y

On note par TT(Y)(I'(Y)) la face supérieure (réspectivement inférieure) de Y.

Enfin, on introduit les espaces fonctionnels suivants:

V(Q)={v e H'(Q), v =0 sur Iy},

HY Q) ={¢]|p € L*(Q) et ggo € L*(Q),i=1,2,3},

€T;

L* () ={e| lolre@ < oo},

lolz) = / lo|*dz,
)

V(Y) = {p € H'(Y), py1, yapériodique et de moyenne nulle}.

Grace a S. El Otmani [4] on counait le théoréme suivant, qui nous donne le probléme
homogénéisé, ainsi ue 'expression des coefficients homogénéisés et les problemes aux-
iliaires:
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Théoréme 1.1 On suppose que (e6)7 g5 — g% dans L*(w). Alors quand € — 0, on a:

H® — HS  dans V(Q) faible.

La fonction Hg est indépendante de z3 et satisfait le systéme bidimensionnel ho-

MOGENEISE sSutvant:

> (3 52)
— T+ gt dans w
(1.2) 820 \ 1B Bz 9+ d
Hf] = 0 sur Ow,

ot les coefficients homogénéisés sont donnés par:

6(ar)

, oW oW
1.3 b — [ (K2 — 4 67 KD |
(1.3) Qap !( 8 "By, 3 By )‘J

: . 5 : . :
Les fonctions auzilicires I/Vn(a) € H(Y) sont solutions du systéme suivant:

’ _i(K§WW> =0

Ay \ 7 Oy,
1.4 W)
(1.4) <K;Z,a .
BJJ

L W,‘Is(a) — Yo est yi, y2-periodique de moyenne nulle,

\ . ) ’ - é
ot les coefficients K" sont donnés en fonction des K} par:

dans'Y

sur TE(Y)

(1.5) R =K, RK=6"K) R{I=6"'Ky K3l =62K3
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§2. Transformation des conditions de périodicité en conditions aux limites
Dans le cas 6 fixé, on a grace a S. El Otmani [4] le résultat suivant, qui correspond au

cas pratique K beaucoup plus grand que le KC:

Théoréme 2.1 Sous les hypothéses du théoréme 1.1 on a:
Hf, — H? dans H}(w) faible sin — 0.

La fonction H? est I’unique solution du systéme:

_9 (q5* 6Hf) = g% +g* dansw
(2.1) 820 \"*F Dz o
Hény = 0 sur Ow.

Les coefficients q;,5 sont donnés par:

(2.2) Qg = /(f{fﬁ - KZ a—xo—_—)dy,
Y¢ '

ot les fonctions auziliaires xg(a) € V(Y) sont solutions du systéme suivant:

( 8a)
9 (R"'S; Ao ya)) =0 dans Ys
0y: J ayj
§(a)
- 0 (I—{Si %o ’ya)) =0 dans Y
oy \ 7 Jdy;
S a(Xg(a) — ya) +
(2.3) . Kji 5y, n; =0 sur T=(Y)
b
6(c)
I‘{]Sia(XOB ya)ni =0 sur I® du coté de Ys
Y;
[[Xg(a)” =0 sur I®
lxg(“) est Y1, Y2 périodique de moyenne nulle.
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(a)

Les fonctions auxiliaires xf, sont liées aux fonctions Wf;(a) de(1.4) par la relation

sulvante:

WE@ = g, — x5,

On se propose de résoudre le probléme (2.1). Pour cela il faut calculer d’abord les
coefficients g, ;3 donnés par la relation (2.2). Comme dans I’expression de ces coefficients
interviennent les fonctions auxiliaires xg("), on se rameéne a résoudre le systéme (2.3).
On prend (2.3) comme modeéle mathématique pour le probléme auxiliaire dans le cas

pratique 6 fixé, n < 1073,

§2.1 Transformation des conditions de périodicité en conditions aux limites
Le probléme qu’on considere dans ce paragraphe est le probleme (2.3).

On utilise les propriétés de périodicité des fonctions x* et les symétries géométriques
de la cellule de base Y et, conformément & F. Léné (8], dont on suit les idées, on se
propose d’obtenir des conditions aux limites du type Dirichlet ou Neumann. Le but est
de remplacer le probleme avec des conditions de périodicité aux limites (dans la cellule
de base Y), par un probléme avec des conditions du type Dirichlet ou Neumann (posé
dans un quart du domaine initial).

On rappelle que la cellule de base Y est un cube rapporté & un repére orthonormé

(O; 71, Y2, U3) centré au centre de la cellule:

SEEMEENEY
L2272 2’2 2’2
Pour en déduire les propriétés qui nous intéressent, on commence par donner une
définition préliminaire qui est une adaptation de F. Léné (8].

Définition 2.1.1 Un plan P est dit plan de symétrie matérielle pour la cellule de base
Y si et seulement si :

1) le plan P est plan de symétrie géométrique de Y,

2) les coefficients de perméabilité K;(y) satisfont la relation:
(2.4) Ki;(y') = cipiqKpa(y),
ol la matrice C de composantes {c;;} représente la symétrie par rapport au plan P et

(2.5) Yi = CipVp-
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On travaille dans la suite sous I’hypothése d’isotropie pour les deux matériaux: le

matériau hote et le matériau de remplissage. Plus précisément, on a:
K;; =0sii# jet K;; contante si § = j.

Le systeme (2.3) devient dans ce cas:

- a(j/i (I_{g 6(X‘;';. ya)) =0 dans Ys
_afzji(—{ga(xzy—iya)) 0 _—
(2.6) ) RSQ(XZ_;MQ" =0 sur T£(Y)
Rﬁwnz =0 sur I du coté deYy
X =0 .
{ x® est y1, y2 périodique de moyenne nulle.

On remarque que dans le cas isotrope, les plans y; = 0 et yo = 0 sont plans de symétrie
matérielle pour la cellule de base Y.

Effectivement, la matrice de symétrie par rapport au plan y; = 0 est:

= (Ciz)ij-

Q
I
o O
o = O
-0 O

Compte-tenu de la forme particuliere de la matrice C, on montre facilement que la
relation (2.4) est vérifiée. De manitre analogue on obtient que le plan d’équation
y2 = 0 est plan de symétrie matérielle pour la cellule de base Y.

On a le résultat suivant, qui est démontré en Annexe A:

Théoréme 2.1.2 Si le plan d’équation y; = 0 est plan de symétrie matérielle pour la
cellule de base Y, alors on peut trouver des fonctions x* et x? solutions du systéme (2.6)

telles que x! soit impaire en y, et x2 soit paire en y,.
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De maniere analogue on peut démontrer:

Théoréme 2.1.3 Si le plan d’équation y, = 0 est plan de symétrie matérielle pour la
cellule de base Y, alors on peut trouver des fonctions x' et x* solutions du systéme (2.6)
telles que x! soit paire en ya et x2 soit impaire en ys.

En utilisant la régularité des solutions du systéme (2.6), les théorémes 2.1.2-2.1.3 et
les résultats de F. Léné [8], on déduit des conditions de périodicité les conditions aux

limites résumés dans le tableau 2.1 ci-dessous:

Tableau 2.1
Parités Parités Conditions Conditions
en en sur sur
1 1
Y1 Yo y1€{0,£35} | 1€ (0,5}
Oy
x! impaire paire x'(y) = —i(y) =
Oy2
2
x> paire impaire ox y) = x*(y) =0
Oy

Compte-tenu de ces résultats on conclut qu’on peut chercher la solution du probléme

initial sur un quart de la cellule de base Y, c¢’est-a-dire dans le nouveau domaine X de

la figure 3.3:
x= o] )« [
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Figure 3.3
Cellule de base X (quart de la cellule Y)
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§2.2 Simplifications dues & I’isotropie du matériau

En utilisant les résulats résumés dans le tableau 2.1 et l’isotropie des deux matériaux,

le probléme (2.6) pour a = 1,2 devient:

(2.7)

(2.8)

S

0

Y, SRR 10v S
_@((5 (Xayi?/l))

0 (= sa(x1 — Y1) _
Oy; (I{ii Oy; ) =0
RS@(Xl - yl)
“* Oys
~s0(x! —u1)
ES2A\A Y1)
Y ayl

[x']] =0

ni=0
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dans Xg
dans XG

sur I't(X)

sur I du co6té de Xg

sur [
siyp =0et y =

siyg=0et y, =

dans Xg
dans Xg

sur I+ (X)

| = D

sur I du coté de Xg

sur I
sy =0et yp =

siy1=Oety1=

NCY I V)



y2

Figure 3.4

Domaine Xg, sous-ensemble de la cellule de base X, qui correspond & la galerie
ou
Xs (X¢) représentent les parties ocupées par le matériau de remplissage (respective-
ment matériau hote) dans I’ensemble X,
I représente l'interface entre les deux matériaux

I'#+(X) sont comme dans le cas de la cellule Y:
['t(X) = la face supérieure de la cellule X
'~ (X) = la face inférieure de la cellule X

On simplifie les systémes (2.7) et (2.8). Gréce a la relation (1.5) du premier chapitre
on déduit:

Kij=0sii+#j, K11 = Koy = K et K33 =6 °K.

On introduit les notations suivantes:

Yy = lintersection du plan d’équation y; = 0 avec la cellule X
,e . s . 1
Y% = l’intersection du plan d’équation y; = 5 avec la cellule X
Ly = l'intersection du plan d’équation yo = 0 avec la cellule X
e .  x i 1
L 1= I'intersection du plan d’équation ys = 5 avec la cellule X
I't = la face supérieure de I'interface entre les deux matériaux dans la cellule X
I~ = la face inféricure de l'interface entre les deux matériaux dans la cellule X

I' = la face latérale de Pinterface entre les deux matériaux dans la cellule X

I =Tt UTl- UI' = linterface entre les deux matériaux dans la cellule X.
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Nous allons montrer que les systemes (2.7) et (2.8) pour x! et x? s’écrivent encore:

. 02y ! ) 82y
_ 2~ 5 =0 d X
0Ya0Ya ayg aeas
82 1 62 1
— X g2 X2 =0 dans X¢g
0Ya0Ya 0y}
X
(2.9) < %}.ZO sur T*(X)UT*ULoULy
7
1
aai =1 sur I' du cété de Xg
n
Xl =0 sur Yo U Y%
\ ('] =0 sur
, a?.xz ) 82X2
—_ — 0 = 0 l( X
BYadya dy3 s A
82y2 ) 022
_— — 0 = O dc X
a’!/aaya ayg e ae
(2.10) 2
ﬁ %L:O surFi(X)UYoUY%
0
et sur I du coté de Xg
x2=0 sur Lo U L}
L ) =0 sur

Etablissons le systeme (2.9).

En utilisant K;; = Koz = K et K33 = 672K, la premiere équation de (2.7) devient:

%! 0%
YO y3

=0,

ce qui implique les deux premieres équations de (2.9).

100



La troisiéme (respectivement la quatrieme) équation de (2.6) s’écrit aussi:

a9yl
ZKiiini = Knn.
i=1 9y

1

La normale sur la face I't(X) étant np+ = (0,0,1), on a ai = 0 sur I't(X).
n

P!
La normale sur la face I'"(X) étant np- = (0,0,—1), on a 6—2 =0 sur ' (X).

Compte-tenu du fait que les normales sur les faces I et I~ sont:
nr+ = (0,0,1), n;- =(0,0,-1),

on déduit:
O
X _gsur ItuUI-.
on

En appliquant le méme principe, on obtient:

Iyl
ox 0 sur I' du coté de Xs,
on
Oy Oyl
% = 0 sur Lo, T?X; =0 sur L-;--
La fonction x! vérifie donc le systeme (2.9).

On obtient de méme fagon le systéme (2.10) a partir de (2.8).

Compte-tenu de la forme du systéme (2.9), on remarque qu’'on peut le découpler en
deux problemes:

(9% , 02y}
~ 622X 0 dans X
Yoo 0y3 dans Xs

Ox* _

—~— =0 sur JTUI"U(LoNXs)U (L1 N Xg)
(2.11) \ on 2

Oy

% =1 sur I

L x' =0 sur Yo N Xg.
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(]

( (’-) Xl 62X1
— — 672 =0 d X
OYaYa Oy3 A
o _ sur T* U (Lo N Xe) U (L1 N Xg)
(2.12) ! on 01 A6 LR
x' =0 sur (YOOXG)UY%
A Xe = X5 sur I.

Pour le calcul des coefficients homogénéisés d’apres la formule (2.2) on a besoin de la
solution du probleme (2.11) posé dans Xg. On démontre le résultat suivant:
Théoréme 2.2.1. Le probléme (2.11) a une solution unique.

Démonstration: Pour démontrer ce résultat on va appliquer le théoréme de Lax-

Milgram. Soit ’espace Vx, défini par:
s ={ve H' (Xs) tel que v=0sur ;N Xs}.

Cet espace est un espace de Hilbert sur IR pour la norme

o, = [ o200 g2 [ DU OV
Yxs = | 8Y. 0ya Oys Oys’

Xs Xs

En multipliant la premiére équation du systeme (2.11) par v € Vp et en appliquant la
formule de Green, on obtient:

axl v _ Ox' Ov Ox* Bx Y% 9

2.1 OX Y gy = X L+ gx_ do.

(2.13) T ayal y+6~ " / 5 01/3(1‘/ / ( ( n + ng+6~ y3n3>x o
Xs Xs 0Xs

Compte-tenu des conditions sur le bord de Xg, la relation (2.13) devient:

Ix! dv _y [ Ox' Ov
TR AR e / vdo:

Xs JYS Il

Avec les notations:



I(v) = /vda.

It

le probléme (2.11) revient & trouver la fonction x! € Vx,, telle que:

(2.14) a(x*,v) = l(v).

On remarque que a(-,-) est une application bilinéaire continue et que !/ est une forme

linéaire continue. L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique:
la(u, v)| < lullvig llollvig-

D’autre part, a(u,u) > ||u||%,AS
On obtient grace au théoréme de Lax-Migram l'existence et 'unicité de la solution
pour le probleme (2.14), ce qui implique I'existence et I'unicité de la solution pour le
systéme (2.11).

;!

Soit D le domaine de la Figure 3.5, défini comme ’intersection entre le domaine Xg et
le plan d’équation y3 = 0. Soient: Do = YpyND, D'=T1'NnD,D, = LoND, Dy = L%HD.

y2
D1 D2

"
iy DI

Figure 3.5

Domaine D, section de Xg par le plan d’équation y3 = 0
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On a le résultat suivant:

Théoréme 2.2.2 La fonction X!, solution du probléme (2.11) dans Xs ne dépend pas
de y3 et vérifie le systéme suivant:

( ale ale
— — = dans D
o7 513 0 dans
1
QK—:O sur (LoULy)ND
(2.14) 4 on 2
1
9 _ 1 sur I'ND
on
L x' =0 sur YoN D.

De plus, la solution du probléme (2.11) x' = y;.

On peut dans la suite découplé le systeme (2.10). Le probléme qui nous intéresse, celui
posé dans I’ensemble Xg, est donné par:

P 62 X‘Z 6_2 62 X2

— - =0 d X
FYalu 3!/3 s as
2
(2.15) < aai —0 sur T U (Yo N Xs) U (Y3 N Xe)
n
L x> =0 sur (LODXS)U(L_QL NXs).

On a le résultat suivant:

Théoréme 2.2.3 La fonction x? solution du probléme (2.15) dans Xs ne dépend pas

de y3. Elle vérifie le systéme suivant:

. 02X2 ) 02X2
——— =Tt =0 d D
0’l/f ) 57 ans
2
(2.16) \ 9x =0 sur Do U D!
on
| x? =0 sur Dy U Dsy.

De plus, la solution du probléme (2.15) est x* = 0.
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§3. Calcul de coeflicients homogénéisés et résolution du probléme dans deux

cas limites

Dans ce paragraphe on calcule les coefficients homogénéisés dans deux cas limites. Le
premier cas est celui qui correspond & une valeur de 5 fixé 4 0.3 et n — 0, c'est-a-
dire comme dans le théoreéme 2.1. Le deuxiéme cas correspond a 6 — 0, n étant fixé.
Enfin, on donne les isovaleurs pour la charge hydraulique dans la section horizontale

du systeme drainant. Les conditions au bord sont celles prises dans S. El Otmani [4].

§3.1 Solution du probléme dans la structure drainante ( cas ¢ fixé, n — 0.
Théoréme 3.1.1 Sous les hypothéses du théoréme 2.1 et si les matériauzr sont

isotropes, les coefficients g sont donnés par:
a1 =0, qz=qn =0, gn=KYs|

ot |Ys| représente le volume occupé par le matérian de remplissage dans la cellule de
base Y.

Démonstration: Grice a (2.2), la formule générale pour le calcul des coefficients est:

Qap = / (Kap —

Ys

i8

En donnant des valeurs particulieres a a et § et compte-tenu du fait que x! =y et
x? = 0, on obtient:

a 1
= / (K11 — Ky 2 _ g, X —Kglax )dy / (K — K)dy =0,
Oy1 dya Oy3
dx! ox* ox'
Q12 = | (K12 — Kig-— — Kga7— — Kap=—)dy = —Kzz ——dy = 0,
Oy1 QYo dys3
Ys
Ox? Ox2 Ox? /
= Koy — Ki1=— — K — K31 — = —K | =—dy = 0,
21 /( 21 11 B 21— By 31 By dy e Y
Ys
0 Ox? 0
Q22 = / (Ko — 1\12—X— O S 1{32—X—)dy - / (K — I
dyx Y2
Ys YS



Le probleme (2.1) devient alors:

82
—? = g, + g° dansw
(3.1) 2922
Hny =0 sur Jw.

Le probleme (3.1) représente une équation différentielle ordinaire de deuxieéme ordre en
29, ol z; est un parametre. On a deux conditions en z; au bord du domaine, ce qui
montre que le probleme est bien posé. On a une solution analytique du probléme dés

que les fonctions g} et g* sont données.

§3.2 Solution du probléme dans la structure drainante (cas 7 fixé, § — 0.)
On rappelle le résultat de S. El Otmani [4] qui correspond au passage a la limite § — 0
dans le probleme homogénéisé.

Théoréme 3.2.1 Sous les hypothéses du théoréme 1.1, on a:
Hg — H; dans Hj(w) faible, si 6 — 0.

La fonction H} est l'unique solution du systéme bidimensionnel:

0 ®7) 8H:’ * *
(3.2) 5, ( B D2y ) gy +9- dans w
. « <
HY =0 sur Ow.
Posons
I/CT]
Gr ~G1 G 3B
(3.3) Qaﬁ] =K ’ — K3 II,'G'I'
Y33
Alors les coefficients q::é sont donnés par:
. G G ax*((l
*7 7 7]
(3.4) Qop = /(Qag] — Qg —5, )y,
Yy
Yy
ou les fonctions X;(o‘) sont solutions du systéme bidimensionnel suivant:
9 (00 = ya)y _ 0 d
(3.5) _ay-, (Qg., G ) =0 dans Y
*(cx)

Xy €St Y1, Y2 -périodique de moyenne nulle,
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e = (-5 ) x (-53)

Sous les hypothéses du théoréme antérieur et pour deux matériaux isotropes, on se

propose de résoudre le probleme (3.5). Compte-tenu de (3.3) on a QG" = (SB", donc:

G G
11 - I{Gl17 = ”7[\’ szﬂ = I{2277 = TII{

Le probléeme & résoudre devient:

""X*(u)
—nK——=0sur Y
dypdygs
e

' Xy est y1, ya-périodique cle moyenne nulle

Compte-tenu des résultats de §2, on obtient que X.,*,(l) =0 et Xf,(g) = 0 sont solutions
du probleme précédent.
Théoréme 3.2.2 Sous les hypotheses du théoréme 3.2.1 et si les deux matériaur sont

isotropes, les coefficients homogénéisés sont donnés pour chaque o, 3 par:
*1 _ G
q()‘.ﬂ —_— [\ 5(1B.

Démonstration: En utilisant les formules (3.4), on a:

*(1)
*7 (': X1 G: G 0X7 G, OXU ’
(1117:/(Q 7 ,] d‘/_/ ' — 11] 0?;1 QZl’ Oy )y =
y

=/ Sndy = KC|Y| = nK.

x(1) . (1) N, *(1)
* Gn Gy OX Gy C‘an Gn OX'U o
Qin = — dy = — dy = 0.
112 /( 12 Q'y'Z 9y )dy /( 12 12 A — Q7 Oy )dy
y
OX*(') o G G OX*(2 G OX*(2
a5 — Gn Gy iy = / Gy _ oy Ui n du = 0.
121 /( 21 le ., )dy (Qy) 9y, — Q3 )dy =
y y
*(1) . *(2
*1 G Gr, 0 Gr G OX G
(]227 = /( 2‘21] - Q'y')l gl )dy = /( 2'2I - 2), Dy /erﬂ = K°.
. 'Y
Yy y
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Compte-tenu des résultats du théoreme 3.2.2, le probleme (3.2) a résoudre devient:

o (OH*
—I{G n — * *
(3.6) P ( 97, ) gy +9= dans w
H,*, = 0 sur Ow.

On a résolu numériquement ce probléme et on a obtenu les valeurs de la charge hy-

draulique dans le plan médian de la structure drainante.
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§4. Probléme limite dans le cas § fixé, n — 1

Dans ce paragraphe on travaille dans le cadre du théoreme 1.1, c’est-a-dire apres avoir
fait ’homogénéisation et on se propose d’étudier la transformation des expressions
(1.2) - (1.4) lorsque & reste fixé et 1 tend vers 1, ou 7 représente le rapport entre la
perméabilité hydraulique K¢ du matériau hote et celle K° du matériau de remplissage.
Cela correspond au cas physique K€ trés proche de K. On pose 7 = 1 — (, on étudie
le comportement quand ¢ tend vers 0 et on établit un théoreme de convergence pour
la charge hydraulique et les coefficients homogénéisés, le théoreme 4.1.1. En utilisant
les résultats de ce théoréme on calcule ensuite les coefficients homogénéisés et la valeur

de la charge hydraulique dans la structure drainante.
§4.1 Théoréme de convergence pour le cas 7 — 1
Les résultats de ce paragraphe se trouvent dans le théoreme suivant:

Théoréme 4.1.1 Sous les hypothéses du théoréme (1.1) on a:

HS — H* faiblement dans H} (w) sin — 1.

La fonction H* est l'unique solution du systéme bidimensionnel suivant:

9 ( . BH*) T +9t dans w
—a_ Ve 5 = g - 5
(4.1) Dza \" P Dzp +
H* = 0 sur Jw.

Les coefficients ¢ sont donnés par:

— — axa
* s S .0
Y
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ot les fonctions x§ € V(YY) sont solutions du systéme tridimensionnel suivant:

( 9 S 3(X8‘ — Ya)
_ayz (I\]za—y]> = 0 d(ms YS
9 (=50(X5 — Ya)
—— (gSZ2A0 dol) d Y,
011-( 7% Oy, ) ans £
_ o O(XE — Yo
(4.3) { K}gr'(xqu—)ni =0 sur I’i(Y)
Yi
d o 0 N
RS (X%y Yo) i lvs = K3 (X% ”)Th|n; sur I
7 j
([xsl] = 0 sur 1
L X§ est y1, Y2 — périodique de moyenne nulle.

Les coefficients K sont liés au coefficients Ky; par la relation (1.5).
Démonstration: On démontre ce théoréme en plusieures étapes, qu’on va indiquer.
Etape 1 Estimations a priori sur x¢

Dans cette étape on va obtenir des estimations priori sur la fonction x*. Pour cela,
on travaille sous les hypotheses du théoréme 1.1 et on considere le systéme (1.4) du

premier chapitre, dans lequel on renonce a écrire les parametres § et 7:

(0 (- OW©
————(I\’ji ) = dans Y
ys Oy,
| - oW«
Kji—mn;, =0 sur Fi(Y)
dy;
L W — y est yy, yo-périodique de moyenne nulle.
En faisant le changement y, — W< = x, le systeme s’écrit:
/ 0 _ 0 Yoy — Cr
- Qgiw‘ X)>=0 dans ¥
Ay dy;
(4.4) ¢ AN — v
Kji—(‘/f—X)ni =0 sur I+ (Y)
dy;
L x“est 4y, yo-périodique de moyenne nulle.
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En multipliant la premiére équation de ce systéme par x® et en appliquant la formule
de Green on obtient:

= O(ya — x*) Ox~ = O0(Ya — X°)

K dy — | K;;—22 % 2y%n.dy = 0.
/ ! 6yj Oy Y / ! ; X midy

Y oY

La périodicité de x* et les conditions sur I'*(Y) impliquent:

N axa 8Xa /_ axa

K., —— dy = K,;— dy.
/ T oy, Y
Y Y

On connait la relation I_(S = 17['_\’;9]-. Dans la suite on pose 7 = 1 — ( et on remarque

que ¢ est un petit parametre si 77 est proche de 1. Avec cette notation on a:

kS =(1-QK;,

27

ce qui, remplacé dans I’égalité ci-dessus nous conduit a:

_ 6Xa axa . _ 0Xu Oxu o _ aXa _ axa
RS2 A _ s :/ S — /KS dy.
/ 7 Bys oy dy+ (1 C)/ K3 By: on; dy K, By dy+(1-¢) ai g~

Ys Yo Ys Yo

Compte-tenu de 'inégalité 1 — ¢ <1 on a:

(1—4)2

j=1

ax(x 2

Oy,

Ox“
a:’/j

3
< CZ
) j=1

L2(Y L2(Y) .

Dans la suite, la lettre ¢ désigne différentes constantes indépendantes de . Puisque
1-¢ >0, ona:

Ix“ c
X <
=1 0:‘/1' L2(Y) 1-¢
ce qui implique les estimations a priori suivantes:
0, [§4 2 .
/x -<_ C
dy; L2(Ys) 1-¢
$
Ox“ 2 c
_ < T/
(| 9y L2(Ye) (1-0)
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Etape 2 Développement formel de x©

Dans la suite on va donner le développement asymptotique de la fonction x*. Pour
cela, on utilise les méthodes théoriques de perturbations exposées dans J.-L. Lions [9].
On rappelle 'espace V(Y) défini par:

V(Y)={ve H(Y), v est y1,y, périodique et de moyenne nulle },

qui est un espace de Hilbert pour la norme H!.

En multipliant la premiere équation de (4.4) par pe V(Y), on obtient:

(4.5) as(x®, @) + (1 = Qac(x" ¢) = Ls(p) + (1 = () Lc(v),

ou

"o Ox® Oy Ox* Oy
“ o) = [ K322 a(x%, K322 “ Ty
aS(X )90) / Y a!/_/ ayi(!/’ (IG(X 90) / ji ay] 0./1

YS YG

dy¢ 0
LS(QD) = /I aza dJa LG((P) = /I gzaf d1
Ys YG '

On va procéder dans la suite a un développement asymptotique formel de x® que 1'on
justifiera dans I’étape 4.

Compte-tenu des estimations a priori précédentes, on cherche xy sous la forme :
Y k
X* = X6+ OF A+ Oxs o HCEXE

On remplace x* par son développement asymptotique dans (4.5) et on a:

as(x5,p) + Cas(xf, o) + Cas(x5,¢) + - + Cas(xi, @) + -

+ac(x§, ) + Cac(xi @) + - + Facxi, @) + - = Cac(x§, ) — (Cac(xT, ¥) -
— o = (Mlac(x@ @) — = Ls(p) + Lal(p) — (La(p).

L’identification formelle des coefficients des puissances de ¢ nous conduits a:
as(xg, @) + ac(x5,¢) = Ls(p) + Le(p), VYo e V(Y)
xo € V(Y).
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as(xy ) + ac(xy v) — ac(xG.¢) = —Le(p), Yo e V(Y)
xT e V(Y).
Vi > 2:
as(x7, @) + ac(X& v) = ac(xio1,9), VYo eV(Y)
x; € V(Y).

Gréace au théoréme de Lax-Milgram, les systémes ci-dessus définissent xg, X7’ -« Xks---
de maniere unique.

Etape 3 Formulation forte du probleme qui caractérise x§

Pour chaque ¢ € V(Y') on a la formulation variationnelle du probléme qui caractérise

— o Ox& Oy Ox§ Oy / dy / g Op
SYAO s 0 S
L — e d
/ KJl a'!/j ayi dJ l /I(J'L al/J ayl dJ . Kaz a d aza Y,

Ys Yo Ys Yc

En prenant succesivement ¢ € D(Ys) et ¢ € D(Ye) comme fonctions test et en appli-
quant la formule de Green, on obtient:

9 IXG — Ya)
4.¢ ¢S A0 Jal ) ans Y,
(4.6) “an (I T oy ) 0 dans Yg
0 (X — Ya)
4.7 — K528 72l ) — 0 dans Y.
(4.7) ayi( ji m ) 0 dans Yg

En prenant dans la formulation variationnelle une fonction test ¢ € V(Y) telle que

w =0 dans Yg et ¢ = O sur I, on a:

(4.8) KJLIQMM = 0 sur [E(Y).
dy;

‘mulation variationnelle du probleme s’éerit encore:
La formulation variat lle d 11 *éerit.

a X 'l/a) ) gl & a(X(l 'l/a)
I/S () / 7S 0 ‘ ;
/ ayl ay] )p l(/ + I\J,‘—ayj n (pdS—
Y

114



/ KS.; a(XO R a))(Pdfl/ + / I{S .a_(_ulnl(pds = 0, ch € V(Y)
3yz J al] ay]
oYg

Gréce aux relations (4.6)-(4.7), on déduit:

/ I/J.S;a(XO "Ja dS — / KS a(XO )nz(pds,
Ay, dy;
3Ys aYG

donc en utilisant (4.8):

I,q a(XO Ua) ) | o I;/S B(Xg - ya)

ni |lyve = K5 n; ly. sur L.
VI aJJ S It ay] ? I G

Enfin, on obtient le systéme (4.3).
Etape 4 Justification du développement asymptotique. Estimation d’erreur
Les calculs qu’on a fait précédemment sont des calculs formels. Dans la suite on va les

justifier, en établissant des estimations d’erreur. Plus précisément, on va montrer:

—

I x® — (x§ + xS + ¢S + o + X)) Ny € e, pour ¢ < <.

N

La démonstration utilise les méthodes de [9]. On pose:
pE = X5+ O+ Cxg o+ CE
Grace a la relation (4.5) et a la linéairité de agq), Ls(g), on déduit:
as(pl,9) + (1= Qac(p¢,v) = as(xG,®) + Cas(xT @) + - +
k 8 A
+C*as(xf o) + CFlas(xn ) + (1= Qac(xG,9) + - + (1= O¢Fac(x, )+

+(1 - O¢ rac(xty 1 90) = Ls(p) + La(p) — (Lalw) — FM2ag(xiyn, »)-

Compte-tenu de la relation (4.5) et en faisant la différence avec I'égalité ci-dessus on
obtient, pour chaque pe V(Y):

w x [ k+2 e
as(x* = pg. ) + (1= Qac(x® — n¢,v) = *ac(xitin 9)-
Pour ¢ = x* — p¢ dans la relation précédente on a:

1=l x* = p¢ vy < las + (1= Qacl(x* — p¢ x* — p¢) <
(v)
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< e[ x* = ¢ livery,s

ol ¢ est une constante indépendante de ¢. Cela implique:

k+2

1-¢

| x* — o llviry< c

On déduit:
Il x™ = (x§ +<XT+Cx5++ ) i< x* =0 ey + S xB i ) <

: . . 1
<. C 4 e cM < o b pour ¢ < =,

S e1T¢

d’oti la justification du développement asymptotique.

[N}

Etape 5 Convergence et développement asymptotique de coefficients homogénéisés.

On remarque que le passage a la limite selon ( — 0 dans l'estimation d’erreur de

I’étape précédente nous conduit a:
X* — x& dans H'(Y) fort.

En utilisant cela, ainsi que les estimations a priori sur les dérivées partielles de x<, on
en déduit:
Ox*  oxq
Oy; 0Oy,

dans L(Y) faible.

En reprenant ’expression (1.3), compte-tenu de (1.5) et avec la notation yo—W¢e = x«,
on obtient:

- _ . Ox© _ — o Ox®
. /b - ’S " —_ S - S_ .
Gap = /(Aaﬁ Koy )y + (1 C)/(Kaﬁ K, )dy
Ys Yo

Le passage a la limite selon ¢ dans 'expression ci-dessus donne:

* - -5 OX§
o — Qup = /(I\fﬂ - I{ZS[,T‘U())dy
Y

116



Pour obtenir le développement asymptotique de coefficients on utilise le développement

asymptotique qu’on a pour x® dans ’expression de g,p et on trouve:

_ oxy
Gap = /(I{sﬁ - I{t% aXO d + C[/ {fﬁ 3>'l<0 /I z% By; . dy — /Kaﬁdy] + .t
Y

_« OY%
+¢* [/Ks X1 g —/Kfﬁa"kd ] +g’°+1/1<fg Xk gy ...
0 dy;
Y

Yo
Etape 6 Estimation a priori et résultat de convergence sur Hf]

En multipliant le systeme (1.2) par H? , on trouve :

7

(4.9)

I 16
Qap 8z o —Ldz = /(gJr + 9Z)H,dz.

w w

On va montrer dans la suite que || H Il H}(w) est borné indépendamment de ¢. Cela
sera une conséquence du fait que les cocfﬁuents Jap sont uniformément coercifs par

rapport a (, c’est-a-dire qu'il existe une constante ¢ indépendante de ( telle que:
(4.10) GupaTs > c|x|?

Pour établir (4.10) nous utiliserons des arguments classiques de la théorie de
I’homogénéisation (voir Bensoussan, Lions, Papanicolaou [1]) pour montrer que les

coefficients g, 5 sont coercifs. Cela veut dire qu’il existe une constante réelle ¢ telle que:
i
UopWalg > CWLWy, Yw € IR°.

On montre ensuite la coercivité uniforme de q,g. Posons My = qug — qz;ﬁ. La

fonction Mg dépend du parametre (. Le fait qu'on a qug — ¢4 implique M,g — 0.
On peut écrire

* 1 * ]‘ *
Qo = Uup + ]\[ﬂﬂ = E(quﬁ + §(I(JB + MClﬁ’
donc
1, 1, 1 2 2
(aBLals = Eqaﬁ:nan:g + §q(¥[3:1:c,:1;,3 + Mugtazs 2 5 clal ( cla|® +Mupzazs),
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I'inégalité étant justifiée par la coercivité de ¢ -

Puisque M,p tend vers zéro, on peut choisir ¢ suffisamment petit pour que le terme
%c | z |2 + Mopzrazs reste positif.

En conséquence on a

c 2
QoBTaZp 2 B I-'L'l )

ou c est une constante indépendante de (.

Ceci nous assure la coercivité uniforme de g, et d’apres la relation (4.9) cela implique:

L’inégalité de Poincaré appliquée ci-dessus donne:
8
H H1] H[{é(w) S C.
Cela implique, & une sous-suite pres:
H,‘j — H* dans H}(w) faible quand ¢ — 0.

On multiplie le systéme (1.2) par g e D(w), pour obtenir:

" OH? dy
1P g = [ (g + g)dz
/ o G G / (0% + %) dz

w w

En faisant tendre ¢ vers 0 dans I'égalité ci-dessus, on trouve:

. OH* Oy . .
/qaa—ag 5, 2 = /(.(1+ + 92) pdz,

w w

d’ou le systeme limite vérifié par H*:

_ 9 (q OH*) = g7 + - dansw
0z, lap 0zg =9+ T I-

H* =0 sur Jw.
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§4.2 Calcul de coefficients homogénéisés et résolution du probléme 4.1

Dans la suite on va donner la solution numérique du probléme (4.1). On commence
par résoudre le probleme (4.3). Dans le cas isotropes, les résultats de §2 sur la trans-
formation des conditions de périodicité en conditions aux limites impliquent pour W

et W¢ le sprobléemes suivants:

( oWt dy oW dy
K59 RS9 dy =0, Vo € V(X
/ i Gy o Yt / i "By Our v € V(X)
Xs XG
(4.10) \wWE =0 sur Yo
/1 1 . Y

([~ OWZ Oy OWE 0y
J I natis l /1’5 -0 ly =0, Vo € V(X
/ (ar 0{ﬁﬂ/+ o oy W @ (X)
XS XG
(4.11) \Wg =0 sur Lo
, 1
Wy = 3 sur L.

Les solutions des probleémes ci-dessus sont: W3 = y;, W& = ya.
Théoréme 4.2.1 Sous les hypothéses du théoréme 4.1.1. et si les matériauxr sont

1sotropes, les coefficients homogénéisés sont donnés par:

* * S * *
Gy = Qo = K7, qiy = q3; = 0.

Démonstration: En utilisant les valeurs trouvées pour W} et W2 et les relations
0 0

entre W§ et x{ dans Pexpression (4.2), on a:

OW ¥
i = [ RS G dy = K /0‘“1 _ KS|Y|= K5, car |V|=1,

vy J Oy
Y Y
oW 1 OW2
qi‘z=/1’fz a” dy =0, q3 = /Kq O,UO dy = 0.
Y Y I

OW; oOW3
@y = / K3, OU’“ dy = K5 / 84/0 dy = K5|Y |=
y 'L y
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Compte-tenu des résultats du théoreme 4.2.1, le probléme (4.1) s’écrit:

S aQH* * *
(4.12) B POl i dans w
H* =0 sur Jw.

On donne la solution numeérique de ce probleme,; on obtient la valeur de la charge
hydraulque dans le plan médian de la structure drainante.
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§5. Application des conditions de symétrie aux problémes auxiliaires ( cas
6 fixé, n fixé)

On donne ici les solutions du systéme (1.4) de §1, qui correspond au probléme ho-
mogénéisé et au cas § fixé, n fixé. On commence avec la résolution du probléme en
w2

Si on renonce & écrire les parametres § et 7, le systéme (1.4) pour la fonction auxiliaire
W? sécrit:

(0 . OW?
- K'i—) = dans Y
By, ( S 0 ans
(5.1) . (Y
ﬁ 5y n; = sur I'*(Y)
( W2 — 5 est y1,y2 périodique de moyenne nulle

Avec la notation y; — W? = x?2, le probléme 2 résoudre devient:

" o _ 2 _
- (Kj- M) =0 dans Y
Oyi Oy,
2 _
(5.2) \ &1 O(x* —y2) g = 0 sur T*(Y)
dy;
L x? est y1, 2 périodique de moyenne nulle

On peut montrer de méme maniere qu’au §2 que les résultats du tableau 2.1 sur la
transformation des conditions de périodicité en conditions aux limites restent toujours
vrais.

Dans le cas Kj; = 0sii # j on obtient donc:

’ 3
9 = X ~y2)
- — Ky ———=""-}1 =0 X
; o ( a; ) dans
3 2
ZI_{“ Kxa——yﬁnZ =0 sur I‘i(X)
(5.3) ﬁ et Yi
x> =0 sur LOUL%
x>
\ 51/—1 =0 sur Y()UY%,
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ou X est le domaine de la figure 3.3 du §1. On peut vérifier facilement que x? = 0 est
solution du probléme (5.3). On déduit le résultat suivant:

Proposition 5.1.1 dans le cas isotrope, la solution du probléme (5.1) est W?2 = .

On considere dans la suite le probléme en W:

(0 - OW!
—— (K _> = Y
o ( 4 By, 0 dans
_ Ow!
(5 5) \ ji N = 0 sSur Fi(Y)
dy;
( W — 4, est ¥y, 12 périodique de moyenne nulle

Avec la notation y; — W' = x!, le probleme & résoudre devient:

(0 (5 O —w)
_3yi (ng T) =0 dans Y
Byl —
(5.6) S I{j' Mni =0 sur Pi(y)
0y;
. Xl est y1,y2 périodique de moyenne nulle

En utilisant les résultats de §2.1 sur la transformation des conditions de périodicité en

conditions aux limites et le fait qu’on a I_{ji = 0 si j # 4, on obtient le probleme a
résoudre:
(0 (5 X —w)
=3 o (R T 2) = 0 dans X
= Oy 9y
3
= 0x' — )
K;,—2t—2"2p =0 sur I'H(X
(5.7) < ; Qy; %
x' =0 sur YoU'Y)
ox!
K@ZO surLOUL%
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§6. Calculs numériques dans le cas § fixé, n fixé

Dans ce chapitre on donne la solution numérique du probléme (5.7) et ensuite on calcule
d’apres la formule (1.3) les coefficients homogénéisés.

§6.1 Résolution numérique pour le probléme auxiliaire

On se propose de résoudre numériquement le probleme (5.7). Pour cela, on suit les
étapes de résolution présentées en Annexe B et on commence par donner la formulation

variationnelle du probléme. On multiplie la premiére équation du systéme par ¢ €
Vo(X), ol:

VOX) = {ve HY(X) tel que v=0sur YUY}

En faisant une intégration par parties et en utilisant les conditions sur le bord de X
vérifiées par x! et ¢, on obtient:

2
o —m) Bv 0
= Y .
?:1:/1 Ty =0 YeeV (X)

Si on revient a la notation y, — W' = x!, on obtient:

2
_ OW?! By
Kii—— =0 Vo(x
Z;/ By oY Ve e Vi)

ﬁ w! =0 sur Yp

1
vl — =
\H 5

sur Y%

ou la premiere équation s’écrit encore:

Soit Pr l'espace de polyndmes de degré 1 par rapport a l'ensemble des variables et
I'espace X;,(X) défini par:

Xn(X) = {on, on € Ck(X);'Uh |t € Pr,VT eTp}.
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On considere les espaces fonctionnels suivants:

1
Vi(X) = {on,on € Xn(X), tel que pp = Osur Yy et o, = 5 sur Y3},

VP(X) est I'espace V;,(X) avec conditions aux limites homogenes.

Une formulation variationnelle pour la solution approchée W} de ce probléme
est donc la suivante:

Trouver, dans I’espace V,(X) la fonction W} solution de:

(6.1) a(W,%, en) = on), Vun € Vi?(X)

oW} O s OW} By

a(W}h, on) = /KS h 22 dy + / K? ——dy
® 9y, Oy, “ Qy, Oy
Xs vi o Xc Y Y

l((,D;L) = 0.

Compte-tenu des égalités K7, = K5, = K, K33 = 6 2K (voir relation 1.5), on a
résolu numériquement le probléme tridimensionnel (6.1). Pour le maillage du domaine
X on peut choisir des prismes, des pentaédres ou des hexaedres et pour l'interpolation
des élements simples, du type Lagrange ou Hermite. On va faire le choix compte-tenu
du fait qu’on a besoin de calculer les dérivées partielles des fonctions x, parce que ces
dérivées interviennent plus loin dans le calcul des coefficients homogénéisés. Le Mod-
ulef ne dispose pas d’un élément fini 3d qui puisse calculer directement ces dérivées.
On doit donc choisir un élément du type Lagrange, qui calcule les valeurs de la fonction
uniquement. Dans le but d’approximer facilement les valeurs des dérivées partielles a
partir des valeurs de la fonction, on adopte une triangulation en parallélépipedes rect-
angles qui ont les faces paralléles aux axes des coordonnées. On travaille donc avec des
éléments finis du type Q1-Lagrange, ot les noeuds sont les sommets du parallélépipede.
Apres la construction des matrices élémentaires et la prise en compte des conditions
aux limites, on résout le systeme linéaire. On a choisi la méthode du gradient conjugué
avec préconditionnement, méthode qui converge assez rapidement dans ce cas mais pour
laquelle la vitesse de convergence diminue sensiblement lorsque le nombre d’inconnues
augmente. |

Le calcul numérique a été fait sur un maillage qui a 7644 noeuds. On a fixé 6 et

on a fait le calcul pour différentes valeurs de 7 comprises entre 0.9 et 0.002. On a
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constaté numériquement que la solution de ce probléme est constante dans certains
plans verticaux. Cela nous a permis de nous ramener a un probléme bidimensionnel,
dans une section verticale du domaine X par le plan Oy;y3. La solution de ce probléeme
bidimensionnel nous permettra de calculer au §5.3 le coefficient homogénéisé q;;. Soit
Z le domaine bidimensionnel défini par

2= [o.3]x[-5:3)

domaine qui se trouve dans le plan Oy y3 et qui est représenté dans la figure 6 ci-
dessous. L’ensemble Zg représente la partie occupée par le matériau de remplissage et
Zg la partie occupée par le matériau hote.

- y2
-
-
-
-
-
-’-
-

y1

Figure 3.6

Domaine bidimensionnel Z, dans lequel on calcule la fonction auxiliaire Wi

En utilisant la formulation variationnelle pour la solution approchée W}, les conditions
aux limites du probleme en W1, les relations 1.5 de §1 et la relation K¢ = nK*° on

obtient & partir de (6.1) le probleme & résoudre:

( oWl 0gy,
/I{S h a(pl dyl(ng + /6—21{58 h 6(‘0'7' dyldyS +
oy1 Oy Oys 0Oy3

S

oW} 8y, oW} 0
+ / nkKS—h aylh . l(lyl(lug + / né 2 KS aJ: az:dyldyg =0

G Zc

Wl =0siy; =0

(6.2) :

1

—
<
—
|
| -
wm
—
<2
—
i



On a résolu ce probleme dans un domaine (bidimensionnel) maillé en triangles. Le
nombre de noeuds est égal & 325. L’élément fini choisi pour l'interpolation est le
triangle du type Hermite, ol les noeuds coincident avec les sommets du triangle. On
a choisi cet élément fini parce qu’il nous permet de calculer les valeurs des dérivées
partielles dans les noeuds. Ce calcul a été fait pour une valeur de § fixé. Le paraméetre
7 a pris successivement les valeurs: 0.9; 0.8; 0.5; 0.1; 0.01; 0.005; 0.002; 0.001. La
méthode utilisée pour la résolution du systéme linéaire a été celle du gradient conjugué
avec préconditionnement. On obtient comme résultats la valeur de la fonction et de
ses dérivées dans chaque noeud du maillage. Les valeurs de la dérivée par rapport a 11

vont étre récupérées et utilisées au §5.3 pour le calcul du coefficient homogénéisé ¢ .
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Isovaleurs de W,%, solution approchée du probleme (6.2), dans le cas 6 = 0,3. Le

parametre n prend plusieurs valeurs comprises entre 0,9 et 0,001, qu’on indique chaque

fois.

n=0,9 n=20,5 n=0,1
1 m [
: NEE i
| 1
| \
1 !
| :

i

H [ ] [ 1]

| 1]

n = 0,01 n = 0,002 7 = 0,001



§6.2 Calcul des coefficients homogénéisés

Dans la suite on va calculer les coefficients homogénéisés, selon la formule (1.3) du
Theoréme 1.1:

oW oW
on ) )
Qop —/(K7Z 3. +6 KSZ Bus )dy.

Pour simplifier ’écriture on renonce & écrire les parametres 7 et § dans la suite.
Nous pouvons obtenir facilement les valeurs de q12,¢21 et g22. En effet, compte-tenu
du fait que Wy = 95 et des informations obtenues au §5.2 sur W', on obtient :

oWl oWl owl
q12 = /K.,g————dy = /Kzg dy = 0, car est impaire en vy,
Oy Oy2 Oy2
Y Y

ow? ow? ow?
g21 = /I{71—d1 = /Ku dy = 0, car est impaire en y,
0y Oy Oy
Y

ow? ow? 62 2
S 50~ G
— - k5L 4+ kC(1- —)
1 /Kﬂm /228 d+/K”azd1 16 (-5
Y Ys Yo
Compte-tenu de la relation nK S = K€ on obtient:
(52 52
5.10 = K52 1'5(1 - —>.
(5.10) q22 16 + i 16
On fixe K° et on étudie le coxnpm tement de qo2:
-sin— 0, alors ggy = KS— =K ’|Ys| et on retrouve le résultat du théoreme 3.1.1;

16
-sip — 1, alors ga2 — K¥ et on retrouve le résultat du théoréme 4.2.1;

-si § — 0, alors qo2 = K€ et on retrouve le résultat du théoreme 3.2.2.
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Tableau 6.1

n qa22
1 3,5 x 1074
0,9 3,5021875 x 1074
0,8 3, 5049218 x 104
0,7 3, 5084375 x 1074
0,6 3,513125 x 1074
0,5 3, 5196875 x 1074
0,4 3,5295312 x 10~
0,3 3, 5459375 x 1074
0,2 3,57875 x 10~4
0,1 3,6771875 x 104
0,01 5,4490625 x 104
0,005 | 7,4168125 x 10~*
0,002 13,324062 x 10~
0,001 | 23,167812 x 10~
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Pour le coefficient homogénéisé q;;, on n’a pas d’expression analytique explicite. Il est

donné par:
ow'l
1 = /Ku 5 dy
Y
Y

et on le calcule de maniere approximative par des méthodes d’intégration numérique.
Compte-tenu des transformations antérieures et des informations qu’on a sur les coef-

ficients de perméabilité hydraulique, on déduit:

1
2
ow'l
Q11=4/K11 dy—4/ /KH
X 0

ol Z = [0,1] X [—1,1].
3 22

On reprend maintenant les valeurs de la dérivée par rapport a y;, qu'on a calculées au

ow'!
dyldyg)dyz = 2/K11 dy1dys,
A Oy1

§6.1 grace au choix de I’élément fini du type Hermite. On fait une intégration numérique
sur chaque élément de la triangulation de ’ensemble Z. La formule d’approximation
qu’on utilise est une formule d’ordre 1, donnée par:

171
(6.3) / W s ~
Yy

ou A; sont les sommets du triangle T'.

A T’aide d'un programme Fortran on calcule les deux valeurs approchées des intégrales

owW'! ow'!
/ dy1dys et / dy1dys,
anmn oy
Zg

Zsg

ol Zg représente la partie occupée par le matériau de remplissage et Zg la partie
occupée par le matériau héte. Compte-tenu des valeurs du coefficient de perméabilité
hydraulique K;; dans le matériau de remplissage et dans le matériau hote, on calcule
le coethcient homogénéisé ¢, selon la formule:

K¢ [ owl
(6.4) q1 = 2— £
1 S M

dy dys + oKC
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ol K€ = 3.5 x 1074,
Les résultats obtenus pour différentes valeurs du parametre 7 se trouvent dans le tableau
6.2.

Tableau 6.2.

n q11

1 3,5x 1074

0,9 3,5045005 x 104

0,8 3,5073842 x 10~*

0,5 3,5208282 x 10—

0,1 3, 5856636 x 104

0,01 4,286422 x 10~

0,005 4,8226643 x 104

On peut constater que les valeurs des coefficients homogénéisés qi; et gog sont tres
proches de la valeur 3,5 x 10™* si 7 varie entre 1 et 0,1. Cela s’explique par la faible
proportion du matériau de remplissage dans la structure drainante. Effectivement,
le rapport volumique entre le matériau de remplissage et le matériau héte dans la,
structure drainante est de 0,056.
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§7. Calcul de la charge dans le systéme hydraulique

Dans ce paragraphe on calcule la charge dans le systéme hydraulique. On commence
par donner la solution du probléme en I’absence de la structure drainante, dans le massif
tout entier qui est un matériau isotrope. On traite ensuite le probleme en présence de
la structure drainante. Les cas présentés correspondent a différentes valeurs de 7. Le
cas dans lequel la structure drainante peut étre assimilée & un matériau isotrope est
également traité.

i) En 'absence de la structure drainante, le probleme 4 résoudre est:

—div(K°VH) = 0 dans A
(7.1) H = 0,01z, sur o

OH

— =0 sur Yo

on

ou A représente le systéeme hydraulique, ¥; représente les trois faces sur lesquelles on
a une charge imposée et X5 représente les trois faces sur lesquelles on a des conditions
de flux nul. Avec la notation F' = 0,01z9 — H et compte-tenu du fait que la matrice
de la perméabilité hydraulique s’écrit:

K¢ 0 0
0 K¢ 0
0 0 K€
le probléme (7.1) devient:
( 0?F
_KG —
Ox;0T; 0 dans A
(7.2) { F =0 sur
oOF
v =0 SUr o

On peut vérifier facilement que la solution du probleme (7.2) est égale & zéro, ce qui
implique que la fonction H = 0,01z; est la solution du probleme (7.1).

’1 2
nT\ TrOTNATAIINA NN - h) ™ NAM hatalal flf\ lf\ ‘7"\]!\“1‘ f']f\C‘ n]nmr\h"o
Ll LvaniwL YU fuw LA L CHOULIWL U0 UL 1 VAU WL UL Lidaniviivg

[

de la matrice de perméabilité hydraulique, ce qui s'explique par I’absence des forces
volumiques et surfaciques et par le fait que le flux est nul. L’isotropie du matériau joue

aussi un role essentiel.
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Figure 3.7

Modele physique du systéme hydraulique: structure drainante entourée par le matériau hote
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(ii) Dans le cas de la structure drainante entourée par le massif, le probléme a résoudre
est le suivant:

—div(KAVH) = 0 dans A

(7.3) H = 0,01z, sur i
H

6— =0 Sur Yo
on

On a K* = K€ dans le matériau hte et KA = K5 dans le matériau de remplissage.

La structure drainante, notée par ), est de faible épaisseur et dans [2], aprés
I’étape d’homogénéisation, elle est approximée par un domaine bidimensionnel,
noté w. C’est sous cette hypothese qu’on a travaillé dans les paragraphes précédents.
Mais pour le calcul de la charge hydraulique on a besoin des fonctions g} et g*. Ces
fonctions sont données par les expressions:

cOH _

Oo0H
G _
on I+

K =
on g

sur 'Y (Q), K * sur (),

ou H est la valeur de la charge hydraulique, valeur qui ne peut pas étre précisée. On
pourrait envisager d’approximer les fonctions g} et g” en utilisant la valeur de la
charge hydraulique calculée en I'absence de la structure drainante, avec les conditions
aux limites données. Mais les valeurs trouvées sont g} = 0 et g* = 0. Cela ne nous

permet pas de calculer la charge dans le domaine w. Il faut donc procéder autrement.

On garde les résultats obtenus sur les coefficients homogénéisés, car ils ne dépendent
pas des conditions aux limites et on se propose de résoudre le probléme tridimension-
nel dans le systeme hydraulique. Comme dans ce cas la structure drainante est un
ensembie tridimensionnel, on doit travailler avec trois coefficients de perméabilité. On
résout le probléeme en considérant la structure drainante comme une partie homogene,
dans laquelle deux des coefficients de perméabilité hydraulique sont les coefficients ho-
mogénéisés calculés précédemment. Vu que la cellule de base Y a la méme structure

dans les directions Oy; et Oys, on va prendre dans la troisieme direction la valeur du
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coefficient de perméabilité égale a celle de q1;. Le probléme a résoudre est :

( —div(K°VH) = 0 dans A\ Q
—div(QVH) = 0 dans
H = 0,01z, sur X
OH

(7.4) $Fn = 0 sur X
I(Ga—Hn = H?En sur ['F
611,'3 6:173
[H]] =0 sur I'y
0H
\ “KGEL—” =0 sur Iy

ou () représente la partie ocupée par la structure drainante dans le systéme hydraulique
et la matrice Q est de la forme:

q11 0 O
Q=10 q2 0
0 0 @

On a calculé précédemment les valeurs de g1 et g et on a pris 6 égal a la valeur
du coefficient homogénéisé q;;. Pour 6 choisi ainsi, on calcule la valeur de la charge
hydraulique H, solution du probléme (6.4).

Le calcul a été fait dans un domaine tridimensionnel qui représente le quart du domaine
du probleme de départ. Ce choix a été possible grice aux symétries géométriques du
domaine de départ et grace aux conditions aux limites du type flux nul dans la direction
Oy,. L’épaisseur de la structure drainante est de 24 meétres.

Les valeurs calculées pour la charge hydraulique correspondent aux cas 7 = 0,1;7 =
0,01;n7 = 0,005, le parametre § étant fixé & 0,3. On peut remarquer que dans ces
cas les perturbations de la solution par rapport a la solution trouvée en absence de
la structure drainante sont trés faibles. Cela s’explique par le fait que dans ces cas
les valeurs des coefficients homogénéisés dans la structure drainante sont assez proches
de la valeur de la perméabilité hydrdulique dans le matériau hote. Cet approchement
s’explique par 'influence petite du matériau de remplissage, due & sa faible proportion
volumique dans la structure drainante: 0,0056.
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Une question naturelle est: sous quelles conditions les isovaleurs évitent-elles la struc-
ture drainanate? Nous verrons quelques cas modeles simples:

- cas de la structure drainante isotrope, épaisseur réelle

Dans la suite on s’occupe des cas qui correspondent 3 une plus grande différence entre les
coefficients homogénéisés dans la structure drainante et le bloc de héte. On commence
avec le cas dans lequel la structure drainante est asimilée & un matériau isotrope. On
introduit la variable

_ perméabilité hydraulique du matériau héte
~ perméabilité de la structure drainante

A

On calcule la valeur de la charge hydraulique pour )\ égal successivemment
107110721073, Dans le dernier cas, on peut remarquer que l'isovaleur qui corre-
spond a la valeur 0,25 évite completement la structure drainante, comme on peut le
voir sur les dessins plus loin.

- cas de la structure drainante isotrope, épaisseur plus grande que dans le cas réel

La valeur de A pour laquelle la structure drainante est évitée peut étre améliorée, dans
le sens qu’on peut obtenir le méme effet pour une plus petite différence entre les deux
perméabilités. On modifie, par exemple, les dimensions de la structure drainante dans
la direction Oys. On calcule la charge hydraulique pour les mémes valeurs de A, mais
pour une épaisseur de 74 metres. Dans ce cas, Iisovaleur égale & 0,25 a déja évité

completement la structure drainante pour une valeur de A égale & 1072,

Les résultats obtenus montrent que la perturbation hydraulique dépend beaucoup de la
hauteur de la structure drainante. Si cette dimension devienne petite, il est ainsi pour
les perturbations, comme on a pu constater sur les exemples traités numériquement.

Les résultats montrent aussi que la perturbation devient effectivement néglijeable,
comme dans le calcul & partir des coefficient homogénéisés, lorsque la distance au
module devient notable. Cela nous permet de préciser d’une maniére approximative
la distance au module & partir de laquelle ’hypotheése de départ -faible épaisseur du

systeme drainant- est physiquement admissible.
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Isovaleurs de la charge hydraulique (coupe verticale)

A= o érrgggrgielii?; ll&zélg"; micf:xfzud?:ifante; h=épaisseur de la structure drainante




ANNEXE A
Démonstration du théoréme 2.1.2

Théoréme 2.1.2° Si le plan d’équation y, = 0 est plan de symétrie matérielle pour la
cellule de base Y, alors on peut trouver des fonctions x' et x? solutions du systéme (2.1)
telles que x' soit impaire en y; et x? soit paire en ;.

Démonstration: La matrice C' de symétrie par rapport au plan y; = 0, symétrique
et orthogonale, s’écrit sous la forme:

0
0 | =(cij)ij.
1

Dans la suite on va montrer que si x!, x? sont solutions du systéme (2.1), alors les
fonctions définies par

(a.1) X*(4") = capx® (),

ol ¢’ et y sont liés par la relation (2.3), sont toujours solutions du systéme (2.1).

Soient les fonctions ¥ définies par

(a-2) X' = capX?(y)-

Soit a = 1. On va montrer dans la suite que la fonction

') =cnx'(y) =—x'),

est solution du systéme (2.1). Pour cela, on calcule séparément —

dy
0

et i (K 1i(y')) et on va démontrer qu'ils sont égaux.
Y;

Or, on a les relations suivantes:

- () 5592) = 2 (s 00) = s 2)

p
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0 , dx' (y) d ox'!
. = Kj; iCjj— i
(a3) 5y (K0 )ees 5y ) =5 (Kt Vay)

la derniere égalité étant vraie grice a la relation (2.4).

D’autre part, en tenant compte de la forme particuliere de la matrice C, on a:

OKu(y) @ | 9 o1 9KuL(Yy)
(8,4) ay; - ay: (Cllcsz{lp(y)> - ay; [( 1)0”K17«(y)] - ayp *

Compte-tenu de la premiere relation du systéme (2.1), qui pour @ = 1 s’écrit aussi:

0 0 0
_8?/1 (K] 6?}1) o ayi

et en comparant avec les relations (a.3)-(a.4), on déduit:

)

0 (. . NOX'W)—vD)\ _
51/ (I i(v) dy; >_0'

Donc les deux premieres relations du systéme (2.1) sont vérifiées par la fonction x* (/).
Dans la suite on va montrer que la fonction ¥!(y') vérifie aussi la troisitme et la
quatrieme relation du systeme (2.1). On a:

Kji(y')axl(yl) nf = —Kji(y )OX (v) ’~—Kji(y’)axl(y) .

ayj 6:(/] n; = a CiqTy =
ox*(y) x* ()
(a.5) = —K;i(y') 50, CjMy = — 50; Kji(y)ni,

car on utilise la formule de transformation de la normale : n; = ¢;pn,.
D’autre part, on a:

sl

)
(@a6) Ky aill'n = Ki;(y' )0 = cricip Kip(y)n, = —ciKui(y)nl = —Kui(y)n:
Y

La troisieme relation du systeme (2.1), peut étre écrite pour a = 1 comme:

oxt

K-
g 3’!/j

n; = I(lin-,;.
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En utilisant dans I’égalité précédente les relations (a.5)-(a.6) on déduit:

Ax(y') —v1)
K..(u ‘ J1 o — 0,

2

ce qui démontre la troisieéme et quatrieme relation de (2.1).

La définition de ¥! nous montre facilement que la cinquiéme équation du systéme est
vérifiée. De plus, si x! est y1, yo-périodique, il en est de méme pour ¥!. Il reste 3
montrer que si x! est de moyenne nulle, ¥! ’est aussi. On a:

/ X' (y)dy' = / cuix' (y)dy' = / c11x' (y) detCdy = / x* (y)dy,
Y Y Y Y

car c;; = —1 et det C = —1, ce qui montre le résultat.

Comme le systeme (2.1) admet une solution unique a un vecteur constant additif pres,
on a:

X'=x'+k

ou k est une constante. On va montrer que la constante est égale a 0. En intégrant
I’égalité précédente, on a la relation suivante:

/Xl(y’)dy’ =/x1(y’)dy’ +k/dy’-
Y Y Y

Pour des raisons de symétrie de la cellule Y on obtient:
0=k / dy',
Y

ce qui implique k£ = 0.

Compte-tenu de la relation (a.2), écrite pour a = 8 =1, on obtient:

‘\11 /'ll.
A Y

~>
[N)

wsY — L a a al)
1 Y3 — A\ Y11 YLlry Y3 )

ce qui montre I'imparité de la fonction x! en y;.
Par un raisonnement analogue, on obtient les résultats annoncés pour la fonction x2.

O
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Annexe B

Présentation générale de la résolution numérique d’un probléme

par la méthode des éléments finis

Dans la suite on va présenter la méthode des éléments finis, méthode avec laquelle
on va approcher numériquement le probléme & résoudre. Cette méthode consiste a
calculer des valeurs approchées du champ cherché en certains points du domaine de
définition; ces points de calcul sont les noeuds. Ensuite, il est formellement possible de
déduire de ces valeurs la solution approcliée en tout point du domaine, en faisant une
interpolation. La condition essentielle pour résoudre un probleme par la méthode des
éléments finis est de mettre le probléme sous la forme variationnelle.

Ensuite, les étapes de la résolution numérique sont:

- création du maillage et choix d’interpolation

- création des tableaux élémentaires: matrices de raideur et second membres

- construction du systéme linéaire: assemblage des tableaux élémentaires, prise en
compte des conditions aux limites

- résolution du systéme linéaire.

Pour donner la solution numérique on va utiliser le code MODULEF, un ensemble

de sous-programmes Fortran qui réalisent une étape spécifique du travail (voir guides
Modulef [6]).

Formulation variationnelle

Les problemes qu’on traite numériquement ici sont du type du probléme suivant:

(J ou
—W(Aﬂ#) = fQ dans €}
2 ’j
N ki Ou n; = f- sur T’
R TR ) '
(u =1 sur I'g,

ou
(1 est un ensembie bidimensionnei ou tridimensionnel,

I’ est la frontiere de €,

I'1, Ty sont deux parties disjointes de I telles que I'y U, =T,
u est la fonction cherchée du point courant,

(kij)i,; est la matrice de perméabilité hydraulique,
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f% est la puissance volumique appliquée a €},
fT est le flux appliqué sur I'y,

4 est la valeur imposée sur I's.

Pour certains problémes que nous devons traiter, ) est le massif et u la charge hy-

draulique, pour d’autres Q2 est la période et u 'une des fonctions auxiliares.

Plusieurs formulations variationnelles & un ou plusieurs champs sont possibles selon
I'inconnue la plus importante & trouver: la fonction u ou le flux.

On travaille dans la suite avec une formulation oui I'on cherche prioritairement la fone-
tion wu.

Soit 7}, une triangulation de ’ensemble €, c’est-a-dire un ensemble de sous-domaines
de Q. Suivant la dimension de ©, les élémnts T de 7, peuvent étre des triangles,

quadrilatéres, tétraedres. De plus, elles doivent satisfaire aux conditions suivantes:

1) Q = Uper, T

QVT, VT'eTy,, TNT' = ¢ ou T N'T’ = un sommet, un coété ou une face de 7j.

On consideére 'espace Pr, un ensemble de polyndmes de support T et ’espace X}, défini
par:

k
X = {UIH'UIL eC (Q);Uh IT GPTa VTEﬁL}
Soit I’espace V}, défini par:
Vi = {vpn, v € Xy, tel que vy, = @ sur T'y}.
Soit V,? Iespace Vjavec une condition aux limites homogene, c¢’est-a-dire v;, = 0 sur
I;.

Alors le probléme est de trouver la fonction uy, € V}, solution de:

/ \ 1 \ ) +
a\up, vy ) = tluy), Vup © Vy,,

' Oup, Ouy, ,
a(un, vp) =/kji(-'17)—a:l_ alj' dz, l(vy) =/fﬂvhda:+/frvhda.
J x; Ou; J /
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Ce type de probeme peut étre résolu numériquement par la méthode des éléments finis.
Les étapes de la résolution sont présentées dans la suite.

Réalisation numérique

La résolution par éléments finis des problémes est réalisée a ’aide de différents modules
de la bibliotheque Modulef (voir guides Modulef [6]):

- apnoxx (apn3xx) pour la création des maillages bidimensionnels (respectivement tridi-
mensionnels)

- comaxx pour les interpolations

- thecxx pour la construction des matrices élémentaires

- cobdxx pour la prise en compte des conditions aux limites

- cholxx pour la résolution du systéme linéaire par la méthode de Cholesky

- gradxx pour la résolution du systéme linéaire par la méthode du gradient

- trnoxx pour l'impression des maillages

- trmexx pour tracer les isovaleurs

- imagxx pour I'impression des coordonnées des noeuds et pour 'impression des solu-
tions.

Le travail avec 'ordinateur est fait en régime conversationnel, c’est-a-dire on appelle
des préprocesseurs spécifiques pour chaque étape de la résolution du probléme et on
introduit les données demandées.

La construction du maillage est une phase de prétraitement trés importante dans la
mesure ol la création d’un maillage pour un domaine de géométrie complexe n’est
pas une opération simple, peut demander beaucoup de temps et doit donner comme
résultat des maillages adaptés aux problémes a résoudre. On sait que la qualité de la
résolution obtenue dépend de celle du maillage servant de support au calcul.

Dans notre cas la géométrie n’est pas complexe, mais les difficultés viennent de la
présence de deux matériaux, un dans une proportion beaucoup plus faible que 'autre
et du fait que les éléments de la triangulation ne doivent pas étre applatis.

La construction d’un maillage se fait en deux étapes fondamentales (voir P.L. George
15)):

1) l'analyse du domaine & mailler powr en répérer les éventuelles propriétés
géométriques, afin de:

- minimiser le colit de construction en utilisant les transformations géométriques simples

( symétries, rotations et translations) permettant de générer le maillage global a partir
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des maillages de sous-domaines

- simplifier la réalisation en découpant artificiellement le domaine en sous-ensembles
plus faciles & mailler & ’aide de méthodes appropriées & chaque cas.

La procédure & suivre consiste a décomposer le probléme du maillage complet en une
succesion de problemes plus faciles & résoudre, en diminuant progressivement la di-
mension de ’espace qui contient les objets. Le domaine tridimensionnel complexe est
divisé en sous-domaines tridimensionnels simples, que 'on peut définir, puis mailler &
partir de leur faces. On se rameéne ainsi a des domaines bidimensionnels, eux-mémes
décrits puis maillés & partir de lignes définissant leur contour; enfin, ces contours sont
déterminés a leur tour par leurs extrémités. Cette étape est une étape d’analyse de-
scendante du maillage & créer.

2) la construction du maillage & partir des objets simples définis au cours de I’analyse
descendante précédente. La construction est obtenue par une réalisation ascendante,
c’est-a-dire en suivant les étapes ci-dessus en sens inverse.

Apreés avoir construit le maillage on fait le choix de ’élément fini utilisé pour
l'interpolation. Celui-ci peut étre de type Lagrange, Hermite,... Ce choix est trés
important, parce que, en fonction de I'élément choisi, on peut calculer dans chaque
point pas seulement la valeur de la fonction, mais aussi les valeurs de sa dérivée. C’est
par exemple le cas pour ’élément du type Hermite en dimension 2.

Ensuite on construit les matrices élémentaires. Pour cela on introduit les valeurs de la
matrice de permeabilité, les forces volumiques et surfaciques. C’est & ce niveau qu’on
prend aussi en compte les conditions aux limites du type Neumann (flux imposé).
L’étape suivante est la prise en compte des conditions aux limites du type Dirichlet, ce
qui veut dire qu’on va introduire la valeur de la fonction sur les faces ou c6tés ou eclle
est connue.

La derniere étape est la construction du systéme linéaire et sa résolution. Pour résoudre
le systeme on peut choisir une des méthodes suivantes: méthode de Choleski, méthode
du gradient conjugué, avec ou sans préconditionnement.

Apres cette dernieére étape on obtient les valewrs de la fonction en chaque noeud du
maillage, et en fonction du choix fait a ’étape d’interpolation, les valeurs de sa dérivée
dans les mémes nocuds.
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