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INTRODUCTION

Le but du présent travail consiste & donner une caractérisation de certains noyaux
d’opérateurs sur les groupes de Lie exponentiels. Cette question a d’abord été étudiée dans
le cas des groupes de Lie nilpotents avant d’étre étendue aux groupes de Lie exponentiels.

Revenons d’abord aux groupes de Lie nilpotents. Soit en effet G, un groupe de Lie
connexe et simplement connexe, nilpotent, d’algébre de Lie g; alors I'application expo-
nentielle exp : g — G est un difféomorphisme. Par conséquent, nous pouvons définir un
isomorphisme canonique de l'espace de Schwartz S(G), espace des fonctions de C*(G) a
décroissance rapide vers I’ co ainsi que toutes leurs dérivées partielles, dans I’espace de
Schwartz S(g), de la fagon suivante : pour f € §(G), la fonction foexp € S(g). Rappel-
lons que S(G) est une sous-algebre de L'(G) et que S(g) est une sous-algebre de 'algebre
commutative L'(g).

Soit ensuite 7 € G, une représentation unitaire irréductible de G, c’est a dire que 7
définit un homomorphisme continu de G dans 'espace Op(Hy) des opérateurs unitaires et
inversibles de l'espace de Hilbert H,. D’apres la théorie de Kirillov ([Kir.]), nous savons
qu’il existe [ € g* et une polarisation réelle f) en [ qui définissent 7. Cela signifie que si 'on
désigne par [,] le crochet de Lie de g, alors j est une sous-algeébre de (g, [.]) qui vérifie les

proriétés suivantes :
1) Sig(l) = {X eg/ <,[X,g] >= 0}, alors dim § = 3(dimg(1) 4 dimg).

2) < 1,[h,h] >= 0, c’est a dire que la restriction [}, est un homomorphisme, ce qui
nous permet de définir un caractére y; sur exph = H C G, c’est a dire un homomorphisme

continu de H sur K.

3)n = i'ndf, X1, clest & dire que 7 est la représentation induite dans G par le caractere

x: de H.

Donnons ici une description de la représentation 7 = ind$ x;. Nous choisissons une
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mesure positive G— invariante di sur G/H. L’espace de Hilbert H, de la représentation
7 est lespace de toutes les fonctions meswrables £ sur G, qui vérifient les conditions

suivantes :
4) &(z - k) = xi(h)¢(z),Yx € G, h € H.
5) | € 2= fG/H | €(z) |? di < oo, c’est & dire que | € |€ L} G/H).
Signalons que G agit sur H, par translation a gauche, c’est a dire que :
(m(x)E)y) = &z - y), Yo,y € G, € € Hr.
De plus, pour f € S(G), il est bien comnu que Popérateur w(f) défini sur H, par

(r()E) (@) = | Fly)x(y)E)(x)dy,

G
ott dy désigne une mesure de Haar a gauche sur G, est un opérateur compact, possédant

un noyau ([B.C. et al]). Son noyau est la fonction fr de C *(G x G) définie par
6) fr(z,y)= [y flz-h-y “Dx(h)dh.

Il est aussi a noter que pour tout h,h' € Het x,2' € G, la fonction fr vérifie la

relation de covariance

7) falz - hya' - B') = xa(h)xi(h') f(z, "),

et que l'intégrale
| e
G/H

est convergente; par conséquent, opérateur 7(f) est bien défini.

En 1977, Howe a donné une caractérisation de I'image 7(S(G)) de S(G) par 7. Il a
montré que 'application qui a toute fonction f € S(G) associe la fonction fr € S(I.§), est
ouverte, continue et surjective, avec S(I,h) qui désigne l'espace de Fréchet des fonctions
réelles qui vérifient la relation de covariance (7), et qui sont de Schwartz sur S(E* x BY),
k étant la dimension d’une base de Malcev B, supplémentaire de b dans g ([How.]).

Mais, dans le cas plus vaste ot G est un groupe de Lie connexe, simplement connexe

résoluble exponentiel, d’algebre de Lie g, c’est & dive que G est un groupe de Lie tel que
I’application exponentielle soit un difféomorphisme de g dans G. la caractérisation de Howe
ci-dessus n'est plus vraie de fagon générale. En effet, bien que toure représentation 7 € G

soit paramétrée comme dans le cas nilpotent par un élément [ € g* et une polarisation
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réelle § en [ ([B.C. et al]), Popérateur m(f) n’est pas nécéssairement compact, méme si
f € C=(G), c'est a dire que f est une fonction C* a support compact sur G. Cea
apparait particuliérement dans les représentations de dimension infinie du groupe az + b,
ol le noyau f, de I'opérateur 7( f) n’est pas a décroissance rapide a l'infini, ce qui entraine
que fr € S(1,h). Dot la nécéssité d’introduire de nouveaux espaces de fonctions.

Ainsi, en choisissant une polarisation fixe ) en ! et une base B coexponentielle ah
dans g et vérifiant certaines conditions, Ludwig a montré en 1983 que la caractérisation
de Howe reste valable pour les groupes de Lie exponentiels & condition de remplager les
espaces de fonctions S(/, ,B) par des espaces analogues ES(1.h,B) ( S pour Schwartz, E
pour décroissance exponentielle) de fonctions & décroissance exponentielle dans certaines
directions de G/H ainsi que leurs transformées de Fourier particlles dans ces directions,
et de Schwartz dans les autres directions ([Lud.]).

En 1993, Leptin et Ludwig ont étendu le résulat de Ludwig ci-dessus aux cas ou
b = ph(I,S) est une polarisation de Vergne quelconque en ! € g". passant par un idéal
nilpotent fixe i de g, contenant [g,g]. Ils ont aussi montré que l'espace ES(1,4.%B) est
indépendant de la base coexponentielle B ([Lep. Lud.}).

Dans I’étude qui suit, nous nous proposons d’étendre la caractérisation ci-dessus aux
polarisations de g qui sont “fortement adaptées” a un idéal nilpotent n de g contenant

[g. g]. Il s’agit de polarisations [j en I € g*, qui vérifient les propriétés suivantes :

8) h N n est une polarisation en [ ;

9) b est g(!|,)—invariant.

Soulignons que cette famille de polarisations contient de facon stricte les polarisations
de Vergne b = h(I, S) passant par un idéal nilpotent fixe i de g, contenant [g, g].

Les trois premiers chapitres de notre étude préparent le terrain pour la preuve du

théoréme principal qui est énoncé et prouvé au chapitre 4 (théoreme 4.1).

Au chapitre 1, nous faisons certains rappels sur la théorie des groupes de Lie expo-
nentiels.

Au chapitre 2 nous introduisons les idéaux non centraux minimaux d’un groupe de

Lie exponentiel G, ensuite nous étudions les polarisations adaptées ou fortement adaptées
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4 un idéal nilpotent n de g contenant [g,g]. Nous vérifions d'une part que toute polari-
sation de Vergne passant par n est fortement adaptée & n et d’autre part qu’il existe des
polarisations fortement adaptées a n qui ne sont pas de Vergne. De plus nous remarquons
que toute polarisation fortement adaptée a n vérifie la condition de Pukansky sur G. Enfin,
nous étudions les différents cas qui peuvent se présenter dans la preuve par récurrence du
théoréme principal.

Au chapitre 3, nous nous basons sur les travaux de Howe ([How.]) pour faire un rappel
de ’étude de notre probléme dans le cas nilpotent. Ensuite nous introduisons les espaces
Hol(V), espaces de fonctions qui admettent un prolongement holomorphe sur Ve et qui
sont & décroissance exponentielle, localement uniforme sur V, avec V7 qui désigne un espace
vectoriel réel de dimension finie et V¢ son complexifié. Ces espaces interviennent de fagon
privilégiée dans la preuve de 4.1, et tout particulierement dans le cas ot G est un groupe
de Heisenberg. Nous définissons enfin les différents espaces ES.

Le chapitre 5 est consacré & quelques exemples explicites d’applications du théoreme
4.1 sur des groupes de Lie exponentiels.

Nous terminons notre étude en mentionnant une question ouverte.



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES GROUPES
EXPONENTIELS

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques notions sur la théorie des représentations
des groupes de Lie résolubles exponentiels, d’une importance capitale pour le reste de ce
travail. Ces groupes ont été introduits par Dixmier ([Dix.1]). Pour ce qui concerne la
théorie générale des groupes de Lie, nous renvoyons le lecteur & ([Bour.]) et a ([Var.]), cf
bibliographie.

Dans toute notre étude, G désignera un groupe de Lie réel connexe, simplement con-
nexe et g son algébre de Lie. D’autre part, nous désignerons par [,] le crochet de Lie dans

ga.

1.1-GROUPES DE LIE RESOLUBLES EXPONENTIELS.

1.1.1- Définition :

Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie g. Nous disons que G est résoluble exponen-
tiel, si I'application exponentielle exp : g — G est un difféomorphisme. Dans ce cas, nous

disons aussi que Dalgebre de Lie g de G est résoluble exponentielle.

1.1.2- Remarque : Les sous-algebres et les algébres quotient d’'une algebre de Lie

résoluble exponentielle sont résolubles exponentielles.

1.1.3- Proposition : Soit g une algébre de Lie réelle résoluble exponentielle. Alors

)
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il eziste une suite décroissante S = (gi)i_, 4 1déauz
g=goDg1 D Dagn={0}.

telle que la représentation déduite de la représentation adjointe de g dans gr/gr+1 soit
irréductible; par conséquent dim gr/grs1 = 1 ou 2. Une telle suite S est appelée suite de
Jordan-Holder de g.

1.1.4- Proposition : Soit g une algébre de Lie réelle résoluble ezponentielle. Alors

il eziste une suite décroissante S = (g;)7—, de sous-algébres

g=go D@ D Dgn = {0}
telle que
(i) dim gk/@r41=1;
(ii) Si gr n’est pas un idéal de @, alors gr_y et @r41 sont des idéauz de g et la
représentation dédwite de lo représentation adjointe de @ dans @r_1/gr41 est

wrréductible.
Une telle suite S est appelée une bonne swite de sous-algébres de g.

Preuve : Cf ([B.C. et al], chapitre 4).

Nous allons maintenant définir les systémes de coordonnées puis les bases de Malcev

et de Jordan-Holder d’une algebre de Lie résoluble exponentielle.
1.1.5- Définitions :

Soient g une algébre de Lie résoluble exponentielle de dimension n et

8 = {B), B;,---,B,} une base de g. Alors, application

R™S €= (6,60, 6n) > exp (Y &Bi) €G
=1

définit un systéme de coordonnées locales dans un voisinage de ’élément neutre e de G :
c’est le systeme de coordonnées canonique de type 1.
Le systéme de coordonnées canonique de type 2 est le systeme de coordonnées locales

que nous allons le plus souvent utiliser dans notre travail. Il est défini par ’application

Rn 2 é = (611£2a e 7611.) — exp(ElBl) ’ exP({'ZB'Z) """ PXP(fn.Bn)-
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Ce systéme est particulierement utile lorsque la base B de g est une base de Malcev ou
de Jordan-Hélder. Dans ces derniers cas, le systéme de coordonnées de type 2 devient un

systeme de coordonnées globales.

1.1.6- Définitions :

Soient g une algebre de Lie résoluble exponentielle et B = {B;.Bs,-- -, B,} une base

de g. Soit (gk)7_; une suite de sous-espaces vectoriels de g tels que

gr = i @)RB,'.
i=k

a) B est dite une base de Malcev de g si pour tout k,1 < k < n, le sous-espace vectoriel
gk est une sous-algebre de g et gr4 est un idéal de gk, avec gnq1 = {0}.
b) B est dite une base de Jordan-Hélder de g si pour tout k,1 < k < n, le sous-espace

vectoriel g; est un idéal de g.

Donc, toute base de Jordan-Holder B de g est aussi une base de Malcev de g.

1.1.7- Remarque : Etant donné g une algébre de Lie résoluble exponentielle, alors
g posséde une base de Jordan-Holder si et seulement si toutes les racines de g sont réelles.
On en déduit que toute algebre de Lie résoluble exponentielle ne possede pas
nécéssairement de base de Jordan-Holder. Par contre, elle posséde toujours une base de

Malcev.

1.1.8- Proposition: Soient g une algébre de Lie résoluble exponentielle et
B = {B1,B2, -+, B,} une buse de Malcev fize de g. Alors U'application

Eg : R*"3¢{= (fhfza ce «571) - E‘B(ﬁ) = exp(lel) ~exp(§2Ba)---- 'eXP(ann)

est bijective et bianalytique de R™ dans le groupe de Lie connere simplement conneze

résoluble exponentiel G d’ulgébre de Lue g.

Preuve : Cf ([Lep. Lud.]).

1.1.9- Remarque : De la proposition précédente, il résulte que si

B = {B;,B,,---,B,} est une base de Malcev fixe de g, alors nous identifions £ € R"
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avec son image Eg(£) € G et de ce fait, G comme variété est identifi¢ & R™; en plus,
le sous-espace vectoriel de dimension 1 défini par {r € R".z, = 0 pour + # j} est le
sous-groupe de G & un paramétre exp(RB;). Ainsi, la base de Malcev B étant fixée dans

g, nous pouvons écrire que
exp (S6B;) = (138, 9a(E)s- -+, val©)
j=1

ou les fonctions y; sont réelles et analytiques sur R".

1.1.10- Définition :

Soient g une algebre de Lie réelle résoluble exponentielle de dimension n et g¢ l'algebre
complexifiée de g. Soient a D b deux idéaux de g¢ tels que a/b soit un gc-module simple, ce
qui entraine que dim a/b = 1. Alors la représentation déduite de la représentation adjointe
de g¢ dans a/b s’identifie 4 une forme linéaire sur g¢ appelée racine de gc. la restriction
sur g d’une racine de g¢ est appelée racine de g. elle définit un homomorphisme réelle ou

complexe sur g.

1.1.11-Proposition : Soit g une algébre de Lie résoluble exponenticlle. Alors n =

(@, 0] est un idéal nilpotent de g.
Preuve : Cf ([Dix.1]).

1.1.12-Proposition : Soit g une algébre de Lie résoluble ezponentielle. Alors il
eziste un plus grand idéal nilpotent n dans g. On @ que n = No=racinekerd. En plus, pour

toute dérivation d de g, on a que d(n) C n.

Preuve : Cf ([Dix.1]).

Le théoréme suivant est un outil considérable dans la théorie des groupes de Lie

résolubles exponentiels.

1.1.13-Théoréme : Soit G un groupe de Lie conneze. simplement connecze,
résoluble, de dimension n et d’algébre de Lie g. Alors, les conditions suivanies sont
équivalentes :

(1) G est un groupe de Lie résoluble ezponentiel.
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(ii) Pour tout X € g,ad X n’a pas de valeur propre non nulle imaginaire pure.
(ii1) exp est injective.
(iv) exp est surjective.
(v) exp est bijective.
(vi) exp est un difféomorphisme de g dans G.
(vii) Les racines de g ont la forme M X)(1 + i), ot € R et A est une forme linéaire

réelle sur g.

Preuve : Cf ([Dix.1]).

1.1.14-Théoréme : Soient G. un groupe de Lie conneze, simplement conneze et g
son algébre de Lie. Siexp : g — G est injective, alors G est résoluble et par conséquent

G est exponentiel d’aprés 1.1.13.
Preuve : Cf ([B.C et al]).

1.1.15-Remarque : Il est bien connu que si G est compact, exp est surjective.

1.1.16-La formule de Campbell-Baker-Hausdorff :

Soit G un groupe de Lie connexe; notons exp : g — G l'application exponentielle,

log son inverse locale dans un voisinage de 1’élément neutre e € G. et définissons
C(X,Y)=log(expX -expY), X, Y €aq.

Cette fonction est bien définie, converge normalement dans un voisinage de (0,0) et ne
dépend pas du choix des groupes de Lie localement isomorphes associés a g.

La formule de Campbell-Baker-Hausdorff qui en résulte nous permet de reconstituer
G avec sa loi multiplicative connaissant uniquement la structure de g. Cette formule est

donnée par :
C(X Y)=X+Y 4 < [\ Y]+ [Y[\’}]]——[} [X.Y]]-
[Y [X,[X. Y]] + [.\ [¥,[¥, X]]] + - - - (Cf [Hochs.]).

Si G est un groupe de Lie exp011e11t1el d’algébre de Lie g l'application exp est un
difféomorphisme analytique et la formule de Camphell-Baker-Hausdorff est définie pour

tout X,Y € g.
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Nous pouvons alors définir sur g une structure de groupe de Lie exponentiel (g, C)
qui admet g comme algébre de Lie. Dans ces conditions, I'application exp n’est autre que

l'identité.

1.1.17-Théoréme : Soit G un groupe de Lie ezponentiel d'algébre de Lie g. Alors
il existe un sous-groupe fermé conneze et simplement conneze H de codimension 1 de
G et d’algébre de Lie by, tel que G soit isomorphe au produit semi-direct R, x H ot o
désigne un groupe i un paramétre d’automorphismes de H. Pour tout X ¢ by, Uapplication

Rx H— G; (t,h) = exp(tX) - h est un difffomorphisme.

Preuve : Soit h D [g,g] un idéal de codimension 1 de g. Soit X € g\ b et soit
d = ad(X)),. Alors d est une dérivation de ) et o'(t) = exptd définit un groupe a un
paramétre d’automorphismes de h) et donc aussi du groupe de Lie connexe et simplement
connexe H' associé a §.

Soit G' le produit semi-direct G' = R,» x H'. Son algebre de Lie est le produit semi-
direct g' = Ry x h. Cette algebre est bien siire isomorphe & g; par conséquent, G et G'
étant simplement connexes, sont isomorphes. L’applicationdp : g’ — g; (t,Y) - tX+Y
est un tel isomorphisme et ainsi ¢ ((¢,expY)) = exp(tX) x expY t € R,Y € h définit un
isomorphisme de G’ sur G. Soit H = @(H') C G. Alors H est un sous-groupe fermé connexe
et simplement connexe de G, car ¢ est un isomorphisme. Il est évident maintenant que G

est isomorphe a R, x H.

1.1.18-Proposition : Soit G un groupe de Lie exponentiel d'algébre de Lie g. Soit
H un sous-groupe fermé conneze et simplement conneze de G d’algébre de Lie §). Alors,

H est un groupe de Lie exponentiel si et senlement s2 H = expl).
Preuve : Cf ([Lep. Lud.}).

1.1.19- Proposition : Il existe des sous-algébres nilpotentes f de g telles que

g =f+[a.gl]

Preuve : Cf ([Lep. Lud.]).
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Soient G un groupe de Lie exponentiel d’algebre de Lie g et

1.1.20-Théoreme :
n un idéal nilpotent de g contenant [g,g]. Il eziste un sous-espace vectoriel v de g avec

g =v0@n, tel que G soit isomorphe d v x n et tel que lu multiplication dans le groupe G

s’ezprime dans les coordonnées v X n par

(v,n) - (v',n') = (v+2',q(v,v") - (exp(ad(~v'))n) - n')
b x v — n(v,0") = ¢(v,v') est polynomiale en v,v' et ot - pour n désigne le

ot q
produit de Campbell-Baker-Hausdorff duns le groupe n.
Soit gy une sous-algebre nilpotente de g, telle que g = go + n et soit b un

Preuve :
sous-espace vectoriel de go tel que g = v @ n; notons que d’apres la proposition 1.1.19, la

sous-algébre gy existe. Soit g’ I'algébre de Lie g’ = v & n munie du crochet
[(v,), (v, 2")] = (0, [v, 0] + [o,n'] + [n. '] + [, ']

Les deux algebres g et g' sont évidemment isomorphes. Soit G' = v x n muni de la loi de

groupe
(v,n) x (v',n') = (v +v', g(v,v") - Ad(exp—v')n - n')

ot nous avons écrit dans le groupe Gy = exp go,expv X expv’ = exp(v +v') - g(v,v") avec

q(v,v') € [n,n] C n.

L’application q est automatiquement polynomiale comme gy est nilpotente. Le groupe
G' est simplement connexe et admet g’ comme algebre de Lie. Ainsi G' et GG sont 1somor-
phes. Un tel isomorphisme est d’ailleurs donné par I'application (v.n) — expv - expn.

Nous allons maintenant introduire la notion de base coexponentielle d’une algebre de

Lie exponentielle.
Soient g une algébre de Lie exponentielle et h une sous-algebre

1.1.21- Définition :
de g. On appelle buse coezponentielle & ) dans g toute base By = (By, ..., B).) d’un sous
I, ®RB;®h,

espace vectoriel supplémentaire g de §) dans g telle que les sous espaces b =
j=1,---,k, engendrés par I et les B;, (1 < j) vérifient les propriétés suivantes :

(i) hj+1 D h5bk=8,ho=0,0<7 <k -1
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(ii) Sib; n’est pas une sous algebre de g, alors h;_; et h;4, sont des sous-algebres de
gr=1---,k—1
(iii) L’ application
Ey: RExh -G
(t1, .tk U) > expt1 By -expty By - -+ -exptp By -expU

est un difféomorphisme.

Dans ce cas, le sous-espace vectoriel q de g est appelé sous-espace coexponentiel a  dans

a.

1.1.22- Proposition : Si G est un groupe de Lie ezponentiel d’algébre de Lie g,
alors pour toute sous-algébre de Lie ) de g, il eziste une base By, coezponentielle d ) dans

g.
Preuve : Cf ([Lep. Lud.]).

1.2- ’ESPACE DUAL D’UN GROUPE DE LIE EXPONENTIEL.

Soit G un groupe de Lie exponentiel d’algébre de Lie g. Dans ce paragraphe,
nous allons rappeller la description de 'espace dual G, cest & dire I'espace des classes
d’équivalence des représentations unitaires irréductibles de G. En fait, P. Bernat a montré
qu’il existe une application bijective qui envoie 1’espace des orbites coadjointes g*/G de G
sur G ([B.C et al]). Pour chaque [ € g*, il existe en effet une polarisation ) en [ et une
représentation unitaire irréductible m; , de G dont la classe d’équivalence ne dépend que

de la G—orbite de [ et tout 7 € G est de la forme 7 = Tl

1.2.1- Définition : La représentation adjointe ad respectivement Ad de g respec-

tivement G est définie par: pour X, Y € g,ad X(Y) = [X,Y] et pour g = exp X,
i o0 1
N\ edX _ n
Ad(g)(Y)=¢€""""Y = Eu — (adX)™"(Y).

Il en résulte que exp Ad(g)(Y) = ¢g-expY - ¢g~1.
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1.2.2- Définition : La représentation coadjointe Ad* de G sur 'espace dual g* de

g est définie par
< Ad* (), X >=< L Ad(g™")X > X eg,l€g".

Pour [ € g*, nous désignons par G -1 'orbite de [ sous 'action coadjointe de G ; ainsi,
g g p

G-1={Ad*(g)l; g € G}.

1.2.3- Définitions : Si ) est un sous-espace vectoriel de g, on pose
(i) bt (a)={l€g* : I, =0}, ot |, est la restriction de [ a b;
(i) b' = p() = {X € g : Bi(X,H) = 0}, ott By est la forme bilinéaire alternée
sur g x g définie par By(X,Y) =< ,[X,Y] >, XY €g.
Sih c b() (resp. h = h(I)), on dit que ) est un sous-espace isotrope (resp. maximal

isotrope) pour By.

1.2.4- Définition : Une sous-algebre fj de g est appelée polarisation en un point
| € g*, si elle vérifie les conditions suivantes :
() <1[5,5] >=0.
(ii) dim b = 3(dimg(l) + dimg), avec g(I) = {X € g/ </, [X,g] >= 0}.
Cela signifie que ) est une sous-algébre qui est en meéme temps un sous-espace maximal
isotrope pour la forme bilinéaire B;(X,Y) = [([X,Y]), X, Y € g.
Ainsi /|, est un homomorphisme, ce qui nous permet de définir un caractere x; sur
exph) = H, c’est & dire un homomorphisme continu de H sur T = {z € C,| z [= 1}, de ]a
fagon suivante

vilexp X) = e <IY> X e,
1.2.5-Définition : Une polarisation § en ! vérifie la condition de Pukansky, si
Ad* (exp(O)) =T+ L.

Autrement dit si f € g* avec f, = I}, alors il existe = € H = exph tel que f = Ad*z(1).
Nous allons désigner par Puk(l,g) 'ensemble de toutes les polarisations en [ € g* qui

vérifient la condition de Pukansky.
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1.2.6-Remarque : Si g est nilpotente, alors toute polarisation en [ possede la pro-
priété de Pukansky; en effet Ad*(exp(h))! est alors ouvert et fermé dans [ + ht. Par
contre pour le groupe G = az + b, si nous prenons comme base de son algebre de Lie
les vecteurs A, B avec [A, B] = B, alors pour toute forme linéaire ! telle que [(B) # 0, le

sous-espace hg = R(A+SB), B € R, est une polarisation en ! qui ne vérifie pas la condition
de Pukansky.

1.2.7- Théoréme : (Critére de Pukansky)

Soit G un groupe de Lie exponentiel d’ulgébre de Lie g. Sotent | € g* et ) une sous-
algébre de g, isotrope pour la forme By, ¢’est d dire que Bi([h,5]) = I([h,h]) = (0). Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Ad*(exp(h))l =1+bHt.

(ii) § est un sous-espace isotrope mazimal pour la forme By, (h est une polarisation

enl)etl+bJ'CG~l.
(iii) Pour tout point f de hr,8 est un sous-espace isotrope mazimal pour la forme

Biy¢(hy est une polarisation en [ 4 f).

Preuve : Cf ([B.C et al]).

1.2.8-Remarque : De la définition 1.2.5, il résulte que si les conditions équivalentes

du théoréme précédent sont remplies, alors ) vérifie la condition de Pukansky.

On connait bien un procédé standard di & M. Vergne pour construire une polarisa-
tion vérifiant la condition de Pukansky. Pour cela Soient g une algebre de Lie résoluble
exponentielle et § = (gr)j_, une bonne suite de sous-algebres de g. Soient I € g%, lx =1},

la restriction de [ & gi et soit gi(l) le noyau de la forme By, sur gi X gir. Posons

b1, 8) = 2kmo ar(lk)-

1.2.9- Proposition : §(I,S) est une polarisation en | qui vérifie lo condition de

Pukansky.

Preuve : Cf ([B.C et al]).
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1.2.10- Une “mesure® G—invariante sur ’espace quotient G/H.

Nous supposons toujours que G est un groupe de Lie exponentiel d’algebre de Lie
g. Soient pg une mesure de Haar & gauche sur G et Ag la fonction module de G. Nous
désignons par C.(G), l’espace des fonctions numériques continues sur G, a support com-

pact. Pour toute fonction f € C.(G) et pour tout = € G, nous savons que

(1) [ #e v ucte) = () [ fdnotz)
G
(2) /f(y)(luc:(y)= Fly™NAG(y) ™ dialy).
G G
D’autre part, il est bien connu que Ag(x) =| dét Ad(x) |71z gmfroce adglogz pour tout
z €G.

Soient H un sous-groupe fermé de G d’algebre de Lie h) et 1y une mesure de Haar a

gauche sur H. On note Ay g, le caractere de H a valeurs dans Bt, défini par

Ag(h)

, heH.
Ag(h)

Apc(h) =
Pour X € h,on a

ApclexpX) = el adg/y X
Nous désignerons par Ag, g l'inverse de Ap ¢ ; autrement dit

_ Aa(h)
Ap(h)’

Ag.p(h)=Apa(h)™! he H.

Soit K(G, H), 'espace des fonctions définies de la facon suivante :

K(G,H)={f : G— C; fcontinue & support compact modulo H,
(3) (Supp f C K - H ot K est compact dans G),
f(z-h) = Apg(h)f(z) VeeG.Yh € H}.

G agit sur K(G, H) par translation & gauche. Pow f € C.(G). écrivons

(4) Py f(x) = /H Ac,u(h)fla-h)dpy(h),z € G.
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Alors, d’aprés ([B.C et al]), on sait que I'application Py (f) est continue et surjective de
C.(G) dans K(G, H).

D’autre part, si f € C.(G) et Py(f) = 0, alors [, f(z)dz = 0. Ainsi, on obtient
sur K(G, H) une forme linéaire positive G—invariante unique, 4 un facteur constant pres,

notée pg. y et définie de la maniére suivante : pour F € K(G, H),

pe,u(F) = j{

G/H

Fe)uau(@) = | f(@)duo(x)

G

ou f € C.(G) et vérifie Py(f) = F. Il en résulte que

(5) f (/ flz - B)Ag u(h)dpp(h))dpg u(r) = / f(x)dpe ().
G/H JH G

Si Ay = Ag sur H, alors pg g est une mesure G—invariante sur 'espace homogéne G/H.
Dans la suite de notre travail, nous allons utiliser la notation suivante :

dh =duy(h), dz =dugu(x), dg=duc(g).

Nous pouvons maintenant définir la représentation induite.

1.2.11- La représentation induite.

Soit H un sous-groupe fermé du groupe localement compact G et soit (p,F) une
représentation unitaire de H. On note I ,(G, H) l'espace vectoriel de toutes les fonctions

¢ : G — F continues a support compact modulo H telles que
(6) E(z-h) = AZ‘G(IJ,)p(h)—lf(m),V:c € G,h € H.

Cet espace est invariant par translation a gauche.
Si ¢ € K,(G,H), la fonction G > = — || () ||27_- appartient & K(G,H); par

conséquent, sur I{,(G, H) nous obtenons une norme || . ||; G—invariante définie par
. 2 .
lel= ¢ lew
Jan

Soit H, le complété de I,(G,H) pour la norme || . ||z . La représentation induite

m = w(p, F) = ind§p se réalise sur H, de la maniére suivante

(7) (n(2)E)y) = €(+7" -y) VEE€H,x,y €G.
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1.2.12-Remarque : Soit G un groupe de Lie exponentiel d’algebre de Lie g et soit
| € g*. Si h est une sous-algebre de g subordonnée a [, c’est & dire que b est isotrope
pour la forme By, alors 'application x(h) = e~ '<!1°8*> h ¢ H. définit un caractere
unitaire abélien (xi, T) du sous-groupe analytique H = exp ). Donc. d’apres le paragraphe

précédent, nous pouvons définir la représentation induite 7 = ind$,x1 du groupe G par

(8) (m15(2)E)(y) = €(z7" - y) VE € Haz,y €G,

ot espace de Hilbert H, est le complété powr la norme || . ||; de l'espace Ky, (G, H) des

fonctions £ : G — C continues & support compact modulo H telles que

£z - h) = A% o(h)xi(é(z).Va € G, h € H.

Notons que 7y est une représentation unitaire de G.
1.2.13-Proposition : Si m est irréductible. alors Iy est une polarisation en l.
Preuve : Cf ([Lep. Lud.]).

1.2.14- Théoréme : Toute représentation unitaire irréductible © d’un groupe de Lie
ezponentiel G est monomaale, ¢’est 4 dire que m = ind$ x, ot x est un caractére abélien

d’un sous-groupe fermé H de G.
Preuve : Cf ([Lep. Lud.]).

1.2.15-Théoréme : Soit G un groupe de Lie exponentiel d’algébre de Lie g. Sotent
une polarisation enl € g* et m = m ) = in.(lg‘ph,\q. Alors w est irréductible si et seulement
si b vérifie la condition de Pukansky, ¢’est d dire que ) € Puk(l.g). Dans ce cas, 7 est

indépendant du choiz de la polarisation f) € Puk(l,g).
Preuve : Cf ([Lep. Lud.]).

En tenant compte de 1.2.12, 1.2.13 et 1.2.15, on obtient le résultat suivant :

1.2.16- Théoréme : Soient G un groupe de Lie exponentiel d’algébre de Lie g et
b une sous-algébre de g subordonnée i un point | € g*. Soit my lo représentation sur G

induite par un caractére unitaire abélien (xi, T) du sous-groupe analytique H = expb.
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Alors my est irréductible si et seulemment si by est une polarisation en [ € g* qui vérifie

lo condition de Pukansky. Dans ce cas, 7 = my, est indépendant du choiz de b € Puk(l, g).

1.2.17- Proposition : Soit G un groupe de Lie exponentiel d’algébre de Lie g. Soient
I.I' deuz éléments de g* avec m, 7} les représentations irréductibles qui leur sont associées.

Alors m; et m| sont équivalentes s1 et seulement si | et I' sont sur une méme G— orbite.
Preuve : Cf ([Lep. Lud.]).

1.2.18-Remarque : Soit | € g*. La proposition 1.2.9 garantit I'existence d’une
polarisation f en ! vérifiant la condition de Pukansky. Du théoreme 1.2.16 il résulte que la
représentation 7y = in,(lgp p X1 est irréductible et indépendante du choix de la polarisation

h € Puk(l,g); ceci nous permet de définir une application o m= inderphxl de g* dans

le dual unitaire G de G. D’autre part, du théoréme 1.2.14, il résulte que l'application
précédente est surjective. En plus, la proposition 1.2.17 montre que la classe d’équivalence

de m; dépends uniquement de 'orbite
G-l={Ad*(z)l; =€ G} Cg"
de la forme linéaire | € g*. Par conséquent
K:Gl-meG
définit une application K de 'espace

Qa*)={G-l; leg”}

des orbites coadjointes de G dans le dual unitaire G de G.

1.2.19-Définition : L’application K de §)(g*) dans G est appelée application de
Kirillow.

D’autre part, on a le théoreme suivant
1.2.20-Théoréme : L’application de Kirillov est une bijection de Q(g*) dans G.

Preuve : Cf ([Puk.1]).
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1.2.21- Calcul du noyau de ’opérateur = 4(f)
Soit G un groupe de Lie exponentiel d’algébre de Lie g. Soient ! un élément de g*
I'espace dual de g, une polarisation en [ et m = 5. Soit m; la représentation de LYG)

définie a partir de 7w par

mi(f) = /Gf(g)w(g)dg,fe LY(G),

ou dg est la mesure de Haar sur G.
Alors 7, est une représentation unitaire de I’algebre involutive LY(G); c’est a dire
que pour f € LY(G), 7 (f*) = (m1(f))* on f* est la fonction définie sur G par
fH(x) = f(x=1),Vr € G.

Ainsi pour g € G, € Hr et f € LY(G),on a:
m(f)é(g) = / flu)(m(u)€)(g)du = / Flu)(u™" - g)du
G G
= jg AGH(w)fu™)E(u - g)du = / AGH(u-g™NAG(g™ (g - w)E(u)du

:/ Aal(u)f(g-u—l)ﬁ(u)du

1 AG(h) .
f;:/H/ f g-(u-h)” )(u RYAG (u- ]:)AH(h)dhdu.
(d’apres (5))

% - AN SO R — ~
= R DYV 2 ()i (ME(W) AR (u - h
G/H/Hf(g i AG) (M)xi(h)E(w)Ag (u - k)

Ag(h)
Ag(h)

= % / flg- 1w HAG (u)A:z—(h ,;Tl(h)xl('h)r/hf(u)diz
Jo/u Ju ’

(apres simplification)

dhdi  (d’apres (6))

_ AZNw) [ Fflg- R a(WAL(RAF (h)dhE(w)di
Jaru H

= Aal(u)/ flg-h- 'll.—l)X{(h)A;f_lG(h)dh{(?l.)(]l.l.
G/H H '
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On en déduit que
T (f)E(g) :?{ Frlg, w)é(u)du
G/t

ot H est le sous-groupe exp hj, dz est la forme linéaire G—invariante unique a un facteur

constant prés, définie sur K(G, H) et

(9) Falosu) = A5 W) [ g+ h-w AT g(hdh,

Ainsi, on obtient que 7 est un opérateur & noyau, et son noyau est la fonction fr. Si on
prend f € C*(G), on constate que fr € C™(G x G).
D’autre part pour g,¢9' € Get h,h' € H,on a:

falg-hog' - W) = AG (g - 1) /H flg-hu- K7 @AS WA (w)du
= AGN()BE (R / g w1 g (bt WAL )
H

AZ r (h )du  (invariance de la mesure de Haar)

= Aal(g' . h')/ flg-u- /it -g'_l)A—2 (u)xu( u)A (u)
H

i%I(h Yl(h)A_Tl(h)(lu
) ()X (A (¢"NAG o

(

X / flg-u-n'"1. g'—l)A;’—l(u . h'_l_)AI_{Tl(h')Aé(u . h'—l)A(%;(h')
H

Xl('“ h'"l)\(,(h."(lu
-1 \
FTMAG (AT (MBER )xa(h)AZ (')

X AH(h')/H flg-u-g'" AL (U)Ai(u)xl(u)(lu (d’apres (1))

A 1
s (yx ()

Ag AG)%(” Wilh") frlg.g")-

On en déduit que f, vérifie la relation de covariance

(10) Falg by B) = AF G(OTUWAT G\ () fala. "),
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Vg,9' € G.h,h' € H.

Dans la suite de notre étude, nous écrirons #(f) au lieu de = ( f).



CHAPITRE 2

POLARISATIONS ADAPTEES ET
DIFFERENTES ETAPES D’UNE DEMONSTRATION
PAR RECURRENCE

Dans ce chapitre, nous préparons la formulation de la preuve du théoréme principal de
notre travail, énoncé au chapitre 4. Pour cela, étant donné G un groupe de Lie exponentiel
d’algebre de Lie g, nous allons étudier les idéaux non centraux minimaux de g et donner les
formules explicites de l’action de g sur ces idéaux. Ensuite, nous introduirons des polarisa-
tions nouvelles dites adaptées ou fortement adaptées a un idéal nilpotent n de g, qui seront
d’une importance capitale dans la suite de notre étude. Enfin, comme les démonstrations
concernant certaines propriétés des opérateurs a noyaux 7(f),f € LYG),w € G se font
par récurrence, nous analyserons dans ce chapitre les différentes étapes nécéssaires a une

telle récurrence.

2.1- IDEAL NON CENTRAL MINIMAL.

2.1.1- Définition :

Soit G un groupe de Lie exponentiel d’algébre de Lie g. Un idéal a de g est dit non
central minimal, s'il est de dimension minimale parmi les idéaux non centraux de g.
Il est bien connu qu'un tel idéal est toujours abélien cf ([B.C et all).

Le lemme suivant sera un outil important dans la preuve du théoréme principal.

22
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2.1.2-Lemme :

Soit G un groupe de Lie connexe, simplement conneze, exponentiel, d’algebre de Lie
a et de centre 3. Soient | € g* et n un idéal nilpotent ct non central de g, contenant [g, g
et tel que n ne contienne aucun idéal non trivial de g ot I s’annule. Alors n contient un

idéal non central minimal a de @, qui se présente sous l'une des formes suivantes :

(i) a=RY, Yen Y #£0, <Y >=1.

De plus, il eziste un homomorphisme non trivial A : g — R tel que

[X,Y] =XX)Y, VXeg

(ii) a = RY; + RY,, avec Y1,Y, € n,Y,¥5 # 0 et |[< LY] > + |< Y2 >|# 0.

De plus, il ezxiste un homomorphisme compleze non trivial A : g — C tel que
(X, Y1 +iY,] = M(X)(Y1 +:Y2), VX €g,
avec A = A\ (1 +16) ot \; est une forme linéaire réelle sur g et 6 € R, 6 # 0.

(iii) a = RY + RZ, avec Y € n\3(g),Z e nnj(g), < LY >=0¢et <I,Z >=1.
De plus, il eziste une forme linéaire réelle non triviale ¢ : g — R et un homo-

morphisme réel X : g — R tels que
[U,Y] = MUY +o(U)Z, VU eg.

D’autre part, si A est non trivial, il eziste T € g\ n et X € n tels que
MX)=p(T)=0, NT)=p(X) =1,

[X,Y]=2Z, [T,X]=—-X mod.kerA N kere.

(iv) a = RY; + RY; + RZ, avec Y;,Y2 € n\3(g),Z € nNj(g), < L.Y1 >=<,Y2 >=0
et < 1,Z >= 1. De plus. il existe une forme linéaire compleze non triviale ¢ :

g — C et un homomorphisme compleze A : g — C tels que

[U,Y: +iYa] = AU)Y: +iYs) + o(U)2Z, VU €.
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avec A = A\(14+46) ot A, est une forme linéaire réelle sur g et 6 € R, 0 # 0. D’autre
part, si A est non trivial, il eziste X1, X, € g et T € g\ n tels que

AX1) = MX2) = o(T) =0, MT) = ¢(X1) = p(X2) =1,

X; Yx] =62, 1<j, k<2

et
[T, X1] = — X1 mod.kerA N kery, [T, X>} = —Xo mod.kerA N kery.

Preuve :

Posons ap = kerlNz(g)Nn. Alors ag est un idéal de g contenu dans net < l,a0 >=0;
par conséquent, d’aprés les hypothéses du lemme, ap = (0). Ainsi, dim 3N n <1, car sinon
dim ker(l),,,) > 1, ce qui contredit les hypotheses du lemme.

1) Supposons que dim 3N n=0.

Soit @ un idéal minimal abélien non trivial de g, contenu dans n; on a anNj = (0).
Comme g est une algebre de Lie exponentielle, les racines de g suivant a sont de la forme
A1(1+418), o1 A, est une forme linéaire réelle sur g et § € R. D’autre part, I’application ad-
jointe ad X, X € g, munit I'idéal a d’une structure de g— module exponentiel irréductible ;
alors, d’aprés le lemme 1.1 du chapitre 6 de ([B.C et al]), dim a = 1 ou 2. De plus, comme
anj =(0), on a [g,a] # (0). Ce qui prouve (i) et (ii).

2) Supposons que dim jNn=1 :

Si les idéaux décrits dans le cas 1) n’existent pas, alors tout idéal minimal abélien non
trivial de g, contenu dans n, rencontre le centre 3 de g. Dans ce cas. cherchons des idéaux
non centraux minimaux abéliens de g.

Prenons Z € 3Nn, avec Z # 0, et < 1,Z >=1; posons § = g/2Z et it = n/RZ.

Soit & un idéal minimal (non trivial) de § contenu dans n. Alors, comme au cas 1), on
adima=1ou?2.

Si @ est central, alors & C 3(@) N #; or, sachant que d est non trivial et que dim

3(@) Na <1, on en déduit que a est nécéssairement de dimension 1. Ainsi, il existe ¥ €
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n\ 3(g) avec < [,Y >= 0 (sinon, on remplace ¥ par Y' = Y- < LY > Z), tel que
i =RY mod.RZ et a = RY + RZ est un idéal non central minimal de g contenu dans n.

Ona [U,Y] = ¢(U)Z, VU € g, ott ¢ est une forme linéaire réelle non triviale sur g, car
Y ¢ 5(9)-

Si @ est de dimension 1 et non central, alors il existe Y € n\ 3(g) avec < ,Y >=0,
tel que & = RY mod.RZ et a = RY + RZ est un idéal non central minimal de g contenu

dans n. D’autre part, il existe A, € g* tels que
U, Y] = NU)Y +o(U)Z, VU €ag.

Notons que A est un homomorphisme de g, et A est non trivial, sinon a est central. De
méme, ¢ est non trivial, car sinon a est de dimension 1. D’autre part, comme Aet p
sont des formes linéaires réelles non nulles sur g, alors ker) et kery sont des sous-espaces
vectoriels de g, de codimension 1 chacun. Signalons aussi que kerA est un idéal de g.

Ainsi, si ¢ = a), avec a € R, alors [U,Y + «Z] = MU)(Y + aZ), ce qui nous ramene
au cas (i). D’autre part, si kerp = ker), alors ¢ = al, avec a = ";T(%, ou T ¢ ker); ce
qui nous rameéne aussi au cas (i). De plus, on ne peut avoir au sens stricte

kery C ker) ou kerA C keryp, sinon on aurait kero = kerA, ce qui est absurde.

Donc, kerp # ker) et nous supposons que A et ¢ sont linéairement indépendants ;
d’o, il existe T € kero, T ¢ ker) et X € kerA, X ¢ keryp, avec (T,X) indépendants
modulo goo = kerANkere. Ainsi, on a o(T) = MX) = 0,\(T) = o(X) =1, et [X,Y] = Z.
D’autre part, en utilisant I'identité de Jacobi, on vérifie que [[T,X]+ X,Y] = 0; d’ou
[T, X]+ X € kerA N kerep. Ce qui nous donne (iii).

De méme si a est de dimension 2 et non central, alors il existe ¥7,Y2 € n'\ 3(g) avec
<Y >=< 1.Y; >=0, tel que @ = (RY; + RY,) mod.RZ et a = RY; + RY, + RZ est un
idéal non central minimal de g contenu dans n. D’autre part, il existe A et o des formes

linéaires complexes sur g, telles que
[U, Y1 +:Y3) = MUY, +4Yy) + (U)Z, VU € q.

Remarquons que C(Y; 4 i¥3) est un espace propre mod.CZ de la racine A de @ suivant

d. Donc, A = A\ (1 + i6), ot A, est une forme linéaire réelle sur g. et 6 € R. Ainsi, A
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est un homomorphisme non trivial de g car @ est de dimension 2 et non central de
méme, ¢ est non trivial, sinon on est ramené au cas (ii), et 6 # 0. sinon on est ramené
au cas (iii). D’autre part, étant donné les expressions respectives de A et ¢, on en déduit
que ker), respectivement kery, sont des sous-espaces vectoriels de g de codimension 1,
respectivement de codimension 2.

Ainsi, si ¢ = a}, avec a € C, alors [U, Y] +iYy + oZ] = MUYY; + Y, + aZ), ce qui
nous raméne au cas (ii). D’autre part, kerg # ker), car leurs codimensions respectives
dans g sont différentes. Ainsi, nous supposons ici que A et ¢ sont linéairement indépendants
et que A est non trivial. Par conséquent, il existe T € g avec A(T') # 0; notons que T ¢n,
car n C ker). Dans toute la suite, nous supposons que A(T) = 1.

Soit un vecteur quelconque U € g; alors, on a:

([T, U], (Y1 + iY2)]
= [T,[U,Y; + iYs]] - [U, [T, Y1 + Y]]

ceci d’aprés I'identité de Jacobi,
= [T, MU)Y1 +iY2) + ¢(U)Z] - [U, MT)(}1 + iY2) + o(T)Z]
= MTAU)Y; + iY3) + o(TIMNUIZ — M(TOMU) Y1 +iYs)
+ p(U)NT)Z
= (MU)P(T) = MT)p(U)) 2.

Il existe un vecteur Uy € g avec [T, Up], (Y1 + iY2)] # 0, c’est & dire que

@(Uo) = MUo)e(T) — MT)p(Us) # 0,

car, sinon p(U) = %’\(U ), YU € g, ce qui est absurde, car A et ¢ sont linéairement
indépendants.

Ainsi, on vient de montrer qu’il existe ["' = [T U], U’ € g N n. tel que A(U') =0 et
o(U') # 0, c’est a dire que U’ ¢ kery et U’ € kerA. Donc, en supposant que p(U') =1,
on obtient

[U'.Y; +iYs] = Z,
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ce qui entraine que [U',Y;] = Z,[U',Y3] = 0.

D’autre part, en utilisant les calculs précédents, on vérifie que {[T,U']+U", Y1 +iY2] =
0; dou [T,U'] + U’ € kerAN kere.

Posons U" = [-T,U’]. Alors, d’aprés le raisonnement précédent, on obtient que
AU") =0, o(U") =1et [T,U"]+U" € kerANkere. De plus, (U',U"") sont indépendants
modulo ggg = kerp N kerA.

D’autre part, on a aussi [U",Y; + iY3] = Z, ce qui entraine que [U",Y1] = Z et
[U",Y3] =0; d’ou en posant X; = U', Xy = U", on obtient le résultat cherché. Ce qui

achéve la preuve du lemme.

2.2- POLARISATIONS ADAPTEES.

2.2.1-Définitions :

Soient G un groupe de Lie exponentiel d’algébre de Lie g. Soient aussi n un idéal
nilpotent de g contenant [g,g] et | € g*.
Alors, une polarisation §) en ! est dite :
- adaptée a nsi hNn est une polarisation en [|, ;
- fortement adaptée & n si ) est adaptée & n et si f est g(l},) - invariant, ou
a(l;,) = {X € g/ < ,|X,n] >= 0} désigne l'algtbre de Lie du stabilisateur G(Ij,)
de [|, dans G.

2.2.2-Exemples :

2.2.2.1- La polarisation de Vergne passant par n :

Soient g une algebre de Lie exponentielle, [ € g* et n un idéal nilpotent de g contenant
[g, g]. Soit aussi S = (gi)7>, une bonne suite de sous-algebres de g. qui passe par n: cela
signifie que

9290391D-“Z)g-r=n:)gr+1D~--ng:{0},

avec dim gr/gr+1 = 1 pour 0 < k < m, et S est telle que si g n'est pas un idéal de g,
alors gr_; et gr41 le sont et gr—1/@r+1 est un g—module irréductible.
En 1.2.9, nous avons vu que §(1,8) = 3 jo, 8k(lx) est une polarisation de Vergne au

point | € g*, qui vérifie la condition de Pukansky. En plus, d’apres le théoreme 5.1, la
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remarque 5.2 f) et le corollaire 5.5 de ([Mol.]), h(l,S) est fortement adaptée a n et stable

sous l’action du stabilisateur G(I) de [ dans G.

2.2,2.2-

Soit g l'algtbre de Lie résoluble exponentielle de dimension 4, de base
< X1,X,,X,3, T >, définie par les crochets suivants lorsqu’ils sont non nuls, les autres

étant nuls ou obtenus par antisymétrisation :
T,X:] =X, [T.X2]=-X,.
Soit d’autre part [ € g* définie par
T)=1, I(X;)=0,l(X;)=1,l(X3)=0.

Alors g(I) =< X;,X3 > et par conséquent ) =< Xy, X5, X3 > est une polarisation réelle
au point [.
Posons n =< X;,X; >; alors n est un idéal nilpotent de g, qui est égal & [g,g].

D’autre part, si nous posons
go = (0), g1 =< Xj >, g2 =< X1, X >,

g3 =< X111Y27X3 >,E4 =< -X'lv-X—ZS-X—ZhT >= g,

alors, on constate que la suite (go, g1, g2, 83, 04) est une suite de Jordan-Holder de g qui

passe par n; en plus,on a

4
h= Z gi(lj) =< X;. X5, X3 >.
i=1
Donc § est une polarisation de Vergne en [, qui passe par n. D’apres 2.2.1, ) est fortement

adaptée a n et b vérifie la condition de Pukansky.

2.2.3-Remarque : On peut définir une algébre de Lie exponentielle g, un idéal
nilpotent n de g contenant [g, g, et une polarisation h) en un point ! € g*. tels que ) soit

fortement adaptée & n et h) ne soit pas une polarisation de Vergne.
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En effet, soit g ’algébre de Lie résoluble exponentielle de dimension 8, de base
< A,B,H,S,T,U,V,Z >, définie par les crochets suivants lorsqu’ils sont non nuls, les

autres étant nuls ou obtenus par antisymétrisation :
[A,B]=H, [4A,H] =T, [A, V] =72,

[B,H|=V, [B,U] =2, [5,A] =24,
[S,B] = -2B, [S,U] =2U, [S,V] = -2V,
[T,A] = A, [T,B]=-B, [T,S5]=Z,
[T,U]=1U, [T,V]=-V.
On constate que g est une algebre de Lie résoluble exponentielle non nilpotente.
D’autre part, soit | € g* définie par

<L,Z>=1, <l,A>=<|,B>=<[,H>=0,

<SS >=<1,T>=<,U >=< 1,V >=0.

Alors le centre de g est 3(g) =< Z >, et l'algébre de Lie du stabilisateur de ! dans g est
g(l) =< H,Z >; ainsi, on vérifie que ) =< A,H.T,U,Z > est une polarisation réelle en
L

D’autre part, soit n =< A, B, H,U,V.Z >= [g, g]. Alors n est un idéal nilpotent de g
de pas 3, et l'algebre de Lie du stabilisateur dans G = exp g de la restriction de [ & n est
définie par

g(l,)=<H,5,T,Z >.

De méme, l’algébre de Lie du stabilisateur dans N = expn de la restriction de [ a n est
définie par
n(l,)=<H.Z>.

Ceci nous permet de vérifier que ) N n =< A, H,U,Z > est une polarisation en [|, et

que f est invariante par g(l,). Donc lj est une polarisation en [ fortement adaptée a n.
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Néanmoins, § n’est pas une polarisation de Vergne. Pour le prouver, il suffit de montrer
qu’il est impossible de trouver une boune suite S = (g;)o<;<s de sous-algebres de g telle

que
8
h=">_ai(ly).
7=0

Supposons qu’une telle suite S existe. Puisque g est completement résoluble, toutes
les racines de g sont réelles et tous les termes g; de la suite S seraient des idéaux.

Soit g, le plus petit idéal non nul de la suite S.

SiX, =A+aB+asH+asS+a,T+asU+agV+a7Z € gi, aveca; € R(1 <@ < 7),
alors Xy = [B,X]| = -H+a:V+203B+asB+asZ € gi. Ainsi, (X, X7) est un systeme
libre de g; avec dim g; = 1, ce qui est absurde.

Donc X; = A+a;B+as H+asS+a,T+asU +asV +a7Z ¢ g1. De plus, en utilisant
la méme argumentation, on constate que les composantes de tout vecteur X € g1, suivant

les directions de g autre que Z sont nulles; d'ot Xy = aZ, avec «r € R. Donc,
g =<2Z>.

Soit go € S, tel que g1 C g2 et dim g = 2.

Si X; = A+ a1B + asH + a3S + auT + asU + agV € g, avec a; € R, alors
[B,X1]=—H+0a;V +2a3B+aysB+asZ € gp. Posons Xo = —H +a,V + 2a3B + a4 B.
On constate que,(X;, X2, Z) est un systéme libre de g, avec dim g2 = 2, ce qui est absurde.

Donc X; = A+a1B+ asH+a3S +a4T + asU + asV ¢ g2. De méme, on vérifie que
les directions B et H n’appartiennent pas a ga.

Si X; = S+ asT + asU + agV € gy, alors en prenant ay = —2,a5 = ag = 0,
on vérifie que (S — 2T, Z) est une base de gy. Si par contre ay # —2, on constate que
([4,X1),[B, X1],Z) est un systéme libre de g,, ce qui est absurde. De méme, X; = T +
asU + agV ¢ g,, sinon, on obtient une absurdité. Par contre, cn vérifie que (U,Z) ou
(V,Z) sont des bases possibles de g,.

Finalement, on constate qu'il y’a trois choix possibles pour gé :

g =<U,Z>ougs=<V.Z> ougy=<5-2T.72 >.
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Soit g3 € S telle que g, C g3 et dim g3 = 3.
Alors, en utilisant I’argumentation précédente, on constate qu'il y’a trois choix possi-

bles pour g3 :
g3 =< S —2T,U,Z >, 93 =< S—-2T,.V,Z > ougg =< UV, Z >.

On remarque que g3 ainsi définie est abélienne. Donc, on devrait avoir g3 C §, ce qui n’est
pas le cas, car § — 2T et V n’appartiennent pas a .

Ceci acheve notre preuve.

2.2.4- Proposition :

Soient g une algébre de Lie exponentielle et h une polarisation en | € g* fortement
adaptée d n, ot n est un idéal nilpotent de g contenant [g,g]. Alors h vérifie la condition
de Pukansky et

h=(hnn)+bhngll,)
ot h Ng(l),) est une polarisation en l|s(l| .

Preuve :

(i) Posons h; = hNg(l},) et montrons que ) = (hNn) + by.
Comme par construction ()N n)+h; C B, il nous suffit de montrer Uinclusion inverse.

Soit X € hh; alorson a:

(ad*(X)(}),).h N n) = (I}, ad(—X)h Nn)
= (L, [h N n, X))

=0 carfj est une polarisation en L.
Ainsi, pour tout X € fj, on a ad*(X)(I,) € (hN n)L(n*), ce qui implique que
ad*(h)(1,,) C (hNn)*=(n*).
D’autre part § N n est maximal isotrope car § N n est une polarisation en (I, ). Donc

(h N n)(n*) = ad*(h N )1, ).
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Par conséquent, comme ad*(h)(/;,) C (h N n)t(n*), on en déduit que ad*(h)(),) C
ad*(hNn)(l},). Cela signifie que pour tout X € b, il existe ¥ € hNn tel que ad*(X)(1),) =
ad*(Y)(l|,), ce qui entraine que ad*(X —Y)(J},) = 0. On en déduit que

X-Y¢ g(l|“).

Ainsi, nous venons de montrer que pour tout X € b, il existe Y € (hNn)et Z €

hna(l,),Z=X-Y, telsque X =Y + Z. Dot h C (hnn)+(hNa(l,)); et I'égalité

h=(hnn)+(hNal,)) s’en suit.

(i1) h; est une polarisation en [; = l|w| -
n

-f; est subordonnée a ll““l , car h) est une polarisation en [ et [b1,H:1] C [, 5]
-b; est maximal isotrope par rapport a la forme bilinéaire B, définie par :

By, (u,v) = {ly, [u,v]), Vu,v € g({,)

En effet, soit v € g({},) tel que

(1, [b1,v]) = 0.
Alors :
ad*(v)(lh)(l) Nn)=0et ad*(v)(l1)(h1) = (0):

ce qui implique que (ad*(v)(1))(h) = 0. Par conséquent v € §j car f est maximal isotrope.
Finalement v € g({},) Nh = h; ce qui entraine que b est maximal isotrope. Donc b,

est une polarisation en l|wl -
n

(iii) b vérifie la condition de Pukansky.

Montrons d’abord que
(*) I+ (+bhngd,)) e =(HNGE,))- L,

ol H = exph et G(I|,) est le stabilisateur dans G de la restriction de [ a n. Comme
HAG,)) - Icl+(n+hng,))*, il nous suffit de montrer I'inclusion inverse.



CHAPITRE 2. POLARISATIONS ADAPTEES ET DIFFERENTES ... 33

Soit p=1+g€l+(n+hng(l, )" oligel+ (n+bhng(l,))*. Comme [g,g] C net
g() c hna(l,), alors

lg.g] + g(l) = m(Q) C (n+HNa(l),));

donc

(n+ b gl )N)tCm(Q)* .

D’autre part, étant donné que I4+m(Q)*CG -1 of ([B.C et al] chapitre 2), on en déduit
que

p=Il+qeG-I,
c’est & dire qu'il existe r = exp R € G tel que p = I+ ¢ = r-l = Ad*(exp R)l. On remarque
que r € G(I),) car
T (lln) = (r . l)ln = (l + ‘I)In = l|n.
On constate aussi que r = exp R € H. En effet, d'une part

r-1(h) = (1 +q)(h) = I(b)

car q € h*(g*). D’autre part, on a

r-1(9) = (1, Ad(r0)0) = (1, ) ad’(—R)h E‘T'R)[’)
k=0 )

> ad*(—R)t
= (I,b) + (ad"(R),H) + (1Y R (A‘.. )])
k=2 ’

= (I,h) + (ad*(R),h) car R € g(l},) et [g.g] est contenu dans n.

Donc, on a nécéssairement (ad*(R)l, ) = 0, ce qui implique que R € b car § est maximal
isotrope. D’ou r € H.
Ainsi,
p=l+g=r-1e(HNG(,)) - !;
d’ou

I+(m+bhng(l, )"t CHNGH) L,
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et 'égalité [+ (n+hNng(l )t = (HNG(],)) -l s’en suit.
Montrons que :

(#x)  H-l=1+h"
Nous savons que H -l C [+ bt : done, il nous suffit de montrer l'inclusion inverse.
Soit o =1+qg€l+ ht avec q € hL. Projetons ¢ sur n*; alors on a:
oL =4 +q, avecge(hn n)t.

Mais comme n est une algebre de Lie nilpotente et que §h N n est une polarisation en [| ,
alors h N n vérifie la condition de Pukansky, ceci d’apres la remarque 1.2.6.

Donc il existe z, € H N N tel que x4 - ({},) =1}, + ¢|,- On constate que
(p — 20 - D(n") = @(n') = (x4 - D(n")
= o(n") = (za - (I,))(n")
= p(n') — p(n')
=90 pour tout n' € n.

Ceci implique que ¢ — z, - | € n*(g*). D’autre part, pour k' € h,on a:
12 g p

(¢ —za - 1)) = @(h") = (@a - (')
=I(h") 4+ q(R") = U(h') — ¢'(h")
car an-l=1+q¢ €l+bht, avec ¢ €t
=0.

Ceci implique que ¢ — z, - I € h*(g*). Finalement, on en déduit que :
p—xn-lE(n+h)t

Par conséquent. il existe ¥ € (n+ §)* tel que ¢ = 2y - [ + v
Or, comme (n + h)L C (n+ (h N a(l;,)))* et que d'apres (*) (n+bhN gl Nt =
ad*(h N g(l},))l. on en déduit que

¢ € ad™(h Na(l), ).
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Donc il existe u € h Ng(l},) tel que ¥ = ad*(u)l.
On remarque que z, - (ad*(u)l) = ad*(u)l. En effet, pour tout ¥ € g. on a:

zy - (ad*(uw))(Y) = (ad*(u)l, Ad(:rn"l)Y)

= (ad* (), Z ad’ ( X )Y ott exp Xn = Zn

Xa)Y

= (ad*(w)l,Y) + (ad*(w)l, Z “—d—k%“——> ;
k=1

et comme ad*(u)l € [g,g]* et Y1, M € g, g), alors

. L ad*(—X,)Y
(ad*(u)l, ) —T“—) =0
k=1
et on obtient I'égalité cherchée.

Ainsi, moyennant les résultats précédents, nous venons de montrer que pour tout

pel+ht, ilexiste z, =exp X, € HNN et u € hNg(l},) tels que :

0 = 20l + ad*(u)l) = xn - Ad*(expu)!
= Ad"(exp X, )Ad*(expu)l
= (zq-expu)-l€ H-L

Donc !+t C H -1; ce qui achéve notre preuve.

2.3- DIFFERENTES ETAPES D’UNE RECURRENCE.

La preuve du théoréme principal du chapitre 4 se fera par récurrence. Dans ce para-
graphe, nous analysons les différentes étapes nécéssaires a une telle récurrence.

Nous supposons toujours que G est un groupe de Lie connexe simplement connexe,
exponentiel d’algébre de Lie g, et [ € g*. De plus, nous considérons n un idéal nilpotent
de g contenant [g,g], h une polarisation en [ fortement adaptée a n et = = = ind¢ FX1,p une

représentation unitaire irréductible de G. Alors, on a au moins ['un des cas suivants :
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2.3.1- ler cas :

dim G = 1, c’est & dire que G = R. On constate que G est abélienet quen=g=§ =
R. D’autre part, ce cas n’est qu’un cas particulier du cas plus général ot G est un groupe

abélien de dimension m.

2.3.2- 2eme cas :

Il existe un idéal non trivial a de g contenu dans n tel que < I,a >= 0. Dans ce cas, a
est contenu dans fj par maximalité, puisque f + a est encore une sous-algebre subordonnée
4 I. Dans le raisonnement par récurrence, on passe a I’espace quotient g = g/a et on définit

[ sur g* de la maniére suivante
<[ X+a>=<L,X>VXe€aq

Nous posons aussi it = n/a, ) = fj/a. On remarque que §) est une polarisation en [ fortement
adaptée a n. Dans G, on pose T = indGH,\fI-,-, : alors # = # o P. Et comme

dim § < dim g, on fait la récurrence sur la dimension de G, en passant de G a G.

2.3.3- 3eme cas :

Il n’existe aucun idéal non trivial b de g ot ! s’annule; alors le centre 3(g) de g est
de dimension inférieure ou égale a 1.

Dans un premier temps, nous supposons que n ne contient aucun idéal non central de |
g; comme n est un idéal de g et que dim 3(g) < 1, on en déduit que n est central et dim
n<l1.

Si dim n = 0, alors n = (0) et [g,g] = (0). Ainsi g est abélienne, ce qui nous ramene
au 1°"cas.

Si dim n = 1, alors n = BZ avec Z central et < [.Z >= 1. Or. étant donné que
[9,8) C n = RZ, alors si [g,g] = (0), cela nous rameéne encore au 1°7 cas. 51 par contre
[g.g) = BRZ = n, alors g est une algehre de Heisenberg de base (X7, ... .. X,.Y,...Y,.2),
avec

[X,.%)] = Z.

[‘XJ"‘Yk] = [}}’ Yk] =0, 1 SJ 75 E<m.
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Par conséquent, on vérifie que ) = 27’:1 RY; + RZ est une polarisation en ! fortement
adaptée 4 n. Notons aussi que dans ce cas toutes les polarisations en [ sont fortement

adaptées a n.

Nous supposons & présent que n contient des idéaux non centraux de g. Alors n est
non central et il existe un idéal non central minimal a de g contenu dans n qui se présente
suivants les différentes formes données dans le lemme 2.1.2. Nous sommes donc amenés a

considérer ces différents cas :

2.3.4- 4eme cas :

Ce cas correspond au cas (i) du lemme 2.1.2 ot go = kerA est un idéal de codimension
1 de g contenant @ = RY et contenant n, car A est une racine de g. De plus, on constate

que

go = {U € g/ad"U.(]),) = 0} = a(},)

est ’algébre de Lie du stabilisateur dans G de [|,. Ainsi, il existe X € g, X ¢ go tel que
g = RX @ go. Nous choisissons X tel que A(X) = 1 et Y tel que [(Y) = 1; nous supposons
aussi que [(X) = 0, car sinon nous remplagons X par X — I(X)Y. De plus, comme a est
de dimension 1, nous 'identifions a R.

Nous posons Gy = exp go. Alors G = expRX - G et les éléments de G peuvent étre
écrits sous la forme de couple (¢,90),t € R, g0 € Go et (t,g0) = exptX -go € G.

D’autre part, on vérifie que h C go. En effet, étant donné que § est une polarisation
en [ fortement adaptée & n, alors d’apres la proposition 2.2.4, h C g({},) +n; puisque g({},)
et n sont contenus dans go. on en déduit que ) C go et vu la maximale isotropie de b, on
aaCh AinsiY € go(lo) Ch.avecly =1 .

D’autre part, ) est une polarisation en [y = lho fortement adaptée a n C go. En effet,
comme § est une polarisation en ! fortement adaptée & n. alors pour montrer que 1) est une
polarisation en lg, fortement adaptée & n, il nous suffit de montrer gue f) est une polarisation
en ly. On remarque que fj est subordonnée a [ et que dim f) = %(dim go + 1+ dim g(1)).
Donc pour achever notre preuve, il nous suffit de montrer que dim go(ly) = dim a(l) + 1,

ce qui est réalisé si go(lp) = a(!) ® RY.



CHAPITRE 2. POLARISATIONS ADAPTEES ET DIFFERENTES ... 38

Soit X ¢ go: ona < L[X,Y] >= AX) # 0; dout X ¢ () et Y ¢ g(l). Donc
a(l) C go, ce qui entraine que g(I) C go(lp) ; et comme Y € go(lo), alors a(D®RY C go(lp).

Réciproquement, soient V € go(lo) et X ¢ go avec AM(X) = 1 On sait que
< I,[V,g0] >= 0; donc, pour montrer que V € g(l) ® RY, il suffit de trouver a € R
tel que V — aY € g(I). Pour cela, nous prenons o = — < L[1.X] > . On sait que
< 1,[V = a¥, go] >= 0. D’autre part, < [V — oY, X] >=<[,[V,X] > —a <], Y, X] >=
—a + a =0. On en déduit que V —aY € g(l); d’ou go(lo) C g(!) @ RY.

Par conséquent, on a bien go(lo) = a(!) ®RY et h qui est une polarisation en l =1,
fortement adaptée a n. '

On pose my = indg°x¢o‘|,. Alors 7y est une représentation unitaire irréductible de Go
etonanm =my = indgowo. Et comme dim Go < dim G, on fait la récurrence sur la

dimension de G, en passant de G & Gj.
2.3.5- S5eme cas :

Ce cas correspond au cas (ii) du lemme 2.1.2. Il s’agit de I'analogue complexe du
4¥™ecqs. Ainsi, comme dans ce dernier cas, gg = kerX est un idéal de codimension 1 de g
contenant a = RY; + RY; et contenant n, avec ¥7,Y3 ¢ 3(g). De plus,

go = {U € g/ad"U(]},) =0} = a(}},)
est D'algébre de Lie du stabilisateur dans G de Ij, ; et pour les mémes raisons qu’au cas
4, aCHhCagoetY1,Ys € go(lo) CHh. De méme on vérifie que b est une polarisation en g
fortement adaptée & n; pour cela, il suffit de montrer que dim go(lo) = dim a(ly+ 1, ce
qui est réalisé si go(lo) = g(!) ® RY: + RY5.

Soit X ¢ go; ona < ,[X.Y] +i¥3] >= AMX)< Y1 >+ <113 >) #0; dou

X ¢ g(!) et Y; ou bien ¥, ¢ g(!). car si 7,13 ¢ g(I). on peut toujours remplacer Y5
par Y] € g(!). Donc g(I) C go, ce qui entraine que g(!) C go(lo). Ainsi

a(l) + RY; 4+ RY; C go(lo).

Réciproquement, soient V € go(lo) et X ¢ go avec A(X) = 1; il existe des réels ay,az,

tels que
<L, X]>+a1 < LY, X]+ a2 < [,[Y2,X] >

=<1,[v,X] > —a; < LY, > —ag < 1Y >=0.
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On en déduit que < [,[v + a;1Y; + a3Y3, X] >=0; et comme v + a1 Y1 + ayY, € go(lo),
alors v + a1Y; + azYs € g(!). Dot go(lp) C g(!) + RY; + RY; et on obtient le résultat
cherché. Comme au 4¢™¢cas, dim Gy < dim G ; donc la récurrence se fait dans les mémes

conditions.

2.3.6- 6eme cas :

Ce cas correspond au cas (iii) du lemme 2.1.2, avec a = RY +RZ.Y ¢ 3(g), Z € 5(g);
de plus, pour tout U € g, on a [U,Y] = M(U)Y +o(U)Z. avec ¢ qui est une forme linéaire
non triviale sur g et A un homomorphisme réel de g. Dans ce cas. nous supposons que
X est non trivial. Par conséquent, g° = kerA est idéal de codimension 1 de g différent
de go = kery qui est une sous-algebre de codimension 1 de g; et puisque A et ¢ sont
indépendants, ggo = g° N go est un idéal de codimension 2 de g.

Dans la suite, nous distinguons plusieurs sous-cas en fonction des relations d’inclusion

ou de non-inclusion qui existe entre g(!), b et g°, go.

2.3.7- Cas 6a: g(l) ¢ a°.

Dans ce cas, h ¢ g°. Nous posons
1°= Uos 0 =hng®, H® =exph®, G° =expg’

Alors, on constate que h° est une polarisation en [° fortement adaptée a n C g%; donc,
d’apres la proposition 2.2.4, h® vérifie la condition de Pukansky en I°. On en déduit que
70 = ind?ﬁ,x,o est une représentation unitaire irréductible de G°. De plus, comme g(I) ¢
@, alors d’aprés ([Lep. Lud.]), 7 = ind$ x; est une extension de #°. Ainsi, la récurrence

se fait sur dim g en passant de g & g°.
2.3.8- Cas 6b: [l C ggo-

Dans ce cas, Ggg = €Xp oo est un sous-groupe distingué fermé de G de codimension
2. contenant H = exph. Nous choisissons T' € go tel que T ¢ g’ : nous savons qu’un
tel T existe car go # g° et T ¢ goo. Ensuite, nous considérons le sous-groupe fermé
Go = expRT - Gog = G(I/a) de G: Gy est un sous-groupe de codimension 1 de G
contenant H. Puisqu’il existe X € g’ Nn, X ¢ go tel que [X,Y] = Z (cf lemme 2.1.2), alors
G = expRX - expRT - Ggo.
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Nous posons

.G -G
Iy = l|go, 700 = nd 5" X1ge» To = tNd G0 Too-
Alors, m# = ind(G;0 7o et la récurrence se fait sur dim g en passant de g & go-

2.3.9- Cas6c: h¢a'etagl)cCg

Nous montrons que ce cas se raméne au cas précédent. En effet, Dans le cas présent
h ¢ goo. De plus, étant donné que f) = ho + h; avec ho = hNn C a’,h = hng(l,) et
que b ¢ g°, on en déduit que h; ¢ g°, c'est & dire que A(h1) # (0). Ainsi, on a le résultat

swivant :

2.3.10- Lemme : Il eziste T € b tel que T ¢ (1) avec M(T) # 0. et il eziste S € g(l),)
tel que < I,[T,S] >=1.

Preuve :

Comme A(h N g(l},)) # (0), il existe T =To +T1 € b, avec To € ho,T1 € b et tel que
MT) # 0; notons que T ¢ g(I) car A(g(!)) = 0. Par conséquent, il existe S € g tel que
< 1,[T,S] >#0; de plus S ¢ b car ) est maximal isotrope.

Si < L,[T,a(}},)] >=< L[T1,8(}},)] ># (0), alors le lemme est démontré. Signalons
quon peut aussi prendre T = T € g(l},)-

Si par contre < I, [T, a(l},)] >=<1,[T1,9(]),)] >= (0), alors pour tout W € n, on a:

<L[a(l,), T] >=<L[a(}),), W} >=(0);

ce qui entraine que

< 1,{g(1,),T — W] >=(0):

d'ott < (T — W) -1,g(l},) >= (0). On en déduit que (T — W) -1 € g(},)" C b+ = b, car
b Cn+a(l,)

Ainsi T — W € §; ce qui implique que W € ). Par conséquent, n C f; de plus,
comme § est une polarisation en I, < I,[f,n] >= (0); ce qui implique que h C a(l},)-
Montrons que fj est strictement contenu dans g(!j,)-

En effet, si cela n’est pas vrai, alors ) = g(l|,); ainsi pour tout S’ € a(l),) et pour tout
T € §,ona< [T >=0.0r, h =hnNn+hna(l,) =n+a(l,) et hng® =n+g°(l),),



CHAPITRE 2. POLARISATIONS ADAPTEES ET DIFFERENTES ... 41

avec g°(1},) = a(},) N a°. De plus, on sait que § N g® est une polarisation en 10 = ll,o et

a(l) c hn gl car g(I) C @°. En tenant compte de ces données, on en déduit que :

dim(h N g®) = =(dim @° + dim Elo(llgo ))-

> ~(dim g — 1 + dim g(1))

¢

| == -

> = (dim g+ dim g(I)) — %

NI

b

_ 1
> dim by — 5

<

D’autre part g° = ker) est un hyperplan de g car A est une racine de g; par conséquent,

h N g° est un hyperplan de j et on a
dim(hng®) = dim §h— 1.

Finalement, on a: dim(hNg®) = dim j — 1 et dim(h N g®) > dim b — % Ce qui est
absurde.

Par conséquent, h C g({),) et h # a({},), avec </, [h,a(l},)] ># (0). De ce fait, il existe
S eg(l),),S" ¢het T chna(l],), tels que <, [T',5'] >=1.

Si M(T") # 0, alors, T" et S’ conviennent et le lemme est démontré.

Si par contre A(T') = 0, alors on remplace T par T" = T + T'. Et comme on peut
prendre T € g(l},), alors T" € g(!}, ). Ensuite, on vérifie que MT") = XNT) # 0. Ainsi T"

et S’ conviennent. Ce qui achéve la preuve du lemme.

A présent, nous considérons S et T donnés par le lemme précédent, avec S € a({,), T €

h N g(l),) et nous posons
B =hng'+ RS et H' =exph'.

Nous pouvons supposer que A(S) = 0, sinon nous changeons S en 5" = MS)T1 — A( T))S,

avec T} qui représente la composante de T dans la direction g(l}, ). et on obtient A(S') =0.
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D’autre part S ¢ n. En effet, si S € n, alors § € nNg(l},) avec S ¢ bh. Ainsi
< 1,[S,n] >= (0), ce qui entraine que < L, [S,hNn] >= (0); et comme h N n est une
polarisation en [|,, on en déduit que S € h N n; d’ou S € B, ce qui est absurde. On
constate aussi que < [,[5,Y] >=p(S)=0carY enet S €g(l},)

Remarquons que f N g° est un hyperplan de h; ainsi, d’apres le lemme précédent,
il n’existe que la direction RT qui sort de h N g® et telle que < L[RT,S] ># (0).
Par conséquent, < [,[h N g® S] >= (0); on en déduit que h' est subordonnée alet
comme dim §' = dim by, alors ' est une polarisation en I. De plus, i)’ est fortement
adaptée & ncar ' Nn = hNn et h est une polarisation en ! fortement adaptée a n.
D’aprés la proposition 2.2.4, )’ vérifie la condition de Pukansky ; et d’apres la proposition
1.2.17, les représentations unitaires irréductibles ;5 = indSxiy et Ty = ind'§ x1,p¢ sont
équivalentes.

Ainsi, on constate que le cas Gc se raméne au cas 6b en remplagant la polarisation f
par la polarisation §' construite ci-dessus et contenue dans gog. La récurrence se fait sous
les mémes conclusions qu’au cas 6b avec 7y . Ensuite, on passe du cas 6b avec 7,5 au cas

6c avec m; par une transformée de Fourier.

2.3.11-Cas 6d: § C glet h ¢ go.

Puisque h = hnn+ hnagl,) et que g(l,) C go, il existe X € hN nX ¢
go = kere avec p(X) =1 et tel que [X,Y] = Z. Doy, Y ¢ b car < [,[X,Y] >
=< 1,Z >=1; on en déduit que a ¢ fj. Par conséquent nous introduisons une sous-algebre
de g notée § telle que §' = Ngo + a, ce qui équivaut a h’ = h N go ® RY. Nous savons
que |’ est une polarisation en ! fortement adaptée & n et contenue dans go ([B.C et al] ).
On remarque que § = h N go @ RX ; de plus, d’aprés 1.2.17, 7 et =’ sont équivalentes.

Ainsi, comme nous ’avons fait pour le cas Ge¢, nous ramenons le cas 6d au cas 6b en
remplacant la polarisation {j par la polarisation ' construite ci-dessus et contenue dans
goo. La récurrence se fait sous les mémes conclusions qu'au cas 6b avec m . Ensuite, on

passe du cas 6b avec m y au cas 6d avec my par une transformée de Fourier.

Remarquons que les sous-cas (6a) et (6¢) sont indépendants de la relation d’inclusion

ou de non-inclusion qui existe entre h) et go.
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2.3.12- 7eme cas :

Ce cas correspond au 6¢™¢ cas, mais avec A qui est un homomorphisme trivial de g.
Donconaa=RY+RZY ¢ 3(a),Z € 3(ga) et pour tout U € g, [U, Y] = ¢(U)Z avec ¢ qui
est une forme lin3aire non triviale sur g. Par conséquent, g° = kerA = get go = kery = goo
est un idéal de codimension 1 de g. De plus G = exp RX - Gy oit Gy = expgo et X & go-

D’autre part, nous constatons que les sous-cas 6a et 6¢ n’ont pas de sens ici car A est
trivial. Ainsi, sachant que h C g° = g, nous sommes amenés & considérer uniquement les

sous-cas suivants :

2.3.13- Cas 7Ta: 0§ C go.

Dans ce cas, Gy = G(1,) = exp gy est un sous-groupe distingué fermé de G qui contient
H et qui est de codimension 1. Ainsi, on peut écrire G sous la forme G = expRX - Gy, ou
X ¢ go, c’est & dire que p(X ) # 0. Remarquons qu’un tel X existe et on peut le choisir
en fonction des cas suivants :

(1): sin¢ go, c’est a dire que p(n) # (0,) alors on prend X € n avec p(X) = 1.

(2) : sinC go, alors on prend n'importe quel X € g avec o(X) = 1.

D’autre part, comme dans le cas 6, mg = ind,Gfx,o,(, ( respectivement 7 = indf,xzyh =
z"ndg0 mo ) sont des représentations unitaires irréductibles de G (respectivement G ) avec

lo = llao' La récurrence se fait comme dans les cas précédents sur dim G, en passant de G

a Go.
2.3.14- Cas Tb: h & go.

Dans ce cas, Go = G(I|,) = expgo est aussi un sous-groupe distingué fermé de G
de codimension 1, mais qui ne contient pas H. D’autre part, comme dans le cas 7a, on
peut écrire G sous la forme G = exp2X - Gy ot X ¢ go. Mais, puisque h C g({},) +n
et que g(l|,) C go, alors ’étude du présent cas ne sera faite que dans la situation (1)
précédente ot1 n ¢ go. On powrra ainsi choisir la direction X qui sort de go dans h N n, ce
qui nous permettra de la controler. La récurrence se fait comme dans le cas 6d, mais avec

des formules simples car A est nul.

2.3.15-8eme Cas :
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Ce cas est I'analogue complexe du 6°™¢ cas et il correspond au cas (iv) du lemme
2.1.2 dans lequel a = RY; + RY, + RZ,Y7,Y, € 3(g), Z € 3(g); de plus, pour tout U € g,
ona [U,Y; +iY,] = AU)(Y: +1Y2) + ¢(U)Z avec ¢ qui est une forme linéaire non triviale
sur g et A = A (1 + i6), un homomorphisme complexe de g avec A; € g*,0 # 6 € R. Dans
ce cas, nous supposons que A est non trivial. Par conséquent g = ker) est un idéal de
codimension 1 de g différent de go = kery qui est une sous-algébre de codimension 2 de
g. D’aprés le lemme 2.1.2, il existe T € g\ n. X1, X, € gtelsque T € go. T ¢ ¢°, X1, X2 €
g®°Nn, X, X, ¢ go. Il en résulte que go ¢ g’ et de ce fait goo est un idéal de codimension
3 de g. De plus, si ¥ = vec(X;,X2) désigne le sous- espace vectoriel réel de g engendré
par X; et X5, alors

G =expX-expRT - Ggo,

avec Gog = exp goo, Go = expRT - Goo et G° = exp X - Goo.
De fagon similaire au 6°™¢ cas, nous distinguons dans la suite plusieurs sous-cas, en

fonction des relations d’inclusion ou de non-inclusion qui existe entre g(!),h et g% go, goo-

2.3.16- Cas 8a: g(I) ¢ ¢°.

Ce cas est identique au cas 6 ; le raisonnement est le méme que celui de 6a.

2.3.17- Cas 8b : h C goo.

Ce cas est I'analogue complexe de 6b. Donc Ggg = exp goo €st un sous-groupe distingué
fermé de G de codimension 3, contenant H = expl). Nous choisissons T € go tel que
T ¢ g°; nous savons qu'un tel T existe car go # g° et T ¢ goo. Ensuite, nous considérons le
sous-groupe fermé Go = exp RT-Ggo = G(l|,) de G. On constate que Gy est un sous-groupe
fermé de G de codimension 2 et contenant H. Puiqu'il existe Xy, X2 € g° Nn, X1, X2 ¢ go
tel que [X; +iXq, Y1 41Y2] = (144)Z (cf lemme 2.1.2), alors G = exp X -exp RT'- Goo avec
X = vec(X1,X2) qui désigne le sous-espace vectoriel réel de g engendré par X; et Xs.

Nous posons lyg = l|goo , Moy = inclg"" \lpo €F Mg = indggowoo. Alors 7 = indgowo.

Comme au cas 6, la récurrence se fait sur dim g en passant de g @ go.

2.3.18- Cas 8c: h¢ g’ etg(l)Cg’

Ce cas est identique au cas 6¢; donc la récurrence est la méme qu’en 6e.
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2.3.19-Cas 8d: hcCg’eth¢ag.
Puisque h = hNn+hngl,) et que g(l},) C go, il existe X € hNn. X ¢ go = kerop.

Etant donné que g est de codimension 2 dans g, il s’avére nécéssaire d'étudier la dimension
de h N go afin d’obtenir celle de ) = §j N g @ a. Nous savons que 1 < dim(h Na) < 3;
mais comme §) ¢ go, alorsa  f; dou 1 <dim(hNna) <2

1) dim (hna)=2 :

Dans ce cas, hNgo est de codimension 1 dans h. car sinon hNgg serait de codimension 2
dans b, puisque go est de codimension 2 dans G. Ainsi, il existerait X|, X3 € §, X{, X3 ¢ go
avec (X},X3) qui est une base de g/go telle que [X],Y;] = 6;;Z. On en déduirait que
< LX) >=< 1,Z >=1et < L,[X},}3] >=< [,Z >= 1. Ainsi 11,Y2 ¢ h; d'on
dim(h Na) = 1, ce qui est absurde car on a supposé que dim (hNa) = 2.

Par conséquent, fj N go est de codimension 1 dans ) et ' = h N go ® a a la méme
dimension que §j. De plus, §)’ étant subordonnée & I, on en déduit que ' est une polarisation
en ; d’autre part, ' est fortement adaptée & n et contenue dans go ([B.C et al]). Signalons
aussi quon a fj = h N gy ®RX avec X = aX; + bX; ol a,b sont des réels non tous les
deux nuls.

On constate que le présent cas est identique au cas 6d; donc la récurrence est la
méme qu’en 6d.

2) dim (hNa)=1 :

Dans ce cas hNa = {Z} = 3(a) et ¥7,¥2 ¢ . D’autre part h N go est de codimension
2 dans b.

En effet, si cette derniére assertion est fausse, alors N gy est de codimension 1 dans
b et il existe un unique X = a«X; +b0X; € h, X ¢ go tel que h = hNgo ®RX avec a, b qui
sont des réels non tous les deux nuls. Notons que les vecteurs Xj. X7 existent d’apres le
lemme 2.1.2 et sont tels que X, X ¢ go, avec (X1.X3) qui est une base de g/go telle que
[X:,Y;] = 6i;Z. On en déduit que [X,Y}] = «Z et [X,}Y5] = bZ.

Sans nuire a la généralité, supposons que @ # 0 et prenons a = 1. Comme

<L[X Y] >=<1,Z >=1,alors Y] ¢ b.
-Si b =0, alors [X,Y;] = Z et {X,Y2) = 0. D’autre part [§h N go, ¥1 + iY2] = (0) car
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hCg®; dou[hNagg, Y] =(0). Ainsi, [, ¥>] = (0) ce qui entraine que < [, [h,Y3] >=0;
d’ott Y, € b car § est totalement isotrope maximal. Il en résulte que h Na = {¥2,Z}. Ce
qui est absurde car dim (hNa) = 1.

- Ainsi, b # 0 et en supposant que b = 1, on obtient [X,Y2] = Z. Dans ce cas,
nous changeons les vecteurs de base Y;,Y; de a par des vecteurs Y/ =aVh + a;Y2,Y] =
b1Y; + b Ys tels que (Y7, Y) soit un systéme libre de a avec [X, Y]] = Z,[X,Y;] = 0. Cela
est possible en prenant par exemple Y] = 13,Y] = Y, — ¥5. Ainsi, (¥{,Y;, Z) est une
nouvelle base de a telle que [X,Y]] = Z,[X.Y]] = 0: ceci aboutit & une absurdité d’apres
le cas précédent.

Donc § N go est éffectivement de codimension 2 dans f). Ainsi, comme dans le cas (1),
h' = hNgePa = hNge®RY; BRY, = hNgoEY est une polarisation en [ fortement adaptée
3 n et contenue dans go ([B.C et al]). On remarque aussi que h = N go ® RX1 O RX; et
que 7 et 7' sont équivalentes (1.2.17).

Ainsi, comme nous ’avons fait au cas 6c, nous ramenons le cas 8d2 au cas 8b en
remplagant la polarisation §j par la polarisation )’ construite ci-dessus et contenue dans
goo- La récurrence se fait comme en 8b avec m, . Ensuite, on passe du cas 8b avec m g au

cas 8d2 avec 7 par une transformée de Fourier.



CHAPITRE 3

ESPACES DE FONCTIONS SETE §

D’apres 1.2.20, 'opérateur 7 (f), 7 € G, est un opérateur & noyau dont le noyau f, est
défini sur G x G et vérifie une certaine propriété de covariance. Par conséquent, dans ce
chapitre, nous nous intéressons aux espaces de fonctions f sur G et F sur G xG qui vérifient
la relation de covariance ci-dessus, et entre lesquels nous pouvons établir une correspon-
dance linéaire surjective. Dans un premier temps, nous faisons un rappel de ’étude de ce
probleme dans le cas nilpotent o il est bien connu que les espaces de fonctions ci-dessus
sont des sous-espaces des espaces de Schwartz S. Ensuite, nous étudions le cas exponentiel
ol 13 par contre il y’a décroissance exponentielle des fonctions noyaux dans certaines direc-
tions. Cela nous aménera & introduire des espaces de fonctions appropriées, notés ES(, ),
ou la lettre S suggere qu'il s’agit d’espaces analogues de l'espace de Schwartz, et la lettre

E indique qu’il faut exiger une décroissance exponentielle dans certaines directions.

3.1- LE CAS NILPOTENT.

Dans ce paragraphe, nous faisons un rappel de I’étude de notre probleme dans le cas
nilpotent ; nous nous baserons sur les travaux de Howe dans lesquels il résoud le probleme
ci-dessus dans le cas nilpotent ([How.]). Ainsi, dans ce qui suit, nous supposons que G est

un groupe de Lie connexe, simplement connexe nilpotent d’algebre de Lie g.

3.1.1-Définition : ( L’espace de Schwartz S(R™) )

Soient z € R" et a = (a1, -, ap) un multi-indice. Nous notons
0 . 0
Zl:a::lfal"'l?a"‘ et D% = —_— X, (———)Cn
1 n (011 ) (aln)

47
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ou (z1,--+,T,) sont les coordonnées de = dans une base arbitraire de R™.
Une fonction f définie sur R™, & valeurs dans C est dite de Schwartz si elle est de

classe C® et pour tous multi-indices a = (o, - Yet 8=(B1.---,08n),
supzern | *DP f(z) |< oo.

On note S(R™) I'ensemble des fonctions de Schwartz sur R”. La topologie de S(R™) est
déterminée par cette familles de semi-normes.

Si V est un espace vectoriel de dimension finie, alors 'espace de Schwartz S(V') est
défini par analogie avec S(R™).

3.1.2- Remarque :

Soit PD(R™) 'ensemble des opérateurs différentiels sur R” & coéfficients polynomiaux.
Il est alors clair que f appartient & S(R™) si et seulement si

| Lf |leo< 00, VL € PD(E").
D’autre part, une application ¥ : R™ — G est dite polynomiale si ’application
logoy : R" — g

est polynomial.

3.1.3- Définition : (L’espace de Schwartz S(G) ¥

Nous définissons S(G') comme étant I’ensemble des fonctions f définies sur G telles que
si 1 est un difféomorphisme polynomial alors f o' appartienne & S(IR™). Cette définition

est indépendante du choix de .

Pour X € get f € C®(G), les champs de vecteurs X, et Xp invariants respectivement

a gauche et a droite sont définis pour g € G par

d -
_f(g - exp tX )/::0

-YL .f(g) = dt

d
Xr- flg) = —fe\P( X)-9)/t=0.

Soient C[G] I’ensemble des fonctions polynomiales de G sur C et PD(G) 'ensemble des

opérateurs différentiels sur G a coéfficients polynomiaux.
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Si X € g, alors X1, et Xg sont dans PD(G). Il en résulte que pour toute base

(X,, -+, X,) de g et pour toute fonction polynomiale p, sur G, les monoémes
PaXf = pa(g)W X7 - (X0)T"

PaXf = Palg)(X1)R - (Xn)R
sont dans PD(G).

3.1.4- Proposition : ([Cor. Green.]
Soient (X1, -+, X,) une base de g et

v R > G

une application polynomiale . Alors les familles de semi-normes suivantes sont équivalentes

et déterminent la méme topologie de S(G) :

(a) || z*DP(f o %) |loo s
(1) || paXTaf ||oc, Pa € C(G);
() || PaX RS |loos Pa € C(G).

3.1.5- Définition :

Soient h une sous-algeébre de g et I € §* tel que I([h.h]) = (0). Soient d’autre part
H = expl et (By,---,By) une base coexponenticlle & ) dans g, c'est & dire une base de
Malcev de g/b. Par définition, I'espace de Schwartz S(G/H,!) est I'espace de toutes les

fonctions £ : G — C telles que £(g-h) = xi(h)E(g).Vg € G.h € H, et telles que la fonction
§~ : R - C,

E(t1, - tq) =E(expty By - -+ exptqBq)
appartienne & S(R?).

Si § est une polarisation en [, alors l'espace S(G/H.l) est bien sir un sous-espace

G-invariant dense de ’espace H, de ;. On voit facilement que pour chaque élément
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X € ¢ € S(G/H,!),dn(X)¢ = %rr(exp(t"‘())f/,:o est aussi dans S(G/H,I) et que
dr(X) est en fait un opérateur différentiel de degré <1 a coéfficients polynomiaux. Donc
dm(U(g)) ot U(g) est I’algebre enveloppante de g, est contenu dans I'algebre PD(G/H) des
opérateurs différentiels & coéfficients polynomiaux sur G/H. En fait. S(G/H,!) ne dépend

pas du sous-espace complémentaire v.

Soit h une polarisation en | € g*. Soit 7 = m;y et soit f € S(G). Pour £ €

S(G/H,l), g € G, et en tenant compte du calcul fait en 1.2.20, nous avons

r(£)Elg) = / Falgow)€(u)du,

G/H

ou

falgru) = /H #g-h-uw)xi(h)dh. g,u € G.

Nous voyons que 7( f) est un opérateur & noyau et ce noyau f, est une fonction C* bornée.
En effet, soit B8 = {Bj,---,B,} une base de Jordan Holder de g telle qu’elle contienne
une base de Malcev € = {B;,,---,B;,} de ). Soit I = {7;....,24}. Alors

n

] | £(g-h-u™) | dh = / | F( [T exp(Pig,u, X)B:) | dX,
H R4 =1
ou Pi(g,u,X) est un polynéme en g,u,X, qui ne dépend que des r; pour i; <i,siz ¢ I,

et qui est de la forme P;;(g,u,X) =2; + Pz-'j(g,u,af],---..z'j_l) si7 € I. Donc

n

| fr(g,u) | < /1]&4 | f(Hexp(Pi(_g,u,X)Bi) | dX

=1

< mamu..e]g/ | f(exp(w1By)---exp(a1Bi,)--+) | dX,
Re

pour tout g,u € G. Il est aussi & noter que pour tout h.h' € H.q.g' € G, fr vérifie la

relation de covariance suivante :

falg-h,g' - 1"y = xi(R)xi( k") f=(g,9").



CHAPITRE 3. ESPACES DE FONCTIONS § ET ES 51

3.1.6-Définition :

Soient § une polarisation en [ € g* et (By,- -, By) une base coexponentielle a h dans
g, c’est & dire une base de Malcev de g/h). L’espace S((G/H)?,1) est I'espace des fonctions
F € C*(G x G), a valeurs complexes, telles que

F(g-h,g'- 1"y =xi(R)xi(R)F(g,9').9.9' € G,h,h' € H
et telles que la fonction F: R xR C,
((tl,---,td),(t'l,---,ti,)) — F(expt;By -+ -+ exptyBg.exptiBy - exp tyBy)

soit de Schwartz sur R%. On vérifie que S((G/H)?,1) est une algehre de Fréchet pour le

produit de convolution des noyaux.

3.1.7-Théoréme : ([How.])

Soient G un groupe de Lie nilpotent d’algébre de Lie g et ) une polarisation enl € g*.
Alors pour tout f € S(G), fx € S(GJH)?,1) et I’ application S(G) — S(G/H)*,1); f—

fr est un homomorphisme surjectsf.

Preuve :

Nous la faisons par récurrence sur la dimension de G.

Soit f € S(G). Alors u * f x v € S(G) pour tout u,v € U(G) et donc dow(f)od =
7(f') pour un certain f' € S(G) pour d,d'" € PD(G/H). Donc toute dérivée partielle
multipliée par tout polynéme de fr est une fonction bornée; de plus, comme nous ’avons
déja souligné, f, vérifie la relation de covariance de S((G/H)?,1). Tout ceci implique que
f= € S(G/H)%,1).

Montrons que I'application f — fr est surjective. Nous pouvons supposer, en passant
si nécéssaire au quotient que dr est fidele. En particulier. le centre 3(g) de g est de dimen-
sion 1 et I(3) # (0). Soit Y € g\ 3. tel que [g, Y] C 3. Il existe un homomorphisme ¢ de g
tel que

[U.Y]=o(U)Z,U € g,

oil nous avons pris un élément Z € 3(g), tel que /(Z) = 1. Nous supposons que /[(Y) = 0,

sinon nous remplagons Y par ¥ —{(Y)Z. Soit go = {U € g.{U, Y] =0} = kere. Soit X € g
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t
o

tel que (X ) = 1. Alors G = expRX - Gg,g = RX @ go, ot Gy = expgo. Nous supposons
aussi que {(X) = 0, sinon nous remplagons X par X — [(X)Y.

Supposons d’abord que ) C go. Ainsi 7 = indgoﬂ'o, ou my = Wiy.p,lo = Il ; de plus
S(G/H,l) = S(R)® S(Go/H,ly). Notons aussi que les éléments de G peuvent étre écrits
sous la forme de couple (t,g0),t € R, go € Go tel que (t,90) = exptX - go € G.

D’autre part, soient Hy, l'espace de mg et £ € Hy; alors pour tout t € R,v € go, nous
pouvons écrire que £(t,v) = £(t)(v); ce qui nous permet de considérer £(¢) comme un
élément de H,,. Par conséquent, par l'application t € R — £(t) € Hy,, nous identifions
’espace H, de m avec L2(R.Hn,); de plus, nous identifions I’espace quotient G /Gy avec

R. Notons aussi que Ag = 1. Moyennant toutes ces hypotheses, on voit que

(w(F)E)(s) = /G F(9)(m(9)E)(s)dg = L F(9)Eg™ - »)dg
- / Fg™")elg - s)dg = / f(s- g™ )e(g)dg
G G
- / / F((s = 1) - 98)(molgo)(t)dgodt
RJGy
‘—"/ F((s = 1)")(g0)(mo(go))E(t)dgodt.
R J Gy

- /m mo(£((s — 1)) )&()dt.

ol f((s—t)*) est une fonction de Schwartz sur Go définie par f((s—t)")(go) = f((s=t)-g8),
avec gf = exptX - go -exp —tX,Vt € R.

Ainsi, le noyau fr de 7(f) est donné par

fulsst) = mo(F((s = 1)%)).

Soient (Cj,--+,C,) une base coexponentielle & a =< Y,Z > dans go et © =
?ZIEB]RCi. Onagy=trngaet Go=W- -4, avec A =expaet W =expRC;----- RC,. La
mesure de Haar sur G est le produit dwdrdu, ot dw est la mesure de Haar sur Go/4 = W
ou la mesure de Lebesgue sur IV = expw, et da = drdu la mesure de Lebesgue sur a & R2,

Moyennant ces données, on a

mo(F((s— 1)) = /G F((s =1))(g0)mo( g0 )dgo
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= / / f((S - t) . (lu . (l,)1)71'0(»10)7{0((1.)(](“{1[,
WJA

= / f((s—t)-w - exp(rY + uZ)")mo(w)xi(exp(rY + uZ))drdudw
w JR?

= / / f((s —t)-w'-exp(rY + (u+ tr)Z))mo(w)
w JR2?
xi(exp(rY + uZ))drdudw

= / / f((s = t)-w* - exp(rY +uZ))ml w)e ™t drdudw.
w JR?

Ceci nous permet d’écrire que
(w()E)(s
/ / / f((s—1t)-w* exp(rY + uZ))e” =) drdumg(w)é(t)dwdt
w JRr?
_ / ( / mo(w)T (f(s — 1)) (w, £)do ) (1),
R 124
ou T est un opérateur défini de la maniére suivante :
T : S(Go) — S((Go/A,lp) x R)
f— T(f)
= / f(({lo cexp(rY + uZ))) xi(exp(rY + uZ))drdu
R2
= / f(gé -exp(rY + uZ))e—i( *=1) dydu,
m?

avec f € S(Go),t € R et S((Go/A,lo) x R) qui désigne I'espace des fonctions de Schwartz
sur Go/A x R telles que

f(go - expa,t) = xi(exp a)f(go.1).Va € a.

Soit R} un rétracte de 7, c’est a dire une application continue de S(Go/A x R, 1)
dans S(Gy), telle que T o R = Id. On peut prendre par exemple une fonction de Schwartz

«a en une variable telle que &(1) = 1 et poser
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Rs(lé)(w ’ exP(T'Y + UZ)) = Qr(u)/ Z7('ll’_t,t)6_“rdt.
R

Ensuite, en utilisant le théoréme d’inversion de Fourier, on vérifie que Ry est le rétracte
de 7.

Ainsi, on a

(r(f)E)(s) = /{R (/” mo(w)T (f(s — t))(uut)dw) E(t)dt.

Soit F' € S((G/H)%,1); nous voulons déterminer f € S(G) telle que fr = F. Ceci
équivaut a: Vs,t € R, Vg, g € Go,

F(expsX - gg,exptX - gp) = (/

» T('()('(l?)T(f(S - t))(w, t)dlﬂ) (g01 g('))v

ce qui nous donne

F(s0)(g0.85) = ([ mo(w)T (s = ), 1)) (g0.95).

Pour s et t fixés, posons
G(s,t)(g0.90) = Fexp(s + )X - go,exptX - gg).

Alors G(s,t) € S((Go/H)%.1y) et varie de fagon continue pour les normes de Fréchet
lorsque s et t varient.

Comme par hypothése de récurrence my posseéde un rétracte Ry qui envoie
S((Go/H)?,lp) dans S(Gp). alors fo(s,t) = Ro(G(s.t)) € S(Gp) et est continu en s

et t. Posons

f1(s,t)(go) = .fo(\"»t)(_{lo)
-‘—'/ fo(s,t)(go - a)xi(a)da
A

= / Ry (G(3,1))(s,t)(go - exp(rY + uZ))e " drdu.
R?
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Si nous désignons par S(Gg/A,l},) le sous-espace de S(Gy) formé des fonctions f € S(Gy)
telles que

f(w-expa) = xi(expa) f(w),Ya € a,w € W,

alors nous remarquons que f(s,t) € S(Go/A) et est continue en s et t.

Si nous fixons s, la fonction f2(s)(ge,t) = f1(s,£)(g0) € S((Go/4, ko) x R).

Ceci étant, si nous désignons par R l'application linéaire continue qu a F €
S((G/H)?,1) associe la fonction f € S(G) telle que fr = F. alors R est défini de la

maniére suivante :

R(F)(exp sX - go)

= f(expsX - go) = f(expsX - w-exp(rY +uZ))

= Ry (f2(3))(w - exp(rY +uZ))

= oz(u)/m " Ry (F(exp(s + )X - —,exptX - —))(w—t cexp(r'Y +u'Z))

o,
e e M dr! du' dt.

On vérifie que R(F) = f est bien la fonction cherchée. En effet, on a :

/W 7ro(w)7'(f(q —t))(w 1‘)(1w> £(t)dt

mo(w)T <R6 (fa(s — t))) (w, t)dw){(t)dt

/ WO(JO)RO(G - )(Jo )dgo&(t)dt

=
0
o
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—_:/7r0 (RO(G(s—t,t)))g(t)dt

R
= [ G(s —t, t)E(t)dt
R

=/F@%Mﬁ
R

Ce qui nous donne le rétracte cherché.

A présent, supposons que h ¢ go = keryp. On sait que g = RX @ go, avec X ¢
g0, ?(X) = 1. Alors, nécéssairement X est la seule direction de h qui sort de gg. On peut
écrire h = hNgo d RX.

D’autre part, étant donné que X € h,[X,Y]=Z et < [,[X,Y] >=<1,Z >=1,0nen
déduit que Y ¢ . Donc a =< Y,Z >¢ |.

Nous introduisons une sous-algebre de g notée fj', telle que §)' = hNge+a. On constate
que §' = h N go ® RY est une polarisation en ! contenue dans go; et d’apres ([B.C.
et al]), 7' = ind$, x1,p est une représentation unitaire irréductible de G, équivalente a
7 = ind$x1y, avec H' =expl’.

D’aprés ce que nous venons de démontrer, I'application S(G) — S((G/H')?, N; f—
fa est un homomorphisme surjectif.Donc, il existe une application linéaire continue R
S(G/H"): 1) — S(G); F — f telle que fr = F.

Par conséquent, pour achever notre preuve, il nous suffit de construire un opérateur
d’entrelacement noté Uy 5, entre les espaces de noyaux S((G/H )2, 1) et S((G/H"),1), tel
que pour toute fonction F' € S((G/H)?,1), on ait

noyau (’/T (R'('U‘,:,,,F))) =F.
Soit I'opérateur Ty, : Hnp — Hq défini par: Vg € G.§ € Ha,
h',h
Ty .0€(y) =/ (g - a)xi(a)da
H'/HOH'
= / £(g - exp sY)ds.
R

On sait que l'opérateur Ty , entrelace formellement 7 et 7',
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Ainsi, on définit ’opérateur Uy : S((G/H)2, N — S((G/H")?, 1), par : Vg1,92 € G,

(ub',hF)(glag2)
= / F(g1 -exp $1Y. ga - exp s3Y )dsyds,.
R?

Montrons que (Uy 4 F) € S((G/H")?,1).

1- (Uy 4 F) est bien défini. En effet, comme Y est une direction qui sort de §) et que
F est une fonction de Schwartz dans toutes les directions qui sortent de b, on en déduit
que l'intégrale double ci-dessus converge.

- (Uy » F) vérifie la relation de covariance de S((G/H')?,1) par rapport & H'.

En effet, sur exp(h’ Ngo) = exp(f) Ngo), cette relation de covariance est vérifiée; pour

cela, en prenant h;, ko € exp(h’ Ngo), et en considérant P'écriture de

(uh‘.hF)(gl -h1,92 - ha),

il suffit de constater que

gi-hi -exps;Y =g; -exps;Y -exp—s;Y - h;-exps;Y
= g;-exps;Y - h;

car exp —s;Y - h; - exps;Y = h;. puisque h; € Go.

Ensuite, on applique & h;,7 = 1,2, la relation de covariance par rapport & H, car hy, hy € H.

De méme, sur exp RY, cette relation de covariance est aussi vérifiée; en effet, on a
expt;Y -exps;Y = exp(t; +s;)Y, pour i = 1,2 ensuite, on fait le changement de variable
8; = —t; + 5i.

3- (Uy 4F) est une fonction de Schwartz sur tout 1" = expu’ olt o' est un sous-
espace supplémenaire de )’ dans g. En effet. on a g = v = §', avec v/ = vy @ RX; d’ou
G=V, H.expRX.

Posons b = vy @ RY ; alors v est un sous-espace supplémentaire de f) dans g. Donc
F est une fonction de Schwartz sur V] = expuvj. Notons aussi que dans ’expression de

(Uy 4 F), la fonction F' ne subit aucune transformation dans la direction vg. Donc (Upy,p£7)
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est une fonction de Schwartz sur V. A présent, il nous suffit d’étudier le comportement
de (Uy y F') dans la direction X.
Soient vy,vy € Vy,h1,hs € H' ;71,72 € R. On a

(Uy 5 F)(g1,92)
= (Uy s F)(v1 - hy -expriX, vy - hy -expra X))

= /m? F(vy - hy-expri X -expsiY,vg - hy -expraX - exp s2Y )dsidsy
= /};p F(vy - hyj -exps Y " Lexpr X,
Vg - hg - exp s Y ¥P m2 N L exp 1o X )dsq ds;
= A' F(vy - hy -exp(s1Y + r181Z),v2 - hy - exp(s2Y + ros50 7))
mx:(ew r1 X )dsydss.
= /;2 F(vy - hy -exps;Y.vg - hy - expse}’)

xi(exprisi Z)xi{exprasaZ)dsydsy
= / F(vl - hy -exp $1Y,vs - havexp spY)
]RZ

e %1eT 2924, dso,

avec exp s;Y*P7iX = expr; X -exps;Y -exp —r; X.i = 1,2. L’intégrale double ci-dessus est
une transformée de Fourier partielle de F' dans la direction Y, et dans les variables rq,rs.
Or, comme F est une fonction de Schwartz dans la direction Y, alors toute transformée
de Fourier partielle de F' dans cette direction est aussi une fonction de Schwartz. Par

conséquent,

Uy 4 FYvy - hy -expriX,vg - hy -exprs X)

est une fonction de Schwartz dans les variables r et rq, c’est & dire. dans la direction X.

Ainsi, (Uy 4F) € S((G/H')%.1). Donc, comme dans le premier cas. nous pouvons
définir la fonction f € S(G) image de la fonction F € S((G/H)?.1) par le rétracte R de

la fagon suivante :
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R(F)(expsX - go)

= f(expsX - go) = f(expsX -w -exp(rY +uZ))
= R'(Uy y F)(expsX - w -exp(rY + uZ))

= S((Uy wF)""'(5))(w - exp(rY +uZ))

—a(u// Ry(Uy nF)s+t-—.t-=))

(w™t-exp(r'Y +u'Z))e —iu =it gt o/ dit

Ce qui nous donne le rétracte cherché.

3.1.8- Remarque

Dans le cas général ou G est un groupe de Lie exponentiel quelconque d’algebre de
Lie g, le théoréme précédent n’est plus vraie. En effet, s1i 7 € G et si méme f € CX(G),
c’est & dire que f est C™ & support compact sur G, le noyau fr de opérateur w(f) n’est
plus forcément une fonction de Schwartz sur G/H. Ceci apparait particulierement dans
les représentations de dimension infinie du groupe ax + b, ot le noyau fr de w(f) n’est
pas & décroissance rapide sur G/H, c’est & dire que fr ¢ S((G/H)*,1). Dot la nécéssité

d’introduire de nouveaux espaces de fonctions adaptés & notre probleme.

3.2- LE CAS EXPONENTIEL.

Dans tout ce qui suit, nous supposons que G est un groupe de Lie connexe simplement

connexe résoluble exponentiel, d’algebre de Lie g.

3.2.1- Définition

Pour n € N*,y € R™, nous dirons qu’une fonction Fy, : * — F,(r) de R" dans C est a
décroissance exponentielle sur R", localement uniforme en y, si pour tout R> 0.« € B,

il existe une constante Cp o > 0 telle que

| Fy(z) |< Crae~ "V |y i< R.
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3.2.2- Définition

Soient n € N*,V un espace vectoriel réel normé de dimension n, et V¢ le
complexifié de V. Nous désignons par Hol(V) l'espace de toutes les fonctions F
V — C, qui admettent un prolongement holomorphe F sur V¢ telle que la fonction
Fy, : z — Fiy(z) = F(z +iy) de V dans C soit a décroissance exponentielle sur V, locale-
ment uniforme en y, ce qui signifie que VR > 0, € R, il existe une constante Cra > 0

telle que

| F(x +1y) |< Crae IV ¥y lv< R.

3.2.3- Remarque

Si nous prenons y = 0 dans l'inégalité ci-dessus, on constate que toute fonction F(z) €

Hol(V) est & décroissance exponentielle en = sur V.

Donnons ici quelques propriétés importantes de 'espace Hol(V'), propriétés qui seront

utiles dans la suite de notre travail.

3.2.4- Proposition

Si F € Hol(V), alors pour tout ,y € V, les propriétés suivantes sont vérifiées :
a) F;y appartient ¢ Hol(V).
b) La transformée de Fourier globale F:,,, de F;y, appartient a Hol(V).
c) Toute transformée de Fourier particlle de Fj, appartient a Hol(V).
d) Pour toute forme linéaire 3 sur V. la fonction eﬂ(”)Fiy(.T) appartient ¢ Hol(V).

e) Pour toute forme quadratique ¢(x) sur V, la fonction e'9®)F;, appartient d
Hol(V).
f) Hol(V) est stable par translation.

Preuve :

a) La preuve de a) est évidente.
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b) Soit F' € Hol(V); pour v,w,y € V, posons
FAiy(v) = /‘ Fiy(_-’l’)e_i<z‘v>daf
= / F(z +1y)e ™ <"">dz.
v

L’intégrale ci-dessus est convergente & cause de la décroissance exponentielle de F' dans

la direction x; donc la fonction F:,y est bien définie et on peut la prolonger sur V¢ de la

facon suivante :

Fiy(v +1w) = Fiy(:t:)e_i<”‘1'+i"’>(l.1‘

T~

(F(z + iy)e<z'“’>)e—i<r"'>d;r.

D’autre part, on a :

OF; . L _

Y = / —tzF(a + iy)e<t W7 ¢TI <BY 2 dx,
Ov v
dF, e

Yy — / .’LF(’C + Zy))6<r.u>e-—z<1,u>d$;
ow v

d’ou (% + ia—i;)ﬁy = 0 et d’aprés les conditions de Cauchy, on en déduit que F?,-y est
holomorphe. De plus, en utilisant la théorie de Cauchy sur les intégrales curvilignes de

fonctions holomorphes, on vérifie que pour tout b.u,v € V.
(Fiqyn ) Tu + iv) = <P > By (0 4 o).

Comme la transformée de Fourier (Fj( 44 ){¢ + 7v) est bornée, car majorée par la
norme de (Fj(,4+p ) dans L}(V), on en déduit que e~ <butie>FL (u +iv) est bornée en u,

localement uniforme en y + b et en v, c’est a dire que pour tout R > 0 tel que || y + b ||v

et || v

1r< R, il existe une constante positive C'p telle que

| 6—<b,u+'i1’>F:';y(u + i'U) is C"R'
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Ainsi | F;-y(u +iv) |< Cre<t*>. Donc, pour tout a > 0 et b= (by.--+,bm) € V tels que

b; =

{a st uj <0,
J

—a siuj; =20,

on obtient
| Fy(u+iv) |< Cre™®MIV V|| v [[v< R.
Par conséquent F?zy(u + iv) est & décroissance exponenticlle en u, localement uniforme en

v et y. Ainsi, F?,-y € Hol(V).

c) Soit F € Hol(V),y € V et V; et V5 deux sous-espaces vectoriels de V, tels que
Vi @ Vo, = V. Alors nous définissons la transformée de Fourier partielle de Fjy dans la

direction V5 de la maniére suivante

(Fiy )2 (v1 D v2) = / Fiy(vy + t)e " <2t dt

Vs

= / F(voy +t+ iy )e " <> dt
Vo

avec v; € Vy,vs € V,. Alors pour les mémes raisons qu'en (b), I'intégrale ci-dessus est
convergente ; et donc (F; )'2 est bien définie. Nous prolongeons ( F;, )~2 sur V¢ de la maniere

suivante
(Fiy ¥ (v1 +ivy @ v +ivh) = / F(v; +dv] +t 4+ iy)e—’<""’+i”’2’t>dt,
Vs

avec v,v] € Vi,vq,v5 € V5. Alors pour les mémes raisons qu’en (b), l'intégrale ci-dessus

est convergente; et donc (F; y)g est bien définie sur V. D’autre part, on a :

a(Fiy)'2 _ 0(F,-_,,)"‘Z _

— = =0:
Jun v} '
0 F 2 1 :
——( is) = / —itFiy(vy + 0] + t)e<taZeTI<vI> gt
6'02 Vo
O(Fy)® , .
———( z,) = / tF;, (v + iv] + t)e<vat>eTr<vnt> gy
dvy Ve
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v

déduit que (F,- )”2 est holomorphe.

d’ou ((‘—9—{:—1 + aivz) + i(aiv,l + ai,z)) (Fiy_)A2 = 0 et d’apres les conditions de Cauchy, on en

D’autre pait, d’aprés la théorie de Cauchy sur les intégrales curvilignes de fonctions
holomorphes, on a
F“;ﬂ(v) = e—<a‘v>ﬁ‘(v)a Va,v € ‘:Ca

ott V¢ désigne le complexifié de V. Par conséquent, on vérifie que Vie = w; @ wy € Vi @

Va,Va € V1,b € Vy,

—<ﬂ—,U1>6—'<b.1’2+iw2> (Fiy )’*2 vy - vg)

€ 'i(um—}'ﬂwz)( -

— e—<a.v1 >6_<l),112+llL12> (Fi_y)’e(l’] +iw; Doy + iIUg)
- ) . .
= (e <a’v‘>F,:(y+b)) (v + iwy B vy + 1wa).
Or, comme la fonction [ e~ <%"1>F; 2(v; + 1wy @ v + twy) est bornée, on en déduit
’ i(y+b) y
- ’ —<b ] . 2 . a o .
que e~ <1 > g~ <bwrtiwa> (Fly)i(uuﬂ)wz)(vl @ v2) est bornée en vq, localement uniforme en

y+bet en w; +ws, c’est & dire que pour tout R > 0 tel que || y+b l|i- et || w1 +w2 [|[v< R,

il existe une constante positive Cr telle que
—<a,v1> , ~<bvy+iwy> 2 . 2
l e a,v1> vo+iwy (Fiy)i(uq@u:g)(l'l 3 v2) IS CR~

Ainsi | (Fiy)?(wleewz)(vl @ vq) |< Cre<®¥1>¢<®v2> Done, pour tout a > 0,

a=(ay, --,a;),v; = (v}, -, o) € Vi,b= (b1, -, by) et 2 = (vl. -+, v3) € V; tels que

« si v{‘ <0,
ayp = sk
—a siv] >0,

et )
[ s1 lj < 0.
J —a siv) >0,
on obtient

| (Fig V¥ wy@un)(v1 @ v2) |< Cre~ierllvHlleall) “o e fly =] ey v + [ w2 llv, < R.

Par conséquent (Fiy)'?(w1 @uw,) €St & décroissance exponentielle en vy localement uniforme

en y et wy + wo. Alnsi, (Fiy)’g(vl @ va) € Hol(V).
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d) La preuve de d) résulte du fait que la fonction P2+ F(z 4 iy) est holomorphe car
elle vérifie les conditions de Cauchy, et que la fonction e#(*+%) F(z +iy) est & décroissance

exponentielle en z, localement uniforme en y.

e) Soient F' € Hol(V) et ¢(z) une forme quadratique sur V; considérons la fonction
G(z) = "1® F(z), avec z € V. La fonction G(z) est & décroissance exponentielle en x, car

F Yest. De plus, on peut étendre G(z) sur V¢ de la maniere suivante
G :z+wy— Glr+iy)= MFTI Py 4 iy) . Va.y € V.

Cette extension est une fonction holomorphe car elle vérifie les conditions de Cauchy.
Posons ¢(z) = 211::1 ap ks, ou x5, 1 < k < n sont les coordonnées de z dans une
base de V et les coéfficients réels a;; dépendent de ¢. Ainsi, pour tout R > 0,a € Rt et

pour tout y fixé dans V, avec || y ||[y< R.on a
Gz + 1y) = 9T F(a 4 iy)

— eiq(z)eiq(iy)e_(zz,l=1 ak"z"y’) e_ ( Z:,l=1 a""z'yk) F(iE + zy)

Posons B(z) = — Y req Doteg @kayize et f'(x) = — Y 1 D opey akaykzy; alors B et

B' sont deux formes linéaires continues sur V. Ainsi, on a

sup sup e®llFV | G(a +4y) || 9T || eollzllv B T B gy |
llyliv<Rz€V
Or, la fonction €=+ croit exponentiellement mais est bornée en y car || y [|v < R. De
méme, la fonction e*!Izllv BB (x) P 4 {y) est bornée, ceci d’apres la propriété d) et le

fait que F' € Hol(V). Donc, il existe une constante Cr.q 4 telle que
et || Nl KO PGP i) [ Corag
On en déduit que

sup sup eIV | G(a +1y) |< CRroa
llyllv <R z€V
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Par conséquent G(z) € Hol(V).

f) La preuve de f) est évidente.

3.2.5-
A présent, soient n un idéal nilpotent de g contenant [g,8] et b une polarisation
en | € g* fortement adaptée & n. D’aprés la proposition 2.2.4, b vérifie la condition de

Pukansky et
b="ho+bh

ot h; = hNg(l},) est une polarisation en l|““|“) et o = (h N n) est une polarisation en [|,.
D’autre part, soient
- m,;, un sous-espace coexponentiel & g(l|,) + n dans g.
- b, un sous-espace coexponentiel & n dans g(l},) + n.
- v;, un sous-espace supplémentaire de fj; Nv dans v:

- 1g, un sous-espace coexponentiel a fp dans n.

On remarque que v; est aussi un sous-espace contenu dans g(! l.)» et coexponentiel a
b1 + g(l,) N n dans g(!},); d’autre part, on constate que a(lj,) N'n C bo, ce qui implique
que v; ®h =ga(l},) +b.

Ainsi, des conditions précédentes, on obtient les égalités suivantes :

o1 @ (a(),) +n) =g;
p@®n=g(,)+n;

b1 ®(h1Nov)=0;

01 @ (fh + (a(f,) N n)) = g(l},);
- e @ ho=n.

Soulignons aussi que g(!},) N n C bo, ce qui implique que v, & h=ga(l,)+h.
3.2.5.1- Remarque

Dans toute I’étude qui suit, les sous-espaces vectoricls du méme type que by seront

considérés dans un sous-espace v fize, coexponentiel & n dans g({}, )+ n.
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3.2.5.2- Proposition
(a(D)+n(l),)) Nkerl est un idéal de g(l), ). D’autre part, l'un o lautre des cas suivants
se présente :
() la(,) ()] C ((g(l)—}-n(lh))ﬂkerl), par conséquent a(l), )/((g(l)+n(l|“))ﬂkerl)
est abélienne et g(l|,) Cb.
(ii) g(l},) est une algébre de Lie nilpotente de pas 2 modulo (a(D) +n(l},)) N kerl et
g(l|“)/((g(l) + “(lln)) N kerl) est une algébre de Heisenbery.

Preuve :

Montrons d’abord que (g(!) + n( l|“i)) N kerl est un idéal de g({,). On sait que (a(D)+
n(l),)) Nkerl C g(l;,). car g(1) C g(4),) et n({|,) = nNg(l},). D’autre part, [(a())+n(l,)) N
kerl,g(l),)] C kerl, ceci d’aprés la définition de g(l). De plus, [(a(D)+n(l),))Nkerl,g(]),)] C
(1), car [n({},), a(}),)] C g(D) Nkerl N, g(1) Nkerl C g({),) et [a(l,).8(4,)] C a(l)-

Par conséquent, (g(!) + n(l},)) Nkerl C g(l),) et [(a(]) +n(l|n)) Nkerl.g(l),)] C (a(!) +
n( ll..)) N kerl; ce qui prouve la premiere partie de la proposition.

Si [a({),),8(1},)] C ((g(l) +n(l,)) N kerl), alors on constate sans ambigiité que (i)
est vérifié.

A présent, supposons que l'inclusion ci-dessus soit fausse. Alors (i) n’est pas vérifié

et (0) # [a(!}, ), a({},)] C n. On vérifie aussi que [g({}, ), a(}j, )] C a(1). Ainsi [g(1},),8(l},)] C
g(l) Nn, dou

[g(lln )s [g(lln), g(l|“’)]] Ca(l)Nkerl C (g(l) + n(l|" )) N kerl.

Par conséquent, g(lj,) est une algébre de Lie nilpotente de pas 2 modulo
(a(l) +n({},)) N kerl. De plus, comme

la(1},), la(ly, ) e € (a() + n(l),)) NkerlNn,

alors q = g(!,)/ ((g(l) +n(l,)) N kerl) est isomorphe & une algébre de Heisenberg §), de
dimension 2n + 1; on en déduit que le centre 3(q) de g({, )/((g(l) +n(l, )0 kerl) est de

dimension 1.
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Soit u € g(l},) tel que u € 3(q), c’est a dire que [w,g(l},)] C ((g(l) +n(l,)) N kerl) ;
alors

< 1, [u,g(},)] >= 0, par conséquent u € g(I) + n.

Ainsi, u € (g(!) + n) N g(l}, ), ce qui implique que v € g(l) + n({|,). On obtient finalement
que

5(a) = (a(D + n(1,))/ ((a() +n(,)) N kerl),
avec n(l|,) C h. Ainsi, (ii) est vérifié, ce qui achéve notre preuve.

Comme vy @ h = g(l},) +h, alors en tenant compte de la proposition précédente, nous
pouvons choisir b; comme un sous-espace isotrope pour la forme By, , avec Iy = Hacty,)-
Des égalités précédentes, on en déduit que r; F rg + v; est un sous-espace coexpo-

nentiel a ) dans g; de plus, on a

v drog b hdo =g.

3.2.6-
Soit B = (4, -+, Aq, B1,--+,Bs,C1,+--.Cy) une base coexponentielle & ) dans g,
telle que
- (A1, -+, A,) est une base de 1;, coexponentielle a g(l},) + n dans g,
- (By,---,B,) est une base de tvy coexponentielle a h N n dans n,
- (Cy,--+,C}) est une base de v; coexponentielle & (h N a(l,,)) dans g(!),), avec

p; C b, ol b est un sous-espace coexponenticl & n dans g(l|,) + n.

Alors on peut écrire G sous la forme
G=W, - Wy-H-Vy =W, W, -1 -H,
ot Wy =expr; Wy = Ey(B*).H = exph. V] = expo; et
expw = exp(w Ay + -+ wedy). Vo = (wy.-- - wy) € RY,

Ewo(n) = Eny(n1,--+,ns) = exp(n1By). - .exp(n,B;),Y(n1, - ,n,) € R?,
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expv = exp(viCy + -+ v,Cy), Yo = (v).- -, v¢) € R
L’application RY x R* x R dans G/H, définie par

(Wi, ey Wey M1yt vy Mgy V1,770, V1) —expw - Ey,(n)-expv-H

est un homéomorphisme, car B est une base coexponentielle & h dans g. D’autre part, il
est bien connu qu'il existe une mesure yg, g relativement invariante sur G/H ( cf 1.2.10).
Nous voulons donner ici une expression explicite de pg y en fonction des coordonnées
w,n,v. Rappelons que le caractére Ag y de H défini par

Aclexpl .
Ag ulexph) = Aclexph) _ —rr adguh py ¢,
’ Apg(exph)

admet une extension notée A sur le normalisateur Ny de fj, avec
Ny, = {2 € G/Ad 2(h) C h} = expny,

ou ny = {X € g/ad X(h) C h}; en particulier A est bien définie sur G(I|,), car
G(l),) C Ny. De plus, on sait aussi que

/ olexpv’ - Bug(n) - (expv')™! )i = Alexp ) / o Eno(n))d,
N/NnoH N/nnH

pour tout ¢ € K(G, H),v' € g(l},).

Moyennant ces données, on vérifie que 'application

¢ — pe,H(P) = /

@ ( expw - En,(n)-exp -v) A(exp v)dwdndv
Rats+t

avec ¢ € K(G, H), définie une mesure relativement G-invariante sur G/H. En effet, on
utilise la formule de Campbell-Baker-Haussdorf puis on intégre dans les directions n,w et
v dans cet ordre ; alors en utilisant I'invariance de P'intégrale en n sur N/nng, on obtient

que pour w' € oy,
/ c,o(exp w' -expw - Ey,(n) - exp v)A(exp v)dwdndr
Ra+s+t
= /m . ap(exp(w +w') - ¢'(w,w')) - Eg(n) - exp v) A(exp v)dwdndv
q+a+t
avec ¢'(w,w') € N

= / c,p(exp w- Eg,(n)-exp v) A(exp v)dwdndv ;
Ra+e+t
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ceci nous donne l'invariance dans la direction w. De méme, pour n’ € g, on a
/ ) (Emo(n’) cexpw - By (n)-exp v) A(expv)dwdndv
Rat+a+t
= / cp(expw cexpw ! Ey (n')-expw - Epy(n)-exp v)
Ra+s+t
A(exp v)dwdndv
= / ) ( expw - l'}'.,‘,o(n')“’_1 - Ep,(n) - exp v) A(exp v)dwdndv
Rat=+t
avec Emo(n')"'_l =expuw ™l Ep,(n') expw € N
= / L,o(exp w + Ey(n) - exp 'v) Afexp v)dwdndv ;
Ra+s+t

d’ou l'invariance dans la direction n. Enfin, pour ¢’ € u3,0on a
/ @ ( exp v’ -expw - Eypy(n) - exp -v) A(exp v)dwdndv
Ra+e+t

= / go(exp w' - Emo(n)vl cexpv’ - exp U)A('exp v)dwdndv
Ra+e+t
ol XV = expv' - X -exp—v' VX €G
=/ go(expw-q(v',w)-E,.‘,o(n)”
Ra+s+t

ou q(v',w) € N.

!

~expv’ - exp v) A(exp v)dwdndv

Ainsi, en intégrant d’abord dans la direction n puis dans w, et en utilisant le fait que

I'intégrale en n est invariante sur N/nny, on obtient
/ go(exp v cexpw - Eny(n)-exp -v) A(exp v)dwdndv
Rat+a+t

= / Lp(exp w - Emo(n)“l cexp e’ - exp v) A(exp v)dwdndv.
Rats+e

Ensuite. on fait le changement de variable exp " = (expv') - expv, ce qui entraine que

dv" = dv, car v,v',v" € g(l},)/(a(l) + n(l},)) N kerl qui est une algebre abélienne ou de
Heisenberg. Finalement, en utilisant 1’égalité

/ p(exp v’ - Eng(n) - exp—v')dn = A(expv') 2 Ewy(n))dn,
N/nan Ninan
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on obtient

/ n,o(exp v' -expw - Ey,(n) - exp v) A(exp v)dwdndv

Re+2+e

= / @ ( expw - Ep,(n) - exp v”) Alexpv')A(expv') ! A(exp v")dwdndv"
Ra+s+t

= / @ ( expw - Ey, (n) - exp v") A(expv")dwdndv" ;
Ra+a+t

d’ou l'invariance dans la direction v.

Nous allons donc identifier 'espace de Hilbert H, de la représentation unitaire
irréductible 7, = ind§xy avec L*(G/H) = L2(W; x Wy x V7) = LE(RIT*+). Par
conséquent, les noyaux des opérateurs w( f), seront des fonctions définies sur (W; x Wy x

‘fl,Wl X I/VO X V])

A présent, nous pouvons définir les espaces de fonctions qui correspondent au cas
exponentiel. Comme nous I’avons souligné en introduction. nous allons les désigner par les
initiales ES(), oti la lettre S suggere qu’il s’agira d’espaces analognes de I’espace des fonc-
tions de Schwartz, et la lettre E indique qu'’il faudra exiger une décroissance exponentielle

dans certaines directions.
3.2.7-Définition : (L’espace de noyaur)

Nous supposons toujours que G est un groupe de Lie exponentiel d’algebre de Lie g
et que n,h et [ € g* sont définis comme au paragraphe 3.2.5.

Soit B = (A, -+, Aq. By, -+, B,,Cy,---,Cy) une base coexponentielle a fj dans g
définie comme en 3.2.6. Alors, par ES(G x G, H.l,B), nous désignons I'espace des fonctions

F : GxG — C, qui appartiennent & C'*(G x ) et qui vérifient les conditions suivantes :

(1)

1
Flexpa -exp h.expy -exph') = A} s(exp h)Y (exp h)

1
A} q(exph')xi(exp h')F(expz,expy),

pour tout i, h' € h,z,y € g avec xi(exph) = e~ i<bh>,
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(2) Si F désigne la restriction de F & (W, x Wy x V;. 1 x Wy x V), cest a dire que

F est la fonction qui & (w,n,v,0',n',v') € RIT*H x R1+¥+H associe
n * N . I
F(exp w - Eg,(n)-expv,expw’ - Eg (n')-expv ),
alors F' € C°(RI+o+t x RIT5F) et F est & décroissance exponentielle en w,w’, v,v',

polynomiale en n,n'.

(3) Pour w,w' € R%,n,n' € R* fixés, la fonction qui & (v,v') € R! x R! associe
ﬁ'(expw - Ery(n) - expuv.expw’ - Egy(n') - exp/'v'),

appartient & Hol(v; x v,) = Hol(E' x kY.
Les conditions (2) et (3) sont équivalentes & chacune des conditious suivantes :

(4)

1 W - - ’ !
sup sup sup sup | e Blwlg=p"lwlg—alvl =¥l (14 | gy |2)k
(]l | <R w,w' €RI n,n/ER* v,0' ER!

(1+ | n' H*D - F(w,n, v 4+ i, w' 0’0 +ip') |< +o0,

pour tout k € N,R > 0,a,a', 3,3 > 0 et tout opérateur différentiel D sur Rets+t

a coéfficients polynomiaux,
(5)
/ | e:ﬂl’f’le"f,ﬂy’|e_/"f_,'”le*"'|,‘lf|(1+ | n 214 | n' |P)F
D;F(w,n, v4ip, won' v +ip') | dwdndvdpdu'dn’dvdp’ < +oo,
pour tout k € N,R > 0,a,¢', 58,8 > 0,4, 4’ € 2. avec |p|, |p'| < R et pour tout

opérateur différentiel D sur RIT*+! & coéfficients polynomizux.

Ces expressions forment une famille de semi-normes pour la topologie de ES(G x

G,H,1,B).

Une conséquence de cette définition est que ES(G ~ G,H,l.B) contient toutes les

fonctions de la forme
!
f(exp w - expn - exp e.expw’ - exp n'-expv )

2 12
— !
= ¢~ U+ g Coxp e - expn,expu’ -expn'),
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oit g est une fonction de Schwartz dans les directions n.n', & support compact dans les

directions w,w'.
3.2.8-Proposition
L’espace ES(G x G, H,1,B) est indépendant de lu buse coezponentielle B chosie.

Preuve

Soient B; = (A, -, Aq, B1,--+, Bs, Cy,-++.Cy) et
By = (A},---, Ay, By, -+, By, ", -++,C1) deux bases distinctes, coexponentielles a fj dans
g et définies comme au paragraphe 3.2.6. D’aprés la proposition 1.1.19, la remarque 3.2.5.1
et vu la construction des bases B, et Bs, nous savons qu’il existe des sous-algebres nilpo-
tentes f1, f2 de g, et un sous-espace vectoriel v de g, coexponentiel & n dans g(l],) +n, tels

que
g=f1+[g 0] =f+la0l
avec Aj € f1, A} €f2 et Cx € v;,C}, € v}, pour tout 1 < j <g,1 <k <t o0u
o1 @ (r; na(l;,) m:) — v @ (u ﬁg(lh)ﬂu) —v.
Soit X un élément de G ; alors on peut ’écrire de deux fagons différentes, en fonction
de B; et B, de la manitre suivante : X = expw - Ep,(n)-exph-expv = expw'- Ep: (n')-

exph'-expv', ou h,h' € ) et
expw = exp(wi 4y + -+ wgdy) YV = (wy, - wy) € RY,
Ewo(n) =exp(ni1By) -+ exp(n.B,),¥n = (n1,---.ns) € R’,
expv = exp(Cy + -+ + v,Cy), Vo = (vy.-++,v1) € R,
expw' = exp(w} 4] + - w)A)) V' = (w].--- wy) € R,
Ey (n') = exp(n}By) - - cexp(n,B),¥n' = (ny,---,ny) ER?,
expv’ = exp(v)Cl 4+ -+ viC}). Vo' = (v).--.vp) € RE

Comme exp w - Eno(n) - exph -expv = expu’ - Er (n') - exph’ - exp v', on en déduit

que

7 1
expw - expv -+ By (n) ™" -exph™" =expuw' -exp v’ - Eg (1')7" - exp R,
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avec pour z € n, Ey,(z)™% = exp(—v) - Ep,(z) - expv € N = expn, car N est un sous-
groupe distingué de G, et pour € f,expa~? = exp(—v)-expz -expv € H = exp},
car § est g(l;,)— invariant. Notons que ces propriétés restent vrales pour Em6(11')"”’ et
exph'™?.

Posons D = N - H. Alors, des résultats précédents et en utilisant la formule de

Campbell-Baker-Haussdorf, on obtient
exp(wy Ay + - +wydy +v1Cr + -+ v, Cy)
= exp(wj A} + -+ u';-—l; + 0] Cl + -+ - + v,Cy)(mod.D)

Soit («a;;) la matrice réelle réguliere d'ordre ¢ 4t telle que pour tout 1 <z < ¢, on ait

g+!
Za,] 4’ + Z a;;C5 =4 (mod. D),
J=q+1
et pour tout ¢+ 1< ¢ §q+t, on ait
g+t
CY,= > aiCi_, = Ciy(mod. ),
j=¢+1

avec 0 =n+ k.

Ainsi, en utilisant les résultats ci-dessus. on vérifie que

exp(wi Ay + - +wgAy + 0 Cy + -+ + v, Cy)

q q t
= ex wiai AL + Qs c!
= exp wjiaj A + Ww;a;, wjiajg+1 + ViQ4q,9+1 ) U

j=1 j=1 j=1 =1

(Z Wi g4t + Z VIQ g, l,_H) )(mod D).

On en déduit que
exp(wj A} + -+ +wj Al +01Cy + - + v ()
q q q t
= €Xp (Z'LUJ'CYJ']) (Z w (lJ(I> (Z Wi g41 + Zvlal+q,q+l)C4
=1 '

j=1 j=1 =1

g t
44 (E Wjaj gt + Zvla‘l+q,q+f) C':) (mod.D).

j=1 =1
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Alors, étant donné que G/D est commutative et que (A}.- -, A;.C}. -+, Cy) est une base

de g/0, il en résulte que pour tout 1 <: < ¢,1 <k <t ona

Wy,

Al
I
-

£
I

{

W;iajg+k t E VI tg.q+k-
I=1

<
2
I
-

L)
I
-

Ainsi, toute décroissance exponentielle d’une fonction F € ES(G x G, H,1,%B;) dans
les directions w;,1 < j < g entraine une décroissance exponentielle de F° dans les directions
wi,1 < i < ¢. De méme, étant donné que I'espace Hol(v;) avec vy = ?=1€B]RCJ~ est
stable par translation, on en déduit que les propriétés de décroissance exponentielle et
d’holomorphie de F' dans les directions v;,1 < | < t sont conservées dans les directions
v, 1 <k <t

Pour achever notre preuve, Il nous reste & étudier le comportement de F' dans la

direction n'. Comme nous 'avons mentionné plus haut. on a

exp(widy + -+ +wedy) - Eng(n)-exph-exp(v;Cr + -+ v,Cy)
= exp(wj A} + - + wiAy) - B (n') -exph’- exp(viC + - - + v;C}),

avec
g+t

Za,]‘ Ly Z «;;C ¢ = A;(mod. 1),

j=q+1
ceci pour tout 1 <17 < ¢, et pour tout ¢ +1 < < g+t
q+t!

C"iv—q = Z O'ijC;‘_q = C',-_,I(mod. o=n+bh).
j=q¢+1

En utilisant les résultats précédents, on vérifie que

exp(wid] + -+ w' Al )—l cexp(wy Ay + -+ +wgdy)
q

g
= exp ( ij o) P (Z“‘fuj‘l)"l,‘J

j=1 i=
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q

g
' !
( E wjag )A] + wjaje)A (E wiag e+1)Ch

3=1 ]=l Jj=1
q
!
A+ wjaj‘,,ﬂ)c,).
=1

Par conséquent, sachant que f, est nilpotent, et vu la formule de Campbell-Baker-

‘M*

. Haussdorff, on constate qu’ il existe un polynome Q(w) dans N tel que
q I

exp(wi A} + -+ + w:]A;)_l cexp(wi Ay + -+ wgAy)
q

g
= exp ((Z wic; a41)Cp + o0+ (Z wja']-_q+,)C£) - exp Q(w).

Jj=1 j=1

D’autre part, modulo D, on a

exp(v1Cy + -+ + v Cy) - exp(eiC) + -+ + v, C) !
g+t g+t

= exp (vl Z agy1,;C, e Z Qgtt,i C" )
j=q+1 1=q+1
! 1 [Pall
exp(—4}C} — -+ = viC)

t ¢
= exp ((Z VI g41.q+1 )C'{ + -4 (Z l’laq+l,q+l)cé)
=1

=1
. ., IC/ Ctl
-exp(—v,Cy — -+ — v, ().

D’o, en tenant compte de la proposition 3.2.5.2 ct de I'expression des coordonnées v}, 1 <
k < ten fonctior: de wj,1 < j < get v, 1 <1<t on vérifie qu'il existe une forme bilinéaire

r sur g(l},) telle que

exp(v1Cy + - -+ + v,Cy) - exp(v]C] + - 40 Ch)” !
q

q
=exp(—(2wja'j,,,+])6'{—~--—(Zu 0 ae)Cp (e o NZ + z(v'Y, 0 )

3=1 j=1

t

i
[AY2 ol !
v o= (Z VQgtlq+1)C + o + (Z v g1+t )Chs
=]

=1
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z(v'V,v') € (g(I) + n(l),)) Nkerl et Z est I’élément central de g(l), )/ (a(1) + n(1),)) N kerl,
avec Z € h.

Ainsi, comme b est g(!),)— invariant, on en déduit qu'il existe h'"' € b tel que

exp(v1Cy + - + v,C) - exp(viC} + -+ + v} C) ™
q q 1
= exp ((Z wjaja41)C1 + -+ (Z “’ja'j,q-f-z)c:) ~exp h'".
3=1 j=1

Ainsi, 'égalité

exp(wi Ay + -+ +wgAdy) - Eng(n)-expl-exp(iCr + -+ + v;Cy)
= exp(wi A} + -+ wyA) - Es (') -exph’ - exp(v1C] + - + v, C})

implique que

Emg("’)
q q
= exp ((Z wijajq41)C1 + -+ (Z uvjaj‘q“)C:) -exp Q(w) - Eny(n)
j=1 Jj=1
q q —
- exp ((Z wjaj 41)C] + - + (Z WO g4 )C';) ~exph”,
j=1 =1

pour h'' € ).

Soit (B;;) la matrice réclle réguliére d’ordre s telle que pour tout 1 <z < s, on ait

B; = Z /3ijB3~.
i=1

Alors, on vérifie qu’il existe un polynome F(n) dans N telle que
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Ainsi, on a

l;ms(n')
=expnyBj - expn, B,

g q
= exp ((Z Wi er1)Ch + -+ () wjaj.q+t)ct') - exp Q(w)

j=1 j=1
-exp(z njBj1)By - exp(Zn.jﬁjs)B's-epr(n)

=1 J=l1
- exp ((Z wjaj41)C1+ -+ (Z Wi 41 )C;) .exp h".
=1 =1
Comme n’b; appartient a n, et que le second membre de 1'égalité précédente modulo H

appartient & N, alors nous complétons la base {B’}] par des vecteurs By ehnnl =
s + 1,---m ceci pour obtenir une base {B}}]" de n. Alors on constate qu’il existe des

polynoémes p;(Q(w),w,n, F(n})) tels que

exp (p1(Q(w),w,n, F(n))By) - - - exp (po(Q(w). w,n, F(n))B,) - exp h”
= exp(n}B]).---.exp(n,B,).

Ceci implique que n; = p;(Q(w),w.n, F(n)),j =1.---5; ce qui achéve notre preuve.

3.2.9-

Soient B une base coexponentielle & n dans g et v le sous-espace vectoriel qu’elle
engendre. D’apres la proposition 1.1.19 nous pouvons 1)1'endi‘e v contenu dans une sous-
algébre nilpotente, supplémentaire de n dans g. Ainsi I'application E, définie par B est un
difféomorphisme de B™ x R* dans G, avec sy = dim n et ro = dim g/n. Nous désignons
par ES(G,n) 'espace des fonctions f : G — C appartenant & C°°(G) et qui vérifient
ainsi que toutes leurs dérivées partielles la condition

2\ K
sup | F(expw) (1 + | s |2) u* flexpe-exps)|< oo,
ven.sen

ceci pour tout entier k € N, pour tout u € (G) qui désigne I'algebre enveloppante de g,

et pour toute fonction F' € C*(G), exponenticllement bornée dans la direction v, c’est a
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dire qu'il existe une constante c¢( F') telle que | Fexpv) |< eclivlle o € v. On constate que
cette définition ne dépend pas de la base B choisie.

En fait, ES(G,n) est I'espace des fonctions & décroissance rapide sur G telles que
lorsqu’on les multiplie par une fonction exponentiellement bornée dans. une direction qui
sort de N, on obtient une fonction bornée.

Il est clair que ES(G, n) est un espace vectoriel topologique ; et méme ES(G,n) muni

du produit de convolution est une algebre de Fréchet pour les normes

sup | F(expv) (1 + | s |2)k ux flexpv-exps)|.
vEL,s€n

On constate aussi que ES(G,n) est invariant par translation sur G et ES(G,n) contient
toutes les fonctions C* & support compact sur G : d’ott ES(G, n) est un sous-espace dense
de LY(G). Les fonctions de ES(G,n) sont a décroissance polynomiale dans la direction
-N, et exponentielle dans la direction ¥V = expuv; cela signifie qu’elles décroissent plus
rapidement que linverse de tout polynéme dans les directions de n, et plus rapidement
que tout terme de la forme e~¢I?l dans les directions de v. Lorsque G est un groupe de Lie
nilpotent, 'espace ES(G,n) n’est rien d’autre gu'un sous-espace de 'espace de Schwartz
S(G). Dans la suite de notre étude, espace ES(G.n) sera noté ES(G) et I’espace n dans
ES(G.n) ne sera mentionné que s'il y'a risque de confusion.

A présent, nous allons énoncer puis prouver le résultat principal de notre étude.



CHAPITRE 4
LES FONCTIONS DE E S (G x G, H,})

COMME NOYAUX

Dans ce chapitre, nous montrons que ES(G x G, H,l) est contenu dans I'image de
ES(G) au travers de Papplication f — f,. Autrement dit, les fonctions de I'espace ES(G x
G, H,1) peuvent étre considérées comme noyaux d'opérateurs n( f) avec f € ES(G) et w €
G. Le théoréme que nous allons étudié est un résultat trés technique. La démonstration se
base sur les différents cas de récurrence analysés au chapitre 2 et utilise de fagon primordiale

le théoréme d’inversion de Fourier.

4.1- Théoréme

Soit G un groupe de Lie connexe, simplement connexe résoluble exponentiel, d’algebre
de Lie g de dimension n. Soit n un idéal nilpotent de g contenant [g, g]. Soient | € g* et b
une polarisation en [ fortement adaptée a n. Soient H = exph et 7 = m1 5 = indGxy la
représentation unitaire irréductible induite par le caractére unitaire ;5 de H.

Alors, il existe une application linéaire continue
R : ES(G xG,H,l) — ES(G)

F— R(F)=f,

telle que le noyau fr de 'opérateur «( f) soit égal a F.

L’application R est appellée rétracte.
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4.2- Remarque

En ce qui concerne la continuité du rétracte R, il suffira de remarquer que la con-

struction de f respecte la topologie des espaces ES.

4.3- Démonstration du théoréme 4.1 :
La récurrence se fait sur la dimension de G. Le début de la récurrence est obtenu pour
dim g = 1, ¢’est & dire pour g = R. Il s’agit d’une situation particuliére du ler cas, cas ou

g est abélienne et que nous allons étudier dans la suite.

4.3.1- Etude du ler cas:

Puisque g est abélienne, on peut supposer que g = R™. Ona ES(G) = S(G) = S(R™).
De plus, on constate que tout idéal n’ de g contient [g, g] = (0), et toute polarisation f en
| € g* est égale a g et est fortement adaptée & tout idéal n'. Soient h une polarisation en !
et n un idéal nilpotent de g, choisis de fagon arbitraire. La représentation 7 coincide avec
le caractére x;, c'est & dire que 7(f) est identifiée & la transformée de Fourier en [.

Soit une fonction F € ES(G x G, H,1). Choisissons v € C®(G) = CF(R™) telle
que 9(l) = 1, la transformée de Fourier d’une fonction f € LY(R™) étant définie par

()= [ f(z)e~<t=>dz pour z,1 € R™. Nous cherchons f € S(R™) telle que :
F(a,y) = falx,y) = [ flzhy™")xi(h)dh.
Posons : o
f(z) = Fle,e)e(x) Va € G,
avec e qui désigne I’élément neutre de G pour la loi multiplicative. Alors f € S(R™), et

on vérifie sans difficulté que f.(z,y) = 6(I)F(x,y) = F(x,y),Vz,y € G.

A présent, nous supposons que n > 1 et que le théoréme est vérifié par tous les groupes

de dimension inférieure ou égale d n — 1.

4.3.2- Etude du 2eme cas :

Puisque G/H = G - AJH - A = G/H avec A = expa, les espaces de noyaux ES(G x
G,H,l) et ES(G x G, H, ) sont égaux, avec H = expl) et A = expa. Soit F € ES(G x

G, H,l). Par hypothése de récurrence, il existe un rétracte R pour # et une fonction
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g € ES(G) telles que R(F) = g. Soit une fonction ¢ € C(A) telle que [, o(z)dz = 1.

Définissons f su- G de la maniere suivante :
f(z) = f(&-a)=g(&)o(a), VIE€E G,a € A.
Alors f € ES(G) et le noyau f, de 'opérateur n( f) est égal a F.

4.3.3- Etude du 3eme cas :

La construction du rétracte se réduit au cas ott n = [g,g] = RZ, c’est a dire que g est
une algeébre de Heisenberg et G = exp g est le groupe de Heisenberg H, = R? x R? x R

muni de la multilplication
1
(z,9,8) - (', y',8") = (v + 2y +y' s + "+ 5(ya' — 2y"))

avec ry = Z: 1 z;y; désignant le produit scalaire usuel de RY. Notons que d’apres la
construction faite en 3.2.5, ot by @ hj = g(I|,) + h, avec b; un sous-espace isotrope pour la

forme By, ,l; = nous pouvons choisir h = {0} x RY x R et v; = RY x {0} x {0}.

8!, )?

Ainsi le ca.1actere xiy de H = exph est défini par x1,4(0,y,s) = e " de plus
7 = w(l) = ind$G x5 agit sur Hy = L%(RY) par

(n(2,y, $)E)(r) = e~ RE(r — 1),

Soient f € L'(H,) et £ € Hx. Si folz,y) = [ f(= ,Y,s)eds et fo est la transformée

de Fourier de fy par rapport a la seconde variable y € RY, on a :
(m(£HE() =/ flayy, s)m(a,y, ) )dadyds
]H]"l

:/ Flaoy.s)e e =30y — z)dzdyds
Re xR9 xRk

:/ (/f("' - -"'a?/«-*)f_i”(ls)f'_i rtz)ydllf(m)d:c
R xR “Jk

(par le changement de variable v — r — )

= .fu (r — o, Lt Yé(a)dx.
R 2
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Donc le noyau de 'opérateur n( f) est

T+
f) )

=

f,r(T,I) = fo(?‘ -,

avec fo(z,y) = fl.h('z-g2 ’ ? z_z)

Soit F € ES(H, x Hg, H,l); considérons la fonction Fj définie sur Hy x Hy par
Fi(n,¢) = F(H%Z{,EZ:ZL), avec = (z,v,5),( = (u,v,t) € H,. Par conséquent F; €
ES(H, x Hy, H,!1) et nous pouvons définir le rétracte R de 7(l) par

R(F)(u,v,t) = g(t)/m Fi(u,y)e¥ dy

avec u = (u,0,0),y = (v,0,0) € R et p € S(R) tel que p(1) = 1.

4.3.3.1- Remarque : ici, intervient la propriété (3) de la définition de ES(G x
G, H,l) en 3.2.7, & savoir que la restriction sur G/H de toute fonction F; € ES(GxG, H,1)
appartient & Hol(v; x v;). Par conséquent, d’aprés les propriétés de Hol(v; x by), toute
transformée de Fourier partielle ou globale d’une fonction F; € ES(G x G, H,1) dans toute
direction v; C g(l},) qui sort de n et de b reste & décroissance exponentielle a 'extérieur de
n, polynomiale dans n. On en déduit que Pintégrale ci-dessus converge et que R(F') ainsi

donné appartient a ES(H,).

Ainsi, on a :

(n(R(F))E)(r) = /

(/ R(F)(r — ;,.-,y,._e)e-"s(z.,»)e"iﬁ?ydyg(x)dx
R xR? K

=/ / o(s) Fi(r — v.u)e* e rng)3’e‘”dsdyduf(ar:)d:c
R xRe JR Ka

= / Fy(r - .-r.,1L)€i"”€_i(rtz)”dudyf(.r)d:v
R9 xRk J ke

= / Fy(r— . d —I; al V().
R2

(Théoréme d’inversion de Fourier)

= F(r,x)€(r)de.
Re
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Par conséquent F est le noyau de 'opérateur 7( R(F')).

4.3.4- Etude du 4eme cas:
Nous avons a = RY avec Y ¢ 3(g),!(Y) =1 et A = expRY. Nous identifions 4 a R

et nous notons les éléments de G par ¢ = (t.g0) = exptX g9 =t-go avec t € R, gp €
Go,lI(X) = 0 et [X,Y] = Y. Ainsi, on vérifie que Ad(exptX)Y = €'Y et Ad*G(l},,) =
Ad*(exptX)(ljp, ) = € *(ljgy ). Nous posons a* = R(l|g, ) et nous l'identifions a R.

Soit H,, ’espace de Hilbert associé a la représentation my = indf,"x,o,h. Soient aussi
f € ES(G) et £ € Hn, 'espace de Hilbert associé a w. Pour tout s € R et v € g, nous
écrivons que £(s,v) = £(s)(v), ce qui nous permet de considérer £(s) comme un élément
de Hn,.

Par conséquent 'application s € B — £(s) € Hr, permet d’identifier I’espace Hx
de 7 avec L?(R, Hy,) et I'espace quotient G/Gy avec R. Dans la suite, nous notons g* =
exptX - g-exp—tX et Ag(t) = Ag(t,e), pow tout ¢ € G,t € R. Moyennant toutes ces
hypotheses, on a :

(r(F)EN(s) = /G F(g)(r()E)(s)dg = L F9)e(g™ - $)dg
- / AG W™ o = [ 830 5Bl (s g7 eoM
G a
:/ AGY (g)f(s- 97" )E(g)dyg

/ / Yt g0)f (s - (- g90) 7" )E(t) (go)dtdgo
G/Go JGo

=/]KA51(t)/G Ag(go)f(s- g5 -t ) (molgq ))E(t)dgodt
(car Ag|s, = Ad,)

= / Ag‘l(t) f(-—q “ Yo 'f—l)(' 0{90)) f)djuflt
. IK GU

/AG @ [ Fls =) - gb)(molg))E@)dgod

Go

=/Aal(t) f((S—t)s)(!/u) To(g0))E(t)dgodt
R Go
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= [ a5 (£ - 1) et

olt f((s—1t)* est une fonction qui appartient & ES(Gg) et définie par f((s = 1)) (g0) =
f((s =)~ g8)-

Ainsi le noyau fr de w(f) est donné par
fx(s,) = A5 0w (F((s = 1)1)).

Soient (Ci,---,Cy) une bhase coexponenticlle & a dans gy et v = Z;’GBIRC,-. On a
go=whaet Gy =W- A, avec W =expRC,----- exp RC, et A = expRY. La mesure de
Haar sur Gy est le produit dwdr, ol dw est la mesure de Haar sur Gy /A = W ou la mesure
de Lebesgue sur W et dr la mesure de Lebesgue sur a & R. Moyennant ces données, on

vérifie que :
mo(F((s =) = | Flts = 1)) (goImalon)dgo

= / / f((s = t)")(w - exprY)mo(w)mo(exp rY )drdw
W JR

= / / F((s —t) - (w' - (exprY) ) mo(w)xi(exprY )drdw
W JR

= / / f((s — 1) - (w' - exp(e'rY))mo(w)xi(exp rY )drdw
w

K
= et [ f((s—1t)- (w'-exprY)mo(w)xi((exp rY) Hdrdw

w R
= _l ) v — ¥ "- . d aqnr s L ., .
= /We (/m F((s =) (w" - expr} )\Ad'(expt.\)zlw(eker)dr)
mo(w)dw

:/ e_‘(/f((.s —t))(w' -exp‘I'Y)(s_"_r"dr)7ru(w)dw.
3% R’

Ceci nous permet d’écrire que

(/w (/me—'AF,-l(f)f((s —t))(w' - exprY)

X X Ad* (), (exp Y )dr) 7ru(w)(hu) E(t)dt

(x(£)e)s) = |

R
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:/m(/W(/me—"Aal(t)f((s—t))(uv‘-expr}’)e—ie_lrdr)

X Wo(w)dw) E(t)dt

— /m ( /v V'T(f(s—t))(w,t)m,(w)dw)f(t)dt,

ot T est un opérateur défini de la maniére suivante :
T . ES(Gy) — C®((Go/expRY.1;,,) x R)
f—T(f)
T(f)(w,1)
= [ A (- exprYY) wlespry Y

=/e_tAg.l(t)f(w"-exl)r)")e—""_trdr
R

avec f € ES(Gy),w € W,t € R et C°((Gy/expRY, ||, ) x R) qui désigne espace des
fonctions k € C*®(Go x R), telles que ke ES(Gy/expRY) et

l~c(w -exprY,t) = yi(exp Y )k(w, t), Vo € W, Vr,t € R,
Remarquons qu'on a
T(f)(w,t) = e_t‘Aal(t:)_;‘z(wt, Ad*(exptX)ljpy )s

ou f désigne la transformée de Fourier de f dans la direction RY.

On constate aussi que 7 vérifie la relation de covariance

T(F)w - expr¥,t) = <tV T(f)(w, 1)

et que 'T(f)(w,t) € C(Gy xIR). Par conséquent T( f)(w.t) € C®((Go/ expRY, lay ) X R).
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De plus, nous associons & 7 un opérateur inverse noté Ry, défini sur le sous-
espace ES((Go/ expRY, |, ) x R) de C®((Gy/expRY, [, ) x R) formé des fonctions a
décroissance exponentielle en —oo et +o0o sur R et tel que 7 o Ry = Id.

Nous pouvons définir R{ de la maniére suivante :

Ry @ ES((Gy/expRY, [, ) x R) — ES(Gy)

RY

k — RY(K)

RL(E)(w - exprY)
= —/ e A G(—In | s Ne(0™ <1 | s |)eTds.
R

4.3.4.1- Remarque : Ici intervient le fait que la fonction k est & décroissance

exponentielle en —oco et +00 sur R; par conséquent 'intégrale ci-dessus est convergente.

Ainsi, R:,(I:") € ES(Gy) et en posant gy = w - expal avec a € R, puis en utilisant le
théoréme d'inversion de Fourier, on vérifie que 7 o R!)(k)(go,t) = k(go,t). Ceci prouve que
Ry est I'opérateur inverse de 7.

Ainsi, on a

(e = [

K

(/;‘ molw)T (f(s — t))(‘zn,t)(lw) £(t)dt.

Soit F' € ES(G x G, H,l); nous voulons déterminer f € ES(G) telle que le noyau
fr de l'opérateur m(f) soit égal F. Ceci équivaut a: Vs,t € R,Vgo, gy € Go,

N»mew=(Aymeﬂ»4mmﬂw%mmw

C s .
ce qui d’apres notre notation nous donne

F(s,t)(90,90) = (/

J W

mo(w)T (f(s — 1)) (e, t)dw)(go, 90)5

Pour s et t fixés, posons

G(s:t)(g0,90) = F((s +1) - go.t - g)-
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Alors on a

G(s,t)(go,g(',) = (/ nu(w)']'(f(s))(w,t)dw)(go,g'o)

W

et G(s,t) € ES(Gy x Gy, H,ly) et varie de fagon continue pour les normes de Fréchet
lorsque s et ¢ varient.

Comme par hypothése de récurrence R, est le rétracte de 7y qui envoie ES(Go x
Gy, H,ly) dans ES(Gy), alors fu(s,t) = Ry(G(s,t)) € ES(Gy) et est continu en s et t.

Posons

f1(s,t)(go) = .fu(--"-,f)(.‘/n)

=/RU(G(s.f))(gu~expr)")e—”'(/r.
R

Si nous désignons par ES(Gy/ exp Y, },..) le sous-espace de ES(Gy) formé des fonctions
f € ES(Gy) telles que
f(w-exprY) = vi(exprY) f(w),

alors, nous remarquons que fi(s,t) € ES(Gy/ expRY, [|;,.) et est continue en s et .

Fixons s € R; alors la fonction

fa(8)(g0,t) = f1(s,t)(90) € ES((Go/ expRY, [, ) X R).

Donc nous pouvons lui appliquer opérateur inverse Ry de 7 pour obtenir une fonction
Ry (f2(s)) € ES(Go)
Ceci étant, nous pouvons définir la fonction f € ES(G) image de la fonction F €

ES(G x G, H,l) par le rétracte R de la facon suivante :
R : ES(G x G.H,l) — ES(G)
F - RF)=Ff

R(F)(s-gy) = f(expsX -w-exprY) = Ry(fos))(w - exprY)

= — / e"l"l'“lAG(—ln | w |)f-_,(s)(u""|"‘|, —In|u |)e“‘"du
JR
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B "/ e AG(—1n | w ) fi(s, —In | u |) (w1 " du
K

=— || [ e ag(=tn |u (Ra(Gls,~1n | u ) (w1 expuy)

X e e dudu.
On vérifie que R(F) = f est bien la fonction cherchée. En effet, on a:

(m(£IE)(s)

) /me—tAal(t)(/w (/m Flls =) w'-exp 1-Y’)€_ie_trdr)
71'o(w)dw) £(t)dt

- [z [, ()
(/W e MHAG(—In | |)(RU(G(.s —t,—In|u |))>

(,wt+ln|u| - exp ’UY')6—i1,('i1L1.(l17(11[) (_-—ie" r(l'l') 7['0(“’)(]“"> f(t)dt

SAVAY

(/ e~ MDA (—(t 41 | |))<RU(G(S —t,—In|w |)))
IR?

(,wt+ln|u| - exp ,Uy)eiure—-—le L"(hl,(lT) e—i-u(hy) nu(ll))d’(l)) E(t)(‘lt

Ensuite, par le changement de variable + — —r, on obtient

(m{(F)E)s)

-1

(/ e—(t+lu|u|)AG(_(t + In | 1 |))(R0 (G(G —t,—In l U I)))
B2
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(wH'l“l"I - exp vY)e_i“"eie—l "du.(l-r) e'“’dv) 7r0(w)duv> £(t)dt

-/ (L

(/ (Ro (G(s —t, t))) (w - exp v}’)e_i”dzv) 7r0(w)du') £(t)dt
R
(Théoreme d’inversion de Fourier)

_ / / ro(g0)Ro(G(s — t,1)) (g0 )dgo€ (t)dt
R JGy
= /mno(Ru(G(s—t,t)))f(t)dt
:/G(s—t,t){(t)(lt
R
— / F(s,1)E(2)dt.
IS

Ce qui achéve la construction du rétracte dans ce cas.

4.3.5- Etude du 5eme cas :

Dans ce cas, nous avons a = RBY; +RY, avec Y1,Y; ¢ 3(g) et |[< 1.Y] >| + |< L.Y; >|=
1. Nous posons 4 = exp a et nous identifions a respectivement A avec C : rY; @rpY; —
ry +iry € C. Ainsi, [U, 2] = MU)Z, pour tout U € g,Z2 € C, avec A qui désigne un
homomorphisme complexe non trivial de g. Nous savons aussi que go = kerA = g(l/a) est
un idéal de g de codimension 1; ainsi, nous pouvons choisivr X € g, X ¢ go,{(X) =0 et
MX)=gq=1+ifavecd # 0 € R, tel que g = RXPgo. De ce fait, Ad(exptX )(Z) = e9*Z =
ete’?* Z vt € R. De plus, en identifiant a* avec € de telle sorte que ¢ € C corresponde a la

forme linéaire Z — Re(Z(), on obtient
Ad*(exptX)(() =71 = e~ e,

Dans la suite, nous supposons que [j, = 1; alors pour ¢ = I, = 1, l'orbite wy =

{0+t . + ¢ R} est une spirale qui rencontre le tore T={Z € Z; | Z |= 1} en 1. De
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facon générale, pour 0 # ¢ € a*,{ = 1 Y}* + 1Yy, il existe v = e~ 1"KI¢ € T, telle que
Porbite de ( soit w, = vw; = {vZ; Z € w;}. Ainsi, w, est aussi une spirale et pour tout
p € w,, il existe 5,t € R tels que p = e79'( = e?*v, avec s =In | ( | —t.

D’autre par pour tout 0 # ¢ € a*,( = r; Y* +r,Y}*, il existé un réel t = _Elzili tel que
¢ = Ad*(exptX)l|, = e79"},. Nous obtenons ainsi une paramétrisation de a*\ {0} = C\ {0}
par Porbite de [, .

Puisque go est un idéal de codimension 1 de g, alors, comme au cas précédent, les

éléments de G s’écrivent sous la forme de couple (1,g),t € R, go € Gy tels que
(t,go) =exptX gy =t-g9 € G et A (t) = Agl(t.e).

De plus, pour les mémes raisons qu’au cas précédent, nous identifions H, avec
L?(R,Hx,) et Pespace quotient G/Gy avec R. Ainsi, pour f € ES(G),€ € Hpys € R

et moyennant les hypothéses ci dessus, nous obtenons comme au 4eme cas
w(PENs) = [ A wma(£((s = ) ety

avec f((s —t)!) € ES(Gy) et définie comme au deme cas.

Soient (Ci,:--,Cy) une base coexponentielle & a dans go et 0 = E'{GBIRC,'. On a
go =mda=ro(RY; +RY;) et Gy = W- A4, avec 4 2 C = 22, Nous désignons les
éléments de A par expa avec a € a, ou exp: avec = € C. La mesure de Haar sur Gy
est le produit dwda ou dwd: avec dw qui est la mesure de Haar sur Gy /A =2 W oula
mesure de Lebesgue sur W = expw et da, la mesure de Lebesgue sur a 2 R?; notons que
da = dz = dridry, avec a = Y] + 1Y, et = = ¢ + iry € C. Movennant ces données, on

obtient :

T (f((b - t)t)) = f((* - f)l)((Ju)Wu(.‘/u)‘l.‘lu

Go

= / mo(w) / f((.s —t) (w' (exp a)t))\'l(exp a)dadw
W J A

= / To(w) / f((s — 1)« (w' - exp Ad(exp fX)a.)))
W J A

X xi(exp a)dadw
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:/Wwo(w)[Cf((.s—t )- (w' - exp(e’e’® )))

x xi(exp z)dzdw

Ensuite, par le changement de variable z — ¢~ !¢ ™%z, on obtient

o (f((s - t)')) = /W mo(w) /; e—'“f((s —t)- (w' - exp z)))

x x1(exp(e~te"z))dzdw

ot e~ 2t est le jacobien du changement de variable ci-dessus

= / m,(w)(/ e f((s — 1)) (w' - exp(ri Y7 +1r212))
w k2
X X Ad*(exp tX)), ( exp(r Yy + 1 Yz))(]”'ld""-z)(h“

:/ e~ m,(w)fA((.q —t))(w’,A(l*(expt.\’)lh)(lw,

ou f ((s —t)) est la transformée de Fourier de f((s —¢)) dans la direction 4 = R2.

On en déduit que
w(DEX) = [ [ matw)( [ THAGOF(s = 0) ' -exp(rs¥s + 72¥2)
X X Ade (exp 1)1y, ( €xp(r1Y7 + 7'2}’72))d"'xfh"z)d“’f_(t)dt
= /m (/WT(f(-S - f))('“’»f)ﬂu(“’)d“’)f(f)dt,
ou 7 est un opérateur défini de la maniere suivante :
T : ES(Gy) — C®((Go/A,l},) x )
f—T(f)
T(f)(w,t) = Az (e Flo' - exp(r ¥y 4 115)) Ad®(exp tN g, (exp(r1 Y7 + mY32))

R2
(l’l"] (11'2
= Ag' (1) /f(('w -expa)' )y, (exp a)da,
a
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avec f € ES(Gq) et C®((Go/A, l|,) xR) qui désigne I’'espace des fonctions ke C®(Go xR)
telles que k € ES(Gy/A) et

k(w - expag,t) = x1, (exp ag) k(go,t), Yw € W, t € R,

Comme au 4eme cas, on constate que T vérifie la relation de covariance de
C*((Go/A, [} ) x R) et que T f w,t)C®°(Gy x R). Par conséquent, 7 f(w,t €
la
C>*((Go/A,L,) x R).
D’autre part nous associons a 7 un opérateur inverse noté Rj défini sur le sous-
espace ES((Go/A4,1},) x R) de C=((Gy/A,l},) x R) formé des fonctions a décroissance
exponentielle en —oco et 400 sur R et tel que 7 o R, = Id. Nous pouvons donc définir Ry

de la maniére suivante :
R, : ES((Gy/A, I,) xR) — ES(Gy)

RU(E)(w - exp a)

In|¢|* .12
=/ A(,'(— 11 l;; l )e—lllkl

=

)

- nj¢l? 1 2y .
k('“)l 2( ~.£|.f—|)6_1<<|fl>(lc.

4.3.5.1- Remarque. Ici, intervient le fait que la fonction k est & décroissance expo-

nentielle en —oco et 400 sur R; par conséquent l'intégrale ci-dessus est convergente.
Ainsi, R{,(Z) est bien défini et R(,(l:) € ES(Gy). De plus,on a:
T o Ri(E)(go.t) = T o Ry(k)(w - exp ay, t)
= X1, (expag)T o Ry(k)(w, 1)

= X1, (exp ag) / A(_—;l(t)e—'“R(’J(i:)(w‘ - exp a)

a
X X Ad* (exp tX)1;, (€Xp a)da

- . In LI
= X, (exp o) / A(‘.-‘(t)e--“ac,-(——',f %)= micl
aJa* Y

<

~ ¢ 2 - |2 - . - 'q
% k(,“,!+u2ﬂ—’ _111 l Q | )(:<C,u>(__—:<A(l (exp t’\)l|°‘“>d<da.
-7

=
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D’apreés le théoréme d’inversion de Fourier, nous remplagons ( par Ad*(exptX)!|, et donc

| ¢ | par et et nous obtenons
To R(,(l:*)(w -exp ag,t) = mAal(t)e_“Ac(t)e”l:“(wt_t,t)
= X ep k(. )
= 1:7(10 - exp (I.U,t).

Ceci prouve que Ry est I'opérateur inverse de 7.

Ainsi, on a

(w(f)g)(,.s):A(/W 7r(,(w)7’(f(.s—t))(ur.t)(lw){(f)dt.

Soit F € ES(G x G,H,1); nous voulous déterminer f € ES(G) telle que le noyau
fr de 7(f) soit égal & F. Ceci équivaut a: Vst € I, Vg, g5 € Go,

F(s-go,t-gy) = (/ mo(w)T (f(s — t))(w.t)(lw) (g0.90);

w

et d’apres notre notation, on obtient.
F(s,t)(go,g{,) = (/v wo(tu)'f(f(.s — t))(w, t)dw) (g0, 90)-

V

Pour s et t fixés, posons

G(S,t)(go,‘(j(’,) = F((s + f) : ngt : g(l))

Alors on a

G(s,t)(g.00) = /

JW

mo(w)T (£(s)) (. 1)dw) (g0 9b)

et G (s,t) € ES(Gy x Gy, H,ly) et varie de facon continue pour les normes de Fréchet
lorsque s et t varient.

Comme par hypotheése de récurrence Ry est le rétracte de my qui envoie ES(Gq X
Go, H,ly) dans ES(Gy), alors fy(s.t) = Ry(G(t,5)) € ES(Gy) et est continu en s et 1.

Posons

fl(S’t)(.(/U) - _]Eu(.s,f)(.(/”)
= /Ru(G(.’S,t))(yu 'exp(l)F'—i<l‘a>'da_
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Si nous désignons par ES(Gy/A,1},) le sous-espace de ES(Gy) formé des fonctions f €
ES(Gy) telles que
f(w - expa) = xi(exp a)f(w).

alors nous remarquons que f(s,t) € ES(Gu/A,l},) et est continue en s et ¢.

Fixons s € R; alors la fonction

fa(s)(g0,8) = fi(s,t)(g0) € ES((Go/4.1),) X B).

Donc nous pouvons lui appliquer Popérateur inverse R de 7 pour obtenir une fonction
Ry(f2(s)) € ES(Go).
Ceci étant, nous pouvons définir la fouction f € ES(G) image de la fonction F €

ES(G x G, H,!) par le rétracte R de la fagon suivante :

R : ES(G x G,H,l) — ES(G)

R(F)(s- go) = f(expsX -w -expa) = Ry (fa(s))(w - expa)
1 2 2 nlcl? IR 2 . . .
=/ AG(__”_CI.)(,—IIA|C] _f-z(s)(wlz_‘__lioc_|)e <¢, >dc

- 12 9 .

/ /AG In | ( I ,—l|||(,|2

2 nl¢? . i .
X (Ru (G(S, —M))) (uyu'z‘l‘ - exp (l')e—’d'" > e <> da'dC.

2

=

On vérifie que R(F) = f est bien la fonction cherchée. En effet, on a :

T f)f)(b):/ (/ mo(w)T (f(s — 1)) (w. f)(lu') E(t)dt
R 214
=/ (/ wu(zt))T(R.b(fg(.s—t)))(_w,f)(lw){(t_)(lf
R w
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mwo(w)fa(s — t)(w, t)dw) E(t)dt

mo(w)fr(s — t,t)(w)dw) E(t)dt

Il
_—
S B

Wo(u:)/RO(G(s —t,t))(w - exp a)e_i<1‘“>dadw) E(t)dt

=// mo(go) Ro (G(s — t,))(g0)dgo € (t)dt
R

Go

:/}Rno(RO(G(s—f.,t)))g(f)(lt
:/G(s—t.t){(t)(lt
R

= / F(s,t)E(t)dt.
R

Ce qui achéve la construction du rétracte dans ce cas.

Dans les cas 6a & 6d qui suivent, Nous avons a = RY + RZ avec Y ¢ 3(g),Z €
3(@), (Y) =0et I(Z) = 1. De plus, [U,Y] = AU)Y + o(U)Z avec A qui est un homo-
morphisme réel non trivial sur g et ¢ une forme linéaire non triviale sur g. Nous savons
aussi que g® = ker) est un idéal de codimension 1 de g, gy = kery est une sous-algebre
de codimension 1 de g et ggo = @’ N gy est un idéal de codimension 2 de g. Posons

G° =expg’,Go = expgo et Gog = exp guo-

4.3.6- Cas 6a :

Dans ce cas ou g(l) ¢ @', il existe T € g(I) tel que A(T) # 0; nous pouvons supposer
que [(T) = 0, car sinon nous remplagons T par T' =T— < ,T > Z.
Ainsi, on a G = exp RT - G'. D’autre part, au paragraphe 2.3.7 du chapitre 2, nous
. aue — 7 dG . t o118 0 — ;1 dG° 0 0 _
avons remarqué que m = indf y; est une extension de 7° = indpo\ 0, avec I° = llgo b =
hNa®et H® = exph®.
Soient F € ES(G x G, H,l) et s € . Définissons sur GY x G° l'application Fy de la

facon suivante :

1

FU¢° " )= F("g", ¢ ).
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ott °¢® = expsT - go - exp —sT. Alors F¥ € ES(G® x G*,H",1%); de plus, I'application
R — ES(G® x G°,H®,1°) : s — F? est continue pour la topologie de Fréchet.
Puisque par hypothése de récurrence 7° posséde un Rétracte R° de ES(G® x

G°, H®,1°) dans ES(G?), il existe f € ES(G®) telle que R°(F?) = f?.

Soient H® ’espace de la représentation 7% et (€9 € H®; on a:

(w(exp sT){O)(go) = {U(exp —sT . gu)
= £%(exp —sT - g° - exp sT - exp ~sT).

Puisque exp —sT € H et exp —sT-¢"-exp sT € G, alors en utilisant la relation de covariance

de ‘H,, on obtient

—

(n(expsT)E®)(9°) = AZ; glexp —sT)xi(exp sT)E" (exp —sT - ¢° - exp sT)
= Aﬁ,c(exl’ —sT)E(exp —sT - ¢" - exp sT').

Ainsi (r(expsT)¢%)(¢°) = AZ‘G(exp —sT)E(exp —sT - g° - exp sT).

Considérons une fonction o € CZ°(IR) telle que

/ma(.s)AZ‘G(exp —sTYds =1,
et définissons le rétracte R de la facon suivante :
R(F)(expsT-¢") = f(expsT - g’) = a(s)(R°F?)(¢%).
Alors R est le rétracte cherché. En effet pour £ € Hy, ona:

n(f)e)(J )
/ F(2) (r()E) (g )l

= / Flexp sT - h)(mw(exp T - 1)€)(g" ddsdh
R JG°

= / flexpsT - h) (7r(expsT)(7r°(h)E))(gU )dsdh
JR JGO
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- / /Go a(s)(RoFf)(h))W(exp ST)(ﬂ'o(h){)(gO)deh

// (s)f( h)A clexp —sT)

)5)(e>~p—sT J expsT)dsdh.
=/a(3)AZ,G(exp—sT)(/ FO(R) (O (R)E)(~*g%)dh) ds
R GO

= [ a@)ahglexp =) (7"9 i

/a(s) % (exp—.s‘T)(/ F! (7", ¢")e(g")dg' )ds
Jeoymo

/ / )87 glexp =T )F((‘sa")”,g’)f_(g’mg'ds
G°/H0
_/ma(o) H'G(exp—wT)(l.g/ F(!/U..g'){(g')dg"

GO/HO

=/ F(g°,¢")¢(y")dg'".
GO/ H®

Ce qui nous donne le résultat cherché.

4.3.7- Cas 6b :

Dans ce cas, ) C ggo avec gyo qui est un ideal de codimension 2 de g. Ainsi, Gog =
exp goo est un sous-groupe distingué fermé de G contenant H = expl. D’autre part,
d’apres 2.3.8, il existe T € gy, T ¢ g, X € g Nn, X ¢ go avec [X,Y] = Z, tels que
Go = expRT - Goy = G(!},) soit un sous-groupe fermé de codimension 1 de G; de plus,
G =expRX -expRT - Gyy.

Nous posons lyy = l|g Iy = l|‘l , o0 = in(lf'}“" Xloo» 70 = in(lg" oo et T = indG 5.

Soient f € ES(G),€ € Hy,s € Ik et Hy, I'espace de la représentation 7. Alors, pour
les mémes raisons qu'aux 4eme et Seme cas, nous écrivons tout élément de G sous la forme
de couple (t,g0) = exptX - gy, que nous noterons aussi t - gg. avec go € Go,t € R; de
plus nous identifions I'espace H, de 7 avec L2(IR, Hy,) et I'espace quotient G/Gy avec R.

Nous notons aussi Ag(t) = Ag(t.e) et ¢' = exptX g -exp—tX pourt € R,g € Get e
. ) 1 ) P p
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qui désigne ’élément neutre de G. Moyennant toutes ces conditions, on a :

(w(5)E)(s) = /G F(9)(m(9)E)(s)dg = /G F(9)E(g™" - s)dg
- / AZ ) F(gVelg - 5)dg = / Az} g - s~ Al f(s - g )E()dg
G G
=/GA51(g)f(s-g“1')£(g)dg
= [ [ A (s gl e ot
G/Go JGo

= / Aa](t go)f(s-(t- 90) 1) E(t) (g0 )dgodt
G/Go JGo

/ [ A A o) s 55 £ ol ot
(car A (t) =1 puisque X € n)
/ / TAZ (00) A2 )

Go

X f(s-go -t~ ) (mwo(go)E(t))dgodt

- /IK [ 32005 gt Yool ()

Soient (Ci,:--,Cy) une base coexponentielle a a dans gop et © = dea]RC,'. On a
goo=Da=wO(RY +RZ)et Goo =W - A=W exp(RY + RZ), avec A = R2. Nous
désignons les éléments de A = expa par exp« avec a € a. La mesure de Haar sur Goo est
le produit dw da, ot dw est la mesure de Haar sur Gyo /A4 = W ou la mesure de Lebesgue
sur W = expt. et da = drdr' est la mesure de Haar sur a ou la mesure de Lebesgue sur

R2. Moyennant ces conditions, on a

7r(f)f)(‘s):// / /Aa::_/é(exva-w-expa)
R JGo/Goo JW J A

f(s-expoT -w-expa-t~ Y my(expoT - w-expa)f(t))dv dw da dt
= / / A;.x/(.f),.(exp vT)f(s-expoT -w-expa-t~1)
r2Jw Jr2 "

no(exp T - w)é(t)(exp —a)dv dw da dt
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= / / / Aas/é(exp vT)f(s-expoT - w-exp(rY +7'Z)-t71)
BJw Jxz
mo(exp vT - w)é(t - exp —(+Y + v'Z))dv dw dr dr' dt
(avec Ag, clw) = Ag,,clexpa) = 1)
/ / / (expi)T)AgZG(exp —(rY +1'2))
IR’ R2
(s-expvT -t~ ~1.exp—vT -expovT -t -w-exp(rY +r'2Z)-t71)
7r0(exp oT - w)xi(exp —(rY + 7' Z))é(t)dv dw dr dr' dt

= [ [ saes

f(s cexpvT -t -exp—oT -expeT - (w -exp(rY + T'IZ))t)

mo(exp vT - w)y(exp —(rY + ' Z))é(t)dr dr' dv dw dt
(car AG/ clexp—(rY + ' Z)) =1).

Or, Ag, g(expvT) = e'" “derao?T = 77 et AgZG(exp —(rY +1'Z)) = 1, car
exp —(rY + r'Z) € expa C expn, avec n qui est un idéal nilpotent de g. D’autre part,
puisque Gygg est un sous-groupe distingué fermé de G et que [T, X] = —Xmod.ggo, alors
expoT - t7! - exp —vT = exp(—te™*)X - Q(v,1) = (—tc™")- Q(v,t) =€ Gyg N expn, avec
Q(v,t) = exp(te ") X -expvT -t~ !-exp —vT = (tc~ “)-exp vT-t 1.exp —vT € GooNexpn.

Notons aussi que

i(exp —(1Y +Z)) =€

En tenant compte des données précédentes, on a :

(=(F)E)(s )—/ /W/Ik ¥ F((s =) Qu.t) -expoT-

(w-exp(rY +r Z)) ) " drdr mo(exp oT - w)é(t)dodwdt

o Ju b ¥

w' - exp(rY + (' + 'rt)Z)) e drdr' my(expvT - w)é(t)dvdwdt

/ / / eH f((s = te™) - expuT - Qu, )™ =T
R2 JW JR?

NI"

(s —te ") expoT - Quv, )P -7



CHAPITRE 4. LES FONCTIONS DE ES(G x G, H,1)--- 100

w' - exp(rY + 'r'Z')) e—i("'l_"”(lr(lr'wo(exp T - w)é(t)dvdwdt

/ / ( (s —te™") -expoT - Q(uv,1)**P _'"T)) (expvT - w,t)
R2 .

mo(exp vT - w)E(t) dv dw dt,
ou 7 désigne ’opérateur défini par

T : ES(Go) — C*=((Go/A.1},) x R)

Ao

T(f)(exp'UT cw,t) = ¢ f'(u,’ - (exp(rY + ‘r'Z))t)

Jaxk2
x yvilexp(rY + ' Z))drdr!,

avec f € ES(Gy).t,v € R,w € W et C®((Gy/ A, l|,)xR) qui désigne ’espace des fonctions
k€ C=(Gy x I, telles que k € ES(Gy/A) et

I~c(exp vT - w-exp(rmY +r2),t) = ¥ ,\qlu(‘exp(rlY + rgZ))fc(w,t).

Signalons qu’on peut aussi écrire l'opérateur 7 sous la forme

dv

T(f)(exp T - w,t) = €7 / -f(w‘ exp(rY +1°2Z))
R2

( exp(rY ++'Z)"")drdr'

f(w cexp(rY +r'Z))
\1( exp( :} + (r' = rt)Z))drdr!
_ ¥ A - explrY +1'2)
= =0 gy
On constate que 7T vérifie la relation de covariance de C®((Go/A,l),) x R) et que
T (F)(exp vT 1w, 1)C®(Go x R). Par couséquent, T (f)(expvT-w,t) € C®(Go/A, 1) x ).

D’autre part, comme cdans les cas précédents. nous associons a 7 un opérateur inverse

noté Rf défini sur le sous-espace ES((Go/A.l),) x R) de C®((Gu/A,1},) x R) formé des
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fonctions & décroissance polynomiale en —oo et +oo sur % et tel que 7 o Ry = Id. Nous

pouvons donc définir Rj de la maniere suivante :
Réj : ES((GU/“L l|°) X I[P) — ES(G())

k— R(k)

R;,(ic)( expvT - w - exp(rY +1'2Z))
= e#ﬂ(r')/ I:‘,(exp oT - (w - exprY)™', t)dt,
Ji§

avec w € W,r,r' € R et A qui désigne une fonction de Schwartz sur R telle que

fm B(r')e_i"d1" = 1.
4.3.7.1- Remarque. Ici, intervient le fait que la fonction k est a décroissance poly-

nomiale en —oo et 400 sur R; par conséquent l'intégrale ci-dessus est convergente.

Notons aussi qu’on a

R, (I.c) (expoT - w-exp(rY +1'Z))
=2 ,8(1")/ expvT - (w - exp I'Y)”'.t) dt

(
/ (e\p oT - w™ exp'r)"_',t)dt
=72 /3(1')/ (exva w” exp(rY—rtZ),f)(lt
g

— e ﬂ / expoT - w™! f) vy, exp(rY — rtZ)dt

- C_Tm'/j(,') / ]\':(exp vl - 'll)_f,f)('_i"l'(lf.
K

Ainsi, R{,(Z) est bien défini et R{,(Z) € ES(Gy). De plus. on a

T o RL(EY(exp vT - w - exp(rY ++'Z),t)
k

=T (Ry(k))(expoT -w - exp(rY +1'2Z). t)
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= e%}'xlla exp(rY + ' Z)T (Ry(k))(w,t)

= e%“'xlln exp(rY + r’Z)/ R{,(L)((w -exp(uY + u'Z))t)
m?

X1, (exp(uY + u'Z))dudu’

= esTvth exp(rY + r’Z)/ R:,(I:‘)(‘wt -exp(uY + u’Z))
R2?
X1, (exp(uY + u'Z)"t) dudu’

=e? Xy, exp(rY +1'Z) (ﬁ(u’)/ E(?l!t_’,.s)('i“’ds)
R2 K

xy,, exp(uY + (u' — tu) Z)dudu’ ‘
= Xy, exp(rY + 1"2)/ ( / ,H(ju.")I:r(m'""'. s)e '“‘"(ls) e~ =) gt gy,
&2 M.

— e% /\/l|n exp(f,‘}v' + ,,,IZ) / /3(“-,)("—1-”1(1'(1,’ / Z?('U"_N,S)C'_iuseitu(lsdu
K JR2

— ¥ Xy, exp(rY +r'Z) 15(1(1"““‘, s)e‘””e““d.sdu.
R2

D’ot, d’apres le théoréme d’inversion de Fourier, on obtient

T o R\ (k)(expvT - w - exp(rY +1'Z),t) = ¢% X1, exp(rY + 1! Z)k(w, 1)
= k(expvT - w - exp(rY +1'Z),t),

ce qui prouve que Ry est 'opératenr inverse de 7.

Ainsi, on a

=thow = [ [

T (f((s —te” ") -expvT - Q(v,t)**P "’T)) (expvT - w,t)
x wo{expvT - w){(t)dvdwdt.

Soit F € ES(G x G, H,I); nous voulonus déterminer f € ES(G) telle que le noyau
fr de m(f) soit cgal & F. Ceci équivaut a: Vs.t € B, Vg4 g € Go.

(/ / mo(exp vT - w)T (‘f((,ﬁ —tc™")expeT - Q(v,t)°*P —1.7‘))
RJW
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(expvT - w, t)dvdw) (90, 90)

=F(s'goat'géj)a

ce qui nous donne

(/IR/W mo(exp vT - w)T (j-((s —te=)-expoT - Q(v, )P _,,T)>

(expvT - w, t)(lmlw) (g0 94)
= F(s,t)(g0, 90)-
Pour s et t fixés, posons
G(Sa t)(gllﬂ.(/:j) = F(q ) ‘(/U*t . (/(’J)

Alors,

</ / mo(exp vT - w)T (f ((‘- —te™ ) expoT - Q(v, )P _vT)>
RJW

(expvT - w, t)(lv(lur) (g0, 90)

= G(s,)(g0,90),

et G (s,t) € ES(Gy x Gy, H,ly)et varie de fagon continue pour les normes de Fréchet
lorsque s et t varient.

Comme par hypothése de récurrence Ry est le rétracte de m qui envoie ES(Go X
Go, H,ly) dans ES(Gy), alors fy(s,t) = Ry(G(s.1)) € ES(Gy) et est continu en s et t.
Posons

f1(5,.)(g0) = Ful(s,)(expoT - w - exp(rY +1'2))
= _fo(s,f.)(exl) oT < - exp(rY +1'Z))
= / Ry(G(s,1)) (expvT - w - exp(rY +1'Z)
K2

-exp(uY + 'lI.IZ))f'—i"I(l'll.(hll.
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Si nous désignons par ES(Gg/A,l),) le sous-espace de ES(Gy) formé des fonctions f €
ES(Gy) telles que

flexpvT -w-exp(rY +1'Z)) = xu(+Y + r'Z)ea_Zu'f(exp oT - w),Vr,7' € R,

alors, nous remarquons que fi(s,t) € ES(Gy/A,l,) et est continue en s et £.

Fixons s € R; alors la fonction

fa($)(go, 1) = fi(s.D)(g0) € ES((Go/A,L,) x B).

Donc nous pouvons lui appliquer U'opératenr inverse Rj, de 7 pour obtenir une fonction

Ry (f2(s)) € ES(Go).
Ceci étant, nous pouvons définir la fonction f € ES(G) image de la fonction F' €

ES(G x G,H,I) par le rétracte R de la fagou suivante :
R : ES(G x G,H,l) — ES(G)

F - RF)=f

R(F)(s-go) = f(expsX -expoT - w-exp(rY + ' Z))
= By (fols + (2)e™)(x:(-))
(exp vT - (Q(v, (=) =Ty L exp(rY + 'r'Z))

— = | B0 fols 4+ (=) ") (*, (—

E [ Bt + (3o ()

(exp oT - ((Q(v, (—=))=*P ~*T)~1 - w)" _ux,tt)e—i“rdzt
= [ B0l +ue)

&

axmy — 0Ty — xp —u X —i
(exva-((Q(U,'u.)"”' "y ]~'m)mp “ ,’U.)(‘ T du

= e:% / /3(7-’)]"](3 + e ")
K

(CXI) oT - ((Q(’U, u )e.xp —-.-’1')—] )exp —uN . XD -—u.\') e du
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—-3v

2 /ﬂ(r') Ry(G(s + ue™", u))
K R2

(exer ((Q(u, )P~ T) 1P T e —u X exp(aY 4 bz>)

e da db e du.

On vérifie que R(F) = f est bien la fonction cherchée. En effet, on a :

(w(ENs) = / L r(smtey oot Qe

toexp(rY +r Z)) i D rdr' mo(exp vT - w)éE(#)dvdwdt

/ L_ —3v
e2e¢e 2
R2 R?

(exva ((QUu, w)=e = T) =1 70 (Q(o, )P T - w')
—iur gy e dp! et dr mo(exp vT - w)é(t) dv dw dt

/m?/ //fl(b—fe +ue=",u)

(expoT - (Q(osuw)™ =)~ )™ ™" (QLu, )™ T - wt)
e~ du '™ dir mo(expvT - w)E(t) dv dw dt

Nfils —te ™" +ue” " u)

exp —-uX)

exp —uX)

(Théoréme d'inversion de Fourier)

= / fi(s,t)(expvT - w)mg(exp oT - w)é(t)dvduwdt
k2 JW

= / / / Ro(G(s,t))(expeT - w - exp(uY +u'Z))
Rz JW JR2
e~ du du' mo(exp oT - w)E(t) dv dw dt

/mﬂo( o (G( )))5( \
B /mG(S’t)f.(t)dt

= / F(s,t)é(t)dt.
R

Ce qui achéve la construction du rétracte dans ce cas.
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4.3.8- Cas 6¢ :

Dans ce cas, nous savons que f) ¢ g° et g(I) C g° D’apres 2.3.9 et le lemme 2.3.10, nous
avons montré que le cas 6c se raméne au cas 6b lorsqu’on remplace la polarisation j par
une polarisation ' = hNg® + RS C goo, avec S € g(l},)Ng°, S ¢ ntel que < [,[T, 5] >=1,
oun T e hng(ly,), T ¢ g(l) et A(T) # 0. Nous avons aussi souligné que les représentations
m = m, et ® = mp sont équivalentes.

Nous posons H' = exp l’. Puisque 7' posséde un rétracte R’ ceci d’apres le cas 6b, alors
pour obtenir le rétracte R de =, il nous suffit de construire un opérateur d’entrelacement
entre les espaces ES(G x G,H,l) et ES(G x G,H',1).

Soit 7y p, un opérateur d’entrelacement de H, et Hps, défini par :
b,b P

Toab@)= [ & Ma(WAR M,

pour tout £ € Hy. Il est bien connu que g 0 Ty o = Idy_, ([Arn. et al}).

D’autre part, nous savons que § = hNg? + RT et b’ = hng® + RS (cf 2.3.9 et 2.3.10) ;
par conséquent hNh' = hNg®, b’ /hnk’ = RS et h/h'Nh = RT. Ainsi, H'/H' N H = exp RS,
et H/H' N H = expRT. Donc

Ty h€(9) = /mf(g'expSS)xz(expsS)A;,},/CZ;(expsS)ds.

Puisque ES(Gx G, H,I) C Hx®Hy et ES(GxG,H',1) C Hx' @Hqr, nous définissons
un opérateur Uy : ES(G x G,H,l) —» ES(G x G,H',1); F — Uy yF, avec

(Ub',hF)(gl,g'l)=//F(gl-exp815,gi - exp 81 5)xi(exp 515)xi(exp 51 5)
RJR

AE‘/é(expSIS)AZI}(g;(exps'IS)dslds'l.
Remarquons que Uy 5 F)(91,91) = Ty @ Tor o F(g1,97)-

Montrons que Uy yF € ES(G x G, H',1).
1- Uy yF est bien défini; En effet, soit B = (A1, ---,44,B1,++,Bs,C1,-++,Cy)

une base coexponentielle & h dans g définie comme en 3.2.6. Ainsi, tv; @ o @ v; est un
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sous-espace coexponentiel a h dans g, avec rv; = :-'=]%RA,-,mo = Z;=1®IRBJ- et v; =
Z;c:l@]RCk. Notons que 1,109 et by sont définis comme en 3.2.6. Puisque S € g(l},) et
S¢h,S ¢n, alors S € v;. D’autre part, comme A,_,E‘/Gz.(exp sS) = (eTT “‘19/"’35)_1/2 Vs €
R, et que pour ¢1,g] fixés, toute expression de la forme PV F(— %) sur by x by
appartient a Hol(b; X v1), donc est & décroissance exponentielle dans la direction v; ainsi
que toutes ses transformées de Fourier partielles ou globale en V; = expv;, on en déduit

que P'intégrale double ci-dessus converge.

2- Uy nF € C®(G x G) et vérifie la relation de covariance de ES(G x G, H',l) par
rapport a f'.

Soit F' € ES(G xG, H,l); alors F est a décroissance exponentielle dans les directions
W1 = exp o, V) = exp oy, et polynomiale dans la direction Wy = exp oy, ainsi que toutes
ses transformés de Fourier partielles dans la direction V7.

D’autre part, comme S € by, nous écrivons v; sous la forme v; = 0! ® RS, ot b} est
un sous-espace coexponentiel de RS dans v;. De plus, en tenant compte de la construction
de b et ) et en remarquant que T ¢ n, T ¢ §’ et T € g(}, ). on en déduit qu’en remplagant
S par T dans v,, nous obtenons un sous-espace v} tel que r} @ ;P v} soit coexponentiel
a b’ dans g, avec

) = o,y = g, 0] = b & 2T
Ainsi, tout élément g € G peut s’écrire sous la forme g = wy - wy - b-exptT - h; - exp aS,
avec w; € Wi,wy € Wy,b € VP = expol, Iy -expaS € H' hy € H'NG® = HN G° et
teR.

Comme (Uy:  F) vérifie les propriétés de déeroissance des fonctions de ES(GxG, H', 1)
dans les directions Wy, V?, Wy (ceci & cause du fait que F vérifient ces propriétés), alors,
pour achever notre preuve, Il nous suffira de montrer que pour wy,w] € Wy, wo,wy €

Wo, b, b € VY tous fixés, la fonction
(t1,t7) = Uy yF)wy - wy - by -expt T, wy - wy - by - exptyT)

appartient a Hol(IR x IR).

Dans toute la suite, nous pouvons supposer que [(S) = I(T) = 0. Ainsi, on a:

Uy yF)(wy - wg - by -expt Ty -y - by -exp ) T)
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= / / F(w; - wo - by -expt; T - exp s S, wy - wy - by expt,T - exp s1.5)
RJR
X A;},/é(exp SIS)AE'/é(exp s1S)ds; ds)
= / / F(w1 cwp - by -exps;S-exp—s,S-expt;T-exps S,
RJR

w! - wh - b -expsiS-exp—siS-exptT - exp s S)

X A;I}’/Cz;(exp sls)A;I}'/é(exp s1S)dsy dsi.

D’aprés la proposition 3.2.5.2, nous savons que [g(!}, ), [a(l},). a({},)]] C (g(l)+n(l|n)) n
kerl et que g(l},)/ (g(l) + “(ll..)) N kerl est une algébre de Heisenberg. De plus, comme les

directions S et T obtenues dans le lemme 2.3.10 appartiennent & g(l},), on en déduit que
la(!|.), [T, S]] C (g(l) + n(ll..)) N kerl, ce qui signifie que [T, S] = Z modulo g(]}, )/ (a(l) +
n(l},)) Nkerl. Ainsi, on a

exp —sS - exp tT - exp 55 = exp(e<?H—*5)1T>)

2t
= exp (tT — st[S,T] + %—[S, [S, T +--+)
= exp (tT + stZ + q(s,1))
o g(s,1) € (g(l) + n(l|n)) A kerlOn.

Donc exp —sS - exptT - exp sS = exp (tT + stZ 4 q(s,t)) € H = exph; de plus, puisque
(T)=1(S)=0et I(Z) =1, alors

ist

Xi(exp —sS - exptT - exp sS) = e~

Par conséquent, en appliquant 4 la fonction F € ES(G x G, H,1) la relation de covariance
de ES(G x G, H,l), on obtient

(Uy 5 F) (w1 - wo - by - exp t1T,w} - wy - by - expt) T)
= AIH/?G(exptlT)A},/?G(exp tT)
/m/mF(w] -wp - by - exp 15, w} - wy - by - exp 51 5)

-1/2 —1/2 . g
AH,,/G(CXPSIS)AH,’/G(exp3’15)6181t16_ zsltldsl dSll
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Or, puisque S € vy, F(w;y - wp - — - by, w} - w} - * - hi) € Hol(by x vy) et que Hol(vy X b;)
est stable par la transformée de Fourier partielle et par la multiplication par eP(-) avec
B linéaire sur vy, la double intégrale ci-dessus qui est en fait une transformée de Fourier

partielle de la fonction
(t1,8}) = F(w; - wo - by - expt; T, wy - wy - b - expt) T)Ay 12 Glexpt, T)AH, (expt! T)

dans la direction S, appartient & Hol(IR x ). D ol vu les propriétés de stabilité de Hol(R x

R), on en déduit que la fonction
(t1,th) — Uy oy F)(wy - wy - by -exptyTowy - wy Wy exptT)
appartient & Hol(IR x R).
Ainsi pour toute fonction F' € ES(G x G, H,l), on a

Uy o F) € ES(G x G, H',1).

A présent, nous pouvons construire le rétracte R de ES(G x G, H,l) de la maniere
suivante :

Soit F € ES(G x G,H,1); alors F' = Uy yF € ES(G x G, H',1). Or, d’apres le cas
6b, il existe un rétracte R’ : ES(G x G,H',l) —» ES(G) pour l'opérateur 7' = m .
Donc, il existe f € ES(G) telle que

R'(Uy 4 F) = f,

ce qui équivaut & noyau (7'(f)) = F'. Et comme 7’ et 7 sont équivalentes, on en déduit
que noyau (7 (f)) = F.
Ainsi, nous définissons le rétracte R de m de ES(G x G, H.l) dans ES(G) par :
R(F)(g) = R'(Uy v F)(g) = R (Uy nF) (exp sX - expoT - w - exp(rY + r'Z))
= f( expsX -expoT - w -exp(rY +1'Z))

/ﬂ / R{(G(s +uc™" u))

(exp oT - ((Q(v,u)™P~ vTy=hyep TN qpesp e L exp(aY + bZ))

e~ da db e """ du,
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avec

G(s +ue™",u)(g0,9¢) = (L{,,:‘hF) (exp(s +ue™")X - go.expuX - gg)

= / / F(exp(s + ue ™ ")X - gy - exps1S,expuX - gg - exp s2.5)
K JR

xi(exp s18)xi(exp .s-ZS)A,_,}'/é(exp 31 S)A,_,}'/é(exp $9S)dsydsg,

et Rj qui désigne le rétracte de my = -

Ceci qui achéve la construction du rétracte dans ce cas.

4.3.9- Cas 6d :

Dans ce cas, nous savons que ) C g’ et j ¢ go. Au paragraphe 2.3.11, nous avons
montré que le cas 6d se raméne au cas Gb lorsqu’on remplace la polarisation f) = hNgo ORX
par une polarisation )’ = hNgy + RY C gyo, avec X € hNn, X ¢ gy = kerp, p(X) =1 et
Yé¢hYea[X,Y]=2Z Dou<[,[X,Y] >=<[,Z >= 1. Nous avons aussi souligné que
les représentations m = m, et ' = my sont équivalentes.

Nous posons H' = exp ly'. Puisque 7’ posséde un rétracte R’ ceci d’apres le cas 6b, alors
pour obtenir le rétracte R de 7, il nous suffit de construire un opérateur d’entrelacement
entre les espaces ES(G x G, H,l) et ES(G x G,H',l).

Soit B = (4;,---,44,B1, -+, B,,Cy,---,C}) une base coexponentielle a ) dans g
définie comme en 3.2.6. Ainsi, 10; @ toy & b; est un sous-espace coexponentiel a h) dans g,
avec 1, = ?___IEBRA,',"U() = E;___I@IR’.BJ- et vy = Zz=,@RCk. Notons que v, et v,
sont définis comme en 3.2.5. Puisque Y € net Y ¢ ), alors Y € mg; donc, on peut écrire
1 sous la forme gy = toge GRY, ol tugg est un sous-espace coexponentiel de RY dans tog.
De plus, d’apres la construction de § et de ', nous constatons que si nous remplagons ¥’
par X dans vy, nous obtenons un sous-espace o} tel que oy @ 1| @ v; soit coexponentiel

a b dans g, avec

m{, = gy Y

Ainsi tout élément de G peut s’écrire sous la forme g; = w; - wyy - exprX - hy - vy, avec

w, € VV],'(U()() € Wuo,’v] (S ‘/],hl € H et 1+ € E.
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Soit 'opérateur Uy : ES(G x G,H,l) — ES(G x G, H',1}; F — Uy yF, défini par

Uy 5F)(91,91)

= (Uy 4 F)(wy - woo - exprX - vy - hy, w] - wyg - expr' X - vy - hY)

= / F(wy - woo - exprX - v1 - hy - exps1Y,w] - wye -expr'X - vy - by - exps,Y)ds; ds}.
R2

Montrons que (Uy nF) € ES(G x G,H',1).
1- (Uy 4 F) est bien défini. En effet, comme Y € o et que F est une fonction de

Schwartz dans la direction tvg, on en déduit que 'intégrale ci-dessus qui est une transformée

de Fourier de F dans la direction Y, converge.

2- (Uy ,F) vérifie la relation de covariance de ES(G x G, H' 1) par rapport a b'.
Sur ' Nge = h N go, cette relation de covariance est vérifiée; pour cela, on prend

ho, kY € exp(h' N go) et on considére I'écriture de
(Ub,,hF)(wl -wgg - exprX - vy - hy - ho,w) - wgg - expr' X - v} - hY - hg).

Ensuite on compose ko (respectivement hj) par exp —s1Y - ho - exps1Y = ho, (respective-
ment exp —s,Y - hf -expsiY = h} ) car ho, h{ € go N g°. Enfin, on applique la relation de
covariance par rapport a H, car hy,hy € H.

Dans la direction Y, cette relation de covariance est aussi vérifiée; en effet, on a

exptY - expsY = exp(t + s)Y. Ensuite, on fait le changement de variable s — —t + 5.

3- (Uy 4 F) vérifie les propriétés de décroissance des fonctions de ES(G x G,H',1)
dans les directions Wy et Wy (ceci & cause du fait que F vérifie ces propriétés et que
les directions ci-dessus ne sont pas touchées par lintégration); par conséquent, pour
achever notre preuve, nous allons montrer que (Uy 5 F) est une fonction de Schwartz dans

la direction X et que pour wy,w},weo, wyy, 7. 7' fixés, la fonction
!
(v1,v}) = Uy 5 F) (w1 - woo - exprX - vy, w] - wyg - €Xp X -v])

appartient & Hol(v; x vy).
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Pour cela, calculons
Uy §F)(wy - woo - exprX - vy, w - why -expr' X - vy)

=/ F(w - woo - exprX - vy -exp s, Y, w) - why - expr'X - v} - exps;V)ds; ds
R

= F(wl-woo-exer-vl-exple-vl"l-vl,
]R?
w! - why -expr'X - v} -expsiY - vy - v))dsy ds)

Or, pour tout réel s, on vérifie que v; -exp sY -v; ' = exp(e®? °8"1sY) = exp(e*(1°8v1)5Y),
car v; € g(l),) C kere, ce qui entraine que [logv;, Y] = A(logv;)Y.

Ainsi, on a

(Uyr 5 F)(wy - woo - exprX - vy, w) - wog - expr' X - )

= /;w F(w1 - woo - exprX - exp(e*@98 )5 V) - vy,
w) - whe - expr' X - exp(eX 18l V) - v;)dsl ds)

= /;p F(w1 - woo - exprX - exp(e1® vgY)-exp—rX -exprX - vy,
wy - wyo cexpr' X - exp(e*1°8¥1) ' V) - exp —r' X - expr'X - v'l)dsl ds}

= /m2 F(wl - wgg - exp(e’\(l°g v1)31Y) - exp(rs; e*1°8 ”‘)Z) -exprX - vy,
w! - why - exp(er1°8 "a)s'lY) -exp(r'sh 18 Z) . expr' X - v;)ds] ds}

= /m? F(wl - wgg - exp(e)‘(bg ”l)le) cexprX - vy -exp(rslt-:’\(log "‘)Z),
w - why - exp(e 1BV s1Y) expr' X - v] - exp(r's|e o8 )Z)) dsy ds)

= /mz F(w1 - Woo * exp(e’\(log vl)le) -exprX - vy,

[

w! - why - exp(e*1°8 "Ws'Y) - expr'X - v{) e're
(car exp(re*ios g, Z), exp(r'e)‘(log ”Il)s'l Z) € H).
D’autre part, on a:

exprX -vy =v; -v] -exprX -vy = v - exp(Ad(vy')rX)
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= exp( ad log v, '.Y)

=v; -exp (rX + Z —adk log v 1 (rX)).

4.3.9.1- Remarque : Ici, intervient le fait que f soit une polarisation en [ fortement
adaptée & n ce qui implique que b soit g(l|, ) —invariante.

On en déduit que 3 p, ﬁad" logvy(rX)ehnn,car X € hNn; don
rX + Yo, Fradt logvI(rX) e hnn.
On constate aussi que Az G(exp (rX+ Zf L mradt log vl H(r X))) =1 car n est un idéal
nilpotent de g. D’autre pmt < LY e o A-ad*logvy}(rX) >= 0 car logvy! € a(l),) et
Xen

Donc en supposant que [(X) = 0 (ce qui est faisable, quite & remplacer X par X'), et

en utilisant la relation de covariance de F par rapport a b, on obtient
Uy y F)(w; - woo - exprX - vy, w) - wyg - expr' X - v)
= / F(w1 - wog * exp(sle’\("’”"")Y) -exprX - vy,
R2
0g v + 1 A(lo v
w! - why - exp(s) o8 DY) -expr'X - ) e L dsl ds}

= / F(wl - wop - exp(s1 e’\“””"‘)Y) -y
mz

A(logvy) ] X(logv

] ! 1 _A(log vy) 1y irse —ir'sie . '
wy - wyg - exp(sje 8 Y ) vy e e’ dsy dsy

— e—z\(log vl)e—A(log vy)
. N
/2 F(wl - wep - eXp 81 Y - vy, W) s wyy -exps Y- v'l)e’”"e T ds ds)
R
(ceci par un changement de variable).

Dans 'expression ci-dessus, on constate que la fonction F' est multipliée par les termes
e~ A(ogv1)=Alog ) Or F € Hol(by x vy); donc

— — ! r td
e~ Mlog v1) =208 v1) B4 g - exp 51 Y - vy, w) - wyg - expsiY - o)) € Hol(vy x 0y),

ceci & cause des propriétés de 'espace Hol. Puisque 'intégrale ci-dessus laisse invariante

les variables v; et v}, on en déduit que (U, F) appartient & Hol(v; x v1).
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D’autre part, I'intégrale double ci-dessus est une transformée de Fourier partielle de
F dans la direction Y, avec Y € mg. Et comme F est une fonction de Schwartz dans la

direction Y, alors toute transformée de Fourier partielle de F* dans cette direction est aussi

une fonction de Schwartz dans la méme direction. Par conséquent,
Uy 5 F)(w - woo - exprX - vy, w) - woo - expr X - 1)

est une fonction de Schwartz en r et ', c’est & dire, dans la direction X.

Ainsi, pour toute fonction F € ES(G x G, H,1), on a (Uy 4 F) € ES(G X G,H',I). A
présent, comme dans le cas précédent, nous pouvons construire le rétracte
R : ES(G x G,H,l) » ES(G) de la fagon suivante :

Soit F € ES(G x G,H,l); alors F' = Uy oF € ES(G x G.H',1). Or, d’apres le
cas 6b, il existe un rétracte R' : ES(G x G,H',l) = ES(G) pour w'. Dong, il existe
f € ES(G) telle que

R’(uh',l)F) =f

ce qui équivaut & noyau (7'(f)) = F'. Et comme 7' et 7 sont équivalentes, on en déduit

que noyau (7(f)) = F.
Par conséquent, nous définissons le rétracte R de 7 de ES(G x G, H,1) dans ES(G)

par:

R(F)(g) = R(Uy 4 F)(g) = R Uy F)(expsX - expvT - w-exp(rY +7'2))

—3v

; / B(r") /m RY(G(s +ue™u)

( exp T - (Q(’U u)exp -—'uT)—l)exp —uX wS*P -uX -exp(aY + bZ))
e **da db e™"" du,

avec Ry qui désigne le rétracte de my, et
G(s +ue ", u)(go,g0) = (U o F)(exp(s + ue )X - go,expuX - g5)
= Uy 1 F)(wy - woo -exprX - vy - hyow) - wyy -expr' X - vy - k)
= / F(w; - woo - exprX -vy - hy -exp s Y,
R2

[ 1 !
w! - why - expr'X - v} - b} - exp siY)dsyds).
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Notons que ) = togg ® RX et exp(s + ue™")X - go = w1 - Woo ~exp(s + ue )X - vy -
hy, expuX-gh = w} -why-expuX -v}-h}, avec by h} € H' =exph'.wi wi € Wi, v1,v] €WVq
et 'woo,’w60 € Woo = exp Woo-

Ceci achéve la construction du rétracte dans ce cas.

Dans les cas 7a & 7b qui suivent, nous traitons 1'équivalent du 6eme cas, mais avec
A qui est nul. Nous avons a = RY + RZ avec Y ¢ 3(g),2 € 5(2),(Y)=0,l(Z) =1et
[U,Y] = ¢(U)Z, avec ¢ qui est une forme linéaire non triviale sur g. Nous savons aussi
que g° = kerd = g et go = kery est un idéal de codimension 1 de g. Par conséquent

Go = exp go est un sous-groupe distingué de G.

4.3.10- Cas 7a :

Dans ce cas, ) est contenu dans gy qui est une sous-algébre de codimension 1 de g.
Ainsi H = exph C G et il existe X € g,X ¢ go tel que G = expRX - Gy. D’autre part,
comme dans le cas 6b, 1 = ind?fxzo,[, ( resﬁectivement T o= indf,x,,h = indgo'lrg), sont
des représentations unitaires irréductibles de Gy (respectivement G ), avec lo =1, .

Soient f € ES(G),£& € Hy,s € R et Hy, 'espace de la représentation my. Alors, pour
les mémes raisons qu'au cas 6b, nous écrivons tout élément de G sous la forme de couple
(t,90) = exptX - go =t - go et nous notons Ag(t) = Ag(t,e), g = exptX - g-exp—tX
avec t € R et e qui désigne I’élément neutre de G ; de plus nous identifions ’espace H,
de 7 avec L?(R, Hr,) et I'espace quotient G/Go avec R. Moyennant toutes ces conditions,

et de facon similaire & 6b, on obtient
(*(N)E)(s) = /]RAEI(t)/G F(s-go-t7")(mo(g0)E(t))dgodt.

Soient (Cjy,---,Cy) une base coexponentielle & a dans go et 0 = ?=1€B]RC,~. On a
go=w3a=w+(RY + RZ) et Go =W - -A =T exp(Y + 27), avec A =2 R%. Nous
désignons les éléments de A = expa par expa = exp(rY +r'Z). avec a = rY +1r'Z €
a 22 R2. La mesure de Haar sur Gy est le produit dw da. ou dw est la mesure de Haar sur

Go/A = W ou la mesure de Lebesgue sur W = exp, et da = dr dr' est la mesure de
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Haar sur a ou la mesure de Lebesgue sur R?. Moyennant ces conditions, nous obtenons

1)) = [ 850 [ [ fs-w-ewpa-t)

(mo(w - exp a)é(t))dw da dt

/Acl(t//f((s—t)'t°w-expa-t‘1)

mo(w)E(t)(exp —a )dw da dt

= / A(—;l(t)/ mzf((s —t)-w' - (exp(rY +1'2))")
mo(w)E(t - exp —(+Y +1'Z))dw dr dr' dt

/AGI(t//A o(exp—(rY +1'2))

.s—t) exp(1Y+r Z)) )7r0( )
xi(exp —(rY +r'2))é(t)dw dr dr' dt

/ 570 J, Jo

((s—1t)- w - (exp(rY +71'Z)) ) me(w)E(t)
xz(exp —(rY +1'2))dr dr' dw dt
(car AIG./iG(exl) —(rY +1'Z))=1).

On constate que yi(exp —(rY +1'Z)) = e~ et que
(exp(rY 4+ 1r'Z))! = exp(rY + (r' + rt)Z). Finalement. on obtient que

(=(£))s /A of [

s —t) - wt exp(rY + (¢ + 1t Z)) = dr dr'mo(w)é(t)dw dt

- /mAa oys
(/ﬂpf((s —t) - w - exp(rY 4+ Z)) —i(r'—r1) . dr')

mo(w)E(t)dw dt

// f((>—f ) w. t)mo(w)E(t)dw dt,
w
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ou 7 désigne 'opérateur défini par
T : ES(Gy) — C*((Go/A,]),) x R)

T(f)(wt) = A(—Jl(t)/ R2 f(w' - (exp(rY +r'2))*)
x xi(exp(rY ++'Z))dr dr’,

avec f € ES(Go),w € W,t € R et C®((Go/A,l},) x R) qui désigne I’espace des fonctions
k€ C®(Gy x R) telles que k € ES(Gy/A) et

l::(w cexp(r1Y + rZ),t) = A(__;l(t),\'lla(exp(rl}" + T')Z))Z?(u’,t).
Comme au cas 6b, on peut aussi écrire 'opératenr 7 sous la forme
T(f)w,t) = Aal(t)/ f(w' - exp(rY + r'Z)) e " = drdy.
%3

On constate que 7 vérifie la relation de covariance de C®((Go/A,lj, x R) et que
T(f)(w,t) € C®(Gy x R); par conséquent T(f)(w,t) € C®((Go/A,1},) x R).

D’autre part, comme dans les cas précédents, nous associons & 7 un opérateur inverse
noté RY. Pour cela, nous devons construire R}, en fonction des sous-cas (1) et (2) évoqués

en 2.3.13, c’est a dire que, selon qu'on peut prendre X dans n ou non.

(1): X€n

Dans ce cas, Aal (t) = Aal(exp tX) = 1,Vt € R. Nous considérons ensuite le sous-
espace ES((Go/A,l},) x R) formé des fonctions ke C>((Go/A.]),) x R) a décroissance
polynomiale en —oo et 4oo sur IR, et nous définissons 'opérateur Ry de la maniere suiv-
ante :

R, : ES((Gu/A,l,) x B) — ES(Gy)

k— RZ)(’:’)

R:)(ic)(w cexp(rY +1'2)) = ﬁ(-/")/ I::((w - exp TY)_t,t)(lt,

4
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avec w € W, r,r’ € R et 8 qui désigne une fonction de Schwartz sur R telle que
Jg B(re " dr' = 1.
4.3.10.1- Remarque. Ici intervient le fait que la fonction k est & décroissance poly-

nomiale en —oco et 400 sur R; par conséquent, l'intégrale ci-dessus est convergente.

Notons qu’on peut aussi écrire l'opérateur Ry sous la forme

Ry (E)(w -exp(rY +r'2)) = ﬂ(r')/ F(w™ t)e™ " dt.
R

Ainsi, Ry (l:) est bien défini et R{,(l:) € ES(Gy). De plus, en utilisant le théoréme

d’inversion de Fourier et les données ci-dessus, on vérifie que
To R(',(ic)(w cexp(rY ++'Z),t) = E(w - exp(rY +1'2),1),

ce qui prouve que Ry est I'opérateur inverse de 7.

(2): X ¢n

Dans ce cas, I’égalité AZ'(t) = 1Vt € B tombe en défaut. Nous considérons le sous-
espace ES((Go/A,l|,) x R) formé des fonctions ke C*>((Go/A,l},) x R) & décroissance
exponentielle en —oco et +oo sur R, et nous définissons 'opérateur Ry : ES((Go/A,1},) x
R) — ES(Gp) qui a toute fonction ke ES((Gu/A,l),) x R) associe R{,(I;) € ES(Go)
telle que

R, (l:)('w cexp(rY +r'2)) = ﬂ(7')/ A(;(t)l:f((w - exp rY)—t,t) dt,
R
avec w € W,r,r' € R, et f qui désigne une fouction de Schwartz sur R telle que
fm ﬂ(r’)e‘irld1" =1.

4.3.10.2- Remarque. L'intégrale ci-dessus est convergente, car la fonction

k(—,t) est & décroissance exponentielle lorsque ¢ tend vers +00 ou —oo.

Ainsi, R} (ic) est bien défini et R, (k) € ES(Gy). D'autre part. nous pouvons écrire

Popérateur Ry sous la forme

Ry (k) (w - exp(+Y +1'Z)) = /f(,-')/A(;(t)L(w—',ue—i”dt,
R
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Ainsi, on a

T o Ry(k)(w - exp(rY +r'Z),t)
= T(Ry(F)) (w - exp(rY +1'Z),t) = x1,, exp(rY + ' Z)T (Ry(k))(w, 1)
= xy, exp(rY +1'Z)AG (t)

/m 2 R{,(/})((w cexp(uY + u'Z))t)xI(exp(uY +u'Z))du du’
= xi, exp(rY + ' Z2)AG (1)

[ BB (1wt - expta¥ +22)) = a
= xi, exp(rY + ' Z)AG'(2)

/ Bu") / Ac(s)k((w'™*,s)e™™* ls)c_""lc““du du’
= xi,, exp(rY +1'2)

(/mﬂ(u')e“i"ldu') /]R Acls — ((w'=, )= "*eituds du
= x,, exp(rY +r'Z)

/ Ag(s — t)ic((wt—",s)e:““”e-”“ds du.
R2

D’ot, d’aprés le théoréme d’inversion de Fourier, on obtient

T o Ri(k)(w - exp(rY +1'2).t)

= xu,, exp(rY + ' Z)k(w, 1)
= E(w cexp(rY +1'2),1),

ce qui prouve que que Ry est Popérateur inverse de 7.

Ainsi, on a :

T(£)EN

// f((s—1) ) (w,t)mg(w)€(t)dwdt.
w



CHAPITRE 4. LES FONCTIONS DE ES(G x G,H,I)--- 120

Soit F € ES(G x G,H,1); nous voulons déterminer f € ES(G) telle que fr = F. Ceci
équivaut a : Vs,t € R,Vgo, gy € Go,

F(s-go,t-90)
= (/W Wo(U’)T(.f((S—t)))(wat)du’)(ﬂmﬂ())v

ce qui nous donne
F(S)t)(.(/()a.(/lf))

= (/;v mo(w)T (f((s - t)))(w,t)dw)(gg,g(,).

Pour s et t fixés, posons

G(s,t)(g0,90) = F(5,)(90,90)-

Alors G (s,t) € ES(Go x Gy, H,ly) et varie de fagon continue pour les normes de Fréchet
lorsque s et t varient.

Comme par hypothése de récurrence Ry est le rétracte de mp qui envoie ES(Go X
Go, H,ly) dans ES(Gy), alors fo(s,t) = Ry(G(s,t)) € ES(Go) et est continu en s et ¢.

Posons

fi(s,t)(g0) = fi(s,t)(w - exp(rY +r'Z))
= fo(S,t)(w ~exp(rY 4+ r'2))
= / Ro(G(s,t))(w - exp(rY +1'Z)-
R2
exp(uY + ‘ll,Z))('_iul(l1I, du'.

Si nous désignous par ES(Gy/A4,1),) le sous-espace de ES(Gy) formé des fonctions f e
ES(Gy) telles que

f(w -exp(rY ++'2Z)) = xi(rY + ' 2) f(w),Vr.r' € R,
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alors nous remarquons que f;(s,t) € ES(Gy/A,l},) et est continue en s et ¢.

Fixons s € R; alors la fonction

f2(8)(go.t) = fi(s,t)(90) € ES((Go/A 1), x R).

Donc nous pouvons lui appliquer le rétracte R}y de 7 pour obtenir une fonction Ry (f2(s)) €
ES(Gy).
Ceci étant, nous pouvons définir la fonction f € ES(G) image de la fonction F' €

ES(G x G, H,I) par le vétracte R : ES(G x G.H,l) — ES(G), de la fagon suivante :

R(F)(s - g0)
= f(expsX - w-exp(rY + 1'Z))

= By (Fals + (=D, (=) (- exp(rY +1'2)

= /mﬂ(r')Ag(u)f-z(s + u) (wexl’ —uX, 11)6_i"rdtt

= / B(r'YAg(w)fi(s + u, u)(1tvex"—“‘\')cz_i"rdu
R

= [ 869860 [ Ra(Gls 4,1 (w2 ¥ -expla +52))
R R2
xi(exp(aY + bZ)) da db e du
= / ﬂ(r')Ag(u)/ Ry(G(s + u, u)‘)(wEXP —uX . exp(aY + bZ))
R R?

e ™ da db e du.

On vérifie que R(F) = f est bien la fonction cherchée. En effet, on a :

(e = [ aze) [

44

/ f(('* ~t)- w! cexp(rY + 'I"Z)) e~ =Y dgp dr!
k2

mo(w)é(t) dw dt
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o

(/mz /l;ﬂ(r')Ag(u)f,(s —t+ u,u)(u:l"“)e'i“rdtt

e—i(r’_rt)d,,.drl) mo(w)€(t) dw dt

“ b

( Ag(u—1t)fi(s—t+ u,u)(lt"'")e—i"'eirtdrdtt>
R?
mo(w)E(t) dw dt
= / / fi(s,t)(w)mo(w)E(t)dwdt
RJW

(Théoréme d’inversion de Fourier)

// / Ro(G(s,1))(w - exp(uY +u 'Z))
R?

mo(w)é(t) dw du du' dt

= / o (Ru (G(s,t)) E(t)dt = / G(s,)E(t)dt
K R
= / F(s,t)E(t)dt.
R
Ce qui achéve la construction du rétracte dans ce cas.

4.3.11- Cas 7b :

Dans ce cas, nous savons que ) ¢ gy = kerg et n ¢ go, avec go qui est un idéal de
codimension 1 de g. Au paragraphe 2.3.14, nous avons montré que le cas 7b se ramene
au cas 7a lorsqu’on remplace la polarisation ) = h N gy & RX par une polarisation ' =
hNgo ®RY C go, fortement adaptée & n. Notons que X € hNn, X ¢ go = kerp et
o(X)=1; dautre part ¥ ¢ h,Y € aet [X.Y] = Z Dot < [,[X.Y] >=<1,Z >=1.
Nous avons aussi souligné que d/’,a.prés 1.2.17. les représentations m = my et 7' = 7y sont
équivalentes.

Posons H' = exply. Puisque 7' posséde un rétracte R' de ES(G x G,H',l) dans

ES(G), ceci d’aprés Ta, alors pour obtenir le rétracta R de 7, il nous suffira de construire un
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opérateur d’entrelacement entre les espaces de noyaux ES(G xG, H,l) et ES(GxG, H',1).

4.3.11.1- Remarque : La construction du rétracte dans ce cas est identique a
celle qui a été faite en 6d. Ainsi, nous allons nous référer & 6d, et ne mentionner ici que les
transformations qui apparaissent et qui sont diles au fait que A soit trivial, transformations

qui d’autre part simplifient notre étude.

Ainsi, nous considérons 'opérateur Uy,  défini par

Uy, : ES(Gx G, H,1)— ES(G x G,H',)

(Uyr s F)(wy - woo - exprX - vy - hy, w) - whg - expr'X - v - hy)
= /mz F(wy - wgo - exprX - vy - hy - exp s;Y,w) - wyg - expr'X - v] - by - exp s1Y)ds; dsi,
avec hy,hy € H =exph'.
Montrons que (Uy, (F) € ES(G x G,H',1).

Pour les mémes raisons qu’en 6d, on constate que Uy o F posséde les propriétés suiv-

antes :

1- (Uy p F') est bien défini ;

2- (Uy o F) vérifie la relation de covariance de ES(G x G, H', 1) par rapport a b'.

3- (Uy xF) vérifie les propriétés de décroissance des fonctions de ES(G x G,H',1)
dans les directions Wy et Wyo (ceci a cause du fait que F vérifie ces propriétés et que
les directions ci dessus ne sont pas touchées par l'intégration); par conséquent, pour
achever notre preuve, nous allons montrer que (Uy 4 F') est une fonction de Schwartz dans
la direction X et que pour w;,w}, weo,why,, v’ fixés, la fonction qui & (vy,vy) associe

(Uh:,bF)(wl - wgg - exprX - vy, w) - wgy - expr' X - 'ui)
appartient a Hol(v; X vy).

En reprenant les calculs qui ont été fait en 6d et en tenant compte du fait que A =0,
on obtient que

Uy 5 F) (w1 - woo - exprX - vy, w) - why - expr' X - v} )

. )
- : '
=/ F(w; - wog - exp $;Y - v1,w] - wgg - exp s1Y - vp)e' e’ f1dsy dsy.
]R2
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Dans D’expression ci-dessus, on constate que la fonction F' n’est pas modifiée dans la
direction V; = expvy; or F € Hol(v; x vy), par conséquent (Uy o F) € Hol(v1 X 0;). De
plus, pour les mémes raisons qu’en 6d,

Uy 5 F) (w1 - woo - exprX - v1,w] - whg - expr' X - vy)

est une fonction de Schwartz en r et ', c’est a dire dans la direction X.

Ainsi, pour toute fonction F' € ES(G x G,H,l), on a (Uy s F) € ES(G x G,H',1);
donc nous pouvons construire le rétracte R de x. Pour cela, soit F € ES(G x G, H,l);
alors F' = (Uy oF) € ES(G x G,H',1). Or d’aprés le cas Ta, il existe un rétracte R’ :
ES(G x G,H',l) —» ES(G) pour '. Donc il existe une fonction f € ES(G) telle que

R'(UynF) = f,

ce qui équivaut a noyau (7' = F'. Et comme 7 et 7' sont équivalentes, on en déduit
q Y {

que noyau (7(f)) = F.
Ainsi, nous définissons le rétracte R de 7 de ES(G x G, H,l) dans ES(G) par :

R(F)(g) = R'(Uy s F)(g) = R' Uy s F)(expsX - w - exp(rY +1'Z))
= / ﬂ(r')AG(u)/ Ry(G(s + u,u))(we"p —uX . exp(aY + bZ))
R R2
e~ da db e 7" du,

avec RY qui désigne le rétracte de my, 5, 8 qui est une fonction de Schwartz sur R telle que
Jx B(r')e " dr' =1 et
G(s +u,u)(90, 9p) = Un 1 F)(exp(s +u)X - go,expuX - go)
= (Uy s F)(w1 - woo - exprX - vy - hy,wy - wyo - €Xp r'X vy R))
= / F(w; - weo -exprX - vy - hy -exp sy,
R2
w) - whg - expr' X - v] - hY - expsiY)dsy ds).

Notons que 1} = togo ® RX et exp(s + u)X - go = wy - woo - exp(s + )X - vy - k1, exp ulX -

gh = wh - why - expuX - v} - by, avec hy, b} € H' = expl/,uy,w) € Wi,v1,v] € V1 et

!
Woo, Wog € Woo = exp 1ogp-
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Ceci achéve la construction du rétracte dans ce cas.

Dans les cas 8a & 8d qui suivent, Nous avons a = RY; + RY; + RZ avec Y1,Y, €
3(9), Z € 3(g),I(Y1) = [(Y2) = 0 et I(Z) = 1. De plus,

[U,Y: +iYs] = AU )Y + i) + o(U)Z,

avec ¢ qui est une forme linéaire complexe non triviale sur g, et A qui est un homo-
morphisme complexe non trivial sur g, défini par A = A1(1 +40),)\; € g*,0 # 8. Nous
savons aussi que g° = ker) est un idéal de codimension 1 de g,g0 = kery est une sous-
algtbre de codimension 2 de g et goo = g° N go est un idéal de codimension 3 de g. Posons

A=-expa,G® =expg®, Go = exp go et Goo = e€XP Goo.

4.3.12- Cas 8a:

La construction du rétracte dans ce cas ou g(l) ¢ g°, est la méme qu’en 6a.

4.3.13- Cas 8b :

Dans ce cas qui est 'analogue complexe de 6b, § C goo qui est un ideal de codi-
mension 3 de g. Ainsi, Goo = expgoo est un sous-groupe distingué fermé de G contenant
H = exph. D’autre part, d’apres 2.3.17, nous savons qu'’il existe T' € go, T' ¢ a% X1,X2 €
@ Nn, X1, X, ¢ go avec [X;,Yi] = 6;xZ,[X1 + 1X2, 11 +4Y2] = (1 +9)Z, tels que
Go = expRT - Goo = G(!},) soit un sous-groupe fermé de codimension 2 de G; de
plus, G = exp X - exp RT - Gop, avec X = vec(Xy,X?2) qui désigne le sous- espace vectoriel
réel de g engendré par X; et Xo.

Nous posons lgo = llm, lo = llso’ﬂ'oo = in.df,“,\qoo,wo = indggo oo et T = indgom.

Soient f € ES(G),£ € Hx,s = (81,52) € X et Hyn, I'espace de la représentation .
Alors, pour les mémes raisons qu'au Geme cas, nous écrivons tout élément de G sous la
forme de couple (t,go) = exp(t1 X1 + t2X2)-go =t-go.avect € X et go € Gyp. Signalons
que nous identifions le sous espace vectoriel X avec R?; donc, tout vecteur u € X est

identifié par ses coordonnées réelles (u;,u;) dans la base X;, X> de X. Nous identifions
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aussi ’espace Hy de m avec L2(¥, Hyx,) = L*(IR%, Hy, ) et l'espace quotient G/Go avec R?.
Dot £(t - go) = £(t)(go), pour tout t € X, g € Go. De plus, nous uotons Ag(t) = Ag(t, e)
ot e désigne 1'élément neutre de G et ¢* = exp(t1 X1 +t2.X2) - g - exp(—t1 X1 — 2. X>), avec

t=(t1,t2) € R?. Moyennant toutes ces conditions, et de fagon similaire & 6b, on a :
() = [ [ AGS s g0t Wmolao (1) dgo
k2 JGy

Désignons par Y = vec(Y;,Y3) le sous-espace vectoriel réel de a engendré par Y; et
Yz. Ainsi, on a a = Y + RZ. Signalons aussi que tout vecteur U € Y sera identifié a ses
coordonnées (ry,ry) dans la base (Y7, Y3).

D’autre part, soient (Cj,---,Cp,) une base coexponentielle & a dans goo et w =
ZTGBIRC,-. Onagp=nw@a=nd(YV+RZ) et Goy = W - A, avec A = expa =
exp(Y +RZ) = R®. La mesure de Haar sur Gy est le produit dw da, ot dw est la mesure
de Haar sur Ggp/A = W ou la mesure de Lebesgue sur W = expmw, et da = dr; dry dr'
est la mesure de Haar sur a ou la mesure de Lebesgue sur R*, avec drydry qui désigne la
mesure de Lebesgue sur IV = R? et dr' qui désigne la mesure de Lebesgue sur RZ = R.

Moyennant ces conditions, nous obtenons

(7(£)E)(s)

// // expuT w - expa)
R2 JGo/Goo

(s-expvT -wexpa -t~ 1) (m(expvT - w - exp a)é(t))dvdwdadt
= / / / AEO‘G(exp o) f (s cexpoT -w-exp ((rmYr +r22) + r'Z) - t_l)
R3 JW JR3

mo(expvT - w)& (t cexp —((m Yy +1Y3) + 'I"Z))(lv(lwdr] drydr'dt
(car Ag,.a(w) = Ag, .

1
/ / / -3/ c(exp vT)AlG(;_G(exp —((nYh +rY2) + r'Z))
]Ra ‘,‘/ 3

(s expvT - t7! -exp —vT -expoT - - w - exp ((1‘1}"1+7'2}'73)+7"Z)-t—1)

expa)=1)

mo(expvT - w)xy ( exp—((r Y1 +rY3) + 'l"Z))f(f.')n',vdur(lrl(h‘zdr'dt
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=/ / / Aai{é(exva)
R3S JW JR3

f(s -expvT -t7! . exp—vT -expvT - (w exp (Y1 +rY2) +r' Z)) )

mo(expvT - w)x;(exp —((r1Y1 + rY5) + r’Z)){(t)drldrzdr'dvdwdt
(car Agjc(exp —((riYh + 2 ¥3) + r’Z)) = 1>.

Or, Ag, g(expvT) = e'" adgrgo T = ¢ =20 g A};/:‘G(exp —((m M +’I'2Y2)+T'Z)) =
car exp —(('rlYl +rY3) +1'Z) € expa C expn, avec n qui est un idéal nilpotent de g.
D’autre part expvT -t7! - exp —vT = —tc ™" - Q(v,t) = exp —(1; X + t2X2)e™? - Q(v,t) €
Goo Nexpn, avec Q(v,t) € Gyo Nexpn et Q(v,t) =tc™"-expvT -t~ ! - exp —vT. Notons

aussl que

[

xi(exp—((ri¥i + r2Y3) +1/2) ) = e

En tenant compte des remarques ci-dessus, on obtient les égalités suivantes :

GO = [ [ [ (=t Qb expor:

t ,
. (w - exp ((n Y +mY5) + 'r'Z)) )e"" dridrydr'mo(exp vT - w)é(t)dvdwdt

=/ / / e3v ((s —tf'—")-exp'uT~Q('u,f)e"p_"T
RS JW JR3

w! - exp ((rl Y1+ m¥o)+ (4 <t (r,1m2) > )Z))f‘_irld'f'ldngT'

mo(expvT - w)E(t )(Iudw(/f

= [ [ [ (s =te expoT Quu e
R3JW 3

)t exp ((1'1}"1 +raYy) + 1"Z))('_i(rl_<"(""1")>))(l1'1dr2d7"

mo(expvT - w)&(t)dodwdt

=/ / T(f((s—te"")-exp-uT-Q(v,t)"‘""""T))(exva~w,t)
R JW

wo(exp vT - w)é(t)dvdwdt.
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ou <, > désigne le produit scalaire usuel sur R? et 7 désigne 'opérateur défini par

T : ES(Go) » C((Go/A,1,) x R?)

~. ! \
f(wt . (eXp (MY7 +rY3) + TIZ)) )

X xl(exp ((mYy +rYa) + r'Z))drdr'

T(f)(expvT - w,t) = 63"/

axR3

avec f € ES(Gy),v € R,t € R, w € W et C®((Gy/A,]},) x R?) qui désigne l’espace des
fonctions k € C®(Gy x R?) telles que k € ES(Gy/A4) et

l~c(exp oT - w - exp (‘(1'1Y1 + 1 Y3) +1'2), t)

= e3'”x,lu (exp (¥ +r2¥2) + 7"2))Z’(1"’ t),

cecl pour tout ry,ry, 7' € R.

Signalons qu’on peut aussi écrire 'opérateur 7 sous la forme
T(f)(expvT - w,t)
=% / f(wt -exp ((r1Y1 + rYs) + 1"Z)>
R3
—1
X! ((exp ((1‘1Y1 +1rY5) + 1"2)) )(l'l'1(11"-2(l1"
= 63”/ f(wt cexp ((mY1 +r¥2) + 'r'Z))
]RS
xl(exp ((7’1 Yl + 7‘2Y2) + (_'I'I— < t, (’I’l ,T2) >)Z))d'f‘1(l’!‘2d1"

= 3" / f(wt -exp ((rYy +mY3) + 7"Z))C—i(r'_a'(rl'rz»)d?'l dradr’.
]KS

On constate que 7 vérifie la relation de covariance de C*®((Go/A,l},) x R?) et que
T(f)(exp vT-w,t) € C®(Gy xB2); par conséquent T(flexpueT-w.t) € C®((Go/A, I, %
Rr2).

D’autre part, comme dans le cas Gb. nous associons & 7 un opérateur inverse

noté Ry défini sur le sous-espace ES((Go/A4,l},) x R?) formé des fonctions k(go,t) €
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C>=((Go/A,l},) x R?) & décroissance polynomiale lorsque || t |[gz— +o0o et tel que

7 o R} = Id. Nous définissons 'opérateur R, de la maniére suivante :
Ry : ES((Go/A,l,) x R*) — ES(Go)

ik — Ry(k)

Ry (E)(expvT - w - exp((mYy + raY2) +1'2))

= 6_3"ﬂ(1")/ E(exl) oT (w - exp(r1Y; + 7‘-2Y2)big)—",t) dt,
R2

avec w € W,ry,r2,r" € R et B qui désigne une fonction de Schwartz sur R telle que
Jx ﬂ(r')e_irldr' = 1.
4.3.13.1- Remarque : Ici intervient le fait que la fonction k est & décroissance

polynomiale lorsque || ¢ ||gz— +00; par conséquent l'intégrale ci-dessus est convergente.

Notons aussi qu’on a

R, (l:‘)(exp vT - w - exp((r Yy +rY2) +1'2))

=e 3 / ,B(r’)ic(exp vT - (w - exp(r Y7 + r-ng))—t,t) dt
IR?

— 6—31)’8(7_1)

/ ic(exp vT-w ™ -exp (Y1 +rYe)— < t,(r1,r2) > Z),t)dt
]R2

= 6—3”ﬂ(r’)/ EexpoT -w™,t)
]R?

Xllu (exp ((TIYI + 12}.-_)')— < t, ('I'] ,’I'-Z) > Z))d‘f

=e3B(r") | k(expvT - w™! t)e " <Hrr2)>gy,
R2

Ainsi, Ry (l~c) est bien défini et R{,(Zr) € ES(Gy). De plus. on a

T o R(,(l:')(exl) oT - w-exp((r1Y] +12Y3) +1'2), t)
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= T (Ry(k)) (exp oT - w - exp((r Y1 +12Y2) +7'2), t)

=Xy, (eXP((T1Y1 +r2Y2) + r’Z))T(R(,(ic))(exp vT - w,t)

= exy,, (exp((r1Y1 +rYs) + r'Z)) / R (k) ((w cexp((1 Yy + us Y)Y + u'Z))‘)
R3
xz(exp((ulYl + u2Y3) 4+ u' Z)) duy duadu’

= e*xi, (exP((T‘lYl + 2 Y2) + ""'Z)) /
ml‘

Ri(E) (uvt cexp((w Y7 + ueY2) + u'Z))

—1
X1 ((exp ((u1Y1 +u2Y3) + 'u.'Z)) )(l.'u., duydu’

= *xi, (exp((ri¥a +r2¥a) +1'2)

/ (ﬂ(u')/ IE((wt_s,s)e_i<("""L2)‘”>(l.s)
RS R2
X1, (exp((ulYl +uoYs) + (w'— < #,(uy,uz) >)Z)) duydugdu’
= &, (eal(ra¥i + ¥y +02)) [ ([ A
K3 &2

Z:((wt_", s)e_i<("1’"2)”>ds) e~ = <tlwnw2)>) gyt dyy duy

= eavx”n (exp((r1Y1 +rY3) + r’Z)) / Blu'Ye " du’
K

/ k((w'e, s)e i<l w> ei<ln it b > gy duy
R4

3
= ¢ x, (exp((nYs +12Y2) +1'2))
/k((wt_s,s)e—’(("""2)‘”>ei<(""""‘2)">(l.s-(lu1(lu-z.
R4
D’ott d’apreés le théoréme d’inversion de Fourier, on obtient

To R(,(l:) ( expvT - w - exp((r Y] + 1Y) +1'2). t)

= 63“,\’1‘0 (Pxp((l'lyl +r2Y) + "'Z)) l:'(”'-f)
= l}(exl) oT - w-exp((r Y] +m2Y,) + ""Z)’t)’

ce qui prouve que R} est 'opérateur inverse de 7.
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Ainsi, on a
(TF(f)E)(s) = /ms /W T (f((b —te”?)-expvT - Q(.v,t)e"P —vT))
(exp vT - w, t)mo(exp vT - w)&(t)dvdwdt.

Soit F € ES(G x G,H,l); nous voulons déterminer f € ES(G) telle que le noyau
fr de w(f) soit égal & F. Ceci équivaut a: Vs = (s1,82),t = (t1,12) € R2,Yg0, 9y € Go,

F(s-go,t-g) = (// mo(expoT - w)
EJW

T(f((“ —te™")-expoT - Q(v,f)exp—”T))
(expoT - w, t)dvdw) (g0, 90)-

ce qui nous donne

F(S,t)(go,g(';)=< / / mo(exp T - w)
RJIV

'T(f((s —te™") -expvT - Q(v,t)**P _”T))
(expvT - w, t)dvdw) (9o, 90 )-

Pour s et t fixés, posons
G(s,t)go.90) = F(5- g0, g0)-

Alors G(s,t) € ES(Gy x Gy. H,ly) et varie de fagon continue pour les normes de Fréchet
lorsque s et ¢ varient.

Comme part hypothése de récuirence Ry est le rétracte de mp qui envoie ES(Go X

Go. H,ly) dans ES(Gy), alors fy(s.t) = Ry(G(s,t)) € ES(Go) et est continu en s et t.
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Définissons une fonction f; sur Go par

Fu(ov1)(00) = fa(or)(expoT - - exp((¥i +rai) +1'2)
= fo(s,t)(expoT - w - exp((mY1 +r2¥2) + r'Z))

=/ Ro(G(s,t))(exva-w-exp((rlYl+r-2Y2)+r'Z)
]R3

cexp((ur Y7 + v, Y3) + 1L'Z))e_i“ldu1d112du'.

Si nous désignons par ES(Gy/A4,1},) le sous-espace de ES(Gy) formé des fonctions f €
ES(G,) telles que Vry,rq, 1" v € R,

f(expoT - w-exp((rY) +r:Y2) +1'2))
= xi((r1Y1 +r2Y2) + 'I"Z)c%f(exp T - w),

alors nous remarquons que fi(s,t) € ES(Gy/A.l},) et est continue en s et £.

Fixons s € R?; alors la fonction

F2(8)(go, 1) = f1(s,t)(gu) € ES((Go/A.1),) x E?).

Donc nous pouvons lui appliquer l'opérateur inverse Ry de 7 pour obtenir une fonction
Ry(fo(s)) € ES(Go).
Ceci étant, nous pouvons définir la fonction f € ES(G) image de la fonction F €

ES(G x G, H,I) par le rétracte R de la facon suivante :
R : ES(G xG,H,l) — ES(G)
F - RF)=f{
R(F)(s - 90)

= f(exp(lel + 52.X5) - expoT - w-exp((1 Y1 + mYs) +1'2))
= By (f2((s1.9) + €77 (=, ) (5 (= =)
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(expoT - (Qos (= =)™ )™ - w-expl(n Y +1:Y2) +7'2))
= e /m B0 (£2((s1,52) + €7 (=, =) (=)
expuT - ((Q(v, (=, )P~ 7)) XTI by )
e~ mntuana) gy duy
= e—3v /2 ﬂ(rl)fz (51 + e—”ul,.s-z + G—D'Unz)
R
expvT - ((Q(’U, uy, U_Z)exp —-uT)—l . w)exp —(an1+u.2.\'2)’ . U'z)
eimmituaTz gy dus,
=e 3" / B(r' ) fi(s1 + e ug, 52 + € "uy, Uy, uz)
]RZ
(exp oT - ((Q(v’ul’u2)exp—uT)—l)cxl’ —(uy X1 +02Xs) . P —(u|X1+u2X2))

e~ Hwirituara) gy, du,

— 6—311 / ﬂ(?")
R2
/ Ro (G(Sl + C—U’U.],SQ + e._"u-z,‘u.l,uz))
R2
(exp oT - ((Q(’U, uy, u'z)exp —--uT)—l )exh —(uy Ny +u2X2) . &P —(21 X14u2X2)
-exp((a1Y; + a2Y3) + bZ)) e~ day daydbe T HR22) oy duy.

On vérifie que R(F) = f est bien la fonction cherchée. En effet, on a :
(m(£)E)(s1,52)
~ / / / 63-.,f((31 —t1e " sy — tae ") expoT - Q(u, by, t2)P T
R3 JW JRR®
TGS exp((ri1Y: +r2Y2) + 1"Z’))('_i(rl—“‘ "‘+"T2))dr1dr-2(h"
mo(expvT - w)é(t1,t2) dv dw dty dt,
= / / / e3ve™3 BOr') (s —tie ™ +upe " sy —tge” " + uge”?, Uy, uz)
R Jw Jgs K2

(expoT+ ((Qu,ur,ug)™0 = T)7 )X TN (Qlo, 1y, 1) %0 T

. w(t‘ ’tz))exp —(uy X1+u2.\’2)) e—i(1L17'1+“2 rz)(l'(l-] (l‘lt2
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e_ir'dr'ei(t'r‘“”’)drldrﬂro(exp vT - w)é(ty,t2) dv dw dt, dis

=/ / / / f1(51—tle_v+u1€_",$2—t26_1'+U2€_v,u1,u2)
R3 JW JR2 JR?

(exp oT - ((Q(v, uy, up)e*P —vT)-l)eXP —(u; X1+u2 X2) (Q(U, ty,t2)xP —oT
. w(thtz))exP —(w1 X‘+u2x2))e—i(ulﬁ+u27‘2)6i(h7'1+lz7‘2)duldu2drldr2
mo(expvT - w)é(t1,t2) dv dw dt; di,
= / / fl(sl,sz,tl,tg)(exva cw)mo(expoT - w)é(ty,tz) dv dw dty dts
R3 JW
(Théoréme d’inversion de Fourier)
- / / / Ry(G(s1,2,t1,t2))(exp oT - w - exp((u1 Y7 + up}2) + w'Z))
R3 JW JRR3
e_i"'ﬂ'o(exp vT - w)€(t1,tz) dv dw duy duy du' dty dt,

=/ o (RO(G(SlaSZatlvt‘l)))f(tl,t‘Z) dty dt,
m2

= 2G(S1,32,tl,tz)ﬁ(tlatz)dtﬂltz
R

= / F(s1,82,t1,t2)€(t1,t2)dt dts.
mz

Ce qui acheéve la construction du rétracte dans ce cas.

4.3.14- Cas 8c:

La construction du rétracte dans ce cas ot ) ¢ g° et g(I) C g°, est la méme qu’en 6c.

4.3.15- Cas 8d :

Dans ce cas, §j C g° et ) ¢ go. Dans le paragraphe 2.3.19, nous avons vu que le cas

8d se subdivise en 2 sous-cas :
1) dim hNna=2 :

Ce sous-cas correspond & 6d ; donc la construction du rétracte est la méme qu’en 6d.

2) dim hNna=1 :

Ce sous-cas se ramene au cas Sh lorsqu’on remplace la polarisation h = h N go &
1 1 P
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RX,; @ RX, par la polarisation )’ = hNgeda=hNg GRY1 G RY; =hNgo BV, qui est
une polarisation en ! fortement adaptée & n et contenue dans goo. Notons que X1,X; €
hNn, X1, X2 ¢ go,0(X1) =¢(X2) et Y1,Ys € a,Y1,Ys ¢ b, avec [ X1, 1] = [X3,Y2] = Z;
donc, on a < 1,[X;,Y1] >=< [,[X,,Y2] >= 1. Nous savons aussi que d’apres 1.2.17, les
représentations m = m, et 7' = 7 sont équivalentes.

Nous posons H' = exph’. Puisque 7' posséde un rétracte R' ceci d’apres le cas 8b,
alors pour obtenir le rétracte R de m, il nous suffit de construire comme au cas 6d, un
opérateur d’entrelacement entre les espaces ES(G x G, H.l) et ES(G x G,H',1).

Soit B = (A1, -+, 44, B1,--+, By, Ci.---,Cy) une base coexponentielle a fj dans g
définie comme en 3.2.6. Ainsi, o @ vy & B; est un sous-espace coexponentiel a h dans
g, avec tv; = ?=1®]RA,-,mU = Z;=1®IRiBj et v; = ZZ:IEBIRC,C. Notons que tvq,10q et
b, sont définis comme en 3.2.5. Puisque ¥7,Y; € net ¥1,Y; ¢ b, alors Y;,Y; € oy
donc, on peut écrire tvg sous la forme vy = Wy & FY; & RY3, ol g est un sous-espace
coexponentiel & RY; @ RY; dans wy. De plus, d'aprés la construction de ) et de ', nous
constatons que si nous remplagons RY] ¢ BY, par RX;| @ E.X; dans g, nous obtenons un

sous-espace v, tel que 10 @ oy @ v soit coexponentiel a h’ dans g, avec
g = gy & BX; d RXy = roge P X.

Ainsi tout élément de G peut s’écrire sous la forme ¢; = wy - woo -exp(r1 X1 +r2X2)- hy - vy,
avec wj € Wl,’woo c W()o,’vl € Vl,hl € H et ry,t2 € .
Soit 'opérateur Uy, : ES(G x G, H.1) — ES(G x G, H',1); F — Uy yF, défini par

Uy 5 F)(91,91)
= Uy y F) (w1 - woo - exp(r1 X1 + 12.X2) - v1 - hy,w] - wyq - exp(r; X1 + ryXs) - vy - hy)
= / F(w1 cwgp - exp(r1 Xy + 2 Xo) v - Iy s exp(s Y7 4 s2Y3),
m4
w} - why - exp(ry Xy +rpX2) - vp - b - exp(s) Y] + 5313)) dsy dsy ds] dsy.
Montrons que (Uy nF) € ES(G x G.H'.1).

1- (Uy , F) est bien défini. En cffet, comme Y1.Y, € wy et que F est une fonction de

Schwartz dans la direction toy, on en déduit que 'intégrale ci-dessus converge.
{ 1)
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2- (Uy 4 F) vérifie la relation de covariance de ES(G x G, H',1) par rapport a b'.
En effet, sur §' Ngo = h N go, cette relation de covariance est vérifiée; pour cela, on

prend hg, hf € exp(h)’ Ngo) et en considére I'écriture de
Uy o F) (w1 - woo - exp(r1 X1 + 72 X32) vy - hy - g, wi - wyg cexp(ri Xy 4+ 15 X2) - vy - ho - hg).

Ensuite on compose ho (respectivement hy) par exp —(s1Y] +82Y3).ho. exp(s1 Y] +5.Y2) =
ho, (respectivement exp —(s1Y] + s513).hy. exp(s1 Y + 55Y3) = hi ) car hg, hy € go N @°.
Enfin, on applique la relation de covariance par rapport & H, car hg, by € H.

Dans la direction Y, cette relation de covariance est aussi véiifiée; en effet, on a
exp(ty Y + t,Y2) - exp(s1¥y + 5:¥5) = exp (¢ 4 s1)Y1 + (t2 + 52)Y3).

Ensuite on fait le changement de variable (s;,s2) — (—t; + 51, —t2 + 52).

3- (Uy 4 F) vérifie les propriétés de décroissance des fonctions de ES(G x G, H 1)
dans les directions W; et Wy (ceci & cause du fait que F vérifie ces propriétés et que les
directions ci dessus ne sont pas touchées par I'intégration); par conséquent, pour achever
notre preuve, nous allons montrer que (Uy yF) est une fonction de Schwartz dans les
directions X1, X2 et que pour wy,w), wey, Wy, 71,12, 17, 5 fixés, la fonction qui a (v1,v1)

associe
Uy o F) (w1 - woo - exp(r1 Xy + 12 Xy) - o1, w' < wy, - exp(r] Xy +r3X9) - v])

appartient a Hol(v; x vy).

Pour cela, calculons

(U p F)(wy - wgp - exp(r Xy +12X2) - vy, w - why - exp(r] Xy +ryXo) - v])
= ./11&4 F(w; - wgg - exp(r; Xy +12.Xs) - vy - exp(s1Y) + 52Y5),

w! - why - exp(ri Xy + 15 X) - o) cexp(si Y] + s5Y3)) dsy dsy ds) dss,
= /1R4 F(w1 - wgg - exp(r1 Xy +12X2) - vy cexp(s1 Yy + s2Y2) - vl—l vy,

! 1 [ I v t [ ¥4 [ ¥ -1 i [ !
w' - why - exp(ri X 4 15 X3) - vy - exp(si Yy + 55Y2) 0] - 0y) dsy dsg dsy dsy
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vy -exp(81Y; + s2Y2) - it = exp(e®! 8 (611 + 5:Y3))
| = exp(XI ™) (5, Y, + 5,2),
car vy € g(l},) C kergp, ce qui entraine que [logv;,Y) + 1Y2] = A(log v1)(Y7 +:Y3). Par
conséquent,
(Uh,,hF)('wl - Wao - exp("rle + 1'2_¥2) U, 11”1 . 11,’60 . exp( ‘I‘l.X] + 7'2_\’2) . Ui)
= / F(101 <wgg - exp(r1 X1 + r2Xy) - exp( eMoe ) (5 Y] 4 5, 15)) - v1,
IR4
w! - why - exp(r; X1 + 5 X3) - exp(c (8 (Y shYh)) - "”1) dsy dsy dsy dsy
= / F(wl - Woo exp(7'1X1 + 192 ’-g)'
m‘l
eXP(e'\(log vl)('slyl + 59Y2)) - exp —(r Xy +12X3) -exp(r1 X1 + rp X2) - v1,
0, - who - exp(ry X + rhXa) - exp(AIB (Vi + sh¥3)) - exp—(riXa + 75 Xa )
exp(r; Xy +ryX2) - v'l) dsy dsy ds) ds),
= / F(w1 - Woo -exp(e’\(log " (5;,Y] + 5213))-
]R'l
exp((r1s1 + a8 )e*18 ) Z) Lexp(r X + 12 X2) - vr, 0] - whg-

exp(e*(1°8 ¥V (5,Y] + 55Y3)) - exp((rys) + rhs! YeMoB ) 7Y L exp(rt Xy + 15 X2) - v'l)
dsy dsg ds] ds),

= / F(wl - wyo - exp(’e’\(log (Y + s Y3))
]R4
exp(r1 Xy + r2X2) - o1 - exp((r1s1 + 1252 )c-’\“og YD ZY k- why

exp(e*(1°8 '"Il)(.s'l Yy + 55Y3)) - exp(ri X1 + 75 Xa) - vy - exp((rys) + 1"25»"2)6’\(10g '"‘)Z))

dsy dsy dsy ds),
= / F(w] - woo - e):p(e’\“°g U5, ¥] + 52Y5)) - exp(r X1 + r2Xa2) - v,
mﬂl

wy - Wy exp(e*1o8 "'1)(3'])"', + s5Y5)) - exp(ri Xy + 13X5) - v'l>
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: A(logv1) it of ¢ 1y Alog e')
el(T131+r232)e e irysi+ryss)e ' (lS] dS2 dsll (IS‘IZ

(car exp((rysy + r2s2)e*1°8 ") Z) exp((rs) + rhsh)eXlo8 ) Z) € H).
D’autre part,

exp(T1‘Y1 + T2X2) -0
=t vl_1 cexp(mXi +mX3) -0
= vy - exp(Ad(vy (1 X1 + 12X2))

=y - exp(ea(l log "l_l("'l}{l + .,.2__\"2))

A N
= v, - exp ((rle + X))+ Z -l-c_'_adk log v; X, +rX2)).
k=1~

4.3.15-1- Remarque : Ici, intervient le fait que l soit une poiarisation en [ fortement

adaptée & n ce qui implique que § soit g(/|, )—invariante.

On en déduit que (Eﬁl ﬁadk log vl'l(-rlX] + 7'2.‘[2)) €hnn, car X;, X, € hNn;

donc (r1X1 + X, + ZT_)__I L—_l!—adk log vl'l(-r]Xl + r2X2)> € h N n. On constate aussi que

L =1,
A}Z{’G ((T1X1 + 7‘2}{2) + Z IT'—(L(IL log ’Ul—l('l'l_Xl + TQ_Y-Z)) = 1,
k=1
car n est un idéal nilpotent de g. D’autre part,
=1
< l,z Fad’“ log vl_l('rle +rXy) >=0,
k=1
car logv;' € a(l},) et X5,X2 €n.
Donc en supposant que I(X;) = [(X,) = 0 (ce qui est faisable, quite a remplacer
X1,X, par X, X3), et en utilisant la relation de covarance de F par rapport a b, on

obtient

Uy o F) (w] “wyg - exp(r1 X + 12.Xy) - vp, w0 - why, - exp(r Xy 1y Xp) - v;)
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= / F(uu - wog * exp(e’\(log " (s1Y] + 52Y2)) - exp(ri Xy + r2 X2) - v1,
]R'I

wy - Wy * exp(e’\(l°g "'1)(3’1}’1 +55Y3)) - exp(ri Xy + mXy) - va)

. A{logvy) it of o+ .\(Iogull) f ‘
eilmisitrasa)e e Hrionraszle ds, dso ds| ds,

= / F(wl - wog - exp(e1°8 ) (51 Y] + 5,Y3)) - vy,
m4

[ [ A(log v ! ty ! i(ry1s1+r2s )e’\("”"l)
w} - wh - exp(e*BV(s1Y) + 5} 2))"01)6( pe

gt o BN A(logu’l)
e~ i(risitras;)e ds, dsy dsy ds)

— (e—A(logvl ))2(6—-/\(10y1"1))2

/‘1 F(w] wgo - exp(s51Y7 + s2Y3) - vy, 0 - w)y - exp(siY) + s5Y3) vi)
R

. SN AN
eirisitrasa) ’(rlsl+72“‘2)(l.§1 dsy (l.S'll (13[2

(par un changement de variable).

Dans I'expression ci-dessus, on constate que F' est multiplié par des termes
(e_’\(log”‘))2(6_’\("'9"'1))2 : or F € Hol(v, x vy), donc

(6_,\(1091;1))2(e—A(loy1:'1))‘2

F(wl wyg - exp(s1Y] + $2Y5) - v, w) - wpy - exp(si ¥y + s5Y3) - vi)

appartient & Hol(v; X 1), ceci & cause des propriétés de I'espace Hol. Et puisque I'intégrale
ci-dessus laisse invariante les variables v; et v}, on en déduit que (Uy 4 F) appartient a
Hol(v; x vy).

D’autre part, 'intégrale ci-dessus est une transformée de Fourier partielle de ' dans
les directions Y;,Y2 avec Y7,Y3 € wy. Et comme F est une fonction de Schwartz dans
les directions Y7, Ys, alors toute transformée de Fourier partielle de F' dans ces directions
est aussi une fonction de Schwartz. Par conséquent, (U F)(w - woo - exp(r1Xy +r2X2) -
vy, w! - why - exp(ri X + r5X,) - v)) est une fonction de Schwartz en 71,73 et r,ry c'est a

dire, dans les directions X, X;.

Ainsi, pour toute fonction F € ES(G x G, H,1), on a (Uy nF) € ES(G x G, H', ). A
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présent, comme dans le cas 6d, nous construisons le rétracte R de ES(G x G, H,I) dans
ES(G) de la fagon suivante :
Soit F' € ES(G x G, H,1), alors F' = Uy yF € ES(G xG,H',1). Or, d’apres le cas 8b,
il existe un rétracte R' : ES(G x G, H',1) = ES(G) pour ='. Donc, il existe f € ES(G)
telle que
R Uy »F) = f,

ce qui équivaut & noyau (7'(f)) = F'. Et comme 7' et 7 sont équivalentes, on en déduit

que noyau (7(f)) = F.
Ainsi, nous définissons le rétracte R de 7 de ES(G x G, H.l) dans ES(G) par :

R(F)(g) = R'(Uy 5 F)(9)
= R'(Uy o F)(exp(s1X1 + 52X3) -expvT - w - exp((riY] +r2Y2) +1'2))
= 6_30/ :3(7"')/ Ry (G(Sl + e uy, 89 + e_vu2aulsu2))
R2 R3
(expoT - (Quy g, ug)e™® ~T) 7)™ T AT yep —aXakua X

-exp((a1Y1 + a2Y2) + a3Z)) e~ ®da, das das e~ Hmirituare) gy dug,
avec
G(Sl + e—vulas2 + e—vu23 Ui, u?) = (uh',hF)(Sl + e—vu'1732 + e_vu2 c UL, U2 _)

et Rf qui désigne le rétracte de my, 5.

Ceci achéve la construction du rétracte dans ce dernier cas.



CHAPITRE 5

EXEMPLES

Dans ce chapitre, nous donnons plusieurs exemples de groupes de Lie exponen-
tiels dans lesquels nous construisons de facon explicite le rétracte R étudié au chapitre

précédent.

5.1- EXEMPLE 1 :

Nous reprenons ici I’exemple 2.2.2.2 (chapitre 2, paragraphe 2), ou g est une algebre de
Lie exponentielle de dimension 4, de base (X1, X3, X3, T), définie par les crochets suivants

lorsqu’ils sont non nuls, les autres étant nuls ou obtenus par antisymétrisation :
[T, X)) = X1, [T.X3]=—-X,.
Soit d’autre part [ € g* définie par
(T)=1, I(X;)=0, (X;)=1,l(X3)=0.

Nous savons que g(I) = RX; + RXj; et que h = RX; +RX; + RX; est une polarisation de
Vergne en [, passant par n = RX; + RX, = [g,g]; donc b est fortement adaptée a n qui

est un idéal nilpotent de g.
D’apres la proposition 2.2.4, fy véiifie la condition de Pukansky; par conséquent, si

nous posons H = exph, G =expg, et si \15 désigne le caractére unitaire de H défini par

xip(expU) = e VU € b,

141
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alors 7 = ind$ x;y est une représentation unitaire irréductible de G.

Les conditions ci-dessus correspondent aux hypothéses du théoreme principal 4.1;
donc, il nous est possible de construire le rétracte R de .

Soit a le plus grand idéal de g contenu dans n tel que /(a) = 0. On a a = RXj.
Posons :

g1 =g/a=RX; + RX; + RT,
h =h/a=RX,; + RX; et n; = n/a=RX,.

On remarque que 1y est un idéal nilpotent de g, contenant [g1,f] = RX2 et que

G = G, - expa. De plus, si l; désigne la forme linéaire sur g; définie par
LU +a)=UU),VU € g,

alors f; est une polarisation en I; fortement adaptée a n; ; donc b, vérifie la condition de
Pukansky sur G;.
Ainsi m; = mdgixh,hl est une représentation unitaire irréductible de G1, avec H;y =

exp b1, et 1,5, qui est un caractére unitaire de H, défini par
Xt 0, (expU) = e VU € ;.

D’autre part, m; posséde un rétracte R;, ceci d’aprés les hypothéses de récurrence.
On constate que les données ci-dessus pour 7 correspondent au 2eme cas du théoreme

4.1; par conséquent m posséde un rétracte R défini par :

VF € ES(G X G,H.l) = ES(GI X Gl,Hlall)a

R(F)(g) = R(F)(g1-expsXy)
= Ry (F)(g1)pi1(exp sXy),
avec @1 € CP(R), [gw1(s)ds =1,9 = g1 -expsX, € G = Gy -exp RX;.

Il s’en suit que, pour obtenir une expression explicite de R, il nous suffit de déterminer

le rétracte R; de 7;. Pour cela, nous procédons comme précédemment.
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Soit a; le plus grand idéal de g; contenu dans n;, tel que {(a;) = 0. On a a; = (0).
donc le centre 3(g;) de g; est de dimension inférieure ou égal a 1. Notons méme qu'on a
3(g1) = RX;. Puisque n; = RX; est un idéal non central de g, alors n; contient au moins

un idéal non central minimal de g;, en 'occurence a; = RX, = n,. De plus,on a:
[U, X3] = MU)X,, YU € g, avec X € g].
Notons que T ¢ g3 et A(T) = —1. Posons
gy = kerA = RX, + RXj;.

Donc, on peut écrire que g; = RT" @ gz, d'ott Gy = exp BT - exp g2, avec T' = —T.
On constate que g, est égal & b; et que g, est un idéal abélien de g; de dimension 2.

De plus, si l; désigne la forme linéaire sur g, définie par
I(X3) = i{(X3) =0,1(Xy) = L1i(X2) =1,

alors §; est une polarisation en I, et h; vérifie la condition de Pukansky sur G, = exp ga.
Ainsi, Ty = indngIz,m est une représentation unitaire irréductible de Gs, avec x1,,5,

qui désigne le caractére unitaire de G, défini par
Xt,., (exp U) = e 72 VU € g,.
D’apres le ler cas du théoréme 4.1, 72 admet un rétracte Ry défini par :
VF, € ES(G, x G4, Hy, 1)

Ry (F2)(expreXs - expr3Xs) = Fa(e, €)pa(expre X, - exp r3X3),

ot e désigne ’élément neutre de Ga,72,73 € R et @y € C®(H,) avec @(lz) = 1.
On constate que les conditions ci-dessus pour m; correspondent aux hypotheses du
4eme cas de la preuve du théoréme 4.1. Par conséquent, en utilisant la formule du rétracte

obtenue dans ce dernier cas, nous déterminons le rétracte Ry de 7 de la fagon suivante :

VF € ES(G] X Gl,Hl,ll),‘F,S,t c ]R,
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Ri(F)(exptT' - exp s X3 - exprXs)

// e"MuAG (exp—In|u|T)

R, ((Fz(t, —In|u |))) ((exp sX3)™*  expvXy)
e e dudu,
avec Fy(t,t') € ES(Gy x Gq, Hy,ly) et définie par
Fy(t,t')(exp sX3 -exprXaz,exps' X3 -expr' Xs)
= F( exp(t +t)T' - expsX; -exprXa,expt'T' - exp s'X; -expr'Xa).
On remarque que Ag, (exp—In|u|T') ={u |; de plus,
(expsX3)"I* . expvX, = expsX; - expv X,
car g est abélien. Ainsi, en utilisant la formule du rétracte Rz obtenue précédemment, on
obtient
R (F)(exptT' - exp sX; -exprXy)
— A/}R |u|e "l E, (t, —ln|u| )(e,e)cp-z(‘exp sX3 -expvXy)
e e dvdu
= A/}RF(exp(t —In|u)Texp—1In|u| T')c,o-z(exp sX3 - expvXs)
e e dydu  (car |u|e M =1).
Par conséquent, en tenant compte du résultat précédent, on obtient 'expression explicite
du rétracte R de = de la fagon suivante :

Vg € G,g = g1 -exprXy,g1 =exptT .expsXs.exps'Xs € Gy,r,5,5,t €R,

R(F)(g) = R(F)(g1 - exps'X1)
= R(F)(exptT" - expsX; - exprX; - exps' X))
= ¢1(exp s' X )Ry (F)(exp tT' - exp s X3 - exprXy)
= p1(exp s'Xy)
/]R/]RF(exp(t ~In|u )T, exp—In|u| T')c,az(exp sX; - exprXy)e e ™ dvdu.
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Ceci nous donne le résultat cherché.

5.2- EXEMPLE 2 :

Généralisons 'exemple précédent, en supposant toujours que g désigne une algebre
exponentielle de dimension 4, de base (X1,X32,X3,T) définie par les crochets suivants

lorsqu'ils sont non nuls, les autres étant nuls ou obtenus par antisymétrisation :
T, X, = X1, [T.X2]=-Xs.
Soit | € g* définie par
(T) =1, (X)) =a, (X2)=1,0(X;3)=0,

avec 0 #a € R.

Nous savons que g(I) = RX;3 + R(X; + oX3) et que h = RX; + RXy + RXj3 est une
polarisation de Vergne en [, passant par n = RX; + RX, + RX3; donc h est fortement
adaptée & n, avec n qui est un idéal nilpotent de g contenant g, g] = RX; + RX,.

Pour les mémes raisons qu’a l'exemple 1, b vérifie la condition de Pukansky; par
conséquent, si nous posons H = expl), G = expag et si x1,5 désigne le caractére unitaire
de H défini par

xip(expU) = e VU €,

alors 7 = indg X1,5 est une représentation unitaire irréductible de G.

Les conditions ci-dessus correspondent aus hypothéses du théoreme 4.1; donc, il nous
est possible de construire le rétracte R de =.

Soit @ le plus grand idéal de g contenu dans n tel que l(a) = 0. On a a = RX;.
Posons :

g1 =g/a =2X; +RBXy + BT,
1 = f)/a = ]R"l +]P‘:._X2 et ny = n/a — RX] +]R.Y2_

On remarque que np est un idéal nilpotent de gy contenant [g1.01] = RX) + RX; et

que G = G, -expa. De plus, si [; désigne la forme linéaire sur gy définie par

WU +a)=UU)VU € g,
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alors B, est une polarisation en I; fortement adaptée a n; ; donc §, vérifie la condition de
Pukansky sur G;.
Ainsi m; = indﬁ‘lxlhbl est une représentation unitaire irréductible de G, avec Hy =

exphy et xi, p, qui est un caractére unitaire de H, défini par
X, (exp U) = f_“l(u)aVU € b:.

D’autre part, m; posséde un rétracte Ry, ceci d’aprés les hypotheses de récurrence du
théoréeme 4.1.
On constate que les données ci-dessus pour m correspondent au 2eme cas du théoreme

4.1; par conséquent 7 posséde un rétracte R défini par :

VF € ES(G X G,H.l) = ES(G] X G],Hl,ll),

R(F)(g) = R(F)(¢1 - exp sX3)
= Ry(F)(g1)p1(exp sX3),
avec @1 € CP(R), [ge1(s)ds = 1,9 = g1 -expsX3 € G = Gy -exp RX;.
Il s’en suit que, pour obtenir une expression explicite de R, il nous suffit de déterminer
le rétracte R; de m;. Pour y arriver, nous procédons comme précédemment.
Soit a; le plus grand idéal de g, tel que I(a;) = 0. Ona a; = (0); donc le centre 3(g1)
de g1 est de dimension inférieure ou égal & 1. Notons méme qu’on a 3(g1) = (0). Puisque

n; est un idéal non central de gy, alors n; contient au moins un idéal non central minimal

de g1, en l'occurence a; = RX,. De plus. on a :
[U, X3] = MU)X,. VU € gy. avec X € g].
Notons que A # 0, car A(T) = —1. Posons
gy = kerd = BX) + BX,.

Donc on peut écrire que gy = RT" 4 g3, d'ou Gy = exp RT". exp g2, avec T = -T.
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On constate que g, est égal & b, et que gy est un idéal abélien de g; de dimension 2.

De plus, si l; désigne la forme linéaire sur g, définie par
L(Xy) = h(X1) = a,1p(X2) = hi(X3) =1,

alors f); est une polarisation en l; et fj; vérifie la condition de Pukansky sur G2 = expgs,
car G est nilpotent.
Ainsi, mp = zndg: Xl,,5, €st une représentation unitaire irréductible de G2, avec xi,,n,

qui désigne le caractére unitaire de G défini par
Xtz (exp U) = ¢ 2 WU € gy.

D’aprés le ler cas du théoréme 4.1, 7, admet un rétracte R, défini par:

VF2 c ES(G2 X G2,H1,l2),
Ry(Fy)(exprX; - expsXy) = Fa(e, e)pa(exprX) - exp sX»),

ou e désigne 1'élément neutre de Ga,7,s € R et ¢y € C°(H;) avec 92(lz) = 1.
On constate que les conditions ci-dessus pour m; correspondent aux hypotheses du
4eme cas de la preuve du théoréme 4.1. Par conséquent, en utilisant la formule du rétracte

obtenue dans ce dernier cas, nous déterminons le rétracte R; de 7, de la fagon suivante :

VF € ES(G] X G],H],ll),T‘,S,t € .

Ri(F)(exptT' - exp sX; - exprXy)

/ / —lnIulAG Phl)"ln I u | T )

R, ((Fg(t, —In|w I))) ((exp sX )"l . exp vX,)e e ™ dvdu,
avec Fy(t,t') € ES(G2 x Gq, Hy,13) et définie par

Fy(t,t")(exp sX; - exprXy.exps'Xy - expr'X;)
= F(exp(t +t')T" - exp X - expr Xy,

expt' T -exp s' Xy -expr'Xy).
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On remarque que Ag, (exp—In|u|T') =1; de plus,
(exp SX] )ln|u|

=expln|u|T -expsX; -exp—Inju|T’

= exp(se™ "N X,.
Ainsi, en utilisant la formule de Ry obtenue précédemment, on a

Ry(F)(exptT' - expsXi - exprXy)
= — / / e_lnlule((Fz(t, —ln|u |))) (exp(se_“""'l)Xl -expvXs)
IR. R
e e dvdu
= —/ / e~ Ey (¢, —1In | u|)(e, €)
RJR
w2 (exp(se” Infuh X, - exp v Xs) e e dvdu
= / / e_lnl"|F(exp(t —In|u )T exp—1In|u|T)
RJR
<p2(exp se_lnluI)Xl - exp sz)e_i"e—ir“dzidzL.

Par conséquent, en tenant compte du résultat ci-dessus, on obtient I’expression ex-

plicite du rétracte R de 7 sous la forme suivante :

Vg =g, -exps'Xs € G g1 =exptT' -expsX;-exprX; € Gy,1,8,t,8 €R,

R(F)(g) = R(F)(g1 - exp s' X3)

= R(F)(exptT"' - exp sX; - exprX, - exp s'X3)

= p1(exp s’ X3) R (F)(exp tT" - exp sX; - exprXy)

= @1 (exp -S’Xa)/m /mf—“"""F( exp(t —In | u |)T' exp—1In | u | T")

—iru

w2 (exp(re” el X, - expoXy) e dvdu.

Ceci nous donne le résultat cherché.
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5.3- EXEMPLE 3 :

Reprenons I'exemple donné & la suite de la remarque 2.2.3 du chapitre 2, ou g est
une algébre de Lie exponentielle de dimension 8, de base (4,B,H,S,T, U,V,Z) définie
par les crochets suivants lorsqu’ils sont non nuls, les autres étant nuls ou obtenus par
antisymeétrisation :

[A,B]=H, [A,H|=U, [A,V]=2,
[B,H] =V, [B,U] = Z, [S,A] = 24,
[S,B] = —2B, [S,U] =2U, [S,V] = -2V,
[T, 4] = A, [T.B]=-B, [T,S] = Z,
[T,U] =U, [T.V]=-V.

Nous avons constaté que g est une algébre de Lie exponentielle non nilpotente. Soit d’autre
part [ € g* définie par
(z)=1, (A)=1(B)=1I(H) =0,

I(S) = I(T) = l(U)=LV)=0.

Le centre de g est 3(g) =< Z > et l'algébre de Lie du stabilisateur de [ dans g est
g(l) =< H,Z > . D’autre part, d’aprés I'étude faite en 2.2.3, nous avons montré que
h =< A,H,T,U,Z > est une polarisation 1éelle en I, fortement adaptée a
n=< A,B,H,U,V,Z >=[g,q], et h n’est pas une polarisation de Vergne. Rappellons que
n est un idéal nilpotent de g de pas 3 et que l'algébre de Lie du stabilisateur dans G de
l|, est
a(lj,) =< H,5.T,Z2 > .

D’aprés la proposition 2.2.4, j vériifie la condition de Pukansky; par conséquent, si

nous posons H = expl), G =expag et si 1 désigne le caractére unitaire de H défim par
xtplexp X) = M) Y e,

alors 7 = ind x1,5 est une représentation unitaire irréductible de G.
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Les conditions ci-dessus correspondent aux hypothéses du théoréme 4.1 donc, il nous

est possible de construire le rétracte R de , en suivant l’algorithme décrit dans la preuve
de 4.1.

lere Etape:

Puisqu'il n’existe pas d’idéal non trivial de g o1 l s’annule, alors n est non central, (ce
qui est le cas ici) et n contient au moins un idéal non central minimal de g, qui se présente
sous I'une des formes données au lemme 2.1.2. Nous prenons a = RU+RZ; c’est un idéal
non central minimal de g de dimension 2, contenu dans n, et qui se présente suivant la
forme (iii) du lemme 2.1.2. Donc, a N 3(g) = 3(g) et il existe deux formes linéaires réelles

A, ¢, sur g telles que
[X,U] = AX)W +o(X)Z, VX eg,
avec A # (0) car A\(S) =2 et ¢ # (0) car ¢(B) = 1.

Déterminons gy = g(l,) = kerp; ona
gU =< ‘41H,SaT, [r,V,Z > .

Notons que gg n’est pas un idéal de g car [B,S] = 2B ¢ go.

Déterminons g° = kerA; on a
¢ =< A,B,H,S-2T,U,V.Z >.

On remarque que gp est un idéal de codimension 1 de g; d’autre part, h C go.h ¢ g° et
o(l) C °.

Les conditions ci-dessus pour 7 correspondent aux hypothéses du cas 6c de la preuve
du théoreme 4.1. Donc, nous remplacons la polarisation fj par une polarisation h' en [
fortement adaptée & n et contenue dans geo = go N a° =< A,H,S-2T,U,V,Z > . Pour

cela, en tenant compte du lemme 2.3.10, nous prenons
y =< A, H,S —-2T.U,Z >=Hhng’ = RS —2T).

On constate que §' est une polarisation en I fortement adaptée a n et contenue dans

goo ; donc, d’apreés la proposition 2.2.4, )’ vérifie la condition de Pukansky. Par conséquent,
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si nous posons H' = exp lj’ et si x5 désigne le caractere unitaire de HY défini par
o (oxp X) = N e,

alors 7' = indf,. X1,y est une représentation unitaire irréductible de G ; notons que d’apreés
1.2.17, 7 et 7' sont équivalentes.
Puisque b’ vérifie les conditions de Gb, alors ' possede un rétracte R' qui est sous la

forme du rétracte obtenu en G6b. On a

VF € ES(G x G, H', 1), t,v,r, 1", s,s v, v € R,
R’(F)(exp tB-expvT -expsA-exps' H -expu'V -expv' (S —2T) - exp(rU + r'Z))
=™ / B(r") / Ra(G<t+ue—“,u))(exp oT - ((Q'(v, )™ 7)) T,
R R2

. (exp sA-exps'H -expu'V -expv'(S — 2T)) e exp(aU + bZ))
e *da db e du,
avec G(a,a') € ES(Gy x Go, H',lp), définie par
G, ") (g, gb) = FlexpaB - go,expa’ B - gb),

pour tout a,a’ € R, go,g) € Go = exp go, 3 qui désigne une fonction de Schwartz sur R
telle que [ B(r')e™"" dr' =1 et R} désigne le rétracte de mp,y = in(lg‘,’x[mh/, ou g est la
restriction de [ a gy.

Rappellons que
Q'(a,a') = exp(a'e™*)B - expaT -exp —a'B -exp—aT € Gy N N,

avec Gogg = expgoo et N = expn. Dans ce cas, on obtient Q'(a,a') = e avec e qui
désigne I’élément neutre de Gy ; d’autre part. en utilisant la formule de Campbell-Baker-

Haussdorf, on obtient

‘ exp —uB
(exp sA-exps'H -expu'V -expv'(S — 2T)))
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N

=exp—uB -expsA-exps'H -expu'V -expv'(S — 2T) - expuB
= (exp sA)™P ~*B . (exp s'H)®*P —uB  (expu'V)e¥P~uB
(expv'(S — 2T))*P B
= exp(sA + suH — -‘gt—ztz—V) exp s'H - exp(u' — s'u)V - expv'(S — 2T)

su? 32 2
= exp(sA + suH) - exp —-—‘)—V - exp

expv'(S —2T)

Z -exps' H - exp(u' — s'u)V-

Q'Z“ a2 2.2

=expsA-expsuH - exp -—';:)—U - exp —%—V. exp flz
exps'H -exp(u' — s'u)V -expo' (S —2T)
suz 52112
=expsA-expv'(§ —2T) - exp(u' — s'u — )V exp Z-
s%u ,
exp——-U- exp(s’ + su)H.
Notons aussi que
expvT - exp sA - exp —vT = exp se”A.
Finalement, on a
(1) VF € ES(G x G, H',I),t,v,r,r" 8,5 u' ;v € R,

R’(F)(exp tB-expvT -expsA-exps'H -expu'V - expv'(S —2T) - exp(rU + r'Z))

/ﬂ(T')/ Ry(G(t + ue™",u))

'J

2 2
(exp se’A - expvT -expv'(S —2T) - exp(u' — s'u — Sﬁ—)V exp(b + ——)Z-

2 . .
exp(a — s—;i)U -exp(s’ + su)H) ¢ da db e™" " du.

Par conséquent, d’aprés le cas Gc, le rétracte R de 7 s'obtient & partir du rétracte R' de

w' de la fagon suivante :
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(2) VF ¢ ES(G x G,H,I),t,v,r, 7' 5,8, v, v €R,

R(F) (exp tB-expvT -expsA-exps'H -expu'V-
expv'(S - 2T) -exprU - exp r'Z)
= R'(Uy F)(exp tB-expvT -expsd-exps'H -expu'V-

expv'(S ~ 2T) - exp(rU + -r'Z))

~3v

=e_2'/ﬁ(r')/ Ry(G(t +ue™",u))
R R2

2,2

4

2
(exp se’A-expvT - expv'(S — 2T) - exp(n' — s'u — %—)V -exp(b+ VZ-

32'(1.

exp(a — —;—)U -exp(s’ + .su)H) e~ da db e~ du,

&

avec
G(a, a')(g0, 90)
= (Uy nF)(expaB - go,expa’B - gp)
= / / F(expaB - g -expsi(S —2T),expa’B - gy - expsa(S — 2T"))
R JR

xi(exp s1(S — 2T))xi(exp s2(S — 'ZT')')A;,},/C.Z,-(exp s1(S = 2T))
Ag}fé(exp $2(S — 2T))ds1ds
= / / F(expaB - gy -exps1(S — 2T),exp o' B - g - exp s2(S — 2T))
RJR
dsld32,

car xi(expsi(S —2T)) =1, A';I],,/é(exp si(§-2T)) =1
Notons que d’apres les hypotheses de récurrence, my = in.d,Gﬁ,\’lo,hl possede un rétracte

Ry. Ainsi, d’apres la formule du rétracte R que nous avons obtenue, il s’avére que pour
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obtenir une expression explicite de R, il nous suffit de déterminer le rétracte Ry de ;.

Pour cela, nous procédons comme précédemment.

2eme Etape :
Soient
do =< A,H,S,T, l’* V’Z >’

h =< A,H,S —2T,U,Z >,
n=nNgy=<AHUV,Z>

et mp = indﬁ?x,o,h: qui est une représentation unitaire irréductible de Go.
Soit d’autre part b le plus grand idéal de gy contenu dans ng tel que lo(b) =0.0na
b=< H,U > . Posons:
g1 =go/b=<A,85T.V.Z >

hi=0/b=<A,S-2T,Z > et
n=n/b=< AV, Z >.

On remarque que n; est un idéal nilpotent de g, contenant (g1, 1] =< A, V,Z > et
que Gg = G, -expb = G - expRU - expBH, avec G; = expg;. De plus, si I, désigne la

forme linéaire sur g; définie par
(X 4+ b) =[H(X),VX € go.

alors g;1(lh) =< Z > et on véiifie que b est une polarisation en I; fortement adaptée a
n; ; donc, b} vérifie la condition de Pukansky sur G;.
Ainsi 7] = indg} X1y, est une représentation unitaire irréductible de G;, avec H 1=
1

exphj et X1, qui est un caractére unitaive de H{ défini par
Xt (exp X)) = TN vY e gl

D’autre part, 7} posséde un rétracte R}, ceci d’apres les hypotheses de récurrence de

la preuve du théoréme 4.1.0n constate que les données ci-dessus pour w4 correspondent
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au 2eme cas du théoreme 4.1; par conséquent le rétracte Rf de 7w s’obtient de la fagon

suivante :

(3) VFEES(G() XGQ,Hl’,,lo):ES(Gl XG],H{,I}),

R{(F)(z) = RyF(a) -expsU -exps'H)
= Rll(Fl)(-Tl)Bl(eXP sU -exps'H)

ou B; € CL(R?), [z, Br(exp sU -exp ' H)dsds' = 1et o € Gy, @ = z1 -expsU -exps'H,
avec z; € G1,s,8' € R.
Il s’en suit que, pour obtenir une expression explicite de Ry, il nous suffit de déterminer

le rétracte R} de m}. Pour y arriver, nous procédons comme précédemment.

3eme Etape :
Soient

g =< A.S,T,\V,Z >,
hy =< A.§-2T,Z >,
n; =< A, V,Z >

et m} = indg‘ix,hhll €Gy.Ona gi(hy, )= PTH < Z,8S-2T>.

Soit by le plus grand idéal de g; contenu dans n; ot /; s'annulle. On a by = (0);
donc le centre 3(g1) de g1 est de dimension inférieure ou égale & 1. Notons méme qu’on a
3(g1) =< Z > . Puisque n; est un idéal non central de g, alors n; contient au moins un
idéal non central minimal a; de g;. en occurence a; =< V,Z >, qui se présente suivant
la forme (iii) du lemme 2.1.2 . Donc a; N 3(g;) = 3(g1). et il existe deux formes linéaires

réelles Ay, 1, sur g; telles que
(X, V] = M(X)V +01(X)Z, VX €eq,

avec A1 # (0) car A(S) = =2 et @ # (0) car p(A) = 1.
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Déterminons g = g;(5 Iﬂx) = kerpy ; ona
gp =< S -2T.7\V,Z > .

Notons que gz n’est pas un idéal de gy car [A,T] = —A ¢ g.

Déterminons g? = ker;; ona
92 =< A,S-—?,T,V,Z > .

On remarque que g2 est un idéal de codimension 1 de g;. Posons g2 = g2Ng?. On constate
que g, est un idéal de codimension 2 de gy et que [-T, A] = -4 € —A+g22. De plus, on

a

b, =< A, S —2T,Z >C g%, b} ¢ gz et qi(h) =< Z >C gaa.

Les conditions ci-dessus pour 7}, correspondent aux hypotheses du cas 6d du théoreme
4.1. Donc, nous remplagons la polarisation }j par une polarisation h; en [; fortement

adaptée & n; et contenue dans gz; =< S — 2T, V,Z > . Pour cela. nous prenons
hy =< S—-2T,V,Z >=h; Ng, ®RV.

On constate que §j, est une polarisation en [; fortement adaptée & n; et contenue dans
g22; donc b} vérifie la condition de Pukansky. Par conséquent, si nous posons H 5 =exphy

et si xy,,y, désigne le caractére unitaire de Hj défini par

. _ i (X - !
,\'Il‘hrz(exp X) =WV VX €,
. G , . . ., .
alors 7, = ind Y X1y, €st une représentation unitaire nréductible de G;; notons que
2
d’apres 1.2.17, w] et w5 sont équivalentes.
Puisque ) vérifie les conditions du cas G, alors ) possede un rétracte R, qui est

sous la forme du rétracte obtenu en G, Ou a

L]
B

VF € ES(G, x Gy, Hy, )t v, o e €
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R,(F) (exp tA-expv(=T) expv'(S —2T) -exp(rV + r'Z))

:e%“/ﬁ;(r')/ ! (Gt + ue ™" u))
R R2

)exp —uA'

(exp 'U(_T) . ((QI('U, - )ex[; —-,,(_T))_l

(expv'(S —2T))7° A explaV + bZ))
e *da db e du,
avec G(a,a') € ES(Gy x Gy, Hy, ly), définie par
G(a,a')(go,g5) = Flexpad - go,expa’4- gp),

pour tout @,a' € R, go,gy € G2 = expga. r = Iy, et B4 qui désigne une fonction de
Schwartz sur R telle que fm B5(exp ¥ Z)e " dr' = 1.

En remplagant v par —v € R dans lexpression de R}, on obtient

Ry(F)((exptA - expuT -expv'(S = 2T) - exp(rV +7'2))

=7 / ﬂ-;(r")/ ha(G(t + ue® u))
R R2

expoT - ((Q'(—v, )™ —eTy= )= —ed,

(expv'(S - '?.T))exl) —A exp(aV + bZ'))
e da db e du.

Notons que R}, désigne le rétracte de my, = indg'lz X143 €n effet, un tel rétracte
existe car b)) est une polarisation en I sur gy fortement adaptée anyg =njNge =<V, Z >.
D’ow, d’aprés la proposition 2.2.4, les théoremes 1.2.15 et 4.1, 7, possede un rétracte.

D’autre part, rappellons que

Q'(—v,u) = exp(ue’)A - exp vT - exp —ud - exp —vT € Gz 2 Nexpny,
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avec Go2 = exp gz . Dans ce cas, on obtient Q'(—v,u) = e avec e qui désigne I’élément

neutre de Gg,. De plus, on a
(expv'(S — 27)) " e = expv'(S§ —2T).
Finalement, on obtient

(4) VF € ES(G, x Gy, Hy, 1)), t,v,0' r.r' € R,

R.'Z(F)(exp tA-expoT -expo’' (S — 2T )vexp(rV + 7"Z))

:e%"/ﬂ;(r')/ Roy (Gt + e u))
R R?

expvT -expv'(S — 2T) - exp(aV + I)Z))

e da db e du.

Ainsi, d’aprés le cas 6d du théoréme 4.1, le rétracte R} de ) s'obtient de la fagon

suivante :

(5) VF € ES(Gy x Gy, H}, L), t,v,v",r,r' € R,

R'I(F)(exp tA - expvT -expv'(S —2T) - exp(rV + -r'Z))
=R, (U;,:z,halF)(exptA cexpvT -expv'(S —2T) - exp(rV + T'Z))
=T / By (") o (G + ue’ u))

R k2

expvT -expv'(S —2T) - exp(aV + bZ))

e~ da db e " du,

olt G(t + ue”,u)(go,90) = Uy, n F)(exp(t + ue”)A - gy expud - g,) avec go, g5 € Ga.

D’autre part, rappellons que pour r,+', s, s t,t', u,u’,v,0' € R, on a:
9 1 b ] A 9 bl b

Uy, e F)(91,91)
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= (Up.p, F)(exp vV -expad -exptT -exps(S — 2T) - expuZ,
expv'V -expa'A-expt'T -exps'(S —2T) - exp u'Z)
= /1;2 F'(exva -expad -exptT - exps(S — 2T) -expuZ -exprV,
expv'V -expa'A-expt'T -exps'(S —2T)-expu'Z - exp r'V) drdr'.
= /11&2 F'(exp vV -expaA - exptT -exprV,
expv'V -expa’A-expt'T - exp 'r'V)
A%H{,G1 (exp s(S —2T) - exp uZ) AZ;'GI (exp s'(S —2T) -exp u.'Z)ei"e_i"I drdr'
= /]1&2 F'(exp vV -expad - exptT -exprV,
expv'V -expa'A-expt'T - exp -r'V)
et e drdr',
car AH, G, (exp s(S — 2T) -expuZ) = 1. Ainsi, pour déterminer R}, et par conséquent Rj,

il nous suffit de déterminer le rétracte Ry, de myy = indS? H Xl b Pour cela nous procédons

comme précédemment.

4eme Etape:
Rappellons que
a2 =< S - 'ZT,T, ‘/,Z >,

b, =<S-2T.V.Z >,
n, =nNgp =< V,Z)

et Ty, = indfﬁth‘h'z €G,.0na g2(l2),,) = g2
Soit by le plus grand idéal de g contenu dans ny tel que < l;,b >= 0. On a
by =<V > . Posons :
g3 =g2/by =< S-2T.T.Z >

By =10h,/by =< §—=2T,Z >, et
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n3=n2/b3 =<Z>

Notons que gy = g3 @D b, et G2 = G3-exp by, avec G3 = expgs. On remarque aussi que
n, est égal au centre 3(g3) =< Z > de g; et que g3 est une algebre de Lie nilpotente de pas
2, dont le centre est de dimension 1. Donc, g3 est une algébre de Heisenberg et Gz = exp g3

est le groupe de Heisenberg H; = R x R x K muni de la multiplication suivante :
. 1
(z.y,8) - (¢',y',s) = (z+ ',y + y' s+ + 3(y:c' —zy'))

avec zy qui désigne la multiplication sur F.

Ainsi, si l3 désigne la forme linéaire sur gs définie par
I3(X + b)) = L(X),VX € gs,

alors g3(l3) =< Z > et b} est une polarisation en I3 fortement adaptée a nz; donc by
vérifie la condition de Pukansky sur G3.
Ainsi 7§ = zndgz X154, €St une représentation unitaire irréductible de G3, avec Hy =

exp h; et Xla,bY, qui est un caractére unitaire de Hy défini par
Xt (exp X) = ¢ 7D VX € b,

On constate que les données ci-dessus pour mj correspondent au 3eme cas du théoreme

4.1. Par conséquent 7} posséde un rétracte Ry défini par :

(6) VF3 € ES(G;} X Gg,H:;,l;;) = ES(H] X H],Hé,l;})V’l', s, U € ]R,

Ry(F3)(exprT -exp s(S — 2T) - exp wZ)

r 4 2t 2t — ,
= [h(u)/ F3(exp g%——)T, exp (——Tr—)T)e“‘tdt,
IR -

avec PB4 qui est une fonction de Schwartz sur I, telle que /54(1) = fm Ba( b)e~ ' db' = 1.

5.3.1- Remarque : étant donné que toute fonction Fy € ES(G3 X G3, Hj,13) ap-
partient & Hol(RT x RT), ou T est la seule direction de g3(l3), ) qui sort de n; et de b,

alors I'intégrale ci-dessus converge et Ry(Fy) appartient & ES(Gs).
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Le rétracte R} étant ainsi connu, nous pouvons déterminer R),,. Remarquons d’abord
que pour toute fonction F € ES(G; x G,, Hy, l3), la fonction F; définie sur G3 x G3 par
Fy(z,y) = Fy(z,y),Yz,y € G, appartient & ES(G3 x G3, Hy,l3). Donc Fj est C®° sur Gj,
3 décroissance exponentielle dans la direction 7.

Ainsi, pour obtenir le rétracte R, de mh,, il suffit d'utiliser I'expression du rétracte
obtenue au 2eme cas de 4.1, car les données ci-dessus pour 7, correspondent a ce cas; on

obtient

(7) VFZEES(CQXG),H) ) ES(G;XG;,H :),

RI22(F2)('T2) = Rlz-z(Fz)(-’lf:; -exptV)
= Ry (Fy)(exprT - exps(S — 2T) - expuZ - exptV)
= R F3(exprT -exp s(S — 2T ) expuZ)PBs(exptV)

LYY
= Ba(exptV)Bs(exp uZ)/ Fy(exp (—-l—_—-)-T exp Lt———T)e""t dt',

..4

Vzo = z3 - exptV € Gy avec 23 = exprT - exps(S — 2T) - expuZ € Gs,r,s,t,u € R et
Bz € C(R), [ Bs(exptV)dt = 1.
D’aprés la remarque précédente, on constate que I'intégrale c’-dessus converge et que
22(F2) € ES(Ga).

Ayant ce résultat, nous le substituons a Ry, dans (4) et nous obtenons :

VF € ES(Gy x Gy, Hy. ly),t.o, o' v’ € R,

5 (F) ( exptd -expoT -exp (S —2T)-exprV -exp 'r'Z)

o e o

( expvT -expv'(S — 2T) - exp(aV +1)Z)> i da db e du

/ﬁz(") Ba(exp al”)By(exp bZ)



<
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2 — ot . .
(’U+ t) (-‘t 5 U)T)ew t dtle—zbda db e~ " du

<

/ G(t + ue’,u)(exp ——=—=T,exp

¥ / By(+") / By(exp aV)Ba(exp b2)
R R2

=t %' — »
£+—_)T, exp uA - exp (——o—i)lT)e“’ t' d¢

_4 o

/ F(exp(t + ue”)A - exp

e~ *da db e du,
avec G(a,a') € ES(Gy x G4, Hy, ly), définie par
G(a, &' )(go, 9y) = Flexpad - go.expa’A- gp),

pour tout a, o’ € R, go,95 € G2, B3 qui désigne une fonction de Schwartz sur R telle que
Jg Ba(exp r'Z)e T dr' =1, B3 € C'°°(F1“) telle que [o A3(exptV)dt = 1 et B4 qui est une
fonction de Schwartz sur R telle que [14 jm Bq(exp Z)e"" dh' = 1.

En tenant compte des propriétés vér 1ﬁees par 3 et f3;, on obtient le rétracte R) sous

la forme suivante :

(8) VF € ES(Gy x G1.Hy, 1)), t,v,0',r,r' €R,

R'Q(F)(exp tA-expvT -expv'(S —2T) - exp(rV + ‘r'Z'))

3u
— #5507 |
v+ 2t') 2t

/ F(exp(t +ue’)4 - exp (—'—T exp uA - exp -———( — v)T) 't !
R

._ _4

e " du.

5.3.2- Remarque : Etant donné que toute fonction F € ES(Gy X G, Hj, 1) est
& décroissance polynomiale dans la direction 4, et qu'elle appartient a Hol(RT x RT),
alors 'intégrale double ci-dessus est convergente et R)(F) est bien défini et appartient a

ES(Gy).
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Ayant ce résultat, nous le substituons & R} dans (5) et on obtient R} de la fagon

suivante :

VF € ES(GI X GlaH{ﬂll )1

Ry(F)((exptA - expuT -expv/(S —2T) - explrV +1'2))

= R, (uh’,,h'lF)(exP tA-expovT -expv'(S —2T) - exp(rV + r'Z))

=¥ [ )
R
v+ 2" 2 — gt
/(Uh;,hle)(exp(t + ue’)A - exp (—(—_*;——ZT, expud - exp (—)QT) e tdt'
R

- &

e " du.

Ensuite, nous utilisons les différentes transformations effectuées dans le cas 6d du théoreme

4.1; nous obtenons :

Ry (F)(exp tA-expvT -expv'(S —2T) -exp(rV + 'I"Z))

=¥ /m By

(v2t!) (2t'—v) ('U + 2t,)
/ ez e 2 / F(exp aV -exp —-_;——T,
R R2

<

(2t' —v)

<
<

expa'V - exp T) eilirue)ag—ine’ g o

e
e’ tdt'e ™" du.
Nous faisons les changements de variables suivants :

(v + 2t o
e

'I‘”

alors, ’expression précédente de Rj(F") devient

R'I(F)<exp tA - expoT -expo'(S —2T) -exprV -exp r'Z)

=¥y [ [
RJR
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/ F(exp aV -expt"T,expa’'V -exp(t' — v)T) ilitula
m2

(2!”-0)

e—zue Ya! da do'e iv' di"e —iue "re—v(lu
— 1—ﬂ (T / / 2t
/ F(exp aV -expt"T,expa'V -exp (1" — 'U)T) 't
m2
e—iue""a' da daleiv't”dtlle—ir('"" “du
=e7 e l_,B (")
/ 2t (exp(t +u)V -expt'T.expuc™ "V -exp(t' — v)T)
KJR

iv't' dtlle—i-re"

v
e *du.

Ainsi, nous avons

(9) VF € ES(G) x Gy, H! 1),

R} (F)(exptA.exp vT.expv'(S — 2T ). exprV.exp 'r'Z)
= e —1_ﬂz( "
/ / 2¢" exp(f +u)V.expt" T expue "Viexp (t" — v)T)

eIy,

5.3.3- Remarque : Etant donné que toute fonction F' € ES(Gy % G, Hy,l)) est a

décroissance polynomiale dans la direction ¥ et qu’elle appartient & Hol(RRT x RT), alors
poly 1 Pl

R (F') est bien défini.

Ayant ce résultat, nous le substitnons & R} dans (3) et nous obtenons Ry sous la

forme suivante :

VE € ES(Gy x Gy, H' 1y), - =, -expsU -exp s'H,
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avec 7, = exptA - expvT - expv'(S — 2T) -exprV -expr'Z € Gu,

Ry(F)(exptA - expvT -expv'(S — 2T) - exp(rV + r'Z)-expsU -exps'H)
= R} (F)(exptA-expvT -expv'(S —2T) - exp(rV + r'Z))

B1(exp sU - exp s'H)
=e7T e"l;lﬂ;(r')ﬂ](exp sU -exps'H)

/ / 2t / F(exp oV -expt'T,expa'V -exp (' — v)T) eilttu)a

R JR R2

e=ive™" g0 dol it die=iTe vy,
= c:zle—"'u;_uﬁé(r')ﬁl(exp sU -exps'H)

A/mewuﬁ‘l (exp(t +u)V -expt"T,expue” "V -exp(t' — v)T)

LY 3 -
ew t dt"e ire 'u.du-
Ainsi, on a :

(10) VF € ES(Gy x Go, H', ly),

Ry(F)(exptA-expvT -expv'(S —2T) -exprV -exp r'Z -expsU -exps' H)
= e:%e_ig;_vﬂ;(r')ﬂl(exp sU -exps'H)
/ / 2t 1 (exp(t +u)V -expt"T,expue™"V -exp(t" — v)T)
RJR
eiv't”dtlle-—ire""udu,

avec B € C°(R?), fg. B1(exp sU - exp s'H)dsds' = 1.
D’apres les raisons évoquées i la remarque précédente, Ry est bien défini. Ayant ce

résultat, nous le substituons & Rj, dans (1) et nous obtenons R' de la fagon suivante :

VF € ES(G x G, H',1),

R'(F)(exp tB-expvT -expsA-exps' H -expu'V -expv'(§ — 2T) - exp(rU + T'Z))
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—30

/ﬂ(r')/ RL(G(t + ue™, u))

2,2

S U
4 )Z:

2
(exp se’A - expvT - expv'(S — 2T) - exp(u’ — s'u — i;—)V -exp(b+

2 . :
exp(a — s—2—1—t)U -exp(s' + su)H) e*da dbe™*""du

= [ g0

s2u2 s2u
/ e e ﬂz(exp(b+ )Z)ﬂl(exp(a — —2—)U -exp(s' + su)H))

/ / 2t (G(t +ue™, u))"1 (exp(se” +u")V -expt'T,expue ™"V -exp (' — 'U)T)

=V o suZy, 0 s .
wt dt” eV (u' —s'u—2%")u du''e zbda dbe~ " du

—E“/mw

22 s2u
[ ¥ e By(expo + D) (expla ~ I - expls’ + su)H))

/ / e | G(t+ue?, u)(exp aV -expt"T,
RJR R?

expa'V -exp (t' — v)T) eilse’ +u")a—in"ea gy ga!

7] ia—Y _ _ "
ewt dt"e ie”V(u' —s'u )u du''e” zb(la dbe™ 1urdu

= oot / ﬂ(r')
/ Ba(exp(b

//ezt“/ F exp(t +ue ")B -expaV -expt'T,
EJR R2
expuB -expa'V -exp (t"' — v)T> eilset N —ine™ " gy gyt

2

(a — ——)U exp(s' + su)H))

au

" —ie="? _ — "
wt dt'e ie”V(u' —s'u Yu du'e” 'bd(l dbe™ le(l,“
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Ensuite, nous faisons les changements de variables suivants :

stu? su
) a—a+—, u—ue’;

b— b— 7

on obtient
R’(F)(exp tB-expvT -expsA-exps'H -expu'V -expv'(§ — 2T) - exp(rU + r'Z))

— o —z—/ﬂ(.r.)/ ﬂ2 (expbZ)Bi(expal - exp(s + se’u)H))

//e%”/ F exp(t+u)B-expaV-expt"T,
RJR R2

expue’B -expa'V -exp (1" — v)T) ei(seu+“")°’e“i“"€-val doa da’

7 gyl —i(b— 72 1 dbe= e T dy
=e"”e_'.u_l2£,3(r')/ /ﬁl(exan-exp(s' + se”u)H))
RJR

/ / e2t” / F(exp(t +u)B-expaV -expt'T,
RJR R2

expue’B -expa'V - exp (t' — v)T) ei(seu+“ll)°e_iul'“—"°1da do’

.1 o= 1 1 v ae
t t_— - -
Pt dt'ete (u'—s'e’u

s ag R SN B IR 2v,20 4
el? t dt' et (v'—s'e"u—2822)u du''e z(‘ " )d(l e —iue" Tdu

= e_”e_"ﬁzlﬂ(r') /IRA‘BI (expaU - exp(s' + se’u)H))

/ / 2t f? (exp(t + u)B -exp(se’ +u")V -expt''T,
RJR

L hglt . =v(od v se2Vu?y 1
— —_— 1
exp 'U.CvB - €Xp UHG v [/ - exp (t” — v)CZ )ew t dt”e ie”"(u—seu 2 )u du

‘2620 2

el Vda e~ " duy.

Ainsi, on a

(11) VF € ES(G x G, H', 1),

R'(F) (exp tB-expvT -expsA-exps' H -expu'V -expv'(§ —2T) - exp(rU + T'Z))
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= e P B(r) /m /m B, (expal - exp(s' + se’u)H))

/ / e2t" f2 (exp(t +u)B - exp(se® +u")V -expt"T,
RJR

e2v 2

— s d —de— VY I_lu | H "
expue’B -expu'’e "V - exp (t" —v)T)e”" di'e=ie” " (wmsl e u— s T gy
. 52e2v,2 v
=TV da e du.

En tenant compte de (11) et de (2), on obtient le rétracte R de w de la fagon suivante :

VF € ES(G x G.H.1),
R(F)(exp tB-expvT -expsA-exps' H -expu'V -expv'(S —2T) - exp(rU + r'Z))
= R’((Z/{b/,bF))(exp tB-expvT -expsA-exps'H -expu'V-
expv'(S — 2T) - exp(rU + r'Z))
= e—”e_’.",Tv,B(r') /m/mﬂl(exp aU - exp(s' + se"u)H))

/ / 2" (Uy y FY (exp(t + u)B - exp(se’ +u")V - expt'T,
RJR
v ", —v " 't gn
expue’B-expu''e”"V - exp(t —v)T)e dt
5262V ,2

eV LR N _se2"u2 " . —irp?
e te (v —s'e’u—28t)u dullez( 1 )(lae ire’w .,

= 6_ve_iuTuﬂ(T’)/ / Bi(exp alU - exp(s’ + se"u)H))
RJR

/ / e2t" / 2 (exp(t + u)B - exp(se’ + u'")V -expt"T - exp s;(S — 2T),
RJR R2

expue’B -expu"e”"V - exp(t' — v)T - expsa(S — ‘ZT)) ds1dsy

] T ' v se2Vu2\ n
I, — — — ——
ew t dt'e ie YV (u' —s'e’u 3 Ju (l’lt”

s2e2v,2

) e
e —T)da e~ v du.

Puisque

expt''T -expsi(S — 2T) - exp —t"T - exp t"'T
=exps1(S—27T) -expt"T -expsit'Z
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et que

exp(t" —v)T -expsa(S — 2T) - exp —(t” — )T - exp(t” _ )T
= exp s2(S —2T) - exp(t" —v)T - exp so(t" —v)Z,

alors, en appliquant & F € ES(G x G, H,1) la relation de covariance de ES(G x G,H,1)

par rapport & H, on obtient
R(F)(exptB .expvT -expsA -exps'H -expu'V - expv'(S — 2T) - exp(rU + T'Z))
= e_”e_i%u'ﬂ(r')/ / Bi(exp aU - exp(s' + se”u)H))
RJR

/ / e2t" / e~t e=(t=v) fr2 (exp(t +u)B - exp(se” +u")V -exps;(S —2T),
RJR R2

expue’B -expu"e” "V - exp s2(S — 2T)) et emin2(t" =) gq ds,

582

. . 2
w't”dtlle—ze Y(u'—s'e¥u— :" )u”dull

€

. 62e20u2 s v
T )dq e U du

=6_"UlTuﬂ(T,)//ﬂl(exan~exp(s'+36vU)H))

RJR
[ [ £ (cxptt + 0B -explac” +wIV -expi'(S - 21),
RJR

expue’B -expu'e” "V - exp(t’ —v)(S — 2T)) et dt"

582

; ! I v "uz -v 1 ; ‘2820"2 . v
- - _ [} e u_ —
e I(’ll. e u 3 )C u d,u ! El( 3 ) l ire :lu.

Etant donné que f; est une fonction de C°( R?) telle que

Bi(exp sU - exp s'H)dsds' =1,
m?
nous pouvons choisir §; telle que Bi(expsU - exps'H) = fBi(expsU VB (exp s'H), avec
Bi(expsU)ds = | By (exp s'H)ds' = 1.
R ! R !
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Finalement, on obtient le rétracte R de m de la maniere suivante :

(12) . VF € ES(G x G, H,1),

R(F) (exp tB -expvT -expsA-exps'H -expu'V -expv'(S — 2T) - exp(rU + TIZ))
— S 6) [ B (oxpls + se" )
R
/ / 3.2 (exp(t +u)B -exp(se” +u')V -expt”(S — 2T),
RJR

expue’B -expu"e” "V - exp(t" — v)(S — ‘ZT)) et dt"

2v,2 2 2v,,2
se“Vu —-v, 8%e
Fh-)e

— L e u — v
i(u'—s'e’u u dullez( Y )e ire’u 1,

e
Ce qui nous donne le résultat cherché.

5.3.4- Remarque : D’aprés le lemme donné au paragraphe 4 de ([Lep.]) par Leptin,
on constate que si F' est une fonction & support compact dans la direction S — 2T, alors

on peut trouver un réel v’ tel que pour v € R, la fonction qui a t" € R associe
F( — expt"(§ — 2T), x - exp(t" — v)(S — 2T))e""’t“
ne soit pas intégrable. Par conséquent, le rétracte n’est pas bien défini dans ce cas.

5.3.5- Question ouverte : Nous terminons notre étude par un probléme ouvert. a
savoir la caractérisation des vecteurs C™ d’une représentation unitaire irréductible 7 d’un

groupe de Lie exponentiel G.
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