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INTRODUCTION

Le but du présent tlavail consiste à clonner une caractérisation de certains noyalrx

cl'opérateurs sur les groupes cle Lie exponentiels. Cette question a d'abord été éttldiée dans

le cas des groupes de Lie nilpotents avant d'êtle étendue aux groupes cle Lie exponentiels'

Revenons d'abord aux gl'()rlpes cle Lie nilpotents. Soit en effet G' un grouPe cle Lie

connexe et simplement connexe, nilpoteut, ci'algèbre cle Lie g ; alors I'allplication exPo-

nentielle exp : g ------) G est u1 clifféom<lrphisnre. Pal conséc1ttent, nous pouvolls tléfinir uD

isomorphisme canoniqrre cle I'espace cle Schwartz S(G), espace des fonctions de C-(G) à

décroissance rapide vers I' oo ainsi que toutes leurs clérivées partielles, clans I'espace de

Schwartz 5(g), cle Ia façon suivaute : t)otu / e 5(G), la. ftrnction / o exp e S(g)' Rappel-

lons que S(G) est une sous-algèbre cle.LI(G) et clue S(g)est trne sorrs-algèbre cle I'algèbre

commutative .Lr (g).

Soit ensuite zr € ô, ,rrr" représenta,tiol unitaire in'éductible cle G, c'est à clire que r

cléfinit un homornorphisrne contimr cle G cla.ns I'esPa,ce O p(11") cles opér'ateurs unitaires et

inversibles de I't:space de Hilbert ?1,. D'a.près la théorie cle l(iril lor'([Ii ir.]), nous savorrs

qu'il existe / € g. et une polalisation r'éelle [; en I qrri cléfinissent zr. Cela. signifie qtle si I'r,u

clésigne pax [,] le crochet cle Lie de g, a,lors I est une sous-algèbre de (g'[.]) qui vérifie Ies

proriétés suivantes :

1) Si  g( / )  :  {X e gl  </ , [Jr ,s]  >- 0] ,  a lot 's  d i rn 6 :  l@irns( l )  + di tns).

2) < I,[b, b] >: 0, c'est à dire que la lestliction l1n est rrn homomorphisme, ce qui

nous permet cle cléfinir.un ca.l'actèr'e X1 sul exp b : H C G, c'est à. clire rrn homomolphistne

continu de H srrr iRi.

3) zr' : i.nclflXt, c'est à clire cpr. zr est, Iir. rt'1>r'<i:scrrt,a.tion inch.rite rla,ns G par le caractèr'e

Xr  de  H.

Donnons it:i rure clescliptiou rle li. r'epr'ésenta.tiou zr : i,n.dfiy1. Notts choisissons tule
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mesure positive G- invariante clt sw G f H. L'espac.e de Hilbelt 
'lln <le la leprésentation

zr est I'espace cle toutes les fonc.tions lnesura.l>les ( sur G, cltti r'ér'ifient les conclitions

suivantes :

4 €@.h)  : .p1n;61r1,V. r  €  G,  t t .  €  H.

5)  l€  13:1 .1 , l ( ( " )  l ' r l i  <  oo,  c 'es t  àd i le  que l {  leL2GlH) '

Signalons que G agit sur Ho pan'translation à garrche, c'est à clile que :

(n ( *XXy)  :  € (c - l  'U ) ,V : r ,  Y  e  G, t .  eH" .

De plus, pour f € S(G), il est ll ien conrlrr rpe I'opér'atettt'zr(.f ) cléfirri strr ?l' par

(" ( /X)( , , )  -  [  . f f rX"ty l1Q)r tu.
Jc;

oir dy désigne une mesure cle Haar' à, ga.rrche sur G, est un opératetrr compact, possédant

un noyau ([B.C. et al]). Son noyau est la fonction .f,,. cl" C*(.G x G) cléfinie par

6) . f-( ' ,  u) :  Iu f  @ 'h' 'v-1)v{h)cl l t ' .

Il est aussi à noter que pour tout h., h' e H et î,1' € G, la fonction .f,. r'érifie la

relation de covariance

7)  f  "@'h . , r '  
' h ' )

et que I'intéglale

: ' ' ,r( h)xr( h.' )/,,(:r, :r ' '  ),

r
I J^l,r,,u)€fu)dû

J G I H

est convergenre; par consécpent, l'opératelr zr(.f ) est bien cléfilli.

En 1927, Horve a donné une ca.ra,ctérisation cle I' iurarge zr(S(G)) cle S(G) par-ur'' Il a

montré que I'application clri à toute fonctiorr .f e S1G) associe la fonction .f" e Sll' f ). est

olverte, continue et surject,ive, avecr S(l,b) cpi clésigtte I'espace tle Fréchet cles fonctions

réelles qui vér.ifient la relation cle cova,rizr,uce (7), et cltri sout cle Schrvartz sttr 5(R& x Rl),

k étant Ia clirnension cl'une base cle i\4alcev !8. srrPPléurenta,ile cle I dans g ([Horv'])'

Mais, clans le ca,s plus vaste oir G est un groupe cle Lie connexe, siurplement connexe

résoluble exponentiel, cl'algè}r'e rle Lie g, c'est à clire rpe G est rttt gr-orlpe cle Lie tel qrre

I'application exponentielle soit un clifféomor'Phisme cle g clans G. Ia calactérisation de Horve

ci-dessus n'est plus vraie cle façou générirle. En effet. ltiert <Irte totlle repr'ésentation n € ô

soit paramétrée comrne clans Ie c.as nill>oteut pa.r lul éléntent / € g* et trne polzrrisatictn
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réelle \ en I ([8.C. et al]), I 'opératerrr ?r(l') n'est pas nécéssairement compact, même si

f e C?(G), c'est à dile que / est rrne fonction C- à sttPpor'l compact sur G. Ceci

apparaît particulièrement dans les représentations de dimension infinie clu groupe at * b,

où le noyau /,, de I'opérateuï ?r(f ) n'est pas à décroissance rapide à I'infiui, ce qui entraine

qtre fo ç 3(l,f ). D'où la nécéssité d'introduire de nouveaux espaces de fonctions.

Ainsi, en choisissant une polalisation fixe I1 en / et nne base E coexponentielle à [)

dans g et vérifiant certaines conclitions, Luciwig a montré en 1983 que la caractérisation

de Horve reste valable pour les grorrpes cle Lie exponentiels à conclition de remplaçer les

e s p a c e s d e f o l c t i o n s S ( / , f , ! 8 ) p a r c l e s e s p z r c . e s a , u a , l o g t t e s E s ( / . b . t B ) ( 5 1 > o u r S c h r v a r t z , E

pour décroissance exponentielle) cle fonctions à clécroissance exP()rleniielle dans celtaines

clirections de G I H ainsi cpre leurs tla,nsfolrnées cle Fottliet' partielles clans ces clirections,

et cle Schwa,rtz clans les arttles clirections ([Lurl.]).

En 1993, Leptin et Luchvig out ét,enchr le résrtlat cle Lrrclu'ig ci-clessus aux cas où

h: bQ,S) est une polarisatiou cle Velgne cluelconclue en / € g". pa-ssant par un icléal

ni lpotent f ixe i  d" g,  contenant [g,g].  I ls orr t  a, t tssi  utoutr 'é cl t te I 'espace E5(/ ,11.!8) est

indépendant de Ia base coexponerltielle l3 ([L"p. Lrrd.]).

Dans l'étude qrri suit, nous nous ploposons cl'éteuclre la. caractér'isation ci-dessus aux

polarisations de g qui sont "foltement aclaptées" à. un icléa.l nilpotent n cle g contenant

[g.g]. Il s'agit de polalisa,tions [; en I € g*, cgri vér'ifient, les propriéttirs srtirantes:

8) ff n n est une polarisation en /;" ;

9) f; est g(/p" )-inva,r'iant.

Soulignons que cette farnille cle 1>ola.r'isations cotrtieut de façon stricte les pola.risa'tions

cle Vergne tl : bQ,.S) passant par ull irléal nilpotetrt fixe i rle g. cotttenarlt [g, g].

Les trois premiels cha.pit,r'es cle n<lt,r'e <itrr<lc 1ltr3pa.r'etrt le tet'raiu potrl la prettrte cltt

théorème principal clui est énorrcé et prouvt1 a.u cha.llitle 4 (thé'oli:ure 4.1).

Au cha.pitre 1. nçrrs firisr,rrs r-rrrtir.ius rar,ppels sttl la théolie des 1p'ottpes cle Lie expo-

nentiels.

Au chapitr-e 2 norrs intrrlrhriscrns les icléarrx lx)rr certtl 'ârtx rnitrirnaux cl'un glortpe cle

Lie exponentiel G. ensuite rxxrs étrrcliors les llola.risations aclaptées ort fortement aclaptées
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à rrn icléal nilpotent n de g contena,nt [g,g]. Nous vérifions cl'utle pa,rt qrte toute polari-

sation cle Vergne passant par n est forteruent aclaptée à n et cl'arttt'e 1la.r't r1u'il existe des

polarisations fortement a.daptées à n cpi ue sont pas de Vergne. De plus nous remarquons

que toute polarisation fortement a.claptée à n vér'ifie la coudition cle Pukansky sur G. Enfin,

nous étudions les différents ca-s <1ui peuvent se préseutel clans la pletrve pal r'écurrence clu

théorème principal.

Au chapitre 3, nous nous basons sur les travaux de Howe ([How.]) pour faire un rappel

de l'étude de notre ploblème clans le cas nill lotent. Eusuite nous introcltrisons les espaces

11ot(V), espa.ces de fonc.tions qui a,clurett,ent un plolongement holotllolphe stlr Vç et qui

sont à décroissance exponentielle, loca,lenrent rrtrifcrt'nre sttt' V', avec I,' rpi <lésigne rm espace

vectoriel réel de clirnension finie et Vç son complexifié. Ces espaces iutet'viennent cle façon

privilégiée dans la pleuve cle 4.1, et tout ltarticulièrement clans le cas oit G est un grotlpe

de Heisenberg. Nous cléfrnissous enfiu les clifférents espa.ces ,E5.

Le chapitre 5 est consacr'é à rluelrlues exeurples exlll icites cl'a1>plicatious clu théorènre

4.1 sur cles groupes cle Lie exponeutiels.

Nous terminons notle étucle en mr:ntionrtanl un<: clrtestioll otlt'el'te.



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES GROUPES

EXPONENTIELS

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques notions sur la théorie des représentations

des groupes de Lie résolubles exponentiels, d'une importance capitale pour le reste de ce

travail. Ces groupes ont été introcluit,s par Dixmier ([Dix.t]). Pour ce qui concerne la

théorie générale cles gr-oupes cle Lie, nolls renvoyons le lecteur à ([Bou.]) et à ([Var.])' cf

bibliographie.

Dans toute notre étude, G désignera un groupe de Lie réel connexe, simplement con-

nexe et g son algèbre de Lie. D'autre part, nous désignerons par [, ] le crochet de Lie dans

g .

I.I..GROUPES DE LIE RESOLUBLES EXPONENTIELS.

1.1.1- Définit ion :

Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie g. Nous disons que G est résoluble exponen-

tiel, si I'application exponentielle exp : g -* G est un clifféomorphisme. Dans ce ca^s,' norts

disons aussi que I'algèbre de Lie g cle G est résoluble exponentielle.

L.L.2- Remarque : Les sous-a.lgèbres et les algèbres quotient cl'une algèbre de Lie

résoluble exponentielle sont résolubles exponentielles.

1.L.3- Proposit ion : Soit g tnte algèbre iJe Li,e réelle résohr.ble erponentiel le. Alors
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iI eniste une suite i\écroissante S : (g*)il:o d'id,éau.x

9 :  g o  f  g r  )  " .  )  g r , :  { 0 } ,

telle que la repré.sentation détluite ile lu repré.taentation ad.jointe de g d,ans gpf gp11 soit

i r réiJuct ible;  po.r  conséquent dimg*lg*+t: I  ou2. Une tel le su, i te 5 e.cf  appelée sui te iJe

Jonlan-HôId,er tle g.

L.L.4- Proposit ion :  Soit  g une algèbre t l .e Lie réel le résolu.ble erponent iel le.  Alors

iI existe une suite il,(676,i-s-so,n,te S : (gr.)[=o d.e sou,s-o,Igèhre.,

g :  g o  )  g r  f  . . . 1 g , . :  { 0 } .

tel le que

( i )  d . i m  g 6 l g p + r  :  1 ;

(ii) Si go n'est qtu,s urt. i iJéu.l tle g, u,Iors g1,-1 et Er+t sont des iiléaur ile g et Ia

représento,tion d"érJu"ite tJe lu, représertta,ti,ort u,tl,joi.n,te d." g d'u.n." Ek-r lgo+t, est

irréd,ucti,ble.

Une telle suite S est u.ppelée u,n,e bonrte suite de -sort,.s-u"lgèbres de. g.

Preuve :  Cf ( [8.C. et al ] ,  chapitre 4).

Nous allons maintena,nt cléfinir les systèrnes cle coorclonnées puis les ba^ses de Malcea

et de Jordan-Hôlder d'une algèbre de Lie résohrble exponentielle.

1.1.5- Définit ions :

Soient g une algèbre de Lie résoluble exponentielle de climension n. et

!8 : {Br ,82,- - - ,8,,} une ba,se de g. Alors, I 'application

R' )  €  :  ( { r ,  €2, .  - . , ( , , )  -  
"*p ( !e , " , )  a  

"i : l

définit un système cle cooldonnées loca.les cla.us un voisinzrge cle l'élément neutle e cle G :

c'est le système cle coorclomrées canonique cle tSrpe 1.

Le système de coordonnées canonirlre cle type 2 esh le s)'stèrne cle coor-clonnées locales

que nous allons le plus souvent utiliser da.ns uotre trava.il. Il est défini par I'application

R "  )  €  :  ( ( r , € 2 , . . . , ( , , )  *  e x p ( ( r B r ) .  e x p ( € z B t ) . . . .  .  e x p ( ( " B " ) .
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Ce système est particulièrement utile lolscpre la base 18 de g est une base cle Ma.Iceu ots

de Jordan-HôId,er. Dans ces derniers cas, le système de coordonnées cle type 2 clevient un

système de coordonnées globales.

1.1.6- Définit ions :

Soient g une algèbre de Lie résoluble exponentielle et E : {Br. Bz,' ' ' , Bn} une base

de g. Soit (gr)i=, une suite de sous-espaces vectoriels de g tels que

so :  Ë 
oRBn.

i : k

a) A est dite une ôase d,e Malceu cle g si potu- tout [,,1 ( lc 1 n,le sous-espace vectoriel

gp est une sous-algèbre de g et g*+r est un idéal d" gt, avec g,,41 : {0}.

b) A est dite une base il,e Jorda,n-HôIl,er cle g si pour tottt Â:,1 S k ( n, le sotts-espace

vectoriel gr est un idéal cle g.

Donc, toute ba^se de Jordan-Hôlcler E cle g est aussi une base cle \{alcev de g.

L.L.7- Remarque : Etant donné g nne algèbre cle Lie résoluble exponentielle, alors

g possède une base de Jordan-HôIder si et seulement, si toutes les racines de g sont réelles.

On en déduit que toute algèbre de Lie résoluble exponentielle ne possède pas

nécéssairement de base de Jordan-Hôlder. Par contre, elle possède toujours une base de

Malcev.

1.1.8- Proposition : Soient g 'urle a.lgèbre d,e Lie ré.sohrble erponentielle et

E :  {Br  ,82, . . . ,8 , , }  tn te bu. - re l ,e  Mnlcen f , re  d,e g.  A lors  l 'appl ico, t ion

E6  :  IR "  J  ( :  ( € t , €2 , "  ' . ( , , )  -  EsB(O :exP( ( r81 ) ' exp ( ( zB t ) "  " ' exp ( ( "B ' )

e.st bijecti,ue et bi,n,no,Iytiqu,e de IR" du,n.s Ie gT'ou,pe Le. Li.e con,n,er.e si,m,plemenl con,ner.e

résohr.ble ex,ponen.tiel G t.'u.Igèbre tl,e Li,e g.

Preuve : Cf ([Lep. Lud.]).

1.1.9- Remarque : De la propositiou précérlente, il r'ésrrlte que si

E : {8r,,82,... ,B.u} est une base cle Ma,lcer' f ixe de g, alols nots iclentif ions ( g lR' '
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avec son image EqB(O € G et de ce fait, G cornme variété est identifié à IR''" I en plus,

le sor.rs-espac.e vectoriel de cl imension 1défini par {:r € R',r i  :0 portr r i  I  j}  est le

sous-groupe de G à un paramêtre exp(lRBr). Ainsi, la base de \Ialcev ls étant fixée clans

g, nous pouvons écrire que

"*p (  7,e," , ) :  (y,(O, yz(O, .  .  . ,  y, ( ( ) )
j = l

où les fonctions gi sont réelles et ana.lytiqtres sur IR'".

L .1.10-  Déf in i t ion :

Soient g une algèbre de Lie réelle résolrrble exponeutielle cle dimension z et gç I'algèbre

complexifiée de g. Soient o ) b deux idéa.ux cle gç tels cltte o/b soit un Sç-moclule simple, ce

qui entraine que dim o/b : 1. Alor-s la repr'ésenta.tiou clécluite de la représentation adjointe

d" gc dans o/b s'identifie à une forrne liuéaire sur gc appelée racine d" gc. la restriction

sur g d'une racine d" gc est appelée ra.cine cle g. elle cléfinit un homomorphisme réelle ou

complexe sur g.

1.1.11-Proposition z Soi,t g ulLe algèhre I,e Lie résolttble erpon,en,ti,elle. Alors n :

[g, g] est un iiléal nilpotent d,e g.

Preuve :  Cf  ( [Dix .1] ) .

1.1.12-Proposition z Soit g lut,e a,Igèbre il,e Li,e ré.sohr.ble. e.xponentielle. Alors iI

eriste un plus granil itléa,I nilpotent n il,an.s g. On a que n : (lo-'o 
";n"ker6. 

En phts, pou,r

toute d.ériaation d tle g, orr, o q'Lt,e d(n) C n.

Preuve :  Cf  ( [Dix .1] ) .

Le théorème suivant est rur outil consiclér'al>le claus Ia théorie cles groupes de Lie

résolubles exponentiels.

1.1.13-Théorème z Soit G 'u,n, gro'upe t l ,e Lie connere. simplement connere,

résoluble, d,e d,imension n et d,'o,lgèbre d,e Lie g. Alor.s, les cond.itions suiunntes sont

équi,ualentes :

(i) G est un groupe iJe Lie résolu'hle eqton,ert'liel.
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(ii) Pour tout X e. g,ad X n'u. pa,s tl,e uu,Ietrrpropre. non nttlle i'mo,girtaire ptt're.

( i i i )  exp est injecti .ue.

( iv) exp est surjectiue.

(v) exp est bijectiue.

(vi) exp est un difféomorphism'e de g I'a,n.' G.

(vi i) . [es racines d,e g ontla forrne À(XX1 +i0), où0 e ]R, el À est une forme l inéa' i ,re

réelle ru,r g.

Preuve :  Cf  ( [Dix .1] ) .

1.1.14-Théorèpre :, Soien,t G. u.n, (J'r'o'u.p?. tl,e Li.e corLn,ere, .si,mTtlcrnent conneze et g

son algèbre ile Li,e. .9i exp : g --, G e.,!, i.t{t:cl.irtr:, a.lor., G esl, ré.roht,ble et par conséqu,ent

G e.st erponentiel i l 'après 1.1.13.

Preuve : Cf ([B.C et al]).

1.1.l5-Rerrarque : Il est bien connu que si G est compact, exp est srujective.

1.1.16-La forurule de Campbell-Baker-Hausdorff :

soit G un groupe de Lie connexe ; notons exp : g - G i'application exponentielle,

log son inverse locale dans un voisiuage cle l'élénrent neutre e e. G. et définissons

C(X ,Y ) :  l og ( . xPX 'exP I ' ) ,  X 'Y  €  g .

Cett,e fonction est bien cléfinie, converge normalement da,ns un voisinage de (0' 0) et ne

dépend pas du choix des groupes de Lie localement isomor'1>hes associés à g.

La formule de Campbell-Baker-Ha,rrsrlorff clrri en résrrlte notrs permet cle reconstittter

G avec sa loi multiplica.tive couna.issa.nt uuirpetnent la strrtcture de g. Cette formule est

donnée par :
. 1 1 1

c(x,y) : x + l '  + i t-x. r ' t  + 12[x, [x,] ' l l  - 
12[], [x.] ' l l -

- 
fi ft; [r, [-x, t']ll + ̂ l'", []', [)', rl]l + ' ' ' (cf [Hocns.]).

Si G est un gloupe cle Lie exponentiel cl'algèbre cle Lie g I'application exp est un

difféomorphism,: analytique et, la fnrmule de Campbell-Baker:-Harrsclorff est définie porrr

tout  X,Y e g.
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Nous pouvons alors défurir sur g uue stlucture de groupe de Lie expouentiel (g, C)

qui admet g comme algèbre de Lie. Dans ces conditions, I'application exp n'est atttre que

I'identité.

1.1.17-Théorème z Soit G un groupe t le Lie ezponentiel i l 'algèhre d,e Lie g. Alors

iI ex,iste un sou,s-groupe fermé connere et .simplement connexe H de codimension I ile

G et d'algèbre ile Lie 11, tel qu,e G soit i.comorplte au prorluit semi-d.irecll R..' x H où o

rlé.signe un groupe à un purarnê.tre tl'utr,tontorpltisrnes ile H. Pour totLt X çb,I'application

R, x I/ -- G; (t,h) ---, exp(tX) 'h' est' u'tt' difféomorplti-,m,e.

Preuve : Soit b I [g,g] uu icléal cle codinrension 1 de g. Soit X e g \ I1 et soit

d: ad(X)|n. Alors d est une clér'ivation cle I et o'(t) : exptd définit un groupe à un

paramêtre d'automorphismes de I et donc anssi clu groupe de Lie connexe et simplement

connexe I/' associé à f .

Soit G'le produit semi-direct G' : Ro, x I/'. Sou algèbre cle Lie est le produit semi-

direct g' : IRa x f . Cette algèbre est bien siile isomorphe à g; par conséquent, G et Gl

étant simplement connexes, sont isomorphes. L'application d? , g' - g ; (f , Y) - tX +Y

est nn tel isomorphisme et ainsi r((f,exp)')) : exp(tX) x expY t e IR.,y € ! définit un

isomorphisme de G' sur G. Soit H : g(H' ) C G. Alols If est un sous-groupe fermé connexe

et simplement connexe de G, caï p est un isomorphisme. Il est évident maintenant que G

est isomorphe à Ro x I/.

1.1.18-Proposit ion z Soi.t  G u,n grou.pe de. Lie erponentiel d'a\11èbre de Lie g. Soit

H u,n sou.s-groupe ferrné coTrrLere e!, si,ntplern,err.t conne.x,e tJe G d'algèbre d,e Lie \. Alors,

H e.st un groa,pe de Lie erpon,entiel si et .seu,le.m,ent si, H : expb.

Preuve : Cf (t;p. Lucl.]).

1.1.19- Proposit ion: I l  eri late l ,e.s sorls-ttJqè:bres n.i , lpo!,en,tes | , l ,r .g tel le.s qu,e

s:f+[s,s].

10

Preuve : Cf ([Lep. Lncl.]).
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1.1.20-Théorèpre z Soient G u,n gT'o'upe t l ,e Lie ezponentiel l ' 'n ' lgèbre de Lie g et

n tm, i,tl,éa,l ni.Ipotent d,e g cortten,a,n,t lg,gl. 1l e,ri,ste'tt,n so'tt'.s-e-cpo'ce uectori'el o d'e. g o'uec

g: u O n, tel que G soit isornorph,e à. b x n et tel que Ia' multiplication d,nns le groupe G

s'enprime ilan.c les coordorntées o x n por

(u , r ) ' ( u ' , n ' ) :  ( ,  +  t l , q (u , r - r ' ) ' ( exp (ad ( -d  ) ) n )  ' r z ' )

où q : D x D -+ 1, (r,r ')  --- q(tt , ,u') e.st polt lnorniu.Ie en u,t) '  et oit '  pou,r n d.é.signe le

pro il.uit de C n,rnp b ell- B nlcer - H u.u..s il. orff il' an'-, le. qrou'p e î.

Preuve : Soit g6 une sous-algèble nilpoteute rle g, telle (llre g : 9o * n et soit u rrn

sous-espace vectoriel de gs tel que g : u 0) n; uotous que rl'après la proposition 1.1.19, la

sous-algèbre ss existe' Soit g' I'algèbre cle Lie 9' : u O n tntmie du crochet

[(r, r),  (r '  ,r ' ) l  -  (0, [r,  t , ' ]  + [t , ,  n' ' l  + [n.. r"] + [n' n']).

Les deux algèbres g et g' sont éviclemrnent isornorphes. Soit G' : o x n muni de la loi de

Sroupe
(u,n)  x  ( r ' ,  r t ' )  -  ( t r  f  t , ' ,  ry( t r ,  o ' )  '  ,Ad(exp -u ' )n  ' r r ' )

or\ nous avons écl i t .  cla,ns le gr'ou1>e C;t) - ex|)g0,exPt, X exptr '  :  exp(?r + u') 'q(u,r.") avec

q(r , r ' )  e  [n ,  n ]  c  n.

L'application q est autontatiquement polynomiale comme gs est nilpotente. Le groupe

G' est simplement connexe et a.clnret g' coturne algèlrre cle Lie. Ainsi G' et G sont isomor-

p[es. Un tel isomorphisme est cl'ailleurs <lonué pa.r I'application (u.n) ---+ expu'exp72.

Nous allons maintenant iltloclrrire la notiotr rle ba,se coexponentielle cl'une algèhre de

Lie exponentielle.

L.L.2L- Défi11itiol : Soient g une a,lgèlx'e cle Lie exponentielle et I une sous-algèbre

deg .Onappe l l e  basecoe r1 to r t en t i e l l eà . [ 1  < l ansg tou tebaseE6 : (8 t , . . . , 8 r )  d ' t t nso t t s

espace vectoriel supplémenta.ile q cle $ clans g telle <1ue les solrs espaces b j : Di=, 
OR'B;Ob,

.i : !,. . . ,k, engenclrés par b et les B;,(i S .i ) vérifient les propriétés strivantes :

( i )  b i + t  >b i ' , b r  :  F ,bo  :  b ,0  S  i  S  f t  -  1 .

11
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(ii) Si b; n'est pas une sous algèlrle cle g, alols [1;-1 et f)j+r sont des sous-algèbres de

Qr i : 1 , ' " , k -1 '

( i i i )  L 'apphcat ion

E11  :  IR f r xh -G

( f  t ,  . .  .  , t * ,U )  - -  exp  t rBy  exp t2B2 '  ' "  ' e xp  t tBx  '  exp  [ /

est un difféomorphisme.

Dans ce casr le sous-espace vectoriel q <le g est a1>pelé sorrs-espace coexponentiel à | dans

g .

T2

L.'1,.22- Proposition : Si Cl est, u.rt

ulors pour toute so?t^c-algèbre de Lie l'1 tl.e g,

g.

Preuve : Cf ([Lep. Lucl.]).

gT'o'u,pe tl,e Lie er,ponertti,el d,'u,lgèbre il.e Lie g,

i.l eri,.cte u.ne ba.."e 186, coexponentielle à $ dans

1.2- L'ESPACE DUAL D'UN GROUPE DE LIE EXPONENTIEL.

Soit G un Broupe de Lie exponentiel cl'algèbre de Lie g. Dans ce paragraphe,

nous allons rappeller la description de I'espa.ce dual ô, c'est à dire I'espace des classes

d'équivalence des représentations unitaires in'écluctibles de G. En fait, P. Bernat a montré

qu'il existe une application bijective qui envoie I'espace des orbites coacljointes g*/G de G

rnt ê ([B.C et al]). Pour chaque / € g*, il existe en effet une polarisation I en / et une

représentation rrnitair-e irréchretible z-1,1, dt G clout la classe cl'équivalence ne dépend que

de la G-orbite de / et tout n € G est rle lzr fcx'nre n : 7rr.h.

L.z.L- Déffnition : La représenta,tion acljoint.e cd respectivement ld de g respec-

tivement G est cléfinie pa.r' : poru' f . I' € g, crl -\(Y) : [X, Y] et pour' g : exp X,

o o 1

Act(s)(Y \ - railx y : t ]1"ax;"1r;.
0

I l  en résult,e que expAd(g)(Y) : y .exp Y' .g-t .
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1.2.2- Déftpition : La représentation coadjointe Ad* de G stu I'espace dual g* de

g esi défi.nie par

< Ad,.  (g)1,  X ) : (  l ,  Ad.(g-t  )X >,  X € g,  /  € g ' .

Pour / € g*, nous désignons par G.l I 'orbite de / sotls I'action coadjointe de G ; ainsi,

G.I : {Ad. (s ) I i  seG} .

L.2.3- Définitions : Si I est rut sous-espace vectoriel de g' on pose

( i )  b r (g . ) :  { /  €  0 .  '  / l n  : 0 } , . i r  / 1n  es t  l a  ' es t r i c t i on  de  /  à  b ;

( i i)  bt = b(/) :  {X € g : B{X,lt) :0}, où ,B1 est la. forme bi l inéaile alternée

sur g x g définie par B1(X, Y) :< /, ["f , ]'] 1, X, ]' € g.

Si t1 C f(/) (resp. b : lt(l)), on clit que I est un sous-espace isotrope (resp. maximal

isotrope) pour ,B1.

L.2.4- Définition : Une sous-a.lgèltre 11 cle g est appeiée pola.r'isation en un poiut

I € g*, si elle vérifie les conditions suivantes :

( i )  < / ,  [b, b] ) :  0.
( i i )  dim 5: l@img(l) + d. irns), avec s(/)  :  {X e sl  < / ' [X,s] >: 0].

Cela signifie que I est une sor.rs-algèble <1rri est en rnêtne temps tln solls-espace maximal

isot rope pour  la fo lme b i l inéai le  B{X,} ' ) :  / ( [X,y l ) ,X, ] '€  g.

Ainsi l;o est un homomorphisme, ce qrri rlolrs peruret de défrnir ttn caractère Xt srrr

expb - f / , c ' es tàd i r eunhon romorph i sn recon t i n t r deHsu tT ' : { t €C , l z l : 1 } , de la

façon suivante

11 (expX)  :  € - i < l "Y t ,X  €  b '

1.2.5-Défipitiop : Une pola.r'isa.tiou I eu 1 vérifie la conrlition rle Pukansky, si

. 4 r l * ( cxp (b ) ) / :  /  +  b r .

Au t remen tc l i t s i . f €g *avec /1 , , : r 1 , , . a l o r s i l ex i s t e t :QH-exp$ te l que f :Ad . t ( l ) .

Nous allons désigner par PrrÀ:(/, g) I'ensemble cle toutes les polarisa.tions en / € g* qui

vérifient Ia conclition de PukauskS'.
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1.2.6-Remarque : Si g est nilpotente, alors toute polarisation en / possède la pro-

pliété de Pukansky; en effet Ad.(exp(11))/ est alors ouvert et, fermé clans / + br. Par

contre pour le groupe G : aæ * b, si rous prerrons comme base de son algèbre de Lie

les vecteurs A,B avec [,4,, Bl: B, alors 1>our toute forme linéaire I telle que /(B) f O,le

sous-espacebp : R(A+pB),0 € IR, est une polarisation en / clui ne vérifie pas la condition

de Pukansky.

L.2.7- Théorème : (Critère de Prrkansky)

Soi,t G urL grou,pe d,e Li.e e.xportenti,el l.'u.lqèhre lr: Li,e g. Soien.t / € g* et 11 u.n,e -co'tt.s-

algèbre de g, isotrope ?our lu, fornte 81, t: 'e."| ,  à dire qu.e Br([ l t , t l l )  :  /([b,f, ]) :  (0). Alors

Ies conditions su,iuartte.s sont é.qu.i,uu.Iente..t :

( i )  Ad .  (exp ( f  ) ) ;  :  t  +  bL .

(ii) f, est u,n sous-espace isotrope nt,a.rintn.l pour la. forme Bt,(h e.st une polo.risati.on

en I  )  e t I * b r  CG- t .

(iii) Pour lout point f tle 11L,11 est un,.\olls-e.spate i.sotrope m,o.xi.ma,l pou,r Ia forrne

B+t(ll est une polu.ri.sa.tion ert I + .f ).

Preuve :  Cf  ( [B.C et  a l ] ) .

L.2.8-Remarque : De Ia défurition 1.2.5, il r'ésulte clue si les conditions équivalentes

du théorème précédent sont lernplies, alols l1 vérifie la conclition cle Puliansky.

On connaît l>ien un procéclé stanclalcl dfi à M. Vergne pour construire une polarisa-

tion vérifiant la condition cle Pukar:.sli1'. p,r,,t' cela Soient g ttne algèbre cle Lie résoluble

exponentiel le et 5: (F*);: ,  une bonne srri te cle sorrs-algèll 'es de g. Soient / € g*, lr :  / lr .

la, restriction de / à go et soit gl(h) le rr<x'au de la. folure Blo slrl g& x gr. Posons

f , ( / ,S) :  Di :o s*( / * ) .

L.2.9- Proposit ion: 0(r,S) es!. rnt,e polu,r i .rut ion en I qui aérif ie lu conil i t ion d'e

Pulco,nsky.

Preuve : Cf ([B.C et al]).

t4
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1.2.10-  IJne , ,mesure((  G- invar iante sur  l tespace quot ient  G/H.

Nous supposons toujouls clue G est un groupe de Lie exponentiel cl'algèbre cle Lie

g. Soient pc une mesure de Haar à gauche stu' G et Aç la fohction moclule de G. Nous

désignons par C"(G), I'espace des fonctions numériques continues stlr G, à support com-

pact. Pour toute fonction f e C.(G) et portr totrt c € G, nous savons qrre

(1)  [ tA 'u- t ) t ] r ,c( r . ) :Lc; (a l I f f " la t ,G(r) .
J c  J G

(2) [  f  Ott lL6(v) :  [  . f  U- '  )ac(v)-r , I t , 'c; fu) '
J G  J G

D'autre part ,  i l  est bien conl lu cpre A6,;( ,r '1 : l  t /ét .4r l ( : r)  l -1- . - t race adnlo8" pour torr t

r€G.

Soient .[/ un sous-gr-oupe fermé cle G cl'algèlrre cle Lie I et lrH une mesure de Haar à

gauche sur H. On note LH,G,le caractèr'e cle H à valeuls cla'ns R*. défini par

An,c(/r,) :ffi, heH.

PourX€ [ , ona

As,6(ex1>X) :  'Tr  ods lhx '

Nous désignerons par A,c,a I'inverse de Ân,c ; a'tttrement clit

Ac.a(/r):1.r...(/,)- ': ff#, he H.

Soit /((G,.I/), I'espace des fonctions <léfiuies cle la fa.qou sttivante :

K(G,H): {f  :  G -----* C; f coutiutte à srrppolt compact uroclrt lo H'

(3) (Supp f C f 'Il oir Ii est courpact darts G),

T("  '  h)  :  Lru,c( l t ) . f  ( " )  V; r :  €  G'  Yh e H\  '

G agit sur.I((G,I/) par translatiou z\. ga.uche. Pour .f ec,(G ). écrivons

(4)  Pui ' lu)  :  I  Ac, r r (  I t ) . f  ( t '  ' I )c t1 t  11() , r  €  G.
J H
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Alors, d'après ([B.C et al]), on sa,it cpe I'applica.tion Pn(.f) est contintte et surjective cle

C"(G) dans 1((G,  / / ) .

D'autre part, si f e C.(G) et Pp(f) : 0, alors Jo f @)h : 0. Ainsi, on obtient

s1r K(G,I/) une forme linéaire positive G-invariante unique, à un factetrr constant près,

notée pG.H et définie de la manière suivante : poul F € /f(G,I/),

pc,u(D:  6 F@)t I1tç ,11( ' ) :  I  f@)au"t* l
Jc ln  JG

où / e C,(G) et vér'ifie Pn(.f): F. Il en r'ésttlte <1ue

f f f
(5 )  Ô  ( l  f@ 'h )L '6 , s ( t t ' ) d1 t ,11 ( t t ) )dpç ,11 ( " ) :  |  . f f ' ) dvç ; ( r ) '

J c r ru ' Ja '  J c

Si Aa : Ac sur H, alors;16,g est une lrleslrre G-invariante sur I'espace homogène GlH.

Dans la suite de notle travail, norrs a.llotrs rrtiiiser la notatiott suivante :

dh:  dp.u?t) ,  d i  :  dpc.u(r ) ,  dg :  d , , . .101.

Nous pouvons maintena,nt cléfinir la lepr'ésentation incluite.

L.2,LL- La représentation induite.

Soit I/ un sous-groupe feruré clu gr-oupe localemeut compact G et soit (p, f) rrne

représentation unitaire de I/. On note Iit,(.G,.[/) I'esllace vectoriel cle toutes les fonctions

( : G ------ .F continues à support c.onrpa.ct uroclttlo Il telles que

(6)  ( ( r ' l ) :  L , i , r ,ç t , ' )p( t ' ) - ' ( ( r ) ,vc  e  G,h e H'

Cet espa.ce est invaliant par tra.nslatiotr à ga.uclte.

si  (  e I{ | (G,I /) ,  la fonct ioD G ) r  --+ l l  ( (")  l l2" appa.rt ient à I((G,H); par

conséquent, sur Iip(G,.I/) nous olrtt:norts une u()l' l l le ll .l l, G-iuvariante cléfinie par

l l€ l lî: d ll ((,, ') l l 'y,t,i,.
. rG/ r r

Soit ?1, le complété cle hr,(G,I/) porrr la. nornre ll . ll, . La repr'ésentation induite

r : r(p,f): inrlflp se réalise sur'?/, cle la 'ra'ièr'e suivatite

(7 )  (n ( "XXy ;  :  ( ( ; r : - r  ' y )  Y (  e ' l l , r ,Y  € .  G .
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1.2.l2-Rerrrarque : Soit G un grorrpe cle Lie exponentiel d'algèbre cle Lie g et soit

/  € g*.Si h est rr le sorrs-a. lgèbre cle g suborr lonnée à l ,  c 'est à r l i re clre f ;  est isotrope

pour la forme 81, alors I'application X1(/l) 
- 

"-i1t'lost'),h 
e H. cléfiuit un caractère

unitaire abélien (Xr,1l) du sous-gloupe analytique I/ : exp $. Donc. d'après le paragraphe

précédent, nous pouvons définil la représent,ation induite z.I,tt: indflyl du groupe G par

( " r , r , ( rXX a)  :  €(* - r  . 'y )  Ve e J7o, r ,y  e  G,

où I 'espace cle Hilbert 'Jln est le complété potu' la, nonne l l  l l ,  cle l 'espace Kr,(G,I/) des

fonctions ( : G -------+ C continrres à support compa,ct modttlo I/ telles que

( ( ' '  l , )  :  LL, t ( / , ) r ' r ( / ' l { ( ' ) .vc  €  G,h '  e  H '

Notons eue 711,6 est une représentation urritaire cle G.

1.2.13-Proposition z Si r1,6 e;tt irrédxtc!.i.ltle, a.Ior.c 11 est tt,n'e polo,ri.so'tion en I.

Preuve : Cf ([Lep. Lud.l).

L.2.L4- Théorème : Tou.te représenl,a.tiort. rtrtittti,re irrédu'ctible r tl'\tn groupe iJe Lie

exponentiel G est rnortottti,a.le, c'e.st ù. tl,i,r'e q'u,(.7t - incl,f;1y, ori, y e.st tt,rt' ca,ractère o'béli'e.n

tl,'u.n -cott-s-grou,pe fermé H de G.

Preuve : Cf ([Lep. Lucl.]).

1.2.1-5-Théorème z Soi,t,G u,n, gro'u,pe tl.e. Lie e.rponen,ti,el d''nlgèhre d'e Lieg. Soientll

u.n,e pola.risnti,on ert I € g* el, r : Tt,tt - rirrrlfl,, 6Xt. Alors n e.qt i,rr'é.rl.u,cti'hle si et .cettlemen,t

si \ aéri,f,e Ia con,d,ition ile Pu,lcu,n,.slty, t:'e.,t ti, l.ire qu,e b e Puk(l.g). Dn,ns ce cas, r est

inrlépenrl,unt tlu cltoix tle h, polu.ri,.sn.ti,ort,11 € PtrÂ:(l, g).

Preuve : Cf ([Lep. Lucl.]).

E1 tenant coml>te cle 1.2.12, 1.2.13 et 1.2.15, on obtieut le résultat suivant :

L.2.L6- Théorème : Soient G u,rt gro'ttee il.e Li,e erponen,ti'el il 'ulgèbre d'e Lie g et

I une sous-o.lgèbre i!,e g suhorl,orntée à utt,qtoitt,l,I € g*. Soit r1,5 !0. repré.sentation sur G

intluite par un curu.ctère urtittti.re u.bélit:rt, (Vr,'lf) itt -"ott,s-groupe urtalytiqu'e H - expll.

L7

(8)



CHAPITHE 1. GENERALITES SUR LES GROT]PES EXPONENTIELS

Alors r1.6 e.st irréilu,ctible si, et -seu,l,rnt,ert,t si \ e.st une polarisuti.on en / € g* qui aérif'e

Ia, cond.it i ,on de Pukunslcg. Duns ce c(r.s, v: l t t .h estini lépe-nd'a'nt i lu ch,oit r l 'et l  € Pul;( l ,g).

L.Z.L7- Proposit ion : . toit  G un grorrp" i l ,e Lie exponentiel i l 'algèbre d'e Lieg. Soient

I.I' d,eur éléments il,e g* auec n 1, r! les repré.sentutions irréd.uctibles qu'i leu'r sont associées.

Alors 11 et n'1 sont équiualentes si et.seu,lenten,l,  si I  et l '  sont sur u.ne mêrne G- orbite.

Preuve : Cf ([Lep. Lucl.]).

1.2.I-8-Rernarque : Soit /  € g*. La pr'oposit ion 1.2.9 garantit  I 'existence d'trne

pola.risatiol [; e1 / vérifiant la cou<litiorr cle Pukansky. Du théorème 1.2.16 il r-ésulte que la

représentation 2r1,6 : 2nrifrn qXr est irr'é<luctible et inclépeuclante du choix cle la polarisation

I e PtLk(| g) ; ceci nous permet cle cléfiuil uue application I -- rr - irt'd?rpoXr de g* dans

le dual unitaire ô A" G. D'autle part, clrr théorèrne 7.2.14, il résulte que l'application

pr'écédente est stujective. En plus, Ia, ploposition 1.2.17 ntoutre qu.' la classe d'éqtrivalence

de r1 dépends uniquemeut cle I'orbite

G . I : {Ad . ( r ) l ;  u  €G}cg .

de la forme linéaire / € g*. Par conséqrtent

K  :  G ' l ' r t e 'G

définit une application .Ii cle I'espace

f ) ( g . ) : {G .1 ;  l es . }

cies orbites coacljointes cle G cla.trs L' rhta'l tttrittrire ê de G.

1.2.1g-Définit iop: L'a1>plica,t ion / i  <le ft(g.) . lan. ê est appelée application d,e

Ki,ri,Ilou.

D'autre part, on a le théorème suiveurt

1.2.2g-Théorèpre : L'a,7t7tli.<n,titnt, I.c Ki,r'i,Ilou e.st, rnre. bi,jectiott' le Q(g.) ,l"on, G'

Preuve : Cf ([Puk.l]).

18
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L.2.2L-  Calcu l  du noyau de I 'opérateur  r t .n( f  )  :

Soit G un groupe de Lie exponentiel cl'alg<'rbre de Lie g. Soient / rrn élément de g*

I'espace dual de g,[1 une polarisation en / eI r: rl,h. Soit zr'1 la représentation cle ZI(G)

définie à partir de r par

f

" ,( / )  
:  

J. fb)"kl)ds, T e L'(G),

ori dg est la mesure de Haar sur G.

Alors 7r1 est une représenta.tion ruritaire cle I'algèbre involuti'r'e L\(G); c'est à clire

que pour f e L'(G),tt(/ .) :  (î-r(. f)).  oir f '* est Ia fonctiou cléfinie sur G par'

, f . ( t ' )  -m-{ ,V;r  € G.

Ains i  pour '  t  €  G,€ € ' l ln  e t  . f  €  Lt (G) ,  on a,  :

t f

" t ( /X (s )  
:  /  / ( z ) ( z r ( z )O(g )&L  :  I  / ( z ) ( ( t r - ' '  g )d t t

J G  J C ;

f  , .  - .  i .  .  î  . _ , .:  
/" 

oat(u)/(tr-tX(" . s)rht - 
J"or'(r,.  

s- ')ac(g-')/(s . u-t)((t)du

: I oA' (r,)f(g.,,-r)g(u.;rtu
J G

:  6  [  fU.  ( ' .  / r ) - r ) ( ( , , .  / , )A; t ( , , .  / , ;@a7,7, i
IC IU  J  n "  

' "  / \ \ - .  "  / - ( '  \ .  ' A f f  ( i ' )

(d'apr'ès (5))

: t'",, I r t f 
. h - I .,, -' ) ( fr)' 

r' {r,).r-rTi{ ( u ) a;' ( u . h )
A G l , h ' l

ffidhdù 
(cl'après (6))

I  I  - l  - I

:  6  I  . f  U l  .h - t  .  ' , - r1a; r ( r r )ap (h)L [  (h) r r (1 , ) r lh ( (u)du
.lc1u J n

(après simpl i f i t :at iorr)

:  6  a; ' ( , )  [  f  g .  h . ' , - r ) r r (h)Aà( h\L i (h)r lh( ( , ) rJr i
. lc 1rr J rr

f  |  - l
- -  

Ô  A [1 (u )  |  . f  f g  . h  .u - t  ) r r ( / , )A r r r ; ( / r )dh€ ( r r ) r / r i '
J G I H  J H



CHAPITHE 1. GENERALITES SUR LES GROUPES EXPONE]fTIELS 20

On en déduit que ,
n l f ) { tJ ) :  6  . f  o (s , r , ) ( (u ) r / t r

Jc;1tt

où I/ est le sous-gl'oupe exp [, dù est la for:ne linéaire G-invar-iante uniclue à un fact'eur

constant près, définie sur I{(G,II) et

(e)  f  * (s ,u , ) :  Aâr( . , )  [  fo  .h , .u- t )x , (h)Af l , 'o  &)dh.
J H

Ainsi, on obtient eue 7r1 est un opéra.teur' à. noya.rt, et sott ltoyau est la fouction /'. Si on

prend T e C?(G), on constate cl te . f  "  
e C:*(G x CJ).

D'autre part  pour g,g'  e G et / r .  h '  € H, ()11 a:

f *k .  h ,9 '  -  h ' )  -  / lA 'k '  .  i l )  [  f (u '  t r '  t r '  h ; -1 .q ' - t ) r r ( r )  LàtOt{  @1au
J H

:  Aâ1(g ' )a ; ' (h ' )  [  f  U ' t t ' l t ' - t  ' r l - ' ) x { l r - r  ' r , )n i (  h - t  ' t L )
J H

nF(n-t 'tt)d,tt, (iuvaria.nce cle la rnesule cle Haar)

-  A ; t  (u '  .  l , ' )  [  . f  U  . t t . .  I t ' - t  .  t J ' - ' )L î ( , , )x r ( , , )n f  ( , , ;
J H

a}1ny1,1r,)^A Qt)dtL
, L H ' ! , , ' - , ,: (Ë )* ( /,)xr( /,)a.J' (r,)Aa' ( h' )

"  I  f  k.r , . l t ' - t  'u ' - ' )L i  ( t t ' I t ' - t  laF(1, ' )a i1r , ' t , ; - r ) là(n ' )
J H

Xr( r , '  h . '  
- r )y { l t , '  

)ù t

: t ff I + ( h )Tr( /) )^ à' (t,')A;- (/,' )^à( /,' )xr( h' )À;r (r' )
f  - l  l

x  As(h . ' )  I  t tg  . ' r . . s ' - r  )A f  (u )Af , ( t r )11(z )dr r  (d 'après  (1 ) )
J H

A "  , ) (*g l r ( / , ' ) r r (  L ' ) . f  *kJ.u ' ) .:  (Ë) i (n)Tr( ,  , .o" ,

On en dédrrit que .f' vérifie Ia lelatiou <le covaliauce

(10)  f * (u .1 , , ,s '  .1 , ' )_  Aà. . r ( / , )1 , ( / , )A i i .o (h ' ) r r (1 , ' ' )T^ lg .s ' ) ,
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Vg,g '  € .  G .h , l t , '  €  H .

Dans la suite cle notre éttrcle, norrs écrir 'ons zr(l)au l ieu cle z1(/).



CHAPITRE 2

POLARISATIONS ADAPTEES ET

DIFFERENTES ETAPES D'UNE DEMONSTRATION

PAR RECURRENCE

Dans ce chapitre, nous préparons la formula.tion de la preuve du théorème principal de

notre travail, énoncé au chapitre 4. Pour cela, étant donné G un groupe de Lie exponentiel

d'algèbre de Lie g, nous allons étudier les idéarrx non centraux minimaux de g et donner les

formules explicites de I'action de g sur ces idéaux. Ensuite, nous introduirons des polarisa-

tions nouvelles dites adaptées ou fortement adaptées à. un idéal nilpotent n de g, qui seront

d.'une importance capitale dans la suite de notre étude. Enfin, corune les démonstrations

concernant certaines propriétés des opérateurs à noyaux 
"(f),f 

e Lr(G),,t e G se font

par récurrence, nous analyserons dans ce chapitre les différentes étapes nécéssaires à une

telle récurrence.

2.1- IDEAL NON CENTRAL MINIMAL.

z.L.L- Définit ion :

Soit G un groupe de Lie exponentiel d'algèbre de Lie g. Un icléa.l o de g est dit non

central minimal, s'il est de dimension rninimale parmi les idéaux non centraux de g.

Il est bien connu qu'un tel idéal est toujours abélien cf ([B.C et a!).

Le lemme suivant sera un outil importa.nt cla.ns la preuve du théorème principal.
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2.1.2-Lemme :

Soit G un groupe d.e Lie connere, sirnplement connere, ezpon,en.tiel, d'algèbre ile Lie

g e.t d,e centre y Soient / € g* etn un id,éal ni lpotent et non centro.l  d.e g, conteno'ntlg,gl

et tel que n ne contienne aucun iiJéal non triuial d.e g où I s'annule. Alors n contient un

id,éal non central minimal o ile g, qui se présente sous I'ttne iles formes suiuantes :

( i )  o :RY,  Y€n,  Y+0,  11, \ '  ) :1 .
De plus, il eziste un homomorphisme non triuial À : g -------+ W" tel que

[-x'r'] : À(x)Y, vr e s'

( i i )  o  :  Ryr  + Ry2,  auec Yr ,Yz e n, \ '1 ,1 '2  I  0  e t  l<  l ,Y,  > l  +  l<  l ,Y,  > l+ 0.

De plus, iI existe un homomorph,isme comqtlexe non triuial À : g ------+ C tel que

[x, rt + ir'2f : À(XXYr + iYz), VX c g,

auec \: Àr(1 +ie) où )1 est une forrne l inéa,ire réelle sur g et 0 €. R,d 10.

( i i i )  o :  IRY+ IRZ ,  auecY  €  n \  aG) ,Z  €  n f lS (g ) ,  <  l ,Y  ) - -  0  e t  <  l , Z  ) :  1 .

De plus, i,l existe une forme linéaire réelle. non triuiale g : g ----+ IR, el zz homo-

morphisme réel \ : g -----+ R tels que

[tr,t'] : )(tr)]' ]- p(I)Z, vu e g.

D'autre purt, si À est non triuial, il exi.ste T e g\ n el X e n t'els que

À( - { )  :  ç (T)  :0 ,  À(?)  :  P(X)  :  1 ,

[X,Y] :  Z,  lT,Xl  :  -X m.od.herÀn kerg.

( i v )  o :  IR , f i  +Rr2  +R 'Z ,  auecY l , \ ' z  €  n \ ; (g ) ,  Z  ennr (g ) ,  (  / . I ' 1  ) : (  l , \ ' 2 ) :0

et < l,Z ): 1. De pltts. il eriste tme. fornt.e li,rtéaire com.plexe non triuiale g :

g ----+ C et un homomorphisme complexe \ : g + C, tels qu'e

lu,,y, + it'2]: À(t/xli * il'z) * p(LI)z, vlr € s,
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ùaec ̂: Àr(1 *i0) où À1 est une form.e l inéaire réelle sur g et d € IR' 0 +o. D'autre

par t ,  s i  \  est  non t r i ,a io 'L ,  i I  ex is te Xr ,Xz €.g etT eg\n te ls  qze

À(Xt )  :  À(Xz)  :  P( " )  :0 ,  À(?)  :  e (Xr ) :  ç (Xz)  :  1 ,

IX i ,Y* ] :  6 i rZ ,  L  <  j , k  32

[T, X r] - - X t mod.lcer À f) kerg, IT, Xrl - - Xz rnod.k' er \ À kerg'

Preuve :

Posons oo : lcerlna(g)fln. Alors os est un idéa,l de g contenu dans n et ( /, o6 1- Q;

par conséquent, d'après les hypothèses du lemm€, o0 : (0). Ainsi, dim t f''ln ( 1, car sinon

dim frer(t;r.,")21, ce qui contreclit les hypothèses drr lemme.

1) Supposons que di* ô n n:0.

Soit ounidéal minimal abélien non tr ivial de g, contenu dans n1 on a on3: (0).

Comme g est une algèbre de Lie exponentielle, Ies racines de g suirant o sont de la forme

Àr(1+ id), où À1 est une forme linéaire réelle sur g et d e R. D'autre part, I'application ad-

jointe ad X, X € g, munit I'idéal o d'une structure d. g- module exponentiel irréductible;

alors, d'après le lemme 1.1 du chapitre 6 de ([B.C et al]), dim q : 1 ou 2. De plus, comme

o n A - (0), on a [g' o] I (0). Ce qui prouve (i) et (ii).

2) Supposons que di* t ['ln: 1 :

Si les idéaux décrits dans le cas 1) n'existent pas, alors tout idéal minimal abélien non

trivial de g, contenu dans n, rencontre le centre i de g. Dans ce ca*s. cherchons des idéaux

non centraux minimaux abéliens cle g.

P renons  Z  ea în ,  avec  Z  +Q,e t  (  / ,  Z> :1 ;  poso r l s  f i : g lY -Z  e t  f r :  n lP "Z '

Soit ôunidéa.l minimal (1on trivial) de g conterur clans fr. Alors. comme au cas 1)' on

ad imô :1ou2 .

Si ô est centra,l, alors ô Ç ;(g) n ô; or. sachant que ô est non trivial et que dim

t(g) n fr S 1, on en déduit que ô est nécéssairement de climension 1. Ainsi, il existe Y €
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n \a (g )  avec  (  l ,Y  2 -  0  ( s i non ,  on  remp la ' ceY  pa r  Y ' :Y -  < l ,Y  >  Z ) , t e l q t r e

ô: RY mod.RZ et o : iR.y + IRZ est un idéal non central minimal de g contenu dans n.

On a lU,Yj: g(Ll)Z, VU e g, où g est une forme linéaire réelle non triviale sur g' car

t' / a@)-
Si ô est de dimension 1 et non central, alors il existe Y e n\ l(g) avec ( l,Y >: 0,

tel que ô : IRY mod.RZ et o : Ry + IRZ est un idéal non central minimal de g contenu

dans n. D'autre part, il existe \,g € g* tels que

lLt ,Yl:  ^(U)Y * ç(Lr\Z, VU € g.

Notons que À est un homomorphisme de g, et À est non trivial, sinon ô est central. De

même, cp est n6n trivial, car sinon o est de dimension 1. D'atttre part, comme À et '*r

sont des formes linéaires réelles non nulles sur g: alors kerÀ et kerg sont des sous-espa.ces

vectoriels de g, de codimension 1 cha.cun. Signalons aussi que kerÀ est un idéal de g.

Ainsi, si p - aÀ, avec a € IR, alors [U, Y + aZ]: À(t/Xy + aZ),ce qui nous ramène

au ca,s ( i).  D'autre part, si kerg: lcerÀ, alors g - ûÀ, avec û: Tf#+, oùT Ç ker\; ce

qui nous ramène aussi au cas (i). De plus, on ne perrt avoir âl-I serrs stricte

k6rg C kerÀ ou kerÀ C lcerg, sinon on aurait kerg - kerÀ, ce qui est absurde.

Donc, lcerg I leer\ et, nous supposons que À et p sont linéairement indépendants;

d'où, i l  existe T e kerg,T Ç kerÀ et X € lcerÀ.X Ç kerg, avec (T,X) indépendants

modulo goo : lcerÀfikerg. Ainsi, on a 9(?) : )(X) : 0, À(?) : 9(X) : 1, et lX,Yl: Z'

D'autre part, en utilisant I'identité de Ja.cobi, on vérifie que [[?, -{] + X, Y] : g; d'où

[?,X] + X € ,ber) f l  kerp. Ce qui nous donne (i i i ) .

De même si ô est de dimension 2 eb non central, alors il existe l'r,Yz € n \ 3(g) avec

<l ,Yt  ) : (  l ,Y2) :0,  te l  que ô:  ( lRI ' r  +Ry2)  mod.W"Z et  o :  IP" I1 +RYz * lRZ est  un

idéal non central minimal de g contenu dans n. D'a,utre pa.rt, il existe À et rp des formes

lirÉaires complexes sur g, telles que

lu, l", + i l '21 : )(LT x)i + iu)+ \t(Lr)Z. vu € g.

Remarquons que A(yt + iYz) est un espa.ce propre mod.C,Z de la racine À de g sui'rant

ô. Donc, À : Àr(1 + id), ori À1 est uue forme linéaire réelle sur g. et 0 € IR. Ainsi, À
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est un homomorphisme non trivial de g car ô est de dimension 2 et non central; de

même, <p est non trivial, sinon on est ramené au cas (ii)' et 0 + 0. sinon on est ramené

au cas (iii). D'autre part, étant donné les expressions respectives cle À et Pr on en décluit

que kerÀ, respectivement leerg, sont des sous-espaces vectoriels de g de codimension 1,

respectivement de codimension 2.

Ains i ,  s i  g  -  oÀ,  avec a € C,  a lors  [ [ / , l i  + iYz+tZ] :  À(LIX] ]  * iYz- t .aZ) ,  ce qrr i

nous ramène au cas (ii). D'autre part, kerg f ker\, car leurs coclimensions respectives

dans g sont différentes. Ainsi, nous supposons ici qrre \ et g sont linéairement indépendants

et  q t re Àest  non t r iv ia l .  Parconséquenl ,  i lex is te T eg avecÀ(?)  l0 ;  notonsque? (  n ,

ca.r n C ker),. Dans toute la suite, nous supposons que À(?) : 1.

Soit un vecteur quelconclue U € g; alors. oll a. :

llT,u),(Y + iYz)l
: lT,ll,y, + i]'zll - lU,lT,y * it'zll

ceci d'après I'identité de Jacobi,

: [?, À(uxvt + iYz) + e(u)z] - [u' À(")(yl + i1'2) * e(T)Z]

: À("))(UXv' + iY2) + tpQp,(Lr)Z - À(")À(t/)(Yt + iYz)

+ tp(U)^(T)z

: (À(u)cP(") -  À("),?Gr))Z-

Il existe un vecteur t/0 € g avec [[", Uol, (yi + il'z\l # 0, c'est à dire que

ç(Uù:  À(Uo )çQ\  -  ^ (T)ç(Lro)  *  0 .

car, sinon ç(U): ffi,l1Ci),Vt/ € g, ce clui est absurde! car À et g sont linéairement

indépendants.

Ainsi, on vient de montrer c1u' i l  existe L" : lT.Lf(r l .Lr '  € g n n. tel que À(U') :  0 et

?(u,) f  0, c'est à dire que u, Ç kerg et LI '  € À,erÀ. Donc, en supposant que 9(u') :  L,

on obtient
'.LI' 

,Yt I iY2): 2,
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ce qui entraine que [U', Yt]:  Z,lU',Yzl:0.

D'autre part,, en utilisant les calculs précédents. on r'érifie que [[I, U'l+U' ,Y +lYr1 :

0 ; d'où [T, U'l + U' e ker)' 1\ le erp.

Posons U" : [-T,U']. Alors, d'après Ie raisonnement précédent, on obtient que

^(U") :0 ,  g(U")  :  1  et  lT , t l " l+U" e kerÀnlcerg.  De p lus,  (Lr ' ,L" ' )  sont  indépendants

modulo goo : Icerg À kerÀ.

D'autre part, on a aussi fU",Y, + iY2l : Z' ce qui entraine que lU" 'Y'l : Z et

fU".,Yr1 :g, d'où en posant Xr: U'rX, - (J", on obtient Ie résultat cherché. Ce qui

achève la preuve du lemme.

2.2. P OLARISATIONS ADAPTEES.

2.2.L-Dêfuritions :

Soient G un groupe de Lie exponentiel d'algèbre de Lie g. Soient aussi n un idéal

nilpotent de g contenant [g,g] et / € g..

Alors, une polarisation [1 en / est dite :

- adaptée à n si [; 1^l n est une polarisation en /1. i

- forternent ailaptée à n si t1 est adaptée à n et si I est g(/1.) - invariant, où

g(/t") :  {X e gl < /, [X,n] >:0] désigne I 'algèbre de Lie du stabil isateur G(/t")

de /1" dans G.

2.2.2-Exerrrples :

2.2.2.L- La polarisation de Vergne passaut par n :

Soient g une algèbre de Lie exponentielle, / € g* et n un idéal nilpotent de g contenant

[g, g]. Soit aussi 5 : (gt)L' une bonne suite de sous-algèbres cle g. qui passe par n: cela

signifie que

g :  go  )  g r  ) . . . )  g r :  t t  )  9 r+ r  )  " ' )  0 , , ,  :  { 0 } ,

avec dim gr/g*+r : 1 pour 0 < À: ( n?n et 5 est telle que si g1 n'est pas un idéal de g,

alors 96-1 et gr+r le sont et ç1r-r/g*+t est un g-module irréductible.

En 1.2.9, nous avons vu que b(r,5) : DLo gt(lr) est une polarisation de Vergne au

point I € g*, qui vérifie la condition cle Pukansky. En plus, d'après le théorème 5.1, Ia
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remarque 5.2 f) et le corollaire 5.5 de ([Mol.]), b(r,S) est fortement a.daptée à n et stable

sous I'action du stabilisateur G(/) de / dans G.

2.2.2.2-

Soit g I'algèbre de Lie résoluble exponentielle de dimension 4, de ba^se

( Xr,Xz,Xs,T >, définie par les crochets suivants lorsqu'ils sont non nuls, les autres

étant nuls ou obtenus par antisymétrisation :

[?, Xt] : Xr, [2", a.r] - -X2'

Soit d'autre part / € g* définie par

l ( T )  : 1 ,  / ( x1 )  : 0 ,1 ( '  z )  :  1  ,  / ( Ï r )  :  0 .

Alors g(r) :< Xr,Xs ) et par conséquent b:( fr,Jfz,Xs ) est une polarisation réelle

au point l.

Posons r:( X1,X2 ); alors n est un icléal ni lpotent de g, qui est égal à [g,g].

D'autre part, si nous posons

go  :  (0 ) ,  9 r  : (  X r  ) ,  Ez  :1 ' {1 ,  X2  ) ,

9s :<  X t ,Xz 'Xs  ) ,  Es :1 . { t ,Xz .Xs ,?  ) :  S ,

alors, on constate que la suite (go,gr,gz,g:r,ga) est t tne suite de.Jordan-Holder de g qui

passe par n; en plus, on a

4

b:  t  g i1 i ) : (  - { r . . \2 , - {3  ) .
j = l

Donc I est une polarisation de Vergne en /, clui passe pa,r' n. D'après 2.2.I. I est fortement

aclaptée à. n et I vérifie Ia conclition cle Pulu.nskl'.

2.2.3-Remarque : On peut définir une algèbre cle Lie exponentielle g, un idéal

nilpotent n de g contenant [g,g], "t 
une polarisatiorr $ en ttu point I € g.. tels que [) soit

fortement adaptée à n et I ne soit pa.s une pola.risation de Vergue.
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En effet, soit g I'algèbre de Lie résoluble exponentielle de dimension 8, de base

1A,B,H,S,T,[J,V,Z >, définie par les crochets suivants lorsqu' i ls sont non nuls, les

autres étant nulr ou obtenus par antisymétrisation :

lA,Bl : H, lA, Hl : u, lA,v1 : 2,

lB ,  Hl :  V,  lB,Ul :  Z ,  [ ,S '  A]  -  2A,

[s,B] -  -28, [S,t / ]  -2U, [ ,S,y] -  -2V,,

ÏT ,A l :  A ,  lT ,B l :  -8 ,  lT ,s1:7 ,

lT,Lt l  -  Lt,  [T,\ /7: - \ ' .

On constate que g est une algèbre de Lie résoltrble exponentielle non nilpotente.

D'autre part, soit I € g* définie par

< l ,Z  ) : 1 ,  < - I ,A  ) : (  l ,B  7 -< . l ,H  > :0 .

<  J ,  S  ) : (  l , T  ; : < - | ,U  > -<  l ,  V  ) :  0 .

Alors le centre de g est a(g) :< Z >,el I'algèbre de Lie du stabilisateur de / dans g est

g ( / ) : <  H ,Z> ;  a i ns i , onvé r - i f i eque t ) : 1  A ,H .T ,U ,Z>  es t t t nepo la r i sa t i on rée l l een

T.

D'autre part, soit rt :( A,B,H,(J,Ir,Z >: [g,g].Alors n est tur idéal ni lpotent de g

de pas 3, et I'algèbre de Lie du stabilisa,teur clans G : exp g de la restriction de / à n est

définie par

g ( / t .  )  : 1  H ,  S ,T ,  Z  >  .

De même, I'algèbre de Lie clu stabilisa,teur cla.ns N - exp n de la restriction de I à n est

définie par

n ( /1 "  )  : 1  H .Z  >  .

Ceci nous permet de vérifier que $ O n :( A,H,[J,Z > est une polarisation en /;^ et

que b est invariante par g(lt").Donc I est une polarisation en / fortement adaptée à n.
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Néanmoins, f; n'est pas une pola.risation de Vergne. Pour le prouver. il sufiÊt de montrer

qu' i l  est impossible de trouver une borrne suite 5: (gi)o<iSs de sous-algèbres de g tel le

que
8

b : t si\).
j=o

Supposons qu'nne telle suite 5 existe. Puisque g est complètement résoluble, toutes

les racines de g sont réelles et tous les termes gi d" la suite 5 seraient des idéaux.

Soit 91, le pius petit idéal non nul de la. suite ,S.

S i  X1  :  A+a lB Iaz ï  *a3S*c raT+n5 [ i  +noV*  a iZ  €  g1 ,  â \ ' ec  o ;  €  R (1  S i  <7 ) ,

a lo rs  X2  : lB , i L r l  :  -H  +a2V *2a38  +o , .B+asz  €  g r .  A ins i , ( f t 'X2 )es t  un  sys tème

libre de S1 avec dim 91 : 1, ce qui est absurde.

Donc Xr  :  A*arB*azH +ca^S+c4T+asLI  +G6V +a7Z É gt .  D"  p lus,  en ut i l isant

Ia même argumentation, on consta,te que les composantes de tout vecteur Xr € 91, suivant

les directions de g autre qiue Z sont nulles; d'oir Xt : aZ'a'vec tr € IR" Donc'

9 t : (Z> '

Soit 92 € 5, tel eue gr C gz et dim 92 - 2.

S iX t  :  A *a1B*a2H*a3S*aaT*a5 [ J  *asV  €  92 ' aveca ;  €  IR ,a l o r s

[B,Xr ]  
-  -H *  azV . r -2a3B + tAB *  asZ € gz.  Posons X2 -  -H *az\ '  *2asB *  a4B.

On constate que,(X1 ,Xz,Z) est un système libre de S2 avec dim 92 : 2, ce qui est absurde.

DoncXr :  A+a rB laz ï  *agS  *o ,4T*asL l  + r ' , - 6 I i  Çg r .D "  même ,onvé r i f i eq r re

les directions B et .I/ n'appa.rtiennent pa.s à 92.

Si Xl :  .9 * aaT * a5U + oaV e. g2, alors en preuant û.1 : -2,as: oG : 0r

on vérifie que (S -2T,2) est une ba,se d" gr. Si par contre tt * -2, on constate que

([4, Xt], [8, Xr], Z) est un système lible d" gr, ce cltti est absurde. De même, Xt : T +

o4[J * oaV ê 92, sinon, on obtient une a.bsrrrcliti'r. Par contre, c'n vérifie que ([/, Z) otr

(V, Z) sont des ba-ses possibles d" gr.

Finalement, on consta,te qu'il y'a trois choix possibles pour S2 :

30
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Soit 93 € ,S telle eue gz C 93 et dim 93 - 3.

Alors, en utilisant I'argumentation précédente, on constate qu'il y'a trois choix possi-

bles pour 93 :

9s : (  S  - \T ,U ,Z  ) , 9s  :<  S  -2T ,V ,Z  >  ou  9s : (  f ' r ,V .Z  >  '

On remarque que S3 ainsi définie est abélienne. Donc, on devrait avoir 93 C f , ce qui n'est

pas le cas, ca,r S - 2T et V n'appa,rtiennent pa-s à f;.

Ceci achève notre preuve.

2.2.4- Proposit ion :

Soient g une algèbre d,e Lie exponentielle et t1 une polarisation en I e g* fortement

ai laptée àn, oùn estun id.éalni lpotent de g conl.enant [g,g]. AIor. ' f i  uérif ie la condit ion

ile Pulcanslcy et

t l  :  ( t t  f l  n)  + 0 n g( l t "  ) ,

où t1fl  g(l t" ) est une polarisation en l lsrtt^)

Preuve :

( i) Posons br:t l  n g(l l") et montrons que b : (b n n) * l tr.

Comme par construction (b n n)* I)r C [;, il nous suffit de montrer I'inclusion inverse.

Soit X € l l ;  alors on a:

(ad-  (X)(11.  ) ,  b  n n)  :  ( / t "  ,  ad(  -X ) f  n  n)

I I'':: i:ll ,r'e porarisation en r

Ains i ,  pour  tout  X e t ) ,  on a nd*(X)( /1")€ ( t t  nn) t (n*) ,  ce qui  impl ique que

ud , * (11 ) ( / 1 . )  c  ( 11  o  n ) ' ( n . ) .

D'autre part b C n est ma-rirlal isotrope c:a.r l; fl n est rure polarisation en (/1"). Donc

( t l  n  n ) r (n * )  :  ad* ( I1o  n ) (11 "  ) .
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Par conséquent, comme cd.(11)(/1") c (t l ft n)a(n.), on en déduit q.ue ad*(\)(11.) c

ad.(bn n)(11"). Cela signifie que pour tout X € b, i l  existe Y Ç. tt l l  n tel que cd*(XXJt.) :

ad*(Y)(11^), ce qui entraine que cd*(X - yX/t" ) : 0. On en décluit que

J( - l ' eg ( /1 " ) .

Ainsi, nous venons de montrer clue pour tout X € b, il existe Y € (b1n) et Z e

(b n g(tt" )), Z : x - Y, tels que X : I' * Z. D'oi 11 c (l) n n) * 16 n g(/1" )) ; et l'égalité

t l  :  ( l l  n n) *  ( t l  n g( l t "  ) )  s 'en sui t .

( i i)  bt est une polarisa.t ion en /1 : Jlrr, tn).

-f1 est subordonnée à / lrr,r", car $ est une polarisa.t ion en / 
"t lbt,bt] C [b'fr] .

-$1 est maximal isotrope par rapport à la forme bilinéaire 81, définie par :

B t , ( u ,u ) :  ( / 1 ,  [ z , u ] ) ,Yu ,u  € .  g ( l t " ) .

En effet, soit u e g(/t" ) tel que

( / t ,  [ l l t ,  u ] )  -  0 .

Alors :

ad*(u)( /1"  ) ( [  n  n)  :  0  et  ad*  (u) (11 ;111t  I  :  (0)  :

ce qui implique que (ad*(ux/)Xb) : 0. Pal consécluent t, € b car $ est maximal isotrope.

Finalement u € g(/1")nb: f 1 ce qui entraine rlue $1 est maximal isotrope. Donc f1

est une polarisation en l ls(rt").

(iii) b vérifie la condition d_e Puka.nsky.

Montrons d'abord que

( * )  /  +  (n  +  t )  n  9111"  ) )a(g* )  :  ( / /  n  G( t1" ) ) ' / ,

où I/ - expf et G(11") est le stabilisa,teur clans G de la restriction cle / à n. Comme

(I/ n G(/1")) ./ C / + (n + I) n g1/1" ))r, il norrs suffit de montrer I'inclusion inverse.
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So i tp  -  l+qe t I  (n+bng( / t " ) ) r ,  o i r  qe l *  (n+bng( / t " ) ) r .  Comme [g ,g ]  cne t

g ( / )cbng( / t " ) ,a lo rs

[g,s] + g(/) :  ?æ(c]) c (n + b n s(/r")) ;

donc

(n  *  b  n  s( / t "  ) ) rcnz(0)- .

D'autre part, étant donné clue / 4 nz(C2)rCCJ. I cf ([B.C et a.l] chapitre 2), on en déduit

que

P : l *q€G ' I '

c ' es tàd i r equ ' i l e x i s t e r : expReGte l c l r r ep : l aQ : r . l :Ad , * (exp ,R ) / .On remarque

que r€G( l ; " ) ca r

" '  
( l l " )  :  ( t '  / ) 1 "  :  ( / *  q ) t "  :  l l ^ .

On constate aussi que r - exp R e H. En effet, cl'une pa,rt

r  - l ( \ ) :  ( /  +  q) ( t ; )  :  / (g )

car g € bt(g.). D'autre part, on a

r . I ( l ) ) :  ( t ,Ad(r- ' ) t l )  :  ( / ,Ë #,
I ; :0

: ( , ,1)) f  (ad.(R)/, t))  +(/ ,ËP,
k: '2

:  ( r , t , )  *  (o .d. ( l?) / ,11)  ca, r  Re g( / t . )e t  [g ,g]  est  cot t tenu dans n.

Donc, on a nécéssa,irement (ad.(R.)t,t)) : 0, ce cltti impliclue que R € | car l; est maximal

i so t rope .D 'où r€ I / .

Ainsi,

p :  I  +  Q :  t "  '  l  €  ( / /  n  G (11 "  ) )  ' l ;

d'où

,  + (n+ b  n  g( /1"  ) ) '  c  (H n  G(11^) ) '  / ,

33



CHAPITHE 2. POLARISA?IONS ADAPTEES ET DIFFEREAITES... 34

et l 'égali té t + (n + b n g(/1" ))r :  (H f l  G(/1" )) .  I  s 'en suit.

Montrons que:

( * * )  H . l : l + t t - .

Nous savons que I/ .I C I + br ; donc, il nous suffit de montrer I'inclusion inverse.

So i t  g  :  l *qe  I *  f r  avec  qebL .  P ro je to l s  g  su r  n * ;  a lo rs  on  a :

9 l ^ :  l l .  *  q l "  avec  q  e  ( l ;  n  n ) r .

Mais comme n est une algèbre de Lie nilpotente et clue [1 f) n est trne polarisation en /1n,

alors [7 fi n vérifie la condition de Pukansky, ceci d'après la remarque 1.2.6.

Donc  i l  ex i s te  r r€  H  nN te l  que  on ' ( / ; " ) :  / 1 "  *q l ^ .  On  cons ta , te  que

(g  -  *n .  /X " ' )  :  g (n ' \ -  ( , t ' n '  l ) ( r z ' )

:  çc(n. ' )  -  (en .  ( /1"  ) ) (n ' )

:  p (n ' )  -  ç@' )

- 0 pour tout n' € n.

Ceci implique que g - e n. , € nr(g*). D'autre part, pour h' e b, on a :

( ?  -  * n  ' JXh ' )  : gQ t ' )  -  ( " ' n ' lX / , ' )

:  / ( / r , )  *  q ( t t ' y  _  l ( l L )  _  q , (h , )

ca , r  r cn . l : l +q '  e  / +b r ,  avec  g ' €$ r

-0 .

Ceci implique que g - rn./ e I)'(g.). Finalemellt, on en cléduit que :

p  - : r : n . l  €  ( n  +  b ) r .

Pa r  conséquen t .  i l  ex i s te  î ,  e  (n+0 ) t  t , e l  c l t e  ? : ; r : n ' /+  L ' .

O r ,  comme (n  *  t ) ) t  C  (n  +  ( l l  n  g ( /1 " ) ) ) r  e t  rpe  d 'ap rès  ( * )  (n  +  b  n  g111 . ) ) r  :

od*(h ft  g(l t .  ))1. on en déduit que

4 ,e .  ad* ( )  n  g (11 " ) ) / .
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Donc i l  ex is te u e b n g( l l "  )  te l  que 4,  :  ad(u\ I .

on remarque que xn.(ad*(u)l) :  ad-(u)/ '  En effet. pour tout }. € g. on a :

xn'(ad*(u)'xv) 
:oroono.'ru,'uJ,,8&) où expxn : cn

I i=0

= (ad,* (u)I, l ') + (na.(tr)l, Ë #r'
À-= l

et comme ad,*(tt) l  e [g,g]r "t DË, #"]I € [g,g], alors

(ad. (u)t,Ë "n*t;i*" '" ) : o
l = l

et on obtient l'égalité cherchée.

Ainsi, moyennant les résultats précédents, lor$ venons de montrer que pour tout

v e l+ br, i l  existe rn : êXpXn € I/ o. lÛ et tr € [) n g(l l") tels que :

g  :  xn( l  *  ar l . (u) / )  :  f fn  'Ad*(exPz) l

:  -4,d*(exp Xn )Ad*(exp u)/

:  ( cn  . exp t r )  . l  e  H  . 1 .

Donc / + br C H .l; ce qui a.chève notre pretlve.

2.3- DIFFERENTES ETAPES D'UNE RECURRENCE.

La preuve du théorènre plincipal du clta.pitre 4 se fela par récurrence. Dans ce para-

graphe, nous a,nalysons les différentes étapes nécéssaires à une telle récurrence.

Nous supposons toujours cpre G est urr groupe de Lie connexe simplement connexe,

exponentiel d'algèbre de Lie g, et I € g*. De plus, nous considérons n un idéal nilpotent

de g contenant [g,g], b une polarisa.tion en I fortement arlaptée à n et t -- indfqyl,h une

représentation unitaire irrécluctible de G. Alors, on a alt moins I'un cles ca.s suivants :
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2.3.L- ler cas :

dim G : 1, c'est à dire que G : R. On constate que G est abélien et que n : g :t) :

R. D'autre part, ce cas n'est qu'un cas particulier du ca^s plus général où G est un groupe

abélien de dimension rn.

2.3.2- 2eme cas :

Il existe un idéal non brivial o de g contemr clans n tel que ( /, o ): 0. Dans ce cas, o

est contenu clans b par maxirua.lité, puisclue I) * o est encor-e une sorls-algèbre subordonnée

à l. Dans le raisonnement pa.r ri:currence, on passe à I'espace cpotient û : gIa et on définit

i rur f. de la manière suivante

< i ,-{  * o >:< l , f  > V.\  e g.

Nous posons aussi i : nl s,6 : b I s. On remarclue clue [] est une polarisation en i fortement

adaptée à fr. Dans ô, on pose i :inclèçrxi,iri alors zr :îr oP. Et comme

dim fr < dim g, on fait la récurrence sur la, climension cle G, en passant de G à ô.

2.3.3- Seme cas :

Il n'existe aucun idéal non trivial h de g oir / s'annule I alors le centre 3(g) cle g est

de dimension inférieure ou égale à 1.

Dans un premier temps, nous supposons que n ne contient aut:un idéal non central de .

g; comme n est un idéal de g et cpre clim ;(g) ( 1, on en cléduit que n est central et dim

ns1.
Si dim n:0, alors n: (0) 

"t [g,ç1] : (0). Ainsi g est abélienne. ce qui nous ramène

att 1"tco.*.

Si dim rt : 1. alors n : W"Z ayec Z central et ( /. f 2- 1. Or. étant donné qrre

[g,g] C n: IRZ, alors si [g,g] :  (0), cela, norrs rarnène encore au 1"'cas. Si par contre

[g ,g ]  :  F *Z :  n ,a l o r sges t r r nea lgè l r r ec l eHe i senbe rgdebase ( . { r , . . . , f - . ] ' 1 , . . . . ] ' ^ , 2 ) ,

avec

lX i ' l t i l :  Z '

[X ; , ] t r l  :  [ ] : ,Y r , l  :0 ,  1S i  +k1m, .
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Par conséquent. on vérifie que f1 : Di:, R',)'; + IR.Z est une polarisation en I fortement

adaptée à n. Notons aussi que dans ce cas toutes les polarisations en / sont fortement

adaptées à n.

Nous supposons à présent que n contient des idéarrx non cent,raux de g. Alors n est

non central et il existe un idéal non central minirnal o de g contenu dans n qui se présente

suivants les différentes formes données dans le lemme 2.I.2. Nous sommes donc amenés à

considérer ces différents ca-s :

2.3.4- 4eme cas :

Ce cas correspond au cas (i) clu lemrne 2.1.2 oir gs : À:erÀ est un idéa.l de codimension

1 de g contenant g : IRY et contenant nr ca.r' À est, une racine cle g. De plus, on constate

que

go :  { [ /  e  g f  a .d *L t . ( l l " ) : 0 ] :  g ( l t " )

est I'algèbre de Lie du stabilisateur dans G cle l;". Ainsi. il existe -T € g, X É go tel que

g: IR-{Ogo. Nous choisissons -{ tel que À(X) : 1 et } ' tel que /(} ')  :  1; nous supposons

aussi que ,(X) : 0, car sinon nous rempla.çous I par J[ - r(-{)y. De plus, comme û est

de dimension 1, nous I'identifions à IR.

Nous posons Go - expg6. Alors G: explF:f .G0 et les éléments de G peuvent être

écrits sous la forme de couple (t,go),t € IR, go € Gs et (t,go) : expfX '9o € G.

D'autre part, on vérifie que b C go. En effet, étant donné que f, est une polarisation

en /fortement aclaptée à n, a, lors d'a.près la proposit ion 2.2.4,[t  C g(11")+n; puisque g(ft")

et n sont contenus clans 96. on en décluit que l) C go et vu la, maxinrale isotropie de $, on

a oC f .  A ins i  Y e go( /o)  C b.  avec /o  :  / lno.

D'autre part, b est une polarisation en l0: /lro fortement adaptée à n C gs. En effet'

comme [1 est une pola.risation en I fortemeut adapti'e à n. alors potrr montrer que 11 est une

polarisation en /6, fortement adaptée à n. il nous suffit de tnontrer q.re I est rrne polarisati<>n

en 16. On remarclue que [1 est subordonnée à. ls et clue dinr t1: l@im go * 1 *d.im' g(l)).

Donc pour achever notre preuve! il notrs srrffit cle nrontr<'r clue clim go(lo) : dim g(l) + f '

ce qui est réalisé si gs(/s) : g(/) O Rli
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So i tX  É  go ;  ona< , , [X , y ]  2 :  À ( I )  l 0 ;  < l ' oùX  Êg ( l ) e t 'Y  S  g ( l ) .Donc

g ( r )  C  g0 , , cequ ien t ra inequeg( / )  C  0o ( /o ) ;  e t  commeY e  go ( /o ) ,  a lo rsg ( l )6Ry  C  go ( lo ) .

Réciproquement, soient v € go(/o) et r ç go avec À(x) : 1. on sait qrre

< l,lv,go] >: 0; donc, pour montrer que V e g(t) O IRy-, il suffit de trouver o € IR,

tel que V - a\' € g(r). Pour cela, nous prenons a : - ( t,[I' '.T] ) On sait que

< t , l v  -  aY ,go ]  ) : 0 .  D 'au t re  pa r t ,  (  t , l v  - . t y ,X ]  ) : (  t , l v ,X |>  -a  <  l , lY ,X ]  > :

- ( l *a :0 .  Onendédu i t  que  I /  - aY  e  g ( l )  ;  d ' où  go ( lo )C  g ( r )ORI ' .

Par conséquent, on a bien go(/o) : g(/)ORl'et $ qui est une polarisation en /6 : l lno

fortement adaptée à n.

On pose ro: indGHoXro,q. Alors 7rs est une représenta.tion unit,aire irréductible de Ge

et on a 7r : 1rt,tt = i,nd$otrs. Et comme dim Go 1 dint G, on fait la récurrence sur la

dimension de G, en passant de G à Go.

2.3.5- Seme cas :

Ce cas correspond au ca^s (ii) du lernnre 2.L.2. Il s'a.git de I'analogue complexe du

4è*"cas. Ainsi, comme dans ce dernier cas, $s: À:er') est un idéal de codimension l de g

contenant o: ft}'r +Ry2 et contenant n, avec Ii,I'; 4lG). De plus'

go  :  {U  e  g l ad *L r ( / t " )  : 0 }  :  g (11 " )

est I'algèbre de Lie du sta.bilisateur dans G de /1" ; et pour les mêmes raisons qu'au cas

4, a Cb C go et yl, Y2 e gs(ls) C I). De même on vérifie que b est une polarisation en /6

fortement adaptée à n; pour cela, il suffit de montrer que dim gs(lo) : dim g(/) * 1, ce

qui est réalisé si gs(/s) : g(l)O IRI'r * Rl.z.

So i t  X  êgo ;  on  a (  / , [ f . ] ' 1  + i ] ; ]  > :  À ( - \X<  / , ] i  >  + l  11 , ] ' 2> )+0 ;  c l ' où

X É g(r) et Y1 ou bien lz # t l( l) ,  car si I ' ; .) ;  É tt(/).on peut toujours remplacer Y2

parY/  € g(J) .Donc g( l )  C So.  ce c lu i  ent ra, iue que g( / )  C go( lo) .A ins i

g(l) + Rli + IP-'l'z c 9o(/o).

Réciprocluement, soient I/  e go(/o)et X f gs avc'c )(I ) :  1; i l  existe cles réels ( l l ,o2,

tels que
(  I ,  [u ,  X]  > +o1 < I ,  [ l i . I  ]  +  o '2  1 l ,  [y2,  . I ]  >

:1 I,  [ t , ,  . \  ]  ) -ctr ( / , I ' ' r  ]  -c,z < l ,Y2 ): 0'
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On en  dédu i t  que  (  l , [ u *a r ] i  *  o2 l r ' 2 ,X ]  > :0 ;  e t  comme u*a rYr+d2Y2  €  g0 ( r0 ) '

a l o r su *a rY r+6 .2Y2€g ( / ) .D 'oùgs ( / s )  Cg ( t )+ lR l ' r +Ry2e tonob t i en t l e résu l t a t

cherché. Comme au  è*9caq dim Go ( dim G; donc la récurrence se fait da.ns les mêmes

conditions.

2.3.6- 6eme cas :

Ce cas correspond au cas (iii) du lemme 2.I.2, avec o : IRY +VlZ.Y É. a@), Z e A@);

de plus, pour tout U € g, on a [U, ]'-l : À(tl)t' + çrc\Z. avec tp qui est une forme linéaire

non triviale sur g et À un hornomorphisme réel de g. Dans ce cas. nous supposons que

À est non trivial. Par consécprent. g0 : kerÀ est idéal cle codimension 1 de g différent

d" go - kerg qui est une sous-a.lgèbre de coclinrension 1 de g; et puisque À et g sont

indépendants, goo : g0 fl g6 est un idéal de coclimension 2 de g.

Dans la suite, nous distinguons plusieurs sous-ca.s en fonction des relations d'inclusion

ou de non-inclusion qui existe entre g(l)' b et 90,90.

2.s .7-  Cas 6a :  g( / )  É go.

Dans ce cas, b Ç go.Nous posons

lo :  / ; ro ,  bo :  I )  o  go,  Ho :  exPbo,  Go :  exPgo'

Alors, on constate que fo est une pola.risation en /0 fortement a'daptée à n C g0; donc,

d'après la proposition 2.2.4, f0 vérifie la condition cle Pukansky en 10. On en déduit que

no : indcaooxlo est une représentation unitaire irréductible de G0. De plus, comme g(I) É

g0, alors d'après ([L"p.Lud.]), n : i.ncIGHIl est une extension cle r0. Ainsi, la récurrence

se fait sur dim g en passant de g à go.

2 .3 .8 -CasGb :  0Cgoo .

Dans ce cas, Gse - exp gss est un sous-groupe distingué fermé de G de codimension

2. contenant I/ - exp [1. Nous choisissons ? e go tel qtre T 4 go : nous savons qu'rtn

tel ? existe cæ go I go 
"t 

? ç! goo. Ensuite, nous c()rtsidérons le sous-groupe fermé

Go = explR?.G00 : G(t la) de G; Go est uu sous-groupe de codimension 1 de G

contenant If. Puisqu'il existe X € g'r tln, X É go tel que [-{, Y] : ; (cf lemme 2.L.2), alors

G : exp IRX . exp IR? ' Goo.
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Nous posons

/o : /lno ',.too : indcrooXloor?T0 : i 'zd?f,onoo'

Alors, r : indïono et la récurrence se fait sur dim g en passant de g à gs.

2.3.9- Cas 6c :  11 (  go . t  g(,)  c go.

Nous montrons que ce cas se ramène au cas précédent. En effet, Dans le cas présent

b É goo.De plus, étant donné que [ ,  :  bo * [11 avec I)o :  b t^t  n C 90,br :  b n g(/1.)  et

queb  Égo , , onendédu i t gueb r  ( - go , c ' es tàd i r equexb r )+@.  -A , i us i , ona le résu l t a t

suivant :

2 .8.10-  Lernme z I lex is teT e b te l  queT 4 g( l )  aaec À(T)  10.  e t i l  er is te  S e g( / t " )

te l  que < l , lT ,S]  >:  1 .

Preuve :

Comme À (bng ( r t " ) )  + (0 ) ,  i l e x i s t e  T :To tT te  [ ,  avec?o  e  bo ,T  €h  e t  t e l  que

\(T) t '0; notons que ? É g(t) car À(g(J)) :0. Par conséquent, i l  existe S e g tel que

1l, lT,S] >l 0; de plus S êtl  car I est maximal isotrope.

Si < r,[?,g(l l")]  >:< l , lTr,g(/1")l  >l (0), alors le lemme est démontré. Signalons

qu'on peut aussi prendre T : Tr € g(/t").

S i  par  contre 1 l , lT ,g(11")J  ) : (  I , [? t ,g( / t " ) ]  > :  (0) ,  a lors  pot t r  tout  W €.n,  on a:

< / ,  [g( /1"  ) ,  T]  >:< / ,  [g( / t .  ) ,  I4 l ]  >= (0)  ;

ce qui entraine que

< / ,  [g( l l "  ) ,T -  I4z]  >:  (0)  :

d 'où < G -14/)  ' / ,g( / r " )  > :  (0) .  On en dédui t  que (? -  I l ' )  ' /  e  g( /1") '  c  t l t  -  b ,  car

b c n+g( / t " ) .
Ainsi T -IU e \; ce qui impliclue que I4z € t;. Par consécptent' n C [1 ; de plus,

comme $ est une polarisation en /, < /, [ t),n] >: (0); ce clui implique que b C g(it .) '

Montrons que t) est strictement contenu dans g(/1" )'

En effet, si cela n'est pas vrai, alors t) : g(tl" ) ; ainsi pour tout 5' e g(11" ) et pour tout

T '  e  t ) ,on a (  / ,  [S ' ,  T ' ]  > :0.  Or ,  b  :  l )  l l  n  *  b  n g( t t "  )  :  n  + g( t l "  )  e t  I  n  90 :  n  + g0( l l "  ) ,
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avec g0(/1") : g(ll^) n go. De plus, on sa,it cpe $ 1^l g0 est une polarisation en l0 : Ilno 
"t

g(l) C b n go car g(/) C g0. En tenant compte de ces données, on en clédrrit que :

dirn(i1n go) :  !1am', so + dim go(,t , ,  )) .
1

,_ |(a*r,  s -  1+ d. i .m s(I)) .
i r

2 i@;", s * r/ irn stl)) - 
I .

2 dint f, - I

D'autre part g0 : Iier\ est un hyperplan cle g car À est une racine d" g; par conséquent,

b n go est un hyperplan de $ et on a

dim(l1ft go) : d.i.nt t1 - I.

Finalement, on a. : dim(l1o go) : clint 0 - 1 et drnz(0 n g0) )_ ditn b - +. ce qui est

absurde.

Par conséquent, b c g(/1" ) "t 
It * g!i), avec < t, [l], g(tt" )l >l (0). De ce fait, il existe

S'  e  g( /1"  ) ,  S '  ç  t1  et  T '  €  I )  n  g( /1"  ) ,  te ls  que < I , IT '  .  S ' l  > :  1 .

Si À("') f 0, alors, T'et S' conviennent et lc lemme est démontré.

Si par contre À("') : 0, alors on rernplace ?' par T" : T + T'. Et comme on peut

prendre T e g(l;),  alors T" e g(.r1^). Ensuite. on vérif ie cpe À(7"1: À(?) f 0. Ainsi ?"

et S' conviennent. Ce qui achèr'e la pleuve cltt lcmme.

A présent, nous considérons ,5 et T donnés par Ie lernme précédent, avec ̂ 9 e g(/1" ),T e

b n g(lt" ) et nous posons

l) '  :b n go + R.5 ct fy' '  :  exltb'.

Nous pouvons supposer que À(S) :0, siuon notrs changeons S en S' : À(S)"r - X?r).9'

avec fi qui représente la composante cle ? tlarts la. clilec.tion g(/1" ).et on obtient À(S') : g.
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D'autre part S f n. En effet, si S € n, alors S € n ft g(/1,) avec S ç tl. Ainsi

< /, [^S, n] ): (0), ce qui entraine que < /, [,S,ll n n] >: (0) ; et comme b n n est une

polarisation en /;", on en déduit que .5 e b fl n; d'où ,S € [), ce qui est absrrrde. On

constate auss i  que (  / , [S,Y]  >:  p(S) :0 car  ] '€  n  et  ^S € g( / t " ) .

Remarquons que It ft g0 est un hyperplan d" b; ainsi, d'après le lemme précédent,

il n'existe que la direction IR? qui sort de l) ft g0 et telle que < /, [lR?, S] >+ (0).

Par conséquent, < /, [b [.t go,.S] >: (0) ; on en déduit que b' esr subordonnée à I et

comme clinz 11' : clint l;, a.lors !'est une pola.r'isation en /. De plus, $'est fortement

ac lap téeànca , rb ' r - t n : t ) nne t l l es tunepo la . r i sa t i onen l f o r t emen tadap téeàn .

D'après la proposition2.2.4,l;'vérifie la condition de Pukansky; et cl'après la proposition

1..2.L7,Ies représentations unita,ires irrécluctibles 211,6 : intlcnXl,tt et 11,6, : ind'ÊXt,h' sont

équivalentes.

Ainsi, on constate que le cas 6c se rarnène a.u ca-s 6ô en remplaçant la polarisation 11

par la polarisation [1'construite ci-dessus et conteuue dans 9oo. Lar récurrence se fait sous

les mêmes conclusions qutau cas 6b avec ?rl,h" Ensuite, on passe du cas 6b avec ?(l,b' au cas

6c avec 7rl,h par une transfonnée de Fourier.

2 .3.11-  Cas 6d : t ) cgoe tbÊgo.

Puisque I] :  I l  n n + b n g(/t") et clrte g(lt") C 90, i l  existe X € | l- l  n,X ç

gs:  kerg avec a(X) :  1  et  te l  que [X, ] . ]  :  Z .D'oï , \ '  e  I  car  (  l . [X 'y ]  >

:1 l, Z >- 1 ; on en déduit clrre o ( t1. Pa.'' conséc|rent norts introclrrisons une sous-algèbre

degno tée f ' t e l l equeb ' : t ) ngo*o , cec l t t i é t l u i r au tàh ' : t tOgoORy .Noussavons

que b' est une polarisation en I foltement a.cla.ptée à n et contenue dans gs ([B.C et al] ).

On remarque que t, : b fl go O IRX; de plus. d'a.près !.2.L7, r et ;' sont équivalentes.

Ainsi, comme nous I'avous fa.it pour le cas 6c, nous ramenons le ca^s 6d au cas 6b en

remplaçant la polarisation t) par la polarisa,tiou f' coustrrtite ci-dessus et contenue dans

goo. La récurrence se fa.it sotrs lc,s nrênrcs corrcltrsious (llr att ca.s 6ô â\'€c 711,6,. Ensuite, oD

passe du cas 6ô avec ?11,6, àu cas 6d avec 7i1.6 p?rr une tra.nsformée de Fourier.

Remarquons que les sous-cas (6a) et (6c) sont inclépendants de la relation d'inclusion

ou de non-inclusion qui existe entre b et go.
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2.3.L2- Terne cas :

Ce cas correspond .,, 6èr*e cas, mais avec À qui est un homomorphisme trivial de g.

Doncon ao:  IP"Y +R.Z,Y 4 lG) ,2 e eG) et  pôur tout  U € 9,  [U, l ' l :ç (U)Z avec tp  qui

est nne forme linéaire non triviale sur g' Par consécluent' g0 : lcerÀ: $ et go : IcertP : 9oo

est un idéal de codimension 1 de g. De plus G - exPIR.X' G0 où Go - exp gs et X / gs-

D'autre part, nous constatons que les sous-cas 6aet6c n'ont pas de sens ici car À est

trivial. Ainsi, sachant que b C g0 : g, nous sornmes a,menés à considérer uniquement les

sous-cas suivants :

2 .3 .13 -Cas7a :  f  Cgo .

Dans ce cas, G6 : G(/1" ) : exp g0 est. rur sotts-grorqre clistingué fermé cle G qui contient

I/ et qui est de codimension 1. Ainsi, on peut écrire G sous la, forme G : exPiRX'G6, où

X ( go, c'est à dire que g(X) f 0. Remalquons c1u'utt tel X existe et on peut le choisir

en fonction des cas suivants :

( 1 ) ,  s i  n l gs ,  c ' es t  àd i r equeg (n )  * ( 0 , )  a l o r sonp rendX  e  naveccp (X ) :1 .

(2), si n C 00, alors on prend n'importe <3rel -Y e g avec P(X) : 1.

D'autre part, comme dans Ie cas 6, 16 : incl?îXu,n ( respectivement r --indf1n,n-_

indflons ) sont des représenta,tions rrnitaires irréductibles de G6 (respectivement G ) avec

lo : /lro. La récurrence se fait comme cla.ns les cas précéclents sur clim G, en passant de G

à  Go .

2.3 .L4-Cas7bz  b (go .

Dans ce cas, Gs : G(/1") : expgs est a,rtssi un sous-groupe distingué fermé de G

de codimension 1, mais qui ne contient pas I/. D'arrtre part, comme dans le cas 7a. on

peut  écr i re  G sous la forme CJ :  explg l - \ .G0 or \  f  4  go.  Ma. is .  pu isque b C g( /1")+n

et que g(/t") C go, alors I'étude du pr'ésent cas ne sera faite que dans la situation (1)

précédente or\ n f 00. On porrrra, a.insi crhoisir la direction I cltti sort cle gs dans [ î n. ce

qui nous permettra de la controler'. La réc-urrence se: fir.it coûIme dans Ie cas 6d, mais avec

cles formules simples car À est nul.

2.3.15-8eme Cas :
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Ce cas est I'analogue complexe clu 6è-" cas et il corresponcl au ca-s (iv) du lemme

2.1.2 dans lequel  o :  IRh +Ry2 +RZ, l i , l ;  É a(g) ,  Z e aG);  de 1>lus,  pour  tout  U eg,

on a [U, 1', a iYr]: )(UXyr * iYz) + rp(U)Z avec g qui est une forme linéaire non triviale

sur g et À : Àr G + iî),un homomorphisme complexe de g avec )r € g*, 0 + 0 € IR. Dans

ce cas, nous supposons que ) est non trivial. Par conséquent g0 : kerÀ est un idéal de

codimension I de g différent d" go - kerg qui est une sous-algèbre de codimension 2 de

g. D'après le lemme 2.L.2, i l  existe T e g\ n.X, ,Xz € g tels que ? € go,T ê go,Xt,Xz €

g0 nn, Xt,,Xz É go. It en résulte clue gs (gu 
"t 

de ce fa.it gss est un idéal de codimension

3 de g. De plus, si I : uec(X1, -\-2 ) clésigne le sorrs- espace vectoriel réel de g engendré

par Xr et X2, alors

G  :  exp l . exp lR ,? 'G6s ,

avec G6s - exp goo, Go - exp IRT ' Goo et G0 : exP -T ' Gon.

De façon similaire un 6ènte cas! nous distinguous dans la suite plusieurs sous-cas' en

fonction des relations d'inclusion ou de non-inclrrsion qui existe entre g(l),b 
"t 

g0,90,900.

2.3.L6-  Cas 8a :  g( , )  É go.

Ce cas est identique au ca-s 6c; le raisonuement est le même que celui de 64.

2.3.L7- Cas 8b : I1 C 9oo.

Ce cas est I'a.nalogue complexe de 6b. Donc Goo : exp goo est un sous-groupe distingué

fermé de G de codimension 3, contenant .I/ : exp [. Nous choisissons T e go tel que

T ê go; nous savons qu'un tel ? existe car g0 # go 
"t 

T ê goo. Ensuite, nous considérons le

sous-groupe fermé Go : exp R?.G60 : G(ll" ) cle G. On constate que Go est un sous-groupe

fermé de G de codimension 2 et contenant I/. Pttiqu'il existe Xr, Xz € g0 fl tr, Xt, Xz ê go

tel que [Xr * iX2,Y1*i] 'z): (1+ i.)Z (cf. lernme 2.1.2), alors G : exPl'expR?'Gss avec

L: uec(Xr,Xz) qui désigne le sous-espa.ce vectoriel réel de g engendré par X1 et Xz.

Nous posons /oo : , ;noo,too - irrr lcfo\roo et ,rr:  irrd'! |otoo. Alors n : indÇono'

Comme a.u cas 6, la récurrence se fait sur clitn g c:n passant de g à go.

2.3.18-  Cas 8c :  [  (  gu et  g( / )  C gu.

Ce cas est identique au ca.s 6c; douc la récurtenee est la rlême qu'en 6c.

44



CHAPITHE 2. POLAR"ISATIONS ADAPTEES ET DIFFERENTES ...

2.3.19-  Cas 8d z  \  C go et  b  (go.

Puisque t l  :  t l f t  n* b n g(/t.) et que g(/t") C So, i l  existe X € b t^t n.-{ ê go : kerp.

Etant donné gue go est de codimension 2 dans g. il s'avère nécéssaire cl'étudier Ia dimension

de b 1 96 afin d'obtenir celle de lt' : bf't go O s. Nous savons que 1 < dim($î o) < 3;

ma is  commebç  gs ,  a lo rs  oçh ;  d 'o r i  I  Sc l i n {bns )  S  2 .

1 )d im(bno ) :2 :

Dans ce cas, IlO96 est de codimension 1 dans f . car sinon f f)g6 serait de codimension 2

dans f , puisque gs est de codimension 2 dans G. Ainsi, il existerait X't,XL C b,X|,XL É go

avec (Xf ,Xi) qui est une base de 9/96 telle clue [-{f,}i] : 6;iZ. On en déduirait que

<  , , [X i , ] i ]  > :<  l , Z  > -  1e t  (  l , lXL , I ; ]  > :<  l , Z  2 :1 .  A ins i  Y r ,Yz  Ç  b ;  d ' où

dim($ î o):1, ce qui est absurde ca.r on a' srtpposé clue dirn (f n o) : z.

Par conséquent, ll fl go est cle codinrension 1 da.ns b et b' : b n 9o O o a la même

dimension que b. De plus, f 
'étant subordonnée à /, on en déduit que [J' est une polarisation

en / I d'autre part, f' est fortement adaptée à n et contenue dans 96 ([B.C et al]). Signalons

aussi qu'on a Il : tl n go OIRI avec X - aÏr * ôXz oir o,ô sont cles réels non tous les

deux nuls.

On constate que le présent cas est iclentique au cas 6d; donc la récurrence est la

même qu'en 6d.

2 )d im(bno ) : t :

Dans ce cas [; î o : {Zl : a(g) et Yi,}'z f [1. D'a.utre part b fl go est de codimensi<tn

2 dans [.

En effet, si cette dernière assertiorr est farrsse, alols [1 O ge est de codimension 1 darrs

! et i l  existe un unique X : aIr + b-{2 € b,I ( 96 tel clue | :  b n9o ORX avec a,b qui

sont des réels non tous les deux nuls. Notons clue les vecteurs -{r. Xz existent d'après le

Iemme 2.1.2 et sont tels que f1 ,Xz # gs, âvec (-{ l , Iz) cpi est une base.l" g/go tel le que

lX; ,Y i ) :  6 ; jZ .  On en dédui t  c lue [ f  ,  ) l l  :  uZ et  [ l ,  ] ; ]  =  bZ.

Sans nuire à la généralité, supposorls que o + 0 et prenons d : 1. Comme

< t , [x , ] i ]  > :<  I ,z  s :1 ,  a lors  ] i  Êb.
- Si 6 : 0, alors lX,Vtl : Z et [X, r'zl :0. D'a.tttre part [f o go, ]'r + iY2l: (0) car
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f t  C go;  d 'où [ t )  f igo,Yz] :  (0) .  A ins i ,  [ l ) , ] i ]  :  (0)  ce qrr i  ent ra ine que (  l , l t l ,Yr l  >-  0 ;

d'où Y2 € f, car t1 est totalement isotrope maximal. Il en résulte que b n o: {Y2,2}. Ce

qui est absurde car dirn (b n o) : t.

- Ainsi, b + 0 et en supposant que b : 1, on obtient [X, ]?l : Z. Dans ce cas'

nous changeons les vecteurs de base Yt,Y'z cle O par des vecteurs Yt' : atYtl azYz,Yj,:

ôrYr + bzYz tels que (Y/, Yi ) soit un système l ibre de o avec lx,,Yl l :  Z,lX,Yil :0. Cela

est possible en prenant par exemple Yi - 12.\I :1'z -Yr. Ainsi, (l'l.YJ,Z) est une

nouve l l ebasedeo te l l eque [X , ] i ]  :  Z . lX . ) . j ]  : 0 ,  cec iabou t i t àuneabsurd i téd 'ap rès

le cas précédent.

Donc b n go est éffeciivement cle coclirnension 2 dans f . Ainsi. comlrle dans le cas (1),

b' : l)Ogoeo: t)ngoOIRYtORf2 : I)ngoSll est rrne pola.r isa.t ion en / fortement adaptée

à n et contenue dans 96 ([B.C et a.l]). On remarclue aussi que ll : [t n go O IRX1 O IRXz et

que ?r et zr' sont équivalentes (1.2.17).

Ainsi, conune nous I'avons fait a,u cas 6c, ttous ramenons le cas 8d2 au cas 8b en

remplaçant la polarisation I) par la pola.risaticm [' construite ci-dessus et contenue dans

goo. Larécurrence se fait comuleen 8ô a\fec 7rt.h,. Ensuite. on passe du cas 8b avec ?11,6r â11

cas 8d2 avec 711.6 par une tra.nsformée cle Fotrrier.

46



CHAPITRE 3

ESPACES DE FONCTIONS S ET E S

D'après L.2.20,1'opérateur r(.f ), r e G, est un opérateur à noyau dont le noyau /- est

défini sur G x G et vérifie une certaine propriété de covariance. Par conséquent, dans ce

chapitre, nous nous intéressons aux espaces de fonctions / sur G et F sur G x G qui vérifient

la relation de covariance ci-dessus, et entre lesquels nous pouvons établir une correspon-

dance linéaire surjective. Dans un premier temps, nous faisons un rappel de l'étude de ce

problème dans le cas nilpotent où il est bien connu que les espaces de fonctions ci-dessus

sont des sousi-espaces des espaces de Schwartz 5. Ensuite, nous étudions le cas exponentiel

où 1à par contre il y'a décroissance exponentielle des fonctions noyaux dans certaines direc-

tions. Cela nous amènera à introduire des espaces de fonctions appropriées, notés ES(' )'

où la lettre .S suggère qu'il stagit d'espaces analogues de I'espace de Schwartz, et la lettre

.E indique qu'il faut exiger une décroissance exponentielle clans certaines directions.

3.1.  LE CAS NILPOTENT.

Dans ce paragraphe, nous faisons un rappel de I'étucle de notre problème dans le cas

nilpotent; nous nous baserons sur les travaux de Howe dans lesquels il résoud Ie problème

ci-dessus dans le cas nilpotent ([How.]). Ainsi. dans ce qui suit, norrs supposons que G est

un groupe de Lie connexe, simplement connexe nilpotent d'algèbre de Lie g.

3.1.l-Déffnit ion z ( L'espa.ce de Schwartz S(R") )

Soient  c  € R'  e t  o  :  (or , . . . ,ûr )  un mul t i - ind ice.  \o t ts  notous

ro :  cT'  . . . r1 '  et  Do:,AI, . '  . . . r* f"
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où (21 ,,...,,rn) sont les coordonnées de r dans une base arbitraire de IR'.

Une fonction / définie sur R", à, va,leurs dans C est dite de Schwartz si elle est cle

c lasse C-  et  pour  tous mul t i - ind ices t r  :  (ar , . . . ,ûr )  e t  0  -  (0 t , " '  .  gn) ,

slrp2çsn I r" D0 f (x) l< o".

On note S(R') I'ensemble des fonctions de Schwartz sur IR'. La topologie de 5(R.') est

déterminée par cette familles de semi-normes.

Si V est un espace vectoriel de dimension finie, alors I'espa,ce de Schwartz 5(l/) est

défini par analogie avec S(R").

3.L.2- Remarque :

Soit P2(lR") I'ensemble des opéra,teurs différentiels srrr R' à coéfficients polynomiaux.

Il est alors clair que -f appartient à. S(R') si et seulement si

l l  L . f  l loo(  oo,YL e PD(N:") '

D'a,utre part, une applica,tion r/ : iR' --+ G est dite polS'nomiale si I'application

log otl : IR' * g

est polynomial.

3.1.3- Déffnit ion : (L'espace d,e Schwartz S(G) )

Nous définissons S(G) comme étant I'eusernble cles fonctions / définies sur G telles que

si ry' est un difféomorphisme polynornial a.lors .f o r/: appartienne à S(P," ). Cette définition

est indépendante du choix d. {.

Pour X € g et f e C*(G), les champs de vecteurs 1L et Xp invaria,nts respectivement

à gauche et à droite sont cléfinis pour g € G par

rr, ' -f(s) -- *.rrq 
' exp r'\ )/r=o

xn. . f  ( tù: f t . f ' {**rr(- t I  ) .g) l t=0.
Soient C[G] I'ensemble des fonctions polynomiales de G sur C, et PD(G) I'ensemble des

opérateurs différentiels sur G à coéfficients polynomia.ux.
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Si X € g, alors Xy et Xp sont da.ns PD(G). Il en résulte qrre pour toute base

(.{t, . . . ,Xn) d" g et pour toute fonct, ion poll 'nomia,lepo sttr G, lcs monômes

p"Xi,  :  p"(s)(Xt ) i '  . '  . ( I"  )?"

p"Xfr.: p.(s)(Xt )Ë' . . .(X")i"

sont dans PD(G).

3.L.4- Proposit ion : ([Cor. Green.]

Soi,ent (Xt, .  .  .  ,  X,-) une base rLe g et

tLt : ]R" -- G

une application polynorniale . Alors le-s famille-c de semi-norn'tes suiuantes .soni équiualentcs

et iléterrninent Ia même topologie d,e S(G) :

(o)  l l  c "DPU o ' / )  l l " " ;

(b) l l  p'xi,*.f l l"",P' € c(G) :

(")  l lp.xË".f  l l - ,Po € c(G).

3.1.5- Déffnit ion :

Soient I une sous-algèbre de g et /  € b* tel que /([f .b]): (0). Soient d'autre part

I/  :  exptl et (81,... ,8ù une base coexponentiel le à [ dans g: c'est à cl ire une base de

Malcev d" glb. Par définition, I'espace de Schrvartz S(GlH,/) est I'espa,ce de toutes les

fonc t i ons  €  ,  G  - - -+C te l l esque( (9 .h ) :X , t l , t e t . q ) ,Vg€  G .h€ f l , e t t e l l esque la fonc t i on

€ ,  R ' - -  C,
( ( t t , . . . , t a )  :  ( ( exp  t rB t  . . . .  . exp  t aBa )

appa.rtienne à S(lR.d).

Si I est une polarisation en l, a.lors I'espace S(GlH.l) est bien sûr un sous-espa.ce

G-invariant dense de I'espace Jln de zr1,q. On voit fa.c.ilernent que pour chaque élément
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X € b,€ e S(GlH, / ) ,dzr(X)(  :  f ,n(exp( tX))€/ r=o est  auss i  dans .S(GlH. l )  e t  que

dn(X) est en fait un opérateur différentiel de degré < 1 à coéf;Êcients polynomiaux. Donc

dn(U(g)) où A(g) est l'algèbre enveloppa^nte de g, est contenu dans lialgèbre PD(G I H) des

opérateurs différentiels à coéfficients polynomiaux sv G f H. En fait. S(G I H,l) ne dépend

pas du sous-espace complémentaire u.

Soit I  une pola.r isation en / € g*. Soit zr :  Tt.h et soit /  € S(G).Poru ( €

S(GlH,,I),g e G, et en tena.nt coml>te clu ca.lcul fait en 1.2.20. notts avons

*( f  )€(t i  :  
1., , . f  

n(s, t t  )(( t t  )ctu,

or)

f*(s,u) :  I  f fn .  h'  t t -r)xr(h)rth. s,u € G.
J H

Nous voyons que z'(/) est un opérateur à noyau et ce noyau .fo est une fonction C- bornée.

En effet, soit l8 : {Bt,-.-,Bn} une base de Jordan Hôlder de g telle qu'elle contienne

une  base  de  Ma lcev  C :  {B ; ,  , . . . , 8 i0 }  d "  f l .So i t  / :  { i r . . . . , i a } .  A lo rs

f

l r t  r fn'  h'  u-1) |  d'h :  
lu^l t(Ûexp(i ' ,(e, u,x1a;) |  ax,

où .ft(g, u,X) est un polynôme en g,'rr. X, cltri ne dépencl clue des lj pour ii 1 i, si i ( I,

e t  qu i  es t  de  l a  f o rme  P ; i ( g , z , I ) :  ï j  *  P ! , ( g ,u , l i 1n . . . . . r , j - l ) s i  i  e  . I .  Donc

I f,G&) ls I*"r r( l l".ote(e,tr.-\)Bo) t. lx
f

1  rna ru ,çp1  
/ ,  

|  . f ( . *n ( t r1 .B1  ) . . . exp ( :u1  B^ l  - . . )  |  dX ,

porrr tout g,tt  € G. I l  est aussi à noter que porlr tout À.lt '  € H.g.g' € G, To vérif ie la

relation de covariance suivante :

f " (g .  h,  g '  .  h '  )  :  Xr( l r ) r r (  h ' ) . f , (g,g '  ) .
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3.1.6-Déftnittou :

Soient [1 une polarisation en / € g* et (8r,.. . ,8a) une base coexponentiel le à [ dans

g, c'est à dire une base de Malcev d. glb. L'espace S((G I n2, /) est I'espace des fonctions

F e C*(G x G), à valeurs complexes, telles que

F(g.h ,g '  .h ' ;  :  f f i x  / i l )F(g ,g ' ) ,g ,g '  e  G,h ,h '  e  H

et telles que la fonc.tion ,É : IRd x IRd -t ,C,

( ( t r , .  . . , t a ) , ( t ' r , "  ' , f ' , 1 ) )  - +  F (exp  t rB t "  " ' exP  t aBd .exp f "  B1  " " ' exp  t ' aBa )

soit de Schwartz sur IRd. On vérifie que 5((G/H)2,0 est rtne algèbre de Fréchet pour Ie

produit de convoltrtion des noya,rtx.

3.1.7-Théorètne : ([Hou'.])

Soient G un groupe d,e Li,e nilpotent d,'algèbre rle Lie g et.l1 u.ne polo,risation en I e g*.

Alors pour tout / e E(G), /" e S((G lI fY,q et I '  appli 'cation E(G) '- S((G lH)',0; f  - '

fn est un homornorph,i-"me umjectif.

Preuve :

Nous la fai-tons par récu,rrence sllr la dimensi,on il'e. G.

So i t  /  €  5 (G) .  A lo rs  u * / xu  €  S (G)  pou r  tou t ,  ru .o  €  U(G)  e t  c lone  do r ( . f \ od ' '  :

zr(.f') pour un certain /' e 5(G) pour d, d' e PD(GIH). Donc toute dérivée partielle

multipliée par tout polynôme d. ,f" est une fonction bomée; de plus, cornme nous I'avons

cléjà souligîê, f n vérifie la, relation de cova,riance cle S((G I H )2, /). Tout ceci implique que

/ "  e  S((G lH) ' . t ) .
Montrons que I'application .f - .f n est surjechive. Norts polrvons slrpposer, en passant

si nécéssaire au quotient clue r/zr est fidèle. En partic:ulier. le centre i(g)de g est de dimen-

s i on le t / ( ; )  l ( 0 ) .So i tF€g \ô . t e l cp re [g , ) ' ]  C ; .  I l e x i s t eun l t o tnomorph i smePdeg

tel que

[ [ / , ] ' l  : p (L t )Z ,U€g ,

où nous avons pris un élément Z eaG), tel que l(Z):1. Nous supposons que /(I') - Q,

sinon nous rempiaçons Y par t' - l(r')2. Soit go : {U € g, [U, ]'] : 0] - kerg. Soit X € g
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t e l  que  p (X ) :1 .  A lo rs  G :  exp lR f  .G0 ,g :  IRX  Ogo ,  où  Gs  -  expgs .  Nous  supposons

aussi que l(X) :0, sinon nous remplaçons J[ par X - /(X)f-

Supposons d'abord que t) C go. Ainsi n : i'rrd\o7rs, où 7ro : Tto,?tt /o : /lso ; de plus

S(GlH,t):S(R) 8^S(GolH,16). Notons aussi queles éléments de G peuvent êtreécrits

sots la forme de couple (t, go), t € IR, go e Gs tel que (t, go) - exp tX ' go e G.

Dtautre part, soienl |l,ro I'espace de zrs et ( € ?lo ; alors pour tout f € IR, ?, € g0, nous

pouvons écrire que ((t, u) : ((t)(u) ; ce qui nous pennet de consiclérer {(f ) comme un

élément de T{o,. Par conséc1uent, par I'applica.tion t € R. -----* €(t) ç ?{oo, nous iclentifions

I'espace'l7n der avec r'(R.']1^o); de plus, nous iclentifions I'espace quotient Gf Gs avec

IR. Notons aussi que Ac : 1. I\4oyenna.nt toutes ces hypothèses, on voit que

("(/)€X") : [ i loXn(sxx .s)ds: [ .ft|e4-' ..s),Ig
J G  J G

f f:  |  . fk- ' )€(g. -s)ds:  I  .X" .s- t )ek)ds
J G  J G

f f:  I  /  .r( i-- - r) .e;) Go(sn))€(t)dgodt
. / lR JGo

f f
: | / .f (t" - t) l)(oo )('ro(.qo D€(t)dsodt.

JR " / co

:  [^oo(.r( t"  
-  r) ' ) )€(r)dr.

J R \

où f ((s-t)t) est une fonction de Schwartz sur Go cléfinie par f ((s-t) ')(go) : f  (("-t) 'g3),

avec g l :  exP tX 'go 'exP - t - { ,Vt  €  IR.

Ainsi, le noyau "f" d" zr(.f) est donné par

. f " (s ,  t )  :  oo ( . f  ( ( . '  -  t ) ' ) ) .

So ien t (C t , . , . ,Co ) tu i eba*secoexpo r re r r t i e l l eà .o_<

DT: r * lRC; .On  a  go :  t pGoe t  Gs  -  14  'A ,  avec  A :  exPoe t  I ' ! ' :  eXPIRC '  " " 'RCo .  La

mesure de Haar sur Gs est le produit dtuclrdu, ot\ r/u' est la lnesure de Ha,ar sr GolA = lU

ou Ia mesure de Lebesgue sur II" : exp rc, et dn : rh'cht.la. ruesure de Lebesgue sur o = IR2.

Moyennant ces données, on a

"o  ( / ( ( "  -  r ) ' ) )  :  [^  / ( ( ,  -  r ) ' ) (so )no(sù, tso
J G o
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:  [  /  f ( , "  -  i ) '  ( . , '  n ) t ) z r s ( t o  ) t r o ( ( 1 ' ) d n d u '
J W J A

f r
I  I  / ( ("  -  t ) 'ut '  exp(rY I  uZ)t)z '6( tu)x1(exp(rY * uZ))d ' rdudu

Jw JR2
r f

:  I  I  Tk - t ) .  u, t .  exp(rY * (z *  t r )Z))zrs(rr)
JV,  JRZ

x1(exp(rl '  * u Z))cIr dudw
f î
I  |  / ( ( "  -  t )  '  t r , t  '  exp(r l '  +  tLZ)) r , (u ' )e- i ( ' - t ' t  drd.udw.

J vtr JRz

Ceci nous permet d'écrire que

("(/XX')
f f t'

:  I  I  I  t ( t "  -  t ) . tot  .  exp(rY + uz))"- i (u- t r \4rduns(u,)(( t )dudt
" /R JUl  " /R2

1 . 1

:  I  ( I  rs1:.,)T(f("-t))(tu,t)du,)(ft)dt,
Jn \Jw

où 7 est un opérateur défini de la, manière suivaute :

T : 5(G6) ------+ S((GolA, /o) x R)

.i ----- r(.il

T(. i ) (so, t )

:  t  i (ko.exp(rY - f  uZ)) t )xr(exp(r ' l -  *  t tZ))r t r r t t r ,
Jmz

f  - .
:  I  ÎkJi '  exp(r)- ru.z))e-i("- t ' )d,t lu,

./ IR2

u,n". f € S(Go),f € iR,et 5((Ge/A.lo) x IR) clui clésip;ne I'espa,ce cles fonctions de Schrvartz

sv Gsf A x IR telles que

i (go .  exp a, l )  :  Xr(e,x1. r . , )  . f  (gr , t ) .  Va € o.

Soit R[ un rétracte deT, c'est à dire une application continrte de S(GslA x IR,/6)

dans 5(Gs), telle que 7o E'o : fd. On peut prench'e par exemple une fonction de Schwartz

a en une variable telle que ô(1) : I et poser
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nâ(ixu, .  exp(r l '  i  uZ)):  o'(u I  I  i (u,- '  , t1e-i t 'dt.
J R

Ensuite, en utilisant le théorème d'inversion de Forrrier, on vérifie que Rl est le rétracte

de T.

Ainsi. on a

(" ( . f )€X")  :  
[^(  [ . . .os( ,uv( . f ( - -  

-  r ) ) (u, , t )du,)€(r)dr .
JIR \ . /  l t '

Soit .F e S((G|H)', /);  nous voulons cléterminer.f € S(G) tel le que.f,,  :  f ' .  Ceci

équivaut  à :  Vs, f  €  IR,Vgo,g 'o  € Go.

F (exp  sX  .  eo ,  exp  t ï  .  eL )  :  (  [ . . , " r r1 r ,17 ( . f  
( - *  -  t ) ) ( - , t ) du , )  ko ,gL ) ,\  J t { '

ce qui nous donne

r ' (s ,  t )  (go,  sL)  :  (  [ . . , rs( to)T 
( . f ( "  -  t ) )  ( r r , ,  t )d ta)  (go.  .qâ) ,

\ 
"/ t,I/

Pour s et f fixés, posons

G(s, t)  (so, gL) :  r(  exp(-s + r)r '  s0, exp tx '  gï.

Alors G(s,t) € 5((G0 lH)'./6) et varie de façon continue pour les norrnes de Fréchet

lorsqueset tva. r ient .

Comme par hypothèse de récurrence rs possècle un rétracte Ro qui envoie

S( (Go lH)2 , /6 )  dans  S (Go) .  a lo rs . f s ( - * , t )  :  / ?o (C ;1 -s . t1 )  €  S (C ;o )  e t  es t  con t i nu  en .s

et t. Posons

"ft (", f Xgo ) : .fo ( .-, t )(to )
f

:  I  " fo (s , t ) (go .c )x1 (c )daJ-4

t'
: I ft6 (G(s, r))(.*, t)(tJo - exp(r.I '  i  uZ))e-'"drdu.

Jn,
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Si nous désignons pa.r S(G6 lA,l, ) le sous-espa,ce cle S(Go) formé des f<rnctions / e S(Go)

telles que

/(tr.' . exp 
") 

: p("*p 
")"f(,.'), 

Va e. o,w € lU,

alors nous remarquons que /r(",t) eS(GolA) et est coutinue en s et t.

S i  nous f ixons s ,  la fonct ion /2(s) (90, t ) : . f t ( " , txgo)  € 5((G0/1, /s)  x  R) '

Ceci étant, si nous désignons par .R I'applicaiion linéaire continue qui à F €

s((Gln,/) associe la fonction .f e s(c) tel le que .fn - F. alors R est défini de la

manière suivante :

- r  . exp ( r 'Y  *  u 'Z ) )

On vérifie que - / est bien la fonction cherchée. En effet, on a :

X")

bD

Ê(F ) (expsX 'eo )

:  / (exp "X 
.go)  :  / (exp sX 'u  'exp(r } ' -  +  uZ))

:  ni  ( . fz(s))(. '  exP(r ') ' '  *  uz))
f  f  /  - -  . \ .

:  o ( r , )  |  |  Ro (F (exp1 .s  +  t ) I ' - ! exP t . \  ' - ) / ( u '
JlR J]R2 \

"-iu' 
r.-itr 4r, dtL, clt.

r)

/X

t
t
I^
t
A
t

n (

=

=

:

:

R(

(n t

:

(l^,.,r*)z (/(" - '))('" ')"')((t)rrt

/ r ,

( /,, ".,"')z (nL (.fr(' ' - t ))) (u', t)rltr')((t)rlt

( 
lrrnor"").fz( '* 

- t)(ttr, r)ar")€{r) ' lr

( 
lr,nnu").fr 

( ' '  -  t ,  i)(trr)at")€tt)ar

(  
l r ,oor .u i  / ,  

. r . t "  -  t , t ) ( to 'expa) t r (c)c /arn. ) ( ( t ) , t

t  7r0(s0)R0 (c;1"* -  t ,  t ))(so )dqo(U)dt
Jco
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f  r  . \
:  

Â  "o  (Âo (c ( . -  -  r , t ) )  
)€ ( t )d t

f
:  

Â " ( "  
- t , t )€ ( t )d t

f
:  

/ u . , " ,  
t ) € ( t )d t .

Ce qui nous donne le rétracte cherché.

A présent, supposons (lue tl ( g, - ket'g. On sait que g : lR.X O go, avec X (

go,p(X):1. Alors, nécéssa.i lement .\  esb la serrle cl irection de 17 qui sort de gs. On perrt

éc r i r eb :bAgoOIRX.

D'autre part, étant donné que X € I), [X, ] ' ) :  Z et ( / ,  [X' ] ' ]  ) :( I ,  Z >:1, on en

déduit que Y f 11. Donc o _( Y',2 >ç b.

Nous introduisons une sous-algèbre cle g notéc [1t, telle que l)' : bngo *o. On constate

que b' : t) n go O iRY est rrne polarisa.tion en / contenue dans 96 ; et d'après ([B.C.

et al]), r' : indGH,{1,gr est une représenta,tion unitaire irréductible cle G, équivalente à

r : indcnXr,b, avec H' :  exP[) ' .

D'après ce que nous venons de clémontrer, I'application 5(G) -- S((G I H')' ,I) ; f '

/o, est un homomorphisme surjectif.Donc, il existe une application linéa'ire continue .R' :

S ( (G lH ' ) ' , 1 )  - - -  S (G) ;  F  - . f  t e l l e  c1ue . f , , , -  F .

Par conséquent, pour a.chever notre preuve, il nous strffit cle construire un opératettr

d'entrelacement noté t.111,,rr, entre les espa,ces cle noya.ux S((GlH)2,1) et S((GlH')2,/),  tel

que pour toute fonction .t' e 5( (G l H )2, 1), on ait

noyau (n(R' ( t /q , ,nr1))  :  r .

Soit I'opéra,teur fi,,,1, : 
'lln --. ?lo, défini par : VtJ Q G,€ e7{".

?r r , . r ' { (g) ( ( r l  . a ) r r ( r r ) dc

DD

t l  H n I I '

((9 '  exp .sl")d.*.

: T,
: , (

On sait que I'opérateur fi,,,1,entrelace formellernent zr et. nt.
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A ins i , onc lé f i n i t l ' opé ra teu rL lh , , h :S (çC lU ) ' , / )  rS ( (G lH ' )2 ,1 ) , pa r :Vg r ,9z€G,

(Urt '  ,nF)(gt, gz)

f
:  

/u ,  
F(gt '  exps l \ - .gr  exps2l ' )ds1ds2.

Montrons que (l /q, ,6F) e S((C/ H')" , l) .

l- (t/6,,11F) est bien défini. En effet, corrune Y est une direction qui sort de $ et que

F est une fonction de Schu'a,r'tz cla.ns toutes les clilections clui sortent de [1, on en cléduit

que I'intégrale dorrble ci-clessrts (:or-r,\'erge.

2- ( l , lg,,xF) vérif ie la. relation de cova.riattc'e cle S((GlH')2./) par rapport à H'.

En effet, sur exp(f 'n g0) : exp(t)îtgo). cettc rela,tion cle cova,riance est vérifiée; pour

cela, en prenant hr,hz € exp(t;'n g0), eb en consiclérant l'écriture de

(Urt,,rrF)(g1 hr, gz '  hz).

il suffit de constater que

g; . h' exp s;Y : gi 'exp s;) ' '  '  exp --\ i) ' -  '  /z; '  exp s;Y

--  9 ;  'exP s;Y '  À;

car  exp - -* l l ' - ' / r ;  'exp-s; l ' -  h ; .  pu iscpre lz ,  €  Go.

Ensuite, on applique à. h;, ri : 1,2, la. rela.tion de cova.riance par rapport à ff, car h1 .h'z e H.

De même, sur exp Rl'', cette relation cle cova.r'ian(:e est aussi r'érifiée ; en effet. on a

expt ; l ' .exps; l ' :  exp( t ; * . * i ) l ' ,  pour  r i  :1 ,2;  enst t i te .  onfa i t  le  changement  devar iab le

s; --+ -t;  f  s;.

3- (l/h,,bF.) est une fonction cle Schu'artz srrr tout I 
' ' - exp n' oit 0' est un sous-

espa,ce supplémenaire de [1' cla.ns g. En effet. gu a g : u' i [)', avec D' : p[ 6lR'-X ; d'où

G:VJ  ' . I / ' . e xpRX.

Posons u : D'o e IRy I alors D est un sous-espace supplémentaire de I dans g. Donc

F est une fonction de Schwaltz sur Vj - expuf. Notons aussi clue dans I'expression de

(l,lt,,trP),la fonction F ne subit aucune transformatiou claus la clirection ul. Donc (Un,,nF)

ô 1
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est une fonction de Schwartz sur

de (U6',6F) dans la direction f .

Soient  u1,u2 e V; ,h1,h.2 e H'

y,j. A présent, il norrs suffit cl'étrr<lier le comportement

, r t , r ' z  €  IR .  On a

(ub, ,r,F)(gr, gz)

:  (U6,  ,11F)(u,  .  h t .  exp 11X,  uz .  hz.  exp r2X)
f

:  I  F ( r t  .  h .1  .  ex l> r rJ f  .  exps l ) ' , t r2  .  h2  .  exp  rzX .exp . ;2 I " )d - *1ds2

"/ R2

f
:  

J u r F ( r ,  
'  h r ;  ' e X p - s 1 } - e x l ) ? ' r ' \  ' " * 1 > r ' 1 - x ,

uz .  hz. exp s2Y'exP rz 'Y .  exp r '2,{  )ds1r1-s2
f

:  I  F ( u ,  .  / 2 1  . e x p ( s 1 I ' -  f  r r  s t Z ) , u z  . h z . e x p ( s 2 Y  a  1 2 - * 2 2 ) )
JIRz

Xr(exp 11 X)X1(exl> rr  i  )d-*1 ds2.

avec exp.ciyexP';X : exp r;J[ .exp -s;F .exp -r;I .  d : 1, 2. L' intégrale double ci-dessus est

une transformée de Fourier partielle de F dans la. clirection Y' et dans les variables rr,r2.

Or, comme f' est une fonction cle Schrva.rtz cla.ns la direction l', alors toute transformée

de Fourier partielle de F dans cette clirection est a,rrssi une fonction de Schwartz. Par

conséquent,

(Ut, .nF\(1r1 . /r1 . exp ?"1 -{. t ,  .  /r2 . exp rzI )

est rrne fonction de Schu'art.z clans les varia.bles ?'1 et 12, c'est à. dire. clans la direction f.

Ainsi, (t / t , lrP) e S((GlH') ' . /).Donc, courrre clarns le prenier ca.s. nous pouvons

dé f i n i r l a f onc t i on /e  5 (G) imagede la . f onc t i ou .F '  e  S ( (G IH ) ' . l )  pa r l e ré t rac teRde

la façon suivante :

: I Ffu, . /21 . ex1> s1)'. u2 . h.2 . exp.s2]'-)
Jm,

Xr ( exp r r s t Z )x ilexp r 2.s 2 Z ) d-s 1 d.s2
I

: I  F(rt .  h1 . exp s1Y', u2 . h.2u exp -s2I/)
"/ IR2

" i r  
t  s  t  

" -  
i r  z  "  "  ds,  d,  -*  r ,
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,R (F ) (expsX 'so )

:  / (exp sX .  go)  :  / (exp.sX '  u ,  'exp(r \ '  +  uZ))

: R'(lln, ,ttF)(exp sX ' ttr ' exp(rY * u Z))

:  S(( I /n ' , t ,F)"" ( " ) ) ( t r  '  exp(r \ '  *  uz))
î r

: "@) |  |  RL( ( t /1 ) "hFX-*+t ' - .1 ' - ) )
" / ]R . / tRz

( . - '  .  exp(r ' ) "  +  u! .  z1)e- 'u 'e- i t 'c l r ' t lu 'd t .

Ce qui nous donne le rétracte cherché.

3.1.8- Remarque

Dans le cas général où G est un Broupe de Lie expouentiel qrrelconque d'algèbre de

Lie g, le théorème précédent n'est plus vraie. Eu effet, si n € ô et si même f e C|G),,

c'est à dire que / est C- à support compact sur G. Ie noyau Â d" I'opérateur z-(.f) n'est

plus forcément une fonction de Schlvartz sur G I H. Ceci apparait palticulièrement dans

les représentations de diraensiou iufinie du groupe ae * b, où le noyarr /- de a'(/) n'est

pas à décroissance rapide sr,- Gf H, c'est à, clire clue .f" ç S((GlH)',t). D'où la nécéssité

d'introduire de nouveaux espaces cle fonctions adaPtés à, uotre problèrne.

3.2- LE CAS EXPONENTIEL.

Dans tout ce qui suit, nous supposons clue G est lrn glottpe de Lie connexe simplement

connexe résoluble exponentiel. d'algèbre de Lie g.

3.2.L- Déffnit ion

Pou rn€N I * , g€R t ,no r r sc l i r onsc1u 'une fonc t i onF , :  J -+Fu ( . , ' ) de ]R tdansCes tà

décroissance exponentielle sur IR",loca,lernent ttrrifol'llt(:r (ill u. si porrr torrt R ) 0.n'€ P-+.

il existe une constante Cn.o ) 0 telle clue
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3.2.2- Déffnit ion

Soient n € N*, V un espace vectoriel réel normé de dimension n' et Vc. Ie

complexifi ê de V- Nous désignons par Tlol(l/ ) I'espace de toutes les fonctions -F :

V - C, qui admettent un prolongement holomorphe .F sur Vç telle que la fonction

F;y : r --+ F;c@): F(r*iy) de V dansC soit àdécroissanceexponentiel le surV, locale-

ment uniforme en y, ce qui signifie que Vl? ) 0,cv € R*, il existe une constante Cn,o ) 0

telle que

I  F ( r '  a  i y )  13  c  p ,oc , -o l l " l l v .  v  l l  v  l l  v1  R , .

3.2.3- Remarque

Si nous prenons A :0 dans I'inégalité ci-dessus, on constate que toute fonction F(r) e

T{oI(V) est à décroissance exponentielle en r: sur l/.

Donnons ici quelques propriétés importantes cle I'espa.ce'llol(V), propriétés qui seront

utiles dans la suite de notre trava.il.

3 .2.4-  Proposi t ion

Si F e 11ol(V), alors pour tout e:.y e V', le.s proTtrié.té-q sui,uan.t.es sont aérif,ées :

a) FU nppartient à ?[olfir).

b) La tran.qforrnée d'e Fourier globnle. F;, ile Fi, a,ppart'ient à'l{ol(V).

c) Tou,te tra,n..cform,ée d.e Fou,rier pa,rtielle de F;, aqtpartient à Tlol(V).

d) Pour tou,te forrne li,n,éui,re 13 lntr It,la fon,cti6n. r,(x) pns(r) nppa.rtient à11o1(V).

e) Pour toute form,e qu,ur/ra,ti,fL(. q(;7:) .srr,r I/, Ia, foncl,'i,sn 6io@) F;, appartient, à

T{oI (V) .

f) 71oI(V) e-ct -ctable par translation.

Preuve :

a) La preuve de a) est éviclente.
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b) Soit F e 
' l lol(V); poru'?r, t t , , ' ! t  € ( posons

rnor,-) : 
I, 

F;r(r )e-i<x'u) 4r'

f  . -

I r@ * iy)e-'<' ' ' '> clx.
J t l

L'intégrale ci-dessus est convergente à cause cle la décroissance exponentielle de F dans

la direction x; donc Ia fonction 4, 
"*t 

bien cléfinie et on peut la prolonger sur I/ç de la

façon suivante :

D'autre part, on a:

Ôion : [ -arç* * i.y)e<''u') r-i1r',> 4r,
ou 

- 
l,

oÊr, f -
# 

:  
Jr ,*r(*  

+ i t l ) )e<' '1c>e-t<r 'Ù>d0 '

d'où (f, + ift)F;y = 0 et cl'a.près les conditions cle Cauchy, on en clécluit que -fl, est

holomorphe. De plus, en utilisant la théorie de Cauchi' sttr les intégrales curvilignes cle

fonctions holomorphes, on vérifie que Pour torrt b.tr.tr € l'.

(4 , t r * r , ) { t r  +  z l t ' )  :  t - (ô 'a* i t ' )4 . r ( t t  *  i t r ) '

Comme la tra.nsformée de Fourier' (4tr*nt)1tr + ir,) est bornée. car majorée par Ia

norme d" (4,fr+,,y) dans L|( l t1,on en cl1:cltr i t  ( l l l {r 6'-(Û'r '* 'ut4r(u { lu) est bornée en ?r'

localement uuiforme en y * ô e[ en 1r. r:'est à clirc. que potlr tout Il > 0 tel que ll y + b llv

et l l  u l lyS R. i l  existe une cottstaute posit ive Cn tel le r lrre

I  e-<ô ' "+" ' t4r1, ,  *  i t ' )  l<  C6.

^ f
Fnr@ I iru) : 

J, 
Fak: )6'- '(r"t '+r" ')d:?r

f
: 

J ,, 
(.F (r: a i-y)61'"";' ) e,-'<''' '> cl-,t .
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Ains i  l  F ; r (u ,+ fu )  l  S  Cne<b ' "> .  Donc ,  pou r  t ou t  a  )  0  e t  ô  :  ( ô t . " ' , b , , )  €  V  te l s  que

,,:{i* ïï; 13,
on obtient

I  F ;n ( ,  +  zu )  l <  Cys -d l l " l l u ,V  l l  . '  l l v<  Æ.

Par conséquent F;n(u * iu) est à décroissance exponentielle en u, loca.lement uniforme en

u et  y .  A ins i ,  Fn,  eTto l (V) .

c) Soit F e ?tot(V),A e V et V1 et V2 cleux sous-espaces vectoriels d" % tels que

V e V" : V. Alors nous définissons la tra.nsfolmée cle Fourier partielle de F;, dans la

direction V2 de la manière suivante

(r,r)u(t,r o 1,2 ) :  t  F;o(t '1 a 11"-i<' 'z ' t> cl ' t
J l/z

f
: 

J urF(t', 
a t t i .y)e-'<o''t) rlt

âv€c o1 € Vr,v2 € V2. Alors pour les mêmes raisons cltt'ett (b), I'intégrale ci-dessus est

convergente; et aonc (Fly)a est bien cléfinie. Nous prolougeont (4rf srrr V'ç de la manière

suivante

(r , r r ) " ( r ,  + iu i  e  p.1 a iu t2) :  I  r ' ( t ,1  1 iu \* t+ ia)e- '< t '2 t i t t ' ' ' t )41,
J I "

âvec u1,ui € V1,u2,uL e V2. Alors pour les mêrnes raisons qu'en (b). I'intégrale ci-dessus

est convergente; et donc (FnnY est bien défiuie sttr l/ç. D'autre part, on a :

a(!n,Y:r(lï)u:n,
0u1 0r, \

0 ( ! r ) "  -  t  - i tF ;y ( r r  * i , t , i  * r )c< , " r . r>  r - . i1 t ' z . t )41 .
duz J r,,

a( !nq.)o 
:  t  tF; , , (u1 1 i r , l  *  t )e<uL' t )  r - ; . .p2, t )  r f t .

7ut"  
-  

l  r . , ' '



CHAPITHE 3. ESPACES DE FONCTIONS S ET ES

d'"ù ((al + h) + i(#, * &))@noY 
: 0 et cl'auès les conclitions cle Cauchy, on (,n

cléduit q"" (F,rf est holomorphe.

D'autre paft, d'après la théorie de Ca.uciry sur les intégrales cun'ilignes de fonctions

holomorphes, on a

4" ( r )  :  s -1a 'u>Ê( t , ) ,Va . t r  6  I " ' ç ,

où Vç désigne le complexifié de V. Par consé<1ueut, on r'étifie que Vlt' : u,r A ?n2 € yl O

V 2 , V a € V r , b e V 2 ,

e-1û ,ur )  
" -1b 'u2* ;u 'z )  

(F ly f1  , , , ,4 . ,u , ,y ( . t ' r  : -  t ' z  )

:  s -1a ,ur ) . - (ô , r '2 { , r r r ,  (F r r )u ( . , ,  +  i r r . r  S  u2  +  i to2)

:  (e- 
(a ' ' "  t4(r*u) 

)o (r t  + r i tol  6 a2 + i r02).

Or, comme la fonctio.r ("-.",' 'ttF,(r*u))o{r, * itr,1 @ rr2 t fu,2) est bornée, on en déduit

eue s-(a,t ' t )"-1b,u2*n-, ' (Fon)Ï(r . , retur)(or el t rz) cst bornée en u2, localement uniforme en

y  *b  e t  en  t r r  *w2,  c 'es t  à  d i re  que pour  tou t  R >  0  te l  c lue- l l  A+b l l r -  e t  l l  l ru1 lza2 l l vs  n .

il existe une consta.nte positive CB telle que

I  e - (o ' " r  ) . ' - (ô ' t ' 2 *o t " '  (Fnnf r1 r r , rgu , r1 (? ! r  a  u2)  l<  c  R.

A ins i  |  (F ru) tn t r r r@-r ) (u r  Ou2)  lSCne<" 'u r )e (ô ' r ' z ) .  Donc,  pour  tou t  o  )  0 ,

a : ( a t , . . - , o . ) , t , 1  :  ( u f  , . - . , ? , 1 )  e V y ô :  ( b 1 . " ' . ô ' ) e t  r ' 2 :  ( u 1 . " ' ' o t )  €  V 2  t e l s  q u e

.o : {i. :l l.i ; g;
et

on obtient

I  (4 r )T( - ,o . . , r ; (u r  g  r r )  l l  Cos-* t  l l ' r l l v * l l "z l l v ) ,  V  l l  u '  l l v : l l  r i ' 1  l l1z ,  *  l l - , l l v ,S  E.

Par conséq"ent (F;s)? u1,,ur2l est à décroissa.nce exponentielle en 12 localement uniforme

en g et  ut t  + wz.Ainsi ,  ( .F ' r r )o(ut  O u2) e ' l lo l (V).
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d) La preuve de d) résrrlte du fail <1ue la fonction 
"t7(x+iu) 

pçc +,y) est holomorphe car

elle vérifie les condiiions de Cauchy, et que la fonction 
"p(r+iu) 

pçx *i.g) est, à décroissance

exponentielle en r, localement uniforme en g.

e) Soient F e'tlot(V) et q(c) une forme cluadraticpe sur V; consiclérons lafonction

G(æ) : 
"ie@) 

pç*), avec x € \'. La fonction G(r) est à, décroissance exponentielle en u ' catr

F I'est. De plus, on peut étenclre G(:r) sur l/ç cle la manière suiva,nte

G :  r  * i y  - '  G ( : r r  *  i l l ) :  t i r 1 ( r ' * l v )F ( r :  a  i y ) 'V r '  l l  eV '

Cette extension est une fonctir-rn holomorphe car elle vérifie les conclitions de Cauchy.

Posons q(e) : Di:, oÀ..rzr.rlt, où :rr.,1 < fr ( tz sont les coordonnées de r dans une

base de V et les coéfficients réels a1..1 clépencler:t cle q. Ainsi, pottr tortt .R ) 0, o € IR+ et

pour tout g frxé dans V, avec ll V llyS R. ott a.

G(z + iY) : 
" iq(r*iut 

P(r: f  iY)

- eiq(,) ei, t( ic) e 
(D; ,='

Posons g@' l  :  -  Di=,  DLt  ek. t lJ l rk  et  f l ' (x )  :  -  DL,  Di=r  akJvkr t ;  a lors  B et

B' sont deux formes linéaires continues sur V. Ainsi. on a

sup  supe t l l c l l v  lG ( , r ' + t v )  lS l  . i o ( r ' * i v )  l l  6o l l r l l r ' " 0 ( r t " 3 ' t ' ) F ( *  + i a )1 .
l lY l l v  SÊ  r€ l /

Or, lafonction 
"iq(x*is) 

croît exponentiellement mais est bornée en y car ll y llv( R. De

même, la fonct ion.o l lc l lv ' .9( t l " t | ' ( r l r . ( ; r :1 iy)est  bornée.  cec i  d 'après la  propr ié té d)  e t  le

fait que F etlol(V). Donc, i l  existe urle constante Cp.,,,o tel le t lue

|  . j r r ( r * i v t  l l  , , , l l r l l r '  , i \ t l r i ] ' t r ) p 1  ; t :  +  i ! l )  l S  C ' n  
" . q .

srp sup eo l l * l l r '  I  CJ(c t  iy )  lS C n, , ,0 .
l l g l l v  <R  ' €v '
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Par conséquent G(r) e' l lol(V).

f) La preuve de f) est évidente.

3.2.5-

A présent, soient n un icléal nilpotent de g contenant [g, g] et b une polarisation

en I € g* fortement adaptée à n. D'après Ia. proposition 2.2.4, t1 vérifie la condition de

Pukansky et

l t : f , o * [ ) r

où br : b ng(tt.) est une pola.r isation en / lst,t , ,  et. l1s : ( l)  On) est une polarisation en /1"

D'autre pa.rt, soient

- rol, un sous-espace coexponentiel à g(l l")* n dans g.

- u, un sous-espace coexPonentiel à n dans g(l l") * n.

- 01, tln sous-espace supplémentaire cle [1 r]U dans U:

- tlOr urr sous-espace coexponentiel à. [1s dans n.

On remarque que u1 est amssi un sous-espace contenu dans g(/1"), et coexponentiel à

br * g(lt^) n n dans g(/t.);  cl 'autre pa,rt,  on consta.te qrre g(11") n n C bo, ce qui implique

queD lOb :g (11 " )+ t ) .

Ainsi, des conditions précéclentes, on obtient les égalités suivantes :

- ror O (s(/r") * n) : s '

-  uOn:g( l t " )+n;
-  urO(brnu) :u;

/  \  . _-  o r  O ( t r r  +  (g( / t " )nn)J  :  g ( /1" ) i
-  tDoObo :n '

Soul ignons auss i  que g( l t " )o  n C [ )s ,  ce qui  i rnp l ic l re  ( lue Dr  G b:  g( /1")+ f r '

3 .2.5.L-  Remarque

Dans toute l'étucle cltri s1it,, les sous-esp;r(:es vectolicls du tnêtne type que 01 serorlt

considérés dans un sous-espac:e D fite, coexPollentiel à. n clans g(/1" ) * n.
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3.2.5.2-  Proposi t ion

(e ( l )+n (11" ) )nke r l  es tu , r t . i d ,éa ld .eg ( /1 " ) .D 'u .u t repa r t ,  l ' unou l ' au t redescassu iaan ts

se préiente :

( i )  [g( lr .) ,g(/r")]  c ((s(t)+n(l t"))nÀ.erl)  ,  par conséquents(t1) l  ({nf , l*n1,r"))nkerl)

est  abél ienne et  g( \^)  C l ) .

( i i )  g(/1.) est une algèbre d,e Lie ni, lpotente d,e pas 2 mod'u' lo (g(/) + n(lt")) Àkerl et

g(/1.)/((nf, l  * n(/1")) n Â,"t1) e.ct, tnt,e a' l( tèhre d't:  Hei.senbers.

Preuve :

Montrons c l 'abord que (g( / )+n( /1^))  nÀ:er l  est  r rn  ic léa lde g( /1 , ) .Ot t  sa i t  que (g( l )+

n ( / 1 " ) )  Àke r l  c  g ( / 1 " ) ,  
" *  

g ( / )  c  g ( / t " )  e t  n ( / ; " ) :  nng ( / t " ) .D ' au t re  pa r t ,  [ ( g ( / )+n (11 . ) )  n

leerl,g(l ;) l  c kert, ceci d'après la définit ion cle g(l).  De plus, [(g(/)*n(/1" ))nkerl,g(l t .)]  C

s ( / ) ,  ca r  [ n ( t t " ) , s ( / t " ) ]  C  s ( / )  r l ke r l r l n , g ( l ) nke r l  c  g ( / t " ) e t  [ s ( / 1 " ) . s ( / t " ) ]  c  g ( / ) '

Pa r  conséquen t ,  (g ( l )+n ( / t " ) )nke r /  c  s ( / t " ) " t  [ ( g ( t )+n ( / t " ) )  nke r / . g i l 1 . ) l  c  (g ( , )  +

.(/t.)) Akerl; ce qui prouve la. première partie cle la proposition.

Si [g(/1"),g(/ l . l t  c ((gfl) + n1t'"1) n l '"r l) ,  alors on constate sans ambigi i i té que (i)

est vérifié.

A présent, supposons clue I'inclusion ci-clesstts soit fausse. Alors (i) n'est pa^s vériIié

e t  ( 0 )  * [ g ( \ ^ ) , g ( l t " ) ]  C  n .On  vé r i f i eauss i  r g re  [ g ( / t " ) , g ( / 1 " ) J  c  g ( / ) .A ins i  [ g ( / t " ) , g ( / t " ) ]  c

g(/) n n, d'où

[g( / t "  ) , [g( l t "  ) ,0( / t "  ) ] l  c  g( / )  r l  À:er ' /  c  (s( / )  +  n( l t "  ) )  n  f rer l '

Par conséquent, g(lt" ) est urle a.lgèl>rr: cle Lie nilpotente cle pas 2 modulo

(g(r) + n(/t,  )) À kerl.  De plus. cornule

[g( / t " ) , [s ( / t "  ) ,s1/1^ )JJ c  (g( l )  +  n( /1"  ) )  n  / ter l  r t  n .

alors q : g(/l" ll ((ef ll + n(/1" )) n kerl) est isourorphe a\. rrne algèbre cle Heisenberg I),, de

d imens ion  2n*7 ;  onendé< lu i t que lecen t re r ; (q )  c leg (11" ) / ( t n f r f  *n ( /1 " ) )  nke r / )  es t c le

dimension 1.

ri6
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So i t ueg ( / t " ) t e l queu€ ; (q ) , c ' esbàd i rec l ue [ z .g (11 " ) l  c ( ( o f l l +n ( / 1 " ; )  nke r l )  ;

alors

1 l, Ïu,g(/;" )) ):  0, par conséquent tr e g(/) + n.

Ainsi, u e (g(l) + n) n g(l l"),  ce clui irnpl ique que u € g(l)* n(lg"). Ot obtient f inalement

que

; (q)  :  (s( / )  +  n( /1"  ) ) /  ( tn t , l  *  n( /1"  ) )  n  ker l ) ,

avec n(11" ) C b. Ainsi, (ii) est vérifié, ce cltti achè'r'e notre preuve.

Comme ur O b : g(ll" )+ [;, alors en tenant compte cle la proposition précédente, nous

pouvons choisir D1 cornme tln sous-espa,ce isotrope Potlr la forrne 81,, âv€c h : /lg1t1"l'

Des égalités précédentes, çrn en cléchrit clue to1 .} too + D1 est trn sous-espace coexpo-

nentiel à [ da.ns g ; cle plus, on a

t D r 0 t P o t } t ) $ l D r : 9 '

3.2.6-

So i t  ! 8  :  ( . 4 r  , " ' ,Ao ,B t , " '  ,B " ,C t , "  '  -Cù  une  base  coexponen t ie l l e  à  [  dans  g ,

telle que

- (At,.. . , ,  Ao) est une base de rD1, coexporrentiel le I g(/1") + n dans Br

-  (8 t , " ' ,Br)  est  une ba.se de tue coexponent ie l le  à [n  ndans n, ,

-  (Cr , . . . ,Cr)  est  une base c le  t r1  coexponent ie l le  à ( l )  n  g( l t^ ) )  dans g(11") ,  u te"

01 C D, où tr est un sotls-espa,ce cnexponerlticl à n clans g(/1") -f n.

Alors on peut écrire G sotrs la, forme

G - -v \ . r4 '0 .  H- I \  -  I { i  .14 ï . l i  . I / ,

oir  l , l / r  :  expTlr  l4/o : .p 'ro( l [ l . ' ' ) .  H :  exp [ ; .  I '1 :  r 'xptr1 et

e x p ? o :  e x p ( t o r l r  * ' "  I  t u , , . 4 . , , ) . V r r '  -  ( r l r . "  ' , u q )  €  R q ,

E r o ( r )  -  E r o o ( r r , ' . . , ? l * )  :  e x p ( ? ? l B r  ) . . . . . e x p ( ? " . 8 " ) , V ( n 1 ,  " ' , n " )  €  I R " ,
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exp? ,  :  exp ( r r l  C t  - l  . . .  . 1  u1C1) ,V t ,  :  ( t , r .  " ' , t t 1 )  €  IP . t .

L'application Rq x IR" x IR' dans GlH, cléfinie par

( r r , '  "  r u q r ? ? I , " '  , T  , s r L t l , " " ? ) l )  - - +  e x p  t t t ' E r , o ( r z )  ' e x p r ' ' / /

est un homéomorphisme, car E est une base coexponentielle à | dans g. D'autre part, il

est bien connu qu'il existe une mesure p.6,11 ,,-ela.tivement invariante sv Gf H ( cf 1.2.10)-

Nous voulons donner ici une expression explicite de ptç;.y en fonction des coorclonnées

'tD,Tt1rr. Rappelons que le caractère Ac,s de f/ cléfini par

A6,p(exp,,)  :  
f f f f i  

:1 ' -Tr at lnl t 'h.h € b.

admet une extension notée A sur le norma'lisa,teur N5 cle [1. avec

Nn :  b  e  G lAdr ' ( t l )  c  b )  :  exPnr , ,

ori n6 : {X e gl ad )( (ll) c tl} ; en particulier A est bien cléfinie sur G(/1. ), car

G(/t") C Nr,. De plus, on sa.it aussi que

f r
I  pkxpu ' . .E1oo( r l ) ' ( exp  u '1 -11dh .  -  A (exp , " )  /  , c (Es ,@) )dh ,

J N / * n r '  J N / n n ,

pour  tou t  g  e  I i (G,H) ,u '€  g ( / t " ) .

Moyennant ces données, on r'érifie clre I'a.ltplicabion

I  +  t tG ,H (p )  :  
[ ^ - - . - , r ( " *p  

u , .E ro (n ) ' exp , , ) 41 " *p  u )d toc l nd ' u
"/ lR'?+s +'

avec g € /{(G,I/). définie lu}e rnesure rela,tivement G-invariante sttr GlH. En effet, on

utilise la formule de Campbell-Ba.ker-Ha,nssclolf pttis on intègre dans les clirections n,ttr et

tr dans cet ordre; alors en utilisa.nt I'invariance cle I'intégrale en n sttr Nlpnn, on obtieut

que pour ut '  € rcr,

f  r  t  -  \  - .

. /no* ,* ,  
p(  expro ' '  exP r t t '  .E1on(r r ) '  cxp t t )A(exp r \c ludndr

:  
; fn*"* ,  

r (exp(ro *  t t "1 'q ' ( ' t t ' . , , " ) )  'Ero(r r )  'exP t ' )41"*1 '  t t )c l todnd'u

avec q'(tt ' , tu') € ÀI

f rn , \:  
. /no*.*,  

I  (  exp t t '  '  'E 'on(tz )  '  cxP t 'J À(exp t)dttr l r tc ' ,u 1

68
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ceci nous donne I'invariance clans la direction trt. De mêtne, pour n' € t'1c6, on a

. fo*,* ,  
r (u*"(n ' )  .  exp u,  .  E,oo(rr)  .  cxp,,)41"*p u).udnc^t

f  r  - r  ,  ' \  \
: . / oo* , * ,  P (exp? , ' exp  ru - r  '  E ,oo ( r l ' )  ' exp  u 'E6o(n )  ' exRu)

A(exp u)clu,dn.da

:  
-Ao* " * ,  

r ( " *p  w 'Epo(n ' ) ' - '  'E  n ( t ) ' " *p ' )A (exp  ' ' ) choc ln .u

avec .E6o(r , . ' ) " ' -  -  exp, t , ' - l  '  E6n( t r ' )  '  r . 'x1t  r t '  €  / f

: 
,Ao*"*, 

r ("*p ttr ' 'E1oo(n ) ' exP t')Àt"*p tt)cltoùzclzt ;

d'où I'invariance dans la direction rr. Enfin! pottr t" € ul, on a

7(o*,*, 
r("*p r., '  .  exp tt,  .  Eoo(rz) . 

"*1r.r,) 
À(exp,tt)r lwdtzdl,

:  
; fo*,*, 

f  (.*p - '" - Erco(rr) ' '  .ex1)1, '  ."*tr, ,)A(exp t)dtorh'tclu

où X"' : eXp r,' . f . cxp -r,", VI- € G

:  t  
(  '  '  '  ' . " *pr )a("*pt t )d ,wdnd,u

JRo+"+ ,  
9 (exp  u ' c1 ( t t " t o ) 'E ' "0 ( r r ) ' '  ' ex1> t t  " ' L ' -  )

où q(u ' , to)  e  l / .

Ainsi, en intégra.nt d'abord da,ns la direction n puis tla.ns ttr, et en utilisant le fait que

I'intégrale en n est invaria,nte sur N/1'n17, ou olrtieut

t .(...-., - \
J R o + " + ,  

r ( e x p 1 " '  e x P  t t ' '  E , o o ( r r  ) '  e ' x P  u )  À ( e x p  u ) d t o d n c h '

: 
,Ao*,*, 

r ("*p r{., . .E,oo(rr)'" . exP r. ' . 
"*1,,,)a(exp 

r:)durd,ndu.

Ensuite. on fait le changernent cle va,riable exp t'" - (ex1r1") 'expt,, ce qui entra.ine qtte

dutt :  du, car l , ,ry' ,u" e g(/1")/(g(l) * n(/1")) n À'cr ' l  clr i  est une algèbre a.bélienne ou de

Heisenberg. Finalement, en utilisant I'égalité

t  p(exp '11 '  '  Erco(r r ) ' t ,xp-1, '1rhï  :  À(exp , , ' )  [  / (Ero @))d 'h ,
J N / n n r '  J N l x n u
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on obtient

f r \
l^ ,  , .  

p(exp u' 'exp q '  Erco(n ) '  exp u) À(exp u)t lu'dndu
J g e + ' a t  \

f  1 E1 '  -- \  ^xp ,r") Â(ex' u')a(exp t, ')-1À(ex p tJ')dud'nd't/ ':  
l ^_  ( exR to . .E ro (n ) . e :  .  /J R c + ' + t

:  
[ - - - . - , r ( " * p t t , '  

E " o ( n ) '  e x p  u " ) A { * * p  t / ' ) d t o d n c h / '  i
J R c + ' + t

d'où I'invariance ctans la direction u.

Nous allons donc iclentifier I'espac,e cle Hilbert, 1lcn de Ia rr:présentation unitaire

i r réc luct ib le  ?rr .h  -  indGu. \ t , '  avec L2GIH):  Lz( I ' l i  x  I Iz6 x  l i )  :  I2( [Rc+s+t) .P*

conséquent, les rroyaux cles opéra.teurs ?ï'(.f ), sr:ront cles fonctions cléfinies sur (% xlAs x

V t ,WtxWoxV , ) .

A présent, nous pouvons cléfinir les espaces de fonctions qui correspondent au c;r,s

exponentiel. Comme nous I'avons souligné en introduction. nous allons les désigner par lt:s

initiales ES0, où la lettre ,S suggère qu'il s'agira d'espaces analogrtes de I'espace des fonc-

tions de Schwartz, et la lettre .D indique qu'il faudra exiger une décroissance exponentielle

dans certaines directions.

3.2.7-Dêfrnition z (L' e-"pnc.c d'e n,o;ya'u'r)

Nous supposons toujoru's clue G est un groupe cle Lie exponentiel d'algèbre de Lie g

et que n, [1 et / € g* sont définis comme a,u pa.ra.graphe 3.2.5.

So i t  ! 8  :  (A r  , . . . ,Aq ,8 t , . . .  ,B " ,C t , . . ' .C r )  t r ne  ba . se  coexPonen t i e l l e  à  |  dans  g

définie comme en 3.2.6. Alors, pa.r .85(G xG. H,l, E ), nous désignons I'espace des fonctions

F : G xG *,C, cFri appa.rt iennent à. C| '"(C; xG)et <1ui r 'éri f ient les concli t ions suivantes:

(1 )

F(exp :ù '  exP â. exp y '  exl) l t !  1 :^ r i ."(exp /r )11(exp /r )
I

a[ . . r (exp h ' )11(exp h ' )F(exp o,  exp y) '

pour tout h,h' € lr,æ,'y € g avec X,(exp h) - s-i<t 'h> '

70
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(2 )  S i -Ëdé" ign " la res t r i c i i onc le r '  à  ( l ' l / r  x  l 4 /ox  l i . l l ' r  x I ' ' 76  x  l / 1 ) .  c ' es t  àd i reque

-Ê est la fonction clui t \  (to,rt, ,u,?t, ' .rzt.t , ' )€ lF',c+'e+r t prl*s*l associe

^ /  /  \  1  " \
F(exn u ,  .  E*o( rz )  '  exp  t t !  ( : xp  u"  '  Eoo(n ' )  'exp  t r ' J ,

alors .É € Cæ([qc+s*t t plq*s*t), 
"t 

F est à clécroissance exponentielle en 1r,rot ,u,1)',

polynomialet en n.,, r{ .

(3) Pour u,ut€ Rq, r t ,n '  €. IR" f ixés. lafonct ion qui à ( t ' .?r ' )  € R. '  x IRt associe

; . /  '  ' \
F (  exp  r r '  .  Ero( t r )  '  exp  ? , .  t rx1>21"  '  E , .o ( t ' )  '  

" *P j " ) ,

appar t ien t  à .V lo l (o1x  D1)  : ' l l o l ( lPL t  x  l f l l ) .

Les conditions (2) et (3) sont écluiva.lent,r:s à chactute <lt.s couclitioits suivantes :

( 4 )

sup sup s t lP  sup 1e-91" ' l r -0 ' l t r ' l ' -o lu l " -o '1 " ' l (1*  |  t '  l ' ) *
lpl ' lp '  |  < R tr l , tu'  €lRc rr,  n'  ÇlR* 1',1" ÇlP' l

(1+  |  n '  l ' ) o l  '  F ( tu .  ?? '  ? r  +  i 1L .  t t "  . n ' .  ? "  +  i p1 ' )  l <  +oo ,

pour tout k € N!,R > 0,ft ,ûr, 0, l l '> 0 ert tout opérateur différentiel D sur lRc+e+t

à coéfficients polynomia.rtx,

( 5 )
f
|  1e- -7 lv le- . - )e '1" -311"- , ' [ { l1 t+  |  , ,  l r )È(1+ In '  l2 )À

J

D . F(w,n)r) + i.1t, tu' .r?'. ?" * i p!. ) | du'dndt,! lt@-d"!@dp' < +æ,

pour tout  k € I { , .R > 0.  a ' ,e ' ,P,8 '  >-  0,1t ' ,1t '  € ] l l t .  avec lpr l , l t t ' l  3 -R et  pour tout

opérateur différentiel D stu' IRc+'c+t à c<xifficients Pol.vnomitiux.

Ces expressions forment une famille ck'' s<'rni-uortn€rs pour la topologie de ES(G x

G ,Hr l ,E ) .

Une conséquence de c:ette cléfinition est (luc ES(C; x G,f/,/.!8) contient toutes les

fonctions de la forme

. (  t  |  - - - - ^ - r \
/  (  

""p 
l t '  '  ( 'xp ?? '  exp t! .  ( 'x l)  r t t '  '  exlt  rrt  '  , :xp r")

:  
" - (  

l l r ' l l 2+ l l r " l l ' )g (  exp  u ,  .  exP ?1. ( : rx ] )  r , . ,  .  exP n , ) ,

7T
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où g est une fonction de Schrn'a.rtz da.ns les <lirections tr. rt', à support c.ompact dans les

directions ltt,u

3.2.8-Proposit ion

L'espace ES(G x G,H,I,8) est indépend.ant d,e lu ba.te coezponentiel le E ch'oisie.

Preuve

So ien t  ! 9 r  :  (A t , . . . ,Aq ,B t , " ' ,B . r ,C r . "  ' .C r )  e t

E , z : ( I i , . . . ,A ' q rB \ r . . . , 8 ' " ,C ' r , . . . ,C )  c l e r r xbasesd i s t i nc tes , coexponen t i e l l esà !dans

g et définies comme a.u para,gra.phe 3.2.6. D'a.pràs la proposition 1.1.19, la remarque 3.2.5.1

et vu la construction des bases !8r et l82, nous savons <1u'il existe des sous-a-lgèbres nilpo-

tentes fr,fz de g, et un sous-espa.ce vecboriel u de g, coexponentiel à n dans g(/t.)+n, tels

que

s: f r+ [g ,g ]  : l z*  [g ,g ] .

avec Ai  €h,A ' i  e . fz  e tCr  €  ur ,CL eD'1,  pour  tont  1  S j  <  Q,L 3k S t ,  où

0r o (bng(/ t" inr)  :uï  o (rrnot l r")nu) :u.
Soit X un élément de G I alors on peut l'écrire de cleux façons différentes, en fonction

d e  E 1  e t E , 2  d e  I a m a , n i è r e  s u i v a n t e :  X  -  e x p  u , ' E n , o ( 2 ) ' e x p h ' e x p u :  € x P  u ' ' E * ' ( n ' \ '

e x p h ' . e x p u ' ,  o ù  l l , h ' €  l ;  e t

e x p r u  :  e x p ( t t r l A r  * ' "  { t o , , A u ) , V t t t  -  ( , , ' r , "  ' . t t ) c )  e  ] R q ,

E l o o ( r z )  :  e x p ( n r B r ) '  " ' '  e x p ( t z . * . B ' ) , V n  :  ( t r 1 ,  " ' . ? 2 s )  €  I R " '

e x p ? . t  -  e x p (  t \ C t  *  " '  a  u l C t ) , V , '  -  ( r ' r .  " ' , t ' 1 )  €  I R t ,

expur '  :  exp( t r r l  A \  *  . .  .  r /oA ' , , ) ,Vu , '  :  ( , , ' 1 .  " ' .u t i )  €  Rq,

E,o ' ( rz ' )  :exp(n l  B r l ' "  ' . exp( r r ' "8 l , ) ,V" ' :  (n '1 , ' ' ' , " ' " )  €  R" ,

exp t , '  -  exp(  r , \C i  +  " '  1  rJ ,C '1 ) .Vr "  -  ( , ' i .  " ' .  t , i )  e  m. t .

C o m m e e x p ? . t t ' . 8 6 0 ( r z )  ' e x p h ' e x p ? t : c x p r r " ' E r i ( r l ' ) ' e x p Â ' ' e x p u ' , o n e n d é d u i t

que

72
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avec pour r € n,E"o(")-, :  exp(-?.r) .  Ero(;u) . expu € N - expn, car N est un sous-

g roupe  d i s t i ngué  de  G ,  e t  pou r  ï  €  b ,€xp : r ' - t '  :  exp ( -p ) ' exp r ' expu  e .  H  :  exPb ,

car [1 est g(/g.)- invariant. Notons que ces propriétés restent vraies pour.E 5(n')-u' et

exp h ' - ' ' .

Posons D : N . -Il. Alors, des r'ésrrltats Précéclents et, en rrtilisant la. formule de

Campbell-Baker- Haussdor{, ou obtient

exp (u . r1A1  + . . . +  r t , oAo  a  u1C1+  " ' +  r t tC t )

:  exp (u r i  A t ,  I  . . . +  t / o - \ ' , , 1 r ' tC ' ,  +  . .  . +  L , ' rC ' r ) (mod .D)

So i t ( a ; ; ) l a .ma t r i ce rée l l e régu l i è rec l ' o l ch ' eq * f t e l l ec l uepou r to r r t l s i <q ,ona i t
q  q + t

AY : ! o';r-ll + t a ijC"j-q: J;(rriorl. D),
j = t  j = q * l

et pour tout q + 1 S i S q It ,  on ait
q+ t

Cf,-o : t o' i iCj-q = C,-,r(rnod. O),
j : q * 1

73

avecD :n+b .

Ainsi, en utilisant les résulta.ts ci-desstls. on vérifie clue

exp (u '1 ,4 '1  +  . . .  +  tuoAo  a  t1C1  +  . . .  +  u tC ' t )

/ .  c  .  ,  q  ,  , - 9  
t

-  exp (  ( f  , , , ror , )  A ' ,  * .  + ( i , , , ;^ ;o) t ;  + ( i , , , ;o i .o*,  + t , rar+c,c+r)
U  j = t  j = l  j =  I  l = 1

' q  
I  

r  \

+ " '+  ( f  t ' r " r ' c+r  *  I t ' ,o , *u .  u* , )c" , ) lno t t 'D) '
j : 1  l : l  /

On en déduit clue

exp(tr . !  A'r  r  . .  .+ tu 'oA'o + t ' iCi  + . . .  + { ,C' '1)

/ ,  s  .  !  ,  , - ' t  t
-  exp (  ( t  u) i . . i l )o l  *  + ( i . , ' , . , , , , ) . { ;  + ( i , , , ;or ,o*,  + t r rar+c,c+r)

| j : t  j = r  
. i = t  

l = l

/ q  
I  

, ,  \

+' ' '  +  (D. r " r .q+t  *Dr ,o , *0 .  o* , )C" ,  )@tod.D) .
j : l  l : l  /

C,1

ci
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Alors, étant donné que GID est corrmutative et que (A'r." ' ,1;. Ci." '  ,C'r) est une ba,se

de g/0, i l  en résulte que pour tout 1 S t < t1,7 3 À: S t. on a

q
r \ -t o ; :  2 _ u s i a  j i t

j : l

. t l
r \ - \ -u'*  :  Lu ia j 'q*k  + Luqlaq 'qtk '

j : l  l : l

Ainsi, toute clécroissance exponentiel le d'une fonction F e ES(G xG,H,l,981) dans

Ies directions ?r, ,I < j ( q entra.ine une clécroissance exporlentielle de -F dans les directions

.'t,1 < i < q. De même, étant donné clue I'espa ce ?lol(o) avec ur : DT=rolRCi "st
stable par transla.tion, on el] cléduit clue les plopriétés cle décroissance exponentielle et

d'holomorphie de F dans les clirections 'rr/r 1 < / S t sont conserr'ées dans les directions

, | , 1<k< t .

Pour achever notre preuve! Il nots reste à étuclier le comportement de .F dans la

direction n'. Cotnrne nous I'avons mentionné plrrs hartt. on a.

exp ( r . r . ' 1  A r  *  . . .  *  u toAo) '  E ro ( r r ) '  exp  / r '  exp (u1  C t  *  " '  +  u r9 t )

: exp(ui A\ + " '  + to'oA'o) '  -8,", (rr ')  'exp h' '  'exp(ul C', + " '  + u'rC'r),

avec
(t q+t

AY : lo,t1A' i  * t  cu; iC' i-o = J;(nzod. D),
, = 1  j : q * l

ceci pour tout 1 < i  <q, et pottr tout 11 + 1 < i  3 q +t.

<t*t

C!-o :  t  a i iC| ' j - , t  =  C' i -q(nLol .  ù :  n  *  l ) ) .

1 = q * ' l

En utilisani les résultats pri:c:éderlts, on r'érifie cpre

exp ( t t ' l A i  + . . . +  u /qA ' , , ) - r ' e xp (? r )1 ,41  +  " ' +  10oA , t )

, q q
-  exp (  -  f I?ojn ' j r  )Aî  -  "  -  ( !  r r ' ra ' io) . { 'o)

j : t  j = l
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/ --\. " *p  ( (L  u ,  j a  j t )A i  +  . .  .
j= r

q

+ " '+ ( l -p1,0+)cl) .
l = l

Par conséquent, sachant gue fz est nilpotent, et vu la, fornrttle cle Campbell-Baker-

Haussdorff, on constate qu'il existe rtn poll'rlerne Q('rr.') {aps -f{ lel clue

e x p ( u ' f  A ' ,  *  . . '  +  r o | A ' ) - 1 '  e x p ( 1 1 ' 1 . { 1  *  " '  *  w o A q )

, q q
-  exp ( f  I  LL,  jc  t ,q+t )C' ,  +  + ( t  rL i iû  j .q+t )C])  exp Q(tu) .

j = 7

D'autre pa.rt, modulo D, on a

exp (u1C1  + ' ' '  +  r , tC t ) '  exP( t r

,  q+ I
/ s a,exp (ur L u(t+r, iC" i - ,  *

l - q * 1

.exp( - t ' lC i  -  . -d ,C i )

, . - l
:  exP ( t I  u loq l t .q* t )Cr  r  '  '  '  +  ( I  t ' too+t ,  o* , )c ' r )

l = l  I = l

. exp ( - t r f  C ' 1  -  . . -  t lC ' t ) .

D'où, en tenant compte de la proposition 3.2.5.2 ct cte I'expression des coordonnées ,l'1 <

/ c ( t en fonc t i o r : c l e tu i , 1<TSr l e tu r ,  1S /S f . ou r ' é r i { i equ ' i l e x i s t eune fo rmeb i l i néa i r e

r sur g(/t") tel le que

exp (u1  Cr  *  " ' +  u t c t )  ' exp ( t ' l  C ' ,  + " '+  t ' jC ' j 1 -1
q q

-exp  ( -  t I  ? , j . , j , q *1 )C i - ' '  -  ( i , , ' . ; , , . , .u * , )C" ,+ r ( t , ' v .  / )Z  *z (u ' " , t " ) ) ,

q q
.  ' \ -  r  r l  ,  r \ -  t r t t

+  \  L t t '  j 0  j q ) À q  *  |  )  t u i a i . o + t J L ' r

j = l  j : l

j = l

' rC', *

. . .  +

. .  .  +  r , iC ' r ) - r
rt*t

'Ltt  
t  oq+r,:C' i-r)

t - q * 1

j = l i -  |

ou
t I

, V  , S -  \ . t l  ,  \ -  l î l
u ' -  :  (  )  t l t c t q + r . q + t ) L  1  t  " ' +  |  L  

l ' f o q { l , q { r ) L ' 1 :

l = t  l = l
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x (u ' u ,u ' ) e  ( g ( / )  * n ( / p . ) )  n te r /  e tZes t l ' é l é rnen t cen t ra l deg ( /g " ) / ( g ( l )  * n ( / 1 " ) )  nke r l ,

avec Z e h.

Ainsi, comme I est g(/1" )- invariant, on en dé:duit c1u'il existe h"' e î tel que

exp (u1  C r  *  " ' *  u1C1)  ' exp ( t "C i  +  " '  1 -  d ,C ! ) - r

t  ( f  É  L , i o i , q+ )  C i  +  *  (É  u ' ; i a1 .q * t )C I )  ' exp  h " ' '
j : l  j = 7

Ainsi ,  l 'égal i té

e x p ( t u 1 A r  *  " ' l  t u , , A o )  ' E ' " 0 ( r r ) ' e x p / r ' c ' x p ( i ' 1 C ' 1  *  "  *  u 1 C 1 )

:  exp(ur l  A' ,  I  . .  .  a ru 'oA|) '  E '"â(r ' ) '  exp /r ' '  exp(t , l  C' t  + " '  + u ' rc ' r )
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implique que

E r , ( t ' )

/ , S  t a t .  , , { l-  e x p  
\ ( L  

w i o t i , q + i u i  +  " ' +  (  )  , t t r i r r  j , q * , ' , C l )  ' e x p Q ( t t r )  ' E r , ( n )

j : t  J = l

/ , s L  \ - . t  , é  ,  t  - 1
. " *p  ( (L  u t  j r , 1 ,q * t  )u r  t  " '  +  ( ) - t t ' i a ' 1 .0 '4 )C ' , )  ' exp  h " ,

j : l  ' ] :  I

pour h" € [1.

Soit (B;i ) la rna.trice réellc régulièr'ecl'<rrch'e .s tcllc (ll le pour torrt 1 < i < s, on ait

: t ljiiB'i.
.?= I

B;

Alors, on vérifie qu'il existe uu polynômr: F(n) clans Àt telle que

E , " o ( r z )  -  e x p  ? ' 1 1 8 1 " ' '  ' e x p  n . " 8 ,

:  
"*o(È 

,- ,  i0 i r )8,  ' "  '  '  exp(I  , . ,  ) i , )B'" '  exp F(n) '
l = l l = l
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Ainsi, on a

Er , , '  (n ' )

-  e x p  
" \ B ' t  

" ' ' '  e x P ? ? : B :

. q q
:  eXp ( f I  ro ia j ,q*t)C' ,  + + ( I  ut i "  i ,qaùctt)  ' "*o Q@)

" 
t= '  

,  
'=t

'  
" "p ( I  

n ig i )B \ ' "  "  exP( \n1 l1 i " )B i ' expF(n  )
t , : ' o  ' ' : '  

o  r - l
.  
" .p (( t  ut  ja 1,( t* t )Ci  + .  .  .  + (L,r ;o r . , ,* , )C'r)  '  exp l r" .

j = l  J =  I

Comme n'ib'i appartient à, n, et cpe le secoucl rneurbre de l'éga.lité précédente modulo -Il

appartient à N, alors nous complétons la ba,se |B'jli par des vecteurs BI € b il n' / :

s * 1,.. .m ceci pour obtenir une lrase {Bj} i '  d" n. Alors on constate qu' i l  existe des

polynômes pi(Q@,),u,n, F(n)) tels clue

exp  (p r  (Q@) ,  w ,  n ,  F  Q t . ) )B ' r )  " ' ' '  ex t )  (p " (  Q(  11 '  ) .  t o ,  n ' ,  F (n ) )B l ) '  exp  â "

: exp(n'r B't)." '  .  exp(n'"Bi).

Ceci implique que ni :  pi(Q(rrr), tr ' .  r2, F(n)). i  :  1, '  ' ' .s :  ce qui achève notre preuve.

3.2.9-

Soient !8 une base coexponentielle à n clarrs g et D le sous-espace vectoriel qu'elle

engendre. D'après la proposit,iclu 1.1.19 llous p()llvons prendre b contenu dans une sotls-

algèbre nilpotente, supplérnentaire cle n clarrs g. Ainsi I'application ,En définie par !8 est trn

difféomorphisme cle IRI'o x IRI'' clans G' tr$ec '50 : rlin't tt et ?"s : dinz g/n' Nous désignons

par ES(G, n) I'espa,ce des fonct.ions .f : G - C a.ppartena.nt à C'-(G) et qui vérifient

ainsi que torrtes leurs clérivées partir:lles la cortcliti<>tr

s r rp  I  F (exp , ' 1  ( r  +  I  *  l ' ) ( , ,  * . f 1nx1 ) . ' exP .s )  l (  oo ,
1 , € u . s € n

ceci pour tout entier L € NI, porrl tout, rr € !t(G) qui <lésigne I'algebre enveloppante de g,

et pour toute fonction F e C*(G), ex1>ouc'ntic:llcnreut lrttt'née clans la' direction !, c'est à
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dire qu' i l  existe une constante c(F) tel le r lue I r '(expu) lS e' l lul lo,Vt'€ u. On constate que

cette définition ne clépend pas cle la base l8 cltoisie.

En fait, ES(G,n) est I'espace des forrctions à décloissaut:e ralride sur G telles que

lorsqu'on les multiplie par une fonction exponenbiellernent borni:e clans. rrne direction qui

sort de N, on obtient une fonction bornée.

Il est clair clue ES(G, n) est un espa,ce vectot'iel topologiclue; et même ES(G, n) muni

du produit de corrvolution est unt-' a.lgèbrc: ckr Fr'ér:het pour les normes

|  ' . l ' )À , ,  * . f i " xpu 'exp- { )  |

On constate aussi que .85(G, n) est inva,ria,ut, pa,t' trattslation sur C; ef ES(G, n) contient

toutes les fonctions C- à support compact srtt' G : cl'où ES(G, n) est un sotts-espace dense

de.Ll(G). Les fonctions de ES(CJ.n) sont à clr'rc,r'oissance polynornia.le clans la direction

l{, et exponentielle clans la. clilec:tior} I" = exp tr ; c.erla signifie c1u'elles décroissent plus

rapidement que I'inverse de tout polyuôrne clans les clirections de n, et plus rapiclement

que tout terme cle la forme e-clol cla.ns les clirc.ctions de u. Lorsque G est un groupe de Lie

nilpotent, I'espace ES(G,n) n'est lien d'a,utre quttur solls-espace de I'espace de Schrvartz

S(G).Dans lasuite de notre étude. I 'espa.ce ES(CJ.n) sera noté E5(G)et I 'espace n dans

ES(G,n) ne sera. rnentionné cltte s'il y'a' r'isrltte cle coufitsion.

A présent, nous allons énoncer puis prouvel le t'é'sttltat princil>al de notre étude.

78

I

sup  |  .F (exp? ' )  (1  +
u € u . s € n  \



CHAPITRE 4

LES FONCTIONS DE E 5 (G x G, H, l )

COMME NOYAUX

Dans ce chapitre, nous montlons clue ES(G xG,H,l) est contenu dans I'image de

ES(G) au travers de I'application f - f *. Autrement dit, les fonctions de I'espace ES(G x

G,H,l) peuvent être considérées comme noyarrx cl'opératerrrs z'(/) avec / € ES(G) et r e.

G.t" thôr'ème que nous allons étuclié est tur résultat très technique. La démonstration se

base sur les différents cas de récurlence a.nal5'sés au chapitre 2 et utilise de façon primordiale

le théorème d'inversion de Foulier'.

4.1- Théorème

Soit G un groupe cle Lie conrlexe, siurplernent connexe résoluble exponentiel, d'algèbre

de Lie g de dimension n. Soit n uu idéa,l uilpotent de g cotttenant [g, g]. Soient / e g* et l1

une polarisation en / fortement aclaptée à. n. Soient .[/ : exP I et n : lrt,fr : ind?txt,tt la

représentation unitaire ilréductible induite pa,r' le caract,èr'e unitaire Yr,6 de .Fy'.

Alors, il existe une applicatiou linéaire contiurre

:  E5 (C ' l xG ,H . l ) -  ES(G)

F ------+ R(f'; : .1,

telle que le noyau fn de I'opér'ateru ?r(.f) soit éga.l à F.

L'application R est appellée rétra,r:te.
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4.2- Remarque

En ce qui concerne la contiuuité clu r'étlacte J?, il suffira de retnarquer que la con-

struction de / respecte Ia topologie des espa,ces E.S.

4.3- Dénonstratiou du théorème 4.1 :

La récurrence se fait sur la climension cle G. Le début cle la récurrence est obtemr porrr

dim g: 1, c'est à di le pour g: iR. I l  s 'agit r l 'uue situation palt icul ière clu ler cas, cas où

g est abélienne et que nous a.llons éttrrliel da.ns la srrite.

4.3.L-  Etude du 1er  cas :

Puisque g est abélienne, ort l>errt supposet'qrle g : IR"'. On a ES(G) : S(G) : 5(R- ).

De plus, on constate que tout icléal n' cle g contient [g, g] : (0), et toute polarisation I en

/ € g* est égale à g et est fortemeut aclaptée àr tout icléal n'. Soient b une polarisation en /

et n un idéal nilpotent de g, choisis de façou arbitraire. La représentation zr coincide avec

le caractère X1, c'est à dire que zr'(/) est identifiée à la transfolmée de Fourier en /.

Soit une fonction F e ES(G x G,H,/). Choisissons u e C?(G): C"-(R.-) tel le

que ô(/) : 1, la transformée de Fourier cl'une fonction f e L'(R.-) ét,a"nt définie par

f( l):  I  Tçr1"- '<(t '">dr ponr u,/ € ]R"'.  Nous cherchons / e 5(m-) tel le que:

F(e: , 'y )  :  . fn( : r , ' !J )  -  
[  /ç* , , r - r )y1(â)dh. .

. t H

Posons :

J(z : )  :  F(e,  e) r ' ( ,u)  Vr  € CJ,

a;vec e qui désigne l'élément neutre de G pour la, loi uurltiplica.tive. Alors / e S(lR'-), et

on vérif ie sans diff iculté que T,(*,U) : ô(/)F(t ' ,y) :  F'(:u, Ll),Y:r,A e G.

A présent, TLor.Ls s'tq)po.. orLË q'u,e rr. ) 1 et qrt,e Ie th.i:orèrn,e e.st uéri'fié pn'r tous les groupes

il,e ilimension inférierLre olt, é.gule ù. n - 1.

4.3.2- Etude du 2enre cas :

Puisque GIH :  C.e1n.  / -  GIH nu. ,  A:  expo,  les espaces de noyaux ES(Gx

G,H, l )  e t  ES(G xG, i I , i )  sout  égaux,  o t*" .É -  expi l  e t '  A:  exPo.  Soi t  F e ES(G x

G,Hrl). Par hypothèse de récrrrrence, il existe rru rétract".É. po.,t f et une fonction
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g e ES(G) telles q,t. R1f; - 9. Soit une fonction g € Ci@) telle que [eç@)d, : t.

Définissons / su:.- G de la manière suivaute :

f  ( * ) :  f  G." ) :  s( i )e fu) ,  Y i  e  é,a € A.

Alors f e nSçC) et le noyau Â d" I'o1>ératetrl a'(/) est égal à .F.

4.3.3- Etude du Seme cas :

La construction du r'étracte se r'éclrrit arr cAS ()r'l n : [g, g] : lR,Z, c'est à dile qtre g est

une algèbre de Heisenberg et, G : exp g est le gltltrpe de Heisenberg iHI,, : lRq x R.c x R

muni de la multilplication

( r , a , r )  . ( " ' ,  y ' , s ' )  -  ( r '  +  t /  , . ! l  * ' ! l '  , . :  *  . -  + ! r ( ' r r '  -  r y ' ) )

avec îA : D;=i c;y; désignant Ie prrrcluit scala.ile usrrel cle Rq. Notons que d'après la

construction faite en 3.2.5, oir u1 0 b : g(/g" ) * l;, avec D1 un sous-esPace isotrope pour Ia

forme Bt,Ir:  / ln(,t . ;r norrs pouvorls choisi l  l l :  {0} x IR'/ x IR et u1 : lRq x {O} x {O}.

Ainsi Ie caractère Xt,b cle If  :  eXpl; est ctéfini pal Xr,1,(O,g,s) : l- is; cle plus

n : r( l) :  ind?txt,5 agit sur'?1, - Lz(Rlq) Pa.r

(n ( * , t t , sXXr )  -  , ' - i s " - i ( ' - f  ) v41 r  -  r ) .

Soient  f  e  Lt (Ho)  et  €e '17* .  S i . f , ( r ,y)  : , [m T(* ,y ,s)e- i 'ds et  fs  est  la t ransformée

de Fourier d" "fo par lapport à la seconcle variaJtle !/ € IPI'/, on a:

( r ( /XX, ' )  :  /  . f  ( r ' , ' !J , .s) ( ; i ( : r ' ,  y , .s) (X r )c l , :L , t l t1d.s
J nn"

:  I  . f  ( . r . t t . . * )6 , - i " . . , - i (  ' - i l t l ( r '  -  t : )d . rdyt l , .s
. / R c  x R c  x R

I  r f
:  

l -  (  |  f '1, '  - : , ' ,v . .s)c- t"d.s)  , - i l#ru, tu((r)dr
Ji l t î  xi l (e \ . ,1F-

(par-le cha,ng.:rueut tle varia,ble r -- r - :r)

f  .  t ' - r : [
: 

l_ .fu(, ' - :r:. i  )((r)d:r:.
J IR9
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Donc le noyau de I'opér-ateur zr(/) est

fo(',*): Îo? -',ry)

. ' t t"" 1s(", ù: Tt*,(#,?T).

Soit r' € ES(H' x IHiq, H,I); consirlérous la fonction Fr définie sur IHI' x iHIo par

Fr (q , ,Ç:  F( ry ,? { / ) ,  avec  n :  ( r ,U ,s ) , (  :  (u ,u , t )  e  IH I ' .  Par  conséquent  Fr  e

.ES(Hq x IHI',I/, /) et nous pouvons définir Ie rétra,cte R de z'(/) par

Fr  ( t r ,  U)e 'Y"  dA

82

R(F)( r r ,  , , t )  -  A0 [R,

avec  u  : ( u ,0 ,0 ) , y :  ( y , 0 ,0 )  e  m , r  e t  p  €  S ( lR )  t e l  que  p (1 ) : 1 .

4.3.3.1- Rernarque : ici, intervieut la. propriété (3) cle la définition de ES(G x

G,H , l )en3 .2 .7 ,àsavo i rque la res t r i c t i onsv ' -G fHc le to r r te fonc t i onF ieES(GxG,H, , I )

appartient à'l1ol(o1 x ur ). Pal cousé<pent, cl'après les plopr-iétés de T{ol(o1 X Dr ), toute

transformée de Foulier paltielle ou globale cl'rure fouctiou h e ES(G x G, H, /) dans t'oute

direction D1 C g(/1")qui sor-t cle net de I reste àdécroissanceexponentiel le àl 'extérieurde

n, polynomiale dans n. On en clécltrit que I'intégrale ci-clessus converge et que R(F) ainsi

donné appartient à ES(H').

A ins i ,  on a:

(r(R(r))(X') : t" _ 1 / ntrX7. - . , : ,  y,.s)e-t"r l .s).- '(#' cly((r)dx
. /Rc  xRq \  J IR

:  [  [  Ag I  Fr(r .  - , r . , r )e i 'uc- i$v.- i "dsclydu((n)dx
J[Rc xtRc "/ lR JIR{

t f
: | | 

pr(r. - ,r, u,yei"u ç-i9v tt,urly((r\dt
"/Rc xRc "/Rq

f:  l_ Fr(, .- , . .  'T " ' ){( .r .)rr .r . .
J IRl

(Théor'èure cl'inr'<,r'siou de F<nrrier )
f

:  I  l l ( r . : r)(( : r ' ) r / . r ' .
./ IRC
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Par conséquent F est Ie noyau de I'opér'ateur zr(R(F)).

4.3.4- Etude du 4eme cas :

Nous avons o : IRY avec Y É ak),l(Y) 
-= 1 et A - expRY. Nous identifions ,4 à iR'

e t  nous  no tons  l es  é lémen ts  de  G  pa r  g :  ( t , go ) :  exp tX 'go  = t ' gs  avec  I  €  IR . ,gs  €

Go, t (X) :0 et  IX,YI :  Y.  A ins i ,  ou vér i f ie  que Ad(expfX) ] '  :  e tY et  Ad.G(\*" )  :

Ad.(exptX)( rhy) :  
" - t ( / l * " ) .  

Nous posons o ' :  R( l l * " )e t  nor ts  I ' ident i f ions à IR ' .

Soit ?loo I'espa,ce cle Hilber-t a.ssocié à la représentation ro: indGnoXlo,b.Soient aussi

f e ES(G) et ( Ç Ttn,l'espace cle Hilbelt associé à n". Pour tout s € IR et u € g, nous

écrivons que ((s,u) : ((s)(u), ce cpi nous perrnr:t rle consiclérer ((s) comme un élément

de  T {no .

Par conséquent I'applica.tiou .s € IRl, -------' {(.s ) € 
'llno perrnet d'identifrer l'espace ?l,,

de zr avec r'(R.,'lln) et,I'espa,ce cpotieut C;lC;o avec iR. Dans la suite, nous notons gt -

exptX . g . exp -tX et Ac(t) :  Ac(f,e), potu' tottt  g e G,t € R. Moyennant toutes ces

hypothèses, on a:
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(zr ( / )O(s) :
loxolr"te)o(s)./r 

: 
I..f kù(kt-t '-s)rtv

I.or, rorf kr-'X(y . ., )tr,,t : 
I.or'(r 

. .r-')ac("-' )f(, . s-t)C@)do

l" 
on'(y)/(" . s- | )ckt )(t s

L,"" I . ,on'(t 'vu)' f  
( ' '  ' ( t 'sù -r)((txe '()dtdss

f 
ot '  U) l ."a;,1(ro).f(.s' s; '  .  t- 'X,ro(yo' D{t)dssdt

(ca"r '  Acgoo - Aco )

{  
o- '  A) 1." . f ( .s 

.yo .r- ' ) (  ru(st))(( t )du(,( t . t

{ 
ot' U) 1""/((.,. 

- t) . u'i) ( r,r(yo D(u)ctusd,t

{ 
on' @ I.".1'((., 

- t ) ' ')(eu )(n,(e0 D{U)rt.sodt
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: 
,{ 

on',t1,ro (1(1" - rl')) ee)(tt,

où /((s - f)t  est une fonction qui appalt ient à ES(Gg) et définie par /((s - t)t)(go) :

f  ( ( "  -  t ) 'g t ) -
Ainsi le noyau "f" d. z'(/) est donné par

. f , ( " ,  t )  -  a ; t ( t ) , r o  ( / ( ( s  -  t ) ' ) ) .

Soient (Cr,.. . ,Cù une base coexporlerlt iel le à. o clans 96 et to : ; fom,C;. On a

go : l pOoe tGo :W 'A ,avec I { ' ' : eXpELC l " " ' exPRC, re t . ' 4 , : exP IR . } ' . Lamesu rede

Haar sur- Gs est Ie ploduit tl.tuclt', oir r/rrr est la rneslu'e cle Ha.a.r' sttr G0 lA = W ou la mesrue

cle Lebesgue sur W et dr Ia mesllle cle Lebesgue sur q È R. Moyennant ces données, on

vérifie que :

"o( / ( ("  
- r ) ' ) )  :  

Io" / ( (*  
- r ) ' ) (yu )notuu), I lo

f f
:  

J*/ 
/((" - t)t)(to 'exl r) ' ' )zr0(rr ')z-o(exp rl ' )drdut

f f
:  

J*/  
/ ( ("  -  r )  '  ( t r r '  '  (exp r ' l ' ) ' )zr0(tr)xr("*p rY)drdu

f f
:  

J * /  
f  ( ( -  - f )  . ( t l t .exp(e t r I ' ) ) "0 ( r )x r (exprY)drdw

r f
:  

J*"- '  Jul((r  
-  r )  '  ( t r '1 .  exl  r l ' )zro(ur)x1((exprY)- t )drdto

f  r f  \
: 

J *.- ' 
( 

./_ 
.f ((.- - t ) ) ( rr" . exP r') ' '  )1Arr. (exp rx)11*" (exp rY)dr,)

n,rGu)d:u
f  . r  I

: 
J rr. 

- '  
( 

/_ 
I ( (., - I ) ) ( url '  exp r' l ' '  )e 

- ; '- 
" '  cl., ') ro(u)d,w -

Ceci nous permet cl'écrire <pre

( ' ( /X)(,) :  
;(  (  1r,, ,  l* .- 'a;, ' (r). f  

(( . , ,  -  r))(r, t  .exp rY)

x X e a. 1 t 1 t 1,n,. ("*r, r' l ' ' )rh' ) zr0 (,r' )rft r,) (t ) dt
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:  
{  

(  I* t  I -"- 'a; ' ( t ) / (("  
-  t ))(u" 'expr} ' )e- ie- ' r4 '1

x n'(u))du))Ctrlrt

: 
{ ( Irr"(rr" 

- t))1,,', t)r.(w)du,)e{r)or,

où T est un opérateur défini de la manièr'e suivante :

T :  ES(Gg)  - - - - - -+  C- ( (G0 /ex t )R I ' . 1go" )x  R)

J - T(.f)

T(f iQu,t)
f

: I La,' (r ).f ((?r, . exp ,.I '- ) ') 11(exp rY)d,r
JIR

I
:  I  "- '  

tA' (t  ). f  (trrr .  exp r ' I ' ' )  
"- i t- ' r ,7,r 'JIR

u.*'"" f € .ES(Go),u € l4/,t e iR et C-((G,rl explRl', /1*,. )
fonctions fr e C*(Go x IR), telles .1,," i e ES(GulexpRI' ')

R,) clui désigne l'espace des

f ( r r '  . "xp rY, t ) :  Xr(**1, ' rnÂr( r r , ,  f  ) ,  VTr ,  €

Remarquons qu'on a

,  Vr, f  € IR.

T (  )Qu,f  )  :  e - '  a 7. , r  ( t1. i  Qo' , -4d* (  exp tx) /6" ) ,

a,
où f désigne la transformée cle Fouriel cle .f clans la clirection RY.

On consta,te anssi que 7 r'érifie Ia. r'elatiou rle covaliirnce

T ( . i )ku.  exp r ' ) ' - ,  t )  :  r i1 t ' ' t '>T ( . f  ) ( ru ,  t )

e tque  T (h@, t )  €C* (G1rxR l ) .Pa . r ' conséc l reu t7 (1X , , ' , f  )  €  C ' - ( (Gg f  exp lRY, / l * " ) xR) .

X

et

w
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De plus, nous associons à 7 un opérateur inverse noté .R1, défini sur le sous-

espace ES((G1lexpR{/ l * " )  
"  

R,)  c le  C*((GulexpRY,/ l * , . )  
"  

lR)  formé des fonct ions à

décroissance exponentielle en -oo et *oo sttr' IR, et tel clue 7 o R.!o: [i'.

Nous pouvons définir Ii[ de la rnanière stûvante :

Râ :  ES((GslexplRI ' , / t ,o, . ) t  IR) ----- -  ES(Gg)

k ----+ ni(À')

|  .*  |  )Â, (rol"  l ' l  ,  -  hr |  ,s |  ;et" ' r l .s.

4.3.4.L- Remarque : Ici intelvient Ie fait <1re Ia. fonction k est à décroissance

exponentielle en -oo et {oo sur IR ; pal cousécpent I'intégrale ci-clessus est convergente.

Ainsi, Râ(Â) € ES(Gg) et en posa.ut lJs:tt t .expoY avec û € IR., puis en uti l isant le

théorème d'inversion de Fourier, on vér'ifie <1tre 7 o ni([X./0 ,t) : É(go,f ). Ceci prouve qtte

R[ est I'opérateur inverse cle T.

Ainsi, on a

( ' ( /XX*  ) :  [ _  (  [ . . , " , r t r , ) 7 ( . f ( . s  
-  r ) ) ( r r , , t ) r i r r , ) ( ( f ) r t r .

JIR \ 
"/ t.tj

Soit F Ç ES(G xG,H,l); norrs roulons clétermiuer'/  € ES(G) tel le que le noyau

f- d" I'opérateur r(/) soit égal F. Ceci érpriva.ut ir, : V.s, f € IR, Vgo, gL € Go,

F ( ,  . so ,  t -uL )  :  (  [ , . , r 1y ( tu )T ( . f ( . . .  
-  t ) ) ( r r , , t ) d t r , )  kJo ,gL ) ,

\ J l,l/

ce qui d'après notle notation nous <lonne

F(s , t )  (su , tJL)  :  (  [ . . , " r f r t , )T ( . f ( . . '  
-  r ) ) ( r r , . f  ) r lu , )  (uu ,gL) ,

\ .,f l{/

Pour s et f fixés, posons

86

n[(l)(tr,  .  ex1> r ' ]")

:  -  I  
" - l " l " lA . , ' ( - I r tJro

C;(-s. *) ktu, uL) :  F((.-  I  t )  .  e., t  -  s).
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Alors on a

G(s, t )  (so ,sL)  :  (  
Iu ,nu( tu)T( / ( " ) ) (u , . t )du, )  

(go,gL)

et G(s,t) e ES(Go X Go, H,lo) et va.rie cle façon continue pour les nonnes de Fréchet

l o r s q u e s e t f v a r i e n t .

Comme par hypothèse de récurrence .Ro est le rétracte de zrs qui envoie ES(Gg x

Go,H, /s )  dans  ES(Go) ,  a lo rs  /6 (s , t ) :  Ru(G( ' t , t ) )  €  ES(Go)  e t  es t  con t inu  en  s  e t  l .

Posons

. f r ( " ,  l ) (  yu  )  :  .Â , ( . , ,  I  ) (y r ,  )

:  I  Ou(C(.- .  t ) ) (yu .  exp r ' ] ' ' ) r ' - "  r / r ' .
Jnr

Si nous désignons pal ES(G0/ exp Flli /10,. ) Ie sous-espace cle ES(Go) formé des fonctions

f e nSçCs) telles que

/(rr, .exp r'r ') - \:y("*1' '} j.f(u'),

alors, nous remarquons que f1(-s, f)  € ES(G1lexplR. l ' , / ;*r . )et  est cont inue en s et f .

Fixons s € IR: alors la fouction

"fz("Xgo, t) :  fr(", f  Xyo ) € ES((Go/ exp RY, lh" ) x IR).

Donc nous pouvons lui applicper I'opérateur iuverse Ri, <te 7 pour obtenir une fonction

ni,(/r(')) € .Es(co).

Ceci étant, nous pouvons définir la, f<rnct.ion .f € ES(G) image cle la fonction F €

ES(G x G,H,/) par le rétra.cte l? rle lir f:rr;otr strivante :

R:  ES(GxCi .H , / )  - - - - -ES(G)

F r- '  /?(F):  i

n( . l r ) (s '  su) :  / ( "*p.sX . ' t r r  .  expr l ' - )  :  n i ,  ( . fz( .s))(u, '  exprY)

:  -  I  . - l r r l z l4 . . ( - l "  I r r  l ) . f2 (s ) ( r r ' l " l " l , -h r  I r r  l )e " ' "d r r
./ro

87
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t:  -  
/_  " -  

r ' lu l4o(-  l "  |  ? ,  l ) . f r (s ,  -  ln  I  z  l ) (u ' l " l ' l1e i " ' '  chL

:  - [  
I *urn l ' lac( - t '  

l ,  l ) (n , (G(" , - t r '  |  "  l ) ) )  (ur rn l . , l  .  expuy)

,  
" - iu  " iur  

dudu.

On vérifie que ̂ R(F) - / est bien la fouctiotr cherchée. Etr effet, on a :

("(/)€X")
: lu"-, na'to( lr,,

rs(w)d,)e(ùdt

r  /  r  / r: - /. "-'^A' (r)(, 1,, ( /_
(  [_" r - t , , t , , tac( - l r r  1 , ,  l ) (n r (c ( . -  -  r , - l '  l ' ,  l ) ) )\  JRz

(t , t* l , , l , l  .  exp t , l ' )  , - i t t  et t t ' r 'd,plr , )r- t"-"  r / r ' ) r0(r , , )a, , , )  {{r)a,
/ /

r /  r  /  I:-/_(/,u
( ,Â,  " - t ' * r r r lz l )4"1- ( i  +  n  I  r r  l ) l (n '  (G( ' -  -  r '  -  ln  l  t '  l ) ) )

( ro t * l ' l ' l  .  exp  t ,Y)  , i t t r ' r - ie - t ' ' , l . r ,d r ) . - t ' ,1 r , ) ru ( , , , )d , , , )  C( t )d t .
/ /

Ensuite, par le changernent cle va.riable r' --- -?'. olr obtiertt

("(/XX')
, /  r  /  r:[(./,u

(  
; ( ,  

. - t ' * r r r lu l )6"1- ( r  +  l '  I  r r  l l l (n , ,  (c ;1 .s  -  r '  -  ln  l  "  l ) ) )

t / . r t t "  -  r )  ' r r , ' 'expr 'Y ' )  r - ie - ' r4 r )
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( .u r+ ln l " l  .  exp  uy)e  
- iu r ' " ie - t ,  

dud, r )e

r /  r:l l I
/ B  \ J H l

-n'' a,,) oo (.,,)ar,) e(ùd,t

({  f"  
(c(" -  t ,  t )))(u, '  exp ur ')e- iu dt ' )16(rr ' )d,.)r ,r ,r ,

(Théor'ème d'iuvelsion de Foulier)

:  t  t  no(sù Ru (c(.s - t, t))(rtùd.,ro(ft)dt
Jn. /co

f
:  l -no( tu(" t ' '  

-  t , t l ) )  ( ( t )d t
"/R

:  I rç-t , t )c()dt
Jn

I
: / r(', t)e1)d,t.

Jm,

Ce qui achève la construction chr rétra,<:te <lzrtts ce cas.

4.3.5-  Etude du Seme cas :

Dans ce cas, r lorls avorls q: IRli  +lRl '2 avec l i  , \ 'z É l(g) et l< l , l ' i  >l + l< 1,1'2 ) l :

1. Nous posons .,{ : exp o et nous iclentifions o resl>ectiveurent .A avec (C, : r1Y1 O r2Y2 '--+

11 ! ir2 € C. Airrsi, lU, Zl : ^(U)Z, Poru' tout U e g, Z e C., avec À qui désigne un

lromomorphisme complexe notr trivial de g. Nous savolts atssi clue go:ker).:g(//o) est

un idéa ldeg  c lecoc l imens iou  11  a , i ns i ,  l r ( ) r r sp ( )uvo r t s  cho is i t 'X  €  g ,X  (go , / (X ) :gs6

À(X ) :q :1 *z l 0avece+0  €R , te l q l r eg : lR .XOgo .Dece fa . i t ,A r l ( exp tX \ (Z ) -e ' | t Z -

eteiqtZ,Vt € R. De phs, en iclentifiant o* avet: C rle telle solte clue ( € C corresponde àla

forme linéaile 2 -- Re(ZO, ou obtietrt

Ar l * (exp f - {XO :  .  
- '1 t (  :  e- '  c - io '  C.

Dans la suite, nous supposons que /1" - 1 ; alols porrr ( : ll" = 1, I'orbite

{e( t+;a) t ;  f  €  R}  est  une sp i ra le  <1r i  rencoutre le  to le  " l f  :  {Z e ' } ;  I  Z  l :1}  en

u l =

1.  De
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façon généra le ,  pour  0  *  (  e  e* ,Ç:  r .1 ) ,1*  *  rz l ï ,  i l  ex is te  r / :6 -Ç l " l c l (  €  T" ,  te l le  que

I 'orbi te de ( soi t  l ru :  t / rr t  :  {uZ; Z € rr ,1}.  Ainsi ,  ?Lto est,  aus.si  une spir .ale et pour tout

P €  ur , i l  ex is te  s , t  €  iR ,  te ls  que p  :  e -q tÇ :  sTsy ,avec  .s  :  11  |  Ç  |  - t .

D 'au t repar '+ ,pour tou t0  *  Ç e  o* , ( :  . r11 ' r * * r2Y, f , i lex is té1nrée l  t :  - rASt -  te lque

C : Ad*(exptX)/ ;"  -  e-q' l lo.  Nous obtenons ainsi  une palamétr isat ion de o.\{0} :  C\{0}

par I 'orbi te de / ; . .

Puisque gs est un icléal cle coclimension 1 cle g, alors, comme au cas précédent, les

éléments de G s'écriveut sorls lar. f<rr.ure cle c.orrple (t,gu),t € IR, gs € Go tels que

( t , ! lo )  :  ex t )  tX  .  gu  =  t  -  t Ju  e  G e t ,  Ac( t )  :  Àc( l .e ) .

De plus, pour les nrêu.res la,isous clrr'zru czrs llrrir:riclent, nots iclentifions 17n avec

, ' (R,Ho) et I 'espace quot ient GlGo avec IR. Ainsi ,  prtu /  € Es(G), € € T{n,,s € IR

et moyennant les hypothèses ci clessus, rx)lrs obteuons c()nllle au 4enre cas

avec /((-s -t)t) € ES(Gg) et cléfinie corrlule arr 4enre cas.

Soient  (Cr , . . - ,Cù une base coexpoue' t ie l le  à o c lans 96 et  ro  - ;1CImC;.  On a
go : rp 0 o : m @ (Ryl + R}!) et Gs : 14/..4, avec .4 = C = P2. No's désignons les
éléments de ,4. par exp o avec (, € o, ou exP : avec : € (C. La uresure cle Haar sur Gs
est le produit duda or d,utdz an'ec r/'to rpi est la. uresrrre cle Haar srrr G0/.4. = lry ou la
mestlre de Lebesgue sur lrll : exp tg e'.t, d,rt.,lir, nre"-rrre cle Lellesgrre slll'o = ]R2; notons que
do ' : dz :d r t d . r z )avec ,u , : t ' r 111  * t ' 2 ) ' 2 r : t : : r ' 1  * i r ' 2€C . \ , f t >1 ' e r rna .n t cesc lonuées ,on
obtient :

90

("( /X)(- .)  :  
/  

a.-11 (r)ro (r tr"  -  ryt))61ryat.

et

=

"u(/(t--- r,',) 
l
:

X
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f f / .:  
J*zrs(ur)  l . r@- 

t ) .  ( ru '  .  exp(e 'e '0 ' : ) ) )

x 11(exp z)dzd.u

Ensuite, par le changement de variable z --+ e-tc-iqtzi on obtient

"o (/((" -  r) ' ))  :  
I*:r6(u,) lo,-" f( t-  -  t)-  (ut "*p,)))

"  
x ,  (  exp(e- te -  io t  z ) )  dzdu

oit e-21 est le ja.cobien cltt chaugetnent cle variable ci-desstts
r  r  

[  , - ' '  . f  ( ( . *  -  t ) ) ( r , t  .  ex1>( r r ] ' r  +  , r1 r ) ): 
J*:ro(tr ') ( yn,

x XAr,1u*p r.r)tr" ( exp(r '1 ) '1 * r '21't))clr '1rl ,r2)d,to

:  I  e-21tr11( ' ,u) . f  ( (  . .  -  f  ) ) ( t r , t ,  Ar l * (exp tX) /1"  )du; .
Jw,

oir f ((s - l)) est la tlansforrnée cle Fouriel cle /((-s - f )) dans la. rlirection A È IR2.

On en déduit clue

("(/XX") : 
l* Irr iro(ur) ( 7|,, 

-"oa'(t).f((.* - t)) (urt .  exp(r1 Y + r2Y2))

":*î',nî','ii,'']::ll]'::,":,',.'.,*,''")dtu(('i)ct'[
= 

/_  
(  

J ru t  
( . / ( . ' -  / ) ) ( t r ' , r ) î '0 ( r r ' )d 'u ' )€ ( t )d t .

oir 7 est un opérateur défiui de la tna,nièr'e strivante :

T :  .ES(G3) ------ ,  C*((GolA,/1")  x R)

i -- r(.i)

T( f iQu , t )  :  ÀZ . r  ( t ) r - ' '  [  . i ' ( r , , '  . exp ( r ' 1  r ' 1  l t ' 2 r ' l  ) t . r a - (es1 , r . \ , , , " ( " xp (  r ' tY r r z l ' ù )
Jm,

d.r1dr2

-  ^ ; t  U,  
I " / ( ( , , '  

'  exu, ) ' )  Yt1"  ( "*1,  r t . )< l ' t t ,
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u.rr"" f € ES(G0) et C-((Gs lA,l,j x R) cpi désigne I'espace des fonctiottt f e C-(Gs xlR)

telles q,t" f € ES(GolA) et

f r ( r ' .exp ao,t) :  X, ; (extAj  Ï rbo, t ) ,  Yru €lU, f  € IR.

Comme au 4erne ca^s, on constate clue 7 vérifie la relation de corrariance de

C*((GolA. t1")  x  R.)  e t  que 7( i )Qu, t )C*(Go x IR) .Par  conséquent ,  f$7çu, t1  €

C* ( (Go lA , / 1 " )  x  R ) .

D'autre part nous associons à 7 un opér'at,eur inverse noté R[ défini sur le sous-

espace ES((GolA, /1")x  R,)  de C*((GulA, / ; " )x  IÊ l )  fo lmé c les fonct ions à décro issance

exponentielle en -oo et *oo srrr R et tel c$re 7 o 1?1, : .Irl. Nous porrvons donc cléfinir .Rl

de la manière suivante :

RL : ES((GulA,l1") x Ft) -----, ES(G;)

/.-----* ft(fr)

ni, ( [ ) (u '  .exp c)

f  _ , ,_  l "  |  (  l ,  r . ._  ru l ( l z: la t " t ' '
J d '

i ( r , , ry ,  -  l r r  l - (  12 ) ,0 'c 'u t , /4 .' " \ "  '  2  / -

4.3.5.1- Remarque. Ici, iutelvient Ie firit clue Ia fouction I est à décroissance expo-

nentielle en -oo et *oo sur IR; pal consécpent I'intégrale ci-clessus est convergente.

Ainsi, Rô(fr) est bien cléfiui et Ri(t ')  € ES(G6). De plus, on a:

f  o  n 'o( i ) (so, t )  :7  o n i (k) (u,  .  exp 4s,  f  )

92

:  X l t o (expao)Z  o  /? i , (À  ) (u ' ,  t )

f
:  x , ,  ( " "1 , , ,u  )  

J"o7, r1r ;e-2 'Rl ( [ ) (u , '  
.  exp o)

x  X  A , t . ( exp  lX ) I1 "  (exp  a  )do

: xrl" ("x'1,,,. ) I" 1".^(,,r 
(t )"-2'ar;(-ry )e- rr'l(12

x  Âr ( , , , ,+14,  - l '  l - (  l2  
)c '<c .u  

)  r . - i lA t t ' (exp  tX) lso  ' ^>c l (d ,a .
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D'après le théorème d'inversion de Fourier', nous lemplaçons ( p*,Ad*(exptX)16 et dorrc

| ( I p"r e-t et nous obtenons

f o n!o$:)( t ,  .  exp tr ,o, t) :  t t t "  ("*p .ru )  LGr ( t)e-2'  L6çt1e2'É(- ' - '  , t )

:  Xl lo (exp co )À. (ur,  t )

:  i t  ( , , r  .  exp c.6, f  ) .

Ceci prouve que Rl est I'opét'ateul inverse cle T.

Ainsi .  on a

( ' ( /XX.s )  :  [^  (  [ , .  * " r , , )T (JG- t ) ) ( r r , .  t ) r r r r , ) ( ( r ) r / t .
JIR \ ,/ I,I,'

Soit Jl € ES(G xG,H,l); nous voulous déterminer / € ES(G) tel le que lenoyau

fn d" zr(/) soit éga.l à F. Ceci i .cSrivarrt à.: V.s.f € IR,Vyr, 9L e Go,

r ' ( . ,  . eo ,  t . sL )  :  (  [ , .  
n1 l ( t u )T ( . f ( . -  -  t ) ) ( r r , . r )d t r , )  kJu ,sL ) ;\ Jvt/

et d'après notre notation, on obt,ieufl

r ' (s ,  t ) (go,  gâ)  :  (  [ . , .n , r ( tu)T( / ( . ,  
-  f ) ) ( t r r ,  t )du, )  (go,  gâ) .

\ Jw

Pour s et f fixés, posolrs

G( - . ,  f  )  kJu ,s l  :  F ( ( . '  *  f  )  ' yo ,  t  '  gD .

Alors on a

G(.s, f)  krr,  uL) :  (  
. [r*nrr ' , , , )7(/(s))(tr , .  

t )r f tr ,)  ( tru. sL)

et G(s,t) e ES(Gg x CJg, H,ls) et va,rie cle fzrçon contimre pour les nolmes de Fréchet

Io rsquese t t va l i eu t .

Comme par hypothèse cle r'éculrerrc.t: I(y est, le rétracte cle zr0 qui envoie ES(Gg x

G, t ,H , l o )  dans  ES(Go) ,  a lo l s . f u ( . ' . t )  :  Â , , (G( t , . s ) )  e  fS (C , )e t  es t  con t i nu  en  s  e t  f .

Posons

,fr (s, f  )(yu ) :  . f t ,(.r,  t)(. , / , ,  )

t:  
J"nu(G(.r ,  

t ) ) (yu .  exp c)e-t1I ' . ' ) ' ,1n.
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Si nous désignons par.ES(GulA,lh) le sous-espace de ES(Go) f.rrrné des fonctions / €

ES(Go) telles que

/(u., ' exP o) : î,("*r, oT,f(rr';.

alors nous remarquons que,ft(",t) e ES(G,lA,l l .)  et est continue en s et f .

Fixons s € IR,; alors la fonct,iou

/ r ! )ko ,s ) :  " f , ( " , t ) ( ru )  €  ES( (G0 lA . l t . )  x  R) .

Donc nous pouvons lui applicprer- I'opératertr inverse I?i, de 7 portr olltenir une fonction

nâ(/r(")) € Es(Go).
Ceci étant, nous pouvolls défiuil Ia. fbuctiou .f € ES(G) image cle la fonction F €

ES(G x G,H,/)  pa,r- le rétra.cte R cle la. fzr '<;otr  st t ivante:

1? :  .85(G x G,H, l )  - -+ ES(G)

94

F  H  R (F1  : . 5

n (^F ) (s  ' go ) :  / ( exp -sX  ' u ' ' expc )  :  J?1 , ( . f z ( s ) ) ( , , '  '  expa )

= 
1,.&,(-ry)6-rrrl(l '? /)(.*)(,,,4 qS).' 'c'"dç

= 
I".Ac(-lLY)s- 

r.t(t '?l,t", -\#) (,,,+") ei<c,o> dC

:  [  [  u t - t "  l - (  l ' ) , - r ' l (12
J d .  J o ,

" (^, ("(.*, -ry,)) (,,,t# . ,,*1,.,,) ,- i1t.,, '> ei<c,u> da;d(.

On vérifie que R( F): ,f est bieu la f<rnctit'rtr cherchrie. Eu efl'et. ol] a :

'T','"i 
);Ï;;;:l _,ïl:,,:::) (ft,d

Jn \Jw \  - '  /  /
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:  
[ "  (  [ . , ,norru)/z(s 

-  t ) ( r r ,  t )du,) t i )dt
J I R  \ J W

f r f \
,  

l_  |  l . . . rs (u ) f1 ( "  
-  f ,  t ) (o )dw) ( ( t )d t

J R  \ J W

'  
[  (  [ . . .no . , , )  [  n rGG -  t , t ) ) (w.exp o)e- t< t 'o>  r ]od- )eAp,

J R  \ J W  J I

,  I  I  nu(uu)& (G(" -  t , t ))(yo) dso€(t)dt
Jm Jco

:  I  oo(nu 1c;1.-  -  r ,  r ) ) )  ( f t \ t t t
Jm \  ' /

r
= lG( " - t . t )€ ( t ) l t

JIR
f

: / F(.s, t)eft)dt.
. /R

Ce qui achève la, coustluction clrr rétla.cte tla.ns ce ca^s.

Dans les cas 6a à 6cl qui stdvent, Notrs av()lrs s : RIY +RZ avec Y ( ak)'Z e

A(g), t(y) :  0 et l(Z) : 1. De plus, [ t / ,  ] ' ]  :  ^(U)Y + ç(U)Z avec À qui est un homo-

morphisme r'éel non tlivial sur g et g rrne firnne lirréaire uon triviale sur g. Nous savons

aussi que Eo : IcerÀ est un icléal de coclimension I de g,Bo: ker'ç est, tlne sous-algèbre

de codimension I cle g et got, : gu n g0 est trn icléal de coclintension 2 de g. Posons

Go :  expgo , ,Go :  exPgo  e t  Goo  :  exPgoç .

4.3.6- Cas 6a :

Dans ce cas où g(l) ( g0, i l  existe ? € g(/) tel r lue À(f) +0; nous porrvons supposer

que /(?):0, car sinon notls l 'el l lPla,çons T par T' :T- <l,T > Z.

Ainsi, on a G: eXplR?.G0. D'arrt le 1la,rt,  au 1laragraphe2.3.7 clu chapitre 2, nous

avons remarqué (pe 7r : i:ncl(rty1 est rure exterrsiott tle no - in.dcrl"\10, âvec /0 : /1r0,[Jo :

b n go et I/o - cxp t10.

Soient r. e ES(G xG,H,/) et.s € IR,. Drlf iuissorrs srrr G0 x G0 I 'application F"0 de la

façon suivante :

F"u( tu,  g t t '  )  :  F("  gu,  gu '  ) .
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où "go -  exp 
"T.go.exp-sT.  

A lo ls  .F,o e ES(Go x Go,Hu, lu) ;  de p lus,  I 'appl icat ion

IR -----+ ES(G0 x G0,Ifo,/o) : s ---+ F"0 est cont,inue pour la topologie de Fréchet.

Puisque par hypothèse cle récurrence zr0 possède un Rétracte ^R0 cle -E,S(Go x

Go,Ho, l0)  dans ES(Go),  i l  e i is te  f !  e  ES(GO) te l le  que. l?0( f j ) :  / "0 .

Soient ?/0 I'espace de la représentation zr'0 et (0 € 7/0 ; on a :

(zr ' (exp"TXo)(go)  :  {0(exp - . tT .gu)

: (o (exp -.'-? . to . exp ..T . exp -.s?).

Puisque exp -sT € H eL exp -.s7.y0.<.xp sT € G, a.lols eu rrtilisaut la lelation cle covariance

de T{n, on obtient

(zr (exp 
""Xu)(gu)  

:  l i ,o1"*1,  - -s?)11(exp 's?)( ( l (exp -sT '  90 '  exp s?)

:  Aà,c("*p - .s?X,(ex1> - .s? 'y0 'exp 's?) .

A ins i  (n(exps?)€u)(gu)  :  A i , " i " *p - .sT)(O(exp - .s? '90 'exps?) .

Considérons une fonction c € C"-(lF.) telle clue

I r

/ 
û(.s)Aâ,,-;("x1, -.s?)r/.s - 1,

et cléfinissons le rétra.cte /? cle la fa.çou suirraute :

n( .F') ( exp -*?' gu ) :  . l '  (  ex1, . 'T' lu ) :  . ' ( . .  ) (nt '{"u ) ( yu ).

Alors R esi le r'étra.cte cherché. En effc'r porrr ( e 7{n, ()ll a :

tl"'],' 
ro.',,1" r,' r e ) ( uu ),t,,

J G

t t

I  I  / (ex1r .s? .  / r ) (n (< :xp . -7 '  / ,X) (so \dsr lh
"/R "/co

:  I  t  / (ex1,s? '  h) (n '1 . . *1 , . *?) ( r '0( / ,X))  koN.sdh
./n "/co \ /
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: 
I * | 

""a( 

s ) ( /?0 r'"0 ) ( /r ) ) zr ( exp .. T) ( n'0 ( h 11 ) ( s0 ) rlsriÀ

f f .. -r
:  I  /  o( ')" f"u( lz)4fr,"(exp-.s?)

JIR "/GO

x (zr01lz;g)(exp -s? . gu . *x1, .sT)d.sclh

: 
/ 

'1")ni,"("*p -s?) ( l."f:O)(oo(â)€)( 
-"soVL)a,"

f "t " lo l,c("*p -"?) ('o (/,0 )C) ( -"ro )a"

: / o1";ati."("*p -'T( [ F.l '(-' 'yu. u')1;fu'lrls')d.s
JR . t  ( ;o  luo
r  t  I  - - / ' "uu) " ' r t ' )€ tn ' ) t t i1 'e l ' s:  

Jn Jo",no 
o( 's )4f i ' ' - ' (exl -s?)F ((- '

f r l
:  /  cr(s)A|."(exp-.sT)d.s I  f fuu.s')( .(g')du'

J I k  J  G o  / H o

:  I  F (go ,s ' )((u '  ) ' t i r '  '
l G o l H o

Ce qui nous donne le résultat c.herché.

4.3.7- Cas 6b :

Dans ce cas, b C goo avec S00 clui est uu icleal cle coclimension 2 de g. Ainsi, Goo :

exp goo est un sous-groupe clistingué fernré de G contenant H = exp f . D'autre part,

d'après 2.3.8, i l  existe ? e gu,T 4 gu,J( € gu f l  n,-{ É gs avec [X,y] 
- Z, tels que

Go : explR?.Goo : G(/1")soit uu s()rrs-gr'()rUre feltué de coclirnension 1 cle G1 cle plus,

G : exp IR.X . exp R? . Goo.

Notrs posons /00 : / lnuo, /u : / lnu, ?1'0 : in., l .cf,ou yloo,7i0 : indfl ir ;r, '  et r :  int lSono.

Soient f e nSlG),( €'l1o,.s € IR. et Tloo I'esltace de la repr'ésentation zrs. Alors, pour'

les rnêures raisous clr'aux 4eure et Senre ca,s, lx)lrs éclivorrs tortt élértreut cle G sous la forme

de couple (t,gu) : exl) tX - !u, ( lue l l() lrs rrotelous aussi l 'go. avec go € Go,t € R; cle

plrrs nous identifions I'espa.c.e T{n <le 7r iù\(:c tr2(1F.,?l,nn)et I'espace qrrotient GlGo avec iR..

Nous  no tons  auss i  Ac ( t ) :  Ac ( f ,  e : )  e t ,  t 1 I :  eXp tX 'g  ' exp - tX  pou r  t  €  R ,9  €  G  e t  e
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qui désigne l'élément nerttle de G. \do5's111rnttl toutes ces conclitions. on a :

f r
("( /X)(")  :  I  t tg l ("(gX)@)de: I  f fuX(g- ' .s)ds

J G  J G

: I t1r.;,)f kr-ty(g . ., )rts : I oat(s . -,-')ac(.-')/(" . t]-L)ek)do
Jc  Jc

: I oa'(g)/(" 'g-'\€kùau
Jc

:  t  t  a;r( t  'uù. f ( .* ' ( r  ' t ru\-1){( t ' . , /u )d,sodt
J c ; / c o J c o

:  t  t  a. , . ' ( r  .  (rùl ' (" . (r  .  sù-1)(( tXyo )t tsodt
Jc lco  Jco

:  [  [  LA' kru)L! ' j , .krù.f( . ,  . , ] ; '  .  t - 'Xoo(so' ){( t))d.ssdt
" /m Jco

(car A"l(f) : 1 Plisclue J[ € n)

: I t tV' (sIt)ai'.l(q,, )N,!1,r,(ltI ' )
Jn Jco

x " f (s  
. lo  . t - r  Xru(yu ) ( t ) )d .s11dt

: 
I  ̂  I. " 

t; i /,]ktù./( " ' (t ' '  t 
- 1 X'u (yu )qt))ct lo(tt.

Soient (Cr,.. . ,Cù une ba,se coexp()lreutiel le à o claus goo et t  :  DI*IRC;. On a

goo  :  ro0o  :  r !  0 (Ry+  RZ)  e t  Goo  :  W .  A  -  I r y  . exP(RY +kz ) ,avec ,4  ^ '  iR2 .  Nous

désignons les éléments de A - exp o pa.r' exp c avec (, € o. La mesrue de Haar sur Gss est

le produit du da., ori dto est Ia. rrresule cle Hera.r'sul G1lo lA=tlr ou la mesure de Lebesgue

stu I4l - explo. et d,a: rh'd.r'' est ler. uresllllr <le Haal srrr o ott la mesure cle Lebesgue sur

IR2. Mol'snnant ces conclitions, ()lr a.

("(/)€)(") :  [  [  t  I  oai ' .àt.xptr?.u,.exrra)
J ] K J G O / G O O J W J A

. f ( s . e x p  u T  . ' t u . e x l ) ( r . l - l X z r n ( e x p  u T  .  r r  ' e x p r , ) ( ( f  ) ) d 1 '  d u  d ' a  d t

'  I  t  t  a. r ] / . j ' t "* r r r rT) .11.* '  expt '? '  t t r '  €xPn'  t - r )
.i/ IR2 J ll/ J lR2

z '6 (exp 'uT . ' ru [ ( t ) ( t . xp  -c ) r / r t  d 'u  < ln  c l t
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: 
Iu, I* I.,aol?("*r, 

tr?).f(-s ' exp uT ' u' 'exp(rl' + r'z) ' t-r )

rs (exp  uT .u t ) (  ( t .exp  - ( r l '  +  r 'Z ) )du  c l .u ,  d r  d r '  r l t

(avec  460,6( tu )  :  Aco,c (expc)  -  1 )

: 
Iu, I* l_,A"f 

/3(.xn tr)L,!'|,"(exp -(ry + r' z))

/ ( s ' exp  uT  . t - t . exp  -u? .exp r ; ?  -  t . u t  ' e xp ( r l ' '  +  r ' Z )  '  t - t )

zrs(exp 
"T 

. ,u)y1("*1,lrY' +', 'Z\((t)du dtu clt '  dr '  dt
f f f . ,: Jn, J* J*,4'-'l/''1('*P,'?)

/ ( ,  . " *p uT ' t - r '  ex1> - r rT '  exp t :? '  ( r r '  'exp(r ' t '  +  r '211 ' )

z's(exp uT .u)y{exp -(r} ' '  * r 'Z)){(t)dt' dt' '  d.u du d.t

(car af/026(exp -(, ' l ' '  + r ' '  z)) : 1).

Or, 460,6(expu?) : 
"t t 'odnlno.uT 

: e-" et l f /" 'z,"("xp -(rY * rtZ)) :  1, car

exp -(rl' + ,'Z) € exp o C exp n, avec n <1ui est un idéal nilpotent cle g. D'autre part,

puisque Goo est un sous-gronpe clistingué fenué cle G et cpe [T,X] : -Xmod.gs6, alors

exp t r? . f r  .  exp -u?  -  exp ( - t e - " ) -X  .Qk , , l )  :  ( - t t ' - " ) -Q ( r , , t )  : €  Goo f l expn ,  avec

Q@, t ) :  exp ( f e - " )X .exp  t tT . t - r . exP -T r?  :  ( t t ' - " ) . exp  rT . t - r . exp - r . rT  €  Goo f l expn .

Notons aussi cpe

y 1 ( e x p  - ( , ' ) '  *  r ' Z  ) )  :  r - "  .

En tenant compte cles clonnées pr'écéclentes, on a :

( '(/)€)(") : 
lu, Ir, l*,, 

+ f (t .: - tr-") .e(,,,r) .expr,?.

( to .  exp(r ' )  
'  t ,  I  Z)) ' ) ,  

-  
" ' '  ù 'd.rr  r t r(cxp lT '  t r '  ) ((  t ) t ! .ut l tucl t

:  
Iu,  I , r ,  lo, .+. f  

( t .s -  r ( -") .exl  ,T.Q(1' , t )exP-"r

.  ur t  .  c .xp(r ' ) '  +  ( r ' '  t  t ' t )Z) ) . - ' ' '  ù 'dr r  r . ) (expuT '  r t ,1( f t \ r luc lu tc l t

:  I  t  t  .+.F((. .*  -  te-, ' ) .  "x1> r,T. e@,r)exp-"r
J1,z J 11r Jç1z \
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. .wt . exp(rV + ,' Z)) e-i(tr 
-'tl 

dr-clr' rt, ("xp u? . u' )((t) dttdud,t

f  f  /  /  - . . -  - t \ .
:  I  I  T l  t  ( ( "  -  te - " ) .expr '? .Q?, , / )exR-ur  )  f  (exnuT 'u t , t )

J t s 2 J w  \  
' /

ns(exp uT .w)((t) du d'Lu rl . t ,

où 7 désigne I'opérateur défini pa"r'

T  :  ES(Go) - - -+ C-( (Gr lA, l t . )  x  R.)

r ( . f ) (exp  t rT  . ro . t )  :  , *  
. [ , =n . / - ( , , "  

.  ( ex l ( r - ) "  +  r 'Z ) ) ' )

x  .11(c-xp(r ' I '  +  /  Z) )ù ' l /  ,

out. i  € ES(G0 ).t,u Ç IR, tr,  € lY et. C*((GulA,/1. )x R) rgri désigne I 'espace des fonctions

É e C*(Gs x IR, tel les q,t" I  e ES(GylA) et

[1"*puT,u 'exp( l .11r+r2Z) . t ) : , ,+@l fu , , t ) .

Signalons qu'on peut aussi écrire I'opér'a,tertr' 7 sorrs la f<x'ure

Z( i ) (exp uT . r t , , t ) :  c '+  
lu , . i {u , ' .  

exp(rY + r 'Z) )

vr (  exp(rI"-  * r '  Z1- ')drdr '

:  ,T  [  1( , , , t  .  exp(ry  + r 'z ) )
. /n, 

- '

y r (ex1r( r ' l '+  ( r '  -  r t )Z\ )d, 'dr '

:  ,+  [  . f  ( , , , t  .  exp(r .Y + r r  Z))
Jw- r '

e. -  
i ( , '  - r ' t \  

d t . t l , , . ,  .

On consta,te cllre 7 r'ér'ifie lzr. r'elzr,tiou de r'ovat'iauct- cle C-((GulA,ll") t lR) et qrre

7(f)(exp uT.ut, t )C*(Go x R).  Par cousérperrt ,  7(f  )1exp t ,T. 71,, t )  € C*((GolA, /1.)  x I IR).

D'autre part, cornme cla,ns les ca,s pr'écrirlr.nts. l)olrs associons à 7 rrn opératetrr inverse

noté R[ déf ini  sur le sous-espa,ce E,S((GulA./1")x Fl ,)  r le C*((G, ' lA, l ,_) *  R) forrné cles
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fonctions à décroissanc,e polynonriale erl -oo et. *oo sut' R et tel cpre 7 o r?[ : .[d. Nous

pouvons clonc définil R[ de la rnanièr'c' sttivattte :

RL : ES((GçIA. /;" ) x lF.) ------+ ES(Go )

À ------ ni,(i)

Rf (k) ( exp u? . tr '  . exp(r' l '  + ,r Z))

:  r .#  n( r ' )  
ln i ' ( , ' * t ,  

r ,T . (Lr . .ex t ) , ' ) ' ) - t  . t )a . t ,

avec r' € lA,r,r'€ IR, et p cgri <ltisigrle llne f<nrctiou cle Schn'artz sur IR telle qtre

[ulft ')r-ir '4,-t 
- 1.

4.3.7.L- Remarque. Ici, irrtervient lc frlit rpe la frurction À est à. décroissance poly-

nomiale en -oo et *oo sur ]R; par' <:ousécpent I'iutégrale ci-clessus est convergente.

Notons aussi cluton a,

Rl, (k) ( exp u? '  to . exp(r 'Y' + T' '  Z))

7 o  n i , ( [ ) (exp  u?  . r { '  .exp( r ' ) ' -  *  , r  Z1 , t )

:  T  (R i , ( r1 ) ( .xp  ,T  ' to '  exp( , ' ) ' '  +  /  Z1- t \



CHAPITRE 4. LES FONCTIO^IS DE ES(G x G, H ,l)' ' ' L02

Xr1" exp(rrY + ( ' , r '  -  tu,)Z)ùttht . '  t

'  
(  [  H t r , '  l i ( ,p t - ' . . s ) r  

- " ' " r / . s ) r - ; ( " '  - 'u )d , t t 'd , t t
:  e T  X r , "  e x p ( r Y  *  r ' z  ) Â ,  a . / n  

. t .  . " . ' / -

r r
:  e ï  y r r , . *p ( ry@ 

Jn l t { r , ' ) t . - i " '  
, l ' , t '  

. l u r i , ( r r . t - ' ' . . s )e - i " ' "e i t " t l sdu
r

:  e ï  x r , " .  
Â ,  

À( , , r t - " , . , , - )€ - i ' "e i " ' r l . ,d r r .

D'où,, d'après le théorème cl'inversion cle Foulier, on obtieut

ron!o$: )1expu?. to .exp( r1 ,1 |Z) , f ) : "+@fr (u , t )

:  i ' ( * *1 ,  r ,T  . ro .ex1>( rY  +  r '  Z ) , t ) ,

ce qui prouve clue /?lr est I'opér'a.tertt'irtvt:r'sr. cle 7.

Ainsi, on a

("(/X)(-) : / t
J IRz J VIl

/  ,  - ' \
T I  f  ( t "  -  t . r - " )  'ex lu? 'Q?, , t )exr ' - r '7 ' )  

f  t " *n  tT ' ru , t )
\

x n'o (exp uT . 'ru ){(t)dud u,d.t .

Soit r' € ES( Cl x G, H,I) ; rrous \,orrlous tlétennirrer' ./' € ES(G) telle que le noya,u

"f, d" n(/)soit cga.l i ï  .F'.  Ceci ér1.r ivatrt,  àr: V.s. l  € lPl,Vgs. t lueC;r.

/  r  r  /  r  . - * - - . , " . \ \
|  |  /  z r ' g ( e x p  t T . t t , ) T  (  f  ( t "  - t ( - ' '  ) . e x p  r T . Q ( t . f ) e x P - r r ?  ,  '
\ r r u r t t /  \ " \ '  

'  L  / /
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\
(exp u? . u,t)dudu, 

)(n, 
uL)

:  F (s  .go , t ' gL ) ,

ce qui nous donne

(  t  t  zrs(exp uT .ut)T ( f  (ç -  te-o) ."*p uT . Q@,t)".n 
- ' r))

\JnJw \ -  \ '  /  /

\
(exp tr? . u,t)th,dl, l( ltr,. i l)

/

:  .F( .* ,  t ) (uu,uL).

Poul s et f fixés, posons

G(.s '  f ) ( r t t ,  .  sL)  :  F ( ' t '  Y r .  t '  s i '

Alors,

(  t  t z , (exp  uT . to )T( f  ( r " - t c - " )  .exp  uT 'Q( r ,11 ' *n -n r \ \
\ J t s J w  \ " \ '  

P t ' t ' v \ ( t ) t t  ) )

\
(exp oT . u,t)clurh,, l(fr, r l, )

/

:  G(" ,  t ) (su,gL) ,

et G(s,t) e ES(Go x Go,I/,/,)et va,r{e rle faqon contiuue pour les normes cle Fréchet

l o rsquese t t va r i en t .

Comme par hypothèse cle récnrreurre Il0 est le r'étracte cle zr0 qui envoie .85(Go x

Go,H, ls)  dans ES(G') ) ,  a lors . / ' ' ( . . ,1)  -  I l0(G(. t . t ) )  e  ES(Gg)et  est  cont inu en -s  et  f .

Posons

, f t ( " ,  f  X to )  :  . f t ( , s , t ) (exp 'uT  . t p  ' exp ( r 'Y  +  r 'Z ) )

:  . /b( ,s ,  f  ) (exp pT .  t r .  exp(r ' ) ' '  *  , r  Z) )

f
:  I  nu(CJ(.s, t)) ( exp uT . to. exp(rl '  + , '  Z)

"/ IRz

.exp( r r ) ' -  a  u , 'Z ) )c -1" '  d t td t /  .
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Si nous désignons par.ES(GolA,\") le sous-espace de ES(Go) fcrrrné des fonctions / e

ES(Go) tel les que

. f ( "*p uT .u.exp(rY '+  r '21)  :  xWW"i  T lexptT 'u ' ) ,Vr , r '  €  IR,

alors, nous remarquons gue.fr(s,f) € ES(G,lA,l1")et est continue en s et f-

Fixons s € IR : alors Ia fonction

fz(t)ktu,r) :  . f r( . ' '  tXvu) € Es((Gu lA. l t ,)  "  
P') '

Donc nous pouvons lui a.ppliquer I'opér'ateru' iuvelse l?i, cle 7 pour obtenir une fonction

nâ(/r( ')) € Es(Go).
Ceci étant, nols pouvons cléfiuir lzr. fcnrctiotl .f € ES(G) irnage cle la fonction F €

ES(G x G,H,/) pal le r'étlacte R de la' façotr srrivarnte :

It : ES(G x Cl,H,/) ------+ ES(G)

F  H R(F1  :1

R(f) ( .s  .  go)  : . f  ( " *p.sJ(  .exp r tT '  tp  '  exp(r l '  +  /  Z) )

:  nâ ( l r t r  *  ( - ) r : - ' ' ) ( - ,  ( - ) ) )

/
l e xRu?  

' (Q@, ( - ) ) ' * t ' - r ' 1 ' ; - l  ' t t ' ' e xP ( r 'V  +  r t  Z ) )

j ,  f  . . /  . . \
:  eT  

/  
/ i ( r ' ) ( / ; ( , ' +  ( - ) r - "X* , ( - ) ) , )

( " * l  u ?  '  ( ( Q ( , , ,  ( -  ) ) ' * t ' - r ' T 1 - r  '  , , , ) * * '  
- " " , , , )  

, - i u ' r l ' , ,

: 
"# loot,rl.rrts 

f rrr,-'')

/
1 . e x l l ' t , T '  ( t O t ? r ,  ? t ) ( ' N l ) - r ' ' r ; - l  '  , , ' ) o * '  

- ' ' * , r r )  
( - " ' ' d ? t

: .* 
lu,tl,') rr( 

.s * rrr - ''. rr. )

(  
"*n 

r " '  ( (  Q(r , ,  11 )exP 
-r" ' l '  

)  
-  t  

)  
o* t '  - r r 'Y '  

r r rexp 
-  t ' t  

)  
( ' - " "  ( Iu '
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: "# l*or,' l ;f, o,(c(s + ze-', u))

( " * p r " '  ( ( Q @ , ? r ) e x o  
- ' ' t , - t ) " * n - u ' { '  

r o e x P  
- z x '  

e x p ( a Y  +  b Z ) )

"- ibdn 
dl t  e- iu"tht .

On vérifie que R(^F) - / est bien la fonction cherchée. En effet,, on a :

(z ' ( / )O(s) :  t  t  t  r * . f (G-t ( : - " )  .ex l>,T.Q(L ' , t )exp-" t
JtrR2 Jw Jil{? \

to t  .  exp( r ' l '  +  , ' '  Z ) ) r - i ( r ' - r t l ,7 r ' r l r ' ' z ro (exp  uT '  tu ) ( ( t ) r l t ' d 'u t rh t

:  t  t  t  |*r# [nr,r). fr(. ,-tr-"+*e-".1t)
Jm, Jw Jw, Jn

( " *p r "  '  ( (Q( , , , ' t r )exu  
- t '7^1- l  

)ex l '  
- ' t  ' \  '  (Q( r '  l )exP 

-u?  '  , , " ) " *o  
-ux)

" - iu r  
du  e- i ' '  th ' '  e i ' t  d r  n ' (expu? 'z r ) { ( t )  du  thu  t l t

:  t  t  [ [r ' (s-re- ' ' rue-" 'rr)
JR2 JW " / IE  JK

( . *p  r "  .  ( (0 ( r ,  r r ) ' * t ' - ' 'T ) - r ;exp  
-a ' \  

'  (Q( r ,  / )exP 
-oT '  . , " ) ' *o  

-Ùx)

" - iu r  
d t ,  e i ' t  rh '  ro (exp ' t r? ' t r ' ) ( ( l )  d ' t ,  d tp  d t

(Théorèrne d'inversiotr dr-' F<nrrier )
f f

:  
Jo,  Jrn 

f t (s '  t ) (  expu?'  i l ' )n0(exl  uT'  t r ) ( ( t )duchodt

l ' 1 1 '
:  I  I  I  n0(G(.s, t ) ) (exp r ' 'T '  ro '  exp(rr l ' '  *  t r . '  Z))

JN\2 JW JN2

,-itt ' ' 4r, drr' zro(ex1t'ttT ' 'tu)((f ) du tlru d.t

f  r  . \
:  

Â "0 (n , (Gt .  
, t ) ) )  ( ( t \d t

f
:  

.Â " , t ,  
t ) ( ( t ) ( / r

:  
7[ . , r ,  

t )€(t)(r t .

Ce qui achève la constluction chr r'étt'a.cte daus ce cas.
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4.3.8- Cas 6c :

Dans ce cari, nous savons que 0 ( go et g(/) C g0. D'après 2.3.9 et le lemme 2.3.10, nous

avons montré que le cas 6c se ramène au cas 6b lorsqu'on remplace la polarisation b p*

une polarisation b' :  bngo +R.9 C g00, avec .S e g(tg.)ngo, S É n tel que 1l,IT,,f l  >- 1,

où ? € It n g(lt"), T ( g(/) et ^Q) + 0. Nous avons aussi souligné que les représentations

v : nrl,t) et 7r' :tt,b, sont équivalentes.

Nous posons H' : exp b'. Puisque zr' possède un rétracte R' ceci d'après le cas 6b, alors

pour obtenir le rétracte R de r, il nous suffit de construire un opérateur d'entrelacement

entre les espaces ES(G x G,H,I) et ES(G x G,H',1).

Soit T6',6, un opérateur d'entrelacement de'lln et 7{n', défini par :

pour tout € e'l1".Il est bien connu queT5,,qoTh,tt, : IdH,, ([A*. et al]).

D'autre part, nous savons que I): Irng0 +lR? etb' - bng0+lRS (cf 2.3.9 et 2.3.10);

par conséquent l)fl!' : IJI^190, t1' l11ît1' âr IR.S et t1l$'À11âr IR?. Ainsi, H' I H' À H = exp IR,S,

et Hf H'nH = explR.?. Donc

7,,, ,,,€(g) : I eQ. exp sS)xl(exp s,S)Â *l/,]@*vsS)ds.
"/ IR

Puisque ES (G x G, H, t) C ?t* eE er E S (G x G, H', l) C'11o, &t, nous définissons

un opératetrU6,,6 : E9(G x G,H,l) + EE(G x G,,H',1); F --+U6',6F,, avec

9r  .  expsrS,  g i  .  exps!S)X1(exp.s1S)X1(exps" ,S)

a 
"l 

fj (exn .- r S)A;l/; (exp s'1 S)rt.* 1 rls'1 .

Remarquons que (Ut,J,F)(gr,gl) : Ttt,,tt Affifçgr,gi).

Montrons que Uq',6F e ES(G x G,H' , l).

1 -  U6 , ,s1F  es t  b ien  dé f in i ;  En  e f fe t ,  so i t  A  -  ( .4 r , . . . ,A0 ,8 r , . . . ,B " ,C t , " ' ,C r )

une base coexponentielle à b dans g définie comme en 3.2.6. Ainsi, ror O roo O b1 est un

106

Tn,,,,€(ù: [ €k.tr)x{qn;l!çn1an,
J H'  I  HîH'

(î/b, ,nl)(gr , gï) : 
;[ ,( 

t,
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sous-espace coexponentiel à | dans g, avec tDr : DI=rs"qAn,t!0: Dj=r*RB, et D1 :

Di=r*RCo.Notons que tul,hcs et D1 sout cléf inis comme en 3.2.6. Puisque S e g(11.) et

S (t l ,S É n, alors,S € 01. D'autre par-t,  colnme ô.r ' , fk*vsS): 1"7' 
o'Islt t 'ss)- l l2 Vs €

IR, et que pour gr,gl f ixés, toute expression de la forme 
"1Gl"1Glp(-,*) 

sur 01 X b1

appartient à7{ol(o1x br), clonc est à clécroissalrce exporrentielle dans la direction D1 ainsi

que toutes ses transformées cle Foutier partielles ou globale enVl - expD1, orl en déduit

que I'intégrale double ci-dessus converge.

2-1,{q,,6F e C-(G x G) et vérif ie la.r 'ela.t iou cle covariance de ES(G xG,H',1) p*

rapport à l;'.

Soit F €. ES(G x G, H, /) ; alors F est à clécroissarlce exponentielle clans les clirections

Wr: exptlJl ,V: expD1, et polynomiale <la.us la <l irect, ion Ws - exptoo, ainsi que toutes

ses transformés de Fourier pa.r'tielles clir.rs ler, tlirr:ctiorr l'i.

Dtautre part, cornrne S e ul, nous écrivous !1 sr)us la fonne Dr : bT OR.S, où uf est

un sous-espace (:)exponentiel cle ]R,S claus u1. De phrs, eu tenaut cornpte cle la construction

cle $ et f' et en remarqua,ut clue T ( n,T É tl' et ? € g(/t" ). on ell déduit qu'en remplaçant

S par ? dans 01, Dous obtenons ull solls-espace o', tel cpe toï @ toir Q u', soit coexponentiel

à f' dans g, avec

nC', : tOr, rc| : h1o, UI : U? flr A?.

Ains i ,  tout  é lément  g € G peut  s 'écr i re  sous la .  fo lure g:  rpy t t to 'ô 'expf? 'h1 'expcv.S,

âv€c  t o1  e .  IUç?os  €  \ r yo ,b  eV l :  eXpuT , / , , . expo .S  Q  H ' , h1  €  H '  f lG0 :  I / nG0  e t

r€ IR.

Comme (l/n, ,trF) vérifie les prol>riétés cle décroissance des fonctions de E5(G xG, H' ,I)

clans les clirections Wr,Vf,lll0 (cec.i r\. czluse rlu fait <pre F vér'ifient ces propriétés), alors,

pour a.chever notre preuve, Il nous suffir'a de nrontrel qlre pottr u'l,trt', € W1 ,tttsrrl| e

Wo,b,lt '  eVl tous f ixés, la, fonetion

( t r , 11  )  -  ( l / 6 , , xF ) ( , , ' ,  . ' r r , 1 ;  . ù1  ' exp f  rT , tu \ .  r o i  .Û i  . exp f i ? )

appar-tient à ftol(R. x iR).

Dans toute la suite, nous pouvous supposer qrre l(S) : l(T) = 0. Ainsi, on a:

(1, /6 , ,6F)( r r r1  .  t )s  .  û1 .  exp t .1T.ru ' ,  .  ru 'u  .  l t ' r .  exp f  iT)
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f f
:  

/_ /_ 
F(-, .  wo . br exp t1?' exps1S. r.o'1' ut ' , '  b'r '  exp t!T' exp siS)

x t rlQ@xp s 1 S)a 
"i 

!]ç""ps', .9)ds1 ds',
r1

:  
/ .  /_ 

F(. ,  .  wo'  b;  exp s1S'  exp -srS'  expt lT '  e ip -*1 ^9,

.t, . .L. 6', . exp s'1 .9 ' exp -.*iS ' exp t', T ' exp si .S)

x t olf@xp s 1 ̂9)asl !]ç""ps'1 ̂9)ds1 dsi .

D 'après lapropos i t ion3 .2 .5 .2 ,noussavonsque[g(11" ) , [g ( / t " ) .g ( / t "1 ] l  c  (o ( l )+n( t ; " ) )n

Icerl et que g(/1" )/ (e(D * n(/1" )) nn"n est une algèbre cle Heisenberg. De plus, comme les

directions ̂S et T obtenues dans le lemme 2.3.10 appartiennent à g(ll"), on en déduit que

[g(/t"),[:r,.S]l c (e(l) * n(11" )) n lr"rt, ce qui signifie que [?, Sl: Z modulo s(/1" )/(g(l) +

n(lt" )) À lcerl. Ainsi, on a

exp -sS ' exp t? ' exp s,S : exp(e(od(-ss)'17'>;
^2 t

: "î: 
',',i;',r,')'l'nT,,il''' r's'"rr + )

où s(s, t)  e (o( l)  * n(11" )) n k'"1 n n.

Donc exp-s^9.expt?.expsS -  exp ( t f  +  dZ *  q(" , r ) )  € .  H :  expl , ;  de p lus,  pu isque

I(T)  :  l (S)  :  0  et  I (Z) :  1 ,  a lors

Xt(exp -sS . exp t? '  exp s.S) - 
"- ist 

.

Par conséquent, en appliquant àlafonction F e ES(GxG,H,l) la relation de covariance

de 'ES(G xG'H' ' ; : : , : r i : : : , ,  

b1 exp t1r,u/1 .L. t \expr!?)

: llr/f; (ex p t [) Ltfu(exp t', 
" 

)
f r

/_ /_ 
F(ru1 . too . ôr ' exp s1.S, to', ' -L ' b\ ' exp.s"S)

A rrl /j (exp s 1 s) L pl Q(exp s', s ) e i s r t t r- i s''t''rt.s 1 ds'r .
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O r , p u i s q u e S € 0 1 , F ( t u 1  . L ( , 0 .  . l t . 1 , r . u \ . ' t o | . * . 1 4 ) e ? { o l ( o 1  x u 1 ) e t q u e T l o / ( o r  x D r )

est stable par la transformée cle Rrurit:r paltielle et pal la multiplication par eÉ(-) avec

É linéaire sur b1,la double intégrale ci-dessrrs qui est en fait une transformée de Fourier

partielle de la fonction

( t r , , t ' r ;  - -+  F (u . ,1  .wo  .b t .exp t1  T , r ' , ' t t , ' u ' l l r  ' exp t !  T )L i i l i bxp f  1? )Ar r lQ@xpt \ f )

dans la direction S, appaltieut à ?/o/(lR x R ). D'ot't vu les propliétés cle stabilité de ?lol(lR x

IR), on en déduit que la fonction

( t r , tT  )  ' -+  ( l ' 11 r , , 1 . ,F ) ( . , "  '  11 ,s  ' b1  ' exp f  1T , r r ' \ '  t , ' i  ' 1 , !  ' exp f i ? )

appartient à ?/o/(R x R).

Ainsi pour toute fonction F e ES(C; x G,H,l).  ou a

( t / n ' , nF )  €  ES(G  xG ,H ' , 1 ) .

A présent, nous pouvons consrrrrire le rétlacte R cle ES(G x G,H,/) de la manière

sruvante :

Soit F e ES(G x G, H,l) ;  alors F'

6b, il existe un rétlacte R' : ES(G x

Donc, il existe f e nSlC) telle clue

R' (u' ' '"F) : 7 '

ce qui équivaut à noyarr ("'(.f\) : F'. Et r:orurue rt et. r sont écluivalentes, on en dé<luit

qlre noyau ("(/)) : f'.

Ainsi, nous cléfirr issons le rétracte It  cle n ck'ES(G x C],H.1) r la.ns ES(G) par':

n(F 'Xt )  :  R. ' ( l / r , , , r , r ' ) (y)  :  R ' ( l / r t , , ' , f  ) (exP,s-{  .  exP'uT .  t r '  .  exp(rY t  r 'Z) )

:  / ( exp  sX  .ex1>  ' uT  . ' u , . exp ( r ' ) ' -  +  /  Z ) )

-  , *  [  Bor l  [  t r I , (G(. ,  {  r r r  - ' ' ,  * ) )
J IR J IR2

(  
"*p 

r? .  ((Q(.r , ,  rr  )exu 
- r 'T;-  I ' ;exn -rr ' \  

.  ?r,**P 
-*r '  .  exp(oY + bZ))

,-ib,1.n. d.b e-i "' tht..

109

:1,16, ,6F € ES(G x G,H' ,1) .  Or ,  d 'après le  cas

G.H', l) -- ES(G) pour I 'opérateul t '  :  r i ,b' .
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avec

- / \
G(s + u€-' ,u)(so, sL) : l i ,  , :r) (exp(s ! ue-' '  )X '  gu. exp uX ' sl)

:  I  /  F (exp ( . *  f  ze  
- ' ' )X . /g  .exps1 .S ,exp  uX 'gL  ' exps2 ,5 )

JIR JIR

Xr(exp tr S)xr("*rtt., S) L nll]@"1, -..r S)A;lf (exp s2.S)ds1 ds2,

et Rf qui désigne Ie rétracte de zrfi : r-to,h, .

Ceci qui achève la constluctiou clrt r'étrzrcte claus ce cas.

4.3.9- Cas 6d :

Dans ce cas, nolrs savons qrre I C g0 et ll É gu.Arr paragraphe 2.3.11, nous avons

montré que Ie cas 0<l se ran:,ène a.n cas 6b krrscp'ou renrl>lace la polarisation [1 : bflgoe]RX

par une polalisa,tion b' : I) r^l go + Rl' C guo, avec jK g b o n, X Ç gu : kerç,P6) : 1 et

Y çb,Y € o, [X, f ]  :  Z .D'où,  < / , [X,Y]  >:< I ,Z s :1.  Not ts  avor ls  at tss i  sot t l igné qrre

les représentations n :7rt,h et 7r' : 711,1,, sorlt écptivalentes.

Nous posons H' = exp b'. Puisclue zr' possède urr r'étracte R' ceci d'après le cas 6b, alors

pour obtenir le rétracte R de zr, il uous suffit cle coustruire ttu opér'ateur d'entrelacement

entre les espaces ES(G x G,H, / )  e t  ES(G x G,H' ,1) .

So i t  ! 8  :  (A t , . . . ,A , , , 8 t , . . . ,B " ,C t , . . . ,C , )  r t t r e  ba^se  coexponen t ie l l e  à  l ;  dans  g

définie comme en 3.2.6. Aiusi, tur Gt tDu tÈ ttr est rtu sous-espace coexponentiel à [ dans g,

avec rD1 :  DT=roRA;, rog:  Dj : r *RB,  et  u1 :  DL=,*RCo.Notons que tDl , tos et  01

sont définis comme en 3.2.5. Prdscpe Y € n eI,Y ( l;, alors Y € nco; donc, onpeut écrire

los sous la foune tDo : Iooo GtR,l'', or\ tloo est uu s()us-espace coexponentiel cle iRY dans nco.

De plus. d'après la constructiou cle I et cle l1', norrs c()nstatons que si nous remplaçons Y

par X dans ID6, nous obtenolls lur s()us-espir('o tD| tel qlre tcl 0 tol, 0 Dl soit coexponentiel

à [' da.ns g, avec

hJl, : Iogrr rl, jll 'f .

Ainsi t,out élément cle G peut s'écrire sotrs la. fortne gr : tpy tt'00 ' exp rX ' ht ' ut: avec

u , t  € .Wt , toss  €  Woo ,u1  € .V1 ,h r  € .  H  e t  r '  €  i l - .
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Soi t  I 'opératern l , l1r , ,6  :  ES(G xG,H, l )  - -  ES(G xG.H' , / ) ;  F -Ur t ' , îF ,  déf in i  par

(utt' ,nF)(gt, g'r)

:  ( t / x , , xF ) ( r ,  . . oo ' exp rX  ' uy  h t , - \ ' . Lo  ' exp r 'X  ' u ' t ' h ' t )

r
:  I  F ( . ,  . 1 rs6  .exp  rX  ' u1 ' l r , 1  ' exps1Y,  u r l  ' . Lo '  exp r 'X  ' r ' t ' h ' t  ' exps "Y)ds1  ds t l '

JIR2

Montrons que (L/6,,6F) e fSlC x G,H',1).

L- (t/6,,6F) est bien défini. En effet, colrune Y € tpo et que F est une fonction de

Schwartz dans la direction tls, orr en décluit clue I'iutégrale ci-dessrrs qui est ttne transformée

de Fourier de F dans la direction Y, converge.

2- (l/6, ,5F) vérifie la relation de covariance de ES(G x G, H' ,l) par rapport à [;'.

Sur f'fl go : b fl go, cette relation cle covariance est vérifiée; pour cela, on prend

ho,hL € exp(f 'n g0) et on considère l 'écl i t tue cle

(L l r r ,SF )  ( . , ' - oo ' exp rX  ' uy  hy  ho ,u \  ' u ' âo ' exp r 'X  ' u l ' h \ ' hD '

Ensuite on compose hs (respectivement lz'o) par exp -slY -ho.exp-s1Y - ho, (respective-

ment exp-s'1Y.hl .exp s\Y : tzl ) car hs,l{o € gu ng0. Enfin, on applique Ia relation de

covariance par rapport à I/, car h0, h[ e H.

Dans la direction Y, cette lelation cle covariance est aussi vérifiée; en effet, on a

exptY . exp sY : exp(, + s)Y. Ensuite, on fur.it le changernent cle variable -s ---+ -t f s.

3- (l/6,,xl) vérifie les propliétés cle décroissance des fonctions de ES(G x G,H',1)

dans les directions W1 et Wso (ceci à ca.use clu fait que F vérifie ces propriétés et que

les directions ci-dessus ne sont pas touchées par I'intégration) ; par conséquent, pour

achever notre preuve, nous allons montrer clue (76,,qF) est une fonction de Schwartz dans

Ia direction X et que pour. LU1,LIt|  i l )00,urf,o,r".r ' f ixés, Ia fonction

(u r ,  u i  )  - -+  ( l / 6 , , 6F ) ( , r , '  ? { ) s0 '  exp rX '  t r1 ,  u , ' 1 '  r r ' f o '  exp r ' 'X '  u l )

appartient à 7{ol(o1 x ur ).
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Pour cela, calculons

(1./6, ,6F)(q ' ?ooo ' exp rX ' q,ul '  -Lo ' exp r'X ' ul)
f

:  
Ju rF( . r .u roo .exprX .u1  

.exp  s1Y,w\ . -Lo-  expr 'X .u l  -exp  s ' rY )ds1  ds \

f
:  

Ju rF( r r  
t  oo  'exprX 'u1  'exps1Y 'u f l  ' u1 ,

.', . -Lo. exp rtX . ul ' exp s\Y ' a'r-r ' u'r)ds1 ds',

Or, pour tout réel s, on vérif ie que 1l1'exp sY'urr :  exp(eod logur"lr;  :  exp(eÀ(losul)sy)'

car ur € g(rl .) c kerq, ce qui entraine que [ log ur,Yl: À(logur)] ' .

Ainsi, on a

(l/6',gP)(q ' r.r,r00 ' exp rX ' q,,wl ' .Lo ' exp r'X ' t'l)

f r
-  

/ o ,  " ( ' t  

' t uoo  ' exp rx  ' exp (eÀ( los " )s1Y) ' ' 1 ,

.', ' .Lo' exp r'X ' exp(eÀ(l"c'i)"'rY) ' u'r)ds1 ds',

f r
:  

JurF( tur  
, t r ;00 '  exprX'  exp(eÀ( l "s" )s t l ' ) '  exp - rX '  exprX'  u1,

, ' ,  .  - to .  exp r 'X -  exp(eÀ( los ' i ) " ' r I ' ) '  exp - r 'X '  expr 'X '  . ' i )d-*1 ds ' ,

:  I  F(.r. u,oo . exp(eÀ(los ")sry) 
. exp(rs1"À(los o'\  z) 'exp rX '  u1,

Jn, \

. ' r  .  rLo.  exp(eÀ( los ' i ) " iY)  .  exp(r 's ' r "À( los " ' )  Z) '  expr 'JK ' , ' i )d ' t r  d" i

l ' r
:  

Ju r " ( . t  
' , t r l oo  ' exp (eÀ( loc " )s rY )  ' exp rx 'u1  ' exp ( rs1eÀ( los ' " )  z ) ,

, i  . , âo  .exp (eÀ( los ' i ) r lY ) .exp r 'X  .u l  . exp ( r ' ' . * ' , eÀ ( los  " '  z ) )ds1  ds \

:  I  F ( . t .  i l r og  .  exp (eÀ( l os " ) s rY ) .exp rX ' , 1 .
Jm, \

u., l  .  u,[o . exp(eÀ(los' i)rïY) . exp r 'X . ul)el '"rrtot 
t ' r)st 

s-ir 'e' \(rot " i t" i  d", . /-*ï

(car  exp(r rÀ( log " t )  srZ) ,exp(r 'eÀ( l "e " i ) - *1 Z)  e H) .

D'autre part, on a:

exp rX  ' u r :u t ' u t r ' exp r . {  '  ? . , 1  :  t r 1  ' exp (Ad( t t r - l ) rX )
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-  u1 exp(eod lo8ut-" '1 ' ;

æ 1

-  u1 exp (rX + t  i"on 
log u, 1("x)).

* = l

4.8.9.1- Remarque : Ici, intervient Ie fait que b soit une polarisation en I fortement

adaptée à n ce qui implique que $ soit g(/1")-invariante.

On en déduit que DËr #"do logur-l(rX) € f, fi n, car X € f; n n; d'où

rX *DL, #"dologur- l(rX) e b n n.

On constate aussi qrr" Af1,o("*o (rX+DË, froclklogrr, 
r(rI))) : 1 car n est un icléal

nilpotent de g. D'autre pa"r ' t  < /,DË, |;orlk logt,fr(r-{) >:0 car logu, I € g(11") et

Xen.
Donc en supposant que ,(X) : 0 (ce qui est faisable, quite à remplacer X par X'), et

en utilisant Ia relation de cova.r'iance cle F p-'rapport à [1, on obtient

( t /5, ,6P)(u,r  .  Lt  00 '  exp rX '  ut ,u\  '  ?oâo '  exp r 'X '  t ' l )

1 r
:  I  F ( - t .  r r o o  .  e x p ( s 1 e À ( l o ' J " t ) Y ) '  e x p r X '  r . r 1 ,

JIR2 \

. , , . . L o . e x p ( s , , " À ( l o s , . ' i ) f ) . e x ' r ' ' X . , , 1 ) . t t " , " ' \ ( r . g u 1 ) e -  
i r ' s ' t e \ ( t " " " i ) d r ,  d " ' ,

:  I  F ( - r .  ? { 1 6 6  .  e x p ( s 1 " À ( l o o o r ) 1 ' ) '  1 r r ,
Jn, \

- , r .  - Lo .  exp (s r r rÀ ( l og " i ) y )  .  u ' r ) e i " " r .À ( l osu1  
|  

" - i ' " ' ' r "À ( rosu " )d "1  
d " ' ,

=  s -À ( l og  u r ) r -À ( l og  o i )

[ - ^ r ( - r . ? r ,oo  
' exps1  Y  ' r t  t r , ' ,  ' t r r l , u ' exp .s ! t '  ' , ' i )  

" i r s t r - i r ' s \d ' s1d ' s t ,
J]R2 \

(ceci par un changement de variable).

Dans I'expression ci-dessus, on constate que la. fonction F est multipliée par les termes

" -À ( losu1 ) " -À ( log " ï ) .  
O t  F  eT to l (o r  x  u r ) ;  c l onc

" -À ( l og r r r ) r -À ( l os r i )F ( . r r . ? r , 00 .exp . s1 l , ' . r r 1 , r r ' l  
. r r , l r u . exp . s ' r l ' . t r , , ) eT {o l ço t  xD r ) ,

ceci à cause des propriétés cle I'espace ?lol. Prristlue I'iutégrale ci-clessus laisse invariante

les variables u1 et 1!, on en clécluit c1ne (7h,,6F) ap1>artiegt '  à?lol(01 X 01).



CHAPITHE 4. tES FONCTIONS DE ES(G x G, H ,I) ' ' ' LL4

D'autre part, I'intégrale double ci-dessus est une transformée de Fourier partielle de

.F dans ia direction Y, avec Y € too. Et comme r' est une fonction de Schwartz dans la

direction Y, alors toute transformée de Fourier partielle de F dans cette direction est aussi

une fonction de Schwartz dans 1â même direction. Par conséquent,

(t/6, ,6F)(q ' ?roo ' exp rX ' q,u\ ' u|o ' exp r'X ' t'l)

est nne fonction de Schwartz enr et rt, c'est à dire, dans la direction X'

Ainsi, pour toute fonction F e ES(G x G, H,/), on a ( l /5,,6F) e ES(G x G, H' , l) .  A

présent, comme dans le cas précédent, nous pouvons construire le rétracte

R : ES(G x G, H,l) --- ES(G) de la façon suivante :

Soi r  F e ES(G xG,H, I ) ;  a lors  F '  -  î , ln , ,nF e ES(G xG.H"/ ) .  Or ,  d 'après le

cas 6b, il existe un rétracte .R' : ES(G x G,H',/) -r ES(G) pour zr'' Donc, il existe

f e ES(G) telle que

R'(Ug' ,6F) : f , ,

ce qui équivaut à noyau ("'(/)) : F'. Et comme nt et n sont équirralentes, on en déduit

que noyau (r(/)) : F.

Par conséquent, nous définissons le rétracte R de r de ES(G x G,H,/) dans ES(G)

par :

n(rxg) 
:i#' i?;ii 

nol,'i,,' 
"?:lï; 

"*o .'' ,, exp(rY * r' z))
Jn Jn,

/

I  
exR u? '  ((Q@,u)exP 

-oT;- l ;exn -ux 
'111exP -uX '  exp(aY + b4)

"- ibd.o 
db e- 'u '  du,

avec Rf qui désigne le rétracte de z.10,11, €t

G(.*  +  u€-o ,uXgo ,gL)  :  ( /n , , t rF )  (exp(s  *  ue- ' )X  'g0 ,exPuX'gâ)

-  (L t r r , , t rF ) ( î . t r1  ' tuss 'exprJ (  '  1 '1  ' l t r . t t r ' ,  '  u ' l ro  'expr 'X ' t ' i  ' h " )

f
:  I  P@r '  u,oo '  exP rX 'u; ht 'exP -s1I '-,

"/ IR2

r.o', . tt '16 . exp r'X ' ,\ '  h\ ' exp -*!l ')ds1d.si .
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Notons que to 's  :  tooo O IRX et  exp(s *  ue- ' ' )X '  9o :  t t t l '  ?r00 '  exp(s {  ue-" )X '  q '

h1 ,  exp  uX .g 'o :  w \ 'w |o 'expuX 'u ' r ' h \ , avech r .h ' r  e .  H '  :  expb ' .1 r1 , tu t1  €Wt ,u1 ,u \  €V1

et tr.res, u6o € Woo - exp tDss.

Ceci achève la construction du rétracte dans ce cari.

Dans les cas 7a à 7b qui suivent, nous traitons l'équivalent du 6eme cas, mais avec

À qui  est  nu l .  Nous avons o:  IRY +RZ avec Y É i (g) ,  Z e ah) , I (Y) :0 ' l (Z) :  1  et

ÏU,Yl : g(U)Z, avec g qui est une forme linéaire non triviale sur g. Nous savons aussi

que go : ker\ - g et go : ker<p est un idéal de codimension 1 de g. Par conséquent

Go: exPgo est un sous-groupe distingué de G.

4.3.10- Cas 7a :

Dans ce cas, I; est contenu dans go gui est, une sous-algèbre de codimension 1 de g.

Ainsi If : exp \ C Goet il existe X € g, X Ç gotel que G : exPIRX' Go' D'autre part,

comme dans le cas 6b, to : ind'?toXlo,l, ( respectivement n : indGlxt,î -- indflors)' sont

des représentations unitaires irréductibles de G6 (respectivement G )., avec /o : llro'

Soient f e ES(G), t €'l{n,,s € R. et T{oo I'espace de la représentation rs. Alors, pour

les mêmes raisons qu'au cas 6b, nous écrivons tout élément de G sous la forme de couple

( t , gù  -  exp  tX ' go  =  t ' go  e t  nous  no tons  Ac ( t )  :  Ac ( t ,  e ) , g t  :  exp tX '9 ' exp - tX

avec t € IR. et e qui désigne l'élément neutre de G; de plus notts iclentifions I'espace ?l'

de zr avec ,2(R,'l{n) et I'espace quotient GlGo avec IR. \4oyennant toutes ces conditions,

et de façon similaire à 6b, on obtient

"f(" 
. go . t-t X oo(gs )((t))de6dt.

Soient (Cr,..  .rCù une base coexponentiel le à o da,ns gs et tD: DI=1ORCr. On a

go :1p3o :  r c+ ( lRy+RZ)  e t  Go  -14 / -  A :  I I r . exp (R l ' -  +Y .Z ) .  avec  A= lR2 -  Nous

désignons les é léments de A -  expo par  expa:  exp(r l ' -  l r 'Z) .  avec a:  rY +r 'Z €

s = ]R2. La mesure de Haar sur Go est le produit dtu d.a. où dtc est la mesure de Haar sur

GolA=W ou la mesure de Lebesgue sur l lr  - expro, et da: dt 'dr 'est la mesure de

115

("(/)€)(") : f or' a) 1""
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Haar sur o ou la mesure de Lebesgue sur- IRz. Moyennant, ces conditions, nous obtenons

("(/)€)(,) : 
,A on' U) I* I^rr". u, .exp n't-1)

(z-s(ur . exp a){( l))du da dt

:  I ta ' lN I  t  / ((r- t) . t .?r ' 'expo'r- ' )
J IR JW JN2

zrs(to)(( t)(exp -a)dtp da dt

f . f f:  
/u 

ont  @ J^, /  ,  
f  { t . '  -  t ) -u, t .  (exp(rY + r '  Z)) t )

zrs(i l ,X(* . exp -(r ') ' -  a r 'Z))ùu dr thr '  dt

: 
,f on' ft, I^, |*,oi!i,"(exp 

-(rY +,'z\)

/ ( ( "  -  t )  .u t  .  (exp(rY + r '  Zùt )oo( . )

@€ft)d'u d.'r dr' dt

@d. ' rùrchpdt

(car Af/ j ,"(exp -(r ' l '  + r 'Z)1- 1).

On constate que @: s-ir' et que

(exp(rY * r'Z))t : exp(rY * (r' + r't)Z). Fitralement. on obtient que

f f f("(/)€)("): l^A'$)l  I
"/lR J w Jw2
/

f  ( t t  -  t ) ' ' u t  'ex1>( r ' l '+  ( r ' '  *  , ' ùz ) ) ' - i ' '  ' L  c l r ' r s (u t ) ( ( t )d 'u '  d t

f f: Â o;'(') J"
/  r  r  . - \  , ,  \

( ; ( ,  t ( r -  -  r )  '  t r "  'ex l ( r ' } ' '  *  ' ' '  z ) ) ' - i ( r ' - r t )  ' 1 ' '  o ' )

zro(urX(t)du d,t.
I  f  - / . . , .  . . \: 

Jn J ̂ ," 
(.f (t" - t l)) ( rrr. f )a'o(trr){(t ')du' d,t,

: Iot'" L, Iu,
/ ( ( r  -  t )  . 'Lut  '  (exp(r ' I '  +  r t  ZDt)no(urx1t )
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où 7 désigne I'opérateur défini pal

T  :  ES(Go)  ' -  C* ( (Go lA, l ,  )  x  R)

rf)@,,r) : acr ft) [  f  @,' .(exp(r] '  * r 'z))t)
Jo3lR2

x Xl(exp(r'r '  + / Z))dr dtr ,

uu., i € ES(G'),.6 W,t e IR, et C-((GulA,l1") x R) q"i désigne I 'espace des fonctions

î; e C*(Go x IR) telles qn" f € .85(CJolA) et'

[ (u , '  exp( r  rY  *  r rZ) ,1 )  :  Aâ t ( t )@É(u ' , t ) .

Comme au cas 6b, on peut aussi écrire I'opératenr'7 sotts la forme

rG)@,t) : a"r @ [ ./ '(.,, '  . exp(r'] ' '  + r ' z))"-i(r ' 
-tt)6r4rt.

JK2

On constate que T vérifre la relation de covariance rle C*((GolA,llo * IR') et que

T( i ) (o , t )  e  C*(Go x IR) ;  par  consécluent  T( i ) f t l , t )  €  C-( (GolA, lh)  *  R) .

D'autre part, comme dans les cas précéclents, nous associons à 7 un opérateur inverse

noté Ri. Pour cela, nous devons constrrile /?1, en fotrction cles sous-cas (1) et (2) évoqués

en 2.3.13, c'est à dir-e que, selon c1u'on pettt llreuclre Ï clans n otl non'

( 1 ) :Xen

Dans ce cas, A;t(t) - AAt(exptÏ): 1,Vt € IR. Nous consiclér 'ons ensuite le sous-

espace ES((GylA,l l") 
" 

IR) formé des foucticn," [ '€ C-((GulA,l1") x IR) à décroissance

polynomiale en -æ et *oo sur IR, et rrous définissous l'opérateur .Ri de la manière suiv-

ant,e :

Ri : ES((C;,rlA, /1" ) x IR) ------' ES(G0)

À, ------ nl (i')

It7

Râ (É)(t ,  .  exp(r. I  '  + r. '  z)) :  /J( , ,  \  
Iuo 

((",  .  exp rI ' )  
- t  

, t )dt. ,
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avec w € W,, r,r' € R et É q"i désigne une fonction de Schwartz sur IR, telle que

luPV')"-i' ' d'' - r'

4.3.10.1- Remarque. Ici intervieut le fait que la fonction Ë est à décroissance poly-

nomiale en -oo et *oo sur IR; par conséquent, I'intégrâle ci-dessus est convergente.

Notons qu'on peut aussi éclire I'opér'ateur R[ sous la forme

Râ (i)(u, .  exp(rl l  + r '  z)1 : 0(r ')  [  Éru,- '  , t)e-; ' t  clt .
",R

Ainsi, R6(É) est bien cléfini et Ri,( i) € ES(G1).D" plus, en uti l isant le théorème

d'inversion de Fourier et les données ci-desstrs, otr vérifie cpe

f  o  n [$ ) ( to  .exp ( rY  *  r 'Z ) , t )  :  f r k ,  ' ex1>( r ' ] "  +  /  Z ) , t ) ,

ce qui prouve que R[ est I'opér'ateur invelse cle T.

(2 \  z  x  Çn
Da"ns ce cas, l'égalité A;t(t):1Vt € IRI tourbe en cléfaut. Nous considérons le sous-

espace ES((GylA,ll") * IR.) formé des fonctiour Ë € C*((GolA,11.) x IR.) à décroissance

exponentielle en -oo et -l-oo srrl IR, et uous cléfiuissons I'opérateur Rl, : ES((GolArIl)x

R) - ES(Go) qui à toute fonction ft e ES((Gof A,16) x R) associe Râ(f) e ES(Go)

telle que

Râ([Xu, .exp(rY + r 'z)1 :  0( , r )  /  l " t t l * ( {u,  . "*n , t - ) - ' , t )at ,
" /R

avec trl € W,r,r' € IR, et É ctui clésigue rure fcruction cle Schu'a.r'tz sur IR telle que

,[nÉ("')"- ir '4rt 
- 1.

4.3.tO.2- Rernarque. L'intégra.le ci-clr:ssus est c()rtvergerrte, cal' la fonction

[(-,t) est à décloissance exponeutielle lolsque f teucl vels *oo otl -oo.

Ainsi, R6([) est bieu défini et Rl,( l) e ES(Gg). D'autre palt.  norrs ponvons écrire

I'opérateur R! sous la forrne

4 ( i ) t t r , ,  .  exp ( rY  +  r r  Z ) )  :  t ) ( , ' '  )  [  Ac ( r ) i ' ( u , - r , t ) e - i r t d t .
Jil(
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Ainsi, on a

:  Xt to  exp(rY i  r tz)

(  [  B@')" -n" '  a , r r ' \  [  ac( .s  -  t )Â ' ( ( r r , ' - ' * , .s ) r  
- i " "e  i t "c l - ,  d ' ,

\ Jn  /  Jw ,
:@

f
/  a " ( "  -  t )k ( ( tu t - " ,s )e - i " "e  i t "d , . *  du .

J R 2

D'où, d'après le théorème d'iuver-sion cle Rrttlier, on obtient

T o R!o$)( ro .  exp(r ' I ' -  +  /  Z) . t )

:  X l to  exp(r l ' '  *  r 'Z)k(zu, t )

:  À ( . ,  . exp ( r . y  +  r t  Z ) . t ) ,

ce qui prouve que que R'o est I'opér'ateur itlvetse cle 7.

Ains i .  on a:

("(/X)(. ')
: 

I^ I^," (f 
(t" - t))) (trr, r)zr0( rr ' )((r)r/tor/r.



Soit F e ES(G xG,H,l); nous voulons déterminer / € ES(G) tel le que.fo: F. Ceci

équivaut à: Vs,l € IR,Vgo,gL e Go,

F("  .gu , t .s t )
/ r t . \

:  (  |  , rs(u, )T(r t t " - t ) ) )  (u, t )d,u, ) {n, rh,
\ J w  

\  /  
/

ce qui nous donne

F(s,r )  (su,sL)
/ f  t  . .  \

:  (  l  , rs( , , )T( f  t f . *  -  t l ) ) (u, , t ) r / r r ,  ) (oo,r i ) .
\ Ju , \ / /

Pour s et I fixés, posons

G(s, t )k tu ,sL)  :  F(" ,  t ) (go,sL) .

Alors G(s,t) € ES(Gg x Go, g,Iu) et va.l'ie <le façou contiurre pour les norrnes de Fbéchet

lorsqueset fvar ient .

Comme par hypothèse cle récurlence Ro est le rétracte cle 16 qui envoie ES(Go x

Go ,H , l s )  dans  ES(Gg) ,  a lo rs . fg (s , f ) :  / ?u (G( . t . t ) )  €  ES(Gg)e t  es t  con t i nu  en  s  e t  f .

Posons

CHAPITHE 4. .LES FONC"IONS DE ES(G x G, H,l)' ' ' L20

"fr (", txtu ) : .fi (", t X 1r, . exp(r'l' + r' 211

:  Â( .* , t ) ( t r r  .  exp(r ' l ' -  +  r 'Z) )

f: 
Jn 

Ru (CJ1.s' l))(rr' ' ex1>(r'Y + 'r z)'

exp(rr l" !  rt . 'Z))c-iu' th,, d, ' tr '  .

Si nous désignous par ES(GulA,Il") kr scnrs-esl)a,ce cle ES(Gg) formé cles fonctions / €

ES(Go) telles que

f (ru - exp(r} '  + r 'Z)) -- .  . f(, , ' ; ,Vr. r '  6 IR',
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alors nous remarquons que.ft(",t) e ES(G,lA,lç) et est continueen s et l .

Fixons s € IR ; alors Ia fonction

/ r ( " ) (go . t ) :  f r ( " , tXyo )  €  E .S ( (Go lA , l l "  x  R ) .

Donc nous pouvons lui appliquer le rétracte Rl cle 7 pour obtenir une fonction n[ (/2(s)) e

^ES(Go).

Ceci étant' nous pouvolls définil la fcnchiou ,f € ES(G) image de Ia fonction 'F €

ES(G x G,H, / )  p* ' le  ré t la ,c te R :  ES(C;  x  G.H. l )  -  ES(G),  de Ia  façon su ivante:

TzL

Â(rxs . eo)
:  / ( expsX  . t o  .exp ( r l '  +  r 'Z ) )

- RL(AI" + (-))(-,  (-))) ( , , ,  '  "*, , , ' "  +,r 4)

: 
luOfr'lac(tr)/z(.s 

* 'rr) (tr,"*rr 
-rr'\, ,,)"-n"'d.r,

:  
luOfr ' lac(u) / r (s  

+ u, , ) ( r r , " *p-"x)  r - i " "d ,

:  
luoft lac( ')  / ,  

*r ," ,-s { , ,  t r))( trr '*n -"x

x1(exp(aY + bZ)) r la db e-i" '  , Iu

:  
luofr ')Âc('t / ,  

nrtc(-s f rr, tr))(u'"*n -"x

" - i h  
4o  db  e - ' " '  t l t L .

.exp(n\' + bq)

on vérifie que R(F) - / est bien la f<lrrctiorr cher.chée. Eu effet, on a.:

.exp(aY + bzj)

.cx1r( r ' ) ' -  *  , ' '  Z) )e- i ( ' ' '  
- ' ' '  

o ,  or ' )

("(/X)(") : { o-,' U, I*

( I '  r( t ' -  t )  rc ' !

z's(?r')((t) dru dt

: {oo'@ I"'
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({ ,  t  
p@')L'6Q')/ ' ("  -  t  + ' ' ' ) ( ' "-") '

"-i(r' 
-rt) 

4ror)iro(urX(t) dtu clt

: I-I*
(  { ,  

o" ,u  -  t )11(s -  t  + , , ,  u)  ( r , " - "  )  
e- i "  e i ' t  d 'o ' )

zs(i lrx(f) du d.t

-tur 
dlt

f l:  
Jn J *f i  

(s, t)(rr '  )a'0( rr ,  )(( t)durl t

(Théorème cl'iuversiou <le Fourier)
1 1 1

:  I  I  I  nu(CJ1.s, t))(rr '  .exp(zl ' -  * u; Z))
./ lK ./ vy J IR2

e-i"' z.t)('ut)((f ) rho dtt, rhl tlt

: 
Iuno(no 

(c1'" t1))11t;at :

: 
/ 

rt", ùee)dt.
{  " , , ,  

t ) ( ( t \ d t

Ce qui achève la construction clu rétra,r:te <la,ns ce cas.

4.3.11-  Cas 7b :

Dans ce cas, nous savons que 1l ( gu - kerg ef n ( g0, a.vec 9o clui est un idéal cle

codimension 1 de g. Au parag:'a.phe 2.3.L4, rr()lts avons nrontré clue le cas 7b se ramène

au cas 7a lorsqu'on remplace Ia pola.risatiou b = b î gu *3 IRX par une polarisation ft :

b n go e Ry C go, fortenreut adaPtée à. n' NotolIS ($r(' ]( € b O n,X É go : kerP et

p (X ) :1 ;  c l ' au t r - e  pa r t  l '  ( h , , 1 ' €  o  e t  [ f ' ) ' ]  :  Z .  D 'o t \  <  / , [ -T . ] ' ' ]  > :<  l , Z  > : I '

Nous an'ons aussi soriligné clre clia.llr'ès 1.2.17. les rt'pt'ésetttations r :7tt.tt et,nrt : rl,h' sont

écluivalentes.

Posons H' = expl;'. Puisque zr' 1>ossècle utr r-étt'acte R' tle ES(G x G',H',/) dans

ES(G), ceci d'apr'ès 7a., a.lols pour olrteuir le rétra.cta J? tle n. il nous srtffira cle construir-e un
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opératenr d'entrelacement entre les espaces de noyaux ES(G xG, H, /) et -85(G xG, H' ,l).

4.3.11.1- Remarque : La constmction du rétracte dans ce cas est identique à

celle qui a été faite en 6d. Ainsi, nous allons nous référer à 6d, et ne mentionner ici que les

transformations qui apparaissent et qui sont dûes au fait que ) soit trivial, transformations

qui d'autre part simplifient notre étude.

Ainsi, nous considérons I'opérateur U5',11défini par

L lh, , r ,  z  ES(G x G,H, l )  - - ,  ES(G x G,H' ,1)

(t/6, ,6F)(q . uoo ' exp rX ' \ ' hr,.l ' w|o ' exp r'X ' ul ' hz)

I
:  I  f@t .? roo  .  exp rX '  u ;  h ;  exps1Y,  w | '  - ' oo '  exp r '  X '  u l '  hz '  exps "Y)d ' s1  d ' s \ ,

JIR2

avec lz1 ,hz e H' :  exp bt.

Montrons que (?,11,,,1,f ')  € ES(G x G,H',1).

Pour les mêmes raisons qu'en 6d, on constate qte.l'16',6F possède les propriétés suiv-

antes :

1- (U6',6F) est bien défini;

2- (1,/16, ,6F) vérifie la relation de covariance de ES(G x G, H' ,l) p* rapport à l)''

3- (l/t,,6P) vérifie les propriétés de décroissance des fonctions de ES(G x G,,H',1)

dans les directions W1 et Wss (ceci à cause du fait que .F vérifie ces propriétés et que

les directions ci dessus ne sont pas touchées par I'intégration); par conséquent, pour

achever notre preuve, nous allons montrer qte (L16',6F) est une fonction de Schwartz dans

la direction X et que pour wtrru't:1o00, w'osrrrr' fixés, la fonction qrri à (u1rul) associe

(Ltn,,t ,F) (.,  .  -oo .exp rX 'uy,ut\ '  .âo 'exp r 'X '  t ' l )

appartient à 7{ol(o1 x ur ).

En reprenant les calculs qui ont été fait en 6d et en tenant compte du fait que À : 0,

on obtient que

( t tn ' , r ,F) ( r ,  '  ,oo 'exprX 'u1, r0\  'uâo 'expr 'X '  u ' r )

'  

" x p s r Y . u 1 , w t 1  
. a  r s t " i r ' s ' 1  d ' s 1  d , s ' r .:  

/u, 
F(rt '  t  oo '  exp s1Y 'ut,r l  '  ,Lo '  exp s'r l '  '  , ' t)" '

123
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Dans I'expression ci-dessus, on constate que la fonction F n'est pas modifiée dans la

direction I/r :  expDr; or F € ?7ol(o1 x Dr), par conséqtent (U6',6F) e71ol(01 x 01).D"

plus, pour les mêmes raisons qu'en 6d,

(t'tr,, SF) (., ' .oo ' exp rX ' ot,u\ ' .âo ' exp r'X ' t'l)

est une fonction de Schwartz en r et r' , c'est à dire dans Ia direction X.

Ainsi, pour toute fonction F e ES(G x G,H,l),  on a ( l /11',6F) e ES(G x G,H',,1);

donc nous pouvons construire le rétracte R de r. Pour cela, soit F e ES(G x G, H,,I) i

alors F' : (U6,,6F) e ES(G x G,Ht,/). Or d'après le cas 7a, il existe un rétra'cte R' :

ES(G x G,Ht,,\ --+ ES(G) pour zr'. Donc il existe une fonction / € ES(G) telle que

R'(U6' ,5F) :  f  ,

ce qui équivaut à noyau ("'(/)) : F'. Et comme r et r' sont écluiva.lentes, on en déduit

que noyau (n(/)) : tr'.

Ainsi, nous définissons le rétracte R de r de ES(G x G,H,/) dans ES(G) par:

n( r x g ) 
:n lln',:': :"; ï1,',;i'' Ï:î;:.'"r:lî ),'r1" * u o)

JrR ./ts

"- ib 
do db e-i", du,,

avec .Rl qui désigne le rétracte de er1o,5,,d qti est une fonction de Schwartz sur IR telle que

Iwg?')"- ir '4' t  :  1 et

G(-* + u,u)(go, gâ) : (Lln' ,nF) (exp(s * u)X '  90, exp 
"J( 

'  gâ)

:  ( l ,16, ,gP)( r ,  .  roo .  exprX'  up h. r ,w\ '  w 'oo '  expr 'X '  r ' t '  h ' r )

f
:  I  F(u1. ?roo . exp rX '  u1 '  hq' exp -*1Y,

JIRz

to\ .  tu'os. exp r 'X . , \  .  h'r.  exp s!I ')ds1 ds'r.

Notons que to l  :  tD00 O RX et  exp(s *  u)X '90 :  t t r l  '? ( 'es 'exp(-s  *  u)X 'ur  h t ,expzX'

g t  -  u ) \  ' uôo 'expuX  . " ' t . h \ ,  avec  h r , h \  e  H '  -  exp [ ' , t t ' 1  , u \  e  W1 ,u1 , , u l  e  V1  e t

tooo, to6o e Woo : exp t1t00.
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Ceci achève la construction du rétracte dans ce cas.

Dans les cas 8a à 8d qui suivent, Nous avons o : IRYr + Ry2 + Rz avec Yl 'Yz É

A@),  Z e a(g) ,  / (yr  )  :  I (Y2)  :  0  et  l (Z) :  1 .  De p lus,

lU,Yt + iYzl: À(UXYr + iY2) + e(U)Z,

avec g qui est une forme linéaire complexe non triviale sur g, et ) qui est un homo-

morphisme complexe non trivial sur g, défini par À : Àr(1 + i?),Àt € 9*,0 + 0. Nous

savons aussi que E0 : Ieer\ est un idéal de codimension 1 de g, go : kerg est une sous-

algèbre de codimension 2 de g et goo : g0 n gs est un idéal de codimension 3 de g. Posons

A : exp o, G0 : exP g0, Go : exP go et Goo : exP g00.

4.3.L2- Cas 8a :

La construction du rétracte dans ce cas où g(/) f g0, est la même qu'en 6a.

4.3.13- Cas 8b :

Dans ce cas qui est I'analogue complexe de 6b, I, C goo qui est un ideal de codi-

mension 3 de g. Ainsi, Goo : exp goo est un sous-groupe distingué fermé de G contenant

I / :exp[1.  D 'aut re par t ,  d 'après 2.3.17,  nous savons qu ' i lex is te T ego,T (gorXr ,Xz e

g0 O n, Xr,Xz ( gs avec lXi,Y*l :  6jr Z,[Xr + iX2,1'1 + iYzl :  (1 + f)2, tels que

Go - explR.?.Goo : G(ll") soit un sous-groupe fermé de codimension 2 de G; de

plus, G -- eXpI.explR,?.Gss, avec I :uec(Xt,X2) qui désigne le sous- espace vectoriel

réel de g engendré par Xr et Xz.

Nous posons /oo : / lroo,J0 : l ;ro,too - indGHoo\leo,z16 : int lSZo?rss et T -- indflotrs'

Soient f e nSlC),€ e ?{n,s = ("r,sz) € l .  etT{no I 'espace de la représentation zrs.

Alors, pour les mêmes raisons qu'au 6erne ca.s, rlous écrivons tout élément de G sous la

forme de couple (t,go) : exp(trXr I t2X2)' go = t '  go, avec t € I et go Q Go' Signalons

que nous identifions le sous espace vectoriel I avec IR2 ; donc, totrt vecteur u € f est

identifié par ses coordonnées réelles (u.1,u2) dans la base Xt,,Xz de l. Nous identifions
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aussi I'espace'l7o cle zr avec L2(1,'lLn) = rt(R' ,'llno) et I'espace quotient GlGo avec IR2.

D 'o r ) ( ( t . go ) : { ( t xgo ) , pou r tou t t € l , goQGo.Dep lus ,nous t ro tonsA6 ( f ) :Ac ( f , e )

où e désigne l 'élément neutre de G et gt :  exp(f rXr * tzXz) '9'exp( -trXt -t2X2),avec

t = (t1,tz) € IR2. Moyennant toutes ces conclitions, et dc façon similaire à 6b, on a :

(zr ( / ) ( ) (s)  : t ; i / , ] (aù. f (s  .go . t - ' ) (ou(goX(t ) )  dss dt .

Désignons par )) - uec(Y1,I'2) ie solrs-espace vectoriel réel de o engendré par Y1 et

Y2 .A ins i , onao :y+ IRZ .S igna lonsa ,uss i r pe to r r t vec te r t rUeyse ra , i den t i f i éàses

coordonnées (r1, 12) dans la base (Ii, )'z ).

D'autre part, soient (Ct,.. . ,Cr,,) rtrre base coexpouentiel le à o dans goo et hC :

D Ï *nCr .On  a  9oo  :  ncOs :  hcO  ( l +W '21  e t  G00  -  W ' J ,  avec  A :  expo :

exp(]/+RZ) â, IR,3. Lamesure cle Ha,a.r'sul G00 est leprocluit dtu rla, oir dto est lamesure

de Haar sur G6s/r4. ry Iltrl ou la mesur-e cle Lebesgue sur W: exl)Io, et da: drt dr2 dr'

est la mesure de Haa^r sur o ou la mesrlre cle Lebesgue sul' IR3, avec dr1dr2 qui désigne la

mesure de Lebesgue sur y = Rl2 et dt'' <1ri clésigne la tnesure cle Lebesgue sur IR,Z = R'.

Moyennant ces conditions, norrs obteuons

( " ( / )€ ) ( " )

: I t t I o;i'.àt.xp rrr' rrr 'exr) o)
JR,  JGolcoo Jw J e

/ (s  .  exp t tT .  wexpa .  t - l ) (zro(exp uT'  ?r ' '  exp a)( ( t ) )dududadt

:  
[^"  [ , , ,  [^"nJ] iÊ("* r ,  

uT) f ( . ,  ' * *1,  r 'T  ' tp  'exp ( ( r '1Y1 + 12) '2)  + r 'z )  ' t - r )
. / tRs Jt4l Ja

zrs(expoT. to){ ( t  . " *n - ( ( , ' r  Yt  *  t ' .z l )  +r 'Z1)dt td 'u tc l r l r l r2ùrdt

(car  A6o,c( to)  :  46. ;u ,6(expa)  -  l )

: I t t o-st)(exo,,TL'ç!'j.,-,("*1, -((,',ti + r'zY) + tr z))
"/ro" ./vy Jnr" 

\'o'1'' \

/  ,  ' \
/ ( " . " * p  u T . t - r  . e x p  - u ? . e x p t r ? . f  . t r , . e x p  ( ( r r I ' i  t  , ' z l z ) + r ' Z ) ' t - ' )

zrs(exp of . .r) (ft)d.ttd,urt,I-tdrzdr' dt

L26

l*, 1""
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f f f: ./u" I * J*'a"f/3("*r"")
/  -  /  , - . r t \

/ ( "  .expu? .  f r  .exp  -u? .exp  u?  .  ( , , ,  .exp  ( ( ' r  Y  +  rzYù *  r ' t ) )  
)

zrs(exp 
", 

.-) eft)rlnclrzdr'dud,ud,t

/ , \
(  .* o|/J,o(.*n -(( ' ,  l '1 * r2l i )  +, ' '  t ))  :  1 

).
\ \ ' /

Or ,  460,6 , (expr . r? )  :  r ' t ,  t t t t ,1 ,o r ' ' I '  :  ç - '2 t '  e t ,  L l j . r ( " *1 ,  - ( ( r ' r f  i  + I '2 r '2 )+r '21)  :  t ,

car exp -((rtYr I r2Yr) + r'Z) Ç expo C exP n, avec n c$ri est un irléal nilpotent cle g.

D 'au t re  pa l t  exp  uT . t - l  .  exp  -u?  :  - t ( - "  '  Qk , , f )  :  
"xp  

- ( l tX t  *  t2X2)e- '  '  Q@,t )  € .

G o o  f ' l e x p n ,  a v e c  Q ( u , t )  e  G o o  f ) e x p n  e t  Q ( u , t ) : t c - " '  e x p t t ?  ' t - r  '  e x p - u ? .  N o t o n s

aussr que

En tenant courpte des renra.rcpes ci-clesslrs, ()ll obtieut les égalités suivantes :

(,(/)€)(") : t t t "," T(G-r"-") . e(,,,r).expr,?.
Jts3 JW "/]R3 \

/  , .  - -  . r t \  . ,
. (u, . exp ((r1 Yt * rzYz) + / z)1 

)e-"' 
drytl.r2dr'ru("xp uT ' w)((t)dudwdt

:  t  t  t  " " ' ' f ( ( . r - t ( - " )  
.expr tT .Q(r t . t )exP-? ' r

"/lRs "/w ./lR3 

r \ ,
.  ro '  .exp ( ( ' ,  r i  +  ? '2 I l  )  *  ( , ' '+  < r ,  ( , ' r , r -z)  ,  )z) ) r -n ' '  r l r lc l r2dr '

zrs (exp uT . u) {(t) d,u dto d.t.
t  

I  t  . t " . f  ( ( *  -  te-" )  '  exp t rT '  Q( , . f  )cxr r  
- r rT: 

Â" Jv, Jw, \

'  t t , t  '  exp ( ( r ' ,  f  i  *  rz l 'z )  + , r  Z)) r - i ( ' '  
- ( r ' ( r '1  ' " )>) )  c l r ld . r2dr '

zrs(exp uT ' .Lo){(t)d.udrctl t  

,  \
:  I  t  , ( t ( t " -  te-" ) .ex1, ,? . ( ) ( 'u . r )exrr - . r )  f  t ** r ,  uT-us, t )

JwJv r  \ ,  
, /

z's (exp t'? . ur)((f )du rlud.t.
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où (, ) désigne le produit scalaire usuel sul iR2 et 7 désigne I'opérateur défini par

T :  ES(Gg) --  C*((GolA,\")  , .  m')

Z(i ) (exp uT .u, t )  :  e"ol=u" i  ( , , , '  '  ( "*o (?rY,  + r2Y2l  + ' 'z ; ) ' )

" xr (exp ((r'1 Y + ,zYù + '' z1)d'rclr'

uu."  i  € ES(G') ,u € IR,t  € R2,to €W et C-((GrlA./1")  t  IRz) qui  c lésigne I 'espace des

fonctions É e C-(Go x R2) telles .1.,* È e ES(Gt)lA) et

i  ( ""n z,T .  tu.  exp (( , '111 + r ' .2) 'z)  + t r  4, t )

: 
""' 

ir(',, t ),

ceci pour tout 11, ? 2, r' € ]R.

Signalons qu'on peut aussi écriue I'opér'a.tertr'7 sous la' forme

7( / ) (exp  uT-u , t )

: e3' 
lu" 

t (t'' exp ((r1Y1 + I'2t'2) + 't z1)

/  t  . r - t \
* , ( . (exp ( ( r1Y +, 'zYz)  + |  z) )  

) , ,  
'< t t "2 thr

: 
"3o Iu"t(-' 

' exp ((r1Yl * r2l,'t) + / z))

xr  ( " *p ( ( ' ,y ,  +  rzYù *  ( r ' ' -  (  f  ,  ( ' r  , r r )  , )Z) )dr1dr2dr '

:  
"3t '  {" 

i  1' , , ' t  
'exp ((t1 Yt + ' 'z} 'zl  + It  z))c-;r;-(t ' (r.  . .zt>!4' 'rdr2clr ' '

On constate qne T v&ifre la. r'ela.tiorr rle <:ovariatrce <le C-((Gg lA,Il") x R') et que

7( fXexp  uT . tu , t )  e  C* (Go  x lF l2 ) ;  pa r  cons r l< lue r r t  7 ( . f  Xex t t ' r ,T ' r , ' . r )  e  C - ( (Go f  A ,16 \x

R ' ) .

D'autre part, comure <la.us lt: r:els 6ll. norrs associotts à 7 un opérateul inverse

noté Rf défini sur le sous-espace E5(( GrlA,lp.) x IRz) formé des fonctiont Ë(gs,t) e
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C*((GolA,/;") x R') à décloissance polynomiale lorsque l l  t  l lnr- *oo et tel que

T o Rlo : Id. Nous définissons I'opératcur' /?1, cle la manière suivante :

nâ : E3((G0lA,li) 
" 

R') ----- ES(Go )

É .-----. Rf (b)

ni ([)(exp uT . nt. exp((r1 ]i + rzl'z) + ,' 211
f  - r  \

:  , - t "  P(r ' )  |  [  (  
"xp 

uT( t t ' '  exP(r r  Yr  *  rzYz) l ig l - t  , t ) t l t ,' Jn ,  \

avec u) e W,rr,rztr' € IR. et B qrri rlésigne une fonct,iou de Sclrrvartz sur IR' telle que

Inl(r ')"- ir '47' :  L.

4.3.13.1- Rernarque : Ici intervient le fait clue la fonction f est à décroissance

polynomiale lorsque ll t llnr-) +oo; par couséc1uent. I'intégrale ci-clessus est convergente.

Notons aussi c1u'on a

Râ(Àr) (expt ,?  .  ru  .  exp(( r ' r I i  + , '21 'z)  + r '  Z) )

: s-3u 
lu, 

or''fi("*o uT ' (ut ' exp(r'1 \'1 * rzl'21)-' 't)at

:  , - " "  g( r ' )

{ ,  
t (expuT " . t - '  'exp ( ( , '1  } ' \  +  rz l 'ù  -  <  r ,  ( t . r , rz)  >  z) , t )a t

:  
" - " 'Ê ( r ' )  / ,  

[ 1 * *p  t ' T  ' r o - t , t \

t , , "  ("*o ((" , f ,  *  r '21' \ ) -  < l ,  ( , ' , , ' , 'z l  > Z))at

:  
" - "o  0( ' ' )  

/ ,  
[1"*p 1 'T ' t " - t  , t )e- i ( r ' { "  ' ' zD c l t '

Aiusi, R6(i) est. bien ciéfini et /?i,(i') e ES(C;g). De plrts. on a'

f  o  R!o( i : )  ( " * , r . ,? . r r r .exp(( r ' r ) ' i  *  t '21 ' ' . r '1  + r ' '  Z) , t )
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-  e}u Xrlo(exp((r '1f1 + r2Y2) + , ' '  21)

f -

, /  .  
[ ( ( " " - " '  s ) e - i < { " 1 ' ? ' 2 ) ' s > t i ( ( a r ' " ' ) ' t )  d " ' d " t L 1 d t t ' 2 '

D'où d'après le théor'èrne cl'invelsion <lt: Rrttricr', on olrticnt

f o R!u(i;) ("*p.,7 ' 'u, '  exlr((r 'r I i  + r 'zl 'z) + r' Z).t)

-  .3 "x r ro  ( . *1 r ( ( , ' r ) i  +  rz l i )  *  r 'Z l ) i t , , ' . *1

:  i (ex1r r? . r r r .exp( ( r ' r )  j  +  r ' z l z )  *  t r  â , t ) ,

ce qui prouve que R[ est I'o1>ét'a,teur iuverse de 7.

!  t t2Y2)Y + u 'Q) t )

+ Lt2Y2) + u'Z))



l
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Ainsi, on a

( " ( / )€) ( " )  :  [^^  [ . . . r ( \ ts  
-  te- ' ) .exp ur  .Q@.t ) " .n- ' r ) )

, /
J ts l  JW \

(exp u? . trr,  t)z'g(exytuT 'u)((t)d'udutdt.

Soit F e ES(G xG,H,I); nous voulons cléterminer / € ES(G) telle que le noyau

f-  d"  z ' ( / )  so i t  égal  à  F.  Ceci  é<lu ivaut  à :  Vs:  (s1,sz) , f  =  ( t r , tz)€ IR2,Ygo,gL € Go,

F("  .go, t .  ! rL )  :  (  
[ -  l , r ,n11(exP 

|T  .  u , )
\ J R

r  ( f  ( t . ,  -  t (  -  " )  '  ex l  ,T  '  Q( , , r  l "n  
-  " r ; )

(exp u? '  tu, t \ r ludtt , )  {ou, oâ),
/

ce qui nous donne

(
.F(s, f )(es, el,) : ( J( / '  

a'o(exp tr '  u,')

r ( f  ( t "  -  te - " )  .exp  uT  .Q@,r ) ' , .n - " t ) )

(exp , t ,?  . tu , t )du th , , ) f  ou ,  o i , ) .

Pour s et I fixés, posons

G( .s , f  ) ( t t u , t t i , )  :  F (s  ' f t o , t ' g l i ) .

Alors G(s, l )  €.85(G0 X Go, H,16) et val ie de façon corrt iut te pottr  les nolr tres de Fréchet

l o r - s q u e s e t l v a r i e n t .

Comme part hypothèse de r'éculrence R0 est le r'étra.cte cle zrs clui envoie ES(Go x

Go,H, ls )  dans  ES(Go) ,  a . lo ls . f11( .s . f )  :  Ro(G( . t , t ) )  €  ES(Go)  e t  es t  con t inu  en  s  e t  t .
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Définissons une fonction fi sur G0 par'

/ r ( " , t xgo)  : . f i ( s , f  ) (exp  uT ' tu  ' exp( ( r1Yr  * rz l z l  +  r ' 211

: Â(", t) ( exp tT . tu. exp((r1 Yt * rzl'z) + ,' 211

: I  Rs(G(s,  t ) ) (  exp uT .  ut .  exp((r1 Y\ + rzYù + r '  z1
Jn"  " \

.exp((u1Y1 !  u2\ '2)  + u 'Z)) " - iu '  durdt t2du ' .

Si nous désignons par ES(GulA,\,) Ie sorrs-esl)a,(:e <le ES(Gg)fonné des fonctions / e

ES(Gg) tel les que Vr1 , 'rz, ' t ' ' , 'u € IF-,

.f("*p uT ' ru' exp((r1Y1 * r2\'2) + r' 211

:@r i "11*xp. r ,T. r r ) ,

alors nous remat'quons que,f i(-*,t ;  e ES(G,lA./1")et est coutiuue en s et f .

Fixons s € IR2 : alols la fonctiotr

l z ( " ) (gu ,  t ) :  J r ( . s , t ) ( yu )  €  ES( (Go f  A . l r . 1  x  S :2 ) .

Donc nous pouvons lui ap1>licluer I'o1>ér'a.t,errl invelse I?i, <le 7 pour obteuir une fonction

Râ(fr(")) € Es(co).
Ceci étant, nous pouvons cléfiuil la f<ruction T e ES(G) ima.ge de la fonction F €

ES(G xG,H,l) pa"t- le rétlacte R cle la façotr suivaute:

R : .ES(C| x CJ,H, l )  -  ES(C;)

F  H  R(F1  : .1

R(FX.s . so )

:  / (exp( "s rXr  *  . *zXz)  .expr '? '  , , '  . r . x l r ( ( r ' r l i  +  r .z l 'ù  +  r r  Z ) )

:  RL(t"((" , .  -*r)  + ( ' - " ( - ,  - ) ) (* ,  ( - '  -  ) ) )
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("*n r"  .  (Q@,(- ,  - ) ) ' *o -zr ; - r  .  ro .  exp((rr l i  + rzYz) + r '  Z))

: s-Su 
lu, oftl (n (t",, sz) * "-"(-, 

-))(*, (-, -)))

( " * o  u f  '  ( ( Q @ ,  ( - ,  - ) ) " * R - t ' ? ; - I '  . , ' ) " * o  
- ( u r x r * u z x ' ) , u r , u r )

e- i(ut rr *u zrz) 6rr, 4r,.,

:  s-3u 
lu,OU)fr(",  

+ e-ortrr , .sz * ,- 'uz)

(  
" *p  

. , r  .  ( (Q G, ,u  1 ,  r r2  )ex l )  
-  r 'T  

1 - t  . ' , ,  )u*n  
- (u  r 'Yr  * *z  xz  ) ,  

tL  r . 'u .2 )

" - i (u1r1  

*  u r r  r )  d t t  1  d t r2

: e-s' I g?')
JIR2

,f, 
t, (" (', ! e-' tt1, s2 * e-'' rr2" ,,, , ", ))

(  
" * l , "  

.  ( ( 8 ( r ,  u1 ,  u2  )exP  
-uT ; - l  

l ex r  
- (  t  r  x r  * ' z xz ) '  

? I r ' xP  
-@r  x r *uzxz )

.exp ( (o1Yr *a2Yr )+ l ,Z ) ) r - i t ' r l . r , , r d .a .2d . l t c - i ( *1 r1 !u2 r2 l4 t t . 1 t l t t 2 .

On vérifie que R(F) - 
I est bien Ia. firuction cherchée. En effet, on a :

(z ' ( / ) ( ) (s1 ,  s2  )

:  
[ ^ "  [ , , ,  [ ^ " " t ' ' / ( ( " r  

-  t t e - " . . : . 2  -  t 2 r - u ) . " x p  r t T ' Q ( t , f  1 , 1 , ) e x n - o T
"/IR3 J W "'IR3

.  .r,(tr, tz) .  exp((11y1 * r2y2) + ,J Z1)(.- i(, '  
-(tr.r | t ' r ,r) l  f , .rrt l ,r2clr '

z 's(exp uT .u)((t1,t2) du dro r l t l  dt2

:  t  t  t  " sa " -z t '  [  
0 ( r ' ' ) . f r ( . r ,  -  / r c - "  ]  r r . 1 r ' - " . . s2  -  t 2e - "  !  t r 2e -o ,u t ,uz )

.rl R3 J/ VIl J R3 J R2

( " * n  r "  '  ( ( 8 ( u ,  u 1 , 7 . t 2 ) e x l '  
- r ' r ; - 1 1 e x ' - ( * r  ' \ r * u z ' { z '  '  ( 8 ( r ,  t 1 , t 2 ) e x P  

- a T

. ?,( r r,tz ) 
; 

e*P -(,rr 7çt +"2 -X, ) 
) 

r- i( i l  1 r '1 * r r rrl dtt. 1 d.tr2

e- 
| u | 1- | + rr r r, (ltt I tltt.2

-  . - " "  [  0? ' ) f r ( * r  +  e - "? t ,1 ,  -s2  *  e  
- "? , t '2 . r t1 .112)

Jm,

( " *p  r "  '  ( ( 8 ( r ,  r r 1 ,  r r 2 )exP  
-u " ' 1 - r ; exn  - ( r  r  ' \ r  * ' z ' l z )  '  . t ' u *P  

-@ 'x '+ " ' xù )
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" - i r '  
h r t  

" i ( t 1 r1 * t2 r2 )  
4 r1d r2Ts (exp  uT 'u r ) { ( t 1 , t 2 )  du  du  d t1  d t2

r11 r
:  I  I  |  /  / t1 " t  - t re -o+ure - " , s2 - t2e- ' ' ! u ,2e- ' ,u t ,uz )

JR3 JW. / IRz  . / t s2
/  , ,
(  

" *n  
oT '  ( (Q@, ur  t ' t r2 ;exn  

-u" ; -  I  
1  
exn  - ( ,  r 'Y r  *uz ' {z  ) '  (Qfu  ' ,  t1 ,  t r )exv  

-uT

. - ( t r , rz ) ;exp- ( r rx r+zzxz) )  
" - i (u1r1 !u2r2) " i ( t1 r r * tz rz )ùr r r4u2d. r1d , r2

zrs(exp uT .w)(( f i , t2) du d,w dh dtz

f f
:  I  /  / t ( t t  , s2 , t r , t2 ) (exp  uT 'u t )z 's (exp  uT 'u ) ( ( t1 , t2 )  d 'u  du  d t1  d t2

J R 3  J W

(Théorèrne d'invelsion cle Fourier' )
f f f

:  I  I  I  Ru(G1.s r ,s2 , f l , f2 ) ) (exp  uT ' rp  'exp( ( t r1 ) ' l  + ' .12 t '2 \  + t , ' ' 211
JR3 "/W "/R3

"-nu'no("*puT. 
ur)(( t1 , t2) t lu r l . t t t  tht .1 t l tL2 dru' '  r l t l  r l , t2

f  r  . \
:  

l ^ ^ t o  ( R u ( G ( " t  , s 2 , t t , t r ) ) ) 4 ( h , t z )  d t t  d t z
J]R2 \

f
:  I  G("t ,  s2;tr t tz)((tr, t2)dt1dt.2

JIR2
f

:  I  F("t,  s2,trttz)€(tr,, t2)dti tz.
./ lR2

Ce qui achève la constructiou clu t'étra.cte rlans ce cas.

4.3.L4- Cas 8c :

La construction clu rétracte daus ce cas ot\ [1 ( g0 et g(/) C go, est la même qu'en 6c.

4.3.15- Cas 8d :

Dans ce ca^s, b C gu et 11 (. gg. Da,us lr, pa,ra.gra.phe 2.3.191 nous avotls vu que le cas

8d se subclivise en 2 sous-ctr.s :

1)d i rn$ f lo :2 :

Ce sous-ca;; corlespon<l à 6cl ; rlorr<, lir constrttction chr r'étlaet,e est la même qu'en 6cl.

2 )d im [Oo :1 :

Ce sous-ca^s se ramène a,u ca.s 8b lors<p'on lernplace la. polarisation b : tl î go 0
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IR-Xr eRX2 par la polalisation [1' : l) n So 0 o - b n 9o @ RYr 0 Ry2 : b n9o O], qui est

une polarisation eu / fortement adaptée à n et contenue clans gss. Notons que Xr,Xz e

b Ct  n,  Xt ,Xz (  go,ç(Xr) :  ç(X")  e t  Yr , l '2  e .  o ,Yr ,Yz Ç. t1,  avec [Xt ,Yr l : ÏXr ,Yr ] :  Z;

donc, on a ( I , [Xt,Yr] >:4 l , [Xr,Yt] ] :1. Nous savot]s aussi clue d'après 1.2.17, les

représentations zr : nrl,tt et 7î' : rl,b, sont écluivalentes'

Nous posons H' : exp b'. Puisque zr' possècle un rétracte .R' ceci d'après le cas 8b,

alors pour obtenir le rétracte R de z', il uous suffit cle construire coûune au cas 6d, un

opérateur d'entrelacement eutre les espzr.ces E.S(G x G,H,l) et ES(G x G,H',1).

So i t  l 8  :  (A t r " ' ,A , , , 8 t , " ' ,B " ,C" t . " ' .C t )  une  bz t - se  coexPonen t ie l l e  à  $  dans  g

définie comme en 3.2.6. Ainsi, tur O tou 0 D1 est url sous-espace coexponentiel à | dans

g, avec t l l  :  Dî:r*lRAi,t!0 : Dj:rop:B, et u1 : Dl.=r*m6p. Notons que hc1,t!6 et

b1 sont définis colrune eu 3.2.5. Pttiscltte }i,l'z € n et \\,Yz ( f, alors Yr,Yz € too;

donc, on peut écrile ft)s sous la forme tDg : toog {, F:}i {i iRY2, où tD6s est un sous-espace

coexponentiel à Ryr e IR,Y2 clans too. De phrs, <l'apr'èrs la construction de I et de [', nous

constatons que si nous reurplaçons Rlli {r Fl}'i pa.r' RIr 0 IF)I2 clans tDs, rlotls obtenons un

sous-espace rô tel que ID1 O tol, Otrl soit c()expollerltiel à f' clans g' avec

tP'u : tpoo 0 Rtrr O iRXz - rooo tD l.

Ainsi tout élément de G peut s'écrire sous la ftrrr le gr: trtr '?trgo'ex1>(11 XrtrzXz)'hyur,

âv€c ? l r1  e Wt,u6s € Wss,r t l  €Vt , l r t  e  H et  t '1 , r 'z  €  ]R.

Soit I 'opérater,- l ' !6,,6 : ES(G xG,H./) - '  ES(G xC;,H',/);  r '  -U6,,11F,, défini par

(un '  , r ,F) (gt ,  g \ )

: ( l l t , , hF ) ( i l r 1  . r uss .exp ( r1X r  * ' , ' . zXz ) ' r r 1  ' h . 1 , r r ' l  ' t r ' 16 ' exp ( r lT1  + r ' zXz ) ' r t r ' h ' )
f

:  I  F ( - t  . ? r ,00 .  exp ( r1X1  *  r zXz )  . , ' r  . / r 1  . cxp ( . : -1 ) ' l  +  s2 l ' 2 ) ,
J IR4

. |  .-Lu. exp(rlX1 + r 'rXr1 .t ' ,  .  l t ' r .  exp(.s! l i  + .si);  )) d*t d,s2 d.s',  d,s'r.

N{ontrons cyte (U6,,6F) e fS(C} x G. H' . l) .

I- (t/6,,11F\ est bien cléfini. En t:ffet, ('()ltllrle I r,I'z € roo et qtre F est une fonction de

Schwartz da.ns la clirectiou tDs, r)n eu cltirhrit rpr" I'inttigln.le ci-<lesslrs converge.
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2- (1 . , ! g , , 6F )vé r i f i e l a re la t i ondecova . r i ancec le  ES(GxG,H ' ,1 )p * rappor tà$ ' '

En effet, sur $'f go : h ngo, cette relation de covariance est vérifiée; pour cela, on

prend ho,hL € exp([' n go) et en consiclère l'écriture cle

( l J t , sF )  ( . ,  . r , os  .exp ( r1Xr  *  r zXz )  '  1 r1  ' / t 1  ' l \ ) , t t t ' 1 ' u , [ o  ' exp ( r lX r  *  , ' "Xz ) ' r l ' hz  ' hâ ) '

Ensuite on compose /zs (respectivetnent /r.1, ) par exp -(s1 Yt * szl'z).h0. exp(sr Yr + szYz) :

h0,  ( respect ivement  exp-( -s ! I i  + .s lz) 'z ) . f t i , .exp(-s i l i  + .s i ) ,2)  :  t lu  )  car  hs,h l  e  g0 n g0.

Errfin, on appliclue la, rela.tiort cle crtva.r'ia.uce l)al la.pport à I/, car h0,llu e H.

Dans la direction ), cette rela,tion cle covitliance est a.trssi r'ér'ifiée; en effet' on a

exp( t1Yl  + tzY2) .exp(-sr l l  + .sz lz)  -  exp ( ( t '  + .sr )Yi  *  f tz  *  sz)Yz) .

Ensui te  onfa i i  le  cha.ngement  c le  var i t r .b le  ( . * r , ' r2)*  ( - f r  * .sr , - tz  * 'sz) .

3- (?/6,,6F) vér'ifie les prol>riétés de clécroissernce des fonctious de E.S(G x G,Ht,,I)

dans les directions W1 et,IVsg (ceci à canrse clrr fait qtte F vérifie ces propriétés et que les

directions ci dessus ne sont pas touchées pal I'intégration); par conséquent, Pou achever

notre pt'euve, nous allons rnontrer cpre (1,/6,,6r') est ttue fonct,ion cle Schwartz clans les

di rect ions Xt ,Xz et  que pot l r '? t r1 , ' t t t l , r t ,ou, r t , l ,u , r ' l  , t 'z , t ' \ , r ' l  f ixés,  la  fonct ion qui  à  ( , t , , î )

associe

( t / t , , nF ) ( i l , 1  ' t t , 00 'exp ( r ' 1 . { r  * , ' z I z ) ' t , 1 , r t , ' ,  " t l | , ' exp ( r ' !X r  *  r ' r x2 ) ' u l )

appa,r ' t ient àT{ol(o1 x ur).

Pour cela, calculons

( t / 1 , , , 6F ) ( t L1  . r { r ss ' exp ( r ' 1 I r  *  r ' zXz ) '  1 r1 , t t ' l  ' r l | ' ' e xp ( r ' l J f r  * r ' l x r ) ' u i )

:  t  F( t r ,1  .  ?r ,00 .exp(r '1Xr  *  r 'z - \z)  .  r , r  '  ex l ) ( .sr } i  +  sz} .2) .
JIR4

w'r . tu 'oo.exp(r - lX1 * r ' . ! I2) ' , t , i  ' r 'xp( 's ! ) i  + .s lz l 'z ) )d-s1 r / .s2 d. t ,  ds ' ,

f
:  I  f ( - t . u r00 ' exp ( r ' 1X r  - f  l zXz ) ' r r 1  ' exp ( . s r l i  +  sz l i ) ' ? ' r - r  ' u l ,

"/IR4

u|. tu 'oo'exp(r lX1 +r ' . ! -Xr;  .u l  .ex1>(.s i l i  + . t iy i )  'u l - t 'u i )  d.s1 ds2 ds' ,  ds ' ,
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Or

u1 ' exp(s1Yt * szYù ' ,it : exlr(e"d lo8 r'r (sl Y1 a -s2Y2))

:  exp(eÀ( los " r ) (s1yr  *  s2Yi) ) ,

câ.r u1 g g(lt") C kerp, ce clui entraine qrre [ logur,Yr +i l 'z]:  À(log'rXYt *iYz)'Par

conséquent,

( l /q , ,xF)(q -u,oo 'exp(11I1 + I '2X2)  '  , , r ,1r ' !  '  ur l ,  'exp(r1X1 *  r '2- {2)  '  t r i )

:  t  F( r r r .  ?uoo .  exp(r '1J(1 *  t ' . tXù '  exp( . 'À( los ' ' r ) ( .sr l ' l  f  .s2 l '2) ) '  t ' t ,
Jnn \

- 'r  -.Lo.exp(rlX1 + r 'rX)'exp(, 'À(r"e, ' i)(-* i  l i  + s'21'ù ) ' , ' l )  cl '*1 cls2 cls' ,  ds',

f r
:  

Â,  
t ( - t  '? l , l t to 'exP(r '1X1 + ? '2X2) '

exp(eÀ(r"so ' ) ( " r f ,  +  s2t '2) )  . " *p - ( r rXr  + r2xz)  'exp(r1X1 *  r2X2) 'u1,

. | - . Lo .exp ( r lX1  + r ' rX r ) ' exp ( r ,À ( l " s . ' i ) ( . t ' r y ras ! r1 '2 ) ) ' " *p - ( , ' rX r+ r ' "X2 ) '

exp(rlX1 * r'zXz). ,i) a", ds2 cL.s', rl'.:'.,

:  t  F ( - r .  ? r ' 00  .  exp (eÀ( los " ) ( . r r l ' i  + . sz ) i ) ) '
"/nn \

exp(( r1s1 t  rzsz lsÀ( l "s  " t )  Z)  '  exp(r ' rXr  *  rzXz)  '  o1, ,1{ r '1  '  t r 'âo '

exp(eÀ( los ' i )1srYr  *  s2Y2))  .exp(( r i - . . i  +  r ' l r . . . ! ) "À( log '  u ' )  Z) .exp(r lXr  *  , ' "Xr) ' " ' r )

d.s1 ds2 ds', ds',
f r

:  
, /u .  

F(u ' r  '  u)s '  '  exp(eÀ( l "s ' ' ' )1 ' t1 I i  *  's2I i  ) ) '

exp(r '1X1 I  r2X2)  '  . , r  '  exp(( r '1 .s1 f  r '2 . r2  )6 
À( los 

" l  Z) .11 ' l  '  t r ' | , , '

exp(eÀ( los" ï )1s ' ,  y t  *  s ' r l 'ù  )  .exp(r . iXr  *  , - 'zXù. t r l  .exp(( r ' i , - i  +  r ' ! - * ! ;eÀ(ros "7 4)

ils1 ds2 ds', d,.s'.,
f r

: , / n .  F ( to r  ' ? ( r6s  '  exp (e ' \ ( l os " ) ( ' t r ) ' i  + ' sz ) ' i ) ) ' t r xu ( r ' 1 ' x r  *  r ' z r r ) ' t ' r ,

tu',  .  u,[o . exp(eÀ(los' i)1.*!] i  + .. . ;) ' ;  )) .  exp(r ' ! . lr  * r ' l r fr) '  t ' i )
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, i (r  1 s 1*12 s2 )eÀ(los "r ) 

" 

- i1r ' ,  s ' ,  *r l  " ' ,  ;  
e' \  

(  l"e " i  )  
al",  ds2 d,s,,  d.s,,

(car exp((r1s1 * r2s2)s^o"s"') Z),exp((r i  s'r + rts!).À(log t ' i l  z1 e n1-

D'autre part,

e x p ( r 1 X 1  !  r 2 X 2 ) ' u 1

-  r , r  .  u r - l  . e x p ( r " r X r  *  r 2 X 2 ) ' e 1

:  r ' r  .exp(Ad( t , r - t ) ( r . r I t  +  ? '2 -Y2 ) )

-  u1 .  exp(e" 'J log at- ' ( r ' rXr + , '2I 'z ))

-  'Dr exp ((r1x1 * r2r2)* Ë #too 
logr ' ,  r (" ,x,  + r2x2)) '

* = 1

4.3.15-1- Remarque : Ici, iutervient le fait rlue 11 soit une poiarisation en / fortement

adaptée à n ce qui implique que [1 soit g(/1")-iuva.t'iante.

Onen  déc lu i t . l " "  (DË ,  #n , /u l , g t , ,  
r ( , ' r Ï r  * r2 f2 f )  e  l i ) n ,  ca r  X t ,Xz  €  Iq în ;

donc ( r rX 1*r2Xz+ DË,  #o4o log, ,  r ( , ' rXr  + rz12))  €  b n n.  O'  constate auss i  que

!
L'r,o(("rx, * rzxz) * Ë #"ou 

log u, r(' 'rxr * rz-Yz)) : 1'
f t= l

car n est un idéal ni$otent cle g. D'a.rrtle part,

æ 1

.  / , t  
i "no 

logu,  r ( " rXr  +  r2 f2)  > :0 ,
Ic= I

car  logrr - t  €  g( / t " )  e t  X1,X2 € n.

Donc en supposant clue t(Xr) : /(.\z) : 0 (ce rlrri est faisable, qrrite à remplacer

Xt,Xz par -\l,Xr), et en utilis:rnt lzr lclartiorr rle <rovariance cle F par rapport à f, on

obtient

( t l n , , nF ) ( . r ,  . . r uo .exp ( r ' 1J (1  + r ' 2 - t 2 ) ' ' u1 ,1 { r ' ,  " t o | r r ' exP ( r ' l I r  * r ; J f r ) ' u i )
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1 r
:  I  F ( . t . ? r ro0  .exp (eÀ( los ' ' ) ( " ,  Y t  *  szYz ) )  ' exp ( r1X1  !  r2X2) 'u1 ,

"/ IR4 \

. ' ,  .  - 'oo.exp(eÀ(los " i )1si l i  + s!g;y .  exp(11X1 * rzXù 
" i )

" i ( r1s1* r2sz)eÀ( toc  

" r l  

" - i ( r ,1s ,1  

r l s " )e - \ ( , "e . ' i  ,a r - * ,  
ds2  d .s t ,  c l . s , ,

:  I  F( rur . r r ,0o 'exp(eÀ( losn ' ) ( . . ,  ] '1  *  s2Y2)) ' r r ,
Jnn \

- ' ,  .  *Lo. exp(eÀ(los "i  ) (si yr + si,  t ' ,  ;  ;  .  r l  
)  "t t . '  

st {12 s2 ;s'\( ror " t  )

e-i(r\ s'r+rtsi)"^(t"* " i ) rls r d,.s2 d..st, d..s,,

:  (e-  \Qo tur  )  
;21 

" -À( l  

o  a o ' r )  
1z

I  f ( . r , '  roo '  exp(s1) i  * ' rz ) ' i ) '  t r1 , r r " , '  r t ,1 , , , '  exp( .s !  V ,  + ' r ' rYr ) '  u ' r )
"/no 

\

"i(r 
1 s 1 ! r 2 s z ) 

"- 

i(rt, 
",, 

+ r,, 
",rl d.., t rl..:.2 tl.,:t, d.r,,

(par un changement de var-iable).

Dans I'expr,,'ssion ci-dessus, on coustate clue .F est ruultiplié par des termes

(e-À(loe,r)12q.-x(toou' t)yz. ol  F € T{ol(vt  x 01),  c lonc

(e  
-  À( loonr  ) ;z  

1" -  
r (  to l  u ï  )  

; z
- /  t  ,  /  , a .  ,  , r ,  r  , \
F(t r '1  .  ?{ )ss .  exp( .s1Yr *  .s2)1 ) '  u1,  r r r '1 '  t r ' |o '  exp( 's l r ' t  +  .srYz) '  r ' t )

appartient à Hol(o1x 0 r ), ceci à cause cles propriéti:s cle I'espace 'l1ol. Et puisque I'intégrale

ci-dessus laisse invariante les varialrl€rr r)1 r)t t,l, ou eu détluit clte (U6',6F) appartient à

7{o l (o1 x  ur) .

D'autre part, I'iutéglale ci-rlessus est rure tra.usforutée cle Fourier partielle de F dans

les directions Y1,Y2 avec Yt,\'z € r0o. Et cor:.une F est rure fouct.ion cle Schwartz dans

Ies directions yl,Y2, alor-s torrte transf<x:uée cle Rrtuiei'paltielle cle .F dans ces clirections

est aussi une fon.ction cle Sc[u,a.r ' tz. Par'1,errsé:<1test, ( l /6,,xF)(trLr '?t,00'exp(11X1 *rzXz)'

ur ,wl .u6o .exp(r ' r , \1  *  r " !X2) ' r i )  est  urur  f ïnrc t ior r  c le  Schu'a l tz  e t t  r -1  ,1"2 et  r l , r !  c 'est  à

dire, dans les directions X1,X2.

Ainsi, pour toute fonctiog F e ES(C; x G,H,l).  o1 a ( l /11',hF) € ES(G x G,H',1). A'
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présent, comme dans le cas 6d, nous construisons le rétracte R de ES(G x G,H,/) dans

ES(G) de Ia façon suivante :

So i tF  eES(GxG,H , l ) , a l o r s  F ' : l , l t t ' , t tP  eES(GxG,H t , / ) '  O r . d ' ap rès lecas8b ,

il existe un rétracte .R' : ES(G x G,, H' ,I) -+ ES(G) po* zr'. Donc, il existe T e ES(G)

telle que

Rt(1,$,,6F): f  ,

ce qui équivaut à noyau (r'(/)) : F'. Et comme nt et r sont équivalentes, on en déduit

que noyau (r'(/)) : tr'.

Ainsi, nous définissons le rétracte R de zr de ES(G x G,H,/) clans ES(G) par :

A(f Xg) : R'(Uh, ,ttfxg)
-- R'(l,lh,,r,-F )(exp(s1Xr * szXz) ' exp t'? ' to ' exp((rrli + rzYz) + r' Z))

:  s -3 t t  
[ ^ ,g { ' ' )  [ ^ ^o ] ( c1 "  

*  e -u r t r ' s2  *  e - ' ' t t 2 ' ' " " ) )
JR2 "'IR8

/
(  exp r" '  ( (8(r ,  ur,  uz)"*P 

-aT 
1-r ;  

exn -(ur 'xr *uz' \  z) '  u ' ' ' *P 
-  (u t  x t+ uz x z)

.exp((o1Y1 * a2Y2) + aû))e-ibdo1 d'a2 d.as 
"-i(u1r1ju2") 

du1 du2,

avec

G ( r ,  +  e - o ' t t t , s z  *  e - u ' t t z , u r , , u z )  :  ( l , l g , , 6 F ) ( " ,  +  e - '  u 1 , , s z  *  e - ' ' t t 2 '  -  t u r , u z '  - )

et ^R[ qui désigne le rétracte de zr1o,1,'.

Ceci achève la construction du rétracte dans ce dernier cas.
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CHAPITRE 5

EXEMPLES

Dans ce chapitre, nous donnons phsieuls exetnl>les cle grortpes cle Lie exponen-

tiels dans lesquels nous construisons cle fa.çon explicite le r'étra.cte R étuclié au chapitre

précédent.

5.1. EXEMPLE 1 :

Nous reprenons ici I'exemple2.2.2.2 (chapitre 2, paragraphe 2), où g est une algèbre de

Lie exponentielle de dimension 4, de base (Xr, Xz, Xil, T), définie par les crochets suivants

lorsqu'ils sont non nuls, les autres étant mrls ou obtenus par antisymétrisation:

[?, x,] - xr. [7. xz) - -xz.

Soit d'autre part I € g* définie par

l (T )  : 1 ,  / (X r )  :  0 ,  / (X r )  :  1  ,  J (Xs )  :  0 .

Nous savons que g(t) : IRXI + IRX3 et clrre [ - R](r + ]RX2 + R-{.3 est une polalisation cle

Vergneen l,  passant par n:lR-Xr +RX2: [g,g] ;  donc I est folternent adaptéeà nqui

est un idéal nilpotent de g.

D'après Ia proposition 2.2.4, I vér'ifie Ia. couclition de Puka"nsky; par conséquent, si

nous posons I/ - exp b, G: expg, et si 11,0 clésigne le caractère rtnitaire de H cléfini par

x1,6(exP U): e-i l( t /)V[r € b,

r4l



CHAPITHE 5. EXEMPLES L42

alors zr : ind?t)c,b est une représentation unitaire irr'éductible de G.

Les conditions ci-dessus col'responclent aux hypothèses clu théorème principal 4.1 ;

donc, il nous est possible de constrrrire le rétracte R. de zr.

Soit q le plus grand idéal de g contenu dans n tel que /(o) : 0. On a o: IR-Xr.

Posons :

f i :  Elq - IRXz + IRX3 + R?,

h :hlq - IRXz + IRX3 et n1 = nf o - RXz.

On remarque que tt1 est uu icléal uilpotent cle 91 contettant [gt,gt] : iR'Xz et que

G : Gr. exp o. De plus, si 11 ciésigne la, ftn'rne linéaire sur' g1 définie par

h ( I+o )  : / ( [ I ) ,VU€9 ,

alors f1 est une polarisation en 11 fortement aclaptée à n, ; donc f;1 vérifie Ia condition de

Puka,nsky sur G1.

Ainsi rr: znd?t|X,r,,,, est une leprésentation ruritaire irr'écluctible de G1, avec Ht:

expbr, €t Xtr,t,r qui est un caractère ttnitaire cle ff1 défini par

X t ' , 6 , (exP  U)  -  
" - ; t ' t L r ) ,VU 

€  b r '

D'autre part, zr1 possède un rétracte Rr, ceci d'après les hypothèses de récurrence.

On constate que les données ci-dessus pour'zr corresl>ondent au 2eme cas du théorème

4.7; par conséquent zr possède ttu rétra,cte R cléfini pat' :

V.F  €  ES(G x  G,H. l ) :  ES(GI  x  Gr , I f r , / r ) ,

n(Fxv ) 
I ;ïll;,r,T"i']",,,

avec<p1€  C f (R ) ,Âp t ( s )ds :  l , l J :  y1expsX l  €  G :G t  ' expRX1 .

Il s'en suit que, potu obtenil une expressiou explicite cle .R, il nous suffit de déterminer

le rétracte Rr de zr1. Pour cela,, nous plocéclous coltllne pr'écédemment.
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Soit o1 le plus grand idéal de gr contenu da.ns n1, tel que /(o1) : 0. On a o1 : (0).

donc le centre â(gr) de g1 est de dimension inférieul'e ou égal à 1. Notons même qu'on a

â(gr) : IRXB. Puisque nr : IRXz est un idéal non central d. gr, alors n1 contient au moins

un idéal non central minimal d" gr, en I'occttrence oz: IRXz: or. De plus, on a:

lU, Xrl : À(U)X2, VU e 91, ôvec À € gi.

Notons que ? É gz et À(") : -1. Posous

8z:  ker \  -  RXz + RX3.

Donc, on peut écrire gue gr : IRT' 0 gz, cl'oir Gt : exp IR.?' 'exP 92, avec ?' - -T.

On constate que g2 est égal à [11 et cSre S2 est un icléal abélien cle 91 de dimension 2.

De plus, si 12 désigne la fortne linéa.ire sur' g2 tléfirrie pa.r

/ z (X r ) :  / r (X r ) : 0 ,  l z (Xz )  :  l r ( j f z ) : 1 ,

alors $1 est une polarisation en 12 et f 1 vérifie Ia conclitiou de Pukansky sur G2 = exPg2.

Ainsi, rr : indcrlXrz,t)r est une lePréseutation uuitaire irrécluctible de G2, avec XIz,ttr

qui désigne le caractère unitaile cle G2 défini par

XIr,h '  (exP I /)  :  6- i t21lr1 'YU e gz'

D'après le ler cas du théorème 4.I, 12 a.cluret, un r'étt'acte .R.z défini par :

VF2eES(G2xGz ,H t , l z )

Rz(Fz)(exP rzXz' exp r '3X3 ) :  Fz(e,e)cp2(exp rzXz' exp 13X3),

où e désigne l'élément neutre de G2, r2,t':t e IF- et 92 e Ci@r) avec çz(Iz) : 7.

On constate que les couclitious ci-clessrrs poru' T1 c{)r-respondeut aux hypothèses du

4eme cas de la preuve du théor'èrnc. -1.1. Pi,r'r'ousérpeut, en rttilisant la formule du rétracte

obtenue dans ce deluier cas. uous rlcitt:r'rninorrs L: nitla,r:ht: R1 de zr1 tle la fa.çon suiva.nte :

V .F  € .ES(G I  x  CJ1 ,  H r , l r ) , r , . s , f  €  R ,
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R1(F)(exp tT' .exp.sXy exprX2)

: -  [  [  " - r " l " l Lc , ( " *p -h r lu lT ' )Jm "/n
nr((r"Q,-  hr  l  ,  l ) ) )  ( f ""n sXr)rnl" l  '  exp uX2)

a-i, 
" i .u 

drdu,

avec F2(t,t ' )  e ES(Gz x Gz, Hr,Iz) et défiuie par

F2( t , t '  ) (exP sXs '  exp r  X2,exp s 'X3 '  exp r 'X2)

: f ' (exp(f + t ')T' '  exp.sX3 ' exp lX2 ,exytt 'T' '  exp s'X3 '  exp t 'X2).

On remarque que Ac,(exp- ln  I  u  |  ? ' )  : l  r r  l ;  c le  p lus,

(exp sX3)lnl" l  '  exP 'uX2 - exp sX3 ' expuX2,

ci1r e2 est abélien. Ainsi, en utilisa.nt la forurttle clu rétra.cte .R2 obtenue précédemment, on

obtient

.R1(F)(exp t?' ' exp sXy exp rX2 )

:  -  
[ ^  [  t " t " - t n l u l p r ( t , - t , ,  1 , ,  l )@,e )e2@xp-sxs ' exp t ' x2 )

JnJn '  \

" - i r  
a i ru dud,

:  
I ^ l * r (exp( t  

-  L ,  I  t t . l )T ' ,exp- ln  lz  l " ' ) r r ( " *psJ(3 'expuX2)

" - i ' " - i ' ud rd ' l ,  
( ca r '  l u  l e - l r r l z l  

-  1 ; .

Par conséquent, en tenant cornpte clu résultat précécleut, on obtient I'expression explicite

du rétracte R de z' de Ia façon suivante :

Vg  €  G ,g  :  g t  ' exp rX l  , 91 :  exp f? ' . exp .sX3 .ex1 l ' s ' JK2  €  G t , r , ' s , ' s ' , t  €  IR ' ,

n(r)(g) : R(FXgr exP '*'x1)

:  Â(F)(exptT' '  exp sX3 ' exp rf2 '  exP.s'-{1 )

: 91(exp s'X1)R1(F)("*p f?' .  exp.*Xr . exp r.{2)

-  pr (exp s 'Xr  )

t  [  , ( exp ( t  - l n  l  u . l )T ' , ex t ) -h r  l r r  l ? ' ) i r r { " *p ' s ï r ' exp r , J (2 )e - i o " - i ' ud t t ch t .
JIR JIR \
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Ceci nous donne le résultat cherché.

5.2- EXEMPLE 2 :

Généralisons I'exemple précéclent, en supposant toujous que g désigne une algèbre

exponentielle de dimension 4, de base (X1,Xz,Xl,?) définie par les crochets suivants

lorsqu'ils sont non nuls, les autres étant nuls ou obtemrs par antisymétrisation:

[? ,X t ]  :Xr ,  ÏT , ' {z l  =  -X2 '

Soit / € g* définie pal

t (T )  : 1 ,  / (X r )  :  o ,  / (Xz )  :  1 , / ( - { r )  :  0 ,

avec0 lo€R .

Nous savons que g(/) : RXs * R(Xt * rvXz) et' cltte b : IR.Xr + IR'X2 + IR'lfg est une

polarisation de Vergne en /, passant Pal' n - R.][r + IR'X2 + IR {3 ; donc I est fortement

adaptée à n, avec n qui est uu icléal nilpoteut. tle g coutenart [g, g] - R-{r * IRXz.

Pour les mêmes raisons qu'à I'exenrple 1, I vérifie la condition de Pukansky; pax

conséquent, si nous posons I{ : exP \, G: exPg et si X1,1, désigne le caractère unitaire

de H défini par

xr,b(exp LI) - e-i t(L'tVU e b,

alors zr : ind?txt,b est une représentation ttnita.ire irréchrctible de G.

Les conditions ci-dessus colr'espouclent aus hypothèses clu théorème 4.1 ; donc, il nous

est possible de constluire le rétla.c'te R cle a'.

Soit o le plus gra.ncl icléa.l cle g c()utenu tlans n tel rlre l(o) : 0. On a o : RXs'

Posons :

U : elu - F:fr + F:.\2 + F:?,

l l n :b l s - lRXr  * lRXz  e t  n1  :  î f  o :  RXr  * lR iKz .

01 rerna,rclue qlre n1 est un irléal rrilpott'ut rle 91 cotrtettir'rtt lgt,gtl: IRXr * R'Xz et'

que G - Gr . exp o. De plus, si /1 désigne Ia, fontte liuéaire sru g1 cléfinie par

h( t I  +  s ) :  l (L t  1 .vu €  g ,
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alors l;1 est une polarisation en 11 fortement adaptée à nt ; donc [11 vérifie la condition de

Pukansky sur G1.

Ainsi rr: ind?t'rXrr,t,,. est une représentation unitaire irréductible de G1, avec Hr:

expbr et Xh,hr gui est un caractèr'e unitaile cle I/1 défini pa'r

Xr , ,6 ,  (exp LI )  -  g- i t r (u) ,  VU € 1, r .

D'autre part, zr1 possède un rétlacte Rr, ceci d'après les hypothèses de récurrence du

théorème 4.1.

On constate que les données ci-clessus poru 7r correspolt(lent att 2eme cas du théorème

4.1; par conséquent zr possède un r'étla.cte R défini pa,r' :

VF € ES(G x CJ,  H, l )  :  ES(Gr x  Gr ,  I f t ,  / r  ) ,

R(^FXs)  :  R(FXs/r  'expsX3)

= Rr ( FX .q1 )91 ( exp -*I ,r ),

avec  tp l  €  C" - ( lR ) ,Âp t ( s )ds :  ! , 9 :9 r  ' exp -sXs  €  G :  Gy  exp lR 'X3 .

Il s'en suit que, poul obtenil une expressiou exlllicite tle -R, il nous suffit de déterminer

le rétracte R1 de zr1. Pour y arriver, nous procéclons cournre précéclemment.

Soit ol le plus grand icléal cle gl tel clue /(or ) : 0. Ou & o1 : (0) ; donc le centre 6(91 )

de 91 est de dimension inférienre ou éga.l à, 1. Notons rnême qu'on aâ(gr): (0).Puisque

111 est un idéal non central d" gr, alors n1 contieut au utoius un idéal non central minimal

d" gt, en I'occurerce o2 - IRltz. De plrrs. olt a.:

lU ,X t l :  ) ( t I )X2 .  VU €  g1 .  avec  À  €  g i .

Notons que À f 0, ca'- À(?) : -1. Posotts

Fz : À:r r',\ = FlJI'r l i lt)-X2.

Donc on peut écrire tlue g1 : RT' Q-i gz, cl'or\ Gt : exp IR?'. exP 92, avec T' : -T.
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On constate que g2 est égal à f 1 et cpe S2 est un icléal abélien de 91 de dimension 2.

De plus, si /2 désigne la forme linéaile sur' g2 défiuie par

I z (X r )  :  l r (X t )  :  a , l 2 (X2 ) :  / r (Xz )  =  1 ,

alors f1 est une polarisation en 12 et 111 vérifie la condition de Pukansky sur G2:exPg2:

car G2 est nilpotent.

Ainsi, 12 - indfriXt2,6, est une représent,ation unitaire irr'éductible de G2, avec Xt2,hr

qui désigne le caractère unitaire cle Gz cléfiui 1;al

Xt" ,hr (exP t /  )  : ' - i t ' ( ( ' ) '  V[ r  €  gz '

D'après le ler ca.ri clu théorème 4.!, 7t2 aclmet un rétracte R.z défini par :

VFz e ES(G2 x Gz, Hr,Iz),,

R2(F2)(exP rXy exp -sX2)  :  Fz(e,e)92(exp rX1'  exp sXz) ,

où e désigne I'élément neutle cle Gz,r',.s € IR, et ça2 e C?(Hr) avec ?zQ2) : L'

On constate que les conclitious ci-dessus p()ttr rr1 col'responcleut aux hypothèses du

4eme cas de la preuve du théorèrne 4.I. Pal couséc1uettt, en rrt,ilisant la formule du Étracte

obtenue dans ce delniel cas, nons dételurinons Ie rétracte Il1 tle zr1 cle la fa,çon suivante :

V. l ' -  €  ES(C;1 x  Gr,  Hr , l t ) , r , ' r , t  €  IR ' .

_i' iïî ffi "l;"-î: î:; l,, r,,
Jn Jm

n,  ( (R{ t ,  -1 , ,  |  ' ,  l ) ) ) ( ( "*p.s I , ; r " lu l  'expr- ,X2)e- i ' 'e i 'ud,du,

avec F2(t,t ' )  e ES(Gz x Gz, Ht,Iz) et défiuie pa.r '

Fr(t, t 'Xexp .sJ(1 '  exp rX2. exp 's'-Yy exp r ' ' f2 )

- .F' (exp(t + {)T' . exp .sX1 ' exp rX2,

ex1> f'?' . exp .s'X1 ' exp r''X2 ).
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On remarque que Ac,(exp-ln I  z |  ? ' )  :  1 ;  c le plus,

(exp  sX, ; lu l ' l

:  exp ln  I  u  |  ? ' '  expsXr  exp  -  ln l  u  lT '

:  exp(se- tn l" l )Xr.

Ainsi, en utilisant la fornrule de J?2 obtentte pr'écédenruretlt, on a

l?1( .F) (exp f? ' '  exp  sX1 '  exp  I ' f2  )

:  -  
[^  [  " - ' " t " tnr( l r r f t , -  

l , '  |  , ,  l ) ) ) (exp(-*e-rrr lu l ;1- '  'expux2)
Jn  Jn  \ '

e- i ,  
" i ru  

dud,

:  -  [  [  " - r^ l ' lp r ( r ,  
- ln  I  z  l ) (e ,e)

Jm Jn

rz (exp(se- lnlz l ; -1 ' ,  .  exp t ,X2 )e'- i "  ei" ' r l r ' ,d. t , .

f f
:  I  I  e - t " l " lF (exp( t - ln  I  rL l )T ' ,exp- ln  l z  l? ' )

JIR JIR

gz(exp""- lnlul;a'r '  exp uX2)e-i" e-i 'u dudru.

Par conséquent, en tenant compte clu résultat ci-dessus, on obtient I'expression ex-

plicite du rétracte R. de 7r sous la fonne suivante :

Vg  :  g t . exp . * 'X3  €  G ,g t :  €xP tT ' ' exP .sX1  ' ex t )  rXz  € .  G t ' r , s , t , s '  €  IR ,

R(rxs) : R'(F)(sr exP 's'X3 )

:  R(FXexptT' '  exp -sI1 '  exP rI2 'exp.s'-{3 )

-  Pr(exp s 'Xs)Rt  (FXexp tT ' '  exp s Ï1.  exp r . {2)

:  p r (exp  . r 'X r )  [  [  r - ' " l " lF ( " x r r ( t  - l u  I  r r  l ) ? ' , exp - ln  I  u  |  ? ' )
J R . / R

ez (  exp(re-  ln lz l ) f1 '  ex1> t ,Xz)e-  i "  t  
- i  

" '  r l t ' t1 . , t . .

Ceci nous donne le r'ésultat chelché.
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5.3. EXEMPLE 3 :

Reprenons I'exemple douné à Ia suite cle la rernarque 2.2.3 du chapitre 2, où g est

une algèbre de Lie exponentielle cle ditnension 8, de base (,4., B,H,S,T,U,V,Z) défirie

par les crochets suivants lorsclu'ils sont non nuls, les autres étant nuls ou obtenus par

antisymétrisation :

lA,Bl :  H, lA,H):U,  lA,Vl :  Z,

IB,HI :  V,  lB,Ul :  Z ,  [ .5 ,  A]  -  2A,

[,s, B] - -28, [.S, t/] - 2U., [S,y] -- -2V,

[", .'t] : A, lT, Bl : -8, lT, 51 : 2,

[T,Lt l  :  LI,  IT,V]:  -V.

Nous avons constaté clue g est une algèllre cle Lie expoueutielle non nilpotente. Soit d'autre

part / € g* définie par

l (Z \  : 1 ,  l (A )  :  I (B  )  :  / ( I / )  :  0 ,

r(s) : /(") :  t(LI\: I( lr) :  s.

Le centre de g est a(g) :< Z > et I'algèbre de Lie clu stabilisateur de I dans g est

g(l) :< H,Z >. D'autre pa,rt, cl'a1>rès l'étrrde faite eu 2.2.3, rrous avons montré que

ll:< A,H,T,(J,Z ) est une 1>olarisa.tion r'éelle en J, forternent aciaptée à

11 :( ArB,HrU,V,Z 2: [g,g], et I u'est pas rure polarisation de Vergne. Rappellons que

n est un idéal nilpotent cle g cle 1>as 3 et clue I'algèbre cle Lie du stabilisateur dans G de

11. est

g ( / 1 " ) : <  H ,S ,T ,Z  >  '

D'après la proposition 2.2.4, $ vér'ifie la conclitiou cl<-' Pukansky; par conséquent, si

nous posons If : exp[1, G: expg et si 11,6 ckirsigtte le c.a.r'a.ctèr'e ttuittr,ile de H cléfini par

11 ,6 (expJ ( ) :  r ' - ' l ( x )  VX  €  t ; ,

alors zr = ind?tXt,b est une r-e1>résenta.tiott rttrita.ire irrécluctible cle G.
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Les conditions ci-dessus collesponclent aux hypothèses clrr théor'ème 4.1 ; donc, il nous

est possible de colstruire le r-étracte R cle zr, en suivant I'algorithme clécrit clans la preuve

de 4.1.

lere Etape :

Puisqu'il n'existe pa^s d'idéal non trivial de g où I s'annule, alors n est non central, (ce

qui est le cas ici) et n contient au moins un idéal non central minimal de g, qui se présente

sous I'une des formes données au lemme 2.I.2. Nous prenons o : R[/ +RZ I c'est un idéal

non central minimal cle g cle cliurension 2, couteuu clans n, et cpi se présente suivant Ia

forme (iii) du lemme 2.1.2. Donc, on;(g) : ô(g) et il existe cleux formes linéaires réelles

À, g, sur g telles que

[x,u] : À(x)u + ç(x)2, vx e s,

avec À I (0) car À(^9) :2 et I  + Q) car 9(B\ : l .

Déterminotrs go : g(/t"): kerg; orr a

9o : (  A ,H rS ,T ,L r ,V ,Z  > '

Notons eue go n'est pas un icléa.l de g ,:ar.' [B,S] :28 É go.

Déterminotts go - ker\; on a

go : (  A ,B 'H ,S  -2T ,L | ,V ,Z  > '

On remarque que gs est un icléal cle coclirnensiou 1 cle g; cl'autre part, I C 90, b ( go .t

g( l )  c  so.
Les conclitions ci-clessus pour'?ï corl'espoucletrt, artx h1'pothèses clu cas 6c de la preuve

du théorèm e 4.L. Donc, nous renrpla,çons la, polalisatiou I par une polarisation f 
' en I

fortement adaptée à n et contettt te cler.ns gon :90 O g0 :( A,H,S -2TrUrV,Z ) '  Pour

cela, en tenant compte du letnme 2.3.10' llous pl'ellolts

l)' :< A, H.,, S - 2T.fl, f s: b ft gu 'i. llq(S - 2T).

On constate que [1' est rrne pola.risir.tiou eu I f<lrteureut arlaptée à n et contenue dans

gs6 ; donc, cl'après la plol:rositiou 2.2.4, [y' vtl'ifie la conclitiotr cle Puka,usky. Par conséquent,
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si nous posons H' : exp 0' et si 11,6, désigne le caractère unitaire àe H' défini par

X t , r r ' ( exP  X)  :  
" - i l ( ' { )YY '  6 t ,

alors zr' : ind,GH,Xi,6, est une représentation unitaire irrécluctible de G I not,ons que d'après

I.2.L7, r et r' sont équivalentes.

Puisque !' vérifie les conclitions cle 6b, alors z'' possède uu rétlacte R' qui est sous la

forme du rétracte obtenu en 6b. On a

VF  €  ES(G x  G ,  H '  , l ) , t , ' t , , ? ' ,  r ' ' ,  s , . * ' ,  t t ' ,  t , '  €  IR ,

n ' ( .F ) (exn tB '  expu? '  exps .4 . '  exps ' I / '  exp t r ' l / '  expu ' ( ^S  -  2 f ) '  exp ( rU  +  r '  4 )

:  
"4  [  BO' l  I  or f "U a ue-"  , r ) ) (exp,T '  ( (Q' ( r , ,u)exo - " t r - r ;exn -uB'

Jn 
'Jn ,  

\

/  , - -  - \ e x P - u B  . \
' ( " * osA .exps ' I / . exp r r 'V .ex1>  d (S  -2T . \ )  exp (a [ /  +bZ )  

]/

"- ibdo 
db e-i" 'du.,

avec G(4, a') € ES(Gg x Go, H' ,Io), cléfinie par

G(ot ,a ' ) (go,  gL)  :  F(exP dB '  go,ex1> a 'B '  g l , ) ,

pour tout ara' e R, go, g'u e Go - expg0,P cltri désigue une fonction de Schwartz sru R

tel le que [w|?')"- ir 'r1'rt :1et Rl, <lésigue le r 'ét la.cte de z11o,6, - i .nclGulxlo,b,: oir /o est la

res t r i c t i onde /àgo .

Rappellons qlle

Q ' ( * ,o ' )  :  exp (o 'e -o )B  '  exp  n '7  ' exP  -a 'B 'exp  - cv?  €  G00  f l  N ,

avec Goo - expgoo et N: expn. Daus ce czus, ou ol l t ient Q'(n,ct ')  :  e avec e qui

désigne l'élément neutre cle G1ro; cl'a,rrtle pirrt. eu rrtilisant la folmule cle Carnpbell-Baker-

Haussdor{, on obtient

/  .  -  ̂ - ^  . ,  L î  .  ^ * , -  " , t r ,  
-  '  

\  
exJ '  - r rB

( " "osA  .  exps ' I /  .  expz 'V '  expo ' ( ^S  - ' f ) )  
)

151
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-  exp  -uB  '  expsA 'exps ' I / ' e xpu 'V ' exp t " (S  -ZT ) ' expuB

:  (exps.A) 'xn 
-uB .  (exps ' I / ) 'xp-uB' ( "xp r r ty lexv-uB'

(exP u'(^S - 2T'11"*' -'"

: exp(sA * suH - 
*rr.exp 

s'ff .exp(u' - s'tt ')V 'exp u'(,9 - 27)

: exp(sA t suH)'  
"*p-#Iz'  

exp 
+t '  

exps'I / '  exp(u' -  s 'u)V'

expu'(,S -2T)

- exp sA ' exp sttH '"*n - 
f ,i ' ("xl) -;r. 

"*rr'{, '
exp .s'fl ' exp(u' - .s'u)V ' exp rt'( S - 2T)

:  eXpsA.exp, ' ( .s  -  2?) .exP( r , '  - . r ' ' .1-9t r l 'exP 
+t

"*' 
-!' ' exP(s' * s,)^t/'

Notons aussi que

expuT'  exP.s/ 'exP - t r?  :  €Xp se 'A.

Finalement. on a

(1 ) V . F  €  E S ( G  x  G , H ' , l ) , t , t , , ? ' , , t ' ' , . s ,  . s ' , u ' , t r '  €  I R ,

R'(F)(exptB .  expu?. expsA' exp.s ' I / '  exptt ' I / '  expu'(S -  2D'  exp(r [ /  + r '  Q)

: 
"* luor,' l ;(, 

*t,", t } tLe-" .rr,))

(* ,  seo A.expu?. expr, ' (S -  2T) '  exu(rr '  -  . * ' ' , ,  -  jn ' '  exp(b + f f tz

exp(a - 
*rr.exp(.s' 

+ ., , ;a) , ' - ' t 'd.,,  cl. l t  e-i" ' 'dtt. .
/

Par conséquent, d'après le cas 6c, le rétla.cte Il cle zr s'obtient à partir clu rétracte R' de

zr' de la façon suivante :
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( 2 )  V .F ' €  ES(GxG,H , l ) , t , u , r , r ' , s , s ' , u '

n( .F)  (  exptB '  expu?'  exp s .A '  exp s ' I l '  expu 'V '.  , \

exp u'(.9 - '2T) '  exp rt l  '  .*Vr'Z)

: R'(l,lh, ,nr) (exp f B ' exp u? ' exp 's-4 ' exp 's''[/ ' exp t'

exp u'(S - 2?). exp(r 'U + r '  Z))

:  
"# [  Br, :  I  RLGG !,e-, ,  , r t ))

Jn  
' Jn ,

(

[  " * o  
s e o A ' e x p u T  ' e x p u ' ( . S  - 2 T )  ' e x p ( t r ' - . s ' ' t l -

\

exp(a  -  
* ru .exp(s '  

*  
" , , , " )  

, - i t ' , Io  db  c - iu 'c l . t t . .

, rt' € IR,

*rr.exp(b +fftz'

G(a, a')(gs, g'o)

:  ( l /n ' ,6F)(exp oB .  go,exP n"B'  y l l  )
f f

: 
/_ /_ 

.F( exp oB - uo ' exp .sr (^9 - 2T), exp n'B ' gâ ' exp -s2(S - 2T))

xr("*p -*,(S - 2"))ma"lf{**rr sr(,S - 2T))

L rl Q@*p", (S - 2T))d.s 1 rt..*2

f f
:  

/ .  /_ 
.F( exp oB . gu' exp .51(S - 2?), 

"xp 
rr ' 'D '  9f '  exp .s2(S - 2T))

ds1ds2,

car X1(exp"o(S -  2T)) :  f  ,  lp l f ' texp.: ; (S -  2T))  :  1.

Notons que cl'aprè.1.* |11,pothèses tle r'ér:ttlretrce, zrl, : in.df.fXlo,6' possède un rétracte

Rl. Ainsi, d'après la forrmrle du r'étra,r:tr: Il <pe rlous avolls oltterrlte, il s'avère que polrr

,V .
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obtenir une expression explicite de R, il nous suffrt de déterminer le rétracte R[ de zr'[.

Pour cela, nous irrocédons comme précéclernrnent.

2eme Etape :

Soient

9o  : (  A ,  H ,  S ,T ,L I ,V ,  Z  ) ,

1)'  :< A, H. S - 2T,U, Z >.

t ro  :  n  I  gu :<  A,H.L| ,V,Z >

et n[ - indfro,yto,g, qui est une lepr'éseutatiou unitaire irr'é<luctible de Gs.

Soit d'autre palt b Ie plus grancl icléal cle go couteuu clans ns tel que /s(b) : 0. On a

b :1  H,U >  .  Posons :

g ,  :  g 0 / [ r  : 1  A , S , T , V , Z  >

b\ :b ' l h : ( l ,S -2T ,2>  e t

nr  :  no /h  :1  A , l / ,2  >  .

Onremarque que 111 est un icléal nilpotegt de 91 coltenant [gt,gt] :1 A,V,Z > et

q u e  G s  -  G t . e x p b  -  G r . e x p l R U . e x p F l l / ,  a v e c  G r  -  e x p g r . D e  p l u s ,  s i  1 1  d é s i g n e  I a

forme linéaire sur S1 définie llar'

h(X+t r )  : /u151 'VI€g ' '

alors g1(/r):< Z > et on r,ér'ifie que 111 est rure 1>ttlarisatiott en lq fortement adaptée à

nr i donc, 11,, vérifie la conclitiou tle Pukausky sur G1'

Ainsi ,r\: inrlcnlXrr,ni est une repr'éseuta.tion ttuita.ire irrécluctible cle G1, avec H't:

expbï et Xtr,b,, clui est un caractère utritzrit'e de I/i cléfiui llar'

\  t ,  , rv i  (ex1l ' \  )  :  (  - i l r  ( ' \  t  '  VI  e  0 i  '

D'autre part, n', possècle un rétracte Il.,,, ceci d'apr'ès les hypothèses de récurrence de

la preuve du théor.ème 4.1.On constate <pe les clouuées ci-clessus pour zr'[ correspondent



CHAPITRE 5. EXEMPLES

au 2eme cas du théorème 4.1 ; pa,r couséquent le rétracte ,R[ de z'[ s'obtient de la façon

suivante :

(3 )  v f '  €  ES(G '  x  Go ,  H 'u , tu ) :  ES(Gr  x  Gr ,H ' t , l t ) ,

n iJ( rXr)  :  RiF(r ' r '  exp s( / '  exps ' I / )

:  R\ (FtX" t  )Ér  (exP sU '  exP s ' I / )

où  É r  €  C f  ( lR2 ) , . [ u ,  É r i " *P . r -U 'ex1 ; . s ' - [ / ) d . sd ' s ' :  1  e t  : r '  €  Go ,  r :  17  ' exps [ / ' exps ' I / '

àvQ,C t1 € Gtrs,  s '  € IR.

Il s'en suit que, polr obtenir uue expression exlllicite de l?1,, il uous strffit cle cléterrniner

le rétracte Ri de zrl. Pour y arriver, norrs plocédons cotnrne précéclenrment.

Seme Etape :

Soient

9t  : (  A 'S ,T ,V ,Z  > ,

bi :< A.s -  2T,z >.

t l l  : (  A,V,  Z >

et  r \  - ;ndf r ' , rXt t ,h , r  e  Gr.  Ou a gt ( / r ; . ,  ) :  F l?O < Z,S -2T > '

Soit b1 le plus grand icléal cle gl corlterrtr clans rt1 {)t'r /1 s'annulle. On a b1 : (0);

doncle centret(gl) de g1 est cle dimension irrférieure ou égale à 1. Notons même qu'on a

i(gr) -< Z > . Prris<1ue fl1 est un icléa.l rrou cerrtrtrl de g1, alors fl1 contient au moins un

idéal non central nrinirnal 01 cle gr. eu l'occurellc€ o1 :( V,Z >, clui se présente suivant

la forme (i i i )  du lernme 2.I.2 . Donc qr n j(0r) : ;(gr). et i l  existe clerrx formes l inéaires

réelles Àr, Pt, sur g1 telles clue

[X , t ' ]  :  À r ( . \  ) l '  +  ç t (X )Z ,  V f  €  s r ,

avec  À1  +  (0 )  ca r  À1 (S )  -  - 2e t  ç l  ( 0 )  ca r  9 (A ) :1 .

IUb
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Déterminons gz - gr(h g., ) :  ker,?t; or] a

Ez :1  S -2T ,T ,V ,Z> '

Notons eue gz n'est pas un icléal de 91 car lA.Tl: -A 4 gz.

Déterminons 92 : Icer)q; on a

g2:1  A ,S  -zT ,V ,Z  >  '

On remarque que 92 est un icléal cle cocliureusiou 1 cle 91. Posons 9zz : gz1g2'On constate

eue 0zz est un idéal de coclimensiou 2 rle 91 et tltte [-T'l] 
- -A e -A* 622.De plus, on

a

b\ :1 A, s -  2T, z )c 92, b ' ,  É g,  et  gr  ( l r  )  : (  z >c g"r .

Les conditions ci-clessus poru' zr'r, con'espontlcrtt aux hypothèses clu ca^s 6cl du théorème

4.1. Donc, nous rernplaçons la. pola.r'isa.tion lll par uue polalisation [1! en 11 fortement

adaptée à n1 et conten*e cla 's g22:( s -2T,v,z >. P.r ' .  cela,.  'orrs prenons

11!, :q S - 2T,V, Z 2: bi n g, f,J R,Y.

On constate que t1! est uue pola.r'isatiou en /1 fcrt'ternent aclaptée à rr1 et contenue da,ns

g22 ; donc [! vér'ifie la conclitiou cle Puka.usliy. Pal c:onsét1trent, si ttous Posons HL : exp bi

et si X1,,g, désigne le calactère ttnitaile <le H!, rltifiui Par'

x l r , h ' z (exPJ f )  :  e - i l ' ( ' \ )  Va '  €  b t ,

alors zr'f - ind.GHt,Xlr,tt,z est une repr'éseutati<rn utritaire ilrécluctible cle Gr; notons que

d'après 1.2.17,, rt, et' n'" sont écluivaleutes.

Puisque [! r'érifie les couclitions du <:ls 6b, alors n.', possètle un rétracte Rl qui est

sous Ia forme chr r'étracte obtetnr en 6lr. Orr ir

V .F  €  ES(G1  x  CJ1 ,  HL , I1 ) .  t , ' t r ,  t " .  r ' ,  t ' '  €  l - .
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Rif) (exn t,a ' exp r.,( -T) ' 
"*p 

u'(S - 2?) ' exp(r V + '' Z1)

- r . ,  f  f
: 

"Ë J|p',r(r',) Ju,Rrr(G(t 
t ue-'" z))

/  /  Â \  / / ^ t t

I  exp uen '  ( (8 ' ( . r r '  t r ) "xr '  
- r ' ( - r ) ; - r )exp-r rA '

\

( exp u'(S - 2?)) '*o 
- ' l  '  

"*1r(o 
V + bZ)\

"-it' 
rlo rlb e-i"' dtt,,

avec G(a,a') e E5(G2 x G2,HL,lr), cléf inie pa'r '

G(a, ,a ' ) (go, ,  gL) :  F(exP .*A '  gu,exp cv ' l '  '  91, ) ,

pour tout ot,d' € R, gn, gL e Gz: €xP Ez. lz: lr ln, 
"t 0L qui clésigne une fonction de

Schwartz sur IR telle que Â Éi("*p ,"t 27r-ir' th'' : L.

En remplaçant ?, par -?, € IR clans I'exPressioD cle R12, on obtient

. \

:' :l(ïî,',,^,î"1,,^7,: ; - ; :;' 
*'' rv *'' z))

Jm 
- '  ' Jn '

/
(  

" * o  
u T  .  ( ( Q ' ? t t ,  t t ) e x r ) - r ' T ; - r ) e x p  

- ' A '

\

(exp u'(^S - o?)) '* '  
-" '4 

'  
"x1,1r,  

I l  + l ,Z))

"- ibdn 
clb t ' - i " 'd. t t .

Notons que Rlr, désigue le rétracte cle a'lr, - i.rrd.Gtf,Ylz,h,z: eu effet. un tel rétracte

existe car l1'2est une pola.risation en /2 sul'g2 firrtetrtettt a<la1ltée à n2 : nr fl92 :1V,2 > '

D'où.,  d 'après Ia proposit iou 2.2.4, lc 's t l l 'xrrèrues 1.2.15 et 4.1, zr. ! ,  possècle un rétracte.

D'autre part, rappellons cltte

Q ' ( - u , z )  :  e x p ( u  e " ) A .  e x p r r ? . e x l >  - r r A . e x 1 l  - t , T  e  G z , z  f l  e x p n 1 ,

t57
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avec G2,2 - expg2,2. Dans ce cas, on obtieut Q'(-u,u) 
- s avec e qui désigne l'élément

neutre de G22. De plus, on a

(exp t, '( .S - 2?))"*" 
-uA 

: exp u'(5 - 2r).

Finalement, on obtient

VF g ES(G1 x Gt ,  H!r , t t ) , t , r t ,1" ,  r .  r '  6  IR,

R i (F )  ( " *u t .4 ' expTr? 'exp ' r , ' (S  -  2T ) r ' exp ( r 'V '  +  r r  Z ) )

f f
:  eï  

J*pLd) Ju,Rrr(G(f  
f  t re" '  r t ) )

("*rrrT .  expt, ' (S -  2T) '  exp(aV + t ,Z))

" - i bdo  
db  e - i " ' t h t .

Ainsi, d'après le cas 6cl clu théor'èure 4.1, Ie rétt'ircte R" cle zr', s'obtient de la façon

suivante :

(5 )  V .F  €  ES(C ;L  x  Gr ,  H ' t , l r ) , t ,  u ,1 , ' ,  t ' ,  r '  ç  IR ,

nï(F) (exn t,a 'exp u? ' exp tr '(S - 2?) ' exp(r'V' + r'Z))

:  nL(Ut i ,h i l l )  (exf i t r {  .  exp uT .  exp r , ' ( ,S -  2T) '  exp(rV + r '  Z))

. i ' t . f: eT 
Jw7iU 

) 
/u, 

n!, t G(t' + trc'", tr ) )

( " *n r " ' exp t , ' ( . 9  -2T )  ' r r xP (  11y  a I tZ ) )

"-ibd.r, 
tlb e-iu'd'u,

où  G( t  I  ueo ,u ) (go ,g 'ù  :  (Un i ,n \F ) (exp ( f  I  u . ( " ) -4 ' t u ,expzA  '  9 [ )  avec  go ,g [  €  Gz '

D'aut re par t ,  rappel lons que pour  t ' , ' l ' ' . .s , 's ' , f  . f ' ,1 / , t t ' ,1 ' , t "  €  ]R,  o l l  a :

(l,trri,r,,rllxgt ' gi)

158
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:  ( L l î i , r , , , f ) (exp  uV  ' expaA 'exp f? 'exps (S  -  2T ) ' expuZ ,

exp u'V . exp a' A ' exp t'T' exp s'(.S - 2T) ' 
"xv 

u' Z)

:  f  F ' (  
"xpuV 

'expaA'exp tT 'exps(S -  2?) 'exp t tZ 'ex1>rV,
Jmr \ -

expu'V .expa 'A 'expt 'T 'exps ' ( .9  -  2T) 'expu '  Z 'exp" 'V)  drd ' r ' '

f  . r
: I F'( exp uV . exp aA ' exp tT ' exprV,

JIR2 '  
.

exp ut V . exp a' A' exp t '  T' 
"x1r 

r ' 'V)

L /
Ah,,,o,( exp s(S - 27 , ' "*1r,2) 

LLi,rr,( exp s'(S - 2T)' t*p'i Z)' iu 
"-iu' 

drd'r '

f r
: I F'( exp uV . exp aA' exptT ' exprV,

J]R2 \

exputV . exp a' A' expttT '  
"xp 

r ' '7)

"iu "-iu' 
drtlr '  -

"u,, 
Afr, ,c, (exp s(S - 2?) . exp tt Z) :1. Aiusi, pou' détenninel R!, et par conséquent R'1,

il nous sufÊt de cléterminer le rét'a'cte J$2 rle rLz : inclfl'' 'xtz'lt''' P.u' cela nous procédons

comme précédemment.

4eme Etape :

Rappellons que

9z  : (  S  -2T ,T ,V 'Z  > ,

l ) ' z :1  S  -2T 'V 'Z  ) '

t l 2 :  t l l  f l g z : <  V , Z  >

et r t22: ind,Gu',Xtr ,h, ,  € Gz. On a. gz(/z;" ,  )  :  92.

Soit bz Ià pius grancl icléal de 92 c()nt(:llr rlaus n2 tel clue < /1,b2 ):0. On a

b z  : 1 V  >  .  P o s o n s  :

g l  : 0 2  f  b r : 1  S  - 2 T . T , Z  >

l1 ' r - - l1 ' r f  b2:(  s -2T,2 >.  et '
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n r :nz /b r -<Z ) '

Notons gue gz : gsO bz et Gz - Gt.exP b2n avec Gj - exp9s. On remarque aussi que

n3 est égal au centre r(gs) :< Z > cle 93 et (lue g3 est une algèbre de Lie nilpotente de pas

2, dont le centre est de clirnension i. Dou., g3 est uue algèbre de Heisenberg et G3 : exPg3

est le groupe de lleisenb erg 7(.1 : iR x R x Fl, muni de la multiplication suivante :

( t . y , " )  '  ( " ' ,  ! t '  , s ' ) :  ( r  *  x : '  , ! J  *  ! J '  , s  *  
" '  

+  \ {u t '  
-  rA ' ) )

avec r.y qui désigne la multiplica.tion sru' IF.'

Ainsi, si /3 désigne la. folure linéa.ire srlr S3 cléfinie par

/3(x + hz)  :  /z(x) ,vx € gz,

alors g3(/3) :< Z > et 11! est uue polarisa.tion en /3 frrrtement aclaptée à n3; donc l]!

vérifie la condition de Pukansky sul G3.

Ainsi 
"L: 

i"rl?f,"Xts,hL est une repr'ésentation unitaile irréductible de G3, avec HI:

expf,â et X",,ttL qui est un caractèr'e ttuitait'e tle I/'i <léfirri par

Xt* ,0 ; (ex l l  X)  :  (  - i l : t ( ' \ ) '  
VI  €  b '3 '

On constate clue les clonuées ci-<lessus p,,ur zr! colrespouclent au 3eme cas du théorème

4.1. Par conséqttent n! possècle un r'étrzlcte R! cléfini par :

(6)  VFt  e ES(G3 x Gr,  Hl , I r )  :  ES(?h x ' l7 t .H!r , l r )Vr ' ,  's ,  u  € IR,

ni (n ) ( "*p 
r'? ' exp .s(S - 2T) ' ex1> u Z)

f  -  '  ( r ' * 2 r ) -  ( t + - ' r \
:  Ba(tt) 

/  
n (exp #?. exp 

ïr le'"t  
r l ' t ,

avec Ba qui est rure fonction cle Sclnva.rtz sru'IP,'., telle cpe in|.l'): /RB4(1,')"-ib'46t 
-1.

5.3.1- Remarque : étarrt clonué rlire t.oute f<ruction Fs e ES(GI x Gs,I/1,13) ap-

partient à?lol(lR" x R?), oir ? est la, seule clirectiou.l. gr(lrl"") qui sort de n3 et de f!,

alors I'intégrale ci-dessus converge et fii(fi,) appartient r\ .85(Gr).
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Le rétracte R! étant ailsi connu, lx)rrs pouvons cléterminer- RLz. Remarquons d'abord

que pour toute fonction Fz e ES(Gz x Gz, HL,I'), la fonction F3 définie sur G3 x G3 par

Fr(r,,A) : Fz@,U),,Vr,A € Gt, appar-t ien[ à ES(G3 X Gr, HI, l t) 'Donc F3 est C- sur G3,

à décroissance exponentielle dans Ia direction ?.

Ainsi, pour obtenir le rétracte R!22 de r'"r,il suffit d'utiliser I'expression du rétracte

obtenue au 2eme cas de 4.1. car les clonnées ci-dessus pour z'12 correspondent à ce cas; on

obtient

(7) VFz e ES(C;2 x G't,  H!r. l '2) :  ES( Clt x Gt, Hl, lr),

R!22(F2)(rz) : Rlzr( Fz)( r:3' exP rV )

: RLz(Fz)(exp r? ' exp 's( S - 2T) ' exltuZ ' exp llz)

: ftlF3(exp rT' exp s(,9 - 2T) exp tr' Z ) ps(exp f I/ )

: B3(exp tv)Ba(exp,n 
IuFz 

(exp #r, 
**n ? T)ei"t' rlt' ,

Yr2  -  r s .e tp t v  €  G2  avec  r :3  :  € ry1 ; r ' ? .exp .s ( . s  -  2? ) .expuz  €  Gz ' r , s , t , 1 r ,  €  IR  e t

P3 € C"-(lR),Â Ér("*ptV)dt : L.

D'après Ia remarque précéclente, on constate <1ue I'intégrale c.-dessus converge et qrte

RLr@r) e ES(G2).

Ayant ce résultat, nous Ie srrbstitrrous i\, R|, claus (4) et norrs obtenons :

V.F € ES(G1 x C' '1  ,  Ht . l t  ) ,  t .  r , ,1" ,  t ' .  t ' '  €  IF l ,

.  /  , - \
Ri(F)( exp tA '  exp't '? '  exp t ' ' (S - 2") '  exp rl l  '  exlt l  Z 

)

: 
"* [ B;rrl I R:2.re;Ur rrr:, ',rr))

Jn  
- '  ' Jn ,

( .*p ,"  '  exp t , ' (  S -  2T) '  exp(cV' + l ,Z))  r ' - i t '  ,1, , .  dl t  e- i" '  d ' t t '

: " *  [  B; f r l  [  Ér ( "xp rÀ: )1 . ' (ex l thz\
Jn 

'Jn ,
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I^", 
I ueo ,u) ( exp 

Yr. "*o 
(2?' 

Tl ei'/ t ' d't ' 
"-ib 

do db e-iu'du

: 
"* l*o'rfr>;[, Ér{"*o av)Ba@xpttz)

l*r(exp(r 
I ue')A' "*o 9?' exp uA ' ex1> @ 

?-r1"io't' dtt

e-ibdo db e-à"'du.

avec G(a,a') e .85(G2 x G2,,H!r,, l t) ,  cléf iuie pa.r

G(c,  c t ' ) (g  o,  gL)  :  F(exP  ̂ A '  l lu ,exP rv 'A '  91, ) ,

pour tout ara' e R, go, gL e Gz, p', <yri <ltlsigue uue f<rrrction cle Schwa.r'tz sur ]R telle clue

/upâ("*p rt21"-ir 'ryr :1, l l t  e Ci( lR-) tel l t :  clu. /o1i3(exptv)d,t:  1 et 0a qt: j  est une

fonction de Schwaltz sur IFti  tel le.1,r" 41t): Jnpa(exp 1,t21r-ib'd' l l  -  l .

En tenant compte cles p.-opliétés vérifiées pax B3 et [t.1. on obtieut Ie rétracte R.! sous

la forme suivante :

V.F € ES(C;1 x Cir .  Hi , t t ) ,  t ,  r ' ,1" , ' r ' ,  r '  E IR,

Ri@) (exp tA . exp t,? ' exp'u'(S - 2T) ' exp(r'V' + r' Z))

:  
"*  

Ê! ,d\  [, J N

I 
tt exp(t * ue').4. . exp 

$.4, 
ex' u.4. ' 

"*o?T1eio't' 
dt'

"- iu,  
drr .

(8 )

5.3.2-  Remarque:  Etant  c louné r l r t . tor t t . t ' fonct ior r  F e ES(G1 xG1, f /1 ,11)  est

à décroissance polynouria.le <laus lzr dilectiorr A, et tp'elle a.ppaltietrt à ftol(R.? x IR?),

alors l'intégrale clouble ci-clessrrs est couvergelrte et /?12(F) est bien défini et appartient à

ES(G l ) .
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Ayant ce résultat, nous le substituons à Rl2 dans (5) et on obtient Ri de Ia façon

suivante :

VF  €  ES(Gt  x  Gr ,  H ' r , l t ) ,

/  t / ^  /  r r ,  , o ' r \
ni(F) (exnf,a '  exp u?'  expu'( .S -  2T\ '  exp(rV + r '  Z))

: RL(/ti,r, lr) ( exptA' exp tr? ' ex' t"( S - 2n ' exp(r'V + r' z))

: "T I B;o'l
Jn-

f

l-(t/n;,r,,r) (exp(t ! tte")r{ ' ex, t|:J,] ', ex' trA ' 
"*r' ? 

T)"no'' ' dt'
. /R

"- iu,  
drr .

Ensuite, nous utilisons les différentes transfolrna.tious effectttées clans le cas 6d du théorème

4.L; nous obtenons :

Àl(.F') ("*o lA ' exp u? ' exp ,"(S - 2T) ' exp(r 'V + rr 4)

= 
"* [ B',tr'\

Jn  
- '

[ "+ "+ [ r(ex1,rvv . 
"*1, 

!$7,
J n J R ? \ -

exp a'V. 
"*n 

(Ll)?) 
ei(r+"" )a"- i t t '<t '  da dcv'

2/

" iu't '  
4y 

"- iur 
r lrr.

Nous faisons les changeuretrts cle valiables sttivant's :

r.,, _, 
(u *_2t'). 

rr ___+ ,r,e_,, ;

alors, I'expression précéclente cle R',(.F) .-t.t'i"rrt

4 ( f  l ( " xn tA 'exp t r / ' e xp r , ' 1  S  -  2T )  ' exp l l /  ' " x t r r ' Z )

*  n ! , ( r ' \  [  [  , r "  , t t "  
- " ): e2  '  o '  ' JnJm
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(e)

t  F ( " *p  aV 'exp  l "? ,  exp  o ' ' l /  ' exp  ( t "  -  u )T)e iu+u)d
Jm, \

" - iue- 'a '  
da d,a,e i r "  

@? 
dt"  , - iue-"  

t  
" -a 

,1r ,

: "#.l* riLî,) Iu 1u",,,,
I  r ( " *poV 'exp t "T ,expo ' l / ' exp( l "  -  t ' ) " )  e i?+u)a

"/n, \

" - i te -  

"  o '  
do  d . ;  e i r i  

t "  
,11 t t  , - i r t ' -  

' '  t t  
4 r ,

:  
"t  "- i* 

p!rç,t1

t  [  , " ' F r  ( " xp ( t  f  r r )V ' ' ex l t "? .ex l1 t (  
- " \ i  ' ex l ( f "  -  ' ' )T )

Jm Jn

" i i  

t ' '  4gt r  
" - i re- ' '  

r t . ,1 . r r .

Ainsi, nous avons

V f ' €  ES(C ;1  x  Gr ,  H ' r . l r ) ,

Ai (F ) ( exp tA. exp uT. exp t,' 1 S - 2T ).exp rll. .*p r' Z)

: 
"# "-i* 

g'r1')

t [ "" ' 
ÊI ("xp(t f tr)V'. exlr r"?. exl) ïr( 

-"V. exp (t" - t ')")
JmJn \

"iu't" 
,1ftt ,- ire-' 

,, ,1,.r,,.

b.3.3- Remarque : Etant donné clue tout<: fottct iort F e ES(Gr x Gr,H'r,, Ir) est à

décroissance polylorniale clans la clilection I/ eh cp'elle appartient à ?lot(lR? x IR'?), alors

ni(F') est bien défini.

Ayant ce rés1lta,t, norrs le sul-rstifrrrnrs ir lil daus (3) et norts obtenons R[ sous la

forme suivante :

VF € ES(Go x CJu,  H '  . lu) , , t '  -  1 '1  '  ext ) . * [ i  '  exp 's ' / / ,
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â.v€c o1 -  exp tA'expuT 'expr ' (S -  2T) 'exprV 'expr 'Z e Gt,

nl(] l) (exptA' exp u? ' exp u'(.S - 2T) ' exp(rV + ' '  Z) ' exp sU ' exp s'If )

:  n i ( r ) (  exptA'expuT'expu'(^9 -2r)  'exp(rV + r '  Z))

Ér("*p s[/ ' exp s'Iy')

: .# 
"-r* 1LU,)É, ("*p s[/ . exp s'Iy')

[  [  " " "  ,  F ( " *paV.expt "T ,expa 'V 'exp( t "  -ù r ) " i ( t+u)a
JnJn Jn' \ -

" - iue-u  

a '  4o  4o t  a ia ' t "  41 t t  
" - i re - !  

u  
4 r ,

: e+ e-i+ gL?')gr(exp s[/ . exp s'Il)

l- I^"2t" 
fit (exp(t * u)V ' expt"T,expue-'V' exp (t" - ')")

a ia t t "  61 t t  
" - i re - "  

u  
4 r .

Ainsi, on a:

(10) V.F. € EE(Gg X Go, H' , lo),,

.,8â (]7X exp t A . exp uT. exp u'(,S - 2T) . exp rV . exp r' Z . exp sU' exp s'Il)

: sï s-i* gL1')gr@xp sU . exp s'Il)

[ [ "*'il 
( 

"*p(t 
r tt')V ' expt"T,exp ue-oV' exp (t" - ')")

-/nJn \ "

" iu ' t "  
41t t  

" - i re-o 

u 4r ,

avec B1€ C"-(1R,2) , [s'  gt(exp -sU 'exp s'-[ /)dsds' :  1.

D'après les raisons évoquées à la remarque précédente, R[ est bien défini. Ayant ce

résultat, nous le substituons à Ri, dans (1) et nous obtenons R' cle la façon suivante :

VF € ES(G x G,  H'  , l ) ,

.  /  , a t  t r ^  À m \  
\

R'(F)( .*n tB 'expu?'exp-sA'exp-s ' I / 'exp u 'V 'ex1>u'(^S -  2?) 'exp(ru + ' '  Z))
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: e+ I*urrr;f, ot,", t * ue-',,u))
/

[  "*o 
se'A - expuT. exp u'(S - 2T) '  exp(z' - s'Lr

,  s 2 u  t . ,  
\

exp(a - ; )U.exp(s '  +  sùn 
) " - ibdo 

dbe- i " "du

- 
4rr.exp(b *{ l t

: "4 l*ortl

lu."* "-;* B'r(expq * fflz)L1(exp(a 
- 

*rr,. exp(s' a sz)r/))

I^ l - "2 t "  
(G( t*ue- ' , " ) f  (exp(se '  + t i ' )V 'expr"? '  expu"e-"V 'exp( f "  - ' )T)

" i t : ' t "  
1rr t  

" - ie-u(u ' -s tu-$-1ut '  
1ut t  

" - iÙ4o 
d l te- iu  c l t t

: "# l^ortl

Iu,"* "u* B'r@xpO + fflz)h1(exp(" 
- 

!f, 
'exp(s' a -*u)r/))

f [ """ Iu,G(t 
+ u"-o ,r) ("*p av ' expt"T,

exp a 'V.  exp ( f "  -  , ) " )  e i (se"  +u")a 
" - iu"  

e-u o '  c la da '

"iut 

tt '  41t 
r 

"- 

ie- u (u' - s' u - $1 ut' 4u,, e- 
ib rla rIIr e- 

iw dtt

_ 
"_2a"_in I_gU,)

l u, uL{.*oçu * ffl z) 8 1 @xp(" - 
*rr' exp( s' + s, )//) )

I^ I-""" lu,F(exp(t 
I n'e-o)B 'exp ov 'exp r"?'

expuB .  exp  a 'V '  exp  ( t "  -  , )T )e i ( 'ee"+ru" ) . '  , - in "  e - 'o '  , Io  do '

" ia ' t"  
41tr  

"- ie-u 
(ut -s 'u-û1rr" 

dl , , t  e- i l , rk, .  r l l rc,- i , , ,  d l t . .
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Ensuite, nous faisons les changements de variables suivants :

b+b-+,a-+a++,u+ueai

on obtient

R' (F) ("xntB . expu?' exp sA' exp s'I l '  expu'V' exp t"(.S - 2T)' exp(r[/ + t Z1)

- e-'  e-i* 
luOO'l lu, 

OL{"*nbz)gr(expa[/ '  exp(s' * se'tr)//))

[  [  " ""  t  F(exp(t  *u)B'expav'expt"T,
Jn /n  Jn ,  \  - '

exp ueo B . exp a'V . exp (1" - ,)f) ei(se" +u")a 
"-iu" 

e- u a' d,a dr.'

"io't" 
41tt 

"-ie- 

u (u' -s'eu u- 8c2: u2 )l' ,1utt 
"-i(b- 

#l ao dbe-iut"'du,

- e-oe-i* pO) 
Iu/ 

O,t"*oa[/.exp(s'+ se"u)I/))

t  [  " ""  t  F(exp(t  r t lB 'expav'expt"T,
JnJm Jn ,  \  - '

exp ueo B - exp a'V . exp (t" - ,)T) ei(se" +u")o 
"-iu" 

e-'o' d'a tlc'

"iot 
t" 41t t 

"- 
ie-' (ut - s' eu, - "'2! u2 1u" cIlL,, ei( #) 4o 

"- 
i ue" r 6u

-  e-oe- i*  p()  
I* /  

t r , t "*oa[ / .exp(s '1se'z) I / ) )

[ [ """r2 ("*p(t ]- u)B 'exp(se' + u")V 'expt"T,
Jn Jm

exp ueo B .  exp u" e-uV .  exp (t"  -  f l f )  " i l "  
t t '  41rt  

"- ie-o 
(u'  -s '  eo u- ""2:"2 )u" du' t

" t (#) 
do 

"- iue"r 
4u.

Ainsi, on a

VF€ ES(GxG,H ' ,1 ) ,(11)

R' ( f ) (exp tB 'expu? 'exp .sA 'ex1> .s ' I l  ' ex1> tL 'V  ' exp t " ( . 9  -27 ' ) ' exp ( r [ /  + r 'Q )
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-  e -oe- i *  p ( )  
I * /  

O, { " *oaU.exp(s ' *  se 'z ) / / ) )

t [ """ 
Ê'2 ( 

"*p(t 
* u)B.exp(seo + u")v 'expt"T,

"/n Jn \

expueoB.expu"e- 'V.exp ( t "  -u) f ) " ia ' t "  41r t " - ie-u(u ' -s 'eou-" '2 i "2-1u"  4ut t

";(#) 
4o 

"- ire" 
u 4u.

En tenant compte de (11) et cle (2), on obtient Ie r'étlacte R cle z' de la façon suivante :

VF  €  ES(G  x  G .H . t ) ,

R( f ) (exptB '  expuT'  exp sA'  exps ' - [ / '  expu 'V '  exp t " (S -  2n '  exp(r t l  + ' '  Z1)

: R'((1,!n' ,rrF)) ( exptB' exp u? ' exp sA ' exp s'Il ' exp z'7'

expu'(S - 2D. exp(rU + / Z))

-  e- 'e- i*  pe) 
I* /  O,t .*oaU.exp(s'+ se' 'u)rr))

{ [ 
e2{'(?,16,51f ("*p1t * u)B 'exp(se' + u")v 'expt"T,

expue 'B  .expu"  e -oV 'exp( t "  -  u ) f ) " iu ' t "  41 t t

"- 
ie-' (u' - s' eo u - Æ\ u" 4rrr t 

"i1 
ff) rlo 

"- 
i. 

"" 
u dr.,

-  e- 'e- i *  p@ 
l* /  

O, t . *oc[ / .exp(s ' -1-  - *e"r r ) I / ) )

[  [  """ [  Ê' ("*p(t * t t ' )B' exp(se' a tt ; ' )V' expt"T' exp's1 6 - 2T),
Jm Jn Jn,

expueu B .expu" e-"V . exp(t" - ,)T 'exp -s2(S - 
"T)) 

dstcl.sz

" ia t  
t "  41t t  

" - ie- ' (u t  

-s t  eu u-  f f \u"  ,1rr t r

";t#l 
do 

"-ir." 
u d,r.,..

Puisque

expt"T . exp s1(S - 2T). exp -f "? ' expt"T

- exp 
"t(S 

- 2?) '  exP f "? '  exP .*1t ' t  Z
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et que

exp(t" - ,)T' exp s2(S - 2T) '  exp -(t" - u)T '  exp(t" - u)T

:  eXPs2(S -  2T) 'exp( t "  - , )T 'exps2(1"  -  u)2,

alors, en appliquant à F e ES(G x G,H,/) la relation de covariance de .ES(G x G,H,l)

pax rapport à H, on obtient

n(f) (exptB . exp tr? . exp sA . exp s'I /  .  exp tt 'V. expo'(,S - 2T). exp(rU + r '  Q)

-  e- 'e- i *  pO [  [  Pr ! * rou 'exp(s '1se 'u) r / ) )
Jn "/n

t  [  " r r"  t  
. - l '  

" - ( t "  
- , )  F,  (exp(t  t  t t )B.exp(se" + u")V.exp s1 (S -  2T),

Jn Jn Jn, \

exp ueu B . exp u" e-'V . exp .*r(S - zr)) et" t" 
"-isz(t" 

-") d-\dsz

" i  

t : t  t"  41t 
t  

"- 

ie- u (ut - st e'  u - " '2! u2 
Tut 

t  
4ur 

t

" ;(#l  
do 

"- i re 'u 
4u

: .-n* 0?) [ [ PrQ*ocu 'exp(s' + se"u)H))
"/IR Jts

[ [  , t ' ' (  exp(t I  t t)B '  exp(seo * rt '")V' exp t"(,S - 2T),
JnJn  \  - '

expueo B 'exptt" e- 'V 'exp(t" - ,XS - 2")) 
" iu't" 

41tr

" -  

i (u t  -  s '  e '  u  -  " '2  !  u2 7 e-  "  u"  4rr t  
t  

" i (  
f f )  dn a-  i ,  " "  

r ,  d , r . r .

Etant donné gue Ér est une fonction cle Ci(lR'2) telle que

f

Jn, 
gt(exP 'st/ ' exP s'rl)dsrls' : 1'

nous pouvons choisir Ér telle clue l/1(exp.sU ' exp.s'I{) : Bl(exp.st/)Bi'(exps'I/), avec

P|,Pi e Ci(R') et 
r f
I Pr!*p-qt/)d.s : I l3't' (exp-s'r/)r/s' : 1'

Jm "/rR

169
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(L2)

Finalement, on obtient le rétracte .R de zr de la manière suivante :

VF€ ES(GxG,H, l ) ,

/
À(r) ( exn ta . exp uT. exp sA . exp s'Ir . exp u' v. exp t,'(,s - 2T) . exp(r(J + r' Q)

: 
"-n* 

p('') 
;f Bi'(exp(s' + se"u)H)

[ [ ," ' '  ( exp(t + u)B ' exp(se" + tt.")v' exp t"(S - 2T),
JmJn \

expueo B '  expu" e-'V '  exp(t" - ,XS - 2")) , iu' t" 41tt

e- i(u' - st eo u - &-Ë-) 
"- 

o u" du,, ei(#) 
"- 

i re" u 4u.

Ce qui nous donne le résultat cherché.

5.g.4- Rernarque : D'apr'ès le lemrne donué au pa,ra.glaphe 4 cle ([L"p.]) par Leptin,

on constate que si F est une fonction à support compact dans la dilection ,9 - 2?, alors

on peut trouver un réel u' tel que pour u € IR, la fonction qui à f" € IR associe

Ê(  -  .expr" (^S -  2T) ,* '  exp( f "  -  rX.S -  2T))e;" ' t "

ne soit pas intégrable. Par couséc1uent, le rétlacte n'est pas bien défini dans ce cas.

5.3.5- Questiol ouverte : Nous telurinons notre étude par un problème ouvert. à

savoir la caractérisation des vecteuls C- d'une lepr'ésentation unitaire irréductible zr d'rur

groupe de Lie exponentiel G.
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