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Notations et symboles utilisés

MAN .... Méthode Asymptotique Numérique
L(e) ..... Opérateur linéaire
Q(e,8) ... Opérateur quadratique
Aol - Parametre de controle
U oeeennnn _ Vecteur vitesse
Dot Pression
U ........ Vecteur mixte contenant les inconnues u et p
Q ... Domaine occupé par le fluide
Qu ooennn Bord du domaine Q sur lequel des vitesses sont imposées
Ud e Vitesse imposée sur le bord (2,
ko Parametre de pénalisation
du, op .... Fonctions tests de vitesse et de pression
(Us, Ao) .. Point régulier
"a? L Parametre de chemin
Li(e) ..... Opérateur tangent défini en un point régulier
5 i Scalaire
(o, @) ..... Produit scalaire -
€if oo Tenseur des taux de déformation
D ........ Matrice de comportement du fluide
[Ny oo Fonctions de forme de vitesse
[Ny] ot Fonctions de forme de pression
(K] .- Matrice contenant les termes visqueux
[Nyw(u,u)] Matrice contenant les termes convectifs
(Kup) ----- Matrice contenant les termes de pression et de vitesse
(Kpp ]----- Matrice contenant les termes de pression
[K:e]...... Matrice tangente
FQ ...... Vecteur second membre
[R(U,X)] . Vecteur résidu discret
Re ....... Nombre de Reynolds de I’écoulement
€ veinnnn. Parametre
Wa] ... Fonctions de pondération de la formulation Petrov-Galerkin
Lo R Parametre
R., ...... Nombre de Reynolds élémentaire
Yo Vitesse élémentaire
Ui ool Composante de la vitesse élémentaire suivant la direction 1
BU) ..... Opérateur de décentrage de la formulation Petrov-Galerkin
Mo, Parametre de régularisation
[T Indicateur de bifurcation
f oo Vecteur force aléatoire
VAN VN Fluctuation de vitesse (réponse a une perturbation)
U ..o Solution fondamentale
(e,®) ... Opérateur bilinéaire symétrique
7 R Pulsation
AV Mode de bifurcation complexe



VAN 7 Partie réelle du mode complexe AV

VAN 75 Partie imaginaire du mode complexe AV

£t(o,w) ... Opérateur de dimension 2n

M ou M(e) Matrice de masse

St i Nombre de Strouhal

ALE ...... Description Arbitraire Lagrange-Euler

Y oo Intensité de déplacement -

d . Vecteur déplacement

[J] ooonnn. Matrice Jacobienne de passage entre le repére local et le global
J oo Déterminant de la matrice Jacobienne
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Introduction générale

Depuis ’avenement de l'informatique, les moyens de calcul et les méthodes numé-
riques ont réalisé de tels progrés qu'ils permettent conjointement aujourd’hui d’envi-
sager la simulation de phénomeénes physiques de plus en plus complexes, comme par
exemple les interactions fluide-structure. D’autre part il est capital de fournir aux in-
génieurs concernés par de telles applications, des outils numeériques rapides et fiables
qui sont capables non seulement de décrire Pévolution des écoulements mais également
de déterminer I’apparition d’instabilités afin de prévenir toute détérioration des équi-
pements industriels. Avant de s'intéresser & des phénomenes aussi complexes, 1l est
nécessaire de montrer que pour des problémes d’une difficulté relativement moindre,
on dispose d’un ensemble d’outils répondant aux critéres de rapidité et de fiabilite

précédemment cités.

Le travail présenté dans cette thése suit cette démarche puisqu’il s’agit de déve-
lopper des méthodes numériques résolvant les équations de la mécanique des fluides,
équations pour lesquelles on peut également déterminer I’apparition de certaines in-
stabilités sur les branches solutions. Une fois leur fiabilité et leur rapidité démontrées,
ces méthodes sont appliquées & un probléme particulier d’interaction fluide-structure:
tube cylindrique soumis a écoulement transverse.

L’essentiel des outils développés dans ce travail repose sur la Méthode Asymp-
totique Numérique (MAN). Cette derniére associe la trés ancienne méthode de per-
turbation & la méthode des éléments finis. Elle permet de transformer le probleme
non linéaire initial en une succession de problémes linéaires ayant le méme opérateur

tangent. Ces problémes sont alors résolus récursivement par la méthode des éléments
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Introduction générale

finis. Une seule triangulation de l'opérateur tangent permet d’accéder a la connais-

sance, sous une forme analytique, d’une partie de la branche solution.

Ces techniques ont semble-t-il été utilisées pour la premiere fois par Thompson et
Walker (1968 [1]) pour les problémes de mécanique du solide et par Kawahara (1976
[2]) pour la mécaniqué‘des fluides. Diverses modifications ont ensuite été apportées a
la méthode initiale, notamment avec les techniques de base réduite (Noor et Peters
[3], [4], [5]). Malgré les avantages de la MAN par rapport aux méthodes itératives
classiques, tels que la description continue de la branche solution et le gain de temps de
calculs, plusieurs auteurs (Kawahara [2],Gallagher [6], Nayfeh {7}, Van Dyke [8], Riks
[9]) ont dénoncé une certaine difficulté dans la construction du vecteur second membre
des problémes linéaires lorsque 1'ordre de troncature des approximations polynomiales
devenait grand. La conséquence immédiate de cette difficulté a utiliser c}esﬁ ordres
de troncature élevés est la limitation du domaine de validité des approximations

polynomiales.

De récents travaux (Damil et Potier-Ferry [10], Azrar et Al [11], Cochelin {12],
Cochelin et Al [13]) ont montré que cette difficulté pouvait étre surmontée mais éga-
lement que P'utilisation d’ordres élevés de troncature des approximations polynomiales
conduit & des temps de calculs moins importants que ceux occasionnés par un algo-
rithme itératif. Grace a la méthode de continuation développée par Cochelin [12], la
totalité de la solution est déterminée morceau par morceau en progressant le long de

la branche.

Si les précédents travaux concernaient ’élasticité non linéaire, les travaux de Ka-
wahara [2], Hadji [14], Tri [15] s’intéressent & I’application de la MAN a la mécanique
des fluides, en particulier aux équations de Navier-Stokes. La non linéarité de ces
équations étant naturellement quadratique (terme de convection), 'application de la
MAN 4 ce type de probléme est par conséquent plus facile que pour P'élasticité non
linéaire ou les équations sont cubiques par rapport au déplacement. Dans ce dernier

cas on se ramene a une non linéarité quadratique en utilisant une formulation varia-

_8-



Introduction générale

tionnelle mixte d’Hellinger-Reissner. A la différence de ’élasticité non-linéaire ou la
difficulté est intrinséque aux équations, en mécanique des fluides, les physiciens s’ac-
cordent généralement pour affirmer que l’obstacle principal n’est pas le terme convectif
mais qu’il provient de la condition d’incompressibilité. Or cette relation étant linéaire,
I'introduction des développements asymptotiquesfn’entraine pas de problemes parti-
culiers. Par contre les courbes solutions des problemes de mécanique des fluides ayant
généralement une allure plus complexe que celle des courbes obtenues en élasticité

non-linéaire, le suivi des branches solutions apparait donc a premiére vue plus délicat.

L’objectif de cette thése est de proposer des méthodes numériques pour d’une
part déterminer les branches solutions des équations stationnaires de Navier-Stokes
et d’autre part de caractériser sur ces branches solutions les points de bifurcation (sta-
tionnaire ou dynamique). Ces algorithmes numériques sont développés dans ’optique

de les appliquer ensuite & un probléeme d’interaction fluide-structure.

Le premier chapitre de cette these est un chapitre de rappel sur les principes de
base de la MAN. On y montre comment, avec une seule triangulation de matrice,
on obtient une partie de la courbe solution. La technique de continuation est ensuite
rappelée afin de déterminer la totalité de la branche. Nous apportons ensuite des élé-
ments de réponse aux problémes rencontrés par Kawahara et Tri lors de I’application
de la MAN aux équations stationnaires de Navier-Stokes. Quelques exemples numé-
riques traditionnels nous permettent de mettre en valeur les qualités de la MAN par

rapport 3 la méthode incrémentale-itérative de Newton-Raphson.

Le deuxiéme chapitre est consacré a l’utilisation de la MAN pour résoudre les
équations stationnaires de Navier-Stokes avec une formulation Petrov-Galerkin. Cette
formulation est utilisée pour éviter la détérioration de la solution par des phéno-
ménes parasitaires non-physiques. Cette dégradation de la solution intervient lorsque
le nombre de Reynolds de I’écoulement est grand avec une formulation Galerkin.
Bien que la non linéarité de ce probleme soit plus complexe que celle des équations

stationnaires de Navier-Stokes avec une formulation Galerkin, les développements
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asymptotiques peuvent y étre introduits, graice notamment a quelques modifications
des relations initiales et a ’apport de nouvelles variables.

Dans les deux chapitres suivants, des algorithmes de détection d’instabilités sont
développés. Ces outils permettent de signaler, grace a des indicateurs, les points sur
les branches de solutions stationnaires ol une bifurcation a lieu soit vers une solution
stationnaire (bifurcation stationnaire, chapitre III), soit vers une solution périodique
(bifurcation de Hopf chapitre IV).

Le cinquieme chapitre est un chapitre d’application & un probleme d’interaction
fluide-structure. On y montre comment sur un probléeme complexe, un tube cylin-
drique soumis & un écoulement transverse, on peut appliquer la MAN pour déterminer
les branches de solutions stationnaires. Les difficultés de cette application résident
principalement dans la description cinématique des mouvements du cylindre et du
fluide. Du fait de la constante interaction entre ces deux entités, nous avons decidé
pour résoudre ce probleme d’utiliser une description cinématique particuliere: la des-
cription Arbitraire Lagrange-Euler. Cette description permet de donner au maillage
une vitesse arbitraire et ainsi de surmonter les difficultés liées a ’application.

Les algorithmes numériques présentés dans ce travail, exception faite du chapitre
V ou seule la partie analytique est développée, sont tous intégrés dans un code de
calculs développé au sein du L.P.M.M.. Nous disposons ainsi d’une entiere maitrise
du modéle numérique.

Les chapitres II et V sont des travaux originaux, alors que les outils numériques
présentés aux chapitres III et IV ont été précédemment développés pour des pro-
blemes de mécanique du solide. Nous avons modifié ces méthodes afin de surmonter

les difficultés propres aux problemes de la mécanique des fluides.

- 10 -



CHAPITRE 1. Résolution des équations stationnaires de Navier-Stokes par la MAN

CHAPITRE 1

Résolution des équations
stationaires de Navier-Stokes par

la MAN

Les premiers a avoir utilisé une MAN pour déterminer les solutions d’un pro-
bleme de mécanique des fluides ont été Kawahara et al [2] (1976). Les conclusions
de cette premiere tentative ne sont pas franchement enthousiasmantes quant a l'uti-
lisation de la MAN comme méthode de résolution de problemes non linéaires. Ils
conseillaient d’utiliser la MAN couplée avec la méthode incrémentale-itérative de
Newton-Raphson.

Plus récemment Hadji [14] (1995) et Tri [16] (1996) ont montré que la MAN
est une méthode efficace dans la résolution des problemes de mécanique des fluides.
Hadji s’est principalement attaché & comparer les performances de la MAN a celles
d’algorithmes itératifs classiques. Il a ainsi montré que la MAN permet de déterminer
des solutions aussi précises mais surtout plus rapidement que certaines méthodes
itératives.

Tri a lui aussi déterminé les branches de solutions mais en étudiant également
leur stabilité. Il a de plus observé sur certains exemples des accumulations de pas
de plus en plus courts qui conduisent & un arrét de la technique de continuation. 11
a associé ce phénomene & l’existence de points de bifurcation rapprochés. Bien que
pour certains de ces exemples ces bifurcations n’aient sirement pas de réalité physique

aucune autre explication n’a été donnée. La MAN a été dans ces travaux intégrés dans
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CHAPITRE 1. Résolution des équations stationnaires de Navier-Stokes par la MAN

le code de calcul ’MODULEF”. Forts de cette expérience précédente nous avons
décidé d’avoir une entiére maitrise de tous les développements numeériques que nous
avions & faire. Ainsi, tous les algorithmes numériques de ce travail (MAN, Newton-
Raphson ) sont développés dans un seul et unique code de calcul (EVE). La méthode
numérique que nous avons retenue est la formulation mixte vitesse-pression avec un
terme de pénalisation dans 1’équation d’incompressibilité. Cette formulation est bien
adaptée pour décrire les conditions aux limites et son extension au cas tridimensionnel
ne devrait pas poser de problémes particuliers. L’élément fini est un quadrangle, le
Q9/3D. Cet élément est couramment utilisé en mécanique numérique des fluides et
son efficacité n’est plus a démontrer.

Les objectifs de ce premier chapitre sont multiples. Il s’agit dans un premier
temps de rappeler les principes de base de la MAN en l'appliquant aux équations
stationnaires de Navier-Stokes. Le second objectif est de montrer qu’a partir d’un
modele numérique fiable, la MAN permet de déterminer la totalité de la branche
solution sans pour autant rencontrer les difficultés observées par Tri. Le troisieme
point est la comparaison des performances de la MAN avec celles de la méthode de

Newton-Raphson.
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CHAPITRE 1. Résolution des équations stationnaires de Navier-Stokes par la MAN

I.1 Equations stationnaires de Navier-Stokes

On considére un fluide visqueux incompressible occupant un volume 2 de frontiere
90. Sur cette frontiére on peut définir des conditions aux limites de type Dirichlet
u = Aug sur 08, ou de type Neumann F = AFy sur 0§;. Nous n’utiliserons pas de
conditions de type Neumann, dans la suite du manuscrit. Seules seront indiquées les
relations de type Dirichlet.

Les équations de mouvement de ce fluide proviennent de la conservation de la
quantité de mouvement et de I’équation de continuité assurant ’incompressibilité.

Ces équations s’écrivent:

Su;
g < o T u]-.ui,]) =0;;; + pfi dans Q

u;; = 0 dans (1.1)

u = Aug sur 98,

Les inconnues du probléme sont la vitesse u;(z;,t) et la pression p(z;,t). p désigne la
masse volumique du fluide, f; les forces volumiques et A un parametre de charge que
I’on pourra aisément identifier au nombre de Reynolds. La loi de comportement du

fluide est définie par:
oij = —=p.6ij + pr- (Uij + uzi) (1.2)

ou p est la viscosité dynamique du fluide. En introduisant 'équation (I.2) dans 'équa-
tion (I.1), on obtient les équations régissant le mouvement d’un fluide visqueux in-
compressible, communément appelées équations de Navier-Stokes.

(puj.uiyj +pi— WU = ofi dans 2

{u;; = 0 dans Q (L.3)

| u = Aug sur o0,
Nous nous intéressons au probléme stationnaire. Les dérivées par rapport au temps

sont nulles dans 1’équation (1.3). Nous négligerons aussi les forces volumiques f; du-
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rant la totalité de 1’étude.

Afin de satisfaire la condition d’incompressibilité, nous introduisons un terme de
pression pénalisé par un grand parametre k assurant ainsi la stabilité du modele nu-
mérique [14]. On trouvera dans [17] et [18] quelques précisions sur I’ordre de grandeur

de ce parametre. La condition d’incompressibilité s’écrit donc,

1
Ui = TP = 0 dans Q (1.4)

I.2 Forme faible des équations stationnaires de Navier-
Stokes

La forme faible des équations stationnaires de Navier-Stokes s’obtient en multi-
pliant I’équation de conservation de la quantité de mouvement par une fonction test
du et I’équation de conservation de la masse par une autre fonction test dp. On in-
tegre ces deux nouvelles écritures sur le domaine §2. Ces intégrations sont effectuées
en supposant que les conditions aux limites sont seulement de type vitesse imposée.

On écrit ainsi:

/(Jui CpUj Uy — U p + pbuy . u, ) dQ =0 dans Q

Q

/529( Uig — %p)dﬂ = 0 dans (1.5)
Q

(u= Aug sur 0,
Afin d’introduire ultérieurement une technique de perturbation, les équations (I.3)
sont réécrites a l'aide d’opérateurs linéaire L(U) et quadratique Q(U,U) et d'un

vecteur inconnu mixte U contenant les inconnues du probleme: la vitesse u et p.

LWU)+QU,U) =0 dans Q
(L6)

u = Aug sur §2

U:{;} (L7)

- 14 -
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Les opérateurs linéaire et quadratique sont définis par:

1
<L(U), 5U> = /(—(Suz',i -p + ,u.(Sum-. ui,j) dQ + /5p( Ui i — -];p) dQ
Q Q

7 (1.8)

(Q(U,U),8U) = /5u,~ (puj.u; ;) d§2
\ Q
Le probléeme d’écoulement de fluides visqueux incompressibles s’écrit donc:
Trouver U = { Z } solution de
\ L) +Q,U) =0 dans (1.9)
u = Aug sur 01,

Le systeme (1.9) est un probléme non linéaire paramétré par A (équivalent au nombre
de Reynolds) dont la solution est constituée de branches éventuellement reliées entres

elles en des points de bifurcation.
I.3 La méthode de perturbation

A partir d’un point régulier (U, Ag), solution du probleme (1.9), il passe une
branche solution dont on effectue un développement asymptotique en fonction d’un

paramétre de chemin a. Le vecteur d’inconnues U et le paramétre de charge A sont

développés en séries entiéres de a au voisinage du point (U, Ao).-

{3l
po P P2 (1.10)

/\ :/\0+a)\1+042/\2+"‘

_ 15 -
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Ces développements sont ensuite introduits dans le probleme (I.9) et en identifiant

suivant les puissances de a, on obtient une succession de problemes linéaires :

Ordre 1 L(th) =0
U = Aug sur 09,
) Ordre 2 L(U2) = -Q(U1, 1) 11
Up = Apug sur Ofl, (I.11)

Li(U,) = —>: QU Uyr)

Up = Apug sur Of),

Ordre p

Tous ces problemes linéaires admettent le méme opérateur tangent défini par:
Lt(.) = L(.) + Q(UOa .) + Q(.a UO) (112)

On remarque que dans les équatiéns (L.11), seul le second membre differe a chaque
ordre. Celui-ci se construit tres facilement & ’aide des inconnues calculées aux ordres
précédents.

Pour que ce probléme soit bien posé il nous reste a définir le paramétre a. Nous
ne nous étendrons pas ici sur le choix de ce parametre, mais rappelons simplement
que classiquement celui-ci peut étre défini de trois fagons différentes. Ces trois choix
sont explicités par Cochelin dans [12] et [19]. Dans toutes nos applications nous
identifierons ce parameétre A la projection des incréments de vitesse u — up et de
chargement A\ — Ao sur le vecteur tangent (u, A;), ce qui conduit a:

a= %{(u—uo,ul)—k(z\—/\o))\l} (I.13)

ou (e,e) désigne le produit scalaire et, s un scalaire. Cette définition du parameétre
a, que l'on peut rapprocher de la technique de longueur d’arc imposée utilisée lors
de la résolution d’un probléme non-linéaire par une méthode incrémentale-itérative,
permet d’éviter les problemes de pilotage pour les branches solutions présentant des

points limites.

- 16 -
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Les développements asymptotiques (éq. 1.10) sont introduits dans la définition de

a (1.13) et on obtient a chaque ordre,

Ordrel < Uy, U > +/\1/\1 = 32
Ordre 2 < Ug, Uy > +/\2/\1 =0

(1.14)
Ordre p < up,u; > +AA =0
En conclusion le probleme complet s’écrit donc:
Lt(Ul) == 0
Ordre 1 U = Ajugq sur 00,
<up,up > A A =7
Li(Ur) = =Q(U, Uh)
Ordre 2 Uy = Agug sur O0f), (1.15)

< U, Uy > +/\2/\1 =0

Lﬂ@=—2@@¢%ﬁ

Up = Apug sur 0,
< Up, Uy > +/\p/\1 =0

Ordre p

I.4 Formulation du probleme a l'ordre p

Les expressions de 1’équation (I.5) sont maintenant réécrites a chaque ordre p en
introduisant la notations e;; pour le tenseur des taux de déformation.

1

o—
/(5u.p{uO.Vp+u,,.Vo} +tr(de).pp+de: D : e)dQ = — /{Z (6u.pur.Vipap)} dQ
Q

Q T

‘/@UN%)—%mMQ=0

Q

u, = Apug sur 0y
(1.16)

avec e;; = +.(u;; + u;). La matrice D est la matrice de comportement visqueux du

fluide (Zienkiewicz [18]).
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1.5 Ecriture du probléme sous forme discrete

Dans cette section, nous présentons la forme discrete des équations de Navier-
Stokes. L’élément que nous avons choisi est un quadrangle a neuf noeuds de vitesses
et trois points de pressions, noté Q9/3D (Zienkiewicz [18]). La pression est ainsi dis-
continue entre les éléments ce qui conduit, avec le terme de pénalisation des équations
d’incompressibilité (I1.4), & construire un modéle numérique faible en pression (Hadji
[14]). Pour éviter des problémes d’oscillations dans le champ de pression ([14] et [18]),
les fonctions d’interpolation de la pression sont choisies linéaires et celles de la vitesse

quadratiques.

Les fonctions solutions u et tests du en vitesse sont approximeées par:
[u] = [N][T@] et [du] = [N,][0T] (1.17)

ol [N,] sont les fonctions de forme de la vitesse, [@] les vitesses inconnues nodales et
[67] les vitesses virtuelles nodales.
De la méme facon, les fonctions solutions et tests de la pression sont approximées

par:

[Pl = [N,][p] et [6p] = [NVp] [6P] (L.18)

avec N, les fonctions de forme de pression, p et Jp respectivement les inconnues
nodales et virtuelles de pression. En introduisant ces notations dans les relations

(1.16), on obtient le systeme matriciel a I’ordre p [18]:

e ) e

- 18 -
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avec les définitions suivantes:

[Kuwl=)_ | ‘B.D.BdQ.

nel Q.

(1.20)

{(FQ(m)}=) ) /,o{tNu.urVU(p_l)}dQe

r=1 nel Qe

avec la matrice B identique 4 la traditionnelle matrice B utilisée en mécanique nume-
rique du solide. Elle contient les dérivées des fonctions de forme de vitesse. La matrice
B, est un arrangement de B, elle représente la trace de la vitesse de déformation et

est déterminée par:
(B,J="'[1 1 0].[B] (1.21)

La valeur du paramétre de pénalisation k est trés grande mais généralement on la
caractérise par une fonction d’une quantité physique du probléme, soit la viscosité
dynamique, soit le nombre de Reynolds (Hughes [17] Zienkiewicz [18])

k= c.p ou bien k= c.maz{y, p.Re}
(1.22)
Avec ¢ =107 2 10'°

I.5.1 Condensation de la pression

Le probleme (I.19) contient les deux champs inconnus: la vitesse u et la pression

p. La pression dans un élément a I'ordre p est définie par:

{Bo} = —[Kppl ™ K] - {Tp} (1.23)
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En introduisant cette relation dans I’équation discrete de la conservation de la
quantité de mouvement on obtient un probléme & résoudre avec une seule inconnue,

la vitesse u:

(Ko + Nuw(@)] = [Kup] - (K] ™" [ Kop]] {Tp} = —{FQ(w)} (1.24)

Cette méthode est habituellement appelée méthode de condensation de la pression.
La relation (1.24) permet de calculer la vitesse pour chaque incrément A (ou pour
chaque valeur du nombre de Reynolds). Le calcul de la pression s’effectue ensuite
en introduisant la vitesse dans la relation (1.23). Les notations (1.23) et (I.24) sont
abusives puisqu’elles suggérent que la condensation de la pression soit effectuée glo-
balement. Or cette opération est réalisée au niveau élémentaire, mais dans un soucl

de clarté de lecture, nous avons écrit cette opération au niveau global.

Soit la matrice tangente [Ky(Tp)] définie par:
[K+(0)] = [[Kuw + Noa(Wo)] = [Kup] - [Kpp ™ *[Ko ] (1.25)
Avec la relation (1.25), 'équation d’équilibre discrete a I'ordre p (1.24) devient:
(K () {up} = —{FQ(%)} (1.26)

La discrétisation de la définition du parametre "a” conduit a la relation suivante a

I’ordre p:
i) -[@) + Ap-Ay =0 (1.27)
1.5.2 Prise en compte des vitesses imposées

Les conditions de vitesse imposée u = Aug sur le bord 02, sont prises en compte
par la méthode directe présentée dans l'ouvrage de Dhatt et Batoz [20]. Les vitesses
imposées sont ainsi transformées en force imposée sur le bord 0€2,,. Pour cette raison,

I’équation (1.26) est réécrite sous la forme:

[K:(o){} = Ao {7} = {FQ(w)} (1.28)
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Finalement, la forme discrete des problémes linéaires (I.14) qui sont a résoudre &
chaque ordre est la suivante:
( [Ki(uo){ma} = A {F}

Ordre 1
{t[ﬁl][ﬁl] + )\1./\1 = 32

[Ki(@){@} = Ao {F} — {FQ(W, 1)}
Ordre 2 {t[m].[m A =0 (1.29)

Ordre p § Ed@I{&} = % {F} = T {FQ@Tpmr))
Y, [@] + Ap A = 0

\

I.6 Exemple

Nous présentons figure (1.2) les courbes solutions obtenues avec la MAN pour
plusieurs ordres de troncature des séries. L’application étudiée est ’écoulement d’un
fluide visqueux autour d’un cylindre. Les paramétres géométriques et les conditions
aux limites sont donnés figure (I.1). Les caractéristiques physiques du fluide sont:
la masse volumique égale & 1 kg/m?>, la viscosité dynamique est de 0.1 Stokes. Le
nombre de Reynolds de ’écoulement est donné par la relation :

_ A.ud.D.p
U

Re (1.30)

avec D le diametre du cylindre. On distingue facilement sur la figure (I.2) 1'une des
caractéristiques principales des approximations polynomiales: elles ne satisfont la so-
lution que dans un certain domaine de validité, c’est-a-dire qu’elles ont un rayon de
convergence fini. A l'intérieur de ce domaine de validité les approximations polyno-
miales sont trés bonnes, au dela elles divergent rapidement. Sur la figure (1.2) les
courbes solutions des séries (pour des ordres de troncature de 5, 10, 15, 20) sont
confondues pour des valeurs du parametre "a” inférieures a 10. Au dela de cette va-
leur ces courbes s’écartent brutalement les unes des autres indiquant alors le rayon

de convergence.
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(Ux=1,Uy=0)

/

{(Ux=1Uy=0)

!

TITTITTTd J

(Ux=1,Uy=0)

T ITTITITT

Fig. 1.1 — Conditions auz limites et caractéristiques géométriques de [’écoulement
autour d’un cylindre, 4000 degrés de liberté - 500 éléments Q9/3D

Afin de mettre en évidence la qualité des solutions polynomiales, le logarithme de
la norme du vecteur résidu défini par la relation (I.31) pour chaque ordre de troncature

des séries est tracé en fonction du paramétre de chemin ”a” (figure [.3).

[R(U,\)] = L(U) + QU,U) = \.F (1.31)

0.2 T T T
"" Ordre 5 ——
o. L Ordre 10

15 /ordre 15
Ordre

Vitesse Ux en Pl
o

o 5 10 15 20
parametre de chemin *a*

FIG. 1.2 - Vitesses en un point noté P1 sur la figure I.1 obtenues avec la M.A.N pour
différents ordres de troncatures des séries

Cette figure conforte I'idée précédente, & savoir la bonne qualité des approxima-
tions polynomiales jusqu’a une valeur de ”a” égale a 10; au dela, elle se dégrade.
Pour illustrer la bonne qualité des solutions polynomiales jusqu’a une certaine valeur
de ”a”, la solution de la MAN avec un ordre de troncature de 15 est comparée avec

la courbe solution obtenue par la méthode de Newton-Raphson (courbe annotée "ré-

férence” sur la figure 1.4). Cette fois-ci la vitesse suivant = du point P1 est tracée en

S99
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ordre 5 —
3 QOrdre 10 ——

i ordre 15 =7 |
Ordre 20
at 1

logarithme de la norme du vecteur residu
o

10
parametre de chemin "a*

FiG. 1.3 - Logarithme de la norme du résidu en fonction du parametre a

fonction du nombre de Reynolds de I’écoulement. Les parametres "a” et X sont liés
par la relation (1.10). Grace & la définition du nombre de Reynolds (I.30), on peut
relier le nombre de Reynolds et le parametre de chemin "a”. Jusqu’a une valeur de
Reynolds proche de 3 (correspondant & "a” égale 10), les deux courbes sont confon-
dues. Dés que ce nombre de Reynolds est dépassé, la solution de la MAN s’éloigne
brutalement de la référence. On peut noter qu’une seule triangulation de matrice per-
met de connaitre analytiquement (et non point par point) la courbe solution jusqu’a

cette valeur du nombre de Reynolds. Pour augmenter ce domaine de validité des séries

T T
M.A.N. ordre 15 —
0.15 refarence —— |

¢ f ]

vitesse Ux en Pl
o

2 3 4
nombra de Raynolds

Fi1G. 1.4 — Comparaison des vitesses en un point noté Pl sur la figure I.1 obtenues
avec la M.A.N pour un ordre de troncature des séries égale a 15 et la méthode de
Newton-Raphson

polynomiales on peut utiliser les approximants de Padé (Baker [21]). En effet, il est
maintenant bien connu qu’une fonction rationnelle a une meilleure capacité a repré-

senter une fonction analytique qu’une fonction polynomiale. Divers approximants de
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Padé ont été testés avec succes en mécanique des solides (Cochelin [19], Najah [22])

et en mécanique des fluides (Tri [15]).

Mais augmenter le domaine de validité de la solution asymptotique ne permet pas
de déterminer entierement la branche solution. Par contre une technique de conti-
nuation donnant morceau par morceau la courbe solution est une stratégie adéquate

pour calculer la totalité de cette branche [12].

1.7 Procédure de continuation

Le calcul de la solution par une méthode d’approximations polynomiales ne permet
pas, nous venons de le voir, de calculer entierement la branche solution d’un probleme
non-linéaire. La technique de continuation proposée initialement par Cochelin [12] est
trés simple & mettre en oeuvre. Une fois les séries polynomiales calculées, un nouveau
point de départ (U, Ao) situé a l'intérieur du domaine de validité des séries, est
introduit dans les équations (1.10). En réappliquant la M.A.N a partir de ce point,
une partie supplémentaire de la courbe solution est déterminée. Par exemple pour le
probleme du cylindre, le point de départ du nouveau développement asymptotique

peut étre calculé a partir de:

(1.32)

En utilisant successivement cette technique on détermine entiérement la courbe solu-
tion. La seule difficulté concerne 1’évaluation d’un nouveau point de départ (Us, o).
Cochelin [12] a proposé un critére simple pour le déterminer. Ce critere provient d’une
analyse du comportement des approximations polynomiales au voisinage du rayon de
convergence. En effet, deux approximations polynomiales successives s’éloignent bru-
talement dés que ’on atteint le rayon de convergence. Un critére simple consiste alors

3 exiger que la différence entre deux ordres des séries consécutifs soit inférieure a un
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parametre donné ¢. Cela se traduit par la relation suivante:

Up — U(p— a™.u,
o=l _ Nl .
lor—wll o+t ]
ou bien, en approximant le dénominateur par ||a.u4|:
=
lua]] } ™
o (1.34)
[

ot ||(e)]| désigne la norme du vecteur (e).

Ce critere tres simple et qui demande un temps de calcul insignifiant au regard d’une
triangulation de matrice par exemple, est un critére en vitesse (ou en déplacement
pour les solides). Cochelin propose dans sa thése d’habilitation [19] un deuxiéme
critere basé sur le calcul du résidu en fin de pas. Nous ne développerons pas ici
cette seconde technique et nous utiliserons dans toutes les applications numériques

la premiére solution pour calculer les valeurs de a,,. Nous comparons figure (1.5) la

05 T T T T T T T

M.A.N. et continuation ¢

23?33 pas exact -
Ip f......f:‘.‘ag\,.pas

“B

“\‘eé pas

\\6\ pas

Vitesse Ux en Pl

-2k |

\\»

7 pas

2.5 1 I 1 i s L 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Nombre de Reynolds

F1G. 1.5 - Solution calculée avec la MAN et continuation (ordre de troncature égal a 15
et € = 1073) comparée avec la solution de Newton-Raphson - Ezemple de l’écoulement
autour d’un cylindre (Fig I.1)

solution du probleme de ’écoulement d’un fluide autour d’un cylindre, calculée avec
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la MAN et continuation, et celle obtenue avec la méthode itérative-incrémentale de
Newton-Raphson. L’ordre de troncature des séries est 15 et le parametre € vaut 1073.
Le premier point de continuation noté "1 pas” correspond a la valeur de "a” égal
a 10 sur la figure (I.4). Chaque point de la courbe correspond & une triangulation
de matrice. La procédure de continuation est entiérement automatique. La longueur
des pas de continuation s’ajuste en fonction de la difficulté rencontrée sur la courbe
solution.

Tri [16] avait remarqué sur ce méme exemple (la géométrie et les caractéristiques
du fluide sont identiques) une accumulation de pas vers un nombre de Reynolds égal
a 37,5. Cette accumulation conduisait a des longueurs de pas de plus en plus petites
et finalement a ’arrét de la méthode de continuation. Ces zones d’accumulation de
pas sont généralement annonciatrices de bifurcations stationnaires (Boutyour [23],
Tri [16], voir aussi chapitre III). Mais sur l'exemple du cylindre il semble que les
difficultés rencontrées par Tri soient en réalité liées au modele numérique utilisé (bien
que 1’élément triangulaire non-conforme de Crouzeix-Raviart, Segal [24], ne soit pas
a remettre en cause). La description des nombres réels (simple précision) dans le
logiciel Modulef utilisé par Tri peut étre la cause des problemes d’accumulations
de pas qu'il avait rencontré. Dans certains exemples numériques étudiés (avec la
discrétisation et les éléments finis décrits précédemment), nous avons aussi observé des
phénomeénes d’accumulations de pas au voisinage de points de bifurcation stationnaire
(voir chapitre III), mais jamais d’arrét de la méthode de continuation.

Dans les paragraphes suivants des comparaisons de performances entre la MAN

et la méthode de Newton-Raphson seront données.

I.8 Résultats numériques et discussion

I1.8.1 Comparaison MAN-Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson a été programmée dans le code EVE. Les com-

paraisons de temps de calcul, de qualité des solutions entre les deux méthodes de
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résolution sont possibles et fiables car elles utilisent les mémes subroutines Fortran,
les mémes algorithmes de stockage (en ligne de ciel) et de triangulation de matrice
(méthode de Gauss). Le pilotage utilisé pour la méthode de Newton-Raphson est celui
de la longueur d’arc imposée. Les performances des deux méthodes, c’est-a-dire les
temps de calculs, le nombre de triangulation de matrices et la qualité de la solution a
la fin du calcul, sont données dans le tableau (I.1). La différence entre les cing calculs
Newton-Raphson est la valeur de la longueur d’arc imposée. les performances sont
données dans un ordre croissant de la valeur de la longueur d’arc. Ceci conduit a une
diminution du nombre de pas mais & une augmentation du nombre d’itérations. Les
résultats de la MAN sont donnés pour différents ordres de troncature des séries, le

parametre € est constant.

| Méthode | Nb de Triangul. de Mat, | temps CPU (s) | Norme du résidu |
Newton-Raphson 1 84 ( 1 itér./pas) 6900 1073
Newton-Raphson 2 46 ( 1 itér./pas) 4140 10~°
Newton-Raphson 3 30 ( 2 itér./pas) 2470 107°
Newton-Raphson 4 31 ( 2 itér./pas) 2550 10-¢
Newton-Raphson 3 13 ( 2-3 itér./pas) 1040 1078
MAN ordre 7 25 2520 10°°
MAN ordre 10 13 1380 107°
MAN ordre 15 9 1020 10-°
MAN ordre 20 7 900 107°
MAN ordre 25 6 900 107°
MAN ordre 30 6 1020 107°

TaB. 1.1 - comparaison entre la MAN et Newton-Raphson - ¢ = 1077 pour la MAN
- écoulement autour d’un cylindre

Tous les calculs sont menés jusqu’a une valeur du nombre de Reynolds égal a 40.
Globalement, pour une qualité de précision équivalente (norme du vecteur résidu de
I'ordre de 1073, 1078), le temps C.P.U. de la MAN est inférieur a celui de Newton-
Raphson. Seul le cas 5 de Newton-Raphson est compétitif, 5 pas etaient demandés
pour aller jusqu'a Re = 40. Méme si dans ce cas, le temps C.P.U. est équivalent a

celui de la MAN, la description de la solution n’est pas la méme. Sur la figure (1.6), les
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solutions de Newton-Raphson (cas 5) et de la MAN (ordre 7 et ¢ = 1077) sont tracées
en fonction du nombre de Reynolds. La solution Newton-Raphson est déterminée
point-par-point, ce qui donne cette allure saccadée pour des nombres de Reynolds

inférieurs & 20. La courbe solution de la MAN est elle réguliere car elle est connue

analytiquement. Une des particularités de la MAN est la diminution du nombre de i

0.2 T T T T T ™

Newton-Raphson 5 —+—
M.A.N. ordre 7 -——

Vitesse suivant Ux en Pl
o
-

Q S 10 15 20 25 3 35 40 45
Nombre de Reynolds

FiG. 1.6 — Comparaison des vitesses en un point noté Pl sur la figure 1.1, Calculs
avec Newton-Raphson (cas 5 du tableau I.1) et avec la M.A.N ordre 7

triangulations de matrice avec 'augmentation de l'ordre de troncature des séries (25
pour ’ordre 7, 7 pour U'ordre 20). En effet, le rayon de convergence des séries et donc,
la longueur des pas de continuation, augmente avec I'ordre de troncature des séries.
Mais le temps de construction du second membe FQ croit également avec l'ordre
de troncature des séries (tableau 1.2). Il s’agit alors pour obtenir un résultat opti-
mum de trouver un compromis entre la longueﬁr des pas de continuation et le temps
C.P.U. nécessaire & la construction du second membre. Ainsi, pour cet exemple, il
n’est pas intéressant d’aller & des ordres supérieurs a 20, puique le temps nécessaire
3 la construction des seconds membres pour 1'ordre 25 et 30 est égal voire supérieur
3 une triangulation de matrice (tableau 1.2).

Afin d’illustrer ’évolution de I’écoulement en fonction du nombre de Reynolds, les
lignes de courant de 3 écoulements sont présentés figure (I.7). Pour de faibles valeurs
du nombre de Reynolds (Re < 5, figure 7(a)), P'écoulement est linéaire (écoulement

de Stokes) ; lorsque le nombre de Reynolds augmente, deux zones de recirculation ap-
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Ordre ﬂ Temps C.P.U. (s) ‘
7 21
10 26
15 33
20 49
25 70
30 90

[ Temps C.P.U. pour une triang. Mat. “ 80 |

TAB. .2 = Temps C.P.U nécessaires a la construction du second membre pour un

pas de continuation

paraissent derriere le cylindre (figure 7(b)). L’amplitude de ces zones de recirculation
s’accentue avec le nombre de Reynolds (figure 7(c)). Ces résultats sont conformes aux

simulations expérimentales [25].

- 99 -



CHAPITRE 1. Résolution des équations stationnaires de Navier-Stokes par la MAN

(a) Reynolds égal 5

(b) Reynolds égal 20

%ﬁ‘&\,/——#
\—//‘/’_—————

T T ——

(c) Reynolds égal 40

Fig. 1.7 — Lignes de courant des solutions calculées avec la MAN, exemple de [’écou-
lement autour d’un cylindre
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1.8.2 Exemple de la cavité

L’exemple suivant est celui de I’écoulement dans une cavité. Les conditions aux
limites et géométriques sont données figure (1.8). Le maillage est constitué de 1600
éléments Q9/3D soit d’environ 13000 degrés de liberté. Le but de cet exemple est de
montrer que la MAN permet de connaitre la solution jusqu’a des nombres de Reynolds

tres élevés. La vitesse U, d’un point de coordonnées (z = 0.5;y = 0.5) est tracée

Ux =1.0
Uy =0.0
L —_— e — T S —S 2
L
Ux =0.0 Ux =0.0
1.0 Uy =0.0  Uy=00
- e
Ux =0.0
Uy =0.0 N
1.0 I

Fi1c. 1.8 — Géométrie et conditions auz limites de ['ezemple de la cavite, 13000 degrés
de liberté, 1600 éléments QQ9/3D

Vitesse Uy

-35 L L L L L
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Nombre de Reynolds

Fic. 1.9 — vitesse Uz au centre de la cavité, solution MAN, ordre 15 et ¢ = 1072
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jusqu’a un nombre de Reynolds égal a 10000 sur la figure (1.9). Les lignes de courant
de ’écoulement pour plusieurs nombres de Reynolds sont présentées figure (1.10). Ces
écoulements sont conformes & ceux trouvés dans la littérature (Ghia [26]) bien que
le maillage utilisé ici ne soit sans doute pas suffisamment fin pour décrire tous les
phénomeénes physiques (notamment sur le bord haut-gauche de la cavité). Cependant
le nombre de d.d.] utilisé ici correspond au maximum des capacités de nos stations
de travail. Il est intéressant sur un tel exemple (ou le nombre de degrés de liberté est
élevé) de regarder la mémoire nécessaire pour un calcul avec la MAN Ainsi dans le
tableau (I.3) nous présentons, pour plusieurs ordres de troncature des séries, la place

mémoire occupée par:
[K,]: la matrice tangente (stockage en ligne de ciel);

V : les vitesses nodales stockées pour chaque ordre;

U : les vitesses pour chaque point de Gauss et pour chaque ordre;

VU les gradients de vitesse pour chaque point de Gauss et pour chaque ordre.

!TQuantité | ordre 10 | ordre 15 I ordre 20 J
(K] 12,8.10° ( 85,4 %) | 12,8.10° ( 80,1 %) 12,8.10° ( 75,4 %)
V 0,3.10° (2 %) 0,4.10° (2,6 %) 0,5.10° (3,2 %)
U 0,6.10° (4,2 %) 0,9.10° (5,8 %) 1,2.10° (7,2 %)
vU 1,2.10° (8,4 %) 1,8.108 (11,5 %) 2,4.10° (14,2 %)
Total 15.10° (100 %) 16.10° (100 %) 17.10° (100 %)

TAB. 1.3 — Nombre de réels stockés pour différents ordres de troncature des séries

Les quantités U et VU sont stockées & chaque ordre et pour chaque point de Gauss afin
d’éviter des redondances dans le calcul du second membre a l’ordre p, FQ(U,, Up—r).
Cette facon de faire n’est pas pénalisante car la place mémoire nécessaire a ces quanti-
tés ne dépasse jamais 25 % de la totalité du stockage, qui est occupée principalement

par la matrice tangente (85,4 % & lordre 10, 75,4 % a 'ordre 20).
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(e) Re = 7500 (f) Re = 10000

Fic. 1.10 — Lignes de courant des solutions calculées avec la MAN, exemple de la
cavité

1.9 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré que grace a des choix adéquats du modele

numérique et de ’élément fini nous n’observions pas les phénomenes d’accumula-
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tions de pas rencontrés par Tri. Dans cette application aux équations stationnaires
de Navier-Stokes la MAN confirme ainsi ses bonnes dispositions, que nous avions au-
paravant constatées en élasticité non linéaire, & décrire les branches solutions, méme
complexes, d’un probléme de mécanique des fluides. De plus nous avons montré qu’elle
ne nécessite pas, sur des problemes a non linéarité quadratique comme Pavait suggéré
Kawahara [2] d’8tre couplée & la méthode de Newton-Raphson. Bien au contraire
grace a ses atouts, notamment dans sa facilité d’utilisation, la description analytique
des branches solutions et surtout sa rapidité, elle se pose comme une concurrente
tres compétitive aux méthodes itératives classiques. Dans le prochain chapitre nous
appliquerons les principes de la MAN & un probleme ou la non linéarité n’est pas

cette fois simplement quadratique mais plus complexe.
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CHAPITRE 11

MAN pour la formulation
Petrov-Galerkin

La méthode des éléments finis permet de résoudre numériquement un grand
nombre de problemes. Sa facilité d’utilisation pour traiter des problémes avec des
géométries complexes et des conditions limites particulieres 'ont conduit a étre inté-
grée dans la plupart des codes de calcul.

La commodité d’utilisation de cette méthode repose essentiellement sur I’emploi
de la formulation Galerkin. Cette formulation, ou les fonctions de pondérations sont
choisies comme étant égales aux fonctions de forme des variables inconnues, donne
d’excellents résultats pour des problémes ol la matrice de rigidité est symétrique (ce
qui est le cas dans la plupart des problémes de mécanique du solide).

Cependant en mécanique des fluides, l'utilisation d’une description cinématique
autre que la description Lagrangienne entraine la présence de termes convectifs dans
les équations du mouvement. Ces opérateurs de convection étant non-symeétriques, la
formulation Galerkin perd sa propriété de meilleure approximation (Donea [27]). Les
solutions numériques, déterminées avec cette formulation, sont alors dégradées par
des oscillations non-physiques lorsque la convection domine.

L’une des méthodes numériques qui permet de palier a cette dégradation de la
solution est la formulation Petrov-Galerkin. Cette derniére se distingue de la for-
mulation Galerkin par 'utilisation de fonctions de forme de pondératioﬁ différentes

des fonctions de forme des inconnues du probléme. Cette formulation introduit de
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nouvelles relations dont la non-linéarité n’est plus seulement quadratique.

L’objectif de ce chapitre est d’appliquer la MAN a ce nouveau probleme. Nous
montrerons ainsi que les relations originales de la formulation Petrov-Galerkin peuvent
se mettre sous la forme quadratique grace notamment a quelques modifications comme

‘Iintroduction de nouvelles variables. Ce format quadratique, nous l’avons vu au cha-
pitre I, est trés avantageux pour le calcul des séries a des ordres élevés et ainsi pour
déterminer les branches solutions avec un minimum de triangulations de matrice.
L’objectif principal de ce chapitre est de montrer que la MAN peut étre appliquée
3 des problemes ol les non linéarités ne sont pas seulement quadratiques a la base.
L’application & la formulation Petrov-Galerkin nous permet de le démontrer. Mais
on peut aussi envisager de traiter des problemes avec d’autres formulations, ou avec
d’autres modeéles de mécaniques des fluides (des modeles de turbulence: le modele
k — e par exemple, Speziale [28], Pironneau [29]). Les techniques que nous employons
dans ce chapitre pour transformer les expressions du probleme initial seront aussi
utilisées au chapitre V oll nous utiliserons une description cinématique Arbitraire

Lagrange-Euler pour étudier un probléme d’interaction fluide-structure.
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II.1 Une formulation Petrov-Galerkin?

La formulation Galerkin ne permet pas toujours de résoudre correctement les
équations stationnaires de Navier-Stokes, la solution numérique pouvant étre pertur-
bée par des phénomenes parasitaires. Ces derniers se traduisent pour les écoulements
de fluide par des oscillations sans signification physique dans le champ des vitesses.
Nous présentons figure (I1.1) le champ de vitesse de I’écoulement autour d’un obstacle

carré, pour un nombre de Reynolds égal & 200 (Hughes [17]). Sur cette figure (I1.1),

R

______

Fig. 111 — Ecoulement autour d’un obstacle carré & Reynolds égal 200 par la méthode
de Galerkin

les oscillations parasitaires sont visibles en amont de l'obstacle.

Plusieurs auteurs notamment Donea[27] et Pironneau[29] ont essayé de com-
prendre les causes de ces phénomenes. Pironneau a notamment montré que la dis-
crétisation par la méthode de Galerkin d’une équation de convection-diffusion mo-
nodimensionnelle, conduit & une matrice de rigidité instable lorsqu’une variable du
probléme devient trop grande. L'équation précédente peut étre identifiée a I’équation
de Navier-Stokes et la variable au nombre de Reynolds.

Donea a montré, sur un probléme de convection-diffusion identique a celui de Pi-
ronneau, que I’équation discréte introduit un opérateur de diffusion négatif purement
numérique. La conséquence est que l’on résoud numériquement une équation modifiée
devenant instable lorsque Vopérateur de diffusion artificiel 'emporte sur l'opérateur
de diffusion physique (dans le cas des équations de Navier-Stokes,.lorsque le nombre
de Reynolds est trop grand, la diffusion artificielle est identifiable & une viscosité

artificielle ).
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L’un des théemes de recherche des numeériciens dans les annees 70-80 a été alors
de trouver une parade a ces instabilités numériques. Nous n’entrerons pas ici en
détail dans les différentes méthodes permettant de parer ces phénomenes parasitaires
( les principales méthodes sont décrites par Donea [27] et Pironneau [29]). Il est
intéressant de rappeler que deux solutions sont généralement adoptées pour enlever
ces oscillations parasitaires.

La premiére solution consiste a raffiner considérablement le maillage, et dans le cas
instationnaire & réduire le pas de temps. Nous présentons figure (II.2) pour I’exemple
précédent, un maillage fin et adapté (Gresho [30]). Le résultat du calcul avec ce
maillage (figure I1.3) montre la disparition de ces oscillations parasitaires, mais le
nombre de degrés de liberté du probleme a pratiquemment triplé (passant de 550 ddl
a 1400 ddl). La critique que l'on peut faire de cette méthode est qu’elle augmente

considérablement le nombre de degrés de liberté (matrice importante a inverser).

Fi1G. 11.2 — Maillage utilisé par Gresho pour enlever les oscillations
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Fi1G. I1.3 - Ecoulement autour d’un obstacle carré a Reynolds égal 200 par la méthode
de Galerkin, avec raffinement du maillage

La deuxieme idée est une conséquence directe de I’analyse du phénomene parasi-
taire. En effet puisque la méthode de Galerkin conduit a résoudre un probleme avec
un opérateur de diffusion négative (ou une viscosité) pourquoi alors, ne pas introduire

une diffusion supplémentaire afin de compenser cette diffusion artificielle? Il existe
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une multitude de méthodes basées sur cette idée en stationnaire [27] ou en instation-
naire. La méthode que nous avons retenue en tant qu’utilisateurs des éléments finis,
est la formulation Petrov-Galerkin [18], [31]. Cette méthode consiste & modifier les
fonctions de pondération du terme convectif en y ajoutant une diﬁusioﬁ (ou visco-
sité). Dans le paragraphe suivant nous rappelons les équations et variables liées a

cette formulation.

I11.2 Présentation de la formulation Petrov-Galerkin

Dans la méthode des éléments finis les inconnues et les fonctions de pondérations

du probléme sont approximées par:

{u} = [N.{q} et {ou} = W.]{6q} (IL.1)

avec {u} les inconnues du probléme, [N,] les fonctions de forme, {q} les inconnues
nodales, [W,] les fonctions de forme de pondération. Avec la formulation Galerkin on
pose [N,] = [W,] . La formulation Petrov-Galerkin introduit de nouvelles fonctions

. de pondération définies par [18]:

a 0N,
Wl = [Nu] + w7 Ui IL.2
(W] = (V] + e (112)
ou en introduisant l'opérateur 8(U):
W] = [V.] + [B(U)]
avec B(U) = 2U; g (I1.3)

v = Ul

Dans ’équation (I1.2), la vitesse U; est la vitesse suivant la direction . Cette com-
posante de la vitesse permet d’introduire une viscosité artificielle seulement suivant
la direction de ’écoulement. Le parameétre a est un scalaire donnant l’intensité de la
viscosité . Ce parametre dépend du nombre de Reynolds et est défini par:

1 1
a = —
tanh Re. Re,

(11.4)
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Cette définition de o donne la solution exacte dans le cas monodimensionnel et est une
bonne approximation pour le 2 D et le 3 D [18]. Les quantités Re., ||U]|, h et v sont
des quantités élémentaires. Ainsi h désigne une dimension géométrique élémentaire,

7 est la vitesse élémentaire donnée par:

v =4/UZ+U? (IL.5)

Le nombre de Reynolds élémentaire est calculé avec:

h
Re, = %J (IL.6)

v étant la viscosité cinématique de 1’élément.

I1.2.1 Equations a résoudre

Avec une formulation Galerkin, la forme discrete des équations de Navier-Stokes

apres condensation de la presston est:
[Kouu(U)] + [Nuu (U, U)] = A[F] (IL.7)

avec [Ky, (U)] la partie visqueuse, [Ny, (U, U)] le terme convectif et A[F] le vecteur des
forces imposées provenant de la transformation des vitesses imposées sur la frontiere.
Lorsqu’une formulation Petrov-Galerkin est utilisée, la forme discrete des équa-

tions de Navier-Stokes devient :
(Ko (U)] + BU).[Nu(U, U)] + [N (U, U)] = A F] (IL1.8)

Par abus de notation l'opérateur B(U) est sorti du terme de convection. L’opérateur
B(U) ne concerne que le terme de convection des équations de Navier-Stokes [18]. En
effet on peut aisément montrer que pour des éléments & fonctions d’interpolations
linéaires (tel que le quadrangle & 4 noeuds) le terme 3(U) de I'équation (II.2) est nul
pour la partie visqueuse L(U). Pour les éléments avec des fonctions d’interpolations
d’ordre supérieur {par exemple quadratique pour les éléments Q9/3D) la contribution

de B(U) est négligeable par rapport au premier terme de Iéquation (I1.2) pour la
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partie visqueuse. Ceci conduit a utiliser une formulation Galerkin pour la partie
visqueuse et une formulation Petrov-Galerkin pour le terme convectif des équations

de Navier-Stokes.

I11.2.2 Résultats par Newton-Raphson

Cette nouvelle formulation a été introduite dans le code de calculs EVE. La mé-
thode de résolution utilisée est la méthode incrémentale-itérative de Newton-Raphson.

Les oscillations visibles en amont de P'obstacle sur la figure (II.1) ont bien disparues

Fic. 1.4 - Ecoulement autour d’un obstacle carré ¢ Reynolds égal 200, résolution
par la méthode de Newton-Raphson et la formulation Petrov-Galerkin

figure (I1.4). La formulation Petrov-Galerkin fonctionne donc convenablement avec la
méthode de Newton-Raphson.
Le but est maintenant de résoudre le probléme (I1.8) avec la Méthode Asympto-

tique Numérique détaillée au chapitre 1.

I1.3 MAN pour la formulation Petrov-Galerkin

La formulation Petrov-Galerkin introduit de nouvelles variables 3, «, v, Re, dont
la dépendance avec la vitesse U n’est pas quadratique. Les développements asympto-
tiques peuvent étre introduits directement dans les relations (II.2), (11.4), (1L.5), (I1.6),
(I1.8) mais 'identification suivant les puissances de "a” de chaque variable devient
alors tres complexe. Pour éviter ces difficultés, on distinguera deux phases pour ap-
pliquer la MAN & un probléme avec des non linéarités non quadratiques. La premiere

phase consiste & remplacer les relations qui ne sont pas originellement quadratiques

par des expressions quadratiques équivalentes, ou du moins par des expressions qui

_41 -



CHAPITRE II. MAN pour la formulation Petrov-Galerkin

approcheront au mieux les relations initiales. Durant la deuxieme phase les relations
polynomiales, fractionnelles ou avec des racines carrées sont réécrites sous forme qua-
dratique grace notamment a l'introduction de nouvelles variables. Finalement, une
fois ces deux phases réalisées, toutes les expressions sont sous forme quadratique, il

devient alors facile d’y introduire les développements asymptotiques. -

I11.3.1 Modifications des équations

La premiére équation modifiée est la définition du parametre o (I1.4). La fonction

(I1.4) est remplacée par une fraction rationnelle:

Re,
o = (RT—]—D- (119)

Les fonctions (I1.4) et (I1.9) sont tracées en fonction du nombre de Reynolds élémen-

taire sur la figure (I1.5). Sur la figure (I1.6), les vitesses solutions d’un point derriere

tanh(Re) Re

0.2

0.0 e I - L L
0 10 20 30 40

Element Reynolds number : Re

F1G. I1.5 — Relations (11.4) et (I11.9) en fonction du nombre de Reynolds élémentaire

I’obstacle carré sont représentées en fonction du nombre de Reynolds de 1’écoulement
pour les deux définitions du parameétre a. Les courbes solutions sont obtenues avec la
méthode de Newton-Raphson. Les deux courbes de la figure (I1.6) sont pratiquement

similaires, montrant que la fonction rationnelle (I1.9) est une bonne approximation
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Velocity Ux Reynolds number

0.00 x ! ) L - L T
N 10 20 30 40

020

-0.30

Fig. I1.6 — Solutions de [’écoulement autour d’un obstacle calculées avec Newton-
Raphson et les deuz définitions de o

de la définition initiale (I1.4) de a. Cette fonction rationnelle remplace définitivement
la relation (I.4).

La deuxiéme modification des relations initiales porte sur I'expression de la vitesse
élémentaire (11.5). En effet les développements asymptotiques sont effectués au voisi-
nage d’un point solution Uy qui est peut étre nul. Dans ce cas la vitesse élémentaire
|Uo|| est nulle et expression G(U) est indéterminée. Pour éviter cette singularité au
point de départ, un parameétre de régularisation 7 est introduit dans 1’équation (IL.5);

cette derniere devient alors:
V=U+U 47’ (11.10)

Dans ’expression (I1.10), la racine carrée a disparu pour laisser place & un forma-
lisme quadratique. Cette nouvelle expression de la vitesse sera utilisée sur toute la
courbe solution. En effet dans certaines zones, par exemple les zones de recirculation,
il se peut que la vitesse élémentaire soit nulle ou minime. Pour éviter les singularités
décrites précédemment on conservera tout le long de la courbe solution ’expression
(I1.10) de la vitesse élémentaire. La valeur de ce parametre n fera l'objet d’une dis-
cussion dans I'un des paragraphes suivants.

Finalement nous écrivons les expressions de la formulation Petrov-Galerkin sous
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la forme suivante:

ﬁ.’y = a.Ui.C,'

a.(Re. +1) = Re,
(IL11)
vV =U+ U5 +n?

;e . . N, , . .
avec C; les dérivées des fonctions de forme: o Les équations du systeme (II.11)
T

sont toutes écrites sous un format quadratique. Il est maintenant aisé d’introduire les

développements asymptotiques dans ces équations.

11.3.2 Développements asymptotiques

Toutes les variables introduites par la formulation Petrov-Galerkin ainsi que la
vitesse, la pression et le parametre de chargement A admettent un développement en

séries entiéres du parametre de chemin "a” qui est unique. Il est donné par:

Y= +ay+aty +---

a=qa+aa; +aay + -

Re. = Re., + aRe., + a*Re,, + - - - (I1.12)
B=P0+ab+a*fy+---

U=Us+aly +a®Us + -+

Ces développements sont introduits dans le systeme (II.11):

{ag + acy + a®as + - H{1 + Ree, + aRee, +a’Ree, + -+ } = {Ree, + aRe., + a’Ree, + -}

{vo+am +ay2+ -} = {Uso + aUs, +a®Us, + -} + {Uy, + Uy, +a°Uy, + -} + 7

[Reeo + aRee, +a’Ree, + 1= {v0+an1 +a%y2 + - }.£&

v

(I1.13)
En multipliant les divers termes de (I1.13) les uns avec les autres et en identifiant
suivant les puissances de "a”, on obtient a chaque ordre un ensemble d’équations

défini par:
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A Dordre O:

A ’ordre 1:

A Dordre 2

A Dordre p:

ap—

R

U;
Bo = O‘O_O__Ci

Yo

Reeg
14+ Ree,

Qo =

Yo =/Uz, +Uj +

— Yo.h
Ree, = 2=

By = {o‘lUio+°‘0Ui1} C. — Bon
1= ————¢.bi— ==
Yo Yo
__ Reei(1-a0)
Y = 11 Re.,
_ 2y Uzy +2U Uy,
M= 27
— h
Re., = 1=

8, = aalUig+on Uiy +aoUi, O, — Bovetbim
2 Yo T Yo

Ree, (1~ag)—Ree; oy

qy = 1+ Ree,
_ 22U Uy +2Uy Uyy 1§
V2 = 270
_ v.h
Ree, = 2=

pUig +aoUiy, arUi,_p Ci=Br(p-r)
ﬂpz{-——°—}0+2{ ez }

1+Re¢0

p—-1

Re., =

Uz Uz, +2Uy U,
Yo = 2UzgUzp +2Uy Uyp + Z{Ufoz(P—T) + UrUy — YrY(p- r)}
r=1
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Les développements asymptotiques sont aussi introduits dans I’équation d’équi-
libre discrete (I11.8). En identifiant suivant les puissances de ”a” on obtient un en-
semble de problemes linéaires définis par:

Ordre 1
[KUU(Ul)] + [Nl‘:u(Ul! UO)] + ,BO[N;u(UI’ UO)] + /81 [Nuu(UO; UO)] = /\1[F]
Ordre 2

[Kuu(U2)] + [N, (Uz, Uo)] + Bo Ny (Uz, Us)] + B2[Nuu(Us, Uo)] = X2[F] — [FQ(U1, Uo; Bo, B1)]

Ordre p

[Kuu(Up)] + (Vi (Up, Uo)] + Bo[ N3 (Up, Uo)] + Bp[Nuu(Uo, Uo)] = Ap[F] = [FQ(Ur, Br)]
(I1.18)

avec l'opérateur symétrique [V} (e, )] défini par [Nyu(e, *)] + [Vyu(*,®)]. Comme
pour le probleme quadratique, la matrice tangente est la méme pour tous les ordres

et est définie par:

[K(Uo, )] = [Kuu(0)] + [Ny, (e, Uo)| + Bo[ Ny (e, Uo)] + Bu[Nuw(Uo, Uo)]  (I1.19)

Seul le second membre [FQ(U,, B,)] est différent a chaque ordre. Il est construit
a partir des ordres précédents et est défini par:

p—1 p—1 p—1 p—1
[FQU-, B)] = D INiu(Un, Up=r)] + Y Bol N2 (Ur, Up-r ) + D Br ) IN2L(Uy, Upy)]
r=1 r=1 r=1 q=0
| (11.20)
Finalement le probleme discret & ’ordre p s’écrit :
[K:(Uo, Up)] = Ap[F] = [FQ(U:, B;)] (I1.21)

I1.3.3 Remarques

La méthode de continuation décrite au chapitre I (paragraphe 1.7) est aussi utili-
sée ici pour déterminer pas-a-pas la branche solution. Le critéere de continuation est
identique a celui utilisé précédemment.

La méthode asymptotique numérique est 1’association d’une technique de pertur-

bation et de la méthode des éléments finis. [’ordre dans lequel les deux techniques
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sont utilisées n’a pas d’influence sur le résultat final, cependant dans les applica-
tions précédentes, la régle était d’appliquer en premier la méthode de perturbation
[13]. Lorsque l'on utilise la formulation Petrov-Galerkin, on discrétise d’abord puis
on applique ensuite la technique de perturbation. En effet, dans cette formulation les
termes non-linéaires supplémentaires apparaissent lors de l'utilisation des éléments
finis. Il est alors logique et incontournable d’introduire la méthode de perturbation

sur la forme discréte des équations de Navier-Stokes.

La difficulté principale lorsque 'on applique la MAN a la formulation Petrov-
Galerkin est la construction & chaque ordre p du second membre F'@Q). Nous venons
de montrer que grace a I'introduction de nouvelles variables et de la mise sous forme
guadratique des équations initiales, on obtient & chaque ordre p un vecteur second
membre qui dépend des inconnues aux ordres précédents. La construction de ce second
membre est cependant plus compliqué que celui calculé pour la formulation Galerkin

(chapitre I).

Une variante peut aussi étre utilisée afin de simplifier la construction de F'Q). Elle
consiste & garder le terme de décentrage 3 constant durant un pas et a l'actualiser
4 chaque début de pas de la technique de continuation; on nommera cette variante
"3 constant par pas”. Dans ce cas, la non-linéarité est naturellement quadratique
comme pour la formulation Galerkin. La matrice de rigidité tangente et le vecteur

second membre sont alors définis par:

[K:(Uo, Bo, Up)l = [Kuu(up)] + [N (up, uo)| + Bol N (tp, uo)]

o . (11.22)
[FQ(ur, fo)] = L ING(Ur, Up-r)] + 2 Bol NG (Ur, Up—r)]

avec  calculé en chaque début de pas. Un exemple de calcul avec cette méthode est

donné au paragraphe suivant.
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II.4 Résultats et Discussion

II.4.1 Méthode 7 constant par pas”

Sur les figures (I1.7) les vitesses solutions de exemple de I'écoulement au dessus
d’un obstacle carré (fig. I1.1) sont tracées en fonction du nombre de Reynolds. Ce sont
les vitesses d’un point situé derriere ['obstacle. La courbe "MAN” est la solution du
probléeme (I1.18) alors que la courbe "beta constant par pas” est celle des équations

(I1.22) (méthode "3 constant par pas”). Pour la méthode "3 constant par pas” le

MAN ——
N beta constant par pas —+—

vitesse Ux

a Q 40 50 60
Nombre de Reynolds

(a) Vitesse Ux calculée avec la MAN, pro-
bleme complet (11.21) et ” 5 constant par pas”

(11.22)
0.7 T u T -7
MAN ——
0.6 beta constant par pas -+ |

Vitesse Uy
o
w

" L . "
0 10 20 30 40 50 60
Nombre de Reynolds

(b) Vitesse Uy calculée avec Ila
MAN,probleme  complet(I1.21) et 77
constant par pas” (I1.22)

Fic. 11.7 - Ecoulement au dessus d’un obstacle carre

terme de décentrage ( est constant durant un pas de continuation et est réévalué a
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chaque début de nouveau pas. Bien que la qualité de la solution de cette méthode
dépende de la longueur des pas de la MAN (plus ceux-ci sont courts, plus la réévalua-
tion de 8 est fréquente) nous ne la conseillons pas. En effet on voit sur la figure (I1.7)
que cette méthode ne donne que 'allure des courbes et non une solution "exacte”. Il
est préférable d’utiliser la procédure décrite au paragraphe (I1.3.2) car 3 est évalué le
long de la branche et non point par point. Il est cependant intéressant de remarquer
que si B est constant durant un pas de continuation, on conserve alors le caractere

quadratique des équations du probleme continu.

I1.4.2 Résultats numériques

Cette partie porte sur 'exactitude des résultats déterminés avec la MAN comparée

aux résultats numériques et expérimentaux trouvés dans la littérature.

Ainsi sur ’exemple de la cavité (pour lequel les conditions géométriques, ainsi que
les vitesses imposées sont données sur la figure 1.8 du chapitre I), les vitesses solutions
calculées avec la MAN (ordre 15 et ¢ = 107°) sont comparées avec les résultats de
Ghia [26] et Zienkiewicz [32] (figures IL.8, I1.9, I1.10). Le maillage est constitué de 900
éléments Q9/3D soit 7200 d.d.l. Pour atteindre une valeur du nombre de Reynolds de
400, le calcul a demandé 16 pas de continuation (soit 16 triangulations de matrice).
Pour les trois valeurs du nombre de Reynolds (fig 8(a), 9(a), 10(a)) les solutions de
la MAN sont en bon accord avec celles de la littérature.

Sur lexemple de I’écoulement dans une marche (fig. II.11) le calcul a été mené
jusqu’a une valeur 500 du nombre de Reynolds. Ce dernier est calculé & partir de la
vitesse maximale du profil parabolique & I’entrée et de la hauteur de la marche. 700
éléments Q9/3D composent le maillage, ce qui représente un nombre de d.d.1. de 2971.
Pour atteindre cette valeur du nombre de Reynolds, 69 pas de continuation ont été
nécessaires ('ordre de troncature des séries est 15 et ¢ = 107%). Sur la figure (11.12)
les profils des vitesses de la MAN pour plusieurs positions dans la marche (a Re=150)

sont comparés avec les résultats de Bogaerts [33]. Les solutions sont similaires. Afin
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(a) Distribution des vitesses horizontales (b) Lignes de courant & Re =
en z =0.52a Re =100 100

F1G. I1.8 - Solutions calculées avec la MAN comparées auz solutions de Ghia [26] et
Zienkiewicz [32] , €coulement dans une cavité & Re = 100

" GHIA

ZIENKIEWICZ =

O
v s @

(a) Distribution des vitesses horizontales (b) Lignes de courant & Re =
en z =0.5 3 Re = 400 400

O

F1G. IL.9 - Solutions calculées avec la MAN comparées auz solutions de Ghia [26] et
Zienkiewicz [32], écoulement dans une cavité a Re = 400

de montrer que les modifications que nous avons apportées aux relations originales de
la formulation Petrov-Galerkin ne modifient pas 1’évolution de 1’écoulement lorsque
le nombre de Reynolds augmente, les lignes de courant des solutions de la MAN sont
présentées pour deux valeurs de Reynolds sur la figure (I1.13). Belucci [34] et Armaly
[35] décrivent la méme évolution de I’écoulement en fonction du nombre de Reynolds.
Pour des nombres de Reynolds inférieurs a 400, une seule zone de recirculation est

visible. A partir de Re = 400, une deuxiéme zone apparait.
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GHIA —~

MAN
ZIENKIEWICZ -~

Ux
(a) Distribution des vitesses horizontales (b) Lignes de courant & Re =
en ¢ = 0.5 a Re = 1000 1000

FiG. 1110 - Solutions calculées avec la MAN comparées auz solutions de Ghia [26]
et Zienkiewicz [32], écoulement dans une cavité a Re = 1000

vitesse a profil parabolique a I"entree

=
1
=3
n
-l
]

H=10

l 25 155

U/Umax
o
>

" L . " . 2 N 2 x
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Y/Y¥step

F1G. I1.12 — Profils des vitesses horizontales pour Re=150, exemple de la marche
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il

/ﬁ%

(b) Re = 500

FiG. 11.13 - Lignes de courant a Re=150 et Re=500

I1.4.3 Discussions

Nous allons maintenant nous attacher a la caractérisation de la valeur du para-
metre de régularisation 7. Tous les tests présentés ici sont réalisés sur 'exemple de
I’écoulement autour d’un cylindre (les caractéristiques géométriques et les conditions
aux limites sont données figure I.1 du chapitre I}. Plusieurs valeurs du parametre
n seront testées. Ainsi sur la figure (II.14) les solutions pour deux valeurs de 7 sont
tracées en fonction du nombre de Reynolds. Le tableau (II.1) résume les performances
de la MAN en fonction de la valeur de 1. Les calculs sont menés jusqu’a un nombre

de Reynolds de 40. Grace a ce tableau on voit que le paramétre de régularisation

[ n [| Nb de Triangul. de Mat. | temps CPU (s) | Norme du résidu |

n = 1 13 1620 1

n = 1071 13 1620 102
n = 1073 14 1800 10-2
n = 107 14 1800 10-3

TaB. I1.1 — Performances de la MAN pour plusieurs valeurs de n
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T
ETA = LE-3 —o—
ETA a 1 -~- ]

Fi1G. 11.14 - Ecoulement autour d’un cylindre, solutions calculées avec la MAN pour
n=1c¢etn=10"%, séries tronquées a l'ordre 7 et ¢ = 1073

influe trés peu sur le nombre de triangulations de matrices, donc sur la longueur de
pas de la technique de continuation. Par contre il influence la qualite de la solution
(tableau II.1 et courbes 11.14). A partir d’une certaine valeur de ce parametre, au-
cune évolution n’est constatée. Ainsi 7 = 1072 est une valeur acceptable. Pour tous

les calculs de ce chapitre, la valeur de 7 est fixée & 1072,

Dans le chapitre I nous avions comparé les performances de la MAN a celles de la
méthode de Newton-Raphson. Nous allons réaliser la méme étude avec la formulation
Petrov-Galerkin. Trois calculs ont été étudiés avec la méthode de Newton-Raphson,
quatre avec la MAN (tableau II.2). Les différences entre les trois calculs Newton-
Raphson sont les valeurs des longueurs d’arc imposées ainsi que la qualité de la
solution demandée. Les calculs avec la MAN sont réalisés avec la méme valeur du
paramétre ¢ (10~7), mais avec des ordres de troncature des séries différents. Les calculs
sont menés jusqu’a un nombre de Reynolds égal a 40. Le tableau montre que pour une
meilleure qualité de la solution, la MAN consomme moins de temps de calcul que la
méthode de Newton-Raphson. Ainsi 'ordre 20 de la MAN a une meilleure qualité de
solution que le cas 1 de Newton-Raphson pour un temps de calcul équivalent (tableau

11.2).

Ce tableau montre aussi comme pour la formulation Galerkin (tableau I.1), que le

nombre de triangulations de matrice décroit avec l'ordre de troncature des séries. Par
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contre cette diminution ne s’accompagne pas pour tous les ordres d’une diminution

du temps de calcul. Pour expliquer ce phénomeéne les temps de construction du second

| Méthode [ Nb de Triangul. de Mat. | temps CPU (s) | Norme du résidu |
Newton-Raphson 1 57 (1 itér./pas ) 4620 1072
Newton-Raphson 2 69 (2 itér./pas ) 5760 1073
Newton-Raphson 3 126 (3 itér./pas) 10380 107
MAN ordre 7 27 3360 1073
MAN ordre 10 18 2700 1073
MAN ordre 15 17 3420 107°
MAN ordre 20 17 , 4500 1073

TaB. IL.2~ Comparaison entre la MAN et Newton-Raphson, exemple de I’écoulement
autour d’un cylindre

membre FQ pour un pas de continuation sont donnés dans le tableau (I1.3). Les temps
de calculs nécessaires & la construction du second membre de la formulation Galerkin
sont aussi indiqués. Ce tableau montre que comme pour la formulation Galerkin,
il existe pour la formulation Petrov-Galerkin un ordre optimum de troncature des
séries. Si pour la formulation Galerkin ordre 20 est I'ordre le plus performant, pour la
formulation Petrov-Galerkin cela semble étre I’ordre 10. Lorsque la série est tronquée
a Pordre 20, pour la formulation Petrov-Galerkin, le temps de construction du second

membre est pratiquemment équivalent a trois triangulations de matrice.

Cette explosion du temps de construction du second membre vient de la difficulté
3 évaluer la relation (I1.20) lorsque 'ordre de troncature est grand. Cette difficulte
ou cette augmentation du temps CPU est propre a la formulation Petrov-Galerkin.
En effet, on constate également, en comparant les résultats du chapitre I (tableau
I.1) avec ceux du tableau II.2, une augmentation du temps de calcul de la méthode
Newton-Raphson avec la formulation Petrov-Galerkin, pour une qualité de solution

inférieure a celle obtenue avec la formulation Galerkin.
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Ordre | Galerkin || Petrov-Galerkin—[
7 21 44
10 26 70
15 33 121
20 49 224
| Temps C.P.U. pour une triang. Mat. H 80 H 80 l

TAB. I1.3 = Temps C.P.U. nécessaires da la construction du second membre F'@Q pour
un pas de continuation et pour les deux formulations

11.4.4 Place mémoire

Comme nous l’avions fait pour la formulation Galerkin (chapitre I), nous allons
regarder en détail la place mémoire occupée par les variables de la formulation Petrov-
Galerkin (Tableau 1I1.4) pour plusieurs ordres de troncature des séries. Comme on
pouvait s’en douter (car toutes les nouvelles variables sont des quantités élémentaires)
le stockage de ces nouvelles variables représente (pour 'ordre 20) moins de 3% de
la taille totale. La matrice tangente occupe la majorité de 'espace mémoire. Ainsi,
I’introduction de ces nouvelles variables, qui permettent de travailler avec des relations

bien adaptées aux développements asymptotiques, n’est en rien pénalisant au niveau

du stockage des données.

rQua,ntité | ordre 10 ordre 15 ordre 20

K, | 12,8.10° (85,1 %) | 12,8.10° (79 %) | 12,8.10° ( 74 %)

14 0,3.10° (2 %) 0,4.10° (2,5 %) 0,5.10° (2,9 %)

U 0,6.10° (4 %) 0,9.10° (5,5 %) 1,2.108 (7 %)
vU 1,2.10° (8 %) 1,8.10 (11,2 %) | 2,4.10° (13,7 %)
Sous-total | 15.10° (99,1 %) 16.10° (98,2 %) 17.10° (97,6 %)

Quantité Petrov-Galerkin

a 0,02.10° (0,15 %) | 0,04.10° (0,25 %) | 0,06.10° (0,35 %)
Re, 0,02.10° (0,15 %) | 0,04.10% (0,25 %) | 0,06.10° (0,35 %)

Jé; 0,04.10° (0,3 %) | 0,08.10% (0,5 %) | 0,12.10° (0,7 %)

Ui 0,04.10° (0,3 %) | 0,08.10° (0,5 %) | 0,12.10° (0,7 %)
0% 0,02.10° (0,15 %) | 0,04.108 (0,25 %) | 0,06.10° (0,35 %)
Sous-total | 0,14.10° (0,9 %) | 0,28.10° (1,8 %) | 0,42.10° (2,4 %)
Total | 15,04.10° (100 %) | 16, 18.10° (100 %) | 17,32.10° (100 %)

TAB. I1.4 — Nombre de réels stockés pour différents ordres de troncature des séries

|
(@)
ot
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I1.4.5 Influence du maillage

Dans ce paragraphe nous allons effectuer une comparaison entre les solutions
obtenues avec les deux formulations. Cette étude n’a pas pour objectif d’affirmer la
sﬁPériorité de P'une des deux méthodes mais de répondre simplement a une curiosité
scientifique.

La formulation Petrov Galerkin permet de supprimer des oscillations parasitaires
qui naissent dans le champ de vitesses de 1’écoulement lorsque ’on utilise une formu-
lation Galerkin. Mais méme si cette méthode donne de bons résultats, son utilisation
ne fait pas I'unanimité chez les numériciens. Ainsi Gresho [30] ne la conseille pas: il
préconise au contraire d’utiliser la formulation Galerkin en raffinant le maillage. Sur
’exemple de I’écoulement autour d’un obstacle (fig. I1.3), il propose un maillage (fig.
11.2) qui permet de supprimer ces oscillations parasitaires. Nous nous sommes intéres-
sés sur cet exemple a ’étude de 1’évolution des solutions de la formulation Galerkin
en fonction de la finesse du maillage. Sachant que sur cet exemple nous connaissions

les zones ou le rafinement était fortement conseillé. Sur la figure (II.15) la courbe

10

Maillage de Gresho —
Maillage 1, Petrov -———

Vitesse Uy
N

Q 50 100 150 200 250
Nombre de Reynolds

F1G. [1.15 — Comparaison des vitesses obtenues avec deux maillages et deuz formula-
tions différents

"Maillage de Gresho” est la solution obtenue avec le maillage de Gresho et la for-
mulation Galerkin. La courbe "Maillage 1: Petrov” est celle obtenue avec le maillage
(17(a)) et la formulation Petrov-Galerkin. Les courbes présentées sont ’évolution des

vitesses suivant y d’un point situé en amont de I’obstacle en fonction du nombre de
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Reynolds. La solution du calcul avec la pondération Petrov-Galerkin est bonne car
si ’on regarde la solution obtenue avec le méme maillage mais avec une formulation
Galerkin (fig. 16(b)) on voit que la vitesse est négative devant l'obstacle (solution
parasite). Ainsi en faisant évoluer le nombre de d.d.l. du maillage (figures 16(b) et
16(c)), la vitesse devant I’obstacle devient aussi négative mais pour des valeurs su-
périeures du nombre de Reynolds. On constate ici que 'augmentation du nombre de
d.d.1. retarde P’apparition des phénomenes parasitaires. Enfin, sur la courbe (16(d)),
la vitesse est positive devant I'obstacle pour toute la plage de valeur du nombre de
Reynolds décrite. On considére alors que la solution est bonne et que les phénomenes
parasitaires ont bien disparu, ce qui confirme les conclusions de Gresho sur l'in-
fluence de la finesse du maillage. Cependant, la formulation Petrov-Galerkin atteind
le méme résultat avec un nombre de d.d.l. beaucoup moins important. Ceci permet
d’atténuer 'un des inconvénients apparents de la MAN appliquée a la formulation

Petrov-Galerkin : le colit plus élevé de construction du second membre F'Q).

I1.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré que grace a certaines modifications des re-
lations initiales de la formulation Petrov-Galerkin et a l'introduction de nouvelles
variables, la MAN conserve ses avantages et ses particularités: rapidité de calcul,
description analytique de la branche solution, précision de la solution. Ainsi les temps
de calcul de la MAN sont généralement inférieurs a ceux de la méthode de Newton-
Raphson pour une meilleure qualité de la solution. Nous avons également constaté
que, sur un probléme ou les non-linéarités ne sont plus quadratiques, l’ordre optimum
de troncature des séries n’est plus 20 mais 10. Cette différence s’explique par la dif-
ficulté & évaluer le second membre pour des ordres élevés. En effet pour des ordres
supérieurs & 10, le temps CPU nécessaire a la construction du vecteur second membre
dépasse celui d’une triangulation de matrice.

Mais le domaine d’application de la formulation Petrov-Galerkin ne se limite pas
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4 la mécanique des fluides. On retrouve également cette formulation pour résoudre
numériquement des problemes de transport convectif de la chaleur (Hughes [31])
ou bien de laminage (Hacquin [36]). On pourrait ainsi a 'avenir élargir le champ
d’application de la MAN a ces deux problemes.

Mais le grand enseignement de ce chapitre est quéfconceptuellement nous savons
appliquer la MAN & des problémes ot les non linéarités ne sont pas quadratiques a

la base.
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FIG. I1.16 — Evolution de la solution en fonction du maillage (formulation Galerkin)
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(a) Maillage 1: 550 d.d 1., 48 éléments

(b) Maillage 2: 880 d.d.1., 96 éléments

(c) Maillage 3: 1700 d.d.1., 192 éléments

(d) Maillage 4: 3000 d.d 1., 352 éléments

Fi1G. 11.17 — Illustration des différents maillages utilisés
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CHAPITRE 111

Indicateur de bifurcation
stationnaire

Dans ce court chapitre nous allons nous intéresser a la détection des bifurcations
stationnaires pouvant intervenir dans un écoulement. Méme si le nombre de travaux
numériques concernant ce sujet n’est pas trés élevé, ces phénomenes existent et sont
généralement spectaculaires, au sens ou ils se caractérisent par une rupture de symé-
trie de ’écoulement. Nous renvoyons le lecteur a I'ouvrage de Seydel [37] et a la these
de Boutyour [23] pour les notions de stabilité, de points singuliers et de méthodes
usuelles de calculs de ces points.

Nous allons introduire dans ce chapitre un indicateur de bifurcation qui est bien
adapté aux développements asymptotiques détaillés aux chapitres I et I1. Cet indica-
teur a été initialement proposé par Boutyour [38], [23] pour le calcul de bifurcations
de structures élastiques. Dans sa theése Tri [16] avait introduit cet indicateur pour les
écoulements de fluides visqueux incompressibles.

Dans ce chapitre nous adaptons cet indicateur pour l’appliquer aux équations
stationnaires de Navier-Stokes avec les formulations Galerkin et Petrov-Galerkin. Ce
chapitre permettra d’introduire des notions élémentaires sur les équations d’équilibres
perturbées qui seront reprises au chapitre suivant pour caractériser la bifurcation de
Hopf. Nous montrerons dans ce chapitre qu’au voisinage d’une bifurcation station-
naire, on assiste a des accumulations de pas de la technique de continuation.

Finalement nous comparons les résultats du calcul de ’indicateur pour les formula-
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tions Galerkin et Petrov-Galerkin sur un exemple dont on connait expérimentalement

et numériquement les solutions.
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III.1 Indicateur de bifurcation

Les équations stationnaires de Navier-Stokes s’écrivent pour la formulation Ga-

lerkin:
- L = Q
(U)+Q(U,U)=0 dans (TL1)
u = Aug sur 0€,
et pour la formulation Petrov-Galerkin:
LU : =0 dans
u = Aug sur 0§,

Supposons que l'on a déterminé la branche de solutions qui passe par un point
donné (Uy, Ao) solution de (IIL.1) ou (III.2). Pour détecter les éventuelles bifurcations
stationnaires sur cette branche fondamentale au voisinage de (Up, Ao), on introduit
une perturbation en force p f ol y représente I'intensité de cette perturbation et f un
vecteur force aléatoire. La réponse a cette perturbation est une fluctuation en vitesse

AV
U=Us+ AV (11L.3)
La relation (II1.3) est introduite dans ’équation d’équilibre (II1.2),

{L(Uf +OV) + B(Us + AV)QU; + AV, Up + AV) = f dans @y

us+ AV = Aug sur o0,
Le terme B(U; + AV) représentant la formulation Petrov-Galerkin est approximeé par

un développement de Taylor au voisinage de Uy tronqué a l'ordre 1:

9B(Uy)

BUs + V) = BU)) + 5

N (I11.5)

En introduisant cette expression dans ’équation (III.4) et en négligeant les termes

non linéaires en AV, on obtient ’équation d’équilibre linéarisée perturbée suivante :

L(AV) + BU.QUy, AV) + 8"(l‘]”‘).Q(Uf, U).AV = u.f dans O

AV =0 sur 09,

(111.6)
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avec CNQ(U 1, AV) Vopérateur bilinéaire symétrique. L’équation d’équilibre perturbée
(I11.6) est écrite en tenant compte du fait que Uy est une solution de (IIL.1).

Pour écrire ’équation d’équilibre perturbée de la formulation Galerkin, I’équation
(I11.3) est introduite dans ’équation d’équilibre (III.1), en négligeant les termes non

linéaires en AV. On obtient alors

(11L.7)
AY =0 sur 00,

{L(AV) +QU;, AV) = p.f dans O

Dans les problemes (I11.6) et (I11.7) le nombre d’inconnues est supérieur au nombre
d’équations. Pour que le probléme soit bien posé et que 'on ait une solution unique
on ajoute une équation. Lors des précédentes applications en mécanique du solide

(Boutyour [23]) ou en mécanique des fluides (Tri {16]), on imposait que I’incrément

en vitesse AV — AV soit orthogonal a AV,
(AY — AV, AVo) =0 (TIL.8)

ol AV, est la réponse & la perturbation f au point de départ (Us, Ao) considére, soit :

{Lt(M") =/ (I11.9)
po =1

avec L;(AV), Vopérateur tangent au point (Up, Ao)-

Cet opérateur est défini par:

pour la formulation Galerkin

L(AV) = L(AY) + Q(AV, Uy)
et pour la formulation Petrov-Galerkin, (1IL.10)

a‘“Z”.Q(Uf, U).AV

| L(AV) = L(AY) + B(U,)-QUs, AV) +

Le probleme complet pour les deux formulations s’écrit finalement :

L(AV) = p.f dans Q
AY =0 sur 09, (IT1.11)
(AY — AVy, AVy) =0
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L’intensité u de la perturbation s’apparente ici & une mesure de rigidité; un point de
bifurcation stationnaire sur la branche fondamentale correspond a la perte de cette
rigidité, c’est-a-dire a I’annulation de p.

En résumé, le scalaire p défini le long de la branche par (III1.11) s’annule en tous
les points ot I'opérateur L; est singulier (bifurcation ou p‘aint limite en A). C’est notre

indicateur de bifurcation.

IT11.2 Calcul numérique de 'indicateur

La discrétisation par la méthode des éléments finis des équations (III.11) conduit
3 résoudre pour chaque valeur du nombre de Reynolds, ou pour chaque point de la

branche fondamentale, le probleme discret suivant :

[K:(Up)] . {AV} = p{f} dans
AV = 0 sur 0Q, (I11.12)
(AY — AV, AVyg) =0

avec AV, solution de:
{AVo} = [K(Ui) ™ {f} dans ©
AVy = 0 sur 0%, (II1.13)
to =1
ol [K.(Uy)] est la traditionnelle matrice tangente au point de la branche fondamentale
(Ut, ). Cette matrice correspond a la discrétisation par la méthode des éléments finis
de Vopérateur tangent L;(AV). Pour chaque valeur du nombre de Reynolds, pour

chaque point (Uy, As) de la branche fondamentale, on calcule I'indicateur et le mode

de bifurcation grace aux relations suivantes:

B (AVo,AVp)
# (K] 11.00)

(I11.14)

{AV} = . [K(UA)T A S}
I11.3 Remarques

Dans les applications précédentes en mécanique du solide (Boutyour [23}) ou en

mécanique des fluides (Tri [16]), 'indicateur de bifurcation x et la fluctuation AV
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sont développés en séries entieres du parametre de chemin "a”. En introduisant ces
développements asymptotiques dans le probleme perturbé et en identifiant suivant les
puissances de ”a”, on obtient a chaque ordre un probléme perturbé qui admet le méme
opérateur tangent que celui qui avait servi 3 déterminer la branche fondamentale. Une
telle méthode permet de calculer I’indicateur de bifurcation avec un temps de calcul
dérisoire puisque l’on a besoin que de la construction de vecteurs second membre.

Pour la formulation Galerkin (equation I11.7) la recherche de l'indicateur et du
mode de bifurcation sous la forme de séries entiéres du parametre de chemin ”a” est
identique aux problemes précédemment cités, puisque la non linéarité des équations
est quadratique.

Pour la formulation Petrov-Galerkin on propose dans ce paragraphe une méthode

permettant d’introduire les développements asymptotiques dans 1’équation d’équilibre

perturbée. Pour déterminer le probleme perturbé on pose alors:

U=Us+ AV

B =0+ A48

a=a;+ Ao (111.15)
Re. = Re., + ARe,

(v =+ 8y

avec les parametres a, Re,, 8, 7 relatifs a la formulation Petrov-Galerkin introduite
au chapitre II. Les variables (Uy, 3y, oy, Re.,,7s) sont solutions du probléme fonda-

mental, elles vérifient donc les relations:

L(Uy) + B7.QUs, Ug) = AF

By = ﬁ(Uf) = %Uifci

v} =U2, +U; +n° (I11.16)
Re., = %

_ _ Ree
Af = Re., +1)

On introduit les définitions (II1.15) dans les expressions (11.3), (11.6), (11.9), (11.10)

du chapitre (I); en tenant compte des expressions (I1.16), on obtient un nouveau
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probléme linéarisé perturbé défini par:

L(AY) + B;Q(AV,Uf) + AE.QULUY) = u.f

AB _ {CYf.AU,'-}-Aa.U,'f } C _ 8.0
- Vf T vf
Aoy AResli=a) (IL17)

1+Reef

Us, AUz +Uy . AU,
7t

Ay =

ARe, = &x:h

2.v

Dans ce dernier on peut introduire les développements asymptotiques des variables

(u, AV, AB, La, Ay, ARe,, Uy, M) en fonction du parametre de chemin ”a”. En

identifiant suivant les puissances de "a” on obtient alors un ensemble de problemes

linéaires avec le méme opérateur tangent. Ainsi grace a une seule triangu&ation de
matrice, une partie de la courbe de 'indicateur et du mode de bifurcation est connue
sous forme analytique.

Nous n’avons pas progammsé la recherche de 'indicateur par une méthode asymp-
totique car nous n’avons pas cherché dans ce travail & disposer d’un outil de calcul
de l'indicateur le plus performant possible au sens de temps de calcul mais plutot
un outil fiable et efficace. Nous voulions de plus vérifier que les zones d’accumulation
de pas de la méthode de continuation correspondaient a des points de bifurcation
stationnaire. Le calcul exact de I'indicateur suffit alors pour vérifier cette hypothese.
C’est pourquoi en chaque point de la solution fondamentale (pour chaque valeur du

nombre de Reynolds), on évaluera l'indicateur de bifurcation par la méthode exacte

grace aux relations (I11.14).

I11.4 Reésultats

I11.4.1 Ecoulement dans un tunnel avec élargissement brusque

L’exemple que nous présentons pour illustrer le calcul de I'indicateur de bifurca-

tion est celui de ’écoulement d’un fluide dans un tunnel avec un élargissement brusque
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([39]). Les données géométriques, les conditions aux limites ainsi que les caractéris-
tiques du fluide sont données figure (II1.1). Deux maillages ont été utilisés pour les
calculs. Le premier est constitué de 349 éléments Q9 soit 3026 degrés de liberté et le

deuxiéme de 642 éléments pour un nombre de degrés de liberté de 5542.

Vitesse d’entree a profil Ux =0
parabolique suivant x Uy =0
et Uy =0 //y N
5.0
P2 (204 ; 10.0) .
10.0 .

50 P1 (1x60', 1.25) )
Ux =0
Uy =0 Ux =0M

Uy =0

20.0 520.0

y
L Caracteristiques du fluide :

X

p=0.1 stokes
p=10 kg/n?

F1G. I11.1 — Description de la géométrie, des conditions auz limites et des caractéris-
tiques du fluide pour [’écoulement dans un tunnel avec un élargissement brusque.

Nous allons ici calculer I'indicateur de bifurcation le long de la branche fondamen-
tale. La solution fondamentale est déterminée par la Méthode Asymptotique Numé-
rique. Mais grace & ’expérience que nous avons de la bifurcation stationnaire, nous
savons qu’au voisinage d’une bifurcation (ainsi que d’un point limite) se produit un
phénomeéme d’accumulation de pas. Il n’est pas nécessaire de calculer I'indicateur
sur la totalité de la branche fondamentale mais seulement la ou ces zones d’accu-
mulation de pas apparaissent. C’est en quelque sorte un critére visuel de détection
de bifurcation. C’est cette démarche que nous avons utilisé concernant 1’exemple de
I’écoulement dans un tunnel. Nous avons lancé un premier calcul pour déterminer
la branche fondamentale avec la M.A.N. Les séries sont tronquées a l’ordre 15 et le
parameétre ¢ vaut 1073, La vitesse solution suivant I’axe x d’un point noté P1 sur la

figure (II1.1) est tracée en fonction du nombre Reynolds de Découlement sur la figure
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(I11.2). Le nombre de Reynolds est calculé a partir de la vitesse maximale du profil
parabolique des vitesses a I’entrée du tunnel et de la hauteur du tunnel avant I’élar-
gissement. Une zone d’accumulation de pas apparait pour un nombre de Reynolds

environ égal a 250. Cette courbe a été obtenue en utilisant la formulation Galerkin.

0.5 T T T T T
M.A.N. ordre 15 ——

Vitesse Ux
o
)
(9]
T
A

O 1 L 1 L 1
0 100 200 300 400 500 600
Nombre de Reynolds

Fig. 1.2 - Mise en évidence des accumulations de pas au voisinage d’un point de
bifurcation, vitesse suivant z d’un point noté Pl sur la figure (III.1), formulation

Galerkin.

111.4.2 Formulation Galerkin

Nous venons de voir que pour un nombre de Reynolds voisin de 250, nous avions
une accumulation de pas. Nous allons lancé ’algorithme de détection de bifurcation
stationnaire dans cette zone. Le résultat du calcul de 'indicateur est donné figure
(4(a)). L'indicateur de bifurcation s’annule pour un Reynolds compris entre 214 et
216.

Lorsque le point de bifurcation est déterminé, il est alors intéressant de calculer
les branches bifurquées en ce point. Il est possible d’utiliser la méthode proposée
par Vannucci ([37], [40]) et appliquée avec succes en élasticité non linéaire. Il calcule
les solutions du probleme non-linéaire avec la M.A.N. Sur ces courbes solutions, il

détermine les points de bifurcation avec 'indicateur présenté ici puis, résout en ces
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0.5 T T T T T T

\\\ Indicateur ——
0

-0.5F

-1.5F

Indicateur de bifurcation stationnaire
'
N

-2.5 1 Il L L 1 !
210 212 214 216 218 220 222 224
Nombre de Reynolds

Fig. 111.3 — Indicateur de bifurcation en fonction du nombre de Reynolds, bifurcation
stationnaire pour Re = 215, formulation Galerkin.

points le probléme aux tangentes. Bien que cette méthode ne sera pas appliquée icl aux
fluides visqueux incompressibles, la M.A.N. offre la possiblité de déterminer quelques
unes de ces branches bifurquées en ne faisant varier que quelques parametres. Ainsi,
sur exemple précédent, les branches notées 1 et 2 sur la figure (4(a)) ont été calculées
avec des séries tronquées 3 I’ordre 15 et un parametre € égal & 107® pour la branche 1
et 1073 pour la branche 2. Ces courbes sont les vitesses suivant y d’un point noté P2

sur la figure (II1.1). La branche 3 a été déterminée en utilisant un deuxieme maillage.

Cette particularité de la M.A.N. pour le calcul des branches bifurquées vient du
fait qu’en modifiant les parameétres du calcul, on introduit alors des perturbations
numériques aiguillant les solutions vers telle ou telle branche bifurquée. Ainsi, lorsque
I’on utilise un paramétre € grand {cas de la branche 1) les longueurs de chaque pas de
continuation sont grandes. Dans le cas de la branche 2, on a tres bien pu ainsi ”sauter”
la bifurcation & Re = 215. Pour bien distinguer les trois branches bifurquées, les lignes
de courant correspondant & ces trois branches sont présentées figures (II1.5, IIL.6 et
I11.7) pour un nombre de Reynolds égal a 600. Le point de bifurcation que nous avons

détecté précédemment correspond a une perte de symétrie de ’écoulement.
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0.2 T T T — T
M.A.N. ordre 15, eps = 1l0e-8 —
0.15 } M.A.N. ordre 15, eps = 10e-3 -— ]
M.A.N. ordre 15, eps = 10e-8 -
0.1
Branche 1
g 0.05
Branche 2
H .
@ 0
- o -
Ee]
-
> -0.05 4
-0.1f . 1
Branche 3
-0.15 r E
-0.2 L L " L .
0 100 200 300 400 500 600

Nombre de Reynolds

(a) Branches bifurquées et fondamentale

r T
4e-05 [ 1
2e-05 .

>

=]

H

a 0

)

o

-

3
-2e-05 | .
-4e-05 [ :

1 1 1 1 L i .."-l

214 214.5 215 215.5 216 216.5 217 217.5
Nombre de Reynolds

(b) Zoom des branches bifurquées et fondamentale

Fig. 1I1.4 - Solutions obtenues avec la M.A.N. en utilisant deuz maillages et des
paramétres différents, vitesse sutvant y d’un noeud noté P2 sur la figure (I11.1), fo-
mulation Galerkin.

Ce phénoméme a été observé expérimentalement par Durst [39] mais pour un
nombre de Reynolds proche de 125. Sur ce méme exemple Shapira et al. [41] ont
effectué une analyse linéaire de la stabilité. Ils ont trouvé que pour un nombre de
Reynolds compris entre 212 et 216, une valeur propre changeait de signe, indiquant
donc une bifurcation stationnaire. Ceci correspond a la valeur pour laquelle notre in-

dicateur de bifurcation s’est annulé ainsi qu’au début de ’écoulement antisymétrique.
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Fig. 111.5 — Lignes de courant d Reynolds égal 600 sur la branche bifurquée 1 de la
figure (4(a)), formulation Galerkin

FIG. I11.6 — Lignes de courant d Reynolds égal 600 sur la branche fondamentale 2 de
la figure (4(a)), formulation Galerkin

FiG. 1117 - Lignes de courant d Reynolds égal 600 sur la branche bifurquée 3 de la
figure (4(a))-

II1.4.3 Formulation Petrov-Galerkin

Le méme probleme a été résolu avec la formulation Petrov-Galerkin. Sur la fi-
gure (I11.8), un phénoméne identique d’accuxﬁula‘cion de pas au voisinage d’un point
singulier est observé. L’indicateur de bifurcation a été déclenché pour un nombre
de Reynolds compris entre 200 et 300. Figure (I1L.9), l'indicateur s’annule pour un
nombre de Reynolds de 240 indiquant ainsi une bifurcation stationnaire pour cette
valeur.

La M.A.N. conserve avec la formulation Petrov-Galerkin la méme particularité
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0.5 T T T T T
M.A.N. ordre 15 ——

Vitesse Ux
(=]
[\S]
(93]
T
1

0 L. 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600
Nombre de Reynolds

Fic. II1.8 — Mise en €vidence des accumulations de pas au voisinage du point de
bifurcation, vitesse suivant ¢ d’un point noté Pl sur la figure (III.1), formulation
Petrov-Galerkin

g 0-6 T T T T T T

o Indicateur +—
g

g

& st :
-

5]

3

a 0.4t

a

0

o

o 0.3r

0

0

u

a

4 gaf

9

0

v 0.1} 1
"

3

2

i 0

0

p

d

5 -0.1 ! ! 1 1 I !

210 215 220 225 230 235 240 245
Nombre de Reynolds

F1G. I11.9 — Indicateur de bifurcation en fonction du nombre de Reynolds, bifurcation
stationnaire pour Re = 240, formulation Petrov-Galerkin

de suivre des branches bifurquées différentes suivant les valeurs des parametres des
séries. On retrouve ainsi figure (10(a)), les trois branches bifurquées mises en évidence
avec la formulation Galerkin. Deux branches ont été obtenues en modifiant I’ordre et

le parametre ¢ des séries, la derniére avec un maillage différent. Les lignes de courant
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correspondant & ces trois branches ne sont pas représentées car elles sont identiques

a celles de la formulation Galerkin.

0.2 T T T T T
M.A.N. ordre 15, eps = 1l0e-8 —
0.15 } M.A.N. ordre 7, eps = 1l0e-3 - B
M.A.N. ordre 13, eps = 10e-8 -~
0.1 r
Z 0.05 F k
@
w 0 —————————————————————wEET
a 5
o
-~
> -0.05 R k
-0.1r E
-0.15 F h
~0.2 ) L L . L
0 100 200 300 400 500 600

Nombre de Reynolds

{a) Branches bifurquées et fondamentale

0.0001 T T ¥ T T T T T T

Branche 1

8e-05

6e-05

4e-05

2e-05

Vitesse Uy
o

-2e-05 <
-de-05 | .
-6e-05 [ .

-8e-05 | T

-0.0001 . L L L L L . !
239 239.4 239.8 240.2 240.6 241
Nombre de Reynolds

(b) Zoom des branches bifurquées et fondamentale

Fig. II1.10 — Solutions obtenues avec la M.A.N. en utilisant deur maillages et des
paramétres différents, vitesse suivant y d’un noeud noté P2 sur la figure (II1.1), fo-
mulation Petrov-Galerkin.

II1.5 Conclusion

Nous venons dans ce chapitre d’exposer une technique de calcul de bifurcation sta-

tionnaire pour les fluides visqueux incompressibles qui repose sur I'introduction d’un
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indicateur. Cette technique se préte tres bien a la Méthode Asymptotique que nous
utilisons pour calculer les solutions des équations stationnaires de Navier-Stokes. Le
calcul des bifurcations stationnaires est réalisé pour deux types de pondération, les
formulations Galerkin et Petrov-Galerkin. Malgré la difficulté qu’ameéne P'utilisation
de la formulation Petrov-Galerkin, nous avons montré que le calcul de I'indicateur est
réalisable en effectuant quelques aménagements par rapport a la méthode initialement
proposée par Boutyour. Bien que l'indicateur ne soit pas connu analytiquement, ce
qui est pénalisant en termes de temps de calcul, quelques directions de travail sont
avancées pour pallier a cet inconvénient. Nous confirmons aussi dans ce chapitre les
accumulations de pas de la technique de continuation qu’avait constaté Tri [16] au
voisinage d’un point de bifurcation stationnaire. Les résultats présentés sont rela-
tivement proches de ceux trouvés dans la littérature concernant ’utilisation de la
formulation Galerkin. Pour la formulation Petrov-Galerkin, les mémes bifurcations
sont observées mais pas aux mémes nombres de Reynolds. Ce décalage sera égale-
ment observé entre les deux formulations pour le calcul des bifurcations de Hopf qui

est 'objet du chapitre suivant.
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CHAPITRE IV

Détection des points de bifurcation

de Hopf

Une bifurcation de Hopf traduit le passage d’une solution stationnaire vers une so-
lution périodique en temps. Les premiers travaux concernant la caractérisation d’une
bifurcation de Hopf sont dus a Poincaré. Andropov et Hopf les ont ensuite étendus
respectivement aux systémes a deux et n dimensions (Hassard [42], Marsden et Mc-
Cracken [43]). La premiére partie de ce chapitre est consacrée a des rappels sur la
bifurcation de Hopf (caractérisation de ces points singuliers, principales méthodes
numériques utilisées pour déterminer ces points). Dans la deuxieme partie nous nous
intéressons a l'indicateur de Hopf tel qu’il avait été initialement proposé et appliqué
par Bensaadi [44] pour les systémes & petit nombre de degrés de liberté. La premiere
application de cet indicateur pour des systémes continus discrétisés avait été faite par
Tri [15] sur un probléme de mécanique des solides. L’application aux équations des
fluides visqueux incompressibles n’avait pas été possible a cause des accumulations
de pas de la technique de continuation (voir chapitre I). Dans le but d’utiliser une
formulation Petrov-Galerkin, nous allons montrer dans ce chapitre que grace a cer-
tains aménagements (par rapport a l'algorithme initial de Bensaadi), cet indicateur
est un outil numérique efficace pour calculer les bifurcations de Hopf sur les branches
de solutions stationnaires de Navier-Stokes. La principale différence entre ce travail et
les algorithmes utilisés par Bensaadi et Tri réside dans ’abandon des développements

”» "

asymptotiques a deux parametres: le parametre de chemin ”a” et la pulsation w.
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Nous n’utiliserons qu’un seul développement asymptotique, celui en w, et nous tra-
vaillerons & nombre de Reynolds fixe (a "a” fixé). Cette nouvelle maniere de travailler
permet d’introduire une technique de continuation sur I'indicateur (ce qui serait tres
compliqué pour les développements a deux parametres), et ainsi de déterminer des
bifurcations de Hopf pour n’importe quelle valeur de la pulsation. Deux exemples
numériques clotureront ce chapitre: le traditionnel exemple de I’écoulement autour

du cylindre et ’écoulement dans une marche.



CHAPITRE 1V. Bifurcation de Hopf

IV.1 Rappels théoriques

Nous nous sommes attachés jusqu’a présent a résoudre un probleme non-linéaire

stationnaire. La branche fondamentale et les branches bifurquées sont solutions de:
RU,XN) =0 (IV.1)

Lorsque le probleme est dépendant du temps, les solutions vérifient alors 1’équation
suivante:

% = R(U, ) (IV.2)
Sur ces branches solutions, on peut assister en un point singulier a une transition
entre un état établi (stationnaire) et un état oscillant (harmonique). Un tel point
de bifurcation d’une solution stationnaire vers une solution périodique en temps est
appelé point de bifurcation de Hopf.

Un exemple simple & deux variables issu de I'ouvrage de Seydel [37] va nous

permettre de caractériser ’apparition d’une bifurcation de Hopf.

Soit le systéme suivant & deux inconnues (Uy, Us) et un parametre A,

{Ul = U, + Uy(\ — U2 — U2) (1V.3)

U= Uy + Ua(A = U= U3)
Il n’existe qu’un seul point d’équilibre (Uy,Uz) = (0,0). En ce point, la matrice

Jacobienne est :

9R(0,0) A -1
Les valeurs propres de cette matrice sont notées:
C12(A) = A £ 4 (IV.5)

La discussion sur la stabilité de la solution stationnaire repose sur le signe de la partie
réelle des valeurs propres (IV.5). Ainsi, si A < 0, la solution est stable. Par contre si
A > 0, elle est instable. En A = 0, on montre que la solution stationnaire bifurque

vers une solution périodique.
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En utilisant les coordonnées polaires (r,w),

Uy =rcosw
: (IvV.6)
U, =rsinw
le systéeme (IV.3) devient:
1:"c.osw - r(..b sinw = —rsinw + TZ.COS w(A ——27'2) (1v.7)
rsinw + rw cosw = rcosw + rsinw(A —r?)

En multipliant la premiére relation de (IV.7) par cosw, la deuxieme par sinw et en

les additionnant, on obtient une équation différentielle dépendant seulement de r:
# =71\ —r?) (IV.8)

De la méme facon, en multipliant cette fois-ci la premiére équation de (IV.7) par sinw
et la deuxieme par cosw et en les soustrayant, on obtient une équation différentielle

dépendant seulement de w:
w=1 (Iv.9)

D’apres la relation (IV.8), pour r = VA, on ar = 0. Ainsi pour A > 0, il y a une

orbite périodique dont I’amplitude croit avec VA, La figure (IV.1) résume les résultats

U,

/

Fic. IV.1 - llustration du changement de stabilité en A = 0 et de 'orbite périodique
pour A > 0

précédents ; pour A < 0, la solution est stable et a A = 0, on a échange de stabilité et
naissance d’un cycle limite dont ’amplitude croit avec v/A. En ce point, la matrice

Jacobienne a une paire de valeurs propres purement imaginaires, ¢ 2(A = 0) = 1.
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IV.2 Caractérisation d’un point de bifurcation de
Hopf

Sur ’exemple précédent on a mis en évidence un point de bifurcation de Hopf.

Soit maintenant un systeme d’équations différentielles, de dimension n défini par:

dU

- = RUN (IV.10)

En un point stationnaire (U, A.) solution de:
R(U. X)) =0 (IV.11)
la matrice Jacobienne associée au systeme (IV.10) a n valeurs propres notées:

Ce(A) = ap(A) + 1 Be(X) (IV.12)

Si pour une valeur de A on a

CI()‘C) = C?(/\c) = 2.("-)c

§oi(A) <Oavece=3---n (IV.13)

da /\C!
a7 0
alors (U, Ac) est un point de bifurcation de Hopf et il y a alors naissance en ce point

d’un cycle limite. La période initiale des oscillations de faible amplitude est:

_27r

T. (IV.14)

We

Sur la figure (IV.2) nous avons représenté les trajectoires de deux valeurs propres
particuliéres dans le plan complexe (¢, 3). La premiére condition de (IV.13) est sa-
tisfaite, puisque ((A;) = =*iw,. Si de plus pour cette valeur de A les parties réelles
de toutes les autres valeurs propres sont négatives, alors il existe une bifurcation de
Hopf en ce point (U, A.).

On remarque que dans le cas d’une bifurcation de Hopf, contrairement a un point
de bifurcation stationnaire symétrique ou il y a alors apparition de deux branches
bifurquées, il n’existe localement pour chaque valeur de A qu’une seule solution pé-

riodique.
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B

@ | =

)

o(A)

N

F1G. IV.2 - Trajectoire de deuz valeurs propres dans le plan compleze (o, 3)

IV.3 Méthodes usuelles de calcul de points de bi-
furcation de Hopf

Au paragraphe précédent nous avons défini les conditions nécessaires a une bi-
furcation. Nous allons maintenant dresser une liste, non exhaustive, des méthodes
numériques habituellement utilisées pour calculer ces points singuliers. Jepson [45] et

Roose [46] fournissent des bibliographies conséquentes consacrées a ce sujet.

IV.3.1 Méthode indirecte

La méthode indirecte consiste & calculer et & suivre les valeurs propres de la matrice
jacobienne le long de la branche stationnaire. Le suivi de ces dernieres permet d’isoler
le point ol seules deux valeurs propres conjuguées sont imaginaires pures (Hassard
[42]). La difficulté, est de bien isoler la valeur propre qui va probablement devenir
imaginaire pure.

Une autre méthode habituellement utilisée pour caractériser une bifurcation de
Hopf est le calcul des valeurs propres de la matrice tangente. Entre deux valeurs
du nombre de Reynolds on regarde alors si deux valeurs propres ont traversé ’axe
imaginaire. Mais comme le souligne Jackson [47], la taille de la matrice ayant doublé
(puisque l'on travaille dans le plan complexe), les temps de calculs sont tres impor-

tants. De plus la matrice tangente étant non-symétrique il faut utiliser des algorithmes
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spécifiques telle que la technique d’itération inverse (Géradin, [48]). Ces techniques
ne permettent de connaitre qu'une seule valeur propre par calcul. Le calcul de valeurs
supplémentaires nécessite d’utiliser des algorithmes de translation spectrale [47], [48]

ce qui a pour conséquence d’augmenter le temps de calcul global.

1V.3.2 Méthode directe

La méthode directe consiste a chercher les solutions d’un systeme d’équations

défini par exemple par (Jepson [45], Jackson [47]):

C O ORU,N) ]

ﬁ.U“ + w.U?
aU

GWU, U U w,)) = =0 (IV.15)
O b —wUe
U
N(Ue, U

avec (U?,U®) respectivement les parties réelle et imaginaire du mode complexe de
bifurcation associé a la valeur propre au point de bifurcation ((A;) = iw.. L'ex-
pression N(U®,U®) désigne deux conditions de normalisation. Les inconvénients de
cette technique sont d’une part qu’elle ne donne qu'un seul point de bifurcation et
d’autre part elle est trés gourmande en temps de calcul car elle demande d’évaluer
un grand nombre d’inconnues. En effet, comme le systeme (IV.15) est généralement
résolu par la méthode itérative de Newton-Raphson, on doit alors inverser une ma-
trice Jacobienne % (avec X un vecteur contenant les inconnues U, U®,U®) qui a une
dimension trois fois plus importante que la matrice tangente utilisée pour calculer la
solution fondamentale. D’apres Jackson [47] cela conduit a un temps de calcul qui est
approximativement 27 fois celui de 'inversion de la matrice tangente du probleme
initial. Pour surmonter cette difficulté Jackson procede par étapes. Grace a de ju-

dicieuses substitutions, il transforme son probleme initial en un probleme de taille

réduite ou la dimension de la matrice jacobienne a inverser est alors deux fois plus
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grande que celle du probleme fondamental. Finalement la taille de cette matrice est
huit fois la taille de celle du probléme fondamental, ce qui demande approximative-

ment un temps de calcul neuf fois plus important.

IV.4 Détermination des points de bifurcation de
Hopf par une MAN

Les études précédentes menées par Bensaadi [44] et Tri [16], respectivernent pour
les petits et grands systémes, ont permis de mettre au point une stratégie de calcul
des points de bifurcation de Hopf qui est bien adaptée a la résolution du probleme
non-linéaire stationnaire par la MAN

Nous allons maintenant rappeler les principes de base et les propriétés de I'indi-
cateur de bifurcation introduit par Bensaadi [44].

En un point de la solution fondamentale U’ le systeme (IV.10) est perturbé par
AV. En négligeant les termes non-linéaires en AV, on obtient le systeme perturbé

linéarisé suivant :

aa
—(ﬂ’i = L(AY) (IV.16)

ou L;(AV) est U'opérateur tangent au point U;. On rappelle que la solution fonda-
mentale dépend du parametre de chemin "a”.
L’objectif est alors de trouver la valeur critique "a.” pour laquelle la matrice

tangente a deux et seulement deux valeurs propres purement imaginaires, toutes les

autres ayant leur partie réelle négative. Ceci revient 3 résoudre le probleme suivant :

LAV = iw,. AV
{ (LVe) =t BV (IV.17)

avec AY = AV.e

avec w,, AV, respectivement la pulsation et le mode complexe au point singulier.

En séparant les parties réelle et imaginaire du mode complexe AV, la dimension du

_84 -



CHAPITRE 1IV. Bifurcation de Hopf

systeme (IV.17) est ainsi doublée et il se réécrit :
Lt(A‘/ca) = —.wc.AVcb

L(AVE) = w..AV® (IV.18)

avec AV, = AV2 + 1. AV}
Le systéme (IV.18) est mis sous la forme matricielle suivante:

L£(AV,w) =0
LAV)  w (IV.19)

avee LAV, ) = [ wel LAV
—We. t c

La recherche des points de bifurcation de Hopf consiste & trouver le couple de réels

(ac,w.) et le mode AV, qui satisfont la relation (IV.19).

IV.4.1 Introduction d’un indicateur de bifurcation

On introduit un indicateur de bifurcation p dépendant des deux parametres (a,w)

dans le systeme (IV.19). Ce dernier s’écrit :
oV (a,w),0) = pla,w).f (IV.20)

avec f un vecteur force aléatoire. Puisque le probleme (IV.20) a plus d’inconnues que
d’équations on doit imposer une condition supplémentaire. Cette derniere peut étre

choisie comme étant la projection du vecteur inconnu AV (a,w) sur AV(0,0),
(AV(a,w) - AV(0,0),AV(0,0)) =0 (Iv.21)
avec AV/(0,0), un vecteur vérifiant la relation (IV.20) au point (@ = 0,w = 0), soit

£.(4V(0,0),0) = 1(0,0).f (IV.22)
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la constante (0, 0) est généralement choisie étant égale a 1. Finalement la recherche

des points satisfaisant la relation (IV.19) consiste a résoudre le systeme suivant:

L£.(AV(a,0),w) = pla,w).f

(AV(a;w) — AV(0,0), AV(0,0)) =0 (IV.23)

#(0,0) =1

Comme pour le calcul de Pindicateur de bifurcation stationnaire (chapitre III), le
scalaire p(a,w) est défini le long de la branche solution par la relation (IV.23) et
s’annule en tous points ou l’opératéur £t(AV(a, w),w) est singulier. On peut de plus
remarquer en comparant les systemes (IV.24) (relations caractérisant le calcul de I'in-
dicateur de bifurcation stationnaire, chapitre IIT) et (IV.23) que les deux formulations

sont identiques.

Ly(AV) = p.f dans
(AYV — AVo, AVo) =0 (IV.24)
po =1

Les principales différences entre les deux indicateurs sont:

* La dimension de ’opérateur :Et(AV(a,w),w) (dimension 2n) pour le calcul de

I’indicateur de bifurcation de Hopf;

* Une inconnue supplémentaire pour le calcul de 'indicateur de bifurcation de

Hopf, la pulsation w.

IV.4.2 Propriétés de l'indicateur

Bensaadi [44] a montré dans sa these que 'indicateur avait certaines propriétés
remarquables. Nous allons maintenant les rappeler.

La premiere propriété de 'indicateur est que celui-ci est une fraction rationnelle
en w, ce qui est particulierement intéressant, par exemple pour l'utilisation des ap-

proximants de Padé [49] en vue d’améliorer les solutions polynomiales.
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Pour démontrer cette propriété, on introduit les parties réelle et imaginaire du

mode de bifurcation et de la force aléatoire dans le systeme (IV.23):

Li(AV®) + w. AP = p. fe
(Iv.25)
Li(AVY) —w. A% = p. f°

En multipliant chaque équation du systeme (IV.25) par L;(U/(a)) et en les substituant

'une dans 'autre, on obtient deux problémes indépendants:

LY AV®) + WA LLAVE = p.g*(a,w)

LHAVH) + LAV = p.g’(a,w)

(IV.26)

avec

9°(0,) = ~.f* + LU (@)

gs(a,w) = —w.f* + Lo(u! (a)). f*

Le systéme est ensuite résolu par la méthode de Cramer. La solution AV est:

( Afa,w)
AV = .
pla,w) det(L? (u/ (a))+w? )
(IV.27)
Aa
avec A = b(a,w) les déterminants de Cramer
{ A’(a,w)

En introduisant la condition de normalisation (IV.21) dans (IV.27), I'indicateur est

finalement obtenu sous la forme d’une fraction rationnelle en (a,w),

det(L? (v (a))+w?I)

= |A %
.u(aaw) H V(O’O)” {(AV(a,w),AV(0,0))

(IV.28)

On peut de plus montrer que le numérateur de 'indicateur est une fonction tou-

jours positive. En effet, le numérateur de (IV.28) est défini par:
num(a,w) = det(L(uf(a)) +w?I)
= det[(L(uf(a)) + i.wl)(Li(u/(a)) — 1.w])]
= det(L(uf(a)) +iwl)det(Li(u/(a)) —1.w])

= |det(Li(u!(a)) —iwl)]* >0 (IV.29)
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La recherche des points de bifurcation de Hopf revient donc a annuler la fonction
positive num(a,w). En effet, la fonction num(a, w) est le module au carré d’un nombre
complexe. Trouver les zéros de cette fonction consiste alors a annuler la partie reelle
et la partie imaginaire de det(L;(u/(a)) — i.wl), ce qui nous donne deux €quations
pour les deux inconnues (a,w). En tout point (a.,w.) ol le numérateur num(a,w) est
nul, les relations suivantes sont aussi satisfaites (car le couple (ac,w.) est un minimum

de la fonction num(a,w)),

dnum(ac,wc) —0
Bw
(IV.30)
dnum(ac,w) —0
da N

La figure (IV.3) illustre le comportement et les propriétés de la fonction num(a, w)

num( a,0)

Fic. IV.3 - Ilustration du comportement de la fonction num(a,w) au voisinage et en
un point de bifurcation

au voisinage et en un point de bifurcation de Hopf. L'indicateur a d’autres propriétés
que nous détaillons dans les paragraphes suivants.

A ce stade de I’étude on peut d’ores et déja avancer les principales différences qui
existent entre ce travail et les précédents travaux menés par Bensaadi et Tri ([44]
et [16]). Lors des premiéres applications de toute la partie théorique de Bensaadi,

Pindicateur et le mode étaient développés en séries entiéres de deux parametres: le
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arametre de chemin "a” et la pulsation w
P ’

o) = 3 S5 awiui,d)
= J:
(Iv.31)
] AV(g,w) =3 Y diw AV(, j)
1=0 7=0

En introduisant ces développements asymptotiques dans le systeme (IV.23) et en
identifiant suivant les puissances de a et de w, on obtient n? systémes que ’on résout
successivement. Avec les solutions & chaque ordre u(z,7) et AV(s, 7) on construit alors
les approximants de Padé. Mais cette stratégie a deux parametres est relativement
compliquée et difficilement automatisable. De plus appliquer une procédure de conti-
nuation 3 des développements asymptotiques a deux parametres est une technique

que nous ne maitrisons pas.

C’est pourquoi dans cette étude nous avons décidé de travailler avec le parametre
7q” fixe et de faire des développements asymptotiques seulement en w. Pour les fluides
visqueux incompressibles, cela consiste & fixer le nombre de Reynolds et a effectuer
pour cette valeur de Re des développements en w de 'indicateur et du mode de
bifurcation. Un point de bifurcation de Hopf correspond alors & une valeur de la
pulsation w pour laquelle la fonction num(a = Regq,w) est nulle. Fixer le parametre
a revient donc a travailler dans des plans (w,num(a = Reg4,w) qui sont des coupes
des surfaces 3D (a(Re),w, num(a,w)) calculées par Bensaadi et Tri. Mais I'utilisation
de cette technique rend impossible le calcul de la deuxiéme condition de (IV.30). Au

Snum(ac we)

voisinage d’un point de bifurcation, on perd 'information, — = 0.
a

L’indicateur de bifurcation est globalement bien défini. Cependant pour certaines
valeurs particulieres du couple (a,w), la condition de normalisation (IV.21) conduit a
une valeur infinie de ’indicateur. En ces points "exceptionnels” il est alors impossible
d’appliquer une technique de continuation sur l'indicateur. Pour appliquer une telle
technique, nous choisirons donc une autre condition supplémentaire. Cette partie

continuation sur l'indicateur est expliquée dans 1'un des paragraphes suivants.
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IV.5 Calculs de l'indicateur de bifurcation de Hopf
pour les fluides visqueux incompressibles

Le but de ce paragraphe est d’introduire une procédure numérique de calcul des
points de bifurcation de Hopf sur les branches de solutions de I’équation stationnaire
de Navier-Stokes qui sont déterminées par la MAN Les équations de Navier-Stokes

pour la formulation Galerkin s’écrivent:

LU)+ QU,U)+ M(U) =0 dans {2
(IV.32)

u = Aug sur 08,

ou M(U) désigne la matrice de masse, L(U) et Q(U,U) sont les opérateurs linéaire
et quadratique définis au chapitre I.
Lorsque ’on utilise une formulation de pondération de type Petrov-Galerkin (chapitre

I1), les équations (IV.32) deviennent :

LU) 4+ BU).QUU,U)+ B(U).M(U) =0 dans Q
(Iv.33)
u = Aug sur 98,

Le terme 3(U) correspondant a la formulation Petrov-Galerkin s’applique également

au terme de masse M (U) (Hughes [31)]).

Comme pour la recherche de bifurcation stationnaire (chapitre III), les équations
(IV.32) et (IV.33) sont perturbées par A en un point U/ qui est solution de I’équa-

tion stationnaire. Les équations d’équilibre linéarisées et perturbées s’écrivent alors:

pour la formulation Petrov-Galerkin :

L(AY) + BUN.QUF, AV) + %‘j”.@(w, UNAY + BUHM(LY) =0

AV = 0 sur 09,
(IV.34)
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et pour la formulation Galerkin:

LAV) + Q(UY, AV) + M(AV) =0 (IV.35)

AY = 0 sur 01,
ou I’Opérat;eur é(o, o) désigne 'opérateur bilinéaire symétrique Q(U/, AV)+Q(AY, UY).
Les solutions des équations (IV.34) et (IV.35) sont cherchées sous la forme exponen-

tielle suivante:

AV(t) = AV.e™ (IV.36)

Les équations ((IV.34) et (IV.35)) deviennent alors:

L(AV) + 1w M(AV) =0
(IV.37)
AV =0 sur 90,

ou Li(AV) désigne opérateur tangent en un point de la branche fondamentale et
M(AV) est Popérateur de masse.

Dans 1’équation (IV.37) nous n’avons pas différencié les deux types de formulation
afin de pas alourdir les notations. Cependant on peut noter que pour la formulation

Petrov-Galerkin, les opérateurs tangent L;(AV) et de masse sont définis par:

L(AV) = L(AV) + BUH.QU!, AV) + 3‘3;Zf).Q(Uf, UHAY

(IV.38)
M(AV) = iw.B(Uf).M(AV)
Pour la formulation Galerkin, ces opérateurs sont définis par:
L{AV) = L(AV) + Q(U!, AV)
(IV.39)
M(AV) = 1.w.M(AV)
IV.5.1 Introduction de l'indicateur de bifurcation
L’indicateur de bifurcation u(a,w) est introduit dans I'équation (IV.37):
L(AV) + 1w M(AV) = uf
(TV.40)

AV =0 sur 082,
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avec f un vecteur force aléatoire. A la valeur propre i.w est associé un mode complexe

AV, de parties réelle AV*® et imaginaire AV®.
AV = AV 4+ AV (IV.41)

L’équation (IV.40) devient: -

L{(AV®) — w M(AV?) = p.f
Li(AV®) + 1.0 M(AV®) =0
(IV.42)

AV® = 0 sur 00,
AV?® = 0 sur 09,

Le vecteur force aléatoire est choisi comme étant réel (Bensaadi [44]). Les équations
(IV.42) sont réécrites sous forme matricielle avec les matrices associées aux opérateurs

de masse et de rigidité:

KU —wMU) ] [ Ave u.f
= (IV.43)
wMU;) KUy AV? 0

Finalement le systéme & résoudre est exprimé sous la forme condensée suivante:

£.U;,w).AV = pu.f
(IV.44)
AV = 0 sur 09,

IV.6 Condition supplémentaire

Pour assurer l'unicité de la solution, une condition supplémentaire est nécessaire.
Cette condition était auparavant ([44], [38], [L5]) choisie comme étant la projection

du mode AV sur une certaine direction AVg,
(AV — AVy, AVg) =0 (IV.45)

Cette définition a l'avantage d’étre linéaire. Elle permet par ailleurs d’obtenir 'indi-

cateur sous forme de fraction rationnelle:

(AVo, AVb)
(L7 U w) . f, AVo)

w= (IV.46)



CHAPITRE 1IV. Bifurcation de Hopf

Cette derniere particularité est appréciable lors de 1’utilisation des approximants
de Padé afin d’améliorer la solution polynomiale obtenue avec la MAN Cependant
pour certaines valeurs de w, il est possible que les modes correspondants, définis par
£[1(Uf,w) . f soient orthogonaux a AV;y. Un pdle apparait alors (Figure IV.4). Il est
donc impossible d’appliquer une stratégie de continuation pour le calcul de I'indica-

teur.
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Fig. IV.4 — Eristence d’un pole @ w = 5 pour lindicateur de bifurcation de Hopf,
Ezemple du cylindre a Reynolds égal 52 (formulation Petrov-Galerkin)

Pour appliquer une procédure de continuation pour la MAN, une autre condition

est choisie:
I AV |1P=]| AV, |1? (IV.47)

avec le vecteur AV, solution du systéme (IV.44) pour w =0 et po = 1,
AVo = £71(U},0).f

(IV.48)
AVy = 0 sur 99,
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Indicateur de bifurcation de Hopf

0.5 1 ! 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Pulsation

FIG. IV.5 — Calcul de Uindicateur avec la nouvelle condition (eq. IV.{7). Exemple du
cylindre & Reynolds égal 52 (formulation Petrov-Galerkin)

IV.7 Calcul de 'indicateur de fagon directe

Dans le but de comparer les résultats obtenus par une procédure de continuation
et la MAN, une technique de calcul direct de l'indicateur a été développée.

Il s’agit d’évaluer pour chaque valeur de w, V'indicateur u. Il faut donc inverser
la matrice de taille 2n (IV.43) en chaque point w et trouver la valeur critique we qui
annule l'indicateur u .

En chaque point w l'indicateur est donné par:

[V, AV
p= —————<U*’U*> (IV.49)
avec U* = £[1(Uf,w).f

IV.7.1 Remarques sur le calcul de lindicateur avec la mé-
thode directe

La difficulté essentielle du calcul de I'indicateur de bifurcation de Hopf réside dans
Vinversion de I'opérateur de taille 2n, £;1(Uf,w). Nous avions choisi au départ de ne

pas l'inverser et d’utiliser une méthode itérative pour déterminer les inconnues u et
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AV. Nous avons testé deux méthodes itératives, la méthode de Gauss-Seydel (Ciarlet
(50]) et la méthode de Uzawa (Zienkiewicz [18]). Mais ces deux méthodes ne nous ont
pas donnés satisfaction, car elles étaient toutes deux instables et ne donnaient qu’une
infime partie des courbes solutions.

Pour inverser 'opérateur JE; '(U;,w) nous avons décidé de ne pas conserver le
stockage tel qu’il est indiqué dans I'équation (IV.43). En effet, la taille mémoire
nécessaire a une telle inversion devient trés vite énorme. Nous avons alors choisi
de ranger alternativement partie réelle et partie imaginaire du mode complexe. Ce
stockage permet de conserver le profil bande de la matrice tangente du probleme

stationnaire initial. Ainsi dans le systéme [V.43 le mode de bifurcation est rangé de

la maniere suivante:

AV = {AVEAVE - AV AVEAVE - AV} (IV.50)
Pour le nouveau stockage de 1'opérateur £;1(Uf, w) le mode est stocké comme suit :
AV = {AVE AVE AVE AVE-- AV AV} (IV.51)

Dans les expressions (IV.50) et (IV.51), 'exposant désigne le d.d.1. et Iindice la par-
tie réelle ou imaginaire. La taille de la matrice qui résulte de ce stockage est 4 fois
celle du probléme initial. Le temps CPU nécessaire a la triangulation de cette ma-
trice est également équivalent & quatre fois celui de la matrice tangente du probleme

stationnaire (chapitre I et II).

IV.8 TUne Méthode Asymptotique pour détermi-
ner ’'indicateur

Lors des précédentes études portant sur la détermination de la bifurcation de Hopf
par une MAN ([44], [15]), I'indicateur p ainsi que le mode AV étaient développés en
séries & deux parametres, a et w. Cependant devant la complexité de la mise en

oeuvre d’outils numériques pour déterminer 'indicateur, tels que les approximants
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CHAPITRE IV. Bifurcation de Hopf

de Padé 4 deux parameétres, nous avons opté pour une autre stratégie. Il nous a semblé
plus simple et surtout plus judicieux de faire des développements de I'indicateur u
et du mode AV en fonction de w a valeur de ”a” fixe. D’ou les développements

asymptotiques suivants:

AV = AVy +wAV, WAV, + - + WP AV,
(IV.52)
po=po +wpn +wiipe + o WP

Ces développements sont ensuite introduits dans le systeme d’équilibre perturbé
(IV.40) et dans la condition (IV.47). En identifiant suivant les puissances de w on
obtient a chaque ordre:

Ordre O
K{(Usp) .V = f

ho = 1 (IV.53)

AVy = 0 sur 09,

La valeur de l'indicateur u a l'ordre zéro est choisie comme étant égale a 1 ([44]).

Ordre 1
K (Up).AVI + i M(Uf). AVg = iy f
(AVI, AVp) =0 (IV.54)
| AV1 = 0 sur o0,
Ordre 2

Ki(Up).AVs + 1. M(Up). AV, = po. f
2.(AVa, AVo) + (AV;, AV;) =0 (IV.55)

AV, =0 sur 09,
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CHAPITRE IV. Bifurcation de Hopf

Ordre p
K(Uyp). AV, + 1. M(Uy). AVipar) = pip. f
2.V, AVy) + E(AV(]}— r),AV.) =0 (IV.56)
AV, = 0 sur 0Q,

Remarque

La condition supplémentaire utilisée ici est un peu plus délicate a mettre en oeuvre
que la relation (eq. [V.45) car, n’étant plus linéaire, elle introduit un second membre

dépendant des ordres précédents.

A chaque ordre on obtient donc un vecteur complexe défini par:

Ordre O
(AVo = [K(U) " f
po =1 (IV.57)
| AV, = 0 sur 89,
Ordre 1
(AV: = py [K(Up)) 7V f = i [KlUp)) 7 M(Uy). AV
S{AVL, V) =0 (IV.58)
| AV; = 0 sur 89,
Ordre 2

(AVy = pa [Ki(UP) L f = i [K(Up)) L M (Uy). AV,

2(AVs, AVe) + (AW, AV;) = 0 (IV.59)

AV, = 0 sur 09,
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CHAPITRE 1V. Bifurcation de Hopf

Ordre p

AV = pip [K(Up)] 7 f = 0 [K(Up)] 7 M(Uy). AVipy)

p—1
2.(AV,, AVo) + T (AVip — 1), AV;) = 0  (1V.60)
r=1

AV, = 0 sur 0,

IV.8.1 Propriétés de indicateur

Les relations précédentes permettent de calculer & chaque ordre les valeurs du
vecteur AV et de I'indicateur. Grace a ces relations, une propriété supplémentaire de
I'indicateur peut étre mise en évidence. Ainsi a l'ordre 0, on montre que le vecteur

AVp est réel si le vecteur f est réel,

AVo = (KU f

1o = 1 (IV.61)

AVy = 0 sur 00,

Les relations & ’ordre 0 sont introduites dans le systéme & Pordre 1 (éq. IV.58). La
valeur de l'indicateur & l’ordre 1 est alors nulle et le vecteur complexe correspondant
est imaginaire pur:

A% = —Z[Kt(Uf)]_lM(Uf)AVo

(IV.62)
p1=0
En utilisant la solution a 'ordre 1, celle a 'ordre 2 s’écrit :
(AVh = 2. AV + AV
—(AV} AV})—=2.(AVS AV,
H2 = 184 2.<Zx>v0,2a(vo)2 2! (IV.63)

Avec AV = [Ky(Up)|7L. M (Uy). AV
Ainsi a Pordre 2, le vecteur AV est réel.
On peut donc donner une définition du vecteur complexe AV et de l'indicateur a

l’ordre p selon que p soit pair ou impair:
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CHAPITRE IV. Bifurcation de Hopf

Ordre p pair

AV, = pp AVy + AV

_2.(AVP"AV0)—p2 (AV(p__,.),AVr) (IV64)

— r=1
Hp = TI(AVo, AVo)

AV = [K(Up)]™ - M(Up).AV(p-1)

Ordre p impair

AV, =i AV;
fp =0 (IV.65)
AV = —L[K(U)] ™ M(Uy).AVipyy

En introduisant les valeurs de l'indicateur et du mode a chaque ordre dans les déve-

loppements asymptotiques (IV.66), on construit:

AN 0 AV,
AV = + w. 2,
{0 } “’{z’-wf}*“’ {0 }+
Lo )0 Lo L OV (1V.66)
LAV 0

po= pio + wlpp + whipy + -+ + wP.puP avec p pair

L’indicateur est donc une fonction paire en w et le mode est successivement réel et
imaginaire selon la parité de I'ordre des séries. Ces propriétés avalent ete mises en
évidence par Bensaadi [44] et sont les conséquences directes du choix du vecteur f

réel.

IV.8.2 Discussion

Les développements en séries de w du mode et de l'indicateur permettent de
connaitre une partie de la courbe de I’indicateur. Cette représentation polynomiale
de lindicateur admet un certain domaine de validité & l'intérieur duquel la solu-
tion polynomiale est trés bonne, mais dés que l'on quitte ce domaine, les solutions
divergent trés rapidement. Sur la figure (IV.6), nous avons tracé l'indicateur de bifur-

cation en fonction de w pour différents ordres de troncature des séries (pour I’exemple
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CHAPITRE 1V. Bifurcation de Hopf

de I’écoulement autour d’un cylindre et pour une valeur du nombre de Reynolds de

46). La courbe notée "référence” est obtenue par la méthode de calcul direct définie

2 T T H ' H T T -

3‘ ; ‘reference’ -o—

) 1.8 ! Ordre 5 -

T ! Ordre 7 -

3 1.6r ! Ordre 13 ~—-
Pl Ordre 15 ——-

5 1.4 F L Ordre 20 -~

o o Ordre 22 -

e

E 1.2

i

& 1

-

Q

[} 0.8

kel

j¥

5 0.6

@

fs}

o] 0.4 Y

U \

- \

2 0.2

H \

0 1 1 I\\ 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Pulsation w

F1G. IV.6 = Un pas de calcul avec la MAN, représentations polynomiales de l'indica-
teur @ Re=46 , exemple de l’écoulement autour d’un cylindre (méthode de Galerkin)

au paragraphe (IV.7). On constate sur cette courbe que, selon 'ordre de tronca-
ture des séries, le domaine de validité des approximations polynomiales varie entre
w = 0.5 (pour l'ordre 5) et w = 1.0 (pour Pordre 20). Ce domaine de validité des ap-
proximations polynomiales est cependant insuffisamment grand pour déterminer une
bifurcation de Hopf, qui pour cet exemple, devrait se situer aux environs de w = 4.0
(soit un nombre de Strouhal de 0.14, Jackson [47]). Pour augmenter ce domaine de
validité on peut utiliser les approximants de Padé. Nous avons utilisé deux techniques
de calculs des approximants de Padé. Une que ’on nomme ”Padé classique” (Cochelin
et al. [51]) et la deuxieme "avec méme dénominateur” (Cochelin [52]). Nous avons
représenté (figure IV.7 pour les Padé avec méme dénominateur et figure IV.8 pour les
Padé classiques) les solutions obtenues pour plusieurs ordres de troncature des séries
et toujours pour 'exemple de I’écoulement autour d’un cylindre a Re=46. Certes, on
remarque sur ces deux figures que le domaine de validité des approximants de Padé

est pratiquemment deux fois celui des solutions polynomiales, mais ce n’est pas en-
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FiGg. IV.7 = Un pas de calcul avec la MAN, approzimants de Padé avec méme dé-
nominateur & Re=46 , exemple de ’écoulement autour d’un cylindre (méthode de

Galerkin)

1.4 T T T T T T T T
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i Pade [10/10] -
! Pade (14/14] - R
! Pade (14/20] —
i Pade [18/20] -
\ Pade [22/22] --- 7

Indicateur de bifurcation de Hopf

1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
Pulsation w

F1G. IV.8 — Un pas de calcul avec la MAN, approzimants de Padé classiques ¢ Re=46
, ezemple de l’écoulement autour d’un cylindre (méthode de Galerkin)

core suffisant pour atteindre une pulsation de l'ordre de 4. Bien que 'utilisation des
approximants de Padé nous paraissait de prime abord opportune, cette technique ne

donne pas de résultats exploitables pour le calcul de 'indicateur.
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CHAPITRE 1V. Bifurcation de Hopf

[’expérience que nous avons acquise dans la résolution de problemes non-linéaires
nous fournit une autre technique pour déterminer l'indicateur quelle que soit la valeur
de la pulsation. Nous allons appliquer la technique de continuation définie au chapitre

I et ainsi déterminer pas a pas l'indicateur.

IV.9 Procédure de continuation

IV.9.1 Calcul d’un nouveau point de départ

Pour appliquer une statégie de continuation dans l'optique de déterminer pas-a-
pas la courbe de l'indicateur et le mode complexe, il faut définir un nouveau point
de départ (wo, po, AVo) qui soit & Pintérieur du domaine de validité des séries. Pour
calculer ce nouveau point, on utilise ici la méme définition du rayon de convergence
que celle utilisée pour déterminer par continuation la solution fondamentale (chapitre
I, paragraphe 1.7). C'est-a-dire que l'on impose que la différence entre deux ordres
consécutifs reste petite, ou du moins inférieure a un petit parametre .

Le parameétre de développement est maintenant la pulsation w; le critere de conti-

nuation s’écrit alors:

AV, — AV PAV,
[ aV,- &V T wAVt - +wby, |
En approximant le dénominateur par || wAV; |[, on définit la pulsation optimale

w,, 4 lintérieur du domaine de validité des approximations polynomiales :

AN\
on = (20 T) (1V.68)

On construit alors les séries (IV.66) avec cette valeur wy, pour le premier pas:

AVy 0 AV,
AVp = . 2
’ {0 }+” {i-AVf}”"‘{o }+

IV.69
+ wr(;f_l)-{?AV* }+w1’%-{OAVP} ( )
"= (p-1)

LE = fo + w2 2 + wi g + -+ - + WP, uP avec p pair
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Le point (wm,ur, AVF ) est pris comme nouveau point de départ (wo, o, AV; ). La

pulsation w devient donc:
w=wqy + w (IV?O)

Le parameétre de développement est maintenant @. On éerit ainsi:

AV = AVy + 0AV, + QPAV, + -+ 0PAY,
(IvV.71)
= po + @y + QP g+ o+ 0Py

Ces développements sont ensuite introduits dans le systeme (IV.40) et dans la condi-
tion supplémentaire (IV.47). En identifiant suivant les puissances de w on obtient a

chaque ordre un systeme a résoudre:

Ordre O
LUy, w0) AVo = po-f
(AVo, AVp) = (AVE, AVg) (IV.72)
AVy = 0 sur 01,
Ordre 1
LU, wo)AV: = py. f — i.M(Uy).AVs
ALV, AV) =0 (IV.73)
AVy =0 sur 092,
Ordre p

(LU}, wo)AV, = py.f — . M(Uf).AV,y

p—1
2(AV,, AVe) + S (AVip — 1), AV,) =0 (IV.74)
r=1

AV, = 0 sur 00,

Tous ces systemes ont le méme opérateur £(Uf,w0), défini par:

LUy, w0).AV, = K (Uj). AV, + iwoM(Uf).AV, (IV.75)
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CHAPITRE IV. Bifurcation de Hopf

Cet opérateur est le méme que celui utilisé par la méthode directe (paragraphe IV.7).
Le vecteur AVq introduit dans I’équation (IV.72) est le vecteur AV a Pordre 0 au
premier pas de la MAN, ceci afin d’assurer une complete continuité de Vindicateur et
du mode complexe. A chaque ordre l'indicateur et le mode sont donc calculés avec:
Ordre 0

(AVS,AVE)

Mo =
(AVO*,AVO')

AV — BV f (IV.76)

AV = po. AVy
Ordre 1

(AVF,AV)

1= —
K (AVy],AV,)

AV = £(U},w0) 0. M(U;).AVs (IV.77)

AV = AVE + AV

Ordre p

p—1
—2.({AV},AV)— ZI(AV(p—r),AVr)
r=

fp =
P 2.(AVS AV)

. (IV.78)
AV = £(Us,wo) i M(Uy). AV,

AV, = pp. SV + AV

Finalement en appliquant la procédure de continuation pas-a-pas, l'indicateur est
déterminé pour n’importe quelle valeur de la pulsation. Nous présentons (Fig. IV.9)
la courbe solution de 'indicateur déterminée par la MAN et la continuation. Nous

comparons cette courbe avec celle obtenue par la méthode directe (paragraphe IV.7).
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Fi1G. IV.9 - Calcul de Uindicateur de bifurcation par la MAN et continuation comparée
avec le calcul direct, ezemple du cylindre a Reynolds égal 52 (formulation Petrov-

Galerkin)

IV.9.2 Remarque

Le calcul du nouveau point de démarrage (wo, fio, AVo) peut se faire de deux
maniéres différentes. Soit comme nous I’avons décrit précédemment en remplagant
dans les séries (IV.52) w par sa valeur optimale wy, calculée en fin de pas. Soit en
inversant au pas suivant le systeme & l'ordre 0 (eq. IV.72). Cette deuxieme méthode
permet de calculer pour un nouveau pas, les valeurs exactes (pour un wp donné)
de lindicateur et du mode & l'ordre 0, uo et AV;. En effet, I’équation d’équilibre
perturbée (IV.40) étant linéaire en AV, 'opérateur £(U f,wo) est alors le méme
pour tous les ordres (y compris 'ordre 0). Cet opérateur peut donc étre inversé pour
calculer l'indicateur et le mode a I'ordre 0. Il n’est donc pas pénalisant de l'inverser
pour le calcul des quantités & l’ordre 0. La conséquence est que 1'on peut démarrer le
calcul de Iindicateur avec la technique de continuation pour n’'importe quelle valeur
initiale de la pulsation, wg (grace a I’équation (IV.76)). Ainsi sur I’exemple du cylindre,
lallure de la courbe p(w), n’a pas d’intérét pour des valeurs de w < 3 car on sait

qu'il 0’y a pas de bifurcation dans cet intervalle. On peut alors démarrer le calcul
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de Vindicateur pour une valeur de wy proche de la pulsation critique, c’est-a-dire
vers w = 3. Cette technique suggere que 'on connaisse auparavant certains nombres
critiques de ’écoulement étudié (comme par exemple le nombre de Strouhal).

Pour le calcul de I'indicateur de bifurcation de Hopf, nous avons choisi de calculer

" de facon exacte les valeurs ug et AV a chaque début de nouveau pas.

IV.10 Reésultats numériques

IV.10.1 Ecoulement autour d’un cylindre

Le premier exemple que nous allons étudier est celui de I’écoulement autour d’un
obstacle cylindrique. Cet écoulement est particulierement intéressant car de nom-
breuses études expérimentales (Tritton [53], Chen [54]) et numériques (Jackson [47],
Chen [54]) fournissent des valeurs du nombre de Reynolds critique et du nombre de
Strouhal (fréquence sans dimension). Pour tester I'indicateur, deux géométries ont été
utilisées (figure IV.10). La premiére géométrie, qui sera référencée ultérieurement ”cyl
1” correspond aux données géométriques] = 6, L = 14,1 = 3, D = 1 qui sont présen-
tées en détail sur la figure (IV.10). Sur cette géomeétrie nous discuterons l'influence du
maillage et de la configuration. La deuxieme géométrie notée "cyl 2”7 correspond aux
données soulignées sur la figure (IV.10). Ces données sont identiques a celles utilisées
par Jackson. Les nombres adimensionnels de I’écoulement sont calculés a partir des

relations suivantes:

Re = pUz.D
i
(IV.79)
St = 2.]72.'5;(

Le premier calcul de 'indicateur est réalisé sur I’exemple "cyl 17 avec une formulation
Petrov-Galerkin. Sur la courbe (IV.11) nous présentons l'indicateur en fonction de
la pulsation w. L’indicateur est calculé pour quatre valeurs du nombre de Reynolds
voisines de Re = 69. Sur cette figure on voit que I'indicateur tend vers une valeur nulle

pour des Reynolds compris entre 69.28 et 69.46. Au dela de ces valeurs le minimum
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FiG. IV.10 - Description des géométries des exemples de calcul de I’écoulement autour
d’un obstacle

de la fonction u(Re) augmente indiquant ainsi que la bifurcation est dépassée. Le
tableau (IV.1) montre I’évolution du minimum de !'indicateur en fonction du nombre
de Reynolds. Ainsi pour des valeurs de Re inférieures a 69, le minimum de la fonction
p diminue (fimini(Re = 46.19) = 0.219 et pmin(Re = 68.36) = 0.0475), alors que
pour des valeurs supérieures ce minimum augmente (fimini(Re = 69.71) = 0.0148

et pmini(Re = 72.42) = 0.1). Pour cet exemple, la bifurcation de Hopf apparait

Re 46.83 68.36 69.37 69.71 72.42
fmini | 0.219 ] 0.475 107! | 0.190 107* [ 0.148 107" | 0.1
wW(fmini) | 4.853 9.424 9.547 9.582 9.73

TAB. IV.1 - Evolution du minimum de !’indicateur en fonction du nombre de Rey-
nolds, ezemple de l’écoulement autour d’un cylindre, "cyl 17 (formulation Petrov-

Galerkin)

pour un Reynolds critique Re. = 69.37 et une pulsation égale a 9.547 rad/s. Sur
les courbes (IV.12), l'indicateur et sa dérivée par rapport & w sont tracés pour le

nombre de Reynolds critique, Re. = 69.37. La dérivée de l'indicateur est nulle pour
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Fic. IV.11 — Calcul de lindicateur de bifurcation par la MAN, exemple du cylindre
“eyl 17 (formulation Petrov-Galerkin)

une pulsation w = 9.547 rad/s. Cette dérivée est calculée numériquement a partir de
la relation suivante:

Ou (»-1)
3, =M + 2wy + -+ pwP o, (IV.80)

Ce premier exemple nous a permis de caractériser le comportement de I'indica-
teur au voisinage d’une bifurcation. Nous avons vu que la recherche de la valeur
nulle de 'indicateur cbrrespond en pratique & I’étude de ’évolution des minimums de
I’'indicateur en fonction du nombre de Reynolds.

Le deuxieéme exemple est I’étude du modele utilisé par Jackson [47]. Jackson utilise
une formulation Galerkin et des éléments Q9/3D. Le calcul de 'indicateur est effectué

pour des valeurs du nombre de Reynolds comprises entre 38 et 47. Nous utilisons pour

- 108 -



CHAPITRE 1V. Bifurcation de Hopf

Indicateur
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Pulsation

(a) Indicateur pour Re = 69.37

. L L L 1
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Pulsation

Derivee de 1 indicateur par rapport a la pulsation

(b) Dérivée de I’indicateur pour Re = 69.37

FiG. IV.12 - Indicateur et sa dérivée par rapport & w, ezemple du cylindre “cyll”
(formulation Petrov-Galerkin)

cette exemple la formulation Galerkin et le cylindre "cyl2”. Le tableau (IV.2) montre
Pévolution de la valeur minimum de l'indicateur en fonction du nombre de Reynolds.

On observe le méme comportement de I'indicateur que sur ’exemple précédent. Pour

Re 38.00 43.83 45.98 46.13 47.53
L | 0.903 1077 | 0.184 1077 | 1. 1078 [ 0.112 107 | 0.11 107}
W(Lmini) 3.195 3.769 3.972 3.986 4.117

TaAB. IV.2 - Evolution du minimum de l'indicateur en fonction du nombre de Rey-
nolds , ezemple de I’écoulement autour d’un cylindre (formulation Galerkin)

des valeurs du nombre de Reynolds inférieures a 45, le minimum de l'indicateur di-
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minue, pour des valeurs supérieures il augmente. Ainsi pour Re = 45.98 Vindicateur
est nul (Umini(Re = 45.98) = 1.1078) signalant ainsi pour ces valeurs du nombre
Reynolds et de la pulsation (w = 3.9, figure IV.13) une bifurcation de Hopf. Ces
valeurs critiques correspondent a un nombre de Strouhal critique égal a S;, = 0.137.
Jackson [47] donne des valeurs critiques Re. = 46.184 et S;, = 0.138 qui sont tres

proches de celles que nous avons trouvées ici. Nous avons aussi pour Re; = 45.98 et

Bifurcation de Hopf - cylindre (Ex. de Jackson)
1.2 T T T T T T T

Re = 45.98 —

Indicateur de bifurcation
o
o

Le-0t
1978 9.9TsT 1IMEC 1MEE 1380 1aNE

0 L L 1 1 L L 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Pulsation

Fi1G. IV.13 - Indicateur de bifurcation pour Re = 45.98 | exemple du cylindre "cyl 27
(formulation Galerkin)

we = 3.9 calculé les modes de bifurcation réel et imaginaire (figure IV.14). Ces modes

de bifurcation sont antisymétriques comme le souligne Jackson [47].

I1V.10.2 Ecoulement dans une marche

Le deuxiéme exemple que nous allons étudier est celui de ’écoulement dans une
marche. Les conditions géométriques ainsi que les vitesses imposées sont données sur
la figure (II1.1) du chapitre III. Durst [39] indique une bifurcation de Hopf pour
une valeur du nombre de Reynolds proche de 610. Cette application est particuliere-
ment intéressante car nous disposons de tres peu de renseignements sur les nombres

critiques qui caractérisent cette bifurcation de Hopf. La formulation Galerkin a été
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Y
(=)

(a) Vecteurs vitesse du mode de bi- (b) Lignes de courant du mode de
furcation réel bifurcation réel

(c) Vecteurs vitesse du mode de bi- (d) Lignes de courant du mode de
furcation imaginaire bifurcation imaginaire

Fi1G. IV.14 — Modes de bifurcation réel et imaginaire @ Re, = 45.98 et w. = 3.9

utilisée pour ce calcul et I'intervalle des nombres de Reynolds étudié est [600,630].
Sur la figure (IV.15), ’évolution des minimums des fonctions u(Re) est présentée
pour quatre valeurs du nombre de Reynolds voisiﬁes de 610. Sur cette figure, on voit
que l'indicateur tend vers une valeur nulle pour un Reynolds critique compris entre
609 et 610 et une pulsation proche de 0.54 rad/s. Ainsi sur cet exemple les valeurs

critiques de la bifurcation de Hopf sont:

Re. = 609
w, = 0.54 rad/s (IV.81)
Stc = 014

Sur la figure (IV.16) les modes de bifurcations réel et imaginaires (précisons que ces
modes sont des modes déterminés numériquement en introduisant la pulsation cri-
tique w, dans les developpements asymptotiques IV.52) sont donnés pour ces valeurs
critiques.

La recherche d’une bifurcation sur la plage de Reynolds [600,630] a permis de

mettre en évidence une deuxiéme bifurcation pour Re ~ 620 (figure IV.17). Cette
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FIG. IV.15 — Calcul de Uindicateur de bifurcation par la MAN, exemple de la marche
(formulation Galerkin)

deuxieme bifurcation correspond 3 une valeur de la pulsation proche de 0.66. Le
minimum de la fonction p(Re) pour cette valeur de w était déja présent pour un
nombre de Reynolds égal & 609. Mais ce minimum n’a évolué que lorsque Re a atteint

une valeur proche de 617.

On peut alors imaginer que chaque minimum des fonctions p(Re) des figures
(IV.15 et IV.17) correspond 2 des nombres critiques pour lesquels il peut y avoir une
bifurcation de Hopf. On compte ainsi une dizaine de vallées (ou de minimums) entre
w = 0.2 rad/s et w = 0.8 rad/s. Ce phénomene d’accumulations de minimums peut
stre identifié & un ensemble de valeurs propres de la matrice tangente proche de 1’axe
imaginaire. Chaque valeur propre s’appréte A traverser cet axe, signifiant ainsi une

possible bifurcation de Hopf. Ainsi sur cet exemple, deux valeurs propres ont traversé
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: UL

—

(a) Vecteurs vitesse du mode de bifurca- (b) Lignes de courant du mode de bifurca-
tion réel tion réel

(c) Vecteurs vitesse du mode de bifurca- (d) Lignes de courant du mode de bifurca-
tion imaginaire tion imaginaire

Fic. IV.16 — Modes de bifurcation réel et imaginaire ¢ Re, = 609 et w. = 0.54,
ezemple de la marche, modes numériques obtenus en introduisant w, = 0.54 dans

Uexpression (I1V.52)

’axe imaginaire: une & Re, = 609 et la deuxieme a3 Re. = 620. L’indicateur de
bifurcation semble se comporter comme une mesure de distance entre ’axe imaginaire

et la position des valeurs propres dans le plan complexe.

Pour montrer que ces vallées évoluent avec le nombre de Reynolds de I’écoulement,
nous avons représenté pour quatre valeurs de Re la courbe de I'indicateur en fonction
de la pulsation. Ainsi pour de faibles valeurs du nombre de Reynolds (Re = 70,
Fig. 18(a)) aucune vallée n’est visible. Dés que Reynolds augmente (Re = 270, Fig.
18(b)) quelques minimums apparaissent mais sont encore loin de la valeur nulle. Pour
Re = 550, fig. 18(c), l'allure générale de la courbe est proche de celle des valeurs
Re = 609 et Re = 620. Pour Re = 830, fig. 18(d), certains minimums de la courbe
précédente ont disparu, indiquant ainsi la possibilité que certaines valeurs propres

aient traversées l’axe imaginaire entre Re = 550 et Re = 830.

L’intérét d’un tel indicateur, en plus de donner des valeurs des nombres critiques
tres précises, est de présenter un ensemble de pulsations qui peuvent devenir critiques
et donner naissances & des bifurcations de Hopf. Ainsi pour ’exemple de la marche,

les deux bifurcations trouvées 4 Re = 609 et Re = 620 correspondent aux valeurs
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Fig. IV.17 - Calcul de "indicateur de bifurcation par la MAN, exemple de la marche
(formulation Galerkin)

propres suivantes :

{Re =609, (1(Ae) = Ca(Ae) = iwe = 0.54.5 (1v.52)

Re =620, (;(X.) = G(A.) = itw, = 0.66.3

IV.10.3 Comparaison des formulations Galerkin et Petrov-
Galerkin

Dans ce paragraphe, nous allons comparer les résultats des formnulations Galerkin
et Petrov-Galerkin sur les deux exemples précédents. Les deux configurations géo-
métriques du cylindre (fig. IV.10) sont testées avec des maillages différents en vue
de déterminer 'influence du nombre de d.d.l. sur les nombres critiques de 1’écoule-
ment. Le tableau (IV.3) résume les valeurs des nombres de Reynolds et les pulsations

critiques a chaque fois qu’une bifurcation a été trouvée. Pour la formulation Galer-
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Re = 68 — Re = 270 —

Indicateur de bifurcation
Indicateur de bifurcation

1 . " 2 o — L a

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 0.5 0.8 1
Pulsation Pulsation

(a) Re =70 (b) Re =270

Re = 830 —

Indicateur de bifurcation
°
®

Indicateur de bifurcation
o
«

N L . L " " " X h L
Q0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0 0.1 0.2 0.3 0.4 Q.5 0.8 0.7 0.8
Pulsation Pulsation

(c) Re = 550 (d) Re = 830

Fi1c. IV.18 — Evolution de lindicateur de bifurcation en fonction du nombre de Rey-
nolds (ezemple de la marche)

kin (exemple "cyll”) on observe une certaine convergence des valeurs critiques avec
la finesse du maillage (Re, = 52.71 et w. = 5.53 pour 2800 d.d.l., Re. = 45.61 et
we = 4.68 pour 6400 d.d.1.). Ces valeurs critiques sont relativement proches des va-
leurs numériques et expérimentales de la littérature ([47], [54]) qui sont: Re. ~ 46
et St. ~ 0.14. Par contre avec la formulation Petrov-Galerkin ces valeurs critiques
évoluent tres peu avec le nombre de d.d.1.. Les nombres de Reynolds correspondant a
une bifurcation de Hopf sont proches de 70 et les pulsations de 9 rad/s. On pouvait
cependant prévoir ce résultat, ou ce comportement car la finalité de la formulation
Petrov-Galerkin est de conserver une certaine qualité de la solution indépendamment

de la finesse du maillage. De plus sur I’exemple "cyl2”, 'indicateur avec une formula-
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tion Petrov-Galerkin ne s’est jamais annulé dans l'intervalle du nombre de Reynolds
[40,80]. Le phénomene de décalage du nombre de Reynolds critique que nous avions
constaté lors du calcul de I'indicateur de bifurcation stationnaire avec une formula-
tion Petrov-Galerkin (chapitre III) apparait aussi pour le calcul de 'indicateur de

bifurcation de Hopf. Ce décalage est aussi observé sur I’exemple de la marche, ou

Galerkin Petrov-Galerkin

Exemples Re. We Sy Re, We Sy

Cyl 1 (2800 d.d.l) 52.716 | 5.530 | 0.167 || 69.377 | 9.548 | 0.22

Cyl 1 (5000 d.d.1.) 49.33 | 5.306 | 0.171 || 71.247 ¢ 9.31 | 0.21

Cyl 1 (6400 d.d.1.) 45.61 | 4.687 | 0.163 68 8.125 | 0.19
( )

Cyl 2 (6100 d.d.l.) | 45.98 | 3.972 | 0.137 || = | =
Marche (6000 d.d.1.) | 609.48 | 0.539 | 0.14 || 625 | 0.37 | 0.09
Marche (6000 d.d.1.) | 620 | 0.66 | 0.17 | = x|

TAB. IV.3 - Résumé des résultats sur le caleul de l'indicateur pour les deux formu-
lations

la premiére bifurcation de Hopf est trouvée pour un nombre de Reynolds égal a 625

(Re. = 610 pour la formulation Gralerkin).

IV.11 Conclusion

Les résultats numériques de ce chapitre montrent 'efficacité de 'indicateur de
bifurcation de Hopf. Quelques aménagements par rapport a la méthode initialement
développée par Bensaadi, permettent grace a une technique de continuation, de cher-
cher des points de bifurcation pour n’importe quelle valeur de la pulsation. De plus,
contrairement aux méthodes directes qui n’autorisent le calcul que d’un seul et unique
point singulier, cet algorithme a ’avantage de déterminer tous les points de bifurca-
tion sur une branche de solution stationnaire.

L’indicateur de bifurcation que nous avons développé dans ce chapitre est un outil
numérique fiable mais qui peut étre amélioré. Pour diminuer le nombre de triangula-
tions de la matrice £(Uf, w) et ainsi diminuer le temps de calcul, on pourrait utiliser

une technique de continuation avec les approximants de Padé (Elhage-Hussein [55]),
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puisque ces derniers doublent pratiquement le rayon de convergence des approxima-
tions polynomiales. Mais nous nous orientons aussi vers une procédure entierement
automatique de détection des points de bifurcation, et non pas ”visuelle” comme nous
le faisons aujourd’hui. Une des idées que nous privilégions est le suivi des minimums
de 'indicateur. En effet comme nous disposons d’expressions analytiques des fonctions
p(w), il est alors aisé de calculer et de suivre ces minimums. Cette technique devrait
nécessiter de revenir a des fonctions p & deux parametres (le nombre de Reynolds et
la pulsation).

Mais on peut aussi imaginer de coupler les résultats de l’algorithme actuel avec par
exemple la méthode d’itérations inverses pour le calcul de valeurs propres. En effet
sur I’exemple de la marche nous disposons d’une dizaine de valeurs de la pulsation qui
peuvent servir de valeurs initiales & ces algorithmes et ainsi augmenter leur rapidité
de convergence.

Nous avons aussi montré dans ce chapitre que les résultats avec une formula-
tion Petrov-Galerkin sont incorrects. Il semble que cette formulation transforme la
physique du probléme étudié. En effet I'indicateur s’annule (lorsqu’il s’annule) pour
des nombres de Reynolds qui ne correspondent pas aux Reynolds critiques observés
expérimentalement. Nous savons que cette formulation transforme la physique du
probléme pour assurer une bonne stabilité numérique avec des maillages grossiers.
Cette formulation n’avait pas trop perturbé les calculs stationnaires que nous avons
réalisés précédemment. En revanche, la formulation Petrov-Galerkin a conduit & des
résultats inacceptables pour les quatres bifurcations de Hopf que nous avons étudié
ici: dans deux cas, nous n’avons trouvé aucune bifurcation ; dans les deux autres le

nombre de Strouhal et le nombre de Reynolds critiques étaient erronés.
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CHAPITRE V

Vers Dinteraction fluide-structure

Ce dernier chapitre a un caractére particulier puisqu'il est consacré a l’applica-
tion des techniques et outils numériques, développés aux chapitres précédents, a un
probleme d’interaction fluide-structure. Il existe une multitude d’installations indus-
trielles ou l’on rencontre de telles interactions. Nous nous bornerons dans cette étude
4 un cas particulier: celui d’un tube cylindrique soumis & un écoulement transverse.
Ce type d’installation, lorsque la vitesse de ’écoulement est suffisamment impor-
tante, peut étre sérieusement endommagé ou totalement détruit. Un des phénomenes
physiques responsables de tels dommages est les instabilités fluide-élastiques.

Ces instabilités sont des bifurcations de Hopf (Paldoussis et Li [56]) et consistent
en des oscillations auto-entretenues des tubes pouvant conduire a la destruction de
I'installation, soit par usure, soit par fatigue, selon le mode de fixation des tubes,
supports avec jeux ol alors fermement maintenus (Axisa [57)).

L’intérét que nous portons a une telle application est compréhensible car nous
disposons d’un outil numérique fiable pour déterminer les branches de solutions sta-

tionnaires ainsi que les points de bifurcation de Hopf.

La difficulté de cet exemple réside dans la formulation du probleme couplé. Il faut,
en effet, tenir compte de I'interaction réciproque fluide-structure: le cylindre modifie
I’écoulement par son mouvement et simultanément le fluide agit sur la position du
tube par les efforts qu'il lui applique. Pour surmonter cette difficulté, nous utiliserons

une description cinématique particuliére: la description Arbitraire Lagrange-Euler
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(ALE, Huerta [58]). Cette description permet de pallier aux inconvénients des descrip-
tions lagrangiennes et eulériennes (grandes distortions du maillage pour la premiere
et difficultés & représenter les conditions aux limites pour la seconde, voir aussi annexe
A) en donnant au maillage une vitesse qui ne soit pas celle des particules fluides (des-
cription lagrangienne) et qui ne soit pas nulle (descﬂption eulérienne). Nous avons
choisi de donner au maillage la vitesse de déplacement du cylindre. Les nouvelles
relations qui découlent de la description ALE et dans lesquelles nous introduirons les

développements asymptotiques, sont données dans I’annexe A.

Ce chapitre est consacré au calcul des branches de solution d’un probleme station-
naire d’interaction fluide-structure par la MAN. Pour introduire les développements
asymptotiques dans les équations du probléme, nous utilisons les techniques, dévelop-
pées au chapitre I1, de mise sous forme quadratique des équations a ’aide notamment
de nouvelles variables. Tous les détails techniques concernant la description ALE, la
méthode des éléments finis utilisée pour obtenir la forme discrete des équations ainsi
que les développements asymptotiques, sont donneés respectivement dans les annexes
A, B et C. Nous présentons dans ce chapitre seulement la forme finale des équations

3 résoudre, 1’application numérique étant en cours de réalisation.

L’approche numérique du probléeme d’interaction fluide-structure que nous pro-
posons dans ce travail se situe entre les modeles physiques et analytiques (Connors-
Blevins, Paidoussis-Price ... [59], [60], [61], [62], [63], [64], [65], [66], [67],) et les modeles
numériques complets de Tezduyar ou de Farhat ([68], [69]). Notre modéle prend en
compte le mouvement de la structure grace & une cinématique Arbitraire Lagrange-
Euler. Les équations stationnaires de Navier-Stokes et celles du mouvement d’une
structure indéformable seront résolues par la MAN. Sur les branches de solutions sta-
tionnaires, les indicateurs de bifurcation stationnaire et de Hopf définis aux chapitres
I11 et IV permettront d’étudier la stabilité du probleme. Nous utiliserons dans notre
modéle numérique la formulation Galerkin car nous avons montré aux chapitres préce-

dents que méme si la formulation Petrov-Galerkin permettait de déterminer correcte-
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ment les solutions stationnaires, elle modifiait sensiblement la physique du probleme
étudié.

La méthode de résolution du phénomene d’interaction fluide-structure que nous
proposons ici est une premiére approche du probleme. Il reste encore a tester nu-
mériquement cette démarche. Des difficultés pratiques, imprévisibles au stade actuel
de notre avancement, pourraient en effet se révéler lors de la mise en place de la

résolution numérique.
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V.1 Présentation du probléme d’interaction fluide-
structure

Nous présentons dans ce paragraphe le probléeme d’interaction fluide-structure que
nous allons résoudre avec la MAN. La structure est un tube cylindrique indéformable
de frontiere I'; (figure V.1). Ce tube peut se déplacer selon 'axe z, son mouvement
est noté ycf, avec y ’intensité du déplacement qui est une inconnue. Il est retenu selon
Ty par un ressort élastique linéaire. Le fluide occupe un volume ; de frontiére ;.
Une vitesse Avg est imposée sur cette frontiere. La difficulté de cet exemple est que
le cylindre est en mouvement, il modifie donc constamment le domaine fluide ;.
Pour surmonter cette difficulté nous utilisons une formulation Arbitraire Lagrange-
Euler (voir annexe A) dans laquelle la vitesse de déplacement du maillage vaut la

vitesse du cylindre sur I'; et zéro sur [';. Les équations du probléeme d’interaction

Qg

o
L E
e

X1

F1G. V.1 - Description du probléeme étudié

fluide-structure dans le repére spatial (voir annexe A) s’écrivent alors :

My g oy P gans R (V.1)
ot N p'cjaa:]- o dz; ans e
dp dpv;
—8?:5 + B, =0 dans R, (V.2)
v = Ayg sur [y (V.3)
v, = (ydi) sur ['; (V.4)
m(yd) + kyd= —/a(v,p).n.a’l (V.5)
S
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avec p la masse volumique du fluide, m et k respectivement la masse par unité de
longueur et la raideur du ressort. Les relations (V.1), (V.2), sont les équations d’équi-
libre, de continuité d’un fluide visqueux incompressible. L’expression (V.3) désigne la
condition de vitesse imposée sur la frontiere [';. La relation V.4 exprime la condition
de compatibilité entre la vitesse du fluide et celle du cylindre sur le bord I'.. Finale-
ment la relation (V.5) est ’équation du mouvement du cylindre soumis a ’effort du
fluide F sur le cylindre (suivant la normale n & l’enveloppe du cylindre I';). L’action
du fluide sur le cylindre est donnée par:

F= [o(v,p).n.dl

Le
{o(v,p) = —p.] +2u.e(v) (V.6)
avec

eij(v) = 3 (3% + Z%)
V.2 Equations du probleme stationnaire

Dans le paragraphe précédent nous avons rappelé les équations d’un fluide vis-
queux incompressible avec une formulation ALE. Nous allons maintenant réécrire ces
équations en considérant le mouvement du cylindre et I’écoulement fluide station-
naire. La vitesse du maillage est donc nulle, & = 0. La vitesse de convection ¢; définie
par la relation (A.17) (annexe A) est égale & la vitesse des particules fluides dans le

repére spatial, v;. Les équations définissant le probléme stationnaire s’écrivent alors:

ov; 00
oot = £+ T8 dans R, (V.7)
8:v]- Zz;
9% _ 0 dans R (V.8)
9 = ans R, :
v = Avug sur [y (V.9)
v = 0 sur I (V.10)
ky.d = —/a(v,p).n.dl (V.11)
Le

Les équations (V.7), (V.8), (V.9) sont similaires a celles que nous avons résolues
par la méthode des éléments finis au chapitre I. Cette fois-ci ’élément de référence

n’est pas défini dans le repeére spatial mais dans le repére mixte (annexe A).
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Nous allons donc travailler dans le repeére spatial; I'inconvénient est que celui-ci
est en mouvement par rapport au repeére de référence (le repere mixte). Cette difficulté
peut étre enlevée en utilisant des éléments isoparamétriques et en faisant référence
pour les quantités discrétes au repére mixte (Hughes [70], fig V.2). Cest a dire que

la position d’un point dans le repére spatial sera déterminée par la relation:

z(&,m) = x(§,m) +y-d(&) (V.12)

avec (£, n) les coordonnées de 1’élément de référence, d(€,n) le déplacement du maillage

(que l'on se donne) et y I'intensité du déplacement qui est inconnue.

L

Domaine sthial (en mouvement)

X2

X2

m//—\ A n

o g
N

X
Domaine mixte (reference - fixe)

Q

X

Fig. V.2 = [llustration des deux domaines

V.3 Equations du probleme discret

On introduit dans 1’équation de continuité (V.7), un terme de pression énalisé
p

par un grand parametre k ; cette relation s’écrit alors:

ov; 1
5;—_ - zp=0 dans R. (V.13)
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Le tenseur des contraintes o;; exprime la loi de comportement d’un fluide visqueux

et est défini par:
0 = —p.5¢]’ + ,u.(vi,j + Uj,i) (V.14)

en introduisant cette derniere équation dans ’équation d’équilibre, on obtient les
équations de Navier-Stokes dans le repére R, (en supposant les forces de volume f;

nulles):

Ov;
p- vja +p,1— pv;;; =0 dans R (V.15)

La forme faible des équations (V.13), (V.15) est obtenue en les multipliant respecti-

vement par les fonctions tests ép et dv; et en les intégrant sur le domaine R,. Soit les

relations:
/(5'0,- pU; . — 0V p F b vig) € = 0 dans (2,
Qz
(V.16)
/5p v“— )dQ, =0 dans Q;

Le systeme (V.16) se met sous la forme discrete grace aux équations définies au

chapitre I, paragraphe L.5.

[Kuu[jKJE]u(v)] [[?(,,ﬂ ] { . } _ A,{ r } (V.17)

La discrétisation de ’équation d’équilibre du cylindre (V.11) conduit a résoudre le

probléme suivant :
kyd+F =0 (V.18)

avec F représentant I’effort discret du fluide sur le cylindre (voir annexe B, paragraphe

B.3)
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V.4 Méthode Asymptotique Numérique

_ Dans ce paragraphe nous allons introduire les développements asymptotiques pour
résoudre le probleme d’interaction fluide-structure défini par les ééuations (V.17) et
(V.18). Avant d’effectuer ces développements asymptotiques il est important de rap-
peler que les matrices élémentaires (Kuyu, Nuw, Kup, Kpp) dépendent de l'intensité
du déplacement du maillage y. La dépendance de chaque matrice est donnée dans
l’annéxe (B). Les inconnues du probléeme sont maintenant la vitesse du fluide v, la
pression p ainsi que lintensité du déplacement du maillage y. Le déplacement du
maillage dans les équations stationnaires de Navier-Stokes introduit de nouvelles re-
lations qui dépendent soit de la vitesse du fluide, soit de Iintensité du déplacement
du maillage ou des deux. Les expressions dans lesquelles les développements asymp-
totiques vont étre introduits sont définies par les relations (V.19) (voir annexe B pour

plus de détails).

Toutes ces relations sont des expressions discrétes. Les indices © et ¢ signifient
que les quantités ainsi indicées font références soit a la position de la particule fluide
dans le repére mixte (indice °), soit au déplacement du maillage dans le repere mixte
(indice %). La discrétisation des relations (V.17) et (V.18) ne conduit pas directement
aux expressions (V.19). En effet ces derniéres sont toutes sous une forme quadra-
tique, grace a laquelle, nous l'avons souligné au chapitre II, il est aisé d’introduire
les développements asymptotiques. Pour obtenir les relations (V.19) nous avons ainsi
utilisé les techniques introduites au chapitre II. A savoir, dés que la non linéarité
d’une expression discrete du probléme n’est pas quadratique, nous introduisons alors
de nouvelles variables pour transformer I’expression initiale en une expression équiva-
lente mais quadratique. Ainsi la variable ¢, les matrices M° et M 4 ont été introduites

dans cette optique.

- 126 -



CHAPITRE V. Vers Vinteraction fluide-structure

J=J%4y.J% 4 42 Je

Kyw =0 . kyy

Jp=1

Kuy = [Kf}u +y. K% + yz.K{fu]

Ky = Kfjp + y.Kffp

Kpp = Ko, +y KX +9? K2

Nuw(v,v) = M® +y. M* (V-19)
M° = N2, (v,v)

M? = Ng (v,v)
+1

F= [{op+0,}ndE
1

ap = [Np].[T].p

Lo, = LIDI{[BY +y.[BY} {v}

On peut remarquer dans 1'ensemble d’équations (V.19) que les quantités: J°, J%,
J¢ K, K% K2, K%, K&, KO, KY, K, B, B? sont toutes des constantes. Les
matrices M° et M? représentent les termes convectifs des équations stationnaires de
Navier-Stokes. Les inconnues (v, y, p) sont solutions du probleme discret résultant de

la forme faible des équations stationnaires de Navier-Stokes et de ’équation d’équilibre

du cylindre:
f [Kuu) {0} + [Nuw(v, )] + [Kup] {p} = A {F}

[Kpu] {v} + [Kpl {p} =0 (V.20)

kyd+F =0
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Nous effectuons des développements asymptotiques en fonction du parametre de che-

min a du vecteur d’inconnues et de quantités élémentaires U défini par:
U=t {v,p, Ny, d, 0 Kuw, kuwy, Kupy Kopy Nuw(v,0), M° M¢ F, o, crv} (V.21)
Le vecteur U s’écrit alors:
U=Uy+al,+a*Uy +a*Us + -+ +a?U, (V.22)

En introduisant ces développements dans le probléme (V:20) et en identifiant suivant

les puissances de ”a”, on obtient un probléme a 'ordre ui s'écrit:
p )

{[Kﬂ {vp} + [K})yp = 3 {F} - FQ (V.23)

{k.g + f—y} o+ [P} = -FQ

Les quantités KY et K} sont les matrices tangentes ou interviennent respectivement la
vitesse du fluide et I'intensité du déplacement du maillage. Ces matrices sont définies
dans I’annexe C par les relations (C.19). Elles traduisent la dépendance des équations
stationnaires de Navier-Stokes envers les inconnues (v, p, y, ). Le second membre F'Q)
dépend de la vitesse du fluide et de l'intensité du déplacement aux ordres précédents
(cf équation (C.20), annexe C). Dans la seconde relation du probléeme (V.23), la
quantité F?¥ est en quelque sorte la matrice tangente de 1’équation du mouvement du
tube. Elle résulte de la force du fluide sur le tube. Le second membre F @ dépend lui
aussi de la vitesse du fluide et de ’intensité du déplacement aux ordres inférieurs a

p. Le probléme V.23 est écrit sous la forme matricielle suivante:

(K] [KY] (v} | | MW{F}-FQ
(7] [k.d+ FY] v | ~-FQ
noté

[KFPS] . {UFS) = {FFS)

(V.24)

avec UFS le vecteur inconnu mixte & l’ordre p, défini par:

UFs = { vp } (V.25)

Yp



CHAPITRE V. Vers l'interaction fluide-structure

Comme pour les précédents problémes non-linéaires résolus avec la MAN (les équa-
tions stationnaires de Navier-Stokes chapitres I et II), La matrice tangente K%
est la méme pour tous les ordres. Une seule triangulation de K- et 'évaluation &
chaque ordre du second membre Ff 5. permet de connaitre une partie de la courbe
solution. Pour déterminer la totalité des branches solutions, une procédure de conti-
nuation comme celle explicitée au chapitre I peut étre appliquée. Finalement, sur ces
branches de solutions stationnaires du probléme d’interaction fluide-structure, un in-
dicateur de bifurcation soit stationnaire (chapitre III) soit dynamique (chapitre IV)

peut étre introduit sans difficulté particuliere.

V.5 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre comment nous comptons résoudre un pro-
bleme d’interaction fluide-structure. Grace & une description cinématique adaptée, le
mouvement du tube a pu étre pris en compte dans les équations. Pour la résolution
du probleme stationnaire par la MAN nous nous sommes appuyés sur les conclusions
et les techniques décrites au chapitre II. Ainsi grace & l'introduction de nouvelles va-
riables, toutes les équations ont pu étre mises sous une forme quadratique, ce qui nous
a permis d’introduire aisément les approximations polynomiales dans les équations.

Nous avons aussi montré que la matrice tangente gouvernant le probléme d’in-
teraction fluide-structure est la méme pour tous les ordres de troncature des séries,
ce qui permet d’envisager des temps de calcul moins élevés que pour une méthode
incrémentale-itérative.

L’introduction d’un indicateur de bifurcation soit stationnaire, soit dynamique,
n’a pas fait I'objet de ce chapitre, mais cela ne devrait pas générer de difficulté
particuliere. En effet nous avons montré aux chapitres précédents que meéme si la
difficulté du probleme augmentait (comme c’est le cas avec une formulation Petrov-
Galerkin) nous étions capable d’y introduire un indicateur fiable. Nous disposons

de plus des équations stationnaires et dynamiques du probléeme d’interaction fluide-
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structure.

Méme si la priorité demeure aujourd’hui la programmation des équations déve-
loppées dans ce chapitre dans le code de calcul EVE, nous nous intéressons aussi a
’augmentation du nombre de tubes, afin de se rapprocher dans ’avenir des problemes

industriels.
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Conclusion générale

L’objectif de cette theése était d’apporter un outil numérique simple, efficace et
rapide pour la mécanique des fluides, dans 'optique de I'appliquer ensuite a un pro-
bleme plus complexe. Cet objectif est atteint puisque nous disposons aujourd’hui d’un
code de calculs pour la mécanique des fluides: ce code a la particularité de résoudre
les équations stationnaires de Navier-Stokes avec les formulations Galerkin et Petrov-
Galerkin. Nous nous sommes attachés d;,ns ce travail & mettre en évidence les qualités
de la MAN par rapport & la méthode incrémentale-itérative de Newton-Raphson. La
rapidité, la précision, la description analytique des solutions sont des atouts qui auto-
risent aujourd’hui la MAN a concurrencer les méthodes de prédiction-correction pour
résoudre tous les types de problémes non linéaires. A I’aide de quelques modifications
des relations initiales, modifications ne transformant en aucune fagon la physique du
probleme étudié, la MAN peut étre appliquée a la plupart des problemes non linéaires.
Il faut en effet dire que des problémes présentant des singularités séveres (disconti-

nuité par exemple) pourraient s’avérer impossibles a traiter avec une technique de

perturbation.

Sur les branches de solutions stationnaires, des indicateurs d’instabilité station-
naire et dynamique informent sur 1’évolution de ’écoulement en fonction du nombre
de Reynolds. La fiabilité de ces indicateurs a été démontrée sur des problemes ou il
existe des instabilités. Pour I'indicateur de bifurcation de Hopf, il reste cependant des
améliorations & apporter pour que celui-ci devienne une méthode numérique automa-
tique. Des éléments de réponse sont avancés, notamment dans le suivi des minimums

des fonctions de l'indicateur.

- 131 -



Conclusion générale

Le probleme stationnaire d’interaction fluide-structure est quant a lui résolu sur le
papier et les applications numériques devraient etre rapidement possibles. Les indica-
teurs d’instabilités doivent apporter des réponses concernant les nombres critiques de
’écoulement. L’extension & des problémes de complexité plus importante, en particu-
lier 'augmentation du nombre de cylindres, permettra de construire un modele plus
représentatif des installations industrielles. L’objectif de disposer a terme d’un arsenal
d’outils numériques simulant les écoulements industriels et I’apparition d’instabilités
s’avere aujourd’hui réaliste. De plus de récentes études sur les équations instation-
naires de Navier-Stokes (DE OLIVEIRA [71]) devraient permetire de déterminer
d’une part les solutions instationnaires du probleme d’interaction fluide-strucutre et

d’autre part les solutions périodiques qui naissent apres une bifurcation de Hopf.
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ANNEXE A

Formulation A.L.E.

Deux descriptions cinématiques sont généralement utilisées pour décrire le mou-
vement d’un domaine fluide ou solide. La premiére est la description lagrangienne
dans laquelle le domaine et les coordonnées d’un point sont notés respectivement Rx
et X. Dans la seconde, la description eulérienne, le domaine et les coordonnées d’un

_point sont notés R, et z. Dans la description lagrangienne, les points du maillage

coincident avec les points matériels (la vitesse du maillage est alors celle des parti-
cules fluides). L’avantage de cette description réside dans la facilité & représenter les
conditions aux limites. De plus cette description n’introduit pas de termes convectifs
ce qui facilite le traitement numérique des équations qui gouvernent le mouvement
du fluide. Cette description possede cependant V'inconvénient de produire de grandes
distortions du maillage. La description eulérienne permet d’éviter ce genre de désa-
grément. Le maillage est alors fixe et les particules fluides passent au travers. Mais
cette description présente elle aussi quelques inconvénients. Le premier est la diffi-
culté numérique & traiter le terme convectif, qui traduit le mouvement relatif entre
le maillage et les particules fluides. Le deuxieme inconvénient de cette description
est la difficulté & représenter les conditions aux limites, par exemple aux interfaces
fluide-structures.

Pour éviter les désagréments de ces deux descriptions, la description Arbitraire
Lagrange-Euler (ALE) a été développée (Hirt et Al [72] pour les différences finies et
Donéa et Al [73] pour les éléments finis). L’idée principale de cette nouvelle descrip-
tion est de donner au maillage une vitesse qui ne soit pas celle des particules fluides
(description lagrangienne) et qui ne soit pas nulle (description eulérienne). La vitesse
du maillage est choisie arbitrairement par 'utilisateur.

Nous reprenons dans cette annexe la totalité des notations, des écritures et des
expressions de 'article de Huerta et Liu [58].

A.1 Description cinématique de la formulation A.L.E.

Dans la description ALE, trois domaines sont définis (fig A.1). Le domaine matériel
Rx (Lagrange), le domaine spatial R, (Euler) et le domaine mixte R, (ALE) ou les
coordonnées des points sont notés . Soit f une quantité physique, on notera alors:

o f(z,t)si f est exprimé dans le repere spatial
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o f*(x,t) si f est exprimé dans le repére mixte

~

o f**(X,?) si f est exprimé dans le repere matériel
et I’on peut écrire la relation suivante:

f(:L‘,t) = f*(Xat) = f**(Xat) (Al)

La figure (A.1) exprime les relations de passage entre les trois domaines. Elles sont
définies par:

¢ R, — R,
Ocst) = d0x,t) =2 (A.2)
et
b R, — Rx
(x,8) — B, t) = X (A3

La relation (A.4) peut alors étre réécrite sous la forme suivante:

flo0x, 1) 8) = f(x 1) = f7(¥(x, 1), 1) (A.4)

boy

en mouvement

Domaine de reference

fixe
—

e

- Domaine materiel
2 \‘IJ/

Domaine mixte

Fic. A.1 - Définition des domaines pour la description Arbitraire Lagrange-Euler
(Huerta [58])
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A.1.1 Définitions des dérivées

Soit f la quantité physique précédemment introduite, sa dérivée matérielle est
définie par la relation:

. _ af**
f =2, (4.5)

X

sa dérivée spatiale est notée:

,_Of
fr= 8t( t) (A.6)

T

et finalement sa dérivée mixte est définie par:

j= (A7)

Les régles de dérivation des fonctions composées permettent d’écrire les relations
suivantes:

of _of dz;| Of
e (X,1) T — (=, t)l +—= 5 (‘3:10]( ,t) (A.8)
et
of _Of ] 0| 9
at (X?t) X_ at( )’ + 8t 8:17j($,t) (Ag)
ou encore
af** B af ax] af*
S| = Grien| +57) S (A10)
De plus la relation (A.1) permet d’écrire:
af . of
x| = Det)
X ot X
af 0
(1) = a{(w t) (A.11)
X X

Si on désigne par v;, w; et 9; respectivement les vitesses des particules dans le repere
matériel, mixte et la vitesse du maillage, ces derniéres sont alors définies:

Bxi 8.’1?**
v, = —a—? X— —5%—(X,t) o (A12)
et
09X
wi =2, . (A.13)
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et

orx:

= 1(X7t)
B

~ 5332‘
YT o

(A.14)

X
Si la quantité physique f désigne la position z;* d’une particule dans le repere maté-
riel, la relation (A.10) devient alors:

ozr dz?

_ 97 Ix;
ot . ot (X’t)lx+ ot

(X,1) 0

x XJ

(x>1) (A.15)

ou bien en introduisant les relations des vitesses dans chaque repere (égs (A.12),

(A.13) et (A.14)):

O™
v — B = wy—(x, 1) (A.16)
J
ou encore
Oz*
& = w2 (x, ) (A.17)
7 _

avec ¢; la vitesse de convection (Hughes [70]) définie par la relation ¢; = v; — ;. Fina-
lement les relations précédentes permettent d’écrire une relation générale de passage
entre le repére matériel et le repére mixte pour une quantité physique f:

_of" of
X_ ot Oz

af**
ot

(X,1) (1) (A.18)

(x,t)

+ci
X

A.2 Equations de continuité et d’équilibre

La cinématique de la description ALE permet d’écrire les équations de conserva-
tion de la masse et d’équilibre dans les trois reperes.
Si M est la masse du fluide considéré, elle est alors définie par:

M:/ pOdQX=/ ﬁdﬂxz/ pdQ, (A.19)
Qx Qy Qz

avec p°, jp et p les masses volumiques du fluide définies respectivement dans les re-
peres matériel, mixte et spatial. Le principe de conservation de la masse implique les

relations suivantes:
oM 0 / 0 0 . 0
o =0t Jo, N T B

gt |, ot
En utilisant le théoréme de changement de repére d’'une intégrale de volume (ou
formule de transport de Reynolds), ’équation de continuité dans le repere mixte est :

2
x Ja, Ot

/ pdQ, =0 (A.20)
X z

oM
ot

a0, + / pw.h dSy, =0 (A.21)
X 081y
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En utilisant le théoréme de la divergence, ’équation (A.21) devient :

oM| / 0p
ot |x Jg, O
Finalement, 'intégrale de ’équation (A.22) étant nulle quelque soit le domaine R,,
’équation de conservation de la masse s’écrit dans le repere mixte:

8 Awi
o, + [ 22
X Qx aXi

d, =0 (A.22)

85
a1

+§£4 —0 dans R, (A.23)

X

De la méme facon, on obtient I’équation de conservation de la masse dans le repere
spatial :

dp|  Opv;
opy L 9P R, .
5 x-l— P2, 0 dans (A.24)

On peut bien sir obtenir des relations similaires en utilisant les définitions (A.8),

(A.9) et (A.10). Ainsi en posant f = p dans (A.8) et avec:

Opv; lc?p ov;

on obtient une deuxiéme équation de continuité dans le repere spatial:

Op dp Ov;
8t X+618—zi + pa—xl =0 dans Rr (A26)

La quantité de mouvement du domaine {2, a I'instant ¢ est donnée par la relation:

Q(t)z/ p(z,t)v(z,t)dQ; dans R, (A.27)

T

cette quantité peut aussi étre exprimée dans le repere mixte R, ainsi:
Q) = [ alcthlxt)df dans By (A.28)
2y

[’équation d’équilibre dans le domaine Ry est obtenue en dérivant I’équation
(A.28) par rapport au temps, et en définissant les actions extérieures agissant sur €2,
comme la somme des forces de volume f; et de surface F;:

9Q
ot

= fidQy, + /a ] F;dS, dans R, (A.29)

En introduisant la relation (A.28) et en utilisant les théorémes de transport de Rey-
nolds et de la divergence, ’équation (A.29) devient :

| [%5

a(p. 1 Wy
N (p-vi-wi)
« O

}dﬂxz/ £ dQ, +/ F,dS, dans R,  (A.30)
£y Ay
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En introduisant le premier tenseur de Piola-Kirchoff donné dans le repere mixte Ti]'
et défini par F; = T};.1;, les équations d’équilibre dans le repéere mixte deviennent :

p)|  Bpwiw) . OTy
=f dans R .
Y X+ Bxs fi + 3% ans Ity (A.31)

Avec I’équation de continuité (A.23) définie dans le repere mixte on obtient:

. Bv +A 87)1' f n 81}- d R (A 32)
L Wi = alls .

Les efforts extérieurs appliqués sur Q. sont définis comme étant la somme des
forces volumiques f; agissant sur {2, et des forces surfaciques F; agissant sur la surface
Sg. L’équation d’équilibre s’écrit dans R, :

o
ot

= [ fidQ, + / F;dS, (A.33)
A

X Qz
Avec I'expression des efforts surfaciques:

F; =o5n; = oin; (A.34)
et le théoreme de la divergence, I’équation (A.33) devient:

0Q
ot

80'ij

= [ fdQ, +/ L dQ, (A.35)
x Ja . 0%;

ou o;; est le tenseur des contraintes de Cauchy. En reprenant le premier membre de
I’équation d’équilibre écrite dans R, (A.30) et avec dQ2, = Jd {2, on obtient:

/ f‘l[a(;fv) +a(p'w'wj)]dﬂr= / fdQ% + / gaij dfl; (A.36)
i Q. z ]

X BXJ x]
Avec Q, choisi arbitrairement, '’équation (A.36) devient :

., [0(pv)|  O(p.viw;) 0o;j
J! - ] =fi+ — A.37
{ ot X+ an f * ail:]‘ ( )
Avec ’équation de continuité daas le repere R, (A.23) réécrite:
8ﬁ aﬁwj
—| = A.38
ot x aXJ' ( )
on obtient:
j__l [Aa’l) +,. 8’01'] f n adi]‘ (A 39)
p—| +hwim—|=fi + - :
ot X Jan (3:5]-
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Finalement, avec la relation de passage entre les masses volumiques, (A.39) devient:

61} n 8’0,‘ f 80’1']' (A 40)
po| Fowjz— = fi .
ot X ]an a:Ej
avec la relation suivante:
N 81),- Bvi aIk (A 41)
pW;—— = PWj— —— .
’ an ’ 8:ck axj
et avec I’expression (A.17) liant les différentes vitesses entre elles:
Ox
ck = wj—k (A.42)
0X;
En utilisant la convention des indices muets on peut écrire:
Bvi av,- (A 43)
W;—— = P.Cj :
P TOx; P 0z,
Finalement la relation d’équilibre dans le repére spatial s’écrit :
Bv n c%z- f n 801-]- d R (A 44)
— ci— = fi + — dans R, .
pc’)t x P JaCII]' aitj
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ANNEXE B

Description A.L.E et éléments finis

B.1 Introduction

Nous définissons dans cette annexe les expressions dans la configuration Arbitraire-
Lagrange-Euler des différentes quantités nécessaires pour le calcul par éléments finis.
Le déplacement du maillage est notée d, son intensité est y. La position d’une particule

dans le repere spatial est alors: -

E:x—f—y.d (B.1)

~

Nous utiliserons des éléments isoparamétriques pour le calcul éléments finis. Ceci nous
donne pour la position et la vitesse de la particule dans le repére mixte :

nnoe

=35 Nie )
(B.2)
v = 21: Ni(é,m)-a

avec [; et g; respectivement la position et la vitesse aux noeuds. Pour la position d’une
particule dans le repere spatial on note:

nnoe nnoe

2= Ni(,n)dity. ) N(&n)d (B.3)

avec d; les coordonnées des noeuds du maillage.

B.2 Définition des quantités et des matrices élé-
mentaires

Le Jacobien de la transformation pour le passage du repére R, au repere R
s’écrit :

8:::1 81‘2 8)(1 8x2 8d1 8d2
8 98¢ % 8¢ o O¢
[J] = = +y. (B.4)
32‘1 8:1:2 8)(1 3)(2 adl 8d2
an on an an In on
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On décompose le Jacobien en deux parties, une premiére qui ne dépend pas de y

et une seconde linéaire en y. On le réécrit ainsi:

] =1+ y.[J7]

En notant J le déterminant du Jacobien de la transformati
la fagon suivante: '

(B.5)

on, on peut le définir de

oy  dz2 -
J = det ¢ 8¢ _ oz, Ot dzy Oz
- 1 Ozs - 8¢ On 3¢ on
an o (B.6)
J= A(x1+y.d1) I(x2+y.d2) . A(xe+y.d2) A(xi1+y.d1)
3¢ o 8¢ o
soit en fonction du déplacement du maillage:
J=J%+y.J0 4 y2 Jd
Avec
J° = det[JO] ox1 Oxz  oxa i
3¢ on 8¢ on (B.7)
Jod — ¢ 2 O | oh Dl [ O dd | 0 Da
8¢ on 8t o 3¢ oy 8¢ on
Ji P 2 2 34
\ 9 om 8¢ on
L’inverse du Jacobien peut-étre exprimé de la méme facon:
LD dz4
1 e el
Jt == ! = {[T +y.[T¢ B.8
O N R (T FATL)! (B.5)
an ¢
avec les définitions suivantes:
[ e %0
an a¢
7=
7 e a
an 3¢
(B.9)
Bds 9dy
d1 _ A 13
7% = ad,  9d;
B an o3
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La forme faible des équations de Navier-Stokes conduit a la définition de plusieurs
matrices élémentaires. La premiére liée & la partie visqueuse est notée k¢, la deuxieme
liée & la pression de I’équation de quantité de mouvement, k;,, la troisieme liée a
I’équation d’incompressibilité, k7, et la derniére représente la pénalisation, k;,. Le
terme de convection est noté nw La forme faible des équations de Navier-Stokes
s’écrit sous forme matricielle:

T (K] + [Kpul} {a) + [Nuu(v,0)] = M{F} :
(B.10)

{[Kup] + [Kpp]} {P} =0

avec g les vitesses nodales et p les pressions nodales. La partie visqueuse est définie

par:
, NPG
:Z%:Z/]m 1d0s = ZZWl BlH.Jw,  (B.1)

La matrice [B] contient les dérivées de la vitesse définie dans le repere spatial, v, et
s’écrit :

- -

S
_ 3_’-'1_ - ;9:1_
TR
[B].{q} = — =00 01 32 (B.12)
2 0110 i
duy Qvy Oz
L dzz |

Le vecteur contenant les dérivées des vitesses dans le repére spatial est exprimé dans
le repere de I’élément de référence:

[ 5oy ] N
oz, 3
s on [Nig] 0
92 JI™t 0 an JI™t o0 [Nig] O
o0, :[ 0 Url}' Bus =[ 0 Url]' 0 [Nig] ]
3—11- 3—€ 0 [Ni,n]
Bv; B
- 3
) (B.13)
L’expression de la matrice [B] est donc:
L0000 ripa g {%% :
[B]=]0 0 0 1 1|. [ 0 ] } : 6’" (N.] (B.14)
0110 ne
0 [Ni,n]
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soit en introduisant la relation (B.8) incluant le déplacement du maillage:

1000 [Nig] 0
Bl=]00 01 _l[[JOHy-[J‘i] o 1. (N:a] 0
0110 J 0 | [T°] +y.[T7] g Hszi,g%

(B.15)

Nous séparons dans cette derniére relation les parties dépendantes du déplacement
du maillage ; [B] se réécrit:

[B] = 3{ B+ y.[BY} (B.16)
[ [Nig] 0]
01 [\70] 0 [Ni,n] 0
S { 0 [JO]} | o
0 (Vi)
(B.17)
0 [ [Nig] 0]
d1 _ [jd] 0 [jvi,n] 0
[BY=]1000 (1) { ) [Jd]} 10" g
L 0 [Ni,n] 4

soit en introduisant la relation (B.16) dans ’expression (B.11):

NPG
ZZ [B® + y.BY[D|[B° + y.BY H . w; (B.18)
nel =1
ou bien
Ko = K°, +y. K% + 2 K¢ (B.19)

avec les définitions suivantes:

=2 Z [B°] [D][B°1 H . w

nel i=1

{ Ko =% iG - {{BY] +[BYYD][BY} H . w; (B.20)

nel 1=1

NPG 4

=Y 3 (BB H . wi

nel 1=1

Par abus de notation, expression (B.19) est écrite:
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Ko = = { KO +y. K2 + 4" KL} (B.21)
La matrice Ky, s’écrit:
NPG
Ky = Z;kip = X;Qf [B.,][N] 4 = Zi Z:l [B.]'[Np] H J. wi

Avec [B,] = [1 10 } (B] (B.22)

et N, les fonctions de forme de pression

En introduisant expression de la matrice [B] (B.16) ou le déplacement du maillage
intervient, la matrice K,, devient:

.
e - ~d
K=K, +y.Kg,

avec les définitions suivantes:

(B.23)
KO = ZZ[BO][ ]Hw,et[BO]:{l 1 o}[BO]

nel i=

Ko, =S (BN Hus et (B = [1 1 0] (B

nel 1=1

La matrice K, relative a la pression provenant de la pénalisation (ou K' représente
le coefficient de pénalisation) dans I’équation de conservation de la masse est définie

par la

|

relation,

1 NPG

dQe—Z Z[ P [N H J. w;

nel K

pp = 2 k;p

nel

NIH

un"ﬁ

ou bien
(B.24)

Kpp = J.KC,

Avec K3, = T L Nf:G[ NI N,] H ws

nel K

En introduisant dans 1’équation précédente la définition du déterminant J (eq. B.7),
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la matrice K, est réécrite en fonction du déplacement du maillage:

Ky —KO +y. I\pp-}—y K:p
Avec les relations suivantes:
K, =5 L S INGING] H°
Wy
nel P (B25)
, NPG
Ky = P Z[ BRI AR: PARY
nel
| NPG
Z Z [NV, H T w,
nel

La matrice Ny, (v,v) contenant les termes de convection s’écrit :

NPG

nel nel Q¢ nel i1=1

V1 V2 0 0

[A(v)] = }

O 0 V1 V2

I Ouq dvy;  Ovy Jug

[8(v)] = —,—,—,——]

L 81‘1 31‘2 81‘1 31‘2

(B.26)

D’apres les relations (B.13) et (B.8) ou intervient le déplacement du maillage, la
matrice (0] devient :

L[ (7% + 17 w0
- _ +y. 0 Ni, 0 .
o0 =5 [ TV g S ] g [ e
0 [Ni,n]

La matrice Ny,(v,v) s’écrit finalement :

Nyu(v,0) = N2 (v,v) +y. N2 (v,v) (B.28)
L’équation (B.28) est réécrite:

Nyw(v,v) = M® +y. M? (B.29)
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M? et M9 sont des opérateurs quadratiques définis par les relations :

{%d _ 1]\\;82; (B.30)
avec les définitions suivantes
];PG
Npu(v,v) = Z: ; [wa]* [A(v)] [0°(0)] H . w;
(B.31)
Ny (v,v) = ZI ; [wa]* [A(0)] [04(v)] H . w;
et aussi
[Nig]l 0
0/ _ [jo] 0 [Ni,n] 0 ]
[6 (U)] - I: 0 [jO] j, : 0 [Ni,f] [ql]
0 [Ni,n]
(B.32)
[Nig]
d _ [jd] 0 [Nin] 0 ,
[0 (vav)] - { 0 [Jd]_l :| ) 0 [fVi,g] [qz]
0 [Ni,n]

B.3 Définition de 'effort du fluide sur le cylindre

L’effort du fluide sur le cylindre F est défini par la relation:

F= [o(v,p)n.dl

e
o(v,p) = —p.I + 2u.e(v) (B.33)
avec B
eii(v) = 3 (3—;7 + g;l)

La forme discrete de cette force notée F est donnée par la relation:

+1

F = /a(v,p).n.dfi (B.34)

-1

ot &; représente le coté de 1’élément de référence (figure B.1) sur lequel la force agit.
La forme discréte du tenseur des contraintes est donnée par l’expression:

o(v,p) = [N,).[ 1].p + [DL.[BL.{v} (B.35)
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En introduisant la relation (B.16) dans l'expression (B.35), on obtient la relation
entre la contrainte et les variables v, p et l'intensité du déplacement y.

7(0,9) = N1 [ 112 + 2 1D1{[B) + v.[B} 1) (B.36)

Finalement, la force F est définie par la relation:

F = }l{op +o,}.n.dé (B.37)

avec les définitions suivantes:

(B.38)

g g
| 1
Ci: C
-1 1 F -1 1
n _—> n
-1 -1
G=n F Bord du cylindre ou

le fluide exerce un effort

Fic. B.1 - Définition de Ueffort du fluide sur I’élément de réfeérence
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ANNEXE C

Développements asymptotiques
pour le probleme d’interaction
fluide-structure

C.1 Présentation des équations

Les relations dans lesquelles les développements asymptotiques vont étre intro-
duits sont définies par les relations suivantes (voir annexe B pour plus de détails):

J=J% +y.J% 442

Koy = = [KO, + y. K% + y2. K]

1
J
K= (Sp + y.Kij

Kp = KJ +y. K +y* . Ky,

P PP

Nyu(v,v) = M° + y. M
(C.1)
M°® = N2, (v,v)

M? = N¢ (v,v)
+1

F= [{op+0.,}ndé&
-1

op = [Np].[ T ].p

Oy = %[D] {[BO] + y.[Bd]} Av}
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Toutes les inconnues sont solutions du systéme discret résultant de la forme faible
des équations stationnaires de Navier-Stokes et de I’équation du mouvement du tube:

[Kuu] {v} + [Nuu(v,v)] + [Kup]{p} = AM{F}

[Kpu] {v} + [Epp] {P} = 0 (C.2)

ky.d+F =0

Afin d’éviter de stocker certaines quantités élémentaires a chaque ordre, la relation
traduisant la viscosité du fluide est réécrite en introduisant deux nouvelles variables
W et kyy:

Ko =¢. [Kou +y. K% 4+ y2.[1"3u] =@ . kyy

u 73

avec (C.3)

¢.J =1 et ky = [KO, +y. K% + 2. K2, ]

U

En effet st on conserve la forme initiale de I’expression de la matrice de viscosité Ky,
on doit alors, aprés y avoir introduit les développements asymptotiques, stocker a
chaque ordre une matrice locale & . La dimension de cette matrice est [18, 18]

Ulordre

et comme elle est calculée pour chaque point de Gauss, on comprend que le stockage
nécessaire a une telle méthode devienne trés vite énorme. Les modifications apportées
dans les équations (C.3) conduisent a stocker a chaque ordre seulement deux scalaires

Pordre et Jordre-

C.2 Développements asymptotiques

Nous introduisons les développements asymptotiques en fonction du parametre
de chemin a dans le vecteur d’inconnues et de quantités élémentaires et globales U
défini par:

U :t {U » Dy )‘a y"]a ¥, Ku'u., kuuv Kuzn Kppa Nuu(v)v)7 MO, Md’ '7:’ Upa O-U} (04)
Les développements asymtotiques du vecteur d’inconnues U s’écrivent :
U=Us+al;, +a*Us +a*Us + - + a?U, (C.5)

En identifiant suivant les puissances de "a” on obtient des relations a chaque ordre
pour les quantités élémentaires et globales linéaires en v :
eDéterminant J:

Ordre 0: Jo = JO + yo.J% +92.J¢
OI‘dI‘e 1: Jl = yl.JOd + 2.y1.y0.Jd (C6)

p—1
Ordre p: J, = 4. J% + 2.9, 0002 + 3 Ur-Y(pr)-J®
r=1
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eQuantité ¢:

Ordre 0: ¢g.Jo =1
Ordre 1: Jy .o+ Jo .1 =0 (C.7)

p—1
Ordre p: J, .00+ Jo.0p + o Jrpp—r) =0
r=1

eMatrice Ky,

Ordre 0 : I{uuo = o - kuuo
OI'dI'e 1: [{uul = @1 . kuuo + ¥o - k’uul (C8)

p—1
Ordre p: Ko, = ©@p - kuuo + 90 - Kuuy + 2_ P(p-r) b,
- r=1

eMatrice kyy:

Ordre 0: kyy, = KO, + yo. K2 + y2. K2,
Ordre 1: kyy, = y1. K% + 2. y; .y0. K2, (C.9)

p—1
Ordre p: kyu, = Yp - K% +2.y,.y0. K+ >y y(p_r)I\”jfu
r=1

eMatrice Kup:

Ordre 0: Kup, = K, + %0 K3,
Ordre 1: Koy, =1 . K2, (C.10)
Ordre p: Kup, = ¥p - ij

eMatrice Kpp:
Ordre 0: Kpp, = K), + 90 - K% + 43 K

Ordre 1: Kpp, = y1. K0+ 2.1 .50 K3y (C.11)

p—1
Ordre p: Kpp, = Yp - Kgg + 2.y, Yo K;lp + > y(p_r)Kgp
r=1
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Les développements asymptotiques (C.4) sont aussi introduits dans le terme de convec-
tion Nyy(v,v):

eMatrice Ny, (v,v):
Ordre 0: Nyy,(v,v) = M + yo . M¢
Ordre 1: Ny, (v,v) = M? +yo. M + y1 . M¢

p—1
Ordre p: Nuy,(v,v) = MJ + 4o Mg Y ME+ Y ypry - M
r=1

eMatrice M°:
Ordre 0: M = N2, (vo, vo)
Ordre 1: M? = NO, (vy,v0) + N2, (vo,v1) ) (C12)

Ordre p: Mz? = Ngu(vp,vo) + N2, (vo,vp) + Z N2, (vr, V(p—r))

eMatrice M¢9:
Ordre 0: M¢ = N&,(vo, vo)
Ordre 1: Mg = N2 (vi,v0) + N2, (vo,v1)

Ordre p: M¢ = Ng,(vp,v0) + Ng, (vo,vp)-l—ZN (Vr, V(p—r))

Nous allons séparer dans les relations (C.6), (C.7), (C.8), (C.9), (C.10), (C.11) et
(C.12) les expressions aux ordres p et celles aux ordres inférieurs, ainsi par exemple
pour la quantité ¢ on note:

¥p = LP(yp) + »Q

avec

olyp) = =% [T+ 2.90J%] 4y (C.13)
p—1

L'QQ:—Z{%'% Yip-r)J* + FP0 r)}
r=1
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Pour les matrices globales K., Ky, Ky, on note:

eMatrice K.,
( I{uup = Kuu(yp) + [{Quu

avec
R’uu(yp) = k-u.uo L}D(yp) + @o- [A’Od + 2y0Kdu] Yp )
KQuu = ¢Q -Fuu, + Z {00 Yr-Y(pr)- K& + C(pr)-Fuu, }

eMatrice K,
Kup, = Kup(yp)

(C.14)
avec
Kop(yp) = Kgp-yp
eMatrice K,,
Kppp = Kpp(yp) + KQpp
avec
Kpp(yp) = [KOd + 2.y Kd } -Yp
KQpp = Z Yr Yp—r
Pour Pexpression N, (v,v) a 'ordre p, on obtient:
Nuup(v,v) = Nuu(yp) + Nuu(vp) + NQuu
avec
Nuu(yp) = M.y . (C.15)

Nouw(vp) = NO (Vs Vo) + NO . (v0,vp) + Yo [Nd (vpy v0) + N;iu(UOv Up)]
p-
LNQ““ - {y(,,_,) MZ + N2,(vr, vp—r)) + 0N (07, V1)) }

r—=

Les développements asymptotiques (C.5) sont introduits dans les équations du pro-
bléme (C.2); ce dernier s’écrit alors & ’ordre p:

4

(Ko {vp} + [Kuuy) {00} + [Nus, (v, 0)] + [Kup, | {Pp} + [Kup, | {po} = A{F} — FQ

[Kpuo] {'Up} + [Kpu,,] {UO} + [Kppol {Pp} + [Kppp] {PO} =—-FQ>

FQ. = pf{ (K] {0p-r)} + [Kup) {Ptr-r) } }
FQ2= Z{[Apu]{vp r)}+ ppr]{pp r}}

avec

\

(C.16)

En condensant la pression dans le probléme (C.16), on obtient un nouveau probleme
3 lordre p ou les seules inconnues sont la vitesse du fluide v, et l'intensité de dépla-
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cement du maillage y,:

(Ko {05} + (K] {00} + [Naw, (0, )] + [Kup, ] {po}
Ky By ) ™ { (B, ] {00} + (] {0} + (B, ) {0} } (C.17)
= )‘{F} - FQI + [Kupo][Kppo]—l {FQZ}

Finalement les relations (C.14) et (C.15) sont introduites dans le probleme (C.17), ce
dernier est écrit sous la forme condensée suivante:

(K7 {vp} + [K]yp = A {F} = FQ (C.18)

Les quantités K7 et K} sont les matrices tangentes ot interviennent respectivement la
vitesse du fluide et l'intensité du déplacement du maillage ; ces matrices sont définies
par les relations:

[KY] = [Kuug) + [Nuu(vp)] = [Kupo]'[Kppo]*l-[Kpuo]

[K:] = [Kuu(yp)] {vo} + [Nuu(yp)] + [Kup(yp)] {Po} (C.19)

_[Kupo”Kppo}_l {{Kpu(yp)] {vo} + [Kpp(yp)] {po}}

Le second membre F'Q) est une expression contenant les inconnues v et y aux ordres
précédents et est défini par:

FQ = FQl + NQuu + KQuu - [Kupo]-[Kppg]-l' {[KQPP] {Po} + FQ’Z} (C'QO)

Nous allons maintenant introduire les développements dans les équations gourver-
nant le mouvement du cylindre. Soient les relations:

+1
F = f {op + 0y} .n.dé
<1

op = N, 1].p (C:21)

| J.ow = L(DI{[B] + y.[BY} {v}

L’expression de la contrainte o, est modifiée dans I’équation (C.21) pour travailler
avec un forme quadratique. Les expressions (C.21) deviennent a chaque ordre:
eForce du fluide sur cylindre F:

+1
Ordre 0: Fo = [ {0y + 04} -n.d¢&
21

+1
Ordre 1: F = [ {0y, + 00} .n.dé& (C.22)
1

+1
Ordre p: Fp= [ {0y, + 04, } n.d&
21
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¢Cont

rainte o, :

oCont

Ordre 0: oy, = JL
Ordre 1+ v, = 2. {(DL(B{v1} + yo.[DLLBA {vo} + w0 D].(B.(v1}} — £ 100,
Ordre p: oy, = JL

+7%-

[D] {{B°] + yo.[ B} -{vo}

{_[ J.[B%){vp} + yp-[D].[B%]{vo} + yo.[ D] ].[BY{v,}} — J Oy
T [ DB o} = Srou]

rainte op:

Ordre 0: oy, = [NV,].[ I].p0
Ordre 1: g, = [Np).[ I ].; (C.24)
Ordre p: o,, = [No].[1].pp '

La relation (C.23) & 'ordre p est réécrite en introduisant la définition du déterminant

J & lordre p (C.6):

k

vy = 0u(Yp) + 0u(vp) +0Qy

avec
Ty yp %{ D BZ {U (J0d+2 yO Uvo} -Yp (025)
a.(vp) =£{D 1.[B%-{v,} + vo.[D] .Bd.{vp}}

'U

U = JL Z l:yr [D] [ ] {v(p—r)} - Jr-au(p_r) - yr-y(p_r).Jd.O’Uo]

Finalement en introduisant les relations (C.24) et (C.25) dans I’expression (C.22), on
définit la force du fluide sur le cylindre & 1’ordre p en fonction de la vitesse du fluide
et de 'intensité du déplacement :

'fp:fp(yp)'*‘}—p(vp)‘i'fQ

avec

+1
fp(yp) = f Uv(yp)-ndfi

-1 (C.26)
Fo(vp,pp) = {01, Up) +0'pp} ndé

lfQ =_f10Qud§i

[’équation du mouvement du cylindre s’écrit a chaque ordre:

Ordre 0: k.dyo+ Fo=0
Ordre 1: kdy, + F1 =0 (C.27)
Ordre p: kdy, + F, =0



ANNEXE C. Développements asymtotiques

L’expression de ’équation d’équilibre du cylindre s’écrit finalement a l’ordre p:

{k.g+f-y} 4+ [F]{v,} = —FQ (C.28)

avec FY.y, = Fp(yp) et [F'].{vp,} = Fp(v,). Grace a la condensation de la pression,
seules la vitesse et I'intensité du déplacement du maillage interviennent dans la rela-

tion (C.28).
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Méthode Asymptotique Numérique pour le calcul des branches solutions et des
instabilités dans les fluides et pour les problémes d’interaction fluide-structure.

Dans cette thése, nous nous intéressons au calcul des branches solutions des équations stationnaires
de Navier-Stokes par une Méthode Asymptotique Numérique (MAN). Sur les branches solutions
ainsi obtenues, nous proposons des indicateurs de bifurcation stationnaire et de Hopf qui nous
permettent de déterminer les points singuliers de I’écoulement fluide.

La MAN est D’association d’une technique de perturbation et la méthode des éléments finis. La
méthode de perturbation permet de transformer le probléme non linéaire initial en une succession
de problémes linéaires qui admettent tous le méme opérateur tangent. Les systemes linéaires sont
ensuite résolus de fagon récursive par la méthode des éléments finis, une seule décomposition de
matrice est alors nécessaire pour déterminer analytiquement une partie de la courbe solution.

Le premier chapitre de cette thése est consacrée a des rappels sur la MAN et sur la méthode de
continuation pour le calcul des branches solutions des équations stationnaires de Navier-Stokes.
Le deuxieme chapitre porte sur I’application de 1a MAN 4 la formulation Petrov-Galerkinpour les
équations de Navier-Stokes. La difficulté de ce probléme est de se ramener & un formalisme qua-
dratique. Lorsque cela est réalisé les notions développées au premier chapitre sont alors appliquées.
Les troisiéme et quatriéme chapitres sont consacrés & la détermination des points singuliers sur
les branches solutions. Deux types d’instabilités sont étudiés, les bifurcations stationnaires et de
Hopf. La détermination de ces points s’effectue grace & des indicateurs de bifurcation. Des exemples
d’écoulements de fluide permettent de démontrer I’efficacité et la fiabilité de ces indicateurs.
Dans le dernier chapitre nous appliquons les outils numériques développés aux chapitres précédents
pour traiter un probléme d’interaction fluide-structure : un tube cylindrique soumis & un écoulement
transverse. Les équations du mouvement du tube et du fluide sont décrites & 1’aide du formalisme
Arbitraire Lagrange-Euler.

Mots clefs :
Méthodes numériques - Navier-Stokes - Eléments finis - Petrov-Galerkin - Bifurcations - Hopf -
ALE - Interaction fluide-structure.

Asymptotic Numerical Method to compute stationary solution branches and
instabilities in fluids and in fluid/sturcture interaction problems.

This work deals with the computing of solution branches of the stationary Navier-Stokes equations
with an Asymptotic Numerical Method. Some bifurcating indicators are introduced on solution
branches to detect stationary and Hopf bifurcation points.

ANM is the combination of a perturbation technique and finite element method. Perturbation
technique transforms the initial non-linear problem into a succession of linear ones which have the
same tangent operator. So these linear problems are solved numerically by finite element method
and only one triangulation of the tangent stiffness matrix is needed to determine analytically a
part of the solution branch.

'The first chapter of this thesis is an overview of the ANM and continuation technique to com-
pute solutions branches of stationary Navier-Stokes equations. The second chapter deals with the
application of the ANM when a Petrov-Galerkin weighting is used. The main difficulty of such
a problem is the non-quadratic form of the equations. Initial relations must then be modified to
introduce asymptotic expansions and continuation method defined in chapter one.

The two following chapters concern the detection of singular points on stationary solution branches.
Two kinds of instabilities are investigated, stationary and Hopf bifurcations. Bifurcation indicators
permit us to cvaluate numerically these singular points. Several numerical examples show the
efficiency and the reliability of such indicators.

In the last chapter we apply the numerical procedures previously defined to a problem of
fluid /structure interaction: a cylinder in a cross flow. Equations of motion of the fluid and the
cylinder are described in a Arbitrary Lagrangian-Eulerian frame.

Keywords : ,
Numerical methods - Navier-Stokes - Finite element method - Petrov-Galerkin - Bifurcations -
Hopf - ALE - fluid/structure Interaction.






