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INTRODUCTION

Cette these est consacrée d l'étude de quelques problemes de Calcul de Malliavin et a
Papplication de cette théorie au filtrage non linéaire. Elle est divisée en cinq chapitres et

une annexe.

Le chapitre I est consacré & des généralités sur le Calcul de Malliavin et la théorie du filtrage
non linéaire. On y expose les idées essentielles de ces deux théories et on rappelle, sans
démonstrations, les résultats classiques nécessaires a la lecture des chapitres suivants. Plus
précisément, dans la partie concernant le Calcul de Malliavin, on donne la décomposition en
chaos de Wiener de lespace L2(Q, F, P), ol (Q, F, P) désigne I'espace de Wiener standard.
On introduit I'intégrale multiple de Wiener-Ito , le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck et
on définit les trois opérateurs centraux du Calcul de Malliavin, c’est-a-dire l'opérateur
d’Ornstein-Uhlenbeck L, la dérivée de Malliavin D et I'intégrale de Skohorod 6. Ces
opérateurs nous permettent d’introduire les espaces de Sobolev généralisés. Les outils in-
troduits ci-dessus sont utilisés pour donner des conditions d’existence et de régularité de
la densité pour la loi de probabilité d’un processus stochastique, solution d’une équation
différentielle stochastique. Finalement, on rappelle quelques résultats de calcul des varia-

tions stochastique pour des diffusions dirigées par un nombre infini de processus de Wiener.

Dans la partie concernant la théorie du filtrage non linéaire, on explicite tout d’abord
la forme générale des systémes de filtrage considérés. Puis, on rappelle un résultat de
continuité du filtre par rapport & la trajectoire de 'observation pour la norme de Banach sur
Co([0, T],IR%). Pour conclure, on réécrit les équations de Zakai et de Kushner-Stratonovitch

associées au probleme considéré, ainsi qu'une forme robuste de 1’équation de Zakai.

Le but du chapitre II est d’étudier I’existence d'une densité réguliere pour les solutions

d’une équation différentielle stochastique inhomogene sous une condition moins restric-
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tive que la condition de Hormander générale. En effet, on permet que la condition de
Hormander fasse défaut sur une sous-variété de codimension 1. Dans cette sous-variété on
suppose une condition de non dégénérescence exponentielle moins forte que la condition
de Hormander.

Dans une premiere section, ori montre qu’une diffusion engendrée par un opératewr
différentiel du second ordre, qui vérifie ces hypotheses, admet une densité de classe Cce
par rapport a la mesure de Lebesgue. Cette section fait I’objet d’un article publié dans
*Srochastics and Stochastic Reports” (cf. [74]). Dans une deuxiéme section, on considere
un svsteme de filtrage non linéaire admettant comme signal la diffusion introduite dans la
premiére section. On montre, sous les hypotheses de la section précédente, que le filtre non
normalisé associé a ce systéme de filtrage admet une densité de classe C° par rapport a
la mesure de Lebesgue. Les résultats de la premiere section ne peuvent pas étre appliqués
directement, car le transport des coefficients, nécessaire a la preuve, implique seulement la
condition de dégénérescence exponentielle & ’origine. Dans un premier temps, on montre
un résultat plus fort que celui de la premiere section, puis on applique celui-ci pour montrer

la régularité de la densité.

Dans le chapitre I1I, on étudie des diffusions, solutions d’équations différentielles stochas-
tiques & coefficients dépendant du temps, engendrées par une infinité de processus de
Wiener. Dans une premiere section, on développe un Calcul de Malliavin pour de telles
diffusions.On montre qu’une équation différentielle stochastique & coefficients dépendant
du temps, engendrée par une infinité de processus de Wiener, admet une solution unique
sous certaines conditions du type ”Lipschitz”. Puis, on montre que la diffusion ainsi définie
appartient & I'espace des fonctionnelles de Wiener régulieres ID*°. Finalement, on montre,
sous une condition de Hormander locale, que cette diffusion admet une densité de classe
C°° par rapport & la mesure de Lebesgue. Cette section fait I’objet d’un article a paraitre
dans ~Stochastic Analysis and Applications” (cf. [75]).

Dans une deuxieme section, on montre qu'un systéme de filtrage non linéaire admettant
comine signal la diffusion définie dans la premiere section, possede une densité de classe C*
par rapport & la mesure de Lebesgue. Ceci fait ’'objet d’un article écrit en collaboration
avec P. Florchinger, qui est paru dans les "Proceedings of the 2nd Portuguese Conference on
Automatic Control” (cf. [36]). Pour conclure, on calcule le support de la loi de probabilité

de la densité du filtre, & Paide d’un ensemble de solutions d'un systeme controlé associé.

Dans le chapitre IV, on considére un systeme de filtrage non linéaire dont le signal et
I'observation sont & valeurs dans le méme espace et ol I'observation dépend d’un bruit

blanc d’ordre £. On définit un filtre presque optimal de dimension finie et on montre que
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l'erreur cominise en remplacant le filtre par le filtre presque optimal est d’ordre €. Puisque
les coefficients d’observation sont linéaires, on peut définir une probabilité de rétérence
adaptée au probléme. Cela nous permet de résoudre le probléme via la formule de Bayes

associée au changement de probabilités effectué.

Le but du chapitre V est I’étude de diffusions sur les variétés riemaniennes. On mon-
tre I'existence et 1'unicité de la solution d’une équation différentielle stochastique sur les
variétés, puis on calcule la dérivée de Malliavin de cette diffusion. Finalement, on montre,
sous une condition de Hérmander globale, que cette diffusion admet une densité de classe
C* par rapport & 1’élément de volume riemannien. Dans une deuxiéme partie, on applique
ces résultats & un probléme de filtrage non linéaire sur des variétés riemanniennes. On
montre que le filtre associé & un couple signal/observation & valeurs dans des variétés rie-
maniennes admet une densité de classe C* par rapport & '’élément de volume riemannien,

sous une condition de Hérmander globale.

Dans l'annexe, on étudie un probléme de filtrage non linéaire en dimension infinie. On
considére un systeme de filtrage associé a un couple signal/observation & valeurs dans
RZ x IR™. On établit les équations de Zakai et de Kushner-Stratonovitch associées a ce
systeme et on donne une forme robuste de I'équation de Zakai, dans le cas ou les bruits sont
indépendants. L’annexe fait 'objet d’un article écrit en collaboration avec C. Boulanger,

paru dans les ”Proceedings of the European Control Conference 97" (cf. [10]).

Remarque:
Dans tout ce travail, on utilise la convention de sommation des indices répétés, sauf dans

le cas ol on effectue des sommes avec une infinité de termes.



Chapitre 1

GENERALITES SUR LE CALCUL
DE MALLIAVIN ET LA THEORIE
DU FILTRAGE NON LINEAIRE

1.1. LE CALCUL DE MALLIAVIN

1.1.1. INTRODUCTION

Le calcul des variations stochastique, développé par P. Malliavin dans [53] et [54], procure
une méthode puissante pour montrer 'existence de densités pour la loi de probabilités de
fonctionnelles du processus de Wiener et en particulier pour la loi de probabilité de solu-
tions d'équations différentielles stochastiques. P. Malliavin a introduit des idées nouvelles
en analyse stochastique, notamment les dérivées fonctionnelles, qui, avec les relations qui
les unissent, sont connues sous le nom de ” Calcul de Malliavin” ou calcul des variations

stochastique.

Les idées de P. Malliavin ont été développées entre autres par D.W. Stroock (76 — 78],
1. Shigekawa [73], S. Watanabe [84], S. Kusuoka et D.W. Stroock [47 — 48], N. Ikeda et
S. Watanabe [40], J.M. Bismut [6}, J. Norris [60], D. Nualart [62] et P. Florchinger [29] .

Notons que les approches de Stroock et de Shigekawa sont des formulations équivalentes
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de I'approche de Malliavin, tandis que I'approche de Bismut est différente et en général

pas équivalente.

Le calcul de Malliavin repose sur la théorie des opérateurs différentiels définis sur des
espaces de Sobolev de fonctionnelles de Wiener. Un résultat crucial de cette théorie est la
formule d’intégration par parties, qui relie 'opérateur de dérivation sur 'espace de Wiener
a lintégrale de Skohorod. Cette propriété sert a établir des criteres généraux, en termes
de ”Matrice de covariance de Malliavin”, pour qu'un vecteur aléatoire donné posseéde une

densité (réguliere) par rapport & la mesure de Lebesgue.

L’application la plus importante (qui a aussi été la motivation premiére) du Calcul de Malli-
avin est de donner une démonstration probabiliste du théoréme de Hérmander. D’autres
applications de cette théorie ont permis d’étudier des propriétés du noyau de la chaleur ou
d’établir une preuve probabiliste du théoréme de Iindice. De plus, le fait que ’adjoint de
Popérateur de dérivation stochastique coincide avec une extension non causale de l'intégrale
d’Ttd, est le point de départ du développement d’un calcul stochastique pour des processus

non adaptés.

1.1.2. LA DECOMPOSITION EN CHAOS DE WIENER

Le cadre dans lequel on se place maintenant n’est pas le plus général possible, mais il est
suffisant pour les applications considérées dans ce travail. (Pour un cadre plus général. voir
par exemple le livre de D. Nualart sur le Calcul de Malliavin [62] ou celui de P. Malliavin
sur I’analyse stochastique [55].)

Soit (2, F, (Ft)iejo, 1), P) un espace de Wiener standard de dimension d, i.e. ) est 'espace
de Banach C([0,T], R%), tel que w(0) = 0, pour tout w dans §2, muni de la norme lwlla =
maxcpo,] |w(t)|, P est la mesure de Wiener standard, F le complété de la o-algebre de
Borel sur  par rapport & la mesure P et (F):co,7) 12 filtration définie par la famille F; de
sous-tribus de F, engendrée par {w(s) : 0 < s <t, w € 2} et contenant les sous-ensembles

de F de mesure nulle.

Toute fonction mesurable F : (Q, F) — (R4, B(R%)) est appelée fonctionnelle de Wiener.
Une telle fonctionnelle est en fait une variable aléatoire sur 'espace probabilisé (€2, 7, P),
de loi

Pp=PoF™!,

c'est-a-dire Pr(A) = P(F‘l(A)) pour toute partie A de B(IRY).
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Pour tout ¢ > 1, notons L9 = LI(§2, F, P) 'espace de Banach de toutes les fonctionnelles
de Wiener f: Q — IR, intégrables & la puissance ¢, muni de la norme || f|lg := (E\f Iq)%.

On pose H = L2([0, T, IR?). H est un espace de Hilbert séparable dont le produit scalaire

est noté (-, -Yg. Pour h € H, désignons son intégrale de Wiener par

d T .
(1.1) Wi :;/0 B (t) dut,

ot w, désigne le processus de Wiener standard de dimension d.
Alors, {Wy, h € H} est un processus gaussien centré, défini sur Iespace probabilisé
(€, F, P), de fonction de covariance E(W,Wy) = (h,g)u.

Remarque:

Le plus souvent, on choisit comme espace de Hilbert espace de Cameron-Martin i.e. le
sous-espace de §) de toutes les fonctions h, telles que chaque composante he(t) de h(t)
est absolument continue et admet une dérivée A%(t) de carré intégrable. Alors H est un

espace de Hilbert, muni du produit scalaire

d T
(o)=Y [ he@ae@d, hock
a=1 Y

Rappelons que les polyndmes d’Hermite sont définis par

Hn(:l:) = ( n|) e 2 dxn

12
(eT7), n>1
Introduisons pour chaque entier n > 0 les sous-espaces suivants de L?(Q, F, P):

PO = {P(Wh,, ..., Wn,); p > 1,h; € H et P est un polynéme réel, de degré < n}.

x2 est le sous-espace linéaire engendré par les variables aléatoires H, (W),
ol h € H, |h|=1.

Pp = P3.
Xn :E-

Alors, les espaces Py et xo coincident avec 'ensemble des constantes et, par utilisation des

polynémes d’Hermite, on montre que Xn et Pm sont orthogonaux pour n # m.
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De plus, on a la décomposition suivante:

Théoréme 1.1.2.1.

L’espace L*(Q, F, P) s’écrit comme somme orthogonale infinie des sous-espaces Xn:
9 +00
(1.2) L*(Q,F,P)= @ Xn-
n=0
Cette décomposition est appelé décomposition en chaos de Wiener et xn est le chaos de

Wiener d’ordre n. De plus, xo ® X1 ® ... ® Xn = Pn.

Soit {e;, 4 > 1} une base orthonormale de H et

A ={a=(a1,a2,...) : a; € 7% et a; = 0, excepté pour un nombre fini d’indices 7}.

+o00 +o00
Pour a € A, soit a! = [] ai! et |[a] = 3. |ai|. Alors, en définissant, pour tout a € A,
i=1 i=1

+o00
le polyndme d’Hermite généralisé Ho(z), T € R%", par Hy(z) = ][] Ha,(x:), on obtient
i=1
une décomposition du chaos d’ordre n:

Proposition 1.1.2.2.

+oo
Les variables aléatoires {ValH,(W.) = [[ Hai(We,),a € A, la| = n} forment un
i=1

systéme orthonormal complet de xn, pour tout n > 1.

1.1.3. L’INTEGRALE MULTIPLE DE WIENER-ITO

Soit m > 1. Alors, pour des fonctions élémentaires f € L*([0,T]™, (RH™), s'écrivant

(13) f(t17 seey tm) = Z (¢ 7 S nAil XX Ajp

1<41,enim<m

ol A;,, Aiy, .-y Ai,, sont des parties disjointes de B et a,,...i, = 0, si deux des i1,...,im

sont égaux, on définit I, de la fagon suivante:

(1.4) Ln(f)= Y Gipin W(AL)- W (As,).

i14eensim

Alors,
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(i) I, est linéaire.

(i) In(f)= Im(f), si f(tl, ey tm) = # Yoo f(ta(1)s -sta(my), 81 0 parcourt toutes
les permutations de {1,...,m}

(il) E[Im(f) Ip(9)] = m(f . §)r2(j0,71m) Sm.p-

Or, 'ensemble des fonctions élémentaires de la forme (1.3) étant un sous-espace dense
dans L2([0,T]m, (IRd)m), on peut prolonger I, en un opérateur linéaire continu de
£2([0, 7™, (R)™) dans L*(Q, , P), qui satisfait les propriétés (i), (i) et (iii).

Ce prolongement est noté I, (f) = / f(t1y .oy tm) dwy, ...dwy,, .
[0,T]™

Théoréme 1.1.3.1.

Soient Hy(z) le n-iéme polynéme de Hermite et h un élément de H de norme 1. Alors,

(1.5) nl Hyy (W) = / h(t1).. () Wy, ..dWy,
0,1

Par conséquent, 'intégrale multiple I, induit une bijection de L%([0, T]™) sur xm et toute

fonction de carré intégrable F' € L%(Q, F, P) peut s’écrire sous la forme
+o0

(1.6) F = Z Im(fm('at))a
m=0

ol fm(s1, .., 8m,t) € L2([0, T]™*1, R ™+1)) sont des variables symétriques par rapport a

S1, ..., Sm €t mesurables par rapport & toutes les variables.

1.1.4. LE SEMI-GROUPE D’ORNSTEIN-UHLENBECK

Notons J,, la projection orthogonale de L?(f, F, P) sur le chaos de Wiener d’ordre n,
xn. Alors, toute variable aléatoire F' € L*(Q, F, P) peut, d’apres le théoréme 1.1.2.1..

+o0
s’écrire comme F = Y J,(F), et pour tout réel A, avec |A| < 1, on peut définir la variable
n=0

+o0
aléatoire F) = > A"JpF.

n=0
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Alors, le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck est le semi-groupe d’opérateurs contractants
{Ti, t > 0} sur L?(Q), définis par

+oo
(1.7) T,F =Fo-i = ) e ™J,F.

n=0

Le semi-groupe T F' peut étre défini autrement. Soit {W,;, h € H} une copie indépendante
du processus gaussien {Wy, h € H}, défini sur I'espace probabilisé produit (Q x ', F ®
F . P®P'). Soit W: 0 — IR¥ la carte canonique associée au processus {Wj, h € H}.
Pour toute fonction F' € L2(,F, P), on peut alors écrire F' = g o X, ou 9F est une

fonction mesurable sur IR . Alors, pour tout ¢ > 0, on pose
(1.8) T,F = E' [pp(e”'W + V1 — e~ 2W')],

ol E' désigne I’espérance par rapport & la probabilité P

Les deux définitions de Ty, données ci-dessus, sont équivalentes. De plus, T; vérifie les

propriétés suivantes:
(i) T, est positif, i.e. FF >0 = T:F > 0.
(ii) T est autoadjoint: E(G-TyF) = E(T:G - F) = ie‘"tE(JnF - JnG).
ne
(iii) T} est un opérateur contractant sur les espaces LP(Q,F, P), pour tout p > 1

Ceci implique que pour tout 1 < p < ¢ < 400, les normes |||, et |- ||q sont équivalentes

sur le chaos de Wiener d’ordre n, Xx,-

1.1.5. LOPERATEUR D’ORNSTEIN-UHLENBECK L

Soit F € L%(Q, F, P). On définit I'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck L par

+o0
LF =S —nJ,F,

n=1

+o00
lorsque cette expression a un sens, i.e. pour les F tels que 3 n? E(|J.F|%) < 4o0.
n=1

Alors, 'opérateur L est un opérateur linéaire autoadjoint, qui coincide avec le générateur
infinitésimal du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck {T%, t > 0}, i.e.

(1.9) LF(w) = %TtF(w)h:O.
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De plus, E(LF) =0 et L est un opérateur fermé.

Remarquons que LF peut &tre également interprété comme une dérivée de Fréchet:

Proposition 1.1.5.1.
Pour tout 0 < € < 1, posons F** = %[Fl_e — F]. Alors, LF existe si et seulement si F*©

converge dans L%(Q, F, P) quand ¢ tend vers 0 et, dans ce cas, LF = lim F*

e—0

On appelle fonction réguliere sur espace de Wiener (2, F, P) toute variable aléatoire
F:Q — 1R de la forme

(1.10) F = f(W(h1), .. W(hp)),

olt f est une fonction de C{°(IRP,IR), (i.e. lensemble des fonctions f : R” — IR de
classe C*® qui sont bornées et possédent des dérivées de tous ordres bornées) et hy,..., hp
appartiennent a H.

L’ensemble des fonctionnelles régulieres sur 'espace de Wiener est noté S.

On peut montrer que 'opérateur L se comporte comme un opérateur différentiel du second

ordre s’il agit sur des variables aléatoires réguli¢res.

1.1.6. LA DERIVEE DE MALLIAVIN D

Fixons un élément ho € H. Le processus gaussien W = {Wj, h € H} peut étre translaté
en un processus Wh = {W,+ < h, hg >, h € H} et pour toute variable F' € L%(Q,F, P),

la variable aléatoire translatée F" = i o Who est bien définie.

Soit

(1.11) Dy F = lim 1

e—0 g

[FEhO _F]’

si cette limite existe dans L2(Q, F, P).
P
Si F €S, Dy F existe et DpoF = Y. 522 f(Wh,, s W, )(hi s ho)n-
i=1 -

Posons pour tout a = (a1,as,...) € A, a= (i) = (a1, ..., 8i—1,8 — 1, @441, -..). Alors,

Dp, (Ha(We)) = Ji:: Ha‘(i) (We)(ei 3 hO)Ha



!
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ot {e;, i > 0} désigne une base orthonormale de H.

D’autre part, soit

(1.12) D2 = (F e IX(Q,F,P)/ 5 n B(JF?) < +oo}.

n=1

Définissons alors la dérivée de Malliavin D comme l'opérateur qui agit sur toute fonction

F =Y Val Hy(W,) dans D*', par
a€A

+00
(1.13) DF=Y Vd (Z Ha-(i)(We)ei).

a€A i=

Alors, les deux définitions de 1'opérateur D sont liées de la fagon suivante:

Proposition 1.1.6.1.
Soit F = 3 val Hy(W,) une variable aléatoire de carré intégrable, telle que DpF existe

a€A
pour tout h € H. Si la fonction h — Dy F appartient & L%(Q,F,P) alors, F € D>t et

DyF = (DF, h), pour tout h € H.

La dérivée de Malliavin D vérifie les propriétés suivantes:

(i)  ID*! est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire E(FG)+ E({(DF , DG))
(i) DpJui1F = JuDyF, pour tous F € D*! et h€ H

(iii) La norme ||Fll2,1 = || Fll2 + {E(|DF|%)}3 de D* est équivalente & la norme L?

du chaos de Wiener d’ordre n, xn,. De plus, xn et xm sont 'orthogonaux sin # m.

Le gradient stochastique d’une fonctionnelle réguliere sur ’espace de Wiener est la variable
aléatoire & valeurs dans 'espace de Hilbert L2([0, T]; IR%), définie pour tout ¢ € [0, T par

p
0
(114) DtF = Z am_f(Whu "'7Whp) hl(t)
i=1

On a alors la formule de différentiation suivante:



+
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Proposition 1.1.6.2.

Soit ¢ € C(IR™) une fonction & dérivées premicres bornées. Considérons un vecteur
aléatoire F = (FY,...,F™), ou F" € ID*'. Alors, o(F) € ID*' et

(1.15) Do(F) = i g—‘p(F) DF".

i=1

Ceci implique que si ¢ € C;,’°(1Rm) et si les F"* sont des variables aléatoires réguliéres alors,

L) s D2
(1.16) Lo(F) =Y o2 (F)LF = 3 5 (F)(DF:, DF;)u
i=1 0 =1 """

Finalement, on a la

Proposition 1.1.6.3.

+o00
Soit F € ID*', donné par F = Z Im(fm)- Alors, la dérivée DF est donnée comme

m=1

élément de L*([0,T] x ), défini par

+oo
(1.17) (DF); = Z M It (fm(t1s s tm—15 1))

m=1

+oo
Donc, F' € ID*! si et seulement si »_, m-m! || fm ||2L2([0 jmy < +00.
m=1 '

Définition 1.1.6.4.
On appelle matrice de Malliavin du vecteur aléatoire F' = (F,...,F™), la matrice de terme

général

(1.18) Qi ; = (DF*, DFY).
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1.1.7. L’ INTEGRALE DE SKOHOROD $

La dérivée de Malliavin D est un opérateur continu de ID?! dans L% (S, F, P) pour la
norme || - ||2,1. Toutefois, D n’est pas continu pour la norme L?. On peut donc considérer
I'opérateur dual § de D pour la norme L?. Le domaine de § est ’ensemble des variables
aléatoires u € L%(Q, F, P) telles que la fonction linéaire D*! 5 F+—— E((DF, u)y) est
L2-continue. Alors, §u est 'élément de L%(Q), défini par E({(DF, u)) = E(F.6u).

Dans le cas des variables aléatoires réguliéres, on a le résultat suivant:

Proposition 1.1.7.1.

m

Soit Sy Uensemble des éléments u € L3 (Q, F, P) de la forme u = S hiFi(w), o h; € H
et
et F; € S. Alors Sy C Dom 6 et '

(1.19) Su=Y WiFi—) (DF, hi)n.
i=1 i=1

Si F € D%, alors DF € Domé si et seulement si F' € Dom L et dans ce cas, 6DF = —LF.

Soit maintenant u € L2([0,T] x Q) un processus mesurable de représentation intégrale

U = Jio L (fm(-,t)). Notons

m=0

~ 1 m

fm(t1, s tm;t) = mri [fm 1y tmst) + Zlfm(th s bim 1y by i1y s B )]
3=

la symétrisation de f,, comme fonction & m + 1 variables. On a le résultat suivant:

Proposition 1.1.7.2.

+oo -

w e Dom § si et seulement si la série S Imy1(fm) converge dans L*(Q, F, P) et dans ce
m=0

cas, 6u coincide avec la somme de cette série.

400 .
Lasomme Y. Imt1(fm) est aussi appelée intégrale de Skohorod du processus u et elle est
m=0

notée / udW.
(0,7
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Remarques:
+o0
1) Siu € L2([0,T] x Q) est adapté, alors u € Dom 6 et I'intégrale de Skohorod / udW
0

+oo
est égale a Pintégrale d’Ito / udW.
0

2) Soit uw € L2([0,T) x Q). Alors, il existe une fonctionnelle F' € D?! telle que DF = u
si et seulement si les noyaux fm,(t1, ..., tm;t) apparaissant dans la décomposition intégrale

de u sont des fonctions symétriques par rapport a toutes les variables.

3) Tout processus u € L2([0,T] x Q) admet une unique décomposition orthogonale u =
DF +4°, ot F € D*! et E(u®, DGQ)g) = 0, pour tout G € ID*!. De plus, u® € Domé
et bu =

1.1.8. LES ESPACES DE SOBOLEV GENERALISES

Par itération, on définit le gradient stochastique d’ordre N d’une fonctionnelle F' de S
comme la variable aléatoire a valeurs dans 'espace de Hilbert L2([0,T]" :IR%), définie

pour tous sy, ...,sy € [0,T] par
(1.20) DY W F=Dg..DeyF.
DNF peut étre interprétée comme variable aléatoire & valeurs dans ’espace de Hilbert

H®N de toutes les formes continues N-multilinéaires sur H ® - - -QH, muni de la norme de
Hilbert-Schmidt.

+0o0

Soit P = |J P2 l'espace des variables aléatoires polyndmiales, sur lequel on considere,
n=0

pour tout réel p > 1 et tout entier N > 1, la semi-norme

(1.21) 1Fllp.n = 1Ellp + I D" Fllas|lp,

ot ||DN F||grs désigne la norme de Hilbert-Schmidt de DNF, c’est-a-dire

N N 2
“D F”HS - Z /0 e D(j1,51),---,(jn,8N)F) d31...dSN.
SJN=1

On a alors le résultat suivant:
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Proposition 1.1.8.1.
1) Sit <t ets<s, alors ||Flps < F|lp,sr

2) Soit (Fp)n>1 une suite d’éléments de P. Si || Fpllp,s — 0 et [|Fn — Flpr,s0 — O,

alors || Fpllp,ss — 0.

Si DPN désigne I'espace de Banach, obtenu par complétion de S, pour la norme || - {|, n,

on a

Proposition 1.1.8.2.

On a pour tout p > 1,

(1) DP° = [P(Q, F, P)

(2) D? c DP®, sip<p ets<s.
1 1

3 DPY =D si -+ - =1.

(3) (ID7?) 5 g

p,s+1

De plus, lopérateur D s’étend en un opérateur linéaire continu de ID dans IDP*® pour

tous 1 < p < +00 et —00o < 8 < +00.

On peut alors définir I’espace ID*° des fonctionnelles de Wiener réguliéres au sens du calcul

des variations stochastique par

(1.22) D® = (| DM
p>1 M>1

ID™ est un espace normé complet dans lequel S est dense. De plus, ID* vérifie les pro-

priétés:
(7) ID*° est une algebre.
(11) L est un opérateur bien défini et continu de ID*® sur ID*°.

(i4i) Sip € CP(IR™), F'= (F,..,F™), avec F* € D%, alors p(F) € D

et on a
D(o(F)) = ZZ: (6:0)(F) DF',

L) = 3 (86;0)(F) < DFY, DFj >5 + 33 (6:0)(F)LF*

2,j=1 i=1
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et §(FG) = (DF, G)yg + Fé6G.

1.1.9. CONDITIONS POUR L’EXISTENCE ET LA REGULARITE D’UNE
DENSITE

Une des motivations essentielles du développement du calcul de Malliavin est de donner
une méthode pour étudier I’existence d’une densité réguliere, pour la loi d’une fonctionnelle
de Wiener.

En effet, on a les résultats suivants.

Théoréme 1.1.9.1.

Soient {W},, h € H} un processus gaussien et F = (F1,..,F™): Q — IR™ un vecteur

aléatoire vérifiant les conditions suivantes:

1 Ft e ID?! pour tout i = 1,...,m et il existe des éléments ut € A% (Q,F,P) tels
H
que u* € Domé et ¢vf = (DF*, w/)y € D?*! pouri,j =1..m.

(ii)  La matrice q est inversible presque sirement.

Alors la loi de F est absolument continue par rapport d la mesure de Lebesgue sur IR™.

Ceci donne une méthode générale pour montrer l'existence d’une densité. En pratique, on

doit choisir les éléments aléatoires u¢ et on prend d’habitude u* = DF*, ce qui donne le

Corollaire 1.1.9.2.
Soit F = (FY,...,F™) :  — IR™ un vecteur aléatoire vérifiant les conditions suivantes:

(i) F'e DomL et (DF*, DFi) = Q" ¢ D*Y, pour tout i,j = 1,..,m. ot Q
désigne la matrice de covariance de Malliavin de F

(i) det Q > 0 presque stirement.

Alors, la loi de F est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR™.

Le résultat principal pour la régularité de la densité découle alors du lemme suivant
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Lemme 1.1.9.3.(cf.[53])

Soit v une mesure de Radon finie sur IR". Supposons que pour tout multi-indice o il

eziste une constante finie Cy, telle que, pour toute fonction ¥ dans C°(IR", IR),

[ veula) van)| < Callblle

Alors, la mesure v admet une densité de classe C* par rapport d la mesure de Lebesgue

sur IR™.

Théoréme 1.1.9.4.
Soit F = (F*, ..., F™) : Q — IR™ un vecteur aléatoire vérifiant les conditions suivantes:

(i) FteID®, pouri=1,..,m

(ii)  La matrice de Malliavin Q%9 est telle que (det Q)~' € [ LP.
p>1

Alors, F admet une densité de classe C* par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR™.

1.1.10. APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

Dans ce paragraphe, on applique les criteres du paragraphe précédent aux équations

différentielles stochastiques.

Soient b € C®([0,T] x R™;IR™) une fonction & dérivées de tous ordres bornés, o1, ....,0q4 €
C([0,T) x R™,IR™) et 7o une variable aléatoire de moments de tous ordres bornés, a

valeurs dans R™.

Si {z¢;t € [0,T]} désigne 'unique solution de I'équation différentielle stochastique au sens
de Stratonovitch

¢ ¢
(1.23) T = To + / b(s,zs)ds +/ oi(8,zs) 0 dwi,
0 0

on a le résultat suivant.

Proposition 1.1.10.1.

Pour tout t dans [0,T) et tous p, N entiers, z, € (D)™ et pour 0 <r < t,

t t
Diz, = oj(r,zr) +/ Vb(s,zs) Dizgds + /0 Voi(s,zs) Diz, o dwt.

T
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Pour obtenir la matrice de covariance de Malliavin, associée au processus z;, on utilise
la dérivée du flot stochastique associée & (1.23) notée ¢;. En effet, on montre que les

processus ¢, et ¢, ! vérifient les équations intégrales stochastiques

t t
(1.24) ¢ =1+ / Vb(s, zs) psds +/ Voi(s, z5) ds o dw’
0 0
et
¢ ¢ .
(1.25) ¢t =1 —/ ¢ Vb(s,zs)ds —/ 7 Voi(s,zs) o dwl.
0 0

Par application de 'opérateur gradient stochastique au processus zt, on a
p

Proposition 1.1.10.2.

Pour tout t dans [0,T] et tout ¢, 1 <1 < m,

(1.26) Dizy = ¢p; '0i(s, Ts).

Par conséquent, la matrice de covariance de Malliavin, associée au processus Z;, notée @,

est donnée par

t d
(1.27) Q=61 [ 6713 orlon w)ouls, (67" ds 67
k=1

Notons C; la matrice défini par

t d
C, = / ot Zak(s, z5)ok(s,zs) (65 1) ds.
0 k=1

On a alors le résultat suivant:
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Théoréme 1.1.10.3.(cf. [62] page 116)

Supposons que les composantes de la matrice de Malliavin C; ont des moments de tout
ordre et que pour tout p > 2, il existe des constantes to et eo(p), telles que pour tout
g <eo(p) et toutt, 0 <t <tp, ona

sup P{u"C;u < e} = O(€P).
ju|=1

Alors, la loi du processus stochastique x; admet une densité de classe C*™ par rapport a la

mesure de Lebesgue sur R™.

1.1.11. CALCUL DE MALLIAVIN EN DIMENSION INFINIE

Les résultats des paragraphes précédents restent valables pour des processus engendrés par
un processus de Wiener de dimension infinie. On précise ici quelques résultats nécessaires

dans le troisiéme chapitre de ce travail.

Soit ([0,T) x Z4+,7T,X ® v) un espace de mesure o-finie, o A désigne la mesure de
Lebesgue sur [0,77] et v la mesure de comptage sur Z;. Notons H Iespace de Hilbert
L*([0,T) x Zy, T, X ® v), i.e. l'ensemble des fonctions h : [0,T] — RZ+, telles que

t +oo T +o0
/ Z |hi(s)|? ds < +oo, muni du produit scalaire (h,h') g = / Z(hk(s) hy(s))ds.
0}t 0

+oo
Pour tout h € H, on note w(h) le vecteur aléatoire, défini par w(h) = Z / hi(s) dw®

Ainsi on obtient un processus Gaussien réel centré {w(h), h € H} de fonction de covariance
E[w(hi)U)(hj)] = (hi,hj)H, i,j € L., défini sur un espace de probabilités (Q,F,P).

Considérons ’espace de Hilbert séparable TR%. On dit qu'un vecteur aléatoire F' : 2 — R

est régulier s’il peut s’écrire sous la forme
M
F(w) =Y fi(w(hi), ., w(ha),
=1

ol fi € C°(R™;IR) et hy, ..., hn € H.

La dérivée N-itme de F (N > 1) est le vecteur aléatoire a valeurs dans H ®N x IR¢ défini

par

n a .
DM, F(w) = Z > fazN (w(ha), ooy w(hin)) hiy (r1)--Pig (7).
i=111,...,in=1 i1 E
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Pour tout réel p > 1 et tout entier naturel N > 1, on considere la semi-norme définie sur

I’espace des fonctionnelles régulieres S par

IFllp.nv = | Fllesmay + 1PN Fll Loy men x mays

et on note IDPN ’espace de Banach obtenu par complétion de I'espace S pour cette semi-

norme.
Alors, on a D* N (R%) C DPM(R%) sip<p' et N <N

L’espace des fonctionnelles de Wiener régulieres au sens du calcul de Mallliavin noté
D> (]Rd), est défini par

D>(RY) = [ () DN (R?).

p>1 N>1

+o0
Considérons la décomposition en chaos de Wiener L*(1, R = @ Ha,.
n=0

+o00

Alors, pour tout F' € L2(Q,R%) on a le développement F = J.F, ou J, désigne
n=0

I’opérateur de projection sur H,. L’espace DN (]Rd) coincide avec I’ensemble des variables

aléatoires F' € L2(,IR?), telles que

+o0
E( DM F||%onype) = D nn—1).(n = N+ 1) E[[JnF| e < +oo.
n=N

Proposition 1.1.11.1.

Soit ¢ : IR* — IR une fonction de classe CN(N > 1) & dérivées partielles de tous ordres
bornées. Supposons que F' : Q} — IR appartient & ZDP’N(IRd), pour un p > 1. Alors,
¢(F) € DPYN(IR) et on a:

P d
(1.28) DM =S" S vr i eF)DNIF. DI,
T1geenyin=1

ot le symbole Z' désigne la somme sur toutes les partitions [ U...UI, de {1,...,N}, avec
IIJI = card Ij.

Notons §™) le dual de I'opérateur D) défini sur L2(Q x ([0, T] x Z4)N; R?).
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Le domaine de §(&Y), noté Dom 6(™) (]Rd), est I’ensemble des processus stochastiques u €
L2(9 x ([0,T] x Z4)V;R?), tels qu'il existe une constante C, telle que

|E(< U,D(N)F >H®N®Rd)| < CI|F|IL2(Q,Rd)
pour tout F' € S.

Proposition 1.1.11.2.

Si F € D*N(IR%) et u € Dom §M)(IRY), on a la formule d’intégration par parties

(1.29) E((u, DM F)gon x pe) = B((§) (u), F) ge)-

On remarque que 6(N) coincide avec I'intégrale de Ramer-Skorohod multiple (cf.[62]).

Le résultat suivant permet de calculer sa dérivée N-ieme.

Proposition 1.1.11.3.

Désignons A ® v par u. Soit u € D*N(H @ R%), tel que Dgw)rn'u, est dans Dom 6(IRY),

pour tout M, M < N et tout (r1,...,TM), uM - presque sirement. Supposons de plus que

WL | XLy

pour tout M < N.
Alors, §(u) € ID*N(IR%) et

T1...TN 71...TN T1...Tg—1Tk41.--TN Tk*

N .
(1.30) DI (8(u)) = 6D, u)+> DY u
k=1
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1.2. LE FILTRAGE NON LINEAIRE

1.2.1. INTRODUCTION

Le filtrage est une partie de la théorie des processus stochastiques, fortement motivée par
les applications. Le probléme du filtrage est le suivant: estimer "au mieux” les trajectoires
d’un signal aléatoire z;, connaissant une observation y; (partielle et entachée d’erreurs) sur
celui-ci. I1 est bien connu que le meilleur estimateur d’une fonctionnelle de z¢, qui minimise
le risque quadratique, est 'espérance conditionnelle de cette fonctionnelle par rapport a
la tribu engendrée par les trajectoires de ’observation jusqu’au temps t. Calculer cette
espérance conditionnelle, pour toute fonctionnelle, revient a déterminer la loi conditionnelle
de z;, sachant {ys, 0 < s <t}

Ce probléme a été résolu, dans le cas de systeémes linéaires, par R. Kalman et R. Bucy
(cf. [43] et [44]), pour étudier les trajectoires des satellites de la NASA. Le résultat qu'ils
ont obtenu, connu sous le nom de "filtre de Kalman” (cf. [19] et [66]), a été utilisé dans
de nombreux problemes d’astronomie, de radio-guidage ainsi que de suivi de trajectoires.
Notons que le " filtre de Kalman” est généralement le modele utilisé par les ingénieurs apres

linéarisation des systémes étudiés.

Le probleme de filtrage pour des systémes non linéaires est plus délicat a résoudre et on ne
posséde pas encore & ce jour d’algorithmes permettant de répondre & un certain nombre

de probléemes pratiques.

J.M.C. Clark [16] a introduit la continuité du filtre par rapport a la trajectoire de
I’observation pour la norme de Banach sur Co([0,T7],IR?).Cette propriété n’est vérifice
que dans un certain nombre de situations particulieres (cf. [17], [24], [67], [80] et [81]). La
continuité du filtre associé & un systéme non corrélé a été étudiée tout d’abord, dans le cas
d’une observation & coefficients bornés, par M.H.A. Davis [17]. Le cas d’une observation a
coefficients non bornés a été traité par H.J. Sussmann [80], pour le " cubic sensor problem”.
Ce résultat a été généralisé par W.H. Fleming et S.K. Mitter [27], pour une observation a
coefficients polynomiaux, puis par H.J. Sussmann [81], & toutes les observations de classe
(2 vérifiant une condition limite au voisinage de l'infini. La continuité du filtre associé a
un systéme corrélé A observation unidimensionnel et a coefficients bornés a été étudiée par
M.H.A. Davis [17]. P. Florchinger [28] a traité le cas de systémes corrélés a observation

unidimensionnel & coefficients non bornés.

La non linéarité de ’équation de Kushner-Stratonovitch (cf. [37], [66] ou [23], par exemple),
satisfaite par le filtre, empéche tout progres dans 1'étude des propriétés de cette solution.
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M. Zakai [85] a montré dans le cas de bruits non corrélés que le filtre non normalisé, s’il
existe, est solution d’une équation différentielle stochastique de type parabolique. M.H.A.
Davis [17], M.H.A. Davis et S.I. Marcus [18] et E. Pardoux [64] ont étendu la méthode de
Zakai au cas de problémes de filtrage non linéaire avec des bruits corrélés. Le cas d'un
systeme de filtrage non linéaire, avec bruits indépendants et coefficients d’observation non
bornés, a été traité par E. Pardoux [65], puis par J. Baras, G. Blankenship et W. Hopkins
[1]. P. Florchinger [31] a établi I’équation de Zakai associée & un systeme de filtrage non

linéaire corrélé a coefficients d’observation non bornés unidimensionnels.

La forme robuste de ’équation de Zakai a été introduite par J. Clark [16], pour définir un
filtre "robuste” associé & un systéme avec bruits non corrélés et coefficients d’observation
bornés. L'idée est de réduire, par une transformation multiplicative, ’équation de Zakai
en une équation aux dérivées partielles déterministe, dont les coefficients dépendent de la
trajectoire du processus d’observation. M.H.A. Davis [17] et J.M. Bismut et D. Michel (8]
ont établi la forme robuste de ’équation de Zakai, dans le cas d’un systeme de filtrage non
linéaire non corrélé & coefficients d’observation bornés. E. Pardoux [64-65] a démontré le

méme résultat par une méthode différente.

W. Hopkins [39] a établi, par une méthode analogue, la forme robuste de I’équation de

Zakai, pour un sytéme avec des bruits non corrélés a coefficients d’observations non bornés.

La régularité de la densité du filtre a été étudiée par de nombreux auteurs, dans le cas olt
le bruit qui engendre le signal est de dimension finie. D. Michel [56] et J.M. Bismut et D.
Michel [8] ont résolu ce probléme sous une condition de Hormander locale, dans le cas d'un
systéme avec des bruits corrélés et des coefficients d’observation bornés. Le cas de bruits
non corrélés et des coefficients d’observations non bornés a été étudiée par G.S. Ferreyra
[26]. P. Florchinger [29] a traité le cas de bruits corrélés et de coeflicients d’observation

non bornés.

Dans [31], on montre, & 'aide du calcul de Malliavin, sous une condition de Hormander
locale, que le filtre associé & un probléme de filtrage non linéaire a bruits non corrélés,
coefficients d’observation bornés et un signal engendré par un processus de Wiener de

dimension infinie, admet une densité de classe C* par rapport a la mesure de Lebesgue.

La description de la loi d’un processus stochastique, solution d’une équation différentielle
stochastique comme fermeture d’un ensemble de trajectoires, obtenu en remplacant les
processus de Wiener figurant dans 1'équation différentielle stochastique, par un contréle de
H', a été initialisée par D.Stroock et S.Varadhan [79].

En supposant que le filtre non normalisé admet une densité par rapport & la mesure de
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Lebesgue et que les bruits sont non corrélés, M. Chaleyat-Maurel et D. Michel [12] ont
déterminé le support de la densité dans P'espace C([0, T, L*(IR")).

Dans [15], les mémes auteurs ont décrit le support du filtre non normalisé, associé a un
probleme de filtrage non linéaire & bruits corrélés et coefficients d’observation bornés. en
utilisant des résultats de continuité, ainsi qu’un théoréme d’approximation. Dans ce travail,

'existence d'une densité n’est plus nécessaire.

1.2.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME

Soit (£2, F, P) un espace probabilisé complet et w, v deux processus de Wiener standards
indépendants, définis sur cet espace, a valeurs dans R? et R” respectivement. Notons

(F¢)tejo,7) la filtration compléte engendrée par (w, v).

Considérons le systéme signal/observation (z;,y:) € R™ x IR", solution de I’équation

différentielle stochastique

t t t
T :.’120+/ Xo(il}s) d3+/ Xi(zs)odw§+/ Yj(xs)odyg
(1.31) 0 0 0

t
ys:/ h(zs)ds + vy,
0

ol

1. xo est une variable aléatoire de loi mg, indépendante du processus de Wiener (w, v}

2. X;, 0<i<d, et 7]-, 1 < 7 < n, sont des champs de vecteurs sur IR™, de classe C™,
a dérivées de tous ordres bornées.

3. h est une fonction de classe C°(IR™,IR™) qui est, ainsi que ses dérivées de tous ordres,
a croissance au plus exponentielle.

4. Xy + hX est a croissance sous-linéaire (pour éviter des solutions qui explosent).

Pour une formulation plus générale du systéme de filtrage, on renvoie le lecteur au cours
de E. Pardoux & Saint-Flour [66].

On définit alors le filtre associé au systéme (1.31) par

Définition 1.2.2.1.

Pour tout t dans [0,T), notons m, le filtre associé au systéme (1.31), défini pour toute
fonction 1 dans Cp(IR™, IR) par

(1.32) mp = E[p(z:)/ Vi),
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ot Yy = o(ys/0 < s < t).

Dans le cas ot la fonction h est bornée ou le systéme non corrélé (i.e. X = 0), définissons

le filtre non normalisé associé au systeéme (1.31).

Pour cela, introduisons, pour tout ¢ dans [0,7], I'’exponentielle de Girsanov associée au

systeme (1.31) par

(1.33) | Zy = exp(/ot h(zs) dys — %/Ot R%(z) ds).

On définit alors une probabilité de référence P par la dérivée de Radon-Nikodym

dP
1.34 — =z
( 3 ) dPIyt t

Alors, par application du théoréme de Girsanov, le processus stochastique y est, sous la
probabilité P, un processus de Wiener indépendant de w.

Le filtre non normalisé associé au systéme (1.31), est défini par

Définition 1.2.2.2.

Pour tout t dans [0,T], notons p; le filire non normalisé associé au systéme (1.31), défini

pour toute fonction ¢ dans Cy(IR™, IR) par

(1.35) pe(¥) = El(x1) Z:/ Vi),

ot E désigne ’espérance sous la probabilité P.

De plus, la formule de Kallianpur-Striebel permet de travailler de maniére équivalente avec

le filtre 7; ou le filtre non normalisé p;.

Théoreme 1.2.2.3.

Pour tout t dans [0,T)] et toute fonction 3 dans Co(IR™, IR), on a

_ e

(136) 7Tt’(,b ptl .
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1.2.3. CONTINUITE DU FILTRE

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la continuité du filtre par rapport aux trajectoires de
I'observation, pour la norme de Banach sur 'espace Co([0,T],IR™). Pour d’autres notions
de continuité du filtre, on renvoie le lecteur & [13] (continuité au sens de Sussmann) ou [14]

(continuité au sens du calcul des variations stochastique) par exemple.

On a le résultat fondamental suivant:

Théoréme 1.2.3.1.

Il eziste une fonctionnelle T de Co([0, T), IR™) dans IR, continue pour la norme de Banach
sur Co([0, T, IR"), telle que

(1.37) ['(y) = myp

presque sirement.

L’intérét d’une telle notion est d’obtenir une formule valable trajectoire par trajectoire,
permettant d’estimer le signal, méme si on ne possede qu’une seule observation, ce qui est

le cas en astronomie, par exemple.

1.2.4. EQUATIONS DU FILTRAGE

Sous les hypothéses du deuxiéme paragraphe de cette section, le filtre vérifie ’équation de

Kushner-Stratonovitch.

Théoreme 1.2.4.1.

Pour toute fonction v dans Co(IR™, IR), le filtre associé au systéme (1.31) est solution de

I’équation aux dérivées partielles stochastique

t

(1.38) mp = mowp +/0 ws(L) ds +/0 (Trs([liz,b) - ws(hi)ws(¢)> (dyi — ms(hs) ds)-

ol Lo est lopérateur différentiel du second ordre, défini par

n L 1 d 1 n L
) = X4 =) X2 4o )
(1.39) Lo Xo+;hX,+2; 1+2;X1
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et L£;, 1 <i<n est’opérateur du premier ordre, défini par

(1.40) Li=h"+X;.

L’équation de Kushner-Stratonovitch étant non linéaire, il est assez difficile d’obtenir de
bons schémas numériques pour résoudre celle-ci. Dans la pratique, les ingénieurs utilisent
Péquation de Zakai [85] pour laquelle des schémas numériques ont été établis (cf. [51] et
[35]).

Théoréme 1.2.4.2.

Pour toute fonction ¥ dans Co(IR™, IR), le filtre non normalisé associé au systéme (1.31),

est solution de l’équation auz dérivées partielles stochastiques

t

t .
(1.41) pit = potp + / ps(Low) ds + / ps(Liy) dys.
0 0

De plus, si pour tout ¢ dans [0,T7], on pose

(1.43) a(z) = pi(@) exp(—(h(2),2)),

alors, gi(z) vérifie ’équation de ”Zakai robuste”, i.e. g;(z) est solution de I’équation aux

dérivées partielles ordinaire
t 1 \
(1.44) 0@ = w@) + [ (Lua@ -5 > (E) 0(z)) ds.

ou Ly, est Popérateur différentiel du second ordre, paramétrisé par y;, défini pour toute

fonction g par

(1.45) Ly,q = exp(—(h(z), ye)) Lo(exp((h(z), y:))q)-
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1.2.5. REGULARITE ET SUPPORT DU FILTRE

Par application du calcul de Malliavin, on montre le théoreme suivant.

Théoréme 1.2.5.1.

Supposons que l’espace engendré par les champs de vecteurs
d
X150y Xai [Xiys XiolFh gm0 [ Xy [Kigy [ Ky X 1] =0 -

est de dimension m. Alors, le filtre non normalisé p; admet une densité p; de classe C™°

par rapport d la mesure de Lebesgue sur IR™.

De plus, cette densité est dans l’espace de Schwartz S et l’application t — py de 10, T} dans

S est continue.

Comme p; appartient & S, on peut considérer I'espace de Fréchet E, = C ([e, T],S). pour
tout ¢ dans ]0,T[ et décrire le support de la loi de p; sur Ee, a I’aide d’une équation aux

dérivées partielles parabolique contrdlée.

On remplace y par un controle v € H*([0,T],IR") dans les équations (1.31) et (1.33) et
on introduit, pour tout u dans H([0,T],IR™) le filtre non normalisé approché, défini pour
tout ¢t dans [0,T] et toute fonction ¢ dans Cy(IR"™,IR) par

(1.46) oty =E" [W(z¥) 27,

ol (z¥, Z¥) est la solution du systeéme

¢ t ¢
vt = [ Xotwr)ds+ | xitwtyodwi+ | Xiyiias
(1.47) 0 ° °

t _ 1 [t
Z¢ = exp(/ hi(z¥) ul ds — 5/ h%(z¥) ds)
0 0

Si p¥(z) désigne la densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur IR™ du filtre non

normalisé approché, on a le résultat suivant.

Théoréeme 1.2.5.2.

Pour tout t dans [0,T), tout = dans IR™ et tout contréle u dans HY([0,T), R™), p}lx) est

lunique solution de ’équation aux dérivées partielles parabolique

dpt (z)

(1.48) L

= L5pt(z) + (hi(z) u) P} (2)-
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Si § et p* désignent les restrictions de p et p* sur [¢,T}], Rc le sous-ensemble de F défini
par Re = {p¥(-), u € H([0,T},R"} et P, la loi de la variable aléatoire y — p¥(-), alors

on a:

Théoréme 1.2.5.3.

Support(P:) = R,

ot 'adhérence est prise dans E;.
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DIFFUSIONS ENGENDREES PAR
DES OPERATEURS DU SECOND
ORDRE INFINIMENT DEGENERES

2.1. LE THEOREME DE HORMANDER POUR DES OPER-
ATEURS DU SECOND ORDRE INFINIMENT DEGENERES
AVEC DES COEFFICIENTS DEPENDANT DU TEMPS

2.1.1. INTRODUCTION

Le but de cette section est de démontrer P’existence d'une densité de classe C* pour une
diffusion, solution d’une équation différentielle stochastique dont les coefficients dépendent
du temps, sous des hypothéses moins restrictives que la condition de Hoérmander. En
effet, on permet que la condition générale de Hérmander fasse défaut d’une certaine fagon
” exponentielle”, dans un sens qu’on précisera dans I’énoncé du théoréme 2.1.2.1. sur un

ensemble de surfaces dans une sous-variété de codimension 1.

La démonstration du théoréme est de nature probabiliste. Elle est basée sur l’applicarion
du calcul de Malliavin & la solution d’une équation différentielle stochastique dont les

coefficients sont Holder-continus par rapport & la variable de temps et de classe C°° par
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rapport a la variable d’espace. Cette méthode nécessite des estimations précises pour des

processus de diffusion dans un espace euclidien.

Rappelons que S.Tanigushi [83] et P.Florchinger [29] ont démontré, sous une condition de
Hormander forte globale, respectivement une condition de Hérmander locale, l'existence
d’'une densité de classe C*® pour une diffusion 1, sloution d’une équation différentielle
stochastique dont les coefficients dépendent du temps.

D’autre part D.R.Bell et S.E.A.Mohammed [4] ont traité, sous des hypothéses moins re-

strictives, le cas de coefficients homogenes.

Cette section fait la synthese des deux derniers travaux cités en traitant le cas des co-
efficients dépendant du temps sous des hypothéses moins restrictives que celles de [29].
Elle est subdivisée en trois paragraphes, organisés comme suit. Dans le deuxieme para-
graphe on précise les notations et on donne les énoncés des théorémes qu’on prouve dans le
troisitme paragraphe. On commence par rappeler les lemmes clés de [4] qui seront utilisés
dans la suite. Puis, dans le lemme 2.1.3.4., on établit une version locale des hypotheses

des théorémes, qui permet de démontrer ensuite le résultat principal.

2.1.2. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Soit (€2, F, P) un espace de Wiener standard de dimension d, i.e. € est espace de Ba-
nach C([0,T],IR%), tel que w(0) = 0, pour tout w dans {2, muni de la norme lwlla =
max;c(o,1) |w(t)], P est la mesure de Wiener standard et F le complété de la o-algebre de
Borel sur §) par rapport a la mesure P. Soit (F):e[o,7) une famille croissante, continue a

droite de sous o-algtbres de F contenant les sous-ensembles de 7 de mesure nulle.

Pour tout ¢ > 1, notons L? = L4(Q, F, P) l'espace de Banach de toutes les fonctionnelles
de Wiener f : Q — IR, intégrables & la puissance g, muni de la norme | f|lg := (Elflq)%
Dans la suite, on désignera la norme euclidienne sur R™ par |-| et la norme correspondante

sur l'espace des matrices m x m par || - ||.

Considérons d+ 1 champs de vecteurs dépendant du temps Xo, ..., X4 sur un sous-ensemble

D de R™, s’écrivant

) o '
X;(t,z) = X](t,z)57—, 0Zi<d
8$j
On suppose que les champs de vecteurs X;, 0 < i < d, ainsi que leurs dérivées par rapport a

2, sont Hélder-continus en ¢ uniformément sur [0, 7] x K, pour tout sous-ensemble compact
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K dans IR™, qu'ils sont de classe C*® en z & t fixé dans [0, T], et qu'eux-mémes, ainsi que

leurs dérivées par rapport & z, sont uniformément bornés.

Si z, est une semi-martingale sur (Q, F, (Ft)ieo,1], P), on notera par odz; (respectivement

dz;) sa différentielle au sens de Stratonovitch (respectivement d'It6).

Soit le processus stochastique z; & valeurs dans IR™, solution de I'équation différentielle

stochastique

t ¢
(2.1) T =a:0+/ Xo(s,ms)ds+/ Xi(s,a:s)odwi,
0 0

oll g est une variable aléatoire Fo-mesurable & valeurs dans IR™ possédant des moments de

tous ordres bornés et ot w; = (w}, ..., w) désigne un Fy-processus de Wiener de dimension
d.

Soit ¢ : D — IR une fonction de classe C*® et L l'opérateur differentiel du second ordre

d
défini par L:=% > X2+ Xo+c.
i=1

Dans la suite, on considére les champs de vecteurs X;, 0 < ¢ < d, comme vecteurs colonnes.
Pour tout entier positif n, on notera E®) la matrice & m lignes qui admet pour colonnes
les champs de vecteurs '
d
Xla <0 Xd; [Xiu Xiz]'(iil,i2=0; ool [X'ha [X’iza [a [Xin-in ]]] 11,82 yensbn =0
ordonnés d’une facon fixée une fois pour toutes. Ici, le symbole [-,-] désigne le crochet de

Lie des champs de vecteurs.

Pour tous z dans D, t dans [0,7] et » > 1, on note M) (¢, ) 1a plus petite valeur propre

de la matrice E™ (t,z)E™7 (¢, ), ou T désigne la transposée d’une matrice.

Remarquons que A" (¢, z) > 0, pour un certain n > 1, est équivalente a la condition de
Hérmander pour I'opérateur parabolique L + % au point (t,z) de [0,T] x D. De maniere
analogue 3 [4], on appelle point de Hérmander parabolique pour l'opérateur L + % tout
point z dans D pour lequel il existe un entier n > 1 tel que A (t, ) > 0, pour tout t dans
[0,T]. L’ensemble de tous les points paraboliques de D sera noté H. Notons que H est
ouvert dans D). L’ensemble fermé complémentaire H¢ sera appelé 'ensemble des points

paraboliques non-Hoérmander.

On peut maintenant énoncer les théoremes principaux:
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Théoréme 2.1.2.1.

Supposons que l’ensemble des points paraboliques non-Hérmander H¢ est contenu dans une
sous-variété N de D de classe C? et de codimension 1 et qu’en chaque point de H® au moins
un des champs de vecteurs Xi(t,-), ..., Xa(t,-) est transversal par rapport a N, pour tout t
dans [0,T]. Supposons de plus que, pour tout point x dans H¢, il existe un entiern > 1, un
voisinage ouvert U de x et un ezposant p €] — 1,0], tel que X (t,9) > exp{~[o(y, N)]P},
pour tous t dans [0,T) ety dans U.

Alors, la loi du processus z; admet une densité de classe C>® par rapport & la mesure de

Lebesgue sur IR™.

Remarque:
Si les champs de vecteurs vérifient la condition de Hérmander locale et ne sont pas uni-
formément bornés, alors S.Tanigushi [83] donne un contre exemple pour lequel la matrice

de Malliavin associée au systeme est dégénérée.

En effet, si on considére les champs de vecteurs Xo et X, définies sur [0,T] X IR? par
Xo(t,z) = (m1)2£; et Xi(t,x) = 5‘2—1 + 2t xlg%, on montre facilement que I’hypothese
de Hormander est satisfaite en tout point, c’est-a-dire que X, et {X1, [Xo, X 1]] engendrent
R?.
D’autre part, S.Tanigushi [83] montre que la matrice de Malliavin

t—s 2(t — 8)%(z1 + we — ws)

2t — 8)%(x1 +wy —ws) At —8)3(z1 +w — ws)?
associée au systéme est dégénérée.

Théoréme 2.1.2.2.

Notons Xq41 Uaction de lopérateur L — c sur les fonctions réquliéres sur D. Supposons
que, pour tout = dans D, il existe un entier n > 1, tel que exactement une des deur

conditions suivantes soit vérifiée:

(a) XM (t,z) > 0, pour tout t € [0,T].

(b) Il existe un entier k > 1, un voisinage U C D de z, une fonction i : U — IR de classe

C™ et un exposant p €] — '(l—g‘)-g,()[, tel que
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(i) ¥(z) =0 et il existe 1 < iy,ig,...,5x < d+ 1, tel que
(2.2) X Xy X (8, )0(z) #0, pour aucun t € [0,T).

(ii) XM (t,y) > exp(—|¥(¥)IP), pour tous t € [0,T] et y € U.

Alors, la loi du processus z; admet une densité de classe co par rapport 4 la mesure de

Lebesque sur IR™.

2.1.3. PREUVES DES RESULTATS

Dans ce paragraphe, T' > 0 est un temps fixé. On introduit tout d’abord une notion qui

va étre trés utile pour la suite:

Définition 2.1.3.1.

Une variable aléatoire non négative X est dite exponentiellement positive, s’il existe des

constantes positives cy et ca, qu’on appelle les caractéristiques de X, tel que

P(X <€) < exp(—c1e7Y),

pour tout € €10, ca.

On va également utiliser fréquemment le lemme suivant (cf.[40] lemme 10.5 p 398):

Lemme 2.1.3.2.

Soity: [0,T] x Q@ — IR™ un processus d’It6 de la forme

(2.3) dys = a;(t) dwi +b(t)dt, 0<t<T,

ot ai,...aq,b: [0,T) x Q — IR™ sont des processus mesurables, (F;)¢cjo,1)-adaptés, bornés
presque stirement par une constante déterministe cg. Soit > 0 et o la variable aléatoire
définie par

(2.4) o:=inf{s>0: |ly(s) —y(0)| =7} AT

Alors, o est un (Fi)iejo,1] temps d’arrét exponentiellement positif dont les caractéristiques

dépendent seulement de 7, c3, d et m.



Chapitre II - Opérateurs du second ordre infiniment dégénérés 35

En prenant constante la variable de temps dans les coefficients de ’équation (2.1) a partir
d’un temps fixé, on peut définir, pour tout £ € [0, T}, le processus stochastique suivant (cf.
[29]):

Tt, Slt§§

(2.5) Tep = t t ,
T¢ +/ Xo(&,ze,s)ds +/ Xi(&,ze 5) o dwy, sit>E.
£ 3

A ce processus on associe comme d’habitude:

Definition 2.1.3.3.

Pour tout € dans [0,T|, notons ¢¢ ¢ la dérivée du flot stochastique associé au processus

Tt

Dans la suite, on considére le temps d’arrét oy, défini par

1 1
(2.6) o1 :=inf{s>0: |a:3—a:0|2-2-ou ||¢[31—I|| ZE,VtSS}/\T

Alors, on déduit du lemme 2.1.3.2. que o7 est un temps d’arrét exponentiellement positif

avec des caractéristiques indépendantes de zo.

De plus, d’apres les hypothéses sur les champs de vecteurs, on a, pour tout , t' dans [0, T:

sup sup | X;i(t,z) — Xi(t',z)| < calt — t'|*
i€{0,...,d} zek

(2.7) et
sup sup |VXi(t,z) — VXi(t',z)| < calt —¢'|%,
i€{0,...,d} zek .

olt K désigne le compact {z € R™ : |z — zo| < %} et a l'exposant des coefficients de
Holder.

Donc, en posant § = (%;)%, pour tout ¢,# € IR tel que |t —¢t'| <6, on a:

sup sup | X;(¢,z) — Xi(t',z)| < g2
ifo,...,d} z€K

(2.8) et

sup sup |[VXi(t,z) — VXi(t',z)| < 2.
i€{0,...,d} z€K
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Rappelons maintenant les deux lemmes clés de [4]:

Lemme 2.1.3.4.

Soit y : [0,T) — IR™ le processus d’Ité défini par (2.3). Supposons que o < T est un
(Ft)ie[o,r)-temps d’arrét ezponentiellement positif, tel que au moins un des coefficients de
diffusion a; satisfait la condition: |a;(s)| > 6, presque strement pour tout 0< s < o. pour
un certain & > 0 déterminé. Alors, il existe, pour tout n > 2, des constantes positives Cs,

ce et Ty, telles que, pour tout t dans |0, To| et tout € dans ]0,cs t" 1 on a

tAo
(2.9) P(/ lys|™ ds < E) < exp{—cs g T }-
0

De plus, les constantes cs et cg dépendent seulement de d, cs, § et des caractéristiques de

o, tandis que la constante Ty dépend uniquement des caractéristiques de o.

Lemme 2.1.3.5.

Soient o un (F)ieo,1) temps d’arrét exponentiellement positif, p €|—1, 1] et y un processus
d’Ité de la forme (2.3). Supposons que y et o satisfont une estimation de la forme (2.9),

pour un n > _5%1' Alors, il existe des constantes positives Ty, c7, cg et ¢ > 1, telles que,

pour tout t dans |0, T1[ et tout € < exp{—cz t_%}, on a

(2.10) P(/o i exp(—lys|P) ds < 5) < exp {—cs|loge|?}.

De plus, les constantes T4, c7, cs et q sont complétement déterminées par la constante c3

du lemme 2.1.3.1., les constantes cs, cg et n de (3.7) et les caractéristiques de o.
Ensuite, grace au lemme suivant, on établit une version locale des hypothéses du théoreme

2.1.2.1.

Lemme 2.1.3.6.
Supposons les hypothéses du théoréme 2.1.2.1. vérifiées. Alors, pour tout z dans D, il

existe un entier n > 1, tel que exactement une des 2 conditions suivantes soit vérifiée:
(a) XM (t,z) > 0, pour tout t € [0,T]

(b)Il existe un voisinage ouvert U C D de z, une fonction ¢ : U — IR de classe C? et un
exposant p €] — 1,01, tel que:
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(i) (z) =0 et Vip(z) - Xi(t,z) # 0, pour au moins uni=1,....d et Vi € [0,T].

(i) A (t,y) > exp(—|¥(y)|P), pour toust € [0,T] ety € U.

Preuve:

1l suffit de montrer que, sous les hypotheses du théoréme 2.1.2.1., la condition (b) est
vérifiée, pour tout z € H®. Comme N est une hypersurface de R™ de classe C?, il existe
une carte (V,8) de classe C2, centrée en , tel que 0 := (61,02) : V — R™ ! x R est un
C2-difféomorphisme ayant comme image 'ensemble ouvert §(V'), avec 6(z) = (0,0) et
O(NNV) = (R™ ' x{0})NG(V). De plus, les fonctions coordonnées locales 61 : vV -R™!
et 05 : V — IR sont de classe C?, avec Vz(z) # 0, pour tout z dans V et NNV = 6;1{0}n
V. Par la condition de transversalité, il existe un i = 1, ...,d, tel que X;(t,z) ¢ TN, pour
aucun t € [0,T].

Or, TuN = [Dy(x)]"*{0}, ott D(z) désigne la dérivée de Fréchet de  en x. Donc,
Vb, (z).X;(t, z) # 0, pour aucun ¢t dans [0, T].

Soit U le voisinage ouvert de = de ’énoncé du théoreme 2.1.2.2. Choisissons une boule
ouverte Vi := B(z,6;) C U1 UV, centrée en = et de rayon 61 > 0. Soit Vo C V7 la boule
B(z, %L) Alors, pour tout y dans Vo, p(y, N) = min(p(y,N NW1); ey, NNVE)).

Or, p(y, NNV;) < & + |y — x| < p(y, N N VY), donc p(y, N) = p(y, NNVy).

Soient maintenant y dans V; et z dans N NV;. Alors, comme 6 est Lipschitz-continue, il

existe une constante positive k, telle que

ly — 2 > k18(y) — 6(2)] = k[02(y)]-

Donc, p(y, N) > k|02(y)| pour tout y dans Vo. Prenons U := Va et ¥ = kOy, . Alors.
d’aprés les hypothéses du théoréme 2.1.2.1., il existe un entier n > 1 et un exposant p dans
] — 1,0, tel que A (t,y) > exp{—[o(y, N)]P} > exp {—|1(y)P} pour tous ¢ € [0,T] et
yeU.

|

Preuve du théoreme 2.1.2.1.:
On suit le schéma de preuve de [4] et on I’étend & des champs de vecteurs avec des coeffi-
cients qui dépendent du temps, en utilisant la méthode développée dans [29].

On écrit [0,T] comme réunion d’intervalles de longueur au plus 4. Soient N Dlentier, tel
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que

% < N K<L % + 1 et (t;)o<i<n une suite de réels appartenant a [0,T], telle que
0=ty <t <..<tn_1 <ty =T,avec |tj;1 — t;| <& pour tout i, 0<i<N-—1.

Sans manque de généralité, on prend D = IR™ et on suppose que n est un entier. pour

lequel une des conditions du lemme 2.1.3.6. est vérifiée pour un point z* dans le support

de zg.

Soit ¢ dans ]0, T[. Alors, pour tout v dans S™m~1 on a

d t
P(Z/ (¢3—1 Xj(S,:Es),u>2 ds < €>
j=1"0
d  tAoy N—1
< P(Z/O Z (d)s_l Xj(s,ws),W ﬂ[ti,tiﬂ](s)ds < 5).

j=1 i=0

Or,
<¢;1 Xj(57xs)7u>2 = <¢;,1s Xj(thmti,s)’u)z + <¢s_1 Xj(s,ms),_u)z - <¢t—,ls Xj (ti’a"ti,o‘)~ U>2

d tAo1 N-1
= P(Z/ Z (p71 Xj(s,a;s),u)2 ]l[ti’tiﬂl(s)ds < 5)
=170 i=0

d  ptAoy N1
=P / Z (¢t_z,1s XJ' (tia mti‘s)’ u>2n[ti,ti+1](3)
j=1"0 i=0
—1 2 ~1 2 3 ¢
+(<¢s Xj(S,:US),’u,> - < ¢ti,8 Xj(thwti,s)au > >n[ti,ti+1](s)d8 < 2 2
d t/\O’l N-1
= P(Z/ Z <¢s—1 X (sams),u>2 Il[ti,tiﬂl(s)ds < 6)
j=170 i=0

d thoy N—1 3e
S P(Jzzl/o Z(qbt_,,ls Xj(ti’xtz‘,s)’u>2n[ti,ti+1](3)d‘s < ?)

=0

tNoy N-1

Z |<¢s_1 Xj (S, ms)’ u>2— <¢;,1s Xj (ti7 xtivs)’ U’)Zln[tiwti+1](s)ds >
=0

o,
~—

p(z |

On va scinder ce qui suit en deux étapes.

Dans la premiére étape, on montrera qu’il existe des constantes positives ¢14 et c15. ainsi

que des exposants 3 et T4, tous indépendants de u € S™, tels que, pour tous t dans ]0. T
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z dans le support de zg et € dans |0, c4[, on a

d  athngy N-1 .
P<Z/o Z ¢tz ity Tes5) U (g, 04,0] (8)ds < _2->
j=1

N thoy N—1
< exp(—c15 E_Ta) + P(Z/ Z (¢;,1s Kl(t'bzti,f:‘) ) Il[tz t7,+1]( )dS < 51.4)7
=10 =0

ott les champs de vecteurs K7, ..., K désignent les colonnes de la matrice E™).

Puis, dans la deuxiéme étape, on montrera qu’on peut trouver des constantes positives caj

et r5, telle que:

d tho, N—1
— — £
P<Z-/O Z |(¢s ! Xj(s’:rs)) U’>2_<¢t,;,ls Xj(t‘ithiys)7 u)zll[ti,ti—g-l](s)ds > 5)
j=1 =0

< exp(—ca17 ).

Finalement, on combinera ces deux résultats partiels pour en déduire la preuve du

théoreme.

e Premiére étape:

d t/\o‘lN 1 3e
P(Z/ Z ¢tz,s tlvmtus) >2]1[t1:,ti+1](3)ds < ?) = P(A)
j=1"9

1=0
=P(ANE)+ P(ANE")

d thoy N-1 3e
olt A := (Z Z ¢t, thwths) U) ]l[tz tz+1](3) ds < ?)

j=1"0

oy N—1
etE—ZMl ¢>1[X-Xt~ 2
ts,s 25 i ( i Tts,8)> W)
0

J:

et

d
+(¢5,13{[Xj,X0] +3 ) [X; [Xz,Xk]]}(ti,mti,s),W] Lig t,0q1(8) ds < 6“)-

l,k=1

1
18°

Puisque les champs de vecteurs intervenant dans 1'équation (2.5) ne dépendent pas du

avec & =

temps, pour s dans [t;,t;11], on peut appliquer le lemme 6.5 de [3] (cf. aussi theorem
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A.24 de [48]), et il existe donc des constantes positives cio et c11, indépendantes de u dans
Sm=1 telles que

(2.11) P(ANE®) < 1o exp(—ciie™%).

D’autre part, £ C FN G, avec

tAoy N-1
F = ( Z / Z <¢;,1s [Xj7 Xl](ti’xti,s)’ u>2ﬂ[ti,ti+1](3) ds < ea)
l,j=1 =0

et

G::(ij / MUINZl (o7 { (X, Xol

310 1=0

5 X1 0 Xl s 910,00 (5 s <)

lkl

Par conséquent,

tho, N—1 2
(Z/ Z ¢tz,sX (tis xe, s ), w) ]1[tz,t1+1]( s)ds < —2—)

< ¢y exp(—c11e” %) + P(ANFNG),

et en appliquant la méthode précédente & P(AN F N G), on obtient

(2.13) P(ANFNG) < ¢y exp(—cize™® ) + PLANFNG N H),

tAo N-1 2
ou H := ( Z / Z <¢t ¥ ] X.77 [Xlan]](tzawt“s) )2 ]l'[tiyti+1](8) ds < &” )

l,3,k=1

Il est facile de voir que

d tAoy N-1
GNHC (Z/ Z <¢t_i,ls[Xj’XO](ti’wti,S)’u>2 n[ti,ti+1](3) ds < srl) ’
j=170 i=0
pour un certain r; €]0, 1{ et un e suffisamment petit. Donc,

tho, N—1 d
anrnonac([7% S { (oL b, ?
1=0

d
s <¢;}S[Xj,le(ti,xti,s>,u>2}n[ti,ti+ﬂ(s> ds < )

1,j=0

?
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pour un certain 7o €0, 1{ et un ¢ suffisamment petit.

En combinant ceci avec (2.12) et (2.13), on obtient

d thoy N—1 3e
(214) P(z/ Z ¢t.,, t’l.’xtz,s) u>2]1[t1;,t,;+1]( )dS < 7)
5=1"0

d

thoy N1
2 p)
< c10 exp(—c11 €7%) + c12 exp(—c13€”Y ) + P(/ Z{ Z G X (b, T, ), 0)°
0

=0 7j=1

d
.S <¢;}S[Xj,xz]<ti,xti,s>,u>2}n[ti,ti+ﬂ(s> ds < )

Lj=1

En itérant cette procédure, on obtient finalement que pour tout n > 1, il existe des
constantes positives ci14 et cis, ainsi que des exposants 73 et 74, tous indépendants de u
dans S™~1, tels que, pour tous t dans |0, T[, = dans le support de zg et € dans ]0,ci5[. on

a

d tAhoy N—1 3e
215 P(X D07 0 o) 0 B < )
j=1"0 |

tAoy N—1
< exp(——c15€ 7'3 + P(Z/ Z ¢t1, Kl tl’xtus) )21[tiyti+1](s) ds < £r4>’

ot les champs de vecteurs K7, ..., K désignent les colonnes de la matrice X

e Deuzxieme étape:
Pour tout 5, 0 <i< N—1et tout j, 1 <j<d, ona:
(857 X (s, 25), u)? — (Bg;05 X (tir T ), )|
< (g5 X (5, 38), u)+{(Bprks Kb, Tee,)y w| X 1D X (5, 2), 1) — (D fs X (bi: T ) -

Donc, d’apres l'inégalité de Schwarz et (2.8), on en déduit, pour tout s € [ti, tival, tel que

s < oy
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+llo:t — o LD,

d
Z |<¢s—1 Xj(37ws)’u>2_ <¢;,13 Xj(t'iaxti,s)y'UI) 1

j=1
< cig(l+ [|6;H)(E? + 25 — T, s

oll c1g est une constante qui dépend seulement de d, m et de la quantité

Kx = sup sup (1X;(t,z)| + |[VX;(t, z)|).
j€{o0,...,d} (t,z)€[0,T}x IR™

)

Par conséquent,
Z |(¢s—1 Xj(37$8)7u>2 - <¢t—z,ls Xj(ti’xti,s)7 u>2|]]'[tiyti+1](s)ds>
1=0

tAo1 N-1

(2

| &

)

\V)

b

)(52 + Ims - mti,sl + “¢s_1 - ¢t_i,1s||)]l[ti,ti+1](s)ds >

tAo N—-1
< P(/ > cs(1+]1¢5 ]
0 i=0
N-1 titiNnoy e
(216) <) P( / c1o(L+ 185 )(E® + 125 = Bacs | 165" — b l)ds > @T)
’L=0 ti/\O’l
Or, pour tout i € {0, ..., N — 1}, on a, d’apres la section 1.4. de [29]:
frafio 1 2 1 1 €
ean) p([ calt 167D + o~ + 16 = 074D > 57 )
t;\No1
[£s—Zt,s| > Kme)+P( sup s =z sll > Kme).
SE[ti/\0'1,t7;+1/\0'1[

< P( sup

se[t,—/\al RENE] /\0‘1[

1

ou Km = 536 7m) T+ Ders”
D’autre part, en prenant v = K,,e dans le lemme 1.3.2.4 de [29], il existe deux constantes

positives ¢17 et c1g, qui dépendent seulement de T, m, d, p et Kx, telles que:

|zs — Tty 5| > Kme) < c176€P

P ( sup

seftinoy,tip1Aor]

et
P( sup ligs ! — ¢t—,,1s“ > Kpe) < c1gbeP

sE[ti/\O'htH.l/\o']_[

Donc, d’apres (2.17) on a pour tout p > 0,
1 2 -1 -1 € p
cro(1 165 I)(E + o = el + 1657 — 955005 > 5 ) S enn e

tiy1No1

o/
t; Ao,
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ol c1g est une constante strictement positive dépendant seulement de T', m, d, pet Kx.

De plus, d’apres la définition de N, il y a moins de % + 1 termes figurant dans la somme

(2.16), donc on obtient pour tout p > O:
d they N—1 , c
P(Z/ > Uyt X(s.2s), u)? — (s Xy (i, T ), w1, 10y, (8)ds > —2—> < cap”,
=170 i=0

oil cgg est une constante strictement positive dépendant seulement deT,d, m,pet Kx.

Quitte & prendre p assez grand, on peut alors trouver des constantes positives ca1 et 75

telles que
(2.18)
d thoy N—1 c
P37 % 05 Xs(o b~ (01 Xt b 3> )
j=1 i=0

< exp(—c21&7"®).

En combinant les résultats de la premitre et de la deuxidme étape, (i.e. (2.15) et (2.18))

on trouve:

d .t
219) P(3 [ (657 Xm0 s <) < explocne™)
j=1"0

N tAo1 N-1
+P<Z/ Z (¢;,18 Ki(ti, T1,,s); u>2ﬂ[tiati+1](s) ds < Em) ’
1=170 i=0

olirg =13 ATs et cag = 21V Ci5.

Notons Q: la matrice de covariance de Malliavin associée au processus stochastique ;.
Alors, d’aprés les résultats du chapitre I, Q¢ = ¢; Ct ¢7, ou C; désigne la matrice définie

par
t d
C, = /0 S (6572 X5 (5,4)) (65 X (s,2)) T ds.
i=1 -

En prenant I'infimum sur S™~!, dans la relation (2.19), on obtient par compacité (cf.[3]

lemme 6.8):
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(2.20) P(u"Ciu < €) < exp(—ca3e™ ")

tAo N-1
+c46”™ sup { (Z/ Z qf)tz Ki(t;, zt, 5), )2Il[ti,ti+1](s) ds < 0255"*)}

lul=1
pour ¢ dans [0, co6) et des constantes positives cz3, C24, C25 et C26-
Or, pour tout [, 1 <1 < N,

<¢;,1S Kl(ti’xti,S) > = (<(¢t“ )Kt(tzamtz,s) u) + <Kl(tia37ti,s),u))2,

donc
thoy N—1
Z (qbt_i,ls Ki(t;, Tt 5)s u)zll[ti,tiﬂ](s) ds < ca5 z—:”) }

t/\0'1N 1 5 CZ7€T4
< sup{ (Z/ Kl (ti,Tt; 5), U) ll[ti,t“rl](s) ds < —_—1—)}

Ly
o
—
~
N
M=
S~

[u|=1 o, s — 111
tAhoy N—1 Co5E™

o P(5 [ S b < )
u =0 -

et comme, d’aprés la définition du temps d’arrét o1, ||qb; sl < 3, pour tout 5,0 < s <

01. on obtient

N tAoy N-1
sup {P<Z/ Z <¢;,ls Kl(tiazti,S)’u)zn[ti,tiH](s) ds < g5 €T4>}
=170 i=0

lul=1

thoy N—-1
S P(/ Z A(n)(ti’wti’s)n[ti,ti+1](8) ds < Cog a.rq,)7
0

=0
car (Kl(ti,wti,s),u)z > )\(”)(ti,xtiys).

Donc

Pu"Ciu < €) < exp(—ca3e™"®)

tAo, N-1
(2.21) +624E—mp</ Z )\(")(ti,mti,s)]l[ti,tiﬂl(s)ds < C28 6”).
0

=0
Or, on se trouve forcément dans une des deux situations du lemme 2.1.3.6.

Supposons d’abord que (a) soit vérifiée en (¢,z*), pour un n > 1 et tout ¢ dans [0. T).
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Alors, par continuité de (™, il existe p > 0 et § > 0, tel que
(2.22) A™ () > 6
pour tout ¢ dans [0,T] et tout y dans B,(z*), ol B,(z*) désigne la boule ouverte de R™,

centrée en z* et de rayon p. Soit V := Bg(x*). Supposons que = appartienne a V et

notons oy le premier temps de sortie de z; de V. Alors, d’aprés (2.21) et (2.22),

Cog €™
(2.23) P Ciu <€) <exp(—caze ™) +caae™ ™ P(ol ANog At < 286 )
Cog €™ Cog E™ Cog ET4
Or,sit> 286 , Oll & P(al ANoag At < 286 > = P(ol Nog < 286 > et comme

o1 A 09 est un temps d’arrét exponentiellement positif, il existe des constantes

. Cog €4 ad _,
positives c; et ¢, telles que P| o1A0s < 5 < exp(—— € 4), pour tout £ €]0. c2].
Ca8

Donc,

Pu™Ciu <€) < exp(—co3e™ ") +caae™ eXP(——c‘— €
28

c16 _”)

S C29 €p + Cog €XP (—0306_031 T7)

oil 77 = 14 ATg, C29, C30 €t c31 sont des constantes positives indépendantes de z; € V.

Or, si Q:(z) désigne la matrice de Malliavin associé au processus stochastique z;. avec
vy = z, alors, pour tout ¢ > 1 et tout sous-ensemble borné V de IR™, il existe une

constante positive cg telle que, pour tout ¢ dans ]0,T[ et tout z dans V, on a

| (det Qu(@) 30 < {1+ inf P(uCula)u < =)}
j=1

D’ou
2q ot :
et (o) g < eof (35) 7 +esa}
“( € Qt( ) ||2q - Co8 + Ca2
+o00 m ~—§‘1— ry
ol c3y = 1+0292exp —C30] ‘qu) < 400, carsij < [(628) r4 ],onac_@(J_Sq_)_ > t,
i=k

et dans ce cas, on majore la quantité P (uTC’t(m)u <j _ZITQ) par 1.
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Donc,

i, o (supl 0t @e)) ) = i - toglen{ (1) e }] =0

t—0 Ca8

Si par contre le point (b) du lemme 2.1.3.6. est vérifié, on peut choisir p > 0 assez petit

pour assurer que B,(z*) C U et que
1 x
|V (z) X;(t, z)| > EIV@b(w*)Xi(t,m ) >0

pour au moins un i, 1 < i < m, pour tout  dans B,(z*) et tout ¢ dans [0, T7.

Soit V' := B%(x*). Supposons que z appartienne & V' et notons o3 le premier temps de
sortie de z; de Be(z).

D’apres le point (b) (ii) du lemme 2.1.3.6., on a, A" (t,y) > exp(—|¢(y)P), pour tout
t € [0, T}, donc en introduisant dans (2.21) on obtient:

tAc1A0C3
(2.24) P(u"Ciu < €) < exp(—ca3e™ ") +cz4e_mP(/ exp(—|ys[P)ds < 0285“),
0

ou y; désigne le processus ¥(z;) pour t < o3.

D’autre part, comme

dz: = Xo(t, z:)dt + Xi(t, ) o dw?
= (L —c)(t, z¢) + Xi(t,mt)dwi,

on a, d’aprés la formule d’It6:

(2.25) dy: = (L — c)9p(z)dt + Vip(z:) Xi(z:) dwl.

De plus, d’aprés le lemme 2.1.3.2., 0 := 01A02 est un temps d’arrét exponentiellement posi-
tif et d’apres le lemme 2.1.3.6., pour au moins un i, |Vi(z)X;(t,z)| > 0, pour tout ¢ dans
[0, T], donc par continuité de V4 et des X;, il existe un 6 > 0, tel que |Vep(zs)Xi(t, zs)| > 6,
pour tous s < o3 et t dans [0, T).

Par conséquent le processus y; et le temps d’arrét o vérifient les hypotheses du lemme
2.1.3.4. Donc (2.9) est vérifiée pour tout n > 1 avec 0 = o1 A o3 et y; = P(zt) et par
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application du lemme 2.1.3.5., on déduit qu’il existe des constantes positives c7, cs. 11

et ¢ > 1, toutes indépendantes de z dans V, telles que, pour tout ¢ dans [0,73] et tout
_1

e <exp(—crt ),

tAo1No3 ’
(2.26) P (/ exp(—|ys|P) ds < ca8 6”) < exp{—cs|loge™|? }.
0
En substituant cette estimation dans (3.24), on obtient:
(2.27) P(u"Ciu < €) < exp(—ca3e™ ") + coa ™" exp{—cg|loge™ 19},

_1
pour tout ¢ dans [0, 7} et tout € < exp(—czt™ ¢ ). Par conséquent,

—1,2 _1
(2.28) ” (det Qt(:zz)) “23 < cQ{exp(qucet ) + ¢33},
. = .6 L 1
ol Cc33 = {1 + Z(exp(—czgjzmq) + ¢247 27 exp{—cg|log j~ 7ma |7 }) },
j=k

car si j < [exp(2mqce t_?zl7)] , on majore la quantité P(u"Cy(z)u < j_z—;w) par 1. Donc.
. -1 RT -4
tE%lth log(slelgll (det Q¢(y)) Hq) = tl_l)Igi caat @ =0.

Finalement, on a montré que pour tout ¢ > 1 et tout = dans D, il existe unn voisinage V'

de z tel que

~1
lim ¢ 1 det =0.
Jim, Og(;ggll( et Q:(y) ||,)
En particulier, pour tous ¢ et £ assez petits et tout p >0, on a
P(u"Ciu < €) = O(eP).

De plus, les conditions sur les champs de vecteurs impliquent que les composantes de la

matrice de Malliavin C; ont des moments de tous ordres.

Le résultat suit alors du théoréme 1.1.10.4.
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Remarque:

Comme on vient de montrer, Pexplosion en temps petit de I'inverse de la matrice de
Malliavin est sous-exponentiel.

Toutefois, on ne peut pas conclure quant & I’hypoellipticité de l'opérateur L + 8% car
la méthode utilisée par S.Kusuoka et D.Stroock [48] afin d’obtenir ce résultat ne semble
s’appliquer qu’aux opérateurs a coefficients homogenes.

Cependant, en appliquant les résultats de D.R.Bell et S.E. A Mohammed [4] pour chaque
t € [0, T) fixé, on montre que si on a Lu = f pour une certaine fonction f de classe C*® e

z, alors la fonction u(t, ) est de classe C* en z.

Preuve du théoréme 2.1.2.2.:
La preuve du théoréme 2.1.2.2. nécessite le lemme suivant de [4], qui est une modification
du lemme 2.1.3.4.:

Lemme 2.1.3.7.

Supposons la condition (2.2) vérifiée. Soient y; le processus d’It6, défini par (2.25) et o un
(Ft)teio, 1) -temps d’arrét exponentiellement positif. Alors, il existe des constantes positives
o9, C30 €t c31, qui dépendent seulement des caractéristiques de o, telles que, pour tout t

dans |0, cao| et tout € dans }0, cag t(ls)k[, on a:

tAo .
(2.29) P(/ lys|?ds < E) < exp(—c31 g sk )
0

On montre alors que I'inégalité (2 10) est satisfaite par le processus y := y; défini par
(2.25), tant que p reste dans | — 1—8);, 0[ (cf [4] p.23-26). La fin de la démonstration suit
exactement celle du théoreme 2.1.2.1.

O

Remarque:

Les estimations obtenues ci-dessus devraient premettre d’obtenir une estimation de Varad-
han pour la densité. Des estimations de ce type ont été obtenues dans le cas hypoelliptique
par R.Léandre ([49-50]) et dans un cas trés dégénéré par P.Florchinger et R.Léandre [34].
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2.2. REGULARITE DE LA DENSITE DU FILTRE ASSOCIE A
UN OPERATEUR INFINIMENT DEGENERE.

2.2.1. INTRODUCTION

Dans cette section, on applique les résultats prouvés dans la section précédente & un
probleme de filtrage non linéaire, ol les coefficients du signal vérifient la condition de
Hormander dégénérée introduite précédemment. Plus précisément, on montre que le filtre
non normalisé associé & un probléme de filtrage non linéaire, avec des bruits corrélés et des
coefficients d’observation non bornés, admet une densité réguliére, méme si la condition
de Hormander n’est pas vérifiée dans un certain sens ”exponentiel” sur une collection

d’hypersurfaces.

Cette section est divisée en cinq paragraphes organisés comme suit. Dans le deuxieme
paragraphe, on introduit le probléme de filtrage non linéaire étudié dans ce chapitre et on
rappelle quelques notations dont on a besoin par la suite. Dans le troisieme paragraphe, on
redémontre le théoreme 2.1.2.1. sous des hypothéses moins restrictives. Dans le quatrieme
paragraphe, on définit un filtre non normalisé, lié au filtre défini dans le second paragraphe
par une formule de Kallianpur-Striebel. Dans le cinquieme paragraphe, finalement, on
énonce et démontre le théoréme principal en utilisant le résultat préliminaire du troisieme

paragraphe.

2.2.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME

Soit (Q, F, P) un espace de Wiener standard de dimension d, i.e. ) est 'espace de Ba-
nach C([0,T],IR%) tel que w(0) = 0, pour tout w dans Q, muni de la norme |lw|lo =
max;e(o,7] [w(t)|, P est la mesure de Wiener standard et F le complété de la o-algebre de
Banach sur , par rapport & la mesure P.

Notons (F¢)iepo,7) la filtration consistant en la famille F; de sous-tribus de F, engendrée

par {w(s) : 0 < s <t} et contenant les sous-ensembles de F de mesure nulle.

Considérons d + 1 champs de vecteurs Xy, ..., Xg sur IR™ s’écrivant

Pour tout entier naturel n, notons E(™ la matrice qui admet pour colonnes les champs de
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vecteurs
Xy oees Xds [Xll > Xiz]?l,zg:o; a2 [Xilv [Xi2; [’ [Xin—w X’Ln]]]]zdl 1824eeeyin =0

ordonnés d’une facon fixée une fois pour toute. On considére chaque champ de vecteurs
sur IR™ comme un vecteur colonne par rapport & une base (canonique) fixée de I'espace
de tous les champs de vecteurs de classe C*° sur IR™. Pour tout z dans IR™ et n > 1,

définissons A(™ (z) comme étant la plus petite valeur propre de la matrice & (") () EMIT ().

Rappelons que () (z) > 0, pour un certain n > 1, si, et seulement si, la condition de

Hormander générale est vérifiée pour l'opérateur parabolique G + % en z € R™, ol

d

G =Xo+ % X f Comme dans la section précédente, on dit que z € IR™ est un point de
i=1

Hormander parabolique pour I'opérateur G, s’il existe un entier n > 1, tel que A (z) > 0.

On note H l’ensemble de tous les points de Hérmander paraboliques et on appelle points

paraboliques non-Hérmander les points appartenant a Iensemble fermé H°.
Supposons de plus que les champs de vecteurs vérifient la condition suivante:

(H)  Supposons que I’ensemble des points paraboliques non-Hormander H€ est contenu
dans une sous-variété M de classe C? et de codimension 1 et qu’en chaque point
de H¢, au moins un des champs de vecteurs Xj, ..., X4 soit transversal par rapport
4 M. Supposons de plus que pour tout point x € H¢, il existe un entier n > 1, un
voisinage ouvert U de , et un exposant p€—1,0[ tel que A™ (y) >exp {~ [p(y, M )7}
pour tout y dans U, ot p(y, M) désigne la distance euclidienne entre y et M.

Considérons le probleme de filtrage non linéaire associé au couple signal-observation

(zs,:) € R™ x IR, solution de I’équation différentielle stochastique

Ty =To + t Xo(zs)ds + t X;(zs) o dwt + t X(zs) (h(zs)ds + odvs)
(2.36) /0 /0 /0

t
yt=/ h(zs)ds + v,
0

N

ou,
1. xo est une variable aléatoire de loi my.

2. X est un champ de vecteurs sur IR™ de classe C;°, s’écrivant

X(z)=X (x)%.
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3. h est une fonction de C*°(IR™,IR), telle que h ainsi que ses dérivées de tous ordres
sont & croissance sous-exponentielle.

4. Xy + hX est & croissance sous-linéaire (pour éviter 'explosion de la solution

* du systeme (2.36)).

On définit alors le filtre comme d’habitude en théorie du filtrage non linéaire.

Définition 2.2.2.1.

Pour tout t dans [0,T], notons m; le filtre associé au systeme (2.36), défini pour toute
fonction v dans Cp(IR™, IR) par

(2.37) T = E[P(ze)/ V4],

ot Yy = o(ys /0 < s < t).

2.2.3. UN RESULTAT PRELIMINAIRE

Dans ce paragraphe, on démontre I'hypoellipticité d’opérateurs différentiels du second
ordre, avec des coefficients dépendant du temps, sous des hypotheses légerement moins

restrictives que celles du théoréme 2.1.2.1.

Considérons, sur le méme espace de probabilités que ci-dessus, ’équation différentielle

stochastique

dzy = Xo(t, Z)dt+ Xi(t, %) o dw?
(2.38)
Iog=1TE€E IR,n,

ot Xg, ..., Xq sont d+1 champs de vecteurs sur IR™ qui dépendent du temps. On suppose
de plus que les champs de vecteurs X;, 0 < i < m, ainsi que leurs dérivées par rapport a z,
sont Holder continus en ¢ uniformément sur [0,T] x K, pour tout sous-ensemble compact
K de IR™, C° borné en z, si t est considéré comme élément fixé de [0,T] et que toutes leurs

dérivées en z sont uniformément bornées.

De facon analogue au paragraphe précédent, on note, pour tout entier naturel n, E™ la

matrice dont les colonnes sont les champs de vecteurs

Ry ooy Xy [Rirs Kia)2 iyt - [Kis [Kigs oy (K, X 1)

’il,iz,...,in—'——o’
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arrangés dans un ordre fixé une fois pour toutes. Pour tous z dans IR™, ¢ dans [0,T] et

d > 1, notons A™(t,z) la plus petite valeur propre de la matrice E@(t, 2)E@D7(t, z).

Ici, on dit que z € R™ est un point de Hérmander parabolique pour lopérateur L =

~ d . -

Xo+ 3 Y X7, ¢'il existe un entier n > 1, tel que A (0,z) > 0. On note H, I'ensemble
i=1

de tous les points paraboliques et HE I’ensemble fermé de tous les points paraboliques

non-Hormander.
Supposons de plus que les champs de vecteurs vérifient la condition suivante:

(H’) L’ensemble des points paraboliques non-Hormander H¢ est contenu dans une sous-
variété N de classe C? et de codimension 1. De plus, en tout point de H¢, au moins
un des champs de vecteurs X1, ..., X4 est transversal par rapport & N et pour tout
point z € H¢, il existe un entier d > 1, un voisinage ouvert U de z, et un exposant
p €] — 1,0], tel que A(M(0,y) > exp {—[p(y,M)]p}, pour tout y dans U, ou p(y, M)
désigne la distance euclidienne entre y et N.

Remarque:

Rappelons que dans la premiere section de ce chapitre, on a supposé que A™ (¢, y) >
exp {—[p(y,M )]p}, pour tout y dans U et tout ¢ dans [O,T ]. Cette hypothese est trop
forte dans cette application, car le transport des coefficients nécessaire a la preuve de la

proposition 2.2.5.8. implique seulement cette propriété a l’origine.

On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.3.1.

Supposons Uhypothése (H’) vérifide. Alors le processus stochastique Ty admet une densité

de classe C*® par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR™.

Preuve:

Les champs de vecteurs X;, 0 < i < d, étant Holder-continus en ¢, on en déduit la continuité
de la fonction ¢ — A (t,z). Par conséquent, la condition (H’) implique qu’il existe une
constante strictement positive £, telle que pour chaque z € H¢, il existe un entier n > 1, un
voisinage ouvert U de z, et un exposant p €| —1,0], tel que A (¢, y) > exp{—[p(y. N)]"}.
pour tout y dans U et tout ¢ dans [0, to].

Le reste de la. preuve est quasiment identique 4 la preuve du théoréme 2.1.2.1. La seule
différence est l'utilisation d’une version un peu modifiée du lemme 2.1.3.6. En effet.

I’hypothese (H’) implique:
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Lemme 2.2.3.2.

Pour tout z dans IR™, il existe un entier n > 1 tel que ezactement une des deux conditions

suivantes est vérifiée:
(a) XM (t,z) > 0, pour tout ¢ € [0,1g]

(b) Il existe un voisinage ouvert U de x, une fonction ¥ : U — IR de classe C? et un

exposant p €] — 1,0], tel que:
(i) v(z) =0 et Vi)(z) - X;(t,z) # 0, pour au moins un i =1,...,d et Vt € [0, t].
(i) AD(t,y) > exp(—|¥(y)|P), pour tous t € [0,t0) et y € U.

Alors, pour tout z dans IR™, on peut montrer exactement comme dans le paragraphe

2.1.3., que pour tout g > 1, il existe un voisinage V de z, tel que

sup P(u"Ciu < €) = O(9),

Ju|=1

ot Q;(z) désigne la matrice de Malliavin associée au processus stochastique (£t)c(0,7] avec
io = x, ¢¢ est la dérivée du flot stochastique associé et Cy = ¢y 1Qi(z)(¢7) 7 . Cela conclut

la preuve du théoreme 1.1.10.3. O

2.2.4. LE FILTRE NON NORMALISE

Afin d’obtenir, pour presque chaque w, une version continue pour la norme de Banach sur
Pespace Co ([0, T1, IR™) x [0,T] du processus (y,t) — z¢(w,y) , on définit, comme dans [28],
un processus stochastique Z; tel que le processus z; peut s’écrire en fonction de Ty, y; et

du flot déterministe associé au champ de vecteurs X.

Définition 2.2.4.1.

Notons ®, le flot déterministe associé au champ de vecteurs X (i.e. ¥, est l'unique solution
t

de l’équation déterministe &, = z +/ X (®5(z)) ds).
0

Notation 2.2.4.2.

Si X désigne un champ de vecteurs sur IR™ tel que pour tout & dans R™, X(z) = X7 (Z‘)aim]
et si F est une fonction dans C*(IR™, R™), alors, pour tout z dans IR™,
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POSOTS
oF

XF(z) = Xj(iv)a—Xj(l‘),

et
(B X)F(z) = (V&,(z)) " X (8,(z)) VF(2).

Définition 2.2.4.3.

Notons T; le processus stochastique, solution de ’équation différentielle stochastique

t i
(2.39) Ty = To + / (@5 Xo)(Ts) ds / (@571 X:)(Ts) o duw.
0 0

On a alors le résultat suivant qui nous permet de définir le processus stochastique z; pour

chaque trajectoire du processus y;.
Proposition 2.2.4.4. (cf.[17] ou [8])
Pour tout t dans [0,T), z; = Oy, (T¢)-

De plus, comme d’habitude dans les probléemes de filtrage non linéaire, on définit pour tout

t dans [0, 7] Pexponentiel de Girsanov associée au systéme (2.36) par:

(2.40) Zy = exp(/ot h(zs) dus + % /Ot h%(z,) ds).

Ainsi, utilisant la proposition 2.2.4.4. et la définition du systéme (2.36), on a, pour tout ¢

dans [0, T}, Z: = exp V;, avec

(2.41) Vo= [ h(@, @) -5 [ #(@,.@0) ds

Les hypotheses sur la fonction h n’impliquent pas nécessairement que le processus stochas-
tique Z, ! est une F;-martingale. Par conséquent, on ne peut pas appliquer le théoréme
de Girsanov, afin de définir une probabilité de référence et un filtre non normalisé associé

au systéme (2.36). Néanmoins, on définit un filtre non normalisé formel, par une formule
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obtenue apres une intégration par parties dans I'intégrale stochastique apparaissant dans

I'expression du processus stochastique V;. En effet,

Proposition 2.2.4.5.

Pour tout t dans [0,T], on a
¢
1 — o —
242) V= Hnm) — [ [F0F+T0)(@y,(2) + (257 X0) e, 72) | ds
t
~ [ @5 X0 i 7)o du,
0

ot H est la fonction définie pour tout (t,z) dans [0,T] x IR™ par

H(t,z) = /Otho ®,(x)ds.

Pour montrer un résultat d’intégrabilité pour le processus stochastique Z;, on suppose que

pour tous 7 > 0 et € > 0, il existe une constante K. > 0, telle que

d
(2.43) IXh| + sup [G(ho ®,)|+ > sup |Xi(ho ®,)[* < eh® + K.

Isl<r i—1 IsI<r

Remarque:

Si les bruits sont indépendants (i.e. si X = 0), on retrouve la condition de Sussmann [80].

On obtient alors

Proposition 2.2.4.6. (cf.[28])

Pour tout p > 0, le processus stochastique Z, appartient a l’espace LP(W®myg) pour presque
tout y (ici, W désigne la mesure de Wiener sur l’espace de probabilité (Q,F,F, P)).

Cela nous permet de définir le filtre non normalisé comme suit.

Définition 2.2.4.7.

Pour tout t dans [0,T], définissons pour toute fonction ¢ dans Cp(IR™, IR), le filtre non

normalisé associé au systéme (2.36) par

(2.44) prb = E¥ [9(x:)Z4],
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ot EY désigne lintégration par rapport a la mesure W ® myo.

Le filtre non normalisé p; est alors lié au filtre m; par la formule de Kallianpur-Striebel.

Théoréme 2.2.4.8. (cf. [28])
Pour tout t dans [0,T] et toute fonction ¥ dans Cy(IR™, IR), on a

_put

2.45 T .
(2.45) ="

2.2.5. EXISTENCE D’UNE DENSITE REGULIERE POUR LE FILTRE

Le filtre 7; étant lié au filtre non normalisé p; par la formule de Kallianpur-Striebel (2.45),
il est équivalent de démontrer lexistence d'une densité de classe C® par rapport a la

mesure de Lebesgue pour le filtre m; ou le filtre non normalisé p;.

Pour cela, il suffit de montrer que toutes les dérivées au sens de Malliavin du processus p;
sont des mesures bornées. Le calcul de Malliavin permettant de faire une intégration par
parties sur I’espace de Wiener, le résultat se déduit du lemme suivant.

Lemma 2.2.5.1. (cf.[53])

Soit v une mesure de Radon finie sur IR™. Supposons que pour tout multi-indice c, il

existe une constante finie Cq telle que pour toute fonction i dans Cg°(IR™), on ait:

(2.46) | Vo0 (d2)] < Collblo

Alors, la mesure v admet une densité de classe C* par rapport a la mesure de Lebesgue

sur IR™.
Ceci nous permet d’énoncer le théoreme principal de cette section.

Théoréme 2.2.5.2.

Supposons Uhypothése (H) vérifiée. Alors, pour tout t dans |0,T}, le filtre non normalisé
pe admet une densité de classe C* par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR™.
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Preuve:

D’apres la définition 2.2.4.7. et la proposition 2.2.4.4., on a

(2.47) peth = E¥ [ o @y, (Te) Z:).

Pour montrer que le filtre non normalisé p; admet une densité de classe C°° par rapport &
la mesure de Lebesgue, il suffit d’avoir une formule d’intégration par parties et de montrer
que l'inverse du déterminant de la matrice de covariance de Malliavin, associée au processus

stochastique T, appartient & LP(W ® myg), pour tout p dans IN™.

Rappelons tout d’abord quelques résultats préliminaires:

Définition 2.2.5.3.

Notons Fy la dérivée du flot stochastique, associé au processus stochastique Ty défini par

équation (2.39), i.e. Fy est l'unique solution de I’équation différentielle stochastique

t t
(2.48) Fo=1 +/ D(®;7  Xo)(Ts)Fs ds +/ D(®; ' X;)(Zs) Fs 0 dw.
0 0

Par application du gradient stochastique au processus stochastique Z; (cf. 1.26), on obtient

Proposition 2.2.5.4.

Pour tout t dans [0,T] et tout 1,1 <9< d, on a:

. _ 1 e _
(2.49) D'z, = FoF, (' X)(Ts)-

Ce résultat permet de montrer la proposition suivante

Proposition 2.2.5.5. (cf. [29])

Pour toute fonction ¢ dans C{°(IR™, IR) et tout t dans [0,T], ¥ o @y, (T:) et Z; sont dans
ID® (W) pour tout y dans Co([0,T], IR).

De plus, la matrice de covariance de Malliavin M; associée au processus stochastique Z;

est définie par
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Proposition 2.2.5.6.

Pour tout t dans [0,T],

d

es0) M=o [ TS @7 K@) @ Ko@) () ds) T
k=1

Ces notations permettent d’obtenir de fagon analogue & [8] ou [56] la formule d’intégration

par parties suivante.

Proposition 2.2.5.7.

Pour tout t dans [0,T) et tout j,1 < j<m, ona
- d t . - y
pe(DIp) =B (¢ o &y, (T1)Zy (— > / (DIM;! DiTy)' ds
i=170

d , d pt .
(2.51) ~Mt; /0 (Dij(loth)DZEt)zds+; /O (Dg(ft))zdwi)).

D’autre part, on a le résultat suivant

Proposition 2.2.5.8.

Pour tout t dans 10,T), (det M;)~! appartient & LP(W ® mo), pour toul p dans IN".

Preuve:

Le filtre non normalisé p; étant continu par rapport aux trajectoires du processus
d’observation (cf. [28]), on peut fixer une trajectoire du processus y dans la formule (2.47)
ot effectuer un calcul des variations stochastique seulement sur des fonctionnelles de w.
En particulier, pour une trajectoire fixée du processus y, on peut facilement démontrer, a
I'aide d’estimations montrées dans le lemme 1.0.3 de [28], que les coefficients de I’équation
différentielle stochastique dont le processus stochastique T est solution, vérifient les con-
ditions du troisiéme paragraphe (i.e. pour une trajectoire fixée du processus y, les champs
de vecteurs @;:1Xi, 0 < i < d, et toutes leurs dérivées en z sont Holder-continues en t,
uniformément sur [0,T] x K, pour tout sous-ensemble compact K de IR™, C* bornés en

x, si t est fixé dans [0,T] et toutes leurs dérivées en z sont uniformément bornées.)



Chapitre II - Opérateurs du second ordre infiniment dégénérés 59

D’autre part, si Z(Xi,-.., Xq) désigne 'idéal engendré par l'algebre de Lie L(X1,.... Xq)
dans l’algebre de Lie L(Xo, ..., X4), il est facile de montrer, par des résultats standards de
géométrie différentielle, que pour tout (¢, ) dans [0,7] x R™, on a

(2.52) I(®57 X1, oy B3 X ) () = T( X1, o0y Xa) (By, ()

<

D’oll, en prenant ¢t = 0 dans la relation (2.52), on déduit que
(87 X1, ..., @5 1 Xa)(0,3) = I(X1, .., Xa) ().

Ainsi, 'ensemble des points paraboliques non-Hormander He¢ pour les champs de vecteurs
@;t_lXi est inclu dans la sous-variété M, introduite plus haut, de classe C? et de codimen-
sion 1 et, en chaque point de He¢, au moins un des champs de vecteurs @;:le, - CIJ;t‘le

est transversal & M.

Par conséquent, si on note Al (t, z) la plus petite valeur propre de la matrice correspondant
aux champs de vecteurs ®;~'X;, I'hypothese (H) implique que A0, y) = XM (y) >
exp{—[p(y, M)]P}, pour tout y dans U. Le résultat découle alors du théoréme 2.2.3.1.

4

Le lemme 2.2.5.1., et les propositions 2.2.5.7. et 2.2.5.8. impliquent que le filtre non

normalisé p; admet une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR".

De plus, en itérant la formule d’intégration par parties, comme dans [8], on montre que

cette densité est de classe C*°.

Ceci termine la démonstration du théoréme 2.2.5.2.



Chapitre 111

DIFFUSIONS ENGENDREES PAR
UN PROCESSUS DE WIENER
DE DIMENSION INFINIE

3.1. CALCUL DE MALLIAVIN APPLIQUE A UNE CLASSE
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES A CO-
EFFICIENTS DEPENDANT DU TEMPS

3.1.1. INTRODUCTION

Soit (2, F, (F:)tepo,r), P) un espace probabilisé complet. Dans ce chapitre, on étudie
l'existence d’une densité réguliere pour la loi du processus stochastique m-dimensionnel

{z,, t € [0, T]}, solution de I'équation différentielle stochastique au sens d’Ito
t too .t
(3.1) Ty = Tg +/ Xo(s,zs)ds+ Z/ Xy (s, z5) dw?,
0 oy J0

oll T est une variable aléatoire & valeurs dans R™, {wf, t € [0,T], k > 1} est une suite de
F-processus de Wiener standards, indépendants, et Xo, X1, ... sont des champs de vecteurs
sur R™, qui dépendent du temps et qui vérifient certaines conditions de régularité qu'on

précisera plus loin.
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Ces champs de vecteurs s’écrivent

X;(t,z) = Xg(t,a:)gi—, i>1
j

et

5 - )
Xo(t,z) = X3 (¢, z)=—.
Le processus {x¢, t € [0,T]} est alors une diffusion associée & 'opérateur différentiel du

second ordre

8 o 8 1R/, ; Rz
D= g i) g+ 5 2 (X X[(4,2)) 5 g

Notre but est de montrer que la densité de la diffusion associée & cet opérateur est de classe
C*°, sous une condition de Hérmander locale. Ceci est une amélioration des résultats de
M.D. Nguyen, D. Nualart et M. Sanz [59], qui ont étudié des équations différentielles
stochastiques, engendrées par un processus de Wiener de dimension infinie, avec des coef-

ficients qui ne dépendent pas du temps.

Dans cette section, on combine des idées de P. Florchinger [29] pour ’étude des diffusions
avec coefficients dépendant du temps & des méthodes de M.D. Nguyen, D. Nualart et M.
Sanz [59] pour le processus de Wiener de dimension infinie.

Cette section est divisée en quatre paragraphes, organisés comme suit. Dans le deuxieme
paragraphe, on montre l'existence et 'unicité de la solution de I'équation différentielle
stochastique (3.1) par la méthode d’itération de Picard. De plus, on montre que cette
solution admet une densité par rapport 3 la mesure de Lebesgue. Dans la troisieme section,
on prouve que la solution de cette équation appartient & "I’espace de Sobolev généralisé”
ID*®(IR™) et dans la quatridme section, on montre le résultat principal, c’est-a-dire le
théoreme de Hérmander pour la solution d’une équation différentielle stochastique, dirigée

par un processus de Wiener de dimension infinie et des coefficients dépendant du temps.

Remarque:

Toutes les constantes considérées dans cette section seront notées C, méme si leur valeur
varie d’'une formule a l'autre.
Toutefois, si plusieurs constantes distinctes apparaissent dans une seule formule. on

désignera celles-ci par Cy,Co, ...
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3.1.2. EXISTENCE DE LA SOLUTION ET DE SA DENSITE

Considérons la norme ||z|| = ( > Z |2%| )2 sur V'espace des matrices R™ @ R™.
i=13=0
Supposons que To soit une variable aléatoire Fo-mesurable, a support compact, possédant

des moments de tous ordres de carré intégrable et que les champs de vecteurs X;, 7 > 1, et
Xo, ainsi que leurs dérivées par rapport & z, sont Hélder-continus en ¢, uniformément sur
[0,T] x K, pour tout sous-ensemble compact K dans IR™, qu’ils sont de classe C* en z,
pour ¢ fixé dans [0, T] et qu'eux-mémes, ainsi que leurs dérivées de tous ordres par rapport

a x, sont uniformément bornés.

En particulier, la fonction X : [0, T] x R™ — R™ QRY, X ={Xik>1,X,} vérific la
condition de Lipschitz

(L) sup || X(¢,z) — X(t,9)ll < Kz —yl,
te[0,T]

pour tout z,y € R™.

Cette condition assure Iexistence et 'unicité de la solution de ’équation (3.1) dans I'espace
L3 x [0, T] x Z;R?).

Théoréme 3.1.2.1.

Si la condition (L) est satisfaite, il existe un unique processus stochastique {z,t € [0,T]}
qui vérifie équation (3.1). De plus {z¢,t € [0,T]} admet une trajectoire presque surement

continue et E{ sup Ixtlp} < 400, pour tout p > 2.
0<t<T

Preuve:

On construit récursivement une approximation de la solution de (3.1) par la méthode
d’itération de Picard.

Définissons pour cela la suite de processus stochastiques {:1:,(5”), t € [0,T)} par

20 =g

2 t
(3:2) (™t -—:L'o"‘/ Xo(s, w(”’)d“Z/ Xi(s,2{M)dw¥, pourn > 0.

Pour assurer que le systéme (3.2) est bien défini, on montre d’abord par récurrence sur n.

que pour tout p > 2, E{ sup ngn)lp} < +o0.
t€[0,T
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En effet,

(n+1) (n) (n) k
E{tes[l(l)pT]Iw |p} tesgé%]izo—}—/ Xo(s, z§ )d.s—l—Z/ X (s, z") dw; | }

SCE{ SUp (|x0|p+|/ Xo x(") ds]P+|Z/ Xi(s a:(n) dwk|p)}

te[0,T7]
d’apres l'inégalité de Young.

De plus, par application des inégalités de Holder et de Burkholder, ’expression précédente

est majorée par

NS

j

+o00
< C{E(Ixol” +E/ | Xo(s,z{™)|Pds + E Z/ | Xk (s a:("))lpds)}

C’{E(|x0|p) +E sup / | Xo (s, w("))|”ds + E Z/ | Xk (s, z{™)|? ds)

tE[O T]

<O {Bmom) + B [ 1x(s,5 ds}

T
<O{Bleo) + B [ sup 1X(o2f P ds} (*
8 ’

Par utilisation de (L), on déduit

sup | X(2)ll = sup [1X(5,2) = X(4,0) + X(1 0]
te[0,T) tel0,T

< sup (nX(t,x) - X(5,0) + 11X (¢, 0ll)
< Kz + sup |X(¢,0)|

te[0,T)
< Klz| + K,

comme les champs de vecteurs sont bornés.

Donc,

(+) < C{ E(lzol) + B /OT (K12 + K’)p ds

<C {E(|m0|”) + /0 ) (1 + E|xg">|z’) ds}
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<Ci+ CZE{tESE(l)I?T] |m§”)|p}§ o < CE{tes[%%“] lxﬁo)lp}: C E(|zolP) < +o0.

Des arguments similaires impliquent

t
E{ sup lxénﬂ) - mﬁn)lp} < C{E( sup | | [Xo(s,z{™) — Xo(s,zm )] dslp>

te[0,T) tefo, 7] Jo
+00  at
+8( sup |3 [ Dus, o) = Xl o))l )
t€[0,T] ,—;J0
T _ T  t L
SC'{/ E|X0(s,:zgn))—Xo(s,:vg”_l))lpds—l—/ E[Zle(s,mg"))—Xk(s,mg”_l))[Q] ds}
Jo 0 k=1

T
<CE / 1 (s,20) — X(s, 2 D) P ds
0

T
(3.3) < C’/ E{ sup |z(™ — z{"~DP} ds.
0

0<s<t

Par conséquent, la suite (xf”))nzo étant une suite de Cauchy dans D’espace complet
L2(Q x [0,T];IR™), elle admet une limite notée = = {z;,t € [0,T]}. De plus,

lim E{ sup |z —z,Pl =0
n—+o00 te[O,T]| t tI }

ce qui implique que x est un processus presque siirement continu, satisfaisant (3.1) de fagon

évidente.

Montrons maintenant I’unicité de la solution de équation (3.1).

Soit y = {y,t € [0,T]} une autre solution de (3.1). Un calcul analogue au précédent

montre que

T
B{ sup |z —ul?} < C/ B| sup |zs ~ys[) b,
te(0,T] 0 0<s<t

ce qui assure 'unicité de la solution d’aprés le lemme de Gronwall.
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Finalement, par les mémes arguments que ceux utilisés précédemment, on a pour tout
p=2

E{tes[lé%] |g;t|P} < C{Imolp + /OT(1 +E{Ossti;;t|ms|l?}) dt}.

D’ou E{ sup I.’Et|p} < +o00.
te[0,T)

Remarques:

1) On aurait pu déduire ce résultat directement de l’article de A. Millet, D. Nualart et M.
Sanz [57]. En fait, ils montrent l'existence et l'unicité méme dans le cas ou le processus
évolue dans un espace de dimension infini. En supposant alors que seulement un nombre

fini des composantes des champs de vecteurs sont non nulles on retrouve le cas traité ici.

2)La condition de Lipschitz (L) implique que

IViXi(t,2)|* < K,

(3.4) Z

“M8

pour tous | = 1,...,m, t € [0, T] et presque tout z € R™.

En effet, les gradients V; X} (¢, z) sont définis pour presque tout = et d’apres le lemme de

Fatou,

m +oo m +oo
S IViXi, ) = Zzlj%e—?[x,z(t; L1y T+ €, ey Bg) — XE(E; T1, oy 2)]?
i=1 k=1 i=1 k=1
m oo
< 1i£n_)i(r)1fa_2 2; | XE(; T2y ooy Ty + €y ooy Ta) — X (8521, e Zd)|?
1= =

< 1imi(1;1fs‘2 K|(0,...,&,0,...,0)* = K.
£—

Cette remarque permet d’étudier la différentiabilité du processus stochastique

{z, t € [0,T]} dans la proposition suivante:
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Proposition 3.1.2.2.

Si Uhypothése (L) est vérifiée et si les champs de vecteurs sont C! en espace, alors le
processus © appartient & D> (L*([0, T); IR™)) et pour tout t € [0,T], z, € D*(IR™).

De plus, on a

m oo

(3.5) sup ) ) IViXi(t,z:)* < K,
t€[0,1] 527 k=1

pour tout l = 1, ..., m, et la dérivée de x; est solution de Uéquation différentielle stochastique

. t ~ B +w t . .
Dixl = X} (r,z,) + / VX1 (s,z,)Dizt ds + Z ViXi(s,zs)Dizh dwf, sir <t
T k=1 T
Digl =0, , siT > t.

ouni>1letj=1,..,m.

Preuve:

On suit les idées de la démonstration du théoréme 2.3. de [57]. On considere la suite ap-

proximante (:c,(tn))nzo, définie par (3.2) et on montre par récurrence sur n que " appartient

4 D>Y(L2([0, T); IR™) et que

(3.6) supsup B[ sup || Drz}||3mxmm] < +00,
n r te[0,T]

ce qui implique z € D*'(L2[0,T]; IR™).

En effet, soit z = § Ji(z) la décomposition de z sur le chaos de Wiener de
L*(Q x [0,T);IR™). lezgns y = {y®(t)} la limite faible dans L*(Q x [0,T]%, R™ x R™)
d’une sous-suite de {D,?:c,(tn)i; n > 0}. |

Comme (™ converge vers z dans L2(Q x [0, T}; R™), la projection de y sur le k-iéme chaos
de Wiener est identique & celle des séries ; D2 (Jyxt) définissant formellement D%zt.

T T
Donc E[/ / | Dy || 5m e drdt] est borné par sup E| sup 1 Dr28™ | 2em x mm ] €t PAT
o Jo nro tel0,T)

conséquent z; € D> (L2([0, T); R™).
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D’apres la proposition 1.1.10.1., on a, pour r < ¢,

) _ t o +oo g .
D,?‘:I:EnJrl)z = X! (r,z{™) + / V XE(s, ) D™ ds + Z V. X} (s, z(M) DM dwk.
T k=1 T

De plus, les inégalités de Burkholder et Holder impliquent

T
E(sup 1D cien) < o+ Ca [ Blaup 10,2 mcen) ds

u<s

oll C; et Cy sont des constantes indépendantes de n.
Donc, la relation (3.6) est vérifiée et les mémes arguments, appliqués a4 z au lieu de (™)

permettent de terminer la preuve.

Proposition 3.1.2.3.

Le processus {Dix], 0 < r < t} admet une version presque surement continue pour tous
i>1,j=1,..m et t € [0,T] fizés.

Preuve:
Considérons le processus {y{(t,r), t > r (rt) € [0,7)% 4,1 = 1,..,m}, solution de

I’équation différentielle stochastique

(3.7) y{(t, r) = 6{ +/ VhXO(s xs)yl (s,7) ds+2/ Vth(s :cs)yl (s,7)dw

r

ol 6{ désigne le symbole de Kronecker.
Par (3.5), un tel processus existe et vérifie E{ sup |y(s,7‘)|p} < 400, pour tout p > 2.

0<s<T
De plus, on apour r <71/ <t:

B[ i (6r) e

m  +00 t ) t .
< B[YID-( [ VaXi(omaul (s,7) dwk - / VX (s,20)yf (5,7") du)

j=1 k=1 “T

t . t -
+ [ Ok aubards = [ VaXils,zout (o) dsl]



Chapitre III - Diffusions engendrées par un processus de Wiener de dimension infinie 68

m +oo

<aB{} 1Y "X, )l o) }+02E{Z| / ViXj (s, 2yl (s.7) dsl*}
j=1 k=1"T
m  +oo
+GaE{Y 1Y VA X](5,20) (4 (517) — 9 (5,7) bl
=1 k=1 T’

+aB{3°1 [ Va2 (0 e - i (s,17) dsl
j=1 7T
=11+ Ir + I3 + 1.
Or, d’apres les inégalités de Holder et Burkholder,

+0o  arf
> [ vzt as) '}

I+(X)

> 19ax{(s, et s dsP) }
j=1 T k=1

!

< w{ii/ s%p(-l.zoolthg(s, zs)] ) Juft(s,7) |* ds |
j 4 k=1

sup lyl(s )[4 }|r —r'|?, d’apres (3.4)

Par des arguments similaires, on obtient I, < Clr — 7’ 2.

D’autre part, les inégalités de Holder et Burkholder impliquent
m t +oo ) N 2
B B ([ 30 IVaxi(e,m) P 6k (s,r) ~ ol s )P ds) )
j=1 k=1
m_ ot = . 2, M 2
< OE{Z/O sup (3 1V (e,2)P7) (3 6 (srm) = wbr ) s
=1 k=1 h=1

<ot [ B[S er) - o] ds
h=1

t m
De méme, Iy < C [ B3 (4} (s,7) — (5,7} ds
Y h=1
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Par conséquent,

B[S I (6~ (&) < Cilr =+ Cs / B[S 1wk s ) — (s, ds
j=1 h=1
< CIT - TI|27

d’apres le lemme de Gronwall.
Le critére de Kolmogorov nous permet de conclure.

De plus, comme Diz] = X}(r, :L'T)ylj (t,7), le résultat découle de la continuité des champs
de vecteurs X;.
3

Proposition 3.1.2.4.

Supposons que I’hypothése (L) est vérifiée et que espace engendré par les champs de
vecteurs X1(0,x), X2(0,x), ... est de dimension m, pour chaque z € IR™. Alors, la loi de

z; admet une densité, pour tout t > 0.

Preuve:
D’apres les résultats du calcul des variations stochastique (cf. Corollaire 1.1.9.2), il suffit

de montrer que le déterminant de la matrice de Malliavin Q(t) associé au processus
Q(t) = ((Dz}, Dzl)g; 4,1 =1,...,m)

est strictement positif.

Soit A = {w; det Q(t)(w) = 0}. Supposons que P(A) > 0 et montrons qu’on arrive alors
a une contradiction.

En effet, si w € A4, il existe v € R™ avec |v| =1 tel que v*T'(t)v = 0, ce qui implique

/Ot -io(i foa:{vj)z dr =0.

k=1 j=1

m .
Diziv; =0,

j=1
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pour tous k > 1 et 7 € [0,t]. En particulier

m

Z Xi(O, z¢)v; =0,
i=1

pour tout k > 1, ce qui est impossible car 'espace engendré par les champs de vecteurs est
supposé étre de dimension m.
O

3.1.3. REGULARITE DE LA SOLUTION

Dans cette section, on va montrer que pour tout t € [0,T], le vecteur aléatoire x; ap-
partient & l'espace ID°(IR™). Pour cela, hypothese (L) ne suffit plus. Il faut exploiter
complétement nos hypothéses de départ sur les champs de vecteurs. En fait, on va utiliser

I'hypotheése suivante:

Pour tout multi-indice (n1,...,n;), avec ny + ... +n; =n, n > 1, et pour tout ¢ € [0, T,

m oo

(B) K'= sup 3-[3IVEo, Xh62)P +1VE X6 < oo,
TER™ -1 k=1

. désigne 'opérateur —nin—n-.-.
-2 8a:i11 ..0z,?
J

ou V¢
1--

Pour prouver la différentiabilité de z; on aura besoin du lemme suivant de [59]:

Lemme 3.1.3.1.

Soit {z,, n > 0} une suite de variables aléatoires a valeurs dans IR™, telle que pour tous
p>2etN2>1,

(i) z, € DPN(IR™), pour tout n > 0.
(ii) Il existe z € LP(S2; IR™) tel que lir_lx_l |zn — z||z» = 0.
n—1T00
(iii) La suite {DWMz,, n > 0} est bornée dans LP(Q; H®N ® R™).

Alors, z € DN (IR™).

Enoncons maintenant le résultat principal de cette section.
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Théoréme 3.1.3.2.

Supposons que les champs de vecteurs Xg, k > 1, et X, vérifient Uhypothése (B). Alors,
pour tout t € [0,T), z¢ € ID(IR™).

Preuve:
Considérons, pour tout M > 1, la suite de processus {zx(t), t € [0,T]} & valeurs dans
IR™, définie par

t M ¢
(3.8) zar(t) :w0+/0 Xo(s,zm(s)) ds—i—Z/O X (s, znm(s)) dw
k=1

D’aprés les résultats du calcul des variations stochastique (cf. proposition 1.1.10.1.), pour
tous p, N, zp(t) € IDPV(IR™), pour tout M > 1, et zpr € DN (L*([0, T7; R™)).

Afin d’utiliser le lemme précédent, on veut montrer que zp(t) — ¢ dans LP(; R™). Or,

E{ sup Ixt—mM(t)IP} SCP{ sup \/ Xo (s,25) — Xo(s a:M(s))> ds’ ]

te[0,T te{0,T
M

—i—E[ sup Z/Ot(Xk(s,a:s).—Xk(s,xm(s)))

t€(0,T]' .21

—l—E\ Z /sta:s)

k=M+1

kp
s

Par les inégalités de Burkholder et Holder, le membre droit de cette inégalité est majoré

par

T T M )3
E/O |X0(s,ms)—Xo(s,xM(s))|Pds+E(/0 I;|Xk(s,a;s)——Xk(s,:z;M(s))|2d3)2

+E(/0T "‘f | Xk (s, z5)]? ds) }

k=M+1

0<s<t

T T +o0o \ z
< Cp{E /0 sup |z, — 20 ()P dt + E /0 (k-_%:ﬂ [Xa(s,25) ds) " },

d’apres (L).

+o00 2
Or, ( Z | Xk (s,z)I? ds)2 < C(1 + |zsl?), et z € LP([0,T] x ). Par conséquent.
k=M-+1
T, +

y4
Mhril E ( Z | Xk (s,z5)]? ds) * ds =0, et le lemme de Gronwall nous assure la
fmTee Joo Nelp4
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convergence cherchée.

Remarquons, qu’on a prouvé en méme temps la convergence de zps vers « dans
LP(Q; L2([0, T); R™)).

Pour chaque sous-ensemble K C {1,...,m}, K = {e1,...,}, désignons par j(K) et r(K)
les quantités définies par j(K) = je,...Je, € T(K) =Te, .,

De plus, pour tout k > 1 et tout entier positif M, on définit.

M)jr...J I I Ip|3(Ip) kp
QM (5,71, T) = D Vi X5 8a () DI R (5).- Dy 2 (9),

MYjqr...3 I I k I,|5(Ip) kp
Oz(() )71 ]N(S,Tl,...,TN kal k S mM( ))DL(IIU( 1) 1() Dlr(Ilj)( ):I:M(S)

ot la somme du membre droit de I’égalité porte sur I’ensemble de toutes les partitions
I1U...UI, ={1,..,N}. Les indices ki, ..., kp varient dans {1,...,m} et sont sommés.

Finalement, on pose a,(cM)(s) = Xk (s, zm(s)).

Le processus upy = {Xk(s,zm(8)), s € [0,T], k > 1} vérifie les hypotheses de la proposition
1.1.11.1. C'est pourquoi, utilisant 1'identité (1.30) et la proposition 1.1.11.1. on obtient

& M e~ [
(3.9) D(N)J1 ]N:IIM( ) = Za( )i1-Je-1et1-: JN(ra,rl,...,rs_l,reﬂ,...,rN)
M

+Z/ a(kﬂ/[)j""j’"(s,rrl,...,7"N)alwic

k=1 (riV...vrN)AL

+/ aéM)jl”'jN(s,rl,...,rN) ds.
(r1V..VrN )AL

On montre ensuite que

M
(3.10) sup sup E sup ( Z IDﬁll\{.)?'rlA',"J”a:M(t ) }<+oo

. o <t< . -
M m N r1V..Vry <t<l J1egn=1

pour tous N € Z,. et p > 2, ce qui implique que la suite {DWMzp(t), M > 0} est bornée
dans LP(Q, H®N ® R™), pour tous N € Z, et p > 2. Par conséquent, d’apres le lemme
3.1.3.1., z, € D®(IR™).

On procede par récurrence sur N. Pour N =1, on a
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Dizp(t) = X;(r,zm(r)) +/ V. Xo (5,20 (s)) Dizh,(s)ds

+Z Vle (s,zm(s )) Dizh;(s) dw®.

k=1YT

Les inégalités de Burkholder et Hélder impliquent que

2
2

{ sup (ZIDJ:EM(t ) }<CK/pd(1+/T1E{ sup (Z|DJ:1:M u)| )

r<t<T r<u<s =

),

et (3.10) se déduit aisément.

Supposons maintenant que 'hypoth&se (3.10) est vérifiée pour toutes les dérivées jusqu’a
Pordre N — 1.

Alors, d’apres (3.9), on a

M 2
Bl s (3 IDWEvau(@)F)” )

V... <t< . -
1 VTN_t_l Jl)-"yszl

<Cuopafie [(B{ (S pmmar) s},

V..Vry<u<
r TNZU2S g1 enin=1

et le lemme de Gronwall implique (3.10). Ceci termine la preuve du théoréme.

3.1.4. REGULARITE DE LA DENSITE

Le but de cette section est de démontrer que, sous la condition de Hérmander, la loi de z¢
admet une densité de classe C*°, pour tout ¢ > 0.

Comme z; € ID®, il suffira de montrer que l'inverse du déterminant de la matrice de
Malliavin Q(t) appartient & L?, pour tout p > 1. |

Pour cela, on utilise la suite approximante (:L'M(t)) >y de T, définie par (3.8), solution
d’une équation différentielle stochastique engendrée par un nombre fini de processus de
Wiener.

On montre d’abord qu’il suffit de vérifier que l'inverse du déterminant de la matrice de
Malliavin de zp(t) appartient & tous les L.
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Lemme 3.1.4.1.

Soit {zp, M > 1} une suite de processus aléatoires de dimension m, tels que les xj;
appartiennent tous & ID*'(IR™) et zp — z dans ID*'(IR™), quand M — +oo. Notons
Qu = (Q?{fhgi,jgm (respectivement @ = (Q"9)1<ij<m) la matrice de Malliavin de
(respectivement de x).

S'il existe un My > 1, tel que sup E(det Qp )P < 400, pour tout p > 2, alors
M>Mg

E(det Q)P < 400,

pour tout p > 2.

Preuve:

Par hypothese Dzy — Dz dans L?(Q; H ® R™). Quitte & choisir une sous-suite, si
nécessaire, ceci implique que ||Dzy — Dzl romm — 0, presque sirement, quand M — +oc
et par conséquent Qus = (Dzy, Dxp)aer~ — @ = (Dz, DT) ggmm, presque surement.
quand M — +o0.

Le lemme de Fatou implique alors que

E(det Q)P = E(}&Iﬂinf (det QM)—P>

< liminf E(det Qun) P < sup E(det Qar) P < +oo.
M— o0 M>M,

Pour éviter le calcul de déterminants en dimension infinie, on rameéne le probleme en

dimension fini, en utilisant le lemme suivant:

Lemme 3.1.4.2.

Soit {Cnr, M > 1} une suite de matrices aléatoires symétriques semi-définies positives

d’ordre m. Supposons qu’il existe un Mo > 1, tel que

(i) sup E(||Cml||P) < +oo, pour tout p = 2.
M> Mg

(i) Pour tout p > 2, il existe un o(p) tel que, sie < eo(p),

sup sup P(v"Cpyv < €) < CeP,
M>Mpy |vl=1
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pour une certaine constante positive C.

Alors, sup E(det Cap)~ P < +o00, pour tout p > 2.
M> Mo
Preuve:
Il suffit d’adapter les arguments donnés en [78] (voir aussi [40]) & des champs de vecteurs
dépendant du temps.
Sty = IIi)ln_f1 v"Cpv, on a det Cyy > ’\‘11\/1- It suffit donc de vérifier que, pour tout p > 2,

il existe un eo(p) tel que, si € < go(p), on a sup P(Ay < ¢) < CeP, pour une certaine
M>M,

constante positive C.

Supposons que ||Ca|] = Ccui2)® < el
2o \UM
ij=

D=

Si |u| = |v| =1, alors
lv"Cagv — u"Cpru] < 26 Hu — |

Considérons un nombre fini de points vy, ..., v, dans la sphére unité S™ ! = {u €
o

R™/|u| = 1}, tels que |J B.2(v;) D S. Alors, il existe une constante C, telle que
i=1 2

ng < C(e?)~(m-1),

Supposons que vECrpvgk > 2€, pour tout k =1, ...,ng. Alors, pour tout v € S™~1 tel que

52
-l <%, ona
v Cprv > vECpmuk — [vTCyv — viCamvg| > €.
Par conséquent,

POy <e)= inf v"Cyv < 8)

Jv]=1

P(
< P<|1i;fl=f1 vTCuv < ¢, ||[Cull £ 6—1)
o
< P(U{UZCka < 25}) +P(|Cull > ™)
k=1

< Z PwiCumv < 2¢) + ePE(||Cum||?),
k=1

ce qui implique le résultat désiré.
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Remarque:

Ces deux lemmes contiennent une version simplifiée de résultats prouvés par S.Watanabe
[84].

~ +oo
Dans la suite, on note Xg le champ de vecteurs Xo — % > VX Xg. Cette définition a un
k=1

+00
sens, car la condition (B) implique que la série D VX;X} est absolument convergente.
k=1

Rappelons la condition de Hérmander locale:

(H) Pour tout point = dans le support de la variable aléatoire zo, I’espace vectoriel

engendré par les champs de vecteurs
Xk, k Z 1; [Xkl,sz], kl,kg 2 0; ceey [...[ij_l,ij]...], kl,..., ]{Ij Z 0,

au point (0,z) est de dimension m.

On peut maintenant énoncer le théoréme principal de cette section:

Théoréme 3.1.4.3.

Si les champs de vecteurs vérifient les hypothéses (B) et (H), alors, pour tout t > 0, la loi
du processus stochastique T; posséde une densité de classe C*° par rapport d la mesure de

Lebesgue sur IR™.

Preuve:

Fixons un ¢ > 0 et considérons la suite {zp(t), M > 1} définie par (3.8).

Soit {yam(t), t € [0,T]} la dérivée du flot stochastique associé & (3.8). Alors, yas(t) est la

solution du systéme différentiel stochastique

(yM(t)): =6+ /0 Vi X§ (s, za(5)) (yM(s));L ds

Mt
+k21/0 Vh,XIzc(S,.’EM(S))(yM(S))?dwlg, i,l=1...,m.

De plus, le processus inverse {y3 (t) , t € [0, T]} est solution du systéme différentiel stochas-

tique

. t .M ,
(yar (t)); =6 + /0 (yl\_/f1 (s)); Z Vi X3 (s,anM(s))VlX,'gL (s,znm(s)) ds

k=1
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_/O (y;/fl(s)) VLX (s Ty s) ds—Z/ yM VLXJ(S zTm(s ))d

D’aprés les résultats du paragraphe 1.1.10., on peut écrire la matrice de covariance de

Malliavin correspondant & z(t) sous la forme

(3.11) Qu(t) = ym (t)Crr D)y (8),

olt Cp est la matrice symétrique définie positive dont les composantes sont données par

Z [ ), o) 6 ), X o)

(cf. (1.27)).

Afin de pouvoir utiliser le lemme 3.1.4.2., on montre les résultats suivants:
(i) zpm(t) — z(t) dans D*H(R™), quand M — +o0.
(i) supE( sup ||y;,[1||p) < 400, pour tout p > 2.
M te(0,T)

(iii) Pour tout p > 2, il existe €o(p) tel que, si e < & (p),

sup sup P(’UTC’M(t)’U < E) < CeP.
M> M, |v]=1

D’apres la condition (B}, on a

t .
EICu @I < CpxE / v (r) 127 dr.

Donc, la propriété (ii) implique
sup E||Cp (t)||P < 400,
M

pour tout p > 2, et, d’apres la propriété (iii) et le lemme 3.1.4.1.,

P
sup E(det CM(t)) < 400,
M>M,

pour tout p > 2.
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Par conséquent, en utilisant la propriété (ii) et I'identité (3.11), on obtient

P
sup E(det QM(t)) < 400,
M>Mgq

pour tout p > 2 et d’aprés le lemme 3.1.4.2. et la propriété (i ), on conclut que

E(det Q(t)) < +o00,

pour tout p > 2.

Donc, comme d’aprés le théoréme 3.1.3.2., z; € D*(IR™), ceci suffit pour assurer la

conclusion du théoreme.

Preuve de (i):
Au cours de la démonstration du théoréme 3.1.3.2, on a montré que s (t) tend vers z
dans L2(9;IR™), quand M tend vers +oo et que  est dans D*°(L?*([0, T]; R™)).

De plus, pour tout M fixé,
Dizd, (t) = X (r,zm(r)) + / Vi X3 (5,20 (s)) Dizhy(s) ds

+Z VlXJ (s,zm(s ))DimlM(s) dw”,

k=1YT

sit>r,i=1,...M,j=1,..,4d,

et

Dial,(t) =0,
sir>toui> M.

D’autre part, d’apreés la proposition 3.1.2.2. on a

t _ . ,
Digi(t) = X7 (r,z,) + / VX3 (s,z5)Diz! ds + Z Vle (s,zs)Dizl dw®.
T k=1 'I‘

On montre maintenant que

(3.12) A 1D (t) = Dzl ra@smerm) =0,
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ott H = L2([0, T} x Z,;IR).

En effet,
T 400 m 6
B[ 3. IDiah() - Disiffdr <O 45,
0 =1j=1 o=1
avec
™ M m
Al = / ZZIX roxn(r)) — X7 (r, ) | dr,

i=1 j=1

2

T +oo m M .
A% = / / VlX (3 :EM(s))D'”:cM( s) — VLX,JC(s,xs)Di:clS)
i=1 j= 1 r

T+oo m +o0 t ) )
A3, _E/ 1> | ViXi(s,zs)Dix

i=1j= 1k=M+1 r

bl

T M m t . . B . )
l B E/ / (le(J’ (S’zM(S))D;‘ES\d(S) - Vi X3 (&%)Dizi) ds‘ dr,

i=1j= 1
T +oo
ASy = E/ / V. X{(s,xs)Diz! ds‘ dr,
= M+1_7 1
et
T +o
A8, = E/ 3 Z X3 (r, )2 dr.
0 = M+1 j=1

La condition (L) implique que

T
A}, SKE/ |:BM(7“)—~:1:T|2d'r§KE( sup |a:M(r)—$r|2>
0 0<r<T

et cette derniére expression tend vers 0, quand M — +oo, d’aprés la preuve du théoreme
3.1.3.2.

D’autre part, A2, < C(B}; + B%/), avec

Bl = E/(]Tfilz V;X,c(s zm(s)) — ViXi(s, a;s))D” dr,

i=1j=1 k=1"YT

et

T+4+o00o m M t ) ) )
B2, = E'/ ZZ Z Vi Xi(s,zs)(Dizh(s) — Dizl)

1,1_71[c1"'
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Or, I’inégalité de Burkholder implique

T 400 m

B}, < CE/O ZZ(Z |V,XJ (s, zMm(s)) —V[Xg(s,a:s)|2|Dile(s)|2ds) dr

i=1j=1 k=1YT

De plus, en utilisant la condition (B), le membre droit de cette inégalité peut étre majoré

par

+oo m

T t
Cy: E/ / lzar(s) — x4 Z Z | Dzl (s)|? dsdr,
0 Jr

i=1 l=1

et, d’aprés I'inégalité de Schwarz, par

N

Mmoo 2
S]l\l/IpSl:pE{ sup (ZZID;xﬁw(s)F) }

r<s<l1 i—1 =1

Ck: (E{ sup |z (s) —a:s|4})

0<s<1
Comme, d’apres (3.10), le second terme de cette expression est borné,on a
lim Bj; =0.

M—4o00

Des arguments similaires montrent que

+o00 m
<C’E/TZZ Z |lea (s, s) 2| Dighy (s )—Dimlszds) dr

i=1j=1 k=1YT

< cK,E/O (/OT fi \Dizh,(s) — Dizt(s)[? dr) ds

i=1 l=1

i
= Ckr /0 | Dz (s) — D»’Us||2L2(Q;H®mm) ds.

De I’'inégalité de Burkholder on déduit

+o0 ™m
A3, <CE / TZ}: Z t |V1.X1 (s, 25)|?| Dizs|? ds) dr
i=1 j=1k=M+1 7
+o0 400 m
(3.13) <sup sup Zsup Z |V1Xi(t,m)|zsupE{ sup ( |D:mls|2)}

T 1<l<m -1 t k=M+1 r r<s<T i=1 =1

[y

otl, le second terme de (3.13) est borné d’aprés (3.10), tandis que le premier terme tend

vers 0, quand M — +oo0, d’aprés la condition (B).
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Des majorations analogues & celles obtenues pour A2, (respectivement A3,) se montrent
facilement pour A}, (respectivement A3,) .

Enfin, sous I’hypothése (B), on a de fagon évidente lim A%, =0.

M—+4o00

Ainsi, on a prouvé que

t
HD.I?]\/[(t) - D:L‘t”%z(Q;H@Rm) < CK'{CM +A ”D:L‘A{(S) - D‘TSH%,Z(Q;H®R1TL) dS}:

avec lim Cu =0.
{400

Par conséquent, on obtient (3.12), par utilisation du lemme de Gronwall.

Preuve de (ii):

Les inégalités de Burkholder et Holder, ainsi que la condition (B) impliquent

{ sup ||y ||P}<de{1+ Z E / |y 1(3 | IVth(S mM(s)l ds)B

i,8,5=1

Z/ I I IVLX](S $M(s))| ds)

7

+Z_:1E(/0Té|(y;41(s));|2 i Z]vhxg(s,mM(s))f.\Z‘:ZW,Xk (s,z0(3))| ds)g}

T
< C’p‘d’K,{l +/ E( sup ||y;41(s)||) ds}.
0 0<s<T

On obtient alors (ii) par application du lemme de Gronwall.

Preuve de (iii):

Considérons les ensembles de champs de vecteurs I',,, n > 0, définis par récurrence par:
To = {Xk, 1 <k < ko}

400
1
T, = {[Xk,V], 1< k< ko, V €Tnos [Xo, VI+5 X5 (X5, VIL V € rn_l}, n>1
j=1
Alors (cf [59]), sous 'hypothese (H), il existe deux nombres entiers kg > 1 et lg > O, tels
lo
que, pour tout = dans le support de xo, I'espace engendré par I' = U I, au point (0,z)
. n=0
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est IR™ et par conséquent (cf [62] ou [78]), il existe trois constantes positives ¢, R et K,

telles que

lo

(3.14) DN W, Visy)? >

=0 VeI,

pour tous u € S™71, s € [0, K] et tout y € R™ avec |y — zo| < R.

Pour obtenir une inégalité analogue pour les champs de vecteurs intervenant dans la

définition de la suite approximante {zs(t)}, définie par (3.10), on introduit les champs de

. M
vecteurs Xé” = Xg¢ — -;— > VX X} et les ensembles
k=1
M = {Xg, k=1,..,M},

M = {[Xk,vM], k=1,..,M,VMeTM ;

M
(X34, VM) + 1S TIXG, (X5, VM), VM € rn_l}, n> 1.

=1

De plus, d’apres [59], on a, pour M suffisamment grand,

lo
(3.15) > WV >

=0 verM

pour tous u € S™1, s € [0, K] et tout y € R™ avec |y — 20| < R, ol ¢, R et K somt

données par (3.14).

On fixe maintenant M ”assez grand” pour que (3.15) reste valable. Soient r et 0 deux
constantes positives, telles que r < R et t® < K et soit € € [0,t°]. Considérons le temps
d’arrét o = o(M), défini par:

(3.16) o = inf{|za(s) = 20| 2 7 ou [y () = 1] > 3} A1)

Des hypothéses sur les champs de vecteurs, on déduit facilement (cf. [60]) queo ™" € LP(P).
pour tout p < +00.
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Il reste & montrer que, pour tout p > 2, il existe un £o(p), tel que, si € < &o(p),

sup P(u"Cy(t)u <¢) < Ce®, pour une certaine constante positive C, c’est-a-dire
[ul€eS

(3.17) supP / Z(yM Xk s (s ) u> ds < 5) = O(eP), pour tout p < +oo.
u€S 0

ot S désigne S™L.

En gelant la variable de temps dans les coefficients de I’équation (3.1), & partir d’un temps
fixé, on définit, pour tout £ € [0,7] le processus stochastique zas(§,t) (cf. [29]) solution
de 'équation différentielle au sens de Stratonovitch

(3.18)
xpm(t), sit<¢

wp(€,t) = ¢ M ot .
() + L Xo(&,om(6,5) ds + 3 /E Xi(€,zm(E,8)) o dut, sig <t
=1

A ce processus, on associe comme d’habitude la dérivée de son flot stochastique, noté
yar1(€,t) pour tout & € [0,T].
De plus, les hypotheses sur les champs de vecteurs impliquent que pour tous ¢, t' e [0, T,

1
tels que |t —¢t'| < §:= (%) :

sup  sup |X;(t,z) — Xi(t', z)| <€
i€{0,...,M} zek

(3.19) et

sup sup |VXi(t,z) — VXi(t',z)| < €2,
ie{0,...,M} zek

ot K = {z € R™/|x — zo| < r}, a est 'exposant de Holder des coefficients et K est la
constante intervenant dans la condition de Lipschitz (L).

Pour montrer (3.17), on écrit [0,t%] comme réunion d’intervalles disjoints de longueurs
inférieures & 6. Soient N un entier, tel que %l < N K % + 1 et (ti)o<i<n une suite
d’éléments de [0,t°], telle que 0 =ty < t1 < ... < ty_1 < ty =¥ avec |t;41 —t;| < 6, pour
tout 7, 0 <i< N — 1.

On montre alors que

o N—1

SuPP Z/ Z(yMl(s Xk(s zpm(8) ) u> Ly, t,,00(8) ds < E) = O(eP),
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pour tout p < +00.

Par utilisation d’arguments standards en théorie de la mesure, on a

o N—1
sggP Z/ Z(yM (8) Xk (s, zm(s)), 'u.> Ny, b, q((8)ds < e)
M L. N-1 3¢
(3.20) < sup P(Z/ Z(Zl;[l(ti,s)Xk(ti,xM(ti, ) u) L, e0000(8) ds < ?)
u€S™h k=170 =0
M g N-1 )
+supP(Z/ ZKZ/M 8)Xk(s,zm(s)), u)
u€S k=170 ‘

—<yM tz,S)Xk(tzaxM(ths ‘]1 tl,ti+1[(s) dS > %)

On traite séparément les deux termes du membre droit de cette inégalité.

Dans une premiére partie, on montre que (3.19) implique

M o N—1 )
(3.21) uesélf—lp(kzﬂ/o ;l(yM (8)Xk (5,20 (5)), )

_<y;41(ti’s)Xk (ti7mM(ti’s))’u>2|l[ti,ti+1[(s) ds > %) = O(Ep)7

pour tout p < +o00.

Dans une deuxiéme partie, finalement, on montre que la condition (3.15) implique

N-1
i 3e

(3:22) supP Z / Z(yM(tz,s)Xk(tz,xM(tz, )y 1) Ty tepa((8) ds < 5-) = O(”),

pour fout p < +oc.

e Premiére partie:

Pour tous 4,0<i< N —-1letk,1<k<M,ona

(v ()X (5, a(5)) ) — (Wi (tir 8) X (86, zma (1, 9)),u)’]
< |(yar ()X (s, zm(s)),u) + (Yt (ti, 8) X (ti, Taa (i, 8)), w))|
X I(y;{,l(s)Xk(s,mM(s)),@ - <yX41(ti, S)Xk(ti,iﬂM(tz', 3)),U>|-

Donc, pour tout s € [ti,ti+1] tel que s < o, on déduit de 'inégalité de Schwarz et de la
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relation (3.19):

M
ZK%T;(S)Xk (s, -’BM(S))au)Z —(yar (iy 8) Xk (ti,fﬂM(ti,S)),U>2|
k=1
(3.23) < CL(1+ lyaf (6, 9)1) (€% + |zm(8) — maa(tis )| + lyag (5) — yas (805 9)1),

ou C; est une constante positive, qui dépend seulement de Kx, M et m, avec
Kx = sup sup (| Xk(t,2)| + [V Xi(t, 2)]).
ke{0,...,M} (t,x)€[0,T]|x IR™

On obtient alors:
sN—1

S‘;I;P Z/ ZI(yM OX (s, 23 @), wY (Wi (ter )Xt ar (85, 9)), 0| T, @Ok > )

SP(/ ZC’l 1—|—|yM (t’[,,s)l) (az-l-la:M(s)—mM(ti,s)H—{y&l(s)—y;j(ti,s)])]l[ti,ti+1[(s)ds>§).

N-1 tiriNo ~
<SP([ Culusuad ) P on (s, o ()=t s s))ds > o)
i=1 ti/\a
(3.24)
De plus, pour tout 4,0 <¢ < N — 1, on a:
tiyiNo 5 ) . -
P([ 7 r(1lyid (e s)) (€2 o (5) —ans, ) Hluid (5) = v s o)) do > )
tiNo

ti+1/\0’ &
< P(/ C1(1+|yar (tir 9)1) (62+|33M(s)——:1:M(ti,s)|+|y1;[1(s) — Yyt (&, 8)]) ds > N
: 2

,;/\O'

sup [y ()t ()| < Kme) +P( sup )=yt (s 9)] > Kone ),
sE[tiATtip1NT] s€[tiAoitit1 Ao

(3.25)

. _ 1
ot Km = G5yevmy@+nc:

De l’inégalité

lyar (£, 9)] < lyag (£, 8) — wag ()1 + |y (8) — I1 + |11,
on déduit
titiNo -
P([ T ol luid 6 o)) (P s (9) = bt ) #1532 (5) = 93 (1)) ds > 5
tiNo

sup i (5) =3t (£, )] < Kime)
SE[t;ATiti1Aa]
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titiN\o £
< ([ 05+ 6V Hom(s) ot )+ () = v 1,9 ds > 535
t Z

iNO

(3.26) sup lyar (8) =y (8, 8)| < Kma).
s€[tincititiAo]|

Donc, en séparant le membre droit de (3.26) en trois parties, on obtient:

tip1 Ao £
P(/ Cr(1+1yaf (tir 5)1) (€ +|ene () =z (tir 8)| +1yag (8) — vy (ti, 9)]) ds > 555
t,,j/\U

sup  [yz (8)=yxf (6, )| < Kime)

s€[tiAcitir1AT]

- P(/ti+1/\0' 62 S £ ) i P(/ti+1/\0' |:L-M(3) B ;I;M(t- 3)| S I3 )
- t:AC 21NC]_ tiNo b 21NC]_

i

tipiNo €
— - - -1
+P(/t luas (8) —yar (i, 8)| > BING, ., SP lyar (8)—yaz (tiy s)| < Kme).

iNO [ti/\a;ti_ﬂ/\o’[

De plus, ﬁ < %, par définition de N, et, comme |t;+1 — ;| < 6, on a

ti+1/\0' g
P(/ Cy (1+|y;,[1(ti, s)]) (62+|wM(s)—mM(ti,s)|+|y;41(s) — ypf (tiy8)]) ds > SN
ti/\a

Syt (8)~vig (8, 9)| < Kome)
SG[t-,;/\O';t.H_]_/\O'[

< P(e? > Kpe) + P( sup |zar(8) — zp (s, )| > Kmrs)

SE[tiNTti41AT]

+P ( sup lyar (8) —yat (i, 8)| > Kme; sup lyar (8)—vas (tir 8)| < Kms).

Se[ti/\a';ti+1/\0'[ Se[tiAO';ti+1/\0'[

(3.27)

Or, le dernier terme du membre droit de (3.27) est nul et pour ¢ suffisamment petit.
P(e? > Kne) = 0, donc on obtient de (3.25)

P ( /M: T (Ll (6, 9)1) (€ + e (8) —Taa (s, 8) |+l (8) — wad 8, 5)1) ds > 2iN)

< P( sup lz37 () — x5 (L 8)| > Kme) -I—P( sup lyar (8) —yar (s, 8)| >
SE[ti/\O';t,;.pl/\O'[ SE[ti/\O';ti+1/\0'[

Kme) .

On conclut par utilisation du lemme 1.3.2.4 de [29].
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e Deuxiéme partie:

Pour montrer que la condition (3.15) implique (3.22), on utilise les résultats du premier

chapitre.

Tout d’abord on modifie légerement la condition (3.15), de facon a faire apparaitre des
champs de vecteurs pour lesquels la variable de temps reste constante. Par définition du
temps d’arrét o, on a |zar(t;) — zo| < 7 et t; < t°, pour tout i € {0,..., N — 1}, tel que
t; < ¢. Done, pour tout i € {0, ..., N — 1}, tel que ¢; < o, la condition (3.15) implique

lo
(3.28) > (VGuw)w? =

j=0 Ver‘;.“

pour tous u € S et y; € R™, tels que |y; —zp(t)| < R -

De plus, on a

(3.20)
M .o N—1
SLelgP(Z/O Z(yMl(t,,s)Xk(tz,xM(tz,s)) u) Ly, t0p,((8 )ds<e>
b k=1 i=0
o N1

< ZsupP Z/ Z(yM (i, 8) Xk (tir Taa (8, 8)), w) ) Mg, o, [(8)ds <€50 € [tj,tjl_l[).

Fixons un j € {1,..,N — 1}. Alors, d’aprés des arguments standard de la théorie de
I’intégration, on a

o N—1

supP Z/ Z(yMl(ti,s)Xk(tz,zM(tz,s)) u) L, b0p,((8)ds < &0 € [tj,tJ_H[)

u€S

ti+1 M N c
(3.30) < Zsup / Z(y (&, 8) Xk(tz,:rM(tz, ),u) ds < 3;{ti < 5})

—0 u€eS

De plus, si pour tout 7,0 < ¢ < j — 1, o; désigne le temps d’arrét défini par:

. _ _ 1
oy = inf{s, |z (i, 8) — za(t)| = R— 7 ou |yp7 (ti,8) — yar ()] = Z} Atity-
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ti+1 M
sup / Z(yM (ti,8) Xk (tir Tr (L, 8)), u> ds < = {t; <e}>
ts

u€eS

(3.31) Ssup(/ Z(yM tiy 8)Xr(ti 2 (t,9)), u> ds < = {t <€})

u€eSsS

Or, comme pour tout i, 0 < ¢ < N — 1, la longueur de lintervalle [ti,ti+1] est d'ordre
2 d'aprés la démonstration du théoréme 4.2 de [60] (cf. aussi [62], [63] et [85]), il
existe une constante positive Cq, dépendant seulement de lp, R, 7 et t0, ainsi que des
majorants uniformes des dérivées des champs de vecteurs X;,1 < ¢ < M, telle que pour
tout 3,1 <+ < M on a:

sup (/m é(g,/;/}(ti,s)Xk(ti,:1:M(ti,s)),u>2 ds < ;; {t: < 5}) < Cy (?)p,

u€eS t;

pour tout p > 2.

D’aprés (3.30) et (3.31), on obtient alors pour tout j € {1,...,N — 1}

M LoN-1 P

sup P(Z ; Z Yaur (ti, 8) Xk (tis o (3, 8)) s u) Ly, 10,0((8) ds<e; ae[tj,tﬁl[) <C'3 —.
k= =0

pour tout p > 2, ot Cy est une constante positive, qui dépend seulement de lo, R.7 et t°.

ainsi que des majorants uniformes des dérivées des champs de vecteurs X;,1 < i < M .

D’autre part, si j = 0, I'inégalité précédente devient
o N-1

supP Z/ Z(yM ti, s )Xk(tz,:vM(tl, ),u)zﬂ[ti,ti+1[(s)ds<£;oe [tj,th[)

u€S

M o
< supP(;/O {yar (0,8) X (0,:1:1\4(0,5>‘)),u>2 ds < g;{oc < tl}).

u€S

et d’apres les arguments usuels exposés dans la démonstration du théoréme 4.2 de [60] (cf.
aussi [62], [63] et [85]), il existe une constante positive C4 dépendant seulement de lo. R, 7 et
t0 ainsi que des majorants uniformes des dérivées des champs de vecteurs X;,1 <7 < M.
tel que pour tout ¢, 1 <7 < M, on a:

M
sup P(Z/ {y31 (0, 8) Xk (0,2 (0, s)),u)2 ds < g {o < tl}) < CyeP,
k=170

u€S

pour tout p > 2.
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Par conséquent, il existe une constante positive C5 telle que pour tout j=0,...,N -1
o N-1 \

su;;P Z/ Z(yM tiy 8) Xk (tis Taa(ti, 9)),u) ity .0 ((8) ds<eso € [t tj+1[>

[TAS
< C5 p 19

pour tout p > 2.

Finalement, en introduisant cette derniere inégalité dans (3.29), on obtient P'assertion

(3.22), ce qui termine la démonstration du théoreme.

LJ

3.2. FILTRAGE NON LINEAIRE AVEC BRUITS DE DIMEN-
SION INFINIE ET COEFFICIENTS D’OBSERVATION NON
BORNES

3.2.1. INTRODUCTION

Le but de cette section est de montrer que le filtre non normalisé, associé & un probléme de
filtrage non linéaire, dont le signal est engendré par un processus de Wiener de dimension
infinie et Pobservation scalaire & coefficients non bornés, admet une densité de classe Cc>
par rapport & la mesure de Lebesgue. Ce résultat permet de calculer le support de sa loi

de probabilité, & I’aide de I’ensemble des solutions d'un systéme controlé associé.

La régularité de la densité du filtre a déja été étudiée par de nombreux auteurs dans le
cas ot le bruit qui engendre le signal est de dimension fini (cf. paragraphe 1.2.1.). Dans
[31], il est montré, & I'aide du calcul de Malliavin, que, sous une condition de Hérmander
locale, le filtre associé & un probléme de filtrage non linéaire avec des bruits non corrélés,
des coefficients d’observation bornés et un signal engendré par un processus de Wiener de

dimension infinie admet une densité de classe C* par rapport & la mesure de Lebesgue.

La description de la loi de processus stochastiques, solutions d’équations différentielles
stochastiques, comme 1’adhérence d’un ensemble de trajectoires d’un systéme controlé,
déduit du systeme stochastique de départ, en remplagant les processus de Wiener dans
I’équation différentielle stochastique par un controle appartenant & H?', a été initialisée
par le célebre article de D.W.Stroock et S.Varadhan [79].

Supposant que la loi de probabilité du filtre non normalisé, associé & un probleme de
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filtrage non linéaire & bruits indépendants, admet une densité par rapport a la mesure de
Lebesgue, M. Chaleyat-Maurel et D. Michel [12] ont suivi la route intialisée dans [79] pour
déterminer le support de cette densité dans I’espace C([0, 1], L? (an))

De plus, les mémes auteurs ont décrit dans [12] et {15] le support de la loi d’un filtre non
normalisé, associé & un probleme de filtrage non linéaire a bruits corrélés et coefficients
d’observation bornés, par une méthode basée sur un résultat de continuité et un théoréme
d’approximation et cela sans tenir compte de ce que la loi du filtre admette une densité ou

I1oI11.

Cette section est divisée en cing paragraphes organisés comme suit. Dans le deuxieme
paragraphe, on introduit le probleme de filtrage non linéaire étudié dans cette section.
Dans le troisiéme paragraphe, on définit un filtre non normalisé, lié au filtre défini dans
le paragraphe précédent par une formule de Kallianpur-Striebel. Dans le quatrieme para-
graphe, on montre que le filtre admet une densité de classe C* par rapport a la mesure de
Lebesgue, qui appartient également a ’espace de Schwartz. Dans le cinquiéme paragraphe,

on établit un théoréme du support pour le filtre.

3.2.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME

Soit (€, F, P) un espace probabilisé complet, {w¥, t € [0,T], k € IN*} une suite de proces-
sus de Wiener standards indépendants et v un processus de Wiener standard, indépendant
des processus w¥, k € IN*. Notons || - || la norme sur I'espace des matrices sur R™ x R™,

donnée par

m +oo

1Ml = (32> (mis)?)

i=1 j=0

N[

Soit une famille de champs de vecteurs { X, k > 0} sur IR™ qu’on écrit

Xe(z) = Xi(2) 2

, VzeR™ VkeNN,
awi

telle que la carte X : R™ —» R™ @ RY, X = { X}, k > 0} est une fonction de classe C®

aux dérivées de tous ordres bornées.

Considérons le probléme de filtrage non linéaire, associé au systéme signal/observation

(z,7:) € R™ x IR, solution de 1’équation différentielle stochastique
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t +c0 t t
Ty = To + / Xo(xs)ds + Z/ X;i(zs) o dw' + / X(zs) (h(zs) ds + odv,)
(3.32) 0 i=1 70 0
t

yt:/ h(zs)ds + v,
0

ou,
1. z¢ est une variable aléatoire de loi mg

2. X est un champ de vecteurs sur R™ de classe Cg° s’écrivant
— — 0
X(z) = X (z) 5.
(z) (z) 7z,

3. h est une fonction de classe C°(IR™,IR), qui est, ainsi que ses dérivées de tous ordres,
a croissance au plus exponentielle .
4. Xo+hX est & croissance sous-linéaire (pour éviter des solutions du systéme (3.32) qui

explosent).

On définit le filtre associé au systéme (3.32) comme d’habitude dans les problemes de

filtrage non linéaire:
Définition 3.2.2.1.
Pour tout t dans [0,T], notons m; le filtre associé au systéme (3.32), défini pour toute

fonction v dans Cy(IR™, IR) par

(3.33) T = E[(ze)/ Vel

oYy =0o(ys /0< s <t).

3.2.3. LE FILTRE NON NORMALISE

Les hypotheses sur la fonction h ne permettent pas de définir une mesure de probabilité
de référence, comme habituellement dans les problémes de filtrage non linéaire. En ef-
fet I’exponentielle de Girsanov, associée au systéme (3.32), n’est pas nécessairement une
martingale, et par conéquent on ne peut pas appliquer le théoreme de Girsanov. Pour con-
tourner cette difficulté, on définit un filtre non normalisé formel et on montre une formule

de Kallianpur-Striebel.
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Introduisons d’abord quelques définitions et notations nous permettant de contourner le

probleme de la dépendance des bruits.

Définition 3.2.3.1.

Notons &, le flot déterministe associé au champ de vecteurs X (i.e. ®; est l'unique solution
de DVéquation déterministe ®, = z + [; X (®,(z)) ds).

Notation 3.2.3.2.

Si X désigne un champ de vecteurs sur IR™, tel que, pour tout z dans IR™, X(z) =

/\J(r)% et si F' est une fonction de C*(IR™, IR™), alors, pour tout T dans IR™, on pose

XF(z) = X (w)%(@

et
(B X)F(z) = (V&4(x)) " X (®¢(z)) VF(2).

Le processus d’observation y; étant unidimensionnel, on peut remplacer le parametre de
temps dans I'expression du flot déterministe ®; par y; et introduire, comme dans [8], un

processus stochastique Z; € IR™, solution de 1’équation différentielle stochastique

t +oo ¢
(3.34) Ty =1x0 + / (857 Xo)(Zs)ds + ) / (@571 X,)(Zs) o dw.
On a alors le résultat suivant:

Proposition 3.2.3.3.

Pour tout t dans [0,T], z: = @y, (Z¢)-

Preuve:

Par application de la formule d’It6-Stratonovitch au processus stochastique Z;, on obtient:

t = t )
D, (Z;) = cI)yo(jo) _|_/ qu%%l odys +/ (V‘I)ys (:ﬁs)) odZTg
0 0

t_ t +oo ¢ .
::u0+/o X(fl)ys(:z_:s))odys+/0 Xo(®y,(Zs)) ds+;/0 Xi(®y,(Zs)) o dwp.
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Donc, par unicité de la solution de I’équation différentielle stochastique (3.22) on a

®y, (%) = x4, pour tout ¢ dans [0, 7.

De plus, on définit, pour tout ¢ dans [0, T I’exponentielle de Girsanov associée au systéme -
(3.32) par:

(3.35) Z; = exp (/Ot h(zs)dvs + %/Ot h2(zs)ds>.

La proposition 3.2.3.3. et la définition du processus y;, permettent d’écrire, pour tout ¢
dans [0,T], Z; = exp V4, ou

(3.36) v, = /0 h(@y, (@) dys — 5 /0 B2 (8, (2.)) ds.

Pour définir ”de fagon formelle” un filtre non normalisé, associé au systéme (3.32), on
utilise I'expression du processus stochastique Z; obtenue aprés une intégration par parties

dans 'intégrale stochastique apparaissant dans I’expression de V;.

Afin de prouver un résultat d’intégrabilité pour le processus stochastique Z; on suppose

que, pour tout r > 0 et tout € > 0, il existe un K, > 0, tel que

(3.37) |Xh|+ sup |G(ho ®,)| + Z sup | X;(ho ® )|2 < eh? 4+ K.,

|s| <7 i=1 |s|<r
olt G est I'opérateur différentiel du second ordre défini par
1R
(3.38) G=Xo+; > o X2
i=1
On a alors,

Théoréme 3.2.3.4.

Pour tout p > 0, le processus stochastique Z; est dans l’espace LP(W & my),
presque sirement en y, ou W désigne l’espace de Wiener défini sur l'espace probabilisé
(Q,F, F, P).
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Preuve:
On suit les idées de [28]. Si H désigne la fonction définie, pour tous ¢ dans [0, 7] et = dans

IR™, par,
t
(3.39) H(t,z) = / h o ®,(z) ds,
0

on déduit aisément de la formule d’It3-Stratonovitch que

Vi = H(yo 1) — /O [%(hz £ X8 (@4, (22) + (837 Xo) Hlye,24)] ds

+oo .t
(340 -3 [ @ X Hee,20) 0 du,
i=170
Définissons maintenant un processus sur l’espace Co([0,T],IR™) x IR™, muni de la mesure
W ® mq, pour lequel nous allons montrer un résultat d’intégrabilité.
Notons, pour tout u dans Co([0,T],IR™):
1) Z} la solution de ’équation différentielle stochastique

+o00
472 = (657 Xo) (B dt + Y (57 X0 (&) o duf

=1

(3.41)

Ifg =Ig
2) z¥ le processus stochastique défini, pour tout ¢ dans [0, T, par
(3.42) zy = 8,,(Z})

De plus, pour tout ¢ dans [0,T7] et tout u dans Co([0,T],IR™), on note Z;(u) le processus
défini par Z;(u) = exp Vi(u), ol

Vi(u) = H(us, Te(u)) — /0 [%(h2 + Xh)(®u, (32)) + (257  Xo) H(us,:i”;)] s
+o00  at » B
- ;/0 ((I)us XZ) H(usams) o dw;.

Alors, de maniére analogue 3 la preuve du théoréme 1.1.8 de [28], on montre que, pour
tout u dans Co([0, T],IR™) et tout p dans IN*, Z;(u) appartient & LP(W ®my). Le résultat
s’obtient en prenant u = y.

O
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On définir alors un filtre non normalisé formel de la fagon suivante:

Définition 3.2.3.5.

Pour tout t dans [0, T), et pour toute fonction ¢ dans Cy(IR™, IR), on note p3p le filtre non

normalisé associé au systéme (3.52) défini par

(3.43) prp = E¥ [(x4) 2],

ou E¥ désigne l'intégration par rapport ¢ W ® mg, i.e.

pt"»b = / / 'Qb(.Tt)Zt dW('w) dmg (:Eo)
i CO([OvTLR)

De plus, le filtre non normalisé p; est lié au filtre 7, par la formule de Kallianpur-Striebel
(cf. [42]) suivante

Théoréme 3.2.3.6. (cf. [28])

Pour tout tr dans [0, T et toute fonction ¥ dans Cy(IR™,IR), on a

_ oY)

3.2.4. EXISTENCE ET REGULARITE DE LA DENSITE DU FILTRE

Le filtre 7; étant lié au filtre non normalisé p; par la formule de Kallianpur-Striebel, il est
équivalent de montrer 'existence d’une densité de classe C*° pour le filtre 7; ou le filtre

non normalisé p;.

Pour cela, il suffit de prouver que toutes les dérivées au sens des distributions du processus
p¢ sont des mesures bornées. Le calcul de Malliavin permettant de faire une intégration

par parties sur 'espace de Wiener, le résultat découle du lemme suivant.
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Lemme 3.2.4.1.(cf.[53])

Soit v une mesure de Radon fini sur IR™. Supposons que pour tout multi-indice «, il existe

une constante finie Cy, telle que pour toute fonction v dans C°(IR™, IR)

[ Voo dm)| < Gl

alors, la mesure v admet une densité de classe C*° par rapport a la mesure de Lebesgue

sur IR™.
Ce lemme nous permet d’énoncer le théoréme principal de ce paragraphe:

Théoréme 3.2.4.2.

Supposons que, pour tout point = dans le support de xo, l’espace engendré par les champs

de vecteurs
Xi, k> 1; [Xk:”sz], ki,ka > 0;.. [“'[ij—uij]'"] kiy....k; > 0;...

évalués en = est de dimension m. Alors, pour tout t dans [0,T}, le filtre non normalisé p;

admet une densité de classe C* par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR™.

Preuve:

D’apres la proposition 3.2.3.3, on a, pour tout t dans [0, T,

(3.45) pep = B [1h o By, (1) Ze].

De plus, on peut montrer, comme dans [28], que p; est continu par rapport aux trajectoires
du processus d’observation y;. On peut donc fixer la trajectoire du processus y dans (3.45),
appliquer le calcul de Malliavin seulement & des fonctionnelles de w et utiliser les résultats
de [75].

En appliquant le gradient stochastique au processus stochastique Z, on montre que, pour
tout ¢ dans [0, T], Z; € ID*°(W) et pour tout 7 > 1,

(3.46) Diz, = F.F, (8,71 X:)(Zs),

oul F, est la dérivée du flot stochastique associé au processus Zt, i.e. la solution de ’'équation

différentielle stochastique

t +00  nt
(3.47) Fi=1I+ /0 V(@5 Xo)(Zs)Fs ds + Z /0 V(851 X:)(Zs)Fs 0 dus.
i=1
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On obtient alors le résultat suivant:

Proposition 3.2.4.3.

Pour toute fonction 1 dans C°(IR™, IR) et tout t dans [0,T], ¥ o ®,,(Z:) et Z; sont dans
ID> (W), pour tout y dans Co([0,T), IR).

Preuve:

Comme 1 est une fonction de CJ°(IR™,IR) et ®,,(Z:) = z, les résultats usuels du calcul
de Malliavin impliquent que, pour tout ¢ dans [0,77], ¥ o ®,(Z:) est dans ID®(W).
D’autre part, Z; est dans LP(W ®my), d’apres le théoréme 3.2.3.4., donc il suffit de montrer
que log Z; est dans ID°(W).

Or, d’apres (3.36), log Z; = fot h(®,, (Z5)) dys — %fot h?(®,,(Z;)) ds. Par conséquent, il
suffit de montrer que f(f h(®y, (Zs)) dys et f(;' h2(®,, (Z,)) ds sont des processus de ID*(W).

Ce résultat est immédiat, car les hypothéses sur h impliquent, d’apres le lemme 2.9. de
28], que h(®y, (Zs)) et h?(Dy, (Z5)) sont des processus de D™ (W).
O

De plus, si Q; désigne la matrice de covariance de Malliavin associée au processus stochas-

tique Z;, on a la formule d’intégration par parties suivante:

Proposition 3.2.4.4.

Pour tout t dans [0, T}, toute fonction H dans ID°(W ® mg) et tout i,1 <i < n, ona
t
E® (Vi 0 &y, (3,) Ze Q H) = B¥ [qp o By, (%) Zt (— / DiH Dz, ds
0
t . . t - .
(348) - H-l / D;(log Zt) D?;ﬂ_,'t ds + / D;(.’ft) dw;)] .
0 0
Les hypotheses sur les champs de vecteurs permettent d’obtenir le résultat suivant:
Proposition 3.2.4.5.

Pour tout t dans ]0,T], (det Q;)~! appartient & LP(W ® mg) pour tout p dans IN".

Preuve:
Le filtre non normalisé p; étant continu par rapport aux trajectoires du processus
d’observation (cf. [28]), on peut fixer une trajectoire du processus y dans la formule (3.45)

et effectuer un calcul des variations stochastique seulement sur des fonctionnelles de w.
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En particulier, pour une trajectoire fixée du processus y, on peut facilement démontrer, a
’aide d’estimations montrées dans le lemme 1.0.3 de [28], que les coefficients de ’équation
différentielle stochastique (3.34), vérifient les mémes conditions que les champs de vecteurs
de la premiere section de ce chapitre (i.e. pour une trajectoire fixée du processus y, les
champs de vecteurs @;t—lXi, 0 < i < d, et toutes leurs dérivées en x sont Holder-continues
en ¢ uniformément sur [0, 7] x K, pour tout sous-ensemble compact K de IR™, C* bornés

en z, si t est fixé dans [0, T et toutes leurs dérivées en z sont uniformément bornées.)

D’autre part, si Z(X1, ..., Xq4) désigne I'idéal engendré par l'algébre de Lie L(X1, ey Xd)
dans l'algebre de Lie L(Xo, ..., Xq), il est facile de montrer, par des résultats standards de

géométrie différentielle, que pour tout (¢,z) dans [0,7] x R™, on a
(3.49) T(®5 X1y, B X)) (8, 2) = T( X1y oo Xd) (@y, (z))
D’otll, en prenant ¢t = 0 dans la relation (3.49), on déduit que

(3.50) T(®7 Xy, ., Bt Xa)(0,2) = I(X1, ..., Xa)(T)-

De plus, les hypotheses du théoréme 3.2.4.2. impliquent que Z(X1, ..., Xq4)(z) = IR™, et le
résultat se déduit du théoreme 3.1.4.3.

Du lemme 3.2.4.1., de la proposition 3.2.4.4. et de la proposition 3.2.4.5., on déduit que le

filtre non normalisé p; admet une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR™.

De plus, en itérant la formule d’intégration par parties, comme dans [8], on montre que
cette densité est de classe C*°.

Ceci termine la démonstration du théoreme 3.2.4.2.

De plus, cette densité est dans l'espace de Schwartz S.

Théoréeme 3.2.4.6.

Supposons les conditions du théoréme 3.2.4.2. vérifiées. Alors, pour toul t dans 10, T},
le filtre non normalisé p; admet une densité p;, qui est dans lespace de Schwartz S et

Uapplication t — p; de ]0,T) dans S est continue.
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Preuve:

Rappelons que

S={f:R"— R t.q. VN-uplet o,Vp € N, sup (1 + |z|?)P|V f(z)| < +oc}.
z€R™

On suit I'idée de la preuve du théoréme 1 de [15].

Considérons pour tout N-uplet c, la mesure signée p*, définie sur IR™ par

(3.51) du®(z) = 2% pi(z) dz, otz =z{* ...

Alors, on peut montrer, comme dans le lemme 1.1 de [15], que u® est une mesure bornée.

De plus, prouver que p; est dans S, est équivalent a prouver que sa transformée de Fourier

est dans S, i.e. que, pour tout p dans IN et pour tout « dans IN™,

(3.52) sup (1+ [€[)™|VoPe()] < +o0 <= sup (1+ [E*)P[A*(§)] < +oo.
Eelrm™ {eR™

t .
Comme, pour tout 8 dans N™, |¢]°|E*|(€) = »/ VP ¢ duP (z)|, (3.52) découle du
0

résultat suivant

Proposition 3.2.4.7.

Pour presque tout y et tout 8 dans IN™, il existe K(a,3) dans IR, tel que pour toute

fonction ¢ dans C°(IR™),

(3.53) | /RM V(x) du(@)| < K (e B) | 6loo-

Preuve:

Notons Q; la matrice de covariance de Malliavin associée au processus stochastique Ty.

La proposition 3.2.3.3. implique que

(3.54) / _ VP4(a) du®(z) = E* [vﬁ (60 By, (T))) 27 Zt].
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Par conséquent, si on prend H = @Q; ! 22 dans la formule d’intégration par parties de la

proposition 3.2.4.4., on obtient que pour [8] =1

(3.55) VA $(z) du®(z) = B™ [¢(xs) Z, BY°),

Rm™

ou
t t t

(3.56) B™P =—/ DfQ;lDfEtds—Qt/ DF(log Zt)DfEtdt—lr/ DP(z,) du?.
0 0 0

De plus, d’apres la proposition 3.2.4.3., Bf"ﬂ est dans ID°°(W), pour presque tout y.

Par récurrence sur |3|, on montre I'existence d'un processus stochastique appartenant a
ID>® (W), toujours noté By # tel que pour tout 8 dans IN™

(3.57) E*[DP¢(x) a? Z,] = E¥ [¢(x:) Ze B,

Ceci démontre la proposition 3.2.4.7. avec K(a, 8) = E¥[|B3"|Z;].

|

Les bornes obtenues dans les expressions précédantes étant uniformes pour ¢ dans [e, T}.

on déduit du théoréme d’Ascoli la continuité de ’application t — p; de ]0,T] dans S.

3.2.5. UN THEOREME DU SUPPORT

Sous les hypothéses du paragraphe précédent, définissons l’a.pplication P par

Définition 3.2.5.1.

Soit Py : Co([0,T), IR) x IR™ — IR™ l’application définie par

pi(c,z) = qi(z) BV [exp (H(ct,ft) — / (%(h2 + Xh)(®,(Ts)) + (@Z:IXO)H(CS,TI_S)) ds

(3.58) / (@371 X3 Heonmo) o duy__ )],

ot q; désigne la densité de la loi du processus .

Alors, on a les résultats suivants
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Proposition 3.2.5.2.(cf.[12])

Siu e HY([0,T), IR), alors p.(u,-) est Vunique solution dans S de l’équation aux dérivées

partielles

dpe(u, )
(3.65) dt

ps(u,r) > mo sit— 0,

= L*p;(u,z) + S™Pe(u, x) e

— +too — —
0iL=Xo+hX+13 X2+1X" et S=n+X.
=1

Preuve:
On sait (voir annexe) que si ¥ est dans Cy (R™,1R), alors py1p vérifie 'équation de Zakai

t

t
pab =(a0) + [ pu(Lw)ds+ [ pu(Su)dys
0 0
On décrit alors la loi du processus p;3) & 'aide de solutions d’une équation aux dérivées
partielles déterministe, engendrée par un controle appartenant a H 1. En fait, on remplace
dy; par @dt dans les équations (3.32) et (3.35). Plus précisément, pour toutes fonctions u
dans H'([0,T],IR) et ¢ dans C,(IR™,R), on pose

i = E¥[y(z}) 27,

ot (2%, Z¥) est solution du systéme différentiel stochastique
t +oo ) t
Ty =Zo —I—/ Xo(zy)ds + Z/ Xi(z}) o dw} + / X(xz¥)us ds
0 = Jo 0

t 1 t
Zt = exp(/ h(z¥)usds — 5/0 hz(m‘;)ds).
0

Alors, pour toute fonction ¢ dans Cp(IR™,R), pi est solution de I'équation aux dérivées

partielles
d U
PEY _ (L) + (59 i
po = ¥(Zo)-

D’ol le résultat.
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Proposition 3.2.5.3.(cf.[28])

L’application ¢ — py(c, ) est continue de Co([0,T], IR) dans IR pour tout (t,z) dans [0, T x

IR™. De plus, pour presque tout y, pour tout = dans IR™,

(3.60) p(y, x) = P(y, z)-

Théoréme 3.2.5.4.

L’application ¢ — p.(c,-) est continue de Co([0,T], IR) dans C([¢,T],S), pour tout € > 0.

Preuve:
Notons p¢ (respectivement p°) la restriction de p (respectivement de §°) & [¢,T'] et montrons

que, pour presque tout y, pour tout a dans IN? et tout p dans IN,

sup sup (1 + |§|2)p|V°‘ (ﬁ’\f(c, £ — ﬁ’\f(c',f))l — 0 quand |lc — ¢|leo — O.
tele, T e ™

Par des arguments similaires & ceux de la preuve du théoréme 3.2.5.4., il est facile de voir

qu’il est suffisant de montrer que pour presque tout y, pour tout (o, ) dans IN™ x IN™,

B 1
sup sup

—\/ V() d(ji ~ i°)(@)| — 0 quand [l = ¢floo — 0,
tele,T] p€C (IR™) ||¢||oo L

ol djiy® = z¢pi(c, z) dz.

Or,

o [ Vel - i) (e) = B[V e(w) ot (2~ 7)),
avec Z; = exp (H(ct,ft) — / (%(}ﬂ + Xh) (@, (Ts)) + (9571 Xo) H(cs, X)) ds
0

+o0o
-2 / (@) B en X) o du)
=170

Par conséquent, les propositions 3.2.4.3. et 3.2.4.4. assurent l'existence de processus
B (c) dans ID*, tels que

(3.62)  EU[DP(ae)af (Z5 - Z5)) = BV #la) (BEA(e) 25 - BYP () Z5) |-
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D’ou

1 ~,C ~Q / [04 C 9 !
sup sup ‘/ . VP (x) (g - ag° )(a:)’ <EY [lBt ’ﬂ(c) Zg — By ﬂ(cl) Z; l]

tele,T] peC (IR™) ”¢||oo

Supposons que ¢ et ¢/ sont dans un sous-ensemble borné B de Co([0, T}, IR). Comme
B*#(c) € ID®, pour tout t dans [0,T] et tout ¢ dans Co([0,T],R), on a

(3.63) sup EY [IBf’ﬁ(c)Iz] < +o00.
ceB
tefo,T]

De plus, d’apres ([28]),

(3.64) sup E™[|Z{|’] < o0
tEc[%.BT]
et
(3.65) sup E[|Z¢— Z¢[) < Clle—c||%.
te[0,T]

La conclusion du théoréme découle facilement des relations (3.62)-(3.65).

Cela nous permet d’énoncer le résultat principal de cette section. Notons R, le sous-
ensemble de E. défini par R, = {#°(u,"), u € H*([0,T],IR)} et P. la loi de probabilité de
la variable aléatoire y — p°(y,-) & valeurs dans E,. Alors, de maniére analogue a [12], on
déduit de la proposition 3.2.5.3. et du théoréme 3.2.5.4.,

Théoréme 3.2.5.5.
Support (P.) = Re,

ot l'adhérence est prise dans E.



Chapitre IV

FILTRAGE DE DIFFUSIONS
FAIBLEMENT BRUITEES

4.1. INTRODUCTION

La nécessité d’estimer un processus d’état partiellement observé intervient dans de nom-
breux problémes appliqués et a été beaucoup étudiée durant de nombreuses années. Des
structures mathématiques adéquates ont été établies et on dispose aujourd’hui de nom-

breux résultats théoriques sur ce sujet.

Dans ce travail, on suppose que le processus dont on veut calculer une estimation (signal)
est un processus de diffusion markovien observé & l’aide d’une fonction perturbée par un
bruit blanc. En fait, on veut calculer la meilleure estimation possible du signal au temps ¢.
connaissant observation jusqu’au temps ¢. Or, excepté dans quelques cas particuliers, les
équations différentielles permettant de résoudre ce probleme, comme 1’équation de Zakai
(cf.[85]), sont de dimension infinie. Cela rend intéressante toute procédure fournissant des

filtres presque optimaux de dimension finie.

Ici, on suppose que le bruit blanc perturbateur est d’ordre € et que pour € = 0, le signal
est exactement observé. Ce probléme a été traité en détail dans le cas de bruits non
corrélés. A.H. Jazwinski [41] a établi la décomposition en semi-martingales du filtre dans
un cas spécifique afin de construire des filtres du second ordre. B.Z. Bobrovsky et AL
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Zakai [9] ont calculé des estimations des moments conditionnels du signal, tandis que R.
Katzur, B.Z. Bobrovsky and Z. Schuss [45] ont utilisé des techniques de perturbations
de ’équation de Zakai pour calculer formellement un développement asymptotique de la
densité conditionnelle et en déduire des filtres approchés de dimension finie. J. Picard
[68] a obtenu des filtres sous-optimaux par d’autre méthodes. Il a notamment utilisé des
concepts de base de la théorie de filtrage non linéaire, tels la formule de Kallianpur-Striebel
(cf.[42]) et la décomposition en semi-martingales du filtre optimal associés & des résultats
de retournement du temps de processus de diffusions. A. Bensoussan [5] a démontré une
partie des résultats exposé dans [68] par des méthodes plus élémentaires et J. Picard [69] a
ensuite généralisé certains de ces résultats & des signaux multidimensionnels. Finalement,
J. Picard [70] a traité le cas multidimensionnel en travaillant sous des hypotheses un
peu plus faibles que dans {69]. Les résultats obtenus dans cet article reposent sur de
simples considérations probabilistes et 1'utilisation du calcul des variations stochastique.

Le probleéme du lissage a été abordé lui aussi.

Le but de ce chapitre est d’étudier un probléme analogue pour un systéme de filirage non

linéaire avec bruits corrélés. Il est divisé en trois paragraphes organisés comme suit.

Dans le deuxi®éme paragraphe on introduit le systéme qu’on étudie par la suite. On suppose
tous les processus 3 valeurs dans IR™. On définit une classe de filtres sous-optimaux et
on montre, en suivant les idées de J. Picard [70] que les éléments de cette classe sont
égaux au filtre optimal & /¢ prés. Dans le troisieme paragraphe on précise le filtre utilisé
dans notre application et on montre que celui-ci approche le filtre optimal & € pres. Le
démonstration repose essentiellement sur un changement de probabilité adapté au probléme
et des résultats du calcul de Malliavin.

4.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME ET RESULTAT PRELIMI-
NAIRE

Soit (2, F, P) un espace probabilisé complet et (F)sc[o,r) une famille croissante, continue
3 droite de sous o-algebres de F. Soient w et v deux Fi-processus de Wiener indépendants

de dimensions respectives d et m.

Si z, est une semi martingale sur (Q,F, %, P), odz; (respectivement dz:) désigne sa

différentielle de Stratonovitch (respectivement It).

Considérons le probleme de filtrage non linéaire associé au systéme état/observation
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(z¢,y:) € (IR™)? solution du systeme différentiel stochastique:

(4.1) Ty = To + /Ot b(zs)ds + /Ot o(zs) dws + /Ot g(zs) dus

t
Yt / h(zs)ds + € vy,
0

vérifiant les hypotheses suivantes:

(H,) zo est une variable aléatoire Fo-mesurable a valeurs dans IR™ dont les moments de

tous ordres sont bornés.
(Hy) b est une fonction de classe C2(R™,IR™) & dérivées premiéres et secondes bornées.

(H3) o et g sont des fonctions bornées de classe C*(R™,R™ ® IR%), respectivement

C?(R™, R™ @ R™), & dérivées premiéres et secondes bornées.
(H,) h est une fonction affine, i.e. il existe § dans IR* et o dans R™ tel que h(z) = bz +a.
(Hs) La fonction a = oo™ est uniformément elliptique.

_1
(Hg) Les fonctions h'b et (h'co™(h')T)” * h'b sont lipschitziennes.

Remarque:

La condition (Hpg) implique que la fonction h'c est inversible.

On peut alors définir le filtre associé au systéme (4.1) comme d’habitude dans les problémes

de filtrage non linéaire.

Définition 4.2.1:

Pour tout t dans [0, T, notons m; le filtre associé au systéme (4.1) défini pour toute fonction
¥ dans Cp,(IR™, IR) par

(4.2) Y = E[¢($t)/yt] )

ou Yy =0(ys /0 < s < t).

On considere de plus la classe de filtres sous-optimaux suivante:

(4.3) my = mp + /Ot b(ms)ds + % /Ot W'=Y (mg) K, (dys — h(ms) ds),
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oil mo € IR™ est arbitraire et {Kj;, t > 0} est un processus Y;-progressivement mesurable,
borné tel que pour tout (,w) dans [0, T] x Q, K;(w) est une fonction bornée uniformément

elliptique.
Remarques:

(i) La définition des filtres sous-optimaux implique que le signal et 'observation doivent

étre de méme dimension.

(ii) Dans la suite, si f est une fonction vectorielle de la variable z € R™, f’ désigne sa

matrice Jacobienne, si f est scalaire, f’ est un vecteur ligne.

Pour ces filtres, on a alors une premiére estimation d’erreur:

Proposition 4.2.2.

Pour tous tg >0 etp>1, on a:

(4.4) sup ||z; — mellp = O(VE)

t>to

Preuve:

La formule d’1t6 implique

h(ze) = hizo) + /0 Lh(z,)ds + /0 (W6 (zs) duws + /0 (W g)(zs) dvs,

ot L est lopérateur différentiel du second ordre défini pour toute fonction f dans
C:(R™,IR™) par

. 1 d ; . 792 £l

5 (29)@) =@ )+ 5 L @@ 7o
m . 32 l

EINCORY D) e

De méme,

h(m:) = h(mg) + /: Lsh(ms) ds + % /Ot Ks(h{zs) — h(ms)) ds + /Ot K dvs,
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ou L; est défini pour toute fonction f dans C}(R™,IR™) par

- _ { m ) 92 ¢l
10 (L) =@ @) + 3 S W @R @K g @)
1 k=1 7

Ceci implique

h(z¢) — h(me) =h(zo) — h(mo) —I—/O (Lh(zs) — Lsh(ms)) ds +/O (h'o)(zs) dws

t [/ t
+ / W g(zs) dvs — ~ / K,dv, — » / K, (h(zs) — h(my)) ds.
0 €Jo €Jo

Comme K est uniformément elliptique, on peut montrer (4.4) de maniére analogue a [69].

Par application de la formule d’It6, on calcule |A(z:) — h(m)|* pour des entiers k pairs,
puis, aprés avoir pris 'espérance dans les deux membres de 1'égalité obtenue, on utilise

quelques estimations usuelles pour des inéquations ordinaires. O

Corollaire 4.2.3.

Pour toustg >0 etp>1, on a:

(4.7) sup Im — Il = O(Ve)
et
(4.8) sup 2 — mIllp = O(Ve).

4.3. LE RESULTAT PRINCIPAL

On choisit maintenant un filtre de la classe définie précédemment pour lequel l'erreur

commise est d’ordre €.

1
Soit  la fonction définie par v = (R'oo™ (W )7)? et pour tout ¢ dans [0, T}, posons

(4.9) K; = v(m:)
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Remarquons que, d’aprés les hypothéses (Hs), (Hy) et (Hs), v est bien une fonction bornée

uniformément hypoelliptique.

On peut alors énoncer le résultat principal de ce chapitre

Théoréme 4.2.4.

Pour toustg >0 etp>1, on a:

(4.10) sup ||l — my||p, = O(e).

t>to

On définit tout d’abord quelques processus stochastiques qui vont étre utiles par la suite.

Soit le processus

¢ .
(4.11) Wy = / v (m,) (W' o)(zs) dws.

0
Alors w; est un (F;, P)-processus de Wiener & valeurs dans R™ et

(412) dﬂ?t = b(:z:t)dt + (h/_l’}’) (:’Bt) dﬁt + g(.’Et) dvt.

Pour tout t appartenant & [0, T, soient

(4.13) Zy = exp(gl2 /Ot h™(zs) dys — —2—%:5 /ot |h(z4)|? ds)
et
(4.14) Ay = exp(——:; /Ot(h(:vs) - h(ms))T dw, + -2—i—2 /ot|h(:vs) - h(ma)]2 ds).

Comme la fonction h est affine, les processus Z; ! et A;' sont des martingales expo-
nentielles. On peut alors appliquer le théoréme de Girsanov et définir des probabilités
de référence a l'aide desquelles on va montrer les estimations voulues via la formule de

Kallianpur-Striebel.
Définissons donc les probabilités PetP par les dérivées de Radon-Nicodym

ap
dP

Fe

(4.15) = Z; ?,
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et
dP
(4.16) | = A
dP F
. t
Alors, d’apres le théoréeme de Girsanov, sous P, w; = w; —% f( ms)) ds et Ye
0

sont des processus de Wiener standards indépendants.

De plus, le processus stochastique z; s’écrit comme solution de 1'équation différentielle

stochastique
(4.17) dzy = é (K1) (@s) (R(ze) — h(my)) dt + b(me) dt + (b~ ) (1) dib; + g(z+) dvs.

D’autre part, on a

1 t . 1 t
Zihy=exp(— / (h(zs) ~ h(m,)) di 5 /0 B (25) (dys — h(ms) ds) +— / [h(m,)ds).
0

Soit pour tous =, m appartenant & IR™ la fonction F' définie par:
(4.18) F(z,m) = (h(z) — k(m)) v~} (m)(h(z) — h(m)).
Il résulte alors de la formule d’Itd que
¢ T
F(zy,my) =F(z0,mo) + 2/ (h(zs) — h(ms)) v~ (ms)R' () dz,
0
i r a,y
+ [ (1) = hlma)) Zmm) (he) ~ himy))
- 2/ (h(zs) — h(ms))r’y_lh'(ms) dms+/ (AxF + A F)(zs,ms) ds,
0 0

ol A, et A, sont les opérateurs différentiels du second ordre, définis pour toute fonction
f dans C?((R™)?) par

(4.19)
d
Af(z,m) = 3 3 (0@} (0] e (@) + 5 Z(g(a:) (9] Gy )
k=1
et
1& 82 f
(4.20) Amf(a:,m)=§Z(a(:1:)) (o(z) ),ca 8m-($’m).
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D’ou,

F(zy,ms) =F(z9,mg) + 2/0 (h(zs) — h(ms))T»Y—l(ms)h’(-’Bs) dz

2 [* T
- —/0 (h(zs) — h(ms))" [dys — h(ms) ds]

_9 / (h(zs) — h(ms)) (v~ Kb)(my) ds
0
n /0 (h(zs) — h(my))" ‘Zn

t
+/ (AzF + ApF)(zs,ms) ds.
0

— h(ms)) dm!

S

Par conséquent,

F(z¢,my) = F(zo, mo) — 2L (h(ws) - h(mS))T(’Y_l(ms) - ’7—1(ms))h/($8) dzs

+ 2/0 (h(zs) — h(ms))" dw, — %/(; (h(zs) — h(m)) " [dys — h(ms) ds]

+ 2/0 (h(z-s:) - h(ms))T(('y~1h/b)(:1:s) - ('Y_Ihlb)(mS)) ds

t I ¢
+2/0 (h(zs) — h(ms)) (v~ R g)(xs) dv3+/0 (ALF + A F)(xs,ms) ds

+/0 (h(ws) - h(ms))T 66'3’7% (ms (h Ts) — h’(ms)) dmi'

On a donc finalement
1 1 [

(4.21) ZiAs = exp(——(F(xt,mt F(xo,mo) + —/ X1(xs,ms)
2e € Jo

1 t 1 t 1 t
+- / X;(xsa ms) dms + _/ Xs(msams dz, + _/ X ws;ms) dv,
€Jo €Jo 0

L]

1
+=

= hT(ms)dys— 5 2/ |h(ms |2ds)

avec

x1(z,m) =(h(z) — h(m))" ((v"*h'b)(z) — (v~ A'b)(m))
+ %(AIF + Ay F)(z,m),
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-1
(h(z) — h(m))" (?,;nz (m) (h(z) — h(m)), i=1,..,m

xa(z,m) = = (W) (@) (v7H(2) =77} (m))" (h(z) - h(m)),
xa(z,m) =(v"'1'g)"(z) (h(z) — h(m)).

Xs(z,m) =

N

Dans la suite, si f est une fonction de (z,m), on notera f’ pour %ﬁ.

D’aprés les régles du calcul de Malliavin (cf.[62]) , si D (respectivement D) désigne
l'opérateur de dérivation dans la direction de W (respectivement @), on a pour tout
0< s<t,

(4.22) Dszy = (ot (B 717) (z5),

ou {Cs¢, t > s} est la solution de P’équation différentielle stochastique

(4.23) ¢t =1+ é/ Cor (K1) (zr) (A(zr) — R(m;)) dr + %/ Csr B~ 1yR () dr

S $

¢ t t
+/ Csr b (z) dr —I—/ Csr (W 1) (zr) diby +/ Csr 9 (zr) dup.
8 S 8
Il résulte alors de (4.21) que
- 1, N 1 [t , -
Ds log(Z:Ay) = — EF (z¢,me)Dszy + z x1(zr, my)Dsz, dr
8
1 ' T 2 1 t T 2
+ - dmIxs(zr, my)Dsz, + " dz7xs(zr, mr)Dsz,
8 S
1 [t - 1t L, -
+ z X3(Zr,mp)Dsxr dr + - vy X4 (Tr, mr)Dsy
S 8
¢
+/ X4(Zr, M) Dz, dr.
Par conséquent,
1 - ~ t N ~
QF'(xt,mt) = —eD; log(Z;As)(Dgxs) ™t -|-/ X1 (@ry mp)Dyzr(Doxs) L dr
8
t t
—l—/ dmIxy(zr, me)Dozr(Dyxs) ™ +/ dzT x5(zr, mp) Doz (Dszs) ™!
8 8
¢ ¢
+/ X3(.’13-,-,m7-)Ds.’E1-(D3$t)_1 dr +/ dvl Xy (zr,my)Dyzr(Dszs) ™"
S 8

t —
+/ x4(ZTr, M) Dstr(Dyzs) " dr.
8
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En intégrant I’égalité précédente entre 0 et ¢, on obtient

1 e [t~ -~
(424) §FI(3,'t,mt) = —Z/ Ds ].Og(ZtAt)(Dsmt)_l ds
0
1 [t ~ _
+;// X1 (zr,my) Dy (Dszy) ™t drds
0Js
1 [trt - .
+Z // dmT x5 (zr, my)Dezr(Dox:) ! ds
0Js

1 [t 3 .
+? // dx? x4(xr,my)Dsz(Dszs) ™ ds
0Js

1 [t 8 .
+?// X3($1‘)mr)Dsmr(Ds$t)—1 drds
0Js
1 [t - .
+¥// d’l): X:L(xramr)szr(Ds-Tt)_l ds
0Js

1 [t - .
+E// X4($T’m1')Dsmr(D3$t)_1dT'dS.
0Js

D’autre part, d’apres la définition de la fonction F,

%F,(xt,mt) = (h(zs) — h(my))" v~ (ma) B (),
donc

E[%F'(mt,mt)/yt] =E[(h(z:) — h(ms))"/ V5] (v ') (my)
+ E[(h(z:) — h(me))" v~ (my) (B (z¢) — ' (m4)) /2]

La proposition 4.2.2. et les hypotheses (Hy) et (Hs) impliquent donc

(4.25) E[%F’(mt,mt) /%] = E[((h(ae) — h(ma))" /%] (v ") (me) + O(e).

11 résulte alors des hypothéses (Hy) et (Hs) que le théoreme sera établi si on montre que
pour tous {5 >0, p > 1,

(4.26) fff“E[%Fl(wt’mt)/yt] ||p = O(e).

Or, d’aprés 'égalité (4.24), ceci équivaut 3 montrer

(i) sup %HE[/{: D, log(Z,gAt)(Ds,a:t)_1 ds/yt] HP < ¢p,

t>tg
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(4) sup - “E // X1 (Try M) Dszr (D)~ d’I'dS/yt]“

>ty b

(#i3) sup %“E[/o/s dm? X5(zr, my)Dyzr(Dozy) ™ ds/yt] Hp = O(e),

t>tp

(iv) sup lHE[/t/t dz]. Xg(xr,mr)bszr(f)sxt)_l ds/yt] “ = O(e),

t>to

() sup 5] / / Xa(ar,mr)Boar(Dyz) ™ drds/ ]| = Ofe),

t>to

(vi) supz|E / / o7 Xi(or, ) Dy (Do)~ s/ | = 06e)

t>to b

(vii) sup - HE // X4a(Zr,my)D T(f)s:ct)_ldrds/yt}”p <= 0(g).

t>t0

Pour prouver (i) & (vii) il est nécessaire de démontrer les deux lemmes suivants.

Lemme 4.2.5.

Pour tous eg > 0 et p > 1, il existe des constantes strictement positives a(p) et a(p) telles

que

(4.27) Gl < alp) exp[-22 e~ )], <5<,

Preuve:
D’apres la relation (4.23) et la définition de ¢, le processus {(s, t > s} est I'unique

solution de I’équation différentielle stochastique

t t
(4.28) Cot =1+ l/ Cor (B~ YyR) (2, dr +/ Csr V' (zr) dr

+Z/ Csr

h, ! )(x'r)d—z /Csrg -Tr)dvr
Donc,

1 t t
E sup [Cof? 5E{1+ sup (|—/ Cor (h"lfyh’)(mr)drlp—l-|/ Cor V' (r) dr P
te[0,T) tefo, 7]~ € Js s
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+ é; / G a%(h'-w)(zr)dwﬂp +| / o g'(ar) doe[") }
< c{EE /STICST (h'—l'yh’)(:vr)|pdr] + E[/STKS,. b’(mr)|pdr]

" E(g /sTlc" o)) ) + 8 (/STICST g far) )},

d’apres 'inégalité de Burkholder. Comme v est hypoelliptique, les hypotheses (H;) — (Hy)
impliquent alors qu’il existe des constantes strictement positives ¢ et ¢’ indépendantes de

€ telles que
c T T
/
[Getllp < £ [ WGarlldr +¢ [ [Gurlpr
S S

Le lemme découle alors du théoréme de Gronwall et du fait que (s = Cs_tl.

Lemme 4.2.6.

Pour tout p > 1, il existe une constante c(p) telle que

(4.29) [DsGeollp < e(p),
(4.30) 1Ds¢tollp < c(p)-
Preuve:

D’apres la relation (4.28), on a pour tout ¢ dans [0, T,
1 t t
Coe =1+ E/ Cor (W' 1yR )z, dr +/ Cor ' (z,) dr
0 0
< t 0 -1 d—a ¥ !/
T a9 h - ™ r d .
+ 3 [ 6o g 0 @) a0 + [ o o)
La formule d’It6 implique alors que
1 rt ¢
Go =17 [ W) @) Godr — [ (er) Godr
0 0

— [T 9 S
_;/0 a_mz(h 7)($r)<r0d_w:-_/0 g'(zr) Cro dur

+ i /ot(ai (hf—wm(a%(h'—wh))’(xr))cm dr + / (9'(9)" (@r)) Grodr
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Donec,
— t 1 rt _
Dites =12 [ (7Y (@) Godr = 2 [ (7 19m) (@) Duteadr
t t
—/ b (xr) Cro d’r—/ ' (z,) DsCro dr
0 0
m t t
- Za%w-lv)(wr) Co /0 §"(r) Cro dvy /0 ¢ (@r) DaCro doy
/ t
h/ 1 h hl 1 h - - d 1( INT , / i d
+Z/ )G W) (@) Godr+ [ (o6 @) Godr

+Z/ h’l ' h)( (h‘l 17}7’)) (xr)>EsCr0dr+/0 (gl(g/)T(mr)) EsC-r‘O dr

En utilisant alors le lemme 4.2.5., les hypothéses (Hs) — (Hy), (H7) ainsi que 'inégalité de
Burkholder, on peut alors montrer comme dans la preuve du lemme précédent qu’il existe

des constantes strictement positives c et ¢’ telles que

t
“DsCtOHP < d+ C/ ”DsC'rOHP dr
0

Dol la relation (4.29). La relation (4.30) s’obtient par des calculs analogues.

|

Passons maintenant & la preuve de (i) & (vii).

Des calculs analogues & ceux de la page 153 de [66] respectivement de la section 3.4. de
[70] donnent

_E[/Ot Dy log(ZAs)(Dszs) ™ dS/yt] =%E[/ot7—1h/(zs)(03 (Ds¢io — Dsro) dS/J)t]

- 55 /; [h(zs) = h(ma)]Gesy ™" W (z2) ds/ .

et (i) découle alors des lemmes 4.2.5. et 4.2.6.

Par ailleurs,

t pt t pt
/ / X/1 (zr, mr)szr(Dsmt)_l drds < c(p) // CsrGes dr ds,
0Js 0Js
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comme ||x}||p est borné, et

// Xy (€, M) Dezr(Dszy) " tdrds < c(p // exp| & (r—s)] exp[—Lp)(t—s)] dr ds,

d’apres le lemme 4.2.5.

Par conséquent

/ / Xy (€, mp) Doz (Dyzs) " drds < ec(p)/0 exp[ a(p) (t—s)] exp[_(l(p) (t—s)] ds

= etc(p).

On a donc prouvé la relation (ii).

Des calculs similaires impliquent les expressions (iii)-(vii). (Remarquons que dans
Pexpression (iii) figure une intégrale par rapport & m;. Or comme dm; est d’ordre O(ﬁ),

et |[x5]lp d’ordre O(4/€), on ne rencontre pas de probléme pour conclure.)

Ceci complete la démonstration du théoréme 4.2.4.



Chapitre V

DIFFUSIONS SUR LES
VARIETES RIEMANIENNES

5.1. INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est d’établir la régularité de la loi de probabilité de 'image, par une
application de classe C°° d’une diffusion avec coefficients dépendant du temps, évoluant sur
une variété. On suppose que les coefficients de la diffusion exprimés en coordonnées locales
sont Holder-continus dans la variable temps et de classe C*° dans la variable d’espace. On
montre, sous une condition de Hormander globale, que la solution d’une telle équation
admet une densité de classe C* par rapport a I’élément de volume riemanien. Ceci est une
extension des résultats de S.Tanigushi [82], ol les coefficients de I’équation différentielle
stochastique ne dépendent pas du temps et ol 'auteur suppose l'existence d’une carte
globale.

Ces résultats sont ensuite appliqués pour démontrer que le filtre associé & un systéme de
filtrage non linéaire, composé d’un signal et d’une observation & coefficients dépendant du
temps, évoluant sur une variété riemanienne, admet une densité de classe C*° par rapport

a I'élément de volume riemanien.

Des problémes de filtrage non linéaire avec un processus d’observation évoluant sur une

variété riemanienne ont été étudiés par T. Duncan [22] et M. Pontier et J. Szpirglas [71].
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D’autre part, S. Ng et P. Caines [58] ont donné une formulation générale du probléme
de filtrage non linéaire, dans le cas ou le signal et ’observation sont & valeurs dans une
variété riemanienne. Ils ont montré une formule de Bayes pour I'espérance conditionnelle
de fonctions de classe C*° dépendant du signal. De plus, ils ont démontré que la densité
du filtre, si elle existe, vérifie une équation de Zakai (cf. [85]).

Dans [32], P.Florchinger a montré par des techniques de calcul de Malliavin que le filtre
associé & un probleme de filtrage non linéaire sur des variétés avec des coefficients qui ne

dépendent pas du temps, admet une densité de classe C°.

Ce chapitre est divisé en quatre paragraphes organisés comme suit. Dans le deuxiéme
paragraphe, on précise les hypotheses de travail et on montre que, sous ces hypotheéses,
certaines équations différentielles stochastiques sur des variétés avec coefficients dépendant
du temps admettent une solution unique. Dans le troisieme paragraphe, on montre que
notre processus de diffusion & valeurs dans une variété est infiniment différentiable au
sens de Malliavin et on en calcule sa dérivée. De plus, on montre sous une condition de
Hormander globale, que sa loi de probabilité admet une densité de classe C°° par rapport
a I’élément de volume riemanien. Dans le quatrieme paragraphe, on applique les résultats
précédents pour montrer ’existence d’une densité de classe C*° pour le filtre associé a un
probleme de filtrage non linéaire avec des coefficients dépendant du temps sur des variétés

riemaniennes.

5.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION D’UNE EQUATION
DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE SUR DES VARIETES

Soit (2, F, P) un espace de Wiener complet de dimension d i.e. ) est l'espace de Ba-
nach C([0,T],IR%), tel que w(0) = 0, pour tout w dans , muni de la norme |w| =
maXc[o, ] |w(t)|, P est la mesure de Wiener standard et F est le complété de la o -algebre
de Borel de W pour la mesure P. Soit (F;):c[o,r] une famille croissante, continue & droite

de sous o-algébres de F contenant les sous-ensembles de F de mesure nulle.

Etendons les notions de calcul de Malliavin (cf. chapitre I) & des fonctionnelles & valeurs
sur des variétés. Soient M et N des variétés riemaniennes o-compactes, connexes, de classe
C®°, de dimension respectives m et n et de métriques riemaniennes associées gps et gx.

Posons
(5.1) D®(M) ={G:Q — M; F(G) e D*®, VF e(C{°(M)},

ol C§° (M) désigne V'espace des fonctions de classe C* & valeurs dans IR & support compact.
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Alors, ID® (M) est I'espace de tous les fonctionnelles ”infiniment différentiables” a valeurs
dans M.

Considérons des champs de vecteurs Ay, ..., A4 de classe C* sur M, qui dépendent du temps
et une application II de classe C*° de M dans N, tels que les deux conditions suivantes
sont vérifiées:

(C.1) M est muni d’un atlas {(U;,¢;),¢ € I} de cartes relativement compactes, tel que
pour tout ¢ dans I, pour tout a dans {0,...,d}, si A4(t,z) = ag(t,x)g% désigne
I'expression du champs de vecteurs A, dans les coordonnéees locales (&1, ..., ¢T),
on peut prolonger les fonctions o7 (¢, z) en des fonctions sur [0, 7] x IR™, telles que,
pour tout a € {0, ...,d}, les fonctions o7 (t, ), ainsi que leurs dérivées par rapport
a x sont Holder-continus en ¢ uniformément sur [0, 7] x K, pour tout sous-ensemble
compact K dans IR™, de classe C* en z, pour t fixé dans [0,7] et qu’eux-mémes

ainsi que leurs dérivées de tous ordres par rapport a z sont uniformément bornés.

(C.2) II est une fonction propre, i.e. pour toute partiec compacte K de N, l'image

réciproque II~1(K) est une partie compacte de M.
On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 5.2.1.

Soit To une variable aléatoire Fo-mesurable & valeurs dans M. Alors, sous la condition

(C.1), l’équation différentielle stochastique

t t
(5.2) Ti = Zg +/ Ao(s,zs)ds +/ An(s,zs) o dw?,
0 0

ot w; = (w},...,ws) désigne le F;-processus de Wiener standard sur W, admet une solution

unique (X (t, 2o, w)) & valeurs dans M, ot 0(w) désigne le temps d’explosion de

t€f0,0(w)AT)
la solution.

Remarque:
A partir de maintenant, pour une carte (U, ¢), on va identifier z € U avec ses coordonnées
locales ¢(z) € ¢(U).

Preuve:

Considérons pour chaque carte (U, ¢) de 'atlas vérifiant la condition (C.1), I'expression
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des champs de vecteurs A, dans les coordonnées locales (g1, ..., ™),

(5.3) An(t,z) = ol (t, :1:) a=0,..d.

¢’
Prolongeons les fonctions ¢ (t,z) en des fonctions de classe C*® sur IR™ vérifiant les hy-

pothéses de la condition (C.1) et considérons I’équation différentielle stochastique

dzi = o} (t, z;) dt + *,(t, 7¢) o dw?
(5.4) | i=1,..,m
Ty =z € R™,

Puisque les cartes sont relativement compactes, on sait alors (cf.[40]) que (5.4) possede
une unique solution (X (¢,z,w)), cfo,r) Qui n'explose pas. Fixons z = (z!,...,2™) dans U

et posons vy (w) = inf{t; X (t,z,w) ¢ U}. Définissons (Xy(t,z w))te[o 7 Par

(5.5) Xy(t,z,w) = X(t Avy(w),z,w).

On peut ainsi construire une solution locale Xy pour chaque z dans M et chaque voisinage
U de =x.

De plus, si (U, $) et (U, $) sont deux cartes a intersection non vide et si z € U N U, alors,
Xy(t,z,w) = Xg(t,z, w) pour tout t < vy(w) Avg(w). En effet, si Aa(t,mz: &fl(t,:f:)a%i
dans les coordonnées locales (4!, ..., ™) dans U, on a &% (t, ) = ok(t, $)%}1‘ et Xy est la

solution de I’équation
(5.6) dzt = &i(t, &) dt + & (t, %;) o dw.

D’autre part, d’apres la proposition 1.1.6.2., si on exprime le processus Xy dans les coor-

données locales ¢ dans U, c’est-a-dire si on écrit X§ = ¢(Xy (¢, z, w)), alors,

¢’L

dXi = 55 ——(z;) o dz¥

gjk (z2)ok x ¢k D (2)ok (2, 20) o duf

= &% (t, X¢) o dw + &4 (t, X;) dt.

Donc X, = qS(XU(t,z,w)) vérifie 'équation (5.6), tout comme Z; = X (t,z,w) et par
unicité de la solution d’équations différentielles stochastiques dans IR™, on conclut que
Xu(t, z,w) = Xp(t, z,w), pour tout t < vy(w) Avy(w).
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On va maintenant construire une solution globale & partir des différentes solutions locales.

Considérons pour chaque w dans ) la totalité des cartes (Ui, ¢1), ..., (Ur, ¢1) telles que
zo(w) soit dans U; pour tout ¢, ¢ = 1,...,I. Alors, le processus X(t,xo,w) = Xy, (t, o, w)

est bien défini pour ¢ € [0, Dy, AT, 0U Dgy(w) = 1n<1.a§l{1/Ui (w)} et j € {1,...,1} est tel que
_z_

Ugo (W) = vy, (w).

Posons vy (w) = Do) AT et T, = 2, pour t € [0, v].

Récursivement, si v, (w) et z; = X (¢, 2o, w) sont définis, pour ¢ dans [0, v, (w)], alors on
pose sur ’ensemble {w;v,(w) < T}, zp, = 2y, Wy, = 0, w, ol (w)(s) = wiys — wy et
Vp41 = 01771. (’l.Un) AT.

Puis, on définit z; = X'(t — Up,y T, Wn) pour t dans [vp, Vn41].

Ainsi, on a construit une solution globale de I’équation (5.2). L’unicité de la solution
se déduit facilement de la condition (C.1) laquelle implique que les solutions locales

Xu (t, z, w) sont uniques, pour tout z dans M et tout voisinage U de z.

l

Pour éviter des problémes d’explosion, on va travailler a partir de maintenant sous des
hypothéses assurant que 1’équation (5.2) admet une solution unique définie sur [0, 7'] entier.

On suppose dans la suite qu'une des deux conditions ci-dessous est vérifiée:

(C.3) M est une variété compacte.

Trouver des hypothéses raisonnables, assurant la non-explosion de la solution sur une

variété o-compacte, est beaucoup plus délicat. Ainsi, méme si M est une variété riemani-

d
enne compléte et si le générateur infinitésimal Aq + % > A2 est le Laplacien, on a besoin
a=1
de conditions sur la décroissance & l'infini de la courbure, laquelle ne doit pas tendre trop
vite vers moins ’infini, lorsqu’on s’éloigne & 'infini sur la variété.

Une possibilité est de supposer I’hypothése suivante:

(C.4) Les images des cartes contiennent une boule de rayon fixe et les dérivées des coef-

ficients des champs de vecteurs dans ces coordonnées locales restent bornées.

Comme cela, on obtient ce que K.D. Elworthy [25] appelle un recouvrement uniforme (voir
aussi les arguments de X.-M. Li exposés dans [52]).

Un point de vue légérement différent peut &tre trouvé dans la note de D. Bakry [2].
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De plus, la famille de morphismes z — X (t,z,w) est un flot de difféormophismes de M

dans lui-méme (cf.[40]) et on I’écrit comme (X (¢, w)) Fixons maintenant la variable

tefo,T)"
xo a valeurs dans M et posons
(5.7) zi(w) = X (¢, zg,w)
et
(5.8) ye(w) = I(z¢(w)).

5.3. CALCUL DES VARIATIONS STOCHASIQUES SUR LES VARIETES

Sous les hypotheses ci-dessus, ¥; est une fonctionnelle de Wiener ”infiniment différentiable”

A valeurs dans N, pour tout ¢ dans [0, T]. En effet, on a le résultat suivant.

Théoréme 5.3.1.

Pour tout t dans [0,T), y:(w) appartient & ID*°(N). De plus, pour toute fonction f dans
CS°(N) et tout h dans H, on a pour tout t dans [0,T]

(5.9) (D(f(yt))(w),h)H=(H*)xt(w)/0 ha(s){(X(t,w)oX(s,w)‘l)*Aa} fds.

ta:ct(w)

Preuve:

Soit f € C§°(N). Alors, la condition (C.2) implique que f oIl € Cg°(M). Ceci nous
permet de définir, pour chaque carte (U;, ¢;) de Patlas vérifiant (C.1), une fonction f; dans
C°(IR™) par f; = follog; ! (car les cartes sont relativement compactes). Par conséquent,
f oIl = f; o ¢; dans le domaine de la carte (U;, ¢;).

Supposons tout d’abord que, pour ¢ dans lintervalle vy, Un+1], le processus z; se trouve
dans le domaine de la carte (Ug, ¢x), ol les v; sont les temps d’arrét définis ci-dessus.
Alors, pour tout t dans [vy, Vp+t1),

(D(f(w)) (w), k) ; = (D(fr 0 i) (ze)(w), h) g

- (P 1)

H

e

. |
- / h(5)D (Fe (R (E — vmrTmy ) (w)(s) ds.
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Or, d’apres la proposition 1.1.6.2. et 'équation V-10.3 dans [40],
< s =1t Ofk . -
D(f,c (Xt — Vn, Zn, wn))) (w) = ;/0 %(X(t ~ Uny T, wn) ) (ZeZ5 1) ds,

ou Zz(t) = 6 XUk(t z,w). Donc,

(D) @)Y = [ B (Ko (6 0) 0 Xuy (5:0) ), A5 i ds,

tyXUk (t—‘Un,fEn,'Uln)

ot AX désigne I’écriture en coordonnées locales du champs de vecteurs A, dans la carte

(Uk, ¢r). Par conséquent,

t,It(‘LU)

D))k = [ @K o Xow) ™) A}, rds
= (L), (w) /(;t ha(s){(X(t,w) o X(s,’w)_l)*Aa} f ds.

tlxﬁ(w)

Comme les [y, (w), Vp41(w)] forment une partition de [0,T], on a le résultat pour tout ¢
dans [0, 7.
O

Introduisons maintenant la matrice de covariance de Malliavin, associée au processus y;.
On définit un champ de tenseur B° de classe C*° sur [0,T] x M du type (2,0) par

d )
(5.10) 0 ’LL]_,Uz Z (Aa)ta: Uz((Aa)t z) t e [O,T], T €M, up,us € T;M

La matrice de covariance de Malliavin, associée au pr@cessusr stochastique y;, est alors
la forme bilinéaire définie positive {(Dy, Dy:))(w) sur T}, ), définie, pour tous u1,uz €
Ty ()N et tout ¢ dans [0, T, par

(5.11) ((Dyt,Dyt))(w)(ul,uz)=/o(H*)mt(w){(X(t,'w)oX(s,w)—l)*BO}(ul,uz)ds.

Comme T* e (w )N est muni du produit interne induit par la métrique riemanienne gy, on

peut deﬁmr le déterminant det({{Dys, Dyt))(w)) de manitre habituelle. On pose

1/ det ({{Dyz, Dys))(w)) si det({{Dys, Dys))(w)) > 0
(5.12) g'(w) = ) .
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Considérons la condition suivante:

(4) flygte [ LP(P) VfeCg(N).
PE[1,400[

Sous cette hypotheése, on peut démontrer de maniére analogue a [82] la formule

d’intégration par parties suivante.

Proposition 5.3.2.

Pour tout opérateur différentiel 8 sur N et toute fonction ¢ dans C§°(M), il existe p > 1,
r € IN et une application linéaire continue £ : ID™" — LY(P), tels que, pour tous f dans
C (M) et G dans IDPT,

(5.13) E(0f (%) ¢(y:) G) = E(f(y:) €(G)).

Proposition 5.3.3.

Pour tout G dans ID™, la fonction gg(z) = (bg, G) est de classe C® et pour tout f dans
C5e (M)

(5.14) E(f(y) G) = /M f (@) g (z) v(dz),

ot 85 est la fonction de Dirac prise en ¢ dans M et v I’élément de volume riemanien sur
M. En particulier, la fonction p, définie par p(z) = (8;,1) est la densité de classe C™ de

la loi du processus stochastique (y;)icjo,r) Par rapport d v.

Par conséquent, si la condition (A) est vérifiée, alors la loi du processus stochastique y;
admet une densité de classe C*° par rapport & I’élément de volume riemanien. On va
montrer que ce résultat reste valable sous une condition de Hérmander globale.

Notons, pour tout ¢ dans {0,7] et tout z dans M, £; . le sous-espace de T, M engendré
par les champs de vecteurs (A;)sz, ¢ = 1,...,d et ([A;,, [, [Ai), Aig)-])t2, 0 < 45 < d,
j=0,...,q, ¢ € IN*. Considérons I’hypothese suivante.

(H) (IL)zL¢z =TyN,
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pour tout ¢ dans [0, 7] et tout z dans M, ou y = II(x).

Sous cette hypothese, on a le résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 5.3.4.

Supposons la condition de Hormander (H) vérifiée. Alors, pour tout t dans 10,T], la loi
de probabilité du processus y; admet une densité de classe C*° par rapport a l’élément de

volume riemanien.

Preuve:

On doit démontrer que la condition (A) est vérifiée, pour tout ¢ dans ]0,T]. La condition
(C.2) implique que f o Il € C§°(M), pour toute fonction f € C§°(N). Donc, comme
flyt) = (f o I)(x,), il suffit de prouver que pour tout ¢ in |0, T},

(5.15) gte [ LP(P).
pE[1,400]

Soit (Vp, ¢) une carte relativement compacte sur N, telle que yo € Vo et soit (Up, ¢) une
carte de I’atlas qui vérifie la condition (C.1) telle que zo € Up. Alors, il existe un sous-
ensemble compact Uy de Uy tel que H(ﬁo) CVoet ¢?=¢901l, 1 <q<n dans Up.

Considérons la représentation des champs de vecteurs A, a travers les coordonnées locales

(¢1’ ] ¢m)7

(5.16) Aq(t,z) = 04 (¢, :1:)56&, a=0,..,d.

Prolongeons les fonctions of(t,z) en des fonctions de classe C*° sur IR™, vérifiant
I’hypotheése (C.1) et considérons le processus Z:(w), solution de I’équation différentielle

stochastique

dEt = ob(t, &) dt + ot (t, &) o dw
(5.17) o i=1,..m.
Ig = ¢1'($0) e R™

Soit v le temps d’arrét défini par

(5.18) v(w) = inf{t; X (¢, 2o, w) ¢ Up}.
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Afin de montrer la relation (5.15), on construit un processus aléatoire £ (w), tel que pour
tout t dans |0, V]

(%) 0 <& < det({{Dys, Dyz))) p-s.

et

(i1 gle ) LD
p€E[1,+00[

Soit §;(w) la solution de I’équation différentielle stochastique

¢ ¢
(5.19) g;(t) = 5;- +/0 O 0%,(s,%s) 37;"(3) o dwy +/0 Ok 05(s, &s5) gjf(s) ds,

ou 6;'. désigne le symbole de Kronecker. Alors, pour tout 0 <s<t<wv,ona
Digi = g t)(" s)"'l k(s,%,) i.e. DiFy = ey ou(s, &
1%y = g1 () (F(s)7) “o5(s,%s) i.e. DyZy = G5 oi(s,Zs).

Pour tous t € [0,T] et ¢ € R™, on définit la forme quadratique a;(w) sur R™ par

d v
(5.20) ar(w)[C] =3¢ Y L (¢, (55 0a(s5%s)) (§5 " 0a(s, Es)) ¢) ds 7 -
r=1
Ceci nous permet de définir, pour tout ¢ dans [0, T, la variable aléatoire {; par

(5.21) i(w) = 60{1762515_1 ar(w)f}",

ol 7 = (1,0, ,0) € Sm " pe Sl et gy = inf{det(gN)n(z) (%, -5%) ;X E Uo}.

La preuve du théoréme est compléte, si on montre que, pour tout ¢ dans ]0, v], les conditions
(i) et (ii) sont vérifiées. '
En fait, ceci implique que la relation (5.15) est vérifiée, pour tout ¢ dans |0,v]. Or, la
fonction t — det({(Dy;, Dy:)))(w) étant croissante en ¢, on obtient g* < g”, pour tout t
dans [v,T], et par conséquent, g° est dans LP(P), pour tous p > 1 et ¢ dans [0, T}].

O
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Lemme 5.3.6.
& vérifie (i), pour tout t dans |0, v].

Preuve:
Pour tous 1 < q,7 < n, et t €]0,v],
o t
(v, Dy @), 467 = [ {IX(w) o X(s,0) 1080}, (@, do) ds

= B, xt(w)(dqbq o X (t,w)o X (s,w)™},d¢" o X (t,w)o X(s, w)"l)

Z / 1) (7L(5)) "ok (s, E)TT (0 (5(5)) " oh(s, Bs) ds

H

Z/ Gy toa(s,%s), (U, "0als, 5)) ) ds §7.
Par conséquent,

det({{Dyz, Dys)))(w) 2 {neigf_l as (w)[7]}".

De plus, a:(w) est une forme quadratique définie positive, ainsi & > 0, pour tout t dans
10,71.

Lemme 5.3.7.

& vérifie (ii), pour tout t dans 0,T].

Preuve:

Considérons la représentation des champs de vecteurs A, en coordonnées locales, introduite
en (5.16) et notons Ay, o = 0, ...,d, les champs de vecteurs sur IR™ définis, pour tout z
dans IR™ et tout ¢ dans [0, T, par

. . o
5.22 Ayt z) = ot (t, .
(522) (t,2) = 0}t 2) 5
Notons L(Ay, ..., Ag) (respectivement L(Aj,...,Ag)) l'algtbre de Lie engendrée par les
champs de vecteurs A, ..., Ag (respectivement A, ..., fld) et T (/11, ..., Ag) Vidéal engendré
par D’algébre de Lie £(A;, ..., Ag) dans Palgebre de Lie £(Ay, ..., Aq).

La condition de Hérmander (H) implique

(523) I(Al, ceny Ad)(o, :Bo) = IR.m
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D’autre part, on sait d’aprés la relation (1.27) que la matrice de covariance de Malliavin

M, associée au processus stochastique Z;, est donnée par

t d
(5.24) M; = ﬂt/ G571 ok(s, Bs)on(s, &) (§; )7 ds ;-
0 —

a=1

Puisque g est une constante, il suffit, pour conclure, de montrer que (det M;)™! est dans
LP(P), pour tout p dans [1, +oo[ et tout ¢ dans ]0, ].

Or, la condition (C.1) et la relation (5.23) impliquent que les hypothéses du théoréme
1.1.3. de [29] sont vérifiées, ce qui nous permet de conclure.

5.4. APPLICATION A UN PROBLEME DE FILTRAGE NON LINEAIRE

Dans cette section, on utilise les résultats de la section précédente pour montrer que le filtre
associé & un certain probléme de filtrage non linéaire sur les variétés admet une densité de
classe C*°. On considére en fait une généralisation d’un modele de filtrage non linéaire sur

des variétés riemaniennes introduit par S.K. Ng et P.E. Caines en [58].

Soit (2, F, P) un espace de probabilités complet et w, v deux processus de Wiener
indépendants de dimensions respectives d et n. Soit M une variété riemanienne con-
nexe, orientée, de dimension m, muni de la métrique riemanienne gps. Soit GI(M) le
fibré des repéres linéaires sur M et py la projection de GI(M) sur M. Désignons par
(z*,€%), 4,§ = 1,...,m, les coordonnées locales dans un voisinage du point (z, e) dans GI(M)
et par {I'};} les symboles de Christoffel de la connection riemanienne sur M, compatible

avec la métrique gps.

Soient des champs de vecteurs de classe C>° dépendant du temps A;, j = 1,...,d sur
GL(M), dont la représentation en coordonnées locales est donnée par

— 4t 9 q ol i
(5.25) Aj(t,z,e) = a’j(tim)e)(_a?;{ —IGiep 863)'

De plus, on note Ag un champ de vecteurs Ag sur M de classe C*° dépendant du temps,

s’écrivant

; 0
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en coordonées locales. Notons Ag son relevement horizontal par rapport a la connection

{r9,}. Alors, Ay est donné en coordonnées locales par

. . 9 e,
(5.27) Ao(t,z,e) =ab(t,z)( =— — T, el = ).
of ) 0 )(6:1:'” L=p 8@3)

Considérons alors le signal (x¢):co,7] & valeurs dans M, défini pour tout ¢ dans [0, T] par
(5.28) Tt = pm(Te),

ou ry = (x4, e;) est la solution de ’équation différentielle stochastique

¢ ¢
(5.29) Te=To +/ ;10(8,7‘3) ds +/ An(s,ms) 0 dwf,
0 0

avec rg = (zo, €9) dans GI(M).

En coordonnées locales (5.29) s’écrit

dzt = ab(t, z;) dt + af,(t, T¢, e;) 0 dw®
(5.30) _ . P b
del, = —TI? . (z¢) ek, odz",

Remarquons que contrairement au modele de Ng-Caines [58], le processus r; peut sortir de
'espace O(M), méme si son point de départ rg est dans O(M). Le théoréme 5.2.1. nous
assure cependant que ce processus est bien défini sur [0,T] si les champs de vecteurs A;
vérifient la condition (C.1) du deuxiéme paragraphe.

Pour le processus d’observation y;, on utilise le modele donné en [32]. Soit N une variété
o-compacte, connexe de dimension 7, muni de la métrique riemanienne associée gxn. Soit
O(N) le fibré des reperes orthonormaux sur N et py la projection de O(N) sur N.
Désignons par (y*, f?), j = 1,...,n Décriture en coordonnées locales autour du point (y, f)
de O(N). Soit {v{,} les symboles de Christoffel de la connection affine sur N, compatible
avec la métrique gny. Notons {Hy, ..., H,} la famille des champs de vecteurs horizontaux
canoniques sur O(NN) par rapport & la connection riemanienne {v};} Remarquons qu’au
voisinage de (y, f) dans O(N), Hj;, j =1,...,n s’ écrit comme

0 0 ) .

(5.31) Hj = fj (a_yi LT
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Introduisons un champ de vecteurs h(t, z;,y) dépendant du temps, borné, de classe C*®

sur N, dont la représentation en coordonnées locales est donnée par

: 0
(532) h(tv mtay) = h’z(t7 wtay)a_yi'

Soit h son relevé horizontal par rapport & la connection {~1}. Alors, h est donnée en

coordonnées locales par

_ ./ 9
(5.33) h(t,z09) = W (57 ~ 0 fh )

On définit alors, pour tout ¢ dans [0, T, le processus d’observation (y:):c[o,7] Par

(5.34) Yt = pn(8t),

ou sy = (y¢, ft) est la solution de I’équation différentielle stochastique

' t t
(5.35) St = 8o +/ h(s,zs,85)ds +/ Hj(ss) o0 duw?,
0 0

avec so = (Yo, fo) dans O(N).

En coordonnées locales, (5.35) devient

dyt = Ri(t, ze, ye) dt + Hi(t, ye, fi) o dv]
(5.36) _ . i=1,..,m.
dft, = =,k (ye) €5, o dyf

Comme {v};} est compatible avec gn, s; est nécessairement un processus évoluant dans
O(N) (cf.[40]).

De plus, py étant une fonction propre,
(5.37) o(s: /0<7<t)=0(y: /0< T <H)

ce qui implique qu'il est équivalent d’observer le processus stochastique (z:):cjo, 7} 2 travers
o(s+, 0 <7 < t)ou a travers o(y;, 0 < 7 < t).

On définit alors le filtre par
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Definition 5.4.1.

Pour tout t dans [0,T) et toute fonction ¢ dans C§°(M), notons w1y le filtre associé au

systéme signal-observation (x:,y:) solution de (5.28),(5.34), défini par

(5.38) mp = E[p(x:)/ V],

ot Yy = o(yr, 0 <7 < 1).

En utilisant un changement de probabilité, on peut maintenant définir un filtre non nor-

malisé qui est relié au filtre w; par une formule de Bayes abstraite.

Soit (€2, F, P) une copie indépendante de I’espace de probabilités (2, F, P). Considérons
sur l'espace de probabilités (€, F, P), le processus (Zt)tepo,) & valeurs dans M, de méme loi
de probabilité que le processus (z:):c(o,17- Ceci équivaut a dire que sur I'espace (Q,ﬁ , 13),

on a
(5.39) Tt = pm(Fe),

ou 7y désigne la solution de ’équation différentielle stochastique

¢ ¢
(5.40) Ty = o + / Ao(s, 7s) ds +/ Ay(s,Ts) o dws,
0 0

avec Tg = To.

On introduit alors ’exponentielle de Girsanov, associée aux processus stochastiques

(Zt)tejo,1) €t (¥t)tefo,T], comme d’habitude dans les problémes de filtrage non linéaire par
t 1t .
M) =exp( [ (horze iy, =5 [ 30 vy (0,50 02) ds
0 .
J.k=1

1 (¢ (0H, _ 1 [t . 3 _
(5.41) —-5/0 tr(a—y(s,ms,ys)) ds—§/0 (h(8yZs,Ys), h(S, &3, Ys))y, ds) P®Pps.

ou H = (h!,...,h") et (-,), désigne le produit scalaire dans Ty N induit par la métrique

riemannienne gy .

On peut alors définir le filtre non normalisé, associé & notre probleme de filtrage, par
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Définition 5.4.2.

Pour tout t dans [0,T) et toute fonction ¥ dans CS°(M), notons pi(¢) le filtre non nor-

malisé, associé au systéme signal-observation (z:,y:), solution de (5.28),(5.34), défini par

(5.42) pe(¥) = Ep [w(it) A(Zy, yt)],

ou. B désigne l’espérance par rapport a la probabilité P.

On a alors la formule de Bayes abstraite

Théoréme 5.4.3. [58]

Pour tout t dans [0,T] et toute fonction ¢ dans C§°(M), on a

_ o

5.43 e = .
(5.43) ! pel

Ce résultat nous permet de montrer, & l'aide du calcul de Malliavin sur les variétés, que
le filtre 7; admet une densité de classe C*® par rapport a 1’élément de volume riemanien.
Pour cela, notons, pour tout ¢t dans [0, T et tout r dans GI(M), £ ,, 'idéal engendré par
les champs de vecteurs Aj, ..., Aq dans 'algebre de Lie Lie(fio, Ay, ..., Ag), évalué au point

(t, 7).

Alors, sous la condition
(H’) (pM*)'rSt,'r = Ta:Ma

pour tout r dans GI(M) et tout ¢ dans [0,T], ou z = pp(r),0na :

Théoréme 5.4.4.

Supposons que la condition (H’) est vérifiée et que la variété M etles champs de vecteurs
Ag, Ay, ..., Ag vérifient la condition (C.1) ainsi que une des conditions (C.3) ou (C.4) de
la deuriéme section. Alors, pour tout t dans0,T), la loi du filtre my admet une densité de

classe C* par rapport & l’élément de volume riemanien sur M.
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Preuve:
Le filtre m; étant relié au filtre non normalisé p, par la formule de Bayes (5.39) il est
équivalent de montrer 'existence d’une densité de classe C* pour le filtre m; ou le filtre

non normalisé p;.

Comme les champs de vecteurs Ay, A1, ..., Ag vérifient la condition (C.1) et la fonction pyy
vérifie la condition (C.2), Z; € ID*®°. De méme, la fonction h étant de classe C* et bornée,
la fonction py propre on a gy, € ID*°. Par conséquent, les résultats de calcul de Malliavin
sur les variétés établis au paragraphe précédent, ainsi que les arguments usuels de calcul

de Malliavin dans les espaces euclidiens impliquent

Proposition 5.4.5.
Pour tout t dans [0,T), A(Z:,y:) appartient a ’espace ID*°.

De plus, pour tout ¢ dans [0,7], on déduit de la formule (5.39) que Z; = pas(7;), ol
le processus stochastique (;)c[o,7] est solution d’une équation différentielle stochastique
dont les coefficients vérifient les conditions (C.1), (C.2) et la condition de Hérmander (H’).

Par conséquent, la proposition 5.4.5 appliquée a I'équation (5.32), la proposition 5.3.3. et
le théoréme 5.3.4. impliquent que, pour tout ¢ dans |0, T, il existe une fonction p; de classe

C*® sur M, telle que
(5.44) piv = [ (@) po)v(da).
M

Donc p:(z) est la densité de classe C* du filtre non normalisé p;.



Annexe

FILTRAGE NON LINEAIRE
EN DIMENSION INFINIE

A.1. INTRODUCTION

Le but de cette annexe est de démontrer que le filtre non normalisé associé & un probleme
de filtrage non linéaire avec bruits corrélés, coefficients bornés et un signal évoluant dans
un espace de dimension infinie, peut étre obtenu comme solution d’une équation de Zakai.
Une équation de Kushner-Stratonovitch pour le filtre est déduite de 1'équation de Zakai
et une forme robuste de I’équation de Zakai est établie dans le cas ol les bruits sont
indépendants.

Les diffusions sur IRZ engendrées par des processus de Wiener de dimension infinie ont
été étudiées par H. Doss et G. Royer [21], T. Shiga et A. Shimizu [72}, R. Holley et D.
Stroock [38] et A. Millet, D. Nualart et M. Sanz [57]. Elles sont liées & certains modeles
d’états continus du type Ising, utilisés en mécanique statistique et aussi & des mod¢les
apparaissant en génétique des populations. Dans [30], P. Florchinger a démontré que le
filtre non normalisé, associé & un systéme de filtrage non linéaire avec bruits non corrélés,
coefficients d’observations bornés et signal de dimension infinie est solution d’une équation
de Zakai.

Cette annexe est divisée en six paragraphes organisés comme suit. Dans le deuxiéme para-
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graphe, on introduit le probléme de filtrage non linéaire étudié ici et on montre qu'’il admet
une unique solution forte a trajectoires presque siirement continues. Dans le troisieme para-
graphe, on définit un filtre non normalisé 1ié au filtre défini dans le paragraphe précédent
par une formule de Kallianpur-Striebel. Dans les quatrieme et cinquieme paragraphes, on
établit les équations de Zakai et de Kushner-Stratonovitch associées a notre probléeme de
filtrage. Dans le sixiéme paragraphe, on calcule la forme robuste de ’équation de Zakai,

sous I’hypothése que les bruits sont indépendants.

A.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME

Soit (Q,F, P) un espace probabilisé complet et v = {v;, ¢ € Z} une suite sommable de

réels strictement positifs. Soit

Lz(')’) = {:B = (z;) € RZ . ||:1:||,27 = nyi|a:i|2 < +oo},
YA

L2y x ) = {.’1; = (@) e RPZ : ||y, = 3 mimsleif? < +oo}
i,JEZ

et

14
L3(yx p) = {z = (a}) € R¥*® s |JoZ,, = > Y wlakl® < +oo}.
i€Z k=1

D’autre part, considérons le probléme de filtrage non linéaire associé a la paire signal-

observation (z:,:) € L%(y) x IR?, solution du systéme différentiel stochastique

t t Pt
zt =z} +/ bi(s,xs)ds + Z/ a;'-(s,a:,s) dw? + Z/ gi(s,zs)dvE, ieZ
(A1) 0 jez’0 k=170

t
yt=/ h(s,zs)ds + ve,
0

1. W= {wt, t€][0,T)], i €Z} est une famille de processus de Wiener indépendants,
de variances ;t.

2. V ={v, t €[0,T]} est un processus de Wiener standard de dimension p,
indépendant de W.

3. o est une variable aléatoire & valeurs dans L?(y), indépendante de W et de V.

4. Les applications b: [0, T] x R% — RZ, 5:[0, T] x RZ — IRZ*% et g: [0, T] x R* —
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IRZ*P sont telles qu'il existe une constante strictement positive K, telle que

(H1) Vte[0,T),¥z € L*(%), bt 2)l3 + ot 2) 5wy + Nlg(t, ) 15xp < K1+ ||z[13)

¥Xy

et

(Hy) Vte[0,T],V(z,y) € L*(y) x RP,

lIb(¢, 2) = b(t, Y)II3 +llo (8, ) — o (t, y)l3xy gt ) =gt DT xp < Kllz—yll3-

5. h:[0,T] x RZ — IR? est une fonction lipschitzienne bornée & croissance sous-
linéaire.

6. Les fonctions b, o et g sont uniformément bornées.

Alors, le systéme différentiel stochastique (A.1) est bien défini pour des processus stochas-
tiques = dans L2 (2 x [0, T]; L(7)) et y dans L? (Q x [0, T);IRP). De plus, si u = {ul, t €
[0,T], i € Z} est un processus adapté, de carré intégrable, & valeurs dans L?(¥), on a (cf.
[38]):

(A.2) E[(Z/tug dw;ﬁ)z] =E(Z/0t%' i 2 ds).

icz Y0 i€Z

ce qui nous permet de démontrer le théoreme d’existence et d’unicité suivant.

Théoréeme A.2.1.

Pour toute variable aléatoire xo & valeurs dans L?(v), indépendante du processus de Wiener
{Wy, t € [0,T]} et de moments de tous ordres bornés, le systéme différentiel stochastique
(A.1) admet une unique solution forte, presque stirement continue {z;, t € [0,T]}, & valeurs
dans L?(v), telle que E( sup [z]12) < +oc.

0<t<T

Preuve:
On utilise la méthode d’itération de Picard pour construire une approximation de la solu-
tion de ’équation (A.2). Posons

LU,S‘O) = Tg

(A.3) . _ t t St
LD = g 4 /0 bi(s,z{™) ds +) /0 oi(s,2{M) dwi + /0 gi(s, (™) dvk.
k=1

JEZ
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pour tout n > 0.

Pour assurer que le systéme (A.3) est bien défini, on montre par induction sur n, que
E{ sup ||a:§”)||3} < +o0.

t€[0,T)
t t
B{ sup 12012} = B{ sup Yow(lab+ [ bisof)ds+ 3 [ oifs, o) dud

P ot k2
E : % n
+k=1/(; gk(s’ Zg )dvsl )}

La relation (A.2), ainsi que les inégalités de Minkovski et de Burkholder, impliquent la

majoration suivante du membre droit de ’égalité

T T
CE(Z{%-|:BB|2+/O 7i|bi(t,:v§"))|2dt+2/0 v |t (¢, =) dt

1€EL JjEZ
14 T ) (
3 [ wlabtt, =) e}
k=1

T
<O{BRPE+KE [+ o712 de}
par la condition (H;),

< C1+ CLE{ sup ||:1:,(Ln)||§} <..<CE{ sup “11"7(:0)“:} < +o00.
t€[0,T) t€[0,T]

D’autre part, les mémes arguments et la condition (H;) impliquent

T
(A.4) B{ sup |z - 2|2} < CE / ™ — 2D 2 dt.
te(0,T7] 0

Par conséquent, la suite (ib‘(n))nzo est une suite de Cauchy dans l’espace complet
L?>(Q x [0,T); L*(7)). Donc, elle possede une limite z = {;,t € [0, T]}, telle que

lim E{ sup ||J:§n)—a:t||i}=0.
n—+00  Lielo,T) _

Cela implique que z; est un processus presque siirement continu vérifiant 1'égalité (A.1).

Montrons maintenant 1'unicité de la solution.
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Si & = {&;,t € [0,T]} désigne une autre solution de I'équation (A.1), les arguments utilisés
pour obtenir la relation (A.4) impliquent que

T

E{ sup |lzs — fz':tll,z;} < C’/ E[ sup ||zs — :%3”31] dt.
tel0,7] 0 0<s<t

L’unicité de la solution découle alors du lemme de Gronwall.

De plus, comme zﬁ") tend presque siirement vers z;, le lemme de Fatou implique

E{ sup |lz:]|12} < +oo.
t€[0,T]

Pour déterminer le générateur infinitésimal associé au processus stochastique
{z:, t € [0,T]}, on note, pour tous t € [0,T], + € L?(7); i,j € Z et k = 1,...,p, les
matrices a(t,z) et a(t,z) de Mzxz(IR) et Mzx,(IR), respectivement, définies par

aj' (t’ .’B) = Z " Uf(t,l‘) 0{(t’ w)

leZ
(A.5) et

P
aj(t,z) = > vgit ) gf (t, ).
=1

Remarquons que, sous la condition (Ha), les matrices a(t, z) et a(t, =) vérifient la propriété

suivante:

Pour toute constante strictement positive C, il existe une constante strictement positive
K¢, telle que, pour tout ¢ € [0, 77,

(4.6) la(t, z) - a(t, y)[13xy + llt, z) — alt,9)3xp < Kellz — I3,
pour tous z,y € L2(7), tels que ||z||2 et ||y||2 soient inférieurs & C.

Notation A.2.2.

Notons ©? I'ensemble des fonctions f : [0,T] x R — IR, telles qu’il existe un entier
M € IN*, un ensemble {iy,...,irs} C Z et une fonction f:[0,T] x RM — IR de classe Cy?,
tels que f(t,z) = f(t,zil,...,:ciM), pour tous t € [0,T] et z € RZ.
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Alors, on a:

Proposition A.2.3.(cf.[38])

Le processus {z;, t € [0,T]}, solution du sytéme différentiel stochastique (A.1) est un
processus de diffusion markovien, dont le générateur infinitésimal L est défini, pour toute

fonction f dans D2, par

Lf(t,z) = —f (t,z) + Y bi(t, 0)Vif(t,2) + Z a’(t,2)Vi; f(t,T)

i€EZ ,jGZ

(A7) + ZZa )Virf(t, ).

zGZk 1

On définit le filtre associé au systéme (A.1), comme d’habitude dans les problémes de

filtrage non linéaires, par

Définition A.2.4.

Pour tout t € [0, T], notons II; le filtre associé au systéme différentiel stochastique (A.1),
défini pour toute fonction v dans D? par

(A.8) () = E[’lﬁt(t,xt)/yt],
ou Yy =0o(ys/0 < s < t).

Remarque:

On aurait pu définir le filtre pour une classe de fonctions plus large, mais on se restreint
ici aux fonctions dans 2, car la formule d’It6 et par conséquent les équations de Zakai et
de Kushner-Stratonovich sont seulement définies pour de telles fonctions.

A.3. LA PROBABILITE DE REFERENCE

Pour définir le filtre non normalisé, on utilise la méthode de la ”probabilité de référence’
afin de transformer le processus stochastique {y;, t € [0,T]} en un processus de Wiener

standard. Dans ce but, posons
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Définition A.3.1.

Pour tout t dans [0,T], notons Z; 'exponentielle de Girsanov, définie par

Pt t
(A.9) Z; = exp (Z/ hi(s, z5)dvE + %/ |h(s,zs)|? ds).
1 Jo 0

Le processus stochastique {Z;, t € [0,T]} étant une martingale exponentielle, on introduit
la probabilité de référence comme suit:
Définition A.3.2.

Notons P la probabilité de référence, définie sur I’espace (Q,F,F;) par la dérivée de
Radon-Nikodym

dP

(A4.10) /5,

_ 7—1
=2Z; ",

olt (Fy)sepo,7) désigne la filtration engendrée par le couple (w,v).

Le théoreme de Girsanov implique alors que le processus {y;, t € [0,T]} est un processus
de Wiener standard sur I’espace (2, F, F;, P), indépendant du processus de Wiener W.

Par conséquent, on peut définir le filire non normalisé associé au systéme (A.1l) de la

maniere suivante.

Définition A.3.3.

Pour tout t dans [0,T}], notons p; le filtre non normalisé associé au systéme (A.1), défini
pour toute fonction 1 dans D? par

(A11) pe = E[P(t, ) Z¢ | V],
ot E désigne I’espérance sous la probabilité P.

De plus, la formule de Kallianpur-Striebel lie le filtre m; au filtre non normalisé p;.
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Proposition A.3.4. (cf.[66] ou [42])
Pour tout t dans [0, T) et toute fonction 1 dans D2, on a

e
(A.12) etp = o1

Remarque:

Si le signal, engendré par un processus de Wiener de dimension infinie, est de dimension
finie, on a montré au chapitre III que, sous une condition de Hormander locale, le filtre
non normalisé admet une densité de classe C*° par rapport & la mesure de Lebesgue. La
généralisation de ce résultat a un signal de dimension infinie reste un probléme ouvert.
En effet, I'outil essentiel de la preuve, a savoir le Calcul de Malliavin, n’a pas encore été
développé pour des diffusions & valeurs dans RZ.

A.4. EQUATION DE ZAKAI

Dans cette section, on montre que le filtre non normalisé p; défini par (A.11) est solution
d’une équation du type ”Zakai”.

Pour cela, on utilise le théoréme de Fubini stochastique suivant:

Lemme A.4.1. (cf.[38]):

ot
Si Uy est un processus stochastique, tel que E [ U2ds < +oo0, alors
0

(A.13) / U’dws/yt] =0,

i€Z

et

_ P t p 14
(A.14) E[; /O Uk dyf'/yt] =; /0 E[U* [ V.] dut.
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Théoréme A.4.2.

Pour toute fonction v dans ©2, le filtre non normalisé p; est solution de I’équation aux

dérivées partielles stochastique

¢ Pt

(A15) o) = )+ [ pu(Ewyds+ Y [ pu(Eus)
0 o170
ott Ly est Iopérateur différentiel du premier ordre défini, pour toute fonction 1 dans D?,
par ,
(A.16) Liy(t, ) =Y _ gh(t,z) Vith(t,z) + hi(t, 2) (¢, ).
i€l

Remarque:

Dans [46], N.V. Krylov donne des conditions suffisantes pour obtenir I'unicité de la solution

d’une telle équation.

Preuve:

La formule d’It6 implique,

. p .
d(t,z:) = Ly(t, me) dt + Y oh(t, ) Vip(t,ze) dwl + ) D gh(t, ze) Vith(t, z0) dof

§,j€EZ i€Z k=1
et
P P
dZy = ZyhR(t,ze) dt + Y Zy hi(t, z0) dof
k=1 k=1 :
P
= Z hi(t, z:) Zy dyf.
k=1
Ainsi,
d(P(t, 2e)Z) =Lp(t, ) Zedt + Y 0k(t,ze) Virp(t, z4) Z dw]
i,jEZ
P ' P
+ Z Z gi(t,zs) Vitb(t, 1) Z dof + z hi(t, o) Y (t, z¢) Zy dyr
i€Z k=1 k=1
p .
+ Z Z g;;(t, Cl?t) hk(t, .’Bt) Vz’(,[)(t, .’Dt) Zt dt

i€Z k=1

p
=Ly(t, o) Zedt + Y oh(t,30) Vap(t,ze) Zedw] + ) L ($(t, 20)) Ze dyr -
i,JEZL k=1
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Par conséquent, on a

t
S [ oi,0) Vel 22) Za ]

¢
’(p(t,.’l’)t) Zt = 1,b(0,:L‘0) +/ L'lp(s, .’L's) ZS d3+
0 NI A
Pt
+Z/ Li(¥(s,z5)) Zs dy?.
k=10
et, par application du lemme A .4.1.,
pe(¥) = E[v(t, z¢) Z¢ | V]

t p D
= E[(0, z0) / Vo] +/(; E[Ly(s,%5) Zs | Vs] ds+Z/0 E[Li(¥(s,35)) Zs | Vs dyt.
k=1

O

A.5. ’EQUATION DE KUSHNER-STRATONOVITCH

Dans cette section, on montre que le filtre II;, défini par (A.8), résout une équation du
type ”Kushner-Stratonovitch”. Dans ce but, on montre d’abord:

Proposition A.5.1.

Pour tout t dans [0, T,

(417) pil = exp(; / () g — ékzzj /0 (M (1) ds).

Preuve:
En appliquant successivement la formule d’Itd et le lemma A.4.1. au processus Z;, on

obtient

ptl = E[Zt/yt]

P t
RO o LANCERVRNEY,
k=1 0

p t
1+ Z/ I, (hx) ps1 dys.
k=1 0

Par conséquent, le processus stochastique p;1 est défini par (A.17).

M
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Ce résultat permet de démontrer le théoreme suivant:

Théoréme A.5.2.

Pour tout t dans [0, T et toute fonction v dans D2, le filtre I1; (1) est solution de I’équation
différentielle stochastique
(A.18)

() = To(w) + /0 m(L)ds+ Y [ (L) — L, ()T () (A — T, () ).
k=170

Preuve:

En appliquant la formule d’Ité aux processus (p;1) ! et ps1 (pe1) ™!, on obtient

d((pe1)™") = (pe1)~ ( Znt(hk dyf +Z (ILe(he)) dt)

et

1
pel

L1 (_ Ep: IT:(h&) pe(Lip) dt)

a(M,()) = (pe T dt + Y (L) dyf ) + ’W( Znt(hk dy¥ +Z I (he))” dt)

k=1

—T1,(Lyp) dt + Z Iy (Lip) dyf + Z e (—TLo(he) dyf + (Ta(hw))” dt)

k=1

- Z IT¢(hic) Te(Litp) dt

k=1

D’ou le résultat.

Ll

A.6. LA FORME ROBUSTE DE L’EQUATION DE ZAKAI

Dans cette section, on calcule la forme robuste de ’équation de Zakai (A.15). Ce résultat
nous permet de travailler avec une équation aux dérivées partielles ordinaire paramétrisée
par les trajectoires du processus d’observation au lieu d’une équation aux dérivées partielles

stochastique. Comme dans le cas d’un processus d’observation multidimensionnel cette
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méthode est seulement adaptée aux problémes de filtrage non corrélés. Par conséquent,
on suppose dans cette section que g = 0. Ainsi, on considére la paire signal-observation
(zs,y1) € (L%(7) x IRP), solution du systeéme différentiel stochastique

Tt =1} /b sa:s)ds—l—Z/ (s,z5)dw! |, Qi€Z

(A.lg) JEZ
Y = / h(s,zs)ds + v;.
0

De plus, on pose

Définition A.6.1.

Pour tout t dans [0, T] et toute fonction v dans D?, posons

(AQO) Vt'lp = E[?}b(t: "Bt) Ut /yt] )

ot U; est le processus stochastique défini par

1Pt
(A.21) Ut_exp —Z/ ys dhi(s, zs _EZ/O hi(s, a:s ds).

k=1

Une intégration par parties dans I’'intégrale stochastique apparaissant dans la formule (A.9)

implique
Pt . 1Pt 5
Zy = exp((h(t, xt)a@/t) - Z/ Ys dhi(s,Ts) — 9 Z/ (hk(sams)) ds):
k=170 k=170

ce qui permet d’écrire, pour toute fonction 9 dans D?,

(A.22) up = pt (¢ exp(—<h(t,wt),yt)))-

Cette derniere expression permet de prouver le théoréme suivant:
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Théoréme A.6.2.

Pour toute fonction dans D2, v(y) est solution de I'équation aux dérivées partielles

ordinaire
Ly = vilLyc¥)
— U = Villoy,
(A.23) { dt !
Y = E[IP(O,EO)],
ou Ly, est ’opérateur différentiel paramétrisé par les trajectoires du processus y, défini,

pour t;oute fonction ¥ dans D2, par

(A.24) Ly, %(t, @) = Lt ) = > Z (1, 2))* Vil (t, 2) Vig(t, 2) y¥

i,jE€Z k=1
P p
_G Z(hk(t,x))z -y Lhi(t, z)yf + Z Z o (t,z) Vit 2)y¥) )W, z).
k=1 k=1 ,JGZk: 1

Preuve:
Par application de la formule d’Ito, on a

dhi(t, z¢) = Lhi(t, o) dt + 3 ot @) Vihalts x;) dwl.
i,J€EL

Par conséquent, d’apres (A.21),

u p( ZZ/ y¥ Lhi(s,zs) d 1i/t(hk(sm))2ds
= €xX (8, Ts g — — T
i€Z k= 2k— 0
—ZZ/ Y5 o; i(s,s) Vihk(s, ws)duﬂ)

i,j€ZL k=1

D’autres applications de la formule d’Itd impliquent

dU, = — ZZUtLhk(t o)yl dt — ZUt (hi(t, zy))" dt

i€Z k=1

-3 3 Ui (8,20 Viha(t, 2 i dwl + 3 > ZUt(a (t,20) Viha(t: 2 UE)

i,j€ZL k=1 zJEZ k=
et
d(t, z:) = Lp(t, ze) di + Z Vi(t, )0k (t, Te) dw?.

i,J€EZ
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Donc,

At 5) U) = Lop(t,z) Uy dt + D 04t 5 Vith(t, z2) Uy duw]

i,j€Z

1P
— ZZ¢(t z¢) Uy yE Lhy(t, ;) dt — EZ’!P (t,z¢) Up (hie(2, xt))zdt

i€Z k=1 k=1

P _ :

— Z Z¢(t,l‘t) U a;-(t,wt)Vihk(t,zt) y¥ dw]

'jeZk—l
+ = Z Zzp(t zt) Uz (o t z: Vihi(t, mt))yt) dt

,JEZk 1

-y Z U, (04(t, 1)) Viha(t, ze) Vs (2, 20) yf dt.

4,J €L k=1

Le résultat se déduit aisément par application de la définition A.A.1 et du lemme A4l
O
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