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INTRODT]CTION

Cette thèse est consacrée à l'étude de quelques problèmes de Calcul de Malliavin et à

I,application de cette théorie au filtrage non linéaire. EIIe est divisée en cinq chapitres et

une annexe.

Le chapitre I est consacré à des généralites sur le Calcul de N{alliavin et la théorie du filtrage

non linéaire. On y expose les idées essentielles de ces deux théories et on rappelle. sans

démonstrations, les résultats classiques nécessaires à la lecture des chapitres suivants. Plus

pr.écisément, dans la partie concernant Ie Calcul de Malliavin, on donne la décomposition en

chaos de Wiener de l'espace L'(Q, F, P), où (f), f , P) désigne I'espace de Wiener standard'

On introduit l,intégrale multiple de Wiener-Itô , Ie semi-groupe d'Ornstein-Uhlenbeck et

on définit ies trois opérateurs centraux du Calcul de Malliavin, c'est-à-dire I'opérateur

d,Ornstein-Uhlenbeck L, Ia dérivée de Malliavin D et i'intégrale de Skohorod 6. Ces

opérateurs nous permettent d'introduire les espaces de Sobolev généralisés. Les outils in-

tr.od'its ci-dessus sont utilisés pour donner des conditions d'existence et de régularité de

la densité pour la loi de probabilité d'un processus stochastique, solution d'une équation

différ.entielle stochastique. Finalement, on rappelle quelques résuitats de calcul des varia-

tions stochastique pour des diffusions dirigées pax un nombre infini de processus de Wiener'

Dans Ia partie concernant la théorie du filtrage non linéaire, on explicite tout d'aborcl

la for-me générale des systèmes de filtrage considérés. Puis, on rappelle un résultat de

continuité du filtre par rapport à la trajectoire de I'observation pour la norme de Banach sur

Co([3,T1, Rd). pour conclure, on réécrit les équations de Zakai et de Kushner-Stratonovitch

associées au problème considéré, ainsi qu'une forme robuste de l'équation de Zakai'

Le but du chapitre II est d'étudier I'existence d'une densité régulière pour les solutions

d.'nne équation difiérentielle stochastique inhomogène sous une condition moins restric-
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bi\ie q1e la condition de Hôrmander générale. En effet, on permet que la condition cle

Hôrrlander.fasse défaut sur une sous-variété de codimension 1. Dans cette sous-variété on

sllplrose une condition de non dégénérescence exponentielle moins forte que Ia condition

cle Hiir-mander.

Dans une première section, on montre qu'une diffusion engendrée par un opérateur'

clifférentiel du second ordre, qui vérifie ces hypothèses, admet une densité de classe C*

pal- rapport à la mesure de Lebesgue. Cette section fait I'objet d'un article pubiié dans

"Srochastics and Stochastic Reports" (cf. [Z ]). Dans une deuxième section, on considèr'e

un s1-stème de filtrage non linéaire admettant comme signal la diffusion introduite dans Ia

pr.emière section. On montre, sous les hypothèses de la section précédente, que le filtre non

nor.rnalisé associé à ce système de filtrage admet une densité de classe C- par rapport à

la .resure de Lebesgue. Les résultats de la première section ne peuvent pas être appliqués

clir.ecternent, car le transport des coefficients, nécessaire à la preuve' implique seulement la

co'clition de dégénérescence exponentielle à l'origine. Dans un premier temps, on montr-e

un résultat plus fort que celui de la première section, puis on applique celui-ci pour montrer'

Ia r'éguiarité de la densité.

Da's le chapitre III, on étudie des diffusions, solutions d'équations différentielles stochas-

ticlues à coefÊcients dépendant du temps, engendrées par une infinité de processus de

Wieler. Dans une première section, on développe un Calcul de Malliavin pour de telles

cliff'sions.On montre qu'une équation différentielle stochastique à coefficients dépendant

4. ternps, engendrée par une infinité de processus de Wiener. admet une solution unique

sotrs cer-taines conditions du type "Lips chib,z". Puis, on montre que la diffusion ainsi définie

appartient à I'espace des fonctionnelles de Wiener régulières ID-. Finalement, on montre,

sorLs ulte condition de Hôrmander locale, que cette diffusion admet une densité de classe

C- par rapport à Ia mesure de Lebesgue. Cette section fait l'objet d'un articie à paraÎtre

clans "stochastic Analysis and Applications" (cf' [25])'

Da.-s une deuxième section, on montre qu'un système de filtrage non linéaire admettant

connrle signal la cliffusion définie dans Ia première section, possède une densité de classe C-

par. rapport à la mesure de Lebesgue. Ceci fait l'objet d'un article écrit en coiiabolation

avec p. Florchinger, qui est paru dans les "Proceedings of the 2nd Portuguese Conference on

Antomatic Control" (cf. [36]). Pour conclure, on calcule le support de la loi de probabilité

de Ia clensité du fi.ltre, à I'aide d'un ensemble de solutions d'un système contrôlé associé.

Dzt.-q le chapitre IV, on considère un système de filtrage non iinéaire dont le signal et

I,obser-vation sont à valeurs dans Ie même espace et où l'observation dépend d'un bruit

blalc cl,ordre e. On définit un filtre presque optimal de dimension finie et on montre clue
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I'r:rreur commise en remplaçant le filtre par le filtre presque optimal est cl'ordre e. Puisclue

les coefficients d'observation sont linéaires, on peut cléfinir une probabilité de r'éférence

aclaptée au problème. Cela nous permet de résoudre Ie problème via la formule c1e Bayes

zussociée au changement de probabilités effectué.

Le but du chapitre V est I'étude de diffusions sur les variétés riemaniennes. On mon-

tre I'existence et I'unicité de la solution d'une équation différentielle stochastique sul les

variétés, puis on calcule la dérivée de Nlaliiavin de cette diffusion. Finalement, on montr-e.

sous une condition de Hôrmander globale, que cette diffusion admet une densité de classe

C- par rapport à l'élément de volume riemannien. Dans une deuxième partie, on applique

ces r.ésultats à un problème de filtrage non linéaire sur- des variétés riemanniennes. On

mo'tre que le filtre associé à un couple signal/observation à valeurs dans des variétés rie-

maniennes admet une densité de classe C- par rapport à l'élément de volume riemannien,

sous une condition de Hôrmander globale.

Dans I'annexe, on étudie un problème de filtrage non linéaire en dimension infinie. Ou

consiclère un système de filtrage associé à un couple signal/observation à valeurs dans

IRz x IR'. On établit les équations de Zakai et de Kushner-Stratonovitch associées à ce

svstème et on donne une forme robuste de l'équation de Zakai, dans le cas oii les bruits sont

indépendants. L'annexe fait I'objet d'un article écrit en collaboration avec C. Botrlanger'.

par-u clans les "Proceedings of the European control conference 97" (cf. [10]).

Rernarque:

Dans tout ce travail, on utilise ia convention de sommation des indices répétés, sauf clans

le cas où on effectue des sommes avec une infinité de termes.



Chapitre I

GENERALITES SUR LE CALCT]L

DE MALLIAVIN ET LA TI{EORIE

DT] FILTRAGE NON LINEAIRE

1.1. LE CALCUL DE MALLIAVIN

1.1.1.  INTRODUCTION

Le calcul des variations stochastique, développé pat P. Malliavin dans [53] et [5a]' procru'e

une méthode puissante pour montrer l'existence de densités pour la loi de probabilités cle

fonctionnelles du processus de Wiener et en particulier pour la loi de probabilité de solu-

bions cl'équations différentielles stochastiques. P. Malliavin a introduit des idées nouveiles

en a*ah/se stochastique, notamment les dérivées fonctionnelles, qui, avec les relations qui

Ies 'nissent, sont connues sous le nom de "Calcul de Malliavin" ou calcul des variations

stochastique.

Les iclées de P. IVlalliavin ont été développées entre autres par D.W. Stroock [76 - 78]'

I. Shigekawa [73], s. watanabe [84], s. Kusuoka et D.w. stroock 147 - 48], N' Ikeda et

s. \&atanabe [a0], J.M.Bismut [6], J.Norris [60], D. Nuala.rt [OZ] et P. Florchinger [29] '

Noto*s que les approches de Stroock et de Shigekawa sont des formulations équivalentes
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cle I'approche de Malliavin, tandis que I'approche de Bismut est différente et en général

pas équivalente.

Le calcul de Malliavin repose sur la théorie des opérateurs différentiels définis sru' des

espaces de Sobolev de fonctionnelles de Wiener. Un résultat crucial de cette théorie est la

formule d'intégration pal parties, qui relie I'opérateur de dérivation sur I'espace de'Wiener

à I'intégrale de Skohorod. Cette propriété sert à établir des critères généraux, en teLmes

cle "N4atrice de covariance de Malliavin", pour qu'un vecteur aléatoire donné possède une

densité (régulière) par rapport à la mesure de Lebesgue.

L'application la plus importante (qui a aussi été la motivation première) du Calcul de \4alli-

avin est de donner une démonstration probabiliste du théorème de Hôrmander. D'autt'es

applications de cette théorie ont permis d'étudier des propriétés du noyau de la chaleul ou

d'établir une preuve probabiliste du théorème de I'indice. De plus, Ie fait que i'adjoint de

I'opérateur de dérivation stochastique coïncide avec une extension non causale de I'intégrale

d,Itô, est le point de départ du développement d'un calcul stochastique porrr des processus

non adaptés.

L.L.z. LA DECOMPOSITION EN CHAOS DE \MIENER

Le cadre dans lequel on se place maintenant n'est pas le plus général possible, mais il est

suffi.sant pour les applications considérées dans ce travail. (Pour un cadle plus général' voir'

par exemple le liwe de D. Nualart sur le Calcul de Malliavin [62] ou celui de P. Nlalliavin

sur i'analyse stochastique [551.)

Soit (0, T,(Ft)tep,ry,P) un espace de Wiener standard de dimension d, i.e. f) est I'espace

cle Banach C([0, T],IRo), tel que tl'(0) : 0, pour tout u.r dans f,), muni de Ia norm" ll-llo :

maxte[.,T] lr(t)|, P est Ia mesure de Wiener standard, f le complété de Ia o-algèbre de

Borel sur f) par rapport à Ia mesure P ef (F)1€[0,"] la filtration définie par Ia famille Ft de

sous-tribus de F,engendrée par {tr.'(s) : 0 S s ( t, ?rl € Ct} et contenant les sous-ensembles

de f de mesure nulle.

Toute fonction mesurable -F : (f), F) - (nd, nlnd)) ot appelée fonctionnelle de Wiener.

Une telle fonctionnelle est en fait une variable aléatoire sur I'espace probabilisé (f), F,P),

de loi

Pp -PoF- r ,

c'est-à-dir e Pp(A) : P(F-L(A)) pour toute pa'rtie A de B(tRd)'
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Ponr tout q> L, notons trt: ['e(Q,F,P) l'espace de Banach de toutes les fonctionnelles

cie Wiener /: O---+ IR, intégrables à la puissance q, muni de Ia norme ll/llq :: (Elfls)à.

On pose H : L2 (10, T] , Rd ). Ë1 est un espace de Hilbert séparable dont le produit scalaire

est noté (., .)n. Pour h € H, désignons son intégrale de Wiener par

(1  1 )

où tu6 clésigne le processus de Wiener standard de dimension d.

Alors. {W'r, h e f/} est un processus gaussien centré, défini sur I'espace probabilisé

(Q,T,P), de fonction de covariance E(W6Wà: (h,g)a.

Remarque:

Le plus souvent, on choisit comme espace de Hilbert I'espace de Cameron-Martin i-e. Ie

sous-espace de (-2 de toutes les fonctioffi â, telles que chaque composante ho(t) de h(t)

est absolument continue et admet une d.érivé. h*çt1de carré intégrable. Alors fI est un

espace de Hilbert, muni du produit scalaire

t1 ,  g  fT , - . -
(h, g)u : L I h'(t)ù"(t) dt, h,s e H.

a : l J  o

Rappelons que les polynômes d'Hermite sont définis par

(-!_"+ 
Lrc-*), n2rH. ( r ) : t r r !  -  
d , r n , -

Introduisons pour chaque entier n)- 0les sous-espaces suivants de ,L2(f), F,P):

P2 :  {P (Wnr , . . . ,Wno) ;p>  L ,h te  H  e t  P  es t  unpo lynômerée l ,  de  deg ré  3n } '

X$ est le sous-espace linéaire engendré par les variables aléatoires H"(Wn),

où h  e  H, lh l :7 .

Pn : PE-

Xn:E '

Alors, Ies espaces Po et 16 coincident avec l'ersemble des constautes et, par utilisation des

polynômes d'Hermite, on montre que Xn et P* sont orthogonaux poul n * m'

d r T

wn - 
,D- J, 

hi(t) dw't'
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De plus, on a Ia décomposition suivante:

Théorème 1.L.2.1.

L,espace L2(Q,f ,P) s'écri,t con'Lrne son'ùn'Le orthogonale infini,e des sous-espo,ces Xn:

(1 .2 )
+oo

L2(Q,F ,P) :  O  xn .
n = O

Cette d,écomposi,ti,on est appelé d,écomposi,ti,on en chaos de Wiener et Xn est le ch"aos de

Wiener  d 'ordren.  De p lus,  ys OXr O. . .@Xn -  Pn.

Soit {ea, i > 1} une base orthonormale de Ëf et

^ : {a : (ar ,a2r...) :  ai e Z+ et ai:0, excepté pour un nombre f ini d' indices i}.

*oo +oo

Pour a € Â, soit a! : fl ou! et lol : D lorl. Alors, en définissant,pou r tou ta  €  À .

Hon(*o), on obtient

i : L i : L
*oo

Ie polynôme d'Hermite généralisê H'(r) , t e É- , pat Ho(r) : TI

une décomposition du chaos d'ordre n:

Proposit ion L.L.2.2.
*oo

Les uariables aléatoires {JalH"(W.) :: lI H",(W.),a e À, lol 
- n) fonnent un

sgstème orthonormal complet de Xn, pour tout n 2 t.

1.1.3. L'INTEGRALE MULTIPLE DE WIENER.ITO

Soit rn à 1. Alors, pou des fonctions élémentaires / € 12([0,?]-, (Rd)-), s'éclivant

(  1 .3 ) f  ( t t , . . . , t , n )  : d i t . . . i *  L  Aarx . . .x  A i *  t

où A;r ,A i . r , . . . ,44-  sont  des par t ies d is jo in tes de 6 et  a i t , . . . , i * :0 ,  s i  deux des iL ' " ' ' i " '

sont égaux, on définit Irn de Ia façon suivante:

(1 .4 )

Alors,

t
L( i ,1 , . . . ,à*3rn

\-
Z-/

iL r . . . r i ^

I , "U):
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(i) I,n est linéaire.

( i i )  I * ( i l  :  1 , , ( f ) ,  s i  / ( t1 ,  . . . , t ,n)  :  # ,D"  f  ( toL) , - . . , to(* ) ) ,  s i  o  parcoul t  toutes

les permutations de {1, ...,rrl}

(iii) n lt,"(f) Ir(s)] : * (f , i) r,'q1o,r1*) 6,n,p.

Or, I'ensemble des fonctions élémentaires de Ia forme (1.3) étant un sous-espace dense

cians -L2([O,f]-, (R')"), on peut prolonger I,n et un opérateur linéaire continu de

L'(lo,?]*, (R.d)*) dans L'(Q,F,P), qui satisfait les propriétés (i)' (ii) et (iii)'

r
Ce prolongement est noté 1,"(f):  

Jro,rr*f 
(h,.. . , t*)d'w5,...dwt*.

Théorème 1.1.3.1.

Soient H.(r) le n-i,ème polgnôme de Hermi,te et h un élément de H de norrne 1- Alors,

(  1 .5 )

Par conséquent, I'intégrale multiple,I- induit une bijection de L'(10,T]-) sur X,n et toute

fonction de carré intégrable F e L2(Q,l,P) peut s'écrire sous Ia forme

( r  6)  F:  Ï  I * ( f , . ( , t ) ) ,
rn:o

où /*(s1 ,..., srn,t) e L2 ([0, T]-*t, Rd(-+tl; sont des variables symétriques par rapport à

sl,..., s* et mesurables par rapport à toutes les variables.

L.L.4. LE SEMI-GROUPE D'ORNSTEIN.UHLENBECK

Notons Jn la projection orthogonale de L'(Q,F,P) sur Ie chaos de Wiener d'ordre n,

Xn. Alors, toute variable aléatoire F e f2(Q,F,P) peut, d'après le théorème I.L.2.L..

s'écrire comme f : I J-(F),et pour tout réel À, avec lÀl < 1, on peut définir la variable
t t = O

+oo

aléatoire Fr : D ^n JnF -
n = O

n! H*(w;,) :  I  h|r) . .h(t*) dwr,. . .dwt*
J lo,Tl_
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Alors, le semi-groupe d'Ornstein-Uhlenbeck est Ie semi-groupe d'opérateurs contractants

{Tr, t > 0} sur L'(Q), définis par

+æ

TtF :  F"- ,  : \e-ntJnF.
rz:0

Le semi-groupe ?tF peut être défini autrement. Soit {W;, t € H) une copie indépendante

clu processus gaussien {Wn, h e H}, défini sur I'espace probabilisé produit (f) x n', T I

F, , p A P'). Soit I/ : f) * IRE Ia carte canonique associée au process* {Wn, lt' e H}.

Pour toute fonction F e U2(Q,F,P), on peut alors écrire F: ûpoX, où .r7}r est une

fonction mesurable sur IRH. Alors, pour tout t ) 0, on pose

( i . 8 ) TtF : E' lthr(e-tw + tÆ - uttw')),

où .E' désigne I'espérance pax rapport à la probabilitê P''

Les deux définitions de Tt, données ci-dessus, sont équivalentes. De plus, T1 vérifie les

propriétés suivantes:

(i) ?r est positif, i.e. F' ) 0 + TtF > O.

+oo
(i i) Tt est autoadjoint: E(G'TtF): E(TIG 'F) : p-.o"-*tn(J"p'J"G)'

(iii) fl est un opérateur contractant sur les espaces L?(Q,F,P), Pou tout p 2 1

Cec i imp l iquequepour tou t l<p<q<*oo ,  lesnormes l l ' l l o " t l l  ' l l nson téqu iva len tes

sur le chaos de Wiener d'ordre \, Xn.

1. 1.5. L'OPERATEUR D'ORNSTEIN.UI{LENBF,CK L

soit F e L2(Q,F,P).On définit I'opérateur d'ornstein-uhlenbeck L par

+oo
LF :  |  - nJnF ,

r t : l

Iorsque cette expression a un sens, i.e. pour les ]r tels que f,-r'E(lJ.Ff) ( *oo.
n = l

Alors, I'opérateur .L est un opérateur linéaire autoadjoint, qui coïncide avec Ie générateur'

infinitésimal du semi-groupe d'Ornstein-Uhlenbeck {?t, t > 0}, i'e'

LF(w):  *r r r ru) t ,=o.(1.e)
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De plus, E(LF): 0 et -L est un opérateur fermé.

Remarquons que .LF peut être également interprêté comme une dérivée de Fbéchet:

Proposit ion 1.1.5.1.

Pour tout 0 < e 1L, posons F' : !lFr_., 
- Fl. Alors, LF eri,ste si et seulement si F'

conaerge d,ans LL(Q,F,P) quande tenduers 0 et, dans ce cas' LF: 
]t jàF'

On appelle fonction régulière sur I'espace de Wiener (f), f,P) toute variable aléatoire

F : f,) --+ IR de la forme

F: r (w(ht) , . . . ,w(hù),

10

(1 .10)

où / est une fonction de Cfl(IR,p,IR), (i.e. l'ensemble des fonctions.f : IRp - IR de

classe C- qui sont bornées et possèdent des dérivées de tous ordres bornées) et h'1,...,h,

appartiennent à I{.

L'ensemble des fonctionnelles régulières suï I'espace de Wiener est noté S'

On peut montrer que I'opérateur .L se comporte comme un opérateur différentiel du second

ordre s'il agit sur des variables aléatoires régulières.

1.1.6. LA DERIVEE DE MALLIAVIN D

Fixons un élément ho e H. Le processus gaussien W : {Wn, h e H} peut être transiaté

en un processus Who - {Wr+ t h, hs ) , h € H} et pour toute variable F € L2(Q,f ' P),

la variable aléatoire translatée Fho - ûp oWho est bien définie.

Soit

( 1 .11 ) DhoF: ]g1 !V"" 
- Fl,

si cette limite existe dans Z2(f,l,F,P).

Si  F € E, D6oF existe et  D6oF :  
h#, f  

(wo,,  . . . ,Whn)(hr, ,  l ro)  n.

Posons pour tout  a:  (at ,e2, . . . )  ,=t t ,  o-( i )  :  (a1 , . . . ,a i . - r rat  -  Lrai+L, " ' ) '  Alors '

+æ
D6,(H,(W.)) : D Ha- e)(W")("u, ho) a,

= l
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oùr {ei, , > 0} désigne une base orthonormale de 1/.

D'autre part, soit

(r .rz) ID2'r -  {F e L2(a,T, P) I  " f  n E(lJ.Fl2) < +oo}.
n : 7

Définissons alors la dérivée de Malliavin D comme I'opérateur qui agit sur toute fonction

F : I ,/ot tt"çW.) dans D2'1, ptr
a € Â

(1.13)  DF:D' / î . (Ë""  ot (w)"u) .
a€I\ i '=L

Alors, Ies der;x définitions de I'opérateur D sont liées de la façon suivante:

Proposit ion 1.1.6.I-.

Soit F: t Jot H"çW.) une uariable aléatoire de carré r,ntégrable, telle que DnF eriste
o € Â

pour tout h e H. si, la foncti,on h ---+ DlrF apparti.ent à L\(O,F,P) alors, F e ff'L et

D6F : (DF , h), pour tout h e H.

La dérivée de Malliavin D vérifie les propriétés suivantes:

(i) ID2,1 est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire E(FC) + E((DF , DG))

(ii) DTrJnrrlF : JnDnF, Pou tous F € D2'1 et h € H

(iii) La norme llFllr,, : ll.F'llz + {E(IDFFà}+ de ID2'1 est équivalente à la norme tr2

du chaos de Wiener d'ordre fl, Xn.De plus, Xn et 1* sont orthogonauxsî n f m-

Le gradient stochastique d'une fonctionnelle régulière sur I'espace de Wiener est la variable

aléatoire à valeurs dans I'espace de Hilbert L'(10,f];nd), défrnie pour tout t € [0,?] par

P q

(1.14) D1F :D, * t twr, ,  . . . ,wno) he(t ) .
o-a ort

On a alors Ia formule de différentiation suivante:

11
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Proposi t ion 1.1.6.2.

Soit ç € Ci(n*) une foncti,on à dériuées premi,ères bontées. Consi,dérons un uecteu,r

aléatoire F : (F', .-. ,  F*), où Fi e t ' | .  Alors, ,p(F) e t 'T et

rn A,^

(1.15) Dç@): f  #fnDFi.' /-t ori
' l ' :L

Ceci implique que si g € Cf (IR,*) et si les Ft sont des variables aléatoires régulières alors'

fTL ^ ffl q2. ^

(1 16) Lp(F): 
I ffirn"r'- F*,ffitnQFu, 

DF)n

Finalement, on a Ia

Proposit ion 1.1.6.3.
-Foo

Soit F € D2,1, dnnné par F : 
D ,r"ff*). Alors, la dériuée DF est donnée comn'Le

éIément d,e L2(10,7] x St), d'éfini' #;'

+oo

(1 .17)  (DF)r :  t  n Im-r ( f , .&t , . - . , t , . - t t ) ) .
: l

+æ
Donc. F el[2'L si et seulement si I m 'rrù! ll 7rnll2yr11o,r1-;( *oo.

: 1

Définit ion L.L.6.4.

On appelle matri,ce d,e Malli,aui,n d.u uecteur aléatoi,re F : (Ft , ..., F*), la matri,ce de terme

général

(1 . i 8 )  Qr , i :  (DFu  ,  DF i ) .
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L.1..7. L'INTEGRALE DE SKOHOROD ô

La dérivée de Malliavin D est un opérateur continu de ID2'1 dans lfu({-l,F,P) pour la

norme ll . llz,r. Toutefois, D n'est pas continu pour Ia norme L2. On peut donc considérer

I'opérateur dual 6 de D pour Ia norme L2. Le domaine de ô est l'ensemble des variables

aléatoiles u € L2H(Q,F,P) telles que la fonction linéaire D2'1 ) F r-' E((DF, u)s) est

,L2-corrrinue. Alors, 6u est I'élément de -L2(Ct), défini par E((DF, u)n) -- E(F.6u).

Dans Ie cas des variables aléatoires régulières, on a Ie résultat suivant:

Proposi t ion I - .1 .7.1.

soi,t sn l,ensemble d,es éIéments u € L"(Q,F,P) d,e la forme'LL: j, nuru(w), où h'i € H
; - 1

et Fi €. S. Alors Sa C Dom' 6 et

(1.1e) uu:iwnnFr - i trr , ,  hùn.
i ,=L  i :L

Si F € ID2,1, alors DF e Dom6 si et seulement si F e Dom.L et dans ce cas, 6DF : -LF.

Soit maintenant u€. L2([0,"] x Q) un processus mesurable de représentation intégrale

+oo
14: D 1, .U,"( ' , t ) ) .  Notons

tn :o

f , , ( t , , , . . . , t* i t )  :  
#1f , , ( t r , . . . , t* iù 

*  
F-- f , , f t r ,  

" ' , t i -  r , t , t t+t ,  " ' , t , - ; tùf

Ia symétrisation d. frn comme fonction à rn -1- 1 variabies. On a le résultat suivant:

Proposit ion L.L.7.2.

u€ Dom 6 si et seulement si.Ia série I /,,"*, (i,*) conuerge d,an's L'(n,,F,P) et dans ce
rn:o

cos, 6u coînci,de auec la sornnle de cette séri'e.

*oo

La somme f I,r*r(îr-) est aussi appelée intégrale de Skohorod du plocessus u et elle est
nL:o

I

notée I u6W.
J lo,T l

i 3
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Remarques:

1) Si z € ,2([0, T] x C)) est adapté, alors u e Domd et I'intégrale de Skohorod [** ,dW
J O

est égale à I'intégrale d'Itô [** uaW.
Jo

2) Soit u € L2([0,7] x C)). Alors, il existe une fonctionnelle F e ID2'1, telle que DF : u

si et seulement si les noyavx frn(tt,...,t*it) apparaissant dans la décomposition intégrale

cle z sont des fonctions symétriques par rapport à toutes les variables.

3) Tout processus u e L2(10,T] t 0) admet une unique décomposition orthogonale u:

DF +u0,  ot r  F € D2'1 et  E(uo, ,  DG)n) :0,  pout  tout  G € ID2'1.  De p lus,  uo e Dom'6

et 6u,o : 0.

1.1.8. LES ESPACES DE SOBOLEV GENERALISES

Par itération, on définit le gradient stochastique d'ordre N d'une fonctionnelle -F de 5

comme la variable aléatoire à valeurs dans I'espace de Hilbert L'(lO,fit;R'), défrnie

pour  tous s t , . . . ,sN € [0 ,7]  Par

(1.20) Df l , . . . " ,  F:  D", . . .D"*F.

DN F peut être interprétée coûrme va,riable aléatoire à valeurs dans I'espace de Hilbert

FfsN de toutes les formes continues N-multilinéaires sur I{ I' ' '8H, muni de Ia norme de

Hilbert-Schmidt.

+oo
Soit p : U pP,}'espace des variables aléatoires polynômiales, sur lequel on considère,

n:o
pour tout réel p ) 1 et tout entier N ) 1, Ia semi-norme

(1 .21 ) l lFl lp,ru : l lFl lp + l l  l lDNr' l lrslb,

oùr llDNFllss désigne Ia norme de Hilbert-Schmidt de DNF, c'est-à-dire

t t n N  p t t ? - ^  -
l l u  a  l l H s  -

j r ' '

On a alors le résultat suivant:

I 4

d

t
. . , i rv:, I ro,rr*(Dt""' )'"''u*'"" ) F)' ds1' "dsiY'
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Proposit ion 1.1.8.1-.

1) Si t 1 tt et s 1 st , alors llFllr," ( llFllp,,",

2)  Soi , t (Fn)n>_t  une su i , te  d 'é léments deP.  S,  l lF ] " l lp , "  - -+0 et l lF"-  F^\ ' .p , , " , -0 ,

alors llFnllp,,e, ---+ 0.

Si IDp'N désigne l'espace de Banach, obtenu par complétion de 5, pour la norme ll ' llp,ru,

ona

Proposit ion 1.1.8.2.

Onapou r tou tp l L ,

(1)  IDp,o -  L?(Q,F,P)

(2)  fPP"s '  C DP'" ,  s i ,  p  1p '  e t  s  < s ' .

(3)  (Do'")*  :  !PQ'-s,  tu 
l *  

!  :  t .

De plus, I'opérateur D s'étend, en un opérateur li,néai,re continu d,e Dp'"*I dans IDp'" pour

t.ous 1 < p < *æ et -oo < s ( l-oo

On peut alors définir I'espace ID- des fonctionnelles de Wiener régulières au sens du calcul

cles variations stochastique par

(I.22) ID- : [-l n DP'M .
p)L  A4> I

ID- est un espace normé complet dans lequel S est dense. De plus, ID- vérifie les plo-

priétés:

(?) ID- est une algèbre.

(i.i,) ,L est un opérateur bien défini et continu de ID- sur ID-.

( i i i )  S i9  e  c f (R - ) ,  F : (F  , . . . ,F * ) , ,  avecF i  €  D- ,  a lo rsp ( -F )  €  ID -

e tona

d
n@@)):  D @d@) DFi ,

i , :L

d . d

L(p(F)):  D @t6id(r) < DFi, DFi >a + D(ôzp)(F)LF',
i , j :L  i ' : I
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6(FG) : (DF,G)n+F6G.

1.1..9. CONDITIONS POUR L'EXISTENCE ET LA REGULARITE D'UNE

DENSITE

Une des motivations essentielles du développement du calcul de Malliavin est de donner

une méthode pour étudier l'existence d'une densité régulière, pour la loi d'une fonctionnelle

de Wiener.

En effet, on a les resultats suivants.

Théorème 1.1.9.1.

Soient  {Wn,h e H}  unprocessus gaussi ,en et  F:  (F ' , . . . ,F*) :  f )  -  IR^ unuect 'eur

aléatoi,re uéri.fiant les conditions su'i,uantes :

( r )  F i  e  D2,L pour tout , i :1 , . . . , rn  et i , l  er i ,s te  des é lémentsui  e^h( f l ,  F ,P)  te ls

que ui € Dom6 et qi ' i  :  (DFi , ui) u € D2'L pouri, , i  :  l" 'm'

(ii) La matri.ce q est i'nuersi'ble presque sû,rement.

Alors la loi d,e F est absolurnent conti,nue par rapport à ta rnesrtre de Lebesgue sLLr IR"' .

Ceci donne une méthode générale pour montrer I'existence d'une densité. En pratique. on

d,oit choisir les éléments aléatoires ui et on prend d'habitude ui -- DFi, ce qui donne Ie

Corollaire 1.1.9.2.

Soit F: (Fr ,..., F*): f) - IR* un uecteur aléatoi,re uérifi,ant les cond'itions suiuantes:

( i )  F i  e  DomL et  (DFo,  DFi l  :  Qi , i  e  ID2'1,  pour  tout  i , i  :  L , - - - , f f i -  où Q

d,ésigne la matri,ce de couari'ance de Mall'iauin de F

(i,i,) det Q )0 presques{t'rement.

Alors, Ia loi, d,e F est absolument continue par rappor-t à Ia mesure de Lebesgue sur IR*.

Le résultat principal pour la régularité de Ia densité découle alors du lemme suivant
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Lemrne 1.1-.9.3. (cf. [53] )

Soi,t u une rnesure de Radon fini,e sur IRn. Supposons que pour tout multi-i'ndi,ce a. i'I

eriste une constante fini,e Co, telle que, pour toute foncti.on 4; dans Cf;(IRn, R),

t f  I

I J o*'" û(r) u (dr)l s c "ll, l/ l l ""'

Alors, la mesure u admet une densi,té de classe C* par rapport à Ia mesure de Lebesgue

sur IR^.

Théorème 1-.1.9.4.

Sct1t F: (F1, ...,F'"): f,) --- IR* un aecteur aléatoi,re uérifi"ant les condi,ti,ons su'iuantes:

( i , )  F i  e  I f f  ,  pour  i :  l t . . . ,TrL

(i,i.) La matri,ce d,e Malli,auin Qi'i est telle que (det Q)-t € n I?.
plt

Alors, F admet une d,ensi,té d,e classe C* par rapport, à la mesure d,e Lebesgue sur IR"'-

t-.1.10. APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES

STOCHASTIQUES

Dans ce paragïaphe, on applique les critères du paragraphe précédent aux équations

clifférentielles sto chastiques.

Soient b e C-([0, fl x IR*;lR-) une fonction à dérivées de tous ordres bornés, o1,.... 04 €

Cf ([0,?] x IR-,IR*) et zs ur€ variable aléatoire de moments de tous ordres bornés. à

valeurs dans IR*.

Si {21;f € [0,"]] désigne I'unique solution de l'équation différentielle stochastique au sens

de Stratonovitch

(1 .23) tt: ro * 
lrt 

b(s, r") as + 
lo 

oi(s,r") o dw'",

on a le résultat suivant.

Proposit ion 1.1.10.1.

Pour tout t d,ans l0,Tl et tous p, N enti,ers, rx € (Dp'N)* 
"t 

pour 0 17 1 t,

1 r y
t t

D3,r1 : oi(r,r,) + ft Vb(s, r,) Dr,r" a, + [ 'Voi(s, r") Dr,r, o d,w',.
J r  J o
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Pour obtenir Ia matrice de covariance de Malliavin, associée au processus Jt1, on utilise

Ia dérivée du flot stochastique associée à (1.23) notée Q1. En effet, on montre que les

processus ôt et ôt 
L vérifient les équations intégrales stochastiques

r t  f t
(1.24) ôt:  I  + 

/  
va(s,r") Q"ds + 

Jo 
vor,(s,r,)  S" o dwi

r.f

7t  r t
(r-25) ô; '  :  ,  - 

J, 
d;lvb(s, r")d's - 

Jo 
rr 'voi(s,r") o r lw""'

Par application de I'opérateur gradient stochastique au processus 26, oII â

Proposit ion 1.1.10.2.

Pour tout t dans l0,Tl et tout i ,  7 1i, 1m,

(r.26) D' "4 :  $1$ ; ro i ( s , r " ) .

Par colséquent, Ia matrice de covariance de Malliavin, associée au processus Jt6, notée Q6,

est donnée par

r t d

( I .27) Qt :  ôt I  O; '  I  o*(",  r")op(s,r") (Ô;1) '  as Ôi.
J O  k : I

Notons Ctla matrice défini par

7 t d

C, :  |  ô; 'Dou(s,r")op(s,n,) '  (ô lL)"  dt .
J o î,:t

On a alors Ie resultat suivant:
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Théorème I-.1.1O.3.(cf. [62] page 116)

Supposons que les composantes de la matri,cæ de Malli,aui,n C1 ont des rnoments de tou,t

ord,re et que pour tout p ) 2, i.l eri,ste des constantes ts et eo(p), telles que pour tout

e < eo(p)  et  tout t ,  0  1 t  1  to t  on a

,î]T, 
t{"" clu I e} : o(ea)'

Alors, la loi, d,u procesnts stochasti,que q admet une densi,té de classe C* par rapport à la

nLesure de Lebesgue sur R*.

1.1.11. CALCUL DE MALLIAVIN EN DIMENSION INFINIE

Les résultats des paragraphes précédents restent valables pour des processus engendrés par

un processus de Wiener de dimension infinie. On précise ici quelques resultats nécessaires

dans Ie troisième chapitre de ce travail.

Soit ([0,7) x Z,r,T,^8 u) tn espace de mesure o-finie, où À designe la mesure de

Lebesgue sur [0,?] et z la mesure de comptageslr Za. Notons -Il I'espace de Hilbert

L2ç1O,fl x 2,r,, T, \ A u),i.e. l'ensemble des fonctions h: [O,f] ---+ É*, telles que

rt tæ rr tI

/ 
" 

f lhr(") l' d" < foo, muni du produit scalaire (h,h') H : | !ti'*{") h'6@)) ds'
Jo ?_r '  

'v \  /  Jo 7: t
+co 7T

Pour tou t  heH,onnote  w(h) levec teura léa to i re ,dé f in i  parw(h) :> ,  
l ^  

hp(s )d 'u ! .
k : L u  v

Ainsi on obtient un processus Gaussien réel centré {r(h), h e H} de fonction de covariance

Elw(h).(h)l:  (h, i ,h)o, i . , i  eV,+, dêfrni sur un espace de probabil i tes (f l ,  F,P).

Considérons l'espace d.e Hilbert séparable Rd. On dit qu'un vecteut aléatoire J7 : f) -' IRd

est régulier s'il peut s'écrire sous Ia forme

M

F (.) :  t  fr(w(h), .. . ,  w(h*)),
i '=l

où f i  € Cf ( IR-;Rd) et  h1, . . . ,hn e H-

La dérivée N-ième de ,F (N à 1) est Ie

par

vecteur aléatoire à valeurs dans I{8N x nd défini

19
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Pour tout réelp ) 1et tout entier naturel N ) 1, on considère Iasemi-norme définie sur

l'espace des fonctionnelles régulières S par

l l r l lo , ru  :  l lF l l r , " to ;na;  f  l l r (N)r l l  Ln(e;Hu,N xIRd) t

et on note IDp'N I'espace d.e Banach obtenu par complétion de I'espace S pour cette semi-

norme.

Alors, on a IDP"N'(R') c Do'N(Rd) r i  p S p' et l /  < N'.

L'espace des fonctionnelles de 
'Wiener 

régulières au sens du calcul de Mallliavin noté

D'"(IR.d), est défini par

D-(Rd) :n [1 nr 'N1nd;.
p > l N > l

Considérons la décomposition en chaos de Wiener L'(Q,Rd) : 
*6 

rr'
t l ' :O

Alors, pour tout F e L2(Q,IRd) on a le développement F: I JnF, oi J,, designe
rt:o

I'opérateur de projection sur '11n. L'espace ID2'N(lRd) coincide avec l'ensemble des variables

aléatoires F e L2(Q,lRd), telles que

E( l l l rN) r l l 'o* ,  xma) :  Ë r t r -  1 ) . . . ( r -N+ 1)E l lJ .F [ i lo  <  +oo.
n=N

Proposit ion 1.1. 1-1.1.

Soi,t ç; IRd - IR une foncti.on de classe CN(l{ > 1) d déri,uées partielles de tous ordres

bornées. Supposons que F : f) ----, N apparti,ent à Do'N (É)' pour un p ) L- Alors,

,p(F) € D' 'N (m) et on a:

(1.2s)  D(N)9(F) :  t Yi . . .uP(F)Dl t ' t  P i t  " 'P l I^ l  P i*  ,

où le symbolel' d,ési,gne la somme sur toutes les parti'ti 'ons I1lJ...U /,, de {1,...,1/} , o'uec

l/il : card Ii'

Notons 6(rv) 1" dual de I'opérateur D(N) défini sur .L2 (O x 1[0, Tl x Za)N; R.d).

20
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Le domaine de 6(N), noté Domô(N)(Rd), est I'ensemble des processus stochastiques z €

L'(O x ([0, T] x Z)N;Rd), tels qu'il existe une constante C, telle que

lB(.  u,D@)p )sow66a)l  < c l lF l l  L2(e,ryd)

pour tou tFe5 .

Proposition I-.1.11.2.

Si F € D',* (no) et u € Dom6tlv)(d), on a la fonnule d'i,ntégration par parti'es

(1.29) E((u,D(N)F)r*rvx.nd) :  B1i5(rv)  @),Flpo).

On remarque que 6(N) coincide avec I'intégrale de Ramer-Skorohod multiple (cf.[62]).

Le résultat suivant permet de calculer sa dérivée N-ième.

Proposition 1-.1.1L.3.

Dési,gnons ^ I u par p. Soi,t u e D2'N (H I nd), tuI que DlY..).,-u est d,an's Dom 6(no),

pour tout M, M 3 N et tout (r1,...,ru), ,M : ptresQue str,rement. Supposons de plus que

f

I no,rt x z + ) M 
E (16 @ty')* u) l' ) p@") "' p (dr u ) ( * oo'

pour tou tM<N.

Alors, ô(u) e nry çÉ1 "t

N

(1.30) DII].,"* (o(")) : 6(DlI].,,u) * I 
pf|;tJ -1r1a11...r^turp.

k = L
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L.2. LE FILTRAGtr NON LINEAIRE

L.2.L. INTRODUCTION

Le filtrage est une partie de la théorie des processus stochastiques, fortement motivée par'

les applications. Le problème du filtrage est le suivant: estimer "au trlieux" les trajectoires

cl'un signal aléatoire 21, connaissant une observationy (partielle et entachée d'erreuls) sur

celui-ci. II est bien connu que le meilleur estimateur d'une fonctionnelle de î6, Qlri minimise

Ie risqle quadratique, est I'espérance conditionnelle de cette fonctionnelle par rappolt à

la tribu engendrée par les trajectoires de l'observation jusqu'au temps t. Calculer cette

espérance conditionnelle, pour toute fonctionnelle, revient à déterminer la loi conditionnelle

de r l ,sachant  {A" ,  O< s < f } .

Ce problème a été résolu, dans le cas de systèmes linéaires, par R. Kalman et R. Bucy

(cf. [43] et [aa]), pour étudier les trajectoires des satellites de Ia NASA. Le resultat qu'iis

ont obtenu, connu sous le nom de "filtre de Kalman" (cf. [19] et [66]), a été utilisé dans

cle nombrelx problèmes d'astronomie, de radio-guidage ainsi que de suivi de trajectoires.

Notons que Ie "filtre de Kalrnan" est généralement le modèle utilisé par les ingénieurs après

Iinéarisation des systèmes étudies.

Le problème de filtrage pour des systèmes non linéaires est pius délicat à résoudre et on ne

possède pas encore à ce jour d'algorithmes permettant de répondre à un certain nombre

de problèmes pratiques.

J.M.C. Clark [16] a introduit Ia continuité du fi.ltre par rapport à la trajectoire cle

I'observation pour la norme de Banach sur Cs([0,T],lRe).Cette propriété n'est vér'ifiée

que dans un certain nombre de situations particulières (cf. [t7] ,124], [67], [80] et [81]). La

continuité du filtre associé à un système non corrélé a été étudiée tout d'abord, dans le cas

d'une observation à coeffi.cients born&, pil M.H.A. Davis [17]. Le cas d'une observation à

coefficients non bornés a été traité par H.J. Sussmann [80], pour le " cubic sensor probletn" .

Ce résultat a été généralisé par W.H. Fleming et S.K. Mitter [27], pour une observation à

coefficients polynomiaux, puis par H.J. Sussmann [81], à toutes les observations de classe

C2 vértfi,ant une condition limite au voisinage de I'infini. La continuité du filtre associé à

un système corrélé à observation unidimensionnel et à coefficients bornés a été étudiée par

1VI.H.A. Davis [17]. P. Florchinger [28] a traité le cas de systèmes corrélés à observation

unidimensionnel à coeffi.cients non bornés.

La non linéarité de l'équation de Kushner-Stratonovitch (cf. [37], [66] ou [23], par exemple),

22

satisfaite par le filtre, empêche tout progrès dans l'étude des propriétés de cette solution.
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M. Zakai [S5] a montré dans le cas de bruits non corrélés que Ie filtre non normalisé, s'il

existe, est solution d'une équation différentielle stochastique de type parabolique. M.H.A.

Davis [17], M.H.A. Davis et S.I. Marcus [1S] et E. Pardoux [64] ont étendu la méthode cle

Zakai au ca,s de problèmes de filtrage non Iinéaire avec des bruits corrélés. Le cas d'un

système de fi.ltrage non [néaire, avec bruits indépendants et coefficients d'observation non

bornés, a été traité par E. Pardoux [65], puis par J. Baras, G. Blankenship et W. Hopkins

[1]. P. Florchinger [31] a établi l'équation deZakai associee à un système de filtrage non

linéaire corrélé à coefficients d'observation non bornés unidimensionnels.

La forme roblste de l'équation de Zakài a été introduite par J. Clark [16], pour définir un

filtre "robuste" associé à un système avec bruits non corréles et coefficients d'observation

bornés. L'idée est de râluire, pax une transformation muitiplicative, I'équation de Zakai

en une équation aux dérivées partielles déterministe, dont les coefficients dépendent de Ia,

trajectoire du processus d'observation. M.H.A. Davis [17] et J.M. Bismut et D. Michel [8]

ont étabii la forme robuste de I'équation de Zak^\ dans Ie cas d'un système cle filtrage non

Iinéaire non corrélé à coeffi.cients d'observation bornés. E. Pardoux [64-65] a démontré le

même résultat pax une méthode différente.

W. Hopkins [39] a établi, par une méthode analogue, Ia forme robuste de l'équation de

Zakai, pour un sytème avec des bruits non corrélés à coefficients d'observations non bornés.

La régularité de la densité d.u filtre a été étudiée par de nombreux auteurs, clans le cas oit

le bruit qui engendre le signal est de dimension finie. D. Michel [56] et J.M. Bismut et D.

I\{ichel [8] ont résolu ce problème sous une condition de Hôrmander locale, dans le cas d'un

système avec des bruits corréles et des coeffi.cients d'observation bornes. Le cas de bruits

non corré}és et des coefficients d'observations non borntis a été étudiée par G.S. Ferreyra

[26]. P. Florchinger [29] a traité le cas de bruits corrélés et de coefficients d'observation

non bornés.

Dans [3t], on montre, à I'aide du calcul de Malliavin, sous une condition de Hôrmander

locale, que le filtre associé à un problème de filtrage non linéaire à bruits non colrélés.

coefficients d'observation bornés et un signal engendré par un processus de Wiener rle

climension infinie, admet une densité de classe C- par rapport à la mesure de Lebesgue.

La description de la loi d'un processus stochastique, solution d'une équation différentielle

stochastique comme fermeture d'un ensemble de trajectoires, obtenu en remplacant les

processus de Wiener figurant dans I'équation différentielle stochastique, par un contrôle cle

Hr, a été initialisée par D.Stroock et S.Varadhan [79].

En supposant que le filtre non normalisé admet une densité par rapport à la mesure de

ZJ
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Lebesgue et que les bruits sont non corrélés, M. Chaleyat-Maurel et D. Nlichel [i2] ont

cléterminé le support de la densité dans I'espace C(l},fl,r'(R')).

Dans [15], Ies mêmes auteurs ont décrit le support du filtre non normalisé, associé à un

problème de filtrage non linéaire à bruits corréIés et coefficients d'observation bornés. en

utilisant des résultats de continuité, ainsi qu'un théorème d'approximation. Dans ce trarail,

I'existence d'une densité n'est plus nécessaire.

L.2.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME

Soit (Q, F,P) unespaceprobabil isécomplet etw,u deuxprocessusdeWienerstandarcls

indépendants, définis srrr cet espace, à valeurs dans IRd et IR' respectivement. Notons

(ft)tep,rl Ia fiItration complète engendrée pax (-,r)-

Considérons le système signal/observation (rt,At) € IR- X R', solution de l'équation

différentielle stochast ique

: ro * X i@) o dy3"

(1 .31 )

h(r,) ds * ut,

ou

1. rs est une variable aléatoire de loi rn6, indépendante du processus de Wiener (u,r-').

2. Xt, 0 <i 1d,, et Xi, L < j < n, sont des champs de vecteurs sur IR-, de classe C-.

à dérivées de tous ordres bornées.

3. h est une fonction de classe C-(R-,lR') qui est, ainsi que ses dérivées de tous ordres,

à croissance au plus exponentielle.

4. Xo + hN est à croissance sous-linéaire (pour éviter des solutions qui explosent).

Pour. une formulation plus générale du système de filtrage, on renvoie Ie lecteul au cours

cle E. Pardoux à Saint-Flour [66].

On définit alors le filtre associé au système (1.31) par

Définit ion L.2.2.L.

Pour tout t dans [0,T], notons 11

fonction r! dans C;(IR*,IR) Par

(1.32)

Ie filtre associé au sgstème (1.31). défini pour trtute

24

r,'
' 
*o(*") ds + 

lo 
xt(r") o d,w'" * 

Io"
r-Jo

rds : Elrh@r)lltl,
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où , ) ) 1 :o (A " l 0Ss< f ) .

Dans le cas où Ia fonction h est bornée ou Ie système non corrélé (i.e. X: 0), définissons

le filtre non normalisé associé au système (1.31).

Pour cela, introduisons, porrr tout t dans [0,?], I'exponentielle de Girsanov associée au

système (1.31) par

(1 .33) zt : exp(fo' nq*,1da" - 
I lo' 

o'rr") d")

On définit alors une probabilité de référence P par la dérivée de Radon-Nikodym

dP __1
(1 .34)  

.p  t y , -  
z t  - .

Alors, par application du théorème de Girsanov, le processus stochastique g est, sous la

probabilité P, un processus de'Wiener indépendant de u'

Le filtre non normalisé associé au système (f 'lf ), est défini par

Définit ion L.2.2.2.

pour tout t d,ans l0,Tl, notons p1 le fi,ltre non nonnalisé associ'é au sgstème (1.31), défini'

pour toute foncti'on $ dans C;(IR*,IR) par

(1 .35) pt?D :Elrlt@') Ztllt l,

oùE déslgne l'espérance sous la probabi'lité P.

De pl's, la formule de Kallianpur-Striebel permet de travailler de manière équivalente avec

Ie filtre 'rT1 o..,t le filtre non normalisé p1.

Théorèrne t.2.2.3.

Pour tout t d,ans l0,Tl et toute foncti'on t! dans C6(W,IR), on a

(1.36) "r,h: ffi '
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T.2.3. CONTINUITE DU FILTRE

Dans ce paragraphe, on s'intéresse à la continuité du filtre par rapport aux trajectoires de

I'observation, pollr la norme de Banach sur I'espace C6([0,T],R.t). Pour d'autres notions

cle continuité du filtre, on renvoie le lecteur à [13] (continuité au sens de Sussmann) ou [t+]

(continuité au sens du calcul des variations stochastique) par exemple.

On a le résultat fondamental suivant:

Théorème 1.2.3.1.

Il erzste une fonctionnelle f de Cs(l0,Tl, R:) dans IR, cont'inue pour la norrne de Banach

sur Cs([0,7], Rn), tel le que

(1 .37 ) l(a) : nr'h

presque sû,rernent.

L'intérêt d'une telle notion est d'obtenir une formule valable trajectoire par trajectoile.

permettant d'estimer le signal, même si on ne possède qu'une seule observation, ce qui est

le cas en astronomie, par exemPle.

L.2.4. EQUATTONS DU FILTRAGE

Sous ies hypothèses du deuxième paragraphe de cette section, Ie filtre vérifie I'équation cle

Kushner- Stratonovitch.

Théorème L.2.4.L.

Pour toute foncti,on { d,ans Cs(IH" , IR), le fi,ltre associé au système (1.3L) est solution de

l' ér1uation aun dériuées parti'elles stochost'ique

26

(1.38) rttb : troth * 
lo' 

n"rrf) ds * 
lo' 

(*"{ro, - n"(hù*"4h)) @a'" - r"(h1) ds) -

o'ù, Lo est I'opérateur di'fférenti'el du second ordre, défini' par

(1.3e) Lo:Xo + in"*u.;f,x? +ii":
i , : L  

- i : !  - i , = 1
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et L;,1 < i < n est I'opérateur du premi,er ordre, défini' par

(1 .40) L t :  h '  *  X *

L'équation de Kushner'-Stratonovitch étant non linéaire, il est assez difficiie d'obtenir cle

bons schémas numériques pour resoudre celle-ci. Dans Ia pratique, Ies ingénieurs utilisent

l,équation de Zakai [85] pour laquelle des schémas numériques ont été établis (cf. [51] et

[35] ) .

Théorème L.2.4.2.

Pour toute foncti,on { dans Cs(lR*, R), te fittre non nonnali,sé associé au sgstèrne (l-37),

est solut'ion de I'équati,on aun déri'uées parti,elles stochasti'ques

(1.41) ptls: pothr 
lo' o"Gorl) ds* 

lot o"@or\da'".

De plus, si pour tout t dans [0,?], on pose

(1.43)  qt ( r )  :  p t ( r )  exp(- (h(r ) ,ar ) ) ,

alors, q1(z) vérifie I'équationde"Zal<ai robuste", i.e. q;(z) est solution de I'équation aux

dérivées partielles ordinaire

(1.44) qt(r) : qo(*) * 
Ir' (to"a"tù - i ,>:r"6)2q,@)) 

d's,

où Lo, est I'opérateur différentiel du second ordre, paramétrisé par 91, défrni pour tc.rute

fonction q pax

(1.45) Lo,q : exp(- (/r '(r),aù) 'cs (exp((h ("),a' l)q) '
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L.2.5. REGULARITE ET SUPPORT DU FILTRE

Par application du calcul de Malliavin, on montre Ie théorème suivant.

Théorème L.2.5.L.

Supposons que I'espace engendré par les champs de uecteurs

XL ,  . . . ,  Xa ; lX i ,  Xo r l f r , u r :o ;  . . . ; lX t r , ÏXo r , l . . . , lXuo - r ,  Xo , l ] . . . 111 r , . . . , i p :0  " '

est d,e d,i,mensi,on rn. Alors, te fi,ltre non norrnali,sé p1 admet une densi'té p1 de classe C*

par rapport à la mesure de Lebesgue sur IR*.

Deplus, cette d.engité est d"ansl 'espace de SchwartzS etl 'appli ,cati ,ont---, p1 del\,T) dans

S est continue.

Comme p1 appartient à.S, on peut considérer I'espace de Fléchet Er: C(1e,1:1,,S). pour

tout e dans ]0, T[ et décrire le support de la loi de p6 sur 8,, à l'aide d'une équation atux

dérivées partielles parabolique contrôlée.

On remplace A par un contrôIe u e I1t([0,?],R") dans les équations (1.31) et (1-33) et

on introduit, pour tout u dans f/1([0,?],lR') le fi.ltre non normalisé approché, défini pour

tout É dans [0, ?] et toute fonction r/ dans C6(RÎ,IR) p*

- = u t r ,

pi l t :  u LQ\r i)  zi l ,

28

oùr (ri, Zi) est Ia solution du système

(1 .46 )

( r .47)

(1.48)

f "r 
- 

Io' *or*r, a, + lo' xo(*i) o d,wi * l,' 7 ,çry1ut" as

\ r, 
- exp (1"' n,ç,g ui" ds - i l"' n2 @!) as)

Si pf (z) designe la densité pax rapport à ia mesure de Lebesgue sur IR- du filtre non

normalisé approché, on a le résultat suivant'

Théorème L.2.5.2.

Pour  tout t  d ,ans lO,Tl ,  tout r  d ,ans IR* et tout  contrôIeu dans /1 t ( [0 ,T] ,R:) ,  P i ( r )  est

l,unique solution de I'équati,on aur déri,uées parti,elles paraboli,que

dpi@)
dt,

: Lî,pi @) + (ht(r) t.i) ei @).
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Si p et p" désignent les restrictions de p et p'sur lr,Tl,R"le sous-ensemble de ,B' ciéflni

pa,r R,: {pi(.),  u e Hr ([0,"], lR'] et Pula loi de Ia variable aléatoire E---+ fu( '),  alors

on a:

Théorème 1.2.5.3.

Support(P,) :8, ,

où l'adhérence est pri,se dans Er-

29
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DIFFUSIONS ENGENDREES PAR

DES OPERATEURS DU SECOND

ORDRE INFINIMENT DEGENERES

2.T. LE THEORE,ME DE HORMANDER POUR DES OPER-

ATEURS DU SECOND ORDRE INFINIMENT DEGENERES

AVEC DES COEFFICIENTS DEPENDANT DU TEMPS

z.L.L. INTRODUCTION

Le but de cette section est de démontrer I'existence d'une densité de classe C- pour une

diffusion, solution d'une équation différentielle stochastique dont les coefficients dépendent

du temps, sous des hypothèses moins restrictives que Ia condition de Hôrmander- En

effet, on permet que la condition générale de Hôrmander fasse défaut d'une certaine far;on

,,exponentielle", dans un sens qu'on précisera dans l'énoncé du théorème 2.L.2.I. sur un

ensemble de surfaces dans une sous-variété de codimension 1.

La démonstration du théorème est de nature probabiliste. Elle est basée sur I'application

du calcul de Malliavin à Ia solution d'une équation différentielle stochastique dont les

coefficients sont Hôlder-continus par rapport à la variable de temps et de classe C* par
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rapport à la variable d'espace. Cette méthode nécessite des estimations précises pour des

plocessus de diffusion dans un espace euclidien.

Rappelons que S.Tanigushi [83] et P.Florchinger [29] ont démontré, sous une condition de

Hôrmander forte globale, respectivement une condition de Hôrmander locale, I'existence

cl'une densité de classe C- pour une diffusion 1, sloution d'une équation différ'entielle

stochastique dont les coefficients dépendent du temps.

D'autre part D.R.Bell et S.E.A.Mohammed [4] ont traité, sous des hypothèses moins re-

strictives, le cas de coefficients homogènes.

Cette section fait la synthèse des der.rx derniers travaux cites en traitant le cas des co-

efficients dépendant du temps sous des hypothèses moins restrictives que celles de [29].

Elle est subdivisée en trois paragraphes, organisés comme suit. Dans le deuxième para-

graphe on précise les notations et on donne les énonces des théorèmes qu'on prouve dans le

troisième paragraphe. On commence par rappeler les lemmes clés de [ ] qui seront utilisés

clans la suite. Puis, dans Ie lemme 2.L.3.4., on établit une version locale des hypothèses

cies théorèmes, qui permet de démontrer ensuite Ie rrésultat principal.

2.L.2. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Soit (ç;, F, P) un espace de Wiener standa,rd de dimension d, i.e. f) est I'espace de Ba-

nach c([0,?.],Ro), tei que tu(0) :0, pour tout to dans f,),  muni de Ia norme l l . l lo :

maxre [0,,-] lr(t)1, P est la mesure de Wiener standard et F le complété de la o-algèbre de

Borel sur f) par rapport à la mesuïe P. Soit (Ft)tep,rj une famille croissante, continue à

droite de sous o-algèbres de F contenant les sous-ensembles de F de mesure nulle.

pour tout q>I, notons tro: [,a(Q,F,P) I'espace de Banach de toutes les fonctionnelles

de Wiener ,f ' Q ---' IR, intégrables à la puissance q, muni de la norme ll/lln :: (EITY)+ '

Dans la suite, on désignera la norme eucljdienne sur IRm par l'l et Ia norme correspondante

sur I'espace des matrices rn x rn par ll ' ll.

Consid,érons d+ 1 champs de vecteurs dépendant du temps X0,...,X4 sur un sous-ensemble

D de IR-, s'écrivant

xi(t,r) : xi4,ù*, o Si < d"
orj

On suppose que les champs de vecteurs Xe, 0 S t ( d, ainsi que leurs dérivées par rapport à

r;, sont Hôlder-continus en t uniformément sur [0, T)xK, pour tout sous-ensemble compact
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K dans IR-, qu'ils sont de classe C- en r à t frxê dans [0, T], et qu'eux-mêmes, ainsi que

leurs dérivées par rapport à r, sont uniformément bornés.

Si z6 est une semi-martingale sur (f), f ,(Ft)tep,rl, P), on notera pat odrl (respectivernent

d.r) sa différentielle au sens de Stratonovitch (respectivement d'Itô).

Soit Ie processus stochastiq\e z,1à valeurs dans IR-, solution de l'équation différentielle

stochastique

(2.r) rt : ro * 
I"' 

xo(", r") d,s * 
I"' 

xr(s,r") o dw'"'

où ro est une variable aléatoire.Fs-mesurable à valeurs dans IR- possédant des moments de

tous ordres bornés et où u.r1 : (wl, ...,.t) désigne un f;-processus de Wiener de dimension

d .

Soit c : D --- R o:" fonction de classe C* et L I'opérateur differentiel du second ordle

défini par' ,L ,: +i X? + Xs t c.
i : l

Dans Ia suite, on considère les champs de vecteurs X,r, 0 < i < d, comme vecteurs colonles.

Pour tout entier positif rlj ort notera B@) 1u matrice à rn lignes qui admet pour colonnes

les champs de vecteurs

XL ,  . . . ,  Xa ; lX t r , ,  Xo r f f ; r , u r :o i  . . . i  [Xz ,  , lXu , l . . . , lXu^ - r ,  Xo* ]1 . . . f ) f ; r , 0 r , . . . , 0 * :o ,

or.donnés d.'une façon fixée une fois pour toutes. Ici, le symbole [','] désigne le crochet cle

Lie des champs de vecteurs.

pour tous r dans D, t dans [0,7] et n] 1, on note tr(')(t,r) La pius petite valeur propre

de Ia matrice B@)(t,,r)E@)"(t,z), où r désigne la transposée d'une matrice.

Remarquons que 1(",)(t,u) > 0, poru un certain n) L, est équivalente à Ia condition cle

Hôrmander pour I'opérateur parabolique L * & uu point (t, z) de [0, ?] x D' De manière

analogue à [4], on appelle point de Hôrmander pa.rabolique pour I'opérateur L + ft tott

point z dans D pour lequel il existe un entier n) I tel que 1(")(É,r) > 0, pour tout t rlans

[0,f]. L'ensemble de tous les points paraboliques de D sera noté H. Notons que.É/ est

ouvert d.ans D. L'ensemble fermé complémentaire I/" sera appelé I'ensemble des points

parab oliques non-Hôrmander.

On peut maintenant énoncer les théorèmes principaux:
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Théorème 2.L.2.L.

Supposons que l'ensemble d,es po'ints paraboli,ques non-Hôrtnander H" est contenu dans une

sous-uariété N d,e D d,e classe C2 et de codi,mensi,on 1 et qu'en chaque poi'nt de H" au rno'ins

un d,es champs d,e uecteurs Xt(t,'),, ..., Xa(t,') est transuersal par rapport à N , pour tout t

d"ans l0,Tl. Supposons de plus que, pour tout point r dans H", il etiste un ent'ier n ) 7, un

uo'isi,nage ouuert IJ d'e r et un erposant p e] - I,01, tel que À@) Q,u) > exp{-[p(y, N)]o],

pour tous t dans l0,Tl et g dans U.

Alors, Ia 1oi, d,u processus 11 adtnet une densi,té de classe C* par rapport à Ia mesure de

Lebesgue sur IR*.

Remarque:

Si les champs de vecteurs vérifient la condition de Hôrmander locale et ne sont pas uni-

formément bornés, alors S.Tanigushi [83] donne un contre exemple pour lequel la matrice

cle Malliavin associée au système est dégénérée.

En effet, si on considère les champs de vecteurs X6 et X1 définies sur [0, ?] x IR2 par

Xo(t,r) : (r)r# .t X{t,") : 
h *2tr1#, on montre facilement que l'hypothèse

de Hôrmander est satisfaite en tout point, c'est-à-dire que Xr et [Xt, [Xo,X1]] engendrent

R.2.

D,autre part, S.Tanigushi [83] montre que la matrice de Malliavin

s  2 ( t  -  s ) 2 ( t ,  *  w 1 -  u " )

-  t ) ' ( * ,  *  w1-  u" )  4 ( t  -  s )3 (q  i  w t  -  - " ) '

associée au système est dégénérée.

Théorème 2.1.2.2.

Notons Xa+t I'action d,e l'opérateur L - c sur les fonct'i,ons réguli,ères sur D. Supposons

que, pour tout n d,ans D, i,l eriste un enti,er n ) !, tel que eractement une des deun

conditi,ons suiuantes soi,t uérifi'ée:

(Q X@)Q,*)  > O,  pour  tout t  €  [0 ,T] .

@ n er i .s te  un ent ierk>L,  unuois inaget l  çD der ,  unefonct ion{s:U' - -+ IR de c lasse

C* et un eLposantp €.] - Côn,01, 
tel que

33

( ' -

\ z(t



Chapitre II - Opérateurs du second ordre infiniment dégénérés

( t )  ,h@) :0  et  i l  es i ,s te  L 1 ù, ' i2 , . - . , ix  < d *  r ,  te l  que

(2.2) XùXr,...Xil(t, ')$(r) 10, pour aucun t € l0,Tl.

ftt1 Sr-t (t,a) > exp(-ld(y)le), pour tous t € [0, T] et y e U.

Alors, lct loi, du processua 11 adrnet une densi,té de classe C* par rappor-t à Ia mesure de

Lebesgue sur IR*.

2.L,3. PREUVES DES RESULTATS

Dans ce paragraphe, T ) 0 est un temps fixé. On introduit tout d'abord une notion qui

va être très utile pour Ia suite:

Définit ion 2.1.3.1.

Une uariable aléatoi,re non négati,ue X est di,te erponentiellement positiue, s'il eriste des

constantes posi,ti,ues e et c2, qu'on appelle les caractéri'sti,ques de X, tel que

P(X<e )<exp ( -qe -L ) ,

pour  tout  e  €10,  c2[ .

On va également utiliser fréquemment le lemme suivant (cf.[40] lemme 10.5 p 398):

Lemme 2.L.3.2.

Soit g : [0,7] x CI -- IR* un processut d'Itô de la forme

dar :  a i ( t ' )dwi+b( t )d t ,  o  < t  <7,(2.3)

où a1,...ad.,ô : [0, f] x f] --- IR^ sont des processus mesurables, (Ft)te[o,rl-adaptés, bor-rtés

presque sû,rement par une constante détennrni,ste cs. Soi,t r ) 0 et o la uari,able aléatoi,re

défi,nie par

(2.4) o :: inf{s > o : lg(s) - y(o)l : r} AT.

Alors, o est un (F)ç1o,r1 ternps d'arrêt enponenti.ellement posi,ti.f dont les caractéristiques

dépendent seulement d,e r, cs, d et m.
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En prenant constante Ia variable de temps dans les coefficients de I'équation (2.1) à partir

d'un temps fixé, on peut d.éfinir, pour tout € € [0, ?], le processus stochastique suivant (cf.

[ze]):

( * r ,  s i f  < {

(2 '5)  :x ; ' t :1  

" ,  
*  [ '  *o( r , rs , " )d 's  + [ '  x {€ , r4" )od, ta ' " ,  s i  t  >  ( .

\  / €  Je

A ce processus on associe comme d'habitude:

Definit ion 2.1.3.3.

Pour tout ( d"ans [0, T[, notons ôe ,, la dériuée du fl.ot stochast'ique associ'é au processus

I ç  t .

Dans la suite, on considère le temps d'arrêt o1, défini par

11
(2 .6)  01 ; : in f {s )0 :  lz " - "o l  >  

i " " l lô ' , :  
- / l l  > ; ,v ,  <s}A?

Alors, on déduit du lemme 2.L.3.2. eue 01 est un temps d'arrêt exponentiellement positif

avec des caractéristiques indépendantes de 26.

De plus, d'après les hypothèses sur les champs de vecteurs, orl a, pour tout t, t/ dans [0, T]:

sup sup lX;(t,  r) - Xi(tt ,  
") l  

< c4lt - t ' lo
i 'e{o, . . . ,d}  re.K

(2.7) et

sup sup lVXa ( t, ,) - V Xi(t '  ,t) | < c4lt - t '  lo ,
i . € { O , . . . d ' }  t € K

où K désigne Ie compact {r € IR* : l* - ,ol S àl et o I'exposant des coefficients de

Hôlder'.

Donc,  en posant  6:  e)+,  Pou tout  f , /  aFte l  que l t - t ' l (  6 ,  on a:

u.ôÏ,0) 
suP lx;(t '  n) -  xi( t"*) l3 e'

(2.8) et

sup sup lVXa(t,,r) - V Xi(t' ,r)l 3 e2.
à€{o , . . . d \  r €K
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Rappelons maintenant les deux lemmes cles de [4]:

Lemme 2.L.3.4.

soit y: [0,7] --- IR* le processus d'Itô défi,ni par (2.3). supposoTÙs que o 3 T est un

(Tt)tcp,rl-temps d,'arrêt erponenti,ellement posi,ti,f, tel que au mo'ins un des coefficients de

d,ifiusion ai sati.sfait la condi,tion: lai@)l > ô, presque sû'rement pour tout 0 < s { o, po'ur

un certai,n 6 > 0 d,étermi,né. Alors, i,l eri,ste, pour toutn)-2, des constantes posit'il)€s c5,

c6 etTs, tel les que, pour tout t d,ansl},Tsl et tout e dansl\,cstn*Lf, on a

/  f t^o \
(2e)  t ( /  la , l *a '<r) (exP{-"u ' - "h1 '

De plus, Ies constantes c5 et c6 dépendent seulement d,e d, ca, 6 et des caractéristiques de

o , tand,'is que la constante Ts dépend uni,quement des caractéri'sti'ques de o '

Lemme 2.L.3.5.

Soient o un (F)1ep,r1 temps d,'arrêt ezponentiellement posi,ti'f, p el-L,L1etg un pr'ocessus

d,,Itô d,e la forrne (2.3). Supposons queA et o sati,sfont une estimation de Ia fonne (2.9),

pour unn) -fu. Ators, i , l  eri ,ste des constantes posi ' t i ,uesT1, cr, c8 etq) I,  tel les que,

pour tout t d,ans ]0, fr I et tout € < exp {-cz t-i}, on a

/  f t \o  \
(2 .10)  

" ( /  
exp(- lg / " lo)  d ,s  < e)(  exp { -cs l toselq} .

De plus, les constantesTl, cT, c8 et q sont complètement détertni,nées par la constante cs

d,u lemme 2.I.3.7., les constantes c5, c6 et n de (3-T) et les caractéri,sti,ques de o'

Elsuite, grâce au lemme suivant, on établit une version locale des hypothèses du théorème

2.7 .2 . r .

Lemme 2.1.3.6.

Supposons les hgpothèses d,u théorème 2.I.2.1. uéri,fiées. Alors, pour tout n dan.s D, i'l

eri,ste un enti,er n 2 7, tel que eractement une iles 2 cnnditi'ons suiuantes soi't uérifiée:

(Q S@t (t, *) > 0, pour tout t € [0, 
"l

(b)It eri,ste un aois,inage ouuert U ç D d,e n, une foncti'on rb , tl -+ lfl de classe C2 et un

erposant p el - I ,01, tel que:
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0 . , l t@) :0  e tVrh@).Xt ( t , r )  +0,  pour  au mo' ins  un i : I , . . . ,d  e tVt  e  [0 '? ] '

ftt.1 St^t Q,a) > exp(- lrb(a)1,), pour tous t e [0, 7] et a e U .

Preuve:

Il suffit de montrer que, sous les hypothèses du théorème 2.1.2.1., Ia condition (b) r:st

vérifiée, pour tout r e Hc. Comme N est une hypersurface de IR- de classe C2,iI existe

une carte (V,0) de classe C2, centrée en r, tel que 0:: (0t,02),V ---W"-1 x IR est un

C2-difféomorphisme ayant comme image I'ensemble ouvert 0(V), avec 0(r): (0,0) et

g(NaV): (prn-r x {O})nA(V). D" plus, Ies fonctions coordonnées locales 0y : V ---+ IR''-l

e t02 :V  - - - lRson tdec lasse  C2 , ,avecV02(z )  f  0 ,pou r  t ou tzdansVe t l / l - lV :0 i r {0 }n

V. Par Ia condit ion de transversali té, i l  existe un i:  1,.. . ,d, tel que Xi(t,r) /TrN, pour

aucun t € [0,T].

Or, 1"l/ : lD0z(")]-t{0}, où D02(r) designe la dérivee de FYéchet de 02 er'r. r. Donc.

V0z@).X.i(t,r) + 0, pour aucun t dans [0, ?].

Soit U1 Ie voisinage ouvert de z de l'énoncé du théorème 2.7.2.2. Choisissons une boule

ouverte V1 :: 8(r,6) ÇU1UV, centrée en r et de rayon 6r > 0. Soit Vz C yl la boule

g(", 
*). Alors, pour tout g dans Vz, p(a,l /) :  min(n(u, N n yr); p(a, N n yf )) '

Or,  p(a , l {n  y1)  S 3+ lA -  
" l<  

p(a ,Nny1") ,  donc p(s ,N) :  p(A,N ny1) '

Soient maintenant gr dans V2et z d.ans l{nV1. Alors, comme I est Lipschitz-continue. il

existe une constante positive k, telle que

la  -  r l  >  k l | (a)  -  0(" ) l2  k l0z(a)1.

Donc, p(a,N) 2 klïz(ùl po* tout gt dans V2. Prenons (J :: Vz et {s :-- k)zv. Alor-s'

d'après les hypothèses du théorème 2.I.2.!., il existe un entier n ) L et un exposant p dans

l-  1,0[ ,  tet  que À( ' ) ( t ,ù 2 exp{- [p(s,N)]o]  )  exp {- l ' , ,@l ' }  poul .  tous t  € [0,7-]  et

aeu.  
: r

Preuve du théorème 2.1-.2.1-.:

On suit Ie schéma de preuve de [ ] et on l'étend à des champs de vecteurs avec des coeffi-

cients qui dépendent du temps, en utilisant Ia méthode développée dans [29]'

On écrit [0, ?l comme réunion d'intervalles de longueur au plus 6. Soient ,l{ I'entier, tel
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que I < N < I * f et (t2)sa;.N une suite de réels appartenant à [0,?-], telle que

0 :  fo (  t r  (  . . .  (  f iv-r  (  t ru -  T,  avecl tu*,  - to l  < 6pour tout  i ,  0 <i  < l /  -  1 '

Sans manque de généralité, on prend D : R* et on suppose que 7L est un entier. pottr

Iecluel une des conditions du lemme 2.I.3.6. est vérifiée porrr un point r* dans le support

cle zs.

S- -1 ,  on  a

38

Soit I dans ]0, ?[. Alors, pour tout z dans

"(É lo'  \o; '  xi4,r"),ul2a" < ,)

= "(Ë lo'n"'Ï , r r t  x i4 , r " ) ,u)2 nf t , , tn* ,1(s)ds .  , ) .
i = o  

t  l u z l ' a + L t \  '  

/

Or,

( @ . " ' XiG, r " ) , u )2  :  (ô ; : "X i ( t u , r t r , " ) , u )2  +  (Ô ; '  X i ( s , t " ) , u l ' 2  -  (Ô ; , : "X i ( t u , r6n , " ) '  r r )2

/  d  f t t c - r  N-L  ^  \
l ' \- / \- (a;t xi(t,*"),ul 'nlte,tr+l?)ds < e 

)\f! Jo fr '
l -  d  T t n o r N - t

:  p l t  /  t (d ; :  x i ( tn , r tu , " ) ,u)2111,u, ,0* ,y(s)
LfrJ' l:o

+ ( tO; t  x  i  ( r ,  æ ") ,  u)2 -  < Ô r , : "  x  i  ( to,  r  t t , " ) ,  u 
")x 

l tu, to*, ]  (s)ds t  + 
-  

t l

D

/ d

+ P( \ -
\ . L J
\ ; -  1

tnol \1 \

|  {O; t  x iG, r " ) ,u )2  [ [ ru , t , * , ] (s )ds  <  e)
i :O

/  d  1 t Â o 1  N - l  
.  . ô  3 e \

= t (E ; /o D<o;!" x i ( tr ,  r tu,"),u)2t1to,tu*,1 (s)ds t  ;  )

/  d  r tAot  N-1-

+pI  I  | '  I  l (O; t  x iG, r " ) ,u )2  - \ôk : "  x i ( t r , r tu , , ) ,u )2 lnpn, t t+ , ] (s )ds
\f,Jo -,-J

, ; )

On va scinder ce qui suit en deux étapes.

Dans Ia première étape, on montrera qu'il existe des

que des exposants rs et r"4, tous indépendants de z €

constantes positives c14 et c15- ainsi

,S-, tels que, pour tous f dans l(t- 7[,
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z dans Ie support de 16 et e dans ]0, c1a[, on a

/  d  r t A o l  N - L  

h .  L  Y . ( t .  r ,  \  r r '  
t g )

" E/ 
D@,.:" xi( to,rtu,"),u)2x1t,, tn*,t(s)ds .  ï  )

/  N  7 tAo1 N-1-  \
(  exp(-c1 se- ' " )  *  P(>,  I  D<O;:"  Ki lh, r tn,") ,u)2npu,tua, t (s)ds .  ' . '  

) ,. \ffro 7o

où les champs de vecteur s Kt, ..., K N designent les colonnes de Ia matrice B@) '

Puis, dans la delxième étape, on montrera qu'on peut trouver des constantes positives c21

et r5, telle que:

/  c r  1 t A o 1  N - l  .  .  ô .  e \

, (D l" I I @;' xi(",""), 
")' 

- @;:" xi(tu,tt,i,"),u)2ln1tu,toa,t?)ds>:1
\ i - 1 ru  i . :O

(  exp(-c2r  e 
- ' " ' ) .

Finalement, on combinera ces deux résultats partiels pour en déduire la preuve du

théorème.

cPremière étape:

,(f ,  [ 'n" '  Ï to;: xi(to,rt i ,s),u)2npo,tu*,r(s)ds. +) : P(A)- \ j iJ,  
1o 

'  '  '2)

:  P(An E)  +  P(A.  E ' )

/ J_  f t t oL  
N4  

.  o . .  3e \
où A : :  (  t  /  

E(d; :  
Xi( t r ,ntu,") ,u)2x.pn,tu*, , t (s)  ds .  

;  )\ / :1Jo i :o

/  d  7 t A o 1  N - l ç  n

et E :: 
E /o I LEt Ôrr,"lxi' xù(h'rtu'")'ul2

r i - )^ ' t  \
+ @ L:"{ txi, xol + + r, lx i, lx ux,'ll | (t'i.,, r0,"), ul2 

) 
nvo,t,*, 1 (s) ds < e' 

)'t  
-  - tF- ,  )

avec û:  # .
Puisque les champs de vecteurs intervenant dans l'équation (2.5) ne dépendent pas clu

temps, pour s dans [ti, h+tf, on peut appliquer le lemme 6.5 de [3] (cf. aussi therrrem
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A.24 cle [48]), et il existe donc des constantes positives c1s et c11, indépendantes de z dans

S'n-|, telles que

(2 .11 ) P(An E")  < c16 exp(-cr r  e-o) .

D'autre part, E C F n G, avec

/  d  1 t A o 1  N - I  \

F' :  {  f  /  t  @; ! " |x t ,xù(û , r t6 ,s ) ,u}2npu, tn* ,1(s)ds .u ' )
\ .u , '= rJo  i=o

et,

, d  T t n o t Ë r  - (  1 j _  I  ^ \

"':(:/ t (dt:{tx,, x.l+ à ,P*,r*t, lx,,xrl l}(to,r,u,,),ul2x1tn,tu*,1(s) 
ds .,") '

Par conséquent,

/  j _  1 tÂo ,  
N - l  

.  ô  3e \
(2.12) t( t  

I  
\ -(dt:  xi( tu,rt , . ,") ,u)znpo,to*,t(s)ds . ;  

)\ i : 1 ' r u  i : 0

S cro exp(-c11e-o)  *  P(A1.F n G),

et en appliquant la méthode précédente à P(A n F n G), on obtient

(2 .13 )  P (AnF  n  G)  1  4z  exp ( -c rs  , -o ' )  +  P (An  ,F '  n  G .  H ) ,

oùi r/ , :  ( f ,  [^tn" Ï to; ir xi, lxt,xr")](tn,rtu,"),u)2 xpn,tu*,1(s)ds '  t") '
\ r , j , Æ = l - o  f u ' ' ' n ' " '  

J ' t  
/

Il est facile de voir que

G o H t (f, fn"' ! <o;lf xi,xo)(tt,rrn,"),u)2 xpu,tu*,,(s) ds . ,"),- \7_rJo fr "'

pour un certain 11 €10,1[et un e suffisamment petit. Donc,

A n Fn c n u ç ( [ 'n"'Ï { tfro;!"*,(ti,rq,"),u)2
\ . tu  t -O \  j - l

+ f <o;!"lxi, xtl(tr, rt,,"),,r;')nr,,,,,*,r(s) d,s < a'") ,
l , i :o
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pour un certain 12 e.]10,1[ et un e suffisamment petit.

En combinant ceci avec (2.L2) et (2.13), on obtient

(2.r4),  (r ,  [ 'n" '  ! fo; l  Xi( tu,r tu,") ,u)2npu,tu*, t(s) ds .  +)\ _ . ^ - /  - \ ? r _ J J o  

i : o  
,  w L , v . . ,  Z /

( c16 exp( -crt€-o) t crzexp(-c13 u-o') * r( lr '"" '  
t j{ tÉft;:  

xi(to,z,u,"), 'r)2

(  exp(-c1 se- ' " )  + p ( i  [^ ' * ' ! to;1"  
Kt(h,r tz ,s) ,u l2xpo, tn*, t (s)ds .  . ' - ) ,

\fi/o Â

où les champs de vecteur s Kt, ..., K ft designent les colonnes de la matrice y@) .

d - ) \

+ t  @11,1xt . ,xù(h,r tu, , ) ,u)2 l tpo. to*, t ( " )  ds <. ' ' "  ) .
I ' j : l  )  /

En itérant cette procédure, on obtient finalement que poru tout n ) 1, il existe cles

constantes positives c14 et c15, ainsi que des exposants rs Qt 14, tous indépendants de z

dans,S--1, tels que, pour tous t dans ]0,T[, z dans le support de rs et e dans ]0'c15[. on

a

/  d  l t A o r N - r  , o _ _  3 e \
(2 .1b)  P i t  /  I tô ; ! "x tç to , r t i , " ) ,u |2xpu, to* ,1(s)ds . ;  

)\fiJo i.:o

oDeus'i,ème étape:

Poul tout i, 0 ( t < N - 1 et tout j, L < i ( d, on a:

| (d; t xr' (", r 
"), 

u)2 - \ô;:" x i (tn, r ro,,), r)2 |

<  l (d ; t  X iG, r " ) ,u )+(ôL : "X i ( tu ,n t t , " ) , " ) l x l (d ; t  X iG, t , ) ,u ) - (Ô; : "X i ( to , r1u . " ) 'u ' ) l '

Donc, cl'après I'inégalité de Schwarz et (2.8), on en déduit, pour tout s e lt6,t*tl, tel rlue

s (  o1 :
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d

!  t lo;t  xiG,r"), ,u)2 - (ô;:"  xi( t1,rt , ,") ,u)21
d -  l

< cro(1 + l ld ; t l l ) (u '+ l r "  -  * ru ' l+  l ld ; t  -  d ; : l l ) ,

oir cr6 est une constante qui dépend seulement de d, rn et de la quantité

I (y -  sup sup ( lxi( t ,r) l  + lVxl(t ,r) l ) .
i€ {0,.. . ,d} (t,r) €lo,Tlx IR*

Par conséquent,

t  d '  F t \ o l  N - I  
1  , _  .  ,  .  o , -  e \

p(t  I  I  l (d"- t  XiG,r") ,u)2 -  (ô; :"x i ( to,nt , t ,s) ,u)2lx1tu, to+,1(s)ds> i )
\[]ro ;--4

/  f i n o '  N - l  a \
< p(  I  D " 'u( t+ l ld ; l l l ) (u '+ l * , - r rn," l+ l ld ; '  -ô ; : " l l ) I l r ,u , ,o* , t (s)ds , ; )

\Jo i :o 
z /

N - l  7 7 t 1 1 r A o t  ; \

(2.16) S t  P( I  " ,u(1+l ld; ' l l ) ( r '+ l*"-* ,0, ,1+ l ld; l  -Ô;:) l )d" > # )t6 \Jt;nor

Or, pour tout i € {0, ..., N - 1}, on a, d'après Ia section 1.4. de [29]:

/  l t i a lAo t
(2.17) Pl  |  " ru(1 

+ l ld; t l lXr ' *  1""  -  r tu," l t  l lO; '  -  Ôr l " l l )ar t  * )
\ J t ; A o r  

u l o \ r  I  l l Y ' s  l l l \ "  I  l - s  u L ' i f l  I  l l ' r s  Y t i , ' s t t / * " '  
2 N  )

S P( sup lr"-*rn,"l > x,,e) +P( sup . l ld;t -Ôr:"ll > 1(,"a).
s € [ f ; Â o 1 , t ; 1 1 Â o 1 [  s e  [ t ; n o 1 , t i 1 1 A o 7 l

or),K,.,, : G*#4TD"-;

D'autre part, en prenant u: Krne dans Ie lerrme 1.3.2.4 de [29], il existe deux constantes

positives cs et cra, eui dépendent seulement de T, ffi, d, p et K2ç, telles que:

P( sup . l*" 
- ir te,sl ) K*e) 1 ctz 6 eP

s € l f ; A o r , t l + r  A o r  I

et

t('.,r,n",Ïl*,no,tlld;t - Ôi:"ll > K''e) 1 c1s6 ep '

Donc, d'après (2.17) on a pour tout p ) 0,

/  7 t ;a1Ao1 e  \

" ( / , ,^ , ,  
c16(1 + l lp" - t l l ) ( r '  * l r ,  -  r to , " l *  l lO; t  -  d t , l l l )as  ,  

^ )  
1cp6ep,

42
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or) c1e est une constante strictement positive dépendant seulement de ?, nL, d, p et ,K; '

De plus, d,après la défi.nition de N, il y a moins de $ + I termes figurant dans la sorrune

(2.16), donc on obtient pour tout p) O:

, (nl,'""' Fj t{o;' x i (,, r "), u)2-  (ôr : "  x i ( tu ,  r tn , " ) ,u)z | lpo, to* ,1(" )d"  t  
; )

( c ' lo 5l ' ,

oir c26 est une constante strictement positive dépendant seulement de 7, d,, rn,, p et ,[i-r.

Quitte à prend.re p assez grand, on peut alors trouver des constantes positives c21 et 15

telles que

(2 .18 )

/  d  f t to r  N4 e \

,  (D l^ 
-  

I  t  @;'  x i(" ,  "") ,  
ul '  -  @11" xt(h,*ru,") ,u)2lxpn,tu*,1@)as> "r)

\3-1. ru i :O

( exp(-c2r a-'-" ).

En combinant les résultats de la première et de la deuxième étape, (i.". (2.15) et (2-1.3))

on trouve:

/ d  7 t  ^  \

(2 .19)  PI  t  |  @; '  x iG,r " ) ,u l2d 's< u )  <  *exp(-c2re- 'u)
\ ïJo /

J - L

/  N  4 t Â o 1  N - l  \

+p( I  |  >,@;!"  rc1tu,r tu, , ) ,u)2xpu,tn*,1(s)  ds 1 € 'n ) ,
\/-- Jo i.:o /

où 16 :  13 A 15 et  c22:  C2!  V crs.

Notons QtIa matrice de covariance de Malliavin associée au processus stochastique.rl.

Alors, d'après les resultats du chapitre I, Qr: ÔtCtÔi, où Cr désigne Ia matrice cléfinie

pa.r

r t d
c, : I l .(O;'xi(r, "")) (ô;'xi(s, z"))"ds.

Lo f_r

En prenant l,infi.mum sur,9*-1, dans Ia relation (2.19), on obtient par compacité (r:f-[3]

lemme 6.8):
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(2.20) P(u'Cp < €) S exp(-cse-16)

,  , f t  T t A o r N _ t  \ )

*c24e-m,;Ërt"E 
/, D@r,:" Kilû,rt,;),u)2xpo,to*, i(s) ds . 

"rtu' ' '  )  j

pour € dans [0, c26] et des constantes positives c23' c24, c25 et c26'

Or,pour tou t l ,  1< l< .Nr ,

(ô ;1"  K , ( to , r to , " ) ,u ) '  :  ( ( (d t :  -  I )K / t6 , r tu , " ) ,u )  +  \K{ t i , r6n , " ) ,u ) )2 ,

clonc

, , rt rtloL y-l Vl
rnp { r ( I / L,<o;!" Kilh,rto,"),u)2x1to,tu*,r(s) as I czs t'^ ) |
1"1:r l. \fr Jo -i:o / )

Ë,{ " (Ë l ' " " ' Ï t ^ t '  
i ' n t i ' s ) 'u )2xpu ' toa '1 (s )ds  '  " "u"  \  }

l " i j ' I , \ 2J ,k \ ' ' t \ "1 ,ù t ' i ' s ) )@1" | t i , t i 11 l \ " / * " - l | d ; l - I | | " ) )

Ër{" 
(Ë l '^" '  b' '*t '  i ' ' tu's) ' ;u)2xpn't ' ta' l1(s) ds t * i)} '

l u

et comme, d'après ta définition du temps d'arrêt ot,llÔil" - lll < *, po* tout s, 0 ( s (

01. orl obtient

,  r  N  r t t o r N - l  \ )

:Ë,1" (E /, D@k:" Kiltr,ntn,"),u)2x.1tu,to*,r(s) as 1 czs u"^ 
) ]

< p( [ tn" '  I  r t , l1t i , ru,")\ f t i , , ,* , ](s) d.s I  czar-),- \JoÂ/

car (K {t i ,  fr t . i . ,"),  u)2 > S@) (t6, frt t ,s) -

Donc

P(u" Cp < e) < exP(-c23e-r6)

/  r tAor  N -L  
\

(2.2r) +cz+e-^PlJo !  ' r t ' l  ( t i , r1u,")\ t t+,t t+t1@)ds I cze e'" 
) '

Or', on se trouve forcément dans une des deux situations du lemme 2.I.3.6-

Supposons d'abord que (a) soit vérifrée en (t,r*), pour un n ) 1 et tout f dans lft-Tl'



chapitr-e II - opérateurs du second ordre infiniment dégénérés 45

Alors, par continuité de 1('), il existe p>0 et 6 ) 0, tel que

(2.22)

pour tout t dans [0,?] et tout gr dans Br(r*), où Bo@-) désigne laboule ouverte de IR",

centrée en n* et de rayon p. Soit V ,: BÊ(r.). Supposons que u appartienne à I/ et

notons o2 le premier temps de sortie der,6 de I/. Alors, d'après (2.2L) et (2.22),

(2.23) P(u'Cp< e) < exp (-c23 e-"u) I c24 e-n P (r, A o2 A, . *{t)

^ . .  ^ : r \  c2 re ' n  /  
t . . r " : ' n ) : r ( o rno r<%{ ) " t " o - - "O r - , s i t rT ,ona " ( " tAo2A  

ô  /  \  
-  -  

ô  /

oy A o2 est un temps d'a,rrêt exponentiellement positif, il existe des constantes

posit ives c1êt c2,tel les que P (ornor. 9-S) ( exp (-+r-") '  pour tout e e 10. c2l.
\  

'  ô  /  
- \  c7a  / ' '

Donc,

P(u 'Cp< e)  S exp ( -czs e- 'u)  *c24e-m"*p(-+ r - " )- \  c za  /

I czg eP i c26 exp (-ca6a-ct'r 17)

où. 17 :14 A16, c2st ca6 et ca1 sont des constantes positives indépendantes de 11 €V-

Or, si Qr@) désigne Ia matrice de Malliavin associé au processus stochastique 21. â\rec

,ùo : r, alors, pour tout q > t et tout sous-ensemble borné V de IR-, il existe une

constante positive ca telle que, pour tout t dans ]0, ?[ et tout z dans 7, on a

l l(aet e,@))-'ll3î< *tt . Ë ,],1!,P(u'c,(,)u < i-'-"-)\
j : L '

D'où

l l(a"t e,@))-' l l :,î. "n{(*) 
-+ 

+ "",},
+OO ,  ,  -2 'nq-

où ca2 : r,.czsj 
"*o(- 

."o i-#) ( *oo, car si i . [(*) 

-1, 
on a -[# , ',

j : lc

et clans ce cas, on majore la quantité P(u"C{r)u < i-*") par 1.

; ( ,2)( f ,  ù > 6
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Donc,

,H, r.s(."yll(aete,(s))-' l l,) : l33 *^r1.,{(*) 
-ry 

+..,}] : o

Si par contre le point (b) du lemme 2.L.3.6. est vérifié, on peut choisir p > 0 assez petit

tr)our' €Lssurer que Br(r.) C U et que

lv û(r) X{t, *)l 2 f,lr rt,t 
. ) x{t,r. ) I > o

pour au moins un i, 1 < i < rn, pour tout z dans Bo(z*) et tout t dans [0,"].

Soit I/ ,: Bt(r"). Supposons que u appartienne àV et notons a3 Ie premier temps de

sort ie de , '6 de Bg(r).

D'après le point (b) ( i i)  du lemme 2.1.3.6., on a, S@)(t,g) à exp(-lrh(a)le), poul tout

t e [0, ?], donc en introduisant dans (2.2I) on obtient:

(2.24) P(u'cp< e) S exp(-c23e 
-16) 

+c24€-'"P( [tn" 'no" "*p(-ly" lo)d, <"rrr"),
\Jo /

où y1 désigne Ie processus t!@t) pour t < os.

D'autre part, comme

d,r1 : xo(t,r)dt - l  x6(t,r) o dwi

:  (L  -  c) ( t ,n)  i -  X i ( t , r6)dw! ,

on a, d'après Ia formule d'Itô:

(2.25) da, : Q - c)l . t(rùdt +V!.t(r)Xi(æx) dwi.

De plus, d'après le lemme 2.L.3.2., o :: oLAo2 est un temps d'arrêt exponentiellement posi-

tif et d'après Ie lemme 2.L.3.6., pouï au moins un z, IVT/(r)Xa(t,tr)l > 0, pour tout f dans

[0, ?], donc par continuité de Vrâ et des Xi,Tlexiste un 6 > 0, tel que lVtlt(t")Xi(t,*")l > ô'

pour tous s ( os et t dans [0, ?].

Par conséquent le processrs At et le temps d'arrêt a vérifient les hypothèses du lemme

2.L.3.4. Donc (2.9) est vérifiée pour tout n ) I avec o : or Ao3 et At: tb(rt) et par



Chapitre II - Opérateurs du second ordre infiniment dégénérés 47

application du lemme 2.1.3.5., on déduit qu'il existe des constantes positives c7, cs, T1

et q' ) 1, toutes indépendantes de r dans I/, telles que, pour tout t dans [0,Trl et tout
.  _ 1

e  <  exp ( - c7 t  n ' ) ,

/ ftÀor^.os _ \
(2.26) t (/  exp(- la"lo) d's 1 c2su'^ 

) 
.  exp{-cal loge" lc'1.

En substituant cette estimation dans (3.24), on obtient:

(2.27) P(u"Cp < e) < exp(-c23e-'u) I cz+e-* exp{-callog e"oln },

pour tout f dans [0,71 et tout e < exp(-c7 {+). Par conséquent,

(2.28) l l(a"t Qr(*))- ' l l7:" < 
"n{" 'p(2*q"at-i) 

+ ca3},

*oo( \- / .-&-.
où ca3 :  

{ t  *  I1"*ot . -  c2sJ2*q )  +c2aiù exp{-cal logl- t#ul t ' } ) } ,
j : k

car si j  < [exp(2mecat-ï\ ,  on majore Ia quantité P(u"C1(*)u <;#) p* l .  Donc-

,1T* t r"s(;ggll(det Q6(s))-' l ln) : 
,H* cz+tL- à : 0.

Finalement, on a montré que pour tout q 2 1 et tout r dans D, il existe unn voisinage Il

de z tei que

,\.0"*, r"s(pyll (aet q,1s;)-'lln) : o.

En particulier, pour tous f et e assez petits et tout p ) 0, on a

P (u "CP(e )  :O ( ,o ) '

De plus, ies conditions sur les champs de vecteurs impliquent que les composantes rle la

matlice de Malliavîn Cl ont des moments de tous ordres.

Le résultat suit alors du théorème 1.1.10.4.
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Remarque:

Comme on vient de montrer, l'explosion en temps petit de I'inverse de Ia matrice de

Malliavin est sous-exponentiel.

Toutefois, on ne peut pas conclure quant à I'hypoellipticité de I'opérateur .L -l f, car

la méthode utilisée par S.Kusuoka et D.Stroock [a8] afin d'obtenir ce résultat ne semble

s'appliquer qu'aux opérateurs à coefficients homogènes.

Cependant, en appliquant les résultats de D.R.Bell et S.E.-A.Mohammed [a] poul chaque

t e [0, T) frxê, on montre que si on a Lu: / pour une certaine fonction / de classe C- en

n, alors la fonction u(t,r) est de classe C* en n.

Preuve du théorèrne 2.L.2.2.2

La preuve du théorème 2.L.2.2. nécessite Ie lemme suivant de [4], qui est une modification

du lemme 2.I.3.4.:

Lemme 2.L.3.7.

Supposor'æ Ia condi,ti,on (2.2) uéri,fiée. Soi.ent y Ie processus d,'Itô, déf'ni' par (2.25) et o un

(ft)te'o,rl-temps d'arrêt erponenti,ellement posi,ti,f. Alors, i,l eriste des constantes pos'itiaes

c2s, c*o et cs1, qui, dépendent seulement des caractéri,sti,ques de o, telles que, pour toutt

d,ansl0,c2sl et tout e d,ans)O,cas 1(18)e l ,  on a,

r, tct'\ ,(1"'"" la"l'dr.') . "*p(-"r, '-ô')

On montre alors que I'inégalité (2.10) est satisfaite par le processus A :: At défini par

(2.25), rant quep resre dans ]- Gfu,0[ (cf la)p.23-26). L.fin de Ia démonstration suit

exactement celle du théorème 2.L.2.7.

Remarque:

Les estimations ôbtenues ci-dessus dewaient premettre d'obtenir une estimation de Varad-

han pour Ia densité. Des estimations de ce type ont été obtenues dans Ie cas hypoelliptique

par R.Léandre ([49-50]) et dans un cas très dégénéré par P.Florchinger et R.Léandre [34].

48

!
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2.2. REGULARITE DE LA DENSITE DU FILTRE ASSOCIE A
UN OPERATEUR INFINIMENT DEGENERE.

2.2.L. INTRODUCTION

Dans cette section, on applique les résultats prouvés dans la section précédente à un

problème de filtrage non linéaire, où les coefficients du signal vérifient la condition de

Hôrmander dégénérée introduite précédemment. PIus précisément, on montre que Ie filtre

non normalisé associé à un problème de filtrage non linéaire, avec des bruits corrélés et des

coefficients d'observation non bornés, admet une densité régulière, même si Ia condition

cle Hôrmander n'est pas vérifiée dans un certain sens "exponentiel" sur une coilection

d'hypersurf'aces.

Cette section est divisée en cinq paragraphes organisés comme suit. Dans le deuxième

paragr-aphe, on introduit Ie problème de filtrage non linéaire étudié dans ce chapitre et on

rappelle quelques notations dont on a besoin par la suite. Dans le troisième paragraphe, ott

redémontre Ie théorèrne 2.7.2.L sous des hypoth|sss rnoins restrictives. Dans le quatlième

paragraphe, on définit un filtre non normalisé, Iié au fiItre défini dans Ie second paragraphe

par une formule de Kallianpur-Striebel. Dans le cinquième paragraphe, finalement, on

énonce et démontre le théorème principal en utilisant le résultat préliminaire du troisième

paragraphe.

2.2.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME

Soit (0, F,P) un espace de Wiener standard de dimension d, i.e. f} est l'espace de Ba-

nach C([0,T],n') tel que u.'(O) : 0, pour tout u dat'* (), muni d'e la norme ll-llt :

maxte [o,r] lr(r)1, P est la mesure de Wiener standard et F le complété de la o-algèbre de

Banach sur f), par rapport à la mesure P.

Notons (Tt)tep,r1 la filtration consistant en la famille Ft de sous-tribus de F, engendrée

par {tr.'(s) : 0 ( s < t} et contenant Ies sous-ensembles de .F de mesure nulle.

Considérons d * 1 champs de vecteurs Xo, ..., Xa sur IR- s'écrivant

. â
xe@) -  x l ( " )û ,  01 i  1m.

Poul tout entier naturel n, notons E@) la matrice qui admet pour colonnes les champs de



Chapitre II - Opérateurs du second ordre infiniment dégénérés 50

vecteurs

X1, . . . ,  Xa; lXt ' ,  Xur l l r ,ur :o i  . - . ;  [X; ,  , lXo. r , l . . . , lXu-- r ,  Xo^] ] " j ] ! r , ' i .2 , . . . , in :o ;

ordonnés d.'une façon fixée une fois pour toute. On considère chaque champ de vecteurs

sur IR" comme un vecteur colonne par rapport à une base (canonique) fixée de I'espace

de tous les champs de vecteurs de classe C- sur IR-. Pour tout r dans IR- et n ) \,

ciéfinissons 1(') (z) corrme étant Ia plus petite valeur propre de la matrice E@) (r)80')'(rlr.

Rappelons que À(n)(") > 0, pour un certain n ) 1, si, et seulement si, la condition de

Hôrmander générale est vérifiée porrr l'opérateur parabolique G + & .n z e IRm, oîr
d

G : Xo+ + t Xr2. Comme dans Ia section précédente, on dit que ,t € IR- est un point de
i .= l

Hôrmander parabolique poru I'opérateur G, s'il existe un entier n ) 1, tel que 1t') (z) > 0.

On note .F/ l'ensemble de tous les points de Hôrmander paraboliques et on appelle points

paraboliques non-Hôrmander Ies points appartenant à l'ensemble fermé f/'.

Supposons de plus que les champs de vecteurs vérifrent la condition suivante:

(H) Supposons que I'ensemble des points paraboliques non-Hôrmander -FIc est contenu

dans une sous-variété M de classe C2 et de codimersion 1 et qu'en chaque point

de H., au moins un des champs de vecteurs Xr, ...,Xasoit transversal par rappor:t

à M. Supposons de plus que pour tout point r € H", il existe un entier n ) 1. un

vois inageouver t  (J  der ,etunexposantp€]-1,0[ te lque. f ( ' ) (g) )exp { -b@,A' t ) ] \

pour tout gr dans [/, où p(A,M) designe Ia distance euclidienne entre g et À"1.

Colsidérons Ie problème de filtrage non linéaire associé au couple signal-observation

(rt,At) € IR?? x IR, solution de l'équation différentielle stochastique

(2.36)

où,

r,"
: ro t Io' 

,or*", a" + lot 
xr(r") o d'w'" * Ir'

7t
: I h(*") ds * ut,

J O

7(*") (n@) 4s a odu")

1. rs est une variable aléatoire de loi rn6.

2. X est un champ de vecteurs sur IR* de classe Cf , s'écrivant
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3. h est une fonction de C-(R-,lR), belle que h. ainsi que ses dérivées de tous ordres

sont à croissance sous-exponentielle.

4. Xo + hX est à croissance sous-linéaire (pour éviter I'explosion de Ia solution

clu système (2.36)).

On définit alors le fi.ltre comme d'habitude en théorie du filtrage non linéaire.

Déf in i t ion 2.2.2.L.

pour tout t d.ans [0,7], notons nx le filtre ossoci,é au sgstème (2.36), défi'ni' pour toute

.fonctr,on { dans Ca(IR*,IR) Par

(2 .37)

où l t :o (A" lO<s<t ) .

rt i ;  :  Ebb@ùlytl,

2,2.3. UN RESULTAT PRELIMINAIRE

Dans ce paragraphe, on démontre l'hypoellipticité d'opérateurs différentiels du second

orclre, avec des coefficients dépendant du temps, sous des hypothèses légèrement moins

lestrictives que celles du théorème 2.1.2-L.

Considérons, sur le même espace de probabilités que ci-dessus, I'équation différentielle

stochastique

(2.38)

où i0, ..., *o sont d+l champs de vecteurs sur IR- qui dépendent du temps. On suppose

de plus que les champs d,e vecteurs fi, 0 < i < rn, ainsi que leurs dérivées par rapport à r,

sont Hôlder continus en t uniformément sur [0, Tl x K, pour tout sous-ensemble compact

K de IR', C- borné en e, si t est considéré comme élément fixé de [0,T] et que toutes leurs

dérivées en r sont uniformément bornées.

De façon analogue au paragraphe précédent, on note, pour tout entier naturel n, É@) la

matrice dont les colonnes sont les champs de vecteurs

51

Ioo, 
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arrangés dans un ordre fixé une fois pour toutes. Pour tous r dans R*, t dans [0, Tl et

d > I, notons ltrl)(t,z) Ia plus petite valeur propre de la matrice fi@)(t,r)EUl"(t,*).

Ici, on dit que r € IR* est un point de Hôrmander parabolique pour I'opérateur tr :
d _

Xo++iX?, s' i l  existe un entier n) L, tel que i(n)(0,u) > 0. On note 11" I 'ensemble
; - 1

cle tous lei points paraboliques et I/j l'ensemble fermé de tous les points paraboliques

non-Hôrmander.

Supposons de plus que les champs de vecteurs vérifient Ia condition suivante:

(H') L'ensemble des points paraboliques non-Hôrmander Hc est contenu dans une sous-

variété N de classe C2 et de codimension 1. De plus, en tout point de H', au moins

un des champs de vecteur, *r,...,X0 est transversal par rapport à l/ et pour tout

point r € Hc, il existe un entier d,) L, un voisinage ouvert U de r, et un exposant

pel -  1 ,0[ ,  te l  que À(n)(0,g)  )  exp { - lp@,M)] ' } ,  pour  tout  y  dans [ / ,  où p(g, lv I )

désigne la distance euclidienne entre y et N -

Rernarque:

R-a"ppelons que dans la première section de ce chapitre, on a supposé que 1t') (t. g) >

"xp { 
-lp@,M)lo }, pour tout g dans U et tout t dans [0,T]. Cette hypothèse est trop

forte dans cette application, car le transport des coefficients nécessaire à Ia preuve de la

proposition 2.2.5.8. implique seulement cette propriété à I'origine.

On a alors le théorème suivant.

Théorème 2.2.3.L.

Supposons l'hgpothèse (H') uéri,fi,ée. Alors Ie processus stochastique ft1 admet une densité

d,e classe C* par rapport à la mesure ile Lebesgue sur I*.

Preuve:

Les champs de vecteurs -t;, 0 < i, < d, étant Hôlder-continus en t, on en déduit Ia continuité

de la fonction 1 t-' i(rz) Q,r). Par conséquent, Ia condition (H') implique qu'il existe une

constante strictement positive fs, telle que pour chaque r e H[, il existe un entier n ) 1, un

voisinage ouvert (f de r, et un exposant p el - 1,0[, tel que ,l('z) Q,ù > exp{-[p(g, N)]u]'

pour tout g dans U et tout t dans [O,to].

Le reste de Ia preuve est quasiment identique à la preuve du theorème 2.I.2-I- La seule

différence est I'utilisation d'une version un peu modifiée du lemme 2.L.3.6. En effet.

I'hypothèse (H') imPlique:
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Lemme 2.2.3.2.

Pour tout r 4ans IR*, il eri,ste un ent'ier n 2 L tel que etactement une des deur condi'ti'ons

suiuantes est uérifiée:

(Q \{*) (t, r) > O, pour tout t € [0, to]

(b) II eri,ste un uo'i,s'inage ouuert (J d.e t, une foncti'on tl't : U -' IR de classe C2 et un'

erposant p el - L,01, tel que:

@ ,h@) :0 et vÛ@) . x{t ,r)  + 0, pour au mo' i ,ns un 
? 

:  L,. . . ,d etvt e [0, to].

61 \<al (t,ù > exp(- lrlt(a)lo), pour tous t € [0, ts] et a € U .

Alors, pour tout r dans IR-, on peut montrer exactement comme dans Ie paragraphe

2.7.3., que pour tout q > 1, il existe un voisinage I/ de r, tel que

sttP P(u"C2u < €): O(eq),
I u l : r

où Q'(r) d.ésigne la matrice de Malliavin associée au processus stochastique (tr)r€[0,"] avec

rto : r,/1 est la dérivée d,u flot stochastique associé et Ct - Ô;'Qt@)(ÔT)-'. Cela conclut

la preuve du théorème 1.1.10.3. tr

2.2.4. LE FILTRE NON NORMALISE

Afin d.'obtenir, pour presque chaque ?r, une version continue pour la norme de Banach sur

l,espace co ([0, r], R-) x [0, ?] du processus (g, t) -> r1(w,9) , on définit, coûrme dans [28],

ur processus stochastique r7 tel que Ie processus u6 peut s'écrire en fonction de 11.y et

du flot déterministe associé au champ de vecteurs X.

Définit ion 2.2.4.L.

Notons Q1 te fl"ot d,étenni,niste associé au champ de uecteursX (t.e. Q7 est I'uni,que soluti'on
f t _ .

d,e l'équation déterrnùniste Qr: n * 
Jo 

* (O"(r)) ds)'

Notation 2.2.4.2.

Si, X d.ési.gne un champ d,e uecteurs sur IR* tel que pour tout n d,ans IR^ , X(r) : Xi t")&

et si F estune foncti,on d,ans C|UH",lH"), alors, pour toutt dans IR^,
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posons

et

Définit ion 2.2.4.3.

Notons T1 le processus stochast'ique, soluti,ort de l'équati,on di,fférenti,elle stochasti.que

xF(r): xifO#fù,

(o;-1x)F (r) : (vo,1z;) 
- ' 

x (orç*l)vr1z;.

rt : ro + 
I, @;;'xo)(2") d, 

l, @i;'x,)(*,) o d,u'".

zt : exp(lr' nç*"1 d,u" * T l"' n'r*") d")

*: Io' 
h(eo,@"))da" -T 

I"' 
h'(ôn"(2")) ds.

(2.3e)

On a alors le résultat suivant qui nous permet de définir le processus stochastieue rc; pour'

chaque trajectoire clu processm gr.

Proposition 2.2.4.a. (cf.[77] ou [S])

Pour tout t dans l0,Tl, rt: Qar(rt).

De plus, corrme d'habitude dans les problèmes de filtrage non linéaire, on définit pour tor-rt

t clans [0, T] I'exponentiel de Girsanov associée au système (2.36) par:

(2.40)

Ainsi, utilisant

dans [0, T], Z,

(2.4t)

Ia proposition2.2.4.4. et la définition du système (2.36), on a, pour tout f
- exp V1, avec

Les hypothèses sur la fonction h n'impliquent pas nécessairement que le processus stochas-

tique Z, L est une f1-martingale. Pa,r conséquent, on ne peut pas appliquer Ie théorème

cle Girsanov, afin de définir une probabilité de référence et un filtre non normalisé associé

a,u système (2.36). Néanmoins, on définit un filtre non normalisé formel, par urre fortnule
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Pour montrer un resultat d'intégrabilité pour Ie processus stochastique 21, on suppose que

pour tous r ) 0 et e ) 0, il existe une corstante K, ) 0, telle que

55

obtenue après une intégration par parties dans I'intégrale stochastique apparaissant dans

l'expression du processus stochastique %. En effet,

Proposit ion 2.2.4.5.

Pour tou,t t dans l0,Tl, on a

(2.42) vt: H(at,rt) - 
[ ' lLrfn' +Xh)(or,(r")) + (o;- lx o) H(a",e")] as

J o  , L

1 t- 
J, t*;;'xr.) H(a",T") o dw"",

où, H est la foncti,on définie pour tout (t,r) dans [0, f] x IR* par

H(t,r) : 
Ir 'h 

o o,(z) ds.

(2.43)
d

lYhl + sup lG(h o ô")l + t,sup lX6(h o o")l ' I ehz t K,-
l " l< .  ;= r  l s lSr

Remarque:

Si les bruits sont indépendants (i.e. si X: O), on retrouve la condition de Sussmann [S0].

On obtient alors

Propositi on 2.2.4.0. (cf. [28])

Pour toutp > 0, le proæssus stochasti,que 21 appar-ti,ent à l'espace Le(WAms) pour presque

tout y (ici, W d,ésigne Ia rnesure de Wiener sur l'espace de probabilité (n, f , 4, P) )-

Cela nous permet de définir le flltre non normalisé comme suit.

Définition 2.2.4.7.

Pour tout t  d ,ans [0 ,?] ,  déf i ,n i .ssonspour toutefonct i 'on{  dansCo( lR*, IR) ,  le f i l t renon

nortnalisé associ,é au sgstème (2.36) par

(2.44) Ptth:  n- l th(nt)Zt f ,
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où, E- dési,gne l'i,ntégrati'on po,r rapport, à la mesure W & mo.

Le filtre non normalisé p1 est alors lié au filtre zrl par la formule de Kallianpur-Striebel.

Théorème 2.2.4.8. (cf. [28])

Pour tout t dans l0,Tl et toute fonction tl-t dans C;(IR*,IR), on a

(2.45) nrrt , :  
#.

2.2.5, EXISTENCE D'UNE DENSITE REGULIERE POUR LE FILTRE

Le filtre rt étant Iié au fi,ltre non normalisé plpar Ia formule de Kallianpur-Striebel (2.45),

il est équivalent de démontrer I'existence d'une densité de classe C- par rapport à Ia

rrresur.e d.e LebesgUe pour le fiItre zr1 ou le flltre non normali"é pt.

Pour cela, il suffit de montrer que toutes les dérivées au sens de Malliavin du processus p1

sont des mesures bornées. Le calcul de Malliavin permettant de faire une intégration pa.r'

parties sur I'espace de'W'iener, le résultat se déduit du lemme suivant'

Lemma 2.2.5.L. (cf.[53])

Soit u une rnesure de Radon fi,nie sur IHn. Supposons que pour tout multi'-i'ndice a, i.l

eriste une constante fini,e Co telle que pour toute foncti'on{ dans Cf,(IR*), on ait:
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(2.46)

Alors, la mesure u admet une densi,té de classe C* par rapport, à la rnesure de Lebesgue

s'ur IR''.

Ceci nous permet d'énoncer le theorème principal de cette section.

Tlréorème 2.2.5.2.

Stryposons I'hgpothèse (H) uéri,fiée. Alors, pour toutt d,ans ]0,?], le filtre non norrnali-sé

p1 ad,met une d,ensi,té d,e classe C* par rapport, à la mesure de Lebesgue sur IR* -

I I u-Y' 
t!(r)u(r") 

| = c.ll,t ll*.
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Preuve:

D'après la définition 2.2.4.7. et la proposition 2.2.4.4., on a

pttlt : E-l',/.to Qo,(Z)Z5).(2.47)

Pour montrer que le filtre non normaltsé pl admet une densité de classe C- par rappor:t à

ler mesure de Lebesgue, il suffit d'avoir une formule d'intégration pa.r parties et de montler

que I'inverse du déterminant de Ia matrice de covariance de Malliavin, associée au processus

stoclrastique 11, appartient à Lp(W I rno), pour tout p dans IN*.

Rappelons tout d'abord quelques résultats préliminaires:

Définit ion 2.2.5.3.

Notonspt Ia déri,aée du fi,ot stochasti,que, assoc'i,é au processus stochasti,que 4 défi'ni par

l'équati,on (2.39), i,.e. F1 est l'uni,que soluti,on de l'équation di,fférenti'elle stochasti'que

7t rt
(2.48) Ft: I + | D@î;Lxù (e")F" d,s + | D@î:Lxù (2")F" o ùa'".

Jo Jo

Par application du gradient stochastique au processus stochastique 71 (cf. I.26), on obtient

Proposit ion 2.2.5.4.

Pour tout t dans l0,Tl et tout i , I  < i  < d, on a:

(2.4e)
.  -  - - 1

Dà,4 : F tF 
"' 

(o;"- 1 xr ) (u" ).

Ce résultat permet de montrer la proposition suivante

Proposition 2.2.5.5. (cf. [29])

Pour toute foncti,on $ d,ans Cf (H",IR) et tout t dans l0,Tl, ,h o tDr,(21) et 21 sont drt'n's

D*(W) pour tout y dans Co([0,fl,n).

De plus, la matrice de covariance de Malliavin M1 associée au processus stochastique Z1

est cléfinie par
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Proposi t ion 2.2.5.6.

Pour tout t dans [0, T],

(2.50)

pr(Djrh) :u- (lh o Qo,(nr)21çf 
I,

à : L '

- M12lr'(n';(tos zù Dr"îùi' o, *t I,

Mt :F,( [' r;' Éf. i: 'x*)(æ")(oi"-'x*)(r")"(F" 
' 
1 a")4.

\ Jo  
k :L

Ces notations permettent d'obtenir de façon analogue à [8] ou [56] la formule d'intégration

par parties suivante.

Proposi t ion 2.2.5.7.

Pour tout t dans l0,Tl et tout j,,I < i < n'1, on a

t

(nt"ul, Dr"T)'ds

(2 .51) (ot"(zr))' o.'"))

D'autre part, on a Ie résultat suivant

Proposi t ion 2.2.5.8.

Pou"r toutt dansf},?], (det Mr)-t apparti,ent à U(W &rno), pour toutp dans II]f .

Preuve:

Le filtre non normalisé p1 étant continu pax rapport aux trajectoires du processus

cl'observation (cf. [28]), on peut fixer une trajectoire du processus y dans la formule (2.47)

et effectuer un calcul des variations stochastique seulement sur des fonctionnelles de tl.

En particulier, pour une trajectoire fixée du processus gr, on peut facilement démontrer, à

l,aide d'estimations montrées dans le lemme 1.0.3 de [28], que les coefÊcients de l'équation

différentielle stochastique dont le processufl stochastique 71 est solution, vérifient les con-

ctitions du troisième paragraphe (i.e. potu une trajectoire fixée du processus U,læ champs

cle vecteurs Q|;1X1,0 < z S d, et toutes leurs dérivées en z sont HôIder-continues en t.

unifolmément sur [0,?] x K, pour tout sous-ensemble compact K de IR-, C- bornés en

c, si t est fixé dans [0,T] et toutes leurs dérivées en z sont uniformément bornées.)
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D'autre part, si T(Xr,.. . ,Xa) désigne l ' idéal engendré par l 'algèbre de Lie L(X1,... ,Xa)

clans l'algèbre de Lie -L(X6, ...,Xa), il est facile de montrer, pil des résultats standards de

géométrie différentielle, que pour tout (t,r) dans [0,T] x IRà, on a

(2.52) qa;; r  x l ,  . . . ,a; ; 'xa)( t , r )  :  T(xt ,  . . . ,  xa)(or ,  ( " ) )

D'oir, en prenant t:0 dans Ia relation (2.52), on déduit que

T@i:r xr, . . . ,Qi;t xa)(0, r) :  r(xt, . . . ,  xa)(*).

Ainsi, I'ensemble des points paraboliques non-Hôrmander ,Û" po* les champs de vecteurs

Aî:t Xo est inclu dans Ia sous-variété M , introduite plus haut, de classe C2 et de codimen-

sion 1 et, en chaque point de Ê", au moins r:n des champs de vecteurs Oi;lXr ,...,Qi, 
t Xo

est transversal à M.

Par conséquent, si on note 1(æ) (t, z) la plus petite valeur propre de Ia matrice correspondant

aux champs de vecteurs Qî;'Xu,l'hypothèse (H) implique que,l(')(0,y) : X')(g) à

exp{-lp@,M)lp}, pour tout gr dans U. Le résultat découle alors du théorème 2.2.3.1-

!

Le lemme 2.2.5J., et les propositions 2.2.5.7. et 2.2.5.8. impliquent que Ie filtre non

normalisé p6 admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur IR'.

De plus, en itérant Ia formule d'intégration pal parties, corrme dans [8], on montre que

cette densité est de classe C-.

Ceci termine Ia démonstration du théorème 2.2.5.2.
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Chapitre III

DIFFUSIONS ENGENDREES PAR

UN PROCESSUS DE WIENER

DE DIMENSION INFINIE

3.1. CALCUL DE MALLIAVIN APPTIQUE A UNE CLASSE

D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES A CO'

EFFICIENTS DEPENDANT DU TtrMPS

3.1..1.. INTRODUCTION

Soit (f), F, (Fr)rep,r1, P) un espace probabilisé complet. Dans ce chapitre, on étudie

l'existence d'1ne densité régulière pour Ia loi du processuri stochastique rn-dimensionnel

{rr, t e [0,?]], solution de I'équation différentielle stochastique au sens d'Itô

rt : ro * 
Io' 

.fo(", r") d,s+ 
Ë lo' 

*rrr,n") aw!,(3 .1 )

oir rs est une variable aléatoire à valeurs dans IR*, {.f , t € [0, T], k > 1] est une suite de

f'-processls de Wiener standards, indépendants, et *0, Xr,,... sont des champs de vecteurs

sur IR-, qui dépend.ent du temps et qui vérifient certaines conditions de régularité qu'on

précisera plus loin.
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Ces champs de vecteurs s'écrivent

Xi( t , r ) :X i ( t ,ù* ,  i> r
orj

et

xo4,ù: *l4,ùh.

Le processffi {rr, t e [0,"]] est alors une diffusion associée à I'opérateur différentiel du

second ordre

+ xle, ù *+ ; Ë 
(*i"U, r) xrrl, ù h

o

atL-

Notre but est de montrer que Ia densité de la diffusion associée à cet opérateur est de classe

C-, sous une condition de Hôrmander locale. Ceci est une amélioration des resultats de

M.D. Nguyen, D. Nualart et M. Sanz [59], qui ont étudié des équations différentielles

stochastiques, engendrées par un processus de Wiener de dimension infinie' avec des coef-

frcients qui ne dépendent pas du temps.

Dans cette section, on combine des idées de P. Florchinger [29] pour I'étude des diffusions

avec coeffi.cients dépendant du temps à des méthodes de M.D. Nguyen, D- Nualart et M.

Sanz [59] pour le processus de Wiener de dimension in-finie'

Cette section est divisée en quatre paragraphes, organisés comme suit. Dans le deuxième

paragraphe, on montre I'existence et I'unicité de la solution de I'équation différentielle

stochastique (3.1) par la méthode d'itération de Picard. De plus, on montre que cette

solution admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue. Dans IatroisGme-section,

on prouve que la solution d.e cette équation appartient à "l'espace de Sobolev généralisé"

D-(R*) et dans Ia quatrième section, on montre le résultat principal, c'est-à-dire le

théorème de Hôrmander pour Ia solution d'une équation différentielle stochastique, dirigée

par un processus de Wiener de dimension infi.nie et des coefficients dépendant du temps'

Remarque:

Toutes les constantes considérées dans cette section seront notées C, même si ler:r valeur

varie d'une formule à I'autre.

Toutefois, si plusieurs constantes distinctes apparaissent dans une seu-le formule- on

clésignera ceiles-ci Par Ci ,C2,...
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3.T.2. EXISTENCE DE LA SOLUTION ET DE SA DENSITE

Considérons Ia norm" ll"ll : ( i,f f ";;') 
Ë 

,* l'espace des matrices IR- I IRn/.
r Ër f--o 

J' /

Supposons eue us soit une variable aléatoire f6-mesurable, à support compact, possédant

des moments de tols ordres de carré intégrable et que les champs de vecteurs Xi, i ) 1, et

,f6, ainsi que leurs dérivées par rapport à r, sont Hôlder-continus en t, uniformément sur

[0,?] x K, pour tout sous-ensemble compact K dans IR-, qu'ils sont de classe C* enr.

pour f fixé dans [0, ?] et qu'eux-mêmes, ainsi que leurs dérivées de tous ordres par rapport

à e, sont uniformément bornés.

Enpar t icu l ier ,  la fonct ion X:  [0 ,?]  x lR-  - - lR*8RN, X:  {Xn,k}  I , Îs }  
"é t i f i "  

Iu

condition de Lipschitz

sup l lx( t ,  r )  -  X( t ,s) l l  < Kl ,  -  a l ,
re [0,?]

pour tout r,y €If?.'".

Cette condition asslre I'existence et I'unicité de la solution de I'équation (3.1) dans I'espace

L ' (0x  [0 ,? ]  xZ ' r ;Rd ) .

Théorème 3.1-.2.1.

Si, la cond,i,tion (L) est sati,sfa'i,te, il eri,ste un uni,que processus stochosti'que {rr,, € [0' ?]]

qui, uérif,e l'équati,on (3.1). De plus {q,t € [0, 
"l] 

admet une trajectoi,re presque sttrement

cont' inue et E{ sry l"r lo} ( *oo, pour toutp> 2.
toc t<? '  )

Preuve:

On construit récursivement une approximation de la solution de (3.1) par la méthode

d'itération de Picard.

Définissons pour cela la suite de processus stochastiqu"" {"i"), t € [0,?]] par

(3.2) Xn(s,"f)1 aw!, pour n Z 0.

Pour assurer que le système (3.2) est bien défini, on montre d'abord par réculrence sur n.

que pour tout p Z 2, E{ sup l"l')lo} ( *oo.
t€ [0,?]

( 
"lo) 

- ns

t "f"*" : no * Io' ro''''!)1a". 
rf--lr'
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En effet,

"{,:Ën', 
l"l'*')lo} : r{,:Ëor,l"o + lo' ror,,r!)1a". 

Ë Io' ,rr","["rya,.,f l"]

sc n{ s}L.( l"olo * l  [  *o(r,  * f ,)1ar1o* lË [^ '  *rr , ," !"r1a-f ;o)] ,
r re  [o l r ] \ '  Jo * loJo

d'après I'inégalité de Young.

De plus, par application des inégalités de Hôlder et de Burkholder, I'expression précédente

est majorée par

c {nq1*o|o) + E(,:Ëor, 
fo' vo{,,,y))toa,) + t(Ë lo' vr{,,*y))l'r")t }

< c {nç1,olp) + t I" ' lxo(", 
,?\l 'd,s-r E(Ë1," lxr(", ,y))l 'a")}

s c {nç1*olp) + , Ir' l lx(", "!"ry11o a"}

< c {nç1*olo) + u 
lr" ,Ëià1", llx(", "!");11o ar}. (n)

Par utilisation de (L), on déduit

sup l lX( f  ,  " ) l l  
:  sup l lX( r '  r )  -  X( t ,0)  +  X(r ,0) l l

,€ [0, î ] t€[0,?]
/  - . , , \

- 
te tolrl\ 

'  /

< Klr l+ sup l lx( t ,0) l l
te [0,"]

<Kl" l *K ' ,

vecteurs sont bornés.comme les champs de

Donc,

( * ) s c {nç1*olo) +, Io' (ot"!",1 + K')

s c {nç1rolp) + lr' (, + Elrf,)lo) a"

' 
ot\

)
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1 cr * crl{. _r*q, l"l"'lr\t te [o,r] '' \ t€ [0,:r]

Des arguments similaires impliquent

!"-'))l arlo)

n@,rf ,- t )  l la", f  l " ))

u{,:Ë1", lrf'+tt - *t')t"} = 
"{u(,:Ëor, 

I fo'wot,,"!')) 
- *o(",

*"(:Ë:, tË lo't**t,,,p\ 
-

' "u,

(3.3)

nlxsçr,*?)) -Xo(s, 
"?-'t)ln 

ds+ [
J O

_tco , P

t  f t  lx n(", r?))-x*(s, r@-t)) l ' ] '  a")

t", Io'

=" 1""

l lx(r, "9)) 
- x(s,rf,-L))l lP d.s

t{,?ï?, l"?) - *?-'t lo} d'.

Par conséquent, Ia suite (*!*)).>o étant une suite de Cauchy dans I'espace complet

L'(0 x [0, 
"];R-), 

elle admet une limite notée * : {*r,t e [0, ?]]. De plus,

l im a{ s,rp l*1") -r, lr} :  o
' + *oo  L te [o i r ]  ' "  t

ce qui implique que æ est un processus presque sûrement continu, satisfaisant (3'1) de façon

évidente.

N{ontrons maintenant I'unicité de la solution de l'équation (3.1).

Soit g : {At.,t e [0,T]] une autre solution de (3.1). Un calcul analogue au précédent

montre que

E{ sup l* r -  ar l ' )  <"  [ '  Ef  sup l r " -y"1z)dt ,
t te [O, f ]  )  JO L0 ls ( t

ce qui assure I'unicité de la solution d'après Ie lemme de Gronwall.
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Finalement, ptr les mêmes arguments que ceux utilisés précédemment, on a pouÏ tottt

n )2

"{,:Ëo", 
t"'t'\

l"rlr\ ( *oo.D'or)

(3.4)

pour  tous  l :  t , . . . ) ' n t )

En effet, les gradients

Fatou,

; - 1  t ^ _ 1

< c{ l,olo + l, '  (r*"{.ï?,t""t"}) at}.

r{ r,rp
\  t€  [0 ,? ] tr

Remarques:

1) On aurait pu déduire ce resultat directement de I'article de A. Millet, D- Nualart et \{.

Sanz [b7]. En fait, ils montrent I'existence et I'unicité même dans le cas oir le processus

évolue dans un espace de dimension in-fini. En supposant alors que seulement un nomble

fini d.es composantes des champs de vecteurs sont non nulles on retrouve ie cas traité ici.

2)La condition de Lipschitz (L) implique que

rn *æ

t t  lvÂi( t , r) |z < K,
Z-/ Z-/ |

i,:l Ie=L

, € [0, ?] et presque tout z € IR-.

Y ffift,2) sont définis pour presque tout r et d'après le lemme de

rn *oo n +@

t t lv éLU, *)l ' : t I I jà t-' [x L(t;,t, "', rt * e, "', rd) - xLft; r r, "', r a)12
i , : l  k:L

< liminf e
e-0

( Iiminf e
e*0

fTL +æ- 'z  
t  I  l4 t t ;  n7t . . . , r1*  e,  " ' , rd)  -  xL( t ; r r ,  " ' , *ù l '
à:l lc:L

- '  x l (0, . . . ,€ ,  o ,  . . . ,0)12 :  K.

!

Cette remarque permet d'étudier la différentiabilité du processus stochastique

{rt, t € [0,"]] dans Ia proposition suivante:
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Proposit ion 3.L.2.2.

Si I'hEpothèse (L) est uérif,ée et si, les champs d,e uecteurs sont Cr en espace, alors Ie

processus r appart i ,ent à D2'r(f '(O,Tl;n\) et pour toutt € [0,?1, 15 € t 'r(n\ '

De plus, on a

rn læ

'gp. t ! lv,xi(t,r,)12 < K,
t€[U,r l  j :L I l .=L

pour tout I : L, ...,ffi, et ta d,éri,uée d,e 16 est solutùon de l'équati,on di,fférenti,elle stochasti'que

( f t - i : , += f t
l  r le - xl(r,r,) + | V1*i(s, r")Dirt ds + | |  v,xtrçt,r")Dit l" du!, si r I  t
< Jr 1"--1Jr
I  s i r l t '\ D',rt, : g,

où i27  e t  j : L , . . . , T rL .

Preuve:

On suit les idées d,e la démonstration du théorème 2.3. de [57]. On considère la suite ap

proximant" ("1'))*>0, défi.nie par (3.2) et on montre par récurrence sur rù que r' appartient

à D2'1(r ' ( [0 ,  ? ] ; lR-)  er  que

supsupE[ sup llD,ri l l2p**6-] < +oo,
rL r ,€ [0,?]

(3 .6 )

ce qui implique r eD2'r(L'lO,fl;R-).

En effet, soit r : f ,*trl la décomposition d.e r sur le chaos de Wiener cle

k:0

f.z(e x [0, 
"];R*). 

Nàtà* a : {Ai,i(t)} Ia limite faible dans .L2(f) x l0,Tl2,lR- x IR-)

d'une sous-suite de {Dirf^)u;n > 0}-

Comme z(') converge vers r dans L'(Ox [0, T];R-), Ia projection de g sur Ie k-ième chaos

de Wiener est identique à celle des séries 
lniQnni) 

definissant formellement D7"".

7T 7T

Donc El l' l' llr,*rll2o,^*p*d,rdt] est borné par supE[ t]q-, llD,*l*)ll'o-*2q-] et paï
tJO 

JO 
' rtr,r 

-t€[0,1]']

conséquent rx e lDz'r çfz ç70, ?]; IR-).
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D'après la proposit ion 1.1.10.1., on a' pour r 1t,

*oo 7t

Dîrln+t)i : xL(r,r!)) + 
l, '  

v,x6,ç",r,)Dirf,)t d,s +|-',1," Yfi i@,rfi1n7*f,)t azu!.

De plus, les inégalités de Burkholder et Hôlder impliquent

E(sup llD,rl^*t)ll 'o^*n^) < c,, + c, [" E(sup llD,rlÏ)llfo^*o) ds,
t  Jo  u l s

où Cr et C2 sont des constantes indépendantes de n '

Donc, la relation (3.6) est vérifiée et les mêmes arguments, appliqués à r au lieu de r("),

permettent de terminer Ia Preuve.

Proposit ion 3.1.2.3.

Le processus {DiCr, 0 S r 3 t} admet une uers'i,on presque sû.rement cont'inue pour tous

i > 7,, i  :  L,.. .m et t € [0, T] f i 'xés-

Preuve:

Considérons Ie processus {dr\,r),  t  > r, (r, t) € l0,Tl2; j , I  :  1," ' ,rn}, solution de

l'équation différentielle stochastique

.  7t 
+oo rt

(3.2) ur1Q,,r1 : 6i + 
J, 

v n*3@,r")sl(s,r) d,s. 
: J, 

v nxtn(s,r")v! (s,r) dnu!

où ô/ désigne le symbole de Kronecker.

Par (3.5), un tel processus existe et vérifie E{ .,rp
Lo<"?r

De  p lus ,  on  a  pou r  r  1 r '  1 t :

. f n

rft ld,e,,) - f,(t,"')ln]
J : t

ls(" ,  ") lo)
( *oo, pour tout P > 2.

= 
"[Ë 

tËU' y6xi@,r,)af G,r)aw! - 
l , '  

Y6xi@,r")a.G,r)aw!)
: J - L  D _ T

* I.'v 6*3o",,r")a?G,ù a, - 
f , ',

V nx6(l,, r 
")sl 

(s., r' ) d,sla)
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r n  + *  f r '  ,  . - d .  f r '  . , . t

< crE {f f f I v nx'r(s, r")sf (s,r) dwfla1*crn{D,t l - v nx|@, r")vf (s- r) d'sla }'  
r=r n--rt r j:L r r

+c"n{f, l î  [ '  Y 1,xrr@,*")(ul@,r) - a?G,, '1) aufla]
i : l  I c : 7 " '

' . : I r j - I z j - I s l I a .

Or, d'après les inégalites de Hôlder et Burkholder,

I, s cE{ËfË [-' ' l, n*'r@,r")vf (s,ù a"1'z)']
j : L  k : ! " '

s c E {iU'' rf-lv 
6Xr1,@, r ")ul G,,) d'rf)' \

s c E {fi f ',yo (Ë lv 6xi*(s,"") l ')' lr? (,,r) | 4 ds }r? 7_rJ, t; \7r

s cx'zn{.:ï!,ls,(", ")l'} l, 
- r'l', d'après (3.4)

3 Cl r  -  r '12.

Par des arguments similaires, on obtient 12 < Clr - r'12.

D'autre part, les inegaliies de Hôlder et Burkholder impliquent

," < 
"{i(l 'Ë 

p6xi@,,")l ' l@?G,ù - al4,,'11'a,)'\

= "r{i lo' ,\o(i ro,"*(,,"")r')' (*t,,?(,,ù - a?G,,'11')' a,\

< c K2 [' ulil(yf(", ù - alG,r)la)as.
Jo h:L

De même, Ia 3 c [^' tlf,l(sl(", r) - a?G,r')laf as.
Jo tT=t

*c^n{fi| l, ',v nx6(r, "") (a?G,ù - al4l')) dsla}
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Par conséquent,

rn

" ft laiï,,) - f,(t,, ') ln)
;  - 1

- fs- , , r, , ' , l(". r,\tf dsb l  >  . l (y i ' (s ,  r )  -  L. h  \  ,  , ,  
J

h : L

. Ctlr - r'l' * r, 
Iot

< cl ,  -  , ' l ' ,

d'après le lemme de Gronwall.

Le critère de Kolmogorov nous permet de conclure.

De plus, comme DîCr: Xl?,r,)Art&,r), le résultat découle de la continuité des champs

de vecteurs Xt. 
=r

Proposit ion 3.L.2.4.

Supposons que I'hgpothèse (L) est uérifiée et que I'espace engendré par les champs de

uecteurs Xi(g, r),X2(O,r),. . .  est de di,rnensionrn' pour chaque r e IR*. Alors, la loi de

11 admet une densi,té, Pour tout t ) 0.

Preuve:

D'après les résultats du calcul des variations stochastique (cf. Corollaire 1.1.9.2), ii suffit

de montrer que le déterminant de la matrice de Malliavin Q(t) associé au processus ?1

e&) :  ( \p"!r ,  D*'r)  r ;  j , I  :  I ,  . . . ,m)

est strictement positif.

Soit A : {u; det Q(t)(ru) :0}. Supposons que P(A) ) 0 et montrons qu'on arrive alors

à une contradiction.

En effet, si c,; € A, il existe u € IR- avec lol : t tel que utl(t)u: 0, ce qui implique

I,'Ë(ioraui)' d':o

\Dfrrrut 
: o,

j : L

D'où
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pour tous k > I et r € [0, t]. En particulier

TN

I t*(0, r1)ui :0,
j : 7

pour tout k > I, ce qui est impossible car l'espace engendré par les champs de vecteurs est

supposé être de dimension rn.

3.1.3. REGULARITE DE LA SOLUTION

Dans cette section, on va montrer que pour tout t e [0,7], le vecteur aléatoire rt aP-

partient à i'espace D-(R*). Pour cela, l'hypothèse (L) ne sufEt plus. Il faut exploiter

complètement nos hypothèses de départ sur les champs de vecteurs. En fait, on va utiliser

I'hypothèse suivante:

Pou r tou tmu ] t i - i nd i ce (n1 , . . . , n j ) , âV€C771  + . . . + f r j : n , n }L , ' e t pou r tou t t € [0 ,7 . ] ,

(B)
Tn +oo

K' : ,.'p_ tft fve.. r,xift,*)l' +1vT,...0,*3(1,")l') ( *oo,
æeIR* t-:tr[t

où Vf,...a, désigne I'opérateur qÏq

Pour prouver la différentiabilité de fr1 orL aura besoin du lemme suivant de [59]:

Lemme 3.L.3.1.

Soit {rn, n Z 0} une sui,te de aari,ables aléatoi,res à ualeurs dans IR* , telle que pour

p>2e tN )L ,

(l) ,, e D''N (IR*), pour tout n ) 0.

0,ù n eri,ste r e IP(Q; IH") tel qu" 
*!y*ll*" 

- rllao :0.

(i,i,i.) La suùte {D@)nn., n 2 0} est bornée d'an's I?(Q;I/aN & n^).

A lo r s , r eDP 'N (n * ) .

Enonçons maintenant Ie résultat principal de cette section-
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Théorèrne 3.1.3.2.

Supposons que les champs d,e uecteurs Xn, le ) I, et *s uérifient I'hEpothèse (B). Alors,

pour  tout ,  €  [0 ,  Tf ,  r t  e  ID*(n*) .

Preuve:

Considérons, por1r tout M à 1, Ia suite de processus {*m(t), t € [0,7-]] à valeurs dans

IR-, définie par

(3.8)

D'après les résultats du calcul des variations stochastique (cf. proposition 1.1.10.1.), pour

tous p, N, ry1(t) € D' 'N(IR,-), pour tott M à 1, et rv Ç Dp'N (f '(O,T]; IR*)) '

Afin d'utiliser le lemme précédent, on veut montrer que rM(r) > 17 dans trp(Cl;lR-)' Or',

" {,:Ën", lr 1 - r 11a (t) l" } < c" { t [,:Ë:", I l,' çr,t,, r ") 
-*o (", "' (") ) ) a" l']

* ul,:*o- ,li [^'("*(",2") - xr(s,"-(")))o'll"]
' r€[0,"]rf i- ,  Jo '

* El Ë [' ,*(,,Q a,!l'\.
n-fr*tJ o

Par les inégalités de Burkholder et Hôlder, le membre droit de cette inégalité est majoré

."U:_â, txr,(", ,"11' a,)Ê\

3 cp,K{u 
Ir' ,:ïo=, 1," - ,u(s)le d,t * u 

lo" (*â, lxr(s, *"11, ar)E \,

d'après (L).

.  * o o  r R

Or, ( t lXr,(s, n)12 as)' . C(t+ lr"lp), et z € I](l0,Tl x ç2). Par conséquent.
lc:M*t

,,riq 
" 

[' ( Ë lXr(r, r")12 d.s)E or:0, et le lemme de Gronwa.ll nous assure [a
It+aso Jo \r3**,

par

,  f T  -  ,  . . \ , -  ,  f T !  - - ,  |  , , r , 2 ,  \ Ë
tr{" 

J" l*o(", r") -  *o(r,  "r(t)) le as + uU, I l"r(",  r") -  Xr(s,"nu("))1" d")"
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convergence cherchée.

Remarquons, qu'on a prouvé en même temps la convergence de ry1 vers r dans

Lo (n; L'(10,?l; IR*)) .

Pour chaque sous-ensemble K C {t, . . . ,m},K : {er,.. .€,}, désignons pat j(K) et r(K)

les quantités définies par j(K) : i,r...i,, et r(K) : rer...e,.

De plus, pour tout k > 1 et tout entier positif M , on définit

ofa)i '" ' iN(s, rLs...,rN) : LYo*,...roxr(r,ry(s))Dlr ' , l i f ' ' " \ù(t l . .n\&tif")*\ irçt1,

*(A'I) r" '  r ' t  (",rt, . . . ,  rN) : t  vor,...rofto(s,ry(s))D'lt , ' ! |" '"r,àf")...n\:f l i{" '*\ï(t),

oîr la somme du membre droit de I'égalité porte sur I'ensemble de toutes les partitions

1r  U. . .UIp:  {1 , . . . ,N} .  Les ind ices kr , . . . , f ro  var ient  dans {1, . . . ,m}  et  sont  somrnés.

Finalement, on pose oY) G) 
- Xa(s,ry(s)).

Le processûs uM : {Xp(s, * u(t)), s € [0, T], k > 1] vérifie les hypothèses de Ia proposition

1.1.11.i. C'est pourquoi, utilisant l'identité (1.30) et la proposition 1.1.11.1. on obtient

N

DlN. ) t : - ' i *  rM( t ) :  t  o \M) i t " ' i " - r je+r " ' j i r r  ( r r , r r , . - - tTe-  L tTe* r t . . . ,  r ru )
^ _ 1

*f .  t  a{) i ' " ' i *(r ,"r ,  . . . , r .ç)d'w!
i ; l  J lrtv .. .vrN )  ̂ r

+  [  a{ ) i ' " ' i *  ( " ,  
" r ,  

. . . ,  r ry)  ds.
J  ( r r v . . . V r N ) ^ ,

(3.e)

On montre ensuite que

(3 .10) 'ioo,::1, t { ", "...îïï =,=, 
(r, 

Ë:,
la[f)r.-'i' *rolf)'] ( *oo,

pour tous N e V', et p ) 2, ce qui implique que Ia suite {D(N)*v(t), NI > 0} est bornée

clans.Le(ft,HaN *R-), pour tous N eV,',  et p)-2. Par conséquent, d'après le lemme

3.1 .3 .1 . ,  11  €  ID - (n * ) .

On procède par récurrence sur N. Pour ^l[ : 1, on a
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D' , ,nr ( t ) :  x i ( r , * * ( " ) )  +  
l , t  

o , ro(s , rv(s) )  Dt r t r (s)ds

M r t

+I I  v ,xr(s,zy(s))  ntr t* (s)dta! .
î:irr

Les inégalites de Burkholder et Hôlder impliquent que

M

" {,:ï:, 
( ito|. *(r) l') t } = c K,,p,d (, * I,' t{,.:ï?" ( itrl, *(,) l') t } o,),

et (3.10) se déduit aisément.

Supposons maintenant que I'hypothèse (3.10) est vérifiée pour toutes les dérivées jusqu'à

I'ordre ,^/ - 1.

Alors, d'après (3.9), on a

M  . 4 .
E{ '"n - _. ( I ll[rv)1'-'ir' "r(ùl')' ]L r r  v . . .vr ru StSl  \ r . r , . . . , j . ,  : t

< cx,,o,a{,* [ '  E{-., :, lp- - ( Ë lDlI].,,ï '" **(ùl ')t}a"},
\  Jo \ r1v. . .vr ry<r("  t j r , . - r - j r : l

eb le lemme de Gronwall implique (3.10). Ceci termine la preuve du théorème.

3.T.4. REGULARITE DE LA DENSITE

Le but de cette section est de démontrer que, sous la condition de Hôrmander, Ia loi de 11

admet une densité de classe C-, pour tout t > 0.

Comme 11 e. lDæ, il suffira de montrer que I'inverse du déterminant de la matrice cle

Nlalliavin Q(t) appartient à IP, potr tout p > 1.

Pour cela, on utilise la suite approximante (ny(t)),,>, denl, définie par (3.8), solution

cl'une équation différentielle stochastique engendrée pax un nombre fini de processus de

Wiener.

On montre d'abord qu'il su-ffit de vérifier que I'inverse du déterminant de la matrice de

\tfalliavin de r1a(t) appartient à tous Ies L?.
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Lemrne 3.L.4.L.

Soit {r11a,, M } l} une sui,te de processus aléatoi,res de dimension m, tels que les ry

apparti,ennent tous à D2,L(n*) et 1114 --- r d,ans t'L1H"1, quand M -+ 1.æ. Notons

Qnr : (Qnfàt<o,i<,n (respectiuementQ: (Qo'i)t<t, is,n) Ia matri 'ce de Mall i 'aain de rv

(respectiuement de r).

S' i l  eriste un l l [s) L, tel que sup E(det Qv)-p ( *oo, pour toutçt) 2, alors
MZMo

E(det  Q)-o (  *æ,

pou r tou tp>2 .

Preuve:
par hypothèse DrTa --- Dr dans tr2(f);H A R-). Quitte à choisir une sous-suite, si

nécessaire, ceci implique que llD*u - D"llrsn- + 0, presque sûrement, quand Il'[ ---, *æ

et par conséquent Qu : (D*m,Drtûluqn* - Q: (Dr,Dr)usn*' presque sûrement'

quand Iu[ '--+ *æ.

Le lemme de Fatou implique alors que

E(det Q)-o: t(} igl* (det Qv)-e)

< li=l{ 
E(det Qv)-'= oËlo. 

E(det Qm)-p ( *oo.

Pour éviter le calcul de déterminants en dimension infi.nie, on ramène le problème en

dimension fini, en utilisant le lemme suivant:

Lemme 3,L.4.2.

Soit {C 71a , M > 1} une suite de matrices aléatoi,res sgmétriques semi'-défi'ni'es pos'it'iua

d'ordre rn. Supposons qu'i'l eri'ste un Ms ) l, tel que

( i . )  sup E(l lcvl lo) < +æ, pour toutp) 2.
A,T>MO

(il) Pour tout p > 2, il eriste un es(p) tel que, si e S eo(p),

sup sup P(u"C ata I e) S CeP ,
A4lMs lul:l
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pour une certa'ine constante positiue C.

Alors,  sup E(det  Cv)- ' (  - l -æ,  pour toutp22.
LI> A4o

Preuve:

Il suffit d'adapter les arguments donnés en [78] (voir aussi [40]) à des champs de vecteuls

dépendant du temps.

Si À71a : inf. u"Cuu, on adet Cu2^fu. n suffit donc de
l u l = 1

il existe un es(p) tel que, si e ( eo(p), 
"". #;flr" 

P(Àv <

constante positive C.

supposons que l lc la l l  :  ( .  î .ç ' ; i l " )*  = r- t .
. i , i =  1

Si lzl : lul : 1, alors

lu'C71au - u" Cplul < 2e-rlu - ul.

Considérons un nombre frni de points l)rt...,Uno dans la sphère unité So'-L : {u €

B1llul : 1), tels que tj B+@1) > S. Alors, il existe une constante C, telle que
t : L  2

ns  1C(ez ; - (m- t ) .

Supposons que ufClsu6 ) 2e, pour tout k : I,...,flo. Alors, pour tout u e S*-7, tel que

l r -u," lS+,ona

u" Cyu >- ufCyup - lu'Cy1u - ufCyupl > e.

Par conséquent,

PQ,la < e)

' TLo

< P ( l) {u\c *,* . 2'}) +PQlc Mll >'- ')
k=L

tLo

< t p@ic mu < 2e) + ee E(llc ylle),
le:l

ce qui implique le résultat desiré.

vérifier que, pour tout p ) 2,

e) 3 Cee, porrr une certaine

: 
" 

(,ji{, u" c uu < e)

= 
"(, i i j ,  

u'Cp1u < €,l lCrull  S r- ')

D
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Remarque:

Ces deux lemmes contiennent une version simplifiée de résu-ltats prouvés par S.Watanabe

[84]

Dans la suite, on note Xs Ie champ de vecteur. .to - i*f V Xr"Xn. Cette d.éfinition a un
Ic:L

sens, car Ia condition (B) impiique que Ia série f VXlrXlrest absolument convergente.
Ie:'L

Rappelons la condition de Hôrmander locale:

(H) Pour tout point r dans le support de la variable aléatoire c6, I'espace vectoliel

engendré par les champs de vecteurs

Xa ,  k )  l ;  lXn , ,X rc , f ,  k t , k z  2  0 ; . . . ;  1 . . . [X r c , - , ,Xh ] . . . 1 ,  kL , . - . , k5  20 , - - -

au point (0, 
") 

est de dimension rn.

On peut maintenant énoncer le théorème principal de cette section:

Théorème 3.1.4.3.

Si les champs d,e aecteurs uérifient les hypothèses (B) et (H), alors, pour tout t > 0, Ia loi

d,u processus stochast'ique 11 possède une densité de classe C* par rapport à Ia mesure de

Lebesgue sur IR*.

Preuve:

Fixons un t ) 0 et considérons la suite {"v(t),M }_ 1} définie par (3.8).

Soit {gy(t), t e [0,"]] Ia dérivee du flot stochastique associé à (3.8). Alors, Ah'rft) est la

solution du système différentiel stochastique

M 7 t

+ t I o n*i"(s, z,1a(s))(u,',r(r))? o-!, ' i , t : L. ...,nt-
?: rJo 

. .  _ r .  - . - .

De plns, le processus inverse {A-i @, t e [0, 
"]] 

est solution du système différentiel stochas-

tique

M

(a-r] @)ui}v hxrk(s, ep1(s))V ,xl(t,rv(s)) d's
k = L

:oi + lo(a;] (t))',
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7 t  7 t
- | @-iGùuiv,x3G,*r('))d'- D l^ fo;@\rov6rr(',**(s)) at,f '

Jo '- " '  '  
î-rJo

D'après les résultats du paragraphe 1.1.10., on peut écrire la matrice de covariance de

Malliavin correspondant à *m(t) sous la forme

(3 .1 i  ) Q m (t) : a M (t)C m (t)uiw (t),

oùr C1a est la matrice symétrique définie positive dont les composantes sont données par'

M 7t  
(ù) t i 'x ' r '  ( ' ' *nn@)\ arci:jal : t | rc;; ?ù'ix'r(,,,*@) (a-^|

u - t  J U

(c f .  (1 .27)) .

Afin de pouvoir utiliser le Iemme 3.I.4.2., on montre les resultats suivants:

(i) r1a(t) -, r(t) dans ID2'1(R.*), quand M--+ *æ.

( i i )  supr( s,rp l ly#l l t )  (  *oo, pour tout p22.'  
M \r€[0,?l /

(iii) Pour tout p >2, iI existe e6(p) tel que, si e < eo(P),

sup sup P (u"C*(t), < r\ . Cr'.
tvl>tuts lol:L \ '/

D'après Ia condition (B), on a

EllcM(t)lle

Donc, la propriété (ii) imPlique

supEllCu(t)lle < +oo,

pour tout p>2, et, d'après la propriété (iii) et le lemme 3.1.4.1',

3 c.p,,<,8 
fr' W-^;(r)ll', ar.

Jlfr.r(aet 
c*Q))-o ' +*,

pour  tou t  p22 .
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Par conséquent, en utilisant Ia propriété (ii) et I'identité (3.11), on obtient

sup a(a"t q*Q))-o .  *-,
It(> Mo

pour tout p22 et d'après le lemme 3.I.4.2. et lapropriété (i), on conclut que

r(aut A(ù) ( *oo,

pou r  t ou t  p22 .

Donc, comme d'après le théorème 3.1.3.2., z1 € ID-(R-), ceci suffit pour assurer Ia

conclusion du théorème.

Preuue de (i,):

Au cours de la démonstration du théorème 3.L.3.2, on a montré que ïM(t) tend ver's z1

clans tr2(fliR-), quand M tend. vers *oo et que r est dans ID-(r2([0,?-];lR*)).

De plus, pour tout M frxê,

Dî*'uQ) :  xr i(r ,**(")) + [ '  v,*3@,rna(s))Dir l*@) as
'  

J r
M r t

+ I I v,xt*(s,r7,a@)) Diæt*(s1 du:!,
- t

I c : l r  r

t  )  r , ' i :  L r . . . ,  M ,  j  :  L r . . . r d ,

DiC*(t) : o,

s i r ) tou i ,>M.

D'autre part, d'après Ia proposition 3.1.2.2. on a

rt t= 7t
oiri (t) - xi (r, r,) + J, 

v x6@, r ") D',r|" as + 
2 J, 

Y fiir@, r ") DirI" ùa! -

On montre maintenant que

(3.12) .1T." llDrpl(t) - Dnllvzle;.ÉI8.ts-) : 0r

si

et
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orl 11 : Lz(l}, ,Tl x Z,r;R).

En effet,
7T *æ rn

E I t I lnî"'u(t) - oirrrl' d, < c D A"no,
l ^  L l  / - t '

J  u  i . : l  i = l  o : 7

avec

A 1^ A 4  -

NNI -

^ 3n\a[  -

A 4^ A [  -

A 5
"44 

-

et

rT +oo lTL

Aî,,t : E l t ltxl(r,r,)12 dr.
Jo  i . :M+L  j : l

La condition (L) implique que

îT
A'*  SK E I  l *nr( r ) - r ,12 d, r  < K n(  

" rp- l rnr?)- r ' l ' )J o  

* t - l

et cette dernière expression tend vers 0, quand M --'+ *oo, d'après la preuve du théorème

3 .1 .3 .2 .

EI
J o

nTuJ"
fruJ"

fT

"Jo
f '

"J,

M trL

IIt"; (r,ry1(r)) - xl(r,,r,)12 d,r,
i : 7  j : I

Ï ËtË [ ' (r,*i(s, zy(s)) Dirt*(s) - Y fir*(s, Qnil") a-!l '  a, '-
i . : 1  j : L  l c : l u r

Ë Ët Ë [' r,*'rç,,r")Dirl" a,!l' a,,
i : L  j : L ' l c : A [ ] - l u r

Ë Ët [' F,xi(s, zv(s)) nirtr(s) - v x](s,r")Dlr'") a"l ' a,,
i--L i-1"t 

r

Ë il f' vÂE@,r")Dir'"a,1' a,,
i , : M  * L  j : L ' r  r

- Vlxfl(s, *"1)n7*Ino@)a.!l '  ar.

D'autre part,

B Ï r :E

et

A'u 3 C(BtM + B2r), avec

1"" Ë-Ë t Ë l.' 
(o' *i(s' rv (s))

:tlo',f__nt}l.'Br* Y fiir@, r,) (Dir\a@) - DirI"1 a-!l' ar.
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Or, l'inégalité de Burkholder implique

rT !2 * ,! rt.
Bi, < c u l^ tt(I t lv,x'r(s,zv(s))

r u  i : I  j : L  k = |  " '

De plus, en utilisant la condition (B), le membre droit de cette inégalité peut être major-é

par
nT rt +oo rn

',r) - ,"1't t lDirtno@)12 d's dr,,c.a' E 
Jo J, @*t 

i:7 r:L

et, d'après I'inégalité de Schwarz, Pt

"^, 
(u {.?ïp=, t"nn (") - "" In } ) 

t,}o,ïo 
"{ ":ï:, 

(É iw,,',(") l')' } -

Comme, d'après (3.10), le second terme de cette expression est borné,on a

l im BIo :0.
M + * æ

Des arguments similaires montrent que

r ' 1  ! -  *  ,M  1 t
B?o < 

" " Io' I Ë çD^1" 
lv firr@,r")l2lnirl*(s) - nirl"f as) ar

1c7ç,8 
I, ' U"ËË 

pirt*(s) - nirl(s)12 ar) as

f t- C x, 
Jo lln" *(s) - Dz" ll!, p,nem^y d,s.

De I'inégalité de Burkholder on déduit

7T*æ rn to<) ,  f t

A"nu I t u l,' t t t U lv ffi@, r")l2ln;,nt"12 as) ar
rv ' i ,=1, j :L Ic:Mlt

(3.13) < sup.99g Ër*o i lvrxrk(t,z)l2supr{ ,r 'p (ËË Pi" '"?)}
r  1< t ' \ r ' j - 1  u  l c :M+ l  

t  L t< " -? ' \ 1É '

oùr, le second terme de (3.13) est borné d'après (3.10), tandis que le premier terme

vers 0, quand M --'+ *oo, d'après Ia condition (B).

- Y fir1"@, * "11' 1oi*Itr(s) l2 as) ar.
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Des majorations analogues à celles obtenues povr A2, (respectivement A31o) se montrent

facilement poul- Aala (respectivement At*) .

Enfin, sous I'hypothèse (B), on a de façon évidente 
,1T"" 

Autt :0.

Ainsi, on a prouvé que

l lDrla(t)  -  Drt l l?-"ra,nen\ S

avec l im Cm :0.
À'f *l-oo

Par conséquent, on obtient (3.12), par utilisation du lemme de Gronwall.

Preuue de (i,i,):

Les inégalités de Burkholder et HôIder, ainsi que la condition (B) impliquent

r { . :ïf, |a # |o \ = 
",," {, 

*,,#:,t U: Ku-ni al)',|' lv, *3(s, z 1a ( s) ) l' o,)'

m  I û  7 T  \ g

+ t "(t l,' lo;("));l' lv,x'r(s,rv(s)) l' o')u
i , I , j - !  

' & : 1  r

Ë Éf t  ,x\(","n0(")) l 'o ')u )' L " \ l  t ' t v v
t , l : l  " t  

u  j :L  j ,h :L  l c : !  h : l  k : l

1 co,d.,K,{t * I,' 
t (:T!, llu# t,ltt) a"}.

On obtient alors (ii) par application du lemme de Gronwall.

Preuue de (iii):

Considérons les ensembles de champs de vecteuts frr, n ) 0, définis pa,r récurrence par:

f e : {X6 ,7<k  <ko }

f " , :  hrr ,y l ,  1< kl tes,v e rn-1; lxo,v l* | f t " r , lx i ,v l l ,ve l , - r ) ,  n)r .' "  L '  ' " ' ,  z  
f : r

Alors (cf [59]), sous l'hypothèse (H), il existe deux nombres entiers 
f.o 

= t et ls ) 0, tels

qrre, potu tout r dans Ie support de rs, I'espace engendré pax | : U l' au point Q,n)
n:o

r f t )
c * ,  |c ,  +  |  l lDrTa(s)  -  Dr , l l2y ,p,aan- ,  ds l r ,

r J o
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est IR* et par conséquent (cf [62] ou [78]), il existe trois constantes positives c, R et K,

telles que

(3 .14 ) tt(u,v(s,a)) '>",
l -0  V€l r

pour  tous u€ S*-r ,  s  e  [0 ,1( ]  e t  tout  3 t  e  IR-  avecly- ro l< R.

Pour obtenir une inégalité analogue pour les champs de vecteurs intervenant dans Ia

définition de Ia suite approximante {rya(t)}, définie par (3.10), on introduit les champs cle
M

vecteurs X{ : *o - i D V XrXp et les ensembles
k : L

fdo  :  {Xn ,  k  :7 , , . . . ,  M} ,

( -
lY :  { lxr ,  v*1, k :  1, . . . ,  M, vM elY-t

M

lxY,v*l+ | l lx i , [x i ,v*]) ,vM r-r ' -r ] ,  n) r-
j : L

De plus, d'après [59], on a, potrr M suffisamment grand,

(3 .15) t  I  (" ,v(s,y))2>c,
I :O Vely

pour tons u e s*-r, s € [0,K] et tout 3r € IR- avecly -"ol < -R, oir c, Ret.K sont

clonnées par (3.1a).

On frxe maintena,nt M "assez grand" pour que (3.15) reste valable. Soient r et f0 deu-x

constantes positives, telles que r ( .R et * < K et soit e e [0,t0]. Considérons le temps

d'arrêt o : o(M), défini par:

(3 .16) o: inf  {  l*uG)- "ol  
)  r  ou la- iG)- / l  > Lr l  n*

Des hypothèses sur les champs de vecteurs, on déduit facilement (cf. [60]) que o-r € 7n(P1-

pou r tou tp<+oo .
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I l r es teàmon t re rque :po r r r t ou tp )2 , i I ex i s t euneg (p ) , t e l que , s i e<

sup P(u" C1a(t)u < e) < CeP , pour une certaine constante positive C, c'æt-à-dire
l z . l€ ,5

, f o M
(3.17)  .gqP (  l -  ><t i lG)xr( r , r * ( " ) ) , r ) 'd"  < e)  :oGp),  pow tout  p (  roc.

u€S \ J0  
k : r

oir S désigne,S--1.

En gelant Ia variabie de temps dans les coefficients de l'équation (3.1), à partir d'un temps

fixé, on définit, pour tout € € [0,?] le processus stochastique rm(€,t) (cf. [29]) solution

cle l'équation différentielle au sens de Stratonovitch

(3 .18 )

(  * r ( t ) ,  s i  t  <  {
I

, r , t ( t , t )  : {  f t  7 t

|  " tq(€) 
* |  xo(€,*nt(€, t))  ds +D I Xu(€,ru(€,s)) o dæ'1, si  {  < t .

\  J1  7=tJc

A ce processus, on associe comme d'habitude la dérivée de son flot stochastique, noté

ay(€,t) pour tout { € [0, T[.

De plls, les hypothèses sur les champs de vecteurs impliquent que pour tous t,tt e. [0, fj,

te ls  que l t  -  t ' l  (  6  : :  ( * ) " :

sup sup lXa(t, r) - Xi(t '  ,r)l S r'
à e { O , . . . , t t [ }  r € K

et

o.r8l.l,wl 
sug lvxc(t'r) - v x6(t' '*)l 3 e''

oir K : {r e R*llr -"ol a 
"}, 

o est I'exposant de Hôlder des coefficients et,Ë{ est la

constante intervenant dans la condition de Lipschitz (L).

Poul montrer (3.17), on écrit [0,t0] comme réunion d'intervalles disjoints de longueurs

in fé r i eu resà6 .  So ien t  Nunen t ie r ,  t e lque  f  <  L r  a  #+1e t  ( t 6 )sSrSN unesu i te

cl 'éléments de [0,t0], tel le que 0 --to l tr ( . . .( tru-r ( try: t0 avec lto+r- t ; l  S ô, pour

tou t i ,0<r< l ' I -1 .

On montre alors que

M  r o  N - L

sgBP (D l" \ ,(a;i(")xr(s,rv(s)) ,r) 'xpn,ru*,r(s) ds . u) : oG'),
u€,S tËr /0 t-_o

(3 .1e)
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pou r tou tp<+oo .

Par utilisation d'arguments standards en théorie de la mesure, on a

.  M  7 o  N - L

,9qp (>. l "  D (r#(")xr(s,z1a(s)) , r) 'x1ro,ro*,r(s)ds < e)
u€s .f=i Jo Â

, M  r o N - L

uesà-r rf iJo i=o
M  7 o  N - L

* ;ËB r (E J, nli(y-i 
G) xn(s, n 7a@)),u)2

(3.20)

-  (a ; i  ( t  6 ,  s)  X 1"  ( t i ,  r  y  ( t i , r )  ) , ,  ) '  |  I t  1 to, ru* ,  [  (  s)  a"  t  i  )  
.

On traite séparément les deux termes du membre droit de cette inégalité.

Dans une première partie, on montre que (3.19) implique

, M  7 o N - l

,ilP-, " 
(: J " "|'ol|',-'i 

t'> xn(s' r Y (s7)' u)'(3 .21)

- @-i (t i, s) X 1, (t i, n y (t i,") ), r) ' I x lru,rn*, r (s) ds > o(eo),e \ -
2 )  

-

pou r tou tp<+oo .

Dans une deuxième partie, finalement, on montre que Ia condition (3.15) implique

M ro \-L . 3r'r
(J.22) ,!q.e (r, I  D@-^;tU,s)Xn(ti ,r7,a(t i ,s)),u)211ru,ro*,[(s) o" . i) 

:  o(ep),
z€^9 .n-Ii /o *:_o

pou r tou tp<+oo .

o Premi,ère parti,e:

Pou' tous i,0 S i < N - 1 et k, l  1 k 1 M, on a

|(ai i(")xr, (s, zv(s)) ,u>' - (a-n| Gn, s)x1,(t i ,ru(tr,t)),") ' I

s l(a-*i (")X* (s, zv (s)), r) + (a-i $0, s) x 6 (t i ,  r u (h,") ), ") |

" l(a-i (")xr (s, rv (s) ), u) - (a nn' ft:, s) x p (t6, r u (h, t) )' ") I 
-

Donc, pour tout s e lti,ta..,.1[tel que,s ( o, on déduit de I'inégalité de Schwarz et de Ia
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leiat ion (3.19):

A4

Dlfu;|(")xr (s, ey (s)) ,u) '  - (a-i (to, s)x1,(t i ,  r r,r (tr,")) ,  ") '  I

(3 .23)  < c ' (1 + laî , } ( te , " ) l )  ( r '  + l rm( ' )  -  ru(h," ) l+ la-r iG)  -  a- , i ( t6 , " ) l ) ,

or) Ct est une constante positive, qui dépend seuLement de K76, IVI et m, àvec

Kx: sup sup ( lxr( t ,u) l+ lvx; ' ( t , r ) l ) .
lc€ {o,..., M } (t,r) elo,Tl x IR*

On obtient alors:

,  A 4  7 o N - l

::g"(E/r" It fu-nlb)xr(s,rv(s)),")\u-,iQi,s)X1,(ti,ru(tr,")), ') '11t,,,,u*,t(") o"Z)

, r o ! - ]  1 .  a \
<p( |  Ic,  ( tNa-, iUo,s) l)(e2Nr2a(s)---r7a(t i , t ) lNur, |G)-a-ni(t , ,  r) l )r1,u,,u*,1(s)d.t  ;) .VoÂ

N- l  ,  T taq lAo

< | p( 1.""""' ct(tNy-ror(tr, r)l) (e2+lr7,a(s)---r7a(ti,ùl+lalÎG)-a-i(t,, ")l)d" 
> #)-  

=  
\ " / t o n o  

- \  " ' \

(s.24)

De plus, pour tout i ,0 1 i  < N - 1, on a:

,  7t i1-1Ao

,  
U r,n. 

c1 (t + laîi  (tu,r) l) (r '  +lr1a(s) -ru(h, t) l+la-n| G) - a not (tz, s)l) d" t

,  7 t i 1 1 A o

< p( |  c ' ( t+ la- i ( t r ,s) l )  (e2+lr  ar( t ) - ru( t , , " ) l  + lat , | ( ' )  -  a- i ( ta,s) l )  ds
\ J  t ,  Ao

la-iG)-attQr,s)l < K,'e) *"( . sup la-, i@-u;;(tt ,  s)l  >
/  \s€ 

[ f  iAo; t i l1Aol

où I(-: l lb+oaæ'

De I'inégalité

la-olGu,s)l < la-i(rr, s) - a-r,;(")l + ls-*,'(') - /l + l/1,

on déduit
,  l t441Aop( |  

'  
cr( t+ la-n ' ( tn,") l ) (u '+ l r iy(s)  - ru( t r , r ) l+ ly#(")  -st l ( t , ; ,s) l )  d.s> jç ;

\ J r ,no

sup ls;ot(") -a-Niftr,s)l 3 K,-e\
selt1Ao;tilrAof /

_ l
2^t /

€
'  

2N '

Krne l ,sup
s€ l t aAo ; t i L r l  Ao l

(3.25)
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,  p t i 1 - l A o  1 .

< p( |  
- '  

( lb + 6JA)cr(e2+lrp1(s)-*u( tn,") l+ la-dlG) -  a-o, | ( to,ù l )  as > 5r ;\ J r ,no

(3.26) 
".,, ,nîïf,*, n"rlrnl?)-a-i(h,s)l 

< K-') '

Donc, en séparant Ie membre droit de (3.26) en trois parties, on obtient:

, 7 t ; 4 1 4 o
p( |  

" ' -  
c ' ( t+ la; i ( tu , r ) l ) ( "+ l ry(s)  - r rw(h,s) l+ ls l (s)  -  a-o i ( t t , " ) l )  d"  t

\ J  t ,  Ao

sup la-i G) - a-i (tu , ") |s€lt iAo;t iç1Aol

L

2N,

\<- Itrne t
'l

,ru:::"
.r([:: la-o}G)-al;(r,, ")l , ffi;,".r,nrlll*, n"rlor-'{")-al,;(tu, 

r) | s K*u).

De plus, Fh < #, par définition de.Ay', et, comme ltu+t- t6l ( ô, on a

,  T t i a lAo
,Ur,^,: c1(t+ la-not(tu,") l)(r '  +lrv(s)-ru(h,t) l+laio'G) - a-i(t i ,  s)l) ds >

"e [t;nsoïf,+r n"rlo# G)-u n] (tu' 
") I

< p(r, > K*€) * P( _,. .rp . l*uG) 
- rv(û,s)l > K,.e)

\ s€  [É lÂa; t . l+ r  AoI

+P ( sup la-*n'G) -al,; (h, s)l ) K,,ei
\ s €  

[ t ; A o ; t i 1 1 Â o I

(3.27)

Or., le dernier terme du membre droit de (3.27) est nul et pour e suffisamment petit.

P(r' > K,ne): 0, donc on obtient de (3.25)

,  T L i l t A o  1 ,  r  - 1  t .  \ , \  €  \p(  |  
-  

c1( t+ ls-not ( t0 , " ) l ) ( r '+ l rv(s)  -nv(û,s) l+ ls ; / (s)  -a ; tQn,s) l )  ds ,  ,N)\ J  t , A o

<p( sup l r -no'G)-" i ; ( tu, r ) l  > K*r)  +P( sup . la- i ! ) -a-ni ( t ; ,s) l  >
\"€[t ;no;iu."rno'[  

'  tv '  \  '  /  \se[t iAoit6l1Aol

Ii*e 
) 

.

On conclut par utilisation du lemme I-3.2.4 de [29].

, ', ufu) * 
" U::::"" @nt(") - rpr(tt,")l ' r,;C)

ê

2N,

\
<  ï {  c l\  a r m , e  ,/

. ,'p ,laii|'s)-ai,l(t0,")l = x,-r).
s€ltaAoita1-tAoI
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o Detn'ième parti,e:

Pour montrer que la condition (3.15) implique (3.22), on utilise les résultats du prernier

chapitre.

Tout d'abord on modifie légèrement Ia condition (3.15), de façon à faire apparaÎtre des

champs de vecteurs porr lesquels la variable de temps reste constante. Par définition du

hemps d 'ar rêt  d ,  on a l rm(t )  - ro l  S r  e t  t i  (  t0 ,  pour  tout  i  €  {0 , . . . ,N -  1} ,  te l  que

t; 1 o. Donc, pour tout i  € {0, . . . ,  N - 1}, tel que ta 1 o,Ia condit ion (3.15) implique

(3.28) t  |  {v{ tu,a, i ) ,u)2 2c,
j :o  VetY

pour tous u e S et gi €lR-, tels Que ly; - ru(tùl < R - r.

De phrs, on a

(3.2e)

,  I , I  ro  N- l

snp p (f ,  ["  f .A; ( t i ,s)x1"(t i , rp1(t i ,s)),  . , )2x1t, , to+,[(s) d" < e)
ues rf , iJo Â

N-1 M ro ry:l .\
S )] supP (r,  I  t  @;i(tu,s)x1,(t i , ru(t t , t)) ,") l2xpn,t. i+r1(s)ds <e;o e l t i , t i=t l) '-  

/ -n  ue 's  ' / - tJo Â '  
' ^

Fixons un j e {1,..., N - 1}. Alors, d'après des arguments standard de la théorie de

I'intégration, on a

.  1 4  r o  N - l

snp P (r .  [ "  I (g# ( t i ,s)x1,( t i , r7a(t6,s)) ,  z)2t t1tu, tu*, [ (s)  d 's 1 eio e f t i ,  t i * r [ )
zes rfriJo 7o

(3.30)

De plus,

j - \  ,  r t t l : -  M

= 
} ",ZrrU:, 

' 

}ff 
(ti,,s)x1"(tu,*r(tr, s)) ',u)' d'' < 1; {to

par:

t  l l- 4 )

.  , ) )

si pour tout i, 0 < i S i - 1, o; désigne Ie temps d'arrêt défrni

or : inf{s,l*ru(h,s) - rv(tn)l à R - r ou la-n} Qu, t) - a-r,} $ùl At+t '

Ona
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'  r t t*L M

tgu^(  /  
" ' '  

f { r - * t  ( t i ,s )x1"( t i ,  r  7 ,1( t i , " ) ) , , ) '  a t  <  l ; { fu  < t } )
, e  s  \ J ro  70 ' " ' "  

'  
J

r fot' 
M

(3.31) (  suq (  l " '  , (a- i | r ,s)x,( t i , ru( t r , r ) ) ,u) '  at  < f , ; { tn < ' } )
ue S \J  t i  k : l

Or, comme poi1r tout i, 0 < i < N - 1, la longueur de I'intervalle ltt,tt+r) est d'ordle

e2o, cf'après la démonstration du théorème 4.2 de [60] (cf. aussi [62]. [63] et [85]). il

existe une constante positive C2, dépendant seulement de 16, R,r et f0, ainsi que des

majolants uniformes des dérivées des champs de vecteurs X,i,I < i < M, telle que pour'

t ou t i , I < i<Mona :

pou r  tou t  p>2 .

D'après (3.30) et (3.31), on obtient alors pour tout j  € {1,.. . ,N - i}

,  ^4 7oN-L n \  çP

,gp^p ( r , l ^D.<o; ( t i ,s )x6( t6 , ry( t6 ,s) ) ,u)211ru, tn* , [ (s)  ds le ;oe l t i , t i+ t l )<c" ; -
u€s 'E{o Â

pour tout p)2, où C2 est une constantepositive, qui dépend seulement de 16, R.r ett'o-

ainsi que des majorants uniformes des dérivées des champs de vecteurs X,;,L < i < IV .

D'autre part, si j :0,I'inégalité précédente devient

, t [  r o l ! - ' _  .  . ,  . \
sup_P (>,  I  D @-iQu,s)x1"( t i , r rw( t r , " ) ) , r ) 'n l ru , ru* ,1(s)ds <e;o e l t i , t i+ t l )
zr€.9 tr-:r  Jo Â

M

< sgq , ( i  ["  @-^;(0, s)X7, (0, zv(o, ,))  ,  , ) '  d 's 1 e;{o '  t ,  }) '
ueS til] Jo

et d'après les arguments usuels exposés d.ans la démonstration du théorème 4.2 de [60] (cf.

aussi [62] , [63] et [85] ) , il existe une constante positive Ca dépendant seulement de ls. R, r et

t0, ainsi que des majorants uniformes des dérivées des champs de vecteurs Xi,I Si < A't-

tel que pour tout i ,  t  <i I  M, ona:

, M  r o
,gqP (D, ["  (s;ot(o,s)x6(0, ru(0,")), ' ) '  d 's .-e;{" < t ,})  1caep,
u€S 'i] /o

pour tou tp>2 .

, , t r( [ 'Lrf  ( t i ,s)x1,(t i , r1a(t i , ' ) ) , ' ) '  a '  <];{ tu <' i )  = 
" ' ( ; )"
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Par conséquent, il existe une constante positive G telle que pour tout j

.  A 4  r o  N - l

sup p (r.  l "  I  Q-i  ( to,s)xç (ta, rv(tr ,")) ,  ,) '  nl t i , t i l t l (s) ds .-e; o €
ueS .t-_- Jo t7_o

sc5#,
pou r tou tp>2 .

Finalement, en introduisant cette dernière inégalité dans (3.29), ot obtient I'assertion

(3.22), ce qui termine la démonstration du théorème'

I

3.2. FILTRAGE NON LINEAIRE AVEC BRUITS DE DIMEN-

SION INFINIE ET COEFFICIENTS D'OBSERVATION NON

BORNES

3.2.L. INTRODUCTION

Le but de cette section est de montrer que le filtre non normalisé, associé à un problème de

fi.ltrage non linéaire, dont Ie signal est engendré par un processus de Wiener de dimension

infinie et I'observation scalaire à coefficients non bornés, admet une densité de classe Cn

par rapport à la mesure de Lebesgue. Ce résultat permet de calculer le support de sa loi

de probabilité, à I'aide de l'ensemble des solutions d'un système contrôlé associé.

La régularité de Ia densité du fiItre a déjà été étudiée pax de nombreux auteurs dans Ie

cas où le bruit qui engend.re le signal est de dimension fini (cf. paragraphe 1.2.1.). Dans

[31], il est montré, à I'aide du calcul de Malliavin, que, sous une condition de Hôrmander

locale, Ie filtre associé à un problème de filtrage non linéaire avec des bruits non corrélés.

cles coefficients d.'observation bornés et un signal engendré pa,r un processus de Wiener de

climension infinie ad.met une densité d.e classe C- par rapport à la mesure de Lebesgue'

La description de Ia loi de processus stochastiques, solutions d'équations différentielles

stochastiques, cornrne l'adhérence d'un ensemble de trajectoires d'un système contrôlé'

déduit du système stochastique de départ, en remplaçant les processus de Wiener dans

l,équation différentielle stochastique par un contrôle appa,r'tenant à 1/1, a été initialisée

par Ie célèbre article de D.W.Stroock et S.Varadhan [79]'

Supposant que Ia loi de probabilité du filtre non normalisé, associé à un problème rle

:  0 ,  . . . ,1 /  -  1

[t:, t i*r [)
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filtrage non linéaire à bruits indépendants, admet une densité par rapport à la mesure cle

Lebesgue, M. Chaleyat-Maurel et D. Michel [12] ont suivi Ia route intialisée dans [79] pour

déterminer ie support de cette densité dans I'espace C([0,1],12(lR')).

De plus, les mêmes auteurs ont décrit dans [12] et [15] Ie support de la loi d'un filtre non

normalisé, associé à un problème de filtrage non linéaire à bruits corrélés et coefficients

cl'observation bornés, par une méthode basée sur un résultat de continuité et un théorème

d'approximation et cela sans tenir compte de ce que Ia loi du filtre admette une densité ou

non.

Cette section est divisée en cinq paragraphes organisés comme suit. Dans le deuxième

paragraphe, on introduit le problème de filtrage non linéaire étudié dans cette section.

Dans le troisième pa,ragraphe, on définit un filtre non normalisé, Iié au filtre défini clans

le paragraphe précédent par une formule de Kallianpur-Striebel. Dans le quatrième para-

graphe, on montre que le filtre admet une densité de classe C- par rapport à la mesure cle

Lebesgue, qui appartient également à I'espace de Schwartz. Dans le cinquième paraglaphe,

on établit un théorème du support pour le filtre.

3.2.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME

Soit (f}, F, P) un espace probabilisé complet, {.f , t € [0, ?], k € [\. ] une suite de proces-

sus de Wiener standards indépendants et u un processus de Wiener standard, indépendant

cles processus urfr, k e IN*. Notons ll .ll t" norme sur l'espace des matrices sur IR- x IRN.

donnée par

Soit une famille de champs de

, r n  t æ  I

|M|: (ttt- o),)
i :L  j :O

vecteurs {Xn, k > 0} sur IR- qu'on écrit

.n
xu("): xi@)ù, vr € IR-, vk e IN,

telle que la carte X : IR- -- IR- I Rfr,

aux dérivées de tous ordres bornées.

Considérons le problème de filtrage non

(rt,At) € IR- x IR, solution de l'équation

X : {Xn, k > 0} est une fonction de cnasse C-

linéaire, associé au système

différentielle stochastique

signal/observatir.'n



Chapitre III - Diffusions engendrées pax un processus de Wiener de dimension in-finie 91

x(*") (n@) 4" a odu")
(3.32)

16 est une variable aléatoire de loi rns

X est un champ de vecteurs sur IR- de classe C6- s'écrivant

X('):Xi(")3'' o r j

3. /r, est une fonction de classe C- (IR,*, IR), qui est, ainsi que ses dérivées de tous ordres,

à croissance au plus exponentielle .

4. Xo + hN est à croissance sous-linéaire (pour éviter des solutions du système (3.32) qui

explosent).

On définit ie filtre associé au système (3.32) comme d'habitude dans les problèmes de

filtrage non linéaire:

Définit ion 3.2.2.L.

Pour tout t dans [0,T], notons q le filtre assoc'ié au sgstème (3.32), défini pm-rr toute

fonction t! dans Ca(IR*,IR) par

(3 .33)

où l t :o (A" l03s< t ) .

rtû : Eltb@t)lltl,

3.2.3. LE FILTRE NON NORMALISE

Les hypothèses sur la fonction h ne permettent pas de définir une mesure de probabilité

cle r'éférence, corrme habituellement dans les problèmes de filtrage non linéaire- En ef-

fèt I'exponentielle de Girsanov, associée au système (3.32), n'est pas nécessairement une

maltingale, et par conéquent on ne peut pas appliquer Ie theorème de Girsanov. Pour con-

toru'ner cette difficulté, on définit un filtre non normalisé formel et on montre une formule

de Kallianpur-Striebel.

!,r, 
: ro * IoXo(r") o" * 

Ë Io' ror*", o d,rn'" * Ir'

[ ,, : Io' nr,", d,s * u1,

où,

1 .

2 .
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Introduisons d'abord quelques définitions et notations nous permettant de contou'ner le

problème de la dépendance des bruits.

Définit ion 3.2.3.1.

Notons ô1 te flot détenni,ni,ste associ,é au champ de uecteursX 11.e. Q1 est I'uni,que soluti,on

rle l'équati,on d,éterrni,ni.ste Qr: r + #N(O"(z)) ds).

Notation 3.2.3.2.

Si X désigne un charnp de uecteurs sur IR* , tel que, pour tout n dans IR* , X (r) :

Xi (r)& 
"t 

si. F est une foncti,on de C'(IR*,1H"), alors, pour tout n dans IR*, on pose

et

xF(r): xiAlffif"l

(o;-ix)F (") : (vo,1r;) 
- 'x(o,12;)vr1z;.

7t 
+oo 1t

rt :  ' ,o+ 
/ 

(o;,-txo)(2") ds + I Jo{o;; 'x,)(2") 
o d,wi.

On a alors Ie résultat suivant:

Proposit ion 3.2.3.3.

Pour tout t dans [0, T], n1: Qo,(r1).

Preuve:

Par application de la formule d'ItèStratonovitch au processus stochastique i1, orl obtient:

eo,@r):eao(ro)+ f  
aoo'@") ods"+ f t  (orn"(n"))od,r ,'Jo os ro

f t _ ,  f t  .  
+ o o  r t

: rot-  |  x(*n"(z"))  "  da"+ |  xo(or , (z"))ds+) l  |  *u(or"(z"))  oct tu i .
Jo  \  ' " '  -  

Jo  7=rJo

Le processus d'observation y étant unidimensionnel, on peut remplacer le paramètre de

temps dans l'expression du flot déterministe tD6 par At et introduire, comme dans [8], un

processus stochastiqre 11€ R-, solution de l'équation différentielle stochastique

(3.34)
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Donc, par unicité de la solution de l'équation différentielle stochastique (3.22) on a

Qr,(*r) :  Ttt Pour tout f dans [0'7].
n

De plus, on définit, pour tout t dans [0, ?] I'exponentielle de Girsanov associée au système

(3.32) par:

Poul définir "de façon formelle" un filtre non normalisé, associé au système (3.32), on

utilise I'expression du processus stochastique Zl obtenue après une intégration pa.r parties

dans I'intégrale stochastique appa.raissant dans l'expression de V1.

Afin de prouver un résultat d'intégrabilité pour le processus stochastiqte Zx on suppose

que, pour tout r ) 0 et tout e ) 0, il existe w K, ) 0, tel que

(3.35)

La proposition

dans [0, T], Zt

(3.36)

(3.37)

(3.38)

On a alors,

Théorème 3.2.3.4.

Pour tout p

presque sûrement en

(Q , f ,T t ,P ) .

t t æ

G:xo+;>,x7.
ù = L

Zt: exp(fo' n{,"10r, *; lo' 
n'{ùar).

3.2.3.3. et la définition du processus !1, permettent d'écrire, poul tout
- exp %, où

r t l f t
w: I  h (ô l "@") )da" - ;  I  h r (Qo,@") )ds .

Jo  zJo

+oo

l7h l+ sup lG(h"o") l+t  sup lxa(hoiD") l '  3ehz *K, ,
l " l<r 7-slslS"

otr G est l'opérateur différentiel du second ordre défini par

Ie processlts stochasti,que

U, où W dési.gne l'espace de

Zt est dans I'espace Lf(Wr I mrr),

Wiener déf,ni sur l'espace probabili.sé
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Preuve:

On suit les idées de [28]. Si I/ désigne la fonction définie, pour tous I dans [0,11] et z dans

IR.-, par,

(3.3e) H(t,r) : 
Io' 

h o e"(r) d"s,

on déduit aisément de Ia formule d'ItôStratonovitch que

vt : H(ut,rt) - 
Ir ' l ;(h' 

+Xny(or,(r")) + (o;"-lxo) H(a",e")] as

(3.40)
Ë lo'{';;'*n) 

H(a",r") o dw'*

Définissons maintenant un processus sur I'espace C6([0, f], n-) X R-, muni de la mesure

W & rno, pour lequel nous allons montrer un résultat d'intégrabilité.

Notons, pour tout z dans Co([0,?], lR-):

I) ii Ia solution de l'équation différentielle stochastique

(3 .41 )

( + *

J oot : (ôî,'xù(nn at +l@î;, xo)(ni) o dwi
1 i=L
[26: "o

2) 
"i 

le processus stochastique défini, pou tout t dans [0,?], par

(3.42) ri : O"r(ri)

De plus, pour tout É dans [0, f] et tout tr dans C6([0, f], IR,-), on note Zt(u) le processus

défini par Z{u): eXp V1(u), où

V(u) : H (ur,rr(u)) - 
I"'ITO' 

+Xh) (o,. (e3)) + (o;;lxo ) H(u",z?f d.s

*oo rt
- t | @L:t xu) H(u",n!) o dw'".

=Jo

Alors, de manière analogue à la preuve du theorème 1.1.8 de [28], on montre ([ue, pc,ur

tout a dans Cs([O,?],R-) et tout p dans IN., Zr(z) appartient à I](W 6-o). Le résultat

s'obtient en prenant u: A.
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On définir alors urr filtre non normalisé formel de Ia façon suivante:

Définit ion 3.2.3.5.

Pour tout t dans l0,Tl, et pour toute foncti,on tls dans C6(IR!" , IR), on note pltft le fi,Ltre nnn

rtortnali,sé ossoci,é au sgstème (3.52) défi,ni' par

(3.43) Ptth : a- lû(rt)ztf ,

où E- dési,gne I'i,ntégrati,on pz.r rapport à W e ms' i.e.

De plus, Ie filtre non normaJisé pl est lié au fiItre rt par la formule de Kallianpur-Striebel

(cf. f+zl) suivante

Théorème 3.2.3.6. (cf. [28])

Pour tout t d,ans 10,71 et toute foncti'on Û d,ans Ca(IR- ,IR), on a

f r
ptth-- l  I  ' ,h@ùZtdw(w)dms(rs).

J IR- J Co(O,Tl,m)

/ t \ Pt?!)r tW  )  :  p ^L ) .
(3.44)

3.2.4. EXISTENCE ET REGULARITE DE LA DENSITE DU FILTRE

Le filtre q étant Iié au filtre non normalisé pt par Ia formule de Kallianpur-Striebel, il est

équivalent de montrer l'existence d'une densité de classe C- pour le fiItre 11 orr le filtre

non normabsé p1.

Pour cela, il suffit de prouver que toutes les dérivées au sens des distributions du processus

p1 sont des mesures bornées. Le calcul de Malliavin permettant de faire une intégration

par parties sur I'espace de Wiener, le résultat découle du lemme suivant.
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Lemme 3.2.4.t.(cf. [53] )

Soi,t u une nLesure de Radon fi,ni, sur IR*. SuppoEons que pour tout rnulti,-indi,ce a, i,l eriste

une constante fini,e Co telle que pour toute foncti,on { dans Cf;(IR'", n')

r f  I
I I v'tl '@) u(dr)l S c"llt/||"",
l J  6 . ; 'n  

' l

alors, la mesure u admet une densité de classe C* par rapport à la mesure de Lebesgue

sur IR*.

Ce lemme nous permet d'énoncer Ie théorème principal de ce paragraphe:

Théorème 3.2.4.2.

Supposons que, pour tout poi,nt r dans le support de rs, l'espace engendré par les champs

de uecteurs

Xx,  k> L ; ÏXn, ,Xx" l ,  k t ,kz  >  0 ; . . . ; l - . - lXn, - , ,Xn,1 . . . ]1k1, " ' ,k i  >  0 ; " '

éualués en r est de dirnension m. Alors, pour tout t dans [0, ?1, Ie filtre non norYnali'sé p1

ad,met une d,ensi,té d,e classe C* par rapport à la mesure d,e Lebesgue sur IR*.

Preuve:

D'après la proposition 3.2.3.3, on a, pour tout t dans [0,?],

ptth -- E-lrlt o Qo,(nt) Z1f .

De plus, on peut montrer, comme dans [28], gne pt est continu pax rapport aux trajectoires

du processus d'observation Ut. Onpeut donc fixer Ia trajectoire du processus g dans (3.45)'

appliquer Ie calcul de Malliavin seulement à des fonctionnelles de'u et utiliser les résultats

de [75].

En appliquant le gradient stochastique au processus stochastique r, on montre que, pour

tout t dans [0, T], rt € ID- (W) et pour tout i ] 1,

.  _  - _ 1

D'"n,  :FtF r '  (O;-1Xi)( t") ,

(3.45)

(3.46)

(3.47)

où F1 est Ia dérivée du flot stochastique associé au processus rt, i.e. Ia solution de l'équation

différentielle stochastique

Ft:r* f t
J O

v(o;-1xo)(e")F" o" *î [ 'fr, Jo
V(O;-'Xi) (u")f" o dur'".
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On obtient alors Ie résultat suivant:

Proposit ion 3.2.4.3.

Pour toute foncti,on ls dans Ci (n* , IR) et tout t dans l},fl, ,b o Qo,(rt) et 21 sont dans

D*( IM),  pour  touty  dans Co( [0,7] ,R) .

Preuve:

Comme û est une fonction de Cf (R*,IR) et Qor(nt):rtt les résultats usuels du calcul

cle lVlalliavin impliquent que, pour tout t dans [0,?], tlsoÔar(26) est dans ID-(Ur).

D'autre part, Z7 est dans If (W Arns), d'après le théorème3.2.3.4., donc il suffit de montrer

que log 21 est dans ID-(1,7').

Or, cl'après (3.36), Ios 21 : Iln(On,(e")) da" - + I:h'(or,1z";) as. Par conséquent, i l

suffir de montrer que # h(Qr"(n")) da" et fi h2 (or, (2")) ds sont des processus de ID'" (I4l).

Ce r.ésultat est immédiat, car les hypothèses sur h impliquent, d'après le lemme 2.9. de

[28], que h(Qo,(e")) et h'(Qr"(e")) sont des processus de D-(I4l).

tr

De plus, si Q, désigne Ia matrice de cova,ria,nce de Malliavin associée au processus stochas-

ticlue 21, on a Ia formule d'intégration pax parties suivante:

Proposit ion 3.2.4.4.

Pour tout t dans [0, r], tuute foncti,on H dans ID* (W e rno) et tout i,L s i 1 n, on a

(3.48)

E" (vorl, o Qo,(r) ZtQtH) : 
"-l '{, 

o Qo"(n) Zr(- 
Iot 

OtU D'"r1d,s

- H-r 
lt 

,'"çtor zù D'"rta, + 
lo' 

DT@ùr.3)]

Les hypothèses sur les champs de vectelrrs permettent d'obtenir Ie résultat suivant:

Proposit ion 3.2.4.5.

Pour tout t dans ]0, ?], (d.etQ5)-L appaftient à I](W 6 -o) pou:- tout p dans N" .

Preuve:

Le fi.ltre non normalisé pi étant continu par rapport aux trajectoires du processus

cl'observation (cf. [28]), on peut fixer une trajectoire du processus g dans la formule (3-45)

et effectuer un calcul des variations stochastique seulement sur des fonctionnelles de tu.
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En particulier, pour une trajectoire fixée du processus y, on peut facilement démontrer, à

I'aide d'estimations montrées dans le lemme 1.0.3 de [28], que les coefficients de I'équation

différentielle stochastique (3.34), vérifi.ent les mêmes conditions que les champs de vecteuls

de ia première section de ce chapitre (i.e. porrr une trajectoire fixée du processus g, les

champs de vecteurs Qi;r X6,,0 < z < d, et toutes leurs dérivées en r sont Hôlder-continues

en t uniformément sur [0, T] x K, pour tout sous-ensemble compact K de IR-, C- bolnés

en r, si É est fixé dans [0, ?] et toutes leurs dérivées en r sont uniformément bornées.)

D'autre part, si T(Xr,.. . ,Xa) désigne I ' idéal engendré par I 'algèbre de Lie L(X1,... ,Xa)

dans l'algèbre de Lie L(Xs,...,Xa), ilest facile de montrer, pil des résultats standards de

géométrie différentielle, que pour tout (t, z) dans [0, ?] x IR*, on a

(3.4e)

(3.50)

T@;;r  x. , . . . ,ôî , 'x , , ) ( t , r )  :  T(xt , . . . ,  xa)(or ,  ( " ) )

D'où, en prenant t : 0 dans la relation (3.49), on déduit que

T @;;r xL, . . . ,  Qi, '  x a) (0, 
")  

:  T (X t ,  . . . ,  x a) (*).

De plus, les hypothèses du théorème 3.2.4.2. impliquent queT(X1,...,Xa)(*) : IR-, et Ie

résultat se déduit du théorème 3.1.4.3.
l

Du lemme 3.2.4.1., de la proposition 3.2.4.4. et de la proposition 3.2.4.5., on déduit que le

filtre non normalisé p; admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur IR"'.

De plus, en itérant la formule d'intégration par parties, comme dans [8], on montre que

cette densité est de classe C*.

Ceci termine Ia démonstration du théorème 3.2.4.2.

l

De plus, cette densité est dans l'espace de Schwartz S.

Théorème 3.2.4.6.

Supposons les cond,iti,ons d,u théorème 3.2.4.2. uérifiées. Alors, pour tout t dans ]0, Tl,

Ie fi,ttre non nonnalisé pt admet une densi,té p1, qui, est dans I'espace de Schuartz S et

I'applicati.on t --+ pt de ]0,"] dans S est continue.
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Preuve:

Rappeions que

s : {/ : IR' r IR r.q. VN-upler a,Yp €lN, slp (t + lzl2)r lv" f (*)l < +oo}.
E€IR*

On suit I'idée de Ia preuve du théorème 1 de [15].

Consiclérons pour tout N-uplet a, Ia mesure signee po, définie sur IR- par

(3 .51) dp'(*) : ra pt(n) dn, où ro - ri '  ...rff

Alors, on peut montrer, comme dans le lemme 1.1 de [15], que LP æt une mesu.re bornée.

De plus, prouver eue ?t est dans 5, est équivalent à prouver que sa transformée de Fourier

est dans 5, i.e. que, pour tout p dans IN et pour tout a dars IN-,

(3.52) sup (1 + l€l')*lv'o'(€)l ( fçe (J .sup (1 +lel\'lt(€)l < +""-
CeR* Cen^

^  t f t
comme, pour rour B d.ans N-, l€lBlp*l(€) : 

l+rru ei'€d'pq(r)1, (:.rz) découle du

résultat suivant

Proposition 3.2.4.7.

Pour presque tout y et tout B dans II\f", il eriste K(o,p) dans IR\, tel que pour toute

foncti,on S dans Ctr(R*),

(3.53)

Preuve:

Notons Qt la matrice de covariance de Malliavin associée au processus stochastique 71.

La proposition 3.2.3.3. implique que

(3.54)
Io^rufrr) 

d,p,'(r) : E-[ou(t o or,(21)) "î 
zr).
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Par conséquent, si on prend H : Qtl zf dans la formule d'intégration par parties de la

proposit ion 3.2.4.4., on obtient que pour l0l:  t

(3.55)

oir

lu*ru rrr) 
d,p'(r) : E- lô(*r) z, Bî'Ê),

i; lo' {'i:'*u) Hç""',î") o d'w'"1-,:*;,,,, )] '

(3.56) BT'0 : - [' n\Q;' Dfrrd" - Q, [' ng&os z,) D(nro, * [ DB"(z) atu(.
Jo 

-  
Jo Jo

De plus, d,après la proposition 3.2.4.3., Bî'P est dans D-(1,7), porrr presque tout y.

Par r.écurrence sur 1,61, ott montre I'existence d'un processus stochastique appartenant à

D-(14l), toujours noté Bl'B tel que pour tout B dans IN-

(3.57) n loÊ 6@r) "f zrl : E- lô@ù z, Bî'ol,

Ceci démontre la proposition 3.2.4.7. avec K(a, g) : E-llni'BlZtl.
!

Les bornes obtenues dans les expressions précédantes étant uniformes pour t dans [e, T]-

on déduit du théorème d'Ascoli Ia continuité de I'application t --+ pt de ]0, Tl dans 5.

3.2.5. UN THEOREME DU SUPPORI

Sous les hypothèses du paragraphe précédent, définissons I'application p1 par

Défi.nit ion 3.2.5.L.

Soit 74: Cs([O,T.1, n) x IR^ --. IR]" I'appli'cati'on défi'ni'e par

F,@,r) -- qt(r)t- ["* (ukr,Eù l"' fl(n' +Xa;(o".(7")) + (o:"-'xo) H("",2.,)) d's

(3.58)

o'ù, q1 dési,gne Ia densi,té de la loi' du process'trs frt.

Alors, on a les résultats suivants
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Proposit i  on 3.2.5.2. (cf. [ tZ] )

Si, u € flt([0, T.1, n), alors fi.(u,.) est l'unique soluti,on dans S de l'équati'on o,l.t:D déri'uées

po,rti,elles

(  dP'(Y'")  :  L*Ft(u,r)  + s-pt(u,r)u1

\o '
\  Ft(u, . )  -  *o s i ,  t  -  0,

(3.65)

où, L -- Xo -r nX + +f xf + +N' et S : h+X.
i : I

Preuve:

On sait (voir annexe) que siT/ est dans C6(IR-,R), alors p4! vérifie l'équation de Zakai

p{h : rh@ù * [' p"(L',fi a, + [' p,(SrD da".
Jo Jo

On c|écrit alors la loi du processuri p*h à I'aide de solutions d'une équation aur dérivées

partielles déterministe, engendrée par un contrôle appartenant à.[f1. En fait, on remplace

rly par itd.t dans les équations (3.32) et (3.35). PIus précisément, pour toutes fonctions u

clans ffl([0, T],IR) et t/ dans C6(W,lR), on pose

PT:E l ' ' l '@i)zi l '

oir (rf , Zf) est solution du système différentiel stochastique

(  r t  g  7 t  -  j  f t - - . . . .
l " ï : "o+ |  xo@ï)ds+!  |  xo@?oawi+ |  X(r ! )ù"ds
I Jo ,7:t Jo Jo
(
I  r f t  1  r t

lt, 
:"*U h@?it, d,s - 

; J, 
nz(r! as).

Alors, pour toute fonction ,r/ dans Co(R*,R), pirh est solution de l'équation aux dérivées

partielles

(ry:pie,h)+pi6û)ùt
ld t

I pïd :4)@ù-

D'où le résultat.



Cha.pitre III - Diffusions engendrées par un processus de Wiener de dimension infinie 102

Proposit ion 3.2.5.3. (cf. [28] )

L'application c ---+ Frk, r) est continue de Cs(l},T'l, n) dans IR pour tout (t, t) dans [0' T] x

IR*. De plus, pour presque tout g, pour tout r dans IR*,

pt (a , r )  :  F t (a , r ) .(3.60)

Théorème 3.2.5.4.

L'appli,cat,ion c---+ p.(",.) est conti,nue de cs(lo,Tl, n) dans c(1e,7], s), pour tout e > 0.

Preuve:

Notons p' (respectivement F') Lurestriction de p (respectivement de p') à [e, 
"] 

et montrons

que, pour presque tout gt, pour tout c dans INp et tout p dans IN,

sup sup (1 + l€12)olv"(Frk,0 -frrk',9))l  - 0 quand l lc- c'11."--- 0.
t e l e ,T l€€R*

Par cles arguments similaires à ceux de la preuve du theorème 3.2.5.4., il est facile de voir

qu'il est suffisant de montrer que pour presque tout 9, Pour tout (o, p) dans IN- x IN-,

sup sup -. #- l [^-vP Otr) d'(t î" - rrî'"' )(r) | 
' o quand llc - c'lloo ---- s,

te [e,T] ôecf ( IR^) l l9) l lætJ nv

où dlLi '" : rTFt(c,r) dr.

Or,

r(3.61) 
J o*ou f(") 

d.(t"î" - r"î'"')(*) : E* lv7 Ô@ù rî (zi - zi')1,

avec zf- exp (rkr,zt) - 
lr'{Lrfn'+Nh)(o""(2")) 

+ (o:"-'xo)H("",X"))ds

+oo 2t

, | (o:"-'x,) H("",x") " d.'")-
ÂJo

Par conséquent, les propositions 3.2.4.3. et 3.2.4.4. assurent I'existence de processus

gi'P k) dans ID-, tels que

(3.62) n- lng 6@r) *î (zi - zi')l : E- [ot',) (nî'p (") zî - Bî'p @') zi')J.
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D'oir

*- | L vp ô@) d,(tî," - tî,' ' X")l < E-llBi'P (ù zi - Bî'P (.') zi ll.
tÇ.le,Tl ô€ci(R*) l l .9l lætJ n*

Supposons que c et c/ sont dans un sous-ensemble borné 6 de C6([0,7],R). Comme

Aî'P(r) e D-, pour tout t dans [0,T] et tout c dars Cs([0,T],IR), on a

(3.63)

De plus, d'après ([2Sj),

(3.64)

et

(3.65)

,Ig E-llni'P@)l'l . +-.
É€[o , r l

sup E- llzîl2l ( *oo
c ê B

re lo ,? l

,ËË%, 
Ellzi - zi' ll < cll" - "'ll1-.

La conclusion du théorème découle facilement des relations (3.62)-(3.65).
-

Cela nous permet d'énoncer le résultat principal de cette section. Notons fi'. le sous-

ensemble de E, défini par R, : {F? @, .), u e I/t ( [0, 
"], 

R )] et P' Ia loi de probabilité de

la variable aléatoire g ---p:(A,.) àvaleurs dans.Er. Alors, de manière analogue à [12], on

déduit de Ia proposition 3.2.5.3. et du théorème 3.2.5.4.,

Théorème 3.2.5.5.

Support (P,):8,

où I'adhérence est pri'se dans Er.



Chapitre IV

FILTRAGE DE DIFFUSIONS

FAIBLEMENT BRUITEES

4.1. INTRODUCTION

La nécessité d'estimer un processus d'état partiellement observé intervient dans de nom-

breux problèmes appliqués et a été beaucoup étudiée durant de nombreuses années. Des

structures mathématiques adéquates ont été établies et on dispose aujourd'hui de nom-

breux résultats théoriques sur ce sujet.

Dans ce travail, on suppose que le processus dont on veut ca.lculer une estimation (signal)

est un processus de diffusion markovien observé à I'aide d'une fonction perturbée par un

bruit blanc. En fait, on veut calculer la meilleure estimation possible du signal au temps t.

connaissant I'observation jusqu'au temps t. Or, excepté dans quelques cas particuliers, Ies

équations différentielles permettant de résoudre ce problème, comme I'équation de Zakai

(cf.[S5]), sont de dimension infinie. Cela rend intéressante toute procédure foru'nissant des

filtres presque optimaux de dimension finie.

Ici, on suppose que le bruit blanc perturbateur est d'ordre e et que pour € : 0, le signal

est exactement observé. Ce problème a été traité en détail dans le cas de bruits non

corrélés. A.H. Jazwinski [41] a établi la décomposition en semi-martingales du fi.ltre dans

un ca,s spécifique a.fin de construire des filtres du second ordre. B.Z. Bobrovsky et lt[.
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Zakai [9] ont calculé des estimations des moments conditiomels du signal, tandis que R.

Katzur, B.Z. Bobrovsky and Z. Schuss [45] ont utilisé des techniques de pertulbations

de l'équation de Zal<ai pour calculer formellement un développement asymptotique de Ia

densité conditionnelle et en déduire des filtres approchés de dimension finie. J. Picard

[68] a obtenu des filtres sous-optimaux par d'autre méthodes. II a notamment utilisé des

concepts de base de la théorie de filtrage non linéaire, tels la formule de Kallianpur-Striebel

(cf.l+Zl) et Ia décomposition en semi-martingales du filtre optimal associés à des resultats

de retournement du temps de processus de diffusions. A. Bensoussan [5] a démontré une

partie des résultats exposé dans [68] par des méthodes plus élémentaires et J. Picard [69] a

ensuite généralisé certains de ces résultats à des signaux multidimensionnels. Finalement,

J. Picard [70] a traité Ie cas multidimensionnel en travaillant sous des hypothèses un

peu plus faibles que dans [69]. Les résultats obtenus dans cet article reposent sur de

simples considérations probabilistes et I'utilisation du calcul des variations stochastique.

Le problème du lissage a été abordé lui aussi.

Le but de ce chapitre est d'étudier un problème analogue pour un système de filtrage non

linéaire avec bruits corrélés. Il est divisé en trois pa,ragraphes organisés comme suit.

Dans le deuxième paragraphe on introduit le système qu'on étudie par la suite. On suppose

tous les processus à valeurs dans IR*. On définit une classe de filtres sous-optimaux et

on monrre, en suivant les idées de J. Pica.rd [70] que les éléments de cette classe sont

égaux au filtre optimal à f près. Dans le troisième paragraphe on précise le filtre utilisé

dans notre application et on montre que celui-ci approche le fi.ltre optimal à e près. Le

démonstration repose essentiellement sur un changement de probabilité adapté au problème

et des résultats du calcul de Malliavin.

4.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME ET RESULTAT PRELIMI-

NAIRE

Soit (f,t, F, P) un espace probabilisé complet et (ft)re to,Tl une famille croissante, continue

à droite de sous o-algèbres de F. Soient w et u deux ft-processus de 
'Wiener 

indépendants

de dimensions respectives d et rn.

Si z1 est une semi martingale sur ((-), F,ft,P), odq (respectivement dnt) d&i9ne sa

différentielle de Stratonovitch (respectivement Itô).

Considérons Ie problème de fiItrage non linéaire associé au système état/observation

105
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(rr,Aù € (R.-)' solution du système différentiel stochastique:

g(r") da"

(4 .1 )

vérifiant les hypothèses suivantes:

(Hù *o est une variable aléatoire f6-mesurable à valeurs dans IR- dont ies moments de

tous ordres sont bornés.

(Hù b est une fonction de classe C2 (W" ,R-) à dérivées premières et secondes bolnées.

(Hù o et g sont des fonctions bornées de classe CL(W",R- S lRd), respectivement

C2(R*,lR- I R-), à dérivées premières et secondes bornées.

(Hq) hest une fonction a.ffine, i.e. il existe ô dans IR* et a dans IR- tel que h.(r) : 6r*a.

(ffs) La fonction a: oo' est uniformément elliptique.

(f/6) Les fonctions h'b et (h'oo"(h')1-È7r'6 sont lipschitziennes.

Remarque:

La condition (ff6) implique que Ia fonction hto est inversible.

On peut alors défi.nir le filtre associé au système (4.1) corrme d'habitude dans les problèmes

de filtrage non linéaire.

Définition 4.2.1'z

Pour toutt d,ans l0,T), notons ry Ie filtre associ.é au système @.L) défini pour toute fonction

û dans C;UR^,IR) par

I 
*' : *o * Io b@") d's n I"'

I ,, : Io' nr*", d,s * e ut,

o(r,) a., + lo'

(4.2) rtû : Evb@ùlyt],

où l t :o (U"10<s<t ) .

on considère de plus la classe de filtres sous-optimaux suivante:

(4.3) TrL5 : rno * 
fot 

,r*", o" *: 
lo' 

n'-'r*") K, (da" - h(m") d's),
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oir rns € IR- est arbitraire et {Kt, t > 0} est un processus };-progressivement mesurable,

borné tel que pour tout (t,.) dans [0, ?] x 0, Kt(-) est une fonction bornée uniformément

elliptique.

Remarques:

(i) La définition des filtres sous-optimaux implique que le signal et l'observation doivent

être de même dimension.

(ii) Dans Ia suite, si / est une fonction vectorielle de la variable r €. W", /' designe sa

matrice Jacobienne, si / est scalaire, /' est un vecteur ligne.

Pour ces filtres, on a alors une première estimation d'erreur:

Proposit ion 4.2.2.

Pour tous ts ) 0 et P )- I, on a:

(4.4) ffi ll"' 
- *'llo: o('/è)

Preuve:

La formule d'Itô implique

h(rr) : h(ro) + [' Lh(r") a, + [' {n'ù(*") dw" * [' {n'ù(r") d'u",
Jo  Jo  Jo

oir .L est l'opérateur différentiel du second ordre défini pour toute fonction / dans

C2(W",R*)  p*

e ilt @) : u, fù#(") + if,f"O))], ("("))',, ffin
.iËr@))uraat)'rffiat

De même,
r t

h (^ t ) : h (mo) t  
Jo

(4.5)

- h(*")) a, + 
lo' 

I{"d,u".-  1 r t
L"h(m, , )ds+ ^  Ie  J o

K"(h(n")
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où Zr est défi.ni pour toute fonction / dans C2(IF.'*,IR-) par

(4.6) G,r)t(,) : u'@)#(") + If;rn'-'(r)K1)i@'-'(,)x,)Lffin

Ceci implique

h(*r)  -  h(*r)  : t t ( ro)  -  h(rno) + [ '  ( rnçr")  -  L"hçm"))  ds + [^ '  {n 'o){*")  d."
-/o Jo

T t l l ' t l t ' t
+ |  h 'g (* " )au" - )  |  K ,d .u" - :  I  x , (h( r " ) -h(m") )ds .

Jo  eJo  eJo

Comme Kt estuniformément eliiptique, on peut montrer (4.4) de manière analogue à [69].

par application de la formule d'Itô, on calcule lh("r) - h(*r)lk pour des entiers k pairs,

puis, après avoir pris I'espérance dans les deux membres de l'égalité obtenue, on utilise

quelques estimations usuelles pour des inéquations ordinaires.

Corollaire 4.2.3.

Pour toLr,s ts ) O et P 2 L' on o,:

(4.7)

et

(4.8)

sup llrnl - ntl l lp: O(G)
tàto

sup llzl - nrl l lp: O('/u).
t2 to

4.3. LE RESULTAT PRINCIPAL

On choisit maintenant un filtre de la classe définie précédemment pour lequel I'erreur

commise est d'ordre e.

soit 7la fonction définie pai -), : (h'oo"(h'))È et pour tout t dans [0,?], posons

(4.e) K1 :1 (m)
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Remarquons que, d'après les hypothèses (Hs), (Ha) et (Hs),7 est bien une fonction bornée

uniformément hypoelliptique.

On peut alors énoncer le résultat principal de ce chapitre

Théorèrne 4.2.4.

Pour tous ts ) 0 et p ) !, on o,:

(4.10) 
ffi ll"'t - *'llo: o(e).

On définit tout d'abord quelques processus stochastiques qui vont être utiles pa,r Ia suite.

Soit Ie processus

(4 .11)

Alors tl-t1 est wt (F1,P)-processus de Wiener à valeurs dans IR- et

(4.r2) d.r1 - b(r)dt + (h'-'ù(rt) ffit r s(r) du6

Pour tout t appartenant à [0,T], soient

,, : 
fot {r(m") (h'o)(r") dw".

zt : exp(:, 
Ir' 

h'(r") d.y"(4 .13)

et

- # fo' w{*")l'a')

t  1  7 t  ,  r  r \ 7  -  1  f t , -  , r 2  ,  \(4.r4) At : exp(-; 
/, 

(n("") - h(*"))" m" + # J,In("") 
- h(*")1" d').

Comme Ia fonction h est affi.ne, les processrs ZrL et Â, r sont des ma,rtingales expo-

nentielles. On peut alors appliquer Ie théorème de Girsanôv et définh des probabilités

de référence à I'aide desquelles on va montrer les estimations voulues via la formule de

Kallianpur-Striebel.

Définissons d.onc les probabilités É et F p* Ies dérivées de Radon-Nicodym

#l :','\,
lFt

(4 .15)
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et

(4 .16 ) - ,1 -1
-  ' . t

Alors, d'après Ie théorème de Girsanov, sous F, ' ,7, - w1- ! [(n("") - lr(*"))d,s et yt
0

sont des processus de Wiener standards indépendants.

De plus, Ie processus stochastique 11 s'écrit comme solution de l'équation différentielle

stochastique

1
(4.r7) d.r1 : 1@'-t.r)(r)(h.(r) 

- h(nùù) d,t + b(r) dt + (h'-t1)@) dt4-r s(r) du1.
c

D'autre part, on a

t 1 7 t  -  
' l  

f t  1  f t  ^  \
z1t\1:expf ;/r (n@)-rr(*"))"*"* r, Jon'("")(aa,-h(*")as)+fu Jolh(*")l ' 'd").
Soit pour tous r, rn appartenant à IR- la fonction F définie par:

F(r,m) : (h(r) - n@))" t- '(-) (n@) - n@)).

d.Fl
lFt _

t t t

(4.18)

Il résulte alors de la formule d'Itô que

r t .
F(*r,mt) :F(ro,nLo) * , 

Jo 
(n@) - h(*"))"'y-L (rn")h'(r,) dr"

çt .  -  3--L
- Jo @{",) - h(*"))" ftt*.,)(n("") 

- h(m")) dm'"

- , [ '  (n@) - h(*"))" -,t- 'h'(*") dm"* [ '  (o,, * A,.F)(r",m") d.s,
Jo  Jo

où A" et An sont les opérateurs différentiels du second ordre, définis pour toute fonction

/ dans c'((R'")') put

(4.1e)
! d azf , , 1 rrl a"f /_ _\A, f (r, m) : ;Dr _,r, ) I (" 

(" ) )', ffi (,, *) + ; t (e ( Q)'r @ @))'r ffi @,,"1

et

(4.20) A,n r (r, m) : i>f" r)u*(, (ù)'rffi (*, *).
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D'oir,

F(*r,mt) :F(ro, rno) *, 
I" 

(n@) - h(*"))" ' 't-rOn")h'(r") d,r"

-: 
Ir' 

(n@") - h(*"))" lda" - h(rn") d,sl

-, 
Ir ' 

(n@) - t (*"))" (t-'n'q(m") d,s

* lo'(n@) 
- h(*"))'ffw"l(n@) - n@)) dm'"

* 
lot {o,, + A,,F)(r",m") d,s.

Par conséquent,

F(*r,*r) :  F(*o,*ù - z 
lo' {n{r") - h(*"))" (t- '("") - ^r-t(-")) h'(r") d'r"

*, I" 
(n@) - h(*"))" ffi" - ? lr' {nr*") - h(*,))" ldr" - h(m") d,s)

*, 
l, 

(n@") - h(*"))" ((t- 'n'ù(n") - (1-Ln'Q(m")) d"

*, 
Iot 

(r,("") - h(*"))" (t-'h'g)(*") d.u" * 
lo' to,, + A,.F)(r",m") d.s

* Ir' (n@) - h(*"))" ffr*,)(n@") 
- h(m")) d,mi.

On a donc finalement

(4.2r) zl t t1-""o(-* (F@,,*,)  -  F(*o,-o)) + 
:  l :  

. r(r",m") d,s

*: l" xî(*",m")d,m"*: I" '  xi(*",m")d,r".: I ,  xi(,",m")d,a"

*3 I,' h'(*")da"- # Ir'fu(m")12 d,s),

Xt(n,m) :(n@) - h(*))" ((r- tn'a)(r) -  0- 'h 'b)(-))

*f , {d,r  + A,nF)(r , ,m),
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x!z@,ù:I@@) - h(*))" ffro @@) - n@)), i :  r,...,n'L

xs ( r ,m) :  -  (h , ) " ( r )  ( r - t ( " )  - - . y -L@) ) "  (n@)  -  h ( * ) ) ,

X+(r , * )  : ( t - t t  'g) "  ( " )  (n@) -  n(ù) .

Dans la suite, si / est une fonction de (*,*), on notera f' po* #.

D'après les règles du calcul de Malliavin (cf.[62]) , si D (respectivement D) désigne

l'opérateur de dérivation dans Ia direction de a.r (respectivement û), on a pour- tout

0 ( s ( t ,

(4 .22)  D"r r :  Ç" t (h ' - r t )@") ,

où {("t, , à 
"} 

est Ia solution de I'équation différentielle stochastique

1 f t 11 t
(4.23) Çst: t  *; 

J" r",(h'- ' t) '@,)(h(",) - h(*,)) ar +; 
J" e",h'-r1h'(r,)dr

+ 
I"t Ç",b'(r,)a, + 

f"t C,,(h'-'t) '(r,)dû,+ I,t Ç,s'(r,)d,u,.

Il résulte alors de (4.21) que

D" Iog(Z1tr,) : - 
*r'@r,m1)0"n1 *: 

I" 
X't(x,,m,)0"r, d.r

+ L [' d,miy!r(r,,m,)0"r, * + [' d,riy!3@,,m,)0"r,
e J" e J"
L f t  -  1  f t

*; 
J" Xs(r,,m,)D"r,dr t 1 

J" 
ooir'n(r,,m,)D"n,

+ 
| 

"' 
Xa(n,, m,) D 

"r, 
d,r.

Par conséquent,

1 - 7 t

i,r'(rr,*r) 
: -eD" ros(z5l\ù(b"*r)-' * 

J" ,lr(r,,m)0"r,(b"n6)-L dr

f t  7 t
* 

J " 
o*ix!z@,, m)b "n,(D "*r)-L + 

J, 
aæ;x!@,, m,)b "r,(D "rx)-r

* [' Xs(r,,,m)0"r,(D"rr)-1 a, + ft d,uiy!a(b,,rn,)0"r,(0"*r)-r
J " -  Js

* ft X+(n,,m)0"r,(D"r)-L dr.
J"
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En intégrant l'égalité précédente entre 0 et t, on obtient

1  c  7 t -
(4.24) ir'@,,*,) 

: -; 
J, 

D" Ios(z/t)(D"r)-t ds

1  r t T t
-i 

Jo J" *\(r,,m)0"r,(0"n1)-7 d, d,t

1  f t f t
*T 

Jo J" 
o*i xL(r,,m)b"æ,(b"r)-1 d,s

1  1 t 1 t
*; J, J" 

o"i xL(r,,m)b"r,(b"r)-L ds

1  f t f t
- , J, J" xt@,,m)b"r,(b"r5)-r dr d's

r  r t r t
*; 

J, J" 
ori xL(r,,m)0"r,(0"*r)-L ds

I  r t f t  . :
*; 

J" J" xn(r,,m,)0"r,(D"rr)-r d,r ds.

D'autre part, d'après la définition de Ia fonction f',

t  
r ' (*r ,*r) :  (n@ù - n(*r))"  yL(m1)h'(r1),

,],ï | lP llr' {*,, rnt) I utlllo : o(u).

donc

:El(h(rt) - n@ù)" /Url (t-'n')(*r)

+ El(h(rr) - h(*r))" -y- '(*r) (n'@r) - h'(^r)) lyrl .

La proposition 4.2.2. et les hypothèses (H4) et (IIb) implquent donc

(4.25) alf,r '{"r,*r)l!r) : nl(@(nr) - h(*r))" /tr1 (t- 'n')(*t) + o(e).

Il résulte alors des hypothèses (H4) et (I{b) que le théorème sera établi si on montre que

pour tous fs ) 0, p) 1,

nllr'6r,*r) lurf

(4.26)

Or, d'après I'égalité (4.24), ceci équivaut à montrer

(r) ;]=; + lrll"' D" ros(z1ttù(0"r,)-' a,/y,]ll,= *,
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(ii) ,.ffl + ll"llr',1"' x\(r,,m,)0"r,(D"rr)-' d.rd,s/u5]llo = o1';,

(ùii) ;f_n + fitllr' I"' dmi y!r(r,,rn,)b"r,(b"*,)-' a"l!,]llo : ,1'1,

(ùu) ;jfl + l"llr',1"' d,ri y!"(r,,m)0"r,(b",,)-' a,lu,lllo : ,1'y,

(r) ;ifl l lullr',l"' Xs(r,,m)0"r,(0"*,)-' d,r d.s/utlllo : o1ry,

(ui) :9H + lullr',1"' auf, y'n(r,,m)0"r,(0"*,)-' arl!,fllo : o1'1,

(uii,) ;jfl + lullr', I"' X+(r,,m)0"r,(b"*,)-' d.r d.s/ltlll" =: o(u).

Pour prouver (i) à (vii) il est nécessaire de démontrer les deux lemmes suivants.

Lemme 4.2.5.

Pour tous es > 0 et p ) L, i,I eni,ste des constantes strictement pos'it'iues a(p) et a(p) telles

que

(4.27)  l lÇ" l losa(p)"*pf -a(p)( t - " ) . l ,0(s( t .- L  
€  

\ -  - / J t

Preuve:

D'après la relation (4.23) et la définition de ût1, le processus {Ç"t, t 2 s} est I'unique

solution de I'équation différentielle stochastique

(4.28) Gt : 1 *: 
I" ' e",(h'-l 'Th')(*,)a, + 

l" ' Ç",b'(n,)d,r

. 
Ë I"' 

,* fit@'-'r)(*) ffii * I"' Ç", s'(r,) d'u,-

Donc,

t,:ià%, lG,lo s r{r + ,ËË%, (! I"'Ç", (h'-1.,th')(*,) arl' + | l"
(",b'(r ,)  dr le
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* li f "' 
,", fi;{n'-,r)(*,) ffiîf * | I" Ç, s'(r,) o",f)}

= "{"1: 1"" le", {h'-'th')(*,)lo a,] + "ll" lÇ",0'{,)l'a,]

d'après l'inégalité de Burkhôlder. Comme 7 est hypoelliptique, les hypothèses (Hz) - (Hù

impliquent alors qu'il existe des constantes strictement positives c et c' indépendantes de

e telles que

c fT  7T
llG,llo =; J" lle",llpdr * "' J" llÇ*llrdr.

Le lemme découle alors du théorème de Gronwall et du fait que er" : (Jr -

. 
" (Ë l"' lr", ft;{n'-'t7çr,112 ar)Ê *, U" le,, o' @,) l'0") 

t 
) },

une constante c(p) telle que

l lD"Gollo < c(p),

l lD"Gollo < c(p).

Lernrne 4.2.6.

Pour tout p > 1, i,l eri,ste

(4.2e)

(4.30)

Preuve:

D'après la relation (4.28), on a porrr tout t dans [0,T],

(ot : t *: 
Io' ,r,(h,-rth,)(r,)d,r * 

Ir' Çs,b,(r,)d,r

-P- Io' ,o, fir{n'-'r)(n,) @ * Io' Çs, s'|(n,) d,u,.

La formule d'Itô implique alors que

(to : L - L 
lo' {n'-r.rn')(r,) C,odr - 

Ir' 
b'(*,) Ço d.r

i- l,' *rn'-' ù (*,) e,o @ - I,' s' (r,) e,o da,

. 
i-- I,' 

(*tn' -' t h) (ft;o' -' rr') ) " (". ) ) (' s d'r * | o' {n' tn)" @ )) c,o d'r'
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Passons maintenant à Ia preuve de (i) à (vii).

Des calculs analogues à ceux de la page 153 de [66] respectivement de la section 3.4. rle

[70] donnent

116

Donc,

D "Çr,- I 
- 

! lr' rn' -rh')' (r,) Ç,0 dr - !. 
l"' ro'-'th')(*,)D,ç,s dr

f t  7 t- 
Jo 

u"(*")("0 o, - 
Jo 

b'(r,)D"ç,sdr

-+ o ,u 7t  7t- 
!- aru\h'-'t)("') ("0 

Jo o" @,) e,o da, 
Jo o'@,)D"Ç,s du,

.D I,' (**'-'th)(fr;{n'-'rr'))"("')) 
' 
c,od'' * Io' (g'(s')'(*))' ç,o a'

. 
n l,' (*(h' -' fi) lftrn' -', fi)' (e)D, Ço dr * I,' (s' (g' )' (,,)) D " ç,o a,

En utilisant alors le lernme 4.2.5.,Ies hypothèse (/{z) - (H+), (Ëft) ainsi que l'inégalité de

Burkhôlder, on peut alors montrer corlme dans Ia preuve du lemme précédent qu'il existe

des constantes strictement positives c et ct telles que

llD"(,. llo s ", *. 
lo' ll"Çsllrd,r

D'où la relation (4.29). La relation (4.30) s'obtient par des calculs analogues.

1  r f t  .  ' r  1  r f t

ItU, b" ros(ftttù(b"rr)-t aslt.tl:ialJo r-rn'(""Xo" (D"ero - b,
1  r f t- -nl I ln@) - h(*"))et".y-

et' L/o ' '

et (i) découle alors des lemmes 4.2.5. et 4.2.6.

Par ailleurs,

Cro) a"1Yrf

'h ' (*")  at / ! r ] .

lr',1"' x\(r,,m)b"r,(0,*r)-' d,r d,s I 4ù lo',l"' G"G" dr d,s,
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comme llXrllo est borné, et

f t  fL  t  F ,  r - . r  '  
r t  r t  ^ (p )  

,  r . r  r  ô ( - \

I  I  x\(r,,rn,)D"r,(D"r)-rdras ! c(f l  |  |  "*plï("-s)] "*p[-ï(t-")] 
drds,

. l  o J "  J o J s

d'après le lemme 4.2.5.

Pal conséquent

f L  f L  -  f t  _ V t ^ \  1 . ( n \

| | X\(r,,rn)b"r,(D"r)-Ld'rd,s 1 e 
"@) | ""plY(t 

- 
")] "*pl#(t 

- s)] ds
JoJ "  Jo  -  e

:  e t c (p ) .

On a donc prouvé Ia relation (ii).

Des calculs similaires impliquent les expressions (iii)-(vii). (Remarquons que dans

I'expression (iii) figure une intégrale par rapport àrnt. Or comme dml e.st d'ordre O(i),

et llxLllo d'ordre O(\D, on ne rencontre pas de problème pour conclure.)

Ceci complète Ia démonstration du théorème 4.2.4. 

rr

TT7



Chapitre V

DIFFUSIONS SUR LES

VARIETES RIEMANIENNES

5.I.. INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est d'établir Ia régularité de la loi de probabilité de I'image, par une

application de classe C* d'une diffusion avec coeffi.cients dépendant du temps, évoluant sur

une variété. On suppose que les coeffi.cients de la diffusion exprimés en coordonnées locales

sont Hôlder-continus da.ns la variable temps et de classe C- dans la variable d'espace. On

montre, sous une condition de Hôrmander globale, que la solution d'une telle équation

admet une densité de classe C- par rapport à l'élément de volume riemanien. Ceci est ule

extension des resultats de S.Tanigushi [82], où les coefficients de l'équation différentielle

stochastique ne dépendent pas du temps et où I'auteur suppose I'existence d'une ca,rte

globale.

Ces r'ésultats sont ensuite appliqués pour démontrer que le filtre associé à un système de

filtrage non linéaire, composé d'un signal et d'une observation à coefficients dépendant du

temps, évoluant sur une variété riemanienne, admet une densité de classe C* par rapport

à I'élément de volume riemanien.

Des problèmes de filtrage non linéaire avec un processus d'observation évoluant sur ure

variété riemanienne ont été étudiés par T. Duncan l22l et M. Pontier et J. Szpirgtas [71].
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D'autre part, S. Ng et P. Caines [58] ont donné une formulation générale du problème

de filtrage non linéaire, dans le cas où le signal et I'observation sont à valeurs dans une

variété riemanienne. Ils ont montré une formule de Bayes pour l'espérance conditionnelle

de fonctions de classe C- dépendant du signal. De plus, ils ont démontré que la densité

du filtre, si elle existe, vérifie une équation de Zaktui (cf. [S5]).
Dans [32], P.Florchinger a montré par des techniques de calcul de Mailiavin que le filtre

associé à un problème de filtrage non linéaire sur des variétés avec des coeffi.cients qui ne

dépendent pas du temps, admet une densité de classe C-.

Ce chapitre est divisé en quatre paragraphes organisés comme suit. Dans le deuxième

paragraphe, on précise les hypothèses de travail et on montre que, sous ces hypothèses,

certaines équations différentielles stochastiques sur des va.riétés avec coefficients dépendant

du temps admettent une solution unique. Dans le troisième paragraphe, on montle que

notre processus de diffusion à valeurs dans une variété est infiniment différentiable au

sens de Malliavin et on en calcule sa dérivée. De plus, on montre sous une condition de

Hôrmander globale, que sa loi de probabilité admet une densité de classe C- par rapport

à l'élément de volume riema.nien. Dans le quatrième paragraphe, on applique les résultats

précédents pour montrer I'existence d'une densité de classe C* pour le frltre associé à un

problème de flltrage non linéaire avec des coeffi.cients dépendant du temps sur des variétés

riemaniennes.

5,2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION D'UNE EQUATION

DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE SUR DES VARIETES

Soit (f), î,P) un espace de Wiener complet de dimension d i.e. f,) est I'espace de Ba-

nach C([O,?],Rd), tel que u.r(O) :0, pour tout u; dans f,), muni de la norme llt.r,rll :

maxte 10,11 ltr,r(r)1, P est la mqsure de Wiener standard et .F est le complété de Ia o -algèbre

de Borel de W pour Ia mesu.re P. Soit (Ft)tep,rl une famille croissante, continue à droite

de sous o-algèbres de F contenant les sous-ensembles de .F de mesure nulle.

Etendons les notions de calcul de Malliavin (cf. chapitre I) à des fonctionnelles à valeur-s

sur des variétés. Soient M et N des variétés riemaniennes o-compactes, connexes, de classe

C-, de dimension respectives m et n et de métriques riemaniennes associées gm et gx.

Posons

(5 .1 ) D-(M) : {G: f,) --+ M; F(G) € D-, VF e Ci@)},

où Cfl(M) designe I'espace des fonctions de classe C- à valeurs dans IR à support compact.
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Alors, D*(M) est l'espace de tous les fonctionnelles "infiniment différentiables" à valeurs

dans M.

Considérons des champs de vecteurs A0, ..., Aa de classe C- sur M , qtj dépendent du temps

et une application II de classe C- de M dans N, tels que les deux conditions suivantes

sont vérifiées:

(C.1) M est muni d'un atlas {(Utôr),i, e I} de cartæ relativement compactes, tel que

pour tout i  dans .I,  pour tout o dans {0, . . . ,d}, si Ao(t,,r) :  oi.(t ,")& désigne

l'expression du champs de vecteurs Ao dans les coordonnéees locales (ô1,...,ôT),

on peut prolonger les fonctions oto(t,c) en des fonctions suï [O,f] x IR*, telles que,

pour tout c e {0, ...,d},les fonctions oJo(t,r), ainsi que leurs dérivées par rapport

à z sont Hôlder-contimrs en f uniformément sur [0, T] x K, pour tout sous-ensemble

compact K dans IR*, de classe C- en ,r, pour t fixé dans [0, 
"] 

et qu'eux-mêmes

ainsi que leurs dérivées de tous ordres pax rapport à r sont uniformément bornés.

(C.2) II est une fonction propre, i.e. pour toute partie compacte K de À/. I'image

réciproque fI-I(I() est une partie compacte de M.

On a alors Ie théorème suivant.

Théorème 5.2.L.

Soit rs une uariable o,léatoi,re Fe-rnesurable à ualeurs dans M. Alors, sous la condi,tion

( C. 1 ), l' équati,on di,fférenti,elle stochasti,que

(5.2) Ao(s,r") o dra!,

oùu1: (w|,...,w|-) désigne Ie Fx-processus de Wi,ener standard surW, admet une solution

unique (X(t,ro, u))re 
1o ,'(ut)nTl à ualeurs dans M, où 0(w) dési,gne Ie temps d'erplosion de

la soluti,on.

Remarque:

A partir de maintenant, pour une carte (U,ô), on va identifier r € U avec ses coordonnées

Iocales ô@) e ô(U).

Preuve:

Considérorui pour chaque carte (U, é) d" l'atlas vérifiant la condition (C.1), I'expression

rt : ïo * 
Irt 

/o(s, r") d,s * 
I"t
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des champs de vecteurs Ao dans les coordonnées locales (ô7,...,ô*),

(5.3) Ao(t, r) : oi;(t,, ù+, a : 0, ..., d..
oa'

Prolongeons Ies fonctions o'*(t,r) en des fonctions de classe C- sur IR'vérifiant les hy-

pothèses de Ia condition (C.1) et considérons l'équation différentielle stochastique

( ari : o$(t, r) dt + oL&, r) o dwf
(5 .4)  <  i : I , . . . ,Tn

[ "6 : r i€Ffn ,

Puisque les cartes sont relativement compactes, on sait alors (cf.[40]) que (5.4) possède

une unique solution (X(t,r,.))r€[0,"1, qui n'explose pas. Fixons * : (*t , ...,r*) dans U

et  posons ,u( - ) :  in f { t ;  X( t , r , - )  #U}.Déf in issons (Xuçt , * , - ) ) te  
[0 , r1 

pax

to .o / Xu (t ,  r ,u)  :  X ( t  A uu (w),  r ,u) .

On peut ainsi construire une solution locale Xy pour chaque r dans M et chaque voisinage

Uder .

De plus, si (4 Q) et (Û,@) sont deux cartes à intersection non vid.e et si r € U n(l, alors,

xu(t,r,u) : xt,(t,z, ar) pour tout t < ,u(.) Autr@). En effet, si Ao(t,r) : oL(t,")&

clans les coordonnées locales (61, ...,f-; du^ Û, oo a o[(t,r) : o|(t,")${; et Xu est Ia

solution de I'équation

dfti: 66(t,ftù dt + 6L(t,rt) o ùaf .

D'autre part, d'après Ia proposition L.L.6.2., si on exprime Ie processus Xy da.ns les coor-

données locales 6 aans Û, c'est-à-dire si on écrit Xi : ô(Xryçt,n,w)), alors,

âÂidti:ff i@)"dnf

AÔ' ,  r  lc '  A6 '  ': 
ffi(r)ofi,(t,r) dt + ffi(rùo!(t,r) o dwf

: aL(t, *r) o dwf + ob(t, Xt) dt.

Donc Xt : ô(Xrçt,r,.)) vérif ie l 'équation (5.6), tout comme fr,7 : XOft,r,u) et par

unicité de la solution d'équations différentielles stochastiques dans IR-, on conclut que

xu( t , r ,w) :  xo( t ,n ,u ) ,  pour  tou t  t  <  uu(w)  Au6(w) .

(5.6)
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On va maintenant construire une solution globale à partir des différentes solutions locales.

Considérons pour chaque ur dans O la totalité des cartes (Ut,ôt),...,(Ut,/1) telles que

roku) soit dans (f ipotu- tout i ,  ' i , : I , . . . ,1. Alors, le procesr* Î1t, ro,u) - Xuj(t,rs,w)

est bien défini pour t e 10,ûîo A T], où û,ro(w) : py,{ru, (r)} et j e {1, ..., l} est tel que

û*o ( . ) :  uu i (u ) .

Posons u{w) : Ûro(-) A 7 et rt :  î t ,  pour t € [0, z1].

Récursivement, si u"(w) et 17 : X(t,rs,u.r) sont définis, pour f dans [0, ,n(w)], alors on

pose sur I 'ensemble {w;u"(w) < T), rn : frr, ,  un:?rnu, où (dx'r,t)(s) :  *r*" - u1 et

un*r :  û , r* (w" . )  nT.

Puis, on définit q : *(t - I/r.r,,rn,un) pour f dans lun,un+t].

Ainsi, on a construit une solution globale de l'équation (5.2). L'unicité de la solution

se déduit facilement de Ia condition (C.1) laquelle implique que les solutions locales

Xu(t,r, tr.r) sont uniques, pour tout r dans M et tout voisinage U de r.

Pour éviter des problèmes d'explosion, on va travailler a partir de maintenant sous des

hypothèses assurant que l'équation (5.2) admet une solution unique définie sur [0,7] entier.

On suppose dans la suite qu'une des deux conditions ci-dessous est vérifiée:

(C.3) M est une variété compacte.

touver des hypothèses raisonnables, assurant Ia non-explosion de la solution sur une

variété o-compacte, est beaucoup plus délicat. Ainsi, 
ï"-" 

si M est une variété riemani-

enne complète et si le générateur infinitésima| As + + D A?o est Ie Laplacien, on a besoin

de conditions sur Ia décroissa.nce à I'infini de la courbffii laquelle ne doit pas tendre trop

vite vers moins ]'infini, Iorsqu'on s'éloigne à I'infini sur la variété.

Une possibilité est de supposer l'hypothèse suivante:

(C.4) Les images des ca,rtes contiennent une boule de rayon fixe et les dérivées des coef-

ficients des champs de vecteurs dans ces coordonnées locales restent bornées.

Comme cela, on obtient ce que K.D. Elworthy [25] appelle un recouvrement uniforme (voir

aussi les arguments de X.-M. Li exposes dans [52]).

Un point de vue légèrement différent peut être trouvé dans ia note de D. Bakry [2J-

r22



Chapitre V - Diftsions sur les variétes riemaniennes r23

De plus, Ia famille de morphismes u ,-, X(t,,r, tl) est un flot de difféormophismes de M

dans lui-même (cf.[40]) et on l'écrit corrme (X(t,u))te 
to,rl. 

Fixons mainbenant Ia variable

rs à valeurs dans M et posons

(5.7)

et

(5.8)

r tku) :  X( t , ro ,w)

a t (w) :  U (z r ( t r ) ) .

5.3. CALCUL DES VARIATIONS STOCHASIQUES SUR LES VARIETES

Sous les hypothèses ci-dessus, !1est une fonctionnelle de Wiener "infiniment différentiable"

à valeurs dans.l/, pour tout f dans [0,"]. En effet, on a le résultat suivant.

Théorème 5.3.1.

Pour tout t dans [0,7], At(r) apparti,ent à .D-(N). De plus, pour toute foncti,on f dans

Cf (N) et tout h dans H, on a pour tout t dans l0,Tl

7 t .
(5.e) (n(r@t))( .) ,h) r :  (r*) , , (-  t  Jo 

h'1 '1{{" t t ,  w) o x(s,r)- ' )  *Ao} r , , ,1-, , r  d 's.

Preuve:

Soit / € Cf (N). Alors, la condition (C.2) implique que .f o fI € CiW). Ceci nous

permet de définir, pour chaque carte (U*ôù de I'atlas vérifiant (C.1), une fonctiott /a datts

Cf (R-) pat f,i,: f oflo$it ("* les cartes sont relativement compactes). P* conséquent,

.f o fI : ft. o d,; dans le domaine de la carte (Ui, $,).

Supposons tout d'abord que, pour f dans I'intervalle lunrunarf,le processus rr1 s€ trouve

dans Ie domaine de Ia carte (Ur,ôx), où les ui sont les temps d'arrêt définis ci-dessus.

Alors, pour tout t dans lunrun+tf,

(n U @ù @), h), : (D(f n o S6)(n)(w), h) u

:  ( r ( i r ( Î ( t  -  un,nn, r* ) ) )  ( . ) ,h)  
,

h' 1t1n (fn(Î(t - un, rntr"))) (tr. ')(s) ds.
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Or, d'après la proposition 1.L6.2. et l'équation V-10.3 dans [+O],

n(tn6ft - un,rn,r,)))(.) : 
i_lr ' ff i fxA 

- un,*n,.n))(Z,Z;t) as,

n
où Z;(t) : 

ùixir*(t,n,w). 
Donc,

(n(r@ù)(r),h) ,  :  
Io 'n'("){  { tu- ( t ,r)  o xur"@,w)-L) *ÂX\ , ,r"*(t-vn,æn,,un in d'",

on Â! désigne I'écriture en coordonnées locales du champs de vecteurs /o dans la carte

(U r, ôn). Par conséquent,

|n(f @r))(.),hln : lo' 
h'(") {{xt ' ,ur) 

o X(s, ')- ') *Ao\ r,, ,(-)f 
d'

1 t .  (
: (rr*),,(- , Jo" 

O'rt {{ttr, w) o x(s,.)- ') *Ao} ,,*,@tf dr.

Comme \esfun(w)tuntL(tl)] forment une partition de [0,?], on a le résultat pour tout t

dans [0,7].
!

Introduisons maintenant la matrice de cova,riance de Malliavin, associée au processus p1.

On définit un champ de tenseur B0 de classe C- sur [0,"] x M du type (2'0) par

d

(b .10)  B l , , (u r ,u " ) :  I " t ( (A , ) r , , )u2( (A .h , * ) ,  t€  [0 ,4 ,  re  M, ' tLL , ' t l ze  T ;M.
c : 1

La matrice de covariance de Malliavin, associée a-u pr€ees$ts stochastique 34, est alors

la forme bilinéaire définie positive ((DAt,D7ùll(w) t* 4r(.,), défiaie, pour tous u1,u2 Q.

Ti,fqN et tout t dans [0,?], pæ

pt

(5.11) ((Dar, Dat))(r)(ur,ur) : 
/ 

{n,-) ',t.,y { (X1t, tr.r) o X(s, r)-t)-Bo}(rt, u2) d,s.

Comme TirfùN est muni du produit interne induit par la métrique riemanienne 9N, on

peut définir Ie déterminant d,et(( (DAr,pgr))(r)) de manière habituelle. On pose

I t/ aet ((( Dy1, Dy1\@)) si det (((D ah Dyù)(w)) t 0
(5.12) g ' ( r )  :  {

t 0 sinon
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(A)

Considérons Ia condition suivante:

f @ùg' e n Loe) v/ e cfl(N).
p€ [1 '+æ[

Sous cette hypothèse, on peut démontrer de manière analogue à [82] Ia formule

d'intégration pax parties suivante.

Proposit ion 5.3.2.

Pour tout opérateur di,fférenti,el ô sur N et toute foncti,on Q dans Ci(M), i,l eri,ste p ) L,

r € IN et une applicati,on li,néai,re conti,nue t: IDP'' ---+ LL(P), tels que, pour tous f dans

Ci W) et G dans It'' ,

(5 .13)

(5.14)

Proposition 5.3.3.

Pour tout G d,ans IP, la foncti,on gc(n): (6c, G) est d,e classe C* et pour tout f dans

ci@)

n(af (aù ô@ù G) : n(f @t) €(c)).

n (f @t)G) : 
f, r Al gc(*) u(d,r),

où 6* est Ia foncti,on de Di.rac pri,se en n dans M et u l'élément de uolume ri,emani.en sur

M. En parti,culi,er, Ia foncti,on p, d,éfr,ni,e par p(r) : (8,,L) est Ia d,en'si.té d,e classe C* d'e

la loi. du processus stochasti,que (g)1e1o,Tl par raPPort à u.

Par conséquent, si la condition (A) est vérifi.ée, alors Ia Ioi du processus stochastique y;

admet une densité de classe C* par rapport à I'éIément de volume riemanien. On va

montrer que ce resultat reste valable sous une condition de Hôrmander globale.

Notons, pour tout t dans [0, ?] et tout r dans M, !1,r le sous-espace de TrM engendré

par  les champs de vecteurs (Ai . ) t , r , 'ù :7 , . . . ,d  et  ( lAu" , I . . . , lAe, r ,A io l . . . l ) t , r ,0  (  i i  <  d.

j :0,...,Q, Q € IN*. Considérons I'hypothèse suivante.

(H) ( [ * ) ' l t , '  :TaN,
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pour tout t dans [0,7] et tout r dans M, où g - II(").

Sous cette hypothèse, on a le résultat principal de ce paragraphe.

Théorèrne 5.3.4.

Supposons la condi,ti,on de Hôrmander (H) uéri,f,ée.

de probabi,Ii,té du processus y ad,met une densité d,e

uolume riemani,en.

Alors, pour toutt dans ]0,T], la loi

classe C* par rapport à l'éIément de

Preuve:

On doit démontrer que la condition (A) est vérifiée, pour tout t dans ]0,"]. La condition

(C.2) implique que 
"f 

o fI € Ci@), pou toute fonction / e Cfr"(lri). Donc, comme

T(a) : (/ o II)(zx), il suffit de prouver que porrr tout t in ]0, ?],

(5 .15 ) st € n LPg).
P€ [1 '+ooI

Soit (Vs,4) ,rn" carte relativement compacte sur N, telle eue Uo € I/6 et soit (Us, d) ,-"

carte de l'atlas qui vérifie Ia condition (C.1) telle que fro € Uo. Alors, il existe un sous-

ensemble compact % a" Uo tel que n(%) C I/o et 6o : $aofl, 1 I q <n dans %.

Considérons la représentation des champs de vecteurs Ao à travers les coordonnées Iocales

( ô t , . . . , ô ^ ) ,

(5 .16 )

Prolongeons les

I'hypothèse (C.1)

stochastique

A.,( t ,n) :  oLQ,ù+, a:0,. . . ,d.
oô"

fonctions o'r(t,r) en des fonctions de classe C- sur IR', vérifiant

et considérons le processus ftt(w), solution de l'équation difiérentielle

i ' - -  I ,  " ' r f f i '

(  at":  o[(t ,r)  dt + oL(t,r)  o dwf
(

I tô : ôi(*o) € ]R-
(5.17)

(5 .18 )

Soit z le temps d'arrêt défini par

u(w) : inf{t; X(t,rs,w) ê Uo}.
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Afin de montrer la relation (5.15), on construit un processus aléatoire {6(tlr), tel que pour

tout f dans ]0, z]

( i)

et

(i,i,)

0 < €' ! det(((DahDaù)) p.s.

€tl € n Lpe).
p€ [1 '+æ[

Soit grl(tr.') la solution de I'équation différentielle stochastique

7t  1t
(5.1e) t'jT) : 63 * 

J" 
0po'o@,îàaf G) o aw! * 

Jo 
uro!çs,z"1af G1at,

où 6j désigne le symbole de Kronecker. Alors, pour tout 0 S s < t < u) oL a

D|"fti : ai (t) (t @"ù-' "f G,â" ) i.e. DLh : fi g; L o i(s, fr ") 
.

Pour tous t € [0, T] et ( € IR*, on définit la forme quadratique a,(w) sur IR- par

d r ,

(b.20) ar(u,)[(] : ûr\) | (e ,(û;1 o,Gr")) (i"-t oo(s,t"))"() a,sai.
'-:' J o

Ceci nous permet de définir, pour tout t dans [0,?], la variable aléatoire €r Pa.r

(5 .21) €'(w) : ro {r#-, o'(ù[41]",

où f : (q,0,...,0) e 5--'", rt € Sn-t et es : inf{det(gr)"t' l (#, #) ;r e Uo\.

La preuve du theorème est complète, si on montre que, pour tout t dans ]0, z], les conditiorn

(i) et (ii) sont vérifi.ées.

En fait, ceci implique que Ia relation (5.15) est vérifiée, pow tout t dans ]0,21. Or, la

fonction t r-+ det(((DAt,DAtlD (u.') étant croissante en t, on obtient g'' < 9',Pow tout t

dans [2, ?], et par conséquent, gt est dans IP(P), pour tous p > L et t dans [0, 
"].
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Lemme 5.3.6.

Ç uérifie (i), pour tout t dansl\,ul.

Preuve:

Pour  tous  L  1q , r  1n ,  e t  f  €10. , r1 ,

f t r
( (Dur, ,  Dat))(ù@ôn,d,ô ' )  :  |  {Wft ,u)  o X(s, t r l ) - ' l -Bo}.  ,@,ôn,dg")  ds'  

" / O  
( -  '  ) t , r t ( u ) '

: 81,,,(-) (aôn " x (t, w) o x(s, u) . 
1, dô' o x (t, u) o X(s, t,,) - t)

d r t
: t I ai A) @,rfrD-' oLG, ft")gî (t)@;frD-' oLG, r") d,s

?-rJo'
d

:  arl) f t  W;, o*(s,ft"), (a;, o.(r,r"))") ds ai .
TtJo

Par conséquent,

det(((Ds, Dsùl)(w) = {n.t#_, "r@)[1l}" 
.

De plus, at(w) est une forme quadratique définie positive, ainsi €r ) 0, pour tout t dans

10, Tl.
D

Lemme 5.3.7.

Ç uérùfi,e (i,i.), pour toutt dansl0,Tl.

Preuve:

Considérons la représentation des champs de vecteurs Ao en coordonnées locales, introduite

en (5.16) et notons Âo, a:0,...,d, les champs de vecteurs sur IR- définis, pour tout z

dans IR- et tout f dans [0,7], par

Âo(t,r) : oi;(t,ùL.
} r i '

(5.22)

Notors L(Âo,..., Âù (respectivement L(Âr,..., Âù) I'algèbre de Lie engendrée par les

champs de vecteurs Â0, ..., Âa (respectivement Âr,..., Âa) et T(Âr,,..., Âa) I'idéal engendré

par l'algèbre de Lie L(Â1,..., Âù dans l'algèbre de Lie L(Àa,..., Àù.

La condition de Hôrmander (H) implique

(5.23) T(At, ..., Aa)(0,r0) : IR-
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D'autre part, on sait d'après la relation (I.27) que la matrice de covariance de i\{alliavin

IV\, associée au processus stochastique i6, est donnée par

t29

Puisque 6s est une constante, il suffit, pour conclure, de montrer que (det Mt)-' est dans

Lr(P), pour tout p dans [1, +oo[ et tout t dans 10,"].

Or, la condition (C.1) et la relation (5.23) impliquent que les hypothèses du théorème

1.1.3. de [29] sont vérifiées, ce qui nous permet de conclure.

5.4. APPLICATION A UN PROBLEME DE FILTRAGE NON LINEAIRE

Dans cette section, on utilise les résultats de la section précédente pour montrer que le filtre

associé à un certain problème de filtrage non linéaire sur les variétés admet une densité de

classe C-. On considère en fait une généralisation d'un modèle de filtrage non linéaire sur

des variétés riemaniennes introduit par S.K. Ng et P.E. Caines en [58].

Soit (O,F,P) un espace de probabilites complet et r.r.r, u deux processus de Wiener

indépendants de dimensions respectives d et n. Soit M une va,riété riemanienne corl-

nexe, orientée, de dimension nt, muni de la métrique riemanienne gM. Soit GI(M) Ie

fibré des repères linéaires sur M et pv la projection de GI(M) sw M. Désignons par

(ri,e'), i, i : l,...,rn,les coordonnées locales dans un voisinage du point (2, e) dans GI(M)

et par {ff,} Ies symboles de Christofiel de la connection riemanienne sur M, compatible

avec Ia métrique giy.

Soient des champs de vecteurs de classe C- dépendant du temps Ai, j : 1,...,d sur

GL(NI), dont Ia représentation en coordonnées locales est donnée par

7 t d
Mt : ùt I  a; 'Do6(s,f t")o*(s,fr)  çg;t)  d.taî.

Jo Er

Ai (t, r, e) : a'i(t,., ù (# - Tl, "', #,)

As(t,r) : al(t,ù*

(5.24)

(5.25)

De plus, on note Ao un champ de vecteurs A6 sur M de classe C- dépendant du temps,

s'écrivant

(5.26)
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en coordonées locales. Notons A9 son relèvement horizontal par rapport à la connection

{lT}.Alors, Âo est donné en coordonnées locales par

(5.27)

Considérons alors le signal (rr)r€[0,7.] à valeurs dans M, défini pour tout f dans [0, ?] par

(5.28) q :  P M ( r t ) ,

où rx : (rt,et) est la solution de l'équation différentielle stochastique

(5.2e) Ao(t,r") o d,wf,,

avec ro : (ro,e6) dans GI(M).

En coordonnées locales (5.29) s'écrit

rt : ro * 
Io' 

Âo(", r") d,s * 
Ir'

( a*i : a[(t,r) dt + aL\,rt,et) o dwf
(

I a"L, - -t'm n@ù "L, 
o d,æ!,

Âo(t, æ , e) : aioçt, 11 ( *. 
- rî , u'o ,hl

' i  : 7 r . . . r ' I T L

Remarquons que contrairement au modèle de Ng-Caines [58], Ie processus 11 peut sortir cle

l'espace O(M), même si son point de départ ro est dans O(M). L" théorème 5.2-1. nous

assure cependant que ce processus æt bien dénni sur [0, ?] si les champs de vecteuls Ar.

vérifient la condition (C.1) du deuxième paragraphe.

Pour le processus d'observationgl, on utilise le modèledonné en [32]. Soit N une variété

a-compacte, connexe de dimension n, muni de la métrique riemanienne associée gry. Soit

O(N) Ie fibré des repères orthonormaux sur N et pr Ia projection de O(N) sur N.

Désignons Par (A' , f ;) , i : 1 , . .., n l'écriture en coordonnées locales autour du point (A , f )
de O(N). Soit hrq,) les symboles de Christoffel de la connection a,ffi.ne sur N, compatible

avec Ia métrique g7y. Notons {Hl, ...,H,.} la tarnille des champs de vecteurs horizonta.ux

canoniques sur O(N) p* rapport à la connection riemanienne hI) Remarquons qu'au

voisinage d" (9, /) dans O(N), Hi, i : 1,..., n s' écrit comme

(5.30)

(5 .31) Hj: r;(#-^Êtrlohl
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Introduisons un champ de vecteurs h(t,n1,g) dépendant du temps, borné, de classe C-

sur .ôy', dont Ia représentation en coordonnées locales est donnée par

131

(5.32) h(t ,4,a) :  h i ( t , r r ,ù&.

Soit Â son relevé horizontal par rapport à la connection {'',lr}. Alors, Â, est donnée en

coordonnées locales par

(5.35)

âvêc s6 : (Ao,/s) dam O(À/).

En coordonnées locales, (5.35) devient

(5.36)

(5.34)

(5.37)

( aai : lriçt,rr,at) dt + Hj(t,ut, f) " dur,
< i ,  :  Lt . . . t ' t ' t l .

I afL, : --yïn@ù 
"L, " 

daT

o(s"  /0  (  r  (  t )  :  o (A t l0  S  r  S  r )

ce qui implique qu'il est équivalent d'observer le processus stochastique (21)6.1s,r1 à travers

o(s,,O ( r < t) ou à travers o(At, 0 < r < t).

On définit alors le filtre par

(5.33)

On définit alors, pour tout f dans [0,7], le processus d'observation (91)ç10,71 pâr

At :  PN(s t ) ,

hçt, r,,u) : hi (# - -yl t fl &l

or) s; : (At, fr) est la solution de l'équation différentielle stochastique

sr : so * 
Io'irçs,r",s")ds 

* 
lot 

//i("") od,wi,

Comme hrql) est compatible avec gN, st est nécessairement un processus évoluant dans

o(N) (cf.[a0]).

De plus, p.p étant une fonction propre,
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Definit ion 5.4.L.

Pour tout t dans l0,Tl et toute foncti,on $ dans Cf;(M), notons rgl.t le fiItre assoc'ié o.u

système si,gnal-observati,on ("t,At) soluti,on de (5.28), (5.34), défi,ni. par

(5 .38) rttb : Ebh@ùlYtl,

où l t : o (A , , 0< r< t ) .

En utilisant un changement de probabilité, on peut maintenant défini1 un filtre non nor-

malisé qui est relié au filtre z16 pax une formule de Bayes abstraite.

Soit (Ô, f ,P) une copie indépendante de I'espace de probabilités (f,),.F,P). Considérons

sur I'espace de probabilites (n, F,,P;, l" processus (frt)rcp,rl à valeurs dans M, de même loi

de probabilité que le processus (rt)rcp,rl. Ceci équivaut à dire que srrr I'espace çA,f , P1,

ona

f t t :  Pu( l t ) ,

L32

(5.3e)

(5.40)

où f1 désigne Ia solution de l'équation différentielle stochastique

Ao(s,Fr)  o  dw! ,Ft: Fo * 
Irt 

ÂoG,F,) d,s * 
Ir'

âVeC ?'6 : 79.

On introduit alors I'exponentielle de Girsanov, associée aux procesflls stochastiques

(ftt)tep,rl et (gt)relo,?l: corllne d'habitude dans les problèmes de flltrage non linéaile par

.  /  f t .  .  1  f t g  , -  .
l \ r ( f t r ,a t ) :  exp(  /_  (h. (s ,ô" ,  s" ) ,dy, )a"  - ;  

I  \  tE1(u)1, , t ( t , f t " ,y" )ds
\Jo z Jo i,T:t

1 f t . l 7H ,  -  \ r  1 f t . .  \ r , :  \ \  \  -
(5.41) - ;  

J" 
t r l f i (s,e",a))  ot- i  

Jo(n(t , f t" ,a"),h(s, f t" ,s) lo"dt )  
P&Pp.s.

où .I{ : (hr,...,hn) et (.,.)c designe le produit scalaire danÉ ?rN induit par la métrique

riemannienne gN.

On peut alors définir le filtre non normalisé, associé à notre problème de filtrage, pàt
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Définit ion 5.4.2.

Pour tout t dans l0,Tl et toute foncti,on tl; dans Cf;(M), notons ptkb) Ie fiItre non nor-

mali.sé, assoc,ié au systèrne si.gnal-obseruat'i,on (*r,Ar), soluti,on de (5.28),(5.34), défi,ni Ttar

pt(tD - Eplr!@| ly(rt,aù|,
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où, Ep dési,gne I'espérance par rapport, à la probabilité P.

On a alors Ia formule de Bayes abstraite

Théorèrne 5.4.3. [58]

Pour tout t darw lO,T] et toute foncti,on tl: dans Cf;(M), on a

(5.42)

(5.43) Ptth
^ +  -  - .-  

P t I

Ce résultat nous permet de montrer, à I'aide du calcul de Malliavin sur les variétes, que

le filtre zrl admet une densité de classe C- par rapport à I'élément de volume riemanien.

Pour cela, notons, pour tout t dans [0,?] et tout r dansGl(M), Lr,,,l'idéal engend-r'é par

Ies champs de vecteurs At,..., Aa dans I'algèbre de Lie Li,e(Âs, Ar,...,Aa), évalué au point

( t ,  r ) .

Alors, sous la condition

(H ' ) (ppr*),tr,, : T,M,

pour tout r dans GI(M) et tout t dans [0, ?], où z : ptt(r),ona :

Théorème 5.4.4.

Suptposons que Ia c.ondi,tion (H') est uéri,fiée et que Ia uari,été M etles champs de uecteu.rs

Âo,Ar,...,Aa uéri,fientIa condi,ti,on (C.1) ai,nsi, que une des conditi,ons (C.3) ou (C.D de

la deuxi,ème section. Alors, pour tout t dans ]0, ?], Ia loi, du f,ltre q admet une dens'i,té de

classe C* par rapport à I'élément de uolume riemani,en sur M.
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Preuve:

Le filtre n6 étant relié au filtre non normalisé pt par la formule de Bayes (5.39) il est

équivalent de montrer I'existence d'une densité de classe C- pour Ie filtre 11 otr le filtre

non normalisé pt.

Comme les champs de vecteurs Âs, A1,...,r4,a vérifient la cond.ition (C.1) et la fonctionp;a

vérifie la condition (C.2), âi € ID-. De même, la fonction h étant de classe Cæ et bornée,

la fonction p7y propre oî a !7 e ID-. Par conséquent, Ies resultats de calcul de N{alliavin

sur les variétés établis au paragraphe précédent, ainsi que les arguments usuels de calcul

cle Malliavin dans les espaces euclidiens impliquent

Proposit ion 5.4.5.

Pour tout t dans [O,Tl, L@t,y) apparti,ent à l'espace D*.

De plus, pour tout t dans [0,7], on déduit de Ia formule (5.39) que ft6: pr'r(f1), où

Ie processus stochastique (ii)661s,r1 est solution d'une équation différentielle stochastique

dont les coefficients vérifient les conditions (C.1), (C.2) et Ia condition de Hôrmander (H').

Par conséquent, Ia proposition 5.4.5 appliquée à l'équation (5.32), la proposition 5.3.3. et

Ie théorème 5.3.4. impliquent que, pour tout f dans 10, ?], il existe une fonction pt de classe

C- sur M, telle que
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(5.44)

Donc pt(r) est Ia densité de classe C- du filtre non normalisé p1.

ptis : 
l*l'Alpt(r) 

u(dr).

L'



Annexe

FILTRAGE NON LINEAIRE

EN DIMENSION INFINIE

A.1. INTRODUCTION

Le but de cette annexe est de démontrer que le filtre non a616a.lisé associé à un problème

de filtrage non linéaire avec bruits corrélés, coefficients bornés et un signal évoluant dans

un espace de dimension infinie, peut être obtenu corrlme solution d'une équation de Zùai.

Une équation de Kushner-Stratonovitch pour le filtre est déduite de l'équation de Zal<at

et une forme robuste de I'équation de Zakài est établie dans Ie cas où les bruits sont

indépendants.

Les diffusions sur IRz engendrées par d.es processus de Wiener de dimensiel infinie ont

été étudiées par H. Doss et G. Royer [21], T. Shiga et A. Shimizu [72], R. Holley et D.

Stroock [38] et A. Millet, D. Nualart et M. Sanz [57]. Elles sont liées à certains modèles

d'états continus du type Ising, utilises en mécanique statistique et aussi à des modèles

apparaissant en génétique des populations. Dans [30], P. Florchinger a démontré que le

filtre non normalisé, associé à un système de filtrage non linéaire avec bruits non corrélés,

coefficients d'observations bornés et signal de dimension infinie est solution d'une équation

de Zakai.

Cette annexe est divisée en six paragraphes organisés comme srrif . !a.ns Ie deuxième pa,ra-
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graphe, on introduit le problème de filtrage non linéaire étudié ici et on montre qu'il admet

une unique solution forte à trajectoires presque sûrement continues. Dans le troisième para-

graphe, on définit un filtre non normalisé lié au filtre défini dans le paragraphe précédent

par une formule de Kallianpur-Striebel. Dans les quatrième et cinquième paragraphes, on

établit les équations de Zakai et de Kushner-Stratonovitch associées à notre problème de

filtrage. Dans le sixième pa.ragraphe, on calcule Ia forme robuste de l'équation de Zakai,

sous I'hypothèse que les bruits sont indépendants.

A.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME

Soit (C), F, P) un espace probabilisé complet et 1 : {'h, i, e Z} une suite sornmable de

réels strictement positifs. Soit

et

L'(t) -- {": (ri) eRz 'll"ll1: t trlrrlz. +*},
i'ev'

L'(t * ù : {" : @') .B"zxz ,11"112.,,,: pn;util*il' . *-}

Lr(t , ù: {*: (*ir) €Rzxp ,ll*l ltr,o: t ft,ourl'. +*}.
iez k :L

D'autre part, considérons le problème de filtrage non linéaire associé à la paire signal-

observatioî (rt,At) e L'(l) X RP, solution du système différentiel stochastique

P r t

oj(s,n") d,"f, +D I g'1"@,r") d.u!, i e z
t"--t J o(A .1)

où,

["]: 
*b + lo 

bi(s,n") o, *D_rlo

I o, : Io' orr,r,) d,s * u1,

L. W : {wi, t € [0, T], i, eZ] æt une famille de processus de Wiener indépendants.

de variances'yit.

2. V : {at, t € [0, tl]] est un processus de Wiener standard de dimension p,

indépendant de I,7'.

3. ro est une variable aléatoire à valeurs dans .02(7), indépendante de W et de I/.

4. Les applications b: [0, f ]xÉ -Rz, o: [0,?] xlFtz +l\v'xz et g: [0, T]xÉ -.
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Ifitz*p sont telles qu'il existe une constante strictement positive K., telle que

(r1r) Vr e [0, T],Vr e L20),l lb(t,r)l l l  + l lo(t, ") ' l11.,", + l lg(t, ")111.,*o 
< K(r + l l" l lT)

et

(Hz)  Vt  e  [0 ,  T] ,Y(r ,a)  e  L2( t )  x  RP,

llb (t, r) - b (t, ù ll', + ll o (t, r) - o (t,, ù llSt " r+ | | g ( t, r) - s (t, ù ll2r, e < x ll " 
- a ll'", .

5. h:[0,?] x Rz -- IRp est une fonction lipschitziennebornée à croissance sous-

linéaire.

6. Les fonctions b,o et g sont uniformément bornées.

Alors, le système différentiel stochastique (4.1) est bien défini pour des processus stochas-

t iques r dans L'(a x [0,?]; r '0)) et gr dans L'(a x [0,?]; lRp). De plus, si v: {ui,t  e

[0,?], i e V,] est un processuri adapté, de ca,rré intégrable, àvaleurs dans L2(1), oIr a (cf.

[38]):

(A.2)

ce qui nous permet de démontrer le theorème d'existence et d'unicité suivant.

Théorèrne 4.2.1.

Pour toute vafiable aléatoire rs à va)eurs dans L2 (1), indépendante duprocessus de Wiener

{Wt, t e [0, f]] et de moments de tous ordres bornés, Ie système différentiel stochastique

(A.I) admetune unique solutionforte,presque sûrementcontinue{rt,t € [0,"]], àvaleurs

dans L2(1), telle qr" E(o:ï1" ll"tl?r) ( *oo.

Preuve:

On utilise la méthode d'itération de Picard pour construire une approximation de la solu-

tion de l'équation (A.2). Posons

( *lo) : 'o
I(A'3) 
1 *7r**r, : sL + [' uo(r,r!)1as+t [' oî(r,*y\ aq+i [ ' no4,r!t1au!.
l .  "  Jo  TrJo  

J '  -  
T rJo

,l(p,lo' *td.,) l: t(DIo' ,otu;t, ds)
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Pour tout  n)  0 .

Pour assurer que Ie système (A.3) est bien défini, on montre par induction sur n, que

E{ sup |,"5")ll ',} ( *oo.
rclo,Tl

"{,:Ë%, |,1**') llî} : "{":Ë:n Duro(t"a * Io' uor",*f,)1a,*Duul,' "t(","!') )d-'"

*Ë [^'nltr,r9lar11)\.
k : L r  u

La relation (4.2), ainsi que les inégalites de Minkovski et de Burkholder, impliquent la

majoration suivante du membre droit de l'égalité

" "(n{tol*'ol' 
* 1"" ttlbt(t,,t"))f or*Dnlo' ,ulo}(t,

par la condition (Hr),

< ct * 
"rt{r2Ëor, 

l l"l ')l l i} < "' t 
"n{r""n , 

l l"f ')l l?} . +-'

D'autre part, les mêmes arguments et la condition (f/2) impliquent

"t Io' Wl") - *(n-r)ll:rdt.

*[")11'at

-Ë lo' ,,lgLQ,*l^t1P at\)

s c {a1r5') llî + x n 
fo' {t+ ll"l') ll:) dt} ,

(A.4)

Par conséquent, Ia suite ("(')),">o est une suite de Cauchy dans I'espace complet

L'(O x [0,7]; f'0)). Donc, elle possède une limite *: {rr,t e [0,7]], telle que

a{ r,tp ll"l '*t)\ t€ [0,?]
- *t") lÉ) <

li+ a{ s,rp ll"tù -",111} : o.
n+jæ t te to l r l  "  "  - " I )

Cela implique que u1 est un processus presque sûrement continu vérifiant l'égalité (4.1).

N{ontrons maintenant I'unicité de Ia solution.
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Si â : {frt,t e [0, T]] designe une autre solution de l'équation (4.1), les arguments utilisés

pour obtenir la relation (A. ) impliquent que

t{,.,Ë%, ll*, - ft,ll:,\ = 
" I,'" [,ïn=, ll"" - e"ll!,f at.

L'unicité de Ia solution découle alors du lemme de Gronwall.

De plus, 
"o**" "j') 

tend presque sûrement vers a1, le lemme de Fatou implique

.E{ sup ll"'ll?} ( *oo.
r€[o,T]

!

Pour déterminer le générateur infinitésimal associé au processus stochastique

{r r , t  €  [0 ,?] ] ,  on note,  pour  tous t  €  [0 ,T1,  r .  e  L ' (ù ;  i , , j  e  Z et  k :  1 , . . . ,p ,  les

matrices a(t,r) et a(t,r) de Mzrz(R) et Mvyo(R), respectivement, définies par

a! (t, n) : D tt oi,Q, r) d, çt, 11
IeZ

(4.5)

p

al,(t,r) - D tt gi(t,r) sf (t,r).
l=1

Remarquons que, sous la condition (Hr),les matrices a(t,r) et a(t,z) vérifient la propriété

suivante:

Pour toute constante strictement positive C, il existe une constante strictement positive

Kç, telIe que, pour tout t € [0,?],

(/..6) lla(t,n) - a(t,ùll?r",,+ llo(r, n) - a(t,ùlltr"o S Kcllr - alltr,

pour tous n,U e L'(l), tels que llrlll et llUlll soient inférieurs àC.

Notation L.2.2.

Notons D2 l'ensemble d.es fonctions / t [0, f] x É -a IR, telles qu'il existe nn entier

M e IIV , un ensemble {h, ...,iv} C Z et une fonction f ,[0, ?] x IRM -, IR de classe Cf,'z ,
tels que f G,ù : f (t,r ir,..., rt*), por;r- toust € [0, T] et r e IRz.
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Alors, on a:

Proposition 4.2.3. (cf. [3S] )

Le processus {r1,, t € [0,?]], solution du sytème différentiel stochastique (4.1) esf un

p.rocessus de diffusion markovien, dont le générateur tnfrnitésimal L est défrni, pour toute

fonction f dans D2, pil

A  s -  1 . . -  ; ,
Lr(t , " )  :  hr( t , r )  * \uuçt , r )Yi f  ( t , " )  +;  l r ;  

( t ,n)v i , i7( t , r )
iev, 

- 
i,iez

On définit le filtre associé au système (A.1), comme d'habitude dans les problèmes de

fi.ltrage non linéaires, pax

Définition 4.2.4.

Pour tout t € 10, Tf, notonsf\ le frltre associé au système différentiel stochastique (A.L),

défini pour toute fonction t! dans D2 pu,

(A.7)

(A.8)

où lJ / t :o (A" /0Ss<t ) .

.i2Ë"ru, r)Y 6,p r (t, r) .

IIrkD : Elll(t, r t) I !t),

Remarque:

On aurait pu définir le filtre pour une classe de fonctions plus large, mais on se restreint

ici anx fonctions dans 02, car la formule d'Itô et par conséquent les équations de Zala'i et

de Kushner-Stratonovich sont seulement définies pour de telles fonctions.

A.3. LA PROBABILITE DE REFERENCE

Pour définir le fi.Itre non normalisé, on utilise Ia méthode de Ia "probabilité de référence'

afin de transformer Ie processus stochastique {Ut,t € [0,7]] en un processus de Wiener

standard. Dans ce but, posons
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Définit ion 4.3.1.

Pour tout t dans [0,?], notons 21 I'exponentieLle de Girsanov, défr.nie par

(A.e)

Le processus stochastique {Zr, t € [0,"]] étant une martingale exponentielle, on introduit

la probabilité de référence comme suit:

Définit ion 4.3.2.

Notons P la probabilité de référence, défrnie sur I'espace (Q,F,F;) par Ia dérivée de

Radon-Nikodym

(,4.10)
dP z-!

d,P 17r: 
o'  '

où (Fùrcp,r1 désigne Ia frltration engendrée pal le couple (t,u).

Le théorème de Girsanov implique alors que le processus {At,t € [0,"]] est un processus

de Wiener standard sur I'espace (O,F, Fr,P), indépendant du processus de Wiener Ir7.

Par conséquent, on peut définir le filtre non normalisé associé au système (A.1) de la

manière suivante.

Définition 4.3.3.

Pour tout t dans [0, T], notons p1 le frltre non normafisé associé au système (A.L), défrni

pour toute fonction tls dans D' p*

(A .11) ptls :Ebtte,rt) zt l !r l ,

oùE désigne I'espérance sous la probabilité P.

De plns, la formule de Kallianpur-Striebel lie le filtre zrt au fiItre non normabsé pt.

zt: exp(|lr' h1,(s,r")d,u! *; 
I" lh(s,r")12 ds).
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Proposition 4.3.4. (cf.[66] ou [a2])

Pour tout t dans [0, ?] et toute fonction $ dans D2, on a

(A.r2)

Rernarque:

Si le signal, engendré par un processus de'Wiener de dimension infinie, est de dimension

finie, on a montré au chapitre III que, sous une condition de Hôrmander locale, Ie filtre

non normalisé admet une densité de classe C- par rapport à la mesure de Lebesgue. La

généralisation de ce résultat à un signal de dimension infinie reste un problème ouvert.

En effet, l'outil essentiel de la preuve, à savoir le Calcul de Malliavin, n'a pas encore été

développé pour des d,iffusions à valeurs dans IRz.

A.4. L'EQUATION DE ZAKLI

Dans cette section, on montre que le fi,ltre non normalisé p1 défirj pa,r (A.11) est solution

d'une équation du type "Zaka|".

Pour cela, on utilise le théorème de F\rbini stochastique suivant:

Lernme ^.4.L. (cf.[38]):

Si (J1 est un processus stochastique, tel quen j U: d,s 1 *æ, alors
0

(A.13) uld,wi lv,] :  s,

nrlr:#

et

(A.14)

ul\l,'

"lç,l,' 
,! au! ty,):LI,'Elu! I y,) aa!.



Théorème 4.4.2.

Pour toute fonction { dans D2, Ie filtre non normaJisé p5 est solution de l'équation aux

dériv ées p artielles sto ehast ique
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ptkù : po(,tù * Ir' 
p"(Lt, o, *Llo' o"er,D da!,

est I'opérateur différentiel du prcmier ordre défrni, pour toute fonction tft dans D2,

L rû (t,") : I sL(t, r) V *lt (t, r) + h p(t, r){ (t, n).
i €z

(,4.15)

où Lp

par

(A.16)

Remarque:

Dans [46], N.V. Krylov donne des conditions su-ffisantes pour obtenir l'unicité de la solution

d'une telle équation.

Preuve:

La formule d'Itô implique,

p

d,(; (t, r ) : L4; (t, 4) dt + t oi (t, * r) Y *h (t, " t) 
d"f, + I D sL(t, r) Y ;t[ (t, r) d,uf

i, jev, i.êZ lc=L

p p

dzt - D t, h2r(t, rr) dt + D 21 h6(t, r) d.uf
le:I Ic:L

p

: t h6(t,r) zrdaf .
lc:L

Ainsi,

d(1b(t,rt)zt) :Lth(t,u) ztdt + D oift,u)vth\,r) 21d,uf,

+ t Dg'r&,r)Yalt(t,rt) ztau! +Dnr(t,rt)th1,n) 21d'v!
iêZ lc:L lc=L

p

+ t D gL(t,r) h'p(t,r)V 'l!(t,r) zl d't
i .eZ k:l

p

:Lû(t,rt) Ztdt + D o3(t,rùvrth(t,rt) ztawi +Dtr(r l tçt,"t)) ztdaf .
i,jeV, lc:l
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Par conséquent, on a

t!(t,16) 21 : d(0,"0) r |ot 
,f rr,r") z" d" + 

àlot 
o'i4,r")vit[@,r") z" d.tar"

+ i [' "r(,/(", "")) z" d,a!.
frJo

et, par application du lemme 4.4.I.,

p'(4;) :Elr l t ( t ,r t)  zt l ! t7

:Elrl,e,*o) lrol + [ 'Elr 'tpçs,r") z, /!"] as+ É [ 'ulrr(rb(",n")) z" / y"] da!-'  Jo n1__tJo rr

A.5. L'EQUATION DE KUSHNER-STRATONOVITCH

Dans cette section, on montre que le fi-ltre fI1, défini par (A.8), résout une équation du

type "Kushner-Stratonovitch". Dans ce but, on montre d'abord:

Proposit ion 4.5.1.

Pour tout t dans [0, ?],

' P 7t r"(r,r) as! -;trfo' (r,rnr))'dt.(A.17) ptL : 
"-o(E /o 

o

Preuve:

En appliquant successivement Ia formule d'Itô et le lemma A.4.t. a'u lxocessuÊ Zt,' o\

obtient

ptL :Elz,lyrl
P r t

: 1 * L I Elz"ha(s,r") I y"l da!
lc=! ru
P r t

:1*51 /  i l " (hr)  p,Lda! .'  
u J o - " \  ' u l ' s

Par conséquent, le processus stochastique p1L est défini par (A.17)
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Ce résultat permet de démontrer Ie théorème suivant:

Théorèrne 4.5.2.

Pour tout t dans [0, ?] et toute fonction $ dans D2 , le fiItre IIIQ/') est soluti on de I'équation

d iffér ent ielle s t o ch ast ique

( ,4.18)

rr,(,0: rro(/) + [ 'n,Qryd" + Ë [ '(n"(rrf) - r"(hr)n"(.tr,)) (aa! -r"(h6)ds).
J o  / : t J o '

I45

Preuve:

En appliquant la formule d'Itô aux processus (ptL)-' et pd) @tt)-', on obtient

, p p ^ \

a(Qrt)-') : (ptr)-L (- t rr,(hn)aaf + I(n'(n,,))" dt),
Ic:L le:L

et

a(n,(,t)) :#(o,U,,D dt +i pt(LntD auf) +ffi(-Ë r,(hr) auf +i*(n,çn1S)z at)
le:l 

'- u 
lc:L k:'L

T P
* . (- 

à 
rl,(hn) p1Q1,tfi dl)

p p

:rrt(LtD dt + in/r.lt"th) aaf + Dnrrt'(-n,(n,,) aaf + (nrlnn\' at)
Ic:'[, Ie=l

p

- t rr'(hn)n^Lk1D dt.
Ic:L

D'où Ie résultat.

A.6. LA FORME ROBUSTE DE L'EQUATION DE ZAKAI

Dans cette section, on calcule Ia forme robuste de I'équation de Zal<ai (4.15). Ce résultat

nous permet de travailler avec une équation aux dérivées partielles ordinaire paramétrisée

par les trajectoires du processus d'observation au lieu d'une équation aux dérivées pa,rtielles

stochastique. Comme dans Ie cas d'un processus d'observation multidimensionnel cette
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méthode est seulement adaptée aux problèmes de filtrage non corrélés. Par conséquent,

on suppose dans cette section que g : 0. Ainsi, on considère la paire signal-observa.tion

(rt,at) € (L2(^/) x IRe), solution du système différentiel stochastique

( f t n t

l " i : "b+ |  b i (s , r " )ds+!  |  o ' i4 ,n")d,wr"  ,  i€z
/ .4  1q. \  )  

-  
Jo iu :uJo' l 7 t

I  Ar :  I  n\ , r " )  ds *  a1.
\ "/o

De plus, on pose

Définit ion 4.6.1.

Pour tout t dans [0, ?] et toute fonction tls dans D2, posons

(A.20) utû :Eb!\,rt)ut l lr l ,

(A.22)

oit Ux est Ie processus stochastique défini pat

(A.2r) I/t : exp ( 
Ë Ir' n! d,h1,(s, x ") 

- 
,F_ fo' {nrt, ,r" ;) 

'z as) .

Une intégration par parties dans I'intégrale stochastique appa,raissant dans Ia formule (A.9)

implique

zt : exp(b|,rt),at) 
Ë I"' 

,! d,h1"(s,r") - 
ttrlo' {or{r,r"1)2 as),

ce qui permet d'écrire, pour toute fonction !; dans D2,

utqt : or(lt "*v(- &(t, "ù, arD).

Cette dernière expression permet de prouver le théorème suivant:



147

Annexe - Filtrage 
""" 

li"é"it" 
"" 

di*"t

Théorème A'6'2'

Pour toute fonction û datts D2 ' u^Ib) est solution de

ordinaire

(A.23)

I'équation aux dériv&s pa'rtielles

I *r,f 
: u1(L'vs!)

\ ^U - tr[l/(0, zo)1,

oùLo,estl,opératewd,if férentielpara'rnétriséparlestrajectoiresduprocessus

pour toute fonction $ dans D2 ' Pil

>içlçt',r1)2v Pr(t'*)v 4!$'fl Yf
à,i€V' le=l

y, défrni,

- (l irn *(t,*))' - Ë Lh1"(t'r)af +
\2 fr' ,=,

Preuve:

Par application de la formule d'Itô' on a

tt 

"r*Zro! 

(t' *)Y'th' 1' (t' fl s f )')'b lt' ")'

d,hp(t,*r) -- Lh1"lt,r1) d't + L ' i(t '* ')Y lt '1'(t 'r) dwrt'

i, iev'

Par conséquent, d'aPrès (A'21)'

'- 
f v! Lnpç''r") d's- : i [' (nr4'n"))2 ds

rJt: exp(_nLr=rro o'- , kJo 
' '"* ' '

- t i [^' s! o'i',''r')Y fu1"(s'*") d4")'
LieznA'Jo

D'autres applications de Ia formule d'Itô impliquent

d(Jt:- t furrn*(t,rr)uf 
dt -r}u1(h1'$'r'1)2 at

i€V' k=L 
- 

lc=!

p  - .  \ - a  r ,  -  1 . , ;  1 ç -  
o  

, t h t " ( t r * r ) A f ) ' d t ,

- t Lr*}(t, n 1)Y fi1"(t, rt) af d'w|' * ï,E Lr=ru'("i(t' ri) v

i'j€V' le'=L

et

drhç,*r) : L1b$,rx)d't+ ! vut/, ft 'r ')o"r(t"rùddt'
i,iev'
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Donc,

a (rb Q, r r) u r) : Lrh (t, r) u 1 d't + t oi (t,, r)v'i4; (t, r t) u t ddt
i , iez

- t  i rrr,r t)utvf rt  1,çt,rx) d,t  - ; i . l t ( t , ,r)ut (hk(t,r)) '  at
tur, 

r:r, 
o 

k=L
p

t t',hQ, rt) U1 oj (t, r)Y thp(t, Q y! awi
u'.t 'u r:t 

,
* T oD*uL 

r a, rt) ut (o'i Q, rx v ih1,(t, Q)vf)2 at

p

t  t  u6 (o' i f t ,rr)) 'v. ihp(t,nt)Yr.ûQ,nt)af at-
i,ieV' lc:7

Le résultat se déduit aisément pa.r application de ta définition A.A.1 et du lemme 4.4.L'

f]
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