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Introduction

La théorie mathématique du contrôle est orientée vers l'étude des systèmes
dynamiques. Contrôler un système c'est influencer son comportement en vu

d'atteindre un objectif donné. Durant les dernières décennies cette théorie

a gagné une grande importance chez les ingénieurs, les mathématiciens, les

scientifiques et autres chercheurs. Les exemples de problèmes de contrôle sont

très nombreux et touchent un grand champ d'applications comme par exemple

le suivi d'un véhicule dans I'espace, le contrôle de ltéconomie dtune nation, Ia
fabrication de robots, le contrôle d'une épidémie ou d'une culture biologique,

e t c  . . .
La dynamique d'un système est en général modélisée par une équation

différentielle (système en temps continu) ou par une équation aux différences
(système en temps discret).

Les systèmes en temps continu occupent une large place dans la littéra-

ture. Les systèmes discrets sont quant à eux d'un intérêt plus récent mais de
plus en plus croissant. Ils ont une grande importance pratique. D'une part

ils sont utilisés en tant que modèle approché pour l'étude des systèmes con-
tinus (échantillonnage et utilisation de calculatews . . . ), et d'autre part ils
sont le modèle de nombreux problèmes dynamiques qui sont d'origine discrète
(systèmes économiques, modèles de croissance d'une population ...)

Parmis les thèmes de la théorie du contrôle on trouve les problèmes de
commandabilité, d'observabilité, de stabilisation, d'estimation de l'état . ..

Dans cette thèse on s'intéresse aux problèmes de la stabilité et de la sta-
bilisation par retour d'état, de certains systèmes dynamiques non linéaires en
temps discret et continu.

Dans le cas des systèmes linéaires ces problèmes ont été largement étudiés,
et une théorie complète est maintenant disponible dans la littérature. Quand
des non linéarités dans le système sont évoquées, le problème est considérable-
ment plus difficile et les questions sont loin d'être complètement résolues.
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Dans tout ce qui suit le point d'équilibre sera I'origine de IR" et les systèmes

considérés seront définis sur ]R' ou sur un voisinage ouvert de I'origine dans

IR'.

Le premier chapitre est consacré à des rappels de définitions et résultats

classiques de stabilité, et de stabilisation, dont certains seront illustrés par

des exemples. Le dernier paragraphe (extrait d'un article publié aux CRAS

[4]) donne une version discrète du théorème de brockett ([1i]), ainsi que des

exemples illustratifs.

Dans le second chapitre ([5]) on s'intéresse aux systèmes discrets de la forme

t ( k *1 )  : / (æ(k ) )

r € lR "
(0 .1 )

où / est une fonction continue. On donne une condition suffisante de stabil-

ité qui permet d'étendre les résulats classiques de Lyapunov, dans le sens où

I'on permet I'utilisation de fonctions semi définies pour l'étude de Ia stabil-

ité. Des applications à des problèmes de stabilité ainsi que plusieurs exemples

seront donnés pour illustrer ces résultats (systèmes en cascade (Vidyasagar

[58]), systèmes possédant une variété centrale (Carr [t0]) ou des constantes de

mouvement : les constantes de mouvement sont aux systèmes discrets ce que

sont les intégrales d'énergie pour les systèmes continus (Aeyels et Sepulchre

[1])). il est à remarquer que I'utilisation de fonctions semi définies permet de

donner des preuves plus simples que celles proposées dans la littérature pour

certains résultats antérieurs. Le dernier paragraphe de ce chapitre donne une

applicaton à l'êtude du lien entre la stabilité et I'observabilité pour les systèmes

de la forme

(0.2)

Dans Ie troisième chapitre, on applique les résultats précédents à l'étude de

la stabilisation par retour d'état des systèmes non linéaires en temps discret

de la forme :

x (k* l )  -  / (æ(k ) , r (k ) ) ,  k  =  0 ,  l ,  2 ,  .  .  . (0.3)

où æ(k) € R', u(k) € IR-, et .f t IR" x IR- -) lR" est une fonction continue
satisfaisant "f (0,0) : 0. Le système libre (u : 0) est supposé stable, i.e I'origine
est un point d'équilibre stable pour

( *(k + 1) : /( '(r))
I  yU') :  h(æ(k))
I r € R',u € ]R-

æ(k*  1 )  -  / ( r ,0 ) .



Peut-on alors construire un retour d'état u : u(*) qui rende I'origine asymp-
totiquement stable pour le système bouclé

x(k  *  1 )  :  / ( r (k ) ,  u (c (È) ) )?

(0.4)

(0.5)

et faisons les mêmes hypothèses que celles qui ont été faites pour le continu
c.à.d. supposons qu'il existe une fonction de Lyapunov V définie positive telle
que

LV:V@(a)) -V( r )S0.

Comment peut-on alors calculer u(r) de telle façon que la difiérence de V le
long des solutions du système bouclé

r(k * r) :  F(x(k)) + "1*çt ))G(r(,k)),

reste semi définie négative ?

Ce problème a êtê étudié par plusieurs auteurs (c/. I30, 22, 32, 40,45, 551)
pour les systèmes continus de la forme

i -X ( r ) *uY(æ) .

æ(k * L) :  F(æ(k)) + uG(æ1lc;; ,

Une des méthodes les plus connues est celle initiée par Jurdjevic et Quinn
(t301) et qu'on peut résumer ainsi : on suppose que

ù :  X (æ)

est stable et qu'il existe une fonction de Lyapunov V définie positive telle que
la dérivée de Lie de V le long du champ de vecteurs X vérifie

X.V(æ) < 0.

On remarque que le feedback u(æ) : -Y.V(æ) conserve la stabilité pour (0.4)
puisque la dérivée de Lie de V le long des trajectoires du système bouclé,
V : X.V(r) - (Y.V(æ))' ( 0, est semi définie négative. Ceci permet alors
d'appliquer le principe d'invariance de LaSalle pour trouver les bonnes condi-
tions que doivent satisfaire la fonction V et ies champs de vecteurs X et Y
pour avoir I'attractivité.

Pour les systèmes discrets, il'y va tout autrement, et la méthode de Jurdjevic-

Quinn ne peut pas s'appliquer exactement de la même façon : la linéarité en le
contrôle u n'apporte rien ! En effet prenons un système affine en u (formelle-
ment analogue à (0.4))



0. Introduction

C'est à ce niveau là que se situe la difficulté du discret par rapport au

continu. Pour le système continu (0.4) on a

V: x.V(æ)+uY.V(æ)

ce qui conduit naturellement à choisir u(o) : -Y.V(r) pour avoir Û S 0. Par

contre, pour le système discret (0.5), ona

LV : v (F(x) + uG(x)) - v (*)

et le choix de u(c) f 0 rendant LV ( 0 est moins évident.
Le but du chapitre 3 est de résoudre ce problème tout en montrant qu'on

peut utiliser des fonctions de Lyapunov non nécessairement définies positives.

Rappelons que dans [12] une condition suffisante est donnée pour la stabil-

isation des systèmes non linéaires en temps discret de la forme

æ(k *  1)  :  F@(k))+ G(æ(t ; ;z (0.6)

dont la dérive :
a (k *  1 )  =  F ( r ( l c ) )

est stable. Celle.ci nécessite la connaissance d'une fonction de Lyapunov 7 de

classe C2, satisfaisant I'analogue en temps discret de la condition de Jurdjevic-

Quinn, et telle que :
v(F@) + G(æ)u)

soit un polynôme de degré 2 en u. De plus, V doit satisfaire une condition

de convexité si on veut une stabilisation globale. Dans [4], en utilisant le

théorème du point fixe nous avons donné une condition suffisante plus générale
pour la stabilisation des systèmes de Ia forme (0.6). Ce chapitre étend aux

systèmes non linéaires discrets de la forme générale (0.3) le résultat de [a]. On

commence par donner un résuitat existentiel, puis on en fait une démonstration

constructive permettant d'avoir explicitement le feedback stabilisateur. On

notera que dans notre condition suffisante de stabilisation, les hypothèses de

convexité sur V et de quadraticité en u sur Vff(r,z)) sont éca"rtées.
Dans ce même chapitre, les théorèmes du chapitre 2 sont utilisés pour

étudier Ia stabilisation des systèmes en cascade ainsi que pour donner un
principe de séparation. A titre d'exemple on stabilise un système bilinéaire
à travers un observateur.

Dans le quatrième chapitre, on s'intéresse à la stabilisation des systèmes
discrets non autonomes

x(k  +  1 )  :  f  (æ(k) , ,u (k ) ,k ) ,  l c  :0 ,  L ,  2 , (0.7)



où r(k) € R", u(ft) e IR-, et la fonction f(*,u,k) est continue en (c,u) et
périodique en ,k satisfaisant /(0,0, /c) : 0, Vk.

Pour les systèmes non autonomes en temps continu, Krasovski
tré que s'il existe une fonction de Lyapunov V(æ,t) décroissante
trajectoires de 

5: f(æ,t)

[36] a mon-
le long des

(0.8)

et si I'ensemble

à
{ (xo, to)  I  f rV 

(æ(t , , to,  ro) ,1)  = 0, ,  > to}

ne contient pas de trajectoire entière, alors I'origine du système est asymp-
totiquement stable. Par r(t, toræo) on désigne la solution de 0.8 telle que

x( ts , ts ,ûo)  :  ao.
On commence par donner une version discrète de ce résultat. Ceci nous

permet d'etablir des conditions suffisantes de stabilisation pour des systèmes
de Ia forme (0.7). Un calcul explicite du feedback stabiiisant est donné. En
particulier ceci permet de donner une condition suffisante de stabilisation par

feedback dépendant du temps pour des systèmes autonomes qui ne sont pas

C0-stabilisable. Ce chapitre constitue le prolongement et la généralisation du
résultat donné dans ([6]).

On termine cette thèse par un appendice dans lequel on donne des résul-
tats de stabilisation pour les systèmes continus déterministes et stochastiques.
Le but est de mentionner un exemple d'apport d'idées et de techniques du
discret vers le continu. En s'inspirant des techniques utilisées dans I'étude
des systèmes discrets, on traite de problèmes similaires relatifs aux systèmes
continus.

L'appendice ([8, 7]), est divisé en deux parties. La première est consacrée
à l'étude du problème de la stabilisation pour des systèmes en temps continu
non affines en contrôle :

(0.e)

Plus précisément, on généralise le résultat de Jurdjevic-Quinn sur les systèmes
affines en contrôle aux systèmes non affines de la forme plus générale (0.9). En
particulier, on montre que si les champs de vecteurs

[  * :  T@,u)
l  r€R' ,u€lR-

X(x) :"f( ' ,0), Y(*) :  f f tr ,o), 
i  :  r , .  .  . , f f i (0 .10)

satisfont les conditions de Jurdjevic-Quinn alors le système (0.9) est globale-
ment stabilisable par un feedback borné régulier, construit explicitement, avec
un choix arbitraire de la borne.



0. Introduction

La deuxième partie du chapitre montre que la méthode développée en pre-

mière partie continue à s'appliquer aux systèmes stochastiques dont le champ

de vecteurs (de la partie déterministe) et le bruit aléatoire vérifient des con-

ditions analogues à celles de la première partie. Il est à remarquer que cette

classe de systèmes est plus générale que celles étudiées dans [21] et [17] vu que

la partie stochastique dépend du contrôle et que les parties déterministe et

stochastique sont non afÊnes en contrôle. On donne une condition suffisante

de stabilisabilité globale, ainsi que le feedback stabilisateur.

Les résultats de ce travail ont I'objet des publications suivantes :

Le chapitre 3 a fait l'objet d'un article publié aux CRAS [4], et d'une partie

de la communication [9] a la 2ème Conférence Internationale Sur les Equations

Différentielles de Marrakech, 16-20 Juin 1995.
Le chapitre 4 constitue une généralisation et une extension d'un article

paru aux Proc. Slth IEEE CDC 199516l.
Les résultats déterministes de I'appendice constituent I'objet de Ia deuxième

partie de la communication [9] ainsi que de la publication aux Proc. IASTED

International Conference Modeli.ng, Identif,cation and Controd Innsbruck, Aus-

trich, 17-19 Fevrier 1997 [8].
Le résultat stochastique de I'appendice est publié aux CRAS [7].
Les chapitres 1 et 4 sont soumis à publication respectivement dans Joumal

of Mathernatical Analgsis and Applicati,on l5l, et Systems €i Control Letters

[10].



Ce travail se situe dans le cadre de l'étude des systèmes non linéaires en
temps discret comme en temps continu. Plus précisément on s'intéresse aux
propriétés de stabilité pour des systèmes discrets de la forme

[  *(tr + 1) : f  (*(t ))
t r (A)  € lR" k=0,L,2, . . .

ainsi qu'au problème de la stabilisation pour des systèmes contrôlés en temps
discret

1

généralités

! * ( t r+1)  -  f@(k) ,u)
I  r€1R",  z€ lR- (1 .1 )

En appendice, on montre que certaines des idées développées auparavant pour

les systèmes de la forme (1.1) s'appliquent aussi pour la stabilisation des sys-
tèmes en temps continu

f  .  t  . t

I  t ( t ) :  f  ( r ( t ) ,u ( t ) )
I r€1R" ,  u€ lR- .

L'objet de ce premier chapitre est de rappeler quelques définitions et propriétés
classiques sur les équations aux différences. Auparavant nous commencerons
par donner deux exemples illustrant I'intérêt des systèmes discrets en théorie
du contrle.

1.1 Quelques exemples de modèles discrets

Le but de ce paragraphe est de donnner quelques exemples de situations
concrètes faisant appel à des modèles discrets.
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Exemple I : équation logistique. Soit y(k) la taille d'une population

au temps k. Si pl est le taux d'accroissement d'une génération à une autre,
alors on peut considérer le modèle mathématique représentant la taille de la
population au cours du temps sous la forme :

y ( k+ I ) : py ( k ) ,  p )0 .

Pour la condition initiale g(0) : ys la solution est A&) : l.tkyo. Si p' > I

alors g(k) croît indéfiniment. Si p: I alors y(k): Ao, Vk) ce qui signifie que

la taille de la population est constante. Par contre pour É, ( 1 la population

tend à disparaître à I'infinie.
Pour la plus part des modèles biologiques, les cas cités ci-dessus ne se

produisent pas. En fait la population croît jusqu'à une certaine limite, puis, vu
la limitation des ressources disponibles, les individus engagent une compétition
pour ces ressources. Ceci se traduit par une régression de Ia taille de cette
population proportionnellement à son carré :

y ( k+ I ) :  1 t y ( k )  - ba (k ) ' ,  b  >  0 .

Cette équation non linéaire présente deux points d'équilibre A : 0 et A 
-

Ut - t)lb. Par exemple, pour F :2.5I'origine est instable, par contre l'autre
point d'équilibre est asymptotiquement stable.

Exemple 2 : Modèle discret pour un système continu (l2l). Une
des applications des systèmes discrets est le contrôle des systèmes continus
(modélisés par une équation différentielle). La raison est que pour la plus part
des modèles physiques qui sont de nature continue et qu'on souhaite contrôler,
le contrôle est, généralement, fourni par un calculateur, et donc de manière
séquentielle. Dans ce ca,s une approche courante est de trouver un modèle
discret équivalent au système continu à étudier.

Soit par exemple le système D" (voir fig) :

[  *Al :  As(t )  + Bu(t)
IAe  M* ,n (R) ,  BeM" , r (R) ,  u€ lRP

(1 .2)

où c(t) est l'état du système à I'instant t, et u(t) est le contrôle. Soient le
système ̂ 97 qui au signal continu r(t) associe la suite r(k), tel que

æ(k)  :  x(kT)

et le système H7 qui à la suite u(k) associe le signal constant :

u(t) - u(k) Vt e lkT,,(/c + 1)"1.
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La solution du système (1.2) pour f e lkT,(k + 1)?] est

æ(t)  -  eAt æ(kT) + [ '  - "AU -  r )  Bu(r)d,r .

Alors Ie modèle discret associé *, ,, il"orésenté en pointillé sur Ia figure) :

r (k*D:Âæ&)+nu@)

où  Â :  eAr  e t  É  -TeArB .

*(k)

Système discret X6

L.2 Notions de stabilité

Les définitions et propriétés qui suivent sont données dans le cadre des
équations aux différences, Un simple changement de notations permettera d.e
les réécrire pour les équations différentielles.

Soit l'équation aux différences :

æ(k * 1) :  / (z(k)) ,  k --  0,  I ,  2,  .  .  . (  1.3)

où r(k) € R", et / est une fonction continue sur un ouvert U C W. Pour
tout r e I'1, on désigne par /È(c) la solution de (1.3) commençant au point c
à I'instant k : 0, i.e.

fo(*) :  *,  fr* ' (*):  /( /É(r)).

11

Système
continu E"
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Soit cs un point de I'ouvert l,/.

Définition 1.1 On d.ira Çue rs est un point d,'équilibre pour (1.3) s'il est un
point  f i te de f  ( i . " . / ( ro)  -  *o).

On dira Que ts est un point d'équilibre stable si :

Ve >0,  lo)0,  te lque l læ-ro l l  <a* Vke IN,  l l f * f r l  
- "o l l  . .

Définition L.2 ts est attractif si

Yt e U,, *liïL fo(") - æo.

rs est globalement attractif si

vc € IR", nliïL fo@) - z,o.

Dêfinition 1.3 æs est asymptotiquernent stable s'il est stable et attractif. xs
est globalernent asyrnptotiquement stable s'il est stable et globalement attractif.

Remarquons que I'origine peut être attractive mais non stable, en effet :

Exemple 3 [19]. Considérons le système discret en coordonnées polaires

I ,Qr+ 1): tre
\ rt*+1) : Fo@

(1 .4 )

où r ( k ) )0e t0<0 (k )12 r .
L'origine du système (1.a) est attractive, mais instable. En effet, pour une

condition initiale donnée (rq,0s) on a:

r(n) : (ro1$/z)" ,, 0(n) : (2r1t'{t127" 70o1{'/') .

Il est clair q'r",]iT_r(n) : 1 
"t ,lill 

0(n) -2v.

Maintenant si rs # 0, 0o: 0, alors la solution (r(n) : , f ,r/")",0(n) : g;

converge vers le point d'équilibre (1,0). Par contre si 0o - 2n -rl avec 0 < n <
1, alors la solution correspondante stenroule autour du cercle au lieu d'aller
vers le point d'équilibre (1,0). Donc le point d'équilibre est attractif mais non
stable.

On remarque que pour montrer qu'un point d'équilibre possède une des
propriétés ci-dessus en utilisant les définitions, on doit calculer explicitement
les solutions /fr(r), ce qui est en général difficile voir infaisable. En fait, on
utilise plutôt les théorèmes suivants dus à Lyapunov qui reposent sur une étude
qualitative du système.
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1.3 Méthode directe de Lyapunov - Principe d'inva-
riance de LaSalle

Théorème 1.1 S'il eaiste une fonction V ; Ll ---+ 8,, continue sur un uoisi-
nage U de xs et telle que :

( " )  V ( r s ) : g  e t  V ( r )>O  s i c * *o ,

(b) Lv(r) :  V(f (x)) -V(æ) < 0 Vx € U,

alors æs est un point d'équilibre stable pour (1.3).
Si de plus la fonction V est telle que

( " )  AV( r )  <0  Væ€U - { "0 }

alors xs est asymptotiquernent stable.

Définition 1.4 Une fonction V qui satisfait (a) et (b) est appelée fonction
de Lyapunou pour (1.3) en æs. si (c) est uérif,ée alorsv est appelée fonction
d,e Lyapunou stricte pour (1.3) ên rs.

V est dite propre si l'image réciproque d'un compact de lR+ esr un cornpact
de R" ou encore Ji- 7(r) : 1es.

l lol l-+*co

Thêorème L.2 (version globale). S'il eùste V : W -> lR défi,nie positi,ue et
propre telle que

LV(æ) (  0  Vr  € IR ' -  { 'o}

alors r,s est un point d'équilibre globalement asyrnptotiquement stable.

Thêorème 1.3 (instabilité) S'i,l existe V : B(g,s,€) -> R" continue, et une
constante c telle que :

LV(x) > cV(n),  Væ € B(xs, ,e) ,

et donc q e {tlV(t) > 0}, alors ts est un point d'équilibre instable pour le
systèrne (1.3).

Soit r € IR". On désigne par L+(r) l'ensemble des points y, c.r-limite de
æ, i.e. tels qu'il existe une suite extraite 7a@ @) de la solution /k(c) telle que

hm /o(r)i x) : a.



L4 1. gênéralités

Thêorème L.4 Tout ensemble u-limite L+(x) est fermé et posituement in-
uariant. Si Ia solution fk(x) est bornée , alors L+(*) est non uide. C'est Ie
plus petit ensemble fermé uers lequel la solution fk@) tend quand /c -> oo.

Dans la suite, si le système (1.3) admet une fonction de Lyapunov définie sur
U, on désignera par G I'ensemble où la différence de V le long des trajectoires
du système s'annule :

G : {x eu I  v( f (*))  -V(*)  :  0} ,

et par G* le plus grand sous ensemble invariant par (1.3) contenu dans G. Les
ensembles définis par :

V - ' ( " ) - { " e  R :  lV (æ) -c } ,  c€ lR+

sont dits des surfaces de niveaux.

Les théorèmes précédents prouvent que pour montrer qu'un point d'équili-
bre est asymptotiquement stable, il suffit de trouver une fonction de Lyapunov
stricte, mais ce n'est pas une chose facile et il n'y a pas de méthodes construc-
tives qui permettent de trouver de telles fonctions. Ceci dit, en général, il est
plus facile de trouver une fonction V définie positive qui vérifie :

AV(r) S 0

Une telle fonction sera appelée fonction de Lyapunov large pour le système en
rs. Quand une fonction de Lyapunov large existe, on a le résultat suivant qui
permet de conclure à I'asymptotique stabilité.

Thêorème L.5 (Principe d'i,nuariance de LaSalle). Si V est une fonction de
Lyapunou pour Ie système (1.3) sur?.,1, et si fk(æ) est une solution bornée, et
dansU pourtout entierk, alors i I  eciste un nombre ctel que :

fu@)+G*n7-1(c) .

Remarque Soit I'équation différentielle

i ( t ) :  X (æ( t ) ) (1 .5 )

où r(t) € R', et X un champ de vecteurs localement lipshitzien sur un ou-
veftU C IR". Pour tout x e U, on désigne par X1(æ) la solution de (1.5)
commençant au point r à I'instant t : 0 i.e.

*rr,or: X(æ) et xs(x) : s.
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soit æs un point de l'ouvert l,!. xo est un point d'équilibre pour (1.5) si X(æs) :

0 .
En supposant que V est continue su l'{ et différentiable sur U - {cs}, on

a alors les mêmes définitions et propiétés que précédemment en remplaçant

fo@) par X1(r), et l'opérateur aux différences AV par la dérivée deLie X'V

de 7 suivant le champ de vecteur X, i.e.

x.v@) = ftv(X,(")),=0.

L.4 Stabilisation

Soit le système contrôlé

I r ( t '+1)  :  f (x(k) ,u)
| . t € \ . , { , u t _ ]R -  

( 1 ' 6 )

où. î,1 est un ouvert de IR", et f : U x R^ ---+ U est de classe Co tel que

,f(0, o) - o.

On dira que (1.6) est stabilisable s'il existe un feedback u : u(z), au moins

continu, tel que le système bouclé :

r ( k  *  I )  :  f  ( r ( k ) ,  u (c (k ) ) )

admette I'origine comme point d'équilibre asymptotiquement stable.

De même on dira qu'un système

t ( t )  :  f  ( r ( t ) , u )

est stabilisable s'il existe un feedback u : z(r), suffi.samment régulier, rendant

I'origine un point d'équilibre asymptotiquement stable pour le système bouclé :

ù ( t ) :  f  @Q) , , z (c ( t ) ) ) .

Parmis les techniques de stabilisation la méthode de linéarisation est la plus

ancienne. Initiée par les mathématiciens Lyapunov ([43]) et Perron ([a6])' elle

continue à être utilisée dans de nombreuses situations. Rappelons la pour les

systèmes discrets (elle s'exprime de façon similaire pour les systèmes continus).

Au système (1.6) on associe son linéarisé en I'origine, donné par

15

(  *(t  + 1) :  Aæ(k) * Bu

I o: Hrr,o), B: ffto,o)
(1 .7 )
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On sait alors que si (1.7) est stabilisable, (1.6) I'est aussi, et avec Ie mêmefeed-
back. Il est à noter que cette méthode ne permet de conclure que localement.

Rappelons que le problème de stabilisation est complètement résolu pour
les systèmes linéairet ("f(", u) : Ar * Bu) mais que c'est loin d'être le cas
pour les systèmes non linéaires, même les plus simples comme par exemple les
systèmes bilinéaires :

r (k+r ) :Ax(k)*uBæ(k)

i ( t ) :  Aæ(t ) *uBr( t )

L.4.L Conditron necessatre de stabilisation

Dans ([a]) nous avons donné Ia version discrète du théorème dt à Brockett
pour les systèmes en temps continu ([11]). Soit le système :

æ(k  * l ) :  f  (æ(k ) , " ( k ) ) ,  , f ( 0 ,0 ;  :  g ,  k : 0 , ,  I ,  2 ,  .  .  .  ( 1 .8 )

où r(k) e U, u(k) € lR- et / est une fonction continue sur un voisinage A x U
de  (0 ,0 ) .

Théorème 1.6 Une condition nécessaire pour que le systènte (1.8) soit sta-
bi l isable est que l 'appli ,cationl: AxU -+U définie par

l@,u) : f (æ,u) -æ

soit surjectiue sur un uoisinage de l'origine.

Preuve. Posons :
a (æ) :  f  (æ. ,u (æ) )

Si I'origine est un point d'équilibre asymptotiquement stable pour :

a ( k *1 )  - a ( r ( k ) )

il existe sur A une fonction de Lyapunv de classe C' kf. [23], [24]) :

V(*)>0 pour t+0,  Y(0)  :0

telle que, pour r au voisinage de I'origine, r l0 :

et

v(a(æ)) -v(c)  <0
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Pour o ) 0 suffisamment petit, I'ensemble :

Vo: {xeAlV(x) !a}

étant compact, on a :

sup{V(o(r)) Ir  e V"} :  B < a
et il existe 11 > 0 tel que pour s €.Vo et € e Br: {c € U I ll*ll < q} :

lv(a(æ) _ 0 _ v(a(x)) ls /( l l€l l ,  r  : , . ; : l  
" , l lvv(ùl l

Il s'ensuit que pour ll(l l < ô : min{? ,#} on a :

V(a(x) -0<o

Ainsi t t-> a(t) - ( est une application continue de V" dans lui-même. par
ailleurs, en considérant I'homotopie :

L7

donnée par :

où ry' est défini par

I Y: -vv(Ih)
\ flb,o) =,

on constate que I/o est contractile et donc qre V" a une homologie triviale.
Le théorème du point fixe de Lefschetz permet alors de conclure. r

Exemple 1. comme en temps continu, un système non linéaire en temps
discret peut être complètement contrôlable sans être stabilisable. C,est ce
qu'illustre I'exemple suivant :

(  * t ( t t  +  1)  :  r1(k)  *  ur (k)

I  * r ( t r  +  1) :  æ2(k)* " r (k )
[  " . (k  

+ 1)  :  r3(k)  *  æ2(k)u{k)  -  æ{k)u2(k)

L'image de I'application 7 : IR3 x IR2 + IR3 definie par :

l @ r u )  :  ( u t , , u , 2 r t 2 1 r 1 -  æ f i 2 )

ne contient aucun point de la forme ( 0,0, e )' , , # 0. Ainsi, le système n'est pas
stabilisable. On peut, cependant, établir aisément, grâce à des techniques
d'algèbre de Lie (c/. [29]), que c'est un système comprètement controlaile.
Notons que le linéarisé à I'origine ne possède aucun mode incontrôlable er
instable.

ô:V"  x  [0 ,1 ]  +V"

I O@,t): ,b (., *"-r) , t + r
|  ô@,1)  :  0
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Exemple 2. La condition de Brockett est nécessaire, mais loin d'être sufi-
isante pour qu'un système soit stabilisable. En effet, soit :

[  
,(r + 1) : -a&) * ux(k)2

\ u& + 1) : æ(k) + ux(k)y(k)

[ ("(k), y(k)) e ]R'?

Quelque soit (e1 ,ez) € IR2 b système suivant:

(  - n - y+u ,æ2 :eL
I

\  x - y *uxy -e2
I
[  ( ' (k) ,y(k) )  e  ]R '?

(  1.e)

(  1 .10)

admet une solution (par exemple ,u,:0, *: (rr- er)12 et A - -Gr+ 
")12.L'applicati  on f (r,u,u)-(x,y) est donc surjective sur tout voisinage de I 'origine

dans IR2.
Soit maintenant, V(r,A) - t2 * y2. On a

LV(æ,a) :  u2r2v(* ,ù  > 0.

Donc I'origine n'est pas stabilisable quelque soit le choix de la commande z.
Remarquons que le linéarisé est critique.
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Nouveaux critères pour la
stabilité des systèmes Discrets

Résurné - Le but de ce chapitre est de présenter quelques nouveaux résultats de stabil-
ité. Il s'agit de conditions suffisantes de stabilité pour les systèmes non linéaires en temps
discret. On montre comment on peut utiliser des fonctions semi-définies comme fonctions
de Lyapunov à la place de fonctions définies positives, pour l'étude qualitative d'un système
donné. l'avantage des fonctions semi définies est qu'elles sont plus faciles à trouver, mais leur
utilisation ne permet d'avoir que des resultats locaux car il est en général difficile d'avoir
des fonctions semi définies propres. Remarquons toute fois que dans certaines situations
particulières Ia bornétude des trajectoires est relativement plus facile à établir de manière
directe (raisonnement par récurrence) pour les systèmes discrets que pour les continus . Ceci
du fait qu'on a accès à la solution. Pour illustrer les différents théorèmes, plusieurs exemples
seront donnés, ainsi que des applications à la théorie du contrôle.

2.L Introduction

Dans ce chapitre on s'intéresse à l'extension des résultats classiques de la
théorie de Lyapunov pour les systèmes non linéaires en temps discret. Dans
[31],[26], les auteurs donnent une introduction intéressante à la-théorie clas-
sique de Lyapunov pour les équations aux différences. Dans [38] une extension
de cette théorie, utilisant le principe d'invariance de LaSalle pour les équations
aux différnces est donnée.

Cet approche classique est essentiellement basée sur Ia construction d'une
fonction de Lyapunov définie positive (i.e. une fonction définie positive décrois-
sante le long des trajectoires du système considéeré).

II faut noter que la construction d'une telle fonction n'est pas toujours
simple. Comme dans ([27]), pour les systèmes en temps continu, le but ici est
de relaxer la condition sur la fonction de Lyapunov d'être définie.

19
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On considère l'équation aux différences :

(  x (k  *1 )  -  / ( r ( k ) )  x  € t /
{  (2 .1 )
[  / (o):o

oi 1,/ est un voisinage de I'origine dans IR' et f , U -+ IR' est une fonction

continue.
Pour une condition initiale p el'1, On note par,fÈ(p) la valeur à l'instant

k de la solution de (2.1) qui part du point p à I'instant k : 0. Rappelons
que .fÈ(p) est définie par récurrence de la manière suivante: fo('p) : p et

f "@):  f  U"- t (p)) .
Dans la suite on utilisera les notations suivantes :

/ + (p )  : {T " (p ) , n€ lN } .

L+ (p) est I'ensemble t^.r-limite de p.

B,:  {n € lR ' ' l l  r  l l  <  r } ,4 :  {n € IR" ' l l  r  l lS. } .

S": {x € IR" : l l  z l l :  e}.
On rappelle que la continuité de la fonction / est suffi.sante pour assurer

I'existance et I'unicité des solutions du systèmes (2.1) pour chaque condition

initial dans Z/.
En général, on s'intéresse à un point æo e. U tel que /(to) : oo Qu'on appelie

point d'équilibre du système. A chaque point d'équilibre rs, corr€spond une

solution du système (2.1) constante, fo@o) Z ro.

Définition2.L Soi,t ts€1,{ un point d,'équilibre. On dira que (2.I) est stable
&u sens de Lyapunou êft r,s, ou que ts est un poi'nt d'équilibre stable pour

(2 . I ) ,  s i , pou r t ou t , e>0  i l  ex i . s t e  ô  >  0  t e l  quepou r l l x  - t o l l  16  on  a i ' t

l l /k(") - rol l  1 e pour tout k ) 0. Quand (2.L) n'est pas stable au sens de
Lyapunou êTt, r,s, on ilira qu'i,l est instable eTL rs, ou que rs est i'nstable pour
(2 .1 ) .

Intuitivement la stabilité au sens de Lyapunov s'interprète comme suit : les
perturbations (supposées petites) auxquelles est soumis le système font qu'en

un point d'équilibre ro, l'état initial du système est voisin de zo mais différent
de cs. La stabilité au sens de Lyapunov garantit que chaque état pris par le

système dans son évolution future est encore voisin du point d'équilibre rs. les

systèmes physiques possèdent souvent cette propriété.
En fait, vu les forces de frottement, I'amplitude des perturbations initiales

va décroître et éventuellement s'annuler. Cet aspect physique important n'est
pas reflété par la définition 1. On est alors amené à introduire une notion plus

forte.



2.1. lntroduction

Soit "4 I'ensemble des points p e U pour lesquels

-]if* fo(P): *o

,4 est dit région d'attractiuité, ou domaine d'attraction de ics.

Un point d'équilibre est dit attractif s'il est intérieur à sa région d'attractivité.

On dira aussi que (2.1) est attractif €r ts. En général, un point d'équilibre

attractif n'est pas nécessairement stable au sens de Lyapunov (voir l'exemple

3 - dans les généralités).

Définition 2.2 On dira que le système (2.I) est localement asgrnptotiquement

stable au point d'équilibre r,s, orl, Que æs est localement asymptotiquernent stable
pour (2.L), s'il est stable arl Eens de Lyapunou et attractif en æs.

Dans la suite on prendra ro : 0.

Définition 2.3 L'ensemble Y est inuariant si f (Y) : Y , positiuement inuari-

ant si lV) cY et négatiaement inuariant siY C TV).

Y étant un ensemble positivement invariant, on note pat Ay le domaine

d'attractivité relatif à Y (i.e: Ay : AnY).

Définition 2.4 Soit Y un ensemble positiuement inuariant et fermé tel que

0 e Y. L'ori,gine est di.te :

(a) Y-stable si,  Ve > 0 fd > 0 t f+(BanY) c 8,.

(b) Y-asgmptotiquement stable s'il estY-stable, et s'il eniste ô > 0 telque:

" l i ïLf"@):o 
Væ€YÀBs'

Dans la suite, si le système (2.1) a une fonction de Lyapunov V définie sur un

voisinage de I'origine V C l,l, on désigne par Gs I'ensemble où V s'annule, G

I'ensemble ou la difiérence de I/ Ie long des trajectoires du système s'annule,
et par G* Ie plus grand sous ensemble invariant contenu dans G.

Proposition 2.1 (1) Go est positiuemt inaariant.

(2)  Gog G*ç G.

(3) Ies ensembles Go, G* et G sont des fermés.

2L
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Preuve (1)  e t  (2) .  Soi t  æ €.  Go, ,  on aV(r ) :  0 ,  comme LV :  V( / ( r ) )  -

V(*) 3 0 on a alors I/(/(æ)) : O. Donc Go est positivemt invariant. Par
ailleurs Go Ç G, on déduit alors, de Ia définition de G* et de ce qui précède,
queGsÇ G*ç  G .

(3). Les ensembles Go et G sont des fermés car V est continue, et G6 :
y- 1{0} et G : V$) - V)-' {0}. Maintenant, si A est un ensemble invariant
on vérifie aisément que son adhérence est aussi un ensemble invariant. De ce
fait, G; est invariant. Comme G* -C G et G est fermé, on a alors F C G.
Vu que G* est le plus grand sous ensemble invariant (au sens de l'inclusion)
dans G, on déduit que F - G*, et donc G* est fermé. r

2.2 Résultats principaux

Le premier théorème concerne la stabilite.

Théorème2.l S' i l  eùste un uoisinage de l 'origineV C U et une fonction
V < Co(V,R) te l  que :

( r )  Iz(æ) )  0  pour  tout  r  e  V et  7(0)  :9 .

(z) LV(æ) - V(f (t)) - v(') S 0 pour tout r e V.

(3) l'origi,ne est Gçaslmptotiquement stable, où :
Gs:{xeV:V(r )  -0} ,

alors I'origine est Lyapunou stable.

Le lemme suivant sera utile dans la preuve des Théorèmes (2.1 et 2.2).

Lernme 2.L Soit Y un ensernble fermé posi,tiuement inuariant tel que I'origine
est Y-asymptotiquernent stable, et soit K un aoisi,nage cornpact de l'ori'gine
dansY, tel que K C Av. Alors la suite ile fonctions f" conuerge uniformément
uers 0 sur K.

Preuve Comme 0 est Y- stable on a :

Ve >0 lo>0  f " (8 " )CBu,  Vn€ lN

En utilisant I'attractivité :

(2.2)

Vz €  K, ,  fN :  N(2 , ,a ) ,  Yn2 N(z ,a ) :  T"Q)  e  B i

La continuité des solutions par rapport à la condition initiale a,ssure l'existence
de B :,6(o, N) ) 0 tel que

d.

,l l , - v ll< ,o +ll r* Q) - /N(s) ll< (2.3)
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On a donc :

l l /"(s) l l<ll /N(,) - r*@) ll + ll /"(,) l l< "
A partir de (2.2) et (2.$ on a :

Yy e B(z,B) Vn 2 0 l l  / " ( / " (y))  l l<.

Comme K est compact, il existe un emsemble fini 1 c lN tel que

23

r :  U B( ' ,F):  U B(r; ,gr)
z€,K ziel

Soit .n{s : sup N(";), on conclut alors que :
i e I

Ve > 0 lNo ll f"(t) l l< e Vn 2.n{s et Vz € K (2.5)

Ce qui entraine la convergence uniforme de Ia suite de fonctions /" vers 0 sur
K et termine la preuve du lemme. I

Preuve du thêorème(2.1) Supposons que I'origine n'est pas stable. Il

existe alors e ) 0 pour lequel il est possible de construire une suite (u,,),,ew C
B,tel que: j$ rn:0, et pour tout n € IN, Ia trajectoire To(*") partant de

u' quitte la boule Bu. Soit k,, le premier entier pour lequel la solution partant

de xn à I'instant k :0 quitte la boule .B.. Alors la suite (k")"ew C IN verifie :

(2.4)

(2.6)I  l l  T*{ r " )  l l<  .  f  or  o 1m 1kn

I l l  f"( '") l l2 e vn € /{.

(Remarquons que ceci n'entraine pas que Ia solution ne peut pas revenir dans
B. aprés le temp k".) Sans perte de généralité on peut supposer que Bu n Go C
.460, (quitte à prendre e suffisamment petit).

Tout d'abord, on montre que pour tout ? > 0 il existe rno € IN tel que

lc^>T pour  tout  n)  ms,( i .e .  k"  + +oo pour  n -+ +oo) .  En ef fe t  so i t  T
un entier, d'une part, les fonctions f* , m ( T étant continues, il existe 17 > 0
tel que f^(Br) C B. pour tout rn S ?. D'autre part comme la suite (ro)",er.l
converge vers I'origine, il existe rno € IN tel que æn € B, pour tout n ) mo.

On en déduit alors que pour tout n) ms et tout m 37, f^@") € 8". Ce
qui implique par définition de lcn que k* 2 T.

Comme l'origine est G6asymptotiquement stable, il existe N e IN telque

Ia solution de (2.1) satisfait

t -

l l f"Q) ll< i v" 2 l{ et Vz € B,À Go (2.7)
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(Grâce à la compacité de fl.nGo,, et en utilisant le lemme (2.1), on établit que

N peut être choisi indépendamment de z.)

La continuité des solutions par rapport à la condition initiale assure I'existence

deô>0te lque

V(*,a) eE xE l l ,  -  a

Or il existe ns € IN tel que ll
(2.8) on a

,, |n(r*) ll.; vp S N et vn ) ns.

Donc pour p - 0,... , N la trajectoire fo(*") est dans la boule 8., ceci pour

tout n 2 no.
On déduit de ce qui précède et de 2.6 que N 1 kn pour tout n 2 ne. Par

ailleurs kn - N 1k,,. (Remarquons qu'on peut aussi aboutir à cette inégalité

en utilisant le fait que k, + +oo )
Donc pour tout n ) nson a 0 1 kn - N < Ie" .
En utilisant (2.6) on obtient :

l l  /o ' - " ( " " )  l l<  e  Vn2ns

ce qui implique que la suite (u,'),"2,,0 définie par un - |x'-N (æ,,) admet une

sous suite extraite convergent" qtbo notera ' (rot')),"rro .

Soit z - lirn u66y e4. Comme la fonction V est continue on a
n++æ

0 < V(z): ,gf- V(u66): ,gït V(fkot"t-"(tor,l)) < ,]iïL V(x66) = 0

et alors z appartient à 4 fl Go, donc (2.7) donne

ll /"(,) ll< i
Par ailleurs il existe p 2 no tel que ll z - |r'e-N (r") ll( ô donc à pa.rtir de (2.8)

l l /"(r) - f*(ru'-"('r)) l l< i

Finallement la combinaison de (2.9) et de (2.10) .orrirr, ,

l l  f*"( 'o) l l<.

ce qui contredit (2.6). r

Le théorème suivant permet de conclure pour la stabilité asymptotique.

l l< ô +ll f"@) - T"@) l l< i v" S nt (2.8)

** ll< d pour tout rz ) Do, et donc à partir de

(2.e)

(2.10)
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Théorème2.2 S' i l  exi.ste un uoisinage de l 'origineV C U et une fonction
V e Co(V,R) te l  que :

( r )  7 ( r ) 20pou r tou t r€V  e t ,  V (0 )  - 9 ,

(2)  LV(æ) :v( f (æ))  -  v( t )  S 0 pour  tout  æ € V,

(B) 0 et GLasymptotiquement stable, où G* est le plus grand. sous ensernble

posi,tiuement i,nuari'ant contenu ilans G : {æ €. V : V(f (æ)) -V(*) : 0},

alors I'origine est asymptotiquernent stable.

Preuve L'ensemble Go = {r e V : V(æ) = 0} est positivement invariant et

d.onc contenu dans G*. Toutes les hypothèses du Théorème (2'1) sont satis-

faites, ce qui implique que I'origine est stable : pour tout ô > 0 il existe 7 > 0

tel que pour toute condition initiale dans B" la solution de (2.1) reste dans 86

pour tout entier n.
Soit /c' le domaine d'attractivité relatif à G". On choisit d ) 0, tel que

4nG. C A6,. Pour montrer que ltorigine est attractive, on montrera que B"

est contenue dans le domaine d'attractivité, i.e,

YreB., ,o l iT-10(*) :o (2.11)

€ B-,, et e un réel positif. Grâce à la stabilite de I'origine il existe

que :

f"(Br) ç 8,, Vn € IN

Comme
EnG.  C  A6 ,

et en utilisant le lemme(2.l), il existe N e lN tel que

l l  T"@) l l<!, vn ) N et Yy e4îG..

La continuité des solutions *lrrr" l'existence de a ) 0 tel que

(2.r2)

Y(*,a) e B-t xE l l  ' -  y l l< CI ==+ll /"( ') - T"@) 11< ] V" 3 .nr QJ4)2 -

Soit y un élément de tr+(ro). D'aprés Ie principe d'invariance de LaSalle, 3r
appartient a EJ n G", donc de (2.13) on a

ll f"@) ll< | v" 2 r"'

D'autre part comme A e L+(ro)

3p e IN ' l l /o("o) - y ll< c

25

Soient 16

4>0te l

(2 .13)

(2 .15)

(2 .16)
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En uti l isant (2.16), (2.14) et (2.15) on obtient

l l  /"*o('o) l l<

et à partir de (2.12), il s'ensuit que :

(2.r7)

l l f"(f*+o(ro)) ll< e Vn € IN

ce qui prouve que limT,aa- ,f*("0) : 0. Ainsi on a montré qu'il existe 7 > 0 tel
que B, est contenue dans le domaine d'attractivité, et donc le Théorème (2.2)
est établi.

Supposons maintenant que le système (2.1) est défini sur IR' et qu'il ex-
iste une fonction positive ou nuile V e Co(W,lR+) qui soit une fonction de
Lyapunov pour (2.1) i .e.: AV(æ) : V(f (r)) - y(t) ( 0 pour tout r € lR".
Comme dans ce qui précède G* est Ie plus grand sous ensemble positivement
invar iant  contenu dans G -  

{ r  e  IR"  :  LV(x) :V( f (s) ) -V(r ) :0} ,  on
se pose la question suivante : est ce que la globale asymptotique stabilité du
système restreint à I'ensemble invariant G- implique la globale asymptotique
stabilité du système (2.1) ?

La réponse est non comme le montre par la suite I'exemple (3) . Néanmoins,
on a Ie résultat global suivant qui est une conséquence directe du principe

d'invariance de LaSalle et du Théorème(2.2) .

Thêorème 2.3 S'il edste une fonctionV e Co(lR",R+) satisfaisant

( r )  V(r )  )  0  pour  tout  r  €  IR"  et  V(0)  :0 ,

(z) Lv(r) :  vu@)) - y(r) 10 pour tout æ € R",

(3) 0 
"t 

çt-globalement asymptotiquernent stable, où G* est Ie plus grand
sous ensen'rble positiuement i,nuari,ant contenu d,ans G : {r € ]R" :
v(f (*)) - v(*) - 0],

(4) Toutes les soluti,ons du système (2.1) sont bornées,

alors I'origi,ne est globalement asymptotiquement stable.

2.3 Exemples et remarques

Exemple 1: Si / est une fonction de classe CL on considère le linéarisé du
système (2.1) en zero i

a: 3(o) (2.18)
0æ'- '

T*l:,



Exemples et remarques

On sait que si toutes les valeurs propres À; de la matrice A sont clans le disque
unité ouvert (i.e, l);l < 1), alors le système (2.1) est localement asymptotique-
ment stable, et si A possède au moins une valeur propre À en dehors du disque
unité fermé (i.e, lÀl > 1) alors le système (2.1) est instable. Mais quand la
linéarisation donne un système critique i.e. quand la matrice A possède toutes
ses valeurs propres à l'intérieur du disque unité avec au moins une valeur pro-
pre ) vérifiant lÀl : t alors on ne peut pas conclure quant à la stabilité de
(2.1). La solution nulle peut donc être stable ou instable. Les résultats de
ce chapitre nous seront utiles pour étudier les systèmes dont la Iinéarisation
n'apporte pas de réponse. Considérons I'exemple suivant :
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(  * (k  + 1)  :  y (k)
I  a(k)
\  a ( t '+1)  :

I i,t*1, ,rrntJ#.t'J o
Le linearisé du système autour du point d'équilibre (0,0) est :

[  *( t '  + 1) :  y(k)
I  y ( r  +  L)  -  y (k) .

(2.1e)

(2.20)

(2.2r)

ï .  (  o  1\rci A : 
t ô 1 ) 

c'est un cari critique (le linearisé est stable mais non

asymptotiquement) donc ici les techniques de linéarisation ne permettent pas
de conclure. r)

Soit V(r, a): a'. On a LV : yrl(rTfuf-r] ( 0 donc V est une
fonction de Lyapunov semi définie pour le système (2.1-g). En plus on a G* :
Go et I'origine est Glasymptotiquement stable. Donc à partir du Théorème
2.2 La solution nulle de (2.19) est asymptotiquement stable.

Exemple 2: (LaSalle) Considérons le système :

t(kII):#fu
y(k+D:ffi
("(k), y(k)) e IR2

En utilisant le théorème (2.2), avec V(æ,y) : (*y)" on obtient la discussion
suivante
I'origine est globalement asymptotiquement stable si et seulement si laôl < 1.
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En effet si laôl < 1 :

LV : (-+(1.).=.= ( - 
'(ki 

.^ \ ' la2b2 - (1 + r(k)2)2e + y@)')' l, t  + r1k ;z) r '1+ a(k) r '
alors AV ( 0. Ici Go : G* : G, et c'est la réunion des deux axes u : 0 et
U : 0. La solution sur G*, pour une condition initiale (r(0),0), est donnée par

r (2k *1 )  : 0
1)  -  ô(ab)Èz(O)

la solution est

Comme l"bl < 1, le système est G*-globalement asymptotiquement stable. De
plus un calcul direct montre que les trajectoires, pour une condition intiale
quelconque, sont bornées (l("(k),y(k)) l  < l(ro,yo)l).  L" théorème 2.3 permet
de conclure.

Le iinéarisé permet de voir que le système est instable pour loôl > 1.
Par contre le cas labl: I est critique . L'étude du linéarisé ne permet pas

de conclure. En utilisant le Théorème (2.2) on peut conclure que I'origine n'est
pas aymptotiquement stable. En effet on a toujours AV S 0 et Go: G* - G
pour loôl : 1, mais on n'a pas la G*-asymptotique stabilité. En fait pour tout
point de G* (qui est comme précédemment égal à la réunion des deux axes
r:0 et y:0), on obtient des solutions périodiques (il suffit de substituer la
valeur de ab par 1 dans la discussion pécédente).

Remarque 1 : Le théorème (2.2) établit que I'asymptotique stabilité de
I'origine est équivalente à sa G*-asymptotique stabilité. Cette équivalence
n'est pas vraie en général pour la stabiliié au sens de Lyapunov comme le
montre I'exemple suivant :

Exemple 3 : Soit Ie système

(2.22)

Pour V(r ,y)  :  A2 on a Gs :  { ( r ,y)  €  R'  2  A :0} .  L 'or ig ine est  Go-
stable mais la solution du système est : f"(*,A) : (æ * ny,,y) et la première

I  t (zk):  (aô)ec(O) ,
lu(zk):o ,  y(Zkt

I renv,
Et pour une condition initiale (0, y(0))

( aQtt) : (ab)ks(O) , a(zk + 1) : o

{ r (2k)  
:O ,  x (2k+1)  :a(ab)ky(o)

Ire w.

(  , (k  + 1)  -  x(k)  + u(k)
\ a(t '  + 1) : s(k)
[ (c, s) e 1R2



2.4. Application à I'étude de certains sysfêmes :

composante tend vers I'infini pour toute condition initiale (c, y) telle que g ) 0.
Donc le système est instable. Ceci montre que la Go-stabilité de I'origine n'est
pas suffisante pour avoir sa stabilité par rapport à des perturbations arbitraires.

Exemple 3' : Soit le système

[ *(t '  + 1) - x(k) + x3(te)yz(tc\

1 y(t + 1) --y(,b) (2.2s)
[ (r, y) e IR2

Remarquons que le lnéarisé est critique. Pour V(",ù - A2 on a Gs : {@,ù e
Rz : y = 0]. L'origine est Gs-stable, mais le systcm" est instable t1gl.

Remarque 2 : La globale asymptotique stabilité de I'origine par rapport à
G* ne suffit pas en général pour que le système soit globalement attractif. On
a I'exemple suivant :

(2.24)

Pour I/(2, A) : y2 on a AV(z,U) = -314A" S 0 et

Gs : { ( r ,g , )  e  IR '  :  V ( r , y )  :0 } : { ( c ,y )  €R '  :  A :0 } :G

Donc Go: G*. Sur G* la solution est r(k + D : + ,A(k + 1) : 0, d,où
I'origine est Ge globalement asymptotiquement stableinais le système n'est pas
globalement asymptotiquement stable. On remarque en effet que I'ensemble :

{@,a)€R2:æa=L}
est invariant, et donc I'origine n'est pas globalement attractive.

2.4 Application à l'étude de certains systèmes :

2.4.L Variétê Centrale

Soit le svstème

29

Exemple 4 : Soit le système

[ .rr+ 1) : $ *]{r&)*{r)')
l z

\  a@+1) =t (k)
lz
|. ( '(k),y(k)) e ]R'?

[  * ( t  +1)  :  Aæ(k) t f@(k) ,y (k) )

\  y(tr  + 1) -  Ba(k) |  s@(k),y(k)) (2.25)
[ (r, s) € ]R" X RP,
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où A € .4/"(lR) et B e Mo(R) sont deux matrices carrées telles que toutes les
valeurs propres de A appartiennent à {z €. C : lzl: 1} et toutes les valeurs
propres de B sont dans {z e C: lzl < 1} ; f et g sont deux fonctions de classe
C2 avec /(0,0) : 0, . f ' (0, 0) : 0, g(0, 0) : 0, g'(0, 0) : 0. (Ici,  f '  est la
matrice Jacobienne d" /).

Dans [16], J. Carr ( Théorème 8, page 35) a établi que le système (2.2b)
admet une variété centrale y : h(r) avech de classe C2 et à(0) :0, à'(0) : 0.
Ii a montré aussi les résultats suivants :

Théorême 2.4 ([16]) Si, Ia solution nulle de

æ(k * L) : Ax(Q + /(æ(e), À(r(k))) e.26)

est asymptotiquement stable alors il en est de même pour Ie système (2.25).

La preuve proposée dans [t6] est très intéressante, mais, en utilisant le théo-
rème 2.2, on donne une preuve plus simple.

preuve En effet, chaque valeur propre de la matrice B a un module stricte-
ment inférieur à 1 donc il existe une matrice symétrique définie positive Q e
Mo(R) tel que B'Q B - Q : -.Io où 1, est la matrice identité de Mo(lR).
So i t  V ( r ,a ) :  @-h ( * ) ) 'Q  @-h ( r ) ) . La  d i f f é rence  de  V  l e long  des  t ra -
jectoires de (2.25) est

LV(r ,y)  :  V(Ar + T@,a),  Ba *  s(r ,ù)  -  V(* ,a)
I  n  ,  |  \  r  /  ,  .  F t  r  

t  T--,\Ba i s(x,s) - h(Aæ + T@,aD) .A
.(s, * g(æ,,a) - h(Ar + f(*,ù))
-@-h(") ) 'e@-h(*) )

D'une part / et g sont supposées être de classe C2, donc on peut écrire :

f  @,a) :  f  (æ, h(*))  *  F(r ,a)(a -  h(*))

g(æ,,y) :  e(æ,,h(*))  I  G(æ,a)@ - h(*))
h(Aæ + f@,aD :  h(Aæ + f@,à(r)) )  r  H(æ,v).F(x,y) . (y -  h(*))

où les matrices F, G et 11 sont définies par

F(r,y): lo' f f{.,ss + (1 - s)à(r))ds,

G(*,y): Io' ffi{r,sy + (1 - s)À(æ))ds,



2.4. Application à I'étude de cefiains sysfèmes :

H (*, y) : Io' #@. + f @,, h(*)) j s F (æ, ù.fu - h({)) ds .

D'autre part I'ensemble {g/ : h(æ)} est positivement invariant donc

Bh(æ) *  s(* ,h(*))  -  h(Aæ + f@,h(r)) )  _ s

et alors

LV :  ( t to -  h(*))  *  G(t ,y)@ - h(*))  -  H(* ,ùF(æ,ù@ - n@D)'  q

( t@ -  h(r)  + G(*,ù@ - h(*))  -  H(* ,ùF(*,ù(y -  h@)
-(a-h@)'3@-h@))
: (u - n@)r çerqB - e (u - h@)) + (, - n@))' (Bre@@,y)
-H(*,y)F(* ,y))+ (G(*,a)  -  H(r ,a)F(* ,aD'QB + (G@,s)
-H(*,a)F(r ,ù) 'QG@,a) -  H(r ,y)F(r ,  u))) (v -  h@)

soit
LV :  (u -  nt  ) ) '  ( - ,o* e(r ,ù)(u -  h@)

Les fonctions F, G et H sont de classe Cr et s'annulent à I'origine donc la
matrice e(r,y) est symétrique, de classe Cr en (æ,y) et s'annule à l'origine.
Donc dans un voisinage de I'origine, on a

_ 1
^vsilr-h(*)l ' .

Le Théorème 2.2 s'applique, ce qui termine ia preuve .

2.4.2 Systèmes possêdant des constantes du mouvement

Dans [1] (Theorem 1), Aeyels et Sepulchre ont étudié la stabilité des sys-
tèmes en temps continu qui possèdent une intégrale première. IIs ont mon-
tré que la stabilité d'un point d'équilibre par rapport aux perturbations dans
chaque surface de niveau qui le contient, assure sa stabilité par rapport à des
perturbations arbitraires. La démonstration dans ([1]) est basée sur une étude
qualitative du système. Ici en utilisant les théorèmes précédents on établit ce
résultat pour les systèmes discrets, et on donne une preuve assez simple. En
effet supposons que:
(H) le systèmes (2.1) possède ,k intégrales premières continues À;, i : l...lc
qui sont définies sur un voisinage Z,/ de I'origine :
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h{ f  ( * ) )  -  â ; ( / ( r ) )  -  s ,  i  :1  . . .k
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Notons par â la fonction continue :

h : t /  C  R"  +  Rk

définie par h(æ) : (hr(t), . . . ,hr(r)) et tel que â(0) : 0. Soit alors la fonction
de Lyapunov semi définie 7:

i=k

v(*):}olt. l

Ona
i=k

LV(x) : D h?ff (.)) - h!(x1 - s
i= l

donc V est constante le long des trajectoires du système. En plus on a

Gs : { reU  :  V (x ) -0 } : { r eU :  à ( z )  : 9 }

Comme conséquence directe du Théorème 2.1, on a alors la proposition suiv-
ante :

Proposition2.2 Sous l'hypothèse (H), si I'ori,gine est un point d'équilibre
asymptotiquement stable pour le système restreint

æ(k * I)  :  f (x(k)),  "( fr)  
e {r et l  :  â(r) -  Q}

alors I'origine est un point d'équilibre stable pour Ie système (2.1).

2.4.3 Lien entre détectabilité et stabilité pour les sys-
tèmes discrets

Considérons le système non linéaire en temps discrets

| "(k+ 1) : f @(r'))
t  , . : ' l '1"-1. Q'27)

où c(,b) € IR' est l'état à I'instant k et y(k) est une sortie mesurable du
système. .f r IR" -> IR" et h : lR' -> IR- sont de classe C0 vérifiant /(0) -
0, â(0) : 0. A ce niveau on a besoin d'introduire les définitions suivantes :

Déftnition 2.5 Le système (2.27 ) est dit zero-state obseruable si

fr,(/"(p)) = o

pour tout n € IN a/ors

/"(p) = o.



Application à I'étude de certains systèmes :

Définition 2.6 Le systèrne ( 2.27) est dit zero-state détectable si

h(f"(p)) : o

pour tout n € lN a/ors

"lizu r"(P) : o
Considérons le système linéaire en temps discret
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(2.28)

où r(k) € IR" est l'état à I'instant k et y(k) est une sortie mesurable du
système. A:R" -+ IR" et C : IR" + IR-

Pour les systèmes linéaires en temps continu (2.28), Morse [aa] a donné un
des premiers résultats importants dans l'étude de la relation entre la stabilité
et I'observabilité du système (2.28), qui est aussi valable pour les systèmes
discrets :

Théorème 2.5 [44] Supposons que le système (2.2s) est obseruable, alors la
solution nulle de (2.28 ) est asymptoti,qernent stable si et seulement si Ia série
DÊo lc(Ak(x))12 est conuergente pour tout r €l l .

En utilisant les résultats du chapitre 2 on a le théorème suivant :

Théorème 2.6 Supposons que Ie système (2.27) est zero-state détectable et
qu'il existe un réel positif q tel que la serie DÊo lh(/o(r))ln est uniformément
conuergente surU alors la solution nulle ile (2.27 ) est asymptoti.quement stable
si, et seulement si elle est stable o,u sens ile Lyapunou .

Preuve Sous les hypothèses de zero-state détectable du système (2.27) et
le fait que la série f,po lh(*r)ln est uniformément convergente, on montrera
que Ia stabilité de l'origine au sens de Lyapunov implique son asymptotique
stabilité. En effet considérons la fonction de Lyapunov suivante :

v(x):Ë lago(,)) l '
È=0

7 est continue et semi définie positive.
Sa variation le long des solutions du système (2.27) est :

Lv(x)  :  Vf f (*) )  -  v(*) :  - lh(r) lq < o

G:{  r€U |  â (c )  :g  } .

[  , ( t '  + 1) :  A(r(k))
t go : C(ro).

I c i ona :
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Grâce au théorème (2.2) pour montrer que I'origine est asymptotiquement
stable, il suffit de montrer qu'elle est G*-asymptotiqement stable. Maintenant,
si r et dans G* alors â(c) = 0 et comme G* est invariant et contenu dans G
on a h(/&(æ)) : 0 pour tout k € Iy' donc :

G* : {  xe î , !  |  l z (1É (c ; ;  : 9 ,  Vke  l r l  } .
Du fait que le système est zero-state détectable, on a lim,,_y..- f"(r): 0, ce
qui prouve que I'origine est G*-attractif, mais comme I'origine est stable, alors
il est G*-asymptotiqement stable.

Remarque 4 Récemment dans [15] les auteurs se sont intéréssé à la général-
isation de l'étude de Morse aux systèmes non linéaires en temps continu. Ils
ont donné un résultat analogue à celui du théorème (2.6) pour les systèmes non
linéaires en temps continu, mais sous une hypothèse plus forte que Ia notre : A
la place de la zero-state détectabilité ils supposent que le système est zero-state
observable.

2.4.4 Systèmes en cascade

Un grand intérêt a été porté dans la littérature aux systèmes en cascade en
temps continu (voir [58] et sa bibliographie). En utilisant le théorème (2.2), on
montre dans ce paragraphe que Ie résultat de stabilité asymptotique locale de
[58] s'étend aux systèmes en cascade discrets. Il est à noter que I'utilisation de
fonctions de Lyapunov semi définies permet ici de donner une preuve simple
de notre résultat.

Considérons le système non linéaire de la forme :

1 1 ( k * 1 )  _  / 1 ( r r ( k ) )

r ; (k  + l ) f ' ;@r(k),  .  .  .  ,* ;(k)) (2.2e)

æ^(k  +  I )  :  T* ( * r (k ) ,  .  .  . , t * (k ) )

où  c (k )  :  ( r r (k ) ,  . . . ,æ*(k ) )  €  IR ' l  x  . . .  x  IR ' -  e t  f r , , . . . , / -  son t  des  fonc-
tions continues telles que fi(O,. ..,0) : 0.

A (2.29) on associe les systèmes ti pour i : 0, ...rn :

(2.30)

Le théorème suivant est une conséquence directe du Théorème 2.2

Thêorème 2.7 Le systèm,e (2.29) est asgrnptotiquement stable si et seulement
si les sous systèmes (2.90) sont asyrnptotiquement, stables.

r .  I  * ,Ut+  1)  -  f ; (0 , . , . ,0 ' t i (k ) ,0 , . . . ,0 )u7  
I " u ( k )  €R ' , ,



2.5. Conclusion

Preuve L'implication directe est immédiate (il suffit de voir qe les ensem-
bles ( {0. . . , tn ; , . . . ,0) } )  sont  invar iant  par  Ie  système (2.29) .  On montre Ia
réciproque par récurrence sur Ie nombre rn d'équations du système (2.29).

En effet, supposons que la propriété est vraie à I'ordre m-r, et que les sous
systèmes de type (2.30) et d'ordre rn sont asymptotiquement stables. Alors, la
stabilité asymptotique des m - L premiers systèmes entraine, par hypothèse de
récurrence, que le système de type (2.29) d'ordre m - r est asymptotiquement
stable. Il existe alors une fonction de Lyapunov V(x1,. . . ,t*-t) qui satisfait :

o  V ( r1 . , . . . ,æ^_1 ) )0  ,  7 (0 ) : g

o  V ( f ( r 1 , . . . , ,æ^ - t ) )  -V ( * r , . . . , x *_1 )  10  V ( r r , .  . . , t ^_ r )  €  IR ' - ' - .

Pour le système (2.29) d'ordre m,la fonction définie par

V@r , . . . ,  n * )  -  V  ( x t , .  .  . ,  t * - t )

est une fonction semi-définie positive décroissante le long des trajectoires, et
ona :

Go  :  G  -  G*  :  { ( r r ,  . . . , t * ) , i t ( * r , . . . , t * )  :  0 }
:  { (0 , .  .  .  ,0 ,  æ^) , ,  t *  €  IR ' - } .

L'origine est G*-asymptotiquement stable par hypothèse de récurrence donc
toutes les hypothèses du Théorème (2.2) sont satisfaites, ce qui implique que
I'origine est asymptotiquement stable pour le système (2.29) d'ordre rn. r

2.5 Conclusion

La théorie qualitative est centrée autour du concepte de base de la théorie
de Lyapunov et du principe d'invariance de LaSalle. Dans ce chapitre les ré-
sultats obtenus étendent I'intérêt de la théorie classique, dans le sens où I'on
n'exige pas que la fonction de Lyapunov utilisée soit définie. En effet par ex-
emple la connaissance d'une fonction d'énergie du système V perrnet d'utiliser
celle ci comme fonction de Lyapunov. En général une fonction d'énergie n'est
pas définie. Cette approche constitue un nouvel outil pour I'analyse de la sta-
bilité des systèmes non linéaires discrets. Les illustrations précédentes mon-
trent comment cette approche peut avoir des applications intéressantes.
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3

Applications aux Problèmes de
stabilisation

Rêsumé
Le but ici est d'appliquer les résultats du chapitre 2 aux problèmes de

contôle. Le plan de cette partie est le suivant :
Le premier paragraphe est une application aux systèmes en cascade illustrée

par des exemples.
Dans Ie deuxième paragraphe, on s'intéresse à Ia stabilisation des systèmes

de la forme
æ(k * I ) :  f (æ(k ) , u )

qui sont stables quand u:0 (mais non asymptotiquement stables). Une con-

dition suffisante de stabilisation est donnée. On commence par un résultat
existentiel, puis on en fait une démonstration constructive permettant d'avoir

explicitement le feedback stabilisateur. Une formulation plus générale est don-
née pour les systèmes à entrée scalaire.

Dans Ie troisième paragraphe, toujours grâce aux résultats du chapitre 2, on
démontre un principe de séparation. A titre d'exemple on stabilise un système
bilinéaire à travers un observateur.

3.1- Systèmes en cascade

Les systèmes en cascade en temps continu ont été largement concidéres
dans la littérature ([58] et sa bibliographie, [50]). Les systèmes partiellement

linéaires ([34, 53, 48, 20]) sont des exemples de systèmes en cascade. Ces
dèrniers ont été largement étudié, surtout à la suite des techniques de linéari-
sation partielle (voir [28] et sa bibliographie). On établit dans ce paragraphe,
en utilisant le théorème (2.7), des résultats de stabilisation locale pour les
systèmes en cascade en temps discret.
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non linéaire discret de la forme (voir [58] pourConsidérons un système
I'analogue en continu):

z ' (k  + 1)

æ;(k + I)

æ*(k + r)

f {æ{k),u1)

T ;@t (k ) , .  .  . ,  a ; (k ) ,u r )  .  .  .  )u i )

f*(æ{le),  .  .  . , ,  r*(k) ,ur ,  .  .  .  run)

(3 .1 )

ou
(  * (k ) :  ( r1 (k ) , . . . , * * (k ) )  €  IR" '  x . . . x  IR ' -
)

I ,  :  ( u r , . . . , u * )€  IRP '  x  . . '  x  IRP-

et  h , . . . ,  f *sont  des fonct ions cont inues te l les que f i (O, . . . ,0)  = 0.
A  (3 .1 )  on  assoc ie  l es  sys tèmes  E i  pou r  i : 7 , , . . . ) n ' L :

, - . ' . .  I  
x ; ( k  +1 )  :  / i ( 0 , . . . , 0 , r i ( l e ) ,O , . . . , 0 , u ; , 0 , . . . , 0 )  ( 2- '  

I  r ; (k)  €  ]R 'd ,  u ;  e .wi  
(3 '2)

Pour 1 < i < rn) oîdira que (3.2) est stabili,sable eD. t; =0, s'il existe une loi
de commande z; r+ u;(r;) continue vérifiant za(O) : 0, telle que I'origine de
IR'i est un point d'équilibre asymptotiquement stable pour le système :

æ ; ( k  *  1 )  :  / i ( 0 , . . . , 0 ,  * ; ( k ) , , 0 , . . . ,  0 , u ; ( xp ) , 0 , . . . , 0 )

Le théorème suivant s'obtient par application directe du théorème 2.2 aux
systèmes (3.1) et (3.2) respectivement bouclés par u(r) :  (u1(r1), .  .  .  ,u*(x",))
e t  u ; (æ;) .

Théorème 3.1 Le système (3.1) est stabilisable si et seulement si les sous
systèrnes (3.2) sont stabilisables.

Exemple 1-: Considérons les systèmes :

(  r ( t '+1)  :  f (æ(k) ,y (k) )

1 a(t' + 1) - g@(k),")
[  ( " ( k ) , y ( k ) )  €UxPc^ ,  u€ ]RP

[  
* ( t '  +  1)  -  / (æ(k) ,0)

I r(k) e ̂ R"

I  a(n + 1) :  s@(k),u)
Ly(e)  €R- ,u€ lRP

(3.3)

(3.4)

(3.5)



Systêmes en cascade

où / et g sont des fonctions continues tel les que /(0,0) : 0 et g(0,0) : 0.
On suppose que (3.4) est asymptotiquement stable et qu'il existe une loi de
commande A *> u(y) stabilisant (3.5). Alors Ie système (3.3) est stabilisable.

En effet, d'après le théorème inverse, il existe une fonction de lyapounov V
pour

a(k + L) :  s(y(k),  "(y(k)))
La fonction W(r,y) - V(A) est semi définie positive et décroissante le long
des trajectoires du système (3.3) bouclé par u(y) car :

LW : v (g(a,"(y))) - v (a) S o

De plus

{W = 0}  -  { (æ,0) } :  iAY:0}
et donc Go : G" : G. Or G* est invariant par (3.3) et le système sur G* est
réduit à (3.4) qui est asymptotiquement stable. Le système (3.3) bouclé par
u(y) est donc asymptotiquement stable.

Exemple 2 : Dans [48] Saberi, Kokotovic et Sussmann ont étudié les sys-
tèmes partiellement linèaire en temps continu qui sont analogues à (3.6). Ici on
donne I'équivalent discret de leur résultats. La preuve, basee sur I'utilisation
des fonctions semi définies, est simple mais les résultats sont locaux :

Soit

(3.6)

où A € Mnr,n (lR) et B e M,r,r(lR) sont deux matrices, et /(0, O) : O. On
suppose que la paire (,4', B) est stabilisable, et que le système

a(k *  1 )  -  / (æ( , t ) , 0 )

est asymptotiquement stable. Alors, d'après le théorème (3.1), le système 3.6
est stabilisable par un feedback linéaire.

En effet, la paire (A,B) étant stabilisable, il existe une matrice K e Mr,n,
tel que le spectre de la matrice A+ BK soit dans le disque unité ouvert. Il
existe alors une matrice symétrique définie positive Q € Mn",n"(lR) telle que

(A+ BK)TQ@+ BK) -  e :  - rn,

où .I," est la matrice identité de M,,,(lR). Soit V(r,A) -- @)' Q @. C'est une
fonction de Lyapunov semi définie pour le système (3.6) bouclé par u = KA.
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La différence de I/ le long des trajectoires de (3.6) est

LV :  ( ta+ nQa) 'q(A+Bri)s-yrey
-llvll'

et I'ensemble

{LV(x ,s)  :0 }  :  { (c ,0) }
est positivement invariant par le système (3.6). De plus on a G* : Go et
comme le système

x(k  +  1 )  :  / ( c ( k ) ,  0 )

est asymptotiquement stable, I'origine est donc Glasymptotiquement stable.
Par conséquent, à partir du théorème2.2Ia solution nulle de (3.6) est asymp-
totiquement stable. Maintenant que se passe -t-il si x(k * I) : f (x(k),0) est
globalement asymptotiquement stable ?

Dans le cas des systèmes continus, des résultats de stabilisation globale ont
été donnés dans ([34, 53,48, 20],etc), mais avec des conditions supplémentaires
sur / et Ia consruction du feedback stabilisant nécessite la connaissance d'une
fonction de Lyapunov pour le système r : f (x,0). Pour les systèmes discrets,
en utilisant ce qui précède, on va donner un résultat de stabilisation globale
sans aucun condition sur / et qui ne nécessite pas la connaissance d'une fonc-
t ion de Lyapunov pour le système æ(k*l): f  (æ(k),0). Rappelons que, dans
([42] Theorème 2.3), les auteurs obtiennent les même conclusions mais en sup-
posant que p : nz ët que la matrice B est inversible, qui est une condition trés
forte.

Proposit ion 3.L Si a(k + 1) : f  @&),0) est globalement asymptotiquement
stable et la paire (A,B) est controlable alors le système (3.6) est globalement
asyrnptotiquement stable par un feedback linéaire.

Preuve Comme la paire (A, B) est controlable il existe une matricé F telle
qn. Â - A + BF soit une matrice nilpotent e,, Ân, : 0.

Soit (ze, ao) e IR'' x IR" et (*r,ar) la solution ud système bouclé, (avec
u(æ) : Fo), issue de (rs, yo). On montre que (æy,, gr) est bornée. En effet,

La matrice est nilpotente A - A + BF donc, A(k) :OVk > n2, orr a alors :

Comme I'origine est supposé être est globalement asymptotiquement stable
pour c(k + 1) - f  @(k),0), i l  s 'ensuit que la suite (*r)r>*, est bornée. Et

(  * (n  + 1)  -  / ( r (k) ,0)
\  y(r ' *1)  :s
I Ylc >_ n2.
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donc (16)6>s est la reunion d'un ensemble f ini {*o,,*r,. . . , ,ûn"} et d'une suite

bornée (*r)*>nr.
D'autre part la composante y6 de la solution vérifie (yt)r>o C {0, Uo,Art . . . ,U,,z},

donc elle est bornée.
En résumé, la solution (x*,Ar) est bornée et le système est G*-globalement

asymptotiquement stable. On conclut alors par application du le théorème
(2 .3) .

3.2 Systèmes dont la dérive est frdissipativerf

Dans ce paragraphe, on applique les résultats du chapitre 2 à l'étude de la

stabilisation par retour d'état des systèmes non linéaires en temps discret de

la forme :
æ(k* I ) :  f ( x (k ) , r ( k ) ) ,  l e  :0 ,  I ,  2 ,  .  .  . (3.7)

où r(k) € R", u(k) e IR-, et f , IR" x IR- -+ lR" est une fonction continue
satisfaisant ,f (0, 0) : 0. Le système libre (u : 0) est supposé stable, i.e I'origine
est un point d'équilibre stable pour r(k1L) : f (x,0). Peut-on alors construire
un retour d'état u: u(r) qui rende l'origine asymptotiquement stable pour le
système bouclé æ(k * l) : f (t,"(t)).

Ce problème a été étudié par plusieurs auteurs ( (c/. [30, 22,32,40, 45, 55])
pour les systèmes continus de la forme

i :X(æ)*uY(x ) . (3.8)

Une des méthodes les plus connues est celle initiée par Jurdjevic et Quinn (t301)

et qu'on peut résumer ainsi : On suppose que i : X(r) est stable et qu'il existe

une fonction de Lyapunov définie positive telle que la dérivée de Lie de I/ ie

long du champ de vecteur X vérifie X.V(æ) S 0. On remarque que le feedback
u(r) : -Y.V(x) conserve la stabilité pour (3-8) puisque la dérivée de Lie de V

le long des trajectoires du systèmebouclé, V: X.V(n)-(Y.V(r))" < 0, est

semi définie négative. Ceci permet alors d'appliquer le principe d'invariance
de LaSalle pour trouver les bonnes conditions que doivent satisfaire Ia fonction

V et les champs de vecteurs X et Y pour avoir I'attractivité.
Pour les systèmes discrets, il y va tout autrement, et la méthode de Jurdjevic-

Quinn ne peut pas s'appliquer exatement de la même façon : la linéarité en Ie

contrôle u n'apporte rien ! En effet prenons un système affine en u (formelle-

ment analogue à (3.8))

r(k + I)  :  F(æ(k)) + zC(r1lc;; , (3.e)

et faisons les mêmes hypothèses que celles qui ont été faites pour le continu
c.à.d supposons qu'il existe une fonction de Lyapunov définie positive telle que

4t

LV:v(F( r ) ) -V(e)  <0. (3 .10)
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Comment peut-on calculer z(æ) de telle façon que la diffétence de 7 le long

des solutions du système bouclé

x(k  *  1)  :  F( r (k) )  +  z( r ( r ) )G(æ(k)) ,

reste semi définie négative ?
C'est à ce niveau là que se situe la difficulté du discret par rapport au

continu. Pour le système continu (3.8) on a

V:  X.V(æ)+uY.V(r )

ce qui conduit naturellement à choisir u(r) : -Y.V(x) pour avoir Û ( 0. Par

contre, pour le système discret (0.5), ona

LV : v (F (æ) + uG(æ)) - v (*)

et le choix de u(z) f 0 rendant LV ( 0 est moins évident. Ce problème avait

été étudié par plusieurs auteurs (c/. [12, 13, 14,56,57]), sous la condit ion
que V(F(x) + uC(c;; est un polynôme de degré 2 en u. Ceci permet par un

raisonnement simple de définir au voisinage de I'origine un feedback u(æ) l0
tel que LV < 0 et de donner des conditions analogue à celles du continu pour

avoir I'attractivité. Cette hypothèse est par la suite éliminée pour les systèmes

affines en contrôle de Ia forme 3.9 dans [a], or: I'on montre l'existence globale

d'un tel feedback à la seule condition (3.10). Ce résultat est généralisé dans

([S]) et ([41]) où l'on donne un feedback global explicite stabilisant globalement

le système de la forme (3.7) à partir d'une fonction de lyapunov définie positive

telle que
LV :VU@,O) -  V(c) .

Le but ici est de résoudre ce problème tout en montrant qu'on peut utiliser

des fonctions de Lyapunov non nécessairement définies positives, mais semi

définies. on obtient ainsi un résulat plus général que celui de ([9] et([+t]). oo

donne, en outre, pour les systèmes à entrée scalaire une condition suffisante

de stabilisation globale plus large que celle donnée pour les systèmes à entée

vectorielle.
Ce paragraphe est divisé en quatre parties, on commence par donner un

résultats existentiel en utilisant le théorème du point fixe. Dans la deuxième
partie on construit explicitement le feedback, et dans la troizième partie on

donne Ie résultat globale . Et dans la dernière partie on établit une formulation
plus générale des résultats obtenus dans le cas des systèmes à entrée scalaire.

Formulation du problème On étudie
sont stables (mais non asymptotiquement
Autrement dit les svstèmes de la forme :

la stabilisation des systèmes qui
stables) en régime libre (u - 0).
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(  
" (k+1)  

:  f ( " (k ) , " (k ) ) ,
{  : ,  - ; , . '  

'  
, , ,  - ' ^ -  (3 '11)

[ "(r) 
eU c IR", z(k) € ]R-

IR- -+ IR' est de classe Ct telle que /(0,0) : 0, et /,/ est un
l'origine dans IR". On suppose que le système en régime libre

x ( k *  1 )  :  / ( z ( k ) , 0 )

est Lyapunov stable et que :

(d1). - On connait une fonction de Lyapunov semi définieV e Cr(tl,R+)
vérifrant :

7(0)  :9 ,  VU@,0))  < V(*) ,Yre U
On va introduire quelques notations dont on aura besoin par la suite.

La fonction / : IR" x IR- -+ IR" etant de classe CL, on peut l'écrire sous la
forme :

43

où/ : lR"x
voisinage de
(u :  0) ,  i .e.

où

Soit f : IR' -> IR"

ï ( * , u )  :  f  (æ,0 )  i  g (æ,u )u

/  \  f L  A fg(*,u): Jo fr@,tu)dt
la fonction de classe Cl définie par :

(3 .12)

r@) :  / ( r ,0)  (3.13)

et soient .io , IR" J R', À > 0, les fonctions données de manière récurrente
par :

io(") : î
io(*) : i jo-'(*)), pour k Z 1

Posons, pour tous æ €U et u € IR-,

p(æ,u) : - 
Io' ffVA,o) * ts(t,u)u)s(r,u)dt (8.14)

Le but est de montrer qu'on peut construire un feedback stabilisant si le sys-
tème satisfait la condition (dl) et les conditions suivantes :

(d2). - Les ensembles

W1 :  
{æeU

(
W2 = læ€U

t

v(io*'( ' ))  -  v( io(*)):  o,v/c € nr)

ff {îo*' {*tl\*rir a), o) = o, vk € r,r }
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vérifrent Wr îWz - Go.

(d3).- I,origine est Gs-asymptotiquement stable pour Ie système libre
r (k *1 ) : / (æ(k ) ,0 ) .

3.2.L Existence

Proposit ion 3.2 Si pour tout r €.1/ la fonction p(x,,-) admet un point f i 'æe :

u ( x )  : 9@,u (æ) )

d 'épendan tcon t i ' nue rnen tdeæte lqueu(0 ) :0 , l esys tème(3 '11 )es ts t ' ab i l i sab le
par la loi de command,e æ +> u(x).

Preuve. En effet, la variation de V le long des trajectoires du système bouclé

vérifie :

LV(r) = V(T@,O) * o(r,  u)u) -  V(r)

:  v (T@,O))  -  v (* )  -  ur (x)e@,"( " ) )

: vff(",0)) - v(*) - "r(r)u(r) < o

De I'hypothèse (d3) et à partir du théorème (2.2), on déduit que I'origine est

stable au sens de Lyapounov.
Pour conciure il suffit de montrer que I'origine est Glasymptotiquement

stable. On rappelie que G* est le plus grand sous ensemble invariant contenu

dans :

G: {x  eUILV(æ):V( f ( r ,0 )  +  s ( r , ,u )u) )  -V(* )  -  0 } .

Ona :

AV(r)  -s  e V( î (* ) ) -v(*)=0etu(r ) -s

<+ VG@D - V(*) :  0 et  e(æ,0) :  g

e v( i@) -v(*):0 et *UGAnT(r,o) -  0 (3.15)\  /  ô t . " .  , , i ru .

Soit r € G* et r(k) Ia solution du système bouclé avec c(0) = c. Comme G*

est invariant et u(æ) est nul sur G*, le système bouclé restreint à G* est donné

par :
x ( k *1 )  : / ( r ( k ) )
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d'où c(k) : fk@) pour tout k > 0, et donc à partir de (3.15)

v(io*'(*)) - vjo@)) : o, vk e 1N

e t  ^ \ r  ô r

ffi{iu*'l,nffiriro, o) : o, vk e lN
I l  s 'ensuit que æ e WrÀW2, ce qui implique à part ir de I 'hypothèse (d2), que
G* C Go.

De ce qui précède et de (dg), on déduit alors que I'origine est Glasympto-
tiquement stable, et on termine la preuve en utilisant Ie théorème (2.2). I

Comme première illustration de ce résultat, notons que lorsque / est affine
en  u ,  i . e .  :

f@,u) : f@)+s(r )u
etV( i@)+0@)u) est  un polynôme en u de degré 2 Gf. [12])  (par exemple,
V(x) : æ1Pæ, P : Pr > 0) i l  vient :

P@,u) :  -  (Y, f , " ) ) r ( " ) \ t  |  -1 '  'ô 'v  '
\ ô, ,, ,* , ,"r* ,) - ,o' t-1ffi (it"i) ît@)"

Si, comme dans [12], on suppose que

ô2V r
*(îal)  >o (3.16)

alors, pour tout n €Ur la matrice

I  ^ ,  ,02V /  , ,  , \  - ,M(*):  . r  *  ;g '@) a",  \T@)) g( . )  (3.17)

est inversible, et donc cp(r, u) admet un point fixe u(r) donné par :

u(æ) : - M -'1 
fO ( *A f f(") )t(" ))

D'après le théorème du point fixe z(z) est continu par rapport à r.
En fait, on n'a pas besoin de l'hypothase ffi (i) > 0 car si on désigne par

p(t) Ie rayon spectral de la matrice lor(r)i# (T@) s(r),Ie changement de
contrôle :

û :  ( 1  +  p ( r ) ) u

transforme g(x,u) en:

e@,i,): - (#rir'llor'l)' - #{ùs,",)#(lr'l) i@)t,
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qui admet le point fixe :

ù(*) : -wt-'\(r) (YCAt)t('))
\ U Z  /

rw(*) : r + #,.,s, @#(lr"l) or,l
Il s'ensuit que la commande :

u(r):ffitOl

vérif iant u(0) :0, stabil ise le système (3.11). I

Le résultat suivant montre que tout système de la forme (3.11) vérifiant
(d1), (d2) et (d3) est Co-stabilisable par une commande bornée.

Théorème 3,2 Si les conditions (dl), (d2) et (dS) sont satisfaites, alors, pour
tout q € Ri, le système (3.11) est Co-stabil isable par une comrnande u(t)
uérif iant l l"(") l l  1r7, pour tout r e U.

Preuve. Rappelons que la différence de V le long des trajectoires du sys-
tème (3.11) est donnée par :

LV(r) :  v(f  (æ,0)) -  v(") -  ur s(r,u) (3.18)

où

e(*,u) : - Io' ffOfr,o) * ts(æ,,u)u)s(æ,u)d,t
et

r t  â f
g(*,u): Jo fi@,tu)dt

Les fonctions / et V étant de classeC2, soit a:U x IR- + IR- lafonction
continue définie par

a(æ,u):ff ie(r,u) (3.19)

où K1(r) et K2(x) sont des fonctions continus strU satisfaisant pour tout c

Kr(* )
l l" l lS"r

Kz(t)
,,iil,llfi@,u)ll 

(3'21)
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Alors, pour tout x e.U et tout u € IR- tel que ll"ll S ?1, on a

l lo(r, r) l l  S ,r

et

ll#,',"rll =*
l lou '  l l  z

Donc, par application du théorème du point fixe, il existe une fonction continue
unique h:U + IR-  sat is fa isant  pour  tout  r  e  U, l lh(x) l l  S n et  a( r ,h(z) ) :
h(r). Par conséquent, de (3.18) et (3.19), on obtient pour z : h(æ)

LV(r ) :V( f@,0) )  -  V(* ) - l1 i  +  K, ( * ) *2r7K2(æ))hr (æ)h(æ) <  0rl

Lv(x) : v(f (x)) - v(r)- 1 (t * K1(æ) * zrtli2(r)) ur(æ)u(r) < oq

Et le théorème découle alors de la proposition 3.2. t

Remarque Dans le théorème (3.2), f eIV sont au moins de classe C2. Par
contre dans la proposition on a seulement besoin d'une régularité Ct. Si / et
7 sont de classe C*, en choisissant K1 el Kz de classe C*,le théorème des
fonctions implicites s'applique à la fonction r[(æ,u) : a(æ,,u) - u en chaque
point æo €U,, vu que ,h@o,h(*o)): 0 et que la matrice jacobienne

AIb ,  ,  ôo ,  ,
^ \ r o ) :  ^ \ xo ) - l

est inversible. Donc, il existe un voisinage W x [/ de (rs, â(ue)) et u : W + U
te l  que t l ;@,u(x)) :0 ,  V r  €W. Comme r fs  estC*,  on a o eC*(VV. ,1/ ) .  Mais
l'équation ,h@,u) = 0 admet une solution unique â(r) définie sur U, et donc,
hl* : u. Ceci montre que â est de classe C-. I

3.2.2 Construction explicite

Notons que le résultat précédent reste de type existentiel dans la mesure
où il ne permet pas, sauf dans certains cas particuliers, le calcul explicite du
feedback stabilisant. Dans ce paragraphe, sous les conditions (d1), (d2) et
(dB) posées précédemment, on donne explicitement un feedback borné (avec
un choix arbitraire de la borne) stabilisant le système (3.11).

_ On rappelle que .f : IR" + IR" est la fonction de classe C2 definie sur par :

f  @): . f ( r ,0)  Soient  V :U x IR-  + lR et  g :U x lPt*  x  IR-  - )  lR déf in ies
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respectlvement par

V@',u) :  v( f (x ,u))  (3 '22)

s(r,u,u) : Ir '  0 - t1r'çeffi@,tu(x))u(r) d,t (3.28)

Pour z7 ) 0 fixé, soient Kr(r) et K2(r) deux fonctions continues à valeurs
réelles vérfiants : K1(x) + Iir(r) l0 Vx e U, et

Kr(r)
l lz l l la, l lo l l=t

Kr(r)
ll oæ ou ll

On désigne enfin par /{(r) la fonction :

K(x):ed.T6 (3.26)

On a alors le resultat de stabilisation suivant :

Théorème 3.3 Si les les hypothè.ses (d1) , (d2) et (dB) sont uérifiées, alors,
pour toute constante T > 0, le système (3.11) est asyrnptotiquement stabilisable
par le feedback continu

u(æ) :-/i(z) (#ri orffia, ot)' (3.27)

qui uérifie :
l l " ( " ) l l  Sr,  VreU

Preuve. Si I'on calcule la variation de la fonction de Lyapunov I/ le long des
trajectoires du système bouclé(3.11-3.27), on obtient à partir de (3.22) et de
la formule de Tayior :

LV(r)  :  v(T@,"(r) ) )  -v(")

:  i / (æ,u(x))  -  v( t )

:  û1 ' ,  o;  -  v(*)  *  * f . ,0)u(r)
1r ^2i/

+ / 
- 
(1 - tlur @)ffi@,tu(æ)) u(r) dt
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Notons que :

et que :

Vç*,01 :VG@))

ffo,ot:#Gp11ffç,,01

(3.28)

De (3.23) et de (3.27) on obtient alors :

LV(æ) : vG@)) - v(*) - rtr,f @)u(æ) t ?(*,u(r),u(æ))
I l  s 'en su i t  que pour  tout  æ €.U,  s i  u(æ):0 on a :

LV(æ) -v( f  ( r ) )  -v( r )  <0

et sinon, pour u(c) f 0, comme g(æ,u, u) est homogène de degré 2 par rapport
à u, on obtient :

LV(r):v(i@)) -v(,) - |;rn"(")ll '+ ll,(') l l 'v(,,"('),ffi)
Par ai l leurs, à part ir de (3.24), (3.25) et (3.26), on a pour tout r e U,l lu(r) l l  3

4, et on en déduit que AV(z) < 0. En conclusion, suivant le théorème (2.1)
et I'hypothese (dB), I'origine est stable au sens de Lyapounov.

II reste à prouver que I'origine est attractive. Par application du théorème
(2.2),, il suffit de montrer que l'origine est Glasymptotiquement stable. On
rappelle que G" est le plus grand sous ensemble invariant contenu dans

Ona :

G: {x  eulLV(r) :Vf f ( r , " ( " ) ) )  -  V(r )  :  s1

AV(æ) :9 {+ VG@) -V(*) :0 et  z( r )  :  g

c v(i@D -v(,):0 er fffionff(æ,0) :0 (8.2e)
Soit r(k) la solution du système bouclé avec r(0) = r € G*. Comme G* est
invariant par ce dernier on aura r(k) € G* pour tout k 2 0. Mais, u(r) est
nul sur G* d'où, suivant (3.13), æ(k) - in(*) et donc àpart ir de (3.29)

v(îo* ' ("))- tz( lË1æ;;  :s vke lN

et

#Go*'anfrtir(r),0) :s vke lN
Il s'ensuit que r e WtÀW2, ce qui implique à partir de I'hypothèse (d2),
que G* C Go. On déduit alors de ce qui précéde et de (dB) que I'origine est
Glasymptotiquement stable, et on conclut en utilisant le théorème (2.2). r
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Exemple 3. On considère le système non linéaire contrôlé dans IR3 :

La dynamique libre du système, donnée par :

(3 .31)

est stable et non asymptotiquement stable. En utilisant Ie théorème 3.3, on
peut donc calculer un feedback stabilisateur z(r) (ici r : (xr,æ2,13)). Pour

la fonction semi définie V(æ) : x3@) + r3&), on a Gs = {r" : zs : 0}
et LV(n) : -rZ < 0. Par ailleurs, il est clair, d'une part, que I'origine

est Gqasymptotiquement stable, et on vérifie aisément, d'autre part, que

Wt î W2 - {*, : rs : 0} - Go. Par application du théorème 3.3, on peut

donc caiculer un feedback stabilisant le système (3.30).
Avec les notations qui précèdent, un simple calcul donne :

æ1(k + L) : + * x2(k) + æl(n) + r!(te1

x2(k * 1) : (c1(k) +2x'z"çtc11ut(k)

ca(k* 1) : rr(k) - ff iur&)

s(æ,u,u) :  ((r1 + 2r!)ur)2 + ((# .1"ù'

ffconffi(r,o) : e,2#)

(3.30)

[ *,&+ 1) : + * x2(k) + rl(rc1+ æ!(n1
l "
l r r(r*1):e
[  " ' (*  

+ 1) :  xs(k)

et

On peut alors prendre

Kr(*)  :  ( " r+ 2* ' " ) '+Gîî^r ) '
L T J . 2

Kr(* )  :  t+ryx2s

et on obtient le feedback borné suivant :

u(x )  -  (0 , -
2q * |q(L + æZ)

ry (s? + (r + x3)2(q * 212")2) + (1 + "3)',0 + r!*") ) t

où 17 est une constante strictement positive arbitraire.
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3.2.3 Rêsultat global

Dans ce qui précède, les résultats sont de type local. A présent, on se

propose de donner une condition suffisante permettant la stabilisation globale

des systèmes de la forme (3.11).
On suppose que le voisinage de I'origineU est non borné. Avec les mêmes

notations que dans le paragraphe précédent, on a Ie résultat globale suivant

dont la preuve est similaire à celle du théorème (3.3), mais en utilisant le

théorème d'asymptotique stabilité globale (2.3) :

Théorème3.4 si les les hypothèses (dr) , (d2) sont uérif,ées, et si d,e plus

on ;

(d3') L'origine est Gs- globalement asyrnptotiquement stable.

(da) Les trajectoires du système bouclé (3.11 ) sont bornées.

alors, pour toute constante T ) 0, le systètne (3.11) est globalement asgmpto-

tiquement stabilisable par le feedback continu

/  av .  =. , ,af .  . \ tu(t) :  -  K (*) 
[  6, t f  tr l l  ̂ @,ol 1

qui, uérif,e :
l l " ( ' ) l l  S ' i ,  VreU

En particulier quand la fonction de Lyaponov est définie positive et propre

on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.L S'il eriste une fonction de lyapunou définie positiueV, propre

et de classe C2 telle que les hypothèses (d1) et (d2) sont uérifiées, alors, pour

toute constante r7 > 0, Ie systèrne (3.11) est globalement stabilisable par Ie

feedback continu :

qui sati,sfait :

(3.32)

(3.33)l l " (") l l  S'r ,  Væ € IR'

Preuve. Si V est une fonction de Lyapounov définie positive on a G6 :

{0}. Comme dans la preuve du théorème 3.3, on vérifie que la variation de

Ia fonction de Lyapunov V le long des trajectoires du système bouclé (3.11-

3.32) est négative et que Go : G*. De plus 7 étant propre, les trajectoires

du système bouclé sont bornées. Ainsi, les conditions (1)-(4) du théorème
(2.3) sont satisfaites. Par conséquent Ie système (3.11-3.32) est globalement

asymtotiquement stable.

c L

u(r) : - K (*) (#ri orff r", ol)'



e t :

av
ft{i{*t,0, z3))9(r1,0, us) : (zç*, + æ2"),,2(æt

avec :

a(æ,u)  :  2(L*  r r  *  æz *  æ3 + * ' " )  *2ur

3. Applications aux Problèmes de stabilisation

(3.34)

v(f (*)) - v(r) : -*3 < 0

V(T@))-V(* ) :0<+ æz:0

+ 2(1 +25*r*")u,

52

(ii)

3.2.4 Exemples

Exemple 1. On considère le système affine en contrôle sur IR3

( , r ( t t  + 1) :  cr(k)  *  x2(k) + r | (k)
I

\  
, r ( r  + 1) :  

" t (k)  
*  u2(k)

[  
" ( r )  

:  q(k)  *  u2(k)r{k)

Avec les notations introduites dans le paragraphe 2, on a :

î@) : , / (r ,0) :  (* '  
+ rz + rz 

)  et  Y_@,u) :  s(r)  :
\ t s )ou

En prenant pour fonction de lyapunov

V(r) : (tt + xz * æ3 + *3)' + æ2, + r!

on vérifie que :

e t  q u e :

av .,. ,.
* \ I læ))o(r )  

=

On a alors :

(r(", * r z * tZ + r'"), 2(*, + r z * æZ+ rl) ( r * 2æ ps) * 2r p3)

+ r!)(r  * Zr ' ls) * 2rps)

D'où, i l  est immédiat de voir que V(f (r))-V(") :  0 et (0V10*)(f (r))s(t) :  0
entraine eue s1 - n2: os : 0. On a alors WtÀWz: {0}, et le système (3.3a)
satisfait les hypothèses (d1) et (d2). On peut donc utiliser le coroilaire 3.1
pour le stabiliser globalement par un feedback borné de classe C-. En outre,
la fonction tp : IR3 x lR2 x IR2 + lR définie en (3.23) est donnée par :

g(a, u,  u)  :  a(æ,u)ul  + b(r ,  u)up2 * c(r ,  u)ul
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+u!+2u1u2+ (1 + ! .?1"7

b(æ,u)  :  4 (1  *  z r  *  xz  *  x7  +  * "+  æf is )+  4(1  * f ; ro" )u11

4(1 + 
tU": 

* !*rr"1u, * 2u!+ 4(1 +l*!)uruz * 2(r + æl)ul

c(x,u) : 2 * 2ær * 2æz * 11* 4æ1æs + 2fi + 2x2, + 2r1 j 2rlr2 + 2xlxl -r

6rlr! + 2(r *'il;tr + t*r*r)ur * 2(1 + r! + 2æp3 * 2æ3ps)u2 a
1

(t + iæl)u? + z(t * aj)up2+ (1 + 2rl + ri l"|

et on voit facilement que, pour z7 ) 0 donné, les fonctions a valeurs réelles
Kt(r) et K2(æ) définies sur IR3 par :

K r ( * )  :  ( z+n ' ) r î  *4 r7æs2æ14 *4xzx r3  *  ( t n '+  11  +  8 r t ) " r ' +4 r l r22

+ (I4 + 1617) æe2 xt2 * I6r2q + 24 + 32q -+ I6x22 + 8132 + L6rl2

Kr(* )  :  I  +  a( t t  *  rz  *  rz2 *  * " ' ) '

+ (z (", * æz * æ22 +"r ') (1 * 2æps) + 2xræs)2

satisfont (3.24) et (3.25). Alors, par application du corollaire 3.1, le système
(3.34) est globalement stabilisable par le feedback :

u(æ) : ruffi( r,,, * *,'1" *'r... *irÏ--rï,'*,, * r*,.,)
Notons que Ie linéarisé de (3.3a) à l'origine ne donne aucune information sur
sa stabilisation locale.

Exemple 2. On considère Ie système plan :

(  *r( t '  + 1) :  ,r(k) + rf  (k)u(k)

t ',i* + 1; : i,i*i*',i*i"i*l) + *,(r,)*'z,(k)u'(k) (3'35)

Sa dynamique libre :

I  * '(t t  + 1) : rr(k)
t  t r ( f  + 1)  :  , r (k)

est stable au sens de Lyapunov mais non asymptotiquement stable. En outre
I'approximation linéaire de (3.35) possède deux modes critiques incontrôlables
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associés à la valeur propre À : 1. Le principe de stabilité en première approx-
imation ne permet pas alors de conclure pour la stabilisation de (3.35).

En utilisant les mêmes notations que dans le paragraphe 2, on a :

i@): r@,0): (: ') 
"t Y@,0) : f i?)'  J \  t  '  

\ æ z /  i ) u '  \ t z /

En prenant pour fonction de Lyapunov V(r) - n?+n2ron a alors Wt:R2
e t :

âr /  -  â f

dff@D1h(r, o) : zr! + zrl

Ceci conduit àW2: {0} et donc (d1) et (d2) sont vérif iés. Un simplecalcul
donne :

?(æ,u,u) - (rf + 2æ?û + xl + zrlxlu + n!xlu2)u2

et on vérifie aisément que, pour 4 > 0 donné, les fonctions réelles /r1(r) et
K"(x) définies sur IR2 par :

Kr(*) : xl + zæ1fi + æ3 + zrlælrt * ûxlïf
Kr(* )  :  I+2( ' j+* ' r )

satisfont (3.24) et (3.25). Par conséquent, par application du corollaire 3.1, le
système (3.35) est globalement stabilisable par le feedback :

o,t _\ _ -zn@î+ rZ)
- \*)  -  

, t@l+2æ1f i+ n/*24ælr t  t  r !ælr t2)  +2(r !+ rZ)  +t

Dans le paragraphe suivant, on s'intéresse au cas mono-entrée (m : L)
pour lequel on donne une condition suffisante plus générale de stabilisation.

3.2.5 Cas des systèmes mono-entrêe

Motivation

Exemple 3. considérons Ie système plan à entrée scalaire :

(  ,r( t* + 1) :  -rr(k) + æl(k)u(k) + !xl(k)x2(k)u2(k) ,^ .(  . . . '
[  "r(r 

+ 1) : s{k) * n{k)a2(k)u(k) - 
f ,n3r(k)u'(k) + 

"t(k) 
\-

Comme pour les exemples précédents, la dynamique libre du système est stable
au sens de Lyapunov mais non asymptotiquement stable et Ie principe de
stabilité en première approximation ne conduit à aucun résultat.
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est impair et I'ensemble

Notons que "les approximations" :

t  " ' ( r  + 1) :  -*r(k) + x!(k)u(k)

t  "r(r  + 1) :  æ{k) * x{k)r2(k)u(k)

et

[  
* '(r + 1) : -*r(k) + æ!(k)u(k) + iæl@)rz(k)u2(k)

t 'r(r + 1) - x{k) * æ{k)æ2(k)u(k) - lxl(k)u'z(k)

ffia,o) É o)

de (3.35) ne sont pas stabilisables. En effet, avec les notations introduites dans
le paragraphe 3 on vérifie aisément que, autant pour (3.37) que pour (3.38), la
fonction de Lyapunov V(x): t?+ æ! satisfait :

( i )  V( f  (æt , rz ,u) )  -  V(*r ,q)  2  u2r lV(x1,æ2),  Y(x1, rz)  €  IR2,  Vu € IR,  le
long des trajectoires de (3.37).

( i )  V( f  ( r r , rz ,u) )  -  V(*r , * r )  ) -  uaæ!V(q,æ2),  Y(æy*r)  e  IR2,  Vz € IR,  le
long des trajectoires de (3.38).

Ceci prouve que (3.37) et (3.38) ne sont pas stabilisables. La non stabilisabilité
de (3.37) montre en particulier que le théorème (3.a) ne s'applique pas au
système (3.36). On se propose de donner une formulation plus générale des
résultats precedents pour les systèmes mono-entrée.

On considère le système discret de la forme :

x (k  * I ) :  f (æ(k ) , " (k ) ) (3.3e)

où r € R', u € IRet.f t  IR" x IR-+ IR" satisfait /(0,0) :0. Pour des raisons
de simplicftê, f est supposée de classe C-. Comme précédemment on note par

.f r IR' -+ lR" la fonction définie sur IR' par

i@) : /(", o)

et on suppose qu'il existe une fonction de lyapunov propre dgfinie V(æ) de
classe C- telle que l'hypothèse (d1) soit satisfaite . De plus, V êtant definie
par V : V o.f, on suppose que :

(d'2) L'entier p € [''{. dêfrni par

oa

(3.37)

(3.38)

F: in f { * .  ^ . (3.40)

vv : 
{*. 

*" 
I 
v(io*'(')) - v(in(*)) : #Gr("),0) : 0, vk .  ̂ }
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est réduit a {0}.
Notons que si F : I ,  (d'2) est exactement (d2). En uti l isant (3'40) on

obtient le développement de Taylor :

i / ( r , ,u) -- i (* , ,  - i#(r ,0) *  u '+t,p(x,u) (3.41)

où 9 : IR" x IR + IR est définie par :

1  r r  Eu+rç
p(æ,u) :  

, l  J,  G - t)-  
ôurn @,tu) dt

On a alors le théorème suivant :

Théorème 3.5 si les hypoteèses (d1) et (d'2) sont uéri,fi,ées, alors, quelque

soi.t la constante T ) 0, le système (3.39) est globalement stabili'sable par Ie

feedback "(t) 
- qui satisfait lu(r) l1rl ,  V c € IR" - donné par :

,  \  |  11 A*Û,u(æ): -+;nAi@i*t",0) (3.42)

où K{æ) et K2(r) sont des fonctions de classe C* uérif'ant Kl + h2 * 0 et
telles que :

Kr(*)
l"lSq

t lap(t I
Kr(*)

Preuve. De (3.41), la différence de la fonction de Lyapunov V le long des
trajectoires du système bouclé (3.39-3.42) est donnée par :

Lv (æ) 
: I' r','.,,ri\i' -' r rio'

v çr,,01 - v (*) - 
Y#(r, 

0) * u(r)p+L s(r, u(c))

et on a, à partir de (3.a2) :

AV(o) =v(î@)) -v(*) -W[r - r{(r) e@,u(æ))]
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otr 
ri@): 

d+ Kd.)
Or, de (3.42), (3.43) et (3.44) on a lu(r)l ( 4, Vr € lR", et:

I -K@)e@,u(r ) )>0

et donc, de l'hypotèse (d1) et pr étant impair, il découle que AV(c) ( 0 ce qui

implique que le système bouclé est stable au sens de Lyapunov. La stabilité
asymptotique globale est établie par les mêmes arguments que ceux développés
dans la preuve du corollaire 3.1. I

Remarque. Si, f(2, z) est de la forme :

T@,u) :  i@) - l  uPs(x) + uP+tG(x,u), p > r

alors on voit aisément que :

akî/ , ^\
6*o{* ,0)  

=o rSk<P

et 
a*v, ^\  ,ôv / ; , , \ ,  \
A?t t " \æ,v)  

:  l r !  At  \ I \æ))  gV)

Si de plus pr est impair et :

(  |  : L r r  z  , r  - , , 7 L ,  , t  0 V  ,  r o - r ,  , ,w --{.e n"lvt1e*'( ')) - v(in(*)1 : 
*U.*'(*))g/o(')) 

: 0, vk . ^}

est réduit u {0}, alors, pour tout q > 0 et toutes fonctions Kt(*) et K2(æ) de
classe C- vérifiant (3.43), (3.44) et :

lav., .  . ,  -  . lK,(*) > 
læff Allg(')l , Yr € IR"

le feedback :
/  \  q  ïV , i ,  r ,  /u(æ):ffi*u@))s@)

stabilise globalement le système (3.39).
Reprenons à présent I'exemple 3 donné au début de ce paragraphe

( *t(tt + 1) : -*r(k) + æ'zr(k)u(k) + ixigclr2(k)u2(k). , "

[  ' r(r  + 1) :  or(k) * rr(k)æ2(k)u(k) -  lx](k)u2(k) +" '(k)
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u (x ) :
-2rr*,

2(r + r?) + nQQ + æ!r|) + iæf@l + l,2ù + rtrl(r + *) + Tt')

stabilise globalement le système (3.36).

3.3 Principe de Sêparation

On considère un svstème de Ia forme :

[  , ( t  +  1)  :  f  ( * (k ) , r (k ) )  /1  / . \
I  y(r) :  h(r(k)),  

(3'45)

où æ(,k) € IR' est l'état du système à l'instant k et y(k) est une sortie mesurable
du système. Les fonctions .f ' IR" -> IR" et h : IR" -> IR- sont de classe C0
satisfaisant "f(0,0) 

: 0, et à(0) - 0.

Avec les notations introduites dans le paragraphe 3 et pour V(æ) : æ!+ xl on
a :

l (r) :  /( ' ,0) : (-:r ')

Un calcul direct donne :

V@,u) :  r? * æl + 2xp3 a uag(æ,u)

a v e c :  
-  I

v@,u)  :2r rnz + na i@i  + û)  -  r lu  + u2

Il s'ensuit immédiatement que É = 3 et :

v(î(*))-v(*) : o
a3v ,
6ut@'o)

a3i/ . =.
6u"U@)'o) 

:  -L2æ2

ce qui conduit àW : {0}. En outre, on vérifie que pour r.,> 0 donné, (3.43)
et (3.a4) sont satisfaites avec :

Kr(*) : 2(I + *"r22) +r;fi(æi + *z) + rtr,l(t + û) + ïf
4

K"(*) :  z(I+f i)

Donc en utilisant le théorème 3.5. le feedback :
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Un observateur pour (3.45) est un système dynamique dont les entrées sont
I'entrée et la sortie de (3.a5) et qui produit une estimation â(k) de l'état æ(k)
tel que I'erreur d'estimation c(k) - ,t(k) reste petite si elle est initialement
petite et r(k) - û(k) -+ 0 quand k + *oo.

On suppose ici que l'on a un observateur pour (3.45) de la forme :
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où g est continue et g(0, 0, 0) : 0. Soit e(k) : æ(k) - î(k) I'erreur d'estimation.
L'équation de l'erreur est

i (k  +  I )  :  s ( i (k) , ,  y (k) , " (k)  ) ,

e(k * t)  :  f  (æ(k), 
"(k)) 

-  s(ù(k),  y(k),u(k)).

r (k  *  r )  :  f  ( r (k) ,  o(æ(k)) )

En est-il alors de même pour

[  * ( t r+  1)  :  f ( * (k) ,4(â(k) ) ) ,
t  " (k  + 1)  :  f ( * (k) ,o(e( r ) ) )  -  s (â(k) ,h( r (k) ) ,d(â(k) ) )

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.4e)

Le système (3.46) étant un observateur pour (3.45), on a /(2, u) : g(æ,h(æ),,u)
pour tout z et tout contrôie admissible u. En outre la solution nulle e(k) = 0
de (3.47) est asymptotiquement stable. Le problème qu'on se pose est alors le
suivant : est-il possible de stabiliser le système (3.a5) par un feedback d'état
estimé ? Plus précisément, supposons qu'il existe une loi de commande con-
tinue c(r) définie sur un voisinage de I'origine, et rendant ce point d'équilibre
asymptotiquement stable pour le système bouclé

On a Ia résultat suivant :

Proposition 3.3 Supposons que le sgstème (3.46) est un obseruateur pour Ie
système (3.45) et qu'il eriste une fonction de Lyapounou continue et autonome
W pour I'équati,on de l'erreur (3.47) satisfaisant

(i) I '4l(0) :0,W(e) ) 0, Ve f 0 d'ans un uoisinage t de I 'ori 'gine (e-0)-

( i) La i l i f férenceW(T@,u) - g(æ - e,h(x),")) - W@) est d.éfinie nésati,ue
en e Ç. t pour tout a €IF." et tout contrôle adrnissible u.

Alors Ie problème d,e stabilisation par retour d'état estimé pour le système
(3./r5) admet une solution. En d'autres tennes si l'origine o = 0 est un point
il'équilibre asymptotiquernent stable pour le système (3./r8) alors (r,e) - (0,0)
est aussi un point d'équilibre asymptotiquement stable pour Ie système (3.49).
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Preuve. Pour montrer que le système (3.49) est asymptotiquement stable on

considère la fonction V(æ,,e):W(e).V satisfait les hypothèses (1) et (2) du
théorème 2.2. Il suffit alors de montrer que I'origine est Glasymptotiquement
stable.  On a Gs :  G:  G* :  { ( " ,0) ,  a  eV} .  Donc sur  G*,  on a â:  z  et  Ie
système est alors gouverné par :

æ(k  *  I )  :  f  @(k ) ,  a (z (k ) ) ) .

qui est supposé asymptotiquement stable. Ceci prouve que I'hypothèse (3) du

théorème 2.2 est satisfaite, ce qui termine la preuve de la propositon 3.3. r

Exemple 3. Considérons le système bilinéaire

[  , (k  +  1 )  :  h (k )  *  uBx(k ) ,

1 s(r) : Cx(k). (3.50)

où æ(k) € R', a(k) e W, u(k) e U C IR, et A, B et C sont des matri-
ces constantes de dimension appropriée. On suppose que la paire (4, C) est
observable. Un observateur candidat pour le système (3.50) est de la forme :

â:(k + r) : Aî:(k) + uBâ(k) + K(v(k) - C î(k)).

En effet l'équation de I'erreur est :

(3 .51)

e(k*  1) :  (A -  KC)e(Q+uaeçn1. (3.52)

La paire (A,C) étant observable, il existe une matrice /{ tel que toutes les
valeurs propres de la matrice A : A - KC soient dans le disque unité ouvert.
Donc il existe une matrice symétrique définie positive P tel que Ar P A -

P: -In. Pour montrer que (3.52) est asymptotiquement stable, on utilise la
fonction de Lyapounov W(e) : eT Pe. Sa différence le long des solutions de
(3.52) est :

LW(e) 
=f 6,;;:î1"'ë,i;"?*;'n!,"* u,,, P n)e
:  - l l r l l '  + er (u(Âr PB + nr eÂ1+ u2Br PB)e

s - l l " l l , (r  -  211"11 l lAl l  l lPl l  l lBl l  -  l l " l l ' l ls l l ' l lp l l ) .

Donc pour ? ) 0 donné, il existe /c > 0 qui depend de llAll, llPll et llBll tel que
pour l lzl l ( q, on ait Al7(e) S -kllt l l ' .  Ceci montre que le système (3.51) est
un observateur pour (3.50) et que Ia fonction Iz7 satisfait les conditions de Ia
proposition 3.3.
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Maintenant si le système (3.50) est stabilisable pal un feedback u : o(c)
qui vérifie ll"(t)ll ( 4 pour tout z € IR" (ceci peut être réalisé par exemple
si le système (3.50) satisfait les hypothèse du théorème 3.3), alors toutes les
hypothèses de la proposition 3.3 sont vérifiées et donc le système (3.50) est
stabilisable grâce à un feedbak estimé de l'état u : a(i) où I'estimation â est
donnée par I'observateur (3.51).
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Dans ce chapitre on s'intéresse à la stabilisation des systèmes non au-
tonomes de la forme tk+r : F(*o,ut rk). En utilisant un théorème dû à
Krasovski ([36]), on donne une condition suffisante de stabilisation par des
feedbacks dépendants du temps. Ce chapitre est la généralisation et I'extension
d'un article publié dans S/th CDC (1995) [6]. Dans ce dernier on a utilisé des
feedbacks dépendant du temps pour stabiliser des systèmes qui ne sont pas C0
stabilisable. Le travail de ce chapitre est soumis à publication ([10]).

Abstract This paper provides sufficient conditions for stabilization of pe-
riodic discrete systems. These conditions are derived from a discrete version
of a Theorem due to Krasovski for continuous-time systems. This tool allows
to give a systematic design of time-varying stabilizing control for autonomous
discrete systems that can not be stabilized by time-invariant feedback.

Keywords Lyapunov function, stability, stabilization, time-varying feed-
back, periodic discrete systems.

63



64 4. Global Stabilization of Periodic Discrete-Time Non/ineat Systems

4.L Introduction

We consider systems that can be written:

(  * r* r :  F(xn ' ,ur ,k)  16 € IR"  '  k  €  IN '
(  

, _ - _ ^  \  . e /  
( 4 . 1 )

I F(o' o, k) : o v/c e ]N'

F being continuous with respect the two first argument, and time-periodic.

The aim of this paper is to address the problem of stabilization of periodic

discrete systems (4.1), by time-varying feedback. The approach is based on

a discret version of a Krasovski's Theorem (t36]). Peculiarly for autonomous

discrete systems that can not be stabilized by time-invariant feedback, we

give a systematic design of time-varying stabilizing control. This impossibility

io solve the stabilization problem by time-invariant feedback for autonomous

systems is due to a topological obstruction. It has been pointed in ([11],1421)

tLat systems of the form æ;..1 : i[(zr, u6) can not be stabilized by a feedback

law u6 = u(rr) if V(r, u)-æ is not locally onto. This was the initial motivation

to introduce the use of time-varying feedback to stabilize nonlinear control

systems. Our interest to time-varying feedback in discrete-time systems follows

this line and has been inspired by the similar approach used for continuous-time

systems. The motivation of this work goes beyond the above development, and

is also a generaiization and a continuation of previous works ([4]' [9]) and [41]
to periodic systems. More precisely, we consider systems that can be written:

ûk+r :  F(*nru*rk) . (4.2)

F being time-periodic, assume that there exist a positive definite periodic func-

tion v(r, k) and a periodic feedback w(æ,k) in such a way tu(0, k) : 0 vk € IN,

and the origin is Lyapunov stable equilibrium point for the closed-loop system

rrc+r = F(in,w(xr,k), k). We give a sufficient condition which allows a design

of a time varying feedback to stabilize the system (4.2). The paper is orga-

nized as follows. In Section 2, we give a discrete version of Krasovki Theorem

([gO]), and we derive a sufficient condition under which the attractivity of the

eqoilibri,tm point is guaranteed. In Section 3, this condition will be used to

derive a stabilization result for periodic systems. Theorem 2 is a generalization

to periodic systems of previous works ([4], [9]), and [41]. As an application,

*" gi.r" a sufficient condition for time-varying feedback stabilization for a class

of autonomous systems that can not be stabilized by time-invariant feedback.

One can remark that this class includes the sampling models of nonholonomic

systems.



oo4.2. Stability of periodic systems

,  / c€ lN .
I  

rk+r:  T@*,k)  r (k)  e IR"

[ /(0, k) : o v/c e ,N.
(4.3)

4.2 Stability of periodic systems

Let us consider a discrete nonlinear system

We assume that / is continuous, and periodic with respect to k, i.e. there

exis ts  ? e IN suchthat  f ( * ,k+T) :  f@,k)  for  a l l  k  e  lN and a l l  r  €  lR" .

We shall denote by r(k,,lcho)ko) the solution (or trajectory) of (4.3) with initial
state c;ro at an initial time ks.
Let a : IR+ -l IR+ be a continuous function. We shall say that o belongs to K
if it is strictly increasing, vanishes at zero and lim'--y.'- a(r) : *oo.

Theorem 4.1 Suppose there erists a continuous function I/ : IR" x IN -+ lR,
periodic in k with period T > 2 such that for some a e. K :

(1) V(x,,k) 2 a(l lol l )  To, al l  (æ,k) e IR" x IN and V(0, k) :  s.

(2)  LV(a,k) :vU@,k) ,k+L)  -V( r ,k )  <  0  for  a l l  ( r ,k )  e  IR"  x  lN '

(3) The set G : {(r,k) e IR" x lN : LV(x,k) = 0} contains no complete
solution 

"f U.9) ercept the triuial one.

Then the origin is globally uni,fonnly asymptotically stable.

Proof : According to Lyapunov Theorem, (1) and (2) imply the stability

of the origin. But for periodic systems the stability and the uniform stabil-
ity are equivalent, so the origin is uniformly stable. It remains to prove the
attractivity. Let (c;0,k6) be a given initial condition and c;, : a(k,tko,ko)
the corresponding solution. BV (Z) The sequenceV(np,,k) is decreasing and
bounded from below so it has alimit I as le goes to infinity. Thanks to (1) one
has

o( l lz r l l )  1  V ( rp,  k)  I  V ( rko,ks) ,

so (u6)6 is a bounded sequence and therefore it has a convergent subsequence
say /,ci -+ g as k; -) oo.

As k; -> oo , there exist p 2 ko and a subsequence(p;) of (k;) such that
p; = p mod ["]. we have

x(p+I ,y ,p)  :  T(A, , f )  :  / (o , l j1 , -  æ(pt ,x*o, ,ko) ,p) .

Using the continuity of f (,p) we get :

æ(p + r,a,p) :  
, , \T* 1@(p;, æto,,ko),,p).
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And by periodicity of f  (r, .) we get :

x(p + L, y, p) : 
o,\T- f @ @n, x t o, lco),p; ) : o,\T." 

r(p; + r, æ (p;, x r,o, ko), P;) -

Since æ(pt + I,æ(p;,rt o,ko),,p;) :  æ(pt + I,rk,ks) one can deduce :

x(p + L,a,p) :  
o , [T-  

r (m + I ,æko,ks)

Now recursively, if we assume that

æ(p + k,a,p): 
o,l1T* 

æ(p; + Ic,r1,o,k6).

Then we have

æ(p *  k  + r ,a ,p)  :  * (p+ k + L, r (p *  k ,u,ù,n + k)

:  f@@*k,a,ù,p*k) .

And

f  @@ * k,y,p),p + k) :  
o,! ,T_ f  @@n I k,æko,ks),p * k)

: 
o,lf- f @(Po * k'tko'ko)'P; + k)'

And so
r(p + k * 1, a,p) : o,\T- 

*(p; + k + 1, rko,leo).

Therefore we have proved by induction that

x(p + k,,a,p):  
o,[T- 

æ(m + k,xko,,ks),  Vk e ]N.

As above, using the continuity and the periodicity of V we show that

v(*(p * le ,u,p),p * r) : v(o,[ï]- æ(p; + k,rko,ko),p; I k), vk e IN.

since V(o;, k) converges to the limit I we get :

v("(p * le ,g,p),p * r) : y(o,\ït x(pr + k.,tko,ko),k + k) -- l, vk e IN'

So {æ(p *k,U,p),, le e lN} is a complete solution of (a.3) contained in the set
G and then assumption (3) allows to conclude.

For the sequel, we define for all integer k a functioo 16 in the following $/ay

ion(*): r and by inductioo 6o*t1r) - T(Îo'@),p), Yp2 k.
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Actually Îoo @) is nothing but the value at time p of the solution of (4.3) with
initial state u at initial time k. With this notation we can prove the following
result which gives a sufficient condition to get the condition (3) of the above
Theorem.

Proposition 4.1 Suppose the hypothesis (1) and (2) are satisfied. If the set

Iu t  -  { r  €  IR"  ,V( Îo ' * ' ( * ) , ,p+ 1)  -  v jo '@),p)  =0,  p=k,k+ t , . . . }

is reduced to the origin for all k : 0, ... ,T then assumption (S) of Theorem
(/.1) is satisf,ed and so the origin is globally uniforrnly asyrnptotically stable.

Proof : Let æ(k,æ6o,,ke) be any solution of the system (4.3) contained in G,
one has Vp € lN

V@(ks *  p  *  t , rkr , ,ko) ,ko *  p  *  1)  -  V@(ko I  p , rpo,ko) ,ko *  p)  :  0 ,

Using the above notation æ(k,rpo,ko) : Î["@o), we have for p : 1

vGt:*'(ro), ko * r) - v(r,ko) : o,

and one can deduce recursively

vG#'@),k+ 1) -  v(Î t , (r) ,  k) :  s,  vk > ko.

Thus the complete solution t(k,*h,ko) is containedin M. As IVI : {0} we
deduce that the set G contains no complete solution of (a.3) except the trivial
one. This ends the proof by using Theorem (4.1). r

4.3 Stabilization

Consider a discrete-time nonlinear control svstem
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I rk+r:  F(rn,uo,,k)  0r  € IR" ,  k € IN.

t f(0, o, k) : 0 V/c e IN. (4.4)

(4.5)

Where F is ?-periodic Q >_2).
Assume there exists a periodic feedback w(æ,k) in such a way

( i )  ur(0,  k)  :  0,  w(r ,k + ?) -  w(t ,k)  Vk e IN, Vz € IR".

(ii) The origin is Lyapunov stable equilibrium point for the closed-loop sys-
tem

r  k+t  :  F (*  o ,  u( t  r ,  k ) ,  k) .
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The problem addressed here is the following : does a periodic feedback u,(r,k)

exists in such a way

( i )  u(0, k) :  0, u(æ,k + ?) :  u(r,k) Vk e IN, Vz € IR".

(ii) The origin is a globally asymptotically stable equilibrium point for the
closed-loop system

t k+r : F (*r, u(r p, lc), k).

We will give a sufficient condition under which such a feedback exists. To do
this we need the following notations :

For a Lyapunov function V(æ,k) which is C2 in r and ?-periodic in k let
V : W x IR- x lN + IR and g : R" x IR- x IR- x IN -+ IR be defined
respectively by

i / ( r ,u ,k )  :  V (F(x ,u ,k ) , / c+  1 ) .

s(x,u,u,, tc) :  
I " '  0 -  ùr '#(r , .  + tu,k)u dt.

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4 .11)

(4.e)

(4.10)

Set
F- (x ,  k )  :  F  (æ,  w(æ,k) ,  k ) .

For a fixed r7 > 0, Iet Kt(r,k) and Kr(*,k) be any nonnegative ?-periodic
and continuous real valued functions satisfying

Kt(* ,k)  + K2(r ,k)  + 0,  V(æ, k)  € IR" x IN

and for all (r, k) e IR" x lN

sup lg ( r ,u ,u ,k )1 ,
l lu l l ja, l lo l l=t

l l  av aF l l

l la;t".f',k),k + r)fi(a,', *)ll

And set
K( r -k \ :  - -  q  

-
r tKr(æ,k) + I i2(x,k) '

Notice that K is T-periodic with respect to k.
Now we can state the main result of this section :

Theorem 4.2 Assume that the sgstem tk+r: F(*r,w(æ,,k),,k) is stable and
there exists a C2 Lyapunou function V (r,k) which is T -periodic in le such that
V and F- satisfy the assumptions (L) and (2) of Theorem (4.1). If for all
k  e  { 0 ,  . . . , 7 }  t he  se t
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W
Ô V , * P + l  ,  '  . ' ô F

fr{r-i-' @),p + \#@.,on7*1,'ç*, k), p) : o, p 2 k}

is reduceil to the origin then, for any posi,tiue constant q, systern (/1./)
is globally asymptotically stabili.zable by rneans of the continuous feedback law
u(x , , k )  :  w ( r , k )  +  u1 ( r , k )  where

which satisfi,es

( l l" '(",t ') l l  Sn V (æ,k) € IR" x IN,
{ ' ' (0, k) : o Vk e IN,
I  r t ( t ,  k  + f )  :  u r (æ, le )  V  ( r ' , k )€  ]R"  x  lN .

Proof : First of all the closed-loop system is a periodic system so we can
apply Theorem 4J. If one computes the difference of the Lyapunov function
V along the trajectories of the closed-loop system (4.4 - 4.I2)

t  k+r  :  F(*o,  u(xr , ,  k) ,  q  2 f  @n,  k) ,

one gets from (4.7) and the Taylor expansion formula :

LV(r ,k )  =  V( f  ( * ,k ) ,k  +  I )  -  V(x ,k )

:  V(æ, ,w(x ,k)  +u{ r ,k ) ,k )  -v lx ,k )
âr/

:  t (æ,w(æ,k) , ,k)  -v(* , te)  +  f t (x ,u( r ,k) ,  
k )  u1(r ,k)  *

1 r  .  4 .  - .  a2v
+  

/ "  
( t  -  t ) u1 ' t ' ( r , k )âà@,w(æ,k )  ! t u1 ( t , k ) , , k )u { t , k )d t .

Notice that
i ( r ,w (æ,k ) , k )  :  V (F . ( x , k ) , k  +  l ) .  ( 4 .13 )

And
aV, âv aF.
h@, w (æ, k), k) - ï; @-(*, k), k + r)h(æ, w (x, k), k).
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ur(æ,k) : -K(x,*l (#fr-@,,k),k + 1)H(*,r,tù)' (4.r2)
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So, from (4.8) and (4.I2),

LV ( r , k )  :  V (F . ( r , k ) , k  +  l )  -  V  (æ,k )

-  
#"T @, k)u1(x, ,  k)  *  p@, u1(x,  k) , ,  u{r ,  k) ,  k) .

It follows that, for u € IR" such that u1(æ,k): 0 one has

LV (x ,k )  :  V  (F* ( * ,k ) ,k  +  t )  -  V  ( r ' k )

and otherwise, g(r,u,u,k) being homogeneous of degree 2 with respect to u,
one gets:

LV(r ,k)  :v(F.( t ,k) ,k+ 1)  -  v( r , ,k)  -  
# l lz1(z,k) l l2

*l lz1(r, k)l l" p (æ,u,(æ,k), É#*]T, k) . 
g'14)

From (4.9), (4.10) and (4.11), one has for any (r,,k) € lR" x lN, l lul(r '  k) l l  S ,?'

and so one can deduce that AI/(r, k) < 0. Thus the closed-loop system (4.+

4.12) satisfies the conditions (1) and (2) of Theorem 4.1 and then the origin

is uniformly stable.
It remains to show that it satisfies also the assumption (3). To this end it is
sufficient to prove that condition of Proposition 4.1 is met. Indeed. let k be
any integer less or equal to T,if. r € M then V is constant along the solution

t (P,æ,q :  ioPçx1.

So, by (4.L4), one deduce that on

{ Î no@) ,P : k , k *1 , . . . } ,

the feedback u1 vanishes and f : F-. Hence

LV(æ,k )  =0  +  V (æ(k *L , , t , k ) , l r + I ) -V (æ,k )  :O

=+ vçr.kn+t ç*), k + r) - v(F-f 1r;, r; : 9,

andzl(r, k) : o ==+ ffe.i*'Anffie-fç*1,.ç*,k), k) : s.

And one gets by induction Vp>- k

vçF.on+'ç*),p * l) - v(F-'u@),p) : o, and

ffe-T' @), p + lffrr,,ooq*1,-q*, k1,p1 : o,
it follows that r belongs to W and thus c : 0.
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Now, consider the following time invariant nonlinear control system

r"k+r :  æ6 f  O(r1, u6),

7 l

where r € IR", z € IR- and O : lR" x IR* -+ IR" is aC2 fiinction satisfying
O(e,0) : 0, Vr € lR'. It is known that if the map O fail to be locally onto then
(4.15) cannot be stabilized by means of continuous state feedback uk: u(r'k).
From Theorem (4.2) one can derive a sufficient condition for this class of system
to be globally stabilizable. In what follows we give a slightly different version
of Theorem 2 which allows us to give a systematic way to design for special
class of system, that we will present below, the explicite Lyapunov function
and the explicit time-variant feedback. One can remark that this class includes
the sampling models of nonholonomic systems.

Theorem 4.3 Assume that

02Q;

f f i (* ,u)  
:0,  Y æ € R",  Vu € IR- '  71i , i  1* (4.16)

and that there ecist, a C2 Lyapunou function V(æ,k) and a continuous real
ualueil function a(x,k) which are T-periodic with respect to time k such that
V and the function Fs defined by

(4 .15)

(4.r7)

r  (4.18)

continuous function defined

Fo(*,k): * * a(æ,rlffif.,ol

satisfy the conditions of Theorem 1.2. Then, for any positiue constant T, sAs-
tem (/.15) is globally asyrnptoticallg stabilizable by rneans of the continuous
feedback

u( r , k )  :  u (n ,k )  +  ù t ( r , l c ) ,  u (x ,k )  :  I  a (x ,k ) ,0 , .  .  . ,0  ]

û . (x ,k ) :  -K (æ,k )

where K(æ,,k) is got frorn (/1.7)-(4.11) with

V(r ,u ,k )  :  V( r  *  O (æ,u(æ,k)  +  u) ,k  +  t )  .

lK rr"r., k), k + D#(r,,(u, k) )]

Proof : Let G : IR' x IR- x IR- -f IR" be the
bv

G(x,, u, q : 
lo' {t - ù#A,,tu)(w,w)crt
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with

02Q,  .  \ ,  ,  ( t ô 'Q r ,  ,  \  . ô ' 0  
1T

ffi{*,tu)(w,u,) - (t,r #@,tu)w,. . .,.' ffi@,tu)w)

By taking the preliminary change of control

u:  u(r ,k)  + tL,  û € IR- (4. i9)

one has

Q(æ, u(r , ,k)  + ûL) :  w^(*,O)(u(x,k)  + i i )  t  G(æ,,u(x,k)  *  û, ,u(x,  k)  + ûL)

: a(æ,,k)ffi(r,o) * ffi(r,o)il, '
*G(t, u(r, Ie) ! tt,, u(r, k) + ùL).

(4.20)
But (a.16) leads to (0GlÔu1)(t ,u, ,w):0,  V(c,u,w) € IR" x IR- x IR-,  and
so

G(r,v(x,k)  + i r , , ,u( t ,k)  + û) :  G(æ,u(r , ,k)  + i l : ,ût)  (4.2r)

because u(æ,k) : [o(c,k),0]". Hence, (4.i9), (4.20) and (4.21) transform
(4.15) into the ?-periodic time-varying control system rk+t : F(**,trr,k)
with

F(r,û,k)  :  x* a(r ,n l9a^a,0) + #(t ,0)û+ G(r,u(t : ,k)+û,ût) '

Now, by (4.17),

F(x ,0,k)  :  *  *  a(æ, f )P( t '  0)  -  Fs(c ,  k) ,
out

and one may end the proof by using Theorem (4.2). r

Since the conditions and the design of the control laws in Theorem 4.3 make
use of the functions V(r, k) and a(æ,k),, it is natural to look for particular

systems of the form (4.15) for which V an a can be explicite. Setting

g(æ) :(g,(t), ...,g*(*)): ffit", O),

it turns out, as in continuous-time (see [47]), that if

ao. a
o':f i(æ,0):ù (4.22)
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it is actually possible to give an explicit design of V and o, and by the way of
the control laws.

Hereafter, for all r € IR", set u = (æ2,...,tn)T and for a fixed integer
T )2 le t
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v(r,k) :  I@, * h(æ,k)1, + l l r l l r )  ,
1

a(r, lc) :  --r l* ,  -  h(*,k) l  -  h(î , ,k + 1),

where â is a C2 function satisfying

h(n,k  + T)  :  h( r ,k) ,  v( r ,k)  €  lR"- r  x  IN andlz(O,  k)  :  9 ,  vk e

A possible choice for â is

V(Fs(æ,k) ,k  + I )  -  V(x, f )  :  -3("  t  *  h(x,k)) '  <  0.

It remains to prove that (4.25) involves W : {0}. let k ( ? and r €
that

v@ooo+'ç" ) ,p+ r )  -v@:k( t ) ,p)  :0 ,  vp 2 k

and
A V  .  ,  o 4 r .

fi{rdn*' {æ),P * \s@do@\ : o, v p 2 k.

lN.

(4.23)

(4.24)

IR'such

(4.26)

(4.27)

h(r , ,k)  -  rb( i )H(k)

where t/ is a definite function with respect to æ,, and f/(k) is a time periodic
function with period ?. So 7 and o are ?-periodic with respect to time k,
and I/ vanishes if and only if r : 0. With these notations we have:

Proposition 4.2 Assumethat (/1.16) and (/1.22) hold. If there eæists a definite

function l.t and aT-periodic function H such that

vz€ IR ' - I ,  ruok{d ;  ?h( r )H(k) ,û) ,2< i  <  m,  k  -0 , . .  . ,T-  1} : r , - t .
(4.25)

Where i ;@) :  (0, g? (*), , .  .  . ,  gT@D.
Then, for any positiue constant r7, systern (4.15) is globally asymptotically

stabilizable by rneans of the feedback (4.18).

Proof: Let us prove that Theorem 4.3 applies. From (4.I7), (a.23) and
(4.24) one may easily check that
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A simple computation from (4.23), (4.24) and (4.17) shows that

/  |  r  .  ' / -  ' \ t  t ' -  ' \

nTt, l  :(WW*h(æ,r)l  -n(e'p) 
) (4.2s)

\ -  r  I
and

, , / e p * l  ,  \  z ^ o , ,  \  
- 3  

rv l4oi-' @),n + r) - v (rdr@, o) : zrp=r-rkpt + h(i, k))2

and so'  bY @'26) 
. -1- .  h(æ,k) :  o.  (4.2g)

On the other hand, notice that, by (4.23),

A V ,  |  - ,  ,  ,  t / -  t r . ô h , - , - r \

tr@'a) : (,rr -r h(r''k)'*'* [' ' + h(î'k)]f,ro'O)

and so, by (4.28), for any p >- k

# (u"i. '@),p* t) : (o,r').

Hence

0V  fÂp+ r .  \  . !D .

*  (" ' ; '^ (" ) '  e + r )g(Fol(c))  :

i / / o \  
,APzr r \  / /o \  \ l

L\(,  ;  ) ,s,@6'(")) / ' " ' ' \ ( ,  ;  / ,g-(nl( ' )) / ] '
Where ( . , . ) is the inner product on IR'. and it turns out from (4.22) and
(4.27) that (0, zr)r belongs to

(spuo (tsrtrJrf.)),... ,s^(Fsï,,(t)), p à k]))' .

Hence, i t  fol lows from (4.25) that æ:0, and so, by $.29), rr:  - lz(0,k) :0

which finally implies that z : 0. r

Example. Consider the system evolving in IR3 defined by

(  * (k  + 1)  :  r (k)  +  ur (k) ,

\  a(t '  + 1) :  a(k) + r(k)u2(k),
|  " (k  + 1)  :  z (k)  +"r (k) .

This system doesn't satisfy the necessary stabilizability condition of ( [42]).
So the best we can do is to design a time-varying feedback stabilizer.
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The asumptions of Proposition 2 are satisfied with

,bfu, t )  -  a2 + 22 and H(k):  cos(,kzr) .

Thus

V(r,A, z, , le)  -  (*  t  (A'  + z\  cos(kzr))2 + a2 + 22.

So, one may easily check that this system can be stabilized thanks to the
following periodic time-varying feedback:

u 1(r (k), y (k), z (k),, t 1 - 1- 
* !!) + l!a,' @) ! =',' (k))'"' (r'")
(2 + î2(k)  + y"(k)  *  z2 (k))2

u2(x (k ) ,y (k ) ,  z (k ) , * l  :  .

Where

a(r(k),s(k),, z(k),k) : (r(k)a@)+ z(k)lf lr"tnl+rntu'tt  )+ 22(k))cos(kn.) - 1).
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7o

Appendice : Mêthode de
Jurdjevic-Quinn pour des systèmes

non affines en contrôle

Bien que les systèmes non linéaires discrets soient d'un intérêt récent par
rapport aux systèmes continus, le lien entre les deux théories est fort. Cepen-
dant, les résultats ne se transposent pas directement de I'une à I'autre. En
général, ce qui est valable pour les systèmes continus ne l'est pas forcément
pour les systèmes discrets et inversement. Par exemple, il est possible d'attei-
ndre le point d'équilibre en temps fini pour un système discret, ce qui ne peut
être le cas pour un système continu. D'un autre côté, la recalabilité dans
le temps pour un système discret impose des conditions plus restrictives que
pour un système continu (inversibilité de la fonction / définissant l'équation
aux différences [29]).

Notons que dans la littérature, les questions relatives aux systèmes discrets
sont souvent inspirées de l'étude des systèmes continus. Cet appendice s'inscrit
dans le cadre d'une démarche inverse moins classique. Inspirés par l'étude
menée dans le chapitre 3 et les techniques utilisées pour les systèmes discrets
à dérive dissipative, nous donnons ici des conditions de type Jurdjevic-Quinn
pour la stabilisation globale de systèmes continus non affines en contrôle.

Cet appendice est divisé en deux parties. La première est consacrée à
l'étude de la stabilisation des systèmes non linéaires déterministes. La deux-
ième est une extension de cette étude aux systèmes non linéaires stochastiques.
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5.1- Systèmes non linéaires déterministes

5.1.1 Introduction

la stabilisation des systèmes non
importants en théorie du contrôle.

linéaires est I'un des problèmes les plus

La stabilisation locale à été largement étudiée : des conditions nécessaires
ont été données par Brockett [11], Coron [18], Krasnosel'ski et Zabreiko [35],
et plusieurs techniques (linéarisation, méthode de Ia variété centrale, zéros
système en régimes, techniques d'approximation) ont été développées pour la
détermination de feedbacks stabilisants.

Pour la stabilisation globale, on peut citer la méthôde de Jurdjevic-Quinn
(cf. 122,30, 32, 40,,45,55]), I'utilisation des fonctions de Lyapunov contrôlées
introduites par Artstein [3] et utilisées par Sontag [51] et Tsinias [SS], et d'autre
résultats basés sur le principe de réductioo kf . e.g. [54] et sa bibliographie). La
plus part des résultats cités ci-dessus sont néanmoins restreints aux systèmes
affines en contrôle :

ù:X(æ)+fu. iY(*) (5 .1 )
à= l

Le but de ce chapitre est I'étude du problème de la stabilisation globale
pour des systèmes non affines en contrôle :

Plus précisément, on généralise le résultat de Jurdjevic-Quinn, connu pour les
systèmes afines en contrôle, aux systèmes de la forme plus générale (5.2). En
particulier, on montre que si les champs de vecteurs :

t  ' :  T@,u)
I r€R' ,u€]R-

X(r) -f(",0), V(r) :  f f i tr ,o), 
i  :  L,.. . , f f i

(5.2)

(5 .3)

satisfont les conditions de Jurdjevic-Quinn alors Ie système (5.2) est globale-
ment stabilisable par un feedback borné régulier u: u(x), u(0) :0, avec un
choix arbitraire de Ia borne.

Historiquement, un des premiers résultats significatifs est dt à Jurdjevic
et Quinn [30] qui utilisent le principe d'invariance de LaSalle pour donner une
condition suffisante pour la stabilisation globale des systèmes non linéaires
affines en contrôle (5.1) avec une dérive dissipative et linéaire (i.e. X(æ) -
Aæ). Depuis, plusieurs conditions suff.santes de type Jurdjevic-Quinn ont été
développées par d'autres auteurs (c/. 122,32,40,45,55]). Plus spécialement,
dans [45], Outbib et Sallet prouvent que s'il existe une fonctionV : IR" + IR
de classe C-, définie positive et propre telle que :



5.1. Systêmes non linéaires dêterministes

(i) Ia dérivée de Lie de V par rapport au champ de vecteurs X satisfait :

X.V(x)  (  0 ,  Va € IR"

(i i)  I 'ensemble:

W:  { r  €  R " l  y k *L .V@) :  Xk .Y .V ( " ) : 0 ,  k  €  lN ,  i  -  1 , .  . . ,m }

est réduit à {0i,

alors le système affine (5.1) est globallement stabilisable par la loi de commande

u(x )  :  - (Y t .V ( * ) , . . ,Y^ .V ( * ) ) '  ( 5 .4 )

En outre, ils remarquent que l'ensemble W s'exprime aussi par :

W :  { *  €  R " l  y k+ t .V (x ) : " d lY .V ( * ) - - 0 ,  k  €  lN ,  i  -  1 , .  . . , r n }

qui constitue une forme plus classique dans la littératurc (cf. 122,30,32, 40,

55]). il est clair que la définition deW proposée en (ii) est minimale.
Sous I'hypothèse (i), la dérivée de la fonction V le long des solutions du

système (5.1) est ,  
*

vçr1 :  X.v(æ) *D"uY.v(")
i= l

de sorte que le feedback de Jurdjevic-Quinn (5.4) rend le système stable au
sens de Lyapunov :

v1*1 - x.v(x) - i fn.r( ')) '< o
i=L

Pour le système non affine en contrôle (5.2) :

f t  =  f  ( x ,u )

le problème est de choisir z(r) tel que :

Z .V ( r )  S0  pou r  Z ( x ) : f (æ ,u ( r ) )

sous la condition :

X .V (æ)  30  pou r  X ( r ) :  / (æ ,0 )

La difficulté provient essentiellement de la non linéarité de Z.V par rapport à
u ,
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Dans ce chapitre, on montre que s'il existe une fonction C- I/(æ) définie

positive et propre telle que le champ de vecteurs X(r) = f(x,O) satisfait

X.V(r) ( 0, alors il existe une loi de commande u(r) I 0 telle que Z'V(r) < 0.
I l  s 'ensuivra que si les champs de vecteurs X,Yr"' ,Y*, déterminés par (5.3),

satisfont (i) et (ii) alors le système bouclé :

s :  f  ( r , " ( " ) )

est globalement asymptotiquement stable. On donne une démonstration con-

structive de résultat permettant de calculr explicitement le feedback stabil-

isant.
Le plan de ce chapitre est le suivant : le paragraphe 2 rapelle quelques nota-

tions et définitions utiles pour la suite. Le paragraphe 3 établit les principaux

théorèmes du chapitre. Le paragraphe 4 donne une formulation plus générale

du résultat précédent au cas des systèmes à entrée scalaire. le paragraphe 5
présente deux exemples illustratifs.

5.L.2 Notations et dêfinitions

Une fonction de classe (C*) V : IR" -+ IR est dite fonction de Lyapunov
large pour le système sur IR' :

i  -  X(x )

si V est définie positive, propre et satisfait :

(5.5)

X.V(æ) S 0, Vu € lR"

où X.I/ est la dérivée de Lie de V le long des trajectoires du champ de vecteurs

X:
(5.6)

La notatioo (.,.) désigne le produit scalaire sur lR'. Rappelons que V : IR" ->

IR est propre si pour tout ( ) 0, {r € IR" lV(*) < {} est un compact.
Notons que si le champ de vecteurs X satisfait cette condition alors toutes

les trajectoires du système (5.5) sont bornées, car V est propre et sa dérivées
le long des trajectoires est négative.

On note par Xr(.) le flot du champ de vecteurs X défini sur IR'. L'ensemble
E C IR' est dit X-invariant si pour tout æ € E on a X1(r) € E, Vf > 0.

De même qu'en (5.6), les dérivées de Lie d'ordres supérieurs sont définies
de façon récurrente :

xo .v (æ) : v (æ),, yh+r 'v (r) - x ' xk 'v @), /c e IN

x.v(x): *rr*,( '))1,=o - ( VV(æ),X(') )
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5.1.3 condition de type Jurdjevic-Quinn

On considère le système non linéaire de la forme :

a : f (æ ,u )  ( 5 .7 )

où o € IR', u € R-, et f : IR" x IR- + lR" est une fonction de classe C-
satisfaisant .f(0,0) : 0.

On note par X, Yr.. ., Y- les champs de vecteurs définis sur IR' par :

X(æ): f@,0), yr(*): frA,o),  i :  1, . . . , , f f i  (5.8)

et on suppose que :

(h1) te système en régime libre :

ù:  X( r )

est stable au sens de Lyapunov et l'on connait une fonction de Lyapunov
V(") > 0,,x # 0, y(0) : 0, de classe C* telle que :

X.V@) <0, Vr+0

(h2) L'ensemble:

vV  - {æ  €  R" l yk+ r .V@) :  Xk .V .V ( " )  =  0 ,  k  €  IN ,  i -  1 , . . . , ,m }

est réduit à {0}.

On a alors le résultat de stabilisation suivant :

Thêorème 5.1 Si leshypothèses (hL) ef (h2) sont uérifiées, alors, pourtoute
constante T ) 0, le système (5.7) est globalement asymptotiquement stabilisable
po,r' une loi d.e command,e I : k(r) satistaisan /c(0) = 0 et llk(t)ll S ,?,

Vr € IR".

Preuve. / étant une fonction de classe C-, on a :

f@,u) :  f (x ,0)*s(æ,u)u

où

g(æ,u): Io' ffi@,r,)a, (5.e)
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Le calcul de la dérivé de la fonction de Lyapunov I/ le long des trajectoires du

système (5.7), donne :

, t@) :  (yv(æ),, / ( ' ,  o) *  s(æ,u)u)
:  X 'v (x )  -  u19(x ,u )  (5 .10)

où, pour tout r € IR" et tout u € lR- :

p (æ,u)  =  - (s (x ,u ) ) r  VV(x)  (s . t t )

Pour 4 ) 0, soit o : IR" x IR- -+ IR- la fonction définie par :

a(æ,u): 
dnKdùe@,u)

où K1(æ) et Kr(r) sont des fonctions réelles de classe C* satisfaisant, pour

tout c € R", Kt(*) * K2(r) I  0 et :

Kr(*)
l l " l lSa

Kr(*)

Alors, pour tout r € IR" et tout u € IR- telle que ll"ll S 17, on a :

l lo(r, u)l l < rt et l l*t",")l l  < I
l lôr '  

'  ' l l -  2

Donc, par application du théorème du point fixe on déduit qu'il existe une
unique fonction continue k : IR" * R-, avec k(0) : 0, satisfaisant pour
tout r € R", l l f( t) l l  1 q et a(æ,k(r)) - k(x). Par ai l leurs, en chaque
point zo € IR', le théorème des fonctions implicites s'applique à la fonction
,b@,u): a(r,u) - u, puisque th(*o,k(æo)) : 0 et la matrice jacobienne :

A1h ,  , ,  \ \  ôo ,  , ,  \ \  ,
6 ; l xo , , r c \ xo ) ) :  6 l ro ,K \ r s ) )  

-  t n

est inversible. I l  existe alors un voisinage V xU de (rs,k(to)) et u: V +U
te l le  que u(rs)  :  k( ro)  e t  l : (æ,u(c))  :  0 ,  Vo € V.  De p lus u e C*(V,U)
puisque { est de classe C-. Comme l'équation lh@,u) : 0 à une solution
unique k(r) définie sur IR', on a, k;, : u et donc k est de classe C*.

En prenant le feedback z : k(c), et sachant que :

I
e@,k(æ)) - :( /( ' (")  *2nK2(x))k( ')  (5.12)

rl
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on a à part ir de 5.10 :

V ç*1 : x'v (r)- I (o, (" ) + zrt Krlx)) /cr (r)/c(') < 0
rl

ce qui implique que le système bouclé est stable.
Notons que toutes les trajectoires du système bouclé sont bornées car V

est propre, et sa dérivée le long des trajectoires est négative. Soit à présent :

E :  { r  e IR" lÛ1r;  :91

_ {r  e IR" lX.V(n):0,  et  k(u)  -  91 (5.13)

Par application du principe d'invariance de LaSalle' (cf. [39]) toutes les solu-
tions du système bouclé tendent vers f,) le plus grand sous ensemble invariant
contenus dans E. Montrons que f,l est réduit à I'origine de IR'.

D'une part, k(r) étant nul sur E, le système bouclé sur f) devient :

ù :  X (æ)  (5 .14 )

D'autre part, en uti l isant (5.8), (5.9) et (5.11) on a:

ç@, ,0 )  :  - (Y t  .V  ( r ) ,  .  .  . ,Y * .V ( " ) ) '

et de (5.12) il est clair que :

k ( c ) : g  +  p ( r ,Q ) :g

+  Y 'V (æ)  : 0 ,  i :  I ,  "  ' , T r t '  ( 5 ' 15 )

Soit æ(t) une solution du système bouclé avec r(0) : r € O. comme O est
invariant on a à partir de (5.14) :

x(t) :  Xr(*) € O, Vt > 0

e t  de  (5 .13 )  e t  (5 .15 ) ,  on  a  pou r  i :  I , . . .  ) n ' ù

X.V(X{r)) :  Yu.V(X{x)):  0, Vt à 0

II s'ensuit que pour tout k € IN :

dk__ -  _  . . 1  dk___ .  . , . 1

dtnx'vtx( ')) l  
:+V'v(xt@))l -o

- 
lt=o crr* lt=o

En utilisant la définition de la dérivée de Lie, on en déduit que :

. î tÈ l
vk*t .v@) - \x.v(xs(x))l - o\ / dtt lt=o
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et: 
xk.v.v(*):*n.vqx,(*)) l  -o

d t *  
_ .  . . 1 ,=o

et donc æ € W ce qui implique, suivant I'hypothèse (h2), que t : 0 et termine
la preuve. r

Notons que, le théorème 5.1 donne un résultat existentiel de stabilisabilité
dans le sense où, même si dans certains cas particuliers le point fixe peut être
déterminé exactement, il ne donne pas, en générale, explicitement Ie feedback
stabilisant. En donnant la construction explicite du feedback, théorème qui

suit est plus proche des préoccupations pratiques en automatique.

Soit g : IR" x IR- x IR- -+ lR la fonction définie par :

(5 .16)

où z (02 f l}u2)(r,tu) e L2(R* xWn ,lR") (l'espace des applications bilinéaires
de IR- x IR- dans IR') étant Ia dérivée partielle de second ordre de / par

rappor t  à  u en ( r , tu) ,e t  w2 -  (w,w)  :

ffia, tu)w2 -- (.' #(x,tu)u, . . .,.' l#(', t,).,)'

pour un q > 0 fixé, soit Kr, Kz: IR" -+ IR des fonctions de classe C* telles
que, pour tout z € R", Kr(*) * K2(x) l0 et :

K(x) -
qK{t) * K2(æ)

(5 .17)

(5.18)

(5.1e)

Notons que Ia fonction g est homogène de degré 2 par rapport àT.r.r.
On peut alors énoncer :

Théorème 5.2 Si. les hgpothèses (h1) et (h2)sont uéri.fi,ées, alors, pour toute
constante T ) 0, le système (5.7) est globalement stabilisable par le feedback

u(x)  :  -  / { ( r )  (Y1 'V  ( * ) ,  . . ,Y* 'V  (æ)) r

l l"(r) l l  ( r7, Vc € IR"

?(r,u,r,  :  ( l '  0 - ù#(r,tu)w2dt) '  ou, ' ,

Kr(r)
l lo l lSa, l l t r l l=t

Kr(*)

et posons :

(5.20)

(5 .21)
qui satisfait
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Preuve. L'inegalité (5.21) est une conséquence immédiate de (5.18)' (5.19)

et (5.20). En outre, la dérivée de la fonction de Lyapunov V le long des

trajectoires du système bouclé (5.7-5.20), s'écrit à partir de (5.8) et (5.16) :

v(*) : (ou,",,/(,,0) +U^{.,o)u(r) + / ' tr 
-ùy*a,tùu'at)

:  x.v(æ) +iu;(x)V.v(r)  + e@,u(æ),u(x))
i ,= l

I l  s 'ensui t  que,  pour  r  €  IR ' te l  que u(x) :0  on a Vçr1 :  X 'V(r ) ,  e t  s inon,

de Ia propriété d'homogénéité de g(n,u,r.r.r) par rapport à trr on a :

'ù@) : x.v(x) - 
fin"(")ll'+ ll,(')ll' ,p (.,"('),ufi*)

: x.v(r) - 
fin"(')ll' [r + K(x)e (.,"('),ffi)]

En uti l isant (5.17), (5.19) et (5.21) on a :

/  
'  r \

1+ /{(r)t (',"('),ffi) = o

Ainsi (hL) entraine que't@) s 0, væ € R", soit que le système bouclé est
stable. Par ailleurs, suivant (5.17), (5.18) et (5.20) on a :

" ( * ) *0  
+  K2( r )10

+ t+I{(r) ,p(.,rt'),ffi) *o

ce qui montre, à partir de (5.20), que :

Vç*1 :0  e  X 'V(æ) :0  e t  Y;  'V(* )  :0 , ,  i  :  L , .  .  . , rn

Comme pour le théorème 5.1, le principe d'invariance de LaSalle permet alors

de conclure à la stabilité asymptotique globale du système bouclé (5.7-5.20).r

Dans le paragraphe suivant, on s'intéresse au cas des systèmes à entrée

scalaire (m : L) pour Iesquels on donne une condition suffisante de stabilisation
plus générale.
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5.I.4 Cas d'une entrée scalaire

On considère le svstème non linéaire à entrée scalaire :

j  -  f  ( r ,u ) (5.22)

oùz € R' ,  u  € IRet" f  t  IR 'x lR + IR"estunefonct ionsat is fa isant . f (0 ,0)  :0 .

Comme ci-dessus, on note par X le champ de vecteurs défini surlR' par :

X(r)  :  f  ( r ,0)

et on suppose qu'il existe une fonction de Lyapunov V de classe C- telle que
(h1) soit verifiée. De plus, on suppose que :

(h'2) L'entier p € [.I* défrni par :

F:  in f  
{ r .  

^ . (ou,,, ,ffir*,ol) * o) (b.2s)
est impair et I'ensemble:

W :  { x€  IR '  lX *+ t  .V ( * )  :  Xk .Y  .V ( r ) :  0 ,  k  €  [ \ ]

où Y est Ie champ de vecteurs défini sur IR" par :

Y(r):ffi@g
est réduit à {0}.

Notons que si p : I, (h'2) est réduit à (h2). En utilisant la formule de Taylor,
ona :

f  @,u) : f (x,ol + "H(æ, 0) * - 
iH(', 

0) * u,+t e(æ,u) (5.24)

où g : IR' x IR + IR" est définie par :

1 r1 Au*L ç
ç@,,u): r ,  J, G-t)pff i(x,tu)dt

On à alors le théoreùe suivant :

Théorème 5.3 Si les hypothèses (hl) et (h'2) sont uérif,ées, alors, pour
toute constante q ) 0, le système (5.22) est globalement stabilisable par Ie

feedback u(æ) - qui satisfait lu(æ)l S rl, Vc € IR' - donné par

/  _ \  I  qY.V@)u(r)--+ffiffi (5'25)
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où K1(x) et li2(x) sont tles fonction réelles de classe C* s uérif.ant pour tout

c  € IR ' ,  / {1(æ) *  K2(æ) l0  et  :

87

/ i1(r)
l"l<rt

1
Kz@)

lJ'!

Preuve. La dérivée de la fonction de Lyapunov V le long des trajectoires du

système bouclé (5.22-5.25) est donnée par :

v1r1: (vv1r1,

/(",0) + u@!çr,0) * +y\Ï)-H@,O) 1 7r+r @)ç@,r( ')))'  '  d u '  P !  d u r ' '

et on a à partir de (5.23) et (5.25) :

v (*) = X 'v (r) * y#, 'v (*) 1 Yu+t (æ)(VV(r), e@, u(æ)))

:  x.v(x)  -W[1 + K(u) (vv(r) ,  e@,u(n))) ]

où

I{(r):d+Kdù

Mais, de (5.25), (5.26) et (5.27) il vient que lu(r)l 3 ,t, V æ € IR', et que :

1 + K(æ) (VV(r),  e(r,  u(r)))  2 0

et donc, de I'hypothese (hl) et p étant impair, oo u Û1t; S 0 ce qui implique
que le système bouclé est stable. Comme dans le théorème 5.2, on déduit

la globale asymptotique stabilité par application du principe d'invariance de

(5.26)

(5.27)

LaSalle.

Remarque. Notons que si, en plus de (hl) et (h'2), / est de Ia forme :

1@,u): r(x,q +"uar(r,0) * ...*fiffia,ot

soit que dans (5.24) rp est identiquement nulle sur IR" x IR, alors le feedback
u(x) : -Y.V(r) stabilise aussi globalement le système (5.22).
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5.1.5 Exemples

Exemple 1. On considère le système sur lR3 :

I 
ft : æl + (æ2, - 2 xz æs)u ] *1u2

lur - -æf 
-@3-r2r)u*ug

I i .  :  -r3 + @? + "3 
- 3x2")u * (*, - *r)u' *2ug

Les champs de vecteurs X et Y définis en (5.8) sont donnés par :

/  r ;  \  (  x l - ]æ2q  \
X(æ): | -æf I  et  Y(æ): |  -x"+x" I

\ -,31 \ 'T+ æl-zx"l

En prenant pour fonction de Lyapunov :

(5.28)

o n a :

e t :

Y.V(r)  :

X.Y.v(r )  :

x2.v.vçn1 =

II s'ensuit que :

e t :

1
V(x):  nAt+ r l+ æ!)

X'V(t) :  - r3 < o

*"r r3, - *7 - 2 rl 12 æs + xl æ2" + r! z,3, + rl æ!- 3 rl

-2 
"1, 

æz * 5 æl æl + 3 *, æ5, * 2 x6, as - 6 xl rl rs

- 3 r? rl æ'z, + 2 q xl r? - 2 *l *t - 3 r2t r! - 3 "Z 
*! + ts *[

2 *? - 20 f, xl - 27 xl æl + ts x2, rl + 6 q æl * 36 æ5, tl 13
-  r2æ1*I*"  + 6æ6112* ' " -  9ælælæ!-  2*?"3 -  6 x lx l r l

+ 6 xl ælæ3, + 2 ælr! t L2 æl æ2"æ! + 6 rl n2r5" - tz æ, xlr!

+8r f  z$+ ts  ælr l r+15æl,æ!-  1o5z!

X.V ( r y r2 , r6 )  -  0 I  za :0

Y 'V (x1 , t 2 r0 )

X -Y .V@t , , 12 ,0 )

X2  .Y .V ( * r , t 2 , , 0 )

(r, - xr) æ'z (.? + *r*, * *t)

*l *, (-z "! + r *, *", + I *l)

*, (rr l  - zo *1,*tr - 2T r!æl* lb ær *l + a *l)
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D'où ,  X .V ( r )  -  Y .V ( t )  :  X 'Y 'V ( * )  :  X2 'Y 'V (x )  :  0  imp l i que  que

tr : 12 : tB :0. Ainsi 17 : {0}, et le système (5.28) satisfait les hypothèses

(h1) et (h2). I1 est alors globalement stabilisable par un feedback borné. En

outre, la fonction p : R3 x lR x IR + IR définie par (5.16) est donnée par :

p(r,u,w) : w2lxl +, r l  * (*, - rr * zu)rl l

et on peut facilement vérifier que, pour tout 4 ) 0, les fonctions Kr et Kz

définies sur IR3 par :

Kr(æ) :  1  *37 + cf  +, r tn3+2nr3* @r-  * ' ) ' *3

Kz(*)  :  1+(Y'V(*) ) '

satisfont (5.17) et (5.18). Donc, par application du théorème 5.2,le système

(5.28) est globalement stabilisable par le feedback :

u(æ):#i%
Notons que le linéarisé de (5.28) à I'origine ne donne pas de réponse pour sa

stabilisation locale.

Exemple 2. On considère le système plan :

I 
f ,  :  -îz * xzru * a1æ2u3 { æ123sinu

[ ;,  :  '1- r1r2u * xzus * æzu3 sinu 
(5'29)

Avec les mêmes notations que celles introduites en (h'2) et pour :

v(r) -f,Ai * "?l
on a immédiatement F : 3 et :

X'V(æ)_0

Y'V(æ) -  A@l+nz)xz

X.Y.V(æ) _ 6( -2xpl+ r l  +  2xp2)

ce qui implique qre W - {0}. En utilisant' (5.24) on a g(æ,u) : (sin u)n et
pour un 4 > 0 donné, (5.26) et (5.27) sont verifiées avec :

Kr(æ) _ æ!+"?,

Kr(æ) :  æl( t  + "7)  + æl+ t
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Donc, par application du théorème 5.3, le feedback :

u(x ) :
-qæz(x? + *'r)

(n + t11*1+ û) + xlxl + r

stabilise globalement le système (5.29). Notons que "l'approximation" :

I  * ' :  - rz *  æ3u

I  t '  :  11 -  r1r2u

de (5.29) n'est pas stabilisable. En effet, on vérifie aisément que :

v(r): lO?+.71

est une intégrale première pour (5.30) indépendamment de u.

5.2 systèmes non linéaires stochastiques

5.2.L Introduction

Soient (Q, F,P) un espace de probabilité usuel, {rr, t > 0} un processus de
Wiener sur cet espace à valeur dans IRp et (Fr)r>o la filtration engendré par z.
Le but de cette Note est de donner une condition suffisante de stabilisation
globale par un retour d'état pour des systèmes non linéaires stochastiques (pris
au sens de Itô) :

(5.30)

rt = to + lo'.,o{*",u)d,s **1"'r,r.",u)d.21", (5.31)

avec u : (urr.. .ru*)T un contrôle à valeur dans R- et f i :  IR'x lR- -+ ]R"
des fonctions lipschitziennes de classe C- telles que fi(0,0) = 0, 0 < j S p.

Cette condition généralise celle de Jurdjevic-Quinn, connue pourles sys-
tèmes non linéaires déterministes affines en contrôle (voir [30,  5]) :

æ: X(æ) + lu iV içx1. (5.32)
i=L

En [45], il est prouvé que s'il existe V : IR" + IR définie positive et propre telle
que :

(i) la dérivée de Lie de I/ suivant le champ X est telle que :

XV(r) 30, Vc € IR'
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(i i) I 'ensemble:

{ r€ lR" lXk+rV(æ)=  XkY i (V) :0 , ,b€  IN ,  i  : r , .  . . , ,m}

est réduit à {0},

alors (5.32) est globalement stabilisable par le feedback ui(r) : -ViV(æ)
Ce résultat est étendu en [21] à des systèmes stochastiques affines en con-

trôle :

tt : to + lr\xrt.") * 
Ë 

ucv;1* "1) o' * 
P,lo'x,ç* "1ar,", (5.83)

dans lesquels les coefficients associés au bruit sont indépendants du contrôle.
Pour ces systèmes le générateur infinitésimal associê, L, vérifie :

LV(æ) : t 'V(x) +iuuv;vç*1,
i= l

où .L est I'opérateur différentiel du second ordre :

L: Xo*rui*;
o 

'i=L

et V une fonction de Liapounov. Ainsi, le feedback ui1r1 : -YlV(æ) conduit
à LV(æ) ( 0 si LV(r) ( 0, ce qui permet d'établir en [21], sous des conditions
analogues à (i) et (ii), que ce feedback stabilise globalement (5.33).

Pour les systèmes stochastiques de la forme générale (5.31), LV (æ) n'etant
plus linéaire en u, la difficulté majeure est de prouver I'existence d'un feedback

"(*) # 0 conduisant à LV(æ) < 0. Dans cette Note, on montre que si les
champs de vecteurs

xi@) : fi(x,o), vi@) :ffi{r,o), o < j 1 p, r 1 i I m,

satisfont I'analogue stochastique de (i) et (ii) le système (5.31) est globalement
stabilisable par un feedback borné explicitement donné.

5.2.2 Stabilitê stochastique

On rappelle dans ce paragraphe quelques résultats classiques de stabilité
stochastique (voir [25]). Soit zs le processus à valeur dans IR" solution au sens
de Itô de l'équation différentielle stochastique :

1t !. rtr t : ro*  
J"oo(æ")ds+I  Joox(æ,)dz ! , ,  

o* (0)  :0 ,0  <k<p.  (5 .34)

91
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où les champs de vecteurs a6 sont lipschitziens tels que pour tout z € IR" on
ait :

p

D ll"o(') l l  < /{(1 + l l ' l l), K > 0. (5.35)
/c=0

Pour rs € R', xt(xo), t > 0, désigne la solution à I'instant I de (5.3a) démarrant
de I 'état æs. La solution rt:0 est stable en probabil i té si pour tout e)0:

/ \
l in lP I  supl lc l (co) l l  >  e  I  :  0

co-+o \,>ô 
" 

/

S'il existe de plus un voisinage D de I'origine tel que :

P (  Up l l " , ( "o) l l :0)  :1
\r-)too /

pour tout rs € D, cette solution est asymptotiquement stable en probabilité.

Elle est globalement asymptotiquement stable en probabilite (GASP) si D :

IR".
Soit ,L le générateur infinitésimal associé à (5.34), défini pour toute fonction

ilr de classe C2 sur IR' par :

L{t (æ): ( os(r), vv (r) | * tÉ t, ("*t'l (oo(') )' #Or)

où (.,.) designe le produit scalaire dans IR". On peut alors rappeler la version
stochastique du théorème de Liapounov (voir [25]).

Thêorèmela,  S'il existe un uoi.sinage D de l'origi,ne et une fonction V z
D -+ IR de classe C2 definie positiue tel que :

LV( r )  30  ( resp .  LV( r )  <  0 ) ,  Vz  €  D ,  æ f  0

alors la solution rt : 0 de (5.9il est stable (resp. asyrnptotiquernent stable)
en probabil i té. El le est GASP si D:R",V est propre et :

LV(æ) (0,  Vr€R",  n+0

Rappelons enfin, que la version stochastique du principe d'invariance de LaSalle
(voir [37]) permet d'établir que si :

LV(æ) ( 0, Vr € D

le processus /s convêrge en probabilité vers le plus grand ensemble invariant
dont le support est contenu dans :

{ r1 l  LV(r1)  :  0 ,Vt  > 0}
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5.2.3 Condition suffisante de stabilisation

Le système (5.31) est globalement stabilisable s'il existe une commande

u : IR" J R-, u(0) : 0, telle que la solution ût : 0 soit GASP pour le

système bouclé :

tt = to + fo'ro{*,,2(r"))ds +filr 't,rr",u(x"))d.zr".

Pour 0 S j S p, |  1i 1m, on associe au système (5.31) les champs de

vecteurs i A ç.
Xi@) : f i(a,o), y|(x) -- 

ffi{*,0)
et les opérateurs différentiels du second ordre Lo, Lt, définis pour toute fonction
V de C2(lR') par :

rsir(r) : (xo(u),vv(r) |*rÉt (xr(')(xi( ')) ' ff iAù, (5.36)
'  j = l

L;{ t (x)  :  (Yô@),Vv(r ) )

-l,nr, ( lxi (') (r,o 1';; " +v] (r)(x, (' ) )'] ffi Ogr -tV

Pour r € IR" et urw € lR- on pose :

-  r t  â2 f '
f i(*, r, ù : 

Jo O - ù6æ @,tu)(w,w)dt,

o ù :

02f ; ,  .  \ ,  ,  |  ,ô ' f r t  .az f !  \ "
#(*,tu)(w,to) 

: (tor ffi{*,tu)w,. . . ,.''' ffi@,tu)w )
et on considère les matrices d'ordre n données par :

Ai( r ,u , ,w)  = Xi@) ( îo@,r , r ) ) t  +  f i@,u,w)(X/ r ) ) r

.  
Ë 

ûlv|@) ( i i@,,,,))" + i i@,,,, ;  (r ,u{ '))" ]

+ D *irr izvir@) (Yi ' ( ' ))"  + i i@,r,u) ( f1@,r,. . ,)) t
i1 , i2=l

On suppose enfin qu'il existe 7: IR' + lR C- définie positive et propre telle
que :
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et, grâce à (5.36), (5.37) et (5.38) :

LV (x) :  LoV (r) + i  uu ç*1 L ;V (x) * e u (æ, u(æ), u(æ)),
i= l

soit, LV(r) - LsV(r) si z(r) :0 et, sinon, en uti l isant (5.a0) :

LV(x) : Lov(s) - 
ftOn"(')ll ' [r 

- K@)r, (*,"('),M*i*)]

o ù :

/ i(r): 
#{,)+K^.)

En outre, à partir de l lu(r)l l  < Z et de (5.39) on a:

I-K(r)r,(*,,(ù,ffi) =o
La condition (h1) donne alors LV(r) < 0, Y æ e IR', d'où la stabilité en
probabilité de la solution rt: 0. Par application de la version stochastique
du principe d'invariànce de LaSalle (see [37]), il suffit, pour montrer qu'elle
est GASP, d'établir que pour toute solution complète 11 de (5.41) vérifiant
LV (r1) : 0, V, ) 0, on a nécessairement rt : 0. On vérifie aisément que :

u(r )  *  0  + K2(r )  t  0  + L -  K(r )ç ,  ( * ,u(Q,9)  *  o .
r  l lu (*) l l  )  '  " '

et donc que LV(æ):0 si et seulement si :

L ;V (æ)  =  0 ,  i  : 0 , .  . .  , T r t

Ainsi, pour toute solution complète o1 de (5.41) vérifiant LV(x1) - 0, Vt 2 0,
la formule de Itô permet d'avoir, par dérivations sucsséssives :

t ' [+LV(ær) :  L tL ;V(q)  :0 ,  Vt  >  0 ,  Vk e  ]N,  i : I , . . . , ' rn

La condit ion (h2) entraine alors que rt:0.
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