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La souris est un animal qui, tué en quantité
suffisante et dans des conditions contrélées,
produit une thése de doctorat.

Woody Allen.

Introduction générale

La connaissance, entiére ou partielle, de I’état d’un systéme est une exigence impor-
tante qui intervient dans les domaines de la commande, du diagnostic et de la surveillance
des systémes. Sur le plan pratique, cette exigence est dificile & satisfaire dans la plupart
des cas. Ceci est dii, d’'une part, au fait que les variables d’état n’ont pas toujours une
signification physique et leur mesure directe est impossible & réaliser. D’autre part, lors-
qu'une variable d’état existe physiquement, sa mesure peut é&tre délicate a effectuer d’un
point de vue technique (capteur nécessaire indisponible ou de précision insuffisante ...). De
plus, d'un point de vue économique, il est souvent souhaitable d’installer un minimum de
capteurs afin de réduire les cofits d’instrumentation et de maintenance. Par conséquent,
dés qu’une stratégie de commande, de diagnostic ou de surveillance demande 1'utilisa-
tion de variables d’état non mesurées, il est indispensable de reconstruire, entiérement ou
partiellement, le vecteur d’état du systéme. Ce probléme peut étre résolu en utilisant un
systéme dynamique auxiliaire, appelé observateur d’état (ou estimateur d’état), dont le
rble est de fournir en temps réel une estimation du vecteur d’état du systéme étudié en
fonction des entrées, des sorties et du modéle dynamique de celui-ci.

Dans un premier temps, la recherche s’est orientée vers I’estimation d’état des sys-
témes linéaires & temps invariant (LTI) et de ce fait il existe de nombreuses méthodes qui
permettent de résoudre ce probléme. Malheureusement, ’hypothése de modéles LTT est
assez éloignée de la réalité pratique et ne couvre qu'une faible part des processus indus-
triels. Par contre, de nombreux processus industriels peuvent étre modélisés comme des
systémes linéaires dont les matrices de la représentation d’état sont des fonctions d’un ou
plusieurs paramétres qui peuvent &tre variants dans le temps. C’est pourquoi ces derniéres
années, 1'étude des systémes linéaires & paramétres variants dans le temps (LPV) a sus-
cité un intérét de plus en plus important en automatique. Cet intérét se justifie également
par le fait que certaines techniques appliquables & des systémes non linéaires reposent
sur un modéle linéaire dépendant des paramétres. C’est le cas, par exemple, de certaines
méthodes & base de séquencement de gain.

Lorsque nous souhaitons élaborer une stratégie d’estimation d’état pour des systémes
LPV, l'utilisation d’observateurs LTI n’est pas appropriée et les résultats de synthése
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Introduction générale

correspondants sont trop pessimistes. Afin de réduire ce conservatisme, I’idée générale est
de construire des observateurs qui s’adaptent et qui suivent I’évolution du systéme en
temps réel. Par conséquent, cela revient & effectuer la synthése d’observateurs ayant une
structure proche voire identique a celle du systéme initial; c’est ce qui nous a conduit
& privilégier la synthése d’observateurs LPV. Par rapport aux observateurs LTI qui se
focalisent sur un point de fonctionnement particulier, les observateurs LPV prennent en
compte toutes les trajectoires admissibles du systéme. Un avantage particulier de leur
structure LPV réside dans l’exploitation en temps réel de la dynamique courante du
systéme. En effet, en plus des signaux de mesure, I’observateur tire profit d’une information

supplémentaire sur la dynamique du processus 4 savoir les paramétres du systéme supposés
mesurables.

Le probléme de synthése d’observateurs LPV n’a été que partiellement résolu et 1’ex-
ploration de nouvelles solutions permettant de remédier & ce probléme constitue le but
de ce mémoire. Dans cette thése nous avons privilégié plus particuliérement deux types
d’approche:

o Une premiére approche développée dans cette thése est & ranger dans la classe
des méthodes par séquencement de gain et plus particuliérement les méthodes de
séquencement de gain par une technique & base d’interpolation.

« La deuxiéme approche fait partie des techniques LPV et repose sur la synthése d’un
observateur s’écrivant, comme le systéme de départ, sous la méme forme LPV.

Caractérisée par un développement historique trés riche (voir [58, 50] pour une étude
générale et historique), Papproche par séquencement de gain a été appliquée avec succés
dans de nombreux domaines et plus particuliérement dans le domaine aéronautique ou
aérospatial. Dans le séquencement de gain traditionnel, un processus non linéaire est linéa-
risé autour d’un certain nombre de points de fonctionnement et des contréleurs linéaires
sont construits pour ces points. Par la suite, les contréleurs linéaires sont pré-programmés,
séquencés en fonction du processus qui évolue entre ces points de fonctionnement. La ma-
niére la plus populaire pour réaliser le séquencement des controdleurs linéaires consiste a
interpoler en temps réel les contrdleurs linéaires obtenus.

Malgré 'ancienneté et la popularité d’une telle approche, on ne trouve dans la lit-
térature que peu de méthodes pratiques et théoriques bien justifiées mathématiquement
[60, 62, 63]. La littérature scientifique reste assez silencieuse sur la problématique de 'in-
terpolation des controleurs linéaires méme si 'interpolation est une composante nécessaire
a la synthése par séquencement de gain. Des méthodes d’interpolation ad-hoc, utilisant
surtout des controleurs d’ordre réduit, ont souvent été proposées par les ingénieurs mais
ces méthodes ne donnent de bons résultats que pour les applications particuliéres considé-
rées. Pour d’autres applications, ces techniques d’interpolation peuvent méme générer des
controleurs qui ne sont pas stabilisants dans certaines situations. Les méthodes de synthése
linéaires plus modernes, comme la synthése ., fournissent des contréleurs d’ordre élevé
qui ne peuvent pas &tre interpolés par les techniques traditionnelles. Ces constatations
ont justifié une étude soigneuse du probléme d’interpolation et 1’élaboration de solutions



permettant de prendre en compte ce probléme constitue un premier objectif de cette
thése. Un deuxiéme objectif de ce mémoire est d’aborder le probléme de I'interpolation
de maniére implicite en s’appuyant sur des techniques LPV. L’utilisation des techniques
LPV permet d’envisager la construction d’observateurs d’état qui intégrent directement
les variations paramétriques du systéme en recopiant la structure de celui-ci.

Les solutions proposées par les deux approches utilisent le concept de fonctions de
Lyapunov dépendant des paramétres pour étudier la stabilité de 'erreur d’estimation.
Cette notion nous a permis de disposer de degrés de liberté supplémentaires pour la
synthése d’observateurs LPV. En effet, il s’agit d’'une notion moins restrictive que celle
utilisant une fonction de Lyapunov unique garantissant la stabilité pour tout le domaine de
variation des parameétres [16]. Les conditions de synthése d’observateurs sont formulées
comme un probléme de résolution d’inégalités matricielles linéaires ou bilinéaires. Par
ailleurs, 'application du concept de multi-convexité nous a permis de ramener le nombre
infini d’inégalités matricielles 4 un nombre fini.

Organisation de la thése

Ce mémoire est organisé de la maniére suivante:

o Le premier chapitre présente la classe des systémes utilisée dans la suite du mémoire
ainsi que les notions de stabilité, de performance et d’estimation d’état appropriées.
Ce chapitre permet également de situer la contribution de cette thése. Ainsi, une
présentation générale des méthodes de séquencement de gain, des méthodes LPV et
de la problématique sous-jacente motive le déroulement des chapitres suivants.

o Le deuziéme chapitre regroupe les résultats sur l’estimation d’état des systémes
LPV obtenus par une technique de séquencement de gain & base d’interpolation.
Les solutions proposées traitent le probléme de ’interpolation en garantissant la
stabilité de Ierreur d’estimation, non seulement pour chaque valeur des parameétres,
mais aussi pour toute trajectoire paramétrique admissible.

o Le troisiéme chapitre propose une solution fondée sur les techniques LPV pour 'es-
timation d’état et montre le lien entre ’approche par séquencement de gain avec
interpolation et ’approche LPV. Par la suite, cette technique s’avére étre immé-
diatement transposable au cas de la synthése d’'une commande par retour d’état
satisfaisant un critére de y-performance. Une étude préliminaire d’une commande
basée observateur est également présentée.

o Le quatriéme chapitre est consacré au cas des systémes LPV polytopiques & temps
discret. La formulation du probléme d’observateurs & base d’interpolation y est
discutée. On donne une premiére solution pour une formulation moins générale que
celle abordée dans les chapitres précédents pour le cas continu et on met surtout en
évidence les différences par rapport au cas continu et les difficultés qui subsistent.
La principale différence est la prise en compte des discontinuités des paramétres et
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Papplication quasi-immeédiate des résultats du cas discret a une classe de systémes
hybrides.

Tous les résultats présentés dans ce mémoire ont fait 'objet d’applications numériques
illustratives.

Nous concluons notre travail par un résumé des principales contributions de ce mémoire
& la synthése d’observateurs pour des systémes linéaires & parameétres variants et par
quelques perspectives de recherche.
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Chapitre 1. Contexte et motivations

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous énongons quelques notions fondamentales liées aux systémes
LPV, nécessaires a la compréhension de ce mémoire. Aprés quelques rappels sur les notions
de stabilité et de performance, nous présentons le probléme de ’estimation d’état d’un
systéme LPV ainsi que le probléme dual, & savoir la commande par retour d’état. Certaines
difficultés apparaissant dans la formulation de type inégalités matricielles de ces problémes
sont également discutées. Une présentation générale des méthodes de séquencement de
gain, des méthodes LPV et de la problématique sous-jacente permet de situer les problémes
traités ainsi que les contributions de cette thése.

La classe des systémes abordée dans ce mémoire est celle des systémes linéaires &
paramétres variants de dimension finie et déterministes.

1.1.1 Systéme LPV

La notion de systéme linéaire & paramétres variants dans le temps (LPV) a été intro-
duite pour la premiére fois dans [61]. D’aprés cette premiére appellation, un systéme LPV
est un systéme linéaire qui varie dans le temps et dont les matrices de la représentation
d’état sont des fonctions dépendant d’un vecteur de paramétres p(t).

D’un point de vue pratique, les systémes LPV peuvent é&tre interprétés de deux ma-
niéres:

> Ils peuvent &tre vus comme des systémes linéaires & temps invariant (LTT) sujets
4 des incertitudes paramétriques variants dans le temps. Dans ce cas, ces systémes
font 'objet de techniques d’analyse et de synthése robustes pour les systémes LTI

> Les systémes LPV peuvent aussi représenter des modéles issus de la modélisation de
processus linéaires variants dans le temps ou de la linéarisation d’un processus non
linéaire le long des trajectoires des paramétres. Dans ce cas, les paramétres ne sont
plus incertains et ils peuvent &tre mesurés en temps réel durant le fonctionnement
du processus. Par conséquent, une stratégie d’analyse et de synthése peut exploiter
la mesurabilité de ces paramétres.

I1 est important de noter que, contrairement au cas LTI, les systémes LPV possédent
plusieurs types de propriétés pouvant étre classifiées en propriétés LPV et propriétés
LTI. Les propriétés LPV sont globales et concernent les caractéristiques du systéme le
long de toutes les trajectoires paramétriques possibles. Par contre, les propriétés LTI
sont seulement locales et elles concernent les caractéristiques du systéme pour une valeur
particuliére des paramétres.

Un systéme LPV est la généralisation des systémes LTI et des systémes linéaires &
temps variant (LTV) (voir figure 1.1). En effet, un systéme LTI peut étre vu comme un
systéme LPV dont les paramétres sont figés sur une valeur fixe ou comme un systéme

6
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LPV
p(t) € P,VE>10 >0

Gel du Choix d’une trajectoire
p(g))ararlr)létre o(t) = p(t)
= Pfiz

LTI ® LTV

Gel des matrices de la représentation d’état
(A(¥), B(t), C(t), D(t)) = (4, B, C, D)

F1G. 1.1 — Les modéles linéaires

LTV dont les matrices de la représentation d’état sont figées dans le temps. De méme, un
systéme LTV peut étre interprété comme un systéme LPV avec une trajectoire prédéfinie.

Les modéles LPV interviennent souvent dans des applications ou I’évolution des pa-
ramétres est inconnue a priori mais peut &tre mesurée en temps réel. Par opposition &
un systéme LTV dont I'évolution temporelle est entiérement décrite par les équations, un
systéme LPV a autant de comportements différents qu’il y a de trajectoires paramétriques
admissibles.

Une propriété importante de ces trois classes de systémes linéaires réside dans le fait
qu’ils obéissent au principe de superposition :

o Superposition des effets
La sortie d’un systéme linéaire se décompose en deux composantes, une composante
libre due aux conditions initiales lorsque la commande est nulle et une composante
forcée pour des conditions initiales nulles.

o Superposition des entrées
Si 1 et yo représentent 1’évolution des sorties d’un processus respectivement pour
les entrées u; et up sur un horizon temporel et pour un méme état initial donné,
alors & entrée u = ouy, + Bug correspond la sortie y = ay; + By. sur le méme
horizon et pour les mémes conditions initiales.

Domaine des paramétres

Afin de mieux comprendre I'influence des parameétres sur la dynamique d’un systéme,
prenons ’exemple d’un avion. Lorsque nous écrivons les équations de la dynamique d’un
avion, nous aboutissons & un modéle non linéaire. Cependant, nous pouvons le traiter
comme un modéle linéaire paramétré par un certain nombre de paramétres. Ces para-
métres affectent la dynamique du modéle différemment et globalement nous pouvons
classifier ces paramétres en quatre groupes principaux:

o Paramétres virtuellement constants
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La masse et le centre de gravité d’un avion varient trés lentement et ils peuvent étre
considérés comme virtuellement constants lorsqu’on les compare avec la dynamique
du systéme.

o Parameétres lentement variables
Des bornes supérieures et inférieures sur ces paramétres ainsi que sur leur vitesse de
variation peuvent é&tre déterminées. La vitesse et l'altitude d’un avion varient plus
rapidement que la masse et le centre de gravité et des bornes sur ces paramétres
peuvent étre définies.

o Paramétres variant arbitrairement vite
Ce sont des paramétres rapidement variables comme par exemple ’angle d’attaque
d’un avion. Ces paramétres varient au moins aussi vite que la dynamique du systéme
et il est généralement difficile de déterminer des bornes sur leur vitesse de variation.

o Changements abrupts irréversibles
Ce type de changement apparait souvent dans les applications aérospatiales, par
exemple lorsqu’un lanceur de satellite passe d’un état de fusée & un autre.

La modélisation LPV permet de prendre en compte toutes ces variations paramétriques
du systéme dynamique. Le modéle évolue alors en fonction d’une trajectoire paramétrique
admissible. Une trajectoire paramétrique admissible est telle que chacun de ses points
appartient & chaque instant au domaine ou & I’ensemble des paramétres.

De maniére générale, par domaine ou ensemble des paramétres nous entendons un
ensemble compact P C RY. Dans le développement des résultats principaux de cette
thése, nous supposons que les paramétres sont bornés par des valeurs extrémes. Nous
définissons alors ’ensemble des paramétres comme suit :

Définition 1.1.1 (Ensemble des paramétres). L’ensemble des paramétres P est un
ensemble convexe et il représente un hyper-rectangle dans ’espace R :

P = {p:[pl p2 ... pN]TERN|pi€ [Bym] pOUI"&'Zl,... 7N}
Nous noterons P, ’hyper-rectangle contenant ’origine de 'espace RY :
Po={peR"|pi€lpml pp<0,pi>0pouri=1,...,N}. ¢

Propriété 1.1.1. L’hyper-rectangle des paramétres a 2N sommets qui correspondent auz
valeurs extrémes de p :

Vert(P) =V = {(v1,vs, ... ,un) | v € {ps, pi} pouri=1,... ,N}.

En effet, la projection de P sur le plan engendré par les azes p; et p; est un rectangle pour
tout ¢ et 7 avec i # j. n

Définition 1.1.2 (Ensemble de variation des paramétres). Soit un ensemble com-
pact P C RY. Nous définissons I’ensemble de variation des paramétres Fp comme étant



1.1. Introduction

I’ensemble des fonctions de classe C'(R.,P) qui obéissent & une inclusion différentielle
rectangulaire

Fp ={p(t) € C"(Ry,P) | pi(t) € [w;, 5] pour tout s=1,... ,Net t € Ry}.

L’ensemble de variation des paramétres Fp contient toutes les trajectoires admissibles du
vecteur de parameétres. ¢

Nous pouvons énoncer la propriété suivante pour l'ensemble de variation des para-
meétres.

Propriété 1.1.2. La vitesse de variation du vecteur de parameétres appartient & un hyper-
rectangle défini par [’ensemble des sommets suivant :

W ={(w,wy, ... ,wy) | w; € {wi, w;} pouri=1,...,N}.

Alors lensemble Fp est un ensemble conveze. n

Preuve : Soient f; et fo € Fp deux fonctions et 0 < 6 < 1. Pour prouver que Fp est
un ensemble convexe, conformément & la Définition C.1.1 (voir annexe C), il faut prouver
que 0f; + (1 — 0) fo € Fp. Comme ’ensemble des paramétres P est un ensemble convexe
par définition, il suit que 8f; + (1 — 8) fo € CY(R,,P). La dérivée de 0f; + (1 — 0) f, est
0f; + (1 — 6)f; et elle appartient & Co(W) parce que fi, f» € Co(W) et Co(W) est un
ensemble convexe. Par conséquent, 0f; + (1 — 0) fo € Fp. O

Remarque 1.1.1. Dans cette thése, la notation p € Fp désigne une trajectoire a temps-
variant dans l’ensemble de variation des paramétres tandis que p € P définit une tra-
jectoire variant arbitrairement vite dans l’ensemble des paramétres. Par convention, la
dépendance de p par rapport au temps ¢ sera éliminée dans ce qui suit pour alléger I’écri-
ture des expressions. On gardera la dépendance de p par rapport au temps lorsque ceci
sera nécessaire pour la clarté des expressions.

Représentation d’état

Définition 1.1.3 (Systéme LPV). Etant donné 'ensemble des trajectoires admissibles
du vecteur des paramétres Fp, le systéme LPV est défini comme étant I’ensemble des sys-
témes admissibles & temps variant associés 4 la famille Fp. Le systéme LPV est représenté

par :
{:i:(t
y(t

ol p € Fp est le vecteur des paramétres, z(t) € R" est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le
vecteur d’entrée et y(t) € RP est le vecteur de sortie. La représentation d’état

(A, B, C, D) . RN — (Rnxn’ Rnxm, Rpxn, Rpxm)

(p)u(t)

(D)s(t) + B
(&) + D(p)ul?) @)

=A
= C(p)z
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est constituée par des fonctions matricielles continues par rapport au vecteur p € Fp. ¢

Remarque 1.1.2. Comme les fonctions matricielles A, B, C et D sont continues par
rapport au vecteur p € P, ces fonctions sont bornées sur I’ensemble P.

Définition 1.1.4 (Matrice de transition). Pour tout ¢y € R, nous définissons la ma-
trice de transition d’état ®,(-;-) : R x R — R™" du systéme LPV comme étant la
solution continue unique de ’équation différentielle homogéne :

d

2 ®o(tit0) = A(p)3,(t,t0)

®,(to,t0) = 1.
p(O 0) ¢

Comme énoncé dans la Remarque 1.1.2, la continuité des matrices de la représentation
d’état implique la bornitude de ces matrices sur ’ensemble compact P, ce qui garantit
I'unicité et la continuité de la matrice de transition d’état pour tout p € Fp.

Propriété 1.1.3. La matrice de transition d’état o les propriétés suivantes :

1. Elle est non-singuliére pour tout p € Fp et ®,(ty,t) = ®, (to,t1),
2. @, (ta,t1) = B,(te,t0)®,(t0,t1).

Lorsque le paramétre p est figé sur une valeur particuliére, nous pouvons définir des
propriétés locales pour le systéme LPV (1.1). Ces propriétés sont les mémes que les pro-
priétés d’un systéme LTI. A titre d’exemple, on peut calculer une fonction ou une matrice
de transfert ainsi que les poles correspondants afin de juger, par exemple, de la stabilité
locale de ce systéme. Par contre, pour I’étude du comportement global (comportement
LPV) du systéme on ne peut plus définir la notion de fonction ou de matrice de transfert
et encore moins celle de péles.

Représentation entrée-sortie

Etant données des conditions initiales (%) et une entrée u(t), la réponse du systéme
LPV est donnée par:
t

2(t) = &, (b o) (to) + / &, (t,7) B(p(r))u(r)dr

to

y(t) = C(p)z(t) + D(p)u(d).

Nous pouvons remarquer que la sortie se décompose en deux parties, une composante
libre générée par les conditions initiales non nulles et une composante forcée générée par
le vecteur des commandes du systéme:

y(t) = wi(t) + yg(t) avec
y(t) = C(p)®,(t,to)z(to) et

yr(t) = o (p(£)) @, (t,7) B(p(7))u(r)dr + D{p(t))u(t).

to

10
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Définition 1.1.5 (Opérateur entrée-sortie). Etant données les conditions initiales
z(to) = 0, équation d’état (1.1) définit un opérateur linéaire causal

Gy 1 £5]0,00) — L£5]0,00) ot u(t) — yy(2). R

La représentation d’état d’un systéme LPV n’est pas unique car 'opérateur entrée-
sortie G, est invariant sous des transformations de similarité dépendant des paramétres.
Lorsque nous introduisons des transformations de similarité dépendant des paramétres, il
faut veiller & ce que la solution de 1’équation d’état existe et qu’elle reste unique.

Définition 1.1.6 (Transformations de similarité [65]). Etant donnée une représen-
tation d’état d’un systéme LPV, soit une matrice continue T'(p) ayant des dérivées par-
tielles continues par rapport a chaque paramétre du vecteur des paramétres (de classe C1)
et telle que T1(p) existe pour tout p € Fp. Soit la transformation d’état dépendant des

paramétres z(t) = T(p)Z(t) alors une représentation d’état équivalente du systéme LPV
(1.1) est:

- [0z omo TRl oo

Nous trouvons souvent, dans la littérature scientifique, une hypothése supplémentaire
en ce qui concerne la structure du systéme LPV: il s’agit de la dépendance affine par
rapport aux paramétres. Cette hypothése trouve sa justification dans le cadre de ’analyse
au sens de Lyapunov. Nous distinguons les modéles affines et les modéles polytopiques.

Pour les modéles affines, les éléments de la représentation d’état A, B, C et D vérifient
N N
p) = A0+ZPiAi> B(p) = BO+ZPiBia

C(p) = CO"'ZPzCu et D(p) = D0+sz

i=1
pour tout p € Fp.

Le modéle polytopique est assez proche du modéle affine et il est décrit par:
M ) M )
= Z XA, Bl) =) N(p)Bi
zal )
Clp) = Z Xi(p)Ci, et D(p) = Xi(p)D;
i=1

avec \;(p) > 0, Z/\ =1 et A;, B;, Ci, D; correspondant a A(p), B(p), C(p), D(p)

lorsque p € Vert (P), donc M = 2", Ce type de modéle admet une définition plus générale
que le modeéle affine parce que I’hyper-rectangle P peut étre remplacé par un polytope a
M sommets.

11
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Bien que les deux types de modéles soient trés proches, le point essentiel qui les diffé-
rencie est la dépendance paramétrique. Dans le premier cas, le modéle dépend directement
du vecteur de paramétres p tandis que dans le deuxiéme cas, ce sont les coordonnées ba-
rycentriques de p par rapport aux sommets Az, B,, CZ, D qui, & un instant donné, situent
le systéme dans le polytope. La notion de sommet joue donc un réle prépondérant, peu
importe la forme du domaine P pourvu qu'’il soit un polytope. En ce sens, le modéle poly-
topique généralise le modéle affine. Cependant, si on souhaite limiter la vitesse d’évolution
des paramétres, c’est le modéle affine qu’il faut retenir.

1.1.2 Stabilité des systémes LPV

Nous présentons dans cette section quelques notions de stabilité pour les systémes
LPV. On trouvera dans I’annexe B.1.1 une présentation des principaux résultats de base
sur la stabilité au sens de Lyapunov des systémes dynamiques. Il convient pourtant d’ap-
porter une précision concernant la stabilité exponentielle d’un systéme LPV.

Soit le systéme LPV suivant:

(t) = A(p)z(?)
avec les conditions initiales z(ty) = =o.

(1.3)

La notion de stabilité exponentielle pour les systémes LPV se définit comme suit :

Définition 1.1.7. Le systéme LPV (1.3) est exponentiellement stable g’il existe des
constantes 5, a > 0 telles que sa matrice de transition satisfait la condition suivante

||<I>p(t,7)|| < Be~*®=7) pour tout p € P et ¢t > 7. ¢

Pour que le systéme (1.3) soit (simplement ou asymptotiquement ou exponentielle-
ment) stable pour toutes les trajectoires paramétriques admissibles prises une & une, il
faut exiger la stabilité (simple ou asymptotique ou exponentielle) de tout systéme local
LTT obtenu en figeant le paramétre p. Cependant, la stabilité de la famille des systémes
locaux LTI obtenue en figeant le paramétre p n’implique pas la stabilité du systéme LPV
(1.3) lorsque le paramétre est variant dans le temps. En d’autres mots, la stabilité locale
ou le lieu des péles pour des paramétres gelés ne donne aucune information sur la stabilité
globale lorsque les paramétres sont variants dans le temps.

Stabilité quadratique

La stabilité quadratique est une notion de stabilité robuste dans le sens ot la stabilité
est garantie pour des trajectoires paramétriques p variant arbitrairement vite. Sa définition
utilise une fonction de Lyapunov quadratique unique.

Définition 1.1.8 (Stabilité quadratique). Etant donné le compact P, le systéme (1.3)

12
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est quadratiquement stable sur P §’il existe une matrice P € 8™ définie positive satisfai-
sant

AT (p)P + PA(p) < 0 pour tout p € P. (1.4)
¢

Remarque 1.1.3. Comme la fonction matricielle A est continue par rapport au para-
métre p € P et P est un ensemble compact, la condition (1.4) implique que AT(p)P +
PA(p) est uniformément définie négative. Cela signifie qu’il existe un scalaire § > 0 tel
que

AT (p)P + PA(p) < —61,, pour tout p € P.

Notons que cette notion est définie pour des trajectoires paramétriques variant arbi-
trairement vite et donc elle ne permet pas d’exploiter la connaissance d’une borne sur
la vitesse de variation des paramétres. Une autre approche, permettant de formuler des
résultats qui sont moins restrictifs que ceux utilisant la stabilité quadratique et pouvant
exploiter la connaissance d’une borne sur la vitesse de variation des paramétres, est ’ap-
proche par fonctions de Lyapunov dépendant des paramétres.

Fonctions de Lyapunov dépendant des paramétres

Nous définissons la notion de stabilité quadratique dépendant des paramétres (QDP)
pour un systéme LPV comme une généralisation de la notion de stabilité quadratique
classique. En utilisant la notion de stabilité quadratique dépendant des paramétres, on
cherche une fonction de Lyapunov dépendant des paramétres qui assure la stabilité de la
dynamique du systéme LPV. Les conditions d’existence d’une telle fonction sont moins
restrictives que celles obtenues pour une stabilité quadratique utilisant une fonction de
Lyapunov unique assurant la stabilité sur tout le domaine de variation des paramétres
(voir [16]). En effet, on démontre généralement que P’ensemble des solutions fourni par
la condition de stabilité quadratique dépendant des paramétres englobe ’ensemble des

solutions fourni par le cas quadratique qui sont donc des solutions particuliéres du cas
QDP.

Définition 1.1.9 (Stabilité quadratique dépendant des paramétres ou QDP).

Etant donné Fp, le systéme (1.3) est quadratiquement dépendant des paramétres
stable ou QDP stable s'il existe une fonction matricielle P € C'(R",8") définie positive
satisfaisant

dP(p)
dt

AT (p)P(p) + P(p)Ap) + <0 (1.5)

pour toutes les trajectoires admissibles p € Fp. ¢

13
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Remarque 1.1.4. En utilisant le caractére compact de ’ensemble Fp et la propriété
de continuité de ’expression par rapport au paramétre p, nous pouvons démontrer que
la partie gauche de I'inégalité (1.5) est uniformément définie négative. Cela signifie qu’il
existe un scalaire 6 > 0 tel que

A7(p)P() + P(o)A) + L < g,

pour toutes les trajectoires p € Fp.

La fonction de Lyapunov quadratique garantissant la stabilité du systéme (1.3) est
V(z,p) = 27 P(p)z. La Définition 1.1.9 exige de vérifier que

— cette fonction est définie positive V(z,p) > 0

— sa dérivée est définie négative dV (z,p)/dt < 0

pour toutes les trajectoires admissibles p € Fp.

Pour les systémes LTI, il est bien connu que la stabilité quadratique est équivalente
a la stabilité exponentielle [64]. Ce résultat n’est plus valable pour les systémes LPV.
La stabilité quadratique implique la stabilité exponentielle et la réciproque n’est pas
forcement vraie. De méme, la stabilité QDP implique la stabilité exponentielle comme
énoncé dans le lemme suivant.

Lemme 1.1.4. Etant donnés un compact P et le systéme QDP stable
i(t) = Alp)x(t) (1.6)

ot p € Fp, alors il existe des scalaires positifs v1, v tels que la matrice de transition
d’état ®,(t,t0) qui caractérise toutes les solutions de ’équation (1.6), satisfasse

[®,(t,00)]| < e
pour tout t > ty > 0 et tout p € Fp. N

Preuve : Le lecteur trouvera dans [66, 46] la preuve de ce lemme. O

Dans le cas général, il est trés difficile de construire la fonction matricielle P(p) et
de vérifier que V(x,p) est définie négative. Nous pouvons nous affranchir de ce probléme
par le choix d’une classe appropriée de fonctions de Lyapunov et par une modélisation
particuliére des systémes LPV. Un choix possible est la classe des fonctions de Lyapunov
qui dépendent de maniére affine des paramétres. Ce choix permet d’énoncer la notion de
stabilité quadratique affine conformément & la définition suivante:

Définition 1.1.10 (Stabilité quadratique affine [31]). Le systéme linéaire (1.3) est
affine quadratiquement stable (AQS) §’il existe K + 1 matrices symétriques Py, Pi,..., Px
telles que les inégalités suivantes

P(p)=PFPy+pPr+ ...+ pxPx >0
F(p:p) = A(p)"P(p) + P(p)A(p) + P(p) — Py < 0

14
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sont satisfaites pour toutes les trajectoires du vecteur des paramétres p € Fp. ¢

Malgré le fait que la stabilité quadratique affine est un cas particulier de la stabilité
QDP, elle reste moins restrictive que la stabilité quadratique classique. En effet, la stabilité

quadratique classique est un cas particulier de la stabilité quadratique affine et correspond

1.1.3 Performance et analyse des systémes LPV

Nous présentons quelques réflexions sur la notion de performance d’un systéme. Il est
bien connu qu’une loi de commande doit satisfaire, en plus de 1’exigence de stabilité en
boucle fermée, certaines performances par exemple des performances liées & des critéres
énergetiques, au rejet de perturbations, & des exigences temporelles en terme de temps
de réponse ou de temps de montée... Dans le cas des systémes LTI, afin de formuler
mathématiquement les indices de performance associés & certaines exigences, on relie par
exemple la notion de performance & I’existence d’une borne sur la norme H,, ou Hs de la
fonction de transfert ou & la localisation de ses poles.

D’une fagon générale, on peut formuler un probléme de synthése de correcteurs avec
une contrainte de performance en spécifiant un critére de performance a optimiser. Un tel
critére peut étre par exemple la norme de la matrice de transfert du systéme en boucle
fermée. Les normes les plus utilisées sont les normes H,, et Hs. Une norme est aussi
bien un outil d’analyse que de synthése qui permet de caractériser en plus de la stabilité,
exigence nécessaire, un certain niveau de performance. Nous rappelons ici la définition de
la norme H,. Nous ne présentons par la suite que le critére H, étant donné le lien étroit
entre la commande de type « y-performance » abordée & la fin du chapitre 3 et ce type
de critére.

Critére (norme) H,

Soit le systéme G de type LTI, décrit par la représentation d’état suivante:

. ] #(t) = As(t) + Bu(t)
¢ {y(t) = Cz(t) + Duf(t). (1.7)

Définition 1.1.11 (Norme H.,). La norme H, du systéme LTI (1.7) est la plus petite
valeur de v > 0 vérifiant I'inégalité

T T
/0 yT ()y(t)dt < +° /0 uT()u(t)dt VT > 0. N

Lorsque la norme H, d’'un systéme linéaire est finie et bornée par +, ceci signifie que
le systéme est stable et que I’énergie de la sortie reste inférieure dans un rapport v a celle
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Chapitre 1. Contexte et motivations

de ’entrée. Remarquons que cette norme est induite par la norme usuelle sur les signaux
de Pespace £2[0,00).

Dans le domaine fréquentiel, la norme #H,, d’un systéme stable peut étre interprétée
comme étant:

1G()]| o, = sup 7 (G(jw)).

Dans le cas mono-variable, la norme H, correspond & la valeur maximale du module de
la fonction de transfert. Cette norme peut étre exploitée pour résoudre des problémes de
performance tels que le rejet de perturbations ou la minimisation de 'erreur de poursuite.

Lorsque nous nous intéressons & la classe des systémes LPV ou LTV, on ne peut plus
parler de fonction de transfert, ni de norme H5 ou Hyo, et non plus de poles. Dans ce cas,
’analyse en performance nécessite certaines extensions.

Extension de la norme #,,

Dans le cas LPV, on parle plus précisément de la norme induite £, et de performance
en norme induite £5. En effet, la norme induite £, est 1’extension de la norme H, au
cas des systémes LPV dans le sens qu’elle mesure la plus grande amplification possible de
I’énergie du signal d’entrée sur toutes les trajectoires paramétriques admissibles.

Définition 1.1.12. La norme induite £5 d’un systéme LPV est bornée par v si

Yu € L5[0,00), VT >0 /T yT )y (t)dt < +? /T u® (t)u(t)dt

pour toute trajectoire paramétrique admissible p € Fp. ¢

Nous remarquons que cette définition coincide avec la norme H,, classique pour les
systémes LTI Etant donné que ’on ne peut pas définir la notion de péles pour les systémes
LPV, il n’existe pas d’interprétation dans le domaine fréquentiel pour cette norme.

Notons que, pour un systéme LPV QDP stable, il existe toujours une borne supérieure
finie de la norme induite £y conformément au lemme suivant.

Lemme 1.1.5 ([66]). Etant donné un systétme LPV QDP stable, il existe un scalaire
v > 0 tel que pour des conditions initiales nulles z(ty) =0

sup  sup llyll2 <o < oo,
peFp il ||ull2
u€L2[0,00)
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1.1. Introduction

La version LPV du lemme borné réel constitue un résultat permettant de calculer une
borne supérieure de cette norme au moyen des LMIs.

Théoréme 1.1.6 (Lemme borné réel). Le systéme LPV
{az:(t) = A(p)z(t) + B(p)u(t)
y(t) = C(p)=(t) + D(p)ult)

est quadratiquement stable sur Fp et sa norme induite Lo est bornée par vy, réel positif,
s’il existe une matrice strictement définie positive P telle que

A(p)*P+ PA(p) PB(p) C(p)"”

(1.8)

B(p)"P -yl D(p)"| <0 (1.9)
C(p) D(p) -
pour toute trajectoire paramétrique admissible p € Fp. n

En utilisant une fonction de Lyapunov quadratique unique, ce théoréme présente une
condition suffisante pour vérifier si la norme induite £, d’un systéme LPV est plus petite
qu’une valeur imposée 7. Cela signifie que méme si la condition (1.9) n’est pas vérifiée
pour un v donné, la norme induite £, peut &tre plus petite que 7. Cette condition peut
également étre utilisée pour calculer une borne supérieure de la norme induite £, en
minimisant v sujet aux LMIs (1.9).

De maniére analogue 3 la stabilité quadratique, ce théoréme peut étre étendu au cas des
fonctions de Lyapunov quadratiques dépendant des paramétres. En choisissant la classe
des fonctions de Lyapunov affines, nous énoncons la notion de y-performance quadratique

affine comme une généralisation de la performance #, et sous une forme similaire 4 celle
donné dans [31].

Définition 1.1.13 (y-performance quadratique affine). Etant donné le systéme LPV
(1.8) et un scalaire y > 0, le probléme de y-performance quadratique affine est soluble s’il
existe des matrices symétriques Py, Py, ..., Py telles que

P(p) =FPR+pPi+...+pvPy >0
A(p)P(p) + P(p)A(p)" — P(p) + Po P(p)C(p)™ B(p)

C(p)P(p) ~vI  D(p)| <0
B(p)" D(p* -y
pour toute trajectoire paramétrique admissible p € Fp. ¢

Remarque 1.1.5. La fonction de Lyapunov V(z,p) = 2T P~!(p)z garantit la stabilité
asymptotique et exponentielle du systéme LPV (1.8) ainsi que la bornitude de sa norme
induite £y par 7.

Notons que dans le cas LTI, le lemme borné réel donne une condition nécessaire et
suffisante pour que le systéme LTI satisfasse le niveau de performance «. L’extension au
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cas LPV se réduit & une condition suffisante et par conséquent, elle est assez conservative.
Méme dans le cas plus général d’une matrice de Lyapunov P(p) dépendant des paramétres
(pas forcément de fagon affine), la principale source de conservatisme vient du fait que la
fonction de Lyapunov V(z,p) ne doit pas étre forcément quadratique.

1.1.4 Le probléme de Pestimation d’état

De nombreuses méthodes rencontrées dans la littérature scientifique s’appuient sur le
formalisme d’état comme, par exemple, la commande par retour d’état ou la détection
des défaillances. Dans ce contexte, leur mise en ceuvre nécessite la connaissance de ’état
ou d’une partie de celui-ci & chaque instant. En général, & un instant donné, 1’état ne
peut pas é&tre déduit algébriquement de la sortie & ce méme instant et par conséquent une
stratégie d’observation est nécessaire afin de reconstituer ’état du systéme.

De maniére générale, un observateur est par définition un systéme dynamique auxiliaire
qui, & partir de la connaissance des vecteurs d’entrée et de sortie du systéme & observer,
permet d’en reconstruire asymptotiquement ou exponentiellement 1’état. Le schéma de
principe d’un tel systéme est donné par la figure 1.2.

Entrée Systéme Sortie
état

Etat estimé &
Observateur f——————

Fi1G. 1.2 — L’observateur

Dans le cas des systémes LTI, il existe de nombreux travaux permettant de résoudre le
probléme d’observation. Une solution simple et optimale a été donnée par les estimateurs
de type Luenberger-Kalman. Le principe de Iestimateur de Luenberger est fondé sur les
techniques linéaires de placement de poles [51] alors que 1’estimateur de Kalman, dualisant
les résultats de commande optimale, s’appuie sur la résolution d’une équation de Riccati
[40] dans un contexte stochastique.

Dans le cas des systémes LPV, 'utilisation des observateurs LTI n’est pas appro-
priée, les résultats de synthése correspondants étant trop conservatifs. Afin de réduire ce
conservatisme, nous devrons privilégier la synthése des observateurs avec une structure
exploitant en temps réel la dynamique courante du systéme. Cela revient & utiliser des
observateurs LPV dont I’avantage principal est lié & leur structure méme qui est adaptée
4 celle du systéme. La formulation de ce probléme d’estimation d’état via un observateur
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1.1. Introduction

s’énonce comme suit.

Définition 1.1.14 (Observateur). Considérons le systéme LPV

&(t) = A(p)z(t) + B(p)u(t)
y(t) = Cp)=(t) + D(p)u(t) (1.10)
avec les conditions initiales z(t), p € Fp

ol z(t) € R"™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée, y(t) € R? est le
vecteur de sortie, et le systéme auxiliaire

4(t) = H(p)(t) + L(p)y(t) + J(p)u(?)
£(t) = Nz(t) + My(t) (1.11)
avec les conditions initiales z(ty), p € Fp

ot 2(t) € R (j < n) et #(t) € R"™ est D’état estimé. Si les hypothéses suivantes sont
vérifiées

1. &(to) = z(ty) = %(t) = z(t) pour tout ¢t > t,

2. DPerreur d’estimation e(t) = #(t) — z(t) est quadratiquement stable

alors le systéme (1.11) est un observateur LPV quadratique pour le systéme (1.10). ¢

Remarque 1.1.6. Dans ce mémoire, on s’intéresse plutét a la stabilité quadratique dé-
pendant des paramétres et plus particuliérement 4 la stabilité quadratique affine de 'erreur
d’estimation. Par conséquent, lorsque l’erreur d’estimation est AQS, le systéme (1.11) est
appelé observateur LPV-AQS.

Le probléme de la synthése de 'observateur (1.11) revient & déterminer les fonctions
matricielles H(p) : RY — R L(p) : RN — R™?, J(p) : RN — R™™ et les
matrices N et M, de dimensions appropriées, pour que 1’état estimé Z(¢) converge qua-
dratiquement vers I’état z(¢) du systéme (1.10) indépendamment des états initiaux z(ty)
et z(tg), de l'entrée de commande u(t) et de la trajectoire du vecteur des parameétres p
dans Fp. Par analogie avec les observateurs conventionnels, ’observateur (1.11) est d’ordre
plein si j = n (N = I,) et d’ordre réduit si j < n. Par la suite nous nous intéressons
uniquement & la synthése d’observateurs d’ordre plein et on prendra donc N = I,.

Il faut noter que 'observateur (1.11) a une forme plus générale qu’un observateur de
type Luenberger. En effet, un observateur dépendant des paramétres de type Luenberger
est un cas particulier de 1’observateur (1.11) et il correspond &

M =0, H(p) = A(p) — L(p)C(p) et J(p) = B(p) — L(p)D(p). (1.12)

Donc, en utilisant (1.12), on retrouve la structure d’observateur dépendant des paramétres
de type Luenberger

2(t) = A(p)&(t) + B(p)u(t) + L(p)(y(t) — §(1)) (1.13)
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avec §(t) = C(p)Z(t) + D(p)u(t). Dans ce cas, la dynamique de Perreur d’estimation est
donnée par

Une condition suffisante pour 'existence de ’observateur (1.13) est la suivante : supposons
qu’il existe les fonctions matricielles P, € CY(RN,8") et L € C°(RN,R™?) telles que
Pp>0et

dPy(p)
dt

T

(A(p) = L(p)C(0))” Pr(p) + Pr(p) (Alp) — L(p)C(p)) + <0 (1.14)
pour tout p € Fp. Alors, I'utilisation d’une telle fonction L dans 'implémentation de
I'observateur LPV (1.13) permet d’avoir une erreur d’estimation qui est QDP stable pour
tout p € Fp.

Remarque 1.1.7. La condition (1.14) représente une condition de détectabilité paramé-
trique de la paire des fonctions matricielles (A(p), C(p)) sur Fp.

L’inégalité matricielle (1.14) permet de calculer le gain L(p) ainsi que la matrice de
Lyapunov Py (p). La difficulté principale dans la résolution de cette inégalité vient du fait
qu’elle contient des termes croisés impliquant les matrices inconnues L(p) et Pr(p), ce qui
nous raméne 4 un probléme d’optimisation non-convexe. Dans les chapitres 2 et 3 de ce
mémoire, cette difficulté est contournée en reformulant la condition de type (1.14) comme
une LMI sous contrainte de rang ou simplement comme une LMI impliquant 1'utilisation
d’une matrice auxiliaire. La deuxiéme difficulté dans la résolution numérique est liée au
nombre infini d’inégalités contenues dans la condition (1.14) & cause de la dépendance
paramétrique. Ce point est abordé dans la section 1.2.

1.1.5 Le probléme de la commande par retour d’état

Le probléme dual de ’estimation d’état est le probléme de la commande par retour
d’état.

Considérons le systéme LPV

{a‘c(t) = A(p)z(t) + B(p)u(t)

y(t) = Cp)x(t) + D(p)u(t), p € Fp (1.15)

otl z(t) € R" est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée, y(t) € RP est le
vecteur de sortie. Le probléme de la commande par retour d’état consiste & trouver une
commande dépendant des paramétres de type u(t) = K(p)z(t) permettant de satisfaire
des exigences de performance pour le systéme en boucle fermée. Une exigence nécessaire
pour cette loi de commande est qu’elle assure la stabilité de la boucle fermée.
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1.2. Inégalités linéaires matricielles

De la méme maniére que précédemment, une condition suffisante pour existence d’un
gain de retour d’état est la suivante: supposons qu’il existe les fonctions Px € C'(RN,8")
et K € CO(RY,R™"™) telles que Px > 0 et

_ dPk(p)
dt

(A(p) + B(o)K (p)) Pk (p) + Px(p) (A(p) + B(0) K (p))" <0 (116)

pour toutes les trajectoires paramétriques p € Fp. Alors la loi de commande u(t) =
K(p)z(t) garantit la stabilité quadratique dépendant des paramétres et implicitement la
stabilité exponentielle du systéme en boucle fermée.

Remarque 1.1.8. La condition (1.16) représente une condition de stabilisabilité paramé-
trigue de la paire des fonctions matricielles (A(p), B(p)) sur Fp.

L’inégalité (1.16) permet de construire le gain du retour d’état par une recherche
numeérique des matrices K(p) et Px(p). On retrouve les mémes difficultés liées aux termes
croisés impliquant les matrices inconnues K (p) et Px(p) et au nombre infini de LMIs.

Aprés un bref rappel sur la formulation LMI, la section qui suit est dédiée & une
discussion & propos de ces aspects.

1.2 Inégalités linéaires matricielles

Un grand nombre de problémes de ’automatique concernant la stabilité, I’analyse et la
synthése des systémes dynamiques ainsi que les spécifications de robustesse ou de perfor-
mance peuvent se traduire sous la forme d’une optimisation convexe avec des contraintes
inégalité. Des problémes qui apparaissent difficiles voire impossibles & résoudre de maniére
analytique peuvent étre formulés par I’approche LMI et donc numériquement résolus. En
effet, le développement de « solveurs » de plus en plus puissants ont rendu ce type d’ap-
proche facilement exploitable numériquement.

1.2.1 Introduction

Une inégalité matricielle linéaire est définie comme suit :
Définition 1.2.1 (Inégalité matricielle linéaire ou LMI). Une contrainte de la forme
F(a) <0, F(a)<0, F(a)>0, F(a)>0
est une inégalité matricielle linéaire (LMI) si la fonction F' : R™ — 8™ est affine par
rapport & la variable a = [a; a3 ... a,,]T c'est-a-dire F(a) = Fy + iaiFi ol {Fi}i=1...na

=1
est une famille de matrices de S™s. ¢
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Le vecteur a € R™ est appelé le vecteur des variables de décision.

Nous résumons briévement 1’intérét de la formulation LMI :

- Convezité: Un aspect important dans l'utilisation des LMIs est le fait que celles-ci
définissent un ensemble conveze. Pour prouver ceci, considérons z! et z? solutions
du probléme LMI (1.2.1) i.e. F(z') > 0 et F(z%) > 0. Alors pour tout 6 € [0, 1],
z =0z + (1 — 0)z? est solution du méme probléme LMI:

F(z) = F(0z' + (1 — 0)2%) = F () + (1 - 0)F(2?) > 0.

- Concaténation :
e Un systéme qui comprend des LMIs et des contraintes supplémentaires affines en
x peut s’écrire sous la forme d’une seule LMI.
e Des LMIs multiples peuvent également se ramener & une seule. En effet, résoudre
les deux LMIs Fi(z) > 0 et Fy(x) > 0 est équivalent & résoudre l'inégalité

Bdiag(Fi(z),Fa(z)) > 0.

- Temps de convergence polynomial: Des méthodes numériques trés efficaces ont été dé-
veloppées pour la résolution des problémes LMI. Actuellement, les principales classes
d’algorithmes sont basées sur les méthodes du point intérieur et elles garantissent
la convergence en un temps polynomial. Ces méthodes sont itératives et, & chaque
itération, un probléme de minimisation de moindres carrés est résolu.

- Large application: Les formulations par LMI peuvent &tre utilisées pour résoudre de
nombreux problémes comme ’analyse de stabilité, la synthése de contréleurs ou
d’observateurs, l’analyse et la synthése Hy et Heo...

Les deux grandes familles de méthodes qui permettent de résoudre les problémes par
formulation LMI sont les méthodes des plans sécants et les méthodes du point intérieur
[23, 25].

Nous présentons une extension de la formulation LMI au cas des inégalités linéaires
matricielles soumises & des contraintes de rang.

1.2.2 LMI avec contrainte de rang

Il existe de nombreux problémes de commande ou d’observation qui ne peuvent pas
8tre résolus en utilisant des inégalités linéaires matricielles. Une approche possible est de
formuler des inégalités bilinéaires matricielles (BMI) définies par:

Na Np

F(apb) = F(ab) =Y Y aibjFi; > 0.

i=0 j=0
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1.2. Inégalités linéaires matricielles

Comme il a été montré dans les sections précédentes, le probléme de la synthése d'un
observateur de type Luenberger ou d’une loi de commande par retour d’état peut étre
formulé comme la résolution de I'inégalité bilinéaire (1.14) ou respectivement (1.16).

Le probléme de résolution de BMIs est un probléme non-convexe et il peut y avoir
plusieurs solutions locales. Pour les résoudre localement nous pouvons utiliser des schémas
itératifs qui nous permettent de réduire la complexité de calcul engendrée par les BMIs &
celle des LMIs. Par exemple dans [35], les auteurs proposent une méthode homotopique
pour résoudre localement une BMI. Méme si des méthodes globales de résolution existent
[34, 19], les problémes BMIs restent encore des problémes complexes et non facilement
traitables numériquement. Certaines BMIs peuvent é&tre converties en un probléme équi-
valent LMI avec une contrainte de rang. C’est le cas des inégalités de la forme (1.14),
comme nous pourrons le constater dans les résultats présentés dans le chapitre 2.

La résolution des problémes LMI avec une contrainte de rang apparait fréquemment
dans les formulations d’analyse et de synthése. La résolution d’une relation LMI avec
une contrainte de rang reste un probléme non-convexe difficile. Cependant il existe des
méthodes heuristiques permettant de trouver des solutions & cette classe de problémes
[32]. Une heuristique basée sur des relaxations convexes peut &tre utilisée pour résoudre
des problémes sous contrainte de rang [33, 52]. Ceci est réalisé par 'implémentation d’un
algorithme de complémentarité de céne. Pour plus de détail sur ’algorithme de complé-
mentarité de cone et les relaxations SDP?, le lecteur peut se référer aussi a [24, 37]. A titre
d’exemple, dans [38], les auteurs ont formulé la co-stabilisation d’une famille de systémes
linéaires SISO comme un probléme LMI avec une contrainte de rang-1. Ils ont résolu ce

~ probléme LMI avec contrainte de rang-1 par une procédure de relaxation des LMIs et ils

ont proposé un algorithme de synthése heuristique basé sur une méthode de réduction.
Comme extension, il est possible de résoudre un probléme avec contrainte de rang-n via
une heuristique basée sur des relaxations convexes. Pourtant, cette heuristique ne permet
pas toujours de trouver une solution, méme si elle existe.

Des algorithmes d’optimisation locale ou globale d’usage universel peuvent également
étre employés. Les algorithmes d’optimisation locale, comme 'algorithme de Frank et
Wolfe par exemple, n’offrent aucune garantie pour qu'un minimum local soit aussi un
minimum global. Une méthode d’optimisation globale utilisant la programmation concave
a été proposée dans [5]. En effet, cette méthode indique comment utiliser l’algorithme de
Frank et Wolfe afin de garantir 'optimalité globale de la solution.

1.2.3 LMI dépendant des paramétres

Nous avons vu dans les sections précédentes que 'utilisation des fonctions de Lyapu-
nov dépendant des paramétres permet de mettre en place des méthodes d’analyse et de
synthése moins restrictives capables d’exploiter des informations sur la vitesse d’évolution

1. semidefinite programming
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paramétrique. Lors de la synthése, ces méthodes engendrent la résolution des inégalités
matricielles dépendant des paramétres comportant deux difficultés, respectivement liées
au fait que le nombre d’inégalités est infini et que la matrice de Lyapunov P(p) évolue
dans un espace fonctionnel de dimension infinie.

Pour limiter la dimension de ’espace fonctionnel, un choix particulier de la structure
de la matrice de Lyapunov P(p) doit &tre fait: elle peut &tre choisie comme étant

P() = 3 (o) P

Un quadrillage de I’espace d’évolution des paramétres permet d’effectuer un nombre fini
de tests pour chaque point du quadrillage. Cette solution souléve des difficultés en ce qui
concerne le choix des fonctions f;(-) et la finesse du quadrillage. Dans [67], nous trouvons
une approche de type Raleigh-Ritz pour le choix des fonctions de base f;().

Une deuxiéme approche permettant d’éviter le nombre infini d’inégalités est fondée
sur la notion de multi-convezité. L’annexe C regroupe quelques notions élémentaires sur la
convexité. La notion de multi-convexité signifie convexité par rapport & chaque direction
de I’espace paramétrique. Cette approche est appliquable dans le cas des modéles affines,
pour lequel on peut également choisir une structure affine pour la matrice P(p). Un
résultat sur la multi-convexité des fonctions quadratiques scalaires a été donné dans [31]
et une généralisation similaire pour le cas des fonctions polynomiales a été présenté dans
[1]. Nous rappelons ici le résultat sur la multi-convexité d’une fonction polynomiale.

Lemme 1.2.1 ([1]). Soit une fonction polynomiale f : R* — R dont le degré total est

d et dont le degré partiel par rapport & la variable zy est dy pour k = 1,... n. Alors la
fonction f est négative (respectivement positive) sur tout son domaine dom f si
f(z) <0, (resp. >0) Vz € Vert(dom f), (1.17)
et
0*™ f(z)
(—1)mm <0 (resp. >0) Vz € Vert(dom f), (1.18)
‘ 1<h << <lp<n, 1<m<d/2
ot n

Card({l; =k,j € {1,... ,m}}) <di/2, k=12,...n.
Preuve : Le lecteur intéressé trouvera la preuve de ce théoréme dans [1]. O

Ce théoréme présente une condition suffisante pour qu’une fonction scalaire soit né-
gative. En effet, si une fonction est multi-convexe et elle est négative aux sommets de son
domaine de définition alors la fonction est négative sur tout son domaine de définition.

L’application de ce théoréme en accord avec la théorie de Lyapunov permet de réduire
le nombre infini d’inégalité causé par la dépendance paramétrique & un nombre fini d’in-
égalités. Nous reviendrons, dans les chapitres 2 et 3, avec plus de détails sur I’application
de la notion de multi-convexité.
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1.3 Contexte du séquencement de gain : un état de ’art

L’approche par séquencement de gain est une des approches de synthése non linéaire.
Son origine et sa popularité se situent dans le domaine aéronautique et plus précisément
les applications de commande de vol. Aujourd’hui le séquencement de gain est utilisé dans
de nombreux domaines allant des applications aérospatiales civiles et militaires (missiles,
lanceurs) jusqu’a la commande des processus en général. Sa popularité est en grande
partie due & sa capacité de décomposer un probléme non linéaire en un nombre fini de
sous-problémes linéaires et donc de permettre I’application des méthodes de synthése
linéaire & des problémes non linéaires.

1.3.1 Introduction

Le séquencement de gain, en anglais « gain scheduling », est un domaine assez ancien
qui permet la synthese des systémes de commande (ou d’observation) non linéaires d’un
type particulier: ces correcteurs ou observateurs sont linéaires mais leur activation est
faite en fonction de variables auxiliaires et d’une maniére préprogrammeée. Les différentes
approches du séquencement de gain, que ce soit les approches classiques ou plus récentes,
ont un point commun qui est 'utilisation de techniques de synthése (de commande ou
d’observation) linéaires pour aborder des problémes non linéaires.

Parmi les différentes méthodes de synthése qui peuvent étre vues comme du séquen-
cement de gain, on trouve:

— la commutation entre différentes valeurs du gain de commande en fonction des condi-
tions de fonctionnement ou en fonction des temps de pré-réglage,

- la pré-compensation d’un gain non linéaire par la fonction inverse du gain,

- la commutation entre les sorties de plusieurs contréleurs fonctionnant en paralléle
(« controller blending ») ...

L’appellation séquencement de gain traduit également le fait d’associer les paramétres
du correcteur aux points de fonctionnement du processus. En d’autres termes, le séquen-
cement de gain peut étre vu comme une application (mapping) entre les paramétres du
processus vers les paramétres du contrdleur. Cette application ou association peut se faire
via des variables auxiliaires appelées variables de séquencement qui reflétent les change-
ments de dynamique. Elle peut &tre implémentée comme une fonction ou un tableau de
valeurs.

La terminologie « séquencement de gain » vient du fait qu’a I’origine ce principe consis-
tait & mesurer le gain du processus et & pré-programmer un contréleur pour compenser les
changements de ce gain. Avec le développement des nouvelles techniques de synthése, cette
appellation est devenue de plus en plus large mais les différentes formulations restent uni-
fiées malgré ’absence d’une définition rigoureuse. A titre d’exemple, Helmersson définit le
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séquencement de gain comme étant la synthése d’un contrdleur linéaire & paramétres va-
riants (LPV) dont les paramétres changent en fonction des points de fonctionnement [36].

Dans ce mémoire, nous centrons notre attention sur le séquencement de gain au sens de
la formulation suivante :

Séquencement de gain = synthése d’un systéme (contrdleur ou observateur) LPV
dont les paramétres varient de maniére continue dans le temps en fonction de
certains signaux appelés variables de séquencement qui peuvent étre des signaux
externes ou internes au processus.

Il existe de nombreuses controverses pour savoir si le séquencement de gain doit étre
considéré comme un systéme adaptatif ou non. On peut répondre que oui, si on regarde un
systéme adaptatif comme étant composé d’un controleur & paramétres ajustables et d’'un
mécanisme d’ajustement. Mais, on peut aussi répondre que non si on regarde le mécanisme
d’ajustement du systéme adaptatif comme une procédure d’estimation des paramétres du
processus alors que le séquencement de gain suppose la mesurabilité de ces paramétres.

Bien que ce mémoire soit dédié en grande partie & la synthése d’observateurs, la pré-
sentation bibliographique faite de ces approches et du principe général du séquencement
de gain privilégie ’aspect synthése de loi de commande. La raison principale est due au
fait que la plupart des publications sur le séquencement de gain traitent la synthése de
controleurs et il existe trés peu de publications qui s’intéressent & la synthése d’observa-
teurs. Cela n’affecte en rien I'idée principale de ces types d’approches et sa transposition
au cas de la synthése d’observateurs est immédiate.

Principe général, historique et état de ’art du séquencement de gain

Le séquencement de gain est basé sur la mesurabilité des points de fonctionnement
du processus et il constitue une trés bonne technique pour compenser les effets produits
par la variation des paramétres du processus ou par certaines non linéarités connues du
processus.

Le schéma, de principe d'un systéme avec un controleur & gain séquencé est donné
dans la figure 1.3 ([7]). Dans ce schéma, le systéme corrigé peut étre vu comme ayant
deux boucles: une boucle interne composée du systéme et du controleur et une boucle
externe qui permet de changer les parameétres du controleur en fonction des points de
fonctionnement.

Bien que I'idée d’associer les paramétres d’un controleur & des variables auxiliaires
soit ancienne, les outils nécessaires 4 sa mise en ceuvre ne sont disponibles que depuis
peu. Implémenter le séquencement de gain avec des techniques analogiques nécessite des
générateurs de fonctions et des multiplicateurs difficiles & réaliser. Pour des considérations
de cofit trés élevé et des difficultés au niveau matériel, les techniques de séquencement de

gain n’ont été adoptées, au début, que pour des applications militaires. Avec I’apparition
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Séquencement
de gain ﬁ
Paramétres du
contréleur Point de
fonctionnement
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_— commande I
Controéleur Systéme |
|—> Sortie

F1G. 1.3 — Le séquencement de gain

de contréleurs implémentés numériquement sur ordinateur, le séquencement de gain a été
également adopté dans d’autres domaines industriels.

Malgré son ancienneté, on trouve peu de publications sur le séquencement de gain
avant les années 1990. Les premiéres études théoriques sur le séquencement de gain comme
synthése pour les systémes non linéaires sont dues a [61] et [57]. De nombreux travaux
ont été entrepris depuis et nous commengons 4 avoir de nombreuses publications dans ce
domaine [56, 60, 39, 54, 45, 3, 43, 47, 2, 62].

Le séquencement de gain traditionnel est basé sur la linéarisation du systéme autour
de plusieurs points d’équilibre. Des méthodes de synthése linéaire sont appliquées sur
le modéle linéarisé a chaque point d’équilibre afin d’obtenir un ensemble de contréleurs
LTT qui fonctionnent lorsque le systéme en boucle fermée évolue autour de ces points.
Par la suite, la procédure de séquencement proprement dite est 4 ’origine de 1’aspect non
linéaire du probléme de synthése. I.’idée de base de la procédure de séquencement implique
I'interpolation de contrdleurs LTI pour les conditions de fonctionnement intermédiaires.

Parallélement, des approches alternatives trés intéressantes ont été proposées dans le
contexte du séquencement de gain. Elles utilisent plutét une représentation du systéme
de type LPV qu’une représentation non linéaire et elles sont appelées méthodes LPV de
séquencement de gain. Ces approches sont différentes conceptuellement du séquencement
de gain classique dans le sens ou elles construisent directement un contréleur LPV sans
passer par une famille de contréleurs LTT.

Nous pouvons regrouper toutes les méthodes du séquencement de gain basée sur la
linéarisation jacobienne et utilisant soit des techniques traditionnelles d’interpolation soit
des techniques LPV pour la synthése de contréleurs. Ces méthodes sont connues dans la
littérature sous le nom de séquencement par linéarisation mais nous, on les appellera dans
cette thése approche conventionnelle du séquencement de gain (en bleu sur la figure 1.4).

Une présentation plus détaillée de I’approche conventionnelle est présentée dans la section
1.3.2.

Une limitation de I’approche conventionnelle réside dans le fait qu’elle exploite le com-
portement du systéme seulement dans un voisinage des points d’équilibre. Une approche
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F1G. 1.4 — Principe et classification du séquencement de gain

récente qui attaque directement cette restriction est basée sur la linéarisation de type
« velocity-based »(en vert sur la figure 1.4). Cette nouvelle approche permet d’associer
un systéme linéaire &4 chaque point de fonctionnement du systéme et plus seulement aux
points d’équilibre. Les avantages d’une telle approches seront présentés plus loin.

Toutes les approches conservant la philosophie classique du séquencement de gain ol
la synthése d’un contréleur non linéaire est décomposée en la synthése de plusieurs contro-
leurs LTI, ont été appelées par Leith [50] « divide & conquer gain-scheduling design ».

De maniére générale, la synthése de contréleurs par séquencement de gain pour des
processus non linéaires est une procédure & quatre étapes comportant l'utilisation de
différentes techniques comme on peut le constater sur la figure 1.4:

PREMIERE ETAPE : Elle consiste & concevoir un modéle LPV du processus. La méthode
la plus utilisée est la linéarisation jacobienne (du 1¢" ordre) du processus autour d’une
famille de points d’équilibre et, suite & cette linéarisation, nous obtenons une famille
paramétrée de modéles linéarisés. La paramétrisation correspond a des valeurs fixes des
variables de séquencement. Ces variables de séquencement sont soit des variables internes
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du processus soit des signaux externes du processus voire une fonction de ceux-ci. Cette
approche s’appelle séquencement par linéarisation (en bleu sur la figure 1.4).

Une deuxiéme approche consiste & déguiser les non linéarités en les ré-écrivant comme
des paramétres variants dans le temps qui sont utilisés par la suite comme des variables
de séquencement. Cette approche s’appelle séquencement quasi-LPV (en rouge sur la
figure 1.4). D’autres approches plus récentes peuvent étre rajoutées 3 cette premiére étape:
modélisation basée sur la vitesse, modélisation de type logique floue ou réseaux neuronaux.

DEUXIEME ETAPE: Dans une deuxiéme étape, 'utilisation des méthodes de synthése
linéaire permet la synthése des contrdleurs linéaires pour le modéle LPV. Une famille
paramétrée de contrdleurs linéaires, correspondant au modéle linéaire dépendant des pa-
ramétres, peut &tre obtenue:

— soit par des méthodes directes comme les méthodes LPV,

— soit par un mécanisme (ou une procédure) d’interpolation & partir d’un ensemble de
contréleurs LTT construits pour des valeurs isolées des variables de séquencement.

Généralement, la synthése est faite de telle sorte que le modéle LPV en boucle fermée,
pour chaque valeur fixée des paramétres, respecte les performances désirées. Des méthodes
plus récentes de synthése essayent d’assurer les performances désirées pour des trajectoires
des paramétres & temps variant appartenant & une classe spécifiée (voir les méthodes LPV
décrites dans la section 1.4).

TROISIEME ETAPE: Elle concerne la mise en oceuvre pratique du séquencement de
gain qui nécessite une implémentation de la famille de contréleurs de telle facon que
les coefficients (ou les gains) du controleur varient en fonction de la valeur courante des
variables de séquencement. Les méthodes différent selon le type de séquencement choisi,
1.e. séquencement par linéarisation ou quasi-LPV.

QUATRIEME ETAPE: La stabilité et les performances locales du contréleur & gain
séquencé font I’objet d’une investigation analytique tandis que 1’évaluation de la perfor-
mance globale est faite par simulation.

Caractéristiques du séquencement de gain

Nous présentons les caractéristiques générales du séquencement de gain qui peuvent
étre soit des avantages soit des inconvénients [57, 58]:

— L’avantage principal de I’approche par séquencement de gain réside dans 'utilisation
d’outils puissants de synthése linéaire pour des problémes non linéaires difficiles. La
plupart des spécifications de performance sont formulées dans le cas linéaire et des
notions du domaine fréquentiel, par exemple, deviennent directement exploitables.
Ainsi, beaucoup de techniques qui ne sont pas assez bien définies dans un contexte
non linéaire deviennent applicables dans une approche par séquencement de gain.
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— Cette approche ne nécessite pas d’hypothése structurelle sévére sur le modéle du
processus et elle peut étre appliquée méme en absence d’un modéle complet (par
exemple lorsqu’on dispose seulement de la connaissance de quelques points d’équi-
libre et des linéarisations correspondantes).

— Un autre avantage réside dans le fait que cette approche permet au contrdleur de
répondre rapidement aux changements du processus. Pourtant cet avantage intro-
duit certaines difficultés. Une des difficultés concerne la sélection des variables de
séquencement appropriées: il est trés important que les variables de séquencement
traduisent les changements de la dynamique du systéme comme des changements
de points de fonctionnement. Une autre difficulté importante est la sélection de la
procédure de séquencement. L’interpolation linéaire s’est avérée &tre la procédure
standard.

— Un autre aspect du séquencement de gain est le fait qu’il est local par sa nature.
En effet, la stabilité peut étre assurée localement et seulement pour des variations
lentes des paramétres. Il n’y a pas de garantie de performance globale. Celle-ci doit
étre vérifiée par des études de simulation approfondies, ce qui est la contrepartie des
avantages de l'utilisation des méthodes de synthése linéaires.

Par contre 'approche quasi-LPV, décrite plus loin, offre des garanties de perfor-
mance et de stabilité.

Nous avons présenté le séquencement de gain comme étant une technique qui permet
de résoudre les problémes non linéaires par décomposition en un nombre fini de sous-
problémes linéaires. Mais, la synthése par séquencement de gain est aussi une technique
attractive qui permet de concevoir des contréleurs pour des systémes soumis a des varia-
tions paramétriques. Le principe de base consiste & choisir les paramétres du controleur
en ligne comme des fonctions des paramétres du systéme. Lorsque les parameétres sont
incertains et disponibles en temps réel pour le contréleur, nous pouvons construire des
contrbleurs en appliquant des techniques de synthése par séquencement de gain ou des
techniques de synthése robuste. De plus, la stabilité et les performances des controleurs
4 gain séquencé peuvent étre analysées en utilisant des critéres de robustesse. Un lien
intéressant entre les deux types de technique de synthése est présenté par la suite.

Robustesse ou séquencement de gain

Dans le contexte des systémes incertains avec des paramétres incertains variants dans
le temps, on peut se poser le probléme de la synthése d’un contréleur robuste ou d’un
contrbleur & gain séquencé. Dans le cas de la stabilisation par retour d’état, Blanchini a
abordé dans [22] une question trés intéressante: quand la stabilisation par séquencement
de gain est-elle équivalente & un probléme de stabilisation robuste? La réponse donnée
peut étre étonnante: pour les modéles convexes les deux problémes de stabilisation par
retour d’état sont équivalents. En effet, 'auteur considére un modéle incertain convexe de
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la forme:
& = a(@,p) + b(z,p)u

ou a(z,p) et b(z,p) évoluent dans des ensembles convexes par rapport au paramétre in-
certain variant dans le temps p(t) € Q. Il est bien connu que lexistence d’un contro-
leur stabilisant robuste implique 'existence d’un contréleur stabilisant & gain séquencé.
Blanchini montre que 1’existence d’un contréleur stabilisant & gain séquencé ®gs(z,p) im-
plique I’existence d’un contrdleur stabilisant robuste ®(z) continu partout 4 l'exception

de Dorigine. Dans le cas des systémes LPV polytopiques, la commande ®z(z) n’est plus
discontinue & l’origine.

La question tout & fait naturelle que nous pouvons nous poser maintenant est la sui-
vante: La mesurabilité des parameétres apporte-t-elle un avantage pour le contréleur? La
réponse est donnée dans le méme article: I’avantage de la mesurabilité des paramétres
réside dans le fait qu’elle rend possible I'implémentation de contrdleurs stabilisants li-
néaires. Il faut noter que les résultats proposés ne sont valables que pour le probléme de
stabilisation par retour d’état. De ce fait, la connaissance du paramétre p est utile pour as-
surer de meilleures performances en boucle fermée. De méme, une commande discontinue
en z = 0 peut générer, lors de I’implémentation pratique, des oscillations non désirables
lorsque 1’état est proche de l'origine. Dans le cas d’une commande basée observateur, la
connaissance des paramétres joue un role trés important. En effet, si I’observateur n’est
pas dépendant des paramétres, I’équation de.l’erreur d’estimation présente des termes
devant étre considérés comme des incertitudes. Les résultats d’équivalence fournis par
Blanchini ne sont donc pas valables pour une commande basée observateur ni dans le cas
plus général d’une commande par retour de sortie.

1.3.2 Approche conventionnelle du séquencement de gain

Par approche conventionnelle du séquencement de gain on comprend une approche
basée sur la linéarisation jacobienne du systéme autour d’un certain nombre de points
d’équilibre. Par conséquent, elle utilise uniquement ’information concernant la dynamique
du systéme en ces points d’équilibre. La présentation qui suit, de 'approche convention-
nelle, aborde aussi bien les techniques traditionnelles que les techniques plus modernes et
elle suit la présentation donnée dans [58|.

Modélisation LPV du systéme

Soit le systéme non linéaire décrit par les équations:

{¢a>=gﬂw@xua»

y(t) = g(z(®)u(t)) V>t (1.19)
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ott z(t) € R™ est la variable d’état, u(t) € R™ le vecteur des entrées de commande et
y(t) € RP le vecteur des sorties. f et g sont des fonctions différentiables avec des dérivées
continues lipschitziennes et bornées.

L’ensemble des points d’équilibre du systéme non linéaire (1.19) est constitué des
points (xe, ue) tels que f(ze,ue) = 0. Cet ensemble de points d’équilibre est paramétré
par une variable de séquencement p € RY, ce qui nous permet de définir une variété
d’équilibre ou une famille de points d’équilibre.

Une variété d’équilibre ou famille de points d’équilibre paramétrée par p € RV est
définie comme étant 1’ensemble des fonctions continues z, : RY — R™, u.: RY — R™
telles que

f(@e(p)suc(p)) =0  VpeD (1.20)

oil D est un sous-ensemble compact de RY.

Remarque 1.3.1. La variable de séquencement p peut dépendre de ’état, des entrées et
des sorties du systéme. Etant donné que le vecteur de séquencement doit étre mesurable,
il ne peut dépendre de 1’état qu’a travers les sorties mesurées y et donc p = h(u,y). La
variable de séquencement p est vue comme un paramétre par le processus de synthése et
par la suite, dans 'implémentation du controleur & séquencement de gain, elle devient
une entrée 3 temps variant via la dépendance p(t) = h(u(t),y(t)).

Remarque 1.3.2. Le choix de la variable de séquencement n’est pas unique et cette
sélection ainsi que la définition de la variété d’équilibre dépendent du probléme considéré.

A chaque point d’équilibre nous pouvons associer une linéarisation (une approxima-
tion) du systéme autour de ce méme point d’équilibre qui décrit le comportement local
du systéme non linéaire. Par conséquent, nous associons & une variété d’équilibre donnée
la famille de linéarisations correspondante qui s’écrit sous la forme LPV suivante:

{ &5 = Vo f (Te(0),1e(0))T5 + Vo f (e(p) e (0) s (1.21)

Ys = Vug(ze(p),ue(p)) 25 + Vug(e(p),uc(p))us Yt >t et Vp € D

ol z5(t), us(t) et ys(t) sont des signaux de déviation

o5(t) = 2(t) —ze(p)  us(t) = ult) —ue(p)  95(t) = y(t) — velp)

et V. f est le jacobien de la fonction f par rapport & la variable z. La sortie y,(p) représente
la sortie associée & la variété d’équilibre, i.e. y.(p) = g(ze(p),ue(p)), p € D. Du fait que
les fonctions f et g sont continiment différentiables, les fonctions matricielles V, f, V.. f,
V.9 et Vg sont continues.

La famille de linéarisation (1.21) décrit, pour chaque valeur figée du paramétre p, le
comportement local du systéme non linéaire autour du point d’équilibre correspondant.

Remarque 1.3.3. Dans les équations de la forme non linéaire (1.19), des entrées externes
peuvent intervenir. Nous pouvons les séparer en v et w de telle sorte que le vecteur des
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entrées externes w refléte la dépendance paramétrique du systéme en fonction des variables
externes tandis que le vecteur v représente des entrées de types signaux de référence,
perturbations et bruits. La distinction entre les deux types d’entrées externes est faite au
niveau de la synthése. Dans le cas du séquencement par linéarisation, I’équation d’état
sera linéarisée par rapport & v mais pas par rapport a w. Le vecteur w apparait plut6t
comme une partie de la paramétrisation de la famille des linéarisations, i.e. p = h(u,y,w).

Synthése linéaire

La synthése du contréleur & séquencement de gain consiste en la synthése d’une famille
de controleurs linéaires correspondant & la famille de linéarisations (1.21) du systéme.
Ceci a comme résultat I’obtention d’une famille de contréleurs linéaires paramétrée par
la variable de séquencement p avec ys(t) comme signal d’entrée et us(t) comme signal de
sortie. ys(t) et us(t) sont des signaux de déviation associés au systéme linéarisé autour
de points d’équilibre paramétrés par p. La famille de controleurs linéaires peut étre écrite

sous la forme:
=Lt FO) [ eem 1

Afin d’obtenir le controleur LPV (1.22), nous pouvons procéder de différentes maniéres.
Une solution consiste & diviser la famille d’équilibre en des régions disjointes D = D; U
...UDg et a faire la synthése d’un controleur LTI pour chacune de ces régions. Ensuite,
le controleur LPV est obtenu en faisant varier les coefficients du contréleur selon la valeur
de p i.e. si p € Dy alors utiliser les ccefficients correspondants Fy, Gg, Hy et Ej. Cette
solution est la plus simple mais elle présente I'inconvénient de produire des discontinuités
et des sauts dans les ceefficients du controleur LPV, ce qui n’est pas forcément souhaitable.

Une autre solution consiste & évaluer le modéle LPV en des points sélectionnés formant
un ensemble de points de synthése et & calculer des contréleurs LTI pour chacun de ces
points. En d’autres termes, en choisissant des points pi, pa, ..., px représentatifs de la
famille des points d’équilibre, un contréleur LTI est construit pour chaque linéarisation
du systéme correspondant & ces points. Ceci génére un ensemble indexé de controéleurs

LTI:
] [Fe Gyl [28 B
[uJ“[Hk Ek] [ud] k=1,... K.

Bien entendu, les variables de chaque contréleur sont des variables de déviation par rap-
port au point d’équilibre considéré, i.e. par exemple y5(t) = y(t) — ye(px). Ensuite, cet
ensemble des controleurs LTI est interpolé entre les points de synthése par rapport au
paramétre p d’une maniére au moins continue afin d’obtenir le controleur (1.22). Cette
solution souléve une difficulté pratique de conception relative au choix souvent délicat de
la méthode d’interpolation en ligne.
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Bien qu’une partie de la littérature sur le séquencement de gain ignore les problémes
posés par l'interpolation [61, 57, 41, 45], en supposant que le contrdleur interpolé continuel-
lement (1.22) est disponible, d’autres chercheurs se sont plutot focalisés sur 'interpolation
de contrdleurs LTI. De nombreuses méthodes ad-hoc ont été proposées:

— interpolation des fonctions de transfert en interpolant linéairement les poles, les
zéros et les gains des controleurs LTI 53],

— interpolation linéaire des matrices de la représentation d’état de ces correcteurs [42],

— interpolation linéaire des contréleurs H,, obtenus par résolution des équations algé-
briques de Riccati [56],

— interpolation linéaire du gain de la boucle fermée et du gain d’observateur [39]
— interpolation des sorties de plusieurs contrdleurs implémentés en paralléle [26], [43].

Toutes ces approches proposent des solutions plutdt intuitives qui donnent de bons ré-
sultats pour les applications particuliéres considérées. Malheureusement, des contrdleurs
non stabilisants peuvent &tre générés pour des points d’équilibre intermédiaires ou pour
certaines valeurs du paramétre p ce qui, sans précaution particuliére, peut engendrer I'in-
stabilité de la boucle fermée.

En complément de ces méthodes ad-hoc, des méthodes bien justifiées théoriquement
ont été proposées. Une interpolation linéaire des gains du retour d’état permettant de
placer les poles de la boucle fermée dans une région choisie, est présentée dans [60]. Dans
[62, 63], les auteurs proposent des méthodes d’interpolation des contrdleurs qui stabilisent
le systéme pour chaque valeur du paramétre p. Afin de garantir la stabilité globale du
systéme non linéaire en boucle fermée, une borne sur la vitesse de variation de p a été
calculée.

Une solution alternative qui permet de contourner le probléme de ’interpolation, en
abordant ce probléme de maniére implicite, est offerte par les techniques LPV. Dans
I’approche LPV, il est possible d’obtenir directement la famille de contrdleurs (1.22) par
des méthodes de synthése LPV [17, 3, 4] ou LFT [54]. Ces méthodes seront présentées en
détail dans la section 1.4.

Séquencement non linéaire

Le but de cette étape est de calculer un controleur de la forme non linéaire générale

{a’cc(t) = a(z°(t),y(1))

ult) = bas (D) y() Ve to (123)

avec les signaux u(t) et y(t) correspondant au systéme non linéaire (1.19).

Un premier objectif de cette étape du séquencement est qu'un point d’équilibre du
contrdleur se superpose 4 un point d’équilibre du systéme. Dans ce cas, le systéme en
boucle fermée aura le méme point d’équilibre et en plus la linéarisation du systéme en
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boucle fermée autour de ce point correspond a la boucle fermée obtenue en associant
le systéme linéarisé et le controleur linéarisé. Par conséquent, la variété d’équilibre du
controleur (1.23) doit se superposer avec la variété d’équilibre du systéme non linéaire.
Cette exigence suppose 'existence d’une fonction z¢(p) telle que

0 = a(zg(p),ye(p)) et (1.24a)
ue(p) = b(ze(p)ye(p)), p€D. (1.24b)

La condition (1.24b) exige que le contrdleur, en la variété d’équilibre, fournisse un signal
d’entrée constant permettant au systéme de maintenir la condition d’équilibre (1.20).

Un deuxiéme objectif exige que la famille des linéarisations du contrdleur non linéaire
(1.23) soit identique & la famille des controleurs linéaires (1.22) obtenue par le processus
de synthése. La linéarisation du contréleur non linéaire autour de chaque point d’équilibre
est identique au controleur linéaire (1.22) construit pour ce point d’équilibre si

V:vca(xg(p)aye(p)) = F(p)
Vyb(z5(p),ye()) = E(p), p€D.

La maniére la plus simple pour trouver un contrdleur satisfaisant les conditions (1.24b)
et (1.25) consiste & utiliser directement le controleur LPV ce qui permet de trouver le
controleur & gain séquencé suivant :

{ = F(p)(2° - 2(0) + G(0) (v — %e(0))
u = H(p)(z° — z5(0)) + E(p) (y — y(0)) +ue(p), p€D.

L’implémentation de ce contréleur est obtenue tout simplement en remplagant p(t) par
sa description h(u(t),y(t)).

(1.25)

(1.26)

Généralement, il peut y avoir plusieurs contrdleurs non linéaires, a part le contréleur
(1.26), satisfaisant les conditions (1.24b) et (1.25). Le controleur (1.26) est le choix habituel
pour les applications. Certains auteurs ont concentré leur attention sur la synthése de
controleurs de la forme (1.23). Par exemple dans [41], le point de départ est la famille de
controleurs linéaires (1.22). Les auteurs proposent une méthode produisant un controleur
dont la linéarisation en boucle fermée, en chaque point d’équilibre, a les mémes valeurs
propres et la méme fonction de transfert que la boucle fermée linéaire composée du systéme
linéarisé et du contréleur linéaire.

Remarque 1.3.4. L’implémentation du contréleur (1.26) fait disparaitre le paramétre
artificiel p apparaissant dans sa structure. Par conséquent, comme p n’intervient plus ex-
plicitement, la linéarisation de cette implémentation est différente de la famille de contro-
leurs linéaires (1.22). Cela est da 4 Papparition de certains termes supplémentaires agis-
sant soit au niveau de la boucle fermée soit comme des perturbations extérieures et ces
termes sont connus dans la littérature scientifique sous le nom de termes de couplage
caché [53, 45, 58]. Certains remédes contre I'apparition de ces couplages ont été proposées
par [57, 53, 45]. Par exemple, la méthode de synthése du contréleur non linéaire proposée
dans [41] évite les couplages cachés.
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1.3.3 Approches récentes du séquencement de gain

Comme présentée dans la section précédente, I’approche conventionnelle du séquen-
cement de gain est basée sur la linéarisation jacobienne du systéme autour d’un certain
nombre de points d’équilibre. Par conséquent, cette technique n’utilise que I'information
concernant la dynamique du systéme en ces points d’équilibre. Des méthodes plus récentes
permettent de contourner cette limitation et d’exploiter des informations supplémentaires
comme la dynamique du systéme en des points de fonctionnement différents des points
d’équilibre.

Modélisation quasi-LPV

La modélisation quasi-LPV permet d’obtenir une description linéaire du systéme d’une
maniére trés différente de I’approche par famille de linéarisation jacobienne. Elle est basée
sur la possibilité de ré-écrire les non linéarités comme des paramétres variants dans le
temps qui sont inclus, par la suite, dans le vecteur de séquencement.

Comme les termes non linéaires contiennent généralement 1’état, ceci signifie qu’une
partie de 1’état doit étre utilisée dans la constitution du vecteur de séquencement. Dans
cette optique, le vecteur d’état est partagé en deux parties: une partie mesurable z,, qui
contient les états considérés comme paramétres et une deuxiéme partie x4 qui contient
les états dynamiques. En supposant qu’il existe une représentation quasi-LPV du systéme
(1.19) alors elle s’écrit sous la forme:

2= 1a8) 50 g 0

avec p contenant le vecteur x,, et éventuellement des signaux externes. La fonction @(p,u)
est supposée inversible par rapport & u, i.e. il existe 4! tel que 471(p,a(p,u)) = u. Alors
la synthése d’une commande linéaire pour % conduit & la synthése de la commande non
linéaire u comme étant v = 4~1(p,4).

Il est important de noter qu’une représentation quasi-LPV d’un systéme n’est pas
unique et que toutes ces représentations quasi-LPV ne sont pas forcément utilisables pour
le séquencement de gain. Pour qu’une représentation quasi-LPV soit exploitable par une
approche utilisant le séquencement de gain il faut que seule la partie mesurable du vecteur
d’état intervienne dans les non linéarités.

Le modéle LPV (1.27) n’est pas obtenu par une technique de linéarisation. Par consé-
quent, on n’a pas une famille de points d’équilibre mais uniquement le point d’équilibre
a Dlorigine. Si une loi de commande satisfait les performances désirées pour toutes les
trajectoires paramétriques p alors elle satisfait les mémes performances lorsque le vec-
teur z,, prend la valeur de la variable dynamique z,,(t) intervenant dans le systéme de
départ. Cela est di au fait que le modéle LPV (1.27) introduit des caractéristiques sup-
plémentaires qui peuvent aller au deld de celles du systéme non linéaire considéré, ce qui
augmente considérablement les difficultés de la synthése du contréleur.
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Modélisation par linéarisation basée sur la vitesse (« velocity-based »)

La linéarisation basée sur la vitesse est la généralisation rigoureuse de la linéarisation
par développement en série autour d’un point d’équilibre. En effet, par cette méthode de
linéarisation on associe un systéme linéaire & chaque point de fonctionnement de 1’espace
de fonctionnement et pas seulement aux points d’équilibre. En dérivant le systéme non
linéaire (1.19), une représentation de ce systéme s’écrit sous la forme

T=w
W= me(xfu')w + vuf($7u)u (128)
Y = Vyg(z,u)w + Vyg(z,u)i.

Du point de vue de la dynamique, le systéme (1.28), avec des conditions initiales appro-
priées, est équivalent au systéme non linéaire (1.19) dans le sens ou les deux systémes
ont la méme solution z. Il faut noter que cette transformation translate tous les points
d’équilibre & Porigine (w = 0 = u). Une linéarisation basée sur la vitesse du systéme
(1.19) au point de fonctionnement (z1,u1) est tout simplement le systéme (1.28) fixé sur
le point de fonctionnement (z1, uq).

Ainsi, au systéme non linéaire (1.19) on peut associer une famille de linéarisations
basées sur la vitesse définie par (1.28) avec (z,u) appartenant & I’ensemble des points de
fonctionnement. Il s’en suit que la famille de linéarisations basées sur la vitesse englobe
toutes les dynamiques du systéme non linéaire sans aucune perte d’information. De plus,
en choisissant des variables de séquencement qui reflétent le changement de point de fonc-
tionnement, on peut paramétrer cette famille par rapport aux variables de séquencement
et donc obtenir un modéle LPV décrivant le comportement du systéme non linéaire.

En se basant sur cette famille de linéarisations, on détermine une famille de linéari-
sations (de type « velocity based ») pour le contrdleur de telle maniére que la famille en
boucle fermée satisfasse les performances désirées. Comme chaque membre de la famille
est linéaire, on peut utiliser les méthodes de synthése linéaire conventionnelles pour cal-
culer le membre correspondant de la famille de contréleurs. Comme alternative, on peut
également utiliser les méthodes de synthése LPV.

Notons que la linéarisation basée sur la vitesse facilite I’analyse globale en dehors de
points d’équilibre et permet ’investigation des caractéristiques transitoires.

Le lecteur intéressé peut se référer a [48, 49] pour une étude détaillée de cette approche
du séquencement de gain.

1.4 Techniques LPV

Comme présenté dans la section précédente, le séquencement de gain traditionnel
construit un contréleur LPV en interpolant une famille de contréleurs locaux calculée par
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des méthodes LTI. Récemment, une approche alternative intéressante a été proposée dans
le contexte de la synthése par séquencement de gain [54, 17, 3, 4, 20, 59, 68, 2|. Cette
approche est conceptuellement différente du séquencement de gain traditionnel puisqu’elle
implique la synthése directe du contréleur LPV plutét que sa construction & partir d’une
famille de contréleurs LTI locaux. Du fait qu’elle prend comme point de départ la repré-
sentation LPV sans considérer que cette représentation est issue d’'un modéle non linéaire,
cette approche est connue dans la littérature scientifique sous le nom d’approche LPV.

La caractéristique principale de l’approche LPV est le fait que la loi de commande
est directement recherchée sous la forme d’un correcteur global bati sur le méme modéle
que le systéme. Autrement dit, les variations paramétriques du systéme sont directement
intégrées au niveau de la loi de commande dont la structure recopie celle du systéme. Un
tel choix a ’avantage de garantir stabilité et performances sur tout le domaine d’évolution
paramétrique.

Les techniques LPV exploitent des mesures de performances utilisant la norme comme
outil : la norme induite £, est largement utilisée étant donné le lien étroit avec la théorie
Heo dans le cas linéaire. Cela implique un certain degré de conservatisme et correspond
plut6t & des extensions particuliéres qu’a une généralisation compléte de la synthése H
(voir section 1.1.3).

Certaines méthodes s’inscrivent dans le cadre d’une approche quadratique classique
[3, 18] et elles reposent parfois sur un modéle polytopique [4] ou un modéle LFT [54]. Dans
I’hypothése d’une modélisation affine, des méthodes adaptées au contrdle des systémes
variants lentement et utilisant des fonctions de Lyapunov dépendant des paramétres ont
également été proposées [1].

Approche quadratique

Dans [18, 17], les auteurs traitent la synthése de controleurs par retour de sortie avec
une performance en norme induite £, en utilisant une fonction de Lyapunov quadratique.
Une généralisation au cas discret a été présentée dans [4]. Une difficulté pratique relevée
dans ces résultats est die au nombre infini de contraintes & respecter. Pour contourner
cette difficulté, dans [18] les auteurs utilisent une méthode de quadrillage paramétrique
alors que dans [4] les résultats de synthése se réduisent 4 un probléme de faisabilité avec
un nombre fini de contraintes évaluées aux sommets d’un polytope de matrices.

Comme évoqué dans la section 1.1.2, le principal inconvénient de I’approche quadra-
tique est le conservatisme induit par la recherche d’une fonction de Lyapunov quadratique
unique.

Approche par fonctions de Lyapunov dépendant des paramétres

Récemment, motivés par le conservatisme de l'approche quadratique, de nombreux
chercheurs ont proposé des solutions de synthése basées sur I’existence d’une fonction
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de Lyapunov dépendant des paramétres [67, 2, 62]. Contrairement au cas quadratique,
les matrices du controleur dépendent maintenant non seulement du paramétre p mais
également de sa dérivée p. En plus, la vitesse de variation des paramétres est supposée
bornée ce qui n’est pas le cas de 'approche précédente. Ce type de contrdleur est d’un
intérét pratique limité du fait que la dérivée du paramétre p ne peut étre ni mesurée
ni facilement estimée pendant le fonctionnement du systéme [2]. Afin de résoudre ce
probléme, mais pas sans perte de généralité, la dépendance du contrdleur par rapport a p
peut étre éliminée en limitant notre attention & une sous-classe de fonctions de Lyapunov.

Dans cette approche, nous retrouvons les mémes difficultés liées au nombre infini de
contraintes 3 satisfaire, comme dans ’approche quadratique, mais aussi des difficultés liées
& la dimension infinie de 1’espace fonctionnel de la matrice de Lyapunov. Par rapport &
la premiére difficulté, un quadrillage paramétrique ou alternativement un choix spécifique
pour les systémes LPV affines (ou polytopiques) permettent de réduire le nombre infini de
contraintes & un nombre fini. La deuxiéme difficulté peut étre contournée en choisissant
la classe de fonctions de Lyapunov affines [2] ou une approche de type Raleigh-Ritz [67].

A part ces aspects pratiques, il existe également d’autres aspects théoriques liés &
I’approche dépendant des paramétres. Bien que 'utilisation des fonctions de Lyapunov
dépendant des paramétres permette d’obtenir des conditions moins restrictives que l’ap-
proche quadratique, ceci introduit un certain conservatisme, aspect qui a déja été présenté
- dans la section 1.1.2. Il faut noter que cette approche est réservée a des situations ot les
paramétres sont des signaux exogénes qui peuvent étre variants dans le temps mais qui
sont strictement indépendants de I’état du systéme (ce qui n’est pas le cas pour ’approche
quadratique et 'approche basée sur la théorie du faible gain). En revanche, cette approche
devient appliquable lorsque les paramétres dépendent de l’état & condition de limiter les
“entrées et les conditions initiales de I’état de telle fagon & assurer une variation lente des
paramétres.

Méthodes LFT du faible gain

Dans certains cas, on peut modéliser la dépendance paramétrique d’un systéme LPV
comme une transformation linéaire fractionnaire (LFT). En effet, une représentation LFT
est un cas particulier des systémes LPV qui se présente comme un systéme LTT avec une
boucle fermée contenant la dépendance paramétrique sous forme bloc-diagonale. Cette
forme est exploitée en utilisant le théoréme du faible gain afin de déduire des méthodes
particuliéres de séquencement de gain.

La procédure de synthése consiste & regarder temporairement les paramétres comme
des perturbations inconnues et & utiliser des méthodes d’optimisation LTI en accord avec
I’analyse du faible gain afin de construire la partie LTI du contrdleur. Les paramétres
sont incorporés par la suite dans cette partie LTI pour produire le contréleur LPV. Cette
idée a été développée dans [54] et [3]. L’utilisation des opérateurs de mise & 1’échelle
(« scalings ») permet de réduire le conservatisme des conditions de synthése. 11 faut noter
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qu’avec une représentation de type LFT on peut construire un contrdleur en utilisant des
conditions de type LMI moins complexes que dans le cas général LPV [3, 36]. Dans [36],
les résultats de synthése sont valides non seulement pour des paramétres externes mais
aussi pour le cas plus général o les paramétres dépendent de I’état du systéme.

Cependant cette approche a une limitation importante : le controleur & gain séquencé
peut étre conservatif dans le sens ou il garantit les performances désirées non seulement
pour toutes les trajectoires paramétriques admissibles mais aussi pour des dynamiques
allant au-deld des dynamiques imposées par les trajectoires paramétriques admissibles.

1.5 Conclusion

A travers ce premier chapitre nous avons présenté deux grandes approches permettant
de construire un controleur ou un observateur dépendant des paramétres pour un systéme
LPV. La premiére est constituée par les techniques de séquencement de gain tandis que
la seconde repose sur les méthodes LPV. Bien que les deux approches considérent comme
point de départ des classes de systémes différentes et qu’elles se soient développées a
priori séparément, il existe des liens trés forts qui les unissent. Le séquencement de gain
fait appel aux méthodes LPV afin de contourner le probléme posé par le choix, souvent
délicat, d’'une méthode d’interpolation.

L’interpolation entre plusieurs contrdleurs LTI (ou observateurs LTI) peut aboutir & un
controleur (observateur) dépendant des paramétres qui n’est pas stabilisant (dont ’erreur
d’estimation n’est pas stable) pour certaines valeurs particuliéres des paramétres. Il existe
trés peu de méthodes qui offrent une solution rigoureuse & ce probléme [60, 62] et cela
constitue la motivation principale du chapitre 2. A ce niveau, nous proposons des méthodes
qui garantissent la stabilité non seulement pour chaque valeur des paramétres mais aussi
pour toute trajectoire paramétrique. Le chapitre 3 est consacré au développement des
méthodes LPV adaptées a l’estimation de I’état et & la commande par retour d’état des
systémes LPV. Le cas temps discret est abordé dans le chapitre 4.
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs LPV a temps continu: approche par interpolation

2.1 Introduction

Comme présenté dans le chapitre précédent, I'interpolation en temps réel est une des
techniques utilisées dans le séquencement de gain. Cette technique permet de concevoir un
contréleur ou un observateur LPV en combinant explicitement les caractéristiques d’une
famille de controleurs ou d’observateurs LTI en fonction des variables de séquencement.
Bien que le séquencement de gain soit plutét appliqué & des systémes non linéaires, il
représente une approche attractive aussi dans le cas des systémes LPV. Lorsqu’on tra-
vaille avec des modéles LPV, les variables de séquencement sont les paramétres du systéme
supposés mesurables. Concevoir un observateur 4 gain séquencé par une technique d’inter-
polation pour un systéme LPV suppose la synthése d’une famille d’observateurs estimant
I’état du systéme lorsque les paramétres sont figés sur certaines valeurs (par exemple
des valeurs extrémes). Cette synthése est suivie de U'interpolation en temps réel de cette
famille d’observateurs.

Dans le but d’aboutir & la synthése d’un observateur & paramétres variants pour un
systéme LPV, nous proposons par la suite deux approches de synthése dans le contexte de
séquencement de gain par une technique d’interpolation. Une premiére approche propose
la synthése d’observateurs LPV en se basant sur une technique d’interpolation polynomiale
tandis que la deuxiéme approche de synthése est basée sur ’interpolation linéaire. Les mé-
thodes d’interpolation et de synthése proposées par les deux approches sont différentes
des techniques existantes au niveau de I'interpolation dans le sens qu’elles garantissent la
stabilité de I’erreur d’estimation non seulement pour chaque valeur des paramétres mais
aussi pour toute trajectoire admissible de ces paramétres. En effet, dans [60, 62, 63], les
méthodes proposées ont été qualifiées comme étant des méthodes d’interpolation préser-
vant la stabilité parce qu’elles assurent la stabilité pour chaque valeur des paramétres.
Lorsque les paramétres sont variants dans le temps une borne sur leur vitesse de variation
est calculée afin de garantir la stabilité.

2.2 Approche par interpolation polynomiale

Nous présentons, dans cette section, une méthode d’interpolation d’observateurs LTI
permettant de construire un observateur d’état d’un systéme LPV. Nous proposons une
interpolation polynomiale. Nous énongons des conditions suffisantes, en fonction du choix
de la fonction d’interpolation, pour la convergence de ’erreur d’estimation générée par
I’observateur ainsi obtenu. Le type d’approche proposée a ’avantage de fournir un observa-
teur dont la vitesse de convergence dépend uniquement des valeurs extrémes du paramétre
variant p. Comme la vitesse de variation de p n’intervient pas dans cette approche, le ré-
sultat proposé est aussi valable pour le cas des paramétres variant arbitrairement vite
voire discontinus.

A notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature une autre solution basée sur
une interpolation polynomiale & part celle présentée par la suite.
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2.2. Approche par interpolation polynomiale

2.2.1 Formulation du probléme

Nous considérons la classe des systémes linéaires variants dans le temps de la forme:

z(t) = Az(t) + i ptAix(t) + f: p'Bsu(t) + Boul(t) (2.1a)
yt)=Calt) ) (2.11)

ot la fonction scalaire p(t) € [p1,02] C R est une fonction continue inconnue a priori mais
mesurable en temps réel avec

= min p(t) et p, = max p(t
12 vggg1+p( ) et p w“én’ip( )
valeurs extrémes de p(t) connues a priori. z(t) € R" est le vecteur d’état, u(t) € R™
le vecteur des entrées de commande et y(t) € RP le vecteur des sorties. Sans perte de
généralité, nous pouvons supposer que la matrice C est de rang plein ligne.

Une fagon de justifier I’intérét d’une telle représentation est la suivante. Soit le systéme
défini par I’ensemble d’équations:

(t) = As(p)x(t) + Bs(p)ult) (2.2a)
y(t) = Cz(t). (2.2b

Supposons que les matrices d’état et de commande sont des fonctions matricielles conti-
nues non linéaires de p (p étant une fonction continue sur { un intervalle compact). En
considérant qu’un développement en série de Taylor d’ordre r + 1 des éléments de la
matrice As(p) = (Aij(p))i=1.n,j=1.n ainsi que de la matrice By(p) = (Bi;(p))i=1.nj=1.m,
autour d'un point de fonctionnement py, représente une bonne approximation pour les
éléments A;; et B;;, nous pouvons déduire le modéle approché (2.1).

Comme le modéle (2.1) varie en fonction du paramétre p, il convient naturellement de
construire un observateur dont le gain varie en fonction de p. A cet effet, des observateurs
linéaires locaux sont congus pour les valeurs extrémes de p et 'observateur & gain variant
est construit par interpolation de ces observateurs en temps réel en fonction du paramétre
p.

Le systéme (2.1) peut étre écrit de la maniére suivante:

i(t) = (Ao + 1223 piAi) z(t) + Bu,(t) (2.3a)
o(t) = Cu(t) (2.3b)

avec B = [Bo By .. .B,.], le vecteur des entrées étendu u,,(t) = [Z’)(é))} et le vecteur des

entrées virtuelles w(t) = [pu(t) p*u(t) ...pru(t)]T.
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Notre objectif est de construire un observateur d’ordre plein pour le systéme (2.1)
ayant la structure suivante:

2(t) = H(p)z(t) + L(p)y(t) + Ju,(?) (2.4a)
E(t) = 2(t) + My(t). (2.4b)
ot z € R" et & € R" est ’état estimé. Les matrices H(p), L(p), J et M de dimensions

appropriées sont & déterminer de telle sorte que ’erreur d’estimation converge exponen-
tiellement vers ’origine. Les matrices

H(p) = pa(p) Hi + p2(p) Ha et L(p) = pa(p) L1 + pa(p) Lo

sont obtenues par interpolation entre les valeurs extrémes (Hi, L) et respectivement
(Hs, L,) par lintermédiaire des fonctions d’interpolation uy(p) et ua(p). Ces valeurs
extrémes correspondent aux observateurs locaux estimant ’état du systéme lorsque p(t) =
p1 et respectivement p(t) = p,. Nous choisissons pour les fonctions d’interpolation p;(p)
et ps(p) la forme polynomiale suivante:

pa(p) = ap +aip+axp® +...+ ap"
pi(p) =1 — pa(p).
Afin d’effectuer une interpolation cohérente ot

H(p) = H, H(p)=H,
L(p1) = L1 et L(py) = Lo,

la condition suivante s’impose sur le choix des fonctions d’interpolation :
pa(p1) =0, pa(p2) =1, pi(p) > 0,y , Vo(t) € [p1,02]- (2.7)

Le probléme de synthése de ’estimateur d’état est réduit & déterminer les matrices
H,, Hy, L1, Ly, J, M et les ceefficients a; du polynéme d’interpolation de telle sorte que
Perreur d’estimation d’état est exponentiellement stable indépendamment des conditions
initiales z(to) et z(ty), de 'entrée u(t) et de ’évolution de la variable p.

Remarque 2.2.1. Les polyndomes d’interpolation sont pris de méme degré que la forme
polynomiale de la matrice d’état du systéme (2.3). Cela est important pour le développe-
ment des résultats comme on le verra par la suite. Il faut noter que les ceefficients a; du
polyndéme d’interpolation peuvent étre choisis a priori ou peuvent &tre considérés comme
des degrés de liberté.

2.2.2 Observateur d’ordre plein

L’erreur de reconstruction d’état est donnée par: e(t) = Z(t) — z(t). Dans cette partie
nous donnons les conditions de convergence de 1'observateur indépendamment des condi-
tions initiales z(tg) et 2(to), de 'entrée u(t) et de I’évolution de la variable p.
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Théoréme 2.2.1 ([13]). La dynamique de erreur d’observation est stable au sens de
Lyapunov s’il existe des matrices Hy, Ho, Ly, Ly, T, J, M et des ceefficients a; tels que
les conditions suivantes soient satisfaites :

(@oHy + (1 — ap)H1)T + (apLa + (1 — a0)L1)C —TA; =0 (2.8)
a;(Hy — H))T + ai(Ly — L)) C —TA;=0,i=1,...,r (2.9)
J=TB (2.10)
T =1, - MC (2.11)
max Re(A(agHs + (1 — ag)Hy)) < T (2.12)
ag + a1p1 +agpt +... +a.pf =0 (2.13)
ag + a1p2 +agps+ ... +appy =1 (2.14)
La(p) n’a pas de racines réelles dans Vintervalle [py, ps) (2.15)
avec
i=r 1/2
I'=-— (\/;||ﬁ||2( Zﬁzﬂ?) |(Hz — H1)T(H, — H1)||2>
i=1
etp={m p ... ﬁr]T; pi = max | p(t)* |. =

VteR

Preuve : En utilisant la matrice T de dimension appropriée, définie par (2.11), l'erreur
d’estimation est donnée par e(t) = z(t) — Tz(t). La dynamique de Perreur d’estimation
s’écrit :

&(t) = (Ho + i P Hye() + (HoT + LoC — TAo)z(t)

+ Y p(HT +I,C - TA)a(t) + (J — TB)u,(t) (2.16)
i=1
avec HO = a0H2+(1-—a0)H1, Zo = a0L2+(1—CL0)L1, Hz = ai(Hz—Hl), Zz = ai(Lg—Ll).

Si les conditions (2.8) & (2.10) sont satisfaites alors ’équation (2.16) est réduite &

i=r
) = H(ple(t) = (Fy + S He(t) (217
=1
En adaptant la démonstration de [55], nous trouvons que la condition de stabilité au sens
de Lyapunov de cette équation est assurée par la condition (2.12). En effet, pour prouver
la stabilité de cette équation nous considérons la fonction de Lyapunov V (t) = €T (t)Qe(t)
telle que la matrice Q;, = T-IfQ +QH,y = —2ayI soit définie négative, avec o, > 0. Aprés
utilisation du principe de Rayleigh [44], nous obtenons la relation

)\maaz (Q) <

max Re(A\(H))
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs LPV & temps continu : approche par interpolation

qui nous permet, aprés quelques majorations, d’écrire la condition de négativité de la
dérivée de la fonction de Lyapunov, et par conséquent celle de la stabilité de I’erreur
d’observation, sous la forme:

(mzao:é)?e()\(ﬁo)))2 > flow) avec f(ap) = VT2l of

i=r

— T
20— || Y piH; H; 12

i=1

En minimisant f(os) par rapport & os et en remplacant les expressions de H; nous
retrouvons la condition (2.12).

Les relations (2.13), (2.14), (2.15) sont déduites de la condition (2.7). 0O

A partir de ces conditions, nous pouvons remarquer que l’existence de ’observateur
ainsi que la vitesse de convergence de ’erreur d’estimation ne dépendent pas de 1’évolution
de la variable p(t) mais seulement de ses valeurs extrémes p; et ps.

Nous pouvons reformuler les conditions suffisantes d’existence de ’observateur comme
P’indique le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.2 ([13]). La dynamique de l’erreur d’observation est stable s’il existe des
matrices Hy, Hy, L1, Ly, T, J, M et des ceefficients a; tels que les conditions (2.10)
jusqu’a (2.15) soient satisfaites ainsi que les conditions suivantes :

H,T +Ly,C —TAy; =0 (2.18)
HT+L,C—-TA; =0 (2.19)
TE = (2.20)

avec

A =Av+ pAL+ R A+ 4 pLA,
Ay = Ao+ p2 AL + p5As + ...+ PR A,

Preuve : En multipliant les relations (2.9) par p¢ et en additionnant ces relations par
rapport & 7 et avec la relation (2.8), on obtient la condition (2.18) aprés I'utilisation des
conditions (2.13) et (2.14). Ensuite, en répétant les mémes opérations mais par rapport
& pb on obtient la condition (2.19). En faisant la soustraction entre (2.18) et (2.19), les r
conditions (2.9) sont équivalentes & (2.20). O

Ce corollaire présente des conditions suffisantes pour la synthése d’un observateur de
la forme (2.4) qui sont plus facilement utilisables que les conditions du Théoréme 2.2.1.
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2.2. Approche par interpolation polynomiale

Cependant une difficulté majeure, présente autant dans le Théoréme 2.2.1 que dans le
Corollaire 2.2.2, vient de la condition de I-détectabilité (2.12) qui n’est pas facilement
intégrable dans une procédure de synthése étant donné que cette condition utilise les
matrices inconnues H; et Hj ainsi que les ceefficients a;.

Afin de simplifier la procédure de synthése, supposons que les ceefficients a; sont choisis
a priori tels que les conditions (2.13), (2.14) et (2.15) sont satisfaites. Alors on connafit
la matrice = et donc on peut calculer les matrices M et T en utilisant les équations
matricielles (2.11) et (2.20). En effet, en utilisant la relation (2.11), ’équation (2.20) est
équivalente &:

McC

(13
(1

(2.21)

Généralement, cette équation n’a pas de solution unique. La condition pour que cette
équation ait au moins une solution est

—
ot

rang [C;“] =rangCE = rangCE=rang = (2.22)

—

(voir annexe A.2).

Ensuite, la résolution des équations de Sylvester (2.18) et (2.19) permet de calculer
les matrices Hy, Hs, L; et Ly comme:

H =-K,C+TA, Hy,=-K,C+TA,

Li=K,+HM  Ly=K,+ HM (2.23)

avec Ky, K, des matrices arbitraires de dimensions appropriées.

Alors, 1a procédure de synthése de l'observateur se résume comme suit :

1. Définir les fonctions d’interpolation p; et uo en choisissant les ccefficients a;
tels que (2.13), (2.14) et (2.15) soient satisfaites.

2. Calculer la matrice Z et vérifier la condition de rang (2.22). Si la condition
n’est pas vérifiée alors on ne peut pas trouver un observateur avec la méthode
proposée, sinon résoudre I’équation (2.21) en appliquant I'inverse généralisée
de Moore-Penrose et en obtenant la matrice M. Calculer la matrice T en
utilisant (2.11) et la matrice J en utilisant la condition (2.10).

3. Reésoudre les deux équations de Sylvester (2.18) et (2.19) comme indiqué par
(2.23) avec des matrices K; et K, choisies arbitrairement. On obtient H; et
H,. Calculer I'.

4. Vérifier la condition de T'-détectabilité (2.12). Si elle n’est pas vérifiée alors
revenir en 3 et choisir d’autres matrices K; et K.
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs LPV & temps continu: approche par interpolation

La solution présentée par cette procédure est applicable dans le cas des systémes LPV
dépendant d’un seul paramétre et dont la structure est donnée par les équations (2.1).
Une généralisation au cas des systémes dépendant de plusieurs paramétres de maniére
polynomiale peut éventuellement étre envisagée mais cette généralisation ne peut qu’étre
encore plus difficile & utiliser. En effet, une premiére difficulté vient du fait que, méme
si on choisi a priori les ccefficients des polyndémes d’interpolation, la condition de I'-
détectabilité est vérifiée a posteriori, c’est-a-dire, une fois que les matrices de 'observateur
alent été calculées. Cela nous oblige & itérer sur les pas 3 et 4 de la procédure de synthése
sans aucune garantie de trouver une solution méme si elle existe. De plus, si pour un
certain choix des ccefficients a; on ne trouve pas un observateur cela ne signifie pas que
I'observateur n’existe pas. Peut &tre que pour un autre choix de ces ceefficients il est
possible que les conditions de la procédure de synthése puissent fournir une solution.
Un dernier inconvénient de la solution proposée est le fait qu’elle soit fondée de fagon
implicite (voir preuve du Théoréme 2.2.1) sur I'utilisation de la stabilité quadratique, ce
qui augmente le conservatisme de 'approche.

Cependant, il est possible de simplifier la procédure de synthése si on remplace la
condition de I'-détectabilité par une condition plus simple. En effet, la I'-détectabilité
vient de la nécessité d’assurer la stabilité de I’équation (2.17). Sil'on applique les résultats
présentés dans la section 1.1.2 sur la stabilité quadratique et la stabilité QDP d’un systéme
LPV nous pouvons contourner la condition de I'-détectabilité. Malheureusement, méme
avec cette simplification, le résultat de synthése reste assez conservatif. Ce conservatisme
vient de ’équation (2.20) qui réduit sensiblement la classe des systémes pour laquelle
notre approche est appliquable. Des solutions permettant de contourner la condition de I'-
détectabilité et d’éliminer le conservatisme produit par I’équation (2.20) seront présentées
par la suite.

Nous observons que les relations (2.18), (2.19), (2.20) et (2.10), (2.11), (2.12) sont
équivalentes aux conditions d’existence et de stabilité d’un observateur de type bilinéaire
estimant ’état d’un systéme BTI [15]. Par conséquent, la synthése d’un observateur &
gain séquencé du type (2.4) pour un systéme LPV ayant la structure (2.1) peut donc
étre ramenée & la synthése d’un observateur bilinéaire pour un systéme BTI approprié.
Cela n’offre aucun avantage parce que la théorie des systémes bilinéaires ne permet pas
de prendre en compte la connaissance des bornes sur les paramétres ou sur leur vitesse
de variation.

2.2.3 Exemple numérique

Nous présentons un exemple numérique illustrant les résultats précédents. Nous consi-
dérons le systéme décrit par les matrices suivantes:

08 -15 -1 00 0
A= 0 -5 —02 |, 44=]0 0 o0 |,
0 -2 -07 0 05 1.2
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2.92. Approche par interpolation polynomiale

Partie Imaginaire
b

Partie Reelle

F1G. 2.1 — Les valeurs propres de A(p).

0 0 1 0 0 O 10 0
A=10022 | 4=[0 0 o ,etC:(O X 1).
01 0 0 1.7 1.2 '
Le paramétre p varie dans D'intervalle [ 0.1 1 ]. Pour avoir une idée de la variation

paramétrique considérée, nous présentons sur la figure 2.1 le domaine d’évolution des
valeurs propres de la matrice A(p).

Le polynéme d’interpolation est choisi a priori de telle maniére a satisfaire les contraintes
(2.5), (2.6) et (2.7) et il est donné par: ps(p) = —0.0461 + 0.4461p + 0.1p? + 0.50°%.

L’application de la procédure de synthése nous permet d’obtenir les matrices suivantes
pour 'observateur :

-04 -0.7 -0.7 -0.26 -0.7 —-0.7
Ho=|15 -23 14|, Hy=|144 —22 14|,
-1.06 2 1.7 -1.11 18 -19
0 0 0 0
LlﬁLQZ —6.38 2 y J = 7.6 -2 s
6.38 -2 -76 2
1 0 0 0 0
M=1|22 o, T=]-22 1 o0
-22 1 22 -1 0

et un I' qui vaut —0.3405.

Pour ce choix du polyndme d’interpolation et pour une évolution sinusoidale de la
variable p(t), la figure 2.2 regroupe les résultats obtenus. Sur la figure 2.3, nous présentons
le domaine d’évolution des valeurs propres de H(p) afin d’avoir une idée sur Pinfluence
de ’interpolation.

2.2.4 Conclusion

Par la suite, une extension directe de ce résultat, au cas ou les matrices d’état dé-
pendent de plusieurs paramétres est proposée. Puisqu’il est difficile d’évaluer I'apport
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-0.;

a 5
(] 0.2 0.4 0.8 0.8 12 1.4 Temps (8)

(a) Le polynome d’interpolation p2(p). (b) Les fonctions p(t) (ligne continue) et
p2(p(t)) (ligne en tiret).

Temps (8)

(c) L’erreur d’estimation: e = (e; e3 e3)”.

F1G. 2.2 — Le polynéme d’interpolation, le paramétre p(t) et les erreurs de reconstruction.

o
£
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[ AU SRS SUOOPOIE T SN FOUPUROT- ST ‘ AAAAAA 4
-08
-4 3.5 -2 - -0.8 o

-25 - -1.6
Partie Reslle

F1G. 2.3 - Les valeurs propres de H(p).

d’une interpolation polynomiale par rapport a une interpolation linéaire et afin d’éviter
les inconvénients de la solution par interpolation polynomiale, nous proposons une mé-
thode de synthése basée sur une interpolation linéaire. Par ailleurs, afin de diminuer le
conservatisme de ’approche, I'utilisation de fonctions de Lyapunov dépendant des para-
métres pour prouver la stabilité de la dynamique de I’erreur sera privilégiée.
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2.3 Approche par interpolation linéaire

2.3.1 Positionnement du probléme

La classe des systémes LPV considérée est définie par la Définition 1.1.3 ol la matrice
de mesure est constante C(p) = C. Sans perte de généralité pour la construction de
Pobservateur, nous supposons que D(p) = 0 et que la matrice C est de rang plein ligne.
Cette classe des systémes est décrite par la représentation d’état suivante:

£(t) = A(p)z(t) + B(p)u(t) (2.24a)
y(t) = Cxz(t) (2.24Db)
ol
i=N i=N
=1 i=1
et Ay, Ay, ..., Ay, By, By, ..., By, C sont des matrices connues. z(t) € R" est le vecteur
d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée et y(t) € RP est le vecteur de sortie. Les para-
métres py, po, ..., Py sont des signaux exogénes et ils évoluent indépendamment les uns
X T . .1
des autres. Le vecteur de parameétres p = [p1 P ... pN] appartient a I’ensemble Fp

donné par la Définition 1.1.2.

Pour faire la synthése d’un observateur a paramétres variants pour le systéme LPV
(2.24), nous construisons des observateurs linéaires pour chaque valeur extréme du do-
maine paramétrique P. L’observateur & paramétres variants (ou & gain séquencé) est
obtenu par interpolation linéaire de ces observateurs LTI, en temps réel, en fonction du
paramétre p.

Nous proposons la structure générale d’ordre plein suivante pour I’observateur & gain
séquenceé :

(t) = H(p)2(t) + L(p)y(t) + J(p)u(t) (2.25a)
B(t) = 2(t) + My(2). (2.25b)

ol 2 € R™ et £ € R" est le vecteur d’état estimé. Les matrices H(p), L(p), J(p) et M
sont des matrices de dimensions appropriées & déterminer de telle maniére que ’erreur
d’estimation converge asymptotiquement vers 'origine. Dans la section 1.1.4, nous avons
présenté le lien entre ce type d’observateur et un observateur dépendant des paramétres
de type Luenberger.

En définissant Perreur d’estimation e(t) = #(t) — x(¢) et en utilisant une matrice
T de dimension appropriée telle que T' = I, — MC, l'erreur d’estimation peut s’écrire
e(t) = z(t) — Tz(t). Ceci nous permet de formuler la dynamique de 'erreur d’estimation
sous la forme

é(t) = H(p)e(t) + (H(p)T + L(p)C — T A(p))z(t) + (J(p) — TB(p))u(t).  (2.26)
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Le probléme de la synthése de I’observateur LPV (2.25) consiste & trouver les matrices
dépendant des paramétres de la représentation d’état de telle maniére que I’erreur d’esti-
mation (2.26) converge asymptotiquement vers I’origine. Afin d’atteindre cet objectif, les
matrices H(p), L(p) et J(p) sont obtenues par interpolation linéaire entre les valeurs ex-
trémes. Cela correspond & des observateurs LTI estimant 1’état du systéme lorsque p € V
(voir Propriété 1.1.1). L’implémentation de 'observateur & gain séquencé suppose l'inter-
polation en temps réel de ces observateurs LTI en fonction du vecteur p. Par conséquent,
le probléme de la synthése d’un observateur LPV est réduit & la synthése d’observateurs
extrémes tels que par l'interpolation linéaire des ces observateurs extrémes on obtient
une erreur de reconstruction (2.26) affine quadratiquement stable et indépendante des
initialisations z (%) et z(tp), de la commande u(t) et de la trajectoire de p € Fp.

La notion de stabilité quadratique affine définie par la Définition 1.1.10 suppose l’exis-
tence d’une fonction de Lyapunov qui dépende de maniére affine des paramétres. En
utilisant la notion de stabilité quadratique affine, nous cherchons une fonction de Lya-
punov dépendant des paramétres pour garantir la stabilité de la dynamique de Perreur
d’estimation. Comme présentées dans la section 1.1.2, les conditions d’existence d’une
telle fonction sont moins restrictives que celles obtenues pour une stabilité quadratique
utilisant une fonction de Lyapunov unique assurant la stabilité sur tout le domaine de
variation des paramétres.

2.3.2 Meéthode d’interpolation

Dans cette section, nous présentons la procédure d’interpolation par rapport au vecteur
des paramétres [14, 12]. Cette procédure est linéaire par rapport & chaque paramétre.

Les matrices d’état H(p) et de commande J(p) ainsi que la matrice de gain de 1'ob-
servateur L(p) sont obtenues par interpolation par rapport & chaque paramétre. Comme
le vecteur des paramétres évolue dans un hyper-rectangle dont les sommets sont donnés
par I’ensemble V, les matrices H(p), L(p) et J(p) appartiennent a des polytopes de R"*",
R™™ et respectivement R™*P dont les ensembles de sommets sont :

% = {Fo,ﬁl, e ,H2N__1} (227)
L= {Lo,L1,... ,Lov_i} (2.28)
T ={Jo, 1, yJan_1}. (2.29)

Chaque sommet H; de H, L; de £ et J; de J correspond respectivement & un certain
sommet du polytope de paramétres. La liaison entre ces sommets est donnée par la suite.

Pour faciliter la manipulation des sommets, soit (b% ... b5 b%) la représentation binaire
de P’indice 4 avec b% le bit le moins significatif et b% le bit le plus significatif. Le sommet
du polytope de paramétres correspondant a H;, L; et J; est (p1,02,... ,0n) ol

m={% Tyl
p; sibh=
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Les matrices de I'observateur obtenues par une procédure d’interpolation s’écrivent :

H(p) = po(p)Ho + ... + piow _1(p) Hav (2.30)
L(p) = po(p)Lo + ... + pav_1(p) Lo _y (2.31)
J(p) = po(p)Jo + ...+ pav_1(p)Jav_y (2.32)
ot po(p), 11(p), ..., pon_1(p) sont les fonctions d’interpolation. Ces fonctions d’interpola-

tion sont caractérisées par:

o po(p) + palp) + ... +pav_1(p) =1, 0 < py(p) < 1pouri=0,... 2% ~1
« chaque fonction d’interpolation est donnée par

N L g
a;;p; + ﬁzg 1 sibi=0 —p; sibi=0
pi(p) = | | =—— avec o;; = { L1 et By = . (2.33)
]I_[l p;— Pj -1 sib;=1 p; siby; =1

En utilisant les relations (2.30), (2.31), (2.32) et (2.33), nous trouvons la forme suivante
pour les matrices de 'observateur :

21 N b

H(p)= > (J[r/)H: (2.34)
=0 j=1
2N_1 N b

Lip) = > _ (I p)Li (2.35)
i=0 j=1
oN_1 N

= > (1) (2.36)

i=0 j=0

Les matrices H;, L; et J; sont des matrices constantes. Du fait de 1’équivalence entre
{(2.34), (2.35), (2.36)} et {(2.30), (2.31), (2.32)}, nous pouvons choisir 'une ou P'autre
forme pour 'implémentation de notre observateur. En effet, si on connait les matrices H;,
L;, J;, alors on peut calculer aussi les matrices H;, L;, J; et inversement. Par la suite, nous
utiliserons la forme {(2.34), (2.35), (2.36)} parce qu’elle est plus facile & implémenter et
par conséquent, le probléme de synthése d’observateur se réduit a trouver les matrices Hy,
Hi,..., Hyv_y, Ly, Ly,..., Lon 4 et Jy, J1,..., Jonv_; telles que la dynamique de ’erreur de
reconstruction soit affine quadratiquement stable.

Remarque 2.3.1. La procédure d’interpolation linéaire utilisée engendre des matrices
H(p), L(p) et J(p) avec une structure plus générale que la structure du systéme. Cette
structure est affine par rapport & chaque paramétre p; pris séparément. En revanche, elle
est polynomiale par rapport aux composantes du vecteur des paramétres p. Notons que
cette structure est imposée par la procédure d’interpolation et qu’elle est indépendante de
la structure affine de notre systéme. Le cas d’observateurs LPV affines n’est donc qu’un
cas particulier de 1’observateur proposé et il correspond 8 H; = 0, L; = 0, J; = 0 pour
touti=N+1,... 2N —1.
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2.3.3 Synthése de ’observateur LPV

Les résultats présentés par la suite sont basés sur la stabilité quadratique affine de la
dynamique de lerreur d’estimation (2.26). Nous présentons, dans un premier temps, des
conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence de 'observateur LPV d’ordre plein
(2.25) assurant une erreur d’estimation linéaire & paramétres variants et AQS stable. Un

tel observateur sera appelé observateur LPV-AQ@S. Pour cela, considérons la proposition
suivante :

Proposition 2.3.1 ([14, 12]). Le systéme (2.25) est un observateur LPV-AQS pour le
systéme LPV (2.24) si et seulement s’il existe T, M, H(p), L(p), J(p), matrices de
dimensions appropriées, telles que

H(p) est AQS (2.37)
H(p)T + L(p)C — TA(p) =0 (2.38)
T =1I,- MC (2.39)
J(p) =TB(p) (2.40)

Preuve : Compte tenu de ’équation de ’erreur d’estimation (2.26), observateur génére
une erreur d’estimation de type LPV et indépendante de I’entrée u(t) et de 'état z(t) si et
seulement si les équations (2.38) a (2.40) sont satisfaites. Dans ce cas, 'erreur d’estimation
devient :

é = H(p)e. (2.41)

L’observateur LPV-AQS existe si et seulement si la condition (2.37) est satisfaite. O

Notons que cette proposition est valable pour tout observateur LPV-AQS de la forme
(2.25) pas forcement obtenu par une procédure d’interpolation. Par la suite, nous exploi-
tons la structure imposée par la procédure d’interpolation, & savoir H(p), L(p) et J(p)
sont données par les équations (2.34), (2.35) et (2.36), afin d’obtenir des conditions de
synthése facilement utilisables numériquement.

Afin de ramener les conditions de la Proposition 2.3.1 & un probléme de faisabilité
LMI, examinons ’équation (2.38) qui est une équation de Sylvester & matrices dépendant
des paramétres. La solution de cette équation est:

H(p) = —K(p)C + TA(p) (2.42)
L(p) = K(p) + H(p)M (2.43)

avec K (p) une matrice arbitraire dépendant des paramétres. Cela implique pour la matrice
K(p) la méme structure par rapport aux paramétres que celle des matrices H(p), L(p) et
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J(p), c'est-a-dire:

2N_1 N

k(o) = > ([ K (244)

i=0 j=1

Cette structure de la matrice K(p) nous permettra, par la suite, de reformuler la condi-
tion de stabilité (2.37) de H(p) comme un probléme de faisabilité LMI. Compte tenu de
’équation (2.44), on déduit de (2.42) et (2.43) que:

H,=-K,C+TA; pouri=0,...,N
H, = -KC pouri=N+1,... 2V —1 (2.45)
L;=K;,+ HM pour i =0,... 2V —1.

Maintenant, la procédure de synthése d’un observateur LPV revient & suivre les étapes
suivantes:

i) En remplagant les matrices inconnues H;, solutions de I’équation (2.38),
dans la condition (2.37) et en utilisant I’équation (2.39), trouver les matrices
Ky, ..., Konv_; et M telles que la condition de stabilité AQS soit satisfaite.
Ceci est le probléme clef de la synthése de 1'observateur et la solution a ce
probléme sera présentée dans la suite.

ii) Calculer les matrices T, Hy, ..., Hov_1, Lo, ..., Lyn_; en utilisant les équa-
tions (2.39) et (2.45).

iii) Calculer les matrices J, ..., Jov_; & partir de ’équation (2.40) explicitée
sous la forme:

Ji=TB; pouri=0,...,N

Ji=0 pouri=N+1,... 28N — 1. (246)

La solution de la premiére étape de cette procédure de synthése est donnée dans les
deux sous-sections suivantes.

2.3.4 Conditions LMI sous contrainte de rang pour la synthése
de 'observateur

Pour traduire la condition de stabilité AQS sous la forme d’un probléme de faisabilité
LMI, nous utilisons I'approche de Gahinet et al. qui traite le probléme de stabilité qua-
dratique affine (voir [31]). Cette approche utilise la notion de multi-convexité qui signifie
convexité par rapport & chaque direction de ’espace des paramétres. Ceci nous permet de
formuler dans le théoréme suivant des conditions suffisantes d’existence de 1’observateur
sous la forme d’un probléme de faisabilité LMI avec une contrainte de rang,.
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Théoréme 2.3.2 ([14, 12]). II existe un observateur LPV-AQS de la forme (2.25) pour
le systéme LPV (2.24) s’il existe des matrices M, Ky,..., Kovn_1, R et N + 1 matrices
symétriques Py, Py,..., Py telles que les conditions LMI suivantes

I'(piz)PB > 0 pour un pgiy € P (2.47)

F(w,7) = T(w)RP(w) + T (W)RTTT (W) + ['(w)PA(w) + AT (W)PTTT (W) + A(1)P <0
pour tout (w,7) €V X W (2.48)

®;(w) = ARY, (w) + I (W)RTAT + ASBA; + ATPTAT >0
pour tout i=1,..,.N etw eV (2.49)

admettent une solution vérifiant la contrainte de rang suivante :

rang [P R| =n (2.50)
ouB=[R P, ... Py]", K=[~K¢ —Ki ... ~ K, —M], %="PK,
o ]
F(p) = [In pily ... pNIn] plC
_ar(p) _ 93(p) une
A= o Wi(p) = Bp; i=1
| CA(p) i
Dans ce cas, la matrice K est donnée par (B)TR. n

Preuve : Si les conditions (2.38), (2.39) et (2.40) sont satisfaites, alors erreur d’es-
timation a une dynamique donnée par I’équation (2.41). Pour assurer la stabilité affine
quadratique de cette équation nous utilisons la fonction de Lyapunov affine

V(e,p) = e'P(p)e avec P(p) = Py+pP+...+ pxPxk.

La condition (2.47) et la continuité des valeurs propres de la matrice P(p) assurent que
la fonction de Lyapunov V (e,p) est définie positive pour tout le domaine des paramétres.
Etudions maintenant dans quelles conditions on peut assurer la négativité de la dérivée
de cette fonction de Lyapunov. La dérivée de la fonction de Lyapunov s’écrit :

d V(e,p)

—— = "§(pp)e = e(H(0) P(p) + P(o)H(p) + P(5) — Po)e.

En remplagant H(p) par H(p) = K®(p)+ A(p), P(p) par ['(p)P et en utilisant la notation
R = PK, nous trouvons que:

F(p,0) = T(0)R2(p) + T (0)R T (p) + T'(p)BA(p) + AT (0) B T (p) + A(p)P.
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La condition (2.48) exprime la nécessité que F(p,0) soit définie négative aux sommets
VY x W. Par la suite nous assurons que §(p,0) est définie négative dans tout le domaine et
donc implicitement la négativité de la dérivée de la fonction de Lyapunov, en imposant
la condition de multi-convexité (voir Théoréme 1.2.1):

(o) _ ,00(p) 1 02(p) 02(p)\" oz (OT(D)\" | ,8T(p) ,,0A(p)
o op " op +2<3—m) * <3—pz~) T o o

) (8‘;/(:’)> i ( l(h)>T = 26;(p) > 0 pour tout s =1,... ,N. (2.51)

Les inégalités (2.51) dépendent du vecteur de paramétres p et pour les satisfaire nous
imposons qu’elles soient vérifiées aux sommets, ce qui nous donne la condition (2.49).
Nous remarquons que la condition (2.49) est suffisante pour satisfaire les inégalités (2.51)
parce qu’elles vérifient la propriété de multi-convexité:

8262 _ 82A15R\Ilz(w) n 82(A19%\Ifz(w))T 62AzmAz 82(A123A,)T
o2 Op? dp? dp? dp?
pour tout 7,5 =1,...,N.

=0

Par conséquent, les conditions (2.47), (2.48) et (2.49) garantissent la stabilité quadratique
affine de l'erreur d’estimation (2.41).

Comme nous avons utilisé la notation R = PK, la contrainte de rang (2.50) s’impose
afin de garantir que cette équation admet au moins une solution (voir annexe A.2). O

La résolution des conditions du Théoréme 2.3.2 nous permet de calculer la matrice
K(p) de maniére & ce que la matrice H(p) soit AQS. Si on regarde la relation (2.42),
cela signifie que le Théoréme 2.3.2 donne des conditions suffisantes pour la détectabilité
paramétrique de la paire des fonctions matricielles (T'A(p), C) sur Fp.

Remarque 2.3.2. Si I’ensemble des paramétres contient ’origine de I’espace R c’est-
a-dire

P=Po={peR"|p€lpml pi<0,p>0pouri=1,...,N}

alors la condition (2.47) peut étre remplacée par la condition Py > 0.

Afin de construire I’observateur LPV, nous devons résoudre les conditions LMIs (2.47),
(2.48) et (2.49) avec la contrainte de rang-n (2.50). Résoudre une relation LMI avec une
contrainte de rang est un probléme non-convexe difficile. Nous pouvons éviter la contrainte
de rang en remplagant R par PK et en résolvant la BMI (2.48) avec les LMIs (2.47) et
(2.49). Ceci ne fournit aucun avantage numérique parce que le probléme de résolution de
BMIs est un probléme non-convexe et il peut y avoir plusieurs solutions locales. Nous
avons présenté dans la section 1.2 quelques références a ce sujet.

La difficulté de résolution des conditions proposées par le Théoréme 2.3.2 justifie I'in-
vestigation de conditions basées sur des LMIs.

57



Chapitre 2. Synthése d’observateurs LPV & temps continu: approche par interpolation

2.3.5 Conditions LMI pour la synthése de ’observateur

Puisque l'origine de la non-convexité dans la solution précédente est le couplage entre
les matrices inconnues de ’observateur et les matrices de Lyapunov, la généralisation de
nouveaux résultats de stabilité proposés dans [6] permet d’éviter un tel couplage et par
conséquent de fournir des conditions LMI. En fait, Apkarian et al. donnent de nouvelles
conditions LMI suffisantes pour la stabilité des systémes linéaires LTI. Ces conditions sont
’extension au cas continu d’un résultat développé dans le cas discret par [29] et mettant
en jeu une variable auxiliaire qui fournit une flexibilité supplémentaire pour un large
éventail de problémes. La représentation LMI augmentée permet d’éliminer le produit
entre les matrices de ’observateur et les matrices de Lyapunov. La généralisation de ces
résultats & la stabilité quadratique affine de ’erreur d’estimation LPV (2.41) nous permet
d’énoncer le résultat suivant.

Théoréme 2.3.3 ([12]). Il existe un observateur LPV-AQS pour le systéme LPV (2.24)
s’l existe des matrices Q, V et des matrices symétriqgues Py, Pi,..., Py telles que les
conditions LMI suivantes

—(V+V7) Q0(w) +VTA(w) + P(w) VT
T (w) QT + AT (w)V + P(w) ~P(w) + P(r) = Py 0 <0
Vv 0 —P(w)

pour tout (w,7) € VX W (2.52)

sotent satisfaites avec

N T
T
®(p) = {CT mCT ... (J]m)C" (CA(p)
i=1
et P(p) =Py +p P+ ...+ pnPy.
Dans ce cas, la matrice K= [-Ko —Ki ... —Kyw_; —M] est donnée par V-7Q. u

Preuve : Comme dans les théorémes précédents, si les contraintes (2.38), (2.39) et (2.40)
sont satisfaites alors ’erreur d’estimation d’état est donnée par (2.41). Nous prouverons
par la suite que pour assurer la stabilité quadratique affine de cette équation, selon la
Définition 1.1.10, il est suffisant d’assurer ’existence d’une matrice V' et d’une matrice de
Lyapunov symétrique dépendant des paramétres satisfaisant
~(V+VvT VTH(p) + P(p) vT
HT(p)V + P(p) —P(p)+ P(p)— P, 0 < 0. (2.53)
1% 0 —P(p)

Pour prouver ceci nous utilisons la généralisation au cas LPV des résultats de stabilité
donnés dans [6] pour le cas des systémes LTI. L’inégalité (2.53) est équivalente a:

0 P(p) 0 ~I I
P(p) —P(p)+P(p)—~Py, 0 ]+ lHT(p)] V[ 0 0]+ H VT [-I H(p) I]<0
0 0 ~P(p) I 0
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et nous pouvons éliminer la matrice V en utilisant le lemme de projection (voir Annexe
A, Lemme A.1.3 ). Comme les matrices orthogonales a [I 0 O] et [—I H(p) I] sont

I o]Tet {HT(p) 10

T
respectivement [0 0 I I 0 I] , les conditions de projection donnent:

[—P(p)+P(b)—Po 0 ]<0

0 —P(p)
[P(p)H(p) +H(p)P(p) = P(p) + P(p) - Ry Po) | _
P(p) -P(p)]

En appliquant le complément de Schur, nous avons la condition de stabilité quadratique
affine pour I’équation (2.41) selon la Définition 1.1.10 et la contrainte P(p) — P(p) +
P, > 0 sur la matrice de Lyapunov. Cela signifie que la solution P(p) donnée par (2.53)
est une solution particuliére des conditions de la Définition 1.1.10 puisqu’elle satisfait
nécessairement la contrainte P(p) — P(p) + P, > 0. Ainsi la condition (2.53) est suffisante
pour assurer la stabilité quadratique affine de I’équation (2.41).

En remplagant H(p) par K®(p) + A(p) et en utilisant le changement de variable
Q = VTK, la relation (2.52) signifie que (2.53) est satisfaite aux sommets ¥ x W. Comme
la condition (2.53) présente une dépendance affine par rapport aux paramétres, elle vérifie
la propriété de multi-convexité et elle est satisfaite ainsi pour tout le domaine Fp.

A partir de (2.52), nous déduisons que V + V7T > 0 ce qui implique que la matrice V
est définie positive et par conséquent inversible. Donc la matrice K = V-1 Q existe et elle
peut étre calculée. O

Les conditions de stabilité du Théoréme 2.3.3 sont sur-paramétrées par I'intermédiaire
de la matrice inconnue V et les LMIs (2.52) ne font pas apparaitre de produit entre
les matrices de 1'observateur et les matrices de Lyapunov comme dans les conditions du
Théoréme 2.3.2. De méme que le Théoréme 2.3.2, le Théoréme 2.3.3 présente une condition
suffisante de détectabilité paramétrique de la paire des fonctions matricielles (TA(p), C’)
sur Fp.

2.3.6 Applications numériques

Nous présentons quelques applications numériques afin de mettre en évidence les ré-
sultats de ’approche par interpolation linéaire.

Exemple numérique 1

Dans un premier exemple nous étudions la synthése d’un observateur LPV pour un
missile. Le modéle utilisé est celui du « pitch-axis ». Ce type de modéle et surtout la
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synthése du pilote automatique a été largement débattue dans la littérature [53, 62, 21].
L’équation du mouvement pour ce type de missile est donnée par

o= ol ]+ L)

avec o l'angle d’attaque (deg), ¢ la vitesse angulaire de tangage (deg/s), ¢ langle de
débattement de la gouverne (deg) et

Zo = KoM (0,02 + by || + c,)
M, = K;M?*(am0% + by|a| + c)
Zs = K, Md, cos o

M = K,M?dy,
N, = K,M*(a,0% + by|a| + ¢,)
N; = K,M?d,,.

Cette description est représentative d’un missile avec une vitesse de Mach M = 3, une
altitude de 20000 ft et avec un angle d’attaque variant entre —20 et 20 degrés. Les tableaux
2.1 et 2.2 contiennent les valeurs numériques des coefficients intervenant dans le modéle.

any bn Cn dn Ka Kz
1,0310~* | —9,45 1073 | —0,1696 | —3,4 102 | 1,1855 | 0,667

TAB. 2.1 — Ceefficients de poussée

Om b Cm dm K,
2,15107* | —1,95 1072 | 5,1 10~2 | —0,206 | 70,586

TAB. 2.2 - Cefficients de tangage
D’importantes simplifications (voir [21]) peuvent &tre faites en exploitant les relations

entre les coefficients. Aprés ces simplifications, le modéle du missile peut étre ré-écrit
comme un modéle LPV dépendant d’un paramétre:

o] = (oson) [+ ]

4 _ [-0.8477 10000] , _[02208 0] [Z] _[ 012097 . .
avec Ay = —64.1627 0 y 31 — 96.5616 0 MJ - —130.8664 ("

extrémes du paramétre sont
p(t) € [_11 1]1 p(t) € [_6'8’ 68]
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Nous supposons que les vitesses angulaires sont mesurées par des compas gyroscopiques
de cadence et par conséquent g est disponible en temps réel. En définissant la matrice des
mesure C' comme [0 1] on va illustrer les résultats de synthése d’un observateur LPV.

Les matrices de ’observateur sont
H(p) = Ho+ pHy, L(p) = Lo+ pL1, J(p) = Jo + pJi et K(p) = Ko + pKi.

En prenant comme fonction de Lyapunov V(e,p) = eT(P, + piP1)e, des solutions pour
la synthése de I'observateur sont données par les conditions de faisabilité des Théorémes
2.3.2 et 2.3.3. Pour résoudre les conditions du Théoréme 2.3.2, nous avons utilisé 1’algo-
rithme de Frank et Wolfe, décrit dans [33, 5], et on a trouvé que les conditions ne sont pas
vérifies. Cela ne signifie pas qu’il n’existe pas de solution pour les conditions du Théo-
réme 2.3.2 mais traduit seulement le fait que 1’algorithme d’optimisation locale appliqué
ne fournit pas de solution. L’application d’autres méthodes d’optimisation, éventuelle-
ment globales, peuvent donner une solution. Par contre, en appliquant les conditions LMI
du Théoréme 2.3.3 nous obtenons les matrices suivantes:

_|—0.9085 + 0.3213p 0 _11.0009
H{p) = [ 0 —2.8255 L) = 1"
M [—0.0009] et J(p) = —0.2449] '
1 0
s ! Tem::s (s) Tem;‘:a (s)
(a) Evolution du paramétre p. (b) Les erreurs d’estimation e;, es.

F1G. 2.4 — L’erreur d’estimation correspondant & [’évolution du paramétre.

Pour une évolution du paramétre indiquée sur la figure 2.4(a), les erreurs d’estima-
tion d’état obtenues aprés implémentation de l'observateur LPV sont données sur la fi-
gure 2.4(b).

Exemple numérique 2

Le deuxiéme exemple utilise un systéme LPV affine dépendant de deux paramétres.
Le vecteur des paramétres évolue dans un rectangle donné sur la figure 2.5.
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F1G. 2.5 — Le domaine des paramétres.

Le systéme est décrit par les équations (2.24) avec

-1 -0.6 —04 15 -15 08
o= [0.5 —1.4]’ A= [ 1.3 _4], Az = [3.9 _0_2] et C=[1 0.5].

La matrice B n’est pas considérée ici parce qu’elle n’intervient pas dans la synthése de
I'observateur et les simulations ont été faites avec une entrée de commande nulle.

Les valeurs extrémes des paramétres sont :
p1(t) € [—0.2,0.2], pa(t) € [-0.1,0.1], p1(t) € [-0.4,0.4], po € [-0.158,0.158].
Pour avoir une idée de I'influence de la trajectoire des paramétres, le domaine des valeurs

propres de la matrice d’état du systéme LPV est donné sur la figure 2.6(b). Ce domaine
correspond & une trajectoire des paramétres indiquée sur la figure 2.6(a).

Partie [maginaire

8 10 12
Temps (s)

(a) Evolution des paramétres p; (ligne (b) Valeurs propres de A(p).
continue) et ps (ligne en tiret).

F1G. 2.6 — Domaine des valeurs propres de A(p).
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Les matrices de ’observateur sont :

H(p) = Ho + p1Hi + poHy + p1p2Hs
L(p) = Lo + p1L1 + pa Lz + p1p2L3
J(p) = Jo + p1J1 + paJo + p1p2J3
K(p) = Ko+ p1 K1 + p2 Ky + p1p2 K.

En utilisant la fonction de Lyapunov V(e,p) = €T (P + p1Pi + poP,)e, nous présentons
les résultats de synthése obtenus avec les deux méthodes.
Les conditions LMI avec contrainte de rang du Théoréme 2.3.2 ont été résolues en

utilisant la méthode de Frank et Wolfe présentée dans [5] et nous obtenons I'observateur
LPV suivant:

H(p) = | 720577 - 0.1937p; — 0.8112p; — 0.0014p1p;  —1.4010 + 1.4193p; + 1.2841p5 — 0.0007p1p5
= | 0.2509 + 1.3723p; + 4.4072p2 + 0.0074p1ps  —2.4779 — 4.6080p; + 0.5432p5 + 0.0037p1 5| °

L(p) = | 23863 = 153850, — 164120, — 0.0026p1p) /. _ [-0.2042
= [1.9561 + 4.5308p; — 1.8998p, — 0.0134p1p2 |’ = |—1.0306
1.2942 0.1471

et J(o) = [1.0306 1.5153] Blp).
La matrice de Lyapunov est:

P(p) = 0.3531 +0.3991p; + 0.0852p2  —0.0579 + 0.1583p1 + 0.2440p2
~ | —0.0579 + 0.1583p; + 0.2440p;  0.3525 — 0.1346p; + 0.0190p, |-

R SOOI OV OO ARTOOOS SOOI SOOI PO SOV VORI SO XSSO0 SOOI OVRT: SOOI ORI JOROTS SOONTOOS SOOI RO WO
B VTS SN VPOIOR RPVS SO VS SOVON SIS DOV S L UUURURS FURPROS SSPIORS SONPROTS SNPOIN SASOOS SO WOVUNE SRS SO
S S N WSO U SN WV IO S S B S U N NS NS SN SN NS SO A |
21: JUUEON TOUSUUUN USROS SURUUIUIN SUUUURION SEUOUUONS NOTRUURS SUSIRRIS SUUPTOTNS SUPTON ;I ..............................................................................
] 1
B LIRS SOOI SRR USRI VRS OS SO SO SO 8 TUORR S AR SRR VRN S VOO SO
1 1
) IXVURUROH SOUSUUOR SVUUUOPY SOVSUUOPY SORUDTIOS SOTUURYS SUPTOTIVE NOVPUE SOOI AR Y KUSUOTIUE SUUOION SOPRRUN SORURUNE UURIOURN SUTUONIOD SYPSUIIRE USPUUNIS SRS HEOO
h H
L) SRR VPPPS PP FPINS PIOPPIY: DIODITE SIPHTE DUNITITE DRI TN R CEEITTES CELPTTRTYS PP LR ST PEPPPT S e PO T PR R TP PETRTS
I AN
o 2 ) 0 12 4 6 ) 20 I a ) 0 12 14 e 18 20
Temps (s) Temps (8)
(a) Les erreurs d’estimation lorsque ’ob- (b) Les erreurs d’estimation lorsque 1’ob-
servateur est congu & partir du Théo- servateur est congu & partir du Théo-
réme 2.3.2. reme 2.3.3.

F1G. 2.7 — Les erreurs d’estimation ey (ligne continue) et es (ligne en tiret).

Les conditions LMI du Théoréme 2.3.3 donnent ’observateur LPV suivant:

—2.9436 — 1.1683p; — 0.248902  0.2350 + 2.3366p; -+ 0.49785 ] M = [ 1.9533 ]

H(P) = | 09350 + 2.3366p; + 0.4978ps —3.2961 — 4.6733p1 — 0.9955p —1.9066
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L(p) = | 727891 ~ 6.4570p; — 3.5652p,
PI= | 5.5783 + 12.9140p; + 7.1304py
La matrice de Lyapunov est:

—0.9533 —0.9766

¢t J(p) = TB(p) = [ 1.9066  1.9533 ] Bp).

P(p) = | 11181 +0.1427p; +0.0367p,  —0.0202 — 0.2853p1 — 0.0734p,
= |-0.0202 — 0.2853p; — 0.0734py  1.1484 — 0.1346p; + 0.1468p5 |-

Les erreurs d’estimation obtenues aprés I'implémentation de Pobservateur construit
suite & la résolution des conditions LMI avec contrainte de rang du Théoréme 2.3.2 sont
indiquées sur la figure 2.7(a). Les conditions du Théoréme 2.3.3 nous permettent d’obtenir
un observateur dont les erreurs d’estimation sont montrées sur la figure 2.7(b).

Exemple numérique 3
Un troisiéme exemple nous permet de présenter les résultats de synthése d’un obser-

vateur LPV pour un systéme LPV affine dépendant de trois paramétres. Le systéme est
décrit par les matrices suivantes:

-18 32 04 2.7 =15 -1 0.08 -14 -0.5
A=105 =39 09]|,4={-1 -11 -14{,A=|-02 -11 -0.2],

16 —74 14 —0.6 —03 —17 09 01 —04
1 27 —12
A= 07 —25 —0.9 ew:[llﬁ }g (1)2]
19 -13 —1.1 6 15 0.

Les paramétres évoluent entre les valeurs extrémes
p1(t) € [-0.1,0.1], pa(t) € [-0.1,0.1], ps(t) € [-0.15,0.15]

pr(t) € [-0.2,0.2], o € [~0.158,0.158], ps(t) € [=1,1].

Pour avoir une idée de l'influence de la trajectoire des paramétres, le domaine des valeurs
propres de la matrice d’état du systéme LPV est donné sur la figure 2.8(b). Ce domaine
correspond & une trajectoire des paramétres indiquée sur la figure 2.8(a).

Comme le vecteur des paramétres est de dimension 3, les matrices de 1’observateur
sont :

H(p) = Ho + p1Hy + paHa + p3H3 + p1p2Hy + p1ps Hs + p2p3 He + p1pap3 Hy

et L(p), J(p) et K(p) ont la méme structure.

L’application des résultats du Théoréme 2.3.2 ne permet pas de trouver une solution
pour la synthése de ’observateur. Cela ne veut pas dire qu’il n’existe pas de solution
pour ces LMIs avec contrainte de rang mais, comme pour ’exemple 1, cela traduit 1’échec
de l'implémentation de la méthode de Frank et Wolfe. En appliquant les conditions du
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2.8. Approche par interpolation linéaire

Partie Imaginaire
1 b: o

4 5 8 ~-1.5 -
Temps (8) Partle Reolle

(a) Evolution des paramétres p; (ligne (b) Valeurs propres de A(p).
continue), pa (ligne en tiret) et pz (ligne
pointillée).

F1G. 2.8 — Domaine des valeurs propres de A(p).

Théoréme 2.3.3, nous obtenons un observateur dépendant des parameétres dont les matrices
sont:

[~2.8283  0.0003 —0.0002] [—0.0711  0.1043 —0.0474]
Ho= | 00003 —2.8286 0.0002 |, Hy = | 01043 —0.1529 0.0695 |,
|-0.0002  0.0002 —2.8282 | —0.0474  0.0695 —0.0316
[ 0.0599  —0.0879  0.0399 ] [—0.0117 0.0172 —0.0078]
Hy=|—0.0879 0.1289 —0.0586|, Hy= | 0.0172 —0.0252 0.0114 |,
| 0.0399 —0.0586 0.0266 | |—0.0078 0.0114 —0.0052]

—0.3663  0.2651 0.3418 —0.4681
~0.0313 —0.0226 —0.0296  0.0045
Lo=| 00460 0.0332 }  Ly= | 0.0435 —0.0066|, Ly~ L5~ Lg~ L; ~0,
~0.0209 —0.0151 —0.0198  0.0030
~0.1689  0.4507 0.4478 —0.4227 —0.1016
M= [—0.4190 0.6723 },T: [—0.6567 0.6200 0.1491}

0.9985 —0.8106 0.2985 —0.2818 —0.0678

—0.5495  0.3976 0.5127 —0.7021
Hy~ Hs~ Hg~ Hy 0, Lo = | 0.8059 —0.5832(, Ly = [—0.7519  1.0298 |,

La matrice de Lyapunov est:

0.0098 —0.0143 0.0065
P(p) = |—0.0000 1.1082 —0.0000| + p; |—0.0143 0.0210 -0.0095
0.0000 —0.0000 1.1082 0.0065 —0.0095 0.0043

—0.0096 0.0142 —0.0064 0.3340 --0.4898 0.2227
+ p2 + p3 * 1.0e — 03 *

1.1082 —0.0000 0.0000}

0.0142 —0.0208 0.0094 —0.4898 0.7184 -0.3266] .
—0.0064 0.0094 —0.0043 0.2227 —-0.3266 0.1484

L’erreur d’estimation d’état obtenue avec cet observateur est donnée sur la figure 2.9.
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48

N Tem:u (=)
F1G. 2.9 — Les erreurs d’estimation ey, ey et es.
2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, plusieurs conditions suffisantes permettant la synthése d’observa-
teurs pour un systéme LPV ont été proposées. La premiére (Théoréme 2.2.1) est relative
au calcul de 'observateur & base d’interpolation polynomiale. Elle s’avére étre difficile a
exploiter et elle abouti & un résultat conservatif. La deuxiéme (Théoréme 2.3.2) exploite
les faiblesses de la premiére et repose sur une interpolation linéaire par rapport a chaque
paramétre et I'utilisation des fonctions de Lyapunov dépendant des paramétres pour ga-
rantir la stabilité. La derniére (Théoréme 2.3.3) est une solution permettant d’éliminer
le couplage qui est & l'origine de la non-convexité des conditions du Théoréme 2.3.2 et
propose des conditions LMI pour la synthése de 'observateur. Ces conditions sont cer-
tainement plus conservatives que celles du Théoréme 2.3.2 mais néanmoins facilement
vérifiables numériquement.

D’un point de vue pratique, on peut dégager trois point importants de cette étude:

o Résolution numérique

Dans les applications numériques présentées, pour la résolution des conditions LMI
sous contrainte de rang du Théoréme 2.3.2, nous avons utilisé ’algorithme de Frank
et Wolfe qui est une méthode d’optimisation locale. Nous n’avons pas essayé d’algo-
rithme d’optimisation globale. Nous avons plutét privilégié la recherche de solutions
alternatives pour la synthése de ’observateur LPV et au dépend d’une étude com-
parative d’un point de vue numérique des deux méthodes proposées. Bien que les
conditions du Théoréme 2.3.2 soient moins restrictives d’un point de vue théorique,
nous n’avons pas eu de difficultés & trouver des exemples pour lesquels les condi-
tions LMI sous contrainte de rang du Théoréme 2.3.2 ne sont pas faisables avec
P’algorithme utilisé alors que les conditions LMI du Théoréme 2.3.3 aboutissent &
une solution. On suggére donc pour la synthése de I’observateur de commencer par
tester en premier les conditions LMI du Théoréme 2.3.3. Si ces conditions échouent,
il faudrait alors résoudre les conditions du Théoréme 2.3.2 et éventuellement utiliser
d’autres algorithmes lorsque celui de Frank et Wolfe ne permet pas de conclure.

o Dynamique de l'erreur
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2.4. Conclusion

Les conditions proposées dans ce chapitre permettent de garantir la stabilité de I'er-
reur d’observation et uniquement la stabilité. En regardant le deuxiéme exemple nu-
mérique, on peut remarquer que la dynamique de Perreur d’estimation et le temps de
convergence sont différents, en fonction de la méthode de synthése utilisée. Comme
les conditions du Théoréme 2.3.2 et du Théoréme 2.3.3 garantissent uniquement la
stabilité asymptotique et exponentielle de I’erreur d’estimation, on ne sait pas com-
ment maftriser le temps de convergence. Ce point peut constituer une perspective
intéressante de ce travail.

Structure de ’observateur

Dans la troisiéme application numérique, les matrices H(p), L(p) et J(p) ont une
structure plut6ét affine et non polynomiale. Comme le stipule la Remarque 2.3.1,
un observateur & structure affine est un cas particulier de I’observateur & structure
polynomiale multivariable. Par conséquent, la classe des observateurs & structure
polynomiale est un peu trop large.

Ce dernier point justifie une étude plus approfondie d’observateurs & structure affine.
Cette étude est I’objet du chapitre suivant.
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Synthese d’observateurs & parameétres

variants pour des systémes LPV affines &

temps continu: approche LPV
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Chapitre 3. Synthése d’observateurs LPV & temps continu : approche LPV

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, le probléme de l'interpolation est abordé de maniére implicite dans
le sens que l'observateur dépendant des paramétres est obtenu directement par des tech-
niques LPV. De plus, on s’intéresse a la synthése d’observateurs ayant une dépendance
affine par rapport aux parameétres. La méthode de synthése proposée est appliquable
pour un systéme LPV dont toutes les matrices de la représentation d’état ont une dé-
pendance affine par rapport aux paramétres. En effet, cette méthode est une extension
de la méthode proposée dans la section 2.3.5. On montre également que dans le cas des
observateurs LPV affines, I'interpolation linéaire explicite (par rapport aux paramétres)
entre les observateurs LTI extrémes génére le méme observateur LPV.

La méthode de synthése d’observateurs par des techniques LPV a été adaptée par
la suite au probléme de synthése d’une commande par retour d’état. Nous énoncons des
conditions suffisantes pour la synthése d’un gain de retour d’état dépendant des para-
meétres avec y-performance pour la boucle fermée. Une étude préliminaire sur une com-
mande basée observateur est également présentée.

3.2 Synthése d’observateurs LPV

Dans ce chapitre, nous considérons le cas général des systémes LPV ou toutes les
matrices de la représentation d’état ont une dépendance affine par rapport aux paramétres.
Nous rappelons que cette classe de systémes est décrite par:

z(t) = A(p)z(t) + Blp)u(t 1a
y(t) = C(p)x(t) + D(p)u(t) 3.1b
ol
i=N
Ap(t)) = Ao+ > _ pi(t)Ai, B(p(t) Bo+sz
i=1
Clp 00+sz )Ci,  D(p(t) DO+sz

et {A;}iz1,.. v, {Bi}i=1,.. N> {Ci}i=1,.. v €t {D;}i=1,. n sont des matrices connues. z(t) €
R" est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée et y(t) € RP est le vecteur de
sortie. Les paramétres p;, pg, ..., py sont des signaux exogénes qui évoluent indépendam-
ment les uns des autres et le vecteur de paramétres p = [,01 P2 ... pN]T appartient &
I’ensemble F» donné par la Définition 1.1.2.
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3.2. Synthése d’observateurs LPV

3.2.1 Positionnement du probléme

Notre but est de concevoir un observateur dépendant des paramétres de type Luen-
berger :

3(t) = A(p)&(t) + B(p)u(t) + L(p) (y(t) — 9(2)) (3:2)

ot §(t) = C(p)2(t) + D(p)u(?).

En définissant Perreur d’estimation comme e(t) = £(t) — z(t), nous obtenons une
dynamique de I’erreur donnée par

é(t) = (Alp) — L(p)C(p))e(®). (3.3)

Le probléme & étudier est de trouver la matrice de gain de 'observateur L(p) telle que
Perreur d’estimation (3.3) converge asymptotiquement vers ’origine indépendamment des
conditions initiales, de ’entrée de commande et de ’évolution du vecteur de paramétres
p dans le domaine Fp.

Dans I’équation (3.2) définissant ’observateur, les matrices d’état et de commande sont
affines par rapport aux paramétres. Nous choisissons la méme structure pour la matrice
de gain, c’est-a-dire:

Lp(®) = Lo+ 3 pl (3.9

Par conséquent, nous obtenons un observateur LPV affine et le probléme de sa synthese
est réduit & trouver les matrices Ly,...,Ly de maniére & assurer la stabilité quadratique
affine de 'erreur de reconstruction. Dans la suite, nous étudions le probléme de synthése
d’observateur en terme d’existence d’une matrice de gain et d’une fonction de Lyapunov
affine dépendant des paramétres et garantissant la stabilité quadratique affine (SQA)
de Derreur d’estimation selon la Définition 1.1.10. Nous appellerons cet observateur un
observateur affine LPV-AQS.

3.2.2 Synthése de ’observateur

Dans cette section, nous formulons des conditions suffisantes pour ’existence de 1’ob-
servateur affine LPV-AQS. Le probléme de Pexistence de la matrice L(p) et de la fonction
de Lyapunov affine dépendant des parameétres est formulé comme un probléme de faisa-
bilité LMI.

Nous rappelons que la difficulté principale dans la résolution des inégalités issues des
conditions de stabilité de la Définition 1.1.10 pour ’équation (3.3) vient du couplage
existant entre la matrice de Lyapunov P(p) et la matrice d’état de l'erreur d’estimation
A(p) — L(p)C(p). En effet, nous avons montré dans le chapitre précédent que ce couplage
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Chapitre 8. Synthése d’observateurs LPV & temps continu: approche LPV

nous ameéne & résoudre des inégalités LMI avec une contrainte de rang-n lorsque C(p)
est constant. Pour surmonter cette difficulté, nous avons proposé, dans le méme chapitre,
d’éliminer un tel couplage et par conséquent fournir des conditions LMI en généralisant
les résultats de stabilité proposés dans [6]. Dans cette section, nous appliquons cette
généralisation au probléme abordé dans ce chapitre. Nous commengons par énoncer la
proposition suivante :

Proposition 3.2.1 ([9]). Il existe un observateur affine LPV-AQS pour le systéme LPV
(3.1) sl existe des matrices W, Ly, Ly, ..., Ly et Py, Py, ..., Py matrices symétriques
telles que la condition

=W+ W) WT(A(p) - L(p)C(p)) + P(p) WT
(A(p) = L(p)C(p))" W + P(p) —P(p) + P(p) — Fo 0 | <0 (35)
w 0 —P(p)

est satisfaite pour toute trajectoire admissible p € Fp avec L(p) donné par (3.4) et

P(p) =FPy+ p1Py+ ...+ pnPy.

Preuve : La preuve de cette proposition est basée sur la généralisation des résultats de
stabilité énoncés dans [6] pour un systéme LTI L’inégalité (3.5) est équivalente &

0 P(p) 0 I
[P(p) —-Plp)+P(p)—P 0O } + [AT(p) - CT(p)LT(p)] WI[I 0 0]+ () <0.
0 0 —P(p) I

Nous pouvons éliminer la matrice W en utilisant le lemme de projection (voir Annexe
A, Lemme A.1.3). Les matrices orthogonales & [I 0 0] et [-I A(p) — L(p)C(p) I] sont

T T _ T T T
[8 é ?.] et respectivement [A 2 C;.(p L7 (p) é ?] . Par calcul des conditions de

projection, nous obtenons

—~P(p)+P(p)—P 0
[ 0 —P(p)] <0

P(p)(A(p) — L(p)C(p)) + (Alp) — L(p)C(p)) " P(p) = P(p) + P(3) = Py P(p)

P(p) —P(p) <0

pour toute trajectoire admissible p € Fp. En appliquant le complément de Schur nous
obtenons la condition de stabilité quadratique affine (SQA) pour ’équation (3.3) et la
contrainte P(p) — P(p) + P, > 0 sur la matrice de Lyapunov. Cela signifie que le domaine
des solutions de l'inégalité (3.5) est inclus dans le domaine des solutions satisfaisant les

conditions de la Définition 1.1.10 et donc la condition (3.5) est suffisante pour assurer la
SQA de Péquation (3.3). O
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3.2. Synthése d’observateurs LPV

Remarque 3.2.1. Si la matrice P(p) est constante alors P(p) — Py, = 0 et I'inégalité
(3.5) représente une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité quadratique de
’équation (3.3).

Une fois le couplage entre P(p) et A(p) — L(p)C(p) éliminé par la Proposition 3.2.1,
il reste encore le probléme relatif au nombre infini de LMI qu’on doit résoudre via 'in-
égalité (3.5). En utilisant le principe de multi-convexité, nous réduisons la condition de
la Proposition 3.2.1 4 un nombre fini de LMI dans le théoréme suivant.
Théoréme 3.2.2 ([9]). Il existe un observateur affine LPV-AQS pour le systéme LPV

(3.1) sl existe des matrices W, Ry, Ry, ..., Ry et Py, Py, ..., Py matrices symétriques
telles que les conditions LMI suivantes

-(W +W7) WTAw) - Rw)C(w) + P(w) W7
AT (W)W — CT (w)RT (w) + P(w) ~P(w) + P(1) - Py 0 | <0
|4 0 —P(w)

pour tout (w,7) €V X W (3.6)

—~(W +WwT) 0 —P(w) — R;C; wT
0 —(W + WT) ~P+WTA; - R;C(w) — R(w)C; 0
-P(w)—CFRT —Pi+ ATW — C(w)TRY —~ CFR(w)T —P(w) 0
w 0 0 —P(w)

<O0pourtoutweVeti=1,...,N (3.7

sont satisfaites, avec
R(P):R0+P1R1+-»-+PNRN et P(P)=P0+p1P1+...+pNPN.

Dans ce cas, la matrice de gain de ’observateur L(p) est donnée par W=TR(p). ]

Preuve : Pour prouver ce théoréme, nous commencons par étudier séparément les
contraintes (3.6) et (3.7).

En utilisant la notation R(p) = WTL(p) et en accord avec la Proposition 3.2.1, les
inégalités (3.6) expriment le fait que ’équation (3.3) est quadratiquement stable aux som-
mets ¥V x W délimitant les trajectoires paramétriques admissibles. En effet, en appliquant
la méme méthodologie que dans la preuve de la Proposition 3.2.1, les inégalités (3.6) im-
pliquent que la fonction de Lyapunov V' (z,p) = 7 P(p)z est définie positive aux sommets
V et sa dérivée

f(p,p) = dV(.’IJ,p)/dt = .’ETf(p,ﬁ)x =
2 ((A(p) = L(p)C(0))"P(p) + P() (A(p) - L(p)C(p)) + P(3) = Bo)z (3.8)

est définie négative aux sommets ¥V X W de son domaine de définition.
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Chapitre 3. Synthése d’observateurs LPV a temps continu: approche LPV

Regardons maintenant les conditions (3.7). En utilisant la notation R(p) = WTL(p),
les inégalités (3.7) sont équivalentes &

-(W+wT) 0 —P(w) - WTL,C; wT
0 —(W+wT) —P+WT (4 - LiC(w) - Lw)C;) 0
—P(w) — CTLTW —P;+ (4 — LiC(w) — L(w)Ci) "W ~P(w) 0
w 0 0 —P(w)

<Opourtout w€Veti=1,...,N

ou encore &

0 0 —Pw) 0 I 0

0 0 -P; 0 o I{wT o01[-I o0 -L;C; I
—Pw) -P, -Pw) o0 |V|o o [0 WT] [o —I A; - LiC(w) - L(w)C; o]+(*)

0 0 0 —P(w) 0 0

<Opourtout weVeti=1,...,N.

Comme les matrices orthogonales & [I 00 0] et [_I 0 LG I sont

0100 0 —I 4;~LiCw)-LWwC; 0
00 I o]T ot [~(LiC’i)T (Ai - LiCw) - Lw)C)™ I 0]
I 0 0

respectivement , ous pouvons

0 001 I

T
éliminer la matrice [Wg V[()T] en utilisant le lemme de projection pour des inégalités non

strictes (Lemme A.1.4) et nous trouvons les conditions de projection suivantes:

<0

[—~P¢ (4i — LiC(w) — L(w)C;) + P(w)L;Ci + () ~ P(w) -P(w)]
—P(w) ~P(w)

pour towtw e Veti=1,...,N.
En appliquant le complément de Schur, ces inégalités sont équivalentes

P(w) > 0 pour tout w e ¥V
—P;(A; — LiC(w) — L(w)G;) + P(w)L;Ci + (%) <0 pour tout w € Vet i=1,...,N.

La premiére inégalité est aussi incluse dans la condition (3.6) et donc nous n’avons pas
besoin de la prendre en compte. La deuxiéme inégalité représente la condition de multi-
convexité de la dérivée de la fonction de Lyapunov dV (z,p)/dt selon le Lemme 1.2.1 avec
un degré partiel d, = 3 pour ¥ = 1,...,N et un degré total d = 3. La fonction de
Lyapunov V(z,p) est affine par rapport aux paramétres et elle est donc convexe.

Par conséquent, les conditions (3.6) et (3.7) impliquent que la fonction de Lyapu-
nov V(z,p) est définie positive et sa dérivée est définie négative sur tout le domaine
des trajectoires paramétriques admissibles. Cela garantit la convergence asymptotique et
exponentielle de I'erreur d’estimation. O

Ce théoréme présente des conditions suffisantes pour calculer les matrices Ly, Ly,
..., Ly telles que l'erreur d’estimation soit AQS et implicitement asymptotiquement et
exponentiellement stable. Notons que les contraintes du Théoréme 3.2.2 représentent une
condition suffisante de détectabilité paramétrique de la paire de fonctions matricielles

(A(p), C(p)) sur Fp.
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3.2. Synthése d’observateurs LPV

3.2.3 Implémentation numérique

Quelques remarques au niveau de I'implémentation numérique s’imposent & cause des
inégalités linéaires matricielles non strictes. La contrainte de multi-convexité (3.7) induit
quelques difficultés lors de la résolution numérique des LMI du Théoréme 3.2.2 & cause
de son caractére non strict. Comme suggéré dans [31], afin d’éviter ce probléme et pour
alléger la contrainte de multi-convexité de la dérivée de la fonction de Lyapunov, nous
imposons que celle-ci soit seulement bornée par une fonction multi-convexe. Soit feony (p)
cette fonction et

N
Feor(0:6) = 5" Feomn (p:0) = 2" (F(p,p) + Y piMi)x > " F (p,p) = f(p) = AV (,p)/dt

=1

ou F(p,p) est donnée par (3.8) et M; > 0. La fonction feon(p,0) satisfait la propriété de
multi-convexité par rapport & p si et seulement si:

—P; (Ai - L;C(w) — L(w)Ci) + P(w)L;C; + (%) — M; <0 pour tout we Veti=1,...,N.

Malheureusement cette solution augmente le nombre de LMI & résoudre & cause de 'uti-
lisation des matrices M; qui doivent étre définies positives. Pour alléger ces LMIs supplé-
mentaires nous pouvons choisir M; = u;I ce qui revient & remplacer la condition (3.7) du
Théoréme 3.2.2 par I'inégalité

—(W+wT) 0 —P(w) — R;C; wT
0 —-(W+wT) —P,+WTA; — RiC(w) — R(w)Ci 0
—P(w)—CFRT P+ ATW - C(w)TR} - CTR(w)T —P(w) 0
w 0 0 —P(w)

— Bdiag(0,0,4;,1,0) <0 pourtoutweVeti=1,...,N (3.9

avec u; > 0.

La condition (3.6) du Théoréme 3.2.2 doit &tre remplacée par

—(W 4+ WT) WTA(w) - R(w)C(w) + Pw) WT
AT (W)W — CT(w)RT (w) + P(w) ~PWw)+P(r)— P 0
w 0 —P(w)

+ Bdiag(0, Z,uiw?I,O) <0 pour tout (w,r) €V xW. (3.10)
i

Dans 'application numérique présentée par la suite, nous avons utilisé cette version du
Théoréme 3.2.2, & savoir nous avons remplacé les LMIs (3.6) et (3.7) par (3.10) et (3.9).
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3.2.4 Exemple numérique

L’application numérique présentée porte sur un systéme dépendant de deux para-
meétres. L’ensemble des matrices décrivant le systéme est :

[1 24 06 24 15 1.7 15 21 28
Ao= |15 07 14[, A;= |21 1.9 13|, A= |12 344 11|,

1.6 28 0.9 15 17 13 14 16 22

1 15 18 0.5 1.5 0.8 03 21 15
Co= 16 1.5 0.9]’ G = 06 2.5 0.4}’ 02‘[1 0.5 0.3]'

Les valeurs extrémes des paramétres sont :
p1(t) € [-0.2,0.2], po(t) € [-0.1,0.1], p1(t) € [-0.4,0.4], p, € [-0.158,0.158].

Les conditions de faisabilité du Théoréme 3.2.2, avec (3.10) et (3.9) au lieu de (3.6) et
(3.7), permettent de trouver la matrice de gain de ’observateur

L(p) = |1.2422 0.4874 0.0521 -0.3376 —0.8285 0.3619

[0.2101 1.5116] —0.4826 0.2798 0.1427 —0.4095
+m + p2 ;
_1.6748 0.0213_ —0.8436 0.6527 -0.4560 0.1137

0%, 4 5 7 10 5
Temps (8) Temps (8)

(a) Evolution des paramétres p; (ligne (b) Les erreurs d’estimation e, e2 et es.

continue) et p2 (ligne en tiret).
F1G. 3.1 — Les erreurs d’estimation pour une certaine évolution des paramétres.

0.3905 —-0.1316 -—0.0155
la matrice @~ W = |-0.0741 0.4482  0.0468 | et la matrice de Liyapunov
—0.0839 -0.1464 0.4472

—0.0768 0.9290 0.0233 —0.0418 ~0.1149 -0.0598
0.0348  0.0233 1.0098 0.1616 —0.0598 0.1223
0.0513 0.1848  0.4343
+ p2

0.7627 —0.0768 0.0348 0.2326 —0.0418 0.1616
P(p) = +p

0.1848 0.4520 —-0.2705] .
0.4343 -0.2705 0.2187
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Les valeurs de p; sont p; = 1.4780 et up = 1.0503.

Pour une évolution des paramétres comme sur la figure 3.1(a), celle de 1’erreur d’esti-
mation d’état est indiquée sur la figure 3.1(b).

o8

Partie Imaginaire

“28 2.4 -22

E B
Partie Reolle

F1G. 3.2 — Le domaine des valeurs propres pour la matrice A(p) — L(p)C(p).

Pour mettre en évidence l'influence de la variation des paramétres, le domaine des
valeurs propres de la matrice d’état de 1’erreur d’estimation est représenté sur la figure 3.2.

3.2.5 Conclusion

Les résultats de synthése de 'observateur affine LPV-AQS sont basés sur une tech-
nique de découplage des matrices de synthése grace a l'utilisation d’une matrice supplé-
mentaire. Cette technique de découplage a été aussi utilisée dans les conditions LMI du
Théoréme 2.3.3 du chapitre précédent. Bien que la technique de découplage soit commune,
elle est appliquée de maniére différente dans les deux chapitres. En effet, dans le chapitre
précédent, les conditions du Théoréme 2.3.3 sont obtenues en appliquant le principe de
multi-convexité aprés le découplage des matrices. Dans les conditions du Théoréme 3.2.2
nous appliquons d’abord le principe de multi-convexité sur la fonction de Lyapunov et
sur sa dérivée et ensuite on applique le principe de découplage sur les conditions ainsi
obtenues.

3.3 Lien entre 'approche par interpolation linéaire et
I’approche LPV

Dans 'approche LPV le probléme de l'interpolation est abordé de maniére implicite
dans le sens ol I'observateur est dépendant des paramétres. Dans ce qui suit, nous mon-
trons que, dans I’hypothése d’une structure affine pour 'observateur, poser ce probléme de

maniére explicite nous raméne au méme type de solution que celle obtenue par ’approche
LPV.
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Chapitre 8. Synthése d’observateurs LPV & temps continu : approche LPV

Soit le vecteur des paramétres p qui évolue dans P dont les sommets sont donnés par
I’ensemble V. Supposons que ce vecteur engendre un polytope de matrices dont ’ensemble
des sommets est donné par:

U: {Uo, Uy, ... Ugn_1} (3.11)

Le sommet du polytope (hyper-rectangle) des paramétres correspondant au sommet U;
est (9%,05, ... ,p%) avec

f’?“{gj s?bg-=0
p; siby=1

et (bl ... b bi) la représentation binaire de I'indice 7. Supposons que chaque sommet du
polytope (3.11) a une dépendance affine par rapport aux parameétres du sommet qui lui
correspond dans ’hyper-rectangle des paramétres i.e.

Ui:Uo+,5§U1+,5§U2+...+,5?VUN pouri=1, ... ,N.
Nous montrons par la suite que l'interpolation linéaire entre les sommets de 1’ensemble

(3.11) géneére une matrice équivalente & une matrice affine.

L’interpolation linéaire, telle qu’elle a été exposée précédemment dans la section 2.3.2,
permet d’écrire

Usnterp(p) = MO(P)UO +.t NzN—1(P)UzN—1

avec les fonctions d’interpolation po(p), ui(p), ..., tov_1(p) données par
N - e
a;ip; + Bij 1 sidi=0 —p; sib;=0
wi(p) = ’—_—aveca,--:{ .l et B = ol
’ 31;[1 p; = P I -1 sib;=1 J P; sib; =1

Proposition 3.3.1. La matrice Usperp(p) obtenue par interpolation linéaire entre les
sommets de ’ensemble (3.11) et la matrice affine U(p) = Uy + prUr + ... + pnUn sont
identiques. n

Preuve : Pour prouver cette proposition nous utilisons une démonstration par récur-
rence.

Soit N = 1 alors Usnterp(0) = po(0)Uo + p1(p)U1. En remplagant po(p) par 55% et
p1(p) par i:—; on trouve Uspterp(p) = Up + pUn.

Nous supposons que la proposition est vraie pour N = k et nous montrons qu’elle
reste valable aussi pour N = k + 1. Nous noterons avec UL, (p) la matrice obtenue

interp

=k =k —k
par Pinterpolation de k paramétres entres les sommets Uy, Uy, ..., Uge_; et avec pf(p),
(o), ..., ,u’gk_l(p) les fonctions d’interpolation correspondantes. Autrement dit, nous

supposons que Uﬁnerp(/)) = Uy + iUy + ... + piUs et nous montrons que UFt! (p) =

interp
Uo+pUi + ..+ pr1Upyr.
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Lorsqu’on rajoute le paramétre numéro k-+1 aux k paramétres existants nous pouvons
déduire les relations suivantes entre les fonctions d’interpolation :

,LL?-*_I(,O) _ 3(k+1) Pk+1 ﬁz(k+1) Mf(p) pour 4 — 0, ... ,2k+1 1

£k+1 - ﬁk+1

et donc

Pkt1 =P —Pet1t P
P = (o) et () = ——=" b (p)

s M Mok 5 -
' _'O_k+1 ~ Pr41 ' 2 £k+1 ~ Pr+1
pouri=0, ...,2°—1. (3.12)

En rajoutant le paramétre pg.1, nous passons du polytope Co(U’S, U’f, e ,ng_l) au
polytope CO(UIS-H, U’lﬁ_l, . ,Ug;;t,ll_l) et le lien entre les sommets de ces polytopes est
donné par

—k+l =k

U, =U, U, ,

k1 i T 0y Uk pour tout =0, ..., 2% — 1. (3.13)

_k _
Ughrs = Ui + PpsaUknr

Dans le cas de l'interpolation de k£ 4+ 1 paramétres nous avons
—k+1 —k+1
Uptern(0) = 15 (0)Uy "+ + i (0) Uy

Regroupons d’un c6té les 2F premiers termes qui correspondent & tous les byy = 0 et
d’un autre coté les 2% termes restants qui correspondent & tous les by; = 1 et utilisant
les équations (3.12), nous avons

Pk+1— P =k+1 ==k41
Ukt (p) = =—2(ub ()T +... + b1 (0)Use1) +
-'l—)k-l-]. pk:+1

Pry1 ~ Prt1 ( =—=k-+1 —k+1 )

= M’S(P)Uzk .o+ Mgk_l(p)UzkH_l
Pri1 ~ Pr+1

En appliquant la relation (3.13), chaque parenthése contient une interpolation en fonction
de k paramétres plus un terme additionnel et donc

UML () = Pk+1 — ?k+1 (Uk

Prir — PR+1 g
interp(P) + Py Unt) + =———
interp £k+1 — D1 nterp k41 ) (

— 7 Uinte’rp(p) + ﬁk+1Uk+1)-
Pry1 ~ Pr+1

Comme UE,,.,(p) = Uy + p1U1 + ... + peUy, nous trouvons facilement que

Uz]:’b_;elrp(p) = UO + ,01U1 +...+ ,0/c+1Uk+1.
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La Proposition 3.3.1 permet de dire que si on a une matrice affine (par rapport &
p) qui évolue dans le polytope engendré par la bornitude des paramétres, I’interpolation
linéaire par rapport a chaque paramétre et entre les sommets de ce polytope génére une
matrice équivalente & la matrice affine. Cela est un résultat théorique intéressant qui nous
permet de formuler un lien entre ’approche par interpolation linéaire et ’approche LPV.
Supposons qu’on a construit un observateur affine par I’approche LPV. Alors 'implémen-
tation de l'observateur par une interpolation linéaire entre les observateurs extrémes est
également un estimateur d’état du systéme. Cela est garanti par ’équivalence énoncée
dans la Proposition 3.3.1. Par contre, d’'un point de vue pratique, ce résultat ne présente
aucun avantage parce que c’est plus simple d’implémenter directement ’observateur affine
que d’utiliser une procédure d’interpolation lors de son implémentation.

3.4 Probléme dual: la commande par retour d’état

Il est bien connu que le probléme dual de la synthése d’un observateur est le probléme
de la commande par retour d’état. Dans cette section, nous examinons le probléme de
commande dépendant de paramétres et satisfaisant un indice de y-performance. Ce pro-
bléme est la version généralisée au cas LPV du probléme de commande H, standard.
Nous appliquons la technique développée dans la section précédente au cas de la synthése
d'un gain de retour d’état dépendant des paramétres et garantissant la y-performance
quadratique affine pour le systéme LPV soumis & des perturbations extérieures.

3.4.1 Formulation du probléme

Le systéme considéré est celui de la section précédente auquel on rajoute des pertur-
bations extérieures:

(t) = A(p)z(t) + Blp)u(t) + Bu(p)w(t) (3.14a)

y(t) = C(p)(t) + D(p)u(t) + Du(p)w(t). (3.14b)
Les matrices A(p), B(p), Bu(p), C(p), D(p), Dw(p) présentent une dépendance affine par
rapport aux parameétres, w(t) étant le vecteur des entrées de perturbations.

Nous examinons par la suite, le probléme d’analyse de y-performance et de commande
de type H o en utilisant des fonctions de Lyapunov dépendant des paramétres. La notion
de ~-performance quadratique affine a été introduite dans la Définition 1.1.13. Cette
notion implique P’existence d’une fonction de Lyapunov affine dépendant des paramétres
garantissant la stabilité asymptotique et exponentielle et une borne supérieure sur le gain
Ly du systéme en boucle fermée.

Notre but est de construire un contrdleur par retour d’état ayant la forme suivante:

u(t) = K(g)a(t) o K(p) =Ko+ > nik; (3.15)
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3.4. Probléme dual: la commande par retour d’état

de telle maniére que le systéme en boucle fermée satisfait la condition de y-performance
quadratique affine de la Définition 1.1.13. Le systéme en boucle fermée est décrit par la
représentation d’état

w(p)w(?) (3.162)
(p)w(t) (3.16b)
B(p)K(p) et Ca(p) = C(p) + D(p)K(p).  (3.16c)

3.4.2 Synthése du controéleur

Dans cette section, nous formulons des conditions suffisantes pour la synthése du gain
de retour d’état. Ces conditions se présentent sous la forme d’un nombre fini de LMI et
elles garantissent la y-performance en boucle fermée.

Nous commengons par énoncer une solution suffisante pour le probléme d’analyse de
~-performance du systéme LPV en boucle fermée (3.16). Cette solution permet d’éliminer
le couplage entre le gain du controleur et la matrice de Lyapunov.

Proposition 3.4.1 ([8]). Soit le systéme (3.16) et un scalaire v > 0. Supposons qu’il
existe une matrice W et Py, Py, ..., Py matrices symétriques telles que les conditions
LMI suivantes

—W+wT)  WTAL(p)+P(p) WTCL(p) 0 wT
Aa(p)W + P(p) —P(p)— P(p)+ P 0 Bpr) 0

Cu(p)W 0 —~I Dy(p) 0 <0 (3.17)
0 By (p) Dylpy -y 0
W 0 0 0 —P(p)

sont satisfaites pour toutes les trajectoires admissibles du vecteur des parameétres p, avec
P(p) = Py + p1Py + ... + pnPy. Alors le systéme (3.16) satisfait les conditions de -
performance dépendant des paramétres de la Définition 1.1.13. n

Preuve : La preuve est basée sur la généralisation des résultats de stabilité donnés dans
[6] pour les systémes LTI & la notion de y-performance pour un systéme LPV. L’inégalité
(3.17) est équivalente a

0 P(p) 0 0 0 ~I
P(p) —P(p)—-P(p)+P 0  Bulp) 0 Aa(p)
0 0 —yI Dy(p) 0 |+ |Calp|WI[I 0 0 0 0]+ (% <0.
0 B3 () Di(p) —I 0 0
0 0 0 0 ~P(p) I

On peut éliminer la matrice W en utilisant le lemme de projection. Les matrices orthogo-

o100 0
X r . . 001700
nalesa [I 0 0 0 0] et [-I Aj(p) CZ(p) O I] sont respectivement | 0 I 0
0 0 0 0 I
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Acl(P) I 0 0O T
et Oci)(p ) 8 g ? 8 . En appliquant le complément de Schur sur les conditions de

I 0 0 0 I
projection, nous obtenons les conditions suivantes

—P(p)~P(p)+ P 0 Bw(/’)]
0 —yI  Dy(p)| <0
i BT(p) DI(p) oI
P(p)A%(p) + Aa(p)P(p) — P(p) + Po  P(p)Ch(p) Bulp)
Ca(p)P(p) I Dy(p)| <0
] BE(p) DI(p) oI

pour toutes les trajectoires admissibles du vecteur des paramétres p. La deuxiéme inéga-
lité est la condition de y-performance pour ’équation (3.16) et la premiére inégalité est
une contrainte sur la matrice affine P(p). Cela signifie que I’ensemble des solutions donné
par (3.17) est inclus dans I’ensemble des solutions satisfaisant les conditions de la Défi-
nition 1.1.13. Par conséquent, la conditions (3.17) est suffisante pour la +y-performance
quadratique affine du systéme (3.16). O

Comme précédemment, le résultat d’analyse de la Proposition 3.4.1 est difficilement
appliquable au probléme de synthése & cause du nombre infini de LMI contenu dans
sa formulation. L’application du principe de multi-convexité nous permet de contourner
cette difficulté et de formuler le probléme de synthése du gain de retour d’état comme un
probléme de faisabilité LMI, comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 3.4.2 ([8]). Soit le systéme LPV (3.14) et un scalaire v > 0 donné. Suppo-

sons qu’il eziste des matrices W, R=[R} R ... RE]T, des scalaires positifs vy, vy,
..., un et Py, Pi, ..., Py matrices symétriques telles que les conditions LMI suivantes

~(W+wT) WTAT (w) + RTBT (w) + P(w) WTCT(w)+ RTDT (w) 0 wT
AWYW + B(w)R + P(w) —P(w) — P(1) + Py 0 By (w) 0
C(w)W + D(w)R 0 —yI Dy(w) 0
0 By (w) D (w) I 0
W 0 0 0 —Pw)

+ Y viw? Bdiag(0,I,1,1,0) <0 pour tout (w,7) €V XW (3.18)
i

-(W +wT) 0 —P(w) + RTOT BY RTOTDT -wT
0 ~(W +wT) —P,+WTAT + RT®T(w) WTC;+RTAT(w) O
~P(w) + B;O;R —P; + AW + &;(w)R —P(w) —ul 0 0
D;O;R C;W + Ai(w)R 0 -l 0
-W 0 0 0 ~P(w)

<0 pour toutw €V eti=1,...,N (3.19)
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sont satisfaites, avec

block |i+1
20,=00... I...0 Z(o=[ ;I ... pnI

®;(p) = B(p)O; + B;Z(p) Ai(p) = D(p)O; + D;Z(p) (3.20)

et P(p) = Py + p1Py + ...+ pyPy. Dans ce cas, la loi de commande u(t) = K(p)xz(t)
avec K(p) donné par (3.15) ou K; = R;W™L, garantit la condition de ~y-performance
quadratique affine pour le systéme en boucle fermée. n

Preuve : Afin de prouver ce théoréme nous regardons séparément les conditions (3.18)
et (3.19). Considérons la fonction

P(p)AL(p) + Aa(p)P(p) — P(p) + Py P(p)CE(p) Bu(p)
(p.p) = XT d( p)P(p) —yI  Dy(p)| X
BEL(p) DI (p) —~I

(3.21)

avec X € R"™P*™ Le systéme en boucle fermée (3.16) respecte les conditions de +-
performance données par la Définition 1.1.13 si et seulement si la condition

P(p)AL(p) + Aa(p)P(p) — P(p) + Py P(p)CH(p) Bu(p)
Calp)P(p) —yI  Dy(p)
B (p)

avec P(p) > 0 est satisfaite pour toutes les trajectoires admissibles des paramétres. Cela
est équivalent & dire que le systéme en boucle fermée (3.16) respecte les conditions de
~-performance données par la Définition 1.1.13 si et seulement si f(p,p) < 0 et P(p) > 0
pour toutes les trajectoires admissibles des paramétres et pour tout X # 0. On exige que
la fonction f(p,p) soit bornée par une fonction multi-convexe

DL(p) I

Feono(pp) = F(p:p) + XT Y 1sp}X > f(p,p) avec v; > 0.

Par conséquent, le systéme (3.16) satisfait la condition de «y-performance si feony(p,0) < 0
avec P(p) > 0 pour toutes les trajectoires admissibles des paramétres et pour tout X' # 0.

En appliquant la méme technique que dans la preuve de la Proposition 3.4.1, nous
trouvons que les inégalités (3.18) impliquent que feony(p,0) < 0 aux sommets ¥V x W et
P(p) > 0 aux sommets V délimitant toutes les trajectoires paramétriques admissibles.

En utilisant la méme technique que dans la preuve de la Proposition 3.4.1, on peut

T
éliminer la matrice [Wg I/IQT] des inégalités (3.19) en appliquant le lemme de projection

2. matrice bloc-ligne dont le bloc i + 1 est la matrice identité et tous les autres blocs sont des matrices
nulles de dimension appropriée
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pour des inégalités non strictes. En utilisant les notations R; = K;W et (3.20) nous
trouvons que ces inégalités sont équivalentes 4

—BiKiP(w) - (A,, + BiK(w) + B(w)Kz)Pz + *) -yl —P(w)(DiKi)T - P (Cz + DZK(W) + D(w)Ki)T
—D;K;P(w) — P; (C.L + D K (w) + D(w)KZ) -yl

<0OpourtoutweVeti=1,...,N.

Ces inégalités constituent la condition de multi-convexité de la fonction feony(p,0) confor-
mément au Lemme 1.2.1 avec un degré partiel dy = 3 pour £ = 1,... ,N et un degré total
d = 3. Comme la matrice P(p) est affine par rapport aux parameétres, pour assurer qu’elle
soit définie positive il est suffisant d’imposer qu’elle soit définie positive aux sommets )V
et cette condition est incluse dans les inégalités (3.18).

Par conséquent, les contraintes (3.18) et (3.19) impliquent que P(p) > 0 et feony(0,0) <
0 pour tout X # 0 et sur tout le domaine des trajectoires paramétriques admissibles, et
donc que le systéme (3.16) satisfait la condition de y-performance. O

Les contraintes LMI du Théoréme 3.4.2 présentent des conditions suffisantes permet-
tant de calculer un gain de retour d’état qui garantit la stabilité quadratique affine du
systéme en boucle fermée et la bornitude de son gain £, par . En effet, les conditions
(3.18) et (3.19) englobent une condition suffisante de stabilisabilité paramétrique de la
paire des fonctions matricielles (A(p), B(p)) sur Fp.

3.4.3 Exemple numérique

Afin d’illustrer nos résultats, considérons le systéme LPV décrit par

_[-21-32p 18409 _[31-01p _ [-0.03
Alp) = [ 1.9-25p -3- 4.2p] » Blo) = [2.8 +O.5p] s Bule) = [—0.47
_[1+01p 0+03p e _[06+0.2p

Les valeurs extrémes du paramétre sont: p € [—0.4; 0.4] et p € [-0.5; 0.5].

Nous remarquons que le systéme est instable pour des valeurs p < —0.16. En utilisant
le Théoréme 3.4.2 nous pouvons construire un contrdleur par retour d’état dépendant des
paramétres dont le gain est

_|—1.1348 + 0.5817p

K(p) = —1.1909 + 0.6117p| *

Ce gain garantit la stabilité exponentielle du systéme en boucle fermée et correspond & la
plus petite borne, v = 2.5768, atteignable avec les conditions du Théoréme 3.4.2.
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3.5 Application i la commande par retour d’état basée
observateur

Dans cette section, nous considérons le probléme de la stabilité du systéme en boucle
fermée obtenu par le bouclage du systéme LPV (3.1) avec un gain de retour d’état via un
observateur. Les conditions du Théoréme 3.2.2 seront utilisées pour la synthése du gain de
Pobservateur. Comme le systéme LPV (3.1) est équivalent au systéme (3.14) ayant les ma-
trices de perturbations nulles i.e. B, (p) = 0 et D, (p) = 0, des simplifications s’imposent
au niveau des résultats de synthése du gain de retour d’état. En effet, les conditions du
Théoréme 3.4.2 sont reformulées au cas de la synthése du gain de retour d’état garantissant
la stabilité quadratique affine de la boucle fermée, de la maniére suivante.

Théoréme 3.5.1. Soit le systeme LPV (3.1). Supposons qu’il eziste des matrices W,

R=[RT RT ... R%]T, des scalaires positifs vy, va, ..., vy et Py, Pi, ..., Py matrices
symétriques telles que les conditions LMI suivantes

~(W +WT) WTAT(w) + RTBT(w) + P(w) WT
A(W)W + B(w)R+ P(w) —P(w)—P(1)+ Py + Y, viw?l 0 <0
W 0 —P(w)

pour tout (w,7) € VX W (3.22)

-w+wT) 0 —P(w) + RTOT BT -wT
0 —(W+wT) —P; + WT AT + RT3} (w) 0 <0
-P(w)+ B:O;R —P+ AW + &;(w)R —P(w) -yl 0 =
-W 0 0 —P(w)

pour tout weV eti=1,... ,N (3.23)

sont satisfaites, avec O;, I(w), ®;(p), Ai(p), B(p), D(p) et P(p) données comme dans
le Théoréme 8.4.2. Dans ce cas, la loi de commande u(t) = K(p)z(t) avec K(p) donné
par (3.15) ot K; = RiW ™!, garantit la stabilité quadratique affine du systéme en boucle
fermée avec commande par retour d’état. ™

Preuve : La preuve de ce théoréme découle facilement de la preuve du Théoréme 3.4.2.
d

On peut trouver facilement que le systéme en boucle fermée avec une commande par
retour d’état basée observateur est décrit par la représentation d’état suivante:

: A(p) B(p)K (p)
z(t) = z(t 3.24
O=1L()C() 460) + BO)K () - L(p)C()) (824
avec z = [z .’i‘T]T. Le théoréme suivant montre que le contréleur basé observateur

garantit la stabilité du systéme en boucle fermée.

85



Chapitre 8. Synthése d’observateurs LPV & temps continu : approche LPV

Théoréme 3.5.2. Supposons que les conditions LMI du Théoréeme 8.2.2 et du Théo-
reme 3.5.1 admettent une solution et soient Ky, ..., Ky et Ly, ..., Ly les matrices
construites & partir de ces solutions. Alors le systéme en boucle fermée (3.24) obtenu en
utilisant le contréleur basé observateur, avec L(p) donné par (3.4) et K(p) donné par
(3.15), est ezponentiellement stable. n

Preuve : La preuve de ce théoréme est essentiellement inspirée de [62].

Définissons le changement de variable z = [d

I - I] z avec € une constante réelle. Le

systéme (3.24) est équivalent au systéme

50 = Acs(p)3(0) avee Aca(p) = [HOHHPKE) CeBOID | )

Soit Pe(p) et Po(p) les fonctions de Lyapunov solutions des conditions LMI du Théo-
réme 3.5.1 et du Théoréme 3.2.2 respectivement. Soit la fonction de Lyapunov

T [Pc_(l)(l?) Poo(p)] 5

N

V(2,0) = 2" Por(p)Z =

- A : P T
Partageons le vecteur Z en deux vecteurs de méme dimension é.e. Z = [Z;F 23 ] . Comme

Pe(p) et Po(p) vérifient les conditions LMI du Théoréme 3.5.1 et du Théoréme 3.2.2
respectivement, alors Vi(z1,0) = 27 Py (p)z et Va(z2,0) = 22 Po(p)22 sont des fonctions
de Lyapunov garantissant la stabilité exponentielle des systémes

# = (A(p) + B(p)K(p))z1 et respectivement
4 = (A(p) = L(p)C(p)) z2-
11 existe donc dy;, do; et d3; > 0 tels que

811 || 2 11°< Vi(zi,0) < b2 || 2i |1? et
dVi(z
Whet) < gy 2 I pouri = 1,2.
dt
Nous prouvons par la suite que la fonction V' (Z,p) assure la stabilité quadratique dépen-

dant des paramétres du systéme (3.25) et par conséquent celle du systéme (3.24).

Nous avons la relation suivante:

% =& 7] (ACL(p)TPCL(p) + Poy(p) Acw(p) +PCL(p)) [Z]
- [ LMI, -sPﬁ(p)B(p)K(p)] H
b2 | —eKT(p) BT (0)Ps (p) LMIo 2

ot LMI; = (A(p)+ B(p)

=

(0)) P + (%) +d(Pg ) /dt

h
S
G

Il
=
=

|
=
S
2
=
S
+
*x
+
=
$
-
3
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3.6. Conclusion

Comme dVi(z1,p)/dt = 2TLMIcz et dVa(z,p)/dt = 2T LMIpz,, on peut en déduire
directement que

dvc(;,m _ d‘flg;hp) N deE;%P) — (TP (0)B(0) K (p) 22 + (%))

< =81 || 21 1 =03 || 22 I* —e (5] P (0) B(p) K (p) 22 + ().

Donc, pour 0 < d3 < min{d31,032}, il existe & suffisamment petit tel que
dV (z,p)/dt < =83 || Z ||>< 0 pour Z # 0.

Par conséquent, le systéme (3.24) est quadratiquement dépendant des paramétres stable.
En appliquant le Lemme 1.1.4, la stabilité QDP implique la stabilité exponentielle du
systéme (3.24). O

3.6 Conclusion

A travers ce troisiéme chapitre nous avons proposé une méthode de synthése d’obser-
vateurs affines pour des systémes LPV affines en se basant sur les techniques LPV. La
méthode proposée est appliquable pour une classe de systémes plus large que celle consi-
dérée dans le chapitre 2, toutes les matrices d’état étant dépendantes des paramétres, et
elle consiste en la résolution numérique d’un ensemble fini de conditions LMI. Comme
ces conditions sont seulement suffisantes, on n’a pas la garantie de trouver une solution.
Cette méthode a été par la suite étendue au cas de la synthése d’'une commande de type
~v-performance par retour d’état. Seul le cas d’une commande stabilisante basée obser-
vateur a été abordée en fin de ce chapitre. Il s’agit en effet d’'une premiére exploitation
des résultats de ce chapitre. Le cas plus difficile d’'une commande de type y-performance
basée observateur constitue une perspective envisagée de ce travail.
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Chapitre 4. Synthése d’observateurs LPV a temps discret

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons le probléme de la synthése d’observateurs pour des
systémes LPV affines & temps discret. Nous centrons notre attention sur les observateurs
dépendant des paramétres de type Luenberger. Comme dans le cas continu, la matrice de
gain de ’observateur est construite par interpolation linéaire entre les gains extrémes cor-
respondant aux observateurs estimant ’état du systéme lorsque les paramétres se situent
aux sommets du domaine paramétrique. Contrairement au cas continu, dans le cas discret,
les résultats de synthése ne dépendent pas de la vitesse de variation des paramétres. En
effet, un premier type de solution utilise les fonctions de Lyapunov quadratiques uniques
pour la stabilité de ’erreur d’estimation et donc implicitement la stabilité est garantie
pour des trajectoires paramétriques variant arbitrairement vite. Un deuxiéme type de so-
lution est basé sur la stabilité quadratique dépendant des paramétres. Contrairement au
cas continu oit 'on dérive la fonction de Lyapunov, dans le cas discret, la décroissance de
la fonction de Lyapunov est vérifiée en évaluant la différence de la fonction de Lyapunov
entre deux instants consécutifs (k,k + 1) et par conséquent la vitesse de variation des
paramétres n'intervient plus dans la procédure de synthése. Cette différence par rapport
au cas continu nous permet de prendre en compte une évolution discontinue des para-
métres et 'application de nos résultats au cas des systémes hybrides & commutation est
quasi-immeédiate.

4.2 Synthése d’observateurs LPV pour des systémes af-
fines

4.2.1 Formulation du probléme

Nous considérons le systéme LPV & temps discret dont la représentation d’état est la
suivante :

z(k + 1) = A(p(k))z(k) + B(p(k))u(k) (4.1a)
y(k) = Cz(k) (4.1b)

z(k) € R"™ est le vecteur d’état, u(k) € R™ le vecteur des entrées de commande et
y(k) € RP le vecteur des sorties. Les matrices A(p) et B(p) ont une dépendance affine
par rapport aux paramétres. Nous supposons que chaque paramétre est contenu dans un
intervalle borné ce qui signifie que le vecteur des parameétres p(k) évolue dans le polytope
P 4 2% sommets défini dans la Définition 1.1.1. Par conséquent, les matrices A(p) et B(p)
évoluent dans des polytopes de R™" et respectivement R™™ dont les sommets sont
{Ai}iz1,.. ov et respectivement {B;};—;  onv. Ces sommets correspondent aux sommets
VY du polytope des paramétres et chaque sommet A;, B; a une dépendance affine par
rapport aux paramétres du sommet qui lui correspond dans le polytope des paramétres.
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En utilisant le résultat de la section 3.3 qui montre que l'interpolation linéaire entre ce

type de sommets par rapport aux paramétres génére une matrice identique & la matrice
affine, nous pouvons écrire que

Alp(k)) = D pilp(k))A; (4.2)

B(p(k) = Y m(p(k) B:. O (43)

ou p;(p) représentent les fonctions d’interpolation. Autrement dit, dans le cas des systémes
affines, les fonctions d’interpolation u;(p) sont les coordonnées barycentriques de p par
rapport aux sommets A;, B;, qui situent le systéme dans le polytope & un instant donné.

Notre but est de concevoir un observateur dépendant des paramétres de type Luen-
berger de la forme suivante:

Bk +1) = A(p(k))2(k) + B(p(k))u(k) + L(p(k)) (y(k) — 9(k))  (44a)
§(k) = O (k). (4.4)

La matrice de gain L(p) est obtenue par interpolation entre les valeurs extrémes cor-
respondant aux observateurs estimant 1’état du systéme lorsque p € V. Nous utilisons
la technique d’interpolation présentée dans la section 2.3.2 pour le cas continu. Cette
technique nous permet d’écrire la matrice L(p) comme étant

L(p(k)) = Z pi(p(k)) L (4.5)

avec L; les gains extrémes et u;(p) les fonctions d’interpolation qui permettent une tran-
sition lisse entre ces gains en fonction de la valeur réelle de p.

Le probléme de la synthése de 'observateur LPV est réduit a trouver un ensemble
de gains d’observateurs LTI locaux construits pour les valeurs extrémes du vecteur des
paramétres, tel que 'interpolation linéaire de ces gains par rapport a chaque paramétre
aboutit & un observateur dépendant des paramétres pour le systéme (4.1).

En définissant Perreur d’estimation comme e(k) = z(k) — Z(k) et en utilisant ’obser-
vateur LPV (4.4) pour estimer I’état du systéme (4.1), nous obtenons une dynamique de
Perreur d’estimation décrite par ’équation suivante:

ek +1) = (A(p(R)) = L(p(R)C)elk) = 3 m(p(k)) (A — LC)e(k). (4.6

Le probléme de la synthése de ’observateur est réduit & trouver les matrices de gain
L; pour i = 1,...,2" de maniére & ce que le gain interpolé L(p) assure la convergence

91



Chapitre 4. Synthése d’observateurs LPV & temps discret

asymptotique de I'erreur d’estimation vers ’origine. Nous présentons par la suite deux
types de solution. Une premiére solution est basée sur la stabilité quadratique de I’équation
(4.6). Afin d’obtenir des conditions de synthése moins restrictives, nous présentons une
deuxiéme solution utilisant la notion de stabilité quadratique dépendant des paramétres.

4.2.2 Premiére solution

Le théoréme suivant propose une solution LMI pour la synthése des gains des obser-

vateurs locaux LTT en utilisant la stabilité quadratique pour prouver la convergence de
Verreur d’estimation.

Théoréme 4.2.1. Il eziste un observateur LPV de la forme (4.4) pour le systéme (4.1)
s’il existe les matrices R; pour i = 1,... 2 et la matrice symétrique P, de dimensions
appropriées, telles que

P ATP — CTRT : N
[PAi—RiC' P >0 pourie{l,... 2"} (4.7)
Alors la matrice de gain L(p) est donnée par (4.5) avec L; = P7'R;. "
Preuve : Lorsque les conditions LMI (4.7) sont satisfaites, en utilisant la notation R; =
oN
PL; et le fait que Z pi(p) = 1, on peut additionner par rapport & % les inégalités (4.7)
i=1
multipliées par u;(p). Nous déduisons que
_ " -
p 3 wilp) (4i - LiC)" P
N =1 > 0.
P> pilp) (A — LiC) P
| =1 J

En utilisant le complément de Schur, nous trouvons que P est une matrice de Lyapunov
garantissant la stabilité quadratique de l’erreur d’estimation (4.6). Cela implique que
I'erreur d’estimation est asymptotiquement et exponentiellement stable. d

En utilisant la nouvelle condition développée dans [29] sur la stabilité d’un systéme
LTT discret, nous pouvons reformuler les conditions de synthése du Théoréme 4.2.1 sous
une forme comportant I'utilisation d’une matrice auxiliaire.

Théoréme 4.2.2 ([11]). Il eziste un observateur LPV de la forme (4.4) pour le systéme
(4.1) s’il existe les matrices R; pour i = 1,... 2N G et la matrice symétriqgue P, de
dimensions appropriées, telles que

-P ATGT — CTRT .
GA — R.C Pz—(G—I—GTg <0 pourie{l,... 2"} (4.8)

Alors la matrice de gain L(p) est donnée par (4.5) avec L; = G™'R;. n
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Preuve : En étudiant la stabilité du systéme z(k + 1) = Fz(k), les auteurs du [29]
montrent que ’existence d’une matrice symétrique P et d’une matrice G telles que

—-P FTGT

GF P-(G+a7)| <"

est équivalente & FTPF — P < 0. En utilisant ce résultat et la notation R; = GL;, nous
pouvons déduire que les conditions (4.8) sont équivalentes &

(A; = L,O)TP(4; — LiC) — P <0 pouric€{1,...,2"}

ou encore a

— I.O\T
P(A,I_DLC) (4 %C)P >0 pouric{l,... 2"}

En utilisant 1a méme technique que dans la preuve du Théoréme 4.2.1, nous trouvons que P
est une matrice de Lyapunov garantissant la stabilité quadratique de I’erreur d’estimation.
A partir de 'inégalité (4.8) on déduit que G + GT > P > 0 et donc on peut calculer les
gains L; comme G'R;. O

Notons que les conditions du Théoréme 4.2.1 sont équivalentes aux conditions du
Théoréme 4.2.2. L’avantage principal dans la formulation LMI du Théoréme 4.2.2 vient
du fait que les matrices de synthése L; et la matrice de Lyapunov P sont découplées. Ce
résultat nous permet de formuler des conditions de synthése moins restrictives pour le cas
des systémes affines, comme on le verra dans la sous-section suivante.

Les théorémes précédents nous permettent de calculer un observateur avec une er-
reur d’estimation qui converge asymptotiquement et exponentiellement vers ’origine. Afin
d’obtenir un observateur avec une meilleure vitesse de convergence, on peut utiliser la no-
tion de « decay rate » (le plus grand exposant de Lyapunov) définie dans le cas discret
comme étant le plus grand scalaire v > 1 tel que

lim +* || e(k) [|= 0 (4.9)
k—oo

pour toutes les trajectoires de e(k). La convergence asymptotique correspond & v = 1
tandis que la convergence exponentielle correspond & v > 1. Nous pouvons utiliser la
fonction de Lyapunov quadratique V(e(k)) = ef(k)Pe(k) pour déterminer une borne
inférieure du plus grand exposant de Lyapunov «. Alors, en utilisant les conditions du
Théoréme 4.2.1, les gains L; sont calculés comme suit.

Théoréme 4.2.3 ([27]). Supposons que le probléme d’optimisation suivant
Min 8
BP ATp — CTRT

PA;, - RC P
0<p<1

sujet & >0, i={1,...,2"} (4.10)
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admet une solution 3,, P, = PT et Ro; pouri=1,... ,2N. Alors ’observateur LPV obtenu
par Uinterpolation de Lo; = Py Ry, 1 = 1,... 2" conduit & une vitesse de convergence

_1
de lerreur d’estimation vers l’origine au moins égale & 3, . [

Preuve : Siles conditions (4.10) admettent une solution 8o, Ps, Re;, @ = 1,... ,2V alors,
conformément & la preuve du Théoréme 4.2.1, nous avons

(A(p) - Lo(p)C)"

P, (A(p) - Lo(p)C’) ~ BPy <0 (4.11)
ce qui signifie que
Vie(k+1)) < B.V(e(k)) avec 0 < o < 1 (4.12)

pour toute trajectoire e(k). Par conséquent, V(e(k)) < B¥V(e(0)) ou de maniére équiva-
lente

k
le(k) [|< B M
avec M un scalaire positif donné par M =|| Pz ||| P=2 ||| e(0) |- O

Notons que ces théorémes présentent des conditions suffisantes pour la synthése d’un
observateur LPV et par conséquent elles sont assez conservatives. Ce conservatisme vient
essentiellement du fait que la solution proposée est fondée sur la stabilité quadratique.
Par contre, & partir des preuves de ces théorémes, nous déduisons que les conditions de
synthése sont des conditions nécessaires et suffisantes pour que l’erreur d’estimation soit
quadratiquement stable.

Par la suite, nous nous intéressons & 1'utilisation des fonctions de Lyapunov dépendant
des paramétres afin de réduire le conservatisme de cette solution.

4.2.3 Deuxiéme solution

La solution présentée par la suite est basée sur la notion de stabilité quadratique
dépendant des paramétres. Comme dans le cas continu, cette notion utilise une fonction
de Lyapunov de la forme V(z(k),o(k)) = zT(k)P(p(k))z(k) pour l'étude de la stabilité
d’un systéme LPV de type

z(k + 1) = A(p(k))z(k). (4.13)

Contrairement au cas continu, afin de garantir la stabilité asymptotique du systéme (4.13)
conformément & la théorie de Lyapunov il faut que la fonction V(z(k),p(k)) soit définie
positive et strictement décroissante ou autrement dit, il faut que V(z(k),p(k)) > 0 et

V(z(k + 1),p(k + 1)) — V(x(k),0(k)) < 0.
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En utilisant la forme quadratique de la fonction V' (z(k),p(k)), nous pouvons conclure que
le systéme (4.13) est quadratiquement dépendant des paramétres stable si

P(p(k)) > 0
Ap(k)) P (p(k + 1)) A(p(K)) — P(p(k)) < 0.

Nous retrouvons dans ces conditions de stabilité les mémes caractéristiques que dans le
cas continu, & savoir le nombre infini d’inégalités & satisfaire et la difficulté de construction
de la fonction matricielle P(p). On peut s’affranchir de ces difficultés lorsque la matrice

A(p(k)) du systéme (4.13) appartient & un modéle polytopique, i.e. A(p Z&

avec A; les sommets du polytope, en choisissant une matrice de Lyapunov de la forme
2N

P(p(k)) = Zfi(k)Pi ol P; est la matrice de Lyapunov correspondant au sommet A;.
=1

Nous proposons d’appliquer cette théorie pour 1’étude de la stabilité de ’erreur d’es-

timation (4.6). Dans ce cas, les fonctions d’interpolation u;(p(k)) représentent les para-

métres &;(k). En utilisant la technique de découplage énoncée dans le Théoréme 4.2.2, le

probléme de la synthése de l'observateur LPV se formule comme suit.

Théoréme 4.2.4. Il existe un observateur LPV de la forme (4.4) pour le systéme (4.1)
s’il existe les matrices R;, G et les matrices symétriques P; pouri=1,... 2V de dimen-
stons appropriées, telles que

P,  ATGT —CTRT

. N

GAi—RC P;—(G+GT)| < 0 pouri,je{l,... 2"} (4.14)

Alors la matrice de gain L(p) est donnée par (4.5) avec L; = G7'R;. .
2N

Preuve : En utilisant la notation R; = GL; et le fait que Z,uz (p) = 1, on peut ad-

=1
ditionner par rapport a i les inégalités (4.14) préalablement multlphees par p;(p). Nous

trouvons que les inégalités (4.14) sont équivalentes a
[ 2V 2N r 1
_Z/J'ipi Z,U'i(Ai ~ L;C) GT

o~ i=1 < 0pourj € {1,... 2}, (4.15)

G pwi(4i-LC)  P-(G+GT)

i=1

Nous notons

P(p) = P(p(k)) = Zm(k)Pz' et

Py (p) = P(p(k +1)) Zuzkﬂ Zug
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En utilisant ces notations et en additionnant par rapport & j les inégalités (4.15) préala-
blement multipliée par u;(p), les inégalités (4.15) sont équivalentes &

—P(p) A(p) - L(p)C)FGT
[G(A(p) —%(p)C) (P_:Ep) - (g +)GT) } <0 (4.16)

Cela implique que P(p) > 0. En multipliant I'inégalité (4.16) par [I (A(p) — L(p)O)T] a

T
gauche et par [I (A(p) — L(p)G)T] a droite, nous trouvons que cette inégalité implique
que

(A(p) = L(p)C)" Py (p) (A(p) — L(p)C) — P(p) < 0.

Autrement dit, 'erreur d’estimation satisfait la condition de stabilité quadratique dé-
pendant des paramétres et la matrice de Lyapunov globale garantissant la stabilité est

2N

P(p) = Z,ui(p)Pi. A partir de I'inégalité (4.14) on déduit que G + GT > P; > 0 et donc
i=1

on peut calculer les gains L; comme G~ R;. O

Les conditions développées dans le Théoréme 4.2.4 correspondent, & quelques détails
prés, & la forme duale des résultats proposés dans [28] pour ce type d’étude. En effet, la
forme que nous avons proposée est plus appropriée pour un probléme d’observation.

En effet, ce résultat permet de calculer une matrice de Lyapunov P; pour chaque
sommet du polytope des paramétres de maniére & ce que la matrice A; — L;C soit stable.
La matrice de Lyapunov globale P(p(k)) est construite par interpolation linéaire de ces
matrices de Lyapunov obtenues pour chacun des sommets. Par conséquent, la matrice
P(p(k)) a une structure affine par rapport 3 chaque paramétre mais globalement, par
rapport au vecteur des paramétres p, elle a une structure polynomiale.

Nous remarquons que, contrairement au cas continu, les conditions LMI de synthése de
’observateur ne font pas intervenir une borne de la vitesse de variation des paramétres. Par
conséquent, cela permet une application directe de nos résultats & une classe de systémes
hybrides & savoir les systémes & commutation. Notons que lorsque le systéme discret est
issu de la discrétisation d’un systéme continu cette application n’est plus valable. En
effet, en discrétisant un systéme continu, il y a toujours une information sur la vitesse de
variation des paramétres qui est cachée entre deux instants d’échantillonnage consécutifs.
Afin que nos résultats soient appliquables & cette classe des systémes hybrides, il faut en
effet imposer une durée minimale entre les instants de commutation.
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4.3 Application a D'estimation d’état des systémes &
commutation

Dans cette section, nous considérons la classe des systémes hybrides & commutation
décrite par la représentation d’état

z(k + 1) = A(p(k))x(k) + B(p(k))u(k) (4.17a)
y(k) = C(p(R))a(k). (4.17b)
Le paramétre p(k) prend sa valeur dans un ensemble fini I = {1,... ,M} et il est inconnu

a priori mais mesurable en temps réel. Autrement dit, le systéme hybride est défini par
I’ensemble des modes

et la séquence de commutation entre ces modes est donnée par I’évolution du paramétre
p(k) dont la valeur peut changer & des instants discrets arbitraires.
Notre but est de construire un observateur de la forme
2(k +1) = A(p(k))2(k) + B(p(k))u(k) + L(p(k))(y(k) — 9(k)) ~ (4.18a)
(k) = C(p(k))2(k). (4.18b)

Pour chaque mode du systéme hybride, on doit calculer une matrice de gain L; = L(p)
de telle maniére que V'erreur d’estimation converge asymptotiquement vers ’origine et
indépendamment des conditions initiales, de la commande u(k) et de la séquence de
commutation donnée par p(k).

Dans ce cas, la dynamique de I’erreur d’estimation est donnée par ’équation

e(k +1) = (A(p) — L(p)C(p)) e(k). (4.19)

Pour garantir la convergence vers 1’origine de I’erreur d’estimation, on doit assurer la stabi-
lité asymptotique du systéme & commutation (4.19) pour des séquences de commutations
arbitraires. Notons que le systéme (4.19) est défini par ’ensemble des modes

{Az—LzCz l’iE I}
et la commutation entre ces modes est donnée par p.

Une premiére solution est basée sur la stabilité quadratique de I'erreur d’estimation.

Théoréme 4.3.1 ([10]). Il existe un observateur LPV de la forme (4.18) pour le systéme
(4.17) sl existe les matrices R; pour i = 1,... 2N, G et la matrice symétrique P, de
dimensions appropriées, telles que

~P  ATGT—CTRY |
GA - RiC; P—(G+ary| <0 powri€{l,....M}. (4.20)

Alors les matrices de gain de ’observateur sont données par L; = G R;. n
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Preuve : Soient les fonctions indicatrices définies par

(k) = 1 lorsque le systéme hybride est décrit par le ™€ mode (4;,B;,C;)
“777 10  autrement

pour 2 = 1,... ,M. En multipliant les inégalités (4.20) par la fonction indicatrice &;, en
additionnant ces inégalités par rapport & 7 et en utilisant la notation R; = GL;, on trouve
que

M
-P > &i(Ai — Lic)TGT
=1 <0

M
GZ&(AZ - LzCZ) P — (G + GT)
i=1

En multipliant & gauche par Z& (A; — L;C;)T| et a droite par la transposée de

cette matrice, cette inégalité 1mphque que P est une matrice de Lyapunov garantissant
la stabilité quadratique de I’équation (4.19). A partir de I'inégalité (4.20) on déduit que
G+ GT > P > 0 et donc on peut calculer les gains L; comme G~ R;. |

Le théoréme suivant présente une solution moins conservative en calculant une matrice
de Lyapunov P; pour chaque mode du systéme hybride (4.19) de maniére & garantir la
stabilité pour des commutations arbitraires.

Théoréme 4.3.2. Il existe un observateur LPV de la forme (4.18) pour le systéme (4.17)
sl existe les matrices R;, G et les matrices symétriques P; pouri=1,... ,M, de dimen-
stons appropriées, telles que

_P,  ATGT —CTRF

GA; - RiC; P,— (G +GT) <0 pouri,jed{l,... M} (4.21)

Alors les matrices de gain sont données par L; = G™'R;. n

Preuve : En utilisant les fonctions indicatrices introduites dans la preuve du Théo-
réme 4.3.1, Perreur d’estimation s’écrit comme

e(k+1) = Z&A — L;Cy)e(k).

En appliquant la méme démarche que dans le Théoréme 4.2.4, nous pouvons prouver
M

que les conditions (4.21) impliquent que P(p) = Z&P est une matrice de Lyapunov

=1
garantissant la stabilité asymptotique de ’erreur d estimation. (|

Notons que pour la classe des systémes considérée les instants de commutation corres-
pondent & des instants de temps discret.
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4.4 Exemples numériques

Application pour un systéme affine

Nous considérons le systéme affine dont les matrices de la représentation d’état sont

-0.51 -1 057 -09 0 042
Alp)=1|028 —01 -112]+p| 008 —02 -132| e C=[-05 0 033].
—-0.07 0.5 0.3 -0.74 —0.55 L7

La matrice B(p) n’est pas donnée ici parce qu’elle n’intervient pas dans la synthése de
I’observateur et les simulations ont été faites avec une entrée nulle.

2 4 8 10 12 14 18 18 20 2 4 10 12 4 18 12 20
Temps (k) Temps (k)
(a) Evolution du paramétre p. (b) L’erreur d’estimation e;.
0.1
L e o e el e, R
P U S T O VS SO I SR s I [ I NN NS NN S NS NS NS BN
38 4 10 12 14 18 18 20 © 10 12 14 1 E
Temps (k) Temps (k)
(c) L’erreur d’estimation es. (d) L’erreur d’estimation es.

F1G. 4.1 — Les erreurs d’estimation pour une certaine évolution du paramétre.

En utilisant les conditions du Théoréme 4.2.4 nous obtenons les gains locaux
0.4225 1.6169
L = |-0.7590| et Ly = |—1.7312].
—1.1802 0.7218

Les matrices de Lyapunov sont

0.6826 —0.0638 0.5310
P, = |-0.0638 1.1200 -0.0902|, P, =
0.5310 —0.0902 1.1230

0.0205 1.0993 0.0344
0.7559 0.0344 1.4568

0.8260 0.0205 0.7559:|
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tandis que la matrice G satisfaisant aux conditions du Théoréme 4.2.4 est

0.7807 0.0175 0.4348
G = |-0.0359 1.0766 -—0.0501].
0.4385 0.0282 1.1427

Sur la figure 4.1 nous indiquons 1’évolution de 'erreur d’estimation pour chaque com-
posante en fonction de I’évolution du paramétre.
Application pour un systéme hybride & commutation

Le systéme hybride considéré est décrit par les trois modes suivants

—0.6 2.4 -1 3 1 -3
Al‘[ 0 0.8]’ A2 = [—1.9 0.2]’ As = [0.5 ~~0.7] et

Ci=[-09 -14], C,=1[01 09], C3=[-02 04].

Comme la matrice B(p) n’intervient pas dans la synthése de ’observateur et les simula-
tions sont faites pour une entrée nulle, cette matrice n’est pas considérée ici.

0) 0 12 10 12
Temps (k) Temps (k)

(a) Séquence de commutation p. (b) L’erreur d’estimation ey.

10 12
Temps (k)

(c) L’erreur d’estimation es.

FI1G. 4.2 — Les erreurs d’estimation pour une certaine séquence de commutation.
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4.5. Conclusion

L’application des conditions de synthése du Théoréme 4.3.1 ne permet pas de trouver
un observateur parce qu’elles ne sont pas solubles pour ce systéme. L’application du
Théoréme 4.3.2 nous permet de trouver les gains d’observateur

—0.7269 1.9969 —7.9094
L= {—0.3343]’ L2= [—1.6970]’ Ly = [—‘1.5589]'

Ces gains correspondent aux matrices de Lyapunov

0.8962 —0.9671] ,, _ [0.8992 —0.8839] , _ [ 0.6083 —0.2612
—0.9671 1.0969 |’ "2~ |—0.8839 0.9835 | "%~ |-0.2612 0.2255

0.9044 —0.7989
—0.8339 1.1184 |

La figure 4.2 résume les résultats de simulation obtenus.

|

et 4 la matrice G = [

4.5 Conclusion

A travers ce chapitre nous avons abordé le probléme de I’estimation d’état pour des
systémes LPV affines & temps discret. En utilisant la technique d’interpolation introduite
dans le chapitre 2, nous avons présenté des conditions LMI suffisantes pour la synthése du
gain de I'observateur. Notons que les résultats sont basés sur le fait, prouvé dans la section
3.3, qu’une matrice affine peut s’écrire sous une forme polytopique impliquant les fonctions
d’interpolation comme coordonnées barycentriques. Cela nous permet d’obtenir une erreur
d’estimation obéissant & une description polytopique et donc le probléme de la stabilité
de Verreur d’estimation est réduit & un nombre fini d’inégalités évaluées aux sommets
du domaine polytopique. Dans un premier temps, nous avons proposé une solution qui
garantit la stabilité quadratique de ’erreur d’estimation alors qu'une deuxiéme approche
est basée sur la stabilité quadratique dépendant des paramétres. La principale différence
entre le cas discret et le cas continu est le fait que la vitesse de variation des paramétres
n’intervient plus dans la procédure de synthése pour le cas discret. Cela permet une
application directe de ces résultats & la classe de systémes hybrides & commutation.
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Knowing is not enough; we must apply.
Willing is not enough; we must do.

Goethe.

Conclusion générale

Ce mémoire est le résultat d’un travail de recherche essentiellement théorique dédié
a la synthése d’observateurs d’état des systémes linéaires & paramétres variants. Comme
cette classe de systémes a autant de comportements caractéristiques que de trajectoires
paramétriques admissibles, notre attention a été centrée sur la construction d’observateurs
qui s’adaptent et qui suivent I’évolution du systéme en temps réel. Cela nous a conduit
& privilégier la synthése d’observateurs linéaires & paramétres variant qui, en plus des
signaux de mesure, exploitent la mesurabilité des paramétres reflétant les changements de
dynamique du processus. Notre étude a été motivée par les techniques de séquencement
de gain et donc le premier objectif de ce mémoire était de fournir une approche de syn-
thése avec un fondement théorique solide dans le contexte du séquencement de gain par
interpolation. Le deuxiéme objectif était de contourner le probléme de 'interpolation en
s’appuyant sur les techniques LPV.

Dans le premier chapitre de ce mémoire nous avons tout d’abord rappelé les résultats
classiques ayant trait & la théorie des systémes LPV : stabilité, performance, probléme de
’estimation d’état, probléme de la commande par retour d’état. Afin de situer au mieux
notre apport, un état de I’art sur le séquencement de gain, les techniques LPV et les
problémes adjacents a été proposé.

Nos contributions apparaissent & partir du deuxiéme chapitre de cette thése. Dans
le chapitre 2 nous avons proposé plusieurs approches dans le contexte du séquencement
de gain par interpolation. La premiére approche propose une interpolation polynomiale
pour la synthése d’observateurs LPV, solution qui s’avére conservative et difficilement
utilisable en pratique. La deuxiéme approche présente deux solutions qui sont basées sur
la stabilité quadratique affine de l’erreur d’estimation dans le cadre d’une synthése par
interpolation linéaire. La premiére solution est formulée comme une condition de résolution
LMI sous contrainte de rang alors que la deuxiéme solution repose sur des conditions LMI
en se basant sur une technique de découplage. Bien que la deuxiéme solution soit plus
conservative conceptuellement que la premiére, elle est néanmoins plus facilement soluble
numériquement.

Le troisiéme chapitre est dédié & la synthése d’observateurs affines par des techniques
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Conclusion générale

LPV. La solution proposée repose sur une formulation LMI et elle est en quelque sorte une
extension de la solution LMI précédente dans le sens oil la classe des systémes considérée
est plus générale et 'interpolation est abordée de maniére implicite. Cette méthode a été
par la suite étendue au cas de la synthése d’une commande de type y-performance par
retour d’état.

Le dernier chapitre de ce mémoire reprend dans le cas des systémes & temps discret
le probléme de la synthése d’un observateur LPV par une technique & base d’interpola-
tion. En se basant sur les propriétés de I'interpolation linéaire, une premiére méthode de
synthése utilise la notion de stabilité quadratique et par conséquent elle est assez conser-
vative. Afin de réduire ce conservatisme, une deuxiéme solution utilise les fonctions de
Lyapunov de type polytopique. Contrairement au cas continu, I’approche temps-discret
est appliquable directement au probléme d’estimation d’état d’une classe de systémes
hybrides & commutation.

Le probléme de la synthése d’observateurs ou de compensateurs dépendant des pa-
ramétres pour les systémes LPV est un probléme qui reste encore largement ouvert. Ce
mémoire a contribué & fournir un ensemble de solutions au probléme de la synthése d’ob-
servateurs par une technique de séquencement de gain, dans un premier temps en abordant
explicitement le probléme de I'interpolation et ensuite en s’appuyant sur les techniques
LPV. Une des caractéristiques communes de ces solutions est de faire appel & des tech-
niques numériques efficaces.

Les prolongements directs des travaux de ce mémoire sont :

> Dans le chapitre 2, nous avons proposé deux solutions alternatives pour la synthése
d’observateurs LPV par une technique de séquencement de gain & base d’interpola-
tion linéaire. Il serait intéressant de fournir une étude comparative d’un point de vue
numérique entre les deux méthodes proposées. Une deuxiéme perspective de ce tra-
vail est de chercher & étendre ces solutions de maniére & pouvoir maitriser le temps
de convergence des observateurs obtenus et, une fois cette extension faite, éventuel-
lement d’étudier quelle est la méthode permettant d’obtenir le meilleur temps de
convergence.

> Une premiére exploitation des résultats du chapitre 3 nous a permis de fournir une
solution au probléme de commande stabilisante basée observateur. L’extension de
ce résultat au cas d’'une commande de type y-performance basée observateur est
envisageable.

> Dans le cas des systémes & temps discret, la solution présentée dans le chapitre 4
reste & étre généralisée au cas des systémes avec une matrice de mesure dépendant
des parameétres.

Des liens avec d’autres domaines de recherche sont également & envisager, comme par
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exemple :

> L’approche de séquencement de gain par interpolation ou par techniques LPV né-
cessite la connaissance de I’évolution des paramétres du systéme, en temps réel. En
pratique, cela peut nécessiter une estimation de ces parameétres ou d’une partie de
ces paramétres. Il serait alors intéressant de voir comment coupler I’estimation des
paramétres avec la synthése d’observateurs.

> Les résultats de cette thése sont basés sur la mesurabilité des paramétres. La notion
d’observateur LPV robuste vis-a-vis des incertitudes de mesure sur les paramétres
variants est un concept qui reste & développer et & exploiter.

> Si I'on évoque encore les aspects liés & la robustesse, 'extension de nos résultats
a la classe de systémes soumis non seulement & des variations paramétriques mais
également & des incertitudes de modélisation constitue, & notre avis, un théme de
recherche trés intéressant.
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Annexe A. Algébre linéaire

A.1 Théorie des matrices

Définition A.1.1 (Norme matricielle). Nous définissons la norme induite d’une ma-
trice M € R™™ par

Mu
IMull - cop 1),

| M]| = sup
u#0 ||u|| (el =1

La norme induite euclidienne d’une matrice est la valeur singuliére maximale de la matrice :

M| = &(M).
¢
Définition A.1.2. Soit une matrice M € R™*" symétrique. Nous disons que:
M est définie positive M >0 ssiz'Mz>0pourtout z € R", 2 #0
M est semi-définie positive M >0 ssi 2T Mz > 0 pour tout x € R", z # 0
M est définie négative M <0 ssiz?Mz <0 pourtout z € R*, z #0

M est semi-définie négative M <0 ssi 27 Mx < 0 pour tout z € R", z # 0.
Nous utilisons la notation 8™ pour 'ensemble des matrices symétriques de R**". ¢

A.1.1 Complément de Schur

Lemme A.1.1 (Complément de Schur [23]). Soient les matrices Q@ € 8*, R € 8™

et la matrice bloc M = Q@ 9 alors les affirmations suivantes sont équivalentes :
ST R

1. M est définie négative.

2.R<0 e Q-SRST<0.
3.Q<0 e R—-STQ'S<0.

Le complément de Schur peut étre généralisé au cas des inégalités non strictes. Avant de
formuler ce résultat, nous rappelons briévement la notion d’inverse généralisée de Moore-
Penrose.

Définition A.1.3. Soit la matrice A € R™™. L’inverse généralisée de Moore-Penrose de
la matrice A est la matrice AT € R™*" satisfaisant les conditions:

AATA=A

AtAAT = At
(AAD)* = AAT
(ATA)* = ATA.
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A.1. Théorie des matrices

Lemme A.1.2 (Complément de Schur pour des inégalités non strictes [23]). Soient

les matrices @ € 8™ et R € 8™. La matrice bloc M = [S% IS%] est semi-définie négative

s1 est seulement si

R<0 Q<0
Q- SRIST <0 ou encore R—-8TQtS <0
S(I—-RR) =0 (I-Q'Q)S=0
ot Q' est linverse généralisée de Moore-Penrose de la matrice Q. n

A.1.2 Elimination des matrices

Par la suite nous énongons quelques résultats sur ’élimination des matrices.

Définition A.1.4 (Complément orthogonal). Nous définissons le complément ortho-
gonal de la matrice A € R™™ (n < m) de rang plein ligne comme étant une matrice
A, € R™ (™ de rang plein colonne telle que KerA = Sm A,. ¢

Remarquons que la matrice [AT A ] est de rang plein et que les colonnes de A forment
une base arbitraire du noyau de la matrice A donc AA; = 0. Dans les applications,
n’importe quel choix de la matrice A, est acceptable.

Lemme A.1.3 (Lemme de Projection [30]). Soient les matrices ¥ € S™, P € R™™
et Q € RP*™ alors il existe une matrice X € RP*" telle que la condition LMI suivante

U+ PTXTQ+QTXP <0

soit satisfaite si et seulement si les inégalités de projection suivantes sont satisfaites

PIYP, <0

QT¥Q.L <0
ot P, et Q) sont des bases arbitraires du noyau de P et @) respectivement. n
Preuve : Voir [30]. O

Nous présentons une généralisation de ces résultats au cas des inégalités non strictes.
En effet, dans le cas des inégalités non strictes uniquement la partie nécessaire du Lemme A.1.3
est vrai. Cependant, on peut montrer la suffisance de ce lemme lorsque les sous-espaces
Sm PT et Sm QT sont linéairement indépendants.

Lemme A.1.4 (Lemme de Projection pour des inégalités non strictes). Soientla
matrice ¥ € 8™ et les matrices P € R™™™ et Q € RP*™ telles que Sm PT et Im QT
sont linéairement indépendants. Alors il existe une matrice X € RP*™ telle que

U+ PTXTQ +QTXP <0 (A1)
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st et seulement si les inégalités de projection suivantes sont satisfaites

PTOP, <0 (A.2)
QTIQL <0. (A.3)
|

Preuve : Une démonstration de ce lemme a été donnée par Helmersson dans [36]. [

Notons que dans cette thése nous avons utilisé uniquement la partie nécessaire de ce
lemme et donc on n’a pas besoin de vérifier que Sm PT et Sm Q7T sont linéairement
indépendants.

A.2 Conditions de rang pour la résolution d’un systéme
d’équations

Soit le systéme d’équations suivant écrit sous forme matricielle avec m équations et n
inconnues:

Az=b AeR™" (A.4)

L’équation matricielle (A.4) est dite consistante ou soluble si elle posséde au moins
une solution. Dans le cas contraire, elle est appelée inconsistante. Nous nous intéressons
a la condition de consistance ou de solvabilité de ’équation (A.4) et la réponse & cette
question est formulée dans la suite.

Lemme A.2.1 ([44]). L’équation matricielle (A.4) est soluble si et seulement si

rang[A b] = rang A.

|
Nous généralisons ce résultat au cas des équations matricielles de la forme:
AX = B avec A€ R™" X € R™?, B € R™°, (A.5)
Cette généralisation s’énonce comme suit.
Théoréme A.2.2. L’équation matricielle (A.5) est solvable si et seulement si
rang[A B| = rang A. (A.6)
]
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A.2. Conditions de rang pour la résolution d’un systéme d’équations

Preuve : Nous notons avec z* respectivement b la i-éme colonne de X respectivement
B. Alors ’équation matricielle (A.5) est équivalente avec:

Az =b pour tout i=1,...,p
et ces équations sont solvables si et seulement si
rang|[A b'] = rang A pour tout i =1,... , p. (A.7)

Nous démontrons que la condition (A.7) est équivalente & la condition (A.6).

= : Les conditions (A.7) signifient que chaque & est une combinaison linéaire des
colonnes de A et donc par conséquent la condition (A.6) est satisfaite.

< : Réciproquement, si la condition (A.6) est satisfaite alors chaque b* est une com-
binaison linéaire des colonnes de A et donc les conditions (A.7) sont satisfaites. O
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Anneze B. Théorie des systémes

B.1 Stabilité des systémes dynamiques

Dans cette section nous rappelons quelques notions sur la stabilité des systémes dy-
namiques a temps continu et & temps discret. La stabilité est une propriété des systémes
dynamiques qui caractérise le comportement de celui-ci lorsqu’il est déplacé d’un état
d’équilibre. Analyser la stabilité d’un systéme dynamique signifie étudier sa trajectoire
d’état lorsque son état initial est proche d’un point d’équilibre ou d’une trajectoire d’équi-
libre. Une théorie qui nous permet d’étudier la stabilité du mouvement ou de la trajectoire
d’un systéme est la théorie de Lyapunov.

B.1.1 Stabilité au sens de Lyapunov

La stabilité au sens de Lyapunov est une théorie mathématique générale applicable &
toute équation différentielle. Ce principe signifie qu'une équation différentielle autonome
avec une condition initiale suffisamment proche d’une trajectoire d’équilibre a une solution
qui reste arbitrairement proche de la trajectoire d’équilibre.

Cas des systémes 4 temps continu

Considérons ’ensemble des systémes décrits par I’équation dynamique générale:

&(t) = f(2(8),u(®)t)
y(t) = g(z(t),u(t)t) Vit > tg (B.1)
avec les conditions initiales z(tp)

oit z(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur des entrées et y(t) € RP est
le vecteur des sorties.

Existence et unicité

Par mouvement on entend le déplacement le long des solutions de ’équation différen-
tielle contenue dans le systéme d’équations (B.1). Afin de garantir Pexistence et l'unicité
locale d’une solution de cette équation différentielle sur I'intervalle de temps {tg, to + 9]
nous supposons que la fonction f: D C R" X [tg, c0) —» R™ est

— continue par morceaux par rapport & ¢
— localement Lipschitzienne par rapport a z, i.e. VK C D, 3L > 0 tel que

If (21,0,t) — f(22,0,t)|| < L||z1 — 22|, Vi1, 2o € K et Vi € [to, 11].

Lorsque la constante L ne dépend pas du compact K, la fonction f est globalement
Lipschitzienne. Une condition suffisante pour que f soit Lipschitzienne est que sa dérivée
partielle par rapport & z soit continue et uniformément bornée sur D X [tg, t1].

Pour I’étude de la stabilité nous considérons le systéme (B.1) autonome i.e. u(t) =0,
Vt > t,. Nous désignons par z, une trajectoire d’équilibre telle que f(z,0,t) =0 V¢ >t
et par z(t,z(to),to) la trajectoire d’état, solution & l'instant ¢ du systéme autonome initia-
lisé au point z(to) & l'instant ty. Comme dans le contenu de cette thése nous analyserons
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plutdt la dynamique d’une erreur d’estimation et comme il est toujours possible de se
ramener, par simple translation, 4 une condition de type f(0,0,t) =0 V¢ > to, nous nous
limiterons & la présentation des résultats de stabilité autour de la trajectoire d’équilibre
constitué par z, = 0.

Définition B.1.1 (Stabilité simple). La trajectoire d’équilibre z, = 0 est dite simple-
ment stable si Ve > 0, V ¢y > 0, il existe un scalaire positif §(e,tp) tel que:

|z(to)|| < 6(esto) = ||z(t,z(to),to)|| <& VE=to.
¢

Définition B.1.2 (Stabilité uniforme). La trajectoire d’équilibre z, = 0 est dite uni-
formément stable si Ve > 0, il existe un scalaire positif 6(g) tel que:

|z(to)|| < 6(e) = ||=(t,z(to)t0)|| <& V> to.
¢

Définition B.1.3 (Stabilité asymptotique). La trajectoire d’équilibre z, = 0 est asymp-
totiquement stable si:

— la condition de stabilité simple est vérifiée
— la condition d’attractivité (convergence) est vérifige, c’est-a-dire

Vo >0, 3 6(to) tel que ||z(ty)|| < 6(te) = lim z(t,2(to),to) =0 V1t > 1.

¢

Si la propriété de stabilité asymptotique est vérifiée quel que soit z(ty) ¢.e. §(ty) = oo,
alors on parle de stabilité asymptotique globale.

Nous énongons un résultat général sur la stabilité exponentielle.

Théoréme B.1.1 (Stabilité exponentielle). La trajectoire d’équilibre . = 0 est ex-
ponentiellement stable s’il existe des réels a > 0 et § > 0 tels que:

||:1:(t,x(to),t0)“ < e Pt0) Vi >t etV a(ty) € B,.

Lorsque B, = R" on dit que la trajectoire d’équilibre x. = 0 est globalement exponentiel-
lement stable. n

Cas des systémes & temps discret

L’ensemble des systémes discrets analogue & la classe des systémes continus (B.1)
s’écrit sous la forme:

y(k) = g(z(k),u(k),k) Vk > ko (B.2)
avec les conditions initiales (ko).
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Nous notons avec z(k,ko,z(ko)) la solution & linstant k& du systéme autonome discret
initialisé au point z(ky) & V'instant k.

Les définitions précédentes restent valables pour les systémes & temps discret, mais
il convient d’apporter certaines modifications concernant les résultats généraux sur la
stabilité exponentielle.

Théoréme B.1.2 (Stabilité exponentielle). La trajectoire d’équilibre z, = 0 est ex-
ponentiellement stable s’il existe des réels o> 0 et 0 < { < 1 tels que:

||z (k,z (ko) ko) || < af|z(ko)||[CF V&> ko> 0 etV (ko) € B,

Si B, = R"™ alors lorigine est globalement exponentiellement stable. n

B.1.2 Meéthode directe de Lyapunov

La méthode directe de Lyapunov permet d’étudier la stabilité d’un systéme autour
d’une trajectoire d’équilibre sans avoir & résoudre 1’équation d’état. L’existence d’une
fonction V(z,t), appelée fonction de Lyapunov, le signe de cette fonction ainsi que celui
de sa dérivée donnent une information sur la stabilité du systéme. La définition d’une
fonction de Lyapunov repose sur celle d’une fonction propre définie positive.

Définition B.1.4. Soit V(z,t) : R" x Ry — R, une fonction continue. V est dite propre
définie positive si:

1.Vte R,,Vz e R, 2#0 V(zt)>0

2.Vte R, V(zt)=0 = z=0

3. Vte R, lim“m”_;oov = 0.

¢
Définition B.1.5 (Fonction de Lyapunov). Une fonction V(z,t) de classe C! est une
fonction de Lyapunov locale (respectivement globale) au sens large pour un systéme dif-

férentiel si elle est propre définie positive et s’il existe un voisinage de l'origine Uy tel
que:

V z € Yy (respectivement z € R*) V(z,t)

_ 6Va(zc,t) L <8V;§’t))Tf(x(t),0,t) <o.

Si V(x,t) < 0 alors V est appelée fonction de Lyapunov au sens strict. ¢

Définition B.1.6 (Méthode directe de Lyapunov). Siun systéme différentiel admet
une fonction de Lyapunov locale au sens large (respectivement au sens strict) alors la
trajectoire d’équilibre z, = 0 est localement stable (respectivement localement asympto-
tiquement stable).

Si la fonction de Lyapunov est globale alors on parle de stabilité globale (respective-
ment stabilité asymptotique globale). ¢
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Une fonction de Lyapunov garantissant la stabilité d'un systéme dynamique n’est pas
unique et le fait de ne pas trouver une telle fonction ne signifie pas que le systéme est
instable.

Théoréme B.1.3 (Stabilité exponentielle). La trajectoire d’équilibre z, = 0 est loca-
lement exponentiellement stable s’il existe des réels o, B, v > 0, p > 0 et une fonction de
Lyapunov locale V(z,t) : Vo X R, — R, de classe C* tels que ¥V x € Uy :

1. allall” < V(z,t) < Bllall?
2. V(z,t) < —yV(x,t).

S10y = R" alors la trajectoire d’équilibre z, = 0 est globalement ezponentiellement stable.
| |

L’application de la méthode directe de Lyapunov nous permet de regarder la stabilité
asymptotique comme ’existence d’une fonction de Lyapunov propre définie positive telle
que sa dérivée soit strictement négative.

Une classe de fonctions de Lyapunov jouant un rdle important dans ’analyse de la
stabilité des systémes dynamiques est la classe des fonctions quadratiques. Ces fonctions
s’écrivent sous la forme:

V(x,t) = 27 (t) Px(t).

Cette fonction est définie positive si P est une matrice symétrique définie positive. Dans
le cas des systémes autonomes LTI

T = Az,

une condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée de V(z,t) soit négative et im-
plicitement pour que le systéme autonome LTT soit asymptotiquement stable, consiste
& trouver une matrice P symétrique définie positive telle que I'inégalité matricielle soit
vérifiée

ATP+PA<O.

Notons que les fonctions de Lyapunov ne sont pas nécessairement quadratiques. D’autres
classes peuvent étre définies comme par exemple les fonctions de Lyapunov polyédrales ou
les fonctions de type Lur’e avec un terme intégral additif. Dans ce mémoire nous limiterons
notre étude aux fonctions de Lyapunov quadratiques.

Cas des systémes a temps discret

Dans le cas discret, la stabilité exponentielle par la méthode directe de Lyapunov
s’énonce comme suit :

Théoréme B.1.4 (Stabilité exponentielle). La trajectoire d’équilibre . = 0 est loca-
lement ezponentiellement stable s’il existe des réels a, B > 0, 0 < v < 1 et une fonction
propre définie positive V(x(k),k) : B, X R. — R tels que V z(ko) € B, :

1. allz(B))I* < V(z(k),k) < Bllz(k)?
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2. la suite de Lyapunov {V (z(k),k) }k=k,,.. €st strictement décroissante i.e.
AV (z(k),k) = V(z(k + 1),k + 1) — V(x(k),k) < =V (z(k),k).

Si B, = R" alors la trajectoire d’équilibre . = 0 est globalement exponentiellement stable.
]

Dans le cas des systémes autonomes LTI de type
z(k +1) = Az(k),

une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction de Lyapunov quadratique
V(z,k) = (k)T Px(k) soit strictement décroissante et implicitement pour que le systéme
autonome LTI soit asymptotiquement stable, consiste & trouver une matrice P symétrique
définie positive telle que 'inégalité matricielle

ATPA-P <0

soit vérifiée.
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Annexze C. Analyse conveze

Nous rappelons briévement quelques définitions et propriétés élémentaires utiles.

C.1 Rappels sur la convexité

Pour un cours détaillé sur la convexité et I’optimisation convexe, le lecteur peut se
référer a [25].

Définition C.1.1 (Ensemble convexe). Un ensemble C est dit convexe si pour tout
x1, 9 € C et pour tout 0 < 4 < 1 nous avons

0z; + (1 —0)z, € C.

D’un point de vue géométrique cela signifie que le segment qui relie deux points ap-
partenant & un ensemble convexe est inclus dans cet ensemble.

Un exemple typique d’ensemble convexe est l’ellipsoide dont 1’équation s’explicite
£= {:IZ € R" | (LI?— xc)TP_l(x"‘ ) < 1}

ol P € 8" est définie positive. Le vecteur z, € R" est le centre de I’ellipsoide et 1la matrice
P détermine ’étendue de ellipsoide sur chaque direction & partir de z.. Les longueurs
des demi-axes de £ sont données par v/A; ou \; € A(P) sont les valeurs propres de P.

Définition C.1.2 (Fonction convexe). Une fonction f : R — R est dite convexe si
et seulement si son domaine dom f est convexe et pour tout x, y € dom f et pour tout
6 € [0,1] nous avons

f0z+ (1-0)y) <6f(z)+(1—-0)f(y).

La fonction f est strictement convexe si et seulement si

flbz+ (1= 0)y) <0f(z) +(1-0)f(y)

pour tout z # y et 0 < 8 < 1. ¢
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Résumsé :

La reconstruction, partielle ou entiére, de ’état d’un systéme 4 l’aide d’un observateur est une étape
importante qui intervient dans les domaines de la commande, du diagnostic et de la surveillance des
systéemes. Notre travail de recherche porte sur I'estimation d’état de systémes linéaires & paramétres
variants dans le temps (LPV). Lorsque nous souhaitons élaborer une stratégie d’estimation d’état pour
des systames LPV, T'utilisation d’observateurs linéaires & temps invariant n’est pas appropriée et les
résultats de synthese correspondant sont trop pessimistes. Afin de réduire ce conservatisme, notre travail
est centré sur la synthése d’observateurs de type LPV. En effet, en plus des signaux de mesure, ce type
d’observateur tire profit d’une information supplémentaire sur la dynamique du processus & savoir les
parametres du systéme supposés mesurables.

Dans cette these, nous avons privilégié plus particulierement deux types d’approche :

¢ La premiére approche fait partie des méthodes par séquencement de gain et plus particuliérement
des méthodes de séquencement de gain par une technique & base d’interpolation.

o La deuxiéme approche fait partie des techniques LPV.

Les solutions que nous avons proposées dans le cadre de ces deux approches utilisent le concept de fonc-
tions de Lyapunov dépendant des parametres pour étudier la stabilité de ’erreur d’estimation. Cette no-
tion nous a permis de disposer de degrés de liberté supplémentaires pour la synthése d’observateurs LPV.
Les conditions de synthése d’observateurs sont formulées comme un probléme de résolution d’inégalités
matricielles linéaires (LMI) sous contrainte de rang ou comme un probléme de résolution de LMI. En
effet, I'utilisation d’une technique de découplage permet de réduire la complexité du probleme de synthése
4 un probléme de faisabilité LMI. Par ailleurs, ’application du concept de multi-convexité nous a permis
de ramener le nombre infini d’inégalités matricielles & un nombre fini.

Mots-clés :

Observateurs LPV, Systémes LPV, fonctions de Lyapunov dépendant des paramétres, Inégalités
Linéaires Matricielles.

Abstract:

The full or partial state reconstruction is an important subject finding its application in areas such
as control, diagnosis and safety of dynamical systems. Our work is concentrated on the state estimation
of linear parameter varying systems (LPV). In the case of LPV systems, the use of linear time invariant
(LTT) observers is not appropriate because the synthesis results are too conservative. In order to reduce
this conservatism, our research work is focused on the synthesis of LPV observers. In fact, these observers
use an additional information on the system dynamic that is given by the measurable system parameters
in order to estimate the system state.

In our thesis, we essentially use two kinds of approaches:

o The first approach is build on the gain scheduling philosophy and, more exactly, it frames itself into
the interpolation based gain scheduling methods.

o The second approach is a part of LPV techniques.

. The solutions proposed in this framework are based on the concept of parameter dependent Lyapunov

functions in order to study the stability of the estimation error. This notion allows us to dispose of some
additional freedom degree for the synthesis of LPV observers. The obtained results are formulated as a
rank constrained linear matrix inequality (LMI) problem or LMI feasibility problem. In fact, the use of
a slack variable reduces the complexity of the synthesis problem to a LMI feasibility problem and the
application of the multi-convexity concept allows the reduction of the infinite number of LMI problem to
a finite number.
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LPV Observers, LPV systems, parameter dependent Lyapunov functions, Linear Matrix Inequalities.





