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Nomenclature

Nomenclature

Symboles latins

a distance moyenne quadratique par molécule de monomère m.num−0.5

ap aire d’une particule dm2

as aire occupée par masse d’émulsifiant dm2.g−1

A paramètre ajustable pour la deuxième phase du modèle de diffusion -
Acr paramètre ajustable pour la 2e phase g0.5.mol−0.5

A matrice jacobienne du modèle par rapport à l’état -
A ensemble des indices des contraintes actives à l’optimum -
AH produit de Diels-Alder : 1-phényl-1,2,3,9-tétrahydronaphtalène -
AR 1-phényltérétralyle -
B paramètre ajustable pour la 3e phase -
B matrice jacobienne du modèle par rapport à l’entrée -
B approximation de l’inverse de la matrice hessienne -
c1 scalaires strictement positif pour la recherche linéaire -
c2 scalaires strictement positif pour la recherche linéaire -
C paramètre ajustable pour la 4e phase -
CrRatio paramètre ajustable pour la 4e phase -
Cp concentration de polystyrène libre mol.l−1

C matrice jacobienne de h par rapport à l’état -
d densité -
d vecteur de la direction de descente -
d vecteur des perturbations extérieures -
Dn chaîne polymère libre morte de taille n -
e contraintes intérieures du problème d’optimisation dynamique -
Ecr paramètre ajustable pour la deuxième phase du modèle de diffusion kcal.mol−1

Ecrm paramètre ajustable pour la 3e phase kcal.mol−1

f fonction des équations du modèle -
f efficacité de l’amorceur -
F fonction des équations du modèle discret -
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Nomenclature

g estimation du gradient de la fonction objectif -
G molécule active du GDP -
GPR molécule active du GDP attaqué par un radical libre -
GDn chaîne polymère greffée morte de taille n -
GRn chaîne polymère greffée vivante de taille n -
G contraintes d’inégalité du problème d’optimisation -
GE efficacité de greffage -
h relation entre les variables d’état et les sorties mesurées -
h∗ relation entre les variables d’état et les sorties mesurées avec délais -
H longueur de l’intervalle de temps pour l’estimateur à horizon glis-

sant
-

H hamiltonien -
I amorceur -
I matrice identité -
jc nombre d’unités monomères entre les enchevêtrements d’une

chaîne polymère
-

J critère de performance ou fonction objectif -
J̃p fonction objectif filtrée -
k indice relatif au temps -
K variable critique pour le passage de la première à la deuxième phase

du modèle de diffusion
g0.5.mol−0.5

Kcr constante critique pour le passage de la première à la deuxième
phase du modèle de diffusion

g0.5.mol−0.5

Kf matrice de gain de filtre exponentiel d’ordre un -
K matrice de gain du filtre de Kalman -
kp constante de vitesse de propagation l.mol−1.s−1

kd constante de vitesse de décomposition de l’amorceur s−1

k1 constante de vitesse de la dimérisation du styrène l.mol−1.s−1

k−1 constante de vitesse de la décomposition de Diels-Alder l.mol−1.s−1

ki1 constante de vitesse de l’initiation radicalaire du monomère l.mol−1.s−1

k2 constante de vitesse de la combinaison de M avec le AH (initiation
thermique)

l.mol−1.s−1

kA constante de vitesse de l’initiation thermique l.mol−1.s−1

kB constante de vitesse de l’initiation thermique l.mol−1.s−1

kC constante de vitesse de l’initiation thermique l.mol−1.s−1
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Nomenclature

ki1 constante de vitesse de l’initiation radicalaire du GDP l.mol−1.s−1

ki2 constante de vitesse du greffage du monomère GPR l.mol−1.s−1

kfm constante de vitesse de transfert de chaîne au monomère l.mol−1.s−1

kfg constante de vitesse de transfert de chaîne au GDP l.mol−1.s−1

kfa constante de vitesse de transfert de chaîne au AH l.mol−1.s−1

kfp constante de vitesse de transfert vers le polymère libre l.mol−1.s−1

ks constante de vitesse de la réaction de scission l.mol−1.s−1

ktc constante de vitesse de terminaison par recombinaison l.mol−1.s−1

ktcG constante de vitesse de terminaison par recombinaison l.mol−1.s−1

ktd constante de vitesse de terminaison par dismutation l.mol−1.s−1

ktdG constante de vitesse de terminaison par dismutation l.mol−1.s−1

ktpr constante de vitesse de terminaison par radicaux libres l.mol−1.s−1

L fonction de la forme de Lagrange -
L le Lagrangien -
mM masse de styrène g
m vecteur des masses manipulables -
M monomère (styrène) -
Mm masse molaire du monomère (styrène) g.mol−1

MR styryle -
Mn masse molaire moyenne en nombre du polymère libre g.mol−1

Mw masse molaire moyenne en poids du polymère libre g.mol−1

M gn masse molaire moyenne en nombre du polymère greffé g.mol−1

M gn masse molaire moyenne en poids du polymère greffé g.mol−1

Mw,cr masse molaire moyenne en poids du polymère libre lors du point
critique entre la première et la deuxième phase du modèle de dif-
fusion

g.mol−1

MFIM matrice d’information de Fisher -
MGDP correspond à la concentration de liaisons actives dans le GDP g.mol −1

n coefficient relatif à la cinétique de terminaison -
nu dimension du vecteur des variables de décision -
nx dimension du vecteur des variables d’état -
ny dimension du vecteur des variables de sortie -
nz dimension du vecteur des variables de décision augmenté -
nθ dimension du vecteur des paramétres -
N nombre d’intervalle de temps -
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Nomenclature

NA nombre d’Avogadro part.mol−1

N ensemble des entiers naturels -
p vecteur de variables (scalaires) de décision pour le problème d’op-

timisation dynamique
-

pi correspond à ui+1 − ui pour la mise à jour de B -
P matrice de covariance des erreurs d’estimation -
P problème d’optimisation de l’estimation totale de l’état -
P problème d’optimisation de l’estimation mobile de l’état -
PR radical primaire -
qi correspond à ∇Φ(ui+1)−∇Φ(ui) pour la mise à jour de B -
Qv débit volumique d’alimentation l.s−1

Q matrice de covariance du bruit sur le procédé -
R constante des gaz parfaits cal.mol−1.K−1

R matrice de covariance du bruit de mesure -
Rn chaîne polymère radicalaire de taille n -
R ensemble des nombres réels -
rM vitesse de consommation de monomère mol.l−1.s−1

s vecteur des variables de sensibilité -
t temps s
∆t durée s
T température du milieu réactionnel K
Tgm température de transition vitreuse du styrène K
Tgp température de transition vitreuse du polystyrène K
u vecteur de variables de décision -
V volume du milieu réactionnel l
Vfcrmo paramètre ajustable pour la 3e phase -
W matrice de pondération du problème de commande prédictive ba-

sée sur le modèle
-

x vecteur des variables d’état -
x̂ estimation du vecteur des variables d’état -
X taux de conversion -
y sortie mesurée -
y vecteur des sorties du procédé -
z vecteur des variables de décision augmenté -
Z matrice des coefficients de sensibilité -
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Nomenclature

Symboles grecs

αm coefficient de dilatation thermique du styrène K−1

αm coefficient de dilatation thermique du polystyrène K−1

δc paramètre de diffusion segmental pour le styrène l.g−1

ε scalaire strictement positif servant de critère d’arrêt -
εΦ modificateur d’ordre zéro relatif à la fonction objectif -
εG modificateur d’ordre zéro relatif aux contraintes -
λΦ modificateur d’ordre un relatif à la fonction objectif -
λG modificateur d’ordre un relatif aux contraintes -
λ vecteur des multiplicateurs de Lagrange -
λk moment d’ordre k pour Rn mol.l−1

µk moment d’ordre k pour Dn mol.l−1

νk moment d’ordre k pour GRn mol.l−1

ξk moment d’ordre k pour GDn mol.l−1

η pas de mise à jour -
Φ fonction objectif à minimiser -
ω vecteur des bruits du procédé -
ν vecteur des bruits de la mesure -
Π matrice de covariance des erreurs d’estimation -
φp correspond au rapport kpG

kp
-

φt correspond aux rapports ktcG
ktc

et ktdG
ktd

-
ψ gain -
σ diamètre de Lennard-Jones du styrène m
θ vecteur des paramètres du modèle -
Θ ensemble admissible des vecteurs des paramètres du modèle -

Indice

k numéro de l’itération courante
f final
m monomère ou adaptation des modificateurs
p polymère ou procédé réel
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Introduction générale

D’une manière schématique, l’optimisation dynamique de procédés consiste en trois étapes
de base :
• la modélisation, dans laquelle un modèle (phénoménologique) du procédé est construit,
• la formulation du problème, dans laquelle le critère de performance, les contraintes et les

variables de décision sont définis,
• et la résolution, dans laquelle les profils optimaux des variables de décision sont détermi-

nés.
Il est important de souligner que ces profils optimaux garantissent l’optimalité pour le mo-

dèle mathématique utilisé. Lorsqu’ils sont appliqués au procédé, ces profils ne sont optimaux
que lorsque le modèle décrit parfaitement le comportement du procédé, ce qui est très rarement
le cas dans la pratique. En effet, les incertitudes sur les paramètres du modèle, les perturbations
du procédé, et les erreurs structurelles du modèle font que les profils optimaux des variables
de décision basés sur le modèle ne seront probablement pas optimaux pour le procédé. L’ap-
plication de ces profils au procédé conduit généralement à la violation de certaines contraintes
et/ou à des performances sous-optimales.

Pour faire face à ces problèmes, l’optimisation dynamique en temps-réel (ou D-RTO) consti-
tue une approche tout à fait intéressante. L’idée générale de cette approche est d’utiliser les
mesures expérimentales sur le procédé pour améliorer les profils des variables de décision de
sorte que les conditions d’optimalité soient vérifiées sur le procédé (maximisation des perfor-
mances et satisfaction des contraintes) et non sur son modèle. En effet, pour un problème
d’optimisation sous contraintes, les conditions d’optimalité possèdent deux parties : la faisabi-
lité et la sensibilité. Ces deux parties nécessitent différents types de mesures expérimentales,
à savoir les valeurs du critère et des contraintes, et les gradients du critère et des contraintes
par rapport aux variables de décision.

L’objectif de ce travail de thèse est de développer une stratégie conceptuelle d’utilisation
de ces mesures expérimentales en ligne de sorte que le procédé vérifie les conditions nécessaires
d’optimalité.

La mise en œuvre expérimentale de cette stratégie concerne un problème environnemental
très important et non moins intéressant qui a pour but de produire des matériaux polymères en
réseaux interpénétrés (Polymer Interpenetrating Network - IPN) et de recycler les poudrettes
de pneus usagés par polymérisation in-situ. Plus spécifiquement, il s’agit d’une polymérisation
radicalaire dont l’objectif est de produire des matériaux dont les propriétés d’usage recherchées
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Introduction générale

sont intimement liées à leurs propriétés rhéologiques et mécaniques.

Ce travail de thèse s’articule ainsi autour de cinq chapitres et une conclusion générale avec
quelques perspectives.

Le premier chapitre présente une introduction sur l’optimisation de procédés basée sur les
mesures. Il s’agit des méthodes qui permettent l’utilisation de mesures directement effectuées
sur un procédé pour forcer son fonctionnement optimal.

Quant au deuxième chapitre, il décrit les méthodes numériques utilisées dans l’étude. Elles
permettent la résolution de problèmes d’optimisation statique et dynamique et l’estimation de
l’état d’un système.

Le troisième chapitre est consacré à la présentation du procédé de polymérisation par
greffage et au développement du modèle. Il s’agit d’un modèle phénoménologique décrivant le
mécanisme réactionnel et qui rend possible la détermination de profils optimaux et la résolution
de problèmes d’optimisation dynamique.

Dans le chapitre quatre, qui constitue le cœur de ce travail, des simulations de la D-RTO
sont présentées et sa mise en œuvre expérimentale est décrite.

Le cinquième chapitre présente une application intéressante de la D-RTO pour la conception
d’expériences optimales et l’identification de paramètres inconnus du modèle d’une manière
simultanée.

Enfin, le manuscrit se termine par une conclusion générale sur le travail et quelques propo-
sitions pour les études futures.
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Chapitre 1

Optimisation basée sur les mesures

1.1 Introduction

L’optimisation d’une installation industrielle est classiquement traitée par une hiérarchie
d’automatisation à plusieurs niveaux. Ces niveaux ont une fréquence d’exécution très différente.
Dans ce contexte, l’Optimisation en Temps-Réel (RTO) est une méthode d’optimisation qui
s’insère dans la hiérarchie de l’automatisation des procédés. Elle a comme but premier le calcul
des meilleures conditions opératoires à une fréquence de temps plus lente que les contrôleurs
de niveau inférieur (Jamaludin et Swartz, 2015).

La RTO interagit avec le système de contrôle en fournissant les consignes optimales, comme
montré sur le schéma de la figure (1.1) (Müller et al., 2017). Tout en haut de la hiérarchie, la
planification peut consister en l’ordonnancement temporel de la production. L’optimisation de
l’usine passe par l’optimisation des flux et de l’agencement des différentes opérations unitaires
par exemple. Quant à la RTO et la commande prédictive basée sur le modèle (MPC), l’optimum
de fonctionnement est recalculé sur une fréquence régulière. Ce résultat constitue la consigne
à respecter pour le système de contrôle de niveau inférieur. Ce dernier assure le suivi de
cette consigne ainsi que le rejet des perturbations qui peuvent affecter les performances de
l’installation.

De façon conceptuelle, la différence entre la MPC et la RTO réside uniquement dans la
façon dont est formulée la fonction objectif à minimiser : la première n’étant formulée que
comme un problème de suivi de variables pouvant également inclure un objectif final, comme
dans les procédés batch ; la seconde est formulée comme un problème économique.

Pour cette raison, dans la littérature, la RTO est parfois désignée par economic Model
Predictive Control (eMPC) (Ellis et al., 2013, 2014; Rawlings et al., 2012).

L’une des caractéristiques les plus intéressantes donc de la RTO est qu’elle utilise une
fonction objectif plus générale qui représente le coût économique du procédé plutôt que l’erreur
de suivi de consignes. Nous reviendrons plus en détail par la suite sur leurs différences à la
section (1.6.1).
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Chapitre 1 – Optimisation basée sur les mesures

Régulateurs (PID),...

Commande prédictive basée sur le modèle

Optimisation en temps-réel

Optimisation de l’usine

Planification

Figure 1.1 – Pyramide de décision pour l’optimisation de procédés

Enfin, nous précisons que l’objectif de cette étude est l’Optimisation Dynamique en Temps-
Réel (D-RTO), mais d’abord, nous allons rappeler des notions essentielles de la RTO afin
d’introduire la D-RTO.

1.2 Formulation d’un problème d’optimisation en temps-
réel

Dans sa formulation générale, la RTO vise la minimisation (ou la maximisation) d’une
fonction objectif à un état stationnaire de fonctionnement du procédé. Ce problème peut s’écrire
sous la forme générale suivante :

min
u
Jp(u) = Φp(u,yp) (1.1)

où l’indice « p » représente le procédé réel, Jp une fonction scalaire à minimiser liée au procédé,
u ∈ Rnu sont les entrées manipulables ou variables de décision, yp ∈ Rny les variables de sorties
du procédé et Φp : Rnu × Rny → R est la fonction objectif à minimiser.

Ce problème peut être résolu en utilisant un modèle du procédé. Cependant, les valeurs
prédites par ce modèle sont souvent inexactes et les sorties yp(u) ne peuvent être parfaitement
prédites.

Un problème d’optimisation basé sur un modèle du procédé peut s’écrire sous la même
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1.2. Formulation d’un problème d’optimisation en temps-réel

forme que (1.1) :
min
u
J(u) = Φ(u,θ) (1.2)

où J est un indice de performance lié au modèle et θ ∈ Rnθ les paramètres de ce modèle.

Nous supposons que les sorties du modèle peuvent être exprimées explicitement comme des
fonctions des entrées u et des paramètres θ du modèle :

y = h(u,θ) (1.3)

La résolution du problème (1.2) conduit à un optimum qui ne correspond pas nécessaire-
ment à l’optimum du problème (1.1). Ceci est notamment dû à l’imprécision du modèle, à
l’incertitude sur ses paramètres et aux perturbations affectant le procédé. Une conséquence
directe est que les prédictions du gradient ∂Φp

∂u
seront erronées. Sans ces incertitudes, il serait

possible d’utiliser un modèle, d’optimiser le procédé et enfin d’appliquer les entrées optimales
en boucle ouverte. Pour pallier cette difficulté, les méthodes de RTO utilisent des mesures
effectuées directement sur le procédé pour piloter le procédé vers son optimum. La classe de
méthodes fondées sur ce principe propose d’utiliser les mesures disponibles sur le procédé pour
corriger, directement ou indirectement, les entrées optimales déterminées sur la base ou non
d’un modèle du procédé.

Les méthodes diffèrent entre elles dans la façon dont elles utilisent les mesures et dont les
corrections sont apportées comme montré sur la figure (1.2). Notons que le modèle est lié au
problème d’optimisation.

Procédé Utilisation

Modèle

Optimisation

Optimum du procédéMesures

Figure 1.2 – Principe de l’optimisation basée sur les mesures

Les méthodes directes ou implicites sont les méthodes pour lesquelles une correction ou
une adaptation directe des entrées est proposée sans répétition de la résolution d’un problème
d’optimisation. Cela peut être abordé de trois façons différentes.
• Les techniques d’ordre zéro pour lesquelles un algorithme basé sur la méthode du simplexe

est utilisé pour converger vers l’optimum, la fonction objectif étant mesurée à chaque
itération.
• Les techniques d’ordre un, où le gradient est estimé expérimentalement en utilisant la

réponse à des excitations (par exemple sinusoïdales) des entrées du procédé.
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Chapitre 1 – Optimisation basée sur les mesures

• La troisième classe se réfère aux techniques comme NCO (Conditions nécessaires d’opti-
malité) tracking (François et al., 2005) et de self-optimizing control (Skogestad, 2000).

Dans le cas des méthodes indirectes ou explicites, l’adaptation des entrées passe par une
étape de ré-optimisation. Le problème d’optimisation est résolu explicitement, généralement
de manière itérative.

Pour des problèmes d’optimisation non contraints, la Condition Nécessaire d’Optimalité
(ou NCO) impose que le gradient du critère Jp par rapport aux entrées manipulables soit nul
à l’optimum. Soit :

dJp
du = 0 (1.4)

Les schémas de RTO d’ordre un consiste généralement à mesurer directement ces gradients
et à ajuster les entrées manipulables pour que dJp

du converge vers zéro. Le problème (1.1) est
par conséquent reformulé comme étant un problème de commande.

Une équation de mise à jour des entrées peut s’écrire sous forme discrète, dans le cas où
seules des mesures à l’état stationnaire sont utilisées, de la manière suivante :

uk+1 = uk − ψBgk (1.5)

où u est l’entrée optimale, g est une estimation du gradient correspondant au gradient dans
l’équation (1.4), ψ est un gain, B est une approximation de

(
d2Jp
du2

)−1
, l’inverse de la matrice

hessienne de la fonction objectif et k est le numéro de l’itération. Le contrôle est effectué de
manière à forcer la convergence vers l’optimum du procédé.

1.3 Méthodes d’estimation du gradient

Le calcul du gradient des fonctions objectifs relatives aux problèmes d’optimisation par
rapport aux variables de décision est une étape clé et ce pour n’importe quelle méthode d’opti-
misation déterministe. En effet, les conditions nécessaires d’optimalité d’un procédé (conditions
de Karush-Kuhn-Tucker) sont des conditions de premier ordre, et l’évaluation du gradient est
par conséquent fondamentale.

Dans la référence François et al. (2012), les auteurs décrivent six méthodes d’estimation du
gradient et comparent leurs résultats pour un réacteur continu. Les méthodes basées ou non
sur le modèle sont présentées ci-dessous.
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1.3. Méthodes d’estimation du gradient

1.3.1 Méthodes indépendantes du modèle

Pour ces méthodes, nous supposons que la fonction objectif constitue une sortie du procédé
yp = Jp et peut être mesurée directement. Le gradient est déterminé à partir des sorties du
système dont on aura excité les entrées.

Estimation par différences finies

Pour chaque durée ∆t, deux entrées constantes et différentes sont choisies et appliquées
au procédé. La période ∆t est choisie de façon assez grande pour pouvoir assurer un état
stationnaire du système. Ainsi, le gradient est calculé grâce à une approximation par différences
finies de la manière suivante :

up(t) =
 up

k ; 2k∆t ≤ t < (2k + 1)∆t
up
k + ∆up ; (2k + 1)∆t ≤ t < (2k + 2)∆t

(1.6a)

gk = Jp ((2k + 2)∆t)− Jp((2k + 1)∆t)
∆up

(1.6b)

Extremum-Seeking Control

Un signal sinusoïdal est ajouté à une entrée, et le gradient est calculé par corrélation.
L’approche inclut un filtre passe-haut pour exclure les termes constants dans la fonction objectif
et un filtre passe-bas pour aider le calcul du gradient (Krstić et Wang, 2000) :

up(t) =up
c (t) + ∆up sin(wt) (1.7a)

dJ̃p(t)
dt =α

(
Jp(t)− J̃p(t)

)
(1.7b)

dg(t)
dt =β

(
2(Jp(t)− J̃p(t)) sin(wt)

∆up
− g(t)

)
(1.7c)

où J̃p est fonction objectif filtrée et α et β les coefficients du filtre passe-haut et du filtre
passe-bas, respectivement.

Le gradient est ensuite obtenu grâce à l’intégration de l’équation (1.7c). Une période longue
sera utilisée sur l’entrée afin d’éviter les interférences dues à la dynamique du système et
ainsi permettre une bonne estimation du gradient. La méthode est décrite brièvement et nous
invitons les intéressés à se référer à (DeHaan et Guay, 2005; François et al., 2012; Guay et
Dochain, 2015).
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Chapitre 1 – Optimisation basée sur les mesures

Opérations unitaires multiples

Cette méthode suppose la présence de plusieurs unités identiques. Les entrées vont différer
d’une constante ∆up et le gradient est estimé à partir de la différence entre les mesures de la
fonction objectif. Soit avec les indices a, b et c qui font référence aux différentes unités :

up
a(t) =up

c (t) + ∆up

2 (1.8a)

up
b(t) =up

c (t)− ∆up

2 (1.8b)

g(t) =J
p
a (t)− Jp

b (t)
∆up

(1.8c)

Les unités a,b et c étant identiques, le calcul de g est possible.

1.3.2 Méthodes basées sur le modèle

Les méthodes basées sur le modèle supposent généralement que le modèle utilisé est struc-
turellement vrai. Ses équations sont donc de forme mathématique exacte et il existe un jeu de
paramètres qui peut décrire parfaitement le comportement du procédé.

De plus, elles supposent qu’il n’existe aucune perturbation sur le système. En conséquence,
seule une incertitude sur les paramètres est considérée. Ces méthodes supposent aussi un
nombre de mesures supérieur au nombre de paramètres (ny ≥ nθ) et que nous disposons
d’assez d’informations sur le comportement du système.

Le modèle sera utilisé pour calculer le gradient directement ou indirectement toujours dans
le but de déterminer les nouvelles entrées u optimales.

Adaptation du modèle

Plus couramment appelée « approche en deux étapes », la méthode sera expliquée dans la
suite du chapitre. Les paramètres du modèle sont estimés de manière itérative en utilisant les
mesures, et le modèle mis à jour est utilisé à nouveau pour l’optimisation.

L’écart calculé entre la mesure et la prédiction sera utilisé pour une ré-estimation des
paramètres et une adaptation du modèle. Le gradient est calculé grâce au nouveau modèle et
utilisé comme précédemment (équation (1.5)). La méthode peut se résumer en une succession
d’identification et de ré-optimisation.
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1.4. Approche en deux étapes

Neighboring-extremal control (NEC)

L’écart entre les prédictions du modèle et la réalité du procédé font dévier les valeurs des
variables d’entrée et de sortie et celles du gradient de leurs valeurs nominales. La méthode
propose d’estimer le gradient grâce à une analyse variationnelle autour de ce point nominal
pour lequel le gradient g0 = 0.

Ainsi, la variation des sorties (1.3) à l’état stationnaire peut s’écrire (Gros et al., 2009;
Würth et al., 2009) :

δy = ∂h

∂u
δu+ ∂h

∂θ
δθ (1.9)

où δy = y − y0 , δu = u− u0 et δθ = θ − θ0.

Les variations des paramètres peuvent être calculées en utilisant les mesures sur les entrées
et les sorties comme suit :

δθ =
(
∂h

∂θ

)+ [
δy − ∂h

∂u
δu

]
(1.10)

où
(
∂h
∂θ

)+
indique la matrice pseudo-inverse de

(
∂h
∂θ

)
.

De plus, le gradient peut s’écrire à partir de la fonction objectif donnée par le modèle :

∂Φ
∂u

= ∂2Φ
∂uT∂u

δu+ ∂2Φ
∂uT∂θ

δθ (1.11)

Avec l’expression de δθ, nous pouvons écrire l’expression du gradient en fonction de δy et
δu. Pour résumer, les mesures de δy(t) et de δu(t) permettent de calculer le gradient de la
manière suivante :

g(t) = ∂2Φ
∂uT∂θ

(
∂h

∂θ

)+

δy(t) +
 ∂2Φ
∂uT∂u

− ∂2Φ
∂uT∂θ

(
∂h

∂θ

)+
∂h

∂u

 δu(t) (1.12)

Dans la section suivante, l’approche d’optimisation en deux étapes est détaillée.

1.4 Approche en deux étapes

L’approche en deux étapes est une méthode de RTO basée sur un modèle du procédé. Gé-
néralement, elle consiste en une étape d’estimation des paramètres du modèle supposé imprécis
suivie d’une étape d’optimisation. Le modèle devient ainsi suffisamment précis pour prédire les
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sorties du procédé.

La méthode utilise (généralement directement) la différence ou la norme euclidienne entre
les sorties prédites et mesurées pour corriger, en ligne, le modèle. Le problème d’identification,
indépendamment du problème d’optimisation, a pour degrés de liberté les paramètres inconnus
du modèle.

Cette approche est utilisée pour des problèmes opérant en régime permanent ou, plus rare-
ment, pour des systèmes dynamiques. Elle est largement utilisée dans le domaine de l’industrie
de par son caractère intuitif et sa simplicité de mise en œuvre comme montré sur la figure (1.3).
De plus, elle présente l’avantage d’améliorer simultanément les performances du procédé et la
prédiction du modèle (Bonvin et Srinivasan, 2012; Chachuat et al., 2009).

Procédé Identification

Optimisation

Mesures

Modèle
mis à jour

Entrées
optimales

Figure 1.3 – Principe de l’approche en deux étapes

1.4.1 Algorithme de l’approche en deux étapes

Les étapes principales de l’algorithme de l’approche en deux étapes est décrit ci-dessous.
Les étapes 2, 3 et 4 ont lieu à chaque période d’échantillonnage et sont décrites pour un procédé
opérant en régime permanent :

1. Appliquer les entrées nominales sur le procédé.

2. Atteindre le régime permanent et calculer l’écart entre les sorties prédites et mesurées.

3. Résoudre un problème d’identification et déterminer les paramètres incertains.

4. Résoudre le problème d’optimisation en utilisant le modèle mis-à-jour afin de déterminer
les nouvelles entrées. k := k + 1 et revenir à l’étape (1).

Un critère d’arrêt de l’algorithme peut être une valeur faible de l’écart entre les mesures et
les prédictions inférieure à une tolérance ε spécifiée.

Mathématiquement, le problème d’identification peut être exprimé sous la forme d’un pro-
blème d’optimisation qui vise à minimiser l’écart entre les sorties du procédé et du modèle. Ce
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double problème peut être exprimé sous la forme suivante :

Identification des paramètres : θidk+1 = argmin
θ

∣∣∣∣∣∣yp(uopt
k )− y(uopt

k ,θ)
∣∣∣∣∣∣ (1.13a)

s.à. θ ∈ Θ (1.13b)

Résolution du problème d’optimisation : uopt
k+1 = argmin

u
Φ(u,θidk+1) (1.13c)

s.à. G(u,θidk+1) ≤ 0 (1.13d)

où θ est le vecteur des paramètres du modèle, y le vecteur des sorties calculées par le modèle, yp
les sorties mesurées, u les variables d’entrée ou de décision, Θ l’ensemble des valeurs admissibles
des paramètres, G les contraintes et k le numéro de l’itération.

L’utilisation d’un filtre exponentiel d’ordre un pour les entrées obtenues sert à éviter des
changements brusques d’une itération à l’autre. Par exemple, un filtre exponentiel d’ordre 1
appliqué aux entrées optimales est obtenu de la manière suivante :

uopt
k+1 := (I −Kf)uopt

k +Kfu
opt
k+1 (1.14)

où Kf représente une matrice de gain diagonale avec ses éléments diagonaux compris dans
l’intervalle ]0, 1] et I la matrice identité dont la dimension correspond au problème.

1.4.2 Problème d’adéquation du modèle

Pour l’approche en deux étapes, la convergence vers l’optimum du procédé n’est pas garan-
tie. Par exemple, la minimisation de l’écart entre les mesures et les prédictions ne conduit pas
forcément à l’optimum du procédé si le modèle présente des incertitudes structurelles. L’adé-
quation du modèle dépend des conditions d’optimalité qui correspondent aux conditions de
KKT. L’approche consiste à déterminer s’il est possible ou non pour la méthode d’optimisa-
tion de satisfaire ces conditions à convergence.

Soit uopt
p la variable d’entrée qui représente l’unique optimum du procédé. Alors, il existe des

valeurs de θ tels que l’optimisation possède un optimum en uopt
p . Si de telles valeurs existent,

l’optimum du procédé uopt
p est un point stationnaire pour l’approche en deux étapes.

Il est important de noter que les valeurs de θ ne représentent pas forcément les vraies valeurs
des paramètres du procédé. En effet, pour des erreurs structurelles du modèle, le concept même
de valeurs « vraies » n’existe pas. L’approche en deux étapes conduit aux entrées optimales
uopt
p si les conditions de KKT pour les deux problèmes d’identification et d’optimisation sont

29



Chapitre 1 – Optimisation basée sur les mesures

satisfaites à convergence.

En notant Φid = ||yp− y|| le critère du problème d’identification et A(uopt
p ) l’ensemble des

indices des contraintes actives à l’optimum, les conditions peuvent être écrites sous la forme
suivante (François, 2014) :

∂Φid

∂θ
(yp(uopt

p ),y(uopt
p ,θid)) = 0 (1.15a)

∂2Φid

∂θ2 (yp(uopt
p ),y(uopt

p ,θid)) ≥ 0 (1.15b)

Gl(uopt
p ,θopt) = 0 ; l ∈ A(uopt

p ) (1.15c)

Gl(uopt
p ,θopt) < 0 ; l 6∈ A(uopt

p ) (1.15d)

∇rΦ(uopt
p ,θid) = 0 (1.15e)

∇2
rΦ(uopt

p ,θid) > 0 (1.15f)

où ∇rΦ(uopt
p ,θid) représente le gradient réduit, ∇2

rΦ(uopt
p ,θid) la matrice hessienne réduite

(Bazaraa et al., 2006).

Un modèle est dit adéquat si la satisfaction des conditions du problème d’identification en
θid implique la satisfaction des conditions du problème d’optimisation. Le nombre d’équations
de la première condition (équation (1.15a)) est nθ et cette dernière occupe à elle seule tous les
degrés de liberté du système (uopt

p étant fixé).

Puisque les paramètres ajustables peuvent apparaître dans l’expression du gradient et du
hessien réduits, Forbes et al. (1994) ont proposé que les critères d’adéquation du modèle de
premier et second ordre devaient être vérifiés lorsque des valeurs sont attribuées à θ. Les auteurs
dans Biegler et al. (1985) et Forbes et al. (1994) proposent de réconcilier les conditions de KKT
du modèle du procédé plutôt que de se concentrer sur la diminution de l’écart entre les sorties
prédites et mesurées.

Dans cette optique et pour des systèmes dynamiques, les auteurs dans Bonvin et Srinivasan
(2012) proposent une identification des paramètres basée sur le critère de performance défini
comme suit :

θid = argmin
θ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂Hp

∂u
− ∂H(x,u,θ)

∂u

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ (1.16)

où H représente le hamiltonien du problème d’optimisation associé au modèle et Hp le hamil-
tonien du problème d’optimisation associé au procédé réel.

L’optimalité du procédé implique ∂Hp
∂u
→ 0. Donc, si l’étape d’identification diminue la

norme notée
∣∣∣∣∣∣∂Hp
∂u
− ∂H

∂u

∣∣∣∣∣∣ au point que le terme devienne négligeable, alors le modèle convient
à la procédure d’optimisation.
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Cette variante permet une estimation des paramètres du modèle sur la base des conditions
d’optimalité du problème d’optimisation au détriment de la précision des prédictions du mo-
dèle. Les paramètres du modèle varient de manière à approcher les conditions d’optimalité du
procédé. L’identification sera plus ciblée et rapide car aucune excitation ne sera effectuée pour
identifier les quantités qui ne sont pas pertinentes pour le problème d’optimisation.

Remarque

Grâce à sa simplicité de mise en œuvre, la méthode est très répandue dans l’industrie. De
plus, les gradients du procédé n’étant pas évalués expérimentalement, la méthode évite une
excitation des entrées qui est souvent coûteuse. La mise à jour du modèle au fur et à mesure des
itérations augmente la qualité de ses prédictions. Néanmoins, à convergence, il est nécessaire
de vérifier les conditions de KKT qui ne sont pas forcément satisfaites ou faciles à déterminer
et aucune garantie de convergence n’existe à priori, particulièrement en présence d’incertitudes
structurelles du modèle.

1.5 Adaptation des modificateurs

La méthode, de l’anglais modifier-adaptation et de Marchetti (2009), s’appuie sur une mise
à jour du problème d’optimisation pour forcer la convergence vers l’optimum du procédé. Son
principe est l’utilisation des mesures pour corriger la fonction objectif et les contraintes du
problème d’optimisation.

À l’inverse de l’approche en deux étapes, le modèle reste inchangé et c’est le problème
d’optimisation qui est modifié. Des corrections affines par rapport à u, appelées modificateurs,
sont ajoutées au problème d’optimisation. L’approximation de l’erreur est d’ordre 1 et est
suffisante pour satisfaire les conditions nécessaires d’optimalité à convergence. Le but est de
réconcilier les conditions de KKT du modèle et du procédé.

Plus précisément, des modificateurs sont introduits à chaque itération et correspondent
aux différences entre les valeurs prédites et mesurées de la fonction objectif et des contraintes
ainsi que de leurs gradients. Mathématiquement, cela se traduit par la résolution du problème
itératif suivant :

uopt
k+1 = argmin

u
Φm(u) = Φ(u) + εΦk + λΦ

k (u− uopt
k ) (1.17a)

s.à. Gm(u) = G(u) + εGk + λGk (u− uopt
k ) ≤ 0 (1.17b)
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où les expressions des modificateurs sont données par :

εΦk = Φp(uopt
k )− Φ(uopt

k ) (1.18a)

εGk = Gp(uopt
k )−G(uopt

k ) (1.18b)

λΦ
k = ∇Φp(uopt

k )−∇Φ(uopt
k ) (1.18c)

λGk = ∇Gp(uopt
k )−∇G(uopt

k ) (1.18d)

où εΦk et εGk sont les modificateurs d’ordre 0 et correspondent à l’écart entre le procédé et les
valeurs calculées de la fonction objectif et des contraintes et du coût respectivement, et λΦ

k et
λGk sont les modificateurs d’ordre 1 et correspondent à la différence des gradients.

Les écarts εΦk et εGk ne sont pas difficiles à déterminer. À l’inverse, le calcul de λΦ
k et λGk

nécessite la connaissance des gradients de la fonction objectif et des contraintes du procédé
pour chaque itération de la méthode (Cao et al., 2017). Ces gradients peuvent être obtenus
par des méthodes d’estimation du gradient ou encore à partir des mesures des sorties et de
l’estimation des gradients des yp. La méthode la plus simple consiste en une approximation
par différences finies (Mansour et Ellis, 2003), ou une estimation du premier ordre en utilisant
des mesures précédentes (Gao et al., 2016).

L’estimation du gradient est un problème à part. Le calcul des modificateurs, dans sa forme
directe, peut mener à des corrections excessives lorsqu’on opère loin de l’optimum (Navia et al.,
2016). Une meilleure stratégie consiste à ajouter un filtre exponentiel d’ordre 1 par exemple
directement sur les modificateurs. La convergence de la méthode est un critère qui peut être
utilisé pour déterminer la matrice de gain du filtre (Marchetti, 2009).

Remarque

L’un des avantages de la méthode par rapport à l’approche en deux étapes est le temps de
calcul. La méthode n’a pas besoin d’une étape d’identification à chaque itération et son temps
de calcul dépend exclusivement de la recherche de la solution du problème de programmation
non-linéaire qui découle du problème d’optimisation. De plus, la propriété la plus intéressante
de la méthode est sa capacité à converger vers un point KKT c.à.d. qu’à convergence, uopt

∞
pour le problème d’optimisation est aussi un point KKT du procédé.

Néanmoins, la mise en œuvre de la méthode requiert la connaissance du gradient de la
fonction objectif et des contraintes (Gao et al., 2016). Ceci peut être effectué par excitation des
entrées du procédé. La méthode sera fastidieuse dans le cas où le nombre de variables de décision
est élevé. Dans l’approche adaptation des modificateurs, la méthode converge vers l’optimum
malgré les incertitudes sur la structure du modèle. En effet, l’estimation des modificateurs
εΦ, εG et λΦ, λG incluent les informations sur les gradients du procédé.

32



1.6. Optimisation dynamique en temps-réel

1.6 Optimisation dynamique en temps-réel

Dans l’industrie chimique, de nombreux procédés (en particulier ceux qui ne sont jamais
en régime permanent) subissent des changements pouvant détériorer les performances écono-
miques de l’installation. Cela est dû à différents facteurs tels que les changements des prix du
marché, une concurrence rude, des normes environnementales restrictives, de nouvelles spécifi-
cations de produits, etc. Il faut ajouter à cela des perturbations au sens du contrôle telles que
la fluctuation de la qualité des matières premières, des profils de température non maîtrisés,
une utilisation plus ou moins prolongée de l’installation, etc. Un fonctionnement optimal est
donc non seulement un besoin mais une nécessité et l’optimisation dynamique en temps-réel
(D-RTO) est la technologie la plus adaptée pour y parvenir (Ellis et al., 2013, 2014; Rawlings
et al., 2012).

Elle utilise les mesures disponibles en ligne pour minimiser une fonction objectif d’un pro-
cédé dynamique tout en respectant des contraintes de sécurité et d’exploitation (par exemple
des contraintes terminales, des limites opératoires, etc.).

Les résultats du problème d’optimisation peuvent être envoyés directement à un système
de commande (Cao et al., 2017). La différence entre la D-RTO et la RTO classique est que la
D-RTO traite des systèmes dynamiques (Biegler, 2014).

La maîtrise du pilotage des procédés batch est un gage de qualité et de productivité pour
les acteurs de l’industrie. Néanmoins, ces procédés doivent répondre à des contraintes strictes
en matière de sécurité ainsi qu’à des contrôles qualité et de maîtrise du pilotage. Leur caracté-
ristique première implique qu’une étape doit être complètement terminée avant que la suivante
ne soit mise en route.

Les avancées récentes en optimisation des procédés ont transformé la RTO, qui opère en
régime permanent, en la D-RTO basée sur un modèle prédictif dynamique, augmentant ainsi
considérablement la fréquence à laquelle l’optimisation économique peut être effectuée et en
éliminant l’exigence d’un régime permanent pour la majorité des méthodes de RTO (Jamaludin
et Swartz, 2017). Ces développements profitent principalement aux procédés qui connaissent
des régimes transitoires fréquents ou qui opèrent exclusivement en batch, aussi bien à l’échelle
pilote qu’à l’échelle industrielle. Plusieurs domaines sont concernés par la conduite optimale des
procédés industrielles. Nous pouvons notamment citer : l’agroalimentaire, l’industrie chimique,
l’industrie pharmaceutique et du médicament, les cosmétiques, les biotechnologies...etc.

Traditionnellement, la RTO traite de modèles continus de procédés et les problèmes d’op-
timisation sont formulés de manière à obtenir des problèmes de programmation non-linéaire
(NLP). Les auteurs dans Serralunga et al. (2014) s’intéressent à la RTO pour des problèmes
d’optimisation qui mélangent variables continus et variables entières. Les formulations inté-
grant des nombres entiers n’ont pas été utilisées dans la RTO en raison du besoin de solutions
rapides (de l’ordre de quelques secondes ou quelques minutes).
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Nous nous intéresserons, dans ce qui suit, strictement aux systèmes dynamiques dont les
variables d’état et d’entrées sont continues.

1.6.1 Développement de la D-RTO

Les stratégies les plus simples proposées par la D-RTO consistent typiquement en une
optimisation économique en boucle ouverte. Dans cette approche, les trajectoires optimales sont
envoyées au système de contrôle dans l’espoir que la dynamique de réponse en boucle fermée au
niveau de l’usine suivra les trajectoires obtenues par la D-RTO. Les auteurs dans (Tosukhowong
et al., 2004) ont proposé d’utiliser plusieurs MPC et suggèrent que la fréquence d’exécution
de la D-RTO devrait être inférieure à celle du MPC. Leur idée est de prendre en compte la
dynamique lente de l’ensemble sans que le procédé ne soit affecté par des perturbations locales.
La prise en compte de la dynamique du système lors des transitions entre les différents états
stationnaires permet d’améliorer les performances et de minimiser les coûts.

Kadam et al. (2002) ont proposé une approche basée sur une architecture à deux niveaux,
dans laquelle le niveau supérieur consiste en la D-RTO qui fournit des trajectoires de contrôle
de référence au contrôleur du niveau inférieur. Leur technique est d’effectuer une optimisation
à une fréquence non fixée ; le calcul de la D-RTO n’est exécuté que lorsque des perturbations
affectent le système au delà d’un certain seuil prédéterminé.

Dans la même optique, une comparaison entre une architecture à deux niveau (avec un
MPC) et à un niveau (sans MPC) a été effectuée sur un cas de procédé de production de
bioéthanol par Ochoa et al. (2010). Ces deux architectures sont illustrées sur les figures (1.4)
et (1.5) respectivement. Bien que simple, les deux schémas ont montré une grande capacité à
absorber les perturbations et à augmenter la rentabilité du procédé.

Procédé

Estimation

Déclenchement
de l’optimisation

Optimisation dynamique
en temps-réel (D-RTO)

d

yp,u

yp, x̂,u, d̂

yp, x̂,u, d̂

uopt

Figure 1.4 – Schéma de mise en œuvre de la D-RTO.
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Procédé

Estimation

Déclenchement
de l’optimisation

Déclenchement
de la commande

Commande prédictive
basée sur le modèle
(MPC)

Optimisation dynamique
en temps-réel (D-RTO)

d

yp,u

yp, x̂,u, d̂

yp, x̂,u, d̂

uoptxopt

umpc

yp, x̂,u, d̂

Figure 1.5 – Schéma de mise en œuvre de la D-RTO avec une sous couche de commande
prédictive.

Sur ces figures, chacun des blocs est détaillé ci-dessous.

Le procédé

Le bloc « Procédé » consiste en un procédé dynamique (un réacteur batch par exemple)
soumis à des perturbations d extérieures qui ne peuvent être ni contrôlées ni mesurées. Ces
perturbations peuvent affecter plus ou moins les performances du procédé et cela dépendra
principalement du cas étudié.

Les mesures directement effectuées sur le procédé sont notées par le vecteur yp et repré-
sentent les sorties du procédé. Elles sont envoyées à un estimateur d’état.

Estimation

Le bloc « Estimation » est un observateur d’état nécessaire pour le calcul d’une estimation
de l’état actuel x qui ne peut être mesuré directement sur le procédé ; et éventuellement une
estimation des perturbations (Ochoa et al., 2010). Ses concepts ainsi que son principe sont
présentés d’une manière non-exhaustive dans la section (2.3).
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Les résultats de l’estimateur sont envoyés à un optimiseur et à un contrôleur.

Blocs de déclenchement

Les blocs de déclenchement de l’optimisation et de déclenchement de la commande tra-
duisent la fréquence à laquelle le bloc de D-RTO et MPC sont exécutés, respectivement.

Le déclenchement peut se faire sur la base d’un critère temporel (c.à.d. que l’optimisation
ou la commande sont appelées périodiquement à une fréquence prédéterminée) ou sur la base de
l’amplitude des perturbations. L’optimisation peut se faire lorsque les perturbations deviennent
importantes par exemple et cela se traduit mathématiquement par le choix d’un seuil à partir
duquel d̂ n’est plus considéré comme négligeable.

Optimisation dynamique en temps-réel

Le bloc « Optimisation dynamique en temps-réel » consiste en un problème d’optimisation
où la fonction objectif est minimisée (ou maximisée) tout en tenant compte des différentes
contraintes. Il utilise généralement un modèle qui prédit la dynamique du procédé.

À l’inverse des problèmes en boucle ouverte, l’intégration de ce modèle se fait à partir de
différents instants correspondants aux instants de déclenchement du bloc. Lorsque le critère de
type Bolza est considéré, un problème d’optimisation dynamique peut s’écrire sous la forme
suivante :

uopt = argmin
u

JDRTO =
[
Φm(x(topt)) +

∫ topt

t0,opt
L(x(t),u(t))dt

]
(1.19)

Le passage de cette forme du critère à la forme de Meyer (terme uniquement algébrique Φm)
ou de Lagrange (terme uniquement intégrale L) est aisé. Les fonctions Φm et L représentent des
fonctions économiques liées au comportement dynamique du procédé. Le terme de Lagrange
est intégré du temps d’optimisation initial t0,opt au temps d’optimisation final topt.

Ce critère est soumis aux contraintes suivantes :

ẋ =f(x,u, d̂); x(t0,opt) = x̂0,opt (1.20a)

e(x(t),u(t), d̂) ≤ 0 (1.20b)

t ∈ [t0,opt ; topt] (1.20c)

où e représente les contraintes, à respecter tout au long de t ∈ [t0,opt; topt].
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Le résultat est ensuite envoyé à une sous-couche de contrôle ou directement au procédé.

Commande prédictive basée sur le modèle

Le bloc « Commande prédictive basée sur le modèle » consiste en un MPC (qui peut être
linéaire ou non linéaire) dans lequel les valeurs optimales uopt sont utilisées comme points de
consigne pour la commande (Biegler et al., 2015).

Cette couche de commande résout un problème d’optimisation dans lequel la fonction ob-
jectif est généralement composée de trois termes :

umpc = argmin
u

Jmpc =
∫ tmpc

t0,mpc

 (x− xopt)TW1(x− xopt)
terme 1

+ (1.21a)

(u− uopt)TW2(u− uopt)
terme 2

+ ∆uTW3∆u
terme 3

 dt

s.à. ẋ =f(x,u, d̂); x(t0,mpc) = x̂0,mpc (1.21b)

e(x(t),u(t), d̂) ≤ 0 (1.21c)

t ∈ [t0,mpc ; tmpc] (1.21d)

• Le terme 1 pénalise l’écart entre les variables d’état par rapport à leurs points de consigne
xopt ;
• Le terme 2 qui contraint les variables de décision à une petite déviation autour des

trajectoires de référence uopt (valeurs optimales donnée par la D-RTO) ;
• Le terme 3 empêche de grandes modifications entre les variables de décision.

Les matrices W1, W2 et W3 sont des matrices de pondération de dimensions appropriées,
qui peuvent être considérées comme des paramètres de réglage pour le MPC.

Fondamentalement, les blocs d’optimisation et de contrôle consistent en un problème d’op-
timisation non linéaire contraint, qui diffère principalement par la nature de la fonction objectif.

Les contraintes (1.21c) ne sont pas forcément incluses dans la formulation du MPC car
elles pourraient conduire à l’infaisabilité et/ou à l’instabilité du système ; elles sont imposées
au niveau de la D-RTO.

La figure (1.6) résume le fonctionnement en détail d’une telle mise en œuvre.

La difficulté à effectuer des mesures en ligne pour la D-RTO lors des opérations batch
a conduit à de nombreuses mises en œuvre dites batch-to-batch ou run-to-run (R2R) (Kwon

37



Chapitre 1 – Optimisation basée sur les mesures

Procédé

Estimation

faible
fréquence

grande
fréquence

min
u

Jmpc =
∫ tmpc

t0,mpc

[
(x− xopt)TW1(x− xopt)+

(u− uopt)TW2(u− uopt) + ∆uTW3∆u
]

dt

s.à. ẋ =f(x,u, d̂); x(t0,mpc) = x̂0,mpc

t ∈ [t0,mpc ; tmpc]

min
u

JDRTO =
[
Φ(x(topt)) +

∫ topt

t0,opt
L(x(t),u(t))dt

]
s.à. ẋ =f(x,u, d̂); x(t0,opt) = x̂0,opt

e(x(t),u(t), d̂) ≤ 0
t ∈ [t0,opt ; topt]

d

yp,u

yp, x̂, d̂

yp, x̂, d̂

uoptxopt

umpc

yp, x̂, d̂

Figure 1.6 – Illustration des problèmes d’optimisation lors de la mise en œuvre de la D-RTO
avec une couche de commande prédictive

et al., 2015). Elles consistent à effectuer un run et d’attendre la fin de l’opération batch, mesurer
les sorties du système (ou directement les contraintes et la fonction objectif) et effectuer une
correction des entrées. Les procédés dynamiques sont ramenés à des procédés statiques et les
méthodes de RTO sont applicables. Cependant, une telle approche ne peut compenser l’effet
des perturbations ou des écarts que dans le run suivant.

Dans ce travail, l’approche D-RTO, principalement illustrée par le schéma de la figure (1.4),
sera développée et mise en œuvre.
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1.7 Conclusions

Dans la pratique, l’optimisation d’un procédé est affectée par la présence d’incertitudes
sous la forme d’erreurs de modélisation et de perturbations.

La RTO est une technologie mature qui est mise en œuvre à l’échelle industrielle et permet
d’améliorer considérablement les performances des procédés. Elle est bien adapté pour les
procédés qui possèdent des points de fonctionnement permanent. Par contre, ses performances
sont limitées pour les procédés qui n’admettent pas de points de fonctionnement permanent.
Pour ces procédés, la D-RTO est mieux adaptée et permet d’optimiser leur fonctionnement.

Sa mise en œuvre nécessite :
• l’estimation des variables d’état non accessibles,
• la formulation du problème d’optimisation dynamique et la fréquence de sa résolution,
• le réglages des différentes couches de contrôle
• et l’implémentation expérimentale.
Dans ce travail, l’objectif est de développer une méthodologie basée sur l’utilisation de

mesures expérimentales pour améliorer, en ligne, les performances d’un procédé dynamique.
Les avancées en termes de calcul numérique ont poussé à l’utilisation et au développement de
ces méthodes qui consistent en la minimisation d’une fonction économique.

Ainsi, le problème de mise en œuvre de la D-RTO a été introduit dans ce chapitre et
différents schémas ont été proposés et discutés. Quelques méthodes numériques, nécessaires à
la mise en œuvre de cette technologie, seront explicitées mais de manière non exhaustive dans
le prochain chapitre.
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Chapitre 2

Concepts fondamentaux

Dans ce chapitre, nous présentons les principales méthodes et techniques nécessaires à la
mise en œuvre de la D-RTO. La première section décrit les différentes méthodes d’optimisation,
pour la résolution de problèmes de NLP. Quant à la seconde, elle est consacrée à des rappels
des différentes notions d’observabilité des systèmes non linéaires.

2.1 Méthodes de résolution d’un problème d’optimisa-
tion statique

Les méthodes d’optimisation sont des méthodes dont le but est la recherche de l’optimum
d’une fonction. Elles permettent donc de résoudre les problèmes d’optimisation qui découlent
de la RTO et de la D-RTO.

Appliquées au génie des procédés, deux classes de problème d’optimisation peuvent être
distinguées : l’optimisation de procédés opérant en régime permanent et l’optimisation de
procédés opérant en régime transitoire (l’optimisation dynamique). La figure (2.1) donne une
classification des méthodes numériques de résolution de ces problèmes.

Dans cette section, nous nous concentrons sur la première catégorie, c’est-à-dire les procédés
pour lesquels l’optimisation est référée comme étant de l’optimisation statique. La recherche
d’optimum se fait par la résolution de problèmes de programmation non-linéaire (NLP).

2.1.1 Conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker

Les méthodes d’optimisation statique consistent en la recherche de conditions opératoires
qui minimisent une fonction objectif tout en respectant des contraintes découlant de considé-
rations pratiques (sécurité, faisabilité, etc.).

Nous considérons le problème d’optimisation statique contraint suivant :
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Méthodes
d’optimisation

Optimisation
statique

Optimisation
dynamique

Déterministes :

Métaheuristiques :

–méthode SQP
–méthodes de points intérieurs
–algorithmes du gradient
conjugué

–algorithme génétique
–recuit simulé

Directes

Indirectes :

Approches simultanées

Approches séquentielles

–méthode de l’immersion invariante
–Boundary Condition Iteration (BCI)

Figure 2.1 – Classification des méthodes de résolution de problème d’optimisation

min
u

Φ(u)

s.à. G(u) ≤ 0
(2.1)

où Φ : Rnu → R est la fonction scalaire à minimiser, u le vecteur de nu variables de décision
et G : Rnu → Rme les me contraintes d’inégalité. Parfois, un tel problème peut être résolu
analytiquement. La condition nécessaire d’optimalité de ce problème découle de la formula-
tion de Lagrange du problème d’optimisation statique. En introduisant le Lagrangien L dont
l’expression est la suivante :

L(u,λ) = Φ(u) + λTG(u) (2.2)

où λ correspond au vecteur des multiplicateurs de Lagrange, la condition nécessaire d’optima-
lité pour le problème (2.1) peut être énoncée : si Φ admet un optimum local en uopt et si Φ et
G sont dérivables en uopt, alors il existe un vecteur λopt qui satisfait :

∂L(uopt,λopt)
∂u

= ∂Φ(uopt)
∂u

+ λoptT
(
∂G(uopt)

∂u

)T
= 0 (2.3a)

∂L(uopt,λopt)
∂λ

= G(uopt) ≤ 0 (2.3b)

λopt ≥ 0 (2.3c)

λjGj(uopt) = 0 ; j = 1, ...,me (2.3d)
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2.1. Méthodes de résolution d’un problème d’optimisation statique

Les conditions (2.3) sont connues sous le nom de conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-
Tucker (ou conditions KKT).

Si à l’optimum une contrainte d’inégalité n’est pas égale à zéro, soit Gj(uopt) < 0, nous
dirons que la contrainte est inactive. Dans le cas contraire, la contrainte est dite active, soit
Gj(uopt) = 0. Les conditions (2.3d) impliquent que si une contrainte est inactive alors le
multiplicateur de Lagrange associé est nul. Ces conditions ne fournissent que des conditions
nécessaires, cependant dans certains cas, ce sont également des conditions suffisantes. C’est
notamment le cas si Φ et G sont convexes.

2.1.2 Méthodes de gradient

Plusieurs méthodes numériques déterministes se basent sur les gradients de la fonction
objectif et des contraintes par rapport aux variables de décision pour la recherche de solutions
du problème de NLP. Ces méthodes nécessitent donc l’évaluation du gradient de Φ et de G.

Pour un problème de minimisation, elle consiste à suivre la direction inverse de la dérivée
de la fonction objectif. Ces méthodes consistent en la construction d’une suite de valeurs ui
(en commençant par un u0 fixé) de manière itérative. Cependant, ces méthodes ne sont pas
robustes (elles ne sont valables qu’au voisinage de la solution).

Soit Φ(u) une fonction scalaire à minimiser et u le vecteur des variables de décision cor-
respondant à un problème d’optimisation non contraint. La construction d’un tel algorithme
peut se faire comme suit :

ui+1 = ui − η∇Φ(ui) (2.4)

où ∇Φ(ui) est le gradient de Φ évalué en ui et η est un pas à fixer. Ce pas η est un scalaire réel
positif, de telle sorte que le nouvel itéré donne au critère une valeur inférieure à celle qu’il a en
l’itéré courant. Dans l’équation (2.4), le terme −∇Φ(ui) est aussi appelé direction de descente
et est noté par le vecteur di.

La convergence de la méthode dépend grandement du choix de u0 et η. C’est notamment
pour le calcul du pas η et des directions de descente di que plusieurs méthodes basées sur le
gradient diffèrent. Nous ne présentons dans cette étude que quelques méthodes comme celle
de quasi-newton. Cependant, plusieurs méthodes numériques existent et sont sujettes à la
recherche (Bazaraa et al., 2006).
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2.1.3 Méthodes quasi-newtoniennes

Nous présentons succinctement dans cette section les méthodes dites de quasi-newton. Tout
d’abord, la méthode de Newton a été initialement construite pour la résolution de système
d’équations non-linéaires. Elle a ensuite été ramenée à la résolution de problème NLP en
considérant la condition nécessaire d’optimalité. Soit le système d’équations algébriques non-
linéaires suivant :

g(u) = 0 (2.5)

où g : Rnu → Rnu est différentiable. En fixant un u0, nous pouvons construire la suite :

ui+1 = ui −∇g(ui)−1g(ui) (2.6)

Cette méthode présente l’avantage de converger de manière quadratique au voisinage de la
solution. Soit u∗ une solution de (2.6), alors l’erreur peut être exprimée par :

||ui+1 − u∗|| ≤ ε||ui − u∗||2 ; ε > 0 (2.7)

La méthode de Newton suppose que la fonction peut être approximée par une fonction
quadratique au voisinage de l’optimum. Ces notions sont maintenant appliquées au problème
non contraint suivant :

min
u

Φ(u) (2.8)
s.à. u ∈ Rnu (2.9)

En posant l’équivalence g(u) ≡ ∇Φ(u), nous obtenons la même construction que dans
l’équation (2.6) :

ui+1 = ui −∇2Φ(ui)−1∇Φ(ui) (2.10)

où ∇2Φ est la matrice hessienne de Φ. Le calcul fastidieux de cette dernière a poussé plusieurs
auteurs à développer des méthodes qui le contournent. Ils proposent donc une substitution de
∇2Φ−1. Au lieu de calculer l’inverse de la matrice hessienne ∇2Φ−1, on calcule une approxima-
tion notée B. Cette matrice est symétrique et définie-positive.

En reprenant la suite itérative (2.4), nous procédons au calcul de ui+1 grâce à l’équation
suivante :

ui+1 = ui − ηiB∇Φ(ui) (2.11)

où −B∇Φ(ui) représente la direction de descente. Le pas ηi est une solution de la recherche
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linéaire suivante :

min
ηi

Φ(ui − ηiB∇Φ(ui)) (2.12)

s.à. ηi ≥ 0 (2.13)

Aussi appelé condition de Wolfe, elle consiste en une réduction de la fonction objectif de
manière satisfaisante plutôt que de résoudre le problème de manière exacte (Nocedal et Wright,
2006). Cela permet de sélectionner un pas adéquat pour la recherche linéaire. Nous pouvons
citer la règle d’Armijo ou encore la règle de Goldstein. Nous décrivons succinctement la régle
de Goldstein :

Un pas η est dit satisfaisant si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

Φ(ui − ηB∇Φ(ui)) ≤ Φ(ui) + c1η∇Φ(ui) (2.14)

Φ(ui − ηB∇Φ(ui)) ≥ Φ(ui) + c2η∇Φ(ui) (2.15)

pour 0 < c1 < c2 < 1.

Les méthodes quasi-newtoniennes sont donc des méthodes de descente de gradient qui
s’inspirent de la méthode de Newton tout en évitant le calcul de l’inverse de la matrice hessienne
du problème. Dans la méthode de Davidon–Fletcher–Powell (DFP), les auteurs ont proposé
une mise à jour pour l’approximation de l’inverse de la matrice hessienne (Davidon, 1991).
L’algorithme de la méthode est le suivant :

1. Poser i = 0. Choisir u0 comme point initial et B0 comme approximation initiale de
l’inverse de la matrice hessienne (en général, la matrice identité I).

2. Calculer le gradient ∇Φ(ui).
3. Effectuer une recherche linéaire comme donné dans (2.12) pour déterminer ηi.
4. Calculer ui+1 selon l’équation (2.11).
5. Construction de Bi+1 comme suit :

Bi+1 = Bi + ∆ui∆uTi
∆uTi qi

− Biqiq
T
i Bi

qTi Biqi
(2.16)

où ∆ui = ui+1−ui et qi = ∇Φ(ui+1)−∇Φ(ui). L’équation (2.16) met à jour la matrice
Bi tout en préservant ses propriétés.

6. Passer à l’itération suivante i ← i + 1 et revenir à l’étape (2) jusqu’à convergence. Le
critère d’arrêt ε > 0 est généralement choisi de manière à avoir ||∇Φ(ui)|| < ε.

Malgré son efficacité, la formulation de DFP a rapidement été remplacée par celle de
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) car elle présente des difficultés numériques, en
effet elle a tendance à générer des approximations presque singulières. Sa formule de mise à
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jour est présentée ci-dessous (Broyden, 1970; Fletcher, 1970; Goldfarb, 1970; Shanno, 1970) :

Bi+1 =
(
I − ∆uiqTi

qTi ∆ui

)
Bi

(
I − qi∆u

T
i

qTi ∆ui

)
+ ∆ui∆uTi

qTi ∆ui
(2.17)

2.1.4 Méthode d’optimisation quadratique successive

L’optimisation quadratique successive (ou méthode SQP) est une méthode numérique de
résolution d’un problème de NLP. La méthode transforme un problème d’optimisation contraint
en une succession de sous-problèmes d’optimisation, où chacun optimise une forme quadratique
de la fonction objectif qui est soumise à une linéarisation des contraintes du problème initial.

La méthode exige que les fonctions soient différentiables et, dans sa définition classique,
requiert le calcul des dérivées secondes. Ces dernières se calculent aussi sous une forme quasi-
newtonienne comme présenté dans la section (2.1.3). Nous considérons le problème d’optimi-
sation statique (2.1) avec le Lagrangien défini dans l’équation (2.2). À l’itéré ui, la méthode
vise à déterminer une direction de descente di. Ce vecteur est solution du sous-problème de
programmation quadratique suivant (Bazaraa et al., 2006) :

di = argmin
d

Φ(ui) +∇Φ(ui)Td+ 1
2d

T∇2
uuL(ui,λi)d (2.18)

s.à. G(ui) +∇G(ui)Td ≤ 0 (2.19)

où ∇2
uuL est la matrice hessienne de L par rapport à u. Le calcul exact de cette dernière est

coûteux en temps et dans la version quasi-Newtonienne de la méthode, elle est approchée par
une matrice définie positive. Le terme Φ(ui) peut être omis du critère car il est constant par
rapport aux variables de décision.

2.2 Méthode de résolution d’un problème d’optimisa-
tion dynamique

2.2.1 Description du système

Les équations du modèle d’un procédé batch, généralement des équations algèbro-diffé-
rentielles, sont utilisées pour prédire les variables d’état du système. Considérons un système
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dynamique décrit par un système d’équations différentielles ordinaires :

ẋ = f(x,u,p) ; t ∈ [t0, tf ]
Avec x(t0) = x0

(2.20)

où x ∈ Rnx est le vecteur des variables d’état du système dont la valeur initiale est x0, u ∈ Rnu

le vecteur des variables de décision, p ∈ Rnp le vecteur de paramètres et t le temps.

L’objectif de l’optimisation dynamique est de déterminer un profil optimal u(t), un vecteur
de paramètres p et/ou un temps final tf optimaux qui minimisent une fonction objectif (coût,
temps, énergie consommée...) de forme générale (formulation de Mayer) suivante :

min
u(t),p,tf

G0(x(tf ),u(t),p, tf ) (2.21)

Le problème est soumis aux contraintes définies par :

Gl (x(t),u(t),p, t) ≤ 0, l = 1, ...,m et t ∈ [0, tf ] (2.22)

où m est le nombre de contraintes du système (m = me + mi ; me contraintes d’égalité et mi

contraintes d’inégalité). Nous posons pour la suite que xf = x(tf ).

2.2.2 Paramétrisation du vecteur de commande

Les méthodes numériques utilisées pour résoudre les problèmes d’optimisation dynamique
peuvent être groupées en deux catégories : les méthodes indirectes et les méthodes directes.

Nous utiliserons une méthode directe appelée Control Vector Parametrization (CVP) ou
paramétrisation du vecteur de commande (Hirmajer et al., 2008). Elle consiste en une approxi-
mation du profil des variables de décision par une fonction d’un nombre fixe de paramètres.
Elle garde inchangée les équations du modèle à l’inverse des méthodes simultanées. La méthode
est détaillée ci-dessous :

Nous supposons que le profil des variables de décision peut être approximé par des fonctions
constante par morceaux sur N intervalles de temps comme suit : u(t) = ui pour ti−1 ≤ t < ti

u(t) = 0 ailleurs
; i = 1, ..., N (2.23)

où ∆ti = ti − ti−1 est la longueur de l’intervalle i.

47



Chapitre 2 – Concepts fondamentaux

Continuité des variables d’état

Les variables d’état sont continues entre les intervalles, c’est-à-dire :

x(t+i ) = x(t−i ) (2.24)

où t−i représente la fin de l’intervalle i et t+i le début de l’intervalle i+ 1.

De plus, des contraintes peuvent être définies comme étant les limites inférieures et supé-
rieures des variables de décision :

∆ti ∈
[
∆tmin

i ,∆tmax
i

]
(2.25a)

ui ∈
[
umin
i ,umax

i

]
(2.25b)

pi ∈
[
pmin
i ,pmax

i

]
(2.25c)

Enfin, nous définissons le vecteur des variables de décision augmenté z ∈ Rnz contenant les
variables de décision ui, les paramètres pi ainsi que la longueur des intervalles de temps ∆ti :

z =
(
∆t1,∆t2, ...,∆tN ,uT1 ,uT2 , ...,uTN ,pT1 ,pT2 , ...,pTN

)T
(2.26)

Le problème d’optimisation dynamique est ainsi transformé en un problème d’optimisation
statique (NLP) et peut être résolu à l’aide d’une méthode de gradient. Ce dernier peut être
calculé à l’aide de trois méthodes différentes : les différences finies, le système adjoint et les
sensibilités (Bazaraa et al., 2006). Dans ce travail, la méthode des sensibilités sera utilisée.

2.2.3 Définition des sensibilités

Les sensibilités sont définies comme étant la dérivée partielle des variables d’état par rapport
aux variables de décision. Soit :

sj(t) = ∂x(t)
∂zj

; j = 1, ..., nz (2.27)

où nz indique le nombre de variables de décision.

Les variables de sensibilité contiennent les informations nécessaires pour calculer les gra-
dients de la fonction objectif et des contraintes par rapport aux variables de décision. Les
équations qui permettent le calcul des sensibilités sont obtenues à partir des équations du
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2.2. Méthode de résolution d’un problème d’optimisation dynamique

modèle (2.20) en les dérivant par rapport aux variables de décision (2.26) comme suit :

∂ẋ

∂zj
=
(
∂fT

∂x

)T
∂x

∂zj
+
(
∂fT

∂u

)T
∂u

∂zj
+
(
∂fT

∂p

)T
∂p

∂zj
(2.28)

En utilisant (2.27) et (2.23) dans (2.28) on obtient

ṡj(t) =
(
∂fT

∂x

)T
sj(t) +

(
∂fT

∂u

)T
∂ui
∂zj

+
(
∂fT

∂p

)T
∂p

∂zj
(2.29)

avec pour rappel ti−1 ≤ t < ti et i = 1, ..., N . Les conditions initiales des sensibilités sont :

sj(t0) = ∂x(t0)
∂zj

= ∂x0

∂zj
(2.30)

En pratique, nous pouvons écrire que sj(t0) = 0 car la valeur initiale des variables d’état
dépend rarement des variables de décision.

En intégrant les équations (2.29) et (2.20) simultanément, nous obtenons la solution des
équations de sensibilité, et donc les informations nécessaires au calcul du gradient de la fonction
objectif (2.21) et des contraintes (2.22) par rapport aux variables de décision.

2.2.4 Discontinuité des sensibilités

Lorsque la longueur des intervalles de temps (∆ti) est optimisée, la discontinuité des sensi-
bilités doit être prise en compte. Les variables d’état sont supposées continues aux limites des
intervalles, leurs différentielles totales peuvent s’écrire :

dx(ti) =
 δx(t+i ) + ẋ(t+i )dti
δx(t−i ) + ẋ(t−i )dti

, i = 1, ..., N − 1 (2.31)

De plus :
dx(t+i ) = dx(t−i ) (2.32)

ce qui nous donne :
δx(t+i ) + ẋ(t+i )dti = δx(t−i ) + ẋ(t−i )dti (2.33)

En dérivant (2.33) par rapport aux variables de décision :

∂x(t+i )
∂zj

+ ẋ(t+i ) ∂ti
∂zj

= ∂x(t−i )
∂zj

+ ẋ(t−i ) ∂ti
∂zj

(2.34)
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∂x(t+i )
∂zj

= ∂x(t−i )
∂zj

+
[
ẋ(t−i )− ẋ(t+i )

] ∂ti
∂zj

(2.35)

Enfin, en remplaçant l’expression des sensibilités (2.27) dans (2.35), nous obtenons

sj(t+i ) = sj(t−i ) +
[
f(x,ui,p)− f(x,ui+1,p)

]
ti

∂ti
∂zj

(2.36)

2.2.5 Gradients de la fonction objectif et des contraintes

L’intégration des équations de sensibilité permet le calcul du gradient du critère et des
contraintes. Effectivement, la dérivée partielle de la fonction objectif (2.21) et des contrain-
tes (2.22) par rapport aux variables de décision conduit à la formule suivante :

∂Gl

∂zj
=
(
∂Gl

∂tf

)
∂tf
∂zj

+
(
∂Gl

∂xf

)T
∂xf
∂zj

+
(
∂Gl

∂u

)T
∂u

∂zj
+
(
∂Gl

∂p

)T
∂p

∂zj
(2.37)

La variation de xf peut s’exprimer suivant (2.31) comme suit :

∂xf
∂zj

= f(xf ,uN ,p)
(
∂tf
∂zj

)
+ sj(tf ) (2.38)

En remplaçant (2.38) dans (2.37) :

∂Gl

∂zj
=
(
∂Gl

∂tf

)
∂tf
∂zj

+
(
∂J

∂u

)T
∂u

∂zj
+
(
∂J

∂p

)T
∂p

∂zj
+
(
∂J

∂xf

)T [
sj(tf ) + f(xf ,uf ,p)∂tf

∂zj

]
(2.39)

où l = 0 pour la fonction objectif et l = 1, ...,m pour les contraintes.

2.2.6 Description de l’algorithme de résolution

L’algorithme de résolution d’un problème d’optimisation dynamique en utilisant la méthode
des sensibilités est décrit ci-dessous :

1. Choix d’une valeur initiale des variables de décision : z0.
2. Intégration simultanée des équations du modèle (2.20) et des équations de sensibilité (2.29)

(les profils de x(t) et s(t) sont obtenus).
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3. Évaluation de la fonction objectif (2.21) et des contraintes (2.22) ; et calcul des gradients
de Gl (2.39).

4. Résolution du problème d’optimisation : utilisation de méthodes d’optimisation statique.

5. Si l’optimum est atteint (conditions d’optimalité satisfaites), arrêt de l’algorithme et
zopt = z. Sinon, retour à l’étape (2) avec de nouvelles valeurs pour les variables de
décision z = znew calculées à partir des gradients obtenus à l’étape (3).

2.3 Observateurs d’état

Un observateur d’état permet, à partir de la connaissance des entrées u et des sorties y
d’un système, d’estimer ses variables d’état x. Les entrées u, qui correspondent aux variables
de décision, sont connues et manipulables. Elles permettent de contrôler le système considéré.
Dans un contexte de D-RTO, elles permettent de piloter le procédé vers son optimum. A
l’inverse, l’état x du système doit être estimé. Cette estimation est nécessaire puisque l’ensemble
de l’état x est souvent difficile à mesurer notamment à cause de l’absence de techniques de
mesure.

L’observateur est un système dynamique dont les entrées sont définies par les entrées et
sorties du système, et les sorties par une estimation de sont état.

La connaissance de l’état à chaque instant permet la commande (au sens de la D-RTO par
exemple) et la surveillance du système.

Un observateur d’état, ou estimateur d’état, est donc une méthode basée sur la connaissance
disponible sur un procédé (modèle décrivant le procédé) et utilisant des mesures effectuées
directement sur le procédé afin de reconstruire les états manquants désirés.

Autrement dit, à partir des mesures fournies par un capteur et des entrées appliquées au
système, des estimations en ligne des différentes variables d’état sont effectuées. La conception
d’observateurs fait appel à plusieurs notions qui seront présentées dans les sections suivantes.

2.3.1 Modèles considérés

D’une manière générale, un modèle non linéaire décrivant un système dynamique dans
l’espace d’état se compose des équations suivantes : ẋ = f(x,u,θ) ; x(t0) = x0

y = h(x,θ)
(2.40)
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où x ∈ Rnx est le vecteur des variables différentielles de l’état du système, u ∈ Rnu le vecteur
de contrôle, θ ∈ Rnθ le vecteur des paramètres du modèle et y ∈ Rny les sorties mesurées.

f : Rnx × Rnu × Rnθ → Rnx

h : Rnx × Rnθ → Rny

Pour simplifier, le modèle est considéré comme étant composé exclusivement d’équations
différentielles ordinaires. Cependant, les développements qui suivent resteront valables et la
généralisation restera aisée lorsque le modèle présente des équations algébriques. Ce modèle
peut être transformé en un modèle en temps discret à l’aide d’une solution analytique ou d’une
intégration numérique.

Le résultat du modèle en temps discret peut s’écrire sous la forme : xk+1 = F (xk,uk,θ) + ωk ; x0 = x(t0)
yk = h(xk,θ) + νk

(2.41)

où ωk ∈ Rnx et νk ∈ Rny sont des bruits, respectivement du procédé et de la mesure. L’indice
k représente le numéro de l’échantillonnage ou l’instant tk.

2.3.2 Filtre de Kalman linéaire discret-discret

Le filtre de Kalman est le choix standard pour estimer l’état des systèmes linéaires lorsque
les mesures contiennent du bruit et que les perturbations du procédé ne sont pas mesurées. Il
est largement utilisé dans des applications industrielles aussi variées que la mécanique, l’élec-
tronique, etc. Les raisons de cette popularité sont ses propriétés théoriques. En effet, plusieurs
travaux traitent de la stabilité de ce type d’observateur qui est un sujet majeur de l’automatique
et du traitement du signal.

Le filtre de Kalman discret est un estimateur récursif. Cela signifie que pour estimer l’état
courant, seule l’estimation de l’état précédent et les mesures actuelles sont nécessaires. Les
estimations et les mesures passées ne sont donc pas nécessaires.

Considérons un système dynamique linéaire en l’état et en l’entrée décrit par les équations
suivantes :  xk+1 = Axk +Buk + ωk

yk = Cxk + νk
(2.42)

où ωk et νk sont des bruits blancs du procédé et de mesure, dont les matrices de covariance
sont Qk et Rk respectivement. Ils suivent la loi normale avec une moyenne nulle :

ωk ∼ N (0,Qk) (2.43a)
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νk ∼ N (0,Rk) (2.43b)

ωk et νk ne sont pas corrélés, c’est-à-dire que

IE(νkωk) = 0 (2.44)

où IE(νkωk) représente l’espérance mathématique de la variable aléatoire νkωk.

L’état initial du système x0 doit être spécifié et est tel que :

IE(x̃0x̃
T
0 ) = P0 (2.45)

avec x̃ = x− IE(x). La matrice de covariance de l’erreur P0 est définie positive.

Grâce aux mesures bruitées yk et la connaissance de la dynamique du système, l’observateur
prédit l’état xk+1. Le filtre de Kalman permet le calcul des états selon l’équation : x̂k+1 = Ax̂k +Buk +Kk (yk −Cx̂k)

ŷk = Cx̂k
(2.46)

où Kk représente la matrice de gain de Kalman, yk la mesure réelle effectuée à l’instant k et
x̂ l’estimation de l’état x.

L’algorithme du filtre de Kalman se compose de deux étapes :

1. Étape de prédiction :

x̂k+1|k = Ax̂k|k +Buk (2.47a)

Pk+1|k = APk|kA
T +Qk (2.47b)

2. Étape de mise à jour :

x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k +Kk+1(yk+1 −Cx̂k+1|k) (2.48a)

Pk+1|k+1 = (I −Kk+1C)Pk+1|k(I −Kk+1C)T +Kk+1RkK
T
k+1 (2.48b)

où la notation x̂k+1|k décrit l’estimation a priori de l’état tandis que la notation x̂k+1|k+1 décrit
son estimation a posteriori.

La matrice de gainK est calculée de façon à minimiser la trace de Pk|k c’est-à-dire minimiser
la somme des éléments diagonaux de Pk|k.

Pk|k est la matrice de covariance de l’erreur donnée par :
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Pk|k = (I −KkC)Pk|k−1 (2.49)

La minimisation de ce critère permet de calculer le gain optimal de Kalman, qui peut
s’écrire sous la forme :

Kk = Pk|kC
TR−1

k (2.50)

2.3.3 Filtre de Kalman étendu discret-discret

Le filtre de Kalman peut être étendu aux modèles de systèmes non linéaires. On parle
dans ce cas de filtre de Kalman étendu. Ce dernier est obtenu en approximant linéairement
l’erreur du système et en appliquant le filtre de Kalman classique. Il nécessite donc des linéa-
risations successives autour des points de fonctionnement, ce qui conduit à travailler sur une
approximation du système original.

Le système considéré est décrit par les équations (2.41). Dans ce qui suit, la dépendance de
xk+1 = F (xk,uk,θ) + ωk vis-à-vis des paramètres θ n’est pas considérée afin de simplifier les
notations.

Ce qui donne :  xk+1 = F (xk,uk) + ωk
yk = h(xk) + νk

(2.51)

avec la matrice de covariance de l’erreur de l’estimation initiale :

IE(x0x
T
0 ) = P0 (2.52)

L’algorithme de l’observateur reste inchangé et peut s’écrire de la façon suivante :
1. Initialisation k = 0

x̂0 et P0 donnés

2. Prédiction

x̂k+1|k := F (x̂k|k,uk) (2.53a)

Pk+1|k := AkPk|kA
T
k +Qk (2.53b)

3. Calcul de la matrice de gain

Kk+1 :=Pk+1|kC
T
k+1

(
CT
k+1Pk+1|kC

T
k+1 +Rk+1

)−1
(2.54)
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4. Mise à jour

x̂k+1|k+1 := x̂k+1|k +Kk+1(yk+1 − h(x̂k+1|k)) (2.55a)

Pk+1 := (I −Kk+1Ck+1)Pk+1 (2.55b)

5. Enregistrer x̂k+1 et Pk+1 comme étant le résultat de l’estimateur. Incrémenter k := k+ 1
et revenir à (2).

Les matrices Ak , Bk et Ck représentent les matrices jacobiennes du modèle au point de
fonctionnement (xk,uk) et peuvent explicitement s’écrire

Ak = ∂F
∂x

∣∣∣
xk,uk

; Bk = ∂F
∂u

∣∣∣
xk,uk

Ck = ∂h
∂x

∣∣∣
xk

(2.56)

2.3.4 Estimateur d’état à horizon glissant

Pour des systèmes non linéaires et sous contraintes, l’estimation de l’état devient complexe.
Les estimateurs classiques se basent sur des méthodes récursives. Elles formulent le problème
de manière à éviter les calculs numériques fastidieux. À l’inverse, dans l’estimation totale
de l’état, toutes les informations sont nécessaires et utilisées dans les calculs. L’estimateur à
horizon glissant (Moving Horizon Estimator) (MHE) est à l’interface entre les deux. Seules les
variables contenues dans un horizon de longueur fixe sont utilisées dans les calculs. L’estimateur
est basé sur une méthode d’optimisation dont le nombre de mesures utilisées est défini par
une fenêtre de temps. Le nombre de mesures ainsi utilisées est limité et rend la dimension
du problème d’optimisation raisonnable. L’observateur a été analysé par Michalska et Mayne
(1995) pour des systèmes non linéaires et sans contrainte. Ils montrent que la stratégie de
l’observateur est globalement asymptotiquement convergente.

L’observateur a aussi été analysé par Rao et al. (2001) pour des systèmes linéaires contraints
et par Robertson et Lee (1995) pour des systèmes non linéaires contraints. Leurs conclusions
montrent que l’observateur présente l’avantage de pouvoir traiter des modèles non linéaires
même complexes ainsi que d’incorporer des contraintes d’inégalité directement sur les variables
estimées. Ils préconisent d’utiliser une taille d’horizon aussi grande que possible. De plus,
l’observateur est un bon compromis entre la précision de l’estimation et l’efficacité de calcul.
Lorsque la séquence de mesure ne contient pas suffisamment d’informations pour estimer l’état
du système, l’état initial et les matrices de pondération auront un effet important sur les
estimations.

Cette méthode présente plusieurs avantages de par la possibilité de formuler explicitement
des contraintes sur les variables d’état, de prouver l’optimalité de l’estimation dans le sens des
moindres carrés et de montrer la stabilité de l’observateur comme discuté par Rao et al. (2003).
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Une évaluation du filtre de Kalman étendu et du MHE a révélé de meilleures performances
pour le MHE, le seul coût étant l’augmentation des temps de calcul (Haseltine et Rawlings,
2005).

Estimation totale de l’état

Dans le cas de l’estimation totale de l’état, l’objectif est de calculer l’erreur sur l’état initial
et une séquence de bruits non corrélés {ω0,ω1, ...,ωk−1} qui détermine au mieux l’état du
système. Ce calcul est effectué à partir d’une valeur initiale donnée x̂0, de la séquence de
mesures {y1,y2, ...,yk} (soit toutes les mesures antérieures à l’instant présent) et du modèle
prédictif (2.51) que nous rappelons ici :

 xk+1 = F (xk,uk) + ωk
yk = h(xk) + νk

(2.57)

où pour tout k ∈ N, nous avons F : Rnx × Rnu → Rnx et h : Rnx → Rny .

Nous noterons, x(m; z, l, {ωi}) la solution du modèle (2.57) à l’instantm en prenant comme
état z à l’instant l et une séquence de bruits {ωi}mi=l. Avec la même logique, nous noterons
par y(m; z, l, {wi}) ≡ h(x(m; z, l, {ωi})) la sortie du système (2.57) au temps m en prenant
comme état z à l’instant l et une séquence de bruits donnée {ωi}i=mi=l .

Des contraintes peuvent être ajoutées au système sur l’état ou les bruits (Rao et al., 2003) :

xk ∈ Xk ωk ∈Wk νk ∈ Vk (2.58)

où Xk ⊆ Rnx , Wk ⊆ Rnx et Vk ⊆ Rny ; avec le vecteur nul compris dans les ensembles Wk

et Vk. Ces contraintes peuvent être ajoutées dans le but de limiter la plage des valeurs que
peuvent prendre ω et ν ou pour forcer les variables d’état dans le domaine physique. Nous
pouvons ainsi forcer des concentrations et des pressions absolues à rester positives.

L’estimation totale de l’état se fait sur la base de la minimisation, ou la minimisation locale,
d’un critère dont le problème d’optimisation noté P est formulé pour k ≥ 1 :

P (k) : min
x0,{ωi}k−1

i=0

Jk = (x0 − x̂0)TΠ−1
0 (x0 − x̂0) +

k−1∑
i=0

(
νTi+1R

−1
i+1νi+1 + ωTi Q−1

i ωi
)

s.à. x(i;x0, 0, {ωi}) ∈ Xi; ωi ∈Wi i = 0, ..., (k − 1)

νi = yi − y(i;x0, 0, {ωi}); νi ∈ Vi i = 1, ..., k

(2.59)

Des contraintes sur les bruits (2.58) peuvent être ajoutées à ce problème (2.59). Ces
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Figure 2.2 – Illustration de l’estimation totale de l’état

contraintes sont particulières ; elles permettent de borner les perturbations qui peuvent af-
fectées le système.

Le critère suivant :

Jk = (x0 − x̂0)TΠ−1
0 (x0 − x̂0)

terme 1

+
k−1∑
i=0

νTi+1R
−1
i+1νi+1

terme 2

+ ωTi Q
−1
i ωi

terme 3

(2.60)

permet de minimiser l’écart dans l’estimation initiale et les bruits.

Le vecteur x̂0 étant l’estimation a priori de l’état initial du système, le terme 1 est nul pour
x0 = x̂0 . Le terme 2 pénalise la suite de bruits dynamiques {ω0, ...,ωk−1} tandis que le terme 3
celle des mesures {ν1, ...,νk}. À chacun des termes est associé une matrice de pondération, Qi,
Ri et Π0 qui représentent respectivement la confiance que l’on a dans le modèle dynamique,
les mesures et l’estimation initiale de l’état x̂0.

Le problème d’optimisation non linéaire est résolu à chaque itération en utilisant toutes les
mesures antérieures et vise à minimiser un critère quadratique sur l’erreur entre les prédictions
et les mesures. On obtient ainsi la meilleure interpolation de la trajectoire de l’état et des
mesures soumises aux équations du modèle comme montré sur la figure (2.2). La courbe en
rouge représente l’état réel. Les points noirs et bleus représentent les estimation à l’itération
courante et à l’itération antérieure, respectivement.

La solution du problème P(k) au temps k fournit les variables optimales suivantes :
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(
x∗0, {ω∗i }k−1

i=0

)
(2.61)

ce qui permet d’estimer la trajectoire de l’état du système

x(j;x∗0, 0, {ω∗i }) ; j = 0, . . . , k (2.62)

Chaque point de cette suite sera noté :

x̂j|k−1 ; j = 0, . . . , k (2.63)

Ainsi, nous ré-estimons l’état du système à partir du point initial x∗0 et ce jusqu’au point
présent x̂k|k−1.

Ainsi, l’état initial estimé correspond à

x̂0|k−1 = x∗0 (2.64)

De plus, afin de simplifier les notations, nous remplacerons x̂k|k−1 par x̂k ; avec x̂0|−1 = x̂0.

Le problème P est un problème d’optimisation utilisant toutes les informations que nous
avons sur le système. En effet, il utilise toutes les mesures effectuées jusqu’à présent pour
estimer l’état. L’une des limitations de cette estimation totale est que la taille de P augmente
sans limite, ce qui risque d’accroître considérablement les temps de calcul et donc de rendre la
mise en œuvre impossible.

L’une des stratégies pour fixer la dimension du problème P est de l’approximer suivant une
approche à horizon glissant.

Estimation glissante de l’état

Comme dit précédemment, la dimension de P augmente au moins linéairement avec l’aug-
mentation de k. Pour éviter que le problème d’estimation n’explose en dimension, nous devons
limiter sa taille.

Soit le critère de l’équation (2.60), nous pouvons couper l’intervalle de temps [0; k] à un
temps k −H avec H représentant la longueur de la fenêtre considérée. Le nombre de mesures
sur lesquelles nous basons notre estimation (et donc proportionnellement la taille du problème
d’optimisation) restera constant. Le terme est partagé en deux parties (Robertson et Lee, 1995)
et cela donne :
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Jk =(x0 − x̂0)TΠ−1
0 (x0 − x̂0) +

k−H−1∑
i=0

(
νTi+1R

−1
i+1νi+1 + ωTi Q−1

i ωi
)

+
k−1∑

i=k−H

(
νTi+1R

−1
i+1νi+1 + ωTi Q−1

i ωi
) (2.65)

Jk = Jk−H

coût d’arrivée

+
k−1∑

i=k−H

(
νTi+1R

−1
i+1νi+1 + ωTi Q−1

i ωi
)

(2.66)

La stratégie de l’approximation de l’horizon glissant est de considérer explicitement une
quantité fixée de données, tout en résumant approximativement les anciennes données qui
n’apparaitront que implicitement dans le problème d’estimation. La clé pour préserver la sta-
bilité et les performances de l’observateur est la façon dont on résume approximativement ces
anciennes données. Classiquement, le coût d’arrivée (2.66) est obtenu des notions de program-
mation dynamique et utilise la mise à jour du filtre de Kalman pour le calcul de la matrice de
pondération Πk comme nous le verrons par la suite.

Kühl et al. (2011) ont proposé un schéma de mise à jour du coût d’arrivée basé sur une
factorisation QR et qui est numériquement plus efficace. Le terme Jk−H , noté parfois Zmhe,
peut être approximé par une expression quadratique. Les équations du modèle (2.57) peuvent
être développées en série de Taylor du 1er ordre autour de la trajectoire estimée.

Le problème P à l’instant k ayant une taille d’horizon H est formulé comme suit :

P (k) : min
xk−H ,{ωi}k−1

k−H

Jk =
(
xk−H − x̂mhe

k−H
)T

Π−1
k−H

(
xk−H − x̂mhe

k−H
)

+
k−1∑

i=k−H

(
νTi+1R

−1
i+1νi+1 + ωTi Q−1

i ωi
)

s.à. x(i;xk−H , k −H, {ωi}) ∈ Xi, i = (k −H), ..., (k − 1)

νi = yi − y(i;x0, 0, {ωi}), i = (k −H + 1), ..., k

ωi ∈Wi

νi ∈ Vi
(2.67)

où x̂mhe
k−H représente l’estimation de xk−H obtenu à l’instant k −H :

x̂mhe
k−H ≡ x̂k−H|k−(H+1) (2.68)

et Π−1
k−H représente la confiance que l’on a en ce dernier.

Initialement, le nombre de mesures utilisées augmente jusqu’à arriver à k = H soit la taille
de l’horizon. À l’itération suivante (k = H + 1), l’état initial x̂0 est remplacé par x̂1 et la
matrice de pondération Π0 est remplacé par Π1. La première mesure y1 est éliminée et la

59



Chapitre 2 – Concepts fondamentaux

Temps

Ét
at
s
ré
el

et
es
tim

é

0 kk − 1k −H

Fenêtre de l’estimation

x̂k−H−1|k−2
x̂k−H|k−2 x̂k−H+1|k−2

x̂k−2|k−2

x̂k−1|k−2

x̂k−H|k−1

x̂k−H+1|k−1

x̂k−2|k−1

x̂k−1|k−1 x̂k|k−1

État réel

État estimé

Figure 2.3 – Illustration de l’estimateur à horizon glissant

nouvelle mesure yk est utilisée. Cette procédure est répétée à chaque itération et le problème
d’optimisation non linéaire reste donc de dimension inchangée.

Au temps k, les mesures {yk−H+1, . . . ,yk} apparaissent explicitement dans le problème
d’estimation (2.67). Les deux termes x̂mhe

k−H et Πk représentent les informations contenues dans
les mesures éliminées précédemment {y1, . . . ,yk−H}.

Le coût d’arrivée sert à pénaliser un écart entre xk−H et x̂mhe
k−H . Si nous avons une grande

confiance en l’estimé x̂mhe
k−H , alors le résultat de x̂k−H|k−1 restera dans son voisinage.

La séquence des matrices Πk est obtenue grâce à la résolution de l’équation de Riccati
discrète utilisée pour calculer la matrice de covariance du filtre de Kalman (Cox, 1964), que
nous avons montré à l’équation (2.48b) :

Πk+1 = Qk +AkΠkA
T
k −AkΠkC

T
k

(
Rk +CkΠkC

T
k

)−1
CkΠkA

T
k (2.69)

Les matrices Ak , Bk et Ck représentent les matrices jacobiennes de F et h et découlent de la
linéarisation du modèle dynamique

Ak = ∂F
∂x

∣∣∣
x̂mhe
k

,uk
; Bk = ∂F

∂u

∣∣∣
x̂mhe
k

,uk

Ck = ∂h
∂x

∣∣∣
x̂mhe
k

(2.70)
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L’algorithme de l’estimation à horizon glissant est décrit sur la figure (2.4). La méthode
offre un compromis entre temps de calcul et précision de l’estimation.

Initialisation de l’état et des matrices du
critère

Obtention de la mesure yk

k ≤ H Estimation glis-
sante de l’état

Estimation totale
de l’état

NonOui

Résolution du problème d’optimisation
nonlinéaire

Calcul du nouvel état estimé et mise à
jour de la matrice de covariance

Figure 2.4 – Algorithme de l’estimateur à horizon glissant

Lorsque le système étudié est linéaire et n’est soumis à aucune contrainte, le développe-
ment précédent est exact et le coût terminal est exprimé analytiquement grâce à Πk, x̂mhe

k et
l’équation (2.69). De plus, nous pouvons extraire le filtre de Kalman linéaire en considérant
une longueur d’horizon H = 1. Dans ce cas, nous avons

Jk = νTkR
−1
k νk + ωTk−1Q

−1
k−1ωk−1 + (xk−1 − x̂mhe

k−1)TΠ−1
k (xk−1 − x̂mhe

k−1) (2.71)

et en évaluant le minimum du critère pour ωk−1 et xk−1 et en substituant par le modèle
linéaire (2.42), nous obtenons le même résultat que (2.55a) pour le filtre de Kalman :

x̂k = Ax̂k−1 +Buk−1 +AΠk−1C
T
(
R+CΠk−1C

T
)−1

(yk −CAx̂k−1) (2.72)

2.3.5 Estimateur avec retard de mesures

Dans plusieurs cas pratiques, un retard peut survenir entre le moment où la mesure est
effectuée et l’instant de sa disponibilité. Le retard peut être dû au temps nécessaire pour une
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analyse expérimentale ou pour un traitement de données. C’est un problème important que
plusieurs recherches ont traité dans la littérature (Larsen et al., 1998).

Un système (2.57) a donc des sorties décalées dans le temps de nr intervalles. L’incorporation
de ces mesures ne peut se faire directement dans les équations du filtre de Kalman et des
modifications doivent être effectuées. Soient les sorties additionnelles suivantes :

y∗k = h∗(xr) + ν∗k (2.73)

où r = k − nr et ν∗k ∼ N (0,R∗k).

Le symbole ∗ fera référence aux retards dans cette section.

En considérant le filtre de Kalman classique, les mesures y∗k devraient être incorporées
à l’instant r. Cela causerait une correction dans l’estimation de l’état et une diminution de
l’erreur de l’estimation. Le calcul de la matrice de gain étant dépendante de la matrice de
covariance, toutes les estimations après r sont à recalculer.

À l’instant k, lorsque les mesures y∗k sont disponibles, leur incorporation est effectuée par
l’ajout de la quantité suivante :

δx̂k = M∗Kr (y∗k − h∗(x̂r)) (2.74)

la matrice M∗ correspond à la matrice identité s’il n’y a pas de retard. Lorsque nr > 0, M∗
est obtenue par :

M∗ =
nr−1∏
i=0

(
I −K∗k−iCk−i

)
Ak−i−1 (2.75)

où les matrices de gain K∗k−i sont calculées en utilisant les matrices de covariance corrigées à
l’instant r par les covariances des mesures avec retard.

Dans le cas de l’estimation totale de l’état, l’incorporation de mesures avec délais est aisée
car il n’y a aucune nécessité de recalculer Π0.

2.4 Conclusions

Les notions nécessaires pour la mise en œuvre de la D-RTO ont été abordées dans ce
chapitre, à savoir : l’estimation des variables d’état non accessibles par la mesure, la formulation
et la résolution d’un problème d’optimisation dynamique en le transformant en un problème
d’optimisation statique. Ce dernier est résolu à l’aide d’une méthode de gradient calculé à
l’aide de la méthode des sensibilités.

Nous avons présenté les observateurs suivant : le filtre de Kalman étendu et l’estimateur à
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horizon glissant. Il permettent d’estimer l’état (et/ou les paramètres d’un système) à partir de
sorties mesurées et seront utilisés par la suite pour estimer des grandeurs physiques.
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Chapitre 3

Greffage des polymères

Nous présentons dans ce chapitre, après une brève introduction sur le greffage des poly-
mères, la mise en œuvre expérimentale de l’optimisation dynamique en temps-réel d’un procédé
de recyclage de pneus. Le procédé consiste en un réacteur fermé dont le comportement est for-
tement non linéaire.

Le montage expérimental, les techniques d’analyse utilisés et le modèle mathématique pour
la polymérisation radicalaire du styrène en présence de granulats de pneus sont décrits. Le
but du modèle est de prédire le taux de conversion, les masses molaires des polymères ainsi
que la quantité de monomère greffé sur les granulats. Une analyse d’estimabilité suivie d’une
identification paramétrique est décrite en utilisant les données expérimentales recueillies dans
(Yu, 2015). Le modèle identifié est ensuite utilisé pour décrire le comportement du procédé. Le
développement du modèle n’a pas fait partie des travaux réalisés dans le cadre de ce travail,
mais il a été adopté d’un autre travail pour servir en tant que cas d’étude, nous citons les
travaux de Yu (2015) et de Daniela Carolina Florez Parra (Dont la thèse n’a pas été encore
soutenue).

Plusieurs problèmes d’optimisation dynamique sont ensuite définis. Des simulations effec-
tuées au préalable de la mise en œuvre de la D-RTO nous permettront de valider la méthodo-
logie.

Enfin, nous décrivons le schéma de D-RTO mis en œuvre expérimentalement. Ces résultats
sont donnés et comparés aux simulations numériques suivis d’une conclusion.

3.1 Description du procédé de polymérisation

3.1.1 Généralités

Le greffage des polymères est une opération qui consiste à fixer une chaîne M sur un squelette
macromoléculaire ou un polymère P. Nous obtenons ainsi un copolymère greffé noté poly(M-g-
P) où la lettre « g » représente le lien entre les deux chaînes. La figure (3.1) montre comment
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les chaînes greffées d’une espèce M sont liées par des liaisons covalentes à une espèce P.

P
P

P

M

M

M

M

P
P

P
M

M
M

M
M

P
P

P

M

M

M

M

P
P

Figure 3.1 – Molécule résultante du greffage des polymères

La réaction de greffage des polymères par radicaux libres est connue et plusieurs auteurs
se sont intéressés à sa cinétique (Coiai et al., 2006; Huang et Sundberg, 1995a). Lors d’une
réaction de greffage de polymères, un monomère, noté M, est greffé sur une molécule d’un
polymère P et généralement, le produit obtenu contient les trois espèces suivantes :

1. L’homopolymère M qui résulte de l’homopolymérisation de M.
2. L’homopolymère P qui n’a pas été attaqué par des radicaux libres.
3. Le copolymère poly(M-g-P) qui est constitué en partie du polymère P constituant la

structure du polymère et d’une deuxième partie liée au polymère M.

3.1.2 Cas du greffage du styrène sur des granulats de pneus

Dans le domaine du recyclage de pneus usagés, les machines de broyage transforment les
pneus en granulats de caoutchouc, utilisés ensuite dans les sols souples des aires de jeux, dans
les terrains de sport synthétiques, ou encore dans les enrobés routiers, etc.

Le granulat (ou la poudrette) de pneus (ou GDP) est généralement recyclé en tant que ma-
tière thermoplastique ou encore en tant que matière élastomère. Cependant, son incorporation
dans des matrices polymères peut dégrader les propriétés d’intérêt du produit ainsi obtenu.
Ceci est principalement dû à la mauvaise adhésion entre la poudrette de pneus et les matrices
de polymère.

Pour pallier ce problème, le principe de greffage des polymères permet de directement «
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coller » des chaînes polymères sur les molécules composant la poudrette. Nous dirons que la
molécule est attachée ou greffée.

L’utilisation d’un monomère, le styrène dans notre cas d’étude, permet de modifier les
propriétés surfaciques de la poudrette et ainsi d’améliorer l’adhésion entre ces derniers (Yu,
2015).

Concernant l’homopolymérisation du styrène, les premiers travaux de modélisation de la
réaction de polymérisation par radicaux libres ont été effectués dans les années soixante (Ha-
mielec et al., 1967). Plusieurs auteurs, dont Kotoulas et al. (2003), ont proposé un modèle
introduisant des initiations chimique et thermique. Kotoulas et al. (2003) ont également étudié
l’effet de gel. Cet effet, provoqué par l’augmentation de la viscosité, agit sur les valeurs des
constantes cinétiques des réactions que ce soit d’initiation, de propagation ou de terminaison.

Plus récemment, les auteurs Woloszyn et McAuley (2011); Woloszyn et al. (2013) ont
développé un modèle mathématique décrivant la polymérisation du styrène en présence de
différents amorceurs : le peroxyde de dicumyle (DCP) pour des températures comprises entre
100 et 150°C et le peroxyde de benzoyle (BPO) pour des températures comprises entre 70 et
90°C.

D’autre part, la polymérisation par greffage du styrène a été étudiée par plusieurs cher-
cheurs. Citons (Manaresi et al., 1975) qui ont étudié le greffage du styrène avec du polybu-
tadiène (2-9% en poids) en présence de DCP (0.1-0.3 % en poids) à 100°C. Ils ont montré
que l’efficacité de greffage, correspondant à la proportion de styrène se greffant au polymère,
était indépendante de la concentration en DCP mais qu’elle augmentait avec la quantité de
polymère.

Quatre réactions ont lieu lors de cette polymérisation : la réaction d’initiation, de propa-
gation, de terminaison et de transfert de chaînes. La présence de la poudrette influence les
cinétiques de toutes ces réactions.

Dans ce contexte, des travaux (Brydon et al., 1974) et (Cameron et Qureshi, 1980) ont été
menés pour étudier la polymérisation par greffage du styrène sur du polybutadiène dans une
solution de benzène à 60°C avec du peroxyde de benzoyle comme initiateur. Ils ont proposé
un mécanisme de polymérisation par greffage initié par des radicaux primaires et ont constaté
que la vitesse de réaction du radical primaire sur les molécules du monomère (styrène) était
légèrement supérieure à celle attaquant le polymère (polybutadiène).

Manaresi et al. (1975) ont étudié le greffage du styrène sur du polybutadiène à 100°C en
utilisant du peroxyde de α-dicumyle comme initiateur. Ils ont également proposé un mécanisme
réactionnel et ont suggéré que le greffage était susceptible de se produire par attaque radicalaire
sur le polybutadiène.

Des études fondamentales sont décrites par Huang et Sundberg (1995a) et Huang et Sund-
berg (1995b). Leurs travaux fournissent un modèle et des données sur la cinétique de la poly-
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mérisation.

Plus récemment, Woloszyn et al. (2013) ont estimé les paramètres d’un modèle décrivant
l’homopolymérisation du styrène à des températures industrielles (90-170°C) et ce à l’aide de
données issues de la littérature.

3.2 Dispositif expérimental et techniques de mesures

Nous avons réalisé le greffage du styrène dans les poudrettes de pneus en suivant les étapes
expérimentales décrites ci-dessous et illustrées sur le schéma de la figure (3.2) :

1. Le styrène est mis dans un bécher puis mélangé aux amorceurs : le DCP et le BPO. La
solution est mélangée pendant 30 minutes à température ambiante.

2. Le GDP est mélangé à la solution au goutte-à-goutte.

3. Le mélange réactionnel est introduit dans un réacteur fermé, équipé d’un système d’agi-
tation, d’une sonde de température et d’un condenseur à reflux. Le montage expérimental
(réacteur + son environnement) est décrit sur la figure (3.3).
Lorsque la viscosité augmente, le mélange réactionnel nécessite un échange thermique
entre la paroi et le centre de la cuve du réacteur. L’agitateur consiste en une pale ancre
(voir la figure (3.4)) dont la vitesse d’utilisation a été d’environ 20 tr/min.

4. Le volume réactionnel est ensuite chauffé grâce à la double enveloppe du réacteur qui
contient un fluide caloporteur (huile). Nous considérons que le temps initial t = 0 corres-
pond à l’instant où le mélange réactionnel atteint la première température calculée. La
réaction de polymérisation commence certainement avant, mais sera considérée négligée.

Poudrette
Styrène

+
amorceurs poly(M-g-G)

Polystyrène

Figure 3.2 – Polymérisation du styrène en présence de granulats de pneus
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Figure 3.3 – Photographie du montage expérimental pour le greffage des polymères

Figure 3.4 – Hélice pour agitateur de type pale ancre
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3.2.1 Réactifs chimiques

Les granulats de pneus proviennent de l’entreprise « REGENE ». Ils ont été obtenus par
un procédé de broyage par cryogénie. Le diamètre maximum des particules est de 0,8mm.

Le styrène, le peroxyde de benzoyle (BPO), le peroxyde de dicumyle (DCP) ainsi que
l’hydroquinone (HQ) utilisés ont une pureté supérieure à 99% et ont été acheté de Sigma-
Aldrich.

3.2.2 Extracteur de Soxhlet et mesure de l’éfficacité de greffage

L’appareil de Soxhlet permet de faire une extraction par solvant d’une espèce chimique
contenue dans une poudre solide. Le chloroforme a été utilisé comme solvant pour dissoudre
l’homopolymère (le polystyrène libre). Une photo de l’appareil utilisé est montrée sur la fi-
gure (3.5) Le polystyrène libre et l’hydroquinone sont solubles dans le chloroforme. À l’inverse,
le GDP et le polystyrène greffé y sont insolubles. Une durée de 6 heures est nécessaire pour
l’extraction (Yu, 2015).

Figure 3.5 – Extracteur de Soxhlet

L’efficacité de greffage, que nous noterons GE, représente le rapport entre la quantité de
polystyrène greffé et la quantité totale de polystyrène synthétisé. L’extracteur de Soxhlet per-
met de séparer le polystyrène libre de l’échantillon. Ce dernier est mis dans un filtre permettant
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d’enlever le solvant. Un bilan massique (entre avant et après l’extraction) permet le calcul de
cette efficacité, moyennant la connaissance du taux de conversion.

3.2.3 Mesure du taux de conversion

Le taux de conversion représente la quantité totale de styrène ayant polymérisé et donc qui
a été consommé. Sa mesure est effectuée par gravimétrie.

La masse de l’échantillon est mesurée. Il est ensuite mélangé à une masse connue d’hydro-
quinone en solution à 2 g.l−1 de manière à arrêter la réaction de polymérisation. Le système
non polymérisé est évaporé. Le mélange est maintenu à une température de 170°C pendant 15
minutes. Le styrène qui n’a pas polymérisé s’évapore et nous obtenons un mélange de polymères
greffé et libre, de GDP et de HQ.

Une seconde mesure de la masse permet de connaître la quantité de styrène évaporé et d’en
déduire le taux de conversion.

3.3 Modélisation du greffage du styrène sur des granu-
lats de pneus

Nous présentons dans cette section les différents éléments de modélisation considérés pour la
prédiction de la réaction de greffage des polymères. Les équations du modèle sont décrites dans
le cas d’un réacteur fermé ; une analyse d’estimabilité suivie d’une identification paramétrique
sont effectuées et les résultats du modèle sont comparés à des mesures expérimentales.

Le modèle cinétique prend en compte une initiation chimique (par l’introduction d’un ou
plusieurs amorceurs) et d’une initiation thermique. Cette dernière comprend la dimérisation
de Diels-Alder qui est une réaction réversible, la formation de radicaux (réaction du produit
de Diels-Alder avec une molécule de styrène) et la formation de trimères inertes. De plus,
tout comme dans (Kotoulas et al., 2003), un modèle de volume libre décrit la variation des
constantes cinétiques de terminaison et de propagation ainsi que de l’efficacité des amorceurs
en fonction de l’avancement de la réaction.

Les prédictions du modèle seront utiles pour la suite de l’étude que ce soit pour la réso-
lution d’un problème d’optimisation dynamique ou de la mise en œuvre d’observateur pour
l’estimation de l’état du système.
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3.3.1 Mécanisme réactionnel

Un mécanisme réactionnel général pour le greffage du styrène par radicaux libres et en
solution est décrit ci-dessous. Deux amorceurs sont utilisés pour initier la réaction : le peroxyde
de benzoyle (BPO) et le peroxyde de dicumyle (DCP). Leur usage a deux objectifs :

— amorcer la polymérisation classique du styrène ;
— attaquer le radical dérivé de l’amorceur sur le GDP pour produire un site radicalaire où

la polymérisation par greffage peut avoir lieu.
Lors de la polymérisation du styrène dans une particule de GDP, le monomère est greffé

sur une molécule de polymère et deux types de polymérisation peuvent avoir lieu :
1. L’homopolymérisation du styrène, qui produit des chaînes de polystyrène (PS) non at-

tachées aux particules de GDP, dit PS libre.
2. La polymérisation par greffage du styrène avec une chaîne de GDP, qui produit du PS

attaché au GDP, dit GDP-g-PS
Les réactions mises en jeu lors du greffage des polymères par radicaux libres sont expliquées

dans la partie suivante.

Décomposition thermique des amorceurs

Les molécules des initiateurs ou amorceurs sont symétriques et se décomposent en deux
espèces radicalaires identiques. Lors de leur décomposition thermique, comme indique la ré-
action (3.1), nous supposons que l’amorceur I se dissocie thermiquement en deux radicaux
primaires PR, avec un coefficient de vitesse kd.

I f×kd−−−→ 2PR (3.1)

où f est un facteur d’efficacité de l’amorceur. Il désigne la probabilité qu’a un radical primaire
de réagir avec un monomère ou d’autres espèces réactives plutôt que de se combiner avec un
autre radical primaire et de former un produit inerte qui ne participe plus à la réaction.

Amorçage de la polymérisation

Les réactions donnant des sites actifs où peuvent s’effectuer une réaction de polymérisation
sont données par :

Initiation radicalaire du monomère : PR + M ki1−→ R1 (3.2)

Initiation thermique (Kotoulas et al., 2003) : 2M k1←→
k−1

AH (3.3)
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AH + M k2−→ AR + MR (3.4)

AR + M kA−→ R3 (3.5)

MR + M kB−→ R2 (3.6)

AH + M kC−→ D3 (3.7)

Initiation radicalaire sur le GDP : PR + G kiG−→ GPR + PRH (3.8)

GPR + M ki2−→ GR1 (3.9)

où la dimérisation réversible de Diels-Alder du styrène conduit au 1-phényl-1,2,3,9-tétrahydro-
naphtalène (AH). Ce dernier, en se combinant avec un styrène (M), forme un styryle (MR)
et un radical 1-phényltérétralyle (AR). De plus, le MR et le AR peuvent encore produire des
chaînes polymères.

Enfin, la réaction du AH avec du styrène peut donner un trimère (polymère mort composé
de trois monomères D3) (Kotoulas et al., 2003; Yu, 2015).

Réactions de propagation

Les chaînes libres et greffées sont supposées participer à des réactions de propagation.
Elles consistent en l’addition d’un radical libre sur une double liaison. De plus, les additions se
produisent de manière successive. Elles surviennent de manière classique, pour l’homopolymère
et pour le polymère greffé.

Propagation pour l’homopolymérisation : Rn + M kp−→ Rn+1 (3.10)

Propagation pour la polymérisation par greffage : GRn + M kpG−→ GRn+1 (3.11)

où kp est la constante de vitesse de propagation pour l’homopolymérisation et kpG est la
constante de vitesse de propagation pour la polymérisation par greffage. La valeur de kpG
devrait être plus faible que kp puisque la partie greffée est supposée avoir une mobilité réduite.

Réactions de transfert de chaîne

Les chaînes polymères en croissance sont transférées vers d’autres molécules de monomère
et de GDP. Les réactions de transfert de chaîne influent généralement peu sur la vitesse de
polymérisation mais affectent grandement les résultats obtenus pour les masses molaires. Cer-
tains auteurs mettent en doute leurs validités pour le système actuel mais les utilisent tout de
même dans leurs modèles (Woloszyn et al., 2013). Seules les réactions de transfert de chaînes
vers le polymère greffé sont considérées comme négligeables (Yu, 2015).
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La réaction (3.20) est une réaction de scission de chaîne impliquant un radical primaire.
Cette réaction peut influencer les valeurs obtenues pour les masses molaires du polymère et
ce principalement dans les cas où le mélange réactionnel est maintenu à des températures
relativement élevées. Ce cas est fréquent pour assurer un taux de conversion élevé.

Les réactions de transfert de chaînes considérées sont présentées ci-dessous :

Transfert de chaine au monomère : Rn + M kfm−→ Dn + R1 (3.12)

GRn + M kfm−→ GDn + R1 (3.13)

Transfert de chaine au GDP : Rn + G kfg−→ Dn + GPR (3.14)

GRn + G kfg−→ GDn + GPR (3.15)

Transfert de chaine au AH (adduct) : Rn + AH kfa−→ Dn + AR (3.16)

GRn + AH kfa−→ GDn + AR (3.17)

Transfert vers le polymère libre : Rn + Dm
kfp−→ Rm + Dn (3.18)

GRn + Dm
kfp−→ GDn + Rm (3.19)

Réaction de scission : PR + Dn
kS−→ Dn−m + Rm (3.20)

Ces réactions ont lieu entre les chaînes de polymères (libre et greffé), mais aussi entre
les chaînes polymères et d’autres espèces mises en jeu. Les valeurs des constantes cinétiques
(kfm, kfg, kfa, etc.) peuvent drastiquement varier d’une réaction à une autre, étant donné les
différences entre les espèces mises en jeu.

Réactions de terminaison

Les réactions de terminaison se font entre deux radicaux réagissant soit par recombinaison,
soit par dismutation, soit avec un radical primaire. Dans le premier cas, une liaison est for-
mée entre deux radicaux, la molécule résultante étant la somme de ces deux dernières. Dans
le deuxième cas, les chaînes de polymère sont saturées, aucune modification de taille n’est
constatée. Dans le troisième cas, les chaînes de polymère réagissent avec un radical primaire
issu de la décomposition des amorceurs.

Terminaison par recombinaison : Rn + Rm
ktc−→ Dn+m (3.21)
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GRn + GRm
ktcG−→ GDn+m (3.22)

Rn + GRm
ktc−→ GDn+m (3.23)

Terminaison par dismutation : Rn + Rm
ktd−→ Dn + Dm (3.24)

GRn + GRm
ktdG−→ GDn + GDm (3.25)

GRn + Rm
ktd−→ GDn + Dm (3.26)

Terminaison par radicaux primaires : Rn + PR ktpr−→ Dn (3.27)

GRn + PR ktpr−→ GDn (3.28)

Dans le schéma cinétique ci-dessus, les lettres Rn et GRn symbolisent les chaînes de poly-
mères vivantes du polymère libre et greffé respectivement. De façon similaire, les lettres Dn et
GDn symbolisent les chaînes de polymères mortes du polymère libre et greffé respectivement.
L’indice n représente le degré de polymérisation du monomère.

La vitesse de production des chaînes polymères peut être obtenue en combinant les réactions
chimiques du mécanisme réactionnel considéré. Cela permet donc de décrire la consommation et
la création des différentes chaînes polymères c’est-à-dire la vitesse d’apparition et de disparition
des chaînes greffées et libres.

Sur la base de ce schéma cinétique, comprenant les différentes espèces mises en jeu dans le
réacteur, un modèle phénoménologique peut être établi.

3.3.2 Équations du modèle

Deux amorceurs sont utilisés afin de réduire le temps de réaction et d’augmenter la conver-
sion du monomère. Le peroxyde de benzoyle (BPO) est connu pour former des liaisons chi-
miques entre le caoutchouc et le polystyrène (Coiai et al., 2006) en plus de se décomposer à de
faibles températures.

À l’inverse, le peroxyde de dicumyl (DCP) est un amorceur ayant une faible activité et se
décompose à de fortes températures. Par conséquent, la réaction chimique est réalisée avec du
BPO et du DCP en tant que mélange d’amorceurs. Les résultats de (Yu, 2015) indiquent que
le DCP est un amorceur légèrement plus efficace que le BPO pour la réaction de greffage du
styrène sur le GDP à haute température.
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3.3.2.1 Générations des chaînes polymères

La génération de chaînes de polymères vivantes et mortes, qu’elles soient greffées ou libres,
peut être obtenue à partir du schéma cinétique décrit précédemment (Keramopoulos et Kipa-
rissides, 2002).

Ainsi, sur la base de ce dernier, les vitesses de réaction des différentes espèces de chaînes
polymères de taille n peuvent être déduites :

— Chaînes polymères libres vivantes, Rn

rRn =
[
ki1[PR][M] + kfm[M]

( ∞∑
m=1

Rm +
∞∑
m=1

GRm

)]
δ(n− 1)+ (3.29)

kA[AR][M]δ(n− 3) + kB[MR][M]δ(n− 2) + kp(Rn−1 − Rn)[M]

− (kfm[M] + kfg[G] + kfa[AH])Rn + kS[PR]
∞∑

m=n+1

( 2
m− 1Dm

)

− (ktc + ktd)Rn

∞∑
m=1

Rm − (ktc + ktd)Rn

∞∑
m=1

GRm − ktpr[PR]Rn

— Chaînes polymères libres mortes, Dn

rDn =kC [AH][M]δ(n− 3) + (kfm[M] + kfg[G] + kfa[AH])Rn (3.30)

− kS[PR](n− 1)Dn + ks[PR]
∞∑

m=n+1

( 2
m− 1Dm

)

+ ktc
2

n−1∑
m=1

RmRn−m + ktdRn

( ∞∑
m=1

Rm +
∞∑
m=1

GRm

)
+ ktprRn[PR]

— Chaînes polymères greffées vivantes, GRn

rGRn =ki2[GPR][M]δ(n− 1) + kpG(GRn−1 −GRn)[M] (3.31)

− (kfm[M] + kfg[G] + kfa[AH])GRn − (ktcG + ktdG)GRn

∞∑
m=1

GRm

− (ktc + ktd)GRn

∞∑
m=1

Rm − ktpr[PR]GRn

— Chaînes polymères greffées mortes, GDn

rGDn =(kfm[M] + kfg[G] + kfa[AH])GRn + ktcG
2

n−1∑
m=1

GRmGRn−m (3.32)
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+ ktdGGRn

∞∑
m=1

GRm + ktdGRn

∞∑
m=1

Rm + ktc
∞∑
m=1

GRmRn−m + ktprGRn[PR]

où δ(n) représente le symbole de Kronecker défini comme suit :

δ(n− i) =
 1 si n = i

0 si n 6= i
(3.33)

Un bilan de matière appliqué aux différentes espèces aboutit généralement à un système in-
fini d’équations différentielles. Pour résoudre ce problème, plusieurs techniques mathématiques
existent (Verros et al., 2005).

Dans la présente étude, la méthode des moments est utilisée pour reformuler le système
infini en un système différentiel fini qui peut être facilement résolu. Cette méthode est basée
sur une représentation statistique des propriétés molaires moyennes du polymère. Les moments
sont définis, pour les chaînes de polymères comme suit :

λk =
∞∑
n=1

nkRn (3.34a)

µk =
∞∑
n=1

nkDn (3.34b)

νk =
∞∑
n=1

nkGRn (3.34c)

ξk =
∞∑
n=1

nkGDn (3.34d)

Sur la base du schéma cinétique décrit précédemment, un modèle du réacteur batch de
greffage peut être établi. Le réacteur est supposé isotherme et parfaitement agité. Le terme
[e] correspondra à la concentration de l’espèce e. Ci-dessous le modèle du réacteur batch de
greffage utilisé :

1
V

d(V [I])
dt =− kd[I] (3.35a)

1
V

d(V [M])
dt =rM = 2k−1[AH]− 2k1[M]2 −

(
ki1[PR] + k2[AH] + kA[AR] (3.35b)

+kB[MR] + kC [AH] + ki2[GPR] + kfm(λ0 + ν0) + kpλ0 + kpGν0
)

[M]
1
V

d(V [PR])
dt =2fkd[I]− (ki1[M] + kiG[G] + ksµ0 + ktpr(λ0 + ν0))[PR] (3.35c)

1
V

d(V [GPR])
dt =kiG[PR][G]− ki2[GPR][M] + kfg(λ0 + ν0)[G] (3.35d)

79



Chapitre 3 – Greffage des polymères

1
V

d(V [AH])
dt =k1[M]2 − k−1[AH]−

(
(k2 + kc)[M] + kfa(λ0 + ν0)

)
[AH] (3.35e)

1
V

d(V [MR])
dt =k2[AH][M]− kB[MR][M] (3.35f)

1
V

d(V [AR])
dt =k2[AH][M]− kA[AR][M] + kfa(λ0 + ν0)[AH] (3.35g)

1
V

d(V λk)
dt =ki1[PR][M] + kfm[M] (λ0 + ν0) + 3kkA[AR][M] + 2kkB[MR][M] (3.35h)

+ kp[M]
 k∑
j=0

(
k

j

)
λj − λk

− (kfm[M] + kfg[G] + kfa[AH]
)
λk

+ 2kS[PR]T1 − (ktc + ktd)λk(λ0 + ν0)− ktpr[PR]λk
1
V

d(V µk)
dt =3kkc[AH][M] +

(
kfm[M] + kfg[G] + kfa[AH]

)
λk (3.35i)

− kS[PR](µk+1 − µk) + 2kS[PR]T1 + ktc
2

k∑
j=0

(
k

j

)
λjλk−j

+ ktd(λ0 + ν0)λk + ktpr[PR]λk
1
V

d(V νk)
dt =ki2[GPR][M] + kpG[M]

 k∑
j=0

(
k

j

)
νj − νk

− ktpr[PR]νk (3.35j)

−
(
kfm[M] + kfg[G] + kfa[AH]

)
νk

− (ktcG + ktdG)νkν0 − (ktc + ktd)νkλ0

1
V

d(V ξk)
dt =

(
kfm[M] + kfg[G] + kfa[AH]

)
νk + ktdGνkν0 + ktdνkλ0 (3.35k)

+ ktcG
2

k∑
j=0

(
k

j

)
νjνk−j + ktcG

k∑
j=0

(
k

j

)
νjλk−j + ktpr[PR]νk

1
V

dV
dt =rM

(
1
dm
− 1
dp

)
Mm (3.35l)

1
V

d(V [G])
dt =− kiG[G][PR]− kfg[G](λ0 + ν0) (3.35m)

où le terme T1 correspond à l’expression :

T1 =
k∑
j=0

(
k

j

)
Bj

k − j + 1µk−j (3.36)

où
(
n

m

)
désigne le nombre de combinaisons possibles dans un ensemble de n individus en
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groupes de m individus définis comme :
(
n

m

)
= n!
m!(n−m)! (3.37)

et Bj sont les nombres de la série de Bernoulli (c.à.d., B0 = 1, B1 = −1
2 , B2 = 1

6 , etc.).

Enfin, la technique de Hulburt et Katz (1964) a été appliquée afin de fermer le problème,
c’est-à-dire approximer µ3 nécessaire pour l’intégration (3.35i). Cette approximation est donnée
par :

µ3 = µ2

µ0µ1

(
2µ0µ2 − µ2

1

)
(3.38)

La concentration initiale de AH est calculée sur la base de l’approximation de l’état quasi-
stationnaire (Woloszyn et al., 2013) et les conditions initiales peuvent s’écrire :

[I]t=0 = [I]0 (3.39)

[M]t=0 = [M]0 = mM

V0Mm

(3.40)

[AH]t=0 = k1 ([M]0)2

k−1 + ki[M]0
(3.41)

V (0) = V0 (3.42)

[G]t=0 = [G]0 = mGDP

V0MGDP
(3.43)

Les variables restantes sont initialement nulles.

Les variables mGDP et mM représentent les masses initiales de GDP et de monomère res-
pectivement. V0 représente le volume initial du système réactionnel.

Le terme de concentration [G], décrit dans l’équation (3.35m), représente la concentration
en site actif de la poudrette de pneus pouvant être amorcée par des radicaux libres. Ces sites
sont généralement des doubles liaisons comme montré sur la figure (3.6).

3.3.2.2 Modèle de diffusion

Un autre point à prendre en compte est l’augmentation de la viscosité du système réac-
tionnel due à la transformation du monomère en polymère. La mobilité des macromolécules
et, éventuellement (à des taux de conversion très élevés) des molécules plus petites, est consi-
dérablement réduite, affectant ainsi la cinétique des réactions (Marten et Hamielec, 1982).
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*
*

Chaîne contenant des sites actifs

monomère

Figure 3.6 – Greffage de chaînes sur des sites actifs

Les équations présentées ensuite amènent les paramètres cinétiques ktc, ktd, kp, et f , utilisés
dans les simulations, à changer lorsque le volume libre total disponible dans le système di-
minue. Les équations décrivant l’évolution des cinétiques de réactions sont décrites ci-dessous
(Woloszyn et al., 2013) :

Première phase :

Initialement, lorsque le volume libre est important et que la viscosité est faible, toutes
les molécules diffusent librement et les réactions sont limitées chimiquement. Dans cette pre-
mière étape de la polymérisation, les réactions de terminaison sont légèrement influencées par
l’augmentation de la viscosité comme indiqué dans l’équation suivante :

kt,seg = kt0(1 + δcCpMm) (3.44)

où Cp représente la concentration de polystyrène libre dans le système réactionnel et kt,seg à la
nouvelle valeur de la constante de terminaison que ce soit par recombinaison, par dismutation
ou par radicaux libres.

Deuxième phase :

La deuxième étape de la polymérisation commence lorsque la terminaison devient contrôlée
par la diffusion. La viscosité croissante et la diminution du volume libre entravent la diffusion
des chaînes polymères, ce qui entraîne des vitesses de terminaison nettement inférieures après
un point critique c’est-à-dire lorsque K calculé à partir de l’équation (3.45) atteint la valeur
critique de Kcr calculée à l’aide de l’équation (3.46).

K = M
0.5
w e

A
Vf (3.45)

Kcr = Acr e
Ecr
RT (3.46)
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Vf = [0.025 + αp(T − Tgp)]
Vp
Vt

+ [0.025 + αm(T − Tgm)]Vm
Vt

(3.47)

Les constantes cinétiques de terminaison sont modifiées de la manière suivante :

kT = kt0

(
Mw,cr

Mw

)n
e−
[
A

(
1
Vf
− 1
Vf,cr

)]
(3.48)

kt,rd = kt,rd,minX + kt,rd,max(1−X) (3.49)

kt,rd,min = Aminkp,eff[M] (3.50)

kt,rd,max = Amaxkp,eff[M] (3.51)

Amin = 4
3πa

2σ1/2 (3.52)

Amax = 8
3πa

3j1/2
c (3.53)

kt,eff =
(

1
kt,seg

+ 1
kT

)−1

+ kt,rd (3.54)

Troisième phase :

La troisième étape de la polymérisation commence lorsque la diffusion de petites molécules
est significativement entravée c’est-à-dire lorsque le volume libre disponible calculé à l’aide de
l’équation (3.47) atteint une valeur critique obtenue à partir de l’équation (3.55). À ce stade,
la propagation et le transfert de chaîne vers le AH deviennent contrôlés par la diffusion.

Vf,crm = Vfcrmo e
−Ecrm
RT (3.55)

kp,eff = kpo e−B
(

1
Vf
− 1
Vf,crm

)
(3.56)

Quatrième phase :

Dans la phase finale, la viscosité du système augmente à un niveau suffisamment élevé pour
inhiber la diffusion des radicaux primaires, réduisant ainsi l’efficacité de l’amorceur. Cette
étape est négligée de sorte que son efficacité reste constante, cependant des corrections ont été
proposé par les auteurs Woloszyn et al. (2013) :

CrRatio = Vf,creff
Vf,crm

(3.57a)

fi,eff = f0i exp
[
−C

(
1
Vf
− 1
Vf,creff

)]
(3.57b)
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3.3.2.3 Propriétés physico-chimiques

À partir des moments µ0, µ1 et µ2 nous pouvons calculer les masses molaires moyennes en
nombre et en poids du polymère libre :

Mn =µ1 + λ1

µ0 + λ0
Mm ≈

µ1

µ0
Mm (3.58)

Mw =µ2 + λ2

µ1 + λ1
Mm ≈

µ2

µ1
Mm (3.59)

Similairement, à partir des variables ξ0, ξ1 et ξ2 nous pouvons calculer les masses molaires
moyennes en nombre et en poids du polymère greffé :

Mgn =ξ1 + ν1

ξ0 + ν0
Mm ≈

ξ1

ξ0
Mm (3.60)

Mgw =ξ2 + ν2

ξ1 + ν1
Mm ≈

ξ2

ξ1
Mm (3.61)

Le taux de conversion du monomère, noté X est donné par

X = V0[M ]0 − V [M ]
V0[M ]0

(3.62)

L’efficacité de greffage du monomère, notée GE représente le rapport entre la quantité de
styrène qui a polymérisé par greffage et la quantité totale de styrène qui a polymérisé :

GE = ξ1

ξ1 + µ1
(3.63)

3.3.2.4 Description des paramètres du modèle

Afin de simplifier les notations, le vecteur x fera référence aux variables d’état du système :

x =
(
[IBPO], [IDCP], [M], [PR], [GPR], [AH], [MR], [AR], λ0, µ0,

ν0, ξ0, λ1, µ1, ν1, ξ1λ2, µ2, ν2, ξ2, V, [G]
)T (3.64)

De plus, le vecteur θ fera référence aux paramètres du système (constante cinétique, énergie
d’activation, etc.). Ainsi, nous pouvons résumer le modèle (3.35) par l’équation :
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ẋ = fg (x, T,θ) (3.65)

Les valeurs nominales de θ peuvent être trouvées dans la littérature. Citons par exemples
(Woloszyn et McAuley, 2011) et (Woloszyn et al., 2013) qui ont développé un modèle décrivant
la polymérisation radicalaire du styrène. Ils ont étudié sa polymérisation par radicaux libres
et ce en présence des amorceurs : le DCP, à des températures allant de 100 à 150◦C ainsi que
le BPO, à des températures allant de 70 à 90◦C.

Les constantes physiques présentes dans le modèle ainsi que leurs valeurs sont résumées dans
le tableau (3.1). Les valeurs des différents paramètres du modèle ainsi que leurs références et
une brève description sont présentées dans le tableau (3.2). Les constantes cinétiques sont
supposées suivre la loi d’Arrhenius.

Tableau 3.1 – Valeurs des grandeurs physiques dans le modèle

Grandeur Définition Valeur Unité
Mm Masse molaire du styrène 104.15 g.mol−1

R
Constante universelle des gaz
parfaits 1.987 cal.K−1.mol−1

dm Densité du styrène 923.6− 0.887× (T − 273.15) kg.l−1

dp Densité du polystyrène 1.085− 0.0605× (T − 273.15) kg.l−1

Tgm
Température de transition vi-
treuse du styrène 185 K

Tgp
Température de transition vi-
treuse du polystyrène 378 K

αm
Coefficient de l’expansion
thermique du styrène 1×10−3 K−1

αp
Coefficient de l’expansion
thermique du polystyrène 4.8×10−4 K−1

Une autre hypothèse est faite sur les constantes cinétiques kpG, ktcG et ktdG : leurs valeurs
devraient être plus faibles que kp, ktc et ktd respectivement, cela est due à un manque de
mobilité des chaînes greffées par rapport à celles qui sont libres.

Tableau 3.2 – Valeurs nominales des paramètres du modèle

no Paramètre Valeur Unité Description Réf

θ1 f 0.7 - Facteur d’efficacité de l’amorceur. (Yu, 2015)

θ2 kd0 (BPO) 6.94×1013 s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse de décomposition du BPO.

(Woloszyn et al., 2013)

Suite sur la page suivante
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Table 3.2 Valeurs nominales des paramètres du modèle – Suite

no Paramètre Valeur Unité Description Réf

θ3 EdBPO 29.19 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
de décomposition du BPO.

(Woloszyn et al., 2013)

θ4 kd0 (DCP) 9.17×1015 s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse de décomposition du DCP.

(Kotoulas et al., 2003)

θ5 Ed(DCP) 36.54 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
de décomposition du DCP.

(Kotoulas et al., 2003)

θ6 ki10 1.09×107 l.mol−1.s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse d’initiation du monomère.

(Huang et Lee, 1990; Vi-
cevic et al., 2008)

θ7 Ei1 7.051 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
d’initiation du monomère.

(Huang et Lee, 1990; Vi-
cevic et al., 2008)

θ8 k10 7.30×106 l.mol−1.s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse de dimérisation du styrène.

(Kotoulas et al., 2003;
Woloszyn et al., 2013)

θ9 E1 26.44 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
de dimérisation du styrène.

(Kotoulas et al., 2003;
Woloszyn et al., 2013)

θ10 k−10 1.14×102 s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse de la décomposition de Diels-Alder.

(Kotoulas et al., 2003;
Woloszyn et al., 2013)

θ11 E−1 13,533 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
de la décomposition de Diels-Alde.

(Kotoulas et al., 2003;
Woloszyn et al., 2013)

θ12 k20 1.63×106 l.mol−1.s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse de l’hymolyse induite du styrène.

(Kotoulas et al., 2003;
Woloszyn et al., 2013)

θ13 E2 23.883 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
décomposition de l’hymolyse induite du styrène.

(Kotoulas et al., 2003;
Woloszyn et al., 2013)

θ14 kA0 1.09×107 l.mol−1.s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse d’initiation thermique.

(Kotoulas et al., 2003)

θ15 EA 7.051 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
d’initiation thermique.

(Kotoulas et al., 2003)

θ16 kB0 1.09×107 l.mol−1.s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse d’initiation thermique.

(Kotoulas et al., 2003)

θ17 EB 7.051 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
d’initiation thermique.

(Kotoulas et al., 2003)

θ18 kC0 3.93×104 l.mol−1.s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse d’apparition du trimère.

(Kotoulas et al., 2003)

θ19 EC 21.346 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
d’apparition du trimère.

(Kotoulas et al., 2003)

θ20 kp0 1.09×107 l.mol−1.s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse de propagation.

(O’neil et al., 1998)

θ21 Ep 7.051 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
de propagation.

(O’neil et al., 1998)

Suite sur la page suivante
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Table 3.2 Valeurs nominales des paramètres du modèle – Suite

no Paramètre Valeur Unité Description Réf

θ22 kfm0 2.31×106 l.mol−1.s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse de transfert de chaine au monomère.

(Kotoulas et al., 2003)
(Tefera et al., 1994)

θ23 Efm 12.672 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
de transfert de chaine au monomère.

(Kotoulas et al., 2003;
Tefera et al., 1994)

θ24 kfa0 5.79×106 l.mol−1.s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse de transfert de chaine au AH.

(Kotoulas et al.,
2003)(Woloszyn et al.,
2013)

θ25 Efa 30.80 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
de transfert de chaine au AH.

(Kotoulas et al., 2003;
Woloszyn et al., 2013)

θ26 ks0 6.99×101 l.mol−1.s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse de la β-scission en milieu de chaine.

(Woloszyn et al., 2013)

θ27 Es 7.19 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
de la β-scission en milieu de chaine.

(Woloszyn et al., 2013)

θ28 ktc0 1.34×109 l.mol−1.s−1
Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse de terminaison par combinaison pour le
polymère libre.

(Tefera et al., 1994)

θ29 Etc 2.084 kcal.mol−1
Énergie d’activation de la constante de vitesse de
terminaison par combinaison pour le polymère
libre.

(Tefera et al., 1994)

θ30 ktd0 1.53×108 s−1
Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse de terminaison par disproportion pour le
polymère libre.

(Woloszyn et al., 2013)

θ31 Etd 1.496 kcal.mol−1
Énergie d’activation de la constante de vitesse de
terminaison par disproportion pour le polymère
libre.

(Woloszyn et al., 2013)

θ32 ktpr0 1.06×109 l.mol−1.s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse de terminaison par radicaux primaires.

(Woloszyn et al., 2013)

θ33 Etpr 1.496 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
de terminaison par radicaux primaires.

(Woloszyn et al., 2013)

θ34 kfg0 1.92 l.mol−1.s−1 Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse de transfert de chaîne au GDP.

(Yu, 2015)

θ35 Efg 1.310 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
de transfert de chaîne au GDP.

(Yu, 2015)

θ36 kiG 2.16×108 l.mol−1.s−1
Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse d’initiation sur le GDP par radicaux pri-
maires.

(Yu, 2015)

θ37 EiG 7.068 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse
d’initiation sur le GDP par radicaux primaires.

(Yu, 2015)

Suite sur la page suivante
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Table 3.2 Valeurs nominales des paramètres du modèle – Suite

no Paramètre Valeur Unité Description Réf

θ38 ki2 1.02×107 l.mol−1.s−1
Constante pré-exponentielle de la constante de
vitesse de greffage d’un monomère sur un radical
du GDP.

(Huang et Sundberg,
1995c)

θ39 Ei2 7.068 kcal.mol−1 Énergie d’activation de la constante de vitesse de
greffage d’un monomère sur un radical du GDP.

(Huang et Sundberg,
1995c)

θ40 φp 0.6 - Correspond au rapport kpG

kp
. (Yu, 2015)

θ41 φt 0.4 - Correspond aux rapports ktcG
ktc

et ktdG
ktd

. (Yu, 2015)

θ42 MGDP 100 g.mol −1 Correspond à la concentration de liaisons actives
dans le GDP par quantité de matière.

(Yu, 2015)

θ43 δc 10−3 l.g−1 Paramètre de diffusion segmentale pour le sty-
rène

(Woloszyn et al., 2013)

θ44 A 3.48×10−1 - Paramètre ajustable pour la 2e phase (Woloszyn et al., 2013)

θ45 Acr 9.44 g0.5.mol−0.5 Paramètre ajustable pour la 2e phase
(Marten et Hamielec,
1982)

θ46 Ecr 3.83 kcal.mol−1 Paramètre ajustable pour la 2e phase
(Marten et Hamielec,
1982)

θ47 n 1.75 - Coefficient relatif à la cinétique de terminaison (Woloszyn et al., 2013)

θ48 a 7.5×10−10 m.num−0.5 Distance moyenne quadratique par molécule de
monomère

(Woloszyn et al., 2013)

θ49 σ 7.4×10−10 m Diamètre de Lennard-Jones du styrène (Woloszyn et al., 2013)

θ50 jc 175 num
Nombre d’unités monomères entre les enchevê-
trements d’une chaîne polymère

(Woloszyn et al., 2013)

θ51 Vfcrmo 3.06×10−2 - Paramètre ajustable pour la 3e phase (Woloszyn et al., 2013)

θ52 Ecrm 1.67 kcal.mol−1 Paramètre ajustable pour la 3e phase (Woloszyn et al., 2013)

θ53 B 1 - Paramètre ajustable pour la 3e phase (Yu, 2015)

θ54 CrRatio 1 - Paramètre ajustable pour la 4e phase (Woloszyn et al., 2013)

θ55 C 1 - Paramètre ajustable pour la 4e phase (Woloszyn et al., 2013)

3.4 Analyse d’estimabilité paramétrique

Les modèles mathématiques sont des outils puissants pour une multitude de procédés chi-
miques, que ce soit pour la conception d’un procédé, la sélection de ses conditions opératoires
d’intérêt ou son contrôle. Lors d’un travail de modélisation, deux types d’incertitudes entachent
les prédictions des modèles ainsi développés :
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Les incertitudes structurelles, liées au modèle lui-même, sont causées par une description
inexacte du système étudié. Ces incertitudes structurelles peuvent être dues aux hypo-
thèses simplificatrices nécessaires à l’obtention d’un modèle « simulable », ou encore à des
erreurs de connaissance des phénomènes mis en jeu. Elles se traduisent par une différence
entre les équations du modèle et du système réel.

Les incertitudes paramétriques, liées aux paramètres du modèle utilisés, sont dues aux
erreurs d’estimation et de procédures adoptées dans la collecte des données expérimen-
tales utilisées. Les lois phénoménologiques décrivant la réalité (les cinétiques de réaction
par exemple) sont souvent très complexes et font intervenir une multitude de paramètres
inconnus (liés aux vitesses de réactions).

Nous supposons que le modèle a la bonne structure, et met en jeu plusieurs paramètres
inconnus. Nous nous concentrons dans cette partie sur la détermination de ces paramètres.
L’obtention de prédictions précises du modèle requiert souvent l’estimation de paramètres in-
connus et un choix de paramètres à maintenir à leurs valeurs nominales. Avec l’augmentation
du nombre de phénomènes que prend en compte le modélisateur, un modèle peut avoir plu-
sieurs dizaines de paramètres inconnus qui peuvent être trouvés dans la littérature, mais des
différences notables peuvent être constatées. Par exemple, les valeurs de certains paramètres
cinétiques de la polymérisation du styrène existent avec de grandes disparités entre les valeurs
rapportées par différents auteurs (Woloszyn et McAuley, 2011). Cependant, un point impor-
tant est l’influence de ces paramètres. En effet, ces derniers n’influencent pas sur les sorties du
système de la même manière. L’analyse de sensibilité est nécessaire pour connaître les para-
mètres les plus estimables d’un modèle à partir des mesures expérimentales disponibles, afin
d’améliorer son caractère prédictif. Il s’agit d’estimer des indices de sensibilité qui quantifient
l’influence d’un paramètre ou d’un groupe de paramètres sur les sorties du système.

3.4.1 Méthode d’orthogonalisation

Cette méthode est considérée comme étant l’une des plus populaires (Eghtesadi et McAuley,
2014). Elle permet le classement et la sélection des paramètres et a beaucoup été utilisée pour
des procédés complexes (réacteurs de polymérisation, bioréacteurs, etc.) (Yao et al., 2003). Sur
la figure (3.7) est présenté son algorithme.

La méthode se base sur la matrice des coefficients de sensibilité Z qui contient des informa-
tions sur l’influence des paramètres sur les prédictions du modèle. Les coefficients de sensibilité
sont définis comme étant

∂y

∂θ
(3.66)

et la matrice Z autour d’un θ0 nominal est obtenue grâce à :

Z|θ0 = ∂y

∂θ
(3.67)
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où y représente le vecteur des sorties du système et θ le vecteur des paramètres incertains
du modèle. Notons que les coefficients de Z dépendent de l’instant de la mesure ainsi que du
choix de θ0. L’ordre de grandeur entre les paramètres θ et les sorties du système y peut varier
de manière drastique. Afin de garantir la consistance de Z, ses éléments sont normés. Elle
est ainsi obtenue en multipliant chacun de ces éléments par des facteurs θ et y spécifiques à
chaque paramètre et sortie.

Z|θ0 = θ

y

∂y

∂θ
(3.68)

Son expression est détaillée ci-dessous :

Z =



θ1
y1

∂y1
∂θ1

∣∣∣
t1

θ2
y1

∂y1
∂θ2

∣∣∣
t1

· · · θnθ
y1

∂y1
∂θnθ

∣∣∣∣
t1

θ1
y1

∂y1
∂θ1

∣∣∣
t2

θ2
y1

∂y1
∂θ2

∣∣∣
t2

· · · θnθ
y1

∂y1
∂θnθ

∣∣∣∣
t2... ... . . . ...

θ1
y2

∂y2
∂θ1

∣∣∣
t1

θ2
y2

∂y2
∂θ2

∣∣∣
t1

· · · θnθ
y2

∂y2
∂θnθ

∣∣∣∣
t1

θ1
y2

∂y2
∂θ1

∣∣∣
t2

θ2
y2

∂y2
∂θ2

∣∣∣
t2

· · · θnθ
y2

∂y2
∂θnθ

∣∣∣∣
t2... ... . . . ...

θ1
yny

∂yny
∂θ1

∣∣∣
tN

θ2
yny

∂yny
∂θ2

∣∣∣
tN
· · · θnθ

yny

∂yny
∂θnθ

∣∣∣∣
tN



(3.69)

Chaque ligne de la matrice Z correspond à une sortie donnée, d’un instant donné. Chaque
colonne correspond à l’un des paramètres inconnus du modèle. Le coefficient de sensibilité
θ1
y2

∂y2
∂θ1

∣∣∣
t2

correspond donc à la mesure de y2 à l’instant t2 par rapport au paramètre θ1. Les
coefficients de pondération doivent être choisis judicieusement puisque ce choix influence les
résultats obtenus.

Calcul de la matrice des coefficients de sensibilité

Cette matriceZ peut être obtenue par l’intégration des équations du modèle et de sensibilité
présentées ci-dessous.

Modèle dynamique
Soit un modèle dynamique décrivant l’évolution des variables d’état d’un système et composé
des équations différentielles ordinaires suivantes

ẋ = f(x,θ)

y = h(x,θ)
(3.72)
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1. Poser L = 1 (compteur d’itérations). Calculer la norme de chaque
colonne de la matrice des coefficients de sensibilité Z comme défi-
nie dans (3.69). Le paramètre le plus estimable correspond à la jième

colonne avec la norme la plus élevée.
2. Prendre la jème colonne de la matrice Z et la mettre dans une
matrice qu’on notera XL.
3. Calculer ẐL :

ẐL = XL

(
XT

LXL

)−1
XT

LZ (3.70)
Calculer la matrice résiduelle :

RL = Z − ẐL (3.71)
4. Calculer la norme de chaque colonne de la matriceRL. Le (L+1)ième

paramètre le plus estimable correspond à la colonne deRL avec la plus
grande norme.
5. Augmenter L de 1. Sélectionnez les colonnes qui correspondent aux
(L+ 1) paramètres les plus estimables et les mettre dans XL.
6. Répéter les étapes 3-5 jusqu’à classement de tous les paramètres ou
jusqu’à difficulté numérique lors de l’inversion matricielle dans l’équa-
tion (3.70) (matrice quasi-singulière) ou encore lorsque la norme cal-
culée à l’étape (4.) est inférieure à un seuil d’arrêt.

Figure 3.7 – Algorithme d’orthogonalisation (Yao et al., 2003)

où x ∈ Rnx correspond au vecteur des variables d’état du système. Notons l’absence ici de
l’entrée u pour des raisons de simplifications des notations.

Équations de sensibilité
Les équations de sensibilité sont explicitement déduites du modèle (3.72) et sont utilisées pour
le calcul des coefficients de sensibilité. En prenant

xθ = ∂x

∂θ
(de même pour yθ = ∂y

∂θ
) (3.73)

nous définissons les équations de sensibilité suivantes :
ẋθ = ∂f(x,θ)

∂x
xθ + ∂f(x,θ)

∂θ

yθ = ∂h(x,θ)
∂x

xθ + ∂f(x,θ)
∂θ

(3.74)

où xθ ∈ Rnx×nθ et yθ ∈ Rny×nθ .

L’intégration des équations de sensibilité se fait simultanément avec l’intégration du modèle
dynamique. Les conditions initiales des équations de sensibilité peuvent s’écrire xθ(0) = ∂x0

∂θ

pour les sensibilités des variables d’état par rapport aux paramètres du modèle. Dans le cas
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général, les valeurs x0 ne dépendent pas de θ et nous pouvons écrire que xθ(0) = 0. Nous
verrons plus loin que ce cas n’est pas toujours vrai.

Enfin, il existe deux points qui influencent l’estimabilité d’un paramètre donné :
• L’impact de ce paramètre sur les sorties y.
• La corrélation entre l’influence du paramètre sur les sorties et les effets des autres para-

mètres estimables.
Cette méthode présente l’intérêt d’être simple et applicable à des procédés complexes en

plus de nécessiter un temps de calcul faible. Cependant, la matrice des coefficients de sensibilité
Z est évaluée à un θ0 donné comme montré dans l’équation (3.68). Par conséquent, le résultat
de la méthode dépend des valeurs initiales choisies. Or, les valeurs peuvent être très incertaines.
De plus, la méthode nécessite un seuil d’arrêt. Ce critère correspond à la norme en dessous de
laquelle on considère que les paramètres n’ont plus d’influence significative sur les sorties du
système. Ce choix est considéré comme arbitraire car aucune règle ne le définit. Une faible valeur
de ce seuil permettrait de classer tous les paramètres (en supposant que la matrice

(
XT

LXL

)−1

soit toujours inversible dans l’équation (3.70)). La méthode est ainsi utilisée dans le but de
classer les paramètres inconnus d’un modèle du plus estimable au moins estimable. Lorsqu’un
seuil est choisi, l’ensemble des paramètres inconnus du modèle peut être divisées en deux sous-
ensembles : θest correspondant aux paramètres estimables du problème et θlit correspondant
aux paramètres non-estimables. Les paramètres non estimables sont généralement fixés à des
valeurs nominales issues de la littérature ou encore provenant de procédures d’identification
paramétrique effectuées avec d’autres expériences.

La méthode est appliquée à l’ensemble des points expérimentaux disponibles.

3.4.2 Méthode de sélection basée sur le modèle

Le problème du choix arbitraire du seuil ainsi que le désir d’obtention d’un modèle pré-
cis et fiable ont fait l’objet des travaux (Wu et al., 2011) proposant une méthode basée sur
l’erreur quadratique, dans le but de déterminer le nombre de paramètres à estimer à partir
de la liste classée par la méthode d’orthogonalisation présentée précédemment. Dans ce qui
suit nous décrivons l’algorithme de la méthode. Cette dernière utilise un critère basé sur des
considérations statistiques à l’inverse de la première méthode qui propose un choix arbitraire
du seuil. L’évaluation des paramètres estimables par cette méthode requiert des données expé-
rimentales et la résolution de plusieurs problèmes de moindres carrés. Malgré cela, la méthode
reste relativement rapide à mettre en œuvre.

Algorithme de l’approche de Wu et al. (2011)

1. Classer les paramètres du plus au moins estimable en utilisant l’algorithme d’orthogona-
lisation comme décrit dans le tableau (3.7).
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2. Identifier le premier paramètre de cette liste qui minimise la somme quadratique des
déviations des mesures aux prédictions. Ensuite, identifier les deux premiers paramètres
de cette liste. Puis les trois premiers. Ainsi de suite jusqu’à identification de tous les
paramètres classés.
• Le problème d’identification par la méthode des moindres carrés est résolu en fixant

tous les autres paramètres à leurs valeurs nominales :

min
θest

Jmse =
ny∑
i=1

N∑
m=1

(
yi|tm − ỹi|tm

ωi

)2

s.à. θest ∈ Θ
(3.75)

où yi|tm sont les mesures, ỹi|tm sont les prédictions du modèle et ωi sont des poids
de pondération traduisant les incertitudes des mesures.
• Nous noterons la fonction objectif utilisée pour l’identification des L paramètres les

plus estimables tout en fixant les nθ−L paramètres restants par Jmse
L où l’exposant

signifie mean square error.
• La contrainte θest ∈ Θ assure la cohérence physique des paramètres obtenus.

3. Calculer le rapport critique :

rc,L =
Jmse
L − Jmse

nθ

nθ − L
(3.76)

pour L = 1, . . . , nθ − 1
4. Calculer le rapport critique corrigé pour chaque valeur de L :

rcc,L = nθ − L
Nny

(rcKub,L − 1) (3.77)

où rcKub,L = max
(
rc,L − 1, 2

nθ − L+ 2rc,L
)

(3.78)

5. Sélectionner les L paramètres qui correspondent à la valeur la plus faible de rcc,L comme
étant les paramètres estimables.

Les deux méthodes proposées ont été utilisées dans cette étude pour estimer les modèles
décrivant des réacteurs de polymérisation (Woloszyn et McAuley, 2011).

3.4.3 Données expérimentales

L’estimabilité paramétrique permet donc de déterminer, parmi tous les paramètres θ du
modèle de greffage présentés dans le tableau (3.2), ceux qui sont estimables à partir de données
expérimentales disponibles.
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Le modèle du réacteur batch doit prédire avec précision l’évolution des masses molaires
moyennes Mn et Mw, du taux de conversion X et de l’efficacité de greffage GE par rapport
au temps.

En raison des connaissances actuelles sur les mécanismes réactionnels lors d’une réaction
de polymérisation et des phénomènes d’auto-accélération, les modèles développés sont souvent
complexes et contiennent un grand nombre de paramètres incertains. La procédure d’estima-
bilité des paramètres ainsi que les résultats sont présentés dans ce qui suit.

Le travail de (Yu, 2015) présente un travail expérimental imposant où les variables X, GE,
Mn etMw ont été mesurées à différentes conditions expérimentales. Nous définissons le vecteur
des mesures comme suit :

y = [X,GE,Mn,Mw]T (3.79)

Le modèle de greffage comporte un nombre élevé de paramètres (55 exactement). Les me-
sures des grandeurs physiques énumérées vont nous permettre d’estimer une partie des para-
mètres inconnus du modèle. Les équations de sensibilité (3.74), correspondant au modèle de
greffage, sont intégrées pour chacune des 33 expériences dans (Yu, 2015). Ainsi, la matrice des
coefficients de sensibilité Z peut être calculée selon l’équation (3.69). Le nombre de colonne de
la matrice de sensibilité est de 55.

Les valeurs des constantes de vitesse dans les réactions (3.1)-(3.28) peuvent varier de ma-
nière significative en raison des différences entre les espèces chimiques présentes. Afin de ga-
rantir la consistance du problème, les sorties et les paramètres du système sont normés suivant
les valeurs présentées dans le tableau (3.3) et le tableau (3.4) respectivement.

3.4.4 Résultats de l’analyse d’estimabilité

Le résultat de l’algorithme d’orthogonalisation est présenté dans le tableau (3.5). L’algo-
rithme s’est arrêté à l’itération numéro 20 dû à l’incapacité numérique d’inversion matricielle
dans l’équation (3.70).

Les résultats utilisant la méthode de Wu et al. (2011) donne un arrêt au paramètre numéro
10.

y X Mn Mw GE
y 1 104 104 1

Tableau 3.3 – Facteurs de normalisation pour les sorties du système

Ces résultats permettent de mettre en évidence les phénomènes physico-chimiques prépon-
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no du paramètre 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
θ 1 1013 10 1015 10 107 1 106 10 102 10 106 10 107

no du paramètre 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
θ 1 107 1 104 10 107 1 107 1 106 10 106 10 102

no du paramètre 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42
θ 1 109 1 107 1 109 1 108 1 10 1 1 1 102

Tableau 3.4 – Facteurs de normalisation pour les paramètres du modèle

Rang Paramètre Numéro Norme
1 kp0 θ20 8.48
2 f θ1 5.06
3 MGDP θ42 1.52
4 kd0 (BPO) θ2 1.22
5 φp θ40 0.852
6 kd0 (DCP) θ4 0.608
7 φt θ41 0.390
8 kfm0 θ22 0.258
9 ktc0 θ28 0.189
10 ki10 θ6 0.048
11 δc θ43 0.028
12 kfg0 θ34 0.016
13 kiG0 θ36 0.0062
14 k10 θ8 0.002
15 k20 θ12 2.23×10−4

16 ktd0 θ30 7.54×10−5

17 ktpr0 θ32 1.46×10−5

18 k−10 θ10 5.66×10−6

19 kC0 θ18 1.90×10−6

20 ki20 θ38 9.89×10−7

Tableau 3.5 – Résultats de l’algorithme d’orthogonalisation sur le modèle de greffage
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dérants. La propagation est l’une des principales étapes de la polymérisation radicalaire. C’est
au cours de cette étape que les chaînes macromoléculaires se forment par additions successives
d’unités monomères sur le « macro-radical » en croissance. La constante de vitesse de pro-
pagation kp0 agit sur cette vitesse que ce soit pour l’homopolymérisation mais aussi pour le
greffage des chaînes polymères ce qui explique son grand impact sur les sorties y mesurées.

Les paramètres ki10 , f , kd0(BPO) et kd0(DCP) correspondent à l’opération d’amorçage qui
déclenche la synthèse globale et par conséquent influencent grandement les sorties. De plus,
la décomposition des amorceurs se fait tout au long de la synthèse et seule une fraction des
radicaux formés amorce effectivement la réaction.

Le paramètre MGDP représente la concentration de sites actifs qui peuvent être attaqués
par un radical et entrainer un greffage. Le paramètre affecte donc les résultats de l’efficacité
de greffage, mais aussi le taux de conversion.

3.5 Identification des paramètres

Grâce à l’analyse d’estimabilité, nous connaissons l’ensemble θest des paramètres estimables
du modèle. Ainsi, l’identification paramétrique portera sur le sous-ensemble θest. Les valeurs
des paramètres restants, soient θlit, sont fixées à leurs valeurs nominales ou encore à des valeurs
basées sur des connaissances du modélisateur. Cette procédure d’identification consiste en la
recherche d’un θest qui minimise l’écart entre les mesures réelles et les prédictions du modèle.
Cela consiste donc en la résolution du problème d’optimisation (3.75) que nous rappelons ici

θid := argmin
θest

ny∑
i=1

N∑
m=1

(
yi|tm − ỹi|tm

ωi

)2

s.à. θest ∈ Θ
(3.80)

Les écarts entre prédictions et mesures sont ainsi minimisés et la valeur optimale des para-
mètres est notée θid. Afin d’assurer la cohérence physique des valeurs obtenues pour les diffé-
rents paramètres, des contraintes (généralement sous forme de bornes) sont introduites dans le
problème d’identification. De plus, afin d’assurer le fait que le problème d’identification (3.80)
ne privilégie pas la minimisation d’un écart au détriment d’un autre, les coefficients ωi servent
de pondération. Ils assurent que les différents écarts soient du même ordre de grandeur. Les
coefficients de pondération ωi n’ont qu’un indice i faisant référence aux différentes sorties du
système mais nous pouvons spécifier des valeurs uniques de ω pour chaque temps tN ou encore
pour chaque expérience. Effectivement, cela permet d’affiner les prédictions du modèle sous
certaines conditions opératoires en affectant des valeurs de coefficients de pondérations plus
faibles.
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Les paramètres estimables, résultat de l’analyse d’estimabilité, sont maintenant prêts à
être identifiés. Les valeurs issues de la littérature permettent d’avoir une valeur initiale des
paramètres qui sont représentés dans le tableau (3.2).

Le problème d’identification est soumis à

θestmin ≤ θest ≤ θestmax (3.81)

pour assurer la cohérence physique des résultats. Ainsi, sur le tableau (3.6) sont présentées
les bornes inférieures θestmin et supérieures θestmax pour la résolution du problème d’identifica-
tion (3.80).

Rang Paramètre θ θestmin θestmax Unité Référence
1 kp0 θ20 1.02×107 7.138×109 l.mol−1.s−1 (O’neil et al., 1998)
2 f θ1 0.3 1 - (Yu, 2015)
3 MGDP θ42 0 200 g.mol −1 -

4 kd0 (BPO) θ2 2.88×1012 1.7×1015 s−1 (Woloszyn et al.,
2013)

5 φp θ40 0 1 - -

6 kd0 (DCP) θ4 3.06×1012 1×1016 s−1 (Kotoulas et al.,
2003)

7 φt θ41 0 1 - -

8 kfm0 θ22 2.31×106 7.67×107 l.mol−1.s−1 (Kotoulas et al., 2003;
Tefera et al., 1994)

9 ktc0 θ28 2.67×108 1.02×1011 l.mol−1.s−1 (Tefera et al., 1994)

10 ki10 θ6 1.02×107 7.138×109 l.mol−1.s−1 (Huang et Lee, 1990;
Vicevic et al., 2008)

Tableau 3.6 – Domaine de validité de θest pour le problème d’identification et leurs références
bibliographiques

Le problème de l’identification paramétrique est résolu et les résultats de θid sont donnés
dans le tableau (3.7). Ces résultats nous montrent que :
• La constante cinétique de propagation kp est minimale. Cela peut être dû à la mobilité

réduite dans le système causée par la présence des granulats.
• De même pour kpG, le résultat pour φp est faible, cela s’explique par le manque de mobilité

pour la réaction de propagation pour le greffage des polymères.
• Les résultats pour ktG, et plus particulièrement pour φt, montrent que la cinétique de

réaction de terminaison pour le greffage est réduite.
Les intervalles de confiance à 95% ont été déterminés et présentés dans la dernière colonne

du tableau (3.7) (Gadkar et al., 2005). Ils montrent que les paramètres sont identifiés avec
précision.

97



Chapitre 3 – Greffage des polymères

Paramètre θ θid Unité Intervalle de confiance
kp0 θ20 1.0201×107 l.mol−1.s−1 [1.0167×107 , 1.0235×107]
f θ1 0.3905 - [0.21 , 0.57]

MGDP θ42 41.4 g.mol −1 [33.2 , 49.6]
kd0 (BPO) θ2 6.30×1014 s−1 [6.26×1014 , 6.34×1014]

φp θ40 0.105 - [0.078 , 0.122]
kd0 (DCP) θ4 1×1016 s−1 [0.7×1016 , 1.3×1016]

φt θ41 0.369 - [0.331 , 0.408]
kfm0 θ22 7.67×107 l.mol−1.s−1 [6.2×107 , 9.1×107]
ktc0 θ28 3.8×108 l.mol−1.s−1 [3.6×108 , 3.9×108]
ki10 θ6 1.02×107 l.mol−1.s−1 [8.56×106 , 1.18×107]

Tableau 3.7 – Résultat θid pour le problème d’identification

mGDP (g) mM (g) mBPO (g) mDCP (g)
100 400 2.79 3.11

Tableau 3.8 – Conditions expérimentales : masses initiales des réactifs

Les figures (3.9)-(3.11) présentent les prédictions du modèle identifié pour le profil de tem-
pérature donné par la figure (3.12). Ce profil, non optimal, est globalement constitué de deux
fonctions constantes par morceaux. La première valeur (aux alentours de 90oC) sert à la dé-
composition du BPO, tandis que la seconde (aux alentours de 120oC) à celle du DCP.

Une comparaison entre les données expérimentales et les résultats du modèle est présentée
sur les figures (3.8a) et (3.8b) pour les sorties X et GE, respectivement. Les résultats donnent
une bonne prédiction du taux de conversion. Quant à l’efficacité de greffage, les valeurs expé-
rimentales sont principalement mesurées à la fin de l’opération comme nous pouvons le voir
sur la figure (3.8b). Les valeurs intermédiaires de GE sont donc à appréhender avec prudence.

Les figures données correspondent aux conditions expérimentales décrites dans le tab-
leau (3.8). La masse de GDP utilisée correspond au quart de la masse de monomère.
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3.6. Conclusions

3.6 Conclusions

À ce stade de l’étude, un modèle de la réaction de greffage du styrène a été développé et
met en jeu 55 paramètres inconnus. Il permet de prédire les variables comme : les constantes
cinétiques, les caractéristiques du produit synthétisé, l’efficacité de greffage, etc.

La méthode d’estimabilité développée a montré que seuls 10 paramètres étaient estimables
à partir des mesures expérimentales disponibles sur la température, le taux de conversion et
l’efficacité de greffage.

Les paramètres estimables ont ensuite été identifiés et leur précision quantifiée à l’aide
d’intervalles de confiance. Les prédictions du modèle sont cohérentes avec les mesures expéri-
mentales.

Le modèle ainsi développé est non linéaire et sera utilisé dans les étapes d’optimisation
dynamique et d’optimisation dynamique en temps-réel.
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Chapitre 4

Optimisation dynamique du réacteur
de greffage des polymères

Dans ce chapitre, le modèle de greffage développé au chapitre précédent sera utilisé pour
l’optimisation dynamique du réacteur batch et fed-batch aussi bien en boucle ouverte qu’en
boucle fermée. Le modèle sera en outre utilisé pour la mise en œuvre expérimentale des résultats
de l’optimisation du réacteur batch.

4.1 Optimisation en boucle ouverte du réacteur batch
de greffage des polymères

Dans cette section, deux problèmes d’optimisation dynamique du réacteur batch de greffage
des polymères sont étudiés. Il s’agit de la maximisation de l’efficacité de greffage et de la
minimisation du temps opératoire. Cette dernière optimisation est expérimentalement mise en
œuvre.

4.1.1 Maximisation de l’efficacité de greffage

Le problème d’optimisation considéré ici consiste en la maximisation de l’efficacité de gref-
fage du produit final. Ce choix s’appuie sur le fait que l’efficacité de greffage est directement
liée à la quantité de styrène greffé au GDP. Sa maximisation permet d’avoir une adhésion de
la poudrette à la matrice polystyrène la plus grande possible. La qualité du produit est donc
optimisée.

L’efficacité de greffage est une grandeur qui varie entre 0 et 1, mais en pratique, elle n’égale
jamais les extrémités. Une valeur de 0 implique qu’aucune molécule de styrène ne s’est greffée
au GDP. Une valeur de 1 implique qu’aucune molécule de styrène n’a homopolymérisé. Les
valeurs possibles que peut prendre GE sont donc intermédiaires et ne peuvent être connues à
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l’avance car elles dépendent des conditions initiales, du profil de température appliqué et du
temps de réaction.

La maximisation de GE va nous permettre de connaître les valeurs admissibles maximales
de l’efficacité de greffage.

La résolution de ces problèmes d’optimisation va, de plus, nous donner de précieuses infor-
mations sur l’influence des conditions opératoires sur les sorties du procédé, en particulier sur
le taux de conversion et l’efficacité de greffage.

Position du problème d’optimisation dynamique

Le problème d’optimisation dynamique est défini à l’aide d’un critère de performance à
optimiser, de variables de décision, du modèle du procédé et des contraintes.

Critère de performance

Le critère de performance est ici défini par l’efficacité de greffage à la fin du batch, c’est-à-
dire GE(tf ). L’objectif est de le maximiser.

Variables de décision

Les variables de décision identifiées pour maximiser GE(tf ) sont définies par le profil de
température T (t) et les masses initiales mI1 et mI2 des amorceurs BPO et DCP respectivement.

Modèle du procédé

Le modèle du procédé utilisé ici est celui développé et identifié au chapitre précédent.

Contraintes

Deux contraintes sont définies pour garantir un fonctionnement optimal du réacteur. Il
s’agit d’assurer un taux de conversion à la fin du temps opératoire Xf et veiller à ce que la
température du réacteur ne dépasse pas une valeur maximale (150oC) imposée pour garantir
la faisabilité expérimentale des profils optimaux.
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4.1. Optimisation en boucle ouverte du réacteur batch de greffage des polymères

Le problème d’optimisation est ainsi défini par :

(T opt,mopt
I1 ,m

opt
I2 ) = argmax

T (t),mI1 ,mI2

J = GE(tf ) (4.1a)

s.à. ẋ = fg
(
x, T,θid

)
; x(0) = x0; t ∈ [0 ; tf ] (4.1b)

X(tf ) ≥ Xf (4.1c)

T ≤ Tmax (4.1d)

où mI1 et mI2 correspondent à la masse initiale de BPO et de DCP respectivement. Ces der-
nières peuvent varier suivant le problème d’optimisation considéré. La masse initiale introduite
d’amorceurs dans le réacteur sera donc optimisée.

La masse initiale de styrène mM est fixée à 400g pour tous les problèmes d’optimisation et
sera prise comme référence. Le temps final tf , le taux de conversion final Xf et la masse initiale
de GDP mGDP sont quant à eux fixés à différentes valeurs. Tous les problèmes d’optimisation
considérés sont explicités dans le tableau (4.1) et sont au nombre de 9.

no mM(g) mGDP(g) tf (h) Xf (-)
1 400 200 7 0.6
2 400 200 7 0.7
3 400 200 7 0.75
4 400 200 7 0.8
5 400 200 7 0.85
6 400 200 7 0.90
7 400 100 7 0.85
8 400 300 7 0.85
9 400 400 7 0.85

Tableau 4.1 – Problèmes d’optimisation considérés

La résolution de ces problèmes d’optimisation dynamique a été réalisée en utilisant la mé-
thode de paramétrisation des variables de décision (CVP) comme expliqué dans la section (2.2).
Le profil de température a été approximé à l’aide d’une fonction constante par morceaux comme
suit :  T (t) = Ti pour ti−1 ≤ t < ti

T (t) = 0 ailleurs
; i = 1, ..., N (4.2)

Les variables de décision sont donc composées du vecteur T de longueur N :

T = (T1, T2, ..., TN)T (4.3)
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ainsi que des masses mI1 et mI2 . Soit un total de N + 2 variables de décision, c’est-à-dire

z = (mI1 ,mI2 , T1, T2, ..., TN)T (4.4)

Les valeurs de la fonction objectif, des contraintes d’inégalité, ainsi que leurs gradients par
rapport aux variables de décision sont calculées par l’intégration du modèle et des équations
de sensibilité.

Le principe de la boucle ouverte est explicité sur la figure (4.1) pour lequel les entrées
calculées sont directement appliquées au procédé.

Procédé

Optimisation dynamique

yp,u

uopt

Figure 4.1 – Schéma de mise en œuvre en boucle ouverte.

Les résultats des différents profils de température, correspondants aux problèmes d’optimi-
sation dans le tableau (4.1) et à une discrétisation de N = 5, sont présentés sur les figures (4.2).
Le profil optimal de température présente une augmentation régulière afin de satisfaire le taux
de conversion requis. Cette forme de profil optimal est cohérente avec l’objectif de l’optimisa-
tion. En effet, à température constante, le taux de conversion augmente avec le temps alors que
l’efficacité de greffage diminue. Par conséquent, la température doit augmenter afin d’atteindre
le taux de conversion souhaité, mais pas trop pour garantir une valeur finale élevée d’efficacité
de greffage. De ce fait, plus nous voudrons favoriser le taux de conversion, plus nous défavori-
serons l’efficacité de greffage comme montré sur la figure (4.3) qui est une approximation du
du front de Pareto, ainsi que sur la figure (4.5).

Les résultats pour mI1 et mI2 sont présentés directement sur les profils de température des
figures (4.2).

La contrainte sur le taux de conversion est active et cela pour tous les problèmes d’opti-
misation car elle est égale à la valeur finale fixée dans le problème d’optimisation. Les profils
du taux de conversion et de l’efficacité de greffage sont présentés sur les figure (4.4) et (4.5)
respectivement.

Les valeurs maximales obtenues de GE(tf ) sont données dans le tableau (4.2). Si nous com-
parons les résultats de GE(tf ) entre les expériences 5,7,8 et 9, l’efficacité de greffage augmente
avec la masse de GDP introduite. Les concentrations en sites actifs, pouvant être initiés et
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Figure 4.2 – Profils de température obtenus pour différents problèmes d’optimisation
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4.1. Optimisation en boucle ouverte du réacteur batch de greffage des polymères

donc pouvant mener au greffage, augmentent avec la masse de GDP présente.

Ces valeurs vont nous permettre de connaître les maxima de GE et ainsi définir de nouveaux
problèmes d’optimisation plus pertinents pour un industriel, par exemple où le coût opératoire
est minimisé.

no 1 2 3 4 5 6 7 8 9
GE(tf ) 0.6249 0.5994 0.5955 0.5859 0.5746 0.5497 0.5346 0.5843 0.6117

Tableau 4.2 – Résultats des problèmes d’optimisation (équation (4.1))

Les problèmes d’optimisation résolus jusqu’ici reviennent à favoriser la réaction de greffage
au détriment de l’homopolymérisation du styrène. Une contrainte sur le taux de conversion
assure une consommation satisfaisante du styrène.

Pour différentes compositions, la résolution du problème d’optimisation nous a permis de
connaître l’influence qu’ont les conditions initiales sur les maxima de GE(tf ). Différentes com-
positions en styrène et poudrette ont été considérées et montrent les tendances d’évolution de
GE et X. Cependant, le système étudié est non linéaire et complexe. Les tendances obtenues
ne sont valables que dans ces conditions c.à.d. les conditions pour lesquelles le modèle a été
identifié. D’autres phénomènes peuvent jouer un rôle décisif si l’on passe à une production
industrielle ou si l’homogénéité du système n’est plus garantie.

4.1.2 Minimisation du temps opératoire

Le problème de temps minimal a été étudié par de nombreux auteurs pour les procédés de
polymérisation (Gentric et al., 1999). Il est directement lié à l’amélioration de la productivité
d’une installation. Dans notre cas d’étude, il s’agit de trouver la politique de température et
d’addition d’amorceurs qui permet de minimiser la durée de la réaction en tenant compte des
contraintes terminales sur le taux de conversion et sur l’efficacité de greffage.

La première contrainte, sur le taux de conversion, permet une consommation satisfaisante
du monomère. Quant à la seconde, elle porte sur l’efficacité de greffage, et permet de s’assurer
que le styrène polymérise avec le GDP.
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Position du problème d’optimisation dynamique

Le problème d’optimisation dynamique se présente de la manière suivante :

min
T (t),mI1 ,mI2 ,tf

J = tf (4.5a)

s.à. ẋ = fg
(
x, T,θid

)
; x(0) = x0; t ∈ [0 ; tf ] (4.5b)

X(tf ) ≥ Xf (4.5c)

GE(tf ) ≥ GEf (4.5d)

T ≤ Tmax (4.5e)

Tout comme dans la section précédente, la résolution de ce problème d’optimisation dy-
namique a été réalisée en utilisant la méthode de paramétrisation du vecteur de variables de
décision comme expliqué dans la section (2.2). Le profil de température a été approximé par
une fonction constante par morceaux (N = 5). Cela conduit à un problème d’optimisation
statique qui est résolu par une méthode d’optimisation basée sur le gradient calculé à l’aide
des équations de sensibilité.

Les données d’optimisation sont résumées dans le tableau (4.3).

mM(g) mGDP(g) Xf (-) GEf (-)
400 400 0.85 0.60

Tableau 4.3 – Conditions du problème d’optimisation à temps minimal

Le profil optimal de température est présenté sur la figure (4.6a). Ce profil présente la même
augmentation progressive que pour les problèmes étudiés précédemment. Quant aux masses
initiales en amorceurs, leurs valeurs optimales sont données dans le tableau (4.4). Elles sont
proches des valeurs expérimentales utilisées pour les opérations non optimales par Yu (2015).

Les figures (4.6b) et (4.6c) présentent le profil des contraintes en fonction du temps. Les
contraintes terminales des équations (4.5c) et (4.5d) sont actives car leurs valeurs sont égales
à la valeur fixée dans le problème d’optimisation.

Dans tous les cas considérés, le profil de température optimal obtenu augmente progressi-
vement avec le temps. Cela est typique des réactions parallèles pour lesquelles une réaction est

mI1 (g) mI2 (g)
4.2 2.3

Tableau 4.4 – Résultat des masses optimales d’amorceurs
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Chapitre 4 – Optimisation dynamique du réacteur de greffage des polymères

favorisée par rapport à l’autre.

Le temps opératoire est minimal pour le dernier cas étudié et a une valeur de 6.83h. Le
problème de temps final est pertinent pour la production et notamment, pour cette raison, la
suite ne traitera que de problèmes à temps minimal.

Toutefois, les mêmes démarches peuvent être suivies pour un autre problème d’optimisation.
Par exemple, la minimisation des coûts opératoires, sous réserve que ceux-ci puissent être
exprimés précisément en fonction des états et des variables de décision.

Le profil de température obtenu n’est pas réalisable dans la pratique puisqu’il implique une
augmentation instantanée de la température entre les intervalles. Nous supposerons négligeable
les sauts de température lors d’une mise en œuvre expérimentale. L’hypothèse est justifiée du
fait que la dynamique du système est lente (plusieurs heures de réactions). Si de plus grands
sauts de température avaient été obtenus (saut de 80 à 150°C par exemple) une contrainte
supplémentaire aurait été ajoutée au problème d’optimisation. Cette contrainte définirait une
valeur ∆T maximale entre deux températures consécutives.

4.1.3 Mise en œuvre expérimentale de l’optimisation en boucle ou-
verte

Après l’étude en simulation du réacteur, cette partie est maintenant consacrée à la mise
en œuvre expérimentale des résultats de l’optimisation. Nous disposons du profil optimal de
température qui minimise le temps opératoire, du temps opératoire minimal et des masses
initiales optimales des amorceurs. Ce profil est maintenant appliqué au réacteur batch sans
modification pendant le temps tf et avec les masses optimales des amorceurs. En boucle ouverte,
l’opération consiste à essayer de suivre au mieux le profil de température obtenu.

Les étapes expérimentales sont décrites dans la section (3.2). La réaction est conduite dans
un réacteur en verre muni d’une double enveloppe permettant la régulation de la température
par circulation d’un fluide caloporteur. Le bain d’huile permet de fixer la température de la
double enveloppe avec une grande précision (<0.1°C). De plus, une sonde thermique en contact
avec le milieu réactionnel permet de nous assurer du bon fonctionnement du dispositif et que
la température désirée est appliquée.

Des échantillons sont prélevés au fur et à mesure que la réaction se poursuit et sont analysés
suivant le protocole décrit dans les sections (3.2.2) et (3.2.3) pour mesurer l’efficacité de greffage
et le taux de conversion respectivement. Deux mesures sont effectuées par échantillon.

Les mesures expérimentales et les résultats de simulation sont présentés sur la figure (4.7).
La figure (4.7a) compare le profil optimal de température et le profil effectivement appliqué au
réacteur. On peut noter le très bon accord entre les deux profils.
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Quant aux figure (4.7b) et (4.7c), elles comparent les profils du taux de conversion et de
l’efficacité de greffage, respectivement. Les résultats du modèle sont répétés en ligne continu
sur les figures.
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Figure 4.7 – Mise en œuvre expérimentale en boucle ouverte.

On peut noter que le modèle décrit bien les tendances d’évolution du taux de conversion
ainsi que de l’efficacité de greffage. Cependant, les contraintes terminales pour le problème
d’optimisation, ne sont pas respectées. Ceci est surtout le cas pour le taux de conversion final.
Ainsi, le produit final a une consommation 5% inférieure à celle prescrite. Cela peut être dû
à la présence de perturbations extérieures : des différences entre la température calculée et
celle appliquée, des amorceurs contenant des impuretés... Les incertitudes de modélisation,
probables en vue de la quantité de paramètres présents, peuvent subsister malgré la procédure
d’analyse d’estimabilité et de modélisation. Le modèle, pour cette expérience, prédit de plus
grandes valeurs pour le taux de conversion. Malgré cela, il apporte de précieuses prédictions
pour l’efficacité de greffage ainsi que pour l’évolution de la réaction.
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4.2 Optimisation en boucle ouverte d’un réacteur semi-
continu de greffage des polymères

Nous nous intéressons à la réaction de greffage des polymères effectuée dans un réacteur
semi-continu. Ce dernier est semblable au réacteur batch, les principaux changements pro-
viennent du fait que le volume réactionnel change durant la réaction et que la concentration
des réactifs est contrôlée par un débit d’alimentation.

Nous supposons une entrée unique d’alimentation, qui est composée d’un mélange du mo-
nomère et des amorceurs. Le débit d’alimentation sera donc composé de styrène, de BPO et
de DCP. Les quantités d’amorceurs seront elles aussi optimisées. Le GDP étant solide, il sera
introduit entièrement au début de la réaction. Ainsi, le nombre de variables de décision du pro-
blème d’optimisation augmente par l’introduction du débit volumique comme nouvelle variable
manipulable.

Nous nous limiterons à une quantité de GDP de 400g et une quantité totale (la masse
initialement présente dans le réacteur et la masse introduite par l’alimentation) de monomère
de 400g afin de comparer nos résultats avec les résultats présentés précédemment.

Les équations du modèle (3.35) doivent être modifiées, en particulier pour la modélisation
de la variation de la concentration en monomère et amorceurs ainsi que du volume réactionnel.
Les modifications apportées peuvent être résumées par :

d(V [I])
dt =− kd[I]V +Qv[I]e (4.6)

d(V [M])
dt =rMV +Qv[M]e (4.7)

dV
dt =rM

(
1
dm
− 1
dp

)
VMm +Qv (4.8)

où [I]e et [M]e représentent les concentrations en entrée des amorceurs et du monomère respec-
tivement. Qv représente le débit volumique d’alimentation.

Le modèle dynamique pour le réacteur semi-continu peut être résumé par :

ẋ = fsc(x, T,Qv,θ) (4.9)

x(0) = x0 (4.10)

où l’indice sc correspond à « semi-continu » et les variables d’entrée sont T et Qv.

Le problème de minimisation du temps opératoire est considéré et le problème d’optimisa-
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tion peut s’écrire de la manière suivante :

min
T (t),Qv(t),m,tf

J = tf (4.11a)

s.à. me
M +mM = 400g (4.11b)

ẋ = fsc
(
x, T,Qv,θ

id
)

(4.11c)

x(0) = x0; t ∈ [0 ; tf ] (4.11d)

X(tf ) ≥ Xf (4.11e)

GE(tf ) ≥ GEf (4.11f)

T ≤ Tmax (4.11g)∫ tf

0
Qvdt = V e

tot (4.11h)

où le vecteur m = (mI1 ,mI2 ,m
e
I1 ,m

e
I2 ,m

e
M)T regroupe les variables de décision indépendantes

du temps ; les masses me
I1 , me

I2 et me
M correspondent à la masse de BPO, la masse de DCP et

la masse de monomère de l’alimentation, respectivement.

Le volume V e
tot représente le volume total d’alimentation, il est calculé sur la base de me

I1 ,
me

I2 et me
M et de leurs densités comme suit :

V e
tot =

me
I1

dBPO
+

me
I2

dDCP
+ me

M

dm
(4.12)

où dBPO, dDCP et dm représente la masse volumique du BPO, DCP et styrène, respectivement.

La contrainte (4.11h) assure que la quantité de monomère est totalement traitée. Les condi-
tions d’optimisation sont identiques à celle du tableau (4.3) de la section précédente. Ceci
permettra de comparer les résultats avec le problème d’optimisation pour le réacteur batch.

Le profil de température et le profil de débit volumique sont approximés par des fonc-
tions constantes par morceaux et le problème d’optimisation dynamique est transformé en un
problème NLP et résolu à l’aide d’une méthode de gradient calculé à l’aide des équations de
sensibilité. Le nombre d’intervalles de temps est fixé à N = 4 pour un total de 14 variables de
décision. Les résultats sont présentés sur la figure (4.8) et sur le tableau (4.5). L’évolution des
variables d’état est présentée sur la figure (4.9).

mI1 mI2 me
I1 me

I2 me
M

2.5g 2.15g 2g 1g 81.6g

Tableau 4.5 – Résultat pour les variables de décision indépendantes du temps

Les résultats du tableau (4.5) montrent qu’approximativement un cinquième du styrène
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(soit une masse de 81.6g pour une masse totale de 400g) est introduit progressivement pendant
la réaction.

0 1 2 3 4 5 6
70

80

90

100

110

120

T
 (

°C
)

(a) Profil de température

0 1 2 3 4 5 6
0

0.005

0.01

0.015

0.02

Q
v (

L
/h

)

(b) Profil de débit volumique

0 1 2 3 4 5 6
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

(c) Profil du taux de conversion

0 1 2 3 4 5 6
0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

(d) Profil de l’efficacité de greffage

Figure 4.8 – Problème d’optimisation du réacteur semi-continu

Le débit d’alimentation permet d’avoir une certaine quantité d’amorceurs non décomposés
toujours présente dans le réacteur. Cela a deux conséquences : la première est que la réaction
peut s’effectuer à des températures relativement plus faible grâce à un apport continu en
amorceurs. La deuxième conséquence, qui est liée à la première, est que l’initiation thermique
n’est plus nécessaire.

Le temps opératoire est plus faible comparé à l’expérience avec le réacteur batch et vaut
tf = 5,67h. L’inverse aurait été impossible puisque le réacteur fermé peut être déduit en
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Chapitre 4 – Optimisation dynamique du réacteur de greffage des polymères

supposant un débit d’alimentation Qv nul tout au long de l’opération. Malgré cette remarque,
le gain en temps est intéressant, voire conséquent, mais une mise en œuvre expérimentale nous
est, pour l’instant, impossible. L’hypothèse d’un mélange homogène n’est plus valide en vue
de nos dispositifs car le mélange réactionnel est composé de différentes phases et la viscosité
du milieu augmente avec l’évolution du système. La conséquence directe est que le liquide
introduit risque de ne pas se mélanger à la masse réactionnelle et donc de ne pas participer
(ou peu) à la réaction de greffage.

4.3 Optimisation en boucle fermée du réacteur batch de
greffage des polymères

L’objectif ici est de développer une approche de D-RTO pour que le procédé soit tout le
temps optimal pendant toute la durée de son fonctionnement. Le problème de minimisation
du temps opératoire sera considéré. L’utilisation des mesures expérimentales en ligne va nous
permettre de compenser, en partie, l’effet des erreurs de modélisation et des perturbations
externes.

Cependant, les mesures directes sur le procédé sont restreintes. Seul le taux de conversion
peut être mesuré pendant le fonctionnement du réacteur et cela avec un délai de mesure de
15 minutes au moins (temps nécessaire à l’évaporation de tout le styrène d’un échantillon)
comme décrit dans la section (3.2.3). Ainsi, nous supposerons qu’un temps de 30 minutes
est nécessaire pour obtenir une mesure du taux de conversion, résoudre tous les problèmes
numériques et appliquer les nouvelles entrées optimales au procédé. Cela permet de s’assurer,
pendant l’expérience, du bon fonctionnement de la boucle fermée que ce soit d’un point de vue
expérimental ou numérique. Ce temps laisse à l’expérimentateur la possibilité de s’adapter en
cas de problème imprévu pendant l’opération.

Dans une première partie, des simulations numériques seront menées afin de garantir l’ef-
ficacité de la méthodologie ainsi que de s’assurer du bon fonctionnement de chaque partie de
la boucle fermée.

Dans une seconde partie, l’implantation expérimentale sera décrite et les résultats seront
présentés et analysés.

4.3.1 Simulation de la D-RTO

Deux schémas ont été présentés précédemment sur la figure (1.4) pour la D-RTO en mo-
nocouche et la figure (1.5) pour la D-RTO couplée à une couche de commande prédictive. Ces
derniers seront simulés dans ce qui suit.
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4.3. Optimisation en boucle fermée du réacteur batch de greffage des polymères

Les variables de décision sont calculées de manière itérative sur un horizon qui rétrécit
au fur et à mesure que la réaction se poursuit. Elles sont ensuite directement appliquées au
réacteur pour le premier schéma considéré.

Dans le second schéma, les variables de décision sont utilisées pour résoudre un problème
de commande prédictive. Le résultat de ce dernier est appliqué au réacteur.

Les problèmes d’optimisation dynamique sont résolus à l’aide d’une méthode de gradient
calculé grâce aux équations de sensibilité. La variable de décision est paramétrée en constante
par morceaux.

Le problème de D-RTO est similaire à celui considéré pour la boucle ouverte. Ce problème
peut s’énoncer comme suit (Bousbia-Salah et al., 2017) :

min
T (t),tf

J = tf

s.à. ẋ = fg
(
x, T,θid

)
; x(t0,opt) = x̂k

t ∈ [t0,opt ; tf ]

X(tf ) ≥ Xf

GE(tf ) ≥ GEf

T ≤ Tmax

(4.13)

La principale différence avec le problème en boucle ouverte est que la paramétrisation de
la variable de décision suit un horizon de commande. Cela permet de réduire la dimension du
problème d’optimisation et de diminuer les minima locaux. Lors du démarrage de l’opération,
aucun changement ne peut être effectué du point de vue conceptuel. Il est donc nécessaire de
garantir des conditions numériques favorables malgré la perte en optimalité engendrée par le
choix d’un entier N petit. De plus, les conditions initiales ne sont plus optimisées et les valeurs
des masses des amorceurs sont fixées à celles obtenues en boucle ouverte. En effet, ces grandeurs
sont obligatoirement fixées au tout début de l’opération, donc à t = 0 et non à t = t0,opt.

Les conditions initiales de l’état x̂k, utilisées dans le problème d’optimisation, sont données
par l’observateur et correspondent à l’estimation de l’état du système au temps t0,opt. Le
modèle est intégré du temps courant t0,opt jusqu’au temps final tf pour chaque itération lors
de la résolution du problème d’optimisation. Cet intervalle se réduit au fur et à mesure que
l’on avance dans le temps.
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Figure 4.10 – Discrétisation du profil de température pour la D-RTO.

Approximation du profil de température

Plus spécifiquement, le problème d’optimisation (4.13) est résolu sur un horizon de com-
mande. Le profil de température est approximé par une fonction constante par morceaux de
N = 3 intervalles (voir figure (4.10)) comme suivant :

 T (t) = Ti

ti−1 ≤ t < ti
; i = 1, ..., N (4.14)

où t0 correspond à t0,opt.

La première constante T1 est appliquée au réacteur de t0 à t1 = t0 + ∆t , la deuxième
constante T2 sera appliquée de t1 à t2 = t1+∆t. Enfin, la dernière constante T3 est appliquée sur
tout l’horizon de prédiction soit de t2 jusqu’au temps final tf . Le choix de la valeur numérique de
∆t est fixé à 1 heure. Cette valeur permet d’avoir un profil relativement proche de l’optimalité
puisque les temps de réactions sont grands. Des valeurs plus petites de ∆t permettraient de
gagner en optimalité mais rendrait complexe la mise en œuvre expérimentale, le suivi du profil
de température et la gestion d’optima locaux.

La figure (4.10) illustre l’approximation du profil de température. Cela permet de diminuer
la dimension du problème à N pour le profil de température et 1 pour tf ; soit un NLP final
de dimension N + 1.
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4.3.2 Introduction de l’incertitude paramétrique

Pour simuler la D-RTO, nous disposons d’un modèle mathématique, dont la structure est
supposée précise, avec des paramètres perturbés autour de leurs valeurs nominales (ou « faux
paramètres »). Quant au procédé, nous l’avons simulé à l’aide du même modèle, mais avec les
valeurs identifiées des paramètres. Le tableau (4.6) fournit les valeurs identifiées et perturbées
des paramètres utilisés respectivement pour le procédé simulé et pour le modèle.

Pour simuler l’imprécision des « mesures » (les guillemets servent à préciser que ce sont
des mesures issues de simulations numériques), un bruit blanc de l’ordre de 5% est rajouté à
la sortie du procédé simulé.

Paramètre Procédé Modèle Unité
kp 1.02×107 1.50×107 l.mol−1.s−1

Tableau 4.6 – Paramètre perturbé

L’algorithme de la méthode est décrit sur le figure (4.11).

1. Initialiser les itérations et le temps : k = 0 et t = 0.
2. Résoudre le problème d’optimisation (4.13) pour t0,opt = 0. Cela donne

les variables optimales pour : la température T = (T1, T2, T3)T et pour
le temps final de la réaction tf .

3. Appliquer la première température obtenue T1 pendant 60 minutes.
Affecter t := t+ 60min et k := k + 1.

4. Prélever un échantillon du mélange réactionnel et commencer la me-
sure du taux de conversion.

5. Appliquer la deuxième température obtenue T2 pendant que la mesure
se termine, soit 30 minutes (temps nécessaire pour la mesure). Avancer
dans le temps : affecter t := t+ 30min et k := k + 1.

6. Utiliser la mesure ainsi obtenue pour estimer l’état du système x̂k.
7. Résoudre le problème d’optimisation (4.13) pour t0,opt = t et pour
x0 = x̂k. Cela donne les variables optimales suivantes : la température
T = (T1, T2, T3)T et le temps final de la réaction tf .

8. Refaire les étapes (3) à (7) jusqu’à ce que tf soit atteint et arrêter la
réaction.

Figure 4.11 – Algorithme descriptif des simulations de D-RTO
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4.3.3 Simulation de la D-RTO sans commande prédictive

Procédé

Délais Estimation
totale de l’état

Déclenchement
de l’optimisa-
tion toutes les
90 min

min
T (t),tf

J = tf

s.à. ẋ = fg
(
x, T,θid

)
; x(t0,opt) = x̂k

t ∈ [t0,opt ; tf ]
X(tf ) ≥ Xf

GE(tf ) ≥ GEf

T ≤ Tmax

yp = (X)
u = (T1, T2, T3)T

yp

u

x̂

x̂

uopt = (T1, T2, T3, tf )T

Figure 4.12 – Schéma de mise en œuvre de la D-RTO sur le procédé de greffage

Comme montré sur la figure (4.12), le problème d’optimisation est résolu à chaque fois
qu’une estimation de l’état est effectuée ; soit 90 minutes entre deux itérations où le problème
d’optimisation est résolu. Au cours de ce laps de temps, les températures appliquées au réacteur
correspondent à T1 (pour une durée de 60 minutes) et à T2 (pour une durée de 30 minutes).
La durée 30 minutes correspond au temps nécessaire à l’obtention de la mesure.

Notre choix pour l’observateur s’est porté sur l’observateur à horizon glissant et plus par-
ticulièrement pour l’estimation totale de l’état. La première raison étant le faible nombre de
mesures disponibles et la seconde découle du caractère lent de la réaction. Les temps de calcul,
que ce soit le temps d’estimation ou le temps de résolution du problème d’optimisation, sont
ainsi considérés négligeables devant le temps de réaction.

Les résultats des simulations sont présentés sur la figure (4.13). Le profil de température
présente les mêmes caractéristiques de variation que pour les simulations en boucle ouverte. Ces
variations correspondent à une augmentation progressive et permettent de favoriser la réaction
de greffage du styrène. Cette forme de température optimale est cohérente avec l’objectif de
l’optimisation, puisqu’à température constante, le taux de conversion augmente avec le temps
alors que l’efficacité de greffage diminue. Par conséquent, la température devrait augmenter
afin d’assurer le taux de conversion souhaité, mais pas trop, afin de garantir la valeur finale
spécifiée de l’efficacité de greffage.
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Figure 4.13 – Simulation de la boucle fermée (sans commande prédictive)
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En analysant les résultats, on peut voir que les contraintes terminales d’inégalité sur les
deux sorties du procédé sont satisfaites et actives. D’un autre côté, la faible différence entre les
valeurs « vraies » et « estimées » montre que l’observateur est performant. Il permet d’estimer
l’état du système malgré la faible quantité d’information et le retard de la mesure.
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4.3.4 Simulation de la D-RTO avec une couche de commande pré-
dictive
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Figure 4.14 – Simulation de la boucle fermée (avec commande prédictive)

Le schéma utilisé est le même que celui présenté dans la version monocouche, mais en intro-
duisant une couche de commande prédictive. La même incertitude paramétrique est conservée ;
cela permettra de comparer leurs performances.

Le MPC aura une période de déclenchement égale à 30 minutes. Le modèle utilisé pour le
MPC est le même que celui utilisé pour la D-RTO.

Dans d’autres applications, le MPC peut faire appel à un modèle moins performant et
différent de la D-RTO afin d’être le plus rapide possible, l’utilisation d’un modèle réduit par
exemple.
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La dynamique de notre cas d’étude étant très lente, les problèmes liés au temps de calcul ne
sont pas présents et sont donc supposés négligeables car il faut approximativement une minute
pour résoudre le problème d’optimisation lié à la D-RTO, 20 secondes pour le problème de
MPC et 30 secondes pour une estimation totale de l’état.

Les résultats sont présentés sur la figure (4.14) avec un nombre plus important de constantes
par morceaux pour le profil de température. Ceci est dû à la fréquence élevée de mise en œuvre
du MPC. Le profil de température qui résulte du MPC est notée umpc. Il est présentée sur la
figure (4.14a).

À ce stade, des remarques importantes doivent être faites. Premièrement, le succès de
la version monocouche dépend fortement de la précision du modèle utilisé dans la couche
d’optimisation. Deuxièmement, l’approche à une couche a une certaine « période morte » (90
minutes précisément) dans laquelle le système de commande n’a aucun retour d’informations
provenant des mesures. Si une perturbation survient durant cette période, elle peut conduire le
procédé à la violation d’une contrainte. Cette violation ne sera corrigée qu’à l’itération suivante.
Cette « période morte » est réduite dans le problème en double couche par l’introduction du
MPC qui aura par définition une fréquence plus importante et donc une « période morte »
plus courte. En ce sens, l’approche à deux couches semble être un meilleur choix car la couche
MPC (qui peut utiliser un modèle plus simple du procédé par exemple) agit plus souvent que la
couche d’optimisation. Cependant, comme on peut le voir dans les équations (1.19) et (1.21a),
la fonction objectif de la couche MPC est plus un objectif de performance de contrôle qu’un
objectif économique. Par conséquent, il est donc possible que les résultats obtenus par le MPC
soient optimaux en termes de suivi de contrôle pour certaines variables mais pas en terme de
productivité. Des efforts devraient être faits pour développer une stratégie à deux couches dans
laquelle le MPC prend en compte la productivité du procédé et pas seulement le suivi d’un
ensemble de variables.

Malgré ces différences conceptuelles, les résultats des deux schémas en boucle fermée sont
semblables. Ils arrivent à respecter les contraintes malgré l’incertitude paramétrique.

4.3.5 Mise en œuvre expérimentale de la D-RTO

Les résultats présentés dans ce travail démontrent que l’intégration de l’optimisation dy-
namique en temps-réel est une approche très prometteuse pour obtenir un fonctionnement op-
timal (meilleure productivité, rejet des perturbations, augmentation des bénéfices, etc.) dans
les perspectives de la conduite optimale des procédés de polymérisation.

Les approches de D-RTO à deux couches et à une couche ont été simulées et vu le faible
écart entre les deux, seule l’approche en monocouche sera mise en œuvre expérimentalement
sur le réacteur batch de greffage des polymères.

D’un point de vue expérimental, un capteur thermique est placé au centre du mélange
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réactionnel permettant ainsi de mesurer et d’enregistrer, au fur et à mesure, la température
interne du réacteur. La figure (4.12) présente le schéma de la boucle fermée utilisée pour la
mise en œuvre de la D-RTO et le problème optimal considéré. Pour rappel, la composition
initiale utilisée est la même que pour la mise en œuvre en boucle ouverte. Le tableau (4.3)
fournit la composition initiale et les valeurs des contraintes.

Cette mise en œuvre expérimentale a été répétée 3 fois et seul la troisième est présentée
ici. Ceci est dû à des considérations techniques. Plusieurs bugs informatiques peuvent survenir
entre les différents logiciels utilisés : le capteur (pour la mesure de la température), l’optimiseur
pour la résolution de problèmes NLP issus de la D-RTO et de l’observateur.

Sur la figure (4.15) sont présentés les résultats expérimentaux. La figure (4.15a) illustre le
profil de température (courbe continue) résultant de la résolution du problème d’optimisation
et un deuxième profil (courbe discontinue) correspondant à la température mesurée du réacteur.
Les dépassements de la courbe en discontinue que l’on peut observer reste maîtrisable.

Les résultats montrent que les valeurs qu’atteint le profil de température (principalement
à la fin du temps opératoire) sont plus importantes que précédemment, c’est-à dire en com-
parant entre les dernières valeurs de température de la figure (4.14a) de simulation et de
la figure (4.15a) de l’expérience. Ces écarts sont le résultat d’une surévaluation du taux de
conversion par le modèle ou de perturbations extérieures impossibles à maîtriser. Le profil de
température est optimal. Il minimise, au mieux et ce malgré les perturbations, le temps réac-
tionnel. Il est complexe de quantifier le gain de la D-RTO car conceptuellement, lors d’une mise
en œuvre optimale, nous ne pouvons pas connaître l’optimum réel du procédé. Cependant, nous
retrouvons le même profil croissant que pour tout les problèmes précédents. Ce profil favorise
la réaction de greffage du styrène grâce à la contrainte terminales sur l’efficacité de greffage.

Le résultat le plus intéressant est que les contraintes terminales considérées sur GE et
X sont atteintes, respectées et actives. Leurs valeurs ont été mesurées 3 fois et sont de 85%
pour le taux de conversion et de 60% pour l’efficacité de greffage. Ceci reste intéressant malgré
l’augmentation du temps final nécessaire à la réaction par rapport à la mise en œuvre en boucle
ouverte.
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Figure 4.15 – Mise en œuvre expérimentale de la boucle fermée
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4.4. Conclusion

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, deux problèmes d’optimisation dynamique, en boucle ouverte, du réac-
teur batch sont présentés et résolus. Le premier maximise l’efficacité de greffage tandis que le
second minimise le temps réactionnel. Ceci a été suivi par la mise en œuvre expérimentale du
problème du temps minimum. Les résultats obtenus mettent en évidence une surestimation du
taux de conversion par la modèle. Cependant, les mesures et les simulations sont globalement
concordantes.

Un problème d’optimisation plus théorique a été proposé pour un réacteur fed-batch pour
lequel le profil du débit volumique a été optimisé en plus de celui de la température.

Enfin, la mise en œuvre expérimentale de la D-RTO du problème du temps minimum dans
un réacteur batch a été présentée. Deux schémas de D-RTO (monocouche et couche MPC) ont
été ensuite évalués par simulation. Leurs capacités à converger vers l’optimum, sous incertitudes
paramétriques, ont été vérifiées. L’observateur à horizon glissant a été utilisé pour estimer l’état
du réacteur.

La D-RTO en monocouche a été mise en œuvre expérimentalement et les résultats confir-
ment que la méthodologie arrive à satisfaire les contraintes du problème d’optimisation consi-
déré.
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Chapitre 5

Application à la conception
d’expériences optimales

Dans ce chapitre, l’approche D-RTO développé et mise en œuvre dans les chapitres pré-
cédents, sera utilisée pour le design d’expériences optimales et l’identification de paramètres
inconnus du modèle, en une seule expérience (un seul « run » ).

5.1 Introduction

Le développement de modèles dynamiques est au cœur de la conception, la simulation, le
dimensionnement, l’optimisation et le contrôle des procédés. La précision des prédictions de ces
modèles dépend des hypothèses faites lors de la modélisation, de la structure des équations et
de la précision des paramètres du modèle. Ces derniers sont généralement déterminés à l’aide
d’une combinaison de collecte de données expérimentales et d’identification numérique. La
précision des paramètres ainsi identifiés est fortement influencée par la qualité des informations
recueillies.

Dans le design d’expériences optimales (DEO), les entrées qui garantissent l’identifiabilité
du modèle sont déterminées puis appliquées au procédé réel étudié. Les sorties mesurées sont
obtenues et sont ensuite utilisées par une procédure d’identification. Cependant, ces expéri-
mentations sont souvent coûteuses en particulier à cause des matières premières utilisées, de
la consommation d’énergie, du temps, etc.

Elles peuvent engendrer des problèmes de sécurité si les expériences à réaliser ne sont pas
correctement conçues ou si le procédé est mal connu (Qian et al., 2014). Pour surmonter ces
problèmes, des approches basées sur le modèle sont développées pour concevoir au mieux ces ex-
périences. Les mesures ou sorties du procédé sont ensuite utilisées pour estimer les paramètres
inconnus. Cette notion d’optimalité vise non seulement à réduire le nombre d’expériences né-
cessaires à la détermination de paramètres mais aussi à augmenter la précision avec laquelle
ils sont déterminés.
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Deux types de méthodes d’identification paramétrique peuvent être distingués à ce stade :
les approches en boucle ouverte et en boucle fermée.

Pour les méthodes en boucle ouverte, les variables d’entrée à appliquer au procédé sont
déterminées et fixées à leurs valeurs optimales. Cela revient à concevoir un plan d’expérience
de façon optimale. Bien que ce soit une méthode courante, son utilisation pour les procédés
instables n’est pas appropriée puisque les expériences sont sensibles aux perturbations.

Dans les méthodes en boucle fermée, les entrées et les sorties sont contrôlées pendant les
expériences, comme pour l’optimisation en temps-réel, et les entrées pour les expériences sont
continuellement déterminées et recalculées (Yakut et al., 2013).

Dans ce travail, nous supposons que la structure du modèle décrivant le procédé est précise,
alors que les valeurs des paramètres du modèle ou une partie d’entre eux sont inconnues
et doivent être estimées. Ce cas est plutôt général en génie des procédés avec les modèles
phénoménologiques (Franceschini et Macchietto, 2008).

En réalité, l’idée de concevoir des expériences de manière optimale a été discutée depuis
les années soixante (Mehra, 1974). La détermination des paramètres se fait classiquement en
les calculant à partir d’expériences en boucle ouverte. La planification, l’exécution et l’analyse
des expériences sont réalisées consécutivement.

À l’inverse, dans les approches en boucle fermée, les entrées à appliquer au procédé sont
recalculées de manière itérative pour maximiser la qualité de l’information qui peut être obtenue
des expériences.

L’objectif de ce chapitre est d’utiliser l’approche de l’optimisation dynamique en temps-
réel (D-RTO) afin de concevoir des expériences optimales pour l’identification de paramètres.
L’idée est de combiner la conception des entrées optimales avec l’identification des paramètres
inconnus dans la même expérience. L’indice de performance ou la fonction objectif (du pro-
blème d’optimisation découlant de la D-RTO) sera défini de façon à maximiser l’information
contenue dans les sorties mesurées (Telen et al., 2016). Ceci est réalisé par la maximisation
de la sensibilité des variables de sortie du modèle par rapport aux paramètres inconnus du
modèle.

5.2 Approche de la conception d’expériences optimales

L’approche développée est basée sur les ingrédients suivants : un modèle du procédé, une
estimation des variables d’état non mesurées ainsi que des paramètres inconnus du modèle, des
équations de sensibilité et de l’optimisation dynamique en temps-réel ; comme illustrée sur la
figure (5.1). Ces ingrédients sont détaillés ci-dessous :
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Procédé Estimation

Déclenchement de
l’optimisationOptimisation

Perturbation y,u

x̂θ̂

x̂

θ̂

uopt

Figure 5.1 – Schéma de l’identification optimale des paramètres

5.2.1 Modèle du procédé

Le procédé est un réacteur fermé dans lequel la copolymérisation en émulsion du styrène et
de l’α-méthylstyrène a lieu et est détaillé dans Gentric et al. (1997, 1999). Le modèle développé
décrit les principaux phénomènes mis en jeu, à savoir la formation de radicaux, la nucléation des
particules, la capture de radicaux par les micelles et les particules, les réactions de terminaison,
de propagation, de transfert vers le monomère ainsi que des phénomènes de transfert de chaleur.
Les variables d’état considérées sont : la concentration en monomère, le nombre de particules
par unité de volume et les moments de la distribution des masses moléculaires. Les phénomènes
de transfert de chaleur seront omis car nous ne nous intéressons qu’au profil de température
du milieu réactionnel. Tout les détails de la procédure de modélisation peuvent être retrouvés
dans Gentric (1997).

Un réacteur batch est donc utilisé pour la production de polymère à partir de 2 monomères :
le styrène et l’α-méthylstyrène. Quatre composants essentiels sont nécessaires pour mettre en
œuvre la réaction de copolymérisation en émulsion : le milieu de dispersion qui est généralement
de l’eau, le monomère qui est souvent légèrement soluble dans l’eau, l’amorceur qui est soluble
dans l’eau et un émulsifiant.

La réaction de copolymérisation en émulsion entre le styrène et l’α-méthylstyrène dans un
réacteur batch est décrite par le modèle dont les équations sont les suivantes :

dM
dt = −Rp = −kpMp

Np

Na
n (5.1a)

dNp

dt = RaNa

1 + ( εNp
S

)
(5.1b)

dQ0

dt = Rt +RtrM (5.1c)
dQ1

dt = Rp (5.1d)
dQ2

dt = 2L2(Rt +RtrM) (5.1e)
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avec

S = S0 − kv(XM0) 2
3N

1
3p (5.2a)

kv =
(

36πM2
M

ω2
pρ

2
p(asNa)3

)
(5.2b)

kp = kpsty exp(afMS) (5.2c)

Ra = 2fkdA (5.2d)

Rt = RanNp

Np + S
ε

(5.2e)

RtrM = ktrMMp
Np

Na
n (5.2f)

L = Rp

Rt +RtrM
(5.2g)

où X représente le taux de conversion, S la concentration en émulsifiant, M0 la concentra-
tion initiale en monomère, A la concentration en amorceur, kpsty la vitesse de propagation
de l’homopolymerisation du styrène et fMS la fraction molaire initiale de l’α-methylstyrène.
Les vitesses d’amorçage, de polymérisation, de terminaison et de transfert au monomère sont
représentées par Ra, Rp, Rt et RtrM respectivement.

La concentration en monomère dans les particules Mp suit l’équation suivante :

Mp =



1−XcρM[
(1−Xc) +Xc

ρM
ρP

]
MM

; X ≤ Xc

1−XρM[
(1−X) +X ρM

ρP

]
MM

; X > Xc

(5.3)

Les constantes cinétiques du modèle et les conditions intiales sont données dans le ta-
bleau (5.1).

L’intégration des équations différentielles (5.1) fournit les masses moléculaires moyennes en
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Variable Valeur Unité
Décomposition de l’amorceur kd0 = 4.5×1016 s−1

Ed = 140.2×103 J.mol−1

Efficacité de l’amorceur f = 0.5 -
Propagation kp0 = 1.1×107 l.mol−1.s−1

Ep = 29×103 J.mol−1

a = −7.3 -
Nombre moyen de radicaux par particule n = 0.5 -
Concentration du monomère à saturation Mpc = 5.38 mol.l−1

Surface moyenne occupée par 1g d’émulsifiant as = 1.8×105 dm2.g−1

Facteur lié à l’efficacité des particules à capturer des ε = 5×10−16 g.part−1

radicaux issus de la décomposition de l’amorceur
Transfert au monomère ktrM0 = 22×1010 l.mol−1.s−1

EtrM = 85×103 J.mol−1

b = −4 -
Fraction molaire en α-méthylstyrène fMS = 0.089 -
Concentration initiale en monomère M0 = 2.159 mol.l−1

Concentration initiale en amorceur A0 = 1 g.l−1

Concentration initiale en émulsifiant S0 = 4.432 g.l−1

Tableau 5.1 – Valeurs des constantes cinétiques utilisées dans le modèle

nombre et en poids, et l’indice de polydispersité. Ces grandeurs sont exprimées par :

Mn = MM
Q1

Q2
(5.4a)

Mw = MM
Q2

Q1
(5.4b)

Ip = Mw

Mn
(5.4c)

Le vecteur des variables d’état est composé de la concentration globale en monomère, du
nombre total de particules par unité de volume ainsi que des moments d’ordre zéro, un et deux
de la distribution des masses molaires. Il est défini par :

x = (M,Np, Q0, Q1, Q2)T (5.5)

Le modèle (5.1) du procédé résultant peut être écrit sous la forme générale suivante :

ẋ = fc (x,u,θ) avec x(0) = x0 et y = hc (x,θ) (5.6)
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où x, u, θ et y sont respectivement les vecteurs d’état, les variables de décision, les paramètres
inconnus et les sorties du procédé. Le modèle se compose de 5 équations différentielles ordi-
naires impliquant 11 paramètres cinétiques qui sont précédemment estimés à partir de mesures
expérimentales (Gentric et al., 1997).

5.2.2 Estimation de l’état et des paramètres du modèle

L’estimateur est un observateur à horizon glissant nécessaire pour calculer une estimation
x̂ de l’état actuel x et θ̂ du vecteur θ qui ne peuvent être mesurés directement sur le procédé.
L’estimation est réalisée en utilisant les variables d’entrée et de mesure respectivement u et y.
Les détails de conception de l’observateur sont présentés dans la section (2.3.4).

L’observateur sera utilisé pour une estimation paramétrique en plus de l’estimation de
l’état. Les paramètres auront une dynamique nulle et un état augmenté sera utilisé de la
manière suivante :

ẋ = fc(x,u,θ) (5.7a)

θ̇ = 0 (5.7b)

y = hc(x,θ) (5.7c)

En posant xa =
[
x θ

]T
le vecteur d’état augmenté, nous obtenons le système équivalent

suivant :

ẋa = fa(xa,u) (5.8a)

y = ha(xa) (5.8b)

où fa =
[
fc 0

]T
. La taille de l’horizon d’estimation sera fixée à H = 3.

5.2.3 Problème d’optimisation dynamique

Dans notre problème d’identification optimale en ligne, l’objectif est de maximiser les in-
formations contenues dans l’expérience. Cela est effectué par la maximisation des sensibilités
des sorties du procédé par rapport aux paramètres inconnus du modèle. La fonction objectif,
du problème d’optimisation, sera choisie dans ce sens.

L’objectif de l’optimisation dynamique est de déterminer le profil des variables de décision
qui optimise un indice de performance sous différentes contraintes. Dans le design d’expériences
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optimales, l’indice de performance est déduit de la matrice d’information de Fisher (FIM)
définie par :

MFIM = ZTZ (5.9)

où Z est la matrice de sensibilité des sorties par rapport aux paramètres inconnus à différents
temps d’échantillonnage donnée par :

Z =



∂y1
∂θ1

∣∣∣
t1

∂y1
∂θ2

∣∣∣
t1
· · · ∂y1

∂θnθ
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t1

∂y1
∂θ1

∣∣∣
t2

∂y1
∂θ2

∣∣∣
t2
· · · ∂y1

∂θnθ

∣∣∣∣
t2... ... . . . ...

∂y2
∂θ1

∣∣∣
t1

∂y2
∂θ2

∣∣∣
t1
· · · ∂y2

∂θnθ

∣∣∣∣
t1

∂y2
∂θ1

∣∣∣
t2

∂y2
∂θ2

∣∣∣
t2
· · · ∂y2

∂θnθ

∣∣∣∣
t2... ... . . . ...

∂yny
∂θ1

∂yny
∂θ2

· · · ∂yny
∂θnθ

∣∣∣∣
tnt



(5.10)

où nt, nθ et ny représentent, respectivement, le nombre de points d’échantillonnage, le nombre
de paramètres inconnus et le nombre de sorties du procédé.

5.2.4 Équations de sensibilité

Les éléments de Z sont calculés à partir du modèle dynamique (5.6). Les équations de
sensibilité sont explicitement déduites du modèle (5.6). En effet, l’analyse de sensibilité nous
montre comment les paramètres constants inconnus θ influencent les états du modèle x et par
conséquent les sorties du modèle y. Les équations de sensibilité sont exprimées par :

∂ẋ

∂θ
=
(
∂fTc
∂x

)T
∂x

∂θ
+
(
∂fTc
∂u

)T
∂u

∂θ
+
(
∂fTc
∂θ

)T
(5.11)

∂y

∂θ
= ∂hc

∂x

∂x

∂θ
+ ∂hc

∂θ
(5.12)

En utilisant la définition suivante : xθ = ∂(x)
∂θ

la sensibilité de la variable x par rapport à
θ et sachant que u ne dépend pas de θ, nous pouvons résumer le modèle dynamique et les
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équations de sensibilité par :

ẋ = fc(x,u,θ) (5.13a)

y = hc(x,θ) (5.13b)

ẋθ =
(
∂fc
∂x

)
xθ + ∂fc

∂θ
(5.13c)

yθ =
(
∂hc

∂x

)
xθ + ∂hc

∂θ
(5.13d)

avec les conditions initiales suivantes :

x(0) = x0 et xθ(0) = 0 (5.14)

où xθ ∈ Rnx×nθ et yθ ∈ Rny×nθ sont les matrices de sensibilité, respectivement, de l’état et des
sorties par rapport aux paramètres inconnus.

Nous avons ainsi tous les ingrédients nécessaires au calcul de la matrice d’information de
Fisher. L’objectif est de maximiser les informations contenues dans les expériences, à savoir
la maximisation des sensibilités des sorties du modèle par rapport aux paramètres inconnus.
À cette fin, différents critères d’optimisation peuvent être utilisés comme fonction objectif par
exemple la A-, D- ou E-optimalité (Franceschini et Macchietto, 2008).

Dans notre travail, l’objectif est de minimiser le volume de la région de confiance commune.
Cela est réalisée par la maximisation du déterminant de la FIM, c’est-à-dire la D-optimalité.
La solution du problème d’optimisation est basée sur la méthode de paramétrisation du vecteur
de contrôle (CVP) (Goh et Teo, 1988). Le problème d’optimisation (d’identification optimale)
générant les entrées optimales dans ce sens peut s’écrire de la façon suivante :

Pθ(k) : max
u

JFIM = det(MFIM)

s.à. ẋ = fc(x,u, θ̂k) ; x(tk) = x̂k

ẋθ =
(
∂fc
∂x

)
xθ + ∂fc

∂θ
; xθ(tk) = 0

umin ≤ u ≤ umax

(5.15)

où u = (T1, T2, . . . , Tnu)T représente le vecteur des températures utilisées pour approximer le
profil de température du réacteur au moyen d’une fonction constante par morceaux, umin et
umax sont respectivement les bornes inférieures et supérieures pour la température. Le problème
NLP est résolu grâce à des méthodes de descente de gradient.

L’identification des paramètres et la conception d’expériences optimales sont implémentées
dans une boucle fermée de D-RTO. À partir du procédé réel auquel les variables de décision
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optimales sont appliquées, à un instant d’échantillonnage tk, les sorties ainsi que les entrées
sont utilisées par l’observateur pour estimer les paramètres inconnu θ̂k et le vecteur d’état
x̂k. Ces estimations sont ensuite utilisées comme conditions initiales dans l’optimiseur pour
déterminer le vecteur des variables de décision à appliquer à l’itération suivante. La condition
initiale correspondante pour les variables de sensibilité est égale à zéro.

Dans un premier temps, nous supposons qu’un paramètre cinétique, c’est-à-dire le facteur
pré-exponentiel de la constante de vitesse de propagation noté kp0, est inconnu et est représenté
par θ. L’objectif est de concevoir des expériences optimales qui permettront son identification
de manière rapide et précise. Dans un second temps, deux paramètres Ed et Ep seront supposés
inconnus.

Deux variables d’état sont mesurées, à savoir la concentration globale de monomèreM et le
nombre de particules Np. Nous pouvons donc écrire le vecteur de sortie de la manière suivante :

y = (x1, x2)T (5.16)

5.3 Cas d’un seul paramètre inconnu

La variable de décision est initialement approximée en utilisant une fonction constante par
morceaux sur 6 intervalles de temps identiques. Les horizons de prédiction et de commande
sont égaux et le premier rétrécit à chaque itération d’optimisation. Plus on avance dans le
temps, plus l’horizon de prédiction rétrécit. Les conditions de simulation pour l’optimisation
et l’estimation sont résumées dans le tableau (5.2).

Paramètres Valeurs
Périodicité de l’estimation 10 secondes

H 3
Périodicité de l’échantillonnage 10 secondes

Périodicité de l’optimiseur 500 secondes
umin 40°C
umax 70°C
tf 3000 secondes

Tableau 5.2 – Paramètres d’optimisation en ligne et d’estimation

La figures (5.2) montrent les variables d’état mesurées (soit x1 et x2) avec trois profils
différents. Le profil en continu est donné par l’intégration des équations du modèle (5.6) et
correspond à l’état réel du procédé, le profil en (+) correspond aux estimations données par
l’observateur et le profil en discontinu correspond aux sorties du procédé. Ces dernières sont
obtenues en ajoutant 5% de bruit à l’état réel du procédé. Le faible écart entre les valeurs
de l’état réel et des estimations montre que l’estimateur réalise de bonnes performances. Les
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estimations du paramètre convergent vers la valeur réelle comme le montre la figure (5.3b).
Un faible écart est constaté entre le procédé et les estimations, principalement au début de la
réaction, période à laquelle le paramètre utilisé dans les calculs est erroné.

Le profil de température, présenté sur la figure (5.3a), est égal en début de mise en oeuvre
à la borne supérieure umax. La valeur de la température descend ensuite brusquement à la
valeur de la borne inférieure umin. Un tel profil ressemble au profil bang bang que l’on obtient
généralement en résolvant des problèmes de conception d’expériences optimales. Le profil de
température est obtenu pour maximiser la sensibilité de x1 et de x2 par rapport au paramètre.
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5.4 Cas de deux paramètres inconnus

Dans ce cas, deux paramètres, à savoir l’énergie d’activation pour la réaction de décompo-
sition de l’amorceur Ed et celle de la réaction de propagation Ep, sont supposées inconnus. Les
phénomènes de décomposition de l’amorceur et de propagation des radicaux sont déterminants
pour la réaction de polymérisation ainsi étudiée et contribuent fortement au résultat obtenu
que ce soit pour le taux de conversion final ou pour les masses moléculaires moyennes.

Les paramètres de simulation de l’optimisation et de l’estimation sont résumées dans le
tableau (5.3).

Paramètres Valeurs
Périodicité de l’estimation 100 secondes

H 3
Périodicité de l’échantillonnage 100 secondes

Périodicité de l’optimiseur 200 secondes
umin 40°C
umax 70°C
tf 3000 secondes

Tableau 5.3 – Paramètres d’optimisation en ligne et d’estimation

Les figures (5.4d) et (5.4e) montrent les variables d’état mesurées, à savoir x1 et x2. Le
nombre de mesures disponibles est restreint comparé au premier cas d’étude. Malgré cela, les
paramètres inconnus convergent vers les valeurs du procédé comme nous pouvons le constater
sur les figures (5.4b) et (5.4c). Le paramètre Ed converge en 2 itérations car la réaction de
polymérisation est initiée par la décomposition de l’amorceur. Les variables d’état sont donc
très sensibles à des variations de Ed. Les premières mesures sur x1 et sur x2 permettent de
l’identifier rapidement.

Le profil de température présenté sur la figure (5.4a) maximise les informations contenues
dans les expériences. Tout comme le cas d’un seul paramètre, la valeur de la température est
égale à celle de la borne supérieure umax au début de la réaction. Ensuite, sa valeur descend
drastiquement mais sans atteindre la borne inférieure cette fois-ci. Le profil peut être aussi
qualifié de type bang bang car plusieurs sauts de température sont effectifs.

Le résultat du profil de température découle du problème d’optimisation considéré. Il vise à
maximiser l’information contenu dans les expériences et mesures à venir. Plus spécifiquement,
il vise à maximiser les sensibilités des variables de sorties (x1 et x2 mesurées) par rapport aux
paramètres inconnus. Ces dernières sont présentées sur les figures (5.5) et servent au calcul du
déterminent de la FIM.
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5.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons traité le problème du design d’expériences optimales. Le
système non linéaire considéré consiste en un réacteur fermé où la copolymérisation en émulsion
du styrène et de l’α-méthylstyrène est mise en jeu. L’approche pour l’identification optimale
en boucle fermée a été illustrée par deux cas : la perturbation de la constante de propagation
et la perturbation des énergies d’activation de décomposition et de propagation.

Dans les deux exemples, l’estimateur à horizon glissant permet d’estimer correctement les
paramètres. Le problème d’optimisation a été résolu avec succès et permet l’obtention des en-
trées maximisant les informations contenues dans les mesures. Le couple observateur/problème
d’optimisation permet d’une part de diminuer la quantité d’expériences nécessaires mais aussi
d’augmenter la précision avec laquelle un modèle peut être identifié.
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Ce travail de thèse a permis de développer une approche de D-RTO pour l’optimisation
d’un réacteur de polymérisation par greffage. Cette approche est d’abord validée en simulation,
et ensuite mise en œuvre expérimentalement à l’échelle d’un réacteur de laboratoire.

Nous avons implémenté le schéma de contrôle optimal sur des réacteurs fermés de polymé-
risation. L’objectif est de contrôler les caractéristiques finales du produit de synthèse ainsi que
d’identifier des paramètres cinétiques inconnus du modèle de procédé. Pour cela, nous nous
sommes basés sur la stratégie de la commande prédictive non linéaire et sur la théorie des ob-
servateurs. Plus spécifiquement, un observateur à horizon glissant a été utilisé pour l’estimation
d’état dans un premier cas et pour l’estimation d’état et de paramètres inconnus du modèle
dans un second cas. En ce qui concerne ce dernier, les paramètres constants et initialement
inconnus du modèle ont été estimés en ligne pour un réacteur de polymérisation en émulsion.

Dans le premier chapitre, nous avons introduit la RTO classique suivi de la D-RTO. Diffé-
rents schémas conceptuels sont proposés pour déterminer les entrées optimales à appliquer au
procédé.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons les principales méthodes et techniques néces-
saires à la mise en œuvre de la D-RTO. L’observateur que nous utilisons est un observateur
à horizon glissant. Un tel choix d’observateur est adapté pour les systèmes considérés : les
réactions de polymérisation étudiés opèrent dans des temps de l’ordre de l’heure tandis que les
temps de calcul de l’observateur sont de quelques secondes. L’observateur permet de plus d’in-
troduire des contraintes qui peuvent se traduire par des bornes inférieures (et/ou supérieures)
pour les variables estimées.

Dans le troisième chapitre, le réacteur fermé, dont le comportement est fortement non
linéaire, est décrit, modélisé et les paramètres inconnus de ce dernier sont estimés. Le cas
d’étude à proprement dit concerne un procédé de recyclage de pneus usagés. La polymérisation
par greffage du styrène avec des granulats de pneus est étudiée. Le modèle phénoménologique
proposé prédit les performances et la cinétique de polymérisation.

Les méthodes expérimentales d’analyse sont présentées suivies du dispositif expérimental
étudié (réacteur batch à échelle de laboratoire). Les prédictions du modèle ainsi obtenus sont
comparées aux mesures expérimentales correspondantes.

Dans le quatrième chapitre, le procédé est optimisé pour la maximisation de l’efficacité
de greffage et la minimisation du temps réactionnel tous deux soumis à deux contraintes ter-
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minales. La mise en œuvre expérimentale en boucle ouverte du procédé confirme la présence
d’incertitudes et montrent un bon accord entres les simulations et les mesures.

La mise en œuvre de la D-RTO nous permet d’améliorer les performances du procédé et
de pallier les incertitudes paramétriques dont souffre le modèle. Cela se traduit par le respect
des contraintes terminales qui peuvent varier d’une mise en fonctionnement à l’autre à cause
d’éventuelles perturbations extérieures.

Nous avons utilisé un schéma de contrôle efficace sur le plan du temps de calcul et sur la
capacité à converger vers l’optimum du procédé. À chaque itération d’échantillonnage, nous
devons résoudre un problème d’estimation et un problème d’optimisation dynamique. Ce der-
nier détermine les entrées optimales à appliquer au procédé. Les deux problèmes sont résolus à
l’aide d’une méthode de gradient calculé grâce aux équations de sensibilité. Les performances
de cette stratégie de contrôle ont été testées en utilisant le modèle identifié dans le troisième
chapitre.

Les résultats montrent que l’observateur utilisé présente de bonnes performances malgré
le caractère fortement non linéaire du système et le faible nombre de sorties mesurées. Les
contraintes qui assurent un produit final spécifique sont respectées grâce au schéma d’optimi-
sation proposé. Ce résultat est intéressant car à ce jour, peu de travaux expérimentaux viennent
valider les résultats théoriques de schémas de contrôle optimal sur des procédés complexes.

Dans le cinquième chapitre, la D-RTO est utilisé pour le design d’expériences optimales.
Cela permet de diminuer le nombre d’expériences nécessaires à l’identification paramétrique et
ainsi de permettre des économies de coût et de temps dans des conditions de sécurité optimale.
L’approche développée est basée sur les mêmes éléments que ceux utilisés dans les chapitres
précédents. Elle est appliquée à un réacteur de copolymérisation dont la dimension (nombre de
variables d’état et de paramètres inconnus du modèle) est nettement inférieure à la dimension
du réacteur étudié.

Bien que les résultats obtenus dans le cadre de ce travail soient très intéressants pour la
conduite optimale des procédés en général, et les réacteurs de polymérisation en particulier, des
améliorations des approches développées sont encore nécessaires. On peut notamment citer :

1. Développer davantage le DEO pour les systèmes de grande dimension et le valider sur le
réacteur de polymérisation par greffage.

2. Améliorer l’instrumentation du réacteur pilote en mettant en œuvre la spectroscopie
Raman pour notamment mesurer le taux de conversion en ligne ainsi qu’un contrôle
précis de la température.

3. Valider le modèle identifié du réacteur à l’aide de mesures expérimentales additionnelles
obtenues dans des conditions opératoires différentes de celles qui ont permis son identi-
fication.

4. Étudier la stabilité et la robustesse de la boucle fermée aussi bien en optimisation qu’en
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DEO.
5. Mise en œuvre de l’approche de D-RTO à l’échelle pilote, avant de passer à l’échelle

industrielle.
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Titre : Optimisation dynamique en temps-réel d’un procédé de polymérisation par greffage
Mots clés : Procédé de polymérisation par greffage, Optimisation dynamique en temps-réel, Estimateur d’état à
horizon glissant, Conception optimale d’expériences, Mise en œuvre expérimentale
Résumé : D’une manière schématique, l’optimisation dynamique de procédés consiste en trois étapes de base :
(i) la modélisation, dans laquelle un modèle (phénoménologique) du procédé est construit, (ii) la formulation du
problème, dans laquelle le critère de performance, les contraintes et les variables de décision sont définis, (iii)
et la résolution, dans laquelle les profils optimaux des variables de décision sont déterminés. Il est important de
souligner que ces profils optimaux garantissent l’optimalité pour le modèle mathématique utilisé. Lorsqu’ils sont
appliqués au procédé, ces profils ne sont optimaux que lorsque le modèle décrit parfaitement le comportement du
procédé, ce qui est très rarement le cas dans la pratique. En effet, les incertitudes sur les paramètres du modèle,
les perturbations du procédé, et les erreurs structurelles du modèle font que les profils optimaux des variables de
décision basés sur le modèle ne seront probablement pas optimaux pour le procédé. L’application de ces profils au
procédé conduit généralement à la violation de certaines contraintes et/ou à des performances sous-optimales. Pour
faire face à ces problèmes, l’optimisation dynamique en temps-réel constitue une approche tout à fait intéressante.
L’idée générale de cette approche est d’utiliser les mesures expérimentales associées au modèle du procédé pour
améliorer les profils des variables de décision de sorte que les conditions d’optimalité soient vérifiées sur le procédé
(maximisation des performances et satisfaction des contraintes). En effet, pour un problème d’optimisation sous
contraintes, les conditions d’optimalité possèdent deux parties : la faisabilité et la sensibilité. Ces deux parties
nécessitent différents types de mesures expérimentales, à savoir les valeurs du critère et des contraintes, et les
gradients du critère et des contraintes par rapport aux variables de décision.
L’objectif de cette thèse est de développer une stratégie conceptuelle d’utilisation de ces mesures expérimentales en
ligne de sorte que le procédé vérifie non seulement les conditions nécessaires, mais également les conditions suffi-
santes d’optimalité. Ce développement conceptuel va notamment s’appuyer sur les récents progrès en optimisation
déterministe (les méthodes stochastiques ne seront pas abordées dans ce travail) de procédés basés principalement
sur l’estimation des variables d’état non mesurées à l’aide d’un observateur à horizon glissant. Une méthodologie
d’optimisation dynamique en temps réel (D-RTO) a été développée et appliquée à un réacteur batch dans lequel
une réaction de polymérisation par greffage a lieu.
L’objectif est de déterminer le profil temporel de température du réacteur qui minimise le temps opératoire tout
en respectant des contraintes terminales sur le taux de conversion et l’efficacité de greffage.

Title : Dynamic real-time optimization of a polymer grafting process
Keywords : Polymer grafting process, Dynamic real-time optimization, Moving horizon estimation, Optimal design
of experiments, Experimental implementation
Abstract : In a schematic way, process optimization consists of three basic steps : (i) modeling, in which a (phe-
nomenological) model of the process is developed, (ii) problem formulation, in which the criterion of Performance,
constraints and decision variables are defined, (iii) the resolution of the optimal problem, in which the optimal
profiles of the decision variables are determined. It is important to emphasize that these optimal profiles guarantee
the optimality for the model used. When applied to the process, these profiles are optimal only when the model
perfectly describes the behavior of the process, which is very rarely the case in practice. Indeed, uncertainties
about model parameters, process disturbances, and structural model errors mean that the optimal profiles of the
model-based decision variables will probably not be optimal for the process.
The objective of this thesis is to develop a conceptual strategy for using experimental measurements online so that
the process not only satisfies the necessary conditions, but also the optimal conditions. This conceptual development
will in particular be based on recent advances in deterministic optimization (the stochastic methods will not be
dealt with in this work) of processes based on the estimation of the state variables that are not measured by a
moving horizon observer.
A dynamic real-time optimization (D-RTO) methodology has been developed and applied to a batch reactor where
polymer grafting reactions take place. The objective is to determine the on-line reactor temperature profile that
minimizes the batch time while meeting terminal constraints on the overall conversion rate and grafting efficiency.
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