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Introduction générale

Les métaux sont utilisés dans de nombreux secteurs industriels tels que le transport terrestre, le bâtiment,
l’énergie ou encore l’aéronautique. Entre 2010 et 2017, pour le seul cas de l’acier, la production annuelle
mondiale a augmenté d’environ 20% pour atteindre près de 1700 millions de tonnes d’après l’association
mondiale de l’acier (World Steel Association, 2018). Les métaux à haute performance mécanique doivent
répondre à des critères exigeants de propreté inclusionnaire. Ainsi, l’optimisation de tenue en fatigue et
d’usinabilité des pièces passent nécessairement par une bonne maîtrise de l’état de la population d’in-
clusions définie en termes de densité numérale, de taille et de composition. Des agrégats inclusionnaires
de trop grande taille diminuent drastiquement les performances mécaniques du métal d’après Zhang
et Thomas (2003). Ils favorisent par exemple l’apparition de microfissures pouvant se propager lors de
cycles en fatigue comme le montre l’exemple de la figure 1, où une microfissure a été initiée à partir
d’une particule de sulfure de manganèse (MnS) d’une dizaine de micromètres. Sur des très fines tôles
d’acier, ces agrégats peuvent former des défauts exfoliés. La contrainte sur la taille limite tolérée de ces
défauts augmente à mesure que l’épaisseur des produits diminue. Face à une demande croissante et de
plus en plus exigeante concernant la qualité des matériaux, le contrôle de la propreté inclusionnaire pour
la production de métaux à hautes performances est donc devenu un critère de premier plan.

Les inclusions se forment et se transforment tout au long de la filière d’élaboration, et elles sont soit
exogènes ou endogènes. Elles sont de nature chimique très variée, mais dans le cas des aciers, la plupart
d’entre elles sont des inclusions non-métalliques. On distingue principalement :

• Des alumines (Al2O3), produits de la désoxydation (calmage) de l’acier par l’ajout d’aluminium.
Braun et al. (1979) classifient la morphologie de ces inclusions en 5 catégories : dentritique, facétée,
sphérique, de forme plate ou en cluster. Elles peuvent former des agrégats de forme globulaire
ou dentritique et sont d’autant plus volumineuses si le milieu est riche en oxygène. Elles sont
représentées figure 2.
• Des silices (SiO2), également produits de la désoxydation de l’acier.
• Les alumines et silices peuvent être traitées à l’aide de calcium et former respectivement des

aluminates de calcium (CaOx(Al2O3)y) et silicates de calcium (CaOx(SiO2)y). De telles inclusions
sont partiellement liquides lors du traitement de l’acier en fusion. Elles ont donc une propension
à garder une forme globulaire.
• Des sulfures de calcium (CaS) et de manganèse (MnS), produits de la désulfurisation du métal.
La morphologie de ces dernières a été étudiée récemment en détail par Zhang et al. (2017).
• Des suspensions provenant de fragments du laitier et qui se sont arrachées de ce dernier du fait
de la forte agitation du bain liquide. Elles sont essentiellement composées à base de chaux (CaO)
et magnésie (MgO.) Tout comme les aluminates et silicates, elles peuvent être à l’état liquide et
ont des tailles pouvant atteindre 300 µm (Zhang et Thomas, 2003).

Pour 1 kg d’acier, Thomas et Bai (2001) ont établi que l’on trouve typiquement 106 à 109 particules
inclusionnaires (densité numérale correspondant à 8 109 à 8 1012 particules par m3). D’après Tanizawa
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Fig. 1 – Exemple d’inclusion de sulfure de manganèse MnS (en clair) à l’origine de la microfissure apparue à la
suite de tests de fatigue sur une billette d’acier (Braun et al., 1979).

Fig. 2 – Morphologies typiques des inclusions d’alumines présentes dans l’acier. (a), (b) et (c) : Zhang et Thomas
(2003), (d) : Van Ende (2010).
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et al. (1991), la grande majorité des inclusions ont une taille inférieure à 20 µm, elles sont statistiquement
au nombre de 400 pour des tailles comprises entre 80 et 130 µm, et seulement 1 pour une taille supérieure
à 200 µm. Malgré cette densité numérale très importante, la concentration massique reste très faible de
l’ordre de quelques dizaines de parties par million (ppm) pour les aciers, ce qui prouve que la phase
solide est particulièrement dispersée.

L’un des principaux procédés retenus pour affiner le métal et donc réduire la teneur inclusionnaire
est celui de flottation. Dans l’élaboration de l’acier, la flottation intervient en métallurgie secondaire,
juste après la désoxydation du métal (le plus souvent par le silicium ou l’aluminium.) Elle consiste à
injecter des bulles d’argon à la base de la poche d’acier qui capturent les inclusions lors de leur ascension
vers la surface du bain. Le ou les panache(s) de bulles ont aussi pour vertu de brasser la poche et
donc de favoriser à la fois l’homogénéité chimique du bain et l’agrégation turbulente des inclusions. Le
panache de bulles ainsi présent va favoriser le mécanisme d’agrégation des inclusions grâce à l’agitation
du mélange. De plus, les inclusions à proximité du train de bulles vont être entraînées dans le sillage
de ces dernières ou bien être capturées par interception directe à la surface des bulles. Ces mécanismes
de capture sont d’autant plus efficaces que les agrégats sont volumineux. Cette sensibilité à la taille des
particules nécessite donc une bonne connaissance de la formation d’agrégats induite par la turbulence.
Les différents mécanismes induits par la présence des bulles au niveau du panache sont représentés figure
3.

agrégation turbulente

Capture à la surface des bulles

Capture dans le sillage des bulles

Phase continue

Fig. 3 – Principaux mécanismes responsables de la variation de la population des inclusions dans un panache de
bulles.
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Afin de quantifier le mécanisme d’agrégation turbulente de particules, de nombreux travaux expérimen-
taux ont été menés. La plupart ont étudié le comportement de suspensions en milieu aqueux agité. Les
mesures dans de tels milieux sont facilitées par le fait qu’ils sont transparents et sont à l’état liquide dans
les conditions normales de température et de pression, contrairement à la plupart des métaux. Ainsi,
Higashitani et al. (1983) ont étudié l’agrégation de microparticules en latex en solution aqueuse agitée
par une hélice en vue d’étudier l’évolution en taille de la population. Taniguchi et al. (1996) ont repris
ces travaux et mené des études expérimentales sur le comportement de particules d’alumines de taille de
1.8 µm dans de l’eau.

Toutefois, l’étude du comportement des inclusions en milieu aqueux turbulent ne permet pas de tirer un
parallèle complet avec les inclusions en milieu métallique. En effet, les particules étant hydrophobes en
milieu métallique, leur affinité s’en trouve modifiée ce qui peut impacter leur comportement. Par ailleurs,
des modèles à l’échelle du procédé en poche ont été développés. Par l’intermédiaire de noyaux statistiques,
ils permettent d’étudier l’évolution de la population des inclusions et de modéliser les mécanismes à petite
échelle. Étant données les incertitudes qui subsistent quant au comportement inclusionnaire mésoscopique
dans un métal liquide, ils méritent par conséquent d’être affinés à l’aide de modèles à plus petite échelle.

Le projet ANR-DFG Flotinc dans lequel s’inscrit ce travail s’intéresse au comportement inclusionnaire
dans des conditions représentatives du procédé de flottation d’un métal en fusion. Il s’agit d’un projet
aussi bien numérique qu’expérimental qui propose de mieux quantifier le mécanisme d’agrégation turbu-
lente à proximité d’un panache de bulles par une approche multi-échelles. Ce projet offre l’opportunité
d’affiner les noyaux statistiques d’agrégation turbulente utilisé dans les modèles macroscopiques des ré-
acteurs métallurgiques. De ce fait, il permet de mieux comprendre le mécanisme d’agrégation en temps
réel ainsi que de mieux contrôler la taille des inclusions résiduelles après traitement du métal.

Le travail présenté ici consiste à étudier numériquement les interactions inclusionnaires à petite échelle
dans un écoulement dont le profil est la représentation locale de la turbulence générée par le train
de bulles. À partir d’une série de calculs, il permet d’extraire un noyau d’agrégation en fonction des
paramètres identifiés susceptibles d’influencer le comportement local des particules.

La rédaction de ce manuscrit s’organise logiquement comme suit : le premier chapitre décrit de façon plus
détaillée le procédé de flottation et les modèles statistiques d’évolution de la population inclusionnaire
par agrégation turbulente. Ces éléments permettront de mieux saisir les enjeux de ce travail, mais aussi
de justifier les conditions de simulation sélectionnées et de décrire le projet collaboratif Flotinc de façon
plus exhaustive. Dans le chapitre 2, nous nous focaliserons sur les méthodes numériques utilisées dans
ce travail. Nous étudierons au chapitre 3 la dynamique d’inclusions lisses à sphéricité élevée (sphères
et ellipsoïdes). Nous exposerons naturellement dans le chapitre 4 les résultats des interactions pour
une paire de particules sphériques dans un écoulement traduisant localement la présence des bulles.
Ce chapitre présentera également de nouvelles corrélations pour les noyaux d’agrégation turbulents. Le
chapitre 5 exploitera les résultats obtenus pour deux situations, un panache de bulles dans une colonne
et un traitement d’acier en poche industrielle. La dernière partie de ce manuscrit est consacrée aux
conclusions et perspectives de ce projet.



Chapitre 1

La propreté inclusionnaire dans les
métaux liquides

Ce chapitre met en contexte l’étude réalisée en traitant de façon exhaustive le procédé de flottation
appliqué à l’affinage des métaux liquides. Il met en lumière les modèles macroscopiques utilisés, ainsi
que les limites que cela implique et que ce travail propose de lever en partie. Du fait de la complexité
du procédé de flottation, une approche multi-échelles semble la plus appropriée. Cela a incité à créer le
projet collaboratif « Flotinc » détaillé en dernière partie.

1.1 Le traitement du métal par le procédé de flottation

1.1.1 Généralités sur le procédé de flottation

La flottation est un procédé de séparation de deux phases, l’une continue (liquide), l’autre dispersée (le
plus souvent solide). Ce procédé est d’autant plus intéressant que les particules sont parfois difficiles
à séparer de la phase continue du fait de leur densité similaire (séparation gravitaire peu efficace). Il
est largement utilisé dans l’industrie, ce dès le 19ème siècle dans le domaine de la minéralurgie. Dans la
plupart des cas, des bulles sont injectées au sein de la phase continue liquide dans laquelle se trouve la
phase dispersée à extraire. Lors de leur ascension au sein de la phase continue, ces bulles captent les
particules dispersées (en suspension), qui sont ensuite entraînées à la surface où elles forment une couche
superficielle.

Il existe d’autres configurations de ce procédé qui n’ont pas forcément recours à des bulles. Ainsi, la phase
gazeuse est remplacée par des liquides immiscibles (« oil flotation ») ou des solides (« carrier flotation »).
Néanmoins, ce sont les bulles qui sont employées ici en tant que vecteur d’affinage.

Le procédé de flottation a été utilisé plus récemment en métallurgie. Dans la filière de l’aluminium, le
traitement s’effectue dans des réacteurs fermés ou ouverts. Il permet d’éliminer les inclusions présentes,
mais aussi l’hydrogène dissous dans l’aluminium ainsi que certains éléments alcalins comme le sodium.
Le gaz employé est en général de l’argon mélangé à du chlore injecté à l’extrémité des pales comme
l’illustre la figure 1.1, ainsi qu’un résultat de CFD proposé par Mirgaux (2007).

Dans le cas de l’acier et pour des raisons de température élevée, on préfère l’utilisation d’un ou plusieurs
bouchons poreux placés à la base de la poche et qui libèrent de l’argon comme l’illustre le schéma de la
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Fig. 1.1 – À gauche : poche de dégazage/flottation de l’aluminium où les processus physiques de flottation et
agrégation sont illustrés. À droite : énergie cinétique turbulente et taux de dissipation turbulente, figure issue de
Mirgaux 2007 (vitesse du rotor : 250 tr.min−1, débit gazeux : 8,3 Nl.min−1.)

figure 1.2 ainsi qu’un résultat de calcul de CFD proposé par Daoud et al. (2011). Les bulles ainsi générées
captent les plus grosses inclusions qui sont entraînées à la surface du laitier. Les poches d’acier liquide
ont des dimensions typiques de 2 à 4 m de hauteur et 1,5 à 2,5 m de diamètre et peuvent contenir de 100
à 200 t de métal. Les bulles générées permettent à elles-seules d’agiter efficacement le bain d’acier. Elles
homogénéisent ainsi la composition chimique du milieu grâce à son brassage. Par ailleurs, les bulles non
seulement permettent la capture des inclusions, mais elles favorisent l’agitation turbulente et le transport
des particules, et donc la probabilité de collision. Soulignons que l’agrégation influence grandement la
distribution en taille des particules auxquelles les autres mécanismes décrits ci-après sont assez sensibles,
ce qui rend le rôle de l’agrégation d’autant plus important.

1.1.2 Mécanismes physiques en jeu

Le métal agité dans la cuve à l’aide de bulles, avec ou sans l’aide de rotors, est un milieu triphasique
complexe du fait des mécanismes en jeu et de la diversité des inclusions constituant la phase disper-
sée. Associés au processus de flottation, plusieurs autres mécanismes responsables de l’évolution des
populations inclusionnaires cœxistent et sont illustrés figure 1.3 :

• la collision entre inclusions, pouvant induire l’apparition d’agrégats, voire de clusters d’agrégats
susceptibles de s’agglomérer. Ce travail de thèse participe à l’évaluation de la cinétique de ce
mécanisme,
• la flottation, ie la collision entre bulles et inclusions,
• la capture à la surface supérieure de la phase continue,
• la capture aux parois.

Du fait de la faible fraction volumique d’inclusions dans les métaux liquides (φ ' 10−5), seules les
collisions binaires sont considérées. La vitesse relative de deux inclusions est le moteur de leur collision,
et peut avoir différentes origines. On peut citer la collision brownienne, ainsi que la collision induite par
la turbulence ou encore la séparation gravitaire. La collision brownienne sort du cadre de cette étude, car
elle concerne les particules de très petites tailles (inférieures au micromètre). La collision turbulente de
particules de tailles microniques a été étudiée dans des cas extrêmes (nombre de Stokes infiniment petit
ou grand.) Les types de collision précédents sont décrits de façon détaillée dans la thèse de Claudotte
(2010), et sont résumées dans la section suivante.

Afin de tous les prendre en compte et de quantifier à l’échelle macroscopique tous les mécanismes pré-
sentés sur la figure 1.3, l’évolution de la population inclusionnaire est modélisée dans les simulations à
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Fig. 1.2 – À gauche : poche industrielle de traitement d’un l’acier liquide. À droite : champ de vitesse dans le
plan vertical contenant les trains de bulles d’argon et isosurface du taux de rétention d’argon de 1 %, figure issue
de Daoud et al. 2011 (2 bouchons poreux, débit gazeux par bouchon : 20 Nl.min−1.)

Agrégation/agglomération Flottation 

Séparation gravitaire 
Capture

Fig. 1.3 – Mécanismes entraînant une évolution de la population des inclusions lors du traitement en poche d’un
acier. Seul le mécanisme d’agrégation est étudié dans ce travail.
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l’échelle du procédé grâce à l’équation des bilans de population, décrite pour la première fois par Smo-
luchowski (1918). Des cœfficients traduisant ces phénomènes interviennent ; ils sont appelés « noyaux
statistiques ». Cette modélisation est détaillée dans le paragraphe suivant, ainsi que différentes tech-
niques de résolution.

1.2 Modélisation du comportement des particules inclusionnaires à
l’échelle macroscopique

Lors du traitement en poche d’un métal, la phase inclusionnaire est constituée d’un très grand nombre
de particules (jusqu’à 1012 #/m3 pour les aciers) de nature chimique souvent variée et de propriétés
physiques comme leur taille et leur morphologie très différentes. Cette population inclusionnaire est
transportée dans la poche par le mouvement du métal liquide et évolue avec le temps selon les processus
d’agrégation et de capture qui viennent d’être décrits. Le bilan de population est une approche théorique
élégante et efficace pour décrire par une loi de conservation l’évolution de la population d’inclusions dans
la poche industrielle, et sera utilisée ultérieurement dans le cadre de ce travail. En conséquence, une
attention particulière est portée sur cette méthode.

1.2.1 Méthode des bilans de populations

Un bilan de population a pour but d’estimer l’évolution spatio-temporelle des particules à l’aide d’une
fonction densité. Ici, on considère la densité numérale notée n. Elle dépend des coordonnées externes −→x ,
ainsi que d’un certain nombre p de coordonnées internes −→ξ = (ξ1, ..., ξp) caractérisant les propriétés
propres des particules (par exemple la taille, la morphologie, la composition chimique...). L’ensemble de
ces coordonnées constituent le vecteur d’état ; ce sont les variables de la densité en nombre n telles que :

n(ξ1, ..., ξp,
−→x , t)dξ1....dξp = n(−→ξ ,−→x , t)d−→ξ [#.m−3] (1.1)

Ainsi, n représente le nombre de particules par unité de volume de métal liquide à la position −→x ayant
la propriété comprise entre −→ξ et −→ξ + d

−→
ξ à l’instant t. Ainsi, l’équation de conservation de la fonction

densité n s’écrit :

∂n(−→ξ ,−→x , t)
∂t

+ div
(
n(−→ξ ,−→x , t)−→v p(

−→
ξ ,−→x , t)) = s(−→ξ ,−→x , t) (1.2)

où s désigne une fonction comportant le transport propre aux propriétés internes ainsi que le terme
source net (introduction de nouvelles particules dans le système, cf Hulburt et Katz 1964). Pour des
petites particules, la vitesse moyenne de transport des particules notée −→v p est généralement assimilée
à la vitesse moyenne du fluide −→v f à la position −→x . Les phénomènes d’interactions mésoscopiques (à
l’échelle des inclusions) sont tous compris dans la fonction s, alors que le transport macroscopique est
pris en compte dans le terme de gauche. Par la suite, nous ne considérerons que le cas courant où les
inclusions ne sont différenciées que par leur volume V . L’équation de conservation (1.2) devient :

∂n(V,−→x , t)
∂t

+ div
(
n(V,−→x , t)−→v f (V,−→x , t)) = s(V,−→x , t) (1.3)

Bien entendu, l’expression du terme source de l’équation (1.3) n’est pas unique et dépend des mécanismes
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que l’on souhaite inclure. Par exemple, dans le cas du traitement en poche de l’acier, De Felice et al.
(2012) ont pris en compte, en plus de l’agrégation, la flottation ainsi que la séparation gravitaire. Ces
mécanismes font intervenir la taille des bulles ainsi que leur vitesse, la vitesse de glissement bulle/liquide,
l’énergie cinétique turbulente ainsi que le taux de dissipation turbulente.

Dans notre travail, seul le terme source d’agrégation est considéré et développé dans ce qui suit. Ainsi, la
germination et la croissance des inclusions liées aux conditions thermodynamiques ne seront pas prises
en compte. Le terme source peut être décomposé selon des vitesse d’apparition B et de disparition D
telles que :

s(V,−→x , t) = B(V,−→x , t)−D(V,−→x , t) (1.4)

Smoluchowski (1918) est le premier à porter un intérêt pour le phénomène d’agrégation en étudiant un
système discret de monomères. Par la suite, ces résultats ont été reformulés pour un système continu.
Par exemple, Marchisio et al. (2003) ont exprimé les termes d’apparition et de disparition de l’équation
(1.4) comme suit :





B(V,−→x , t) = 1
2

V∫

0

β(V − u, u)n(V − u,−→x , t)n(u,−→x , t)du

D(V,−→x , t) = n(V,−→x , t)
∞∫

0

β(V, u)n(u,−→x , t)du

(1.5)

Dans l’équation (1.5), β(V, u) désigne le noyau d’agrégation entre les particules de volume V et u. Les
premier et second membres du système calculent respectivement le nombre de collisions ayant abouti à
la formation et disparition de particules de volume V . Le facteur 1/2 de l’équation (1.5) permet de ne
pas compter deux fois la même collision.

Il faut également souligner que Smoluchowski a étendu son bilan de population pour prendre en compte
le phénomène de fragmentation pouvant survenir pour les particules les plus volumineuses soumises à des
contraintes hydrodynamiques fortes. Toutefois, pour des particules très peu mouillantes, tel que c’est le
cas dans les métaux liquides, de fortes forces de cohésion dûes à la formation de ponts gazeux, détaillées
dans le chapitre 4, sont présentes. Le phénomène de fragmentation n’est donc pas pris en compte par la
suite.

Une des méthodes de résolution de l’équation de bilan de population consiste à discrétiser l’équation (1.3)
par rapport à l’espace des coordonnées internes. Dans le cas du volume V des particules, la distribution
n est divisée en Nc sections de volumes [Vi, Vi+1]. Le volume représentatif (ou pivot) de chaque section
est noté Vr,i. Une illustration de cette discrétisation est proposée figure 1.4.

L’équation (1.3) ainsi discrétisée devient un système d’équations qui, en utilisant le terme d’agrégation
(1.5), s’écrit :
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Taille des particules

n(V )

Ni

V

V
Vr,0Vr,1 Vr,2 Vr,3 Vr,4
V1 V2 V5V3 V4

Taille des particules

Fig. 1.4 – Distribution en taille des inclusions discrétisées en classes.

∀i, ∂ Ni(−→x , t)
∂t

+ div
(

Ni(−→x , t)−→v f

)
= 1

2

Vi+1∫

Vi

du

V∫

0

β(V − u, u)n(V − u,−→x , t)n(u,−→x , t)du

−
Vi+1∫

Vi

n(u,−→x , t)du
∞∫

0

β(V, u)n(u,−→x , t)du , (1.6)

où Ni est la densité en nombre moyenne des particules dans la classe i, soit le nombre de particules de
volume inclus dans l’intervalle [Vi, Vi+1] par unité de volume de fluide de la phase continue :

Ni =
Vi+1∫

Vi

n(u,−→x , t)du (1.7)

La résolution de cette équation a fait l’objet de nombreuses publications. Parmi elles, la méthode de pivot
fixe, initialement développée par Kumar et Ramkrishna (1996), présente un intérêt particulier puisqu’elle
permet de conserver deux propriétés intégrales que sont le volume et le nombre total d’inclusions. Pour
déterminer l’expression discrétisée des termes d’apparition et de disparition, une méthode de répartition
entre classes est utilisée. Comme cela est démontré dans la thèse de Mirgaux (2007), le terme d’apparition
des particules de classe i noté Bi devient :

• 
• 
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Bi = 1
2

[
1
2(Vi+1 − Vi−1)

V∫

0

β(V − u, u)n(V − u,−→x , t)n(u,−→x , t)du
]

(1.8)

D’autre part, sachant que la population des inclusions est censée être concentrée sur les volumes repré-
sentatifs Vr,i, la densité en nombre peut s’écrire sous la forme suivante :

n(V,−→x , t) =
Nc∑

i=1
Niδ(V − Vr,k) avec δ la fonction de Dirac (1.9)

Le terme de disparition Di s’écrit plus simplement :

Di = Ni

Nc∑

j=1
β(Vr,i, Vr,j)Nj (1.10)

Finalement, pour le seul mécanisme d’agrégation, l’équation de conservation discrétisée par la méthode
du pivot fixe s’écrit, pour i ∈ [1, Nc] :

∂Ni

∂t
+ div(Ni

−→v f ) = 1
2

∑

j, k
Vr,i−1 6 Vr,j + Vr,k 6 Vr,i+1

κ β(Vr,j , Vr,k)NjNk −Ni

Nc∑

j=1
β(Vr,i, Vr,j)Nj

(1.11)

avec

κ =





Vr,i+1 − V
Vr,i+1 − Vr,i

pour Vr,i 6 V 6 Vr,i+1

V − Vr,i−1
Vr,i − Vr,i−1

pour Vr,i−1 6 V 6 Vr,i

(1.12)

La méthode de pivot fixe a été largement appliquée dans la littérature. Pour les métaux liquides, Li
et al. (2015) se sont focalisés sur l’étude numérique de l’évolution de la population en taille de bulles
au sein d’un acier. En ce qui concerne les inclusions dans les métaux liquides, elle a été utilisée pour
étudier numériquement le comportement d’inclusions dans de l’aluminium liquide en réacteur agité par
un rotor Alpur (Mirgaux et al. 2009.) Cette méthode a également été retenue pour étudier l’évolution
d’oxydes d’inclusions en acier liquide (Daoud et al. 2011, De Felice et al. 2012, Lou et Zhu 2013, Bellot
et al. 2018.)

Une autre méthode de résolution indirecte de l’équation de conservation existe. Il s’agit de la méthode
des moments, où l’idée sous-jacente est de résoudre la densité pondérée par le volume élevé à une certaine
puissance qui détermine l’ordre du moment. En réalité, plusieurs variantes de la méthode des moments
existent :

• la méthode standard des moments,
• la méthode de quadrature des moments,
• la méthode de quadrature directe des moments .
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Pour plus de détails, le lecteur est invité à se reporter aux travaux de Marchisio et Fox (2005) ainsi qu’à
la thèse rédigée par Claudotte (2010). Plus récemment, Daoud et al. (2011) ont eu recours à la méthode
de quadrature des moments pour simuler le comportement inclusionnaire d’oxydes métalliques dans un
acier liquide traité en poche.

1.2.2 Noyaux d’agrégation

L’équation (1.11) des bilans de population fait intervenir des cœfficients β appelés « noyaux d’agréga-
tion ». Ces noyaux permettent de modéliser les origines multiples du phénomène d’agrégation. D’après
Söder et al. (2002), l’agrégation peut être dûe au mouvement brownien, au cisaillement en régime lami-
naire, à la flottabilité des particules ou à l’agitation turbulente. Les deux premières sont souvent négligées
pour les métaux liquides, comme c’est le cas pour Söder et al. (2004) qui ont étudié numériquement les
mécanismes d’agrégation dans une poche d’acier agitée par des bulles d’argon. Ainsi, l’agrégation brow-
nienne ne sera pas explicitée ici. Le lecteur intéressé peut se référer à Sheng et al. (2002).

Flottabilité

L’agrégation entre deux particules i et j dûe à leur différence de flottabilité est également appelée
agrégation de Stokes, notée βStokesij . En effet, l’origine de ce type de collision est liée à la vitesse terminale
de sédimentation vSt atteinte lors de l’équilibre entre le poids, la poussée d’Archimède et la force de
traînée. Pour une sphère de diamètre dp, elle vérifie :

vSt =
g(ρl − ρp)d2

p

18µ lorsque Rep < 1 (en régime dit de Stokes), (1.13)

avec g l’accélération de la pesanteur, ρl et ρp les masses volumiques respectives du fluide et de la particule,
µ la viscosité dynamique du fluide. D’après (1.13), vSt dépend du carré de la taille des particules. Ainsi,
une collision induite par une différence de vitesses terminales est possible entre deux particules de même
nature chimique (donc de même masse volumique) si elles sont de tailles différentes. En supposant que
les effets hydrodynamiques à proximité directe des particules sont négligeables, le noyau d’agrégation de
Stokes est le flux de particules à travers la surface de collision formée par le disque de diamètre égal à la
somme des diamètres des particules, représenté en annexe A (figure A.1). Ainsi,

βStokesij = πg(ρl − ρp)
78µ | dpi − dpj |

(
dpi + dpj

)3 (1.14)

Turbulence, Saffman & Turner

En écoulement turbulent, les premiers auteurs à avoir établi un noyau statistique de collision βturbij sont
Saffman et Turner (1956) pour décrire la coalescence de gouttelettes présentes dans l’atmosphère. Ces
gouttelettes de faible diamètre ont donc une inertie négligeable ainsi qu’une taille inférieure à l’échelle
de Kolmogorov. En supposant la turbulence homogène et isotrope, Saffman & Turner montrent que le
noyau d’agrégation vérifie :

βturb,S&T
ij =

√
8π
15
(dpi + dpj

2
)3( ε

ν

)1/2
, (1.15)
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avec ε la dissipation turbulente et ν la viscosité cinématique de la phase continue. Une démonstration
complète est fournie en annexe A.

Turbulence, Abrahamson

D’autres auteurs se sont intéressés à des particules d’inertie infinie, toujours en écoulement turbulent.
Le premier à avoir développé un modèle de noyau d’agrégation est Abrahamson (1975), qui a étudié
l’agglomération d’aérosols dans un cyclone. Le mouvement de telles particules est alors considéré pure-
ment stochastique. En supposant que la concentration des particules i est uniforme dans l’espace, que
la distribution des vitesses fluctuantes des particules −→v ′p suit une loi normale, et enfin que le temps de
réponse des particules est grand devant les échelles macroscopiques de la turbulence, alors la densité de
probabilité de trouver une particule comprise dans l’intervalle [−→v ′p,−→v ′p + d−→v ′p] est donnée par :

dNi = Ni
(
2π〈‖−→v ′p‖2〉

)3/2 exp
(
−(v′2px + v

′2
py + v

′2
pz)

2〈‖−→v ′p‖2〉

)
dvpxdvpydvpz . (1.16)

La collision entre Deux particules i et j est alors liée à la différence de leurs vitesses fluctuantes, et le
nombre de collisions par unité de temps et de volume Zij s’exprime par :

Zij =
∫∫

−→v pi,
−→v pj

dNidNj

(dpi + dpj
2

)2
‖−→v ′pi −−→v ′pj‖ . (1.17)

En réinjectant l’expression (1.16) et après calcul de l’intégrale, l’équation (1.17) devient :

Zij =
√

8π NiNj

(dpi + dpj
2

)2√
〈‖−→v ′pi‖2 + ‖−→v ′pj‖2〉 . (1.18)

Par identification avec les termes de l’équation (1.11), le noyaux de collision d’Abrahamson βTurb,Ab.ij

s’écrit :

βTurb,Ab.ij =
√

8π
(dpi + dpj

2
)2√
〈‖−→v ′pi‖2 + ‖−→v ′pj‖2〉 . (1.19)

Le noyau de collision turbulente de Saffman et Turner (1956) considère le cas extrême de particules
faiblement inertielles et de petite taille, alors que Abrahamson (1975) s’intéresse à la situation opposée.
Il existe des études portant sur des cas intermédiaires (particules de densité et taille variable). C’est
l’objet de l’étude menée par Zaichik et al. (2010).

Turbulence, Zaichik et al. (2010)

De nombreux auteurs se sont intéressés à des noyaux de collision turbulente entre deux particules sphé-
riques, pour un temps de réponse dû aux effets inertiels compris entre les plus petites et les plus grandes
échelles de turbulence (Williams et Crane 1983, Kruis et Kusters 1997, Wang et al. 2000, Derevich 2007).
Par exemple, Kruis et Kusters (1997) ont établi un noyau de collision pour des petites particules de den-
sité importante en comparaison avec celle du fluide et en ne prenant en compte que la force de traînée
de Stokes. Par la suite, Zaichik et al. (2006) ont développé un modèle de collision pour des particules
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à haute densité et bidispersées, sans limitation de taille par rapport aux échelles de turbulence. Ces
travaux ont été complétés par les mêmes auteurs (Zaichik et al., 2010) qui ont étendu l’expression du
noyau de collision à une plus large gamme de densité. Ainsi, leur modèle est également valable pour des
collisions binaires entre particules de densité égale voire inférieure à celle du fluide environnant.

Avant de développer leur modèle, Zaichik et al. (2010) ont formulé les hypothèses suivantes :

• la turbulence est isotrope,
• la distribution spatiale des particules est uniforme,
• les forces intermoléculaires (Van der Waals) sont négligées,
• les interactions hydrodynamiques et la sédimentation ne sont pas pris en compte.

Ils ont alors montré que le noyau de collision turbulente βTurb,Zaichikij s’écrit

βTurb,Zaichikij = 4
√
π
(dpi + dpj

2
)2
Vt, Vt =

√
V 2
in + V 2

sp (1.20)

D’après (1.20), la collision turbulente est la contribution de deux phénomènes regroupés dans le même
taux de turbulence total Vt. D’une part, le taux Vin modélise le défaut de corrélation des vitesses des
particules avec le fluide environnant à cause de leurs effets inertiels. D’autre part, la grandeur Vsp rend
compte des défauts de corrélation des vitesses dû à la distance entre les particules i et j. Ces deux termes
vérifient :





Vin = | 1− ρf
ρp
|
[

2ΩiΩj(Ωi +Ωj) + z2(Ω2
i +Ω2

j )
(2Ωi + 2Ω2

i + z2)(2Ωj + 2Ω2
j + z)

]1/2

v′

Vsp =
[

(2Ωi + 2AΩ2
i + z2)(2Ωj + 2AΩ2

j + z2)S
2(2Ωi + 2Ω2

i + z2)(2Ωj + 2Ω2
j + z2)

]1/2
(1.21)

Dans l’équation (1.21), Ωi désigne le rapport entre le temps de réponse de la particule i et le temps
caractéristique de la turbulence à grande échelle. La grandeur z est l’inverse du nombre de Reynolds
turbulent construit sur l’échelle de Taylor. La vitesse fluctuante du fluide est donnée par v′. L’écart
adimensionné entre les vitesses des particules dû à leur distance de séparation est caractérisé par le
rapport S/(2v′2). La grandeur S dépend de la distance de séparation dij = (dpi + dpj)/2. D’après
Zaichik et al. (2010) :

S =





εd2
ij

15ν pour dij < ηK

2(εdij)2/3 pour ηK < dij < l

2v′2 pour dij > l

. (1.22)

Dans l’équation (1.22), l désigne les plus grandes échelles turbulentes et ηK les plus petites (échelle de
Kolmogorov).

Le noyau de collision turbulente (1.20) étant censé être valide quelles que soient les gammes de densité ou
de taille de particule, il est intéressant de vérifier les cas extrêmes. Pour le noyau de Saffman & Turner,
les particules sont faiblement inertielles. Ainsi, les temps de réponses sont très petits devant les échelles
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de turbulence. A fortiori, Ωα → 0, α = i ou j. En se servant des équations (1.21) et (1.22), les taux
Vin et Vsp se simplifient :

Vin = 0 , Vsp = S

2 = 1
2
ε

15ν
(dpi + dpj

2
)2

.

En réinjectant cette expression dans le noyau de turbulence βTurb,Zaichikij donné en (1.20), le noyau
conduit à :

βij =
√

8π
15

√
ε

ν

(dpi + dpj
2

)3

et l’on retrouve bien l’expression de Saffman & Turner.

L’autre cas extrême, le noyau d’Abrahamson, concerne les particule denses, soient ρf/ρp → 0 et
Ωα � 1. Cette fois, les taux Vin et Vsp vérifient :





Vin = 1√
2

( 1
Ωi

+ 1
Ωj

)1/2
v′

Vsp = 0

.

Or, d’après Abrahamson (1975),

v′2/Ωα = 〈 ‖−→v ′2pα‖ 〉, α = i ou j .

En réinjectant cette expression dans le noyau de turbulence βTurb,Zaichikij donné en (1.20), le noyau
devient :

βij =
√

8π
(dpi + dpj

2
)2√
〈‖−→v ′pi‖2 + ‖−→v ′pj‖2〉 .

Cette expression est bien identique au noyau de collision d’Abrahamson (1.19).

Pour le calcul des noyaux d’agrégation, on somme généralement les contributions des mécanismes parti-
cipant à l’agrégation. Ainsi, en écoulement turbulent, le noyau de collision global βtotij est la somme des
noyaux de collision induite par la flottabilité et la turbulence :

βtotij = βStokesij + βTurbij (1.23)

Comparaison des noyaux de collision turbulente - exemple d’inclusions dans un acier liquide
(projet CIREM)

L’évolution des trois noyaux de collision turbulente décrits précédemment en fonction de la dissipation
turbulente pour des inclusions non-métalliques dans un acier liquide a été tracée figure 1.5. Pour cela,
deux couples d’inclusions d’oxydes de forme sphérique deux fois moins denses que l’acier ont été choisies.
Les résultats sont issus d’un précédent projet ANR appelé CIREM (ANR06 - MATPR0005) dont le but
était de modéliser le comportement inclusionnaire dans une poche d’acier liquide.
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Fig. 1.5 – Comparaison des noyaux de collision turbulente, pour deux paires d’inclusions d’oxydes dans l’acier
liquide de différentes tailles : Saffman & Turner (bleu), Abrahamson (rouge), Zaichik (vert) (source : Daoud et al.
2010).

Les rayons collisionnels (dp1 + dp2)/2 valent respectivement 11 µm et 110 µm. Dans tous les cas, il
apparaît que le noyau de collision de Zaichik est compris entre celui de Saffman & Turner (minorant)
et Abrahamson (majorant). Pour les plus petites gammes de taux de dissipation, le noyau de Zaichik
est très proche de Saffman & Turner. La plus petite échelle de turbulence est définie par l’échelle de
Kolmogorov :

ηK =
(
ν3

ε

)1/4

(1.24)

Dans ces gammes, elle reste supérieure au rayon collisionnel. D’autre part, il s’agit de vérifier que le
nombre de Stokes StK reste inférieur à l’unité. Ce nombre est défini comme le rapport entre le temps
de relaxation des particules dans l’écoulement τp et l’échelle temporelle caractéristique de Kolmogorov
(ν/ε)1/2 (cf annexe A). Le temps de relaxation, dans le cas des sphères et en prenant en compte la masse
ajoutée, s’écrit :

τp =

(
ρp + 1

2ρf
)
d2
p

18µ (1.25)

En utilisant l’expression (1.25) et le temps caractéristique de la turbulence aux petites échelles, le nombre
de Stokes s’écrit donc :

StK =

(
ρp + 1

2ρf
)
d2
p

18µ

(
ε

ν

)1/2
(1.26)

Quelle que soit la valeur de l’énergie dissipée, ce nombre reste inférieur à l’unité pour les petites inclu-
sions. Les conditions de Saffman & Turner sont donc vérifiées. En revanche, en augmentant le taux de
dissipation, le noyau de Zaichik se distancie de celui de Saffman & Turner. En effet, les petites échelles de
turbulences diminuent avec la dissipation, au point d’être de taille plus petite que le rayon collisionnel.
Pour des rayons de 11 µm et 110 µm, cette limite est franchie respectivement pour ε = 24 m2.s−3
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et ε = 2,4 10−3 m2.s−3, ce qui est cohérent avec les graphes. Pour les gammes supérieures de ε, le
noyau de Zaichik ne coïncide pas pour autant avec le noyau d’Abrahamson. Cela peut s’expliquer par le
fait que les particules sont peu denses comparé à l’acier, et donc qu’elles réagissent rapidement face aux
fluctuations du champ fluide.

1.2.3 Notion d’efficacité de collision

Les hypothèses d’utilisation des noyaux de collision de Saffman & Turner, Abrahamson et Zaichik sont
assez restrictives. En particulier, leur utilisation suppose l’absence d’effets hydrodynamiques et de forces
d’interactions particulaires. Ces hypothèses semblent particulièrement fortes à l’échelle des particules.
D’autre part, l’étude expérimentale menée par Higashitani et al. (1983) dans un réacteur parfaitement
agité montre que, dans les conditions d’application du noyau de Saffman & Turner, l’utilisation de
l’équation d’équilibre des populations en appliquant ce noyau ne permet pas de prédire l’évolution de
la population des particules. Un cœfficient correcteur, appelé efficacité de collision, a ainsi été introduit
pour ajuster le noyau de collision et rendre compte de ces effets à la fois hydrodynamiques locaux et
physico-chimiques.

De façon générale, l’efficacité de collision entre deux particules notée ηij est définie comme le rapport
entre le noyau de collision effectif βij et un noyau de référence βij,ref , qui dépend de la configuration de
l’écoulement :

ηij = βij
βij,ref

(1.27)

L’efficacité, on le comprend bien, diffère donc du rapport des surfaces de collision.

De nombreuses études numériques ont été réalisées concernant l’établissement de lois d’efficacité pour
des suspensions en milieu ionisant, par exemple en milieu aqueux. Pour cela, les effets hydrodynamiques
combinés à des forces physico-chimiques telles que la force de Van der Waals ou la répulsion électrique en
surface ont été pris en compte. Ces interactions physico-chimiques sont décrites par la théorie DLVO du
nom des scientifiques l’ayant développée (Derjaguin et Landau en 1941, indépendamment de Verwey et
Overbeek qui l’ont établie en 1948). Cette théorie considère le potentiel d’interaction des forces attractives
et répulsives dont la valeur dépend de nombreux paramètres tels que la séparation des particule, leur taille
ou encore le milieu dans lequel elles baignent (force ionique). Les forces attractives, de type Van der Waals,
sont proportionelles à la constante de Hamaker Ah qui dépend de la nature du couple particule/fluide.
La répulsion double couche électrique est dûe à la présence d’un nuage électronique à la surface des
particules. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter l’annexe B.

Les études mentionnées dans cette partie, relatives à la prédiction d’une efficacité pour des particules
mouillées par le milieu dans lequel elles baignent, ont toutes eu recours au calcul de la dynamique stoke-
sienne. Cette méthode permet de calculer les trajectoires des particules par superposition de différents
modes analytiques : les modes exprimant l’écoulement sans particules ainsi que des modes d’ordres plus
élevés traduisant la présence des particules. Ces modes, qui dépendent des positions des particules, vé-
rifient à la fois l’équation de Stokes (donnée au chapitre 3, équation 3.26) et les conditions limites aux
particules (adhérence du fluide à leur surface par exemple). Cette méthode ne nécessite donc aucun
maillage, ce qui est particulièrement commode pour la résolution des interactions hydrodynamiques des
particules à très faible distance (forces de lubrification). De plus, la prise en compte des interactions
de nature physico-chimiques est tout-à-fait possible. Pour plus de détails sur la dynamique stokesienne,
le lecteur peut se référer aux articles de Batchelor et Green (1972) et Brady et Bossis (1988). À titre
d’exemple, pour deux particules sphériques non inertielles et isolées en écoulement cisaillé, ces modes
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Fig. 1.6 – Coordonnées sphériques utilisées pour le calcul des trajectoires données par l’équation (1.28). La
surface coloriée en noir à gauche représente 1/4 de la surface de collision.

permettent de calculer des cœfficients hydrodynamiques A , B et C , fonctions de la distance r entre les
deux particules et intervenant dans la résolution des trajectoires de ces dernières (Vanni et Baldi, 2002).
En utilisant les coordonnées sphériques (r, θ, φ) et en prenant la particule 1 comme origine du repère
selon la figure 1.6, les composantes de la vitesse de la particule 2 vérifient :





dr

dt
= γ̇r

(
1−A (r)

)
sin2 θ sinφ cosφ+ C (r)

3πµdp1
Fφ−χ

r
dθ

dt
= rγ̇

(
1−B(r)

)
sin θ cos θ sinφ cosφ

r sin θdφ
dt

= rγ̇ sin θ
(

cos2 φ− B(r)
2 cos(2φ)

)

(1.28)

Dans l’équation (1.28), Fφ−χ désigne la résultante radiale des forces physico-chimiques, soient les forces
électriques et de Van der Waals.

La surface de collision a également été représentée figure 1.6. Pour des raisons de symétrie (suivant l’axe
y et z), la surface peut être calculée dans le quart de plan (y > 0 , z > 0). Initialement, les deux sphères
sont placées suffisamment loin l’une de l’autre pour s’assurer que les interactions entre particules, aussi
bien hydrodynamiques ou physico-chimique, soient négligeables.

Pour le simple cas de colloïdes en écoulement laminaire cisaillé, Curtis et Hocking (1970) ont étudié
numériquement la collision de particules sphériques en polystyrène monodispersées. Ils ont pu en extraire
une efficacité. Van de Ven et Mason (1977) ont, entre autres, repris les travaux de Curtis et Hocking
(1970) pour en extraire une loi d’efficacité qui, en présence de la force physico-chimique de Van der Waals
et pour deux particules sphériques de même taille, s’établit comme suit :

ηij = f(λ)C−0,18
A , CA =

9πµγ̇d3
p

2Ah
∈ [1 , 105] (1.29)

Dans l’équation (1.29), la variable λ désigne la longueur d’onde de London, c’est-à-dire la longueur
de l’onde électromagnétique émanant de l’oscillation des atomes constituants les particules sphériques.
Typiquement, λ ' 100 nm et f(λ) ' 0,8 pour des particules de taille micrométriques. Van de Ven et
Mason (1977) ont également étudié l’influence de la répulsion électrique. Dans la gamme de valeurs qu’ils
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ont utilisées, ils ont montré que cette force avait tendance à limiter l’efficacité comme c’était attendu,
mais que pour des valeurs proches des bornes (soit CA ' 1 ou CA ' 105), la répulsion avait une influence
très limitée.

Adler (1981) a également calculé des surfaces de collision pour des particules de taille différente. De ces
surfaces, il a pu extraire une loi d’efficacité de la forme :

ηij = k
( Ah

18πµmax(dpi, dpj)3γ̇

)n
avec k, n ∈ R , (1.30)

sans toutefois préciser les valeurs de k et n. On remarque que pour n = 0,18, cette expression est conforme
à celle de Curtis & Hocking fournie équation (1.29).

Parmi les études portant sur des calculs d’efficacité de collision pour des colloïdes de tailles identiques,
les travaux de Vanni et Baldi (2002) sont particulièrement exhaustifs. Ils ont en effet distingué le type
de doublet qui pouvait se former en fonction des interactions hydrodynamiques et physico-chimiques en
jeu. Il peut en effet se former des doublets issus de particules en contact (« collision primaire ») ou alors
des particules très proches et dont la distance correspond à l’équilibre entre les forces physico-chimiques
(minimum du potentiel), suffisamment fortes devant les interactions hydrodynamiques pour qu’il n’y ait
pas rupture de cet équilibre (« collision secondaire », encore appelée « orbite » par les auteurs). Ils ont
ainsi calculé des surfaces de collision pour différentes valeurs des interactions, du taux de cisaillement γ̇
mais aussi de la taille des particules. Un exemple des surfaces obtenues est donné figure 1.7, où les zones
noire et grise représentent les positions initiales ayant menées respectivement à une collision primaire
et secondaire. La grandeur ψp désigne le potentiel du nuage électronique à la surface des particules
(cf annexe B). Lorsque le potentiel ψp est nul, l’essentiel des collisions sont fort logiquement de type
primaires, et la section de collision décroît avec le cisaillement. Lorsque ψp = 10mV, la situation est
très différente, puisque ce sont des équilibres de forces conduisant à des situations orbitales (collision
secondaire) qui prédominent pour γ̇ < 200s−1. À noter que le nombre de Reynolds particulaire demeure
extrêmement faible, justifiant l’application de la dynamique stokesienne : pour des particules de taille
dp = 1 µm immergées dans de l’eau à température ambiante et un cisaillement dont la gamme de valeur
s’étend de 1 à 1000 s−1,

Reγ̇ =
γ̇d2

p

ν
∈ [10−6, 10−3] .

De ces surfaces, ils ont pu extraire des lois d’efficacité, en particulier en l’absence de répulsion électriques.
Pour deux particules de polystyrène identiques de taille dp dans de l’eau à 20◦C, ils ont établi :

ηii = 1,015 γ̇−0,186 d−0,7
p (1.31)

Dans l’équation (1.31), dp est exprimé en µm et le cisaillement en s−1. La constante de Hamaker a été
prise égale à 0,967 10−20 J. On retrouve une dépendance de l’efficacité selon γ̇ et dp très proche de celle
proposée par Curtis et Hocking (1970).

Plus récemment, Bülow et al. (2017) ont mené une étude numérique d’évolution déterministe de la
population d’une suspension en milieu aqueux uniquement constituée de particules primaires d’alumine
sphériques réparties en taille selon une loi log-normale et agitées par un écoulement cisaillé couplé à une
force centrifuge. Ils ont également calculé des efficacités de collision pour deux sphères isolées. Pour cela,
ils ont eu recours à la seule dynamique stokesienne, en utilisant trois potentiels issus de la DLVO :

• le potentiel de Van der Waals avec la constante de Hamaker égale à 4,76 10−20 J,
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Fig. 1.7 – Forme des surfaces de collision primaires (noir) et secondaire (gris clair) pour des colloïdes en écoulement
cisaillé. Le graphe de droite est issu de l’article de Vanni et Baldi (2002).

Fig. 1.8 – Potentiels DLVO utilisé dans le cadre des travaux de Bülow et al (source : Bülow et al., 2017).

• le potentiel dont dérive la répulsion électrique,
• le potentiel dont dérive la force répulsive de Born à très courte distance entre deux atomes.

Ces trois potentiels ainsi que le potentiel résultant sont représentés figure 1.8, où L0 désigne le rayon
moyen des deux sphères, r la distance séparant leur centre de masse et kB la constante de Boltz-
mann. D’après ce graphe, deux minima sont observés. Le premier correspond aux particules extrêmement
proches l’une de l’autre alors que le second correspond à un équilibre moins stable (puits moins élevé) et
donc une agrégation plus fragile. Le second est observé à une distance de séparation de l’ordre de L0/20.

Dans ces conditions, ils ont extrait la loi d’efficacité suivante englobant à la fois le mécanisme de collision
induit par le cisaillement ainsi que la flottabilité des particules dûe à la force centrifuge :

ηij = 0,33
(dp2
dp1

)0,69(dp1 + dp2
2U0

γ̇
)−0,36

,
dp2
dp1

< 1 . (1.32)

Dans l’équation (1.32), U0 désigne la vitesse de Stokes d’une particule sphérique de taille (dp1 + dp2)/2
soumise au champ généré par la centrifugation. En notant g l’accélération de la force centrifuge, cette
vitesse vérifie
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U0 = (dp1 + dp2)2g(ρp − ρl)
72µ (1.33)

En réinjectant l’expression (1.33) dans (1.32)

ηij = 0,33
(
dp2
dp1

)0,69 ((dp1 + dp2)g(ρp − ρl)
36µγ̇

)0,36
,

dp2
dp1

< 1 . (1.34)

Au vu de la loi d’efficacité (1.34), la force centrifuge exerce donc une influence non négligeable dans ce
cas, ce qui se traduit par une tendance entre deux particules à s’agréger plus facilement si leur taille
augmente, contrairement aux cas précédents. De plus, cette efficacité est d’autant plus faible que le
rapport de taille des particules est important, ce qui n’a pas encore été mis en valeur jusqu’à présent.

L’efficacité de collision a été peu utilisée à ce jour pour des particules peu mouillées telles que des inclu-
sions non-métalliques dans du métal liquide. Néanmoins, Wang et al. (2005) ont étudié numériquement
le comportement statistique des inclusions d’alumine dans un acier liquide lors du bullage dans un réac-
teur. L’écoulement est résolu par méthode RANS (modèle k−ε) pour les phases fluides. La phase liquide
est faiblement couplée à la phase dispersée des inclusions d’alumine (pas de prise en compte des solides
dans le calcul de la phase fluide). L’évolution de la distribution en taille des inclusions est résolue par un
bilan de population. Ce bilan prend en compte la flottation, la capture par la paroi du réacteur, ainsi que
l’agrégation induite par l’écoulement turbulent, la flottabilité, et dans une moindre mesure, la collision
brownienne. En ce qui concerne le noyau de collision turbulente, ils ont naturellement pris comme réfé-
rence celui de Saffman & Turner et l’ont ajusté à l’aide d’une loi d’efficacité. Pour cela, Wang et al. (2005)
se sont appuyés sur les travaux de Higashitani et al. (1982) qui ont étudié numériquement l’interaction
binaire de particules sphériques de différentes tailles en écoulement cisaillé dans les conditions de Stokes
en l’absence de répulsion électrique d’une part, et qui ont calculé des efficacités de collision résultantes
d’autre part. De ces efficacités, Wang et al. (2005) ont établi la corrélation suivante :

ηij = 0,9 C−0,242
B , CB = 3πµ(dpi + dpj)3(ε/ν)1/2

32Ah
(1.35)

Les résultats de Wang et al. (2005) doivent être pris avec précaution, car la corrélation (1.35), au vu des
travaux de Higashitani et al. (1982), est valable pour des particules dont le rapport de taille est proche de
l’unité. En revanche, cette loi a tendance à surestimer l’efficacité qui décroît d’autant plus que ce rapport
est important. De plus, cette relation est valable pour des valeurs de CB ∈ [0,1, 105], ce qui correspond
à des conditions d’écoulement de type Stokes (laminaire). En effet, étant donné que l’étude de Wang
et al. (2005) porte sur des particules de taille de l’ordre de 10 µm pour une valeur de la constante de
Hamaker Ah = 2,3 10−20 J, le taux de dissipation turbulente n’est pas censé excéder 10−5 m2.s−3 ce
qui est bien entendu en-deçà des conditions représentatives du procédé de flottation dont les bulles sont
censées induire de la turbulence. Enfin, la corrélation (1.35) est valable pour les particules mouillées. En
conséquence, son utilisation dans leurs conditions de simulation est discutable.

Pour conclure, les interactions entre particules sphériques en milieu liquide ionisant cisaillé et en régime de
Stokes ne sont pas négligeables et les efficacités sont loin d’avoir une valeur égale à l’unité dans la plupart
des cas considérés. Les paramètres géométriques sont susceptibles d’affecter la valeur de l’efficacité, qui
devient d’autant plus faible que le rapport de taille des particules est important. Dans un métal en fusion
lors du procédé de flottation, les inclusions dont la taille peut facilement atteindre 10 µm subissent un
cisaillement local induit par la turbulence. Il est donc très probable, en extrapolant le cas des particules
mouillées en régime de Stokes, que les effets hydrodynamiques aient un role prépondérant sur la valeur
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de l’efficacité de collision. Cette notion d’efficacité est assez pratique pour l’étude du comportement
d’inclusions à grande échelle. En effet, elle permet de prendre en compte ces interactions à l’échelle
mésoscopique ou microscopique et de les appliquer dans des bilans de population à l’échelle du réacteur
métallurgique en s’appuyant sur le formalisme des bilans de population.

Maintenant que les phénomènes microscopiques ont été présentés, il s’agit de décrire la façon dont les
phénomènes de transport macroscopiques des particules inclusionnaires sont résolus (terme de gauche de
l’équation (1.11)). C’est l’objet de la section suivante, où il est question du couplage de la phase dispersée
que constituent les inclusions avec les phases fluides.

1.2.4 Couplage entre phases

Du fait de la faible fraction massique de la phase dispersée solide (de l’ordre de 10 ppm pour les aciers),
l’écoulement est peu perturbé à l’échelle du réacteur par les inclusions. Ainsi, le couplage entre solide et
fluide est souvent considéré comme unidirectionnel (« one way »). En revanche, l’échange de quantité de
mouvement entre les phases fluides (liquide et gaz) n’est pas négligeable ; les fractions volumiques de gaz
peuvent approcher localement l’unité ce qui participe au brassage du métal. Ceci est particulièrement
vrai dans le cas du traitement en poche de l’acier.

Avant de décrire le couplage fluide-solide, intéressons-nous au couplage fort entre liquide et gaz. La
résolution d’un tel écoulement diphasique peut être assurée par une méthode Euler-Euler.

Le système d’équations qui suit se rapporte à une approche de type Euler-Euler, utilisée pour simuler
une phase gazeuse (et donc un panache de bulles) présente dans un bain liquide :





∂

∂t
(αkρk) + div(αkρk−→v k) = 0

∂

∂t
(αkρk−→v k) +−−→div(αkρk−→v k ⊗−→v k) = −αk

−→
∇p−−−→div(αkτ k) + αkρk

−→g +−→F k

(1.36)

où l’indice k désigne indifféremment la phase liquide ou gazeuse. Quelle que soit la phase considérée, αk
est la fraction volumique, ρk la densité, −→v k la vitesse, τ k le tenseur des contraintes totales (visqueuses
et de Reynolds). Tous les transferts de quantité de mouvement entre les deux phases sont pris en compte
par le terme −→F k (force de masse ajoutée, portance, traînée, dispersion induite par la turbulence...)

Les inclusions n’étant présentes que dans la phase liquide, l’équation de conservation établie en (1.11),
est légèrement modifiée :

∂αlNi

∂t
+ div(αl−→v pNi) = αl(Bi −Di) (1.37)

Sa résolution comporte deux étapes. Premièrement, l’équation de transport des populations Ni est réso-
lue, sans terme source :

∂αlNi

∂t
+ div(αl−→v pNi) = 0

Dans cette équation, la vitesse des particules −→v p est assimilée à la vitesse moyenne du fluide vue par les
particules −→v f .
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⇔

t t+ ∆t

gaz liquide

+

transport

agrégation

Fig. 1.9 – Décomposition de l’évolution de la densité numérale des inclusions : transport macroscopique et
agrégation

Dans un second temps, il est possible de superposer le mécanisme d’agrégation au transport induit par
l’écoulement, ce qui revient à résoudre l’équation (1.11). Cette technique de résolution est illustrée figure
1.9.

Les noyaux de collision employés par les modèles macroscopiques ne prennent pas en compte les inter-
actions inclusionnaires telles que les forces physico-chimiques à courte distance ou les effets hydrodyna-
miques locaux. Afin de préserver l’avantage d’un couplage solide-liquide faible, il est nécessaire d’affiner
leur expression grâce à des investigations décrivant de façon déterministe le comportement local des
inclusions. Ce travail s’efforce de répondre à cette problématique.

1.3 Un travail collaboratif : le projet ANR-DFG Flotinc

Ce travail s’inscrit dans le cadre d’un projet de recherche franco-allemand cofinancé par l’Agence Natio-
nale de la Recherche et de la DFG (« Deutsche Forschungsgemeinschaft »). Ce projet s’intitule Flotinc
(« Inclusion interactions during flotation in liquid metals ») qui s’est étendu sur une durée de 4 ans de
2016 à 2019. Il consiste à étudier numériquement et expérimentalement par une approche multi-échelles
le comportement des inclusions présentes dans un métal liquide lors du procédé de flotation à proximité
du train de bulles. Les deux échelles concernées sont celle des inclusions, ainsi que celle du train de bulles.

Le projet Flotinc réunit 4 équipes de recherche, responsables chacune d’un « workpackage » (WP) :
• Le laboratoire des Sciences des Processus Industriels et Naturel de Saint-Etienne (« SPIN »)
effectuant des recherches expérimentales de cinétique d’agrégation dans un métal à bas point de
fusion dans des conditions d’écoulement maîtrisées avec une cellule de Couette (WP1),
• l’Institut Jean Lamour où le travail présenté ici à été mené (WP2),
• l’Université Technique de Dresde chargée de modéliser et d’effectuer des simulations numériques
directes à l’échelle des bulles et d’un train de bulles (WP3),
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Fig. 1.10 – Liste des travaux des différents partenaires envisagés lors de la création du projet Flotinc.

• le Centre Helmholtz de Dresde-Rossendorf dont la spécialité est l’observation d’un écoulement
multiphasique opaque par imagerie à rayon X et neutronique (WP4).

Pour la partie expérimentale, ce projet est marqué par son originalité et la possibilité de visualiser le
comportement inclusionnaire au sein du liquide opaque qu’est le métal. Peu de travaux ont été effectués
dans ce sens, la dynamique inclusionnaire en temps réel n’ayant été observée que sur des surfaces (Yin
et al., 1997), où les phénomènes physiques en jeu diffèrent largement du cas des particules complètement
immergées.

D’un point de vue numérique, l’étude approfondie de la dynamique inclusionnaire à petite et moyenne
échelle doit contribuer à affiner les modèles macroscopiques utilisés à l’échelle de la poche industrielle.

La façon dont les interactions entre les différentes équipes partenaires étaient envisagées au début du
programme est illustrée figure 1.10. L’équipe WP1 a engagé un post-doctorant pour une durée de 18
mois, alors que les équipes WP2, 3 et 4 ont accueilli un doctorant pour mener les travaux de recherche
du projet. Des réunions biannuelles d’avancement de projet ont été organisées successivement par les
équipes membres, des rapports annuels conjoints synthétisant cet avancement ont été également rédigés.
Certains résultats obtenus lors de ce projet sont illustrés figure 1.11.
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WP1

inclusions de SiO2
dans un alliage Bi− Sn

Dispersion de particules de silice
dans un alliage Bi− Sn obtenu après
broyage planétaire.

WP4Expérimental

Numérique

WP3

DNS d’un écoulement faiblement turbulent
en présence d’une bulle

Suivi lagrangien des particules :
résolution de l’équation BBO
(Basset-Boussinesq-Oseen)
par un schéma d’intégration
de type Runge-Kutta d’ordre 4

Obtention par rayon X d’un écoulement de bulles
dans un alliage GaInSn en cellule de Hele-Shaw
(épaisseur ' 6 mm) et en présence d’inclusions :

WC− Co, dp = 1 mm

Fig. 1.11 – Exemple de résultats obtenus par les autres équipes partenaire du projet Flotinc.
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1.4 Objectifs

Le principe du procédé de flottation est relativement simple ; néanmoins, les phénomènes physiques
sous-jacents sont complexes et nécessitent une investigation poussée en vue de décrire correctement le
comportement des inclusions à l’échelle du train de bulles, puis du réacteur métallurgique. Au vu du
modèle des bilans de populations, un paramètre-clé qui inclut la dynamique inclusionnaire aux petites
échelles est le noyau d’agrégation. Les objectifs principaux de ce travail sont donc les suivants :

• décrire localement les conditions représentatives du procédé de flottation à proximité du train de
bulles favorisant l’agrégation des particules,
• identifier dans ces conditions les phénomènes à l’échelle mésoscopique qui influencent le compor-
tement inclusionnaire,
• effectuer des simulations numériques pour établir une trajectographie complète des particules,
• extraire des noyaux statistiques d’agrégation,
• exploiter ces noyaux avec la résolution de bilans de population à plus grande échelle.

Les différents solveurs retenus pour cette étude sont présentés dans le chapitre 2.

Afin de convaincre le lecteur de la validité de ces solveurs et de la représentativité des conditions limite
et initiale, des simulations de particules isolées sont d’abord effectuées, et les résultats sont confrontés à
ceux de la littérature. Ceci est l’objet du chapitre 3.

Conformément aux trois premiers objectifs, le chapitre 4 traite les conditions d’écoulement local autour
des inclusions dans un écoulement cisaillé plan qui modélise la turbulence produite par le mouvement
des bulles. Par la suite, l’étude de la dynamique inclusionnaire à petite échelle est présentée, pour les
paramètres retenus influençant la trajectoire des particules.

Comme cela est visible sur la figure 1.10, il a été prévu de valoriser les noyaux de collision obtenus dans
ce travail pour simuler le procédé de flottation à proximité directe du train de bulles. Dans cette optique,
deux méthodes de travail collaboratif ont été engagées entre notre équipe et celle de la TU de Dresde. La
première consiste à exploiter les résultats de noyaux de collision statistiques obtenus pour extraire des lois
de collision entre particules. Ceci permet à l’équipe de Dresde d’étudier de façon déterministe l’évolution
de la population inclusionnaire dans un train de bulles. La seconde est une approche statistique. Elle
consiste à étudier l’évolution de la population des particules, à partir de l’équation de bilan de population
et des distributions spatiales des inclusions et de la turbulence obtenues par l’équipe de Dresde. C’est
cette dernière méthode qui sera essentiellement développée dans le chapitre 5. De ce fait, ce dernier
chapitre répond aux deux derniers objectifs.



Chapitre 2

Outils numériques utilisés pour la
simulation d’inclusions en milieu liquide

Les méthodes numériques utilisées dans le cadre de cette thèse ont été implémentées dans un code dé-
veloppé à l’Institut Jean Lamour en grande partie par Jean-Sébastien Kroll-Rabotin. Ce code, nommé
« FLUA », est essentiellement écrit en langage Fortran. Il permet de simuler des écoulements multi-
phasiques et d’effectuer des calculs parallèles (utilisation des standards OpenMP et MPI). Le code se
décompose principalement en 3 grandes sous-parties : le suivi lagrangien des particules (LPT), la résolu-
tion de l’écoulement par une méthode de Boltzmann sur réseau (LBM), et le couplage entre phases, ici
par une méthode de frontière immergée (IBM). Une illustration de ces trois solveurs est proposée figure
2.1.

LBM

IBM

LPT

Fig. 2.1 – Illustration des 3 solveurs LBM (« Lattice-Boltzmann Method »), IBM (« Immersed Boundary Me-
thod ») et LPT (« Lagrangian Particle Tracking »).
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2.1 Suivi lagrangien des particules

Dans ce travail, les vitesses et positions des particules ont été essentiellement résolues de manière explicite.
Dans ce qui suit, une description générale du modèle utilisé va être proposée, pour l’appliquer dans les
chapitres suivants aux cas particuliers des sphères et des ellipsoïdes. Lorsque les forces et moments
résultants sont connus pour un élément solide donné, les vitesses et positions des particules sont mises à
jour par résolution des équations traduisant le principe fondamental de la dynamique. Dans le cas d’efforts
qui dépendent de la vitesse (comme un modèle de traînée) ou de l’accélération (comme un modèle de
masse ajoutée), on approxime la dépendance des forces et des couples à la vitesse et l’accélération par
leur tangente locale. Le principe fondamental de la dynamique est donc assuré à partir du système
d’équations linéarisé suivant, appliqué à chaque objet solide (p) :





ρpVp
d−→v p

dt
= Av

d−→v p

dt
+ Bv

−→v p + −→Cv

Ip.
d
(−→ω p

)

dt
= Aω

d−→ω p

dt
+ Bω

−→ω p + −→Cω

(2.1)

Les équations (2.1) ont chacune trois composantes pour un problème 3D. Si l’on souhaite suivre n
particules à un temps donné, il faut donc résoudre 6n équations. La résolution de l’équation portant sur
la vitesse −→v p dans (2.1) discrétisée temporellement s’effectue comme suit, en notant δt le pas de temps :

ρpVp

−→v p(t)−−→v p(t− δt)
δt

= Av

−→v p(t)−−→v p(t− δt)
δt

+ Bv
−→v p(t) +−→Cv

⇒ −→v p(t) =
−→v p(t− δt)

(ρpVp −Av
δt

)
+−→Cv

ρpVp −Av
δt

−Bv

(2.2)

Les composantes des vitesses sont exprimées dans un repère fixe. Le moment d’inertie d’un solide dépend
de son orientation. Celle-ci est caractérisée dans le code de calcul par un quaternion q(t) à partir duquel
on peut déduire la transformation pour passer du repère fixe au repère lié à la particule (cf annexe C). Il
apparaît donc judicieux de travailler dans ce repère, où la matrice représentative du tenseur d’inertie est
diagonale. En notant I ′pi les composantes du tenseur d’inertie et ω′pi celles de la vitesse angulaire dans la
base orthonormée liée à la particule, la vitesse de rotation est mise à jour de façon similaire à la formule
(2.2) :

ω′pi(t) =
ω′pi(t− δt)

(I ′pi −Aω
δt

)
+ C ′ωi

I ′pi −Aω
δt

−Bω
,
−→C ′ω = q−1 ×−→Cω × q (2.3)

L’opérateur × désigne le produit de Hamilton défini en annexe C. Dans un second temps, les composantes
de la vitesse sont déduites par transformation inverse : −→ω p = q ×−→ω ′p × q−1

Dans la majeure partie de ce travail, la position −→x p est calculée à partir d’un schéma d’Euler explicite :

−→x p(t) = −→x p(t− δt) + δt−→v p(t) (2.4)
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L’orientation quant à elle est mise à jour en appliquant la rotation de vecteur −→ω p(t)δt :

q(t) = −→ω p(t)δt× q(t− δt) (2.5)

où × est, on le rappelle, le produit de Hamilton. Ce schéma d’intégration a été utilisé pour des objets
sphériques. En revanche, en ce qui concerne les ellipsoïdes, un schéma de type Adams-Bashforth a été
employé, ce qui se traduit de la manière suivante :





−→x p(t) = −→x p(t− δt) + δt−→v p(t) + δt

2
(−→v p(t)−−→v p(t− δt)

)
,

q(t) =
[−→ω p(t)δt+ δt

2
(−→ω p(t)−−→ω p(t− δt)

)]× q(t− δt)
(2.6)

2.1.1 Détection de collision

Dans cette partie, seuls les objets de forme sphériques et ellipsoïdales seront évoqués car ce travail n’a
porté que sur ces derniers.

Numériquement, étant donné qu’aucune contrainte n’est appliquée entre les surfaces des objets, la détec-
tion de collision porte sur un critère d’interpénétration. Dans le cas de sphères, la détection de collision
est élémentaire, car il existe une expression analytique simple permettant de voir si deux sphères se sont
interpénétrées. Concrètement, pour que deux sphères de diamètre di et dj dont les centres de masse ont
pour coordonnées respectives −→x i et −→x j soient entrées en collision, il suffit de vérifier que :

‖−→x pi −−→x pj‖ −
1
2(dpi + dpj) 6 0 (2.7)

En ce qui concerne les ellipsoïdes, la détection de collision porte également sur le critère d’interpénétra-
tion. Malheureusement, il n’existe pas d’expressions analytiques générales permettant de déterminer si
deux ellipsoïdes s’interpénètrent. Afin de palier ce problème, ce travail a recours à l’emploi de N mar-
queurs répartis à la surface des ellipsoïdes. Ces marqueurs sont caractérisés par leur position −→x = (x, y, z)
ainsi que leur poids w (surface élémentaire occupée). Les ellipsoïdes étudiées ici sont des ellipsoïdes de
révolution autour de l’axe c > a. L’aire A d’une telle ellipsoïde est estimée par exemple par Klamkin
(1971) comme suit :

A = 4π
((a2)p + 2(ac)p

3
)1/p

, p = 1,6075 (2.8)

Ainsi, les marqueurs i ∈ [1, N ], de position (xi, yi, zi) par rapport au centre de masse de l’ellipsoïde et
de poids wi doivent vérifier :





x2
i + y2

i

a2 + z2
i

c2 ' 1

N∑

i=1
wi ' A , cf (2.8)

(2.9)

La détection de collision nécessite l’emploi des normales extérieures des ellipsoïdes aux positions de
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chaque marqueur i ∈ [1, N ]. Ces normales extérieures sont orientées selon le gradient de la fonction de
surface caractérisant l’ellipsoïde :





−→n i ∧
−→
∇
(x2

i + y2
i

a2 + z2
i

c2

)
= −→0

−→n i ·
−→
∇
(x2

i + y2
i

a2 + z2
i

c2

)
> 0

(2.10)

La détection de collision (interpénétration) de deux ellipsoïdes à l’aide des marqueurs passe par une
série de vérifications, dont l’ordre, grâce à des critères de plus en plus restrictifs, permet d’optimiser le
temps de calcul. Tout d’abord, la série de tests décrits ci-après est effectuée uniquement si les sphères
circonscrites à chacune des ellipsoïdes s’interpénètrent (soient les sphères de rayon le plus grand demi-
axe). Si c’est le cas, alors les tests suivants portant sur les marqueurs appartenant respectivement aux
deux ellipsoïdes sont effectués dans l’ordre :

• Si une paire de marqueurs sont en-deçà d’une distance critique (ici égale à 2c), alors le test suivant
est lancé :
• On vérifie que le produit scalaire −→n i · (−→x i−−→x j) > 0 (interpénétration potentielle au point −→x i).
• Si c’est effectivement le cas, on regarde ensuite si la projection de la position −→x i dans le plan

tangent à l’ellipsoïde j et passant par −→x j est incluse dans la surface représentative wj et récipro-
quement.

Une illustration complète de la détection à l’aide de marqueur ainsi que l’algorithme associé et précé-
demment décrit sont proposés figure 2.2.

Afin de limiter l’interpénétration, un nombre important de marqueurs a été utilisé. Le présent travail
a eu recours à un code préexistant, développé à l’aide du logiciel Matlab® et décrit par Persson et
Strang (2004). Il permet de générer ces marqueurs et de les espacer uniformément. Grâce à ce code,
les marqueurs, au nombre de 3204, vérifient bien wi ' A/N avec A l’aire de l’ellipsoïde considérée,
définie en (2.8). Avec ce nombre de marqueurs, la profondeur d’interpénétration n’excède pas 1/2000ème

du grand axe.

Le critère développé pour les ellipsoïdes peut s’appliquer à des objets quelconques, à condition que ces
derniers présentent une forme convexe.
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−→x i

−→n i

c/2

c

−→x j

O2
c/2

O1

−→n i

−→n j
zoomwi −→x j(wj)

−→x i(wi)

Données: marqueurs (positions −→x , normales −→n , poids w)
si (|| O1 −O2 || < 2c) alors

pour marqueur i ∈ ellipse1 faire
pour marqueur j ∈ ellipse2 faire

si || −→x i −−→x j || > 2c alors
itérer

fin si
si (−→x i −−→x j) · −→n j > 0 ou (−→x j −−→x i) · −→n i > 0 alors

itérer
fin si
si (π || (−→x i −−→x j)×−→n i ||2 > wi) ou (π || (−→x j −−→x i)×−→n j ||2 > wj) alors

itérer
fin si
collision

fin pour
fin pour

fin si

Fig. 2.2 – Algorithme implémenté pour la détection de collision des ellipsoïdes.
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2.2 Solveur fluide : méthode de Boltzmann sur réseau

La résolution de l’écoulement en trois dimensions est effectuée à l’aide d’une méthode de Boltzmann sur
réseau implémentée dans le solveur fluide du code utilisé dans ce travail.

2.2.1 Équation de Boltzmann

Dans le cadre de la théorie cinétique des gaz, Ludwig Boltzmann a utilisé une approche statistique afin de
décrire l’évolution d’un gaz hors équilibre. Cette approche, décrite de façon exhaustive par Wild (1951),
a pour inconnue la fonction de distribution du fluide considéré. L’équation régissant son évolution est la
suivante :

∂f

∂t
+ −→c · −→∇xf + −→Fm ·

−→
∇cf = Ω(f) (2.11)

Avec

• f = f(−→x ,−→c , t) la fonction de distribution massique du gaz dans l’espace des vitesses.
Elle représente la masse de fluide situées à l’instant t dans un petit volume d’espace d3x autour
du point −→x et ayant une vitesse −→c définie à d3c près. Elle est donc exprimée, dans le cas 3D, en
[kg.m−6.s3]

• −→Fm la densité massique des forces que subit le gaz exprimée en [N.kg−1],
• Ω l’opérateur de collision.

Pour un milieu dense, la théorie cinétique des gaz (cf Rocard, 1927) suppose que l’ensemble des très
nombreuses collisions entre éléments constitutifs du fluide résulte en une relaxation vers une distribution
à l’équilibre feq, qui n’est autre que la distribution de Maxwell-Boltzmann :

feq = ρ
( m

2πkT
)3/2

exp
(
− m(−→c −−→v )2

kT

)
(2.12)

Dans la relation (2.12), m désigne la masse d’une particule élémentaire constitutive du gaz (kg), k la
constante de Boltzmann (J.K−1), et T la température (K).

Chez certains auteurs, l’approche de la fonction de distribution comme quantité numérale (et non mas-
sique) est parfois utilisée. Dans ce cas, le nombre de particules occupant un volume d3x autour du point
−→x et ayant la vitesse −→c à d3c près serait la grandeur fd3xd3c. Néanmoins, la densité massique sera
privilégiée par la suite, ce qui permettra de retrouver les équations de conservation classiques dans un
milieu continu, ie les liquides ou les gaz denses. Il est possible de repartir directement de l’équation ciné-
tique de Boltzmann (2.11) pour retrouver les équations de Navier-Stokes. L’exemple est donné ci-après
pour l’équation portant sur le moment d’ordre 0, soit la conservation de la masse, par intégration sur
l’espace des directions −→c . Pour imposer la conservation de la masse, il faut que l’intégration sur −→c de
l’opérateur de collision, qui peut être vu comme un terme source de l’équation de Boltzmann, soit nulle.

∫

−→c ∈R3

Ω(f)d3c = 0 (2.13)

Au vu de la définition de la fonction de distribution, la masse volumique et la vitesse vérifient
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ρ(−→x , t) =
∫

−→c ∈R3

f(−→x ,−→c , t)d3c

ρ(−→x , t)−→v (−→x , t) =
∫

−→c ∈R3

−→c f(−→x ,−→c , t)d3c

(2.14)

Le premier terme intégré du membre de gauche de l’équation de Boltzmann donne :

∫

−→c

∂f

∂t
d3c = ∂

∂t

∫

−→c

fd3c

ce qui n’est autre que la grandeur ∂ρ
∂t

au vu de (2.14). En ce qui concerne le second terme, étant donné
que les variables −→x et −→c sont indépendantes, on peut poser

∫

−→c

−→c · −→∇xfd
3c = −→

∇x ·
∫

−→c

f−→c d3c = div(ρ−→v ) , toujours d’après (2.14).

En tant que grandeur macroscopique massique, la force −→Fm ne dépend pas des directions −→c . Il est
donc possible de changer le troisième terme de gauche de (2.11) et écrire

∫

−→c

−→Fm ·
−→
∇cfd

3c = −→Fm ·
∫

−→c

−→
∇cfd

3c = −→Fm ·
∫

∂c

f−→n d2S

La notation ∂c désigne les bords de l’espace des directions définies dans R3, ce qui correspond à des
vitesses infinies. Or, la probabilité pour que des particules de gaz ait une vitesse infinie est nulle. Il vient
immédiatement que

∫

−→c

−→Fm ·
−→
∇cfd

3c = 0.

D’après ce qui précède, on retrouve bien l’équation de continuité classique :

∂ρ

∂t
+ div(ρ−→v ) = 0 (2.15)

De manière similaire, l’équation de Navier-Stokes portant sur la quantité de mouvement peut être obtenue
par intégration de l’équation de Boltzmann en prenant son moment d’ordre 1 (cf équation 2.14). Le détail
du calcul n’est pas présenté ici, mais a été largement détaillé dans la littérature sous le nom d’ « expansion
de Chapman-Enskog » (Chapman, 1916 ; Enskog, 1917).

2.2.2 Discrétisation sur un réseau : méthode LBM

La méthode de Boltzmann sur réseau (LBM) connaît un intérêt croissant depuis maintenant plusieurs
décennies, d’abord dans la branche de la dynamique des fluides - en écoulement laminaire ou turbulent
- puis pour des problèmes multiphysiques (Younsi, 2015). Historiquement, elle se base sur un modèle
développé pour la simulation du comportement dynamique des gaz par des automates cellulaires, c’est-
à-dire des nœuds reliés en réseau auxquels est affectée une variable booléenne indiquant la présence
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ou non d’une particule de gaz (Chen et Doolen, 1998). L’opérateur de collision de BGK (« Bhatnagar
Gross Krook », défini dans Bhatnagar et al., 1954) a permis de passer à de véritables solveurs CFD. La
méthode de Boltzmann sur réseau a été utilisée aussi bien dans des réseaux 2D que 3D (par exemple
dans Somers, 1993 ; Eggels et Somers, 1995 ; d’Humières et al., 2002 ; Ammar et al., 2012 ; Sungkorn et
Derksen, 2012 ; Ernst et Sommerfeld, 2012 ; Ernst et al., 2013). On utilise souvent la terminologie DdQn
pour désigner le type de réseau utilisé, d étant la dimension spatiale et n le nombre de vitesses discrètes
utilisées. Dans le cadre de ce travail qui reprend la méthode développée par Eggels et Somers (1995) et
Sungkorn et Derksen (2012), un réseau « D3Q18 », représenté figure 2.3, a été utilisé.

L’intégration temporelle de la fonction de l’équation de Boltzmann (2.11) s’effectue à l’aide d’un schéma
explicite. La fonction de distribution discrétisée sera notée Ni. Elle caractérise la masse de fluide par
unité de volume associée au nœud du réseau au point −→x qui, à un temps t, est échangée dans la direction
−→c i , i ∈ [1, 18]. Ainsi :

Ni(−→x , t) = 〈f(−→c i,−→x , t)〉δ3c =
∫
−→c ∈(−→c i+δ3−→c )

f(−→c ,−→x , t)d3c (2.16)

La masse volumique est donc définie comme la somme des masses volumiques associées aux vitesses
discrètes −→c i en chaque point du réseau. La quantité de mouvement est définie par le moment d’ordre 1
en vitesse. L’équation (2.14) devient ainsi pour un réseau discrétisé :





ρ(−→x , t) =
∑

i

Ni

ρ(−→x , t)−→v (−→x , t) =
∑

i

Ni
−→c i

(2.17)

En l’absence de forces extérieures (−→Fm = −→0 ), l’équation de Boltzmann discrétisée est donc donnée
par :

x
yz

1

5

3

4
9

13

17
14

10

11
12

16

15

7

(2)

6

(8)

(18)

Fig. 2.3 – Réseau LBM de type D3Q18 utilisé dans ce travail. Les 18 directions −→c i sont numérotées (cf table
2.1 pour les valeurs de leurs composantes). Les directions représentées en rouge gras ont un poids double.
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∂Ni

∂t
+−→c i ·

−→
∇xNi = Ωi(N(−→x , t)) (2.18)

Le schéma d’intégration étant explicite, l’équation (2.18) intégrée en temps entre t et t+ δt devient :

Ni(−→x +−→c iδt, t+ δt)−Ni(−→x , t) = Ωi(N(−→x , t))δt (2.19)

Le membre de gauche de (2.19) correspond à une étape de propagation (« streaming ») ; le second à la
collision qui comme cela a été vu en (2.12), se traduit pour un milieu dense par une relaxation vers un
état d’équilibre.

L’opérateur de collision le plus couramment utilisé est BGK, qui a recours à un unique cœfficient de
relaxation vers l’équilibre τ :

Ωi(
−→N) = 1

τ

(
Ni −Ni,eq

)
(2.20)

où Ni,eq est une fonction de distribution garantissant les lois de conservation voulues, que l’on peut
rapprocher de (2.12) sous une forme discrète :

Ni,eq = ρti
[
1 +
−→v · −→c i
c2
s

+ (−→v · −→c i)2

2c4
s

−
−→v 2

2c2
s

]
(2.21)

Dans l’équation (2.21), ti désigne le poids associé à la direction i et cs est la vitesse du son dans le
réseau :

cs =
(∑

i

ti
(−→c i · −→e x

)2
)1/2

(2.22)

De plus, il est possible de relier le temps de relaxation à la viscosité d’un milieu dense ν par la relation
suivante (cf Qian et al., 1992) :

Tab. 2.1 – Expression des vecteurs de déplacement adimensionnés (−→c ∗i = −→c i/(δx/δt) ) pour le réseau D3Q18
dans l’ordre du schéma figure 2.3

−→c ∗1 =




1
0
0


 −→c ∗2 =




0
1
0


 −→c ∗3 =



−1
0
0


 −→c ∗4 =




0
−1
0


 −→c ∗5 =




0
0
1


 −→c ∗6 =




0
0
−1




−→c ∗7 =




1
1
0


 −→c ∗8 =



−1
1
0


 −→c ∗9 =



−1
−1
0


 −→c ∗10 =




1
0
1


 −→c ∗11 =




1
0
1


 −→c ∗12 =



−1
0
1




−→c ∗13 =



−1
0
−1


 −→c ∗14 =




1
0
−1


 −→c ∗15 =




0
1
1


 −→c ∗16 =




0
−1
1


 −→c ∗17 =




0
−1
−1


 −→c ∗18 =




0
1
−1
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ν = c2
s

(
τ − δt

2
)

(2.23)

L’opérateur BGK est très populaire car facile à implémenter. Il possède cependant l’inconvénient d’avoir
des cas d’application limités car il est fortement susceptible d’entraîner des instabilités numériques. Au
vu de l’expression du temps de relaxation (2.23), dans un milieu dense, la méthode de relaxation unique
BGK ne s’applique que pour des gammes de Reynolds restreintes. Le recours à des méthodes de relaxation
multiples (« multiple relaxation time », MRT) consiste à remplacer le facteur 1/τ par une matrice de
relaxation (cf Lallemand et Luo, 2000 ; d’Humières et al., 2002). Afin de garantir la conservation de la
masse et de la quantité de mouvement, il faut s’assurer que l’on a :





∑

i

Ωi = 0

∑

i

Ωi(N)−→c i = −→0
(2.24)

2.2.3 Application à la résolution des équations de Navier-Stokes

Comme mentionné dans la partie 2.2.2, il est possible de résoudre les équations de Navier-Stokes à
partir de l’équation discrétisée de Boltzmann sur réseau (« lattice Boltzmann equation », LBE) sous
certaines hypothèses. Dans un premier temps, il faut satisfaire les contraintes de séparation d’échelles
microscopiques et macroscopiques pour aboutir à une formulation statistique continue. On suppose de
plus que l’on est proche de l’équilibre thermodynamique local et que le temps de diffusion est petit devant
le temps d’advection (transport) de l’information d’un nœud à l’autre du réseau. C’est ce second point qui
rend l’opérateur BGK inexploitable pour des écoulements à faible nombre de Reynolds (cf expression de
la viscosité dans l’équation (2.23)). Ces hypothèses permettent d’effectuer un développement de Taylor
combiné à l’expansion dite de Chapman-Enskog et d’obtenir un système d’équations indépendantes, de
différents ordres. L’équation de conservation de la masse et de la quantité de mouvement sont obtenues
respectivement par sommation d’une part (moment d’ordre 0 dans l’espace des vitesses, cf équations
2.13 à 2.15), et par multiplication par −→c i et sommation d’autre part (moment d’ordre 1). Ces calculs
sont présentés de façon exhaustive par Chen et Doolen (1998).

Par la suite, la méthode LBM de Eggels et Somers (1995), implémentée dans le code de calcul de ce travail,
est expliquée et partiellement démontrée. Dans cette méthode, l’opérateur de collision est modifié pour
prendre en compte l’ajout d’une contrainte extérieure massique −→Fm. L’équation de Boltzmann discrète
(2.18) devient donc :

∂Ni

∂t
+−→c i ·

−→
∇xNi = Ωi(N)−−→Fm ·

−→
∇cNi︸ ︷︷ ︸

Ωi,E&S(N,−→Fm)

(2.25)

La première contrainte mentionnée dans (2.24) est conservée. En revanche, du fait de la présence du
terme source −→Fm, la deuxième devient :

∑

i

Ωi,E&S
−→c i = −→Fmδt (2.26)
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Dans leur étude, Frisch et al. (1986) ont montré que l’équation (2.25) était équivalente à celles de Navier-
Stokes si la distribution N∗i tend vers un état d’équilibre

N∗i,eq = tiρ
∗
[
1 + 2−→c ∗i · −→v ∗ + 3

(
(−→c ∗i · −→v ∗)2 − 1

2
−→v ∗2

)
− 6ν∗

(−→c ∗i ·
−→
∇x∗(−→c ∗i · −→v ∗) −

1
2div

∗−→v ∗
)

+ O(v∗3, v∗∇v∗)
]

(2.27)

Les termes d’ordre élevé sont très petits étant donné que pour un milieu dense, on travaille à faible
nombre de Mach, v/cs � 1 avec cs la vitesse du son. Cela justifie le fait que l’on peut négliger les termes
d’ordres supérieurs à 2 dans l’expression de N∗i,eq.

Les grandeurs suivies d’une astérisque (∗) sont adimensionnées à l’aide de l’épaisseur de maille δx et du
pas de temps δt. Le symbole ti désigne le poids dans la direction i, qui dépend du nombre de fois où
la direction −→c i apparaît si l’on projette le réseau dans les 3 plans principaux de normales respectives
−→e x,−→e y,−→e z. Ainsi, en se référant au schéma du réseau figure 2.3 et à l’ordre des vecteurs de déplacement
fournis tableau 2.1, on a :

ti =





1
12 pour les directions 1 à 6

1
24 pour les directions 7 à 18

(2.28)

Dans ce réseau, la vitesse du son cs définie en (2.22) est la vitesse de propagation de l’information d’un
nœud à l’autre, soit ici :

cs =
( 18∑

i=1
ti
(−→c i · −→e x

)2
)1/2

= 1√
2
δx

δt
(2.29)

La fonction de distribution à l’équilibre (2.27) vérifie bien les égalités de conservation (2.24). En utilisant
les égalités





18∑

i=1
ti = 1

18∑

i=1
tic
∗
iα = 0 ∀α ∈ [1, 2, 3]

18∑

i=1
tic
∗
iαc
∗
iβ = c∗2s

−→e α · −→e β ∀(α, β) ∈ [1, 2, 3]2

18∑

i=1
tic
∗
iαc
∗
iβc
∗
iγ = 0 ∀(α, β, γ) ∈ [1, 2, 3]3

(2.30)

on obtient pour le moment d’ordre 0 sur Ni :
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18∑

i=1
N∗i,eq = ρ∗

[ 18∑

i=1
ti + v∗α

18∑

i=1
tic
∗
iα + 3v∗2α

18∑

i=1
tic
∗2
iα −

3
2v
∗
αv
∗
α

18∑

i=1
ti

−6ν∗
(
∂∗αv

∗
β

18∑

i=1
tic
∗
iαc
∗
iβ −

1
2∂
∗
αv
∗
α

18∑

i=1
ti
)]

= ρ∗
[
1 + v∗α × 0 + 3v∗αv∗α(1

2)− 3
2v
∗
αv
∗
α − 6ν∗

(1
2∂
∗
αv
∗
α −

1
2∂
∗
αv
∗
α

)]

= ρ∗

On a utilisé la convention d’Einstein pour alléger la notation où l’on fait déjà appel aux sommes portant
sur les directions i. En ce qui concerne le moment d’ordre 1, toujours en se servant de (2.30), on obtient :

18∑

i=1
N∗i,eqc

∗
iα = ρ∗

[ 18∑

i=1
tic
∗
iα + v∗β

18∑

i=1
tic
∗
iβc
∗
iα + 3v∗2β

18∑

i=1
tic
∗2
iβc
∗
iα −

3
2v
∗
βv
∗
β

18∑

i=1
tic
∗
iα

−6ν∗
(
∂∗βv

∗
γ

18∑

i=1
tic
∗
iβc
∗
iγc
∗
iα −

1
2∂
∗
βv
∗
β

18∑

i=1
tic
∗
iα

)]

= ρ∗
[
0 + v∗β

−→e α · −→e β + 3v∗βv∗β × 0− 3
2v
∗
βv
∗
β × 0− 6ν∗

(
0− 0

)]

= ρ∗v∗α

soit
∑

i

N∗i,eq
−→c ∗i = ρ∗−→v ∗

Les moments d’ordre 2 en N∗i,eq sont obtenus de façon similaire à ceux d’ordres 0 et 1. Le calcul ne sera
toutefois pas développé dans ce rapport, seul le résultat est donné ci-après :

18∑

i=1
N∗i,eq

−→c ∗i ⊗−→c ∗i = 1
2ρ
∗
(
1− 1

2
−→v ∗2

)
I− ρ∗ν∗(∇x∗

−→v ∗+ ∇x∗
−→v ∗T ) + ρ∗−→v ∗⊗−→v ∗ + 1

2ρ
∗ν∗(divx∗−→v ∗)I

(2.31)

L’équation de Navier-Stokes incompressible portant sur la quantité de mouvement vérifie :

∂ρ∗−→v ∗
∂t∗

= −−→∇x∗ ·
(
ρ∗−→v ∗ ⊗−→v ∗ + P ∗I − ρ∗ν∗( ∇x∗

−→v ∗ + ∇x∗
−→v ∗T )

)
(2.32)

où la grandeur P désigne la pression. On en déduit que le moment d’ordre 2 en N∗i,eq doit vérifier :

18∑

i=1
N∗i,eq

−→c ∗i ⊗−→c ∗i = P ∗I− ρ∗ν∗(∇x∗
−→v ∗ + ∇x∗

−→v ∗T ) + ρ∗−→v ∗ ⊗−→v ∗ (2.33)

Par identification entre (2.31) et (2.33), en supposant que l’on a div−→v ' 0, la pression dans la méthode
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de Eggels et Somers (1995) est définie par l’équation d’état suivante :

P ∗ = 1
2ρ
∗
(
1− 1

2
−→v ∗2

)
(2.34)

On voit là un avantage conséquent de la méthode de Boltzmann sur réseau : la pression n’est qu’une
équation d’état, alors que si l’on travaillait directement à partir des équations de Navier-Stokes, on aurait
une équation de Poisson à résoudre (avec des contraintes portant sur le champ de vitesse comme terme
source). Résoudre cette équation de Poisson numériquement n’est pas évident, et requiert des méthodes
de calculs coûteuses en temps. À l’inverse, comme la pression n’est pas résolue directement, le champ
P ∗ n’est pas toujours bien estimé dans les simulations LBM et l’incompressibilité de l’écoulement n’est
assurée qu’au prix de contraintes fortes sur le pas de temps (vδt/δx� 1).

Le développement qui suit concerne la recherche d’un opérateur de collision susceptible de convenir.
Pour cela, un développement de Taylor de la fonction de distribution discrétisée est d’abord effectué à
l’ordre 1, en réinjectant l’expression de la distribution en (2.27) et en négligeant les termes de la forme
−→v ∗ · −→∇x∗ρ

∗, petits dans le cas de l’équation de Navier-Stokes faiblement compressible :

N∗i (−→x ∗ +−→c ∗i , t∗ + 1) ' N∗i (−→x ∗, t∗) +−→c ∗i ·
−→
∇x∗N

∗
i (−→x ∗, t∗) + ∂N∗i (−→x ∗, t∗)

∂t∗

' N∗i (−→x ∗, t∗) + ti
2
−→c ∗i ·

−→
∇x∗ρ

∗ + tiρ
∗−→c ∗i ·

−→
∇x∗(−→c ∗i · −→v ∗) + ti

2
∂ρ∗

∂t∗

+ti−→c i ·
∂(ρ∗−→v ∗)
∂t∗

(2.35)

Sachant que ∂t∗ρ∗ ' −ρ∗divx∗−→v ∗ et ∂t∗(ρ∗−→v ∗) ' −1
2
−→
∇x∗ρ

∗ + −→F ∗m d’après Somers (1993), l’opérateur
de collision peut être défini comme suit, par identification avec la relation (2.35) :

Ω∗i (N,
−→F ∗m) = 2ti

[−→c ∗i ·
−→
∇x∗(−→c ∗i · −→v ∗)−

1
2divx

∗
−→v ∗
]

+ 2ti−→c ∗i ·
−→F ∗m (2.36)

Au vu des relations (2.27) et (2.28), il est possible de créer une matrice de passage Eik permettant de
passer de l’espace des champs de masse volumique et de quantité de mouvement que l’on notera αi à
l’espace des distributions Ni, telle que :

αi =
18∑

k=1
EikN

∗
k (2.37)

Seuls les termes physiques présentent un intérêt ici, soit les moments d’ordre 0 (masse), 1 (quantité
de mouvement) et 2 (énergie) ayant respectivement 1, 3 et 6 composantes en dimension 3. En effet,
l’équation de continuité est scalaire, celle sur la quantité de mouvement est à 3 dimensions (vectorielle),
et l’énergie est régie par une loi de comportement d’un fluide newtonien fonction du tenseur des taux de
déformation (tenseur symétrique à 6 composantes en 3 dimensions). De ce fait, le champ α comporte dix
composantes physiques auxquelles s’ajoutent des termes d’ordre plus élevés (notés T et U) pour que α
ait autant de composantes que N . Les composantes de ce vecteur peuvent s’arranger comme suit (Eggels
et Somers, 1995) :
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α =




ρ∗

ρ∗−→v ∗

ρ∗
[−→v ∗ ⊗−→v ∗ − ν∗(∇x∗

−→v ∗ + ∇
T

x∗
−→v ∗)

]

T,U (termes d’ordre élevé)




(2.38)

Les colonnes de la matrice Eik ont alors pour expression :

[Ei]T = [1 , c∗ix , c∗iy , c∗iz , 2c∗2ix+c∗2iy +c∗iz−2 , c∗ixc
∗
iy , 2c∗2iy +c∗2ix+c∗2iz −2 , c∗ixc

∗
iz , c∗iyc

∗
iz

2c∗2iz + c∗2ix + c∗2iy − 2 , c∗ix(3c∗2iy − 1) , c∗iy(3c∗2ix − 1) , 3c∗ix(2c∗2iz + c∗2iy − 1) , 3c∗iy(2c∗2iz + c∗2ix − 1),
c∗iz(3c∗2ix + c∗2iy − 2) , 3c∗iz(c∗2iy − c∗2ix ) , 3(c∗2ix − c∗2iy )∗2 − 2 , (c∗2ix − c∗2iy )(1− 2c∗2iz )] (2.39)

La matrice complète, ainsi que son inverse, sont exprimées en annexe D.

Le vecteur α est mis à jour en appliquant l’opérateur de collision. D’après les équations (2.19) et (2.37),
en notant αi la composante i, la relation suivante est obtenue :

αi
(
t+ δt

2
)
− αi

(
t− δt

2
)

= EikΩk(N,
−→F ∗m) (2.40)

Par la suite, on notera avec un exposant + les termes post-collision et avec un exposant − les termes de
pré-collision, soit par exemple, pour une collision à l’instant t :





α+ = α
(
t+ δt

2
)

α− = α
(
t− δt

2
)

En reprenant les notations de l’expression complète de α fournie en annexe D (expression D.4), les
termes non hydrodynamiques sont d’ordre 3 et 4 et sont notés T et U respectivement. Ceux d’ordre 3
sont relaxés en imposant T+ = −0,8 T−. Les termes d’ordre 4 ne sont pas pris en compte, ce qui se
traduit par l’annulation des 2 dernières composantes de α :

α17 = α18 = 0 (2.41)

On comprend l’intérêt de passer de l’espace des distributions aux modes hydrodynamiques : d’une part,
il est plus facile d’initialiser le champ de distribution en utilisant les champs physiques (ρ , ρ−→v , ρ−→v ⊗
−→v , ∇−→v ). D’autre part, il est possible d’enrichir la physique de l’opération de collision à partir des
propriétés d’écoulement pour y ajouter par exemple un modèle de turbulence de type LES (« Large
Eddy Simulation », cf Eggels et Somers, 1995) ou un couplage multiphasique (Sungkorn et Derksen,
2012). De plus, comme les modes physiques sont relaxés avec des cœfficients appropriés, cet opérateur
ne souffre pas de limitation aussi forte que l’opérateur de BGK sur sa gamme de validité. Ceci explique
les raisons pour laquelle l’opérateur de Eggels et Somers (1995) a été choisi dans ce travail.

Par application des formules (2.36) à (2.40), il est possible de prouver que les vecteurs α+
k et α−k sont
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reliés par une relation non linéaire. Leur expression est fournie annexe D.

Avec ce qui précède, la résolution d’un écoulement de fluide dense par la méthode de Boltzmann sur
réseau s’effectue donc grâce aux étapes suivantes, entre un instant t∗ et t∗ + 1 :

1. processus de « streaming » : N∗i (−→x ∗, t∗ + 1) = N∗i (−→x ∗ −−→c ∗i , t∗) ,
2. calcul des modes hydrodynamiques (vecteur α−k ) par inversion de la formule (2.37) ,
3. mise à jour de ces modes ,
4. calcul des distributions après ce procédé par application de la formule (2.37).

Afin d’assurer le couplage entre la phase solide résolue par suivi lagrangien et la phase liquide résolue par
LBM, la méthode de frontière immergée a été retenue. Elle permet de traduire la présence de particules
par le biais d’un terme de couplage injecté dans le terme source (−→Fm).

2.3 Couplage fluide-solide : méthode de frontière immergée

Les méthodes de frontières immergées sont des méthodes numériques qui consistent à effectuer le couplage
d’une surface, mobile ou non, avec le fluide environnant en discrétisant la surface en un ensemble de points
marqueurs de surface. Historiquement, elle a été utilisée pour la première fois par Peskin (1977), qui a
étudié la circulation sanguine dans des veines à proximité du cœur en utilisant une frontière immergée
mobile.

Étant donné que l’écoulement est résolu par une méthode de Boltzmann sur réseau, il s’agit d’adapter
cette méthode en traduisant les conditions limites que l’on souhaite appliquer en terme de distributions.
Certains auteurs ont eu recours à une méthode de pénalisation en calculant une force de restitution de
type rappel par l’intermédiaire d’un cœfficient d’élasticité, se réferer par exemple à Feng et Michaelides
(2004). Pour des solides indéformables, le choix de ce cœfficient n’est pas forcément évident et est
susceptible d’altérer l’efficacité et la précision de calcul. C’est pourquoi le calcul du forçage est basé ici
sur le principe d’échange de quantité de mouvements à la surface du solide décrit et utilisé par Niu et al.
(2006). Ces derniers ont validé cette méthode d’une part par simulation d’un écoulement stationnaire
autour d’un cylindre et par calcul de la force de traînée d’autre part. Ils ont également exploité cette
méthode en déterminant la trajectoire d’une particule immergée dans un écoulement cisaillé plan, avec des
résultats satisfaisants. Si l’on souhaite appliquer une condition d’adhérence aux parois, les distributions
de Boltzmann évaluées à la surface du solide doivent correspondre à une quantité de mouvement nulle
dans le repère du solide. C’est cette condition qui a été implémentée pour l’ensemble de ce travail. Ainsi,
la suite de cette partie traitera premièrement la façon dont sont représentés les solides. Ensuite sera
décrite la façon dont les conditions limites d’adhérence sont assurées en ayant recours à des conditions
de type « rebond » (« bounceback ») pour les distributions. Enfin, le calcul des fonctions de distribution
à la surface des solides sera détaillé.

2.3.1 Représentation des solides

Afin de garantir une bonne efficacité de la méthode de la frontière immergée, les particules sont représen-
tées à l’aide de marqueurs à leur surface, suffisamment nombreux pour se rapprocher le mieux possible de
la forme souhaitée. Un pavage de Voronoi assure la bonne représentation et répartition des éléments de
surface (poids w) associés aux marqueurs. Ainsi, un solide peut être représenté par une surface fermée.
Ces marqueurs étant liés au mouvement de la frontière, le maillage est dit « lagrangien » par opposition
au réseau « eulérien » de la phase fluide.
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z

y

x

R

Fig. 2.4 – Représentation d’une surface sphérique à l’aide de marqueurs caractérisés par leur position et leur
poids (éléments de surface représentés par les couleurs).

Pour rappel, ce travail n’a porté que sur des solides de forme sphérique ou ellipsoïdale. Dans ce dernier
cas, les marqueurs utilisés sont identiques à ceux auquel le code a eu recours pour la détection de collision,
décrite dans la section 2.1.1. Chaque marqueur i est caractérisé par sa position par rapport au centre
de masse de l’objet ainsi que sa surface élémentaire wi (cf équation (2.9) pour les ellipsoïdes). Pour
une sphère de rayon R, une représentation du maillage lagrangien associé est donnée figure 2.4. Les
marqueurs i ∈ [1, N ], de position (xi, yi, zi) et de surface wi doivent vérifier :





x2
i + y2

i + z2
i ' R2

N∑

i=1
wi ' 4πR2

wi '
4πR2

N

(2.42)

Dans ce travail, les sphères ont été décrites par 1302 marqueurs qui vérifient au mieux les relations
données par l’équation (2.42), sachant qu’il est impossible de distribuer des points de façon parfaitement
homogène à la surface d’une sphère.

C’est à chaque point de ces marqueurs qu’est calculé le forçage, avant d’être distribué sur chaque nœud
voisin du réseau LBM. Les étapes de ce calcul sont décrites dans la section suivante.

2.3.2 Échanges de quantité de mouvement entre phases

Dans cette partie, toutes les grandeurs sont adimensionnées de façon similaire à celles utilisées tout au
long de la section 2.2. Pour alléger les notations, les astérisques sont omis.
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Les distributions de Boltzmann à la position de chaque marqueur peuvent être interpolées à partir
de celles, connues, aux nœuds voisins dans la phase eulérienne. Finalement, en chaque marqueur (M)
positionné en −→xM , la distribution NM est estimée telle que :

NM (−→xM , t) =
∑

−→x
∆(−→x −−→xM )N(−→x , t) , (2.43)

avec −→x la position des nœuds du réseau et ∆ une fonction d’interpolation.

Afin de mieux comprendre la façon dont la condition d’adhérence peut être traduite en terme de distri-
bution, il peut être intéressant, en premier lieu, de regarder une surface immergée immobile à l’instant
t par rapport au réseau LBM eulérien. Si l’on souhaite une condition limite d’adhérence, la quantité
de matière arrivant sur le point d’un marqueur doit être compensée par une même quantité de matière
sortant de ce dernier dans la direction opposée. Ceci peut être assuré par une condition de type rebond
(« bounce-back »). Cette condition peut s’exprimer comme un flux de matière nul, soit un équilibre des
distributions de Boltzmann à travers la paroi. Une manière d’imposer cette condition est donc d’opposer
à chaque distribution qui arrive sur la paroi, une distribution identique dans la direction opposée. En
notant N∼M la fonction de distribution après application de cette condition, cela implique, quel que soit
l’indice i d’une direction donnée :

N∼M (−→c i) = NM (−−→c i) (2.44)

Une illustration est fournie figure 2.5 dans le cas d’un réseau 2D ayant 8 directions (« 2DQ8 »), où
les distributions discrétisées à l’instant t et selon la direction −→c i sont notées NMi. Afin de mettre en
évidence la notion de rebond, les distributions Ni avant l’application de cette condition sont également
représentées en traits fins.

Pour que la vitesse de la frontière immergée soit imposée nulle, il faut appliquer le forçage adéquat

N∼M1 = NM2

N∼M2 = NM1

N∼M3 = NM4

N∼M4 = NM3

N∼M5 = NM6

N∼M6 = NM5

N∼M7 = NM8

N∼M8 = NM7

12

3

4

5

6

7

8

frontière
immergée

Fig. 2.5 – Condition limite de non-glissement caractérisé par un rebond en terme de distribution pour un réseau
de type D2Q8. Les points noirs représentent le centre des marqueurs.
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correspondant à la condition limite de type rebond, qui implique une variation de quantité de mouvement
δρ−→vM . À partir de l’équation (2.44), cette variation s’écrit :

δρ−→vM =
∑

i

−→c iδNMi

=
∑

i

−→c i(N∼Mi −NMi)

= −→c i
(
NM (−−→c i)−NM (−→c i)

)

(2.45)

En se servant de l’équation (2.45), la force à imposer en chaque marqueur en un pas de temps est alors :

−→FM (−→xM ) = −δρ−→vM

=
∑

i

2−→c iNM (−→c i)
(2.46)

Dans le cas d’une frontière en mouvement, il faut alors y ajouter la variation de quantité de mouvement
pour passer d’une vitesse nulle à celle du solide. Pour exprimer cette quantité de mouvement en terme de
distribution, il est possible de recourir au vecteur des moments α (2.38), relié à la fonction de distribution
discrétisée à l’aide de la matrice de passage Eij définie équation (2.39). En notant αM le vecteur α exprimé
à la position du marqueur M à l’instant t, alors ce dernier a pour forme :

[αM ]T = [0 , ρvxM , ρvyM , ρvzM , 0 , · · · , 0] (2.47)

Connaissant la vitesse du centre de masse du solide −→v p, ainsi que sa vitesse instantanée de rotation −→ω p,
la vitesse de chaque marqueur est simplement calculée à l’aide de la loi de composition des vitesses :

−→vM = −→v p + −→ω p ∧ (−→xM −−→x p)

Le calcul de la position des marqueurs par rapport au centre de masse s’effectue à l’aide de l’orientation
de la particule, se reporter à l’annexe C pour plus de détails.

Finalement, par extension du cas d’une frontière immobile, le forçage total à imposer en chaque marqueur
pour passer d’une quantité de mouvement nulle à celle du solide est le suivant, en notant (−i) la direction
opposée à celle indicée i (−→c (−i) = −→c i) :

−→FM (−→xM , t+ 1) =
18∑

i=1

−→c i
(
NM,i(−→xM , t+ 1)−NM,(−i)(−→xM , t+ 1)
︸ ︷︷ ︸

« rebond »

+
( 18∑

k=1
[Eik]−1αk,M

)
i
−
( 18∑

k=1
[Eik]−1αk,M

)
(−i)

︸ ︷︷ ︸
solide en mouvement

)
, (2.48)
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Le calcul de la résultante de ces forces et des couples associés, notés respectivement −→F tot et
−→T tot, per-

mettent de prendre en compte les interactions hydrodynamiques dans le suivi lagrangien des particules,
en mettant à jour les actions extérieures des équations de la dynamique (2.1). Ces résultantes se calculent
à partir des forces élémentaires sur chaque marqueur de surface :





−→F tot =
∑

M

wM
−→FM

−→T tot =
∑

M

wM (−→xM −−→x p) ∧
−→FM

(2.49)

Le forçage calculé à partir de l’équation (2.48) est redistribué à chaque nœud fluide à l’aide de fonctions de
distributions qui ont été choisies identiques aux fonctions d’interpolation de la distribution aux positions
des marqueurs (2.43), pour des raisons de performance des simulations :

−→Fm(−→x ,t) =
∑

M

∆(−→x −−→xM )−→FM (2.50)

Comme fonctions d’interpolation des distributions (2.43) et de distribution des forces (2.50), une ap-
proximation discrète de la fonction de Dirac a été utilisée. (Peskin, 2002). Dans le cadre de ce tra-
vail, cette fonction s’étend sur trois nœuds dans les trois directions x, y, z. Dans ce cas, elle vérifie
∆(x, y, z) = ∆(x)∆(y)∆(z) avec :

∆(r) =





1
3
(
1 +

√
−3r2 + 1

)
pour |r| ≤ 0,5 ,

1
6
(
5− 3|r| −

√
−3(1− |r|)2 + 1

)
pour 0,5 ≤ |r| ≤ 1,5 ,

0 sinon.

(2.51)

On vérifie facilement que la somme de ∆ sur les nœuds, ainsi que l’aire sous la courbe, valent 1.

Dans la pratique, un cœfficient de relaxation κ < 1 est introduit pour le forçage de tous les points M
de la surface. Dans le cadre de ce travail, les valeurs de ce cœfficient ont été typiquement prises égales à
1/20ème. L’équation (2.48) est mise à jour comme suit :





−→FM (t+ 1) ← κ
−→FM (t+ 1) + (1− κ)−→FM (t)

−→FM (0) = −→0
(2.52)

Les étapes de calcul du forçage des nœuds fluides du fait de la présence de la surface solide sont résumées
ci-dessous :
• Interpolation des distributions en chaque marqueur à partir de (2.43) ,
• Calcul des d’interaction entre les phases liquide et solide en chaque marqueur par application des
formules (2.48) et (2.52) ,
• Distribution sur les nœuds du réseau LBM d’après la formule (2.50).
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Afin d’avoir une vue d’ensemble de la manière dont ces différentes méthodes sont employées pour la
résolution de l’écoulement fluide et le mouvement des solides immergés, l’algorithme correspondant est
schématisé figure 2.6. Les critères d’arrêts utilisés sont détaillés dans les chapitres 3 et 4.

Initialisation des distributions en
fonction des champs fluides (ρ , −→v , P )

Initialisation des grandeurs des
particules (−→x p ,

−→q , −→v p ,
−→ω p)

Établissement des conditions limites

Préparation du calcul

Progagation LBM
(streaming)

Collision LBM, mise à
jour des champs fluides

Calcul de forçage par IBM, mise à

jour de −→F m et





−→Cv,p = −→F tot,p

−→Cω,p = −→C tot,p

Intégration des trajectoires,
mise à jour de (−→v p ,

−→ω p ,
−→x p ,

−→q )

Critères
d’arrêt

Itération
temporelle

Fin de la simulation

non

oui

Fig. 2.6 – Diagramme générique de l’algorithme utilisé dans ce travail.

--------------------------------------l 

1 ------------------- -------------------

1 1 

1 1 



Chapitre 3

Dynamique d’une particule de forme
globulaire dans un écoulement

Ce chapitre a pour but d’étudier le comportement d’un objet solide immergé dans un fluide dans des
conditions de faible Reynolds. L’écoulement est perturbé par la présence du solide. Le régime corres-
pondant à un Reynolds nul, appelé régime de Stokes, est linéaire. Il est alors possible de retrouver
analytiquement le champ de vitesse dans le fluide par superposition de différents écoulements.

3.1 Validation dynamique des solveurs et comparaisons à des solu-
tions analytiques

Afin de vérifier que les méthodes numériques évoquées précédemment sont valides, le comportement
de particules isolées centrées dans un volume de fluide au repos et soumises à un couple permanent
constant est simulé dans les conditions proches de Stokes. Ces étapes permettent d’évaluer la qualité
de la résolution numérique des particules, et d’estimer la taille du domaine nécessaire pour éviter le
phénomène de confinement.

3.1.1 Réponse à un couple constant extérieur imposé : étude théorique

Dans un premier temps, des résultats théoriques sont présentés ici, d’abord pour le cas des ellipsoïdes,
puis des sphères. Seuls le couple constant extérieur imposé et le couple résistant du fluide s’appliquent
sur les objets solides.

Cas de l’ellipsoïde

Les composantes du couple extérieur exprimées dans la base liée à l’ellipsoïde sont notées Γ′px , Γ′py et Γ′pz.
En régime permanent, ce couple égalise le couple résistant fluide, proportionnel à la vitesse de rotation
et dépendant de la viscosité dynamique µ ainsi que des paramètres géométriques a , b et c. En reprenant
les équations dans le cas général établies par Jeffery (1922), en régime permanent, on montre que les
composantes des couples et des vitesses de rotation ω′px, ω

′
py et ω′px sont liées par :
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Γ′px = 16πµ(b2 + c2)
3(b2β + c2γ) ω

′
px

Γ′py = 16πµ(c2 + a2)
3(c2γ + a2α) ω

′
py

Γ′pz = 16πµ(a2 + b2)
3(a2α+ b2β) ω

′
pz

(3.1)

où





α =
∫ ∞

0

dλ

(a2 + λ)∆

β =
∫ ∞

0

dλ

(b2 + λ)∆

γ =
∫ ∞

0

dλ

(c2 + λ)∆

, ∆ =
√

(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ) (3.2)

Les grandeurs α, β, γ définies en (3.2) sont homogènes à une densité volumique (m−3).

Si l’on note I ′px, I ′py et I ′pz les composantes principales du tenseur d’inertie dans la base liée à la particule,
alors





I ′px = 4π
15 ρpabc(b

2 + c2)

I ′py = 4π
15 ρpabc(a

2 + c2)

I ′pz = 4π
15 ρpabc(a

2 + b2)

(3.3)

L’évolution de la vitesse de rotation de la particule vérifie le principe fondamental de la dynamique, qui
s’écrit, en utilisant les expressions (3.1) et (3.3) :





4π
15 ρpabc(b

2 + c2)
dω′px
dt

= Γ′px −
16πµ(b2 + c2)
3(b2β + c2γ) ω

′
px

4π
15 ρpabc(a

2 + c2)
dω′py
dt

= Γ′py −
16πµ(c2 + a2)
3(c2γ + a2α) ω

′
py

4π
15 ρpabc(a

2 + b2)
dω′pz
dt

= Γ′pz −
16πµ(a2 + b2)
3(a2α+ b2β) ω

′
pz

, −→ω ′p(t = 0) = −→0 . (3.4)

La résolution de (3.4) donne
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ω′px(t) =
Γ′px

π
15ρpabc(b2 + c2)

(
1− exp

(
− 20µt
ρpabc(b2β + c2γ)

))

ω′py(t) =
Γ′py

π
15ρpabc(a2 + c2)

(
1− exp

(
− 20µt
ρpabc(a2α+ c2γ)

))

ω′pz(t) =
Γ′pz

π
15ρpabc(b2 + a2)

(
1− exp

(
− 20µt
ρpabc(b2β + a2α)

))

(3.5)

Cas de la sphère

Pour des raisons évidentes de symétrie, la sphère tournera dans le sens imposé par le couple et l’étude
peut s’effectuer directement dans le repère orthonormé fixe dont l’un des axes est colinéaire au couple.
De ce fait, les développements qui suivent peuvent être effectués directement dans le repère fixe. À partir
de l’équation de Stokes intégrée, le couple constant Γ, en régime permanent, égalise le couple résistant
fluide, soit :

Γ = πµd3
pωp(t∞) (3.6)

L’équation fondamentale de la dynamique projetée sur l’axe de rotation donne

Ip
dωp
dt

= Γ− πµd3
pωp (3.7)

avec Ip l’inertie de la sphère,

Ip = π

60ρpd
5
p . (3.8)

Ainsi, et en utilisant (3.6) :

ωp = Γ

πµd3
p

(
1− exp

(
− 60µt
ρpd2

p

))
(3.9)

En régime permanent, l’expression analytique du champ de vitesse dans le fluide induit par le couple
est fournie par exemple par Lomholt et Maxey (2003). En se plaçant dans un repère fixe de sorte que le
couple −→Γ = Γ −→e y , il vient

−→v f = Γ

8πµr3

(
x−→e z − z−→e x

)
, r2 = x2 + y2 + z2 > d2

p/4 (3.10)

Les isocontours et les lignes de courant de ce champs dans le plan traversant la sphère en son centre et
normal à la direction du couple imposé sont des cercles concentriques. Une représentation est fournie
figure 3.1, où la vitesse est normalisée par la vitesse maximale atteinte, soit Γ

2πµd2
p

d’après (3.6).
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Fig. 3.1 – Isocontours du champ de vitesse adimensionné
(2πµd2

p

Γ
−→v f
)

dans le plan xOz pour un couple Γ
appliqué à la sphère suivant l’axe y.

3.1.2 Résultats numériques et comparaison

Maintenant que la théorie a été développée, les résultats issus de simulations numériques sont présentés,
d’abord pour le cas d’ellipsoïdes, puis pour celui de sphères. L’écoulement est initialement au repos, de
même que la particule. Une condition limite de périodicité est imposée sur tous les bords du domaine. Ce
dernier est supposé suffisamment grand pour considérer que la particule est isolée. Une étude préalable
a montré que les résultats sur la vitesse de rotation restaient invariants dès lors que la taille du domaine,
cubique était de l’ordre de cinq fois le diamètre dans toutes les directions.

Cas de l’ellipsoïde

Les paramètres géométriques sélectionnés ici sont a = c = b/2, ce qui permet de déduire les cœfficients
α , β et γ en fonction de a à partir du calcul des intégrales fournies dans l’équation (3.2). À l’aide du
logiciel Mathematica 1, le calcul donne :





α = γ = 0,413/a3

β = 0,174/a3
(3.11)

Le couple permanent imposé est uniquement suivant y. Si l’hypothèse du régime de Stokes est vérifiée,
il est possible de déduire la vitesse de rotation en régime permanent d’après (3.1). Afin de vérifier la
pertinence de cette hypothèse, il est possible de calculer un nombre de Reynolds Reω construit à partir
de la différence de vitesse de part et d’autre de l’ellipsoïde, l’axe 2a et la viscosité cinématique du fluide :

1. Logiciel de calcul scientifique développé par Wolfram Research (http://www.wolfram.com/)

http://www.wolfram.com/
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Reω = ωpy(t∞)(2a)2

ν
(3.12)

En supposant que les conditions sont proches de celles de Stokes (c’est-à-dire Reω � 1), il est possible
de calculer le couple Γpy à appliquer. En réinjectant les valeurs de α et β données en (3.11) dans la
deuxième égalité de (3.2) et en utilisant l’équation (3.12), Γ′py vérifie :

Γ′py = Reω
( 4π

3× 0,413
)
ρfν

2a (3.13)

En choisissant un nombre de Reynolds de 0,05 � 1 et en se servant de l’équation (3.13), le couple à
appliquer est

Γ′py ' 0,507ρfν2a

L’évolution temporelle des vitesses angulaires pour différentes résolutions spatiales est illustrée figure
3.2, où les particules ont été choisies deux fois plus denses que le fluide qui les entoure. Les résultats
montrent que le régime transitoire est rapidement établi, pour un temps tν/(2a)2 < 1.

D’autre part, la vitesse angulaire terminale est sous-estimée par rapport à la valeur théorique dans tous
les cas ; néanmoins, cette différence décroît en augmentant la résolution de la particule. Les différents
écarts relatifs sur la vitesse angulaire terminale correspondants ε sont reportés figure 3.3. Graphiquement,
cette erreur décroît suivant une droite dont la pente est proche de -1 en échelle logarithmique, ce qui
permet d’estimer que cette erreur est proportionnelle à l’inverse de la résolution. Ce résultat est cohérent
d’un point de vue numérique. Pour une résolution 2a/δx = 13 , l’erreur vaut approximativement 8 % et
reste supérieure à 5 % même en affinant la résolution à 2a/δx = 18, ce qui est assez conséquent pour les
simulations de ce travail.
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Fig. 3.2 – Évolution de la vitesse angulaire d’un ellipsoïde de révolution dans le plan de cisaillement et isolée
pour différentes résolutions 2a/δx : 9 (a), 13 (b), 18 (c).
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Fig. 3.3 – Évolution de l’erreur de la vitesse terminale de rotation en fonction de la résolution de la particule.
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Cas de la sphère

Le développement propre à la vitesse angulaire de la sphère sera plus concis, puisqu’il s’agit d’un ellipsoïde
particulier de demi-axes a = b = c. De façon analogue au cas précédent, le couple imposé est suivant
l’axe y, et le nombre de Reynolds Reω est défini par substitution de l’axe (2a) avec le diamètre de la
sphère dp :

Reω =
ωpy(t∞)d2

p

ν
(3.14)

Le couple théorique à appliquer pour atteindre cette vitesse est obtenu en réinjectant l’égalité (3.14)
dans (3.6) :

Γpy = Reω πρfν
2dp (3.15)

Le nombre de Reynolds est également pris égal à 0,05 ce qui permet de supposer que les conditions
numériques sont bien proches de celles de Stokes. L’évolution temporelle de la vitesse angulaire pour une
sphère deux fois plus dense que le fluide est illustrée 3.4. Comme dans le cas des ellipsoïdes, le régime
est rapidement établi (pour td2

p/ν . 1). La vitesse numérique en régime permanent, qui diminue avec la
résolution de la sphère, est à nouveau sous-estimée par rapport à la vitesse théorique.

De façon plus quantitative, l’écart relatif entre la vitesse de rotation numérique et théorique en fonction
de la résolution des sphères est représentée figure 3.5. Cet écart décroît de 12 % à 6 % pour une résolution
dp/δx de 13 à 19. De façon similaire aux ellipsoïdes, cet écart est proportionnel à l’inverse de la résolution
(pente égale à -1 en échelle logarithmique).

Qu’il sagisse de sphères ou d’ellipsoïdes de révolution, ces erreurs numériques, qui peuvent être accep-
tables pour certains usages, sont en revanche trop importantes pour les simulations de ce travail, à
visée quantitative. Par contre, les résultats publiés par Niu et al. (2006) qui emploient des méthodes
numériques similaires sont beaucoup plus encourageants pour des frontières fixes. Dans le cas où les par-
ticules ont une inertie faible et qu’aucune action extérieure ne s’applique sur elle, le couplage en vitesse
liquide/solide semble donc plus précis que ne laisse présager les résultats de dynamique des particules.
Dans la suite, la précision de la méthode va donc être testée dans des conditions plus proches de celles
sur lesquelles s’appuient les conclusions de cette étude. En l’occurrence, la partie qui suit est consacrée
à l’étude d’une particule dans un écoulement cisaillé.
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3.2 Validation cinématique : particule libre en écoulement cisaillé
plan

Le profil d’écoulement considéré est un cisaillement plan, dont la direction principale d’écoulement est
notée x, et celle de cisaillement est notée z. Ainsi, le champ de vitesse −→v f0 non perturbé, c’est-à-dire en
l’absence de particule solide, s’écrit :

−→v f0(x, y, z) = γ̇z−→e x (3.16)

Une illustration de cet écoulement est fournie figure 3.6. Au vu de son expression (3.16), le champ
de gradient qui en découle est uniforme. Ses parties symétrique (tenseur des taux de déformation) et
antisymétrique (rotation) sont notées respectivement D et Ω. Leurs composantes sont nulles sauf celles
dans le plan de cisaillement xz qui vérifient :





Dxz = Dzx = γ̇

2

Ωxz = −Ωzx = γ̇

2
(3.17)

L’étude de la dynamique de particules isolées présentée dans cette partie permettra d’identifier les condi-
tions de simulation, notamment les conditions initiales et limites, dans lesquelles devront être menées les
études d’interaction entre particules, détaillées au chapitre 4.

3.2.1 Étude théorique de la perturbation induite par une particule solide dans un
cisaillement

Dans ce qui suit, les profils théoriques de vitesses des particules ellipsoïdales, puis sphériques en régime
de Stokes sont présentés. Dans ce dernier cas, il est intéressant de s’attarder sur le profil de vitesse du
fluide environnant. En effet, il est d’un intérêt particulier comme démontré plus loin dans ce chapitre,
ainsi que dans le chapitre 4.

Vitesse angulaire d’une ellipsoïde

On s’intéresse au comportement d’un ellipsoïde de demi-axes notés a, b, c dont le centre de masse a
pour coordonnée z = 0. En ne considérant que les efforts hydrodynamiques de l’écoulement cisaillé, cet
ellipsoïde a une vitesse linéaire nulle, mais sa vitesse de rotation ne l’est pas et est même susceptible
de varier dans le temps. Cette dernière a été décrite pour la première fois par Jeffery (1922) dans le
cas général d’un écoulement laminaire. D’autres auteurs tels que Freeman (1985) et Ježek et al. (1999)
ont tenté d’expliciter un tel mouvement, en exprimant les composantes de la vitesse de rotation dans
la base (xp, yp, zp) liée à la particule, colinéaire à ses axes principaux. Une illustration est fournie figure
3.7. Cette vitesse de rotation dépend du champ de vitesse fluide loin de la particule et des paramètres
géométriques (ie demi-axes). Les composantes de la partie symétrique et antisymétrique du grandient de
vitesse fluide en l’absence de particule et exprimées dans la base (xp, yp, zp) sont notées respectivement
D′ij et Ω′ij . D’après Jeffery (1922), cette vitesse de rotation vérifie :
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x

z −→v f0 = γ̇z−→e x

=

D · −→x = γ̇

2
(
z−→e x + x−→e z

)
+

x

z

Ω · −→x = γ̇

2
(
z−→e x − x−→e z

)

x

z

Fig. 3.6 – Champ de cisaillement plan (en haut), ainsi que sa décomposition en un écoulement purement
élongationnel (bleu) et rotationnel (rouge.)





ω′px =
(b2 − c2

b2 + c2

)
D′zy +Ω′zy

ω′py =
(c2 − a2

c2 + a2

)
D′xz +Ω′xz

ω′pz =
(a2 − b2

a2 + b2

)
D′yx +Ω′yx

, (3.18)

Exprimer cette vitesse dans la base fixe (x, y, z) est plus pratique, car le code FLUA calcule les com-
posantes dans cette dernière. Il en est de même pour les champs fluides. La transformation permettant
de passer de la base fixe à la base locale liée à la particule est une rotation dont les composantes sont
notées Rij . Afin de connaître les composantes dans la base fixe, il suffit alors d’opérer la transformation,
avec les conventions d’Einstein :
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Fig. 3.7 – Représentation des bases fixe (x, y, z) et locale (xp, yp, zp) liée à l’ellipsoïde. Lorsque l’angle ϕ est nul
(cas de la représentation à gauche), les deux bases sont confondues et les longueurs a, b et c correspondent aux
grands-axes suivant x, y et z respectivement.





D′ij = R−1
ik DklRlj

Ω′ij = R−1
ik Ω

′
klRlj

, (3.19)

puis d’appliquer la transformation à l’équation (3.18) :

ωpi = Rijω
′
pj (3.20)

La matrice de rotation est connue, elle s’exprime à partir du quaternion caractérisant l’orientation de
l’ellipsoïde (voir annexe C). Dans ce qui suit, deux cas particuliers sont considérés, où la base fixe et
celle liée à la particule sont initialement confondues. Au vu de l’équation (3.16) et pour un ellipsoïde
centré, il y a symétrie de l’écoulement par rotation de 180◦ autour de l’axe y. S’il en est de même pour
l’ellipsoïde, la représentation de sa matrice de rotation instantanée dans la base fixe peut s’écrire :

R =




cosϕ 0 sinϕ
0 1 0

− sinϕ 0 cosϕ


 . (3.21)

Ces deux cas, étudiées ci-après, concernent des ellipsoïdes de révolution en fonction de l’orientation de
leur grand axe par rapport au cisaillement.

Paramètres géométriques : cas d’une ellipsoïde de grand axe dans le plan de cisaillement
Comme paramètres géométriques, on impose a = b = c/2. Différentes configurations sont représentées
figure 3.8.
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Fig. 3.8 – Évolution de l’orientation de l’ellipsoïde de grand axe dans le plan de cisaillement de dimension
a = b = c/2.

Dans le cas d’un écoulement cisaillé décrit par l’équation (3.16), en utilisant les formules (3.18), (3.19),
(3.20) et (3.21), on obtient :





ωpx = 0

ωpy = γ̇
(3
5 cos2 ϕ+ 1

5
)

ωpz = 0

(3.22)

On peut remarquer que la vitesse de rotation dépend de l’inclinaison de l’ellipsoïde ϕ. De plus, la valeur
moyenne de cette vitesse, égale à γ̇/2−→e y, est donc identique à la moitié de la vorticité du fluide (ie le
taux de cisaillement ici), ce qui est cohérent car c’est aussi la vitesse de rotation locale du fluide.

Paramètres géométriques : cas d’une ellipsoïde de grand axe normal au plan de cisaillement

Comme paramètres géométriques, on impose a = c = b/2, représenté figure 3.9. L’expression de la
vitesse angulaire instantanée se retrouve de façon analogue à ce qui précède,





ωpx = 0
ωpy = γ̇/2
ωpz = 0

(3.23)

On remarque cette fois que la vitesse de rotation est invariante, égale à tout instant à la moitié de la
vorticité du fluide. Ceci était attendu pour la même raison qu’évoquée précédemment, mais aussi par le
fait que l’on a une invariance de la géométrie de l’ellipsoïde par rotation autour de l’axe y. Une sphère
étant un cas particulier d’un tel ellipsoïde, sa vitesse de rotation dans un écoulement cisaillé est donc de
γ̇/2.
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Fig. 3.9 – Ellipsoïde de dimension a = c = b/2.

Champs de vitesse et de pression autour d’une sphère

Des études numériques existent concernant le comportement des sphères dans un écoulement en régime
de Stokes, dont les solutions analytiques constituent un moyen commode de validation des méthodes
utilisées. Par exemple, Lomholt et Maxey (2003) ont comparé leurs résultats numériques d’une sphère
isolée aux résultats analytiques fournis par Batchelor et Green (1972). Dans le cas d’une sphère isolée
et libre, c’est-à-dire soumise aux seules forces hydrodynamiques induite par l’écoulement, sa présence
n’affecte pas la composante rotationnelle du champ de vitesse du fluide en régime de Stokes (Batchelor
et Green, 1972). Elle n’affecte que la contribution purement élongationnelle du cisaillement.

Champ de vitesse
Le champ de vitesse de perturbation, le champ non perturbé et le champ non perturbé sont notés
respectivement −→v ′, −→v f et −→v f0. Ce champ peut être déterminé analytiquement dans n’importe quelle
configuration d’écoulement en régime de Stokes (Batchelor et Green, 1972, Lomholt et Maxey, 2003).
En notations cartésienne, en prenant comme origine le centre de la sphère et en utilisant la convention
d’Einstein, le champ −→v ′ s’écrit :

v′i = −5d3
p

16
xi(xjDjkxk)

r5 − d5
p

32Djk

(δijxk
r5 − 5

2
xixjxk
r7

)
avec r2 = x2 + y2 + z2 > d2

p/4 (3.24)

Dans l’expression ci-dessus, δij est le symbole de Kronecker. De plus, les indices i, j, k ∈ [1, 2, 3] sont tels
que x1 = x , x2 = y , x3 = z.

Il est alors possible d’expliciter, dans le cas particulier de l’écoulement cisaillé plan, les composantes de
la partie perturbée du champ à partir de (3.24) et du tenseur des taux de déformation de l’équation
(3.17). En réinjectant ce tenseur dans l’expression (3.24), le champ de vitesse absolu −→v f est le suivant :
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−→v f = −→v f0 +−→v ′ = γ̇z−→e x + −→v ′

avec

−→v ′ = γ̇

16
d3
p

r5




−5x2z + 5
d2
px

2z

4r2 − d2
p

4 z

−5xyz + 5
d2
pxyz

4r2

−5xz2 + 5
d2
pxz

2

4r2 − d2
p

4 x




, r2 = x2 + y2 + z2 >
d2
p

4

(3.25)

L’expression ci-dessus est par ailleurs corroborée par Mikulencak et Morris (2004). De plus, le champ
de vitesse en tout point de la frontière de la sphère dans le plan xOz est bien égal à la composante
rotationnelle de l’écoulement libre, soit γ̇dp/4.

Le champ de vitesse −→v f est représenté dans le plan xOz sur la figure 3.10.

Le champ de vitesse de perturbation dans ce même plan est également tracé figure 3.10. Ce champ
s’oppose à la compression-dilatation induite par la composante élongationnelle du champ libre −→v f0 (ie
D · −→x ) afin d’assurer le comportement solide indéformable de la particule.

Champ de pression
À partir du champ de vitesse précédent, il est facile de déterminer le gradient du champ de pression,
puisqu’en régime de Stokes :

−→
∇P = µ

−→
∆−→v (3.26)

D’après les expressions (3.25) et (3.26), après calcul à l’aide de Mathematica, on a :

−→
∇P = 5µγ̇

d3
p

8




z(4x2 − y2 − z2)
r7

5xyz
r7

x(4z2 − y2 − x2)
r7




(3.27)

En intégrant le gradient de pression donné en (3.27), le champ de pression est alors :

P (x, y, z) = −5
8µγ̇d

3
p

xz

r5 + P0 (3.28)

où P0 désigne la pression de référence. Le champ de pression relatif P − P0 fourni par (3.28) est tracé à
la figure 3.11.



Chapitre 3. Dynamique d’une particule de forme globulaire dans un écoulement 64

-1 0 1

x/dp

-1

0

1

z/
d
p

-1 0 1

x/dp

-1

0

1

z/
d
p

0.00

0.06

0.12

0.18

0.24

0.30

0.36

0.42

0.48

V
it

e
ss

e
 p

e
rt

u
rb

é
e
 a

d
im

e
n
si

o
n
n
é
e

Fig. 3.10 – Profil du champ de vitesse autour d’une sphère libre dans un écoulement cisaillé (à gauche), ainsi

que le champ de vitesse perturbé adimensionné
(2−→v ′
dpγ̇

)
dans le plan xOz (à droite).
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dans le plan xOz de cisaillement.
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Lignes de courant

À partir de l’expression analytique de la vitesse fournie par l’équation (3.25), il est possible de tracer les
lignes de courant de l’écoulement de Stokes. Une représentation est fournie dans le plan xOz figure 3.12.
Ces lignes sont parfaitement symétriques par rapport à l’axe Oz. Elles forment une série d’enveloppes, en
particulier à proximité de la particule, qui s’étend davantage dans la direction principale de l’écoulement,
sans qu’il y ait de recirculation. Ainsi, toutes les lignes entrent par une extrémité du domaine pour en
ressortir, à la même hauteur, à l’extrémité opposée.

Portée de la perturbation hydrodynamique

Afin de déterminer la portée de la perturbutation engendrée par la particule, il s’agit de déterminer la
distance au bout de laquelle l’écart n’est pas significatif entre la vitesse effective et celle de l’écoulement
sans particule −→v f0, soit le champ −→v ′ donné en (3.25). Le champ scalaire ε(−→x ) associé à cet écart est
défini par

ε(−→x ) = ‖
−→v ′(−→x )‖

max(−→v ′) = ‖−→v ′(−→x )‖
1
4 γ̇dp

(3.29)

Il permet de quantifier la région dans laquelle la perturbation induite par la particule est significative. En
ce sens, il peut être dénommé « fonction écart ». La figure 3.13 est une représentation de l’isosurface de la
fonction écart ε(−→x ) = 5 %. Au vu de la forme de cette isosurface et comme cela était attendu, la portée
principale du champ perturbé est suivant le plan xOz, c’est-à-dire le plan de cisaillement traversant la
sphère. Le profil de ce champ dans ce plan est également représenté sur les figures 3.13 et 3.14.

−−−−−−−−−→

3 2 1 0 1 2 3

x/dp

-1

0

1

z/
d
p

←−−−−−−−−−

Fig. 3.12 – Lignes de courant d’une sphère libre en régime de Stokes en écoulement cisaillé dans le plan xOz de
cisaillement.
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Fig. 3.13 – Isosurface ε = 5 % représentée sur une moitié de domaine pour une sphère isolée en écoulement
cisaillé dans les conditions de Stokes.
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Fig. 3.14 – Isocontours de la perturbation de l’écoulement provoquée par une sphère, d’équation
4‖−→v ′(x, z)‖/(γ̇dp) = C avec C ∈ {1, 2, 5, 10}%.
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L’étude de cette perturbation portera donc sur le plan xOz, où la fonction écart associée vérifie :

ε(x, 0, z) = ‖−→v ′(x, 0, z)‖
1
4 γ̇dp

=
d2
p

4r5

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−5x2z + 5
d2
px

2z

4r2 − d2
p

4 z

0

−5xz2 + 5
d2
pxz

2

4r2 − d2
p

4 x

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Exprimé en coordonnées adimensionnelles (normées par le diamètre de la sphère), le champ ε devient :

ε(x∗, 0, z∗) = 1
4r∗5



(
−5x∗2z∗ + 5x

∗2z∗

4r∗2 − z∗

4

)2

+
(
−5x∗z∗2 + 5x

∗z∗2

4r∗2 − x∗

4

)2



1/2

(3.30)

Pour évaluer la portée de la perturbation provoquée par une sphère de rayon donné, les isocontours de
ce champ sont tracés sur la figure 3.14 pour des valeurs allant de 0,5 % à 10 %. Plusieurs phénomènes
peuvent être observés : d’une part, la perturbation est prépondérante dans les directions portées par
±−→e x ± −→e z, ce qui était attendu puisqu’il s’agit des directions principales des déformations (partie
élongationnelle) du cisaillement.

D’autre part, la distance maximale de perturbation par rapport au centre de la sphère n’excède pas
l’équivalent de 3,5 dp pour une erreur tolérée de 5 %. D’après la remarque qui précède, cela correspond
donc à une distance d’environ 2,5 dp suivant l’axe x, soit une distance de séparation de 2dp.

La distance maximale de ces isocontours par rapport au centre de la particule a également été tracée
figure 3.15. On peut constater que la perturbation décroît de façon quadratique avec la distance. La loi
reliant la distance à l’amplitude ε(r∗max) de la perturbation est approximativement :

ε(r∗max) ' 60
r∗2max

%

La notation r∗max désigne la grandeur (adimensionnée par le diamètre pour rappel) correspondant à la
distance maximale d’une isocontour dans le plan x0z par rapport au centre de masse de la sphère.

3.2.2 Mise en place des simulations

Avant de décrire le comportement des particules isolées en écoulement cisaillé permanent, une série
de tests préliminaires sont présentés afin de prouver la validité des méthodes décrites dans le chapitre
2 et implémentées dans les différents solveurs. Ceci fait, l’étude proprement dite des particules seules
en écoulement purement cisaillé au-delà des conditions de Stokes sera abordée, tout en évoquant les
conditions initiales et limites, similaires aux cas qui suivront ce chapitre.

Conditions initiales

Afin de limiter le temps d’établissement de l’écoulement autour des particules, il est intéressant d’utiliser
le profil analytique du cisaillement plan sans particules par défaut, voire des profils analytiques de Stokes.
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Fig. 3.15 – Évolution de l’amplitude de la perturbation avec la distance adimensionnée au centre de la particule
dans le plan de cisaillement (xOz).

Quelle que soit la particule utilisée, son centre de masse est situé au milieu du domaine, sa vitesse linéaire
est donc nulle. Dans les deux paragraphes qui suivent, les conditions initiales sont d’abord décrites, suivies
des conditions limites.

Cas de l’ellipsoïde
La vitesse de rotation initiale de l’ellipsoïde choisie est celle de Stokes exprimée dans la base fixe. Pour
rappel, elle se retrouve grâce aux équations (3.18), (3.19) et (3.20).

Il faut mentionner qu’en régime de Stokes, il existe un profil analytique du champ de vitesse du fluide,
qui dépend des propriétés physiques du fluide (viscosité, densité), des paramètres géométriques de la
particule ainsi que de son orientation. Son expression, donnée par exemple par Ježek et al. (1999), est
assez complexe. Étant donné que l’écoulement s’établit rapidement à faible Reynolds, un profil initial
d’écoulement libre a été privilégié.

Cas de la sphère
Tout comme le cas de l’ellipsoïde, la vitesse de Stokes est celle qui a été choisie, ie la moitié de la vorticité
de l’écoulement libre. Ainsi, et en utilisant l’expression (3.16), cette vitesse vérifie −→ω p = γ̇/2−→e y. La
solution analytique étant ici relativement simple, l’écoulement initial suit un profil analytique de Stokes
dont les champ de vitesse et de pression sont fournis dans les expressions (3.25) et (3.28) respectivement.

Les conditions initiales sont représentées figure 3.16.

Conditions limites

Quels que soient la forme ou le nombre d’objets solides en jeu, les conditions limites dans le cadre de
cette étude ont toutes été identiques. L’idée de base est d’imposer un cisaillement permanent de sorte
que l’écoulement en l’absence de particules solides a un profil symétrique dans le plan de cisaillement
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Fig. 3.16 – Conditions initiales dans le cas de la sphère.

xz comme représenté figure 3.6. Pour réduire l’impact des conditions limites sur les simulations, des
conditons en contrainte plutôt qu’en vitesse ont été utilisées pour les surfaces inférieures et supérieures
du domaine. Sur ces faces, une condition de glissement est imposée, qui ne contraint qu’une composante
de la vitesse, en l’occurrence la composante normale aux deux faces. Des contraintes tangentielles (−→τ )
de sens opposé sur les faces supérieures et inférieures ont été ajoutées à la condition de glissement pour
maintenir le cisaillement.

Dans le cas d’un écoulement plan sans particule, il est possible de lier le taux de cisaillement à ces
contraintes par la relation

−→τ (±Lz2 ) = ±µγ̇−→e x (3.31)

en notant µ la viscosité dynamique du fluide et Lz la taille du domaine selon z. Afin de rendre
l’écoulement-plan infini suivant x et y, des conditions de périodicité ont été imposées aux faces latérales
du domaine. Si les solides sont suffisamment éloignés des conditions limites pour qu’ils ne ressentent
pas la perturbation de l’écoulement provoquée par leur image par périodicité, cette condition limite est
satisfaisante. Des éléments de justification quantitatifs sont discutés dans la suite de cette section.

Stickel et Powell (2005) ont reporté et synthétisé de nombreuses études sur le comportement rhéologique
de suspensions. Einstein en est un précurseur (Einstein, 1906, 1911). Plus tard, Krieger (1972) a établi,
par une analyse dimensionnelle et moyennant quelques hypothèses simplificatrices (force de flottabilité
nulle et cisaillement constant), que la viscosité apparente adimensionnée par µ dépend de trois nombres :

- Le nombre de Péclet Pe =
3πµd2

pγ̇

4kT , très grand si le mouvement brownien est négligeable

- le nombre de Reynolds Reγ̇ =
ρfd

2
pγ̇

µ
,

- la fraction volumique des particules dans le domaine.

D’après Hoffman (1972) ou encore les travaux expérimentaux de Chang et Powell (1994), la viscosité
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apparente dépend du cisaillement appliqué et augmente avec la fraction volumique dès que celle-ci excède
10 %. Dans ce travail, le taux d’occupation est très faible et n’excède par 0,5 %. Pour rappel, ce taux
est dans le cas d’inclusions dans un acier l’ordre de 10−4 d’après Zhang et Thomas (2003).

Ici, pour s’assurer que le taux de cisaillement vu par les particules est bien celui imposé par les conditions
limites en contrainte, il est possible de comparer la puissance dissipée par les effets visqueux avec celle
de l’écoulement libre en l’absence de particules (notée P0,diss). La puissance dissipée prenant en compte
la présence d’une sphère au centre du domaine est notée Psph,diss. Le domaine choisi est cubique de côté
L, au centre duquel est placé la sphère et où la vitesse moyenne d’écoulement est nulle conformément
aux figures 3.6 et 3.10. En utilisant la convention d’Einstein sur les sommes, la puissance dissipée Pdiss
vérifie dans le cas général :

Pdiss = 2 µ
∫∫∫

V
DijDijdV , V : volume du domaine fluide . (3.32)

Dans le cas d’un écoulement libre,D est le tenseur des taux de déformation défini équation (3.17). P0,diss
vérifie alors simplement :

P0,diss = 2 µ
+L/2∫∫∫

−L/2

DijDijdV = µγ̇2L3 (3.33)

L’estimation de Psph,diss est faite en écoulement de Stokes, à partir de l’équation (3.25). Le rapport
des puissances Psph,diss/P0, calculé à l’aide de Mathematica, est fourni dans le graphe figure 3.17. La
dissipation est plus importante pour une particule immergée, mais le ratio diminue en augmentant la
taille du domaine L. Une différence inférieure à 1 % est observée dès lors que la taille du domaine excède
4 dp, ce qui correspond à un taux d’occupation volumique de la particule d’environ 0,8 %. Ce dernier
est au-delà des taux usuels rencontrés lors du procédé de flottation (de l’ordre, on le rappelle, de 10−4

en acier liquide) ou dans les simulations de ce travail (0,5 %).
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Fig. 3.17 – Rapport des puissances dissipées par effet visqueux entre le cas d’une sphère immergée et d’un
écoulement cisaillé libre en fonction de la taille du domaine.
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Fig. 3.18 – Conditions limites imposées au bord du domaine de calcul.

Ainsi, le cisaillement moyen n’est pas sensible à la présence de particules dans le domaine, étant donné
qu’il n’y en aura pas plus de deux dans cette étude. Cela permet de choisir les mêmes conditions limites à
la bordure du domaine que dans le cas d’un écoulement monophasique, et de considérer que la condition
limite en contrainte équivaut à celle en vitesse du point de vue du cisaillement imposé. Les conditions
limites sont représentées figure 3.18. En ce qui concerne les objets immergés, une conditions d’adhérence
est imposée à leur surface.

3.2.3 Analyse des résultats de simulations numériques

Les conditions de calculs établies précédemment permettent d’effectuer des simulations de particules en
écoulement cisaillé. Une meilleure occasion de prouver la validité des solveurs est donnée en présentant
des résultats de simulation d’objets dans les conditions proches de Stokes. Pour cela, le comportement
d’une ellipsoïde suivant son orientation est d’abord étudié, suivi de celui d’une sphère. Une réflexion
supplémentaire sera ensuite apportée concernant les problèmes de confinement.

Comparaison avec la solution analytique de Stokes

Cas de l’ellipsoïde
Le comportement d’une ellipsoïde est étudié numériquement dans le but de comparer les simulations aux
solutions analytiques présentées en section 3.2.1 : les dimensions choisies sont a = b = c/2. Pour cette
simulation, les nombres de Reynolds et Stokes ont pour valeur :





Reγ̇ = γ̇(4a)2

ν
= 0,014 ,

St = 1
18
ρp(4a)2γ̇

ρfν
= 2 10−3

Ces conditions sont relativement proches de celles de Stokes. La vitesse de rotation en fonction de
l’inclinaison de l’ellipsoïde est représentée figure 3.19, où sont comparées les solutions numériques et
analytiques. La résolution de l’ellipsoïde est de 1/13ème de l’axe 2a. On peut constater que les résultats

-
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Fig. 3.19 – Vitesse de rotation d’un ellipsoïde en fonction de son inclinaison, a = b = c/2, 2a/δx = 13.
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Fig. 3.20 – Lignes de courant obtenues par simulation à Reγ̇ = 0,009.

numériques sont en adéquation avec la théorie, ce pour une marge d’erreur qui n’excède pas 2%, ce qui
est satisfaisant.

Cas de la sphère
Les nombres de Reynolds et de Stokes, cette fois, valent respectivement 0,0089 et 7 10−4.

Les lignes de courant du champ de vitesse, tracées figure 3.20, ont la même allure que dans le cas
théorique figure 3.12 : ces dernières sont symétriques et passent d’une extrémité à l’autre du plan.

De façon plus quantitative, le champ de vitesse en régime permanent est étudié sur la figure 3.21 en
traçant les isocontours du champ écart.

ε(x, z) = ‖4(−→v f −−→v f0)/(γ̇dp)‖

Ces isocontours, tracées en continu, sont comparées à la solution analytique de Stokes représentée en
pointillé. Le comportement de la sphère isolée est effectivement très proche de celui de Stokes en analysant
ce graphe. De légères dyssimétries peuvent être observées, ce qui traduit sans doute les premiers effets
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Fig. 3.21 – Isocontours du champ écart 4−→v ′/(γ̇dp) à Reγ̇ = 0,0089 (en continu) et à Reγ̇ = 0 (solution analytique
de Stokes, en pointillé).

inertiels de l’écoulement, car le nombre de Reynolds n’est pas tout-à-fait nul.

En conclusion de ce paragraphe, les solveurs permettent de réaliser des calculs cohérents dans des condi-
tions proches de Stokes. Cependant, il est aussi nécessaire de valider les solutions à plus haut nombre
de Reynolds puisque cette étude cherche à montrer l’effet de l’hydrodynamique (donc de Reγ̇) sur la
dynamique de collision. La section suivante est consacrée à l’étude d’une sphère seule, cette fois dans
des conditions d’écoulement où les effets inertiels dans le fluide ne sont plus négligeables.

Influence de l’inertie du fluide

Le comportement d’une sphère libre isolée en écoulement cisaillé plan pour des nombres de Reynolds
finis a déjà fait l’objet d’études. Par exemple, Lin et al. (1970) ont étudié théoriquement les effets
d’un écoulement faiblement inertiel dans le cadre de la rhéologie de suspensions diluées. Grâce à un
développement limité sur les champs de vitesse et de pression, ils ont pu tracer les lignes de courant et
montrer que les symétries observés dans le cas de Stokes disparaissaient. À partir des nouvelles conditions
limites portant sur la sphère, ils ont également établi une expression analytique de la vitesse angulaire en
fonction de Reγ̇ . En reprenant les notations des sections précédentes, la vitesse de rotation de la sphère
vérifie :

ωpy
γ̇/2 = 1− 0,03845Re3/2

γ̇ (3.34)

en posant
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Reγ̇ =
γ̇d2

p

ν
(3.35)

Cette loi est représentée sur la figure 3.22 mais son domaine de validité est très restreint et ne couvre
pas les conditions envisagées par la suite.

D’un point de vue expérimental, Poe et Acrivos (1975) ont étudié le comportement d’un cylindre et
d’une sphère seule dans un écoulement de canal plan cisaillé à l’aide d’un système de rouleaux et de
courroies parallèles. Grâce à leur dispositif, ils ont pu travailler avec des effets inertiels beaucoup plus
marqués (Reγ̇ → 40.) Numériquement, Nirschl et al. (1995), par simulation avec une méthode de volumes
finis, ont étudié le cas d’une sphère immergée pour des nombres de Reynolds compris entre 0,1 et 100.
Mikulencak et Morris (2004) ont étendu cette étude pour Reγ̇ s’étendant de 4 10−3 à quelques centaines
en ayant recours à la méthode des éléments finis.

La vitesse de rotation adimensionnée calculée par les simulations de ce travail est confrontée aux résultats
de ces auteurs sur la figure 3.22. Celle-ci diminue d’autant plus que les effets inertiels du fluide sont
importants. La tendance qui ressort des simulations correspond bien aux résultats expérimentaux menés
par Poe et Acrivos (1975). Néanmoins, la vitesse calculée a tendance à être plus importante que ces
mesures lorsque les effets inertiels augmentent. Les investigations numériques menées par Mikulencak et
Morris (2004) donnent des valeurs en bonne adéquation avec celles obtenues dans ce travail.

Les lignes de courant sont également représentées pour différents nombres de Reynolds figure 3.23. Les
effets inertiels de l’écoulement provoquent une recirculation du fluide, dont les lignes sont représentées
en bleu. Ces zones de recirculation n’existent pas dans la solution analytique de Stokes. Ainsi, certaines
lignes de courant arrivent d’un côté du plan et repartent par du même côté. Ces zones de recirculation
croissent avec les effets inertiels et se rapprochent de la sphère. Cela induit la formation d’une enveloppe
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Fig. 3.22 – Vitesse angulaire terminale d’une sphère libre en écoulement cisaillé en fonction du nombre de
Reynolds de cisaillement : représentation des résultats obtenus ainsi que ceux issus d’autres études expérimentale
et numérique.
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Fig. 3.23 – Lignes de courant du champs de vitesse projeté dans le plan de cisaillement passant par la sphère en
régime permanent.

de circulation autour de la sphère (représentée en rouge dans la figure 3.23), d’autant plus reserrée que
ces effets sont importants. Ces phénomènes et tendances ont déjà été observés, notamment par Haddadi
et Morris (2015).

Les isocontours caractérisant l’écart entre le champ libre et le champ réel perturbé par la particule
sont représentés figure 3.24 pour différents nombres de Reynolds, Reγ̇ ∈ {0,0089 , 0,2 , 1}. Il est clair
que les symétries observées dans le cas analytique de Stokes disparaissent avec les effets inertiels. En
comparant ces isocontours avec la solution analytique de Stokes (représentée en pointillées dans le cas
Reγ̇ = 0,0089), la portée de la perturbation diminue selon la direction du cisaillement (z), ainsi que dans
la direction principale de l’écoulement (x) dans une moindre mesure.

Effets de confinement et dimensionnement du domaine

Si la portée de la perturbation hydrodynamique engendrée par le solide est inférieure à la taille du
domaine, la particule peut être considérée comme isolée. Il s’agit donc de s’assurer que l’épaisseur du
domaine est suffisamment importante dans les directions x et y où la condition limite de périodicité est
appliquée. Au vu des figures 3.14 et 3.15, cette condition est remplie dès lors que l’épaisseur du domaine
suivant x dépasse 6dp (écart à 5 %). La perturbation dans la direction normale au plan de cisaillement
y, moindre selon la figure selon la figure 3.13, implique que l’épaisseur 4dp est suffisante. Afin d’assurer
l’isolement des particules, les dimensions dans les directions x et y ont été prises égales à 24dp et 12dp
respectivement dans la série de simulations clôturant ce chapitre.

D’autres effets de confinement concernent la direction du cisaillement z, où, on le rappelle, des conditions
limites de type glissement ont été appliquées. Il s’agit donc d’étudier l’influence de cette épaisseur sur
les profils de champ de vitesse.
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Les effets de confinement sont illustrés figure 3.25, où les isocontours du champ écart ε défini en (3.29)
ont été tracées à Reγ̇ = 0,0089 (soit dans des conditions proches de Stokes) et superposées pour trois
épaisseurs de domaine différentes : 7dp , 15dp , 24dp. La différenciation des cas est assurée par l’emploi de
différentes épaisseurs d’isocontours qui augmentent avec le confinement. Il est visible que ces isocontours
sont d’autant plus aplatis dans la direction du cisaillement z que le confinement est important. En
revanche, en observant l’isocontour à 5%, cet applatissement est peu compensé par une élongation dans la
direction principale de l’écoulement x. Ceci est peut-être dû au fait que la condition limite de glissement,
associée à une contrainte entretenant le cisaillement, est moins contraignante qu’une condition limite de
type vitesse imposée. L’applatissement est peu prononcé lorsque l’écart entre le champ réel et l’écoulement
libre excède 5%.

Ce chapitre a été l’occasion de valider les solveurs numériques employés tout au long de ce travail. Le
comportement hydrodynamique de particules isolées dans différentes configurations d’écoulement ont
été testées avec des tendances conformes à ce qui était attendu. Les simulations présentées ont nécessité
l’emploi simultané des 3 solveurs LBM, IBM et LPT.

Puisque le code employant ces solveurs fonctionne dans le cas de particules seules, il est naturellement
attendu qu’il en soit de même pour une paire de particules isolées dans les mêmes conditions hydrody-
namiques. Il s’agit de l’objet principal du chapitre suivant. En guise d’introduction, il sera montré que
l’écoulement local à proximité d’un train de bulle peut être vu comme un cisaillement plan en première
approximation. Cela justifie les conditions hydrodynamiques utilisées dans le présent chapitre. Au vu
des résultats du confinement, la distance de séparation entre la particule et la paroi seront imposées
supérieures à 3dp pour toutes les simulations. En ce qui concerne la direction principale de l’écoulement
(x), le domaine sera étendu de sorte à assurer une distance de séparation des particules d’au moins
quatre diamètres. Quant à la direction normale au plan de cisaillement (y), la distance de séparation
entre les particules et les bords du domaine où est appliquée la condition limite de périodicité sera choisie
supérieure ou égale à 2dp.
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Fig. 3.24 – Isocontours du champ écart obtenus pour trois nombres de Reynolds différents (Reγ̇ =
0,0089 ; 0,2 ; 1).
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Chapitre 4

Surfaces de collision binaire dans un
écoulement cisaillé plan

Ce chapitre présente les résultats de simulations d’interactions entre deux particules dans les conditions
représentatives du procédé de flottation en métallurgie. Ces résultats permettent d’affiner les noyaux
de collisions utilisés dans les modèles statistiques à l’échelle macroscopique, en y prenant en compte les
interactions d’origine hydrodynamiques.

Les conditions hydrodynamiques sont caractérisées par un écoulement cisaillé plan. Des éléments de
justification d’une telle configuration sont fournis dans la première partie. Les parties suivantes traitent
essentiellement des résultats de suivis de particules en écoulement résolu en trois dimensions et des
surfaces de collision qui en découlent (cf chapitre 1, section 1.2.2).

4.1 Choix de l’écoulement cisaillé plan

Cette partie apporte des éléments justifiant que l’étude des interactions entre deux particules, à l’échelle
mésoscopique et dans les conditions du procédé métallurgique de flottation, peut être menée en écoule-
ment cisaillé plan quasi-stationnaire.

4.1.1 Modélisation de la turbulence

En écoulement turbulent, l’échelle de Kolmogorov (ηK , définie au chapitre 1, section 1.2.2) caractérise
l’échelle spatiale à partir duquel les cisaillements permettent de dissiper toute l’énergie cinétique par
viscosité moléculaire. L’inverse de l’échelle de temps correspondante τK (égale à (ν/ε)1/2, cf annexe A)
donne la valeur de cisaillement local γ̇, qui s’écrit donc :

γ̇ =
( ε
ν

)1/2
. (4.1)

Comme les cisaillements à cette échelle dissipent suffisamment d’énergie, ils n’entraînent pas d’échelle
plus petite en espace et en temps dans l’écoulement. Par conséquent, des particules immergées dans un
écoulement turbulent et ayant une taille plus petite que l’échelle de Kolmogorov (ηK) subissent la valeur
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Fig. 4.1 – Échelles typiques de la turbulence d’un métal liquide lors de son traitement par flottation (aluminium
et acier).

de cisaillement correspondante. De plus, si ces dernières sont suffisamment proches, alors cela implique
que leur durée d’interaction sera petite comparée au temps caractéristique de la turbulence (1/γ̇).

La figure 4.1 montre les échelles typiques de turbulence, dont la gamme de valeur est déduite de simu-
lations de procédés de flottation en poche d’acier et d’aluminium (Daoud et al., 2011 ; Mirgaux et al.,
2009). Dans un bain d’acier ou d’aluminium liquide, une taille caractéristique pour des inclusions d’oxyde
est de l’ordre de 10 µm, ce qui est en deçà de la plus petite échelle de Kolmogorov dans les deux cas. En
conséquence, cela justifie la pertinence de l’étude d’interaction binaire d’inclusions de taille ' 10 µm en
écoulement cisaillé permanent.

4.1.2 Noyaux usuels : Saffman & Turner et Smoluchowski

Le noyau binaire de collision turbulente de Saffman & Turner βturb,S&T
ij a déjà été introduit dans le

chapitre 1 (section 1.2.2) et son expression, pour rappel, s’écrit :

βturb,S&T
ij =

√
π

120(dpi + dpj)3
( ε
ν

)1/2

Son utilisation est pertinente si les particules ont une taille inférieure à l’échelle de Kolmogorov et si le
nombre de Stokes Stk est inférieur à l’unité. Dans le cas d’un écoulement turbulent, ce nombre est défini
comme le produit du taux de cisaillement induit par la turbulence (1/τK) avec le temps de relaxation
de la particule (τp).

Le tableau 4.1 présente les valeurs calculées du nombre de Stokes pour des inclusions d’alumines de
taille dp = 10 µm et de densité ρp = 3950 kg.m−3. Ces alumines sont immergées respectivement dans de
l’acier et de l’aluminium liquide, dont les propriétés sont également incluses dans ce tableau. Il peut être
immédiatement constaté que le nombre de Stokes reste petit devant l’unité quelle que soit la gamme de
valeurs considérée. Ainsi, les hypothèses nécessaires pour l’utilisation du noyau de collision de Saffman
& Turner sont vérifiées.

Par construction, le noyau de Saffman & Turner néglige les interactions hydrodynamiques à courte
distance entre les particules, il est donc valide si la perturbation de l’écoulement engendrée par la présence
des particules est négligeable. Ces hypothèses semblent fortes ici. Il sera effectivement prouvé que les
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milieu
paramètres

ρf (kg.m−3) µ (Pa.s) γ̇ (s−1) Stk

aluminium 2360 1,3 10−3 ∈ {300 , 10000} ∈ {6,6 10−3 , 0,22}

acier 7800 5,5 10−3 ∈ {30 , 3000} ∈ {3 10−4 , 3 10−2}

Tab. 4.1 – Valeurs du nombre de Stokes pour des particules d’alumines dp = 10 µm , ρp = 3950 kg.m−3. La
densité et la viscosité de l’aluminium et de l’acier ont été choisies pour une température de 1800 K et 1000 K
respectivement.

interactions hydrodynamiques influencent les trajectoires des particules et influent donc sur l’efficacité
de collision.

En récapitulant, les inclusions d’oxyde de taille égale à 10 µm sont transportées par la turbulence, créant
un cisaillement local qui, en première approximation, peut être considéré constant pendant l’interaction
entre deux particules.

Dans le cas particulier d’un écoulement cisaillé plan permanent, Smoluchowski (1916) a établi l’expression
du noyau de collision entre deux particules, moyennant des hypothèses similaires à celles de Saffman &
Turner :

• les effets inertiels sont négligeables (Stk � 1),
• les forces motrices en dehors de l’écoulement cisaillé (forces de Van der Waals ou la répulsion
électrique), sont ignorées,
• la perturbation de l’écoulement engendrée par la présence des particules n’est pas prise en compte.

Ces hypothèses permettent de supposer que les particules suivent les lignes de courant du fluide, dont
le profil reste analytique. Le champ de vitesse peut alors être décrit selon l’équation (3.16). La surface
de collision est alors un disque de diamètre égale à la somme des diamètres des deux particules. Une
illustration de cette configuration d’écoulement est donnée figure 4.2. En reprenant les notations de cette
figure, le noyau de collision, défini comme le flux de particules à travers cette surface, peut alors être
calculé analytiquement. Le calcul détaillé du noyau de collision donne alors, en utilisant les coordonnées
polaires (r, θ) :

βSmolij =
∫∫

Scoll

γ̇zd2S

= 4
R∫

r=0

π/2∫

θ=0

γ̇r sin(θ)rdrdθ

= 4γ̇
[r3

3
]R

0

[
− cos(θ)

]π/2

0

, R = 1
2
(
dpi + dpj

)

Finalement, le noyau de collision de Smoluchowski a pour expression :

βSmolij = 1
6 γ̇(dpi + dpj)3 . (4.2)

Ce noyau, tout comme celui de Saffman & Turner, est proportionnel à la somme des diamètres élevée au
cube ainsi qu’au taux de cisaillement. De plus, les cœfficients de βturb,S&T

ij et βSmolij , respectivement 1/6
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Fig. 4.2 – Configuration de l’écoulement pour des particules dans les conditions idéales de Smoluchowski et
disque de collision associé.
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Ces deux noyaux sont similaires tant du point de vue des hypothèses sur lesquelles ils sont bâtis que
du point de vue de leur valeur quantitative. Il est donc possible de supposer que l’efficacité de collision
calculée pour une configuration pour rendre compte des interactions hydrodynamiques est généralisable à
la seconde. Des exemples d’une telle approche sont présents dans la littérature : Higashitani et al. (1982)
ont effectué des simulations de particules en écoulement cisaillé plan en vue d’extraire des efficacités de
collision binaire. Ces dernières ont été réutilisées pour le calcul théorique d’évolution de populations de
colloïdes en milieu aqueux turbulent, avec des résultats qui coïncident (Higashitani et al. 1983).

Dans le cadre du projet Flotinc, l’étude des collisions dans un cisaillement plan était également motivée
par les travaux collaboratifs envisagés entre les équipes en charge des approches numériques (IJL) et
expérimentales en réacteur de Couette (SPIN). De ce fait, les études numériques ont été menées pour des
écoulements cisaillés plans en considérant qu’il s’agit d’une bonne modélisation locale de la turbulence.

En raison du couplage entre les phases liquide et solide, les solides immergés vont percevoir les per-
turbations de l’écoulement induites par les particules en approche, ce qui va générer des interactions
hydrodynamiques. Si ces dernières sont importantes, elles influeront sur la trajectoire des particules et
par conséquent sur la section de collision qui est un paramètre-clé pour calculer le noyau de collision. Une
méthode permettant d’estimer cette section de façon efficiente a été développée au cours de ce travail.

4.2 Détermination de surfaces de collision

En fonction des différentes positions relatives initiales et des interactions en jeu, deux particules dans
l’écoulement cisaillé vont entrer en collision ou s’éviter. La surface de collision est tracée dans le plan
normal à la direction principale de l’écoulement. Elle correspond à l’ensemble des positions relatives
initiales ayant aboutis à une collision. Le cisaillement plan, ainsi qu’un exemple de surface de collision
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entre les deux particules sont illustrés figure 4.3, où les points en bleus et rouges correspondent à des
positions relatives initiales ayant menées respectivement à une collision et un évitement. Une méthode
de tirage permet d’optimiser le calcul des surfaces et de concentrer les simulations vers sa frontière. Un
résultat de calcul de surface est illustré figure 4.4. Sur cette figure, les points situés dans la zone la plus
sombre sont situés dans la surface, alors que ceux localisés dans la zone blanche en sont exclus. Les
éléments de surface triangulaire ayant des nuances intermédiaires sont au voisinage de la frontière de la
surface de collision, et constituent donc la zone d’intérêt.
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y x
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Fig. 4.3 – Configuration de l’écoulement cisaillé plan et illustration de la surface de collision à déterminer.
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Fig. 4.4 – Détermination itérative de la surface de collision par simulation numérique (résultat issu de 115
simulations d’interaction de sphères à Reγ̇ = 0,213).
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4.2.1 Méthode de tirage déterministe

Le voisinage de la limite de la surface de collision à déterminer constitue la zone d’intérêt. Afin d’optimiser
son tracé, une méthode itérative privilégiant le choix des points situés à proximité directe de la bordure
de la surface a été développée. Elle consiste à tirer des positions relatives initiales dans le plan amont.
Une valeur binaire est affectée à ce point en fonction du résultats obtenus après calcul des trajectoires
des deux particules :

• 1 si la collision a eu lieu,
• 0 sinon.

Le domaine est subdivisé en triangles Ti dont les sommets correspondent aux points tirés. Ces triangles
sont complémentaires, de sorte que la somme de leur aire égale celle du domaine.

Suivant sa taille et les valeurs binaires de ses sommets, ce triangle sera subdivisé ou non au cours du
tirage. Les triangles les plus grands et dont les sommets n’ont pas tous la même valeur binaire sont
subdivisés en priorité. Ainsi, les points auront tendance à être concentrés près de la frontière de la
surface de collision. Le principe de cette méthode itérative est illustré figure 4.5. Pour des raisons de
symétrie, la zone de tirage peut être réduite à un quart de la surface. Dans la figure 4.5, les cercles blancs
et les points noirs correspondent aux positions relatives initiales de la particule amont ayant menés
respectivement à des collisions et des évitements. Si la surface est suffisamment régulière ou le maillage
assez fin, les triangles sombres sont intégralement compris dedans (« triangles complets ») et les blancs
en sont totalement exclus. La frontière passe alors dans les triangles ayant une teinte intermédiaire. Ces
derniers peuvent être alors dénommés « triangles hybrides ».

Une fois la surface estimée par le tirage, il est possible de déduire son aire, ainsi qu’une borne d’in-
certitude. En effet, la frontière de la surface étant censée être strictement comprise entre les triangles
complets et hybrides d’aire respective Ai,complet et Ai,hybride , son aire Acoll vérifie :

4
∑

i

Ai,complet < Acoll < 4
(∑

i

Ai,complet +
∑

i

Ai,hybride
)

(4.3)

Le facteur 4 présent dans l’équation (4.3) est dû au fait que le tirage est effectué sur un quart de section,
par symétrie. L’aire exacte Acoll peut être approximée en pondérant les aires des triangles en fonction
du nombre de leurs sommets inclus dans la surface de collision (Ni) :

Acoll '
Ntriangles∑

i=1

Ni
3 Ai (4.4)

La méthode de tirage est efficace si la surface a une forme suffisamment régulière. Elle présente des
limites dans le cas où le domaine étudié n’est pas simplement connexe. Par la suite, on suppose que les
paramètres physiques en jeu n’engendrent pas de telle forme.

4.2.2 Critères d’arrêt

Initialement dans ce travail, les critères d’arrêt implémentés qui portent sur le phénomène de collision
ou d’évitement se sont grandement inspirés de ceux de Vanni et Baldi (2002). Pour rappel, ils ont étudié
numériquement la trajectoire relative de deux particules colloïdales sphériques isolées en écoulement
cisaillé à l’aide d’une résolution par la dynamique stokesienne. En notant r la distance entre les deux
centres de masse des particules,
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r = ‖−→x pi −−→x pj‖ ,

La collision est détectée dès lors que les particules se touchent ou se sont interpénétrées. Dans le cas de
la sphère, cette détection a lieu si :

r − 1
2(dpi + dpj) 6 0

Une présentation complète des interactions physico-chimiques à courte distance est détaillée en annexe
B.

Le cas d’ellipsoïdes est plus délicat car il n’existe pas de formule anaytique simple pour savoir s’il y a
interpénétration en fonction des distances des centres de masse et des orientations respectives. C’est donc
un critère sur les surfaces des ellipsoïdes discrétisées qui a été choisi. L’algorithme implémenté réutilise
les marqueurs de surface de l’IBM. Il est décrit dans la section 2.1.1. Il a été vérifié a posteriori que la
profondeur de pénétration n’excède jamais c/2000, ce qui justifie la bonne précision de ce critère.

Il faut souligner que Vanni et Baldi (2002) étudient le phénomène de coagulation de colloïdes de tailles
micrométriques en faisant intervenir des interactions de type Van der Waals qui tendent vers une valeur
infinie dès lors que les particules entrent en contact. Pour palier les problèmes de divergence d’ordre
numérique, ils considèrent que la coagulation a lieu dès lors que les particules sont à une distance
inférieure à 5.10−8dp. Néanmoins, ce problème n’entre pas en compte dans ce travail comme expliqué à
la section 4.3.

Les critères d’évitement sont communs aux sphères et aux ellipsoïdes. Il y a évitement dès lors que les
particules sont passées à hauteur l’une de l’autre sans être entrées en collision. Afin de visualiser cet
évitement et de mettre en évidence ce contournement, les simulations sont stoppées lorsque les deux
particules se sont dépassées d’une distance suivant l’écoulement d’environ un rayon. Concrètement,

il y a évitement si xp1 − xp2 >
1
2 min(dp1, dp2) (4.5)

Dans l’équation 4.5, par convention, les particules amont et aval ont l’indice 1 et 2 respectivement,
de sorte que xp1 < xp2 au début des simulations. Pour des raisons qui seront détaillées à la section
4.5, un critère supplémentaire a été implémenté au cours de ce travail. Contrairement à la dynamique
stokesienne, à nombre de Reynolds non nul, les particules sont susceptibles de traverser le plan de vitesse
nulle −→v f = −→0 . Dans ce cas, elles ne passent jamais à hauteur l’une de l’autre (xp2 − xp1 toujours
positif). Ceci a amené à ajouter le critère suivant :

il y a évitement si, pendant une période ∆t = dp
γ̇ | ∆z | ,

{
xp1 − xp2 < 0 ,
vx,p1 − vx,p2 < 0 , (4.6)

Un diagramme où l’ensemble de ces critères sont regroupés est proposé figure 4.6.
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Fig. 4.5 – Principe de la méthode de tirage développée pour ce travail.
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Fig. 4.6 – Diagramme générique de l’ensemble des critères d’arrêt utilisés dans ce travail.
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4.3 Paramètres influents sur la collision binaire

4.3.1 Liste des paramètres

Les trajectoires relatives des particules dépendent de leurs positions initiales et du taux de cisaillement
qui, à lui seul, caractérise le profil de l’écoulement (−→v f = γ̇z−→e x). Les autres paramètres susceptibles
d’influer sur la section de collision sont les propriétés physiques des deux phases. Elles sont notamment
caractérisées par leur masse volumique respective (ρf et ρpi , i ∈ [1, 2]). La phase fluide est par ailleurs
caractérisée par sa viscosité dynamique (µ). Les particules étant sphériques ellipsoïdales, leur géométrie
est caractérisée par leur taille (dpi) ainsi que leur sphéricité (ψp). Cette grandeur caractérise le rapport
entre la surface d’une sphère de volume identique Vp par la surface effective Ap et est donc définie par :

ψp = π1/3(6Vp)2/3

Ap
(4.7)

D’autres paramètres d’ordre physico-chimiques à l’origine de forces d’interaction à courte distance entre
les deux particules seraient susceptibles d’intervenir, telles que la constante de Hamaker Ah, le potentiel
électrostatique pour des milieux ionisants, l’épaisseur de la double couche électrique ou encore celle d’un
pont gazeux. Toutefois, les interactions non-hydrodynamiques, ou hydrodynamique à faible distance, ont
été négligées. En effet, leur portée, représentée figure 4.7, est en-deçà de la résolution numérique. De
plus, il n’est pas forcément évident de quantifier certaines longueurs caractéristiques comme l’épaisseur
du pont gazeux. Les résultats illustrés dans la figure 4.7 sont issus de réflexions détaillées en annexe B.

Par conséquent, seuls les paramètres listés précédemment et reportés dans le tableau 4.2 ont été pris en
compte.

h dp

(10 µm)

dp/10

(1 µm)

dp/100

(0,1 µm)

0,07dp
0,05dp

δxLBMpont gazeux

lubrification
Bjerknes

Van der Waals

Fig. 4.7 – Portée quantitative des interactions à courte distance pour des inclusions d’une taille 10 µm, étudiées
en annexe B.
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Tab. 4.2 – Liste des paramètres dimensionnés.
Nomenclature Description Unité
ρp1, ρp2 masse volumique des particules kg.m−3

ρf masse volumique du fluide kg.m−3

µ viscosité dynamique du fluide kg.m−1.s−1

dp1, dp2 diamètre des particules m
ψp1 , ψp2 sphéricité des particules (-)
γ̇ taux de cisaillement s−1

Tab. 4.3 – Liste des paramètres adimensionnés indépendants.
Nomenclature Description

ρ∗pi = ρpi
ρf

masse volumique adimensionnée des particules

d∗pi =
max
i

(dpi)

min
i

(dpi)
rapport de taille entre les particules

ψpi sphéricité des particules

Reγ̇ =
ρf γ̇max

i
(dpi)2

µ
nombre de Reynolds

4.3.2 Choix d’un jeu de paramètres indépendants et adimensionnement

Au vu du tableau 4.2, la masse, la longueur et le temps sont les seules dimensions utilisées. Il s’agit
donc de trouver trois grandeurs dimensionnellement indépendantes. La masse volumique du fluide, le
plus grand diamètre des deux particules et la viscosité dynamique conviennent, puisque :

• ρfd3
p est homogène à une masse,

• dp est homogène à une longueur,
• la grandeur ρfd2

p/µ est homogène à un temps.

Ainsi, par application du théorème de Vashy-Buckingham (ou théorème π), ces trois paramètres peuvent
être utilisés pour adimensionner tous les autres, et seules les quantités adimensionnées présentes dans le
tableau 4.3 sont indépendantes. L’influence des effets hydrodynamiques se retrouve dans le nombre de
Reynolds particulaire construit sur le taux de cisaillement Reγ̇
Un bon critère pour savoir si l’inertie des particules exerce une influence ou non pour des valeurs données
est d’avoir recours au nombre de Stokes (St), déjà défini au chapitre 1 (expression (1.26)) :

Sti =
(
ρpi + 1

2ρf
)
γ̇d2

p

18 µ

Ce dernier ne figure pas dans le tableau 4.3 car il peut être construit à partir des masses volumiques
adimensionnées et du nombre de Reynolds :



Chapitre 4. Surfaces de collision binaire dans un écoulement cisaillé plan 90

St = 1
18
(ρp
ρf

+ 1
2
)
Reγ̇ (4.8)

Dans les simulations qui suivent, les nombres de Stokes restent toujours nettement inférieurs à l’unité, ce
qui permet d’affirmer que l’influence de l’inertie des particule est négligeable. De ce fait, seuls les deux
paramètres Reγ̇ et d∗p seront pris en compte. Une justification plus approfondie grâce à la comparaison
de trajectoires pour des densité ρ∗p différentes sera néanmoins discutée à la section 4.5.1.

4.4 Validations préliminaires : calculs de déviation

De nombreux travaux de recherches ont été menés pour étudier le comportement de particules sphé-
riques en écoulement cisaillé plan permanent en régime de Stokes (voir chapitre 1, section 1.2.3). En
particulier, Adler (1981) a étudié, à partir de la dynamique stokesienne, le cas où seules les interactions
hydrodynamiques sont présentes pour des particules de différentes tailles situées dans le même plan de
cisaillement. Ses résultats sont comparés à ceux issus des simulations effectuées dans ce travail dans des
conditions similaires.

4.4.1 Conditions initiales et limites

Afin de résoudre la trajectoire de deux sphères isolées à l’aide de la dynamique stokesienne, Adler
(1981) a placé initialement les particules suffisamment loin l’une de l’autre afin qu’elles ne voient pas
la perturbation de l’écoulement dûe à leur présence. À partir des résultats obtenus, il a pu calculer la
hauteur relative maximale qui est atteinte lorsque les particules passent à hauteur l’une de l’autre. Cette
hauteur dépend de la hauteur relative initiale. Le principe de cette simulation est illustré figure 4.8, où les
hauteur relatives initiale et maximale sont notées respectivement z0 et zmax. Les effets hydrodynamiques
engendrés par les particules génèrent une déviation, d’autant plus marquée qu’elles sont à proximité
l’une de l’autre du fait des effets visqueux accrus dans la zone de séparation.

Le profil de cisaillement plan permanent est obtenu par application des conditions initiales et des condi-
tions limites décrites dans le chapitre 3 (section 3.2.2). Initialement, les particules sont placées de sorte
que leur distance soit de l’ordre de cinq fois leur diamètre (5dp). Les particules de tailles différentes sont
quant à elles distantes de cinq fois leur diamètre moyen (5(dp1 + dp2)/2).

Afin de comparer les résultats de ce travail à ceux d’Adler (1981), des calculs d’évitement entre deux
particules sont effectués dans des conditions relativement proches de celles de Stokes (cf chapitre 3, figure
3.21), avec les paramètres suivants :

{
ρ∗p = 2

Reγ̇ = 0,01

Initialement, les vitesses linéaire et angulaire de la particule sont égales à celle de la solution analytique
du champ fluide en leur centre de masse :





−→v pi(t = 0) = γ̇zpi
−→e x

−→ω pi(t = 0) = 1
2 γ̇
−→e y

(4.9)
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−→v f = γ̇z−→e x
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dp1+dp2
2
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Fig. 4.8 – Illustration de la trajectoire d’une particule (p1) dans le repère de la seconde particule (p2) en régime
de Stokes avec les seuls effets hydrodynamiques.

Les particules sont placées de part et d’autre et à égale distance du plan median xz, de sorte qu’elles ne
sortent pas du domaine pendant la durée de la simulation. Dans le cas où elles ont une taille différente,
leur distance par rapport à ce plan médian Dpi,median est ajustée de la façon suivante :

Dpi,median = z0
d2
pj

d2
pi + d2

pj

, i 6= j

Étant donné que le nombre de Reynolds est très petit ici, l’écoulement autour des particules est initialisé
avec la solution de Stokes, décrite dans le chapitre 3 (équations 3.25 et 3.28). La méthode de frontière
immergée de ce travail utilise un écoulement de fluide virtuel à l’intérieur des particules. Afin d’assurer
la continuité avec la solution de Stokes à la surface des solides, le champ de vitesse dans cette zone est
initialisé avec une rotation du solide. Le champ de pression initial est quant à lui décroissant de façon
linéaire de la surface au centre de la sphère. Ceci permet de limiter une brusque variation de ce champ
à la surface des particules, générant des ondes acoustiques parasites.

Cette initialisation est pertinente pour des régimes à faible nombre de Reynolds comme c’est le cas
ici. Pour des valeurs de Reγ̇ plus importantes, il faut que l’écoulement ait le temps de s’établir avant
l’interaction des deux particules, dont la durée tinter peut être estimée comme le temps que mettent les
deux particules pour se retrouver à la hauteur l’une de l’autre, soit :

tinter = | xp2 − xp1 |t=0
| vp2 − vp1 |t=0

= | xp2 − xp1 |t=0
2γ̇z0

(4.10)

Le temps d’établissement est difficile à estimer. Étant donné que le nombre de Reynolds est généralement
inférieur à l’unité dans ce travail, le temps de diffusion tdiff est donc un temps caractéristique supposé
pertinent. Il s’agit de la durée nécessaire à la diffusion de la quantité de mouvement du fluide suivant
une longueur de l’ordre le diamètre de la particule dp, soit :
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tdiff =
d2
p

ν
(4.11)

En comparant cette durée au temps d’interaction défini équation (4.10), avec des valeurs | xp2− xp1 |t=0
et z0 respectivement égales à 5dp et dp :

tdiff
tinter

= 1
5
γ̇d2

p

ν
= 1

5 Reγ̇︸︷︷︸
<1

� 1

Ainsi, l’écoulement a bien le temps de s’établir avant que les particules n’interagissent. Afin de limiter
la durée nécessaire à l’établissement de l’écoulement pour Reγ̇ < 1, les champs initiaux de vitesse et de
pression du fluide sont égaux au profil analytique de Stokes. De tels profils ont également été choisis
pour l’initialisation des champs à des nombres de Reynolds de l’ordre de l’unité, en supposant que les
effets inertiels de l’écoulement ont une influence limitée sur l’établissement de l’écoulement.

Les conditions initiales sont représentées figure 4.9 dans le cas de deux sphères de même taille.

0

dp2

p2

−→ω p2

Direction de l’écoulement x

D
ire

ct
io
n
du

ci
sa
ill
em

en
t

dp1

p1

−→ω p1

−→v p1

−→v p2





−→v f (t = 0) = γ̇z−→e x +−→v ′ (voir chapitre 3, section 3.2.1)

−→v pi(t = 0) = γ̇zpi
−→e x

−→ω pi(t = 0) = γ̇

2
−→e y

Fig. 4.9 – Conditions initiales appliquées dans le cas de deux sphères isolées identiques.

Les résultats sont présentés dans la section suivante, où l’évolution de la hauteur relative maximale zmax
en fonction de z0 est étudiée.
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4.4.2 Déviation pour deux sphères isolées

Dans un premier temps, une trajectographie complète pour deux sphères de taille identique est présentée,
avec l’évolution de la hauteur maximale en fonction de la hauteur initiale. Cette évolution est ensuite
analysée pour un rapport de taille double.

Déviation pour deux sphères identiques

La résolution du maillage des deux sphères étudiées ici est de 13 mailles LBM par diamètre. Elles sont
initialement placées à une distance de séparation d’environ quatre diamètres (4dp).

L’évolution de la trajectoire de la particule amont par rapport à la particule aval pour différentes hauteurs
z0 est représentée figure 4.10. Conformément à ce qui est attendu, la hauteur relative maximale zmax est
bien atteinte lorsque les deux sphères sont à hauteur l’une de l’autre (xp2 = xp1).

La différence maximale de position zmax selon le plan de cisaillement en fonction de la hauteur initiale z0
est resprésentée figure 4.11. Les résultats d’Adler (1981), obtenus par lecture graphique, ont également été
fournis en vue d’une comparaison. Si les résultats obtenus sont en excellente adéquation avec ceux obtenus
en régime de Stokes pour les gammes de valeur supérieures de z0, une différence plus notable est observée
pour les plus faibles hauteurs relatives initiales, où la déviation maximale calculée est moins importante
que les résultats d’Adler (1981). Cela peut s’expliquer en partie par le fait que l’on travaille à un nombre
de Reynolds qui, bien que petit, possède une valeur finie. Une autre raison est que les particules de plus
faible hauteur initiale sont celles qui se rapprochent le plus. Or, dans de telles configurations, du fait de
la résolution de l’écoulement sur un maillage discret, les forces hydrodynamiques sont susceptibles de ne
pas être correctement résolues par les outils numériques de ce travail lorsque les sphères sont distantes
de moins d’une demi-maille, soit de l’ordre de 5% de leur diamètre. Il s’avère que la distance minimale
entre les deux sphères est effectivement en-deçà de 0,05dp pour une hauteur initiale inférieure à 80%
du diamètre des particules. Au vu de la figure 4.11, cela correspond bien à la gamme de valeur où ces
différences sont observées.

Résultats pour un rapport de taille double

La taille de la sphère aval est deux fois plus importante que la sphère amont, correspondant à une
résolution du maillage respective de 26 et 13 mailles LBM par diamètre. La hauteur relative maximale
en fonction de z0 est fournie figure 4.12, qui comprend également les résultats d’Adler obtenus par lecture
graphique.

De façon analogue aux particules de même diamètre, les résultats obtenus diffèrent de ceux en régime
de Stokes pour les plus faibles valeurs de hauteurs initiales, cette fois inférieures au diamètre moyen des
particules. Ceci concerne également les sphères qui se rapprochent à une distance inférieure à une demi-
maille. Des techniques de modélisation des forces hydrodynamiques existent pour de telles distances.
Néanmoins, cela sort du cadre de ce travail pour des raisons évoquées en annexe B.
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Fig. 4.10 – Trajectographie pour deux particules de taille identique (Reγ̇ = 0,01 , ρ∗p = 2).
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4.5 Analyse des interactions hydrodynamiques

Les résultats de déviation des particules dû aux effets hydrodynamiques montrent que ces derniers
favorisent l’évitement entre deux particules. Dans les conditions de Stokes, il n’y a même aucune collision
possible en l’absence d’une autre force motrice de nature non hydrodynamique. Il est donc attendu que
la surface de collision ait une aire réduite par rapport à celle de Smoluchowski. Cette partie est consacrée
à l’influence des différents paramètres sur la forme de la surface de collision dans des gammes de valeur
proches des conditions du procédé de flottation d’un métal liquide.

4.5.1 Influence des effets inertiels des particules

Cette partie est particulièrement importante dans la mesure où il faut montrer que les effets inertiels ne
sont pas prépondérants dans les conditions représentatives du procédé de flottation. En effet, la méthode
de frontière immergée utilisée ici limite les calculs de trajectoire à des particules plus denses que le fluide
environnant puisque cette méthode ne permet pas de s’affranchir des effets de l’inertie du fluide compris
dans les particules. En pratique, certaines inclusions comme les alumines dans l’acier sont plus légères
que le métal liquide environnant.

Afin de quantifier l’impact que peut avoir l’inertie des solides sur la surface de collision, des surfaces ont
été tracées figure 4.13 pour des rapports de densité ρ∗p ∈ [2, 10] et pour deux nombres de Reynolds
différents. Le premier, pris égal à 0,319, correspond au cas limite maximal des conditions du procédé de
flottation dans un acier pour des inclusions de taille moyenne de 10 µm (cf l’introduction générale ainsi
que la figure 4.1). La seconde valeur de Reγ̇ , égale à 1,42, correspond à un écoulement fortement cisaillé,
a priori favorable à l’apparition des effets inertiel des particules au vu du nombre de Stokes égal à 0,2
d’après l’expression 4.8. Les points correspondant à des positions initiales ayant abouties à une collision
et un évitement sont représentés respectivement en bleu et en rouge.

Dans tous les cas, les surfaces sont incluses dans celle de Smoluchowski, ce qui montre bien que les
effets hydrodynamiques limitent la probabilité de collision entre particules. Il apparaît également que la
surface à Reγ̇ = 0,319 change peu avec l’inertie des solides. Son aire augmente d’environ 5 % sachant
qu’il subsiste des marges d’incertitude liées à ce calcul (cf section 4.2.1). Ainsi, les effets inertiels ont peu
d’impact sur le comportement de deux particules isolées en interaction dans les conditions de flottation.

En revanche, l’aire augmente avec ρ∗p dans le cas de l’écoulement fortement cisaillé (environ 11 %). En
particulier, la surface est élargie pour les plus grandes valeurs de z correspondantes aux vitesses relatives
les plus importantes ie les zones où les effets inertiels de particules sont les plus marqués, ce qui est
cohérent. Sachant que de telles valeurs de Reγ̇ constituent les limites de cette étude et que les effets
inertiels sont largement surestimés avec ρ∗p = 10, dans les résultats présentés ci-après, le rapport de
densité ρ∗p est pris égal à 2 et l’inertie des particules est supposée négligeable par la suite.

4.5.2 Interactions entre sphères de taille identique

L’importance des effets hydrodynamiques ayant été déjà mise en évidence, il s’agit de quantifier cette
dernière. Les surfaces de collision sont ici calculées pour deux particules sphériques de même taille
à différents nombre de Reynolds. De telles surfaces sont représentées figure 4.14 pour une gamme de
Reγ̇ comprise entre 0,028 et 1,42. Les surfaces superposées sont modélisées à l’aide d’un paramétrage
permettant d’estimer leur frontière et décrit ultérieurement, section 4.5.5.

Dans tous les cas, les surfaces sont inscrites dans celle de Smoluchowski comme observé précédemment.
Ces surfaces, d’allure similaire, permettent de distinguer trois zones dans le plan amont comme cela
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est illustré figure 4.15. Les points inclus à l’intérieur de la surface correspondent naturellement à des
positions relative des sphères ayant menées à une collision. Pour les limites de surface correspondant
aux plus importantes hauteurs relatives initiales, l’évitement est conforme à celui déjà observé dans la
figure 4.10. Une zone d’évitement moins attendue apparaît également pour des particules dont la vitesse
initiale relative est faible (z/dp � 1). Ce type d’évitement est différent de la limite supérieure de la
surface. En effet, dans ce cas, les particules, au lieu de passer à hauteur l’une de l’autre, traversent la
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Fig. 4.13 – Surfaces de collision obtenues pour deux sphères de taille identique à Reγ̇ = 0.319 (en haut) et
Reγ̇ = 1.42 (en bas) pour deux densités différentes : particules deux fois plus denses que la phase fluide (à gauche),
dix fois plus denses (à droite).
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Fig. 4.14 – Surfaces de collision obtenues à différents nombres de Reynolds cisaillés.

zone annulant la composante de leur vitesse relative suivant la direction de l’écoulement x. De ce fait,
après s’être rapprochées dans un premier temps, elles finissent par s’éloigner l’une de l’autre avec une
vitesse relative suivant x qui change de signe. Ce comportement des particules s’explique par la présence
de zones de recirculation de l’écoulement déjà présentées pour des particules isolées au chapitre 3 (figure
3.23). Ce type d’évitement, pouvant être qualifié de « demi-tour », justifie l’ajout du troisième test du
critère d’arrêt des calculs exposé dans la section 4.2.2 (figure 4.6). Les trois zones du plan où est calculée
la surface de collision sont représentées figure 4.15.

D’après la figure 4.14, une translation de la surface dans la direction du cisaillement z est observée en
augmentant Reγ̇ qui s’accompagne d’une légère décroissance de son aire (10% de diminution entre Reγ̇ =
0,028 et Reγ̇ = 1,42). L’augmentation de la zone de recirculation avec le cisaillement est responsable
du décalage de la partie inférieure de la frontière de la surface. En ce qui concerne la partie supérieure,
cette translation s’explique par le fait que les effets inertiels du fluide deviennent comparables aux effets
visqueux à proximité des particules lorsque le taux de cisaillement augmente (et donc le champ de vitesse
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(par lecture graphique)
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Fig. 4.16 – Trajectoires d’une sphère relativement à la seconde pour différentes positions initiales à Reγ̇ = 0,2 :
les points sont les résultats de Haddadi et Morris (2015) alors que les lignes continues sont issues de simulations
de ce travail.

fluide). Cela explique la translation globale de la limite supérieure des surfaces de collision.

Il est important de mentionner que la dynamique stokesienne ne permet pas de mettre en valeur la
dernière zone d’évitement de type « demi-tour », car la zone de recirculation de l’écoulement à l’origine de
cet évitement n’existe pas en écoulement de Stokes, où elle est rejetée à l’infini. Ce comportement, valable
donc pour des nombres de Reynolds finis, a déjà été mis en lumière par Haddadi et Morris (2015), qui ont
étudié numériquement le comportement de particules en suspension soumises à un écoulement cisaillé,
en résolvant l’écoulement et le couplage fluide/solide respectivement avec une méthode de Boltzmann
sur réseau et de frontière immergée. Leurs résultats de trajectoires relatives de deux sphères isolées en
écoulement cisaillé à Reγ̇ = 0,2 et dans le même plan de cisaillement sont représentés figure 4.16. Leurs
résultats sont superposés aux résultats présents, ce qui peut faire office d’une validation supplémentaire
des solveurs utilisés dans ce travail.

4.5.3 Influence du rapport de taille

La flottation ayant pour objectif entre autres d’augmenter la taille des inclusions via l’agrégation, il est
important d’étudier l’effet de ce paramètre sur les sections de collision. Dans ce travail, des rapports de
taille de valeur entière de 1 à 4 ont été étudiés.

La figure 4.17 présente des points de collision et d’évitement obtenus dans le plan de collision pour des
rapport de taille de 1 à 3, et pour des nombres de Reynolds Reγ̇ ∈ [0,319; 0,8; 1,42]. Le nombre de
Reynolds, pour rappel, est défini à partir de la particule la plus grosse (cf tableau 4.2).

Dans le cas où Reγ̇ = 0,319, correspondant aux cisaillements locaux les plus importants que des particules
de 10µm sont susceptibles de subir dans les conditions du traitement par flottation de l’acier liquide,
un rétrécissement de la surface est observé dans toutes les directions du plan amont en augmentant le
rapport de taille. Ce rétrécissement est d’autant plus important au niveau des limites supérieures suivant
z, ce qui est cohérent avec le fait que les plus petites particules, qui induisent une perturbation moindre,
sont plus enclines à suivre les lignes de courant perturbées par la plus grosse particule.

Sur la figure 4.18, trois graphes de surfaces superposées en fonction du rapport de taille de 1 à 4 sont
représentés, correspondants aux mêmes nombres de Reynolds que la figure 4.17. Cette fois, la précision
des surfaces calculées est mise en avant grâce à la représentation de la zone occupée par les triangles
hybrides incluant les frontières des surfaces (cf section 4.2.1). Pour un nombre de Reynolds proche de
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Fig. 4.17 – Surfaces de collision obtenues à différents nombres de Reynolds cisaillés : rapports de taille 1, 2 et 3
(de gauche à droite) et Reγ̇ croissant (de haut en bas)
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l’unité, les effets de recirculation sont particulièrement limitants pour des particules de même taille.
Cela résulte du choix de définir le nombre de Reynolds à partir du plus grand diamètre. De ce fait,
pour Reγ̇ & 1 et d∗p = 1, les effets inertiels sont significatifs pour les deux particules. La normalisation
des hauteurs par le rayon moyen des particules est un moyen commode de représenter les surfaces avec
celle de Smoluchowski, mais il faut toutefois préciser que la limite de la zone de demi-tour est bien
décroissante avec le rapport de taille quel que soit le nombre de Reynolds considéré si l’on n’opère pas
de renormalisation.

Dans tous les cas, il est évident que l’aire de la surface de collision diminue de façon conséquente avec le
rapport de taille, passant d’environ 30 à 7 % de la surface de Smoluchowski pour des rapport d∗p = 1 et
4 respectivement.

4.5.4 Influence de la sphéricité

Pour étudier qualitativement l’influence de la sphéricité sur la section de collision, une géométrie proche
de la sphère a été étudiée. Il s’agit d’ellipsoïdes de révolution de type prolate et de demi-axes a = b = c/2.
Leur volume vaut alors :

Vp = 8
3πa

3 (4.12)

Leur aire Ap est fournie par l’équation (2.8) et a pour valeur :

Ap ' 6,83 π a2 (4.13)

Après calcul à l’aide des expressions (4.12) et (4.13) ainsi que de sa définition à l’équation (4.7) la
sphéricité d’un ellipsoïde de révolution et de demi-axe a = b = c/2 a pour valeur ψp ' 0.93.

Avec la perte d’isotropie de la forme géométrique, le nombre de degré de liberté augmente considérable-
ment, et une étude paramétrique complète de la collision est difficile. En conséquence, cette étude de
l’influence de la sphéricité ne se veut pas exhaustive mais s’efforce néanmoins de mettre en évidence le
comportement des ellipsoïdes de manière qualitative. Pour ce faire, deux cas particuliers sont considérés :

• l’influence de la rotation initiale des ellipsoïdes autour de la direction normale au plan de cisaille-
ment (axe y),
• l’interaction de deux ellipsoïdes de grand axe initialement confondu avec la direction y.

Des ellipsoïdes de taille identiques ont été étudiés. Pour caractériser les conditions hydrodynamiques,
la longueur caractéristique du solide considérée est le maximum de sa longueur projetée sur le plan
de cisaillement. Pour les ellipsoïdes, dont le grand axe est dans le plan de cisaillement et tournant
uniquement autour de l’axe y, cette longueur caractéristique est égale au grand axe (2c = 4a). Pour les
ellipsoïdes dont le grand axe est suivant y, leur longueur caractéristique est cette fois-ci égale à leur petit
axe c = 2a.

La première configuration est représentée figure 4.19, où le plus grand axe est inclus dans ce plan. Le
nombre de Reynolds Reγ̇ = γ̇(4a)2/ν est pris égal à 0,14. La vitesse angulaire initiale des ellipsoïdes
est égale à celle dans les conditions de Stokes. Cette vitesse peut être retrouvée à partir de la formule
générale établie par Jeffery (1922) (cf chapitre 3, section 3.2.1).

L’initialisation du champ de vitesse du fluide est plus délicate car le profil analytique, bien qu’existant
et également fourni par Jeffery (1922), est particulièrement complexe. Afin de palier cette difficulté,



Chapitre 4. Surfaces de collision binaire dans un écoulement cisaillé plan 104

b = c

a = c
2c

x

y

z

Direction de l’écoulement x

D
ire

ct
io
n
du

ci
sa
ill
em

en
t
z

−→v f (t = 0) = γ̇z−→e x + importation du champ
autour d’un ellipsoïde seul

0

−→ω pi(t = 0) = γ̇(3
5 cos2 ϕi + 1

5) −→e y (Jeffery, 1922)

ωp1

ωp2

ϕ1

ϕ2
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les champs autour d’une particule isolée ont été calculés avec des simulations proches des conditions de
Stokes et décrites dans le chapitre 3 (section 3.2.3). Les champs calculés ont ensuite été importés dans les
simulations à deux particules comme coordonnées initiales. Afin de garantir la continuité des champs, le
raccord entre le sous-domaine importé et le domaine complet comprenant les deux particules est assuré
par l’application de pondérations atténuant la perturbation induite par la présence des particules loin
de celles-ci.

Des interactions d’ellipsoïdes ont été simulées pour différentes hauteurs relatives initiales dans la direction
du cisaillement et pour différentes inclinaisons initiales. L’évolution des hauteurs limites séparant les
collisions et les évitements en fonction de l’inclinaison ϕ2 que forme la particule aval avec la configuration
de référence (cf figure 4.19). Pour cela, cette inclinaison a été affectée des valeurs comprises entre 0◦ et
180◦ par pas de 30◦. Comme le résultat de l’interaction entre les deux ellipsoïdes dépend de leurs deux
inclinaisons, la figure 4.20 superpose les résultats pour plusieurs inclinaisons initiales, caractérisées par
l’angle ϕ1 que forme la particule amont avec la configuration de référence. Les résultats ont été tracés
en continu, avec les différents points obtenus reliés entre eux par une fonction d’interpolation de type
« spline cubique ».

De façon analogue aux sphères, la zone de collision présente une limite inférieure et supérieure. La partie
z/a � 1 correspond à des évitements de type « demi-tour » alors que la partie supérieure est la zone
d’évitement où les ellipsoïdes passent à hauteur l’une de l’autre (cf figure 4.15). La limite inférieure ne
dépend pas des orientations initiales (environ égale à 0,2 a , ∀ ϕ1 , ∀ ϕ2). Le peu de sensibilité de la région
d’évitement par « demi-tour » s’explique par le fait que les ellipsoïdes effectuent plusieurs rotations et
interagissent à longue distance. Les échelles d’écoulement en jeu sont donc liées à la projection de leur
taille dans le plan de cisaillement et non à une orientation particulière.

La zone supérieure est quant à elle fortement dépendante des orientations. Cette dernière varie en effet
de 30 à 60% du grand axe. Ceci peut s’expliquer par le fait que les ellipsoïdes ne tournent pas à la

' ' ' ' ' ' ~: 
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Fig. 4.20 – Limites supérieures et inférieures de la zone de collision pour deux ellipsoïdes dans le même plan de
cisaillement en fonction de l’orientation initiale de la particule aval.

même vitesse étant donné que cette dernière dépend de leur orientation ainsi que de leur interaction
hydrodynamique. Pour une hauteur initiale donnée, les particules à proximité l’une de l’autre peuvent
soit se trouver dans un cas favorable à la collision (quand leur grand axe est à peu près aligné avec la
direction du cisaillement), soit s’éviter (grand axe aligné avec la direction de l’écoulement, favorisant de
ce fait le contournement). La valeur limite supérieure de cette frontière, plus petite que le grand axe des
ellipsoïdes, montre que les effets hydrodynamiques limitent la probabilité de collision comme cela a déjà
été observé pour les sphères.

Le second cas d’étude concerne la collision binaire d’ellipsoïdes de grand axe perpendiculaire au plan de
cisaillement, assez similaires au cas des sphères. Le positionnement des solides est donné sur le schéma
de gauche de la figure 4.21, où le grand axe des ellipsoïdes est confondu avec la direction transverse y.
La configuration initiale est représentée à droite de cette figure. La vitesse initiale est prise égale à celle
de Stokes, soit γ̇/2−→e y. La vitesse linéaire est prise égale à celle de l’écoulement libre à la position des
particules. De même que dans le cas précédent, le profil de l’écoulement autour de chaque ellipsoïde a
été importé de simulations de particules isolées dans les conditions proches de Stokes. Le nombre de
Reynolds Reγ̇ = γ̇(2a)2/ν est pris égal à 0,035.

La surface de collision obtenue, représentée figure 4.22, est le fruit de trois séries de simulations corres-
pondant à trois positions relatives initiales différentes suivant y, égales à 0, 30 et 60 % du grand axe (4a).
Les axes y et z sont adimensionnés respectivement par le grand axe et le demi grand-axe. Ce choix est
motivé par le fait qu’avec cet adimensionnement, la surface dans les hypothèses de Smoluchowski (pas
d’effets hydrodynamiques, pas d’effets inertiels et absence d’interactions de nature électro-chimiques) est
alors un disque de rayon égal à l’unité comme dans le cas des sphères. Ceci permet de comparer plus
facilement les surfaces pour différentes sphéricités. Ainsi, la surface de collision dans le cas des sphères
obtenue à Reγ̇ = 0,028 ' 0,035 , a pu être également représentée sur la figure 4.22, où la section de
collision semble intégralement comprise dans celle issue des hypothèses de Smoluchowski. D’autre part, il
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autour d’un ellipsoïde seul
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2
−→e y (Jeffery, 1922)

Fig. 4.21 – Configuration initiale pour la simulation de deux ellipsoïdes dont le grand axe est aligné suivant la
direction normale au plan de cisaillement.

est visible que la section de collision des ellipsoïdes est moins étendue dans la direction z, de sorte que les
limite supérieure et inférieure en y = 0 sont incluses dans celles de la sphère. Cela est probablement dû
à la dimension des ellipsoïdes qui, du fait de l’alignement de leur grand axe dans la direction transverse
y, augmente les zones de recirculations de l’écoulement et donc accroissent les effets hydrodynamiques
non favorables à une collision. En revanche, d’un point de vue géométrique, l’alignement des grands axes
suivant y explique que l’on observe une extension de la frontière dans cette direction.

4.5.5 Paramétrage des surfaces pour les sphères

Les résultats présentés dans la section précédente mettent en évidence que les surfaces de collision ont une
forme proche d’une ellipse pour deux particules sphériques. Elles sont légèrement excentrées par rapport
à l’axe z et tronquées pour des faibles hauteurs relatives initiales. Ces constatations ont naturellement
amené à effectuer dans ce travail un paramétrage à l’aide de quatre variables (ay, az, z0, z1) telles que :

M = (y,z) ∈ Scoll si





y2

a2
y

+ (z − z0)2

a2
z

< 1

z > z1

(4.14)

Une illustration de ce paramétrage est proposée figure 4.23, où la surface paramétrée correspond au cas
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de deux particules de même taille à Reγ̇ = 0,028. Au vu de cette figure, l’intégralité des points en bleu
(c’est-à-dire les positions initiales ayant abouti à une collision) sont bien tous inclus dans la surface de
collision paramétrée. De même, les points rouge (points d’évitement) sont bien tous en dehors de cette
surface. Pour les gammes de valeur des paramètres physiques (Reγ̇ , d∗p) considérées, ce paramétrage est
satisfaisant dans la mesure où 98 % du nombre de points total calculés sont en adéquation avec les
critères donnés par l’équation (4.14). C’est en utilisant un tel paramétrage que les courbes continues ont
été tracées sur les figures 4.14 et 4.23.

Les sections de collision permettent de déterminer des grandeurs macroscopiques telles que des noyaux
et des efficacités de collision. L’exploitation quantitative de ces résultats est effectuée dans le chapitre
suivant.

1
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0,4

0,2

0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

surface de collision dans les
hypothèses de Smoluchowski

surface de collision pour
deux sphères à Reγ̇ = 0,028

surface de collision pour
deux ellipsoïdes à Reγ̇ = 0,035

y0/(2c)

z 0
/c

Fig. 4.22 – Points de collision (bleu) et d’évitement (rouge) obtenus pour deux ellipsoïdes dont le grand axe est
initialement aligné suivant la direction normale au plan de cisaillement.
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ay = 0,667
az = 0,583
z0 = 0,083
z1 = 0,156

Fig. 4.23 – Illustration du paramétrage de la surface de collision (contour en trait continu) pour deux particules
sphériques de même taille à Reγ̇ = 0,028.
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Chapitre 5

Application au procédé de flottation du
métal liquide

Le présent chapitre a pour but d’exploiter les surfaces de collision issues de suivi lagrangien de particules
sphériques en vue de calculer la fréquence de collision d’inclusions à des échelles macroscopiques. Une
première approche, permettant de calculer une fréquence de collision à partir d’un suivi lagrangien
des particules à grande échelle, sera brièvement évoquée. L’essentiel de ce chapitre consistera à étudier
statistiquement l’évolution de la population inclusionnaire, en utilisant des noyaux de collision et en
exploitant des efficacités hydrodynamiques qui seront calculées. Par la suite, deux exemples de calcul
statistique de fréquence de collision vont être traités : le premier consiste à estimer la fréquence de
collision de particules inclusionnaires en écoulement canal plan vertical agité par des bulles. Il est le fruit
d’un travail collaboratif avec l’équipe partenaire de la TU de Dresde du projet Flotinc qui fournit des
données macroscopiques issues de simulations directes à l’échelle des bulles. Le second exemple exploite
les résultats de simulations d’un acier liquide en poche à l’échelle d’une poche industrielle. Dans tous les
cas, les inclusions étudiées, sphériques, ne sont différenciées que par leur taille (volume).

5.1 Critère de collision à implémenter en calcul DNS d’un panache
de bulles

Dans le cadre du projet Flotinc, une série de travaux collaboratifs ont été envisagés dans le but d’effectuer
des bilans de population inclusionnaire, en particulier avec l’équipe de Dresde chargée d’effectuer des
simulations à l’échelle des bulles.

Pour des questions de temps, le critère décrit ici n’a pas été implémenté et appliqué par l’équipe de
Dresde dans leur code DNS. Néanmoins, il présente un réel intérêt dans la mesure où les calculs effectués
par cette équipe impliquent des suivis lagrangien de particules non couplées avec la phase fluide. De
ce fait, il est envisageable d’exploiter les surfaces de collision issues des simulations présentées tout le
long du chapitre 4. Ces surfaces expriment les perturbations locales de l’écoulement induites par la
présence des particules, ce qui permet non seulement d’affiner le suivi lagrangien des particules, mais
aussi de s’affranchir d’un couplage entre les phases fluide et solide à l’échelle des bulles susceptible d’être
gourmand en temps de calcul.

Le chapitre 4 a mis en lumière la possibilité de paramétrer de manière relativement simple et efficace les
surfaces de collision approximées par des ellipses tronquées (paramètres géométriques (ay, az, z0, z1), cf
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l’équation 4.14). Des lois ont pu être extraites en fonction des paramètres exerçant une influence sur la
forme de la surface de collision (Reγ̇ et d∗p, cf section 4.3).

Le critère de collision proposé ici consiste à déceler si deux particules à proximité l’une de l’autre sont
situées dans la surface de collision d’une part, et si elles sont passées à proximité l’une de l’autre d’autre
part. Par exemple, et avec la dynamique des particules à petite échelle, ce critère peut être activé dès
lors que :

‖−→x p2 −−→x p1‖ < 5
(dp1 + dp2

2
)

(5.1)

et





(−→x p1 −−→x p2) · (−→v p2 −−→v p1)|t−δt < 0

(−→x p1 −−→x p2) · (−→v p2 −−→v p1)t > 0
. (5.2)

Les équations (5.1) et (5.2) correspondent respectivement au critère de proximité d’une part, et au critère
dynamique d’approchement (t − δt) et éloignement (t) d’autre part, de sorte que les particules ont dû
interagir entre t− δt et t.
Au vu des réflexions apportées tout le long de ce document, dans les conditions représentatives du
procédé de flottation, les inclusions voisines (critère 5.1) et petites devant l’échelle de Kolmogorov sont
soumises à un taux de cisaillement identique. La difficulté principale réside dans le fait de trouver le
plan de cisaillement approximé. Ce dernier est indispensable car il permet de déterminer le plan yz dans
lequel se trouve la surface de collision, et donc de construire un repère orienté selon ce plan et dans lequel
on exprime les positions relatives y et z des particules. Pour cela, le principe est de se servir du champ
de vitesse exprimé dans la cellule de position −→x , de volume δx3 pour extraire le plan de cisaillement
(−→e x,−→e z) tel que :

−→v (−→x + δ−→x ) = −→v (−→x ) + ∇x
−→v (−→x ) · δ−→x

' −→v (−→x ) + γ̇(−→e x ⊗−→e z) · δ−→x
(5.3)

Si les particules sont comprises dans la surface de collision, cela se traduit, au vu du paramétrage décrit
par l’équation (4.14), par :





(yp1 − yp2)2

a2
y

+ (| zp1 − zp2 | −z0)2

a2
z

< 1

| zp1 − zp2 | > z1

, (5.4)

où, on le rappelle, (ay, az, z0, z1) sont les paramètres géométriques de l’ellipse collisionnelle.

Les coordonnées des particules sont exprimées dans le repère lié au plan de cisaillement (x, y, z). Dans
le cas où l’équation (5.4) est vérifiée, alors les deux particules se sont agrégées. Les deux particules à
l’instant t sont alors supprimées et remplacées par un agrégat créé en fonction de leur taille et ayant
pour coordonnées les positions moyennes des deux particules supprimées à l’instant t. Le choix de la
valeur de la vitesse peut être celui du champ fluide à la position de cet agrégat selon l’équation (5.3).



Chapitre 5. Application au procédé de flottation du métal liquide 111

2
1

z

x

yt - δt t
z
y

1+2

z

x

y
(t)

substitution
agrégation

{ −→x p|t = 0,5(−→x p1 +−→x p2)|t−δt
−→v p = −→v f (−→x p)

2

1

z

x

yt - δt tz
y

Aucun changement de position
ou vitesse. Évitement libre

2
1

z

x

yt - δt
t

z
y

repositionnement
évitement

{ −→x pi|t = (xpi, ypi, zpj)|t−δt
−→v pi = −→v f (−→x pi)

z

x

y

(t)

Fig. 5.1 – Critères de collision (à gauche) et évitements (au milieu et à droite) à partir de la forme des surfaces
de collision.

Dans le cas où les inéglités (5.4) ne sont pas vérifiées, les particules sont situées en dehors de la surface
de collision. Il s’agit alors de considérer l’alternative suivante :

• la hauteur relative absolue des particules est supérieure à z1, soit la zone de « demi-tour », cf
section 4.5. Aucun changement ni dans le positionnement, ni dans la vitesse des particules n’est
à effectuer dans ce cas.
• la hauteur relative absolue est inférieure à la zone de demi-tour. Dans ce cas, les deux particules
à l’instant t sont repositionnées telles que :

{
(xp1, yp1, zp1)|t = (xp1, yp1, zp2)|t−δt
(xp2, yp2, zp2)|t = (xp2, yp2, zp1)|t−δt

(5.5)

Le choix de la valeur des vitesses associées peut être celui du champ fluide selon l’équation (5.3)

Un récapituatif de ce critère, répertoriant toutes les situations de collision potentielle, est illustré figure
5.1.

5.2 Estimation du noyau de collision à partir de calculs d’efficacités

L’efficacité de collision s’applique aux noyaux statistiques de collision, nécessaires au calcul de la fréquence
d’agrégation et à l’étude de l’évolution de la population des inclusions par la méthode des bilans de
population (cf section 1.2). Le but de cette section est d’extraire une expression de cette efficacité en
fonction de la surface de collision calculée.

5.2.1 Expression de l’efficacité collisionnelle à partir de la surface de collision

L’efficacité, par définition, désigne le rapport entre le noyau de collision et un noyau de référence. Le
choix du noyau de référence dépend de la configuration de l’écoulement étudié. En écoulement turbulent,
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le noyau de collision de référence est celui de Saffman & Turner. En écoulement cisaillé plan permanent,
le choix se porte naturellement vers le noyau de Smoluchowski. Pour rappel (chapitre 4, section 4.1), l’ex-
pression du noyau de Saffman & Turner est très proche de celle de Smoluchowski, en posant γ̇ =

√
ε/ν.

Pour le développement des calculs qui suivent, le noyau de référence choisi est celui de Smoluchowski.

Le noyau de collision est défini comme étant le flux de particules transportées à travers la surface de
collision. En repartant de l’expression (1.27), l’efficacité notée ηij,Smol s’exprime ainsi :

ηij,Smol = βij
βij,Smol

=︸︷︷︸
d’après 4.2

∫

Scoll

γ̇z d2S

1
6 γ̇
(
dpi + dpj

)3 (5.6)

En adimensionnant les longueurs par le rayon de la surface de Smoluchowski, égale à la somme des rayons
des particules, l’expression (5.6) devient :

ηij,Smol = 3
4

∫

S∗
coll

z∗d2S∗ , (5.7)

avec z∗ = 2z/(dp1 + dp2) et S∗coll = 4Scoll/(dp1 + dp2)2.

L’expression met en évidence le fait que les efficacités dépendent fortement de la surface de collision, elle-
même dépendante, d’après la section 4.5, du nombre de Reynolds et du rapport de taille des particules.

Dans toute la fin de ce paragraphe 5.2.1, les grandeurs restent adimensionnées. Pour alléger les notations,
les astérisques sont omis.

En reprenant le paramétrage sous forme d’ellipse des surfaces décrit par l’équation (4.14), il est possible
d’établir une expression analytique de cette efficacité qui, au vu de l’expression 5.7, est fournie par
l’intégrale :

ηij,Smol = 3
∫ z0+az

z1
zy(z)dz = 3

∫ z0+az

z1
ayz

√
1− (z − z0)2

a2
z

dz . (5.8)

Le nombre 4 du dénominateur de l’expression (5.7) est omis dans l’équation (5.8), car l’intégrale est faite
sur un quart de surface pour des raisons de symétrie sur la forme de la surface de collision (cf section
4.2).

L’expression (5.8) peut être explicitée, ce qui aboutit à la formule suivante :

ηij,Smol = 3ay
[ az

12(3πz0 + 4
√
a2
z − (z0 − z1)2) + 1

6az
(z2

0 + z0z1 − 2z2
1)
√
a2
z − (z0 − z1)2

+ az
2 z0 arcsin

(z0 − z1
az

) ]
(5.9)

L’expression (5.9) est particulièrement intéressante pour extraire des lois en fonction de paramètres
physiques. Toutefois, elle ne quantifie pas la précision des valeurs de l’efficacité de collision, directement
liée à la précision de la surface obtenue par tirage. Cet aspect est détaillé dans ce qui suit.
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5.2.2 Principe du calcul d’efficacité et des bornes d’incertitude

Le calcul de ces bornes est correct si les surfaces ont une forme suffisamment régulière, ce qui est supposé
être le cas ici.

L’aire de la surface de collision est comprise entre les triangles « complets » (gris sombre) et les triangles
« hybrides » (gris clair) qui englobent ces derniers comme le montre pour illustration la figure 5.2. Les
triangles hybrides étant traversés par la frontière de la surface d’après l’expression (5.7), l’efficacité est
d’autant plus importante que la frontière est élargie. La discrétisation de l’équation (5.7) à partir de ces
triangles permettent d’encadrer l’efficacité par deux bornes :

3
∑

ziAcomplet < ηij,Smol < 3
(∑

ziAcomplet +
∑

ziAhybride
)

(5.10)

En notant Acomplet et Ahybride l’aire des triangles complet et hybride respectivement. La hauteur moyenne
du triangle i est notée zi, il s’agit de la coordonnée z de son centre de gravité.

Tout comme le calcul des surfaces de collision, afin d’estimer l’efficacité, des poids sont appliqués à
chaque triangle en fonction de leur nature, comme cela est illustré figure 5.2 :

• Les triangles dont tous les sommets correspondent à un évitement (valeur 0) ne sont pas pris en
compte dans l’estimation de l’efficacité (poids nul),
• les triangles complets (valeur 1) ont un poids égal à l’unité,
• les triangles hybrides sont affectés d’un poids proportionnel au nombre de sommets correspondant
à une collision : 1/3 s’il n’y en a qu’un seul, 2/3 s’il en comporte deux.
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Fig. 5.2 – Principe du calcul de l’efficacité d’agrégation par application de poids dépendants de la nature des
triangles.
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En d’autres termes, l’efficacité collisionnelle est estimée à l’aide de l’expression suivante :

ηij,Smol '
Ntriangles∑

i=1
ziNiAi (5.11)

avec Ni le nombre de sommets inclus dans la surface de collision, de façon analogue au calcul des surfaces
dans le chapitre 4 (cf expression 4.4).

5.2.3 Valeurs d’efficacité et corrélation

Pour rappel, l’efficacité d’agrégation dépend dans cette étude du nombre de Reynolds et du rapport de
taille des particules, définis comme suit :





Reγ̇ =
γ̇max(d2

p1, d
2
p2)

ν

d∗p = max
(dp1
dp2

,
dp2
dp1

)

Les différentes valeurs ainsi que les bornes inférieures et supérieures, calculées respectivement à l’aide des
formules (5.11) et (5.10) sont répertoriées dans le tableau 5.1. La représentation graphique associée, avec
les intervalles d’erreur, est proposée figure 5.3. Les efficacités ont des valeurs bien inférieures à l’unité,
ce qui est conforme à ce qui était attendu au vu de l’analyse des surfaces de collision (cf chapitre 4).
Ainsi, les effets hydrodynamiques locaux ont une influence significative sur l’évolution de la population
des particules. En revanche, bien que la forme des surfaces varie avec le nombre de Reynolds, la valeur
d’efficacité résultante en dépend très peu. Par contre, les valeurs de cette efficacité sont fortement dépen-
dantes du rapport de taille des particules. En effet, elle décroît d’autant plus que la différence de taille
est conséquente et de façon presque linéaire : la valeur maximale est de l’ordre de 0.3 jusqu’à atteindre
des valeurs faibles (. 0,05) pour un rapport de 4.

En ce qui concerne les particules de taille identiques, la valeur 0,3 correspond à l’ordre de grandeur des
efficacités calculées par Higashitani et al. (1982). En effet, et bien que leurs conditions de simulation
soient différentes (Reγ̇ < 10−3), les efficacités extraites de leur étude sont comprises entre 10 % et 30 %
pour deux particules de taille identique mouillées en milieu aqueux.

Pour la mise en perspective dans la situation du traitement d’acier liquide en poche, les valeurs de
cisaillement γ̇ correspondant à des inclusions de taille de 10 µm sont reportées sur le tableau 5.1
(νacier = 7,85 10−7 m2.s−1).

Ces résultats et réflexions ont amené à établir une loi d’efficacité rudimentaire mais néanmoins assez
juste, dépendant uniquement du rapport de taille des particules. Cette loi est donnée par :

ηij = max(0 ; 0,4− 0,1 d∗p) (5.12)

L’efficacité collisionnelle permet d’affiner les noyaux de collisions utilisés dans la méthode des bilans
de population en vue d’étudier numériquement l’évolution de la concentration des différentes classes
d’inclusions cœxistantes au sein d’une phase liquide.
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Tab. 5.1 – Valeur de l’efficacité binaire d’agrégation ηij,Smol en fonction du nombre de Reynolds et du rapport
de taille des particules.

γ̇ (dp,max = 10 µm) 220 s−1 558 s−1 1813 s−1 2504 s−1 6280 s−1 11147 s−1

d∗p

Reγ̇ 0,028 0,071 0,213 0,319 0,8 1,42

1 0,290+0,041-0,041 0,293+0,022-0,021 0,296+0,020-0,019 0,304+0,025-0,024 0,322+0,021-0,024 0,334+0,016-0,016

2 0,198+0,030-0,033 0,1920,029-0,028 0,2040,031-0,029 0,224+0,028-0,027

3 0,103+0,024-0,026 0,114+0,017-0,016 0,114+0,012-0,012 0,119+0,024-0,027

4 0,047+0,021-0,020 0,053+0,016-0,017 0,058+0,009-0,009
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Fig. 5.3 – Efficacité d’agrégation en fonction du nombre de Reynolds pour les différents rapports de taille des
particules, avec les intervalles d’erreur.
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5.3 Exploitation pour des calculs de fréquence de collision dans des
bilans de population

Dans cette partie, le développement des calculs s’effectue à partir de l’équation des bilans de populations
discrétisées par classe selon la méthode de pivôt fixe (cf section 1.2.1). L’intégration de cette équation
exprimée en (1.11) sur le volume total occupé par la phase liquide permet d’établir l’évolution du nombre
total d’inclusions de classe i (volume représentatif Vr,i) :

d#Ni,tot

dt
= 1

2
∑

j, k
j + k = i

κ

∫

Vliq

βijNjNkdV −
Nc∑

j=1

∫

Vliq

βijNiNjdV

avec

κ =





Vr,i+1 − (Vr,j + Vr,k)
Vr,i+1 − Vr,i

pour Vr,i 6 Vr,j + Vr,k 6 Vr,i+1

(Vr,j + Vr,k)− Vr,i−1
Vr,i − Vr,i−1

pour Vr,i−1 6 Vr,j + Vr,k 6 Vr,i

(5.13)

avec #Ni,tot le nombre total d’inclusions de classe i inclus dans la phase liquide occupant le volume Vliq.
De manière plus compacte, l’équation 5.13 peut être réécrite de la façon suivante :

d#Ni,tot

dt
= 1

2
∑

j, k
j + k = i

κfjk −
Nc∑

j=1
fij

avec

fij =
∫

Vliq

βijNiNjdV

(5.14)

Les termes fij sont appelés fréquence de collision entre les classes i et j. Ils expriment le nombre
total d’agrégations survenues entre ces deux classes de particules du volume Vliq par unité de temps.
Leur sommation décrite dans l’équation (5.14) constitue le flux net d’apparition des particules de classe
i dû au phénomène d’agrégation.

L’équation (5.13) est difficilement exploitable telle quelle car le noyau d’agrégation dépend du taux de
cisaillement et non directement du volume. Étant donné que ce travail s’est concentré, entre autres, sur
l’influence du noyau de collision en fonction de Reγ̇ , il semble plus approprié de raisonner selon le spectre
de cisaillement rencontré dans le volume Vliq. Il s’agit donc de transformer les fréquences de collision fij
exprimées par l’équation (5.14). Les étapes de cette transformation sont décrites dans ce qui suit.

Tout d’abord, la densité numérale Ni des inclusions de classe i est liée au nombre total de ces particules
#Ni,tot par la relation :

#Ni,tot =
∫

Vliq

NidV , (5.15)



Chapitre 5. Application au procédé de flottation du métal liquide 117

La relation (5.15) est vérifiée indépendamment de la fonction dont le volume est cumulé : l’intégration
peut porter dans n’importe quelle partie du domaine de la phase liquide. En particulier, les volumes
cumulatifs peuvent être vus comme une fonction du champ de cisaillement γ̇ telle que :

V (γ̇0) =
∫

Vliq

{
1 si γ̇ < γ̇0

0 sinon

}
dγ̇ (5.16)

Autrement dit, V (γ̇) est le volume total de la phase liquide où le champ de cisaillement a une valeur
inférieure à γ̇. En repartant de l’expression (5.16), il vient :

Ni = ∂#Ni(V (γ̇))
∂V

=
∂#Ni
∂γ̇
∂V
∂γ̇

= ∂#Ni

∂γ̇

(∂V
∂γ̇

)−1
(5.17)

De façon similaire à V (γ̇), #Ni(γ̇) désigne le nombre total d’inclusions de classe i soumises à un taux
de cisaillement inférieur à γ̇, liée à la fonction de la distribution du nombre d’inclusions dans le spectre
de cisaillement ∂#Ni

∂γ̇ par :

#Ni(γ̇) =
γ̇∫

0

∂#Ni

∂γ̇
dγ̇ . (5.18)

D’autre part, étant donné que les éléments de volumes peuvent être vus comme une fonction du taux de
cisallement d’après l’équation (5.16), il est possible de transformer l’expression intégrale de fij (équation
5.14) à l’aide du changement de variable :

fij =
∫

Vliq

βijNiNjdV =
∫

γ̇

βijNiNj
∂V

∂γ̇
dγ̇ . (5.19)

En réinjectant l’expression (5.17) dans l’équation (5.19), la fréquence de collision fij peut donc s’écrire :

fij =
∫

γ̇

βij(γ̇)
(
∂#Ni

∂γ̇

(∂V
∂γ̇

)−1
)(

∂#Nj

∂γ̇

(∂V
∂γ̇

)−1
)
∂V

∂γ̇
dγ̇

=
∫

γ̇

βij(γ̇)∂#Ni

∂γ̇

∂#Nj

∂γ̇

(∂V
∂γ̇

)−1
dγ̇

(5.20)

Il vient d’être prouvé que les fréquences de collision peuvent être exprimées dans le spectre du cisaillement
de l’écoulement, ce qui facilite l’exploitation des noyaux de collision fonctions de ce cisaillement. En
réinjectant l’expression de la fréquence (5.20) dans (5.14), le bilan de population dans le spectre de
cisaillement s’écrit finalement :
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d#Ni,tot

dt
= 1

2
∑

j, k
j + k = i

κ

∫

γ̇
βjk(γ̇)∂#Nj

∂γ̇

∂#Nk

∂γ̇

(∂V
∂γ̇

)−1
dγ̇ −

Nc∑

j=1

∫

γ̇
βij(γ̇)∂#Ni

∂γ̇

∂#Nj

∂γ̇

(∂V
∂γ̇

)−1
dγ̇

(5.21)

D’après l’expression (5.21), déterminer la fréquence de collision ou le flux net à un instant donné requiert
trois séries de données :

• Le noyau d’agrégation βij(γ̇), issue des simulations de ce travail,
• la distribution du nombre de particules de classe i dans le spectre de cisaillement
∂#Ni
∂γ̇ (γ̇), donnée issue de simulations à plus grande échelle (par exemple celle du train de bulle

ou de la poche industrielle d’acier liquide),
• la distribution volumique du taux de cisaillement ∂V∂γ̇ , donnée issue de simulations d’écou-

lements également à grande échelle.

5.4 Calcul de la fréquence instantanée de collision pour un train de
bulles résolu

L’écoulement multiphasique DNS décrit dans cette partie est celle d’un canal plan vertical. Les conditions
de simulations sont détaillées avant de spécifier le domaine d’intérêt à partir duquel sont extrait des
fréquences instantanées de collision.

5.4.1 Conditions de simulation et domaine d’étude

Le code de mécanique des fluides numérique PRIME (utilisé par exemple dans les travaux de Kempe et
Fröhlich, 2012 ; Santarelli et Fröhlich, 2015 ; Ma et al., 2017 ; Tschisgale et al., 2018), développé par la
TU de Dresde, résout de manière directe les équations de Navier-Stokes par la méthode des volumes finis.
Le domaine complet utilisé pour les simulations est représenté sur la figure 5.4. L’écoulement comprend
2880 bulles avec une résolution du maillage de 1/12ème de diamètre. Le couplage entre les phases liquide
et gazeuse est assuré par une méthode de frontière immergée qui est décrite en détail par Kempe et
Fröhlich (2012). Dans le cadre de cette étude, les bulles gardent leur forme sphérique, y compris en cas
de proximité directe avec une bulle avoisinante ou la paroi. Aucune coalescence ni fragmentation n’est
donc modélisée. Une condition de glissement est imposée à la surface des bulles. La présence des parois
physiques est assurée par une condition limite d’adhérence (non-glissement) sur les faces de normale y
délimitant le domaine de simulation. Afin de représenter le canal infini suivant les directions x et z,
une condition de périodicité est imposée sur les faces de normales x et z du domaine complet. De ce
fait, la masse liquide, les bulles et les particules sortantes du domaine sont automatiquement réinjectées
à l’extrémité opposée. La verticalité du canal est assurée par l’imposition d’un champ de gravité −→g
descendant suivant x. Afin de contrôler le flux de l’écoulement ascendant, une force supplémentaire est
appliquée à l’aide d’un cœfficient correcteur dont la valeur, adaptée à chaque pas de temps, permet
d’imposer une vitesse moyenne constante des deux phases liquide et gaz et notée vbulk. Pour plus de
détails, le lecteur est invité à consulter l’article de Santarelli et Fröhlich (2015), où les conditions de
simulations de l’écoulement liquide/gaz sont identiques à celles-ci.

Le profil de la vitesse instantanée verticale u moyennée suivant x et z en régime établi est donné figure
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5.5. Les composantes principales xx, yy, zz, xy du tenseur des contraintes de Reynolds adimensionné
(R) moyenné également suivant x et z sont également représentées. Ce tenseur est égal à la moyenne
quadratrique des composantes adimensionnées de la vitesse fluctuante de l’écoulement −→v ′f par :

R =
〈−→v ′f ⊗−→v ′f 〉

v2
bulk

avec −→v ′f = −→v f − 〈−→v f 〉 . (5.22)

L’écoulement est établi pour tous les profils représentés sur la figure 5.5. Les courbes noires, bleues et
rouge correspondent au cas de l’écoulement sans bulles (« unladen »), l’écoulement avec un faible nombre
de bulles (« SmFew », 0,29 % en fraction volumique) et le cas présent (« SmMany », fraction volumique
gazeuse de 1,5 %).

Le comportement des particules ponctuelles solides est résolu selon une approche lagrangienne. Elles sont
toutes identiques (monodisperses) et faiblement couplées à la phase fluide (« one way ») par résolution
de l’équation Basset-Boussinesq-Oseen. Les positions des particules sont mises à jour par un schéma
d’intégration de type Runge-Kutta d’ordre 4. Le nombre initial de particules de 2,4 106 est susceptible
de diminuer car les particules sont définitivement supprimées lorsqu’elles entreront en contact avec la
phase gazeuse (« capture par les bulles »). En revanche, ni l’agrégation, ni la capture aux parois n’ont été
modélisées ici, si bien que les particules primaires gardent leur intégrité. En conclusion, si le régime établi
de l’écoulement moyen liquide-bulles est supposé être simulé, aucun régime établi pour la population
d’inclusions n’est atteint du fait de leur élimination au contact des bulles.

Le champ de cisaillement, également représenté sur la figure 5.4, est calculé au centre de chaque maille à
partir d’un développement spatial au premier ordre de chaque composante du champ de vitesse exprimées
sur les faces des cellules (emploi d’une grille décalée, ou « staggered grid » pour la résolution des équations
de Navier-Stokes) afin d’en exprimer les composantes du gradient. Une fois ce développement effectué, la
formule suivante est appliquée en chaque nœud du domaine (excepté les cellules où la fraction volumique
de gaz est majoritaire) :

γ̇(−→x , t) =
(
2

3∑

i=1

3∑

j=1
D2
ij

)1/2
, Dij = 1

2
( ∂vi
∂xj

+ ∂vj
∂xi

)
(5.23)

Dans l’équation (5.23), les grandeurs Dij désignent les composantes du tenseur des taux de déformation
D déjà introduit dans le chapitre 3.

Le calcul du taux de cisaillement vu par les particules, nécessaire pour extraire la distribution des
particules dans le spectre de cisaillement ∂#Ni

∂γ̇ , est assuré par l’interpolation des valeur du champ de
cisaillement aux nœuds fluides voisins γ̇(−→x , t) par des fonctions de Dirac lissées sur trois nœuds dans
chaque direction. Une description exhaustive est fournie dans le chapitre 2 (section 2.3.2).

Les conditions de calcul et les propriétés physiques choisies pour cette simulation sont données tableau
5.2. Elles sont proches des valeurs typiquement rencontrées dans un procédé de traitement d’acier liquide
par flottation, à l’exception notable de la taille des bulles. En effet, les bulles d’argon dans les conditions
réelles du procédé de flottation ont souvent une taille bien supérieure au millimètre, lié notamment à
leur grossissement lors de leur ascension dans le bain. Ceci peut entraîner d’importantes déformations
des bulles, voire l’apparition d’un engorgement. Dans les conditions de la simulation DNS, les bulles,
étant donné leur petite taille, ne sont pas déformées. En conséquence, les bulles sont considérées comme
des solides indéformables sphériques dans cette simulation.
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Tab. 5.2 – Propriétés physiques utilisées pour la simulation DNS du train de bulles et comparaison avec le cas
d’un acier liquide traité par flottation.

Paramètres et propriétés Nomenclature Valeurs DNS Valeurs habituelles en
poche d’acier

Conditions opératoires
Vitesse moyenne de l’écoulement vbulk 0,18 m.s−1 ∈ [0; 0,5 m.s−1]
Fraction volumique de la φg 1,5 % ∈ [0, 5] %
phase gazeuse
Dimensions du domaine
Épaisseur du canal H 21 mm
Taille du domaine complet suivant x 4,4 H 92 mm
Taille du domaine complet suivant z 2,2 H 46 mm
Propriétés de la phase liquide
Masse volumique du fluide ρf 7800 kg.m−3 7800 kg.m−3

Viscosité cinématique ν 7,07 10−7 m2.s−1 7,85 10−7 m2.s−1

Tension de surface entre σf 1,06 N.m−1 1,4 N.m−1

la phase liquide et les bulles1
Propriétés des bulles
Masse volumique ρb 7,8 kg.m−3 ' 2 kg.m−3

Diamètre db 1,01 10−3 m > 1 mm
Propriétés des particules
Masse volumique ρp 3949 kg.m−3 3950 kg.m−3

Diamètre dp 1,01 10−5 m ∈ [2 , 100] 10−6 m
Densité numérale2 N 2,4 1010 #.m−3 [1010; 1012] #.m−3

Conformément à la figure 5.4, le domaine complet a pour taille 92,4 × 21 × 46,2 mm3. Pour les calculs
de ∂#Ni/∂γ̇ et ∂V/∂γ̇ et afin de s’affranchir des effets de paroi susceptibles de modifier l’écoulement des
bulles, les régions en proche paroi n’ont pas été prises en compte, si bien que seule la moitié du domaine
complet centré suivant la direction y a été retenue. Les variations de la vitesse moyenne débitante
et des composantes du tenseur des contraintes de Reynolds ne sont pas importantes dans cette zone
centrée conformément à la figure 5.5. En revanche, en proche paroi, des variations significatives de ces
grandeurs peuvent être observées, ce qui prouve que la paroi peut potentiellement influencer les valeurs
des distributions et donc de la fréquence de collision. D’autre part, afin d’éviter tout artefact d’ordre
numérique dû à des éventuels problèmes de périodicité, les longueurs Lx et Lz ont été réduites de part et
d’autre de la frontière du domaine d’une dizaine de cellules, si bien que le domaine d’étude a finalement
pour taille 90,6 × 10,5 × 44,4 mm3. Au vu des longueurs Lx et Lz du domaine d’origine, cette
troncature n’affecte pas la taille du domaine suivant x et z outre mesure. En conséquence, les valeurs des
distributions obtenues sont parfaitement représentatives de l’écoulement et du transport des inclusions
solides.

Lors du lancement de la simulation DNS, le canal ne comporte pas de bulles. L’écoulement est considéré
comme établi dès lors que la force volumique et la contrainte pariétale atteignent une valeur constante.
Les bulles sont par la suite introduites dans l’écoulement. Elles sont espacées de façon aléatoire et leur
vitesse est calculée à l’aide de la distribution lissée de Dirac sur trois nœuds fluides, de façon similaire
au calcul du taux de cisaillement vu par les particules. L’introduction des bulles correspond à l’instant
t = 0. Une fois que le régime de l’écoulement diphasique est établi, les particules sont introduites à

1. Non utilisé dans les simulations car les bulles, étant donné leur taille millimétrique, sont supposées indéformables.
2. Pour le procédé de flottation, la densité numérale est celle des inclusions de taille 10 µm.
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leur tour, ce qui correspond à un temps d’environ 2,4 s. Tout comme les bulles, leur vitesse initiale est
calculée à l’aide de la même fonction d’interpolation.

5.4.2 Estimation des distributions de volume et des particules dans le spectre de
cisaillement

Les résultats fournis par l’équipe de la TU de Dresde correspondent à plusieurs instants lorsque l’écoule-
ment liquide-bulles est établi, chacun espacé d’un temps ∆tbulk correspondant au temps de séjour moyen
du fluide dans une tranche d’épaisseur H suivant x. D’après le tableau 5.2, ce temps vaut :

∆tbulk = H

vbulk
' 0,12 s (5.24)

Au total, 11 « snapshots » du calcul DNS triphasique ont été fournis, chacun espacé d’un temps ∆tbulk.
Le premier correspond au temps de 4,08 s et le dernier à 5,25 s.

Afin de calculer la distribution du volume dans le spectre de cisaillement, l’équipe de la TU de Dresde a
fourni le champ de cisaillement. Étant donné que le maillage utilisé est régulier et uniforme, il est alors
facile de tracer le volume cumulé dans le spectre de cisaillement et d’en déduire la distribution recherchée
par simple dérivation. En outre, il a été relativement simple d’exclure le domaine occupé par les bulles
car le champ de cisaillement, pour rappel, n’y est pas calculé.

D’autre part, la distribution du nombre de particules dans le spectre de cisaillement est calculée à partir
de leurs propriétés externes que sont :

• leur position, afin de ne conserver que les particules incluses dans le domaine d’étude,
• le taux de cisaillement vu par les particules.

Une fois que les particules en dehors du domaine d’étude sont filtrées, de façon similaire à la distribution
des volumes, le diagramme cumulé du nombre de particule peut être tracé. La distribution du nombre
de particules est obtenue par dérivation de la cumulative.

Les distributions relatives au volume et au nombre de particules monodisperses sont tracées en échelle
logarithmique sur la figure 5.6 aux temps 4,08 s et 5,25 s. Les fonctions de répartition associées y
sont également représentées. Quel que soit le type de distribution ou le temps considéré, les quantités
sont distribuées symétriquement de part et d’autre d’un pic dont la valeur du taux de cisaillement
associé est de l’ordre de 80 s−1. D’autre part, le nombre total de particules dans le domaine étudié a
légèrement diminué en comparant la cumulative aux deux instants. Cette diminution est liée à la capture
des inclusions par les bulles. Enfin, ces deux types de distributions s’étendent autour d’une gamme de
valeurs de cisaillement comprises entre 10 et 1000 s−1, avec un profil très similaire.

Cette forte similarité entre les deux distributions laisse penser que les particules sont uniformément
positionnées dans la phase liquide (pas de ségrégation). Dans cette hypothèse, à partir de la relation
(5.17), les deux distributions sont reliées par :

∂#Ni

∂γ̇
= Ni

∂V

∂γ̇
= #Ni,tot

Vliq

∂V

∂γ̇
(5.25)

Pour confirmer cette hypothèse, la distribution effective du nombre de particules est comparée à la dis-
tribution homogène à l’aide de la figure 5.7 pour le premier et le dernier « snapshot ». Ces distributions
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Fig. 5.6 – Distributions des volumes (en haut) et du nombre de particules (en bas) dans le spectre de cisaillement
en échelle logarithmique à deux instants, t = 4,08 s (à gauche) et t = 5,25 s (à droite).

sont tracées respectivement en continu et en pointillé. Ceci permet de constater qu’elles sont effecti-
vement proches. Néanmoins, leur rapport, également représenté en rouge sur cette figure, montre que
les particules ont une concentration homogène pour une gamme de cisaillement s’étendant de 50 à 500
s−1. Pour des taux de cisaillement en dehors de cet intervalle, un apauvrissement en densité numérale
est observé. Au vu du diagramme des distributions ∂V/∂γ̇, cette concentration préférentielle concerne
environ 80 % du volume liquide total.

5.4.3 Calcul de la fréquence de collision entre particules

Finalement, la fréquence de collision peut être déduite de ces distributions. Elle est fournie par l’équation
(5.20) pour le cas général. Dans l’hypothèse d’une densité numérale homogène des particules, l’expression
de la fréquence peut être simplifiée en réinjectant l’équation (5.25) dans (5.20). Ainsi, la fréquence de
collision fij pour des particules uniformément espacées a pour expression :
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Fig. 5.7 – Distributions du cisaillement en nombre de particules et comparaison.

fij =
∫

γ̇
βij(γ̇)
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)(∂V
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)−1

dγ̇

= #Ni,tot#Nj,tot

V 2
liq

∫

γ̇
βij

∂V

∂γ̇
dγ̇

(5.26)

Le noyau de collision utilisé ici est celui de Smoluchowski pondéré par la loi d’efficacité fournie par
l’expression (5.12), soit :

βij = max(0 ; 0,4− 0,1 d∗p)
1
6 γ̇ (dpi + dpj)3 (5.27)

Ainsi, le noyau de collision turbulente dépend linéairement du taux de cisaillement. Il est alors possible
d’exprimer analytiquement les fréquences fij . En réinjectant l’expression (5.27) dans (5.26), la fréquence
de collision dans le cas d’un réacteur parfaitement homogène vérifie :

fij = #Ni,tot#Nj,tot

V 2
liq

∫

γ̇
max(0 ; 0,4− 0,1 d∗p)

1
6 γ̇ (dpi + dpj)3∂V

∂γ̇
dγ̇

= max(0 ; 0,4− 0,1 d∗p)
1
6 (dpi + dpj)3 #Ni,tot#Nj,tot

V 2
liq

∫

γ̇
γ̇
∂V

∂γ̇
dγ̇

L’intégrale 1
Vliq

∫
γ̇ γ̇

∂V
∂γ̇ dγ̇ désigne la valeur moyenne spatiale du taux de cisaillement, notée 〈γ̇〉. Finale-

ment, l’expression analytique des fréquences de collisions binaires de particules réparties uniformément
dans le canal vérifie :

fij = max(0 ; 0,4− 0,1 d∗p)
1
6 (dpi + dpj)3 〈γ̇〉

Vliq
#Ni,tot #Nj,tot. (5.28)
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Le taux de cisaillement moyen est ici de l’ordre de 150 s−1. D’autre part, toutes les inclusions ont la
même taille, et donc la fréquence de collision se simplifie ici en :

fii = 0,3
6 (2dp)3 〈γ̇〉

Vliq
(#Ni,tot)2. (5.29)

La fréquence de collision entre les particules monodisperses aux différents « snapshots » fii(t) est égale-
ment représentée figure 5.8, où les deux cas portant sur la répartition réelle et uniforme des particules
monodisperses sont considérés. Il est important de rappeler qu’aucun mécanisme de restructuration
comme l’agrégation n’est pris en compte ici et que seule la capture dans les bulles modifie le nombre
de particules. Au vu de la figure 5.8, la fréquence de collision diminue globalement, ce qui est lié à la
diminution du nombre de particules dû à la capture de certaines d’entre elles par les bulles. L’hypothèse
de la répartition homogène des particules tend à surestimer la fréquence de collision d’environ 8 %, ce qui
est dû à la surestimation du nombre de particule subissant un taux de cisaillement élevé (> 1000 s−1).
Au total, environ 1500 particules entrent en collision par unité de temps, ce qui correspond à une fré-
quence volumique de 3,5 107 #.s−1.m−3 et un temps caractéristique entre deux collisions de 700 s (taux
d’agrégation), ce qui est un ordre de grandeur a priori cohérent avec les connaissances empiriques en
métallurgie.
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Fig. 5.8 – Évolution de la fréquence statistique de collision : densité numérale réelle (rouge) et particules
uniformément distribuées (bleu).
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5.5 Deuxième application : calcul de la fréquence et de la cinétique
d’agrégation à partir d’une simulation RANS

5.5.1 Description de la poche et résultats d’une simulation « Reynolds Averaged
Navier-Stokes » (RANS)

La seconde application proposée ici est celle de l’étude de l’évolution de la population inclusionnaire
au sein d’une poche d’acier brassée par des bulles d’argon. Les conditions opératoires et propriétés
physiques sont rassemblées dans le tableau 5.3. La poche étudiée mesure 2,6 m de diamètre pour 2,5 m
de hauteur et contient 60 t d’acier liquide. Le milieu est agité par des bulles d’argon provenant de deux
bouchons poreux placés à la base du réacteur. Chacun de ces bouchons débite 73 Nl de gaz par minute.
Les inclusions étudiées sont supposées sphériques. En effet, cette application porte sur des inclusions
globulaires d’aluminate de calcium issues d’un calmage à l’aluminium, puis d’un traitement au calcium
(cf chapitre 1). Initialement, une concentration massique de 0,176 kg.m−3 correspondant à une teneur
massique en oxygène de 7,9 ppm est imposée. Les particules sont discrétisées en 20 classes de tailles
s’étendant de 2 µm à 100 µm selon une loi log-normale. Une illustration de cette distribution initiale est
proposée figure 5.9. Les différents paramètres et propriétés sont répertoriés dans le tableau 5.3.

La capture des inclusions n’a pas été prise en compte ici. En effet, pour le procédé de flottation, il a été
montré que c’est le mécanisme d’agrégation qui influence le plus l’évolution du nombre d’inclusions au
sein de la poche (cf Daoud et al., 2011 ; Bellot et al., 2014 ; Bellot et al., 2018).

Pour ces simulations, seules les phases liquides et gazeuses sont résolues. Ces deux phases sont entièrement
couplées selon une approche de type Euler-Euler décrite au chapitre 1 (section 1.2.4), et les équations
sont résolues à l’aide de la méthode des volumes finis à l’aide du logiciel Fluent V17.1. Le modèle de
turbulence k − ε appliqué à l’écoulement diphasique liquide/gaz est utilisé. Le champ de dissipation
turbulente ε(−→x ), exprimé dans chaque cellule du réacteur, permet d’accéder au champ de cisaillement
à partir de la relation γ̇ =

√
ε/ν. Le taux de rétention gazeuse ainsi que la dissipation turbulente sur

une section passant par le milieu de la poche sont représentés figure 5.10. Ces illustrations mettent en
évidence que les zones de turbulence sont essentiellement localisées dans les deux régions à forte teneur
en gaz issues des bouchons poreux.

5.5.2 Estimation de la distribution du volume dans le spectre de cisaillement

Le brassage du bain permet, en première approximation, de considérer la poche homogène au regard
des éléments chimiques qui composent l’acier ainsi que de la composition inclusionnaire. Ceci implique
que l’équation d’équilibre des populations peut être utilisée sous la forme d’un bilan global donné par
l’équation (5.21), et que le problème à traiter ne nécessite donc pas de résolution spatiale. Cette simplifi-
cation s’appuie notamment sur l’étude menée par Bellot et al. (2014) qui a consisté à comparer, pour la
même population inclusionnaire, le cas d’une répartition parfaitement homogène des particules (modèle
0D) à celui où le transport induit par l’écoulement est pris en compte (résolution spatiale - modèle 3D).
L’hypothèse du réacteur homogène semble pertinente dans la mesure où les modèles 0D et 3D fournissent
des résultats proches.

Ainsi, seule la distribution du volume de la phase liquide dans le spectre de cisaillement est nécessaire
dans ce cas. Cette distribution est représentée figure 5.11, où la gamme de valeur du taux de cisaillement
présente dans le mélange est essentiellement comprise entre 1 et 50 s−1. Cette gamme relativement faible
de cisaillement correspond au bain liquide extérieur aux deux volutes. Des valeurs plus importantes,
dépassant 100 s−1, sont atteintes au sein des deux phases, sont atteintes au sein des deux phases, mais
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Fig. 5.9 – Distribution initiale en taille des inclusions.

Tab. 5.3 – Propriétés physiques utilisées pour la simulation RANS de l’acier liquide traité en poche.

Paramètres et propriétés Valeurs
Conditions opératoires
Nombre de bouchons poreux 2
Débit gazeux par bouchons 73 Nl.min−1

Température moyenne de l’acier 1873 K
Durée du traitement 10 min
Dimensions de la poche
Diamètre 2,6 m
Hauteur 2,5 m
Propriétés de l’acier liquide
Masse volumique 7000 kg.m−3

Viscosité cinématique 7,85 107 m2.s−1

Tension de surface 1,4 N.m−1

Propriétés de la phase gazeuse
Masse volumique ' 2 kg.m−3

Taux de rétention ∈ [0, 5] %
Propriétés des particules
Diamètre ∈ [2, 200] µm
Densité numérale initiale 4,8 1010 #.m−3

Ill 
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Fig. 5.10 – Isocontours de la fraction volumique gazeuse (à gauche) et du taux de dissipation turbulente (à
droite) dans le réacteur, résultats issus de simulations du train de bulles d’argon dans un acier liquide à l’échelle
de la poche (macroscopique).
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Fig. 5.11 – Distribution dans le spectre de cisaillement en échelle logarithmique du volume liquide de 60 t d’acier
agité par le train de bulles d’argon.
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correspondent à des volumes d’acier liquide très réduits. Le spectre de cisaillement prouve que l’échelle
de Kolmogorov atteint des valeurs majoritairement supérieures à 150 µm dans le bain. Cette échelle est
donc supérieure aux plus grosses inclusions présentes.

5.5.3 Bilan de population et résultats

Étant donné que cette partie traite de la collision turbulente avec des particules essentiellement en-deçà
de l’échelle de Kolmogorov, le noyau de Saffman & Turner est naturellement le noyau de référence choisi.
Il faut de plus rappeler que ce noyau a une expression proche de Smoluchowski et que l’écoulement
turbulent est décrit par un cisaillement aux petites échelles de Kolmogorov. Ces réflexions, détaillées
dans la section 4.1.2, incitent à recourir à la loi d’efficacité obtenue dans ce manuscrit. En conséquence,
le noyau de collision ici a pour expression :

βij = max(0 ; 0,4− 0,1 d∗p)
(8π

15
)1/2

γ̇
(dpi + dpj

2
)3

(5.30)

La démarche pour retrouver l’expression de la fréquence de collision fij dans le cas d’une concentration
uniforme des particules a déjà été détaillée dans la section précédente pour aboutir à l’équation (5.28).
Il suffit alors de reprendre cette démarche afin de retrouver son expression dans le cas présent sachant
que les noyaux de collision de Saffman & Turner et Smoluchowski sont proportionnels, ce qui aboutit à
l’expression :

fij = max(0 ; 0,4− 0,1 d∗p)
(8π

15
)1/2 (dpi + dpj

2
)3 〈γ̇〉

Vliq
#Ni,tot #Nj,tot. (5.31)

Finalement, la cinétique globale d’agrégation des inclusions de concentration homogène est modélisée
par l’équation d’équilibre suivante :

d#Ni,tot

dt
= 1

2
∑

j, k
j + k = i

κ Kjk#Nj,tot #Nk,tot −
Nc∑

j=1
Kij#Ni,tot #Nj,tot

avec

Kij = max(0 ; 0,4− 0,1 d∗p)
(8π

15
)1/2 (dpi + dpj

2
)3 〈γ̇〉

Vliq

(5.32)

Ici, le taux de cisaillement moyenné dans l’espace 〈γ̇〉 est égal à 35 s−1. Le volume total occupé par l’acier
liquide est la somme de chaque cellule à laquelle est retranchée la fraction gazeuse. D’après les résultats
de la simulation RANS, Vliq = 8,4 m3.

Connaissant la densité numérale des 20 classes de particules représentées figure 5.9, l’équation d’équilibre
(5.32) peut à présent être résolue correctement, sous l’hypothèse que la durée du traitement ne permet
pas d’atteindre la plus grande classe des agrégats afin de garantir la conservation de la masse totale des
inclusions par la méthode discrète des classes. D’autre part, cette équation est intégrée en temps à l’aide
d’un schéma de type Euler (explicite).

La distribution des inclusions après 10 minutes de bullage est représentée figure 5.12, et comparée au
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cas où le noyau de Saffman & Turner est appliqué avec une efficacité égale à l’unité. Quels que soient
les noyaux utilisés, les plus grosses inclusions ont bien une taille en-deçà du diamètre représentatif de
la plus grande classe (180 µm ici). On note que les deux distributions en taille sont très différentes. Les
petites classes de taille sont impactées par une efficacité de 0,3 pour des collisions (les plus probables)
entre des inclusions de même taille. Pour les fortes tailles d’inclusion, les collisions les plus probables
devraient être celles d’inclusions de petites tailles, mais la valeur d’efficacité, d’autant plus faible que le
rapport de taille est important, limite fortement l’agrégation.

Une attention particulière a également été portée sur l’évolution du flux net d’agrégation φag, défini par :

φag = −d#N
dt

, #N =
Nclasses∑

i=1
#Ni (5.33)

Ce flux caractérise l’évolution du nombre total d’inclusion présentes dans la poche d’acier. À cause du
seul mécanisme d’agrégation, ce nombre ne peut que diminuer, d’où la présence du signe - dans l’équation
(5.33) qui permet de travailler avec des valeurs positives. L’évolution temporelle de cette grandeur a été
tracée figure 5.13, incluant les deux situations (efficacité unitaire et la loi d’efficacité ηij(d∗p)). Le nombre
total d’inclusion décroît d’environ 5 108 de particules par unité de temps, ce qui correspond à un flux
volumique d’environ 6 107 #.s−1.m−3. Conformément à ce qui est attendu, ce taux diminue au cours du
temps du fait du nombre toujours décroissant des inclusions présentes. D’autre part, ce graphe confirme
que la loi d’efficacité limite de façon conséquente la valeur de ce flux, ainsi que son évolution.
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Fig. 5.12 – Répartition des inclusions après 10 minutes de mélange : comparaison entre le cas idéal de Saffman
& Turner (en bleu) et le cas réel (en rouge).
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Chapitre 6

Conclusions et perspectives

La propreté inclusionnaire reste un enjeu majeur en élaboration des matériaux métalliques par voie
liquide. Dans ce contexte, le projet franco-allemand ANR-DFG Flotinc s’attache à étudier les mécanismes
d’agrégation au sein du processus de flottation, utilisé en particulier en métallurgie secondaire dans les
poches d’acier et d’aluminium. Ceci permet de contrôler la population inclusionnaire, avant la coulée et
la solidification du métal.

Une analyse de la littérature a montré que l’essentiel des simulations des poches industrielles utilisent
la notion de noyau d’agrégation. Ces noyaux permettent de rendre compte, à l’échelle macroscopique,
des mécanismes ayant lieu à l’échelle mésoscopique des inclusions et qui sont moteurs de la collision et
de l’attachement des particules entre elles. Ce travail de thèse contribue à une meilleure description des
interactions hydrodynamiques entre deux inclusions lors du processus collisionnel, à quantifier ses effets
locaux et à compléter les expressions des noyaux d’agrégation.

Un modèle 3D a été utilisé afin de décrire à l’échelle mésoscopique la dynamique des particules dans
un écoulement. Ce dernier est résolu numériquement par une méthode de Boltzmann sur réseau. Un
couplage complet entre la phase liquide et les solides est assuré par une méthode de frontière immergée.
Elle permet alors de capturer les effets induits par l’écoulement sur une particule et inversement, et
donc de quantifier les interactions hydrodynamiques. Ces interactions, une fois calculées, sont prises en
compte lors de la mise à jour de la position des particules par un suivi lagrangien.

Les inclusions présentes dans le métal étant très dispersées, les simulations ont porté sur des interactions
binaires entre particules de forme globulaire, comme c’est le cas pour les particules d’aluminate de chaux
dans un acier liquide. Les inclusions ayant une taille moyenne en général petite devant les échelles de
turbulence, l’écoulement a été décrit par un cisaillement quasi-stationnaire supposé plan. Des conditions
d’adhérence ont été appliquées à la surface des particules.

Les inclusions non métalliques sont supposément des particules peu mouillées. Dans ce cas, ce travail a
été l’occasion de montrer que les forces non hydrodynamiques n’interviennent qu’à petite échelle, en deçà
de la résolution numérique (c’est-à-dire environ 5 % du diamètre). Dès lors que deux particules sont à
proximité l’une de l’autre, la formation d’un pont gazeux est susceptible d’assurer une force de cohésion
et il est peu probable que les forces hydrodynamiques déstabilisent l’agrégat ainsi formé. Aussi, seuls les
effets hydrodynamiques ont été pris en compte comme source d’interaction, et les particules s’agrègent
dès qu’elles entrent en contact.

Le suivi des particules pour différentes positions initiales données a permis d’estimer des sections ef-
ficaces de collision. Le choix de ces positions initiales a été optimisé à l’aide d’une méthode de tirage
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développée au cours de ce travail. L’analyse des trajectoires et des surfaces obtenues révèle que les effets
hydrodynamiques limitent la probabilité de collision (agrégation). Plus précisément, les particules ont
tendance à se contourner lorsqu’elles passent à proximité l’une de l’autre. Cette analyse a également per-
mis de mettre en lumière que les particules dont les positions initiales sont proches suivant la direction
du cisaillement s’approchent, puis s’éloignent avant même d’être passées à hauteur l’une de l’autre. Ce
phénomène d’évitement, de type « demi-tour » et dû aux effets de recirculation de l’écoulement, est ob-
servé y compris dans les conditions proches de celles de Stokes ce qui n’est pas intuitif (effets inexistants
lorsque le régime de Stokes est rigoureusement appliqué).

Les effets hydrodynamiques limitant la probabilité de collision, l’efficacité du processus d’agrégation s’en
trouve également impactée. En outre, cette efficacité, qui reste finalement peu changée en fonction du
régime de cisaillement, décroît d’autant plus que le rapport de taille des particules est important. Une
loi d’efficacité, dépendant uniquement de ce rapport, a pu être extraite.

Une attention particulière a été portée sur la transformation de l’équation d’équilibre des populations
dans le spectre du taux de cisaillement afin d’exploiter les noyaux de collision dépendant de ce dernier
en calculant des fréquences de collision. Ce travail a été l’occasion par la suite d’exploiter une première
fois ces résultats dans le cadre du projet Flotinc en s’appuyant sur des résultats de simulations DNS
effectuées par la TU de Dresde. Il s’agit d’un écoulement agité par des bulles, comprenant des particules
de taille d’environ 10 µm et faiblement couplées à la phase fluide, dont le suivi est assuré par résolution
de l’équation de la dynamique. Les particules au contact de bulles sont automatiquement supprimées,
ce qui induit une diminution avec le temps de la densité numérale de ces dernières. Cette approche
statistique est un moyen commode d’estimer le nombre de collisions par unité de temps, là où le pas
de temps des simulations DNS, trop important (d’une valeur environ 100 fois plus importante que les
simulations de ce travail), rendrait ce calcul délicat par voie déterministe.

Une deuxème source d’exploitation a été possible à partir de résultats de simulations RANS d’une poche
industrielle d’acier agité par des bulles d’argon. Une approche en système homogène a été effectuée afin
de déterminer l’évolution de la population d’inclusions globulaires d’aluminate de chaux, ce à l’aide de
la résolution discrète de l’équation de bilan global de population par la méthode des classes. Seul le
mécanisme d’agrégation induit par la turbulence, qui est prépondérant devant les autres, a été pris en
compte dans cet exemple. Étant donné que les effets hydrodynamiques à l’échelle des inclusions affectent
l’efficacité d’agrégation, cela se traduit effectivement, à l’échelle de la poche industrielle, par une réduction
sensible de la fréquence d’agrégation et donc de la dynamique d’évolution en taille de la population. En
effet, les inclusions d’une taille supérieure à une cinquantaine de microns sont quasiment inexistantes alors
qu’une efficacité prise égale à l’unité impliquerait une présence significative de particules de diamètre
pouvant atteindre 100 microns après traitement.

Il faut souligner que la surface et l’efficacité d’agrégation ont fait l’objet d’un paramétrage géométrique,
peu exploité dans ce travail, et dans le projet Flotinc en général. Pour cela, quatre cœfficients ont été
proposés. Ce paramétrage pourrait s’avérer pratique si des lois, fonctions du régime de cisaillement et
du rapport de taille des particules, étaient établies pour chacun de ces quatre cœfficients. Étant donné
que la loi d’efficacité peu s’exprimer en fonction de ces paramètres géométriques, ceci permettrait ainsi
d’affiner la loi d’efficacité calculée.

D’autre part, ce paramétrage décrivant la forme des surfaces, pourrait être exploité en vue de détecter
les collisions entre particules pour les simulations DNS entreprises par la TU de Dresde. De ce fait, la
difficulté liée au pas de temps numérique qui, on le rappelle, est trop significatif à l’échelle des particules,
pourrait être levée sans alourdir les temps de calcul.
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Les inclusion sont plus petites que les plus petites échelles de l’écoulement et que le maillage des simula-
tions DNS. L’écoulement externe dans les simulations d’interactions entre inclusions a donc été linéarisé
à partir du gradient du champ de vitesse issu de résultats DNS. Cependant le gradient de vitesse a neuf
composantes. Une fois déduite la relation imposée par l’incompressibilité de l’écoulement, il reste huit
degrés de liberté. Dans cette étude, un seul degré de liberté a été exploré en modélisant l’écoulement par
un cisaillement plan. L’influence des autres composantes du gradient de vitesse n’a pas été étudiée. Pour
un paramétrage plus fin de l’efficacité de collision, il est tout à fait envisageable de prendre en compte
des composantes supplémentaires en imposant d’autres conditions limites dans les simulations à l’échelle
mésoscopique. Cependant, le nombre de simulations nécessaires à une étude systématique comme celle
présentée ici croît exponentiellement avec le nombre de degrés de liberté explorés. Le gain potentiel en
qualité de modélisation est donc contrebalancé par un coût significatif en temps de calcul nécessaire.

À court terme, le mécanisme d’agrégation pourrait également être affiné davantage en prenant en compte
la sédimentation différentielle en plus de l’agitation turbulente. Cette perspective n’a cependant d’intérêt
que pour les inclusions les plus grosses étant donné que la vitesse de Stokes moyenne relative, insignifiante
devant celle induite par le cisaillement pour les inclusions d’une dizaine de microns et un rapport de
taille inférieur à 3, implique que le mécanisme de collision de telles particules est essentiellement dû à
l’agitation turbulente.

La présence potentielle de nanobulles à la surface des inclusions peut induire un glissement partiel.
D’autre part, même en l’absence de bulles, la mouillabilité des particules est susceptible d’influencer le
profil local de l’écoulement à leur surface (Vinogradova 1995). Ces phénomènes restent difficiles à modé-
liser et quantifier physiquement. Ils sont également délicats à implémenter d’un point de vue numérique
avec la méthode de frontière immergée employée. Ce sujet mériterait cependant d’être exploré.

Le travail présenté dans ce manuscrit suppose que les particules se comportent comme des sphères
compactes une fois agrégées, ce qui est rigoureusement vrai dans le cas d’une coalescence. Or, elles
peuvent également garder leur individualité, comme c’est le cas pour les inclusions solides. Face à cette
hypothèse limitante, il pourrait être envisagé de calculer des surfaces de collision entre petits agrégats
composé d’inclusions primaires sphériques. Bien entendu, la collision dépend non seulement de la position
relative initiale des agrégats, mais aussi de la morphologie ainsi que de l’orientation de ces derniers. De
telles études existent déjà dans le cas de particules en régime de Stokes (Frungieri et Vanni, 2016 ;
Frungieri et Vanni, 2017), mais souffrent des mêmes difficultés que la multiplication des degrés de liberté
pour modéliser l’écoulement, l’étude systématique est trop coûteuse.

Un travail reste également à effectuer pour étudier des inclusions primaires présentant une morpholo-
gie plus complexe. Comme pour le cas d’agrégats composés de particules sphériques, ceci implique un
plus grand nombre de degrés de liberté que pour les sphères primaires. Le simple fait d’étudier le com-
portement d’inclusions de sphéricité légèrement inférieure à la sphère, telles que les ellipsoïdes, en vue
d’extraire une surface de collision s’avère long et délicat.
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Annexe A

Noyau de collision de Saffman & Turner

En turbulence homogène isotrope, Saffman et Turner (1956) ont développé un modèle permettant d’éta-
blir l’expression d’un noyau de collision entre deux particules sphériques qui suivent les fluctuations du
fluide sans perturber l’écoulement de ce dernier.

Pour que ce modèle soit valable, il est nécessaire que le diamètre des sphères soit petit comparé à
l’échelle de Kolmogorov. Il faut également que le temps de relaxation des particules lié à leur inertie τp
soit négligeable devant le temps caractéristique de turbulence τK . En conséquence :





dp < ηk

Stk = τp
τk
→ 0

(A.1)

En notant vk la vitesse des plus petites échelles, on lie le temps τk à l’échelle de Kolmogorov par :

τk = ηk
vk

De plus, le taux de dissipation de l’énergie cinétique turbulente, par conservation de cette grandeur à
travers toutes les échelles de turbulence, vérifie :

ε = v3
k

ηk

On relie également la vitesse à l’échelle de Kolmogorov et la viscosité cinématique du fluide par :
vkηk
ν

= 1

On peut ainsi exprimer le temps caractéristique de turbulence comme suit :

τk =
(ν
ε

)1/2
(A.2)

Le but est maintenant de calculer à partir de cette grandeur le noyau de collision entre deux particules
sphériques β12. Ce dernier est défini comme le flux volumique moyen de particules à travers la section
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Fig. A.1 – Vue en coupe des particules 1 et 2 et de la sphère de collision Sext (en pointillés).

efficace de collision. Étant donné que les particules ne perturbent pas l’écoulement, cette surface est
simplement définie comme la sphère de rayon la somme des rayons des deux particules. En outre, la
vitesse du fluide, égale à celle des particules, peut être utilisée dans le calcul du flux. Cette surface de
collision est représentée en pointillé sur la figure A.1.

En reprenant les notations de la figure A.1, si la particule 2 placée immédiatement à proximité de la
particule 1 se rapproche de cette dernière, la probabilité de collision augmente. En d’autres termes, il y
a collision si la composante radiale de sa vitesse moyenne relative de la particule 2 dans le repère de la
particule 1 est négative. Si l’on note β12 le noyau de collision, et avec les hypothèses formulées par les
équations (A.1), on peut écrire :

β12 = −
∫

vr<0

〈vr〉dS (A.3)

où vr désigne la vitesse relative de la particule 2 par rapport à la particule 1, soit :

vr = (−→v p2 −−→v p1) · −→e r =︸︷︷︸
dp<ηk

(−→v f (Sext)−−→v p1) · −→e r < 0

Par ailleurs, à partir de l’équation de continuité et de la formule intégrale divergence exprimées dans le
repère de la particule 1, on peut écrire :

∫

Sext

(−→v f −−→v p1) · −→e r dS +
∫

S1

(−→v f −−→v p1) · (−−→e r)︸ ︷︷ ︸
= 0 (imperméabilité)

dS = 0

⇒
∫

vr>0

vrdS +
∫

vr<0

vrdS = 0

Ainsi, on peut réécrire l’expression (A.3) :

β12 = 1
2

∫

Sext

〈| vr |〉 dS (A.4)

Or, l’expression de la surface de collision est connue d’après ce qui précède : Sext = 4πd2
12. De plus, la

turbulence est isotrope, ce qui permet d’affirmer que 〈vr〉 est uniforme sur cette surface. Ainsi, l’expression
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(A.4) se simplifie et devient :
β12 = 2πd2

12〈| vr |〉 . (A.5)

Puisque ce modèle suppose que l’inertie des particules est nulle,

vr = (−→v f (Sext)−−→v f (S1)) · −→e r

= d12
(−→v f (Sext)−−→v f (S1)) · −→e r

d12
,

soit finalement
〈| vr |〉 = d12〈

∣∣∣∣
∂vr
∂r

∣∣∣∣〉 (A.6)

Posons ∇vr = ∂vr
∂r

. On suppose que ∇vr suit une loi normale, dont la densité de probabilité s’exprime
par :

f(∇vr) = 1√
2π〈∇v2

r 〉
exp

(
− (∇vr − 〈∇vr〉)2

2〈∇v2
r 〉

)

Le moment d’ordre 1 de la densité de probabilité de ∇vr est par définition la moyenne :

〈
∣∣∣∣
∂vr
∂r

∣∣∣∣〉 =
+∞∫

−∞

| ∇vr | f(∇vr)d(∇vr)

= 2
+∞∫

0

∇vrf(∇vr)d(∇vr)

=
√

2
π

√
〈∇vr2〉

(A.7)

En turbulence isotrope, Taylor (1935) exprime la variance du gradient de vitesse en fonction du taux de
dissipation et de la viscosité :

〈∇vr2〉 = ε

15ν (A.8)

À partir des expressions (A.5), (A.6), (A.7) et (A.8), l’expression du noyau de collision qu’ont établi
Saffman et Turner en fonction du rayon de la surface de collision, du taux de dissipation et de la
viscosité peut être facilement établie :

β12 =
√

8π
15 d

3
12
( ε
ν

)1/2

' 1.33 d3
12
( ε
ν

)1/2
(A.9)



Annexe B

Nature des interactions entre deux
particules et comparaisons avec les
forces hydrodynamiques

Cette annexe a pour but de décrire les interactions à distance entre deux particules sphériques en vue
de les comparer et d’estimer leur portée. Une attention particulière est accordée aux interactions que
subissent les particules sphériques dans le cas où elles sont peu mouillées comme c’est le cas pour les
inclusions d’alumine en acier liquide. Des particules peu mouillées étant susceptibles d’avoir des bulles
présentes à leur surface, une attention particulière est accordée aux forces qui en découlent, ce qui
permettra de comparer leur influence par rapport aux interactions d’autres natures, comme Van der
Waals ou la force de lubrification.

B.1 Interactions de nature physico-chimique

Les interactions décrites dans cette partie sont issues de la théorie DLVO, du nom de leurs inventeurs :
Derjaguin et Landau l’ont établie en 1941, indépendamment de Verwey et Overbeek en 1948 (Derjaguin
et al., 1987). Elle permet de comparer les différents potentiels électriques en jeu, qui dépendent de
nombreux facteurs comme la géométrie des particules, leur composition chimique ainsi que les propriétés
physico-chimiques du milieu dans lequel elles baignent. Les forces principales qui en découlent sont les
forces attractives de Van der Waals et la répulsion dûe à une double couche électrique.

B.1.1 Forces de Van der Waals

Les forces de Van der Waals dérivent de trois potentiels liés à la polarité des molécules : London (2 dipôles
induits), Debye (1 dipôle induit, 1 dipôle permanent) et Keesom (2 dipôles permanents). Les particules
étudiées ici ne sont pas constituées de moments dipolaire permanent. Étant donné que la distribution
spatiale électronique pour chaque molécule varie rapidement dans le temps, il se créé pour chacune des
molécules un moment dipolaire induit. Une description beaucoup plus quantitative de ce phénomène est
disponible dans la thèse de Gerber (2005).

Par conséquent, seul le potentiel de London sera pris en compte ici, ce qui est d’ailleurs fréquent (c’est
pourquoi le terme « force de London-Van der Waals » est parfois employé). Le potentiel de London
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exprime les interactions de deux molécules en fonction de leur polarisabilité et leur énergie de première
ionisation. Hamaker (1937) a calculé le potentiel résultant pour deux sphères identiques. Il en résulte une
constante Ah, homogène à une énergie et qui porte son nom. Pour deux particules d’alumines baignant
dans de l’acier liquide à une température de l’ordre de 2000 K, Cournil et al. (2006) ont suivi la théorie
développée par Lifshitz (1956) et donnent pour ordre de grandeur de Ah une valeur d’environ 1 10−19J .
De leur côté, Taniguchi et al. (1996), à partir de données expérimentales, ont également calculé la
constante de Hamaker et trouvent une valeur d’un ordre de grandeur similaire : Ah = 2,3 10−20J .

Le potentiel résultant des interactions de Van der Waals de chaque molécules calculée en premier par
Hamaker (1937), noté EV dW,sphères, est une fonction ne dépendant que de la distance de séparation h et
des paramètres géométriques de particules sphériques :

EV dW,sphères = −Ahdp12h
[ dp
h + 2dp

+ dp
h+ dp

− d2
p

(h + dp)2 + 2h
dp

ln
(h(h + 2dp)

(h + dp)2

)]
(B.1)

La constante de Hamaker Ah dépend des propriétés physico-chimiques du matériau constituant les
sphères ainsi que de celles du milieu dans lequel elles sont immergées. On déduit du potentiel exprimé
en (B.1) la force qui en dérive :

FV dW = − d

dh
EV dW,sphères = Ah

3dp
f
(
2 + 2h

dp

)
(B.2)

avec f(u) = − 4u
(u2 − 4)2 −

4
u3 + 2u

u2 − 4 −
2
u

À faible distance (h� dp), l’expression (B.2) peut être approximée par la formule :

FV dW = −Ah
dp

24h2

Lorsque deux particules sont trop éloignées l’une de l’autre (quelques centaines de rayons atomiques),
il faut ajuster l’expression (B.2) en prenant en compte le temps de propagation des ondes électroma-
gnétiques, décrit de manière exhaustive par Casimir et Polder (1948) (potentiel retardé). Schenkel et
Kitchener (1960) établissent l’expression suivante :

FV dW =





Ahdp
24h2

1 + 3,54p
(1 + 1,77p)2 si p = 2πh

λ
< 0,57 ,

Ahdp
24h2

[0,98
p

+ 0,434
p2 + 0,067429

p3

]
si p = 2πh

λ
> 0,57

(B.3)

Pour l’étude de l’aggrégation de colloïdes, Vanni et Baldi (2002) tiennent également compte de la répul-
sion électrique, détaillée dans le paragraphe suivant.

B.1.2 Forces de répulsion électrique

La double couche électrique trouve son origine dans l’existence d’un potentiel électrique ψ dû aux élec-
trons de valence des particules. On considère que ce potentiel est constant à la surface des particules.

Une telle force est à prendre en compte lorsque le milieu dans lequel les particules sont immergées est
ionisant, ce qui génère à la surface des particules alors ionisées un nuage électronique de charge opposée.
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Cette ionisation des particules peut être dûe à celle d’espèce chimique de surface (comme les hydroxyles)
ou bien à l’adsorption d’ions du milieu.

Sader et al. (1995) proposent l’expression analytique suivante, pour ψ < 25mV :

Felec = πε0εmψ
2 d2

p

dp + h

[ ln(1 + exp(−κh))
dp + h

+ κ(1− exp(−κh))
exp(κh) + exp(−κh)

]
(B.4)

Dans l’expression (B.4), ε0εm désigne la permittivité diélectrique du milieu, exprimée en F.m−1. La
grandeur κ correspond à l’inverse de l’épaisseur de la double couche, aussi appelée longueur de Debye.
La théorie de Debye-Hückel (Debye et Hückel, 1923) permet d’estimer cette longueur, de l’ordre de 10−9 m
pour des particules de polystyrène dans de l’eau à température ambiante. Au vu de l’équation (B.4),
dans le cas où la longueur de Debye devient infiniment petite (épaisseur nulle), la force de répulsion
double couche devient nulle. C’est effectivement le cas pour des milieux non ionisant tels que l’acier
liquide (Cournil et al., 2006).

B.2 Interactions hydrodynamiques pour des particules à très faible
distance : forces de lubrification

La lubrification est la force qui modélise les interactions hydrodynamiques entre des solides immergés
proches les uns des autres. Elle caractérise la force dûe aux effets visqueux qui s’oppose au drainage du
fluide entre les surfaces des solides. Dans leur papier, Serayssol et Davis (1986) établissent l’expression
de la force de lubrification entre deux particules sphériques comme suit :

Flub = −3πµd2
p

vr
8h , h� dp (B.5)

avec vr la vitesse relative des particules et h la distance de séparation entre leurs surfaces.

Par construction, la force de lubrification prend des valeurs infinies lorsque la distance de séparation de-
vient très petite, ce qui physiquement est cohérent avec les effets visqueux qui deviennent prépondérants
pour une mince couche de fluide, tant que le modèle continu n’est pas remis en question.

Il peut être délicat de prendre en compte cette force lors de simulations numériques. Dans le cas de
l’étude du comportement de particules en suspension à l’aide de la dynamique stokesienne, la solution
analytique du champ fluide est obtenue par la superposition de modes. Avec cette méthode, il faudrait
prendre un nombre important de modes pour que les calculs ne divergent pas lorsque les particules sont
sur le point d’entrer en collision. Une alternative serait de calculer la force de lubrification à une distance
de séparation et une vitesse relative données et d’adapter les modes pour que la force de traînée coïncide
avec la lubrification. Cette méthode, qui s’avère efficace, est décrite de façon exhaustive dans l’étude de
Cichocki et al. (1994).

Dans le cas où l’écoulement est résolu numériquement, la force de lubrification n’est correctement résolue
que si les particules considérées ont une résolution infinie. Autrement, les interactions hydrodynamiques
sont susceptibles d’être mal résolues pour des particules d’une distance inférieure à l’épaisseur de la maille
de la phase fluide. L’étude de Nguyen et Ladd (2002) est particulièrement intéressante dans la mesure où
les auteurs utilisent une méthode de Boltzmann sur réseau couplée à une méthode de frontière immergée.
Dans cette étude, ils ont quantifié la distance de séparation de particules sphériques en dessous de laquelle
il est nécessaire d’ajouter une contribution pour que les effets de lubrification soient correctement pris en
compte. Pour cela, ils introduisent une distance de coupure hN en dessous de laquelle un terme correcteur
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Flub,N est appliqué et dont l’expression est similaire à l’expression (B.5) :

Flub,N =





−3πµd2
p

vr
8
(1
h
− 1
hN

)
si h < hN

0 si h > hN

(B.6)

Toujours d’après l’étude de Nguyen et Ladd (2002), la distance de coupure hN dépend essentiellement
de la résolution des particules, mais aussi de la valeur numérique de la viscosité cinématique LBM. Dans
ce travail, la viscosité LBM choisie est de l’ordre de 0,2 pour une résolution du maillage de 1/13ème de
diamètre. Nguyen et Ladd (2002) ont établi que la distance de coupure maximale hN était de l’ordre de
la demi-maille (soit environ 5 % du diamètre ici).

B.3 Interactions générées par la présence de gaz

B.3.1 Forces à distance de Bjerknes

La démarche proposée par Cournil et al. (2006) est reprise ici. Dans leur article, ils démontrent que des
bulles de gaz se forment spontanément dans les pores des particules d’alumine. En raison des fluctuations
thermiques du milieu, ces bulles vont osciller, générer des ondes de pression susceptible de fluctuer. Il
en résulte une moyenne temporelle non nulle de la résultante de ces ondes de pression fluctuante à la
position de ces bulles. Il s’agit précisément de la force de Bjerknes. Ces interactions sont décrites par
Ruckenstein (1997). Pour deux bulles identiques oscillant à une même phase et séparées d’une distance
h, l’expression de cette force est donnée par :

fb = 2πρlω2r4
bδ

2

h2 exp(−βh) (B.7)

où ρl désigne la masse volumique du fluide environnant, h la distance de séparation des bulles, rb leur
rayon, δ l’amplitude de leurs oscillations, ω leur pulsation. En raison des effets visqueux qui amortissent
les ondes acoustiques, un terme correcteur exp(−βh) est appliqué, où la grandeur 1/β désigne une lon-
gueur caractéristique d’amortissement (profondeur de pénétration de l’onde), dépendant de la viscosité.
D’après Cournil et al. (2006), la profondeur de pénétration vérifie :

1
β

=
√

2µ
ρlω

. (B.8)

Les paramètres connus sont la masse volumique de la phase liquide et la distance de séparation de bulles.
Il s’agit donc d’estimer les valeurs des autres paramètres.

La pulsation qui sera utilisée ici est la pulsation propre d’oscillation des bulles. Toujours d’après Cournil
et al. (2006), son expression est :

ω =
√
σLG
ρlr

3
b

(B.9)

Dans l’expression (B.9), σLG désigne la tension de surface entre la phase liquide et le gaz. Ainsi, en
injectant l’expression (B.9) dans (B.7), la force de Bjerknes entre deux bulles oscillant en phase en
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rb

δ exp(−βr/2)

P, µ, ρl

Bulle 1 Bulle 2

−→f b

−→f b

δ exp(−βr/2)ω

h

Fig. B.1 – Forces de Bjerknes pour deux bulles isolées.

pulsation propre vérifie :
fb = 2π

h2 σLGr
3
b

( δ

rb

)2
exp

(
−
√
ρω

2µ r
)

(B.10)

À présent, le calcul de la résultante de cette force va être développé pour des pores uniformément répartis
à la surface de particules sphériques d’alumine. Pour cela, le nombre de cavités gazeuses par unité de
surface nc est introduit et défini naturellement comme suit :

nc = npores
πd2

p

avec npores le nombre total de pores remplis sur une sphère.

En notant εp le rapport de la surface totale des pore sur la surface des particules alumines et ε′ le ratio
nombre de pores remplis de gaz / nombre de pores totaux, l’expression ci-dessus peut se réécrire :

nc = εpε
′

πr2
b

(B.11)

εp peut être fixé « arbitrairement », Cournil et al. (2006) choisissent ε = 20%. Ils font varier l’amplitude
des oscillations δ entre 0,01rb et 0,1rb. D’autre part, ils fixent une taille des pores qui impose le rayon
des bulles, rb ∈ {10−8; 10−7}m.

Les bulles présentes dans les cavités de deux particules d’alumines sont représentées figure B.2. Étant
donné que les bulles d’une particule d’alumine 1 ne voient pas la moitié des bulles situées sur la « face
cachée » de la particule 2, seule la moitié de chaque bulle est affectée par l’interaction. Ainsi, il ne faut
pas prendre en compte le facteur 2 dans l’équation (B.7). En se servant de cette équation ainsi que de
(B.11), la force de Bjerknes qu’exerce la surface élémentaire 2 sur la surface élémentaire 1, notée d−→F B,
vérifie alors :

d
−→
F B = 1

2fb
(−→r 12 · −→n 1

r12

)(−−→r 12 · −→n 2
r12

)( ε2pε′2

π2r4
b

dS1dS2
)−→r 12
r12

(B.12)

avec −→n 1,
−→n 2 les normales des surfaces élémentaires dS1 et dS2 respectivement. Le grandeur −→r 12 désigne

la distance de séparation entre les deux élements de surface 1 et 2, orientée de 1 vers 2.

Il s’agit à présent d’intégrer la force de Bjerknes élémentaire définie par l’équation (B.12) sur la surface
des demi-sphères. En supposant que toutes les bulles oscillent en phase et sont uniformément réparties
sur la surface de la particule d’alumine, la résultante est orientée selon la droite reliant les centres de

.... 
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1 
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1 
1 
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h

−→r 12 = −−→r 21

θ1

θ2

bulles
dans des pores

phase liquide

dS1

dS2

1
2

−→u

Fig. B.2 – Position relative de deux surfaces en interaction.

masse des deux sphères :

−→
F B,2→1 = FB

−→u , −→u =
−→x p2 −−→x p1
‖−→x p2 −−→x p1‖

. (B.13)

En projetant l’équation (B.12) selon le vecteur unitaire −→u et en l’intégrant sur les surfaces des solides,
la résultante des forces FB devient :

FB = 1
2

∫∫ 2
πr2

12
ε2pε
′2δ2ρlω

2 cos(θ1) cos(θ2)
−→r 12 · −→u
r12

exp(−βr12)dS1dS2

= 1
π
ε2pε
′2δ2ρlω

2
∫∫

cos(θ1) cos(θ2)
−→r 12 · −→u
r3

12
exp(−βr12)dS1dS2

= 1
π
ε2pε
′2β2σLG

rb

∫∫
cos(θ1) cos(θ2)

−→r 12 · −→u
r3

12
exp(−βr12)dS1dS2

(B.14)

θ1 et θ2 désignent respectivement l’angle que forme la normale des surfaces 1 et 2 avec −→r 12 et −−→r 12 (cf
figure B.2). L’intégrale précédente, qui dépend de h et β, est difficile à calculer. Si toutes les longueurs
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comprises dans l’intégrale sont adimensionnées à l’aide du rayon des particules d’alumine, on obtient :

FB = 1
4πε

2ε′2σLG
d2
p

rb

( δ

rb

)2
I∗(h∗, β∗)

avec I∗(h∗, β∗) =
∫∫

cos(θ1) cos(θ2)
−→r ∗12 · −→u
r∗312

exp(−β∗r∗12)dS∗1dS∗2

h∗ = 2h/dp , β∗ = βdp/2 , r∗12 = 2r12/dp , S∗1,2 = 4S1,2/d2
p

(B.15)

Une méthode de calcul pour I∗(h∗, β∗) a été détaillée et développée par une équipe du laboratoire des
Sciences des Processus Industriels et Naturels (SPIN) dont Frédéric Gruy fait partie. Cette méthode,
qui s’inspire des calculs déjà effectués pour des facteurs de forme utilisés pour l’étude de transferts
thermiques par rayonnement, ne sera pas détaillée ici. Le script fourni par F. Gruy, initialement écrit en
langage Pascal, a été traduit en Python et a permis d’estimer I(h, β) et donc la force de Bjerknes.

B.3.2 Pont gazeux entre particules non mouillées

Lorsque deux particules peu mouillées sont suffisamment proches, un pont gazeux reliant leur surface
en proche contact est susceptible de se former. Une illustration de ce phénomène est proposée figure
B.3. Une fois la cavité gazeuse établie, les particules sont liées par une force de cohésion suffisamment
importante pour qu’il n’y ait pas de rupture de l’agrégat ainsi formé.

La force de cohésion dûe à ce pont gazeux, notée FG, peut être divisée en deux contributions (Cournil
et al., 2006 ; Sasai, 2016). D’une part, la force F1 désigne la tension de surface σLG du pont entre la
phase fluide et le gaz. L’autre force contributrice est dûe à la différence de pression entre les deux phases
liquide et gaz et qui peut être reliée à la tension σLG par l’équation de Laplace-Young. En reprenant les

t t+ δt

r2

r1

liquide

gazparticule solide particule solide

Fig. B.3 – Formation d’un pont gazeux entre deux particules peu mouillées par le liquide environnant.
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notations de la figure B.3 :
FG = F1 + F2

avec




F1 = 2πr1σLG

F2 = πr2
1σLG

( 1
r2
− 1
r1

)

(B.16)

Plus récemment, Sasai (2016) a établi que le pont gazeux est créé dès lors que la distance de séparation
atteint 0,07 dp pour des cylindres d’alumines en acier liquide. Plus précisément, il a calculé expérimen-
talement l’effort nécessaire pour séparer deux cylindres d’alumines dans un acier, ainsi que la distance
seuil en-dessous de laquelle il y a formation de pont gazeux. Quantitativement, la force de cohésion dûe à
la formation du pont gazeux est de l’ordre de 1,5σLGdp. Il a pu en déduire par des calculs théoriques les
efforts à appliquer pour le cas de sphères d’alumines. Cette extrapolation entre les cylindres et les sphères
suscitent quelques interrogations, notamment en ce qui concerne la distance seuil de 0,07 dp, susceptible
de diminuer avec la géométrie sphérique (zone d’interaction réduite par rapport aux cylindres).

B.4 Comparaison des différentes interactions dans le cas de particules
d’alumines non mouillées dans un acier liquide

Étant donné que l’acier liquide n’est pas un milieu ionisant, étudier la répulsion électrique n’a pas de
sens. De ce fait, l’interaction double couche électrique est inexistante ici.

D’autre part, le métal mouille peu les particules d’alumine, ce qui implique que des microbulles se
forment spontanément dans les pores en contact avec la phase liquide (cf Cournil et al., 2006), générant
des forces de Bjerknes précédemment décrites. Les forces intervenant ici sont donc uniquement Van der
Waals, Bjerknes, la force générée par la formation de cavités gazeuses ainsi que les effets hydrodynamiques
(dont la lubrification pour des particules à très faible distance).

Les paramètres suivants sont fixés pour approcher des conditions représentatives du procédé de flottation
d’inclusions solides dans un métal liquide où les inclusions solides de taille micrométrique sont soumises
à un taux de cisaillement local γ̇ :

• dp = 10 µm ,
• ρl = 7800 kg.m−3 ,
• ρ

Al
= 3970 kg.m−3 ,

• ν = 7,05 10−7 m2.s−1 ,
• Ah = 1,0 10−19 J ,
• taux d’occupation des microbulles = 20 % ,
• σLG = 1,7 N.m−1 ,
• rb = 1,5 10−7 m.

Par ailleurs, la portée de la force de Van der Waals est étudiée graphiquement à partir de la figure B.4.
Elle est comparée à une force hydrodynamique de type traînée F0 telle que :

F0 = 3πµγ̇d2
p (B.17)

Il est évident que la force de Van der Waals a une portée très limitée, qui n’excède pas 1/100ème de
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Fig. B.4 – Évolution de la force de Van der Waals normalisée par une force de type traînée en fonction de la
distance de séparation de deux particules d’alumine.

diamètre ici.

La comparaison entre les forces de Bjerknes et de Van der Waals est illustrée figure B.5, où trois différentes
profondeurs de pénétration ont été sélectionnées de sorte à balayer au plus large la gamme de variation
de cette grandeur : 1/β ∈ [0,05 , 0,15 , 0,5] µm. Il apparaît que le rapport entre Bjerknes et Van der
Waals atteint une valeur maximale lorsque la distance de séparation égale le double de la profondeur de
pénétration considérée. Ce rapport est d’autant plus important que la profondeur de pénétration l’est
pour atteindre une valeur de l’ordre de 104 pour 1/β = 0,5 µm.

Il faut néanmoins souligner que choisir une valeur de 0,5 µm pour la profondeur de pénétration est
discutable physiquement. En effet, Cournil et al. (2006) ont montré que si l’on prend la pulsation propre
des microbulles, alors :

1
β

=
√

2ν
ω

=

√√√√2ν
√
ρl r

3
b

σLG
. (B.18)

Ainsi, la profondeur de pénétration est indépendante de la taille des inclusions, si l’on considère que le
rayon des microbulles ne l’est pas non plus. Avec les paramètres fixés ci-dessus et d’après (B.18) :

1/β = 0,074 µm .

La profondeur de pénétration est nettement inférieure à la borne supérieure des valeurs choisies (0,5 µm).
Parmi les trois valeurs de profondeurs de pénétration utilisées, 1/β = 0,05 µm semble donc la plus
raisonnable ici, ce qui correspond à un rapport maximum de l’ordre de 10. La force de Bjerknes est alors
comparable à la force de Van der Waals pour une portée s’étendant jusqu’à environ 0,4 µm. La portée des
forces de Van der Waals n’excédant pas 0,1 µm par rapport aux effets hydrodynamiques (cf figure B.4),
il en est de même pour Bjerknes. La figure B.6 permet de confirmer cette tendance. De façon similaire à
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Fig. B.5 – Évolution du rapport de la force de Bjerknes sur celle de Van der Waals en fonction de la distance
entre deux inclusions d’alumines.

la figure B.4, la force de Bjerknes a été adimensionnée par la force hydrodynamique F0 (équation B.17)
et tracée en fonction de la distance de séparation des particules. Cette figure illustre bien le fait que la
force de Bjerknes a une portée limitée n’excédant pas 0,2 µm (1/50ème de diamètre) pour une profondeur
de pénétration 1/β = 0,05 µm.

Il faut toutefois souligner qu’il s’agit d’une estimation « haute » de la force de Bjerknes dans les réflexions
précédentes. En effet, les calculs dans ce travail ont été développés pour des bulles oscillant en phase.

À une distance inférieure à 0,7 µm, l’apparition spontanée de microbulles est susceptible de provoquer
l’apparition de ponts gazeux, dont les forces de cohésions associées sont bien plus importantes que
Bjerknes ou Van der Waals. En se servant de l’expression (B.2) pour la force de Van der Waals et de
l’ordre de grandeur 1,5σLGdp établi par Sasai (2016) pour la cohésion par le pont gazeux, le ratio entre
ces deux forces vaut :

FV dW
FG

(h = 0,07 dp) '
19,44 Ah

3dp
1

1,5 σLGdp
. (B.19)

En effectuant l’application numérique avec les valeurs des paramètres introduites en début de section,
ce ratio est de l’ordre de 10−8 � 1. De plus, en étudiant le rapport de la force de cohésion du pont
gazeux par la force de type traînée F0, on obtient :

FG
F0

= 1,5σLGdp
3πµγ̇d2

p

(B.20)

Numériquement, la force de cohésion adimensionnée par la traînée est de l’ordre de 104. Il est donc peu
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1/β = 0,05 µm : 1/β = 0,15 µm :
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Fig. B.6 – Évolution de l’intensité des forces d’interaction interparticules normalisées par F0 = 3πµγ̇d2
p , avec

γ̇ = 100 s−1.

probable que les effets hydrodynamiques brisent le pont gazeux entre les deux sphères, et la collision
peut être alors assimilée à l’agrégation. Cela justifie l’arrêt des calculs dès que la collision est détectée
dans le chapitre 4.

En guise de bilan, la portée des différentes forces analysées est représentée dans le chapitre 4, figure
4.7. Ces portées sont très petites devant le diamètre des particules considérées, quelle que soit la force
considérée.

Pour conclure, la portée des forces de nature physico-chimique est très limitée pour des particules inclu-
sionnaires de 10 µm dans un acier liquide, puisqu’elles interviennent pour des distances de séparation
en-dessous du dixième de diamètre des objets, ce qui correspond à l’échelle de résolution numérique dans
ce travail. De plus, il est parfois difficile de quantifier la portée de ces forces, en particulier celle de la
formation du pont gazeux, où subsiste une incertitude quant à sa portée pour les sphères. Il faut rappeler
que les réflexions précédentes portent également sur des objets parfaitement lisses et sphériques, ce qui
est rarement le cas pour des inclusions réelles. La forme potentiellement irrégulière des surfaces induisent
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des perturbations très locales de l’écoulement, difficilement quantifiables et donc difficiles à modéliser.
En conséquence, seuls les effets hydrodynamiques à longue portée, qui jouent un rôle important au vu
des résultats obtenus tout au long de ce travail ont été étudiés. Ce travail a été l’occasion de montrer que
ces effets sont significatifs et que l’utilisation du noyaux de Smoluchowski telle quelle pour des études
d’évolution statistiques de la population inclusionnaire est contestable (cf chapitre 5). Il faut enfin pré-
ciser que l’étude de Sasai (2016) est récente et n’a pas permis de prendre en compte une éventuelle
distance seuil en dessous de laquelle se forme le pont gazeux. De plus, au regard de la considération
complexe des mécanismes potentiellement en jeu pour des distances de séparation inférieures à 0,5 µm,
aucun modèle de lubrification n’a été ajouté. De plus, si les bulles à la surface des particules autorisent
un glissement partiel entre le liquide et le solide, le drainage du film conduit à des efforts résultants
moindres et l’expression (B.5) surestime la lubrification dans un tel cas.

En conséquence, seule la détection de collision par interpénétration a été utilisée.



Annexe C

De l’utilité des quaternions pour la
résolution du mouvement des solides

Cette annexe a pour but de mettre en valeur l’utilité des quaternions pour représenter des transformations
orthonormales telles que des rotations, que l’on peut représenter par des matrices orthogonales.

C.1 Quaternions : définition et propriétés

Un quaternion q est un nombre complexe étendu, pratique pour l’écriture condensée de certaines trans-
formations telles que les rotations. Il peut se noter :

q = a+ bi+ cj + dk , (a , b , c , d) ∈ R4 . (C.1)

L’espace des quaternions est engendré par les 3 éléments i, j et k qui satisfont la relation suivante :

i2 = j2 = k2 = ijk = −1 (C.2)

On note a la partie réelle et bi + cj + dk la partie imaginaire. Le conjugué de q, noté q∗, est un
quaternion dont la partie réelle est égale à celle de q mais dont la partie imaginaire est de signe opposé,
soit q∗ = a− (bi+ cj + dk) La norme de q, notée | q |, vérifie | q |2 = a2 + b2 + c2 + d2 . L’inverse de q,
noté q−1, est le quaternion q∗/ | q | . On appelle quaternion unitaire un quaternion dont la norme vaut
l’unité, | q |= 1 .

L’équation (C.2) permet d’effectuer, entre autres, le produit de Hamilton entre 2 quaternions noté
×. Les quaternions possèdent les mêmes propriétés que les nombres complexes, à l’exception de la
commutativité. De plus, on établit facilement que :

{
q × q∗ = a2 + b2 + c2 + d2 = | q |2 )

(q1 × q2)−1 = q−1
2 × q−1

1 . (C.3)



Chapitre C. De l’utilité des quaternions pour la résolution du mouvement des solides 152

Fig. C.1 – Exemples d’orientations pour une ellipsoïde de révolution par rapport à une configuration de référence
(en pointillés.)

C.2 Application aux rotations

Dans cette section, nous nous intéressons à la matrice de la rotation d’angle θ autour de l’axe dirigé par
le veteur unitaire −→u . Utilisons une base orthonormée telle que l’on puisse écrire −→u = (ux, uy, uz) . En
notant [R] la matrice représentative de la rotation dans cette base,

[R] =




1− 2(c2 + d2) 2bc− 2ad 2bd+ 2ac
2bc+ 2ad 1− 2(b2 + d2) 2cd− 2ab
2bd− 2ac 2cd− 2ab 1− 2(b2 + c2)




a = cos
(θ

2
)
, b = sin

(θ
2
)
ux , c = sin

(θ
2
)
uy , d = sin

(θ
2
)
uz .

(C.4)

On peut voir dans (C.4) que l’utilisation d’un quaternion unitaire suffit à elle-seule à caractériser la
rotation :

q = cos
(θ

2
)

+ sin
(θ

2
)(
uxi+ uyj + uzk

)
(C.5)

Dans les simulations, un tel quaternion est utilisé pour représenter l’orientation des solides immergés,
sous la forme de leur transformation par rapport à un état de référence. Par la suite, ce quaternion est
noté qp(t). Un exemple de d’objet orienté par rapport à une configuration initiale est donné figure C.1.
Si l’on prend le premier cas (inclinaison de π/4 suivant l’axe y), le quaternion associé est

qp = cos
(π

8
)

+ sin
(π

8
)
j

Dans le second cas, le quaternion vaut cette fois

qp = cos
(
− π

4
)

+ sin
(
− π

4
)
i =

√
2

2
(
1− i

)

e = rr/4 

z 

x 
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Remarquons que le quaternion associé à la rotation inverse n’est autre que le conjugué q∗, ce qui permet
de retrouver rapidement la matrice de rotation inverse à partir de la seule orientation du solide. Notons
aussi que la transformation du vecteur −→p par la rotation décrite par (C.5) peut être obtenue par la
formule :

−→p ′ = q ×−→p × q−1 , −→p = pxi+ pyj + pzk . (C.6)

Pour la composition de 2 rotations représentées par les quaternions q1 et q2, en utilisant (C.6) et (C.3)
il vient directement

−→p ′ = q2 × (q1 ×−→p × q−1
1 )× q−1

2 = (q2 × q1)×−→p × (q2 × q1)−1 . (C.7)

Soulignons enfin que la formule (C.7) permet immédiatement de mettre à jour l’orientation de la particule,
par multiplication de son orientation par le quaternion q′ représentant la rotation d’angle θ = ‖−→ω p(t)δt‖
et d’axe dirigé par −→ω p(t), soit le quaternion

q′ = cos
(‖−→ω pδt‖

2
)

+ sin
(‖−→ω pδt‖

2
)[ ωpx
‖−→ω p‖

i+ ωpy
‖−→ω p‖

j + ωpz
‖−→ω p‖

k
]

(C.8)

Dans le cas d’un schéma d’intégration de type Euler, l’expression du quaternion mis à jour est donc la
suivante :

qp(t) = q′ × qp(t− δt)

= q′ × (qp1 + qp2i+ qp3j + qp4k)|t−δt

=




qp1(t− δt) cos
(θ

2
)
− qp2(t− δt) sin

(θ
2
)
ux − qp3(t− δt) sin

(θ
2
)
uy − qp4(t− δt) sin

(θ
2
)
uz

qp1(t− δt) sin
(θ

2
)
ux + qp2(t− δt) cos

(θ
2
)

+ qp3(t− δt) sin
(θ

2
)
uz − qp4(t− δt) sin

(θ
2
)
uy

qp1(t− δt) sin
(θ

2
)
uy − qp2(t− δt) sin

(θ
2
)
uz + qp3(t− δt) cos

(θ
2
)

+ qp4(t− δt) sin
(θ

2
)
ux

qp1(t− δt) sin
(θ

2
)
uz + qp2(t− δt) sin

(θ
2
)
uy − qp3(t− δt) sin

(θ
2
)
ux + qp4(t− δt) cos

(θ
2
)




,

(C.9)

en notant ux = ωpx/‖−→ω p‖ , uy = ωpy/‖−→ω p‖ et uz = ωpz/‖−→ω p‖ . Pour un schéma de type Adams-
Bashforth à pas de temps constant (ce qui est le cas dans ce travail pour les trajectoires des ellipsoïdes),
la mise à jour du quaternion s’effectue grâce à la formule :

qp(t) = q′1 × qp(t− δt) , (C.10)

avec q′1 le quaternion correspondant à la rotation d’angle
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θ = ‖
(3

2
−→ω p(t)−

1
2
−→ω p(t− δt)

)
‖δt

et d’axe dirigé par
(3

2
−→ω p(t)−

1
2
−→ω p(t− δt)

)
.

Une fois ce quaternion calculé selon l’équation (C.9) ou (C.10), la mise à jour de la position d’un point
−→xM (t) appartenant à un solide dont on connaît la position du centre de masse −→x p s’effectue grâce à la
formule :

−→xM (t) = −→x p(t) + qp(t)×−→x 0
M × q−1

p (t)

Dans les simulations, les objets solides sont caractérisés par une liste de marqueurs de surface −→x 0
M qui

décrit leur morphologie, et les variables −→x p et qp sont calculées par le suivi lagrangien (voir section 2.1).



Annexe D

Compléments de calculs sur la méthode
de Boltzmann sur réseau

Cette annexe a pour but d’apporter des éléments complémentaires concernant la méthode de Boltzmann
(Eggels et Somers, 1995) sur réseau utilisée tout le long de ce travail et présentée dans le chapitre 2. Plus
particulièrement, la matrice de passage de l’espace des distributions à l’espace des champs physiques est
totalement explicitée. L’expression complète du vecteur solution est également fournie, avant et après
l’opération de collision.

D.1 Matrice de passage - rappel

Pour rappel, l’expression de la matrice de passage, notée [E], déjà fournie au chapitre 2 (équation 2.39),
vérifie :

[Ei]T = [1 , c∗ix , c∗iy , c∗iz , 2c∗2ix+c∗2iy +c∗iz−2 , c∗ixc
∗
iy , 2c∗2iy +c∗2ix+c∗2iz −2 , c∗ixc

∗
iz , c∗iyc

∗
iz

2c∗2iz + c∗2ix + c∗2iy − 2 , c∗ix(3c∗2iy − 1) , c∗iy(3c∗2ix − 1) , 3c∗ix(2c∗2iz + c∗2iy − 1) , 3c∗iy(2c∗2iz + c∗2ix − 1),
c∗iz(3c∗2ix + c∗2iy − 2) , 3ciz(c∗2iy − c∗2ix ) , 3(c∗2ix − c∗2iy )∗2 − 2 , (c∗2ix − c∗2iy )(1− 2c∗2iz )]

En respectant l’ordre des indices des directions fournies figure 2.3, les composantes x, y, z des 18 directions
vérifient :





[c∗x]T = [ 1 0 −1 0 0 0 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 0 0 0 0 ]

[c∗y]T = [ 0 1 0 −1 0 0 1 1 −1 −1 0 0 0 0 1 −1 −1 1 ]

[c∗z]T = [ 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 ]

(D.1)

D.2 Expression

En se référant aux expressions (2.39) et (D.1), la matrice de passage est :
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Eik =




1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 −1 0 0 0 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 0 0 0 0
0 1 0 −1 0 0 1 1 −1 −1 0 0 0 0 1 −1 −1 1
0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
0 −1 0 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 −1 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 −1 0 −1 −1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 1 −1
−1 −1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
−1 0 1 0 0 0 2 −2 −2 2 −1 1 1 −1 0 0 0 0
0 −1 0 1 0 0 2 2 −2 −2 0 0 0 0 −1 1 1 −1
−3 0 3 0 0 0 0 0 0 0 3 −3 −3 3 0 0 0 0
0 −3 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 −3 −3 3
0 0 0 0 −2 2 0 0 0 0 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −3 −3 3 3 3 3 −3 −3
1 0 −2 −2 −2 0 1 0 6 1 0 1 0 −1 −1 −1 0 1
1 0 2 −2 −2 0 1 0 −6 1 0 −1 0 1 −1 −1 0 1




Son inversion conduit à l’expression suivante :

[Eik]−1

=

1
24




2 4 0 0 3 0 −3 0 0 −3 −2 0 −2 0 0 0 1 3
2 0 4 0 −3 0 3 0 0 −3 0 −2 0 −2 0 0 1 −3
2 −4 0 0 3 0 −3 0 0 −3 2 0 2 0 0 0 1 3
2 0 −4 0 −3 0 3 0 0 −3 0 2 0 2 0 0 1 −3
2 0 0 4 −3 0 −3 0 0 3 0 0 0 0 −4 0 −2 0
2 0 0 −4 −3 0 −3 0 0 3 0 0 0 0 4 0 −2 0
1 2 2 0 1.5 6 1.5 0 0 −1.5 2 2 0 0 0 0 −1 0
1 −2 2 0 1.5 −6 1.5 0 0 −1.5 −2 2 0 0 0 0 −1 0
1 −2 −2 0 1.5 6 1.5 0 0 −1.5 −2 −2 0 0 0 0 −1 0
1 2 −2 0 1.5 −6 1.5 0 0 −1.5 2 −2 0 0 0 0 −1 0
1 2 0 2 1.5 0 −1.5 6 0 1.5 −1 0 1 0 1 −1 1 −2
1 −2 0 2 1.5 0 −1.5 −6 0 1.5 1 0 −1 0 1 −1 1 −2
1 −2 0 −2 1.5 0 −1.5 6 0 1.5 1 0 −1 0 −1 1 1 −2
1 2 0 −2 1.5 0 −1.5 −6 0 1.5 −1 0 1 0 −1 1 1 −2
1 0 2 2 −1.5 0 1.5 0 6 1.5 0 −1 0 1 1 1 1 2
1 0 −2 2 −1.5 0 1.5 0 −6 1.5 0 1 0 −1 1 1 1 2
1 0 −2 −2 −1.5 0 1.5 0 6 1.5 0 1 0 −1 −1 −1 1 2
1 0 2 −2 −1.5 0 1.5 0 −6 1.5 0 −1 0 1 −1 −1 1 2




En réalité, les 2 derniers termes non physiques du vecteur solution α exprimé en (D.4) sont annulés (cf
chapitre 2, équation 2.41). En conséquence, les 2 dernières lignes de [E] sont prises égales à 0. De même,
les termes des 2 dernières colonnes de [E]−1 sont tous nuls. En conséquence, l’expression finale de la
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matrice de passage et son inverse vérifient respectivement :

Eik =




1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 −1 0 0 0 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 0 0 0 0
0 1 0 −1 0 0 1 1 −1 −1 0 0 0 0 1 −1 −1 1
0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
0 −1 0 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 −1 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 −1 0 −1 −1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 1 −1
−1 −1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
−1 0 1 0 0 0 2 −2 −2 2 −1 1 1 −1 0 0 0 0
0 −1 0 1 0 0 2 2 −2 −2 0 0 0 0 −1 1 1 −1
−3 0 3 0 0 0 0 0 0 0 3 −3 −3 3 0 0 0 0
0 −3 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 −3 −3 3
0 0 0 0 −2 2 0 0 0 0 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −3 −3 3 3 3 3 −3 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




(D.2)

[Eik]−1

=

1
24




2 4 0 0 3 0 −3 0 0 −3 −2 0 −2 0 0 0 0 0
2 0 4 0 −3 0 3 0 0 −3 0 −2 0 −2 0 0 0 0
2 −4 0 0 3 0 −3 0 0 −3 2 0 2 0 0 0 0 0
2 0 −4 0 −3 0 3 0 0 −3 0 2 0 2 0 0 0 0
2 0 0 4 −3 0 −3 0 0 3 0 0 0 0 −4 0 0 0
2 0 0 −4 −3 0 −3 0 0 3 0 0 0 0 4 0 0 0
1 2 2 0 1.5 6 1.5 0 0 −1.5 2 2 0 0 0 0 0 0
1 −2 2 0 1.5 −6 1.5 0 0 −1.5 −2 2 0 0 0 0 0 0
1 −2 −2 0 1.5 6 1.5 0 0 −1.5 −2 −2 0 0 0 0 0 0
1 2 −2 0 1.5 −6 1.5 0 0 −1.5 2 −2 0 0 0 0 0 0
1 2 0 2 1.5 0 −1.5 6 0 1.5 −1 0 1 0 1 −1 0 0
1 −2 0 2 1.5 0 −1.5 −6 0 1.5 1 0 −1 0 1 −1 0 0
1 −2 0 −2 1.5 0 −1.5 6 0 1.5 1 0 −1 0 −1 1 0 0
1 2 0 −2 1.5 0 −1.5 −6 0 1.5 −1 0 1 0 −1 1 0 0
1 0 2 2 −1.5 0 1.5 0 6 1.5 0 −1 0 1 1 1 0 0
1 0 −2 2 −1.5 0 1.5 0 −6 1.5 0 1 0 −1 1 1 0 0
1 0 −2 −2 −1.5 0 1.5 0 6 1.5 0 1 0 −1 −1 −1 0 0
1 0 2 −2 −1.5 0 1.5 0 −6 1.5 0 −1 0 1 −1 −1 0 0




(D.3)

L’expression du vecteur solution à l’équilibre est fournie équation (2.38). L’expression ci-dessous permet
de totalement expliciter ce vecteur avant et après application de la collision :
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α− =




ρ∗

ρ∗v∗x −
F ∗mx

2

ρ∗v∗y −
F ∗my

2

ρ∗v∗z −
F ∗mz

2

ρ∗v∗xv
∗
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(−1− 6ν∗
6

)(
2∂v

∗
x

∂x∗

)
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∗
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6

)(
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+
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)

ρ∗v∗yv
∗
y + ρ∗

(−1− 6ν∗
6

)(
2
∂v∗y
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6
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z
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)
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6
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→︸︷︷︸
coll.

α+ =




ρ∗

ρ∗v∗x + F ∗mx
2
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F ∗my

2

ρ∗v∗z + F ∗mz
2

ρ∗v∗xv
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(1− 6ν∗
6

)(
2∂v

∗
x
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(D.4)

En pratique, les deux dernières composantes sont annulées : U1 = U2 = 0.



Nomenclature

Note : certains symboles apparaissant sporadiquement dans le rapport sont définis au moment de leur
introduction et ne sont pas répertoriés ici.

Lettres latines
a demi-axe d’une ellipse/un ellipsoïde m
A, B,

−→C cœfficients LPT
A aire m2
−→c , c vitesse, utilisé dans le chapitre 2 m.s−1

c grand axe d’un ellipsoïde, utilisé dans les chapitres 3 et 4 m
d diamètre de la particule m
f fonction de distribution
g accélération de la pesanteur m.s−2

h distance de séparation m
I moment d’inertie kg.m2

I tenseur d’inertie kg.m2

k constante de Boltzmann J.K−1

L longueur de domaine m
n densité numérale continue #.m−6
−→n vecteur normal unitaire (−)
N densité numérale discrétisée #.m−3

#N nombre total (−)
N fonction de distribution massique LBM kg.m−3

P pression Pa
q quaternion (−)
r distance entre les centres de masse m
S surface m2

t temps s
T triangle
−→v , v vitesse m.s−1

V volume m3

w élément de surface d’un objet m2
−→x position m
x, y, z coordonnées cartésiennes m

Lettres grecques
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α vecteur solution LBM
β noyau statistique m3.s−1

γ̇ taux de cisaillement s−1

Γ couple N.m
δ pas numérique
δ amplitude des oscillations m
∆ fonction d’interpolation
∆ différence
ε taux de dissipation de l’énergie cinétique turbulente m2.s−3

ε différence relative entre deux valeurs/deux champs (−)
η efficacité d’agrégation (−)
η échelle de turbulence m
µ viscosité dynamique Pa.s
ν viscosité cinématique m2.s−1

ρ masse volumique kg.m−3

σ tension de surface N.m−1

τ temps caractéristique s
−→τ contrainte tangentielle Pa
ϕ angle ◦

φ fraction volumique (−)
ψ sphéricité (−)
Ω opérateur de collision
Ω tenseur de rotation s−1

Indices
Al alumine
B Boltzmann
coll collision
g gaz
i, j, 1, 2 indice des particules
K Kolmogorov
l liquide
M relatif aux marqueurs
St Stokes
surf surface
v relatif à la vitesse linéaire
0 initial
ω relatif à la vitesse angulaire

Exposants
∗ grandeur adimensionnée
turb turbulent

Abréviations
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BBO Basset-Boussinesq-Oseen
BGK Bhatnagar Gross Krook
CFD mécanique des fluides numérique (« Computational Fluid Dynamics »)
div opérateur divergence
IBM méthode de frontière immergée
IJL Institut Jean Lamour
LBM méthode de Boltzmann sur réseau
LPT suivi lagrangien des particules
MPI bibliothèque pour la communication de message inter-processeurs (« Message Passing Interface »)
PBE équation d’équilibre des populations (« Population Balance Equation »)
SPIN Sciences des Processus Industriels et Naturel (laboratoire de recherche à Saint-Étienne)
TU Université Technique (« Technische Universität »)
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Résumé

La propreté inclusionnaire reste un enjeu majeur en élaboration des métaux par voie liquide. La flottation,
principal procédé retenu en métallurgie secondaire pour éliminer les particules d’inclusions, consiste à
injecter des bulles de gaz au sein du réacteur. Lors de leur ascension, les bulles vont capter les plus
grosses inclusions et favoriser la collision et l’agrégation des particules.

Dans le but de quantifier les phénomènes influents à l’échelle des inclusions sur la dynamique d’agrégation
entre deux inclusions à proximité des bulles, un modèle numérique 3D a été développé. L’écoulement
local est modélisé par un cisaillement plan permanent et résolu par une méthode de Boltzmann sur
réseau. Le couplage entre les particules et le fluide a été assuré par une méthode de frontière immergée
permettant de calculer la perturbation hydrodynamique engendrée par la présence des particules et de
mettre à jour les interactions entre particules pour leur suivi lagrangien.

Les simulations numériques réalisées ont mis en évidence que les effets hydrodynamiques ont une in-
fluence non négligeable sur le comportement des inclusions. Des sections efficaces de collision ont pu être
extraites, à partir desquelles ont été calculés des noyaux d’agrégation, données macroscopiques rendant
compte des effets à petite échelle.

Une première application de ce travail a été menée avec le calcul des fréquences d’agrégation d’un train
de bulle dans un réacteur canal à partir de résultats de simulations DNS. Les noyaux d’agrégation ont
également été exploités en vue de déterminer, à partir de résultats RANS de l’hydrodynamique d’une
poche d’acier, l’évolution de la concentration d’inclusions par un bilan de population global.

Mots-clés : propreté inclusionnaire, flottation, agrégation, méthode de Boltzmann sur réseau, méthode
de frontière immergée, interactions hydrodynamiques, section de collision, noyaux d’agrégation

Abstract

Inclusion cleanliness remains a major challenge faced in process metallurgy in liquid phase. Flotation,
the main process used in secondary metallurgy to remove inclusions, consists in injecting gas bubbles
into the reactor. Rising gas bubbles entrap the biggest inclusions at their surface or in their wake, and
promote collision and aggregation among particles.

A 3D numerical model has been developed to quantify the roles of the prevailing phenomena on aggre-
gation dynamics between inclusions in the vicinity of bubbles. At inclusion scale, the turbulent flow is
locally modeled by a steady plane shear flow, solved using a lattice-Boltzmann method. The coupling
between both liquid and solid phases is ensured using an immersed boundary method. This resolves the
hydrodynamic perturbation induced by particles, and hence their interactions that are, in turn, used to
update their Lagrangian tracking.

The conducted numerical simulations bring out the influence of hydrodynamic effects on inclusion be-
havior. Collision cross sections have been determined from which ensuing aggregation kernels have been
calculated, providing macroscopic models to represent local particle dynamics.

A first application of these results is presented to calculate aggregation frequencies in bubble swarms in
a channel flow reactor that was simulated using DNS. Additionally, evolution of inclusion populations
in molten steel has been determined from RANS simulation of a liquid steel ladle by means of a global
population balance implementing the aggregation kernels determined in the present work.

Keywords : inclusion cleanliness, flotation, aggregation, lattice-Boltzmann method, immersed boundary
method, hydrodynamic interactions, collision surface, aggregation kernel
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