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Résumé

Les travaux de recherche présentés dans ce mémoire concernent essentiellement
le développement de modèles théoriques et de méthodes numériques pour l’étude
à l’échelle nanométrique de la déformation plastique assistée par les dislocations
et par les interfaces de type joints de grains. Les modèles de mécanique des mi-
lieux continus développés constituent des extensions d’une théorie de mécanique des
champs de dislocations qui est rappelée dans un premier chapitre, avec des applica-
tions aux structures de coeur des dislocations et aux milieux piézoélectriques. Dans
le deuxième chapitre, nous présentons un modèle élastoplastique de mécanique des
champs de désinclinaisons et de dislocations. L’introduction des désinclinaisons dans
un modèle d’ordre supérieur considérant les courbures élastiques et les moments de
contrainte, permet de rendre compte des discontinuités de rotation, ce qui rend la
théorie intéressante pour traiter les défauts de type joints de grains. Dans ce mé-
moire, nous présentons les études réalisées sur les structures de coeurs des joints
de flexion, leurs champs élastiques et leurs mécanismes de plasticité, en particulier
la migration sous contrainte appliquée. Bien que cette théorie soit utilisée à une
échelle de résolution inférieure aux distances inter-atomiques, elle reste continue et
permet de décrire l’évolution spatiale des courbures élastiques au niveau du coeur
des défauts cristallins. Nous montrons aussi comment les équations de transport
régissant l’évolution des densités de défauts permettent de prédire l’évolution des
joints de grains et de la plasticité associée. Dans le troisième chapitre, nous présen-
tons des méthodes spectrales développées dans le but de résoudre numériquement
les équations de champs de la mécanique des champs de dislocations. Les méthodes
proposées sont une alternative aux techniques éléments finis et consistent à résoudre
les équations dans l’espace de Fourier. Le calcul des transformées de Fourier étant
effectué à l’aide d’algorithmes rapides et les intégrales de convolution intervenant
dans l’équilibre des contraintes devenant de simples produits dans l’espace de Fou-
rier, ces méthodes spectrales sont numériquement très attractives. Il est important
néanmoins de faire attention aux problèmes de stabilité et de précision numériques.
Dans ce mémoire, nous présentons des méthodes développées pour résoudre de façon
stable et précise les équations statiques de la mécanique des champs de dislocations.
Ensuite, nous présentons une méthode spectrale dédiée à la résolution de l’équation
de transport des densités de dislocations. Dans le quatrième et dernier chapitre, nous
présentons une synthèse et des perspectives relatives à ces travaux de recherche.

iv



Abstract

The research activities presented in this manuscript essentially concern the deve-
lopment of theoretical models and numerical methods for the investigation of plastic
deformation mediated by dislocations and by interfaces, such as grain boundaries,
at the nanometric scale. The proposed continuum mechanics models constitute ex-
tensions of a field dislocation mechanics theory that will be recalled in the first
chapter, along with applications to dislocation core structures and to piezoelectric
media. In the second chapter, we present an elastoplastic model of disclination and
dislocation fields. The introduction of disclinations in a higher order model that
considers elastic curvatures and couple stresses, allows rendering rotation disconti-
nuities, which makes the theory appealing for studying grain boundary type defects.
In this manuscript, we essentially present research conducted on the core structures
and elastic fields of tilt grain boundaries, as well as interface mediated plasticity
mechanisms, in particular shear coupled boundary migration. Although this model
is used at an interatomic spatial resolution, it remains continuous and allows cap-
turing the spatial evolution of elastic curvatures at the core of crystal defects. We
also show how the transport equations that govern the evolution of defect densities
allow predicting the evolution of grain boundaries and the associated plasticity. In
the third chapter, we present spectral methods developed to numerically solve the
equations of the field dislocation mechanics model. The proposed methods are an
alternative to finite element techniques and consist in solving the equations in the
Fourier space. Because the calculation of Fourier transforms uses fast algorithms and
the convolution integrals involved in the balance of stresses become simple products
in the Fourier space, these spectral approaches are numerically very attractive. It is
however important to take care of numerical stability and accuracy issues. In this
manuscript, we present methods developed for stable and accurate solutions of the
static equations of the field dislocation mechanics model. We then present a spectral
method devoted to the solution of the dislocation density transport equation. In the
fourth and last chapter, we present a summary and perspectives related to these
research activities.
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Introduction générale

Contexte

Les métaux sont des matériaux cristallins dont la déformation plastique est en
grande partie liée à la multiplication et au mouvement des dislocations. Les poly-
cristaux sont des ensembles de grains, ou cristaux, avec des orientations cristallo-
graphiques différentes et reliés entre eux par des joints de grains. Les polycristaux
sont très utilisés et développés dans le domaine industriel, où une attention parti-
culière est portée sur leur déformabilité plastique et leur durcissement mécanique.
Ce dernier est majoritairement dû aux joints de grains qui tendent à agir comme
des barrières au mouvement des dislocations. Une propriété remarquable qui en
découle est l’effet Hall-Petch [Hall,1951, Petch,1953]. Plus la taille de grain est ré-
duite, plus le matériau est dur. Les progrès récents en science des matériaux ont
permis le développement de nanocristaux monophasés et multiphasés dont la taille
de grains, ou l’épaisseur de grains dans le cas de matériaux à structures laminées,
peut être inférieure au dixième de micron et même atteindre quelques dizaines de
nanomètres [Wang,2004, Beyerlein,2014, Wang,2011]. Parmi les procédés de fabrica-
tion de telles microstructures, on peut citer les méthodes SPD (severe plastic defor-
mation) produisant des déformations plastiques importantes, comme par exemple
l’ARB (accumulative roll bonding). Cependant, l’augmentation de la limite élastique
et de la contrainte d’écoulement dans ces microstructures à plasticité confinée est
souvent suivie d’une perte de ductilité [Wang,2004]. Il existe des procédés plus com-
plexes d’élaboration, comme la PVD (physical vapor deposition), qui permettent
d’obtenir des microstructures avec moins de défauts et qui sont à la fois plus résis-
tantes et plus ductiles [Mara,2008, Wang,2002], mais le coût de fabrication et/ou
la difficulté d’intégration à une échelle industrielle limitent pour le moment leur
utilisation à des études fondamentales. Dans les polycristaux à grains fins où la dé-
formation plastique au sein des grains est limitée, d’autres mécanismes de plasticité
peuvent opérer pour relaxer les contraintes internes [Shan,2004]. En particulier, les
interfaces de type joints de grains et joints de phase peuvent jouer un rôle fonda-
mental et devenir les sources principales de déformation plastique. Comme exemple
de mécanismes de plasticité assistés par les interfaces, nous pouvons citer la migra-
tion des joints de grains [Mompiou,2009, Gorkaya,2009, Gottstein,2010]. Les inter-
actions des dislocations extrinsèques avec les interfaces (transmission, absorption,
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Figure 1 – A gauche : Image HR-TEM d’une hétéro-interface Cu-Nb dans une
microstructure nano-multilaminée Cu/Nb produite par ARB [Beyerlein,2014]. A
droite : Image HR-TEM d’un joint de flexion Σ9 dans Si [Couillard,2013].

décomposition, cisaillement, montée...) sont aussi très importantes [Priester,1997,
Priester,2001, Priester,2013]. Ces interfaces contrôlent donc le durcissement méca-
nique et la ductilité des microstructures. Les lignes triples jouent également un rôle
important [Bollman,1991, Rösner,2011]. L’étude et la compréhension de ces mé-
canismes alternatifs de plasticité et des interactions dislocations / interfaces sont
sources de recherches fondamentales, du point de vue expérimental et théorique.

Parmi les approches théoriques existantes, les simulations atomistiques (dyna-
mique moléculaire, statique moléculaire, nudged elastic band) ont été appliquées
avec succès aux nanocristaux [Bitzek,2008, Warner,2006], et en particulier à l’étude
des mécanismes élémentaires de plasticité assistés par les interfaces. Elles sont com-
plémentaires aux observations expérimentales par microscopie à haute résolution et
elles ont permis de comprendre des mécanismes tels que la migration et le glissement
des joints de grains [Cahn,2006, Tucker,2010b, Farkas,2006], la nucléation et la pro-
pagation des disconnections [Hirth,1996, Hirth,2006, Pond,1994, Rajabzadeh,2013,
Khater,2012], la nucléation et l’émission de dislocations par les joints de grains
[Tschopp,2008a, Tucker,2010a, Van Swygenhoven,2006, Van Swygenhoven,2008], le
grossissement ou le rétrécissement des grains par des effets de tension de surface, la
rotation des grains [Trautt,2012, Barrales-Mora,2014, Barrales-Mora,2016], et l’ab-
sorption, la réorganisation et la transmission des dislocations extrinsèques au niveau
des joints de grains et des joints de phases [Wang,2008, Heinisch,1998, Dewald,2007].
Beaucoup d’études fondamentales ont été réalisées sur les joints de grains spé-
ciaux, comme celui montré sur la figure 1 à droite. Ce sont des objets modèles
pour la recherche, bien qu’ils ne soient pas représentatifs de la majorité des joints
de grains réels dans les matériaux (structures plus irrégulières, plus diffuses, par-
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Figure 2 – A gauche : Energie d’excès en fonction de la désorientation pour des
joints de flexion de type < 100 > dans le cuivre [Hasson,1972]. A droite : shear-
coupling factor β en fonction de la désorientation lors de la migration de joints de
flexion de type < 100 > dans l’aluminium [Gorkaya,2009].

fois amorphes, présence d’impuretés, de précipités, de solutés...). Pour ces joints
de grains, en particulier pour les joints de flexion, il a été montré que les struc-
tures de coeur des joints de grains sont composées d’unités atomiques structurelles
[Sutton,1983, Sutton,1995]. Nous pouvons voir des exemples de structures atomiques
sur la figure 1, et d’unités structurelles sur la figure de droite. Un des résultats ma-
jeurs qui s’est dégagé de ces études fondamentales à l’échelle atomique est la dé-
pendance du comportement des interfaces à leur structure atomique [Tucker,2010a,
Tschopp,2007, Cahn,2006, Dewald,2007]. Par exemple, pour un même matériau, sui-
vant la nature d’un joint de grain (orientation du plan, désorientation), la structure
atomique est différente, et l’énergie et le comportement mécanique associés peuvent
radicalement changer. L’énergie d’excès des joints de grains est ainsi très dépen-
dante de la désorientation [Tschopp,2008a, Hasson,1972], tout comme la migration
des joints de grains [Gorkaya,2009, Cahn,2006], comme le montre la figure 2. La
structure atomique des joints de grains influe aussi sur leur capacité à émettre des
dislocations et sur leur réponse élastique [Spearot,2005, Spearot,2007, Spearot,2008].
En ce qui concerne les dislocations, leur structure de coeur influe aussi sur leur com-
portement, en particulier sur la contrainte de Peierls, la contrainte nécessaire pour
activer leur glissement dans le réseau cristallin. Cela est particulièrement important
dans les métaux à structures cubiques centrées où la contrainte de Peierls est élevée
en raison de l’étalement multi-planaire des coeurs de dislocations [Denoual,2007,
Kubin,2013]. Les structures de coeur de dislocations partielles ont aussi un im-
pact sur le glissement dévié [Kubin,2013]. Dans les travaux pionniers de Peierls
et Nabarro, il a été montré que l’étalement du vecteur de burgers, représenté par
une densité surfacique de dislocation continue, est en équilibre sous l’action de
son propre champ de contrainte de cisaillement et d’une force de rappel du cris-
tal [Peierls,1940, Nabarro,1947]. La contrainte de Peierls dépend de l’étalement du
coeur. Depuis, de nombreux modèles plus élaborés, notamment des modèles de type
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Figure 3 – A gauche : Comparaison d’un modèle de type Peierls-Nabarro avec
les simulations atomistiques pour l’étalement planaire d’un coeur de dislocation vis
dans MgO [Carrez,2015]. A droite : Dissociation d’un coeur planaire de dislocation
coin en partielles de Shockley dans Al, à l’aide d’introduction de gamma-surfaces
dans le modèle de Peierls-Nabarro [Hartford,1998].

champs de phases [Rodney,2003, Denoual,2004, Denoual,2007, Shen,2004], peuvent
introduire des énergies de faute d’empilement généralisées obtenues à partir de si-
mulations atomistiques. Des exemples sont montrés sur la figure 3. Ce genre de
modèle peut rendre compte de la force de rappel pour de nombreux matériaux,
prédire des structures de coeur dissociées et des contraintes de Peierls réalistes
[Carrez,2015, Ferré,2007, Gouriet,2014, Hartford,1998, Joós,1994, Koslowski,2002,
Kraych,2016, Lu,2000, Metsue,2010, Schoeck,2012, Zeng,2016].

Concernant la modélisation de la structure des joints de grains et des joints
de phases, les modèles pionniers ont été développés par Frank, Bilby et Bollmann
[Frank,1950, Bilby,1955, Bollman,1970]. Frank et Bilby ont montré qu’il est possible
de définir une densité surfacique de dislocations capable d’accommoder n’importe
quelle incompatibilité de transformation élastique entre deux cristaux au travers de
l’interface. Dans le cadre des joints de flexion, il est possible d’exprimer la densité
surfacique de dislocation coin nécessaire pour accommoder le changement de rota-
tion au passage du joint de grain. C’est le modèle de Frank [Frank,1950]. Ce modèle
a ensuite été repris par Read et Schockley [Read,1950]. La densité surfacique de dis-
location coin a été exprimée de façon équivalente en termes de lignes de dislocations
coins discrètes, dont l’espacement diminue avec la désorientation. Limité aux faibles
désorientations pour lesquelles l’espacement entre dislocations reste réaliste, le mo-
dèle permet de relier l’énergie d’excès des joints de grains à la désorientation. Ce
modèle a été récemment amélioré et étendu à des joints de grains plus généraux, en
exprimant le contenu en vecteur de Burgers des interfaces en fonction des structures
des interfaces obtenues par simulations atomistiques [Beers,2015]. Des résultats sont
montrés sur la figure 4. Le modèle de Frank et Bilby a aussi été étendu et appliqué
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Figure 4 – En haut : prédiction de l’énergie d’excès des joints de grains, d’après
un modèle de type Frank-Bilby et Read-Shockley basé sur les simulations atomis-
tiques [Beers,2015]. En bas à gauche : Illustration de l’agencement des réseaux de
dislocations vis dans les interfaces de type Cu/Nb à partir du O-lattice de Bollmann
[Vattré,2013]. En bas à droite : comparaison des réseaux de dislocations vis prédits
avec les simulations atomistiques [Vattré,2015].

5



Figure 5 – A gauche : Observation par microscopie électronique à haute résolu-
tion d’une ligne de désinclinaison coin au niveau d’un noeud quadruple dans un
nanocrystal de Pd [Rösner,2011]. Au milieu : Observation par microscopie élec-
tronique à haute résolution et identification de désinclinaisons coins dans du fer
[Murayama,2002]. A droite : Estimation de densités de désinclinaison coin à partir
d’une carte d’orientation obtenue par EBSD dans un polycristal d’Al à grains fins
[Beausir,2013].

avec succès à la migration des joints de flexion dans un cadre micromécanique à
champs moyens [Berbenni,2013]. La contribution majeure de Bollmann est la dé-
finition du O-lattice [Bollman,1970]. Ce réseau interfacial contient un ensemble de
points O, qui définissent des zones de bonne coïncidence entre deux cristaux, et sont
séparés par des régions de mauvaise coïncidence. C’est une généralisation du concept
de CSL (coïncidence site lattice). La construction du O-lattice permet de définir des
réseaux de lignes de dislocations, qui passent entre les points O et qui ont un vecteur
de Burgers de l’un des cristaux [Knowles,1982, Yang,2009]. Il est également possible
de définir un réseau secondaire, dit O2-lattice, qui permet de définir des réseaux de
dislocations secondaires. Ces dernières peuvent être vues comme des perturbations
du réseau primaire. Récemment, un modèle basé sur l’utilisation du O-lattice et de
l’équation de Frank-Bilby discrétisée a été développé et permet de prédire les réseaux
de dislocations interfaciales dans les matériaux biphasés de type Cu/Nb, en très bon
accord avec les simulations atomistiques [Vattré,2013, Vattré,2014, Vattré,2015]. Des
résultats sont montrés sur la figure 4.

Bien que prédictifs, les modèles de dislocations peuvent être contestés lorsque
les désorientations entre grains (ou incompatibilités entre phases) deviennent im-
portantes car l’espacement nécessaire entre les lignes de dislocations devient trop
faible de sorte que les coeurs de dislocations se chevauchent. Dans le cadre des joints
de flexion par exemple, les observations au microscope à haute résolution montrent
qu’il devient impossible de discerner les coeurs de dislocations lorsque la désorienta-
tion devient trop grande [Priester,2013]. Le concept de désinclinaisons a été utilisé
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Figure 6 – Illustration du modèle DSUM [Gertsman,1989]. Les unités structurelles
qui composent les joints de flexion sont modélisées par des dipôles de désinclinaisons
coins.

pour proposer une meilleure description des joints de grains, notamment pour les
fortes désorientations [deWit,1970, deWit,1973, Li,1972, Romanov,1992, Shih,1975].
Tout comme les joints de grains, les désinclinaisons sont des défauts de rotation
du cristal. Ce sont des défauts de ligne, comme les dislocations, mais elles intro-
duisent une discontinuité de la rotation élastique (ou plastique, au signe près) au
sein du cristal. Ces défauts ont longtemps été négligés par rapport aux dislocations,
car l’énergie d’une ligne de désinclinaison diverge en s’éloignant de la ligne, don-
nant des énergies infinies et donc irréalistes. Cependant, il a été plus récemment
montré que ces défauts peuvent exister sous forme de configurations auto-écrantées,
comme des dipôles ou des quadripôles [Romanov,1992, Romanov,2009]. Les dés-
inclinaisons ont d’ailleurs été reportées dans différents métaux, à une échelle fine
[Rösner,2011, Murayama,2002] et à l’échelle mésoscopique [Beausir,2013], comme le
montre la figure 5. Dans le cadre des joints de flexion, les désinclinaisons ont alors
été proposées comme une meilleure alternative pour la modélisation de la structure
de coeur des joints de grains et de leur énergie [Li,1972, Bachurin,2003]. Le modèle
DSUM (Disclination Structural Unit Model, voir figure 6) représente les unités struc-
turelles atomiques qui composent les joints de grains [Sutton,1983, Sutton,1995] à
l’aide de dipôles de désinclinaisons coins, et permet de retrouver l’évolution com-
plexe de l’énergie des joints de flexion en fonction de la désorientation, en bon accord
avec les données expérimentales [Hasson,1972]. Dans ce modèle, les désinclinaisons
agissent comme un réseau secondaire de dislocations qui permet de faire varier la
désorientation autour de joints de grains de référence. Le modèle DSUM a été ré-
cemment étendu pour caractériser l’énergie des noeuds triples [Upadhyay,2011].
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Travaux présentés

Durant ma thèse de doctorat, nous avons étudié une théorie de mécanique des
champs de dislocations. Baptisée Field Dislocation Mechanics (FDM) [Acharya,2001],
elle repose sur le tenseur densité de dislocation de Nye, l’équation d’incompati-
bilité de Kröner et l’équation de transport des densités de dislocations de Mura
[Kröner,1980, Mura,1963, Nye,1953]. Cette modélisation représente les lignes de dis-
locations de façon continue, au travers d’une distribution du tenseur de Nye. Ce
tenseur, appelé plus couramment tenseur des densités de dislocations géométrique-
ment nécessaires, est utilisé dans beaucoup de modèles, notamment pour introduire
des échelles de longueur internes et obtenir des effets de taille de grain sur le durcis-
sement mécanique par exemple, ou pour prendre en compte la réponse mécanique et
l’évolution du contenu en dislocations des joints de grains [Gupta2018, Admal,2018].
Des composantes du tenseur peuvent même être estimées expérimentalement à par-
tir de cartes d’orientations obtenues par EBSD comme le montre la figure 7 par
exemple [Pantleon,2008, Beausir,2013, Cordier,2014, Ben-Saada,2017]. Ce tenseur
est une mesure continue du vecteur de Burgers net d’un ensemble de dislocations
coupant une surface délimitée par un circuit de Burgers. Le tenseur de Nye est à
opposer aux densités de dislocations statistiquement distribuées pour lesquelles le
vecteur de Burgers net est nul par compensation statistique. Le tenseur de Nye est
par définition une grandeur multiéchelle qui dépend de l’échelle de résolution spa-
tiale choisie. Pour une grande échelle de résolution, il permet de rendre compte de
l’arrangement collectif des dislocations sous formes de structures mésoscopiques po-
larisées. C’est typiquement le cas des densités de dislocations accumulées aux joints
de grains ou formant des sous-joints de grains, montrées sur la figure 7. A une échelle
de résolution spatiale très fine, possiblement inférieure aux distances interatomiques,
le tenseur de Nye permet de caractériser des dislocations individuelles et de façon
continue les structures de coeur des dislocations [Gbemou,2016, Zhang,2015]. La fi-
gure 8 montre par exemple des distributions spatiales de composantes vis et coin du
tenseur de Nye formant la structure de coeur d’une dislocation vis dans le cuivre,
simulée par dynamique moléculaire [Hartley,2005]. Il est remarquable qu’au travers
des différentes composantes vis et coin du tenseur de Nye, il est possible de carac-
tériser la dissociation de la dislocation en partielles de Shockley.

La mécanique des champs de dislocations est fondée sur deux équations fonda-
mentales. La première est l’équation d’incompatibilité, qui relie la partie incompa-
tible du tenseur des distorsions élastiques au tenseur densité de dislocation de Nye
au travers de l’opérateur rotationnel. Comme nous le verrons dans le premier cha-
pitre, en se donnant une distribution spatiale de densité de dislocation, il est possible
de dériver les déformations élastiques et les champs de contraintes internes associés.
La figure 9 montre par exemple l’un des champs de contraintes de cisaillement hors
plan associés à une densité de dislocation vis représentant une ligne de dislocation
vis rectiligne infinie [Berbenni,2014]. La deuxième équation fondamentale est l’équa-
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Figure 7 – Norme du tenseur densité de dislocation obtenue à partir des cartes
d’orientations EBSD dans de l’uranium, permettant de mettre en évidence des sous-
joints de grains [Ben-Saada,2017].

Figure 8 – Composantes vis (à gauche) et coin (à droite) du tenseur de Nye,
formant la structure de coeur d’une dislocation vis dissociée en partielles de Sho-
ckley dans le cuivre, et dérivées à partir des déplacements atomiques obtenus par
dynamique moléculaire [Hartley,2005].
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Figure 9 – Champ de contrainte de cisaillement hors plan associé à une den-
sité de dislocation vis représentant une ligne de dislocation vis rectiligne infinie
[Berbenni,2014].

tion de transport, qui régit l’évolution spatiotemporelle des densités de dislocations.
C’est une équation hyperbolique, qui traduit la conservation du vecteur de Burgers
au travers de surfaces élémentaires. Elle fait intervenir le vecteur vitesse des densités
de dislocations, lui même faisant intervenir des forces motrices de Peach-Koehler.
A une échelle mésoscopique, cette équation inclue un terme de source/puits supplé-
mentaire lié à la plasticité par les densités de dislocations statistiques, et permet de
rendre compte du mouvement collectif des dislocations, pour former des structures
polarisées comme des empilements de dislocations à des interfaces impénétrables
[Taupin,2012]. La figure 10 montre des exemples d’empilements de dislocations dans
une structure à canaux [Taupin,2012], et dans un cylindre de glace déformé en
torsion [Taupin,2007]. A une échelle très fine, l’équation de transport permet de si-
muler des mécanismes élémentaires tels que l’activation d’une source de Frank-Read
[Varadhan,2006], comme le montre la figure 11.

Dans le premier chapitre, nous rappelons d’abord les équations fondamentales de
la mécanique des champs de dislocations [Acharya,2001]. Comme première applica-
tion, nous proposons un couplage de la mécanique des champs de dislocations avec
les équations de champs de la piézoélectricité [Taupin,2014a]. Avec un tel modèle,
nous pouvons étudier les effets de dislocations sur les propriétés piézoélectriques et
réciproquement, l’action de champs électriques sur le mouvement des dislocations.
Ces travaux entrent dans le cadre d’une collaboration avec l’Institut de Physique
des Solides, de l’Académie des Sciences de Russie (V. Gornakov), et constituent une
première étape de modélisation visant à terme un couplage de la mécanique des
champs de dislocations avec les équations du micromagnétisme, en vue d’étudier les
effets des dislocations sur la dynamique de la magnétisation dans les matériaux ferro-
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Figure 10 – En haut et en bas à gauche : distribution des densités de disloca-
tions géométriquement nécessaires et de contrainte de cisaillement dans un cylindre
de glace déformé en torsion, et courbe de fluage en torsion directe puis inverse
[Taupin,2007]. En bas à droite : densités de dislocation coin dans des structures
à canaux pour deux tailles de canal. Ces densités représentent la formation d’em-
pilements de dislocations coins aux interfaces impénétrables. Les flèches montrent
l’orientation du vecteur vitesse des dislocations [Taupin,2012].

Figure 11 – Simulation d’une source de Frank Read à l’aide de l’équation de
transport des densités de dislocations [Varadhan,2006].
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magnétiques. Comme deuxième application, nous revisitons le problème de Peierls
Nabarro [Peierls,1940, Nabarro,1947] avec l’équation de transport des densités de
dislocations [Gbemou,2016]. Le modèle de Peierls Nabarro décrit la structure de
coeur de dislocations planaires à l’aide d’une densité continue de dislocation, qui
est en équilibre sous les actions opposées du champ de contrainte de cisaillement
interne induit par la dislocation et de la résistance du cristal au cisaillement. Dans
cette partie, nous montrons qu’il est possible d’introduire la résistance du cristal
dans la mécanique des champs de dislocations à l’aide d’un potential de Peierls, et
de prédire des structures de coeur en équilibre en résolvant l’équation de transport.
Nous montrons aussi qu’il est possible d’introduire des énergies de faute d’empi-
lement généralisées pour prédire des structures de coeur dissociées. Ces travaux
font l’objet de la thèse de Kodjovi Gbémou. Dans les perspectives de ce mémoire,
une application de la mécanique des champs de dislocations à l’échelle mésoscopique
concerne l’étude des phénomènes de localisation de la déformation plastique dans les
alliages aéronautiques AlCuLiMg [Taupin,2016]. Les travaux présentés et envisagés
s’inscrivent dans le cadre d’une collaboration avec le centre de recherche de Constel-
lium à Voreppe (Juliette Chevy) et l’Université d’Illinois (Armand J. Beaudoin). La
majorité des résultats présentés ont été obtenus dans le cadre du postdoctorat de
Satyapriya Gupta financé par Constellium, le labex DAMAS et la région Grand-Est.

Le deuxième chapitre est consacré à la mécanique des champs de désinclinaisons
et de dislocations [Fressengeas,2011, Fressengeas,2014, Taupin,2014b, Taupin,2017].
Le concept de désinclinaison est illustré sur la figure 12. Les désinclinaisons sont
comme les dislocations des défauts de ligne. Cependant, au lieu d’introduire une
discontinuité du déplacement élastique, le vecteur de Burgers, elles introduisent une
discontinuité de la rotation élastique, le vecteur de Frank. Le concept des désincli-
naisons est utilisé dans divers domaines, par exemple dans les cristaux liquides et les
matériaux antiferromagnétiques. Dans les matériaux cristallins comme les métaux,
alliages, géomatériaux, le concept des désinclinaisons est utilisé pour représenter
les incompatibilités de rotation aux jonctions de joints de grains [Bollman,1991,
Rösner,2011], aux pointes de bandes de cisaillement [Romanov,2009], aux jonctions
de facettes et de joints de macles [Romanov,2009, Barrett,2014]. La figure 13 est un
remarquable exemple de mise en évidence expérimentale d’une ligne de désinclinai-
son au niveau d’une ligne quadruple [Rösner,2011]. Dans cette étude, la méthode
Geometric Phase Analysis est appliquée à une image de microscopie électronique
à haute résolution où il est possible de voir les atomes de palladium, des joints de
flexion ainsi que deux lignes triple et quadruple. En traçant le profil de la rota-
tion élastique de flexion le long du joint de flexion reliant la ligne triple à la ligne
quadruple, il est possible de mettre en évidence un saut de la rotation élastique au
passage de la ligne quadruple. C’est la signature d’une ligne de désinclinaison coin.

La figure 14 montre maintenant une image de microscopie à haute résolution
dans du fer [Murayama,2002], où les auteurs utilisent la construction d’un dipôle de
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Figure 12 – Illustration des lignes de dislocations et de désinclinaisons selon le
concept de Volterra [Volterra,1907]. Image extraite de [Cordier,2014].

Figure 13 – Mise en évidence d’un saut de rotation élastique au niveau d’une ligne
quadruple dans du palladium en applicant la méthode Geometric Phase Analysis à
une image de microscopie électronique à haute résolution [Rösner,2011].
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Figure 14 – Identification d’un dipôle de désinclinaisons coins dans du fer par
microscopie électronique à haute résolution [Murayama,2002], et construction d’un
joint de flexion à l’aide d’un mur de dislocations [Burgers,1940]. Colonne de gauche :
image de microscopie et identification de plans cristallins. Colonne du milieu : illus-
tration d’un dipôle de désinclinaisons coins pour expliquer les défauts observés au
microscope. A droite : construction d’un joint de flexion à l’aide d’un mur de dislo-
cations coins [Burgers,1940].
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désinclinaisons coins pour expliquer l’observation de deux défauts cristallins (flèches
noires) qui ressemblent fortement à deux joints de flexion opposés et de tailles finies,
produisant une rotation visible des plans cristallins entre les deux parois. Cette fi-
gure est intéressante car elle nous renvoie à une question fondamentale et toujours
ouverte concernant les joints de grains, en particulier les joints de flexion. Les défauts
cristallins constituant les joints de grains doivent-ils être décrits par des désinclinai-
sons ou par des dislocations ? En effet, les parois de flexion observées sur la figure 14
correspondent exactement au schéma proposé en 1940 par Burgers pour construire
un joint de flexion (nommé à l’époque surface de transition entre deux domaines) à
l’aide d’un mur de dislocations coins [Burgers,1940]. Cette question se pose d’autant
plus que les champs de contraintes générés par un mur de dislocations coins sont
équivalents (ou au moins très proches) à ceux d’un dipôle de désinclinaisons coins
[Romanov,1992]. La contestabilité du modèle de Read et Shockley [Read,1950] pour
les fortes désorientations, liée au rapprochement excessif des coeurs de dislocations
voisines, suggère qu’une description des joints de grains en termes de désinclinaisons
est plus appropriée [Li,1972, Shih,1975]. Un modèle de désinclinaisons a d’ailleurs
été proposé et appliqué avec succès pour prédire les énergies de joints de flexion pour
toutes les désorientations [Gertsman,1989]. Il est donc intéressant de façon plus gé-
nérale de voir ce qu’une modélisation des interfaces en termes de désinclinaisons
peut apporter par rapport à une modélisation en termes de dislocations.

Dans la première partie du deuxième chapitre, la théorie de mécanique des
champs de désinclinaisons est présentée [Fressengeas,2011]. Elle repose sur les tra-
vaux pionniers de deWit, qui a formulé l’aspect statique [deWit,1970, deWit,1973].
En partant de la mécanique des champs de dislocations, les densités de désincli-
naisons sont ajoutées, auxquelles sont associées des courbures élastiques et des mo-
ments de contrainte, ce qui rend le modèle assez proche des modèles de type Cosserat
[Cosserat,1909]. La nouveauté majeure du modèle proposé est l’équation de trans-
port des désinclinaisons, qui fournit leur dynamique en fonction des moments de
contrainte et qui contient un terme de source/puits de dislocations : le mouvement
des désinclinaisons permet la nucléation (ou l’annihilation) des dislocations. En ima-
ginant un joint de grain modélisé en termes de désinclinaisons, nous pouvons imagi-
ner la nucléation de dislocations par les joints de grains [Spearot,2007]. Dans la suite
du chapitre, nous présentons des applications, dont le but est de valider cette nou-
velle théorie et de tester son potentiel en termes de prédiction de la structure de coeur
des joints de grains [Taupin,2013, Fressengeas,2014, Taupin,2017, Sun,2016], puis de
leurs mécanismes de plasticité. Nous nous intéressons en particulier à la migration
des joints de flexion sous cisaillement appliqué [Cordier,2014, Taupin,2014b], mé-
canisme déjà étudié dans la littérature [Berbenni,2013, Cahn,2006, Mompiou,2009].
Ces travaux représentent la majorité de mes activités de recherche depuis mon recru-
tement au CNRS en 2010. Ils ont été effectués en étroite collaboration avec Claude
Fressengeas au LEM3 et Laurent Capolungo à Georgia Tech Lorraine (maintenant
à Los Alamos National Laboratory). La majorité des résultats présentés a été ob-
tenue dans le cadre de la thèse de Manas Upadhyay à Georgia Tech Lorraine sous
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Figure 15 – Comparaison de simulations d’un agrégat polycristallin avec un code
éléments finis et un code spectral. Le maillage est reporté en terme de nombre
d’éléments au cube, ainsi que le temps de calcul pour les différentes simulations
effectuées. [Eisenlohr,2013].

la direction de Laurent Capolungo, et du postdoctorat d’Amit Kumar Das et de la
thèse de Kodjovi Gbémou au LEM3 [Taupin,2013, Taupin,2017]. Des études sur les
géomatériaux sont aussi présentées et proviennent d’une collaboration avec l’Unité
Matériaux et Transformations (UMET) de l’Université de Lille (Patrick Cordier,
Xiaoyu Sun, Pierre Hirel, Philippe Carrez) [Cordier,2014, Sun,2016]. Une étude sur
les fullerènes a également été menée en collaboration avec l’Institut de Physique des
Solides, de l’Académie des Sciences de Russie (S. Bozhko) [Bozhko,2014].

Dans le troisième chapitre, nous présentons le développement de méthodes nu-
mériques spectrales pour la résolution des équations de champs de la mécanique des
champs de dislocations. Les travaux présentés s’inscrivent essentiellement dans le
cadre de la thèse de Konlam Sénam Djaka au LEM3 sous la direction de Stéphane
Berbenni, et du postdoctorat d’Aurélien Villani. Ils entrent dans le cadre d’une col-
laboration avec Laurent Capolungo et Ricardo Lebensohn (Los Alamos National
Laboratory). La majorité des développements présentés concerne la mécanique des
champs de dislocations, mais les développements ont été étendus pour les désincli-
naisons. Le but ici est clairement d’améliorer l’efficacité numérique des codes et de
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rendre les modèles développés applicables à des microstructures tridimensionnelles
réalistes. Jusqu’alors, les applications numériques de la mécanique des champs de dis-
locations et de désinclinaisons ont été obtenues en utilisant des méthodes éléments fi-
nis [Roy,2005, Taupin,2014b, Varadhan,2006]. C’est le cas par exemple pour les résul-
tats montrés sur les figures 9 et 11. Le problème des méthodes éléments finis est que
les temps de calcul deviennent prohibitifs pour des simulations tridimensionnelles
avec des maillages importants. Une alternative aux codes éléments finis et envisagée
ici est le développement de méthodes spectrales basées sur l’utilisation d’algorithmes
de transformées de Fourier rapides [Moulinec,1998, Lebensohn,2012, Michel,2001].
Dans ces méthodes, le principe est, en utilisant les transformées de Fourier, de ré-
soudre les équations voulues dans l’espace de Fourier et d’obtenir finalement la solu-
tion dans l’espace réel en utilisant les transformées de Fourier inverses. Dans le cadre
de l’équation d’équilibre des contraintes en élasticité hétérogène, un problème itéra-
tif est formulé, qui fait apparaitre le tenseur de polarisation des contraintes et une
fonction de Green associée à un milieu élastique homogène de référence. Le produit
de convolution présent dans l’équation à résoudre devient un simple produit dans
l’espace de Fourier. Cette propriété rend les méthodes spectrales très attractives
numériquement, dans la mesure où l’on peut résoudre le problème à chaque point
de la grille de simulation, sans avoir à construire des matrices de rigidité comme
cela est fait en éléments finis. Cela permet des calculs beaucoup plus rapides et
aussi une réduction de la mémoire ordinateur nécessaire. Les méthodes spectrales
sont encore plus attractives du fait de la rapidité des algorithmes de transformées
de Fourier directe et inverse [Frigo,1998]. Dans le cadre de la simulation de la dé-
formation plastique d’agrégats polycristallins, des codes spectraux et éléments finis
ont été comparés [Eisenlohr,2013, Liu,2010]. Il a été observé que la convergence
des méthodes spectrales est meilleure que celle des éléments finis dans un cadre
de déformations finies, et que les gains en terme de temps de calcul sont considé-
rables, comme le montre la figure 15 [Eisenlohr,2013]. Cependant, des comparaisons
d’évolution de textures suggèrent qu’il faut faire attention lors du développement de
méthodes spectrales pour un problème donné, et qu’une comparaison avec un code
éléments finis est recommandée [Liu,2010].

Dans la première partie du chapitre, nous présentons le développement de mé-
thodes spectrales pour résoudre les équations statiques de la mécanique des champs
de dislocations, d’abord en élasticité homogène [Berbenni,2014], puis en élasticité hé-
térogène [Djaka,2017]. Le problème consiste à se donner une distribution du tenseur
densité de dislocation de Nye et à calculer le champ de contrainte interne résultant.
Pour obtenir une solution élastique unique à ce problème, nous utilisons la décompo-
sition de Stokes Helmholtz de la distorsion élastique, qui a été proposée par Acharya
[Acharya,2001]. Ainsi, une première étape consiste à calculer les distorsions élas-
tiques incompatibles reliées au tenseur de Nye au travers de l’opérateur rotationnel.
La deuxième étape consiste ensuite à trouver les distorsions élastiques compatibles,
qui elles servent à assurer l’équilibre des contraintes dans un problème aux limites.
Une fois ces deux étapes effectuées, la distorsion élastique est complètement définie,
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Figure 16 – Propagation et annihilation de deux densités de dislocation coin de
signe opposé et de forme sinusoïdale, par résolution numérique de l’équation de
transport en une dimension par éléments finis. Comparaison d’une méthode pure-
ment Galerkin instable (β = 1) et d’une méthode moindre carrés stable (β = 0)
[Varadhan,2006].
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de façon unique, et les champs de contraintes peuvent être calculés. Deux points im-
portants sont discutés : les distorsions incompatibles sont la solution d’une équation
de type Poisson ; les calculs des dérivées partielles spatiales nécessitent un traite-
ment particulier dans l’espace de Fourier, afin d’éviter des instabilités numériques
et d’obtenir une bonne précision [Berbenni,2014, Dreyer,1999, Willot,2015]. Comme
applications, nous présentons des simulations de champs de dislocations dans des
milieux élastiques homogènes et hétérogènes, pour certains cas en comparaison avec
des solutions analytiques et des simulations par éléments finis. Le gain en terme de
temps de calcul par rapport à une méthode éléments finis est aussi mis en avant.

Dans la suite du chapitre, nous présentons une méthode numérique spectrale pour
résoudre l’équation de transport des densités de dislocations [Djaka,2015]. C’est un
problème difficile pour deux raisons majeures. Premièrement, c’est une équation
de conservation. Ainsi, les moindres perturbations numériques seront conservées et
propagées par transport, de sorte qu’un crash numérique peut arriver très rapide-
ment. La deuxième raison provient des transformées de Fourier elles-mêmes, qui
tendent à générer des oscillations numériques de Gibbs lorsqu’on les appliquent
à des profils spatiaux contenant des fortes variations. Les deux raisons réunies
rendent le problème numérique d’autant plus compliqué. Concernant la première
raison, elle a été reportée lors du développement d’une approximation par éléments
finis [Roy,2005, Varadhan,2006]. Pour atténuer les perturbations numériques et leur
conservation, un schéma moindres carrés a été proposé car il introduit un terme
de diffusion qui permet de lisser les fortes variations de densités de dislocations non
physiques. La figure 16 montre les résultats obtenus avec une méthode éléments finis
Galerkin sans diffusion et avec l’ajout d’un terme de diffusion. Nous pouvons consta-
ter la suppression des instabilités numériques par un effet de lissage. L’inconvénient
cependant légèrement visible sur cette figure est que les profils physiques sont eux
aussi lissés, ce qui peut conduire à un étalement excessif pour des grandes distances
de propagation de dislocations. Pour le développement d’une méthode numérique
spectrale stable, nous avons testé des filtres spectraux [Gottlieb,2001]. Parmi les
filtres discutés dans la littérature, nous présentons un filtre exponentiel passe-bas
[Djaka,2015]. Il est réglable et permet de filtrer les perturbations de haute fréquence
qui correspondent au bruit numérique. Nous présentons une étude numérique dé-
taillée en comparison notamment avec la méthode éléments finis moindres carrés
[Varadhan,2006]. Le gain en terme de temps de calcul par rapport à une méthode
éléments finis est aussi mis en avant. Dans la dernière partie du chapitre, nous com-
binons les progrès réalisés sur la résolution des champs élastiques et sur la résolution
de l’équation de transport pour obtenir une approximation numérique spectrale com-
plète de la mécanique des champs de dislocations. Cette partie présente brièvement
l’implémentation récente de la théorie mésoscopique des champs de dislocations dans
la formulation élastoviscoplastique EVPFFT [Lebensohn,2012, Djaka,2019], en vue
de la simulation d’agrégats polycristallins.
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Chapitre 1

Mécanique des champs de
dislocations

1.1 Equations de champs

Nous nous plaçons maintenant et pour la suite du mémoire dans un cadre de
petites perturbations. En mécanique des milieux continus, le déplacement matériel
u est défini continu en tout point d’un domaine. La distorsion totale est le gradient du
champ de déplacement U = grad u. C’est un tenseur compatible et son rotationnel
est nul :

rot U = 0. (1.1)

Connaissant la valeur du déplacement en un point donné, il est possible de dé-
terminer la valeur en un point différent en intégrant la distorsion le long d’un circuit
reliant ces deux points. Si les points d’arrivée et de départ sont identiques, le circuit
est fermé et l’intégration de la distorsion le long de ce circuit ne doit pas donner
de déplacement supplémentaire, de sorte que les déplacements aux points de départ
et d’arrivée sont identiques. C’est effectivement le cas si la distortion est le gra-
dient du vecteur déplacement. Dans un cadre élastoplastique, la distorsion totale
est décomposée en une partie plastique Up et une partie élastique Ue :

U = Ue + Up. (1.2)

Considérons maintenant, comme le montre la figure 1.1, une surface élémentaire
S, de normale unitaire n, et délimitée par un circuit de Burgers C. Imaginons qu’une
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Figure 1.1 – Surface S de normale n délimitée par un circuit de Burgers C et coupée
par un ensemble de lignes de dislocations ξ [Taupin,2016].

ou plusieurs lignes de dislocations coupent cette surface. Si le vecteur de Burgers net
de la ligne de dislocation, ou de l’ensemble des lignes de dislocations, est non nul, il
existe une discontinuité du champ de déplacement élastique (ou plastique, au signe
près). Contrairement à la distorsion totale, l’intégration de la distorsion élastique le
long du circuit de Burgers donne un saut de déplacement élastique entre le point
final et celui de départ, qui correspond au vecteur de Burgers net b de la ligne ou
des lignes de dislocations coupant la surface S. Nous avons donc, avec r dénotant le
vecteur position :

b =
∫
C

Ue · dr. (1.3)

Utile par la suite, l’application du théorème de Stokes à l’équation ci-dessus
donne :

b =
∫
S

rot Ue · ndS. (1.4)

Définissons maintenant le tenseur densité de dislocation de Nye. c’est un tenseur
de second ordre qui s’écrit :

α = b⊗ t. (1.5)
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En terme de composantes, l’équation (1.5) s’écrit :

αij = bitj. (1.6)

Dans un repère cartésien (e1, e2, e3), la quantité bi représente la longueur de
vecteur de Burgers dans la direction ei, par unité de surface S. Le terme tj représente
la direction de la ligne de dislocation dans la direction ej. On remarque donc que les
termes diagonaux du tenseur α représentent des dislocations vis pour lesquelles b
et t sont colinéaires alors que les termes non diagonaux définissent les dislocations
coins pour lesquelles le vecteur b est orthogonal au vecteur t. Les composantes
αij sont des densités surfaciques qui s’expriment comme des mètres de vecteur de
Burgers par unité de surface. L’unité est donc m−1. Au contraire, les densités de
dislocations statistiques considérées dans les théories conventionnelles de plasticité
cristalline s’expriment en longueur de ligne de dislocations par unité de volume,
conduisant à une unité en m−2. Le tenseur de Nye caractérise ce que l’on appelle
aussi les densités de dislocations géométriquement nécessaires, ou encore polarisées
ou en excès. A une échelle de résolution mésoscopique, comme celle utilisée sur la
figure 1.1, il représente la polarisation résultante des lignes de dislocations. Dans
un cas extrême où l’ensemble des lignes de dislocations coupant la surface S donne
lieu à un vecteur de Burgers globalement nul, alors le tenseur de Nye résultant est
nul, et la densité de dislocations est purement statistique. Si maintenant l’échelle
de résolution spatiale, c’est à dire la taille du circuit de Burgers C, est choisie très
faible, de l’ordre des distances interatomiques, alors une ligne de dislocation et son
coeur seront décrits par une distribution spatiale de densité de dislocation α, chaque
valeur locale de la densité portant une partie élémentaire du vecteur de Burgers total
de la ligne de dislocation. Cela nous permettra de revisiter le problème de Peierls-
Nabarro dans la suite du chapitre [Peierls,1940, Nabarro,1947, Gbemou,2016]. Etant
donnée la définition du tenseur de Nye, le vecteur de Burgers net de l’ensemble des
lignes de dislocations traversant la surface S de normale n et délimitée par la courbe
C peut se calculer comme :

b =
∫
S
α · ndS. (1.7)

Il est maintenant intéressant de joindre les équations 1.4 et 1.7, ce qui permet
d’écrire :

α = rot Ue. (1.8)

La relation ci-dessus permet de s’affranchir des formulations intégrales et singu-
lières (1.4,1.7) au profit d’une formulation locale et continue. La discontinuité du
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vecteur de Burgers est maintenant régularisée au travers d’une distribution spatiale
continue de densité de dislocation, à laquelle est associé un champ continu élastique
Ue. Comme nous allons le montrer plus loin dans ce chapitre, cette régularisa-
tion du vecteur de Burgers permet d’obtenir des champs élastiques (déformations,
contraintes) non singuliers au niveau du coeur des dislocations, alors que les solu-
tions classiques y sont singulières et non applicables [Hirth,1982, Hull,2001].

Dans l’équation 1.8, l’opérateur rotationnel extrait la partie incompatible de
la distorsion élastique, la partie qui n’est pas un tenseur gradient compatible, et
qui donne lieu à une discontinuité du déplacement élastique par intégration le long
du circuit de Burgers. Cette équation relie la partie incompatible de la distorsion
élastique au tenseur de Nye. Nous différencions maintenant un tenseur compatible
comme étant un tenseur qui s’écrit sous la forme d’un gradient et dont le rotationnel
est nul, d’un tenseur incompatible qui ne peut pas s’écrire comme un gradient mais
comme un rotationnel, et dont le rotationnel est non nul mais la divergence est nulle.
A noter donc que l’opérateur divergence extrait la partie compatible d’un tenseur
et élimine la partie incompatible. Ainsi, nous décomposons la distorsion élastique
en une partie incompatible U⊥e qui est un rotationnel, et une partie compatible
U‖e qui est un gradient. De même, nous décomposons la distorsion plastique en
une partie incompatible U⊥p et une partie compatible U‖p. Nous appliquons donc la
décomposition de Stokes Helmholtz qui a été proposée par Acharya [Acharya,2001] :

Ue = U⊥e + U‖e = rotχ+ grad w (1.9)
Up = U⊥p + U‖p = −rotχ+ grad z (1.10)

Nous voyons dans les équations ci-dessus que les parties élastiques et plastiques
incompatibles doivent être opposées, de sorte que la distortion totale soit un tenseur
compatible. Etant donnée une distribution de dislocation α dans un domaine B avec
des frontières extérieures ∂B, il est possible de déterminer les distorsions élastiques
incompatibles au travers de l’équation 1.8 qui devient :

α = rot U⊥e . (1.11)

Pour obtenir une solution unique et s’assurer que la solution obtenue est pure-
ment rotationnelle et ne contient pas de partie gradient compatible qui disparaîtrait
lors de l’application de l’opérateur rotationnel, il faut aussi satisfaire :
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Figure 1.2 – Distribution des distorsions élastiques incompatibles U e⊥
11 et U e⊥

12 dues
à la présence d’une densité de dislocation coin α13 répartie sur quelques noeuds au
centre du domaine. Cette densité de dislocation correspond à une ligne de dislocation
coin infinie et rectiligne suivant la direction normale à la figure, avec un vecteur de
Burgers horizontal.

div U⊥e = 0 dans B (1.12)
U⊥e · n = 0 sur ∂B (1.13)

En appliquant l’opérateur rotationnel à l’équation 1.11, en utilisant l’identité
rot rot A = grad div A − div grad A et l’équation 1.12, la distorsion élastique
incompatible doit être solution de l’équation :

div grad Ue⊥ = ∆Ue⊥ = −rot α dans B, (1.14)
Ue⊥ · n = 0 sur ∂B, (1.15)

où le symbole ∆ dénote l’opérateur Laplacien. L’équation ci-dessus est une équa-
tion de type Poisson. Dans l’application montrée dans la figure 1.2, nous avons utilisé
la méthode des éléments finis et le logiciel FreeFem++ [Hecht,2012, Hecht,2017] pour
calculer les distorsions élastiques incompatibles associées à une densité de disloca-
tion coin dans un problème bidimensionnel. Cette densité de dislocation correspond
à une ligne de dislocation coin infinie et rectiligne suivant la direction normale à la
figure, avec un vecteur de Burgers horizontal.

Il reste maintenant à déterminer la partie compatible U‖e afin de connaître la
distorsion élastique totalement. La partie compatible sert à satisfaire l’équilibre des
contraintes dans un problème aux limites. Appelons T le tenseur des contraintes

24



symétrique de Cauchy et C le tenseur des modules élastiques d’ordre 4. Considérons
que le domaine B est potentiellement soumis à des déplacements et à des tractions
sur ses bords extérieurs. Le tenseur des contraintes s’écrit donc :

T = C : Ue = C : (U⊥e + U‖e), (1.16)

et doit satisfaire l’équation d’équilibre :

div T = div (C : (U⊥e + U‖e)) = 0. (1.17)

En utilisant finalement la définition de U‖e dans la relation 1.9, et en définissant
le vecteur f⊥ = div (C : U⊥e ), on doit satisfaire l’équation :

div (C : grad w) + f⊥ = 0, (1.18)

où l’inconnu est le champ de déplacement élastique w. Nous remarquons que
c’est un problème d’élasticité classique avec une force volumique supplémentaire f⊥
provenant de l’incompatibilité élastique associée aux dislocations. Une fois w connu,
nous pouvons calculer la partie compatible U‖e, de sorte que nous connaissons la
distorsion élastique totale et pouvons évaluer le tenseur des contraintes. La figure 1.3
montre les champs de contraintes internes prédits pour la distribution de densité de
dislocation coin considérée précédemment. Nous avons utilisé une élasticité isotrope
linéaire pour l’aluminium. Là encore, une approximation éléments finis a été utilisée.
Nous retrouvons des champs de contraintes semblables aux solutions analytiques
pour une dislocation coin [Hirth,1982], sauf au niveau du coeur où la solution est
non singulière.

Nous présentons maintenant brièvement une autre partie importante de la mé-
canique des champs de dislocations, qui concerne la plasticité et le transport des
densités de dislocations. En présence de contraintes, les densités de dislocations
peuvent se déplacer avec une vitesse définie par le vecteur vitesse Vα. L’évolution
de la densité de dislocation est régie par l’équation de transport des dislocations
[Mura,1963, Acharya,2001, Varadhan,2006] :

α̇ = −rot U̇p, (1.19)
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Figure 1.3 – Distribution des contraintes internes σ11 et σ12 (Pa) dues à la présence
d’une densité de dislocation coin α13 répartie sur quelques noeuds au centre du
domaine. Cette densité de dislocation correspond à une ligne de dislocation coin
infinie et rectiligne suivant la direction normale à la figure, avec un vecteur de
Burgers horizontal.

où la vitesse de distorsion plastique U̇p est :

U̇p = α×Vα. (1.20)

Les forces motrices de type Peach-Koehler Fα agissant sur les densités de dislo-
cations sont :

Fα = T.α : X. (1.21)

X est le tenseur de permutation. Ces forces sont reliées à la mobilité des dislo-
cations de façon à assurer une dissipation positive [Acharya,2001]. Le choix le plus
simple est d’adopter des lois visqueuses :

V α
l = Fα

l

Bα

= 1
Bα

ejklTijαik (1.22)

où Bα est un coefficient de viscosité positif. L’équation de transport est de nature
hyperbolique et traduit la conservation du vecteur de Burgers au travers de surfaces
élémentaires. Sa résolution numérique nécessite des traitements particuliers pour as-
surer une stabilité numérique. Dans le cas d’une approximation par éléments finis,
une méthode Galerkin classique ne fonctionne pas du tout car des perturbations
numériques se forment très vite, et elles sont conservées et propagées, de sorte que
les simulations numériques se terminent rapidement par l’apparition de fortes insta-
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bilités numériques. Récemment, une approximation basée sur un schéma moindres
carrés a été proposée [Roy,2005, Varadhan,2006]. Un terme de diffusion propre au
schéma permet de lisser les petites perturbations numériques qui sont susceptibles
d’apparaître, de sorte que les solutions numériques deviennent stables. Le prix à
payer néanmoins est un léger étalement spatial des densités de dislocations. La fi-
gure 11 dans l’introduction de ce mémoire montre la simulation d’une source de
Frank Read à l’aide de l’équation de transport des dislocations, à l’aide d’une ap-
proximation par éléments finis [Varadhan,2006]. Pour terminer, nous précisons qu’à
une échelle de résolution mésoscopique, il est nécessaire de prendre en compte la
mobilité des densités de dislocations statistiques dans la vitesse de distorsion plas-
tique [Roy,2006]. Le modèle ainsi obtenu correspond à la mécanique des champs de
dislocations mésoscopique (MFDM, pour Mesoscopic Field Dislocation Mechanics).
La vitesse de distorsion plastique s’écrit alors :

U̇p = (α×Vα +Lp), (1.23)

où Lp est le tenseur des vitesses de glissement plastique utilisé dans les modèles
de plasticité cristalline :

Lp =
∑
s

γ̇psms ⊗ ns =
∑
s

γ̇psPs. (1.24)

Dans la relation ci-dessus, γ̇ps est la vitesse de cisaillement plastique du système
de glissement s caractérisé la direction de glissement ms et la normale au plan de
glissement ns. Ps est le tenseur d’orientation de Schmid. Le glissement plastique sur
un système s est activé par la contrainte de cisaillement projetée τs = T : Ps, au
travers d’une loi constitutive du type :

γ̇ps = γ̇p0(|τs|/τ0)nsign(τs). (1.25)

Les paramètres γ̇p0 , τ0 et n sont des paramètres matériau, et correspondent à une
vitesse de déformation et une contrainte de référence, et à un exposant. A l’échelle
mésoscopique, l’équation de transport devient :

α̇ = −rot (α×Vα +Lp). (1.26)

En partant d’une distribution spatiale du tenseur de Nye α nulle, l’équation
1.26 va générer automatiquement des densités de dislocations géométriquement né-
cessaires pour accommoder les incompatibilités de distorsions plastiques provenant
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Figure 1.4 – Simulation d’une ligne de dislocation coin traversante α13 dans un
domaine 3D de GaN. La ligne est localisée suivant x1 = x2 = 0 et est orientée
suivant la direction x3 (ligne noire sur la figure). Le vecteur de Burgers est suivant
la direction x1. Le potentiel électrique induit par la ligne de dislocation au voisi-
nage des surfaces extérieures est montré en couleur. Les flèches blanches montrent
l’orientation du champ de déplacement électrique.

de la mobilité des densités de dislocations statistiques. Un tel modèle permet de
rendre compte de la formation et du mouvement de structures polarisées de dislo-
cations avec des tailles caractéristiques, ce qui permet d’étudier les effets de taille
et les trajets complexes de déformation [Taupin,2007].

1.2 Couplage avec les milieux piézoélectriques

Nous présentons ici un modèle couplant la mécanique des champs de dislocations
aux équations de champs des milieux piézoélectriques [Taupin,2014a]. Comme il l’a
été mentionné dans l’introduction, cette étude constitue une étape préliminaire en
vue de coupler la mécanique des champs de dislocations aux équations du micro-
magnétisme, et entre dans le cadre d’une collaboration avec l’Institut de Physique
des Solides de l’Académie des Sciences de Russie. L’un des objectifs de cette étude
est aussi de montrer comment la mécanique des champs de dislocations, et par-
ticulièrement les distorsions élastiques incompatibles associées au tenseur de Nye,
peuvent s’insérer dans un autre modèle. Le modèle développé ici permet de prédire
l’impact des dislocations sur les champs électriques, et réciproquement l’influence de
champs électriques sur la mobilité des dislocations. Les dislocations sont observées
dans les matériaux piézoélectriques, par exemple dans des couches de GaN déposées
sur des substrats où des lignes de dislocations traversantes se forment pour accom-
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Figure 1.5 – Boucle de dislocation carrée dans un domaine de Wurtzite. Le vecteur
de Burgers est suivant la direction x3. La boucle est composée de segments horizon-
taux α31 et de segments verticaux α33. Seulement la partie supérieure de la boucle
est visible. A. Configuration initiale. B. Expansion de la boucle lors de l’application
d’un champ électrique. La densité de charge ρ est montrée en couleur. Les flèches
montrent l’orientation du déplacement électrique dû à la boucle de dislocation.

moder les incompatibilités cristallines entre le film et le substrat [Wu,1996]. Pour des
matériaux ayant des coefficients piézoélectriques importants, tel que GaN, les dis-
locations peuvent générer des polarisations piézoélectriques significatives [Shi,1999,
Maciejewski,2006, Han,2012]. Des études expérimentales ont aussi montré que les
lignes de dislocations peuvent être chargées électriquement en surface, à cause des
champs élastiques et de la capacité des coeurs de dislocations à piéger des électrons
[Hansen,1998, Im,1994, Cherns,2002]. Egalement importants, les champs électriques
peuvent activer la déformation plastique par la mise en mouvement et la forma-
tion de structures de dislocations, entraînant un vieillissement et une dégradation
progressive des matériaux [Lester,1995, Wills,1969, Murray,1991, Kugaenko,2013].
Nous présentons ici l’essentiel du modèle développé et quelques résultats issus de la
référence [Taupin,2014a]. Les équations statiques du modèle sont les suivantes :

rot U⊥e = −rot U⊥p = α (1.27)
div U⊥e = div U⊥p = 0 (1.28)
U⊥e · n = U⊥p · n = 0 sur ∂B (1.29)
div T = div (C : (U−Up)sym − f t · E) = ρmü, (1.30)
div D = div (µ · E + f · (U−Up)sym) = 0, (1.31)

Dans les équations ci-dessus, D est le vecteur des déplacements électriques, T
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et le tenseur des contraintes de Cauchy. On observe le couplage piézoélectrique au
travers du tenseur des modules piézoélectriques f , qui relie les contraintes au champ
électrique E et le déplacement électrique D aux distorsions élastiques. Le tenseur des
distorsions élastiques est Ue = (U−Up), où U = grad u est la distorsion totale
qui s’écrit comme le gradient du champ de déplacement u, et Up est la distorsion
plastique. Le couplage des équations des milieux piézoélectriques avec la mécanique
des champs de dislocations s’effectue simplement au travers de la distorsion plastique
Up. En effet, en se donnant initialement une distribution de densité de dislocation au
travers du tenseur de Nye, nous pouvons calculer la distorsion plastique incompatible
associée, solution des équations 1.27, 1.28 et 1.29. La distorsion plastique obtenue
intervient ensuite dans les équations d’équilibre (1.30,1.31), de sorte que l’effet des
distorsions plastiques incompatibles va directement se répercuter sur les contraintes
et sur les déplacements électriques. Le champ électrique s’écrivant E = −grad φ,
où φ est un potentiel électrique, les inconnues du problème d’équilibre sont le po-
tentiel électrique φ et le vecteur des déplacements u, avec des conditions aux limites
sur les contraintes, le champ électrique, les déplacements et le potentiel électrique.
La polarisation électrique P correspond au terme f · (U−Up)sym et sa divergence
donne la densité de charge ρ.

Un premier résultat est montré sur la figure 1.4. En accord avec les données
théoriques et expérimentales disponibles dans la littérature, nous prédisons avec le
modèle proposé que les lignes de dislocations coins, à cause des distorsions élastiques
qu’elles induisent et du couplage piézoélectrique, entraînent la formation de poten-
tiels électriques de surface de plusieurs volts, pour assurer l’équilibre du champ
électrique. On trouve ces potentiels sous forme de dipôles. Les observations ex-
périmentales montrent que certaines dislocations sont chargées en surface, par un
phénomène de piégeage d’électrons par le coeur des dislocations. Cela pourrait être
inclus dans le modèle par l’ajout d’une densité de charge comme propriété de la
ligne de dislocation, en plus du vecteur de Burgers. Un deuxième résultat intéres-
sant prédit par le modèle est le transport des dislocations assisté par l’application
d’un champ électrique. En effet, l’équation de transport et les forces motrices de
type Peach-Koehler présentées dans la partie précédente s’appliquent directement
dans le modèle piézoélectrique. Les forces motrices font intervenir le tenseur des
contraintes de Cauchy, qui inclut ici l’effet du champ électrique au travers des co-
efficients piézoélectriques, de sorte qu’il est possible de mettre en mouvement des
dislocations par l’application d’un champ électrique seul. Ensuite, le transport des
densités de dislocations va modifier la distribution des distorsions plastiques, ce qui
modifiera la distribution des champs élastiques et électriques. La figure 1.5 montre la
croissance d’une boucle de dislocation sous l’action d’un champ électrique appliqué,
et l’évolution de la densité de charge qui suit la croissance de la boucle.
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Figure 1.6 – (a) : Densités de dislocations coins αS13. La courbe bleue est la dis-
tribution du cœur de la dislocation coin initialement compacte (amplitude divisée
par 30), la courbe rouge la distribution du cœur de la dislocation coin initialement
diffuse (amplitude multipliée par 5) et la courbe noire la structure équilibrée obtenue
après relaxation des deux distributions initiales. (b) : Evolution dans le temps des
énergies de cœur de la dislocation compacte (bleue) et diffuse (rouge).

1.3 Modélisation des coeurs de dislocations

Le modèle de Peierls-Nabarro [Peierls,1940, Nabarro,1947] a posé la question
fondamentale de la structure d’équilibre des coeurs de dislocations dans un cristal
et de la contrainte associée nécessaire pour déplacer les dislocations au travers de
barrières énergétiques dans le cristal, la célèbre contrainte de Peierls. Initialement
développé pour les structures de dislocations planaires, ce modèle représente le coeur
des dislocations par une densité surfacique de dislocation, dont l’intégration le long
du coeur donne le vecteur de Burgers. Une configuration équilibrée du coeur de
la dislocation est obtenue lorsque la contrainte de cisaillement due à la densité de
dislocation est compensée par une force de rappel du réseau cristallin. Cette der-
nière est associée à une énergie cristalline non convexe, qui traduit la résistance du
cristal au cisaillement. Cette énergie de coeur est fonction du misfit, c’est à dire de
la discontinuité de déplacement élastique/plastique générée par la dislocation. De
cette structure équilibrée, caractérisée notamment par son épaisseur de coeur, peut
être estimée la contrainte de Peierls. Des modèles récents plus élaborés ont proposé
de remplacer le potentiel sinusoïdal phénoménologique de Peierls par des énergies
de faute d’empilement généralisées obtenues à partir de simulations atomistiques
[Joós,1994, Hartford,1998, Lu,2000, Schoeck,2012, Wang,2014]. Ces modèles intro-
duisent des paysages énergétiques bidimensionnels qui donnent la résistance du cris-
tal au cisaillement dans toutes les directions d’un plan de glissement. Une propriété
remarquable de ces modèles est la possibilité de prédire des dissociations de coeurs
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Figure 1.7 – Structure relaxée du coeur d’une dislocation coin obtenue en utilisant
le potentiel sinusoïdal de Peierls. (a) : La courbe bleue est la densité de dislocation
αS13. La solution de Peierls-Nabarro est tracée en pointillés violets. La courbe rouge
est la discontinuité de déplacement élastique η12, la courbe en pointillés verts est la
solution de Peierls-Nabarro. (b) : Contraintes dans le plan de glissement. La courbe
bleue est la contrainte de cisaillement T12, la solution de Peierls-Nabarro est tracée
en pointillés violets. La courbe rouge est la contrainte de rappel TR12, La courbe en
pointillés verts est la solution de Peierls-Nabarro.

de dislocations en partielles. Des modèles de type champs de phases [Rodney,2003]
peuvent également prédire les structures de coeurs multi-planaires et leur contrainte
de Peierls, notamment dans les métaux cubiques centrés, et s’attaquent également
aux interactions avec les joints de grains [Denoual,2004, Denoual,2007, Shen,2004,
Hunter,2014, Zeng,2016]. Dans cette partie, nous montrons comment la mécanique
des champs de dislocations et son équation de transport peuvent s’appliquer au
problème de Peierls-Nabarro. Nous présentons quelques résultats issus de la thèse
de Kodjovi Gbémou et publiés dans la référence [Gbemou,2016]. Cette étude a été
motivée pour répondre à une question fondamentale spécifique à la mécanique des
champs de dislocations : une distribution de densité de dislocation va toujours avoir
tendance à s’étaler de façon à relaxer les champs de contraintes internes associés.
Il est donc nécessaire d’introduire des forces de rappel physiquement justifiées qui
s’opposent à cet étalement, de façon à pouvoir prédire des structures de dislocations
en équilibre.

Dans le modèle de Peierls-Nabarro, le coeur planaire d’une dislocation de vecteur
de Burgers d’amplitude b est représentée par une distribution continue de densité
surfacique de dislocations αs(x) répartie le long du plan de glissement suivant la
direction x. A cette densité est associée la discontinuité de déplacement élastique
η, qui varie de 0 à b lorsqu’on intègre la densité de dislocation au travers du coeur.
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Figure 1.8 – (a) : Energie de faute d’empilement généralisée dans le plan basal
du zirconium obtenue à partir de calculs Ab-initio. Les flèches en pointillés blancs
indiquent le chemin d’énergie minimale pour la dissociation de la dislocation parfaite
en dislocations partielles. Les ronds bleus et verts montrent les chemins d’énergie
correspondants aux dislocations partielles coin et vis prédites par le modèle. (b,c) :
Structures relaxées dissociées de la dislocation coin (b) et vis (c) dans le plan basal
du zirconium. la courbe de couleur bleue est la densité de dislocation coin αS13, la
courbe de couleur rouge est la discontinuité de déplacement élastique η12 associée
(en unité 2b). La courbe verte est la densité de dislocation vis αS33, la courbe de
couleur magenta est la discontinuité de déplacement élastique η32 associée (en unité
2b).
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Nous avons donc les relations :

η(x) =
∫ x

−∞
αs(x) dx, (1.32)

∂η(x)
∂x

= αs(x), (1.33)

Dans le plan de glissement, la densité de dislocation génère un champ de contrainte
de cisaillement interne. En supposant une élasticité homogène linéaire isotrope, la
contrainte de cisaillement engendrée en un point x est donnée par la relation :

T (x) = K

2π

∫ +∞

−∞

αs(x′)
x− x′

dx′. (1.34)

K est un coefficient d’élasticité et vaut K = µ(cos2θ+ 1
1−ν sin

2θ), où θ représente
l’angle entre la ligne de dislocation et le vecteur de Burgers de la dislocation. µ et
ν dénotent respectivement le module de cisaillement et le coefficient de Poisson du
matériau. Dans le cas d’une dislocation coin, K = µ

2π(1−ν) tandis que K = µ
2π pour

une dislocation vis. Une structure équilibrée du coeur de la dislocation est obtenue
lorsque la contrainte de cisaillement s’équilibre parfaitement avec une force de rappel
du réseau cristallin. Cette force dérive d’un potentiel énergétique non convexe et
périodique qui traduit la résistance du cristal au glissement. Initialement, le potentiel
énergétique γ(η(x)) proposé par Peierls-Nabarro est une fonction sinusoïdale, de
période b et de la forme :

γ(η(x)) = µb

4π2 (1− cos(2πη(x)
b

)) (1.35)

La dérivée de γ(η(x)) par rapport à η(x) conduit à l’expression de la force de
rappel TR(x) dans le plan de cisaillement :

TR(x) = ∂γ(η(x))
∂η(x) = µ

2π sin(2πη(x)
b

) (1.36)

Quand la contrainte de rappel compense la contrainte de cisaillement, la structure
de coeur de dislocation est en équilibre. Cet équilibre est caractérisé par l’équation
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de Peierls-Nabarro [Peierls,1940, Nabarro,1947] :

K

2π

∫ +∞

−∞

αs(x′)
x− x′

dx′ + µ

2π sin(2πη(x)
b

) = 0. (1.37)

Pour un potentiel sinusoïdal, cette équation possède une solution analytique :

η(x) = b

2 + b

π
arctan(2xβ

b
) (1.38)

η(x) représente l’étalement du coeur de la dislocation. Dans le cas d’une dis-
location coin, β = 1− ν tandis que β = 1 pour une dislocation vis. Dans le cadre
de la mécanique des champs de dislocations, nous pouvons dériver un modèle de
type Peierls-Nabarro, mais évolutif dans le sens où la densité de dislocation peut se
déformer et se déplacer dans le plan de glissement sous contrainte appliquée, par
résolution de l’équation de transport. Dans le cadre d’un coeur de dislocation coin
représenté par la densité α13, les équations du modèle sont :

η12(x1) =
∫ x1

−∞
αs13(x1) dx1, (1.39)

Ψ = ψ(εe) + γ12

d
. (1.40)

Ψ est la densité d’énergie libre. En plus de la partie élastique habituelle, on ajoute
le potentiel de Peierls γ12 = µb

4π2 (1 − cos(2πη12(x1)
b

)). C’est une densité surfacique
d’énergie (unité en J/m2) localisée dans le plan de glissement. Elle est normalisée
par la distance inter-planaire d afin d’obtenir une densité volumique (unité en J/ m3)
cohérente avec la formulation du modèle. La densité de dislocation du modèle est
α13 = αs13/d et se déplace suivant x1 à la vitesse V1. La vitesse de distorsion plastique
due au mouvement de la densité de dislocation s’écrit :

U̇p
12 = α13 V1. (1.41)

La dissipation lors du transport de la densité de dislocation coin s’écrit :

D =
∫
V

(T12 U̇
p
12 −

1
d

∂γ12

∂η12
˙η12) dv =

∫
V

(T12 + ∂γ12

∂η12
) U̇p

12 dv (1.42)
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T12 est la contrainte de cisaillement. Pour satisfaire la positivité de la dissipation,
la vitesse des dislocations V1 est prise sous la forme :

V1 = α13
(T12 + ∂γ12

∂η12
)

Bα
, (1.43)

où Bα est un coefficient de viscosité positif. L’équation de transport s’écrit fina-
lement :

α̇13 = −(α13
(T12 + ∂γ12

∂η12
)α13

Bα
),1 (1.44)

Les deux équations ci-dessus montrent clairement que la contrainte de cisaille-
ment T12 qui contrôle le glissement des dislocations est maintenant compensée par
une force de rappel TR12 = ∂γ12

∂η12
. Le modèle est appliqué à l’auto-relaxation de deux

distributions initiales de dislocations coins arbitraires. La première distribution pré-
sente un coeur compact, représenté par la courbe bleue sur la figure 1.6−a. La
seconde dislocation a un coeur très diffus représenté par la courbe rouge sur la fi-
gure 1.6−a. En laissant les coeurs de dislocations s’auto-relaxer, nous observons
l’étalement du coeur de la dislocation coin compacte. Cela se produit parce que la
contrainte de cisaillement T12 est plus grande que la contrainte de rappel TR12. In-
versement, la distribution diffuse devient compacte car la contrainte de cisaillement
T12 est plus faible que la contrainte de rappel TR12. Après un temps de relaxation
suffisant, à un stade où les contraintes de cisaillement et de rappel se compensent le
long du plan de glissement, les deux distributions convergent vers la même structure
de coeur d’équilibre représentée par la courbe noire sur la figure 1.6−a. L’équilibre
est mis en évidence sur la figure 1.7−b où les courbes de contrainte de cisaillement et
de contrainte de rappel se compensent parfaitement. La structure du coeur de la dis-
location planaire proposée par Peierls-Nabarro est une solution statique qui dérive
de l’équation (1.38). Cette équation ne dit pas que cette solution peut être obtenue à
travers un processus dynamique et dissipatif. Cependant, il est remarquable de noter
que lors du processus de relaxation, le transport des deux densités de dislocations
coins choisies arbitrairement conduit à la solution de Peierls-Nabarro. L’évolution
dans le temps des énergies de cœur de ces deux dislocations est représentée sur la
figure 1.6−b. Nous voyons que la solution de Peierls-Nabarro est bien une solution
d’énergie minimale. Pour finir, le modèle a été étendu pour introduire des énergies
de faute d’empilement généralisées, comme dans les modèles champs de phases, à
la place du potentiel de Peierls [Gbemou,2016]. La figure 1.8 montre une énergie de
faute d’empilement généralisée obtenue par Ab-initio dans le plan basal du zirco-
nium, et la prédiction de la dissociation de dislocations coin et vis en partielles.
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Chapitre 2

Mécanique des champs de
désinclinaisons et de dislocations

2.1 Equations de champs

Nous présentons maintenant les équations essentielles de la mécanique des champs
de désinclinaisons. Des analogies fortes existent avec la mécanique des champs de
dislocations, notamment la décomposition de Stokes Helmholtz des courbures élas-
tiques et plastiques, et l’équation de transport des densités de désinclinaisons. La
présence de désinclinaisons introduit une discontinuité de rotation élastique (ou plas-
tique, au signe près) du réseau cristallin, le vecteur de Frank Ω. Si le vecteur ligne
d’une désinclinaison est parallèle au vecteur de Frank, la désinclinaison est de na-
ture coin (wedge disclination en anglais). Si les deux vecteurs sont orthogonaux, la
désinclinaison est de nature vis (twist en anglais). D’une façon similaire aux dépla-
cements dans le cas des dislocations, les vecteurs de rotation élastique et plastique
(~ωe, ~ωp) ne sont plus des champs continus et les courbures élastiques κe et plastiques
κp ne sont plus des tenseurs gradients compatibles. Ces tenseurs sont maintenant
composés d’une partie compatible (gradient) et d’une nouvelle partie incompatible
(rotationnelle). On définit le tenseur non nul θ par :

θ = rot κe = −rot κp (2.1)

θ est le tenseur des densités de désinclinaisons introduit par deWit [deWit,1970].
Sa définition est semblable à celle du tenseur de Nye. Sa composante θij est Ωitj
dans le repère cartésien (e1, e2, e3). Les composantes du tenseur de deWit portent
un vecteur de Frank net Ωi autour de ei par unité de surface de résolution, pour
un vecteur ligne de désinclinaison aligné suivant la direction ej, tj. On remarque
donc que les termes diagonaux du tenseur θ représentent des désinclinaisons coins
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et que les termes non diagonaux définissent des désinclinaisons vis. Si l’échelle de
résolution spatiale est très faible, de l’ordre des distances interatomiques, alors une
ligne de désinclinaison et son coeur seront décrits par une distribution spatiale de
densité de désinclinaison, où chaque valeur locale de la densité représente une partie
élémentaire du vecteur de Frank total de la ligne de désinclinaison. Cependant, à
une échelle de résolution mésoscopique, la densité de désinclinaison traduira plutôt
le vecteur de Frank résultant d’un ensemble polarisé de lignes de désinclinaisons.
Comme dans le cas des dislocations, la décomposition de Stokes Helmholtz de κe et
de κp est utilisée :

κe = κe‖ + κe⊥, (2.2)
κp = κp‖ + κp⊥. (2.3)

Une courbure plastique incompatible κp⊥ est associée à la présence de la densité
de désinclinaisons θ. La courbure élastique incompatible κe⊥ est nécessaire pour
assurer la compatibilité de la courbure totale, élastique plus plastique. Nous avons
donc :

θ = rot κe⊥ = −rot κp⊥; κe⊥ = −κp⊥. (2.4)

Pour s’assurer que les parties incompatibles (κe⊥,κp⊥) ne contiennent pas de
partie gradient et disparaissent totalement lorsque θ = 0, elles doivent satisfaire les
conditions supplémentaires :

div κe⊥ = div κp⊥ = 0 dans B; κe⊥ · n = κp⊥ · n = 0 sur ∂B. (2.5)

Comme cela a été montré précédemment pour les dislocations, la courbure élas-
tique incompatible est donc solution de l’équation de type Poisson suivante :

div grad κe⊥ = ∆κe⊥ = −rot θ dans B, (2.6)
κe⊥ · n = 0 sur ∂B. (2.7)

Le vecteur de Frank Ω qui mesure la discontinuité de rotation élastique introduite
par une distribution de désinclinaisons est obtenu en intégrant la courbure élastique
incompatible le long du circuit fermé C délimitant une surface S de normale unitaire
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n et contenant une densité de désinclinaison non nulle :

Ω =
∫
C
κe⊥ · dr (2.8)

Le théorème de Stokes appliqué à l’équation (2.8) permet d’écrire le vecteur de
Frank comme :

Ω =
∫
S

rot(κe⊥) · n dS =
∫
S
θ · n dS. (2.9)

Comme le tenseur de Nye, le tenseur θ fournit une régularisation de la discon-
tinuité de la rotation élastique. Cela permet de modéliser les structures de coeur
des désinclinaisons avec des champs élastiques non-singuliers. Lorsque le circuit C
englobe à la fois des lignes de dislocations et de désinclinaisons, comme les vecteurs
rotations élastique et plastique (~ωe, ~ωp) sont discontinus à cause des désinclinaisons,
les tenseurs de distorsions élastique Ue et plastique Up sont alors indéfinis, et seules
les déformations élastique et plastique peuvent être définies. les équations d’incom-
patibilités associées au tenseur de Nye doivent être formulées comme [deWit,1970] :

rot εp = −α+ κtp − tr(κp) I, (2.10)
rot εe = α+ κte − tr(κe) I. (2.11)

L’équation (2.10) définit la déformation plastique incompatible associée au ten-
seur de densité de dislocationα en présence simultanée d’une courbure plastique tan-
dis que l’équation (2.11) détermine la déformation élastique incompatible nécessaire
pour assurer la compatibilité de la déformation totale en présence de dislocations
et de désinclinaisons. Les équations (2.1) et (2.11) ont été récemment utilisées pour
estimer respectivement les tenseurs de densité de désinclinaison et de dislocation
dans les matériaux cristallins à partir de cartes d’orientations obtenues par ESBD
(les déformations élastiques étant souvent négligées) [Beausir,2013, Pantleon,2008].
Quelques résultats sont présentés sur la figure (2.1).

Comme nous considérons non seulement les déformations, mais aussi les cour-
bures, nous devons maintenant considérer le tenseur des moments de contrainte
Mdev en plus du tenseur symétrique des contraintes de Cauchy Tsym. Le tenseur des
moments de contrainte est pris déviatorique car la trace du tenseur des courbures
matérielles est nulle, et les lois constitutives peuvent s’écrire sous la forme générale
[Upadhyay,2013] :
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Figure 2.1 – Estimation des densités de dislocation et de désinclinaison à partir
de cartes d’orientation obtenues par EBSD dans du cuivre pur déformé par ECAP
[Beausir,2013]. (a) : Mesure scalaire de la densité de désinclinaison

√
θ2

13 + θ2
23 + θ2

33.
(b) : Densité de désinclinaison coin θ33 le long d’un joint d’un grain. (c) : Variation de
la désorientation tilt le long du joint de grain et correspondant aux désinclinaisons
coins montrées sur (b). (d) : Mesure scalaire de la densité de dislocation

√
α2

13 + α2
23,

l’orientation du vecteur de Burgers local associé à ces densités de dislocation est
représentée par les flèches sur (b). (e) : Densité de désinclinaison coin θ33 le long de
joints de grains de faibles désorientations.
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Tsym = C : εe + D : κe (2.12)
Mdev = A : κe + B : εe. (2.13)

A, B, C et D sont des tenseurs d’élasticité. Alors que les modules Cijkl et Aijkl
ont la dimension d’une contrainte et d’une contrainte multipliée par une longueur au
carré, les modules Bijkl and Dijkl ont la dimension d’une contrainte multipliée par
une longueur. Ainsi, les relations (2.12,2.13) impliquent des longueurs internes carac-
téristiques et ont un caractère non-local. En effet, le tenseur D induit des contraintes
dues à une inhomogénéité de rotation sur une faible longueur, alors que le tenseur B
induit des moments de contrainte dus à une inhomogénéité de déformation également
sur une faible longueur. Dans le cadre de l’élasticité isotrope, homogène et linéaire,
une forme pour ces tenseurs d’élasticité a été récemment proposée [Upadhyay,2013].
Un résultat important est que les tenseurs B et D sont nuls en faisant l’hypothèse de
centrosymétrie. Ceci suggère que ces tenseurs sont non nuls au niveau du coeur des
défauts cristallins, là où la centrosymétrie cristalline est rompue. Nous reviendrons
sur ce point plus tard dans ce chapitre. En l’absence de forces de volumes et d’effets
d’inerties, les équations d’équilibre mécanique sont :

div T = 0 (2.14)
div Mdev + 2~T = 0. (2.15)

Ce sont des équations d’équilibre très proches de celles des milieux de Cosserat.
Le tenseur des contraintes T contient une partie symétrique Tsym, le tenseur de
Cauchy, et une partie anti-symétrique Tskew. Cette dernière s’écrit également sous
forme de vecteur ~T = −1/2T : X et permet d’équilibrer les moments de contrainte.
En se basant sur les travaux de Mindlin et Tiersten [Mindlin,1962], il est possible
de satisfaire ces équations d’équilibre en résolvant l’équation d’ordre supérieur :

div T = div Tsym + div Tskew = div Tsym + 1
2curl div Mdev = 0, (2.16)

Dans un problème purement élastique, elle s’écrit :

div (C : (ε‖e +ε⊥e )+D : (κ‖e +κ⊥e ))+ 1
2curl div (A : (κ‖e +κ⊥e )+B : (ε‖e +ε⊥e )) = 0,

(2.17)
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Figure 2.2 – Champs élastiques induits par un dipôle de désinclinaisons coins
[Taupin,2013]. La densité de dislocation est nulle. Le dipôle est constitué de den-
sités de désinclinaison coin θ33 négatives (bleu) et positives (rouge). Les contours
en noir et blanc sur la figure de gauche montrent le champ de contrainte de trac-
tion/compression T11(Pa). Les contours en noir et blanc sur la figure de droite
montrent le champ de moment de contrainte de flexion M31(Pa.m).

où l’inconnu est le vecteur déplacement qui intervient dans les déformations et
dans les courbures élastiques compatibles, alors que les courbures et les déformations
élastiques incompatibles proviennent d’une distribution de densités de dislocation
α et de désinclinaison θ données. La figure (2.2) montre comme exemple le champ
de contrainte de traction et de moment de contrainte d’un dipôle de désinclinaisons
coins [Taupin,2013]. Nous retrouvons des champs de contraintes proches de ceux
d’une dislocation coin équivalente. En revanche, les moments de contrainte sont
différents car les courbures élastiques ne sont pas les mêmes [Upadhyay,2011].

L’équation de transport des densités de désinclinaisons exprime la conservation
du vecteur de Frank au travers de surfaces élémentaires [Fressengeas,2011]. Elle
prend une forme semblable à l’équation de transport des dislocations dans la méca-
nique des champs de dislocations :

θ̇ = −rot (θ ×Vθ). (2.18)

L’équation (2.18) est l’équation de transport des densités de désinclinaisons.
Comparée avec la dérivée par rapport au temps de l’équation (2.1), on en déduit
que :

κ̇p = θ ×Vθ. (2.19)
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κ̇p est le tenseur des vitesses de courbure plastique engendré par le mouvement
des densités de désinclinaisons. L’équation de transport des densités de dislocations
s’écrit elle :

α̇ = −rot ε̇p + κ̇tp − tr( κ̇p) I, (2.20)

α̇ = −rot (1
2 (α×Vα + (α×Vα)t)) + (θ ×Vθ)t − tr(θ ×Vθ) I. (2.21)

L’équation 2.21 est de la forme :

α̇ = −rot ε̇p + Sθ. (2.22)

L’équation (2.22) est l’équation de transport des densités de dislocations dans la
théorie des champs de dislocations et de désinclinaisons [Fressengeas,2011]. L’équa-
tion (2.22) montre l’apparition d’un terme de source/puits de densités de dislocations
Sθ dû à la mobilité des désinclinaisons. Ainsi, le mouvement des désinclinaisons en-
gendre une nucléation ou une annihilation de dislocations. Nous allons montrer plus
loin dans ce chapitre l’importance de ce terme pour la modélisation des mécanismes
de migration des joints de grains [Taupin,2014b]. Ce terme permet probablement
aussi de modéliser la nucléation de dislocation depuis les joints de grains, ainsi que
l’absorption des dislocations par les joints de grains. Ce terme de source/annihilation
de dislocations a déjà été proposé pour expliquer la relaxation des champs de
contraintes internes au voisinage des désinclinaisons [Romanov,1992, Kleman,2008].
En exprimant la puissance mécanique D dissipée lors de la production de courbures
et déformations plastiques, des forces motrices agissant sur les densités de désincli-
naisons et de dislocations peuvent être dérivées [Fressengeas,2011] :

Fα = Tsym.α : X; Fα
l = ejklT

sym
ij αik (2.23)

Fθ = Mdev,t.θ : X; F θ
l = ejklM

dev
ij θik (2.24)

Fα and Fθ sont les forces motrices agissant sur les densités de dislocations et
de désinclinaisons. La force agissant sur les désinclinaisons est une force de type
Peach-Koehler, à la différence majeure que ce sont les moments de contrainte et non
les contraintes qui agissent sur les désinclinaisons. Pour satisfaire la positivité de la
dissipation, nous proposons pour la vitesse des défauts le choix constitutif le plus
simple :
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Figure 2.3 – (A) : Dipôle de désinclinaisons θ33 et distribution de densités de
dislocations coins après auto-relaxation d’un dipôle initial compact. Le dipôle de
désinclinaisons est en couleur et les flèches représentent les vecteurs de Burgers
locaux associés aux densités de dislocations. (B) : Rotation ω3 et champ de vecteur
de Burgers. La rotation est en couleur et les flèches représentent le champ de vecteur
de Burgers [Fressengeas,2011].

Fα = BαVα; Bα > 0 (2.25)
Fθ = BθVθ; Bθ > 0 (2.26)

Les coefficients Bα et Bθ sont des paramètres matériau positifs. Pour termi-
ner cette partie, nous présentons sur la figure 2.3 la toute première simulation de
mécanique des champs de désinclinaisons et de dislocations, à l’aide d’un modèle
bidimensionnel résolu par éléments finis [Fressengeas,2011]. Un dipôle de densités
de désinclinaison coin θ33 initialement compact et placé au centre d’une boîte de
simulation s’auto-relaxe et s’étale par transport sous son champ de moments de
contrainte internes. Durant ce processus, des densités de dislocations coins sont nu-
cléées et ces dernières sont contenues à l’intérieur du dipôle de désinclinaisons. Tout
cet ensemble de défauts converge vers une structure organisée et d’énergie plus faible
que la configuration initiale. Cette figure montre aussi que la relaxation par nucléa-
tion de dislocations génère un vecteur de Burgers perpendiculaire au bras du dipôle,
ce qui donne un gradient de rotation élastique au travers du dipôle. Autrement dit,
la relaxation du dipôle modifie localement la désorientation élastique pour relaxer
les courbures élastiques.
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Figure 2.4 – En haut : dipôles de densités de désinclinaison coin au niveau des
unités structurelles dans un joint de flexion ∑ 37 (610) < 001 > de désorientation
18, 9◦ dans un bicristal de cuivre. Au milieu : contrainte de cisaillement associée
aux dipôles de désinclinaisons. En bas : Densité d’énergie élastique associée aux
désinclinaisons [Fressengeas,2014].

2.2 Structure de coeur des joints de flexion

Le modèle bidimensionnel développé [Fressengeas,2011] a ensuite été appliqué
aux joints de grains, à leur structure de coeur et à leur énergie d’excès [Taupin,2013,
Fressengeas,2014]. Plus précisément, des joints de flexion symétriques de type <
001 > dans le cuivre ont été considérés. Ils représentent des interfaces modèles
simples pour une première étude et en vue de tester le potentiel prédictif du modèle.
La figure 2.4 montre pour un joint de flexion donné la densité de désinclinaison
coin et les champs de contrainte de cisaillement et de densité d’énergie associés
[Fressengeas,2014]. Dans cette étude, les unités structurelles atomiques ont été mo-
délisées par des dipôles de désinclinaisons coins. L’échelle de résolution spatiale est
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Figure 2.5 – Prédiction de l’énergie des joints de flexion symétriques de type
< 001 > dans le cuivre en fonction de la désorientation (points bleus), compa-
raison avec les données expérimentales [Hasson,1972] et des résultats de simulations
atomistiques [Tschopp,2008a].

inférieure aux distances interatomiques, de sorte que nous sommes ici en train de
modéliser les structures de coeur des joints de grains avec des étalements de densi-
tés de désinclinaison, par analogie aux dislocations et au modèle de Peierls-Nabarro.
Les champs élastiques sont proches, qualitativement, à ceux observés expérimenta-
lement [Hytch,1998, Hytch,2006, Couillard,2013]. On note que l’énergie est conte-
nue dans une région de très faible épaisseur, inférieure au nanomètre, et que la
majorité de l’énergie est contenue au niveau des unités structurelles. Enfin, la fi-
gure 2.5 montre la courbe de l’énergie d’excès des joints de flexion en fonction de
la désorientation, en comparaison avec des résultats expérimentaux et numériques
[Hasson,1972, Tschopp,2008a]. Nous sommes arrivés à prédire une évolution réaliste
de l’énergie, avec même des cusps dus à des effets de screening élastique pour les
fortes désorientations. Les valeurs locales des contraintes de traction et de cisaille-
ment sont tout de même un peu élevées et suggèrent qu’une distribution un peu plus
diffuse des coeurs de désinclinaisons serait plus adaptée, dans quel cas l’énergie des
joints de flexion serait aussi plus faible. Ces résultats montrent globalement que le
modèle de désinclinaisons permet de faire une transition d’une représentation ato-
mique et discrète des structures de coeur des joints de flexion vers une représentation
mécanique et continue, et qui reste relativement prédictive.

Le modèle a aussi été appliqué à des données expérimentales sur des couches
mono-moléculaires de fullerènes [Nakamura,2011], déposées sur des substrats de
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Figure 2.6 – (a) : Image d’un joint de flexion dans un film mono-moléculaire
de fullerènes déposé sur un substrat de tungstène, observé par microscopie à effet
tunnel [Bozhko,2014]. Chaque boule correspond à une molécule de fullerène C60. La
désorientation entre les deux régions est accommodée par un arrangement d’unités
structurelles indiquées par les flèches bleues. Dans l’insert, les molécules qui brillent
sont les molécules dont la rotation est interrompue et dont on peut deviner les
orbitales électroniques par effet tunnel. (b) : Champ de densités de désinclinaison
coin représentant les unités structurelles et superposé à la figure expérimentale. La
mesure des vecteurs de Frank et une construction alternative avec des dislocations
partielles sont montrées dans les deux inserts.

Figure 2.7 – Champs de contraintes de traction/compression dans le plan, dus à la
distribution de désinclinaisons coins montrée sur la figure 2.6. On note que les zones
en compression correspondent assez bien aux zones où la rotation des molécules de
fullerènes est stoppée (boules bleues) [Bozhko,2014].
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tungstène [Bozhko,2014]. Ce travail s’inscrit dans le cadre d’une collaboration avec
l’Institut de Physique des Solides de l’Académie des Sciences de Russie. La figure
2.6 montre une telle couche de fullerènes, observée par microscopie à effet tunnel. La
couche est face à nous et le substrat est en dessous. Chaque boule est une molécule
de fullerène, composée de 60 atomes de carbone et ayant la forme d’un ballon de
football. Une propriété surprenante est que ces molécules tournent sur elles-mêmes
à une fréquence très élevée. Lors de la croissance de la couche sur le substrat, des
régions d’orientations différentes par rapport au substrat se rejoignent, entraînant la
formation de joints de flexion. Un tel joint de flexion est montré sur la figure 2.6.a.
La désorientation est d’environ 10 degrés. On remarque que le joint est composé
d’unités structurelles qui ressemblent beaucoup à celles observées dans les joints de
flexion habituels, comme celui dans le cuivre montré précédemment. Cependant, il
faut noter que ce sont ici des unités structurelles moléculaires. Par ailleurs, l’insert
en noir et blanc dans la figure montre que certaines molécules au niveau des unités
structurelles ne tournent plus et sont arrêtées. La microscopie à effet tunnel permet
en effet de voir la structure orbitale électronique des molécules fixes qui semblent
alors briller. Le modèle des désinclinaisons coins a été utilisé pour modéliser ce
joint de flexion [Bozhko,2014], en utilisant des lois d’élasticité pour les fullerènes
[Kobelev,2001]. La figure 2.6.b montre les dipôles de désinclinaisons utilisés pour
modéliser les unités structurelles. La figure 2.7 montre les champs de contraintes de
traction et compression dus aux désinclinaisons. Il est intéressant de noter que les
ordres de grandeur obtenus sont en bon accord avec les estimations expérimentales
et que les molécules de fullerènes qui sont fixes (boules bleues) sont essentiellement
observées dans les régions en compression proches des unités structurelles. Comme le
montre l’insert (2) dans la figure 2.6, une représentation à l’aide de densités de dislo-
cations est aussi possible car les unités structurelles peuvent être vues comme deux
dislocations partielles (une dans chaque grain). Cependant, les champs élastiques et
les énergies associés sont trop élevés et la superposition des zones en compression
avec les molécules fixes est beaucoup moins bonne. Les résultats obtenus semblent
donc en faveur d’une description du joint de flexion en terme de désinclinaisons.

Pour terminer cette section, nous présentons très brièvement une méthode ré-
cente visant à estimer les densités de défauts (dislocations, désinclinaisons, et même
les désinclinaisons généralisées discutées dans les perspectives de ce mémoire) à
partir de simulations atomistiques de structures atomiques de défauts cristallins
[Sun,2016]. Cette étude s’inscrit dans le cadre d’une collaboration avec le labora-
toire UMET de Lille et du postdoctorat de Xiaoyu Sun. L’objectif est d’obtenir une
estimation des densités de défauts dans des joints de grains plus généraux, plus com-
plexes et pour d’autres matériaux, notamment les géomatériaux comme l’olivine. La
méthode est la suivante. La configuration atomique relaxée est la configuration de
référence. La configuration atomique initiale non relaxée est la configuration ac-
tuelle. Ces deux configurations sont montrées pour un joint de flexion symétrique
dans le cuivre sur la figure 2.8. A partir de ces configurations, nous pouvons esti-
mer les déplacements atomiques par une méthode différences finies [Sun,2016]. Nous
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Figure 2.8 – Configurations atomiques de référence et actuelle utilisées pour la
détermination des champs élastiques à partir des déplacements atomiques dans les
joints de grains [Sun,2016].

Figure 2.9 – Densités de désinclinaison coin estimées à partir des champs élastiques
dérivés des déplacements atomiques dans un joint de flexion symétrique dans le
cuivre, simulé par dynamique moléculaire [Sun,2016]. On note la présence de dipôles
de désinclinaisons au niveau des unités structurelles.
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Figure 2.10 – (a,b) : Distribution de densités de désinclinaison coin θ33 (code
couleur) et de densités de dislocation coin α13 (contours blancs et noirs) lors de la
migration d’un joint de flexion de type ∑ 5 (310) < 001 > de désorientation 36, 87◦
dans du cuivre. Le trait en pointillés noirs indique la position initiale du joint de
grain [Taupin,2014b].

pouvons ensuite calculer les dérivées spatiales et estimer les déformations et cour-
bures élastiques, puis finalement les densités de désinclinaison et de dislocation. La
méthode reste délicate dans le sens où il est nécessaire de faire attention à préserver
des éventuelles discontinuités de déplacement et de rotation élastiques au niveau des
interfaces, de façon à ne pas détruire les incompatibilités de déformation et de cour-
bure et obtenir des densités de dislocation et de désinclinaison nulles. La figure 2.9
montre la densité de désinclinaison coin dans un joint de flexion symétrique de type
< 001 > dans le cuivre. On observe des dipôles au niveau des unités structurelles,
très proches de ceux utilisés lors des premières simulations [Fressengeas,2014]. Des
densités de dislocations coins sont également observées cependant, avec un vecteur
de Burgers global perpendiculaire au joint de grain, consistent avec la nature du
joint de grain [Sun,2016]. Il semble donc qu’une description du joint de flexion en
termes de désinclinaisons et de dislocations soit nécessaire et plus réaliste.

2.3 Migration des joints de flexion sous cisaille-
ment appliqué

Motivés par les résultats présentés ci-dessus, nous avons appliqué le modèle à la
migration des joints de flexion sous cisaillement appliqué [Winning,2001, Taupin,2014b].
Les figures 2.10 et 2.11 montrent la simulation de la migration d’un joint de flexion
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Figure 2.11 – (a,b) : Déformation plastique εp12 et rotation plastique ωp3 dues à
la migration du joint de grain montrée sur la figure 2.10. Le trait en pointillés noirs
indique la position initiale du joint de grain [Taupin,2014b].

Figure 2.12 – Prédiction du facteur de cisaillement des joints de flexion symé-
triques de type < 001 > dans le cuivre en fonction de la désorientation (losanges)
[Taupin,2014b], comparaison avec les données expérimentales [Gorkaya,2009] et les
simulations atomistiques [Cahn,2006] (lignes).
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Figure 2.13 – Modélisation de la migration d’un joint de flexion dans l’olivine
[Cordier,2014]. Les figures (a,b,c,d) montrent la migration progressive du joint de
grain et le cisaillement plastique produit.
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symétrique ∑ 5 (310) < 001 > de désorientation 36, 87◦ dans un bicristal de cuivre.
Lorsqu’une déformation de cisaillement est appliquée au bicristal, des moments de
contrainte sont générés au travers des lois d’élasticité [Upadhyay,2013] et ces der-
niers mettent en mouvement les densités de désinclinaison perpendiculairement au
joint de grain. Du mouvement des désinclinaisons résulte une nucléation de dipôles
de densités de dislocations coins dont le vecteur de Burgers partiel résultant est
horizontal. Le champ de contrainte de cisaillement entraîne quasi-immédiatement
le mouvement de ces dipôles de dislocations parallèlement au joint de grain et ces
dernières s’annihilent à mi distance en produisant de la déformation de cisaillement
plastique entre le dipôle. Comme illustré sur la figure 2.10, durant ce mécanisme
continu d’émission, de glissement et d’annihilation de dislocations qui suit le mou-
vement des désinclinaisons, la structure des dipôles de désinclinaisons est préservée
et continue son déplacement. Comme le montre la figure 2.11, un champ de défor-
mation de cisaillement plastique est induit par le mouvement des dislocations coins
nucléées, alors qu’un champ de rotation plastique ωp3 dérive du mouvement des
dipôles de désinclinaisons. Cette décomposition du cisaillement plastique en défor-
mation et en rotation est analogue à celle proposée dans le cadre des disconnections
[Cahn,2006, Khater,2012] . Des comparaisons surprenantes sont aussi observées avec
des résultats à l’échelle atomique entre les champs de déformations et de rotations
produits par la migration des joints de flexion [Zimmerman,2009, Tucker,2012]. Il est
important de noter que sans les tenseurs d’élasticité non-locaux B et D, la migra-
tion des joints de flexion ne peut pas être obtenue car aucun moment de contrainte
n’est alors généré par l’application d’une déformation de cisaillement. La figure 2.12
montre finalement la prédiction du facteur de cisaillement (shear coupling factor,
ratio entre la translation des grains due au cisaillement et la distance parcourue par
le joint de grain) en fonction de la désorientation, en comparaison avec les résultats
expérimentaux [Gorkaya,2009] et les simulations atomistiques [Cahn,2006]. Le mo-
dèle permet de reproduire l’évolution du facteur de cisaillement et notamment les
deux branches positive et négative, reliées à la polarité des dipôles de désinclinai-
sons, qui change en fonction de la désorientation [Taupin,2014b].

Le modèle développé pour la migration des joints de grains a récemment été ap-
pliqué à l’olivine [Cordier,2014]. L’olivine est un constituant du manteau terrestre qui
manque de systèmes de glissement de dislocations pour pouvoir accommoder la dé-
formation du manteau. Ainsi, d’autres mécanismes de déformation plastique doivent
exister. Le glissement des joints de grains (grain boundary sliding) est un mécanisme
possible. Dans cette étude, nous avons proposé que la migration des joints de grains
est aussi un mécanisme possible. Tout d’abord, la présence de désinclinaisons dans
l’olivine a été mise en évidence en se basant sur des cartes d’orientation cristalline
obtenues par EBSD. Ensuite, un joint de flexion simulé par dynamique moléculaire
a été modélisé par des densités de désinclinaison coin. Ces dernières se trouvent sous
la forme de quadripôles pour ce joint de flexion particulier. La figure 2.13 montre ce
joint de grain et son évolution sous cisaillement appliqué. Un mécanisme similaire à
celui observé dans le cuivre et détaillé ci-dessus [Taupin,2014b] opère. La migration
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Figure 2.14 – Dipôle de désinclinaisons coins θ33. (a) : Champ de densité de
désinclinaison coin. (b, c) : Champ de moment de contrainte en élasticité locale
(b) et en élasticité non locale (c). (d, e) : Force motrice agissant sur la densité de
désinclinaison coin en élasticité locale (d) et en élasticité non locale (e). (f , g) :
Champ de densité d’énergie en élasticité locale (f) et en élasticité non locale (g). La
même échelle de couleur est utilisée pour la comparaison des champs en élasticité
locale et non locale [Taupin,2017].

du joint de flexion produit une déformation plastique de cisaillement importante.
Ce résultat suggère donc que les joints de grains peuvent contribuer au manque de
plasticité par les dislocations dans le manteau terrestre [Cordier,2014].

2.4 Elasticité non locale

Cette étude fait l’objet de la thèse de doctorat de Kodjovi Gbémou [Taupin,2017].
Dans la modélisation conventionnelle des matériaux cristallins, les lois de compor-
tement élastique constitutives établissent une relation entre les déformations élas-
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Figure 2.15 – Dipôle de désinclinaisons coins θ33. Profils du champ moment de
contrainte représenté sur la figure 2.14 le long de la ligne verticale traversant le
dipôle de désinclinaisons. La ligne verte avec les croix représente le moment de
contrainte total en utilisant l’élasticité locale. La ligne verte indique le moment de
contrainte total en utilisant l’élasticité non locale, c’est à dire la somme du moment
de contrainte local (ligne violette) et du moment de contrainte non local (ligne
orange) [Taupin,2017].
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Figure 2.16 – Profils des discontinuités de déplacement élastique (misfit) pour le di-
pôle de désinclinaisons coins θ33 suivant la ligne médiane horizontale, pour différents
étalements des coeurs de désinclinaisons. La courbe bleue montre la discontinuité
pour une dislocation discrète, la courbe verte la discontinuité dans le modèle de
Peierls-Nabarro [Taupin,2017].

tiques et les contraintes. La plupart de ces relations sont locales, ce qui signifie
qu’elles lient les contraintes en un point donné du matériau aux déformations au
même point. Les relations constitutives locales sont valides lorsque l’échelle de ré-
solution choisie, c’est à dire la taille caractéristique du point matériel considéré, est
assez grande pour s’assurer que ce dernier contient un grand nombre d’atomes et
possiblement de défauts cristallins. Dans ce cas, les lois constitutives caractérisent le
comportement moyen de l’ensemble des atomes qui composent les volumes élémen-
taires. Les lois d’élasticité locales peuvent cependant devenir inadéquates lorsque
l’échelle de résolution est réduite à l’échelle atomique, en raison des interactions
atomiques complexes et non locales. Eringen a montré que les lois constitutives lo-
cales ne peuvent pas rendre compte proprement du comportement élastique à cette
échelle [Eringen,1966, Eringen,1972, Eringen,1977a, Eringen,1977b, Eringen,2002].
Des lois élastiques non locales ont été proposées, qui utilisent des intégrales de convo-
lution dans lesquelles les contraintes à un point donné du matériau dépendent des
déformations élastiques aux points voisins, la portée des interactions étant contrô-
lée par un noyau non local [Eringen,2002]. Ces formulations ont trouvé plusieurs
domaines d’application [Di Paola,2013]. Dans un premier temps, à l’échelle inter-
atomique, elles ont permis de retrouver les relations de dispersion des phonons
et la dimension de l’élasticité non locale trouvée s’avère être de l’ordre des dis-
tances interatomiques [Eringen,1977a]. Ensuite, elles ont permis la régularisation
des champs élastiques des lignes de dislocations discrètes, de fissures et de désin-
clinaisons [Eringen,1977b, Eringen,2002, Lazar,2011]. Une régularisation peut aussi
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être obtenue en utilisant des moments de contrainte pour décrire les champs méca-
niques et par conséquent en introduisant des relations constitutives d’ordre supérieur
[Lazar,2003, Po,2014, Seif,2014, Lazar,2015]. Comme les moments de contrainte en
un point donné du matériau symbolisent les forces mécaniques appliquées à des
points distants, de telles approches sont équivalentes à introduire des échelles de
longueur internes dans la formulation constitutive, tout comme les intégrales de
convolution.

Dans cette section, nous souhaitons montrer que les intégrales de convolution
proposées par Eringen peuvent aussi être utilisées pour dériver des lois constitutives
élastiques non locales qui ont une pleine signification dans les parties du matériau où
les dislocations et les désinclinaisons sont présentes [Taupin,2017]. Nous avons mon-
tré, dans le cadre de l’élasticité linéaire isotrope [Upadhyay,2013], qu’en plus des ten-
seurs élastiques reliant les contraintes aux déformations et les moments de contrainte
aux courbures, ils existent des tenseurs élastiques qui relient les contraintes aux cour-
bures et les moments de contrainte aux déformations. Nous avons suggéré que ces
tenseurs sont nuls dans des conditions de centro-symétrie, mais non nuls si nous
assumons que la centro-symétrie est rompue en présence de défauts cristallins. Ces
tenseurs semblent donc devoir être associés à un comportement élastique spécifique
aux défauts cristallins. Beaucoup d’études dans la littérature ont déjà montré que
les défauts cristallins ont une élasticité spécifique, par exemple les joints de grains
et les hétéro-interfaces [Spearot,2007, Spearot,2008, Tschopp,2008a, Tschopp,2008b,
Tschopp,2008c, Dingreville,2014]. En se basant sur [Upadhyay,2013] et en s’appuyant
sur des fonctionnelles de densité d’énergie élastique non locale de type Eringen pour
les déformations et les courbures, nous avons donc dérivé des tenseurs d’élasticité
non locale qui existent dans les régions du cristal contenant des défauts et qui s’an-
nulent dans les régions parfaites. Une formulation générale de ces tenseurs élastiques
non-locaux a été proposée et des expressions simplifiées dérivées pour analyser leurs
effets sur plusieurs configurations élasto-statiques de dislocations et de désinclinai-
sons. Nous supposons une fonctionnelle de densité d’énergie élastique en tout point
r du domaine V sous la forme intégrale suivante :

ψ(r) = 1
2Cijkl(r)εeij(r)εekl(r) + 1

2Aijkl(r)κeij(r)κekl(r) + ... (2.27)

... + 1
2ε

e
ij(r)

∫
V
Dijkl(r− r′)εekl(r′)dV ′ + ...

... + 1
2κ

e
ij(r)

∫
V
Bijkl(r− r′)κekl(r′)dV ′.

Les deux premiers termes à droite dans l’équation 2.27 impliquent des formes
quadratiques symétriques définies positives A et C données au point r. Elles conduisent
à des lois élastiques constitutives linéaires utilisées et discutées par [deWit,1970,
Fressengeas,2011, Upadhyay,2013] dans le cadre des modèles de champs de disloca-
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tions et de désinclinaisons. La non linéarité de l’élasticité peut jouer un rôle dans
les régions de cœur des défauts mais elle ne sera pas considérée ici. La nouveauté
dans ce travail est l’introduction des contributions non locales dans les équations
constitutives. Ces contributions qui apparaissent dans les deux derniers termes à
droite dans l’équation 2.27 sont prises sous la forme d’intégrales de convolution de
type Eringen. Dans ces intégrales de convolution, r′ dénote un point du matériau
distant de la position r. Nous définissons également le vecteur R′ = (r′ − r). Les
amplitudes de B et D doivent décroître rapidement et atteindre une valeur nulle
lorsque la distance relative R′ augmente [Eringen,2002]. Le détail des calculs est
fourni dans la référence [Taupin,2017]. Les lois d’élasticité obtenues s’écrivent :

T symij = ∂ψ

∂εeij
= Cijklε

e
kl +Dijklκ

e
kl (2.28)

Mdev
ij = ∂ψ

∂κeij
= Aijklκ

e
kl +Dklijε

e
kl. (2.29)

Elles expriment les contraintes et les moments de contrainte en un point matériel
donné, en fonction des déformations et des courbures élastiques au même point. La
non-localité est incluse dans le tenseur non-local D̄. Les composantes de ce tenseur
sont de la forme :

Dijml(r) = −ekmn
∫
V
K(R′) ||η(r′)||

η0
R′ndV

′ Cijkl = −ekmn ln(r)Cijkl. (2.30)

Dans cette équation, le terme ln(r) =
∫
V K(R′) ||η(r′)||

η0
R′ndV

′ est une longueur qui
définit la portée de la non localité des modules élastiques suivant la direction en.
Nous avons montré que cette longueur doit rester plus faible que la longueur interne
contenue dans le tenseur A (de la forme µ l2 où µ est le module de cisaillement et
l la longueur interne) pour assurer la stabilité élastique [Taupin,2017]. Les résul-
tats présentés ci-dessous ont été obtenus à l’aide de méthodes numériques spectrales
utilisant les algorithmes de transformées de Fourier rapides (FFT), dont la présen-
tation fait l’objet du prochain chapitre. Parmi les résultats obtenus [Taupin,2017],
nous présentons ici un problème semblable au modèle de Peierls Nabarro, revisité
en termes de désinclinaisons, de moments de contrainte et d’élasticité non locale.
Nous considérons des désinclinaisons coins dont la ligne et le vecteur de Frank sont
parallèles à la direction e3. Ces désinclinaisons sont prises en compte à travers la
densité θ33. Le matériau consideré ici est le cuivre. La taille de voxel dans la grille
FFT est δ = 0.0025 b, où b est la norme du vecteur de Burgers. Cette résolution
est suffisamment petite pour assurer une bonne description continue des champs
élastiques dans la région de cœur des défauts. Les cœurs de désinclinaisons sont in-
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troduits dans la grille en utilisant des distributions Gaussiennes. Dans ce qui suit, le
tenseur des contraintes C : εe sera dénommé ”contrainte locale”, D : κe ” contrainte
non locale”, le moment de contrainte A : κe ”moment de contrainte local” et Dt : εe
”moment de contrainte non local”. Nous considérons un dipôle de désinclinaisons
coins θ33 ”équivalent” à une dislocation coin, ayant une petite longueur de bras de
dipôle. Le terme ”équivalent” signifie que le vecteur de Burgers du dipôle est le
même que celui d’une dislocation coin et que le champ de contrainte de premier
ordre coïncide presque avec celui d’une dislocation coin. Sur les figures 2.14 et 2.15,
nous regardons les effets de la non localité sur les champs de moments de contrainte
du dipôle de désinclinaisons coins θ33. La figure 2.14 compare les champs obtenus
dans le cas de l’élasticité locale (colonne de gauche) à ceux obtenus en utilisant
l’élasticité non-locale (colonne de droite). Sur les figures 2.14-(b, c) sont illustrés les
champs de moment de contrainte M31. Dans le cas de l’élasticité locale, les résultats
antérieurs [Taupin,2013] sont retrouvés. Nous observons que le moment de contrainte
non local joue le rôle de moment de contrainte de rappel, par analogie au modèle
de Peierls-Nabarro. Comme le montre assez clairement la figure 2.15, ce moment
non-local au niveau du coeur des désinclinaisons est capable d’annuler le moment
de contrainte totale, local plus non local, de sorte que les coeurs de désinclinaisons
sont en équilibre. Nous avons en effet vérifié récemment en résolvant numérique-
ment les equations de transport que les coeurs de désinclinaisons atteignent une
configuration en équilibre. Les champs de contraintes internes eux sont peu affectés
par la non localité et restent très proche de la solution habituelle. Cette propriété
implique qu’une configuration stable et équilibrée peut être obtenue pour les den-
sités de défauts, pour laquelle aucun étalement infini ne se produit. Les profils des
discontinuités de déplacement élastique (misfit) obtenus dans cette configuration de
référence et dans deux autres configurations (l’une plus diffuse et l’autre plus com-
pacte) sont représentés sur la figure 2.16, et ces derniers sont comparés au profil de
la discontinuité pour une dislocation discrète et au profil de Peierls-Nabarro.
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Chapitre 3

Méthodes numériques spectrales

3.1 Statique des champs de dislocations

Dans cette première partie, nous présentons le développement de méthodes nu-
mériques spectrales, utilisant les algorithmes de transformées de Fourier rapides
(FFT), dédiées aux calculs des champs de contraintes internes associés à des distri-
butions de densités de dislocation dans des matériaux élastiquement homogènes
[Berbenni,2014], puis hétérogènes [Djaka,2017]. Ces travaux s’inscrivent dans le
cadre de la thèse de Konlam Sénam Djaka. Ces travaux sont motivés par l’effi-
cacité des schémas numériques existants pour les matériaux élastiques hétérogènes
et le but est de rendre accessible la mécanique des champs de dislocations aux cal-
culs de microstructures tridimensionnelles réalistes. La nouveauté apportée dans
cette étude est notamment le calcul et l’introduction des distorsions élastiques in-
compatibles dues aux densités de dislocation dans l’équation d’équilibre, ainsi qu’un
traitement particulier du calcul des dérivées spatiales dans le l’espace de Fourier
pour assurer une stabilité et une bonne précision numérique. Nous commençons
par le cas de l’élasticité homogène. En l’absence de forces de volume et d’inertie,
nous supposons une contrainte macroscopique appliquée T (conditions aux limites
en contraintes), qui est la contrainte moyenne 〈T〉 sur la cellule unitaire périodique
de volume V . Nous considérons aussi une densité de dislocation α donnée et in-
duisant des contraintes internes à calculer. Nous rappelons les équations à résoudre
successivement (pour un domaine fini et non périodique) :

div grad Ue⊥ = ∆Ue⊥ = −rot α dans V , (3.1)
Ue⊥ · n = 0 sur ∂V , (3.2)
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div
(
C : Ue,‖

)
+ f⊥ = 0, (3.3)

avec f⊥ = div (C : U⊥e ) et Ue,‖ = grad w. Dans l’espace de Fourier, notons
par ξ le vecteur de Fourier d’amplitude ξ =

√
ξ · ξ et de composantes ξi dans un

repère Cartésien tridimensionnel. Le nombre complexe imaginaire dénoté i est défini
comme i =

√
−1. Soient α̃(ξ) et Ũe,⊥(ξ) les transformées de Fourier respectives de

α(x) et Ue,⊥(x). L’équation de type Poisson (équation 3.1) (en notation indicielle)
avec les conditions aux limites (équation 3.2) sont résolues dans l’espace de Fourier :

Ũ e,⊥
ij (ξ) = i

ξ2 ξk (ejklα̃il(ξ)) ∀ξ 6= 0

Ũ e,⊥
ij (0) = 0.

(3.4)

Les conditions aux limites sur les distorsions incompatibles ci-dessus (valeur
moyenne nulle) sont différentes des conditions 3.2 du fait des conditions aux li-
mites périodiques. Soient w̃(ξ) et Ũe,‖(ξ) les transformées de Fourier respectives de
w(x) et Ue,‖(x). L’équation de type Navier en élasticité homogène (équation 3.3)
s’écrit dans l’espace de Fourier sous la forme :

Cijklξlξjw̃k(ξ) = CijkliξjŨ
e,⊥
kl (ξ), (3.5)

où la distortion élastique compatible Ũ e,‖
ij (ξ) = iξjw̃i(ξ). Ainsi, w̃(ξ) et Ũe,‖(ξ)

sont les solutions respectives des équations suivantes dans l’espace de Fourier :

w̃i(ξ) = iCklmnξlG̃ik(ξ)Ũ e,⊥
mn (ξ), (3.6)

Ũ
e,‖
ij (ξ) = −CklmnξlξjG̃ik(ξ)Ũ e,⊥

mn (ξ), (3.7)

où G̃(ξ) est la transformée de Fourier du tenseur de Green G associé au milieu
homogène de référence de module d’élasticité C. Dans le cas où le comportement
est isotrope (Cijkl = λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk)), l’expression de G̃ik(ξ) est donnée
dans [Mura,1987] comme suit :

G̃ik(ξ) = (λ+ 2µ) δikξ2 − (λ+ µ) ξiξk
µ (λ+ 2µ) ξ4 ∀ξ 6= 0. (3.8)
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on obtient finalement [Berbenni,2014] :

Ũ
e,‖
ij (ξ) = − (λ+ 2µ)−1 ξ−4 ×

λξiξjξ2Ũ e,⊥
pp (ξ) + (λ+ 2µ) ξlξjξ2

(
Ũ e,⊥
il (ξ) + Ũ e,⊥

li (ξ)
)

− (λ+ µ) ξiξjξkξl
(
Ũ e,⊥
kl (ξ) + Ũ e,⊥

lk (ξ)
) ,

(3.9)

A partir de la loi de Hooke et connaissant la distorsion élastique totale Ue, com-
patible plus incompatible, nous pouvons finalement calculer le tenseur des contraintes
de Cauchy dans l’espace de Fourier, noté T̃(ξ), à partir de la déformation élastique
ε̃e(ξ) :

T̃ij(ξ) = Cijklε̃
e
kl(ξ) ∀ξ 6= 0

T̃ij(0) = T ij
(3.10)

où ε̃e = Ũe
sym et T représente la contrainte macroscopique appliquée à la cellule

unitaire périodique. Ensuite, le champ de contraintes T(x) est obtenu dans l’espace
réel par la transformée de Fourier inverse de T̃(ξ).

Nous passons maintenant au cas de l’élasticité hétérogène. Nous supposons tou-
jours une contrainte macroscopique appliquée T (conditions aux limites en contraintes).
Les distorsions élastiques incompatibles sont toujours obtenues dans l’espace de Fou-
rier en résolvant l’équation 3.4. En élasticité hétérogène, le tenseur des modules
élastiques est écrit C(x) = C0 + ∂C(x), où C0 est l’élasticité d’un milieu homo-
gène de référence à choisir et ∂C(x) est la fluctuation spatiale. Avec cette définition,
l’équation d’équilibre peut être reformulée comme :

C0
ijklwk,lj + τij,j = 0. (3.11)

Dans l’équation 3.11, τ est le tenseur de polarisation des contraintes :

τij = Cijklε
e,⊥
kl + δCijklwk,l. (3.12)

Ce champ est dû à l’incompatibilité de la déformation élastique résultant de la
présence des dislocations à travers le terme T⊥ = C : εe,⊥, et des hétérogénéités
élastiques à travers le terme δC : grad w. L’expression de τ contient le champ
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inconnu du problème Ue,‖ au travers du terme δC : grad w. Ainsi, l’équation 3.11
est implicite et doit être résolue au travers d’une méthode itérative. En utilisant
la technique des fonctions de Green d’un milieu élastique homogène de référence,
l’équation 3.11 peut être résolue sous la forme d’une équation intégrale de type
Lippmann-Schwinger dont le champ inconnu est la déformation élastique compatible
εe,‖, avec un terme supplémentaire T⊥ dû à la présence de densités de dislocations :

εe,‖(x) = 〈εe,‖〉 −
(
Γ0 ? τ

)
(x), (3.13)

où ? dénote la convolution spatiale, 〈εe,‖〉 est la valeur moyenne de εe,‖ dans V et
Γ0 représente le tenseur de Green modifié associé au milieu de référence homogène
élastique de module C0. Pour résoudre cette équation, nous utilisons l’algorithme
à point fixe ("schéma basique") développé par Moulinec et Suquet [Moulinec,1994],
avec des conditions aux limites en contraintes. La transformée de Fourier de l’équa-
tion 3.13 s’écrit :

ε̃e,‖(ξ) = −Γ̃0(ξ) : τ̃ (ξ) ∀ξ 6= 0

ε̃e,‖(0) = 〈εe,‖〉 = C0−1 :
(
T− 〈τ 〉

) (3.14)

où ε̃e,‖(ξ) et Γ̃0(ξ) sont les transformées de Fourier de εe,‖(x) et Γ0(x). L’algo-
rithme basique avec champs incompatibles est présenté ci-dessous. Cet algorithme
est constitué de deux procédures consécutives : (i) la procédure d’initialisation qui
correspond au calcul de la distorsion élastique incompatible Ue,⊥(x) à travers la
résolution de l’équation de type Poisson 3.4 dans l’espace de Fourier, puis à l’initia-
lisation de εe,‖ pour une contrainte macroscopique appliquée T, et, (ii) la procédure
itérative globale basée sur le schéma basique pour la résolution de l’équation 3.13,
où εe,‖(x) est obtenue après convergence. Le critère de convergence est basé sur
l’équilibre des contraintes locales dans l’espace de Fourier :

en = ‖div(Tn)‖2
|〈Tn〉|

= ‖ξ.T̃n(ξ)‖2

|T̃n(0)|
≤ ε, (3.15)

où ‖.‖2 dénote la norme L2, |.| dénote la norme Euclidienne d’un tenseur d’ordre
deux et en représente l’erreur à l’itération (n). La convergence est atteinte lorsque
l’erreur est inférieure à une précision ε donnée qui est de l’ordre de 10−6 − 10−8

dans nos simulations. Il faut préciser que dans le cas de l’élasticité homogène, les
champs de contrainte et de déformation sont obtenus dès la première itération de
l’algorithme.
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Algorithm 1 Schéma basique avec distorsions élastiques incompatibles et avec
conditions aux limites en contraintes
Initialisation : (α(x) donné)

1: α̃(ξ)←FFT(α)
2: Résolution de Ũe,⊥(ξ) :

Ũ e,⊥
ij (ξ) = iξk

ξ2 ejklα̃il(ξ) ∀ξ 6= 0 et

Ũ e,⊥
ij (0) = 0

3: Ue,⊥(x)←FFT−1(Ũe,⊥)
4: εe,‖0 ← 〈ε

e,‖
0 〉 = C0−1 : T

5: T0(x)← C(x) :
(
ε
e,‖
0 + εe,⊥(x)

)
Itération : n+ 1 (εe,‖n (x) et Tn(x) connus)

6: T̃n(ξ) =FFT(Tn)
7: Test de convergence basé sur l’équation 3.20
8: τ̃n(ξ)← T̃n(ξ)− C̃0 : εe,‖n (ξ)
9: ε̃e,‖n+1(ξ)← −Γ̃0(ξ) : τ̃n(ξ) ∀ξ 6= 0 et ε̃

e,‖
n+1(0)← 〈εe,‖n 〉

10: εe,‖n+1(x)←FFT−1(ε̃e,‖n+1(ξ))
11: Tn+1(x)← C(x) :

(
ε
e,‖
n+1(x) + εe,⊥(x)

)

Nous considérons une cellule unitaire périodique avec les périodes spatiales T1,
T2 et T3 dans les directions x1, x2 et x3, respectivement. Le VER est discrétisé
en une grille parallélépipédique régulière de N1 × N2 × N3 voxels avec un vecteur
position x = ((i1 − 1)δ1, (i2 − 1)δ2, (i3 − 1)δ3), où i1 = 1 → N1, i2 = 1 → N2,
i3 = 1 → N3, δ1, δ2 et δ3 sont les tailles des pixels dans les directions x1, x2 et
x3. Ici, nous prenons δ1=δ2=δ3=δ. Le nombre total de points sur la grille FFT est
donné par Ntot = N1 × N2 × N3. La transformée de Fourier d’une fonction f est
f̃ = FFT (f). Sa transformée de Fourier inverse est f = FFT−1

(
f̃
)
. D’après la

convention Matlab-FFTW [Frigo,1998], la FFT et la FFT−1 s’écrivent :

f̃ (m1,m2,m3) =
N1∑
i1=1

N2∑
i2=1

N3∑
i3=1

f (i1, i2, i3)×

exp
(
−2πi

(
(i1 − 1)(m1 − 1)

N1
+ (i2 − 1)(m2 − 1)

N2
+ (i3 − 1)(m3 − 1)

N3

)) (3.16)
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et

f (i1, i2, i3) = 1
Ntot

N1∑
ξ1=1

N2∑
ξ2=1

N3∑
ξ3=1

f̃ (m1,m2,m3)×

exp
(

+2πi
(

(i1 − 1)(m1 − 1)
N1

+ (i2 − 1)(m2 − 1)
N2

+ (i3 − 1)(m3 − 1)
N3

))
,

(3.17)

où les mj (j = 1→ 3) sont arrangés dans l’espace de Fourier comme suit :

mj =
((
−Nj

2 + 1
)
,
(
−Nj

2 + 2
)
, ...,−1, 0, 1, ...,

(
Nj

2 − 1
)
,
(
Nj

2

))
(3.18)

si Nj est pair, et

mj =
((
−Nj − 1

2

)
, ...,−1, 0, 1, ...,

(
Nj − 1

2

))
(3.19)

si Nj est impair. L’approximation classique des dérivées partielles de premier
ordre est définie par :

iξj = i2πmj

Tj
, (3.20)

où, les mj sont définis par les équations 3.18 et 3.19, avec j = 1 → 3. Nous
montrons dans la suite que cette approximation classique peut générer d’importantes
oscillations numériques lors de la solution des équations de Poisson et d’équilibre.
Pour améliorer la stabilité et la précision numérique, nous essayons d’autres schémas
de dérivations. Nous essayons pour l’équation de Poisson un schéma différences finies
centrées qui revient à remplacer les approximations classiques par :

iξj = i
δ
sin

(
2πmj

Nj

)
(3.21)

−(ξj)2 = 2
δ2

(
cos

(
2πmj

Nj

)
− 1

)
(3.22)

−ξjξl = 1
2δ2

[
cos

(
2π
(
mj

Nj

+ ml

Nl

))
− cos

(
2π
(
mj

Nj

− ml

Nl

))]
, (3.23)

Pour le calcul des dérivées spatiales intervenant dans l’opérateur de Green modi-
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Figure 3.1 – Profils des contraintes T13 et T23 présentant des oscillations numé-
riques, obtenus avec la méthode FFT classique, pour une densité de dislocation
vis α33 définie sur un seul pixel au centre de la grille de simulation. La solution
analytique est représentée par les lignes en pointillés noirs.

fié, nous utilisons le schéma rotated [Willot,2015]. Ce schéma très efficace en terme
de précision numérique est comparé dans la suite à l’approximation classique. Ce
schéma revient à remplacer l’approximation classique par :

iξj = i
4δ tan

(
πmj

Nj

)(
1 + exp

(
i2πm1

N1

))(
1 + exp

(
i2πm2

N2

))(
1 + exp

(
i2πm3

N3

))
,

(3.24)

Nous présentons maintenant les résultats. Dans toutes les simulations, une très
faible contrainte macroscopique de traction est imposée pour des raisons de conver-
gence et de façon à ne voir en sortie que les contraintes internes associées aux dislo-
cations et aux hétérogénéités élastiques. Nous commençons en élasticité homogène.
Le premier résultat intéressant est l’efficacité du schéma différences finies centrées
pour la solution de l’équation de Poisson, pour des distributions de dislocations
compactes. Il a en effet été rapporté récemment que si la densité de dislocation est
définie sur un seul pixel, de fortes oscillations numériques apparaissent sur les so-
lutions numériques des champs élastiques obtenues par la méthode FFT classique
[Brenner,2014]. Sur les figures 3.1 et 3.2, nous comparons les champs de contraintes
hors plan pour une densité de dislocation vis définie sur un seul voxel, avec le cal-
cul classique des dérivées spatiales et avec le schéma différences finies centrées, en
comparaison avec la solution analytique [Berbenni,2014]. L’utilisation du schéma
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Figure 3.2 – Profils des contraintes T13 et T23 sans oscillations numériques, obtenus
avec la nouvelle approche FFT, pour une densité de dislocation vis α33 définie sur un
seul pixel au centre de la grille de simulation. La solution analytique est représentée
par les lignes en pointillés noirs.

différences finies centrées pour la résolution des distorsions élastiques incompatibles
ne génère aucune oscillation et est en excellent accord avec la solution analytique.
Avec la méthode classique cependant, de fortes oscillations sont observées et même
la tendance moyenne des profils de contraintes est en désaccord avec la solution ana-
lytique. Toujours dans le cadre de l’élasticité homogène, nous comparons finalement
notre méthode spectrale avec une approximation éléments finis (EF). La méthode
EF utilise des éléments bidimensionnels triangulaires linéaires et le solveur GMRES
(Gradient Minimal Residual). Ce solveur permet d’utiliser de grands maillages avec
le code FreeFem++ [Hecht,2012, Hecht,2017]. La figure 3.3 compare les cartes de
contraintes T13 et T23 obtenues pour une densité de dislocation vis. La taille du
maillage 2D est de 1024 par 1024 noeuds/voxels. Une bonne correspondance entre
les méthodes FFT et EF est observée. Les deux méthodes se révèlent très précises
dans le calcul des champs élastiques. Cependant, la méthode FFT se montre plus
attractive en terme de temps de calcul. En effet, sur un ordinateur portable et sur
un seul processeur, le temps de calcul nécessaire pour la simulation FFT est de 6.3
secondes alors qu’il approche les 20 minutes dans les simulations EF. Ce gain en
temps de calcul est encore plus considérable dans le cas des problèmes tridimension-
nels montrés ci-dessous.

Nous passons maintenant au cas de l’élasticité hétérogène [Djaka,2017]. Dans ces
applications 2D et 3D, nous considérons des matériaux composites à deux phases,
constitués d’inclusions (dénotées par I) et d’une matrice (dénotée par M), et conte-
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Figure 3.3 – Comparison des cartes de contraintes de cisaillement T13 (a, b) et
T23 (c, d) (normalisées par µ) pour une distribution de densité de dislocation vis,
obtenues par FFT avec 1024× 1024 pixels (a, c) et par EF avec 1024× 1024 noeuds
(b, d).
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Figure 3.4 – Etude comparative des nombres d’itérations nécessaires pour conver-
ger, pour différents contrastes mécaniques k, dans le cas de l’interaction entre une
inclusion circulaire et une densité de dislocation coin située dans la matrice d’un ma-
tériau composite [Djaka,2017]. En bleu : Utilisation du schéma rotated. En rouge :
calcul classique. Dans les deux cas, le schéma différences finies centrées a été utilisé
pour l’équation de Poisson.

(a) (b)

Figure 3.5 – Cartes 2D des contraintes T11 et T12 (normalisées par µM) obtenues
dans le cas d’une densité de dislocation coin α13 définie sur un seul pixel et situé à
proximité d’un trou circulaire dans une matrice [Djaka,2017]. Les schémas différences
finies centrées et rotated sont utilisés.
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nant différentes distributions spatiales de densités de dislocations. La matrice a
un comportement élastique, linéaire et isotrope avec un module d’Young EM =
62780 MPa et un coefficient de Poisson νM = 0.3647. Le module d’Young EI et
le coefficient de Poisson νI de l’inclusion sont déduits de la définition du contraste
mécanique k = EI/EM = µI/µM (en supposant νI = νM), où µI et µM sont les mo-
dules de cisaillement respectifs de l’inclusion et de la matrice. Comme dans le cas de
l’élasticité homogène, nous avons de nouveau observé qu’il est préférable d’utiliser le
schéma différences finies centrées pour le calcul des distorsions élastiques incompa-
tibles, surtout pour des distributions de dislocations compactes. Le résultat majeur
observé ici est l’efficacité remarquable du schéma rotated pour le calcul du tenseur
de Green modifié afin de résoudre l’équilibre des contraintes avec le schéma basique.
Dans le cas d’une densité de dislocation coin distribuée sur un seul voxel dans la
matrice, à proximité d’une inclusion, nous avons comparé pour différents contrastes
mécaniques l’efficacité en terme de nombre d’itérations à convergence avec et sans
le schéma rotated (le schéma différences finies centrées est utilisé pour l’équation
de Poisson dans les 2 cas). Les contrastes mécaniques explorés sont compris entre
k = 10−10 et k = 103 et une précision ε = 10−6 est exigée pour la convergence des
contraintes. Sur la figure 3.4, nous voyons que l’utilisation du schéma rotated permet
d’accélérer la convergence pour les contrastes mécaniques k < 1. De plus, il est même
possible de converger dans le cas d’une inclusion équivalente à un vide et d’obtenir
des champs élastiques sans aucune oscillation numérique, comme le montre la figure
3.5. En revanche, pour les contrastes mécaniques k > 1, l’utilisation du schéma ro-
tated n’améliore pas significativement la vitesse de convergence.

Comme dernière application, nous présentons maintenant une simulation tridi-
mensionnelle, en vue de mettre en évidence l’efficacité numérique de notre méthode
spectrale. Nous simulons ici une microstructure biphasée constituée de boucles de
dislocations autour de précipités cubiques noyés dans une phase matrice. La cellule
unitaire est discrétisée avec une grille FFT 3D de 128× 128× 128 = 2097152 voxels
avec une taille de voxel de 10−9m. La cellule unitaire contient 8× 8× 8 = 512 inclu-
sions cubiques. Les constantes élastiques de la phase matrice sont µM = 124.2 GPa
et νM=0.3. Les constantes élastiques des inclusions dépendent du contraste méca-
nique k entre les deux phases, avec νI = νM . La taille des inclusions cubiques est
de 8± 3× 10−9m et la fraction volumique des précipités dans la boîte de simulation
est fI = VI/V = 0.15. Chaque inclusion est entourée de 3± 1 boucles prismatiques
de dislocations constituées des densités α31 (ligne de dislocation suivant la direction
e1) et α32 (ligne de dislocation suivant la direction e2), avec un vecteur de Burgers
dans la direction e3 et de norme b=4.05× 10−10m. Cinq différents contrastes ont été
utilisés dans les simulations, k = 0.9, k = 0.1, k = 10, k = 0.01 et k = 100. Une
précision de ε = 10−6 est adoptée pour le critère de convergence sur la contrainte, et
les nombres d’itérations à la convergence sont, respectivement, 5, 30, 35, 156 et 283
pour les cinq contrastes. Les figures 3.6 (b),(c), (d), (e) et (f) montrent les champs
de contrainte interne T33 obtenus pour les cinq contrastes mécaniques. Les champs
élastiques ne contiennent aucune oscillation, malgré la présence des forts gradients
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Figure 3.6 – Calcul des contraintes internes dans une matrice contenant des in-
clusions cubiques entourées de boucles de dislocations. (a) : La cellule unitaire est
discrétisée avec une grille FFT 3D de 128 × 128 × 128 = 2097152 voxels avec une
taille de voxel de 10−9m et contient 8 × 8 × 8 = 512 inclusions cubiques (couleur
verte). La fraction volumique des inclusions est de 0.15. Chacune des inclusions cu-
biques de taille 8± 3× 10−9m est entourée de 3± 1 boucles de dislocations (couleur
grise). Les boucles prismatiques de dislocations ont un vecteur de Burgers suivant la
direction e3, de norme b=4.05× 10−10m. (b,c,d,e,f) : Champs de contrainte interne
T33 normalisée par µM pour cinq contrastes mécaniques différents k : 0.9 (b), 0.1
(c), 10 (d), 0.01 (e) et 100 (f) [Djaka,2017].
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spatiaux dans le cas du contraste mécanique k = 100. Il est important de noter
pour conclure que ces calculs ont été effectués sur un ordinateur portable, sur un
seul processeur. Dans les mêmes conditions, un calcul par éléments finis est tout
simplement impensable.

3.2 Résolution de l’équation de transport des den-
sités de dislocations

Nous présentons ici le développement d’une approche spectrale pour résoudre
l’équation de transport des densités de dislocations. L’objectif est de pouvoir étendre
par la suite la mécanique des champs de dislocations et notamment sa version mé-
soscopique à la simulation d’agrégats polycristallins réalistes. Comme mentionné
dans l’introduction, la résolution spectrale de l’équation de transport est délicate
pour deux raisons essentielles. D’abord, la nature hyperbolique de l’équation de
transport constitue une source d’instabilités numériques car les moindres perturba-
tions numériques sont conservées et propagées. Ensuite, ces instabilités sont ren-
forcées par l’apparition de fortes oscillations qui sont inhérentes aux approxima-
tions spectrales, surtout dans les régions avec de forts gradients spatiaux. Dans
la littérature, des filtres spectraux ont été utilisés pour dissiper les perturbations
de hautes fréquences qui se développent dans la résolution des équations de na-
ture hyperbolique, afin d’obtenir des solutions numériques stables [Majda,1978,
Kopriva,1987, Maday,1989, Vendeven,1991, Gottlieb,1992, Cai,1992, Gottlieb,1997,
Gottlieb,2001, Shanthraj,2015]. Dans nos études, nous avons testé l’influence de
deux filtres passe-bas sur la stabilité numérique et la précision de la solution de
l’équation de transport des densités de dislocations. Le premier est le filtre cosinus
[Majda,1978, Kopriva,1987, Vendeven,1991, Gottlieb,1997, Shanthraj,2015] et le se-
cond le filtre exponentiel [Majda,1978, Kopriva,1987, Maday,1989, Vendeven,1991,
Gottlieb,1992, Cai,1992, Gottlieb,1997, Gottlieb,2001]. Nous ne présentons ici que le
filtre exponentiel qui s’est révélé meilleur, notamment car il est ajustable en fonction
des simulations réalisées et permet un lissage contrôlé des oscillations alors que le
filtre cosinus n’est pas réglable et tend à trop lisser les solutions. Nous présentons
également des comparaisons avec des solutions exactes et des approximations élé-
ments finis basées sur le schéma Galerkin / moindres-carrés [Varadhan,2006]. Nous
montrerons finalement une simulation tridimensionnelle dont le but est de montrer
la stabilité et surtout l’efficacité numérique par rapport à une méthode éléments finis
[Djaka,2015]. Nous commençons par rappeler l’équation de transport des densités
de dislocations :

α̇ = −rot (α× v) . (3.25)
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Dans cette étude, les vitesses des dislocations seront supposées constantes et
ne dépendront que du signe des densités de dislocations (nous n’utilisons pas les
forces de Peach Koehler). Par conséquent l’équation 3.25 est réduite à une version
purement cinématique. Cette équation s’écrit sous forme indicielle :

α̇ij = − (αijvk),k + (αikvj),k (3.26)

Nous souhaitons intégrer cette équation dans le temps au travers de la forme
explicite suivante :

αt+4tij = αtij −4t
[
(αijvk)t − (αikvj)t

]
,k
, (3.27)

où 4t est le pas de temps. Nous commençons par traiter un problème unidi-
mensionnel, afin de pouvoir utiliser une solution analytique et une approximation
éléments finis comme éléments de comparaison et de validation. Nous considérons
ici le glissement d’une densité de dislocation coin :

α̇12 = − (α12v1),1 , (3.28)

avec v1 = v0α12/|α12|, où v0 est une vitesse constante. Cette équation peut encore
être écrite sous la forme simplifiée suivante :

α̇ = −v0
α

|α|
(α),x = −v0sgn(α)α,x, (3.29)

Nous utilisons ci-dessous cette équation pour simuler la propagation et l’anni-
hilation de deux densités de dislocation de signe opposé. C’est un cas de référence
pour valider notre méthode numérique. L’équation à résoudre et à intégrer numéri-
quement pour prédire l’évolution des densités de dislocation est donc :

αt+4t = αt −4t v0 sgn(α)
(
αt
)
,x
. (3.30)

Soit α̃(ξ) la transformée de Fourier de α(x). L’équation 3.27 écrite dans l’espace
de Fourier est :

α̃t+4tij = α̃tij −4t i ξk
[
(̃αijvk)

t

− (̃αikvj)
t]
. (3.31)
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L’équation du problème 1D devient elle :

α̃t+4t = α̃t −4t i ξ v0 sgn(α)α̃t. (3.32)

Le filtrage est largement utilisé dans les méthodes spectrales pour éliminer les
instabilités dans les problèmes hyperboliques [Gottlieb,2001]. Nous nous intéressons
ici au filtre exponentiel passe-bas [Vendeven,1991, Gottlieb,1997, Gottlieb,2001]. Il
est défini en 3D par :

σ (ξ) = exp
(
−β

((
m1

N1

)2p
+
(
m2

N2

)2p
+
(
m3

N3

)2p
))

, (3.33)

et en 1D par :

σ (ξ) = exp
(
−β

(
m

N

)2p
)
. (3.34)

Le paramètre d’amortissement est β = −ln εM , où εM est une petite valeur à
déterminer [Gottlieb,2001]. 2p représente l’ordre du filtre exponentiel, p étant un
entier naturel. L’application de ces filtres spectraux à l’équation 3.31 se fait de la
façon suivante [Djaka,2015] :

α̃t+4tij = σ (ξ)
[
α̃tij −4t i ξk

(
(̃αijvk)

t

− (̃αikvj)
t)]

. (3.35)

Pour la version unidimensionnelle nous avons :

α̃t+4t = σ (ξ)
[
α̃t −4t i ξ v0 sgn(α)α̃t

]
. (3.36)

Cette méthode spectrale filtrée est maintenant appliquée à la résolution du pro-
blème de transport et d’annihilation de deux densités de dislocation de signe op-
posé, dans un milieu périodique 1D. La solution exacte de ce problème a été re-
portée et comparée à des approximations éléments finis Galerkin et moindres carrés
[Varadhan,2006]. La distribution de la densité de dislocation initiale est définie par
deux demi-sinusoïdes de même amplitude et de signe opposé. La stabilité physique
est maintenue lorsque le nombre de Courant c = 4t v0/δ est inférieur à 1. Tout
d’abord, l’approche classique non filtrée est utilisée. La cellule périodique 1D est
discrétisée en N = 1024 points et nous prenons c = 0.25. La figure 3.7 [Djaka,2015]
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Figure 3.7 – Distribution spatiale de la densité de dislocation α obtenue avec
l’approche spectrale classique sans filtre, quelques pas de temps après le début de
la simulation. On observe l’apparition de fortes oscillations bien avant l’annihilation
des densités de dislocation [Djaka,2015].

Ntot
CPU times

FFT EF-GLS
323 0.032 20.110
643 0.081 164.82
1283 0.590 1354.3
2563 5.310 -
5123 56.00 -

Table 3.1 – Comparaison des temps de calcul (en secondes) entre l’approche spec-
trale et la méthode éléments finis GLS, en fonction du nombre de voxels (Ntot) et
pour seul un pas de temps, dans le cas de la boucle de dislocation 3D [Djaka,2015].

montre l’apparition de fortes oscillations numériques dès le début de la simulation.
Nous essayons maintenant le filtre exponentiel. Pour cette simulation et suite à plu-
sieurs essais numériques, nous réussissons à obtenir une approximation stable et très
proche de la solution exacte avec un filtre d’ordre 2 (p = 1) et εM = 0.2. L’évolution
de la densité de dislocation α est comparée à la solution exacte dans la figure 3.8, à
divers instants jusqu’à la complète annihilation. Cette figure montre que l’approxi-
mation spectrale utilisant le filtre exponentiel est stable et précise par comparaison
avec la solution exacte. Nous comparons aussi notre approche avec les méthodes
éléments finis moindres-carrés (LS) et Galerkin / moindres-carrés (GLS) dévelop-
pées par Varadhan et al. [Varadhan,2006]. On note une bonne comparaison avec les
méthodes éléments finis.

Comme dernière validation de l’approche spectrale filtrée, nous considérons une
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.8 – Distribution spatiale de la densité de dislocation α dans la confi-
guration 1D à quatre étapes différentes jusqu’à l’annihilation complète : (a) :
t = 9.2×10−10s, (b) : t = 2.76×10−9s, (c) : t = 3.37×10−9s et (d) : t = 4.93×10−9s.
Comparaisons de l’approche spectrale avec le filtre exponentiel avec la solution
exacte et les simulations éléments finis LS et GLS [Djaka,2015].
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g)

Figure 3.9 – Evolution d’une boucle de dislocation 3D multi-planaire simulée avec
l’approche spectrale filtrée. Les résultats sont montrés à six instants différents jus-
qu’à l’annihilation totale de la boucle [Djaka,2015].
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boucle de dislocation plus complexe en 3D. Le but est de montrer que (i), la solution
demeure stable dans les situations non triviales d’expansion et d’annihilation de dis-
locations et (ii), le temps de calcul est beaucoup plus faible que celui obtenu avec
une méthode éléments finis [Djaka,2015]. Pour cette simulation, nous considérons
un domaine périodique, discrétisé avec 128× 128× 128 voxels (plus de 2 millions de
voxels). Les paramètres de la simulation sont c = 0.25 et εM = 0.2. L’évolution de la
norme de la densité de dislocation est reportée sur la figure 3.9 à diffférents instants,
jusqu’à l’annihilation de la boucle. D’après l’expérience acquise au fil des simula-
tions, nous avons observé que les paramètres du filtre exponentiel sont variables
suivant la simulation effectuée. Pour un nombre de points de Fourier N donné, il est
nécessaire de trouver une valeur optimale de εM , de telle sorte que les instabilités
disparaissent tout en limitant en même temps l’étalement de la solution. Quand εM
est choisi plus grand que la valeur optimale, des instabilités apparaissent dans la
solution, et lorsqu’il est choisi plus petit, la solution est trop amortie. Le choix de la
valeur de εM se voit très dépendant de N , mais aussi du nombre de Courant c (le pas
de temps) et du profil initial de la densité de dislocation. Pour terminer, nous avons
observé que la méthode spectrale est très performante en terme de temps de calcul,
particulièrement pour les grands nombres de voxels et dans les simulations 3D. Le
tableau 3.1 reporte le temps de calcul pour un seul pas de temps dans le cas de la
simulation de la boucle 3D avec la présente approche spectrale et avec la méthode
élément finis GLS utilisant des éléments linéaires tétraédriques et le solveur GMRES
(Gradient Minimal Residual) dans le code FreeFem++ [Hecht,2012, Hecht,2017]. Les
calculs ont été effectués sur un ordinateur portable et sur un seul processeur. L’ap-
proche spectrale est au moins 1300 fois plus rapide que la méthode éléments finis
pour Ntot = 1283. Dans ce même tableau, le temps de calcul pour Ntot = 2563 et
Ntot = 5123 reste assez impressionnant pour l’approche spectrale. Les temps de cal-
cul doivent être gigantesques avec la méthode éléments finis, mais l’insuffisance de
mémoire vive de l’ordinateur ne permet même pas de lancer la simulation.

3.3 Implémentation dans un cadre élastoviscoplas-
tique

Dans le cadre de la thèse de Konlam Sénam Djaka et en collaboration avec Ri-
cardo Lebensohn (Los Alamos National Laboratory), nous avons initié l’implémen-
tation de la mécanique des champs de dislocations mésoscopique (MFDM) dans le
code EVPFFT (ElastoViscoPlastic FFT) développé à Los Alamos [Lebensohn,2012].
Cette formulation EVP-FFT est basée sur la plasticité cristalline conventionnelle
et la résolution de l’équation d’équilibre des contraintes repose sur l’utilisation
du schéma itératif Lagrangien augmenté développé par Michel, Moulinec et Su-
quet [Michel,2001]. Le développement majeur et non trivial (non présenté dans
ce mémoire), consiste ici à étendre la formulation EVP-FFT de Lebensohn et al.
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(a) (b)

Figure 3.10 – Distributions de GNDs (norme du tenseur de Nye) après 0.1% de
déformation macroscopique. (a) : code EVPFFT. (b) : code EVPFFT avec équation
de transport.

[Lebensohn,2012] à la théorie MFDM par l’implémentation de l’équation de trans-
port des densités de dislocations [Djaka,2019] pour ajouter la contribution des densi-
tés de dislocations géométriquement nécessaires (GNDs) à la vitesse de déformation
plastique. A l’échelle mésoscopique, l’équation de transport inclut la contribution des
densités de dislocations statistiquement stockées, qui donne un terme de source/puits
de densités de GNDs pour accommoder l’incompatibilité de la déformation plastique.
Avec un tel modèle, il est possible d’étudier la formation de structures polarisées de
dislocations dans les polycristaux, de voir les effets sur l’écrouissage, de simuler des
effets de taille de grain, des chemins complexes de déformation... Comme tout pre-
mier exemple issu du mémoire de doctorat de Konlam Sénam Djaka, la figure 3.10
montre la simulation d’un agrégat polycristallin d’aluminium déformé en traction
simple, avec le modèle EVPFFT et avec le nouveau modèle incluant le transport des
densités de GNDs. Avec un modèle de plasticité cristalline, nous prédisons essentiel-
lement l’accumulation de dislocations dans les joints de grains, ce qui se voit très
bien sur la figure 3.10-a. Avec l’équation de transport, nous avons plutôt tendance à
prédire des accumulations de dislocations contre les joints de grains (figure 3.10-b).
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Chapitre 4

Synthèse et perspectives

4.1 Synthèse

La mécanique des champs de dislocations et notamment la mécanique des champs
de désinclinaisons et de dislocations ont été au coeur de mes activités de recherche
depuis mon recrutement comme chargé de recherches CNRS au laboratoire LEM3
en 2010. La première force de ces modèles est leur capacité à prédire les champs élas-
tiques associés à n’importe quelle distribution de défauts, de la dislocation indivi-
duelle à des ensembles de dipôles de désinclinaisons et des empilements de boucles de
dislocations autour d’inclusions. De plus, ces modèles sont totalement continus et les
champs élastiques sont non singuliers au niveau des coeurs des défauts cristallins qui
sont décrits par des étalements de densités de défauts appropriées. La deuxième force
de ces modèles vient des équations de transport, qui permettent de prédire de façon
réaliste le mouvement des défauts cristallins pour fournir de la déformation plastique
et relaxer les champs élastiques. Les forces de ces modèles m’ont permis d’étudier
majoritairement les structures de coeur des défauts cristallins, les dislocations et les
joints de grains, ainsi que leurs mécanismes de plasticité, à une échelle de résolution
nanométrique. Ces modèles se montrent assez prédictifs à cette échelle, et permettent
de faire la transition d’une description physique, discrète et atomique des défauts
cristallins, vers une description mécanique, continue et en terme de densités de dé-
fauts appropriées. Le développement de méthodes spectrales a également occupé
une place importante dans mes recherches. Nous avons pu acquérir une expérience
nouvelle dans ce domaine, et devenir plus familiers avec les aspects mécaniques, ma-
thématiques, et les problèmes de stabilité et de précision numériques. Les méthodes
développées permettent déjà d’utiliser nos modèles pour simuler des microstructures
de dislocations et de désinclinaisons tridimensionnelles. Il serait bon de s’orienter
vers une parallélisation des codes développés, où vers l’implémentation de nos mo-
dèles et méthodes dans des codes open source performants et existants, tels que Ami-
tex par exemple (http ://www.maisondelasimulation.fr/projects/amitex/html/).
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Concernant la mécanique des champs de dislocations, les principaux
résultats sont :

- Calcul des champs élastiques non singuliers pour une distribution de densité de
dislocation donnée.
- Application au problème de Peierls Nabarro et modélisation des structures de coeur
des dislocations.
- Possibilité de couplages multi-physiques, exemple avec les milieux piézoélectriques.
- A l’échelle mésoscopique, prédiction de la formation de structures polarisées de
dislocations, d’effets de taille, de trajets complexes de déformation.

Concernant la mécanique des champs de désinclinaisons, les originali-
tés sont :

- Description plus riche de l’énergie élastique en considérant les courbures élastiques
et les moments de contrainte.
- Transport des désinclinaisons. Le mouvement des désinclinaisons produits des cour-
bures plastiques et donne un terme de nucléation/annihilation de dislocations.
- Les densités de désinclinaisons permettent de rendre compte des structures de
coeur des joints de grains et peuvent être identifiées à l’échelle atomique.
- Importance des lois d’élasticité et du terme de source/puits de dislocations lors de
la simulation de la migration des joints de grains.
- Globalement, la théorie se montre prédictive à l’échelle atomique (énergie des in-
terfaces, facteur de cisaillement), même si elle n’est pas aussi prédictive que les
simulations atomistiques. Elle est applicable assez facilement à divers matériaux
(cuivre, fullerènes, olivine).

Concernant les méthodes spectrales développées, les principaux résul-
tats sont :

- Calcul des champs élastiques en élasticité homogène et hétérogène.
- Traitement particulier du calcul des dérivées spatiales pour obtenir des solutions
stables et précises.
- Résolution stable et précise de l’équation de transport des densités de dislocations,
à l’aide d’une méthode filtrée.
- Implémentation de l’équation de transport dans un code EVPFFT, possibilité de
simuler des agrégats polycristallins.
- Pour les calculs élastiques et l’équation de transport, les méthodes spectrales sont
très efficaces numériquement, beaucoup plus rapides que les méthodes éléments finis
testées à puissance de calcul égale.
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Figure 4.1 – Champs élastiques induits par une macle, modélisée par un dipôle
de boucles de désinclinaisons discrètes [Capolungo,2019].

4.2 Désinclinaisons discrètes, désinclinaisons gé-
néralisées

La mécanique des champs de désinclinaisons présentée dans ce mémoire fournit
une description continue des défauts d’interface, en termes de densités de désin-
clinaisons et de dislocations. Bien qu’elle se soit révélée prédictive, elle présente
quelques limitations. Elle exige l’utilisation d’une résolution spatiale très fine, de
l’ordre de l’échelle atomique et reste difficilement envisageable numériquement pour
la simulation de microstructures 3D réalistes. Plus important, l’équation de trans-
port des désinclinaisons (et des dislocations) n’est pas cristallographique. Les désin-
clinaisons étant des défauts d’interfaces, localisées dans les interfaces ou au niveau
des jonctions d’interfaces, il est très probable qu’elles doivent se déplacer dans des
plans cristallographiques bien définis, par exemple les plans d’interfaces. Pour in-
troduire l’aspect cristallographique, autoriser la simulation de microstructures 3D
réalistes, nous avons récemment initié avec Laurent Capolungo (Los Alamos Na-
tional Laboratory) le développement d’un modèle de dynamique des désinclinai-
sons discrètes [Capolungo,2019]. Ce modèle est basé sur le modèle Discret-Continu
[Lemarchand,2001], où les dislocations discrètes sont introduites dans un milieu
continu au travers d’eigenstrains plastiques. Ici, il est possible d’introduire les dés-
inclinaisons comme des eigencurvatures plastiques. Le modèle obtenu est résolu à
l’aide d’un code numérique spectral. Des premiers résultats encourageants ont été
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Figure 4.2 – Simulation de la nucléation de boucles de disconnections (marche
plus vecteur de Burgers) par le mouvement de boucles de désinclinaisons, mécanisme
possible pour la migration d’un joint de macle [Capolungo,2019].

obtenus (voir par exemple les figures 4.1 et 4.2) dans le cadre du maclage dans le ma-
gnésium. Parmi les résultats obtenus, nous voyons que les boucles de désinclinaisons
permettent de modéliser des macles, pour des configurations relativement simples,
et que le mouvement des désinclinaisons permet de suivre les champs élastiques
(déformation et rotation) des macles lors de leur croissance. Nous avons aussi pu
simuler un mécanisme de type disconnection (nucléation de marches et de vecteurs
de Burgers) assisté par le mouvement des désinclinaisons, et proposer un scénario
possible pour expliquer l’épaississement des macles. En collaboration avec Laurent
Capolungo, il est prévu de poursuivre le développement et l’application de ce modèle
à des cas spécifiques, comme les interactions entre macles, l’interaction des macles
avec les joints de grains, l’effet des champs élastiques de macles sur la dynamique
des dislocations discrètes et réciproquement, l’effet des champs élastiques de désin-
clinaisons d’interfaces sur la transmission des dislocations.

La théorie de mécanique des champs de désinclinaisons a été récemment étendue
au concept de désinclinaisons généralisées [Acharya,2012]. Ces nouvelles densités de
défauts sont illustrées sur la figure 4.3. Elles complètent les désinclinaisons classiques
en introduisant une discontinuité de la déformation élastique, en plus de la rotation
élastique. Ainsi, on obtient une discontinuité de la distorsion élastique. Du point de
vue cinématique, ces densités de défauts sont reliées à l’incompatibilité du gradient
de la distorsion élastique, ce qui demande le développement d’une théorie à gradients
considérant les hyper-contraintes. Ces défauts généralisés sont potentiellement utiles
pour la description mécanique des interfaces, notamment les hétéro-interfaces (pour
les transformations de phase ou dans les matériaux multiphasés par exemple), les
pointes de macles et de bandes en genoux (kink bands), et les disconnections. Les
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Figure 4.3 – Extension du concept de Volterra aux désinclinaisons généralisées. Les
désinclinaisons généralisées complètent les désinclinaisons classiques en introduisant
une discontinuité de la déformation élastique, en plus de la rotation. Figure extraite
de [Berbenni,2014].
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Figure 4.4 – Modélisation d’un cratère dans un joint de macle cohérent à l’aide
d’un modèle champ de phase anisotrope. Distribution initiale de champ de phase et
contrainte de cisaillement interne associée.

densités de désinclinaisons généralisées ont d’ailleurs été suggérées par calcul des
incompatibilités élastiques dans de simples joints de flexion symétriques dans le
cuivre [Sun,2016]. Cette théorie très fondamentale a un potentiel et mérite d’être
analysée et développée. Il serait judicieux de commencer par trouver un cas d’étude
approprié, par exemple la migration d’un joint de grain ou de phase, et de montrer
ce qu’une description en terme de désinclinaisons généralisées apporte par rapport
à une description en terme de désinclinaisons ou de dislocations. Les codes spec-
traux développés peuvent être étendus pour cette modélisation. Une collaboration
existante est prévue avec le laboratoire UMET à Lille pour appliquer le concept
des désinclinaisons généralisées aux mécanismes de plasticité par les joints de grains
dans le manteau terrestre (olivine, MgO).

4.3 Modélisation champ de phase pour le maclage

De façon complémentaire au modèle de désinclinaisons discrètes [Capolungo,2019],
la dynamique des interfaces de macles dans le magnésium peut être étudiée à l’aide
d’une modélisation de type champ de phase [Clayton,2011, Heo,2011, Kondo,2014].
Des premiers travaux ont été initiés sur le maclage dans Mg, en collaboration avec
Laurent Capolungo (Los Alamos National Laboratory) et Douglas Spearot (Univer-
sity of Florida). Le modèle champ de phase en cours de développement (voir figure 4.4
par exemple) peut être alimenté par des simulations avec le code de dynamique des
désinclinaisons discrètes (champs élastiques, nucléation de disconnexions...), mais
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Figure 4.5 – Cartes de désorientation (à gauche) et de GNDs (norme du tenseur
de Nye, à droite) obtenues par une nouvelle méthode de corrélation des clichés de
Kikuchi, obtenus ici par EBSD dans un acier IF.

aussi par des simulations atomistiques (énergies et mobilités d’interfaces, énergies
d’activation...). Il est prévu de développer un modèle anisotrope en termes d’éner-
gies et de mobilités d’interfaces, afin de comprendre la cinétique de croissance des
macles en 3D, et de voir les effets de température, de contrainte, les interactions avec
d’autres défauts (dislocations extrinsèques, joints de grains). Le modèle en cours de
développement est aussi implémenté dans un code spectral.

4.4 Synergie simulation/microscopie électronique

Dans le cadre de nouvelles collaborations au laboratoire LEM3 (Emmanuel Bouzy,
Benoit Beausir, Antoine Guitton, Nabila Maloufi), des nouvelles études sont pré-
vues, où il est prévu d’appliquer les modèles de dislocations et de désinclinaisons
aux observations de défauts cristallins (dislocations, joints de grains) par microsco-
pie électronique. Dans le cadre de la thèse en cours de Clément Ernould (direc-
teur Emmanuel Bouzy, co-directeurs Benoit Beausir et moi-même), une méthode
de corrélation d’images a été adaptée aux clichés de diffraction obtenus par EBSD
ou par TKD (Transmission Kikuchi Diffraction) afin de dériver des cartes de ro-
tations élastiques (et possiblement de déformations élastiques) avec une précision
très grande et une résolution spatiale fine (TKD). A partir des cartes obtenues, il
est par exemple possible d’estimer les densités de GNDs, qui peuvent alors direc-
tement alimenter un modèle de mécanique des champs de dislocations. La figure
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Figure 4.6 – Image ECCI d’un alliage de titane (courtoisie d’Antoine Guitton).

4.5 montre par exemple des cartes de désorientation et de GNDs obtenues pour un
acier IF. Il serait intéressant pour commencer de comparer les champs élastiques
obtenus par cette nouvelle méthode d’analyse des clichés de diffraction à ceux ob-
tenus par simulation de mécanique des champs de dislocations avec les densités de
GNDs issues des cartes expérimentales. Il est aussi prévu dans le cadre de la thèse
de Clément Ernould, d’utiliser cette complémentarité microscopie / simulation pour
étudier les mécanismes de formation et de propagation de bandes en genoux (kink
bands) dans des alliages TiAl. L’autre technique de microscopie électronique consi-
dérée est l’ECCI (Electron Channeling Contrast Imaging). Cette méthode permet de
caractériser les dislocations et les interfaces au niveau des surfaces des échantillons.
Avec une telle technique, il est possible d’observer par exemple l’activation des sys-
tèmes de glissement dans les grains, ou encore les interactions entre dislocations
et joints de grains, comme la transmission par exemple (voir par exemple la figure
4.6). Ce genre de données est précieux pour les modèles de plasticité polycristalline,
et réciproquement. Il serait intéressant par exemple d’utiliser des observations par
ECCI d’interactions entre dislocations et joints de grains pour valider ou pour éta-
blir des critères de transmission. Il est aussi possible d’améliorer les lois constitutives
d’écoulement plastique pour prédire les bonnes activations de système de glissement.

4.5 Localisation dans les alliages d’aluminium

Durant le postdoctorat de Satyapriya Gupta financé par le centre de recherche de
Constellium, le Labex DAMAS et la région Grand-Est, nous nous sommes intéressés
aux phénomènes de localisation de la déformation plastique dans les alliages aéro-
nautiques de type AlCuLiMg. Bien que ces alliages offrent un rapport résistance mé-
canique / poids exceptionnel, ils sont sujets à des phénomènes de localisation préma-
turée, néfastes en termes de ductilité et de ténacité. Cette tendance à la localisation
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Figure 4.7 – Simulation numérique éléments finis, avec un modèle de plasticité
cristalline incluant le vieillissement dynamique, de la propagation de bandes de
déformation dans un échantillon de traction AlCuLiMg.

prématurée a été mise en évidence clairement par des expériences combinant lamino-
graphie à rayons X et corrélation d’images 3D [Morgeneyer,2014, Morgeneyer,2016].
Les simulations suggèrent assez clairement que ces problèmes de localisation sont liés
au phénomène de vieillissement dynamique [Ren,2016]. Comme le montre la figure
4.7, nous avons développé un code éléments finis de plasticité cristalline qui inclut
le phénomène de vieillissement dynamique. Nous sommes capables de reproduire la
nucléation et la propagation de bandes de déformation assez complexes. Nous étu-
dions actuellement les effets d’orientation cristalline, de couples d’orientations et des
interactions élasto-plastiques entre grains sur les phénomènes de localisation dans
les microstructures laminées. Nous souhaitons montrer qu’il existe des distributions
d’orientations cristallines qui peuvent limiter les phénomènes de localisation induits
par le vieillissement dynamique et maintenir une réponse mécanique élevée. A plus
long terme, nous souhaitons introduire le durcissement par précipitation dans le
code. En effet, des études expérimentales ont montré qu’une variété de précipités de
taille nanométrique se forme lors des traitements thermomécaniques appliqués à ces
alliages, et que certains d’entre eux semblent très favorables en termes de durcis-
sement et d’homogénéisation de la déformation [Donnadieu,2011, Deschamps,2013,
Araullo-Peters,2014, Dorin,2014a, Dorin,2014b, Dorin,2015]. Il semble donc intéres-
sant de pouvoir développer un outil numérique permettant de combiner les effets
de texture, de microstructure, de précipitation, de vieillissement dynamique, pour
essayer de proposer des optimisations de matériaux en terme de localisation réduite.
A plus long terme, il est aussi envisagé d’introduire des modèles d’endommagement.
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