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Chapitre 1

Introduction aux systèmes
quantiques à une dimension

Il est parfois sidérant de se rappeler qu’on ne peut pas prédire exactement
le mouvement de trois corps massifs soumis à l’interaction gravitationnelle.
C’est un vieux problème de mécanique céleste connu sous le nom de problème
à N corps, qui a notamment été étudié par Poincaré dans le cadre de sa théorie
des systèmes chaotiques à la fin du dix-neuvième siècle [4]. Un peu plus tard,
dans les années 1920, la mécanique quantique s’est développée. Elle décrit les
constituants élémentaires de la matière, et permet enfin d’expliquer la stabi-
lité de la structure atomique là où les modèles planétaires de Rutherford et
Bohr avaient échoués. La mécanique quantique et la mécanique céleste gardent
pourtant un point commun, celui d’être confrontées au problème à N corps.
Malgré cela, nous savons décrire et manipuler la matière qui nous entoure avec
une précision extrêmement fine. Ce qui est d’autant plus impressionnant si l’on
garde à l’esprit que le moindre objet physique dont nous faisons l’expérience
quotidienne contient un nombre d’atomes de l’ordre de la constante d’Avogadro
NA. Cette maitrise de la physique de la matière condensée est possible grâce
aux efforts conjoints de la théorie, de l’expérience et aujourd’hui du numérique.
Nombre de modèles de matière condensée sont d’une difficulté sans précédent
à étudier analytiquement. On pourrait alors naïvement penser que, grâce au
numérique, il est plus simple et efficace de simuler un système physique que
de le résoudre analytiquement. En réalité, la simulation est généralement pos-
sible à mettre en œuvre pour un sytème classique, mais elle s’avère être d’une
complexité fondamentale pour un système quantique.

Le concept d’ordinateur quantique est ainsi proposé dès le début des années
1980 par Manin [5] et Feynman [6]. Depuis, l’information quantique est devenue
une discipline de recherche foisonnante, mélant physique, mathématique et
informatique fondamentales. Si le concept idéal est celui d’une machine de
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Turing quantique, il existe à présent des réalisations physiques d’ordinateur
quantique. Pour les physiciens, un simulateur quantique analogique consiste à
préparer un ensemble d’objets quantiques dans un état donné avec un contrôle
sur les paramètres, de sorte que le système soit representé par un hamiltonien
H. Parmi quelques autres, les expériences de gaz d’atomes ultra-froids sont de
bons simulateurs quantiques [7]. Leur développement a permis de remettre sur
le devant de la scène certains modèles théoriques qui n’étaient vu que comme
des modèles-jouets, en particulier à une dimension.

1.1 Particularités de la physique à une dimen-
sion

L’avantage de s’intéresser à la physique à une dimension est qu’elle offre
d’excellents exemples pédagogiques. On peut s’initier aux concepts de la méca-
nique quantique en étudiant la quantification des niveaux d’énergie d’un élec-
tron dans une boîte à une dimension. Ou bien on peut se familiariser avec la
physique du solide en commençant par étudier les modèles d’électrons presque
libres et les modèles de liaisons fortes à une seule dimension. Néanmoins, ces
exemples pédagogiques ne se généralisent pas immédiatement à plus grande
dimension d > 1 ; les interactions rendent la physique différente en fonction de
la dimension de l’espace.

Comme premier exemple, intéressons-nous aux métaux. À trois dimen-
sions, on considère en première approximation un gaz d’électrons libres défi-
nissants une surface de Fermi. Ce sont les excitations de basse énergie, autour
de cette surface, qui donnent lieu au phénomène de conduction. Cependant,
les électrons ne sont pas libres dans un système réel, au contraire, ils inter-
agissent notamment via la répulsion de Coulomb. Il s’agit alors d’un problème
à N corps quantique, il y a donc peu d’espoir d’obtenir une solution exacte.
La seule possibilité est alors d’établir une théorie effective ; c’est ce qu’à fait
Landau en 1956 en introduisant la théorie du liquide de Fermi [8]. Dans cette
approche, les excitations des électrons sont décrites par des quasi-particules, de
même charge que les électrons, mais perturbées par des fluctuations dues aux
interactions. Ceci a pour effet de renormaliser certaines grandeurs physiques,
la masse entres autres, qui n’est pas la masse des électrons nus mais la masse
effective des électrons habillés par les fluctuations. Si cette description est très
efficace à deux ou trois dimensions, elle n’est pas possible à une dimension.

À une dimension, la nature même des excitations est modifiée. On a une
première explication intuitive en remarquant qu’il ne peut pas exister d’ex-
citation individuelle dans cette situation. En effet, pour qu’une particule se
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Figure 1.1 – Spectres des excitations particule-trou pour un gaz d’électrons
à une dimension et à deux dimensions, reproduit de [9].

déplace, elle doit nécessairement pousser ses voisines et ainsi les exciter à leur
tour ; toute excitation est ainsi collective. Plus formellement, la surface de
Fermi est réduite à seulement deux points, kF et −kF, voir figure 1.1. En li-
néarisant la relation de dispersion autour de ces deux points, on peut alors
définir des excitations particule-trou qui ont, par construction, une nature bo-
sonique. Cette technique connue sous le terme de bosonisation [9] est à la base
de la théorie du liquide de Luttinger établie par Haldane en 1981 [10–12], qui
remplace la théorie du liquide de Fermi à une dimension.

Nous venons de voir que les systèmes de fermions en interaction ont un
comportement très différent à une dimension comparé aux dimensions supé-
rieures d > 1. Il en va de même pour les bosons. À trois dimensions, il existe
une température critique Tc en deçà de laquelle un gaz de bosons libres devient
un condensat de Bose-Einstein [13]. Si l’on admet qu’en réalité les bosons in-
teragissent de manière répulsive, l’ordre à longue portée fait que le condensat
n’est pas immédiatement détruit. Ce n’est pas le cas à une dimension où le
condensat ne se forme même pas à température nulle T = 0. Les fluctuations
quantiques détruisent automatiquement tout ordre à longue portée, ce qui est
justifié par le théorème de Mermin, Wagner [14] et Hohnenberg [15]. Tel que
généralisé par Coleman [16], ce théorème démontre qu’il n’existe pas de bri-
sure spontanée d’une symétrie continue en dimension d ≤ 2. La condensation
de Bose-Einstein étant associée à la brisure de la symétrie U(1), elle n’a tout
simplement pas lieu pour les systèmes de bosons à une dimension.
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Figure 1.2 – Distribution de vitesse d’un nuage d’atomes de rubidium-87 et
formation d’un condensat de Bose-Einstein. De gauche à droite : le condensat
(bleu/blanc) se forme au centre du nuage (jaune/vert), et se retrouve isolé par
refroidissement évaporatif. La résolution de l’image est de 200µm par 270µm.
Reproduit de [17].

Enfin, l’aspect le plus intéressant de la physique à une dimension est que la
notion même de fermion et de boson est ambiguë. Pour distinguer un système
obéissant à la statistique fermionique d’un système à la statistique bosonique,
on se base respectivement sur l’anti-symétrie et la symétrie de la fonction
d’onde sous l’échange de deux particules. Pour vérifier cela, il faudrait pou-
voir échanger la position de deux particules sans que celles-ci n’intéragissent,
ce qui est simplement impossible à une dimension. En pratique, les modèles
unidimensionnels de bosons en interaction sont aussi décrits par le paradigme
du liquide de Luttinger.

Toutes ces subtilités ne sont pas seulement des sujets de recherche théo-
rique : des systèmes quantiques à une dimension sont effectivement réalisés
dans des expériences, notamment les expériences d’atomes ultra-froids.

1.2 Expériences d’atomes ultra-froids

Les expériences d’atomes ultra-froids consistent à maintenir à des tempé-
ratures proches de 0K des paquets d’atomes, via un piégeage optique et/ou
magnétique. Ces techniques de piégeage magnéto-optique et de refroidisse-
ment laser se développent aux alentours des années 1990. Un des événements
les plus marquants de ce développement a lieu en 1995, lorsque les groupes de
Cornell et Wiemann [17], et indépendamment, de Ketterle [18], ont observé
pour la première fois la condensation de Bose-Einstein prédite en 1924, voir
figure 1.2. À présent, les expériences d’atomes ultra-froids fournissent de nom-
breux exemples de simulateurs quantiques, particulièrement pour les systèmes
de matière condensée. Bien que l’on ne soit jamais à température nulle mais
plutôt de l’ordre du nK ou de quelques µK, l’excellent contrôle sur la tempé-
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Figure 1.3 – Profils de densité de gaz d’atomes ultra-froids de rubidium-87.
Les courbes de couleur pâle sont les résultats expérimentaux et les courbes de
couleur foncée sont les résultats théoriques à température finie pour un poten-
tiel harmonique. N est le nombre de particules, γ l’intensité de l’interaction.
Les lignes en pontillés sont des résulats asymptotiques. Reproduit de [27].

rature permet dans certains cas de s’affranchir des fluctuations thermiques et
d’étudier principalement les fluctuations quantiques. Les prédictions théoriques
à T = 0K restent ainsi pertinentes. En outre, la précision des techniques de
confinement permet de réaliser des systèmes de basse dimension, notamment
des modèles unidimensionnels tels que les chaines de spins ou les gaz de bo-
sons [19–32]. La technique la plus répandue est celle du piégeage laser dans
laquelle un réseau bidimensionnel est réalisé en faisant interférer deux ondes
stationnaires, chacune réalisée par deux lasers opposés l’un à l’autre et légè-
rement déphasés. En jouant sur l’asymétrie du réseau, on peut réaliser une
assemblée de systèmes à une dimension et obtenir à chaque expérience un en-
semble de mesures. Dans cette configuration, Olshanii a montré en 1998 [33]
qu’un gaz de bosons en interaction répulsive est correctement décrit par le
modèle de Lieb-Liniger [34, 35]. C’est ce modèle en particulier qui nous sert
d’exemple tout au long de cette thèse.

Une autre technique d’atomes ultra-froids à même de réaliser le modèle de
Lieb-Liniger est celle du piégeage magnétique. Dans celle-ci, un champ magné-
tique est généré grâce aux courants traversant une puce lithographiée [36,37].
La géométrie du piège est alors parfaitement contrôlable et la technique se
prête bien au cas du gaz de bosons unidimensionnel [24,38]. Cependant, dans
toutes ces expériences, le potentiel de confinement a pour effet de rendre le
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profil de densité du système inhomogène [39, 40]. Du point de vue théorique,
cette inhomogénéité brise en général toute possibilité d’obtenir une description
exacte. Pour une situation spécifique où le potentiel est considéré harmonique,
on peut néanmoins obtenir des résultats asymptotiquement exacts dans la li-
mite d’un grand nombre de particules N � 1 avec une interaction infinie
γ →∞ [41, 42].

Si le potentiel harmonique peut être une bonne approximation du potentiel
de confinement, voir figure 1.3, cela reste une situation particulière qu’il faut
dépasser. Par exemple, dans la fameuse expérience du pendule de Newton
quantique [43], l’état initial peut être décrit par un potentiel en double-puits.
L’objectif de cette thèse est d’établir une description effective des systèmes
quantiques à une dimension confinés dans un potentiel arbitraire. Pour ce
faire, nous nous proposons de généraliser la théorie du liquide de Luttinger
aux situations inhomogènes, que nous testons systématiquement sur le modèle
de Lieb-Liniger.

1.3 Autres travaux sur le liquide de Luttinger
inhomogène

Revenons un instant sur le paradigme du liquide de Luttinger. Il s’agit une
théorie effective qui décrit les systèmes de particules quantiques en interaction
à une dimension. Comme les excitations sont collectives dans ces systèmes,
les quasiparticules émergentes sont de nature bosonique. La description re-
pose sur un champ libre gaussien (GFF) qui dépend uniquement du modèle
microscopique considéré à travers deux paramètres, la vitesse des excitations
v et le paramètre de Luttinger K. Les différents opérateurs associés au GFF
permettent alors de calculer asymptotiquement les fonctions de corrélation
exactes. Une spécificité de la théorie du liquide de Luttinger est que les fonc-
tions de corrélation décroissent en loi de puissance avec un exposant fixé par
les paramètres v ou K. Dans l’approche standard, ces deux paramètres sont
généralement constants, mais pour les systèmes inhomogènes que nous consi-
dérons ici, ils doivent dépendre de la position. D’autres travaux se sont déjà
intéressé au problème du liquide de Luttinger dans une situation inhomogène.

À notre connaissance, la première occurence du liquide de Luttinger inho-
mogène dans la littérature date de 1995. Maslov et Stone [44], et indépendam-
ment Safi et Schulz [45], ont étudié la résistance de Landauer d’un système
constitué d’un fil conducteur quantique dont les extrémités sont reliées à un fil
supposé parfait, en d’autres termes, un gaz d’électrons libres. Le fil principal
est supposé homogène et les interactions sont décrites par un paramètre de
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Luttinger constant, K = cst. Dans le fil parfait, le paramètre de Luttinger
prend la valeur K = 1, correspondant aux fermions libres, de même que la
vitesse des excitations v fixée par K passe à la vitesse de Fermi vF . Calculer
les coefficients de réflexion et de transmission aux interfaces revient donc ici
à résoudre l’hamiltonien du liquide de Luttinger [10] avec K(x) et v(x) des
fonctions portes. En particulier, Maslov et Stone [44] ont utilisé un formalisme
lagrangien et ont ainsi été amenés à écrire l’action du liquide de Luttinger
inhomogène sous la même forme que nous le présentons dans la section 5 (voir
équation (3) de leur article). Dans ce cas, le propagateur peut être obtenu
analytiquement et est solution d’une équation de Poisson généralisée similaire
à celle que nous établissons pour le champ libre gaussien inhomogène (IGFF),
c’est à dire l’objet mathématique qui sous-tend la théorie du liquide de Lut-
tinger inhomogène. À noter que le même système a également été étudié en
1998 par Fazio, Hekking et Khmelnitskii [46] sous l’angle de la conductivité
thermique. Cependant, les quantités physiques d’intérêt dans les Refs. [44–46]
sont toutes données sous la forme d’intégrales du propagateur, sans recourir
au calcul de fonctions de corrélations plus générales.

En 2003, Gangardt et Shlyapnikov [40] se sont intéressés aux fonctions
de corrélation d’un gaz de bosons piégé dans un potentiel harmonique. Les
paramètres dépendent alors de la position, K(x) et v(x), mais en s’appuyant
sur l’approximation de la densité locale (LDA), ils peuvent être fixés en utili-
sant la solution exacte du gaz homogène. Cette astuce est identique à ce que
nous faisons dans la section 7.1, la LDA étant équivalente à ce que nous appe-
lons hydrostatique. Les auteurs obtiennent alors un développement du champ
bosonique qui permet, en principe, de calculer les corrélations. Par la suite,
cette approche a été utilisée par Ghosh en 2006 [47] ainsi que Citro et al. en
2008 [48], dont les résultats sont passés en revue dans Ref. [49] (section V.E).
Cependant, un élément important semble avoir été négligé dans ces travaux.
En effet, lorsque l’on écrit une théorie des champs effective, les observables
locales Ô(x) du modèle microscopique sont liées aux opérateurs de la théorie
des champs Φ(x) par des coefficients non-universels C(Ô). Si dans une situa-
tion homogène (et certains systèmes libres) ces coefficients sont constants et
peuvent parfois être calculés exactement, ce n’est pas le cas dans les systèmes
inhomogènes (et en interaction) où ils dépendent alors de la position, C(Ô)(x).
Ceux-ci n’apparaissent pas dans les Refs. [40,47–49].

Dans cette thèse, on se propose de développer plus en avant la théorie du li-
quide de Luttinger inhomogène à partir des travaux récents de Dubail et al. [50]
qui visent à décrire les systèmes quantiques inhomogènes à une dimension par
des théories conformes (CFT) dans un espace courbe. Ces travaux ont depuis
donné lieu à une série d’articles par des collègues et collaborateurs [50–63]. Tous
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les résultats présentés ici sont essentiellement extraits de trois articles publiés
au cours des trois dernières années [1–3]. Dans le chapitre 5, on s’attache à
présenter en toute généralité le cadre de la théorie du liquide de Luttinger
inhomogène. En partant d’une description hydrodynamique semi-classique, on
peut reconstruire une action pour les fluctuations quantiques. Cette action est
celle du champ libre gaussien inhomogène et permet de calculer toutes les fonc-
tions de corrélation de la théorie. Enfin, on présente une manière générique de
calculer les amplitudes qui lient les opérateurs microscopiques au IGFF. Dans
le chapitre 6, on applique ce cadre au gaz de bosons avec interaction infinie dans
une situation dynamique. Si nous retrouvons de nombreux résultats connus,
notre cadre permet de calculer des corrélations qui étaient jusqu’ici hors de
portée des autres approches. Dans le chapitre 7, le cas avec interaction finie
est étudié à l’équilibre et comparé avec des résultats numériques obtenus par la
méthode de renormalisation de la matrice densité. Mais avant cela, le chapitre
qui suit est consacré à une brève présentation des outils phares de la physique
unidimensionnelle ; si ce sont des techniques extrêmement puissantes, à la fois
uniques et complémentaires, ce sont aussi les ingrédients de base de tous les
travaux mentionnés dans cette introduction. Bien sûr, il serait trop gourmand
de vouloir rendre compte de toute leur saveur dans ce manuscrit, aussi nous
n’en présenterons qu’une version quelque peu édulcorée.

1.4 Plan du manuscrit

Dans la première partie du manuscrit, nous proposons une vue d’ensemble
du contexte de notre thèse. Nous avons commencé par une introduction gé-
nérale aux particularités de la physique à une dimension et aux motivations
expérimentales qui sous-tendent nos travaux. Nous avons mentionné que les
approches théoriques spécifiques aux systèmes unidimensionnels ne sont pas
adaptées aux situations inhomogènes telles qu’elles sont réalisées dans les ex-
périences d’atomes ultra-froids. Ces approches étant néanmoins nécessaires à
la compréhension et à la construction d’une théorie plus générale, nous les
présentons dans les deux chapitres suivants. Le chapitre 2 est consacré aux so-
lutions exactes, l’une analytique via l’Ansatz de Bethe, l’autre numérique via
la méthode du groupe de renormalisation de la matrice densité. On poursuit
au chapitre 3 avec une introduction aux théories effectives, à savoir le liquide
de Luttinger et le lien avec les théories conformes à deux dimensions. Enfin, le
chapitre 4 a une double vocation pédagogique. D’une part, il illustre comment
utiliser les outils présentés dans les chapitres précédents pour calculer une fonc-
tion de corrélation non-triviale, la matrice densité à une particule du gaz de
Tonks-Girardeau [64]. D’autre part, il fait la transition avec l’approche du li-
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quide de Luttinger inhomogène développée dans la suite et dont le formalisme
est similaire.

La seconde partie présente les résultats obtenus et publiés dans les ar-
ticles de références [1–3]. Dans le chapitre 5, nous généralisons la théorie du
liquide de Luttinger aux situations inhomogènes. Notre approche repose sur
l’hypothèse d’une séparation des échelles microscopique et macroscopique, de
sorte que les systèmes puissent être considérés localement homogènes, voir
section 5.1. Ceci permet d’utiliser une description hydrodynamique donnant
accès aux profils de densité et aux grandeurs thermodynamiques d’intérêt.
Les fluctuations quantiques peuvent alors être reconstruites en quantifiant les
équations d’Euler. À la section 5.2, on obtient ainsi une action effective qui
généralise celle du champ libre gaussien, qui apparaît de manière universelle
dans nombre de problèmes statistiques à deux dimensions et modèles quan-
tiques à une dimension. Le champ libre gaussien inhomogène est entièrement
résolu à la section 5.3 grâce à une analogie avec l’électrostatique à deux dimen-
sions. Les fonctions de corrélation de tout système qui entre dans cette classe
d’universalité peuvent être calculées asymptotiquement. Pour que ces formules
soient asymptotiquement exactes, il faut savoir identifier les opérateurs de la
théorie des champs effective avec les opérateurs du modèle microscopique. On
montre dans la section 5.4 comment les coefficients qui apparaissent dans le
développement asymptotique des fonctions de corrélation peuvent être calcu-
lés systématiquement par l’utilisation conjointe des solutions exactes et des
théories conformes.

Toute la suite de la seconde partie est dédiée aux applications de l’ap-
proche du liquide de Luttinger inhomogène au modèle de Lieb-Liniger confiné
dans un potentiel externe. Dans le chapitre 6, on se concentre sur la limite d’in-
teraction infinie, celle du gaz de Tonks-Girardeau. La section 6.1 est consacrée
au calcul de la matrice densité à une particule pour un potentiel de piégeage
arbitraire. Ce résulat se généralise facilement à la fonction de corrélation à n
particules. On étudie ensuite une situation hors d’équilibre en considérant un
piège harmonique dont la fréquence dépend du temps. Ce cas précis permet de
faire tous les calculs de manière explicite, et il illustre la capacité de notre ap-
proche à traiter également des problèmes dynamiques. Au delà de la limite du
gaz de Tonks-Girardeau, le liquide de Luttinger inhomogène exprime tout son
intérêt dans le cas des interactions finies, où le paramètre de Luttinger K(x)

dépend de la position. C’est ce que l’on montre dans le chapitre 7. D’abord,
la préparation du système est expliquée dans la section 7.1. Le développement
asymptotique de l’opérateur densité est établi dans la section 7.2 et permet
de calculer les corrections au profil de densité hydrodynamique ainsi que les
corrélations densité-densité. Pour terminer, on calcule la matrice densité à une
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particule dans la section 7.2. Chaque résultat analytique est comparé au ré-
sultat obtenu numériquement en simulant le modèle de Lieb-Liniger par la
méthode du groupe de renormalisation de la matrice densité. Une conclusion
générale est esquissée au chapitre 8, ouvrant sur de potentielles applications
du liquide de Luttinger inhomogène. En outre, on propose une justification
supplémentaire à l’hypothèse de séparation des échelles.
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Chapitre 2

Solutions exactes du modèle de
Lieb-Liniger

Avant de construire une théorie effective pour un phénomène physique pré-
cis, il convient de se demander ce que l’on sait exactement de ce phénomène.
Ici, nous nous intéressons aux gaz quantiques à une dimension ; comme nous
l’avons dit en introduction, avant d’être l’objet d’expériences en laboratoire,
les systèmes unidimensionnels ont longtemps été étudiés par les théoriciens.
Plus particulièrement, un grand nombre de modèles à une dimension d’espace
et une dimension de temps sont regroupés dans la classe des systèmes inté-
grables. Si l’intégrabilité est correctement définie pour les systèmes classiques,
sa définition est encore sujette à discussion pour les systèmes quantiques : ici,
on appelle système intégrale un système dont la solution exacte est donnée par
l’Ansatz de Bethe. Cette méthode, introduite par Bethe en 1931 [65], donne la
solution exacte d’un certain nombre de modèles quantiques unidimensionnels.

En parallèle des solutions analytiques, la physique numérique permet éga-
lement d’obtenir des résultats exacts en simulant un phénomène. Aujourd’hui,
le groupe de renormalisation de la matrice densité (DMRG) [66] est indiscu-
tablement la méthode la plus performante pour les modèles à une dimension.
Simuler un problème précis n’est évidemment pas sans difficulté et il faut sa-
voir contrôler les paramètres de la simulation avec suffisamment de précision
pour obtenir un résultat numérique exact.

Afin d’illustrer ces approches exactes analytiques et numériques, on choisit
de se focaliser sur le modèle de Lieb-Liniger [34,35],

H = − ~2

2m

N∑
j=1

∂2

∂x2
j

+ g

N∑
j<l=1

δ(xj − xl) . (2.1)

Cet hamiltonien modélise un gaz de N bosons sans spin, contraints de se
déplacer dans une seule direction de l’espace x. Ces particules interagissent via
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un potentiel donné par un delta de Dirac δ(x), avec une intensité qui dépend
du paramètre g. Dans ce chapitre, nous présentons la solution historique du
modèle de Lieb-Liniger, où l’Ansatz de Bethe donne le spectre des excitations.
Nous introduisons brièvement la forme plus moderne de l’Ansatz de Bethe
algébrique qui permet de calculer les corrélations. La limite d’interaction infinie
g →∞ a des propriétés particulières qui donnent lieu à une autre solution en
terme de fermions libres ; c’est le gaz de Tonks-Girardeau que nous abordons
dans la troisième section. Enfin, nous présentons le principe de la méthode
du groupe de renormalisation de la matrice densité et la simulation exacte du
modèle de Lieb-Liniger à partir de la chaine XXZ.

2.1 Ansatz de Bethe

L’Ansatz a d’abord été introduit par Bethe en 1931 [65] pour résoudre
exactement le modèle de Heisenberg dans sa phase antiferromagnétique. Plus
de trente ans après, en 1963, le même Ansatz permet à Lieb et Liniger de
résoudre le modèle de bosons qui porte aujourd’hui leur nom [34, 35]. Cette
même année, Hubbard propose un modèle d’électrons sur un réseau unidimen-
sionnel [67] qui est finalement résolu en 1968 par Lieb et Wu [68], toujours
en utilisant l’Ansatz de Bethe. Il permet en effet de résoudre des modèles en
interaction en généralisant la solution des modèles libres. Pour ces derniers,
la solution consiste à réécrire la fonction d’onde d’un système à N particules
libres comme le produit de N fonctions d’onde à une seule particule. Dans les
systèmes en interaction, la solution ne se réduit pas à un problème à une seule
particule, mais à la place, l’Ansatz de Bethe montre que l’on peut se ramener
à un problème à deux particules. Plus précisément, l’état à N particules se
décompose en un produit de matrices de diffusion à deux particules.

Ici, nous calculons le spectre des excitations et les propriétés thermody-
namiques du modèle de Lieb-Liniger par l’approche historique, aujourd’hui
souvent nommée Ansatz de Bethe en coordonnées. Seuls sont rapportés les
éléments nécessaires à la compréhension du reste du manuscrit. Pour une pré-
sentation exhaustive, on pourra se référer au livre de Korepin, Bogoliubov et
Izergin [69], ou aux notes de Franchini [70].

2.1.1 Fonction d’onde de Bethe

Pour alléger les notations, le hamiltonien (2.1) est généralement réécrit
sous la forme

H = −
N∑
i=1

∂2

∂x2
i

+ 2c
N∑

i<j=1

δ(xi − xj) , (2.2)
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avec c = m
~2 g. En introduction, nous avons mentionné l’élément principal de

l’Ansatz : le problème se réduit à un ensemble de processus à deux particules.
À une dimension, la conservation de l’énergie et de l’impulsion impose qu’après
la collision de deux particules identiques, les impulsions sont égales à celles qui
précédent la collision. Quelle que soit l’interaction, la fonction d’onde est donc
seulement modifiée par une phase. Pour passer au cas à N particules, l’Ansatz
consiste à supposer que la fonction d’onde est une superposition d’ondes planes
de la forme

Ψ(x1, . . . , xN) =
∑
P

AP e
i
∑
j kj(P)

xj . (2.3)

Les kj sont des pseudo-impulsions, qui par définition, sont reliées à l’énergie
E et l’impulsion K totales d’un système de N bosons par

E =
N∑
j=1

k2
j et K =

N∑
j=1

kj . (2.4)

La somme sur P correspond aux N ! permutations des pseudo-impulsions,
mais il n’est pas nécessaire de considérer les permutations des coordonnées
{x1, . . . , xN}. Les particules étant bosoniques, il suffit de connaitre une seule
configuration, par exemple x1 < x2 < · · · < xN , les autres configurations étant
données par la symétrie de la fonction d’onde.

Pour calculer les amplitudes AP , on sait que toutes les permutations
peuvent être générées par une succession de permutations de deux pseudo-
impulsions. Or, sous la permutation de deux pseudo-impulsions, le rapport des
deux amplitudes doit être égal à la phase générée par une collision de deux
particules. Cette phase peut se calculer exactement et on obtient,

AP
AP ′

= −eiθ(k−k′), avec θ(k) ≡ −2 arctan

(
k

c

)
. (2.5)

Si l’on s’intéresse en particulier aux processus de collisions de trois particules,
on peut montrer explicitement qu’ils se décomposent en une séquence de trois
collisions de deux particules : cette condition est imposée par l’équation de
Yang-Baxter [71]. Cette équation est en fait au fondement d’une généralisation
de l’Ansatz de Bethe en coordonnées, l’Ansatz de Bethe algébrique que nous
présentons brièvement à la fin de cette section. Pour normaliser la fonction
d’onde de Bethe (2.3), il faut introduire des conditions aux bords.

2.1.2 Équations de Bethe

Considérons maintenant que le système vit dans un espace de taille finie
L, avec des conditions périodiques aux bords de sorte que la fonction d’onde
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satisfait la relation

Ψ(x1, . . . , xj, . . . , xN) = Ψ(x1, . . . , xj + L, . . . , xN). (2.6)

Cette condition est réalisée par une succession de N − 1 permutations de
la particule en xj avec ses voisines. Puisqu’à chaque permutation correspond
une collision de deux particules, cette particule acquiert une phase totale
(−1)N−1

∏N
j e

iθ(kj−kl). Mais la particule acquiert également une phase dyna-
mique eikjL en parcourant le système sur sa longueur L. Les conditions pé-
riodiques aux bords sont alors satisfaites si la somme de ces deux phases est
proportionelle à 2π. Cela impose la contrainte,

kjL−
N∑
j=1

θ (kj − kl) = 2πIj, (2.7)

connue sous le nom d’équations de Bethe, avec les nombres de Bethe Ij. Ces
derniers sont demi-entiers lorsque N est pair et entiers quand N est impair. Si
deux nombres de Bethe Ij et Il sont identiques, les pseudo-impulsions associées
le sont aussi, kj = kl, et la fonction d’onde s’annule. Par conséquent, une
solution des équations de Bethe est une solution physique seulement pour une
configuration {Ij} de nombre de Bethe distincts.

Dans le cas d’une interaction infinie c→∞, on a θ(k)→ 0 et les pseudo-
impulsions sont simplement données par kj = 2π

L
Ij. Comme tous les nombres

doivent être distincts, l’état fondamental qui minimise l’énergie et l’impul-
sion (2.4) est une configuration symétrique de la forme

{Ij} =

{
−N − 1

2
,−N − 3

2
, . . . ,

N − 1

2

}
, (2.8)

pour laquelle l’impulsion totale est nulle, K = 0. Si maintenant l’interaction c
est ramenée vers une valeur finie, seule la configuration des pseudo-impulsions
varient, les nombres de Bethe étant fixés : l’état fondamental reste celui dé-
crit par la configuration (2.8). Pourvu que les nombres soient distincts, une
configuration donnée renvoie toujours vers une état propre, et ce quelque soit
l’intensité de l’interaction c. Ceci peut s’interpréter comme une généralisation
du principe d’exclusion de Pauli à une dimension, valide même pour un sys-
tème de bosons. À partir de ce constat, on peut interpréter les états excités en
terme d’excitations individuelles, qui sont essentiellement de deux types. Les
excitations de type I consistent à ajouter une particule à l’état fondamental à
N particules (2.8). La nouvelle particule doit nécessairement avoir une pseudo-
impulsion |kp| > kmax. = kN , et dans le cas où celle-ci est positive, l’état excité
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à N + 1 particules correspond à la configuration

{I ′j} =

{
−N

2
,−N

2
+ 1, . . . ,

N

2
− 1,

N

2
+ p

}
, (2.9)

pour laquelle l’impulsion totale est K = 2π
L
p, avec p ∈ Z. La configuration des

pseudo-impulsions est donc totalement modifiée par l’ajout d’une particule,
{kj} = 2π

L
{Ij} 7→ {k′j} = 2π

L
{I ′j}, de telle sorte que l’impulsion totale K = 2π

L
p

gagnée par le système n’est pas simplement égale à la pseudo-impulsion kp

de la nouvelle particule. Indépendamment de l’intensité de l’interaction, un
système à une dimension est donc toujours fortement corrélé, ou en d’autres
termes, les excitations sont toujours collectives.

Les excitations de type II sont en quelque sorte l’inverse des premières,
puisqu’elles consistent à retirer une particule à l’état fondamental à N parti-
cules (2.8), c’est à dire qu’elles créent un trou. Pour ces excitations, une confi-
guration de nombre de Bethe est construite en partant de l’état fondamental à
N−1 particules, duquel une particule de pseudo-impulsion |kr| < kmax. est en-
voyée vers le premier nombre inoccupé de la configuration, avec une impulsion
positive ou négative. Une telle configuration est par exemple,

{I ′′j } =

{
−N

2
+ 1,−N

2
+ 2, . . . ,

N

2
− r − 1,

N

2
− r + 1, . . . ,

N

2

}
, (2.10)

pour laquelle l’impulsion totale est K = 2π
L
r, avec r ∈ Z. Dans la limite ther-

modynamique, on peut montrer que ces deux types d’excitations sont suffisants
pour générer tous les états excités de basse énergie. Par exemple, les fluctua-
tions de la densité étant des excitations particule-trou, elles sont données par
la combinaison d’excitations de type I et II.

Sous la forme (2.7), les équations de Bethe sont facilement résolues numé-
riquement pour des systèmes de plusieurs dizaines de particules. On peut aller
au delà en considérant la limite thermodynamique, pour laquelle l’Ansatz de
Bethe se simplifie davantage.

2.1.3 Limite thermodynamique

La limite thermodynamiqueN,L→∞ est prise de sorte que la densité ρ ≡
N/L reste finie. On travaille alors préférentiellement avec le hamiltonien (2.1)
sous sa forme de seconde quantification,

H =

∫
dx
[
Ψ†(x)

(
−∂2

x − µ
)

Ψ(x) + cΨ†2(x)Ψ2(x)
]
, (2.11)
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où, les opérateurs Ψ†(x) et Ψ(x) créent ou annihilent respectivement un bo-
son en x et satisfont le commutateur [Ψ(x),Ψ†(x′)] = δ(x − x′). On a gardé
la convention c = m

~2 g et introduit un potentiel chimique µ qui permet de
fixer la densité ρ. Dans ces conditions, le modèle est entièrement décrit par le
paramètre adimensionné

γ ≡ c

ρ
. (2.12)

Deux systèmes ayant une même valeur de γ sont physiquement équivalents.

Lorsque N,L → ∞, la différence entre deux pseudo-impulsions consé-
cutives devient infinitésimale, kj+1 − kj ∼ O(1/L). Ces dernières sont ainsi
contenues dans un interval [kmin., kmax.], de manière analogue à une mer de
Dirac ou une surface de Fermi. Pour une configuration de nombres de Bethe
correctement ordonnés, on définit la densité de pseudo-impulsion :

ρ(kj) ≡ lim
N,L→∞

1

L (kj+1 − kj)
> 0, (2.13)

de sorte que, pour une fonction des pseudo-impulsions f(k), la somme est
remplacée par une intégrale de la forme

N∑
j=1

f(kj) 7→ L

∫ kmax.

kmin.

dkρ(k)f(k). (2.14)

Dans cette limite thermodynamique, on introduit une fonction y(k) qui à une
pseudo-impulsion donnée renvoie le nombre de Bethe correspondant, y(kj) ≡
2π
L
Ij. Par définition, on a alors

y′(kj) = 2πρ(kj) ⇔ y(k) = 2π

∫ k

kmin.

dk′ρ(k′). (2.15)

Avec ces notations, les équations de Bethe (2.7) prennent maintenant la forme :

k −
∫ kmax.

kmin.

dk′ρ(k′)θ (k − k′) = y(k). (2.16)

La dérivée par rapport à k de cette équation donne l’équation de Lieb,

2πρ(k) −
∫ kmax.

kmin.

dk′ρ(k′)κ (k − k′) = 1, (2.17)

où
κ (k) ≡ 2c

k2 + c2
. (2.18)

Avec l’équation de Lieb (2.17), on a accès à la distribution de pseudo-impulsion
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sans recourir aux configurations de nombres de Bethe : le passage à la limite
thermodynamique se fait au détriment de la connaissance de l’état propre. En
particulier, si l’interaction est infinie, g →∞, on a κ (k)→ 0 et la densité de
pseudo-impulsions est simplement donnée par ρ(k) = 1

2π
.

La distribution de pseudo-impulsions est seulement conditionnée par le
support d’intégration. Dans l’état fondamental, elle doit elle-même être sy-
métrique, kmax. = −kmin. = q. En réintroduisant les paramètres physiques
c 7→ m

~2 g, les densités de particule ρ et d’énergie ε sont respectivement définies
par

ρ ≡ N

L
=

∫ q

−q
dkρ(k) et ε ≡ E

L
=

~2

2m

∫ q

−q
dkρ(k)k2. (2.19)

En jouant avec les relations d’état, on a alors accès à des quantités thermody-
namiques telles que le potentiel chimique µ, la pression P ou la vitesse du son
v, données respectivement par :

µ =
∂ε

∂ρ
, P = ρ

∂ε

∂ρ
− ε et v =

√
ρ

m

∂2ε

∂ρ2
. (2.20)

Dans la suite, nous allons voir que ces quantités peuvent être évaluées explici-
tement dans l’état fondamental du régime d’interaction infinie g →∞.

2.1.4 Gaz de Tonks-Girardeau

La limite g → ∞ est aussi appelée gaz de Tonks-Girardeau car elle cor-
respond à un gaz de bosons impénétrables, étudié par Girardeau en 1960 [64].
Dans ce cas, nous avons vu que les pseudo-impulsions de N particules étaient
connues explicitement, kj = 2π

L
Ij. Ici, on se focalise sur l’état fondamental cor-

respondant à la configuration (2.8). Dans la limite L → ∞, l’extremum de la
pseudo-impulsion est simplement relié à la densité kF = πρ. Comme on sait
par ailleurs que ρ(k) = 1

2π
, la densité d’énergie (2.19) est égale à

εF =
π2~2

6m
ρ3, (2.21)

et les différentes quantités thermodynamiques (2.20) sont calculées explicite-
ment,

µ =
π2~2

2m
ρ2

F, PF =
π2~2

3m
ρ3 et vF =

π~
m
ρ. (2.22)

Nous avons inclus l’indice F pour souligner que toutes ces quantités sont équi-
valentes à celles d’un gaz de fermions libres à une dimension. L’état propre
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d’un tel gaz doit s’annuler lorsque deux bosons se trouvent à la même posi-
tion. Cette propriété est partagée par les deux états propres, à la différence
près que celui des gaz de fermions libres ΨF est antisymétrique là où celui des
bosons ΨB est symétrique. Comme l’a montré Girardeau [64], les deux états
propres sont alors équivalents sous la contrainte

ΨB(x1, . . . , xN) = S(x1, . . . , xN)ΨF(x1, . . . , xN), (2.23)

avec la fonction S(x1, . . . , xN) =
∏

i>j(xi−xj) qui symétrise la fonction d’onde
fermionique 1. Cette équivalence fermion-boson peut s’interpréter [75] comme
l’analogue de la transformation de Jordan-Wigner [76] dans le continu, et elle
reste vraie en général [77].

Les fonctions de corrélation qui font uniquement intervenir la norme de
la fonction d’onde |ΨF| sont alors égales pour les deux gaz : dans ce cas, on
peut directement utiliser les résultats connus pour les fermions libres. C’est
notamment le cas de la densité moyenne 〈ρ̂(x1)〉 ≡ ρ,

ρ = N

∫
dx2 . . . dxN |ΨB(x1, x2 . . . , xN)|2, (2.24)

ou de la corrélation densité-densité 〈ρ̂(x1)ρ̂(x2)〉c = 〈ρ̂(x1)ρ̂(x2)〉−〈ρ̂(x1)〉 〈ρ̂(x2)〉.

〈ρ̂(x1)ρ̂(x2)〉c = N(N − 1)

∫
dx3 . . . dxN |ΨB(x1, x2 . . . , xN)|2, (2.25)

Toutes les corrélations faisant intervenir l’opérateur densité ρ̂ sont en fait égales
à celle du gaz de fermions libres. En revanche, ce n’est pas le cas général. Par
exemple, ce n’est pas le cas de la matrice densité à une particule 〈Ψ†(x)Ψ(x)〉 ≡
g1(x, x′),

g1(x, x′) = N

∫
dx2 . . . dxNΨ∗B(x, x2 . . . , xN) ΨB(x′, x2 . . . , xN), (2.26)

car ici la fonction S(x1, . . . , xN) ne se simplifie pas et le calcul exact est nette-
ment plus ardu. La fonction de corrélation g1(x, x′) est donc un bon candidat
pour tester l’efficacité de l’approche que nous developpons dans la suite de ce
manuscrit, et elle sera étudiée à de multiples reprises.

1. La fonction d’onde du gaz de fermions libres est donnée par un déterminant de Sla-
ter [72]. Plusieurs auteurs signalent d’ailleurs que ce déterminant est appuru trois ans au-
paravant dans les travaux de Dirac [73] et de Heisenberg [74].
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2.1.5 Corrélations et Ansatz de Bethe algébrique

Une première limitation de l’Ansatz de Bethe est que toute sa construc-
tion repose sur l’hypothèse d’invariance par translation du système. Dans les
situations inhomogènes qui nous intéressent ici, l’intégrabilité du modèle de
Lieb-Liniger n’est donc pas suffisante pour en caractériser toutes les propriétés.
Quant au calcul des fonctions de corrélation, la fonction d’onde de Bethe est
d’une complexité telle qu’il est souvent impossible de les calculer en pratique.
Ce problème est pallié par la formulation appelée Ansatz de Bethe algébrique.

En règle général, les corrélations quantiques peuvent être décrites par des
équations aux dérivées partielles non-linéraires. En 1967, Gardner, Greene,
Kruskal et Miura [78] ont introduit une nouvelle méthode permettant de ré-
soudre ce genre d’équations : la méthode de la diffusion inverse qui est au-
jourd’hui à la base de bon nombre de modèles exactement solubles. Le nom
provient de l’idée de base empruntée à la théorie de la diffusion : généralement,
un problème de diffusion consiste à construire la matrice de diffusion à partir
des contraintes imposées par le potentiel diffusif. Dans la méthode inverse, on
cherche à reconstruire le potentiel à partir d’une matrice de diffusion connue.
Elle a été appliquée avec succès à l’équation de Schrödinger non-linéaire dès
1972 par Shabat et Zakharov [79]. Si l’équation de Schrödinger non-linéaire
est une théorie classique des champs, elle est en fait équivalente au modèle
de Lieb-Liniger après une quantification canonique. Sa version quantifiée a été
résolue en 1979 par Sklyanin, Takhtadzhyan et Faddeev [80] grâce à la méthode
de diffusion inverse quantique. Leur approche, qui concilie l’Ansatz de Bethe
avec la méthode de diffusion inverse, a donné naissance à l’Ansatz de Bethe
algébrique. Cette formulation peut s’interpréter comme une seconde quanti-
fication de l’Ansatz de Bethe en coordonnées. Pour construire la matrice de
transfert, on utilise l’équation de Yang-Baxter [71] et l’algébre qui lui est as-
sociée. On peut alors extraire de la matrice deux opérateurs qui définissent un
pseudo-vide, état sur lequel on applique deux autres opérateurs qui créent et
annihilent les excitations. Une simple introduction aux aspects mathématiques
de l’Ansatz de Bethe algébrique serait déjà bien au delà de notre propos, aussi
nous renvoyons à nouveau vers le livre de Korepin, Bogoliubov et Izergin [69]
ou aux notes de Franchini [70] pour une présentation détaillée.

L’intérêt de l’Ansatz de Bethe algébrique est qu’il donne les états propres
sous une forme similaire à une seconde quantification. En principe, on peut
donc calculer les fonctions de corrélations à notre guise, mais la tâche reste
en realité extraordinairement difficile. Malgré cela, il existent de nombreux
résultats explicites basés sur les facteurs de forme [81–89]. Ces facteurs de
forme sont les éléments de matrices d’opérateurs microscopiques entre deux
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états propres de Bethe,

〈 {k′j} | Ô(x, t) | {kj} 〉 ; (2.27)

En l’occurence, les formules explicites connues pour les opérateurs de créa-
tion/annihilation bosoniques et l’opérateur densité vont nous servir à fixer les
coefficients non-universels apparaissant dans la théorie du liquide de Luttinger
inhomogène que nous développons dans la suite. Nous revenons sur le calcul
de ces coefficients dans le chapitre 5 et présentons explicitement les formules
dans l’annexe A.

2.2 Groupe de renormalisation de la matrice den-
sité

Parmi les méthodes que l’on peut considérer comme exactes, il existe aussi
des méthodes numériques, qui sont exactes dans la limite de la précision ma-
chine. À l’inverse de la plupart des solutions analytiques, les solutions numé-
riques ne sont évidemment exactes que pour des systèmes de taille finie. Pour
obtenir la solution d’un modèle donné, le plus simple est en principe d’écrire la
matrice de son hamiltonien dans une base appropriée et de la diagonaliser nu-
mériquement. Cette méthode est appelée diagonalisation exacte et s’applique
efficacement aux problèmes de fermions libres ou du type liaisons fortes. En
revanche, elle possède deux écueils pour les systèmes qui nous intéresse dans
cette thèse. Le premier concerne le cas des modèles continus ; pour diagonali-
ser un modèle continu, il doit exister une procédure de discrétisation. Dans le
cas du modèle de Lieb-Liniger qui nous intéresse, cet obstacle est facilement
contourné puiqu’on sait qu’il correspond à la limite de faible densité du modèle
de Bose-Hubbard [90].

Le second obstacle est lié à la méthode en elle-même. Imaginons un réseau
de L sites sur lesquels vivent des bosons en répulsion infinie. Sur chaque site,
il n’existe que deux états possibles : soit le site est inocupé |0〉, soit le site est
occupé par un unique boson |1〉. L’espace de Hilbert double de taille chaque fois
qu’un site est ajouté. Le hamiltonien à diagonaliser est une matrice de taille
2N × 2N mais possède de nombreuses entrées nulles. S’il existe des algorithmes
qui permettent de diagonaliser exactement une telle matrice pour une centaine
de bosons en répulsion infinie, la situation est différente pour une interaction
finie. Dans cette situation, un nombre n de bosons peut occuper le même site
simultanément. La taille de l’espace de Hilbert est ainsi multipliée par n pour
chaque site ajouté et on se retrouve rapidement limité numériquement, étant
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donné qu’il faut garder en mémoire nN degrés de liberté à chaque étape du
calcul. En revanche, le problème est simplifié lorsque l’on ne s’intéresse qu’à
une partie du spectre, généralement l’état fondamental et les quelques premiers
états excités. L’algorithme de Lanczos [91] en est un exemple, particulièrement
efficace pour obtenir l’état fondamental. Il est notamment utilisé dans le groupe
de renormalisation de la matrice densité.

2.2.1 Principe de la méthode

Le groupe de renormalisation de la matrice densité (DMRG) est une mé-
thode variationnelle proposée par White en 1992 [66]. Elle permet d’obtenir
itérativement l’état fondamental en s’affranchissant des degrés de liberté non-
pertinents. C’est aujourd’hui la technique la plus efficace pour étudier les pro-
priétés de l’état fondamental des systèmes unidimensionnels, sa précision étant
limitée par la précision machine [92]. L’efficacité du DMRG s’explique par le
fait que les états s’écrivent sous la forme de produits de matrices (MPS). La
formulation du DMRG en terme de produits de matrice a permis de l’étendre
aux problèmes en évolution temporelle, à température finie ou encore avec des
conditions périodiques aux bords. En fait, la notion de produits de matrices
dans ce contexte est liée à la théorie des réseaux de tenseurs utilisée dans di-
verses disciplines scientifiques. Ici, on se limite à la présentation historique du
principe du DMRG mais on peut se référer à la revue de Schollwöck [92] pour
une introduction plus moderne.

On cherche à connaitre l’état fondamental |ψ0〉 d’un système vivant sur
le réseau. Pour cela, on commence par séparer cet état en deux bloc, l’un
appelé le système S et l’autre l’environnement E. La matrice densité du système
total ρ̂ = |ψ0〉 〈ψ0| se décompose elle-même en deux matrices densité réduites
ρ̂S = TrE [ρ̂] et ρ̂E = TrS [ρ̂] où Tr. signifie que l’on prend la trace sur les degrés
de liberté correspondants à l’environnement E ou le système S respectivement.
La décomposition de Schmidt [93] permet de réécrire l’état fondamental dans
la base des états propres des matrices densité réduites,

|ψ0〉 =
∑
i

√
αi |Si〉 |Ei〉 , (2.28)

où αi sont des valeurs propres communes aux deux matrices réduites. L’idée de
base du DMRG est alors de tronquer cette somme le plus efficacement possible.

La première étape est celle de l’algorithme de taille infinie. On considère
un hamiltonien HL0 constitué de L0 sites et dont l’état fondamental |ψ0〉 peut
se calculer par diagonalisation, par exemple via l’algorithme de Lanczos. Puis
on construit et diagonalise les deux matrices densités réduites dont on garde
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(a) Algorithme infini (b) Algorithme de taille finie

Figure 2.1 – Illustration du principe de la méthode DMRG, reproduit de [94].

les m plus grandes valeurs propres qui définissent l’espace de Hilbert réduit. À
la troisième étape, le hamiltonien du bloc système HS est projeté dans la base
des états propres de la matrice densité réduite correspondante,

H ′S = R†HSR, (2.29)

où R est la matrice contenant les m vecteurs propres des m plus grandes
valeurs propres. On procède de la même manière pour le hamiltonien du bloc
environnement HE puis on ajoute un site à chacun des blocs de sortent qu’ils
se joignent par un bloc de deux sites. L’ensemble de ces trois blocs forme un
nouveau système dont le hamiltonienHL0+2 sert de point de départ à l’itération
suivante. Le système croit donc indéfiniment tant que la convergence n’est pas
atteinte, d’où le nom d’algorithme de taille infinie.

Si l’on s’intéresse à un système de taille finie, on peut en principe utiliser
l’algorithme de taille infinie en partant d’un système de petite taille l et stopper
l’algorithme lorsque la taille du système a atteint la taille L souhaitée. Le
risque est alors que l’algorithme n’ait pas convergé vers l’état fondamental.
L’algorithme de taille finie prend pour point de départ le système lorsqu’il
a atteint la taille L voulue. Au lieu d’augmenter la taille du système total,
on fait varier la taille du bloc système aux dépens du bloc environnement,
et inversément. Concrétement, on fait croître le bloc système d’un site en
retirant celui-ci du bloc environnement, puis on réitère la procédure : chaque
bloc est projeté dans la base de ses m plus grandes valeurs propres, le système
total est reconstruit et on continue jusqu’à ce que la taille minimale du bloc
environnement soit atteinte. À partir de là, c’est le bloc environnement qui croît
aux dépens du bloc système et ces balayages continuent jusqu’à converger vers
l’état fondamental.

La formulation en terme de produits de matrices a permis de développer
des librairies de calcul par DMRG très élégantes et faciles d’emploi. Dans cette
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thèse, nous avons utilisé la librairie libre de droit ITensor [95] développée en
C++.

2.2.2 De la chaine XXZ au modèle de Lieb-Liniger

Comme nous l’avons mentionné, le modèle de Bose-Hubbard peut s’inter-
préter comme version discrète du modèle de Lieb-Liniger (2.1). La méthode
DMRG peut alors être utilisée pour simuler le gaz de bosons avec interaction
répulsive. Dans le cas qui nous intéresse d’un gaz confiné par un potentiel ex-
terne V (x), Schmidt et Fleischauer [96] ont montré que la simulation DMRG
est essentiellement exacte pour le hamiltonien de Bose-Hubbard,

HB.H. = −J
2

n−1∑
j=2

b†jbj+1 + b†jbj−1 +
n∑
j=1

(V (x)− µ) b†jbj −
U

2

n∑
j=1

b†2j b
2
j , (2.30)

où b†j et bj sont les opérateurs de création et annihilation bosoniques, j est le
label des sites, a0 le pas du réseau, n le nombre total de sites, J = ~2/ma2

0 et
U = g/a0. Les deux modèles sont équivalents dans la limite de faible densité
par site, ρ� a−1

0 , où la position x dans le gaz est donnée par ja0 → x.
Le gaz de Lieb-Liniger est également connu pour être la limite conti-

nue de la chaine de spin-1/2 XXZ [97]. À partir du hamiltonien de Bose-
Hubbard (2.30), l’équivalence fermion-boson 2.1.4 permet de réécrire les opéra-
teurs bosoniques en terme des opérateurs de création et annihilation de fermio-
niques, puis en terme de spin-1/2 via une transformation de Jordan-Wigner.
La simulation du modèle de Lieb-Liniger par la méthode DMRG sur la chaine
XXZ a également été réalisée par Muth, Schmit et Fleischauer [98,99], avec

HXXZ = −J
2

n−1∑
j=1

σ+
j σ
−
j+1+σ−j σ

+
j+1+

n∑
j=1

(J − µ+ V (x))σzj−
n−1∑
j=1

J

1 + U/2J
σzjσ

z
j+1,

(2.31)
où σ±,zj sont les matrices de Pauli. Dans le langage des spins, la fonction de
corrélation densité-densité est ainsi donnée par

〈ρ(x)ρ(x′)〉c = 〈ψ0|σzjσzj′ |ψ0〉 − 〈ψ0|σzj |ψ0〉 〈ψ0|σzj′ |ψ0〉 , (2.32)

avec |ψ0〉 l’état fondamental du hamiltonien (2.31). La matrice densité à une
particule est elle donnée par

g1(x, x′) = 〈ψ|σ+
j σ
−
j′ |ψ〉 . (2.33)

Comme nous allons développer une description de type théorie des champs,
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Figure 2.2 – Résultat DMRG de la matrice densité à une particule pour N =
48 particules avec une discretisation croissante et comparaison du préfacteur
au résultat exact obtenue via l’Ansatz de Bethe.

nous voulons simuler un nombre de particules assez grand, N � 1. Pour
prendre la limite de faible densité de la chaine XXZ (2.31), on choisit donc
d’augmenter la discretisation en prenant un pas de réseau très petit a0 � 1.
Pour vérifier que la simulation converge vers le modèle de Lieb-Liniger avec
interaction finie, γ ∼ 1, on extrait du résultat DMRG le préfacteur C(γ) de la
matrice densité à une particule g1(x, x′) que l’on compare au résultat exact du
facteur de forme calculé via l’Ansatz de Bethe algébrique, voir figure 2.2. Nous
revenons en détails sur ce préfacteur dans la seconde partie de cette thèse.
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Chapitre 3

Théories effectives : liquide de
Luttinger et théories conformes

Nous avons vu en introduction que les excitations de basses énergies des
systèmes quantiques à une dimension revêtent un caractère bosonique. En 1950,
Tomonaga [100] est le premier à s’intéresser à cette spécificité et propose un
modèle de fermions avec une relation de dispersion linéaire. Ses travaux sont
poursuivis en 1963 par Luttinger [101], mais c’est Mattis et Lieb en 1965 [102]
qui obtiennent la solution exacte. Ce système est connu sous le nom de modèle
de Tomonaga-Luttinger. La résolution de ce modèle fait intervenir la technique
de bosonisation [9,103], qui est exacte pour une relation de dispersion stricte-
ment linéaire. Ce résultat est en réalité plus général, comme l’a montré Haldane
en 1981 [10–12] : le hamiltonien du modèle de Tomonaga-Luttinger capture en
fait les propriétés universelles de bon nombre de systèmes quantiques à une
dimension. Haldane établit ainsi la théorie du liquide de Luttinger, qui joue le
rôle du liquide de Fermi à une dimension. Le fait que le liquide de Luttinger
définit une classe d’universalité peut se comprendre par le lien qui existe avec
les théories conformes.

Dans ce chapitre, on présente l’esprit de la théorie du liquide de Luttinger,
ses principaux concepts et la terminologie qui lui est associée. Les détails de
calculs sont volontairement laissés de côté. Si le traitement le plus standard est
l’approche canonique décrite dans le livre de Giamarchi [104], un traitement
plus spécifique aux gaz d’atomes froids est aussi présenté par Cazalilla [105].
Ce chapitre est inspiré de ces différentes références, mais les notations sont
quelque peu modifiées afin de faciliter le lien avec l’approche du liquide de
Luttinger inhomogène que l’on développe au chapitre suivant.
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∞
h(x)

x

h(x′)

h(x)

x

→
h(x)− 〈h(x)〉

Figure 3.1 – À gauche : champ de hauteur h(x) correspondant à une configu-
ration de particules sur la ligne infinie. À droite : en retirant au chap h(x) sa
valeur moyenne 〈h(x)〉, on obtient les fluctuations de la densité, représentées
par un champ libre gaussien.

3.1 Fluctuations de la densité : introduction du
champ de hauteur

Considérons un système homogène de taille L � 1, composé de N � 1

particules identiques et de densité ρ = N/L. L’opérateur densité ρ̂(x) à la
position x est donné par la somme

ρ̂(x) =
N∑
i=1

δ(x− xi). (3.1)

Utiliser l’opérateur sous cette forme n’est pas pratique, mais le fait de travailler
dans une seule dimension de l’espace nous offre la possibilité de réécrire cet
opérateur sous une forme plus concrète. En effet, quelle que soit la répartition
des particules, il existe une unique façon de les compter. Pour un système
homogène, la distance interparticule moyenne est donnée par l’inverse de la
densité ρ−1. On introduit alors le champs de hauteur h(xn) = 2πρxn qui prend
pour valeur 2πn à la position xn. Comme le champ est strictement monotone,
l’opérateur densité se réécrit

ρ̂(x) =
∑
n

|∂xh(x)| δ(h(x)− 2πn)

=
1

2π
∂xh(x)

∑
p

eiph(x), (3.2)

où q est un entier. En séparant la valeur moyenne du champ 〈h(x)〉 = 2πρx de
ses fluctuations, h(x) 7→ 〈h(x)〉+h(x), on sépare également la densité moyenne
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de ses fluctuations,

ρ̂(x) 7→ ρ̂(x) + δρ(x)

=

(
ρ+

1

2π
∂xh(x)

)∑
p

eip(2πρx+h(x)). (3.3)

À courte distance, on peut considérer que le champ h est constant et la densité
est alors dominée par le terme

ρ̂(x) ∼ ρ cos
(
2πρx+ h(x)

)
. (3.4)

La densité est ainsi interprétée classiquement comme une onde de densité de
période 2πρ dont la position des extrema est donnée par les valeurs du champ
de hauteur h(x). À l’inverse, si l’on s’intéresse aux corrélations à longue portée,
c’est à dire à des distances grandes devant la distance interparticule ρ−1, alors
les oscillations sont atténuées et il ne reste que le terme

ρ̂(x) ' ρ+
1

2π
∂xh(x). (3.5)

À l’ajout d’une particule à la position x doit donc correspondre une disconti-
nuité de 2π dans le champ de hauteur h(x).

3.2 Hamiltonien effectif

On cherche maintenant à identifier l’opérateur ψ† qui crée un boson libre
supplémentaire, avec [ψ(x), ψ†(x′)] = δ(x−x′). Localement, on peut voir l’ajout
d’une particule en x comme une translation de l’opérateur densité, ρ̂(x) = ρ+1.
Le générateur de cette translation est donné par l’opérateur η qui satisfait les
commutateurs [

1

2π
∂xh(x), η(x′)

]
= iδ(x− x′), (3.6)

et [ρ̂(x), e−iη(x′)] = δ(x−x′)e−iη(x′). On peut ainsi définir l’opérateur de création
d’une excitation particule-trou,

ψ†(x) =
√
ρ̂(x)e−iη(x). (3.7)

De manière réciproque, l’opérateur 1
2π
∂xη(x) est interprété comme le moment

conjugué du champ de hauteur h. Étant donné que l’energie d’interaction est
representée par un terme ∼

∫
dxρ̂(x)2 et l’énergie cinétique par un terme

∼
∫
dx(∂xψ

†(x))(∂xψ(x)), on peut construire un hamiltonien effectif avec les
opérateurs h et η. Si l’on ne garde que les champs essentiels (au sens du groupe
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de renormalisation), seuls les termes (∂xh(x))2 et (∂xη(x))2 apparaissent, et
les excitations de basse énergie d’un système quantique à une dimension sont
décrites par le hamiltonien

H =
~
2π

∫
dx
[
vK (∂xη(x))2 +

v

K
(∂xh(x))2

]
. (3.8)

Les deux paramètres v et K sont respectivement la vitesse des excitations et le
paramètre de Luttinger adimensionné. Ces paramètres dépendent des détails
du modèle microscopique, mais on sait que pour les systèmes invariants sous
une transformation de Galilée, ils sont liés par la relation [10]

K =
π~ρ
mv

. (3.9)

Il faut également noter que le hamiltonien (3.8) reste inchangé sous la transfor-
mation h 7→ η et K 7→ 1/K ; cette dualite est très utile par la suite. Dans le cas
d’un problème dépendant du temps, la dépendance temporelle des opérateurs
est simplement introduite par la représentation de Heisenberg en temps réel,

O(t) = eiHtOe−iHt, (3.10)

ou bien en temps imaginaire [106],

O(τ) = eτHOe−τH , (3.11)

avec τ la variable de temps imaginaire obtenue après une rotation de Wick
t 7→ iτ .

3.3 Diagonalisation et fonctions de corrélation

Le paramètre de Luttinger K peut être absorbé dans un hamiltonien H̃

en redéfinissant les opérateurs par

h =
√
Kh̃ et η =

1√
K
η̃. (3.12)

Cela revient à travailler avec K = 1 dans le hamiltonien (3.8). Le hamiltonien
H̃ est diagonal dans la base des impulsions q,

H̃ =
∑
q 6=0

v|q|ψ†qψq , (3.13)
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avec ψ†q la transformée de Fourier de l’opérateur ψ†(x), qui satisfait le commu-
tateur

[
ψ†q, ψq′

]
= δq,q′ . Pour un système invariant par translation, la décom-

position en mode de Fourier des opérateurs h et η permet calculer la fonction
de corrélation à deux points du champs de hauteur,

G[K]((x, τ), (0, 0)) ≡ −〈h(x, τ)h(0, 0)〉
= K log

(
x2 + v2τ 2

)
. (3.14)

Dans le cadre d’une formulation en intégrales de chemin, cette fonction de cor-
rélation est aussi appelée propagateur et s’obtient comme la fonction de Green
d’un certain opérateur ; nous revenons en détail sur ce point dans la chapitre
suivant. Le propagateur de l’opérateur conjugué 〈η(x, τ) η(0, 0)〉 s’obtient di-
rectement à partir du précédant (3.16) grâce à la dualité h 7→ η et K 7→ 1/K.
Enfin, la fonction de corrélation mixte des deux opérateurs est donnée par,

F[K,1/K]((x, τ), (0, 0)) ≡ 〈h(x, τ) η(0, 0)〉
= arg (z) , (3.15)

où arg(z) est l’argument du nombre complexe z = x+ ivτ .
Pour donner un premier exemple de fonction de corrélation, on peut fa-

cilement calculer la corrélation densité-densité grâce à la définition (3.3) et la
fonction de Green (3.15),

〈ρ̂(x, τ) ρ̂(0, 0)〉 = ρ− K

4π2

(x2 − v2τ 2)

(x2 + v2τ 2)2 + ρ2 cos (2πρx)
A2

(x2 + v2τ 2)K

+ ρ2 cos (4πρx)
A4

(x2 + v2τ 2)4K
+ . . . (3.16)

Les constantes A2 et A4 sont des coefficients non-universels qui dépendent des
propriétés du modèle microscopique sous-jacent. Dans la seconde partie nous
présentons une méthode qui permet de les calculer de manière systèmatique.

La théorie du liquide de Luttinger peut se résumer ainsi : si on sait calculer
les paramètres v et K du hamiltonien (3.8) pour un modèle microscopique,
alors on peut calculer toutes ses fonctions de corrélation à grande distance.
Plus précisément, les fonctions de corréation sont obtenues exactement dans
la limite asymptotique N,L→∞, pour une densité ρ = N/L fixée.

3.4 Lien avec les théories conformes

L’universalité de la théorie du liquide de Luttinger quant à la description
des systèmes quantiques à une dimension peut s’expliquer par son lien avec
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les théories conformes. Pour mettre en évidence ce lien, il faut s’appuyer sur
le calcul des fonctions de corrélation en terme d’intégrales de chemin. Cette
formulation de la mécanique quantique est due historiquement aux travaux de
thèse de Feynman [107] et est à la base des théories quantiques des champs.

3.4.1 Champ libre gaussien

En terme d’intégrale de chemin, la fonction de corrélation à deux points
du champ de hauteur est définie par

〈h(x, τ) . . . h(x′, τ ′)〉 =

∫
[dh] e−S[h]h(x, τ) . . . h(x′, τ ′)∫

[dh] e−S[h]
, (3.17)

où S[h] est l’action associée au hamiltonien du liquide de Luttinger (3.8),

S[h] =
1

8πK

∫
dxdτ

(
1

v
(∂τh)2 + v(∂xh)2

)
. (3.18)

Sous cette forme, le temps imaginaire t = iτ joue le rôle d’une deuxième
dimension euclidienne et illustre simplement l’équivalence entre un système
quantique à une dimension qui évolue dans le temps et un système classique
à deux dimensions [108]. Cette action correspond en fait à la limite continue
de nombreux problèmes de physique statistique, notamment aux problèmes de
pavage avec des dominos, au point critique du modèle de Ising bidimension-
nel, au modèle XY, ou encore à la croissance de surfaces aléatoires. Au point
critique, ces différents modèles ont la particularité de pouvoir être représentés
en terme d’un gaz de Coulomb en deux dimensions. Initiée par Kosterlitz et
Thouless dès 1973 [109,110] pour le modèle XY, la représentation en terme de
gaz de Coulomb s’est imposée suite aux travaux de Kadanoff en 1978 [111] et
de Nienhuis en 1984 [112].

Dans le cadre des théories quantiques des champs, l’action (3.18) est
connue sous le nom de boson libre euclidien de masse nulle. Pour rappel, une
masse nulle dans une théorie quantique en une dimension représente l’équi-
valent du point critique d’un système statistique à deux dimensions [108].
Aujourd’hui, l’action tend à être plus connue par les physiciens et les mathé-
maticiens sous le nom de champ libre gaussien (GFF) [113], ce pourquoi nous
avons choisi de l’utiliser dans cette présentation. Parmi ces théories, la plus
puissante dans le cadre des problèmes à (1+1) dimensions ou deux dimensions
est l’approche des théories conformes.
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3.4.2 Notion d’invariance conforme

L’universalité de la répresentation en gaz de Coulomb, et par là même la
théorie du liquide de Luttinger, peut se comprendre par leur lien avec les théo-
ries conformes des champs (CFT) [114]. L’idée d’utiliser l’invariance conforme
pour étudier les systèmes critiques remonte à Polyakov en 1970 [115], mais
cette approche ne revèle sa puissance qu’en 1984, lorsque Belavin, Polyakov et
Zamolodchikov [116] montrent qu’elle permet de décrire de manière effective
les systèmes critiques à deux dimensions. D’importants travaux ont suivis la
même année, notamment par Dotsenko et Fateev [117] ou encore Cardy [118],
et le lien avec la technique de bosonisation à la base de la théorie du liquide de
Luttinger est rapidement identifié. Le but de cette section est simplement de
donner un aperçu pratique des théories conformes ; pour une introduction plus
complète, on pourra se référer aux notes de Cardy [119], de Ginsparg [120] ou
de Schellekens [121], et pour une lecture approfondie aux livres de Henkel [108]
ou de Di Francesco, Mathieu et Sénéchal [122].

Au point critique, un système classique possède une invariance d’échelle,
c’est à dire que les coordonnées du système peuvent être renormalisées par
une transformation du type x 7→ b−1x, où x = (x1, x2) et b est constant.
En plus de l’invariance sous une dilatation, les systèmes critiques possèdent
généralement une invariance par translation et par rotation. Ces opérations
forment un groupe pour lequel les fonctions de corrélation des opérateurs de
la théorie effective se transforment simplement par :

〈Φ1(x1) . . .Φn(xn)〉 7→ b−∆Φ1 . . . b−∆Φn 〈Φ1(x1) . . .Φn(xn)〉 , (3.19)

où ∆Φ est la dimension d’échelle de l’opérateur Φ. Un système à deux di-
mensions dont les interactions sont locales a en réalité un groupe de symétrie
beaucoup plus large ; les transformations qui combinent localement les transla-
tions, les rotations et les dilations définissent le groupe de symétrie conforme.
Pour être exact, les transformations du groupe de symétrie conforme sont celles
qui préservent la métrique de la théorie des champs à un facteur de Weyl [123]
près :

ds2 = gabdx
adxb telle que g′ab(x

′) 7→ e2σ(x)gab(x). (3.20)

Sous une transformation conforme locale, les opérateurs ne sont plus simple-
ment renormalisés par un facteur global b mais par un facteur local b(x). Cela
a des conséquences importantes sur la transformation des fonctions de corréla-
tion : intéressons-nous par exemple à la fonction à deux points 〈Φ1(x1)Φ2(x2)〉.
Pour satisfaire une relation similaire à (3.19), les dimensions d’échelles des
deux opérateurs doivent être égales ∆Φ1 = ∆Φ2 = ∆. La symétrie conforme
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impose ainsi l’orthogonalité des opérateurs de la théorie, c’est à dire que les
fonctions de corrélation à deux points prennent toujours la forme

〈Φi(x1)Φj(x2)〉 ∼ δij
(x1 − x2)2∆

. (3.21)

3.4.3 Théories conformes dans le plan complexe

Si l’on utilise les coordonnées complexes z = x+ivτ et z̄ = x−ivτ , le sous-
groupe des translations, rotations et dilations est généré par les transformations
de Möbius

z′ =
az + b

cz + d
, (3.22)

où les coefficients complexes doivent satisfaire ad − bc 6= 0. Sous une telle
transformation, la sphère de Riemmann Ĉ est envoyée sur elle-même et on
parle souvent de transformation conforme spéciale. Cependant, si l’on considère
simplement la contrainte locale (3.20), on voit qu’elle est satisfaite pour toute
fonction holomorphe z′ = w(z),

dz′dz̄′ =

∣∣∣∣dw(z)

dz

∣∣∣∣2 dzdz̄, (3.23)

où
∣∣∣dw(z)

dz

∣∣∣2 est identifié avec le facteur de Weyl. Le groupe conforme est ainsi
généré par une infinité de transformations conformes. En d’autres termes, il
existe toujours un jeu de coordonnées isothermes (z, z̄) telles que la métrique
est plate, à un facteur de Weyl près. Si ce jeu de coordonnées est connu explici-
tement, on peut toujours effectuer une transformation conforme et se ramener
à une géométrie dans laquelle on sait déjà calculer les fonctions de corrélation.
Imaginons que l’on sache calculer toutes les fonctions de corrélation dans le
plan complexe C mais que l’on s’intéresse à un problème avec des conditions
périodiques aux bords. La géométrie est celle d’un cylindre de circonférence L,
mais on sait que le plan C peut être envoyé vers le cylindre par la transforma-
tion

w(z) =
L

2π
log(z). (3.24)

Les opérateurs vivants sur le cylindre sont liés aux opérateurs vivants sur le
plan via les facteurs de Weyl, Sous cette transformation conforme les opéra-
teurs primaires de la théorie se transforment par la relation

Φ(w, w̄)→ e−∆σ(z,z̄)Φ(z, z̄). (3.25)

On peut ainsi calculer les fonctions de corrélations dans la géométrie du cy-
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z 7→ w(z)

Figure 3.2 – Exemple de transformation conforme z 7→ w(z) du plan vers une
surface quelconque, générée à partir du code de Trott [124].

lindre,

〈Φ1(z1, z̄1) . . .Φn(zn, z̄n)〉 = e−∆σ(w1,w̄1) . . . e−∆σ(wn,w̄n) 〈Φ1(w1, z̄1) . . .Φn(zn, z̄n)〉 .
(3.26)

L’invariance conforme est extrêmement puissante ; en jouant avec les trans-
formations conformes, on peut tenir compte des effets de tailles finies, ou au
contraire s’en affranchir comme nous allons le voir dans le chapitre 5.

Dans les coordonnées complexes z et z̄, l’action du champ libre gaussien
prend la forme

S[h] =
1

4πK

∫
dzdz̄ (∂zh) (∂z̄h) . (3.27)

Comme l’action (3.27) est quadratique, la fonction à deux points 〈h(z, z̄)h(z′, z̄′)〉
est directement obtenue par le calcul de l’intégrale gaussienne,

〈h(z, z̄)h(z′, z̄′)〉 = −K log |z − z′|2 . (3.28)

Les équations du mouvement associées à l’action (3.27) restent satisfaites
lorsque le champ de hauteur h(z, z̄) est décomposé en une fonction holomorphe
de z et une foncion anti-holomorphe de z̄,

h(z, z̄) =
√
K (ϕ(z) + ϕ(z̄)) , (3.29)

telles que ∂z̄ϕ(z) = ∂zϕ(z̄) = 0. En (1+1) dimensions, c’est à dire en temps
réel, cette condition correspond aux solutions droite et gauche imposées par
l’invariance de Lorentz ; les excitations gauche et droite se propagent indépen-
damment le long d’un cône de lumière. On parle alors de théorie chirale, et
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par extension les champs ϕ(z) etϕ(z̄) sont appelés champs chiraux. Les pro-
pagateurs des champs chiraux ont une forme analogue à la fonction à deux
points,

〈ϕ(z)ϕ(z′)〉 = − log(z − z′) , 〈ϕ(z̄)ϕ(z̄′)〉 = − log(z̄ − z̄′) , (3.30)

et 〈ϕ(z)ϕ(z̄′)〉 = 0.
On remarque que le propagateur du champ de hauteur (3.28) est égal, au

signe près, à la fonction de Green du potentiel électrostatique à deux dimen-
sions,

G[K]((z, z̄), (z′, z̄′)) = K log |z − z′|2 . (3.31)

Si ce constat nous permet de généraliser la théorie liquide de Luttinger inho-
mogène au chapitre 5, c’est aussi celui qui est à la base de l’approche du gaz de
Coulomb que nous avons mentionné précedemment. Dans celle-ci, l’exponen-
tiel des champs chiraux créent des charges électriques ou magnétiques, c’est à
dire un flux de champ magnétique perpendiculaire au plan. Les opérateurs qui
créent une charge électrique α sont les opérateurs de vertex électriques,

Veα(z, z̄) = : eiαh(z,z̄) : . (3.32)

Ces opérateurs ont une dimension d’échelle ∆ = α2K, et comme le champ
de hauteur h est seulement défini modulo 2π, les charges électriques α sont
quantifiées et doivent être entières. Prendre l’exponentiel du champ de hauteur
n’est pas une opération triviale : il y a une singularité lorsque deux champs
chiraux se trouvent au même point, voir équation (3.30). La procédure de
régularisation en CFT est nommée ordre normal, défini ici par

〈 l∏
i=1

: eiαiϕ(zi) :
〉
C

=
∏

1≤j<k≤l

|zj − zk|αjαk . (3.33)

Il reste à définir les opérateurs de vertex magnétiques Vmβ (z, z̄). Les charges
électriques α étant quantifiées, on a l’équivalent de la quantification des mo-
nopôles de Dirac à deux dimensions, ce qui impose aussi des contraintes sur
les charges magnétiques β. En présence d’une charge magnétique β = 1, le
champ de hauteur est incrémenté h 7→ h+2π. En effet, nous allons voir que les
opérateurs magnétiques sont associés aux opérateurs qui créent et annihilent
les particules du modèle microscopique.
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Chapitre 4

Matrice densité à une particule du
gaz de Tonks-Girardeau homogène

Avant de développer la théorie du liquide de Luttinger inhomogène, voyons
comment utiliser les différents outils présentés aux chapitres 2 et 3 dans une
situation homogène. Pour cela, on se focalise sur un problème non-trivial, à
savoir la matrice densité à une particule (2.26) du gaz de Tonks-Girardeau.
Comme déjà présenté au chapitre 2, c’est la limite d’interaction infinie g → +∞
du modèle de Lieb-Liniger,

H =

∫
dx

[
−Ψ†(x)

~2∂2
x

2m
Ψ(x) +

g

2
Ψ†2(x)Ψ2(x)

]
. (4.1)

Dans ce régime, on a accès à des formules analytiques explicites, et nous verrons
par la suite que les corrélations dans le gaz de Tonks-Girardeau inhomogène
peuvent se ramener aux mêmes types de calcul que dans le cas présent. Il y a
donc un double objectif pédagogique à ce chapitre, qui vise tant à faciliter la
compréhension du problème inhomogène qu’à en alléger la présentation.

4.1 Quelques résultats connus

De nombreux travaux se sont intéressés à la matrice densité à une particule
depuis les années 1960 [33, 41, 42, 125–141]. Cette quantité a initialement été
étudiée dans le but de définir un critère pour la condenstion de Bose-Einstein
en une dimension [142]. Si l’on voit les valeurs propres de

g1(x, x′) =
〈
Ψ†(x)Ψ(x′)

〉
(4.2)

comme le nombre d’occupation, alors il y a condensation de Bose-Einstein si
la plus grande de ces valeurs est de l’ordre du nombre de particule O(N) pour

39



N → +∞. En 1963, Schultz démontre qu’à une dimension, les bosons de noyau
dur ne remplissent jamais ce critère [125].

En 1964, Lenard [126] étudie le gaz de Tonks-Girardeau sur la ligne infinie
avec une densité homogène ρ et montre que g1(x, x′) peut s’écrire sous la forme
d’un déterminant de Toeplitz. Dans la limite |x − x′| � ρ−1, il obtient alors
la borne g1(x, x′) ≤ A/|x − x′| 12 pour A > 0. Il revient sur ce problème en
1972 [128] en proposant une meilleure estimation de la constante A, puis émet
la conjecture selon laquelle la borne supérieure obtenue précédemment est une
égalité lorsque ρ|x− x′| → ∞. Cette conjecture est démontrée par Widom en
1973 [129]. Malgré ces résultats, le comportement asymptotique de g1(x, x′)

pour |x−x′| grand ne semble pas être apparu explicitement dans la littérature
avant 1979, lorsque Vaidya et Tracy [130] l’écrivent sous la forme,

g1(x, x′) = |C|2 ρ
1
2

|x− x′|
1
2

, (4.3)

où la constante |C|2 est connue explicitement en terme de la fonction de Barnes
G(.),

|C|2 =
G4(3/2)√

2π
' 0.521414 . (4.4)

Vaidya et Tracy obtiennent également les ordres supérieurs qui apparaissent
dans l’équation (4.3) à ρ|x − x′| fini. Le passage du système infiniment long
au système périodique de longueur L est aussi présent dans les résultats pré-
cédents [126, 128, 129] et se trouve explicitement dans l’article de Forrester et
al. [41],

g1(x, x′) =
G4(3/2)√

2π

ρ
1
2∣∣L

π
sin π

L
(x− x′)

∣∣ 1
2

. (4.5)

Nous allons voir que notre approche permet de retrouver élégamment ces ré-
sultats.

4.2 Identification des opérateurs de création et
annihilation

Considérons le gaz de Tonks-Girardeau vivant sur la ligne infinie avec
une densité ρ fixée. On sait que cette dernière est donnée par celle du gaz de
fermions libres ρF et que la vitesse des excitations est vF = π~

m
ρF. Le paramètre

de Luttinger est donc trivialement K = 1 d’après l’équation (3.9), mais nous
continuons de le faire apparaître pour une raison de clarté avec les chapitres
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suivants. En temps imaginaire, on a la métrique

ds2 = v2
Fdτ

2 + dx2 ,

et on introduit les coordonnées complexes (z, z̄) = x ± ivFτ . Le système vit
ainsi dans le plan complexe (z, z̄) ∈ C et l’action est celle du champ libre
gaussien (3.27).

Puisque l’on cherche à calculer la matrice densité à une particule, il faut
identifier les opérateurs de création et d’annihilation Ψ†(x) et Ψ(x). Avec l’in-
terprétation en terme du champ de hauteur h(z, z̄), on sait que l’opérateur qui
crée une particule engendre une discontinuité de 2π du champ h. Il correspond
donc à un opérateur de vertex magnétique Vmβ (z, z̄), à l’ordre dominant,

Ψ†(x) = lim
τ,τ ′→0

C
(Ψ†)
Vmβ
Vmβ (z, z̄) + termes sous-dominants, (4.6)

avec C
(Ψ†)
V0,β

un coefficient qui dépend de la nature des opérateurs. Suppo-
sons la forme générique pour l’opérateur de vertex magnétique, Vmβ (z, z̄) =

: eiβ1ϕ(z)+iβ2ϕ(z̄) : . Lorsque deux opérateurs de vertex électriques et magné-
tiques sont en présence l’un de l’autre, la quantification des monopôles de
Dirac impose β2 = −β1 = 1

2
β
α
, avec β entier également. Les opérateurs de

vertex magnétiques sont alors de la forme,

Vmβ (z, z̄) = : eiβη(z,z̄) : , (4.7)

avec une dimension d’échelle ∆ = β2

4K
et où le champ dual η est défini par

η(z, z̄) = −ϕ(z)− ϕ(z̄)

2
√
K

. (4.8)

Pour se convaincre que les opérateurs qui créent une particule sont bien
de la forme (4.7), nous pouvons vérifier par un calcul force brute que cette
définition est compatible avec le commutateur[

ρ(x),Ψ†(x′)
]

= δ(x− x′)Ψ†(x′).

En appliquant le théorème de Wick, on a le développement en produits d’opé-
rateurs suivant :

∂xh(z, z̄) : eiβ1ϕ(z′)+iβ2ϕ(z̄′) : =
√
K (∂zϕ(z) + ∂z̄ϕ(z̄)) : eiβ1ϕ(z′)+iβ2ϕ(z̄′) :

∼
√
K

(
− iβ1

z − z′
− iβ2

z̄ − z̄′

)
: eiβ1ϕ(z′)+iβ2ϕ(z̄′) : .
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Dans la limite où la partie imaginaire est infinitésimale, le commutateur de
l’opérateur de vertex magnétique avec les fluctuations de la densité donne :

[
δρ(x),Vmβ (x′)

]
= lim

ε→0+

1

2π

[
∂xh(x+ iε, x− iε) : eiβ1ϕ(x′)+iβ2ϕ(x′) : −{ε→ −ε}

]
= lim

ε→0+

√
K

2π

[
− iβ1

x− x′ + iε
− iβ2

x− x′ − iε
− {ε→ −ε}

]
V0,β(x′)

=
√
K(β2 − β1) δ(x− x′)Vmβ (x′) .

Pour que ce résultat soit compatible avec le commutateur des opérateurs mi-
croscopiques, on doit minimiser la dimension d’échelle de l’opérateur sous la
contrainte β2 − β1 = 1√

K
,

min
β2−β1= 1√

K

1

2
(β2

1 + β2
2) =

1

4K
, avec β2 = −β1 =

1

2
√
K
.

L’opérateur de vertex magnétique est bien donné par le champ dual (4.8).
On remarque aussi que la dualité électrique/magnétique pour le champ libre
gaussien implique la dualité K 7→ 1/4K, de sorte que la fonction de Green du
champ dual est donnée par :

G[1/4K]((z, z̄), (z′, z̄′)) =
1

4K
log |z − z′|2 . (4.9)

À partir d’ici, on fixe le paramètre de Luttinger à sa valeur K = 1, les no-
tations s’en trouvent ainsi allégées. Pour achever l’identification de l’opérateur
de création (4.6), il reste à identifier l’amplitude C(Ψ†)

Vmβ
qui doit possèder une

dimension d’échelle ∆ = 1
4
− 1

2
. La seule longueur microscopique du problème

étant l’inverse de la densité ρ−1, le coefficient doit être de la forme

C
(Ψ†)
Vmβ

= C ρ
1
4 , (4.10)

où C est une constante numérique que l’on peut extraire de la solution exacte ;
en l’occurrence elle a une forme analytique connue dans le cas homogène, c’est
la racine carrée de G4(3/2)√

2π
, voir équation (4.4). Les opérateurs de création et

annihilation sont donc : Ψ†(x) = lim
τ,τ ′→0

C ρ
1
4 : e−i

1
2

[ϕ(z)−ϕ(z̄)] : + . . .

Ψ(x) = lim
τ,τ ′→0

C∗ ρ
1
4 : ei

1
2

[ϕ(z)−ϕ(z̄)] : + . . .
(4.11)

En toute exhaustivité, il faut aussi supposer qu’une phase est associée à l’am-
plitude, mais elle ne joue aucun rôle ici.
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4.3 Transformation du plan vers le cylindre

Le calcul de la matrice densité à une particule dans le plan complexe n’est
maintenant plus qu’un jeu d’écriture,

g1(x, x′) = lim
τ,τ ′→0

〈
Ψ†(z, z̄)Ψ(z′, z̄′)

〉
C

= lim
τ,τ ′→0

|C|2 ρ
1
2

〈
: e−i

1
2

[ϕ(z)−ϕ(z̄)] :: ei
1
2

[ϕ(z′)−ϕ(z̄′)] :
〉
C

= lim
τ,τ ′→0

|C|2 ρ
1
2 |z − z′|−

1
4 |z̄ − z̄′|−

1
4

=
G4(3/2)√

2π

ρ
1
2

|x− x′|
1
2

, (4.12)

où l’on a utilisé la formule (3.33). C’est le résultat de l’équation (4.3) obtenu
par Vaidya et Tracy [130]. À partir de celui-ci, on peut très facilement retrouver
le résultat pour le système périodique de l’équation (4.5) obtenu par Forrester
et al. [41]. La condition de périodicité x + L → x signifie que le système ne
vit plus dans le plan complexe mais sur un cylindre de circonférence L ; pour
calculer les corrélations, il nous suffit d’envoyer le cylindre C sur le plan C via
la transformation conforme

z 7→ w(z) = ei
2π
L
z .

Cela donne :

g1(x, x′) = lim
τ,τ ′→0

〈
Ψ†(z, z̄)Ψ(z′, z̄′)

〉
C

= lim
τ,τ ′→0

|C|2 ρ
1
2

〈
: e−i

1
2

[ϕ(z)−ϕ(z̄)] :: ei
1
2

[ϕ(z′)−ϕ(z̄′)] :
〉
C

= lim
τ,τ ′→0

|C|2 ρ
1
2

∣∣∣∣dwdz
∣∣∣∣ 1

4
∣∣∣∣dw′dz′

∣∣∣∣ 1
4 〈

: e−i
1
2

[ϕ(w)−ϕ(w̄)] :: ei
1
2

[ϕ(w′)−ϕ(w̄′)] :
〉
C

=
G4(3/2)√

2π

ρ
1
2∣∣L

π
sin
(
π
L
x− x′

)∣∣ 1
2

. (4.13)

On vient de retrouver les résultats présentés dans la section 4.1 en utilisant les
différents outils des chapitres 2 et 3. Cependant, ils sont par nature incompa-
tibles avec la description des systèmes inhomogènes. Dans le chapitre qui suit,
on propose de développer une théorie plus générale du liquide de Luttinger
inhomogène.
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Résultats
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Chapitre 5

Liquide de Luttinger inhomogène

Au travers de l’exemple du gaz de bosons avec interaction répulsive, nous
avons vu deux outils analytiques qui permettent d’étudier une grande classe
de systèmes quantiques unidimensionnels. Avec la solution exacte fournie par
l’Ansatz de Bethe, on peut calculer simplement les propriétés thermodyna-
miques d’un système donné, mais calculer une fonction de corrélation quel-
conque à partir de cette solution demeure une tâche ardue ; représenter les
états propres du système est un problème en soi. La théorie du liquide de
Luttinger permet quant à elle de calculer de manière systèmatique les formes
asymptotiques des fonctions de corrélation, tout en s’affrichissant des états mi-
croscopiques. En effet, il suffit pour écrire une telle théorie effective de connaître
deux paramètres donnés par la limite thermodynamique du modèle considéré,
la vitesse des excitations v et le paramètre de Luttinger K. Ces deux approches
sont donc complémentaires lorsqu’il s’agit d’étudier des systèmes impliquant
un grand nombre de particules.

Néanmoins, nous l’avons vu dans l’introduction, les travaux présentés dans
cette thèse sont motivés par les expériences d’atomes froids où un grand nombre
d’atomes sont confinés par un potentiel externe. Ceci brise l’intégrabilité du
modèle et condamne l’accès aux propriétés thermodynamiques via l’Ansatz de
Bethe, et par conséquent nous prive de fixer les paramètres libres de la théorie
effective. Dans ce chapitre, nous allons montrer comment ce problème peut
être résolu et présenter le cadre général d’une théorie du liquide de Luttinger
inhomogène de manière formelle, sans s’attacher à un modèle particulier. Les
deux chapitres suivants seront consacrés à des applications au modèle de Lieb-
Liniger.
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V (x)− µ

x

∼ L

∼ `

∼ ρ−1

Figure 5.1 – Illustration de l’hypothèse de séparation des échelles. Le poten-
tiel chimique local µ(x) = µ− V (x) varie typiquement sur la longueur L, très
grande devant l’échelle microscopique correspondant à l’inverse de la densité
locale ρ−1(x). Il exsiste une particule fluide à l’échelle mésoscopique ` qui est
localement homogène mais contient un grand nombre de particules microsco-
piques.

5.1 Hypothèse de séparation d’échelles

L’approche que nous développons ici repose essentiellement sur une hypo-
thèse de séparation entre les échelles microscopique et macroscopique. Imagi-
nons un gaz quantique confiné dans un potentiel V (x), tel que représenté sur
la figure 5.1. En une dimension, l’échelle de longueur microscopique la plus
naturelle est l’inverse de la densité locale 〈ρ̂(x)〉−1 ≡ ρ−1(x), qui donne la dis-
tance interatomique moyenne. Si l’on admet que le potentiel varie lentement
devant la distance interatomique, alors toutes les quantités thermodynamiques
locales font de même, en particulier la densité et la densité d’énergie. Ceci peut
s’écrire en mesurant la variation de la densité et donne

ρ−1(x)�
(
|∂xρ(x)|
ρ(x)

)−1

≡ L,

ce qui définit une longueur macroscopique L qui est de l’ordre de grandeur
du système total. Lorsque cette échelle macroscopique est très grande devant
l’échelle microscopique, il doit exister une échelle mésoscopique notée ` telle
que

ρ−1(x)� `� L. (5.1)

À cette échelle mésoscopique, nous avons affaire à une particule fluide, en ré-
férence à la notion de mécanique des fluides. Cette particule fluide est à la
fois homogène, étant petite devant la taille du système L, et contient en même
temps un grand nombre de particules microscopiques, étant grande devant la
distance interatomique ρ−1(x). Pour étudier ce type de systèmes, l’approxima-
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tion de la densité locale est souvent utilisée [33, 40, 47, 48]. La LDA est com-
patible avec les approches hydrodynamiques [143] et peut s’interpréter comme
une approximation hydrostatique [39].

Outre la séparation des échelles de longueur, il est nécessaire de supposer
une séparation des échelles de temps pour les situations dynamiques. Une par-
ticule fluide doit atteindre son état stationnaire dans un intervalle de temps mi-
croscopique durant lequel la densité a peu varié. Alors les valeurs moyennes des
observables dans l’état exact au temps t sont données par les valeurs moyennes
de l’état stationnaire homogène de densité ρ(x).

Fondamentalement, l’hypothèse de séparation d’échelles est aussi requise
pour donner du sens à la théorie des champs effective : ceux-ci doivent être
définis localement sur un support homogène. Dans les chapitres 6 et 7 nous
montrons que la limite semiclassique ~ → 0 correspond à la limite thermody-
namique N → +∞ dans le cas du modèle de Lieb-Liniger. Dans ces conditions,
l’hypothèse n’est plus une approximation mais devient exacte.

5.2 Reconstruction des fluctuations quantiques

Nous venons de le mentionner, la séparation des échelles présentées ci-
dessus est à la base des approches hydrodynamiques, l’échelle mésoscopique
est ainsi souvent nommée échelle d’Euler [143]. Les gaz quantiques possèdent
en effet une description hydrodynamique sous la forme des équations d’Euler.

5.2.1 Hydrodynamique classique à température nulle

Pour un système fermé, homogène et invariant par translation, il existe
trois quantités conservées décrites chacune par une équation de continuité :
le nombre de particules, la quantité de mouvement et l’énergie. Si le modèle
microscopique considéré est invariant sous une transformation de Galilée, alors
ces trois équations conduisent aux équations d’Euler

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0

∂tu+ u∂xu+
1

ρ
∂xP = 0

∂te+ u∂xe+
P

ρ
∂xu = 0,

où u est la vitesse moyenne d’une particule fluide, e l’énergie interne, définie
par e = ε/ρ avec ε est la densité d’énergie (2.19) et P est la pression (2.20).
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En utilisant la variation de l’énergie interne,

de = −Pd(1/ρ), (5.2)

la dernière équation peut être réécrite en terme de l’entropie s,

∂ts+ u∂xs = 0.

Pour les gaz quantiques unidimensionnels qui nous intéressent, l’entropie est
nulle à T = 0. Des trois équations précédentes, seules les deux premières sont
à retenir pour notre description hydrodynamique. L’énergie reste évidemment
conservée, mais l’équation de conservation qui lui est associée est trivialement
satisfaite dans toutes les situations, ce qui n’impose pas de contraintes sur les
deux premières.

Jusqu’ici, nous avons supposé un système homogène, mais il faut garder
à l’esprit que l’on s’intéresse à des systèmes inhomogènes confinés dans un
potentiel externe V 6= 0. Dans une telle situation, la quantité de mouvement
n’est plus conservée et les équations d’Euler qu’il faut résoudre sont{

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0

∂tu+ u∂xu+ 1
ρ
∂xP = − 1

m
∂xV.

(5.3)

Il s’agit des équations d’Euler sous leur forme classique, mais il faut noter
que les détails du modèle quantique microscopique se trouvent cachés dans ces
équations. En effet, pour le gaz parfait à T = 0, la pression serait tout simple-
ment nulle. En revanche, ce n’est généralement pas le cas avec les équations
d’état des gaz quantiques, notamment avec l’équation de Lieb (2.17) dans le
cas du modèle de Lieb-Liniger. Il est important de souligner que cette descrip-
tion classique est intéressante en soi. Prenons le cas d’un gaz de fermions libres
initialement confinés dans un potentiel harmonique. Si au temps t on éteint
le potentiel de confinement, V = 0, on peut facilement calculer l’évolution du
profil de densité ρ(x, t) à partir des équations d’Euler (5.3), ceci pour un très
grand nombre de particules là où l’on serait rapidement limité en simulant le
modèle quantique exact. Cependant, pour pouvoir déterminer les corrélations
dues aux fluctuations quantiques, qui dominent en une dimension, il faut aller
vers une description hydrodynamique quantique.

5.2.2 Quantification : action effective

On cherche à quantifier les équations d’Euler (5.3) à T = 0. Pour cela, on
choisit de passer par la formulation des corrélations en terme d’intégrales de
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chemin de Feynman [107]. La première étape est d’établir un principe de moin-
dra action, en l’occurrence une action S dont les équations d’Euler-Lagrange
redonnent les équations hydrodynamiques (5.3). Pour une action S[ρ, j] qui
relie la densité locale ρ(x, t) au courant local j(x, t) = ρ(x, t)u(x, t),

S =

∫
dxdt

[
m
j2

2ρ
− ε(ρ)− ρV

]
, (5.4)

la première des deux équations d’Euler (5.3) impose la contrainte ∂xρ+ ∂tj =

0 sur la seconde. Puisque l’on s’intéresse exclusivement à des systèmes qui
s’inscrivent dans la classe d’universalité du liquide de Luttinger, les fluctuations
autour d’une configuration {ρ(x, t), j(x, t)} sont représentées par le champ de
hauteur h(x, t),

δρ(x, t) =
1

2π
∂xh(x, t), δj(x, t) = − 1

2π
∂th(x, t), (5.5)

qui satisfont l’équation de continuité ∂xρ+∂tj = 0. En développant au premier
ordre en δρ, δj, on obtient après intégration par partie

δS(1st ordre) =

∫
dxdt

[
m
jδj

ρ
−m j2

2ρ2
δρ− δρ∂ρε− δρV

]
= −m

2π

∫
dxdt

[(
j

ρ

)
∂th+

1

m

(
j2

2ρ2

)
∂xh+ (∂ρε+ V )∂xh

]
.

En réinjectant u = j/ρ et ∂x(∂ρε) = 1
ρ
∂xP , on voit que l’action (5.4) est bien

minimisée par les équations de l’approche hydrodynamique (5.3) pour une
configuration classique {ρ(x, t), j(x, t)}.

En développant maintenant au second ordre autour de la configuration
classique,

δS(2nd ordre) =
1

2

∫
dxdt

[
m

ρ
(δj)2 − 2

mj

ρ2
(δρ)(δj) + (

mj2

ρ3
− ∂2

ρε)(δρ)2

]
=

1

8π

∫
dxdt

[
m

πρ
(∂th)2 + 2

mj

πρ2
(∂xh)(∂th) + (

mj2

πρ3
− 1

π
∂2
ρε)(∂xh)2

]
,

on obtient une action quadratique pour les fluctuations quantiques, ce qui est
une des clés de la théorie du liquide de Luttinger. On peut rendre cette action
plus facile à exploiter en l’écrivant sous sa forme covariante,

S[h(x, t)] ≡ δS(2nd ordre) =
~
8π

∫ √
−g d2x

K(x)
gab(∂ah)(∂bh) , (5.6)
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avec x0 = t et x1 = x et le tenseur métrique

g =

(
u2

v
− v −u

v

−u
v

1
v

)−1

,

où la vitesse des excitations v et le paramètre de Luttinger K sont donnés
respectivement par

v =

√
ρ

m
∂2
ρε et K =

π~ρ
mv

. (5.7)

Sous cette forme, on voit que les excitations de basse énergie vivent dans
un espace-temps supporté par une métrique courbe. La métrique est en effet
donnée par

ds2 = gabdxadxb = −v2dt2 + (dx− udt)2 , (5.8)

qui a une interprétation claire. Le gaz étudié est constitué des particules fluides
mésoscopiques décrites par l’état fondamental du gaz homogène, soumis à une
transformation de Galilée. Cette transformation de Galilée émerge de la des-
cription hydrodynamique, le gaz ayant localement une vitesse moyenne u 6= 0.
Les excitations sont également soumises à la transformation et se propragent
le long des géodésiques de la métrique (5.8), simplement données par

ẋ±(t) = u(x, t)± v(x, t) , (5.9)

où le signe ± correspond aux trajectoires gauche/droite. La séparation des
excitations en trajectoires gauche/droite indépendantes est caractéristique des
théories des champs libres. En particulier, nous montrerons dans le chapitre 6
que le calcul des corrélations dans une situation dynamique repose essentielle-
ment sur la connaissance des corrélations dans l’état initial. On s’attache donc
dans la fin de cette section à présenter plus en détail le calcul des fonctions de
corrélation à température nulle, en s’appuyant sur le formalisme des intégrales
de chemin.

5.2.3 Corrélations dans l’état fondamental à tempéra-
ture nulle

Les fonctions de corrélation dans l’état fondamental du modèle microsco-
pique s’obtiennent en calculant

〈O(x) . . . O(x′)〉 = lim
β→∞

tr[O(x) . . . O(x′)e−βH ]

tr[e−βH ]
,
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où β = 1/kBT et H est le hamiltonien du modèle. Dans la limite thermodyna-
mique N → ∞, on veut pouvoir identifier le numérateur et le dénominateur
de l’expression ci-dessus avec des intégrales de chemins faisant intervenir les
champs hydrodynamiques ρ(x, t) et j(x, t). Pour cela, il est plus commode de
travailler en temps imaginaire en effectuant une rotation de Wick, t → iτ :
on passe alors d’une métrique avec une signature lorentzienne comme dans
l’équation. (5.8) à une métrique avec une signature riemannienne. En imposant
des conditions périodiques aux bords dans la direction du temps imaginaire,
{ρ(x, τ + β~), j(x, τ + β~)} = {ρ(x, τ), j(x, τ)}, l’action s’écrit

S =

∫ β/2

−β/2

dτ

~

∫ L

0

dx

[
m
j2

2ρ
+ ε(ρ) + ρV

]
.

Dans la limite β → ∞, l’action est donc définie sur un domaine (x, τ) ∈
[0, L]× R où L est la taille physique du système dans la direction x.

En développant au second ordre autour de la configuration correspondant
à l’état initial {ρ, j} = {ρ0, 0}, on obtient

δS(1st+2nd ordre) =

∫ β/2

−β/2

dτ

~

∫ L

0

dx

[
δρ∂ρε+ δρV +

1

2

(
m

ρ0

(δj)2 + ∂2
ρε(δρ)2

)]
.

Ici, le premier ordre s’annule car ∂ρε + V = 0, et en réintroduisant les fluc-
tuations en terme du champ de hauteur, δρ(x, τ) = 1

2π
∂xh(x, τ) et δj(x, τ) =

− 1
2π
∂τh(x, τ), on arrive à l’action

δS(2nd ordre) =
1

8π

∫
dxdτ

K(x, τ)

(
1

v
(∂τh)2 + v(∂xh)2

)
. (5.10)

Cette action généralise celle du liquide de Luttinger standard (3.18) aux cas
inhomogènes via le couplage K(x, τ) qui n’est pas constant. Lorsque K est
constant, on sait que le liquide de Luttinger peut être traité en faisant appel
au cadre mathématique du champ libre gaussien standard. En effet, on peut
se ramener au cas K = 1 par un simple changement d’échelle du champ de
hauteur,

√
Kh→ h.

Ici, nous avons affaire au champ libre gaussien inhomogène, IGFF, dont
l’action s’écrit sous la forme covariante

S[h(x, τ)] ≡ δS(2nd ordre) =
1

8π

∫ √
g d2x

K(x)
gab(∂ah)(∂bh) , (5.11)

avec la métrique riemannienne

ds2 = gabdxadxb = v2dτ 2 + dx2 . (5.12)
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La formulation covariante de l’action facilite l’emploi des outils des théories
conformes. Nous le verrons concrétement dans les applications aux gaz de bo-
sons aux chapitres suivants, mais nous allons également le voir dans la section
suivante où, à partir de l’action, on développe le cadre du IGFF qui permet
d’accéder de manière systèmatique à toutes les fonctions de corrélations.

5.3 Champ libre gaussien inhomogène

Par simplicité, considérons que la coordonnée x vit dans un sous-ensemble
Ω ⊂ R2. À deux dimensions, il existe toujours une transformation de Weyl
permettant de se ramener à une métrique plate. Comme l’action (5.11) est
elle-même invariante après une transformation de Weyl, gab → e2σgab, on est
libre de choisir de travailler dans la métrique euclidienne

gab = δab, (5.13)

de sorte que l’action du IGFF se met sous la forme

S[h] =
1

8π

∫
Ω

d2x

K(x)
(∇h(x))2 . (5.14)

Comme on s’intéresse à des problèmes de taille finie, le champ de hauteur h
doit s’annuler sur les bords, ce que implique d’introduire des conditions au
bord de Dirichlet,

h(x) = 0, pour x ∈ ∂Ω. (5.15)

5.3.1 Équation de Poisson généralisée

Les fonctions de corrélations du champ de hauteur sont données par les
intégrales de chemin

〈h(x1) . . . h(xn)〉 =

∫
[dh] e−S[h]h(x1) . . . h(xn)∫

[dh] e−S[h]
, (5.16)

et puisque l’action S[h] est gaussienne, la partie connexe de toutes les corréla-
tions à n points pour n ≥ 3 s’annulent. La fonction à un point doit s’annuler
également puisqu’elle est antisymétrique sous la transformation h 7→ −h. Tout
ce dont nous avons besoin est alors la fonction de corrélation à deux points,
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qui s’obtient en faisant varier la fonction à un point,

0 =

∫
[dh] δ

δh(x)

(
e−S[h]h(x′)

)∫
[dh] e−S[h]

= −
〈
δS[h]

δh(x)
h(x′)

〉
+ δ(2) (x− x′)

=
1

4π

〈
∇x ·

[
1

K(x)
∇xh(x)

]
h(x′)

〉
+ δ(2) (x− x′) ,

après intégration par partie dans la dernière ligne. On peut identifier la fonction
à deux points avec la fonction de Green d’un opérateur de Poisson généralisé
∇ · 1

K(x)
∇,

〈h(x)h(x′)〉 = −GD
[K](x, x

′), (5.17)

où GD
[K](x, x

′) est symétrique sous l’échange de x avec x′, et résout l’équation
différentielle 

∇x ·
1

K(x)
∇xG

D
[K](x, x

′) = 4πδ2(x− x′)

GD
[K](x, x

′) = 0 for x ∈ ∂Ω.

(5.18)

Ainsi, les corrélations à n points du champ de hauteur, 〈h(x1) . . . h(xn)〉, peuvent
toutes s’exprimer en faisant appel à la fonction de Green (5.18). L’exposant
‘D’ fait référence aux conditions au bord de Dirichlet et l’indice [K] met l’ac-
cent sur le fait que le IGFF est paramétré par la fonction K : Ω → R>0.
Dans le cas du GFF, la fonction de Green peut être obtenue par une trans-
formation conforme du domaine Ω vers le demi-plan supérieur et donne lieu à
des formules explicites, ce que nous verrons au chapitre suivant avec le gaz de
Tonks-Girardeau. S’il n’existe pas de telle expression dans le cas du IGFF, la
fonction de Green de l’opérateur de Poisson généralisé peut en revanche être
facilement évaluée numériquement par des méthodes d’éléments finis. En fait,
cet opérateur est bien connu en électrostatique [144] : c’est lui qui apparait
dans l’équation de Poisson du potentiel électrostatique V (x) dans un milieu de
constante diélectrique inhomogène, ε(x) : ∇ · ε(x)∇V (x) = 0. L’analogie avec
l’électromagnétisme classique est extrêmement utile et va nous servir pour la
suite.

La fonction à deux points précédente n’est pas le seul résultat du IGFF
dont nous avons besoin pour écrire une théorie du liquide de Luttinger inho-
mogène. Afin de généraliser les résultats du champ libre gaussien standard,
il faut d’une part compactifier le champ de hauteur h, de sorte qu’il prenne
des valeurs sur le cercle R/2πZ au lieu de R. C’est ce que nous faisons dans
la section 5.3.4. D’autre part, il faut trouver une procédure qui permette de
calculer les fonctions de corrélation qui font intervenir plusieurs fois le champ
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h(x) au même point. C’est ce que nous faisons dans la section suivante.

5.3.2 Régularisation du propagateur au même point

Lorsque x′ → x, la fonction de Green (5.18) a une divergence logarith-
mique,

GD
[K](x, x

′) =
x′∼x

K(x) log |x− x′|2 ,

qu’il faut régulariser pour les fonctions de corrélation faisant intervenir plu-
sieurs fois le champ h(x) au même point, hn(x) avec n ≥ 2. Pour cela, on
fait appel à l’ordre normal, noté : hn(x) : et défini comme suit. Pour n = 0,
: 1 : = 1, pour n = 1,

: h(x) : = h(x), (5.19a)

puis par induction sur n, on définit : hn(x) : comme

: hn(x) : = lim
x′→x

[
: hn−1(x) : h(x′) + (n− 1)K(x) log |x− x′|2 : hn−2(x) :

]
.

(5.19b)
Le second terme est introduit pour annuler la divergence de la fonction de
Green lorsque x′ → x, de sorte que la corrélation 〈 : hn(x) : 〉 est finie et égale
à

〈 : hn(x) : 〉 =
n!

2
n
2

(
n
2

)
!

(
−GD

[K](x)
)n

2 , (n pair) , (5.20)

où on a défini la fonction de Green régularisée

GD
[K](x) = lim

x′→x

[
GD

[K](x, x
′)−K(x) log |x− x′|2

]
. (5.21)

Lorsque n est impair, la corrélation s’annule à cause de la symétrie h 7→ −h.

5.3.3 Opérateurs de vertex : analogie électrostatique

Avec la régularisation de la fonction de Green que nous venons de voir, on
peut définir les opérateurs de vertex,

Veα(x) ≡ : eiαh(x) : =
∑
p≥0

(iα)p

p!
: hp(x) : . (5.22)

Les fonctions de corrélation correspondantes sont facilement calculées grâce au
théorème de Wick,

〈
Veα1

(x1) . . .Veαn(xn)
〉

=

(
n∏
p=1

e
α2
p
2
GD

[K]
(xp)

)( ∏
1≤i<j≤n

eαiαjG
D
[K]

(xi,xj)

)
. (5.23)
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Ces opérateurs peuvent être interprétés par analogie avec l’électrostatique clas-
sique en deux dimensions. Si l’on voit la valeur moyenne du champ i∇h(x)

comme un champ électrique E(x) dans le plan, on obtient en présence des
opérateurs de vertex,

E(x) =

〈
i∇h(x)Veα1

(x1) . . .Veαn(xn)
〉〈

Veα1
(x1) . . .Veαn(xn)

〉
= ∇x

[(
∂

∂α
log
〈
Veα(x)Veα1

(x1) . . .Veαn(xn)
〉)

α=0

]
=

n∑
j=1

αj∇xG
D
[K](x, xj) .

On voit alors que E(x) satisfait les équations de Maxwell dans un milieu de
constante diélectrique inhomogène ε(x) = 1/K(x), avec des charges électriques
ponctuelles αj en xj. Les lois de Gauss et de Faraday (en l’absence de flux de
champ magnétique) sont ainsi vérifiées, ∇ ·

1

K(x)
E(x) =

n∑
j=1

4παjδ
(2)(x− xj) ,

∇× E(x) = 0 .

(5.24)

Ce ne sont pas seulement les opérateurs qui ont une interpretation en terme
d’électrostatique, mais bien les fonctions de corrélation dans leur ensemble. En
effet, le logarithme de la fonction (5.23) donne l’énergie électrostatique de la
configuration de charges ponctuelles dans le domaine Ω avec de la constante
diélectrique ε(x) = 1/K(x), délimité par un conducteur parfait où le champ
s’annule, ce qui correspond aux conditions au bord de Dirichlet (5.15). On a
donc

1

8π

∫
d2x

K(x)
|E(x)|2 =

n∑
p=1

α2
p

2
GD

[K](xp) +
∑
i<j

αiαjG
D
[K](xi, xj) , (5.25)

où le premier terme est l’énergie individuelle de chaque particule électrique
plongée dans le milieu diélectrique, et le second terme est l’énergie due à l’in-
teraction de Coulomb pour chaque paire de particules électriques.

5.3.4 Compactification du champ de hauteur

Pour l’instant, nous avons considéré que le champ de hauteur prenait des
valeurs dans R, mais nous allons voir qu’en imposant une contrainte sur le
domaine, on peut modifier le type d’opérateurs qui émergent dans la théorie.
À présent, on compactifie h(x) de sorte qu’il prenne des valeurs dans R/2πZ.
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Ceci a deux conséquences.
La première conséquence porte sur les opérateurs électriques. Avec la com-

pactification du champ de hauteur, les opérateurs de vertex Veα(x) = : eiαh(x) :

sont définis modulo 2π. Par conséquent, pour rester invariant sous la transfor-
mation h → h + 2π, la charge α doit être un entier. On a alors une théorie
dans laquelle la charge électrique est quantifiée.

La seconde conséquence est l’émergence d’un nouveau type d’opérateurs,
Vmβ (y), qui représentent un trou ponctuel en y ∈ Ω, autour duquel h(x) peut
s’enrouler. Pour un nombre entier β de tours dans le sens trigonométrique, le
champ h(x) croît de 2πβ. Mathématiquement, cela correspond à la circulation
du champ ∇h(x), ∮

Cy

dx · ∇h(x) = 2πβ, (5.26)

où Cy est un contour au voisinnage du point y. Comme toujours, cette ex-
pression ne prend de sens qu’en terme de fonction de corrélation, ce qui donne
formellement∮

Cyj

dx ·
〈
∇h(x)Vmβ1

(y1) . . .Vmβm(ym)
〉

= 2πβj
〈
Vmβ1

(y1) . . .Vmβm(ym)
〉
. (5.27)

Si l’on tient compte des conditions aux bords, voir équation (5.15), on voit
que la circulation le long du bord ∂Ω doit s’annuler,

∮
∂Ω
dx · ∇h(x) = 0. La

configuration d’opérateurs Vmβ1
(y1), . . . ,Vmβm(ym) doit satisfaire la condition de

neutralité
β1 + · · ·+ βm = 0. (5.28)

L’interprétation électrostatique est également pertinente ici. Une fois en-
core, en présence des opérateurs Vmβ on peut voir la valeur moyenne de ∇h(x) 1

comme un champ électrique E(x),

E(x) =

〈
∇h(x)Vmβ1

(y1) . . .Vmβm(ym)
〉〈

Vmβ1
(y1) . . .Vmβm(ym)

〉 , (5.29)

qui satisfait les équations :
∇ · 1

K(x)
E(x) = 0 ,

∇× E(x) =
m∑
j=1

2πβj δ
(2) (x− yj) .

(5.30)

La première équation, qui pour rappel découle des équations du mouvement du

1. Précédemment, le facteur i était introduit de sorte que E(x) soit positif, ce qui n’est
pas nécessaire ici.
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champ h(x) avec l’action (5.14), peut toujours être interprétée comme la loi de
Gauss dans un milieu diélectrique ε(x), mais cette fois sans charges électriques.
La seconde équation est une réécriture de l’équation (5.27) via le théorème de
Stokes, et est interprétée comme la loi de Faraday dans un milieu traversé
par des flux de champs magnétiques aux positions yj. Pour cette raison, les
opérateurs Vmβ (y) sont nommés opérateurs magnétiques, et les entiers β charges
magnétiques.

5.3.5 Opérateurs magnétiques : dualité électrique/ma-
gnétique

Les fonctions de corrélations des opérateurs magnétiques sont elles aussi
définies en terme d’intégrale de chemin, mais sur un domaine parsemé de trous.
En effet, nous avons vu que l’opérateur Vmβ (y) représentait un trou au point y ;
on doit alors traiter des configurations du champ de hauteur avec des défauts,
que l’on note hd, vivant dans le domaine Ωd ≡ Ω \ {y1, . . . , ym}. La contrainte
sur ces configurations avec défauts s’écrit∮

Cyj

dx · ∇hd = 2πβj . (5.31)

L’indice d sous le champ de hauteur hd est conservé dans cette section unique-
ment par soucis pédagogique. Par la suite on l’omet, puisque la présence d’un
opérateur magnétique Vmβ (y) dans une fonction de corrélation indique que le
domaine Ω est troué en y.

On a ainsi la fonction de corrélation

〈
Vmβ1

(y1) . . .Vmβm(ym)
〉

=

∫
Ωd

[dhd] e−S[hd]∫
[dh] e−S[h]

, (5.32)

où le dénominateur est l’intégrale de chemin sur les configurations sans défauts,
c’est à dire la fonction de partition du IGFF sur le domaine Ω. Le numérateur,
quant à lui, peut être évalué en séparant les configurations avec défauts en une
partie classique hcl.

d (x) qui satisfait les équations de Euler-Lagrange, et une
partie quantique qui fluctue h(x),

hd(x) = hcl.
d (x) + h(x). (5.33)

Comme hcl.
d (x) doit satisfaire les équations du mouvement, on peut séparer

l’action en
S[hd] = S[hcl.

d ] + S[h] , (5.34)

et en changeant la variable d’intégration hd(x) 7→ h(x), l’intégrale de chemin au
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numérateur se simplifie avec celle du champ de hauteur h(x) au dénominateur.
La fonction de corrélation (5.32) sé réduit ainsi à〈

Vmβ1
(y1) . . .Vmβm(ym)

〉
= e−S[hcl.

d ], (5.35)

et il reste à calculer

S[hcl.
d ] =

1

8π

∫
Ω

d2x

K(x)
(∇hcl.

d (x))2, (5.36)

où hcl.
d (x) satisfait la contrainte (5.31), et l’équation ∇ · 1

K(x)
∇hcl.

d (x) = 0 avec
des conditions au bord de Dirichlet.

L’analogie avec l’électrostatique permet une fois de plus de calculer cette
intégrale simplement. En effet, l’équation (5.36) est vue comme l’énergie élec-
trostatique 1

8π

∫
d2x ε(x)|E(x)|2 pour le champ électrique E(x) = ∇hcl.

d (x)

créé par les flux de champs magnétiques. Si ces flux pouvent être interpré-
tés comme des charges électriques ponctuelles, alors le résultat est donné par
l’équation. (5.25). La dualité électrique/magnétique est une astuce couram-
ment utilisée pour interpréter un flux de champ magnétique comme une charge
ponctuelle. En introduisant le nouveau champ Ẽ avec les composantes(

Ẽ1

Ẽ2

)
=

1

2K

(
E2

−E1

)
, (5.37)

on voit que les contraintes (5.30) pour le champ électrique E, avec une constante
diélectrique 1/K, sont transformées en les contraintes (5.24) pour Ẽ, avec une
constante diélectrique 1/K̃ = 4K. À présent, la formule (5.25) s’applique et
on obtient :

S[hcl.
d ] =

1

8π

∫
d2x

K
|E|2 =

1

8π

∫
d2x

K̃
|Ẽ|2

=
n∑
p=1

β2
p

2
GN

[K̃]
(yp) +

∑
i<j

βiβjG
N
[K̃]

(yi, yj). (5.38)

Dans la dernière ligne nous avons remplacé l’exposant D par N puisque les
conditions au bord de Dirichlet sont le dual des conditions au bord de Neu-
mann. Pour s’en convaincre, si on voit le champ E comme ∇hcl.

d , on peut voir le
champ Ẽ comme le gradient ∇h̃ d’une certaine fonction h̃. On sait que hcl.

d = 0

sur ∂Ω, c’est à dire que la composante tangentielle E‖ s’annule sur les bords.
Alors comme Ẽ est obtenu par une rotation de π/2 du champ électrique E,
c’est sa composante normale Ẽ⊥ qui doit s’annuler sur les bords. La fonction h̃
possède donc des conditions au bord de Neumann. On peut peut également se
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référer à l’annexe B pour plus de détails sur la dualité des conditions au bord.

En résumé, les fonctions de corrélation des opérateurs magnétiques sont
données par

〈
Vmβ1

(y1) . . .Vmβm(ym)
〉

=

(
m∏
p=1

e
β2
p
2
GN

[1/4K]
(yp)

)( ∏
1≤i<j≤m

eβiβjG
N
[1/4K]

(yi,yj)

)
,

(5.39)
où la fonction de Green GN

[1/4K](y, y
′) est celle de l’opérateur de Poisson géné-

ralisé ∇ · 4K∇ avec des conditions aux bords de Neumann. Sa régularisation
est définie de la même manière que dans l’équation. (5.21). Cette fonction de
Green est aussi symétrique sous l’échange des coordonnées y et y′ et résout le
système d’équations différentielles :

∇y · 4K(y)∇yG
N
[1/4K](y, y

′) = 4πδ2(y − y′)− 4π
Vol(Ω)

,

∫
Ω
d2yGN

[1/4K](y, y
′) = 0 ,

n̂y · ∇yG
N
[1/4K](y, y

′) = 0 for y ∈ ∂Ω,

, (5.40)

avec n̂y le vecteur unitaire normal au bord en y ∈ ∂Ω. Le terme 4π/Vol(Ω)

dans la première équation vient du fait que l’opérateur de Poisson généralisé
∇ · 4K∇, avec les conditions au bord de Neumann imposées par la troisième
équation, possède un mode nul sur le domaine Ω. La deuxième équation est
donc introduite pour restreindre le problème au sous-espace des fonctions de
Ω qui ont une valeur moyenne nulle. Dans ce sous-espace, l’opérateur ∇·4K∇
est alors inversible et définit la fonction de Green.

5.3.6 Corrélations mixtes électrique/magnétique

Que se passe-t-il maintenant en présence des opérateurs électriques et ma-
gnétiques dans une même fonction de corrélation ? C’est encore l’analogie élec-
trostatique qui nous aide à calculer ces corrélations mixtes, qui doivent prendre
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la forme suivante :

〈
Vα1(x1) . . .Vαn(xn)Vmβ1

(y1) . . .Vmβm(ym)
〉

=(
n∏
p=1

e
α2
p
2
GD

[K]
(xp)

∏
1≤i<j≤n

eαiαjG
D
[K]

(xi,xj)

)

×

(
m∏
q=1

e
β2
q
2
GN

[1/4K]
(yq)

∏
1≤i<j≤m

eβiβjG
N
[1/4K]

(yi,yj)

)

×

(
n∏
k=1

m∏
l=1

eiαkβlF
D,N
[K,1/4K]

(xk,yl)

)
. (5.41)

Le logarithme de cette fonction de corrélation donne l’énergie électrostatique
totale d’une configuration de n charges électriques ponctuelles αp et m trous
traversés par des flux magnétiques, ou de façon équivalente m charges ma-
gnétiques ponctuelles βq, qui donne lieu à une somme de n + n(n−1)

2
+ m +

m(m−1)
2

+nm termes. Chacun des n premiers termes est l’énergie coulombienne
individuelle d’une charge électrique en xp, les n(n−1)

2
termes suivants correspon-

dants à l’interaction coulombienne de chaque paire de charges électriques. De
la même manière, les m premiers termes correspondent à l’énergie de chaque
flux pris individuellement, et les m(m−1)

2
termes qui suivent sont pour les paires.

Nous avons déjà vu ces termes dans les sections précédentes, en revanche les
n × m nouveaux termes correspondent chacun à l’énergie d’une charge élec-
trique en xk plongée dans le potentiel électrostatique créé par le flux de champ
magnétique en yl.

On note le potentiel mixte électrique/magnétique par FD,N
[K,1/4K](x, y), qui

est une fonction de x et y à valeurs dans R/2πZ, et qui doit satisfaire les
contraintes suivantes. En choisissant une fonction continue f : ∂Ω → [0, 2π]

avec une charge magnétique β = 1, on a l’intégrale de contour sur le bord
du domaine

∮
∂Ω
dx · ∇f(x) = 2π, de sorte que FD,N

[K,1/4K](x, y) est solution du
problème ∇x ·

1

K(x)
∇xF

D,N
[K,1/4K](x, y) = 0 if x ∈ Ω,

FD,N
[K,1/4K](x, y) = f(x) if x ∈ ∂Ω.

(5.42)

Ainsi, pour tout contour fermé Cy autour de y, on∮
Cy

dx · ∇xF
D,N
[K,1/4K](x, y) = 2π . (5.43)

Si le choix arbitraire de la fonction f impose une contrainte sur le potentiel
FD,N

[K,1/4K](x, y), la fonction de corrélation (5.41) ne dépend pas de ce choix.
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En effet, si l’on a deux fonctions f1 and f2, alors F1(x, y) − F2(x, y) est aussi
solution des équations (5.42) mais avec une charge magnétique totale nulle. En
appliquant la condition de neutralité (5.28), on voit alors que la somme sur
l de 1 à m,

∑m
l=1 βl[F1(x, yl) − F2(x, yl)], doit s’annuler dans tout le domaine

Ω. La fonction de corrélation (5.41) n’étant pas modifiée par le choix de la
fonction f , il est suffisant d’en connaitre une seule.

En conclusion, il faut noter que nous venons de présenter le potentiel mixte
en se focalisant sur la variable x avec y fixé. Mais si l’on regarde le potentiel
comme une fonction de y, alors il satisfait un ensemble de contraintes duales
aux équations (5.42), en l’occurrence :

∇y · 4K(y)∇yF
D,N
[K,1/4K](x, y) = 0 ,∮

Cx

dy · ∇yF
D,N
[K,1/4K](x, y) = −2π

n̂y · ∇yF
D,N
[K,1/K](x, y) = t̂y · ∇f(y) if y ∈ ∂Ω ,

(5.44)

où n̂y et t̂y sont des vecteurs unitaires, respectivement normal et tangentiel au
bord ∂Ω en y. Cette dualité est plus simple à saisir dans la version discrète
que nous présentons dans l’annexe B.

5.3.7 Opérateurs de vertex mixtes électrique/magnétique

Pour finir cette section sur le champ libre gaussien inhomogène, on peut
synthétiser les différents résultats précédents dans un formalisme plus compact.
Grâce à l’analogie électrostatique et la dualité électrique/magnétique, on a vu
que les opérateurs magnétiques Vmβ (y) pouvaient être interprétés comme créant
une charge magnétique β en y. L’idée est alors d’écrire des opérateurs de vertex
qui possèdent à la fois une charge électrique et une charge magnétique. Ils
peuvent être obtenus en fusionnant un opérateur électrique avec un opérateur
magnétique, en prenant la limite x, y → z dans les fonctions de corrélations
mixtes. On note ces opérateurs de vertex mixte

Vα,β(z), (5.45)

avec deux indices pour chaque type de charge, de sorte que les opérateurs élec-
triques et magnétiques pures correspondent respectivement à Vα(x) = Vα,0(x)

et Vmβ (y) = V0,β(y).

En introduisant ces opérateurs, la fonction de corrélation (5.41) se réécrit

63



en prenant m = n et xi, yi → zi, ce qui donne

〈Vα1,β1(z1) . . .Vαn,βn(zn)〉 =(
n∏
p=1

e
α2
p
2
GD

[K]
(zp)+

β2
p
2
GN

[1/4K]
(zp)+iαpβpF

D,N
[K,1/4K]

(zp)

)

×

(∏
i 6=j

eαiαjG
D
[K]

(xi,xj)+βiβjG
N
[1/4K]

(yi,yj)+iαiβjF
D,N
[K,1/4K]

(xi,yj)

)
. (5.46)

Le potentiel mixte régularisé FD,N
[K,1/4K](z) est défini par

FD,N
[K,1/4K](z) = lim

x,y→z

[
FD,N

[K,1/4K](x, y)− arg(x− y)
]
, (5.47)

où arg(x) est l’argument du nombre complexe x1+ix2 construit avec x = (x, τ).
À partir de la formule (5.46) pour les opérateurs de vertex mixtes électri-

que/magnétique, on a accès à toutes les fonctions de corrélation d’observables
locales. Tout ce dont nous avons besoin de savoir sur le champ libre gaussien
inhomogène est contenu dans les fonctions de Green GD

[K] et G
N
[1/4K] et le po-

tentiel mixte FD,N
[K,1/4K], ainsi que leurs régularisations respectives. Pour obtenir

une théorie du liquide de Luttinger inhomogène complète, il nous reste à savoir
identifier les observables microscopiques du modèle considéré avec les opéra-
teurs contenus dans le IGFF. Nous allons avoir besoin de deux ingrédients
pour cela : il faut premièrement connaitre une solution exacte du problème
homogène, puis dans un second temps utiliser les outils de théorie conforme.

5.4 Identification des opérateurs microscopiques

Ce que nous avons présenté jusqu’ici est général et s’applique à tout sys-
tème qui s’inscrit dans la classe d’universalité du liquide de Luttinger. Les
détails du modèle microscopique n’apparaissent dans le champ libre gaussien
qu’au travers du paramètre de Luttinger K et de la métrique. Maintenant, si
l’on veut utiliser ce cadre pour calculer des corrélations physiques, il faut pou-
voir identifier les opérateurs microscopiques avec les opérateurs de la théorie
correspondante.

5.4.1 Coefficients non-universels

Dans un modèle microscopique donné, les observables locales Ô sont liées
aux opérateurs locaux Φ de la théorie des champs par des coefficients non-
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universels C(Ô),
Ô(x, τ) =

∑
j

C
(Ô)
j Φj(x, τ) . (5.48)

Dans le cadre du IGFF, tous les opérateurs locaux Φ sont donnés par des com-
binaisons des dérivées du champ de hauteur ∂nx et des opérateurs de vertex
mixtes Vα,β(x). La relation (5.48) s’entend évidemment au sens des fonctions
de corrélation : les corrélations microscopiques correspondent à des développe-
ments asymptotiques des corrélations,〈
Ô1(x1, τ1) . . . Ôn(xn, τn)

〉
=
∑
j1,...,jn

C
(Ô1)
j1

. . . C
(Ôn)
jn
〈Φj1(x1, τ1) . . .Φjn(xn, τn)〉 .

Pour les systèmes homogènes, les coefficients non-universels jouent le rôle d’un
préfacteur global dans les fonctions de corrélations (voir par exemple les ar-
ticles [86–89]), mais ce n’est pas le cas dans les problèmes inhomogènes où
ils deviennent eux-même dépendant de la position, C(Ô)

j → C
(Ô)
j (x, τ). Il est

aussi à noter que ces amplitudes possèdent une dimension qui dépend de la
dimension d’échelle des opérateurs qui entrent en jeu.

De même que les paramètres du liquide de Luttinger, ces coefficients
peuvent être extraits numériquement de la solution exacte homogène, en l’oc-
currence des facteurs de formes calculés par l’Ansatz de Bethe algébrique [81–
83]. Toutefois, la relation (5.48) n’est valide que dans la limite d’un système
infini (x, τ) ∈ R2, ce qui semble incompatible avec une évaluation numérique
de taille finie L. Ce problème est résolu grâce à l’invariance conforme du GFF
qui permet de prendre la limite L→∞ de manière systèmatique.

5.4.2 Extraction des coefficients par les facteurs de formes

Considérons la situation homogène, invariante par translation avec des
conditions périodiques aux bords. On fait les deux hypothèses suivantes.

D’une part, on suppose que les états de basses excitations du hamilto-
nien microscopique H correspondent sans équivoque à ceux de la théorie des
champs, pour L suffisamment grand. Plus précisément, l’état fondamental de
H, |0〉L, est identifié avec le vide de la théorie des champs |0〉, et réciproquement
il existe un unique état propre de H, |Φj〉L, qui est la version microscopique
de l’état |Φj〉 de la théorie des champs.

D’autre part, on suppose que le facteur de forme L〈Φj|Ô(x, τ)|0〉L est connu
pour le modèle microscopique de taille arbitraire L.

Le système vit dans le domaine (x, τ) ∈ [0, L] × R avec des conditions
périodiques au bord dans la direction x. Ce domaine peut être envoyé vers le
plan infini par la transformation conforme z = ei2π

x+iτ
L , de sorte que le membre
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de droite de l’équation (5.48) devient

∑
j

C
(Ô)
j

(
2π

L

)∆Φj

Φj(z, z̄).

À present on peut projeter les deux membres de l’équation (5.48) sur leurs
états respectifs, L〈Φj|.|0〉L et 〈Φj|.|0〉, ce qui donne pour τ = 0 :

L〈Φj|Ô(x, τ)|0〉L√
L〈0|0〉L L〈Φj|Φj〉L

' C
(Ô)
j

(
2π

L

)∆Φj

〈Φj|Φj(e
i 2πx
L )|0〉.

Le dénominateur du membre de gauche normalise les deux états microsco-
piques, et les états de la théorie des champs sont normalisés par 〈Φj|Φj′(0)|0〉 =

δj,j′ . Cette approximation en taille finie L devient exacte dans la limite L→∞
et on obtient finalement la formule suivante,

C
(Ô)
j = lim

L→∞

[(
L

2π

)∆Φj
L〈Φj|Ô(x, τ)|0〉L√
L〈0|0〉L L〈Φj|Φj〉L

]
, (5.49)

où ∆Φj est la dimension d’échelle du champ Φj. Le calcul pratique des facteurs
de forme est extrêmement technique mais il existe dans la littérature des for-
mules explicites, notamment pour les opérateurs qui nous intéressent dans la
suite. Ces formules sont présentées dans l’annexe A.

Dans ce chapitre, nous avons vu comment, en principe, calculer les fonc-
tions de corrélation du liquide de Luttinger inhomogène. Avec l’hypothèse de la
séparation d’échelle, on peut reconstruire les fluctuations quantiques à partir
de la solution hydrodynamique classique. Ces fluctuations sont décrites par le
champ libre gaussien inhomogène, pour lequel nous avons explicité les diffé-
rentes formules donnant accès aux corrélations. Enfin, nous avons présenté une
manière générique d’identifier les opérateurs du modèle microscopique avec
ceux qui interviennent dans le IGFF. Les chapitres suivants présentent des
applications de cette approche au modèle de Lieb-Liniger dans plusieurs situa-
tions : avec interaction infinie et finie, à l’équilibre ou hors d’équilibre.
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Chapitre 6

Gaz de Tonks-Girardeau dans un
potentiel dépendant du temps

Nous allons maintenant appliquer la théorie du liquide de Luttinger inho-
mogène au gaz de Tonks-Girardeau hors de l’équilibre. L’hamiltonien prend la
forme

H(t) =

∫
dx

[
Ψ†(x)

(
−~2∂2

x

2m
− µ+ V (x, t)

)
Ψ(x) +

g

2
Ψ†2(x)Ψ2(x)

]
, (6.1)

où V (x, t) est un potentiel dépendant du temps. L’objectif final dans ce chapitre
est de savoir calculer les fonctions de corrélation d’observables locales dans une
situation dynamique,

〈O1(x1, t1)O2(x2, t2) . . . Op(xp, tp)〉 . (6.2)

Le gaz de Tonks-Girardeau a la particularité d’être analogue à un gaz de fer-
mions libres, et de nombreux résultats exploitent cette correspondance pour
calculer certaines corrélations à temps égaux, t1 = t2 = · · · = tp. Dans le
cas d’un nombre de particules N fini, on pense notamment aux travaux de
Minguzzi et al. dans Ref. [145] et aux travaux liés [146–153]. Cependant, ces
résulats n’ont pas été obtenus à des temps différents, ce qui devient possible
avec notre approche. Il existe aussi des résultats dans la limite thermodyna-
mique N → +∞ qui ne découlent pas directement de l’équivalence avec les
fermions libres, en particulier pour la matrice densité à une particule à l’équi-
libre.

Le cadre élaboré au chapitre 5 permet non seulement de reproduire ces ré-
sultats asymptotiquement pour N suffisamment grand, mais également d’éta-
blir de nouveaux résultats, qui ne sont connus ni à l’équilibre, ni à temps
différents. Ici, on se focalise sur les corrélations bosoniques faisant intervenir
les opérateurs de création et d’annihilation Ψ†(x) et Ψ(x), c’est à dire qui ne
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découlent pas directement de l’équivalence fermion-boson. Nous verrons que ré-
soudre le problème dynamique repose en grande partie sur la connaissance des
corrélations dans l’état initial. Nous commençons donc par détailler le calcul de
la matrice densité à une particule à l’équilibre, pour le gaz de Tonks-Girardeau
piégé dans un potentiel arbitraire.

6.1 Matrice densité à une particule dans l’état
initial

Une vingtaine d’années s’écoulent entre les derniers travaux sur le cas
homogène par Vaidya et Tracy en 1979 [130] et le résultat dans le piège har-
monique V (x) = 1

2
mω2x2 obtenu par Forrester et al. en 2003 [41],

g1(x, x′) =
G4(3/2)√

2π

ρF(x)
1
4ρF(x′)

1
4

|x− x′| 12
. (6.3)

Les auteurs obtiennent ce résultat à partir d’une méthode basée sur la théorie
des matrices aléatoires. En 2004, Gangardt [42] développe une méthode basée
sur les systèmes désordonnés qui permet de retrouver ce résultat, de même
que les résultats du problème homogène que nous avons présenté dans la sec-
tion 4.1. Cependant, ces méthodes sont assez avancées et spécifiques au cas du
potentiel harmonique. L’approche du liquide de Luttinger inhomogène permet
simplement de généraliser ces résulats dans le cas d’un potentiel arbitraire. La
première étape consiste à utiliser la description hydrodynamique afin d’obtenir
le profil de densité initial.

6.1.1 Profil de densité hydrostatique

Supposons que l’hypothèse de séparation des échelles de la section 5.1
soit valide. Comme on s’intéresse à l’état initial à l’équilibre, la description
hydrodynamique (5.3) est en fait une description hydrostatique avec u = 0,{

∂tρ = 0
1
ρ
∂xP = − 1

m
∂xV.

En utilisant la relation dP = ρ
m
dµ, on voit que la seconde équation impose

la contrainte ∂x(µ + V ) = 0. Dans une situation inhomogène, cela impose un
potentiel chimique local de la forme

µ(x) = µ− V (x). (6.4)
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Ce résultat est aussi connu sous le nom d’approximation de la densité locale
(LDA), et la constante µ est fixée en demandant à l’intégrale de la densité
locale ρ(µ− V (x)) de donner le nombre de particule N fixé,∫

dx ρ(µ− V (x)) = N . (6.5)

Grâce à l’équivalence fermion-boson à une dimension, on sait que la densité
est la même que celle du gaz de fermions libres ρF =

√
2mµ
π~ , et ainsi le profil de

densité à l’équilibre s’écrit explicitement,

ρF(x) =

{
1
π~

√
2m(µ− V (x)) pour µ− V (x) > 0 ,

0 partout ailleurs.
(6.6)

Sous cette forme, il est clair que l’hypothèse de séparations d’échelle (5.1) fait
sens ; la distance interparticule est donnée par ρ−1

F (x) ∼ O(~), et la longueur
macroscopique est L ∼ O(1). Si l’on choisit l’échelle mésoscopique telle que
l ∼ O(~ 1

2 ), alors la séparation d’échelle (5.1) est satisfaite dès lors que ~� 1.
Plus précisément, l’équation (6.5) nous dicte une manière simple de prendre la
limite thermodynamique qui nous intéresse,

~ → 0 =⇒ N → +∞ . (6.7)

Cela signifie que la limite thermodynamique est aussi une limite semiclassique,
qui vérifie automatiquement l’hypothèse de séparation d’échelle, et vice versa.
On a alors accès au profil de densité initial à l’ordre dominant pour un potentiel
arbitraire V (x), ce qui nous permet d’effectuer un premier test de simulation
par DMRG : on veut s’assurer que les paramètres utilisés sont compatibles avec
la description hydrodynamique (hydrostatique ici) qui sous-tend le reste de la
théorie. Dans la figure 6.1, on présente les résultats pour le piège harmonique
V (x) = 1

2
mω2x2 et le double-puits V (x) = a4x

4 − a2x
2. Le profil simulé par

DMRG converge bien vers la densité hydrostatique de l’équation (6.6), même
pour un nombre de particules aussi faible que N = 15.

6.1.2 Théorie conforme en espace courbe

Le profil de densité inhomogène ρF(x) occasionne deux grands change-
ments par rapport au cas homogène que nous avons traité dans le chapitre 4.
Premièrement, le système étant confiné dans une région de l’espace, le domaine
dans lequel vit le IGFF est maintenant un sous-ensemble du plan complexe,
Ω ⊂ C. Afin de ne pas compliquer inutilement le problème, nous pouvons sup-
poser sans perte de généralité qu’il existe un unique intervalle [xR, xL] ∼ L
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Figure 6.1 – Profils de densité simulés par DMRG. La simulation converge
bien vers le profil de l’équation (6.6).

pour lequel µ(x) = µ − V (x) est positif. Le fait que la densité s’annule aux
bornes de l’intervalle [xL, xR] impose des conditions aux bords sur le champ
de hauteur h(x). Pour voir cela, on s’appuie sur les fluctuations de la den-
sité (5.5) ; le nombre de particules N étant fixé dans le piège, les fluctuations
intégrées sur tout l’intervalle doivent s’annuler,

2π

∫ xR

xL

dx δρ(x) = h(xR)− h(xL) = 0 . (6.8)

Aux bords, les champs h(xL) et h(xR) sont donc égaux à la même constante que
l’on peut choisir arbitrairement nulle : h(xL) = h(xR) = 0. Le domaine dans
lequel vivent les opérateurs est donc la bande verticale infinie S = [xL, xR]×R
avec des conditions au bord de Dirichlet.

Le deuxième changement vient du fait que la vitesse des excitations n’est
plus constante, étant donné que pour le gaz de Tonks-Girardeau la vitesse
des excitations vF est proportionnelle à la densité ρF. La métrique s’en trouve
grandement affectée, en effet on a ds2 = vF(x)2dτ 2 + dx2, c’est à dire un
espace courbe. Nous avons donc affaire à une théorie des champs sur la bande
verticale infinie équipée d’une métrique courbe. Mais en deux dimensions, on
peut toujours se ramener à une métrique plate. Comme l’action du IGFF (5.11)
est invariante sous une transformation de Weyl 1, on peut calculer les fonctions
de corrélation dans un espace plat en utilisant le jeu de coordonnées isothermes
z(x, τ) et z̄(x, τ) telles que la métrique prenne la forme

ds2 = vF(x)2dτ 2 + dx2 7→ e2σ(z,z̄)dzdz̄ , (6.9)

1. En fait, dans le cas de Tonks-Girardeau où K = 1, l’action est celle du GFF standard
qui est elle-même invariante conforme.
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avec e2σ(z,z̄) le facteur de Weyl. Le choix le plus simple ici est de prendre

z(x, τ) =

∫ x

xL

dr

vF(r)
+ iτ = ξ + iτ avec eσ(x) = vF(x) , (6.10)

et z̄(x, τ) = ξ − iτ . La coordonnée ξ peut s’interpréter physiquement en la
voyant comme le temps nécessaire à une particule pour parcourir la distance
entre le bord gauche xL et un point x. On peut alors travailler dans le domaine
de la bande infinie plate Splate = [ξL, ξR]× R, en tenant compte du facteur de
Weyl lors du changement de coordonnées : en particulier, les opérateurs de la
théorie se transforment comme Φ(z, z̄)→ e−∆σ(z,z̄)Φ(z, z̄) avec ∆ la dimension
d’échelle de l’opérateur Φ.

Si l’on veut pouvoir faire tous les calculs d’une manière aussi explicite
que dans le cas homogène, il nous faut trouver une forme analytique pour le
propagateur GD

[1]((z, z̄), (z′, z̄′)) avec conditions au bord de Dirichlet et son dual
GN

[1/4]((z, z̄), (z′, z̄′)) avec conditions au bord de Neumann. En théorie conforme,
la technique habituelle consiste à trouver une transformation conforme qui
envoie le domaine de départ vers une surface sur laquelle on sait faire les
calculs. À cause des bords, il n’existe pas de transformation conforme qui
envoie la bande Splate vers le plan C, mais on peut en revanche l’envoyer vers
le demi-plan supérieur H.

6.1.3 Propagateurs dans le demi-plan : méthode des images

La bande plate Splate est envoyée vers le demi-plan supérieur H via la
transformation conforme

z 7→ w(z) = ei
π
L
z , (6.11)

où L = ξR − ξL. Dans la suite, on travaille donc avec la coordonnée w. La
condition au bord de Dirichlet impose la contrainte suivante sur le champ de
hauteur,

h(w, w̄) = 0 pour w = w̄ ∈ R .

Les opérateurs vivent dans un demi-plan, et on choisit en particulier de tra-
vailler dans le demi-plan supérieur H. Une fois de plus, l’analogie avec l’électro-
statique à deux dimensions va nous aider ; le propagateur GH

[1]((w, w̄), (w′, w̄′))

est vu comme étant le potentiel ressenti en (w, w̄) en présence d’une charge
électrique en (w′, w̄′). Pour tenir compte du bord, on utilise une astuce connue
sous le nom de méthode des images [144]. Elle consiste à travailler avec l’image
miroir de la charge en (w′, w̄′), en l’occurence le symétrique par rapport à l’axe
réel (w̄′, w′). Il convient alors d’ajuster la charge de sorte que le propagateur
vérifie la condition au bord. Grâce à la chiralisation du champ de hauteur, on
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Figure 6.2 – La bande infinie Splate = [ξL, ξR] × R est envoyée vers le demi-
plan supérieur H via la transformation conforme z 7→ w(z) = ei

π
L
z. On peut

alors utiliser la méthode des images.

peut illustrer cette astuce d’une manière simple.
Nous avons vu au chapitre 4 que le champ de hauteur pouvait se sépa-

rer en deux champs chiral et anti-chiral indépendants dans le plan complexe,
h(w, w̄) = ϕ(w) + ϕ(w̄). Avec la condition au bord de Dirichlet, ces deux
champs ne sont plus indépendants :

ϕ(w) = −ϕ(w̄) pour w = w̄ ∈ R , (6.12)

par conséquent la fonction à deux points 〈ϕ(w)ϕ(w̄)〉 n’est plus nulle. On peut
alors voir le champ ϕ(w̄) comme le prolongement analytique de−ϕ(w̄) au demi-
plan inférieur de sorte que l’on a, en plus des propagateurs indépendants (3.30),
le propagateur qui couple les deux champs chiraux

〈ϕ(w)ϕ(w̄′)〉D = log(w − w̄′) . (6.13)

La fonction de Green avec conditions au bord de Dirichlet s’obtient alors tri-
vialement,

GD
[1]((w, w̄), (w′, w̄′)) = −〈h(w, w̄)h(w′, w̄′)〉D

= 〈(ϕ(w) + ϕ(w̄))(ϕ(w′) + ϕ(w̄′))〉D

= log

∣∣∣∣w − w′w − w̄′

∣∣∣∣2 , (6.14)

de même que la fonction de Green régularisée,

GD
[1]((w, w̄)) = lim

w′→w

[
GD

[1]((w, w̄), (w′, w̄′))− log |w − w′|2
]

= − log |w − w̄|2 . (6.15)

Maintenant, on peut faire exactement la même chose pour les conditions au
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bord de Neumann. On a

ϕ(w) = ϕ(w̄) pour w = w̄ ∈ R , (6.16)

ce qui implique
〈ϕ(w)ϕ(w̄′)〉N = − log(w − w̄′) . (6.17)

La fonction à deux points donne ainsi

GN
[1/4]((w, w̄), (w′, w̄′)) = −〈h(w, w̄)h(w′, w̄′)〉N

= 〈(ϕ(w) + ϕ(w̄))(ϕ(w′) + ϕ(w̄′))〉N
=

1

4
log |(w − w′)(w − w̄′)|2 , (6.18)

et sa fonction régularisée,

GN
[1/4]((w, w̄)) = lim

w′→w

[
GN

[1]((w, w̄), (w′, w̄′))− 1

4
log |w − w′|2

]
=

1

4
log |w − w̄|2 . (6.19)

Pour calculer des corrélations dans la bande, il suffit à présent de réécrire
les différentes fonctions de Green dans les coordonnées isothermes (z, z̄) = ξ±
iτ , en tenant bien compte du jacobien de la transformation inverse, w 7→ z(w).
On obtient notamment pour les conditions au bord de Dirichlet,

GD
[1]((z, z̄), (z′, z̄′)) = log

∣∣∣∣∣sin
(
π
L
z−z′

2

)
sin
(
π
L
z+z̄′

2

)∣∣∣∣∣
2

, (6.20)

avec la régularisation

GD
[1]((z, z̄)) = log

∣∣∣∣sin(πL z + z̄

2

)∣∣∣∣2 . (6.21)

Pour les conditions au bord de Neumann, on a

GN
[1/4]((z, z̄), (z′, z̄′)) =

1

4
log

∣∣∣∣4L2

π2
sin

(
π

L

z − z′

2

)
sin

(
π

L

z + z̄′

2

)∣∣∣∣2 (6.22)

avec la régularisation

GN
[1/4]((z, z̄)) =

1

4
log

∣∣∣∣2L

π
sin

(
π

L

z + z̄

2

)∣∣∣∣2 . (6.23)

Le calcul de la matrice densité à une particule est alors obtenu sans plus
d’effort.
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6.1.4 Applications au cas harmonique et au double-puits

Comme dans le cas homogène, les opérateurs de création et d’annihilation
sont donnés par un opérateur de vertex magnétique à l’ordre dominant (4.6).
L’amplitude en revanche est légèremement modifiée : elle doit toujours avoir
une dimension d’échelle égale à −1/4, mais ici la seule longueur microscopique
pertinente est la densité locale ρF(x). On a donc : Ψ†(x) = lim

τ,τ ′→0
C ρF(x)

1
4 V0,1(z, z̄) + . . .

Ψ(x) = lim
τ,τ ′→0

C∗ ρF(x)
1
4 V0,−1(z, z̄) + . . .

(6.24)

où C est une fois de plus la racine carrée de la constante G4(3/2)√
2π

, caractéristique
de la limite de Tonks-Girardeau. Pour commencer, on réécrit la fonction de
corrélation avec le jeu de coordonnées isothermes (z, z̄) = ξ ± iτ qui permet
de passer de la bande infinie équipée de la métrique courbe à la bande infinie
plate :

g1(x, x′) = lim
τ,τ ′→0

|C|2 ρF(x)
1
4ρF(x′)

1
4 〈 V0,1(z, z̄)V0,−1(z′, z̄′)〉Scourbe

= lim
τ,τ ′→0

|C|2
(
ρF(x)

eσ(x)

) 1
4
(
ρF(x′)

eσ(x′)

) 1
4

〈 V0,1(z, z̄)V0,−1(z′, z̄′)〉Splate
.

Puisque eσ(x) = vF(x) = π~
m
ρF(x), le préfacteur se simplifie et donne

√
m
π~ .

Le corrélateur des opérateurs de vertex magnétiques est donné par la formule
générale (5.46), ou plus simplement (5.39) :

〈 V0,1(z, z̄)V0,−1(z′, z̄′)〉Splate
= e

1
2
GN

[1/4]
((z,z̄))+ 1

2
GN

[1/4]
((z′,z̄′))−GN

[1/4]
((z,z̄),(z′,z̄′))

=

∣∣sin (π
L
z+z̄

2

)∣∣ 1
4
∣∣sin (π

L
z′+z̄′

2

)∣∣ 1
4∣∣2L

π
sin
(
π
L
z−z′

2

)
sin
(
π
L
z+z̄′

2

)∣∣ 1
2

. (6.25)

Pour un potentiel V (x) arbitraire, on a alors le résultat final :

g1(x, x′) =
G4(3/2)√

2π

√
m

π~

∣∣sin (π
L
ξ
)∣∣ 1

4
∣∣sin (π

L
ξ′
)∣∣ 1

4∣∣2L
π

sin
(
π
L
ξ−ξ′

2

)
sin
(
π
L
ξ+ξ′

2

)∣∣ 1
2

, (6.26)

où, pour rappel, ξ(x) =
∫ x
xL

dr
vF(r)

. Dans le cas du potentiel harmonique, pour
m = ω = µ = 1 on a ξ = π − arccos( x√

2
) et L = π et on retrouve explicite-

ment la formule (6.3) de Forrester et al. [41]. Dans la figure 6.3, on compare
notre formule aux résultats obtenus par DMRG dans le cas du potentiel har-
monique et pour le double-puits. Comme attendu, la simulation converge bien
vers la formule (6.26) pour un nombre de particules N croissant. Si l’accord
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Figure 6.3 – Matrice densité à une particule g1(x, x′) du gaz de Tonks-
Girardeau piégé dans un potentiel harmonique V (x) = 1

2
mω2x2 (à gauche)

et un double-puits V (x) = a4x
4 − a2x

2 (à droite). La formule (6.26) est com-
parée à la simulation DMRG pour un nombre croissant de particules N .

est visiblement moins bon sur les bords, il peut être amélioré en augmentant
la discrétisation.

6.2 Piège harmonique dépendant du temps

Nous nous tournons à présent vers le problème hors de l’équilibre, plus
particulièrement le cas où le potentiel externe est le potentiel harmonique
dépendant du temps,

V (x, t) =
1

2
mω(t)2x2 . (6.27)

Dans cette situation, il est plus aisé de travailler avec la métrique lorent-
zienne (5.8), qui prend la forme

ds2 = −vF(x, t)2dt2 + (dx− u(x, t)dt)2 , (6.28)

avec u(x, t) la vitesse hydrodynamique et vF(x, t) la vitesse de propagation des
excitations, qui satisfont l’équation des géodésiques (5.9) :

ẋ±(t) = u(x, t)± vF(x, t) . (6.29)
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Nous allons montrer ci-dessous que l’on peut obtenir des expressions expli-
cites pour ces grandeurs à partir d’une analogie avec un problème simple de
mécanique newtonnienne.

6.2.1 Description hydrodynamique

Trouver des solutions analytiques aux équations d’Euler (5.3) est facilité
par l’image holographique introduit par Eliezer et Gray [154], dont nous nous
inspirons pour cette section.

Imaginons que l’on ait un oscillateur rigide de longueur variable `(t), libre
de tourner autour du centre du plan (x, y). La position de l’extrémité de l’os-
cillateur est repérée par x(t) = `(t) cos ξ(t)

y(t) = `(t) sin ξ(t),
(6.30)

où ξ(t) est un angle défini modulo 2π. À t = 0, la longueur et la vitesse
angulaire initiales sont respectivement `0 et ω0. Comme la longueur `(t) varie,
l’énergie du système n’est pas conservée mais le moment cinétique l’est. Cela
implique

dξ(t)

dt
=

ω0

b(t)2
, (6.31)

où b(t) = `(t)/`0. Maintenant, imaginons que l’on regarde le système de très
loin dans la direction de l’axe y : on ne voit alors que l’oscillateur se déplacer
selon x(t). En injectant x(t) = `(t) cos ξ(t) dans l’équation de Newton avec la
contrainte de conservation du moment angulaire (6.31), on voit que la trajec-
toire coïncide précisément avec le mouvement d’une particule dans un potentiel
harmonique [154],

m
d2x

dt2
= −∂xV, avec V (x, t) =

1

2
m

(
ω2

0

b(t)4
− b̈(t)

b(t)

)
x2. (6.32)

La fonction d’échelle b(t) est alors reliée à la fréquence du potentiel harmo-
nique (6.27) par l’équation d’Ermakov [155,156]

b̈(t) + ω(t)2b(t) =
ω2

0

b(t)3
. (6.33)

Étant donné que le gaz est initialement à l’équilibre dans un piège de fréquence
ω0, les conditions initiales de l’équation (6.33) sont b(0) = 1 and ḃ(0) = 0. Si
l’on sait calculer b(t) pour une fréquence ω(t) donnée, alors la position d’une
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Figure 6.4 – Gauche : trajectoire x(t) d’une particule classique dans le
potentiel harmonique dépendant du temps, ici pour une trempe soudaine
de la fréquence ω0 → ω1 at t = 0, ce qui donne la fonction d’échelle
b(t) =

√
1 + (ω2

0/ω
2
1 − 1) sin2(ω1t). Droite : image holographique : la trajec-

toire x(t) est vue comme la projection du mouvement bidimensionnel du pen-
dule tournant autour de l’origine du plan (x, y), ce qui illustre la conservation
du moment cinétique.

particule est simplement donnée par x(t) = `0b(t) cos(ξ(0) + τ(t)) avec

τ(t) ≡
∫ t

0

ω0dr

b(r)2
. (6.34)

Nous verrons dans la section suivante que les coordonnées (ξ, τ) sont isothermes
pour la métrique (6.28). Avant cela, il nous reste à déterminer les solutions de
l’approche hydrodynamique classique.

Pour le gaz de Tonks-Girardeau, on sait que la pression est donnée par
P =

π2~2ρ3
F

3m
et les équations d’Euler (5.3) ont alors pour solutions

ρ(x, t) =
1

b(t)
× mω0

π~

√
2µ

mω2
0

− x2

b(t)2
(6.35)

et

u(x, t) =
ḃ(t)

b(t)
x. (6.36)

Cette description hydrodynamique explicite est bien connue [145, 157–159] et
est souvent nommée solution d’échelle, le profil de densité (6.35) étant le profil
initial renormalisé par la fonction d’échelle b(t).
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6.2.2 Coordonnées isothermes

Nous avons déjà souligné dans la section 5.2.2 que dans le cadre des théories
conformes, l’équation des géodésiques (6.29) est satisfaite par deux trajectoires
gauche et droite indépendantes. Une observable locale O(x, t) peut aussi être
décomposée en composantes gauche et droite , que l’on note respectivement
avec les symboles + et − : O = O+ ⊗ O−. Comme chaque composante chi-
rale suit sa propre trajectoire indépendamment de l’autre, on peut remonter
la trajectoire et évaluer l’opérateur à sa position initiale à t = 0. Suivant
cette procédure, une fonction de corrélation telle que celle de l’équation (6.2)
devient :

〈O1(x1, t1)O2(x1, t1) . . . Op(xp, tp)〉
=
〈
O+

1 (x+(x1, t1), 0)O−1 (x−(x1, t1), 0) . . . O+
p (x+(xp, tp), 0)O−p (x−(xp, tp), 0)

〉
,

(6.37)

où x±(xi, ti) est la position initiale à t = 0 de la trajectoire gauche/droite
qui passe en xi au temps ti. Si la métrique était plate, cette position initiale
serait simplement donnée par xi ∓ ti ; ce n’est pas le cas ici avec la métrique
courbe (6.28) mais on sait qu’en deux dimensions il existe toujours un jeu de
coordonnées isothermes pour lesquelles la métrique est plate.

Il se trouve que le jeu de coordonnées isothermes qui nous intéresse est en
fait contenu dans la description hydrodynamique. On peut en effet vérifier que
la trajectoire x(t) = b(t) cos(ξ + τ) satisfait l’équation des géodésiques (6.29) ;
pour chaque position x contenue dans l’intervalle où ρ(x, t) 6= 0, on a deux
possibilités pour la coordonnée ξ, telle que cos ξ = x/(b(t)

√
2µ
mω2

0
). Ces deux

solutions sont définies parξ(x, t) ≡ − arccos
(

x
b(t)
/
√

2µ
mω2

0

)
∈ [−π, 0] (mod 2π),

2π − ξ(x, t) ∈ [0, π] (mod 2π).
(6.38)

Avec cette définition et celle de la variable τ(t) (6.34), la métrique (6.28) prend
la forme attendue

ds2 = e2σ(x,t)(−dτ 2 + dξ2) avec eσ(x,t) =

√
2µ

mω2
0

b(t)2 − x2. (6.39)

Dans ces coordonnées, la fonction de corrélation dynamique (6.37) est simple-
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(x, t) 7→ (ξ, τ)

Figure 6.5 – Gauche : trajectoire d’une excitation dans le gaz de Tonks-
Girardeau hors de l’équilibre, ici pour le protocole ω(t) = ω0 en t ≤ 0 et ω(t) =
ω1 pour t > 0. Droite : même trajectoire dans les coordonnées isothermes (ξ, τ),
donnée par ξ± = ξ± τ . Comme il s’agit d’une théorie conforme avec bords, les
excitations gauche et droite sont réfléchies l’une en l’autre aux bords.

ment

〈O1(ξ1, τ1)O2(ξ2, τ2) . . . Op(ξp, τp)〉
=
〈
O+

1 (ξ1 + τ1)O−1 (ξ1 − τ1) . . . O+
p (ξp + τp)O

−
p (ξp − τp)

〉
. (6.40)

où chaque observable chirale est fonction d’une seule trajectoire ξ± = ξ ± τ .
Sous cette forme, le membre de droite de l’équation (6.40) est calculé comme
une fonction de corrélation à l’équilibre ; le problème se ramène donc au même
type de calcul que ceux que nous avons présentés pour l’état initial. Ici encore,
on obtient des résultats explicites en s’appuyant sur le champ chiral ϕ.

6.2.3 Chiralisation et propagateurs

À présent les bords gauche/droite du système ne sont plus fixés mais se
déplacent suivant xL,R(t) = ∓b(t)

√
2µ
mω2

0
. Cependant, le champ de hauteur est

toujours régi par des conditions au bord de Dirichlet,

h(xL(t), t) = h(xR(t), t) = 0 , (6.41)

que l’on peut une fois de plus démontrer par le calcul de l’intégrale des fluc-
tuations de la densité (6.8) :

2π

∫ xR(t)

xL(t)

dx δρ(x) = h(xR(t), t)− h(xL(t), t) = 0 .
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Dans la métrique lorentzienne courbe, le système vit sur une bande d’espace-
temps verticale de largeur qui varie avec le temps, mais dans les coordonnées
isothermes (ξ, τ) la bande à une largeur fixée, que l’on peut choisir telle que
ξL = 0 et ξR = π. Les deux champs chiraux qui composent le champ de
hauteur h(ξ, τ) sont encore le prolongement analytique l’un de l’autre. En
choisissant de travailler avec le boson chiral droit, ϕ(ξ − τ), on arrive sous les
contraintes (6.38) et (6.41) à

h(ξ, τ) = ϕ−(ξ − τ) + ϕ+(ξ + τ) (6.42)

= ϕ(ξ − τ)− ϕ(−ξ − τ) , (6.43)

ce qui satisfait automatiquement les conditions au bord de Dirichlet h(ξ, τ) = 0

pour ξ = 0 et ξ = π (mod 2π).

Avec l’équation (6.40) et la chiralisation (6.42), on se retrouve dans une
situation analogue à celle du cas à l’équilibre de la section 6.1, à ceci près que
les coordonnées (ξ, τ) sont isothermes pour la métrique lorentzienne (6.28).
Nous avons vu qu’en suivant les trajectoires gauche/droite les corrélations
pouvaient se calculer à partir de la connaissance de l’état initial. Or, on voit
que la coordonnée ξ(x, t) à t = 0 satisfait dξ(x, 0) = dx

vF (x)
, donc les coordonnées

(ξ, τ) sont aussi isothermes pour la métrique riemannienne

ds2 = e2σ(dτ 2 + dζ2) , (6.44)

où la partie imaginaire est portée par ζ = −iξ. Les différents propagateurs
peuvent donc être calculés par la méthode des images avec les coordonnées
(z, z̄) = ±ζ − τ envoyées vers le demi-plan via la transformation z 7→ w(z) =

eiz. Toutes les étapes de calcul sont identiques à celles de la section 6.1.3, mais
certaines simplifications permises par l’usage des coordonnées complexes ne
peuvent pas être faites avant d’avoir effectué la rotation vers la coordonnée
réelle ξ = iζ. Pour le propagateur avec conditions au bord de Neumann, on
obtient en particulier

GN
[1/4]((ξ, τ), (ξ′, τ ′))

=
1

4
log

[
4 sin

(
(ξ − ξ′)− (τ − τ ′)

2

)
sin

(
(ξ + ξ′)− (τ − τ ′)

2

)]
+

1

4
log

[
4 sin

(
(ξ + ξ′) + (τ − τ ′)

2

)
sin

(
(ξ − ξ′) + (τ − τ ′)

2

)]
(6.45)

et la régularisation

GN
[1/4]((ξ, τ)) =

1

4
log |2 sin (ξ)|2 . (6.46)
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Avec ces formules, on peut calculer les corrélations des opérateurs de vertex
magnétiques V0,β(ξ, τ), ce qui est suffisant pour déterminer la matrice densité
à une particule dynamique à l’ordre dominant.

6.2.4 Matrice densité à une particule

Une fois de plus, il faut identifier les opérateurs de création et annihilation
mais ici, il faut porter une plus grande attention aux phases qui peuvent jouer
un rôle important dans une situation dynamique. Pour alléger les notations,
on prend m = ω0 = µ = 1 jusqu’à la fin de ce chapitre.

Il doit exister une phase associée au boost galiléen local, u(x, t). Elle est
définie par,

φ(x, t) =

∫
dx u(x, t) =

(
−τ(t) +

ḃ(t)

b(t)

x2

2

)
N . (6.47)

Cette phase porte la symétrie U(1) et apparaît dans le développement des
opérateurs de création et d’annihilation,{

Ψ†(x, t) = C ρ(x, t)
1
4 e−iφ(x,t) V0,1(x, t) + . . .

Ψ(x, t) = C∗ ρ(x, t)
1
4 eiφ(x,t) V0,−1(x, t) + . . .

(6.48)

où C est toujours la racine carrée de G4(3/2)√
2π

, et la densité hydrostatique (7.3)
est naturellement remplacée par la densité hydrodynamique (6.35). On obtient
ainsi pour la matrice densité à une particule dynamique,

g1((x, t), (x′, t′)) = |C|2 ρ(x, t)
1
4ρ(x′, t′)

1
4 e−i(φ(x,t)−φ(x′,t′)) 〈V0,1(x, t)V0,−1(x′, t′)〉

= |C|2
(
ρ(x, t)

eσ(x,t)

) 1
4
(
ρ(x′, t′)

eσ(x′,t′)

) 1
4

e−i(φ(x,t)−φ(x′,t′))

× e
1
2
GN

[1/4]
((ξ,τ))+ 1

2
GN

[1/4]
((ξ′,τ ′))−GN

[1/4]
((ξ,τ),(ξ′,τ ′)).

Le préfacteur se simplifie avec ρ(x,t)

eσ(x,t) = 1
π~b(t)2 , et en injectant la formule (6.47)
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Figure 6.6 – Gauche : valeur absolue de la matrice densité à une particule à
temps égaux |g1(x, 0; t)|. Droite : idem à temps différents |g1((x, t), (0, 0))|. Les
paramètres choisis sont : ω0 = 1, ω1 = 0.5, N = 32.

pour la phase et les propagateurs (6.45) et (6.46) on obtient finalement :

g1((x, t), (x′, t′)) =
G4(3/2)√

2π

e
−i
(
ḃ(t)
b(t)

(x2−x′2)
2

− (τ−τ ′)
4

)
N√

2π~ b(t) b(t′)

× (sin ξ)
1
4(

sin (ξ−ξ′)−(τ−τ ′)
2

) 1
4
(

sin (ξ−ξ′)+(τ−τ ′)
2

) 1
4

× (sin ξ′)
1
4(

sin (ξ+ξ′)+(τ−τ ′)
2

) 1
4
(

sin (ξ+ξ′)−(τ−τ ′)
2

) 1
4

.(6.49)

Ce qui est remarquable ici, c’est qu’à temps égaux le résultat g1(x, x′; t) ≡
g1((x, t), (x′, t)) prend une forme explicite compacte,

g1(x, x′; t) =
G4(3/2)√

2π

e
−i
(
ḃ(t)
b(t)

(x2−x′2)
2

)
N√

2π~ b(t)2

(sin ξ)
1
4 (sin ξ′)

1
4(

sin (ξ−ξ′)
2

) 1
2
(

sin (ξ+ξ′)
2

) 1
2

=
G4(3/2)√

2π

e
−i
(
ḃ(t)
b(t)

(x2−x′2)
2

)
N√

b(t)

ρ(x, t)
1
4ρ(x′, t)

1
4∣∣∣x−x′b(t)

∣∣∣ 1
2

, (6.50)

qui s’avère être exactement la même que le résultat dans l’état initial (6.26)
pour le potentiel harmonique. À la seconde ligne, on voit que le résultat coïn-
cide avec celui obtenu par Minguzzi et Gangardt [145]. Enfin, à t = 0, on a
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b(0) = 1 et on retrouve comme attendu le résultat de Forrester et al. [41],

g1(x, x′; 0) =
G4(3/2)√

2π

ρ(x, 0)
1
4ρ(x′, 0)

1
4

|x− x′|
1
2

. (6.51)

Dans la Fig. 6.6, on trace g1((x, t), (x′, t′)) dans le cas d’une trempe soudaine de
la fréquence : ω(t) = ω0 pour t ≤ 0 et ω(t) = ω1 6= ω0 pour t > 0. Dans ce cas, la

fonction d’échelle est connue analytiquement, b(t) =

√
1 +

(
ω2

0

ω2
1
− 1
)

sin2(ω1t).

À notre connaissance, il n’existe pas de méthode numérique permettant d’éva-
luer g1((x, t), (x′, t′)) à temps différents pour un nombre de particules suffi-
samment grand. Cependant, notre résultat est obtenu exactement de la même
manière que dans le cas à l’équilibre, que nous avons validé numériquement
par des simulations de DMRG.

6.2.5 Fonction de corrélation à n particules

Le résultat obtenu pour la matrice densité à une particule se généralise
très facilement au cas à n particules,

gn((x1, t1), . . . , (xn, tn), (x′1, t
′
1), . . . , (x′n, t

′
n))

=
〈
Ψ†(x1, t1) . . .Ψ†(xn, tn)Ψ(x′1, t

′
1) . . .Ψ(xn, tn)

〉
. (6.52)

Comme nous suivons exactement les mêmes étapes et faisons exactement les
mêmes simplifications qu’avant, nous rapportons les calculs ci-dessous sans
plus de commentaires.

gn((x1, t1), . . . , (xn, tn), (x′1, t
′
1), . . . , (x′n, t

′
n))

= |C|2n
n∏
i=1

(
ρ(xi, ti)

eσ(xi,ti)

) 1
4
(
ρ(x′i, t

′
i)

eσ(x′i,t
′
i)

) 1
4

e−i(φ(xi,ti)−φ(x′i,t
′
i))

× 〈V0,1(ξ1, τ1) . . .V0,1(ξn, τn)V0,1(ξ′1, τ
′
1) . . .V0,1(ξ′n, τ

′
n)〉

= |C|2n
n∏
i=1

e−i(φ(xi,ti)−φ(x′i,t
′
i))√

π~ b(ti) b(t′i)

n∏
j=1

e
1
2
GN

[1/4]
(ξj ,τj)+

1
2
GN

[1/4]
(ξ′j ,τ

′
j)

×
n∏
k,l

e−G
N
[1/4]

((ξk,τk),(ξ′l,τ
′
l ))

n∏
m<p

eG
N
[1/4]

((ξm,τm),(ξp,τp))+GN
[1/4]

((ξ′m,τ
′
m),(ξ′p,τ

′
p)).

La formule peut être écrite explicitement en injectant le propagateur (6.45) et
la régularisation (6.46), mais elle devient gigantesque et n’apporte rien à notre
propos. En revanche, on arrive à une forme plus compacte dans le cas où tous
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les points sont pris à temps égaux, t1 = · · · = tn = t′1 = · · · = t′n = t,

gn(x1, . . . , xn, x
′
1, . . . , x

′
n; t)

= |C|2n
n∏
i=1

e−i(φ(xi,t)−φ(x′i,t))√
π~ b(t)2

n∏
j=1

4 |sin(ξj)|
1
4

∣∣sin(ξ′j)
∣∣ 1

4

×

n∏
m<p

16
∣∣∣sin( ξm−ξp2

)
sin
(
ξm+ξp

2

)∣∣∣ 1
2
∣∣∣sin( ξ′m−ξ′p2

)
sin
(
ξ′m+ξ′p

2

)∣∣∣ 1
2

n∏
k,l

4
∣∣∣sin( ξk−ξ′l2

)
sin
(
ξk+ξ′l

2

)∣∣∣ 1
2

.(6.53)

Cette dernière formule est valide pour un potentiel arbitraire mais se simplifie
d’autant plus dans le cas du potentiel harmonique :

gn(x1, . . . , xn, x
′
1, . . . , x

′
n; t)

= |C|2n
n∏
i=1

e−i(φ(xi,t)−φ(x′i,t))√
b(t)

n∏
j=1

ρ(xj, t)
1
4ρ(x′j, t)

1
4

n∏
m<p

∣∣∣ ξm−ξpb(t)

∣∣∣ 1
2
∣∣∣ ξ′m−ξ′pb(t)

∣∣∣ 1
2

n∏
k,l

∣∣∣ ξk−ξ′lb(t)

∣∣∣ 1
2

,

(6.54)

ce qui généralise le résultat de Minguzzi et Gangardt dans le cas n = 1 [145].
De là, on obtient aussi le résultat dans l’état initial t = 0, avec b(0) = 1 :

gn(x1, . . . , xn, x
′
1, . . . , x

′
n; 0)

= |C|2n
n∏
j=1

ρ(xj, 0)
1
4ρ(x′j, 0)

1
4

n∏
m<p

|ξm − ξp|
1
2

∣∣ξ′m − ξ′p∣∣ 1
2

n∏
k,l

|ξk − ξ′l|
1
2

, (6.55)

ce qui généralise le résultat de Forrester et al. [41].
Dans ce chapitre, nous avons montré comment notre approche permet de

calculer les fonctions de corrélations dynamiques dans une situation inhomo-
gène. Pour cela nous nous sommes concentrés sur le cas simple du gaz de
Tonks-Girardeau ; il s’agit d’un cas simple car il offre la possibilité d’établir
des formules explicites. Tout cela est possible car le paramètre de Luttinger
du gaz de bosons de cœur dur est K = 1, ce qui signifie que les différents
propagateurs peuvent être obtenus analytiquement. Dans le chapitre suivant,
nous allons illustrer notre approche dans son intégralité en nous intéressant au
gaz de Lieb-Liniger avec interaction finie. Le paramètre de Luttinger dépend
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alors de la position, K → K(x), et les propagateurs ne peuvent plus être obte-
nus analytiquement. Il faut alors voir les différentes fonctions de Green comme
des paramètres calculés numériquement que l’on injecte dans le formalisme,
exactement comme on injecte les paramètres v et K calculés par l’Ansatz de
Bethe. On se limite au calcul des fonctions de corrélations à l’équilibre, ce
qui nous permet de valider numériquement nos résultats par comparaison aux
simulations de DMRG.
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Chapitre 7

Corrélations à l’équilibre dans le
cas avec interaction finie

Nous avons vu au chapitre 5 que dans une situation inhomogène, le pa-
ramètre de Luttinger dépend en général de la position K(x). L’action de la
théorie est alors donnée par l’équation (5.11) et donne lieu au formalisme du
champ libre gaussien inhomogène. Dans le cas où K(x) ne peut pas simple-
ment être absorbé dans le champ de hauteur, les propagateurs de la théorie
ne peuvent pas être obtenus analytiquement. Il faut alors résoudre numérique-
ment les équations aux dérivées partielles (5.18) et (5.40) qui font intervenir
les opérateurs de Poisson généralisés. Grâce à l’analogie avec l’électrostatique
à deux dimensions (voir l’annexe B), l’évaluation numérique des différentes
fonctions de Green est assez simple. On peut alors appliquer le formalisme du
IGFF et voir les fonctions de Green comme des paramètres.

7.1 Gaz de Lieb-Liniger confiné dans un piège

Nous traitons maintenant le gaz de Lieb-Liniger avec interaction finie.
Afin de pouvoir utiliser l’approche du liquide de Luttinger inhomogène telle
que nous l’avons présentée dans le chapitre 5, nous réécrivons l’Hamiltonien
sous la forme

H =

∫
dx

[
Ψ†(x)

(
− ~2

2m
∂2
x − µ+ V (x)

)
Ψ(x) +

~ḡ
2

Ψ†2(x)Ψ2(x)

]
, (7.1)

avec ~ḡ ≡ g. Comme précédemment, on souhaite garder m, µ, V (x) constants
et prendre la limite ~ → 0. Nous allons voir que pour rester dans le régime
d’interaction finie, c’est la constante de couplage ḡ et non pas g qu’il convient
de fixer.
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Figure 7.1 – Profils de densité dans le potentiel harmonique V (x) = 1
2
mω2x2.

Le profil ρ(x) de l’équation (7.3) est comparé aux profils exacts obtenus par
DMRG. Le deux jeux de paramètres donnent lieu à différentes valeurs du pa-
ramètre d’interaction γ(x). La constante de couplage ḡ est fixée en choisissant
une valeur minimale pour γ(0), qui se trouve dans ce cas au centre du piège.

7.1.1 Limite thermodynamique

Lorsque l’interaction est finie, il n’existe pas d’expression analytique connue
pour la densité, même dans la situation homogène V (x) = 0. Cependant, on
peut par analyse dimensionnelle lui donner la forme

ρ =

√
2mµ

π~
F
(
ḡ
√
m/µ

)
, (7.2)

où F (.) est une fonction que l’on peut extraire numériquement de l’Ansatz de
Bethe. Sous la forme (7.2), on sait simplement que cette fonction doit satisfaire
F (+∞) = 1 pour redonner la densité du gaz de fermions libres dans la limite
d’interaction infinie.

Pour passer au cas inhomogène, on raisonne comme à la section 6.1.1, c’est
à dire avec la description hydrostatique. La contrainte sur le potentiel chimique
est la même qu’à l’équation (6.4), ce qui nous donne

ρ(x) =

√
2mµ(x)

π~
F
(
ḡ
√
m/µ(x)

)
. (7.3)

Ainsi, la limite ~ → 0 reste une façon naturelle de prendre la limite thermo-
dynamique N → +∞ et satisfait automatiquement l’hypothèse de séparation
d’échelle. Néanmoins, on sait que l’interaction est décrite par le paramètre adi-
mensionné γ = mg

~2ρ
; si la constante de couplage g reste fixe, alors l’interaction

devient infinie dans la limite ~→ 0. On résout ce problème en introduisant une
nouvelle constante de couplage ḡ telle que ~ḡ ≡ g. Le paramètre d’interaction

88



est donc donné par
γ(x) =

mḡ

~ρ(x)
, (7.4)

qui reste fini dans la limite ~→ 0.

7.1.2 Paramètre de Luttinger et coordonnées isothermes

10-1 100 101 102 103

γ

10-1

100

101

K(γ)

v(γ)/vF

Figure 7.2 – Le paramètre de Luttinger K et la vitesse des excitations v
(renormalisé par la vitesse de Fermi vF =

√
2µ/m) sont des fonctions du

paramètre d’interaction γ. Les lignes en pointillé correspondent aux deux jeux
de paramètres utilisés pour comparer nos résultats aux simulations DMRG
(voir Fig.7.1).

Dans ce chapitre, on suppose à nouveau qu’il existe un seul intervalle
[xL, xR] pour lequel µ(x) = µ − V (x) est positif, sans perte de généralité.
Puisque le nombre de particules N dans le piège est toujours fixé, on peut
utiliser l’équation (6.8) et montrer que le champ de hauteur satisfait aussi les
conditions aux bords de Dirichlet dans le cas avec interaction finie,

h(xL, τ) = h(xR, τ) = 0. (7.5)

Le domaine Ω dans lequel vit la théorie est une fois de plus la bande verticale
infinie S = [xL, xR]×R. Pour fixer le paramètre de Luttinger K et la métrique
g dans ce domaine, on peut s’appuyer sur la solution exacte homogène grâce
à la séparation d’échelle.

Imaginons qu’à chaque particule fluide corresponde une seule valeur du
paramètre d’interaction γ. Puisque le nombre de particules microscopiques est
infiniment grand dans une particule fluide, on peut extraire K et la vitesse des
excitations v de l’Ansatz de Bethe. Par analyse dimensionnelle, on sait que
v = vFf1(γ) avec vF =

√
2µ/m la vitesse de Fermi et f1(γ) une fonction de
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l’interaction. Comme le modèle de Lieb-Liniger est invariant sous une trans-
formation de Galilée, le paramètre de Luttinger K est simplement donné par
vK = vF. Ces paramètres sont représentés dans la figure 7.2. On connait donc
localement la métrique,

ds2 = gijdxidxj

= v2dτ 2 + dx2 , (7.6)

et par conséquent, en injectant µ(x) (6.4) et γ(x) (7.4), on connait K et la
métrique g dans tout le domaine.

La bande S est équipée de la métrique courbe ds2 = dx2 + v(x)2dτ 2, mais
on se ramène à une métrique plate avec le jeu de coordonnées isothermes (ξ, τ),

ξ =

∫ x

xL

dr

v(r)
, (7.7)

de telle sorte que la métrique se réécrit

ds2 = e2σ(x)
(
dτ 2 + dξ2

)
avec eσ(x) = v(x). (7.8)

Avec ces différents paramètres en place, on peut appliquer le formalisme du
IGFF au gaz de Lieb-Liniger confiné dans un potentiel. Il ne reste plus qu’à
calculer les coefficients non-universels qui apparaissent dans le développement
des opérateurs que l’on considère. Nous présenterons le calcul pratique de ces
coefficients au cas par cas.

7.2 Corrélations de l’opérateur densité

7.2.1 Développement au deuxième ordre de l’opérateur

Nous avons déjà vu que les opérateurs locaux du IGFF sont la dérivée du
champ de hauteur ∂xh et les opérateurs de vertex mixtes électrique-magnétique
Vα,β(x). Par construction de la théorie, on sait que le développement de l’opé-
rateur densité doit en premier lieu inclure le profil de densité hydrodynamique
et la dérivée du champ de hauteur, qui représente les fluctuations de la densité
à l’ordre dominant. On sait aussi que les opérateurs magnétiques correspondent
aux processus de création et d’annihilation de particules, donc les opérateurs
de vertex qui appairaissent dans le développement doivent avoir une charge
magnétique nulle β = 0. Le développement de l’opérateur de densité locale
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Figure 7.3 – Fonctions A(γ) et B(γ) qui apparaissent dans le développement
des opérateurs de densité locale ρ̂(x) et de création Ψ†(x), calculés via les
formules de facteurs de forme de l’Ansatz de Bethe. Les lignes en pointillé
correspondent à des asymptotiques connuees : A(γ) → 1/(2π) pour γ � 1,
B(γ)→ 1 pour γ � 1, B(γ)→ G2(3/2)/(2π)

1
4 ' 0.722 pour γ � 1, avec G(.)

la fonction de Barnes de l’équation (4.4).

prend ainsi la forme

ρ̂(x, τ) = ρ(x) +
1

2π
∂xh(x, τ) +

∑
p 6=0

C
(ρ̂)
p,0Vp,0(x, τ) + . . . , (7.9)

où C(ρ̂)
p,0 sont des coefficients que nous devons identifier. Les termes sous-dominants

sont ici les dérivées d’ordre supérieur du champ de hauteur h, que nous ne
considérons pas ici. En gardant uniquement les termes p = ±1 dans la somme,
on obtient le développement :

ρ̂(x, τ) = ρ(x) +
1

2π
∂xh(x, τ) + C

(ρ̂)
1,0V1,0(x, τ) + C

(ρ̂)
−1,0V−1,0(x, τ). (7.10)

Il reste à identifier les coefficients C(ρ̂)
1,0 et C(ρ̂)

−1,0 et on procède de la manière
présentée dans la section 5.4, c’est à dire en calculant les facteurs de formes
de l’opérateur densité à partir de la solution de l’Ansatz de Bethe algébrique.
En l’occurence, on calcule le facteur de forme

C
(ρ̂)
p,0 = lim

L→∞

[(
L

2π

)∆Vp,0
L〈Vp,0|ρ̂(x, τ)|0〉L√
L〈0|0〉L L〈Vp,0|Vp,0〉L

]
, (7.11)

où |Vp,0〉L est l’état excité de Bethe correspondant aux opérateurs de vertex
électriques Vp,0 de la théorie des champs. Nous rapportons les formules expli-
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cites qui permettent de faire ce calcul dans l’annexe A. En pratique, on a déjà
quelques informations sur le coefficient avant même de calculer le facteur de
forme. Par exemple, étant donné que la dimension d’échelle de l’opérateur V±1,0

estK, on sait par analyse dimensionnelle que
∣∣∣C(ρ̂)
±1,0

∣∣∣ = ρ1−K e±i2πρxA(γ), avec
ρ la densité locale et A(γ) une fonction réelle positive du paramètre d’interac-
tion adimensionné γ. La phase e±i2πρx est typique de ce développement [160]
et correspond à une phase WKB. C’est donc la fonction A(γ) que l’on doit
extraire du calcul du facteur de forme ; elle est représentée dans la figure 7.3.

Puisque les coefficients C(ρ̂)
±1,0 ne dépendent que des propriétés locales du

système, les formules du cas homogène doivent encore être valides dans le cas
inhomogène, en remplaçant ρ et γ par ρ(x) et γ(x). Alors le développement
qui nous intéresse est finalement donné par :

ρ̂(x, τ) = ρ(x) +
1

2π
∂xh(x, τ) + ei2φWKB(x)ρ(x)1−K(x)A(x)V1,0(x, τ)

+ e−i2φWKB(x)ρ(x)1−K(x)A(x)V−1,0(x, τ). (7.12)

Pour alléger les notations, on écrit A(x) etK(x) au lieu de A(γ(x)) etK(γ(x)).
La phase, de type WKB, est définit par

φWKB(x) =

∫
dxπρ(x) . (7.13)

de sorte que dans le cas homogène où ρ est constant on retrouve la phase
e±i2πρx.

Pour récapituler : l’ordre 0 est le profil de densité hydrostatique sur lequel
vient s’appuyer la quantification de la théorie. Le premier ordre correspond
aux fluctuations de la densité, données par la dérivée du champ de hauteur
h. À partir du champ de hauteur, on obtient notamment le propagateur qui
permet de construire tous les autres opérateurs de la théorie. C’est le cas de
l’opérateur de vertex électrique Vα,0 apparaissant au second ordre et qui donne
une première correction de taille finie à l’opérateur de densité.

7.2.2 Profil de densité

À partir du développement de l’équation (7.12) on peut en principe calculer
toutes les fonctions de corrélation faisant intervenir la densité locale ρ̂(x). En
particulier, on peut calculer la première correction de taille finie au profil de
densité hydrostatique. En utilisant la formule (5.46), on sait que

〈Vα,0(x, τ)〉 = e−σ(x)K(x) 〈Vα,0(ξ, τ)〉 (7.14)

= v(x)−K(x)e
α2

2
GD

[K]
(x), (7.15)
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Figure 7.4 – Haut : comparaison des profils de densité obtenus par la for-
mule (7.16) avec les simulations DMRG. L’accord est excellent et on voit que
le second ordre du développement reproduit parfaitement les oscillations de
Friedel. Bas : pour montrer que l’accord reste aussi bon dans le cas d’un po-
tentiel arbitraire, on ajoute la correction de second ordre au profil de densité
du gaz de Tonks-Girardeau dans le potentiel en double-puits.

où x = (ξ, τ). Puisque la fonction à un point du champ de hauteur est nulle,
alors 〈∂xh〉 = 0 et on obtient le profil de densité suivant :

〈ρ̂(x)〉 = ρ(x) + 2 cos [2φWKB(x)]
ρ(x)1−K(x)

v(x)K(x)
A(x) e

1
2
GD
K(x). (7.16)

Dans la figure 7.4, on compare cette formule aux profils exacts obtenus par
DMRG. L’accord est excellent quel que soit le paramètre d’interaction γ(x).
Pour le gaz de Tonks-Girardeau γ → +∞ dans le potentiel harmonique, on
peut même vérifier analytiquement la formule (7.16) à partir des asymptotiques
des polynomes d’Hermite lorsque N est grand.

7.2.3 Corrélation densité-densité

Une autre quantité d’intérêt faisant intervenir l’opérateur de densité locale
est la fonction de corrélation densité-densité [84]. Avec l’approche du liquide
de Luttinger inhomogène on peut très facilement obtenir cette fonction pour
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le modèle de Lieb-Liniger dans un potentiel arbitraire. On se focalise sur la
partie connexe de la fonction de corrélation, c’est à dire

〈ρ̂(x)ρ̂(x′)〉c = 〈ρ̂(x)ρ̂(x′)〉 − 〈ρ̂(x)〉 〈ρ̂(x′)〉 . (7.17)

En utilisant le développement asymptotique (7.12) et après quelques manipu-
lations élémentaires, on arrive au résultat suivant :

〈ρ̂(x)ρ̂(x′)〉c = − 1

4π2
[v(x)v(x′)]

−1
∂ξ∂ξ′G

D
K(x, x′)

+
1

π
v(x)−1

[
∂ξG

D
[K](x, x

′)
]

sin [2φWKB(x′)]
ρ(x′)1−K(x′)

v(x′)K(x′)
A(x′)e

1
2
GD

[K]
(x′)

+
1

π
v(x′)−1

[
∂ξ′G

D
[K](x, x

′)
]

sin [2φWKB(x)]
ρ(x)1−K(x)

v(x)K(x)
A(x)e

1
2
GD

[K]
(x)

+ 2

[(
eG

D
[K]

(x,x′) − 1
)

cos [2φWKB(x) + 2φWKB(x′)]

+
(
e−G

D
[K]

(x,x′) − 1
)

cos [2φWKB(x)− 2φWKB(x′)]

]
× ρ(x)1−K(x)

v(x)K(x)

ρ(x′)1−K(x′)

v(x′)K(x′)
A(x)A(x′)e

1
2
GD

[K]
(x)+ 1

2
GD

[K]
(x′), (7.18)

Dans la figure 7.5, on compare la formule (7.18) pour τ = τ ′ = 0 aux résultats
exacts de DMRG. La fonction de corrélation est tracée en fonction de x pour
deux valeurs de x′ et deux paramètres d’interaction différents. L’accord est
excellent et les oscillations de Friedel sont correctement reproduites.

7.3 Matrice densité à une particule

Finalement, nous allons une fois de plus appliquer notre approche à la
matrice densité à une particule g1(x, x′). Nous avons déjà fait plusieurs fois
l’identification des opérateurs de création et d’annihilation bosoniques et on
sait qu’à l’ordre dominant ils sont donnés par{

Ψ†(x, τ) = C
(Ψ†)
0,1 V0,1(x, τ) + . . .

Ψ(x, τ) = C
(Ψ)
0,−1V0,−1(x, τ) + . . .

(7.19)

Le coefficient C(Ψ†)
0,1 est identifié de la même manière que celui de l’opéra-

teur densité. Les opérateurs de création et d’annihilation ont pour dimension
d’échelle 1/2 et les opérateurs de vertex magnétiques 1/4K, alors l’amplitude
du coefficient doit être de la forme

∣∣∣C(Ψ†)
0,1

∣∣∣ = ρ
2K−1

4K B(γ). La fonction B(γ) est
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Figure 7.5 – Partie connexe de la fonction de corrélation densité-densité du
gaz de Lieb-Liniger dans un potentiel harmonique. La formule (7.18) est com-
parée aux résultats obtenus par la simulation DMRG.

représentée dans la figure 7.3 et est extraite du facteur de forme

C
(Ψ†)
0,1 = lim

L→∞

[(
L

2π

)∆V0,1
L〈V0,1|Ψ†(x, τ)|0〉L√
L〈0|0〉L L〈V0,1|V0,1〉L

]
, (7.20)

où |V0,1〉L est l’état excité de Bethe correspondant à l’opérateur de vertex
magnétique V0,1. Dans une situation statique, la phase de C(Ψ†)

0,1 (x) ne dépend
pas de la position. On travaille alors avec les opérateurs{

Ψ(x, τ) = ρ(x)
2K(x)−1

4K(x) B(x)V0,1(x, τ),

Ψ†(x, τ) = ρ(x)
2K(x)−1

4K(x) B(x)V0,−1(x, τ).
, (7.21)

où on écrit B(x) au lieu B(γ(x)).
Le calcul est direct en utilisant la formule (5.39) :

g1(x, x′) =
ρ(x)

2K(x)−1
4K(x)

v(x)
1

4K(x)

ρ(x′)
2K(x′)−1

4K(x′)

v(x′)
1

4K(x′)
B(x)B(x′)

e
1
2
GN

[1/4K]
(x)+ 1

2
GN

[1/4K]
(x′)

eG
N
[1/4K]

(x,x′)
, (7.22)

Dans la figure 7.6, on vérifie ce résultat pour τ = τ ′ = 0 en comparant aux
résultats de DMRG. Bien que l’on se limite à l’ordre dominant, l’accord est
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Figure 7.6 – Matrice densité à une particule du gaz de Lieb-Liniger dans un
potentiel harmonique. Comparaison de la formule (7.22) aux résultats exacts
de DMRG, pour deux valeurs du paramètre d’interaction γ(x).

déjà excellent.
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

En guise de conclusion, nous commençons par résumer succinctement ce
qui est présenté dans ce manuscrit. L’unique hypothèse sur laquelle sont basés
nos résultats est la séparation des échelles, dont nous proposons une justifica-
tion quantitative dans la suite. Nous achèverons en mentionnant brièvement
quelques problèmes ouverts.

8.1 Résumé du manuscrit

Dans cette thèse nous avons généralisé la théorie effective du liquide de
Luttinger aux cas des systèmes quantiques inhomogènes. Nous avons dans une
première partie introduit les spécificités des systèmes critiques à une dimen-
sion. Si leur étude théorique remonte aux origines de la théorie quantique,
elle est aujourd’hui grandement motivée par la réalisation expérimentale de
gaz d’atomes ultra-froids confinés dans une seule direction de l’espace. Pour
décrire fidèlement ces expériences, il convient de tenir compte des effets du po-
tentiel de piégeage du gaz, qui induit naturellement une inhomogénéité dans
le profil de densité des atomes. En règle générale, cette inhomogénéité brise
l’intégrabilité, c’est à dire que l’on ne peut plus obtenir de solutions exactes
via l’Ansatz de Bethe. Pour caractériser les systèmes unidimensionnels inho-
mogènes et être en mesure de calculer des corrélations, il s’agit de construire
une théorie des champs effective.

Nous avons ici développé la théorie du liquide de Luttinger dans le cas où
le paramètre K(x) dépend de la position. L’action correspondante est celle du
champ libre gaussien inhomogène. Il y a trois types d’opérateurs qui appai-
raissent dans cette théorie : les dérivées du champ de hauteur h(x), les opé-
rateurs de vertex électriques Vα,0(x) et les opérateurs de vertex magnétiques
V0,β(x). Comme il s’agit d’un champ libre gaussien, le calcul des fonctions de
corrélation repose uniquement sur les fonctions à deux points. En l’occurrence,
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il s’agit des propagateurs GD
[K](x) et de son dual GN

[1/4K](x). En analogie avec
l’électrostatique à deux dimensions, ces deux propagateurs correspondent aux
fonctions de Green d’un opérateur de Poisson généralisé décrivant un milieu
diélectrique de constante ε(x) inhomogène. Dans certains cas, tel que celui
du gaz de Tonks-Girardeau, la fonction de Green peut être obtenue explicite-
ment. Mais en général, il faut l’évaluer numériquement, ce qui peut se faire
simplement par un calcul en éléments finis grâce à l’analogie électrostatique.

L’approche du liquide de Luttinger inhomogène telle que formulée dans le
chapitre 5 a ensuite été testée sur le modèle de Lieb-Liniger. Dans la limite
d’interaction infinie, on a obtenu la matrice densité à une particule dans un
potentiel arbitraire, en excellent accord avec la simulation par DMRG. Sous
cette forme, la généralisation à n particules est directe. La matrice densité à
une particule a également été calculée pour le problème dynamique du poten-
tiel harmonique dépendant du temps. Enfin, nous nous sommes intéressés au
régime d’interaction finie à l’équilibre. Ici, nous avons calculé les corrélations
de l’opérateur densité et la matrice densité à une particule, qui sont aussi en
excellent accord avec la simulation par DMRG. Tous ces résultats reposent
sur l’hypothèse de séparation des échelles, pour laquelle nous proposons une
justification dans la section suivante.

8.2 Résulats préliminaires : corrections au profil
de densité

Qualitativement, la séparation des échelles implique que la variation de
la densité soit faible devant la distance interatomique. Dans la limite thermo-
dynamique telle que nous la prenons, ~ → 0, l’hypothèse est valide sur tout
le profil de densité. Pour tester quantitativement sa validité, on peut imagi-
ner une situation mettant en défaut la séparation des échelles. Prenons par
exemple le modèle de Lieb-Liniger de taille infinie L → ∞, mais de densité
homogène ρ = N/L constante. Maintenant, on perturbe localement le système
avec un potentiel δV (x) et on calcule la réponse de la densité 〈ρ̂(x)〉 dans l’état
fondamental,

δ 〈ρ̂(x)〉 = −
∫

dx′χ(x, x′)δV (x′),

où
χ(x, x′) = 2

∑
n6=0

〈0|ρ̂(x)|n〉 〈n|ρ̂(x′)|0〉
En − E0

et n représente les différents états excités du système. Dans la limite L→∞,
le système est globalement invariant par translation et on peut travailler dans
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Figure 8.1 – À gauche : écart du profil hydrodynamique à la simulation
DMRG dans le gaz de Tonks-Girardeau. L’écart est faible mais est significa-
tivement corrigé en tenant compte du terme χ′′(0). À droite : idem pour le
modèle de Lieb-Liniger avec γ ∼ 4. L’écart reste faible mais est également
corrigé en tenant compte du terme χ′′(0)

l’espace des impulsions q après une transformée de Fourier. La réponse de la
densité s’écrit alors

δρq = −χ(q) δVq.

Sous cette forme, la fonction de réponse χ(q) peut se calculer grâce aux facteurs
de forme de l’Ansatz de Bethe algébrique,

χ(q) =
2

L

∑
n6=0

|〈0|ρq|n〉|2

En − E0

.

Comme on s’intéresse aux excitations de basse énergie, q ∼ 0, on cherche à
écrire χ(q) sous la forme d’un développement de Taylor. Par symétrie, χ(q) =

χ(−q), donc le développement doit être donné par

χ(q) = χ(0) +
1

2
q2 χ′′(0) + . . .

avec χ′′(0) = ∂2χ
∂q2 |q=0. On peut alors montrer que la réponse de la densité est

δ 〈ρ̂(x)〉 = ρ(x) +
1

2

∂2V (x)

∂x2
χ′′(0),
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avec ρ(x) le profil de densité hydrodynamique.
Dans la figure 8.1, on compare le profil de densité hydrodynamique à la

simulation DMRG. On voit que l’écart reste petit même dans le cas où l’hypo-
thèse de séparation des échelles est mise en défaut. En outre, cette approche
permet de corriger significativement l’écart. Ces résulats devraient faire l’objet
d’un prochain article.

8.3 Quelques problèmes ouverts

Parmi les autres applications possibles du liquide de Luttinger inhomogène,
la première serait naturellement de traiter le problème dynamique du modèle
de Lieb-Liniger avec interaction finie dans un piège dépendant du temps. Le
formalisme que nous avons présenté ici doit s’appliquer directement pour ce
problème, cependant son traitement serait essentiellement numérique. Dans ce
cas, les équations hydrodynamiques n’ont pas de solution analytique et néces-
sitent d’être résolues numériquement, et résoudre les équations d’Euler ne se
limite pas à une discrétisation triviale. À partir de la solution hydrodynamique,
il faut calculer la fonction de Green et son dual pour tout temps. Cela requiert
des méthodes numériques plus avancées telle que la méthode des volumes finis.
Une implémentation de ces deux algorithmes permet en principe d’obtenir ef-
ficacement le profil de densité et les propagateurs qui interviennent dans notre
formalisme.

Comme nous l’avons mentionné en introduction, les expériences d’atomes
ultra-froids ne se déroulent jamais à température strictement nulle. Une exten-
sion du liquide de Luttinger inhomogène envisageable est de tenir compte des
effets de température finie. À l’équilibre, l’approche standard est de compac-
tifier la direction du temps imaginaire. Cette technique ne permet cependant
pas de décrire le comportement des particules aux bords du piège et n’est
pas suffisante. Des possibilités pourraient provenir d’autres travaux sur les gaz
unidimensionnels traitant des effets de température finie [161–167].

Traitant à la fois la dynamique hors d’équilibre et les effets de tempéra-
ture finie des systèmes intégrables, la théorie de l’hydrodynamique généralisée
(GHD) semble s’imposer depuis sa première occurence en 2016 [168, 169]. Ici,
nous avons développé notre approche en reconstruisant les fluctuations quan-
tiques sur une description hydrodynamique classique. Cette hydrodynamique
classique n’est en réalité que le cas le plus simple de GHD. Le problème ou-
vert le plus intéressant est alors d’étudier comment la théorie du liquide de
Luttinger peut se généraliser dans ce nouveau cadre.
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Annexe A

Calculs des facteurs de forme

Dans la section 5.4, nous avons vu que les coefficients non-universels qui
apparaissent dans le développement asymptotique des opérateurs microsco-
piques peuvent être obtenu à partir des facteurs de forme de l’Ansatz de Bethe
algébrique, en faisant appel à l’invariance conforme. On présente dans cette an-
nexe les formules que nous avons utilisées pour calculer les facteurs de forme
de l’opérateur densité et de la matrice densité à une particule.

La première étape est de résoudre numériquement les équations de Bethe (2.7),

λjL+ 2
N∑
j=1

arctan

(
λj − λl

c

)
= 2πIj, (A.1)

avec les configurations de demi-entiers de Bethe {I} des états excités corres-
pondant aux opérateurs de la théorie des champs qui nous intéressent. Pour
une discussion plus détaillée de la correspondance entre les états propres de
Bethe et ceux de la théorie des champs, on pourra se référer au premier cha-
pitre du livre de Korepin et al. [69]. Avec l’approche de l’Ansatz de Bethe
algébrique, les états sont normalisés par :

|{λ}|2 = cN
N∏
j 6=k

λj − λk + ic

λj − λk
det
N
G({λ}) (A.2)

avec la matrice de Gaudin,

Gjk({λ}) = δjk

(
L+

N∑
l

κ(λj − λl)

)
− κ(λj − λk), (A.3)

où κ(λ) = 2c
λ2+c2

.
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A.1 Facteur de forme de l’opérateur densité

Pour le facteur de forme de l’opérateur densité, nous avons utilisé les for-
mules telles qu’elles sont présentées dans [170] :

〈{µ}|ρ̂(0)|{λ}〉

=

(
N∑
j

(µj − λj)

)
N∏
k

(
V +
k − V

−
k

) N∏
l,m

(
λl − λm + ic

µl − λm

)
detN (U)

V +
p − V −p

, (A.4)

avec

Ujk = i

(
µj − λj
V +
j − V −j

)
N∏
l 6=j

(
µl − λj
λl − λj

)
[κ(λj − λk)− κ(λp − λk)] + δjk, (A.5)

et

V ±j =
N∏
k

(
µk − λj ± ic
λk − λj ± ic

)
(A.6)

Ici, {µ} et {λ} sont des états de Bethe, et λp est un nombre arbitraire.

A.2 Facteur de forme de la matrice densité à
une particule

Pour le facteur de forme de la matrice densité à une particule, nous avons
utilisé les formules telles qu’elles sont présentées dans [85] :

〈{µ}|g1(x, 0)|{λ}〉 = cN−
1
2

∏N
j 6=k (λj − λk + ic)2∏N
l

∏N−1
m (λl − µm)2

(
det
N−1

(U)

)2

, (A.7)

avec

Ujk =

∏N−1
l (µl − λj)∏N
m 6=j (λm − λj)

[κ(λj − λk)− κ(λN − λk)]− iδjk(V +
j − V −j ), (A.8)

et

V ±j =

∏N−1
k (µk − λj ± ic)∏N
l (λl − λj ± ic)

. (A.9)
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Annexe B

Électrostatique sur le réseau
bidimensionnel

Dans cette annexe, on explicite l’analogie électrostatique qui nous a per-
mis de résoudre le champ libre gaussien inhomogène dans la section 5.3. Pour
cela, on construit un réseau bidimensionnel représentant un milieu diélectrique
inhomogène ; c’est cette construction que nous avons utilisée pour évaluer nu-
mériquement les fonctions de Green GD

[K] et G
N
[1/4K] dans le chapitre 7 consacré

aux corrélations dans le gas de Lieb-Liniger à l’équilibre.
Pour commencer, on considère un réseau rectangulaire dont les nœuds x

sont occupés par une version discrète du champ de hauteur hx, et où le para-
mètre de Luttinger K〈x,x′〉 vit sur les arêtes. En analogie avec l’électrostatique,
le champ h peut-être vu comme un potentiel électrique et K comme une résis-
tance sur chaque arête. Le milieu diélectrique inhomogène que l’on se propose
d’étudier est alors un réseau de resistances tel qu’illustré sur la Fig. B.1.

B.1 Champ électrique dans le milieu inhomo-
gène

le champ électrique E vivant sur l’arête 〈xx′〉 entre les deux nœuds x et x′

est défini par

E〈x,x′〉 =
hx − hx′

|x− x′|
.

Pour alléger les notations dans la suite, on choisit un pas de réseau de sorte
que |x− x′| = 1. La loi de Gauss au nœud x est donc donnée par

∇ · 1

K
∇h =

∑
x′ neighbor

of x

1

K〈x,x′〉
(hx − hx′) = 0 (B.1)
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Figure B.1 – Électrostatique classique dans un milieu diélectrique inhomogène
discret.

en l’absence de charge électrique. Si l’on ajoute une charge électrique α en
x, alors le résultat n’est pas nul mais proportionel à α ; il s’agit de la version
discrète de l’équation (5.24).

Lorsqu’aucun flux de champ magnétique ne traverse les plaquettes du ré-
seau, le rotationnel du champ E s’annule. Avec les nœuds xi, xj, xo et xk de la
Fig. B.1, la version discrète de la loi de Faraday de l’équation (5.24) est donnée
par

(hxi − hxj) + (hxj − hxo) + (hxo − hxk) + (hxk − hxi) = 0.

Pour conclure l’étude du champ électrique sur le réseau inhomogène, on sait
que les conditions au bord de Dirichlet imposent que le potentiel électrostatique
s’annule hx = 0 pour x ∈ ∂Ω. En terme du champ électrique, cela implique
que la composante tangentielle du champ électrique s’annule le long de ∂Ω,

E‖ = 0 , (B.2)

ce qui correspond à dire que le bord du domaine Ω est composé de fils conduc-
teurs parfaits.

B.2 Flux de champs magnétiques et dualité élec-
trique/magnétique

imaginons maintenant que deux plaquettes sont traversées en leur centre
y1 et y2 par des flux de champs magnétiques. Ces flux peuvent être vus comme
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des défauts topologiques autour desquels le potentiel électrostatique h s’accroît
de ±2πβ. Pour préserver les conditions au bord de Dirichlet, on doit satisfaire
la condition de neutralité (5.28) et insérer des défauts avec des charges ma-
gnétiques opposées ±β. Sur la Fig. B.1, ils sont reliés par une ligne de défaut :
lorsque le champ h franchit cette ligne, il augmente de 2πβ. Comme précé-
demment, on peut faire les calculs sur le champ discret hx, et en l’absence de
charge électrique on voit que ces calculs correspondent aux versions discrètes
des Eqs. (5.30) :

(
∇ · 1

K
E

)
x

= 0 on each site x

(∇× E)y = 2πβy on each plaquette y ,

(B.3)

où la charge magnétique βy est +β en y = y1, −β en y = y2, et 0 partout
ailleurs.

Nous avons nommé les entiers β charges magnétiques en vertu de la dua-
lité électrique/magnétique. Sur le réseau bidimensionnel, le champ dual Ẽ
est donné par une rotation de π/2 du champ électrique E et le changement
d’échelle 1/(2K), (

Ẽ1

Ẽ2

)
=

1

2K

(
E1

−E2

)
. (B.4)

Ce champ dual Ẽ vit sur les arêtes du réseau, mais on peut aussi le voir comme
le gradient d’un champ de hauteur dual h̃, qui vit sur les nœuds du réseau dual
représenté sur la Fig. B.1. Alors, pour une charge magnétique βy en y, la loi
de Gauss est Ẽ, ∇ · 4K∇h̃ = ∇ · 4KẼ = 4πβy. Enfin, comme Ẽ⊥ ∝ E‖, le
champ dual Ẽ satisfait des conditions au bord de Neumann si E satisfait des
conditions au bord de Dirichlet (E‖ = 0).

B.3 Potentiel mixte électrique/magnétique

pour finir, on peut aussi reconstruire le potentiel mixte électrique/magné-
tique Fx,y sur le réseau bidimensionnel. Il s’agit du potentiel ressenti par une
charge électrique en x en la présence d’une charge magnétique en y, sur le
réseau dual. On fixe une charge magnétique en y, d’où part alors une ligne de
défaut qui traverse le bord du réseau, voir Fig. B.2. Le champ de hauteur hx a
une discontinuité de 2π le long de cette ligne, c’est à dire que le gradient discret
de h le long d’une arête 〈x, x′〉, définit normalement par (∇h)〈xx′〉 = hx − hx′ ,
est mainteant remplacé par (∇h)

(d)
〈xx′〉 = ±2π + hx − hx′ sur toutes les arêtes

qui coupe cette ligne de défaut. (Le signe ± est fixé par l’oriention relative de
l’arête par rapport à la ligne). Il reste à choisir une fonction fx qui vit sur les
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x

y

Figure B.2 – Configuration de charges électrique et magnétique utilisée pour
définir le potentiel mixte Fx,y. Lorsque x franchit la ligne de défault qui part
de y, Fx,y augmente de ±2π.

nœuds de ∂Ω, et qui ont la même discontinuité de 2π là où la ligne de défaut
franchit le bord. Le potentiel mixte Fx,y correspond alors au champ de hau-
teur hx qui satisfait cette discontinuité et les conditions au bord de Dirichlet,
hx = fx. Le potentiel discret Fx,y est alors défini par les contraintes ∇x ·

1

K
∇xFxi,yi = 0,

Fx,y = fx if x ∈ ∂Ω ,
(B.5)

qui sont une version discrète des Eqs. (5.42).

Comme dans la section 5.3, plutôt que de voir Fx,y comme une fonction
de x avec y fixé, on peut le voir comme une fonction de y satisfaisant les
contraintes dual des Eqs. (B.5),{

∇y ·K∇yFx,y = 0,

(∇yFx,y)⊥ = (∇fy)‖ if y ∈ ∂Ω,
(B.6)

qui sont cette fois une version discrète des Eqs. (5.44). Pour s’en convaincre,
on peut montrer simplement que la première équation dans (B.6) est bien dual
de la première dans (B.5). Premièrement, on note que pour deux plaquettes
y et y′ voisines, le gradient discret Fx,y − Fx,y′ représente le champ électrique
créé par une ligne de défaut vivant sur l’arête dual 〈y, y′〉, vu depuis x. On
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représente ceci schématiquement par :

x

y

− x

y′

= x

y y′

Alors l’équation discrète ∇y · K∇yFx,y est la somme de quatre termes qui
correspondent au champ créé par quatre lignes de défauts autour de y :

∇y ·K∇yFx,y = x
y

Maintenant, si l’on identifie Qx := ∇y · K∇yFx,y, on voit que Qx satisfait
∇x · 1

K
∇xQ = 0 pour tout x ∈ Ω. C’est évident pour les nœuds suffisamment

éloignés de la plaquette y puisque Fx,y satisfait lui-même cette équation. En
revanche, lorsque x est un nœud qui forme un des quatre coins de la plaquette
y, il faut tenir compte des discontinuités de ±2π. En faisait explicitement le
calcul avec les quatre termes de l’opérateur discret ∇x · 1

K
∇x, on s’aperçoit que

deux d’entre eux coupent une ligne de défaut :

∇x · 1
K
∇xQx =

y

x = 0.

Cependant, les discontinuités de±2π se compensent et la relation∇x· 1
K
∇xQx =

0 s’avère être correcte dans tous les cas. En outre, puisque par construction
Qx = 0 pour x ∈ ∂Ω, alors Qx s’annule partout, donc ∇y ·K∇yFx,y = 0 comme
annoncé dans l’Eq (B.6).
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Corrélations dans les systèmes quantiques inhomogènes à une dimension

Résumé : si les systèmes quantiques à une dimension ont longtemps été vus comme
de simples modèle-jouets, bon nombre sont à présent réalisés dans les expériences
d ?atomes ultra-froids. Dans ces expériences, le potentiel de confinement du gaz induit
nécessairement une inhomogénéité spatiale. Cette inhomogénéité brise l’invariance
par translation qui joue un rôle clé dans les solutions analytiques, notamment celle de
l’Ansatz de Bethe. On propose dans cette thèse de développer une théorie des champs
effective à même de caractériser ces gaz quantiques inhomogènes, en généralisant la
théorie du liquide de Luttinger. Dans ces conditions la métrique de l’action effective
est courbe. Sous une hypothèse de séparation des échelles, les paramètres de l’action
peuvent néanmoins être fixés par les solutions de l’Ansatz de Bethe. Le problème peut
alors se ramener au cas d’un espace plat en faisant appel aux théories conformes.
On est ainsi amené à résoudre le champ libre gaussien inhomogène, qui donne accès
à toutes les fonctions de corrélations du modèle considéré. Ici, on s’intéresse plus
particulièrement au modèle de Lieb-Liniger. Les résultats obtenus sont comparés au
système simulé par DMRG.

Mots-clés : physique à une dimension, systèmes fortement corrélés, atomes froids,
liquide de Luttinger, modèle de Lieb-Liniger

Correlations in inhomogeneous quantum systems in one dimension

Summary : one-dimensional quantum systems have long been seen as simple toy-
models but are nowadays often realized in ultracold atoms experiments. In those
experiments the confining potential creates a spatial inhomogeneity. This breaks
the translation invariance which plays a key role in exact analytical solutions as the
Bethe Ansatz. In this thesis, we propose an effective theory generalizing the Luttinger
liquid approach for inhomogeneous systems. In this setup, the effective action lives
in curved space. However, making the hypothesis of separation of scales allow to
compute the action’s parameters by using Bethe Ansatz. The problem can then be
solved in flat space by using tools from conformal theory. This leads us to solving
the inhomogeneous gaussian free field that gives access to all correlation functions of
the model under investigation. Here we focus on the Lieb-Liniger model. Our results
are tested against DMRG simulations.

Keywords : physics in one dimension, strongly correlated systems, cold atoms,
Luttinger liquid, Lieb-Liniger model
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