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Introduction

La mécanique des fluides numérique est un domaine d’étude en pleine expansion du fait
de lavénement des technologies de l'information (machine learning, big data, etc.) et de leurs
capacités durant ces dernieres décennies. De plus, I'impossibilité ou le colit trop important de
I’étude expérimentale de certains écoulements complexes sont autant de facteurs qui motivent
son développement. Cependant, les moyens informatiques restent limités tandis que efficacité
et la précision des simulations numériques sont primordiales que ce soit dans le domaine indus-
triel, le domaine militaire ou encore le domaine des transports. Pour cette raison, le choix du
maillage et de la méthode numérique reste d’autant plus déterminant que la plupart des ap-
plications concernent des écoulements en géométries complexes tridimensionnelles, nécessitant
des ressources informatiques considérables. La plupart des codes de CFDH traditionnels, comme
le code commercial FLUENT®, sont basés sur des méthodes numériques de type non structuré
avec maillages ajustés a la frontiere (body-fitted). Ce type de maillage est construit de maniere &
épouser les formes de la géométrie pour modéliser finement 1’écoulement & proximité des parois,
mais possede des inconvénients majeurs. En effet, les maillages non structurés requierent une
taille mémoire et un temps de calcul non négligeables pour I'adressage indirect des différentes
cellules du fait de leur forme non structurée. En outre, la qualité de tels maillages ne peut pas
étre totalement arbitraire du fait de la contrainte imposée par la forme de la géométrie, ce qui
impacte négativement les performances de la méthode numérique. Enfin, le traitement de géo-
métries mobiles dans le domaine de calcul nécessite un remaillage de ce domaine a chaque pas
de temps, ce qui accroit encore davantage le cotit de la simulation.

Une alternative aux techniques non structurées est représentée par les méthodes a frontiere
immergée. Ces méthodes, provenant originellement d’une approche élaborée en 1972 par Peskin
[78] pour la simulation des interactions fluide-structure, consistent & considérer la géométrie
comme plongée dans un maillage fixe, ce dernier ne devant pas nécessairement se conformer
a la frontiére, ce qui permet de réaliser des simulations numériques a moindre cofit CPUE| et
taille mémoire. Plusieurs classes de méthodes a frontiere immergée ont été développées dans
les décennies suivantes, pour simuler des phénomeénes physiques de plus en plus complexes et

de facon de plus en plus précise, se distinguant essentiellement selon la maniére de traiter les

1. Computational Fluid Dynamics.
2. Central Processing Unit.



Introduction

conditions aux limites. Les méthodes de cut-cells, qui sont I'objet de cette thése, en font partie.
Les cut-cells désignent des cellules du maillage cartésien intersectées par la frontiere immergée,
i.e. contenant a la fois du liquide et du solide. Ces méthodes ont alors pour objectif de fournir
une représentation nette (sharp) de la frontiere immergée, ce qui permet de préserver au mieux
les lois de conservation globale du probléme physique, et ont été initialement proposées pour des
écoulements non visqueux par Clarke et al. [23]. Afin de pallier a la présence de cut-cells ayant
un tres faible volume, i.e. le probléme des petites cut-cells qui est trés répandu dans la littérature
[99, 54) [86] et qui peut engendrer une instabilité de la méthode numérique, différentes variantes
ont émergé comme la fusion des petites cut-cells (« cell-merging ») ou encore leur liaison dans
une configuration maitre-esclave (« cell-linking »). Ces variantes possedent cependant d’autres
inconvénients comme des calculs complexes supplémentaires et la perte de bonnes propriétés des

maillages cartésiens du fait de la modification de leur structure.

Depuis une quinzaine d’années, un code de simulation numérique, basé sur la méthode de
type cut-cells baptisée méthode LS-STAG (Level-Set, STAGgered), est en développement au
LEMTAE L’objectif de ce code « ouvert » est, a terme, de permettre la prise en compte des
différents comportements rhéologiques des matériaux et la simulation de leur écoulement dans
une configuration la plus générale possible. Dans ce but, la thése de Y. Cheny [19] en 2009
pour des géométries 2D puis la these de F. Nikfarjam [72] en 2018 pour des géométries 3D
extrudées (géométries 2D auxquelles on a appliqué une translation selon la direction orthogo-
nale) représentent les deux premiéres grandes étapes de I’élaboration de la méthode LS-STAG.
Cette méthode a été initialement développée de fagon a étendre la méthode MACE| de Harlow
& Welch [42] pour grilles cartésiennes aux géométries complexes. La méthode MAC consiste en
une discrétisation dans des cellules cartésiennes uniformes sur maillage décalé et a la propriété
remarquable de conserver discretement les différents invariants de 1’écoulement, .e. la masse,
la quantité de mouvement et I’énergie totales. Cette méthode n’étant valable que sur maillages
uniformes, Verstappen & Veldman [93] ont alors donné les conditions que la discrétisation doit
vérifier afin de préserver cette propriété de conservation sur des maillages non uniformes. La
méthode LS-STAG en 2D développée dans la thése de Y. Cheny [19] se propose donc d’étendre
la méthode MAC aux géométries complexes sur maillages non uniformes en construisant la dis-
crétisation a partir de ces conditions. Pour cela, la frontiere immergée est représentée nettement
grace a sa fonction level-set, et dans le cas des cellules cartésiennes, la méthode LS-STAG coin-
cide bien avec la méthode MAC. La figure [1] présente un exemple de configuration en géométrie

complexe qui est traité par la méthode de cut-cells LS-STAG.

La méthode LS-STAG 2D a été appliquée avec succes a de nombreux écoulements newto-

niens dans des géométries fixes et mobiles [20], mais également pour des écoulements pseudoplas-

1. Laboratoire d’Energétique et de Mécanique Théorique et Appliquée.
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FIGURE 1 — Exemple de traitement des géométries complexes par la méthode LS-STAG.

tiques [13], viscoélastiques [14} [15] [16] ainsi que turbulents avec les modeles RANSE] [81], LESEl et
DESEl [82]. Dans sa these, F. Nikfarjam [72] a étendu la méthode LS-STAG aux géométries com-
plexes 3D dont la frontiere est parallele a I'un des axes du repére cartésien, ou sont uniquement
présentes les contreparties extrudées des cut-cells 2D, de maniere a proposer une étape intermé-
diaire vers des géométries totalement tridimensionnelles. La discrétisation développée [72, [T1]
est alors appliquée pour des simulations d’écoulements newtoniens et non-newtoniens, puis im-
plémentée dans un code dorénavant totalement optimisé et parallélisé. Mentionnons en outre
que Van der Heiden [89] a implémenté la méthode LS-STAG pour des géométries 3D extrudée
dans le cadre du logiciel d’hydrodynamique navale « COMFLOW ».

Objectifs

La méthode LS-STAG en 3D extrudée [72] a notamment souligné deux points majeurs a
élucider pour le développement d’une méthode totalement 3D. Le premier est lié a la précision
du calcul des gradients tangentiels, dans les cut-cells, qui apparaissent dans les termes visqueux
de ’équation de quantité de mouvement pour la troisieme composante w de la vitesse. En effet,
dans le cadre d’une simulation d’écoulement présentée dans [7], la méthode LS-STAG ainsi
proposée ne parvient pas a donner une convergence spatiale satisfaisante pour le calcul des
forces hydrodynamiques discretes sur la frontiere immergée, du fait de 'approximation a deux
points des gradients tangentiels. Le second point concerne les discrétisations ad hoc utilisées
pour implémenter la discrétisation des flux diffusifs et convectifs des équations de Navier-Stokes
dans les cut-cells. Ce traitement au cas par cas selon la forme des cut-cells se révele inadapté a
I’extension de la méthode aux géométries “totalement” 3D en raison du grand nombre de types

de cut-cells présents dans un maillage 3D. En outre, la discrétisation ad hoc des flux diffusifs a la

1. Reynolds-Averaged Navier-Stokes.
2. Large Eddy Simulation.
3. Detached Eddy Simulation.



Introduction

paroi ne permet pas actuellement la stricte conservation de la quantité de mouvement discrete.

Au regard de ces principales difficultés, les objectifs de la présente theése sont alors les suivants :

e Apporter une amélioration de la précision du calcul des gradients tangentiels de vitesse

dans les cut-cells,

e Simplifier et rationaliser les discrétisations des flux diffusifs et convectifs de ’équation de
quantité de mouvement, dans le but d’obtenir une formulation totalement générique, ¢.e.
indépendante de la forme des cut-cells, qui soit applicable aux configurations tridimen-

sionnelles,

e Evaluer la précision et la robustesse de la méthode LS-STAG qui a été construite, d’une
part en évaluant les bénéfices qu’elle apporte sur les cas-tests en géométries 3D extrudées
déja considérés par F. Nikfarjam [72], et d’autre part en réalisant des simulations d’écou-
lements en géométries “totalement” tridimensionnelles qui sont bien documentés dans la

littérature.

Présentation de la thése

Le chapitre 1 présente les équations a résoudre, c¢’est-a-dire les équations régissant le mou-
vement des fluides incompressibles, ’équation de la chaleur, ainsi que leur couplage dans le cadre
de la convection naturelle. Apres une breve revue des méthodes de discrétisation de domaine,
parmi lesquelles les méthodes de cut-cells, les principes de la méthode LS-STAG sont présentés,
dont notamment la conservation globale des invariants de 1’écoulement a partir de laquelle elle
est construite. Enfin, la suite du manuscrit est motivée par la présentation des principes qui
permettront d’étendre la méthode LS-STAG aux géométries tridimensionnelles.

Le chapitre 2 présente, dans le cadre simplifié de 1’équation de la chaleur en 2D, I'outil
majeur de cette these : la discrétisation des gradients par la technique des schémas diamants,
qui permettra d’améliorer la précision du calcul des flux diffusifs tangentiels, mais également
de construire une discrétisation générique des équations de Navier-Stokes dans le chapitre 3,
la ou une méthode ad hoc était appliquée précédemment. Une étude de différentes méthodes
de reconstruction aux sommets du maillage est alors réalisée pour reconstruire efficacement le
gradient discret. Puis, une évaluation de la précision spatiale de la méthode LS-STAG avec sché-
mas diamants est menée, d’abord pour un probléeme de conduction pure dans une configuration
de Taylor-Couette. Enfin, un cas-test plus exigeant est proposé : un écoulement en convection
naturelle autour d’un cylindre chauffé dans une cavité carrée. Le flux de chaleur a la paroi solide,
qui est basé sur le calcul des gradients dans les cut-cells, est notamment étudié pour observer
les améliorations apportées par la méthode des schémas diamants. En outre, une étude fine des
indicateurs de qualité des maillages de cut-cells est menée, ce afin de dégager I’indicateur le plus
pertinent pour la méthode LS-STAG. A l’issue de ce chapitre, la méthode de reconstruction aux

sommets pour le gradient discret ainsi que l'indicateur de qualité des maillages le plus pertinent
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seront sélectionnés, et pourront alors étre utilisés dans les chapitres suivants.

Le chapitre 3 présente la méthode LS-STAG en 3D pour les équations de Navier-Stokes.
Apres une description des différentes notations et des parametres géométriques utilisés, la discré-
tisation des équations de Navier-Stokes, i.e. les équations de continuité et de quantité de mouve-
ment, est détaillée pour chaque terme. En particulier, il est clairement précisé quels termes voient
leur discrétisation inchangée par rapport a la méthode en 3D extrudée [72] et quels sont ceux
qui sont modifiés. Ces derniers sont les termes diffusifs et convectifs de ’équation de quantité
de mouvement, qui ne font plus I'objet d’une discrétisation ad hoc [19, [72], mais sont discrétisés
de maniere totalement générique, a l’aide notamment du gradient par schémas diamants exposé
dans le chapitre 2 en 2D et étendu en 3D dans ce chapitre. Le calcul des surfaces solides d’in-
tégration pour les flux diffusifs est entierement revu, de maniere également a vérifier la stricte
conservation de la quantité de mouvement. Enfin, le chapitre se termine sur la présentation du
schéma d’intégration en temps et la résolution des systémes linéaires issus de cette discrétisation.

Le chapitre 4 concerne la validation numérique de la méthode LS-STAG en 3D présentée
au chapitre précédent. Des écoulements bidimensionnels (Taylor-Couette) et en 3D extrudée
(Hagen-Poiseuille et écoulement autour d’un cylindre) déja étudiés avec la version précédente
de LS-STAG [19, [72] sont tout d’abord repris afin de constater les améliorations apportées.
Ensuite, des écoulements totalement tridimensionnels sont proposés afin, d’une part, d’évaluer
la précision spatiale de la méthode en 3D en étudiant la solution de Stokes pour un écoulement
de Couette entre deux sphéres concentriques [58] et, d’autre part, de mettre en évidence la
robustesse de la méthode sur un cas-test bien documenté d’écoulement autour d’une sphere en
rotation [62] 51} 53] dans différents régimes : laminaires stationnaire et instationnaire, ainsi que
faiblement turbulent a Re = 1000.
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1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord introduire les équations générales du mouvement
pour un fluide incompressible, ainsi que leur formulation intégrale utilisée dans le cadre de la
méthode des volumes finis. L’équation de la chaleur et son couplage avec les équations pré-
cédentes, notamment pour modéliser les phénomenes de convection naturelle, seront également
exposés. Ensuite, afin de discrétiser le domaine de résolution de ces équations, nous présenterons
les méthodes de type cut-cells auxquelles appartient la méthode LS—STAGE| et qui, dans la revue
de Mittal & Taccarino [65], fait partie de la classe des méthodes a frontiére immergée (IBME[).
Les principes généraux de la méthode LS-STAG, introduite dans la thése de Y. Cheny [19] pour
les géométries 2D puis étendue aux géométries 3D extrudées (géométries 2D auxquelles on a
appliqué une translation selon la direction orthogonale) dans la these de F. Nikfarjam [72], se-
ront alors présentés, avec notamment les différents invariants de 1’écoulement qui doivent étre

conservés au niveau discret afin de construire la discrétisation spatiale.

2. LevelSet-STAGgered.
3. Immersed Boundary Method.
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Ce manuscrit, qui s’inscrit dans la prolongation de ces deux travaux de thése, présentera
dans une derniére section les problémes soulevés par leur formulation de la méthode LS-STAG
et qui empéchent son extension directe aux géométries 3D. En particulier, 'implémentation des
flux diffusifs a la paroi solide, qui s’effectue en imposant une discrétisation distincte pour chaque
type de cut-cell 2D et 3D extrudée, se révele trop complexe pour étre étendue avec succes aux
nombreux types supplémentaires de cut-cells 3D, et doit étre simplifiée et rationalisée.

Dans un dernier paragraphe, nous indiquerons comment le calcul des gradients discrets par
schémas diamants, qui sera au coeur du chapitre 2, pourra nous permettre de développer dans le
chapitre 3 une discrétisation systématique, précise et algorithmiquement efficace des flux diffusifs

pour les géométries totalement 3D.

1.2 Les équations de Navier-Stokes pour un fluide incompres-
sible

1.2.1 Formulation locale

Le mouvement d’un fluide incompressible peut étre décrit par les équations de conservation
de la masse et de la quantité de mouvement. Une description détaillée de la construction de ces
équations est réalisée par exemple par Guyon et al. [4I]. On suppose que ce fluide a une masse
volumique p constante, et qu’il n’est soumis & aucune force volumique. Les inconnues considérées
pour décrire le fluide sont la pression p, et la vitesse v = (u,v,w) ayant une composante dans
chaque direction de la base canonique cartésienne en 3D. L’équation de conservation de la masse,
ou équation de continuité, s’écrit :

V.-v =0, (1.1)

ou l'incompressibilité du fluide est prise en compte. Quant a ’équation de conservation de la

quantité de mouvement, elle s’écrit :

p(ZJ—F(U-V)v) =-Vp+V.T, (1.2)

ou 7 le tenseur symétrique des contraintes visqueuses. On peut alors, par ’équation de conti-
nuité (1.1)) et par 'identité tensorielle :

(v- Vo=V -(v®v)—vV -, (1.3)
réécrire I’équation (1.2)) :
Ov
p((%—l-v-(v@'v)):—Vp—i-V-‘r, (1.4)

ou le terme convectif utilise maintenant 'opérateur de divergence, ce qui permet de considérer la

formulation intégrale des équations de Navier-Stokes utilisée par la méthode des volumes finis.
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En 3D, les équations et possedent 13 inconnues (p, u, v, w et les 9 composantes
de 7) alors qu’elles ne représentent que 4 équations scalaires. On doit donc fermer le systéme en
introduisant une loi consitutive, ou loi de comportement. Ce type de loi est une relation reliant
I’état de contrainte d’un matériau, modélisé par le tenseur des contraintes 7, a la cinématique

de I’écoulement, que ’on peut modéliser par le tenseur des taux de déformations :
g = (V'v + V'vT) . (1.5)

Les coefficients diagonaux de 7, appelés contraintes normales, sont notés ., ¥,y et ¥z, et les

coefficients non-diagonaux, appelés contraintes tangentielles, sont notés 4y, ¥z- et ¥,., avec :

. ou ) v , ow
Yz = Q%a Yyy = 287:1/’ Yzz = 2%7 (16&)
ou  Ov ou  Ow ov Ow
= Yoy = — + — Yz = — + —. 1.6b
Yy dy + oz’ Vzz 0z + Oz’ Vyz EP + Ay ( )
La loi constitutive que nous considérons est la loi de Newton :
T = uy, (17)

ol w est la viscosité dynamique du fluide. Pour un fluide “simple”, comme I’air et 1’eau, on peut
considérer u comme constante et le fluide est alors dit newtonien. Sinon, le fluide est considéré
non-newtonien. La modélisation la plus simple consiste a faire dépendre la viscosité u de la
norme du taux de cisaillement [I1]. Parmi la grande variété de fluides non-newtoniens, on peut
citer les fluides rhéofluidifiants, les fluides rhéoépaississants et les fluides a seuil. Les écoulements
de fluides non-newtoniens ont été modélisés avec la méthode LS-STAG par Cheny [19] et Nikfar-
jam [72], mais nous n’irons ici pas plus loin dans leur description : dans la suite de ce manuscrit,

nous ne considérerons que les fluides newtoniens.

1.2.2 Formulation intégrale

Les équations aux dérivées partielles décrivant le mouvement du fluide doivent maintenant
étre exprimées sous forme intégrale afin de pouvoir utiliser la méthode des volumes finis, décrite
notamment dans l'ouvrage de Eymard et al. [31] ou encore dans [68, 35]. Pour cela, un outil
incontournable est représenté par le théoréme de flux-divergence. Ce dernier permet de trans-
former l'intégrale volumique de la divergence d’'un champ vectoriel a dans le volume de controle

Q en un flux au travers de la surface I' de €, soit :

/V~adV:/a~ndS, (1.8)
Q T

ou n est le vecteur unitaire dirigé vers I'extérieur de 2 et normal & la surface I'. En outre, nous

utiliserons le théoreme de Green-Gauss qui s’écrit pour un champ scalaire @ :

/ Vo AV — / on dS, (1.9)
Q T
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et qui s’obtient en considérant a = ®e dans avec e parcourant les vecteurs de la base
canonique. Les théoremes (|1.8)) et seront fréquemment utilisés dans la suite de ce manuscrit,
pour obtenir I'expression des différents termes des équations sous la forme de flux a travers les
faces des cellules du maillage, mais aussi pour calculer les différents parametres géométriques du
maillage LS-STAG comme le volume d’une cellule ou I'expression de vecteurs surfaciques. En
appliquant dans le domaine € les identités et aux équations de Navier-Stokes
et ([1.4), on obtient :

/U~nd5’:0, (1.10)
r

pour la forme intégrale de I’équation de continuité, et :

d/pv dV—l—/pv(v-n) dS—i—/pn dS—/T-ndSzO, (1.11)
dt Ja r r r

pour la forme intégrale de I’équation de quantité de mouvement, ou 'on a notamment utilisé
l'identité (v ® v) - n = v(v - n). Dans cette derniére équation, nous pouvons alors distinguer

différents termes :

— le terme instationnaire % Jo pv dV, qui correspond au taux de variation de la quantité

de mouvement dans le volume 2
— le flux convectif [ pv (v-n) dS a travers la surface I,
— le flux de pression [ pn dS a travers la surface I',
— le flux diffusif [, 7-n dS a travers la surface I'.

Ces dénominations seront utilisées pour la suite de ce manuscrit, et chacun de ces termes pos-

sedera sa discrétisation propre. L’équation ((1.11)) peut alors se réécrire composante par compo-

sante :
d 1 .
—/ udV—i—/u('v~n) dS—l—f/pex-n dS—V/(")/-TL)~€m ds =0, (1.12a)
dt Ja r pJr r
1
d/ vdV+/v(v-n) dS—I—f/pey-n dS—l//("y-n)-ey ds =0, (1.12Db)
dt Ja r pJr r
d/ de+/w('v-n) dS+1/pez-n dS—V/(ﬁ/-n)-ez dS =0, (1.12¢)
dt Jo r pJr r

ou v = pu/p est la viscosité cinématique du fluide. Le dernier terme des équations (1.12)), qui est

le flux diffusif, peut se simplifier. En effet, sous ’hypothése d’incompressibilité on a I’identité :
V4=V (Vo+Vo') = (V- (Vo) + YV v) = V- (Vv), (1.13)

et on peut alors remplacer % par Vv dans les équations ([1.12]), ce qui permet d’obtenir ce que I'on
appellera la forme de Laplace des équations ([1.12)) et que nous considérerons pour la résolution

numérique.
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En adimensionnant les équations (1.4)) par I'introduction des variables réduites :

. T N Y N z . tU
= — —_ = T t —
aj L? y L’ z L7 L,
x_ U * p
v =, = "9
v P T 0

ou L et U sont respectivement une longueur et une vitesse caractéristiques de 1’écoulement, on

obtient une autre expression de la forme intégrale (1.12)), en omettant les indices * :

d 1
— V + . + -—— [ ¥ = 1.1
t/vd /F'u(v n) dS /Fpn dsS Re/r n dS =0, (1.15)

ou l’on a introduit le nombre adimensionné :

L
Re = ”Z, (1.16)

appelé nombre de Reynolds et caractérisant le régime de 1’écoulement en évaluant I'importance
relative des termes convectifs par rapport aux termes diffusifs de I’équation de quantité de

mouvement.

1.3 Equations de la convection naturelle

La méthode par schémas diamants en 2D sera présentée au chapitre 2 pour une incon-
nue scalaire située au centroide des cellules, en prenant comme équation modele ’équation de
convection-diffusion pour la température 7" du fluide, qui sera aussi couplée aux équations de
Navier-Stokes pour réaliser un cas-test de convection naturelle. L’équation de conservation de
la température s’écrit [35] [68] :

pCy (8;,; + (v - V)T> = \V?T, (1.17)

ou C), est la capacité calorifique massique a pression constante et A est la conductivité thermique
du fluide. En introduisant la diffusivité thermique K = \/pC), et en utilisant le théoreme de

flux-divergence (1.8)), on obtient la formulation intégrale dans le domaine €2 :
d
—/TdV—i—/(vT)‘ndS—/i/VT-ndS:O. (1.18)
dt Jo r r

Dans le but de modéliser un écoulement de convection naturelle, I’équation est couplée
avec les équations de Navier-Stokes ou la force de pesanteur g = —ge, est prise en compte.
En effet, les propriétés d’un fluide variant avec la température, la masse volumique p du fluide
dépend donc des gradients de température appliqués a celui-ci. De ce fait, un fluide chaud se
trouvant sous un fluide plus froid a une masse volumique plus faible et migre donc au-dessus du
fluide froid sous l’action de la pesanteur. Ce phénomene entraine alors la création de boucles de

convection provoquant le mouvement du fluide, celui-ci contribuant en retour a la convection de

11
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la chaleur dans I’équation (1.17]). Pour simplifier les équations a traiter dans ce cas, nous nous
placons dans I’approximation de Boussinesq [41] . Celle-ci consiste a négliger la dépendance des
grandeurs physiques en fonction de la température, sauf pour la densité intervenant dans le

terme de pesanteur des équations de Navier-Stokes. Cette densité prend alors ’expression :

ﬁ(T) = poo (1 _5(T_Too))a (1'19)

ol poo €t Too sont respectivement une densité et une température de référence, et [ est le
coefficient de dilatation du fluide. En choisissant po, = p la densité constante du fluide, ’équation
de quantité de mouvement ([1.4)) devient :

p(g’t]+V~(v®v)) =-Vp+V -714+p(1-58(T -Tx))g- (1.20)

Pour que 'approximation de Boussinesq soit valide, les variations de masse volumique doivent
étre faibles, et pour éviter des problemes d’arrondis dans la simulation numérique des équations
nous réalisons un changement de variable pour la pression. Comme proposé par exemple par

Oertel et al. [73], en posant p(z,y, z) = p(x,y, z) + pgy 'équation (1.20)) se réécrit comme :

o (G 4V 00v) = VitV T BT - T (1.21)

ou —p(B(T — Tx))g est le terme de flottabilité. La forme adimensionnelle de cette équation

utilise les variables réduites :

S A A A A
., vl . PL? ., T-T¢
v T P T L T Ty —To

ou L est une longueur de référence, et T et Ty sont respectivement des températures de référence
pour le fluide froid et pour le fluide chaud. Ensuite, en introduisant les nombres adimensionnels
de Rayleigh :

L3
Ra = 295 (1, — 1), (1.23)

VK

et de Prandtl :
v

Pr= - 1.24
r=-, (1.24)
et en choisissant T,, = T, la formulation intégrale de 1’équation de quantité de mouve-

ment ((1.21)) sous forme adimensionnelle devient, en omettant les indices * :

d
—/ v dV—i—/ v(v-n) dS+/pn dS—Pr/VU-n dS—RaPr/Tede:O. (1.25)
dt Ja r r r Q

En résumé, les équations gouvernant un écoulement de convection naturelle sont données par (|1.25)),

(1.18) et I’équation de continuité ((1.10)).
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1.4 Représentation du domaine de calcul et méthodes de cut-

cells

Une des étapes les plus importantes pour la simulation numérique en mécanique des fluides
est le choix du type de maillage (ou grille) représentant le domaine de calcul, et qui va fortement
impacter la discrétisation numérique des équations, autant sur le plan de la précision de la
solution discréte que des ressources informatiques nécessaires [46] [35].

La plupart des grilles utilisées dans la littérature et dans l'industrie sont dites ajustées
a la frontiere (body-fitted), de type structuré (par exemple curviligne) ou non structuré [46].
Dans les maillages ajustés a la frontiere, dont un exemple est donné dans la figure le bord
de la géométrie est aligné avec les lignes du maillage, ce qui permet notamment de simplifier
I'implémentation des conditions aux limites. Cependant, la génération d’une grille ajustée a la
frontiere possédant de bonnes propriétés géométriques, e.g. pas de non-orthogonalité pres de la
frontiere, est loin d’étre triviale, en particulier pour des géométries de forme complexe. En outre,
les transformations nécessaires pour exprimer les équations dans un systéme de coordonnées
curvilignes impliquent des systemes d’équations dont les difficultés supplémentaires peuvent
affecter la stabilité et la convergence de la solution numérique, en plus du nombre d’opérations
requises pour ’obtenir. C’est pourquoi une alternative a ces méthodes est proposée : les méthodes
a frontiere immergée (IBM), dont une revue a été réalisée par Mittal & Taccarino [65] et plus

récemment par Sotiropoulos et al. [86].

.

FIGURE 1.1 — Maillage curviligne ajusté a la frontiere de la géométrie.

1.4.1 Revue des méthodes a frontiere immergée

Les méthodes a frontiere immergée utilisent un maillage cartésien indépendant de la géomé-
trie étudiée, dans lequel celle-ci est plongée. La figure présente un exemple d’un tel maillage.

La présentation succinte qui est proposée dans ce manuscrit provient d’une revue plus détaillée
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réalisée par Nikfarjam [72]. Le terme IBM a été utilisé pour la premiére fois pour désigner une
approche développée par Peskin [79] en 1972 pour ’étude d’écoulements sanguins, qui s’est en-
suite généralisée aux problémes d’interaction fluide-structure. Le premier avantage est la facilité
de génération de la grille cartésienne, qui reste par ailleurs identique dans le cas de simulations
en géométries mobiles, au contraire d’une simulation sur maillage ajusté a la frontiere ou le
maillage doit étre régénéré a chaque instant de la simulation. Par rapport a une grille curviligne
ajustée a la frontiere, les volumes et vecteurs surfaciques d’une cellule cartésienne sont triviaux a
évaluer, ce qui diminue considérablement les cofits en temps de calcul et en mémoire d’une simu-
lation. Enfin, dans le cas de problemes multi-phasiques ou multi-matériaux, I'interface entre les
différentes structures peut étre vue comme une frontiére immergée. Bergmann et al. [§] utilisent

par exemple cette approche dans le cas d’écoulements autour de solides déformables.

FIGURE 1.2 — Maillage cartésien pour une méthode a frontiere immergée.

De tres nombreuses variantes des méthodes a frontiere immergée existent alors, selon la
maniere de prendre en compte la géométrie et donc d’imposer les conditions aux limites. Mittal

& Taccarino [65] considérent deux approches principales :

— Une approche de type forgage continu, ot une force fictive est ajoutée dans les équations a
résoudre avant leur discrétisation. Cette approche est plus adaptée aux frontiéres immer-
gées élastiques comme dans ’étude originale de Peskin [79], ou la frontiére est représentée
par des fibres élastiques dont les positions suivent la vitesse locale du fluide. L’effet de la
frontiére immergée sur le fluide est essentiellement pris en compte par une distribution de
force imposée dans I’équation de quantité de mouvement. Cependant, la principale diffi-
culté avec cette méthode est que la régularité de la force fictive dégrade la représentation

non réguliere de la frontiere immergée.

— Une approche de type forcage discret, ou 'ajout de termes pour les conditions aux limites
se fait directement dans les équations discrétisées. Cette approche est particulierement uti-

lisée pour les écoulements autour de corps rigides, et permet d’atteindre une plus grande
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précision a proximité de la frontiére immergée qu’avec une approche continue. Néanmoins,
un inconvénient est que la force fictive discrete choisie est intimement liée a la méthode
de discrétisation des équations. Cette approche peut étre réalisée de deux maniéres : une
imposition indirecte ou directe des conditions aux limites. Dans le premier cas, le terme
ajouté dans les équations discrétisées est généralement obtenu a partir d’'une estimation
du champ de vitesse puis corrigé pour correspondre aux conditions aux limites. Fadlun et
al. [32] ont notamment utilisé cette approche. Néanmoins, celle-ci ameéne a des approxi-
mations qui ne permettent pas de vérifier correctement les lois de conservation. Dans le
second cas, ou 'on utilise un forcage discret avec prise en compte directe des conditions
aux limites, la précision a proximité de la frontiére immergée est accrue et le bord de la
géométrie est représenté de maniére nette (sharp). Citons par exemple les méthodes ghost-
cells avec discrétisation de type différences finies, mais également les méthodes de cut-cells
avec discrétisation de type volumes finis. Ces derniéres, dont la méthode LS-STAG fait

partie, font 'objet de la suite de cette section.

1.4.2 Revue des méthodes de cut-cells

La motivation premiére des méthodes de type cut-cells, cellules fluides « coupées » par la
frontiere immergée comme représentées sur la figure [1.3] est d’observer la stricte conservation
locale et globale de la masse, de la quantité de mouvement et de ’énergie en employant une
méthode de volumes finis. Le point central des méthodes de cut-cells consiste en la discrétisation
des équations dans les cellules intersectant la frontieére, contrairement aux autres méthodes a
frontiere immergée ol ce point était éludé par I'introduction de forces fictives. Elle a été proposée
initialement pour les écoulements non-visqueux par Clarke et al. [23].

La principale difficulté de ce type de méthode est la présence de cut-cells ayant un trés faible
volume, dite « small cut-cell problem » (voir [99)[54] et la revue dans [86]). La présence de telles
cellules a proximité de la frontiere immergée a pour conséquence de nécessiter un pas de temps
tres faible pour les simulations dans le cas d’un schéma en temps explicite, et la résolution d’un
systeme linéaire mal conditionné s’il est implicite. Plusieurs approches ont alors été proposées

dans la littérature pour surmonter cette difficulté :

— une approche dite de cell-merging, proposée par Ye et al. [99] pour la simulation d’écou-
lements dominés par la convection sur grille cartésienne colocalisée. Dans cette approche,
un schéma d’interpolation centrée au second ordre est utilisé prés de la frontiere. Dans
cette méthode, une cut-cell dont le centroide (qui ne tient pas compte de la séparation
fluide-solide) est situé dans le solide est fusionnée avec une des ses cellules voisines, de telle
sorte a éliminer les petites cut-cells. La figure représente cette situation ou les cellules
en jaune ont fusionné pour n’en former plus qu'une, du fait de la cut-cell de trop petite
taille au sud. Cette approche amene cependant une nouvelle difficulté : la discrétisation

des flux a travers les faces des cellules fusionnées est rendue plus complexe et nécessite des
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FIGURE 1.3 — Exemple de géométrie ° & frontiére immergée dans un fluide QF avec présence de

cut-cells.

interpolations supplémentaires [99],

FIGURE 1.4 — Illustration de la reconstruction d’une cellule & proximité de la frontiere par

Papproche cell-merging, basée sur [99].

— une approche dite de cell-linking, proposée par Kirkpatrick et al. [54] dans le but de
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résoudre les difficultés rencontrées par les méthodes cell-merging. Dans cette méthode,
appliquée dans le cas d’une frontiere curviligne pour des simulations sur maillage décalé
non-uniforme, une petite cut-cell est liée a une cut-cell voisine dans une configuration
« maitre-esclave » pour laquelle les positions des inconnues sont confondues en celle de la
cellule maitre, tandis que les deux cut-cells restent des entités distinctes, contrairement a
Papproche cell-merging ou elles ne forment qu’une cellule apres la fusion. Les détails de
cette discrétisation, et en particulier les criteres pour définir ces liaisons, sont amplement
discutés dans [54]. Cette méthode permet alors de calculer les flux et forces de la méme
manieére que dans les cut-cells originales, contrairement aux méthodes cell-merging, tout
en évitant le probléme des petites cut-cells. Cependant, ’approche cell-linking ne peut étre
appliquée facilement aux géométries mobiles & cause de la présence de cut-cells de tailles
extrémement faibles [87], de méme qu’elle n’est pas adaptée pour les écoulements & haut
nombre de Reynolds quand deux vitesses voisines qui ont été « liées » prennent la méme

valeur lorsqu’elles sont trop proches.

En géométries 3D, les méthodes de cut-cells sont plus complexes a construire notamment
a cause du plus grand nombre de configurations possibles pour les cut-cells, comme nous le
montrerons dans la suite de ce manuscrit. Néanmoins, on trouve dans la littérature différentes
variantes de ces méthodes en 3D, dont nous donnons quelques exemples pertinents. En 2000,
Yang et al. [97] ont proposé une approche cell-merging pour des simulations d’écoulements
compressibles en géométries tridimensionnelles par la résolution des équations d’Euler. En 2011,
Hartmann et al. [44, 43] ont développé une méthode hybridant les approches cell-merging et cell-
linking pour des simulations des équations de Navier-Stokes compressibles. Une approche multi-
grilles et avec raffinement adaptatif de maillage est notamment utilisée. Enfin, récemment en
2016, Muralidharan et al. [69] présentent une méthode de type cut-cells précise au troisieme ordre
pour des écoulements compressibles, basée également sur une approche hybride cell-merging/ cell-
linking détaillée dans [84].

Ces exemples mettent en évidence la diversité des méthodes utilisant les principes des deux
approches que nous avons présentées, mais ont en commun le traitement des parametres géomé-
triques dans les cut-cells. Chacune de ces références réalise alors les mémes approximations, que
nous utiliserons dans la méthode LS-STAG, pour les calculs du vecteur surfacique de la frontiere
et du volume d’une cut-cell, tous deux basés sur le théoreme de Green-Gauss. Cieslak et al.
[22] se démarquent sur ce point, dans le cadre de simulations d’ondes de choc : ils proposent
de représenter la surface de la géométrie moins grossierement dans les cut-cells en réalisant une
décomposition en polygones plans, représentée sur la figure Cette méthode n’utilise cepen-
dant aucune des deux approches décrites ci-dessus, i.e. ne propose pas de fagon de remédier au
probleme des petites cut-cells.

Toutes les méthodes proposées dans ce paragraphe sont basées sur une discrétisation de

volumes finis, et de ce fait vérifient les propriétés de conservation locale des flux discrets. Néan-
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Chapitre 1. Modélisation physique et principes de la méthode LS-STAG

FIGURE 1.5 — Représentation par polygones plans de la paroi solide d’une cut-cell, d’apres Cieslak
et al. [22].

moins, chaque approche proposée a ses inconvénients, et nécessite notamment des interpolations
qui dégradent ’ordre de la discrétisation a proximité de la frontiere immergée. Dans la suite de ce
manuscrit, nous présenterons une méthode a frontiére immergée / cut-cells sur grille cartésienne,
appelée méthode LS-STAG, initialement développée dans la these de Y. Cheny [19], qui combine
les meilleurs aspects des différentes méthodes présentées : les propriétés de conservation globales
des équations de Navier-Stokes sont vérifiées discretement, aucune interpolation n’est nécessaire
dans les cut-cells (les approches de cell-merging ou cell-linking ne sont pas utilisées), les para-
metres géométriques de la discrétisation sont aisément obtenus par la représentation level-set
des parois complexes, et le probleme des petites cut-cells est sensiblement réduit comme nous le

verrons dans le chapitre 2.

1.5 Principes de la méthode LS-STAG

1.5.1 Présentation de la méthode

Dans ce paragraphe, nous allons présenter les bases de la méthode LS-STAG, sans rentrer
dans les détails de la discrétisation qui seront abordés dans les chapitres suivants. La méthode
LS-STAG est une méthode a frontiére immergée pour les écoulements visqueux incompressibles
ou la frontiére est représentée implicitement par une fonction level-set (introduite par Osher

et Sethian [75] [76] pour la simulation numérique de problémes physiques avec interfaces dy-
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1.5. Principes de la méthode LS-STAG

namiques). Le point de départ de la méthode LS-STAG est la méthode MACH de Harlow &
Welch [42], qui introduit Parrangement décalé des variables de vitesse et pression sur maillages
cartésiens, cf. figure [I.6] Pour un pas de discrétisation uniforme, la discrétisation MAC a la
propriété de préserver au niveau discret les différents invariants des équations de Navier-Stokes,
i.e. la masse, la quantité de mouvement et ’énergie cinétique globales. Trois décennies plus tard,
Verstappen & Veldman [93] ont exprimé les conditions algébriques que doit vérifier la discréti-
sation MAC afin de conserver ces invariants pour des pas de discrétisation non-uniformes. Cette
discrétisation symmetry preserving a notamment permis de mener avec succes des simulations
numériques directes d’écoulements turbulents en géométries tridimensionnelles simples [94]. Pour
des géométries complexes 2D, Cheny et al. [19,20] ont introduit la méthode LS-STAG, qui utilise
les principes symmetry preserving de Verstappen & Veldman pour construire la discrétisation
des équations de Navier-Stokes dans les cut-cells. La méthode LS-STAG a ensuite été étendue
aux géométries complexes en 3D extrudée, i.e. des géométries dont la frontiere est parallele a
I'un des axes du repeére cartésien, par Nikfarjam et al. [72], [71], avec application aux écoulements
non-newtoniens. La simulation numérique de problémes aéroélastiques couplés a été étudiée [80],
ainsi que celle d’écoulements turbulents avec les méthodes RANSE| [81], LESE|et DESH [82]. Pré-
cisons en outre que Van der Heiden [89] a également utilisé la méthode en 3D extrudée pour des

applications aux problemes offshore dans le cadre du projet « COMFLOW ».
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FIGURE 1.6 — Arrangement décalé des variables de vitesse et de pression sur un maillage cartésien.

Dans la méthode LS-STAG, la fonction level-set est utilisée pour représenter les géométries

complexes et permet de calculer efficacement tous les parametres géométriques pertinents des

Marker And Cell
Reynolds-Averaged Navier-Stokes.
Large Eddy Simulation.

Detached Eddy Simulation.
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Chapitre 1. Modélisation physique et principes de la méthode LS-STAG

cut-cells. Considérons le domaine solide complexe Q. de frontiere I’ immergé dans le domaine
Q, de frontiere I", représenté sur la figure Les équations de Navier-Stokes ((1.10) et ((1.12))

sont alors discrétisées dans le domaine fluide Qf = Q\QP.

r———————————— — —

FIGURE 1.7 — Géométrie complexe QP immergée dans le domaine rectangulaire €.

La figure présente les quatre cellules de base présentes dans un maillage 2D [19] : une
cellule cartésienne et trois types de cut-cells (pentagonale, trapézoidale et triangulaire). Il est a
noter que pour chaque cut-cell, notée §); ;, la frontiere immergée est représentée par un segment
dont les extrémités sont les points d’intersection avec le maillage cartésien, calculés a partir de

la fonction level-set.

Cartesian cell Pentagonal cell Trapezoidal cell Triangular cell
V; 5 Ui j
Uj_1.4 U j Uj—1,j5
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F1GURE 1.8 — Cellule cartésienne et trois types de cut-cells génériques pour les maillages 2D.

Dans la theése de F. Nikfarjam [72], la méthode LS-STAG a ensuite été étendue aux géomé-
tries complexes 3D dont la frontieére est parallele a I'un des axes du repere cartésien, ou sont

uniquement présentes les contreparties extrudées des cut-cells 2D. La figure [1.9] représente les
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1.5. Principes de la méthode LS-STAG

principaux types de cut-cells présentes dans un maillage en 3D extrudée, ou les discrétisations
élaborées en 2D dans [19] peuvent étre aisément étendues.

L’extension de la méthode LS-STAG aux géométries totalement 3D se heurte au défi posé
par le grand nombre de types de cut-cells & considérer (108 au total d’apres [72]). En effet,
I'implémentation des flux convectifs et diffusifs présentée dans [19} [72], qui s’effectue en impo-
sant une discrétisation distincte pour chaque type de cut-cell extrudée, se révele trop complexe
pour étre étendue avec succes aux nombreux types supplémentaires de cut-cells 3D. L’objectif
principal de cette these est de simplifier et rationaliser la discrétisation LS-STAG afin d’obtenir
une méthode précise et algorithmiquement efficace pour les calculs en géométries totalement
3D. Pour cela, nous allons maintenant rappeler les lois de conservation globales des équations

de Navier-Stokes, qui sont le point de départ de la discrétisation LS-STAG dans les cut-cells.

Vijk

Au
J LT

FI1GURE 1.9 — Cellule cartésienne et trois types de cut-cells génériques pour les maillages 3D

v Jik

extrudés.

1.5.2 Lois de conservation globales pour les écoulements visqueux incompres-

sibles

Des la fin des années 1950, 'importance de la préservation des invariants des systéemes dy-
namiques au niveau discret pour les méthodes numériques a été mise en évidence. En effet,
Arakawa [4] a montré dans le cadre de ses travaux qu’une telle propriété permettait une inté-
gration en temps plus longue. Pour les équations de Navier-Stokes incompressibles, la méthode
MAC de Harlow & Welch [42], bien que n’étant pas développée spécifiquement dans ce but, est
la premiére méthode d’ordre 2 a vérifier la conservation de la masse, de la quantité de mou-
vement et de I'énergie cinétique, sur maillage uniforme uniquement. Babik et al. [5] proposent
par exemple une discrétisation des termes visqueux dans le cadre de la méthode MAC, pour des
écoulements compressibles, afin de vérifier ces propriétés de conservation. A la fin des années
1970, I’équipe de recherche du CTRE' de Stanford [57] commence a s’intéresser a ces propriétés
pour la simulation de la turbulence par LES et DNSE' [67, 92, [70] sur maillages non-uniformes

1. Center for Turbulence Research.
2. Direct Numerical Simulation.
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FI1GURE 1.10 — Exemples de cut-cells pour les géométries 3D.

et pour des méthodes d’ordre élevé.

Dans le domaine fluide Qf, les invariants de I’écoulement sont la masse totale Jor Vv dV,
la quantité de mouvement totale P(t) = [orpv dV et, dans le cas d'un fluide de viscosité
nulle, I’énergie cinétique totale E.(t) = % Jor pv* dV. Au niveau discret, la conservation des
invariants linéaires (masse et quantité de mouvement) est assurée deés que la méthode numérique
est conservative [46], i.e. si elle vérifie la propriété de conservation locale des flux sur les faces

fluides et si les conditions aux limites sont correctement implémentées. Il est cependant plus
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1.5. Principes de la méthode LS-STAG

difficile pour une méthode numérique de vérifier la conservation de 1’énergie cinétique, qui est
un invariant quadratique. Pour réaliser cela pour la méthode LS-STAG, Y. Cheny [19] a suivi
l’approche de Verstappen & Veldman [93] élaborée dans le cadre d’un maillage non-uniforme. Il
est a préciser que seule la semi-discrétisation spatiale des équations est considérée, c’est-a-dire
que les problémes liés a la conservation des invariants apres application d’un schéma d’intégration
en temps sont négligés.

Considérons en premier les invariants linéaires de 1’écoulement, obtenus apres intégration des

équations de Navier-Stokes (T.10) et (1.12)) dans le domaine fluide Qf :

m:/ V.o dV:/ v-n dS =0, (1.26a)
Of Tib

dP

E:—/Fibvv-n dS —F, (1.26b)

ou F = (F,, F,, F) représente la force hydrodynamique agissant sur la frontiere immergée, telle

que ses composantes sont données par :

Fx = /Fib[p_,u')/mc] €, N dS_/pib HYzy €y - TV dS—/Fib/yymZez -n dS’ (1.27&)

F, = /Fib[p_,wyyy] €y n ds — /Fib WYy €z TV ds — /Fib HYyz €z - N dS’ (1.27b)

FZ:/ [p—pizz]e:-n dS—/ ez €p - T dS—/ 1yz €y -1 dS. (1.27¢)
Fib I‘ib Fib

Les composantes I, et I, sont appelées force de trainée et force de portance, respectivement.

On peut constater que seuls les termes de bord sur I'P apparaissent dans les équations de

conservation ([1.26a]) et (1.26b|) car elles sont obtenues a partir de la forme conservative des

équations de Navier-Stokes. Ainsi la contrepartie discréte de ces lois de conservation, obtenue en
sommant le schéma dans chaque cellule du maillage, ne doit faire intervenir que la discrétisation
de ces termes de bords, tandis que les termes apparaissant sur les faces fluides s’annulent en

raison de la conservation locale des flux discrets.

Conservation discréte de la masse totale

La discrétisation LS-STAG de ’équation de continuité ([1.26a)) correspond au débit massique
a travers toutes les faces d’une cellule (cartésienne ou cut-cell). En reprenant les notations de [19],
elle s’écrit sous forme matricielle :

DU +T" =0, (1.28)

ou D est lopérateur de divergence (défini dans [19]) et T = Jpiv. . vi®.n dS avec v le vecteur
vitesse sur la frontiére. En sommant 1’équation de continuité“é’iscréte dans toutes les
cellules fluides, on obtient la contrepartie discrete de I’équation de conservation de la masse
totale , qui s’écrit matriciellement :

17pU + 177" =0, (1.29)
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1,
avecl = | 1

1,

tel que 1, représente par exemple le vecteur unitaire ayant autant de lignes que

<

d’inconnues u; j; dans le domaine. Dans cette équation, les vecteurs U et Uib contiennent les
inconnues de la vitesse (u; j k, i j ik, Wi j k) €t la discrétisation des termes de bord, respectivement.

La conservation locale du débit massique sur les faces fluides implique que 1TDU = 0, et le
membre de gauche de I’équation se simplifie en 177" Y. Cheny [19] a alors montré, pour
une géométrie animée d’un mouvement de solide rigide, que 17T = 0 et que par conséquent
la méthode LS-STAG hérite bien de la méthode MAC la propriété de conservation globale de la

masse.

Conservation discrete de la quantité de mouvement totale

La discrétisation LS-STAG de I'équation de quantité de mouvement ([1.26b]) peut s’écrire

sous forme matricielle comme [19] :
d — , .
p 3 MU) + pClUIU + GP — KU + p S — 1§V =0, (1.30)

ou la matrice de masse (diagonale) M est construite a partir des volumes des cellules fluides,
la matrice C[U] représente la discrétisation des termes convectifs, G est le gradient de pression
discret, P représente la pression, K la matrice de discrétisation des termes diffusifs, SiP¢ et S
sont les termes de bord pour les flux convectifs et diffusifs, respectivement. Ces différents termes
vont étre construits de telle sorte que la quantité de mouvement totale et 1’énergie cinétique
discrete sont conservées.

Pour cela, la quantité de mouvement totale P(t) = [, pv dV est discrétisée comme [19] :
P(t) = Ph(t) = p(1" MU + 1T MPUP). (1.31)

ou MPUP représente la contribution des termes de bord sur I''P, supposés indépendants du
temps. La contrepartie semi-discrete de est obtenue en multipliant par le vec-
teur 1 :

dp” T (77 T gib,c T T ib,v

E:—{p]l CONU + p1T" s — [17gP — 17w (KU + ™). (1.32)
Dans cette expression, les termes quadratiques du membre de droite correspondent a la somma-
tion des flux convectifs, de pression et diffusifs sur tous les volumes de controle. Les flux & travers
les faces fluides sont annulés grice a la propriété de conservation locale. Les termes restants ap-
paraissent uniquement sur la frontiére solide des cut-cells. Ainsi, la propriété de conservation
globale au niveau discret est vérifiée si ces différents termes de bord sont consistants avec les
forces apparaissant dans . En effet, on doit alors avoir :

— le terme p 1TC[U]U + p 1T 8™ qui doit correspondre & la discrétisation des forces d’inertie

Jriv vv - dS sur la frontiere,
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1.5. Principes de la méthode LS-STAG

— le terme 1TGP — 174 (KU + Sib"’) qui doit correspondre a la discrétisation des forces

hydrodynamiques F.

Conservation discréte de 1’énergie cinétique totale

La conservation de I'énergie cinétique E. = [ pv?/2 dV s’obtient en multipliant 1’équation
de quantité de mouvement ((1.2)) par v et en intégrant sur le domaine fluide. Aprés application

de différentes identités algébriques, on obtient [19] :

dE. pv?
dt __/Fib <2>v.n 5

—/ pv-n dS+ [ (uVv-v)-n dS (1.33)
Tib Tib

—/ uVo: Vo dV.
Of

Dans cette équation, le premier terme du membre de droite correspond au flux global d’énergie
cinétique par unité de volume pv? /2 convecté par le fluide & travers I''P, les deuxieme et troisieme
termes représentent le travail de la pression et des termes visqueux sur la paroi. Ces trois termes
contribuent dans le bilan d’énergie cinétique uniquement par leur action sur la frontiere, tandis
que le quatrieme terme représente la perte d’énergie par dissipation visqueuse sur tout le domaine
fluide.

Comme pour la quantité de mouvement, le bilan d’énergie discret doit alors étre consistant
avec , et on rappelle que la méthode MAC, avec approximation centrée des flux convectifs,
ne réalisait cela que sur des grilles cartésiennes uniformes. Pour des grilles non-uniformes, Vers-
tappen & Veldman [93] ont construit une discrétisation vérifiant cette propriété en imposant
que la matrice de discrétisation des termes convectifs soit antisymétrique, et que la matrice des
termes diffusifs soit symétrique définie positive.

Ces conditions sont obtenues en considérant le bilan d’énergie cinétique discrete :
1 1 . o
Eo(t) 2 EMt) = p (§UTMU + §U1b’TM‘bUlb), (1.34)

ott UPTMIPUP est indépendant du temps. En dérivant cette équation et en utilisant (1.30)), on
obtient :
dE? ClU* +clU KT+ K

Le bilan discret (1.35]) et le bilan continu ([1.33]) de I’énergie cinétique sont alors consistants si

la matrice KT + IKC est définie positive, si le gradient de pression est le dual de 'opérateur de

U—-pUTsbe Ut sy (1.35)

divergence D :

G=-DT, (1.36)

et enfin si la matrice des termes convectifs est anti-symétrique :
c[U] = —c[0)?t. (1.37)
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Chapitre 1. Modélisation physique et principes de la méthode LS-STAG

Ces deux dernieres conditions seront notamment utilisées dans le chapitre 3 pour construire la

discrétisation LS-STAG du gradient de pression et des termes convectifs dans les cut-cells.

1.5.3 Probléemes soulevés par la méthode LS-STAG en géométries 2D et 3D

extrudée

La discrétisation dans les cut-cells 2D, puis en 3D extrudée, a été réalisée de telle fagcon
que la méthode LS-STAG conserve, autant que possible, les invariants discrets énoncés dans le
paragraphe précédent. Néanmoins, la construction de cette discrétisation a soulevé un certain
nombre de problémes que nous allons décrire ci-dessous, et qui doivent étre résolus afin de

construire une discrétisation dans les cut-cells 3D.

Discrétisation ad hoc des flux diffusifs

Le précédent paragraphe a montré que pour avoir la stricte conservation de la quantité de
mouvement au niveau discret, la discrétisation des flux diffusifs doit respecter d’une part la
conservation locale des flux, et d’autre part les termes agissant sur la frontiere T'P représentés
par SV dans doivent correspondre a la discrétisation des forces hydrodynamiques (|1.27)).
Nous allons rappeler les difficultés rencontrées pour cela dans [19, [72], dans un cadre 2D. La
figure présente 'arrangement décalé des variables dans le cas d’une géométrie complexe,
et représente notamment le volume de contréle (CV) ', pour la variable u; ;. Le CV Q est

formé d’'une moitié des cut-cells §2; ; et ;11 ;, et sa frontiére solide peut se décomposer en une

u,ib,w u,ib,e

2 i,J

O?jij, qui représente la longueur de I'aréte fluide ot est positionnée wu; ;, sera utilisée dans ce
i

partie Ouest T’ et une partie Est T’ telles que représentées sur la figure. La quantité
paragraphe pour discrétiser le cisaillement a la paroi. Le calcul de cette quantité par la fonction
level-set sera détaillé plus loin dans cette these.

La discrétisation des flux diffusifs de ’équation de quantité de mouvement est réa-
lisée de fagon a étre consistante avec la discrétisation des forces hydrodynamiques sur la fron-
tiere , par exemple la force de trainée qui s’écrit comme :

Py = [ASa]5pi = WIASLLL Aaalily = HASIE i (1.38)

ol [AS,]I" et [AS,]}; sont les maitres-couples (surfaces projetées) respectivement selon z et y
de la frontiere Fibj Dans la figure puisque la cut-cell trapézoidale €); ; est constituée d'une

uo
7/_17]7

et u;; sur la paroi F;l?] doit étre construite a partir de la force de trainée discrete ((1.38) afin

U

partie de 2 ik

. €t d’une partie de Q la discrétisation des flux diffusifs des inconnues u;_1 ;

de conserver la quantité de mouvement. Ainsi, on consideére que la force ([1.38) s’exprime par
u,ib,e

la somme d’une contribution des flux diffusifs de u;_1; sur I';”y ot d’une contribution des flux
ib
z’]’

qui représente la contrainte normale, sera toujours discrétisée par une formule unique basée sur le

diffusifs de u; ; sur F?’jlb’w et d’une contribution du flux de pression sur Fibj. La quantité .|

théoréme de flux-divergence (|1.8)), que nous verrons au chapitre 3. Par contre, la discrétisation de
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F1GURE 1.11 — Arrangement décalé des variables pres d’une frontiere immergée 2D.

la contrainte tangentielle "ny\??j doit étre adaptée a chacun des trois types de cut-cells génériques
représentés dans la figure [1.8
Considérons en premier lieu la cut-cell trapézoidale €; ; représentée sur la figure dans

laquelle "yxy|libj se discrétise par :

- i 1 ; 1 [ oul® ov | 1[oul® ov|®
. ib . ib . ib
L= g P~ T + — 4+ = | = — . 1.39
wa‘z,] 2 727'5/‘1,] 9 ’Yzy’z,] 2 lay i1 81’ i1 2 8@/ i 81’ i1 ( )
Dans cette expression, les gradients discrets du/ ay\i]il’ ; et du/ 8y\fj s’obtiennent simplement &

la maniere de la ghost fluid method (GFM) pour problémes elliptiques [38], par exemple :
ib

6u Uip — Uy 7
= oy b TT (1.40)
Wl 300y,

ou uy, correspond a la composante u de la vitesse au point d’intersection entre la frontiere
solide et la face contenant I'inconnue fluide u; ;. Les termes entre les premiers crochets de la
discrétisation sont alors pris en compte dans la contribution des flux diffusifs de u;—1 ;
tandis que ceux entre les seconds crochets sont pris en compte dans la contribution des flux
diffusifs de u; j, avec respectivement I‘gflf”? = %I‘fj et szjib,w - %I‘fj

Par contre, la discrétisation du terme v/ 83;\23]-71 est beaucoup plus délicate : on ne peut
construire de quotient de différences finies aussi intuitif que . Ce gradient tangentiel a
alors été mis a zéro dans la méthode LS-STAG 2D et pour un fluide newtonien [I9] et non-
newtonien [I3], tandis qu’une formule ad hoc basée sur le théoreme de Schwarz a été utilisée en

géométries 3D extrudées [72].
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FIGURE 1.12 — Pour une cut-cell §); ; trapézoidale, répartition de la force de trainée entre les

flux diffusifs pour u;_1; et u; ;.

Considérons maintenant la cut-cell pentagonale de la figure Les gradients discrets du/ 8y|1b]

et dv/ 836\;]0] peuvent également se calculer par la formule GFM, mais on retrouve la difficulté de
ib

i—1,j :
intuitive. Ici encore, une méthode ad hoc est utilisée dans [19] [72] et consiste a calculer "yxy];bj

la cut-cell précédente : les termes Ou/0y| et v/ 3m|§bj_1 ne peuvent se discrétiser de fagon

uniquement a l'aide de du/ 8y|ibj et v/ 6:E|;b] :

ib ou ib N @ ib
ox

’Vry|i,j — 87?; (1.41)

i i
ce qui signifie que seuls les flux diffusifs de I'inconnue w; ; contribuent & la discrétisation, avec
ainsi F:L_ﬂfj =Jet I‘Z’jib’w = F;bj Il est important de préciser que le calcul des différents gradients
discrets dépend de la position de la paroi solide dans une cut-cell pentagonale, comme on le
comprend en effectuant une rotation a 90° de la cut-cell de la figure Il faut donc réaliser
un traitement au cas par cas pour déterminer quelles inconnues du maillage interviennent dans
la discrétisation de la contrainte tangentielle %waj .

Enfin, pour une cut-cell triangulaire, représentée sur la figure [[.14] la discrétisation ne pose
pas de difficulté :
ib Ju |iP
o

car le gradient discret s’obtient par la formule GFM pour toutes les inconnues existantes, et seuls

ib_au

Yayli; = oy (1.42)

Y

ib .
¢ choisie

les flux diffusifs pour u;_1; contribuent. Cependant, la surface solide d’intégration i1

pour ces flux diffusifs correspond a la moitié seulement de I’?”j, tandis que la discrétisation
prend en compte toute la surface solide, ce qui empéche la stricte conservation de la quantité de
mouvement dans les cut-cells triangulaires.

Nous avons donc rencontré trois difficultés pour la discrétisation de la force , et donc

des flux diffusifs dans les cut-cells, qui sont toutes liées au calcul des gradients tangentiels dans
. ib
’Y;vy’;j :
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v ib
‘U?nj T a JJ
I @ ib
9%|; ;
u’.i—l?j 1
—q
1~ .o
ALY 1‘ QU | Yig

I'Ui,j—l

FIGURE 1.13 — Pour une cut-cell €); ; pentagonale, répartition de la force de trainée entre les
flux diffusifs pour u;_1; et u; ;.
Au|™®

%li—l,j

Ui—1,j

I

I Vi,j—1

FIGURE 1.14 — Pour une cut-cell €); ; triangulaire, contribution des flux diffusifs de w;—1 ; pour

la force de trainée.

— les gradients tangentiels discrets des inconnues présentes ne sont pas toujours triviaux, e.g.

dv/0z|._, dans la figure m

3,j—1

— la discrétisation de "yxyubj doit se faire au cas par cas, selon la position de la frontiere solide

dans la cut-cell, comme illustré pour la cut-cell pentagonale de la figure [1.13

— la surface solide d’intégration pour les flux diffusifs ne correspond pas a la totalité de la

frontiere solide utilisée pour la force ([1.38)) dans le cas d’une cut-cell triangulaire, comme

dans la figure
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Chapitre 1. Modélisation physique et principes de la méthode LS-STAG

Calcul des gradients discrets dans les cut-cells en 3D extrudée et totalement 3D

Outre les problemes liés au calcul ad hoc des flux diffusifs dans les cut-cells 2D, 'extension

de la méthode LS-STAG aux géométries tridimensionnelles se heurte aux problémes suivants :

— Alors qu’on ne dénombre que 3 types de cut-cells génériques en 2D (voir figure , elles
sont beaucoup plus nombreuses en 3D (voir figure . Ainsi, une discrétisation ad hoc
adaptée a chaque type de cut-cells 3D telle que le propose la méthode LS-STAG originale
se révele trop fastidieuse. De plus, une discrétisation intuitive des gradients discrets, telle
que la discrétisation GFM, est beaucoup plus délicate a réaliser dans les cut-cells 3D.
Prenons 'exemple de la figure ou le gradient tangentiel du/ 8y\;bj ne peut se calculer
simplement avec un quotient GFM tel que . Une extension de 'outil GFM doit donc

étre effectuée afin de calculer efficacement les contraintes tangentielles a la paroi.

— Une difficulté connexe est apparue dans la méthode LS-STAG pour géométries en 3D
extrudée [72], et qui concerne maintenant le calcul des flux diffusifs sur une face fluide
des cut-cells. Cette difficulté, qui sera longuement discutée dans le prochain chapitre, est
liée au calcul du gradient Ow/0x|, sur la face Est de la cut-cell €); j  représentée sur la
figure Les résultats numériques de [72] ont montré qu'une formule & deux points telle

que :

ow Wig1jk — Wik
_ % 1J 9 3J 9 , 1‘43
oz, ] (143)

ou d est le vecteur joignant les deux centroides voisins, diminuait la précision de la méthode
LS-STAG et ne permettait d’obtenir quune convergence superlinéaire. En effet, quand
I'angle o quantifiant la non-orthogonalité des cut-cells est non nul, la formule a deux
points perdait sa précision au second ordre car une composante tangentielle a la face doit
aussi étre prise en compte. La résolution de ce probleme de précision dans le chapitre
suivant sera une des clefs qui permettront de construire la méthode LS-STAG pour des

géométries totalement 3D.

— Comme pour les flux diffusifs, la discrétisation LS-STAG du terme convectif qui conserve
la propriété d’antisymétrie s’effectuait en géométries 2D et 3D extrudée par une méthode
ad hoc dépendante de la forme des cut-cells. L’extension de la méthode LS-STAG aux
cut-cells 3D demande donc de construire, pour ces termes également, une discrétisation

systématique pour tous les types de cut-cells.

Ces points expriment notamment la nécessité de batir une discrétisation unifiée pour toutes
les cut-cells, qui préserve autant que possible la précision spatiale au second ordre de la méthode.
La suite du chapitre présentera les outils et principes qui permettront d’obtenir, a I'issue de cette
these, une discrétisation systématique, précise et algorithmiquement efficace pour les cut-cells
totalement 3D.

30



1.5. Principes de la méthode LS-STAG
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FIGURE 1.15 — Exemple de cut-cell 3D ou un calcul intuitif (de type ghost fluid method) du

gradient discret a la paroi est impossible.

FIGURE 1.16 — Approximation a deux points du gradient de vitesse sur une aréte fluide d’une

cut-cell en 3D extrudée.
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Chapitre 1. Modélisation physique et principes de la méthode LS-STAG

1.5.4 Principes généraux de la méthode LS-STAG en 3D
Utilisation du gradient par Diamond Cell Method (DCM)

L’outil principal pour obtenir une discrétisation unifiée pour toutes les cut-cells, notamment
3D, est représenté par le calcul des gradients discrets par la méthode des schémas diamants,
ou Diamond Cell Method (DCM) [25]. La méthode DCM sera amplement discutée dans le
chapitre 2, et la figure [I.17] illustre le volume de contrdle en forme de diamant utilisé pour
calculer le gradient tangentiel dans une cut-cell en 3D extrudée par 'approximation DCM,
permettant d’augmenter la précision des flux diffusifs a travers les faces fluides des cut-cells, ainsi

que sur la paroi solide.

|

FIGURE 1.17 — Représentation du volume de controle en diamant (en vert) utilisé par la méthode
des schémas diamants (DCM).

Formulation générique pour la discrétisation des forces a la paroi

Le chapitre 2 montrera que la méthode DCM permettra de calculer aisément toutes les
contraintes tangentielles sur la paroi des cut-cells, ce qui permettra de construire une
formule générique, valable pour toute cut-cell, de la force de trainée . Par exemple, pour
la cut-cell trapézoidale de la figure m (haut), on montrera que le gradient discret dv/ 836]?371
de la formule peut se calculer sans ambiguité par la méthode DCM au centre de la paroi
solide, et que pour le terme Ou/dy|

(i.e. ([L.40)).

Afin de pouvoir appliquer cette discrétisation systématiquement a tout type de cut-cells,

;bj I’approximation DCM coincide avec la formule GFM

et non pas seulement trapézoidale, les surfaces d’intégration des flux diffusifs a la paroi seront
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1.5. Principes de la méthode LS-STAG

choisies de telle sorte que deux inconnues voisines contribuent chacune pour moitié a la force
de trainée . Si une seule inconnue u existe dans la cut-cell, comme représenté par exemple
dans la figure (bas), alors elle est la seule & contribuer & la force de trainée : la formule
s’applique toujours et toute la surface solide est prise en compte dans les flux diffusifs de u;_1 ;.
Cette modification permet de retrouver la stricte conservation de la quantité de mouvement dans
les cut-cells triangulaires 2D, et d’obtenir une discrétisation systématique et algorithmiquement

efficace des flux diffusifs dans les cut-cells 3D.

Il reste a appliquer ces principes a la cut-cell pentagonale de la figure (milieu). Puisque

les inconnues u;_1 ; et u; ; existent, on peut appliquer la discrétisation :

ou ib
i ;

ov

17 ov
2 Oz

+1
2 Oz

i,7—1 ©,J

] (1.44)

ou tous les gradients discrets sont calculés au centre de la frontiere. Le premier terme entre

crochets correspond au flux diffusif a la paroi pour w;_1 j, et le second au flux diffusif a la paroi

wibe _ 1pib o pwibw _ Lpib

pour u; ;, avec respectivement I';”; 9

Les formules (1.39), (1.42)), et (1.44) forment I’ensemble des discrétisations a utiliser dans

les 3 cut-cells 2D génériques pour le gradient tangentiel ’yxy\ de la force de trainée
Néanmoins ces formules dépendent encore de la présence des inconnues wu;_1; et u;; dans la
cut-cell €); ;. 1l reste maintenant a les unifier en une formule générique, qui teste la présence
des inconnues de vitesse, et qui additionne la moiti¢ de chaque gradient si u;_1; et w;; sont

présents, ou sinon ne considere que le seul gradient existant.

Cette formule générique qui permet de calculer la contrainte tangentielle "yxy]ib s’écrit :

dv ib

|ib B u ib+ o)
ox

= % (1.45)

Vzy

avec le partage suivant & effectuer entre les inconnues pour le calcul de du/dy|™ et dv/dx|™

dans Qi,j .

ou ib
7 si u;j—1,; T'existe pas,
Ylij

0 ib u ib
au ) = si u;;  nlexiste pas, (1.46)
dy Jy i—1,5 7

1 [ oul® oul®y .

— | = — sinon,

2\ 0yliciy; Ol
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—é E ...t"
!U"-’:—l-,,'}-
Ui—1

FIGURE 1.18 — Illustration du calcul de la force de trainée avec la méthode des schémas diamants

pour les cut-cells d'un maillage 2D.
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1.6. Conclusion

dv ib
Iz si v;j—1 Tn’existe pas,
Llij
i ib
O ib ov | ) )
—| =< = si Vi j n’existe pas, (1.47)
ox ox i,j—1
1 (ov|P v [P .
—| — — sinon.
2 al’ ij—1 a.fL' i,j

Cette formule est valable pour tous les types de cut-cells, et les gradients discrets sont calculés
par la méthode DCM au centre de la frontiere solide. Un test analogue est effectué pour les
surfaces d’intégration solides afin d’obtenir la stricte conservation de la quantité de mouvement.

La formule générique pour la discrétisation antisymétrique des flux convectifs est basée sur
les mémes principes. Les formulations des flux convectifs et diffusifs s’étendent aisément aux
cut-cells 3D, car le nombre d’inconnues discretes pour les composantes u, v et w est toujours

d’au plus 2.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les équations qui seront résolues numériquement dans
la suite du manuscrit par une méthode de type cut-cells. Dans les méthodes de cut-cells, la
frontiere de la géométrie intersecte le maillage et crée des cellules contenant du fluide et du solide
que 'on appelle cut-cells. Dans ces dernieres, une discrétisation prenant en compte exactement
la frontiere solide est réalisée, contrairement aux autres méthodes a frontiere immergée qui les
modélisent par des forces fictives dans les équations. Nous présentons alors une méthode de type
cut-cells conservant les différents invariants de I’écoulement, suivant une idée de Verstappen &
Veldman [93] et prenant pour point de départ la méthode MAC de Harlow & Welch [42] : la
méthode LS-STAG. Dans cette méthode, la frontiére est représentée par une fonction level-set et
les inconnues sont placées sur grilles décalées. Apreés une breve description de la méthode, sans
rentrer dans les détails de la discrétisation qui seront traités dans les chapitres suivants, nous
avons présenté les principes de conservation guidant la construction de la discrétisation. Enfin,
nous avons rappelé les difficultés rencontrées par LS-STAG dans [19] [72], que nous appellerons
maintenant LS-STAG/2PT, car elle utilise une discrétisation a 2 points des gradients, et nous
avons présenté les différentes idées directrices permettant de résoudre ces difficultés et d’étendre
la méthode a la 3D :

o un meilleur calcul des gradients par la méthode des schémas diamants (DCM), qui sera

décrite en 2D dans le chapitre 2,

o l'utilisation de formules génériques la ol un traitement ad hoc était réalisé dans [19} [72],

pour l'extension de la méthode aux géométries 3D dans le chapitre 3.
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Nous désignerons par LS-STAG/DCM la nouvelle méthode prenant en compte ces modifications,

que nous allons exposer dans la suite de ce manuscrit.
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Chapitre 2

Discrétisation précise de la diffusion
dans les cut-cells bidimensionnelles

avec la méthode des schémas
diamants (DCM)

Contents
2.1 Tntroductionl . ... ... .. .. i e 37
(2.2 Discrétisation LS-STAG 2D de I’équation de température . . . . . . 38
2.3 Discrétisation DCM des gradients dans une cut-cell 2D| . . . . ... 39
2.4 Implémentation pratique de la méthode DCM et présentation des |
[ simulations numeériques| . . . . . . .. 00000 L e e e 50
[2.5 Présentation des simulations numériques| . . . .. ... ... ... .. 60

2.6 Etude de la précision spatiale : conduction dans une cellule de |

[ Taylor-Couettel . . . . . . . . . 00 i i it e 61
[2.7 Convection naturelle autour d’un cylindre chauffe|. . . . . ... ... 65
2.8 Conclusionl .. ... ... .. i e e e e e e 94

2.1 Introduction

Dans les méthodes de type cut-cells pour des écoulements en géométries complexes, telles
que la méthode LS-STAG [20], la non-orthogonalité des maillages & proximité de la frontiére
immergée diminue la précision des formules a deux points pour la discrétisation des gradients
qui apparaissent dans le calcul des flux diffusifs a travers les faces des cellules. Une maniere
d’améliorer la discrétisation de la diffusion est de décomposer le flux diffusif a travers une face

en une contribution orthogonale (que l'on peut discrétiser par une formule a deux points) et
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Chapitre 2. Discrétisation précise de la diffusion en 2D avec DCM

une contribution non-orthogonale (que l'on peut discrétiser a l'aide des données aux sommets
du maillage). Les valeurs de la solution aux sommets nécessiteront alors une reconstruction, de
telle sorte que le gradient complet obtenu ne dépendra que des inconnues et des conditions aux
limites imposées. Cette technique de discrétisation est appelée méthode des schémas diamants
(Diamond Cell Method |60 25, 149], ou plus simplement DCM).

Apres avoir décrit le contexte dans lequel nous nous situerons dans ce chapitre, i.e. la dis-
crétisation avec la méthode LS-STAG 2D d’une équation aux dérivées partielles modele avec
inconnues aux centroides (équation de la température en 2D), nous décrirons en détail la discré-
tisation DCM des gradients ainsi que les différentes variantes de reconstruction de la solution
que nous considérerons. Des techniques simples et efficaces pour implémenter les conditions aux
limites de Dirichlet et de Neumann seront également présentées. Enfin, nous validerons et com-
parerons numériquement les différentes reconstructions dans un cas-test de conduction pure pour
une géométrie de Taylor-Couette, ainsi que pour un cas-test de convection naturelle autour d’un
cylindre chauffé (ce qui fera intervenir également les équations de Navier-Stokes dans ’approxi-
mation de Boussinesq). Plusieurs critéres géométriques pour évaluer la qualité d’un maillage
de cut-cells seront présentés, afin d’étudier leur lien avec les erreurs de discrétisation commises
dans les cut-cells et de le relier au probléeme bien connu des cut-cells de petite taille [86]. Cette
étude nous permettra d’identifier sans ambiguité la méthode de reconstruction de la solution
aux sommets qui améliorera grandement la discrétisation LS-STAG dans les cut-cells.

Pour finir, nous précisons que bien que les schémas diamants soient présentés dans des
cut-cells 2D uniquement, la particularité du positionnement des inconnues dans les maillages
cartésiens décalés fera que de nombreuses techniques DCM 2D pourront étre appliquées sans
modification a la méthode LS-STAG 3D du chapitre suivant.

2.2 Discrétisation LS-STAG 2D de I’équation de température

Dans ce chapitre, la discrétisation DCM est étudiée dans le cadre de la méthode LS-STAG
2D, qui est introduite dans le chapitre 1 et dont une description détaillée est présentée dans la
these de Y. Cheny [19]. Pour I’équation de température , nous rappelons ici les notations
nécessaires pour la discrétisation de la diffusion uniquement. Il est & préciser que la configuration
que nous étudierons dans la section fait intervenir un couplage avec les équations de Navier-
Stokes. Néanmoins, la discrétisation de ces équations n’est pas pertinente pour la discussion
présentée dans ce chapitre, et ne sera abordée que dans le chapitre suivant.

La figure résume les principaux parametres géométriques a connaitre dans le plan dont
les axes en x et en y sont indiqués et dont la base canonique sera notée (e, e,). Les vitesses
u et v sont positionnées au centre des faces fluides, alors que la température 1" est située aux
Sj = (:UZG],yZGJ) pour §; ;. En notant (2, ¥yn)n=1,. N,

avec la convention (zn41,yn+1) = (1,y1), les coordonnées des N sommets du polygone fluide

centroides des cellules fluides, notés x
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2.8. Discrétisation DCM des gradients dans une cut-cell 2D

délimitant la cellule €; ; et V; ; le volume fluide de €; ;, les coordonnées du centroide fluide de

€2; j sont données dans [72] :

1 N
T3y = D (@ + Tt 1) (@0 Y1 — Tt Yn), (2.1a)
, GW’j n=1
N
a1
Yij = Z(yn + Ynt1)(Tn Ynt1 — Tng1 Yn)- (2.1b)
7 6W’j n=1

La quantité ¢; ; désigne la valeur de la level-set de la géométrie au sommet (i,j) du maillage
(sommet supérieur droit de la cellule (7)) et la quantité 0}'; (respectivement 67 ;) désigne la
portion fluide de 'aréte Est (respectivement Nord) de la cellule (7, j) (comprise entre 0 et 1), et

s’obtient par la formule donnée dans [19] :

Gij-1
Hu fr— +‘ 2'2
Y i1 — i (2:2)
En notant I'; ; le bord de la cellule §2; ;, cette frontiere se décompose en :
ib
Dig =17 UG, VTG, U UG, (2.3)

ou les différents termes de la décomposition correspondent respectivement aux faces fluides
Ouest, Est, Sud, Nord et a la frontiere solide F;bj L’objectif du chapitre est de proposer une
discrétisation précise des flux diffusifs de la formulation volumes finis de I’équation (|1.17)). Pour

une face fluide de €; ;, par exemple la face Est, la quadrature du point milieu donne :

oT
d ~
Fi=k e VT -n dS = k0;;Ay; R (2.4)
et pour sa face solide :
4 0T
F§ = VT -n dS = s[AS]P =— 2.5
b= Fiil?j " K[ ]z,] on ib, ( )

ou [AS]% est laire (qui équivaut & une longueur en 2D) de la face solide. La formule du point

milieu est formellement une approximation au second ordre, et dans le cadre des maillages

oT

cartésiens la discrétisation a 2 points des gradients e et —
T e n lib

de précision. L’objet de ce chapitre est de conserver dans les cut-cells, autant que possible, la

permet de conserver cet ordre

précision observée sur maillages cartésiens en considérant la discrétisation des gradients par les
schémas diamants (DCM).

2.3 Discrétisation DCM des gradients dans une cut-cell 2D

oT
Considérons en premier le terme ——| au centre d’une face fluide, qui apparait dans le

or |,
flux diffusif (2.4)). La figure présente les différentes notations utilisées : n. est le vecteur
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v -
0; jA:L,,,

l

-

FI1GURE 2.1 — Notations pertinentes du maillage LS-STAG 2D au voisinage de la frontiére im-

8

mergée.

unitaire normal a la face fluide entre €); ; et ;11 ;, Tn et s sont les extrémités de cette face,
d= wﬁrl, j —azfj est le vecteur joignant les deux centroides fluides voisins, et enfin o = mes(ne, d)
est 'angle permettant de quantifier la non-orthogonalité dans les cut-cells. La figure présente
des cellules cartésiennes ou il n’y a pas de non-orthogonalité, i.e. « = 0, et ou le gradient normal

a la face Est s’écrit simplement & l’aide de la formule a 2 points :

or Tit1,; — T
| =7 S Y (2.6)
T e (§A$i+1 + §A$z)
Pour la face Est de la figure une extension directe de la formule cartésienne est :
| L Ty — Ty (2.7)
O o ]|

Dans le cas ou d et n, = e, sont colinéaires, le flux diffusif (2.4 avec le gradient (2.7)) corres-

pond a la discrétisation cartésienne usuelle. Mais pour des cut-cells telles que présentées dans
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2.8. Discrétisation DCM des gradients dans une cut-cell 2D

FIGURE 2.2 — Zoom du maillage de la figure ou sont indiquées les notations pertinentes de

la discrétisation du flux diffusif sur la face Est de la cut-cell €; ;.

FIGURE 2.3 — Cellules cartésiennes ot, en particulier, la face Est est orthogonale avec a =

mes(ne, d) = 0.

la figure cette colinéarité est perdue et la formule perd d’autant plus en précision
que la non-colinéarité s’accentue, i.e. que 'angle « devient grand. Ce probleme, analogue a la
non-orthogonalité des grilles curvilignes et non-structurées [68], a été observé pour la premiére
fois dans [90, 89] pour la méthode LS-STAG en 3D extrudée. Dans ces références, les auteurs
proposent de discrétiser les composantes tangentielles du gradient de vitesse des équations de
Navier-Stokes par une formule consistante avec la discrétisation du gradient de pression. Dans

notre cas, pour I’équation de température, cette formule ad hoc donne :

8£
ox

~ Tiv1j —Tij (2.8)

° (%Vm,j + %Vm’) /0;:;8y;
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et on retrouve 'approximation & 2 points dans le cas cartésien. Comme cela a été observé
dans [72] et rappelé dans le chapitre 1, la précision de la méthode LS-STAG dans les cut-cells
est diminuée avec cette approximation. Pour calculer le flux diffusif sur la face Est de la
figure il est nécessaire de reconstruire le gradient de température complet V7|, c’est-a-dire

ses 2 composantes en 2D.

2.3.1 Formulation du gradient DCM 2D dans une base locale a la face fluide

L’idée utilisée pour une dérivation du gradient complet VT'|, a ’aide d’une base locale est de
considérer des approximations dans deux directions indépendantes, ce qui permettra d’obtenir
ensuite VT'|, dans la base voulue par formule de changement de base. En effet, dans la base
(e, ey) le gradient s’écrit :

oT oT
VT|,= —| ex+ —
e oxl, © Oy

Afin de calculer 07'/0zx|,, nous pouvons alors faire une premiere approximation, selon le vecteur
d:

ey. (2.9)

e

d . oT Tiv1; —Tiy
VT|,- —= =cosa —| +sina —| &=L __—b) (2.10)
¢ lidll Oz |o 9 le d|
puis une deuxiéme approximation selon la direction tangentielle a la face :
oT Tn — T
VT|,-ey= | =25 (2.11)
Y le ei,jij

avec Ty et Tg les inconnues respectivement aux points &y et xg. Ainsi, en substituant (2.11)
dans I'approximation de 1’équation (2.10)), nous pouvons en déduire le gradient normal a la face
Est que 'on recherchait :
oT Tiv1,; — T; Tn — T
T P T g o N T8 (2.12)
ox |, ld|| cos a 03 ; Ay;
ou nous avons notamment les relations géométriques :
G G
Yit1,j — Yi

G _ .G
Lit1,j i,

(2.13)

ld|| cos e = xicj‘rl?j - xgj’ tana = "

Le premier terme du membre de droite dans (2.12)) correspond a la contribution orthogonale, i.e.
dans la direction de n., de la discrétisation du gradient tandis que le deuxieme terme correspond
a sa contribution non-orthogonale. Ce deuxieme terme s’annule notamment quand d et n, sont
colinéaires, 7.e. quand o = 0, ce qui nous donne une expression identique aux gradients a deux
points et . Par rapport aux approximations a deux points, la formule introduit
des inconnues supplémentaires aux extrémités des faces : Ty et g pour la face Est. Ces dernieres
valeurs nécessitent donc des approximations supplémentaires : soit grace aux conditions aux
limites (dans le cas de ), soit par reconstruction de la solution aux sommets avec les inconnues
du domaine (dans le cas de xg). Les quatre vecteurs positions des températures utilisées sont
les sommets d'un quadrilatére (diamant) noté D et représenté en vert sur la figure d’ot la

dénomination de méthode par cellule diamant.
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2.8. Discrétisation DCM des gradients dans une cut-cell 2D

LQU s

FIGURE 2.4 — Maillage de la figure ou le diamant D de la méthode DCM est représenté en

vert.

2.3.2 Etude bibliographique de la Diamond Cell Method

La méthode par cellule diamant (Diamond Cell Method, DCM) a été introduite dans la com-
munauté de la mécanique des fluides numérique sous ’appellation de gradients secondaires. Ce
terme provient du fait qu'une correction non-orthogonale (deuxiéme terme du membre de droite
de ’expression ) est ajoutée a la composante normale (premier terme de ’expression )
a la face sur laquelle on calcule le gradient. Dans les années 1980, Martinelli & Jameson [60, [61]
ont introduit la méthode par cellule diamant pour la discrétisation des termes visqueux des
équations de Navier-Stokes dans le cadre d’'une méthode volumes finis sur maillages non struc-
turés. Dans les années 1990, la contribution de Jacon & Knight [49] a la discrétisation DCM
est de proposer une reconstruction de la solution aux sommets du maillage par méthode des
moindres carrés. Moukalled et al. [68] ainsi que Mathur & Murthy [62] ont proposé de calculer
la correction non-orthogonale a partir des gradients discrets exprimés au centre des cellules.

La dénomination de méthode par cellule diamant a été popularisée dans la communauté des
mathématiques appliquées, notamment & partir des travaux de Coudiere et al. [25] a la fin des
années 1990. Dans ces travaux qui portent sur 'analyse mathématique de la méthode DCM
pour I’équation de convection-diffusion sur maillages non structurés, le calcul du gradient DCM
se fait par application du théoreme de Green-Gauss dans les cellules en forme de diamant
qui contiennent les faces ou sont discrétisés les flux diffusifs. Dans cette référence ainsi que dans
les travaux de Bertolazzi & Manzini [9, [10], diverses reconstructions de la solution aux sommets
du maillage sont analysées, et notamment la méthode des moindres carrés de [49]. La notion de
cellules diamants est également mentionnée par Droniou et al. [30] dans le cadre d’une étude

des méthodes de discrétisation de gradient.
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Chapitre 2. Discrétisation précise de la diffusion en 2D avec DCM

Dans la suite de ce manuscrit, nous considérerons le gradient DCM avec reconstruction de
la solution aux sommets du maillage. La correction non-orthogonale ajoutée dans ce gradient
n’est nécessaire que pour les cellules proches de la frontiére immergée.

La construction du gradient DCM par base locale présentée dans le paragraphe précédent
est simple et pratique pour la discrétisation en 2D, mais améne des complications lorsqu’elle
est appliquée a la face solide d’une cut-cell 3D. En effet, en 2D une base locale se détermine
facilement du fait que la frontiére dans une cellule est un segment, mais en 3D la frontiere
immergée a une forme plus complexe, comme nous le verrons par la suite, et une infinité de
bases locales sont possibles, amenant toutes a des discrétisations différentes. Diverses méthodes
existent alors dans la littérature pour dériver un gradient discret 3D sur maillages non structurés :
des méthodes de type DDFVE] dont une présentation est réalisée dans [2] et dont le concept de
« diamants » est également utilisé, ou encore la formule donnée par Droniou & Eymard [29],
utilisée dans le cadre d’'une méthode volumes finis avec variables centrées pour des problemes
de diffusion. Dans un souci de cohérence et de simplicité, nous considérerons dans ce manuscrit
la discrétisation DCM 3D avec reconstruction aux sommets proposée par Coudiere & Manzini
[26], qui est une extension de la discrétisation 2D proposée dans [25]. Ceux-ci proposent en effet
d’appliquer le théoreme de Green-Gauss dans un diamant qui est cette fois tridimensionnel, ce
qui permettra de construire efficacement le gradient DCM sur la face solide d’une cut-cell 3D,

comme nous le verrons dans le chapitre 3.

2.3.3 Formulation du gradient DCM 2D pour une face fluide par le théoréme

de Green-Gauss

Une seconde maniére de construire le gradient DCM est d’utiliser le théoreme de
Green-Gauss comme dans [25], 26]. Cette deuxiéme approche est proposée en vue de son
extension a la discrétisation des flux diffusifs sur la face solide des cut-cells 3D dans le chapitre 3.

Considérons le volume de controle en forme de diamant présenté dans la figure La
figure présente les notations supplémentaires dont nous aurons besoin pour la dérivation
du gradient & partir du théoréeme de Green-Gauss : les vecteurs AS, ASy, AS3 et ASy sont
les vecteurs normaux surfaciques des différentes faces du diamant D, et AS; est le vecteur
orthogonal & d et de méme norme que d.

L’idée principale de cette approche est de considérer le gradient a calculer constant dans le

diamant D, soit :

1 1
—/ VT dV = — VT|§/ dv = VT2, (2.14)
Vb Jp Vb D

ou Vp représente le volume (’aire en 2D) du diamant D, et le gradient au centre de la face fluide
Est est noté VT2 pour le différencier dans un premier temps du gradient V7|, (2.10), (2.11)

donné par la technique de la base locale.

1. Discrete Duality Finite Volume
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2.8. Discrétisation DCM des gradients dans une cut-cell 2D

B Ao
A
$2;, ]
Ay,
x>
Y a5,/
o \%

FIGURE 2.5 — Cut-cells de la figure 2.4 enrichie des notations nécessaires pour calculer la formule

DCM par le théoreme de Green-Gauss.

D’autre part, le théoreme de Green-Gauss (|1.9) conduit a :

1
VT~ — Tn dSs. 2.15
e (2.15)
Puis, en décomposant 'intégrale surfacique du membre de droite de (2.15)) sur les quatre faces
du diamant D de la figure la formule du point milieu conduit a :

VT =~ 25}3 (Tx + T3)ASy + (Tij + Ts)ASy + (Thy1; + Ts)ASs + (Tiir, + Tx)ASy) .
(2.16)
En utilisant les relations AS| + ASs + Q%ijne =0, AS; + AS, — HZjijne =0, AS; —
AS;+AS; =0et ASy;+AS3+AS,; = 0, qui s’obtiennent en appliquant le théoréme de Green-
Gauss pour une fonction constante dans les triangles de sommets (azfj, s, TN), (s, xz’qu,j’ TN),

(az%,wgrw,xN) et (msj,xs,w&u) respectivement, on obtient :

1
En utilisant ’expression de 'aire du diamant Vp = (:UEHJ - mgj)QZjij /2 (que l'on obtient par
exemple en additionnant les aires des deux triangles ayant la face Est en commun et composant

le diamant D), on aboutit finalement & la formule :

In—1s
01 Ay (afiy ; — o5y)

Vg — g, ASy, (2.18)

G
Tit1,5 ~ Tij

qui exprime VT'[% dans la base (n, ASg).

Pour vérifier que cette expression est équivalente au gradient VT'|, donné par les formules
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Chapitre 2. Discrétisation précise de la diffusion en 2D avec DCM

([2.10) et ([2.11), il suffit de calculer VT'|$ dans la base (d, ey) :
d Ty - T d _Tiny—Ti Tiv15 — Tiy

vT|g -1 —F N 7 = = COSQy = ————, (219&)
©fldl a8, -2l Il |d]| cos o d]|
T~ — Ts IN — TS
VT|® e, = AS; ey =———2, (2.19Db)
© 0 Ay (el - af) YAy

notamment car AS;-d =0, n.-e;, =0et AS;-e, = .I'g'_Lj — xZGJ

du vecteur surfacique AS,;. On retrouve bien les deux expressions (2.10) et (2.11)).

est la composante selon y

Résumé

Que l'on utilise une méthode de construction basée sur une base locale ou le théoreme de
Green-Gauss ((1.9)), 'expression du gradient DCM pour la face fluide Est de la figure s’écrit

dans la base canonique :

or o Tiv1;—Tij _ tanau (2.20a)
Oxle  afiy; — af; 0F 1 Ay;
| L In—Ts (2.20D)
8y e Qzu,]AyJ ’
et permet d’écrire le flux diffusif (2.4) comme :
FO 2 k0¥ Ay~ — W tana(Ty — Tk). (2.21)
Tivly — Liyg

Dans le cas ou le maillage est orthogonal (I'angle « est nul), alors la formule (2.20al) obtenue
par DCM est équivalente a 'approximation & deux points (2.7). C’est le cas notamment dans

les cellules fluides cartésiennes loin de la frontiére immergée.

2.3.4 Formulation du gradient DCM 2D pour une face solide

Considérons maintenant le terme ?)Z . apparaissant dans la formule des flux diffusifs
sur la paroi solide dans une cut-cell. Le raisonnement et les calculs sont essentiellement les
mémes que pour le gradient a travers les faces fluides, et nous noterons V7|, le gradient a la
frontiere. Pour les mémes raisons que pour une face fluide, nous proposerons deux méthodes pour
obtenir la formule DCM. Nous baserons notre discussion sur la cut-cell de la figure [2.6] mais la
formule que I'on obtiendra sera indépendante du type de la cut-cell. Les notations utilisées sont

les suivantes :

. n;b] est le vecteur unitaire normal a la frontiere solide I‘;bj et orienté vers I'extérieur de la
2 b2
cellule,

ib 4ib

ij» tij) soit orthonormée
R 2

. t?fj est le vecteur unitaire orthogonal a n;bj tel que la base locale (n

directe,
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2.8. Discrétisation DCM des gradients dans une cut-cell 2D

. :c;bj est le centre de I’?fj,
P 1 jeté h 1 de & rib
s T est le projeté orthogonal de x;; sur L7,

. d%bj = m;b] — :D?j est le vecteur joignant le centroide fluide au centroide solide,

. oz?fj = mes(n?fj, d;b]) est I’angle mesurant la non-orthogonalité a la frontiere solide,
. A?,Dj = Hd;ij cos aﬂ’j est la distance de sz] a I‘?fj,
e xnN et xy sont les deux extrémités de Faoj,
. ;bj = mes(ey, n;b]) est l'inclinaison de la paroi solide par rapport a ’axe horizontal,
. TiiB, Til?j, Tnn et Ty représentent les températures aux points :B??j, :L'Ej, NN et Ty respec-
tivement.
=510
[BN N / T
Q ’
2,]
e d | 60 3
Y. o1l N ib
|
I : B 3.
4 M

FIGURE 2.6 — Notations utilisées par le gradient DCM & la face solide d’une cut-cell €2; ; (pour

plus de lisibilité, les indices (i, j) sont omis).

Utilisation d’une base locale

Les approximations & deux points du gradient V7T|.,. dans les directions diP; et ¢iP. s’écrivent
PP p g ib 1,7 1,)

respectivement :
dib. T T,
VT, - —ed o 20 (2.22a)
P ldbll I
Inn — In

VT, - i = (2.22b)

e

Par changement de base comme pour la face fluide précédemment, on aboutit a la discrétisation

recherchée : .
or - 75— Tij n Inn — 1IN
—| =VT|,-n’ > " tana,—————
[znn — @x ||

. 2.23
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Chapitre 2. Discrétisation précise de la diffusion en 2D avec DCM

qui utilise notamment la formule :

~ib _ ~P
. P — xt .
ib _ g i
tan ai7j = T, (224)
l?]
avec :It;bj et :Z‘Ej les abscisses respectives de m;bj et mgj sur le segment [zN, ZNN], ce qui permet

de calculer le flux ({2.5)).

Indépendance du point de discrétisation sur la frontiére

oT . .
L’expression de ol par la formule (2.23|) fait intervenir la température 7}‘3 au point :c;bj
positionné au centre de la frontiere. A priori, le choix d’un autre point sur la frontiere conduirait

a une expression différente du flux a la paroi. Il est néanmoins possible de montrer que, en

L . e or o
supposant que les conditions aux limites varient linéairement, le terme —| est indépendant
T |ib
ib '
/1:7.7.

. b o .
On suppose dans ce paragraphe que le point x;; a une position quelconque sur le segment

de la position de x> sur la paroi.

[N, zNN] de la frontieére solide, et que son abscisse se paramétrise comme :

~ib - - Hfm — TN
;) = wip®NN + (1 — wib)EN, Wib = FR—— (2.25)
ce qui permet d’approximer Tii};- comme :
Tz'i};‘ = wipTnn + (1 — wip) T, (2.26)

en supposant que la température varie linéairement sur la paroi. En injectant (2.26)) dans ([2.23))
et en utilisant (2.24]), on obtient :
oT| . wpInN + (1 —wp)IN — T Ty — AN

= y wP:

ib
Ai,j

(2.27)

on |y, INN — IN

En remarquant que le terme wpTnn + (1 — wp)TN correspond & linterpolation linéaire de la

température TZ-Pj au projeté orthogonal msz du centroide a:lGj, I’expression de o se simplifie
) ) ) n ib

comme : !
oT TP _ T-’ .
bl - wiib”, (2.28)
an ib A’L,j

et ne dépend plus de la position de :c;bj sur la frontiere.

Ainsi, le calcul du gradient discret a la paroi est identique quelle que soit la position du
point a:;bj utilisé dans la formule (2.23]). Dans la suite du manuscrit, nous garderons :D;bj comme

ib

le milieu du segment 1>,

pour la simplicité de la description de la méthode et son implémentation

pratique.
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2.8. Discrétisation DCM des gradients dans une cut-cell 2D

Utilisation du théoréme de Green-Gauss

Montrons que l'on peut retrouver le gradient donné par les expressions , a 'aide du
théoréme de Green-Gauss. Pour cela, nous considérerons la figure pour les notations, et le
gradient discrétisé, noté VT|?’b, sera supposé constant dans le demi-diamant D, en vert sur la
figure. Les vecteurs AS7 et ASs sont les vecteurs normaux surfaciques aux faces de D et ASy

est le vecteur orthogonal a d - de norme Hd -

FIGURE 2.7 — Cut-cell de la figure [2.6] oit sont ajoutées les notations pour la discrétisation dans

le demi-diamant D.

Nous avons alors la relation, comme pour le gradient fluide :
VT o VT\ / v, (2.29)
et en appliquant le théoreme de Green-Gauss 1’ dans D on a :

1 i i
VT Ve [(T v+ TaN)AST + (T + Tn)ASs + (Tan + TN)[AS]ignig} . (2.30)

Afin de comparer cette expression avec 1 , nous allons exprimer ([2.30]) dans la base (! ], ASy).
A T’aide de l'interpolation linéaire 6)) appliquée ici avec wip = 1/2, ainsi que des relations
AS;+AS; + [AS]lb lb =0,AS; — A.S'd—l— [AS]‘b ib /2=0¢et AS;+ASy+ [AS]‘b ib %2 =

0 obtenues respectlvement dans les triangles de sommets (x iGj,:cN,acNN), (:BZGJ-, ibj,asNN) et

(:UZG'J, TN, T 1b) nous avons l’approximation :
1 S
VTS =~ —— S [(le T; HIASIE R, + (Tan — TN)Asd} , (2.31)

et en y injectant I’expression du volume Vp = A%'?j [AS]%'?J- /2 on obtient :

T — T, Tan — T,
~ ] 1b NN N A
VT’;gb ) Aib. ” ﬁlb [Q S]lb Sa- (2'32)
Z,]
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Chapitre 2. Discrétisation précise de la diffusion en 2D avec DCM

En effectuant les produits scalaires avec les vecteurs dlb et t;b], on obtient alors :

dl»b- T'le; _ T dlb T:Lll; _ n,j . Tib T .

VT8 - —nl o 28—t pib =Y oeosalb = L (2.33)
|l AR db A, W Hdl |

car AS, - d??j =0et Ag’ = Hdlb || cos alP:, et :

’L]’

; Iy — 17 ; INN —IN L Iy — 17
VTP b o XN T IN A g o yib . NN ZIN b AN N

~ ! . = NNT N Aib NN N 2.34
RPNAING 7= AP ASTE S T Tl — ax] (2:34)

car n;bj t;b] =0, [AS]?? |enn — || et AS, - tlb = A‘b est la composante selon t??j du

vecteur surfacique ASy. Ainsi on retrouve bien les approximations (2.22]).

Résumé

De méme que sur la face fluide, les méthodes par base locale ou par théoreme de Green-
Gauss conduisent au méme gradient discret DCM, que nous allons exprimer dans les deux bases
qui seront utilisées dans la suite de ce manuscrit. Dans la base locale de la frontiere solide, le

gradient DCM a la paroi s’exprime comme :

T % —T;; o Ty — T
i ~ W - “_ tan Oé;b] NN 7N , (235&)
on i, AP, Y leny — 2|
oT Ty — 1o
) > NNTON (2.35b)
ot I [lenn — x|
Dans la base canonique, il a pour expression :
oT b Tio =T, ib b\ Inn— 1IN
—| Z=cosf ———2= — (sinB; + cos ;> tan a‘ _ 2.36a
6IE o 6173 A;I?J ( Bz 6 ) HmNN . xNH ( )
oT b T — T, . b\ INN — TN
~gin giP — "5 4 (cos BP — s1nﬁ tanag ) T 2.36b
9y lip, WA, ( "7 ) [znn — 2N ( )
ou 'on peut calculer facilement l'inclinaison 3; ; par les relations cos B; = n‘b] e, et sin 6;3- =

n;b] - ey. En particulier, le flux diffusif & la paroi (2.5 s’écrit en utilisant comme :

le T'J

Fi = kllzay — wNHT

— Ktan a%(TNN —1IN). (2.37)

ib
4,7

la température a la paroi T?b- Néanmoins, 'implémentation prathue de la méthode DCM dans

Comme discuté auparavant, ces formules sont indépendantes de la position x}° ou est discrétisée

le code LS-STAG sera grandement facilitée en choisissant m comme le milieu du segment F;b]

i,J
2.4 Implémentation pratique de la méthode DCM et présenta-
tion des simulations numériques

Afin d’obtenir une expression du flux diffusif aux faces fluides (2.21)) qui ne fasse apparaitre

que des inconnues de température aux centroides des cellules, deux points restent a préciser :
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2.4. Implémentation pratique de la méthode DCM et présentation des simulations numériques

le calcul de Ty (idem pour Tnn) et le calcul de Tg. La température T qui est sur la frontiere
s’obtient par la discrétisation des conditions aux limites, tandis que la température Tg qui est
dans le fluide nécessite de considérer les méthodes de reconstruction aux sommets du maillage

que nous allons présenter.

2.4.1 Conditions aux limites

Deux types de conditions aux limites sont considérés :

— Dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet, la température T (et Tnn) qui est
située a un point d’intersection de la frontiere et du maillage est une donnée du probleme,

et on peut poser ’1}13 = (Ix + Tnn)/2 dans (2.37).

— Dans le cas de conditions aux limites de Neumann, la valeur ¢ du gradient normal a la

frontiere est donnée, soit :

orT

Dans ce cas, le flux a la paroi solide est explicitement donné par Fi% g HAS%BH(;J, et la
valeur de Ty dans (2.21]) est obtenue par la procédure suivante.

N

X

FIGURE 2.8 — Deux cut-cells voisines ); ; et £}; 11 ; avec les notations utilisées pour imposer des

conditions aux limites de Neumann.

On suppose en premier lieu que la température varie linéairement autour de Ty (cf. figure

2.8)), i.e. :

~ 1 ; — ]|
Tn 2wl + (1 -w)Th;, w p T

= . (2.39)
l&Fy; — 2| + llaf; — 2]

D’autre part, la formule (2.28)) et les conditions de Neumann ([2.38)) donnent les expressions
TZP] =T+ @A%‘?j et Tilil’j T+ @Aﬁu. Ainsi l'expression (2.39) permet d’obtenir
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Chapitre 2. Discrétisation précise de la diffusion en 2D avec DCM

TN en fonction des inconnues aux centroides des cellules :
TN w(pAl +Ti5) + (1 - w) (AR + Tivay) - (2.40)

9. . s . 3 7 3 ib __
L’interpolation linéaire (2.26]) donne également la température au centre de la frontiere 175 =
(Tx + Tnn) /2.

2.4.2 Reconstruction de la solution aux sommets du maillage

Dans ce paragraphe, les différentes méthodes de reconstruction de la solution aux sommets du
maillage que nous avons implémentées sont présentées, en vue de les comparer et d’en sélectionner
la plus pertinente pour la méthode LS-STAG. Cette reconstruction concerne le calcul de la
température Tg du flux a partir des quatre inconnues voisines du domaine, a savoir
dans ce cas Tj ;, Tit1,5, Tiv1,j—1 et T; j—1. La figure @ précise les notations pour cette étude :
la température Ty au sommet xg du maillage s’exprime en fonction des quatre températures
voisines que nous noterons pour simplifier 77, T5, T3 et Ty. Pour cela nous notons x; la position
de la température T;, et le poids w;(xs) associé a T; tels que I'on a approximation :

4

Ts = wi(ws)T, (2.41)
=1

ot les w;(xg) sont donnés par la méthode de reconstruction.

. w]_ .Tl(a:l) \

W2 @ Ty(xz)
TS(CES)
@ Wi @ @ s
T4(CE4) Tj(mj)

FIGURE 2.9 — Maillage de la figure ou sont représentées les notations utilisées pour la re-

construction de T5.
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2.4. Implémentation pratique de la méthode DCM et présentation des simulations numériques

Etude bibliographique des méthodes de reconstruction

De nombreux problémes scientifiques nécessitent la reconstruction d’une solution a des points
bien définis a partir de données dispersées (« scattered data »), comme par exemple le traite-
ment d’images [I], la reconstruction de surface [21], I'interaction fluide-structure [55], ou encore
Pestimation de parametres [47], pour n’en citer que quelques-uns. En outre, ces applications
proviennent de différentes disciplines telles que les mathématiques appliquées, 'informatique,
la géologie, la biologie ou encore la finance. Des revues générales de reconstruction de données
dispersées ont été réalisées par, entre autres, Franke [37] ou encore Wendland [95].

Les premiéres méthodes de reconstruction, “naives”, que nous pouvons mentionner sont
basées sur les distances inverses ou les volumes inverses et sont décrites par exemple dans [10].
La reconstruction basée sur les distances inverses est également appelée « méthode de Shepard »
[85] pour ’étude de données dispersées.

Dans le domaine des mathématiques appliquées, 1'article de revue [48] sur les méthodes
d’interpolation barycentrique énonce trois relations pertinentes que doivent vérifier les poids
d’une méthode de reconstruction. Les deux premieres relations traduisent 'exactitude de la

reconstruction respectivement pour les fonctions constantes et linéaires et s’écrivent :

4
> wi(mg) =1, (2.42a)
=1
4
> (@ — xs)wi(xs) = 0, (2.42b)
=1

tandis que la troisieme, appelée propriété de Lagrange :
W'L(mj) :6i,j7 j S {17---74}7 (243)

est vérifiée lorsque la reconstruction est une interpolation, i.e. la formule donne la valeur exacte
lorsqu’elle est utilisée aux points ;. La reconstruction dont les poids vérifient la relation (2.42al)
sera dite précise & l'ordre 1, tandis que s’ils vérifient en plus la relation elle sera dite
précise a 'ordre 2. Cette appellation provient de ’ordre de convergence de la méthode volumes
finis utilisant ces reconstructions, et nous emploierons également ces termes pour la suite.

Les méthodes “naives” basées sur les distances ou les volumes inverses sont simples a dé-
crire et & implémenter, mais leurs poids ne vérifient que la relation (2.42a)) et non , d’ou
une précision uniquement d’ordre 1. Néanmoins, Bertolazzi & Manzini [I0] proposent un algo-
rithme qui permet de modifier les poids de ces méthodes afin de vérifier la condition (2.42b)).
Nous verrons cependant que, bien que cet algorithme améliore considérablement la précision
de la reconstruction, son implémentation pratique est moins aisée que les autres méthodes de
reconstruction d’ordre 2.

Historiquement, la premiére méthode de reconstruction aux sommets employée dans le cadre

du gradient DCM est basée sur la méthode des moindres carrés, qui est d’ordre 2. Celle-ci
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Chapitre 2. Discrétisation précise de la diffusion en 2D avec DCM

consiste a chercher une fonction affine minimisant la somme quadratique des erreurs entre les
valeurs prises par cette fonction et les données utilisées. Cette méthode est tres utilisée dans la
communauté de la mécanique des fluides numérique ; Jacon & Knight [49] I'utilisent notamment
pour le calcul des flux diffusifs des équations de Navier-Stokes compressibles sur grilles non
structurées. Dans la communauté des mathématiques appliquées, Coudiére et al. [25] proposent
également cette reconstruction pour la discrétisation DCM, dans le cadre de problémes de diffu-
sion. Néanmoins, au contraire des autres reconstructions, la méthode des moindres carrés peut
donner des poids négatifs, ce qui dégrade les erreurs dans le cas de notre méthode de cut-cells,
comme nous le verrons dans la suite de ce manuscrit.

Cela nous ameénera a considérer une derniere méthode de reconstruction : une interpolation
barycentrique basée sur une triangulation. Cette méthode, décrite notamment par Amidror
[1] pour le traitement d’images, permet d’obtenir des poids vérifiant les conditions par
construction. Elle nécessite le choix de trois points parmi les quatre a disposition dans notre
méthode , d’ou la notion de triangulation. Par ailleurs, parmi les méthodes que nous
étudions, cette méthode est la seule a vérifier la propriété de Lagrange et elle est donc la
seule pouvant étre qualifiée d’interpolation.

Dans la suite de cette section, nous commencerons d’abord par décrire dans le cadre de notre

méthode les reconstructions d’ordre 1 et ensuite celles d’ordre 2.

Reconstruction par distances inverses (ID)

Une premiere définition des poids, qui a ’avantage de s’appliquer aux maillages non struc-
turés, peut s’obtenir en considérant les distances entre xg et les centroides fluides (wi)ie{l,...,4}7

ce qui donne les poids suivants :

(lz: —2s]”) "
4 Y

Vie{l,...,4}, wi(zs)= (2.44)

-1
(I — zs|*)

7=1

ou ||.|| désigne la norme euclidienne et p un entier quelconque. Ces poids vérifient bien la condition
(2.42a)) mais en général pas la condition (2.42b)), et la reconstruction est donc d’ordre 1. Ils
apparaissent par exemple dans [I0} 1] et le parametre p le plus souvent utilisé est p = 2, ce que

nous choisirons pour la suite de ce manuscrit. La figure [2.10| représente les distances considérées.

Reconstruction par volumes inverses (IV)

Une variante de la méthode ID est basée sur le volume de fluide des quatre cellules voisines
au sommet considéré xg : plus le volume fluide d’une cellule est grand, plus la valeur de la

température dans cette cellule sera prise en compte dans la reconstruction. Ces poids considérés
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FIGURE 2.10 — Stencil utilisé pour la reconstruction de la solution au sommet &g par distances

inverses (ID) .

également dans [10} 1] sont donnés par :

Vi

Vie{l,...,4}, wil@s)=—

(2.45)

Vi
1

J

ou V; désigne le volume fluide de la cut-cell de centroide bfx;. De méme que la précédente, cette
méthode est d’ordre 1 car elle satisfait la condition (2.42a)) mais pas la condition (2.42b)). Le
paragraphe suivant présente une maniére algébrique d’obtenir ’ordre 2 avec les reconstructions

ID et IV.

Amélioration de la précision des reconstructions ID et IV

Les poids ID ([2.44)) et IV sont utilisés dans la méthode volumes finis de [10], qui est
donc d’ordre 1, mais cette référence propose une méthode formelle pour les modifier de fagon
a vérifier la condition et obtenir une reconstruction au second ordre. Le principe est
de modifier la valeur de deux poids seulement parmi les quatre, sous certaines conditions. Les

étapes principales sont les suivantes :

o Choisir deux points xy, et xy, parmi x;, T2, 3 et x4 tels que x5 — xy, et Tg — Ty, ne

sont pas colinéaires,
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o Résoudre le systéme linéaire d’inconnues @y, (xs) et Wk, (zs) :
4
(xh, — 28)p, (x5) + (T, — 28) Dk, (w5) = = D (@i — ws)wi (), (2.46)

i=1
i#k1,ka
qui permet d’imposer la condition (2.42b)) au nouvel ensemble de poids,
o Remplacer wg, (zg) et wi, (xs) par @k, (xs) et Wy, (xs),

e Renormaliser les nouveaux poids (wj(xs))i=1,..4 par la somme totale de ceux-ci de telle
sorte que la condition (2.42a)) soit toujours vérifiée.

A T'issue de cette procédure, les nouveaux poids vérifient par construction les deux conditions

(2.42a)) et (2.42Db), et donnent donc une reconstruction d’ordre 2. Cependant, il reste a préciser le

choix des deux points xj, et xy, parmi les quatre possibles dans la premiere étape. On peut par
exemple sélectionner les deux indices ki, k2 tels que leurs poids wy, (s), wg, (xs) aient les plus
grandes (ou les plus petites) valeurs absolues parmi les quatre poids, et on vérifie la condition
de non-colinéarité évoquée a la premiere étape. Cette derniere condition doit étre vérifiée pour
que le systéme linéaire de la deuxieme étape ait une unique solution. Si elle est vérifiée, on passe
a la deuxiéme étape; sinon, on choisit un autre point xy,, suivant la méme procédure.
Néanmoins cet algorithme ne permet pas d’obtenir un ensemble unique de poids, du fait
que les poids a modifier peuvent étre choisis arbitrairement lors de la premiere étape, et ce
degré de liberté peut notamment entralner une perte de symétrie dans la discrétisation, méme
sur un maillage symétrique. En 3D, la premiere étape nécessiterait le choix de trois poids a
modifier parmi huit, augmentant encore le nombre de possibilités. Cette constatation justifie la

considération d’autres méthodes de reconstruction d’ordre 2.

Reconstruction par la méthode des moindres carrés (LSQ)

Une méthode d’ordre 2 qui est couramment utilisée sur maillages non-structurés est celle des
moindres carrés [49, 25 [10]. Cette méthode consiste & minimiser la reconstruction des fonctions

affines, i.e. & trouver la fonction affine définie dans le quadrilatére (x1, x2, 3, T4) :

T(xz,y) = a+ bx + cy, a,b,c € R, (2.47)

ou x,y sont les coordonnées relatives au sommet xg, qui minimise les erreurs de reconstruction
aux sommets du quadrilatere. Pour cela, on cherche a,b, ¢ tels que la somme quadratique des

déviations aux points d’interpolation, définie par :

4
L) =3 (T~ T(@)’ (248)

i=1
soit minimale, d’otl le nom de méthode des moindres carrés. On différencie (2.48)) par rapport a

a, b, c, et on détermine leurs valeurs telles que :

4

> (T(Ccz’) — Tz) Vape(x;) = 0. (2.49)
i—1
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On réécrit alors (2.49) comme un systeme linéaire a trois équations et trois inconnues a, b, ¢ :

4 1 0
d la+bzi+cy —Ti) |z | =]0], (2.50)
i=1
Yi 0
qui s’écrit matriciellement :
4 R, Ry\ [a ST
Ry Ipg Ixy b= Z?:lﬂxz y (251)
Ry Ipy oy ¢ ?zlﬂyi

4 4 4 4 4
avec Ry = Zi:l L, Ry = Zz’:l Yi, Iy = Zi:l x?a Izy = Zi:l TiYi, Iyy = Zi:l yi2-
Puisque la reconstruction de la température au sommet est donnée par T'(zs) = 7(0,0) = a,
seul ce coefficient est nécessaire et sa valeur analytique est obtenue par la méthode de Cramer :
1+ Apxi + Ayyi

4
T(xs) =Y wilws)T;,  wixs) = , (2.52)
; 14 ARy + ARy

N IpyRy—Iyy R IoyRe—Iza R
ou N, = Lt lulle 1 Teuletlecly ot p = 1,7, — 12,

En sommant les poids de la formule (2.52), on montre aisément que la reconstruction par

moindres carrés vérifie les relations (2.42a)) et (2.42bf), ce qui en fait une méthode d’ordre 2. La

définition explicite des poids la rend facile a implémenter dans un code numérique, et
explique sa popularité dans les méthodes de volumes finis sur maillages non-structurés. Néan-
moins, son utilisation dans la méthode LS-STAG/DCM s’est révélée étre décevante. Comme le
montreront les résultats de la section une perte de précision significative est obtenue dans les
cut-cells de petit volume, en raison de la présence de poids négatifs. Pour cette raison, nous avons
été amenés a considérer une reconstruction d’ordre 2 utilisant une interpolation barycentrique

basée sur une triangulation.

Reconstruction par triangulation (TRI)

La derniere méthode de reconstruction que nous considérons correspond a l'interpolation
barycentrique dans un des triangles formés par les centroides (;)icq1,... 43, dont le principe est

décrit dans [I]. Cette méthode est d’ordre 2 par construction, car les poids sont obtenus par la

résolution du systéme linéaire qui impose les conditions ([2.42a]) et ([2.42D)).

La premiere étape de cette méthode consiste a sélectionner trois points parmi les quatre
centroides (wi)ie{l,...A} voisins du sommet xg. Pour cela, nous considérons la triangulation du
quadrilatere évoqué ci-dessus. Parmi les quatre triangles ayant pour sommets trois des centroides,
seulement deux contiennent le point g ou l'on souhaite interpoler Tg et donnent donc des
poids positifs. Ces deux triangles sont représentés sur la figure [2.11} Pour minimiser la perte

de précision de la méthode numérique, nous considérerons le moins aplati, dont I’angle minimal
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Chapitre 2. Discrétisation précise de la diffusion en 2D avec DCM

FIGURE 2.11 — Schéma des triangles de sommets (a1, €2, x4) (bleu) et (x1, T2, x3) (rose) respec-
tivement, utilisés pour 'interpolation par triangulation.

est le plus proche de celui d’un triangle équilatéral, soit 7/3. Le triangle bleu de la figure m
vérifie cette derniere condition.

A Tissue de la premiére étape ot nous avons choisi le triangle (1, 2, 4), la deuxiéme étape

consiste alors a calculer les poids d’interpolation wq, wy et wy. Leurs valeurs s’obtiennent en

résolvant le systéme linéaire qui impose les conditions ([2.42al) et (2.42b)) :

witwrtwy = 1,
W1T1 + Woko + waxy = TS, (2.53)
W1yl + Way2 +Ways = Ys,
dont 'unique solution est [I] :
: Ay
Vie{l,...,4}, wi(zg) = , (2.54)

ou Aj, Az et Ay désignent respectivement les aires des triangles de sommets (xs, x4, x2),

(xs,x1,x4) et (xs, X2, 1), et A3 = 0 puisque x3 n’intervient pas dans la reconstruction. Cette

méthode de reconstruction, qui est en particulier une interpolation car elle vérifie la propriété de
Lagrange ([2.43]), donne des poids uniques et toujours positifs, et a ’avantage de s’implémenter
de fagon simple et peu cotiteuse dans le code LS-STAG.
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2.4.3 Autres détails de la discrétisation et résolution des systémes linéaires

Afin de compléter la discrétisation de 1’équation d’advection-diffusion de la chaleur (|1.18)),
précisons que le terme instationnaire s’écrit dans €2; ; comme :

d d
— [ Tav=v;—(Tiy), 2.55

et que le terme de convection se discrétise sur chacune des cing faces de la décomposition ([2.3)

avec une interpolation centrée antisymétrique, par exemple sur la face fluide Est :

/1‘6 (vT) -ndS= Hﬁjijumw, (2.56)
i
et sur la frontiére solide :
. T+ Tib
/4 (wT)-n dS 2o AgH 10 (2.57)
rib 2

ol vﬂoj = (u;b], v;bj) est le vecteur vitesse sur la paroi F?:’j, AS%E est le vecteur normal a la paroi
Fffj orienté vers l'intérieur du solide tel que ||AS;bj|| = [AS];‘S}, et T;? est la température sur

ib
Fi,] .

FIGURE 2.12 — Stencil utilisé pour la discrétisation de la diffusion dans la cut-cell €); ;. En
noir : le stencil a 5 points pour I'approximation a deux points. Pour la discrétisation DCM avec
reconstruction aux sommets (en rouge), les inconnues aux centroides en vert sont ajoutées au

stencil.

Le schéma d’intégration en temps est basé sur la méthode IMEX utilisée pour les équations
de Navier-Stokes et présentée dans la section Le systeme linéaire issu du traitement im-

plicite de la diffusion est résolu par le solveur multigrille parallele Hypre [33], déja configuré
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pour la méthode LS-STAG dans la theése de F. Nikfarjam [72]. Précisons que pour toutes les
reconstructions aux sommets décrites dans la section précédente, la discrétisation DCM a pour
conséquence d’augmenter le stencil du systéme linéaire dans les cellules voisines de la frontiere
immergée. En effet, la méthode originale LS-STAG/2PT avec approximation a 2 points de la
diffusion génere le classique stencil & 5 points tel que celui représenté sur la figure pour la
cut-cell §; ;. Pour la méthode LS-STAG/DCM en revanche, la reconstruction & chacun des 3
sommets fluides de €2; ; fait intervenir les inconnues aux 9 centroides voisins, tel que représenté
sur la méme figure. Ainsi, la prise en compte implicite de tous les termes du stencil de la méthode
LS-STAG/DCM permet de préserver les propriétés de stabilité du solveur LS-STAG. En outre,
les comparaisons approfondies qui seront présentées dans la section [£.4] pour les écoulements
tridimensionnels montreront que le surcoiit en ressources informatiques de la méthode DCM est

seulement marginal.

2.5 Présentation des simulations numériques

Dans la suite du chapitre, la performance des méthodes LS-STAG/2PT et LS-STAG/DCM
sera comparée sur une série de simulations numériques de complexité croissante, qui permettront
d’évaluer les différentes reconstructions aux sommets que nous avons discutées. Les différentes
variantes de la méthode LS-STAG/DCM seront labellisées de la fagon suivante :

— LS-STAG/DCM-ID1 : reconstruction d’ordre 1 avec poids par distances inverses et p = 2,

— LS-STAG/DCM-ID2 : reconstruction d’ordre 2 avec poids par distances inverses et p = 2,

obtenue par l'algorithme discuté dans [10],
— LS-STAG/DCM-LSQ : reconstruction d’ordre 2 avec poids par moindres carrés,

— LS-STAG/DCM-TRI : reconstruction d’ordre 2 par interpolation barycentrique basée sur

une triangulation.

La méthode de reconstruction par volumes inverses (IV) ne sera pas discutée car nous avons
observé qu’elle donne des résultats similaires a la méthode ID. Pour toutes les variantes de la
méthode LS-STAG, les conditions aux limites sont implémentées par la procédure décrite dans
la section 2.4.11

La précision spatiale des diverses discrétisations sera d’abord évaluée pour une solution
exacte de I’équation de la température dans une situation de conduction pure uniquement.
Ensuite, ’équation de température sera couplée aux équations de Navier-Stokes afin de simuler
un écoulement de convection naturelle bien documenté dans la littérature. L’objectif de cette
étude sera d’évaluer la performance des diverses discrétisations pour le calcul du flux de chaleur
local sur la frontiere immergée, qui est une quantité sensible du fait qu’il nécessite le calcul
du gradient de température sur la face solide des cut-cells. Pour cette configuration, 'impact

de la qualité du maillage de cut-cells (en terme de non-orthogonalité et de changement de
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volumes principalement) sera relié avec l'erreur locale commise dans les cut-cells, et permettra
de distinguer sans ambiguité la méthode de reconstruction aux sommets (TRI) qui sera utilisée

par la méthode LS-STAG/DCM pour les simulations d’écoulements tridimensionnels.

2.6 Etude de la précision spatiale : conduction dans une cellule

de Taylor-Couette

2.6.1 Description du cas-test et parametres numériques

La précision spatiale des différentes discrétisations est évaluée pour le probléeme classique
de conduction pure (équation de la chaleur avec vitesse de convection v nulle) dans une
cellule de Taylor-Couette. Les tailles du domaine et les maillages sont les mémes que celles
précédemment utilisées dans la these de Y. Cheny [19] pour le cas des équations de Navier-
Stokes. Le domaine de calcul est représenté sur la ﬁgure (a droite), tel que les deux cylindres
concentriques I'y et I'g, de rayons R1 = 1 m et Ry = 4R;, sont portés a la température 17 et
Ty. Les parametres physiques sont choisis comme A = 1W/mK, p = 1kg/m3, C, = 1J.kg/K et
Ty — T» = 1 K. La distribution radiale de température est donnée par :

Y A
YT Riln(Ri/Ry)’
qui est valable aussi bien pour des conditions aux limites de Dirichlet (Tex(R1) = T1 et Tex(R2) =
T5) que de Neumann (07Tex(R1)/0r = ¢ et 0Tex(R2)/0r = ¢R1/R2).

Tex(r) = oRiIn(r/Re) + T, (2.58)

Ay

5

FIGURE 2.13 — A gauche, domaine géométrique du cas-test avec 2y le domaine physique compris
entre les cylindres I'y et I'y; & droite, maillage du cas-test avec N = 50 cellules carrées dans les

deux directions z et y.

Le domaine de calcul est un carré de coté 10R;, discrétisé par des cellules carrées de taille
h = 10R;/N. Les propriétés des maillages utilisés sont présentées dans le tableau et le

61



Chapitre 2. Discrétisation précise de la diffusion en 2D avec DCM

maillage le plus grossier M est représenté sur la figure (& droite). La fonction level-set
utilisée pour représenter le fluide entre les deux cylindres est donnée dans [19]. Le centre des
cylindres est choisi légerement excentré avec (z¢,y.) = (0.013,0.023) pour briser la symétrie du
domaine ainsi que celle de la solution numérique, et ainsi éviter des cas particuliers de cut-cells

ou de superconvergence de la solution.

Maillage | N x N, | Nombre de cellules | Cellules cartésiennes Cut-cells
M, 50 x 50 2500 1078 (81.8%) 240 (18.2%)
M, 100 x 100 10000 4512 (90.4%) 480 (9.6%)
M3 150 x 150 22500 10298 (93.5%) 720 (6.5%)
My 300 x 300 90000 41811 (96.7%) 1440 (3.3%)

TABLE 2.1 — Propriétés des maillages utilisés pour la configuration de Taylor-Couette. Les pour-

centages sont calculés par rapport au nombre total de cellules fluides.

Temperature
0.45

FIGURE 2.14 — Isovaleurs de la solution numérique sur le maillage le plus grossier M;.

La figure 2.14] donne un apergu de la solution numérique stationnaire obtenue sur le maillage

M. Celle-ci est supposée atteinte quand la condition :

n+1 n
Jnax |T750 — T35

2 <e 2.59
Jdmax [T 22
s Q4 4 ’

faisant intervenir les dérivées en temps normalisées de la température est vérifiée avec le seuil
e=10"".
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-0.5 1 i 1 I I i~

FIGURE 2.15 — Profil de la solution numérique sur le rayon x > 0,y = 0.

2.6.2 Résultats numériques

Nous allons dans un premier temps évaluer les différentes méthodes en examinant la norme

Lo de l'erreur définie par :

e |Tij — Tex(af)|
Epe(r) = S —— (2.60)
max Tex(wij)‘
CVs Q; ’

qui est mesurée sur la totalité du domaine de calcul (cellules cartésiennes et cut-cells).

La figure [2.16] présente les résultats obtenus pour les conditions aux limites de Dirichlet et
de Neumann. La méthode LS-STAG/2PT donne clairement les moins bons résultats, avec un
ordre 1 de convergence pour le cas des conditions aux limites de Dirichlet, et une absence de
convergence pour les conditions de Neumann. Les erreurs données par toutes les variantes de
LS-STAG/DCM sont inférieures de plusieurs décades, ce qui met clairement en évidence I'intérét
de la discrétisation DCM. Notons cependant que les erreurs de LS-STAG/DCM-ID1 saturent
rapidement lorsque la grille est raffinée et tendent vers l'ordre 1, ce qui est causé par la faible
précision de la reconstruction aux sommets. Toutes les autres reconstructions (LS-STAG/DCM-
ID2, LS-STAG/DCM-LSQ, LS-STAG/DCM-TRI) présentent une convergence similaire a I’ordre
2, avec des résultats légérement supérieurs pour LS-STAG/DCM-TRI dans le cas de conditions
aux limites de Neumann.

Dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet, une quantité importante pour discriminer
les différentes méthodes est représentée par le flux de chaleur & la paroi TP, qui est une quantité
sensible des simulations car elle implique le calcul du gradient de la solution a la frontiere

immergée. Sous forme adimensionnelle, le flux de chaleur sur la paroi I'P correspond au nombre
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BC Dirichlet BC Neumann
101 T '_I_[]l T
—&— LS-STAG/2PT
—5— LS-STAG/DCM-TRI 5 &
. LS-STAG/DCM-ID2 . T
107 F —%— L5-STAG/DCM-ID1 3 107 F 3
—— L5-STAG/DCM-LSQ
—-—- 1st order slope
-------- 2nd order slope
w0ttt 3 w0ttt 3
L
agyr ol
- - o -
= 102k oA ] = 102k il
W g
i ’ i
4 o
i . i
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h h

FIGURE 2.16 — Norme L, de 'erreur sur la température pour la configuration de Taylor-Couette
avec des conditions aux limites de Dirichlet (a4 gauche) et de Neumann (& droite). Les droites de

pentes respectivement 1 et 2 sont représentées sur le graphique.

de Nusselt global :

- 1
Nu= — VT -ndS, 2.61
] (71 — 7))L Jro (2.61)

et prend une valeur identique sur la paroi des 2 cylindres (I'"" = T'y ou I'y) lorsque I'équilibre

thermique du probléme est atteint.

L’erreur commise par les différentes méthodes sur le nombre de Nusselt a la paroi des cy-
lindres est représentée sur la figure Globalement, les méthodes se comportent de fagon
similaire a ce que I'on observe pour les erreurs sur la température. En effet, les méthodes LS-
STAG/DCM permettent toutes d’obtenir de plus faibles erreurs et un meilleur ordre de conver-
gence que LS-STAG/2PT. On constate également la supériorité des reconstructions d’ordre 2
sur la méthode LS-STAG/DCM-ID1 qui est d’ordre 1. Les autres méthodes (LS-STAG/DCM-
ID2, LS-STAG/DCM-LSQ et LS-STAG/DCM-TRI) observent toutes une convergence a ’ordre
2, et donnent des résultats virtuellement identiques. Les performances de ces 3 variantes seront

analysées de facon plus approfondie dans la configuration du paragraphe suivant.

64



2.7. Convection naturelle autour d’un cylindre chauffé

Global Nusselt error

—8— LS-STAG/2PT
1074 3 7 —O— LS-STAG/DCM-TRI
E s LS-STAG/DCM-ID2
—%— LS-STAG/DCM-ID1
LS-STAG/DCM-LSQ
—-—- 1st order slope
------- 2nd order slope

105 :
102 10" 10°

FIGURE 2.17 — Erreur normalisée pour le nombre de Nusselt global sur la paroi du cylindre

extérieur. Les notations sont les mémes que pour la figure

2.7 Convection naturelle autour d’un cylindre chauffé

2.7.1 Description de la configuration

Nous allons considérer maintenant une configuration numériquement plus exigeante, ou
I’équation de température couplée avec les équations de Navier-Stokes sont résolues dans une
géométrie complexe : un cylindre chauffé placé a I'intérieur d’une cavité carrée. Ce cas-test a été
introduit par Demirdzi¢ et al [28] pour donner des résultats numériques de référence avec une
méthode de volumes finis sur maillages body-fitted curvilignes, qui ont notamment été considérés
dans [34] pour une méthode sur grilles curvilignes et dans [77] pour une méthode de frontiére
immergée. Les équations qui gouvernent ce probleme sont celles de la convection naturelle dans
I'approximation de Boussinesq, décrites dans la section[I.3] Le domaine de calcul et les conditions
aux limites sont décrits dans la figure En raison de la symétrie du probléme, le domaine de
calcul ne prend en compte que la moitié de la cavité, et la géométrie complexe est représentée
par la moitié de la section du cylindre chauffé.

Comme définies dans [28], les propriétés du fluide et du domaine sont : longueur du domaine
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FIGURE 2.18 — Domaine de calcul et conditions aux limites pour le cas-test de convection natu-

relle (les longueurs sont données en metres).

L = 1m, densité p = 1kg - m™3, gravité ¢ = 1m - s~2, coefficient de dilatation thermique
B = 0.1K™!, diffusivité thermique x = 10~*m?-s~!, viscosité dynamique g = 103 kg-m~!.s~!
et différentiel de températures Ty — T = 1 K. Ces parameétres donnent un nombre de Rayleigh

Ra = 10% et un nombre de Prandtl Pr = 10, définis dans le chapitre 1 par (1.23)) et (1.24).
La cavité rectangulaire, de taille [-L/2,0] x [-L/2, L /2], contient un demi-disque solide noté

I le cylindre chauffé, et de rayon R = 0.2m placé contre la paroi Est, son centre ayant pour
coordonnées (0,0.1). Sur I'P est imposée une température constante de Ty = 1K. Sur le mur
de la paroi Ouest (& x = —0.5) est imposée une température constante de T = 0K. Les parois
Nord et Sud sont adiabatiques, alors que sur les parois Ouest et I des conditions de Dirichlet
sont imposées. Pour les vitesses u et v, des conditions de non-glissement sont imposées sur les
parois solides. Enfin sur la paroi verticale a I’Est, des conditions de Neumann sont utilisées afin

d’imposer la symétrie de la solution.
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2.7. Convection naturelle autour d’un cylindre chauffé

Notre étude portera essentiellement sur I’évaluation fine du calcul des gradients discrets sur la
frontiere immergée par les différentes variantes de la méthode LS-STAG/DCM, en considérant
dans un premier temps le nombre de Nusselt global comme dans la configuration de
Taylor-Couette, mais surtout en considérant la distribution des valeurs locales de cette quantité
le long du cylindre chauffé ', avec 'objectif d’identifier la meilleure variante de reconstruction

aux sommets.

2.7.2 Parameétres des simulations

Les simulations avec la méthode LS-STAG sont réalisées sur une série de maillages M; — M5
composés de cellules carrées cartésiennes, et obtenus en doublant le nombre de cellules dans
chaque direction (cf. tableau . Le maillage le plus grossier M est représenté sur la figure m
(droite), et nous mentionnons que le troisieme niveau de maillage, M3, posséde le méme nombre
de cellules que celui utilisé pour les données de référence [28]. Afin de comparer les résultats
LS-STAG avec une méthode numérique plus classique de volumes finis non-structurés, nous
avons aussi étudié les solutions avec le logiciel FLUENT® (V15.07) sur une série de maillages
curvilignes L1-L5 (voir [2.19] (gauche)) de haute qualité, raffinés prés du cylindre chauffé, et
qui possedent le méme nombre de cellules (fluides, cut-cells, et solides) que les maillages LS-
STAG. Les simulations FLUENT® ont été réalisées avec le solveur incompressible (« pressure-
based »), 'algorithme stationnaire SIMPLE, et des discrétisations spatiales du second ordre :
schéma QUICK pour la convection, Green-Gauss « node-based » pour le gradient, et « body-
force weighted » pour l'interpolation de la pression, qui est recommandée pour les probléemes de

convection naturelle.

Maillage | N, x N, | Nombre de cellules | Cellules cartésiennes Cut-cells
M,y 32 x 64 2048 1764 (86.1%) 51 (2.5%)
My 64 x 128 8192 7111 (86.8%) 102 (1.2%)
Ms 128 x 256 32768 28548 (87.1%) 205 (0.63%)
My 256 x 512 131072 114390 (87.3%) 410 (0.31%)
Ms 512 x 1024 524288 457993 (87.4%) 819 (0.16%)

TABLE 2.2 — Propriétés des maillages utilisés pour la convection naturelle autour d’un cylindre

chauffé. Les pourcentages indiqués sont calculés par rapport au nombre total de cellules.

Afin de compléter la discrétisation LS-STAG des équations de Navier-Stokes qui sera pré-
sentée dans la section précisons que le terme (volumique) de flottabilité p(B(T — Tw))gey
apparaissant dans la composante verticale de I’équation de quantité de mouvement (1.21)) se

discrétise dans le volume de controle €2} ; comme :
2

[, o3 = T))gey AV = S(Vig + Vigsa)ps

0,3

<Vi,jTi,j + Vijr1Tij+1

~To )9, (262
Vij+ Vij+ Oo) g (2:62)
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FIGURE 2.19 — Maillages utilisés pour les simulations avec la méthode LS-STAG, ici sur M; (a

droite), et avec FLUENT® sur un maillage de densité comparable (& gauche).

en utilisant I'interpolation volumique utilisée dans la these de Y. Cheny [19] pour les écoulements
viscoélastiques.

Pour les simulations LS-STAG et FLUENT®, nous considérons que ’état stationnaire est
atteint lorsque la condition avec € = 1077 est vérifiée pour la vitesse et la température,
mais aussi lorsque I’équilibre thermique de I’écoulement est réalisé, i.e. lorsque la différence des
nombres de Nusselt globaux entre la paroi Ouest et le cylindre chauffé T'P est inférieure
au seuil € = 1076,

La figure [2.20] présente un profil final de température obtenu sur le maillage My avec la
méthode LS-STAG/DCM.

2.7.3 Indicateurs de qualité d’un maillage de cut-cells

Afin de motiver cette partie, considérons les lignes d’iso-température représentées sur la
figure 2:20] qui montre notamment la présence d’une couche limite thermique beaucoup plus
prononcée que pour le probleme linéaire de conduction dans la cellule de Taylor-Couette. Pour

cet écoulement qui couple de maniere non linéaire le transport de quantité de mouvement et
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FIGURE 2.20 — Iso-contours de la température obtenus par la méthode LS-STAG/DCM-TRI sur
le maillage Mjy.

d’énergie, la précision du calcul du gradient de température sur la frontiere immergée sera
fortement dépendante de la qualité des cut-cells, et notamment de leur non-orthogonalité « : par
exemple, la discrétisation DCM du flux diffusif fait croitre la composante non-orthogonale
lorsque la non-orthogonalité de la face augmente, i.e. lorsque la qualité de la cut-cell se dégrade.

Les problemes de qualité de maillage sont bien connus des méthodes non structurées, et de
nombreux indicateurs ont été définis pour quantifier le plus objectivement possible la déviation
d’un maillage du cas ”idéal“, composé de cellules carrées uniformes ou I'erreur de troncature est
minimale. L’objectif de ce paragraphe est d’identifier les indicateurs de qualité pour maillages
non-structurés qui sont les plus pertinents pour la discrétisation LS-STAG/DCM du flux diffusif,
et de les adapter a un maillage de cut-cells. Cela permettra d’évaluer de fagon objective, pour
la premiere fois a notre connaissance, la qualité d’'un maillage de cut-cells. Ensuite, une étude
fine reliera les erreurs locales commises par les différentes méthodes dans les cut-cells a ces
indicateurs, et permettra de clairement distinguer la méthode de reconstruction aux sommets la

plus performante.

Lien entre qualité du maillage et erreur de discrétisation

Pour les problemes complexes en mécanique des fluides numérique, la grille est généralement
non-uniforme (notamment pour densifier les cellules dans les régions de fort gradient, comme les
couches limites) et les cellules pres de la géométrie complexe peuvent étre fortement déformées,

de telle sorte que la précision et la convergence des simulations en sont fortement dégradées. Cette
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Chapitre 2. Discrétisation précise de la diffusion en 2D avec DCM

difficulté concerne aussi bien les maillages structurés que non structurés. Pour illustrer les effets
de la non-uniformité d’un maillage, considérons ’exemple unidimensionnel décrit dans [46], qui
concerne l'erreur de troncature de la formule de différence finie centrée pour la dérivée premiere

sur le maillage non-uniforme représenté sur la figure [2.21

Ax; Az

° ° T
Ti—1 Zq Lit1

FIGURE 2.21 — Maillage 1D non uniforme, dont les noeuds de discrétisation sont notés x;_1, x;

et Tiy1.

Les formules de Taylor pour une fonction ® discrétisée aux points a; sont :

0P 1. o [0%°® 1, 5(0%@® 4
0® 1 o [ 0?® 1 5 [(03® 4
q)i-H = q)i + Aa:i_H (&E)Z + §Al‘i+1 (W)Z + gAfL‘H_l % i +0 (ACCZ'_H ) . (263b)
En faisant la différence de ces équations, on obtient la formule de différence finie centrée :
iy —D; 4 <8®>
— () 14, 2.64
Ax; + Aziyq oz /; T (2:64)

dont ’erreur de troncature locale 7; :

1 *® 1Az? 4+ Az (9°® A
we gt =W (53) iR () o anat). e

fait intervenir le ratio de “volumes” RV :

A.CEZ'
- )
Aripq

RV,

(2

(2.66)

qui compare la taille des deux cellules voisines, et permet de quantifier les effets de la non-
uniformité du maillage. En effet, sur un maillage non-uniforme (RV # 1) le premier terme de
I’erreur de troncature ne s’annule pas et la formule est dominée par des erreurs
du premier ordre. Mais dans le cas particulier ot le maillage est quasiment uniforme avec RV
suffisasamment proche de 1, le premier terme de 7; devient négligeable et on retrouve la précision
au second ordre de la formule usuelle (®;11 — ®;_1)/2Az d’un maillage uniforme. Cet exemple
simple permet de relier en 1D ’erreur de discrétisation d’'une méthode numérique avec la quantité
RV, aussi appelée smoothness dans la littérature, qui porte uniquement sur les caractéristiques
géométriques de la grille.

L’indicateur de qualité RV, qui peut se généraliser en 2D et 3D respectivement en utilisant

I’aire et le volume des cellules, est couramment utilisé pour évaluer la qualité des maillages non
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2.7. Convection naturelle autour d’un cylindre chauffé

structurés, et il est notamment considéré par le solveur commercial FLUENT® [40)]. La figure m
présente deux maillages 2D avec des RV différents : 'un avec un RV proche de 1 pour toutes les

cellules (a gauche), et un autre avec des variations importantes de volumes (& droite).

FIGURE 2.22 — A gauche : cellules 2D a faible variation de volumes (RV proche de 1). A droite :

cellules a forte variation de volumes (RV proche de 0 selon la convention que nous fixons).

Un autre indicateur géométrique permet d’évaluer la non-orthogonalité du maillage, propriété
qui a une influence directe sur le calcul des gradients discrets comme le montreront les résultats
de ce chapitre. La figure [2.23| représente une partie de maillage non structuré avec les notations
utilisées dans le guide utilisateur de FLUENT® [40] : @ représente le vecteur joignant le centroide
des cellules ayant la face ¢ en commun, et XZ le vecteur normal a la face . La non-orthogonalité

d’une cellule () est alors quantifiée par 'indicateur :

0Q|g = min ————, (2.67)
T A

dont la valeur est comprise entre 0 et 1. Pour un maillage orthogonal, par exemple cartésien,
le vecteur normal aux faces Z est parallele au vecteur < joignant les centroides, ce qui donne
0Qlq, = 1, tandis qu’une cellule trés déformée correspond a OQ)|(, ~ 0. Précisons également que
0Q)|, correspond au cosinus de ’angle a apparaissant dans la contribution “non-orthogonale”
du flux diffusif , ce qui illustre le lien entre les caractéristique géométriques du maillage
et les formules de discrétisation.

Un autre indicateur permet de caractériser I'erreur de “déviation du centre de la face”, aussi
appellée skewness dans la littérature, qui permet de quantifier I’erreur de discrétisation commise
par une formule de quadrature pour évaluer les flux aux faces d’une cellule. Prenons I’exemple
tiré de [68], o le centre f de la face et le point d’intersection f’ de la droite joignant les centroides
avec la face ne sont pas confondus. Dans le cas de cellules cartésiennes f = f’, et la formule de
quadrature du point milieu combinée a une approximation & 2 points des gradients conduisent a
une approximation du flux diffusif au second ordre globalement. D’apres [68, [35], la formule de
quadrature du point milieu perd sa précision au second ordre lorsque f et f’ sont éloignés, et ces
auteurs présentent des algorithmes itératifs pour préserver la précision globale des flux discrets

sur maillages non-structurés. Néanmoins, 1’étude que nous présenterons dans la section
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FIGURE 2.23 — Quantités utilisées pour évaluer la non-orthogonalité (2.67) des maillages non

structurés (tiré de [40]).

montrera que U'indicateur de skewness n’est pas pertinent pour la méthode LS-STAG/DCM.

FIGURE 2.24 — Cellules présentant une erreur de skewness : la droite joignant les centroides F

et C n’intersecte pas le centre f de la face (tiré de [68])

Enfin, un dernier indicateur contribuera a notre discussion sur la qualité des maillages LS-
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2.7. Convection naturelle autour d’un cylindre chauffé

STAG. Il s’agit de la position du projeté orthogonal du centroide sur la face par rapport a la
frontiere immergée. Nous étudierons cet indicateur plus loin dans ce manuscrit.

Dans la suite de cette section, nous allons définir pour un maillage de cut-cells les deux
indicateurs que nos simulations numériques ont montré étre les plus pertinents (RV et OQ),
afin de les mettre en lien avec les résultats de nos simulations. Les deux autres indicateurs

géométriques (skewness et projeté orthogonal) seront discutés dans le paragraphe m

Formulation des critéres de non-orthogonalité et de rapport de volumes pour un

maillage cut-cells

L’indicateur de non-orthogonalité (2.67) peut aisément s’étendre a un maillage de cut-cells a
partir des notations utilisées pour le flux DCM (2.21)). En notant af ’angle de non-orthogonalité
relatif a chacune des faces fluides f d’une cellule fluide ©; ;, 'expression (2.67) devient :

0oQl;; = fgﬁnj cos a, (2.68)

qui prend des valeurs entre 0 et 1. Pour une cellule cartésienne loin de la frontiere immergée,
0]6] i = 1 car af = 0 sur toutes les faces. Lorsqu’on s’éloigne du cas cartésien, oy croit vers
/2 de telle fagon que OQ)| ;=0 indique que le gradient discret possede une forte composante
non-orthogonale sur une des faces fluides de la cellule.

Dans le cas d’'un maillage de cut-cells, I'indicateur RV se généralise de fagon a comparer
le volume d’une cellule ); ; avec celui des cellules voisines, soit :

‘/i .
L (2.69)

RV|. . = min
i (k,)eNb Vi ;'

ou Nb désigne les cellules fluides voisines de (); ;. Par exemple en 2D, les quatre cellules voisines
de Q;; sont Q;115, Qi j+1, Qi—1,j et €; ;-1 dans le cas ou aucune n’est solide. Plus RV|Z-J- est
proche de 0, plus la cellule €2; ; est petite par rapport a ses voisines, et le cas RV|M =1
correspond au cas d’un maillage cartésien uniforme, ou la précision d’'une méthode numérique

est optimale. Notons que pour les maillages de cut-cells formés de cellules cartésiennes uniformes

que nous considérons, nous avons :
0<RV[;; <1, (2.70)

car toutes les cut-cells possedent au moins une cellule voisine totalement fluide.

Etude de la qualité des maillages LS-STAG et Fluent®

Pour les maillages LS-STAG utilisés pour I’écoulement de convection naturelle, la figure
montre le nombre de cut-cells triées selon les deux indicateurs de qualité orthogonale OQ ([2.68)
et de ratio de volumes RV (le nombre de cut-cells des maillages est indiqué dans le ta-
bleau . On rappelle que les indicateurs OQ et RV ont des valeurs comprises dans [0, 1] et
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des valeurs proches de 0 indiquent des cut-cells dégradées. Premiérement, on peut voir qu’au-
cune cut-cell ne posséde une non-orthogonalité tres élevée, du fait que pour des cellules carté-
siennes de taille Ax x Ay, la valeur minimale de cosa pour toutes les faces de la cellule est
min (Aaj /A2 + Ay2, Ay/ \/W), ce qui donne une valeur minimale de v/2/2 dans le
cas de cellules carrées utilisées pour cet écoulement. La qualité d’orthogonalité du maillage cur-
viligne de FLUENT®, que ’on peut voir sur la figure est cependant bien supérieure avec
une valeur de OQ d’environ 0.95 pres du cylindre.

Concernant l'indicateur de ratio de volumes, on constate qu’'une petite portion des cut-cells
posséde un tres faible RV, ce qui indique un grand changement de volumes : 5% des cut-cells sont
telles que 1/RV > 100. En comparaison, la valeur maximale de 1/RV est seulement de 1.25 pour
les maillages curvilignes de FLUENT®. On peut également constater que la valeur maximale
de 1/RV augmente en raffinant le maillage, ce qui montre qu’il y a de plus en plus de tres
petites cut-cells dont la taille relative peut étre arbitrairement petite, ce qui ne peut arriver
pour l'indicateur OQ.

En résumé, nous avons observé que la non-orthogonalité des maillages LS-STAG n’est pas
tres forte, car pour des cellules carrées nous avons toujours OQ > v/2/2. Par contre, la valeur
de RV peut étre arbitrairement petite, et il est pertinent de visualiser dans la figure ces
petites cut-cells : a gauche le RV reste modéré, tandis qu’a droite la cut-cell avec un tres faible
RV correspond a une tres petite cut-cell triangulaire entourée de grandes cellules pentagonales,
trapézoidales ou cartésiennes. Ainsi, la quantité RV est un indicateur de 'occurrence du « small
cut-cell problem » qui perturbe la stabilité et la précision de la plupart des méthodes de cut-cells
[99, 54}, [86]. Dans la suite, nous étudierons les erreurs de la distribution du flux de chaleur sur la
frontiere immergée pour évaluer la précision des différentes variantes de la méthode LS-STAG,
et relier les erreurs commises dans une cut-cell avec la valeur de l'indicateur RV, qui se révele
étre I'indicateur de qualité de maillage le plus pertinent pour LS-STAG. Des résultats utilisant

les autres indicateurs de qualité, dont OQ, seront présentés a la fin du chapitre.

2.7.4 Résultats numériques
Nombre de Nusselt global

Le tableau présente la valeur de I’équilibre thermique obtenu a convergence des simula-
tions. Pour toutes les variantes LS-STAG, y compris la variante 2PT, on observe que cet équilibre
n’a pas pu étre vérifié sur tous les niveaux de maillages pour le seuil € = 107% que nous avions
défini. Ce probleme de convergence, que nous attribuons a I’amplification non-linéaire d’erreurs
d’arrondis dans les cellules de mauvaise qualité, est aussi observé par FLUENT® sur le maillage
le plus fin. Le fait que I’équilibre thermique est plus difficile a respecter sur des maillages de
cut-cells de moindre densité est certainement dii a la qualité inférieure d’un maillage de cut-cells

par rapport a un maillage curviligne. Néanmoins, 1’équilibre thermique atteint par toutes les
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FIGURE 2.25 — Histogramme des cut-cells selon les indicateurs OQ (2.68]) et RV (2.69) pour

la série de maillages LS-STAG M; — Mj. Précisons que I'histogramme du ratio de volumes est

présenté avec 1/RV en abscisse logarithmique, afin de plus facilement identifier les cellules de

petite taille (1/RV — o0).
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FIGURE 2.27 — Exemples de cut-cells possédant une valeur de RV modérée (a gauche) et tres

petite (& droite, cut-cell inférieure droite).

simulations permet d’estimer le nombre de Nusselt global avec autant de chiffres significatifs
que Demirdzié¢ et al [28], qui donnent Nu ~ 7.384.

La figure compare la convergence en maillage du nombre de Nusselt global (2.61)) des
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différentes méthodes. Indépendamment de la discrétisation du gradient qui est utilisée, toutes
les variantes de la méthode LS-STAG convergent vers la méme valeur Nu ~ 7.380, tandis que
FLUENT® donne Nu ~ 7.383 sur le maillage le plus fin. Remarquons aussi que sur les deux
maillages les plus grossiers, les simulations de FLUENT® donnent un résultat plus précis que
LS-STAG. La légeére supériorité de FLUENT® est certainement due a la meilleure qualité de ses

maillages curvilignes pres de la géométrie complexe, comme discuté précédemment.

- M, Mo M3 M,y M;
LS-STAG/2PT | 9.287 x 1078 | 9.495 x 1078 | 1.646 x 10~7 | 2.086 x 1079 | 1.138 x 1077
/DCM-ID1 9.150 x 1078 | 9.509 x 10=% | 2.057 x 1077 | 7.551 x 107¢ | 1.187 x 10~7
/DCM-ID2 9.111 x 1078 | 1.996 x 1075 | 5.042 x 1076 | 6.428 x 1076 | 1.188 x 10~7
/DCM-LSQ | 9.106 x 1078 | 9.488 x 10~ | 2.060 x 10~7 | 9.479 x 1076 | 1.188 x 1077
/DCM-TRI | 9.118 x 1078 | 9.491 x 1078 | 1.861 x 1079 | 6.008 x 1076 | 1.188 x 1077
FLUENT® 1.716 x 10712 | 2.383 x 10712 | 2.218 x 10712 | 4.292 x 10712 | 1.212 x 1076

TABLE 2.3 — Valeurs de 'équilibre thermique atteintes par les différentes méthodes.

Distribution des Nusselt locaux sur la frontiére immergée

Etudions maintenant plus en détail la qualité de la discrétisation DCM des gradients dans
les cut-cells, en considérant la distribution du nombre de Nusselt local sur la surface du cylindre
chauffé.

Afin de quantifier 'ordre de 'approximation de cette quantité, nous considérons en premier
I’erreur Lo sur les nombres de Nusselt locaux, calculés au centre de chaque cut-cell proche de
P, en prenant comme référence la solution donnée par FLUENT® sur le maillage le plus fin Ls.

Cette erreur s’écrit :

>IN et — Nu; ;|
_ [[Nuger — Nul[o _ i

E#(Nu) =
> N ref|”
Qqﬂ]

et est reportée dans la figure pour les différentes méthodes LS-STAG. On constate une nette
supériorité des méthodes LS-STAG/DCM avec reconstruction au second ordre sur les méthodes
LS-STAG/2PT et LS-STAG/DCM-ID1, qui ne permettent pas de converger vers la solution. Une

convergence au premier ordre est par contre observée par les méthodes LS-STAG/DCM avec

2.71
Nl 271)

reconstruction d’ordre 2 (LSQ, ID2 et TRI), ce qui correspond bien au degré de précision sur
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FI1GURE 2.28 — Convergence du nombre de Nusselt global en fonction du nombre de cellules
fluides pour les maillages M; /Ly & Ms/Ls.

les gradients de la solution donné par une méthode du second ordre. On observe également que
parmi ces trois variantes, les méthodes LS-STAG/DCM-ID2 et LS-STAG/DCM-TRI donnent
les meilleurs résultats qui sont quasiment identiques. Par contre, la méthode LS-STAG/DCM-
LSQ présente des résultats bien inférieurs aux deux autres variantes, et nous verrons dans le
prochain paragraphe que les irrégularités de son taux de convergence sont causées par sa grande

sensibilité aux petites cut-cells.

Considérons maintenant la distribution des nombres de Nusselt locaux le long des parois
solides, afin de mieux comprendre le comportement des variantes de la méthode DCM. En
premier lieu, nous reportons sur la paroi verticale Ouest le profil Nu,, olt y correspond au
centre de la face solide des cellules cartésiennes ot le flux diffusif est calculé. La figure [2:30]
présente les valeurs obtenues par toutes les variantes de LS-STAG et les valeurs de référence
[28]. Sur cette paroi ol sont uniquement présentes des cellules cartésiennes et non des cut-cells,
les gradients sont calculés avec précision et les profils de toutes les variantes de la méthode

LS-STAG coincident avec les valeurs de référence [28].
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FIGURE 2.29 — Norme Lo normalisée des erreurs des nombres de Nusselt locaux calculées par

rapport & la solution de référence FLUENT®. La droite de pente 1 est tracée sur le graphique.

La distribution du nombre de Nusselt sur la frontiere immergée I, ot les cut-cells sont
présentes, permettra de mieux discriminer les méthodes. Les figures et présentent les
profils obtenus avec les variantes de la méthode LS-STAG sur le maillage My, le profil de réfé-
rence obtenu par FLUENT® sur le maillage le plus fin L5, ainsi que les valeurs de référence données
dans [28]. Dans I'objectif de quantifier 'influence de la qualité des cut-cells sur la précision des ré-
sultats, les profils sont colorisés selon les valeurs que prend l'indicateur RV . Premierement
on peut observer que le profil donné par la méthode LS-STAG/2PT présente de larges oscilla-
tions point a point. L’amplitude de ces oscillations est directement corrélée a la valeur de RV, ce
qui montre la grande sensibilité de I’approximation a 2 points des gradients a la qualité des cut-
cells. L’utilisation de schémas diamants permet alors de diminuer considérablement I'amplitude
des oscillations pour les méthodes LS-STAG/DCM-ID1 et LS-STAG/DCM-LSQ. Néanmoins,
ces profils présentent encore quelques oscillations dans les cut-cells a faible RV, causée par le
manque de précision des reconstructions aux sommets utilisées. En particulier, les carences de

la reconstruction de moindres carrés LSQ, qui est formellement du second ordre, seront identi-
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20 T

—— LS-STAG
B Demirdzic et al. (1992)
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y

0.5

F1GURE 2.30 — Profil du nombre de Nusselt local sur la paroi Ouest obtenu par la méthode

LS-STAG sur le maillage My (toutes les variantes donnent un profil confondu a cette échelle).

fiées dans le paragraphe [2.7.5] En revanche, les profils obtenus avec les autres méthodes d’ordre
2 (LS-STAG/DCM-ID2 et LS-STAG/DCM-TRI) sont virtuellement exempts d’oscillations, et
coincident parfaitement avec les résultats de référence.

Pour chaque discrétisation de la diffusion, les figures a montrent les profils locaux
ainsi que les erreurs locales en fonction de 1/RV pour tous les maillages M; — Ms. Pour les
méthodes LS-STAG/2PT, LS-STAG/DCM-ID1 et LS-STAG/DCM-LSQ, on observe que les er-
reurs croissent exponentiellement avec 1/RV, ce qui montre clairement que les petites cut-cells
sont la source des erreurs de discrétisation. Par contre, il est remarquable d’observer que pour
les discrétisations les plus précises (LS-STAG/DCM-ID2 et LS-STAG/DCM-TRI), les erreurs
sont virtuellement indépendantes de la valeur de RV, et restent constantes méme lorsque RV
devient trés grand. En outre, 'amplitude des oscillations des profils LS-STAG/DCM-ID2 et LS-
STAG/DCM-TRI diminue lorsque le maillage est raffiné, contrairement aux profils donnés par
LS-STAG/2PT et LS-STAG/DCM-ID1 ou elles ont tendance & s’amplifier. Ces résultats illus-
trent donc pleinement la robustesse des méthodes LS-STAG/DCM-ID2 et LS-STAG/DCM-TRI,
qui permettent de construire des discrétisations précises indépendantes de la taille et de la forme
des cut-cells.

Finalement, dans le but de donner une mesure quantitative des oscillations générées par les
différentes variantes de discrétisation du gradient, le tableau [2.72] compare la variation totale
(VT) du profil des nombres de Nusselt sur le cylindre I'P :

1 NCC

Nuj1 — Nuy
NCC

VT =
Oiv1 —0;

(2.72)

)

i=1

ol N est le nombre de cut-cells sur T'P. Pour un maillage donné, la plus petite valeur de
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FI1GURE 2.31 — Profil du nombre de Nusselt en fonction de 'angle 6 qui paramétrise la frontiere
immergée, pour les méthodes LS-STAG/2PT, LS-STAG/DCM-ID1 et LS-STAG/DCM-LSQ sur

le maillage M,. La coloration des données est faite en fonction du ratio de volumes (RV).
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FIGURE 2.32 — Profil du nombre de Nusselt en fonction de I’angle # qui paramétrise la frontiere
immergée, pour les méthodes LS-STAG/DCM-ID2 et LS-STAG/DCM-TRI sur le maillage Mjy.

La coloration des données est faite en fonction du ratio de volumes (RV).

VT permet d’identifier la solution numérique qui est la moins oscillante. Ce tableau confirme
I’analyse réalisée a partir des résultats des figures a Pour LS-STAG/2PT et LS-
STAG/DCM-ID1, les variations totales croissent significativement en raffinant le maillage, tan-
dis que pour LS-STAG/DCM-LSQ), la croissance de VT est plus modérée en raison de la plus
grande précision formelle de la reconstruction aux sommets. Pour les autres méthodes au se-
cond ordre LS-STAG/DCM-ID2 et LS-STAG/DCM-TRI cependant, les variations totales restent
constantes et confirment 1’évaluation qualitative donnée par les figures Les méthodes
LS-STAG/DCM-ID2 et LS-STAG/DCM-TRI sont de loin les méthodes les plus précises, avec
une valeur des VT légerement plus faible pour LS-STAG/DCM-TRI. C’est cette derniére mé-

thode que nous utiliserons dans les prochains chapitres, en raison de la précision de ses résultats
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FIGURE 2.33 — A gauche, de haut en bas : distributions des nombres de Nusselt locaux le long du
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et des avantages apportés par son implémentation pratique, comme discuté dans la section [2.4.2]

My Mo M3 My Ms
LS-STAG/2PT 80.10 | 163.6 | 364.2 | 671.5 | 1345
LS-STAG/DCM-ID1 | 15.44 | 28.70 | 67.21 | 119.9 | 245.5
LS-STAG/DCM-ID2 | 9.430 | 8.440 | 8.837 | 8.179 | 8.291
LS-STAG/DCM-LSQ | 14.35 | 13.12 | 15.33 | 13.89 | 20.60
LS-STAG/DCM-TRI | 8.931 | 7.798 | 8.248 | 7.606 | 7.724

TABLE 2.4 — Variations totales (2.72)) du nombre de Nusselt local pour les différentes variantes

de discrétisation du gradient sur les maillages M7 — M5.

2.7.5 Résultats complémentaires sur les indicateurs de qualité de maillages

Dans ce paragraphe, une étude est réalisée pour les indicateurs géométriques discutés dans
la section [2.7.3] qui, lorsque confrontés aux résultats obtenus sur la distribution du nombre
de Nusselt sur le cylindre chauffé, sont apparus moins pertinents que l'indicateur de ratio de
volumes RV pour évaluer la qualité d’un maillage de cut-cells. Néanmoins, cette discussion
permet d’approfondir le lien entre les caractéristiques géométriques d’une cut-cell et les erreurs
données par les variantes de la méthode DCM et, en particulier, elle permet de donner des

éclaircissements sur la précision de la reconstruction aux moindres carrés LSQ dans les cut-cells.

Indicateur de la non-orthogonalité des cut-cells

La figure présente les erreurs sur les nombres de Nusselt locaux en fonction de I'indica-
teur de non-orthogonalité OQ . Comme attendu, les erreurs de la méthode LS-STAG/2PT
croissent avec la non-orthogonalité des cut-cells. Cependant, la figure met en évidence la su-
périorité des méthodes LS-STAG/DCM. De méme que pour Uindicateur RV, les erreurs des
méthodes LS-STAG/DCM-ID2 et LS-STAG/DCM-TRI sont indépendantes de la valeur de OQ),
ce qui confirme la bonne correction de la non-orthogonalité. Mais a la différence de I'indicateur
RV, les erreurs des méthodes LS-STAG/DCM-ID1 et LS-STAG/DCM-LSQ ne sont pas locali-
sées dans les cut-cells qui ont la plus forte non-orthogonalité, ce qui montre que cet indicateur
n’est pas aussi précieux que RV pour identifier les cut-cells ou la discrétisation peut poser des

problémes.

Indicateur de la déviation au centre d’une face fluide (skewness)

Un autre indicateur géométrique discuté dans la section [2.7.3] est la déviation au centre
d’une face fluide, ou skewness, qui mesure la distance entre le centre f d’une face et le point
d’intersection f’ entre la face et la droite joignant les centroides voisins. D’apres [68, [35], plus

cette distance est grande et plus la quadrature des flux au centre de la face perd de sa précision.
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Pour définir cette quantité dans un maillage de cut-cells, considérons les notations présentées

dans la figure [2.39| : azfgzﬂj ) est le milieu de la face fluide commune aux cellules Q5 et Qig1,
zﬁfgzﬂ’] ) est le point d’intersection entre le segment joignant les deux centroides voisins et la

face fluide, et dz(zj— L9) est 1a longueur de la portion fluide de la face.

FIGURE 2.39 — Notations utilisées pour définir la déviation au centre (skewness) de la face fluide

commune a £); ; et ;41 ;.

L’indicateur de skewness est la quantité sans dimension suivante :

1,] %]
(k,l)END d(’E 1)

(2.73)

ou Nb est I'ensemble des indices des cellules voisines de §); ;. La normalisation par la dis-

tance dgi-’l) permet de ramener cette quantité, comme les précédentes, entre 0 (forte déviation)
£(kD) _ ~f(

et 1 (aucune déviation). En outre, 6;; > 0.5 car la distance [|z;;

1 (kg . £,(k,l
der §d§7j ), puisque a:z-é. )

La figure [2.40] présente les erreurs des nombres de Nusselt locaux en fonction de I'indicateur

est au milieu de la face fluide.

(2.73)) sur le maillage My. Pour toutes les méthodes d’interpolation, on constate qu’il n’y a pas de
croissance de l'erreur lorsque la skewness augmente et méme, pour les méthodes ID1 et LSQ en
particulier, les erreurs les plus grandes sont obtenues pour des valeurs modérées de la skewness.

Nous considérons donc que cet indicateur n’est pas pertinent pour notre méthode de cut-cells.

Indicateur de la distance signée du projeté aux faces

Le dernier indicateur géométrique discuté dans la section est la distance signée entre

le projeté orthogonal du centroide sur la face et le point d’intersection entre la frontiére solide

L.9)

est le projeté orthogonal
0.

et la face. La figure [2.41| représente cette situation, ou [wproj],gf;_

du centroide 5'31%-1,3' sur la face séparant les cut-cells Q; ; et ;11 5, et [x est le point
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(i+1.9)
12
est dans la partie solide, négative sinon.

d’intersection entre la frontiere immergée et cette face. La quantité [dP ]
proj](i‘_f‘l,j)
i,

est signée dans

le sens ou elle sera positive si le projeté [z
roj1(i+1,3) _ 1,,ib(i+1,)
P J]i,j =[x ]” .

Elle sera nulle si [z

FIGURE 2.41 — Notations utilisées pour définir la distance signée du projeté orthogonal du

centroide ccgru sur la face Est de la cut-cell €); ;.

Dans leur analyse de la méthode de schémas diamants, Bertolazzi & Manzini [10] ne consi-
deérent que des maillages ou le projeté orthogonal des centroides est situé a 'intérieur d’une
face, correspondant a [dpfoj]gf;rlfj) < 0. Cette restriction est imposée car, au lieu de calculer un
gradient discret entre deux centroides voisins, deux demi-gradients sont implémentés de chaque
cOté de la face a partir des projetés orthogonaux des centroides. Pour imposer la conservation
locale des flux, une interpolation de ces deux demi-gradients est alors utilisée, qui conduirait a
des poids négatifs si les projetés orthogonaux étaient situés hors de la face. Néanmoins, dans un

maillage de cut-cells, les projetés orthogonaux peuvent se retrouver dans la partie solide de la

face, comme pour la cut-cell de la figure [2.41| ou [dproj]gf;r L) 5 0,

Afin d’étudier I'influence de ces cas particuliers sur I'erreur commise dans les cut-cells, nous
i o , . .y (kL
allons définir un indicateur basé sur la distance projetée [dPrOJ]E p ) sur chacune des faces de la

cut-cell €; ;, ce qui conduit & la définition suivante :

. 1 . k l)
AP = max —[qrroitk 2.74
b (k,[)END h[ ]” ’ (2.74)
ou h est le pas de discrétisation Az; ou Ay; selon la face que 'on considére. L’indicateur dg;oj
prend des valeurs dans [—1,1] car normé par le pas de discrétisation h. Des valeurs positives
indiquent que le projeté est situé dans le solide, d’autant plus éloigné de l'intersection avec la
frontiere que la valeur est grande. Autrement dit, le pire cas est quand dﬁ;-oj est proche de 1,

tandis que le meilleur cas est situé entre —1 et 0.

92
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FIGURE 2.42 — Erreurs des nombres de Nusselt locaux en fonction de 'indicateur de distance du
projeté (12.74]) pour les différentes méthodes LS-STAG, sur le maillage Mjy.
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Chapitre 2. Discrétisation précise de la diffusion en 2D avec DCM

La figure[2.42) montre la distribution des erreurs sur le nombre de Nusselt local en fonction de
cet indicateur. Pour les interpolations les moins précises (2PT, ID1), la figure montre clairement
que les erreurs les plus grandes sont commises dans le cas ou d%oj > 0, qui correspond aux
cut-cells ol un des quatre centroides voisins est projeté orthogonalement dans la partie solide
des faces. De plus, ces erreurs croissent lorsque dﬁ E-Oj augmente. Pour les interpolations les plus
précises ID2 et TRI, la tendance est moins prononcée, et on peut raisonnablement estimer que
les erreurs commises par ces méthodes sont indépendantes de la position du projeté orthogonal,
ce qui illustre une fois de plus la robustesse de ces interpolations.

Les résultats donnés par la méthode LS-STAG/DCM-LSQ nécessitent quelques commen-
taires. On rappelle que la reconstruction par moindres carrés LSQ, formellement d’ordre 2,
est une technique tres répandue dans les méthodes de schémas diamants sur maillages non-
structurés. En particulier, ’analyse mathématique de cette méthode [25], [10] est effectuée sur
des maillages a cellules triangulaires faiblement aplaties dont les propriétés excluent le cas ou
dzgoj > 0. Or, les résultats donnés par cette reconstruction sur les profils du nombre de Nusselt
se sont montrés décevants, comme le montre par exemple la figure [2.31], ol des erreurs “acci-
dentelles” apparaissaient dans certaines cut-cells, et donnaient globalement une précision bien
inférieure aux reconstructions ID2 et TRI. La figure [2.42] permet de mieux comprendre les dé-
faillances de la reconstruction LSQ : les erreurs accidentelles apparaissent uniquement dans les
cut-cells telles que d%oj > 0 ou, en outre, nous avons observé que la reconstruction par moindres
carrés donnait des poids négatifs. Ainsi, puisqu’il est possible de rencontrer des cut-cells o le
projeté orthogonal des centroides se trouve dans la partie solide, il est recommandé d’utiliser
une reconstruction du second ordre plus robuste que LSQ dans une méthode de cut-cells.

Enfin, il est important de remarquer que pour un maillage de cut-cells I'indicateur dﬁ;oj est
directement corrélé a I'indicateur de ratio de volumes RV : comme le montre la figure m
le projeté orthogonal des centroides se trouve dans la partie solide lorsque la taille relative d’une
cut-cell est tres petite, estimée telle que RV < 0.1 pour le maillage My. Ainsi, on peut retenir
que le critere géométrique le plus pertinent pour évaluer la qualité d’un maillage de cut-cells
est le ratio de volumes RV, qui permet de détecter les petites cut-cells dont les particularités

géométriques influencent le plus la précision de la discrétisation numérique.

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la technique du schéma diamant (DCM) afin d’amé-
liorer la discrétisation du terme de diffusion par la méthode LS-STAG, en choisissant comme
modele I'équation de la température en 2D. Pour la méthode de volumes finis sur maillages
non-structurés, la discrétisation DCM a été notamment utilisée par [60} 61], [49] 68 [62] pour la
communauté de la mécanique des fluides et par [25, 26] 9, [10] pour la communauté des mathé-

matiques appliquées. Cette discrétisation est basée sur une reconstruction du gradient complet
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FIGURE 2.43 — Indicateur de distance du projeté dP™ en fonction de l'indicateur RV sur le

maillage My.

dans une cellule en forme de diamant et ajoute une composante secondaire au gradient normal
a la face, de fagon a prendre en compte la non-orthogonalité des cut-cells.

La composante non-orthogonale du gradient DCM a la particularité de faire intervenir la va-
leur de la température aux sommets des faces d’une cut-cell, qui doit étre reconstruite a partir
de la solution donnée aux centroides. Les valeurs aux sommets sur la frontiére immergée s’ob-
tiennent par la considération des conditions aux limites, et nous avons formulé des algorithmes
simples et efficaces pour les reconstruire dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet et de
Neumann. Les valeurs aux sommets fluides d’une cut-cell nécessitent pour leur part une recons-
truction de la solution a l'aide des valeurs aux centroides fluides voisins. Cette reconstruction a
nécessité ’étude de plusieurs variantes proposées dans la littérature [10} 25, 1]. La reconstruction
dont l'ordre de précision formelle est 1, que nous avons considérée, notée LS-STAG/DCM-ID1,
utilise des poids basés sur les distances inverses du sommet aux centroides voisins, tandis que les
reconstructions d’ordre 2 LS-STAG/DCM-ID2, LS-STAG/DCM-LSQ et LS-STAG/DCM-TRI
utilisent respectivement des poids issus d’une modification a ’ordre 2 des distances inverses, de
la méthode des moindres carrés, et de 'interpolation barycentrique sur une triangulation.

Les simulations numériques que nous avons effectuées avec les différentes méthodes de re-

construction nous permettent de formuler les points suivants :

e Une étude de différents criteres géométriques permettant d’évaluer la qualité d’un maillage

de cut-cells a été menée, afin de sélectionner quelques indicateurs pertinents pour évaluer
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Chapitre 2. Discrétisation précise de la diffusion en 2D avec DCM

la qualité de la discrétisation DCM : la non-orthogonalité, le ratio de volumes (RV), la
déviation au centre de la face, et la distance du projeté a la frontiere. L’indicateur de
qualité de maillage s’étant révélé le plus pertinent pour la méthode LS-STAG est le ratio
de volumes RV, du fait de sa capacité a détecter les tres petites cellules ou les erreurs de

discrétisation sont les plus importantes.

La précision spatiale des diverses variantes de la méthode LS-STAG/DCM a été éva-
luée pour la solution exacte de conduction pure dans une cellule de Taylor-Couette. En
particulier, cette configuration a permis d’observer la supériorité des discrétisations LS-
STAG/DCM sur la méthode originale LS-STAG/2PT, mais aussi la grande sensibilité de
la méthode DCM a la précision de la reconstruction aux sommets qui est utilisée. En ef-
fet, les reconstructions aux sommets d’ordre 2 ont permis d’obtenir une convergence de la
solution a l'ordre 2, tandis que la reconstruction aux sommets & 'ordre 1 de la méthode
LS-STAG/DCM-ID1 limite fortement sa convergence.

Le probléme de convection naturelle autour d’un cylindre chauffé a permis d’évaluer les
performances des diverses variantes de la méthode LS-STAG/DCM concernant le calcul
du flux de chaleur local sur la frontiere immergée, qui est une quantité sensible du fait
qu’il nécessite le calcul du gradient de température sur la face solide des cut-cells. Cette
étude a permis de sélectionner la variante de reconstruction aux sommets la plus perfor-
mante. Nous avons pu constater dans un premier temps que les méthodes LS-STAG/DCM
avec reconstruction d’ordre 2 (LSQ, ID2 et TRI) donnent les résultats les plus précis,
et que, contrairement a la configuration de Taylor-Couette, on pouvait distinguer une
hiérarchie dans ces méthodes. La méthode LS-STAG/DCM-LSQ donne des résultats mé-
diocres qui présentent quelques oscillations, car cette reconstruction peut donner des poids
négatifs pour les cut-cells de petite taille. Enfin, le choix entre LS-STAG/DCM-ID2 et LS-
STAG/DCM-TRI, qui donnent des résultats virtuellement identiques sur la plupart des
quantités observées, s’est effectué en fonction de la maniere d’obtenir les poids de recons-
truction : la méthode LS-STAG/DCM-TRI sera conservée pour la suite de ce manuscrit,
du fait de sa plus grande simplicité théorique (on applique simplement les formules
et (2.42b) a trois points donnés) et pratique (pas d’algorithme fastidieux a utiliser).

Dans le prochain chapitre, la méthode LS-STAG/DCM-TRI sera employée pour discrétiser

les termes dissipatifs des équations de Navier-Stokes et, pour le cas d’un maillage de cut-cells

tridimensionnel, permettra d’aboutir a une discrétisation systématique, précise et algorithmi-

quement efficace, indépendamment de la forme des cut-cells.
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Chapitre 3

Discrétisation des équations de

Navier-Stokes dans les cut-cells

tridimensionnelles par la méthode

LS-STAG/DCM
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter 'extension de la méthode LS-STAG/DCM aux géo-
métries complexes en 3D, qui utilise notamment les gradients discrets DCM étudiés dans le
chapitre précédent. Pour cela, nous présenterons tout d’abord les notations et parameétres géo-
métriques utilisés pour une cut-cell 3D. Nous présenterons ensuite la discrétisation LS-STAG des
équations de Navier-Stokes, en rappelant les discrétisations issues de la méthode en 3D extru-
dée [72] qui restent valables dans les géométries 3D. Ensuite, nous détaillerons la discrétisation
des flux diffusifs tangentiels et des flux convectifs qui, contrairement a ce qui était réalisé pour

la méthode LS-STAG/2PT, ne sera plus construite au cas par cas selon la disposition de la
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Chapitre 8. Discrétisation des équations de Navier-Stokes en 3D

frontiere solide dans les cut-cells, mais s’appliquera de fagon unifiée a tous les types de cut-cells
tridimensionnelles, selon les principes présentés dans le chapitre 1 (voir section pour la
discrétisation de la force de trainée sur la face solide d’une cut-cell 2D. Le gradient DCM 3D
sera notamment construit pour pouvoir étre utilisé dans le cadre de la discrétisation des flux
diffusifs tangentiels a la paroi solide, et nous montrerons qu’il est une extension de la discrétisa-
tion employée dans la méthode LS-STAG/2PT. La formulation de la méthode LS-STAG/DCM
sera achevée en présentant le schéma d’intégration en temps ainsi que la méthode de résolution

des systeémes linéaires issus de cette discrétisation.

3.2 Notations et parametres géométriques des cut-cells pour la
méthode LS-STAG/DCM

3.2.1 Arrangement décalé des variables et représentation level-set de la fron-

tiére immergée

Considérons un maillage cartésien tridimensionnel dont les cellules ont la taille [z;_1,x;] X
[yj—1,y;] X [2k—1, 2], et dont le pas de discrétisation pour chaque direction est Ax;, Ay;, Azy.
Nous rappelons en premier lieu que la méthode LS-STAG tient en partie son nom de la repré-
sentation level-set (LS) de la géométrie complexe dans ce maillage cartésien, ou les vitesses sont
arrangées de fagon décalée (STAG). La fonction level-set ¢ [75] [74] est une fonction distance

signée, qui permet de représenter implicitement la surface solide telle que :

dlx) < 0 si xef
p(x) = 0 si xelP, (3.1)
p(x) > 0 si xcQb,

ou Q = QfUQ™® avec Qf le domaine occupé par le fluide et Q™ le domaine occupé par la géométrie,
ainsi que I'" = 90" le bord de la géométrie, comme représenté sur la figure

La figure représente une cut-cell, notée €; ; 1., inscrite dans une cellule cartésienne dont
les sommets sont notés x; j . = (x;,y;, 2k), ainsi que I'arrangement décalé des différentes com-
posantes du vecteur vitesse v, respectivement notées u, v, w pour les directions z,y, z de la base
canonique. Plus précisément, la vitesse u; ; est située au centroide fluide de la face du plan
T = x4, v; ;1 au centroide fluide de la face du plan y = y;, et w; ;, au centroide fluide de la face
du plan z = z;. La pression p; ; i, ainsi que les scalaires transportés tels que la température, sont
positionnés au centroide fluide de la cellule noté a:ZG]k Nous avons donc bien un positionnement
différent selon la composante de la vitesse que 1’on regarde, par opposition aux méthodes colo-
calisées ou par exemple toutes les inconnues se situent au centroide fluide de la cellule (voir par
exemple [35]). Notre méthode s’inspire de la méthode MAC de Harlow & Welch [42] qui coincide

avec la méthode LS-STAG lorsque seules des cellules cartésiennes sont présentes.
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Yj
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1 By °® Wij.k
xr

Yi—1

FIGURE 3.1 — Arrangement décalé dans la cut-cell tridimensionnelle €2; ; .. Le cercle noir désigne

le centroide de la partie fluide de la cut-cell.

3.2.2 Calcul des arétes et faces fluides a partir de la fonction level-set

Comme représenté sur la figure la fonction level-set ¢ est discrétisée aux sommets x; ; i
du maillage cartésien, et ses valeurs sont notées ¢; ;. La géométrie de la cut-cell, en particulier
les coordonnées des points d’intersection entre la paroi solide et le maillage, sont obtenues a
partir des valeurs ¢; ;1 de la level-set. Par exemple, une cellule telle que la level-set prend une
valeur négative en ses huit sommets est une cellule cartésienne (entierement fluide), tandis quune
valeur strictement positive de la level-set en ses huit sommets indique que la cellule est solide
(et dans ce cas les équations de Navier-Stokes ne sont pas résolues). Dans tous les autres cas la
cellule est une cut-cell. Tous les parametres géométriques de la discrétisation volumes finis vont
pouvoir étre définis a partir de ces valeurs de la level-set par une stratégie « bottom-up » : en
partant des arétes d’une cut-cell, puis ses faces, et enfin son volume.

Une quantité importante qui intervient dans la discrétisation est la portion fluide d’aréte,

notée az ko €t représentée sur la figure Celle-ci permet alors de calculer la longueur de

la partie fluide de chaque aréte du maillage, e.g. az jvayj pour laréte située entre les som-
mets x; j_1 et x;jx. Cette portion fluide ai." ko qui est comprise entre 0 (aréte entierement
solide) et 1 (aréte entierement fluide), est définie par interpolation linéaire de la level-set aux
sommets du maillage :

y Gij—1.k

BIE ik — ik
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FIGURE 3.2 — Cut-cell tridimensionnelle €); ; 1, ot sont représentées la level-set au sommet ¢; ;

Y

(en violet) et la portion fluide d’aréte o} ; .

pour la cellule représentée sur la figure La formule générale est donnée par :

0 si Gijoik=>0et ¢ jp >0,
ol = 1 si (lsi,jfl,k <0 et gbm-,k < 0, (3 3)
Z7J7k 3 ’
min(ij—1.ks ijik)

- sinon.
min(¢; j—1,k, Gij.k) — Max(ds i1k, Pijk)

Des formules similaires s’obtiennent pour les portions fluides ;i et ag ;.

A partir de cette quantité 1D, nous pouvons définir la portion fluide d’une face, i.e. le rapport
de la surface fluide sur la surface totale d’une face donnée. Par exemple, la figure [3.3] présente la
quantité 9}f’j’kAa:Z-ij qui est I'aire de la partie fluide de la face ou se situe wj ; , et ou apparait
la portion fluide correspondante notée Qf’uj’k, comprise entre 0 et 1. Cette portion fluide s’obtient
dans le cas général par :

1

w _ : xT X
e =min(ag g a0 ) + B

a1k~ O‘ﬁj,k‘ (a?—l,j,k + a?,j,k)» (3.4)

ou seules les expressions des portions fluides d’arétes définies par (3.3) sont nécessaires. Cette
formule s’obtient en partitionnant la face considérée en au plus deux formes géométriques dont
laire se calcule aisément : un rectangle et un trapeéze (si la face fluide est pentagonale), un

rectangle et un triangle (si la face fluide est un trapeéze), ou uniquement un triangle (si la face
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xZ
Z

FIGURE 3.3 — Cut-cell tridimensionnelle €2; , ou l'aire (en vert) de la face fluide Top est

représentée.

fluide est triangulaire), d’ou la somme des deux termes du membre de droite dans (le
premier terme correspond a l'aire du rectangle, le second au trapéze ou triangle). La portion
fluide de face vérifie 9%7 i = 1 si la face est entierement fluide, et Bzrf’j’ i = 0 si elle est solide. Des
formules analogues sont obtenues pour les autres faces de la cut-cell, notamment :

1

)+§

07k = min(ag; ;a5 ooy — o] (05 1k ). (3.5)

1,5,k

. 1
ik =min(ag ;e g, 07 0) + 5 (1 k05 k) (3.6)

T T
9 |Yigik=1 7" Yijk

3.2.3 Vecteurs normaux des faces d’une cut-cell

Comme pour la méthode volumes finis sur maillages non structurés, la surface fluide I'; ;
de la cellule ©; ; 1, est partitionnée en sept faces élémentaires distinctes (les six faces du cube et

une face solide), éventuellement vides, telle que :

b ib

ol les notations géographiques usuelles sont utilisées pour dénoter les faces fluides Est, Ouest,

ib

i ko €t elle est non vide

Nord, Sud, Top (avant), Bottom (arriere). La paroi solide est dénotée I'
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pour une cut-celll uniquement. Pour la cellule représentée sur la figure toutes les faces sont
non vides.

Pour chaque face élémentaire de la cellule, nous pouvons définir un vecteur normal, orienté
vers I'extérieur de €2; ; 1, tel que sa norme est égale a I'aire de la surface considérée (une surface
vide correspondra donc a un vecteur nul). Ce vecteur surfacique, noté AS, est référencé par
I'indice de la cellule et la notation géographique de la face considérée : par exemple, la figure
représente les vecteurs surfaciques AS? ik €t AS’E’].’ ;. de la face fluide Est F?,j,k et de la surface
solide I‘;b]k respectivement.

£Z
Z

FIGURE 3.4 — Cut-cell tridimensionnelle €2; ; 1, ol les vecteurs normaux de la face fluide Est et

de la surface solide sont représentés.

Pour les faces fluides, qui sont orientées suivant les directions principales de la base canonique,
I’expression analytique des composantes du vecteur surfacique s’obtient aisément & partir des

portions fluides de faces, par exemple pour la face Est colorée en bleu dans la figure :
AS; k=01 1 AyjAzgey, (3.8)

et pour la face Top colorée en vert sur la figure , le vecteur ASE, j k& pour expression :
ASit’j’k = 0;; KAziAyje.. (3.9)

Les composantes du vecteur normal surfacique de la face solide, dont ’orientation est quelconque,

demande plus d’attention. En effet, sa surface n’est pas plane en toute généralité, comme nous
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le verrons dans le paragraphe suivant. Néanmoins, il est possible de définir un vecteur surfacique
moyen de facon indirecte, par 'application du théoreme de Green-Gauss pour la fonction
constante ® = 1 dans la cut-cell €2; ;1 :
/ n dS = 0. (3.10)
Tijk
A partir de la décomposition fr ndS = AS7,, + A8, + AS] , + ASF, .+ AS” e T

ASlbj T AS‘ ik le vecteur surfamque de Flb k Se déduit a partir de ceux des six faces fluides :

ASIJIC - —(AS§]7k+ASW k+ASn k."—AS k—i—ASt k+ASZ]k:)

(O 1,56 = O80) Ay Az (3.11)
= | (07,-1 6 — 07 0) Az Az |
( }l,)j,k—l 92 Js k)szij

ce qui donne donc lexpressmn du vecteur ASz k= frlb n dS dans €); ;. On peut notam-
ment remarquer que exprime les composantes de AS’b  comme la différence entre les
aires de deux faces fluides paralleles voisines. Les trois composantes de AS'P
(AT 1 [ASID 1 et [AS]P

forces hydrodynamiques agissant sur le solide, comme les forces de trainée et de portance.

ik qui sont notées

correspondent aux maitres-couples utilisés pour le calcul des

ij: i,9,k?

3.2.4 Représentation de la surface solide sur un maillage cartésien 3D

Sur un maillage 3D, la représentation implicite de la paroi solide I'"" par sa fonction level-set
pose des difficultés qui n’étaient pas présentes sur un maillage 2D. En effet, la fonction level-set

permet de calculer uniquement les points d’intersection, notés a entre les arétes

Lol
du maillage et la paroi solide I'"". Ainsi dans une cut-cell 2D, la frontiére solide est représentée
par un segment de droite puisque le nombre de points d’intersection P est d’au plus 2 (voir la
figure .

Dans un maillage 3D, il serait tentant de considérer que la frontiere solide est représentée
comme des parties de plan. Cette généralisation est correcte pour des géométries 3D extrudées
(voir la figure , ainsi que lorsque le nombre de points d’intersection P est égal a 3 (comme
pour la cut-cell de surface solide triangulaire de la figure [3.1). Cependant en toute généralité, les
points d’intersection :n j ;e sont pas coplanaires lorsque P est supérieur a 3 : un exemple de
cut-cell 3D ou la frontlere solide TP n’est pas plane est représenté sur la figure E Mentionnons
également que P < 6 du fait que chaque point d’intersection appartient a au moins deux faces
adjacentes de la cellule (qui possede 6 faces), et qu’il y a au maximum 2 points d’intersection
par face. La figure présente les exemples de cut-cells de la figure triés selon le nombre
de leurs points d’intersection.

Ainsi, dans une cut-cell 3D, 'approximation des flux par quadrature du point milieu nécessite

de faire des hypotheses supplémentaires. Considérons le flux d’une quantité ® a travers la face
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FIGURE 3.5 — Cut-cell tridimensionnelle €); ; ;. possédant 4 points d’intersection avec les arétes,

et dont la surface solide n’est pas plane.

solide I'®, noté [pn . ®(x)n dS. L’application directe de la formule du point milieu donne :
2,75

/ ®(z)n dS = b(z ”k)/ n ds, (3.12)
rib. rib.

4,7,k i,k

qui fait intervenir l'interpolation de ® au centre de gravité m i (que I'on nommera aussi cen-

troide) de la surface F‘ ik Le terme frlb n dS du membre de droite peut s’approximer par

le vecteur surfacique moyen . Par contre lorsque la face solide n’est pas plane, il est im-

possible de calculer exactement les coordonnées du centre de gravité :r:z ik a partir des points
P

d’intersection T g

Nous avons donc choisi de faire les approximations suivantes :

1 P
p=1
pour les coordonnées du centroide de Fl ik €t
1 P
ib ~
O(x l,g k) = P Z (I)(mzj,k)’ (3.14)
p=1

pour l'interpolation de ® en ce point. L’approximation (3.13]) consiste simplement & considérer

1b

x;” ), comme lisobarycentre discret des sommets de rib " » tandis que l'approximation (3.14))
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3.2. Notations et paramétres géométriques des cut-cells pour la méthode LS-STAG/DCM

FIGURE 3.6 — Exemples de cut-cells tridimensionnelles ordonnées en colonnes selon le nombre P

de points d’intersection avec I'P.
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Chapitre 8. Discrétisation des équations de Navier-Stokes en 3D

nécessite en plus ’hypotheése, courante pour les méthodes de volumes finis, que les conditions
aux limites varient linéairement sur la frontiere. Notons que ces formules sont exactes pour
o . ib . .
P =3, i.e. quand F%,j,k est une surface triangulaire, donc plane.
Ces approximations nous permettront de formuler dans ce manuscrit la méthode LS-STAG
en 3D. Pour améliorer la précision du calcul de ces quantités géométriques et prendre mieux en

ib

ik une des perspectives futures serait de considérer une triangula-
2

compte la non-planéité de "

tion de la surface solide, ce qui permettrait de représenter I'P comme un ensemble de triangles

ou les formules (3.13)), (3.14)) sont exactes.

3.2.5 Calcul du volume d’une cut-cell

Le volume fluide V; ; ;. de la cut-cell €2, j . est calculé par le théoreme de flux-divergence ([1.8)
appliqué dans le volume de controle fluide, comme représenté sur la figure Cette technique,
trés répandue dans les méthodes non structurées [12, 35 68], permet pour la méthode LS-STAG

d’obtenir une formule compacte ol apparaissent uniquement les valeurs de la level-set.

H
Z

FIGURE 3.7 — Cut-cell tridimensionnelle €2; ; ., dont le volume fluide V; ; ;. est colorisé en bleu.

En appliquant le théoréeme de flux-divergence (1.8)) au vecteur = (x,y, z), nous obtenons :

3Vijk = / x-ndS. (3.15)
r

5,k
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3.3. Discrétisation de l’équation de continuité

En séparant les faces fluides et solide comme I'; ; = F;bjk U (Fiyjyk\f’%k), on obtient :

1
‘/E,j7k=3</ . m-ndSJr/'b m-ndS). (3.16)
Li g \I2; & b .

Pour l'intégrale sur les faces fluides, on peut écrire :
/ s z-n dS =x;AS};  +1i1AS]  +y; AS; k+yj_1ASf,j,k—|—zkAS T Zk— 1ASZ ik
'L 2Jsk F’L NN
(3.17)

La deuxieéme intégrale de (3.16]), qui fait intervenir une surface non plane, est approximée avec

les mémes hypothéses que dans la section [3.2.4] :

/Fib‘ xz-ndS= w‘b ke ASI,M, (3.18)

ou mz ik est donné par et ASZ Uik est donné par (3.11)). Finalement, nous obtenons alors
I'approximation suivante pour le calcul du volume fluide de €2; ;. :
1
Vige = 5 (2iAS] ) + 2i 1 AST; o + Y AST; o + Y1 AS] 5

(3.19)
+ZkASZ]k+Zk 1AS,L]]€+CCZ]]€ ASZ]k‘)

qui peut se réécrire en :

Viik = 3§ {ijAzk (9?—1,]',1@(95%,1@ Ti—1) + 07 (i k))
+Azi A (001 W0 — vi-1) + 00y — uibi)) (3.20)
+Az;Ay; <9§’fj,k_1(2§3,k Ze-1) + 07 .2k uk))]
Cette formule, valable pour tout type de cut-cell, fait uniquement intervenir les portions fluides
de faces et un point appartenant a FZ ik Dans le cas d’une cellule cartésienne, on retrouve bien

la formule Vj ;1 = Ax;Ay; Az, ainsi que les formules de la méthode en 3D extrudée [72].

3.3 Discrétisation de ’équation de continuité

La discrétisation de I’équation de continuité , qui est le point de départ de toute
méthode numérique en variables primitives (v, p) pour les fluides incompressibles, a déja été
décrite dans le cadre de la méthode LS-STAG pour les maillages en 2D [19] et 3D extrudée [72],
et s’étend directement en 3D. Pour une cellule fluide quelconque €; ;. (cartésienne ou cut-cell),
nous décomposons la forme intégrale de I’équation de continuité :

/ v-ndS =0, (3.21)
Tk
en flux de masses a travers chacune des faces de €Q; ; 1., dont un exemple est donné dans la figure

et ou toutes les faces de la décomposition (3.7) sont & prendre en compte. Nous pouvons

alors réécrire (3.21)) en :

. _ _ _ _ __ __ —ib
ik = /r ven dS = =Ty k+ Wik — Vi1 +0igk — Wijh-1+Wign+U; 5 =0, (3.22)

4,5,k
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Chapitre 8. Discrétisation des équations de Navier-Stokes en 3D

ol Ui-}?j £ = fFib v . n® dS est le débit massique & travers I'P ik (nul dans le cas d’une cellule

cartésienne) et les débits massiques a travers Iy, I et It .k sont :

irg ko
Ui = /F‘f,]-,k v-e; dS, (3.23a)
Ui jk = /F{{M v-e, dS, (3.23b)
W ) = /F;j,k v-e, dS. (3.23¢)

Les termes ;1 j k, U; j—1,k €t W; j k—1 s’obtiennent de maniere analogue. Nous pouvons discrétiser
les flux (3.23)) avec la formule du point milieu :

Wijk =07k Ayj Azg i, (3.24a)
Uik =01 Azi Azg vk, (3.24b)
Wi gk =0k Axi Ayj wij, (3.24c)

et on obtient alors la forme discrete de ’équation de continuité (3.21)) :

Mg = Ay Az (035 1 wigge — 051k wio1,5,k)
+ Ax; Az, ( %,k Vijk — Hi?jfl,k 'Ui’jfl’k) (325)
+ Az Ay (035 k Wik — 055 k1 Wijk—1) + U;bjk: =0,
ou le flux de masse a travers la paroi solide se discrétise en :

77ib o
Ui,j,k: zgk [AS ]zyk +U7,]k [AS ]1gk+w7,]k [AS ] 7,k (326)

ol u;bj e v‘b K €t w ik représentent les approximations des vitesses au centroide de la surface

solide de T; j, et [AS ]”k,

ASlb . données par
Matriciellement, la continuité discrete (3.25)) s’écrit comme le systeme linéaire (1.28) du

premier chapitre, que nous réécrivons ici :

[AS, ]‘b & et [AS; ] i Teprésentent les composantes du vecteur

DU+T" =0, (3.27)

ou D est la matrice de l'opérateur divergence dont les coefficients sont donnés par (3.25)), U
. . —ib

est le vecteur des vitesses inconnues (u; j k, Vi j i, Wijk), €6 U est le vecteur des termes sur la

frontiere solide, exprimés par (3.26)). Dans le cas de conditions aux limites homogenes sur la

. . . ~  F7ib N e s .
paroi solide, nous avons bien siir U =~ = 0 dans ce systeme linéaire.

3.4 Discrétisation de I’équation de quantité de mouvement

Contrairement a la discrétisation de I’équation de continuité qui se fait dans les cut-cells

; jk, la particularité de l'arrangement décalé des variables introduit dans la section @ fait

108



3.4. Discrétisation de ’équation de quantité de mouvement

que la discrétisation de ’équation de quantité de mouvement , dont nous considérons la
forme de Laplace dans ce manuscrit, sera réalisée dans des volumes de controle centrés autour
de chaque composante du vecteur vitesse v. Dans la suite de cette partie, nous présenterons
uniquement le volume de controle Q;‘ ik €t la, discrétisation pour la composante de vitesse u; j .,
car la discrétisation des autres composantes v et w se déduit par rotation des axes du repere
canonique.

La forme intégrale de ’équation de quantité de mouvement s’écrit alors, dans le volume

de controle (2 ik dont la frontiere est I' ik

d 1
—/ udV + u(v~n)dS—|—7/ pey -n dS —v Vu-ndS=0. (3.28)
dé Jay, , Ty pIrL

) Ty,
0,5,k 0,5,k

Dans la suite de cette partie, le volume de controle Qg‘j i Sera construit, puis la discrétisation
des différents termes de I'équation (3.28]), qui font appel & des techniques de discrétisation

distinctes, sera présentée.

3.4.1 Définition des volumes de contrdle pour la vitesse

FIGURE 3.8 — Représentation des faces élémentaires du volume de controle €2 ;& bour un maillage

cartésien.

Comme pour la méthode MAC et la méthode LS-STAG 2D, le volume de contréle (CV) €2}’ ik
est centré autour de u; 1, et est composé de parties des cellules adjacentes €2; ;. et ;41 ;. La

figure 3.8 représente ce CV dans le cas ou ces cellules sont cartésiennes, et la figure [3.9] montre
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u,ib,w
F;.,;‘.A-

~
~
=
B

f

T U W

e ——
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s,
o

—— i — ——
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N\

FIGURE 3.9 — Représentation des faces élémentaires du volume de controle 2 ;& bour un maillage

de cut-cells.

le cas de cut-cells 3D. La frontiere ik du CV peut étre décomposée en faces élémentaires
comme :

by =T UTE S U T UTY R U, U, UT (3.29)
Il est a noter que la figure montre un CV ou aucune des faces de la décomposition
n’est vide.

Il est important de préciser que, comme pour les géométries 2D [19] et 3D extrudées [72], la
forme exacte de Q;‘ ;& Wa pas besoin d’étre explicitement connue pour réaliser la discrétisation
LS-STAG. En effet, les flux convectifs et diffusifs normaux, qui apparaissent sur les faces F?Jek et
Ffﬂ (qui ont été représentées de fagon approximative par des surfaces verticales sur la ﬁgure,
seront discrétisés sans que les parametres géométriques de ces faces n’apparaissent explicitement.
Par contre, les flux tangentiels qui apparaissent sur les faces Nord, Sud, Top et Bottom de la
décomposition sont des surfaces fluides bien définies car elles appartiennent aux faces des
cellules cartésiennes, o une discrétisation de volumes finis classique peut s’appliquer.

Cette différence notable entre la discrétisation des flux dans les directions normales et tan-
gentielles motive de les séparer explicitement dans 1’équation de quantité de mouvement. Pour
cela, nous allons utiliser la décomposition suivante du flux d’un champ de vecteurs F & travers

la surface I' d’'un CV quelconque :
/F-ndS:/F'nudS—i—/F'anS, (3.30)
r r r
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3.4. Discrétisation de ’équation de quantité de mouvement

avec n = n, + n,, tel que n, et n, représentent les contributions normale et tangentielle du
vecteur unitaire n normal aux surfaces du CV. Par exemple, pour la vitesse u cette décomposition
conduit a :

n, = (ex-n,0,00T, n,=(0, ey Mn,e;- n)T. (3.31)

. ) . . . , . ips u,ib
Enfin, la discrétisation des flux sur la paroi solide nécessitera de partitionner F”  comme :
J

u,ib _ pu,ibse u,ib,w
Dok = Tign U (3.32)

L TUibe ib u,ib,w _ 1y ib ; ;
ou ka = Fm’k N Fi+1,j,k et Fi,j,k = F%k N Fi,j,k correspondent respectivement aux intersec-
tions entre la frontiere du volume de controle I'! ik et les frontieres solides des cut-cells €211 j
et Qi,j,k;‘

Les CV pour v et w, respectivement décalés dans les directions y et z, se construisent de

fagon similaire.

3.4.2 Semi-discrétisation du taux de variation de la quantité de mouvement

Nous allons maintenant traiter la discrétisation du premier terme de (3.28)), a savoir le terme

d’instationnarité, de type volumique :

d
. / wav, (3.33)

Qu .
4,7,k

Comme dans [19, [72], la semi-discrétisation de ce terme est donnée par une discrétisation du
type trapéze :

d d 1 1
di AV = Guigk(®) | 5Viie + 5Vierin | 3.34
a /tajku dtu ,J:k( ) (2 g,k + 5 +1,j,k> ( )

afin de faire intervenir la moitié de volume des cellules €; ; . et ;11 ;1 adjacentes a u; ;5. Cette
discrétisation est toute naturelle dans le cas d’un maillage cartésien (figure [3.8). Dans le cas

U

d’un maillage de cut-cells, elle a la propriété de ne pas faire intervenir le volume du CV Ql’ ko

qu’on ne pourrait calculer, et elle est motivée dans [19] par la conservation de la quantité de

mouvement discrete dans les cellules €; ; .

3.4.3 Discrétisation du gradient de pression

Nous considérons maintenant la discrétisation du gradient de pression selon x qui s’écrit :

1 1
7/ pelwndS:f/ pl-n, dS, (3.35)
pJry p Jry

4,5,k 4,5,k

en utilisant la décomposition (3.31)). D’apres le principe « symmetry preserving » de [93], traduit
par I’équation (|1.36)), le gradient de pression doit étre discrétisé par dualité avec I'opérateur de
divergence, de maniére a avoir la propriété de conservation de 1’énergie cinétique. La discrétisa-

tion de ce terme, que nous notons matriciellement [—D“TP]i’j’k, est donnée comme dans [19, [72]
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par :

1 1
p /Fu pl-n, dS = [-D"TP] ;= S 0w A3 Az (Piv1 gk = Pijk) - (3.36)

i,5,k

Cette discrétisation est valide pour tout type de cellules, et dans le cas de cellules cartésiennes
(telles que HZM = 1), nous retrouvons le gradient de pression discret de la méthode MAC. La
figure présente des cut-cells en 3D, ou la pression discréte est positionnée aux centroides
fluides des cellules, méme si ces centroides n’appartiennent pas aux faces normales I}/, et I‘Z‘]Wk,
que nous rappelons étre impossibles a représenter exactement. Y. Cheny [19] a observé que la

-~

=
-5,
Ze
=l
——

A

N\

FIGURE 3.10 — Volume de controle 2 ik ou la pression est positionnée aux centroides fluides des

cut-cells.

discrétisation LS-STAG de la pression est proche d’une méthode d’éléments finis non-conformes
[27], ou la pression est considérée constante par morceaux. Ainsi, sa localisation précise dans
une cut-cell €; ; . n’a pas besoin d’étre définie : cette propriété sera notamment utilisée pour le
calcul des forces hydrodynamiques , en prenant p; ;, comme approximation de la pression

sur la frontiere immergée.

3.4.4 Discrétisation des flux diffusifs normaux

Le flux diffusif normal correspond au premier terme de la décomposition (3.30) pour F = vVu,

soit :

/ vVu-n, dS. (3.37)
ru

5,k
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3.4. Discrétisation de ’équation de quantité de mouvement

La discrétisation de ce terme s’effectue selon les principes énoncés dans [19] en 2D et dans [72]
en 3D extrudée, et dont l'idée est d’étre consistant avec l'expression du gradient de pression
discret. Ainsi, une discrétisation analogue a (3.36|) conduit a :

~ ou
/F?L vVu-mn, dS = vl AyjAz (83:

) . (3.38)

1,5,k l+17.77k 856 i,J

Le gradient normal du/0z/, jk qui est, comme p; ;, situé a Uintérieur de la cut-cell €; ;x, est
discrétisé par le théoreme de Green-Gauss (1.9) appliqué a la cellule €2; ; ., ce qui conduit a :

J

ou
%dv—/r. u(eg -m) dsS,

4,5,k 4,5,k

= u(ey -n) dS — / u(ey -m) dS + u(e, - m) dS, (3.39)

e W ib
Fi,j,k Fi,j,k Fi,j,k

en utilisant la décomposition (3.29)). La quadrature du point milieu conduit ensuite a :

ou .
/Q o AV = Ay Az 0, i gk — Ay Azg 004 i1k + Ayj Az (eiu—l,j,k - Hffj,k) u;}?j,k'

x0T
(3.40)
Enfin, la discrétisation du terme volumique de gauche :
ou ou
— dV =2V, — , 3.41
\/Sziyij: ax 7‘7]7k al‘ Z‘Vj’k; ( )

nous permet d’obtenir la discrétisation suivante du gradient de vitesse normal :

ou

~ U u u u ib
k| Dy (02w — 08 i+ (08 ge — 08 ) i) (342)

1,5,k

En faisant le méme raisonnement pour les composantes v et w, on arrive aux formules

suivantes pour les gradients normaux :

Ou Ok vige = 0 g wic1gk + (0156 — 051) “ibgk: (3.43a)
oxl;jn Vijk/ Ay Az, ’ '
v ~ 0k Vi — 051k Vig—1k + (071 — 051) ”;b]k (3.43D)
Mlijr Vijk/ Az Azy, 7 '
ow Ok ik — 03 wige—1+ (0% k-1 — 051) w;bjk (3.43¢)
(92: i,k o V;’j’k/Aaj‘Z’ij ’ )

Ces formules sont valables dans tout type de cut-cell, et prennent en compte les conditions aux
limites qui apparaissent sur la frontiere solide. Il est a noter que ces formules coincident avec la
discrétisation MAC classique lorsqu’elles sont appliquées dans une cellule cartésienne.

Ainsi, la discrétisation complete du flux diffusif normal [p. kl/Vu -n,, dS se fait en injec-
25

tant (B-43a) dans (B.35).
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Uit1,9,k

FIGURE 3.11 — Volume de contréle €2} ko tel que les flux diffusifs tangentiels sont situés sur les

faces élémentaires non colorisées.

3.4.5 Discrétisation des flux diffusifs tangentiels

L’objectif de cette section est de décrire la discrétisation des termes diffusifs tangentiels, qui
sont donnés par le second terme de la décomposition (3.30) pour F = vVu, soit :

/ vVu-n, dS, (3.44)
ru

i,7,k
avec i = (0, €y N, e, -n)T. Pour la suite, nous omettons v qui peut se mettre en facteur devant
I'intégrale. Comme mentionné dans la section [3.4.1 ce flux peut se décomposer selon la face
solide Fy,.ﬂz et les 4 faces fluides Nord, Sud, Top et Bottom représentées sur la figure :

i,j
Vu-anS:/ auey-ndS—/ %ey~nd5’
ry, Oy rys, Oy
—i—/ @ez -n dS — / %ez -n dS (3.45)
ryy, 92 ripe 02

+/ ~Vu-n,dS.
rwib
W4,k

u
Lk

Dans la suite de la section, on discutera premierement de la discrétisation des flux sur les faces
fluides :

/ Vu-n,dS = / %ey-nds g“ey n ds
T2\ T 9Y T 9Y (3.46)
ou 0 :
/ e, -ndS— e, -n ds,
e tk 8 re bk a
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3.4. Discrétisation de ’équation de quantité de mouvement

qui fera intervenir de fagon relativement simple le gradient DCM 2D de la section tandis
que la discrétisation du flux sur la paroi solide :

/ Vu n, dS = /ulb 3y —ey- ndS+/ub 5,8 n dS, (3.47)

1,7,k
sera beaucoup plus ex1geante. Cette discrétisation, qui fera intervenir la formule DCM tridimen-
sionnelle (3.63)), suivra les principes discutés dans la section pour permettre de calculer la
force de trainée (|1.38) par une formule générique indépendante de la forme de la cut-cell.

Discrétisation sur les faces fluides

La discrétisation des termes de (3.46]) est illustrée en prenant I’exemple du flux a travers la
face Bottom F” )

controle que dans les figures précédentes, mais en faisant figurer maintenant la coupe bidimen-

qui s’écrit fru,b g—;‘ez -n dS. La figure |3.12| représente le méme volume de
b

sionnelle du maillage qui contient toutes les inconnues discretes intervenant dans la discrétisation
du flux frujb ‘g e, -n dS. Cette propriété remarquable de 'arrangement décalé sur maillages
cartésiens fait qu’il est possible d’utiliser la discrétisation DCM bidimensionnelle construite dans
la section pour léquation de la température. La figure [3.13] qui représente la coupe dans
le plan (z = z;) du volume de contrdle, permet en effet de faire analogie avec le cas des flux
diffusifs 2D de la figure 2

Pour obtenir une discrétisation du flux fFu b g;f e, -n dS qui soit valable pour tout type de
1,7,k

cut-cell, il faut déterminer si la face fluide Bottom F k existe dans la cut-cell. Cela est effectué
en pratique en testant la valeur de ai,j,k—l’ la portlon fluide de l'aréte contenue dans la face
Bottom, qui est représentée sur la figure Si a?’ jk—1 =0, alors I’aréte est entierement dans
le solide et le flux est mis & 0, sinon az k1> 0 et le flux est calculé avec le gradient DCM pour la
température 2D , en utilisant une reconstruction au sommet x; ;1 —1. La discrétisation
de ce terme s’écrit alors :

0 si af’j’kil =0,

8
/ ndS gu[PCMb (3.48)
j]bk 8 AS ik g, si a?,j,k—l > 0,

1,3,k

ou OJu/ 82\?]013/[ P ala méme expression que le gradient DCM pour la température en 2D ([2.20al)

appliqué a la face '}, . La surface d’intégration ASP i est construite comme dans [19] et [72]

7, k
_ 1tb 1
a partir des surfaces du CV Q” | avec F” k=315 Y Ferl ks €€ qui donne :
041 k-1 DTip1 + 0% 1 Az
5 .

De la méme maniere, nous obtenons les discrétisations suivantes pour les autres termes de

(13.46)) :

ASEj,k = Ay; (3.49)

8u 0 Si Oéij’k == 0,
ndS = 0V o . Axii1 + 0V Az §y|PCMn 3.50
/F?]nk 8y Az i+1,5,k Z+2 i,,k i 8?; si O‘f,j,k; >0, ( )
1.]?
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}____._._..__._______

Ui j—1.k

FIGURE 3.12 — Représentation tridimensionnelle du plan x = x; ou sont positionnées les incon-

nues utilisées pour discrétiser le flux diffusif tangentiel fFu,b %ez -n dS sur la face Bottom F?’ka.
i,j,k 1

116



3.4. Discrétisation de ’équation de quantité de mouvement

pour discrétiser le flux diffusif tangentiel fFu,b %ez .n dS sur la face Bottom TP, .
1,7,k

ou -~
v 8—yey-n ds =
%ez-n ds =

u,b
Ui, j4+1,k Fv:.j._;.-'
Ui, j, k41
®
T j—1,k—1
®
Ui, 51,k
< x

F1GURE 3.13 — Coupe du maillage dans le plan z = x; ou sont positionnées les inconnues utilisées

1,5,k

3 z —
sioof;q,=0,

081 i1k Avipr + 071 Az 9y |POMs .
k B 87y S1 ai,j*l,k > 0,
i7j7k
(3.51)
si O‘Zj,k =0,
2 (9z i,k gk ’

Précisons que dans le cas des figures [3.12] et [3.13] toutes les portions fluides d’arétes considérées
sont non nulles, et donc tous les calculs de gradients s’effectuent.

La discrétisation sur les faces fluides étant achevée, voyons ce qu’elle donne sur un exemple.
La figure présente les trois types de cut-cells rencontrées en 3D extrudée, ou les surfaces

d’intégration fluides Nord et Sud sont indiquées. Pour I'inconnue u;_1 ; ¢, les deux flux considérés
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sont non nuls et s’obtiennent par les formules (3.50)) et (3.51)), tandis que pour les inconnues
Ui jk €t Uiyl jk, seuls les flux au Sud sont non nuls et s’obtiennent par la formule (3.51]).

u,n
2 gk

FI1GURE 3.14 — Trois cut-cells en 3D extrudée, ou les surfaces colorées correspondent aux surfaces
d’intégration fluides pour les flux diffusifs tangentiels selon y associés a l'inconnue de méme

couleur.

Discrétisation sur la face solide

Dans la méthode LS-STAG en 2D [19] et 3D extrudée [72], la discrétisation des flux diffusifs
tangentiels sur la paroi solide faisait ’objet d’un traitement ad hoc (voir section . Le trop
grand nombre de cut-cells 3D ne permet pas d’étendre cette discrétisation pour les simulations
en géométries tridimensionnelles. Pour résoudre ce probleme, nous avons proposé dans la sec-
tion une discrétisation 2D basée sur la conservation des forces hydrodynamiques a
la paroi solide qui permet d’obtenir une discrétisation applicable & toute cut-cell.

La discrétisation des flux diffusifs tangentiels sur la frontiere solide que nous allons

présenter s’appuie sur cette discussion. Pour illustrer cette discrétisation, nous allons considérer

le flux selon y qui s’écrit en utilisant la partition (3.32)) de I‘;‘;'[;c :
du
. ey n dS ey n dS ey n dS (353)
rwib ay rusib.e wib,w
ik 7’ 2Js k 2 s k

L’aire des vecteurs normaux surfaciques [AS];" 1k]>€w et [AS]! ;Ze des faces solides I'}"” lzw et 'Y Jll,)ce
est & déterminer de telle fagon que la quantité de mouvement soit conservée dans chaque cut-cell.

Pour cela, les surfaces sont partagées en utilisant le principe du test construit en 2D pour le
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gradient tangentiel ((1.46[). Prenons 'exemple du volume de controle de la figure m : pour la
face Ouest I' ;l,’gw on pose [AS]Z’;,]:,’C’W =1AS8P i & car Uinconnue voisine u;_1 j . existe, par contre

pour la face Est I‘;‘;ze, on pose [AS]Z;}Ze AS}Y ) car la vitesse ujyyj, nexiste pas. On

peut résumer cette partition par :

ASZ+1,] k Si izfi-l,j,k = 0,
u,ib,e ~u
[AS]be = (3.54a)
SZ-I-I,], si gisz-l,j,k > 0,

ASIJIC si u —1,j,k —0
[AS]Y = (3.54b)

1w ,
ASI,J, si t9iu_17j7k > 0,

ol les tests sur les portions fluides de faces 0" ; ket i1 ;& permettent de connaitre ’existence

des inconnues voisines de wu; j .

gu

1,5,k

FIGURE 3.15 — Illustration de la répartition des surfaces d’intégration pour les flux diffusifs

tangentiels a la paroi de w; ;. La surface colorée en rouge correspond a FZL ;k,’cw ce qui conduit
u1bw_1 u,ib,e u,ib,e
a [AS];% Y 1ASP i ko et celle en bleu a I'; ", ce qui conduit a [AS];™ ASZ“,J’

Ainsi, la surface solide de chaque cut-cell (et donc la contrainte tangentielle) est soit partagée
entre les CV des 2 inconnues de vitesse présentes (comme pour la cut cell §2; ; 1 de la figure ,
soit donnée au CV de la seule inconnue de vitesse présente (comme pour la cut cell ;11 ;. de la
figure : on retrouve bien le principe de la discrétisation de la section Une illustration
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de la répartition des contraintes tangentielles est représentée sur la figure : la contrainte
tangentielle sur I‘ 21,5k €st partagée entre les CV de u;_1 ;i et u; jk, la contrainte tangentielle
sur Fl ik est partagée entre les CV de w; ;1 et u;11 %, et la contrainte tangentielle sur FZ 1k

est entierement donnée au CV de ;41 j k-

ib.e
! w,ib,w
i—1,7,k F,ch

FIGURE 3.16 — Représentation de 3 cut-cells voisines €2;_1 j x, €2; j 1 et ;41 ; x, ou les surfaces co-

lorées correspondent aux surfaces d’intégration solides des flux diffusifs tangentiels de I'inconnue

de méme couleur.

Précisons que la description de cette répartition s’est appuyée sur les figures 3.15] et [3.16] ot
sont représentées des cut-cells en 3D extrudée uniquement. Ce choix a uniquement été fait pour
pouvoir représenter clairement les surfaces d’intégration solides : I'algorithme est basé
sur des considérations purement algébriques et reste valable pour tout type de cut-cell 3D. Par
exemple, la figure représente de maniére schématique les surfaces d’intégration dans une

cut-cell 3D de telle sorte que [AS]" li’;k = 3ASP et [AS];‘;}Z’W = 3ASD .

La décomposition (3.54)) conduit finalement & la discrétisation suivante des flux diffusifs

tangentiels, valable pour toute cut-cell :

du DCM,ib,e
[AS ]H—l,],k a—y o si 9211’1 E = 0,
8 2,7,
/u ib,e 8u n dS = (355)
1"” I Y [ASy]ZLl—)f—l,j,k o DCM,ib,e

o u
S1 9Z+1,j,k > 0,

2 Y ik
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a,ib,w
ri,jfk

Z

FIGURE 3.17 — Cut-cell totalement 3D ou sont représentées de maniere indicative les surfaces
d’intégration du flux diffusif tangentiel & la paroi solide pour les inconnues w;_1 ;5 (en bleu) et

u; jk (en rouge).

D Su DCM.,ib,w
[ASyE,j,k 87 ™ si 91-“_1’].# = 0,
8 2,7,
Lon goes mds = (3.56)
Fi,j,k Y [AS?JE],O]',I@ ou DCM,ib,w ‘ .
2 Oy, si 0156 >0,
Z7J1

ot [AS,]IP .. et [AS,]P., sont donnés par la formule (3.11)). Précisons que les gradients tan-
Yli+1,5,k Y

i7j7k
. . DCM,ib DCM,ib . , .
gentiels discrets Ou/0y|; fk Vet Ou/dy| ”Ck "¢ sont respectivement calculés aux centroides

des faces solides F?’j i et F?DH j & bar la formule DCM 3D qui sera construite dans le paragraphe

suivant.

D’une facon analogue, les termes diffusifs suivant la direction z se discrétisent comme :

N O [PCM.ib.e
1 3 u —_
[AS]it1 ok B2 ;s st 05,6 =0
8u 2,7,
rinns 0% [ASz]ﬂil L Ou DCM,ib,e
? 5Js : u
72 & - S1 9i+17j,]€ > O,
7‘7.]7
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b ou DCM,ib,w
1 7 u J—
[AS. L3 k e sio 0L, =0,
au 2,7,
u,ib,w .
e 0% [AS.JP. 9y |PCM.ibw
1,75 : u
— 3 . si ez‘—l,j,k > 0.

En conclusion de ce paragraphe, la discrétisation générique des flux diffusifs tangentiels a la

paroi (3.47) est donnée par les expressions (3.55), (3.56), (3.57)) et (3.58)). Cette discrétisation

est valable dans toute cut-cell 3D et ne nécessite qu’un test sur 'existence des deux inconnues

voisines, contrairement au traitement ad hoc effectué dans la version précédente de LS-STAG [19,
72].

3.4.6 Expression du gradient discret sur la face solide d’une cut-cell 3D

Afin d’achever les discrétisations (3.55)- (3.58) des flux diffusifs tangentiels a la paroi faites
a la section précédente, il s’agit maintenant de développer un outil qui permette de calculer

le gradient discret de wu;;; a la paroi d’une cut-cell par la méthode DCM sur un maillage

DCM,ib DCM,ib
ik et Ou/oz| .

tridimensionnel, afin d’extraire ses composantes tangentielles du/dy| ik

FI1GURE 3.18 — Exemple de « diamant » dans lequel le gradient DCM 3D est considéré constant.

Nous allons obtenir ce gradient discret 3D en utilisant le théoréeme de Green-Gauss ,
comme proposé par Coudiére & Manzini [26], afin d’éviter la difficulté liée au choix d’une base
locale a la frontiere qui a été discutée dans le chapitre 2 (voir section . Le principe de cette
discrétisation consiste a considérer le gradient comme constant par morceaux dans des polyedres
en forme de diamants. La figure [3.18| représente un tel polyedre, situé entre deux inconnues du
domaine aux positions x; et xo, séparées par la face f qui est la base polygonale du diamant.
L’intérét de la construction par le théoréme de Green-Gauss est que le gradient discret obtenu
sur une face solide fait intervenir les conditions aux limites & tous les sommets de la face, quel
que soit leur nombre. Cette expression peut alors s’appliquer a tous les types de cut-cells d’un
maillage 3D, qui peuvent posséder de 3 a 6 sommets (cf. section .
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Z

FIGURE 3.19 — Cut-cell €; ;. dont la face solide possede P = 3 sommets ot sont calculés les

gradients tangentiels de u; j a la paroi solide.

Construction par la méthode DCM 3D

Considérons la cut-cell a face solide triangulaire de la ﬁgure 3.19, ou est représenté le demi-
diamant D qui servira a calculer le gradient discret Vu| k associé a I'inconnue u; ; ;. et a la paroi
solide Fu 1b . Cette figure présente aussi les notations nécessaires au calcul : le demi-diamant D
de Volume Vp est formé par le centroide x de la face Est ol est positionnée w; ; ., et par les

sommets a: . de la face solide b avec p=1,...,P. Il est & préciser que la construction du

i,5,k?
gradient dlscret que nous présentons ci-dessous est indépendante du nombre des sommets P qui
composent la face solide de la cut-cell.

Le théoreme de Green-Gauss ([1.9) nous donne :

VlD/Dvu dV_— > /un ds, (3.59)

D reap

ou F' désigne une face de dD. La surface D du diamant peut étre décomposée en 'union de
Fl ik €t de toutes les faces triangulaires fluides ayant pour sommets x fj k et deux sommets

consécutifs de la face solide, comme par exemple la face de sommets x* Z ik €t :BZ- ke Dans

7, kL
le cas de la figure @ trois faces de 9D ont x};, pour sommet. Pour p = 1,..., P, on peut
définir le vecteur normal surfacique de la surface triangulaire de sommets ' ik T Z ik €t wp7 ji
comme :
1 11
AS{jp = §<$£j,k — i) A — ), (3.60)
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P+1 _ 1 0 —
avec la convention x x; i et ASZ-JJC = ASF . On peut alors discrétiser avec la

i3,k T i,5,k"

formule du point milieu :

1 ~ Lo ib 1 41
VD/Dvu dV:%u(wZ]k)A57j7k+%l)z:13(u( P Fulelih) fui) ASY L (3.61)

que 'on peut réorganiser en :

/ Vu dV NW3U( i, k)ASlb k + 3V uZ,] k Z AS ik

, (3.62)
u(ccf]k) (AS

1jk+AS7,]k)
p=1

* 3Vpb

En posant Z AS
p=1

P k= = —ASP i,k comme dans la section [3.2.3, on obtient alors finalement :

ibw ~, 1
Vu]i7j§€7 ~ — | 3u(zl x;; k,)AS — U, kA.S'” e+ Z

ASP. 1+ ASPL 3.63
3Vp = ( jk+ z,j,k) ) ( )

zyk 4,7,

qui dépend notamment de I'inconnue u; ; » et des conditions aux limites : les valeurs aux sommets
u(aczljk), ... ,u(wijk) ainsi que la valeur au centroide de la face solide u(x} z;; b. ) donnée par (3.14).
L’expression du gradient discret dans la base canonique s’obtient en explicitant les coordonnées

des vecteurs surfaciques AS‘E et AS? ke

DCM,ib,W et a /8Z‘DCM,1b,W

Finalement, les gradients tangentiels Ou/0y|; ik ik sont donnés par les

composantes selon y et z de 'expression (3.63)).

Lien entre les gradients discrets a la paroi donnés par les méthodes DCM et GFM

Dans la méthode LS-STAG en 2D [19] et 3D extrudée [72], les gradients tangentiels a la
paroi étaient calculés par des formules de type ghost fluid method (GFM) telles que . Etant
donné qu’une cut-cell en 3D extrudée est un cas particulier de cut-cell 3D, il est intéressant de
comparer la formule GFM a I’expression du gradient discret DCM dans le cas particulier
d’une cut-cell en 3D extrudée.

La figure @ présente la cut-cell en 3D extrudée €2; ;; ou nous allons exprimer le gradient
DCM, ib,w

tangentiel DCM selon y de w; j 1 & la paroi Fz’ji;’w, noté du/dy|,

ik , et simplifier son expres-

sion afin de la comparer a la formule GFM donnant le gradient noté du/ 8y\?]F}CVI P Les notations

suivantes seront utilisées :

e xy est le projeté de = ik dans la direction e, sur la frontiere I‘Z ik

o 0= llen -zl

o H=dey,- AS;!D]-,R/HA i, b || est la distance projetée de z}; 1. & la surface solide F” .
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3
L5,k

X
Z

F1GURE 3.20 — Notations utilisées pour simplifier 'expression du gradient DCM a la paroi solide

d’une cut-cell en 3D extrudée.

o Ay, Ay et Az sont les aires des triangles projetés dans le plan y = y; et de sommets
(az%‘,jk,wij’k,w?’j’k), (a:i‘]k,a:fjk,ch]k) et (a:’;‘yjyk,wf’j’k,w;{j,k) respectivement.
La composante tangentielle du/ 83/]5;?,?/[ bW gy gradient DCM 3D dans le demi-diamant D
s’écrit :
Oy |PCM.ib,w -
oy ik u‘i,j,k €y;

12

P
1 ib ib ib -1
T | B ASE L — ik AST L+ 3wl ) (A8l + A8 | ey
p=1
(3.64)
Nous allons maintenant simplifier cette expression en utilisant les symétries d’une cut-cell en 3D

extrudée, afin de la comparer a la formule GFM qui s’écrit simplement :
Ou|CFMAD
e = . (365)
Y lijk 0

Pour la cut-cell extrudée de la figure [3.20] les produits scalaires entre les vecteurs surfaciques

fluides et e, donnent :
1 2
AS’i,j,k . ey — _Al, ASZ,],]C . ey — _A2,
3 4
AS’i,j,k . ey = —Ag, ASi,j,k . ey = 0,
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et le volume du demi-diamant Vp = H HASZ“;,CH /3 se réécrit Vp = 5AS§37,C - €y/3 par définition

de H. De plus, du fait de la géométrie extrudée on a u(ar:g’j,k) = u(m?,j,k) et u(:czldk) = u(mfjk) =
u(xN). En appliquant ces relations, le gradient DCM (3.64)) se réécrit comme :
Qu PO Bu(ad ) wigs | wl@n) (A1 — Ag) +u(@d; ) (A1 — A — 24,)

8y ik 0 ) 5AS;3,k c €y

(3.67)

En outre, aire des triangles projetés s’expriment pour une cut-cell extrudée comme A1 = Ag =
iASlﬂ; g€y et Aoy = %AS;% €y, ce qui donne apres application de l'interpolation linéaire
ib \_ 1 2 )
u(wy); ) = 3 (u(@g; ) + u(zy)) :
Ou [PCMibw Wik

— =2 —— 3.68
0y i,k 4 ( )

ce qui montre que le gradient discret DCM a dans ce cas la méme expression que la formule
GFM (563).

Ce calcul met en évidence le fait que la discrétisation LS-STAG/DCM présentée dans cette
these est une généralisation de la méthode LS-STAG/2PT développée dans [19] [72], et que les
discrétisations construites pour les cut-cells 3D peuvent s’appliquer sans modifications aux cut-
cells 2D et en 3D extrudée. Une comparaison plus profonde des méthodes LS-STAG/DCM et

LS-STAG/2PT sera effectuée sur les simulations numériques du chapitre 4.

3.4.7 Discrétisation des flux convectifs
Propriétés d’antisymétrie du flux convectif

Selon les principes de la discrétisation symmetry preserving discutée dans la section (1.5
nous allons présenter la discrétisation des flux convectifs pour I’équation de quantité de mouve-

ment (3.28)), qui s’écrivent pour la composante u de la vitesse :

/ (v-n)u dS. (3.69)
i
Dans la méthode LS-STAG pour les géométries 2D [19] et 3D extrudées [72], le terme (3.69)
faisait I'objet d’un traitement au cas par cas pour vérifier la propriété d’antisymétrie (|1.37))
dans les cut-cells, en raison de la difficulté d’implémenter les conditions aux limites de fagon
systématique. La discrétisation que nous présentons ici permettra, comme pour les flux diffusifs,
d’obtenir une formule générique valable pour toutes les cut-cells.

Dans un premier temps, nous allons présenter les conditions d’antisymétrie que doit vérifier

la matrice des coefficients des termes convectifs. En 3D, une discrétisation centrée conduit a un
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schéma & 7 points, qui prend la forme générale :

/ (v-n)u dS =C*[Up(i, 4, k) ik
v

4,k

+C*[Uw (%, 4, k) wi—1,jk + C*[U]e(, j, k) wit1 jk

+C*[U]s (i, j, k) wi j—1,6 + C*[UIN(, J, k) Wi jy1 k (3.70)

+C*[U]B(%, J, k) wi jo—1 + CT U] (4, J, k) wi j ks1

+[S2°1(, 4, ),
ou le dernier terme de (3.70) correspond a la contribution des termes de bord, qui rentrent

dans le second membre de ’équation. La propriété d’antisymétrie ((1.37) impose les conditions

suivantes aux coefficients de la matrice :

C*[Up(i, 4, k) =0, (3.71a)
C*[U)g(i, j, k) = — C*[Uw(i + 1,4, k), (3.71Db)
C*[Un(i, 5, k) = — C*[U]s(i,j + 1, k), (3.71c)
C*[0)r(i, 4, k) = — C*[U)s(i, 4,k + 1). (3.71d)

Sur maillages cartésiens uniformes, la discrétisation centrée de la méthode MAC vérifie triviale-
ment ces conditions. Dans la méthode LS-STAG, la discrétisation antisymétrique est construite
suivant la technique suggérée par Verstappen & Veldman [93] pour maillages cartésiens non-
uniformes.

Loin de la frontiere immergée, comme étudié pour la méthode LS-STAG en 2D [19] et en
3D extrudée [72], les conditions d’antisymétrie sont vérifiées trivialement et le coefficient
central, qui s’écrit C*[U]p (i, j, k) = L1, j x+ 31115k, s’annule par conservation de la masse [19).
L’objet de la suite de cette section est donc de construire une discrétisation 3D qui vérifie
les conditions dans les cut-cells, et notamment de répartir les contributions de fagon a

conserver cette expression du coefficient central C*[U]p (3, j, k).

Construction de la discrétisation
Dans un premier temps, détaillons la discrétisation de (3.69) :

/ (v-n)u dS :/
r e

(v-ez)u dS—/ (v-eg)u dS
i

i35,k g,k 4,5,k
+ (v-ey)u dS — (v-ey)u dS
3w L
7 g (3.72)
—I-/ (v-ey)u dS — (v-e,)u dS
ret reP
i,7,k i,5,k

—i—/ru’ib (v-m)u dS.

4,5,k
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De facon analogue a la discrétisation des flux diffusifs, nous allons séparer les termes normaux

et les termes tangentiels, sur une face fluide et sur une face solide.

Flux convectifs normaux fluides La figure représente le CV de I'inconnue u; ; j, déja
présenté dans la figure [3.9] ou sont colorisées les surfaces fluides normales intervenant dans les

flux convectifs normaux. Les vitesses ue et uyw, qui correspondent a des valeurs caractéristiques

de la composante u sur les surfaces Ff’jek et ", doivent étre interpolées & partir des inconnues
1

Zyj7k7
sur le maillage.

L Uit 1,5,k

Z

FIGURE 3.21 — Volume de controle {2 i dela figure FsEI ou sont colorisées les surfaces indicatives

u,e U,W
Uiin et L

Comme discuté dans la section “ les faces F;L’;k et I'"" sont impossibles & représenter.

.5,k

En conséquence, la discrétisation des flux normaux ne peut se faire que de fagon algébrique a
partir des conditions d’antisymétrie . Considérons en premier le flux convectif a travers
Flujek, dont la discrétisation est similaire a celle de la précédente version LS-STAG [19, [72], et
qui s’écrit :

/F (e u ds= (5 T + 5 Tis18) v (3.73)

1,7,k
oll on retrouve notamment les débits massiques @, ; 1, et Wi 1 j %, définis par (3.23)) pour I’équation
de continuité (3.22)). La valeur de la vitesse caractéristique u, dépend de la présence de I'inconnue
de vitesse a I’Est du CV.
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Si uiy1,j,k est présent sur le maillage, nous pouvons faire I'interpolation linéaire :
Ue = e Uik + (1 — Q) Wit 5 ks (3.74)

o1 0 < e < 1 est un poids & déterminer. Sur maillages uniformes cartésiens, la valeur o = 1/2
correspond & l'interpolation centrée d’ordre 2. Verstappen & Veldman [93] ont alors proposé de
I'utiliser pour un maillage cartésien non-uniforme, car elle seule permet de vérifier la condition
d’antisymétrie , méme si la précision formelle & ’ordre 2, donnée par I'erreur de troncature
locale, est perdue. Dans la méthode LS-STAG, nous ne pouvons utiliser que I’approche algébrique
de Verstappen & Veldman, car il est impossible de savoir si u; j k., te €t u;41 ;% sont alignés dans
la figure

Si 41,5, n'existe pas, la méme interpolation est utilisée mais nous proposons de remplacer

Uit1,j,k PAT u?jrl’j’k dans (3.74)), ou uikjrl, ;1 Teprésente la valeur de la vitesse u au centroide de la

face solide Fg’H I donnée par les conditions aux limites.

Ce raisonnement nous conduit & la discrétisation suivante :
1 - . "
5 (Tigk +Tiv1n) 5 (Wige +uivgn) st 0850 >0,

/ (v-ex)u dS= (3.75)

u,e
Fi'j’k L — 1 ib : u

B (Wi + Uit1,,k) 3 (uuk + ui+1,j,k) si 0%, =0

L’avantage de cette discrétisation est d’étre indépendante de la géométrie de la cut-cell consi-
dérée, car 'algorithme repose uniquement sur la présence ou non d’une inconnue fluide a I'Est.

N . . N . u , .
Par le méme raisonnement, les flux convectifs a travers la face fluide I, ’]Wk s’écrivent :
1

1 1 .
5 (T + Timr i) 5 (Wi + wicijn) st 0Ly 50 >0,
/ (v-es)u dS = (3.76)
Fi”j’k 1 — — 1 ib : u
5 (Tigk +Ti-1k) 5 (uuk + uwk’) si 021, =0.

Flux convectifs tangentiels fluides La figure |[3.22| reprend le CV de la figure en colori-
sant maintenant les surfaces fluides tangentielles. Les données wuy, us, ut et up sont les valeurs
caractéristiques de la composante u sur ces surfaces, qui seront interpolées d’une fagon analogue
5 B7).

Une difficulté non présente pour les flux normaux est due au fait que les surfaces tangentielles
de Q;“ ;i sont incluses dans deux cut-cells voisines €); ;5. et ;11 ;. Considérons par exemple la
valeur u, que 'on doit interpoler. Si I'aréte entre w; j et u; j41,1 est non-solide (af’j7k > 0), on

utilise I'interpolation analogue & (3.74) pour u, ainsi que :

1

1
/F”’“ (v- ey) uw dS = (5 Uik T §@i+1,j,k> Up. (3.77)

W4,k
. IR EN . N N N u,n
Sinon, on considere alors les deux demi-flux a I'Est et a I’Ouest a travers les surfaces I'; ik Qi1k

u,n o . . 4 : NE ib
et I'; ik N §; 1 respectivement. La valeur uy est interpolée dans le premier cas a l'aide de u;3 | ik
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FIGURE 3.22 — Volume de controle ' ik de la figure F)ZJI ou sont colorisées les surfaces indicatives

u,n u,s u,t u,b
Lk Vil Tije 6 T

et dans le second cas & laide de P

u,n
1,9,k

La discrétisation du flux convectif de u a travers I'; ik

s’écrit alors :

1, _ 1 . g
5 (Do + Vi1 k) 5 Wik + uije1n) siag;p >0,
/ (v-ey)u dS =
pn
iriok 1_ 1 ib 1_ 1 ib .
5 Viiky (uuk + “wk> T Uit Ljky (uwk * Uz’+1,j,k> soajie =0,
(3.78)

qui est générique comme pour les flux convectifs normaux, le test étant réalisé ici sur la portion
fluide d’aréte of k- De facon analogue pour les trois autres faces tangentielles fluides, les flux

convectifs s’écrivent :

1 _ 1 '
5 (Tig—1 +Vitrj-1k) 5 (Wigk + tij-1k) sioajjqk >0,
/u’S (v-ey)u dS=
irjok 1_ 1 b 1_ b .
FVig-1k5 (Umk + U%,j,k) t 5l -1k (Umk + U%+1,j,k) stoaij ;=0
(3.79)
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1. _ 1 oy
o (Wige +Wir15k) 5 (Wigk + ijg1) si oy >0,
/ (v-ey)u dS =
u,t
iok 1 1 ib 1_ 1 ib :
S Wik (Uuk + uzgk) T oWirliky (“wk + ui-i-l,j,k) si o, =0,
(3.80)
1, _ .y
5 (Wigp—1 + Witrjn-1) 5 (Wi + wijn-1) st agje1 >0,
/ (v-e;)u dS =
reP
ik 1 1 , 1_ 1 . ,
5 Wijik—15 (Uuk + u;bgk) T Witljk-15 (uwk + u;l—)i-l,j,k) st ajjp =0
(3.81)

Flux convectifs sur la frontiére solide La figure[3.23|reprend le CV de u; ;1 de la figure[3.9)

avec les surfaces solides colorisées. Les flux convectifs sur la frontiere solide se décomposent alors

u,ib,e u,ib,w
ik €t r

en deux demi-flux, sur I' respectivement.

i7j7k

u,ib,w

1_‘-1 ".\

X
Z

FIGURE 3.23 — Volume de controle 2} i dela ﬁgurerozjloﬁ sont colorisées les surfaces indicatives
u,ib,e u,ib,w
Liji et Ui

La discrétisation proposée par [19] est utilisée, mais on doit rajouter un terme pour prendre

en compte la totalité de la surface solide de €2; ;1 et €;4; ;5 dans le cas ou les inconnues
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voisines w;_1jr et u;y1jx n'existent pas : on teste leur présence en utilisant la valeur des
fractions surfaciques 0}, ; , et 0}',, ;, comme pour les flux convectifs normaux (3.75) et (3.76).
La discrétisation des deux demi-flux, dont la somme correspond au dernier terme de (3.72),

s’écrit alors :

1_b 1 ib .
/ §U¢+1,j,k§ (Uuk + ui—i—l,j,k) si 041,k >0,
(v-n)u dS =
SUitigks (Wigk + itk ) T 50 jpticige st 02406 =0,
2 2 2
(3.82)
1=y 1 ib .
STy (wign +ulix) st 01k >0,
u,ib,w(v ’ n) u dS g (383)
Lok 1—ip 1

3 u R
§Ui,j,k:§( ,Jk:+uuk) + U,],k P si 01,6 =0,

ou pour la cut-cell €2; ;. le flux a travers la frontiere solide U;bjk est défini par (3.26)).
En résumé, la discrétisation complete des flux convectifs (3.72) pour w; j », valable pour toute

cut-cell 3D, est donnée par les formules génériques (3.75)) et (3.76) pour les flux normaux; les

formules (3.78)), (3.79), (3.80) et (3.81)) pour les flux tangentiels; les formules et -

pour les flux sur la paroi solide.

Vérification des propriétés d’antisymétrie

Il s’agit maintenant de vérifier a posteriori que la discrétisation des flux convectifs que nous
venons de construire vérifie les conditions d’antisymétrie . Pour cela, nous effectuons la
somme des différents termes de la discrétisation de , et 'identifions avec le schéma a 7
points afin d’obtenir les 7 coefficients non nuls de la matrice C*[U], qui correspondent aux
coefficients devant les sept inconnues Ui gy Wit1,j,ks Wie1,j,ks Uz’,j+1 ks Wij—1,ks Wijk+1 €0 Ui k1.
Les coefficients devant les conditions aux limites uZ Uik et uZ 1, contribuent au terme de bord

Sibe] (4, 4, k) qui n’intervient pas dans les conditions d’antisymétrie ([3.71)).
x J

Coefficient central En remarquant que les coefficients devant I'inconnue u; ;3 sont indépen-
dants des tests sur les portions fluides de face 6% et les portions fluides d’arétes o® et oY, on

obtient en sommant les discrétisations la valeur du coefficient central :

— . 1 _
CoULp (@, k) = 7 @i + Tivrgp) — 7 @ik + Uiz k)

@ijk +Vir15k) — 7 Wij—1k + Vit1,5-1,k)

4

1

(Wi jk + Wit1,4k) — 1 (Wi j k-1 + Wit1,5k—1)

(3.84)

4
1
1

!

4

1—ib 1
+ 7Vitnie + Uik
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3.4. Discrétisation de ’équation de quantité de mouvement

que nous pouvons réécrire, en regroupant les termes :

= . . 1. 1.
C*[Ulp(i, 4, k) = Zmi,j,k + ZmHl’j’k’ (3.85)

ol la quantité 7, j 5, correspond au débit massique (3.22)) au travers des faces de la cellule €; ; 1,
qui est nul par construction. La condition d’antisymétrie (3.71a)) est donc bien vérifiée.

Coefficients extra-diagonaux Les six coefficients extra-diagonaux ([3.71b|)-(3.71d|) de la ma-
trice C[U] s’obtiennent en considérant les discrétisations (3.75)-(3.81]) et s’écrivent :

1 .
B (Wi gk + Uir1k) st 0%, >0,

C*[Ulg(i, j, k) = (3.862)
0 st 0156 =0,
—5 (@igp +Timrjr) st 62y 55 >0,

C*[Ulw(i,j, k) = (3.86b)
0 si 09 ,, =0,
1, _ .
5 (Ui,j,k + Ui+1,j7k) SL Qg >0,

C*[U)n(i, 4, k) = (3.86c)
0 si O‘iz,j,k =0,
_5 (ﬁ’i,j*l,k’ + 57,4»1,]71,]6) Si aij_Lk > 07

C*[Tls (i j. k) = (3.86d)
0 sioajjak=0,
1 _ . y
5 @ik +Wivrge) sioaf;, >0,

C* [0 (i, 4, k) = (3.860)
0 si O‘?,j,k =0,

1 _ . y

) (Wi k-1 + Wit1,4k-1) st gy >0,

C*[Uls(i, 4, k) = (3.86f)
0 0l =0

Les conditions (3.71c)-(3.71d]) pour les flux convectifs tangentiels se vérifient facilement en
réalisant un décalage d’indices dans les coefficients (3.86¢|)-(3.86f). La condition (3.71b|) des

flux convectifs normaux est également bien vérifiée en réalisant un décalage d’indices dans

les coefficients (3.86a)-([3.86b) et en rappelant que C*[U]g(i,j,k) = 0 si 0i;r = 0, et que
C*[Ulw(i + 1,j,k) = 0 si 011 = 0. En effet, il est a préciser que les coefficients (3.71a))-
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(3.71d)) sont tous nuls dans le cas ou l'inconnue u; j; n’existe pas, car la ligne correspondante

du systeme linéaire de la discrétisation n’existe pas.

3.5 Schéma d’intégration en temps et résolution des systémes
linéaires

L’intégration en temps des équations de Navier-Stokes semi-discretes et est
réalisée par le schéma & pas fractionnaires semi-implicite décrit dans les theses de Y. Cheny
[19] et F. Nikfarjam [72] pour la méthode LS-STAG, dont la précision temporelle est du second
ordre. Les termes diffusifs sont pris en compte implicitement afin d’éviter un pas de temps trop
restrictif, tandis que les termes convectifs sont pris en compte explicitement, de fagon que la
stabilité soit gouvernée par une condition de type CFL. Ce schéma & pas fractionnaires conduit a
la résolution de deux étapes successives : la premiere étape donne un champ de vitesse provisoire
(ﬁ ) au temps t"t! = (n + 1)At, tandis que la seconde étape corrige U de facon que la vitesse
vérifie ’équation de continuité . Cette étape conduit notamment & la résolution d’une
équation de Poisson pour la pression.

Dans les simulations en 2D de [19], le solveur multigrilles/BICGSTAB de Van Kan et al.
[91], initialement développé pour des discrétisations sur maillages structurés, était utilisé sans
qu’il soit nécessaire de le modifier pour tenir compte de la présence de la frontiere immergée,
et permettait de réaliser des simulations LS-STAG sans perte significative de la performance
du solveur par rapport a des simulations cartésiennes. Cependant, dans des géométries en 3D
extrudée [72] et dans ce manuscrit, le code LS-STAG a été développé dans un environnement MPI
parallélisé et la résolution itérative des systeémes linéaires, notamment I’équation de Poisson pour
la pression, est réalisée avec les solveurs multigrilles et de Krylov de la librairie HYPREEI [33].
L’implémentation paralléle du solveur LS-STAG et les résultats sur ses propriétés de scalabilité
sont présentés en détail dans [72]. Ce solveur, initialement développé pour des géométries 3D
extrudées, a été utilisé pour les simulations en géométries totalement 3D du chapitre suivant

sans que des modifications n’aient été nécessaires.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode LS-STAG en 3D pour les équations de Navier-Stokes a été
présentée. On a tout d’abord détaillé les différents parametres géométriques nécessaires pour
la discrétisation de ces équations dans les cut-cells 3D. On a ensuite repris les discrétisations
que l'on a conservées des méthodes en 2D [19] et en 3D extrudée [72] et qui s’appliquent sans
difficulté en 3D : terme instationnaire, gradient de pression, équation de continuité et flux diffusifs

normaux.

1. High Performance Preconditioners.
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3.6. Conclusion

Les motivations et les principes qui guideront la discrétisation 3D des termes restants ont
alors été rappelés, notamment le lien entre le calcul des forces a la paroi solide et le choix des
surfaces solides d’intégration pour les flux diffusifs tangentiels, en étendant la discussion du
chapitre 1 au cadre 3D. Les discrétisations des flux diffusifs tangentiels et des flux convectifs
ont été élaborées dans un but de généricité, pour aboutir a des formules indépendantes de la
forme des cut-cells. Cette généricité était nécessaire pour étendre la méthode LS-STAG aux
nombreux types de cut-cells présentes dans un maillage 3D, qui ne pouvaient plus faire 'objet
d’un traitement au cas par cas comme auparavant réalisé en 2D [I9] et en 3D extrudée [72].
Pour cela, un partage simple des surfaces d’intégration solides entre deux inconnues voisines est
réalisé pour les flux diffusifs tangentiels, et tous les gradients sur la paroi solide peuvent étre
calculés dans la direction du centroide solide par la formule DCM, qui a été étendue au cas 3D
d’aprés la technique de Coudiére & Manzini [26]. Il a été montré que ce nouveau gradient est
une extension de la formule GFM utilisée dans la méthode LS-STAG/2PT [19, [72] pour des
géométries 2D et 3D extrudées. Une nouvelle discrétisation des flux convectifs qui respecte la
propriété d’antisymétrie a ensuite été proposée pour tous les types de cut-cells 3D. Enfin, la
méthode d’intégration en temps et de résolution des systémes linéaires pour la discrétisation
LS-STAG a été présentée.

Maintenant que la discrétisation des équations de Navier-Stokes a été effectuée en 3D, le
prochain chapitre présentera la validation numérique de celle-ci sur une série de cas-tests en

géométries 2D et 3D.
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Chapitre 4

Validation numérique de la méthode
LS-STAG/DCM pour les équations

de Navier-Stokes

Contents
4.1  Introduction| .. ... ... ... e 137
[4.2  Précision spatiale en 2D : écoulement dans une cellule de Taylor- |
[ Couette cylindrique| . . . . . . . . . . o oo oo 138
[4.3 Précision spatiale en 3D extrudée : écoulement de Hagen-Poiseuille |
[ en conduite cylindrique| . . . . . . . ..o o 0oL o oo oo 143
[4.4  Ecoulement autour d’un cylindre dans une conduite de section carrée[149
[4.5 Précision spatiale en 3D : écoulement de Couette dans une cellule |
[ sphériquel . . . . . . . . L e e e 157
[4.6 Ecoulement autour d’une sphere stationnaire et en rotation|. . . . . 163
4.7 Conclusionl . . .. ... i ittt e e e e 188

4.1 Introduction

Le chapitre précédent a présenté la discrétisation des équations de Navier-Stokes par la

méthode LS-STAG/DCM pour des cut-cells 3D, qui peut en particulier s’appliquer sans modi-

fications aux écoulements en 2D et 3D extrudée précédemment considérés par [19, [72] avec la
méthode LS-STAG/2PT. Dans les géométries 2D, la méthode LS-STAG/DCM n’apporte que

des modifications marginales a la méthode 2P T dans les cut-cells : pour les équations de Navier-

Stokes, 'outil DCM permet une répartition systématique des surfaces solides dans les volumes

de controle qui conserve strictement la quantité de mouvement, et il permet de calculer aisément

les gradients de vitesse tangentiels qui apparaissent dans le post-traitement de quantités telles
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que le frottement a la paroi (cf section . La discrétisation des autres termes des équations
de Navier-Stokes, y compris le flux diffusif aux faces fluides des cut-cells, reste inchangée par
rapport & la méthode LS-STAG/2PT, comme discuté dans le chapitre précédent.

Pour les écoulements en géométries 3D extrudées, les modifications du calcul du flux diffusif
qu’apporte la méthode LS-STAG/DCM sont plus profondes : les gradients tangentiels de la com-
posante de vitesse w dans la direction extrudée, qui possedent une contribution non-orthogonale
sur les faces fluides des cut-cells, sont maintenant discrétisés par le gradient DCM de maniere
analogue a I’équation de température vue au chapitre [2 Pour ces deux types de géométries,
nous allons reprendre les configurations étudiées dans [19} [72] avec la méthode LS-STAG/2PT
afin d’évaluer les améliorations qu’apporte la méthode DCM dans ces géométries particulieres.
En dernier lieu, nous considérerons des écoulements en géométries “totalement” 3D, ou seule
la méthode LS-STAG/DCM permet de traiter systématiquement les nombreux cas de cut-cells
présentes dans le maillage.

Nous comparerons tout d’abord la précision spatiale de la méthode LS-STAG/DCM par rap-
port & LS-STAG/2PT dans le cas d’un écoulement de Taylor-Couette en 2D, qui est le premier
cas-test présenté dans [20] pour évaluer la méthode 2PT. Nous présenterons ensuite I’améliora-
tion drastique de précision qu’apporte la méthode LS-STAG/DCM dans le cas des écoulements
en géométries 3D extrudées : ’écoulement de Hagen-Poiseuille dans une conduite cylindrique, et
I’écoulement autour d’un cylindre dans un domaine non confiné. En outre, une comparaison des
temps de calcul et ressources informatiques des simulations 2PT et DCM montrera que cette
derniere méthode ne requiert qu’un surcolit marginal en ressources informatiques, pour un gain
de précision tres significatif.

Enfin, nous évaluerons la précision et la robustesse de la méthode LS-STAG/DCM pour
des écoulements “totalement” 3D & divers régimes. Premierement, la convergence spatiale de
la méthode sera étudiée sur la solution de Stokes pour I’écoulement de Couette entre deux
spheres concentriques. Puis nous étudierons I’écoulement autour d’une sphere, stationnaire et
en rotation, dans des régimes laminaires stationnaire (Re = 100) et instationnaire (Re = 300),

ainsi que dans un régime faiblement turbulent (Re = 1000).

4.2 Précision spatiale en 2D : écoulement dans une cellule de

Taylor-Couette cylindrique

4.2.1 Description de la configuration et parameétres numériques

Dans un premier temps, nous allons étudier la précision spatiale de LS-STAG/DCM dans la
configuration considérée par [19, 20] avec la méthode 2PT pour les fluides newtoniens, et [13]
pour les fluides non-newtoniens. La géométrie et les maillages utilisés sont les mémes que pour

I’étude de la température en conduction pure de la section
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AY

Y=

FIGURE 4.1 — A gauche : géométrie de la cellule de Taylor-Couette, ot le domaine fluide €2 est
compris entre les cylindres I'; de rayon Ry = 1m et I'y de rayon Re = 4R;. A droite : maillage

My avec N = 50 cellules carrées dans les deux directions = et y.

On considére un fluide compris entre deux cylindres coaxiaux, comme représenté sur la
figure qui est mis en mouvement par la rotation du cylindre intérieur avec la vitesse angu-

laire w. La dynamique de I’écoulement est gouvernée par le nombre de Taylor Ta défini par :

w? (B2 (Ry — Ry)?

Ta =
2

; (4.1)

qui mesure le rapport de la force d’inertie centrifuge sur la force visqueuse. Lorsque Ta est infé-
rieur au seuil d’instabilité de I’écoulement Ta, = 1712 [41], la solution stationnaire est unique-
ment orthoradiale, et ses composantes cartésiennes s’écrivent, en notant (x.,y.) les coordonnées

du centre des cylindres et r = \/(x — x:)? + (y — y.)? € [R1, Ra] :

7
uex(xay) =-K (7'—2 - > (y - yc)7 (423‘)
R3
Uex(xay) =K (T_Q - 1) (l’ - xc)a (4'2b)
2 4
_ 2T R 2 2
pex(xvy) =K (3 - 272 - R2 IOgT' ) ) (42C)
. wR?
ou K = m

Comme dans [19, 20], on considére un fluide de viscosité v ~ 0.25981 Pa.s et de masse

volumique p = 1kg.m ™3, avec w = 1s~! qui conduit au nombre de Taylor Ta = 1000, inférieur au
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seuil de premiere instabilité. Pour les résultats de ce paragraphe, I’état stationnaire est considéré
atteint lorsque les dérivées en temps normalisées des composantes de la vitesse sont inférieures

4 un seuil donné :

maxqu |[ul Tt — ul maxqe |7 — ol
i, 1, ] i,5 6] (2% -7
| <eet —1 <eavece=10"". (4.3)
maxqy [ui; maxqy V5|

4.2.2 Résultats et discussion

Nous allons dans un premier temps évaluer la précision spatiale de la méthode LS-STAG/DCM
en considérant la norme L., de l'erreur sur les composantes u et v. Ensuite, nous évaluerons
I’approximation numérique du frottement sur les parois solides afin d’évaluer la qualité du calcul
des gradients de vitesse dans les cut-cells, de maniere analogue a 1’étude du nombre de Nusselt

pour les écoulements caloriporteurs de la section

Précision spatiale pour la vitesse

Nous définissons les normes L, de l'erreur pour u :

1
E°(u) = c{g%}ij Ui j — Uex <CCZ', y; + 29&ij)) , (4.4)
et pour v :
1
E?(U) = CI\E%}; Vi,j — Vex (.CL‘Z + 59;}7]sz, yj> R (4.5)

ou la vitesse exacte donnée par — est calculée aux centroides des faces fluides.

La figure présente les normes d’erreur — en fonction du pas de discrétisation des
maillages h = 10R; /N, respectivement pour 90% (les 10% non pris en compte correspondent
aux cut-cells et celulles voisines) et 100% du domaine fluide. Notons que pour la premiére norme,
les cut-cells ne sont pas prises en compte. Sur 90% du domaine, on observe que LS-STAG/2PT
et LS-STAG/DCM possedent toutes deux une précision spatiale au second ordre pour les deux
composantes de vitesse, mais que la méthode DCM donne une précision supérieure. Sur 100% du
domaine, ot 'on mesure essentiellement lerreur dans les cut-cells, LS-STAG/DCM donne des
erreurs plus faibles que LS-STAG/2PT, et entraine également moins d’accidents de convergence :
I’'ordre de convergence est égal a 2 si I’on considere les trois premiers niveaux de maillages, et

légerement inférieur si 'on considere en outre le quatrieme.

Frottement a la paroi

De méme que le nombre de Nusselt de la section le calcul du frottement (ou skin friction)
¢f sur la paroi d’une géométrie complexe est une quantité sensible des méthodes IB/cut-cell, car

il fait intervenir le calcul des gradients de vitesse a la paroi solide des cut-cells. En notant n =

140



4.2. Précision spatiale en 2D :

écoulement dans une cellule de Taylor-Couette cylindrique
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FIGURE 4.2 — Norme Lo, de 'erreur sur u et v en fonction du pas h de maillage. En haut : pour
90% du domaine fluide, et en bas : 100% du domaine fluide.
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(ng,ny) le vecteur unitaire normal a la paroi pointant vers I'extérieur, et t le vecteur unitaire

directement orthogonal a n, le frottement s’exprime comme :

n n
Cf:(T"I’L)'t - Yz  Vry T ) Y
Yyz  Vyy Ny —MNy
_ ) |mene T myny ||y (4.6)
_'wanx + Yyy Ny —MNg

= Vnzny(%nz - ’Yyy) +v (nf/ - n?c) Yy,

ou T est le tenseur des contraintes visqueuses (|1.7]). Pour la solution analytique (4.2al)- (4.2¢),
le frottement prend la valeur constante 2vK R% /r* en tout point des cylindres extérieur r = Ry

et intérieur r = R;. La figure [£.3] présente la norme Ly normalisée du frottement obtenu par
les méthodes 2PT et DCM. On observe notamment la convergence a I'ordre 1 de la méthode
LS-STAG/DCM, qui est analogue a celle observée dans la section sur les nombres de Nusselt
locaux. Contrairement & ce qui était observé pour 1’équation de la température (cf. figure ,
la méthode 2PT donne un ordre de convergence proche du premier ordre, car ici le calcul des
gradients de vitesse aux faces fluides 2D n’est pas affecté par les problémes de non-orthogonalité
des faces fluides observés lorsque I'inconnue de température est placée au centre des cut-cells.

Pour LS-STAG/2PT et LS-STAG/DCM, la figure (haut) présente la distribution des
frottements locaux autour du cylindre intérieur obtenus sur le maillage le plus fin My.
La valeur exacte de ct, que nous rappelons étre constante en chaque point de la paroi, est aussi
reportée sur cette figure. Cette derniere montre que les coefficients calculés par les deux méthodes
fluctuent point a point autour de la valeur exacte, avec une amplitude moins prononcée pour
DCM. L’amplitude de ces oscillations est certainement a relier a la qualité des cut-cells comme
discuté dans la section [2.7] pour 1’écoulement autour d’un cylindre chauffé. Pour ce dernier
écoulement, les oscillations du Nusselt local calculé par DCM étaient moins prononcées, car le
gradient de température est une quantité moins délicate a calculer que les gradients de vitesse
apparaissant dans les termes visqueux des équations de Navier-Stokes. Néanmoins, la figure
(bas), qui compare les distributions obtenues sur le maillage le plus fin (M;) et le plus grossier
(My), montrent que ces oscillations s’atténuent fortement lorsque le maillage est raffiné, et un
ordre de convergence asymptotique linéaire est observé (cf. figure .

Ces résultats illustrent le fait que la méthode LS-STAG/DCM, qui en 2D n’apporte que
des améliorations minimes a la méthode 2PT (cf. section , permet d’obtenir des résultats
sensiblement meilleurs que la méthode 2PT : en particulier, une précision au second ordre
est maintenant observée sur 'approximation de la vitesse dans les cut-cells. Les paragraphes
suivants montreront que, lorsqu’elle sera appliquée aux géométries 3D extrudées, la méthode

LS-STAG/DCM apportera des améliorations significatives sur la précision des résultats de la
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FIGURE 4.3 — Norme Ly normalisée de l'erreur pour les frottements locaux (4.6)) sur le cylindre
I'y en fonction du pas h de maillage.

méthode LS-STAG.

4.3 Précision spatiale en 3D extrudée : écoulement de Hagen-

Poiseuille en conduite cylindrique

Nous nous tournons maintenant sur 'application de la méthode DCM aux écoulements consi-
dérés dans la these de F. Nikfarjam [72], et repris dans Particle [71], qui lui ont permis de valider la
méthode LS-STAG/2PT en géométrie 3D extrudée. Pour la solution exacte de Hagen-Poiseuille
en géométrie cylindrique que nous considérons dans ce paragraphe, F. Nikfarjam avait observé
que l'ordre de précision de la méthode LS-STAG/2PT, qui nous le rappelons est proche de 2
en 2D, se réduisait a 1 en géométrie 3D extrudée. Cette perte de précision avait alors été at-
tribuée au calcul 2PT des flux diffusifs sur les faces non-orthogonales qui apparaissent pour la
composante w dans les directions tangentielles (cf. section .

Par conséquent, le but de ce paragraphe est de quantifier le gain en précision spatiale qu’ap-

porte le calcul DCM du flux diffusif des équations de Navier-Stokes sur les faces fluides non-
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orthogonales des cut-cells. Dans le paragraphe suivant, la méthode LS-STAG/DCM sera appli-

quée a la solution d’un cas-test plus exigeant en géométrie 3D extrudée.

4.3.1 Description de la configuration et parameétres numériques

w(r) = Wpax(l — 7/ R)

g{-’ = Apy, (u. v, w) periodic

FIGURE 4.5 — Géométrie de 1’écoulement de Hagen-Poiseuille étudié. La direction de I’extrusion

est I'axe z.

Nous considérons la conduite cylindrique de longueur L et de diametre D = 2R représentée
sur la figure L’application d’un gradient de pression constant entre l’entrée et la sortie
du cylindre met alors le fluide en mouvement a l'intérieur de la conduite. Des conditions de
non-glissement sont imposées sur les parois du cylindre, et des conditions de périodicité sont
imposées sur les sections d’entrée et de sortie. Pour cette configuration, les équations de Navier-
Stokes admettent une solution analytique unidirectionnelle dans la direction z de I’extrusion,

qui s’exprime en coordonnées cylindriques par :

wor) = we (1- ). (4.7)
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ou w, est la vitesse du fluide au centre de la conduite. Nous pouvons en particulier observer
que le gradient de wex est non nul uniquement pour les composantes tangentielles (Qwey/0x
et Owex/0y) qui apparaissent sur les faces fluides non-orthogonales des cut-cells extrudées (cf.
figure , ce qui fait de ce cas-test une configuration tout a fait pertinente pour évaluer la
précision de la méthode DCM. Nous rappelons que pour tous les écoulements présentés dans
ce chapitre, uniquement la méthode de reconstruction aux sommets TRI (cf. section est
considérée.

Les simulations numériques reprennent les parametres géométriques définis par Van der
Heiden et al. [90] pour valider son implémentation de la méthode LS-STAG dans le code de
simulation a surface libre COMFLOW : les dimensions de la conduite sont 2R x L = 1 x 2, et les
simulations se font pour un nombre de Reynolds de 2000. Les maillages cartésiens définis dans [72]
pour la méthode LS-STAG/2PT, dont les caractéristiques sont reportées dans le tableau
sont utilisés de nouveau pour la méthode LS-STAG/DCM. En raison de l'indépendance de la
solution selon la direction de ’extrusion, le nombre de cellules cartésiennes est gardé constant
selon z, et le raffinement se fait uniquement selon x et y en utilisant des cellules de section carrée
de taille h. Les calculs numériques sont effectués a partir d’une condition initiale correspondant
a la solution exacte , et ’état stationnaire est défini par un critere d’arrét sur la composante
w similaire & la condition avec € = 1078,

Maillage | N, x Ny x N, | Nombre de cellules | Cellules cartésiennes Cut-cells
My 62 x 62 x 256 984064 769536 (78.20%) 59904 (6.09%)
M, 107 x 107 x 256 2930944 2317312 (79.06%) | 104192 (3.55%)
Ms 180 x 180 x 256 8294400 6567424 (79.18%) | 176640 (2.13%)
M, 281 x 281 x 256 20214016 15949824 (78.90%) | 279296 (1.38%)

TABLE 4.1 — Caractéristiques des maillages utilisés pour I’écoulement de Hagen-Poiseuille.

4.3.2 Résultats et discussion

Pour 'unique composante de vitesse non nulle w, nous nous intéressons en premier a la
répartition des erreurs numériques sur une section de la conduite, afin d’évaluer la qualité de la
discrétisation proche des cut-cells et dans la zone centrale du maillage. Fn raison de la symétrie
de I’écoulement et du maillage, la solution numérique est identique sur toutes les sections de la
conduite, et elle est symétrique par rapport aux plans x = 0 et y = 0 : il est donc suffisant de
considérer le profil d’erreur sur des droites appartenant a une section de la conduite.

Pour les méthodes LS-STAG/2PT et LS-STAG/DCM, la figure présente les profils de
I’erreur normalisée de la vitesse le long de la droite d’équation = 0 obtenus sur les maillages M;
et M3. On observe que les erreurs ont une valeur proche du zéro machine dans la zone centrale du

maillage, due a la quasi-linéarité de la solution exacte (4.7) dans cette partie du domaine et, par
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constant.

effet de pollution numérique causée par la discrétisation dans les cut-cells, croissent fortement
jusqu’aux parois du cylindre. Pour les deux maillages, la zone centrale est largement plus étendue
pour la méthode DCM, et les erreurs en proche paroi beaucoup plus faibles que pour 2PT, ce
qui montre que le gain de précision apporté par la méthode DCM dans les cut-cells influence
trés favorablement la précision globale de la méthode LS-STAG. La figure [.7], qui montre les

profils d’erreurs pour I'ensemble des cellules €2; ; , avec i = j appartenant a une section k de la
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conduite, et qui ne se trouvent pas sur I'un des axes de symétrie de I’écoulement, confirme ces
résultats.

Comme pour 1’écoulement de Taylor-Couette 2D de la section précédente, nous pouvons
étudier la norme L, de I'erreur pour la composante w sur 90% et 100% du domaine. I1
est a préciser que, conformément aux résultats du paragraphe précédent, mesurer ’erreur sur le
domaine entier revient & mesurer les erreurs dans les cut-cells. La figure [£.8] présente les courbes
d’erreurs pour les maillages M; — My. Cette figure montre que la méthode LS-STAG/2PT
possede une précision d’ordre 2 sur 90% du domaine et d’ordre 1 sur 100% du domaine, bien
en deca de la précision obtenue en 2D (figure . Par contre, la méthode DCM présente des
erreurs inférieures a 2PT d’environ une décade, et exhibe une convergence d’ordre 2 sur 100% du
domaine, ce qui montre que la discrétisation DCM permet de conserver la précision au second
ordre de la méthode LS-STAG 2D. Sur 90% du domaine, les résultats sembleraient montrer que
la méthode LS-STAG/DCM présente un taux de convergence supérieur a 2 pour les maillages
les plus fins. Ces résultats sont biaisés par le fait que la proportion des cellules cartésiennes ou
I’erreur est au zéro machine augmente en raffinant le maillage, comme observé sur les figures

et [7] et que les cut-cells ne sont pas prises en compte.

W, 90% W, 100%
107 T 1077 - ' .
197 | s 3
[ Lt o
$reyd )Z( 1072 , 1
Yok A
10 SE E//Z 3 ’/‘ /H/
o
510" | O 1 5107} 3
; e
2]
10°F @ 3
E g
10 ]
106+ 4 |8 LS-STAGRPT | | g
—&— LS-STAG/DCM e
—-—- 1st order slope O'
2nd order slope
107 ' 10°° : '
1073 1072 10" 107 1% 10"
h h

FIGURE 4.8 — Norme L., normalisée de l’erreur sur la vitesse w dans le cas de 90% du domaine

(a gauche) et le cas de 100% du domaine (& droite).

Ce test de précision spatiale portant sur la solution exacte de Hagen-Poiseuille a permis
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d’évaluer avec rigueur l'important gain de précision qu’apporte le traitement DCM aux faces
fluides non-orthogonales des cut-cells pour la résolution des équations de Navier-Stokes en géo-
métries 3D extrudées. En particulier, une précision a 'ordre 2 est maintenant observée dans les
cut-cells. Il convient maintenant d’évaluer les performances de la méthode LS-STAG/DCM pour

un régime d’écoulement plus exigeant en géométrie 3D extrudée.

4.4 Ecoulement autour d’un cylindre dans une conduite de sec-

tion carrée

En s’appuyant sur un cas-test bien documenté en géométrie extrudée [83], F. Nikfarjam
a effectué dans sa theése [72] une comparaison approfondie des performances de la méthode
LS-STAG/2PT et d’un solveur commercial non-structuré (Ansys FLUENT®) afin de répondre
a deux questions cruciales concernant la simulation numérique des écoulements en géométries
complexes, et qui & notre connaissance ont rarement été abordées dans la littérature : quelle
est la précision d'une méthode IBM/cut-cell comparée a celle d'une méthode volumes finis sur
grille ajustée a la frontiere (body-fitted) ? Les ressources informatiques (taille mémoire, temps de
calcul) que nécessite une méthode IBM /cut-cell sont-elles comparables a celles d’'une méthode
body-fitted ?

Dans cet objectif, une série de simulations a été conduite avec le code LS-STAG et avec
le code commercial FLUENT® (V14.57) sur le cas-test de référence 3D-3Z initialement proposé
par Schéfer et al. [83] qui consiste en un écoulement laminaire autour d’un cylindre dans une
conduite de section carrée. Pour cette configuration, Bayraktar et al. [7] ont réalisé une compa-
raison approfondie des performances de trois solveurs non-structurés (OpenFOAM, Ansys-CFX
et FEATFLOW) sur une série de grilles curvilignes et ont fourni de nombreux résultats en ré-
gimes stationnaire et instationnaire. Enfin, Bayraktar [6] a communiqué des résultats de grande
précision obtenus par le solveur FEATFLOW sur I’évolution temporelle des forces de trainée et
de portance, qui ont permis de comparer finement les performances des solveurs LS-STAG/2PT

et FLUENT®.

En particulier, cette étude a montré que les résultats de la méthode 2PT, bien que satisfai-
sants, n’exhibaient pas une convergence spatiale aussi monotone que celle de FLUENT®. Cette
perte de précision avait été attribuée a 'imprécision du calcul 2PT des flux diffusifs tangentiels
dans les cut-cells. Le but de ce paragraphe est de démontrer que la méthode LS-STAG/DCM
est maintenant capable de donner des résultats compétitifs, aussi bien sur le plan de la précision
spatiale que des ressources informatiques consommées, a ceux d’une méthode body-fitted telle

que FLUENT®.
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4.4.1 Description de la configuration et parameétres numériques

La figure présente le domaine de calcul défini dans [83] [7]. Un cylindre de diametre
D = 0.1 m est placé dans une conduite de longueur L = 2.5 m et de section carrée de coté
H = L, = 0.41 m. Les distances du cylindre a ’entrée et a la sortie de la conduite sont
respectivement L, = 0.45 m et Ly = 1.95 m. Le cylindre est positionné perpendiculairement
a la direction de I’écoulement, de telle facon qu’un décalage de 1.0 cm permet de briser la
symétrie du domaine dans la direction verticale, ce qui conduit aux dimensions Hg; = 0.15 m et
H, = 0.16 m dans la figure .9

FIGURE 4.9 — Domaine de calcul pour ’écoulement autour d’un cylindre dans une conduite de

section carrée.

Des conditions de non-glissement sont imposées sur les quatre parois de la conduite, tandis
qu’a ’entrée le profil de la composante de vitesse u est prescrit. Pour la simulation dans le régime
stationnaire que nous considérerons, on a le profil parabolique suivant :

(H —y)(H — 2)
H4 ’

ol Upax représente le maximum de la vitesse. Pour 1’écoulement instationnaire, la dépendance

Upax = 0.45m /s, (4.8)

Uentree = 16Umaxy2

en temps est introduite en faisant varier la vitesse d’entrée comme :

o (mt\ (H—y)(H —z
Uentree = 16Umaxy2 sin (8> ( yI){(‘l ), Umnax = 225m/s (49)

A la sortie de domaine, la méthode LS-STAG utilise une condition de sortie de type convec-
tive [T9], tandis que FLUENT® fixe la valeur du tenseur des contraintes visqueuses (type pressure-

outlet). La viscosité du fluide est v = 1073m? /s, et en choisissant comme grandeurs de référence
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4Umax

le diameétre D du cylindre et la vitesse moyenne U = a I’entrée du domaine, la simu-
lation stationnaire correspond au nombre de Reynolds Re = 20, tandis que pour la simulation

instationnaire le nombre de Reynolds varie comme Re € [0, 100].

Les simulations numériques FLUENT® ont été effectuées avec le solveur incompressible (pressure-
based) et une discrétisation spatiale d’ordre 2 : le schéma QUICK pour la convection, une inter-
polation aux sommets par la formule de Green-Gauss pour le calcul des gradients, et PRESTO!
pour linterpolation de pression [3]. Le schéma en temps implicite du second ordre (BDF2) a
été choisi. Pour le couplage vitesse-pression, deux variantes de ’algorithme PISO ont été consi-
dérées : la variante itérative (standard, notée STRD) et la variante non-itérative (NITA). La
premiere variante effectue a chaque pas de temps plusieurs itérations pour résoudre les équations
couplées de vitesse et de pression, tandis que la seconde ne résout 1’équation de Poisson pour
la pression qu’une seule fois. La variante NITA est donc plus économe en temps de calcul que
la variante STRD, au détriment de la stabilité de I'intégration en temps BDF2, qui doit vérifier
une condition de stabilité de type CFL. En ce sens, PISO/NITA est I’algorithme de résolution
de FLUENT® (V14.57) qui se rapproche le plus du schéma en temps AB/BDF2 de la méthode
LS-STAG présenté dans la section Tous les autres parametres numériques de FLUENT® sont
laissés & leur valeur par défaut. Toutes les simulations FLUENT® et LS-STAG ont été effectuées
sur le supercalculateur parallele IJL-LEMTA de I’Université de Lorraine, sur des nceuds a 16
processeurs et 64 Go de mémoire RAM, utilisant des Intel Xeon E5-2660 cadencés a 2.20 GHz.

Les maillages utilisés par FLUENT® sont les mémes que ceux proposés dans [7] et dont la vue
dans le plan zy pour le maillage le plus grossier, nommé L2, est donnée dans la figure La
partie du maillage proche de la surface du cylindre a été raffinée avec des cellules hexaédriques
quasi-uniformes de taille Ag/D ~ 0.31 basée sur la diagonale principale. Le maillage 3D est alors
obtenu par extrusion selon ’axe z avec une distribution uniforme de cellules. Les maillages plus
fins L3 et L4 ont des cellules de tailles respectivement de Ag/2D et de Ag/4D pour un nombre
total de cellules fluides respectivement de 393216 et 3145728.

FIGURE 4.10 — Vue dans la direction de 1’écoulement du maillage curviligne L2 de FLUENT®.
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Les maillages M2-M4 de la méthode LS-STAG ont été construits dans [72] de maniere a étre

les plus proches possibles de L2-L4. Bien que les grilles cartésiennes offrent moins de flexibilité

sur le plan du raffinement local des géométries complexes, le nombre total de cellules fluides et la

résolution a proximité de la frontiere sont choisis de fagon a étre proches de L2-L4. La vue dans

le plan zy du maillage le plus grossier M2 est donnée dans la figure [£.11] Pour M2, le bloc autour

du cylindre est obtenu en définissant un maillage rectangulaire de L,/D x L,/D = 4.0 x 2.0

avec des cellules uniformes de taille h, /D x h,/D = 0.118 x 0.105, tandis qu’en amont et en aval

du cylindre la taille des cellules est plus importante. Dans la direction en z, une distribution

uniforme de cellules de taille Az/D = 0.256 est utilisée. Le maillage 3D correspondant a M2

a donc 49136 cellules fluides et des cellules de taille 0.30 prés de la surface du cylindre, ce

qui est trés proche du maillage L2 de FLUENT®. Le tableau résume les caractéristiques

FIGURE 4.11 — Vue dans la direction de I’écoulement du maillage M2 de la méthode LS-STAG.

géométriques des différents maillages utilisés pour LS-STAG, ainsi que les pas de temps utilisés

pour les simulations.

Maillage | AtUyef/D | Ny x Ny x N, | Cellules fluides cartésiennes Cut-cells hay/D % hy/D
M, 0.016 | 83x38x 16 49136 (97.4%) 576 (1.1%) | 0.118 x 0.105
M; 0.008 159 x 77 x 32 391776 (97.6%) 2368 (0.6%) | 0.060 x 0.051
My 0.004 317 x 153 x 64 3104064 (97.8%) 9088 (0.3%) | 0.030 x 0.026

TABLE 4.2 — Propriétés des différents maillages et des pas de temps utilisés pour LS-STAG, avec
Uret = 1 m/s.

Comme défini par [83], la simulation numérique de I’écoulement instationnaire se fait sur

I'intervalle de temps [0, 8s], ce qui correspond & la moitié d’une période de la condition d’en-
trée (4.9). Pour I’écoulement stationnaire, la condition (4.3 pour toutes les composantes de la

vitesse est utilisée avec ¢ = 1076,
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4.4.2 Résultats et discussion

Les comparaisons reportées dans [72] ont essentiellement porté sur les coefficients de trainée
(noté Cp) et de portance (noté Cr,) du cylindre, qui évoluent dans le temps avec la période
de la condition d’entrée pour la simulation instationnaire. Ces coefficients correspondent
respectivement a la résultante des forces de trainée et & la résultante des forces de
portance calculées dans les cut-cells autour du cylindre, normalisées par %pUglaxS ol
S est la surface projetée de la géométrie dans la direction de 1’écoulement, i.e. dans ce cas
S=DxH.

Ecoulement stationnaire & Re = 20

% Erreur
Solveur Maillage AP
Cp | Cu
M2 3.0 33 10.139
LS-STAG/2PT M3 3.8 12.8 | 0.166
M4 3.6 6 0.170
M2 1.01 | 16.88 | 0.133
LS-STAG/DCM M3 0.20 | 6.77 | 0.166
M4 0.13 | 2.75 | 0.170
L2 0.81 | 15.18 | 0.160
FLUENT® L3 0.22 | 5.67 | 0.165

L4 0.05 | 1.62 | 0.168

TABLE 4.3 — Erreurs relatives sur les coefficients de trainée et de portance par rapport a la
solution de référence de [I7, 50] (Cp = 6.1853 et CL, = 0.009401) ainsi que le différentiel de
pression AP défini dans [72] et dont une valeur de référence [17, [50] est 0.171, pour I’écoulement

stationnaire a Re = 20.

Pour les simulations FLUENT® et LS-STAG /2PT effectuées dans [72], ainsi que celles réalisées
avec la présente méthode LS-STAG/DCM, le tableau présente les erreurs relatives sur les
coefficients Cp et Cf,, en prenant comme référence les valeurs obtenues dans [50] avec une
méthode d’éléments finis de haut degré. Ce tableau met en évidence les problémes de précision
de la méthode LS-STAG /2PT, qui donne des résultats bien inférieurs & FLUENT® sur tous les
maillages, et qui surtout ne converge pas de fagon monotone vers la valeur de référence de Cp
lorsque le maillage est raffiné. Par contre, la méthode DCM permet d’obtenir une convergence
monotone sur Cp, et de donner pour les deux coefficients de forces des résultats comparables a
FLUENT® bien que légérement inférieurs sur le maillage le plus fin. Cela est certainement dii au
fait que les cellules des maillages utilisés par FLUENT® ont une meilleure qualité géométrique

que les cut-cells & proximité de la géométrie complexe, comme on I’a vu dans le chapitre 2. La
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quantité AP quant & elle reste quasiment inchangée par rapport & LS-STAG/2PT et n’est donc
pas pertinente pour la comparaison avec LS-STAG/DCM, bien qu’elle converge également vers
la valeur de référence 0.171 [17, 50].

Ecoulement instationnaire pour 0 < Re(t) < 100

Une premiere comparaison qualitative des méthodes LS-STAG/2PT et LS-STAG/DCM est
donnée dans la figure [£.12] qui compare sur une demi-période temporelle I’évolution des coef-
ficients Cp et Cf, obtenus sur la série de maillages Ma — My avec la solution de référence [6].
Comme pour ’écoulement a Re = 20, la méthode DCM donne clairement une meilleure précision
sur chaque maillage, notamment apres ¢t >~ 3 s ou les signaux varient rapidement, comme on peut
le voir sur le zoom & droite de la figure.

La figure compare maintenant les résultats de la méthode LS-STAG/DCM avec ceux
obtenus par le code FLUENT®. Cette figure montre notamment que sur le niveau de maillage le
plus grossier My/ Lo, aucune des 2 méthodes ne parvient a capturer la dynamique de I’écoulement
du fait de la résolution insuffisante de la grille. Des résultats plus précis sont cependant obtenus
sur les deux niveaux les plus fins, comme on peut le voir sur le zoom a droite de la figure. Les
résultats de LS-STAG/DCM ont une précision largement équivalente & ceux de FLUENT? : ils
sont mémes virtuellement identiques pour Cy, sur Ms/L3 et Cp sur My/L4, mais légérement
inférieurs pour Cp sur M3/L3 et Cy, sur My/Ly.

Une comparaison quantitative est donnée dans le tableau [£.4] qui compare les indicateurs
proposés par [7], soit les erreurs relatives sur les extrema des coefficients de force, ainsi que la
norme Ly de ces coefficients calculée a chaque pas de temps dans t € [0,8s]. Remarquons en
premier que la méthode LS-STAG/2PT exhibe une convergence monotone uniquement sur le
coefficient de portance Cf,, et donne sur chaque maillage des résultats bien inférieurs a ceux
de FLUENT®. La discrétisation DCM apporte une trés significative amélioration de la précision
des résultats LS-STAG, qui permet d’obtenir une convergence monotone pour tous les coefficients
reportés dans le tableau, avec une précision comparable & FLUENT® sur les trois niveaux de
maillages.

Le tableau [4.5] présente le coflit en temps de restitution et en occupation mémoire pour
les simulations LS-STAG et FLUENT®. Notons que les simulations FLUENT® avec I’algorithme
itératif PISO/STRD sont extrémement cotiteuses en ressources informatiques (plus de 20 fois
supérieures aux coiits des simulations avec les 2 variantes de LS-STAG) et n’ont pu étre réali-
sées sur le maillage le plus fin. En comparaison de la variante NITA, les 2 variantes LS-STAG
sont significativement plus rapides (environ 3 a 4 fois plus rapides que FLUENT©), et nécessitent
une occupation mémoire 3 & 4 fois plus faible. Ce tableau montre aussi que LS-STAG/DCM
ne nécessite que 10% de temps CPU supplémentaire par rapport a LS-STAG/2PT. Cette aug-
mentation modérée du temps de calcul est notamment due a I'algorithme de reconstruction aux

sommets et la nécessité d’utiliser un stencil élargi pour la résolution des systémes linéaires par le
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FIGURE 4.12 — Evolution temporelle des coefficients Cp et Cp, donnés par les deux variantes
LS-STAG/2PT et LS-STAG/DCM et par la référence [6]. A gauche : sur tout l'intervalle de

temps; & droite : zoom autour de t = 4 s.

solveur multigrille HYPRE. Sur le plan de I'occupation mémoire, le surcofit de la méthode DCM
est totalement marginal, et ne représente qu'une fraction de la taille mémoire nécessaire pour
stocker les nombreux tableaux tridimensionnels que nécessite le schéma a 3 niveaux AB/BDF2

et les tableaux intermédiaires du solveur HYPRE.

Précisons enfin que le cotit CPU des simulations LS-STAG dépend fortement du solveur
multigrille qui est utilisé. En effet, le solveur HYPRE;, initialement développé pour des maillages
body-fitted structurés et non structurés, est utilisé dans le code LS-STAG en “boite noire” dans

le code LS-STAG pour résoudre les systémes linéaires issus du schéma de projection décrit dans
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FIGURE 4.13 — Evolution temporelle des coefficients Cp et Cf, calculés par LS-STAG/DCM,
FLUENT® et la référence [6]. A gauche : sur tout I'intervalle de temps; & droite : zoom autour
det=4s.

la section et en particulier I’équation de Poisson pour la pression. Or, la résolution de cette
équation est connue pour étre la partie la plus coliteuse d’un solveur incompressible : nous avons
estimé que la résolution des systémes linéaires par HYPRE pouvait prendre 60% du temps total
d’une simulation. Une réduction significative du colit d’une simulation pourrait étre obtenue si
le code LS-STAG utilisait des méthodes multigrilles spécifiquement congues pour la résolution
de problémes elliptiques issus de discrétisation de cut-cells.

Les résultats de cette partie confirment ’amélioration significative de précision qu’apporte la

méthode DCM a la méthode de cut-cells LS-STAG, qui représente maintenant une alternative
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% Erreur % Lo Erreur
Co.lCL_ o | on | o
M2 3.72 11.05 | 36.61 | 3.74 | 48.06
LS-STAG/2PT M3 2.23 2.96 18.07 | 2.42 | 16.94
M4 2.96 0.49 | 10.02 | 3.05 | 10.22
M2 1.31 6.99 34 1.48 | 41.91
LS-STAG/DCM M3 0.63 0.72 | 10.78 | 0.65 | 10.06
M4 0.24 0.06 542 | 0.22 | 546

Solveur Maillage

L2 235 | 4.40 | 16.29 | 2.11 | 17.03
FLUENT® L3 0.96 2.16 | 10.96 | 0.81 | 10.01
L4 025 | 0.08 | 2.89 |0.21| 267

TABLE 4.4 — Erreurs relatives sur les coefficients de force sur une demi-période de I’écoulement,

mesurées par rapport a la solution de référence [6].

Temps de simulation (min) Mémoire utilisée (mb)
Maillage | np | LS-STAG FLUENT® LS-STAG FLUENT®
2PT | DCM | STRD | NITA | 2PT | DCM | STRD | NITA
M2/1.2 2 15 17 363 95 90 88 406 400
M3/L3 4 | 125 138 2943 488 418 416 1368 1388
M4/L4 | 4 | 2013 | 2241 - 7841 | 2470 | 2422 - 7927

TABLE 4.5 — Cofits en temps de calcul et en mémoire des simulations LS-STAG et FLUENT®
mesurés sur np processeurs du supercalculateur parallele IJL-LEMTA pour ’écoulement insta-

tionnaire autour du cylindre.

compétitive, aussi bien en terme de précision que de ressources informatiques, aux méthodes
traditionnelles avec maillages ajustés a la frontieére. Nous allons maintenant évaluer les perfor-
mances de la méthode LS-STAG/DCM pour les géométries “totalement” 3D, pour lesquelles la
méthode 2PT ne peut étre appliquée.

4.5 Précision spatiale en 3D : écoulement de Couette dans une

cellule sphérique

Afin d’évaluer la précision spatiale de la méthode LS-STAG/DCM en 3D, nous allons consi-
dérer un écoulement confiné entre deux spheres concentriques telles que la sphere intérieure est
en rotation. Les différents régimes de cet écoulement ont été étudiés expérimentalement, théori-
quement et numériquement (voir 'article de revue [I8]), et une étude expérimentale récente [50]

présente les différents régimes selon la vitesse de rotation des spheres. Nous avons choisi cette
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configuration pour sa similitude avec la cellule de Taylor-Couette cylindrique ou la précision
de la méthode 2D a été étudiée (sections et , et du fait de l'existence d’une solution
analytique dans le régime de Stokes [58] pour cette géométrie complexe “totalement” 3D. Cet
écoulement permettra notamment de valider I'implémentation du gradient DCM en 3D pour le
calcul des flux diffusifs a la paroi solide des cut-cells (cf. section .

4.5.1 Description de la configuration et parametres numériques

La figure [£.14] représente le domaine de calcul entre les deux sphéres concentriques de centre
O : la spheére extérieure de rayon Ry est stationnaire, tandis que la sphere intérieure de rayon
Ry est en rotation a une vitesse (2 autour de I'axe Ox. Les deux parametres de controle de
I’écoulement sont ’épaisseur adimensionnée de lentrefer o = (Re — R1)/R1, et le nombre de

Taylor :

RyQd
= ly N (4.10)

qui caractérise les différents régimes de cet écoulement, avec d = R — R;.

Ta

Y

A

Z

FIGURE 4.14 — Géométrie pour 1’écoulement de Couette entre deux spheres coaxiales.

Dans le régime de Stokes, I’écoulement est purement azimutal. L’expression analytique des

composantes de la vitesse dans la base canonique (e, ey, e;) est [18, 58] :

v=|-v 90 Vir 9)——QR§(T3_R§)
= | —=V(r,0)cos(p) |, T r2(R3 — R3)

V(r, 8)sin(y)

sin 6, (4.11)
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4.5. Précision spatiale en 3D : écoulement de Couette dans une cellule sphérique

en utilisant les coordonnées sphériques (1,6, ) € [R1, R2] x [0,7] x [0,27]. En particulier, la
solution est tangente a la sphere et ne dépend pas de la colatitude ¢ : les lignes de courant de
la vitesse forment ainsi des cercles concentriques dans les plans orthogonaux a I’axe de rotation
(ex), comme montré sur la figure

L.,

FIGURE 4.15 — Lignes de courant de la solution de Stokes dans le plan méridien (Oyz) pour

X

I’écoulement de Couette sphérique.

Pour 0 < Ta < Ta, ~ 44, ’écoulement dévie de la solution de Stokes et une faible vitesse
meridienne apparait, telle que les lignes de courant forment maintenant des spirales partant de
I'équateur jusqu’aux poles [58, H6]. En conséquence, la solution exacte n’est plus valide
dans le régime de Navier-Stokes, contrairement au cas cylindrique ou le gradient de pression et
le terme convectif s’annulaient mutuellement [58].

Pour cette raison, les simulations avec la méthode LS-STAG/DCM sont réalisées dans le
régime rampant uniquement, en négligeant les termes de convection dans ’équation de quantité
de mouvement. Les parameétres des simulations sont choisis de maniere analogue a 1’écoulement
de Taylor-Couette en 2D de la section :R1 =1, Ro =4 et Q =1. Le nombre de Taylor est
choisi a Ta = 20, en dessous du seuil Ta. de I’apparition des rouleaux de Taylor. La rotation de
la sphere est imposée en interpolant la condition aux limites v, = Qe, A 5}—; aux sommets x,
de la face solide des cut-cells. Les simulations sont réalisées sur une série de maillages uniformes
décrits dans le tableau[4.6] La résolution spatiale de ces maillages est analogue a la configuration
de Taylor-Couette 2D (cf. tableau , et le nombre de cellules fluides varie de 20000 a plus de 2
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millions. La figure [4.16] présente le maillage le plus grossier M;. L’état stationnaire de la solution
numérique est considéré atteint quand la condition analogue & (4.3]) pour toutes les composantes

de la vitesse est vérifiée avec ¢ = 1076.

Maillage | N, x N, x N, | Cellules fluides | Cellules cartésiennes Cut-cells
My 45 x 45 x 45 27430 20946 (76.4%) 6484 (23.6%)
My 75 X 75 x 75 120508 102504 (85.1%) 18004 (14.9%)
Ms 105 x 105 x 105 323294 288034 (89.1%) 35260 (10.9%)
My 155 x 155 x 155 1021976 944956 (92.5%) 77020 (7.5%)
M 205 x 205 x 205 2341494 2206898 (94.2%) 134596 (5.8%)

TABLE 4.6 — Caractéristiques des différents maillages LS-STAG pour 1’écoulement de Couette

sphérique. Les pourcentages indiqués sont calculés par rapport au nombre total de cellules fluides.

FIGURE 4.16 — Section du maillage M; dans le plan méridien (Oyz) pour I’écoulement de Couette

sphérique.

4.5.2 Résultats et discussion

Pour ces maillages 3D, nous reprenons 'étude réalisée dans la section [2.7.3]sur les indicateurs
de qualité des maillages de cut-cells 2D, en définissant en 3D le ratio de volume ([2.69)) :

Vigh (4.12)

RV|. .. = min
‘Z’]’k (I,m,n)eNb Vl,m,n7
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ainsi que la non-orthogonalité (2.68)) :

0Ql; j, = min cosay, (4.13)

fels j.x

ol ay correspond a I’angle entre le vecteur reliant les centroides fluides de chaque coté de la face
f, et le vecteur normal a la face f. La figure présente les histogrammes de ces indicateurs
pour les maillages My — Ms. Il est & préciser que dans ce cas-test la frontieére immergée est
concave pour la sphere extérieure et convexe pour la sphére intérieure, ce qui differe du cas de
la section [2.7] ot seule une frontiére immergée convexe était présente. Pour ces indicateurs 3D,
on observe globalement une tendance similaire & ce qu’on obtenait en 2D (figure , ou la
majorité des cut-cells sont de bonne qualité avec une faible non-orthogonalité (OQ < 1) et une
variation de volumes RV proche de 'unité. Comme en 2D, une part infime de cut-cells voient
leur RV croitre avec la taille du maillage. Par contre, 'indicateur de non-orthogonalité en 3D se
dégrade légérement par rapport au cas 2D, car OQ est minoré par /3 /3 =~ 0.58 pour une cellule
cubique et non plus v/2/2 ~ 0.71 comme en 2D. Il est aussi notable de remarquer que tous les
maillages exhibent une chute prononcée dans la répartition des cut-cells autour de OQ ~ 0.92 et
qui n’était pas observée pour la partie convexe du cercle représentant la frontiere immergée de
la section [2.7] Cela est certainement une particularité des géométries sphériques, et nécessiterait

d’étre étudié pour d’autres types de formes tridimensionnelles complexes.

La figure [£.18| présente les normes Lo, et Lo des erreurs pour les différentes composantes de
la vitesse en fonction de la taille de maille h. Du fait des symétries de ’écoulement de Stokes, les
erreurs sur les composantes azimutales v et w sont confondues, tel que ’ordre de convergence ¢
mesuré est proche de quadratique (¢ ~ 1.8) pour la norme L9 et quasi-linéaire (¢ ~ 0.92) pour
la norme L. Il est a préciser qu’a cause de la présence de cut-cells non alignées avec ’axe de
rotation Oz, ’étape de projection engendre de faibles vitesses non-azimutales u, alors que la
solution exacte est nulle analytiquement. L’intensité de ces vitesses est néanmoins négligeable :
la figure permet d’estimer que pour h < 0.1 leur intensité est inférieure au centieme de la
vitesse azimutale dans les cut-cells, et inférieure au millieme dans les cellules cartésiennes, avec
un taux de convergence asymptotique supérieur ou égal a celui mesuré pour les composantes

azimutales.

Ce cas-test a permis d’évaluer la précision de la discrétisation LS-STAG/DCM pour une
configuration “totalement” 3D avec conditions aux limites non homogeénes. L’ordre de conver-
gence observé, linéaire dans les cut-cells et proche du second ordre dans les cellules cartésiennes,
est quelque peu inférieur a celui observé en géométrie extrudée pour des conditions aux limites
homogenes (section . Cette perte de précision est certainement & relier aux approximations
effectuées pour I'implémentation du gradient DCM 3D, dans le cas ou la face solide des cut-cells
n’est pas plane (section . Une étude de 'influence de la non-planéité de la frontiere solide

sur la précision de la solution dans les cut-cells est laissée dans les perspectives de cette these.

161



Chapitre 4. Validation numérique de la méthode LS-STAG/DCM pour les équations de Navier-Stokes

1000 3000
2000
500
I I 1000
ol— ll-ll I Ill l I Illllll_ . -
06 0.7 4 6
2000 10000
- ||||I‘ ||| -
0 ..-llIII I.I lll..l_n__ —
0.6 0.7 4 6
=3 4
L 6000 zl'lo
S 4000
|||||| ||I
E ol— ___lll|l s 0 Illl--___ _
= 06 0.7 1 0 4 6
04
10000
M4
b II|I ||I
06 0.7 1 0 4 6
4
15000 10
10000
||| | I
oL _—aniill h ll-.____
06 0.7 4 6
OQ [ 0910 (77)

FIGURE 4.17 — Histogramme des cut-cells selon les indicateurs OQ et RV, pour les différents

maillages de I’écoulement de Couette sphérique.
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FIGURE 4.18 — Erreurs de la vitesse pour la solution de Stokes de I’écoulement de Couette

sphérique (4.11]).
4.6 Ecoulement autour d’une sphere stationnaire et en rotation

Dans la configuration du paragraphe précédent, le terme convectif des équations de Navier-
Stokes avait été omis. En considérant maintenant 1’écoulement autour d’une spheére dans un
domaine non confiné, qui est un cas-test 3D bien documenté dans la littérature, nous allons
maintenant évaluer la méthode LS-STAG/DCM dans divers régimes convectifs : laminaire, sta-

tionnaire a Re = 100 ; laminaire, instationnaire & Re = 300 ; et faiblement turbulent a Re = 1000.

En outre, nous réaliserons des simulations & Re = 100 pour le cas ou la sphere est en
rotation longitudinale, ce qui permettra d’évaluer 'implémentation des conditions aux limites
non homogenes dans le terme convectif, dont la discrétisation a été profondément modifiée par

rapport a la méthode LS-STAG/2PT (cf. section [3.4.7)).

Des comparaisons seront aussi réalisées avec le logiciel FLUENT® dans le régime & Re = 100

pour une sphére stationnaire.
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4.6.1 Etat de I’art pour cet écoulement

Nous allons tout d’abord décrire les différents régimes existants, puis nous expliciterons
quelques références importantes étudiant cet écoulement, afin de dégager les parametres perti-
nents qui nous permettront par la suite de réaliser des simulations numériques avec la méthode
LS-STAG. Les différents régimes d’écoulement peuvent étre décrits par 'intervalle auquel ap-
partient le nombre de Reynolds. Pour les écoulements dits rampants (Re < 20), ’écoulement est
laminaire et identique en amont et en aval de la sphere. D’apres Jones & Clarke [52], qui ont
réalisé des simulations de 1’écoulement autour d’une sphére avec FLUENT®, nous avons ensuite

les trois principaux régimes suivants pour une sphére stationnaire.

20 < Re < 270 Pour ces valeurs du nombre de Reynolds, I’écoulement est laminaire sta-
tionnaire. Il est axisymétrique jusqu’a Re = 210, et perd cette propriété au-dela. Le cas qui
nous intéressera dans cet intervalle pour la suite est Re = 100, car ses caractéristiques sont bien
documentées. La figure représente les trajectoires obtenues pour cet écoulement avec la
méthode LS-STAG.

B —
e o

e C

=

F1GURE 4.19 — Ecoulement autour d’une sphére a Re = 100, donné par une simulation LS-STAG.

270 < Re < 1000 Pour Re > 270, ’écoulement devient instationnaire. Une symétrie persiste
dans I’écoulement jusqu’a Re = 400, mais uniquement par rapport a un plan parallele a ’axe de
I’écoulement. Au-dela de Re = 400, ’écoulement devient totalement asymétrique. L’écoulement
a Re = 300, qui est bien documenté dans la littérature, est celui que nous considérerons. La

figure représente cet écoulement instationnaire réalisé avec LS-STAG.

Re > 1000 Au-dela de cette valeur du nombre de Reynolds, 1’écoulement devient turbulent.
Nous considérerons la valeur Re = 1000, correspondant a un écoulement faiblement turbulent
étudié par plusieurs références, dans le but de mettre en évidence la robustesse et la flexibilité du
code LS-STAG pour la simulation numérique directe de la turbulence. La figure représente

les trajectoires obtenues pour cet écoulement avec la méthode LS-STAG.
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F1GURE 4.21 — Ecoulement autour d’une sphére a Re = 1000, donné par une simulation LS-
STAG.

Bibliographie sélective pour 1’écoulement autour d’une sphére Dans cette partie, nous
allons discuter des études numériques uniquement réalisées sans modele de turbulence. Les ta-
bleaux [£.7] et présentent celles que nous avons retenues, en reportant les caractéristiques
des simulations. Nous indiquons notamment si la discrétisation est basée sur une géométrie a
frontiere immergée ou sur un maillage ajusté a la frontiere, ce qui permet de déterminer si la
comparaison est pertinente pour choisir les parametres des simulations LS-STAG, telles la di-
mension du domaine, ou la résolution et le type du maillage. Le type de maillage est également
indiqué pour la méme raison : la légende du tableau [£.7] en précise les notations. Un maillage
de type parallélépipédique (Box), utilisé par la méthode LS-STAG, apporte une grande sim-
plicité de génération et de traitement du fait de la simplicité du systeme de coordonnées qui
lui est lié, mais son inconvénient par rapport aux autres types de maillages est qu’il nécessite
un plus grande nombre de cellules. Les simulations sur ce type de maillage s’effectuent donc
dans des domaines de taille inférieure de facon a limiter le nombre total de points. Ces deux
parameétres, taille du domaine et nombre total de points, sont précisés dans le deuxieme tableau
et permettront notamment d’affiner ces choix pour LS-STAG. Enfin, la taille des cellules h a
proximité de la sphére est indiquée pour avoir une idée de la précision spatiale choisie proche
de la géométrie : il est important pour LS-STAG d’avoir des dimensions plus faibles dans les
cut-cells. Les dimensions du tableau [£.8] sont données en fonction du diametre de la sphére noté
D.

Nous mentionnons que les régimes Re = 100 et Re = 300 sont les plus fréquemment étudiés
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Re étudiés

Référence Discrétisation Type de maillage
100 300 1000
Jones & Clarke [52] X X BF Box
Johnson & Patel [51] X X BF 0-0
Tomboulides & Orszag [88] x X X BF Rot
Fornberg [36] X X BF -

Constantinescu et al. [24] X BF 0-0
Yang [98] X X X IBM Rot
Kim & Choi [53] X IBM Rot
Mimeau et al. [64] X X IBM Box
Marella [59] X X IBM Box
Gilmanov [39] X IBM Box
Mittal [66] X IBM Box

TABLE 4.7 — Revue de la littérature sur la simulation de I’écoulement autour d’une sphere en
mentionnant : le type de discrétisation utilisée (BF pour les discrétisations body-fitted et IBM
pour celles avec frontiére immergée) ; et le type de maillage (Box pour un maillage en forme de
parallélépipede, Rot pour un maillage cylindrique généré par rotation d’un maillage 2D, et O-O

pour un maillage sphérique adapté a la géométrie).

Référence Taille domaine Nombre points h sphére
Jones & Clarke [52] [18D,16D,16D] 1M -
Johnson & Patel [51] [15D] 0.4M 0.005D
Tomboulides & Orszag [88] [30D,5D] 1M 0.035D
Fornberg [36] - - -
Constantinescu et al. [24] [15D] 0.4M -
Yang [98] [30D,15D] 15M 0.025D
Kim & Choi [53] 30D, 15D)] oM .
Mimeau et al. [64] [10D,5D,5D] 268M 0.01D
Marella [59] [15D,15D,15D] 1.6M -
Gilmanov [39) [20D,10D,10D] 1M 0.025D
Mittal [66] [16D,15D,15D)] 2.8M ;

TABLE 4.8 — Revue de la littérature sur la simulation de 1’écoulement autour d’une spheére en
mentionnant : la taille du domaine (dans la base canonique [z, y, z] pour le type Box, en fonction
du rayon R = D/2 pour le type O-O, les dimensions [z, R] pour le type Rot); le nombre de

points (sommets) du maillage; et la taille de maille i & proximité de la sphere.

par simulation numérique, et en particulier I’étude de Johnson & Patel [51] se dégage comme

référence pour les simulations a ce régime. La littérature portant sur la simulation directe du

166



4.6. FEcoulement autour d’une sphére stationnaire et en rotation

régime turbulent & Re = 1000 est moins fournie : nous mentionnons essentiellement Tomboulides
& Orszag [88] qui ont fait une étude exhaustive de ce régime. Les quatre références utilisant une
discrétisation de type frontiere immergée sur un maillage Box nous seront utiles pour définir
le choix de la taille du domaine et du nombre de points des maillages LS-STAG. Toutes les
études mentionnées utilisent des discrétisations classiques de type différences finies ou volumes
finis, sauf Mimeau et al. [64] qui utilisent une méthode de vortex combinée & une technique de
pénalisation. Il est a noter que Kim & Choi [53] présentent en outre des résultats numériques
pour le cas d’une spheére en rotation, qui seront confrontés aux résultats obtenus avec le code
LS-STAG.

4.6.2 Description et parameétres numériques

Dans cette section, nous présentons les maillages utilisés et les paramétres numériques pour
les simulations LS-STAG et FLUENT®.

Simulations avec la méthode LS-STAG

La premiere difficulté est de trouver un compromis entre la grandeur de la taille du do-
maine et la résolution du maillage afin de pouvoir réaliser des simulations numériques de durée
acceptable, notamment pour les écoulements instationnaires. Pour les maillages de type Box,
les références [64, [59] [39) [66] proposent de choisir un domaine de dimension 15 a 20D dans la
direction de I’écoulement, et de dimension 10 & 15D pour les directions transverses. La figure
4.22] présente le domaine de calcul pour les simulations LS-STAG. Un domaine de longueur 15D
dans la direction x de I’écoulement et de longueur 10D pour les deux autres directions est choisi,
ce qui correspond a la taille minimale recommandée dans la littérature.

A la paroi d’entrée Ouest une vitesse horizontale uniforme est imposée, des conditions de
symétrie sont imposées sur les parois Nord, Sud, Top et Bottom paralléles & la direction de
I’écoulement, tandis qu’une condition de sortie de type convective (CBC, voir [20]) est imposée
a la frontiere Est du domaine. La sphere est en rotation a la vitesse (2 autour de 'axe de
I’écoulement, et les mémes conditions aux limites que pour I’écoulement de Couette sphérique
sont imposées.

Les maillages LS-STAG sont choisis de fagon a pouvoir étre utilisés pour tous les nombres
de Reynolds étudiés. Ils doivent étre suffisamment fins pres de la géométrie pour y capturer la
structure de I’écoulement. Nous utiliserons des maillages non-uniformes afin de pouvoir raffiner
a proximité de la sphére et de diminuer la résolution loin de la géométrie, ol I’écoulement est
quasiment uniforme. La figure présente le maillage le plus fin, noté Ms, correspondant a
une décomposition en quatre zones dans la direction de I’écoulement, présentées a partir de la

frontiére Ouest du domaine :

— une premiere zone 0D-3D avec un raffinement d’Ouest en Est,
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A

10D

10D
—lp (/ {‘) Outlet

FIGURE 4.22 — Domaine de calcul utilisé pour la méthode LS-STAG. La vitesse de rotation de

la sphére autour de ’axe est notée ().

— une deuxieme zone 3D-5D contenant la sphere centrée, avec des cellules carrées de petite

taille pour la discrétisation dans les cut-cells,

— une troisieme zone 5D-12D ou la taille des cellules varie de facon a faire la jonction entre

la deuxieme et la quatriéme zones,
— une quatrieme zone 12D-15D avec des cellules de taille uniforme.

Nous considérons alors une série de trois maillages My, Mo, Mz construits a partir de M3
en divisant par deux le nombre de cellules dans chaque direction pour obtenir My puis M;.
Le tableau présente leurs caractéristiques. Le nombre de cut-cells sur le cercle médian, 7.e.
la coupe de la sphére a z = 5D, est notamment indiqué car nous reporterons le profil des
forces hydrodynamiques sur ce cercle. A proximité de la frontiere immergée, la taille des cellules
du maillage le plus fin M3 a été choisie comme h = 0.02D, en accord avec les références du
tableau [4.8l

La figure [£.24] présente la répartition des indicateurs de qualité du maillage correspondant
au ratio de volumes (RV) (4.12)) et a la non-orthogonalité (OQ) (4.13)) pour la série de maillages
M; — Mj3. On retrouve les mémes tendances que pour l’écoulement de Couette sphérique, a
savoir que la répartition des RV est sensiblement la méme qu’en 2D, bien que les cut-cells avec
un RV élevé soient plus nombreuses sur les maillages les plus fins. On observe également une
dégradation de la non-orthogonalité maximale (OQ faible) en raffinant les maillages.

Pour I’écoulement a Re = 100, I’état stationnaire est supposé atteint quand la condition

avec € = 1077 est vérifiée pour toutes les composantes de la vitesse.
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FIGURE 4.23 — Coupe dans le plan (zy) & z = 5D du maillage M3 utilisé pour les simulations
LS-STAG. La coupe dans le plan (xz) est identique.

Maillage | N, x N, x N, Cellules fluides Cut-cells Cut-cells cercle médian
M, 50 x 35 x 35 60511 (98.8%) 722 (1.2%) 48
Mo 101 x 71 x 71 502012 (98.6%) | 3002 (0.6%) 104
Ms 201 x 141 x 141 | 3934396 (98.5%) | 11954 (0.3%) 200

TABLE 4.9 — Caractéristiques des différents maillages LS-STAG pour ’écoulement autour de
la sphéere. Les pourcentages indiqués sont calculés par rapport au nombre total de cellules du

maillage.

Simulations avec le code Fluent®

Les nombres de cellules des maillages FLUENT® ont été choisis de maniére & étre suffisamment
proches de ceux de LS-STAG, tandis que la taille du domaine est identique. La figure
présente le maillage le plus grossier, qui est de type curviligne par blocs et ajusté a la frontieére.
Le tableau résume les principales caractéristiques de ces maillages : notamment le nombre
de faces sur la paroi solide, qui est proche du nombre de cut-cells des maillages LS-STAG, montre

que leur résolution pres de la sphere est comparable.

Les simulations numériques sur FLUENT® sont obtenues avec le solveur SIMPLE, une dis-
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FIGURE 4.25 — Maillage M utilisé pour les simulations FLUENT®.

Maillage | Cellules fluides | Faces solides
M 59136 672 (1.1%)
Mo 473088 2688 (0.6%)
M; 3784704 10752 (0.3%)

TABLE 4.10 — Caractéristiques des différents maillages FLUENT® pour I’écoulement autour de la

sphere. Les pourcentages indiqués sont calculés par rapport au nombre de cellules fluides.

crétisation des gradients par la formule de Green-Gauss avec reconstruction aux sommets, la
méthode PRESTO! pour I'interpolation de la pression, et le schéma MUSCL au troisieme ordre
pour les termes convectifs. Il est a préciser que, quelle que soit la méthode de résolution em-
ployée, les simulations avec le logiciel FLUENT® n’ont pas permis d’obtenir de résultats pour les

régimes instationnaires de I’écoulement.

4.6.3 Résultats pour Re = 100
Spheére stationnaire : 2 =0

Pour cet écoulement, qui est laminaire, stationnaire, et axisymétrique, nous allons dans un
premier temps considérer les caractéristiques globales de I’écoulement, tel le coefficient de trainée
Cp, déja étudié dans la section [£.4.2] pour I’écoulement autour d’un cylindre en géométrie 3D
extrudée. Le coefficient de portance C1, obtenu dans nos simulations est au zéro machine du fait

de la symétrie des maillages utilisés. La figure [£.26] définit les quantités pertinentes de la zone
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de recirculation : I’angle de séparation «, de la couche limite autour de la sphére, ainsi que la
longueur de recirculation L, du bulbe de fluide situé en aval de la sphere. En pratique, I'angle
«s est obtenu en déterminant le lieu ou le coefficient de frottement local change de signe
sur le cercle médian & z = 5D, tandis que la longueur L, s’obtient en déterminant le lieu ou la

composante de vitesse u change de signe sur ’axe de 1’écoulement en aval.

FIGURE 4.26 — Quantités caractéristiques de la zone de recirculation a Re = 100.

Le tableau compare les résultats donnés par les simulations LS-STAG, FLUENT® et la
littérature. Le coefficient de trainée Cp avec FLUENT® sur M; et My est respectivement de
1.137 et 1.116. Sur les deux maillages les plus fins, les caractéristiques de la zone de recircula-
tion prédites par LS-STAG sont tres proches des valeurs de référence. Les valeurs de référence
pour le coefficient de trainée sont plus dispersées, et on constate que les simulations LS-STAG
et FLUENT® surestiment légérement cette valeur. Ce phénomeéne est certainement dii a Peffet
de confinement causé par la taille du domaine de calcul. Néanmoins, ces résultats mettent en
évidence la précision de la méthode LS-STAG obtenue sur les deux maillages les plus fins, qui
est supérieure & celle donnée par FLUENT®.

Afin d’évaluer la précision des résultats dans les cut-cells, nous allons calculer la distribution
le long du cercle médian de la sphere a z = 5D du coefficient de pression :

_p_Poo

Cp = , 4.14
Y] (4.14)

ou P, est une pression de référence loin de la sphere et Uy, est la vitesse en entrée, ainsi que
la distribution du coefficient de frottement (skin friction), adimensionné également par
3PU%-

La figure (haut) présente les profils du coefficient de pression obtenus sur les différents
maillages LS-STAG, ainsi que les résultats de référence de Johnson & Patel [51]. Cette figure
montre notamment que les profils sont localement entachés d’irrégularités causées par la forme de
certaines cut-cells, comme c’était le cas dans 'étude en 2D de la section [2.7] Les irrégularités sont

plus importantes qu’en 2D en raison de la résolution inférieure des maillages 3D. On distingue
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Cb o L./D
LS-STAG M; 1.116  130.6°  0.89
LS-STAG M 1.109 126.4° 0.88
LS-STAG M; 1.096 126.7° 0.88
FLUENT® M3 1.100  131°  0.87
Jones & Clarke [52] 1.087 - -
Johnson & Patel [51] 1.089  127° 0.89
Tomboulides & Orszag [88] - 126° 0.87
Fornberg [36] 1.085 - -
Yang [98] 1.095 - -
Kim & Choi [53] 1.087 128.7°  0.87
Marella [59] 1.06 - 0.88
Gilmanov [39] 1.153 - 0.89
Mittal [66] - - 0.84

TABLE 4.11 — Comparaison des différents résultats obtenus par LS-STAG, FLUENT® et la litté-

rature, pour 1’écoulement autour de la sphere a Re = 100 et 2 = 0.

couramment deux types d’irrégularités dans la distribution de données expérimentales [63] : les
valeurs dites “aberrantes” (outliers) et les oscillations point & point. Les premieéres sont causées
par la présence de seulement quelques cut-cells dégradées et entrainent des variations de grande
amplitude. Les secondes sont dues aux changements de signe du gradient discret et peuvent
notamment étre quantifiées par la variation totale (VT) de la distribution comme réalisée dans
la section Nous pouvons déterminer la cause de ces irrégularités en étudiant les coefficients de
pression en fonction de I'indicateur RV comme réalisé dans la section pour les nombres
de Nusselt locaux. La figure présente ces résultats et permet de constater la méme tendance
que dans I’étude en 2D, a savoir que les valeurs aberrantes et les oscillations apparaissent 1a ou
RV est faible.

Les outils MATLAB® suivants nous ont permis de filtrer les profils donnés par la simulation
LS-STAG :

— les valeurs “aberrantes” sont traitées en appliquant la routine isoutlier, qui retire les valeurs
ayant une déviation au moins trois fois supérieure a la déviation absolue moyenne par

rapport a la médiane des valeurs,

— les oscillations sont traitées par la routine smooth, qui lisse les données a 'aide d’une
moyenne mobile consistant a remplacer chaque valeur par la moyenne des N/10 voisines,

avec N le nombre de cut-cells totales sur le cercle médian indiqué dans le tableau

La figure (bas) présente les coefficients de pression filtrés (il est important de noter que

Papplication de la routine isoutlier n’entraine le retrait que d’environ 5% des cut-cells sur le
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FIGURE 4.27 — Profils du coefficient de pression obtenus par les simulations LS-STAG sur
My — M3 le long du cercle médian a z = 5D. En haut : profils non filtrés; en bas : filtrés par
routines MATLAB®. La pression de référence est choisie de fagon & coincider avec la valeur de [51]
en 0 =0.
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F1GURE 4.28 — Coefficients de pression non filtrés pour Mz avec LS-STAG, colorisés selon 'in-
dicateur RV (4.12), & Re = 100 et 2 = 0.

cercle). Il est remarquable d’observer que les profils filtrés convergent vers les résultats de Johnson
& Patel [5I], ce qui indique que le filtrage que nous avons réalisé préserve la physique du
probleme.

Afin d’évaluer si ces techniques de filtrage peuvent se révéler étre un outil systématique de
post-traitement dans les cut-cells, nous allons comparer les profils donnés par des simulations
réalisées sur des variantes du maillage M3. Ces variantes, nommées M3 — a, M3 — b, Mg — ¢
et M3 — d, sont obtenues en déplacant légerement la sphere sur 'axe de 1’écoulement tel que
représenté sur la figure [£:29] ce qui géneére des distributions de cut-cells sur la paroi de la sphére
de qualités totalement différentes. La figure présente les profils du coefficient de pression
pour ces quatre maillages. Pour les profils non filtrés, on observe clairement que les valeurs
aberrantes sont localisées dans des cellules différentes pour chaque maillage, et que 'amplitude
des oscillations varie fortement selon le maillage. Par contre, lorsque les résultats sont filtrés, les
quatre variantes de maillage donnent des profils qui sont quasiment superposés et proches des
résultats de référence.

Enfin, les figures [4.31] et [£.32] comparent les résultats LS-STAG filtrés avec les résultats des
simulations FLUENT® (non filtrés) sur les différents maillages. Ils convergent vers le méme profil

mais les résultats LS-STAG obtenus sur M; et Ms sont plus proches de la solution numérique
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(c) (d)

FIGURE 4.29 — Quatre variantes du maillage M3 considérées pour filtrer les profils sur la sphere,
telles que le point d’intersection entre la sphére et I'axe Ox est situé : (a) a 1/3 de l'aréte du
maillage (le maillage comporte 11954 cut-cells), (b) au milieu de 'aréte (11906 cut-cells), (c) &
1/4 de l'aréte (11970 cut-cells), (d) sur le sommet de 'aréte (11914 cut-cells).

de référence [51] que ceux de FLUENT®, ce qui met en évidence la supériorité de LS-STAG.

La figure [£.33] (haut) présente les coefficients de frottement obtenus avec LS-STAG le long
du cercle médian a z = 5D pour les maillages M; — M3. On observe des oscillations de forte
amplitude, notamment autour de 8 = 140° située a 'amont de la sphere, qui ont tendance a
s’atténuer en raffinant le maillage. Contrairement aux profils de pression, des valeurs “aberran-
tes” ne sont pas présentes, et la figure (bas) montre les résultats obtenus apres application
de la routine MATLAB® smooth uniquement. On observe une convergence des résultats vers un
profil indépendant du maillage, comme le montrent les résultats obtenus sur les deux maillages

les plus fins, My et Ms. La figure [1.34] présente les profils obtenus sur les quatre variantes de
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FIGURE 4.30 — Profils du coefficient de pression non-filtré (en haut) et filtré (en bas) donnés

par les quatre variantes du maillages M3 représentées dans la figure
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FIGURE 4.31 — Profils du coefficient de pression donnés par les simulations LS-STAG (filtrés) et
FLUENT® (non filtrés) sur les maillages M — Mo.
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FIGURE 4.32 — Coefficients de pression pour M3 avec LS-STAG (filtrés) et FLUENT® (non filtrés),
a Re =100 et 2 =0.

M3, qui sont confondus. Cela confirme alors que, comme obtenu précédemment pour la pres-
sion, le filtrage MATLAB® est un outil efficace pour le post-traitement des résultats obtenus
dans les cut-cells. Enfin, nous mentionnons qu’en l'absence de résultats de référence sur le co-
efficient de frottement local, les figures et présentent seulement une comparaison avec
les simulations que nous avons effectuées a I’aide du logiciel FLUENT®. Les profils LS-STAG et
FLUENT® obtenus sur le maillage M3 sont quasiment superposés, mais les résultats obtenus sur
les maillages les plus grossiers montrent que la méthode LS-STAG converge plus rapidement

vers une solution indépendante du maillage.

Spheére en rotation : € >0

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas ot les conditions aux limites sont non homogenes
en imposant la vitesse de rotation {2, qui est non nulle, a la sphére afin de comparer les résultats
LS-STAG a ceux obtenus par une méthode IBM de Kim & Choi [53]. En posant w = QR/Ux,
ces auteurs ont observé que 1’écoulement reste stationnaire et axisymétrique a Re = 100 lorsque
w € [0,1]. La figure montre la complexité de la zone de circulation obtenue a ce régime
(w=1).

Nos comparaisons porteront sur le coeflicient de trainée Cp, 'angle de séparation oy et la
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FIGURE 4.33 — Profils du coefficient de frottement obtenus par les simulations LS-STAG sur
M — Mj3 le long du cercle médian & z = 5D. En haut : profils non-filtrés (haut) ; en bas : filtrés

par routines MATLAB®.
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FIGURE 4.34 — Profils du coefficient de frottement non-filtré (en haut) et filtré (en bas) donnés
par les quatre variantes du maillages M3 représentées dans la figure
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FIGURE 4.35 — Profils du coefficient de frottement donnés par les simulations LS-STAG (filtrés)

et FLUENT® (non filtrés) sur les maillages M; — Mo.
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FIGURE 4.36 — Coefficients de frottement pour Mz avec LS-STAG (filtrés) et FLUENT® (non
filtrés), a Re = 100 et Q = 0.

FicURE 4.37 — Lignes de courant de I’écoulement autour d’une sphere en rotation a Re = 100

obtenu avec LS-STAG, sur le maillage M3 avec w = 1.

longueur de recirculation L, pour différentes vitesses de rotation. Notons que le coefficient de
portance Cf, est au zéro machine dans nos simulations, en raison de la symétrie du domaine et
du maillage. Pour les simulations réalisées sur le maillage M3, la figure présente 1’évolution
de ces diverses quantités avec la vitesse de rotation. Nous pouvons observer que les résultats
obtenus avec LS-STAG sont en accord avec ceux de Kim & Choi [53]. L’évolution de ces quantités
en fonction de la vitesse w est analogue, et les faibles écarts constatés sur les valeurs de Cp et
as sont du méme ordre que ceux du tableau entre les différentes références, probablement

dus a la méthode ou a la taille du domaine utilisée.
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FIGURE 4.38 — Coefficient Cp (haut), angle de séparation «s (milieu) et longueur de recirculation
L, (bas) obtenus pour w € {0,0.1,0.3,0.5,0.6,1} & Re = 100 sur le maillage Ms.

4.6.4 Résultats pour Re = 300

Dans cette section, nous étudions ’écoulement autour de la sphére pour Re = 300 sur le
maillage M3, dont le résultat d’une simulation LS-STAG est donné dans la figure Le pas
de discrétisation en temps est At = 1073 s. Le régime de 1’écoulement est laminaire, périodique
en temps : le coefficient de trainée sera donc moyenné en temps et noté Cp. Une autre quantité
pertinente est le nombre adimensionnel de Strouhal (St), qui est relié a la fréquence d’émission
des tourbillons fluides en aval de la sphére. Il sera calculé en réalisant une FFTE| sur le signal
périodique du coefficient de trainée.

Considérons I’écoulement pour {2 = 0 dans un premier temps. La figure qui représente
I’évolution du coefficient Cp en fonction du temps adimensionné tUs, /D, montre que le régime

périodique est atteint & partir de tUs /D = 20. La figure m présente alors un zoom sur le

1. Fast Fourier Transform.
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régime périodique, nous permettant de calculer le nombre de Strouhal dans le domaine spectral.

0.6 1

0‘4 I I I I I I

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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FI1GURE 4.39 — Evolution temporelle du coefficient de trainée Cp pour ’écoulement a Re = 300

et = 0 sur le maillage M3. Les valeurs de grande amplitude obtenues aux premiers pas de
temps ont été enlevées.
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FIGURE 4.40 — Evolution temporelle du coefficient de trainée Cp pour 1’écoulement a Re = 300
et 2 = 0 sur le maillage M3, lorsque le régime périodique est atteint.
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Cp St
LS-STAG 0.656 0.125
Jones & Clarke [52] 0.668  0.133
Johnson & Patel [51] 0.656  0.137

Tomboulides & Orszag [88] 0.671  0.136
Constantinescu et al. [24]  0.655 0.136

Yang [98] 0.655  0.133
Kim & Choi [53] 0.657  0.134
Mimeau et al. [64] 0.673  0.133
Marella [59) 0.621  0.133
Gilmanov [39)] - 0.135
Mittal [66] - 0135

TABLE 4.12 — Coefficient de trainée moyen Cp et nombre de Strouhal St donnés par la simulation
LS-STAG sur le maillage Ms et les références du tableau pour I’écoulement & Re = 300 et
Q=0.

Le tableau compare le coefficient de tralnée moyen et le nombre de Strouhal donnés par
la simulation LS-STAG sur le maillage M3 avec les valeurs de référence. La valeur de Cp ~ 0.656
que nous obtenons est en particulier trés proche des valeurs données par Johnson & Patel [51],
Constantinescu et al. [24], Yang [98] et Kim & Choi [53]. Néanmoins, la valeur du nombre de
Strouhal semble légérement sous-estimée par rapport a ces références.

Cependant nous allons voir que lorsque la sphére est mise en rotation, I’évolution de St est en
accord avec la référence [53]. La ﬁgureMprésen‘ce I’évolution du coefficient de trainée moyen et
du nombre de Strouhal en fonction de la vitesse de rotation w, et compare les résultats obtenus
sur le maillage M3 a ceux de Kim & Choi [53]. Comme pour 1’écoulement stationnaire a Re =
100, nous obtenons un trés bon accord avec les résultats de [53]. Notamment, les simulations LS-
STAG prédisent correctement P'apparition d’un régime particulier pour w € {0.5,0.6}, qualifié
de frozen dans [53] : le régime de I’écoulement n’est pas périodique a ces vitesses de rotation,
mais stationnaire, 7.e. les caractéristiques de la zone tourbillonnaire sont indépendantes du temps

pour ces vitesses de rotation.

4.6.5 Résultats pour Re = 1000

L’écoulement & Re = 1000 est faiblement turbulent et perd toute propriété de symétrie,
ce qui permet de tester la robustesse et la précision de la méthode LS-STAG dans le contexte
de la simulation directe de la turbulence. La littérature est nettement moins fournie pour ce
régime et les quantités a étudier moins nombreuses. Le tableau [4.13| compare les coefficients de

trainée moyens Cp donnés par la méthode LS-STAG sur le maillage M3 et par les références
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FIGURE 4.41 — Coefficient de trainée moyen Cp (haut) et nombre de Strouhal (bas) & Re = 300,

pour différentes vitesses de rotation w.

Cp
LS-STAG 0.484
Tomboulides & Orszag [88] -
Fornberg [306] 0.319
Yang [98] 0.46
Mimeau et al. [64] 0.485

TABLE 4.13 — Cp par LS-STAG sur le maillage M3 et les références du tableau a Re = 1000
et 2 =0.

du tableau Ce tableau montre que la méthode LS-STAG est en accord avec les données de
la littérature, et en particulier avec la simulation récente de Mimeau et al. [64] réalisée par une
méthode vortex.

Pour ce régime, Tomboulides & Orszag [88] ont reporté le profil de la vitesse v moyennée
en temps sur l'axe de 1’écoulement en aval de la spheére. En outre, Wu et al. [96] ont obtenu
des résultats expérimentaux a un régime tres proche (Re = 960) pour la vitesse u moyennée,
ainsi que sur sa fluctuation moyenne (valeur RMS[[), que l'on notera u'. La figure (haut)
qui compare le profil moyen u/Us donné par la méthode LS-STAG sur le maillage M3 aux
résultats de [88, [96] nous permet de constater que notre simulation donne des valeurs en tres

bon accord avec les références, dont une expérimentale. La figure (bas) présente le profil

1. Root Mean Square.
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RMS de la vitesse obtenu par la méthode LS-STAG et Tomboulides & Orszag [88], et indique
les valeurs expérimentales [96] qui sont contenues dans le domaine de longueur 15D utilisé par
LS-STAG. Cette figure illustre les difficultés rencontrées par les simulations numériques directes
pour le calcul des valeurs RMS a I’aval de la sphere. En effet, les tres faibles vitesses a proximité
immeédiate de la sphére entrainent I’amplification des erreurs de mesures expérimentales [96] due
a la normalisation de la valeur RMS. Plus loin en aval de la sphere, Tomboulides & Orszag [88]
ont observé une meilleure adéquation avec ’expérience. Néanmoins, nous ne pouvons représenter

les profils dans cette zone car la longueur du domaine que nous avons choisie est trop courte.

4.7 Conclusion

Ce chapitre a mis en évidence la précision et la robustesse de la méthode LS-STAG/DCM
pour la résolution des équations de Navier-Stokes, en I’appliquant & une série d’écoulements bien
documentés dans la littérature. Dans un premier temps, on a montré les améliorations significa-
tives de la précision spatiale par rapport a la méthode LS-STAG /2PT pour des solutions exactes
(I’écoulement de Taylor-Couette en 2D, et ’écoulement de Hagen-Poiseuille en 3D extrudée), et
surtout pour I’écoulement autour d’un cylindre dans une conduite de section carrée ou le manque
de précision de la méthode LS-STAG/2PT était la plus flagrante. En outre, nous observons pour
cet écoulement que la précision de la méthode LS-STAG/DCM est comparable voire supérieure
A FLUENT® tout en nécessitant beaucoup moins de temps de calcul.

Ensuite, nous avons simulé des écoulements en géométries 3D ou seule la méthode LS-
STAG/DCM pouvait étre appliquée. Tout d’abord la précision spatiale de la méthode en 3D a
été évaluée sur ’écoulement de Couette sphérique : on observe un ordre de convergence quasi-
ment quadratique pour la norme Lo tandis qu’on a une convergence super-linéaire pour la norme
Lo . Enfin, la précision et la robustesse de la méthode LS-STAG/DCM ont été mises en évidence
par I’étude de ’écoulement autour d’une sphére en rotation, et la méthode a pour la premiere
fois été appliquée a la simulation directe d’un écoulement turbulent. La validation de la méthode
LS-STAG dans ce régime doit cependant étre poursuivie, en choisissant pour ’écoulement de la
sphere a Re = 1000 un domaine de calcul plus grand, et une résolution spatiale plus fine afin de

mieux capter la structure de la zone tourbillonaire.
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FIGURE 4.42 — Vitesse u moyennée en temps (haut) et valeur RMS de u (bas) le long de l’axe de

I’écoulement en aval de la sphere pour Re = 1000 et €2 = 0, sur le maillage M3 pour la méthode
LS-STAG.
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Conclusion

Pour conclure ce travail, nous allons dans un premier temps rappeler et synthétiser les diffé-
rents apports de ce manuscrit a la méthode LS-STAG dont I'objectif principal était d’étendre la
méthode a des géométries totalement 3D de maniere précise et efficace. Ensuite, les perspectives

d’amélioration de cette méthode et ses champs d’application futurs seront abordés.

Principaux apports

e Le calcul des gradients tangentiels, notamment utilisé dans la discrétisation des flux diffu-
sifs pour ’équation de la quantité de mouvement, a été profondément remanié. Auparavant
[19,[72], des approximations & deux points étaient utilisées, méme & proximité de la frontiére
immergée ou les cellules étaient fortement non-orthogonales. Cela entrainait une baisse si-
gnificative de précision dans les cut-cells. Dans ce manuscrit, un procédé appelé méthode
par schémas diamants (DCM) a été utilisé et consiste en la reconstruction du gradient
complet dans des cellules en forme de diamants. Ce gradient complet comprend alors no-
tamment un terme dans la direction tangentielle des faces, ce qui corrige considérablement

I'approximation initiale.

o La discrétisation des flux diffusifs tangentiels dans les cut-cells, basée sur la discrétisation
des forces hydrodynamiques a la paroi, a été entierement revue. D’une part le gradient
DCM a été utilisé pour une amélioration notable de la précision que ce soit pour les flux
a travers les faces fluides mais aussi a travers la frontiere immergée. D’autre part, les sur-
faces d’intégration solides sont dorénavant déterminées de maniere totalement générique,
sans tenir compte de la forme des cut-cells comme c’était le cas dans la méthode ad hoc
proposée auparavant [19, [72]. Ce partage des surfaces solides, basé uniquement sur un
test d’existence des inconnues voisines, permet alors de traiter simplement et efficacement
la grande quantité de cut-cells présentes en 3D. La possibilité de calculer les gradients
tangentiels & la paroi dans une cut-cell 3D quelconque, grace a la formule DCM et au
centroide solide de la frontiere immergée, a également été un point clé dans I’élaboration
de la formulation générique de la discrétisation. Cette généricité a également été obtenue
pour la discrétisation des flux convectifs, auparavant réalisée de maniére ad hoc [19} [72],

en se basant sur 1’idée utilisée pour les flux diffusifs tangentiels ainsi que sur les conditions
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d’antisymétrie & vérifier pour la conservation globale de I’énergie cinétique [93].

Une étude fine de différents indicateurs de qualité des maillages de cut-cells a été réalisée
en 2D et a permis d’en dégager un pertinent : l'indicateur de ratio de volumes (RV). Ce
dernier est notamment lié au « small cut-cell problem » et son étude a mis en évidence
la robustesse de la méthode LS-STAG avec le gradient DCM dans les cut-cells de petite
taille. L’analyse de la qualité des maillages pour différentes géométries tridimensionnelles

a ensuite été abordée en utilisant cet indicateur.

Les principaux cas-tests réalisés avec la méthode LS-STAG/2PT [19] [72] ont été repris
avec la méthode LS-STAG/DCM et ’étude des résultats obtenus montre clairement la su-
périorité de celle-ci. L’ordre de convergence sur tout le domaine, donc notamment dans les
cut-cells, est désormais quadratique pour des écoulements de Taylor-Couette et de Hagen-
Poiseuille. En particulier, la difficulté soulevée par F. Nikfarjam [72] sur la précision du
calcul des forces hydrodynamiques pour I’écoulement autour d’un cylindre a été surmon-
tée : la méthode LS-STAG/DCM donne des résultats tres satisfaisants, qui convergent et

qui rivalisent sans difficulté avec ceux du code commercial FLUENT®.

Plusieurs écoulements totalement tridimensionnels ont été simulés et étudiés, ce qui était
jusqu’a maintenant impossible avec le code LS-STAG. Dans un premier temps, un écoule-
ment de Couette entre deux sphéres concentriques a permis de mettre en évidence un ordre
de convergence superlinéaire pour les composantes de la vitesse. Ensuite, la robustesse de
la méthode LS-STAG a été démontrée par la simulation de ’écoulement, bien documenté,
autour d’'une sphere en rotation. Pour ce dernier, des régimes stationnaires et instation-
naires ont été étudiés, ainsi qu’un régime faiblement turbulent a Re = 1000. Dans tous les
cas, les valeurs des différentes quantités proposées dans la littérature sont en accord avec

les références et avec les simulations réalisées avec FLUENT®.

Tous ces points confirment le succeés de I'extension de la méthode LS-STAG aux géométries

totalement tridimensionnelles qui a été entreprise dans ce manuscrit, pour des écoulements new-

toniens incompressibles. Un gain significatif en précision et en généricité pour la discrétisation a

également été réalisé, ce qui permet maintenant d’explorer diverses perspectives a partir d’une

base simple et solide.

Perspectives

¢ Correction de l’approximation de non-planéité de la surface solide. Dans la
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description des notations et parametres géométriques pour les cut-cells 3D (chapitre 3),
des approximations ont été réalisées pour le calcul du centroide solide de la frontiére dans
une cut-cell et par conséquent également pour le calcul du volume de celle-ci. Cela est
di a la non-planéité de la surface solide en général. Une piste d’amélioration serait donc

la meilleure prise en compte de celle-ci, par exemple en la triangulant et en considérant



les flux a travers chaque sous-surface plane qui la compose. Cela permettrait de mieux
prendre en compte la non-planéité de la face solide, et d’améliorer la précision du calcul

des flux sur cette paroi.

Extension de LS-STAG/DCM aux écoulements non-newtoniens. L’outil DCM
utilisé pour le calcul des gradients discrets peut également étre mis a profit pour le calcul
des viscosités non-newtoniennes, qui dépendent notamment du taux de déformations 7.
Ces viscosités n’étant plus constantes, la discrétisation des termes diffusifs demandera plus
d’attention, mais I'idée de généricité que I'on a obtenue ici est une piste tres prometteuse

pour la discrétisation des différents termes des équations d’un écoulement non-newtonien.

Ecoulements granulaires a surface libre. La méthode LS-STAG développée au LEMTA
est appelée a contribuer au projet européen « PowderReg », s’insérant dans une démarche
d’optimisation des procédés impliquant des poudres d’intérét industriel. Dans ce contexte,
la méthode LS-STAG sera amenée a simuler des écoulements non-newtoniens et a surface

libre, dont la prise en compte est en cours de développement pour la méthode LS-STAG.

Ecoulements compressibles. Le traitement des effets de compressibilité dans les écou-
lements de poudre doit également étre envisagé pour la méthode LS-STAG. L’objectif est
alors de pouvoir 'appliquer pour toutes vitesses d’écoulements avec des méthodes basées

sur la pression, sans faire d’approximations basées sur la valeur du nombre de Mach [45].

Raffinement adaptatif du maillage. Du fait du grand nombre de cellules cartésiennes
que nécessitent les écoulements a hauts nombres de Reynolds en géométries tridimension-
nelles, une approche basée sur un raffinement local et adaptatif du maillage cartésien la ou
la discrétisation nécessite plus de précision, par exemple dans les zones a forts gradients,
est envisagée afin d’obtenir un gain considérable en temps CPU et en taille mémoire. Pour
ce faire, des structures de données de type octree doivent étre implémentées dans le code
LS-STAG. Du fait des difficultés de programmation que cela améne par rapport a la struc-
ture existante, il est envisagé d’appliquer la méthode de cut-cells LS-STAG dans le code

de CFD open source BASILISK ou ce type de raffinement de maillage est implémenté.
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Résumé

La méthode LS-STAG est une méthode cartésienne pour le calcul d’écoulements incompressibles en géo-
métries complexes, qui propose une discrétisation précise des équations de Navier-Stokes dans les cut-cells,
cellules polyédriques de forme complexe créées par 'intersection du maillage cartésien avec la frontiere du
solide immergé. Originalement développée pour les géométries 2D, ot seuls trois types de cut-cells génériques
sont présents, son extension aux géométries 3D se heurte au défi posé par le grand nombre de types de cut-cells
(108) a considérer.

Récemment, la méthode LS-STAG a été étendue aux géométries complexes 3D dont la frontiere est parallele
a 'un des axes du repere cartésien, ou sont uniquement présentes les contreparties extrudées des cut-cells 2D.
Cette étude a notamment souligné deux points a élucider pour le développement d’une méthode totalement
3D : premiérement, le calcul des flux diffusifs par un simple schéma a deux points s’est révélé insuffisamment
précis dans les cut-cells 3D-extrudées du fait de la non orthogonalité. Ensuite, 'implémentation de ces flux a
la paroi, qui s’effectue en imposant une discrétisation distincte pour chaque type de cut-cell extrudée, se révele
trop complexe pour étre étendue avec succes aux nombreux types supplémentaires de cut-cells 3D, et doit étre
simplifiée et rationalisée.

Dans cette these, le premier point est résolu en utilisant I’outil des schémas diamants, d’abord étudié en
2D pour I’équation de la chaleur puis les équations de Navier-Stokes dans 'approximation de Boussinesq, puis
étendu en 3D. En outre, les schémas diamants ont permis de revisiter intégralement la discrétisation du tenseur
des contraintes des équations de Navier-Stokes, ou disparait le traitement au cas par cas selon la disposition
de la frontiere solide dans les cut-cells. Cela a permis d’aboutir & une discrétisation systématique, précise et
algorithmiquement efficace pour les écoulements en géométries totalement 3D.

La validation numérique de la méthode LS-STAG avec schémas diamants est présentée pour une série de cas
tests en géométries complexes 2D et 3D. Sa précision est d’abord évaluée par comparaison avec des solutions
analytiques en 2D, puis en 3D par la simulation d’'un écoulement de Stokes entre deux sphéres concentriques.
La robustesse de la méthode est notamment mise en évidence par I’étude d’écoulements autour d’une sphere
en rotation, dans les régimes laminaires (stationnaire et instationnaire), ainsi que pour un régime faiblement
turbulent.

Mots-clés: Mécanique des fluides numérique, Méthode de cut-cell, Discrétisation de gradient, 3D.

Abstract

The LS-STAG method is a cartesian method for the computations of incompressible flows in complex
geometries, which consists in an accurate discretisation of the Navier-Stokes equations in cut-cells, polyhedral
cells with complex shape made by the intersection of cartesian mesh and the immersed boundary. Originally
developed for 2D geometries, where only three types of generic cut-cells appear, its extension to 3D geometries
has to deal with the large amount of cut-cells types (108).

Recently, the LS-STAG method had been extended to 3D complex geometries whose boundary is parallel to
an axis of the cartesian coordinate system, where there are only the extruded counterparts of 2D cut-cells. This
study highlighted two points to deal with in order to develop a totally 3D method : firstly, the computation of
diffusive fluxes by a simple 2-points scheme has shown to be insufficiently accurate in 3D-extruded cut-cells due
to the non-orthogonality. In addition to that, implementation of these fluxes on the immersed boundary, which
is done with a case by case discretisation according to the type of the cut-cells, appears to be too difficult for
its successful extension to the several extra types of 3D cut-cells, and needs to be simplified and rationalized.

In this thesis, the first point is solved by using the diamond scheme tool, firstly studied in 2D for the
heat equation then for the Navier-Stokes equations in Boussinesq approximation, and finally extended to 3D.
Moreover, the diamond schemes have been used to fully revisit the discretisation of shear stresses from Navier-
Stokes equations, where the case by case procedure is removed. These modifications have permitted to come up
with a systematic discretisation that is accurate and algorithmically efficient for flows in totally 3D geometries.

The numerical validation of the LS-STAG method with diamond schemes is presented for a series of test
cases in 2D and 3D complex geometries. The precision is firstly assessed by comparison with analytical solutions
in 2D, then in 3D by the simulation of Stokes flow between two concentric spheres. The robustess of the method
is highlighted by the simulations of flows past a rotating sphere, in laminar modes (steady and unsteady), as
well as in a weakly turbulent mode.

Keywords: Computational fluid dynamics, cut-cell method, gradient discretization, 3D.
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