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Résumé

Un moteur d’avion est constitué de plusieurs familles de matériaux qui subissent de multiples
mécanismes de dégradation des leur fabrication mais également pendant leur cycle de vol (dé-
collage, atterrissage, pressurisation, manoeuvre du pilote,...), ol encore lors de son repos au sol.
Un de ces mécanismes est lié au phénomene de fatigue, qui représente la dégradation subie par
une piece du fait de sollicitations cycliques répétées. Cette dégradation se traduit par 'amorcage
d’une fissure et sa propagation jusqu’a rupture de la piéce. La prédiction de la durée de vie en
propagation des piéces est donc un point trés sensible puisqu’elle impacte a la fois le dimension-
nement (étape préalable a la conception des pieces) et les procédures de maintenance (réparation
ou changement de la piece). Les calculs de durées de vie en propagation sont en partie réalisés a
partir des lois d’évolutions phénoménologiques décrivant la vitesse d’avancée de la fissure dans
un matériau en fonction de la contrainte appliquée. Dans I'objectif d’étudier ces données, qui sont
susceptibles d’étre modélisées de facon continue et qui laissent observer plusieurs régimes de
propagation, nous proposons un modele de régression polynomiale a plusieurs régimes, soumis
a des hypotheses de régularité (continuité et/ou dérivabilité). Suite a cela, nous avons développé
des méthodes d’inférence permettant d’estimer le nombre de régimes, les instants de transition
et les parametres de chaque régime. Ces résultats ne seront exploitables par le bureau d’études
que s’ils sont obtenus en des temps de calculs raisonnables c’est-a-dire de I’ordre de quelques mi-
nutes. Chaque nouvelle méthode a donc été concue dans I'objectif de réduire les temps de calculs
nécessaires a I'estimation des parametres du modéle. De plus, comme le nombre de régimes pré-
sents dans les données n’'est pas connu a priori, les deux derniéres méthodes que nous proposons
n’'utilisent aucun a priori sur ce nombre pour estimer les parametres du modele. Le travail pré-
senté dans ce mémoire fait I'objet d'une collaboration entre I'équipe de Probabilités et Statistique
de I'Institut Elie Cartan de 1'université de Lorraine, I'équipe BIGS du centre Inria Nancy Grand Est
et la société Safran Aircraft Engines.



RESUME




Abstract

An aircraft engine is made up of several families of materials that undergo multiple degradation
mechanisms from their manufacture but also during their flight cycle (take-off, landing, pressuri-
zation, pilot manoeuvring,...) or during its rest on the ground. One of these mechanisms is related
to the phenomenon of fatigue which represents the degradation of a piece due to repeated cyclic
stresses. This degradation results in the initiation of a crack and its propagation until the piece rup-
tures. The prediction of the propagation lifetime of parts is therefore a very sensitive point since it
impacts both the dimensioning (step prior to the design of the pieces) and the maintenance pro-
cedures (repair or change of the piece). Propagation lifetime calculations are partly based on the
laws of phenomenological evolution describing the rate of progress of the crack in a material as a
function of the stress applied. In order to study these data, which are likely to be modelled conti-
nuously and which allow several propagation regimes to be observed, we propose a polynomial
regression model with several regimes, subject to regularity assumptions (continuity and/or diffe-
rentiability). Following this, we developed inference methods to estimate the number of regimes,
transition times and parameters of each regime. These results will only be usable by the engi-
neering office if they are obtained within reasonable calculation times, i.e. in the order of a few
minutes. Each new method has therefore been designed to reduce the computation time required
to estimate the model parameters. Moreover, since the number of regimes present in the data is
not known a priori, the last two methods we propose do not use any a priori on this number to
estimate the model parameters. The work presented in this thesis is the subject of a collaboration
between the Probability and Statistics team of the Institut Elie Cartan of the University of Lorraine,
the BIGS team of Inria Nancy Grand Est and Safran Aircraft Engines.
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Contexte industriel et état de I'art
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CHAPITRE 1. CONTEXTE INDUSTRIEL ET ETAT DE LART

1.1 Contexte industriel

Safran Aircraft Engines est une société francaise du groupe SAFRAN, spécialisée dans I'étude et la
fabrication de moteurs pour I'industrie aéronautique et spatiale. Elle concoit, développe, produit
et commercialise, seule ou en coopération, des moteurs pour avions civils et militaires et pour sa-
tellites. En parallele, la société propose aux compagnies aériennes, aux opérateurs d’avions et aux
forces armées une gamme compléte de services pour leurs moteurs. S’appuyant sur une exper-
tise technologique unique et des capacités industrielles au meilleur niveau mondial, les nouvelles
générations de moteurs proposés par Safran Aircraft Engines contribuent a rendre le transport
aérien plus str et plus respectueux de I'environnement : ils sont plus silencieux, plus propres et
consomment moins de carburant. Grace aux nouvelles technologies de I'aéronautique, ce sont
des milliards de voyageurs qui empruntent chaque année les routes aériennes du monde entier.
Les attentes sont donc maximales en terme de fiabilité, disponibilité et perfomance. De ce fait, en
aéronautique, la commercialisation des pieces moteur nécessite la caractérisation des propriétés
de durée de vie de chaque piece. Ces propriétés sont propres au matériau utilisé. La propriété qui
nous intéresse dans ce mémoire est la propagation de fissures de fatigue.

1.1.1 Phénomene de propagation de fissures de fatigue

La fatigue des matériaux est un mécanisme de défaillance complexe qui, sous I'action de contrain-
tes ou déformations répétées dans le temps, modifie les propriétés locales d'un matériau, ce qui
peut entrainer la formation de défauts (appelés fissures) qui se propageront plus ou moins rapi-
dement et entraineront éventuellement la rupture de la piece. En aéronautique, les risques de dé-
faillance de certaines pieces moteur sont accentués par I’environnement extréme dans lequel ces
piéeces doivent fonctionner (cf figure 1.1). En effet, le cumul des sollicitations subies sur plusieurs
dizaines de milliers d’heures de vols conduira a la fatigue des pieces qui composent le moteur.

Pressunisation

Manoeuvres du pilote

Contacts avec le sol

FIGURE 1.1 — Exemples de sollicitations subies par I'avion.

Le développement de techniques expérimentales sur I’étude de la rupture est lié a la premiere ré-
volution industrielle (1780—1850) et a 'apparition des premiers grands accidents dans le domaine
des transports de masse. La catastrophe ferroviaire de Meudon par exemple, est la premiére en
France et 'une des premiéres dans le monde. Le 8 mai 1842, un train en provenance de Versailles
et a destination de Paris a déraillé dans la tranchée de Bellevue a Meudon. C’est I'ingénieur écos-
sais William Rankine qui, en étudiant les faciés de rupture d’essieux brisés lors de I'accident, a
montré que le mode de rupture n’était pas lié a une fragilité des matériaux employés, mais a un
mode de défaillance aujourd’hui connu comme «mode de rupture par fatigue». Les plus célébres
accidents dus au phénomene de fatigue ont eu lieu au XX¢™€ siecle. Nous pouvons par exemple
citer : le crash du premier avion commercial propulsé par le turboréacteur Commet en 1954, du
fait de la pressurisation du fuselage qui a provoqué I'apparition de fissures sur les coins des hu-
blots rectangulaires; I'effondrement de la plateforme Alexandre Killian en 1980, suite a une fissure
de fatigue présente dans I'une des six tubulures qui était reliée a une jambe de la plateforme. De-
puis, les efforts de recherche sont largement portés sur I'’étude des phénomenes d’amorgage et de
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propagation des fissures de fatigue et les ingénieurs integrent désormais ce phénomene dans la
conception et les calculs de durées de vie des structures.

Chez Safran Aircraft Engines, les piéces les plus a risque d'un moteur d’avion sont dimensionnées
(étape préalable a la conception des pieces) de fagon a résister, pendant une période définie, aux
sollicitations qui leur sont appliquées. La réglementation s’appuie sur le concept de la tolérance au
dommage, présenté en figure 1.2, qui consiste a admettre I"apparition d'une ou plusieurs fissures
durant la période d’exploitation, a condition de les détecter a 'aide de moyens non-destructifs
et de les réparer. Les calculs de durée de vie en propagation des piéces sont en partie réalisés a

TRV
UL

Durée de vie
I T »

Mise en service Existence d'un défaut Détection du dommage : réparation ou
détectable changement de |z pigce

FIGURE 1.2 — Tolérance au dommage.

partir des lois d’évolutions phénoménologiques, qui décrivent la vitesse d’avancée de la fissure,
notée dal/dN en (m/cycles), en fonction du facteur d’intensité des contraintes AK, en MPay/m.
Le facteur d’intensité des contraintes est une fonction de la longueur de fissure, de la géométrie
de I'éprouvette testée pendant I’essai et de la contrainte appliquée. Ces lois d’évolutions sont es-
timées a partir des données expérimentales obtenues lors d’essais de propagation de fissure (dé-
taillé en annexe A.1) durant lesquels la vitesse d’avancée de la fissure est mesurée pour différentes
valeurs du facteur d’intensité des contraintes. L'allure empirique de la loi de la vitesse de propaga-
tion en fonction du facteur d’intensité des contraintes est représentée en échelle bilogarithmique
dans la figure 1.3. Cette courbe implique trois régimes.

da/dN in log scale

AK AK

th o

AK in log scale

FIGURE 1.3 — Illustration schématique des différents régimes de propagation des fissures de fatigue. Les
lignes verticales en pointillés indiquent les transitions entre les régimes.

— Régime 1 (amorcage et non propagation de la fissure) : lorsque la piéce sollicitée ne com-
porte aucune anomalie, des microfissures de surface se forment. Si le chargement est en
dessous d’'un certain seuil, la fissure ne se propage pas au niveau macroscopique. On réa-
lise dans ce cas un essai de détermination du seuil de non propagation (d’amorcage) de la
fissure.
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— Régime 2 (évolution linéaire de la fissure) : les microfissures ont coalescé pour former une
fissure de taille macroscopique. Au cours de cette étape, la fissure peut croitre plus ou moins
rapidement selon le matériau et 'intensité du chargement critique.

— Régime 3 (rupture finale) : il correspond a une croissance rapide et instable des fissures en-
tralnant une rupture lorsque le facteur d’intensité de contrainte tend vers la valeur critique
KC-

1.1.2 Problématique industrielle

La particularité du schéma de la figure 1.3 est qu’il se compose d’'une partie déterministe et d'une
partie probabiliste. La partie déterministe est caractérisée par des modeles de forme connue pour
chaque régime. La partie probabiliste est, comme le montre la figure 1.4, caractérisée par la va-
riabilité entre différents essais des parameétres de chaque régime et des instants de transitions,
notés ici T} et T,. En effet, de I'aléa peut étre observé sur des données d’essais réalisés dans des
conditions identiques. En conditions réelles, cet aléa peut étre exacerbé par les phénomenes en-
vironnementaux tels que la vitesse ou la température. Dans le but de modéliser chaque courbe

da/dN in log scale

AKin log scale

FIGURE 1.4 — Représentation schématique de plusieurs essais de vitesse de propagation de fissure.

de vitesse de propagation de fissure, nous proposons un modéle déterministe par morceaux ca-
ché. Ces modeles sont de bons candidats puisqu'ils sont stochastiques et qu’ils combinent a la fois
trajectoires déterministes et transitions aléatoires. Nous parlons de «modéle caché» dans le sens
ol I'étude empirique des courbes de vitesse de propagation de fissure montre I'existence de trois
régimes. Or, en pratique, les données d’essais ne permettent pas toujours d’observer cette allure
de courbe. En effet, selon le matériau testé lors de 'essai, il est possible d’observer plus de trois
régimes de propagation. De plus, la variabilité présente au sein d’'un méme essai (cf. figure 1.5),
complexifie grandement la détection des instants de transition entre les régimes et donc a fortiori
la modélisation des données présentes dans les différents régimes. Lobjectif de la thése consiste a
caractériser la loi d'un essai de propagation de fissure, c’est-a-dire détecter le nombre de régimes,
les instants de transition entre les régimes et la forme paramétrique des lois dans les différents
régimes. Au vu de l'allure des courbes de vitesse de propagation de fissure et en s’'inspirant des
travaux de Chamroukhi et al. dans [14], nous proposons un modéle de régression polynomiale
par morceaux. Ces modeles appartiennent a la famille des modeéles déterministes par morceaux
et semblent bien adaptés puisqu’ils permettent de prendre en compte I'existence de plusieurs ré-
gimes de propagation.

Le plan de these se déroulera de la facon suivante :

Dans les prochaines sections de ce chapitre, nous proposons un état de I’art (non exhaustif) des
modeles déterministes, stochastiques et déterministes par morceaux utilisés dans la littérature
pour modéliser le phénomeéne de propagation de fissure. Nous présentons également la régression
polynomiale par morceaux que nous proposons d’utiliser dans ce mémoire. Dans le chapitre 2
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da/dN in log scale

cowm

AKin log scale

FIGURE 1.5 — Représentation bruitée d’'un essai de vitesse de propagation de fissure.

nous présentons le modele de régression polynomiale par morceaux proposé pour modéliser des
phénomenes physiques comme la propagation de fissures, ainsi que des méthodes d’inférence
permettant I'estimation de ce modele. Les méthodes du chapitre 2 supposent connu le nombre
de régimes, mais dans le chapitre 3 nous proposons deux nouvelles méthodes qui n'utilisent pas
d’a priori sur ce nombre et proposent une estimation globale du nombre de régimes et de leurs
parametres. Le chapitre 4 présente le package R dans lequel ces méthodes ont été implémentées
ainsi que 'ensemble des simulations réalisées pour montrer le bon comportement de 'ensemble
des méthodes. Enfin, le chapitre 5 présente ’application de ces méthodes sur des données réelles
de Safran Aircraft Engines ou des données de la littérature obtenues par Virkler et al. dans [59].
Nous terminons ce mémoire par une conclusion et des perspectives sur les travaux réalisés durant
la these, dans le chapitre 6.

1.2 Modeles de propagation de fissure et source d’aléa

Dans cette section, nous présentons différents modeles qui ont été proposés dans la littérature
pour décrire le phénomene de propagation de fissure, dans des matériaux métalliques non féreux
(alliages d’aluminium, de cuivre, de nickel, ...). Ces modeles peuvent étre déterministes (modeles
mécaniques qui utilisent les propriétés des matériaux) ou stochastiques (modeles statistiques per-
mettant de caractériser le comportement aléatoire de la propagation de fissure). Dans le but de
faciliter la compréhension des modeles déterministes, la section suivante présente une grande
partie des parametres intrinséques et extrinséques des matériaux.

1.2.1 Parametres intrinseques et extrinséques des matériaux

Les modeles de propagation de fissure sont concus a partir de plusieurs parameétres et conditions
imposés en service ou en laboratoire qui agissent sur la propagation de fissure. Nous citons par
exemple :

Les parametres intrinséques au matériau :

— Lalimite d’élasticité R, : c’est la charge unitaire exprimée en MPa correspondant a la fin de
la premiere période d’'un essai de traction (ce type d’essai est présenté en annexe A.2).
F
R,=—",
So

o, F, représente la force élastique et S la section de I’éprouvette.
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— Le module d'Young (ou module d’élasticité longitudinale) E : c’est une constante élastique

qui, pour un matériau donné, lie la contrainte a la déformation et caractérise la raideur de
la matiére. A contrainte égale, un matériau ayant un module d’élasticité élevé subira une
déformation plus faible qu'un matériau ayant un module d’élasticité faible. Il s’exprime en
MPa.

=~}

E=3r
]

ou, R, représente la limite d’élasticité et / correspond a la longueur de I'éprouvette.

La résistance a la rupture R, : elle représente la charge unitaire maximale que peut suppor-
ter 'éprouvette avant rupture et s’exprime en MPa.

F,
Ry = —,
m So

ou F, représente la force a la rupture et Sy la section de 'éprouvette.

Avant traction S
| Y |
|| T
EI A I :|
| L N
3 =1
Pendant | I AL
la traction| § fe—>
| |
F = Y = F
< | I ?’*
A
[€ >
I zone de striction
Aprés I I
rupture | | |

f— 0

[l !
I~ La|

Lo, AL, L, Lu: Longueurs en mm
Sq, 5, Su: Sections en mm?

FIGURE 1.6 — Evolution d'une éprouvette soumise a un essai de traction.
Source web : Allongement a la rupture.

— Lallongement a la rupture A% : illustré sur la figure 1.6, il définit la capacité d'un matériau a

s’allonger avant de rompre lorsqu’il est sollicité en traction et s’exprime en pourcentage.

lu_lO

A% = x 100,

0

ol, I, correspond a la longueur de I'éprouvette juste avant la rupture et [y est la longueur
initiale (longueur de I'éprouvette avant le début de I’essai de traction).

— La ténacité du matériau K, : c’est I'aptitude du matériau a résister a la déformation ou a la

rupture sous un effort continu, en MPa+/m.

Les parametres des conditions d’essais :

10

— La micro-structure de I'éprouvette qui correspond a sa taille de grain.

— Le rapport de charge appliqué (rapport de contrainte) : R = @, olt Kipax r €t Kmin,; sont

Kmax,t
respectivement les facteurs d’intensité de contraintes maximales et minimales en MPa\/m.
IIs varient avec le nombre de cycles t.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Allongement_�_la_rupture
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— Latempérature : elle varie entre 20 et 720 degrés Celcius (selon le matériau testé). Des études
(par exemple celle de Vautrot dans [58]) ont montré que la résistance de la plupart des ma-
tériaux diminue considérablement avec I'élévation de la température.

— Le chargement maximal appliqué a chaque éprouvette : 0 €en MPa.

— Le niveau de contrainte appliquée Ao : il se définit par AG = Opin — Omax, OU Omin €t Omax
correspondent respectivement au chargement minimal et maximal.

1.2.2 Modeles déterministes

Les lois phénoménologiques utilisées par les ingénieurs mécaniciens pour modéliser la propaga-
tion de fissure sont généralement de la forme suivante, d’apres Lin et Yang dans [33],

ddt
W :L(tr AKt)KmaX,t)KC) Gmax’at;R)r (11)

avec L(:) une fonction positive et les différentes notations définies dans le tableau 1.1.

t temps mesuré en nombre de cycles

ag longueur de fissure

da;/dt vitesse de propagation de la fissure

AK; facteur d’intensité des contraintes

K, ténacité ou seuil de rupture

Kmax;  facteur d'intensité de contrainte maximale. Il varie avec ¢
R rapport de contrainte

Omax chargement maximal

TABLEAU 1.1 — Notations.

Dans [41], Paris et Erdogan ont été les premiers a proposer une équation d’'une telle forme. Cette
équation, souvent appelée loi de Paris, ne décrit que la partie linéaire de la relation logarithmique
entre la vitesse de propagation de fissure de fatigue et le facteur d’intensité des contraintes (régime
2) présentée dans la figure 1.3. Du fait de sa simplicité, c’est certainement le modele le plus utilisé
en propagation de fissure. Elle relie I'évolution de la longueur de fissure a; au nombre de cycles de
contrainte t a travers AK; par 'équation suivante

dat
— =C(AK)™, (1.2)
dt !
ou C et m sont des parametres constants caractéristiques du matériau. Dans la majorité des cas,

AK; est donné par la relation
AK;=Y(as)Ao/nay, (1.3)

ol Y(a;) est un facteur sans dimension qui tient compte de la longueur de la fissure, de la géo-
métrie de 'éprouvette et du niveau de contrainte appliqué. Malgré sa popularité et sa précision
a décrire le second régime, le modele donné par ’équation (1.2) n’est pas adapté pour décrire le
comportement asymptotique des vitesses en début de propagation (régime 1) et a 'approche de
la rupture (régime 3).

De nombreuses alternatives ont été proposées pour surmonter les limites de la loi de Paris. Léqua-
tion de Walker introduite dans [60] est I'une des premieres équations simples qui tient compte du
rapport de contrainte R, qui est un parametre influent de la vitesse de propagation (un rapport de
contrainte élevé se traduit par une vitesse de propagation plus élevée). Elle est définie par

da
d—; =C[(1 - R) " Kmax.c1”, (1.4)
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ou C, m et p sont les parametres de cette loi. Forman et al dans [25] proposent un modele appelé
loi de Forman. Cette loi capture 'augmentation assymptotique de la vitesse de fissuration dans le
régime 3 et integre les effets du rapport de contrainte R et du seuil de rupture K. Cette loi a été
obtenue en divisant la loi de Paris par un facteur qui devrait atteindre zéro quand le facteur d’in-
tensité des contraintes atteindra un niveau critique. La forme générale de I’équation de Forman
est la suivante

da; C(AKy)™

dt  (1-RK.-AK,’
ol K, est le seuil de rupture qui correspond a la valeur du facteur d’'intensité des contraintes né-
cessaire pour atteindre la rupture.

(1.5)

D’autres auteurs ont proposé des modeles plus complexes pour décrire 'ensemble des régimes de
propagation. Ils tiennent généralement compte du rapport de contrainte R, du seuil d’amorcage
AKyy, et de la ténacité K.. Nous pouvons par exemple citer le modele BPQD, proposée par General
Electric aviation et qui se définit par la formule suivante,

da; BAKt(l—R)(’”i‘”)P( (AKt(l—R)(mi—U))Q( ( K, ))D
= log log )

— =
dr AK 1o AK ho AK,(1 - R)m==D

ol,
— B, B Q, D et m+ sont les parametres du modele.
— AKyy estle facteur d’intensité de contrainte seuil pour un rapport de contrainte R =0

Cette loi s’appuie sur une modélisation de la loi d’ouverture de la fissure de Walker. Dans le méme
ordre d’idée, nous pouvons citer le modele utilisé dans le code NASGRO développé par la NASA et
issu des travaux de Forman et Mettu dans [26]. Il se définit par I'équation suivante,

AK; \P
da; 1-f "(1—“’[)
—L-cl[—L|aKk,| —2,
dt 1-R (I_Kmax,t)q
crit
ol ¢, p, g et nsont des parametres du modele. K., ;; estle facteur d’intensité de contrainte critique.
f estune fonction d’ouverture de la fissure qui est définie par

K max(R,Ag +A;R+AsR? +A3R3) si R=0,
= i: A0+A1R si —25R<0,
K
max, Ag—2A, si. R<-2,

ou K, représente le facteur d’intensité de contrainte a I'ouverture. Il est supposé supérieur a
Kmin,r au cours d'un cycle de charge. Les coefficients Ay a A3 sont donnés par

Ao = (0.825-0.34a+0.050%) |cos (%),
A = (0.415-0.0710) 222,
Ay = 1-A¢g—A;—As,
A3 = 2A0+A; -1,
ol « représente le facteur de contrainte et "g‘;”‘ correspond au rapport de contrainte maximale
appliquée sur la contrainte d’écoulement. Le facteur d’intensité de contrainte seuil est donné par
1/2
AK.p = AKtho ( afao )
th= T \TreaR)’
((l—Ao)(l—R))

ol ay correspond a la longueur de fissure initiale et c; est un coefficient de seuil. Les valeurs
de AKyy et c;, sont fournies par la base de données matériel. L'effet d’épaisseur de la fissure est
également inclus dans le modéle par le rapport K., ;;/K, donné par

Kerir ( 6)2
—|A,—
keo

)

=1+Byexp
c
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ol Ay et By sont des parametres d’ajustement, e représente I'épaisseur de la fissure et ey corres-
pond al’épaisseur de référence. Ce modéle permet de décrire 'ensemble des régimes de propaga-
tion en prenant en compte des caractéristiques du matériau : la ténacité, la limite élastique et des
parameétres de chargements : rapport de contrainte et effet d’ouverture de la fissure.

La grande complexité de ces deux modeles vient du nombre de parametres a estimer, ce qui né-
cessite des procédures numériques tres lourdes. Du fait de sa simplicité (peu de parameétres a es-
timer) et de sa capacité a bien décrire le régime 2, la loi de Paris reste donc largement utilisée pour
modéliser I'évolution de la vitesse de propagation de fissure.

1.2.3 Présence d’aléa
Données de Virkler

Les données expérimentales obtenues par Virkler et al. dans [59] sont une source d’'information
bien connue sur la fatigue des matériaux. Ces données, disponibles dans la littérature, sont proba-
blement les plus célebres et les plus utilisées pour modéliser la propagation de fissure de fatigue.
Des études réalisées sur ces données seront présentées dans le chapitre 5.

Un total de 68 éprouvettes en aluminium 2024-T3 ont été pré-fissurées en surface de facon super-
ficielle. Elles ont ensuite été soumises a un chargement d’amplitude constante Ao = 48.28 MPa
pour un rapport de contrainte R = 0.2. Pour réaliser ces tests, les ingénieurs ont utilisé des éprou-
vettes identiques provenant de la méme piece d’aluminium. Elles ont toutes été pré-fissurées de
la méme facon et la longueur de pré-fissuration de I'éprouvette est de ap = 9 mm, de telle sorte
que I'étape d’initiation de la fissure soit considérée terminée. Les 68 courbes d’évolution de la
longueur de fissure a; en fonction du nombre de cycles ¢ sont représentées sur la figure 1.7. Les
mesures sont relevées jusqu’a ce que la fissure atteigne sa longueur critique K, = 49.8 mm. Les
relevés se font tous les 0.2 mm dans la plage 9.0 < a; < 36.2 mm, tous les 0.4 mm dans la plage
36.2 < a; < 44.2 mm et tous les 0.8 mm dans la derniere plage 44.2 < a; < 49.8 mm. Un total de 164
mesures ont été relevées pour chacun des 68 essais de propagation de fissure représentés dans la
figure 1.7.

Crack length (mm)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Number of cycles x10°

FIGURE 1.7 — 68 courbes expérimentales de longueur de fissure en fonction du nombre de cycles. Ces
courbes sont issues des essais de propagation réalisés dans [59].

13



CHAPITRE 1. CONTEXTE INDUSTRIEL ET ETAT DE LART

Variabilité dans les données

D’un point de vue macroscopique, les propriétés mécaniques des matériaux sont souvent consi-
dérées comme homogenes. Cependant, comme le montrent les données de Virkler présentées
dans la figure 1.7, les données de propagation de fissure de fatigue présentent une variabilité sta-
tistique qui augmente avec le nombre de cycles. D’autres auteurs tels que Ghonem et Dore dans
[27] ou Wu et Ni dans [63] montrent des résultats similaires. Le caractere aléatoire observé n’est
pas un artefact de I'appareil de mesure, mais est bien dit au comportement du matériau, méme
lorsque les données ont été obtenues dans des conditions de charge identiques dans un environ-
nement strictement contr6lé avec des éprouvettes découpées dans une méme piéce. Ces effets
aléatoires semblent varier non seulement d'un essai a I’autre, mais aussi pendant I’évolution de la
fissure.

Nous pouvons supposer que les connaissances scientifiques de base sur la fatigue ne sont pas
encore suffisantes pour décrire de maniere strictement déterministe la propagation de fissure. Il
n’'est donc pas possible de proposer une loi déterministe qui serait valable pour tout individu pro-
venant d'une méme expérience, méme lorsque 'expérience est répétée dans des conditions ab-
solument identiques. Cette dispersion s’observe également dans la représentation logarithmique
des résultats de vitesses de propagation de fissure de Virkler en fonction du facteur d’intensité des
contraintes, présenté sur la figure 1.8. Comme le montre le schéma de la figure 1.3, une augmen-
tation linéaire de da;/dt est observée sur la plus grande partie de la propagation avec quelques
changements a la fin et, dans une moindre mesure, au début.

da,/dt (m/cycles) in log scale

\ \ \ \
10 15 20 25

AK; (MPa.sqrt(m)) in log scale

FIGURE 1.8 - 68 courbes de vitesse de propagation de fissure en fonction de AK;. Ces courbes sont calculées
a partir des essais de propagation réalisés dans [59].

En raison de la grande dispersion observée, les chercheurs ont commencé a utiliser des modeles
statistiques pour caractériser le comportement de la propagation de fissure de fatigue. Il a été
souligné que la dispersion restante est due a la nature essentiellement aléatoire de la croissance
des fissures de fatigue qui est le résultat de I'inhomogénéité relative au matériau. Les modeles
déterministes ne sont pas appropriés pour décrire le comportement de croissance des fissures et
la variabilité présente dans les données doit étre prise en compte de maniere appropriée dans la
conception et ’analyse de la structure critique pour la fatigue.
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1.2.4 Modéeles stochastiques

Afin de prendre en compte la dispersion observée dans les données, de nombreux auteurs se sont
intéressés a des modeles stochastiques pour décrire I'évolution de la propagation de fissure de
fatigue. Certains d’entre eux ont proposé des modeles pour décrire le processus d’initiation de la
fissure, nous citons par exemple Kitamuta et al. dans [32] et Sobczyk et Spencer dans [54]. Dans
[54], les auteurs proposent des modeles empiriques. Ils proposent une caractérisation plus dé-
taillée des effets aléatoires de la micro-structure, des propriétés mécaniques et de la fatigue des
matériaux. Les résultats peuvent étre utilisés pour le dimensionnement des pieces. L'avantage du
modele stochastique proposé par Kitamura et al. dans [32] est qu'il a été appliqué a deux jeux
de données différents de Ohtani et al. dans [38, 39] dans lesquels des données expérimentales
d’initiation de fissure sont disponibles. Ce modele utilise les concepts d’accumulation des dom-
mages et de dommage critique requis pour atteindre une défaillance, pour prédire la distribution
de I'amorcage des fissures et leur croissance précoce. Il faut toutefois noter que le nombre de don-
nées basées sur 'amorcage des fissures est tres faible et que cette partie de la propagation est
difficile a modéliser. Ce n’est pas le cas pour les régimes de propagation et de rupture de la fissure
pour lesquels il existe de nombreux modeles dans la littérature.

Les modéles stochastiques permettant de décrire les régimes de propagation et de rupture de la
fissure peuvent étre découpés en deux familles. La premiére correspond a une modélisation pu-
rement statistique des données de propagation de fissure alors que la seconde est basée sur des
modeles stochastiques dérivés des lois phénoménologiques et qui sont des versions aléatoires des
modeles déterministes présentés ci-dessus.

Modélisation statistique

Modeéles empiriques. Un premier type de modele consiste a déterminer la distribution statistique
qui représente le mieux les données tout en prenant en compte la dispersion. Par exemple Wu et
Ni dans [63] utilisent les statistiques descriptives pour étudier la distribution du nombre de cycles
nécessaires pour atteindre une longueur de fissure spécifique ou sur la distribution des longueurs
de fissure pour une valeur spécifique du nombre de cycles. Les lois de probabilité normale, log-
normale et Weibull ont été testées pour ajuster 51 jeux de données différents. Les auteurs ont
conclu que les cycles de chargement aléatoires sont mieux ajustés par la loi de Weibull (29/51). Ce
type de modélisation semble adéquat pour décrire un jeu de données spécifique mais n’est pas
assez flexible pour étre étendu a plusieurs jeux de données ou pour faire de la prédiction. De plus,
dans ce méme article, les auteurs ont montré que les modeles qui prennent en compte les lois
phénoménologiques (loi de Paris (1.2) par exemple) et 'aspect temporel sont mieux adaptés pour
décrire le caractere aléatoire de la fatigue.

Modeles de sauts. Ces modeles ont été introduits par Bogdanoff et Kozin dans [9] et sont depuis
utilisés par d’autres auteurs comme Kirkner et al. dans [31]. Dans les deux cas, les auteurs essaient
de modéliser le processus de longueur de fissure a; en temps continu, par un processus marko-
vien de saut. Il n'y a pas d’aléa dans les transitions puisque quand le processus évolue il passe
automatiquement a Iétat suivant. En revanche, il y a de I’aléa sur le temps passé dans chacun des
états, qui est modélisé par une loi exponentielle. Quand la longueur de fissure augmente, il est
possible de modéliser I'accélération de la propagation en augmentant la valeur du parametre de
cette loi. Le modele de McGill-Markov, introduit par Bogdanoff et Kozin dans [9] est un modéle de
sauts inhomogene. Il modélise directement I’évolution temporelle de la longueur de fissure par un
processus aléatoire qui se définit de la facon suivante,

— la longueur de fissure a; au cycle ¢ évolue comme une chaine de Markov, c’est-a-dire que
I'évolution future de la longueur de fissure ne dépend que de sa taille actuelle et pas de la
suite des tailles passées;
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— laloi du processus dynamique est donnée par la probabilité de transition suivante : soit deux
nombres de cycles t < t/, cette probabilité est définie par,

P(ay = jla,= i) = pij(t, 1) = CI_ (6, ) A= q(t, /)T,

avec ]
A+ As)

q(t, 1) = exp(=A(1, 1) et A”'”:ft T+ A<

ol A et x sont les parametres du modele.

Dans [61], Wu et Ni ont montré que ces modéles ajustent assez bien les données, néanmoins,
ils n'ont pas d’interprétation physique. Ils peuvent cependant étre généralisés aux processus de
Markov déterministes par morceaux de facon a leur donner un sens.

Modeles stochastiques dérivés des lois déterministes

Lois déterministes a variables aléatoires. Des auteurs tels que Virkler et al. [59] ou Tanaka et al.
[56] ont proposé les premiers modeles aléatoires de fatigue basés sur les lois phénoménologiques
telle que la loi de Paris par exemple. En effet, les coefficients C et m de I'équation (1.2) peuvent
étre vus comme des constantes qui dépendent du matériau et de certaines conditions d’essai.
C’est par 'intermédiaire de ces parametres que les auteurs proposent de stochastiser le modéle de
Paris en les rendant aléatoires. Dans un papier plus récent [52], Shen et al. considérent également
les parameétres C et m de la loi de Paris comme des variables aléatoires. A partir de I'analyse de
données expérimentales permettant d’observer une relation linéaire entre m et C, ils ont décidé
de modéliser soit C par une variable aléatoire de loi log-normale, soit m par une variable aléatoire
de loi normale, mais ne modélisent pas le couple de paramétres de facon aléatoire. Il est alors
facile de les estimer et de calculer les indicateurs de fiabilité du modéle. Cette approche fonctionne
bien et donne une meilleure description du phénomeéne. Cependant, les auteurs ne semblent pas
considérer la possibilité d’avoir conjointement C et m aléatoires, alors que c’est ce que tendent a
montrer les données. Par ailleurs, ce modele ignore les éventuels changement de dynamique dans
la propagation de fissures puisque les lois de C et m ne dépendent pas du temps.

Lois déterministes introduisant un processus aléatoire. L utilisation des systemes différentiels per-
met de décrire les variations temporelles de la dispersion. Les modéles stochastiques prennent la
forme générale des lois expérimentales (1.1) dans lesquelles est ajouté un facteur multiplicatif qui
est un processus aléatoire.

— Processus log-normal. Dans [65, 64], Yang et Manning ont introduit ce modele. Ils ont ajouté
un facteur aléatoire multiplicatif X; a I’équation générale des modéles déterministes (1.1),
dat b
W = Xl‘L(ty AKD KmaX! KC» Omax, atyR) = XtQ(at) ’
ol Q et b sont des constantes. Le coefficient multiplicatif X; dépend du temps ¢ (en nombre
de cycles), c’est donc un processus stochastique. Les auteurs ont modélisé X; comme un
processus aléatoire log-normal stationnaire avec une valeur médiane de 1, un écart type ox
et une fonction d’auto-covariance de la forme suivante,

Cov[X;, Xy = 0% exp(={| ¢ — ¢]).

Dans ce cas, la structure de probabilité du processus stochastique de croissance des fissures
de fatigue peut étre obtenue analytiquement. Le succés de ce modele vient du fait qu’il y a
seulement deux parametres a estimer : I'écart-type ox et la covariance {. Wu et Ni dans [61,
62, 63] ont testé ce modele sur des données expérimentales et ont conclu que le modéle log-
normal le plus simple est suffisant pour décrire les données étudiées sur la croissance des
fissures de fatigue. Cependant, '’hypothese de stationnarité du processus peut étre remise
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en cause car la vitesse d’évolution des fissures suit différentes phases au cours du temps,
avec en particulier la phase d’accélération lorsqu’on est proche de la rupture. Par ailleurs,
pour les calculs de fiabilité il est nécessaire de connaitre la loi de

T
WT :f X[dt
0

Sans aucune justification mathématique, les auteurs supposent que le processus Wr suit en-
core une loi log-normale dont on peut relier les parametres a ceux du processus X;. A notre
connaissance aucune discussion ne permet de valider cette approximation. Dans [45], Ray
etal. ont modélisé I’espérance de lalongueur de la fissure | ; = E[a;] par une loi déterministe

qui ressemble a la loi de Paris,

dp’t m
— =C(AK)™.
ar (AKy)

En utilisant I'extension de Karhunen-Loéve, ils ont proposé un modele stochastique dans
lequel ils considérent que la longueur de fissure suit une loi log-normale a la place de I'hy-
potheése classique dans laquelle c’est le taux de croissance des fissures qui est considéré log-
normal. Le modele proposé a été vérifié sur les données expérimentales proposées par Virk-
ler et al. dans [59] et Ghonem et Dore dans [27] a différent niveaux d’amplitude constante.

— Modele polynomial. Dans [36], Ni s’est inspiré du modele de Yang pour proposer un mo-
dele stochastique polynomial de croissance des fissures de fatigue. Ce modele est basé sur
I'hypothése que la croissance des fissures de fatigue est égale a une fonction polynomiale
déterministe en terme de longueur de fissure de fatigue. Afin de prendre en compte la dis-
persion statistique de la croissance des fissures de fatigue, cette fonction est multipliée par
un facteur aléatoire log-normal stationnaire.

dat 2

a7 =Xi(p+qa;+ray).
Dans [37], Ni a vérifié la cohérence entre les résultats obtenus analytiquement a partir du
modele proposé et les données expérimentales. Ces résultats sont apparus satisfaisants.
Pour le moment il n’existe aucune comparaison entre le modele proposé et d’autres mo-
deles a travers des données expérimentales

— Processus de diffusion. Les processus de diffusion associés a une équation différentielle sto-
chastique pilotée par un mouvement brownien ont été largement étudiés dans la littérature
pour modéliser la propagation de fissure. Dans [53], Sobczyk a été le premier auteur a es-
sayer de modéliser la propagation de fissure par un processus de diffusion. Il propose une
approximation asymptotique du processus de diffusion a; qui devient valide quand le para-
metre €, qui apparait dans la loi de propagation, tend vers 0,

da; -~

W =eL(a)Xy,
ou L dépend de AK;, Knax, K¢, 0max €t R qui sont des constantes connues ou des fonctions
de a;. Finalement L est seulement une fonction du temps et de la longueur de fissure. Les
résultats asymptotiques et les techniques de moyennisation ont été initialement proposés
par Stratonovich. IlIs ont ensuite été consolidés par d’autres auteurs comme Khas'minskii
dans [29, 30] ou Papanicolaou et Kohler dans [40], qui permettent de spécifier les conditions
d’approximation de a; par un processus de diffusion quand € tend vers 0. Sur la base de ces
constations, Sobczyk dans [53] a été le premier a tenter de modéliser a; par un processus
de diffusion. Il a montré que dans un contexte homogéne, le processus de diffusion a; est
gouverné par un systeme de la forme,

da;=u(a)dt+o(as)dBy,
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ol [ et o sont les fonctions de dérive et de diffusion et B; est un mouvement brownien. Dans
[33, 66] Lin et Yang ont complété ces résultats en les appliquant a des cas réels. Depuis,
ces processus sont utilisés par de nombreux auteurs comme Ivanova et Naess dans [28],
qui utilisent des méthodes d’approximation numérique des modeles de diffusion pour les
calculs de fiabilité des structures. Ces modeéles ont de bonnes justifications mathématiques
et on peut en déduire des indicateurs de fiabilité. L'inconvénient de ce type de modéle vient
de la dynamique du processus a; qui est autorisé a croitre et décroitre continuellement au
cours du temps par la modélisation, ce qui ne convient pas a la propagation de fissure pour
laquelle la croissance est un caractére intrinseque.

1.3 Processus de Markov déterministes par morceaux

Dans les années 1980, les processus markoviens déterministes par morceaux (PDMP pour I’anglais
Piecewise Deterministic Markov Processes) ont été introduits par M.H.A. Davis comme une classe
générale de modeles stochastiques non diffusifs. IIs servent notamment a décrire des systémes
physiques, qui évoluent selon des lois déterministes, et dont la dynamique peut étre perturbée
par deux types d’événements ponctuels et aléatoires :

— le premier type d’événement est lié a I’évolution déterministe des grandeurs physiques du
systeme;

— le second type d’événement est purement stochastique et correspond a des défaillances de
certains composants ou a des sollicitations extérieures.

Dans les deux cas, ces événements vont introduire des sauts dans le comportement du systéme.
Entre deux événements, I’évolution du systeme est basée sur des lois physiques qui tiennent comp-
te de la dépendance ou des interactions dynamiques entre les différents processus impliqués. Peu
importe le phénomene modélisé, il est d'un grand intérét d’utiliser des lois déterministes (qui
viennent de la physique ou qui sont bien connues des praticiens) tout en autorisant des événe-
ments aléatoires. Ces systemes sont décrits par deux variables : une variable discrete de mode qui
traduit 'apparition des pannes ou des dysfonctionnements et caractérise ainsi le fonctionnement
du systéme jusqu’a sa panne compléte; une variable euclidienne d’état représentative des gran-
deurs physiques du systeme.

La trajectoire d'un PDMP (X;) sur un espace d’état de la forme U {k} x Ef, ou K est]’ensemble au
keK
plus dénombrable des régimes possibles et E 'espace d’état dans le régime k, est définie a partir

de ses trois caratéristiques locales (A, Qg, Pi) kek :
— @ :Efp xR — Ef estle flot déterministe dans le régime k;
— Ak :Ex — R, estle taux de saut dans le régime k;
— Qg : (Ex, B(Eg)) — [0,1] est le noyau de transition dans le régime k.

Partant d'une condition initiale X = x, la trajectoire de (X;) est décrite comme suit. Le premier
temps de saut est défini par sa fonction de survie,

t
V=0, P(T; > t|Xy = x) = exp (—f AD(x, s))ds).
0

La trajectoire entre 0 et le premier temps de saut T; est donnée par

O(x,t) pour (<T)

VOo=t=T, XtZ{ 7 sinon

ol la variable Z; est définie a partir du noyau de transition de Q : pour toute fonction mesurable
bornée ¢,

E[$Z1)IT1, Xo = x] =fcp(u)Q(<D(x,T1),du).
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Partant de la position Xr,, le temps de parcours Sy = T2 —T; et la future position Z, sont obtenus
de la méme maniere et ainsi de suite. On obtient un processus a temps continu (X;) ponctué par
des sauts ayant lieu aux instants T,,. Les temps de parcours du flot sont les S;, = T;, = T,,—;. Enfin,
les positions lors des sauts sont les Z, = Xt,. Au PDMP est donc associée une chaine de Markov
(Z 1, Sn)n=0. Une sélection appropriée de I'espace d’état et des principales caractéristiques du pro-
cessus fournit une grande variété de modeles stochastiques couvrant de nombreuses applications
comme la gestion de systémes complexes étudiée par Dufour et Dutuit dans [22] et par Zhang et
al. dans [67], la modélisation du phénomeéne de dégradation étudiée par de Saporta et al. dans
[49] ou de la biologie par Beil et al. dans [5]. Les propriétés mathématiques et les implémentations
numériques de ces processus ont été largement étudiés par M.H.A Davis dans [19, 18] mais égale-
ment par Brandejsky et al. [11], de Saporta et Dufour dans [48] et de Saporta et al. dans [20], et les
références qui y figurent.

Dans le cas de la propagation de fissure, nous savons d'une part que la longueur de fissure est
croissante avec le temps et qu’elle ne permet pas 'utilisation de processus diffusifs pour la mo-
délisation, car ils ne sont pas monotones. D’autre part la loi phénoménologique de Paris (1.2), ou
d’autres lois comme celle de Walker (1.4) ou Forman (1.5), fonctionnent bien sur les régimes 2 et
3 et sont bien connues des mécaniciens. L'utilisation des PDMP pour modéliser la propagation de
fissure permet donc

— d’utiliser des lois déterministes de propagation;

— d’introduire de I’aléa pour tenir compte de la variabilité entre les différentes fissures;

— d’introduire de ’aléa durant la propagation de fissure;

— de prendre en compte des évenements connus tels que le passage du régime 2 au régime 3.

Un des avantages de la modélisation par des PDMP est qu’elle permet de modéliser le change-
ment de régime au niveau du temps de saut. Le caractere stochastique de ce changement est
lié au caractere aléatoire du phénomeéne de propagation de différentes manieéres. Le changement
de régime peut par exemple se produire a un moment prévisible lorsque certaines composantes
du processus d’état atteignent un seuil, cela déclenche de facon déterministe un changement de
mode dans le systeme. Le saut peut se produire a un temps aléatoire en raison d'événements exo-
genes, comme un impact indépendant de la dynamique du systéme. Il peut également se pro-
duire de maniere aléatoire en fonction de I’état du processus, typiquement a travers le taux de
saut A(D(x, 1)); ce qui semble intéressant pour modéliser le temps de saut entre les régimes 2 et
3. Le cadre des PDMP permet au temps de saut de dépendre de I'état du processus qui est, dans
le cadre de la propagation, la longueur de fissure : plus la fissure est longue, plus le changement
entre les régimes 2 et 3 est probable. Dans [1], Azais et Muller-Gueudin proposent une méthode
pour inférer le taux de saut de ce dernier cas.

1.3.1 Modele multiplicatif

Lutilisation des PDMP pour la modélisation de la propagation d'une fissure a été introduite par
Chiquet et al. [15, 16]. Elle permet a la fois d’obtenir un modele reposant sur des propriétés phy-
siques (loi de Paris (1.2)), de rendre aléatoires les parametres de cette loi et d’autoriser, comme
pour les processus markoviens, des sauts de changement de régimes dans la propagation (accé-
lération de la propagation au cours du temps). Dans cette approche les auteurs considerent que
la croissance des fissures de fatigue change en raison de petits chocs survenant a des moments
aléatoires. Ils ont choisi d'utiliser les PDMP en ne leur attribuant aucune contrainte sur le nombre
de sauts possibles du processus. Ils proposent un modele dérivé de la loi de Paris dans lequel ils
considérent que le facteur Y(a;) de I'équation (1.3) est égal a 1. IIs rendent aléatoire cette loi en
ajoutant un facteur multiplicatif donné par un processus de saut P;, conduisant au systéme sto-

chastique suivant,

d
% =C(Aovm)™(a)™?P;, ag=a.
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Le processus de Markov P; est supposé avoir un espace d’état fini &2 et une matrice génératrice
constante Q = (gij);, jyeg?- Finalement, (X;) >0 = (ar,P¢) =0 est un PDMP d’espace d’état x = Ry x
2, de taux de saut donné par A(x) = A((a, p)) = A(p) = qp,p et de noyau de transition Q(x,dy) =
Q(p, p") = —4ap,p'! qp,p, donné par la matrice génératrice Q du processus de Markov. Les parametres
m et C sont identiques pour toutes les fissures, cependant chaque fissure est modélisée par un
processus P, différent. Ce terme permet a la fois de capturer I’aléa entre les fissures mais également
I'aléa présent pendantla propagation. Les auteurs ont ajusté les données de propagation de Virkler
et ont souligné une accélération des sauts du processus P; au fur et a mesure que les longueurs de
fissures tendent vers de grandes valeurs, annoncant I'arrivée dans le régime 3 qui correspond au
régime de rupture.

1.3.2 Modeles a un saut

Dans [57, 2, 8, 3], Azais et al. ont proposé deux modeéles de propagation de fissures utilisant les
PDMP. Ces modeles sont plus simples que celui présenté dans la section précédente car ici les au-
teurs font'hypothese que la propagation de fissure peut s’exprimer sous la forme d'un PDMP avec
un seul changement de régime. Cela permet de donner un sens physique au saut ou d’apporter de
la flexibilité au modele proposé. Les objectifs associés a ces deux modeles sont différents.

Lobjectif du premier modele est de caractériser la propagation a I'instant de saut entre les régimes
2 et 3. Le modele proposé est une combinaison de deux lois déterministes utilisées de facon appro-
priée dans les différents régimes. Au début de la propagation, la longueur de fissure évolue selon
la loi de Paris (donnée dans I'équation (1.2)) dans laquelle les parameétres C et m ont été choisis
aléatoirement. Apres un temps aléatoire, le modele change de loi et passe de la loi de Paris a la
loi de Forman (donnée dans I’équation (1.5)) avec de nouveaux parametres pour m et C. Il n'y a
qu'un seul changement dans la propagation. Dans ce cas, X; = (a;, P;), a; représente la longueur
de fissure; P; désigne le mode de propagation a trois composants P; = (L;,C;, m;y), ot L; € {1,2}
indique la loi de propagation (Paris ou Forman) et (C;, m;) sont les parameétres constants de cette
loi. La valeur initiale de L; est déterministe et vaut 1 et la transition est également déterministe
allantde 1 a2, c’est-a-dire que Ly =1 et Q((1,Cy, my), (2,.,.)) = 1.

Lobjectif du second modele est de proposer une méthode de prédiction d'une fissure donnée
lorsque I'on observe les premiers points de sa trajectoire. Cette méthode de prédiction est basée
sur un modele de PDMP plus simple que le précédent. En effet, en plus de ne tenir compte que
d’un seul saut, les auteurs considerent que dans ce modele le flot déterministe est donné par la
loi de Paris avant et apres le saut. Lorsque le saut se produit, les parameétres de la loi de Paris
changent de maniere aléatoire. Dans ce cas le processus markovien de saut s’écrit, X; = (ay, Py),
a; est la longueur de fissure et P; est un mode a deux composants (Cy, m;), ou (C, m;) sont les
parameétres de la loi de Paris. La modélisation de la propagation, lorsque I’évolution de la fissure
est donnée par deux équations différentielles successives de la loi de Paris, ajuste correctement les
données. Le saut donne de la flexibilité au modele pour I'ajustement et la seconde loi de Paris est
naturelle car la méthode de prédiction est concue pour prédire la propagation de fissure a partir
des premiers points de sa trajectoire observés dans le régime de Paris.

Apres avoir testé ces deux modeles sur les données de propagation de Virkler, les auteurs suggérent
que les modeles PDMP, méme s’ils sont relativement simples, sont pertinents et peuvent étre in-
terprétés pour donner des informations utiles sur les processus mécaniques impliqués dans la
propagation de fissure.

1.4 Régression polynomiale par morceaux

Lorsque les données semblent étre issues d'un modele déterministe par morceaux, la régression
polynomiale par morceaux est intéressante car sile nombre de régimes et le degré des polynémes
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sont choisis, alors le modele devient paramétrique (coefficients des polyndmes et instants de tran-
sition). La souplesse donnée par la diversité des polynémes et des régimes permet de modéliser
beaucoup de types de courbes. De plus, 'estimation d'un tel modele pour un degré de polynéme
peu élevé permet de segmenter une courbe en un nombre fini de segments pour la recherche
des différents régimes, ou de maniere équivalente la recherche des ruptures dans la dynamique
du modele. On voit particuliérement son intérét dans la modélisation d'une courbe de vitesse de
propagation de fissure et la recherche des différents régimes qui la composent.

1.4.1 Modéle de régression polynomiale par morceaux

Afin de mieux décrire I'état de I’art au sujet de la régression polynomiale par morceaux, nous dé-
crivons ici le modele qui s’écrit,

Y=0X) +eZX), (1.6)
ou la fonction de lien ¢ est polynomiale par morceaux, c’est-a-dire

K
PX) = ) Poy () Tpry 7,1 (),
k=1
avec K correspondant au nombre de régimes. Les instants (T)g<k<k sont supposés ordonnés de
telle sorte que 1; < T; si et seulement si i < j. Pour tout k, I'intervalle [1¢_1, Tx[ correspond au
régime k. Sur cet intervalle la fonction de lien est donnée par

S
o () = Y (D x’,
=0

ol le degré d est supposé fixé. Le support de la fonction de lien est [1g, Tx[, ce qui correspond a R
si Tg = —oo et Tk = +o0. Le modele est gaussien et hétéroscédastique, c’est a dire que € ~ A(0,1) et
la variance du signal est constante par morceaux et s’écrit,

K

2(x) = ) Ok Ty, 1l (X),
k=1

ol o représente |'écart-type du signal dans le régime k.

Les premieres publications de modele de régression polynomiale par morceaux concernent des
modeles a deux régimes uniquement. Quandt dans [44] estime un modele linéaire (degré 1) par
morceaux tandis que Robinson dans [46] estime un modeéle polynomial par morceaux plus géné-
ral. Ces deux auteurs ont pointé du doigt la difficulté de résoudre le cas ou 'instant de transition
entre les régimes n’est pas observé. McZgee et Carleton dans [34] sont les premiers auteurs a pro-
poser une méthode de régression linéaire par morceaux qui s’appuie sur un modele linéaire a plus
de deux régimes et qu’ils proposent d’estimer en mariant la segmentation hiérachique a la théorie
de la régression standard. Depuis, d’autres auteurs comme Ferrari-Trecate et Muselli dans [24] ou
encore Picard et al. dans [43] ont proposé des méthodes alternatives de régression polynomiale
par morceaux pour estimer un modele de régression linéaire par morceaux ou polynomiale par
morceaux, c’'est le cas de Brailovsky et Kempner dans [10] ou encore de Chamroukhi et al. dans
[14, 13]. Ces modeles sont homoscédastiques car ils supposent que les différents régimes de ré-
gression polynomiale ont la méme variance du bruit, c’est le cas dans [34, 10, 24]. Ce cadre peut
étre plus général en considérant un modele hétéroscédastique qui autorise la variance du bruit a
varier entre les différents régimes de régression polynomiale comme dans [43, 14, 13]. Cependant,
I’ensemble des modeéles proposés par ces auteurs ne supposent aucune contrainte de régularité.

Par ailleurs, le cadre de modélisation varie selon les auteurs et peut se scinder en deux catégories.
On a d’'une part la modélisation de données non temporelles : les auteurs souhaitent partition-
ner les données en attribuant chaque segment de courbe a un régime. C’est le cas de Ferrari et
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Trecate dans [24] qui effectuent la recherche de régions homogenes dans I'espace, Picard et al.
dans [43] recherchent des régions homogénes dans le génome et Chamroukhi dans [12] effectue
de la classification de courbes. Dans ce contexte cela a évidemment du sens d’estimer les régimes
sans aucune contrainte de régularité sur le modele. D’autre part, I'objet peut étre la modélisa-
tion de données temporelles : les auteurs souhaitent ajuster les données pour caractériser I’évolu-
tion successive d'un phénomeéne physique. Dans [10] Brailovsky et Kempner souhaitent restaurer
la structure sous-jacente d’'un signal, dans [14, 13] Chamroukhi et al. cherchent a caractériser le
signal indiquant I’énergie électrique consommée pendant I'exploitation d'une voie d’aiguillage.
Dans ce contexte, les auteurs n'imposent pas de contrainte de régularité au modele, ce qui aurait
pourtant du sens et que nous proposons dans cette these.

1.4.2 Méthode d’'inférence et algorithmes

Pour estimer les parametres du modele (1.6), la pratique courante est d’utiliser la méthode du
maximum de vraisemblance. Dans ce contexte on peut utiliser les techniques de programmation
dynamique introduites par Bellman et Roth dans [7] et Stone dans [55] pour estimer les para-
metres optimaux, ce qui est également fait dans [10, 43, 14]. En effet, lorsque la vraisemblance
peut s’écrire sous la forme d’'une somme de termes indépendants, 'usage de la programmation
dynamique permet la maximisation indépendante et récursive de différents sous-intervalles du
domaine considéré.

Dans le but d’ajouter de la souplesse a la segmentation, il est possible d’approcher le modele (1.6)
par un modele a variable latente. Cette variable latente est de deux types : dans le cadre de modele
de mélanges polynomiaux par morceausx, la variable latente, notée Z;, modélise le régime a 'ins-
tant i (voir par exemple [43, 12]); dans le cadre des modeles de Markov caché, Z; est un processus
de Markov de loi initiale et de matrice de transition A qu’il faut estimer (voir par exemple [14,
13]). Le régime est attribué a la valeur k qui maximise P(Z; = k|X;). Dans ce contexte, la maximi-
sation directe de la vraisemblance est trop complexe. Selon le type de variable latente, il est plutot
d’usage d’utiliser un algorithme EM proposé par Dempster et al. dans [21] (modéles de mélanges)
ou un algorithme de Baum-Welch proposé par Baum et al. dans [4] (algorithme EM spécifique aux
modeles de Markov cachés).

Enfin, nous souhaitons mentionner 'usage d’algorithmes hybrides comme c’est le cas dans [43],
ol les auteurs cherchent a déterminer des régions homogeénes dans le généme. L'algorithme pro-
posé alterne algorithme EM (estimation des parametres de chaque cluster lorsqu’ils sont prédé-
finis) et programmation dynamique (estimation des clusters a partir des parametres estimés par
algorithme EM).
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Chapitre 2

Régression polynomiale par morceaux
sous contrainte de régularité
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2.1 Introduction

Les modeles de régression polynomiale par morceaux sont souples par le choix du degré des poly-
nomes et des intervalles dans lesquels sont définis ces polynomes. Ils sont adaptés pour modéliser
des phénomenes physiques comme la propagation de fissure, qui évolue selon plusieurs régimes
successifs de propagation. Dans ce chapitre, nous proposons un modele de ce type pour ajuster et
segmenter des données dans le but de modéliser un phénomeéne temporel continu en identifiant
les régimes successifs qui le composent. Malgré les généralités des nombreux modeles présentés
dans I’état de 'art (cf. chapitre 1 section 1.4), le modele proposé dans ce chapitre et les méthodes
proposées pour estimer ses parametres se distinguent sur plusieurs points. Premierement, nous
donnons la possibilité d’'imposer des contraintes de régularité (continuité et/ou dérivabilité) sur
la fonction de lien ¢, ce qui se traduit en particulier par des contraintes aux instants de transi-
tion entre les régimes. En effet, comme nous avons en téte de modéliser un phénomeéne temporel
continuy, il nous paraissait intéressant d’ajouter cette possibilité. Ensuite, le statut de la variable
latente utilisée pour modéliser 'appartenance au régime se différencie aussi des démarches pré-
cédentes. En effet, dans la littérature la variable latente modélise soit 'appartenance a une catégo-
rie dans le cadre du clustering (c’est le cas dans [43, 12]) ou est un processus temporel de Markov
caché dont il faut identifier les parametres de la loi initiale et de la matrice de transition (c’est le
cas dans [14, 13]). Dans notre cas elle correspond simplement a un lissage autour des instants de
transition que I'on va chercher a estimer et n'est pas un processus de Markov. Enfin, nous pro-
posons un algorithme de programmation dynamique pour 'optimisation d'une vraisemblance
lissée. Cette méthode est inspirée des travaux de Bellman et Roth dans [7] qui ont étudié des mo-
déles de régression linéaire par morceaux avec hypothése de continuité. Elle a été concue dans le
but de limiter les temps de calcul nécessaires a I’estimation du modele.

Avant de présenter 1'algorithme de maximisation de la vraisemblance lissée, nous présentons dif-
férents modeles dont nous nous sommes inspirés pour I'élaborer : un modele «standard» corres-
pondant aI'équation (1.6) avec contraintes de régularité (estimation des régimes par optimisation
de la vraisemblance sous contrainte). Nous affinons ensuite ce modele en introduisant de I'aléa
autour des instants de transition par une variable latente (estimation des régimes par algorithme
EM). La segmentation en deux régimes étant centrale dans la programmation dynamique et les
méthodes présentées dans le chapitre 3, nous commencons a chaque fois par I'étude du modele a
deux régimes, pour poursuivre sur leur généralisation a un nombre quelconque de régimes. Nous
adoptons donc le plan suivant. En section 2.2, nous introduisons le modele, les contraintes de ré-
gularité, la version du modele avec variable latente et les différentes log-vraisemblances associées
aux modeles. La section 2.3 propose une méthode de résolution pour le modeéle a deux régimes,
dans sa version standard (section 2.3.1) ou dans sa version a variable latente (section 2.3.2) par
un algorithme EM. La section 2.4 généralise la section 2.3 dans le cas ol le nombre de régimes
est quelconque. Enfin, nous présentons I'algorithme de type Bellman pour 'approximation de la
vraisemblance lissée en section 2.5. Les simulations relatives a ces méthodes sont reportées au
chapitre 4.

2.2 Modele de régression polynomiale par morceaux

2.2.1 Fonction de lien
Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un modele de régression avec un bruit additif
Y=9pX) +eZ(X),

ou la fonction de lien ¢ est polynomiale par morceaux, c’est-a-dire
K
Ppx) = Po () Tpry ;7,1 (), 2.1)
k=1
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avec K correspondant au nombre de régimes. Les instants (Tx)o<kx<k sont supposés ordonnés de
telle sorte que 1; < T jsiet seulement si i < j. Pour tout k, l'intervalle [t14_1, T¢[ correspond au
régime k. Sur cet intervalle la fonction de lien est donnée par

3
P (0 = Y ar (D,
1=0
oi1 le degré & est supposé fixé de telle sorte que o € RO*!. Le support de la fonction de lien est
[To, Tk [, ce qui correspond a R avec Ty = —oo et Tx = +oo. Enfin, nous supposons que le modele est
gaussien et homoscédastique par morceaux, c’est a dire que € ~ A7(0,1) et la variance du signal

s’écrit de la facon suivante,
K

Z(x)= ) ol 0%,
k=1

oll o représente I'écart-type dans le régime k.

2.2.2 Contrainte de régularité

Les données que nous étudions étant issues d'un phénomeéne physique susceptible d’étre modé-
lisé de fagon continue ou dérivable, nous ajoutons une hypothése de régularité a la fonction de
lien ¢. Cette hypothese peut porter sur la continuité de la fonction de lien, elle est alors notée <,
ou sur sa dérivabilité, notée 7.

<. (Tx) : @ est continue sur 'intervalle [1¢, Tk], C’est-a-dire,
V1<k=K, po, (Tk-1) = Pay (Tk-1)-

(1) : @ est continliment dérivable sur 'intervalle [1¢, Tx], C’est-a-dire </ (1x) est vraie et,
V1<k=<K, P, (Tk=1) = Po; (Tk=1),

ol pour tout a, Py (x) est la dérivée de py(x) par rapport a x.

Remarque 1. Sile polynéme est de degré & = 0 alors l'unique polynoéme qui vérifie la contrainte de
continuité est le polynome constant. La contrainte de continuité n'est donc intéressante qu'a partir
du degré 1. De méme, lorsque le polynome est de degré 6 = 1, alors l'unique solution qui vérifie la
contrainte de dérivabilité est une droite. La contrainte de dérivabilité n'est donc intéressante qu'a
partir du degré 2.

2.2.3 Log-vraisemblance

Nous supposons que nous observons des données (X;,Y;)1<;<n issues de ce modele de régression
paramétrique, les instants d’observations X; sont supposés déterministes et Y; = ¢(X;) +€; X(X;)
avec les €; qui sont indépendants de loi .4(0,1). De cette maniere, les Y; sont des variables aléa-
toires gaussiennes indépendantes de moyenne @ (X;) et de variance Z(X;).

Nous nous intéressons a I'estimation des quantités inconnues Tx-;, ag et 0%, ol, par souci de
lisibilité, A; désigne tout vecteur de la forme (A;);<;<1. Le support est supposé connu mais pourrait
simplement étre estimé par le minimum et le maximum des X;. Le degré 6 des polynémes est aussi
supposé connu. Le nombre de régimes K est un parametre crucial qui est supposé connu dans un
premier temps.

La log-vraisemblance de ce modele de régression est donnée (a une constante additive pres) par

n K (Vi = pa, X))
log(§2) + ———=~ 17
Zlkzl k 2

ol Ty = 19 et Tx = Tk. Notre objectif vise a estimer 'ensemble des parametres inconnus en maxi-
misant la log-vraisemblance sous la contrainte de régularité </, (1x) ou «/;(tk). Les parametres
Tk_1, ag, SIZ<, qui réalisent ce maximum seront les estimateurs de Tx_1, &x, Gi.

']][Tlcfl,Tk[(Xi)» (2.2)

DN =

z(TK—lyaK) S%) ==
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2.2.4 Approximation par un modele a variable latente
Modéele a variable latente

Dans I'objectif de rendre le modele plus performant pour estimer a la fois les instants de transi-
tion entre les régimes et les parameétres de chaque régime, nous modifions le modele précédent en
rendant aléatoire 'appartenance de I'observation (X;,Y;) au régime k. En effet, cela permet d’ap-
porter de la flexibilité au modéle, limitant ainsi les erreurs d’estimations liées a la présence d’ob-
servations dans un mauvais régime. Pour cela, nous introduisons les variables aléatoires (Z;)1<;<n
avec Z; discrete a valeurs dans {1,...,K} qui représente le régime dans lequel on se trouve au temps
X;. Le modele vérifie toujours I'équation Y = ¢(X) + eX(X), en revanche les fonctions de lien entre
X; etY; et de variance s’écrivent

K K
OXi) =) pa, X)Vzi=ty et ZXp) =) oxliz=h.
k=1 k=1

En d’autres termes, cela signifie que la distribution de Y sachant X et Z est définie par

2
Fixz(y1x, 2, Te-1, 0k, 0%) = P (9 52(1),

ou @, ;2 désigne la densité de probabilité de la distribution gaussienne de moyenne p et de va-
; 2
riance o°.

Nous modélisons la distribution de Z sachant X de la facon suivante. Si 2 < k <K -1 alors

1 si XE[Tp1+eT1—¢el
0 si X<Tp_1—eoux>Tr+e
Jzx (klx, Tx-1) = : (2.3)
Ki(x) si XE[Tp1—€Tr—1+el

K-(x) sinon,

ol e = 0 doit étre suffisamment petit pour que toutes les probabilités conditionnelles soient bien
définies, ;. est une fonction croissante et k(x) = 1 — k_(x). Aux bords, la définition est un peu
différente. Si k=1,

1 si xX<T1—e
fzxlx, Tk-1) = 0 si X=T11+e (2.4)
K_-(x) sinon.

Sik=K,

0 si X<Tg-1—¢€
fZ|X(K|x, TK-1) = 1 si X=Tg-1+e (2.5)
K4 (x) sinon.

La définition de la fonction fzx(z|x, Tx-1) selon les équations (2.3), (2.4) et (2.5) assure sa conti-

x—(1x—e) 2
2e

nuité sur [1p, Tx]. Dans la suite, nous proposons de prendre x_(x) = (1 - ) Pour cette

valeur de kx_(x), la figure 2.1 représente la loi de Z sachant X autour de T;. Cette définition de
fzix(zlx, Tx-1) permet d’apporter de la flexibilité au modéle en ce qui concerne les données pro-
ches des instants de transition Tx_;, qui ont désormais une probabilité non-nulle d’appartenir a
chacun des régimes k — 1 et k autour de l'instant de transition 1. Cette flexibilité a pour but de
limiter les erreurs d’estimations associées a la présence d'une ou plusieurs observations dans un
mauvais régime, lorsque I'instant 14 est mal estimé. Il est a noter que si e = 0, la variable Z devient
déterministe et le modele correspond a celui introduit précédemment.

Nous supposons que nous observons des données indépendantes (X;,Y;)1<i<n de ce modele de
régression paramétrique et nous nous intéressons a I’estimation des quantités inconnues ag, Tx—-1
et 0% par maximum de vraisemblance sous contrainte de régularité </, (Tx) ou «/;(Tk).
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...... f2x(1/X, 1)

—  fx(2/X%, 1)

o
2
I

f2x(Z/X, 1)

FIGURE 2.1 — Exemple de loi de Z sachant X autour de T1;.

Log-vraisemblances et maximisation

En présence de variables latentes, le probléme de maximisation de la log-vraisemblance est com-
plexe. Nous explicitons ici les différents objets mathématiques nécessaires pour 'estimation des
parametres. En effet, nous distinguons, la log-vraisemblance des données observées

(Xi,Yi)1<i<n de celle des données complétées (X;,Y;,Zi)1<i<n-

Par souci de lisibilité, nous posons 0k = (ag, SIZ<) et nous notons £ (Tx-1,0x) la log-vraisemblance
des observations (X;,Y;)1<i<n,

. n
L (Tk-1,01) = )_log[ frx (YilXi, Tk-1,0x)], (2.6)
i=1

ou fyx(Y;IX;,Tk-1,0x) correspond a la vraisemblance de 'observation (X;,Y;) dans le modéle a
variable latente,

K
Fx (YilXs, Tr-1,00) = Y frixz(YilXi, 2, Tk-1, 0k) fzix (X, Tk-1)-
z=1

Nous notons % (Tx_1,0x) la log-vraisemblance compléte, qui correspond a la log-vraisemblance
des données observées et non observées (X;,Y;,Zi)1<i<n,

n
Le(Tx-1,00) = )_log[ frzx (Yi, Zi1X;, Tk-1,0K)], 2.7
i=1
ou fyzx(Y;,Z;1X;, Tx-1,0x) se calcule ainsi,
Jrzix(Yi, Zi1Xi, Tx-1,0%) = fzix,v(ZilX;, Yi, Tx-1, 0k) fyx (YiXi, Tx-1, 0x)-
Lespérance conditionnelle de la log-vraisemblance compléte sachant les données observées Y
s’écrit

n K
E[ZL(Tx-1,001Y] = )Y Y log|fyzx(Yi, zlXi, Trk-1,0)] fzxv (21X, Yi, Tk-1,0x),
i=1z=1

ce qui revient a calculer la valeur moyenne de log [ frzx (Y i,zIXZ-,TK_l,(-)K)] avec la pondération
fzxy(zlX;,Y;, Tk-1,0x). On peut prendre des parametres différents pour ces deux termes : Ox pour
le premier et O} pour le second. Alors, si on pose

K
W(Tk-1,0k,0) = Y log[ frzix (i, 21Xi, Tr-1,01) | fzxy(21Xi,Yi, Tx-1,05),  (2.8)

i=1z=1
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v (Tk-1,0x, 9%) s'interpréte comme |'espérance conditionnelle de lalog-vraisemblance £, (Tx-1, 0x)
sachant les données observées Y et la valeur du parametre 0/, ce qu’on peut noter

W(Tk-1,0k,0)) = E[ZL:(Tk-1,00)IY,05].
On a le résultat important suivant.
Proposition 2. Si 91’2 maximise \y(Tx—1, -,0%) alors,

L(Tx-1,0%) = L (Tx_1,0%).

Démonstration. En utilisant le fait que fY,Z|X(Y,Z|X, TKfl,BK) = fz|xyy(Z|X,Y, TK71,9K)fY|X(Y|X, TK*l;BK)y
on peut réécrire £ (Tx-1,0x) sous la forme suivante,

. n
L(Tx-1,0k) = Le(Tk-1,00) — Y_loglfzx,y(ZilXi, Yi, Tk-1,01)].
i=1

En prenant I'espérance conditionnelle sachant Y et 0y, il est facile de montrer que

L(Tk-1,0K) = W(Tk-1,0,0;) —E

)

n
Y loglfzx,y (ZilXi, Yi, Tk-1,0x)] ‘Y, 0;
i=1

car 2| (Tx-1,0x) ne dépend pas de Z. Ainsi,

L(Tx-1,0x) — £ (Tx-1,0})

W(TK—lv eK) 0{() - W(TK—I)B%: e;()

L Zi1X;,Yi, Tk-1,0
VE| o Jzxy(ZilXi,Yi, Tk-1 f() ’Y,Bk
o Jaxy(ZilX;, Yi, Txk-1,0)
= W(TK—170K)9%)_W(TK—I)ei(vei())
en vertu de I'inégalité de Jensen. Le résultat de la proposition est donc démontré. O

Cerésultat fournit une stratégie de maximisation de la log-vraisemblance. Maximiser y(Tx_1, Ok, 6;()
par rapport a O permet de faire croitre la log-vraisemblance.

2.3 Maximum de vraisemblance a deux régimes

Dans cette section, le nombre de régimes est fixé a K = 2 et nous souhaitons estimer les para-
metres inconnus o, T; et 0%. Pour ce faire, nous proposons deux méthodes. La méthode de la
section 2.3.1 propose un algorithme pour déterminer I'estimateur de (11, ay, 0%), noté (T, ay, S%),
par maximum de vraisemblance sous la contrainte de régularité </, (1,) ou «/;(12). Celle de la sec-
tion 2.3.2 estime les parametres du modele a variable latente a I'aide d'un algorithme EM. Dans
la premiére méthode, le probleme de maximisation de la log-vraisemblance se décompose de la
facon suivante,

max  £(T},a,,83) = max max ZL(Ty,a,S3), 2.9)
Tl,ag,Sg T az,S§
sous </, (To) sous <, (To)

ou Z(Ty,a, S%) est la log-vraisemblance du modele sans variable latente de la section 2.2.1. Dans
la seconde méthode nous résoudrons le probleme de maximisation suivant,

P 2
max $(T17a2782)7
T1,22,83

sous <7, (Tg)

avec 2 (Tl,ag,Sg) la log-vraisemblance du modele a variable latente de la section 2.2.4. Ce pro-
bleme se décompose de la méme fagon que dans I'équation (2.9).

28



CHAPITRE 2. REGRESSION POLYNOMIALE PAR MORCEAUX SOUS CONTRAINTE DE
REGULARITE

2.3.1 Modele sans variable latente

Nous présentons une premiére méthode pour estimer les parametres inconnus 1;, oy et 0'% par
maximum de vraisemblance sous 'hypothése de régularité «/;(12) ou «Z;(12). Comme détaillé
dans!’équation (2.9), le probleme de maximisation de la log-vraisemblance se décompose en deux
sous-problémes d’optimisation : la détermination de (ay, Sg) a T fixé, qui fait'objet des deux pro-
chaines sections, puis la détermination de Tj.

Propriété du maximum de vraisemblance en a, et Sg

Nous supposons que 'instant de transition T; est fixé (pas nécessairement a sa vraie valeur 1
qui est inconnue). Notre objectif est de maximiser la log-vraisemblance (2.2) en (ag,Sg) sous la
contrainte de régularité 7. (12) ou «/;(12). Nous nous proposons de résoudre ce probleme d’op-
timisation par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Dans la suite, nous introduisons des
notations et objets mathématiques utiles pour expliciter nos algorithmes d’optimisation.

Le moment d’ordre r des observations X; avant T; (apres T respectivement) s’écrit p; (pg respec-
tivement),

n n
W= XMx<ry et phi=) Xilxer,. (2.10)
i=1 [

De méme, nous définissons v} et v; de la fagon suivante,

n n
vi=) XIYilx<ry et vi=) XIYilx=1,. (2.11)
i=1 |

Il
—

A partir de ces notations, nous pouvons introduire la matrice carrée M de taille 2(8 + 1) définie par

M:[w‘f,wg,...,wf,wg],
oupour0<b<3,
b 20-b 206—-b-1 o-b t
wy = (U7 7,0, 47 0,1y 7, 0),
b 20-b 26-b-1 0—byt
w, = (O»}Jg ,pr-z ,...,0,“2 )5,
ainsi que le vecteur y de taille 2(5 + 1),
Y=(v?,vg,...,v?,vg)t.

De plus, nous définissons les vecteurs u.(x, y), x,y >0, et v, de dimension 2( + 1), par

(xTS, —yTB, fo‘l, —yT?_l, ey X, y)t,
(®, -0, 121, —1,%71 1, -1,

uC(x) J/)

Ue

ol c représente la contrainte de continuité </, (12). Nous définissons également

Ouc(x, - - _ _
ug(x,y) = %ly) = GxTd, —8yT !, (5 -T2, (5 -1)yT272,...,0,0),
Vg Ove _ @121, 8127, 5-1)T>2, —(6 -T2, ...,0,0),

0T,

ol d représente la contrainte de dérivabilité </;(12). Enfin, nous définissons les matrices carrées
Mc(x, y) et Mg4(x, y) de tailles respectives 2(§ + 1) + 1 et 2(6 + 1) + 2 par

Ve 0 0
) et Mg(x,y)=|vq 0 0 , (2.12)
M uc(x,y) uqlx,y)

Ve 0

MC(x) }’) = (M uc(x’y)
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ainsi que les vecteurs Y, et y4 de tailles respectives 2(d + 1) + 1 et 2(§ + 1) + 2 par
0 0
Ye = ( ) et Ya=10]. (2.13)
Y Y

Pour tout a € R%*!, nous notons Vr,(1,a) (V1, (2, a) respectivement) I'estimateur empirique de la
variance dans le régime 1 (dans le régime 2 respectivement). Ils sont définis par

n 2 n 2
g (Yi —paX) Ix, <1y ; (Yi —paX) " Ix,>1y)
Vi, (L) = = —— et V2 a)="—0 L @19
Z ﬂ{Xi<T1} Z 1]{Xile}‘
i=1 i=1

La méthode des multiplicateurs de Lagrange conduit a la proposition suivante, qui est démontrée
en annexe A.5.1.

Proposition 3. En supposant l'instant de transition T fixé (pas nécessairement a sa valeur optimale
11), loptimum (ay, S%) du probléme d’optimisation (2.9) sous la contrainte de régularité <. (1,) avec
x € {c, d}, vérifie le systeme

M. (S5, ap)" = Y
g2 ( Vr, (1, a1) ) (2.15)
2 VTI(Z)('ZZ) ’

oit A €R si* = c oul € R? si * = d est le multiplicateur de Lagrange.

Algorithme d’optimisation en a, et S%

De la proposition 3, nous déduisons qu'a S fixé et sous la contrainte de régularité </.(12) ou
y(12), 'argument maximum sous contrainte a;, s'obtient en inversant la premiere ligne del'équa-
tion (2.15) en a,. De méme, a a, fixé et sous la contrainte de régularité <7.(12) ou <4 (1), I'argu-
ment maximum sous contrainte Sg s’obtient par les formules de 'équation (2.14). Nous proposons
donc un algorithme de point fixe, qui fixera alternativement a, et Sg, pour approcher 'optimum
sous contrainte de régularité <7, (1) avec * € {c,d}. Cet algorithme est itératif et le passage de
I'étape (i) al’étape (i + 1), s’écrit de la fagon suivante,

()\(i+1),aéi+1))t - M (Sg(i))—l v,
g2(i+D) _ VTI(I»al(l:-H))
2 VT1 (2, a2(1+1)) .

Nous avons choisi d’arréter 1’algorithme lorsque la valeur abolue des écarts entre les parametres
estimés a l'itération (i + 1) et a I'itération (i) est inférieure a un seuil fixé. Ce critere d’arrét sera
toujours le méme dans la suite du chapitre.

Résolution du probléme global

Linstant de transition T} n’est plus considéré fixé et nous souhaitons résoudre le probléme d’op-
timisation global (2.9). Pour ce faire, nous proposons de résoudre 'optimisation en T; a partir du
probleme de maximisation suivant,
max £(T1,a,85) = max £(Ty,a;(T),S; (Th), (2.16)
1

Tlraerg
sous <, (T2)

ol (a} (T1),S% (T))) est 'optimum de
max Z(T1,a,83),

az,Sg
sous <, (To)
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obtenu par I'algorithme de point fixe de la section 2.3.1, pour une valeur de T} fixée.

Nous proposons de traiter cette optimisation en T; par une recherche trichotomique pour ses
bonnes propriétés algorithmiques, mais une recherche exhaustive (plus cofiteuse numérique-
ment) peut étre envisagée. Le détail de cette méthode se trouve en annexe A.3.1.

2.3.2 Modeéele a variable latente : algorithme EM

Dans cette partie, notre objectif consiste a résoudre le probléme suivant,

max ff(Tl,ag,Sz) = max max $(T1,a2,82) 2.17)
Ty,a,,S3 T a,,82
sous </, (To) sous <, (To)

Propriété du maximum de vraisemblance en a, et S%

Conditionnellement a I'instant de transition T; fixé (pas nécessairement a sa valeur optimale 1;),
le régime Z; est une variable latente du sous-probleme d’optimisation (2.17) en 0, = (ay, S%). Or, en
présence de variables latentes, la log-vraisemblance est difficile a calculer et il est d'usage d’uti-
liser un algorithme EM. Cet algorithme se base sur la proposition 2 et consiste a évaluer 1'espé-
rance conditionnelle de la log-vraisemblance des données complétées lorsque 1'espérance est
calculée par rapport a une autre valeur du parametre 8,,. Cette espérance conditionnelle, notée
(T, 0,,0)), est définie dans I'équation (2.8). Ainsi chaque itération de I'algorithme EM comporte
deux phases : une phase de calcul de W(Tl,ﬂg,ﬂ’z), pour une valeur courante 6’2 du parameétre,
notée E et une phase de maximisation de cette quantité par rapport a 0,, notée M.

Le passage de I'algorithme de l'itération (/) a I'itération (I + 1) est défini de la facon suivante :
— phase E: calcul de w(Ty, 02, Bé) pour la valeur courante Oé du parametre;

— phase M : estimation de Gél“) (a (+D) 82 ) qui maximise y(T1, 0>, 95) en 0, sous la contrai-
nte de régularité </, (12) ou <7, (1), c'est a dire,

8"V = argmax y(Ty,0,,0)). (2.18)
0
sous ;f* (12)

Grace ala formule de w(T1,0,, 6’2) dans I’équation (2.8), nous avons

W(T1792)0,2) X Z ZlXY(lel!Yl!Tl)ez)log(fZD((ZlXZ)Tl))

n 2
ZZ log(S2) +

(Y; — pa, X))?
2

Nlr—l E‘MN

faxy (21X, Y, T1,05). (2.19)

Le premier terme de 'équation (2.19) ne dépendant pas de 0, la maximisation de I’espérance
conditionnelle se réduit a celle de son deuxieme terme. Nous pouvons remarquer que ce terme
ressemble fortement a la log-vraisemblance du modéle standard (sans variable latente) donné en
(2.2) : les indicatrices ont été remplacées par les densités conditionnelles f7xy. Les objets néces-
saires a la compréhension de notre algorithme sont similaires a ceux de la section 2.3.1, a I'excep-
tion des quantités p{, pg, v{ et vg. En effet, ces quantités définies par les équations (2.10) et (2.11)
dépendent de la loi de Z sachant X et Y et se réécrivent sous la forme suivante,

Mgy = ZX foxy(@X;, Y, T1,05) et pppy = ZX faxy (21X, Y, T1,05), (2.20)
i=1 i=1

n n
ViEM =D X;YifZ|X,Y(Z|Xi»Yin1yeé) et Vipw =2 XiYifzxy(zX;, Y, Ty, 0)), (2.21)
i=1 i=1
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ol Oé correspond a la valeur courante du parametre a I'itération (/) — (I + 1) de I'algorithme EM.

Dans la suite, nous notons M. gm(x, ¥) et Y« Em, avec * € {c, d}, les matrices et vecteurs définis par
les équations (2.12) et (2.13) en remplagant les u} (respectivement v}) par ”;,EM (respectivement
V;EM). Pour tout a € IR6“, V1, em(1, @) (V1, EmM(2, a) respectivement) est I’estimateur empirique de
la variance dans le régime 1 (dans le régime 2 respectivement) défini par,

5 (Vi —patX)? frxy (alXs, Yo, Ty, al, 52)
Vr, em(1,a) = =l - ,
izl Faxy(zlX;,Y;, Ty, al,8%)
et
i (Y; —pa(Xi))2fZ|X,Y(Z|Xi,Yi,T1, a5,83’)
Vr em(2,a) = =l

n
X foxy(2lX3, Y, T, ab, S3)
i=

Comme précédemment, le probléme d’optimisation sous la contrainte de régularité </.(t2) ou
,;(12) est en partie linéaire. Ce résultat est enoncé dans la proposition 4, démontrée en annexe
A.6.

Proposition 4. EnsupposantT) fixé (pas nécessairement d sa valeur optimalet,), loptimum (ay, S%)
du probleme d’optimisation (2.18) sous la contrainte de régularité </, (12) avec * € {c, d}, vérifie le
systeme

M. em(S5) (A, ap)" = Y+ EM>
s2 - ( Vr, em(1, a1) ) (2.22)
2 V1, M2, a2) )’

oit A €R si* = c ou X € R? si * = d est le multiplicateur de Lagrange.

Algorithme d’optimisation en a, et S%

La proposition 4 permet de définir un algorithme de point fixe d’approximation de 'optimum
sous la contrainte de régularité <7 (12) ou <4 (12). Cet algorithme est appelé a chaque itération de
I'algorithme EM. Au sein de l'itération (/) — (I + 1) de l'algorithme EM, le passage de ’algorithme
de point fixe de I'étape (i) aI'étape (i + 1) s’écrit de la facon suivante,

. t .
i I+1),3i+1 (I+1),() -1
()\(’“),a; h )) M..em(S5 ) Y EM

VT] ,EM(I,al(l“)’("“)) (2.23)

g2+ .G+
2 (I+1),(i+1)
V1, eM|2, az™ "

La proposition 2 assure que 2L (Tl,(-)é“) > P (Tl,ﬂé) de sorte que la suite des log-vraisemblances
£ (T4, 95)1515,1 est croissante et converge vers un maximum local de £ (Tj,.).

Résolution du probléme global

Linstant T n’est plus considéré fixé et nous souhaitons résoudre le probleme d’optimisation glo-
bal défini dans I'équation (2.17). En présence de variables latentes, nous ne sommes pas en me-
sure de pouvoir résoudre ce probléme d’optimisation. Nous pouvons toutefois 'approcher par le
probléme de maximisation suivant,

max  L(T1,a,,83) = max.Z(Ty,a;(Ty),S5 (Ty)). (2.24)
ag,Tl,Sg T]
sous <, (T2)
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Il s’agit bien d’'une approximation car (a>2k (Ty), Sg* (T1)) a été obtenu par un algorithme d’approxi-
mation d’optimisation de la log-vraisemblance de type EM (présenté ci-dessus) pour une valeur
de T; fixée.

La résolution du probleme d’optimisation (2.24) en T, est de nouveau faite par une recherche tri-
chotomique. Dans la suite, nous généralisons ces deux méthodes d’inférence a un nombre quel-
conque de régimes.

2.4 Généralisation a un nombre quelconque de régimes

Dans cette section, nous nous placons dans le contexte ou1 le nombre de régimes K est quelconque
et nous souhaitons estimer les parametres inconnus ag, Tg-] et 0% par maximum de vraisem-
blance sous I'hypothése de régularité </, (1x) ou «Z;(tk). Pour ce faire, nous proposons une mé-
thode d’inférence avec ses versions standard (modele sans variable latente) et lissée autour des
instants de transition (modele a variable latente et algorithme EM), qui sont une généralisation
des méthodes a deux régimes présentées dans les sections 2.3.1 et 2.3.2. Dans la version standard,
présentée a la section 2.4.1, le probleme de maximisation de la log-vraisemblance se décompose
ainsi,

2 2
max ZL(Tx_y,ax,Sx) = max max ZL(Tg-1,ak,Sg), (2.25)
Tk-1,ax,5% Tk ax,S%
sous <7, (Tx) sous <7, (Tg)

ou ¥ (TK_l,aK,Sf() est la log-vraisemblance du modele sans variable latente de la section 2.2.1.
Dans la version lissée autour des instants de transition, détaillée ala section 2.4.2, nous résoudrons
le probleme de maximisation suivant,

max §(TK_1,aK, Slz()r

2
Tx-1,ax,Sg
sous <, (Tk)

avec 2| (Tx-1,ag, Si) la log-vraisemblance du modele a variable latente de la section 2.2.4. Ce pro-
bleme se décompose de la méme facon que dans I’équation (2.25).

2.4.1 Modele sans variable latente

Dans cette partie, nous généralisons la méthode a deux régimes de la section 2.3.1. Nous sou-
haitons résoudre le probleme de maximisation de la log-vraisemblance (2.25) qui se décompose
en deux sous-problémes : I'estimation en (ag, S%) a Tx-; fixé, qui fait I'objet des deux prochaines
sections, puis 'estimation en Tx_;.

Propriété du maximum de vraisemblance en ak et SIZ<

Lorsque le vecteur des instants de transition Tx_; est fixé (pas nécessairement au vecteur opti-
mal Tg_; qui est inconnu), nous proposons de résoudre le sous-probléme d’optimisation (2.25)
en (aK,Si) par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Les notations et objets mathéma-
tiques utiles pour expliciter nos algorithmes d’optimisation étant plus complexes que ceux pro-
posés dans la section 2.3.1, nous les détaillons dans la suite.

Pour tout 1 < k <K, nous notons ;. le moment d’ordre r des observations X; dans le régime k,

n
Me = 2 X{ 0T, <X,<Ts (2.26)
i=1
avec Ty = 1 et Tx = 1. De méme, nous définissons v]rC de la facon suivante,
n
Vi =2 X{Yilm,  =x,<Ty)- 2.27)

i=1
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A partir de ces notations, la matrice carrée M de taille K(8 + 1) s’écrit

0 0 0 5 8 8
M=[wy, Wy, ..., Wg, ..., W], Wy, ..., Wgl,

oupour0<b<58et0;=(0,...,0) de taille j,

b 26-b 26-b-1 5-b t
wk = (Ok—l’ Hk rOK—I» pk ’OK—kr~-~»0k—1r pk )OK—k) .
Le vecteur y de taille K(5 + 1) s’écrit
Y= (v?,vg,...,vg, ...,v?,...,v%)t.

De plus pour 1 < k < K -1, les vecteurs u, i (x), x = (x1,...xx) € IRIf, et v. x, sont des vecteurs de
dimension K(6 + 1), définis par

5 5 5-1 5-1 t
Uek(X) = Op-1, xkTp, —=xp+1 Ty, Ok—2, Xk T = X1 T O—1)—k» +-+» Ok=1» Xk» —Xke41, O-1)-4)
5 ) 6-1 6-1
Vek = (Ok—erk»_Tk: OK—Z:Tk ;_Tk 'O(K—l)—kV"'rOk—lr 1’_1’0(K—1)—k)r

ol c représente la contrainte de continuité </, (tx). Nous définissons également

Oug k(x)
Uugrx) = T
= (Op—1, 8T, =81 TO T, Ok, (6= D T2, =8 = Dotp1 TS 2, Og—1y—k» -+ 0K),
avc,k
vak = g

= 0k, T, =BT, 0k2, B DTy %, =B - DT %, 0-1)—¢ -+ 0K),

ou d représente la contrainte de dérivabilité o/;(tx). Les matrices carrées M (x) et M (x), de
tailles respectives K(6 + 1) + (K—1) et K(6 + 1) + 2(K — 1) sont définies par

Uc,1 0 0 0 0
Uc,2 0 0 0 0
M. (x) = R (2.28)
Ve K-1 0 0 0 0
M Ue1(X)  Uea(x) oo Uex—1(%)
et
Uc1 0 0 0 0 0
Vd,1 0 0 0 0 0
Md (x) — . . . . . . , (229)
UcK-1 0 0 0 0 0
Vd,K-1 0 0 0 0 0
M Ue1(x ug1(x) ... uUcx-1x) ugr-1(x)

ainsi que les vecteurs Y, et Y4 de tailles respectives K(6 + 1) + (K—1) et K(6 + 1) + 2(K - 1),

OK—I) (Oz(K—l))
_ et _ , (2.30)
Yc ( y Yd y

De méme que dans le cas a 2 régimes, nous définissons pour tout a € R%*! et 1 < k < K, I'estimateur
empirique de la variance dans le régime estimé k (régime défini sur [Tr_, Tx),

2
(Yi —paX))” Yirp_y =x,<Ty)

M=

1

V. (k,a) = i

n ’
Z ﬂ{Tk_l <X;<Tg}
i=1
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avec Ty = 19 et Tx = Tk, et nous notons Vt, | (ax) le vecteur des estimateurs empiriques de la
variance de chaque régime estimé,

Vr, (@) = (Vg (L, a1), ..., Vi, (K ax)’.
Le probleme d’optimisation sous la contrainte de régularité </ (tx) ou «/;(tx) est en partie li-
néaire. Ce résultat est énoncé dans la proposition 5, démontrée en annexe A.5.2.

Proposition 5. En supposant que le vecteur d'instants de transition Tx_, est fixé (pas nécessai-
rement au vecteur optimal tx_1), l'optimum (aK,Sf() du probleme d’optimisation (2.25) sous la
contrainte </, (Tx) avec * € {c, d}, vérifie le systeme

{ M. (S)) (A, ag)*
Sk

Y
2.31
V., @), 231

ot A € RX™! si % = c ou X € R*KD i « = d est le multiplicateur de Lagrange.

Algorithme d’optimisation en ax et S

La proposition 5 permet de définir un algorithme de point fixe d’approximation de 'optimum
sous contrainte </, (Tx) avec * € {c, d}. Le passage de 'étape (i) a I'étape (i + 1), s’écrit de la fagon

suivante,
. t Ay —1
i+1) ,(i+1) 2 (1)

(i+1) i+1
sz Vi, @),

Résolution du probleme global

Dans cette partie, le vecteur des instants de transition Tx—; n’est plus considéré fixé. Loptimisa-
tion du probléme global (2.25) en Tx_; est un probleme d’optimisation de dimension K —1 sous
contraintes d’inégalités, Ty < T» < --- < Tx_;. Ce probléme d’optimisation est résolu par une re-
cherche exhaustive sur la grille des instants de mesure. Cette méthode a deux inconvénients ma-
jeurs: (i) la taille de la matrice M, (ou M) a inverser pour résoudre le premier probléme d’estima-
tion est linéaire en le nombre de régimes (donc grande lorsque le nombre de régimes est grand),
et (ii) cette inversion doit étre réalisée a chaque appel de la log-vraisemblance a maximiser en les
K -1 instants de transition.

2.4.2 Modele a variable latente et algorithme EM

Dans cette section, nous souhaitons résoudre le probleme d’optimisation suivant,

D 2 2 2
max ZL(Tx_y,ax,Sx) = max max ZL(Tg-1,ag,Sg).
Tk-1,ax,5% Tx-1 ax,S%
sous &7, (Tg) sous , (Tg)

Comme détaillé dans la section 2.3.2, en présence de variable latente, nous ne sommes pas en
mesure de résoudre ce probléme d’optimisation. Nous pouvons cependant I'approcher par le pro-
bléme de maximisation suivant,

max LTk 1,ax,Sy) ~ maxZ(Tx 1,ag(Tk-1),8% (Tk-1)). (2.32)
TK_l,aK,Sé TK—l
sous <7, (Tx)

I s’agit bien d'une approximation car (al*< (Tx-1), SzK* (Tx-1)) a été obtenu par un algorithme d’ap-
proximation d’optimisation de la log-vraisemblance de type EM a Tx_; fixé. Nous ne détaillons pas
I'optimisation en (aK,Sf() puisqu’il suffit de généraliser la section 2.3.2 & un nombre quelconque
de régimes.

Larésolution du probléme d’optimisation (2.32) en Tx_; est faite par une recherche exhaustive sur
la grille des instants de mesure. Notons tout de méme que cette méthode posséde les deux mémes
inconvénients que la méthode précédente. La complexité de cet algorithme est rédhibitoire. C’est
pourquoi nous avons développé une approche récursive qui fait 'objet de la section suivante.
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2.5 Approche récursive : algorithme de type Bellman

Dans cette section, nous présentons une méthode d’inférence avec ses deux versions standard
(modele sans variable latente) et lissée 1. Cette méthode est inspirée de 'article [7] de Bellman et
Roth, qui utilisent la programmation dynamique (méthode détaillée en annexe A.3.2) pour estimer
un modele linéaire par morceaux sous contrainte de continuité. Les différentes versions de cette
méthode sont proposées dans les deux prochaines sections.

2.5.1 Modele sans variable latente

Nous considérons que le nombre de régimes K est quelconque. Dans ce contexte, la stratégie de
programmation dynamique appliquée a notre probleme consiste a décomposer la log-vraisemblan-
ce (2.2) en la log-vraisemblance a droite (de Tx_1), notée £ et la log-vraisemblance a gauche (de
Tk_1), notée L

2 ! 2
Lo vd Tx-1,a5,8%) = 2 1, ((Tk-1, ax, Sg)

+

2
[{[‘K—I,TK] (TK—I» ax, SK)

Nous pouvons remarquer que le premier terme £ ne dépend en réalité que de (Tx_o, ax_1, S%_l).
De plus, le second terme #" ne dépend que de (ax, SIZ<). Finalement,

Lo, Tk-1, ak, S%) = ff[l (Tx—2, ax-1, Si_l) (2.33)

To, Tx-11

r 2
+ $[TK717TK] (ax, SK) .

Les instants de transition Tx_; entre les régimes, les coefficients des polyndmes ax et les variances
0% de chaque régime sont inconnus. Notre objectif consiste a les estimer en intégrant cette stra-
tégie de programmation dynamique dans la résolution du probléme de maximisation de la log-
vraisemblance sous contrainte de régularité <, (1) ou «Z;(tk). Pour ce faire nous commencons
par décomposer ce probleme de maximisation global en deux sous-problémes d’optimisation,

max x[TOYTK](TK_l,aK,Sf() = max max L1 (TK_l,uK,Si). (2.34)
Tk-1,ax,8% Tx-1 ag,S%
sous <, (Tg) sous <7, (Tk)

Décomposition de la log-vraisemblance

Dans un premier temps, nous considérons que les instants de transition Tx_; entre les régimes
sont fixés (pas nécessairement a Tx-1). Nous allons résoudre le sous-probléme de maximisation
(2.34) en (aK,S%() sous la contrainte de régularité </, (tx) ou «/;(tk) en utilisant la stratégie de
programmation dynamique définie dans I'’équation (2.33). Cependant, sous cette contrainte, les
log-vraisemblances a gauche et a droite de Tx_; sont liées, ce qui nous empéche de séparer le
sous-probleme de maximisation en (aK,Sf() en deux nouveaux sous-probléemes indépendants :
la maximisation de la log-vraisemblance a gauche de Tx_; (qui dépend des parametres des K—1
régimes a gauche de Tx-1) et la maximisation de la log-vraisemblance a droite de Tx_; (qui ne
dépend que des parameétres du régime K situé a droite de Tx_1).

Nous nous intéressons d’abord au probleme de maximisation sous contrainte de continuité <7, (tx).
Dans le but de décomposer le probleme d’optimisation en (ag, SIZ<) sous cette contrainte, nous in-
troduisons dans I'équation suivante une variable  correspondant a la valeur prise par la fonction

1. Nous verrons que I'algorithme de type Bellman ne s’applique pas au modéle a variable latente. Nous proposerons
donc une version lissée du modéle standard.
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de lien ¢ de I’équation (2.1) en I'instant de transition Tx_1, le probleme s’écrit alors,

2 ) 2
max Ly, Tk-1,a¢,S%) = max max z[Tg,T](_l[(TK_Z’ ax-1,5%_1)
ax, Sy p ax-1,Sx_,

sous </, (Tk) sous <7 (Tx_1)

et px-1(Tx-1)=Pp

(K—-1) régimes

r 2
+ max  Lr 0 (@K SK) |-
K

sous px (Tx-1)=p

~
1 régime

(2.35)

Loptimisation en  complexifie la résolution de ce probleme d’optimisation en lui ajoutant une
dimension. Cela sera d’autant plus vrai si 'on poursuit la décomposition de maniere récursive,
car dans ce cas, il faudra optimiser plusieurs variables 3 qui correspondront aux valeurs prises par
la fonction de lien en les différents instants de transition Tx_;. Pour diminuer la dimension de ce
probleme, nous proposons d’estimer 'optimum en 3 par un estimateur non-paramétrique de la
fonction de lien ¢ de type Parzen-Rosenblatt (d’apres les articles [42, 47] de Parzen et Rosenblatt),
que nous notons g. Cette idée vient de I'article [7] de Bellman et Roth dans lequel, pour la régres-
sion linéaire par morceaux sous contrainte de continuité, la fonction de lien ¢ est estimée par la
moyenne des Y; entre deux observations X;.

2 l 2
max Ly ) (Tk-1,a5,8%) = max Ly 11 (Tk-2, ag-1,8%_;)
ax,S% ag1,8%_, '

sous . (Tg) sous . (Tx_1)
et pg-1(Tx-1)=8(Tk-1)
r 2
+ max SK[TH,TK] (ax,Sg)-
LIK,SK

sous Pk (Txk-1)=§(Tk-1)

La décomposition du probléme de maximisation en (uK,Sf() est similaire sous contrainte de dé-
rivabilité. Il suffit d’introduire la variable n correspondant a la valeur prise par la dérivée de la
fonction de lien, notée ¢p(x), en I'instant de transition Tx—;. Comme pour f§, nous estimons I'opti-
mum en 1 par un estimateur non paramétrique de type Parzen-Rosenblatt, que I'on note 7, ce qui
conduit au probleme suivant,

2 I 2
max L, (Tk-1,ax,8%) = max Liey 1y 1Tk-2, ax-1,8k 1)
axSg ax_1,8%_, ’
sous /4 (Tg) sous «/;(Tx-1)

et px-1(Tx-1)=8(Tk-1)
et p1 (Tk-1)=C(Tx_1)
+ max Ll 10 SP)-
aK,SK
sous Pk (Tx-1)=8(Tk-1)
sous pk (Tx_1)=E(Tx_1)

Lapplication récursive de la stratégie de programmation dynamique nous conduit a devoir ré-
soudre le probléme global suivant (sous contrainte de continuité),

2 _ l 2
ma}; g[TO,TK] (TK—l)aK) SK) - ma}; x[To,T][(al’ S])
aK,SK al,Sl
sous & (Tx) et p1(T1)=8(Ty)
K-1 )
+ Z max jf[Tk_lka[(ak,Sk)
k=2 akysi

sous pi(Tr-1)=8(Tk_1)
et px(Tr)=8(Tx)

+ max Ll g Tk, ax,89).  (2.36)
ag,oy

sous pg (Tx-1)=§(Tk-1)
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Algorithme d’optimisation en ax et SIZ<

Nous remarquons que le probléme d’optimisation global de I'’équation (2.36) est décomposé en
des sous-problemes d’optimisation sur un régime, avec trois types de contraintes d’égalité : condi-
tion a droite uniquement (premier terme), a gauche uniquement (dernier terme) et aux deux
bornes pour les autres termes. Comme précédemment, nous résolvons ces différents problemes
par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Nous donnons le détail de ces algoritmes en an-
nexe A.4.

Résolution du probléme global

Dans cette partie, le vecteur des instants de transition Tx_; entre les régimes n’est plus considéré
fixé et nous souhaitons résoudre le probleme global (2.34) en’approchant par le probléme suivant
(dans le cas de la contrainte de continuité),

2

max - L, 7 (Tk-1, ax, Sg)
Tx-1,ax,S%
sous . (Tg)

- ! 2
=~ max max[ max Ly e (Tk-2, ax-1,8%_;)
Ti-1 [ Tk-2 ax-1,8%_;
sous </ (Tx_1)
et px—1(Tk-1)=8(Tx-1)
(K—l)}ggimes
r 2
+ [rlne;)z( $[TK_1’TK](aK,SK) . (2.37)
Sk

sous px (Tx-1)=g(Tk-1)

~
1 régime

D’apres I'équation (2.37), nous voyons que le probleme d’estimation des parameétres ax, Tx_; et
S% pour K régimes est équivalent a I'estimation des parameétres d'un modele a K- 1 régimes d'un
coté et d'un modele a 1 régime de l'autre. Ainsi, si nous avons résolu tous les problemes a K —
1 régimes sur les intervalles [Ty, f] avec t défini sur la grille des instants de mesure et tous les
probléemes a un régime sur [z, tg], la résolution du probleme a K régimes sur [Ty, Tx] se résume a
une optimisation en ¢ sur la grille des instants de mesure pour trouver I'instant de transition tx_.
En programmation dynamique, le stockage des résultats des sous-problemes permet d’éviter les
calculs redondants. De maniere plus schématique, la résolution du probleme d’estimation des
parametres pour K régimes peut étre représentée selon la figure 2.2. La résolution du probleme a
K régimes consiste a optimiser ¢ sur la grille des instants de mesures tout en utilisant directement
les résultats obtenus lors de la résolution du probleme a K — 1 régimes sur [Ty, ].

1 régime
- - |
To t To t K
[RCERERE | omenese | |
To t To t TK
To t To t TK
Résolution du probleme a K — 1 régimes sur [T, ] Résolution du probleme a K régimes sur [1g, Tx]

FIGURE 2.2 — Schéma de la résolution d'un probléme a K régimes.

En appliquant récursivement la stratégie de programmation dynamique, I'équation (2.37) se ré-
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écrit de la facon suivante,

1 2
max Ly v (Tk-1,ax,S 2) =~ max| max| --- max max £ (@1,S%)
ag,Tx_ 1,Si 0riK K Tk-1 Tk_2 T, ahs% [to, T 1
sous (1) et p1(T1)=g(T1)
2
* max g[rTl,Tz[(“Z»sz)]
ag,S
sous p2(T1)=8(T1)
et p2(T2)=§(T>)
r 2
* ma}zi g[TK—Z,TK—l [ (ax-1, SK—I)
ak-1,5g_;
SOus Px-1 (TK—Z):g(TK_z)
et px-1(Tx-1)=8(Tk-1)
r 2
* ma}z( g[TK—I:TK](aK’SK) .
aK,SK

sous pk (Tk-1)=8(Tk-1)

La maximisation indépendante des log-vraisemblances sur les différents intervalles permet de ré-
duire considérablement sa complexité par rapport aux méthodes non récursives.

2.5.2 Lissage autour des instants de transition

Lalgorithme de type Bellman ne s’applique pas au modéle a variable latente car I'algorithme EM
utilise simultanément des données présentes dans plusieurs régimes, ce qui n’est pas compatible
avec la décomposition droite-gauche de la log-vraisemblance. Afin d’approcher les résultats qui
seraient obtenus par un algorithme EM, c’est-a-dire avec une certaine souplesse autour des ins-
tants de transition, nous introduisons une étape de lissage dans l'algorithme de type Bellman.
Nous cherchons désormais (ay, SIZ<) qui maximise la log-vraisemblance lissée,

(Yi ~Pa, (Xi))z
2

z

1 n K
L(Tx-1,aK,8%) = 3 Z Z log(S%) + Fox (21X, Ti-1). (2.38)

Pour tout 1 < k <K, notons uy_; et uy les bornes du régimes k tenant compte du lissage:si2 < k <
K-lalorsuy_1=Ti_1—eetur=Tr+e;sik=1, ugp=tpetu; =T1+e;sik=K, ug_1=Tx_1—eet
ux = tk. Alors la log-vraisemblance lissée du régime k, notée L, | u,[(Tk-1, ak, Si) s’écrit

(Yi ~Pa (Xi))z

32 Jfzx (k1X;, Tx-1),
k

log(S%) +

[ 1
x[ukfl,uk[(ak,Si) - __ Z

{i:X;€lup—1,url}
ou e correspond a I’écart fixé autour des instants de transition dans I’équation (2.3).
La stratégie de programmation dynamique revient a estimer les parametres (ax, 0’%) en résolvant

le probleme (2.39) qui scinde lalog-vraisemblance lissée en K parties correspondant aux K régimes
sous la contrainte de continuité </, (tx). Elle s’écrit

ol 2
max L, (Tk-1,aK,Sg) = max Lty Ty +e(A1,S7)
aK,SK dl,S%
sous o, (Tk) sous p; (T1)=g(T;)
K-1 . )
+ Z ma)Z( :f[Tk,l—e,Tk+e[(akv Sk)
k=2 S
sous P (Tr-1)=8(Ti-1)
et pr(Tr)=8(Tk)
+ max Ll —en (@K, SR)- (2.39)

aK,Si
sous px (Tx-1)=8(Tk-1)

Comme détaillé dans la section précédente, le principe de décomposition est similaire sous contrai-
nte de dérivabilité.
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Résolution du probléme global

Dans cette partie, le vecteur des instants de transition Tx_; n’est plus considéré fixé et nous sou-
haitons résoudre le probléme de maximisation global de la log-vraisemblance lissée (2.38) (tou-
jours sous contrainte de continuité </ (1x)) en 'approchant ainsi,

2 Dl 2
max Ly (Tk-1,ak,8%) = max| max| --- argmax max Lo 4e(@1,SD)
ag,S% Tk-1 | Tk T a,,8? d

sous . (Tx) sous p; (T1)=8(T1)
[ 2
+ maX $[T16,T2+e[(612,82)]
dz,Sé
sous p(T1)=g(Ty)
et p2(T2)=§(T>)
[ 2
+ ma)z( g[TKfz—e,TK,1+e[(aK—l; SK—l)
ak-1,5g_;

sous px-1(Tk-2)=§(Tk-2)
et pg—1(Txk-1)=8(Tk-1)
r 2
" IL;IKI%)Z{ L1 1-eri) (K SK)
"K

sous px (Tx-1)=8(Tk-1)

Comme précédemment, les sous-probléemes de maximisation sur les différents intervalles peuvent
étre résolus de facon indépendante et les instants de transition Tx_; sont estimés sur la grille des
instants de mesure. Le résultat est similaire pour la contrainte de dérivabilité.

Dans ce chapitre, nous avons présenté un modele de régression polynomiale par morceaux contr-
aint par des hypotheses de régularité, ainsi que des méthodes d’inférence permettant son estima-
tion. Les simulations relatives a ces méthodes sont présentées dans le chapitre 4. Dans le prochain
chapitre nous proposons d’autres méthodes d’inférence qui se distinguent de celles que nous ve-
nons de présenter, puisqu’elles n’'utilisent aucun a priori sur le nombre de régimes K présents dans
les données.
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CHAPITRE 3. METHODES D’INFERENCE SANS A PRIORI SUR LE NOMBRE DE REGIMES

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous souhaitons toujours estimer, par maximum de vraisemblance et sous cont-
rainte de régularité /. (tx) ou «;(1x), le modele de régression polynomiale par morceaux de la
section 2.2. En revanche, les méthodes proposées ici nous permettent de nous démarquer de I’état
de I'art (cf. chapitre 1 section 1.4) sur le fait que le nombre de régimes K n’est plus connu ou fixé
a priori. En effet, dans la littérature, le nombre de régimes est souvent estimé a posteriori et en
général par des techniques de sélection de modéle. On peut cependant noter que Chamroukhi
dans [12] propose une méthode de classification de courbes lorsque le nombre de clusters est
inconnu, mais cette problématique est différente de la notre qui consiste a identifier les différents
régimes d'un signal temporel continu.

Les deux méthodes proposées dans ce chapitre (dans leurs versions «standard» et «lissée») sont ré-
cursives. La premiére est inspirée de I'algorithme de segmentation binaire introduit par Edwards
etal. dans [23] et Scott et Knott dans [51] pour estimer un changement de moyenne ou de variance
dans les données. Cette méthode consiste a comparer le signal sur un intervalle a sa décomposi-
tion en deux intervalles optimaux a I’aide, par exemple, du test de rapport de vraisemblance pro-
posé par Scott et Knott dans [51]. Si cette décomposition en deux régimes est retenue, alors cette
méme procédure est appliquée a ces deux nouveaux intervalles. Cette procédure est répétée de
telle sorte qu'un diagramme en arbre est exploré. Notre méthode, qui fait 'objet de la section 3.2,
propose un algorithme de ce type pour estimer une ou plusieurs ruptures entre les régimes dans
un modele de régression polynomiale par morceaux sous contraintes de régularité. La seconde
méthode, détaillée en section 3.3 utilise également cette notion de découpage en deux régimes,
mais se veut évolutive puisqu’elle estime les régimes de la gauche vers la droite a ’'aide d'une vrai-
semblance pénalisée. La pénalisation proposée dans cette méthode semble avoir un bon compor-
tement face a I'introduction d'une ou plusieurs observations appartenant a un mauvais régime,
ce que nous avons souhaité étudier dans la section 3.4.

3.2 Approche de type segmentation binaire

Dans cette section, nous proposons une méthode récursive avec ses deux versions «standard»
(modeéle sans variable latente) et «lissée» (modele a variable latente et algorithme EM), qui est
inspirée de ’algorithme de segmentation binaire proposé par Edwards et al. dans [23] et Scott et
Knott dans [51].

3.2.1 Modele sans variable latente

La méthode que nous présentons ici repose entierement sur la méthode a deux régimes de la sec-
tion 2.3.1, que nous proposons d'utiliser récursivement pour estimer un modele a un nombre de
régimes quelconque. Apres avoir effectué un rappel sur la méthode a deux régimes de la section
2.3.1 dans la prochaine sous-partie, nous expliquons ensuite le fonctionnement de 1’algorithme et
la régle d’arrét utilisée par la méthode. Cette régle est nécessaire car elle indique a I’algorithme s’il
doit ou non poursuivre la segmentation pour I'estimation de régimes supplémentaires.

Rappel sur la méthode a deux régimes

La méthode a deux régimes de la section 2.3.1 consiste en la résolution du probléme de maximi-
sation suivant,

2 2
max Z£(T1,a2,85) = max max Z(T1,a,$S5),
Ty,2,,S2 T a,,S2
sous <, (To) sous <, (To)
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dans lequel la log-vraisemblance du modele de régression a deux régimes s’écrit

1.2 2 Y — (X-) 2
ZL(T1,2,83) = -3 Y Y |log(SP) + % T, e Xi),
i=1k=1 Sk

ou Ty = 19 et T2 = 12. Pour résoudre ce probleme d’optimisation, nous proposons de résoudre
I'optimisation en T a partir du probleme de maximisation suivant,

max  Z(T1,a2,83) = max 2Z(Ty,a;(T1),S5 (T1),
Tl,ag.S§ T]
sous <, (To)

ol (a} (T1),S% (T))) est 'optimum de

2
max Z£(Ty,a,S5),
32,55

sous <, (To)

obtenu par I'algorithme de point fixe décrit dans la section 2.3.1, pour une valeur de T; fixée.

Principe de la méthode

Le principe de récurrence est le suivant : on applique la méthode de segmentation en deux régimes
2.3.1 sur un intervalle I que I'on note M;(I) dans les figures 3.1 et 3.2. On teste ensuite si un seul
régime sur I est meilleur que son découpage en deux intervalles I; et I, (selon un certain critére qui
est détaillé plus loin). Cette étape est appelée regle d’arrét dans les figures. Si cette régle répond
«oui» I est conservé et la procédure s’arréte sans segmentation; sinon on applique cette méme
procédure sur I; et Iy, c’est-a-dire Ma(I1) et My (I,). Cette méthode récursive est schématisée sur
la figure 3.1. Les figures 3.2 et 3.3 montrent des exemples de découpages retenus par la méthode
apres 1 (figure 3.2) ou 2 (figure 3.3) étapes.

I
| |
! |
oui
Mo (I) Regle d’arrét ?
I; I, non
| [l |
I [ i
oui
Reégle d’arrét ? Reégle d’arrét2: OW
égle d’arrét Ao () Mol egle darrét
non I L2 I Loy non
- I | -—

M, (I) Regle d’arrét 2.
L I, non

FIGURE 3.2 — Schéma de I'étape 1 de la méthode quand réponse «non» a la regle d’arrét. Lintervalle en gris
n’est pas retenu par la méthode.
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Dans 'exemple de la figure 3.2, la regle d’arrét répond «non» a la premiere étape de la méthode :
les intervalles I; et I, sont retenus et la méthode poursuit la segmentation de ces intervalles pour
I'estimation de régimes supplémentaires, ce qui nous donne le schéma de la figure 3.3. Dans cette
figure la regle d’arrét de gauche répond «oui» : 'intervalle I; est conservé et ne sera plus segmenté
aux étapes suivantes. Celle de droite répond «non» : les intervalles I»; et I, sont retenus et la mé-
thode poursuit la segmentation de ces intervalles pour I'estimation de régimes supplémentaires.
La méthode s'arréte lorsque toutes les régles d’arréts répondent «oui». A ce moment 13, nous ob-
tenons le nombre de régimes estimé, noté K et les estimateurs des parametres Tz_,, ag et S%.

I I

oui
Regle d’arrét ? Regle d’arrét 2.

non

FIGURE 3.3 — Schéma de I'étape 2 de la méthode quand réponses «oui» (a gauche) et «<non» (a droite) aux
regles d’arréts. Les intervalles en gris ne sont pas retenus par la méthode.

Regle d’arrét

Le nombre de régimes étant inconnu a priori, il est nécessaire que la méthode proposée fonc-
tionne selon une régle d’arrét. Cette regle est appelée a chaque nouvelle application de la méthode
a deux régimes sur un intervalle donné. Elle est basée sur un critere de sélection de modele qui va
nous permettre de comparer le modele a un régime sur l'intervalle étudié, a celui obtenu par la
méthode a deux régimes. Pour ce faire, nous proposons d’utiliser le BIC comme critére de compa-
raison de ces deux modeles. Ce critere a été proposé par Schwartz et al. dans [50] et se définit par
la formule suivante,
BIC = -2% + plog(n),

avec £ la log-vraisemblance du modele étudié, n le nombre d’observations de l'intervalle et p
le nombre de parametres libres. La régle standard consiste a conserver le modeéle pour lequel ce
critére a la plus faible valeur.

Dans notre cas, nous notons BIC; et BIC; les BIC des modeles a un et deux régimes et nous posons
la regle suivante :

— si BIC; < BIC; : nous conservons le modele a un régime;

— si BIC, < BIC; : nous avons constaté empiriquement que dans ce cas la conservation du
modele a deux régimes était une regle trop stricte, puisqu’elle engendrait la conservation
d’'un nombre trop important de régimes. Nous avons donc choisi d’assouplir cette régle en
calculant le pourcentage d’amélioration de BIC, par rapport a BIC;, c’est-a-dire,

_ BIC; —BIC,
- BIG

x 100.

Pour une valeur seuil ¢ choisie, on conservera le modeéle a un régime si et seulement si Q < c.

Cette méthode n'estime que deux régimes a la fois, sur des intervalles dont le nombre d’obser-
vations diminue a chaque nouvelle étape de la méthode. Cela induit une faible complexité de
la méthode. Elle a également I'avantage de ne tenir compte d’aucune information a priori sur le
nombre de régimes.
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3.2.2 Modeéele a variable latente et algorithme EM

Dans cette section le principe de 'algorithme de découpage de I'intervalle I (maintenant appelé
Mgpm () et de regle d’arrét est identique a celui introduit a la section 3.2.1 sauf que Mgy (I) corres-
pond a la méthode de segmentation en deux régimes de la section 2.3.2 qui utilise un algorithme
EM pour estimer les parametres (ay, S%) lorsque T} est fixé.

3.3 Approche de segmentation binaire pénalisée

Dans cette section, nous proposons une nouvelle méthode d’inférence avec ses deux versions
«standard» (modele sans variable latente) et «lissée» (modéle a variable latente et algorithme EM).
Elle est issue de la segmentation binaire et consiste a chercher successivement les régimes d'un
modele de la gauche vers la droite. Elle repose sur une version pénalisée de la log-vraisemblance.

3.3.1 Vraisemblance pénalisée

La méthode que nous proposons repose sur la maximisation de la log-vraisemblance en (ay, Sg)
sous contrainte de régularité «/.(12) ou «/;(12), pour une valeur de T; fixée, de la section 2.3.1.
Nous notons (a; (T1), Sg* (T1)) 'optimum de ce probléme de maximisation obtenu par I'algorithme
de point fixe 2.3.1.

(a3 (T1),S5 (T1)) = argmax £ (Ty,az,S3).

az,Sg
sous <, (To)

En revanche, nous avons choisi de pénaliser la maximisation en T; en utilisant le critére pénalisé

n
Zp(11,8,,85) = ZL(T1,a,85) — Y 10g(SD I, <1y}
i=1

de sorte que I'estimateur de 1; réalise

max £,(T1, a3 (T1),83 (T1)- (3.1)

La pénalisation proposée dépend de S‘i‘ qui correspond a la variance du régime 1 et du nombre
d’observations dans ce méme régime. Si 'intervalle [1¢, T;[ contient des données du deuxieme
régime, c’est-a-dire si T; est plus grand que 11, alors on s’attend a ce que la variance estimée S%
augmente fortement. Par conséquent, la pénalité augmente dans ce cas. Ce phénomene devrait
étre accentué sil'intervalle [tg, T; [ contient des données des régimes suivants. Nous pouvons voir
ce phénomeéne sur la figure 3.4 qui représente simultanément £ (T, a;‘ (D, Sg* (T)) et sa version pé-
nalisée £, (T,a; (T), Sg* (T)) en fonction de T pour un modele a cing régimes. On voit que ces deux
log-vraisemblances sont trés proches pour des valeurs de T inférieures a 11, la pénalité a donc un
faible impact sur la log-vraisemblance pour T, inférieur a 1;. En revanche, I'effet de la pénalité sur
la log-vraisemblance est visible des lors que T est supérieur a T;. On peut aussi remarquer que la
log-vraisemblance non pénalisée présente un pic lors du 3¢ et du 4° instant de transition du pro-
cessus. Ce pic est maximal au niveau du 4° instants de transition. La log-vraisemblance pénalisée
est quant a elle maximale au premier instant de transition, la pénalisation «priviligie» ce premier
instant, ce qui est |'objectif recherché puisque la méthode proposée recherche successivement les
régimes d'un modeéle de la gauche vers la droite. Dans les prochaines parties, nous expliquons le
fonctionnement de cette méthode ainsi que sa regle d’arrét.

Principe de segmentation

Pour toutes observations (X;,Y;)1<i<p, définies sur un intervalle connu I, le principe de segmen-
tation utilisé par la méthode est schématisé sur la figure 3.5. Mg () signifie que I'on applique la
méthode a deux régimes qui pénalise la maximisation en T7, aux données (X;,Y;)1<;<p, apparte-
nant a l'intervalle I. Ceci, dans le but de le découper en deux régimes correspondant a I; et I. Si
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FIGURE 3.4 — Données simulées selon un modele a cinq régimes ot les droites verticales représentent les
instants de transition (a gauche). Représentation simultanée de £ (T,a; (T), S%* (T)) et de sa version pénali-
sée Z,(T, a; (), Sg* (T)) en fonction de T avec les droites verticales noir et rouge correspondent aux instants
pour lesquels la log-vraisemblance et la log-vraisemblance pénalisée sont respectivement maximales (a
droite).

I
k=1 | I
oui
Mg’ 0 Regle d’arrét ?
Il 12 non
k=2 | I |
N roreat 2+ OUL
Mf I,) Regle d’arrét ?
L I o2 non
k=3 | i | ——
N 1A e+ OUL
5) (I Regle d’arrét ?
L I L2 222 non
k=4 | A

FIGURE 3.5 — Schéma du principe de segmentation de la méthode.
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la régle d’arrét répond «non», I; correspond au premier régime du modeéle et la segmentation se
poursuit sur I, pour la recherche de la deuxiéme rupture. Elle s’arréte des que la régle d’arrét ré-
pond «oui». Dans le cas ou I'on obtiendrait les réponses des figures 3.6, 3.7 et 3.8 comme régles
d’arréts, les intervalles ciblés par la fleche correspondraient aux régimes retenus par la méthode
a chaque étape. Dans I'exemple de la figure 3.6, la regle d’arrét répond «non» a la premiére étape
de la méthode : les intervalles I et I, sont retenus et la méthode poursuit uniquement la segmen-
tation de l'intervalle I, ce qui nous donne le schéma de la figure 3.7. Dans cet exemple, la régle
d’arrét répond toujours «non» : En plus de I, les intervalles I,; et I,» sont retenus et la méthode
poursuit la segmentation de 'intervalle I»,, ce qui nous donne le schéma de la figure 3.8. Sur cette
figure, la regle d’arrét répond «oui» : la méthode s’arréte au bout de trois étapes et elle estime un
modele a K = 3 régimes, qui sont Iy, I; et Ip).

I
k=1 | |
My (D) Regle d’arrét 2.
I; I non
k=2 | I |

FIGURE 3.6 — Schéma de I'étape 1 de la méthode quand réponse «non» a la regle d’arrét. L'intervalle en gris

n’est pas retenu par la méthode.
I
|
Mf I,) Regle d’arrét 2.
I n
21 2

Il I 2
k=3 | —————

on

FIGURE 3.7 — Schéma de I'étape 2 de la méthode quand réponse «non» a la regle d’arrét. Lintervalle en gris
n’est pas retenu par la méthode.

N 1A o+ OUL
P Iy Regle d’arrét ?

I; Iy Iy Ipoo
k=4 | (R

FIGURE 3.8 — Schéma de I'étape 3 de la méthode quand réponse «oui» a la régle d’arrét. Les intervalles en
gris ne sont pas retenus par la méthode.

Reégle d’arrét

Le nombre de régimes étant inconnu a priori, il est nécessaire que la méthode proposée fonc-
tionne selon une regle d’arrét. Cette regle est appelée a chaque nouvelle segmentation et est,
comme précédemment, basée sur un critere de sélection de modele de type BIC. En revanche
nous comparons deux modeles sur l'intervalle I de départ, c’est-a-dire les modeéles a k et a k+1
régimes estimés aux étapes k et k+ 1 de la méthode. Nous notons BICy et BICy 1, les BIC calculés
a posteriori, a partir des log-vraisemblances non pénalisées de ces modéles. La regle de sélection
de modele est la suivante :
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— siBICj < BICy. 1, alors nous conservons le modeéle a k régimes;

— si BICg = BICg4;, nous calculons le pourcentage d’amélioration de BICy, par rapport a

BICy, c’est-a-dire,
_ BICi —BICg4

BIC,

Pour une valeur seuil ¢ choisie, on conservera le modele a k régimes si et seulement si Q < c.

x 100.

Comme précédemment, cette méthode a I'avantage de n'utiliser aucun a priori sur le nombre de
régimes. De plus, elle n’estime que deux régimes a la fois, sur des intervalles dont le nombre d’ob-
servations diminue a chaque nouvelle étape de la méthode. Enfin, I’estimation des régimes s’effec-
tue de maniere ordonnée de la gauche vers la droite, c’est-a-dire que contrairement a la méthode
précédente, celle-ci ne parcours pas toutes les branches de I'arbre mais simplement la branche la
plus a droite. Sa complexité est donc plus faible que celle de la méthode précédente.

3.3.2 Vraisemblance pénalisée et algorithme EM

Dans cette section, la méthode repose sur la maximisation en (az,Sg) par algorithme EM, pour
une valeur de T; fixée, de la méthode de la section 2.3.2,

EM —
(3™ (T1),85 (T1)) = argmax Z(T1,a,,S3).
ag,Sg
sous <, (T2)

En revanche, comme précédemment, nous pénalisons la maximisation en T; en utilisant

n
Zp(11,8,,85) = ZL(T1,2,85) — Y 10g(SDHUx, <1y}
i=1

de sorte que l'estimateur de 1, réalise
773 EM 2EM
max Zp (Ty,a;"(T1),S5  (T1).
1

Le principe de la méthode et la régle d’arrét sont identiques a ceux présentés dans la section pré-
cédente.

3.4 Tentative d’étude théorique de la pénalité

n
Afin de mieux comprendre la pénalisation par _Zl log(Sf)ﬂ{Xidl} de la segmentation proposée dans
i=
la section 3.3, nous proposons ici d’étudier le comportement de Sf dans le cadre suivant : nous
estimons un unique modéle de régression linéaire sur des données issues de deux modéles diffé-

rents.

Soit Y une variable aléatoire réelle a expliquer et X une variable explicative déterministe. Nous
considérons que pour tout 1 < i < n, le lien entre Y et X s’écrit sous la forme du modele de régres-
sion linaire donné par

Y; :a+le-+el-, (3.2)
et que pour tout n+1 < i < n+ m, le lien entre Y et X s’écrit sous la forme d'un autre modele de

régression linéaire donné par
Y= a* + b*Xi +€;~k,

la distribution de I'erreur € (¢* respectivement) est indépendante de X et le modele est supposé
gaussien et homoscédastique, c’est-a-dire que € ~ A(0, 02) (€* ~ N(0,0%%) respectivement). a, b
et o? (a*, b* et 0>* respectivement) sont des parameétres constants et inconnus de ce modele.
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Nous nous placons désormais dans le contexte ol nous ne savons pas que ces 7 + m observations
sont issues de deux modeles linéaires différents et nous souhaitons estimer le modele (3.2) sur
I’ensemble des n + m observations. Dans la suite nous noterons @, m, bn+m €t 6% +m les estima-

teurs des parametres du modéle (3.2) calculés sur les n + m observations :

n+m

;1 (Xi _)_(n+m)(Yi _Yn+m)
buim = n+m _ 9 ’
'Zl (Xi _Xn+m)
1=
Gnym Yn+m - En+mxn+m»
2 1 n+m o2
Grim pa— i:ZI(Yi—Yi) )

ot Y; = Gpem+ bnemXi €t Ynem Knem respectivement) désigne la moyenne des Y; (des X; respec-
tivement) sur les n + m observations. Nous définissons de méme X;,, Y;,, etc.

Dans ce contexte, 57, , correspond au ST de la vraisemblance pénalisée, qui est notre estimateur

d’intéret. Dans la suite notre objectif est d’étudier le comportement moyen de 62, ,,,, notamment

en fonction des nombres d’observations » et m.

. ~ ™ ~2
3.4.1 Expressionsde G,y byrm €tos, ,,

A partir des formules standard de la régression linéaire des estimateurs des moindres carrés, nous
. ~ ™ ~2
obtenons les formules suivantes pour @+ m, bp+m €t 05,

Lemme 6. Expression de B,Hm

S (Xi-Km): Y (Xi—Kam)?
~ (a_a*)n(xn_xrwm) i=1 ! e x i=n+1 ' e
bpim = n+m ~ 9 + bn+m ~ 2 +b n+m ~ 9
'Zl (Xi _Xn+m) 'Zl (Xi _Xn+m) 'Zl (Xi _Xn+m)
1= 1= i=
n _ n+m _
Z (Xi _Xn+m)€i ) (Xi _Xn+m)€;f<
i=1 i=n+1
+ n+m _ 9 n+m _ 2
'Zl (Xi _Xn+m) 'Zl (Xi _Xn+m)
1= i=

Lemme 7. Expression de G,+m

. 1 " ~ S . - _ _
An+m m((na+ ma’)+nb-bum)X,+m(b —bn+m)Xm+(nen+mem)).

; 2
Lemme 8. Expression dedy, .,

(n+m)6%,,, = na—anem)®+2na—@nem)b—bpem)Xn+2n(a— Anem)én
n n n
+  (b=Dpam)? Y. Xe+2(b—Dpim) Y_Xi€i + Y €5+ m(a* — Anem)®
i=1 i=1 i=1
~ _ ~ 9 n+m 5
+ 2m(a* = pem) (D" = bpym)Xm +2m(a” — Gpem)em + (0™ = bpem) Z Xi
i=n+1
- n+m n+m
+ 200" —Dpam) Y, Xi€i+ Y €%
i=n+1 i=n+l1

Ces différents résultats vont nous permettre de calculer les espérances et les variances de ces esti-
mateurs.
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2 0 ~ N /\2
3.4.2 Espérances et variances de a,, ., by m €t 05, ,,

Dans cette partie, nous nous appuyons sur les lemmes précédents pour donner des expressions
explicites des espérances et variances des estimateurs.

Lemme 9. Espérance de B,H m

n+m _ 9
* - (b-b") X;—-X
B (@ —aynXy —Xn+m) i:%H( i = Xn+m)
[E[bn+m] = b- _ —

S (X = R )2 S (Xi ~Knam)?

i=1 i=1

Lemme 10. Variance de E,H m

n+

n _ m -
o? > ( Xn+m)2 +0%* > (Xi _Xn+m)2

-~ i=1 i=n+1
Var([bp+m] = — - 2
( Z (Xi_Xn+m) )
i=1
Lemme 11. Espérance de G+,
. m(a—a*) nX . -
El@niml = a- +——E[b- bn+m]+ [E[b ~bpim]-
n+m n+m
Lemme 12. Variance de G+ m
252 2%2
~ n“Xs + mX n m
Var(@n+m) =Var[bpsm) L m o o+ o2,
(n+m)? n+m n+m

D’apres les lemmes 9 et 11, b4, €t Gy+m Sont des estimateurs biaisés de b et a. Pour 6?1 +m ous

donnons seulement I’expression de son espérance, qui nécessite la définition des termes N; a N5,

n+m

N; = (a—a*)z(nm Y (Xi—)_(n+m)2—(n+m)(n5<n—nf(mm)z),
i=1
_ n+m _ 2 _ n _ 2
N = (a—a*)(b—b*)(an Xn Z (Xi_Xn+m) +XmZ(Xi_Xn+m)
i=n+1 i=1
- 2+ mXpem(nXp — nXpem)),
n+m 2 n _
Ny=(b=-b"|(n+m) Y, (Xi—Knim)* Y (Xi=Xnem) + 1+ MK (0K = 1K) x Ny +Ns |,
i=n+1 i=1
n+m _ n _ _ _
Ny = Z (Xi_xn+m Z X Xn+m —Xn+m(nXy, — nXyam),
i=n+1 i=1

_ n+m _ 2
N5 = nmX,Xm Y (Xi—Xn+m)"
i=1

egs 5 ~2
Proposition 13. Espérance dec,, ,

n S 2
- Z (Xi _Xn+m)
2 i=1 + n n

[E[G?Hm] = 0 ntm

(n+m) '21 (Xi _)_(ner)z

n+m (n+m)?

n+m _ 9
- Z (Xi _Xn+m)
2% i=n+l m m
e nim 5 2+n+m_(n+m)2
(n+m) ¥ (Xi _Xn+m)
i=1
1
+ (N7 +N2+N3).

n+m _
(n+m)? ¥ (Xi _Xn+m)2
i=1

Cette formule est compliquée et donc difficilement interprétable. Dans la suite, nous supposons
que les m données aberrantes sont toutes situées a droite des n premieres données, afin de pour-
suivre I'analyse.
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3.4.3 Comportement asymptotique de E G2, ,, ]

Dans cette partie on suppose que les X; sont définis par X; = ’T , ou T est strictement positif. Par

conséquent si i < n, X; < T et sinon X; > T. Autrement dit, les donnees aberrantes sont situées a
droite des n premieres données. De plus, nous faisons '’hypothese que les deux modéles linéaires
sont continus au niveau de I'instant de transition T, c’est-a-dire a+ bT = a* + b* T. Cette hypothese
nous permet de réécrire I'équation précédente de la facon suivante,

Proposition 14. Espérance de 62, ,,, dans un modéle continu a deux régimes

R ,(—nBm?+n* -1 +nn+m+1)(n+m-1)>
ElOwm] = o (n+m2(n+m+1n+m—1)
.\ 2*(—m(m2+3n2—1)+m(n+m+1)(n+m—1)2)
(n+mm+m+(n+m-1)
(b—b*)2T2(m3(4n?-6n+2) + m2(6n%—6n) + m2n? —2))
2nn+m2m+m+Dn+m-1)
Démonstration. D’apres la proposition 13 et 'hypothése X; = X on a

(n+m)*(n+m+1)(n+m-DE[62,,,] 02(—n(3m2+n2—1)+n(n+m+1)(n+m—1)2)

+ o2 (-mm*+3n* - D)+ mn+m+1(n+m-1)7?)

+ (a-a?mm=3nm+m+m+1)(n+m-1)

+ (a-a")(b-b")Tk(n+1)(m?>-nm+2n*—n-1)
(b—b*)?>nmT?

D; +Dy),
127 (D1 +Dy)
ou
D, = mM?*+3r2-1)@Bm?>+n®>-1)
- 3m(n+m+1)(m2+3n2—1),
et
D, = 3n(n+m+1)3Bm?+n?-1)
- 9(n+m+1)2nm
+ 3n+m+1)(n+m-1D)n+1)(m+2n+1).
On obtient le résultat en ajoutant 'hypothese a + bT = a* + b* T. O

Lorsque m devient trés grand devant n, E [62,,,,] converge vers 62*. Désormais nous posons m =
an, avec « = 0 et nous faisons tendre n vers I'infini. o représente la proportion de données du
deuxiéme régime qui est donc fixé. On a le résultat suivant,

302+ ao®®) (a+ 1) +a® (b - b*)2T2
3(a+1)4

= f(a).

E[G7m] —

Nous pouvons maintenant étudier le comportement asymptotique de f(a) et cela passe par I'étude

f()

du signe de sa dérivée notée et définie par

Of (@ _ 3(0%* —0?)(a+1)% = (b— b*)*T?a? (o — 3
o 3(a+1)5

Le dénominateur 3(a + 1)° est toujours positif, de ce fait le signe de af @ he dépend que du signe

du numérateur. Dans la suite, nous étudions les variations de f(«) dans le cas ol1 (b— b*)2T? > 0,
qui correspond a un changement de régime. Les calculs réalisés pour I'obtention de ces variations
sont présentés en annexe A.7. L'expression de la dérivée de f(a) permet de donner un premier
résultat dans le cas de I'égalité des variances dans les deux régimes.
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Proposition 15. Egalité des variances
On suppose : 6** = o2. Dans ce cas, la fonction f est croissante de 0 a 3 puis décroissante, avec
25602 +9(b - b')*T?
0)=0?% f@3) =
) f@3) 256

et sa limite en l'infini est 62.

2% _ 2
Afin d’étudier les cas o1 6%* est différent de 6? nous posons y = %.

comportement de f n’'est pas le méme.

Selon la valeur de y le

Proposition 16. ¢2* > g2
On suppose Y > 0. Nous pouvons distinguer les cas suivants :
— Y=< % : dans ce cas f est croissante avec f(0) = o2 et sa limite en Uinfini est 6°* ;

—Y> % :dans ce cas f est croissante jusqu’en

- L |3 asyers +1)+9( 71) ( +i)
W = ( 1) y2 +15y =3\l

3ly—=
YS

3 1 1
+ J_(18Y2+15Y+1)_9(Y_3) Y(Y+12) (3y+l)J > 3,

puis décroissante, avec f(0) = o2 et sa limite en Uinfini est o2*
Proposition 17. ¢2 > ¢2*
On suppose Y < 0. Nous pouvons distinguer les cas suivants :

—y= 12 :dans ce cas f est décroissante jusqu'en

(]) 3y+1

9 +1 9

LT P LTRAR <1
2 3 2 3 y-1
Y—*

(18y2 +15y+1) )

©Oy+1/Oy+Dn)’

avec
¢ = arccos (—

puis croissante jusqu’en

ag < 3

_ 2,/9y+1 Cos(g)_ 3y+1
9 (Y— %)2 3 3y-1
et enﬁn décroissante, avec f(0) = o2 et sa limite en Uinfini est 6°* ;

— Y=< 12 : dans ce cas f est décroissante, avec f(0) = o et sa limite en l'infini est 6**

La fonction f définie en ay s’écrit de la facon suivante,
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et on ales bornes suivantes,
3 1
0%+ -0%* < flap) < 0°.
4 4

La fonction f définie en a3 s’écrit

3

2y/9y+1
flaz) = 3 o?+ 7Ycos(

(v-4)°

3 2,/9y 1
QJ_ Nl -2 7YCOS(9) 2
3) 3y-1 3

3

(b- bI)ZTZ

2,/9y+1 1
ki S cos(i))—gYJr

3 3y-1

et on a les bornes suivantes,

3 5. 1 5 2, 9 £y 22
—-0°+-0“"< f(ag) <0“+—(b-b")T
1 1 flas) 256( )

Les propositions 15, 16 et 17 donnent le comportement de I'espérance de 62, ,,, dans le cas asymp-
totique d'un grand nombre d’observations n dans le premier régime et m dans le second en fonc-
tion de a = “*. Bien sur, ces résultats asymptotiques ne donnent pas de résultat formel sur le com-
portement de la variance 62 ,, estimée sur deux régimes pour des valeurs fixes de m et n mais
si nous faisons malgré tout cette extrapolation alors nous voyons que dans le cas d’égalité des va-
riances, la pénalité nimlog(ﬁfl +m), Proposée dans la section 3.3 sera maximale en o = 3. Dans le cas
i=1

ol1 02* > 02, la pénalité sera d’autant plus grande que la différence entre les variances sera grande,
en particulier en «; dans le cas o1 y > % Pour que la pénalisation appliquée a la vraisemblance
soit efficace, il faut qu’elle soit la plus grande possible lorsqu’on intégre des données d'un mau-
vais régime. Ces deux cas sont donc en faveur de cela. Ce n’est pas le cas lorsque I'on considere
02 > 02*, qui jouera le role inverse, c’est-a-dire que la pénalité diminuera avec I'ajout de données
appartenant a un mauvais régime. Dans ce cas, la méthode de la section 3.3 ne sera pas efficace.

Dans ce chapitre nous avons présenté deux nouvelles méthodes récursives qui n’'utilisent aucun a
priori sur le nombre de régimes pour estimer un modele de régression polynomiale par morceaux,
ainsi qu'une tentative d’étude théorique de la pénalité proposée dans la seconde méthode. Les
simulations relatives a ces méthodes sont présentées dans le chapitre 4.
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Chapitre 4

Package R et simulations
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Les méthodes présentées dans les chapitres 2 et 3 ont été implémentées dans un package R qui fait
l'objet de la section 4.1. A partir de ces implémentations et dans le but d’étudier le comportement
des différentes méthodes, nous avons réalisé des simulations qui sont présentées dans la section
4.2. Les résultats obtenus dans ces simulations font 'objet d'une discussion, présentée dans la
section 4.3.

4.1 PackageR:HSPOR

Cette section a pour but de présenter le package R que nous avons congu et qui contient I'en-
semble des méthodes qui ont été présentées dans les chapitres 2 et 3, a I'exception de la méthode
de la section 3.3, que 'on nommera Bin_Pen dans la suite, qui est issue d'une approche plus em-
pirique pour laquelle nous n’avons pas obtenu de garanties théoriques ou numériques suffisantes.
Le package se nomme HSPOR pour Hidden Smooth POlynomial Regression et est disponible sur le
CRAN. Lobjectif de ce package est de proposer des fonctions facilement utilisables par les utili-
sateurs (User Friendly). Il contient quatre fonctions principales nommées H2SPOR, HKSPOR, HK-
SPOR_DynProg et H2SPOR_DynProg que nous présentons rapidement dans les prochaines sec-
tions. Pour un détail plus complet de ces fonctions, I'aide du package HSPOR se trouve en an-
nexe A.8. Dans la suite, I'ensemble des temps de calculs indiqués dans la suite ont été obtenus
a partir d'un ordinateur portable équipé d'un processeur intel Core i7.

4.1.1 Fonction H2SPOR

La fonction H2SPOR permet d’estimer un modele de régression polynomiale a deux régimes al’aide
des méthodes présentées dans les sections 2.3.1 et 2.3.2. Cette fonction prend seulement en en-
trée les données X et Y ainsi que le degré deg du modéle que I'on souhaite estimer. Les autres
parametres sont définis par défaut. Parmis ces parametres, EM est un parametre de choix de la mé-
thode qui sera utilisée pour estimer le modele. Plus précisément, si EM=False, la fonction estime
le modele a deux régimes par la méthode de la section 2.3.1. C’est celle de la section 2.3.2 qui est
utilisée quand EM=True (c’est le cas par défaut).

Les résultats obtenus en sortie de la fonction sont présentés dans la figure 4.1 soit : un tableau
contenant les parametres du modéle estimé par la fonction H2SPOR, qui s’affiche dans la console;
le graphique des résultats associés qui s’affiche dans I'onglet plot de I'environnement Rstudio,
lorsque 'option plotG=True (c’est le cas par défaut). Le tableau obtenu en sortie se lit de la facon

100

Console  Terminal

> Tibrary(HSPOR)
> set.seed(1)
> xgridl = seq(0,10,by=0.2)
> xgrid2 = seq(10.2,20,by=0.2)
> ygridl = xgridlA2-xgridi+1+ rnorm(length(xgridi),0,3)
> ygrid2 = rep(91,length(xgrid2))+ rnorm(length(xgrid2),
> xgrid = c(xgridl,xgrid2)
> ygrid = c(ygridl,ygrid2)
> #'
> #' #Inference of a polynomial regression model with tw
> #' #The degree of the polynomials is fixed to 2 and th
> #' #under continuity constraint.
> t_before = sys.time()
> H2SPOR(xgrid,ygrid,2,1,EM=FALSE,c())

TimeT XA2 XAL 1 sigma2 .
1 0.00000 1.02097296 -1.2148039 1.67591 5.958908 o4 ;..4..4'4'."-
2 10.00033 -0.01051968 0.2174494 90.50902 8.279142 c .
> t_after = sys.time() 0 5 10 15 20
> executed_time = t_after - t_before %
>

80

60

40

20

FIGURE 4.1 — Sortie obtenue en 2.7 secondes par la fonction H2SPOR dans la console de Rstudio (a gauche)
et dans I'onglet plot de Rstudio (a droite), lorsqu’elle estime un modele de degré 2 a deux régimes.

suivante : la premiere colonne du tableau contient la valeur de la premiére observation X; (une
estimation de 1p), suivie en deuxieme ligne de I'instant de transition estimé T ; les colonnes 2 a

2+ deg contiennent les estimations des coefficients des polynémes des régimes 1 et 2; la derniere
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colonne contient les variances estimées des régimes 1 et 2. Le graphique proposé en sortie affiche
les données X et Y (points) le modele estimé (en pointillés) et I'instant de transition estimé (droite
verticale en pointillés).

4.1.2 Fonction HKSPOR

La fonction HKSPOR est une généralisation de la fonction H2SPOR et permet d’estimer un modeéle
de régression polynomiale a un nombre de régimes K quelconque, a 'aide des méthodes présen-
tées dans les sections 2.4.1 et 2.4.2. Elle prend simplement en entrée des données X et Y, le degré
deg et le nombre de régimes K du modele que 'on souhaite estimer. Les autres parameétres sont
définis par défaut. Comme précédemment, EM est un parametre de choix de la méthode qui sera
utilisée pour estimer le modele. Plus précisément, si EM=False, la fonction estime le modeéle par
la méthode de la section 2.4.1. C’est celle de la section 2.4.2 qui est utilisée quand EM=True (c’est
le cas par défaut).

Comme le montre la figure 4.2, les résultats obtenus en sortie de la fonction sont similaires a ceux
de la fonction H2SPOR (un tableau et un graphique). Le nombre de lignes du tableau dépend du
nombre de régimes que contient le modeéle estimé.

Console  Terminal

100

gy ey

ygridl = xgridlA2-xgridl+l+ rnorm(length(xgrid1),0,3)
ygrid2 = rep(91,length(xgrid2))+ rnorm(length(xgrid2),0,3)
ygrid3 = -10%xgrid3+300+rnorm(length(xgrid3),0,3)

80

60
=

xgrid = c(xgridi,xgrid2,xgrid3)
ygrid = c(ygridl,ygrid2,ygrid3)

#Inference of a polynomial regression model with three reg
#The degree of the polynomials is fixed to 2 and the para
#under continuity constraint.
t_before = sys.time()
HKSPOR(xgrid,ygrid,2,3,1) R : : :
TimeT XA2 XAL 1  sigma2 at : : -
0.0 0.988452430 -0.7097329 -0.13980 6.807282 oo B B
9.9 -0.013154591  0.6818657 84.25088 6.701730 o .'ﬁ'-_’-;‘
20.7 0.002975684 -10.2332683 303.28249 9.035139 o . .
t_after = sys.time() ! ! ! ! Y y Y
executed_time = t_after - t_before 0 5 10 15 20 25 30

40
.

20

VVVWRNR VVVVVVVVVVVVVS

FIGURE 4.2 — Sortie obtenue en 47.6 minutes par la fonction HKSPOR dans la console de Rstudio (a gauche)
et dans I'onglet plot de Rstudio (a droite), lorsqu’elle estime un modele de degré 2 a trois régimes.

4.1.3 Fonction HKSPOR_DynProg

La fonction HKSPOR_DynProg utilise la stratégie de programmation dynamique pour estimer un
modele de régression polynomiale a un nombre de régimes K quelconque, par les méthodes pré-
sentées dans les sections 2.5.1 et 2.5.2. Lorsque EM=False, le modeéle est estimé par la méthode de
la section 2.5.1, sinon il est estimé par celle de la section 2.5.2 (c’est le cas par défaut).

Comme le montre la figure 4.3, les résultats obtenus en sortie sont similaires a ceux des fonctions
précédentes (un tableau et un graphique). Par défaut, 'option verbose=False. Lorsque ver-
bose=True alors les résultats obtenus en sortie sont ceux de la figure 4.4. En effet, la fonction
HKSPOR_DynProg utilise le principe de programmation dynamique qui consiste a dire qu’estimer
un modele a K régimes c’est équivalent a estimer un modele a K — 1 régimes d’'un c6té et un mo-
dele a 1 régime de I'autre. De ce fait, lorsque verbose=True, en plus du tableau d’estimation des
parametres du modeéle a K régimes, la fonction affiche les tableaux intermédiaires des estimations
des parameétres des modeles de 1 a K— 1 régimes. Il en est de méme avec les graphiques affichés
en sortie.
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Console  Terminal

VVVVVVVVVVVVVVY

1
2
3
>

xgridl =
xgrid2
xgrid3

52q(0,10,by=0.2)
seq(10.2,20,by=0.2)
seq(20.2,30,by=0.2)

ygridl
ygrid2
ygrid3

xgrid1A2-xgridl+1+ rnorm(length(xgridi),o0,3)
rep(91,Tength(xgrid2))+ rnorm(length(xgrid2),0,3)
-10%xgrid3+300+rnorm(length(xgrid3),0,3)

datx = c(xgridl,xgrid2,xgrid3)
daty = c(ygridi,ygrid2,ygrid3)

#Inference of a polynomial regression model with three (K=!
#The degree of the polynomials is fixed to 2 and the parame
#under continuity constraint.
HKSPOR_DynProg(datx,daty,2,3)
TimeT XA2 XAL 1 sigma2

0.0 0.87842654 -0.06226122 0.4544647 15.705229

9.9 -0.11252074 3.87504502 58.5978752 19.125278

20.9 -0.06816597 -6.52949353 256.6781273 9.818674

100

80

o )
< -
.’:
o | . -
N .
o
0 5 10 15 20 25 30

FIGURE 4.3 — Sortie obtenue en 3.6 minutes par la fonction HKSPOR_DynProg dans la console de Rstudio (a
gauche) et dans I'onglet plot de Rstudio (a droite), lorsqu’elle estime un modéle de degré 2 a trois régimes.

Console  Terminal

>
>

t_before = sys.time(Q)
HKSPOR_DynProg(datx,daty, 2,3, verbose=TRUE,plotG=T)

[r11l .

TimeT XA2 XAL 1 sigma2
1 0 -0.4673758 14.93695 -26.59844 80.68285
[[211

TimeT XA2 XAL 1 sigma2
1 0.0 0.9748925 -0.8607026 1.462592 12.06170
2 9.5 -0.4537706 13.8244505 -9.109518 29.84817
[311

TimeT XA2 XAL 1 sigma2
1 0.0 0.87842654 -0.06226122 0.4544647 15.705229
2 9.9 -0.11252074 3.87504502 58.5978752 19.125278
3 20.9 -0.06816597 -6.52949353 256.6781273 9.818674

>
>
>

t_after = sys.time(Q)
executed_time = t_after - t_before

100
L

80
L

80

FIGURE 4.4 — Sortie obtenue en 3.6 minutes par la fonction HKSPOR_DynProg dans la console de Rstudio (en
haut a gauche) et dans I'onglet plot de Rstudio (les trois autres graphiques), lorsqu’elle estime un modele
de degré 2 a trois régimes, quand I'option verbose=True.
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4.1.4 Fonction H2SPOR_DynProg

La fonction H2SPOR_DynProg permet d’estimer un modele de régression polynomiale par mor-
ceaux lorsque le nombre de régimes K est a priori inconnu a I’aide des méthodes présentées dans
les sections 3.2.1 et 3.2.2. Lorsque EM=False, le modele est estimé par la méthode de la section
3.2.1, sinon c’est par celle de la section 3.2.2 (c’est le cas par défaut).

Comme le montre la figure 4.5, les résultats obtenus en sortie sont similaires a ceux des fonctions
précédentes (un tableau et un graphique). Le nombre de régimes du modele a estimer étant a

Console  Terminal
xgrid3 = seq(20.2,30,by=0.2)
ygridl = xgrid1A2-xgridi+1+ rnorm(length(xgridl),0,3)

ygrid2 = rep(91,length(xgrid2))+ rnorm(length(xgrid2),0,3)
ygrid3 = -10*xgrid3+300+rnorm(length(xgrid3),0,3)

datx = c(xgridl,xgrid2,xgrid3)
daty = c(ygridi,ygrid2,ygrid3)

#The degree of the polynomials is fixed to 2 and the param
#under continuity constraint.

t_before = sys.time()

H2SPOR_DynProg(datx,daty,2,1)

40 60 80 100

20
s

TimeT XA2 XA 1

sigma2 -
0.000000 1.01562640

-1.173973  1.628691 6.129086 . : : u,

9.416701 -0.22767229  7.721174 28.114331 19.947528 1L : : i
21.199765 0.04797442 -12.769773 338.633675 6.244531 o
t_after = sys.time()

> executed_time = t_after - t_before

>

>
>
>
>
>
>
>
>
> #Inference of a piecewise polynomial regression model on t
>
>
>
>
1
2
3
>

FIGURE 4.5 — Sortie obtenue en 2.1 minutes par la fonction H2SPOR_DynProg dans la console de Rstudio (a
gauche) et dans I'onglet plot de Rstudio (a droite), lorsqu’elle estime un modele de degré 2.

priori inconnu, le nombre de lignes du tableau affiché en sortie correspondra au nombre de ré-
gimes K du modele estimé par la fonction H2SPOR_DynProg.

4.2 Simulations

Dans cette section, nous proposons d’analyser ’algorithme H2SPOR pour des modéles a deux ré-
gimes, cette étude fait I'objet de la section 4.2.1. Nous étudions ensuite les algorithmes HKSPOR,
HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg et Bin_Pen pour des modéles a un nombre quelconque de
régimes dans la section 4.2.2. Nous poursuivons ensuite sur I’analyse de cas difficiles pour les al-
gorithmes H2SPOR_DynProg et Bin_Pen dans la section 4.2.3. Nous terminons enfin par I'estima-
tion a posteriori du nombre de régimes pour HKSPOR_DynProg dans la section 4.2.4. Pour rappel,
les caractéristiques des différentes méthodes sont présentées dans le tableau 4.1.

H2SPOR HKSPOR HKSPOR_DynProg | H2SPOR_DynProg | Bin_Pen
Nombre

non . . . .
quelconque seulement 2 oui oui oui oui
de régimes
Estimation . .

possible a possible a . .

du nombre non . . oui oui
de régimes posteriori posteriori

TABLEAU 4.1 — Tableau des caractéristiques des différentes méthodes.

4.2.1 Analyse de I'algorithme H2SPOR pour des modeles a deux régimes

Dans cette section, nous illustrons le bon comportement des deux méthodes que nous avons pré-
sentées dans les sections 2.3.1 et 2.3.2 et qui sont implémentées dans 1'algorithme H2SPOR avec
EM=False ou EM=True respectivement.
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Nous avons quatre objectifs correspondant a chacune des quatre prochaines sections qui sont (i)
étudier 'impact du nombre d’observations sur 'estimation des parametres, (ii) comparer les mé-
thodes H2SPOR (EM=False) et H2SPOR (EM=True) lorsque les données étudiées présentent un ou
plusieurs points leviers, (iii) vérifier si la méthode détecte un changement de variance lorsque la
dynamique du régime n’est pas modifiée et enfin (iv) étudier I'impact de la contrainte de dériva-
bilité imposée dans I’estimation des parameétres lorsque celle-ci n’est pas vérifiée par le modele.

Impact du nombre d’observations

Lobjectif de cette section est d’étudier I'impact du nombre n d’observations (X;,Y;) sur la qualité
des estimations de ay, 17 et (rg, obtenus par H2SPOR (EM=False). Pour cela, nous testons diffé-
rentes valeurs de n : n =100, n = 200 et n = 500.

Modele de simulation A Nous considérons le modele donné par
2 2
Yi= Y (Pa i)+ 02Uyt X,
k=1

oit le degré des polynomes (pa,)1<k<2 est fixé a8 = 2 et les coefficients sont o? = (1,0.5), al = (-2,5)
era® = (10,-6.5). La variance du bruit est identique dans les deux régimes et vaut o3 = 05 = 2.25.
Les observations (X;)1<i<n sont définies sur [t19 = 0,12 = 9] et sont réparties de facon réguliére avec
un tiers des observations qui se trouvent dans le premier régime et deux tiers dans le second ce qui
correspond a un instant de transition entre les régimes fixé a 1, = 3.

Les graphiques de la figure 4.6 représentent des données simulées suivant le modele A pour diffé-
rentes valeurs de n. Pour chaque valeur de n, nous réalisons 100 simulations indépendantes du

Regression model with n = 100 Regression model with n = 200 Regression model with n = 500
2 R
o |
(=] (=3 o
© o
o |
) 31 81
o |
> ¥ > §7 > ¥
&1 81 &1
=3 S S
0 2 4 6 8
X

FIGURE 4.6 — Données simulées selon le modele A pour n = 100, n = 200 et n = 500 observations. Le vrai
modele est en trait plein et I'instant de transition 1; est représenté par la droite verticale.

modele. A chaque simulation, les estimations ay, T; et S% des parametres ay, T; et 0% sont déter-
minés par la méthode H2SPOR (EM=False). Ces estimations sont comparées aux vraies valeurs des
parameétres dans la figure 4.7.

Les résultats observés sur la figure 4.7 montrent que la méthode d’estimation fonctionne bien.
Les estimateurs des coefficients des polyndmes ne sont pas biaisés et comme attendu la précision
de I'estimation augmente avec n. De plus, nous remarquons que la précision des estimations est
meilleure dans le régime 2 ce qui s’explique par le nombre de points deux fois plus nombreux
dans ce régime que dans le premier. Nous remarquons également que les variances Sf et Sg sont
biaisées vers le bas lorsque le nombre d’observations est modeste. En effet, 'estimation S% de 0%
a ap connus, donnée dans les équations (A.11), correspond a I’estimation biaisée de la variance
(division par le nombre n; d’observations dans le régime i au lieu de n; — 3 en tenant compte du
nombre de coefficients estimés dans le régime). Nous obtenons des résultats similaires lorsque
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FIGURE 4.7 — Boxplots des estimateurs des coefficients des polyndmes a,, des variances Sg et de l'instant
de transition T obtenus par H2SPOR (EM=False), en fonction du nombre d’observations n pour B = 100
répétitions indépendantes du modeéle A. La droite horizontale représente la vraie valeur du parametre.
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I'on étudie 'impact du nombre n d’observations (X;,Y;), sur la qualité des estimateurs ay, T et S%
obtenus par H2SPOR (EM=True) . C’est pourquoi, nous avons choisi de ne pas montrer les résultats
ici.

Avantage de I'algorithme EM en présence de données aberrantes

L objectif de cette section est de comparer les méthodes H2SPOR (EM=False) et H2SPOR (EM=True)
lorsque les données étudiées présentent un ou plusieurs points leviers.

Modele de simulation B Nous considérons le modele donné par
2 2
Yl = Z (pak (Xl) + O-k)IH[kal,Tk[(Xi)y
k=1

ot le degré des polynomes (pa,)1<k<2 st fixé a b =1 et les coefficients sont al =(1,0) eta? = (0,3).
La variance du bruit est identique dans les deux régimes et vaut 0% = 0% = 0.04. Les observations
Xi)1=i<n avec n = 69, sont définies sur [ty = 0, T2 = 8] et sont réparties de facon réguliére. L'instant
de transition entre les régimes est fixé a 1, = 3.

La figure 4.8 présente des données simulées selon le modéle B dans lesquelles nous avons sciem-
ment ajouté deux points leviers, c’est-a-dire que deux observations issues du second régime ont
été placées dans le premier régime. Nous simulons 100 réalisations indépendantes de ce modele.

00 05 1.0 15 20 25 3.0

FIGURE 4.8 —Modéle de régression polynomiale a deux régimes contenant 2 points levier (+). Le vrai modele
est en trait plein et 'instant de transition T, est représenté par la droite verticale.

Pour chaque simulation, les estimations ay, T, et S% des parametres o, T; et 0'% sont obtenus par
les deux méthodes. Dans la figure 4.9, nous ne présentons que les résultats obtenus pour les pa-
rametres du premier régime et de 'instant de transition T;. Nous avons en effet constaté que les
parametres du second régime sont bien estimés par les deux méthodes.

Lexamen des résultats observés sur la figure 4.9 nous permet de dire que le modele a variable
latente est plus souple quant au traitement des points leviers. En effet, H2SPOR (EM=True) donne
de meilleures estimations des coefficients des polyndmes et de la variance du premier régime.
Vraisemblablement, ceci est dii au fait que les deux points leviers sont attribués au régime 2. En
revanche, le modeéle standard (sans variable latente) n'a pas cette souplesse et la pente a{ de la
droite est sur-estimée par H2SPOR (EM=False) a cause de ces deux points. Fort de ces résultats,
dans la suite nous ne considérons plus que la méthode d’estimation associée au modele a variable
latente dans les simulations.
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FIGURE 4.9 — Boxplots des valeurs estimées a;, T et S% par H2SPOR (EM=False) et H2SPOR (EM=True) pour
B = 100 répétitions indépendantes du modele B. La droite horizontale représente la vraie valeur du para-
metre.

Détection d'un changement de variance

Lobjectif de cette section est de vérifier que la méthode détecte un changement de variance lorsque
la dynamique du régime n’est pas modifiée. Pour ce faire, nous proposons d’étudier le modele
suivant, pour lequel nous faisons varier la variance du second régime en lui faisant prendre des
valeurs de plus en plus grandes.

Modele de simulation C (0%) Nous considérons un modele de régression polynomiale constant par

morceaux donné par,
2

Yi=Y (34031, miXa).
k=1
La variance du bruit du premier régime vaut 0% = 0.04 tandis que celle du second régime est une
variable du modeéle et vaudra dans nos tests 0% = 0.09, 0% = 0.25, 0% = 0.64 et 0% = 1. Les ob-
servations (X;j)1<i<n avec n = 100, sont définies sur [ty = 0,12 = 10]. Elles sont réparties de facon
réguliere avec un quart des observations qui se trouvent dans le premier régime et trois quarts dans
le second ce qui correspond a un instant de transition entre les régimes fixé a t, = 2.5.

Les graphiques de la figure 4.10 présentent des réalisations du modele C(G%) en fonction des va-
leurs prises par 0%. Nous réalisons 100 répétitions indépendantes de ce modele pour les diffé-
rentes valeurs de 03. A chaque simulation les estimations ay, T; et Sg des parametres ap, T; et 0%
sont obtenus par la méthode H2SPOR (EM=True). Les estimations ou les erreurs relatives absolues

des parametres sont représentées dans la figure 4.11.

Les résultats obtenus sur la figure 4.11 montrent que la méthode détecte un changement de va-
riance au bon moment et I’estimation du temps de transition est d’autant meilleure que la dif-
férence entre les variances est grande. Nous pouvons de plus observer que I'estimation des pa-
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FIGURE 4.10 - Données simulées selon le modele C(03) lorsque o3 = 0.09 (en haut a gauche), 05 = 0.25 (en
haut a droite), 0% =0.64 (en bas a gauche) et cr% =1 (en bas a droite). Le vrai modele est en trait plein (droite
horizontale) et I'instant de transition T est représenté par la droite verticale.

rametres est correcte dans les deux régimes. Les variances estimées dans le second régime sont
biaisées mais restent proches des vraies valeurs.

Effet de la contrainte de dérivabilité lorsqu’elle n’est pas vérifiée par le modele

L objectif de cette section consiste a étudier I'effet de la contrainte de dérivabilité sur I’estimation
des parametres ay, T; et 0% lorsque celle-ci n’est pas vérifiée par le modeéle considéré.

Modele de simulation D Nous considérons le modéle donné par
2 2
Yi= Z (p(Xk Xi) + O-k)ﬂ['fk—th[(Xi)
k=1

oit le degré des polynoémes (pa,)1<k<2 est fixé a & = 1 et les coefficients sont al = (-1,2) et a? =
(5,—4). La variance du bruit est identique dans les deux régimes et vaut 0% = 0% = 0.25. Les ob-
servations (X;)1=i<n avec n = 61, sont définies sur [19 = 0,12 = 6]. Elles sont réparties de facon
réguliere et la premiere moitié des observations se trouve dans le premier régime, l'autre moitié se
situe dans le second ce qui correspond a un instant de transition entre les régimes fixé a 1, = 3. Il
faut remarquer que le modéle proposé est continu en tout point de [tg, 2] mais la contrainte de
dérivabilité en 1, nest pas vérifiée par ce modeéle.

Nous réalisons plusieurs répétitions indépendantes de ce modele. Pour chaque simulation les es-
timations ap, T; et Sg des parametres o, T; et 0% sont obtenus par H2SPOR (EM=True) sous la
contrainte de continuité seule d'une part et sous la contrainte de dérivabilité d’autre part. Les ré-
sultats observés étant toujours du méme type, nous présentons les ajustements d'une seule simu-
lation dans la figure 4.12. Comme le montre la figure 4.12, 'ajustement des données est mauvais
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FIGURE 4.11 — Boxplots des estimations des coefficients constants des polynémes a‘l] et ag, de I'instant de
transition T et de la variance du bruit du premier régime S%, ainsi que les erreurs d’estimations relatives
absolues faites sur la variance du second régime par H2SPOR (EM=True), pour B = 100 répétitions indépen-
dantes du modele C(c3) lorsque 65 = 0.09, 02 = 0.25, 05 = 0.64 et 05 = 1. La droite horizontale représente
soit la vraie valeur du parameétre, soit une erreur nulle d’estimation.

FIGURE 4.12 - Réalisations du modele D (points) et ajustement des données par H2SPOR (EM=True) (trait
en pointillés) sous contrainte de continuité (a gauche) ou sous contrainte de dérivabilité (a droite). Le vrai
modele est en trait plein et 'instant de transition 1, est représenté par la droite verticale en trait plein alors
que son estimation T; est en pointillé.
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lorsque 'estimation des parameétres se fait sous contrainte de dérivabilité alors que cette hypo-
these n’est pas vérifiée par le modéle. Lors de I'estimation de modéles présentés dans cet article,
il est donc judicieux de bien réfléchir au type de contrainte en fonction des connaissances a priori
sur le modéle.

4.2.2 Analyse des algorithmes HKSPOR, HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg et Bin_Pen

Dans cette section, nous souhaitons illustrer le bon comportement des méthodes que nous avons
présentées dans les sections 2.4.2, 2.5.2, 3.2.2 et 3.3.2 respectivement et qui sont implémentées
dans les fonctions HKSPOR, HKSPOR_DynProg et H2SPOR_DynProg du package HSPOR présenté
dans la section 4.1. Pour faciliter la compréhension, dans la suite nous utilisons ces termes pour
parler de ces méthodes et nous appelons Bin_Pen la méthode de la section 3.3.2.

Nous avons deux objectifs correspondant aux deux prochaines sections qui sont (i) étudier I'inté-
rét de la programmation dynamique en comparant HKSPOR et HKSPOR_DynProg en terme de qua-
lité d’estimation des parametres mais également de temps de calcul, (ii) comparer les méthodes
récursives c’est-a-dire HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg et Bin_Pen sur la détection des ins-
tants de transition lorsque H2SPOR_DynProg et Bin_Pen estimentle bon nombre de régimes d'une
part, sur la qualité d’ajustement des données d’autre part et enfin sur les temps de calcul.

Intérét de la programmation dynamique : HKSPOR VS HKSPOR_DynProg

Dans cette section, nous souhaitons comparer les algorithmes HKSPOR et HKSPOR_DynProg aussi
bien sur la qualité d’estimation des parametres que sur le temps de calcul nécessaire a 1’obten-
tion de ces estimations. Ces deux méthodes prennent en entrée le nombre de régimes, il n'y a pas
d’enjeu sur ce point.

Modele de simulation E Nous considérons le modele donné par

3
Yi= Y (Po i) + 02Uyt X,
k=1

ol le nombre de régimes est fixé a K = 3, le degré des polynémes (po,)1<k<3 vaut d = 2 et les co-
efficients sont o = (~1.22,0,1.25), ol = (7.33,-0.29,-25) et o = (1,12.86,135). La variance du
bruit est identique dans les trois régimes et vaut 0? = 0% = 0% = 0.16. Les observations (X;)1<i<n
avec n = 190, sont définies sur [ty = 1,13 = 12] et sont réparties de fagon réguliere. Les instants de

transition entre les régimes sont fixés a 11 = 3 et 1o = 10.

Le graphique de la figure 4.13 représente des données simulées suivant le modeéle E.

Nous simulons 100 réalisations indépendantes de ce modele. Pour chaque simulation, les estima-
tions asz, T, et S% sont obtenues par les deux méthodes et les temps de calcul nécessaires a ces
estimations ont été enregistrés. La somme des erreurs relatives absolues faites sur les coefficients
a1, oz et as des polyndmes de chaque régime et les estimations des parameétres T, et (rg sont re-
présentées dans la figure 4.14. Dans la figure 4.15 se trouvent les distributions des temps de calcul
nécessaires aux deux méthodes pour estimer le modele.

Les résultats observés sur les figures 4.14 montrent que les deux méthodes d’estimation fonc-
tionnent tout aussi en ce qui concerne I'estimation des instants de transition que celle des co-
efficients des polynomes. On peut observer un léger biais dans I'estimation des coefficients des
polynémes. Les biais relatifs sont assez proches et peuvent s’expliquer par la présence d'un faible
nombre d’observations dans les différents régimes. Finalement, le résultat qui permet de vraiment
distinguer ces deux méthodes est le temps de calcul (figure 4.15). En effet, quand HKSPOR met plus
d’une heure trente a estimer les parametres du modeéle a trois régimes, HKSPOR_DynProg ne met
que 7 minutes.
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FIGURE 4.13 — Données simulées selon le modele E. Le vrai modele est en trait plein et les instants de tran-
sition T et T2 sont représentés par les droites verticales.

Comparaison des algorithmes HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg et Bin_Pen

Dans cette section, nous allons comparer les algorithmes HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg et
Bin_Pen. Contrairement a la section précédente, les méthodes H2SPOR_DynProg et Bin_Pen es-
timent le nombre de régimes. La comparaison des trois méthodes se fera désormais sur la détec-
tion des instants de transition lorsque H2SPOR_DynProg et Bin_Pen estiment le bon nombre de
régimes. Nous étudierons également la qualité des ajustements aux données et les temps de cal-
cul nécessaires a I’estimation du modele. Pour réaliser cette étude, nous proposons de comparer
ces trois méthodes a partir de quatre modeles différents comportant respectivement deusx, trois,
quatre et six régimes.

Modele de simulation F Nous considérons le modeéle suivant,
2 2
Vi= Y (0o i) + 02Uyt X,
k=1

ol le nombre de régimes est fixé a K = 2, le degré des polynomes (po,)1<k<2 vaut d = 2 et les co-
efficients sont o? = (=7.76,2.09), ol = (53.45,-41.86) et a = (0,211.28). La variance du bruit est
identique dans les deux régimes et vaut 0% = 0% = 4. Les observations (X;)1<i<n avec n = 200, sont
définies sur [19 = 1,12 = 10] et sont réparties de facon réguliére. Linstant de transition entre les
régimes est fixé a1, = 3.44. Ce modele a été généré aléatoirement et assure la continuité du modele
au niveau de l'instant 1.

Le graphique de la figure 4.16 représente des données simulées suivant le modeéle F.

Nous simulons 100 réalisations indépendantes de ce modéle et pour chaque simulation, nous es-
timons ce modeéle avec les trois méthodes. H2SPOR_DynProg et Bin_Pen estiment dans 100% des
cas le bon nombre de régimes qui est de 2. Dans le but de comparer I'ajustement du modele F
par les modeles estimés par les méthodes HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg et Bin_Pen, nous
proposons d’utiliser le RMSE (Root Mean Squared Error) qui correspond al’écart-type des résidus,
c’est-a-dire,

et qui indique I'ajustement absolu du modele aux données (différence entre les valeurs observées
Y et les valeurs prédites par le modele Y). Plus le RMSE est proche de 0, meilleur est I'ajustement.
La figure 4.17 représente les distributions des estimations T; et des RMSE obtenues par les trois
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FIGURE 4.14 — Boxplots des erreurs relatives absolues des coefficients a;, a, et az des polyndmes de chaque
régime estimés par les méthodes HKSPOR et HKSPOR_DynProg, ainsi que les estimations des variances Sg
et des instants de transition T, obtenues par ces deux mémes méthodes pour B = 100 répétitions indépen-
dantes du modéle E. La droite horizontale représente soit une erreur nulle, soit la vraie valeur du parametre.
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FIGURE 4.15 — Boxplots des temps de calculs nécessaires a HKSPOR (en heures) et a HKSPOR_DynProg (en
minutes) pour estimer les parametres a3, T et 0%, pour B = 100 répétitions indépendantes du modele E.

80

60

40

20

FIGURE 4.16 - Données simulées selon le modele F. Le vrai modele est en trait plein et 'instant de transition
T; est représenté par la droite verticale.
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FIGURE 4.17 — Boxplots des estimations de l'instant de transition 1; obtenues par HKSPOR_DynProg,
H2SPOR_DynProg et Bin_Pen dans le cas ot les méthodes trouvent le bon nombre de régimes du modeéle
F (soit B = 100) et distribution des RMSE pour B = 100 répétitions indépendantes du modele F. La droite
horizontale représente la vraie valeur de I'instant de transition ;.
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méthodes. Les estimations T} sont comparées a la vraie valeur de l'instant de transition t;. La
figure 4.18 représente la distribution des temps de calcul nécessaires a chacune des méthodes
pour estimer le modéle.
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HKSPOR_DynProg H2SPOR_DynProg Bin_Pen

FIGURE 4.18 — Boxplots des temps de calculs nécessaires a HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg et Bin_Pen
pour estimer les parameétres du modele, pour B = 100 répétitions indépendantes du modele F.

On voit dans la figure 4.17 que H2SPOR_DynProg et Bin_Pen obtiennent de meilleurs résultats
d’estimation de 1; que HKSPOR_DynProg. Malgré ces résultats, les RMSE présentés sur cette méme
figure indiquent que les trois méthodes sont plutdt équivalentes en terme d’ajustement. Pour ce
qui est des temps de calcul, la figure 4.18 indique que Bin_Pen est la plus rapide, elle est suivie
de trés pres par H2SPOR_DynProg. La plus lente est HKSPOR_DynProg qui met plus de 8 minutes a
estimer le modele quand les deux autres en mettent moins de 2.

Modele de simulation E Le modele E est un modele de régression polynomiale a trois régimes
qui a été défini dans la section 4.2.2. Nous simulons 100 réalisations indépendantes de ce modeéle
et pour chaque simulation, nous estimons ce modele avec les trois méthodes. H2SPOR_DynProg et
Bin_Pen estiment le bon nombre de régimes dans 76 et 100 simulations respectivement. Dans les
24 autres cas, les modeles estimés par H2SPOR_DynProg contiennent de 2 a 5 régimes, alors que le
vrai modele en possede 3.

Dans la figure 4.19 nous présentons les distributions des RMSE calculés a partir des 100 modeéles
prédits par les trois méthodes ainsi que les estimations des instants de transitions T; et T, obte-
nues par la méthode HKSPOR_DynProg dans tous les cas (pas d’estimation du nombre de régimes)
et par les méthodes H2SPOR_DynProg et Bin_Pen lorsqu’elles estiment le bon nombre de régimes.
Les distributions des temps de calcul nécessaires a chacune des méthodes pour estimer le modéle
sont représentés sur la figure 4.20.

Les résultats observés sur la figure 4.19 montrent que HKSPOR_DynProg est cette fois-cilégerement
meilleure que H2SPOR_DynProg et Bin_Pen, puisque les instants de transition 1; et T, sont sur ou
sous-estimés avec ces méthodes lorsqu’elles estiment le bon nombre de régimes du modéle E. Les
distributions des RMSE présentées dans cette méme figure montrent que les méthodes restent
équivalentes en terme d’ajustement. Pour ce qui est du temps de calcul, lorsque HKSPOR_DynProg
met en moyenne 10 minutes pour estimer le modele, H2SPOR_DynProg ne met que 2 minutes et
Bin_Pen 1 minute pour estimer le modele.
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FIGURE 4.19 - Distributions des RMSE calculés pour les trois méthodes pour B = 100 répétitions indé-
pendantes du modele E et boxplots des estimations des instants de transition T; et T, obtenues par HK-
SPOR_DynProg pour B = 100 répétitions indépendantes du modele E et par H2SPOR_DynProg et Bin_Pen
dans le cas ot elles trouvent le bon nombre de régimes, c’est-a-dire pour B = 76 et B = 100 simulations du

modele E respectivement. La droite horizontale représente la vraie valeur du parametre.
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FIGURE 4.20 — Boxplots des temps de calculs nécessaires a HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg et Bin_Pen

pour estimer les parameétres du modele, pour B = 100 répétitions indépendantes du modele E.
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Modéele de simulation G Nous considérons le modele suivant,
: 2
Yi= Y (0o i) + 02Uyt X,
k=1

ot le nombre de régimes est fixé a K = 4, le degré des polynomes (pa,)1<k<a vaut & = 2 et
les coefficients sont o = (—4.98,3.87,-32.55,2.07), ol = (34.28,-43.78,453.80,—41.39) et o® =
(0,163.87,—1485.47,283.93). La variance du bruit est identique dans les quatre régimes et vaut
0% == cri = 4. Les observations (X;)1<i<n avec n = 200, sont définies sur [to = 1,14 = 10] et
sont réparties de fagon réguliere. Les instants de transition entre les régimes sont fixés a 1, = 3.44,
T2 = 5.66 et 13 = 6.97. Ce modele a été généré aléatoirement et assure la continuité du modele au

niveau des instants 11, Tp et T3.

Le graphique de la figure 4.21 représente des données simulées suivant le modele G. Nous simu-

30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 4.21 — Données simulées selon le modele G. Le vrai modele est en trait plein et les instants de tran-
sition T3, T2 et T3 sont représentés par les droites verticales.

lons 100 réalisations indépendantes de ce modele et pour chaque simulation, nous estimons ce
modele avec les trois méthodes. La méthode H2SPOR_DynProg (Bin_Pen respectivement) estime
dans 76 cas (1 cas respectivement) le bon nombre de régimes qui est de 4. Bin_Pen estime dans
90% des cas des modeéles a 3 régimes (oubli du premier instant de transition), dans les autres cas
elle estime des modeles a 1 ou 2 régimes. Les modeéles estimés par H2SPOR_DynProg dans les 24
autres cas contiennent de 2 a 4 régimes. La figure 4.22 représente les estimations des instants de
transitions 1;, T2 et T3 obtenues par HKSPOR_DynProg pour les 100 répétitions indépendantes du
modele G (cette méthode n’estime pas le nombre de régimes) et par H2SPOR_DynProg et Bin_Pen
lorsqu’elles estiment le bon nombre de régimes du modéle G. Cette figure contient également les
distributions des RMSE calculés a partir des 100 modeles estimés par les trois méthodes. Enfin, la
figure 4.23 correspond aux distributions des temps de calcul nécessaires a chacune des méthodes
pour estimer le modéle.

Les résultats de la figure 4.22 montrent encore une fois que HKSPOR_DynProg est légerement meill-
eure que H2SPOR_DynProg et Bin_Pen qui vont avoir tendance a sur ou sous-estimer davantage
les instants de transition. D’apres les distributions des RMSE présentés sur cette méme figure,
nous pouvons remarquer que les méthodes HKSPOR_DynProg et H2SPOR_DynProg restent équiva-
lentes en terme d’ajustement, ce n’est pas le cas de Bin_Pen qui, en n’estimant pas le bon nombre
de régimes, est moins bonne en terme d’ajustement. Pour ce qui est du temps de calcul, nous
observons les mémes ordres de temps de calcul que pour les modéles précédents.
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FIGURE 4.22 - Distributions des RMSE calculés pour les trois méthodes pour B = 100 répétitions indépen-
dants du modele G et boxplots des estimations des instants de transition T, T, et T3 obtenues par HK-
SPOR_DynProg pour B = 100 répétitions indépendants du modele G et par H2SPOR_DynProg et Bin_Pen
lorsqu’elles estiment le bon nombre de régimes, c’est-a-dire pour B = 76 et B = 1 réalisations du modele G
respectivement. La droite horizontale représente la vraie valeur du parametre.
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FIGURE 4.23 — Boxplots des temps de calculs nécessaires a HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg et Bin_Pen

pour estimer les parameétres du modele, pour B = 100 répétitions indépendantes du modéle G.

73



CHAPITRE 4. PACKAGE R ET SIMULATIONS

Modéele de simulation H Nous considérons le modele suivant,
J 2
Yi= Y (0o i) + 02Uyt X,
k=1

ot le nombre de régimes est fixé a K = 6, le degré des polynomes (pq,)1<k<6 vaut d =2 et les coeffi-
cients sont 0(% =(1.72,-0.41,1.21,-0.22,0.55,-1.93), ol = (-2.11,1.51,-1.31,-0.16,—0.89,-0.12)
et a® = (—0.69,9.71,0.09,15.96,5.92,54.89). La variance du bruit est identique dans les six ré-
gimes et vaut 0% = = 0% = 0.04. Les observations (X;)1=i<n avec n = 275, sont définies sur
[to = 3,16 = 5.04] et sont réparties de facon réguliere. Les instants de transition entre les régimes
sont fixés a 11 = 3.22, 1o = 3.45, 13 = 3.76, T4 = 4.14 et 15 = 4.61. Ce modele a été généré aléatoire-
ment et assure la continuité du modele au niveau des instants de transition 11 d Ts.

Le graphique de la figure 4.24 représente des données simulées suivant le modele H. Nous simu-
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FIGURE 4.24 — Données simulées selon le modele H. Le vrai modéle est en trait plein et les instants de
transition T; a T5 sont représentés par les droites verticales.

lons 100 réalisations indépendantes du modele H. L'allure des données s’apparentant plus a un
modele de degré 1, pour chaque simulation, nous estimons un modele de degré 1 avec les trois
méthodes. H2SPOR_DynProg estime le bon nombre de régimes dans 89% des cas, dans les autres
cas le modele estimé a 7 régimes, alors que le vrai modele n’en contient que 6. A contrario, Bin_Pen
n’'estime jamais le bon nombre de régimes puisque dans 100% des cas le modele estimé ne possede
que 2 régimes. La figure 4.25 représente les distributions des RMSE calculés a partir des 100 mo-
deles estimés par les trois méthodes et les estimations des instants de transition 17 a 15, obtenues
par HKSPOR_DynProg dans les 100 simulations (pas d’estimation du nombre de régimes) et par
H2SPOR_DynProg et Bin_Pen lorsqu’elles estiment le bon nombre de régimes. Puisque Bin_Pen
estime dans 100% des cas un modéle a deux régimes, nous présentons dans la figure 4.26 'instant
de transition estimé par cette méthode. Enfin, la figure 4.27 représente les distributions des temps
de calcul nécessaires a chacune des méthodes pour estimer le modele.

Les résultats observés sur la figure 4.25 montrent que les estimations des instants de transition
sont meilleures avec H2SPOR_DynProg qu’avec HKSPOR_DynProg. Nous remarquons tout de méme
que la méthode HKSPOR_DynProg ne détecte pas I'instant de transition 17, les estimations T», T3
et T4 sont en fait celles de 13, 14 et 15 et la méthode ajoute un instant de transition a la fin. D’apres
la figure 4.26, Bin_Pen estime correctement l'instant de transition 15 mais passe a coté de tous
les autres. Les distributions des RMSE sur la figure 4.25 vont dans le méme sens et montrent que
H2SPOR_DynProg ajuste mieux ces données. Enfin, en ce qui concerne les temps de calcul, on voit
dans la figure 4.27 que Bin_Pen met en moyenne moins d'une minute pour estimer ce modele. Ce
résultat n'est pas surprenant dans le sens ot le modele estimé ne contient que deux régimes. En
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FIGURE 4.25 — Boxplots des RMSE calculés pour les trois méthodes pour B = 100 répétitions indépendantes
du modele H et distributions des estimations des instants de transition T; a T5 obtenues par la méthode HK-
SPOR_DynProg, pour B = 100 répétitions indépendantes du modele H et par les méthodes H2SPOR_DynProg
et Bin_Pen lorsqu’elles estiment le bon nombre de régimes du modele H, c’est-a-dire pour B=89et B=0

simulations respectivement. La droite horizontale représente la vraie valeur du parametre.
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FIGURE 4.26 — Boxplot des estimations de I'instant de transition obtenues par Bin_Pen lorsqu’elle estime
un modele a deux régimes au lieu de six (B = 100). La droite horizontale représente la valeur du vrai saut le

plus proche soit 15.
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FIGURE 4.27 — Boxplots des temps de calculs nécessaires a HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg (en minutes,
a gauche) et Bin_Pen (en secondes, a droite) pour estimer les parametres du modele, pour B = 100 répéti-
tions indépendantes du modele H.

ce qui concerne les autres méthodes, comme précédemment, H2SPOR_DynProg est plus rapide et
met moins de 3 minutes a estimer le modéle quand HKSPOR_DynProg en met un peu plus de 20.

4.2.3 Exemple de cas difficiles pour H2SPOR_DynProg et Bin_Pen

Dans cette section, nous souhaitons étudier les cas ou H2SPOR_DynProg et Bin_Pen n’estiment
pas correctement le nombre de régimes. Pour ce faire, nous proposons d’étudier 100 modéeles dif-
férents de la forme suivante,

Modéle de simulation I Nous considérons le modele suivant,
3 2
Yi= Y (Po i) + 02Uyt X,
k=1

ol le nombre de régimes est fixé a K = 3 et le degré des polynomes (pq,)1<k<3 vautd = 2. Les coeffi-
cients ag sont générés aléatoirement, mais assurent la continuité de la fonction de lien entreX etY.
La variance du bruit est identique dans les trois régimes et vaut 0% = 0% = 0% = 1. Les observations
(Xi)1=i<n avec n =500, sont définies sur [1g = 1,13 = 100]. Les instants de transition 1 et T, entre

les régimes sont générés aléatoirement, mais vérifient 1) < T < T3.

Nous simulons 100 modéles de ce type et pour chaque simulation, nous estimons le modele avec
les méthodes H2SPOR_DynProg et Bin_Pen. Elles estiment correctement le nombre de régimes
dans 66% et 53% des cas. Nous nous intéressons désormais aux simulations pour lesquelles I'esti-
mation du modele est incorrecte, c’est-a-dire pour lesquelles le nombre de régimes n’a pas été cor-
rectement estimé. Dans la figure 4.28 (figure 4.29 respectivement), 3 (4 respectivement) exemples
types de données simulées pour lesquels H2SPOR_DynProg (Bin_Pen respectivement) n'estime
pas correctement le nombre de régimes sont présentés. Les graphiques de la figure 4.28 montrent
que la cette méthode n'estime pas d’instant de transition lorsque les polynémes de deux régimes
successifs sont trop proches (graphique en haut a gauche), o1 lorsqu'un régime ne contient pas
assez d’observations (graphique en haut a droite). Au contraire, la méthode va estimer trop de
régimes quand les données présentent des ruptures trop abruptes (graphique en bas a gauche).
Ce phénomene peut s’expliquer par le fait que lorsqu’un instant de transition est estimé de fagon
légerement biaisée, la rupture entre les régimes est toujours observable ce qui entrainera l'estima-
tion d’'un nouvel instant de transition qui sera moins biaisé. Ceux de la figure 4.29 montrent que
Bin_Pen n'estime pas d’instant de transition lorsque les polynémes de deux régimes sont trop
proches (graphiques en haut a gauche et en bas a droite), mais également lorsque les deux mo-
deles aux extrémités sont trop proches ou trop abrupts (graphiques en en haut a droite et en bas a
gauche).
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FIGURE 4.28 — Exemples de données simulées (points) pour lesquels H2SPOR_DynProg n'estime pas le bon
nombre de régimes. Le modele estimé par H2SPOR_DynProg est en trait plein. Les droites verticales noires
correspondent aux vrais instants de transition, les rouges aux instants estimés par H2SPOR_DynProg.

FIGURE 4.29 - Exemples de données simulées (points) pour lesquels Bin_Pen n’estime pas le bon nombre
de régimes. Le modele estimé par Bin_Pen est en trait plein. Les droites verticales noires correspondent aux
vrais instants de transition, les rouges aux instants estimés par Bin_Pen.
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4.2.4 Estimation a posteriori du nombre de régimes pour HKSPOR_DynProg

Dans cette section, nous proposons une estimation a posteriori du nombre de régimes optimal
qui serait retenu par la méthode HKSPOR_DynProg. Pour ce faire, nous réalisons cette estimation
pour les modeles E, F et G présentés dans la section précédente. Le nombre de régimes optimal est
obtenu a l'aide du BIC, qui nous permet de comparer les modeles estimés par HKSPOR_DynProg
avec un nombre de régimes différent.

Modele E

Nous simulons 100 réalisations indépendantes du modeéle E qui est un modele a trois régimes.
Pour chaque simulation on estime les parametres du modele et les instants de transition avec
HKSPOR_DynProg pour K allant de 1 a 5 régimes. On choisit le modele a posteriori en conservant
celui qui minimise le BIC et cette méthode estime le bon nombre de régimes (3) dans tous les
cas. Ces résultats sont similaires a ceux obtenus par la méthode Bin_Pen dans les simulations
précédentes du modele E, durant lesquelles nous avons déja montré la qualité d’ajustement aux
données des modéles a trois régimes estimés par HKSPOR_DynProg.

Modele F

Nous simulons 100 réalisations indépendantes du modele F qui est un modele a deux régimes.
Pour chaque simulation on estime les parametres du modele et les instants de transition avec HK-
SPOR_DynProg pour K allant de 1 a 4 régimes. On choisit le modele a posteriori en conservant
celui qui minimise le BIC, nous pouvons voir les résultats dans le tableau 4.2. Ceux-ci indiquent
que le nombre de régimes optimal (selon le critére BIC) est de 2 dans 61% des cas. Ces résultats
sont moins bons que ceux obtenus par H2SPOR_DynProg et Bin_Pen qui estiment le bon nombre
de régimes dans 100% des cas dans les simulations précédentes du modele F. La qualité d’ajuste-
ment aux données du modele a deux régimes estimé par HKSPOR_DynProg a été donné a la section
4.2.2, figure 4.17.

Nombre de régimes 112 |3 |4
Pourcentage de modeles estimés par HKSPOR_DynProg | 0 | 61 | 38 | 1

TABLEAU 4.2 - Distribution du nombre de régimes estimés par optimisation du critére BIC pour B = 100
réalisations indépendantes du modele F a deux régimes.

Modele G

Nous simulons 100 réalisations indépendantes du modele G qui est un modéle a quatre régimes.
Pour chaque simulation on estime les parametres du modéle et les instants de transition avec HK-
SPOR_DynProg pour K allant de 1 a 6 régimes. On choisit le modeéle a posteriori en conservant
celui qui minimise le BIC et cette méthode estime six régimes (au lieu de 4) dans tous les cas. A
I'inverse de Bin_Pen qui sous-estimait constamment le nombre de régimes dans les simulations
précédentes du modéele G, les modeles retenus selon le critere BIC sur-estiment le nombre de ré-
gimes. Selon la forme des données, le critere BIC n’est pas toujours adéquat pour assurer un bon
ajustement et une bonne segmentation des données.

4.3 Discussion

H2SPOR Les simulations réalisées sur les modéles de régression polynomiale a deux régimes,
dans la section 4.2.1, ont permis de montrer le bon comportement des méthodes a deux régimes
présentées dans les sections 2.3.1 et 2.3.2, en particulier lorsque le nombre de données est grand.
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Nous avons montré ’avantage d’utiliser un modeéle a variables latentes et un algorithme EM pour
I'estimation lorsque les données présentent des points levier proches des instants de transitions.
De plus, ces méthodes sont capables de détecter un changement de variance entre deux régimes.
Enfin, nous avons montré I'intérét d’avoir un bon a priori sur le modele afin de ne pas utiliser une
contrainte de régularité qui serait non appropriée aux données.

HKSPOR Lintérét de cette méthode est surtout théorique car trop lente, en particulier a cause de
I'optimisation des instants de transition. Les résultats montrent toutefois une certaine efficacité
dans 'estimation des parametres et des instants de transition.

HKSPOR_DynProg Contrairement a HKSPOR, HKSPOR_DynProg permet un calcul plus rapide des
estimateurs. Malgré une étape d’approximation de la vraisemblance, cette méthode fournit des
résultats satisfaisants, méme si sa robustesse n'a pas été examinée en profondeur dans ce chapitre.
Notons que le schéma de contrainte impose de choisir un modele de degré 3 pour estimer une
trajectoire dérivable, alors que toutes les autres méthodes nécessitent seulement un modele de
degré 2. Enfin le critere BIC, utilisé pour sélectionner le nombre de régimes a posteriori, a tendance
a sur-estimer le nombre de transitions.

H2SPOR_DynProg Malgré une approximation moins précise de la vraisemblance, H2SPOR_Dyn-
Prog fournit des résultats satisfaisants et cela en un temps 5 fois plus court que HKSPOR_DynProg
pour n = 200. De plus cette méthode permet d’estimer le bon nombre de régimes dans au moins
2/3 des cas dans les simulations effectuées. H2SPOR_DynProg est donc sans doute 1'algorithme a
privilégier dans le contexte de notre étude.

Bin_Pen Les résultats numériques obtenus sont plutot hétérogenes : excellents sur les modeéles
E et F ou trés mauvais sur les modéles G et H. L'intérét principal de Bin_Pen réside dans son
caractere évolutif qui pourrait permettre une application a des données on-line.
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CHAPITRE 5. APPLICATION SUR DONNEES REELLES

Dans ce chapitre nous proposons d’appliquer les méthodes HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg
etBin_Pen sur des données réelles de la littérature obtenues par Virkler et al. dans [59] et de Safran
Aircraft Engines. En ce qui concerne les données de Safran, nous proposons, en plus des données
de propagation, d’étudier des données de fluage et de traction qui évoluent selon trois régimes
et qui peuvent étre modélisées par des polynémes. Sachant que les segmentations des données
réelles sont inconnues, ce chapitre n'a pas pour objectif de valider nos méthodes mais simplement
de présenter les résultats de modélisation et de segmentation obtenus par nos méthodes sur les
différents jeux de données étudiés. Par souci de confidentialité, dans la suite du chapitre I'échelle
des graphiques obtenus sur les données de Safran a été volontairement modifiée.

5.1 Données de fluage et de traction

Les performances mécaniques des matériaux mises en jeu a haute température sont dépendantes
du temps, il est donc nécessaire de s’y intéresser a haute température, sous sollicitation constante
sur des durées importantes. Dans de telles conditions, la déformation progressive du matériau est
appelée fluage. Un essai de fluage consiste a mesurer la déformation en fonction du temps. En
pratique un essai de fluage consiste a maintenir une éprouvette a haute température sous char-
gement constant (et non sous contrainte constante) et a mesurer la déformation en fonction du
temps. Lallure classique d'une courbe de fluage est représentée dans la figure 5.1. Cette courbe
permet de distinguer trois stades de fluage avant la rupture :

— le stade de fluage primaire : décroissance de la vitesse de déformation avec le temps;
— le stade de fluage secondaire : évolution constante de la vitesse de déformation;

— le stade de fluage tertiaire : apparition de striction ou formation de vide interne a I'éprou-
vette.

Priacre Secondaine Tertiaire

b s [ 11 Rupaure
A
B

——

Lemps 1

deéfarmation ¢

FIGURE 5.1 — Illustration schématique des différents stades du fluage. La courbe A correspond a un essai
sous chargement constant; la courbe B correspond a un essai sous contrainte constante.

Source web : Essai de fluage.

Un essai de traction permet de déterminer le comportement d'un matériau face au différentes sol-
licitations qu’il peut rencontrer en période d’utilisation. Cet essai, détaillé en annexe A.2, fourni en
sortie des données d’allongement a la rupture en fonction de la force appliquée. L'allure classique
d’une courbe de traction représentée sur la figure A.4 laisse observer trois zones de traction. Les
données obtenues en sortie de ces deux types d’essais (fluage et traction) semblent pouvoir étre
modélisées par un modele de régression polynomiale par morceaux, c’est pourquoi nous propo-
sons de tester nos méthodes sur les données de ces essais fournies par Safran Aircraft Engines.

Les figures 5.2 et 5.4 représentent les segmentations et ajustements obtenus par les trois méthodes
lorsqu’elles estiment un modeéle de degré 2 sur quatre essais de fluage et trois essais de traction
respectivement. Pour HKSPOR_DynProg, le nombre de régimes est a priori fixé a K = 3 (résultat at-
tendu). Nous proposons de comparer la qualité des ajustements obtenus a partir des distributions
des RMSE représentées dans les figures 5.2 et 5.4.
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FIGURE 5.2 — Ajustements et segmentations de quatre essais de fluage (un essai par ligne) par les méthodes
HKSPOR_DynProg (a gauche), H2SPOR_DynProg (au milieu) et Bin_Pen (a droite) lorsqu’elles estiment un
modele de degré 2. Les courbes d’ajustements et les instants de transition estimés par les méthodes sont

représentés en rouge.

Source des données : Safran Aircraft Engines.
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FIGURE 5.3 — Distributions des RMSE calculés a partir des valeurs prédites par les modeles estimés par
HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg et Bin_Pen, pour B = 4 essais de fluage.

La figure 5.2 montre des résultats intéressants avec HKSPOR_DynProg (colonne de gauche), a 'ex-
ception des essais trois (ligne 3) et quatre (ligne 4) pour lesquels la méthode estime un peu trop
tot le deuxieme instant de transition par rapport aux essais précédents. Nous pouvons d’ailleurs
noter que, contrairement aux autres essais, le premier régime n’est pas vraiment présent dans le
quatrieme essai. La méthode H2SPOR_DynProg sur-estime dans la majorité des cas le nombre de
régimes indiqué par Safran (soit K = 3). C’est également le cas de Bin_Pen pour les troisieme et
quatrieme essais de fluage. Dans les deux premiers cas, Bin_Pen estime le bon nombre de ré-
gimes, nous pouvons tout de méme considérer que la segmentation obtenue n’'est pas correcte
puisque I'asymptote verticale observée au début de ces données n’est pas correctement ajustée
par la méthode. Ce résultat n’est d’ailleurs pas surprenant car les polynémes de faible degré ne
permettent pas de capturer cette asymptote. Enfin, la répartition des données du troisieme essai
est un peu différente de celle des deux autres et semble avoir une influence sur les ajustements et
segmentations obtenus par les différentes méthodes. La figure 5.3 indique une meilleure qualité
d’ajustement pour H2SPOR_DynProg, ce résultat est lié au nombre plus grand de régimes estimés
(en particulier pour le troisiéme essai).

La figure 5.4 montre des résultats intéressants avec la méthode HKSPOR_DynProg (colonne de
gauche), en particulier le troisiéme essai de traction pour lequel la méthode estime des régimes si-
milaires a ceux de la courbe de traction de la figure A.4. Dans les deux autres essais la décroissance
du troisieme régime n’'est pas suffisamment importante pour engendrer I'estimation d'un saut.
H2SPOR_DynProg sur-estime tres fortement le nombre de régimes (24 régimes pour le premier es-
sais et 9 pour les autres) indiqué par Safran (soit K = 3). La méthode Bin_Pen estime le premier
régime mais pas le second. Comme précédemment, la figure 5.5 indique une meilleure qualité
d’ajustement pour H2SPOR_DynProg, ce résultat est lié a '’estimation d'un nombre beaucoup plus
important de régimes.
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FIGURE 5.4 — Ajustements et segmentations de trois essais de traction (un essai par ligne) par HK-
SPOR_DynProg (a gauche), H2SPOR_DynProg (au milieu) et Bin_Pen (2 droite) lorsqu’elles estiment un
modele de degré 2. Les courbes d’ajustements et les instants de transition estimés par les méthodes sont
représentés en rouge.

Source des données : Safran Aircraft Engines.
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FIGURE 5.5 — Distributions des RMSE calculés a partir des valeurs prédites par les modeéles estimés par
HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg et Bin_Pen, pour B = 3 essais de traction.
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5.2 Données de propagation de fissures

Dans cette section nous appliquons nos méthodes sur des données réelles de propagation de fis-
sures fournies par Safran Aircraft Engines, cette étude fait 'objet de la prochaine section, mais
également sur des données de la littérature, qui font ’objet de la section 5.2.2.

5.2.1 Données Safran Aircraft Engines

Dans cette section nous appliquons les méthodes HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg etBin_Pen
sur des données réelles de propagation de fissures fournies par Safran. Nous disposons de 19 es-
sais de propagation de fissures courtes réalisés sur des éprouvettes d’'inconel 718, dans des condi-
tions identiques de température T = 450 degrés celsius et de rapport de charge R = 0.05. Dans
la figure 5.6, nous présentons trois de ces essais de propagation et les segmentations et ajuste-
ments associés. Ces essais sont représentés en vitesse % en fonction du facteur d’intensité des
contraintes AK; en échelle bi-logarithmique. La figure 5.7 présente les distributions des RMSE des
trois méthodes calculés pour les 19 essais.
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FIGURE 5.6 — Ajustements et segmentations de trois essais de propagation (un essai par ligne) en vi-
tesse en fonction du facteur d’intensité des contraintes par les méthodes HKSPOR_DynProg (a gauche),
H2SPOR_DynProg (au milieu) et Bin_Pen (a droite), lorsqu’elles estiment un modele de degré 2. Ces es-
sais sont représentés en échelle bi-logarithmique. Les courbes d’ajustements et les instants de transition
estimés par les méthodes sont représentés en rouge.

Source des données : Safran Aircraft Engines.

ATaide du critere BIC, HKSPOR_DynProg estime 3 régimes dans 100% des cas. H2SPOR_DynProg
et Bin_Pen estiment majoritairement un seul régime. En effet, H2SPOR_DynProg estime un seul
régime dans 100% des cas et Bin_Pen estime un seul régime dans 14/19 essais et deux régimes
dans 5/19 essais. Les résultats de la figure 5.6 montrent que les instants de transitions estimés
par HKSPOR_DynProg sont souvent représentatifs d'une rupture dans les données, cette rupture
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FIGURE 5.7 — Distributions des RMSE calculés a partir des valeurs prédites par les modeles estimés par les
méthodes HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg et Bin_Pen, pour B = 19 essais de propagation de fissures
de fatigue.

n’est pas captée par les autres méthodes. Les distributions des RMSE représentés dans la figure 5.7
indiquent que les trois méthodes sont bonnes en terme d’ajustement. HKSPOR_DynProg est 1ége-
rement meilleure car elle estime plus de régimes.

5.2.2 Données de Virkler

Dans cette section, nous proposons de tester nos méthodes sur les données de propagation de
fissures de la littérature (essais de propagation proposés par Virkler et al. dans [59]) que nous
avons présentées dans la section 1.2.3. Nous disposons de 68 essais de propagation de fissures
longues réalisés sur des éprouvettes en aluminium dans des conditions d’essais identiques. Dans
la figure 5.8 nous présentons 3 des 68 essais de propagation et les segmentations et ajustements
associés (estimés en degré 1). Comme précédemment, ces essais sont représentés en vitesse ‘fia;
en fonction du facteur d’intensité des contraintes AK; en échelle bi-logarithmique. La figure 5.9

montre les RMSE des trois méthodes calculés pour les 68 essais.

H2SPOR_DynProg estime dans 100% des cas un seul régime dans les données de Virkler. Bin_Pen
estime dans 67/68 cas un seul régime et une fois deux régimes. Enfin, HKSPOR_DynProg estime a
posteriori deux régimes dans 100% des cas. Les données de Virkler ayant pour objectif de valider
le modeéle de Paris sur le régime 2, ces données appartiennent majoritairement a ce régime, les ré-
sultats obtenus par les méthodes H2SPOR_DynProg et Bin_Pen ne sont pas vraiment surprenants.

HKSPOR_DynProg estime toujours deux régimes sur les données de Virkler nous proposons donc
d’analyser I'instant de transition et les caractéristiques de la fissure au niveau de la transition. Ces
statistiques sont données dans le tableau 5.1. Cette étude statistique a déja été réalisée par Azais

Moyenne Ecart-type Min Max

Longueurs de fissure (mm) 25.34 11.31 11.2 42.2
Instants de transition (nombre de cycles) 174552 65584 55221 308158
AK; (MPay/m) 14.88 4.55 9.22 21.9
K¢ (MPay/m) 18.59 5.69 11.53  27.50

TABLEAU 5.1 — Statistiques concernant les longueurs de fissure au instants de transition, les instants de
transition en termes de nombre de cycles et le facteur d’intensité de contrainte correspondant.

et al. dans [3] apres avoir estimé le modele PDMP qui autorise un saut pour passer du modele de
Paris a celui de Forman (cf. chapitre 1, section 1.3.2) mais également apres estimation du modeéle
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FIGURE 5.8 — Ajustements et segmentations de trois essais de propagation (un essai par ligne) en vi-
tesse en fonction du facteur d’'intensité des contraintes par les méthodes HKSPOR_DynProg(a gauche),
H2SPOR_DynProg (au milieu) et Bin_Pen (a droite), lorsqu’elles estiment un modele de degré 1. Ces es-
sais sont représentés en échelle bi-logarithmique. Les courbes d’ajustements et les instants de transition
estimés par les méthodes sont représentés en rouge.

Source des données : Virkler et al [59].
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FIGURE 5.9 — Boxplots des RMSE calculés a partir des valeurs prédites par les modeles estimés par les mé-
thodes HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg et Bin_Pen, pour B = 68 essais de propagation de fissures de

fatigue.
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a deux régimes (cf. chapitre 2, section 2.3.1), sur ces mémes données. Contrairement aux résultats
obtenus dans [3], qui allaient en faveur d'une transition tardive dans la vitesse de propagation, ce
tableau montre que la méthode HKSPOR_DynProg estime dans 2/3 des cas une transition en dé-
but de courbe. Ce résultat est confirmé par la figure 5.10 qui représente les instants de transition
estimés par Azais et al. dans [3] et celles obtenues par la méthode HKSPOR_DynProg. Nous pou-
vons tout de méme noter que Azais et al. dans [3] ajustent les courbes de longueur de fissures en
fonction du nombre de cycles et utilisent des lois empiriques précises (Paris puis Forman) pour
modéliser ces données. Pour rappel, ces lois empiriques sont congues pour modéliser 1'évolution
linéaire de la vitesse dans le régime 2 (Paris) et son augmentation asymptotique dans le régime
3 (Forman), ce qui explique un instant de transition tardif. Cependant, la modélisation des 68
courbes de propagation a nécessité plusieurs semaines de temps de calcul sur serveur. Dans notre
cas, HKSPOR_DynProg ajuste les courbes de vitesse de propagation de fissure en fonction du fac-
teur d’intensité des contraintes et 'espace de recherche du modele de régression polynomiale par
morceaux considéré est naif par rapport au comportement que peut avoir la vitesse de propaga-
tion de fissure. Cependant, la modélisation des 68 courbes s’obtient en un temps beaucoup plus
raisonnable, c’est-a-dire en moins de trois heures.

300 000

250 000

200 000

150 000

T avec méthode de Azais et al.

100 000

T T T
100 000 150 000 200 000 250 000 300 000

T avec HKSPOR_DynProg

FIGURE 5.10 - Nuage de points des instants de transition estimés par HKSPOR_DynProg (en abscisse) ou par
Azais et al. dans [3] (en ordonnée).

5.2.3 Données de recherche du seuil d’amorcage

Pour obtenir les données du premier régime de propagation il faut réaliser des essais de seuils
d’amorcage de la fissure. Durant ces essais I'objectif est de déterminer le seuil a partir duquel la
fissure ne propage pas. Ces essais sont souvent peu nombreux et pas toujours disponibles. Dans
la suite, nous présentons deux essais de seuil sur lesquels nous avons appliqué nos méthodes. Ces
essais ne sont pas réalisés dans des conditions identiques de température (T = 350 degré Celsius
pour le premier et T = 400 degré Celsius pour le second). La figure 5.11 représente ces deux essais
de seuils et les segmentations et ajusterzlents associés obtenus en degré 2. Comme précédemment,
ag

ces essais sont représentés en vitesse —-* en fonction du facteur d’'intensité des contraintes AK,

en échelle bi-logarithmique. Les distributions des RMSE sont représentés sur la figure 5.12.

Les résultats présentés dans la figure 5.11 montrent que selon I'essai, les méthodes n’estiment pas
toujours le méme nombre de régimes. Les méthodes HKSPOR_DynProg et Bin_Pen n’estiment pas
correctement la premiere partie des données. Ce n’est pas le cas de H2SPOR_DynProg qui estime
des transitions en début de propagation. Comme pour les données de fluage, ces résultats s’ex-
pliquent par le fait que les polynémes de faible degré ne permettent pas de capturer I'asymptote
verticale que nous observons au début des données. Les distributions des RMSE présentés dans la
figure 5.12 vont en faveur de H2SPOR_DynProg qui estime un plus grand nombre de régimes.
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FIGURE 5.11 — Ajustements et segmentations de deux essais de seuil de non propagation (un essai par ligne)
en vitesse en fonction du facteur d’intensité des contraintes par les méthodes HKSPOR_DynProg (a gauche),
H2SPOR_DynProg (au milieu) et Bin_Pen (a droite), lorsqu’elles estiment un modele de degré 2. Ces es-
sais sont représentés en échelle bi-logarithmique. Les courbes d’ajustements et les instants de transition
estimés par les méthodes sont représentés en rouge.
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Source des données : Safran Aircraft Engines.

FIGURE 5.12 — Distributions des RMSE calculés a partir des valeurs prédites par les modéles estimés par les
méthodes HKSPOR_DynProg, H2SPOR_DynProg et Bin_Pen pour B = 2 essais de seuil de non propagation.
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6.1 Conclusion

Dans le but de caractériser la loi d'un essai de propagation de fissure, c’est-a-dire détecter le
nombre de régimes, les instants de transition entre les régimes et la forme paramétrique des dif-
férents régimes, nous avons proposé un modele de régression polynomiale par morceaux soumis
a des contraintes de régularité. Ce choix vient de la souplesse de ces modeles qui intervient dans
le choix du degré des polyndmes mais également des intervalles dans lesquels sont définis ces po-
lyndmes. Suite a cela, nous avons proposé plusieurs méthodes qui permettent ’estimation de ce
modele. Chaque nouvelle méthode étant toujours congue pour réduire les temps de calcul de la
méthode précédente et pouvoir étre exploitable par Safran Aircraft Engines.

Dans cette these, nous nous démarquons de I'état de 'art présenté dans le chapitre 1 par plu-
sieurs points. Nous proposons un modele de régression polynomiale par morceaux pour décrire
les courbes de vitesse de propagation de fissure. Dans I'idée de modéliser un phénomeéne tempo-
rel et continu, nous avons donné la possibilité d'imposer des contraintes de régularité (continuité
et/ou dérivabilité) sur la fonction de lien . Le statut de la variable latente utilisée pour modéliser
I’'appartenance au régime n’est pas un processus de Markov mais correspond a un lissage autour
des instants de transition que I'on cherche a estimer. Afin d’allier la rapidité d'un algorithme ré-
cursif et la souplesse des transitions donnée par un modele a variable latente, nous avons proposé
un algorithme de programmation dynamique pour I'optimisation d'une vraisemblance lissée. En-
fin, nous avons proposé deux méthodes d’inférence récursives qui n'utilisent aucun a priori sur le
nombre de régimes présents dans les données.

Les comportements des différentes méthodes présentées dans les chapitres 2 et 3 pour estimer
un modele de régression polynomiale par morceaux sous contrainte de régularité, ont été étu-
diés au travers de plusieurs simulations dans le chapitre 4. Des simulations ont été réalisées sur
des modeles a deux régimes. Elles ont permis de montrer le bon comportement de la méthode
a deux régimes avec ou sans variable latente, en particulier lorsque le nombre d’observations est
grand. Nous avons montré l'intérét d’utiliser un modele a variable latente et un algorithme EM
pour 'estimation lorsque les données présentent des points aberrants, en I'occurence les points
leviers. Nous avons constaté qu'il est possible de détecter un changement de variance entre deux
régimes avec cette méthode H2SPOR. Enfin, nous avons vu qu'’il est utile d’avoir un bon a priori sur
le modele afin de ne pas utiliser de contrainte de régularité non appropriée aux données.

Les simulations réalisées sur des modéles a un nombre quelconque de régimes nous ont permis
de comparer les différentes méthodes adaptées a ce contexte. Les résultats obtenus indiquent que
malgré une certaine efficacité dans I'estimation des parametres et des instants de transition, la
méthode HKSPOR est trop lente pour étre utilisée et n’est vraiment intéressante que d’'un point
de vue théorique. Contrairement a HKSPOR, la méthode HKSPOR_DynProg réalise une étape d’ap-
proximation de la log-vraisemblance. Malgré cela, cette méthode fournit des résultats satisfaisants
et permet un calcul plus rapide des estimateurs. Nous pouvons tout de méme noter que sa robus-
tesse n'a pas été examinée en profondeur dans les simulations. De plus, le critére BIC, utilisé pour
sélectionner le nombre de régimes a posteriori a tendance a sur-estimer le nombre de transitions.
Comme HKSPOR_DynProg, la méthode H2SPOR_DynProg approche également la vraisemblance
mais de maniere moins précise. Malgré cela, les résultats obtenus sont satisfaisants, d’autant plus
qu’ils sont obtenus en un temps 5 fois plus court qu’avec HKSPOR_DynProg, lorsque n = 200. De
plus, contrairement a HKSPOR_DynProg qui utilise un a priori sur le nombre de régimes, cette mé-
thode estime ce nombre et obtient de bons résultats dans au moins 2/3 des cas dans les simula-
tions effectuées. Les cas limites pour lesquels la méthode n’estime pas le bon nombre de régimes
sont lorsque les polyndmes sont trop proches dans les différents régimes (estimation d'un mo-
dele a un régime) ou lorsque les ruptures sont trop abruptes, ce qui entraine une sur-estimation
du nombre de régimes. Enfin, les résultats obtenus pour Bin_Pen sont plutot hétérogenes. La
méthode peut étre excellente comme trés mauvaise. Lintérét de cette méthode réside simple-
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ment dans son caractére évolutif qui pourrait permettre une application a des données on-line.
H2SPOR_DynProg est sans doute 1'algorithme a privilégier dans le contexte de notre étude.

Dans le chapitre 5 nous avons testé nos méthodes récursives, c’est-a-dire HKSPOR_DynProg,
H2SPOR_DynProg et Bin_Pen sur des données réelles de la littérature ou de Safran Aircraft En-
gines. Cette étude était simplement illustrative dans le sens ou les segmentations réelles de ces
données sont inconnues. Dans ce chapitre nous avons présenté les ajustements aux données ob-
tenus par ces trois méthodes. Les différents résultats obtenus nous permettent tout de méme de
conclure que les polynémes de degré faible ne parviennent pas a saisir des variations trop brutales
et ne sont donc pas adaptés pour modéliser les asymptotes observées sur les données de fluage et
de seuil de non propagation.

Finalement, a ’exception de Bin_Pen qui est issue d'une approche plus empirique pour laquelle
nous n'avons pas obtenu de garanties théoriques ou numériques suffisantes, I’ensemble de ces
méthodes ont été implémentées dans un package R qui se nomme HSPOR et qui est disponible sur
le CRAN.

6.2 Perspectives

Perspectives scientifiques Le choix du degré des polyndmes reste une perspective. En effet,
celui-ci était fixé dans les différentes analyses que nous avons effectuées, mais il pourrait tout
aussi bien étre estimé a posteriori a I’aide d’un critere de sélection de modele tel que le BIC. Dans
le contexte de notre étude, il est tout de méme important de ne pas choisir un degré trop élevé car
dans ces cas 1a, un seul polynome suffirait a décrire I'’ensemble de la courbe, ce qui ne correspond
a notre objectif de détection des différents régimes.

La fonction de lien ¢ est soumise a des contraintes de régularité (continuité et/ou dérivabilité).
Cependant, il n’est pas toujours évident de savoir a priori si la fonction étudiée est dérivable ou
non. Il serait donc intéressant de donner la possibilité a I’algorithme de tester les deux contraintes,
de les comparer en terme de RMSE et de ne donner en sortie que le meilleur résultat. De plus,
nous pourions imposer de nouvelles contraintes, par exemple que la fonction soit doublement
différentiable. L'ajout d’'une contrainte de ce type aura un impact sur la complexité des méthodes
(la matrice a inverser sera de taille plus grande), mais également sur le degré des polyndmes a
partir duquel elle sera applicable.

Nous avons proposé de traiter I'optimisation des instants de transition par une recherche tricho-
tomique pour ces bonnes propriétés d’optimisation. Nous pourrions effectuer une recherche ex-
haustive mais cela serait plus coliteux numériquement ou alors tester une autre méthode d’opti-
misation. C’est une piste a explorer.

La robustesse de la méthode HKSPOR_DynProg n’'a pas été testée durant les simulations. Il serait
pertinent de le faire en réalisant davantage de simulations. De plus, la sélection du nombre de
régimes se fait a posteriori par le critere BIC. Comme nous I'avons énoncé dans la conclusion, ce
critere a tendance a sur-estimer le nombre de régimes. Il serait donc intéressant d’intégrer le cal-
cul du BIC dans I'algorithme pour pouvoir étudier le pourcentage d’amélioration du BIC entre un
modele a K régimes et un modele a K+ 1 régimes. Ce pourcentage d’amélioration est déja inté-
gré dans les regles d’arréts des méthodes H2SPOR_DynProg et Bin_Pen et a effectivement permis
de diminuer le nombre de régimes retenus. Notons que ce pourcentage est aujourd’hui fixé au
sein de ces algorithmes. Il faudrait étudier I'influence du nombre d’observations et/ou du nombre
de régimes (réels et/ou estimés) du modeéle sur ce pourcentage pour pouvoir, a terme, le rendre
dépendant de ces parameétres.
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En ce qui concerne la méthode H2SPOR_DynProg, lorsqu’elle sur-estime le nombre de régimes
en présence d'une rupture abrupte de la pente entre deux régimes, c’est souvent lié a une pre-
mieére estimation biaisée d'un instant de transition que la méthode corrige en ajoutant une nou-
velle transition. Pour pallier ce probleme, il serait intéressant de valider a posteriori le ou les pre-
miers instants estimés par la méthode. Comme les instants de transitions ne sont pas estimés dans
I'ordre, pour pouvoir faire cette étape de validation a posteriori il faudrait ajouter dans le tableau
des résultats obtenu en sortie, 'étape a laquelle chaque instant a été estimé. La grande difficulté
de cette étude est de décider du nombre d’instants a valider a posteriori.

Enfin, la méthode Bin_Pen a 'avantage d’étre évolutive. Il serait donc intéressant de trouver une
nouvelle pénalité qui aurait le comportement asymptotique voulu et qui permettrait d’améliorer
les résultats d’estimation. A terme, nous pourrions implémenter cette méthode dans le package
HSPOR.

Perspectives industrielles Dans I'objectif d’étudier I'impact de la température et de la taille de
grain du matériau sur la dispersion observée dans les données de vitesse de propagation de fissure,
il est nécessaire de disposer de plus de données réelles de propagation mais également de détec-
tion du seuil de non propagation. A partir de ces données, nous pourrions calculer des modeles
moyens par température et par taille de grain. Un modele moyen se définit par la loi des instants
de transition et la loi des parametres de chaque régime qui ont été calculés sur des essais réalisés
dans des conditions identiques. Limpact de la température ou de la taille grain s'observerait au
travers de I'évolution de ces lois.

En ce qui concerne la modélisation des données de propagation, le choix des polynémes est peut-
étre arevoir, dans le sens ou ils ne sont pas adaptés pour saisir les variations brutales comme celles
observées dans les données de seuil de non propagation, mais également car ils sont naifs par
rapport au comportement de la vitesse de propagation de fissure. Il serait intéressant de remplacer
ces polynémes par un ou plusieurs modeles déterministes de type Paris, Forman ou encore Walker
(cf. chapitre 1, section 1.2.2) qui sont bien connus des mécaniciens. Ce remplacement entrainera
la réécriture de la vraisemblance et 'estimation des coefficients des polyndmes sera remplacée
par celle des coefficients de la loi de Paris (Forman ou Walker). Pour utiliser ces méthodes il faudra
faire le calcul théorique des parametres qui maximisent cette vraisemblance.
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ANNEXE A. COMPLEMENT D’INFORMATION

A.1 Essaide propagation de fissure de fatigue

Ce type d’essai consiste a soumettre une éprouvette pré-fissurée a un chargement cyclique, afin
d’établir certaines propriétés fondamentales des matériaux. Les éprouvettes utilisées pour ces es-
sais de propagation de fissure en fatigue sont définies comme sur le plan de la figure A.1. Les

FIGURE A.1 - Plan de référence d'une éprouvette de propagation de fissures.
Source : Safran Aircraft Engines.

essais sont conduits sur des machines asservies, qui doivent pouvoir réaliser plusieurs fonctions
comme : maintenir des cycles de charge constants en amplitude et en valeur moyenne pendant
toute la durée d’un essai; travailler sur une gamme de fréquence; imposer a I'éprouvette diffé-
rentes formes de cycles de charge.

Pour préparer I'éprouvette, des fils lui sont fixés pour I'arrivée du courant et la mesure de la dif-
férence de potentiel. Le processus de mise en charge doit étre identique pour toutes les éprou-
vettes testées dans les mémes conditions. La fréquence de 'essai peut varier selon que 1'on veut
mesurer la vitesse de fissuration a I'air, en milieu corrosif, ou le seuil de non propagation, mais
doit cependant rester constante au cours de |'essai. Celui-ci peut étre mené soit jusqu’a la rupture
de I'éprouvette, soit jusqu’a ce que la fissure atteigne une longueur maximale autorisée par les
normes d’applications des concepts de la mécanique de la rupture. Il doit étre réalisé de bout en
bout sans interruption.

Pour amorcer la fissure de fatigue a partir d'une entaille, les mémes conditions de charge et de
fréquence que celles utilisées pendant I'essai doivent étre appliquées. A la fin de I'essai, nous ob-

tenons les relevés de la longueur de fissure, notée a, en fonction du nombre de cycles testés ¢. La
da

vitesse de propagation de la fissure 77 est calculée par la méthode de la sécante : a partir de 2
couples (a;, t;) et (a;+1, tj+1) on assimile % a la quantité i—‘; = % Le facteur d’intensité des

contraintes AK; est calculé a partir de sa formule (1.3), en considérant une longueur moyenne de
fissure a; = 451,

AKi = Y((/ii)AO'\/ na;,

ol Y(a;) est un facteur sans dimension qui tient compte de la longueur de fissure, de la géométrie
de I'éprouvette et du niveau de contrainte appliqué Ao.

Les relevés de la longueur de fissure en fonction du nombre de cycles doivent satisfaire a deux
exigences contradictoires : ne pas étre trop rapprochés pour que l'erreur due a la mesure ne soit
pas du méme ordre de grandeur que la propagation de fissure entre deux relevés et ne pas étre
trop éloignés pour retenir un maximum d’'informations sur la propagation réelle de la fissure. Ce
phénomene est illustré sur la figure A.2. Une perte d'information est visible sur la courbe rouge,

II



ANNEXE A. COMPLEMENT D’INFORMATION

tandis qu'un surplus d’information est repérable sur la courbe grise. Un compromis entre ces deux
extrémes revient a tracer la courbe verte, qui est plus satisfaisante.

Relevés satisfaisants
—— relevés trop éloignés
Relevés trop rapprochés

04

5000 10000 15000 20000

N (cycles)

FIGURE A.2 - Illustration des exigences a satisfaire.

A.2 Essai de traction sur un matériau

Pour déterminer le comportement d'un matériau face aux différentes sollicitations qu’il peut ren-
contrer en période d’utilisation, ces sollicitations sont reproduites a ’aide d’essais statiques ou
dynamiques, généralement effectués sur des éprouvettes normalisées afin de connaitre les carac-
téristiques chiffrées du matériau (module de Young, allongement, ...). Le schéma de la figure A.3
représente deux types d’éprouvettes normalisées qui sont utilisées pour réaliser un essai de trac-
tion. La longueur calibrée Ly (en mm) de I'éprouvette est liée a la section Sy (en mm?) par la rela-
tion Ly = 5.651/Sy.

Eprouvette cylindrique 5 Eprouvette plate

b
SU:NT avec d > 4 Sp=abavec 7 <8

Une partie calibrée de longueur /o (mm) et de section S, (mm) est définie
entre deux tétes d’amarrage.

FIGURE A.3 — Eprouvettes normalisées.
Source web : Les essais sur le matériau acier.

Durant un essai de traction les tétes de I'éprouvette sont fixées dans la machine de traction et on
va solliciter cette éprouvette en traction uni-axiale jusqu’a la rupture pour déterminer ses carac-
téristiques mécaniques. Le déroulement de I'essai de traction est le suivant (il fait référence a la
courbe de traction présentée dans la figure A.4) :

1. I'éprouvette est au repos, la force de traction F = 0 et 'allongement vaut 0;

2. ontire sur I'éprouvette avec une force F; qui entraine un allongement e; de I'éprouvette;
3. onsupprime l'effort et 'allongement disparait. On est dans la zone élastique du matériau;
4

. on sollicite I'éprouvette avec une force plus importante Fy, cela entraine un allongement e3
de I’éprouvette;
5. on supprime la force F,, mais I'éprouvette ne retrouve pas son état initial. Nous sommes
dans la zone plastique du matériau. Il reste un allongement ey ;

6. on exerce un effort de traction supplémentaire plus important que l'effort F,. Aprés avoir
atteint un maximum, la force décroit et I'éprouvette s’amincit en un endroit appelé zone de
striction, puis il y a rupture. Aprés cette rupture on mesure 1’allongement e, = L;, — L.

III
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W02 JaI0EPO0L MMM

0 Allongement

=

el e2 e3 e4

FIGURE A.4 - Diagramme conventionnel d'un essai de traction.
Source web : Cours essai de traction.

Lévolution de I'éprouvette durant I'essai est représentée dans la figure A.5.

I

Zone d'élasticité ~ Zone de plasticité Zone de
du matériau du matériau striction

(=:

FIGURE A.5 — Evolution schématique de I'éprouvette durant I’essai de traction.
Source web : schéma inspiré du cours essai de traction.

A.3 Deux méthodes d’optimisation du chapitre 2

Cette annexe a pour but de présenter deux méthodes d’optimisation abordées, mais non détaillées
dans le chapitre 2.

A.3.1 Recherche trichotomique

La recherche trichotomique consiste a déterminer le maximum d’une fonction concave W définie
sur un intervalle de temps connu [m, n]. Cet intervalle est ensuite divisé en trois parts égales de
longueur h = =m+ het t, = n— h al’étape suivante.

— SiW(#;) = W(#), on recommence la procédure sur [t1, n];
— SiW(#1) > W(#2), on recommence la procédure sur [m, t»].
Dans notre cas,
— l'intervalle [m, n] correspond a I'intervalle des observations X;, c’est a dire [1¢, Tx];
— 1 et 1 sont deux instants de transition que nous comparons;

— dans le cas de la méthode standard (sans variable latente) a deux régimes,
W(1) = £L(t,a5(1),S5 (1),
définie dans I'équation (2.16).
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Nous arrétons l'algorithme trichotomique lorsque la différence entre les deux bornes de 'inter-
valle est plus petite qu'une valeur seuil fixée. D’autres méthodes numériques sont possibles, nous
pouvons par exemple citer 'algorithme de Nelder-Mead, proposé par Nelder et Mead dans [35].

A.3.2 Programmation dynamique

La programmation dynamique est une méthode algorithmique utilisée pour résoudre des pro-
blemes d’optimisation, dont le concept a été introduit au début des années 1950 par Richard
Bellman dans [6]. Elle consiste a résoudre un probleme en le décomposant en plusieurs sous-
problemes, puis a résoudre les sous-problémes en sauvegardant les résultats intermédiaires. C’est
un paradigme alternatif a celui de «diviser pour mieux régner» qui se décompose en les trois étapes
suivantes :

— diviser : on divise les données initiales en plusieurs sous parties;
— régner : on résout récursivement chacun des sous problemes associés;
— combiner : on combine les différents résultats pour obtenir une solution au probleme initial.

Contrairement a ce paradigme, la programmation dynamique tient compte du fait que les sous-
problémes sont liés entre eux et permet, a 'aide de ces deux formes récursive ou itérative, d’éviter
les appels récursifs redondants en stockant les valeurs intermédiaires.

Les deux formes que peut prendre la programmation dynamique sont les suivantes :

1. Une forme récursive appelée «Top Down» : on utilise directement la formule de récurrence
et lors d'un appel récursif on regarde dans le tableau de mémaoire cache si le travail n’a pas
déja été effectué avant d’effectuer un calcul;

2. Une forme itérative appelée «Bottom Up» : on résoud d’abord les sous problémes de la plus
petite taille, puis ceux de la taille d’au dessus. Au fur et a mesure on stocke les résultats
obtenus dans un tableau de mémoire cache. On continue jusqu’a la taille voulue.

Un des principaux champs d’application de la programmation dynamique est la résolution de
problemes d’optimisation. Il s’agit de problemes dont chaque solution posséde une valeur. On
cherche alors une solution de valeur optimale (minimale ou maximale). Cormen et co ont exposé
dans [17] quatre étapes dans la conception d'une solution optimale :

1. caractériser la structure d'une solution optimale;

2. définir par récurrence la valeur d’'une solution optimale;

3. calculer la valeur d'une solution optimale par une méthode Top Down ou Bottom Up;
4. construire la solution optimale.

Un exemple élémentaire de programmation dynamique est la pyramide de nombres. Dans cet
exemple, I'objectif est de déterminer le chemin, partant du sommet pour aller vers le bas, qui
maximise le total des nombres traversés. Dans la figure A.6, le total maximal des nombres traver-
sés est de 23 et le chemin des nombres traversés est représenté en rouge. Réaliser cette étude au
travers d’un algorithme naif consisterait a étudier 'ensemble des 8 chemins possibles puis a choi-
sir celui qui a le plus grand total. Sachant qu’une pyramide & n niveaux contient 2"~ chemins, cela
reviendrait a effectuer 2" — 2 calculs, ce qui serait tres rapidement impraticable pour une valeur de
n grande. Le paradigme de la programmation dynamique permet donc d’obtenir un algorithme
efficace en définissant des sous problémes et en écrivant une relation de récurrence.

Nous notons,
— xla position dans la pyramide;
— v(x) le nombre écrit a cette position;

— c¢(x) le total des nombres traversés dans un chemin maximal issu de x.
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3
-
7 4
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9 5 9 3

FIGURE A.6 — Pyramide de nombres avec son chemin optimal en rouge.

Les sous problemes consistent a calculer les valeurs de c(x) pour tout x. La valeur de la solution
optimale est c(x) et la solution en elle-méme est la liste des x qui composent le chemin maximal.
La relation de récursivité peut s’écrire de la facon suivante,

— ¢(x) = v(x) pour tout x situé a la base de la pyramide;

— cx)=vx)+ max(c(xg), c(x4)) pour tout autre position x ou Xg et x4 sont les enfants de x.

Le calcul de c(x) maximal peut se faire a I'aide d'un algorithme itératif ascendant en stockant les
valeurs déja calculées dans un tableau, soit a 'aide d'un algorithme récursif descendant avec mé-
moisation (terme informatique désignant la mémorisation des valeurs retournées par une fonc-
tion). Limportant est de conserver dans un tableau les valeurs intermédiaires. La séquence des
calculs effectués par la relation de récursivité définie ci-dessus est indiquée en gras :

11 13 15
9 5 9 3 9 5 9 3
23
20 19 20 19
11 13 15 11 13 15
9 5 9 3 9 5 9 3

FIGURE A.7 — Séquence des calculs effectués par la relation de récursivité.

A.4 Estimation d’'un régime sous contraintes

Nous présentons ici la méthode d’estimation d’un régime (ie @ et S?) sur un intervalle donné avec
des contraintes aux bornes pour résoudre le probléme d’optimisation de I’équation (2.36).

A.4.1 Modele de régression polynomiale par morceaux sur un régime constraint
Fonction de lien

Soit T) et T, fixés et connus. Soit x, y, X et y fixés. Dans cette partie, nous travaillons dans un régime
quelconque borné par T; et T2. On note,

)
pa(0) = Y @Dx,
=0

la fonction de lien du régime défini sur l'intervalle [T,,T2[ et G2 la variance dans ce régime.

VI



ANNEXE A. COMPLEMENT D’INFORMATION

Contrainte de régularité

Les hypotheses de régularité soumises a la fonction de lien deviennent une contrainte de valeur
aux bornes :

A (T1, %) < pa(T1) = x.

(11, x) — :(T1,x) vraie et pg(T1) = X.

Log-vraisemblance

Notre objectif est d’estimer les paramétres inconnus & et 3> en maximisant la log-vraisemblance
suivante qui s’écrit (2 une constante additive pres),

Lo (Yi-paXn)
2L 108(82)+l§+ [[SEA{%OP

1=

L5357 = -

A.4.2 Maximum de vraisemblance a un régime contraint
Propriété du maximum de vraisemblance en a et S°

Le probléme de maximisation de la log-vraisemblance en (&,S?) sous contrainte de régularité
Ay (T1,X) V (T2, ) ou oy (T1,X) A &y (T2,y) avec * € {c,d} s'écrit

@0%) = argmax L, 01(@S?). (A1)
as?
A (T1,X) V (T2, ))
sous ou

.$2¢* (:[:1, x) A\ '52{* (:i:?_’ y)

Nous nous proposons de résoudre ce probleme par la méthode des multiplicateurs de Lagrange.
Dans la suite, nous introduisons des notations et objets mathématiques utiles pour exploiter nos
algorithmes d’optimisation.

Le moment d’ordre r des observations X; sur 'intervalle [T, To[ s’écrit fi’,

n
A=) X[ 17 <X, <% (A.2)
i=1
De méme, nous définissons V" de la facon suivante,
n
V=) XiYilg <xi<- (A.3)

i=1

A partir de ces notations, nous introduisons la matrice carrée M de taille (5 + 1),

M=[a@° @', ..., @°],
ol
@t = (b b syt
ainsi que le vecteur Y de taille (§ + 1),
¥=@E°, ¥, 90N
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De plus, nous définissons les vecteurs u,, j(w), w >0, et v ; tels que,

Uejlw) = (w??,w??_l,...,w)[,

~ _ =8 =b-1

vC,j - (Tj;Tj v---v]-);
ol creprésente la contrainte de continuité o/, (71, x), si j = 1 et & (T2, y), si j = 2. Nous définissons
également

fgj(©) = O = Gt !, 6-DT)?, ..., 0,
Uaj = Oxue; = (67) ', B-DIT2,...,0),
ou d représente la contrainte de dérivabilité o/;(T1,x), si j = 1 et &;(T2,y), si j = 2. Enfin, nous
définissons les matrices carrées M. (w) et M4 (w) ainsi que les vecteurs y. et y4 tels que :
— Sous la contrainte <#, (T1, x), avec * € {c, d}, ces matrices sont de tailles (0+1)+1et (d+1)+2

et s’écrivent,

)’]C,] 0 0
) , Mg(w) =741 0 0 , (A.4)
M dei(w) g (w)

D’cyl 0

Me(w) = ( M 1)

et les vecteurs y, et y4 sont définis par,

Vo= (;) Va= (A5)

=<t & &

— Sous la contrainte <7, (T1, X) A &, (T2, y), avec * € {c, d}, ces matrices sont de tailles (§ + 1) +2
et (0 +1) +4 et s’écrivent,

Ue,1 0 0 0 0
e 0 0 Va1 0 0 0 0
M(;((D) = ’1752 0 0 , Md (w) = ’170'2 0 0 0 0 , (A.6)
M G  le(w) Vg2 0 0 0 0
M Ui Ugi(w) Uep(w) Ugo(w)
et les vecteurs y,. et Y4 sont définis par,
x
X X
Ye=|Y|» Ya=|V]|- (A7)
Y y
Y

Nous notons V(a), I'estimateur empirique de la variance dans le régime défini sur l'intervalle
[%1,T2[ tel que pour tout @ € R%*1,

(Vi — palXi))* 1z, <x, <7

n

M=

V(@ = =

/[I{"fl <X; <"F2}
=1

=
Le probléme d’optimisation de I’équation (A.1) est partiellement linéaire. Ce résultat est énoncé
dans la proposition 18 et sera démontré en annexe A.5.3.

Proposition 18. Loptimum (a, S2) du probléme d’optimisation (A.1) sous la contrainte de régularité
Ay (T1,X) V ol (T2, y) ou A (T1,X) N o (T2,¥) avec * € {c,d}, vérifie ce systeme

{ M. (S?)(\, @)* Yoo

§? = V(@. (A.8)

oit A € R sousAc(T1,%x) V A (T2,y), A € R? sousAy(T1,%) V Ly(Ta,y) 0UA(T1,%) A Le(T2,y), A €R?
sousAy(t1,x) N y(Ta,y) estle multiplicateur de Lagrange.
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Algorithme d’optimisation en 4 et S?

La proposition 18 permet de définir un algorithme de point fixe d’approximation de 'optimum de
(A.1) sous la contrainte de régularité <7, (T1,X) V &, (T2, y) ou . (T1,X) A (T2, y) avec * € {c,d}.
Le passage de I'étape (i) al’étape (i + 1) s’écrit de la fagon suivante,

. . o1
(AG+D gl+Dye  — §Np, (Sz()) Ve,
gz(i-*—l) V(ﬁ(H—l)).

A.5 Résolution des problemes d’optimisation sous contrainte de régu-
larité sur le modele sans variable latente.

Dans les problemes de maximisation de cette annexe nous souhaitons estimer les parametres ax
et 0% par maximum de vraisemblance sous contrainte de continuité ou dérivabilité. Nous sommes
dans le contexte d'un probléme d optimisation sous contraintes d’égalités dans lequel la fonc-
tion a optimiser et les fonctions de contraintes sont différentiables par rapport aux parametres. Le
nombre de contraintes peut varier en fonction du type de contrainte (continuité ou dérivabilité)
et du probleme étudié. Pour résoudre ces problemes d’optimisation nous proposons d’utiliser la
méthode des multiplicateurs de Lagrange. Dans la suite, nous introduisons des notations qui per-
mettront d’expliciter le systéme d’équations nécessaire a la recherche d'un point critique. Soit & le
degré fixé des polynémes, alors pour 1 < k <K, on note a%, TR “2 les coefficients du polynéme
Pq, durégime k, avec ai le coefficient devant le terme de plus haut degré et ag le terme constant.
A partir de ces notations, ax peut se réécrire sous la forme suivante,

— (A0 0 5 0 5 0!
aK_(al al az az aK aK) .

A.5.1 Optimisation a deux régimes

Dans cette partie nous nous rapportons a la section 2.3.1 qui nous place dans le contexte ol le
nombre de régimes est fixé a K = 2. En travaillant a T; fixé, notre objectif est de résoudre le pro-
bleme de maximisation suivant,

A A2 2
(6p,65) = argmax Z(Ty,a,,85),
az,Sg
sous <7, (To)

ou Z(Ty,ay, S%) est la log-vraisemblance du modele sans variable latente de la section 2.2.1 qui
s’écrit (a2 une constante additive pres),

122 2 Y: — (X') 2
ZL(T1,,,85) = SrX log(S3) + % Trey el Ki).- (A.9)
i=1k=1 St

Sous I'hypothese de continuité </.(t»), la fonction de contrainte g(ay) s’écrit
q(@az) = pg, (T1) —pg,(T1) = 0.

Dans la résolution du probleme de maximisation sous contrainte de continuité, il est facile de véri-
fier que la condition de surjectivité de la différentielle de g(ay) est vérifiée. De ce fait, le lagrangien
L q(@2,S2% A) : R® — R peut s'écrire,

Le,q(@2,85,0) = £(T1,a,85) — Aq(az), (A.10)

ol A € R représente le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte g(ay). Nous allons donc
chercher les parametres qui réalisent le maximum sous contrainte de (A.9) parmi les points cri-
tiques de (A.10). En reprenant les notations des équations (2.10) et (2.11), la recherche d'un point
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critique se fait par la résolution du systéme de dimension 2(5 + 1) + 3 suivant,

Pa, (T1) =g, (T1) =0
Vo = af pf5+---+a? p?+)\S%T15

5-1_ 6 ,,26-1 0,,6-1 27 5-1
Vit =al uP T et ay u) T +ASTT
0_ 6,0 0,0 2
N 1 T
vy =dy U530+ +a, Py —AS5Ty
vl =ad p2® 1 4.+ ad pd-t - AS2T, 0!
5. (A.11)

0_ 8,8 0,0 2
Vo =dy M5+t dy iy —ASS

n
Y (Yi—pay Xi)*Ix; <1y
i=1 !

2 _
S1 = -
> Iix; <ty
. i=1 !
52 El(Yi—Paz(Xi))zﬂ(xiz'rl}
2= :

n
E] Tix;>my)

Nous remarquons que ce systeme d’équations n'est pas linéaire en les coefficients. En revanche,
si Sg est considéré connu dans les 2(8 + 1) + 1 premiéres équations, alors celles-ci sont linéaires en
a, et A. En effet, a Sg connu, le vecteur des parametres (A, ap) vérifie

Mc(S5) (A, a2)" = ¢,

avec M, et Yy, définis dans les équations (2.12) et (2.13) de la section 2.3.1. La résolution de ce
systeme linéaire nécessite que M, soit inversible. D’autre part, si a, est connu alors Sg s’obtient par
la formule de I'estimateur empirique de la variance détaillée dans les deux dernieres équations du
systeme (A.11). Ce résultat entraine la proposition 3 et 'algorithme itératif 2.3.1 qui alterne entre
les résolutions a Sg fixé et a a, fixé. La démarche est identique sous contrainte de dérivabilité qui
s’écrit
{ gi(az) = pg, (T1) —pg,(T1) =0
g2(az) = Pg, (T1) —Pg, (T1) = 0.

La recherche du point critique se fait par la résolution du systeme de dimension 2(d + 1) +4 et qui
justifie les équations (2.12), (2.13) et (2.15) de la section 2.3.1,

Pa, (T1) =g, (T1) =0

Pa, (T1) = pPa, (T1) =0

V? = a? pfé +e+al p? + AIS%TIS + 6)\28§T16_1

VOl =gl 20t g g0 @1 A S2T 07 4 (8- 1)AR 82T, 072

V=adpl+ - +al pf+ 82
A ag p§6+---+ag Mg—Alnglﬁ—ﬁ)\zngls_l
{ Vv = ag }1%6_1 +-eo 4+ ag pg_l _)\lnglS—l —-(0- 1))\2ng18_2

0_ 8D . .0 0,0_y Q2
Vo =y My ¥eeetdy Wy A1S;
gl(Yi_pal X2 x, <1y

2 _
Sl - n
2 Ixy<my)
n i=1
) igl(Yi—paz(xi)Jzﬂ(xizTI)
S5 =

n
El Tix;>1))
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A.5.2 Optimisation a un nombre de régimes K quelconque

Dans cette partie, nous nous rapportons a la section 2.4.1 qui nous place dans le contexte ol le
nombre de régimes K est considéré quelconque. A Tx_; fixé, nous souhaitons résoudre le pro-
bléme de maximisation suivant,

N A2 2
(ag,0%) = argmax £ (Tx-1,ag,Sg),
aK,Sﬁ
sous </, (Tk)

ou £ (Tx_1,ak, Si) est lalog-vraisemblance du modele sans variable latente de la section 2.2.1 qui
s’écrit (a2 une constante additive pres),

(Yi ~ Pay (Xi))z
2

k

f(TK—LaK,S%) =- Ty T X5).

N~

n K
Y3 |log(S%) +
i=1k=1

En suivant le raisonnement de la section précédente et en reprenant les notations des équations
(2.26) et (2.27), larecherche du point critique sous contrainte de continuité se fait par la résolution
du systéme de dimension K(8 + 1) + 2K — 1 suivant, qui correspond aux équations (2.28), (2.30) et
(2.31) de la section 2.4.1,

pu1 (Tl) - pdz (Tl) = 0
pﬂz (TZ) - pﬂ3 (TS) = 0

pﬂK,l (TK—I) - paK (TK—I) = 0
v%:a1 %1 -;---+a(1) p§5+)\618%T15 5
Vi =a) pf ‘1+---+a(1) p1‘1+)\18%T1 -1

0 5 ,,06 0,0 2

O A e T

V%:“Z };52 2-';5”1.+a2 p20_)\51812T1 +2AZS§2’II‘2 2 5-1
5 o M50 et ay uy —ASSTIT + A SSTR0

0_ 8,8 0,,0 2 2
Vo =a; M+t dy Uy —A1S5 + A2S)
) ) 5 ,,28 0,06 2 )
vg :1 & EK 243; 1 K ”Ko_ )EKIISKTK_Iz 5-1
VR =ag Mg et ag ug o — Ak-1Sg Tk

0 _ 8,84 ... 00,0 _ 2
VK = Ay Bg oot g Hg Ax-15%
1(Yi—Pal X Ux; <1y

2 _ i=
S1= - ,,
igﬂ{xial}
n
, Zl(Yi_paz X)) Uy <x; <1y}
i=
82 = n
El Tyry <x; <o}
- 2
) _Zl(Yi_paK(Xi)) Tix; =T 1}
Sz ==
K

n
El Ti=mx 1)

La démarche est identique sous contrainte de dérivabilité. La recherche du point critique se fait
par la résolution du systeme de dimension K(d + 1) + 3K —2 suivant, qui correspond aux équations
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(2.29), (2.30) et (2.31) de la section 2.4.1,

pul (Tl) - p[lz (Tl) = 0
Pa, (T1) =Pa, (T1) =0

Pax_, (TK_I) — Pag (TK—I) =0

Pax, (Tk-1) = Pax (Txk-1) =0

V0= ad 2 1l 0 + Ay S2T,0 + 5A,S2T, 0!

Véli—l — a? “%5—1 Foeeet “(1) p.?_l + )\lszlS‘l + (86— 1))\ZS%T16_2

O=ad Wb+ +ad pd+ 282
Vg = ag },@6 4+t ag }.lg - )\18§T15 - 6)\28§T16_1 + )\38%T26 + 5)\4S%T26_1
Vi =ad p20 4+ al 8 = Ay S3T O — (8- DARSZTI®72 + A3S3To0 ! + (8 — DA4SET,02
vi=ad pd+---+ad pd — A1S2 +A3S2

o _ 0,6 2 ) 2 6-1
VI5< : ay Mg +ee+ ay Mg — )\(2(K—1)—1)SKTK—1 - 6)\2(K_1)SKTK_1
A%

~1_ 5 25-1 0 5-1 2 5-1 2 -2
} Sag U Hetag iy~ Aek-n-nSgTk-1""" — (6 — DAgk-1)Sg Tk-1

0_ 5,8 0,0 2
Vi = g Kt g g - Aek-1-1Sk

2 (Yi—pg (Xi))zﬂ(xial;

2 _ i=1
ST= : m
> Ix, <ty
. i=1 !
) Zl(Yi_paz X)) U, =X, <Ty)
i=
S;= .
Elﬂmsxidz)
¢ 2
) Z](Yi_paK(Xi)) Tx;>my 1)
S¢ ==
K

n
,Zl Tx;2Tx_1}

Ces deux systemes justifient la proposition 5.

A.5.3 Optimisation a un régime

Dans cette partie, nous nous rapportons au probléeme présenté en annexe A.4 dans lequel nous
travaillons sur un régime unique défini sur [T1,T2]. X, y, X et y sont des valeurs fixées et nous
souhaitons résoudre le probléeme de maximisation donné par

«,6% = argmax L 51@,5°),
@S2
.Qf*(:fl,x) \Y éz{*ﬁZ;J/)
sous ou

Ay (Tfl, X) N oy (:i:Z,y)

ol &Lz, 5,14, S2) est la log-vraisemblance définie (a une constante additive pres) par

2
=~ 1 & ~ Y, —paX;)
g[:ﬁﬁz[(a,sz) = _E Z log(sz) + (l%—[;l) 1][71,?2[(Xi)‘
i=1
Onnote @, ---, a® les coefficients du polyndéme pg, avec @ le coefficient devant le terme de plus

haut degré et a° le terme constant.
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En suivant le raisonnement de ’annexe (A.5.1) et en reprenant les notations des équations (A.2) et
(A.3), nous détaillons dans les deux prochaines sections les différents systemes d’équations a ré-
soudre pour la recherche d'un point critique, en fonction de la contrainte de régularité appliquée.

Résolution du probléeme d’optimisation sous contrainte de continuité

Sous la contrainte A.(T1, x), la recherche du point critique se fait par la résolution du systeme de
dimension (8 + 1) + 2 suivant, qui correspond aux équations (A.4), (A.5) et (A.8) de 'annexe A 4,

pa(T1)—x=0
V=% i+ +a° 0+ NSO
'\7571 — 55 ﬁ2571 4ot g0 rj_ﬁfl +)\82:[~.21571

W=+ +a fi®+AS?

n
Zl(Yi _Pﬁ(Xi))Zﬂ{?lin<?Z}
=

5 -

n
El T, <x;<%p)

Sous la contrainte A.(T2,y), la recherche du point critique se fait par la résolution du systéme
précédent dans lequel il faut remplacer T; par T, et x par y.

Sous la contrainte A;(T1,x) A < (T2,¥), la recherche du point critique se fait par la résolution
du systeme de dimension (8 + 1) + 3 suivant, qui correspond aux équations (A.6), (A.7) et (A.8) de
I'annexe A.4,

pa(t1)—x=0

pa(t2)—y=0

VO =a® i + .-+ a0 {0 + A S%70 + A,5%%

VOl =g 207 4 g0 O 4 N S2R0 T 4 A, 8270

VW= 0+ +a u®+ 152+ 1,82
n
_ zl(Yi—pa(xi))zﬂmsx@;

§*=

n
El T, =x; <Fo}

Résolution du probléme d’optimisation sous contrainte de dérivabilité

Sous la contrainte A; (T, x), la recherche du point critique se fait par la résolution du systeme de
dimension (8 + 1) + 3 suivant, qui correspond aux équations (A.4), (A.5) et (A.8) de 'annexe A.4,

pa(T)—x=0

pa(t)) —x=0

VO=a® i+ + @ [0+ A S22 + 51,5270

VOl =g 24 GO O+ A S2ROT 4+ (5 - DAL

W= pd+---+a° 1+, 52

n
- zl(Yi—pa(xi))2ﬂ<flsxi<f2>
§t==C

n
'21 T, <X, <)
=

Sous la contrainte A4(T2,y), la recherche du point critique se fait par la résolution du systeme
précédent dans lequel il faut remplacer T, par T, et x par y.
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Sous la contrainte A4 (71, x) A <;(T2,y), la recherche du point critique se fait par la résolution du
systeme de dimension (8 + 1) + 5 suivant et qui correspond aux équations (A.6), (A.7) et (A.8) de
I'annexe A.4,

pa(T1))—x=0
pa(T)—x=0
pa(t2)—y=0
pa(T2)—y=0

Vo =g p25+ +a ® +A1'§2¥5+6)\2§2~5—1+A3§2%5+6A S239-1
I W= 1. 430 Wd 1+)\ §270- 1+(8 1))\282~5 2+)\382~8 L+ (8- 148?752
V= W+ +a p®+ 152+ 1382

n
< Zl(Yi —paXi)? Uz, =x; <)
Se== .

n
El U7, =X, <o}

La proposition 18 et I'algorithme A.4.2 sont donc justifiés.

A.6 Résolution des problemes d’optimisation sous contrainte de régu-
larité pour le modele a variable latente.

Dans cette annexe, nous nous rapportons a la section 2.3.2 qui nous place dans le contexte ou le
nombre de régimes est fixé a K = 2. A T; fixé, nous proposons de résoudre le probléme de maxi-
misation suivant, qui doit étre résolu a chaque itération de I'algorithme EM, par la méthode des
multiplicateurs de Lagrange.

(+1) 1
(a;”D,S% ) = argmax W(Tl,(az,Sg),(aé,Sg )).
az,Si
sous <, (To)

Nous avons vu 2 la section 2.3.2 que la maximisation de w(Tl, (@2,S5), (aé,Sgl)) en (az,S5) était

équivalente a celle de

132 (Y; — pa, X))? l
-~ ) |log8H+ lp+ faxy (21X, Y, T1,a5,83)
203 S7

En suivant le raisonnement de 'annexe A.5.1 et en reprenant les notations des équations (2.20) et
(2.21), larecherche du point critique se fait par la résolution des systemes suivants, de dimensions
2(6+1)+2et2(d+1)+3, sous contrainte de continuité ou de dérivabilité. Ces systémes corres-
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pondent a la proposition 4 et I’algorithme 2.3.2 de la section 2.3.2,

Pa, (T1) =g, (T1) =0
v?,EM = ay F‘%gsM +ota) p?,EM +ASIT:®
V?B\,[ = al8 ”%%_1\/11 +-e- a‘l) “?ﬁ\/{ + )\S%Tlé_l
ViEm = al “?,EM oo a) W) gy TAST
VS,EM = aj F‘%,ﬁEM +ot “g,EM ~ASST,°
Vorm = @ Mo+ a5 iy py — ASETI O

0 —

5,6 i 00 Q2
Voem = @2 Popm ¥t 4o My gy AS;
n
) Y (Yi—pa; X)) fzx v (21X, Y4, (@5,83 )
i=1
81: 0 A
Zle\X,Y(Z|Xiiny(azysz )
n U
52 igl(Yi_PaZ Xi)? fuxy (21X:, Y5, (@),85 )
2:

n !
'21 fuxy (21X, Y;,(@5,85 )
=

pul (Tl) - p(lz (Tl) = 0
Pa, (T1) = Pga,(T1) =0
v?,EM = a? pf%M +eoe 4 “(1) p?)EM + A1$%T16 + SAZS%TIS_l

6-1 _ .6 ,,26-1 0,,6-1 2. 8-1 2. 8-2
aq l‘J‘l,EM+'“+a1 HI,EM+)\181T1 +(6—1)A281T1

ViEmM =

0 _ 5.5 0,0 2
N 1 DN Ty b M
Vopnm = G Mo gy o+ A My py — AiS5T17 —8AS5T

{ vgﬁv{ = ag p%?E_I\}I +oeet ag pgﬁw - )\18§T16_1 —-(6- 1)A283T16_2

0 —
Vo EM =
n
Y (Yi—pa; X)) fzx (11X, T1)
i=1

5.8 0.0y Q2
ay My gy + o+ Ay Wy py — A1S5

SZ —
1~ n
'21 Jzax X, Th)
i=
n

Y (Yi—pa, X)* fzx (21X, T1)
SZ _ =1
5=

n
El Jzx 21X, T1)
iz

A.7 Complément d’étude du comportement asymptotique de E [, ]

Cette annexe fait référence a la section 3.4.3 dans laquelle nous étudions le comportement asymp-

totique de E[62, ,,,]. Nous avons

3(0%2 + ao®®) (a+ 1) +a® (b - b*)2T2
3(a+1)4

= f(a).

~2

E [0n+m] -
Létude des variations de f(a) passe par 'étude du signe de sa dérivée notée %. Dans cette
annexe, nous proposons de montrer les différents calculs réalisés pour obtenir les propositions
15,16 et 17.

. . . 0f () _ (¢**=0?
Dans le but de déterminer les valeurs de o qui annulent =5, nous posons y = D2

considérons le cas b # b* pour résoudre I’équation suivante,

et nous

o*(a—3)
3+ 1)3

’
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ce qui revient a résoudre I'équation de degré 3 suivante,

ao® +bo® +ca+d=0, (A.12)

avec,
a=(1-3y),

b=(-3-9y),
c=-9y,
d = -3y.

Nous proposons de résoudre cette équation de degré 3 par la méthode de Cardan. Cette méthode
consiste a diviser 'équation A.12 par a et a poser

ce qui permet d’étudier I'équation de forme simplifiée (qui n’a pas de terme en X?) suivante,

X3+ pX+q=0, (A.13)
avec,
—b? L€
3a> a
-09y+1)
3(y~-$)?’

26 bc d
27a3 3a?  a
2(18y? + 15y +1)

27(y-13

En trouvant les racines de ’équation A.13, nous serons en mesure de trouver celle de I'équation
A.12. Pour ce faire, 'astuce de Cardan consiste a poser X = U +V et a introduire deux nouvelles
inconnues au lieu d'une. Lintéret étant d’avoir un degré de liberté supplémentaire dans ’équation
A.13 qui devient alors,

U+V2+pU+V)+g=0,

qui s’écrit de maniére équivalente,
U3+ V3+(U+V)BUV+p)+g=0

L'avantage d’avoir une équation a deux inconnus est que nous pouvons leur imposer une relation
supplémentaire, comme 3UV + P = 0. En faisant cela 'intéret de 'astuce de Cardan se révele, car
grace a cette relation, nous sommes désormais a la recherche de U et V qui sont solutions du
systeme suivant,
Ud+v3=—g,
-2
3

ce qui est équivalent a chercher les valeurs de U3 et V3 qui sont solutions de I’équation

X2+ gX + (—?p)fi =0.
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Le discriminant de ce polyndme, noté A, s’écrit

2 3
A:q_+p
4

1
Il est défini Vy # % Danslecasouy = 3 I’équation (A.12) s’écrirait —6a%2—3a—1=0etce polyndme

ne possede pas de racines réelles. Le signe de ce déterminant donne les indications suivantes sur
les racines de I'’équation (A.12) :

— si A > 0: I'équation X3 + pX + g = 0 posséde une racine réelle et deux racines complexes
conjuguées.

— si A=0:1'équation X® + pX + g = 0 possede trois racines réelles dont I'une est multiple.

— si A<0:I'équation X2 + pX + g = 0 possede trois racines réelles distinctes.

Nous avons donc calculé le tableau de signe associé en fonction des valeurs prises par y.

-1 1
Y —00 — 0 - +00
12 3
4y - 0 +
Y+ 5) - 0 +
A + 0 - 0 + +

Dans la suite, nous étudions les différentes valeurs prises par y pour calculer, dans chacun de ces
cas, les racines réelles de I'’équation (A.13) et donc a posteriori celles de I'équation (A.12).

Casouy=0

Dans ce contexte il y a égalité des variances : 02 = o2*. D’apreés le tableau de signe de A nous
devons, dans ce cas, trouver deux racines réelles (dont une double) de I'équation (A.13). Nous
déterminerons ensuite celles de I'équation (A.12).

2

—p\3
Lorsque y = 0, les racines U® et V3 du polynéome X? + gX + (?p) sont égales et valent

wi=vi=_9_4,
2

car g = -2 quand y = 0. Nous avons précédemment posé X = U +V, la racine X; du polynéme
X3 + pX + g de I'équation (A.13) vaut donc,

Xy = C/I+C/I

= 2
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Les autres racines du polyndome X3 + pX + g = 0, doivent vérifier les conditions suivantes,

X2+X3 = —Xl,
—q
XoX3=—,
2403 X,

c’est-a-dire que X, et X3 sont solutions de I’équation

X2 +XX - =L =0,
X

1
qui se réécrit
X2 +2X+1=0,

car g = —2 et X; = 2. Le discriminant de ce polynéme est nul, ses racines X, et X3 sont donc iden-
tiques et valent

Xp=Xg= L)
2=83=——=-L
Finalement, quand y = 0, les racines du polynéme de I’équation A.12 sont les suivantes,
1+3
(1-3y)
= X;+1
= 3.
a=03 = Xp+1
= 0.
Casouy= !
[T

D’apres le tableau de signe de A, dans le cas ot y = IE nous devons trouver deux racines réelles

(dont une double) de I'’équation (A.13). Nous déterminerons ensuite celles de I'équation (A.12).

—p)\3
Lorsque y = 2’ les racines U3 et V3 du polyndome X? + gX + (?p) sont égales et valent

ud=v3= __qz __8
2 125°

La racine X; du polynéme X3 + pX + g de I'équation (A.13) vaut
| —8 / -8
X1 = {/—+{/—
125 125
-4
=
Les autres racines du polyndéme X3 + pX + g = 0 vérifient les conditions suivantes,

X +X3 = —Xj,
—q
XoX3=—,
24X3 X
c’est-a-dire que X, et X3 sont solutions de I’équation

X2+ XX - L =0,
X

1

qui se réécrit
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car X = ‘?4 etg= %. Le discrimant de ce polyndme est nul, ses racines X, et X3 sont identiques
et valent < 2
Xz = X3 = —1 = —.
2 5

Finalement, quand y = 1—21, les racines du polynéme de I'’équation A.12 sont les suivantes,

1+3
o = X1+g
(1-3y)
= X+3
= 1 :
-1
= =
) =Q3 = X+3
2=03 = 2 5
= 1.

Cas ot —é <y<0

D’apres le tableau de signe de A, dans le cas ou —1—12 < Y < 0, nous devons trouver trois racines
réelles distinctes de I'’équation (A.13). Ces racines nous permettront de déterminer celles de I’'équa-
tion (A.12).

Lorsque le discriminant est négatif, la recherche des racines réelles de I'équation (A.13) consiste a
exploiter la proposition 19 et les identités trigonométriques suivantes,

cos(30) = 4cos’(8) — 3 cos(H),
sin(30) = 3sin(0) —4sin®(0),

qui peuvent se réécrire de la facon suivante,

1 3
cos>(0) = 1 cos(30) + 7 cos(0),

1 3
sin’(0) = —~ sin(30) + = sin(@).
4 4
Proposition 19. Sile discriminant A est strictement négatif alors,
{ p < 0,
3 /3 —

Nous posons la notation X = Acos(0), ou A est un parametre non nul et nous souhaitons désormais
résoudre I’équation suivante,
A3 cos® (0) + pAcos(0) = —¢g

Lastuce est de faire en sorte que le membre de gauche de cette équation soit proportionnel a

cos(30), ce qui revient a poser A =2,/ —g. En faisant cela X se réécrit,

X =2, /—gcos(ﬁ),

3 3
cos(30) = 24 -
p

et ’équation a résoudre devient alors,
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Xk =24/ —gcos(ek),

2k
ek:E'i‘—T[
3 3

Nous en déduisons,

avec

’

ol § = arccos (g_Z‘ /—%). Les trois racines de I'équation X3 + pX + g = 0 s’écrivent donc de la facon

suivante,
X =2, /—gcos ©y), Vs€10,1,2}

Les trois racines réelles de I’'équation (A.12) sont donc,

— b

(061 _Xl__3a’

— b

— =X — 37,
— b

—_— (Xg—X 34"

Casoily< —ouy>0
Y 12 Y

-1
D’apres le tableau de signe de A, dans le cas ou y < - ou Y > 0, nous devons trouver une racine

réelle deI’équation (A.13). Cette racine nous permettra de déterminer la racine réelle de I’équation
(A.12).

—p\3
Les racines U® et V3 de I'équation X2 + gX + (?p) =0 valent :

U Za+ VA _ -(8y*+15y+1) VY +15)

3 2
’ 27(\(—%)) 3(r=3)

1
+_
Vs_—q—\/K_—(18y2+15y+1) Y(Y 12)
—_ —_— 3 - 2 .
S

Nous avions posé X = U +V, la racine X; de I'’équation X3 + pX + g = 0 vaut donc,

L) 23 _asy2 415 +1)—9( —1) ( +iJ
Y2 +15y (G EETIIE

1 3 1

X; = —(18y2+15y+ D +9|y—= |1 /Y|y + =

1 3 12
3(Yf§)

Laracine a; de I’équation initiale axX3 + bX? + ¢X + d = 0 vaut donc,

1 3 1 1

ap = ———|[|-(8y2+15y+D+9|y—=[1/Y|Y+—

1 3 12
3 Y—g

3 1 1
+ J—(18Y2+15y+1)—9(y—§) y(y+ﬁ)—(3y+l).
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Les autres racines de 1'équation X® + pX + g = 0 doivent vérifier les conditions suivantes,

X2+X3:—X1,
—q

XoX3=—.

243 X,

X> et X3 sont donc les racines de I'équation suivante,

X2 +X,X— -1 —o.
X

1

~ 4 ~
Le discriminant de ce polyndéme vaut A = X% + X_q Si il est positif (A > 0), les racines X, et X3 de
1

I'équation X3 + pX + g = 0 sont les suivantes,

X1 + \/X X1 — \/X
Xg=——— et Xg=——,
2 2
Si ce discriminant est nul (A = 0), les racines X, et X3 de I'équation X3 + pX+ g =0sont

Xog=X3=——.
2=43= =
Si ce discriminant est négatif (A < 0), alors les racines X, et X3 du polynome X? + pX + g = 0 sont
des racines complexes.

Etude de la racine réelle o; en fonction des valeurs de Y

Afin d’étudier les encadrements limites de la racine réelle o, nous introduisons les variables w et
p.

+1

, o)
— Etudede0<y< lorsque w — 0~

-3Bw+4) 22w +9w +8)

————<p<-3et — <
o)

De ces résultats on obtient,

Ona q<-2.

Vw2 +90+5 (w?+9w+8)

1<U3<
2w2 w3
3 —V4w2+90+5 (2w?+9w+8)
1<V'< — .
2?2 w3
Comme X; = VU3 + V/V3. alors,
X >2.

b
et donc comme o = X; — 3’ nous avons,
a

ap > 3.

w+1 . ) .. L. . .
Lorsque 0 <y < avec w — 07, la seule racine réelle est positive et est supérieure a trois.

. +1
— Frudede 22— < Yy <P lorsque w — 0" et p — +oo
Ona
-3Bw+4) -9p+1)
— 5 <P< 15
w 3([3—§)
et

2(2w? +9w +8) e 2(18p% + 15 +1)
w3 27(p - 1)3
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De ces résultats, on obtient,

Viw+DE0+5)  20° +90 +8) U< \/B®+15) (18 +158 +1)
2072 w3 3(-1)2 27613

~V0+DE0+5  20°+90+8) V< ~\/BB+ 1) _ (18p*+15p+1)
202 w3 3(‘3_%)2 27(‘3_%)3 '

L'étude des limites quand w — 0" et p — +oo donne les résultats suivants,

- Vio+D@Aw +5) ~ 202 +9w + 8)

u}1—>0+ 202 w3 s
im ~V+Dlw+5 20°+90+8)
w—0* 2w? w3
. VBB+5)  sp?+15p+D) .
p—+oo 3(p—3)2 273~ 3)°
i -\/BB+3) _(8p*+15p+1) e
p—+co 3(B-3)2 27(p - 3)°

Comme X; = VU3 + V/V3, nous avons,
—00<X; <0.
La solution finale o; = X; — % est encadrée par

—oco<a; < -1,

-(w+2) - -By+1) - -Bp+1)
) By-1 Bp-1)°

et les limites quand p — +o0o et w — 0" sont les suivantes,

-(3p+1)
m —— —
p—+o0 (3ﬁ -1

. —(w+2)
Iim —— —
w—0* w

w+1 . . . e o
Lorsque <y<pPavecw— 0" et P — +oo, la seule racine réelle qui annule la dérivée est

négative.
. +1
— Etudedep<y< e lorsque w — 0~ et — —oo
Ona
-12(83w+1) -9p+1)
2 <P< 1,2’
(w=5) 3(p— 1)
et

2(18% +15p +1) 3 16(w? +8w—1)
27p—3)° (w-5)°
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De ces résultats on obtient,

1
1o-1) 8w’ +8w-1) Ut < VPB+7  (18p®+15p+ 0}
(w—5)2 (w—5)3 3(p—1)2 27(p - 13

Wo—D 8 +8o—1) __, VBEB+ 5 (18p2+15p+ 1)
(w—5)? (w-5)3 3(6_%)2 276 - %)3 ’

Les limites en w — 0~ et § — —oo s’écrivent de la facon suivante,

i Ye©@-1 8’ +8w-1) 8

00 (w—5)2 -53 125
i —Avo-1) 8(w?+8w—1) 8
w—-0-  (w—5)2 (w-5)3 125°
i VBB + 35 (18 +158+1) ot
p—-co 3(B—3)2 27(p-3)°
. —\/BB+ 35 _(8pPr1sprl)
p——co 3(B-1)? 27— 1) '

3 3
Comme X; = VU3 + VV3, nous avons,

-4
— <X;<0.
5
La solution finale o; = X; — % est encadrée par
1
-l<a;<—-,
5

Car_ﬁ :M avec,
3a (3Y_1)
~Bp+1) _—By+D) _-(@+3)

Bp-1) By-1) < (w-5)"

etles limites quand f — —oco et w — 0~ sont les suivantes

lim —_(36+ 1 — —
p——oco (3p—1)
—(w+3) §

m ————- .
0—0" (w—25) 5

1
ave w — 0~ et p — —oo, la seule racine réelle est également négative.

o+
Lorsquefp<y<

A.8 Documentation package HSPOR

Dans cette annexe, nous reproduisons la documentation du package HSPOR.
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Package ‘HSPOR’

August 30, 2019

Title Hidden Smooth Polynomial Regression for Rupture Detection
Version 1.1.9

Description Several functions that allow by different methods to infer a piecewise polynomial regres-
sion model under regularity constraints, namely continuity or differentiability of the link func-
tion. The implemented functions are either spe-
cific to data with two regimes, or generic for any num-
ber of regimes, which can be given by the user or learned by the algorithm. A paper describ-
ing all these methods will be submitted soon. The refer-
ence will be added to this file as soon as available.

License LGPL-3
Encoding UTF-8
LazyData true
RoxygenNote 6.1.1

Imports stats,
corpcor,
npregfast,
graphics

R topics documented:

H2SPOR . . . . e 1
H2SPOR_DynProg . . . . . . . . . e 3
HKSPOR . . . . 5
HKSPOR_DynProg . . . . . . . . . e e e 7
Index 9
H2SPOR Inference method for two regimes
Description

H2SPOR is an inference method that estimates, under regularity constraint, the parameters of a
polynomial regression model with 2 regimes.



Usage

H2SPOR

H2SPOR(X, Y, deg, constraint = 1, EM = TRUE, TimeTrans_Prop = c(),

plotG = TRUE)

Arguments

X

deg

constraint

EM

TimeTrans_Prop

plotG

Value

A numerical vector corresponding to the explanatory variable. X must be sorted
in ascending order if this is not the case, X will be sorted in the function and the
corresponding permutation will be applied to Y. The user will be notified by a
warning message. In addition, if X contains NAs, they will be deleted from the
data and the user will be notified by a warning message. Finally, if X contains
duplicate data, the excess data will be deleted and the user will be notified by a
warning message.

A numerical vector corresponding to the variable to be explain. It should contain
two regimes that could be modelled by polynomials. In addition, if Y contains
NAs they will be deleted from the data and the user will be notified by a warning
message. Finally, if X contains dupplicate data, the excess data will be deleted
and the value of the remaining Y will become the average of the Ys, calculated
for this value of X.

The degree of polynomials. The size of X and Y must be greater than 2(deg+2)
+ 1.

Number that determines the regularity assumption that is applied for the param-
eters estimation. By default, the variable is set to 1, i. e. the parameters estima-
tion is done under continuity constraint. If the variable is O or 2, the estimation
of the parameters will be done without assumption of regularity (constraint = 0)
or under assumption of differentiability (constraint = 2). Warning, if the differ-
entiability assumption is not verified by the model, it is preferable not to use it
to estimate the model parameters. In addition, if the degree of the polynomials
is equal to 1, you cannot use the differentiability assumption.

A Boolean. If EM is TRUE (default), then the function will estimate the param-
eters of a latent variable polynomial regression model using an EM algorithm.
If EM is FALSE then the function will estimate the parameters of the initial
polynomial regression model by a fixed point algorithm.

A numerical vector. This vector is empty by default. If you want to estimate the
model parameters for a fixed jump time value, you can propose this value here.

A Boolean. If TRUE (default) the estimation results obtained by the H2SPOR
function are plotted.

A dataframe that contains the estimated parameters of the polynomial regression model at two
regimes: the jump time, the coefficients of the polynomials and the variances of the two regimes. If
plotG = TRUE, the data (X,Y) and the estimated model will be plotted.

Examples

#generated data with two regimes

set.seed(1)



H2SPOR_DynProg 3

xgridl = seq(0,10,length.out=6)

xgrid2 = seq(10.2,20,length.out=6)

ygridil xgrid1*2-xgrid1+1+ rnorm(length(xgridl),o,3)
ygrid2 = rep(91,length(xgrid2))+ rnorm(length(xgrid2),9,3)
xgrid = c(xgridl,xgrid2)

ygrid = c(ygridl,ygrid2)

#Inference of a polynomial regression model with two regimes on these data.
#The degree of the polynomials is fixed to 2 and the parameters are estimated
#under continuity constraint.

H2SPOR(xgrid,ygrid,2,1,EM=TRUE,c())

set.seed(1)

xgridl = seq(0,10,by=0.2)

xgrid2 = seq(10.2,20,by=0.2)

ygridl = xgrid1*2-xgrid1+1+ rnorm(length(xgrid1),o,3)
ygrid2 = rep(91,length(xgrid2))+ rnorm(length(xgrid2),9,3)
xgrid = c(xgridl,xgrid2)

ygrid = c(ygridl,ygrid2)

#Inference of a polynomial regression model with two regimes on these data.
#The degree of the polynomials is fixed to 2 and the parameters are estimated
#under continuity constraint.

H2SPOR(xgrid,ygrid,2,1,EM=FALSE,c())

#Executed time : 9.69897 secs (intel core i7 processor)

H2SPOR_DynProg Inference method that does not require a priori knowledge of the num-
ber of regimes and uses dynamic programming

Description

H2SPOR_DynProg is an inference method implemented as a binary segmentation algorithm. This
method makes it possible to estimate, using dynamic programming and under regularity assumption,
the parameters of a piecewise polynomial regression model when we have no a priori knowledge of
the number of regimes.

Usage

H2SPOR_DynProg(X, Y, deg, constraint = 1, EM = TRUE, plotG = TRUE)

Arguments

X A numerical vector corresponding to the explanatory variable. X must be sorted
in ascending order if this is not the case, X will be sorted in the function and the
corresponding permutation will be applied to Y. The user will be notified by a
warning message. In addition, if X contains NAs, they will be deleted from the
data and the user will be notified by a warning message. Finally, if X contains
duplicate data, the excess data will be deleted and the user will be notified by a
warning message.



4 H2SPOR_DynProg

Y A numerical vector corresponding to the variable to be explain. It should contain
at least two regimes that could be modelled by polynomials. In addition, if Y
contains NAs they will be deleted from the data and the user will be notified by
a warning message. Finally, if X contains dupplicate data, the excess data will
be deleted and the value of the remaining Y will become the average of the Ys,
calculated for this value of X.

deg Degree of the polynomials. The size of X and Y must be greater than 2(deg+2)
+ 1.
constraint Number that determines the regularity assumption that is applied for the param-

eters estimation. By default, the variable is set to 1, i. e. the parameters estima-
tion is done under continuity constraint. If the variable is O or 2, the estimation
of the parameters will be done without assumption of regularity (constraint = 0)
or under assumption of differentiability (constraint = 2). Warning, if the differ-
entiability assumption is not verified by the model, it is preferable not to use it
to estimate the model parameters. In addition, if the degree of the polynomials
is equal to 1, you cannot use the differentiability assumption.

EM A Boolean. If EM is TRUE (default), then the function will estimate the param-
eters of a latent variable polynomial regression model using an EM algorithm.
If EM is FALSE then the function will estimate the parameters of the initial
polynomial regression model by a fixed point algorithm.

plotG A Boolean. If TRUE (default) the estimation results obtained by the H2SPOR_DynProg
function are plotted.

Value

A dataframe which contains the estimated parameters of the polynomial regression model at an
estimated number of regimes: the times of jump, the polynomials coefficients and the variances of
an estimated number of regimes. If plotG = TRUE, the data(X,Y) and the estimated model will be
plotted.

Examples

set.seed(1)

#tgenerated data with two regimes

xgridl = seq(@,10,length.out = 6)

xgrid2 = seq(10.2,20,length.out=6)

ygridl = xgrid1*2-xgrid1+1+ rnorm(length(xgridl),o,3)

ygrid2 = rep(91,length(xgrid2))+ rnorm(length(xgrid2),9,3)

xgrid = c(xgridl,xgrid2)

ygrid = c(ygridl,ygrid2)

# Inference of a piecewise polynomial regression model on these data.
#The degree of the polynomials is fixed to 2 and the parameters are estimated
#under continuity constraint.
H2SPOR_DynProg(xgrid,ygrid,2,1,EM=FALSE)

set.seed(1)

xgridl = seq(0,10,by=0.2)

xgrid2 = seq(10.2,20,by=0.2)

xgrid3 = seq(20.2,30,by=0.2)

ygridl = xgrid1*2-xgrid1+1+ rnorm(length(xgrid1),o,3)
ygrid2 = rep(91,length(xgrid2))+ rnorm(length(xgrid2),9,3)
ygrid3 = -10*xgrid3+300+rnorm(length(xgrid3),o,3)

datX = c(xgridl,xgrid2,xgrid3)
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datY = c(ygridl,ygrid2,ygrid3)

#Inference of a piecewise polynomial regression model on these data.

#The degree of the polynomials is fixed to 2 and the parameters are estimated
#under continuity constraint.

H2SPOR_DynProg(datX,datY,2,1)

#Executed time

: 2.349685 mins (intel core i7 processor)

HKSPOR

Inference method for any number K of regimes

Description

HKSPOR is an inference method that estimates, under regularity constraint, the parameters of a
polynomial regression model for a number K of regimes given by the user.

Usage

HKSPOR(X, Y, deg, K, constraint = 1, EM = TRUE, TimeTrans_Prop = c(),

plotG = TRUE)

Arguments

X

deg

constraint

A numerical vector corresponding to the explanatory variable. X must be sorted
in ascending order if this is not the case, X will be sorted in the function and the
corresponding permutation will be applied to Y. The user will be notified by a
warning message. In addition, if X contains NAs, they will be deleted from the
data and the user will be notified by a warning message. Finally, if X contains
duplicate data, the excess data will be deleted and the user will be notified by a
warning message.

A numerical vector corresponding to the variable to be explain. It should contain
at least two regimes that could be modelled by polynomials. In addition, if Y
contains NAs they will be deleted from the data and the user will be notified by
a warning message. Finally, if X contains dupplicate data, the excess data will
be deleted and the value of the remaining Y will become the average of the Ys,
calculated for this value of X.

Degree of the polynomials. The size of X and Y must be greater than K(deg+2)
+ K.

The number of regimes. The size of X and Y must be greater than K(deg+2) +
K.

Number that determines the regularity assumption that is applied for the param-
eters estimation. By default, the variable is set to 1, i. e. the parameters estima-
tion is done under continuity constraint. If the variable is O or 2, the estimation
of the parameters will be done without assumption of regularity (constraint = 0)
or under assumption of differentiability (constraint = 2). Warning, if the differ-
entiability assumption is not verified by the model, it is preferable not to use it
to estimate the model parameters. In addition, if the degree of the polynomials
is equal to 1, you cannot use the differentiability assumption.
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EM A Boolean. If EM is TRUE (default), then the function will estimate the param-
eters of a latent variable polynomial regression model using an EM algorithm.
If EM is FALSE then the function will estimate the parameters of the initial
polynomial regression model by a fixed point algorithm.

TimeTrans_Prop A numerical vector. This vector is empty by default. If you want to estimate
the model parameters for fixed jump time values, you can propose these values
here. Warning, the size of this vector must be equal to K-1.

plotG A Boolean. If TRUE (default) the estimation results obtained by the HKSPOR
function are plotted.

Value

A dataframe which contains the estimated parameters of the polynomial regression model at K
regimes: the times of transition, the polynomials coefficients and the variances of the K regimes. If
plotG = TRUE, the data (X,Y) and the estimated model will be plotted.

Examples

set.seed(3)

xgridl = seq(0,10,by=0.2)

xgrid2 = seq(10.2,20,by=0.2)

xgrid3 = seq(20.2,30,by=0.2)

ygridl = xgrid1*2-xgrid1+1+ rnorm(length(xgridl),o,3)
ygrid2 = rep(91,length(xgrid2))+ rnorm(length(xgrid2),,3)
ygrid3 = -10*xgrid3+300+rnorm(length(xgrid3),o,3)

xgrid = c(xgridl,xgrid2,xgrid3)

ygrid = c(ygridl,ygrid2,ygrid3)

#Inference of a polynomial regression model with three regimes on these data.
#The degree of the polynomials is fixed to 2 and the parameters are estimated
# under continuity constraint when the times of jump are fixed to 10 and 20.

HKSPOR(xgrid,ygrid,2,3,1,EM = FALSE,c(10,20))

set.seed(3)

xgridl = seq(0,10,by=0.2)

xgrid2 = seq(10.2,20,by=0.2)

xgrid3 = seq(20.2,30,by=0.2)

ygridl = xgrid1*2-xgrid1+1+ rnorm(length(xgridl),o,3)
ygrid2 = rep(91,length(xgrid2))+ rnorm(length(xgrid2),,3)
ygrid3 = -10*xgrid3+300+rnorm(length(xgrid3),o,3)

xgrid = c(xgridl,xgrid2,xgrid3)

ygrid = c(ygridl,ygrid2,ygrid3)

#Inference of a polynomial regression model with three regimes (K=3) on these data.
#The degree of the polynomials is fixed to 2 and the parameters are estimated
#under continuity constraint.

HKSPOR(xgrid,ygrid,2,3,1)

#Executed time : 49.70051 mins (intel core i7 processor)



HKSPOR_DynProg

HKSPOR_DynProg

Inference method for any number K of regimes using dynamic pro-
gramming

Description

HKSPOR_DynProg is an inference method implemented in the form of a Bellman algorithm that
estimates, under the assumption of regularity, the parameters of a polynomial regression model for
a number K of regimes given by the user..

Usage

HKSPOR_DynProg(X, Y, deg, K, constraint = 1, smoothing = TRUE,

verbose

Arguments

X

deg

constraint

smoothing

FALSE, plotG = TRUE)

A numerical vector corresponding to the explanatory variable. X must be sorted
in ascending order if this is not the case, X will be sorted in the function and the
corresponding permutation will be applied to Y. The user will be notified by a
warning message. In addition, if X contains NAs, they will be deleted from the
data and the user will be notified by a warning message. Finally, if X contains
duplicate data, the excess data will be deleted and the user will be notified by a
warning message.

A numerical vector corresponding to the variable to be explain. It should contain
at least two regimes that could be modelled by polynomials. In addition, if Y
contains NAs they will be deleted from the data and the user will be notified by
a warning message. Finally, if X contains dupplicate data, the excess data will
be deleted and the value of the remaining Y will become the average of the Ys,
calculated for this value of X.

The degree of the polynomials. The size of X and Y must be greater than
K(deg+2) + K.

The number of regimes. The size of X and Y must be greater than K(deg+2) +
K.

Number that determines the regularity assumption that is applied for the param-
eters estimation. By default, the variable is set to 1, i. e. the parameters estima-
tion is done under continuity constraint. If the variable is O or 2, the estimation
of the parameters will be done without assumption of regularity (constraint =
0) or under assumption of differentiability (constraint = 2). Warning, if the dif-
ferentiability assumption is not verified by the model, it is preferable not to use
it to estimate the model parameters. In addition, in this dynamic programming
method, to ensure that the number of constraints is not greater that the number
of parameters to be estimated, the degree of the polynomials must be at least
equal to 3 to be able to use the differentiability assumption.

A Boolean. If TRUE (default), the method will estimate the parameters of a
piecewise polynomial regression model with latent variable by maximizing the
log-likelihood weighted by the probability of being in the latent variable regime.
If FALSE, the method will estimate the parameters of the piecewise polynomial
regression model.
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verbose A Boolean. If FALSE (default) the HKSPOR_Dynprog function will return
only one dataframe containing the parameter estimates obtained for a model at
K regimes. If TRUE, the function will return all the results obtained for a model
with 1 regime up to K regimes.

plotG A Boolean. If TRUE (default) the estimation results obtained by the HKSPOR_DynProg
function are plotted.

Value

One or more dataframes depend on the verbose value. If verbose = False, the output table will con-
tain the estimated parameters of the polynomial regression model at K regimes: jump times, poly-
nomial coefficients and variances of K regimes. If verbose = True then there will be K dataframes
in output. Each table will contain the results of the estimated parameters obtained for each value of
k (k=1,...k=K). If plotG = TRUE, the data (X,Y) and the estimated model(s) will be plotted.

Examples

#tgenerated data with three regimes

set.seed(1)

xgridl = seq(@,10,length.out=6)

xgrid2 = seq(10.2,20,length.out=6)

ygridl = xgrid1*2-xgrid1+1+ rnorm(length(xgridl),0,4)
ygrid2 = rep(91,length(xgrid2))+ rnorm(length(xgrid2),0,4)
datX = c(xgridl,xgrid2)

datY = c(ygridil,ygrid2)

#Inference of a polynomial regression model with two regimes (K=2) on these data.
#The degree of the polynomials is fixed to 2 and the parameters are estimated
#under continuity constraint.

HKSPOR_DynProg(datX,datY, 2,2)

set.seed(2)

xgridl = seq(0,10,by=0.2)

xgrid2 = seq(10.2,20,by=0.2)

xgrid3 = seq(20.2,30,by=0.2)

ygridl = xgrid1*2-xgrid1+1+ rnorm(length(xgridl),o,3)
ygrid2 = rep(91,length(xgrid2))+ rnorm(length(xgrid2),9,3)
ygrid3 = -10*xgrid3+300+rnorm(length(xgrid3),o,3)

datX = c(xgridl,xgrid2,xgrid3)

datY = c(ygridl,ygrid2,ygrid3)

#Inference of a polynomial regression model with three (K=3) regimes on these data.
#The degree of the polynomials is fixed to 2 and the parameters are estimated
#under continuity constraint.

HKSPOR_DynProg(datX,datY, 2,3)

#Executed time : 3.658121 mins (intel core i7 processor)
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