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Introduction Générale

A�n de donner un sens à mes travaux, et en particulier de comprendre ce qu'est la
notion de la résolution des singularités, tout d'abord, nous nous tournerons vers Hironaka
dont le théorème le plus fameux "la résolution des singularités en géométrie algébrique"
date de 1964. Le résultat de Hironaka est le suivant :

Théorème 1. SoitM une variété algébrique sur un corps K de caractéristique nulle, et U
la partie régulière. Il existe alors une variété algébrique non singulière Σ et un morphisme
propre ϕ : Σ→M , tels que le morphisme ϕ−1(U)→ U soit un isomorphisme.

Il y a des résultats plus précis on peut supposer que E = Σ \ ϕ−1(U) soit un diviseur �
à croisements normaux � dans Σ (c'est-à-dire localement donné par une équation de la
forme f1f2...fk = 0, où les fi sont des formes linéaires).
En fait le théorème complet de Hironaka est encore plus précis : il donne une information
sur la façon d'obtenir une telle résolution d'une variété singulière M à l'aide d'une suite
d'éclatements bien choisis.
Les singularités dont il s'agit sont des variétés a�nes algébriques et leurs résolutions sont
des variétés a�nes-projectives. Celles-ci sont dé�nies localement comme des ensembles
de points d'un espace vectoriel ou projectif dont les coordonnées annulent des polynômes.
Les singularités sont les points au voisinage desquels la géométrie présente des caractères
di�érents des autres points.
La résolution de la singularité est, intuitivement, obtenue par un procédé de projec-
tion à partir d'un objet sans singularités. La construction demande donc un mélange de
géométrie et d'algèbre.
Maintenant entrons dans le vif de notre sujet. Les variétés de Jacobi et de Poisson, qui
formalisent la géométrie hamiltonienne et servent à quanti�er des systèmes physiques,
peuvent être singulières de deux façons : la structure peut être singulière mais aussi la
variété elle-même peut avoir des singularités.
Parmi les structures de Poisson, respectivement les structures de Jacobi, il y a un type
"régulier" qui sont les structure symplectiques, respectivement de contact. Résoudre la
singularité, c'est en ce cas obtenu un objet lisse muni d'une structure symplectique ou,
éventuellement, de contact et le projeté sur l'objet initial.
Il y a deux types de singularités qui rendent délicates l'étude des variétés de Jacobi
et de Poisson singulières. Plusieurs travaux de Arnaud Beauville [1], Baohua Fu [12],
Ping Xu [4] ou Alan Weinstein [7] s'intéressent à ces di�érents types de singularités :
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Introduction Générale

les deux premiers auteurs proposent des méthodes de type Hironaka pour résoudre les
singularités des variétés tout en préservant les structures de Poisson. Les seconds auteurs
cherchent plutôt à changer la structure de Poisson en une structure symplectique quitte
à doubler la dimension tandis que Claude Albert s'intéresse à généraliser les résultats de
Alan Weinstein en changeant la structure de Jacobi d'une variété de Jacobi singulière de
dimension n, en une structure de contact d'une variété de contact de dimension 2n+ 1.
Le but de cette thèse est de commencer une théorie cohérente de la résolution des deux
types de singularités pour des variétés de Jacobi et de Poisson. Mais nous voulons faire
cela

1. sans augmenter la dimension, comme pour Hironaka,

2. mais en restant dans le cadre de la géométrie di�érentielle.

Réalisation et résolution

Tout d'abord, on dé�nit ce que l'on entend par la réalisation symplectique.

Dé�nition 1. Soit M une variété de Poisson de dimension n, une réalisation symplec-
tique de M est une variété symplectique Σ de dimension 2n dont le bivecteur correspon-
dant à la structure symplectique sur Σ est projetable via une submersion surjective ϕ et
a pour projection le bivecteur de Poisson sur M .

Le résultat principal de Karasev et Weinstein sur les résolutions symplectiques est :

Théorème 2. [5] Toute variété de Poisson de dimension n admet une réalisation sym-
plectique de dimension 2n.

La méthode de A. Weinstein consiste à construire un groupoïde symplectique (Γ, η) à
�bres connexes et simplement connexes dont l'espace des unités (Γ0, π0) est isomorphe à
(M,π). Il y a aussi la méthode de [11] chapitre 1 section 9.
Donnons maintenant un exemple explicatif de structure de Poisson qui admet une réali-
sation symplectique suivant la méthode de A. Weinstein. Nous allons démontrer dans le
chapitre 2 que cette structure n'admet pas de résolution symplectique de même dimen-
sion.

Exemple 1. [5]Munissons M = R2 du crochet de Poisson dé�ni par {x, y} = x. Nous
cherchons ensuite une réalisation symplectique R4 → M . En termes de coordonnées
symplectiques (p1, p2, q1, q2) sur R4, les deux fonctions

f = q1 et g = p1q1

satisfont la même relation de crochet que les coordonnées sur M

{f, g} = {q1, p1q1} = q1 {q1, p1} = q1 = f.

Autrement dit, le champ de bivecteurs correspondant à la 2-forme symplectique sur R4

(i.e, πR4 = ∂
∂p2
∧ ∂

∂q2
+ ∂

∂p1
∧ ∂

∂q1
) est projetable sur M , et a pour projection le champs

de bivecteurs correspondant à la structure de Poisson sur M (i.e, πM = x ∂
∂x ∧

∂
∂y ).

x



L'application (f, g) : R4 → M est une réalisation symplectique avec une singularité à
l'origine.
Pour en faire une submersion non singulière, il su�t de redé�nir g par p1q1 + q2. Cela
reste de Poisson et est maintenant une submersion.

Il est évidemment impossible de trouver une réalisation symplectique de dimension n
d'une variété de Poisson de dimension n, à moins que cette dernière ne soit symplectique.
Mais il est possible d'a�aiblir la notion de réalisation en imposant seulement que ϕ
soit surjective et non pas une submersion. Dans le chapitre 2, on dé�nit les résolutions
symplectiques comme suit :

Dé�nition 2. Une résolution symplectique d'une variété de Poisson singulière (M,πM )
de dimension n, est un triplet (Σ, πΣ, ϕ) où (Σ, πΣ) est une variété symplectique de même
dimension n, et ϕ est un morphisme de Poisson surjectif.

On commence par un exemple où il existe une résolution symplectique pour montrer que
la théorie n'est pas vide. Par exemple, pour la structure de Poisson sur M = R2 donnée
par :

{x, y}M = x2 + y2,

où (x, y) sont des cordonnées locales sur M = R2. Cette structure admet une résolution
symplectique (Σ,ΠΣ, ϕ) dé�nie par Σ = R2 muni des cordonnées de Darboux (p, q)
et du ΠΣ le bivecteur associé à la 2-forme symplectique canonique dp ∧ dq et de ϕ =
(p cos(pq), p sin(pq)).
Nous nous proposons maintenant d'introduire quelques résultats (que nous allons démon-
trer ensuite) qui décrivent une classe de variété de Poisson simple qui n'admettent pas
de résolution symplectique propre dans le cas réel et de résolution symplectique semi-
connexe dans le cas complexe (dont la structure de Poisson résolu par la méthode de
Weinstein en fait partie). Une résolution symplectique d'une variété de Poisson est dite
semi-connexe si aucune composante connexe de la variété symplectique n'a une image
incluse dans le lieu singulier par le morphisme de Poisson. Si une résolution symplectique
est connexe, alors elle est également semi-connexe.
Les résultats qui suivent feront l'objet de mon premier article qui sera la première pu-
blication tirée de cette thèse. Le premier résultat que l'on montrera dans le chapitre 2,
section 2.3, est le suivant :

Théorème 3. Une variété de Poisson (M,π) qui admet une résolution symplectique
(Σ, w, ϕ) avec Σ séparable est symplectique sur un ouvert dense. En particulier, M est
de dimension paire.

A partir de maintenant, on ne considérera que des variétés séparables.
Par exemple on se place dans le plan M = R2, ou C2 muni d'une structure de Poisson,
dé�nie par :

{x, y}M = f(x, y) (1)

où x, y sont les coordonnées canoniques sur M = R2, ou C2 et f(x, y) est une fonction
lisse, réelle analytique ou holomorphe. Supposons que la variété de Poisson (M,π) ad-
mette une résolution symplectique (Σ, ϕ). L'application ϕ est de la forme ϕ = (u, v) où u
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Introduction Générale

et v sont deux fonctions lisses, réelles analytiques ou holomorphes sur Σ à valeurs dans R
ou C. Pour tout choix (p, q) de coordonnées de Darboux locales sur (Σ,ΠΣ), les fonctions
u et v sont localement des fonctions des variables p et q.
Une paire (Σ, φ), où Σ est une variété symplectique, et φ : Σ → M une application
surjective, est une résolution symplectique de la variété de Poisson (M,πM ) donn ée par
(1) si et seulement si

{q, p}Σ
(
∂u

∂p

∂v

∂q
− ∂u

∂q

∂v

∂p

)
= f(u, v) (2)

où p, q sont des coordonnées locales locales sur (Σ,ΠΣ), et φ = (u, v). On se ramène donc
à un problème d'équations aux dérivées partielles.
Plaçons nous, dans le plan R2 ou C2 (ou un ouvert de R2 ou C2 intersectant l'axe des
ordonnées) muni d'une structure de Poisson donnée par :

{x, y}M = xg(x, y). (3)

où x, y sont des coordonnées locales sur R2 et g est une fonction lisse.

Théorème 4. La variété de Poisson (M,π) décrite par (3) n'admet pas de résolution
symplectique propre. Elle n'admet pas non plus de résolution symplectique semi-connexe
réelle analytique ou holomorphe.

Nous sous-entendons de résolution symplectique réelle analytique ou holomorphe que la
fonction f(x, y) = xg(x, y) est réelle analytique ou holomorphe, ainsi que les données
(Σ,ΠΣ, ϕ) de la résolution.
Pour généraliser ce théorème ou bien élargir la classe des variétés de Poisson qui n'ad-
mettent pas de résolution symplectique. Nous utilisons la notion de sous-variété de
Poisson-Dirac et le théorème lui même.

Théorème 5. Une variété de Poisson (M,πM ) de dimension n ∈ N, symplectique sur
un ouvert dense qui contient une sous-variété P de codimension 1 inclus dans le lieu
singulier de πM , n'admet pas de résolution symplectique propre. Elle n'admet non plus
une résolution symplectique semi-connexe pour le cas complexe.

Dans le cas holomorphe, le résultat est beaucoup plus fort car la sous-variété de codi-
mension 1 qui apparaît dans le théorème 5 existe toujours.

Théorème 6. À part les variétés symplectiques, aucune variété de Poisson holomorphe
n'admet de résolution symplectique semi-connexe.

Jusqu'à maintenant, on n'a considéré que les variétés de dimension paire et le cas Poisson-
symplectique. Pour rendre les résultats plus généraux, on passe à la dimension impaire
et au cas Jacobi-contact. Introduisons la notion de réalisation de contact.

Dé�nition 3. [8] Une réalisation de contact d'une variété de Jacobi singulière (M,πM , EM )
de dimension n est un triplet (Σ, α, ϕ) où (Σ, α) est une variété de contact et ϕ est un
morphisme de Jacobi qui est également une submersion surjective.

xii



Le résultat de Claude Albert est le suivant

Théorème 7. [8] Soit (M,πM , EM ) une variété de Jacobi. Alors il existe une variété Σ
munie d'une forme de contact α, admettant M comme une sous-variété de Legendre, et
une projection ϕ : Σ→M qui est un morphisme de Jacobi de (Σ, α) (M,πM , EM ) et qui
est également une submersion tel que ϕ |M= idM .

L'idée de la preuve est de "poissonni�er" la variété de Jacobi singulière (M,πM , EM ).
Puis, en utilisant le théorème de réalisation symplectique de Weinstein 2, pour la variété
de Poisson homogène (M̃, π

M̃
, Z

M̃
) obtenu, relever le champ d'homothéties Z̃ dans la

variété symplectique obtenu, et terminer par passage au quotient par rapport au champ
d'homothéties Z̃.
Il est évidemment impossible de trouver une réalisation de contact de dimension 2n+ 1
d'une variété de Jacobi de dimension 2n + 1, à moins que cette dernière ne soit de
contact. Mais il est possible d'a�aiblir la notion de réalisation en imposant seulement
que ϕ soit surjective, comme on l'a fait pour le cas Poisson. Plus exactement, on dé�nit
les résolutions de contact comme suit :

Dé�nition 4. Une résolution de contact d'une variété de Jacobi singulière (M,πM , EM )
de dimension 2n+1, est un triple (Σ, w, ϕ) où (Σ, w) est variété de contact de dimension
2n+ 1, et ϕ est un morphisme de Jacobi surjectif.

Nous introduisons maintenant quelques résultats (que nous allons démontrer ensuite) a�n
de prouver que la théorie de résolution de contact n'est pas vide et de démonter qu'une
classe de variété de Jacobi simple n'admet pas de résolution de contact propre dans le
cas réel et de résolution de contact semi-connexe dans le cas complexe.
Pour l'étude de l'existence d'une telle résolution, il y a un équivalent de l'équation (2).
Dans ce cas, on se ramène donc à nouveau à un problème d'équations aux dérivées
partielles.
Nous donnons d'abord un exemple non trivial. Tout d'abord, on se place dans R3, on
considère M = R3 muni des coordonnées locales (x, y, z), un bivecteur πM ∈ Γ(∧2TM)
et un champ de vecteurs EM ∈ Γ(TM) dé�nis par :

πM = (x4 + y4)
∂

∂x
∧ ∂

∂y
+ x

∂

∂z
∧ ∂

∂x
+ y

∂

∂y
∧ ∂

∂z
, EM = 2

∂

∂z
. (4)

On véri�e facilement que πM et EM satisfaisaient les relations

[πM , πM ] = 2EM ∧ πM [EM , πM ] = 0.

Nous introduisons maintenant le premier résultat en dimension impaire

Théorème 8. La structure de Jacobi décrite par (4) admet une résolution de contact.

Nous donnons un résultat très utile dans cette partie et qui sera utilisé pour prouver
qu'une classe de variétés de Jacobi n'admette pas de résolution de contact propre dans
le cas lisse et de résolution de contact semi-connexe dans le cas réel analytique ou holo-
morphe. Nous démontrera ce résultat dans le chapitre 3 section 3.3.
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Introduction Générale

Proposition 1. Une variété de Jacobi (M,πM , EM ) de dimension 2n+ 1 admet une ré-
solution de contact si et seulement si la poissoni�cation (P, πP , ZP ) admet une résolution
symplectique homogène.

Il y a donc une équivalence entre les résolutions symplectiques et celles de contact ce qui
nous permet de conclure les résultats suivants :

Théorème 9. Dans le cas lisse une variété de Jacobi de dimension 2n + 1 dont le lieu
singulier contient une sous-variété de codimension 1, n'admet pas de résolution de contact
propre. Elle n'admet pas non plus de résolution de contact semi-connexe dans le cas réel
analytique.

Dans le cas holomorphe, tout comme pour les résolutions symplectiques, le résultat est
beaucoup plus fort car la sous-variété de codimension 1 qui apparaît dans le théorème 9
existe toujours.

Théorème 10. À part les variétés de contact, les variétés de Jacobi holomorphes n'ad-
mettent pas de résolutions de contact semi-connexe.

Passons à la seconde partie de la thèse. Nous allons étudier maintenant le deuxième type
de singularité, c'est-à-dire, le cas où la variété est singulière. Rappelons que nous voulons
travailler en géométrie di�érentielle, mais que l'on veut imiter la géométrie algébrique. On
procède de la façon suivante. Qu'est une qu'une variété a�ne ? C'est un sous-ensemble
de Rn ou Cn. Qu'est qu'une qu'une fonction sur une variété a�ne ? C'est la restriction
à ce sous-ensemble d'une fonction sur l'espace Rn ou Cn. De la même manière, on va
considérer des objets, que l'on dira en section 1.6 être munis d'une structure d'inclusion
qui sont des sous-ensembles d'une variété et on va appeler fonction lisse sur cet objet
les restrictions des fonctions lisses sur l'espace ambiant. Néanmoins, tout comme en
géométrie algébrique, on aura aussi à considérer des objets qui sont des quotients de
Rn ou Cn par un groupe. Il est en e�et bien connu qu'un quotient d'une variété a�ne
par un groupe �ni est une variété a�ne. On va imiter cela dans le cas lisse en appelant
appelant objet géométrique muni d'une structure quotient des ensembles qui sont le
quotient d'une variété M par une relation d'équivalence fermée. Et on appellera fonction
lisse ou de classe C∞ sur cet objet une fonction de classe C∞ sur M constante sur les
classes d'équivalence de le relation.

Nous avons donc deux types d'objet : les sous-ensembles et les quotients. Dans un
cas comme dans l'autre, nous avons une bonne notion de fonction lisse sur cet objet.
L'avantage de ce point de vue est qu'il est facile de dé�nir alors les morphismes lisses
entre objets : ce sont tout simplement des applications dont le tiré en arrière est un
morphisme d'algèbre entre les fonctions lisses. Nous expliquons tout cela en section 1.6.
Il est intéressant de voir que les objets "quotients" et les objets de type "inclusions"
peuvent très bien être isomorphes en tant que objets. L'équivalent en géométrie algébrique
est bien connu. Pour le cas lisse, qui nous intéresse, de tels résultats sont étrangement
compliqués à obtenir.
Nous l'avons fait dans un cas où le quotient est dé�ni par R2/G tel que G agit sur R2

muni des coordonnées (x, y) par (x, y)→ (−x,−y) dont le sous ensemble correspondant
est le cône dé�ni sur R3 par {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = z2}.
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Théorème 11. Les deux objets dé�nis ci-dessus sont isomorphes en tant qu'objets (en
d'autres mots, leurs algèbres de fonctions lisses sont isomorphes en tant qu'algèbres).

La preuve va essentiellement utiliser le théorème de préparation di�érentielle de Mal-
grange [22]. Soit x ∈ Rn muni de coordonnées (x1, ..., xn). On écrit x = (x1, x

′) avec
x′ = (x2, ..., xn) ∈ Rn−1. Étant donné f , de classe C∞ au voisinage de 0 dans Rn, à
valeurs réelles, on dit que f est un � polynôme distingué en x1 � de degré p si est de la
forme f(x) = xp1 +

∑p
i=1 ai(x

′)xp−i1 , avec la condition ai(0) = 0 pour tout i = 1, ..., p.

Théorème 12 (B.Malgrange). Soit f est un polynôme distingué en x1 de degré p. Soit g
de classe C∞, au voisinage de 0 ∈ Rn. Il existe h de classe C∞ au voisinage de 0 ∈ Rn,
et ri de classe C∞ au voisinage de 0 ∈ Rn−1 tels que

g = fh+
∑p

i=1 ri(x
′)xp−i1

Nous n'avons pas fait la théorie générale, vu la di�culté qu'il y a dans ce cas simple.
L'intérêt de la notion d'objet est qu'il est très facile de dé�nir ce qu'est un objet de
Poisson : c'est un objet, (qu'il soit une variété ordinaire, un sous-ensemble d'une variété,
un quotient d'une variété par une relation d'équivalence) muni d'un crochet de Poisson
sur les fonctions. Un morphisme de Poisson d'un objet dans un autre est juste une
application dont le tiré en arrière est un morphisme de Poisson. En conséquence, la
notion de résolution de Poisson est aussi très facile à obtenir : c'est tout simplement une
variété symplectique de même dimension que l'objet de Poisson muni d'un morphisme
de Poisson vers l'objet, tout comme dans la dé�nition 2.
On montre dans le dernier chapitre 5 des exemples où cette notion donne quelque chose
d'intéressant. Le premier exemple regarder est une classe de structures de Poisson sur
l'algèbre F = K [x1, . . . , xn].
Il est bien connu, en géométrie algébrique, que si on prend G un groupe �ni de Sl(R2)
qui préserve la structure de Poisson canonique {x, y} = 1, le quotient, qui est une va-
riété a�ne de Poisson car G préserve la structure de Poisson, admet des résolutions
symplectiques, qui sont les résolutions de du Val.
Disons quelques mots à ce sujet. Ce résultat est bien connu, certes, mais nous voulons
revenir sur cette construction. Nous allons résoudre dans le chapitre 5 la singularité du
Du Val dans le cas lisse pour les types de singularités An et Dn dont les sous groupes
respectivement G1 et G2 agissent sur (C2, {x, y} = 1) par (x, y) → (αx, α−1y) et par
(x, y)→ (y,−x) et (x, y)→ (βx, β−1y) où α = exp(πin ), β = exp(2πi

n ).
Il est bien connu [18] que chacun de ces quotients est isomorphe au lieu des zéros d'un
polynôme sur C3 à singularités isolées (à l'origine) de valuation 2. Tout d'abord, nous
allons introduire des structures de Poisson sur l'algèbre F = K [x1, . . . , xn]. Soit Φ =
(ϕ1, ..., ϕn−2) un (n− 2)-uplet d'éléments de F . Considérons la variété a�ne

WΦ = {(x1, ..., xn) ∈ Kn | Φ(x1, ..., xn) = 0} ⊆ Kn,

c'est-à-dire, l'ensemble des zéros communs des polynômes ϕ1, ..., ϕn−2. Nous pouvons
construire naturellement un crochet de Poisson sur F [25], en posant que
{·, ·}WΦ

= idϕ1∧...∧dϕn−2πtop, où πtop désigne la multidérivation ∂
∂x1
∧ . . . ∧ ∂

∂xn
et i la
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Introduction Générale

contraction d'une multidérivation par (n − 2)-forme di�érentielle. Autrement dit, cette
structure est dé�nie pour toutes fonctions F,G ∈ F par :

{F,G}WΦ
=
dF ∧ dG ∧ dϕ1 ∧ ... ∧ dϕn−2

dx1 ∧ ... ∧ dxn
. (5)

On véri�e que cette structure est de Poisson [25]. Elle admet ϕ1, ..., ϕn−2 comme Casimirs
donc elle se restreint à la variété a�ne WΦ. On appelle encore {·, ·}WΦ

la restriction. Le
résultat suivant sur l'éclatement en zéro de cette variété a�ne n'est pas inconnu. Nous
l'écrivons de façon très explicite, car nous ne l'avons pas trouvé ainsi dans la littérature
sur le sujet et nous pensons que le résultat écrit de cette manière est intéressant en
lui-même. Nous renvoyons au chapitre 5 pour les notions d'éclatements en 0.

Théorème 13. Soit WΦ = {(x1, ..., xn) ∈ Kn | Φ = 0} le lieu des zéros des polynômes
composant Φ = (ϕ1, ..., ϕn−2). Soient a1, ..., an−2 les valuations de ϕ1, ..., ϕn−2. Soit
{·, ·, }WΦ

le crochet de Poisson comme en (5). Soit P : Z → Kn un éclatement en
(0, ..., 0).

1. La transformée-stricte W̃Φ de WΦ, dans chaque carte Uj de cet éclatement, est une
variété de la forme WΦ(j), où Φ(j) est (n− 2)-uplet de polynômes dont le ime a une
valuation inférieure ou égale à ai.

2. Il existe une structure de Poisson {., .}
W̃Φ

sur W̃Φ telle que P : W̃Φ → WΦ est un
morphisme de Poisson. Dans la carte U1, on a de plus

{·, ·}
W̃Φ

= x
∑n−2
i=1 ai−n+1

1 {·, ·}W
Φ(1)

et de même pour les autres cartes.

3. Quand n = 3 et que l'unique polynôme qui compose Φ est de valuation 2, la res-
triction de {·, ·}

W̃Φ
a la carte Ui est {·, ·}W

Φ(i)
.

En s'appuyant sur des constructions bien connues par exemple celles des singularités
de Du Val, on voir que les résolutions classiques ce ces singularités sont toujours du type
étudiées dans le troisième point du théorème précédent et on retrouve le résultat suivant :

Corollaire 1. Une variété a�ne de Poisson (WΦ, {·, ·}WΦ
) dé�nie par Φ = 0, où Φ est

un polynôme qui apparaît dans l'étude des singularités de du Val, admet une résolution
symplectique. Ceci fonctionne aussi bien sur R que sur C.

En particulier, nous pouvons obtenir des résolutions symplectiques lisses des deux
objets suivants :

1. L'objet A2k donné dans des coordonnées locales (x, y, z) dans R3 par {(x, y, z) ∈
R3 | x2 + y2 = z2k, }.

2. L'objet D+
2k+1 est la partie positive de D2k+1 que l'on dé�nit ainsi, dans des coor-

données locales (x, y, z) sur R3, D+
2k+1 = {(x, y, z) ∈ R3 | zx2 + y2 = z2k+1, z > 0}.
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Ceci est assez classique, et n'a pas encore de liens évidents avec le cas lisse, car tout
cela peut se faire en géométrie algébrique. Le premier exemple intéressant qui est un
vrai phénomène C∞ et n'a pas d'équivalent dans le cas lisse consiste à considérer un
sous groupes in�ni de SL2(R). Nous allons étudier en détail deux exemples. Ce sont en
un sens les plus simples possibles mais la di�culté des raisonnements dans ces exemples
montre combien la théorie générale sera di�cile. Munissons R2 des coordonnées (a, b).
Considérons les groupes in�nis G = Z et G′ = ZoZ/2Z. Ils agissent sur R2 par n·(a, b) :=
(a + nb, b) et par (n, ε) · (a, b) := (a + nb, εb) pour tout (n, ε) ∈ Z × {−1, 1} et (a, b)R2,
respectivement.
L'action de groupe G = Z ci-dessus revient à considérer la relation d'équivalence ∼ sur
R2 donnée par

(a, b) ∼ (a+ nb, b), (6)

pour tout couple (a, b) ∈ R2, n ∈ Z et (a, 0) ∼ (a′, 0) pour tous a, a′ ∈ R. Pour G′ =
ZoZ/2Z, il faut encore identi�er (a, b) et (a,−b). Pour cela nous considérons la relation
∼′ est donc donnée par

(a, b) ∼′ (a+ nb,±b). (7)

Contrairement à ce qui se passe dans le cas des groupes �nis, y compris dans le cas
lisse, l'algèbre des fonctions invariantes F [R2]G ou F [R2]G

′
n'est pas �niment engendrée.

Intéressons-nous un peu à cette algèbre.

Lemme 1. Toute fonction f ∈ C∞(R2) invariante par l'action de G ou G′, pour tous
j ∈ N, i > 1 et a ∈ R satisfait

∂i+jf

∂ai∂bj
(a, 0) = 0.

En partiulier (et en rappelant que C∞(R2/ ∼) dont les fonctions lisses sur l'objet
géométrique R2/ ∼ et sont donc les fonctions dont le tiré en arrière sur R2 sont lisses) :

Proposition 2. L'algèbre C∞(R2/ ∼) (resp, C∞(R2/ ∼′)) des fonctions lisses sur R2/ ∼
(resp, R2/ ∼′) se décompose ainsi

C∞(R2/ ∼) = C∞(b) + C̃,

où C∞(b) est l'algèbre des fonctions lisses qui ne dépendant que de la variable b (resp,
b2), et C̃ ⊂ C∞(R2/ ∼) (resp, C̃ ⊂ C∞(R2/ ∼′)) est la sous-algèbre des fonctions lisses
nulles avec toutes leurs dérivées partielles le long de la droite b = 0.

Le résultat suivant qu'on démontrera au chapitre 5 montre que la théorie est non-
intéressante dans le cas complexe.

Corollaire 2. Les fonctions holomorphes ou réelles analytiques invariantes par les ac-
tions de groupe G, G′ sont les fonctions qui ne dépendent que de la variable b.

Revenons au cas lisse. Une analyse un peu plus �ne de C∞(R2/ ∼) donne le résultat
suivant :
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Proposition 3. Une fonction F est de classe C∞ sur R2/ ∼ si et seulement si F s'écrit
sous la forme

F (a, b) = α0(b) +
∑
n≥1

αn(b) cos
(

2nπ
a

b

)
+
∑
n≥1

βn(b) sin
(

2nπ
a

b

)
,

où les fonctions (αn, βn)n≥1 sont lisses et nulles avec toutes leurs dérivées en b = 0. La
série ci-dessus, qui plus est, est absolument convergente sur toute boule ouverte. Si de
plus αn est paire et βn est impaire pour tout n ∈ N, alors F ∈ C∞(R2/ ∼′).

Ce qui est intéressant, c'est que les deux actions considérées préservent le crochet de
Poisson {·, ·}′ dé�ni par

{a, b}′ = b,

où a, b sont des coordonnées locales sur R2.

Lemme 2. R2/G et R2/G′ sont des objets de Poisson munis de structures quotients.

On va démontrer dans le chapitre 5 que l'un et l'autre objet sont des objets de Poisson
qui

1. admettent des résolutions symplectiques au sens des objets lisses, c'est à dire qu'il
existe un variété symplectique de dimension 2 et un morphisme de Poisson surjectif
surr

2. et que des exemples de celles-ci sont les résolutions au sens de la géométrie algé-
brique de A2k et D+

2k+1 respectivement, où k est en entier arbitraire.

Il est étonnant de voir ces structures apparaître ici.
Nous procédons ainsi. Nous commençons par le cas du groupe G. Considérons les fonc-
tions x =

(
bk cos

(
2π ab

)
, y = bk sin

(
2π ab

)
, z = b

)
pour tout entier k > 2. Ces fonctions

sont invariantes par G : elles ne sont par contre pas de classe C∞, mais on a :
{x, y, }′ = −2kz2k−1 ∈ A

{y, z}′ = 2x ∈ A
{z, x}′ = 2y ∈ A.

Le triplet (x, y, z) dé�nit une application

φ : R2/G→ R3

et ils véri�ent la relation

x2 + y2 =
(
bk cos

(
2π
a

b

))2
+
(
bk sin

(
2πk

a

b

))2

= b2k

= z2k.

(8)

Ils sont donc à valeurs dans la sous-variété a�ne donnée par x2 +y2 = z2k. On reconnaît
là celle qui correspond à la singularité de Du Val de type A2k. Mis ensembles, ces résultats
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indiquent que l'application φ : R2/G → A2k est un morphisme de Poisson de classe Ck,
(voir 5.2).

Ces deux ensembles sont en bijection en tant qu'ensemble car ils ont les mêmes
parties régulières et même lieu singulier, qui est un point. Considérons maintenant ψ :
A2k → R2/G la bijection réciproque de φ. On a étudié précédemment et on avait noté
ϕ : Z2k → A2k la résolution symplectique usuelle de la singularité de Du Val A2k décrite
par l'application 1 dans la section 5.2. Le résultat auquel nous parvenons est que cette
résolution, composée avec la réciproque de la bijection ensembliste entre R2/G et A2k que
nous venons de décrire et dont nous avons dit qu'elle respectait la structure de Poisson
est une résolution de classe C∞. Ceci est surprenant car φ était une bijection mais qui
n'était pas lisse.
Dans une première partie, nous allons montrer qu'il s'agit bien d'une application lisse (ce
qui n'a rien d'évident et est fait à la �n de la thèse, on verra qu'on utilise des propriétés
assez curieuses des résolutions symplectiques de An et Dn et la proposition ci-dessus).

Proposition 4. L'application ψ◦ϕ est un morphisme d'objet lisse de (Z2k, {·, ·}Z2k
) vers

(R2/G, {·, ·}′).

Le théorème suivant est ensuite facile à prouver mais montre que la notre théorie est non
vide.

Théorème 14. L'application ψ ◦ ϕ : Z2k → R2/G est une résolution symplectique lisse
de l'objet de Poisson (R2/G, {·, ·}′).

A�n de clari�er les choses nous pouvons représenter ces objets et applications par le
diagramme commutatif :

Z2k
ϕ

!!

ψ◦ϕ

{{
R2/G A2k

ψ
oo

Le cas du quotient R2/G′ est similaire. Nous avons des résultats identiques au cas R2/G
et le diagramme commutatif associé est le suivant

Z2k+1

ϕ

$$

ψ◦ϕ

zz
R2/G′ D+

2k+1ψ
oo
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous allons voir les prérequis nécessaires pour la lecture de ce manus-
crit. En outre, di�érents théorèmes de bases qui serons utiliser dans les démonstrations
de résultats importants serons explicités.

1.1 Rappels sur les variétés

On redonne, suivant [10] comme exemple, les bases sur les variétés di�érentielles.

Dé�nition 5. Soit X un ensemble. On appelle carte de X un triplet c = (U,ϕ,E), où
U est une partie de X, E un espace vectoriel sur R de dimension �nie et ϕ une bijection
de U sur un ouvert de l'espace E. On dit que U est le domaine de la carte et que la
dimension n de E est la dimension de la carte.

Soient c = (U,ϕ,E) et c′ = (U ′, ϕ′, E′) deux cartes de X. La bijection entre ϕ(U ∩U ′) et
ϕ′(U ∩ U ′) qui à x associe ϕ′(ϕ−1(x)) est appelée l'application de changement de carte
de c à c′. Deux cartes c et c′ sont dites compatibles, si :

1. les ensembles ϕ(U ∩ U ′) et ϕ′(U ∩ U ′) sont ouverts dans E et E′ respectivement,

2. les applications de changement carte de c à c′ et de c′ à c sont de classe C∞ selon
le contexte.

Toutes les cartes de X en un point donné a ont une même dimension, que l'on appelle
la dimension de X en a. En e�et, soient c = (U, J,E) et c′ = (U ′, J ′, E′) deux cartes de
la variété X en a. Les di�érentielles des applications de changement de carte de c à c′ en
J(a) et de c′ à c en J ′(a) sont des applications linéaires qui sont inverses l'une de l'autre.
cela impose que E et E′ ont la même dimension.

Dé�nition 6. [10] Soit X un ensemble. On appelle atlas de X, un ensemble de cartes
de X deux à deux C∞-compatibles dont l'union des domaines est X. Deux atlas de X
sont dits équivalents, si leur réunion est un atlas, autrement dit si une carte quelconque
de l'un est compatible à une carte quelconque de l'autre.
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C'est une relation d'équivalence entre atlas de classe C∞ de X. Plutôt que de dire
"de classe C∞", on dira souvent "lisse".

Dé�nition 7. [10] On appelle variété lisse (ou di�érentielle ou de classe C∞) un
ensemble X muni d'une classe d'équivalence d'atlas. Tout atlas de cette classe est appelé
un atlas de la variété X, et toute carte de ces atlas est appelée une carte de la variété X.

Soient A un atlas d'une variété lisse X. Pour qu'une carte de l'ensemble X soit une carte
de la variété X, il faut et il su�t qu'elle soit C∞-compatible à toute carte appartenant
à l'atlas A.
Nous n'avons pas demandé qu'une variété di�érentielle soit munie d'une topologie. Mais
il existe en fait une unique topologie sur X donnée par les cartes. Pour qu'une partie Y
de X soit ouverte, il faut et il su�t que, pour toute carte (U,ϕ,E) appartenant à l'atlas
A, l'ensemble ϕ(Y ∩U) soit un ouvert de l'espace vectoriel E. Pour toute carte (U,ϕ,E)
de la variété X, U est une partie ouverte de X et ϕ un homéomorphisme de U sur ϕ(U).
Dans les exemples usuels, X vient souvent dés le début avec une topologie pour laquelle
les cartes sont des homéomorphisme locaux.

On dit qu'ne variété est séparable si elle admet un ensemble dénombrable dense. On
peut alors supposer que le nombre de cartes composant un atlas est dénombrable.
Tout point d'une variété di�érentielle possède un voisinage ouvert homéomorphe à un
espace vectoriel réel de dimension �nie, et par conséquent chaque point possède un voi-
sinage compact et connexe par arc. Celui-ci peut toujours être un sous-ensemble d'un
voisinage de x donné. Toute variété di�érentielle est donc un espace topologique locale-
ment connexe. Pour toute partie connexe, la dimension des points est la même.
SoientX une variété di�érentielle et U une partie deX. On appelle système de coordonnées

de X dans U un n-uplet u = (u1, ..., un) de fonctions sur U à valeurs réelles telle que le
triplet (U, u,Rn) soit une carte de la variété X. Les fonctions ui sont appelées les fonc-
tions coordonnées. Si a est un point de U , on dit que u est un système de coordonnées de
X en a, si de plus ui(a) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n, on dit que les coordonnées sont centrées en
a.
Soit X une variété di�érentielle. Soit Y une partie de X telle que pour tout a ∈ Y ,
il existe une carte (U,ϕ,E) de X en a et un sous-espace vectoriel F de E véri�ant
ϕ(U ∩ Y ) = ϕ(U)∩F . Il existe alors une unique structure de variété di�érentielle sur Y .
Un atlas est formé tout simplement par les cartes (U ∩ Y, ϕ|F, F ), où (U,ϕ,E) est une
carte de X satisfaisant les conditions ci-dessus. L'ensemble Y , muni de cette structure
de variété di�érentielle, est appelé une sous-variété de X. Il est localement fermé dans
X et l'inclusion est une application lisse.

1.1.1 Morphismes de variétés

On suit toujours [10] dans cette section. Soient X et Y deux variétés et f une ap-
plication de X dans Y . Soient c = (U,ϕ,E) et c′ = (V, φ, F ) des cartes de X et Y
respectivement telles que f(U) ⊂ V . L'application φ ◦ f · ϕ : ϕ(U) → φ(V ) est appelée
l'expression de f dans ces cartes.
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1.2. Les fonctions complexes à plusieurs variables et les fonctions analytiques réelles

Lorsque ces cartes sont dé�nies par des systèmes de coordonnées u = (u1, ..., um) dans
U et v = (v1, ..., vn) dans V , f s'exprime par la suite (f1, ..., fn) de fonctions réelles sur
u(U) qui dépendent des variables (u1, ..., um).
Soit r ∈ N. On dit que l'application f : X → Y est lisse si son expression dans tout
couple de cartes satisfaisant les conditions ci-dessus est de classe C∞.
Une application lisse de X dans Y est aussi appelée un morphisme de variétés. Si elle
est bijective et que sa réciproque elle aussi est une fonction C∞, on emploie le mot
di�éomorphisme.
Il est classique que f : X → Y est une application lisse si et seulement si le tiré en arrière
f∗ : F(Y )→ F(X) envoie une fonction lisse dans une fonction lisse.

1.1.2 Autres notions de variétés

La dé�nition d'une variété di�érentielle de classe Ck, où k est un entier ≥ 1, que
nous avons vu, est analogue à celle d'une variété di�érentielle de classe C∞, sauf que
l'on remplace dans toutes les dé�nitions C∞ par Ck. Pour k = 0, on obtient ce que l'on
appelle une variété topologique. Celles-ci peuvent être dé�nies plus simplement, et on
peut montrer que la dé�nition est équivalente.

Dé�nition 8. On appelle variété topologique un espace topologique dont tout point
possède un voisinage ouvert homéomorphe à un espace Rn .

On rappelle que les fonctions réelles analytiques et holomorphes seront dé�nies après.

Dé�nition 9. Les variétés réelles analytiques se dé�nissent comme les variétés di�éren-
tielles, sauf que l'on remplace dans toutes les dé�nitions "`de classe C∞ "` par "`réelle
analytique"'. Il en va de même pour les variétés complexes, qui proviennent des fonctions
holomorphes à plusieurs variables

Toute variété analytique réelle est en particulier une variété di�érentielle de classe C∞.

Dé�nition 10. Les variétés complexes se dé�nissent comme les variétés réelles, sauf que
les espaces vectoriels qui interviennent dans les cartes sont des espaces vectoriels sur C
et que les applications de changement de carte sont analytiques complexes.

1.2 Les fonctions complexes à plusieurs variables et les fonc-

tions analytiques réelles

Maintenant, on rappelle les notions de fonctions holomorphes et fonctions réelles analy-
tiques qui seront utilités dans le deuxième et troisième chapitre.

On s'inspire dans toute cette section de [23]
On choisit n ≥ 1. Considérons l'espace vectoriel complexe Cn dont les coordonnées cano-
niques seront notées par z1, ..., zn de telle sorte que tout point z ∈ Cn, peut s'exprimer
comme z = (z1, ..., zn) ∈ Cn. En considérant que Cn est aussi R2n, on peut considérer un
système de 2n coordonnées réelles {(xk, yk)}k=1,...,n où zk = xk + iyk.
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Chapitre 1. Notions préliminaires

Si l'on dispose d'une fonction f : U → Cn dé�nie sur un ouvert U de Cn, en considérant
que Cn est aussi R2n, cela a un sens de demander qu'elle soit di�érentielle au sens usuel
sur R. On dira alors qu'elle est R-di�érentiable. On peut aussi imiter cette dé�nition et
dé�nir la di�érentiabilité complexe comme cela :

Dé�nition 11. Soit U un ouvert de Cn. Une fonction f : U → C est dite C-di�érentiable
sur U si f est R-di�érentiable et pour tout point a ∈ U il existe une application linéaire
Ta : Cn → C telle que :

f(z) = f(a) + Ta(z − a) + ◦(‖z − a‖).

La forme linéaire Ta s'appelle di�érentielle de f en a.
On reprend [23] dans les lignes suivantes. Soit U un ouvert quelconque de Cn. Considérons
une fonction complexe f dé�nie sur U ∈ Cn. Supposons que la fonction f , en tant que
fonction complexe de 2n variables réelles à valeurs dans C, soit R-di�érentiable. On peut
écrire donc sa di�érentielle dans un point a ∈ Ω :

daf =

n∑
k=1

∂f

∂xk
(a)daxk +

∂f

∂yk
(a)dayk.

En conséquence, on peut considérer son développement de Taylor au premier ordre au
voisinage d'un point a ∈ Ω, en écrivant

f(z) = f(a) + daf(z − a) + ◦(‖z − a‖).

Pour transformer cette expression, dé�nissons les opérateurs di�érentiels suivants :

∂

∂zk
=

1

2

(
∂

∂xk
− i ∂

∂yk

)
et

∂

∂zk
=

1

2

(
∂

∂xk
+ i

∂

∂yk

)
(1.1)

pour chaque k = 1, ..., n. On a les relations suivantes :

∂

∂xk
=

∂

∂zk
+

∂

∂zk
et

∂

∂yk
= i

(
∂

∂zk
− ∂

∂zk

)
(1.2)

A l'aide de ces opérateurs di�érentiels, l'expression de la di�érentielle réelle devient :

f(z) = f(a) +

n∑
k=1

∂f

∂zk
(a)(zk − ak) +

∂f

∂zk
(a)(zk − ak) + ◦(‖z − a‖). (1.3)

cela implique qu'une fonction f : Ω → C est C-di�érentiable si et seulement si elle est
R-di�érentiable et ∂f

∂zk
= 0, pour tout k = 1, ..., n. Et dans ce cas, la di�érentielle de f ,

en tant que fonction à variables complexes, est donnée par :

df =

n∑
k=1

∂f

∂zk
dzk +

∂f

∂zk
dzk,

où on pose dzk = dxk + idyk et dzk = dxk − idyk pour chaque k = 1, ..., n.
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1.2. Les fonctions complexes à plusieurs variables et les fonctions analytiques réelles

Dé�nition 12. Soit U un ouvert de Cn et f : U → C une fonction vue comme une
fonction réelle di�érentiable sur R. On dit que la fonction f est une fonction holomorphe
sur Ω si elle véri�e les n équations (dites de Cauchy-Riemann) :

∂f

∂z1
= ... =

∂f

∂zn
= 0.

L'ensemble des fonctions holomorphes sur Ω est noté O(Ω). On a en fait démontré la
proposition suivante :

Proposition 5. Soit f : U → Cn une fonction R-di�érentiable. La fonction f est holo-
morphe si et seulement si f est C-di�érentiable.

Remarque 1. 1. Il découle de la dé�nition précédente que si f est une fonction ho-
lomorphe, alors f est une fonction holomorphe en chaque variable séparément.

2. C'est théorème très di�cile que l'inverse de l'implication de la proposition précé-
dente est vrai.

On rappelle la dé�nition des fonctions complexes analytiques. pour tout z ∈ D(a,R) le
polydisque (ouvert) de centre a et rayon R est l'ensemble dé�ni par :

D(a,R) := {z ∈ Cn : |zk − ak| < Rk pour tout k = 1, ..., n}

où les α1, ..., αn est un ensemble rangé de n entier non négatifs.

Dé�nition 13. Soit Ω un ouvert de Cn. Une fonction f : Ω→ C est dite analytique sur Ω
si f coïncide au voisinage de chaque point avec la somme d'une série entière convergente,
c'est à dire, si pour chaque point a = (a1, ..., an) ∈ Ω il existe R = (R1, ..., Rn) ∈ Rn+ et
des nombres complexes aα1,...,αn tels que

f(z) =
∑

α1,...,αn∈Nn
aα1,...,αn(z1 − a1)α1 ...(zn − an)αn

pour tout z ∈ D(a,R).

L'expression f(z) =
∑

α1,...,αn∈N aα1,...,αn(z1−a1)α1 ...(zn−an)αn s'appelle développement
de f au voisinage de a.
Le théorème suivant est classique.

Théorème 15. Soit U un ouvert de Cn. Une fonction f est une fonction holomorphe
sur U si et seulement si elle est analytique sur U .

Une fonction analytique réelle sur un ouvert de Rn est une fonction f telle que chaque
point a ∈ U soit le centre d'une boule ouverte où la fonction est donnée par

f(x) =
∑

α1,...,αn∈Nn
aα1,...,αn(x1 − x1)α1 ...(xn − an)αn

où a1, . . . , an sont les coordonnées de a.
Je me contente de cela pour les fonctions complexe à plusieurs variables, et je passe au
structures de Poisson et symplectique sur les variétés di�érentiables. Tout d'abord, je
vais préciser les notations et rappeler quelques résultats classiques qui nous seront utiles
par la suite.
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Chapitre 1. Notions préliminaires

1.3 Autour de la notion de variété de Poisson

On introduit les structures de Poisson en se basant sur un cours de monsieur Boucetta
[3]. Parfois, [18] sera aussi utilisée. On �xera, comme lui les notations suivantes :

0 C∞(M) les fonctions lisses à valeurs réelles sur M .

1. Pour tout entier 1 ≤ q ≤ d, Ωq(M) les q-formes di�érentielles sur M .

2 X1(M) l'algèbre de Lie des champs de vecteur sur M , que l'on peut voir comme
les sections lisses du �bré tangent TM → M . Plus généralement, on notera, pour
tout entier 2 6 q 6 d, Xq(M) l'espace des champs des multivecteurs que l'on voit
comme étant les sections lisses du �bré vectoriel ∧pTM →M .

Un point fondamental de géométrie di�érentielle est que Xq(M) et Ωq(M) ont une se-
conde description équivalente à la première.

1. Pour tout 1 ≤ q ≤ d, Ωq(M) s'identi�e à l'espace des applications

q termes︷ ︸︸ ︷
X1(M)× . . .×X1(M) −→ C∞(M)

qui sont C∞(M)-linéaires en chaque variables et alternées.

2. Pour tout 1 ≤ q ≤ d, l'espace des multichamps de vecteurs Xq(M) s'identi�e à
l'espace des applications

q termes︷ ︸︸ ︷
Ω1(M)×, . . . ,×Ω1(M) −→ C∞(M)

qui sont C∞(M)-linéaires en chaque variables et alternées.

Il existe encore une autre caractérisation. Pour tout 1 ≤ q ≤ d, l'espace des multichamps
de vecteur s'identi�ent aux multidérivation sur M et peuvent être vues comme des ap-
plications

q termes︷ ︸︸ ︷
C∞(M)×, ...,×C∞(M) −→ C∞(M)
(f1, ..., fq) 7−→ {f1, ..., fq} ,

telles que

1. {·, · · · , ·} est R-multilinéaire alternée,

2. {·, · · · , ·} véri�e la règle de Leibniz, c'est-à-dire, qu'elle est une dérivation en la
première variable, pour tout f, g, f2, ..., fq ∈ C∞(M),

{fg, f2, ..., fq} = g {f, f2, ..., fq}+ f {g, f2, ..., fq} .

Par antisymétrie, {·, · · · , ·} est une dérivation en chaque variable, d'où le nom.
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1.3. Autour de la notion de variété de Poisson

Nous utiliserons ces diverses caractérisations dans tout ce travail.
Intéressons nous au crochets d'ordre 2. On dé�nit le Jacobiateur dans ce cas comme étant
l'application

J : C∞(M)× C∞(M)× C∞(M)→ C∞(M)

donnée par
J(f, g, h) = {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} .

Proposition 6. Le Jacobiateur est un-3 champ de vecteurs.

Proofs. Si f = g ou f = h ou g = h alors J(f, g, h) = 0, ce qui implique que J est
alternée. De plus un calcul long mais élémentaire donne :

J(f1f2, g, h) = f1J(f2, g, h) + f2J(f1, g, h).

En d'autres mots J est une multidérivation d'ordre 3. Ceci, comme on a vu, est la
même chose qu'un 3-champ de vecteurs.

On va interpréter ce résultat, qui est un cas particulier d'un cas plus général. Le crochet
des champs de vecteurs est une loi de composition interne bien connue sur X1(M),
se prolonge de manière unique en une loi de composition bilinéaire gradué sur X(M),
noté (P,Q) → [P,Q] et appelé crochet de Schouten-Nijenhuis. Nous donnons ici sans le
démontrer le théorème qui assure l'existence et l'unicité du crochet de Schouten-Nijenhuis
et donne ses propriétés (qui en fait une algèbre de Gerstenhaber).

Théorème 16. [11] Soit M une variété lisse. Alors il existe sur X(M) = ⊕pXp(M) un
crochet [·, ·] appelé crochet de Schouten-Nijenhuis et véri�ant les propriétés suivantes :

1. (gradué de degré −1)
[
Xa(M)Xb(M)

]
⊂ Xa+b−1(M).

2. (anti-commutativité graduée) pour tout A ∈ Xa(M) et B ∈ Xb(M), alors

[A,B] = −(−1)(a−1)(b−1) [B,A] .

3. (Leibniz gradué) pour tous A ∈ Xa(M), B ∈ Xb(M) et C ∈ Xc(M), alors

[A,B ∧ C] = [A,B] ∧ C + (−1)(a−1)bB ∧ [A,C] ,

[A ∧B,C] = A ∧ [B,C] + (−1)(c−1)b [A,C] ∧B.

4. (Jacobi gradué)Pour tous A ∈ Xa(M), B ∈ Xb(M) et C ∈ Xc(M),

(−1)(a−1)(c−1) [A, [B,C]] + (−1)(b−1)(a−1) [B, [C,A]] + (−1)(c−1)(b−1) [C, [A,B]] .

5. Pour X est un champ de vecteur, A ∈ Xa(M), le crochet de Schouten-Nijenhuis de
X et A coïncide avec le crochet de Lie au sens usuel (vu comme dérivée en temps
0 du �ot).
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Chapitre 1. Notions préliminaires

6. Pour tout champ de vecteur X, le crochet de Schouten-Nijenhuis de X et f est
X(f).

Soit {·, ·} une bidérivation que l'on va voir comme un champs de vecteurs d'ordre 2
appelé π. Soit J le Jacobiateur dé�ni par la proposition 6, celui-ci peut se voir comme
un champ 3-vecteur Π. Par dé�nition

{f, g} = π(df, dg) et J(f, g, h) = Π(df, dg, dh).

pour f, g, h ∈ C∞.

Proposition 7. Le champ de 3-vecteur Π est la moitié du crochet de Schouten-Nijenhuis
de π par lui même, c'est-à-dire,

Π =
1

2
[π, π] .

Le "1
2" peut être éléminé en choisissant d'autres conventions. Il sera important de

s'en souvenir quand on étudiera la structure de Jacobi.

1.3.1 Structures de Poisson

Nous donnons dans cette section deux dé�nitions équivalentes d'une structure de
Poisson.

Dé�nition 14. [3] Une structure de Poisson sur une variété lisse M est la donnée
d'une bidérivation antisymétrique sur C∞(M) dont le Jacobiateur est nul, c'est-à-dire,
la donnée de

{·, ·} : C∞(M)× C∞(M) −→ C∞(M)
(f, g) 7→ {f, g} ,

tel que

1. {·, ·} est une application R-bilinéaire alternée,

2. {·, ·} véri�e la règle de Leibniz

{fg, h} = f {g, h}+ g {f, h} , ∀f, g, h ∈ C∞(M),

3. {·, ·} véri�e l'identité de Jacobi

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} , ∀f, g, h ∈ C∞(M).

La proposition 6 donne une autre dé�nition équivalente d'une structure de Poisson.

Dé�nition 15. Une structure de Poisson sur une variété lisse M est un champ de
bivecteurs π ∈ X2(M) tel que

[π, π] = 0.
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1.3. Autour de la notion de variété de Poisson

Dans la suite on utilisera π ou {·, ·} en alternance

π = {·, ·}.

On écrira π pour dire qu'on le pense comme un bivecteur (section de ∧2TM) et {·, ·}
pour dire qu'on le pense comme bidérivation. Dans un système de coordonnées locales
(x1, ..., xn), nous notons indi�éremment ∂i ou ∂

∂xi
le i-ème vecteur de la base canonique

de l'espace tangent et dxi la i-ème forme de la base canonique de l'espace dual.
Maintenant, ∂i signi�e ∂

∂xi
. Un champ de bivecteurs exprimé dans un système de coor-

données (x1, ..., xd) par

π =
∑
i<j

πij∂i ∧ ∂j ,

où πij = {xi, xj} = π(dxi, dxj), est de Poisson si et seulement si

d∑
j=1

(πmj∂jπnp + πnj∂jπpm + πpj∂jπmn) = 0

pour tout 1 ≤ m < n < p ≤ d.

Exemple 2. Tout champ de bivecteurs sur R2 est de Poisson.

Soit (M,π) une variété de Poisson et soit (x1, ..., xd) un système de coordonnées et

π =
∑
i<j

πij∂i ∧ ∂j .

Le crochet de Poisson de deux fonctions f et g est donné par

{xi, xj} = π(dxi, dxj),

soit, localement
{f, g} =

∑
i<j

πij(∂if∂jg − ∂ig∂jf).

Le champ de vecteurs Xf dé�ni par la dérivation des fonctions lisses

g 7→ {f, g}

est appelé champ hamiltonien de f . Dans des coordonnées on a

Xf =
d∑
j=1

(
d∑
i=1

πij∂if

)
∂j

Le crochet de Schouten-Nijenhuis donne l'expression :

Xf = − [π, f ] = − [f, π]
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Chapitre 1. Notions préliminaires

Le champ de bivecteurs π dé�nit un morphisme de �brés vectoriels, appelé ancre,

π# : T ∗M → TM,

donné par
β(π#(α)) = −α(π#(β)) = π(α, β), ∀α, β ∈ T ∗M.

Notons que Xf = π#(df). Par dé�nition

π#(dxi) =
d∑
j=1

πij∂j . (1.4)

Dans les base (dx1, ..., dxd) et (∂1, ..., ∂d) Le rang (dimension de l'image) de l'application
linéaire

π#(p) : T ∗pM → TpM

est appelé rang de π au point p ∈ M . En vertu de (1.4), π# est donné par la matrice
anti-symétrique

(πij(p))1≤i≤j≤d

et il est donc pair en tout point p. Il n'est pas constant sur la variété.

1.3.2 Morphismes de Poisson

Soient (M1, π1) et (M2, π2) deux variétés de Poisson et ϕ : M1 →M2 une application
lisse. Contrairement aux formes di�érentielles qui se tirent en arrières, les champs de
vecteurs ne se poussent pas en avant, ni ne se tirent en arrière. Du coup, on ne peut
pas dire que "ϕ" est de Poisson si ϕ∗π1 = π2, cela n'aucun sens. Il y a néanmoins une
manière naturelle de dé�nir les morphismes. En utilisant le fait que π1 et π2 peuvent
être vus comme des crochets de Lie {·, ·}1 et {·, ·}2 sur C∞(M1) et C∞(M2). ϕ est un
morphisme de Poisson si ϕ∗ : C∞(M2)→ C∞(M1) est un morphisme d'algèbres de Lie,
c'est-à-dire,

{ϕ∗f, ϕ∗g}1 = ϕ∗ {f, g}2 ∀f, g ∈ C∞(M2).

Revenons aux bivecteurs, on calcul pour tout m ∈M ,

{ϕ∗f, ϕ∗g}1|m = π1|m(dϕ∗f, dϕ∗g)

= π1|m(ϕ∗(dϕ(m)f), ϕ∗(dϕ(m)g))

= (∧2Tmϕπ1)(dϕ(m)f, dϕ(m)g)

On a donc
∧2 Tmϕ(π1|m) = π2|m . (1.5)

Inversement, si (1.5) est véri�é pour tout m ∈ M1, on véri�e que ϕ est de Poisson.
l'équation (1.5) s'écrit encore :
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1.3. Autour de la notion de variété de Poisson

T ∗mM1
π#

1 // TmM1

Tmϕ

��
T ∗ϕ(m)M2

T ∗mϕ

OO

π#
1 // Tϕ(m)M2

(1.6)

Proposition 8. Soit (M,π) une variété de Poisson. Alors :

1. Tout champ de vecteurs hamiltonien est un champ de Poisson.

2. Le �ot d'un champ de Poisson X est un isomorphisme de Poisson.

1.3.3 Théorème de Darboux-Weinstein

Le théorème suivant est fondamental. On l'appelle en anglais Weinstein splitting Theo-
rem.

Théorème 17 (Théorème de Darboux-Weinstein).
Soit (M,π) une variété de Poisson et soit p ∈M un point où le rang de π est 2r. Alors
il existe un système de coordonnées (p1, ..., pr, q1, ..., qr, x1, ..., xd) centré en p et tel que

π =

r∑
i=1

∂

∂pi
∧ ∂

∂qi
+

∑
1≤i<j≤d

πij(x1, ..., xd)
∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
, (1.7)

où πij(0) = 0 pour i, j = 1, ..., d.

Ces coordonnées sont appelées coordonnées de Darboux-Weinstein. Une conséquence est
le suivant

Corollaire 3. Soit (M,π) une variété de Poisson et soit p ∈ M un point régulier où le
rang de π est 2r. Alors il existe un système de coordonnées

(p1, ..., pr, q1, ..., qr, x1, ..., xd)

centré en p, tel que

π =
r∑
i=1

∂

∂qi
∧ ∂

∂pi
(1.8)

Un cas particulier important est le cas où le rang du champ de bivecteurs de Poisson
est égal à la dimension de la variété. On appelle une variété de Poisson symplectique la
variété de Poisson (M,π) telle que le rang de π est égal à la dimension de M en tout
point.

Corollaire 4. Soit (M,π) une variété de Poisson symplectique de dimension 2r et soit
p ∈M . Alors il existe un système de coordonnées (p1, q1, ..., ..., pr, qr) centré en p, tel que

π =

r∑
i=1

∂

∂pi
∧ ∂

∂qi
. (1.9)

Ces coordonnées sont appelées coordonnées de Darboux.
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En ce cas, π#(p) : T ∗pM → TpM est un isomorphisme de �bré et on peut alors dé�nir la
2-forme w par

w(u, v) = π(π#−1
(u), π#−1

(v)) (1.10)

On obtient ainsi une 2-forme di�érentielle non dégénérée par construction. Dans un sys-
tème de coordonnées :

w =
r∑
i=1

dqi ∧ dpi. (1.11)

Cette relation montre que w est une 2-forme fermée. On a donc montré les résultats
suivants.

Proposition 9. Soit (M,w) une variété symplectique. Alors le champ de bivecteurs π
associé à w est de Poisson. Inversement, soit (M,π) une variété de Poisson telle que le
rang de π est égale à la dimension de M en tout point de M . Alors la 2-forme w associé
à π est symplectique.

1.4 Sous-variétés de Poisson-Dirac

Nous allons introduire suivant [18] un point de vue algébrique sur les sous-variétés de
Poisson-Dirac (voir aussi [29]).
Soit (A, {·, ·}) une algèbre de Poisson, soit I ⊂ A un idéal de l'algèbre A, que l'on ne
suppose pas être un idéal pour le crochet de Poisson.
Soit N(I) le normalisateur de I pour {·, ·} dé�ni ainsi :

N(I) = {F ∈ A | {I, F} ⊂ I} .

Il clair que N(I) est une sous algèbre de Poisson de (A, {·, ·}), car N(I) est stable pour
chacune des trois lois +,× et {·, ·},

1. pour tous F,G ∈ N(I) et H ∈ I on a, par l'identité de Jacobi, {{F,G} , H} =
{{G,H} , F}− {{H,F} , G}. Le terme de droite est dans I pour tout H ∈ I. Donc
{F,G} est aussi dans N(I) et N(I) est stable par {·, ·}.

2. pour tous F,G ∈ N(I) et H ∈ I on a {F +G,H} = {F,H}+{G,H}. Cet élément
est dans I, donc F +G ∈ N(I). Donc N(I) est stable par +.

3. pour tous F,G ∈ N(I) et H ∈ I on a {F ×G,H} = F {G,H} + G {F,H}. Le
terme de gauche est dans I pour tout H ∈ I, donc F ×G ∈ N(I). Donc N(I) est
stable par ×.

Par dé�nition I ∩N(I) est un idéal de Poisson de N(I). Donc le quotient N(I)
N(I)∩I hérite

d'une structure d'algèbre de Poisson
(

N(I)
N(I)∩I , {·, ·}I

)
.

Soit maintenant h1, ..., hm des éléments de A telle que la matrice dite "de Poisson"
C = ({hi, hj})mi,j=1 soit inversible dans A. On note C−1 son inverse et C−1

ij ses coe�cients.
On dé�nit une bidérivation de A par :

{a, b}′ = {a, b} −
m∑

i,j=1

{a, hi} (C−1
ij ) {hj , b} , (1.12)
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où a, b ∈ A. Le crochet {a, b}′ est antisymétrique car C−1 est une matrice antisymétrique.

Lemme 3. Soient I l'idéal engendré par des éléments h1, ..., hm d'une algèbre de Poisson
(A, {·, ·}) telle que la matrice C = ({hi, hj})mi,j=1 est inversible dans A. L'idéal I est un
idéal du crochet (1.12) c'est-à-dire que {A, I}′ ⊂ I.

Démonstration. Pour tout entier k compris entre 1 et m,

{a, hk}′ = {a, hk} −
m∑

i,j=1

{a, hi} (C−1
ij ) {hj , hk}

= {a, hk} −
m∑

i,j=1

{a, hi} (C−1
ij )Cjk

= {a, hk} −
m∑
i=1

{a, hi}
m∑
j=1

(C−1
ij )Cjk

= {a, hk} − {a, hk} = 0.

(1.13)

Ceci implique {A, I}′ ⊂ I.

En conséquence du lemme précédent, le crochet {·, ·}′ passe au quotient sur X = A/I
en un crochet {·, ·}X . Nous allons comparer (A/I, {·, ·}X) et

(
N(I)
N(I)∩I , {·, ·}I

)
. Nous com-

mençons par une dé�nition :

Dé�nition 16. Soit (A, {·, ·}) une algèbre de Poisson, un idéal I de l'algèbre (A, ·) est
dit un idéal de Poisson-Dirac si

I + N(I) = A. (1.14)

Lemme 4. Soient I l'idéal engendré par des éléments h1, ..., hm d'une algèbre de Poisson
(A, {·, ·}) telle que la matrice C = ({hi, hj})mi,j=1 est inversible dans A. Alors I est un
idéal de Poisson-Dirac de (A, {·, ·}).

Preuve. On observe que pour tout a ∈ A s'écrit

a = a−
m∑

i,j=1

{a, hi} (C−1
ij )hj +

m∑
i,j=1

{a, hi} (C−1
ij )hj .

Le terme
[
a−

∑m
i,j=1 {a, hi} (C−1

ij )hj

]
est dans N(I) car, par un calcul direct, on a pour
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tout k :a−
m∑

i,j=1

{a, hi} (C−1
ij )hj , hk

 = {a, hk} −


m∑

i,j=1

{a, hi} (C−1
ij )hj , hk


= {a, hk} −

m∑
i,j=1

{a, hi} (C−1
ij ) {hj , hk}

−


m∑

i,j=1

{a, hi} (C−1
ij ), hk

hj

= {a, hk} −
m∑
i=1

{a, hi}
m∑
j=1

(C−1
ij )Cjk

−


m∑

i,j=1

{a, hi} (C−1
ij )hj , hk

hj

= {a, hk} − {a, hk} −


m∑

i,j=1

{a, hi} (C−1
ij )hj , hk

hj

= 0−


m∑

i,j=1

{a, hi} (C−1
ij )hj , hk

hj .

Cet élément est dans I. Ceci implique que
{
a−

∑m
i,j=1 {a, hi} (C−1

ij )hj , F
}
∈ I pour

tout F ∈ I. Donc
[
a−

∑m
i,j=1 {a, hi} (C−1

ij )hj

]
∈ N(I). Maintenant, m∑

i,j=1

{a, hi} (C−1
ij )hj

 ,
est dans I car h1, ..., hm ∈ I. On a donc I +N(I) = A.

Quand I est un idéal de Poisson-Dirac de (A, {·, ·}X), on a un isomorphisme naturel Φ

d'algèbre A/I ' N(I)
I∩N(I) qui envoie F̂ ∈ A la classe de F ∈ N(I) modulo N(I) ∩ I où

F ∈ N(I) est choisi tel que sa classe de F modulo I soit F̂ .

Théorème 18. Soit (A, {·, ·} une algèbre de Poisson et I ⊂ A un idéal de l'algèbre A.

1. Le quotient N(I)/(N(I) ∩ I) est muni d'un crochet de Poisson naturel {·, ·}I .
2. Si I est de Poisson-Dirac dans (A, {·, ·}), alors A/I est isomorphe à N(I)/(N(I)∩

I). La structure de Poisson transportée est dé�nie pour tout F̂ , Ĝ ∈ A/I par{
F̂ , Ĝ

}
A/I

= {F ,G} modulo I

où F ,G ∈ N(I) sont tels que leur classe modulo I est F̂ , Ĝ respectivement.
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3. Quand I est l'idéal engendré par des éléments h1, ..., hm d'une algèbre de Poisson
(A, {·, ·}) telle que la matrice C = ({hi, hj})mi=j=1 est inversible dans A, alors I est

de Poisson-Dirac et la structure de Poisson
{
F̂ , Ĝ

}
A/I

coïncide avec la structure

{·, ·}X induite par le crochet (1.12) dont I est un idéal.

Preuve. Il ne reste à montrer que le troisième point. Pour F ,G ∈ N(I), il découle de
(1.12) que

{F ,G}′ − {F ,G} =
∑
i,j

{F , hi}C−1
ij {hj , G}

est un élément de I2 (car hi, hj ∈ I). Or I2 ⊂ I et I2 ⊂ N(I). En particulier, {F ,G}′ ∈
N(I) et sa classe modulo N(I)∩I est la même que celle de {F ,G}, et les deux structures
induisent donc le même crochet.

On va interpréter ceci de façon géométrique.

Dé�nition 17. Soit (M, {·, ·}) une variété de Poisson, une sous variété N ⊂ M est
dite sous-variété de Poisson-Dirac si chaque fonction au voisinage d'un point de N est
la restriction d'une fonction sur M dont le champ de vecteur hamilthonien est tangent
à N .

Le lien est le suivant : une sous variété N est, par dé�nition, une sous variété de Poisson-
Dirac si et seulement si l'idéal IN des fonctions nulles sur N est un idéal de Poisson-Dirac
de C∞(M).

Corollaire 5. Soit N une sous-variété de Poisson-Dirac d'une variété de Poisson (M, {·, ·}).
Il existe une structure de Poisson unique {·, ·}N sur N telle que, pour chaque F,G ∈
C∞(N), on a

{F,G}N =
{
F̃ , G̃

}
|N
,

où F̃ est une extension arbitraire de F à M , tel que le champ de vecteurs hamiltonien
X
F̃
est tangent à N en tous les points de N , et G̃ est une extension arbitraire de G à

M 1

En particulier, chaque champ de vecteur hamiltonien sur (N, {·, ·}N ) est la restriction à
N d'un champ de vecteur hamiltonien sur (M, {·, ·}). La structure de Poisson {·, ·}N est
appelée réduction de Poisson-Dirac de la structure de Poisson {·, ·}.

On va résumer la théorie géométrique ainsi

Proposition 10. Soit (M,π) une variété de Poisson. Si on a

1. N une sous-variété de Poisson-Dirac de M ,

2. S une sous-variété de Poisson de M ,

1. Il n'est pas nécessaire que XG̃ soit tangent à Nsi XF̃ est tangent à N car {F̃ , G̃} = XF̃ [G̃] ne

dépend pas, en ce cas, de l'extension G̃. Il su�t bien entendu que les extensions de F̃ , G̃ soient des

extensions locales : il est inutile qu'elles soient dé�nies sur M tout entier.
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Contexte Structure réduite

Algébrique : I est de Poisson-Dirac N(IN )
N(IN )∩I ' A/I hérite d'une structure

si I +N(I) = A où (A, {·, ·}) une algèbre de Poisson
de Poisson.
Géométrique : N ⊂ (M, {·, ·}) sous variété telle que La structure réduite est

∀F ∈ C∞(N), ∃ F̃ ∈ C∞(M) {F,G}N =
{
F̃ , G

}
|N
,

telle que F̃|N = F et X
F̃
tangent à N où X

F̃
est tangent à N

N ⊂M est de Poisson-Dirac si
il existe E ⊆ TM|N un sous �bré tel que La structure réduite est πN .
En ⊕ TnN = TnM et π#

n (TnN)⊥ ⊂ En.
Autrement dit πn = πNn + π′n,
où πNn ∈ ∧2TnN et π′n ∈ ∧2En.
N ⊂M est de Poisson-Dirac si
Il existe des coordonnées x1, ..., xn, y1, ..., yr La structure réduite est
telle que π =

∑n
i,j=1Gij

∂
∂xi
∧ ∂
∂xj

πN =
∑n

i,j=1Gij
∂
∂xi
∧ ∂
∂xj

.

+
∑r

i,j=1Hij
∂
∂yi
∧ ∂
∂yj

+
∑n

i=1

∑r
j=1 Fij

∂
∂xi
∧ ∂
∂yj

où Fij s'annulent en y = 0.

Table 1.1 � Sous variétés de Poisson-Dirac.

3. Pour tout n ∈ S ∩N , on a TnS + TnN = TnM

alors S ∩N est une sous-variété de Poisson de N , et une sous-variété de Poisson-Dirac
de S.

Proofs. Le fait que S ∩N est une sous-variété est un théorème classique []. Pour montrer
que S∩N ⊂ N est une sous-variété de Poisson, il faut montrer que pour tout F ∈ C∞(N)
(πN )#dF = XN

F est tangent à S ∩ N où πN est la structure de Poisson réduite sur N .
Soit F ∈ C∞(N) une fonction locale et XN

F son champ hamiltonien. On sait qu'il existe
une extension F̃ de F àM dont le champ hamiltonien X

F̃
est tangent à N . Par dé�nition

de la structure de Poisson réduite, on a X
F̃
| N = XN

F . Or XF̃ est tangent à S car S est
une sous-variété de Poisson de M . Pur tout point m ∈ N ∩ S, le vecteur XN

F |m étant
égal à X

F̃
|m est donc un élément de TmS. Comme c'est aussi un élément de TnN par

dé�nition, c'est un élément de TnS ∩ TnN = Tn(N ∩ S). Autrement dit, XN
F est tangent

à S ∩N , ce qui signi�e sur S ∩N est une sous-variété de Poisson dans (N, πN ).
Pour la seconde partie, nous suivons [19]. Montrons maintenant le deuxième point "S∩N
est une sous-variété de Poisson-Dirac de S". Soient p ∈ S ∩N et une fonction H dé�nie
sur un voisinage V de p dans S ∩N . Comme S ∩N est une sous variété de Poisson de
N , il existe une extension locale H ′ de H dé�nie sur un voisinage U ′ de p dans N , telle
que

H ′|V ′
= H|V ′ .

Où V ′ est un voisinage de p dans S∩N , d'une part, on aN est une sous variété de Poisson-
Dirac de M , il existe donc une extension locale H ′′ de H ′|V ′ , dé�nit sur un voisinage U ′′
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de p dans M , telle que XH′′ est tangent à N en tout point de V ′′ = V ′ ∩ U ′′ où V ′′ est
un voisinage de p dans N telle que

H ′′|V ′′
= H ′|V ′′

= H|V ′′ .

D'autre part, comme S est une sous variété de Poisson de M , XH′′ est tangent à S en
tout point de S. On en déduit donc que H admet une extension locale H ′′|s dé�nit sur un
voisinage U ′′ ∩S de p dans S telle que XH′′|s

est tangent á S ∩N en tout point de V ′′ ∩S
où V ′′ ∩ S est un voisinage de p dans S ∩N , telle que

H ′′|V ′′∩S
= H ′|V ′′∩S

= H|V ′′∩S .

Ceci prouve le deuxième point et �nit la démonstration.

Exemple 3. Soit L une feuille symplectique d'une variété de Poisson M , et N ⊂M une
sous variété qui transversale à L en n,

TnM = TnL⊕ TnN.

On peut alors véri�er que les conditions 1,2 et 3 de la proposition 10 sont satisfaites dans
un voisinage ouvert dans N contenant n. Ceci découle de l'existence des coordonnées de
Weinstein.

Exemple 4. Soient (M,w) une variété symplectique et N ⊂ M une sous variété de
Poisson-Dirac de M , la restriction w|N dans N de la forme symplectique w est inversible
et la réduction de Dirac sur N est w|N , autrement dit les sous variétés de Poisson-Dirac
des variétés symplectique sont exactement les sous variétés symplectiques. Ce que l'on
véri�e ainsi,comme N est une sous variété de Poisson-Dirac de M , Alors pour toute
fonction F dé�nit sur un voisinage V d'un point n dans N il existe une extension locale
F ′ de F dé�nit sur un voisinage V ′ de n dans N telle que XF ′ est tangent à N en
tout point de U = V ∩ V ′, ainsi XF (n) = XF ′(n). Puisque XF 6= 0 car dF 6= 0, et
XF (n) = XF ′(n) n'est pas nul. Donc la structure de Poisson {·, ·}′ sur N est inversible
donc elle est symplectique.

1.5 Variété de Jacobi

Les variétés de Jacobi contiennent les Poisson (donc les variétés symplectiques) et
les variétés de contacts comme cas particulier. Plus précisément, on peut retenir que les
variétés de Jacobi sont au Poisson ce que les variétés de contacts sont au symplectiques.
Nous suivons ici [8]. Soit une variété M lisse. Considérons le crochet sur C∞(M) donné
par

{f, g}M = i(πM )(df ∧ dg) + fi(EM )dg − gi(EM )df (f, g ∈M), (1.15)

où πM est un bivecteur et EM est un champ de vecteurs. On véri�e que ce crochet est
de Lie si et seulement si (πM , EM ) est de Jacobi au sens suivant :
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Dé�nition 18. [8] Une structure de variété de Jacobi sur une variété M est une paire
formé d'un bivecteur πM et d'un champ de vecteurs EM véri�ant :

[EM , πM ] = 0, [πM , πM ] = 2EM ∧ πM . (1.16)

Le champ de vecteur EM est identiquement nul si et seulement si le crochet (1.15) est
une dérivation en chacun de ses arguments. L'identité (1.16) se réduit alors à

[πM , πM ] = 0. (1.17)

C'est à dire que πM est de Poisson. Rappelons ce qu'est un contact.

Dé�nition 19. Une variété de contact (M,w) est une variété M de dimension impaire
m = 2n+ 1 munie d'une 1-forme α telle que

α ∧ (dα)n 6= 0 en tout point de M. (1.18)

Une variété de Jacobi (M,E, π) est dite régulière si, en tout point x de M . Le champ de
vecteur E|x est non-nul et π

#
|x (T ∗xM)⊕RE|x = TxM . Autrement dit,M est de dimension

impaire 2p + 1, π# est en tout point de rang 2p et, en tout point x de M , le champ de
vecteurs E|x engendre un supplémentaire de l'image de π#

|x . La variété M est alors une
variété de contact par [8], c'est à dire une variété munie d'une 1-forme de contact α. Le
champ de vecteurs E et le 2-tenseur π sont les uniques champs de bivecteurs et champs
de vecteurs à véri�er les relations :

i(E)α = 1, i(E)dα = 0; (1.19)

i(π#β)α = 0 et i(π#β)dα = −(β − αi(E)β) pour tout β ∈ T ∗M. (1.20)

Il existe une autre dé�nition de structure de Jacobi régulière en dimension paire qui ne
nous concerne pas, et donne des structures conformément symplectiques, voir [9] pour
plus de détail.

Champs de vecteurs hamiltoniens. Soit (M,E, π) une variété de Jacobi. A toute
fonction di�érentiable f dé�nie sur M , on peut associer le champ de vecteur Xf donné
par l'expression

Xf = π#(df) + fE := [π, f ] + fE.

Comme dans [8], on l'appelle champ de vecteurs hamiltonien associé à f . On véri�e que
f 7→ Xf est un morphisme d'algèbre de Lie. Nous n'allons en fait pas utiliser cette notion.

1.5.1 Morphismes de Jacobi

Soient (M1, E1, π1) et (M2, E2, π2) deux variétés de Jacobi, et ϕ : M1 → M2 une
application di�érentiable.
On dit que que ϕ est un morphisme de Jacobi si et seulement si pour tout couple (f, g)
de fonctions di�érentiables sur M2,

{ϕ∗f, ϕ∗g}M1
= ϕ∗ {f, g}M2

,
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où {·, ·}M1 et {·, ·}M2 sont dé�nie comme en (1.15). On véri�e que cela revient à dire que
∧2π1|m = π2|ϕ(m)

et ∧2Tmϕ(π1|m) = π2|ϕ(m)
et que Tmϕ(E1|m) = E2|ϕ(m)

. Quand ϕ est
une submersion surjective, cela signi�e que π1 se projette sur π2 et E1 se projette sur
E2.

1.5.2 Structure de Jacobi sur R3

Soit (x, y, z) un système de coordonnées locales sur R3. On dé�nit sur R3 un champ
de vecteurs E et un 2-tenseur π par

E = F
∂

∂x
+G

∂

∂y
+H

∂

∂z
, π = f

∂

∂x
∧ ∂

∂y
+ g

∂

∂y
∧ ∂

∂z
+ h

∂

∂z

∂

∧∂x
.

où les fonctions F,G,H, f, g, h ∈ C∞(R3). On montre que E et π dé�nissent une structure
de Jacobi sur R3 si et seulement si,

1. h = ∂G
∂y −

∂H
∂x , f = ∂H

∂z −
∂F
∂y , G = ∂F

∂x −
∂G
∂z , en vertu de la deuxième égalité de

(1.15).

2.

f
∂F

∂x
+ g

∂F

∂y
+ h

∂F

∂z
+ F

(
∂f

∂x
+
∂g

∂y

)
−G∂f

∂z
−H∂g

∂z
= 0,

f
∂G

∂x
+ g

∂G

∂y
+ h

∂G

∂z
− F ∂h

∂x
+G

∂g

∂y
+G

∂h

∂z
−H ∂g

∂x
= 0

et

f
∂H

∂x
+ g

∂H

∂y
+ h

∂H

∂z
− F ∂h

∂y
−G∂f

∂y
+H

∂f

∂x
+H

∂g

∂z
= 0,

en vertu de la première égalité de (1.15).

En vertu du fait que [π, π] = 0, on dit que E et π dé�nissent une structure de Poisson
s'ils dé�nissent une structure de Jacobi et

∂G

∂y
− ∂H

∂x
=
∂H

∂z
− ∂F

∂y
=
∂F

∂x
− ∂G

∂z
= 0;

autrement dit, le champ de vecteur E est identiquement nul.
On dit que E et π dé�nissent une structure de contact s'ils dé�nissent une structure de
Jacobi et fG+ gH + hF 6= 0 en tout point de M , en vertu de (1.18).

1.6 Objet géométrique

Nous souhaitons travailler sur des structures de Poisson sur des objets qui ne sont
pas des variétés, mais des sous-ensembles de variétés ou des quotients de variétés. Nous
construisons un cadre uni�cateur pour ses di�érents objets, en introduisant un objet
comme étant un sous-ensemble, ou bien un quotient. Nous verrons par un exemple qu'un
"quotient" peut très bien être un di�éomorphisme à "sous-ensemble", en utilisant un
résultat subtil de Malgrange [22]. Nous n'avons pas souhaité utiliser les di�éologies, qui

21



Chapitre 1. Notions préliminaires

nous semblent trop compliquées par notre but ici. Soit X un ensemble. Rappelons qu'une
relation binaire sur X est un sous-ensemble R du produit X × X ; pour (x, y) ∈ R, on
note x ∼ y, et on dit que x est en relation avec y, ou que x est dans la même classe que
y.

Dé�nition 20. Une relation d'équivalence sur un ensemble X est une relation binaire
R ⊂ X ×X qui véri�e les trois axiomes :

1. x ∼ x (re�exivité)

2. x ∼ y ⇒ y ∼ x (symétrie)

3. x ∼ y et y ∼ z ⇒ x ∼ z (transitivité).

Lorsque X est un espace topologique, on dit que la relation d'équivalence R ⊂ X × X
est fermée si R est une partie fermée de X ×X.

Dé�nition 21. On dit qu'un ensemble X est muni

1. d'une structure de variété si X est muni d'un atlas de classe C∞.

2. d'une structure de quotient si on se donne une variété P , une ∼ relation d'équi-
valence fermée et un isomorphisme ψx : P/ ∼ ' X.

3. d'une structure de sous-ensemble d'une variété si on se donne une variété P
et une injection i : X → P .

On appelle projection canonique de la structure de quotient (P,∼), l'application π :
P → X qui à p ∈ P associe la classe π(p) de p modulo ∼.
Deux structures de quotients (P1, ψx1) et (P2, ψx2) sur même ensemble X seront dites
équivalentes s'il existe un di�éomorphisme de variété ψ : P1 → P2 tel que x ∼ y si et
seulement si ψ(x) ∼ ψ(y).
En général, on notera seulement (P,∼) une structure de quotient sur X. On considère
que les applications ψx et i sont implicites et que X est un sous-ensemble de P . Il est
important de constater qu'une structure de quotient ce n'est pas juste X, même muni de
sa topologie induite.

Dé�nition 22. fobjet
On dira que X est un objet géométrique si X est un des trois types suivants :

1. Un ensemble X muni d'une structure de variété di�érentielle de classes C∞.

2. Un ensemble X muni d'une structure de quotient par une relation d'équivalence
fermée.

3. Un ensemble X muni d'une structure de sous-ensemble d'une variété.

Rappelons qu'un quotient et un sous ensemble d'une variété sont munis d'une topologie
induite. Soit (P, i) une structure d'inclusion. On dit que V ⊂ X est un ouvert de X si
c'est l'intersections de X avec un ouvert de P . La topologie obtenue sur X est appelée
topologie induite par τ sur X.
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De même, soit X = P/ ∼ une structure de quotient, on appelle topologie quotient la
topologie dé�nie comme suit : un sous-ensemble U ∈ X est dite ouvert si et seulement si
π−1(U) est un ouvert de P .
On va dé�nir les fonctions lisses sur ces objets géométriques. Si c'est une variété, c'est
évident, mais sur le quotient d'une variété par une relation d'équivalence fermée ou le
sous-ensemble d'une variété, on le dé�nit comme ceci :

Dé�nition 23. Soit X un ensemble muni d'une structure de quotient (P,∼) et soit π
la projection canonique π : P → X. Une fonction f ∈ F(X,R) à valeurs réelle sera dite
lisse si π∗f est de classe C∞ sur P .

Soit X un ensemble muni d'une structure de sous-ensemble (P, i), une fonction f ∈
F(X,R) est dite lisse s'il existe F ∈ C∞(Rn,R) tel que i∗F = f .

On va uniformiser les notations ainsi :

Note 1. Soit X un objet géométrique d'une des trois types précédents, on note C∞(X,R)
l'algèbre commutative des fonctions lisses sur X.

On va dé�nir les applications lisses entre objets géométriques,

Dé�nition 24. Soient X et Y deux objets géométriques dont on ne suppose pas qu'ils
soient de même type. Une application ϕ : X → Y est dite lisse si ϕ∗F = F ◦ ϕ est un
élément de C∞(X,R), pour tout F ∈ C∞(Y,R).

Une application ϕ : X → Y tel que ϕ∗ : C∞(X,R) → C∞(Y,R) est un isomorphisme
d'algèbre sera dit un di�éomorphisme.

Exemple 5. 1. Soit (p, i) une structure d'inclusion. L'inclusion i : U → X est lisse
puisque i∗F = F ◦ i est un élément de C∞(U,R), pour tout F ∈ C∞(X,R).

2. Soit (p,∼) une structure de quotient. La projection canonique π : P → X est lisse.
Évidemment les applications lisses entre variétés sont lisses en notre sens.

Proposition 11. Soient X et Y deux objets géométriques, si ϕ : X → Y est un di�éo-
morphisme, alors ϕ−1 : Y → X est lisse, et est aussi un di�éomorphisme.

Preuve. Par construction, on a bien, (ϕ−1)∗ = (ϕ∗)−1. Ceci démontre le résultat.

Nous allons montrer qu'un objet géométrique de type quotient (non trivial) peut être
di�éomorphisme à un objet géométrique de type inclusion (non trivial).

Exemple 6. Sur R2 on peut dé�nir la relation d'équivalence :

(p, q) ∼ (−p,−q),

pour tout couple (p, q) ∈ R2. Par construction X := R2/ ∼ est un objet géométrique.
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Exemple 7. On considère le cône T+ dé�ni par :

T+ :=
{

(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = z2
}
. (1.21)

Le cône T+ est un objet géométrique, muni d'une structure de sous-ensemble de R3, par
construction.

Exemple 8. Il existe une application lisse de X de l'exemple 13 vers le cône T+ de
l'exemple 7. Si (p, q) ∈ R2 et [p, q] désigne sa classe d'équivalence dans X, on pose

ϕ : ([p, q])→ (α(p, q), β(p, q), γ(p, q)). (1.22)

où 
α(p, q) = ap2 − bq2

β(p, q) = 2pq
√
ab

γ(p, q) = ap2 + bq2

Pour tout a, b ∈ R∗+ .
Cette application est à valeurs dans T+ car pour tout (p, q) ∈ R2

α2(p, q) + β2(p, q) = γ2(p, q)

c'est-à-dire
(ap2 − bp2)2 + (

√
2pq
√
ab)2 = (ap2 + bq2)2.

De plus, elle passe au quotient car (p, q) et (−p,−q) ont la même image. Elle dé�nit
donc une application ϕ de X dans T+. Véri�ons que cette application est lisse. Soit
f ∈ C∞(T+). Par dé�nition, il existe F ∈ C∞(R3) tel que F |T+ = f , De plus π∗ϕ∗f =
(ϕ ◦ π)∗f = φ∗F , est un élément de C∞(R2) car φ : C∞(R2,R3) est de classe C∞ et
F ∈ C∞(R3). Nous avons donc montré que π∗ϕ∗f ∈ C∞(R2), c'est-à-dire que ϕ∗f ∈
C∞(X).

Pour clari�er les choses, on peut donc représenter ces espaces et applications par le
diagramme commutatif suivant :

R2 φ //

π
��

R3

R2/ ∼ ϕ //

;;

T+
?�
i

OO (*)

L'application ϕ de l'exemple 3, est-il un di�éomorphisme ?, il su�t de véri�er que ϕ∗ :
C∞(T+) → C∞(R2/ ∼) est surjective car elle est évidemment injective car ϕ est une
bijection entre les ensembles R2/ ∼ et T+.

Proposition 12. Soient X l'objet géométrique muni d'une structure de quotient dé�ni
dans l'exemple 13 et T+ l'objet géométrique muni d'une structure de sous ensemble dé�ni
par l'équation 1.21. Pour toute fonction g ∈ C∞(X), il existe F ∈ C∞(R3,R) tel que
ϕ∗ F |T+ = g.
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Preuve. Appliquons le théorème de préparation di�érentiable de Malgrange 12 à notre
exemple. Dans le cas p = 2, on a g = Ph+ xr1(y, t) + r2(y, t), où P est un polynôme de
degré 1 distingué en x donné par P = x2

1 − t, h est de classe C∞ dans un voisinage de
0 ∈ R3 et r1, r2 sont des fonction de classe C∞ en 0R2, on écrit alors

g = (x2 − t)h(x, y, t) + xr1(y, t) + r2(y, t) (1.23)

Soit g(x, y, t) = F (x, y) où F est une fonction qui ne dépend pas de t. On pose x2 = t,
alors on a

F (x, y) = xr1(y, x2) + r2(y, x2).

On pose maintenant r1(y, u, t) =: r1(y, u). En appliquant le théorème de Malgrange à
y2 − t, on trouve

r(y, u, t) = (y2 − t)h(y, u, t) + yr1,1(u, t) + r1,2(u, t),

On pose, u = x2 et t = y2, on a

r1(y, x2) = yr1,1(x2, y2) + r1,2(x2, y2).

De même,
r2(y, x2) = yr2,1(x2, y2) + r2,2(x2, y2).

Cela implique que

F (x, y) = xyr1,1(x2, y2) + xr1,2(x2, y2) + yr2,1(x2, y2) + r2,2(x2, y2).

De plus, si F (−x,−y) = F (x, y), on a

F (x, y) =
1

2
[F (−x,−y) + F (x, y)] = xyr1,1(x2, y2) + r2,2(x2, y2)

= g(xy, x2, y2)
(1.24)

où g(u, v, w) = ur1,1(v, w) + r2,2(v, w) pour tout (u, v, w) ∈ R3. Une fonction sur C∞(X)
se relève en une fonction C∞(R2) invariante par (x, y) → (−x,−y). Elle s'écrit comme
en (1.24), g(xy, x2, y2) = ϕ∗ F |T+ où F ∈ C∞(R3). Donc ϕ∗ est surjective.

1.7 Objet de Poisson

Dans cette section, on dé�nit les objets géométriques singuliers de Poisson dont nous
avons besoin dans ce qui suit.

Rappel 1. Soit A une algèbre commutative. on rappelle que
Une structure de Poisson sur une variété M (resp, un sous ensemble de Rn, resp, un
quotient) est la donnée d'un crochet de Poisson sur l'algèbre A = C∞(M).
Une application lisse ϕ : M → N est un morphisme de Poisson si et seulement si
ϕ∗ : C∞(N)→ C∞(M) est un morphisme d'algèbre de Poisson.
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Un idéal I ⊂ A de l'algèbre commutative A est un idéal de Poisson si :

{I,A} ⊂ I.

Dans ce cas, A/I est muni d'un crochet de poisson de A.
Soit (A, {·, ·}A) une algèbre de Poisson, un sous espace H de A est appelé sous algèbre
de Poisson si H admet une structure d'algèbre de Poisson.
Ceci s'adapte aisément aux objets géométriques.

Maintenant, en s'inspirant des rappels ci-dessus, on dé�nit les objets géométriques de
Poisson et leurs morphismes.

Dé�nition 25. Un objet de Poisson est un objet géométrique X muni d'un crochet de
Poisson sur C∞(X). Soient X,Y deux objets de Poisson et ϕ : X → Y une application
lisse, on dit que ϕ est un morphisme de Poisson si ϕ∗ : C∞(Y ) → C∞(X) est un
morphisme d'algèbres Poisson.

Proposition 13. Soit X un objet.

1. Si X est muni d'une structure de quotient (P,∼) avec P une variété de Poisson. Si
{F,G} ∈ C∞(P/ ∼) pour tous F,G dans C∞(P/ ∼), où C∞(P/ ∼) est l'algèbre
des fonctions sur P qui passe au quotient modulo ∼, alors X est un objet de Poisson
et π : P → X est un morphisme de Poisson .

2. Soit X un sous-ensemble de P , avec P variété de Poisson. Si IX ⊂ C∞(P ) est un
idéal de Poisson, alors X est un objet de Poisson et i : X → P est un morphisme
de Poisson.

On rappelle que les structures symplectiques sont exactement les Poisson non dégénérées.

Exemple 9. Munissons R2 des coordonnées (a, b). Considérons la relation d'équivalence
dé�nie par (a, b)→ (−a,−b), on prend sur R2 le crochet de Poisson canonique {a, b} = 1.
L'ensemble quotient R2/ ∼ est un objet de Poisson.

Exemple 10. On munit la variété R3 du crochet donné dons les coordonnées canoniques
par : 

{x, y}R3 = z
{y, z}R3 = x
{z, x}R3 = y

On véri�e aisément que le crochet dé�nit sur la variété R3 est de Poisson.
L'idéal IT+ ⊂ C∞(R3,R) associé au cône

T+ :=
{

(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = z2
}
,

c'est-à-dire l'idéal des fonctions lisses nulles sur le cône T+, est l'idéal des fonctions de la
forme (x2 + y2− z2)F (x, y, z), avec F (x, y, z) ∈ C∞(R3,R), comme γ = x2 + y2− z2 est
un Casimir pour {·, ·}R3, c'est-à-dire, pour tous F et G ∈ C∞(R3,R), on a {γF,G} =
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F {γ,G} + γ {F,G} = γ {F,G} ∈ IT+, alors IT+ ⊂ C∞(R3,R) est un idéal de Poisson,
cela implique que T+ est un sous-objet de Poisson.
On a de l'exemple précédent que (R2, {·, ·}) est une variété de Poisson, et l'application
φ : R2 → R3 donnée par φ : ([p, q]) → (F,G,H)) est un morphisme de Poisson, c'est-à-
dire, {φ∗F, φ∗G}R2 = φ∗ {F,G}R3 , pour toutes F,G,H ∈ C∞(R3).
On reprend le contexte de l'exemple 2, du diagramme commutatif entre objets géomé-
triques (*), on obtient le diagramme commutatif suivant :

C∞(R3)
φ∗ //

i∗

��

C∞(R2)

C∞(T+)
ϕ∗
// C∞(R2/ ∼)

π∗

OO

On considère les fonction f, g ∈ C∞(T+), alors il existe F,G ∈ C∞(R3) telles que
i∗F = f et i∗G = g donc φ∗F = π∗ϕ∗f et φ∗G = π∗ϕ∗g, comme φ : R2 → R3 est un
morphisme de Poisson, c'est-à-dire

{φ∗F, φ∗G}R2 = φ∗ {F,G}R3 ,

alors on a
{π∗ϕ∗f, π∗ϕ∗g} = π∗ϕ∗(i∗ {F, g}R3),

donc π∗ {ϕ∗f, ϕ∗g}R2 = π∗ϕ∗ {f, g}T+.
De plus, π∗ est injectif, donc ϕ∗ est un morphisme de Poisson.

1.8 Rang d'une structure de Poisson sur un objet géomé-

trique

Maintenant, nous introduisons le rang d'une structure de Poisson à un point d'une
variété de Poisson et d'un objet de Poisson. Notre dé�nition est basée sur le fait que pour
une variété de Poisson ou un objet de Poisson M , le rang de sa structure de Poisson à
un point ne dépend pas des générateur choisis pour l'algèbre des fonctions régulières sur
M . On suit ici au début [18]

Dé�nition 26. [18] Soit (M, {·, ·}) une variété de Poisson et soit (x1, ..., xn) un système
de coordonnées locales de M , on appelle matrice de Poisson du crochet ({·, ·}) la matrice
A dé�nie par :

A = (xij)1≤i,j≤n := ({xi, xj})1≤i,j≤n.

On note F(M) l'algèbre des fonctions lisses sur la variété de PoissonM dans cette section.
Le rang de la matrice de Poisson A par rapport à un système arbitraire de générateurs
de F , évaluée au point m, est appelé le rang de {·, ·} en m, et est noté Rgm {·, ·}.
On dit que le point m ∈ M est régulier sur (M, {·, ·}), si Rgm {·, ·} = Rg {·, ·}, dans le
cas contraire, on dit que m est un point singulier de (M, {·, ·}).
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L'ensemble des points singuliers de (M, {·, ·}) est appelé lieu singulier de (M, {·, ·}).
Maintenant qu'on l'a fait pour une variété, on peut dé�nir le rang d'une structure de

Poisson sur un objet de Poisson en termes de l'espace cotangent de M à m. Rappelons
que cet espace vectoriel est dé�ni par IM,m/I

2
M,m, où IM,m désigne l'idéal de F(M),

constitué de toutes les fonctions nulles en m. Un point m de M où la dimension de
T ∗mM atteint sa valeur minimale est appelé un point régulier de l'objet M (il ne faut pas
confondre avec les points singuliers de la structure de Poisson : ici on ne parle que de
variétés a�nes). Ceci donne que dimT ∗mM augmente alors que le rang d'une structure
de Poisson diminue aux points singuliers.

Par l'identité de Leibniz, on a
{
I2
M,m, IM,m

}
⊂ IM,m, par conséquent, le crochet {·, ·}

induit pour chaque point m ∈M une application bilinéaire antisymétrique bien dé�nie :

πm :
IM,m

I2
M,m

×
IM,m

I2
M,m

→ F(M)

IM,m
' R

L'application bilinéaire πm est liée à la matrice de Poisson de {·, ·} à m, c'est à dire,
pour tous x1, ..., xd générateurs de F(M) (ce qui existe toujours pour un objet géomé-
trique muni d'une structure d'inclusion mais pas pour un objet géométrique muni d'une
structure de quotient), tels que x1−x1(m), ..., xd−xd(m) générateurs de l'idéal IM,m, si
on exprime l'application bilinéaire πm en terme de classes d'équivalences [xi − xi(m)] ∈
IM,m/I

2
M,m, alors on trouve la matrice

πm([xi − xi(m)] , [xj − xj(m)]) = {xi − xi(m), xj − xj(m)} = {xi, xj} (m) (1.25)

qui est la matrice de Poisson de {·, ·} par rapport à x1, ..., xd, évaluée au point m.

Dé�nition 27. Soit M un objet de Poisson muni d'une structure d'inclusion, le rang de
{·, ·} au point m est le rang de la forme bilinéaire πm dé�ni sur T ∗mM .

Le rang peut très bien être in�ni pour un objet quotient.

Remarque 2. Pour tout sous objet de Poisson M ⊂ Rd, le rang de la structure de
Poisson est toujours pair, et la dim(M) ≤ d.

Exemple 11. On considère l'objet de Poisson dé�ni par

T :=
{
x2 + y2 = z2 | (x, y, z) ∈ R3

}
Soit le point m = (a, b, c) ∈ T . Les coordonnées x, y, z sont des générateurs de F(T ),
et F = x − a,G = y − b,H = z − c générateurs de l'idéal de Poisson IT,m. Comme
x2 + y2 = z2, ce qui implique (F + a)2 + (G+ b)2− (H + c)2 = 0, de plus l'idéal I2

T,m du
produit des fonctions nulles sur T , est engendré par :

I2
T,m =

{
F 2, G2, H2, FG, FH,GH, x2 + y2 − z2

}
.

Soit F , G et H des générateurs de IT,m
I2
T,m

, on voit que dim(
IT,m
I2
T,m

) ≤ 3.

De plus, on a
(F + a)2 + (G+ b)2 − (H + c)2 = 0.
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Par un calcul direct, on trouve

2aF + 2bG− 2cH = 0.

Si m = (a, b, c) = (0, 0, 0), il n'existe aucune relation entre les générateurs, donc le rang
égal à 0 au point (0, 0, 0), c'est-à-dire, le point (0, 0, 0) est un point singulier, la dimension
de T ∗M est 3. Si m = (a, b, c) 6= (0, 0, 0), on voit que dim(

IT,m
I2
T,m

) ≤ 2, comme F ,G et H

ne sont pas indépendants, et donc la dimension de T ∗mM est 2.
On peut maintenant déterminer le rang de la structure de Poisson par dé�ni le rang de
la forme bilinéaire (1.25). On dé�nit le crochet de Poisson sur T par

{f, g} =

∣∣∣∣∣∣∣
∂f
∂x

∂g
∂x x

∂f
∂y

∂g
∂y y

∂f
∂z

∂g
∂z z

∣∣∣∣∣∣∣
Pour tous f, g ∈ F(T ), alors la matrice de Poisson associée est

A =

 0 z −y
−z 0 x
y −x 0


Pour tout point m = (x, y, z) ∈ R3, on a :

Rgm({·, ·}) =

{
2 si (x, y, z) 6= (0, 0, 0)
0 si (x, y, z) = (0, 0, 0)

Donc les points singuliers de l'objet de Poisson T , sont également les points pour lesquels
le rang est 0, c'est-à-dire, précisément le point (0, 0, 0).

Exemple 12. On muni R2 de la structure de Poisson dé�nie par {x, y} = x. On dé�nit
le crochet de Poisson sur (R2, {·, ·}) par

{f, g} = {x, y}

∣∣∣∣∣∂f∂x ∂g
∂x

∂f
∂y

∂g
∂y

∣∣∣∣∣
Pour tous f, g ∈ C∞(R2,R), alors la matrice de Poisson associée est

B =

[
0 x
−x 0

]
Pour tout point m = (x, y) ∈ R2, on a :

Rgm({·, ·}) =

{
2 si (x, y) 6= (0, y)
0 si (x, y) = (0, y)

Donc les points singuliers de la variété de Poisson (R2, {·, ·}), sont également les points
pour lesquels le rang est 0, c'est-à-dire, précisément l'ensemble des point dé�ni par α :={

(x, y) ∈ R2 | (x, y) = (0, y)
}
.
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Chapitre 1. Notions préliminaires

Remarque 3. Au vu de ce qui précède, nous voyons que la structure de Poisson sur une
variété de Poisson ou un objet de Poisson M peut-être dégénérée aux points réguliers,
tandis que, aux points singuliers de M , la structure de Poisson peut-être soit régulière où
singulière.
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Chapitre 2

Résolutions symplectiques des

structures de Poisson singulières

2.1 Introduction

Il est bien connu que les variétés de Poisson de dimension n admettent des réalisations
symplectiques de dimension 2n (voir [6], [11], [14], [28] pour le cas lisse et [17] pour le cas
réel analytique ou holomorphe). Rappelons qu'on appelle réalisation symplectique d'une
variété de Poisson (M,πM ) un triplet (Σ,ΠΣ, ϕ) où (Σ,ΦΣ) est une variété symplectique
et φ : Σ→M une submersion surjective qui est également un morphisme de Poisson. Il
est évidemment impossible de trouver une réalisation symplectique de dimension n d'une
variété de Poisson de dimension n, sauf si celle-ci est symplectique. Nous ne pouvons en
e�et évidemment plus imposer que ϕ soit une submersion, sans quoi ce serait un di�éo-
morphisme local, et (M,π) doit alors être symplectique. Mais il est possible d'a�aiblir
la notion de réalisation en imposant seulement que ϕ soit surjective, mais pas nécessai-
rement une submersion. Plus précisément, nous dé�nissons les résolutions symplectiques
comme suit :

Dé�nition 28. Soit (M,πM ) une variété de Poisson réelle ou complexe de dimension
n. On appelle résolution symplectique un triplet (Σ,ΠΣ, ϕ) où (Σ,ΠΣ) est une variété
symplectique de même dimension que M et φ : Σ → M est un morphisme de Poisson
surjectif.

Cette dé�nition n'a de sens que lorsque n est pair, ainsi, nous verrons que, sous des
conditions modérées, les seules variétés de Poisson réelles ou complexes pouvant admettre
une résolution symplectique sont celles qui admettent des feuilles symplectiques ouvertes
(voir Proposition 14). Ceci exclut une grande classe de variétés de Poisson : la plupart
des structures de Poisson n'ont pas de feuilles symplectiques ouvertes.
La terminologie "résolution symplectique" a déjà été utilisée par Arnaud Beauville [1]
ou BaoHua Fu [12] dans un cadre de géométrie algébrique. La notion que nous avons
introduite est cohérente avec celle-ci, car nos résolutions symplectiques, tout comme
celles précédemment citées sont inversibles sur les points réguliers et surjectives. Nous
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verrons également dans la Proposition 14 que la Dé�nition 28 correspond à la dé�nition
de la résolution symplectique donnée dans [17], section 4. Nous invitons le lecteur à
consulter [2] pour une liste d'exemples. Nous ne pouvons pas comparer les dé�nitions
de manière rigoureuse : nous travaillons en géométrie di�érentielle et ils travaillent en
géométrie algébrique. De plus, les points singuliers sont pour ces auteurs des points où
la variété est singulière et pour nous des points singuliers sont ceux où la structure de
Poisson est singulière. En géométrie algébrique, les structures de Poisson résolubles sont
symplectiques aux points réguliers, et leurs résolutions sont birationnelles en ces points
et nos résolutions sont des di�éomorphismes locaux en ces points. En conséquence, il est
logique d'utiliser le même nom.
Plusieurs exemples de résolutions symplectiques lisses existent. Par exemple, pour la
structure de Poisson sur M = R2 donnée par :

{x, y} = x2 + y2,

il est montré dans [17] que cette structure admet une résolution symplectique. Des
exemples triviaux et non-triviaux sont donnés dans la section 2.2. Cependant, nous don-
nons dans ce chapitre une structure de Poisson de dimension 2 très élémentaire qui n'ad-
met pas de résolution symplectique propre, à savoir la structure de Poisson sur M = R2

donnée par
{x, y}M = x.

Nous montrons aussi dans le cas complexe (c'est-à-dire que M = C2) que cette structure
n'admet pas une résolution symplectique semi-connexe. En fait, nous montrons le résultat
suivant : PourM une variété de dimension 2, les résolutions lisses propres ne peuvent pas
exister lorsque le lieu singulier de la structure de Poisson contient une courbe, voir Théo-
rèmes 20 et [12]. Ceci exclut une classe encore plus grande de variétés de Poisson : seules
celles qui admettent une feuille symplectique ouverte et une sous-variété de codimension
1 dans leur lieu singulier, qui ne peuvent admettre des résolutions symplectiques propres
lisses. Ceci est également vrai dans le cas réel analytique, nous pouvons même montrer
qu'aucune résolution connexe peut exister. Dans le cas holomorphe, nous prouvons un
résultat encore plus fort : les résolutions symplectiques holomorphes connexes n'existent
pas pour les variétés de Poisson non symplectiques, de sorte que la théorie des résolutions
symplectiques holomorphes est essentiellement vide.

Conventions : Tout au long de ce chapitre, nous notons indi�éremment une structure
de Poisson sur une variété lisse/réelle analytique/holomorphe M par πM ou {·, ·}M .
Par πM , nous entendons plutôt une section de ∧2TM et par {·, ·}M une bidérivation
antisymétrique sur l'anneau des fonctions lisses/réelles analytiques/holomorphes sur M .
Comme nous n'aurons que rarement à considérer deux structures de Poisson sur la même
variété, cette notation n'est nullement ambiguë. Pour nous, une structure symplectique
sur variété Σ est un champ de bivecteurs de Poisson qui est non dégénéré en tout point
σ ∈ Σ. Il sera noté par une lettre grecque capitale : ΠΣ. Un point symplectique d'une
variété de Poisson (M,πM ) est un point dans un voisinage duquel πM est symplectique.
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Nous notons par Msing l'ensemble des points singuliers de la structure de Poisson πM .
Pour (M,πM ) une variété de Poisson de dimension 2n admettant une feuille symplectique
ouverte dense, on note :

Msing :=
{
m ∈M,Rk

(
π#
M |m

)
6= 2n

}
.

Dit di�éremment, Msing est l'ensemble des points où π#
M n'est pas inversible. C'est aussi

le complémentaire de l'union de toutes les feuilles symplectiques de dimension 2n.

2.2 Exemples de résolutions symplectiques en dimension 2
et 4

Nous donnons dans cette section des exemples de variétés de Poisson lisses et com-
plexes de dimension 2 pour lesquelles des résolutions symplectiques existent. En prenant
des produits de structures de Poisson de dimension 2 et des produits de leurs résolutions
symplectiques correspondantes, on obtient des exemples de dimension paire arbitraire.
Rappelons quelques notions que nous utiliserons tout au long de ce chapitre. Une struc-
ture de Poisson lisse [18] sur une variété M est une section πM de ∧2TM → M qui
commute avec elle-même par rapport au crochet de Schouten-Nijenhuis : [πM , πM ] = 0.
Les structures de Poisson sont en correspondance biunivoque avec les crochets d'algèbre
de Lie {., .}M sur C∞(M,R) qui sont des dérivations en chaque variable (appelées cro-
chets de Poisson). Les structures de Poisson réelles analytiques et holomorphes sur une
variété réelle analytique ou complexeM sont également dé�nies comme étant des champs
de bivecteurs réels analytiques ou holomorphes πM surM satisfaisant [πM , πM ] = 0. Pour
tout U ⊂M , une structure de Poisson réelle analytique ou holomorphe sur M induit un
crochet de Poisson sur l'algèbre des fonctions holomorphes dé�nies sur U . Lorsque U est
un sous-ensemble ouvert de Rn ou Cn, les structures de Poisson sur U sont en corres-
pondance biunivoque avec les crochets de Poisson sur les fonctions réelles analytiques ou
holomorphes sur U voir par exemple [16].
Puisque, en dimension 2, chaque champ de bivecteurs est de Poisson, l'identité de Jacobi
ne joue aucun rôle. Mais le cas de la dimension 2 est un exemple intéressant car il existe
des feuilles symplectiques ouvertes, et elles sont denses (sauf si nous choisissons un champ
de bivecteurs égal à zéro sur un sous-ensemble ouvert).
Considérons sur M := R2 (ou un ouvert de R2) la structure de Poisson donnée par :

{x, y}M = f(x, y) (2.1)

où x, y sont les coordonnées canoniques surM , et f(x, y) est une fonction lisse. Supposons
que la variété de Poisson (M,π), décrite par (2.1) admette une résolution symplectique
(Σ,ΠΣ, φ), avec ΠΣ la structure de Poisson sur Σ (structure qui, par dé�nition, est
symplectique). L'application φ est de la forme φ = (u, v) où u et v sont deux fonctions
lisses sur Σ à valeurs dans R. Pour tout choix (p, q) de coordonnées de Darboux locales
sur (Σ,ΠΣ), les fonctions u et v sont localement des fonctions des variables p et q.
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Proposition 14. Une paire (Σ, φ), où Σ est une variété symplectique, et φ : Σ→M une
application surjective, est une résolution symplectique de la variété de Poisson (M,πM )
donnée par (2.1) si et seulement si

{q, p}Σ
(
∂u

∂p

∂v

∂q
− ∂u

∂q

∂v

∂p

)
= f(u(p, q), v(p, q)) (2.2)

où p, q sont des coordonnées locales sur (Σ,ΠΣ) et φ = (u, v).

Preuve. L'application φ est de Poisson si et seulement si {φ∗x, φ∗y}Σ = φ∗{x, y} =
φ∗f(x, y). Puisque u = φ∗x et v = φ∗y, cela donne {u, v}Σ = f(u(p, q), v(p, q)). Le
résultat s'obtient en écrivant dans des coordonnées le crochet {u, v}Σ.

Remarque 4. La proposition 14 s'étend de manière évidente à la structure de Poisson
réelle analytique et holomorphe.

Exemple 13. Cet exemple appraraît déjà dans [17], section 6. Utilisons cette proposition
pour construire une résolution symplectique de la structure de Poisson sur M := R2

donnée par :

{x, y}M = x2 + y2, (2.3)

où x, y désignent les coordonnées canoniques de M = R2.
Notre candidat de résolution symplectique est donné par Σ := R2 muni du crochet
de Poisson canonique {q, p}Σ = 1, où on désigne cette fois par (p, q) les coordonnées de
Σ := R2, a�n d'éviter une confusion avec les coordonnées deM (puisque ici, par accident,
les deux sont ici isomorphes). On dé�nit une application ϕ de Σ dans M par :

ϕ : Σ → M
(p, q) 7→ (q sin(pq), q cos(pq)).

(2.4)

Il est facile de véri�er que ϕ est surjective. Il reste donc à montrer que c'est un morphisme
de Poisson, ce pour quoi il su�t de véri�er que la condition donnée par l'équation (2.2)
est satisfaite. Ceci se fait par un calcul direct. Puisque u(p, q) = q sin(pq) et v(p, q) =
q cos(pq), on a d'une part f(u(p, q), v(p, q)) = (q sin(pq))2 + (q cos(pq))2 = q2 et d'autre
part, par un calcul direct :

∂u

∂p

∂v

∂q
− ∂u

∂q

∂v

∂p
=

∂q sin(pq)

∂p

∂q cos(pq)

∂q

− ∂q sin(pq)

∂q

∂q cos(pq)

∂p

= q2(sin2(pq) + cos2(pq)) = q2.

Puisque {p, q} = 1 et f(u(p, q), v(p, q)) = q2. Cela prouve l'assertion.
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Remarque 5. La résolution symplectique de l'exemple 13 est une résolution symplec-
tique réelle analytique. Mais ce n'est pas une résolution symplectique holomorphe. L'ap-
plication ϕ de l'exemple 13 s'étend naturellement à une application de Poisson holo-
morphe de ΣC = C2 à MC = C2, muni des extensions holomorphes naturelles des struc-
tures de Poisson qui apparaissent dans l'Exemple 13. Cette application est encore de
Poisson et ΣC est encore symplectique. Mais ϕ, tel qu'elle est dé�ni dans (2.4), n'est pas
surjectif de ΣC à MC, donc ceci ne dé�nit pas une résolution symplectique holomorphe.

On peut construire une résolution symplectique d'une structure de Poisson lisse et réelle
analytique plus générale que celle de (2.3) en changeant la structure de symplectique sur
Σ.

Exemple 14. On munit R2 := M de la structure de Poisson dé�nie par

{x, y}M = x2n + y2m,

où (x, y) désigne les coordonnées canoniques de M , et n et m sont des nombres entiers
avec n ≥ m ≥ 1.
Notre candidat de résolution symplectique est donné par Σ := R2 muni du crochet de
Poisson

{p, q}Σ = q2n−2m sin2(pq2m−1) + cos2(pq2m−1), (2.5)

où (p, q) sont les coordonnées canoniques de Σ. Ce crochet de Poisson est symplectique,
car q2n−2m sin2(pq2m−1) + cos2(pq2m−1) est strictement positif pour tout p, q ∈ R.
On dé�nit une application ϕ de Σ dans M par :

ϕ : Σ → M
(p, q) 7→ (q sin(pq2m−1), q cos(pq2m−1)).

Pour démontrer que (Σ, ϕ) est une résolution symplectique de M , il su�t de véri�er que
la condition donnée par l'équation (2.2) est satisfaite. Puisque u(p, q) = q sin(pq2m−1) et
v(p, q) = q cos(pq2m−1), on a d'une part

f(u(p, q), v(p, q)) = (q sin(pq))2n + (q cos(pq))2m (2.6)

et d'autre part, par un calcul direct :

∂u

∂p

∂v

∂q
− ∂u

∂q

∂v

∂p
=

∂q sin(pq2m−1)

∂p

∂q cos(pq2m−1)

∂q

− ∂q sin(pq2m−1)

∂q

∂q cos(pq2m−1)

∂p

= q2m(sin2(pq2m−1) + cos2(pq2m−1)) = q2m.

Les valeurs explicites de ∂u
∂p

∂v
∂q −

∂u
∂q

∂v
∂p , {p, q}Σ et f(u(p, q), v(p, q)) données respective-

ment dans l'équation précédente, dans l'équation (2.5) et dans l'équation (2.6) satisfont
l'équation (2.2).
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Cela prouve que le triple (Σ,ΠΣ, ϕ) est une résolution symplectique. Plus généralement,
pour toute structure de Poisson de la forme

{x, y}M = κ(x, y)(x2n + y2m),

avec κ(x, y) une fonction strictement positive sur M , le triplet (Σ, (ϕ∗κ) ΠΣ, ϕ) est une
résolution symplectique.

Exemple 15. Les deux premiers exemples étaient des structures de Poisson à singularités
isolées. Voici un exemple où la singularité n'est pas isolée, mais Σ n'est pas connexe. On
munit M = R2 du crochet linéaire (appelé aussi "de Lie-Poisson") non-nul, à savoir
le crochet donné dans les coordonnées canoniques par {x, y}M = x. On dé�nit Σ :=
R2
∐

R2
∐

R2 l'union disjointe de trois copies de R2. Munissons chaque copie de R2 par
la structure symplectique canonique. On considère l'application ϕ : Σ→M dé�nie par

ϕ :=


(exp(p), q) sur la première copie

(− exp(p), q) sur la deuxième copie
(0, q) sur la troisième copie.

Un calcul direct à l'aide de la condition (2.2), montre que la restriction à chacune des trois
copies est un morphisme de Poisson, ce qui su�t à faire de ϕ un morphisme de Poisson.
L'application ϕ est surjective. La paire (Σ, ϕ) est donc une résolution symplectique de
(M,π). Notez que Σ n'est pas semi-connexe (voir la dé�nition 29). Nous imposerons plus
tard que l'application ϕ est une application propre. Ce qui exclura ce type de résolution.

Voici un exemple non-trivial en dimension 4 d'un champ de bivecteurs de Poisson qui
admet une résolution symplectique.

Exemple 16. Soit (M,πM , EM ) une variété de Jacobi de dimension 3 dont la structure
de Jacobi est donnée par le champ de vecteurs et le champ bivecteurs suivants :

EM = 2
∂

∂z
πM = (x4 + y4)

∂

∂x
∧ ∂

∂y
+

∂

∂z
∧
[
x
∂

∂x
− y ∂

∂y

]
.

On véri�e facilement que cette structure est de Jacobi :

[πM , πM ] = 2EM ∧ π; [E, π] = 0.

Considérons la structure de Poisson sur P = M × R induite par la structure de Jacobi
(la �Poissoni�cation� de la structure de Jacobi précédente voir [8], page 113). Elle est
dé�nie par

πP = e−t(π + Z ∧ E),

où t est la coordonnée canonique sur le facteur R, et Z = ∂
∂t . Une résolution symplectique

de la variété de Poisson (P, πP ) est le triple (Σ,ΠΣ, ϕ) où Σ est une variété symplectique
dont la structure symplectique est donnée par le champ de bivecteurs de Poisson non

36



2.3. Structures de Poisson qui n'admettent pas de résolutions symplectiques

dégénéré ΠΣ = e−
q2
2 (cos4(p3

1q1) + sin4(p3
1q1)) ∂

∂p1
∧ ∂

∂q1
+ 4e

−3q2
4

∂
∂p2
∧ ∂

∂q2
. Il dé�nit une

structure symplectique sur Σ. L'application ϕ : Σ→ P dé�nie par

ϕ = (f1, f2, f3, f4),

avec f1 = e
−q2

4 p1 cos(p3
1q1), f2 = e

−q2
4 p1 sin(p3

1q1), f3 = p2, f4 = q2, est un morphisme de
Poisson (un calcul direct le montre en utilisant la Proposition 14). Nous avons donc une
résolution symplectique de P , qui est une variété de dimension 4.

Exemple 17. Il existe une construction générale mais pas convaincante pour construire
une résolution symplectique de toute variété de Poison de dimension paire. Soit (M,π)
une variété de Poisson lisse (resp, réelle analytique ou holomorphe) de dimension 2d. Ici
K = R ou C selon le contexte. Pour toute feuille symplectique S de πM , considérons le
produit direct Σ = S ×K2d−2s où 2s est la dimension de la feuille S.

Munissons ΣS avec le produit direct de la structure symplectique ΠΣS de la feuille
symplectique S avec la structure symplectique canonique sur l'espace vectoriel de dimen-
sion paire K. Cette structure de Poisson est symplectique par construction. L'application
naturelle ϕ obtenue d'abord en projetant S × K2d−2s sur S, puis par l'inclusion S dans
M , est une application de Poisson. Maintenant, soit S l'ensemble de toutes les feuilles
symplectiques. Soit Σ l'union disjointe Σ :=

∐
S∈S ΣS . Tous les composants connexes de

cette variété sont de dimension 2d et sont des variétés symplectiques. Cela implique que
Σ est de dimension 2d donc symplectique. L'application ϕ : Σ→M dont la restriction à
S ∈ S est ϕS est surjective. C'est une application de Poisson car sa restriction à chaque
composante connexe ΣS est une application de Poisson. Par conséquent, (Σ,ΠΣ, ϕ) dé�nit
une résolution symplectique.
En utilisant cette construction, nous voyons que toute variété de Poisson de dimension
paire admet une résolution symplectique. Cependant, cette construction n'est pas satis-
faisante. En général, les feuilles symplectiques forment une famille non dénombrable qui
a la cardinalité de K. Donc Σ peut ne pas admettre un sous-ensemble dénombrable dense,
c'est-à-dire être séparable. Même quand il y a un nombre �ni de feuilles symplectiques,
la résolution décrite dans cet exemple n'est pas semi-connexe (voir Dé�nition 29). Cet
exemple n'est donc pas convaincant, et nous imposerons des conditions qui excluent de
telles résolutions symplectiques.

2.3 Structures de Poisson qui n'admettent pas de résolu-

tions symplectiques

Nous décrivons dans cette section de larges classes de variétés de Poisson qui ne peuvent
pas admettre de résolutions symplectiques raisonnables.
Comme le montre l'exemple 17, il est raisonnable de supposer que les résolutions symplec-
tiques sont séparables - sans quoi il en existe toujours, mais elles ne sont guère intéres-
santes. Dans cette section, comme dans la précédente, certaines des a�rmations portent
sur des variétés de Poisson réelles analytiques et holomorphes, certaines concernent le
cas lisse. Le contexte sera clairement indiqué s'il y a lieu.
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Plusieurs preuves doivent faire appel au théorème de Sard (voir par exemple [24]). Don-
nons la version de ce théorème qui est requise ici. Pour Σ,M des variétés et ϕ : Σ→M
une application surjective lisse ou holomorphe, un point m ∈ M est dite une valeur ré-
gulière si Tσϕ est surjective pour tout σ ∈ Σ avec ϕ(σ) = m. Une valeur critique d'une
application ϕ : Σ→M est un point m ∈M pour lequel il existe σ ∈ Σ avec ϕ(σ) = m tel
que Tσϕ : TσΣ→ TmM n'est pas surjective. Pour une application surjective ϕ : Σ→M ,
l'ensemble des valeurs critiques et l'ensemble des valeurs régulières forment une partition
de M .

Théorème 19. [24] [Théorème de Sard.] Soit P,N des variétés (lisses ou complexes)
séparables et ϕ : P → N une application surjective lisse ou holomorphe. L'ensemble de
toutes les valeurs critiques est de mesure de Lebesgue nulle. En particulier, l'ensemble
des valeurs régulières est dense en N .

Voyons maintenant quelles sont les conditions que les variétés de Poisson doivent satisfaire
pour admettre une résolution symplectique séparable.

Proposition 15. Soit (Σ, φ) une résolution symplectique lisse, réelle analytique ou ho-
lomorphe d'une variété de Poisson lisse, réelle analytique ou holomorphe (M,πM ).

1. Le lieu singulier de πM coïncide avec l'ensemble des valeurs critiques de φ.

2. la di�érentielle de φ en un point y ∈ Σ est inversible si et seulement si φ(y) est un
point régulier pour φ.

Preuve. L'application φ est de Poisson si et seulement si le diagramme suivant est com-
mutatif : pour tout x ∈M et tout y ∈ Σ avec ϕ(y) = x :

T ∗yΣ
Π#

Σ|y // TyΣ

Tyφ

��
T ∗xM

T ∗y φ

OO

π#
M|x // TxM

(2.7)

Cette commutativité et le caractère inversible de Π#
Σ|σ font que π#

M |x est inversible si et

seulement si les �èches verticales sont inversibles pour tout y ∈ φ−1(x), c'est-à-dire si et
seulement si Tyφ est inversible pour tout y ∈ φ−1(x), ce qui démontre le résultat.

Pour des variétés de Poisson symplectiques sur un ouvert dense, les points singuliers sont
très exactement les points où le bivecteur n'est pas inversible. La proposition suivante
sera utilisée plusieurs fois.

Proposition 16. Une variété de Poisson (M,π) qui admet une résolution symplectique
séparable est symplectique sur un ouvert dense.
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Preuve. Comme φ est surjectif, il découle du théorème de Sard (qui est valable pour les
applications lisses (resp. holomorphe) entre variétés séparables) que l'image de l'ensemble
des points où la di�érentielle de φ est surjective (et donc bijective) est un ouvert dense de
M . Par la proposition 15, les valeurs régulières de ϕ sont des points réguliers de πM . Par
conséquent, les points réguliers de πM sont denses. Puisque les valeurs régulières d'une
structure de Poisson sont toujours un sous-ensemble ouvert, cela prouve la revendication.

On déduit de la proposition 16 qu'un point m dans une variété de Poisson (M,πM ) qui
admet une résolution symplectique séparable, est

1. un point régulier pour la structure de Poisson πM si et seulement si, c'est un point
symplectique, (c'est-à-dire, un point m où π#

M |m : T ∗M → TM est bijective),

2. un point singulier pour la structure de Poisson πM si et seulement si, ce n'est pas
un point symplectique.

On déduit de la proposition 16 qu'un point m ∈M est

1. un point régulier pour la structure de Poisson πM si et seulement si Tσϕ est bijective
pour tout point σ ∈ ϕ−1(m),

2. un point singulier pour la structure de Poisson πM si et seulement si, Tσϕ est
non-bijective pour tout point σ ∈ ϕ−1(m).

Imposer que les résolutions symplectiques soient séparable n'est pas su�sant ainsi que
suggéré par l'exemple 15 qui décrit une résolution symplectique de la structure de Poisson
sur R2 donnée par {x, y} = x. Clairement, nous ne voulons pas considérer de telles
résolutions symplectiques. Pour éviter les résolutions symplectiques comme décrites dans
l'exemple 15, on peut supposer que l'application ϕ : Σ→M soit une application propre,
c'est-à-dire l'image inverse par ϕ d'un sous-ensemble compact deM est un sous-ensemble
compact de Σ. Dans ce cas, on dit que la résolution est une résolution symplectique
propre. La résolution symplectique de l'Exemple 15 n'est pas propre. A�n de ne pas
confondre le cas lisse avec le cas holomorphe (ou réel analytique), nous les distinguerons
en donnant deux théorèmes. Nous allons commencer avec le cas lisse. Considérons à
nouveau la structure de Poisson donnée par :

{x, y}M = f(x, y). (2.8)

où x, y sont des coordonnées locales sur M = R2 et f(x, y) est une fonction lisse qui
s'annule si x = 0.

Théorème 20. La variété de Poisson (M,π) décrite par l'Equation (2.8) n'admet pas
de résolution symplectique lisse propre.

Remarque 6. Le problème suivant reste ouvert : la variété de Poisson (M,π) décrite
par (2.8) admet-elle une résolution symplectique lisse connexe ?

Démontrons maintenant le Théorème 20.

39



Chapitre 2. Résolutions symplectiques des structures de Poisson singulières

Preuve. Soit (Σ, ϕ) une résolution symplectique propre de (M,πM ). Comme M ' R2,
on écrit φ = (u, v) où u, v sont des fonctions lisses à valeurs réelles sur Σ. D'après le
théorème de Sard (Théorème 19), appliqué à la fonction di�érentiable v : Σ→ R, laquelle
est surjective car φ est surjective, les valeurs critiques de v ont un complémentaire dense
dans R. Soit v0 ∈ R en dehors des valeurs critiques de v. Puisque v0 n'est pas une valeur
critique, et puisque la dimension de Σ est 2, l'image réciproque par v : Σ→ R de v0 est
une union (Ci)i∈I de courbes.
Considérons le point (0, v0) ∈ M = R2. Ce point est un point singulier de πM par
dé�nition de celui-ci. Considérons un point σ ∈ Σ de son image réciproque, point qui
appartient à une courbe Ci0 pour un certain i0 ∈ I. Nous allons montrer que l'image de
Ci0 par φ est réduite au point (0, q0), c'est-à-dire que u est nulle sur cette courbe.
Comme la fonction v a une di�érentielle non nulle en σ, il existe une autre fonction locale
p, dé�nie au voisinage de σ telle que le couple (p, q) forme des coordonnées de Darboux
locales sur un ouvert Uσ ⊂ Σ. Sur Uσ ⊂ Σ l'application ϕ s'écrit φ : (p, q)→ (u(p, q), q)
tandis que la restriction à Uσ ⊂ Σ de Ci0 est donnée par v = v0. Par la proposition
14, comme l'application ϕ est un morphisme de Poisson, l'équation di�érentielle en la
variable p suivante est satisfaite pour toute valeur de v dans un voisinage de v0 :

∂u

∂p
(p, v) = f(u(p, v), v). (2.9)

En particulier, pour v = v0, nous obtenons l'équation di�érentielle :{ ∂u
∂p (p, v0) = f(u(p, v0), v0)

et u(p0, v0) = 0.
(2.10)

Ici (p0, v0) sont les coordonnées du point σ. Puisque f(0, v) = 0 pour toute valeur de v et
en particulier f(0, v0) = 0, le théorème de Cauchy-Lipschitz implique que l'équation di�é-
rentielle (2.9) admet pour une solution unique la fonction nulle, c'est-à-dire, u(p, v0) = 0
pour tout p dans un voisinage de p0. Par conséquent, la restriction de u à Ci0 est une
fonction qui est nulle dans un voisinage de tout point où elle est nulle. Puisque Ci0 est
connexe, la fonction u s'annule identiquement sur toute la courbe Ci0 si et seulement si
elle s'annule en un point de Ci0 . La conclusion de ce qui précède est qu'il y a deux types de
courbes dans v−1(v0). celles sur lesquelles la restriction de la fonction u n'est jamais nulle
(courbes que nous appelons courbes du premier type) et celles où u est identiquement
nulle, (courbes que nous appelons les courbes du second type). Puisque l'application ϕ
est surjective, il y a nécessairement au moins une courbe de chaque type. Puisque l'union
de toutes les courbes du second type est l'image inverse ϕ−1(0, v0), cette union est un
ensemble compact. (Remarquons aussi que chacune de ces courbes est compacte, donc
est isomorphe à un cercle). Soit K l'image inverse par ϕ de [−1, 1]× {v0} ⊂M . Puisque
ϕ est propre, l'ensemble K est compact. Appelons maintenant courbes du bon type celles
qui se rencontrent K. Les courbes du second type sont toujours du bon type.
Par dé�nition de v0, Tσv : TσΣ → TσR est surjective pour chaque σ ∈ v−1(v0), donc, v
est une submersion dans un voisinage de tout point dans v−1(v0), les courbes (Ci)i∈I dont
l'union forme φ−1(0, v0) peuvent être séparées , c'est-à-dire qu'il y a des ensembles ouverts
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(Ui)i∈I , avec Ui contenant Ci pour tous distincts i, j ∈ I tels que Ui∩Uj∩v−1(0) = ∅. Les
sous-ensembles ouverts (Ui∩K)i∈I recouvrent K. C'est aussi une partition. Or, dans une
partition d'un ensemble compact par des sous-ensembles ouverts, seulement un nombre
�ni d'entre eux peut être non vide.Le sous-ensemble �ni de courbes du bon type peut
donc être séparé en deux sous-ensembles : ceux qui sont du second type et ceux qui sont
du premier type. Ces deux sous-ensembles étant �ni, les courbes des deux types peuvent
être séparées par deux sous-ensembles ouverts V et W de Σ qui ne se rencontrent pas
dans Σ.
Considérons maintenant une suite (yn)n∈N ∈ Σ, telle que φ(yn) = ( 1

n , q0). Comme φ est
propre, de la suite yn, on peut extraire une sous-suite convergente. Soit ỹ ∈ Σ sa limite.
Par construction, φ(ỹ) = (0, v0).
Pour tout n ∈ N, l'élément yn appartient à une courbe du premier type et du bon type,
et est donc dans V , mais sa limite est dans une courbe du second type et du bon type, et
est donc dans W . Cela contredit le fait que V ∩W = ∅ et permet de �nir la preuve.

Nous regardons maintenant le cas réel analytique ou holomorphe. Comme dans l'equation
(2.8), nous considérons la structure de Poisson réelle analytique (resp, holomorphe) sur
M := C2, ou un sous-ensemble ouvert de R2 (resp, C2) contenant au moins un point de
l'axe verticale {x = 0}, donné par :

{x, y}M = f(x, y) (2.11)

avec f(x, y) une fonction analytique (ou holomorphe) réelle qui s'annule sur l'axe verti-
cal {x = 0}. Le théorème 20 implique que, dans le cas réel analytique, aucune résolution
propre n'existe. Mais il y a une a�rmation plus forte, et de ce fait, nous introduirons
la notion de résolution symplectique semi-connexe (pour le cas réel analytique ou holo-
morphe).

Dé�nition 29. Une résolution symplectique (Σ, ϕ,ΠΣ) d'une variété de Poisson (M,πM )
est dite semi-connexe si aucune composante connexe de Σ, par l'application ϕ n'a une
image incluse dans le lieu singulier de πM .

Remarque 7. Si une résolution symplectique (Σ, ϕ,ΠΣ) deM avec Σ est connexe, alors
elle est également semi-connexe.

Théorème 21. La variété de Poisson réelle analytique (ou holomorphe) (M,πM ) dé-
crite par l'équation (2.11) n'admet pas de résolution symplectique semi-connexe réelle
analytique (ou holomorphe).

Nous montrons le Théorème 21 pour le cas holomorphe, la preuve pour le cas ana-
lytique réel étant similaire. On suppose M = C2, la preuve s'adapte facilement au cas
général. Soit (Σ,Π, ϕ) une résolution symplectique réelle analytique ou holomorphe semi-
connexe de la structure de Poisson décrite par l'équation (2.11). On écrit ϕ = (u, v) avec
u, v fonctions holomorphes de Σ dans C. Considérons Γ = u−1(0) ⊂ Σ. L'ensemble Γ est
un sous-ensemble fermé de Σ qui est l'union disjointe de
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Γsing = {σ ∈ Σ | u = 0 and dσv = 0}

et
Γreg = {σ ∈ Σ | u = 0 and dσv 6= 0} .

Nous commençons avec un lemme :

Lemme 5. Pour tout point σ ∈ Γreg, il existe un voisinage Uσ de σ dans Σ tel que
v(Uσ ∩ Γreg) est réduit à un point.

Preuve. Pour tout point σ ∈ Γreg tel que dσv 6= 0 il existe un voisinage Uσ de σ dans Σ
et une fonction p dé�nie sur Uσ telle que le couple (p, v) forme des coordonnées locales
de Darboux sur Σ. L'application ϕ s'écrit dans ces coordonnées comme suit :

ϕ : Uσ ⊂ Σ → M
(p, v) 7→ (u(p, v), v)

Soit (p0, v0) les coordonnées du point σ ∈ Σ. La proposition 14 implique que l'équation
di�érentielle (2.9) est satisfaites.
Considérons la fonction h : v → u(p0, v), comme la fonction h est réelle analytique ou
holomorphe et nulle en v0, il existe deux possibilités : soit cette fonction est identiquement
nulle, soit elle a un zéro isolé en v0. L'équation di�érentielle (2.9) et le théorème de
Cauchy-Lipschitz donnent que si h est identiquement nulle sur un voisinage de v0, la
fonction u est nulle sur Uσ (qui est un ouvert dans un fermé donc une union dénombrable
de compacts). Étant donné que la fonction u est réelle analytique ou holomorphe, ceci
implique que u = 0 sur toute la composante connexe Σσ de σ dans la variété Σ. Mais ceci
est impossible parce que Σ est semi-connexe : ϕ(Σσ) ne peut pas être inclus dans le lieu
singulier de πM . Donc v0 est nécessairement un zéro isolé de h et l'équation (2.9) et le
théorème de Cauchy-Lipschitz impliquent que u(p, v) ne peut pas être nulle pour v 6= v0

tandis que (P, v0) = 0 pour tous p. Donc Uσ ∩Γreg est donné dans les coordonnées (p, v)
par v = v0 et son image par ϕ est réduite au point (0, v0). Ceci complète la preuve.

Exemple 18. Pour expliquer le lemme 5, considérons la structure de Poisson {x, y} = x
sur M := C2. Considérons Σ := C2 avec la structure symplectique canonique et ϕ : Σ→
M l'application dé�nie par ϕ : (p, q) 7→ (p, pq). L'application ϕ est un morphisme de
Poisson mais ϕ(Σ) ∩ {x = 0} est réduit au point (0, 0) ∈ M . Il est en particulier non
surjective et (Σ, ϕ,ΠΣ) n'est pas une résolution symplectique.

Nous pouvons démontrer maintenant le Théorème 5 :

Preuve. Soit (Σ,ΠΣ, ϕ) une résolution symplectique semi-connexe réelle analytique ou
holomorphe. Par construction ϕ = (u, v) avec u, v sont deux fonctions réelles analytiques
ou holomorphes sur Σ à valeurs dans R ou C comme dans le lemme 5. Par souci de
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simplicité, nous nous mettons dans le cas holomorphe. Soit Γ = u−1(0), Γsing et Γreg
comme dans les ligne qui précèdent le lemme 5. Comme ϕ est supposée être surjectif,

v(Γ) = C.

D'après le théorème 19 [Théorème de Sard], appliqué à la fonction di�érentiable v : Σ→
C, qui est surjective car ϕ l'est. Les valeurs critiques de v forment un ensemble de mesure
nulle dans C. Par construction, v(Γsing) est inclus dans ce sous-ensemble et est donc de
mesure 0. Montrons que v(Γreg) est un sous-ensemble dénombrable ou �ni de C. Pour
tout σ ∈ Γ, il existe par le lemme 5 un voisinage Uσ de σ ∈ Σ tel que ϕ(Uσ) ∩Msing est
réduit à un point. L'ensemble Γreg est un sous ensemble ouvert du sous ensemble fermé
Γ. Γreg est un ensemble localement compact et nous pouvons extraire de n'importe quelle
recouvrement ouvert de Γreg une recouverement ouvert �ni ou dénombrable.
Cela implique que ϕ(Γreg), tout comme v(Γ), est un ensemble �ni ou dénombrable de C.
On peut extraire de la recouverement des ensembles ouverts (Vσ)σ∈Γ une famille �nie ou
dénombrable {Vi}I∈N. Cela implique que ϕ(Γ), tout comme v(Γ), est un ensemble �ni ou
dénombrable. Par conséquent, il est de mesure nulle. Or, v(Γ) ne peut pas être l'union
de deux sous-ensembles de mesure nulle. Par conséquent, aucune résolution symplectique
semi-connexe peut exister.

Nous utilisons maintenant les théorèmes 20 et 21 pour donner une classe de variétés
de Poisson qui n'admettent pas de résolutions symplectiques raisonnables, bien qu'elles
soient symplectiques sur un sous-ensemble ouvert dense.
Nous disons qu'une sous-variété N d'une variété de Poisson (M,πM ) qui peut être lisse,
réelle analytique ou holomrphe, telle que

TnN ⊕ π#
M |n(TnN

⊥) = TnM, ∀n ∈ N (2.12)

est de Poisson-Dirac. La dé�nition usuelle est plus générale (voir [18], chapitre 5) mais
nous nous contentons ici de cette dé�nition. Rappelons que toute sous-variété Poisson-
Dirac admet une structure de Poisson induite unique appelée structure de Poisson réduite
et notée par {·, ·}N qui satisfait pour toutes les fonctions locales F,G sur N

{F,G}N = i∗N

{
F̃ , G̃

}
M

où F̃ et G̃ sont des extensions locales de F et G à M dont les champs de vecteurs
hamiltoniens sont tangents à N et i∗N : N ↪→M est l'inclusion. L'équation (2.12) implique
que de telles extensions existent toujours, voir [18], chapitre 5.

Remarque 8. (voir [29], corollary 2.11) Les sous-variétés de Poisson-Dirac des varié-
tés symplectiques sont exactement des sous-variétés symplectiques, c'est-à-dire des sous-
variétés sur lesquelles la 2-forme symplectique se restreint à une 2-forme non dégénérée.

Nous donnons maintenant une caractérisation des sous-variétés de Poisson-Dirac,
pour plus de détails voir [18], page 163.
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Proposition 17. Soit (M,πM ) une variété de Poisson (lisse / réelle analytique / ho-
lomorphe) de dimension 2r + d et N une sous-variété de M de dimension d. Alors N
est une sous-variété de Poisson-Dirac si et seulement si pour tout n ∈ N , N est locale-
ment dé�ni par 2r fonctions indépendantes p1, . . . , pr, q1, . . . , qr satisfaisant les relations
suivantes :

i∗N {pi, qj}M = δji , i∗N {pi, pj}M = i∗N {qi, qj}M = 0, ∀i, j = 1, . . . , r. (2.13)

Les sous-variétés N,S de M sont dites en somme directe en n ∈ S ∩N si TnS ⊕ TnN =
TnM .

Lemme 6. Soient (M,πM ) une variété de Poisson (lisse/réelle analytique/holomorphe)
de dimension 2r + d, S une feuille symplectique de dimension 2r et N ⊂ M une sous-
variété en somme directe avec S en un point n ∈ S ∩ N . Pour chaque résolution sym-
plectique (Σ,ΠΣ, ϕ) de (M,πM ), il existe un voisinage N ′ de n dans N tel que :

1. N ′ est une sous-variété de Poisson�Dirac,

2. ϕ−1(N ′) est une sous-variété de Σ,

3. la restriction ϕN ′ : ϕ−1(N ′) → N ′ est une résolution symplectique pour les struc-
tures de Poisson réduites de ϕ−1(N ′) et N ′ respectivement Si (Σ,ΠΣ, ϕ) est propre
(resp, semi-connexe, alors cette restriction l'est aussi)

Preuve. Il existe, dans un voisinage U de n, des coordonnées de Weinstein (p, q, z) telles
que la sous-variété N ′ := N ∩U est donnée par les équations : p1 = · · · = pr = q1 = · · · =
qr = 0 (voir [18] chapitre 1 pour la dé�nition des coordonnées de Weinstein). Les fonctions
p1, ..., pr, q1, ..., qr ayant des champs de vecteurs hamiltoniens indépendants à tous les
points de U , leur tirés en arrière ϕ∗p1, ..., ϕ

∗pr, ϕ
∗q1, ..., ϕ

∗qr ont également des champs
de vecteurs hamiltoniens indépendants en tout point dans ϕ−1(U). Par conséquent, leurs
tirés en arrière par ϕ sont des fonctions indépendantes. Le lieu des zéros de ces fonctions
qu'ils dé�nissent est ϕ−1(N ′) par construction, qui est donc une sous-variété de Σ que
nous appelons ΣN . La proposition 2.13 implique que N ′ et ϕ−1(N ′) sont des sous-variétés
de Poisson-Dirac. Cela prouve le premier et le deuxième point.
Si pour toute fonction F ∈M telle que

{F, qi}|N′ = 0 = {F, pi}|N′

pour tout i = 1, ..., r, alors

{ϕ∗F,ϕ∗qi}|ΣN = 0 = {ϕ∗F,ϕ∗pi}|ΣN

pour tout i = 1, ..., r, Ainsi, une fonction F sur M telle que le champ de vecteurs
hamiltonien XF tangent à N ′ véri�e que le champ de vecteurs hamiltonien Xϕ∗F est
tangent à ϕ−1(N ′). Maintenant, pour toutes fonctions F,G ∈ C∞(N ′), nous avons par
dé�nition de la structure réduite

{F,G}N ′ =
{
F̃ , G̃

}
|N′

,

44



2.3. Structures de Poisson qui n'admettent pas de résolutions symplectiques

où F̃ et G̃ sont des extensions locales de F et G à M telles que les champs de vecteurs
hamiltoniens sont tangents à N ′. Par conséquent

ϕ∗ {F,G}N ′ =
(
ϕ∗ ◦ i∗N ′

{
F̃ , G̃

})
= i∗ϕ−1(N ′)

{
ϕ∗F̃ , ϕ∗G̃

}
= {ϕ∗F,ϕ∗G}ϕ−1(N ′) .

Cela prouve que ϕ se restreint en un morphisme de Poisson de ϕ−1(N ′) à N ′ munis
de leurs structures de Poisson réduites. Cette restriction est propre si ϕ est propre et
semi-connexe si ϕ est semi-connexe. Cela prouve le troisième point.

Corollaire 6. Une variété de Poisson (M,πM ) de dimension 2r + 2

1. qui est symplectique sur un ouvert dense

2. qui contient une sous-variété P de codimension 1 incluse dans le lieu singulier de
πM ,

3. laquelle a au moins un point où le rang de πM est 2r.

n'admet pas de résolution symplectique propre.

Preuve. Nous reprenons le contexte du corollaire 6. Soit F une fonction locale dans un
voisinage de n ∈M . Montrons que le champ vecteurs hamiltonien XF de F est tangent
à P . Puisque P est de codimension 1, s'il existe un point n′ ∈ P où XF n'est pas tangent
à P , tout point dans un voisinage de n′ dans M est obtenu à partir d'un point de P
en suivant le �ot de XF . Mais puisque tout point de P est un point singulier pour πM ,
et puisque le �ot de XF est constitué de di�éomorphismes de Poisson, cela implique
que tout point dans un voisinage de n′ dans M est un point singulier, ce qui contredit
l'hypothèse sur πM .
Soit N soit une sous-variété de dimension 2 en somme directe avec la feuille symplectique
Sn à n où n ∈ P est un point où le rang de πM est 2r. Puisque TnN + TnP = TnM ,
l'intersection P ∩N est une courbe dans N , au moins dans un voisinage de n ∈ N . Nous
désignons par PN cette courbe.
Supposons que (M,πM ) admet une résolution symplectique propre. Par le lemme 6, il y
a un voisinage N ′ de n dans N qui admet une résolution symplectique propre.
Mais en remplaçant N ′ par un ouvert de celui-ci, si nécessaire, on peut supposer que N ′

est di�éomorphe à un sous-ensemble ouvert de R2, di�éomorphisme sous lequel la courbe
PN est donnée par l'équation x = 0, avec x, y les coordonnées canoniques sur R2. La
structure de Poisson sur N ′ étant maintenant sous la forme (2.8), elle n'admet pas de
résolution symplectique propre par le théorème 20, ce qui contredit le résultat précédent.
Par conséquent, (M,πM ) n'admet pas de résolution symplectique propre.

Une véri�cation pas à pas de la preuve du corollaire 6 montre qu'il reste valable en
géométrie réelle analytique ou holomorphe. Nous donnons maintenant un exemple (trivial
dans un sens) d'une variété de Poisson de dimension 4 qui satisfait aux conditions du
corollaire 6.
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Exemple 19. Soit (M =, πM ) une variété de Poisson dé�nie par M = R4 et

πM = x
∂

∂x
∧ ∂

∂y
+

∂

∂z
∧ ∂

∂t
− ∂

∂y
∧ ∂

∂z
. (2.14)

Le champ de bivecteurs πM satisfait aux conditions du corollaire 6, (c'est-à-dire que l'en-
semble des points singuliers de πM contient une sous-variété de codimension 1), puisque
Msing =

{
(x, y, z, t) ∈ R4 | x = 0

}
. La sous-variété de Poisson-Dirac (N, πN ) ⊂M dé�-

nie par {z = t = 0} est de Poisson-Dirac et la structure de Poisson réduite est x ∂
∂x ∧

∂
∂y .

Cette sous-variété n'admet pas de résolution symplectique propre par Corollaire 6.
Il est vrai que le morphisme de Poisson donné par φ = (q1, p1q1 + q2, p2, q2) est un
morphisme de Poisson de R4, muni de la structure symplectique canonique, dans M .
Mais l'application ϕ : R4 → M n'est pas surjective. Donc ce n'est pas une résolution
symplectique, bien qu'elle admette une sous-variété de dimension 2 : (donnée par y = z
et x = 0) de points singuliers dans son image.

Corollaire 7. Une variété de Poisson réelle analytique (resp. holomorphe) (M,πM ) de
dimension 2r + 2 qui est symplectique sur un sous-ensemble ouvert dense et qui admet
une sous-variété P de codimension 1 inclus dans Msing, et a au moins un point n ∈ P
où le rang de πM est 2r, n'admet pas une résolution symplectique semi-connexe.

Le lemme suivant est valable pour les cas lisses, réelles analytiques et holomorphes : Il
utilise principalement le théorème de Sard (théorème 19). Nous le prouvons seulement
dans le cas lisse, mais la preuve s'adapte facilement.

Lemme 7. Soit (M,πM ) une variété de Poisson de dimension 2n ≥ 4, telle que le lieu
singulier de πM contient une sous-variété P ⊂ M de codimension 1. Si une résolution
symplectique existe, alors le rang de π sur P ne peut pas être nul.

Preuve. On considère la projection ψ : U → P avec U un voisinage tubulaire de P dans
M . Soit (Σ,ΠΣ, ϕ) une résolution symplectique de (M,π). L'application ψ◦ϕ : ϕ−1(U)→
P est surjective car ϕ et ψ sont surjectifs. Par le théorème de Sard 19 il existe au moins
une valeur régulière pour ψ ◦ϕ, c'est-à-dire qu'il existe un point p ∈ P tel que pour tous
σ ∈ ϕ−1(U) ⊂ Σ, la composition Tϕ(σ)ψ ◦ Tσϕ est une application linéaire surjective.
Puisque ϕ est surjectif, il existe σ ∈ Σ tel que ϕ(σ) = p. Un tel point appartient à ϕ−1(U)
par construction, et véri�e que Tϕ(σ)ψ ◦ Tσϕ est une application linéaire surjective. En
conséquence, cela implique que pour tout choix x1, . . . , x2n−1 de coordonnées locales sur
P dans M , les fonctions (ψ ◦ ϕ)∗x1, . . . , (ψ ◦ ϕ)∗x2n−1 sont linéairement indépendantes
au point σ ∈ ϕ−1(U).
Calculons les crochets de Poisson de ces fonctions au point σ. Puisque l'application ϕ est
un morphisme de Poisson, pour tous i, j = 1, . . . , 2n− 1 :

{(ψ ◦ ϕ)∗xi, (ψ ◦ ϕ)∗xj}Σ (σ) = {ϕ∗ψ∗xi, ϕ∗ψ∗xj}Σ (σ)

= {ψ∗xi, ψ∗xj}P (ϕ(σ)) = 0.

Mais il est impossible d'avoir 2n−1 fonctions indépendantes sur une variété symplectique
dont les crochets sont égaux à zéro en un point donné. Cela complète la preuve.
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Théorème 22. Une variété de Poisson lisse (M,πM ) qui contient une sous-variété de
codimension 1 de points singuliers pour πM n'admet pas de résolution symplectique propre.

Preuve. Nous allons démontrer le théorème par récurrence sur 2n = dim(M). Si n = 1,
le théorème se réduit à l'énoncé du théorème 20 en coordonnées locales. Puisque, dans
un voisinage d'un sous-ensemble N ⊂ M de dimension 1, la structure de Poisson s'écrit
{x, y} = f(x, y) avec (x, y) des coordonnées locales telles que N est donnée, localement,
par l'équation x = 0. Si N est constituée de points singuliers f(0, y) = 0. Ceci signi�e
que nous sommes dans la situation de (20). Supposons que le théorème est vrai pour tout
1, ..., n et démontrons le pour n+ 1 = 1

2 dim(M). Supposons que le lieu singulier de πM
contient une sous-variété P de codimension 1. D'après le lemme 7 le rang de πM sur P ne
peut pas être nul. Soit m un point dans P où πM |m 6= 0. Si une résolution symplectique
(Σ,ΠΣ, ϕ) de (M,πM ) existe, par le lemme 6, toute sous-variété N en somme directe avec
la feuille symplectique en un point m admet un voisinage N ′ de m tel que l'application
ϕN : ϕ−1(N)→ N est une résolution symplectique de dimension 2(n+ 1− r) où 2r est
le rang de πM en m.
Or, P ∩N ′ est une sous-variété de codimension 1 dans N ′ (au moins dans un voisinage
de m dans N ′). Nous obtenons une contradiction avec l'hypothèse de récurrence. Cela
démontre le résultat.

Exemple 20. Considérons l'algèbre de Lie a�ne, c'est-à-dire le produit semi-direct

g = gln(R) nRn,

muni de
[(A, u), (B, v)] = (AB −BA,Av −Bu).

On identi�e g et son espace vectoriel dual g∗ via la forme bilinéaire symétrique dé�nie
pour tous A,B ∈ gln(R) et u, v ∈ Rn par

g⊗ g → R
� (A, u), (B, v)� 7→ Tr(AB) + 〈u, v〉 . (2.15)

Sous cette identi�cation, l'action coadjointe devient une action de g sur g donnée en un
point (B, v) par

(A, u) 7→ ad∗(A,u)(B, v) = (AB −BA+ ut ⊗ v,At(v)) (2.16)

où At est la matrice transposée de A, et

ut ⊗ v :=


u1v1 · · · uiv1 · · · unv1
...

...
...

u1vj · · · uivj · · · unvj
...

...
...

u1vn · · · uivn · · · unvn

 .
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Pour une matrice diagonale B à valeurs propres distinctes deux à deux et pour v1, . . . , vn
toutes di�érentes de zéro, l'application linéaire (2.16) est injective, donc bijective. vé-
ri�ons ce point. Pour tout (A, u) dans le noyau de (2.16), les termes diagonaux de la
matrice AB −BA+ ut ⊗ v sont égaux à u1v1, . . . , unvn. S'ils sont nuls, alors u = 0. On
a alors AB − BA = 0, ce qui implique que A est une matrice diagonale. Mais, l'égalité
At(v) = 0 implique que tous les termes diagonaux de la matrice A sont nuls. Cela prouve
l'injectivité. Puisqu'il y a au moins un point (B, v) où l'application linéaire (2.16) est bi-
jective, et puisque le déterminant de cette application est une fonction polynomiale en les
coe�cients de B et v, cette application linéaire doit être bijective sur un sous-ensemble
ouvert dense. Maintenant, en tout point α du dual g∗ d'une algèbre de Lie g, la structure
de Lie-Poisson (ou structure de Kirillov-Kostant-Souriau) sur g∗ est donnée par l'action
coadjointe. Dans notre cas, le Lie-Poisson est transporté sur g∗ via (2.15) et l'applica-
tion π#

g est donnée comme dans (2.16). Sur les sous-ensembles ouverts denses, pour tout
(B, v) ∈ g où (2.16) est injective, la structure Lie-Poisson πg est donc symplectique.
Il est alors naturel de demander si g admet des résolutions symplectiques propres.
La réponse est non. Supposons que B est une matrice diagonalisable à valeurs propres
distinctes deux à deux. Ainsi que alors Bt l'est aussi. Soit v1, ..., vn une base de vecteurs
propres de Bt. Supposons que v =

∑n
i=1 λiei avec λ1 = 0. Alors (2.16) n'est pas injectif

car (A, u) avec u = 0 et At(v1) = v1 et At(vi) = 0 pour i = 2, ..., n est dans le noyau de
l'action coadjointe (2.16). Dans un voisinage de (B, v) avec B une matrice diagonale à
valeurs propres distinctes et v = (0, 1, 0, ..., 0), la condition λ1 = 0 dé�nit une sous-variété
de codimension 1. Le lieu singulier de πg contient donc une sous-variété de codimension
1, et le théorème 22 implique qu'aucune résolution symplectique propre ne peut exister.

Théorème 23. Une variété de Poisson réelle analytique (M,πM ), qui contient une sous-
variété de codimension 1 des points singuliers de πM , n'admet pas une résolution sym-
plectique semi-connexe.

La preuve de ce résultat est identique à celle du théorème 22. Nous utilisons simplement
le théorème 21 au lieu du théorème 20 dans le cas où dim(M) = 2 pour l'hypothèse
de récurrence a�n de dire que M , dans ce cas, n'admet pas une résolution symplectique
semi-connexe.
Dans le cas holomorphe, le résultat est beaucoup plus fort car la sous-variété de codi-
mension 1 qui apparaît dans les deux théorèmes 22 et 23 existe toujours.

Théorème 24. Hormis les variétés symplectiques, aucune variété de Poisson holomorphe
n'admet de résolution symplectique semi-connexe.

Démonstration. Toute variété de Poisson (M,πM ) qui admet une résolution symplectique
doit être symplectique sur un ouvert dense (voir la Proposition 16). Pour toute telle
variété, le multivecteur πnM = πM ∧ · · ·∧πM (n fois, où 2n est la dimension de la variété)
est une section d'un �bré vectoriel de rang 1, le �bré ∧2nTM . Cette section s'annule
précisément aux points singuliers. Si elle s'annule en au moins un point, c'est-à dire que
si M n'est pas symplectique, elle s'annule le long d'une sous-variété de codimension 1
(par le théorème de préparation de Weierstrass qui dit que le lieu singulier de toute

48



2.3. Structures de Poisson qui n'admettent pas de résolutions symplectiques

fonction holomorphe contient des points réguliers, autour desquels le lieu singulier est
simplement d'une sous-variété de codimension 1). Le théorème 22 permet de conclure
qu'aucune résolution symplectique existe.
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Chapitre 3

Résolutions de contact des

structures de Jacobi singulière

3.1 Introduction

Les variétés de Jacobi sont aux variétés de Poisson ce que les variétés de contact
sont aux variétés symplectiques. En particulier, les variétés de Jacobi non-dégénérées
sont exactement les variétés de contact. Leur structure locale riche rend l'étude sur les
variétés de Jacobi di�cile et compliquée. Grâce à ce que l'on appelle "`Poissonni�cation"'
ou "`symplecti�cation"' [7], beaucoup de travaux sur les variétés de Jacobi ou contact
consistent à se replacer dans un cadre "`Poisson"' et se ramener aux travaux relatifs aux
variétés symplectiques ou de Poisson.
Après un rappel des notions essentielles concernant les variétés de Jacobi et de contact, on
étudie les relations entre leurs structures. Nous nous inspirons de la notion de réalisation
de contact qui a été introduite par Claude Albert [8]. On appelle réalisation de contact
d'une variété de Jacobi (M,πM , EM ) un triplet (Σ, α, ϕ) où (Σ, α) est une variété de
contact et ϕ : Σ→M une submersion surjective sur (M,πM , EM ) qui est également un
morphisme de Jacobi. Il est possible de trouver une réalisation de contact de dimension
2n + 1 d'une variété de Jacobi de dimension n voir [8]. Il est évidemment impossible
de trouver une réalisation de contact de dimension 2n + 1 d'une variété de Jacobi de
dimension 2n+ 1, sauf si cette dernière est de contact. Mais il est possible d'a�aiblir la
notion de réalisation en imposant seulement que ϕ soit surjective, Plus exactement, on
dé�nit les résolutions de contact comme suit :

Dé�nition 30. Une résolution de contact d'une variété de Jacobi (M,πM , EM ) de di-
mension n, est un triplet (Σ, w, ϕ) où (Σ, w) est une variété de contact de dimension n,
et ϕ est un morphisme de Jacobi surjectif.

Propre et semi-connexe sont dé�nis exactement comme dans le cas Poisson et symplec-
tique. Nous verrons que, si on suppose Σ séparable, les seules variétés de de Jacobi pou-
vant admettre une résolution de contact sont les variétés de Jacobi qui sont de contact
sur un ouvert dense.
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Nous allons donner dans la première section des exemples de variétés de Jacobi singulières
qui admettent des résolutions de contact, ce qui montre que la théorie n'est pas vide.
Puis, dans la deuxième section, nous montrons aussi que certaines variété de Jacobi
n'admettent pas de résolution de contact.
Il y a deux manières de dé�nir une structure de Poisson à partir d'une structure de Jacobi.
Il y a la notion de Poissoni�cation des structures de Jacobi, qui est une manière de changer
une variété de Jacobi (M,πM , EM ) en une variété de Poisson homogène (P, πP , ZP ) avec
P = M × R. Une autre manière est, sur une variété de Jacobi (M,πM , EM ) telle que le
champ de vecteur EM est non-dégénéré, de dé�nir une structure de Poisson homogène
sur une sous-variété de codimension 1 transverse à EM . Nous pouvons donc dé�nir une
résolution de contact d'une variété de Jacobi à partir d'une résolution symplectique
de sa Poissoni�cation. Inversement, nous pouvons utiliser la seconde construction pour
démontrer la non-existence de résolution de contact dans certains cas.

Conventions : Tout au long de ce chapitre, nous désignons par (M,ΠM , EM ) une
structure de Jacobi sur une variété lisse, réelle analytique ou complexe M , où πM est un
champ de bivecteurs et EM un champ de vecteurs. Comme nous ne considérerons pas en
général deux structures de Jacobi sur la même variété, cette notation n'est pas ambiguë.
Pour nous, une structure de contact sur une variété Σ de dimension 2n + 1 est une
structure de contact (ΠΣ, EΣ) où ΠΣ est un champ de bivecteurs et EΣ est un champ
de vecteurs telle que le produit extérieur EΣ ∧ Πn

Σ n'est nul en aucun point de Σ. Pour
l'équivalence avec la dé�nition usuelle, voir [21].
Étant donné une structure de Jacobi (πM , EM ) qui est de contact sur un ouvert dense.
Un point où EM ∧ Πn

M est non-nul sera dit régulier. Il sera dit singulier sinon. On note
par Msing l'ensemble des points singuliers de la structure de Jacobi πM et EM . Il faut ici
faire attention aux mots. Pour (M,πM , EM ) une variété de Jacobi, on dit en général que
Msing est l'ensemble des points m ∈M tels que le champ de vecteurs EM et l'image de
l'application π#

M |m : T ∗mM → TmM associée à πM ne sont pas de dimension maximale.
Pour les variétés de Jacobi qui sont de contact sur un ouvert dense, les deux notions sont
bien les mêmes.
En dimension 3, par exemple, nous pouvons avoir un point m ∈ M tels que πm 6= 0,
Em 6= 0 et πm ∧ Em = 0. Ces points sont singuliers pour la structure de Jacobi.

Remarque 9. Pour une structure de Jacobi (M,πM , EM ) en dimension 3, telle que
EM /∈ π#

M (T ∗M) sur un ouvert dense. Les points singuliers sont des points m ∈ M où
πM |m = 0 ou EM |m ∈ π

#
M |m(T ∗mM).

3.2 Existence de résolutions de contact en dimension 3

Considérons maintenant la variété di�érentielle (M,πM , EM ) de dimenstion 3 muni
du champ de bivecteurs et champ de vecteurs suivant

πM = fz
∂

∂x
∧ ∂

∂y
+ fy

∂

∂z
∧ ∂

∂x
+ fx

∂

∂y
∧ ∂

∂z
, EM = gx

∂

∂x
+ gy

∂

∂y
+ gz

∂

∂z
, (3.1)

52



3.2. Existence de résolutions de contact en dimension 3

où x, y, z sont les coordonnées canoniques surM , et fz, fy, fx, gx, gy, gz sont des fonctions
lisses sur M .
On montre que EM et πM dé�nissent une structure de Jacobi sur M si et seulement si,

1. fx(
∂fy
∂z −

∂fz
∂y − gx) + fy(

∂fz
∂x −

∂fx
∂z − gy) + fz(

∂fx
∂y −

∂fy
∂x − gz) = 0 en vertu de

l'hypothèse [πM , πM ] = 2EM ∧ πM .

En particulier si gx =
∂fy
∂z −

∂fz
∂y , gy = ∂fz

∂x −
∂fx
∂z et gz = ∂fx

∂y −
∂fy
∂x , c'est-à-dire,

quand EM = div(πM ), alors la première condition est satisfaite.
En particulier pour toute structure de Jacobi (πM , EM ) en dimension 3, on a (EM−
div(πM )) ∧ πM = 0 ce qui est toujours vrai quand EM = div(πM ) + π#

M (α), pour
une certaine forme di�érentielle α ∈ Ω1(M).

2. Les relations suivantes sont satisfaites
fz

(
∂gx
∂x +

∂gy
∂y

)
− gx ∂fz∂x − gy

∂fz
∂y − gz

∂fz
∂z − fy

∂gy
∂z − fx

∂gx
∂z =0

fx

(
∂gz
∂z +

∂gy
∂y

)
− fz ∂gz∂x − fy

∂gy
∂x + gx

∂fx
∂x − gy

∂fx
∂y − gz

∂fx
∂z =0

fy

(
∂gx
∂x + ∂gz

∂z

)
− fz ∂gz∂y − gx

∂fy
∂x − gy

∂fy
∂y − gz

∂fy
∂z − fx

∂gx
∂y =0

en vertu de l'hypothèse [EM , πM ] = 0.

Supposons que la variété de Jacobi (M,πM , EM ) décrite par (3.1) admet une résolution
de contact (Σ, α, ϕ). Puisque M est de dimension 3, l'application ϕ est de la forme
ϕ = (u, v, w), où u, v et w sont des fonctions lisses sur Σ à valeurs dans R. Pour tout choix
(p1, p2, p3) de coordonnées locales sur (Σ, α), les fonctions u, v et w sont des fonctions
des variables p1, p2 et p3.

Proposition 18. Soit Σ une variété di�érentielle de dimension 3, α une structure de
contact sur Σ, et ϕ : Σ → M une application surjective lisse, le triplet (Σ, α, ϕ) est une
résolution de contact de la variété de Jacobi (M,π,E) décrite par (3.1) si et seulement
si les six relations suivantes sont satisfaites :

1.z

fz(u, v, w) = {p1, p2}Σ
(
∂u
∂p1

∂v
∂p2
− ∂u

∂p2

∂v
∂p1

)
+ {p2, p3}Σ

(
∂u
∂p2

∂v
∂p3
− ∂u

∂p3

∂v
∂p2

)
+{p3, p1}Σ

(
∂u
∂p3

∂v
∂p1
− ∂u

∂p1

∂v
∂p3

)
,

1.y

fy(u, v, w) = {p1, p2}Σ
(
∂w
∂p1

∂u
∂p2
− ∂w

∂p2

∂u
∂p1

)
+ {p2, p3}Σ

(
∂w
∂p2

∂u
∂p3
− ∂w

∂p3

∂u
∂p2

)
+{p3, p1}Σ

(
∂w
∂p3

∂u
∂p1
− ∂w

∂p1

∂u
∂p3

)
,

1.x

fx(u, v, w) = {p1, p2}Σ
(
∂v
∂p1

∂w
∂p2
− ∂v

∂p2

∂w
∂p1

)
+ {p2, p3}Σ

(
∂v
∂p2

∂w
∂p3
− ∂v

∂p3

∂w
∂p2

)
+{p3, p1}Σ

(
∂v
∂p3

∂w
∂p1
− ∂v

∂p1

∂w
∂p3

)
,
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2.x EΣ [u(p1, p2, p3)] = gx(u, v, w),

2.y EΣ [v(p1, p2, p3)] = gy(u, v, w),

2.z EΣ [w(p1, p2, p3)] = gz(u, v, w),

où ϕ = (u(p1, p2, p3), v(p1, p2, p3), w(p1, p2, p3)) avec p1, p2, p3 sont des coordonnées lo-
cales sur Σ, et où ΠΣ et EΣ dé�nissent la structure de Jacobi sur Σ associée à la forme
de contact α.

Preuve. Ceci est un calcul immédiat. Car EΣ,ΠΣ sont projetables par ϕ sur EM , πM si
et seulement si les diagrammes suivants commutent

C∞(Σ)
EΣ // C∞(Σ)

C∞(M)
EM //

ϕ∗

OO

C∞(M)

ϕ∗

OO
(3.2)

C∞(Σ)× C∞(Σ)
ΠΣ // C∞(Σ)

C∞(M)× C∞(M)
πM //

ϕ∗×ϕ∗
OO

C∞(M)

ϕ∗

OO
(3.3)

La commutativité de (3.2) et (3.3) est véri�ée si et seulement si elle est véri�ée pour les
fonctions coordonnées. La relation (3.2) redonne 2.x, 2.y, 2.z et la relation (3.3) donne
1.x, 1.y, 1.z.

Remarque 10. La proposition 18 s'étend de manière évidente au cas des structures de
Jacobi réelles analytiques et holomorphes.

Soit M une variété di�érentielle de dimension 3. On considère sur un système de coor-
données locales (x, y, z) au voisinage m ∈ M le champ de bivecteurs π ∈ Γ(∧2TM) et
un champ de vecteurs E ∈ Γ(TM) dé�nis par :

π = (x4 + y4)
∂

∂x
∧ ∂

∂y
+ x

∂

∂z
∧ ∂

∂x
+ y

∂

∂y
∧ ∂

∂z
, E = 2

∂

∂z
. (3.4)

Un calcul direct montre que ceci est de Jacobi. C'est évidemment de contact sur l'ouvert
dense {x 6= 0} ou {y 6= 0}. Les seuls points singuliers sont la droite {x = y = 0}.
Dans ce cas, le crochet de Jacobi sur C∞(M,R) est donc pour tout couple (f, g) de
fonctions di�érentiables sur M dé�ni par

{f, g} = iπ(df ∧ dg) + fiEdg − giEdf.

A�n de prouver que la théorie de résolution de contact n'est pas vide, nous établissons
maintenant le résultat suivant

Théorème 25. La structure de Jacobi décrite par (3.4) admet une résolution de contact.
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Preuve. Notre candidat de résolution de contact est donné par : Σ = R3 muni de la
structure de contact donnée par la 1-forme α = dp3 + p1dp2− 3p2dp1, avec (p1, p2, p3) les
coordonnées sur Σ = R3. Véri�ons que ceci est de contact. Nous dé�nissons le morphisme
de Jacobi ϕ de (Σ, α) vers (M,π,E) par :

ϕ : Σ → M
(p1, p2, p3) 7→ (p1 sin(p3

1p2), p1 cos(p3
1p2), p3).

(3.5)

Il est facile de véri�er que cette application est surjective. Il nous reste à montrer que cette
application est un morphisme de Jacobi, ce pourquoi il su�t de véri�er que les relations
de la proposition 18 sont satisfaites. Ceci se fait par calcul direct. A�n de simpli�er les
calculs, nous reprenons les notations de la proposition 18, donc on a

u(p1, p2, p3) = p1 sin(p3
1p2), v(p1, p2, p3) = p1 cos(p3

1p2), w(p1, p2, p3) = p3,

et
fz = x4 + y4, fy = x, fx = −y, gx = gy = 0, gz = 2.

Commençons par la première relation 1.z dans la proposition 18. D'une part, on a
fz(u, v, w) = p4

1

(
sin4(p3

1p2) + cos4(p3
1p2)

)
. D'une autre part, on a

fz(u, v, w) = {p1, p2}Σ
(
∂u
∂p1

∂v
∂p2
− ∂u

∂p2

∂v
∂p1

)
+ {p2, p3}Σ

(
∂u
∂p2

∂v
∂p3
− ∂u

∂p3

∂v
∂p2

)
+{p3, p1}Σ

(
∂u
∂p3

∂v
∂p1
− ∂u

∂p1

∂v
∂p3

)
= {p1, p2}Σp4

1 + 0 + 0 = p4
1{p1, p2}Σ.

Donc la première relation est satisfaite si on impose

{p1, p2}Σ =
(
sin4(p3

1p2) + cos4(p3
1p2)

)
.

Les relations 1.y et 1.x reviennent à

fy(u, v, w) = {p1, p2}Σ
(
∂w
∂p1

∂u
∂p2
− ∂w

∂p2

∂u
∂p1

)
+ {p2, p3}Σ

(
∂w
∂p2

∂u
∂p3
− ∂w

∂p3

∂u
∂p2

)
+{p3, p1}Σ

(
∂w
∂p3

∂u
∂p1
− ∂w

∂p1

∂u
∂p3

)
= 0− p4

1 cos(p3
1p2){p2, p3}Σ

+
(
sin(p3

1p2) + 3p3
1p2 cos(p3

1p2)
)
{p3, p1}Σ = p1 sin(p3

1p2).

et

fx(u, v, w) = {p1, p2}Σ
(
∂v
∂p1

∂w
∂p2
− ∂v

∂p2

∂w
∂p1

)
+ {p2, p3}Σ

(
∂v
∂p2

∂w
∂p3
− ∂v

∂p3

∂w
∂p2

)
+{p3, p1}Σ

(
∂v
∂p3

∂w
∂p1
− ∂v

∂p1

∂w
∂p3

)
= 0− p4 sin(p3

1p2){p2, p3}Σ

+
(
− cos(p3

1p2) + 3p3
1p2 sin(p3

1p2)
)
{p3, p1}Σ = −p1 cos(p3

1p2).

Ces deux relations sont satisfaites si et seulement si {p3, p1}Σ = p1 et {p2, p3}Σ = 3p2.
Les relations restantes 2.x, 2.y, 2.z donnent : EΣ [u(p1, p2, p3)] = 0 = g1(u, v, w),EΣ [v(p1, p2, p3)] =
0 = g2(u, v, w), EΣ [w(p1, p2, p3)] = 2 = g3(u, v, w). Elle sont donc satisfaites pour
EΣ = 2 ∂

∂p3
.
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Remarque 11. La résolution de contact donnée par le théorème 25 est connexe donc
semi-connexe, mais elle n'est pas propre.

Nous allons évoquer le lien avec la Poissoni�cation.

Dé�nition 31. On appelle variété de Poisson homogène et on note (M,πM , ZM ), une
variété de Poisson (M,πM ) munie d'un champ de vecteurs intégrable ZM , appelé champ
d'homothéties 2, qui véri�e

[ZM , πM ] = LZMπM = πM .

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer la dé�nition de "résolution symplectique
homogène" dont nous allons avoir besoin tout au long de ce chapitre.

Dé�nition 32. Soit (M,πM , ZM ) une variété de Poisson homogène. Une résolution
symplectique homogène de (M,πM , ZM ) est une résolution symplectique (P, πP , ϕ) tel
que P est homogène via un champ d'homothéties ZP sur P qui est projetable par ϕ sur
M et a pour projection ZM .

Nous donnons ici un résultat classique (voir [9], pour plus de détails) dont nous allons
avoir besoin plus tard, et qui nous permet de construire une variété de Poisson homogène
à partir d'une variété de Jacobi.

Proposition 19. Soit (M,πM , EM ) une variété de Jacobi. On pose

P = R×M.

On note t la coordonnée canonique sur le facteur R, et Z = ∂
∂t . Soit h : P → R la

fonction homogène de degré 1 relativement à Z dé�nie par

h(t, x) = exp(t), pour tout (t, x) ∈ P = R×M.

On dé�nit sur P un bivecteur πP en posant

πP =
1

h
(πM + Z ∧ EM ) .

Le triplet (P, πP , ZP ) est une variété de Poisson homogène.

Preuve. La preuve consiste à démontrer que [πP , πP ] = 0, cela se fait par un calcul direct
en utilisant les identités de Jacobi : [πM , πM ] = 2EM ∧ πM et [EM , πM ] = 0.

Dé�nition 33. On appelle poissoni�cation de la variété de Jacobi (M,πM , EM ) la variété
de Poisson homogène (P, πP , ZP ) construite dans la proposition 19

2. Tout les champ d'homothéties que nous allons utiliser dans ce chapitre sont intégrables, c'est-à-dire

que ce seront des champs de vecteurs dont les �ots sont dé�nis pour tout temps.
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Lemme 8. Soit Msing le lieu singulier d'une variété de Jacobi (M,πM , EM ). Le lieu
singulier de la poissoni�cation (P, πP , ZP ) est Msing × R.

Preuve. Reprenons le contexte du lemme précédent. D'après la dé�nition de la structure
de Poisson πP sur la poissoni�cation (P, πP , ZP ), celle-ci dégénère lorsque la structure
de Jacobi (πM , EM ) dégénère. En e�et, on a pour tout entier positif k,

πk+1
P = (k + 1)

πkM ∧ EM ∧ ZP
hk+1

+
πk+1
M

hk+1
.

Pour k est le rang de πM , on a πk+1
M = 0 et on a πk+1

P = (k + 1)
πkM∧EM∧ZP

hk+1 . Ceci est
nul en m ∈ M si et seulement si m est un point singulier de π ou si et seulement si
EM |m ∈ Imπ#

M |m . Donc Psing = Msing × R

La proposition suivante montre la construction d'une variété symplectique à partir d'une
variété de contact.

Proposition 20. La poissoni�cation d'une variété de contact (M,πM , E) est une variété
symplectique homogène, que l'on note (P, πP , ZP ).

En ce cas on appelle cette opération symplecti�er une variété de contact.

Preuve. La démonstration de cette proposition consiste à prouver que la structure de
Poisson sur la variété poissoni�ée est non-dégénérée. Soit (P, πP , ZP ) une variété de
Poisson homogène construite à partir d'une variété de Jacobi (M,πM , EM ). En vertu de
la proposition 19, la structure de Poisson sur P est dé�nie par

πP =
1

h
(πM + ZP ∧ EM ) ,

où ZP = ∂
∂t est le champ de vecteurs associé à la coordonnée canonique t sur le facteur

R, et h : P → R est une fonction homogène de degré 1 relativement à Z dé�nie par

h(t, x) = exp(t), (t, x) ∈ P = R×M.

Un calcul direct donne πn+1
P = 1

hnπ
n
M ∧ZP ∧EM . Comme 1

hnπ
n
M ∧EM n'est nul en aucun

point de ∧2nTM et ZP = ∂
∂t n'est nul en aucun point, alors πP est symplectique sur P .

Ceci complète la preuve.

Nous allons donner ici sans démontrer une proposition utile pour faire le lien entre les
résolutions symplectiques et celles de contact. Pour la preuve de cette proposition voir
[Pierre Dazord, André Lichnerowicz, Charles-Michel Marle]

Proposition 21. Soit (M,πM , Z) une variété de Poisson homogène, et N une sous-
variété de codimension 1 de M transverse au champ d'homothéties Z, alors il existe sur
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N une structure de Jacobi (πN , EN ). Cette structure de Jacobi sur N est dite induite par
la structure de Poisson homogène de M . Elle véri�e

πM |n = πN |n + Z ∧ EN |n

pour tout point n ∈ N . Si (M,πM , Z) est symplectique et Z ne s'annule jamais, alors la
structure de Jacobi induite est de contact.

Si on prend en particulier la variété N donnée par t = 0 dans la "poissoni�cation"
de la Proposition 19, on retrouve la structure de Jacobi initiale.
Revenons maintenant sur la poissoni�cation.

Proposition 22. Une variété de Jacobi (M,πM , EM ) de dimension 2n+1 admet une ré-
solution de contact si et seulement si la poissoni�cation (P, πP , ZP ) admet une résolution
symplectique homogène.

Preuve. Nous commençons par l'implication la plus simple : s'il existe une résolution de
contact (Σ, πΣ, EΣ, ϕ) de (M,πM , EM ), alors la variété poissoni�ée (P, πP , ZP ) dé�nie
comme dans la proposition 19 admet une résolution symplectique homogène.
On considère (Σ, πΣ, EΣ, ϕ) la résolution de contact de (M,πM , EM ). Par la proposition
20, la poissonni�cation de la variété de contact (Σ, πΣ, EΣ) est une variété symplectique
(Σ̃ = Σ× R, π

Σ̃
, Z

Σ̃
). Regardons maintenant l'application ϕ̃ = ϕ× idR dé�nie par

ϕ̃ : Σ̃ → P
(σ, t) 7→ (ϕ(σ), t).

(3.6)

Il est clair que Z
Σ̃

= ∂
∂t est projetable par ϕ̃ et se projette sur ZP = ∂

∂t . Comme ϕ est
un morphisme de Jacobi, cela implique que πΣ et EΣ sont projetables par ϕ sur M et
ont pour projection πM et EM . En conséquence de quoi, le bivecteur πΣ + Z

Σ̃
∧ EΣ est

projetable par ϕ̃ sur P et a pour projection le bivecteur πM +ZP ∧EM . Il s'en suit que
le bivecteur de Poisson sur Σ̃ associé à la structure sympectique est projetable par ϕ̃ sur
P et a pour projection le bivecteur de Poisson sur P . Donc ϕ̃ est morphisme de Poisson.
Il est surjectif car ϕ l'est, ceci implique que (Σ̃,Π

Σ̃
) est une résolution symplectique de

(P, πP ). Comme Z
Σ̃
se projette sur ZP cette résolution est homogène, cela prouve la

première implication.
Démontrons maintenant la deuxième implication : s'il existe une résolution symplectique
homogène de (P, πP , ZP ), alors la variété de Jacobi (M,πM , EM ) dé�nie comme dans la
proposition 21 admet une résolution de contact.
Tout d'abord, nous pouvons considérer la sous-variété M ⊂ P donnée par {t = 0}
dans P . Soit (Σ̃, π

Σ̃
, Z

Σ̃
, ϕ̃) une résolution symplectique homogène de (P, πP , ZP ). Soit

Σ = {σ ∈ Σ̃ | t(ϕ̃(σ)) = 0}. Puisque ZP [t] = 1 alors Z
Σ̃

[ϕ̃∗t] = 1, ceci implique que

la fonction ϕ̃∗t a une di�érentielle non nulle et donc Σ ⊂ Σ̃ est une sous-variété de Σ̃
transverse à Z

Σ̃
. En vertu de la proposition 21, il existe une structure de contact (ΠΣ, EΣ)

sur Σ ⊂ Σ̃. La restriction de ϕ̃ à Σ est surjective sur M car ϕ̃ est surjective. Il nous reste
à démontrer que la restriction est un morphisme de Jacobi.
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3.3. Non-existence de résolutions de contact

Puisque, ϕ̃ est un morphisme de Poisson, donc Π
Σ̃
et Z

Σ̃
sont projetables par ϕ̃ sur P

et ont pour projection πP et ZP respectivement. De plus, les structures de Poisson sur
Σ̃ et P sont de la forme :

Π
Σ̃

= πΣ + Z
Σ̃
∧ EΣ, πP = πM + ZP ∧ EM , (3.7)

Cela n'est possible que si pour tout σ ∈ Σ̃, on a ∧2Tσϕ̃(Π
Σ̃

) = ∧2Tσϕ̃(πΣ) + Tσϕ̃(Z
Σ̃

) ∧
Tσϕ̃(EΣ) = ∧2Tσϕ̃(πΣ) + ZP ∧ Tσϕ̃(EΣ) = πM + ZP ∧ EM = πP .
Donc, ∧2T ϕ̃(πΣ) = πM et T ϕ̃(EΣ) = EM . Ce qui implique que ϕ̃ |Σ est un morphisme
de Jacobi. Ceci prouve la deuxième implication et �nit la preuve.

Nous pouvons préciser le résultat précédent

Proposition 23. Une variété de Jacobi (M,πM , EM ) lisse (resp, réelle analytique ou
holomorphe) de dimension 2n + 1 admet une résolution de contact propre (resp, semi-
connexe) si et seulement si la poissoni�cation (P, πP , ZP ) admet une résolution symplec-
tique homogène propre (resp, semi-connexe).

Preuve. Soient (Σ, α, ϕ) une résolution de contact de la variété de Jacobi (M,πM , EM ) et
(Σ̃,Π

Σ̃
, Z

Σ̃
, ϕ̃) une résolution symplectique homogène de la poissoni�cation (P, πP , ZP ).

Nous allons démontrer que la résolution de contact est propre (resp, semi-connexe) si et
seulement si la résolution symplectique homogène est propre (resp, semi connexe).
Si ϕ : Σ→M est propre (resp, semi-connexe), alors ϕ× idR : Σ×R→M ×R est propre
(resp, semi-connexe par le lemme 8).
Inversement, si ϕ̃ : Σ̃→ P est propre (resp, semi-connexe), alors sa restriction ϕ̃ |Σ sur Σ
est propre car la restriction d'une fonction propre à un fermé est propre. De même, si ϕ̃
est semi-connexe, alors sa restriction ϕ̃ |Σ l'est, car Σ est un fermé de Σ̃ (Σ est dé�ni par
les zéros de la fonction continue ϕ∗t), c'est aussi semi-connexe car ZP est intégrable et
tout point de Σ̃ peut être obtenu à partir d'un point de Σ en suivant le �ot de ZP . Donc
Σ̃ et Σ ont les mêmes composantes connexes. Par le lemme 8, une composante connexe
de Σ̃ s'envoie sur le lieu singulier de πP si et seulement si sa restriction à Σ s'envoie sur
le lieu singulier de (πM , EM ). Ceci �nit la preuve de la proposition.

Conclusion 1. Nous avons vu dans le chapitre précédent que seules les variétés de Pois-
son symplectiques sur un ouvert dense admettent une résolution symplectique séparable
(proposition 23), nous pouvons conclure que seules les variétés de Jacobi de dimension
impaires de contact sur un ouvert dense peuvent admettre une résolution de contact sé-
parables. A partir de maintenant, toutes les variétés seront supposées être séparables, et
ceci devient automatique.

3.3 Non-existence de résolutions de contact

On introduit dans cette section des exemples de champs de bivecteurs et champs de
vecteurs sur Rn dont nous allons démontrer qu'ils dé�nissent une structure de Jacobi
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si l'on impose sur ceux-ci des conditions supplémentaires. Puis nous décrivons de larges
classes de variétés de Jacobi qui ne peuvent pas admettre des résolutions de contact
propres. Certaines des a�rmations dans cette section portent sur des variétés de Jacobi
réelles analytiques et holomorphes, certaines concernent le cas lisse. Le contexte sera
clairement indiqué s'il y a lieu.

Proposition 24. On considère surM = R2m+1 muni de coordonnées x, z, y1, . . . , y2m−1,
le bivecteur dé�ni par

πM =

(
2m−1∑
i=1

f(yi)
∂

∂yi

)
∧ ∂

∂z
−

(
2m−1∑
i=1

yni f(yi)
∂

∂yi

)
∧ ∂

∂x
,

et le champ de vecteurs dé�ni par

EM =

(
2m−1∑
i=1

g(yi)

)
∂

∂x
+

(
2m−1∑
i=1

h(yi)

)
∂

∂z
.

Ici n est un entier positif et f, g, h sont des fonctions sur R. Pour tout choix de f , il
existe g et h tel que le bivecteur πM et le champ de vecteurs EM dé�nissent une structure
de Jacobi sur R2m+1 si n > 2 et la fonction f est polynômiale sans terme constant ou si
n = 1 et f est un polynôme quelconque.

Preuve. Un calcul direct montre que

[πM , πM ] = 2
2m−1∑
i=1

(
({x, {yi, z}}+ {yi, {z, x}}+ {z, {x, yi}})

∂

∂x
∧ ∂

∂yi
∧ ∂

∂z

)

= −2n

(
2m−1∑
i=1

yn−1
i f2(yi)

∂

∂x
∧ ∂

∂yi
∧ ∂

∂z

)
,

et

[πM , πM ] = 2EM ∧ πM = −2n

(
2m−1∑
i=1

yn−1
i f2(yi)

∂

∂x
∧ ∂

∂yi
∧ ∂

∂z

)
.

Par ailleurs, [EM , πM ] = (g′(yi)f(yi) + yni h
′(yi))

∂
∂x∧

∂
∂z = 0. Les deux identités [πM , πM ] =

2EM∧πM et [EM , πM ] = 0 imposent que les fonctions g et h doivent satisfaire les relations
pour tout i = 1, ...,m,{

g(yi)f(yi) + f(yi)h(yi)y
n
i =−nyn−1

i f2(yi)
g′(yi)f(yi) + yni h

′(yi)f(yi)= 0.
(3.8)

Ce qui équivaut au système linéaire,{
g(t) + h(t)tn =−ntn−1f(t)
g′(t) + tnh′(t)= 0

(3.9)

Par linéarité de (3.9), il su�t de montrer l'existence d'une solution pour f un monôme.
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Prenons le cas n = 1, on considère f(t) = tk, g(t) = atk et h(t) = btk−1. Remplacer les
fonctions g, h et f dans (3.9) par ces polynômes donne{

a+ b =−1
ka+ (k − 1)b= 0

Il est facile de voir que ce système admet au moins une solution pour tout entier k > 0.
Si k = 0 on a b = 0 et h(t) = 0, il n'y a donc pas de terme en 1

t . Ceci implique que le
système (3.9) admet une solution polynômiale.
En ce qui concerne le cas n > 2, nous allons démontrer l'existence de solution pour tout
polynôme f sans le terme constant. Par linéarité de (3.9), il su�t de montrer l'existence
d'une solution pour f un monôme. On considère f(t) = tk, g(t) = atk+n−1 et h(t) = btk−1

pour tout entier k > n. Remplacer les fonctions g, h et f dans (3.9) par ces polynômes
donne, {

a+ b =−n
(k + n− 1)a+ (k − 1)b= 0

Ce système d'équation admet toujours une seule solution. Comme k > 1, h(t) est bien un
polynôme et donc pour tout polynôme f sans le terme constant le système (3.9) admet
une solution.
Si on suppose que f est une fonction constante, il est facile de voir que le système n'admet
pas de solution pour toutes fonctions g, h.

Remarque 12. Si la fonction f est un polynôme de degré 1 alors les fonctions g et h
sont des fonctions constantes ce qui rend le champ de vecteurs EM non-dégénéré en tout
point de la variété considérée M .

A�n de clari�er les choses, nous donnons une série d'exemples.

Exemple 21. Munissons R3 du champ de bivecteur π dé�ni par

π = (2 + 3y)
∂

∂y
∧ ∂

∂z
+ y(2 + 3y)

∂

∂x
∧ ∂

∂y
,

et du champ de vecteurs E dé�ni par

E = −2
∂

∂x
− 3

∂

∂z
.

Dans cet exemple, on a f(y) = 2 + 3y donc un calcul direct montre que

[π, π] = −2f2 ∂

∂x
∧ ∂

∂y
∧ ∂

∂z
= 2(−9y2 − 4− 12y)

∂

∂x
∧ ∂

∂y
∧ ∂

∂z
, [E, π] = 0.

Exemple 22. Munissons R3 du champ de bivecteur π dé�ni par

π = (y3 + y2 + y)
∂

∂y
∧ ∂

∂z
+ y(y3 + y2 + y)

∂

∂x
∧ ∂

∂y
,
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et du champ de vecteurs E dé�ni par

E = (2y3 + y2)
∂

∂x
+ (−3y2 − 2y − 1)

∂

∂z
.

Dans cet exemple, on a f(y) = y3 + y2 + y donc un calcul direct montre que

[π, π] = −2f2 ∂

∂x
∧ ∂

∂y
∧ ∂

∂z
, [E, π] = 0.

Exemple 23. Munissons R3 du champ de bivecteur π dé�ni par

π = (y2 + y + 1)
∂

∂y
∧ ∂

∂z
+ y(y2 + y + 1)

∂

∂x
∧ ∂

∂y
,

et du champ de vecteurs E dé�ni par

E = (y2 − 1)
∂

∂x
+ (−2y − 1)

∂

∂z
.

Dans cet exemple, on a f(y) = y2 + y + 1 donc un calcul direct montre que

[π, π] = −2f2 ∂

∂x
∧ ∂

∂y
∧ ∂

∂z
, [E, π] = 0.

Remarque 13. Lorsque f est une fonction constante et n = 1, alors on obtient une
structure de contact.

Proposition 25. Les variétés de Jacobi des exemples 21,22 et 23 contiennent une sous-
variété de codimension 1 dans leurs lieux singuliers si et seulement si le polynôme f
admet un zéro. Autrement dit, au point y = y0, on a

[π, π] = 2E ∧ π = 0

La preuve est évidente. Toutes les sous-variétés y = y0 avec y0 est un zéro de f , sont
singulières.
Le premier résultat dans cette section est le suivant,

Théorème 26. Les variétés de Jacobi dont le lieu singuliers contient une sous-variété
de codimension 1, n'admettent pas de résolution de contact propre.

Preuve. Supposons que (Σ, πΣ, EΣ) une résolution de contact propre de la variété de
Jacobi (M,πM , EM ) dont πM et EM sont dé�nis comme dans la proposition 24. Soit
(P, πP , ZP ) la variété de Poisson homogène associée à M dé�nie comme dans la propo-
sition 19 (la poissoni�cation). D'une part, la variété de Poisson (P, πP , ZP ) admet une
résolution symplectique propre d'après la proposition 23. D'autre part, en vertu de la
proposition 19, le bivecteur de Poisson sur P est dé�ni par

πP =
1

h
(πM + Z ∧ EM ) ,
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où h : P → R la fonction homogène de degré 1 relativement à ZP dé�nie par

h(t, x) = exp(t), (t, x) ∈ P = R×M.

Le bivecteur πP dégénère sur Msing × R par le lemme 8. Donc si le lieu singulier de πM
contient une sous-variété de codimension 1, celui de πP aussi, ce qui contredit d'après [15]
l'hypothèse sur l'existence de résolution symplectique propre, ce qui achève la preuve.

Corollaire 8. Les variétés de Jacobi (M,πM , EM ) décrites par la proposition 24 n'ad-
mettent pas de résolutions de contact propres sauf si n = 1 et f est constante (ou sans
zéro réel).

La preuve est similaire à celle du théorème 26 car les lieux singuliers des variétés de
Jacobi décrites par la proposition 24 contiennent sous-variété de codimension 1.

Théorème 27. Les variétés de Jacobi (M,πM , EM ) n'admettent pas de résolutions de
contact réelles analytiques semi-connexe sauf si n = 1 et f est constante.

La preuve de théorème 27 est identique à celle du théorème 26.

Corollaire 9. Les variétés de Jacobi (M,πM , EM ) décrites par la proposition 24 n'ad-
mettent pas de résolutions de contact réelles analytiques semi-connexe sauf si n = 1 et f
est constante.

Dans le cas holomorphe, le résultat est beaucoup plus fort car la sous-variété de codi-
mension 1 qui apparaît dans les deux théorèmes 26 et 27 existe toujours.

Théorème 28. À l'exception des variétés de contact, les variétés de Jacobi holomorphes
n'admettent pas de résolutions de contact semi-connexe.

Preuve. La structure de Jacobi (πM , EM ) d'une variété de Jacobi holomorphe M de
dimension 2n + 1 qui n'est pas de contact dégénère en un point singulier m ∈ M si le
produit extérieur πnM ∧ EM s'annule. Mais s'il s'annule en au moins un point, c'est-à
dire que si M n'est pas de contact comme nous avons considéré au début, il s'annule le
long d'une sous-variété de codimension 1 (par le théorème de préparation de Weierstrass
qui dit que le lieu singulier de toute fonction holomorphe contient des points réguliers,
autour desquels le lieu singulier est simplement d'une sous-variété de codimension 1). Le
théorème 27 permet de conclure qu'aucune résolution de contact semi-connexe existe.

En particulier les variétés de la proposition 24 n'ont pas de résolution symplectique sauf
si n = 1 et f est constante, au quel cas elles sont de contact
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Chapitre 4

Résolution symplectique de quotient

de R2 par un groupe �ni

4.1 Action de groupe �ni et espace quotient

Nous rappelons dans cette section des conditions générales sous lesquelles l'espace
quotient M/G d'une action de groupe G ×M → M est du même type que M , c'est-
à-dire, est une variété a�ne ou une variété di�érentiable. Nous verrons éventuellement
quels sont ses point singuliers, et le lien avec les points où la structure de Poisson est
singulière. Ce chapitre contient essentiellement des résultats classiques, et prépare au
chapitre suivant.

Le résultat suivant est par exemple classique [18]. Supposons que M soit une variété
a�ne sur laquelle agit un groupe �ni. Soit F(M) les fonctions régulières sur M . L'al-
gèbre des fonctions G-invariantes F(M)G a un nombre �ni de générateurs. C'est donc
variété a�ne, et cette variété est en bijection avec l'espace orbite M/G. Autrement dit,
le quotient d'une variété a�ne par un groupe �ni est une variété a�ne.

En géométrie di�érentielle, il y a des résultats similaires. Supposons que M est une
variété di�érentiable et que G soit un groupe de Lie, qui agit proprement et librement
sur M . Alors l'espace d'orbite M/G a une unique structure de variété lisse pour laquelle
l'application canonique p : M → M/G est lisse. Des cas particuliers intéressants sont
ceux des actions libres d'un groupe �ni et des actions libres d'un groupe compact sur une
variété. Nous rappelons qu'une action χ : G×M →M est appelée une action propre, si
l'application

χ× p2 : G×M → M
(g,m) 7→ (gm,m).

(4.1)

est une application propre, c'est-à-dire que l'image inverse de chaque sous-ensemble com-
pact de M ×M est un sous-ensemble compact de G×M . Si G est compact ou �ni, toute
application est propre.
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4.2 Actions de Poisson et espaces de quotient

Tout d'abord, nous introduisons la dé�nition d'une action de Poisson dont nous allons
avoir besoin après. On suit ici [18].

Dé�nition 34. Soient G un groupe et (M,π) une variété de Poisson a�ne. On dit
qu'une action χ : G×M →M préserve la structure de Poisson lorsque, pour tout g ∈ G,
l'application χg : M → M , dé�nie pour tout m ∈ M par χg(m) := χ(g,m), est un
morphisme de Poisson.

Nous donnons ici sans la démontrer une proposition qui montre qu'une action de Poisson
G ×M → M conduit à une structure de Poisson sur l'espace quotient M/G. Pour la
preuve de cette proposition voir [18] pour une démonstration. Rappelons qu'en général,
une action de Poisson ne préserve pas la structure de Poisson.

Proposition 26. Soit χ : G ×M → M une action de groupe telle que : (M, {·, ·}) et
(G, {·, ·}G) sont des variétés de Poisson a�nes, et G étant un groupe algébrique réductif ;
Si χ est une action de Poisson, alors M/G est muni une structure de Poisson unique
telle que la projection canonique p : M →M/G est un morphisme de Poisson.

Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique de dimension 2d. Nous désignons par Sp(V )
le groupe de tous les symplectomorphismes linéaires de V , autrement dit le groupe de tous
les endomorphismes ϕ de V qui préservent w, c'est-à-dire, w(ϕ(x), ϕ(y)) = w(x, y) pour
tous x, y ∈ V . Soit G un sous-groupe �ni de Sp(V ). Nous allons maintenant étudier la
variété a�ne singulière V/G, à la fois comme variété a�ne et comme variété de Poisson.
Le cas où la dimension de V est égale à 2 sera étudié plus en détail.
Nous nous inspirons de ce qui a été dit dans la section 4.1 sur le quotient d'une variété
a�ne par un groupe �ni. Puisque G est un sous-groupe �ni de Sp(V ), le groupe G
agit sur V , et l'espace quotient V/G est une variété a�ne dont l'algèbre des fonctions
lisses F(V/G) est l'algèbre F(V )G de tous les polynômes G-invariants sur V . Le tiré en
arrière de la projection canonique p : V → V/G est l'inclusion des algèbres F(V/G) '
F(V )G ↪→ F(V ). De plus, comme tout symplectomorphisme linéaire de (V,w) préserve
la structure de Poisson canonique (correspondant à la 2-forme symplectique) de (V,w), le
sous-groupe �ni G ⊂ Sp(V ) agit par isomorphismes de Poisson. Par conséquent, selon la
proposition 26, V/G est muni d'une structure de Poisson unique telle que p : V → V/G
est un morphisme de Poisson. Cela justi�e la dé�nition suivante [18].

Dé�nition 35. Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique et soit G un sous-groupe
�ni de Sp(V ). La structure unique de Poisson {·, ·}V/G sur V/G telle que la projection
canonique p : V → V/G est une application de Poisson, est appelée la structure de
Poisson quotient associée à G. La paire (V/G, {·, ·}V/G) est appelée variété de Poisson
quotient associée à G.

Puisque l'espace quotient V/G est, en général, singulier, cela n'a aucun sens de se de-
mander s'il s'agit d'une variété symplectique. Mais, quand même, nous allons démontrer
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que l'espace quotient V/G ne pourrait pas être une variété symplectique pour tout sous-
groupe �ni de Gl(V ) le groupe de tous les endomorphismes linéaires de V . On rappelle
que Sp(V ) est le groupe des application linéaires qui préservent une forme symplectique.

Proposition 27. [18] Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique de dimension 2d,
avec d ∈ N∗ et soit G un sous-groupe �ni de Sp(V ) non-trivial, le groupe de tous les
symplectomorphismes de V . Notons p la projection canonique p : V → V/G et par
U ⊆ V le sous-ensemble ouvert (non-vide par hypothèse) de tous les points x ∈ V pour
lequel le stabilisateur Gx est trivial.

1. Un point dans V/G est un point régulier si et seulement s'il appartient à p(U),

2. Le rang de {·, ·}V/G est égal à 2d à chaque point régulier de V/G.

Par conséquent, la restriction de {·, ·}V/G à p(U) est une structure de Poisson holomorphe,
qui est la structure de Poisson canonique associée à une 2-forme holomorphe symplectique
sur p(U).

Preuve. C'est un résultat classique (valable pour l'action d'un groupe �ni arbitraire sur
un espace vectoriel) que, pour tout x ∈ V , le point p(x) est un point régulier de V/G si
et seulement si son stabilisateur Gx est un groupe de ré�exion complexe, c'est-à-dire un
groupe engendré par des éléments pour lesquels l'espace des points �xes est un hyperplan.
Mais l'ensemble des points �xes d'un symplectomorphisme linéaire ne peut pas être un
hyperplan sinon c'est l'identité. En conséquence, dans ce cas, le point p(x) est régulier si
et seulement si Gx = e. Cela prouve le premier point.
Le sous-ensemble ouvert U ⊂ V est un sous-ensemble G-invariant, l'action de G sur U
est libre puisque le stabilisateur de chaque point de U est par dé�nition trivial et U est
muni d'une structure de Poisson holomorphe. Ceci implique d'une part que la projection
p : U → U/G = p(U) est un biholomorphisme local (quand les deux ensembles sont
considérés comme des variétés holomorphes), et d'autre part, puisque p est de plus un
morphisme de Poisson entre les variétés de Poisson, que p préserve le rang de la structure
de Poisson en chaque point, de sorte que le rang de {·, ·}V/G est 2d en tout point de p(U).
Par conséquent, {·, ·}V/G est muni d'une structure de Poisson holomorphe régulière de
rang maximal sur p(U), c'est la structure de Poisson canonique, associée à une structure
symplectique sur la variété holomorphe p(U). Cela prouve le second point et complète la
preuve.

Nous �nissons cette section par une petite discussion. Regardons maintenant par exemple
l'action du groupe de permutation G ' Z/2Z engendrée par(

0 1
1 0

)
sur V = R2 muni de la structure de Poisson donnée par le bivecteur

π = f(x, y)
∂

∂x
∧ ∂

∂y
(4.2)

67



Chapitre 4. Résolution symplectique de quotient de R2 par un groupe �ni

avec f est une fonction lisse ou holomorphe selon le contexte anti-symétrique sur V .
L'action de G sur V est de Poisson. Donc le quotient est de Poisson. La variété quotient
V/G est lisse car G est un groupe de permitation de cardinal 2 égal à la dimension de V
(les éléments de G sont diagonalisables en des pseudo-ré�exion). On peut aussi voir que
F(V )G = C[xy, x+ y] est une variété lisse et V/G est donc de Poisson.
Question : peut-elle être symplectique pour une fonction f(x, y) bien choisie ?

La réponse est non. Un calcul direct le montre. Mais en toute généralité, nous avons
la proposition suivante

Proposition 28. Il n'existe pas de sous groupe G ⊂ Gl2(C) et de bivecteurs π sur V tels
que l'action de G sur V préserve la structure de Poisson et tels que la variété quotient
V/G soit symplectique.

Nous allons avoir besoin du Lemme suivant lors de la démonstration de la proposition
28. La preuve est évidente.

Lemme 9. Soient N une variété symplectique etM une variété de Poisson, il n'existe pas
de morphisme de Poisson surjectif tel que le bivecteur de Poisson sur M est projetable
sur N et a pour projection le bivecteur de Poisson sur N correspendant à la 2-forme
symplectique.

Revenons maintenant à la preuve de la proposition 28.

Preuve. Soient (V, π) une variété de Poisson de dimension n et G un sous groupe �ni de
Sl(C, n) qui préserve la structure de Poisson. La variété quotient V/G muni du champ
de bivecteurs Π est de Poisson si et seulement si le diagramme suivant est commutatif
pour tout v ∈ V et pour tout m ∈ V/G tel que ϕ(v) = m :

Vv
Tvϕ// Tm(V/G)

Vv

π#
v

OO

T ∗m(V/G)
Tvϕ∗

oo

Π#
m

OO
(4.3)

Dans le cas où G préserve la structure de Poisson mais pas la structure symplectique
(c'est-à-dire, le cas où G n'est pas un sous groupe de Sp(C, n)), le quotient V/G ne
peut pas être symplectique d'après le lemme 9. Dans le cas où G est un sous groupe de
Sp(C, n), la structure symplectique sur le quotient dégénère à l'origine. Donc le quotient
ne peut pas être symplectique, ce qui achève la preuve.

Proposition 29. L'image de la structure de Poisson décrite par (4.2) sous V/G n'admet
pas de résolution symplectique propre. Elle n'admet pas non plus de résolution symplec-
tique semi-connexe dans le cas réel analytique ou holomorphe.

Preuve. Soit le groupe de permutation G ' Z/2Z. Ce groupe agit sur V = R2 muni de
la structure de Poisson décrite par (4.2), par x, y → y, x. L'action de G sur V préserve
la structure de Poisson si et seulement si f est anti-symétrique, cela implique que la
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structure de Poisson sur V dégénère sur la diagonale donc le lieu singulier de la structure
de Poisson contient une sous variété de codimension 1. Il en va de même pour la structure
de Poisson sur le quotient. D'après le théorème 22, la structure de Poisson sur le quotient
dans ce cas n'admet pas de résolution symplectique propre. Elle n'admet pas non plus de
résolution symplectique semi-connexe dans le cas réel analytique ou holomorphe, d'après
le théorème 23.

On verra dans la dernière section de cette thèse que avec un groupe in�ni, ce genre
de quotient peuvent admettre des résolutions symplectiques.
Le cas où la dimension de V est 2 sera étudié plus en détail plus tard. Ici, nous donnons
un corollaire immédiat de la proposition 28, qui sera utile ensuite.

Corollaire 10. Soit V un espace vectoriel symplectique de dimension 2 et soit G 6= e un
sous-groupe �ni de Sp(V ). Alors l'image de l'origine 0 de V par la projection canonique
p : V → V/G est le seul point de V/G qui soit singulier. C'est aussi le seul point où le
rang de la structure de Poisson quotient est nul.

Preuve. Pour un espace vectoriel V de dimension 2, le groupe Sp(V ) coïncide avec le
groupe Sl(V ) de toutes les applications linéaires du déterminant +1. Chaque élément
d'un sous-groupe �ni G de Sl(V ) est d'ordre �ni, donc diagonalisable. Clairement, un
élément diagonalisable de Sl(V ), di�érent de l'unité, admet 0 ∈ V comme son point
�xe unique, donc U = V \0. Clairement, le rang de {·, ·}V/G en p(0) est nul. Selon la
proposition 28, le rang de {·, ·}V/G est 2 à chaque autre point de V/G.

4.3 Surfaces de Poisson dans C3 et singularités Du Val

Nous introduisons ici les singularités de du Val dont nous reparlons plus en détail au
chapitre suivant.

3. Soit G un sous-groupe �ni de Sl2(C). L'action standard de G sur C2 induit sur l'espace
quotient C2/G une structure de Poisson {·, ·}C2/G, ce qui en fait une surface de Poisson
singulière.

4. Soit φ un polynôme en trois variables. La structure de Poisson πφ = {·, ·}φ sur C3,
donnée par

πφ =
∂φ

∂x

∂

∂y
∧ ∂

∂z
+
∂φ

∂y

∂

∂z
∧ ∂

∂x
+
∂φ

∂z

∂

∂x
∧ ∂

∂y
,

admet φ comme un Casimir, donc la surface (singulière en général) a�ne Σφ ⊂ C3,
donnée par φ = 0, est une surface de Poisson (singulière en général).

Le but de cette section est de montrer comment ces deux constructions sont liées. Nous
montrerons que toute surface de Poisson C2/G du premier type est également du second
type Σφ, pour un polynôme φ qui sera donné explicitement (pour chaque sous-groupe G).
Avant de faire cela, rappelons quelques faits sur la classi�cation des sous-groupes �nis de
Sl2(C). Suivant par exemple [18], considérons la liste des sous-groupes Ak, pour k1, Dk

pour k4, ou T , Q, I,
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1. Le groupe dihédral An est le sous-groupe de Sl2 engendré par

a =

(
ε 0
0 ε−1

)
et ε = exp

(
2πi

n

)
.

2. Le groupe dihédral Dn est le sous-groupe de Sl2 engendré par

a =

(
ε 0
0 ε−1

)
, avec ε = exp

(
πi

n

)
, et b =

(
0 1
−1 0

)
.

3. Le groupe des automorphismes d'un tétraédre régulier T = A4, on note que |T | =
12. Ce groupe est engendré par T = 〈σ, τ, µ〉 , où

σ =

(
i 0
0 −i

)
, τ =

(
0 1
−1 0

)
, µ =

1√
2

(
ε7 ε7

ε5 ε

)
, et ε = exp

(
2πi

8

)
.

4. Le groupe des automorphismes d'un octaédre régulierQ = S4, on note que |Q| = 24.
Ce groupe est engendré par σ, τ, µ comme dans le cas de T et par

κ =

(
ε 0
0 ε7

)
.

5. Finalement, on a le groupe des automorphismes d'un icosaèdre I = A5, on note
que |I| = 60. Ce groupe est engendré par σ, τ où

σ = −
(
ε3 0
0 ε2

)
, τ =

1√
5

(
−ε+ ε4 ε2 − ε3
ε2 − ε3 ε− ε4

)
, et ε = exp

(
2πi

5

)
.

Chaque sous-groupe �niG de Sl2(C) est isomorphe à l'un de ces sous-groupesA1, A2, ..., I.
On dit alors que G est de type A1, A2, ..., I. La surface quotient C2/G est singulière à
l'image de l'origine 0 de C2 dans C2/G, et à aucun autre point, une singularité ainsi
obtenue s'appelle une singularité de Du Val ou singularité kleinienne, selon la référence.
C'est un résultat classique ([18] page 264) que la variété a�ne C2/G est, en tant que
variété a�ne, isomorphe à Σφ, où φ est le polynôme, selon le type de G, qui apparaît
dans la deuxième colonne du tableau 1.

Tableau 1. Pour chacun des sous-groupes �nis G de Sl2(C), la surface quotient C2/G
est l'ensemble des zéros d'un polynôme homogène φ donné dans la deuxième colonne du
tableau 1.

Type de G φ

Ak, k ≥ 1 x2 + y2 − zk+1

Dk, k ≥ 4 x2 + y2z + zk−1

T x2 + y3 + z4

Q x2 + y3 + yz3

I x2 + y3 + z5
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Notons que cela signi�e que, pour chaque groupe G qui apparaît dans le tableau 1, l'al-
gèbre des polynômes sur C2 G-invariants est une algèbre à trois générateurs P1, P2, P3, et
que tout polynôme R ∈ C [x, y, z], satisfaisant R(P1, P2, P3) = 0, est divisible par φ. L'iso-
morphisme C2/G ' Σφ est induit par l'application C2 → C3, donnée par (P1, P2, P3). Ce
que l'on exprime dans le diagramme commutatif suivant :

C2(P1,P2,P3)//

p

��

C3

C2/G '
// Σφ
?�

OO (4.4)

Nous avons vu que F(C2)G ' F(C2/G) (puisque G est un groupe �ni). D'autre part,
puisque Σφ est la surface a�ne de C3, dé�nie par le polynôme φ, son algèbre de fonctions
F(Σφ) est donnée par C [x, y, z] / 〈φ〉. En un mot, nous avons un isomorphisme d'algèbre

F(C2)G ' C [x, y, z] / 〈φ〉 .

Nous montrerons dans la section suivante que l'isomorphisme C2/G ' Σφ est en fait un
isomorphisme de variétés de Poisson. La structure de Poisson sur Wφ sera redé�nie au
chapitre suivant. Elle est donnée par :

{x, y}Wφ
=

∂

∂z
, {y, z}Wφ

=
∂

∂x
, {z, x}Wφ

=
∂

∂y
.

Pour la démonstration, voir par exemple [18] à nouveau.

Proposition 30. Soit G un sous-groupe �ni de Sl2(C) et soit {·, ·}C2/G la structure de
Poisson sur C2/G, induite par l'action de G sur C2. La surface de Poisson (C2/G, {·, ·}C2/G)
est isomorphe, comme variété de Poisson, à la surface de Poisson (Σφ, {·, ·}Wφ

), où φ
est le polynôme associé à G, comme indiqué dans le tableau 1.

Ces structures de Poisson admettent des résolutions symplectiques. Elles seront elles-
aussi étudiées au chapitre suivant, en particulier dans les cas Ak et Dk.
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Chapitre 5

Résolution symplectique de quotient

de R2 par un groupe in�ni

5.1 Introduction

Ce chapitre porte sur l'étude locale des quotients de variétés lisses de Poisson ou
symplectiques de dimensions deux par des groupes in�nis d'automorphismes, c'est-à-
dire des quotients C2/G où G est un sous-groupe in�ni de GL(2,C). En particulier, nous
cherchons des résolutions symplectiques d'objets quotients munis de structure de Poisson.
Nous allons en fait surtout donner un exemple donc montrer que la théorie développée
en Chapitre est non-vide.
Le cas des quotients d'espaces vectoriels de Poisson (resp, symplectiques) par des sous-
groupes �nis est classique (c'est ce que l'on appelle les singularités de Du Val) et a été
largement étudié (du Val et Nicolas Pouyanne, voir [1] [12], chapitre 4.3) en correspon-
dance avec la géométrie de la désingularisation de ces variétés quotients, et la notion de
résolution symplectique. Le cas des groupes in�nis mais discrets est tout à fait nouveau,
en particulier parce que l'algèbre des fonctions lisses G-invariantes C∞[V ]G n'est pas
�niment engendrée.
Tout d'abord, dans la section 5.2, nous allons introduire des structures de Poisson sur
A = F [x1, ..., xn] qui admettent des fonctions f1, ..., fn−2 ∈ A comme des casimirs pour
tous entiers positifs n et k tel que n−1 > k, suivant la thèse [Pichereau]. Nous démontrons
ensuite que sous certaines conditions la variété de Poisson dé�nie par G : {f1 = ... = fk =
0} admet une résolution symplectique. On reviendra sur sur le cas de dimension deux des
singularités de Du Val dans le cas réel, où nous construirons des résolution symplectique
Zk → Ak et Zk → D+

2k où D+
2k est la partie positif de D2k.

Nous allons étudier ensuite l'algèbre C∞[V ]G où G est un sous-groupe in�ni de GL(2,Z)
isomorphe à Z ou à ZoZ/2Z. Les propriétés des fonctions G-invariantes sont totalement
di�érentes. Nous allons remarquer que le cas réel analytique ou holomorphe n'est pas
intéressant car il n'y a pa pas assez de fonctions invariantes. En revanche, les fonctions
invariantes lisses sont une algèbre intéressante que nous allons étudier. En munissant
R2 du crochet de Poisson {a, b}′ = b, qui est invariant par les deux groupes considérés,
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on dé�nit sur l'espace quotient R2/ ∼ une structure quotient sur un objet de Poisson.
Le quotient (R2, {a, b} = b) par le sous-groupe Z (identi�é aux matrices triangulaires
supérieures de dimension 2× 2 dont la diagonale est (1, 1)) est en bijection (ensembliste)
avec la singularité quotient Ak pour tout k ≥ 2, et cette bijection se comporte bien vis-
à-vis des structures de Poisson. Le phénomène très curieux que nous montrons est que
la résolution symplectique usuelle de P : Zk → Ak de la singularité de du Val Ak donne
une résolution symplectique lisse de l'objet de Poisson (R2/ ∼, P ({a, b})). Ce n'est pas
un résultat simple, et nous devrons déployer pour y arriver des techniques variées, entre
autre d'analyse de Fourier. Cela sera fait dans la dernièe osus-section de cette section.
Nous montrons aussi la même chose pour le second groupe Z o Z/2Z, mais c'est alors
les singularités de type Dn qui interviennent. Le quotient (R2, {a, b} = b) par le sous-
groupe in�ni des matrices triangulaires supérieures de dimension 2× 2 dont la diagonale
est (1,±1) est en bijection avec la singularité quotient D+

n et la résolution symplectique
usuelle de P : Zn → Dn donne une résolution symplectique lisse de l'objet de Poisson
(R2/ ∼, {a, b}′)) dans ce cas. Il est tout à fait étrange de trouver An dans un cas et Dn

dans l'autre. Nous sentons bien qu'il doit y avoir des phénomènes généraux derrière ce
résultat étonnant. Mais la di�culté des raisonnements fait qu'il est bien di�cile de voir
ce que peut être cette théorie pour le moment.

5.2 Résolution symplectique d'une variété a�ne singulière

de Poisson sur Rn

Tout d'abord, nous allons introduire des structures de Poisson sur l'algèbre F =
K [x1, . . . , xn]. Soit Φ = (ϕ1, ..., ϕn−2) un (n− 2)-uplet d'éléments de F . Considérons la
variété a�ne

WΦ = {(x1, ..., xn) ∈ Kn | Φ(x1, ..., xn) = 0} ⊆ Kn,

c'est-à-dire, l'ensemble des zéros communs des polynômes ϕ1, ..., ϕn−2. Nous pouvons
construire naturellement un crochet de Poisson sur F , en posant que
{., .}WΦ

= idϕ1∧...∧dϕn−2πtop, où πtop désigne la multidérivation ∂
∂x1
∧ . . . ∧ ∂

∂xn
et i la

contraction d'une multidérivation par (n − 2)-forme di�érentielle. Autrement dit, cette
structure est dé�nie pour toutes fonctions F,G ∈ F par :

{F,G}WΦ
=
dF ∧ dG ∧ dϕ1 ∧ ... ∧ dϕn−2

dx1 ∧ ... ∧ dxn
. (5.1)

On véri�e que cette structure est de Poisson [25]. Elle admet ϕ1, ..., ϕn−2 comme Casimirs
donc elle se restreint à la variété a�ne WΦ. On appelle encore {·, ·}WΦ

la restriction.
Le résultat suivant est évident.

Lemme 10. La variété (WΦ, {·, ·}WΦ
) est symplectique si et seulement siWΦ est régulière

c'est-à-dire, si et seulement si les di�érentielles dϕ1, ..., dϕn−2 sont indépendantes en tout
point où ϕ1 = ... = ϕn−2 = 0.
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On suppose que ϕ1, ..., ϕn−2 sont des polynômes qui admettent l'origine comme seule
singularité. On parlera alors de singularité isolée. Cela signi�e à la fois que l'origine est le
seul point singulier de la variété WΦ, aussi que le lieu singulier de la structure de Poisson
{., .}WΦ

est réduit à l'origine.
Nous allons chercher à trouver une résolution de Poisson de (WΦ, {·, ·}WΦ

) en faisant un
éclatement en zéro. Cependant, avant de donner ces résultats, il est essentiel d'introduire
la notion de l'éclatement en l'origine, dont nous allons avoir besoin tout au long de ce
chapitre.

Rappel 2. L'éclatement de l'origine dans Kn s'obtient comme suit. Considérons Pn−1

l'espace projectif muni de coordonnées u = [u1, . . . , un] ∈ Kn\{(0,...,0)}
K∗ . Soit Z le sous-

ensemble de Kn × Pn−1(K) dé�ni par les équations xiuj = xjui pour i, j = 1, . . . , n où
x = (x1, . . . , xn) sont les coordonnées sur Kn. La projection

h : Kn × Pn−1(K)→ Kn,

induit une application
P : Z → Kn.

Géométriquement Z est l'ensemble des paires formées d'une droite passant par l'origine
et un point de cette droite. La �bre P−1(0) est l'espace projectif Pn−1(K) des droites
passent par l'origine, tandis que pour tout m 6= 0 ∈ Kn la �bre P−1(m) ne contient
qu'un seul point. L'application P est appelée éclatement du point 0, et la �bre P−1(0)
est appelée diviseur exceptionnel de P . A�n de dé�nir localement la notion d'éclatement,
nous considérons l'ensemble des cartes recouvrant Z dé�ni par {Ui}i=1,...,n où Ui =
{(x, u) ∈ Z | ui 6= 0}. En clair, Ui est l'ensemble des points u = (u1, ..., un) tels que
ui 6= 0 et des droites D passant par l'origine et x. On peut aussi dire que, pour Ui, on
ne considère pas les couples de droites contenues dans l'hyperplan xi = 0. Une carte
Ui sur Z est donnée par l'application Kn → Ui dé�nie par u1, ..., ui−1, xi, ui+1, ..., un 7→
(xiu1, xiu2, ..., xiui−1, xi, xi+1ui+1, ..., xiun) × [u1, ...ui−1, 1, ..., un]. Dans ces cartes (par
exemple U1) on a

P : x1, u2, ..., un−2 7→ x1, x1u1, ..., xnun (5.2)

Soit maintenant Φ = (ϕ1, ..., ϕn−2) des fonctions polynômes nulles en 0 dé�nissant une
variété WΦ. On considère les compositions ϕj ◦ P : Z → Kn → K avec j = 1, ..., n − 2.
L'ensemble des zéros de (ϕ1◦P, ..., ϕn−2◦P ) est appelée la transformée totale deWφ. Cette
transformée totale contient le diviseur exceptionnel E = P−1(0). On appelle transformée
stricte W̃Φ de WΦ la variété que l'on obtient en enlevant le diviseur exceptionnel E à la
transformée totale de WΦ. C'est du moins l'idée intuitive. Plus précisément, on a, dans
une carte, par exemple U1,

ϕ1 ◦ P (x1, u2, ..., un−2) = ϕ1(x1, x1u2, ..., xnun) = xa1
1 ϕ̃

(1)
1 (x1, u2, ..., un−2),

où a1 est la valuation de ϕ1. On dé�nit de même ϕ̃(1)
2 , ..., ϕ̃

(1)
n−2. Comme le diviseur

exceptionnel E, dans la carte U1, est dé�ni par x1 = 0, la transformée-stricte W̃Φ de Wφ
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est donnée dans la carte U1 par

{ϕ̃(1)
1 = ... = ϕ̃

(1)
n−2 = 0} ⊆ U1.

Ceci revient bien à l'opération précédente. Disons le autrement. Soit Φ(1) := (ϕ̃
(1)
1 , ..., ϕ̃

(1)
n−2).

On a un isomorphisme :
U1 ∩ W̃Φ 'WΦ(1) .

et la transformée stricte W̃Φ ⊂ Z est l'union W̃Φ = WΦ(1) ∪ ... ∪WΦ(n) , où Φ(2), . . . ,Φ(n)

ont été dé�nis de raisonnant de la même manière dans les autres cartes.

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat suivant, dont nous venons de
montrer le premier point.

Théorème 29. Soit WΦ = {(x1, ..., xn) ∈ Kn | Φ = 0} le lieu des zéros des polynômes
composant Φ = (ϕ1, ..., ϕn−2). Soient a1, ..., an−2 les valuations de ϕ1, ..., ϕn−2. Soit
{·, ·}WΦ

le crochet de Poisson comme en (5.1). Soit P : Z → Kn un éclatement en
(0, ..., 0).

1. La transformée-stricte W̃Φ de WΦ, dans chaque carte Uj dé�nie comme dans le
rappel, est une variété de la forme WΦ(j), où Φ(j) est (n − 2)-uplet de polynômes
dont le ime a une valuation inférieure ou égale à ai.

2. Il existe une structure de Poisson {., .}
W̃Φ

sur W̃Φ telle que P : W̃Φ → WΦ est un
morphisme de Poisson. Dans la carte U1, on a de plus

{·, ·}
W̃Φ

= x
∑n−2
i=1 ai−n+1

1 {·, ·}W
Φ(1)

et de même pour les autres cartes.

Preuve. Soit WΦ = {(x1, ..., xn) ∈ Kn | ϕi = 0, i = 1, ..., n− 2}, l'ensemble des zéros de
polynômes ϕ1, ..., ϕn dont les valuations sont respectivement a1, ..., an−2. On le munit du
crochet de Poisson dé�ni comme en (5.1). L'éclatement de Kn est la variété de dimension
n :

Z =
{

((x1, ..., xn), [u1, ..., un]) ∈ Rn × Pn−1 | x1u2 = x2u1, x1u3 = x3u1...
}
,

muni de la projection ((x1, ..., xn), [u1, ..., un]) → (x1, ..., xn). Prenons la carte u1 = 1,
ce qui revient à x1u2 = x2, x1u3 = x3... de sorte que x1, u2, ..., un sont des coordonnées
locales. Dans cette carte, la projection P s'écrit :

P : (x1, u2, ..., un)→ (x1, x1u2, ..., x1un).

Comme pour tout i = 1, ..., n − 2, ϕi n'a pas de terme constant et est de valuation ai,
xai divise ϕi(x1, x1u2, ..., x1un), ce qui permet de dé�nir ϕ̃i par :

p∗ϕi(x1, u2, ..., un) = ϕi(x1, x1u2, ..., x1un) = xai1 ϕ̃i(x1, u2, ..., un). (5.3)
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Par construction, ϕ̃i est un polynôme dont la valuation est inférieure ou égale à ai. Dans

la carte u1 = 1, W
Φ̃1

est donc donnée par la variété a�ne
{

Φ̃1 = (ϕ̃1, ..., ϕ̃n−2) = 0
}
. On

fait de même dans les autres cartes et on obtient Φ̃1, ..., Φ̃n les familles de fonctions qui
dé�nissent W̃Φ. Ceci démontre le premier point.
Plaçons nous dans la carte U1. De l'équation (5.3), une conséquence est que en tout point
(x1, u2, ..., un) où ϕ̃1, ..., ϕ̃n sont nuls de Z :

P ∗ {F,G}WΦ
(x1, u2, ..., un) = P ∗

[
dF ∧ dG ∧ dϕ1 ∧ ... ∧ dϕn−2

dx1 ∧ ... ∧ dxn

]
=
d(P ∗F ) ∧ d(P ∗G) ∧ d(xa1

1 ϕ̃1) ∧ ... ∧ d(x
an−2

1 ϕ̃n−2)

dx1 ∧ d(x1u2) ∧ ... ∧ d(x1un)

=

x∑n−2
i=1 ai

1

x
(n−1)
1

(d(P ∗F ) ∧ d(P ∗G) ∧ dϕ̃1 ∧ ... ∧ dϕ̃n−2

dx1 ∧ du2 ∧ ... ∧ dun

)

=
x
∑n−2
i=1 ai

1

x
(n−1)
1

(
{P ∗F, P ∗G}

W̃Φ|1

)
= x

∑n−2
i=1 ai−n+1

1

(
{P ∗F, P ∗G}

W̃Φ|1

)
.

Cela fonctionne de la même manière dans les autres cartes. Ceci démontre le second
point.

Du théorème 29 et du lemme 10, il suit que

Corollaire 11. Soit WΦ = {(x1, ..., xn) ∈ Kn | Φ = 0} le lieu des zéros des polynômes
composant Φ = (ϕ1, ..., ϕn−2) qui ont une singularité isolée en l'origine. On suppose que
les valuations a1, ..., an−2 de ϕ1, ..., ϕn−2 satisfont

∑n−2
i=1 ai = n− 1.

1. La transformée-stricte (W̃Φ, {·, ·}W̃Φ
) est une variété de Poisson, qui, dans chaque

carte Uj dé�nie comme dans le rappel, est isomorphe à (WΦ(j) , {·, ·}W
Φ(j)

) où le

(n− 2)-uplet WΦ(j) = (ϕ
(j)
1 , . . . , ϕ

(j)
n−2) est construit comme ci-dessus.

2. Si de plus, les fonctions dé�nissant Φ(j) sont indépendantes en tout point où elles
sont nulles, alors (W̃Φ, {·, ·}W̃Φ

) a une restriction à la jme carte qui est symplec-
tique.

3. En particulier, si cela est vrai dans chaque carte, (W̃Φ, {·, ·}W̃Φ
, P ) est une résolu-

tion symplectique de (WΦ, {·, ·}WΦ
).

Pour rendre plus parlants les résultats que nous avons obtenus, nous allons donner un
cas particulier du théorème précédent pour n = 3.
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5.3 Résolution symplectique d'une variété a�ne singulière

de Poisson sur K3

[26] Nous pouvons construire une structure de Poisson sur l'algèbre F = K [x, y, z] en
posant, pour toute fonction ϕ sur F que {., .}ϕ = idϕπ, où π désigne la multidérivation
∂
∂x ∧

∂
∂y ∧

∂
∂z et i la contraction d'une multidérivation par une 1-forme. Autrement dit,

cette structure est dé�nie par :

{x, y}ϕ =
∂ϕ

∂z
, {y, z}ϕ =

∂ϕ

∂x
, {z, x}ϕ =

∂ϕ

∂y
. (5.4)

On véri�e que cette structure est de Poisson [25]. La fonction ϕ étant un Casimir de
{·, ·}ϕ, la structure de Poisson se restreint à la surface Wϕ : {ϕ = 0}. Nous demandons
aussi que la valuation soit 2. Les deux premiers points du théorème se déduisent du
précédent mais nous préférons redonner une preuve.

Théorème 30. Soit WΦ =
{

(x, y, z) ∈ K3 | Φ(x, y, z) = 0
}
le lieu des zéros d'un poly-

nôme Φ de valuation 2 qui admet une singularité isolée à l'origine. Soit {·, ·}WΦ
le crochet

de Poisson comme en (5.4). Soit P : Z → K3 un éclatement en (0, 0, 0).

1. La transformée-stricte W̃Φ de WΦ, dans chacune des trois cartes de cet éclatement,
est une variété du type WΦ(i) où Φ(i), i = 1, 2, 3, est un polynôme à trois variables
dont la valuation est inférieure ou égale à 2.

2. Il existe une structure de Poisson {·, ·}
W̃Φ

sur W̃Φ telle que P : W̃Φ → WΦ est de
Poisson et, dans la carte Ui, elle est isomorphe à

(W̃Φ ∩ Ui, {·, ·}W̃Φ
) ' (WΦ(i) , {·, ·}W

Φ(i)
)

3. De plus (W̃Φ ∩ Ui, {·, ·}W̃Φ
) est symplectique si et seulement si WΦ(i) est lisse si et

seulement si la fonction Φ(i) est régulière.

Preuve. Soit Φ(x, y, z) un polynôme qui admet une singularité isolée à l'origine de va-
luation 2. Soit WΦ : {Φ(x, y, z) = 0} ⊆ K3 une variété algébrique, munie du crochet de
Poisson {·, ·}WΦ

dé�ni comme en (5.4). L'éclatement de WΦ est la variété de dimension
2 :

Z =
{

((x, y, z), [u, v, w]) ∈ K3 × P2 | xv = yu, xw = zu, zv = yw
}
.

Muni de la projection ((x, y, z), [u, v, w])→ (x, y, z). On considère W̃Φ l'image réciproque
de WΦ. Prenons la carte u = 1, où la projection s'écrit

P : (x, v, w)→ (x, xv, xw).

Comme Φ n'a pas de terme constant et est de valuation 2, x2 divise Φ(x, xv, xu), ce qui
permet de dé�nir Φ̃ par :

P ∗Φ(x, v, w) = Φ(x, xv, xw) = x2Φ̃(1)(x, v, w) (5.5)
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Ici Φ̃ est un polynôme de valuation inférieure ou égale à 2. Par ailleurs, Φ̃ n'est pas

divisible par x. Dans la carte u = 1, la variété résolue est donc donnée par
{

Φ̃ = 0
}
,

variété a�ne que l'on appelle W̃Φ. Ceci démontre le premier point.

De (5.5), il suit que ∂Φ
∂y (x, xv, xw) = x∂Φ̃

∂v (x, v, w) et ∂Φ
∂z (x, xv, xw) = x∂Φ̃

∂w (x, v, w), cela

implique que {x, v}
W̃

Φ(1)
= 1

x
∂Φ
∂z (x, xv, xw) = ∂Φ̃

∂w (x, v, w), de même, on a {x,w}
W̃

Φ(1)
=

− 1
x
∂Φ
∂y (x, xv, xw) = −∂Φ̃

∂v (x, v, w). Par un simple calcul, on trouve {v, w}
W̃

Φ(1)
= 2 Φ̃

x (x, v, w)+

∂Φ̃
∂x (x, v, w).

Donc, sur la variété W
Φ̃
donnée par

{
Φ̃ = 0

}
, on a :

{x, v}
W̃Φ1

= ∂Φ̃
∂w

{w, x}
W̃Φ1

= ∂Φ̃
∂v

{v, w}
W̃Φ1

= ∂Φ̃
∂x

Il en va de même pour les autres cartes. Le troisième point suit de lemme 10. Ceci
démontre le second point.

Corollaire 12. Une variété a�ne de Poisson (WΦ, {·, ·}WΦ
) dé�nie par Φ = 0, où Φ est

un polynôme qui apparaît dans l'étude des singularités de du Val 3, admet une résolution
symplectique.

Preuve. Par dé�nition, Φ est un des 5 types An, Dn, E6, E7 et E8, et il est bien connu
[18] que par des éclatements successifs en des points en lesquels la fonction qui dé�nie
la variété singulière a une valuation toujours inférieure à 2, on se ramène à une fonction
qui est lisse dans les cartes. Le Théorème 30 permet alors de conclure.

On va étudier en détail deux exemples de la situation du corollaire 12 : les singularités
An et Dn. Il est vrai que cela est très classique, mais on va se placer sur R et non sur
C, et, du reste, on se va regarder qu'une "moitié" de Dn que l'on va appeler D+

n . Ceci
n'aurait aucun sens sur C.

Application 1. [La singularité A2k−1 : x2 + y2 = z2k dans R3]
Soit Φk(x, y, z) := x2 + y2 − z2k. Considérons la variété algébrique

WΦk :=
{

(x, y, z) ∈ R3 | Φk = x2 + y2 − z2k = 0
}
,

munie du crochet de Poisson {·, ·}Φk dé�ni comme en (5.4). Soit P : W̃Φk → WΦk

l'éclatement en (0, 0, 0) de WΦk . On cherche la transformée-stricte. On regarde pour cela
ce qui se passe dans les trois cartes recouvrant Z et données par u = 1, v = 1 et w = 1,
cartes qui ont pour coordonnées (x, v, w), (u, y, w) et (u, v, z) respectivement. On rappelle
que P : Z → R3 est la projection, déjà décrite dans des cartes en (5.2).

3. C'est à dire un des polynômes qui apparaît dans la colonne de droite du tableau du chapitre 4 et

qui correspondent aux quotients C2/G avec G un groupe �ni de SL2(C)
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6. Prenons d'abord la carte u = 1, on obtient par (5.2)
P ∗x = x
P ∗y = xv
P ∗z = xw.

et donc P ∗Φk(x, v, w) = x2Φ
(1)
k (x, v, w) où

Φ
(1)
k (x, v, w) = 1 + v2 − x2k−2w2k.

Par le premier point du théorème 30, la restriction à la carte u = 1 de la transformée-
stricte W̃Φk est donnée par Φ

(1)
k (x, v, w) = 0, c'est à dire que c'est une surface du type

W
Φ

(1)
k

. Par le premier point du théorème 30, sa structure de Poisson induite est associée

à la fonction Φ
(1)
k . Dans cette carte, le diviseur exceptionnel, qui est par la dé�nition

l'intersection W̃Φk ∩ {((0, 0, 0), (u, v, w))} ou encore l'image réciproque de 0 ∈ R3 par

P : W̃Φk →WΦk , est obtenu en prenant x = 0 dans l'équation de Φ
(1)
k = 0. Cet ensemble

est donc vide. Par ailleurs, la di�érentielle de Φ
(1)
k est non nulle en chaque point où

Φ
(1)
k = 0, et donc la surface Φ

(1)
k (x, v, w) = 0 est régulière. Par le second point du

théorème 30, la transformée stricte est lisse et symplectique dans cette carte.

7. Il en va de même dans la carte v = 1.

8. Dans la carte w = 1, on a 
P ∗x = zu
P ∗y = zv
P ∗z = z.

On a donc P ∗Φk(u, v, z) = z2(u2+v2−z2(k−1)) = z2Φk−1(u, v, z). Par le premier point du
théorème 30, la transformée stricte dans cette carte est donc donnée par Φk−1(u, v, z) = 0,
c'est donc isomorphe à la variété WΦk−1

. Par le premier point encore, la structure de
Poisson {·, ·}Φk−1

est celle associée à Φk−1. Le diviseur exceptionnel, dans cette carte, est
l'intersection de Φk−1(u, v, z) = 0 avec z = 0, il est donc donné, si k 6= 1 par

u2 + v2 = 0.

Il est donc réduit à l'origine, qui est aussi le seul point singulier de Φk−1(u, v, z) = 0. On
est donc ramené au cas précédent en remplaçant k par k − 1. On peut donc continuer le
raisonnement, mais pour k = 1, on trouve une situation di�érente. La variété WΦ0 est
alors donnée par les zéros de Φ0(u, v, z) = u2 + v2 − 1. C'est un cylindre. Le diviseur
exceptionnel est donné par z = 0 et est un cercle. En�n, comme WΦ0 est lisse, par le
théorème 30, la variété (WΦ0 , {·, ·}WΦ0

) est symplectique.

Récapitulons. On a éclaté en 0 la variété de Poisson (WΦk , {·, ·}Φk), dont l'origine est
le seul point singulier. Dans les deux premières cartes, la variété obtenue est lisse et
symplectique. De plus, le diviseur exceptionnel n'y apparaît pas. Dans la troisième carte,
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on trouve (WΦk−1
, {·, ·}Φk−1

) et le diviseur exceptionnel est réduit à l'origine. On conti-
nue la procédure jusqu'à ce que l'on obtienne (WΦ0 , {·, ·}Φ0) qui est une variété lisse et
symplectique, dont le diviseur exceptionnel est un cercle.
On a ainsi obtenue une variété ZΦk qui est lisse et symplectique et un morphisme de
Poisson surjectif ZΦk →WΦk dont le diviseur exceptionnel est un cercle.

Application 2. Considérons la singularité D+
2k+1 donnée par {Φk = x2z+ y2− z2k+1 =

0 | z > 0} ⊂ R3. Nous allons regarder la résolution de Du Val de la singularité D+
2k+1

mais nous nous plaçons sur R.
Le seul point singulier de D+

2k+1 = WΦk est (0, 0, 0), car le critère de Jacobi implique les
relations : 

2xz = 0
2y = 0

x2 − (2k + 1)z2k = 0.

Il est facile de voir que x = 0, y = 0, et z = 0 est la seule solution de ce système.
Considérons la variété algébrique WΦk :

{
Φ(x, y, z) = x2z + y2 − z2k+1 = 0

}
munie du

crochet de Poisson {·, ·}WΦk
dé�nie comme en (5.4). Soit P : W̃Φ → WΦ la transformée

stricte de WΦ qui est un sous-ensemble de

Z =
{

((x, y, z), [u, v, w]) ∈ R3 × P2 | xv = yu, xw = zu, zv = yw
}

qui s'envoie sur R3 comme en 5.2. Regardons les trois cartes U1, U2, U3 données par u = 1,
v = 1 et w = 1.

6. Prenons d'abord la carte v = 1, on obtient
P ∗x = yu
P ∗y = y

P ∗z = yw.

Pour obtenir l'équation de transformée-stricte Φ
(2)
k on suppose que y 6= 0, par un simple

calcul, on trouve

Φ
(2)
k (u, y, w) = wu2y + 1− w2k+1y2k−1 = 0.

La restriction à la carte v = 1 de la transformée stricte W̃Φk est donnée par Φ
(2)
k (u, y, w) =

0, c'est-à-dire que c'est une surface du type W
Φ

(2)
k

.

Par le premier point du théorème 30, sa structure de Poisson induite est associée à la
fonction Φ

(2)
k (u, y, w). La di�érentielle de Φ

(2)
k est non nulle en tout point où Φ

(2)
k = 0, et

donc la surface W
Φ

(2)
k

est régulière, par le second point du théorème 30, la transformée-

stricte W̃Φk est lisse et symplectique sur l'ouvert U2. Le diviseur exceptionnel dans cette
carte est l'intersection W̃Φk ∩{((0, 0, 0), [u, v, w])}. Pour obtenir son équation locale dans

la carte U2 donnée par v = 1, on doit mettre y = 0 dans l'équation de Φ
(2)
k (u, y, v) = 0.

Cet ensemble est donc vide.
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7. Dans la carte U1 donnée par u = 1, la transformée-stricte Φ
(1)
k est

Φ
(1)
k (x, v, w) = wx+ v2 − w2k+1x2k−1 = 0.

La surfaceW
Φ

(1)
k

a un point singulier unique en x = 0,v = 0 et w = 0. Par le premier point

du théorème 30, sa structure de Poisson induite est associé à la fonction Φ
(1)
k . Le diviseur

exceptionnel E(1), qui est par dé�nition, l'intersection W
Φ

(1)
k

∩{((0, 0, 0), [u, v, w])}. Pour
obtenir son équation locale dans la carte u = 1, on doit mettre x = 0 dans l'équation de
Φ

(1)
k = 0. Ici x = 0 implique v = 0 et que w est libre. Dans la carte u = 1, E(1) est la

droite {x = v = 0}. Le diviseur exceptionnel de P : W̃Φk →WΦk contient donc le cercle
4

C(1) = {((0, 0, 0), [1, 0, w])} ⊂ Z.

On renomme les coordonnées locales de la carte U1 par u = 1 par les lettres (x, y, z). Ce

qui fait que Φ
(1)
k devient Φ

(1)
k = zx+ y2 − x2k−1z2k+1 = 0. Récapitulons{

Φ
(1)
k = zx+ y2 − x2k−1z2k+1 = 0

Le diviseur exceptionnel x = 0, y = 0.

Le seul point singulier est (0, 0, 0). On éclate encore une fois en l'origine. Dans la carte
u = 1, la transformée-stricte est donnée par

Φ
(1,1)
k (x, v, w) = w + v2 − x4k−2w2k+1 = 0.

La di�érentielle de Φ
(1,1)
k est non nulle en tout point où Φ

(1,1)
k = 0, et donc la surface

W̃
Φ

(1,1)
k

est régulière. Par le second point du théorème 30, la transformée stricte est une

surface lisse et symplectique. Le diviseur exceptionnel est donné dans cette carte par
w + v2 = 0 et x = 0. Il contient donc{

((0, 0, 0), [1, v,−v2])
}
,

qui a la topologie d'un cercle que l'on note C ′. Dans les autres cartes, on véri�e directe-
ment que la transformée stricte est lisse. Ce cercle intersecte l'image réciproque du cercle
C(1) dans les deux autres cartes, en un point.

8. Dans la carte U3 donnée par w = 1, la transformée-stricte est donnée par la fonction
Φ

(3)
k est

zu2 + v2 = z2k−1.

La restriction de W̃Φk à la carte U3 est isomorphe à la variété de Poisson (WΦk−1
, {·, ·}WΦk−1

)
par le théorème 30. On est donc ramené au cas précédent en remplaçant k par k − 1.

Le diviseur exceptionnel est donné par z = 0, v = 0 et u libre dans cette carte. Il
comprend donc un cercle C(3) = {((0, 0, 0), [u, 0, 1])} (en ajoutant le point à l'in�ni). Ce
cercle coïncide avec le cercle C(1).

4. Il faut ajouter le point (0, 0, 0), [0, 0, 1] qui correspond à w = ∞.
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Récapitulons. Un premier éclatement à l'origine de (WΦk , {·, ·}WΦk
) a conduit à ajouter

le cercle C(1) = C(3. Ce cercle contient deux points singuliers. Un éclatement du premier
a conduit à ajouter un cercle C ′ et a permis d'obtenir une surface lisse et symplectique.
Ces deux cercles s'intersectent en un point. L'autre point singulier est, dans la carte, de
la forme (WΦk−1

, {·, ·}WΦk−1
)

On peut donc continuer le raisonnement, jusqu'à ce que l'on arrive à k = 1. On obtiendra
comme lieux singuliers 2k cercle dont chacun intersecte le suivant en un point. En k = 1,
on trouve alors une situation véritablement di�érente. On désignera les coordonnées
locales par les lettres (x, y, z). La dernière fonction que l'on va obtenir est en e�et

Φ0(x, y, z) = zx2 + y2 − z = 0

Cette fonction admet deux points singuliers (1, 0, 0) et (−1, 0, 0). On éclate WΦ0 en
(1, 0, 0). Après changement de variable pour se ramener en l'origine, la fonction devient
ϕ(x, y, z) = z(x+ 1)2 + y2 − z = 0, c'est-à-dire, ϕ(x, y, z) = zx2 + 2zx+ y2 = 0. Notons
que cette fonction est encore de valuation 2, ce qui permet d'appliquer le théorème 30.

(a) Dans la carte v = 1, la transformée-stricte est

ϕ(2) = ywu2 + 2wu+ 1 = 0.

La di�érentielle de Φ
(2)
0 est non nulle en tout point où ϕ(2) = 0, et donc la surface

W̃ϕ(2) est régulière, par le second point du théorème 30, la transformée stricte est lisse et
symplectique.

(b) Dans la carte w = 1, la transformée-stricte est

ϕ(3) = zu2 + 2u+ v2 = 0. z 6= 0.

Si z = 0 implique 2u+ v2 = 0, ainsi on obtient

E0 =

{
((0, 0, 0), (

−v2

2
, v, 1))

}
.

La di�érentielle de ϕ(3) est non nulle en tout point où ϕ(3) = 0, et donc la surface
W̃ϕ(3) est régulière, par le second point du théorème 30, la transformée-stricte est lisse et
symplectique

(c) Dans la carte u = 1, la transformée-stricte est donnée par

ϕ(1)(x, v, w) = wx+ 2w + v2 = 0.

La critère de Jacobi implique que cette surface a un point singulier unique x = −2, v =
0, w = 0.

(d) Le lieu singulier de cet éclatement est obtenu dans la dernière carte, par x = 0.

Ceci implique 2w+ v2 = 0, ainsi on obtient
{

((0, 0, 0), [1, v, −v
2

2 ])
}
, qui est un cercle (en

ajoutant ((0, 0, 0), [0, 0, 1]) qui correspond à v =∞).
On désigne les coordonnées locales de la carte u = 1, par les lettres (x, y, z).
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(e) On va éclater la dernière singularité obtenue, qui est associée à la fonction : On a{
ϕ(3)(x, y, z) = zx+ 2z + y2 = 0

Le diviseur exceptionnel 2z + y2 = 0.

Cette fonction a en e�et une seule singularité en (−2, 0, 0). Un changement de variable
permet d'obtenir la fonction ψ(x, y, z) = zx+ y2 = 0 qui est encore une fois de valuation
2. C'est une équation de type A1.

(f) Dans la carte u = 1, la transformée stricte est

ψ(1)(x, v, w) = w + v2 = 0.

Le diviseur exceptionnel E′0 est donnée par w + v2 = 0 et x = 0, qui correspond encore
une fois à un cercle. La di�érentielle de ψ(1) est non nulle en tout point où ψ(1) = 0, et
donc la surface (Wψ(1) , {·, ·}W

ψ(1)
) est régulière et symplectique, par le second point du

théorème 30.
Il en va de même pour les autre cartes.

Un calcul similaire montre qu'il en va de même pour l'éclatement de ϕ̃w en (−1, 0, 0).

On a donc obtenu par des éclatements successifs une résolution symplectique de (WΦk , {·, ·}Φk)
que l'on note (Zk, {·, ·}Zk)

Le point suivant est facile à véri�er et sera important.

Proposition 31. Les tirés en arrière des fonctions x
zk

et y
zk

par l'application Zk →WΦk

sont lisses sur Zk.

Preuve. Dans le cas réel, la fonction x
zk

admet x = y = z = 0 comme unique point où
elle est non dé�nie car z = 0 implique x = y = 0. Pour l'éclatement de la singularité An
à l'origine il se produit le phénomène suivant :
Dans la carte w = 1, le tiré en arrière de x

zk
est la fonction u

zk−1 qui n'est pas dé�nie en
(0, 0, 0) sur WΦk−1

' Zk, c'est-à-dire, une fonction de la même forme sur WΦk−1
, on est

donc ramené au problème précédent en changement k par k− 1. De plus, pour k = 1, la
fonction x

z se tire en arrière en u qui est lisse sur Φ
(3)
0 = u2 + v2 − 1 = 0, z 6= 0. Le

tiré en arrière sur cette carte est donc lisse. Dans les autres cartes, l'intersection de la
transformée-stricte avec le diviseur exceptionnel est vide, donc le dénominateur du tiré
en arrière de la fonction x

zk
n'est jamais nul, donc la fonction x

zk
se tire en arrière en une

fonction lisse.
De manière analogue, nous pouvons démontrer que la fonction y

zk
se tire en arrière en

une fonction lisse sur Zk.

Dé�nissons deux suites (xn)n≥1 et (yn)n≥1 de fractions rationnelles sur Ak ⊂ R3 par
x1(x, y, z) := x, y1(x, y, z) := y pour tout (x, y, z) ∈ Ak et{

xn = x1

zk
xn−1 − y1

zk
yn−1

yn = x1

zk
yn−1 + y1

zk
xn−1.

(5.6)

De la proposition 31, il découle que
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Corollaire 13. Les tirés en arrière Xn := ϕ∗xn et Yn = ϕ∗yn des fractions rationnelles
xn, yn dé�nies en (5.6), par ϕ : Zk → A2k sont des fonctions polynomiales sur Zk.

Pour le cas Dn, on a aussi le résultat suivant.

Proposition 32. Les tirés en arrière x

zk+ 1
2
et y

zk+ 1
2
par l'application Zk → WΦk sont

lisses sur Zk.

Preuve. La preuve est similaire à celle de la proposition 31. Nous la laissons au lecteur.

Dans ce cas, le système d'équation (5.6) devient{
xn = x1

zk+1/2xn−1 − y1

zk+1/2 yn−1

yn = x1

zk+1/2 yn−1 + y1

zk+1/2xn−1.
(5.7)

il résulte de tout ce qui précède que

Corollaire 14. Les tirés en arrière Xn := ϕ∗xn et Yn = ϕ∗yn des fractions rationnelles
xn, yn dé�nies en (5.7), par ϕ : Zk → D2k+1 sont des fonctions polynomiales sur Zk.

5.4 Exemple d'un quotient de R2 par un groupe in�ni et de

sa résolution symplectique

Munissons R2 des coordonnées (a, b). Considérons les groupes in�nis G = Z et G′ =
Zo Z/2Z. Ces groupes agissent sur R2 par n · (a, b) := (a+ nb, b) et par (n, ε) · (a, b) :=
(a+ nb, εb) pour tout (n, ε) ∈ Z× {−1, 1} et (a, b) ∈ R2, respectivement. Contrairement
à ce qui se passe dans le cas des groupes �nis, y compris dans le cas lisses (cf proposition
30), l'algèbre des fonctions invariantes F [R2]G ou F [R2]G

′
n'est pas �niment engendrée.

On rappelle la dé�nition suivante, venue du chapitre 1 où les objets géométriques ont été
introduits.

Dé�nition 36. Soit ∼ une relation d'équivalence fermée sur une variété M . On appelle
algèbre des fonctions de classe C∞ sur M/ ∼ les fonctions de C∞(M) constantes sur
les classes d'équivalence. On la note C∞(M/ ∼), et les éléments de cette algèbre sont
appelées les fonctions sur l'objet X = M/ ∼ (que l'on dit "muni d'une structure de
quotient").

On prend les notations suivantes.
L'action de groupe G = Z ci-dessus revient à considérer la relation d'équivalence ∼ sur
R2 donnée par

(a, b) ∼ (a+ nb, b), (5.8)

pour tout couple (a, b) ∈ R2, n ∈ Z et (a, 0) ∼ (a′, 0) pour tous a, a′ ∈ R. Cette
relation est fermée c-à-d

{
(a, b)× (c, d) ∈ R4 | (a, b) ∼ (c, d)

}
est un fermé de R2 × R2.

Pour G′ = Z o Z/2Z, il faut encore identi�er (a, b) et (a,−b). L'action de groupe G′
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ci-dessus revient à considérer la relation d'équivalence ainsi obtenue, et on note ∼′ cette
relation, nous voulons dire que C∞(R2/ ∼) = F [R2]G

′
. La relation ∼′ est donc donnée

par
(a, b) ∼′ (a+ nb,±b). (5.9)

On prend G = Z et on commence par étudier C∞(R2/ ∼) = F [R2]G.

Lemme 11. Toute fonction f ∈ C∞(R2) invariante par la relation d'équivalence donnée
par (5.8), pour tous j ∈ N, i > 1 et a ∈ R satisfait

∂i+jf

∂ai∂bj
(a, 0) = 0.

Preuve. La dérivée keme de la relation f(a, b) = f(a + nb, b) par rapport à b donne la
formule :

∂kf

∂bk
(a, b) =

k∑
i=0

(
k

i

)
nk−i

∂kf

∂ai∂bk−i
(a+ nb, b).

Pour b = 0, on a
k∑
i=0

(
k

i

)
ni

∂kf

∂ai∂bk−i
(a, 0) =

∂kf

∂bk
(a, 0).

Pour i = 0, le terme de gauche égal au terme de droite. On obtient donc :

k∑
i=1

(
k

i

)
ni

∂kf

∂ai∂bk−i
(a, 0) = 0.

Si un polynôme admet une in�nité de racines, alors ses coe�cients sont nuls. En parti-
culier, les coe�cients du polynôme

Pk,a(X) :=

k∑
i=1

(
k

i

)
∂kf

∂ai∂bk−i
(a, 0)Xi

sont nuls pour tout k ∈ N∗ et a ∈ R, ce qui démontre le résultat.

Il en va de même pour la relation d'équivalence ∼′.

Proposition 33. L'algèbre C∞(R2/ ∼) des fonctions lisses sur R2/ ∼, où la relation ∼
est dé�nie par (5.8) se décompose ainsi

C∞(R2/ ∼) = C∞(b) + C̃,

où C∞(b) est l'algèbre des fonctions lisses qui ne dépendant que de la variable b, et
C̃ ⊂ C∞(R2/ ∼) est la sous-algèbre des fonctions lisses nulles avec toutes leurs dérivées
partielles le long de la droite b = 0.
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Preuve. Les fonctions lisses sur R2 qui ne dépendent que de la variable b sont constantes
sur les classes d'équivalences et donc sont dans C∞(R2/ ∼) par dé�nition des fonctions
sur un objet géométrique.
Considérons une fonction g(a, b) de classe C∞ constantes sur les classes d'équivalence.
Soient les fonctions f, h ∈ C∞(R2/ ∼) dé�nies par h(b) := g(0, b) et f(a, b) := g(a, b) −
h(b). On a g = h + f par construction, il reste donc à montrer que f est un élémént de
C̃. Par le lemme 11, on sait déjà que pour tout i ≥ 1 :

∂i+j

∂ai∂bj
(a, 0) = 0, ∀a ∈ R.

On sait aussi que ∂jf
∂bj

(0, 0) = 0 car f(0, b) = 0 par dé�nition de la fonction f . Par
intégration, on a encore

∂jf

∂bj
(a, 0) =

∂jf

∂bj
(0, 0) +

∫ a

t=0

∂1+jf

∂bj∂t
(t, 0)dt.

Par le lemme 11, ceci est nul. Ceci �nit la preuve.

Il existe un résultat similaire pour ∼′ : le premier terme sera formé de fonctions qui
dépendent de b2.
Le corollaire suivant montre que la théorie est vide dans le cas complexe.

Corollaire 15. Les fonctions holomorphes ou réelles analytiques invariantes par les re-
lations d'équivalences (5.8), (5.9) sont les fonctions qui ne dépendent que de la variable
b.

Autrement dit, le quotient R2/ ∼ ou C2/ ∼ (resp, R2/ ∼′ ou C2/ ∼′) n'est pas intéressant
dans le cas réel analytique ou holomorphe, respectivement.

Preuve. Une fonction holomorphe sur C2 qui s'annule le long d'une droite avec toutes
ses dérivées partielles est nulle sur C2. Il en va de même dans le cas réel analytique.

Nous donnons ici un lemme dont nous allons avoir besoin ci-après.

Lemme 12. Soit f ∈ C∞(R,R) telle que pour tout entier positif n, il existe εn avec

|f(x)| 6 kn |x|n , pour tout x ∈ ]−εn, εn[,

où kn est un réel positif, alors f est nulle avec toutes ces dérivées en x = 0.

Preuve. S'il existe un entier positif n0 tel que f(0) = f ′(0) = ... = fn0−1(0) = 0 et
fn0(0) 6= 0, alors d'après la formule de Taylor f(x) ≈ 1

n0!f
n0(0)xn0 . Ce qui contredit

l'hypothèse |f(x)| 6 k |x|n0+1 sur ]−ε, ε[.

La proposition suivante donne une description précise des fonctions lisses sur l'objet
géométrique R2/ ∼.

87



Chapitre 5. Résolution symplectique de quotient de R2 par un groupe in�ni

Proposition 34. Une fonction F est de classe C∞ sur l'objet géométrique R2/ ∼ muni
d'une structure quotient si et seulement si F s'écrit sous la forme

F (a, b) = α0(b) +
∑
n≥1

αn(b) cos
(

2nπ
a

b

)
+
∑
n≥1

βn(b) sin
(

2nπ
a

b

)
,

où les fonctions (αn, βn)n≥1 sont lisses et nulles avec toutes leurs dérivées en b = 0. La
série ci-dessus, qui plus est, est absolument convergente sur toute boule ouverte.

Preuve. Pour b ∈ R∗ �xé, la fonction F (a, b) ∈ C∞,k(R2/ ∼) est b-périodique. Elle est
développable en série de Fourier par rapport à la variable a, avec des coe�cients de
Fourier qui dépendent de b :

F (a, b) = α0(b) +
∑
n≥1

αn(b) cos
(

2nπ
a

b

)
+
∑
n≥1

βn(b) sin
(

2nπ
a

b

)
, ∀b 6= 0,

Faisons le changement de variables u = a
b . Cela donne

α0(b) =
1

b

∫ b/2

−b/2
F (a, b)da

=

∫ 1/2

−1/2
F (ub, b)du

αn(b) =
2

b

∫ b/2

−b/2
F (a, b) cos

(
2nπ

a

b

)
da,

= 2

∫ 1/2

−1/2
F (ub, b) cos (2nπu) du n > 1,

et

βn(b) =
2

b

∫ b/2

−b/2
F (a, b) sin

(
2nπ

a

b

)
da,

= 2

∫ 1/2

−1/2
F (ub, b) sin (2nπu) du n > 1.

Montrons que pour tout n ≥ 1 les coe�cients de Fourier αn(b), βn(b) ∈ C∞(R,R) sont
des fonctions lisses qui sont nulles avec toutes leurs dérivées en b = 0.
Si F ne dépend que de b, alors αn(0) = βn(0) = 0 pour tout n > 1 et le résultat est
vrai. Supposons que F est nul en b = 0 avec toutes ses dérivées partielles (autrement dit,
F ∈ C̃). Alors d'après la formule de Taylor, il existe un entier positif n0 et pour tout a, il

existe b0 ∈ [0, b] tel que F (a, b) = bn0

n0!
∂n0f
∂bn0 (a, b0). Or la fonction

∣∣∣∂n0f
∂bn0 (a, b0)

∣∣∣ est bornée
par un réel kn0 car [−1, 1]2 est compact. Ceci donne

|F (a, b)| 6 |b|n0
kn0

n0!
pour tous (a, b) ∈ [−1, 1]2 .
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Les coe�cients de Fourier αn(b), βn(b) sont obtenus par intégration sur ]− b
2 ,

b
2 [×{b} ⊆

[−1, 1]2 pour tout b ∈ [−1, 1] . Donc |αn(b)| 6 2
b bb

n0kn0 = 2bn0kn0 . De même, pour βn(b).
Par le Lemme 12, les fonctions αn, βn sont nulles en 0 avec toutes leurs dérivées. Ce qui
démontre le résultat. minimale Il découle des formules explicites données ci-dessus que,
pour tout (a, b) dans une boule ouverte, |αn(b)| et |βn(b)| sont inférieures à K/n2. Deux
intégrations par parties donnent en e�et :

αn(b) =
−1

n2

b

2π2

∫ b/2

−b/2

∂2F (a, b)

∂a2
cos(2nπa/b)da,

ce qui donne facilement la majoration voulue avec K = B2

2π2N où B est la plus grande

valeur possible de |b| sur la boule considérée etN est la borne supérieure de |∂
2F (a,b)
∂a2 |. Cela

montre que la série est absolument convergente sur tout compact. Le même raisonnement
peut être fait pour βn.

Pour la relation d'équivalence ∼′, on obtient :

Proposition 35. Une fonction F est de classe C∞ sur l'objet géométrique R2/ ∼ (muni
de sa structure quotient) si et seulement si F s'écrit sous la forme

F (a, b) = α0(b) +
∑
n≥1

αn(b) cos
(

2nπ
a

b

)
+
∑
n≥1

βn(b) sin
(

2nπ
a

b

)
,

où les fonctions (αn, βn)n≥1 sont lisses et nulles avec toutes leurs dérivées en b = 0, de
plus les αn sont des fonctions paires et les βn sont des fonctions impaires pour tout n ∈ N.
La série ci-dessus, qui plus est, est absolument convergente sur toute boule ouverte.

La démonstration de cette proposition est similaire à celle de la proposition précédente.
On va maintenant introduire le crochet de Poisson. On commence par muni M = R2 du
crochet de Poisson canonique (symplectique) {a, b} = 1. Il est invariant par l'action de
G = Z que l'on considère.

Proposition 36. L'objet (R2/ ∼, {·, ·}) est un objet de Poisson de classe C∞.

Preuve. La preuve a été traitée dans le chapitre préliminaire, section 1.7, exemple 10.

Un calcul du crochet donne :
{xα, yβ}R2/∼ = 2π

(
xα′(z)xβ(z)

z

+ yα(z)
z

yβ′(z)

)
{yβ, z}R2/∼ = 2πxβ(z)

z

{z, xα}R2/∼ = 2πyα(z)
z

.

(5.10)

où xα = α(b) cos
(
2π ab

)
, yβ = β(b) sin

(
2π ab

)
, z = b et α, β ∈ C∞(R,R) sont des fonctions

nulles en 0 avec toutes leurs dérivées. Or α(z)
z , β(z)

z sont à nouveau des fonctions lisses.
L'algèbre des fonctions lisses sur R2/ ∼ est stable par le crochet de Poisson canonique.
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On aimerait bien trouver une résolution symplectique de R2/ ∼ en utilisant les fonctions
lisses, mais on n'a pas réussi à le faire. De ce fait, nous avons choisi de considérer un autre
crochet de Poisson sur R2 que l'on dé�nit par {a, b}′ = b

2π . Il est à nouveau invariant par
G = Z mais aussi par G = Z o Z/2Z.

Proposition 37. Les objets (R2/ ∼, {·, ·}′) et (R2/ ∼′, {·, ·}′) sont des objets géomé-
triques de Poisson de classe C∞.

On va introduire pour k ≥ 2 une nouvelle classe de fonctions notée Ck(R2/ ∼), ce sont
les fonctions lisses en dehors du lieu singulier et E(k/2)-fois dérivables en b = 0. La
proposition suivante se véri�e aisément

Proposition 38. Soit k ∈ {2, 3, . . . ,+∞}. Pour toutes fonctions F et G de classe Ck sur
R2/ ∼, le crochet de Poisson {F,G} est dans Ck−1(R2/ ∼). Par convention +∞− 1 =
+∞. De plus b{a, b} est dans Ck(R2/ ∼).

Essayons maintenant de trouver une résolution symplectique de R2/G en faisant de
celui-ci un sous-ensemble de R3. L'action de G sur R2 revient à considérer la relation
d'équivalence donnée par (5.8). La structure de Poisson {a, b}′ = b

2π sur R2 est invariante
par G donc le quotient R2/G est muni de la structure de Poisson induite.
Soit A la sous algèbre de Ck(R2/ ∼) engendrée par

(
bk cos

(
2π ab

)
, bk sin

(
2π ab

)
, b
)
pour

tout entier k > 2. Elle est stable par le crochet de Poisson {·, ·}′ :
{x, y, }′ = −2kz2k−1 ∈ A

{y, z}′ = 2x ∈ A
{z, x}′ = 2y ∈ A.

Soit k un entier positif. Soient (a, b) ∈ R2 des coordonnées locales avec b 6= 0 et soit [a, b]
la classe de (a, b) ∈ R2 dans R2/ ∼. On dé�nit une application φ : R2/ ∼→ R3 par

φ([a, b]) =
(
bk cos

(
2π
a

b

)
, bk sin

(
2π
a

b

)
, b
)
.

On prolonge cette application par

φ([a, 0]) = (0, 0, 0)

Par ailleurs, les quantités

x = bk cos
(

2π
a

b

)
, y = bk sin

(
2π
a

b

)
, z = b

véri�ent la relation

x2 + y2 =
(
bk cos

(
2π
a

b

))2
+
(
bk sin

(
2πk

a

b

))2

= b2k

= z2k.

(5.11)

Il en découle que φ est à valeurs dans A2k = WΦ2k
⊂ R3 où Φ2k(x, y, z) = x2 + y2 − z2k.
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Proposition 39. L'application φ : R2/ ∼→ A2k induit un isomorphisme de Poisson
φ∗ : F(WΦ2k

) ↪→ A.

Preuve. Montrons que l'application φ∗ : F(WΦ2k
) ↪→ A est un isomorphisme de Poisson.

Le tiré en arrière φ∗ est par construction un isomorphisme d'algèbre entre la sous-algèbre
A ⊂ Ck(R2/ ∼) qui est en bijection avec les fonctions polynomiales sur A2k, il faut
encore montrer qu'il est de Poisson.
Munissons R2 des coordonnées locales (a, b). On désigne par [a, b] sa classe d'équivalence
dans R2/ ∼, on pose maintenant :

φ : [a, b] 7→ (x, y, z),

où x, y et z sont fonctions des variables a et b dé�nies comme en (5.11). Cette application
est à valeurs dans WΦ2k

car pour tout (a, b) ∈ R2, on a

x2 + y2 = z2k.

De plus, elle passe au quotient car (a, b) et (a + nb, b) ont la même image. Donc cette
application est bien dé�nie de R2/ ∼ dans WΦ2k

. Véri�ons que cette application est de
classe partie entière de k/2. Soit le diagramme commutatif suivant

R2 h //

P
��

R3

R2/ ∼ φ //

::

WΦ2k

?�

i

OO (5.12)

Pour tout f ∈ CE(k/2)(WΦ2k
), il existe F ∈ CE(k/2)(R3) tel que F |WΦ2k

= f , De plus

P ∗φ∗f = (φ ◦ P )∗f = h∗F , est un élément de CE(k/2)(R2) car h : CE(k/2)(R2,R3)
et F ∈ CE(k/2)(R3). Nous avons donc montré que P ∗φ∗f ∈ CE(k/2)(R2), c'est-à-dire
que φ∗f ∈ CE(k/2)(R2/ ∼). Cette application est un di�éomorphisme de classe CE(k/2)

d'après la proposition 12 page 25 chapitre préliminaire. On a vu de ce qui précède que
les objets WΦ2k

, A et R2/ ∼ sont de Poisson. Du diagramme commutatif entre objets
(5.12), on a le diagramme commutatif entre algèbres des fonctions lisses associé :

CE(k/2)(R3)
h∗ //

i∗

��

CE(k/2)(R2)

CE(k/2)(WΦ2k
)

φ∗
// CE(k/2)(R2/ ∼)

P ∗

OO

Pour tous f, g ∈ CE(k/2)(WΦ2k
), il existe F,G ∈ CE(k/2)(R3) telles que i∗F = f et

i∗G = g donc h∗F = P ∗φ∗f et h∗G = P ∗φ∗g, comme h : R2 → R3 est un morphisme de
Poisson, c'est-à-dire

{h∗F, h∗G}R2 = h∗ {F,G}R3 ,

alors on a
{P ∗φ∗f, P ∗φ∗g} = P ∗φ∗(i∗ {F,G}R3),
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donc P ∗ {φ∗f, φ∗g}R2 = P ∗φ∗ {f, g}E(k/2).
De plus, le morphisme d'algèbre P ∗ est injectif, donc φ∗ est un morphisme de Poisson.

L'application φ : R2/ ∼→ A2k est bijective (au sens ensembliste). Appelons ψ : A2k →
R2/ ∼ l'application réciproque. On note ϕ : Z2k → A2k la résolution symplectique de
A2k qui a décrite en section 5.2.

Le corollaire 13 va maintenant être utilisé pour montrer le résultat très surprenant
est suivant :

Proposition 40. L'application ψ ◦ ϕ est un morphisme d'objet lisse de (Z2k, {·, ·}Z2k
)

vers (R2/ ∼, {·, ·}′).

Preuve. Soit F ∈ C∞(R2/ ∼). Par la proposition 34, on a

F (a, b) = α0(b) +
∑
n≥1

αn(b) cos
(

2nπ
a

b

)
+
∑
n≥1

βn(b) sin
(

2nπ
a

b

)
et donc :

F (a, b) = α0(b) +
∑
n≥1

αn(b)

bk
bk cos

(
2nπ

a

b

)
+
∑
n≥1

βn(b)

bk
bk sin

(
2nπ

a

b

)
Soit G ∈ C∞(R3) la fonction dé�nie par :

G(x, y, z) = α0(z) +
∑
n≥1

αn(z)

zk
xn +

∑
n≥1

βn(z)

zk
yn

où xn, yn sont les fonctions dé�nies en (5.6). On a par construction ψ∗F = G (autrement
dit on a φ∗G = F ). et G est l'unique fonction à véri�er cette propriété. Soient maintenant
la fonction H sur Z2k dé�nie par :

α0(ϕ∗z) +
∑
n≥1

ϕ∗
(
αn(z)

zk

)
Xn +

∑
n≥1

ϕ∗
(
βn(z)

zk

)
Yn

où les fonctions Xn, Yn ∈ C∞(Zk) sont les fonctions du corollaire 13. On a par construc-
tion ϕ∗ ◦ ψ∗F = H. Montrons que H est une fonction lisse sur Zk. Tout d'abord, les
fonctions αn(z)

zk
et βn(z)

zk
sont des fonctions lisses car αn(z), βn(z) sont nulles en 0 avec

toutes leurs dérivées. Les fonctions Xn, Yn sont lisses par le corollaire 13. Il reste à mon-
trer la convergence de la série et de toutes ses dérivées. Cela vient du fait que les normes
des dérivées de Xn, Yn sont inférieures, sur un compact assez proche du lieu singulier, à
un suite géométrique de raison inférieure à 1.
D'un part, on a d'après la preuve du corollaire 13, les suites xn et yn sont majorés sur
A2n alors Xn et Yn les sont sur Zk. D'un autre part, les coe�cients de Fourier αn, βn
sont majorés par K

n2 d'après la preuve de la proposition 34, alors
(
αn(z)
zk

)
et ϕ∗

(
βn(z)
zk

)
sont majorés sur Zk. Ceci donne la convergence de la série. On peut aussi démontrer la
convergence de toutes les dérivées partielles.
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On en arrive au résultat principal de ce chapitre :

Théorème 31. L'application ψ ◦ ϕ : Z2k → R2/ ∼ est une résolution symplectique lisse
de l'objet de Poisson (R2/ ∼, {·, ·}′).

Preuve. Cela découle de la proposition précédente, du fait que (Zk, {·, ·}Zk) est symplec-
tique, que ϕ est de Poisson ainsi que ψ.

Pour le cas G′, on considère la sous algèbre A′ ⊂ Ck(R2/ ∼) engendrée par(
b2k cos

(
2π
a

b

)
, b2k+1 sin

(
2π
a

b

)
, b2
)
, pour tout entier k > 2.

On calcule 
{x, y, }′ = −(2k + 1)z2k + 2x2 ∈ A′

{y, z}′ = 2zx ∈ A′
{z, x}′ = 2y ∈ A′.

Proposition 41. L'application φ : R2/ ∼′→ D+
2k+1 est un morphisme de Poisson de

classe Ck qui est également une bijection au sens ensembliste.

On note ϕ : Z2k+1 → D2k+1 est la résolution symplectique de D2k+1.

Proposition 42. L'application ψ ◦ ϕ est un morphisme d'objet lisse de (Z2k, {·, ·}Z2k
)

vers (R2/ ∼′, {·, ·}′).

La preuve de ce résultat est identique à celle de la proposition 40. Nous utilisons simple-
ment la proposition 35 au lieu de la proposition 34, et le corollaire 14 au lieu du corollaire
13.

Théorème 32. L'application ψ ◦ ϕ : Z2k+1 → R2/ ∼′ est une résolution symplectique
lisse de l'objet de Poisson (R2/ ∼′, {·, ·}′).
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Chapitre 5. Résolution symplectique de quotient de R2 par un groupe in�ni
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Résumé

Les structures de Poisson et de Jacobi peuvent être singulières de deux façons : la
structure peut être singulière (que l'on appelle singularité du premier type), mais aussi
la variété elle-même peut avoir des singularités (ce que l'on appelle deuxième type de
singularité). Dans un cas comme dans l'autre, résoudre la singularité consiste à trouver
un objet lisse muni d'une structure symplectique ou de contact qui se projette sur l'objet
singulier.

Plusieurs travaux s'intéressent à ces di�érents types de singularités, pour celles du
second type, des méthodes de type Hironaka ont été proposées dans le cadre de la géomé-
trie algébrique. Pour celles du premier type, dans un cadre de la géométrie di�érentielle,
il est bien connu qu'il est possible de changer la structure de Poisson et la structure de
Jacobi en une structure symplectique et en une structure de contact quitte à doubler la
dimension.

Le but de cette thèse est de donner quelques jalons pour une théorie cohérente de la
résolution des deux types de singularités pour des variétés de Poisson et de Jacobi sans
augmenter la dimension et en restant dans le cadre de géométrie di�érentielle, c'est à
dire en travaillant avec des fonctions lisses.

Le premier de ses jalons est un résultat négatif : nous montrons qu'il n'existe pas
de résolutions raisonnables de singularités du premier type quand le lieu singulier est
de codimension 1. Nous donnons aussi des exemples qui montrent qu'en codimension
deux une telle résolution peut exister. Nous faisons ceci aussi bien pour les structures de
Poisson que celles de Jacobi. Les deux derniers chapitres sont consacrés à la résolution du
deuxième type de singularité. Nous commençons par redonner un point de vue nouveau
sur des résultats connus sur la singularité du Du Val qui sont des quotients de R2 par des
groupes �nis de Sl(2,R). En�n, en s'appuyant sur les résolutions de Du Val, on donne
au dernier chapitre des résolutions symplectiques propres d'objets de Poisson singuliers
dé�nis par le quotient de R2 par un sous groupe in�ni de Gl(2,R).

Mots-clés: Géométrie de Poisson, variété de Jacobi, résolution des singularité.

Abstract

Poisson and Jacobi structures can be singular in two ways : the structure can
be singular (we then say : singularity of the �rst type), but the variety itself can also
have singularities (we then say : singularity of the second type). In both cases, solving the
singularity consists in �nding a smooth object equipped a symplectic or contact structure
that projects onto the singular object under consideration.

Several works deal with these di�erent types of singularities. For those of the second
type, Hironaka type methods have been proposed in the framework of algebraic geometry.
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For those of the �rst type, in a framework of di�erential geometry, it is well known that
it is possible to turn the Poisson structure and the Jacobi structure into a symplectic
structure and a contact structure if we allow to double the dimension.

The aim of this thesis is to give some milestones for a coherent theory of the resolution
of the two types of singularities for Poisson and Jacobi varieties. We want, however, 1)
not to increase the dimension and 2) to remain within the framework of di�erential
geometry�i.e. we work with smooth functions.

The �rst of its milestones is a negative result : we show that there are no reasonable
resolutions of singularities of the �rst type when the singular locus is of codimension one.
We also give examples that show that in codimension two such a resolution can exist.
We do this for both Poisson and Jacobi structures. The last two chapters are devoted to
solving the second type of singularity. We begin by suggesting a new point of view on
known results on the Du Val singularity which are quotients of R2 by �nite groups of
Sl(2,R). Finally, when using Du Val's symplectic resolutions, we give in the last chapter
an example of a proper symplectic resolution of a singular Poisson object : the quotient
of R2 by an in�nite subgroup of Gl(2,R).

Keywords: Symplectic, Poisson, realization.
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