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Résumé

Dans cette these, la modélisation de I'’endommagement et de la rupture dynamique
des matériaux quasi-fragiles est proposée en utilisant une approche double-échelle basée
sur la méthode d’homogénéisation asymptotique. Des lois d’endommagement dynamique
sont établies et des simulations numériques du comportement associé sont effectuées dans
les cas de sollicitations correspondants aux trois modes classiques de la Mécanique de la
Rupture.

Le premier modéle d’endommagement dynamique est proposé pour le chargement en
mode de cisaillement antiplan (mode III). La loi d’endommagement est déduite a partir
d’un critére énergétique de type Griffith décrivant la propagation des micro-fissures, en
utilisant la méthode de changement d’échelle basée sur des développements asymptotiques.
Une étude locale de la réponse macroscopique prédite par ce nouveau modéle est faite pour
mettre en évidence 'influence des parameétres, comme la taille de la microstructure et la
vitesse de chargement, sur I’évolution de I’endommagement. Les résultats des simulations
macroscopiques de rupture dynamique et les instabilités de branchement associées sont
présentés et comparés a ceux des observations expérimentales. Le modeéle est implémenté
dans un code Eléments finis/Différences finies en utilisant le logiciel de calcul Matlab.

Des simulations numériques de rupture rapide en mode d’ouverture (mode I) en uti-
lisant une loi d’endommagement dynamique sont ensuite présentées. Le modele utilisé
pour ces simulations, est déduit a partir d’'un critére microscopique de type Griffith en
mode I en utilisant la méthode d’homogénéisation asymptotique. La loi d’endommagement
obtenue est sensible & la vitesse de chargement qui influence le mode de rupture macro-
scopique. Des simulations numériques sont effectuées afin d’identifier les prédictions du
modeéle et les résultats obtenus sont comparés aux résultats expérimentaux. Différents
tests, comme ceux de traction directe et de I’échantillon en forme de L pour les bétons,
les essais d’impact sur des échantillons CCS en PMMA et le test d’impact de Kalthoff
pour des roches calcaires sont reproduits numériquement. Ces simulations montrent que la
vitesse de chargement détermine essentiellement la trajectoire de rupture macroscopique
et la formation des branches associées, en accord avec les résultats expérimentaux. La
loi a été implémentée dans le code d’éléments finis Abaqus/Explicit via une subroutine
VUMAT.

Un troisiéme modéle d’endommagement est obtenu pour le mode de cisaillement plan
(Mode II) par une démarche de modélisation double-échelle similaire a celle utilisée dans
les deux premiers modéles, en tenant compte du contact unilatéral avec frottement sur les
lévres des micro-fissures. Une étude locale concernant 1'effet du chargement de compres-
sion et du coefficient du frottement sur les fissures est faite. L’influence des paramétres
comme la taille de la microstructure et la vitesse de déformation sur I’évolution de I'en-
dommagement sont étudiés. Ces études sont complétées par des simulations des essais de
rupture/frottement sur des échantillons en PMMA en utilisant le logiciel Abaqus/Explicit.

Mots-clés: Matériaux quasi-fragiles, lois d’endommagement dynamique, micro-fissures,
modélisation double-échelle, simulations numériques.



Abstract

In this thesis, the modeling of dynamic damage and failure of quasi-materials is ad-
dressed using a two-scale approach based on the asymptotic homogenization method.
Dynamic damage laws are obtained and numerical simulations of the associated behav-
ior are performed for loadings corresponding to the classical three modes of Fracture
Mechanics.

The first dynamic model of damage is proposed for the anti-plane shear loading case
(Mode III). The damage evolution law is deduced from the Griffith’s energy criterion
governing the dynamic propagation of microcracks, by using the homogenization method
based on asymptotic expansions. A study of the local macroscopic response predicted by
the new model is conducted to highlight the influence of parameters, like the size of the
microstructure and the loading rate, on the evolution of damage. Results of macroscopic
simulations of dynamic failure and the associated branching instabilities are presented and
compared with those reported by experimental observations. The model is implemented
in a Finite-Elements/Finite-Differences code using the Matlab software environment.

Numerical simulations of rapid failure in opening mode (Mode I) are using a dy-
namic damage law are presented subsequently. The model is deduced from a microscopic
Griffith-type criterion describing the dynamic mode I propagation of microcracks, us-
ing the asymptotic homogenization approach. The resulting damage law is sensitive to
the rate of loading that determines the macroscopic failure mode. Numerical simulations
are performed in order to identify the model predictions and the obtained numerical re-
sults are compared with the experimental ones. Different tests, like the compact tension
and L-shape specimen tests for concrete, the compact compression test for the PMMA
brittle polymer and the Kalthoff impact test for limestone rocks, are considered in the nu-
merical simulations. These simulations show that the loading rate essentially determines
the macroscopic crack trajectory and the associated branching patterns, in agreement
with the experimental results. The law has been implemented in a finite element code
Abaqus/Explicit via a VUMAT subroutine.

A third model of damage is obtained for the in-plane shear mode (Mode II) through a
similar double-scale approach by considering unilateral contact with friction conditions on
the microcracks lips. A local study concerning the effects of normal compression and of the
friction coefficient is carried out. The influence of the size of the microstructure and the
rate of loading on damage evolution is analyzed at the local level. These studies are com-
pleted by structural failure simulations of PMMA specimens using the Abaqus/Explicit
finite element software.

Keywords: Quasi-brittle materials, dynamic damage law, microcracks, two-scale model-
ing, numerical simulations.
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Introduction générale

La modélisation du comportement de rupture des matériaux quasi-fragiles, tels que les
céramiques, certains polymeéres, les bétons ou les roches, est nécessaire pour de nombreuses
applications d’ingénierie. Les hétérogénéités a petite échelle ont une influence significative
sur le comportement macroscopique observé.

Des évolutions a ’échelle de la microstructure sont souvent a ’origine de divers change-
ments se produisant au niveau de la macrostructure tels que la dégradation des propriétés
élastiques et l'initiation de la macro-rupture. Ces matériaux contiennent diverses sources
d’hétérogénéités telles que des micro-fissures, des pores, des inclusions ou des joints de
grains a leur échelle microscopique. La propagation des microfissures est un mécanisme
d’endommagement typique des solides quasi fragiles, conduisant & une dégradation des
propriétés élastiques et I'initiation des macro-fissures. Afin de bien rendre nos predictions
plus efficaces, une étude de la relation entre les phénomeénes micro-structurels et la réponse
macroscopique permettant de prédire le comportement de ces matériaux est bénéfique.

Le choix d’une échelle pertinente pour la modélisation est souvent lié¢ a ’apparition de
nouveaux moyens d’observation et mesure des phénomeénes. La mécanique des matériaux
s’est progressivement développé par rapprochement entre les visions & plusieurs échelles.
Les processus de rupture des matériaux fragiles ont lieu a plusieurs échelles spatiales
et aujourd’hui la modélisation du comportement mécanique des matériaux fait appel
a un dialogue entre ces différents niveaux d’observation. Les approches multi-échelles
constituent un des outils privilégiés pour la description réaliste de ces phénomeénes.

Des efforts importants ont été faits ces derniéres décennies pour décrire I’'évolution de
I’endommagement dans les structures. Les modéles basés sur la propagation des micro-
fissures, utilisant des techniques analytiques ou numériques, a différentes 1’échelles, ont
été proposés. On peut citer, entre autres, les contributions : [20], [49], [70], [73], [85], [90],
[103], [109], [110], [111], [113], [121], [139]. Une place particuliére, par rapport aux déve-
loppements présentés dans ce mémoire, occupent les modéles d’endommagement visqueux
ou a effet retard [41, 3, 4, 43, 132].

Parmi les nombreuses méthodes de modélisation de la rupture a plusieurs échelles, une
procédure d’homogénéisation par développements asymptotiques a été développée dans
les travaux : |34, 35, 37, 144, 40| pour l'obtention des lois d’endommagement & partir des
équations décrivant la propagation de micro-fissures. La méthode a été appliquée au cas
de propagation dynamique de micro-fissures en mode I dans 78], [39] pour la construction
d’un modéle dynamique d’endommagement. Le modéle obtenu et dérivé complétement de
la microstructure en évolution, sans hypothéses supplémentaires a I’échelle macroscopique,
et fait apparaitre une longueur interne représentant la distance mutuelle entre les micro-
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Introduction générale

fissures voisines a petite échelle. Cette longueur controle la taille des zones de localisation
et permet de prédire les effets combinés de la taille de microstructure et de la vitesse de
déformation, comme l'illustre 'analyse effectuée dans [38|.

L’objectif de cette thése est de compléter ces développements, en construisant des
nouveaux modeéles d’endommagement par homogénéisation a partir des microstructures
avec des micro-fissures en propagation dynamique en mode II et III, respectivement. Dans
le cas du mode III les fissures sont considérées sans contact entre les lévres, tandis que
dans le cas du mode II des conditions de contact avec frottement sont adoptées. Les
lois d’endommagement obtenues sont implémentées dans un code Eléments Finis afin de
prédire par simulations numériques le comportement macroscopique des structures. Des
nouvelles simulations macroscopiques avec le modéle initial, correspondant au mode I,
compléteront ce travail.

Le présent mémoire est organisé en quatre grands chapitres. Le premier donne une
présentation succincte des éléments nécessaires dans les autres chapitres, comme les bases
de la Mécanique de la rupture en dynamique, des approches d’endommagement et de la
méthode de changement d’échelle. Des éléments d’étude bibliographique sur les modeles
d’endommagement dynamique, la dépendance de la vitesse de déformation, les effets de
micro-branchement sont aussi présentés.

Dans le deuxiéme chapitre, la construction du modéle obtenu dans le cas anti-plan
(mode III) est donnée. La méthode d’homogénéisation basée sur le développements asymp-
totiques permettant d’obtenir le comportement effectif des solides micro-fissurés sous la
sollicitation en mode III est d’abord présentée. Apres ceci la loi d’endommagement dyna-
mique est obtenue par une approche énergétique combinée & la méthode d’homogénéisa-
tion. Une étude locale sur 'influence des paramétres comme la taille de la microstructure et
la vitesse de chargement sur la propagation de fissure est ensuite faite. Les résultats des si-
mulations macroscopiques de rupture dynamique et des instabilités de micro-branchement
associées sont présentées et comparées avec ceux rapportées par des observations expéri-
mentales et des études théoriques sur la rupture dynamique des matériaux fragiles.

Le troisieme chapitre présente des simulations numériques de rupture dynamique en
mode I dominant, utilisant une loi d’endommagement obtenue dans [78]. Le modéle est
déduit a partir du critére énergétique décrivant la propagation des micro-fissures en mode
I et en utilisant la méme méthode d’homogénéisation asymptotique. Ces simulations com-
plétent 1’étude [78], en se proposant de reproduire certaines expériences comme l’essai de
traction directe et de I’échantillon en forme de L pour les bétons, le test de compression
compacte pour le PMMA et le test d’impact de type Kalthoff sur une roche calcaire. Des
simulations par éléments finis effectuées pour reproduire ces expériences ont montré que
la vitesse de chargement joue un role essentiel sur le mode de rupture macroscopique et
sur la formation des multi-branches de rupture. Les résultats obtenus montrent un bon
accord avec ceux observés expérimentalement.

Enfin, le quatriéme chapitre concerne la construction d’'un modéle d’endommagement
dynamique dans le cas des microfissures se propageant en mode II. Des conditions de
contact unilatéral avec frottement sont considérées sur leurs lévres. L’application de la
méthode de changement d’échelle nécessite des développements et des résolutions numé-
riques spécifiques a ce cas. L’approche énergétique faisant apparaitre aussi la dissipation
due au frottement est utilisée par la suite pour déterminer la loi d’endommagement dyna-
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mique. Une étude de la réponse macroscopique locale prédite par le modéle est effectuée
pour mettre en évidence 'influence de la vitesse de déformation, de ’endommagement ini-
tial et la taille de la microstructure sur I’évolution de '’endommagement. Des simulations
macroscopiques ont été réalisées pour reproduire des effets de compression sur des blocs
de PMMA en glissement avec frottement, en modélisant le frottement macroscopique dans
sa phase initiale comme une rupture dynamique d’une zone a fort endommagement initial.
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Chapitre 1

Etat de 'art
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1.1 Introduction

L’obtention des modéles d’endommagement dynamique a partir des microstructures
contenant des fissures évolutives fait appel a des concepts de Mécanique de la rupture,
des Méthodes d’homogénéisation et de la Mécanique de ’endommagement.

L’objet de la Mécanique de la rupture est ’étude de la propagation des fissures en
fonction des chargements appliqués. Elle formule des critéres de propagation pour les
fissures pré-existantes. Ces critéres décrivent quand et comment ces fissures se propagent.
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Chapitre 1. FEtat de l’art

La Mécanique de l'endommagement décrit la détérioration progressive du matériau
jusqu’a la rupture. L’endommagement est représenté par une variable d’état interne, dé-
finie en chaque point d’une structure et caractérisant son niveau de détérioration par
microfissuration. Elle sert a représenter la dégradation des capacités physiques des maté-
riaux et, par localisation, on décrit I'initiation et ’évolution de la rupture a 1’échelle de
la structure.

Le but d’une théorie d’homogénéisation est d’obtenir une approximation homogéene
d’un milieu décrit par des propriétés microscopiques hétérogénes. Dans le cadre des mi-
lieux micro-fissurés, 'homogénéisation conduit a un probléme pour un milieu homogéne
non-fissuré mais dont les propriétés tiennent compte de la dégradation due & la microfissu-
ration par I'intermédiaire d’une variable de type endommagement. Si les microfissures se
propagent, une méthode d’homogénéisation adaptée peut conduire a une loi d’évolution
de 'endommagement.

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts et les formulations des trois théories qui
seront nécessaires pour les développements de cette thése, assortis des éléments d’études
bibliographiques sur certains points importants pour notre sujet.

1.2 Meécanique de la rupture en dynamique

La mécanique de la rupture dynamique décrit la propagation des fissures en prenant
en compte les termes dynamiques dans les équations de bilan. Elle décrit des phénomeénes
de chargement et/ou de propagation rapides. Dans cette section, quelques aspects de la
rupture sont présentés, avec un accent particulier sur 'approche en dynamique [57, 118,
129].

I 11 [11

FIGURE 1.1 — Les trois modes de rupture.
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1.2. Mécanique de la rupture en dynamique

X3

FIGURE 1.2 — Systémes d’axes par rapport a la fissure.

1.2.1 Modes de propagation d’une fissure

La fissure est un « défaut » ou une discontinuité brutale apparue dans un matériau sous
I'effet des sollicitations externes, un lieu ol la matiére est séparée sur une certaine surface.
Le champ des déplacements est alors discontinu a travers cette surface et l'orientation des
trois composantes vectorielles de ce déplacement décrit les trois modes de rupture. Dans
la Figure 1.1, sont représentés ces trois modes : le mode I pour 'ouverture, le mode II
pour le glissement plan et le mode III pour le glissement anti-plan. Dans la plupart des
cas réels on retrouve une superposition de ces modes élémentaires, appelées des modes
mixtes.

1.2.2 Problémes plans

Les probléemes de mécanique des solides peuvent dans certains cas étre considérés
comme des problémes plans ou bidimensionnels. Les états de contraintes planes et de dé-
formations planes sont particuliérement importants pour les applications. Pour le tenseur
des contraintes nous utiliserons les notations o;;, 7,7 = 1,2,3 et ¢;5, i,7 = 1,2, 3 pour les
déformations dans un repére d’axes z1, oo, 3 (voir un exemple dans la Figure 1.2, o
les axes x1 et x3 sont dans le plan tangent a la surface de la fissure, en son front). Les
composantes du vecteur déplacement seront notées par uq, us, us.

Etat de déformation plane

Pour un solide élastique linéaire isotrope, un état de déformation plane par rapport au
plan z1 — x5 est caractérisé par des contraintes et des déplacements tels que les déforma-
tions ess, €13, €93 et les contraintes i3, g9z sont nulles et les autres quantités dépendent
seulement de z; et x5. Les lois de comportement pour un matériau élastique linéaire
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isotrope dans ce cas s’écrivent :

1 — 12 v 1 — 1?2 v o
e = T(Uu — 1_ 1/022)’ €22 = E (022 - :011)7 €12 = Z—i, 033 = V(Un + 02211-1)

ou u, v et F sont respectivement le module de cisaillement du matériau, son coefficient
de Poisson et son module d’Young.

Etat de contrainte plane

Dans le cas de contraintes planes, les valeurs des contraintes o33, 013, 023 et les déforma-
tions eq3, €23 sont nulles; les contraintes et les déformations restantes sont indépendantes
de x3. Un état correspondant apparait approximativement dans des plaques dont 1’épais-
seur est faible par rapport a leurs dimensions dans le plan et soumises & des chargements
paralléles & la plaque. Pour un matériau élastique linéaire isotrope, les lois constitutives
s’écrivent alors :

€11 = l(011 - V022), €22 = %(022 - VUu), €12 = ;—i, FEess = —V(Un + 022) (1-2)

E

Etat de déformation antiplane

Dans cette situation, les champs non nulles sont us, e13, €23, 013, 023 qui sont indé-
pendants de x3. Pour un matériau élastique linéaire isotrope, la loi de comportement est
donnée par :

o o
€13 = —13, €23 = = (1-3)
1% 12

1.2.3 Analyse asymptotique des champs de contraintes et de dé-
placements

Dans cette section, on s’intéresse au comportement asymptotique des champs de
contrainte et du déplacement, au voisinage du front d’une fissure. Ces champs sont d’abord
donnés dans le cas (quasi-)statique puis dans le cas dynamique.

Analyse asymptotique en statique

On considére la déformation d’un corps élastique linéaire, homogéne et isotrope, qui
subit de petites déformations, on note A et u ses coeflicients de Lamé, F son module
d’Young et v son coefficient de Poisson. On suppose qu’il contient une fissure droite libre
de contrainte et on note [ sa longueur. Dans le repére polaire (r, ) d’origine la pointe de
fissure (Figure 1.2), avec § = 0 dans la direction de la fissure, les termes dominants dans
les contraintes et les déplacements asymptotiques, au voisinage de la pointe d’une fissure
sont déterminés |69, 75] :
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1.2. Mécanique de la rupture en dynamique

En mode I : % 0 p 20
011 = L cos— (1 — sin~sin —
V27r 2 2 2
K; 0 1+ s 0 . 30
= ——CoS — sin — sin —
o2 V2rr 2 2 2
K; 0 . 0 30
019 = €os — sin — cos —
12 V2rr 2 2 2
[ v(oy1 + 022), en déformations planes
733 = 0, en contraintes planes
En mode II :

K ( 0 (2 N 0 3«9))
o1 = —sin — COS — COS —
H V2rr 2 2 2

Kip . 0 0 30
sin — cos = cos —

o =
2T 2 2 2

Kt cos i 1 —sin 0 sin 30
g = —_ p— J— -
2 V2rr 2 2 2

La contrainte o33 a la méme expression qu’en mode I (voir equation 1.7)

En mode IIT :
o13 = ﬂ (— sin Q)
s V21r 2

KIII 0

COS —

(oX =
2T Ve 2
Pour les champs de déplacement, on obtient :
En mode I :

K 0 0 K 0
ul:_I o cos— |k — 1+ 2sin® = 2 COS—(FL—COSQ)
2u \ 2w 2 2 2u \ 27 2

K; | 6 0 K; | 7
Uy = —+ L (sinz (k41— 2cos? - Ry sin — (k — cos #)
2u '\ 2w 2 2 2u N 27 2

En mode II :
K 0
ulzl - sin — Ii—f-l—f—QCOSQQ
21\ 27 2 2
K/ 0 0
uQZQ—LI %(COS§(FL—1—QSH12§)>

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)
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K 0
uy = L [T i ” (1.17)
2u V27 2

ol la constante rk est définie selon le cas de contraintes ou déformations planes :

En mode IIT :

. { 3 —4v, en déformations planes

<3 - V)/(l + V), en contraintes planes (1-18)

Si le corps élastique a une géométrie simple, on peut déterminer des valeurs exactes
ou approchées pour les facteurs d’intensité de contrainte statiques K , K;; et K. Dans
le cas particulier du plan infini, qui contient une fissure centrée, de longueur [ située sur
I'axe x; et qui est soumis a une charge a I'infini, donnée par les contraintes de traction o35,
et de cisaillements 075 et 055. La solution analytique de ce probléme peut étre obtenue,
en utilisant les fonctions complexes [27]. Ensuite, les facteurs d’intensité sont déduits sous

la forme :
Kr = 7r§022; K= 7r§c712; K= 7T§023 (1.19)

Ainsi les facteurs d’intensité sont les seules quantités dans (1.13-1.17) qui dépendent
de la longueur de la fissure et du chargement. A part ces coefficients, les expressions
asymptotiques des champs mécaniques sont universelles. Un critére de propagation quasi-
statique de fissure doit nécessairement étre formulé avec ces coefficients.

Analyse asymptotique en dynamique

On considére 1’évolution dynamique d’un solide élastique linéaire homogéne contenant
une fissure libre de contraintes. Les équations de mouvement pour ce probléme s’écrivent :

80’@' _ p82uj
c%i 81&2

ou u; représente le champs de déplacement et o;; le champs de contrainte. La loi de
comportement élastique s’écrit :

(1.20)

Oi5 = aijklekl(u) (121)
avec p la densité de masse et ey le tenseur de déformation linéarisée :

1 8uk (9ul

= (— 4 —= 1.22
ekl(u) 2(81’1 + 8l’k ( )

Les coefficients élastiques linéaires a;;;; pour le solide homogeéne élastique linéaire isotrope
ont pour expression :
ijrt = A0ijOr + (01 + 0l (1.23)

Pour ce probléme de rupture élasto-dynamique, Freund [57] donne une expression des
champs de contraintes et de déplacements & la pointe de la fissure, qui dépendent de la
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1.2. Mécanique de la rupture en dynamique

vitesse d’avancée du front v. En considérant le repére polaire (r; ) d’origine la pointe de
la fissure (Figurel.2) défini par la relation re? = x; + izs, on adopte, pour simplifier les
expressions, les changements de variables polaires :

(r4;04) tels que : rge®t = zy + iaw,

(r4;0;) tels que : ree¥s = 1 + ia,xo

oll oy et oy sont des parameétres donnés par les formules :

— =4/1—— 1.24
o C2 (1:24)

avec cq et cg, respectivement, les célérités des ondes longitudinales et transversales dans

le matériau :
E(1—-v)
— 1.25
cd V 1+ 0)(1—2v) (1.25)

1/ 1+V vﬁ (1.26)

Les expressions des champs de contraintes sont données pour chaque mode de rupture.
En mode I :

K¢ 1 o2 cos Gd cos &
=L 1 142 — 4ay 2 1.27
K¢ 1 515 COS & Ya cos &
O = —= | —= | (1 +a2)’—2 — 4o, 2 1.28
22 s [ D (( ) '_Td d ra ( )
i — K¢ | 2aq(1 4+ a?) [sin ed sin %S (1.29)
vV 27'(' D \/ vV Ts ‘
En mode 11 :
K¢, 200, ) 5, S %d 5\ Sin %
= |- 14+ 2a5 — — (1 1.30
011 \/% D (( + ad as) \/E ( + as) \/T_s ( )
9 B
Ty = K;i] 2045(]. +a§) Sln?d Sln% (131)
V 2 D vV Tq V s
K¢ |1 cos % cos &
= AL~ (4a,0,—=2 — (1 +0a? 2 1.32
En mode III :
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K4 sin %
o3 = L | — = (1.33)
2wr /1 (vscliw)2
K4 cos %
o9y = —HL | - 2 (1.34)
271’7’ 1— (vsin9)2

Cs

Dans ces formules des contraintes, K¢, K¢, K%, représentent des facteurs d’intensité
de contraintes dynamiques correspondant a chaque mode de rupture.

Avec les mémes coordonnées polaires, les champs de déplacements s’écrivent :
En mode I :

21 6 7
Uy = K}l\/; {M—D ((1 + a?)y/rqcos Ed — 2a50044/T5 COS 5)] (1.35)

2|1 0 05
Uy = K;l\/; [M_D (—ad(l + a?)/rqsin ?d + 2a44/75 i 5)} (1.36)

En mode 11 :

21 0 05\ |
U = K}il\/; oD (2(;@ T4 sin gd —a,(a? +1)y/r,sin E) (1.37)
21 6 05 |
Uy = K}l[\/; oD <2ada5\/rd sin Ed — (% +1)/7 cos E) (1.38)
En mode III :

2K [rs . 0
= — — 1.39
us o\ 2 sin (1.39)

Le paramétre D dans ces expressions de champs de contraintes et de déplacements
dépend de a4 et ay :

D = 4aga, — (1 + a?)? (1.40)

1.2.4 Facteur d’intensité de contraintes en dynamique

On montre [57| que les facteurs d’intensité de contraintes dynamiques K]‘j peuvent
étre exprimés en fonction des facteurs d’intensité de contraintes quasi-statiques K, par la
relation :

K! = k,(v)K, (1.41)

oup=1,1I1 11I correspondent respectivement aux trois modes de rupture.
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1.2. Mécanique de la rupture en dynamique

La fonction de correction dynamique k, décrit la différence entre les états quasi-
statiques et dynamiques et prend en compte I'influence des effets dynamiques au niveau
de la fissure. Freund a déterminé les fonctions k, pour chaque mode de rupture [57].

Pour le mode I, on obtient une approximation de k; sous la forme :

kr(v) ~ ——2= (1.42)
ol cg est la vitesse des ondes de Rayleigh du matériau, pour laquelle on peut utiliser
I’approximation :

0.862 + 1.14v E
CRr ~
R 1+v 2p(1 +v)

) (1.43)

La fonction k;(v) dépend des propriétés du matériau a travers les vitesses des ondes
élastiques, mais indépendante du chargement et la géométrie du domaine. En ce sens, c’est
donc une fonction universelle de la vitesse de la fissure. Ses caractéristiques générales sont
simples & déduire a partir de sa formule approchée. En particulier, elle prend la valeur 1
lorsque la vitesse de la fissure v tend vers une vitesse nulle (v = 0) ce qui correspond a
une fissure stationnaire soumise au méme chargement, et devient nulle quand v tend vers
cr ((v/cg = 1). Comme on verra plus tard, cette derniére condition traduit le fait que
la vitesse de la fissure ne peut pas dépasser la vitesse cg. Entre ces deux valeurs elle est
strictement décroissante (Figure 1.3).

1.0
087

0.6

047

Universal Function

027

0.0 y : ' '
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

v/cp

FIGURE 1.3 — Courbe des fonctions universelles k(v) et g(v) en fonction de v/cg en mode
I[57].

Pour la sollicitation en mode II, on trouve une approximation de la fonction kj; simi-
laire a celle en mode I et qui s’écrit sous la forme suivante :

v

krr(v) Ao ——CB (1.44)
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avec la vitesse des ondes de cisaillement c¢,. La fonction k;; prend la valeur 1 quand la
vitesse v est nulle et devient nulle lorsque la fissure se propage a la vitesse cg. Entre ces
deux valeur de v elle est décroissante.

En mode antiplan la fonction k;;; est donnée par la relation :

/{Z[[[(U) = 4 /1 — Cﬁs (145)

C’est une fonction décroissante de v sur lintervalle [0, ¢s], prenant respectivement les
valeurs 1 et 0 a ses extrémités.

1.2.5 Taux de restitution d’énergie dynamique

Pour la description de la rupture, le bilan de I’énergie constitue un moyen puissant
d’approcher le probléme. Soient {2 un domaine contenant une fissure qui se propage et 92
sa surface extérieure. Le bilan énergétique de ce probléme s’écrit |63, 57, 118] :

d Ou;
— [ (U+T)da+v d:/ 0N~
dt Q< ) g oo 7Ot
ou G est le taux de restitution d’énergie dynamique, représentant I’énergie disponible
pour 'avancement de la fissure par une unité de longueur. Ce bilan est fait lors d’'un
avancement hypothétique de la fissure, en estimant 1’énergie qui serait dissipée a la pointe.
Son expression est obtenue :

ds (1.46)

1 ou;
d . 7

= lim — U+ T)un in;— | dI’ 1.47
' =ty - [ (0 Do v oun ) a4
ou I' est un contour circulaire fermé autour de la pointe de fissure, et en mouvement avec
elle, avec n; sa normale unitaire extérieure, comme représenté sur la Figure 1.4. La limite
signifie que le contour I' est rétréci sur la pointe de la fissure. U est I’énergie élastique et
T D’énergie cinétique dont les expressions sont respectivement :

1
U= §Uijeij (148)
~ 270t ot (1.49)

ou u;, 0,5, €;; sont respectivement les champs de déplacement, de contrainte et de défor-
mation.

On peut également exprimer [57, 118, 129] le taux de restitution d’énergie dynamique
en fonction de facteurs d’intensité des contraintes pour les trois modes de rupture :

1+v
E
avec '=FE en contraintes planes et E'= _EV2 en déformations planes.
Les fonctions Ay, Arr et Aprr sont des fonctions universelles, en ce sens qu’elles ne
dépendent pas des détails du chargement appliqué ou de la configuration du domaine

Gt = % [Ar () (K7 + Apy (o) (K{))*) + ——= A (0) (K )? (1.50)
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i
-

X2

FIGURE 1.4 — Contour fermé I' autour de la pointe de la fissure se déplacant avec une
vitesse v.

occupé du solide. Elles dépendent de la vitesse de la fissure et des propriétés du matériau
et sont définies par les formules ci-aprés :

v2ay v2a 1
Al = ——— A= —-— Apr = — 1.51
Chacune de ces fonctions a les propriétés telles que : A, — 1 si v — 0T | d{i" — 0

si v — 0T. Ainsi on retrouve le taux de restitution d’énergie en quasi-statique déterminé
par Irwin [69] & partir de I'équation (1.50) avec la condition v — 07.

A partir de I’équation (1.50), on peut réécrire le taux de restitution d’énergie dyna-
mique en fonction du taux de restitution quasi-statique pour les trois modes de rupture. En
notant respectivement par Gy, Gy, Grrr les taux de restitution quasi-statiques en mode
I, II, III, calculés en quasi-statique a partir d’une formule similaire & (2.39) mais sans
I'énergie cinétique U, on montre [57, 118, 129] que :

G = 91(0)G1 + 911(v)Grr + 9111 (v)Grir (1.52)
ot gr(v), grr(v), grrr(v) sont des fonctions universelles de la vitesse v ayant pour expres-
sions :

gr(v) = k7 (v)As(v), gr1(v) = ki (v)An(v), g (v) = kfyp(0) A (v) - (1.53)

et les taux de restitutions quasi-statiques sont exprimés en fonction des facteurs d’inten-
sités de contraintes quasi-statiques par les relations :

1

Gr = EK% (1.54)
1 2
G = EKH (1.55)
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1+v 1
—iE:’ K?H = ﬂ 1211 (1.56)
Les fonctions g,(v) sont aussi des fonctions universelles de la vitesse de la fissure. Elles
sont des fonctions décroissantes de v/cg et prennent la valeur 1 pour v/cg — 0. Dans le
cas de propagation de fissures en mode I, la fonction est représentée dans la Figure 1.3
et une approximation de la forme g; = 1 — v/cg est souvent utilisée [57|. De la méme
maniére une approximation de g;; sera déterminée et utilisée dans cette thése dans le cas

de propagation de fissures en mode II.

Grrr =

1.2.6 Critéres de rupture

Plusieurs critéres de propagation ont été formulés en Mécanique de la Rupture. Parmi
les plus importantes, on retrouve le critére énergétique, formulé en taux de restitution
d’énergie, et celui en coefficients d’intensité des contraintes.

Critére en facteur d’intensité de contrainte

C’est un des plus anciens critéres de la rupture fragile. Comme les contraintes sont
singuliéres a la pointe d’une fissure, on ne peut pas formuler un critére en contraintes.
On les remplace donc par les facteurs d’intensité associés, qui dépendent du chargement
appliqué.

Le critére fait intervenir une valeur seuil du facteur d’intensité de contrainte K., ap-
pelée ténacité, qui est une propriété caractéristique du matériau, indépendante du char-
gement ou de la géométrie du solide. Elle est déterminée expérimentalement.

Selon ce critére, la fissure ne se propage pas pour des valeurs K < K., mais seulement
quand le facteur d’intensité atteint la valeur seuil du matériau constituant K = K,.. De
tels critéres peuvent étre formulés pour les différents modes de rupture, avec des ténacités
spécifiques.

Critére en taux de restitution d’énergie dynamique

Le critére en taux de restitution d’énergie dynamique est un critére introduit initia-
lement par Griffith [63] dans les années 1920 et qui compare 1’énergie disponible pour la
rupture avec celle nécessaire pour rompre les liens de la matiére. Comme le critére en fac-
teur d’intensité, il fait intervenir une valeur seuil représentant énergie critique de rupture
Gc, caractéristique au matériau constituant. Ainsi une fissure se propage dés que 1’énergie
dépensée a la pointe devient suffisamment grande pour compenser le colit nécessaire de
séparation de la matiere.

La propagation de la fissure se produit quand le seuil critique d’énergie G¢ est atteint
par le taux de restitution d’énergie G¢, tandis qu’il n’y a pas de propagation pour G¢<
Ge. Pour une fissure de longueur [(t), le critére se traduit par les relations suivantes :

d dl dl
G* < Ge, o >0, g t(

ol Ge est 'énergie critique de rupture du matériau.

G'—Ge) =0 (1.57)
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1.3. Endommagement dynamique

1.3 Endommagement dynamique

Dans cette section, on présente des éléments de la théorie d’endommagement et on
donne quelques exemples de modéles d’endommagement dynamique qu’on retrouve sou-
vent dans la littérature de spécialité.

1.3.1 Définition de I’endommagement

L’endommagement représente une détérioration progressive de la matiére qui se pro-
duit juste avant que la rupture macroscopique ne soit observée dans le matériau. Il traduit
la présence des défauts (fissures, cavités... ) a une échelle inférieure a celle de la structure
étudiée. Dans la Figure 1.5, un exemple de vue 2D d’un élément microscopique endom-
magé est donnée. Si on note par S l'aire totale de la coupe et par Sy 'aire des défauts

alors 'endommgement peut étre défini comme d = %.

FIGURE 1.5 — Coupe 2D d’un élément endommagé

La théorie de I’endommagement, introduite dans les année 50 par Kachanov et Rabot-
nov [74, 115|, permet la représentation de I'état de dégradation distribuée par I'intermé-
diaire d’une variable interne dont 1’évolution en temps est a associer avec la propagation
des défauts microscopiques dans la structure étudiée. Un matériau est souvent appelé sain
s’il ne contient pas de fissures ni de cavités a 1’échelle microscopique.

Dans notre étude une telle variable d est considérée et définie sur ’ensemble du do-
maine occupé par le matériau. L’'endommagement d prend ses valeurs dans l'intervalle
[0,1], avec d= 0 pour un état sain (sans défauts) du matériau et d= 1 pour sa dégradation
totale, ce qui a I’échelle de la structure correspond a ’apparition de macro-fissures.

1.3.2 Concept de contrainte effective

Pour un matériau endommagé on peut introduire la notion de contrainte effective [115].
Pour 1’élément représenté dans la Figure 1.5, la contrainte habituelle est définie comme
le rapport entre l'effort appliqué F et la surface de I’élément S : o==. En présence des
défauts, la surface résistant effectivement a l'effort est la surface saine (effective) S — S,

D |
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et la contrainte effective est définie de la maniére suivante :

F F

Oceff = S_Sd:S(l—%)

(1.58)

Le rapport % représente la variable d’endommagement d. et la contrainte effective peut
étre reliée a la contrainte habituelle par :

o
Oeff =
ff 1—d

(1.59)

Comme pour la contrainte effective on peut écrire la loi de comportement du matériau
sain, cette derniére relation nous fournit la relation correspondante pour le matériau
endommagé. Il s’agit du principe d’équivalence en déformation [83]. En version unidimen-
sionnelle, pour £ le module d’Young du matériau sain, on obtient la loi élastique avec
endommagement :

o= (1—d)Ee (1.60)

ou E(1 — d) représente le module élastique détérioré, correspondant au matériau endom-
magé. Quand I'endommagement se développe, le matériau offre de moins en moins de
résistance, ce qui se traduit par une diminution de ses modules élastiques.

La variation en temps de la variable d doit étre introduite dans le modéle par une loi
d’évolution de I’endommagement. Dans ce qui suit, nous présentons quelques exemples de
loi d’endommagement souvent utilisés dans la littérature.

1.3.3 Quelques lois d’évolution de I’endommagement

Pour simuler la détérioration des matériaux fragiles ou ductiles des modéles spécifiques
d’endommagement ont été développés. Les exemples choisis dans cette section illustreront
la maniére dont le probléme mathématique concernant la variable d’endommagement peut
étre formulé.

Modéle de Dubé, Pijaudier-Cabot et La Borderie

Le modéle présenté dans cette section est proposé par Dubé et al. [43], [42]. Il s’agit
d’un modéle d’endommagement visqueux. Pour obtenir ce modéle, les auteurs utilisent la
relation constitutive contraintes-déformations avec endommagement :

1+ %0} 10}
Eij = ————04j — ——|0ki0ij 1.61
J E(](l o d) J E()(l - d)[ kk ]] ( )
ou Ey, vy sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson du matériau
isotrope.
Dans le cas général, la densité d’énergie élastique est :

0
104 D50k

1.62
2 1-d (1.62)

1
=51 - d)e;Coiper ou  px =
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ou C° désigne le tenseur des rigidités du matériau non endommagé, D° son inverse, p
la densité de masse et py 1'énergie libre de Gibbs. Si on considére cette derniére comme
potentiel thermodynamique, alors le taux de restitution d’énergie d’endommagement Y
et le tenseur des déformations €;; sont obtenues par :

ox 1 0ij DY 1Ok

— g ZWTTYRTR 1.63
Pad ~— 2 (1—dp (1.63)
195% D%klakl
= - 1.64
€ J pagij (1 _ d) ( )
L’évolution de I'endommagement nécessite I'introduction d’une fonction seuil :
fY.2)=Y -Y,—Z (1.65)

ol Yy est un parameétre qui définit le seuil d’endommagement et Z est une force d’écrouis-
sage.
La loi d’endommagement proposée est inspirée du modéle viscoplastique de Perzyna

et prend la forme :
n
S L (U2),
m Yo
ol m et n sont des parameétres positifs a identifier en ajustant la réponse du modéle aux

données expérimentales correspondant a plusieurs vitesses de chargement.
Une expression modifiée de la loi précédente a été proposée par Gatuingt [58] sous la

forme : i <%>"d (1.67)

(1.66)

ou Fy(&°) représente la fonction seuil d’endommagement et my et ny sont des paramétres
matériaux.

La fonction seuil dépend de la déformation élastique équivalente
déformations principales positives (g;)

g¢ calculée avec les

.

E=1/Z ()} (1.68)
L’expression de la fonction seuil est :
1 d \/D
Fyje)=e"—¢eg— - | —— 1.69
() =& — e a(l—d) ( )

oll €49 est le seuil d’initiation de I’endommagement, a et b sont des paramétres matériaux.

Pour distinguer entre le comportement en traction et en compression, la variable d
peut étre écrite comme une combinaison des endommagements de compression d. et de
traction d; par d = a.d. + oud;. Les paramétres a. et a; s’annulent, respectivement,
en compression et en traction avec a. + a; = 1. Dans ce cas, d. et d; vérifient des lois
d’évolution (1.67-1.69) avec des jeux de paramétres distincts.
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Modéle a effet retard d’Allix et Deili

Le modeéle proposé par Allix et Deii |3, 41, 81, 4] est un modeéle d’endommagement
visqueux appliqué aux matériaux composites sous chargements dynamiques. Nous présen-
tons ici la version unidimensionnelle du modéle. Le modéle est défini par son énergie de
déformation Ep et permet de faire la distinction entre traction (microfissures ouvertes)
et compression (microfissures fermées) :

o= E(1—d)E), +E(—2), (1.70)
1| {of | (-oh

Eo=5 500" B (1.71)
(0. Bl

Y= Ea—ar T 2 (1.72)

ot {.), est la partie positive, Y est le taux de restitution d’énergie d’endommagement -
la force motrice responsable de 1’évolution de d.
La loi d’évolution d’endommagement est donnée par la relation :

{ | =L1(1—exp(—a(f(Y)—d),)), sid<l (1.73)

d=1, sinon
ou la fonction f(Y) est déterminée par :

fY) = VY -vh (1.74)

Vi
avec a, Y, et Yy sont des paramétres du modéle et 7, est un temps caractéristique entrainant
un effet retard dans 1’évolution de 'endommagement. Le taux d’endommagement est
limité par 1/7..

Des études concernant ’analyse de localisation et des extensions du modéle sont pré-
sentées dans les travaux de Allix et al. [4], Suffis et al. [132, 131].

Modéle de Johnson-Cook

Le modele de rupture proposé par Johnson et Cook [71, 72| est un modéle d’endom-
magement ductile. Il est souvent utilisé pour décrire la rupture dynamique des structures
métalliques sous impact.

L’équation suivante décrit I’évolution de la variable d’endommagement d :

. =P
= (1.75)
Er

ol €7 est la vitesse de déformation plastique équivalente et € 7 la valeur de la déformation
plastique de rupture dont ’expression est proposée par Johnson et Cook [71] :

. Bl T-T,
ef = (D1 + Dyexp(Ds0™)) | 1+ Dy ln(é—) 1-— D5Tf T (1.76)
0 — La
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avec Dy a Dy sont les constantes de matériau, T, la température ambiante et T la tem-
pérature de fusion du matériau, &, la vitesse de déformation de référence, o* la triaxialité
des contraintes o* = f, ol 0., est la contrainte équivalente de Von Mises et p la pression
hydrostatique. ’

Une extension du modéle a été proposée par Borvik et al. [23, 24|. La variable d’endom-
magement d varie théoriquement entre 0 et 1, avec d = 1 pour un matériau complétement
rompu. En général, la rupture apparait pour une valeur critique d’endommagement d,. < 1
et le critére de rupture s’écrit alors :

d=d, <1 (1.77)

L’évolution de la variable d’endommagement est reliée aux déformations plastiques.
L’expérience montre, de plus, que ’endommagement reste nul au début de la déformation
plastique. Il existe donc une valeur limite de la déformation plastique ¢4 au dela de laquelle
I’endommagement est initié. La loi d’évolution d’endommagement est alors écrite par :

i 0 si el < gy L8
- de_ z! si el > ¢y (1.78)

Ef—E&d

ol g4 est la déformation plastique seuil d’endommagement et ; est une déformation de
rupture qui dépend de la triaxialité des contraintes, de la vitesse de déformation et de
la température. L’expression de la valeur de la déformation plastique de rupture est une
variante de celle donnée dans Johnson et Cook [71] :

. g\ 1 T-T,
Ef = (Dl + D2 exp Dg(O’ )) 1+ - 1— D5— (179)
€0 Tf — Ta

ou Dy a Ds sont des paramétres matériau a déterminer expérimentalement.
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1.4 Changement d’échelles

Les matériaux réels présentent une microstructure hétérogéne, contenant des inclu-
sions, joints de grains, dislocations, pores, micro-fissures etc. Dans une démarche de mo-
délisation, il est impossible de prendre en compte toutes ces hétérogénéités. La description
de ces derniers n’est possible qu’en « moyenne », en construisant un milieu continu équi-
valent & 1’échelle macroscopique. Ce processus est appelé homogénéisation.

L’étude de I'endommagement dans ces matériaux, peut donc étre faite soit par des mo-
délisations phénoménologiques, formulées directement & I’échelle macroscopique, soit par
une méthode d’homogénéisation en partant d’une description microscopique et en obte-
nant le modéle macroscopique comme conséquence du processus de changement d’échelles.

Pour des milieux élastiques contenant plusieurs phases, des techniques d’homogénéisa-
tion conduisant a des descriptions du comportement effectif ont été développées, a partir
des travaux initiaux de Eshelby [47], Mori et Tanaka [101], Hill [67, 68], Hashin [65]. Une
présentation détaillée des méthodes de changement d’échelle est donnée dans le livre de
Nemat-Nasser et Hori [102].

La méthode d’homogénéisation asymptotique, décrite dans les travaux de Bensoussan
et al. [16], Sanchez-Palencia [126], Bakhvalov et Panasenko [10], est adoptée dans cette
thése pour I'obtention du comportement effectif elasto-endommageable en dynamique.
Cette méthode utilise des développements asymptotiques des champs mécaniques par
rapport a un parameétre de taille de microstructure microscopique, permet I’obtention des
modules effectifs et des équations macroscopiques du modéle. Quelques éléments de base
de la méthode seront données dans la section qui suit.

1.5 Homogénéisation asymptotique de structures loca-
lement périodiques

La méthode d’homogénéisation asymptotique appliquée aux microstructures pério-
diques utilise le développement asymptotique des grandeurs physiques par rapport a la
taille d'une cellule de périodicité. Elle peut étre appliquée de maniére similaire aux mi-
lieux localement périodiques avec des cellules de périodicité de méme taille mais contenant
des hétérogénéités (dans notre cas des microfissures) dont la longueur varie lentement a
I’échelle macroscopique. Ainsi, localement, la structure peut étre considérée périodique.
Une telle situation est représentée dans la Figure 1.6.

Soit la taille d’une période microscopique €, qui est petite par rapport aux dimensions
de la structure. Pour représenter les variations des champs mécaniques a I’échelle macro-
scopique et microscopique, on introduit deux variables d’espace notées, respectivement,
x et y = X. Pour des raisons de simplification, on se restreint ici au cas unidimensionnel.
La variable x est la variable macroscopique ou lente tandis que y représente la variable
microscopique ou rapide. La variable rapide y décrit les interactions a courte distance,
alors que la variable lente x décrit les interactions a longue distance.

Pour un milieu fissuré localement périodique de longueur de micro-fissures [, la trans-
formation y = ¥ conduit & une cellule unitaire (Figure 1.7) avec une fissure de taille
normalisée d = é On considére chaque grandeur physique ® comme fonction de ces deux
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a) b)

FIGURE 1.6 — Milieu fissuré localement périodique : a) microstructure avec de fissures, b)
cellules de méme taille avec des fissures de longueurs différentes.

variables :
X
En tenant compte du lien entre x et y on obtient la régle de dérivation :
dp 0P 109
= — (1.81)

— =—_—— 4 =

dv Or €0y

Pour les champs mécaniques on adopte des développements asymptotiques en puis-
sances de €. Ainsi, pour les déplacements et les contraintes :

w(x, 1) =u?(x,y, 1) + 'ull (x,y, 1) + 2u? (x,y, 1) + ... (1.82)

|
o*(x,t) = —o 7 (x,y,1) + oV (xy, 1) +eaVxy, 1) + . (1.83)

oit u”(x,y,t) et ¢@(x,y,t) sont les fonctions périodiques en variable microscopique y
dans la cellule unitaire.

En remplagant le développement de (1.82-1.83) dans les équations du probléme initial,
formulé pour le solide microfissuré, on obtient pour les différentes puissances de € une suite
de problémes aux limites, pour les termes de différents ordres en ¢, a résoudre sur la cellule
unitaire. A partir de ces solutions on introduit naturellement les champs macroscopiques
et on déduit les équations qu’ils vérifient. On obtient ainsi la description macroscopique
équivalente : équations de bilan, les lois de comportement et les coefficients effectifs.

Une application spécifique de la méthode d’homogénéisation décrite ci-dessus sera
présentée dans les chapitres qui suivent pour I'obtention des lois d’évolution d’endomma-
gement & partir des critéres microscopiques de rupture dynamique. Une telle loi d’évo-
lution pour la variable d complétera le probléme d’élasticité couplée a I'endommage-
ment & I’échelle macroscopique. Cette méthode de construction des lois d’endommage-
ment a partir des critéres microscopiques de rupture a été introduite dans Dascalu et al.

34, 37, 78, 39).
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FIGURE 1.7 — a) Domaine fissuré localement périodique : ¢ est la taille de la période et [ la
longueur de micro-fissure b) Cellule unitaire avec une fissure de taille normalisée d=I/e.

1.6 Effets d’échelle et de la vitesse de déformation

Dans le but de construire des modéles décrivant correctement le comportement ultime
des structures, toute analyse de conception qui se fait a I’échelle globale de la structure doit
intégrer les changements qui se produisent a des échelles plus fines dans le matériau. Dans
le cas des matériaux quasi-fragiles, par exemple le béton, une longueur caractéristique
définissant la taille de la zone d’élaboration de ’endommagement existe et 'interaction
entre cette longueur et celle de la structure donne les effets d’échelles.

La littérature est trés riche en études traitant les effets d’échelles dans quasiment tous
les domaines de la mécanique, comme par exemple les travaux de Rios et Riera [124] sur
les effets d’échelle sur la résistance a la fragmentation du béton armé, ceux de Carpinteri
et Paggi [28] concernant les effets d’échelle sur les coeflicients de frottement ou ceux de
Bazant [12, 13| et Carpinteri [29, 30| sur les effets d’échelle sur la résistance des matériaux
quasi-fragiles.

Un autre probléme important est celui de l'effet de la vitesse de déformation sur la
résistance. La résistance augmente avec la vitesse de déformation. Dans la Figure 1.8a, sont
représentés les données expérimentales des tests d’écaillage [46] concernant la dépendance
de la résistance de la vitesse de déformation pour deux types de bétons : R30A7 dont la
taille maximale des agrégats est de 8 mm et MB50 a taille maximale des agrégats de 2 mm.
En plus de 'augmentation de la résistance avec la vitesse de déformation, on observe une
influence claire de la microstructure. Par exemple, pour les échantillons secs on remarque
un croisement des courbes moyennes de résistance vers une vitesse de déformation de 70
/s.

La Figure 1.8b, présente les courbes de résistance en traction en fonction de la vi-
tesse de déformation obtenues lors des tests d’écaillage avec 1'outil GEPI [148] pour deux
céramiques : des nuances de carbure de silicium obtenues par des procédés de fabrica-
tion différents. La nuance PS-S a une microstructure fine, avec une taille des grains de
4 — 10 um. La SPS-S a des grains allongés dont la taille maximale peut aller jusqu’a
100 ygm. Comme pour les bétons, on remarque 'augmentation de la résistance avec la
vitesse de déformation en méme temps que l'influence de la microstructure.

Dans les résultats présentés dans les chapitres suivants, un parameétre de taille de
microstructure sera présent dans les modéles d’endommagement qui seront construits
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FIGURE 1.8 — Résistance dynamique en traction vs. vitesse de déformation pour : a) deux
bétons a tailles de microstructure différente [46], b) deux nuances de carbure de silicium
a microstructures différentes [148].

et on étudiera son influence sur la résistance prédite en comparaison avec les données
expérimentales.

1.7 Instabilités de micro-branchement

Des études sur de nombreux matériaux fragiles montrent qu’au-dela d’une certaine
vitesse critique, le front de fissure donne naissance a une succession de fissures secondaires
appelées microbranches [53, 54, 127, 128|. Ces fissures secondaires sont éphémeéres; elles
s’arrétent rapidement et restent confinées autour de la fissure principale. Leur apparition
a lieu au dela d’une vitesse critique v, de la fissure principale [116, 117, 127, 128|.

Pour les polyméres fragiles de type PMMA, cette vitesse v, est de l'ordre de 340
m/s. Dans la Figure 1.9 on montre les oscillations de la vitesse de la fissure principale
correspondantes a la formation successive des micro-branches. Quand une telle fissure
secondaire est formée, I'énergie disponible pour la propagation de la fissure principale
diminue, et aussi sa vitesse, tandis qu’aprés 'arrét de la fissure secondaire il reste plus
d’énergie pour la fissure principale ce qui se traduit par une augmentation de sa vitesse.

Les oscillations augmente en amplitude avec le temps et ceci correspond a la formation
de branches de taille plus grande. Ainsi on observe un effet de saturation pour la vitesse
(cf. Figure 1.9) qui reste significativement plus petite que la vitesse des ondes de Rayleigh
Cg, représentant la limite prédite par la Mécanique de la rupture [57, 118|. Ainsi le
phénomeéne de branchement a pour conséquence de limiter la vitesse de propagation des
fissures dans les matériaux fragiles du fait de 1’énergie consommée pour développer de
nouvelles branches. De nombreuses expériences réalisées sur différents matériaux suggérent
une valeur de vitesse seuil égale a environ 0.4Ck.

Nous allons montrer dans le Chapitre 2 que le modéle d’endommagement construit par
homogénéisation est capable de prédire I'instabilité de micro-branchement et ses effets sur
la vitesse de propagation de la macrofissure.
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FIGURE 1.9 — Instabilités de micro-branchement dans le PMMA : oscillations de la vitesse

de fissure a partir d’une vitesse critique d’environ 340 m/s et la formation des micro-
branches associée [128].
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Chapitre 2

Modéle double-échelle

d’endommagement dynamique en mode
anti-plan
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous proposons une nouvelle loi d’endommagement dynamique dans
le cas du chargement anti-plan, obtenue par une méthode de changement d’échelle. Les
réponses locales et globales du nouveau modéle seront analysées, ainsi que I'influence de
la vitesse de déformation et de la taille de microstructure. Nous étudierons également
la capacité du modéle a prédire ’émergence d’instabilités de micro-branchement pour la
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Chapitre 2. Modeéle double-échelle d’endommagement dynamique en mode anti-plan

rupture dynamique des échantillons de PMMA. Les résultats présentés dans ce chapitre
ont été publiés dans [5].

Certains travaux expérimentaux sur la rupture dynamique des matériaux amorphes
fragiles ont rapporté 'existence d’une vitesse critique de pointe de fissure, inférieure a la
vitesse limite théorique, au-dessus de laquelle I’énergie dissipée pour la fracture augmente
de fagon spectaculaire [116, 117]. Sharon et al. [127, 128| ont attribué cela & 1’émergence
de branches microscopiques répétitives le long de la fissure principale. La conséquence de
la formation d’un tel systéme multi-fissures est la fluctuation de la vitesse principale de
la pointe de fissure sur une échelle de temps caractéristique d’une durée de vie des micro-
branches. La modélisation numérique des instabilités de branchement a été abordée en
utilisant les éléments cohésifs [145, 100, 147, 146], des méthodes sans maillage [114], les
modeéles de champs de phase [66, 130], 'approche de discontinuité forte a plusieurs niveaux
[90] et des modeles d’endommagement non locaux [147].

Dans le cas anti-plan, seules quelques études théoriques ont été réalisées. Karma et
Lobkovsky ont utilis¢ un modéle de champ de phase pour simuler la rupture dynamique
du mode IIT des matériaux fragiles |76, 77|. Ils ont trouvé une vitesse critique pour la
formation des branches d’environ v. = 0.41¢, ou ¢ est la vitesse d’onde de cisaillement.
Ce résultat est en accord avec celui obtenu dans [2], ot une analyse de bifurcation pour
les fissures dynamiques en mode III a conduit a un seuil v, = 0.39¢ pour les instabilités
de branchement.

Dans ce chapitre, nous montrerons que les caractéristiques générales observées dans les
expériences peuvent étre prédites par le modéle d’endommagement dynamique en mode
ITI pour des échantillons de PMMA et que la transition entre une seule fissure et le systéme
fissure principale plus micro-branches se fait & une vitesse critique en accord avec celle
obtenue dans [2].

Le chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans la section 2, le comportement
effectif des solides avec des micro-fissures sous chargement anti-plan est obtenu en utilisant
la méthode d’homogénéisation asymptotique. Ensuite, dans la section 3, une approche
énergétique combinée a la procédure d’homogénéisation est utilisée pour obtenir la loi
d’endommagement dynamique. La réponse macroscopique locale du modéle sera analysée
dans la section 4 en mettant ’accent sur les effets de vitesse de déformation et de taille de la
microstructure. Enfin, les résultats des simulations de rupture dynamique macroscopique,
les instabilités de branchements dans les échantillons de PMMA et la comparaison avec les
résultats théoriques et expérimentaux disponibles sont présentés dans la derniére section
du chapitre.

2.2 Comportement effectif des solides micro-fissurés

2.2.1 Equations de 1’élasto-dynamique

Considérons I’évolution dynamique du solide élastique contenant une distribution de
micro-fissures, supposées périodiques localement, comme illustré sur la Figure 2.1. Nous
notons par ¢ la taille de la période microscopique ou, de facon équivalente, la distance entre
les centres des micro-fissures voisines et par [ la longueur des microfissures, considérées
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a) b)
£r d
> 7 . —
X e s
—
1
ol »

FIGURE 2.1 — a) Domaine micro-fissuré avec microstructure localement périodique : ¢ est
la taille de la période et [ est la longueur de micro-fissure. b) Cellule unitaire avec une
fissure de longueur normalisée d = [/¢.

droites. La longueur [ est une fonction supposée localement périodique [52], c’est-a-dire
avoir de petites variations spatiales autour d’un point matériel donné de sorte que lo-
calement la distribution des micro-fissures puisse étre considérée comme périodique. On
suppose que les champs mécaniques dépendent des variables d’espace x1, xo et du temps
t. Pour simplifier, nous considérons d’abord le cas des micro-fissures paralléles a ’axe
-x1, comme montré dans la Figure 2.2, mais 'analyse est facilement étendue au cas de
micro-fissures orientées dans une autre direction.
Pour ce probléme anti-plan, le champ de déplacement a la forme particuliére :

u®(zq, x9,t) = (0,0, u5(z1, 9, 1)) (2.1)

et les relations constitutives élastiques linéaires pour le champ de contraintes o3;(xy, 29, 1),
1 = 1,2 sont réduites a :

ous
a[[’i
ou u le module de cisaillement du matériau et e,s; est la déformation de cisaillement
calculée par rapport aux variables x;. L’équation de mouvement correspondante s’écrit :

05 = 2p€y3; = L (22)

dos, 0
03, = 3 (23)
ox; ot?
ol p la densité de masse du matériau.
Nous supposons que les bords des micro-fissures sont libres de contraintes :
o°N =0 (2.4)

ou N = (Ny, N, 0) est le vecteur unitaire normal aux lévres de la fissure, comme illustré
dans la Figure 2.2.

2.2.2 Analyse d’homogénéisation asymptotique

Les équations de base a 1’échelle macroscopique sont obtenues en utilisant la méthode
d’homogénéisation asymptotique [16, 126] pour le milieu micro-fissuré (Figure 2.1). La
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FIGURE 2.2 — Cellule unitaire avec une micro-fissure. Contours circulaires autour des
pointes et en mouvement avec elles.

période élémentaire est de taille € et contient une micro-fissure centrée sans traction de
longueur [. La variable d’endommagement est définie comme le rapport d = [ /e, prenant
des valeurs entre 0 pour le matériau saint ou vierge et 1 pour le matériau complétement
endommagé. Comme représentée a la Figure 2.1b, la variable d est la longueur de fissure
dans la cellule unitaire.

Dans I'analyse d’homogénéisation, la cellule unitaire Y est obtenue comme image de
la période physique par la transformation

T
Yi = (2.5)

et les variables x; et y;, sont utilisées respectivement pour décrire les variations a grande
et a petite échelle. Les développements asymptotiques des champs mécaniques sont consi-
dérés :

us (w1, T9,t) = uéo)(xl, T2, Y1, Yo, 1) + augl)(xl,x% Y1, Yo, t)
+52U:(a2) (1, 22, Y1, Y2, t) + - (2.6)
1
O'gi(l'l, L2, t) = go-i(’n 1)(1’1, T2,Y1, Y2, t) + O-i(%(z)) (‘Th T2, Y1, Y2, t)

‘*’5‘7:&%)(1717 To, Y1, Y2, t) + ... (2.7)
Pour un tel champ, la dérivée spatiale totale prend la forme

d 0 10

= + -

La substitution des équations (2.6-2.7) dans I’équation du mouvement (2.3) et 1'utili-
sation de (2.8) conduisent aux relations obtenues pour différents degrés de ¢ :

(2.8)

80’§;1)

=0 (2.9)
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80(-_1) 80.(9)
31 4 31

oz, By =0 (2.10)

(90;(3?) n aag) B (92u:(30) (2.11)

o, | oy o '
Les expressions des contraintes suivant les puissances de £ sont obtenues par le rempla-
cement des développements asymptotiques dans la relation constitutive (2.2) et I'identi-

fication des termes pour différents ordres en ¢ :

B o'
o) = u—g; (2.12)
(0) (1)
(0) 6u3 8u3
==+ = 2.13
O3; ( axz + ayl ) ( )
(1) (2)
D (s Y8 2.14
Les relations (2.9), (2.12) conduisent au probléme pour ugo) :
aQUéO) a2ugo)
=0 inY 2.15
yr® " dy2” . ( )
B (0)
Y N, =0 onCY (2.16)

y;

ou C'Y représente la fissure dans la cellule unitaire Y.

A partir de (2.15-2.16) nous déduisons que uéo) est indépendant de y; et vy, représentant

le champs de déplacement macroscopique uéo) = uéo) (21, 29,1).

Le probléme aux limites pour uél) est obtenu a partir de (2.10) et (2.12-2.13) en tenant
compte des conditions de périodicité sur les bords opposés de la cellule unitaire Y

82ug1) N 82u§)

=0 inY 2.17

Oy ? Oy2? H ( )
auél) auéo)

N, = — N; cYy 2.18

8yl a.TZ on ( )

4 . . 1 4 ., . , .
Il en résulte que le correcteur microscopique ug) dépend linéairement des déformations

(0)
macroscopiques 85 - et la solution générale de (2.17-2.18) s’écrit alors
(0) (0)
W) _ Ouy (1, x2,t) Ouy’ (x1, x9,1) 519
Us g <y17y2) 8m1 +§ (ylu y2) 6372 ( . )
ou & sont des solutions particuliéres du probléme de cellule (2.17-2.18) correspondant a
Bugo)

T = dij, pour j = 1,2, avec J;; le symbole de Kronecker.
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En introduisant 'opérateur de valeur moyenne (-) = ﬁ [y - dy, ou [Y] est la surface

de Y, et en I'appliquant a 1’équation (2.11) avec la prise en compte de la périodicité de

ag) sur les bords de la cellule unitaire nous obtenons :

0 o _ Ous’
8:& 5 =P 8t2

. oo : : 0 0
ol nous définissons la contrainte macroscopique Eéi) = <O’§i)>.

De la méme maniére, a partir de (2.13), nous obtenons les relations constitutives
macroscopiques :

(2.20)

S5 = Chisteas (1) + Caipeasn(u®) (2.21)
Zi(s%) = 0323169331(11(0)) + 0323263632(11(0)) (2.22)
ou ) 351
]
Caiz1 = 7 | (14 5)d 2.23
3131 |Y| Y( 3y1) Y ( )
2p E*
Caizo = — [ (5—)d 2.24
3132 |Y| . <8y1> Y ( )
2 &t
Cso31 = v | (5)d 2.25
3231 |Y| . (83/2) Yy ( )
21 &2
Caozp = — [ (1+ 5—)d 2.26
3232 v Y( + 8y2) Y (2.26)

sont les coefficients homogénéisés.
En utilisant le probléme aux limites (2.17-2.18) pour &' et &2, on peut prouver la
symétrie des coefficients.

Cs132 = Cs231 (2.27)

Les coefficients effectifs dépendent des fonctions caractéristiques &' et £2. Pour les
obtenir, il faut déterminer les solutions particuliéres &' et &2 pour une longueur d et
une orientation # de fissure dans la cellule unitaire. Le logiciel d’éléments finis Comsol
multiphysique [33] a été choisi pour faire ces calculs, permettant une prise en compte
directe des conditions aux limites périodiques. Les éléments de types triangulaires et des
fonctions de formes quadratiques sont utilisés dans les simulations. Un exemple de maillage
est présenté dans la Figure 2.3 avec un raffinement autour des pointes de la micro-fissure.
Il est également représenté, a droite sur la Figure 2.3, I’évolution de I’erreur par rapport
au nombre d’itérations pour le solveur GMRES utilisé dans ces calculs numériques.

Dans le cas 6 # 0 'analyse d’homogénéisation précédente est toujours valable avec la
variable d’endommagement d définie comme la plus grande projection de la longueur de
fissure normalisée d' = [ /e sur les bords de la cellule unitaire.

Pour un angle 6 donné, les coefficients numériques sont calculés pour 24 valeurs de
d et ensuite interpolés avec des fonctions polynomiales. Dans la Figure 2.4, le coefficient
normalisé Cso32/2/4 est représenté pour les micro-fissures dans la direction de l'axe
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FIGURE 2.3 — Maillage d’élements finis pour le calcul des solutions de cellule unitaire et
I’évolution de 'erreur par rapport au nombre d’itérations.

(0 = 0). Dans ce cas, les autres coefficients sont Cs137 = 2 et C3y30 = 0. Pour d = 0
nous récupérons la valeur de Cso30 = 2u correspondant au matériau vierge, tandis que
pour d = 1 le coefficient effectif (3530 = 0 correspondant & ’état d’endommagement com-
plet du matériau. Nous notons la diminution brusque de (3230 quand on s’approche de
la limite d’endommagement d = 1. Dans ce dernier cas (d = 1) la micro-fissure sépare
complétement les parties supérieure et inférieure de la cellule unitaire et les solutions ana-
lytiques pour (2.17-2.18) sont facilement trouvées, dépendant seulement de la variable
0 _ ot 2£ =

avec g o —1. Quand on les remplace dans (2.23-2.26), les valeurs numériques

des coefficients effectifs sont récupérées pour d = 1.
L’influence de 'orientation de la fissure est illustrée dans les Figures 2.5, 2.6 et 2.7, ou

=== Fonction d'interpolation | |
#  Points numériques

FIGURE 2.4 — Le coefficient homogénéisé Csa32/2/ en fonction de la variable d’endomma-
gement d pour les micro-fissures dans la direction de I'axe x; (6 = 0).
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FIGURE 2.5 — Le coefficient homogénéisé Csa32 /24 en fonction de la variable d’endomma-
gement d pour trois différentes orientations de micro-fissures.

nous représentons les coefficients homogénéisés Csaza/2p, Cs131/21 et Csi32/24 pour trois
orientations de fissure § = 0°, § = 30° et 6 = 45°.

La Figure 2.5 montre 'influence de l'orientation de fissure sur le coefficient effectif
(3032. Pour des fissures inclinées de 6 par rapport a I’axe x1, 'influence d’endommagement
décroit avec 'augmentation de . Pour le cas limite § = 90°, les micro-fissures n’affectent
pas la réponse effective caractérisée par Csozo = 2.

L’augmentation de ’angle 6 induit la diminution des coefficients C'3137 comme la montre
la Figure 2.6. Cet effet est plus prononcé pour des fortes valeurs d’endommagement d.

095

075

07

d

FIGURE 2.6 — Le coefficient homogénéisé Cs131/244 en fonction de la variable d’endomma-
gement d pour trois orientations de micro-fissures.
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FIGURE 2.7 — Le coefficient homogénéisé Cs3;132/2 en fonction de la variable d’endomma-
gement d pour trois orientations de micro-fissures.

Dans le cas limite # = 90° , une dépendance similaire & celle de Figure 2.4 est obtenue
pour Cs3;.

Le coefficient C3139 est représenté a la Figure 2.7. I1 devient nul pour 'orientation hori-
zontale, mais pour 6 # 0 les micro-fissures induisent un couplage entre le cisaillement dans
les deux directions et cet effet augmente avec la longueur des micro-fissures. L’influence
de d est maximale pour 6 = 45° et elle diminue symétriquement pour des orientations
plus élevées jusqu’a la valeur nulle de C5135 pour les fissures verticales.

2.3 Lois d’endommagement homogénéisées

La procédure d’homogénéisation introduite dans [34] est adaptée dans la premiére
partie de cette section pour déduire les équations d’endommagement macroscopiques en
quasi-statique dans le cas anti-plan. Ces résultats préliminaires seront utilisés dans la
deuxiéme partie pour le développement d’un modéle d’endommagement dynamique.

2.3.1 Evolution quasi-statique

Nous supposons que la propagation des micro-fissures est décrite par un critére éner-
gétique de type Griffith G° = G, ou G. est I'énergie de rupture critique du matériau et G¢
est le taux de restitution d’énergie défini par

ou§ Ous
G° = lim (Une — (o571 + agznz)(ﬁe + 2 62)> ds (2.28)

1
=0 Jp. 8$1 81'2

6361 axg
rayon 7 autour de la pointe de fissure avec n sa normale unitaire extérieure, e le vecteur
unitaire le long de la ligne de fissure et orienté dans le sens de la propagation.

ouU = $u ((%)2 + (%)2> est I'énergie élastique, I, est un contour circulaire fermé, de
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Chapitre 2. Modeéle double-échelle d’endommagement dynamique en mode anti-plan

La la cellule unitaire Y, avec la micro-fissure C'Y de longueur d’ = [/e, est obtenue
par la transformation y = £ a partir de la période physique. Comme le montre la Figure
2.2, des contours circulaires autour des pointes de fissure sont introduits pour le calcul
des taux de restitution d’énergie et sont notés par I'Y,? et T'Y%.

En utilisant le développement asymptotique pour u3, en tenant compte de la singularité
des dérivées de uél) aux pointes des micro-fissures et en changeant la variable ds = eds,,
dans les intégrales, nous obtenons le taux de restitution d’énergie G° sous la forme :

1 oulV oulV
G =¢eg, = clim — 3 )24 3 V\n,e
=t [ Gul(G + (G Pinge,

augl) 8u§1) 8u§1) oulV

— —3 2.2
,U,( ayl ny + ayQ ng)( ayl e + ay2 62)) dsy ( 9)

ol nous introduisons le taux de restitution d’énergie dans la cellule unitaire G,.

On suppose que les mico-fissures s’étendent symétriquement en restant droites, de
sorte que g;l = GJ = G,. Pour des micro-fissures de petite taille, cette hypothese peut
étre une approximation raisonnable. Notons toutefois que les développements qui suivent
peuvent étre facilement adaptés a certaines situations de propagation non symétrique,
comme le cas d'une seule pointe en propagation.

En considérant un contour autour de la micro-fissure formé par les cercles I'YY et
'Y, et les parties des bords de fissure CY," et C'Y,~ situées en dehors des deux cercles,
on désigne par Y, C Y la partie de Y extérieure au contour défini, avec la propriété
lim Y, =Y. Multiplication de (2.17) par ug” et intégration sur Y, donnent :

r—0
oug” oug | ous” ouy)
vy, Oy1 Oy Oys  Oyo
0 oul! 0 oul!
(i) + (S ug”))d
Y, (91/1 8311 a’yz 0y2

)dy

y=0 (2.30)

Soit I la premiére intégrale et J la deuxiéme intégrale dans (2.30). Pour une micro-
fissure de longueur d'(t) s’étendant symétriquement dans sa propre direction, la vitesse

des pointes est %e, ol e est le vecteur unitaire dans la direction de la ligne de fissure.
Pour calculer I, le théoréme de transport est utilisé pour le domaine dépendant du temps
Y, (t) qui se déplace avec les pointes.

o d 1<(8ugl)
N dt Yr 2 ayl

1oould, aul . d
2 5 erd 2.31
+/FY7-9UFYT‘1 2(( oy A 9ys ) >2npep Sy (2.31)

(‘9u§1)
Yo

)+ () )dy

La deuxiéme intégrale J est calculée en utilisant la formule de divergence en tenant
compte de la périodicité aux bords extérieurs de Y et des conditions limites sur les bords
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2.3. Lois d’endommagement homogénéisées

des fissures :

au(l) au(l)
J— 3N+ 4 U3 Nt [u(”] ds
/;‘YT+( 8y1 1 8y2 2 ) 3 Yy

au(l) ' 8u(1) .
_/FYQ FYd< 3;1 nluél) + 3?52 nzugl))dsy (2.32)
r ULIY S

En remplagant les expressions de I et J dans (2.30) et en passant a la limite » — 0 avec
I'équation asymptotique pour les termes singuliers [57] :

(1) d/ 0u§1) augl)

__* 2.33
'LL3 2( ayl €1 + ayz 62) ( )
nous obtenons :
d 1 8u§1) 9 8u§1) 9 :
— - —))d d
G | (G (G + do,

auél) 8u§1) (1)
— Ny + No)lus’|ds, =0 2.34
n G Nl s, (2:34)

ou la définition (2.29) de G, et Dégalité GI = GY = G, sont utilisées.

En multipliant ’équation (2.15) par ,uuél) et en suivant une procédure similaire, nous

obtenons également :

d /M ol oul) +au§,°> aug”) dy— /M(augf’) ol +au§°> aug”) "
dt |y 0ry Oy 0xry Oys y o 0xp Oy 0xry 0ys
Duy” uy” )
= N N, ds 2.35
|on G Gl asy (235)

En additionnant (2.34) et (2.35) et en utilisant les conditions de limites (2.18) sur les
bords des fissures, nous obtenons

1 d © 5D gy © 5L gy ,
1d M((8U3 N Oug’ | Oug n (8u3 N Oug )8u3 Vdy + d'G, —
2dt Ys 81’1 ayl 3y1 81’2 8y2 8y2
/ (aag(” ouy)  oay) aug“) o Ld (8u§0> ouy) ol aug”) 4 (236)
Y,U 8;1:1 8y1 81:2 8y2 Y 2dt YSN 8:1‘;1 8y1 8;1:2 8y2 4 ’

L’intégration de I’équation d’équilibre (2.10) avec la loi constitutive (2.13) et en pre-
nant compte des conditions de périodicité et de traction libre sur les bords des micro-
fissures, nous prouvons que la premiére intégrale dans (2.36) est nulle. Le membre droit
de (2.36) peut étre exprimé en utilisant Vexpression (2.19) de u"

tions (2.23-2.27) :

et en utilisant les équa-

1d / ou’ us” | 0w oug / (augo) L aug”) .
2dt YS/L 8m1 8y1 8x2 8y2 YS,U/ 8x1 8y1 81‘2 8y2 y
. OC. aC aC
= d (e (0 ) 4 22 (e (0 ) 4 27T e (0 )eam(u®)) - (2.37)
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Chapitre 2. Modeéle double-échelle d’endommagement dynamique en mode anti-plan

De cette fagon, nous déduisons 1’équation d’endommagement quasi-statique :

0C3131 0C3939 0C3139 :
(gy T(GmSI(u(O)))Q + od’ (eaaa(u))? + ZWGQ:?)I(U(O))@&CBQ(U(O)) d'=0
(2.38)
Le remplacement du critére de propagation G, = % = % dans I’équation précédente

donne une loi d’endommagement qui peut étre utilisée dans le cadre quasi-statique.

2.3.2 Evolution dynamique

Dans le cas de la propagation dynamique des micro-fissures, le critére de type Griffith
G% = G, est utilisé avec le taux de restitution d’énergie dynamique défini par

S 8u5 (9u
G — 11_{% 5 ((U + T)ne — (05,01 + 0'3271/2)(8 e 8 z )) ds (2.39)
ou U est 'énergie élastique définie précédemment et T' est I’énergie cinétique
1 8u3 ou§
2.40
278 ot ( )

Lorsque les développements asymptotiques du déplacement et des contraintes sont
considérés conjointement avec une relation similaire & (2.33) et en tenant compte de la
singularité des champs mécaniques, I’expression équivalente suivante pour G% est obtenue :

oul oul pv? (9u( 8u
G% = lim K 3 )4 (2-)?) + B + “)ne
rs0 Fyfg(( ) Tyt G et g, e))
(9u;(,)1) 8u§1) 8u§1) aué
— 2.41
,u( ayl ni + ayQ nz)( ayl ey + ayQ 62))€d8y ( )

dans laquelle nous avons fait le changement de variable ds = eds, et nous avons introduit
la vitesse physique de la pointe de micro-fissure v = 5%.

Il est important de noter que dans le cas dynamique, les problémes de cellule unitaire
(2.15-2.16) et (2.17-2.18) sont identiques & ceux du cas quasi-statiques ce qui fait que
I’analyse effectuée dans la sous-section précédente est toujours valide. Si nous considérons
la définition (2.29) de G, le taux de restitution d’énergie dynamique pourra étre exprimé

comime

2 (1) (1)
& pv- Ous Ous 9
G* =¢e(G, + 5 lim FYr( s € + 0, e2)’neds,) (2.42)

Le taux de restitution d’énergie dynamique peut étre exprimé en fonction des facteurs
d’intensité de contrainte comme suit [57] :

1
Gg* = EAHI(U)(K?%)Z (2.43)

ott K%, représente le facteur d’intensité de contrainte dynamique et A;;;(v) une fonction
universelle de la vitesse de fissure dans le cas anti-plan :

Aprr(vp) = L (2.44)

_ 2

c2
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2.3. Lois d’endommagement homogénéisées

K?;I = k(v)Kj, (2.45)
Ici K§;; est le facteur d’intensité de contrainte quasi-statique pour le méme probléme de
fissure, la dépendance de la vitesse de fissure est donnée par la fonction k(v) = /1 -2
et c= \/% est la vitesse des ondes de cisaillement.

Le remplacement de ces expressions dans 1’équation (2.43) conduit & :

. 1 . 1 - c—v
G~ = E(Kln)z + ﬂ(KHI)Q ( cto 1) (2.46)

Le premier terme dans le membre droit représente le taux de restitution d’énergie
quasi-statique G° et la comparaison avec (2.42) permet d’obtenir le terme intégral suivant :

2 (1) (1)
pv° Oug Ous’ 4 | I c—v
—1 ds,) = —(K -1 247
5 FYT( s ! + B ¢2)'neds,) QH( 111 o (2.47)
L’équation (2.42) devient maintenant
gt 1 ) c—v g Je+w
Gy £ pr( 1) c+v e Ve—w (248)

ou la derniére expression est déduite a partir de (2.46).
Le remplacement de (2.48) dans (2.38) et 1'utilisation du critére de propagation G =
G. nous permet d’obtenir la loi d’endommagement sous la forme :

(T 4 P e () T )+ 27 (0 e ) =0
(2.49)

Dans cette équation en remplagant la vitesse de pointe de fissure v = 5% , nous déduisons
la loi d’évolution d’endommagement :

a2 < 2 >

- B 2

€
1+ (&(6%‘2}31 (€x31(0®))2 + %(%32(11(0)))2 + 2%6;331(11(0))6:532(11(0))))
(2.50)

ou (.) représente la partie positive. Si nous introduisons le taux de restitution d’énergie
d’endommagement Y = —(%(exgl(u(o)))2+%(ewgg(u(o)))2+28%3%6x31(u(0))exgg(u(o)))
la loi d’évolution prends la nouvelle forme :

dd" 2c <52Y2 — QC2>

@ T \@rig (2:51)

Il est important de noter que la longueur de micro-fissure ¢ est présente dans la loi
(2.51) et influence I'évolution de 'endommagement prédite par ce nouveau modéle.
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Chapitre 2. Modeéle double-échelle d’endommagement dynamique en mode anti-plan

232 [Pa]

€32 [l

€32 [l

FIGURE 2.8 — Contrainte Y3, et endommagement d en fonction de la déformation e,3,
pour trois valeurs de la longueur microstructurelle ¢.

2.4 La réponse locale du modéle

La réponse locale du nouveau modéle basé sur la loi d’endommagement (2.51) est
étudiée dans cette section. Nous considérons les paramétres du matériau pour la céramique
alumine Al;O3 dont le module de Young £ = 300 G Pa, le coefficient de Poisson v = 0.3,
la densité de masse p = 3800 kg/m?> et le résistance a la rupture G. = 50.75 J/m?.
On suppose que les micro-fissures sont orientées suivant 'axe w1, tel que d' = d pour la
variable d’endommagement. Nous considérons un chargement a vitesse de déformation
constante pour la seule composante de déformation macroscopique non nulle e,35(t). !

2.4.1 Influence de la longueur microscopique ¢

Nous analysons premiérement I'influence du paramétre € sur la réponse macroscopique
en contraintes et endommagement. Pour une vitesse de déformation imposée é,3, = 1000/ s
et la valeur initiale d’endommagement dy = 0.2, la contrainte Y3, et I’endommagement
d en fonction de la déformation appliquée e,3> sont représentés sur la Figure 2.8 pour
trois valeurs différentes de la taille de microstructure : ¢ = 1.1073m, ¢ = 1.107*m et
e=110"m.

On observe qu’une diminution de la longueur de microstructure produit ’augmentation
de la résistance au cisaillement et une réponse plus fragile. Le premier aspect correspond
a l'effet d’échelle classique de la Mécanique de la rupture : les fissures plus grandes se
propagent plus facilement que les plus petites. Cette propriété micro-structurelle a été
transférée au modéle d’endommagement grace a ’analyse d’homogénéisation. La réduc-
tion de la ductilité avec la diminution de € est un effet dynamique puisque les cellules
élémentaires de grande taille € ont une inertie plus importante retardant la propagation
des micro-fissures. Cet effet, amplifié avec la vitesse de déformation, sera mis en évidence
dans ce qui suit.

1. Pour des raisons de simplicité, dans ce qui suit, ’exposant (0) dans la notation des champs macro-
scopiques sera omis.
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FIGURE 2.9 — Evolution de contrainte maximale en fonction de la taille de la micro-
structure €.

Comme on peut le voir a partir de la Figure 2.8, I'effet de la taille microscopique sur le
pic de contrainte est plus important pour des valeurs plus petites de . Cette dépendance
non linéaire est illustrée dans la Figure 2.9 ot la résistance au cisaillement (contrainte au
pic) est représentée en fonction de la taille de la microstructure. Pour des valeurs plus
petites de la taille de micro-structure, la résistance au cisaillement est plus élevée alors que
pour des valeurs plus grandes de ¢ elle devient plus petite et montre un effet de saturation,
approchant une valeur constante indépendante de la taille de la microstructure. En méme
temps, ce dernier régime correspondant aux grandes valeurs de € peut étre aussi limité
par la validité de I’analyse d’homogénéisation.

2.4.2 Influence de la vitesse de chargement

Pour étudier la dépendance de la vitesse de déformation, nous avons analysé la réponse
locale pour trois valeurs des vitesses é,30 = 100/s, é,32 = 1000/s et é,35 = 5000/s, pour
e=110"2met dy = 0.2.

Les courbes des contraintes et d’endommagement correspondantes sont tracées sur
la Figure 2.10. Notons que pour des faibles vitesses de déformation, 1’évolution de la
contrainte et de '’endommagement est caractéristique d’'un comportement fragile, tandis
que pour des vitesses plus élevés, le role de 'inertie est plus prononcé et entraine un retard
dans la propagation des micro-fissures qui, au niveau macroscopique, donne une ductilité
accrue.

Dans la Figure 2.11, nous représentons la résistance au cisaillement en fonction de la
vitesse de déformation pour différentes tailles de la microstructure. On peut remarquer que
pour de petites valeurs de ¢, la résistance au cisaillement n’est pas trées sensible a la vitesse
de chargement, alors que pour des valeurs plus élevées de ¢ 'effet de vitesse de déformation
devient plus prononcé. Comme expliqué précédemment, cela est une conséquence du fait
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F1GURE 2.10 — Contrainte Y35 et 'endommagement d en fonction de e, 3, pour trois valeurs
différentes de vitesse de déformation é,35.

que pour les grandes tailles des périodes microscopiques, 1’énergie cinétique augmente et
I’énergie disponible pour la micro-rupture est réduite.

Nous comparons maintenant la réponse prédite par la loi dynamique (2.51) pour de
faibles vitesses de déformation avec la solution de I'équation d’endommagement quasi-
statique (2.38), dans laquelle G, = gﬂ . Les évolutions de I'’endommagement et de contrainte
correspondantes sont représentées dans la Figure 2.12, ou pour la solution dynamique, la
vitesse é,30 = 1/s a été utilisée. Nous remarquons des différents seuils d’initiation pour
les deux cas : la limite quasi-statique est bien inférieure a celle de la dynamique.

Afin de mieux comprendre ce comportement particulier, considérons une forme simple
du coefficient Csa30(d) = (1—d)*2p. Dans ce cas, nous avons des solutions analytiques pour

%108

w

-]
T

e=8e-4 || e —4e -4

=2¢- 4| c=1e-4 5-565

-

o
T

F-Y
T

w
T

v
T

Résistance au cisaillement [Pa]

=y

L 1 1 L 1 L 1
02 04 06 08 1 1.2 14 16 1.8 2

Vitesse de déformation [5'1]

o

FIGURE 2.11 — Résistance au cisaillement en fonction de la vitesse de déformation pour
différentes tailles de microstructure.
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FIGURE 2.12 — Contrainte Y3, et endommagement d en fonction de e,3o prédit respec-
tivement par les lois d’endommagement dynamique et quasi-statique. On note les seuils
différents d’initiation.

I'équation quasi-statique (2.38). On peut montrer que pour « = 2 le seuil quasi-statique et
le seuil dynamique d’initiation d’endommagement sont identiques, indépendamment de la
vitesse de chargement, tandis que pour o = 0.5, nous avons des limites d’initiation diffé-
rentes, comme le montre la Figure 2.12. En utilisant la relation d’endommagement (2.38),
nous prouvons que, pour une déformation macroscopique donnée, le taux de restitution
d’énergie quasi-statique G¢ est une fonction décroissante de d pour a = 2 et croissante
de d pour a = 0.5, décrivant respectivement des évolutions stables et instables de micro-
fissures. Ce n’est que dans le cas stable que la limite d’initiation d’endommagement est
identique a celle dynamique.

Ce résultat montre la différence entre les lois d’endommagement (2.38) et (2.51). Afin
d’avoir une cohérence entre les évolutions lente et rapide, nous devons considérer la loi
d’endommagement dynamique pour les deux régimes.
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FIGURE 2.13 — Contrainte Y35 et endommagement d en fonction de la déformation e,s3s
pour les valeurs d’endommagement inital dg = 0.1, dy = 0.2 et dy = 0.5.
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Chapitre 2. Modeéle double-échelle d’endommagement dynamique en mode anti-plan

2.4.3 Influence de 'endommagement initial

Nous considérons finalement l'influence de 'endommagement initial dy sur les évolu-
tions de contrainte et d’endommagement. Pour une vitesse de chargement é,3, = 1000/s
et pour € = 1.1073m, les résultats sont représentés dans la Figure 2.13.

Notons que lorsque 'endommagement initial diminue la résistance et la rigidité de-
viennent plus élevées. Pour des valeurs initiales plus élevées de dy, 'endommagement se
développe plus rapidement avec des valeurs de résistance au cisaillement plus petites.

2.5 Simulation d’endommagement dynamique

Dans cette section, nous étudions les prédictions du modeéle d’endommagement au
niveau d’une macro-structure. Des simulations numériques de rupture dynamique sous
chargement anti-plan seront présentées.

2.5.1 Probléme de rupture et aspects de simulation numérique

Nous considérons un échantillon de dimension réduite, similaire a celui considéré dans
[100, 146, 90]. La géométrie présente une entaille préexistante, comme indiquée sur la
Figure 2.14, avec les dimensions 4 x 14 mm. L’entaille est un rectangle de dimensions
0.4 x 1.4 mm complété par une région triangulaire a la pointe, de telle sorte que sa
longueur totale soit a = 1.68 mm.

Le matériau est le polymére PMMA avec le module de Young F = 3.24 GPa et le
coefficient de poisson v = 0.35. Sa densité de masse est p = 1190 kg/m? et son énergie de
rupture est G. = 350 J/m?.

Des déplacements en mode anti-plan sont imposés sur les bords supérieurs et inférieurs,
comme représenté a la Figure 2.14. Le chargement se fait en deux étapes. Premiérement,
une solution d’équilibre est obtenue en appliquant le déplacement critique de la mécanique

de rupture en mode III : u§ = /%, ot h = 4 mm est la hauteur de I’échantillon. Ensuite,

la solution d’équilibre est prise comme condition initiale pour le probleme d’évolution

[o]oIololololololololololololololololololololololoXolo!

VIV IIIIIIIIIX

FIGURE 2.14 — Chargement et géométrie de 1’échantillon.
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2.5. Simulation d’endommagement dynamique

FIGURE 2.15 — Maillage structuré avec plusieurs zones de raffinement autour de la ligne
horizontale centrale.

dynamique correspondant au déplacement appliqué :

Vgpt?
2t,

ud(t) = uj + (2.52)
oll vy, est une vitesse constante, ¢ est le temps et ¢, = 8.107%s est un temps de référence.

La loi d’évolution d’endommagement (2.51) associée a I’équation macroscopique de
mouvement (2.20) est considérée. En ce qui concerne les coefficients effectifs, nous adop-
terons l'approximation isotrope linéaire Cs31(d) = (1 — d)2p, Cso30(d) = (1 — d)2u et
C3132 = 0. Cela correspond & la relation contrainte-déformation de la mécanique d’en-
dommagement standard appliquée au cas anti-plan (2.2) dans le cas isotrope dans lequel
les deux coefficients non nuls sont affectés de la méme fagon par la variable d’endom-
magement d. Cette forme particuliére peut étre considérée comme une approximation de
la moyenne des coefficients, calculés pour des orientations arbitraires des micro-fissures
[138]. Notons que pour les micro-fissures horizontales ou verticales, les coefficients C3;31(d)
et Cya32(d) représentent respectivement des approximations linéaires des courbes données
dans les Figures 2.6 et 2.5, le coefficient Cs132(d) = 0, comme expliqué a la fin de la
deuxiéme section.

Le domaine rectangulaire est discrétisé a ’aide de maillages structurés avec des élé-
ments triangulaires a déplacements linéaires. Un tel maillage est reproduit dans la Figure
2.15. Le maillage est progressivement raffiné a partir des bords supérieurs/inférieurs vers
la ligne centrale. Les résultats des calculs sont obtenus pour des maillages ayant une taille
d’éléments dans la zone centrale égale & 0.006 mm et comptant environ 140.000 éléments
au total dans le domaine de ’échantillon.

Pour la résolution en temps du systéme élasto-dynamique, on utilise un solveur a pas
variable et ordre variable, basé sur des formules de dérivation numérique et implémenté
d’origine dans le logiciel de calcul Matlab [95]. Celui-ci est couplé avec un schéma de calcul
en temps explicite pour la loi d’endommagement (2.51). Le pas de temps At = 1.5x1071% s
est utilisé pour les simulations.

2.5.2 Indépendance de maillage

Dans cette section, nous abordons la question de I'objectivité des calculs numériques
par rapport au maillage des éléments finis. On sait que les modéles dépendants de vitesse
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Chapitre 2. Modeéle double-échelle d’endommagement dynamique en mode anti-plan

FIGURE 2.16 — Carte d’endommagement décrivant la propagation de la fissure macrosco-
pique pour un maillage élément fini de 49976 éléments et une taille d’élément central de
0.012 mm.

et, en particulier, les modéles d’endommagement visqueux [43, 4, 132, 20| introduisent un
effet de régularisation et évitent la dépendance du maillage. Le modeéle d’endommagement
(2.51) appartient & cette catégorie de modeles et il devrait avoir un effet de régularisation
similaire.

Afin d’étudier I'influence de la maillage, nous évaluons la dissipation d’énergie due &
I’évolution de 'endommagement. Sa densité volumique est donnée par :

t dd
D(t) :/ Y(s)— ds (2.53)
0 ds

et la dissipation globale, sur I’ensemble du spécimen, est calculée en additionnant les
contributions de tous les points d’intégration du maillage.

Pour le spécimen PMMA décrit précédemment, avec la vitesse appliquée vy, = 0
et la longueur de micro-structure ¢ = 0.1 mm, la zone endommagée correspond & une
fissure macroscopique droite comme le montre la Figure 2.16. La courbe d’évolution de

081

061 49976 éléments

------------- 141814 elements
====== 280108 éléments |

Dissipation (J)

04r

0.2

0 05 1 15
Temps (s) %109

FIGURE 2.17 — Evolution de la dissipation totale en fonction de temps pour trois tailles
d’éléments du maillage : 0.012 mm, 0.006 mm et 0.0038 mm.
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2.5. Simulation d’endommagement dynamique

FIGURE 2.18 — Zone d’endommagement pour deux différents types de maillages : 0.006 mm
et 0.0038 mm.

dissipation en fonction du temps est représentée a la Figure 2.17 pour trois différentes
tailles d’éléments du maillage : 0.012 mm (49976 éléments), 0.006 mm (141814 élements)
et 0.0038 mm (280108 éléments).

Nous notons une augmentation de la dissipation dans les premiers stades de la propa-
gation jusqu’a ce que la fissure atteigne un taux de dissipation plutot constant. Pour les
deux derniers maillages raffinés, les courbes de dissipation sont quasiment identiques. Cela
nous permet de conclure qu’il n’y a pas de sensibilité de la dissipation d’endommagement
par rapport a la taille des éléments finis.

Les zones d’endommagement pour les deux maillages de taille 0.006 mm et 0.0038 mm
sont représentées a la Figure 2.18. Nous notons que le raffinement du maillage n’a pas vrai-
ment d’effet sur la taille de la bande d’endommagement. Ceci est la conséquence de 1'effet
régularisant de la loi d’évolution (2.51). Dans la section suivante, il sera démontré que la
taille de la zone d’endommagement est controlée par la longueur de la microstructure ¢,
comme pour le modeéle similaire obtenu dans le cas plan |78, 38, 39].

2.5.3 Instabilités de branchement en rupture dynamique

Les résultats des expériences sur la rupture dynamique des matériaux amorphes fra-
giles [116, 117] ont révélé I'existence d’une vitesse critique de pointe de fissure, inférieure
a la vitesse limite théorique. Au-dessus de cette vitesse critique, 1’énergie dissipée par la
rupture augmente considérablement. Sharon et al. [127, 128] ont attribué cet effet de satu-
ration de la vitesse a I’émergence d’événements répétitifs et frustrés de micro-branchement
le long de la fissure principale. La conséquence de la formation d'un systéme multi-fissures
avec une topologie complexe est la fluctuation de la vitesse a la pointe de la fissure princi-
pale, sur une échelle de temps caractéristique d’une durée de vie de micro-branches. Dans
le PMMA, cette échelle de temps est d’environ 1lus et la taille des micro-branches est
d’environ quelques centaines de um, environ trois ordres de grandeur inférieures a celles
de I’échantillon.

A notre connaissance, il n’y a pas de résultats expérimentaux disponibles concernant
la vitesse critique de fissure et les instabilités de branchements pour le cas anti-plan,
seules quelques études théoriques ont été réalisées. Karma et Lobkovsky [77] ont utilisé
un modele de champ de phase [76] pour simuler la rupture dynamique en mode IIT dans
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FIGURE 2.19 — Carte d’endommagement pour différentes valeurs de tailles de microstruc-
ture : € = 0.03 mm, € = 0.05 mm, € = 0.075 mm et € = 0.1 mm.

des matériaux fragiles. Ils ont trouvé une vitesse critique pour le branchement d’environ
ve. = 0.41c. Leur résultat est conforme a celui obtenu dans [2], ot une analyse de bifurcation
a été effectuée pour une rupture dynamique et a montré qu’une division de la pointe est
énergiquement possible en mode III pour des vitesses supérieures a v, = 0.39c.

Au-dela de la valeur critique v., une seule ou des multiple fissure peuvent exister,
selon le mode de déclenchement, avec une probabilité finie de bifurquer dans chaque
intervalle de temps [25]. On s’attend & ce qu'un tel scénario soit également vrai pour les
simulations avec le modéle d’endommagement actuel. Dans les calculs éléments finis, le
maillage peut jouer un réle similaire a celui des hétérogénéités microscopiques déclenchant
les instabilités de branchement. La géométrie du systéme multi-branchement dépendra de
tous ces événements de bifurcation a différents pas de temps pendant la propagation. Afin
d’avoir un certain controle sur la formation des branches, il peut étre judicieux d’utiliser
un maillage orienté structuré comme illustré sur la Figure 2.15.
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FIGURE 2.20 — Vitesse de la fissure principale en fonction de sa longueur pour différentes
valeurs de €.

Nous étudions d’abord I'influence de la longueur microscopique €. Dans la Figure 2.19
nous représentons la distribution de I'’endommagement pour différentes valeurs des tailles
micro-structurelles : ¢ = 0.03 mm, ¢ = 0.05 mm, € = 0.075 mm et ¢ = 0.1 mm. Dans
ces simulations, la vitesse appliquée v,, = 0. La géométrie aigué de l'entaille, représentée
comme une zone d’endommagement initial, conduit a la formation d’une fissure secondaire
dans I’étape d’initiation mais d’'une durée de vie relativement courte.

L’orientation du maillage induit la formation de micro-branchement essentiellement
dans la partie supérieure de la fissure principale et cela conduit a une trajectoire lége-
rement déviante vers le bas. L’effet de £ est observé au niveau de la taille de la région
d’endommagement localisé. L’épaisseur de la fissure macroscopique et la zone d’endom-
magement correspondante augmentent avec €. Ceci est conforme & ’analyse unidimen-
sionnelle dans [38] ou il a été prouvé, dans le cas plan, que & controle la taille de la zone
de localisation.

La Figure 2.20 montre la vitesse de fissure en fonction de la longueur de la fissure,

FIGURE 2.21 — Zoom sur la zone d’endommagement : régime de fissure unique suivi d’une
fissure principale avec des micro-branches.
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FIGURE 2.22 — Vitesse de la fissure principale en fonction de sa longueur pour les variations
des parameétres du matériau par rapport aux paramétres initiaux du PMMA.

pour différentes valeurs de la longueur microscopique €. Nous observons que, pour de pe-
tites valeurs de e, des vitesses de fissure plus grandes sont développées. Ceci correspond
a un comportement plus fragile tel que remarqué dans ’analyse locale de la section pré-
cédente. Nous notons le comportement fluctuant de la vitesse de fissure correspondant
a I’émergence d’événements de micro-branchement, tel que rapporté par les recherches
expérimentales.

Dans le premier cas, pour € = 0.03 mm, nous observons clairement la présence d'un
seul régime de fissures avant la formation de micro-branches. Pour mieux analyser cette
limite, une carte d’endommagements agrandis a été donnée a la Figure 2.21. On remarque
que le régime de fissure unique se termine prés de x = 2.2 x 10~%m. La vitesse de fissure
correspondante a la Figure 2.20 est d’environ v. = 380m/s. Pour le matériau PMMA
¢ = 1004, 2m/s et nous obtenons une relation approximative v, = 0.38¢. Ce résultat est
en accord avec ’analyse théorique [2] ou le seuil v. = 0.39¢ a été trouvé pour I'instabilité
de branchement. La valeur de v, est également tres proche de celle obtenue par Karma and
Lobkovsky [77] par simulations numériques, en utilisant un modéle de champ de phase.

Le fait que les micro-branches se développent essentiellement sur le coté supérieur de la
fissure principale est la conséquence de 'orientation du maillage, en tant que source d’évé-
nements de bifurcations. Une orientation de maillage arbitraire conduira a la formation
de branches des deux cotés de la zone d’endommagement, comme dans les situations phy-
siques réelles ot les hétérogénéités matérielles déclenchent la formation de micro-branches.

La Figure 2.22 montre la vitesse de la poinde de la fissure principale en fonction de
sa longueur, pour différentes valeurs des paramétres de matériau variés par rapport a
ceux du PMMA. Des changements importants sont obtenus lorsque le module Young F
ou la densité de masse p est divisé par deux, tandis qu'une plus petite perturbation est
observée pour la diminution du coefficient de Poisson v. Il est important de noter que ces
changements conduisent a la modification de la vitesse d’onde de cisaillement ¢ et que la
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FIGURE 2.23 — Cartes d’endommagement pour différentes vitesses de chargement : v,, =
0m/s, vap =3m/s, Vg =6m/s et vy, = 12m/s.

vitesse critique vérifie encore v, ~ 0.38c. La variation de I’énergie critique de rupture G,
n’a pas d’influence majeure sur I’évolution de la vitesse de fissure macroscopique.

Enfin, nous étudions l'effet de la vitesse de chargement sur ’évolution de 1’endom-
magement. La Figure 2.23 montre les distributions d’endommagement pour les vitesses
appliquées : vy, = 0m/s, Vg = 3m/s, Vg = 6m/s et vy, = 12m/s. Dans ces simulations
e = 0.05 mm et ’épaisseur de la zone d’endommagement initial est réduite a la moitié
par rapport a celle de la Figure 2.19.

Les cartes d’endommagement montrent la formation progressive de fissures secondaires
de tailles augmentant du micro aux macro-branchements, lorsque la vitesse appliquée
augmente. Les évolutions correspondantes, en fonction du temps, des vitesses de la pointe
de fissure macroscopique sont représentées dans la Figure 2.24. On peut remarquer que
pour des valeurs élevées de v,,, la macro-fissure se propage avec une vitesse légérement
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FIGURE 2.24 — Vitesse de pointe de la fissure principale en fonction du temps pour diffé-
rentes vitesses appliquées.

plus grande.

L’évolution temporelle de la dissipation due a la propagation de ’endommagement
est représentée dans la Figure 2.25 pour les quatre valeurs de la vitesse appliquée. On
remarque une dissipation plus importante pour des vitesses élevées. Ceci est en accord
avec les observations expérimentales dans le cas plan [116, 117, 127, 128, | qui rapportent
I’augmentation de la dissipation d’énergie associée a l'effet de saturation pour la vitesse

v=12m/s

Dissipation (J)

o
o
T

0 1 2 3 4 5 6 7
Temps (s) x10®

FIGURE 2.25 — Dissipation due a I’endommagement en fonction du temps pour différentes
vitesses appliquées.
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de la fissure.

2.6 Conclusions

Un modele a double-échelle d’endommagement dynamique a été proposé pour le cas
d’un chargement anti-plan. La loi d’endommagement a été déduite par homogénéisation
asymptotique & partir d’un critére de propagation de type Griffith décrivant la propagation
dynamique des micro-fissures.

Le nouveau modé¢le d’endommagement contient un paramétre de longueur microsco-
pique, caractérisant la distance mutuelle entre les micro-fissures voisines. Les simulations
macroscopiques des réponses locales et de structure ont révélé des influences spécifiques
de la taille de microstructure et de la vitesse de chargement.

Des simulations éléments finis de la rupture dynamique d’un échantillon de PMMA
a taille réduite ont été réalisées et l’émergence d’instabilités de micro-branchement a
été étudiée numériquement. Les caractéristiques importantes rapportées dans les études
expérimentales de solides amorphes fragiles, sollicités dans le cas plan, et des résultats
théoriques concernant le cas anti-plan ont été retrouvés par les prédictions du nouveau
modeéle. 11 a été montré que la valeur théorique de la vitesse critique, pour laquelle les
bifurcations de fissure sont énergétiquement possibles en mode III, correspond bien a la
transition entre un régime de fissure unique et le systéme multi-fissures formé par la fissure
principale et les micro-branches. Les fluctuations de vitesse observées dans le deuxiéme
régime et 'augmentation de I’énergie dissipée avec 'augmentation de la vitesse de fissure
ont été reproduites par les simulations avec le nouveau modéle d’endommagement.
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Chapitre 3

Effets de vitesse de chargement sur la
rupture dynamique des structures
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3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter des résultats des simulations numériques, avec
le modéle d’endommagent double-échelle proposé dans [78, 39]. Ce modéle est obtenu
par homogénéisation asymptotique & partir des microstructures avec des fissures qui se
propagent en mode I dynamique. L’objectif de ce chapitre est d’illustrer les capacités
prédictives du modéle pour les effets de la vitesse de chargement sur différents essais
de rupture dynamique. Les résultats présentés ici complétent ceux de [78, 39| et ont été
publiés dans [6, 7].

Au cours des derniéres décennies, de nombreux travaux expérimentaux, numériques
et théoriques ont été publiés sur la rupture dynamique des matériaux (quasi-)fragiles
[11, 14, 21, 26, 46, 57, 55, 80, 88, 89, 91, 93, 105, 106, 120, 140].

Pour la rupture en mode I du béton, la plupart des travaux expérimentaux se sont
concentrés sur la dépendance de la résistance en traction de la vitesse de déformation,
principalement en utilisant des méthodes indirectes telles que les essais avec des barres de
Hopkinson, conduisant aux défauts d’écaillage aprés la réflexion de 'onde de compression
initiale & 'extrémité libre de ’échantillon [26, 46, 55, 80, 93, 140].
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Cependant, la vitesse de chargement influe non seulement sur la résistance mais aussi
sur le mode de rupture en induisant des trajectoires différentes des fissures ou ’apparition
de systémes de fissures multi-branches. Pour les bétons, les essais de traction directe et de
I’échantillon en forme de L effectuées par Ozbolt et al. [107, 108] indiquent que I’augmen-
tation de la vitesse de chargement modifie les chemins de rupture montrant des déviations
prononcées par rapport a la direction de propagation quasi-statique et la formation de
multiples branches. Rittel et Maigre [122, 123] ont utilisé un essai d’impact (Compact
Compression Test) pour caractériser I’angle initial de branchement et la ténacité dyna-
mique en traction du PMMA. Les auteurs ont montré que cet angle initial de branchement
augmente avec la vitesse d’impact. Le test classique de Kalthoff, conduisant a une rupture
de mode I sous un chargement d’impact en mode II, a été utilisé par Bertram et Kalthoff
[18, 19] pour des roches fragiles comme le calcaire. Un développement spécifique du sys-
téeme de fissures multi-branches est observé a des vitesses de chargement élevées. Le but
de cet chapitre est de reproduire tous ces résultats expérimentaux en utilisant le modéle
d’endommagement dynamique proposé dans |78, 39].

Malgré les progres importants réalisés au cours des derniéres décennies par les ap-
proches de la mécanique de la rupture, elles demeurent difficiles a appliquer pour la mo-
délisation de systémes complexes de multi-fissures. Les modéles d’endommagement sont
particulierement intéressants pour cette tache. Des lois d’endommagement de type vis-
queux, a effet retard, sensibles a la vitesse de sollicitation, ont été proposées par exemple
dans [3, 4, 43, 81]. Des efforts ont été faits pour construire des modéles d’dommagement te-
nant compte des évolutions micro-structurelles, comme ceux proposés dans [48, 113, 121].

On sait que la propagation des micro-fissures joue un role essentiel dans la défaillance
de matériaux quasi-fragiles comme le béton et les roches. Ceci motive la construction de
modeéles multi-échelles d’endommagement basés sur des évolutions explicites de micro-
fissures. Une telle loi d’endommagement dynamique a été proposée dans [?, 78, 39| pour
prédire la rupture rapide des matériaux fragiles. Le modéle est déduit a partir de 1’évolu-
tion des micro-fissures en mode I dynamique, en adaptant la méthode d’homogénéisation
asymptotique proposée dans [34].

Ce modéle d’endommagement dynamique & deux échelles est adopté dans la présente
étude pour reproduire les expériences rapportées dans [18, 107, 108, 122]. Des simulations
par éléments finis de ces tests sont effectuées et les résultats sont comparés avec les
résultats expérimentaux, en mettant ’accent sur les effets de la vitesse de chargement sur
les modes de rupture macroscopique. On montrera que tous ces résultats expérimentaux
concernant différents types d’effets de vitesse de chargement sur la rupture peuvent étre
simulés avec succés avec le modéle d’endommagement adopté.

Le chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans la section 2, le modeéle d’endom-
magement dynamique est présenté. Par la suite, les résultats des simulations numériques
sont présentés pour les quatre tests dans les section 3 a 6. Des conclusions sont finalement
formulées.
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3.2 Modéle d’endommagement dynamique

Dans cette section, nous donnons les équations de base du modéle. Pour plus de détails
concernant la procédure d’homogénéisation conduisant a la loi macroscopique présentée
ici, le lecteur doit se référer a |78, 39).

Tous les champs mécaniques sont supposés dépendre des variables d’espace x1, xo, T3 et
du temps t. Les équations a I’échelle macroscopique sont obtenues en utilisant la méthode
d’homogénéisation asymptotique pour un milieu micro-fissuré localement périodique. La
période élémentaire est un carré de taille € qui contient une microfissure droite, centrée,
libre de contrainte, de longueur [. La variable d’endommagement est définie comme la
longueur normalisée d = [ /e, représentant également la longueur d’une micro-fissure dans
la cellule unitaire associée. L’hypothése de périodicité locale permet des variations spa-
tiales de la variable macroscopique d(z;,t) correspondant & des variations de la longueur
de fissure microscopique [, avec une taille de période fixe €.

Pour formuler le probléme initial concernant le solide multi-fissuré, nous notons par o;;
le champs de contrainte et par u; le champs de déplacement. Les équations de mouvement
sont :

dos; _ p82uf (3.1)
Oz, ot? '
et les relations constitutives de 1’élasticité linéaire isotrope :
O'Z-sj = aijklekl(ue) (32)
. o s Ous .
ou le tenseur de déformation linéarisé est e;;(u®) = % (% + 8—?) Pour un solide ho-
j [
mogene isotrope, le tenseur d’élasticité linéaire a la forme a;jm = %&Uékl +
ﬁ(@kéjl + 0;10;1), ou E est le module d’Young, v le coefficient de Poisson et ¢;; le

symbole de Kronecker. Les conditions de bord libre sont supposées sur les lévres des

micro-fissures :
aijj =0 (3.3)

ou N; sont les composantes de vecteur unitaire normal aux faces de la fissure. Des condi-
tions de périodicité, en déplacements et contraintes, sont supposées sur les bords extérieurs
des cellules de taille . Apreés I'utilisation des développements asymptotiques, dans le pro-
bléme de cellule unitaire des chargements de type force sur les lévres des fissures sont
présents et dépendent de la déformation macroscopique [34, 78|. Ces conditions sont équi-
valentes & celles de périodicité via une déformation macroscopique imposée. Lorsque les
microfissures se rapprochent des bords des cellules, on peut raisonnablement supposer que
la rupture se produit au point macroscopique correspondant.

L’application de la méthode d’homogénéisation asymptotique [34, 78] conduit a I’équa-
tion macroscopique du mouvement :

8015 82ui
= 3.4
ox; o (3:4)
et a la relation constitutive homogénéisée
Oi5 = Z-jkl(d)ekl(u) (35)
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pour les champs de déplacement macroscopique u;(z;,t) et d’endommagement d(x;,t)
avec les coefficients effectifs C;;; dépendant de la variable d.

Dans les travaux précédents [34, 37, 40, 56, 144 les coefficients C;;x(d) ont été obtenus
par des calculs sur la cellule unitaire contenant une seule fissure et avec des conditions aux
limites périodiques. L’orientation particuliére des microfissures conduit a une anisotropie
induite par 'endommagement et, comme montré dans [34], pour d = 1 la rigidité normale
s’annule & cause de la coalescence de microfissures dans le systéme périodique.

Dans la présente étude, nous adopterons ’expression classique de la mécanique d’en-
dommagement comme étant 'approximation linéaire de Cjp(d) :

Cijkl<d) = (1 — d)o‘aijkl (36)

ol a;;, sont les coefficients élastiques du matériau vierge, supposés homogénes et iso-
tropes. Dans toutes les simulations présentées dans les sections suivantes, les échantillons
peuvent étre considérés comme macroscopiquement isotropes, avec des micro-fissures se
développant dans diverses directions a petite échelle. Pour les cas spéciaux, comme ceux
des matériaux stratifiés, une réponse anisotrope devrait étre supposée comme conséquence
des directions préférentielles d’évolution des micro-fissures.

La propagation des micro-fissures est décrite a I’échelle macroscopique par I’évolution
en temps de la variable d’endommagement d(x;,t) dans un point matériel donné. Afin
d’obtenir une loi d’évolution d’endommagement, une approche spécifique a été propo-
sée dans [34, 39, 56, 78] a partir d'un critére de rupture microscopique de type Griffith
impliquant le taux de restitution d’énergie dynamique [57] :

ous
de __ 11 €0 2
g« = llir(l) FT(U +T)ny — ofn; . s (3.7)
ou 1 1 Ou®o
. o 1 ué dus
U= §amnklekl(u )emn(u ) 3 T = 9 61& 6t (38)

sont respectivement ’énergie de déformation et la densité d’énergie cinétique. Ici I', est
un cercle d’un rayon infinitésimal r entourant la pointe de la fissure et n est la normale
unitaire sortante sur le cercle I',.

La propagation de chaque microfissure est supposée étre symétrique par rapport au
centre de la période et se produit lorsque le taux de restitution d’énergie G% atteint
I’énergie critique de rupture G. du matériau. Plus précisément, 1’évolution des micro-
fissures est gouvernée par les relations suivantes :

dl

d€< .o
g* <G o

Cdl g B
>0; E(g G.)=0 (3.9)

En utilisant I"approche d’homogénéisation proposée dans 34, 78] on obtient la relation
d’endommagement suivante :

. (1dCip(d) Ge \ _
d <§Temkl(u)ezij(u) + 89(1})) =0 (3.10)
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) . ; s I

FIGURE 3.1 — Les réponses en contrainte (a) et endommagement (b) pour les longueurs
micro-structurelles ¢ = 8¢ —4m, ¢ = 4e — 3m, € = 2¢ — 2m et le paramétre a = 1.4.

La fonction universelle g(v) de la vitesse de pointe de fissure v fait le lien entre les taux de
restitution d’énergie dynamique et quasi-statique G = g(v)G°® et peut étre approximée
par la formule [57] :

v
o) ~ (1= ) .11)
ou (g est la vitesse des ondes de Rayleigh.
La vitesse des pointes de micro-fissure peut étre écrite comme v = %(é) = %d et la
combinaison avec (3.11) dans (3.10) conduit & la loi d’évolution d’endommagement :
d:ﬁ<1+ S > (3.12)
c 5—ag em(wey(u)

ou (.) représente la partie positive. Si nous introduisons le taux de restitution d’énergie
_1dCyji(d)

d’endommagement Y = —35—2

ex(u)e;;(u) alors la loi devient 39, 78] :

. 20k /. G
d_7<1 5Y> (3.13)

Nous notons que la compatibilité thermodynamique est assurée via la fonction d’énergie
libre macroscopique ¥ = £Cjj(d)ey (u)e;; (1) comme potentiel pour les champs associés

ov ov
gi= o Y= 3.14
" 8€kzl od ( )
pour les contraintes macroscopiques o;; = Cjjxi(d)ex(u) et le taux de restitution d’énergie

d’endommagement Y défini avant, avec Cyjp(d) = (1 — d)“ayj-

La loi d’endommagement (3.13) contient le parameétre ¢, représentant la distance mu-
tuelle entre les microfissures voisines. L’influence de ¢ sur la réponse macroscopique a été
expliquée en détails dans les travaux [38, 39, 78]. Pour illustrer cette dépendance, dans
la Fig. 3.1 les courbes contrainte-déformation et endommagement-déformation uniaxiales
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FIGURE 3.2 — Courbes contrainte-déformation (a) et endommagement-déformation (b)
pour deux valeurs de 'exposant a = 1 et a = 1.4.

sont données pour trois longueurs micro-structurelles, avec le paramétre o« = 1.4. Notons
que pour des valeurs petites de ¢ la résistance augmente, 'initiation de I’endommagement
est retardée et le comportement est plus fragile. On retrouve ainsi le type d’influence mis
en évidence pour le cas anti-plan.

I1 est important de noter que sur des échantillons réels, la distribution des microfissures
est beaucoup plus complexe que la distribution localement périodique supposée pour la
construction du modéle. Dans ce cas, 'emploi du modéle doit étre fait avec une "longueur
microscopique d’un systéme périodique équivalent" qui permettrait des évolutions d’en-
dommagement réalistes. Ceci implique des calibrations de € dépendant non seulement du
matériau mais aussi de la géométrie et du type de chargement appliqué.

Dans la loi (2.51), le taux de restitution d’énergie volumique Y active la propagation
de 'endommagement et son expression est symétrique par rapport aux déformations de
traction ou de compression. Pour éviter une rupture physiquement irréaliste en compres-
sion, nous considérons seulement la partie positive Y, dans I’équation (3.13). En suivant
Miehe [99], nous définissons la partie positive du taux de restitution d’énergie comme
suit :

Ev
21+ v)(1 —2v)

E
2(1+v)

Yy =a(l-d)* (trle(w))” + trle (u)?]) (3.15)

avec (.) la partie positive, tr I'opérateur trace. Ici ey (u) représente le tenseur de défor-
mation positive, correspondant aux parties positives des déformations principales dans la
décomposition spectrale de e(u).

Les expressions particuliéres (3.6) des coefficients effectifs combinées avec la loi d’en-
dommagement homogénéisée (3.13) assurent une réponse d’élasto-endommagement iso-
trope. En ce qui concerne le paramétre «, déja introduit dans [38], nous illustrons dans
la Fig.3.2 son influence sur la réponse locale macroscopique prédite par le modéle. Les
réponses en contrainte et endommagement pour une déformation uniaxiale a vitesse de
déformation constante sont tracées pour les valeurs des exposants a= 1 et o = 1.4. Nous
notons surtout les différences pour le régime post-pic : pour a= 1, nous obtenons un
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L d
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FIGURE 3.3 — Géométrie (a) et maillage (b) de I’échantillon de traction directe.

radoucissement plus fragile alors que pour o = 1.4, le régime post-pic correspond au com-
portement quasi-fragile, avec une rupture compléte atteinte asymptotiquement. Dans les
sections qui suivent, cette derniére valeur sera utilisée dans les simulations pour les bétons
et le calcaire, alors que pour le matériau PMMA la valeur a=1 sera considérée.

Dans les sections suivantes, le systéme d’élasticité et endommagement couplé (3.4),
(3.6), (3.13) et (3.15) sera résolus numériquement pour reproduire les résultats des essais
expérimentaux.

3.3 Essail de traction directe

L’essai de traction directe est un test classique qui peut étre utilisé pour déterminer
la résistance en traction des matériaux. Une version de ce test est schématiquement re-
présentée dans la Figure 3.3a. Sous des chargements quasi-statiques, une seule fissure est
initiée a I'extrémité de I'entaille pré-existante et se propage dans la direction normale a
celle du chargement appliqué. A des vitesse de chargement élevées, des modes de rupture
plus complexes sont observés, avec des fissures qui se rapprochent de la direction de char-
gement et des bifurcations, comme indiqué dans [107]. Notre objectif dans cette section
est de modéliser numériquement l’essai, en utilisant le modéle d’endommagement décrit
précédemment, et d’analyser les influences de la vitesse de chargement sur la rupture en
comparaison avec les résultats expérimentaux reportés dans [107].

La longueur, la hauteur et 1’épaisseur de 1’échantillon utilisé dans cet essai sont res-
pectivement de 200 mm, 200 mm et, respectivement, 25 mm. L’échantillon contient une
entaille initiale de longueur 64 mm et de largeur 18 mm avec une pointe arrondie. Le coté
supérieur de l’entaille est bloqué, tandis qu’une vitesse constante v est appliquée sur son
cOté inférieur.

Les propriétés du matériau béton utilisé, sont : le module de Young F = 36 GPa,
le coefficient de Poisson v = 0.18, la densité de masse p = 2400 kg/m? et I'énergie de
rupture G. = 65 J/m?. Pour les simulations actuelles, la valeur appropriée de la longueur
microscopique a été trouvée comme étant € = 3 mm.

Le modéle d’endommagement a deux échelles a été implémenté dans le code d’élé-
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ments finis Abaqus Explicit [1] via une subroutine utilisateur VUMAT. Le domaine est
discrétisé a l'aide d’éléments hexaédriques linéaires a intégration réduite. La Figure 3.3b
montre le maillage d’éléments finis typique utilisé pour les calculs, avec une taille d’élé-
ment approximative de 1 mm.

L’analyse effectué dans [38] a montré que, pour le modéle actuel, I’'endommagement
localise dans les régions de taille de I'ordre de €. Pour assurer 'objectivité du maillage,
nous devons considérer les maillages d’éléments finis avec une taille d’élément inférieure
a la longueur de la microstructure, ce qui sera généralement le cas dans les simulations
considérées dans la présente contribution.

Trois vitesses de chargement sont considérées : a) v = 0.5m/s, b) v = 1.4m/s et c)
v = 3.3m/s. Sur la Figure 3.4 les résultats expérimentaux (coté gauche) rapportés dans
[107] et les simulations numériques correspondantes (coté droit) sont présentés.

On note que pour la vitesse v = 0.5m/s, plus proche du régime quasi-statique, une
seule fissure se forme a partir de 'extrémité de ’entaille et se propage dans une direction
sensiblement paralléle a celle de I'entaille.

Lorsque la vitesse appliquée augmente & v = 1.4m/s, nous observons qu'une trajec-
toire de fissure courbe est formée, montrant une tendance de changement de mode, du
mode I pur au mode mixte, avec une composante de cisaillement induite par le charge-
ment appliqué sur la face droite de ’entaille. Il est important de noter que cette rupture en
mode mixte au niveau macroscopique est obtenue a I’aide d'un modéle d’endommagement
basé essentiellement sur la propagation en mode I des micro-fissures.

Une autre particularité de la propagation rapide de la fissure retrouvée dans le cas de
chargement v = 3.3 m/s est le branchement de la fissure principale. Les micro-branchements
sont observés dans les cas b) et ¢) a la suite de 'augmentation de la vitesse [39] et sont
précurseurs du macro-branchement qui se produit & peu prés a la moitié de la longueur
de la fissure principale pour v = 3.3 m/s. Nous notons que les prédictions numériques cor-
respondent bien aux observations expérimentales concernant cette trajectoire de rupture
particuliére.

Les résultats des simulations numériques montrent également le développement d’effets
d’endommagement secondaires, proche du coté de ’entaille ot le chargement est appliqué.
De telles zones de détérioration peuvent étre observées sur les lévres de 'entaille sur les
images des échantillons physiques, avec une étendue moins importante. Une analyse plus
poussée est nécessaire pour déterminer comment controler ces effets, qu'on retrouvera
également dans le test de I’échantillon en forme de L présenté dans la section suivante.
Cependant, des simulations effectuées en désactivant I’endommagement dans ces zones
ont montré des résultats similaires sur I’évolution globale de la rupture et la dépendance
de la vitesse de chargement.

Dans la Figure 3.6, nous représentons la réaction calculée sur le bord fixe de I'entaille
en fonction du temps. Ces résultats sont comparés aux résultats expérimentaux [107]
reproduits a la Figure 3.5. Nous observons des évolutions temporelles assez proches de la
réaction avec un bon accord des valeurs maximales pour les deux vitesses appliquées. Nous
remarquons également que la valeur maximale de la réaction augmente avec la vitesse de
chargement.

Les valeurs maximales de la réaction sont comparées avec celles obtenues expérimen-
talement [107| dans la Figure 3.7, pour les trois vitesses appliquées. La réaction maximale
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3.3. FEssai de traction directe

FIGURE 3.4 — Modes de rupture pour 'essai de traction directe, résultats expérimentaux
[107] (& gauche) et numériques avec le présent modeéle (& droite), correspondant aux
vitesses de chargement : (a) v = 0.5m/s, (b) v =1.4m/s, (¢c) v =3.3m/s.

est tracée en fonction du taux de déplacement correspondant en échelle logarithmique.
L’évolution prédite s’approche des valeurs expérimentales avec une augmentation plus
rapide entre v = 0.5m/s et v = 1.4m/s et des différences de valeur de 1kN entre la théo-
rie et 'essai. L’une des raisons des écarts entre les valeurs mesurées et prédites pourrait
étre le fait que le systéme de chargement complexe, avec des cadres en acier, utilisé dans
[107] n’a pas été modélisé numériquement dans les présentes simulations. Pour les valeurs
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charge maximale pour trois vitesses appliquées.
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FIGURE 3.8 — Test de traction directe : simulations avec des maillages éléments finis de
a) taille d’éléments 1 mm et b) taille d’élément s0.5mm.

élevées de vitesse de chargement, les prédictions du modéle sont plus précises.

Nous abordons finalement la question de 'objectivité vis-a-vis du maillage éléments
finis. Il est bien connu que les modéles dépendant de vitesse et, en particulier, les modéles
d’endommagements visqueux introduisent un effet régularisant et évitent la dépendance
pathologique au maillage. Cet effet régularisant est plus important pour des grandes
vitesses de déformation. Pour une étude plus détaillée de l'objectivité de maillage du
modéele d” endommagement actuel, nous renvoyons le lecteur a la référence [39].

Pour illustrer I'influence de la taille des éléments pour les simulations présentes, nous
montrons dans la Fig. 3.8 les chemins de rupture pour deux maillages ayant des tailles
d’éléments de 1 mm et de 0.5 mm, dans le cas d’'une vitesse de chargement v = 1.4m/s.
Nous pouvons remarquer que les chemins de rupture globaux sont assez similaires, avec
des trajectoires légérement modifiées et des effets de branchement plus prononcés dans le
cas du maillage raffiné. Ce dernier effet peut étre compris dans le cadre des instabilités de
branchement et du role déclencheur du maillage élément fini, comme expliqué dans [39|
et dans le chapitre précédent. La comparaison des pics de chargement avec ceux présentés
a la Fig. 3.7 a également révélé un bon accord.

3.4 Essai sur ’échantillon en forme de L

Le deuxiéme exemple que nous considérons est l'expériment du spécimen en forme
de L pour le béton, tel que décrit dans [108]. La géométrie du bloc en forme de L de
largeur 500 mm, de hauteur 500 mm et d’épaisseur 50 mm est illustrée sur la Figure 3.9a.
Un déplacement vertical est progressivement appliqué, a vitesse constante v, sur une
zone circulaire de diamétre 30 mm sur le coté inférieur libre de I’échantillon (fleche a la
Figure 3.9a), dont le centre est situé a 30 mm du bord gauche. Des régions inférieures
rectangulaires sont bloquées sur les faces avant et arriére, elles sont représentées en rouge
sur la Figure 3.9a.

Les paramétre du matériau béton sont : module de Young E = 32.2 GPa, coefficient
de Poisson v = 0.18, densité de masse p = 2210kg/m?> et énergie critique de rupture
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FIGURE 3.9 — Géométrie, dimensions, chargement (a) et maillage (b) pour I’échantillon
en forme de L.

G. = 58.5J/m?. La longueur de la microstructure a été calibrée a ¢ = 0.006 m. Les
calculs d’éléments finis sont effectués avec le logiciel ABAQUS. Le domaine est discrétisé
avec des éléments tétraédriques a déplacement linéaire dont la taille est d’environ 2.5 mm.
Le maillage éléments finis typique utilisé est montré a la Figure 3.9b.

Quatre taux de chargement sont pris en compte dans les simulations numériques :
a) v = 0.35m/s, b) v =0.74m/s, ¢c) v = 1.1 m/s and d) v = 2.4m/s. Les échantillons
endommagés obtenus dans les expériences [108] et les résultats numériques correspondants
obtenus avec le modéle d’endommagement sont présentés dans la Figure3.10.

Comme observé dans les expériences, pour de faibles vitesses de sollicitation, une
seule fissure est formée a partir du coin intérieur et aprés un avancement partiel dans la
direction diagonale, elle tend a se rapprocher de la direction normale a celle du chargement
appliqué. Cela correspond au mode I classique d’ouverture et il est ce changement de
direction est retrouvé dans les simulations numériques. Dans le dernier régime, juste avant
la percolation, la solution numérique devient trés instable avec une tendance a développer
des défauts plus distribués. Cela pourrait étre lié a la capacité du modéle & induire une
régularisation d’endommagement visqueux pour la dépendance au maillage et au fait que
cette régularisation est moins efficace lorsque les taux de chargement sont faibles.

Avec 'augmentation de la vitesse appliquée, le mode de rupture passe progressivement
du mode d’ouverture au mode de cisaillement. La trajectoire de la fissure macroscopique
se rapproche progressivement de la direction de chargement, ce qui correspond a une
rupture en mode II.

Une deuxiéme caractéristique, déja observée dans ’exemple précédent, est le branche-
ment de la fissure principale pour v = 2.4m/s. En effet, les deux modes se dissocient
dans ce cas. Comme dans le test de traction directe, nous remarquons la concordance
relativement bonne entre les résultats expérimentaux et les simulations numériques.

Dans la Figure 3.11, les courbes expérimentales charge-déplacement [108] et la ré-
ponse numérique correspondante pour v = 0.74m/s, v = 1.1m/s et v = 2.4m/s sont
représentées. Des similitudes entre les courbes numériques et expérimentales peuvent étre
remarquées pour les valeurs maximales, tandis que les régimes radoucissants sont assez
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FIGURE 3.10 — Modes de rupture, résultats expérimentaux a gauche et numériques a
droite, de 'essai sur I’échantillon en forme de L, pour les vitesses de chargement : (a)
v=0.35m/s, (b) v=0.74m/s, (c) v=1.1m/set (d) v=24m/s . 9
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FIGURE 3.11 — Résultats expérimentaux charge-déplacement [108] pour des vitesses ap-
pliquées supérieures & 740mm/s (a) et courbes numériques correspondantes (b).

différents. Des ingrédients supplémentaires devraient étre incorporés dans le modéle pour
également récupérer le comportement expérimental proche de la rupture compléte.

On peut observer que la charge maximale augmente avec la vitesse appliquée et
que ses valeurs numériques sont relativement proches des valeurs expérimentales. Sur
la Figure3.12, le pic de la charge est tracé en fonction du taux de déplacement corres-
pondant en échelle logarithmique avec les valeurs expérimentales rapportées dans [108|.
Comme dans le cas de l'essai de traction directe, pour les faibles vitesses appliquées on
remarque une certaine différence alors que pour des taux de chargement plus élevés, il y
a un bon accord entre les résultats numériques et expérimentaux.

Afin d’illustrer I'influence de la taille des éléments du maillage EF sur les simulations
d’endommagement, nous représentons dans la Fig. 3.13 les chemins de rupture pour deux
maillages de tailles d’éléments de 2.5 mm et, respectivement, 1.25mm dans le cas de la
vitesse de chargement v = 740 mm/s. Des évolutions de fissure assez similaires peuvent
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FIGURE 3.12 — Valeurs numériques et expérimentales de la charge maximale en fonction
de la vitesse appliquée pour I'essai de 1’échantillon en forme de L.
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(a) (b)

FIGURE 3.13 — Indépendance du maillage pour le test du spécimen en forme de L a) taille
de I'élément = 2.5mm et b) taille de I'élément = 1.25 mm.

étre observées, avec seulement une légére déviation induite par un effet de branchement.
La taille du maillage a peu d’influence sur I’évolution de I'endommagement, tout comme
sur les valeurs maximales des charges qui sont proches de celles de la Fig. 3.12.

3.5 Essai d’impact sur échantillon CCS

Le troisiéme exemple que nous considérons est un test d’impact sur échantillon CCS
(Compact Compression Specimen). En suivant les expériences rapportées dans [122, 123],
nous simulons ’amorcgage et la propagation de fissures dynamiques en mode mixte dans
un échantillon de PMMA sous un chargement d’impact. La géométrie de 1’échantillon
est représentée a la Figure 3.14a, les dimensions principales étant 60 mm de largeur et
70 mm de hauteur. Il contient deux encoches de dimensions : 1 mm x 16 mm et 20mm
X 3bmm, avec des pointes semi-circulaires. L’impact est modélisé par ’application d’une
vitesse sur une région de 16.5 mm du co6té inférieur gauche de ’échantillon, correspondant
au diameétre de la barre de Hopkinson utilisée dans 1’expériment.

Les paramétres du matériau PMMA sont le module d’Young dynamique £ = 5.76 GG Pa,
le coefficient de Poisson v = 0.42, la densité de masse p = 1180 kg/m? et énergie critique
de rupture G. = 350 .J/m?. La longueur microstructurelle calibrée est € = 3.5¢~*m.

Les simulations sont réalisées dans le code Abaqus/Explicit sur un domaine bidi-
mensionnel discrétisé avec des éléments bilinéaires plans a 4 nceuds avec une intégration
réduite. Le maillage d’élément fini typique est montré a la Figure 3.14b avec la taille
approximative de 1’élément de 0.08 mm.

Les chemins de rupture obtenus sont illustrés dans la Figure 3.15. En fonction de
la valeur de la vitesse d’impact v, les angles d’amorcage de la fissure par rapport a la
direction verticale sont différents. Pour v = 10m/s l'initiation de la fissure a lieu & un
angle de 26°; tandis que pour v = 20m/s les simulations fournissent un angle plus grand
de 62°. Ces résultats sont en accord avec ceux mesurés et reportées dans [122]. Les auteurs
ont trouvé un angle de fissure initial de 20° — 22° pour v = 10m/s et de 61° — 62° pour la
vitesse d’'impact v = 20m/s. Ces résultats expérimentaux et de simulation sont reportés
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FIGURE 3.14 — Géométrie (a) et maillage (b) utilisés dans les simulations de I’essai CCS.
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dans le Tableau 1.
Le modéle d’endommagement & deux échelles montre une bonne capacité de prédiction

concernant la direction d’amorcage de la rupture dans le test de CCS sur des échantillons

de PMMA.

Vitesse FEssaz Simulation
10m/s 200 — 220 269
20m/s 61° — 629 620

TABLE 3.1 — Les angles initiaux mesurés par Rittel et Maigre [122] et les valeurs prédites

par les simulations numériques du CCS test.

(a) " (b) “

FIGURE 3.15 — Trajectoire de fissures avec I’angle d’amorcage pour le test CCS avec des

vitesses d’impact : (a) v = 10m/s, (b) v =20m/s.
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FIGURE 3.16 — Energie cinétique en fonction de temps a) dans un élément endommaggé et
b) dans un élément voisin non endommagé, pour deux vitesses d’impact.

Afin d’illustrer le role des effets d’inertie pris en compte dans le modéle d’endomma-
gement, nous avons représenté dans la Fig. 3.16 1’évolution de ’énergie cinétique dans
deux éléments voisins du maillage, pour les vitesses d'impact v = 10m/s et v = 20m/s.
La figure de gauche a) correspond a un élément endommagé, tandis que celle de droite b)
correspond & un élément non endommagé. La dissipation due a I’endommagement corres-
pondante Y.d dans l'élément endommagé, intégrée sur un pas de temps de le — 10 s est
illustrée a la Fig. 3.17 pour les deux vitesses appliquées.

Nous notons une augmentation importante de I’énergie cinétique accompagnant 1’évo-
lution d’endommagement, conséquence des effets d’inertie microscopiques autour des
lévres de la microfissure. La comparaison avec 1’élément non endommagé montre clai-
rement que l’origine de cette évolution est la croissance des microfissures. La valeur maxi-
male de I’énergie cinétique correspond au temps ou I’élément est endommagé. Pour les
vitesses d’impact élevées, ces effets inertiels sont amplifiés.

0.05

10mis|
—20m's|

Dissipation [J]
=]
=1

001 = L L i L s . 1
0 1 2 3 4 5 G 7

Temps [s] <10°%

FIGURE 3.17 — Dissipation en fonction du temps dans un élément endommagé et sur un
pas de temps de le-10 s, pour deux vitesses d’impact.
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(a) I ‘ (b) "

FI1GURE 3.18 — Simulations de test de compression compacte pour deux maillages EF avec
a) la taille de I’élément = 0.16 mm et b) la taille de I’élément = 0.08 mm.

La Fig. 3.18 présente des simulations du test CCS pour deux tailles d’élément de
maillage : 0.16 mm et 0.08 mm, pour une vitesse d’impact de v = 10 m/s. Les chemins de
rupture sont représentés dans une petite région proche de la pointe de 'entaille préexis-
tante. Malgré la différence observée sur les micro-branchements des deux macro-fissures,
on peut remarquer que les angles initiaux par rapport a la direction de l’entaille sont
similaires, avec une valeur d’environ 26°.

3.6 Essai LECEI sur des échantillons de calcaire

Dans cette section, nous modélisons le test LECEI (Loading Edge Cracks by Edge
Impact) sur les roches calcaires de Solnhofen décrit dans [18, 19]. L’échantillon avec une
entaille sur un bord est soumis & un chargement de cisaillement par impact. On observe
la propagation de fissure en mode I dans une direction inclinée par rapport a celle de
I’entaille et de I'impacteur.

Une représentation schématique de 'expérience LECEI est donnée dans la Figure
3.19a. Les dimensions de ’éprouvette sont 200 mm x 200 mm, avec une entaille initiale
de longueur 100 mm et de largeur 1 mm ayant une extrémité arrondie de forme semi-
circulaire. Une vitesse constante vy est appliquée sur la moitié de la partie supérieure
gauche, déclenchant une onde de compression qui produit un état de cisaillement a 'ex-
trémité de I'entaille.

Les propriétés du matériau calcaire de Solnhofen sont : le module d’Young E =
62 G Pa, le coefficient de Poisson v = 0.3, la masse volumique p = 2600 kg/m? et I’éner-
gie de rupture G. = 14.7 .J/m?. La longueur microstructurale utilisée pour les calculs est
e =8 %m.

Les calculs sont effectués dans des conditions de contraintes planes par le code Aba-
qus/Explicit, avec des éléments triangulaires linéaires de taille approximative 2e=5m. Un
tel maillage est présenté a la Figure 3.19b.

Afin d’estimer I'influence de la vitesse d’impact vg sur le mode de rupture, des simu-
lations ont été effectuées pour des valeurs vy = 12m/s, vo = 15m/s et vy = 18 m/s. Les
chemins de fissures résultants sur une période de 40us sont présentés sur la Figure 3.20.
La fissure en mode I est formée et se propage dans la partie inférieure de I’échantillon.
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200 mm

49.75mm

200 mm

FIGURE 3.19 — Géométrie, chargement (a) et maillage élément fini (b) pour le test LECEL

On peut remarquer que pour des vitesses d’impact plus petites une seule fissure est
formée, tandis que pour des vitesses plus élevées des multiples branches sont développées.
Ce systéme de fractures multi-branches correspond bien aux observations expérimentales
rapportées dans [18, 19| et reproduites sur la Figure 3.21.

Pour une comparaison plus précise entre les prédictions du modéle et les expériences,
nous présentons dans la Figure 3.21 les étapes d’évolution de la rupture en images ex-
périmentales |18, 19] et résultats des simulations avec le modéle d’endommagement sur
I” intervalle de temps de 40us. Nous remarquons la bonne correspondance entre les deux
séries d’événements de rupture sur toute la plage de temps, depuis les premiers stades
avec une seule fissure principale jusqu’au systéme de fissure & multiples branches formé a
I’approche de t = 40us.

Les zones d’endommagement obtenus par les tests LECEI avec deux maillages de
tailles d’éléments différentes : a) 2e —5m et b) le — 5m sont illustrés dans la Fig. 3.22.
Le raffinement du maillage n’a pas d’effet important sur I’évolution de I’endommagement
et les principaux événements de branchement se produisent de maniére similaire dans les

(a) (b)

FIGURE 3.20 — Schémas de fissures du test LECEI correspondant aux vitesses d’impact :
(a) vo = 12m/s, (b) vo = 15m/s, (c) vg = 18 m/s.
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0 us

(b)

FIGURE 3.21 — Etapes de propagation des fissures pour le test LECEI sur une roche
calcaire : (a) images expérimentales [18, 19] et (b) simulations numériques avec le modéle
d’endommagement.

deux simulations.

(a)

FIGURE 3.22 — Simulations du test LECEI avec deux maillages EF de tailles d’éléments :
a) 2e —5m et b) le — 5m.
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3.7 Conclusions

Un modeéle d’endommagement double-échelle, basé sur 1’évolution dynamique des
micro-fissures, a été utilisé pour simuler des expériences de rupture dynamique comme
les tests de traction directe et de I’échantillon en L pour les bétons, ’essai d’impact CCS
pour le polymére PMMA et I'essai LECEI sur des roches calcaires fragiles. L’analyse
s’est concentrée sur l'influence du taux de chargement sur les mode de rupture et sur les
phénomeénes de branchement, en comparant les prédictions du modéle avec les résultats
expérimentaux.

Le modéle a été implémenté dans le code d’éléments finis commercial Abaqus/Explicit
et les simulations des tests de rupture dynamique ont été effectués dans un cadre bi-
dimensionnel ou tri-dimensionnel.

Les résultats des calculs pour les essais de traction directe et sur d’éprouvettes en L
ont montré que pour les faibles taux de chargement, les fissures se développent en mode
I, tandis que pour les vitesses de chargement plus élevées, la rupture passe du mode
d’ouverture au mode mixte, avec une tendance d’approcher le mode II et des effets de
branchement associés. Cette influence spécifique de la vitesse de chargement a été observée
expérimentalement et a été retrouvée dans les simulations actuelles.

Des simulations pour le test CCS nous ont permis d’évaluer 'influence de la vitesse
d’impact sur 'angle d’amorcage de la fissure. Il a été montré que I’angle de branchement
augmente avec la vitesse appliquée et que les résultats numériques obtenus sont en accord
les observations expérimentales.

Le développement d’une fissure macroscopique en mode I sous chargement de cisaille-
ment a été étudié pour le test LECEI de Kalthoff sur des roches fragiles. Dans ce dernier
exemple, I'analyse a porté sur le développement du systéme multi-fissures formées a partir
de la fissure principale lors d’une vitesse d’impact élevée. La comparaison avec des images
expérimentales montre une bonne correspondance avec les résultats des simulations sur
toute la plage temporelle.

Une étude de la dépendance du maillage EF a été réalisée pour chaque test considéré
et les résultats ont montré des influences relativement faibles. Les principaux modes de
rupture ont été obtenus indépendamment du maillage, pour des tailles d’éléments suffi-
samment petites.

Les quatre tests considérés dans la présente étude, impliquant différents types de
chargement, de modes de rupture et de matériaux constitutifs, nous ont permis d’évaluer la
capacité de prédiction du modeéle d’endommagement & deux échelles. Les caractéristiques
expérimentales essentielles concernant les effets de vitesse de chargement sur la rupture
dynamique ont été retrouvées par les simulations.

Malgré le fait que le modéle repose uniquement sur la croissance des micro-fissures en
mode I, des effets macroscopiques de rupture dynamique en mode mixte ont été correcte-
ment reproduits. D’autres améliorations du présent modéle pourront inclure l'incorpora-
tion de la propagation en mode mixte a 1’échelle microscopique.
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4.1 Introduction

L’étude de la relation entre les phénomeénes micro-structurels et la réponse macrosco-
pique permet de mieux prédire le comportement des matériaux. Ces derniéres années, des
efforts considérables ont été faits pour établir un lien entre les phénomeénes de rupture
microscopique et les comportements macroscopiques correspondants. De nombreux cher-
cheurs se sont concentrés sur le développement de la modélisation macroscopique a partir
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de considérations d’analyse micro-mécanique d’un milieu multi-fissuré par des procédures
d’homogénéisation. De cette maniére, les analyses micro-mécaniques peuvent conduire a
une meilleure compréhension des phénomeénes observés au niveau macroscopique dans les
expériences.

Des travaux récents ont permis de proposer des lois d’endommagement dans le cas de
propagation quasi-statique et dynamique des micro-fissures, avec la méthode d’homogé-
néisation basée sur des développements asymptotiques ([34],[35],[37],[56],|78]). Par contre,
ces modeéles ne tiennent pas compte des effets de frottement sur les lévres de fissures dans
la modélisation.

Afin de parvenir & un véritable modéle de comportement, capable de rendre compte
des phénomeénes observés expérimentalement, il s’avére nécessaire de prendre en compte
la dissipation liée au frottement sur les lévres des micro-fissures en méme temps que la
propagation dynamique des micro-fissures.

Un modéle d’endommagement tenant compte des frottement sur les lévres des micro-
fissures a été proposé dans [141]. Cependant ce modéle reste dans le cadre d’évolution
quasi-statique des micro-fissures.

L’objectif dans ce chapitre est de compléter les études précédentes en obtenant un
modeéle d’endommagement qui prend en compte a la fois des effets de contact avec frot-
tement sur les lévres des micro-fissures et des effets dynamiques sous une sollicitation en
mode II.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans la section 2, le probléme dy-
namique avec contact et frottement est présenté. Ensuite, dans les sections 3, 4 et 5, la
méthode d’homogénéisation est utilisée pour obtenir la loi d’endommagement dynamique
avec frottement et les coefficients effectifs. La section 6 est consacrée a I’étude du compor-
tement local du modéle. Des résultats des simulations numériques a 1’échelle de structure
sont présentés et le lien avec I'étude du frottement dynamique est fait dans la section 7.

4.2 Formulation du probléme

Nous considérons I’évolution dynamique d’un solide élastique contenant une distribu-
tion de micro-fissures, supposée localement périodique comme illustré sur la Figure 4.1.
Nous supposons que les micro-fissures sont en contact unilatéral avec frottement sur les
lévres. Pour simplifier, nous considérons le cas des micro-fissures paralléles a 'axe x;.
Par rapport a cette direction, des sollicitations en mode de cisaillement (mode II) sont
appliquées. Les relations constitutives de 1’élasticité linéaire peuvent étre écrites :

O'Z-Ej = aijklexkl(us) (41)

et I’équation élastodynamique correspondante est :

0o, O*us
v J
Gxi —F 8752 (42)

ou u® et o° sont des champs de déplacement et de contrainte, p la densité de masse, e,
est le tenseur de déformation linéairisé, défini comme suit :
1 8uk 8ul

= 5(8_1’1 + a—mk (4.3)

Cxkl (ua)
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a) b)
< 4 d
3 —>

x; e s
—

X

FIGURE 4.1 — a) Domaine micro-fissuré avec une microstructure localement périodique :
¢ est la taille de la période et [ est la longueur de micro-fissure. b) Cellule unitaire avec
une fissure de longueur normalisée d = [/¢.

par rapport a la variable x et les coefficients élastiques linéaires a;j;,; pour le solide homo-
géne isotrope ont pour expression :

ik = A0ijOr + p(0indji + 0iadjn) (4.4)

ol A et p sont des constantes de Lamé.
On suppose que les micro-fissures sont fermées. Les conditions de contact unilatéral
sur leurs faces peuvent étre exprimées par les relations :

[0°N] =0, No°N <0, [u".N]=0 (4.5)

En plus de la relation de contact (4.5), les conditions de frottement de type Coulomb sont
considérées sur les lévres de la fissure en régime de glissement :

|To°N| = —pusNo°N (4.6)

ot N et T sont respectivement les vecteurs unitaires normal et tangent a la fissure et |[.]
représente le saut & travers la ligne de la fissure et par rapport a l'orientation de N, py
est le coefficient du frottement.

4.3 Homogénéisation asymptotique et loi d’endomma-
gement quasi-statique

Dans cette section, nous utilisons la méthode d’homogénéisation asymptotique [10, 16,
126] pour déduire le comportement effectif du solide micro-fissuré. Ceci va servir de base
pour la construction du modéle d’endommagement.

Deux variables x et y sont introduites pour la méthode d’homogénéisation : x est la
variable de I’échelle macroscopique et y celle de I’échelle microscopique. Ces variables sont
lices par la relation y = % ou ¢ est la taille de la période.

En suivant la méthode d’homogénéisation, nous considérons les développements & deux
échelles des champs de déplacement et de contrainte :

' (x,8) = uO(x,y, 1) + cu®(x,y, 1) + 20 (x,y, 1) + .. (4.7)
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1
O'ijE(X,t) = gO’ij(il)(X,y,t) + O'ij(o) (X,y,t) + 8O'ij(1) (X,y7 t) 4+ ... (48)

ot ud(x,y,t) et 0;;)(x,y,t) sont des fonctions Y-periodique en y.
En remplacant les expressions de u et de o;; dans les problémes élastodynamiques
(4.2) et en regroupant les termes correspondant & la méme puissance de €, on obtient :

(=1 (=1 (0) (0) 1) 2, ¢
Jo;; o, do; N Jo;; 0, Jo;; N Jo;; _ pa uj (4.9)
De méme, en remplagant les développements a deux échelles dans les relations consti-
tutives (4.1), nous obtenons :

o = aimega(u®)

Ug’)) = aijkl(exkl(u(o)) + eykl(u(l))) (4.10)

g’g) = agm(ea(a™) + ey (u?))

Concernant les conditions aux limites sur les faces des fissures, pour ce cas de fissures
fermées avec du frottement, nous trouvons pour différentes puissances de ¢ (m=-1,0,1) :

|:0-z(]m)N]i| == 0, NZ‘O'Z'j(m)Nj < 0, |,I;0'1<Jm)NJ| == —[,LfNZO'Z](m)N] sur Cyi (411)
avec la continuité des déplacements normaux :
WP N] =0 suwr CY* (4.12)

pour p=0,1,2...

En remplagant la premiére expression de (4.10) dans la premiére équation de (4.9) et
dans les relations de (4.11) pour m=-1, nous obtenons le probléme aux valeurs limites
pour u® :

0

8—(aijkleykl(u(0)))20 dans Y (4.13)
Yi

[(aijkleykl(u(o)))]\fj] =0 sur CY*
Ni(a,-jkleykl(u(o)))]\fj < 0 sur CY:E (414)
I Ti(aime (@) N;| = —ppNi(agreyu(a®))N; sur CY*
Ce probléme de u® avec des conditions aux limites périodiques sur les bords extérieurs
de la cellule nous permet de déduire que u® = u© (x,t) ne dépend pas de la variable
microscopique y et donc devient le champ de déplacement macroscopique.

Le probléme de u™ est obtenu en remplacant la deuxiéme équation de (4.10) dans la
seconde relation de (4.9) et dans les relations de (4.11) pour m=0 :

0
a—y(aijkleykl(u(l))):O dans Yj (4.15)
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[(aijkleykl(u(l)))Nj] = - [(az‘jklemz(u(o)))Nj} sur CY*
Niaijr(ega(uD) + e (u)N; < 0 sur OV (4.16)
| Tiaijer(eyrr(0) + expa(WO)) NG| = =g Nitsjia (e (0 + €2 (V) N; sur CY*

En choisissant le systéme de générateurs EP? pour les déformations maroscopiques

telles que :
E! = (‘B/B 8) (4.17)

E" = (_10/5 __11/2@ (4.18)

E” = (_10/5 j?g) (4.19)

la déformation macroscopique e, (u(®) peut étre écrite comme combinaison linéaire de ces
éléments :
€:m‘j(u(0)> = apq(u(o))EZ-q (4.20)

ot ap,(u®) sont des fonctions linéaires de u® telles que : aj;(ul?) = —Be,i; (),
a12(0) = Blegar (@) —ep12(u®)), g (u®) = Blep12(u®)—2e,95(u®)) et la constante
B = 800. Cette valeur de 3 est choisie afin d’appliquer des déformations petites dans la
résolution des problémes de cellule pour que les conditions numériques de contact sur les
lévres des fissures soient efficaces, en évitant les pénétrations.

Soit le vecteur nP? une solution particuliére pour une déformation e,;; (u(®) donneée,
la solution u) peut étre écrite comme suit :

u(l) <X7 Y, t) = npq(y)ale(X7 t) (421)
Le probleme de la cellule peut étre formulé en termes de nP? comme :
0 Pay) — Y.
a—y(aijkleykl(n )) =0 dans f (4.22)

[aijeieyu (NP N;] = — [(aimER)N;] sur CY*
Niaijni(egr(nP?) + EEDYN; < 0 sur OY* (4.23)
| Tsaijr(eya(n®) + ERN;| = —piy Niaija(eya(n™?) + Eff)N; sur CY™
En introduisant la contrainte macroscopique comme la valeur moyenne sur la cellule,

1
0 0
Zgj) =< O-z(j) >= m v aijkl(exkl(u(o)) + eykl(u(l)))dy (424)

I’équation macroscopique homogénéisée est obtenue :

(0)
0 w0 _ Py

i J 4.25
oz, 9~ P (4.25)
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En remplagant les relations (4.20) et (4.21) dans (4.24), nous obtenons :

1 mn mn
= v/, aiji (B + ey (n™))dy ot (1) (4.26)
qui peut étre réécrite de la fagon suivante :
2 = O zmn (1®) (4.27)
ol .
Cljmn = v / agu(Eg" + eya(n™))dy (4.28)
Ys

sont les coefficients effectifs. Puisque |Y| = 1, dans ce qui suit, |Y| sera omis. En intro-
duisant la relation (4.20) dans (4.27), on peut réécrire la contrainte macroscopique en
fonction des déformations e ., :

S = CijmnCamn(u®) (4.29)
ou
Cijn = — | Bayu(By + eyu(n'))dy (4.30)
Y,
B
Cijtz = /Y Eaijk,((ng + eyu(n7?)) — 2(Ef + eya(n'?)))dy (4.31)
Cijoa = / 2Baiu((Ey; + eg(n'?)) — (Eif + eya(n™)))dy (4.32)

L’analyse effectuée dans Wrzesniak et al. [141]| a permis d’obtenir la loi quasi-statique
d’endommagement pour des micro-fissures en contact avec frottement en fonction des
déformations macroscopiques a,,(u®) sous la forme :

(ga 1 aC%npq @

? + (QW + Imnpq>amn(u(0))QPQ(U(O))> d = (433>

et en fonction des déformations macroscopiques exmn(u(o)) :

€ 10Cn :
(%4 G2+ Lm0 () ) d =0 (434

OU Lppnpg sont des intégrales (voir Annexe A) provenant de la présence du frottement sur

les micro-fissures et se calculent a partir des combinaisons de I, . définis par :

1d
Lnpa = 555 / aiji(Egy" + ey (n™)) N[0} ds,
2dd J oy

dn?
[ oo E+ el )N ds, (4.35)
cYy

[nP9] dans cette relation représente le saut du déplacement a travers les levres de fissure
Ppq
et [dZZz | le saut a travers les lévres de fissure de la dérivée du déplacement par rapport a

la variable d’endommagement d.
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4.4 Coeflicients effectifs C),,,, et intégrales I,,,,,

Les coefficients homogénéisés C,,,pq et les intégrales I, présents dans la loi d’en-
dommagement quasi-statique (4.34) sont fonctions des solutions particuliéres n??. Pour
obtenir ces derniéres il faut résoudre le probléme de cellule (4.22-4.23) en appliquant les
déformations macroscopiques données aux équations (4.17-4.19). Le logiciel d’éléments fi-
nis Comsol Multiphysics [33] est employé pour ces calculs. Afin de rendre plus simples les
équations a résoudre numériquement, nous utilisons le changement de fonction inconnue
de nf* a vi?, avec nf" = vi* — E}}'y;. Avec ce changement de variable, les conditions de

périodicité sur les bords extérieurs de la cellule deviennent [133] :
(V' = Efy) " = (v = Effy;)” (4.36)

ou vP? et y sont respectivement les vecteurs de déplacement et de position initiale des
points sur les bords extérieurs de la cellule unitaire, + définit les deux bords opposés de
la cellule unitaire. Avec ce changement, les équations (4.22-4.23) sont écrites en fonction
de vP? comme suit :

0

a—y(aijkleykl(qu)) =0 dans Y (437)
[asjrey(VPI)N;] = 0 sur CY™

Niaijrey(VP)N; < 0 sur CY* (4.38)

\Tl-aijkleykl(qu)Nﬂ = _,quiaijkleykl(qu>Nj sur CY:E

La condition de continuité des déplacements normaux en vP¢ donne :
[VP4N] =0 sur CY* (4.39)

Les solutions particuliéres vP? sont déterminées pour des valeurs de la variable d don-
nées. Une fois cette solution calculée, nous utilisons ’expression de changement de variable
de P4 a vP? dans les relations (4.30-4.32) pour calculer les coefficients effectifs Cj;x; et
dans I'équation (4.35) pour calculer les intégrales I, (voir Annexe). Ces intégrales sont
déterminés pour 20 valeurs de d variant de 0 & 1 et ensuite une interpolation est faite.

Pour I'implémentation, nous utilisons les paramétres du matériau PMMA avec le mo-
dule de Young E = 5.6G Pa, le coefficient de Poisson v = 0.33, la densité de masse p =
1170kg/m? en considérant trois valeurs de coefficients de frottement py = 0, py = 0.25,
Hy = 0.5.

Dans les Figures 4.2 et 4.3 nous représentons les coefficients homogénéisés (999, Cla12
et I'intégrale Is999, correspondant & la fissure horizontale considérée pour trois valeurs du
coefficient de frottement p1y. Pour d = 0, les coefficients homogénéisés sont égaux aux
coefficients élastiques Cyji = a4jp, tandis que pour d # 0, les coefficients : Ci111 = a1,
Chi22 = Ca211 = a1122, Ciniz = Cra11 = 0, Cag12 = 0, Cag22 = ag222 ne sont pas affectés par
la variation de d.

Le coefficient effectif Cja99 illustré a la Figure 4.2, caractérise 'influence de la défor-
mation de compression egm(u(o)) sur la contrainte de cisaillement macroscopique Egg).
En I'absence de frottement, la déformation de compression n’a pas d’influence sur la ré-
ponse aux contraintes de cisaillement, tandis qu’en présence de frottement, la compression
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FIGURE 4.2 — Coefficients effectifs (999 et Ci912 en fonction de d, pour trois valeurs de
coefficient de frottement p1; =0, py = 0.25 et py = 0.5.

conduit & des contraintes de cisaillement globales. Cet effet est amplifié par la valeur du
coefficient de frottement ainsi que par la taille de la zone de frottement, controlée par la
longueur de microfissure normalisée. Les deux influences sont visibles sur la Figure 4.2,
le coefficient effectif Ciag9(d) étant une fonction croissante et ayant les valeurs les plus
¢élevées pour py = 0.5.

En ce qui concerne le coefficient Cis919, la Figure 4.2 montre qu’il s’agit d’une fonc-
tion décroissante de d. Son comportement n’est pas affecté par la valeur du coefficient
de frottement. C’est essentiellement 'effet de la déformation de cisaillement en volume
sur la réponse macroscopique des contraintes de cisaillement. Cependant, la présence de
micro-fissures facilite la déformation de la cellule et réduit le niveau de contrainte de

FIGURE 4.3 — Intégrale 5295 en fonction de d, pour trois valeurs de coefficient de frottement
Hy = 0, Hf = 0.25 et Hy = 0.5.
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cisaillement résultant. Ceci explique la diminution de Cjs12 par rapport a d. Pour une
cellule complétement fracturée, aucune contrainte de cisaillement n’est générée puisque
les deux parties se déplacent librement.

Le calcul des intégrales I, a révélé que le seul terme non négligeable est Ingo. Il
est représenté dans la Figure 4.3 en fonction de 'endommagement d. Etant donné que
ces coefficients caractérisent la dissipation due au frottement sur les lévres des micro-
fissures, il est évident qu’ils disparaissent pour py = 0 et ont des valeurs plus élevées pour
des coefficients de frottement importants. De plus, Iy9(d) est une fonction croissante
du fait que le frottement sur des micro-fissures plus grandes implique une plus grande
dissipation d’énergie. Ce nouveau mécanisme de dissipation réduira I’énergie disponible
pour la rupture et produira un effet de ralentissement sur la propagation des micro-fissures.

4.5 Loi d’endommagement dynamique avec frottement

Dans cette section, nous utiliserons une approche énergétique de propagation dyna-
mique des micro-fissures en vue d’obtenir la loi d’endommagement dynamique avec le
frottement. Nous considérons un critére de propagation de type Griffith G* = G, ot G
est le taux de restitution d’énergie dynamique qui est exprimé par la formule :

G% = lim ((U + T)ne — o;;n; 8ui) ds (4.40)
Iy

—0 0r

avec U est ’énergie élastique et T' I’énergie cinétique qui ont respectivement pour expres-
sions :

1
U= §amnklecﬁkl(u€)ewmn(ue) (441)
1 Ou® ou®
= - 4.42
20 0t Ot (442)

En remplagant dans les expressions les développements asymptotiques des champs
de déplacement u‘ et de contrainte o et tenant compte de la singularité des champs
mécaniques, nous obtenons I'expression de G% écrite sous cette forme :

d (1) Ouy"
G = elim FYT(—aiJkleym(u n( o )
1 1 oul®
—i—(—amnkleykl(u(l))eymn(u(l))) + —pv¥( )?) nids, (4.43)
2 2 3y1

ot le changement de la variable dS = eds, a été effectué et la vitesse physique de pointe

des micro-fissures v = e%l a été introduite. Le taux de restitution d’énergie dynamique

peut étre exprimé comme fonction des facteurs d’intensité des contraintes comme suit
[129] :

G% = gy(v)G* (4.44)
ou G° est le taux de restitution d’énergie quasi-statique exprimé en fonction du facteur
d’intensité quasi-statique K;; en mode II :
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1—v
G = 2 K3, (4.45)
et g9 est la fonction universelle en mode II déterminée par la formule :
1+ v2(1 — )2
g2(v) = — > ) (4.46)

1—2(1-v)i3R(v) D (v)

Ccy = sont respectivement les vitesses des ondes de cisaillement et

A0 (0-2)
longitudinales du matériau, cg est la vitesse de Rayleigh. R(v) et D(v) sont des fonctions
de v et pouvant étre obtenues a partir des expressions :

R(v) = (1 +m3)? — 4mym, (4.47)
D, (v) = 6xp(% / » aqi(—z;)/vda) (4.48)

2 . 402v/1—a2r/a2—ca/c1
avec les constantes m; o = , /1 — 5 et la fonction ¢(a) = arctan [
1,2

(2a2-1)2

Afin de trouver une loi d’endoinmagement dynamique sous une forme plus simple,
nous cherchons une approximation de la fonction go(v) comme c’était le cas pour le mode
I ot une approximation de g;(v) est souvent utilisée dans les applications.

En réécrivant la fonction g, en fonction de v/cg et en utilisant une méthode numeérique
pour évaluer l'intégrale D, (v), nous pouvons calculer g, pour v/cg variant de 0 a 1. Sa
représentation graphique est donnée a la Figure 4.4 et comparée a d’autres fonctions plus
simples ne contenant pas d’intégrale qui sont des fonctions d’approximation de gs(v) :

0a(0) = g5 (0) = [1- ()"

que nous allons utiliser par la suite pour les lois dynamiques en mode II. En prenant
G¢ de I'équation (4.44) et en le remplagant dans la relation (4.34), nous obtenons la loi
d’endommagement dynamique avec frottement en mode II :

gde + 1 ac(mnpq
[Sp) (’U) 2 od

+ Imnpq)emn(u@))equ(u@))) d=0 (4.49)

En utilisant le critére de propagation de Griffith G% = G. avec d # 0 pour les micro-
fissures en évolution, nous obtenons la loi d’endommagement écrite sous cette forme :
1/a
d— QCR QCQ
: (5752 + o) amn (0 epg (u(®)?

ol {.) représente la partie positive. Si nous introduisons la notation Y; = Inpe€amn(0)erp,(u®))
pour la contribution liée au frottement et le taux de restitution d’énergie d’endommage-
ment Y = — 19Cmnpg Camn(10) e, (1), alors la loi d’évolution se réécrit sous une forme

2 od
. QCR gz L/a

(4.50)

plus compacte :
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FIGURE 4.4 — La fonction g5(v) et ses approximations vs v/cg.

[ |
1y=0.25 |
p=0.5 |

0.9

0.8

-2,, [Pa]

06

05

0.4 . L I I
i) 0.005 0.01 0.015 0.0z 0.025 V] 0.005 0.01 0.015 0.0z 0.025

21 b) Ml

FIGURE 4.5 — Endommagement d et contrainte —>15 en fonction de la déformation —e, 1o
pour le coefficient de frottement : py = 0, py = 0.25, puy = 0.5.

Comme pour les modes I et III, on remarque que dans cette loi d’évolution la longueur
microscopique € est présente et sera responsable des effets de taille de microstructure.

4.6 Comportement macroscopique local

Dans cette section nous analysons la réponse locale du modéle obtenu, en prenant o =

1 pour 'approximation de gs(v). Nous considérons pour cette étude les mémes parameétres
matériau du PMMA que pour le calcul des coefficients effectifs Cj;i; et des intégrales I,
dans la section précédente. L’énergie critique de rupture est G. = 350 J/m?.
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FIGURE 4.6 — Endommagement d et la contrainte —X;5 en fonction de la déformation
—ez19 pour trois valeurs de la déformation de compression : e,99 = —le—>5, €,99 = —He—3,
€r29 — —le — 2.

4.6.1 Influence du coefficient de frottement

Pour étudier I'influence du coefficient de frottement sur la réponse locale de la cellule,
nous imposons une vitesse de déformation de cisaillement constante é,15 = —8000 /s, une
déformation de compression egos = —5.1073, avec 'endommagement initial dy = 0.2. La
taille microscopique est ¢ = 0.003 m. Nous représentons dans la Figure 4.5 la contrainte
—>19 et 'endommagement d en fonction de la déformation —ejs pour trois valeurs de
coefficients de frottement py = 0, uy = 0.25, uy = 0.5. On remarque une dépendance claire
du coefficient de frottement du matériau. La résistance au cisaillement augmente avec le
coefficient du frottement, car le frottement rend plus difficile la propagation. L’initiation
de 'endommagement est retardée pour un coefficient de frottement plus élevé. Les fissures
présentant un frottement plus important sur leurs lévres sont plus difficiles a faire propager
que celles ayant des frottement moins élevés. Une partie de I’énergie disponible est dissipée
par frottement sur les lévres de la fissure.

4.6.2 Influence de la compression

Nous considérons trois valeurs de la déformation egoo = —107°, €499 = —5.1073 |
ez22 = —1072. Nous étudions l'influence de la compression sur la cellule pour un coefficient
de frottement sy = 0.5, une vitesse de déformation é,12 = —8000 /s et 'endommagement
initial dy = 0.2.

L’influence de e, o0 est représentée dans la Figure 4.6 qui montre la contrainte —>19
et ’endommagement d en fonction de la déformation —ej5. Nous observons qu'une aug-
mentation de la déformation de compression produit un retard sur ’évolution de l’en-
dommagement et que la résistance est augmentée. Comme dans ’exemple précédent, le
frottement est plus important pour des compressions plus fortes et cela rend plus difficile
la propagation des microfissures.

Afin de voir I'influence de la compression sur la vitesse de la pointe des micro-fissures
nous représentons dans la Figure 4.7 la vitesse a la pointe v, comme fonction de la défor-
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FIGURE 4.7 — Vitesse de la pointe des micro-fissures en fonction de la déformation —eqs
(a) et de d (b) pour trois valeurs de la déformation de compression et dy = 0.85.
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FIGURE 4.8 — Vitesse de la pointe des micro-fissures en fonction de la déformation —eqs
(a) et de d (b) pour trois valeurs de de déformation de compression et dy = 0.2.

mation —e,qo et de la variable d pour les mémes valeurs de la déformation de compression
que précédemment, mais pour un endommagement initial dy = 0.85 et ¢ = 0.0002 m.
Pour cette valeur de dy, on voit sur les courbes que la compression élevée a pour effet de
diminuer la vitesse de propagation des micro-fissures. Si nous prenons des cellules ayant
de 'endommagement initial petit, I'initiation des endommagements est retardée par la
compression mais son effet sur la vitesse de la pointe est moins visible. Toutes les micro-
fissures se propagent avec une vitesse qui se rapproche de Cg - la vitesse limite. Les
courbes vitesses correspondantes sont représentées dans la Figure 4.8 pour un dy = 0.2.

4.6.3 Influence de I’endommagement initial

Nous nous proposons dans cette section d’étudier 'influence de 'endommagement ini-
tial sur le comportement local macroscopique. Nous appliquons une déformation de com-
pression e,00 = —1le — 3, e;11 = 0, une vitesse de déformation de cisaillement constante
éz12 = —8000 /s et nous prenons la taille de la période ¢ = 8¢ — 4 m. La courbe de
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FIGURE 4.9 — Endommagement d (a) et contrainte —%;5 (b) en fonction de la déformation
—ez12 pour six valeurs différentes de d.

contrainte de cisaillement et de ’endommagement en fonction de —e,15 est donnée dans
la Figure 4.9 pour un coefficient de frottement py = 0.5 et pour six valeurs de I’endom-
magement initial.

On remarque que pour des micro-fissures de tailles initiales plus grandes, des défor-
mations plus petites sont suffisantes pour faire rompre la cellule complétement, alors que
lorsque la cellule a un dj petit il faut un cisaillement plus important pour faire propager
les micro-fissures. On peut voir sur la Figure 4.9 qu’il y a un écart trés important entre
les résistances au cisaillement pour dy = 0.1 et dy = 0.3. Cet écart est six fois plus petit
pour dy = 0.3 et dy = 0.5.

4.6.4 Influence de la vitesse de déformation

Nous analysons maintenant la réponse macroscopique locale pour différentes valeurs de
la vitesse de déformation : é,19 = —100 /s, é,10 = —1000/s, é,12 = —10000 /s. Les courbes
contrainte —X15 vs —e, 19 et la variable d vs —e, 1o sont données dans la Figure 4.10 pour
un coefficient de frottement py = 0.5, une déformation de compression egz00 = —1le — 3 et
pour € = le — 3 m.

Nous observons une réponse fragile sur I’évolution des contraintes et de '’endommage-
ment pour des faibles vitesses de déformation alors qu'un effet de ductilité associé & une
légere augmentation de la résistance est observée pour des plus grandes vitesses de défor-
mation. Ce second comportement est di & l'effet d’inertie plus important retrouvé pour
des vitesses grandes et entrainant une propagation plus lente des micro-fissures. L’effet
est celui déja observé dans le cas des fissures se propageant sans frottement sur les lévres.

4.6.5 Influence de la taille de microstructure

Nous étudions finalement l'effet de la longueur microscopique sur la réponse locale du
matériau. La Figure 4.11 montre les effets de la longueur des microstructures pour le co-
efficient de frottement iy = 0.5. Les tests ont été effectués pour la vitesse de déformations
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FIGURE 4.10 — Endommagement d et contrainte —X;5 en fonction de la déformation

—ez12 pour trois valeurs de vitesse de déformation : é,15 = —100 /s, é,10 = —1000/s,
é12 = —10000 /s.
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FIGURE 4.11 — Endommagement d et contrainte —X15 en fonction de la déformation —e o
pour trois valeurs différentes de taille de microstructure : ¢ = le —3 m, ¢ = le — 4 m et
e=1le—5m.

é,12 = —8000 /s et pour des déformations e,17 = 0, e,00 = —1le — 3. Trois valeurs de taille
de microstructure ont été considérées : e =le—3m,e=1le—4mete=1le—5m.
Nous observons que la résistance au cisaillement augmente lorsque la taille de la mi-
crostructure diminue. Plus la microstructure est fine, plus le matériau est résistant. L’ini-
tiation de 'endommagement est retardée pour des tailles petites de microstructure.

4.7 Simulation des effets de compression sur I’évolution
du front de rupture d’une interface avec frottement

Dans cette derniére partie, nous analysons les prédictions du modéle d’endomma-
gement dynamique au niveau structurel. Sur la base des travaux expérimentaux dans
[15, 134], établissant un lien clair entre le début du glissement par frottement et la rup-
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FIGURE 4.12 — Géométrie et chargement du spécimen PMMA pour la simulation des effets
de compression.

ture dynamique en mode II, nous utilisons le nouveau modéle d’endommagement pour
simuler cette premiére étape de frottement entre deux blocs en polymére PMMA. L’inter-
face entre eux est considérée comme une ligne endommagée avec une valeur élevée de d.
La propagation du front de fissure de cisaillement sur l'interface est ensuite simulée avec
la loi d’endommagement établie qui inclut naturellement les effets de frottement.

4.7.1 Géométrie, chargement et maillage du spécimen

Nous considérons un modéle réduit d’échantillon ayant une forme carré de coté 10 mm
similaire aux études faites dans [90, 100, 146]. Le matériau utilisé est le PMMA ayant
les mémes propriétés que celles utilisées dans I’étude macroscopique locale mais avec une
énergie critique de rupture G, = 400 J/m? et la taille de la microstructure considérée
e=1le—3m.

Un chargement en compression-cisaillement est appliqué sur le bord supérieur de
'échantillon, & travers les déplacements wu,(t) et u,(¢) comme représenté dans la Figure
4.12, tandis que son bord inférieur reste fixe. Le déplacement de compression u,, est ap-
pliqué en deux étapes : sur la premiere période de temps allant de 0 s a tp, = le—4 s il est
appliqué linéairement et aprés maintenu constant sur le reste du temps de chargement :

— 2 gt <t
uy(t) = { oy 1 = (4.52)
—Ugy SLT > 1oy

ol ug, est un déplacement constant imposé.
Le déplacement u,(t) est imposé suivant la direction z d’une maniére linéaire sur toute

la durée de chargement tel que :
Upg

Up(t) = — 02y (4.53)

tO:):
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FIGURE 4.13 — Maillage de I’échantillon pour la simulation des effets de compression sur
la rupture.

avec to, = 2e — 3 s le temps final du chargement et ug, = 8¢ — 4 m le déplacement final
appliqué.

Le bord inférieur de I’échantilon est bloqué suivant les axes x et y alors que ses bords
latéraux sont laissés libres.

Les simulations sont réalisées dans le code Abaqus/Explicit [1] via un sous-programme
VUMAT sur un domaine bi-dimensionnel discrétisé avec des éléments bilinéaires plans a
4 noeuds avec intégration réduite. Les conditions de contraintes planes sont employées et
le maillage d’élément fini typique est montré a la Figure 4.13 avec la taille approximative
de I’élément de 2.5 — 5 m.

Sur tous les éléments situés sur la ligne horizontale centrale du spécimen, la partie
représentée en trait rouge discontinu sur la Figure 4.12, nous mettons de 'endommagement
initial dy = 0.7 pour que la rupture macroscopique se produise dans cette zone de la
structure.

Comme mentionné précédemment, le glissement avec frottement est initié par la propa-
gation rapide d’une fissure en mode II qui traverse l'interface entre deux blocs de PMMA.
Cette rupture dynamique est simulée ici par le modéle d’endommagement basé sur la
propagation rapide des micro-fissures en mode II. L’interface entre les deux blocs est re-
présentée par la zone centrale affaiblie dans laquelle ’endommagement initial est dy = 0.7.
Ainsi, le lien frottement dynamique-rupture mis en évidence dans [15, 134] nous permet
d’interpréter les simulations qui suivent en termes des résultats des essais de frottement
réalisés par les auteurs.

4.7.2 Simulations numériques

Les résultats de calcul pour quatre valeurs distinctes des déplacements de compression
ugy = 0.111 mm, ug,, = 0.110628 mm, ug, = 0.05 mm et ug,, = 0.03 mm, sont représentés
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a) = b) =
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FIGURE 4.14 — Evolution de 'endommagement & t=0.9 us de l'initiation de la rupture,
pour quatre déplacements appliqués : a) ug, = 0.111 mm, b) ug, = 0.110628 mm, c)
g, = 0.05 mm et d) ug, = 0.03 mm.

dans la Figure 4.14. Dans ces images, les distributions d’endommagement sont représentées
a l'instant t=0.9 us ou t=0 correspond au moment du déclenchement de la rupture. Les
points matériaux complétement endommagés (d = 1) sont représentés en rouge. On peut
remarquer que pour des valeurs plus faibles du déplacement de compression, la fissure
macroscopique évolue plus rapidement. Ceci est conforme aux résultats de ’analyse de la
réponse locale.

Pour mieux comprendre les effets du chargement de compression, nous avons représenté
dans la Figure 4.15 la vitesse locale a la pointe de la fissure, évaluée au moment de démar-
rage qui a lieu au centre de I'interface, en fonction du rapport de contrainte de cisaillement
et de compression X15/Y99. Pour représenter cette courbe, nous avons considéré les dé-
placements ug, = 0.112 mm, ug,, = 0.111 mm, ug,, = 0.11095 mm, g, = 0.110625 mm,
ug, = 0.05 mm et ug, = 0.03 mm et évalué les contraintes au moment de démarrage de
la fissure au centre de 'interface.

Deux régimes de vitesses de fissure sont obtenus. Pour des faibles déplacements ap-
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FIGURE 4.15 — Vitesse locale de propagation en fonction du rapport de contraintes
Y12/395 ¢ a) simulation numérique et b) résultat expérimental [15].

pliqués on obtient des vitesses dans le régime super-shear : v > cg, avec cg la vitesse
des ondes de cisaillement (env. 1345 m/s). Pour des déplacements appliqués plus impor-
tants, on obtient des vitesses dans le régime sub-Rayleigh : v < cg, avec cy la vitesse des
ondes de Rayleigh (env. 1240 m/s). On remarque que lorsque le rapport des contraintes
est inférieur a 0.5, on obtient un régime de vitesse sous-Rayleigh, qui passe en régime de
super-cisaillement pour le rapport des contraintes supérieur a 0.8 environ. Les résultats
numériques Figure 4.15a sont comparés a ceux obtenus expérimentalement Figure 4.15b
dans [15].0n trouve une bonne concordance.

Dans la Figure 4.16, sont représentées les vitesses locales pour différents temps d’évo-
lution de I’endommagement en prenant ¢ = 0 comme étant le temps au moment auquel la
fissure a commencé a se propager dans le matériau. Les vitesses & la pointe de la fissure
sont calculées a chaque 0.3 us sur toute la durée de propagation. On observe sur toutes
les six courbes obtenues que les vitesses locales ne sont pas comprises entre cg et cg. Ceci
confirme la théorie de la mécanique de la rupture qui stipule qu’on ne peut pas obtenir
des vitesses dans ce régime.

Ces résultats complétent ceux donnés dans la Figure 4.15, en montrant 1’évolution
de la vitesse macroscopique par rapport aux différents régimes sou-Rayleigh or super-
cisaillement et le passage d’un régime a ’autre pendant la propagation de la macro-fissure.

4.8 Conclusions

Un modéle d’endommagement dynamique tenant compte de la dissipation liée au
frottement sur les lévres des micro-fissures a été proposé. La loi d’évolution est obtenue &
partir d'un critére de propagation de type Griffith en mode II, en utilisant une méthode
d’homogénéisation asymptotique.

Le nouveau modéle d’endommagement est capable de décrire I'influence du frottement
sur les comportements locaux et structurels. Des études sur l'influence des paramétres
comme le coefficient de frottement, la taille de microstructure, la vitesse de déformation
et 'endommagement initial ont été effectuées au niveau local macroscopique.

Des simulations sur les effets de compression pour un échantillon soumis & un charge-
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Chapitre 4. Modéle d’endommagement dynamique pour les micro-fissures frottantes en mode I
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FIGURE 4.16 — Vitesse locale en fonction du temps pour différents déplacements wu,
appliqués : a) ug, = 0.112 mm, b) ug, = 0.111 mm, c) ug, = 0.110628 mm, d) vy, =

0.110626 mm, e) ug, = 0.05 mm et f) ug, = 0.03 mm.

ment de cisaillement ont révélé de bonnes concordances avec des résultats expérimentaux
concernant le frottement dynamique. Le modéle proposé se place dans le cadre des résul-
tats récents concernant le lien entre le frottement dynamique et la rupture en mode de
cisaillement.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons présenté des modeéles d’endommagement dynamiques ob-
tenus pour des micro-fissures soumises a des sollicitations de traction, de cisaillement
plan et anti-plan. Ces modéles ont été obtenus en utilisant une approche de modélisation
double-échelle basée sur la méthode d’homogénéisation asymptotique. Des simulations
numériques ont été effectuées avec les nouvelles lois d’endommagement pour reproduire
des phénomeénes de rupture observés dans les matériaux fragiles.

Dans le chapitre 2, la méthode d’homogénéisation a été utilisée pour déduire le compor-
tement global d’un solide élastique micro-fissuré en mode anti-plan. Une analyse énergé-
tique de la propagation des micro-fissures associée a la technique d’homogénéisation basée
sur des développements asymptotiques a permis I’obtention d’une loi d’endommagement
dynamique. Les effets inertiels microscopiques ont été pris en compte dans la construction
du modéle, qui présente également une sensibilité a la taille de la microstructure.

Une étude locale a I’échelle macroscopique a permis de montrer 'influence de certains
parameétres sur I’évolution de 'endommagement. I1 a été montré que la longueur caracté-
ristique de la microstructure conduit a des effets d’échelle. En combinaison avec les effets
inertiels, on retrouve des comportements plus fragiles ou plus ductiles, avec une résistance
plus élevée ou diminuée, en fonction de la valeur de la longueur microscopique. Les effets
inertiels microscopiques, en lien avec la propagation des micro-fissures, engendrent une
dépendance de la vitesse de déformation a 1’échelle macroscopique. L’influence des autres
parameétres, comme ’endommagement initial, a été aussi étudiée.

Des simulations au niveau structurel ont permis d’étudier les phénomeénes de (micro-
)branchement des fissures en mode III. Il a été montré numériquement qu’il existe une
vitesse critique pour l'initiation des instabilités de micro-branchement, dont la valeur est
d’environ v, ~ 0.39 Cg, avec Cg la vitesse des ondes de Rayleigh. en accord avec d’autres
résultats théoriques existants. Des phénoménes associés, tels que les oscillations de la
vitesse de la fissure principale comme conséquence de la formation des micro-branches
ont été également mis en évidence par les simulations numériques.

Dans le chapitre 3, nous avons utilisé une loi d’endommagement dynamique pour si-
muler des expériments impliquant la rupture en mode I & petite échelle. Ce modéle a été
obtenu précédemment, en utilisant la méme technique d’homogénéisation couplée a une
description énergétique de la propagation dynamique des micro-fissures en mode d’ouver-
ture. Dans ce chapitre nous avons étudié la capacité du modele a prédire les résultats des
essais concernant l'effet de la vitesse de chargement sur le mode de rupture dynamique.

Nous avons reproduit les essais de traction directe et de 1’échantillon en forme de L
pour les bétons, en retrouvant les modes de rupture observées expérimentalement. Nous
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avons montré que lorsque les vitesses appliquées sont petites les fissures se propagent en
mode I dominant alors que pour des vitesses plus grandes, on observe un changement
de mode de rupture vers le mode mixte, dans certains cas associé au branchement de la
fissure principale. Pour le test de d’impact sur I’échantillon CCS en PMMA, nous avons
retrouvé la dépendance de 'angle d’amorcage de la fissure de la vitesse d’impact, comme
observée expérimentalement. L’essai de d’impact LECEI de Kalthoff sur des échantillons
de roche calcaire a été aussi simulé avec le modéle d’endommagement dynamique. Nous
avons montré que, lorsque le chargement d’impact est élevé, un systéme multi-fissures
est formé a partir de la fissure principale. L’évolution de ce systéme a été obtenue en
bon accord avec les résultats de ’essai. Tous ces résultats ont été obtenus avec le modéle
d’endommagement basé uniquement sur le propagation des micro-fissures en mode I.

Dans le chapitre 4, une autre loi d’endommagement dynamique est établie correspon-
dant au mode II de propagation des micro-fissures, avec prise en compte du contact avec
frottement entre les lévres. Pour obtenir ce modéle, la méthode d’homogénéisation asymp-
totique est encore utilisée en tenant compte de la dissipation par frottement & I’échelle
microscopique. La loi d’endommagement a été obtenue précédemment dans le cas quasi-
statique. En se basant sur ce résultat, nous avons étendu le modeéle au cas dynamique.

Une étude locale du nouveau modéle d’endommagement a été effectuée. L’influence
du coefficient de frottement et de la compression normale a été analysée, en montrant que
leur augmentation retarde 1’évolution de 'endommagement. D’autres effets ont été mis en
évidence, concernant 'influence de I’endommagement initial, de la taille de microstructure
et de la vitesse de déformation. Nous retrouvons le méme type de réponse que dans le cas
du modéle obtenu au chapitre 2, pour des micro-fissures se propageant en mode anti-plan.

Des simulations éléments finis ont été effectuées pour reproduire les effets des com-
pressions obtenus expérimentalement sur les spécimens de PMMA. Et il est noté qu’en
fonction du chargement appliqué, les fissures peuvent passer du régime sous-Rayleigh
au régime super-cisaillement concernant leur vitesse de rupture macroscopique. Le mo-
déle semble bien capable de décrire des comportements de frottement dynamique que des
études récentes ont reliés a la propagation dynamique en mode de cisaillement.

Les résultats de ces différents chapitres ont montré que les phénomeénes de rupture
dynamique peuvent étre reproduits avec succés a ’aide d’une modélisation multi-échelle
de 'endommagement basée sur I’évolution rapide des micro-fissures. Les nouveaux modéles
on fait 'objet d’une implémentation dans des logiciels de calcul en éléments finis. Pour les
modeéles en modes I et I1 il s’agit du logiciel EF Abaqus Explicit & travers des subroutines
VUMAT, pour le mode III des codes maison écrits en Matlab.

Plusieurs extensions des modéles présentés dans ce mémoire sont possibles, comme
la prise en compte des distributions aléatoires de micro-fissures (par exemple [59], [137],
[142]), des changements de direction dans les trajectoires des micro-fissures en utilisant
I'approche développée dans [56] et [40], I'extension au cas 3D en suivant le développement
proposé dans [36], prise en compte de la propagation en mode mixte, de l'interaction et
des effets de coalescence des micro-fissures [94].
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Annexe A

A.1 Intégrales I,

Les coefficients I, sont obtenus & partir des combinaisons de I, exprimés par :
« 1d mn mn P4
Imnpq = 5775 aijkl(Elcl + eykl(n ))N][nz ]dSy
2dd Joy
- aijkl(Ek;l + eykl(n ))N [ dd ]dsy (Al)
cy

En adoptant le changement de variable nP? en vP? défini par nt? = — E}ly; dans la

section (4.4), nous pouvons réécrire 'expression A.1 en fonction de qu :

1d dv?
« — mn Pq mn

Toumn = 53 .. osmese™Nieds, = [ o™V (Sl (42)
Pour exprimer les coefficients I,,,,,, en fonction de ]ﬁ‘lnpq, nous calculons I'expression du
terme représentant le frottement Iﬁ‘mpqamn(u(o))apq(u( ) obtenu dans la loi (4.33), en

fonction des déformations e, (u®)) pour obtenir la loi (4.34).

[gmpqamn(u(o))apq(u(o)) = [?1110411(‘1(0))0411( (0)) ITpa01(u

( )0412( )
+1 95011 (1) gy (1Y) + 1551 g (0@) a1y (1) + 15515020 ) gz (u®)
(u™)arz(u'™)
(u™) oz (

1595000 (0 D)z (W) + Iy anp (@) (u ())+I12120412 u®)a,

©) 99 u(o)) (AS)

+1590a12(0

« « « (e «
En tenant compte des termes nuls de I3, Iy, 11110, IT199, 15511, 1511 et des termes
symétriques : I{,,, = 1555 et en remplacant les expressions des déformations a3 = —fe,11,
g2 = B(ero2 — €x12), Q2o = B(ez12 — 2€492) dans I’équation (A.3), on obtient :

I @ (W) g (1) = 28212 (€420(n (0)) — e;12(0?)) (€12 (0'?) — 2€x22(u(0)))
8715555 (€12(0 ) — 2e,00(u?))? + 821715 (€022 (0'?) — ep12(u?))?

La relation A.4 peut étre réécrite sous la forme ci-dessous :

[%npqamn(u(o))apq(u( ) = (652[1222 45215222 252[1222)6112(u(o))emm(u(o))
(48290 + 4% IS99y + 5211212)(69322(‘1(0)))2
+(— 252]1222 +52 9990 T ]1212)(%12(“(0)))2 (A.5)

(A.4)
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De cette derniére équation (A.6), nous déduisons les intégrales I1990, Io922, [1212 :

Lioos = 65 I1y9y — 4871550y — 2°I7y9y = 287 (311495 — 215550 — Ithys)
Ipooy = —A4B% [Ty + 4815599 + 8711915 = B2 (— 41000 + 45500 + I7515)
Liota = =221 00 + B2 L5h0s + B2 915 = B2 (217500 + 15500 + I{h15) (A.6)

A.2 Calcul des ¢

Pour calculer les intégrales I, ., nous utilisons le logiciel de calcul d’éléments finis
Comsol Multiphysics. Nous avons résolu les problémes de cellules pour différentes valeurs
de la variable d’endommagement d données. Aprés nous avons interpolé les solutions v
qui sont fonction de d. Ceci nous permet d’obtenir la premiére et la deuxiéme intégrale
de A.2, évaluées sur les bords des fissures avec le méme logiciel Comsol Multiphysics
pour une valeur donné de d. Ces calculs ont été effectués pour une vingtaine valeurs de
d variant de 0 & 1 et les résultats interpolés par des fonctions polynomiales. Le premier
terme de 'expression A.2 est alors obtenu en dérivant la fonction interpolée de la premiére

intégrale.
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