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Introduction générale 

Selon l’Organisation mondiale de la santé, en 2016, sur les 56,9 millions de décès 

survenus dans le monde, 16,9 millions, soit plus d’un quart, sont liés à des accidents du 

système cardio-vasculaire. Le Centre d’épidémiologie sur les causes médicales de Décès 

(CépiDc), qui fait partie de l’institut National de la Santé et de la Recherche Médicale 

(INSERM), a mené une étude montrant que les maladies de l’appareil circulatoire sont la 

seconde cause de décès en France, derrière les cancers, et la première dans le reste du 

monde. Il est habituel de distinguer trois groupes principaux d’affections cardio-vasculaires 

réunissant les cardiopathies (d’étiologies diverses telles les cardiopathies ischémiques, 

valvulaires, congénitales et primitives), les affections cérébro-vasculaires (responsable des 

AVC en particulier) et, enfin, les artériopathies périphériques (parmi lesquelles on classe 

principalement les artériopathies oblitérantes des membres inférieurs).  

Le développement de techniques médicales et le suivi des patients ont participé à la 

réduction du nombre de décès en France liés aux maladies de l’appareil circulatoire de plus 

de 12 % depuis les années 1980. Cependant, la prévalence des facteurs de risques tels que 

la surconsommation alimentaire, le tabagisme, la sédentarité, la dyslipidémie ou l’hypertension 

risque de fortement augmenter lesdites maladies dans les prochaines décennies. Ce nouveau 

style de vie augmente les risques de cardiopathies ischémiques liés à l’athérosclérose 

(accumulation de lipides, glucides, etc. sur la paroi de l’artère), représentant à elles seules 

plus de 6 % des décès en 2015, soit près d’un quart des décès dus aux maladies de l’appareil 

circulatoire.  

L’étude de ces maladies est un enjeu de santé publique majeur. Pour faire diminuer le 

nombre de décès, il est nécessaire de développer non seulement la formation des praticiens, 

mais également nos connaissances sur les milieux biologiques. Ces deux points sont 

fondamentaux et ne peuvent exister indépendamment l’un de l’autre. Plus de connaissances 

sur les mécanismes de fonctionnement de notre système circulatoire, sur les interactions s’y 

déroulant ou sur les propriétés des différents milieux permettraient une compréhension plus 

approfondie des pathologies. Les praticiens pourraient alors être mieux formés, développer de 

nouveaux outils ou angles d’approches pour une pathologie donnée enrichissant de surcroît 

les connaissances.  
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Prévenir et guérir une maladie demande des recherches importantes dans de 

nombreux domaines. La compréhension approfondie d’une pathologie en général nécessite la 

compréhension de son développement, de ses interactions avec le milieu environnant (et donc 

du milieu lui-même), la manière dont elle réagit aux différents traitements donnés, etc. Par 

exemple, pour l’athérosclérose, il est nécessaire de savoir d’où proviennent les éléments qui 

viennent se déposer au niveau de la paroi artérielle (nourriture, etc.). Il est essentiel de 

connaître l’impact qu’a cette plaque sur son milieu qu’est l’artère puisque celle-ci impacte 

directement notre santé. Dans notre cas, l’effet est double puisqu’une obstruction progressive 

de la lumière du vaisseau sanguin est observée en parallèle d’une rigidification de sa paroi. 

Dans les cas extrêmes, une occlusion totale peut survenir. Afin de remédier à ce problème 

pouvant entraîner le décès du patient, l’angioplastie est une pratique courante. Elle consiste 

en la pose d’un stent, qui peut être considéré comme un ressort, permettant de conserver le 

diamètre initial du vaisseau considéré. Il est alors nécessaire d’étudier sa composition et 

l’impact que celui-ci a sur son environnement. En effet, des problèmes de « resténose » ou de 

thromboses peuvent survenir et doivent être résolus. Les approches pragmatiques des 

cliniciens doivent alors être enrichies de connaissances mécaniques.  

Le mécanicien revêtirait alors un rôle crucial. Définir l’impact de la plaque d’athérome 

et du stent sur la paroi du vaisseau est capital. Mais pour cela, il est indispensable de bien 

appréhender le comportement de la paroi d’un vaisseau sanguin que ce soit dans le cas sain 

ou pathologique. En particulier, il est essentiel de cerner le rôle des différents éléments 

constituant celle-ci. Néanmoins, ce n’est pas chose aisée. En effet, peu de données sont 

connues, la littérature se concentrant notamment sur le monde animal. L’accès à des 

échantillons est également difficile. Modéliser numériquement ces tissus pour essayer 

d’anticiper le comportement de la paroi à une sollicitation donnée, avec ou sans athérome ou 

stent, semble alors attrayant. Cependant, leur complexité organisationnelle et structurelle les 

rend compliqués à modéliser mécaniquement. Nombre de recherches sont cependant menées 

dans cette voie : techniques d’homogénéisation mathématiques, multiéchelles ou 

phénoménologiques, etc.  Parmi ces dernières, considérer ces milieux comme des milieux 

micromorphes d’Eringen ressort particulièrement. Utiliser cette méthode permet de prendre en 

compte une seconde échelle, microscopique, en ajoutant des variables supplémentaires 

caractérisant les déformations pouvant être subies par ladite microstructure. Il existe de 

nombreuses sous-classes aux milieux micromorphes provenant d’hypothèses simplificatrices 

émises. Ainsi, les milieux micropolaires, ou milieux de Cosserat, sont utilisés pour modéliser 

les os et leur porosité complexe. Avec l’âge, une rigidification naturelle de la paroi artérielle, 

appelée artériosclérose, survient. Nous avons alors postulé que cette rigidification provenait 
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d’une perte de microdilatation. Le comportement mécanique du système cardio-vasculaire est 

alors modélisé par des milieux à microdilatation. 

Ce travail se base sur l’applicabilité des milieux à microdilatation pour modéliser les 

vaisseaux sanguins. Une description détaillée des différentes approches sera réalisée 

chapitre1. Une vue d’ensemble des stratégies numériques permettant de résoudre 

numériquement ce type de problème sera également présent. Enfin la stratégie conservée 

sera développée jusqu’à obtention du système d’équation à résoudre. Le chapitre 2 se 

concentrera sur la validation de l’outil développé à travers des exemples simples afin de 

comprendre toutes les subtilités de ces milieux à microdilatation. On y observera notamment 

leurs points forts par rapport à un cas d’élasticité classique. Le chapitre 3 concernera la mise 

en place de la non-homogénéité de nos matériaux à partir d’une modification simple du code. 

L’applicabilité du modèle à convenir à la modélisation des vaisseaux sanguins sera mise en 

lumière à travers différentes études de cas et notamment l’étude de la rigidification de la paroi 

artérielle. Enfin, un cas pratique, l’angioplastie, sera étudié dans le chapitre 4 pour illustrer le 

fort potentiel de la méthode à modéliser des problèmes complexes. 
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I. Les tissus biologiques : des milieux complexes  

 

I.1. Description biologique 

 

Les maladies liées au système cardio-vasculaire sont la cause de nombreux décès chaque 

année. La compréhension des éléments constitutifs de ce système semble indispensable et 

permettrait d’appréhender de manière plus efficace ces pathologies. Ces éléments constitutifs, 

explorés majoritairement sur le plan biologique, méritent qu’on les analyse du point de vue 

mécanique. Il faut donc connaître par exemple le comportement mécanique d’un vaisseau 

sanguin. Mais la complexité de la structure de ceux-ci, et des tissus biologiques de manière 

générale, fait qu’il est encore difficile de caractériser avec précision la réponse d’un tel milieu 

à une sollicitation extérieure. Et pourtant ces informations permettraient la création de 

traitements customisés pour chaque individu avec, par exemple, la fabrication d’implants 

vasculaires personnalisés aux caractéristiques précises du patient. Le développement de 

l’ingénierie tissulaire serait également grandement impacté. 

Le travail en clinique dans le but de collecter des informations sur les différents tissus 

biologiques est primordial. Trouver une loi de comportement mécanique d’un tel milieu l’est 

tout autant. Mais n’oublions pas que ce sont des milieux vivants. Cette particularité signifie 

qu’il existe de nombreux phénomènes en leur sein qui vont interagir les uns avec les autres et 

qui vont très probablement impacter les caractéristiques mécaniques, rendant le travail 

difficile. À cela s’ajoute la complexité structurelle et organisationnelle des tissus. Prenons 

l’exemple d’un vaisseau artériel. Il est généralement considéré comme étant constitué de trois 

couches : l’intima, la média et l’adventice (Figure 1. 1). De plus, la constitution même de ces 

trois couches est différente en fonction de l’artère considérée. 

 

Figure 1. 1 : Structure schématique de l’artère en trois couches concentriques 

Adventice 

Intima 

Média 
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D’un point de vue histologique, il est possible de regrouper les artères en trois groupes 

principaux : les artères dites « élastiques », les artères « musculaires » et le « réseau 

artériolaire ». Chacune de ses artères est constituée d’éléments identiques (collagène, 

élastine, cellule musculaire lisse) (Figure 1. 2). Leur intima est toujours constituée d’une 

couche de cellules endothéliales. Hormis pour les artérioles, elles présentent également une 

couche conjonctive sous-endothéliale comportant des cellules myointimales qui sont des 

cellules musculaires lisses. La média est constituée essentiellement d’un second type de 

cellules musculaires lisses auxquelles viennent se mêler des fibres de collagène et d’élastine. 

Enfin l’adventice est majoritairement constituée de faisceaux de fibres de collagène où se 

mêlent des fibres d’élastine. 

La différence entre ces artères réside notamment dans la quantité de chaque constituant et 

dans l’épaisseur de chaque couche. Les artères dites « élastiques » possèdent une intima et 

une média relativement épaisses, mais une adventice plus mince très riche en fibres d’élastine. 

Les artères musculaires possèdent une intima plus fine. Leur média, qui est fonction du calibre 

considéré, peut être épaisse comme fine, mais possède toujours au minimum dix couches de 

cellules musculaires. Enfin, leur adventice y est beaucoup plus épaisse et est essentiellement 

constitué de faisceaux de fibres de collagène où se mêlent des fibres d’élastine. Les artérioles, 

qui sont des branches artérielles terminales s’ouvrant sur les lits capillaires, possèdent un petit 

calibre (∅ < 3𝑚𝑚) et une structure qui leur est propre. L’intima est réduite à l’endothélium et 

la média, très fine, ne possède qu’au plus trois couches de cellules musculaires. L’adventice 

y est fine et est majoritairement constituée de fibre de collagène avec parfois des fibres 

d’élastine et fusionne avec le tissu conjonctif environnant. 
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Figure 1. 2 : Coupe histologique d’une artère fémorale [1] 

 

La composition de la paroi artérielle est donc très variable d’un vaisseau à un autre. En addition 

de la composition naturelle qui change en fonction du vaisseau considéré, deux phénomènes 

physiopathologiques importants viennent compliquer l’équation. L’artériosclérose est 

caractérisée par un durcissement, un épaississement et une perte d’élasticité de la paroi 

artérielle. L’athérosclérose quant à elle est caractérisée par l’apparition d’athérome qui est une 

accumulation de différents éléments (lipide, tissu adipeux, calcaire, etc.), sur la paroi interne 

de l’artère accélérant le durcissement de ladite paroi. L’athérosclérose entraîne en 

conséquence l’artériosclérose. Il y a donc non seulement une rigidification naturelle de la paroi 

qui est opérée, mais également des dépôts supplémentaires qui vont venir modifier localement 

les sollicitations mécaniques subies par la paroi.  

Toujours est-il que ces modifications ont des conséquences non négligeables. Rappelons le 

rôle de ces vaisseaux. Leur fonction première est d’approvisionner en oxygène et nutriments, 

grâce au transport du sang, les organes et les différents tissus du corps humain. En outre, ils 

permettent d’amortir les pulsations générées par le cœur afin d’avoir un flux sanguin le plus 

doux et continu possible dans les capillarités [1] [2]. Ce second rôle est notamment assuré par 

les artères élastiques susmentionnées comme l’aorte thoracique. Chaque contraction du cœur 

provoque une onde de pression. Dans des conditions saines, l’onde voyage le long de l’artère 

et est partiellement réfléchie jusqu’au cœur pendant que l’autre partie de l’onde est transmise 

à la microcirculation pour favoriser la circulation sanguine par l’intermédiaire des capillaires 

dans les tissus. L’onde qui revient au cœur arrive lors de la diastole. Quand l’artère est plus 

rigide, la vitesse de l’onde de pression dans l’aorte augmente. De plus, une plus grande 
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proportion de l’onde est transmise à la microcirculation. Une pression plus importante est alors 

exercée sur les petits vaisseaux sanguins. Si cette nouvelle sollicitation est trop importante, 

un impact sur lesdits vaisseaux sanguins ainsi que sur les organes peut être observé [4], [5]. 

À cela s’ajoute un retour plus rapide au cœur de la partie non transmise de l’onde. Au lieu 

d’arriver en diastole, l’onde arrive en fin de systole, quand le cœur éjecte encore du sang. Ce 

phénomène est un facteur important contribuant à l’hypertension. 

L’augmentation de la rigidité a donc de nombreuses conséquences néfastes. Elle est due en 

partie aux modifications structurelles des vaisseaux sanguins [6]. Ces changements 

comprennent épaississement et remodelage et concernent chacune des trois couches de 

l'artère. Le remodelage est un changement de la structure (intracellulaire, cellulaire ou 

extracellulaire) qui intervient par réorganisation des constituants existants ou par la synthèse 

de nouveaux constituants qui ont une organisation différente. Chacune desdites couches a 

soit une épaisseur accrue et est géométriquement modifiée soit subit un remodelage structurel 

des protéines matricielles extracellulaire, toutes deux favorisant la rigidité artérielle. Le 

remodelage structurel de ces protéines matricielles est en grande partie liée à l'augmentation 

du dépôt de collagène de type I. En revanche, l’élastine, une protéine qui confère de l’élasticité 

aux artères, voit sa présence diminuée, ce qui contribue davantage à la rigidification aortique. 

 

Outre les problèmes de rigidification, avec l’augmentation de la durée de vie, le vieillissement 

de la population et le mode de vie, l’apparition de sténoses (rétrécissement d’un vaisseau 

sanguin) et d’occlusions artérielles est de plus en plus fréquente. Pour remédier au 

rétrécissement de la lumière artérielle, l’une des stratégies les plus performantes et les plus 

répandues est l’angioplastie. Développée dans sa forme initiale par le Dr Andreas Gruentzig 

dans les années 1970 [7], elle a pour but de rétablir la circulation artérielle en dilatant le 

vaisseau sanguin à l’aide d’un ballonnet. Cette technique, dans son principe tout du moins, 

n’a que très peu évoluée au cours du temps, l’évolution principale étant la diminution de la 

taille des cathéters devenant considérablement plus petits, plus versatiles [8], et plus 

résistants. Ce n’est que plus tard, en 1986, que cette pratique a été complétée par la pose 

d’un stent. C’est un petit ressort qui s’applique contre la paroi interne de l’artère et qui est 

introduit pour éviter une « resténose ». Dans le but d’améliorer le design de ces stents et la 

compréhension des mécanismes liés à leur pose, explorer les différents rôles des différentes 

couches des vaisseaux sanguins semble une étape importante. 

L’artère est un milieu multicouche avec une microstructure complexe dont les propriétés 

évoluent avec le temps. Il est donc évident que l’étude de son comportement mécanique n’est 

pas aisée. La mise en position d’un stent dans une artère ajoute une difficulté supplémentaire. 
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En effet, il met en contact un tissu biologique vivant et un objet inerte. Or cette mise en contact 

peut avoir des conséquences néfastes sur la paroi artérielle. Les mailles constituant le stent 

créent des phénomènes de concentration de contrainte sur l’intima pouvant conduire à des 

lacérations au niveau de l’intima et/ou une possible dénudation des cellules endothéliales [9]–

[11]. De plus, des problèmes de resténose peuvent survenir [12], [13]. 

 

Figure 1. 3 : Stents  
a) aortique : mailles espacées 

 b) pour des vaisseaux périphériques : mailles rapprochées 
(https://fr.wikipedia.org/wiki/Stent#/media/File:Stent4_fcm.jpg) 

 

Mécaniquement parlant nous sommes donc confrontés à un problème complexe. Peu de 

données biomécaniques in vitro sur les artères humaines sont disponibles dans la littérature 

[14]–[20]. De plus les modèles mécaniques tridimensionnels d’un matériau anisotrope (ou au 

moins isotrope transverse) non linéaire multi échelle comme les tissus biologiques mous sont 

rares. Enfin, les études in vitro sur l’artère coronaire humaine considèrent le plus souvent la 

paroi artérielle comme n’étant qu’une structure à une couche homogène. 

 

 

a b) 
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I.2.  Le numérique dans la modélisation des tissus 
biologiques : grandes classes de comportements 

 

Du fait de la complexité structurelle et organisationnelle d’un tissu biologique, obtenir un 

modèle prenant en compte toutes les échelles et tous les composants dudit tissu semble 

compliqué. Des hypothèses simplificatrices doivent alors être émises. De nombreuses 

solutions sont expérimentées afin de modéliser ces milieux. 

Parmi les diverses approches de modélisation du comportement de tissus biologiques, on peut 

mentionner les techniques d’homogénéisation mathématiques. Elles permettent d’établir le 

comportement d’un milieu complexe à partir de l’étude d’un volume élémentaire représentatif 

(VER). Cette démarche est applicable à une variété de problèmes [21], [22] et a déjà été 

appliquée aux milieux biologiques tels que les os [23]–[25] et les artères [26]. On conçoit 

aisément que la difficulté dans ces approches mathématiques systématiques réside 

principalement dans la définition du VER.  

Les techniques multiéchelles constituent également une approche très prometteuse. Ces 

méthodes sont utilisées dans un grand nombre de domaines que ce soit l’ingénierie, les 

mathématiques, la physique, la chimie, etc. Comme leur nom l’indique, ces méthodes 

permettent de résoudre des problèmes qui ont un grand nombre d’échelles de temps et/ou 

d’espace. Elles visent à calculer des propriétés des matériaux ou récupérer des 

comportements spécifiques à une échelle donnée en utilisant des informations présentes à 

des niveaux différents. Chaque niveau aborde alors un phénomène sur un espace ou un temps 

spécifique. Cette approche est utilisée dans la modélisation du comportement et la croissance 

des tissus osseux [27], [28]. Le tissu biologique mou n’est pas en reste puisque des travaux 

existent sur la veine [29],sur des tissus riches en collagène [30] et sur la suture des tendons 

[31]. L’utilisation de ces techniques multiéchelles reste cependant compliquée à mettre en 

place du fait de la complexité à déterminer le nombre d’échelles dans un tissu biologique et 

de la formulation « propre » des transitions d’échelles. 

Il est intéressant de noter les travaux se basant sur les théories de mixture. Ces méthodes 

considèrent que chaque point de l’espace est simultanément occupé par un nombre fini de 

particules, une pour chaque composant de la « mixture ». Ces théories sont également 

utilisées pour modéliser des tissus biologiques [32]–[35].  

Il semble évident que pour modéliser un tissu biologique, faire l’impasse sur l’impact que peut 

avoir la microstructure du matériau n’est pas admissible. En effet, la spécificité de ces milieux 

provient justement de cette microstructure complexe. Deux artères dans le corps humain ont 

des compositions en collagène, élastine, etc. différentes. Cela influe sur son comportement et 
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par extension sur la fonctionnalité. Il semble alors plus que nécessaire de la prendre en 

compte. 

Pour cela, les modèles de comportement phénoménologiques sont attractifs. Il en existe un 

certain nombre dans la littérature. Pour des vaisseaux sanguins, qui voient leur rigidité 

augmenter avec l’âge, il peut être intéressant de se focaliser sur des modèles qui se 

concentrent sur les mécanismes de croissance et de remodelage. La croissance consiste en 

une augmentation de la masse locale par l’augmentation du nombre ou de la taille des cellules 

et/ou par la synthèse de matrices extracellulaires qui est supérieure à la quantité éliminée. Le 

remodelage, rappelons-le, est un changement de la structure (intracellulaire, cellulaire ou 

extracellulaire) qui intervient par réorganisation des constituants existants ou par la synthèse 

de nouveaux constituants qui ont une organisation différente. Ce remodelage modifie 

notamment la rigidité d’un élément ou sa symétrie. Quelques auteurs se sont déjà penchés 

sur cette problématique [36]–[40].  

La prise en compte de l’influence de la microstructure sur la réponse macroscopique d’un 

milieu peut aussi se faire par une approche phénoménologique ‘top-down’ dont la plus évoluée 

à l’heure actuelle est l’approche des milieux micromorphiques de Eringen [41]–[43]. Cette 

méthode est formulée sur deux échelles dans laquelle la déformation est exprimée comme la 

somme des déformations macroscopiques traditionnelles et des déformations microscopiques 

de la structure interne. Elle permet la prise en compte de l’impact de la microstructure à un 

niveau macroscopique et peut être reformulée avec le concept de variable interne [44]. Dans 

la théorie classique de la mécanique des milieux continus, chaque point matériel possède trois 

degrés de liberté provenant des trois composantes du champ du macro-déplacement. Dans 

un milieu micromorphe, ces trois degrés de liberté sont complétés par les neuf composantes 

d’un tenseur qui caractérise une déformation microscopique incompatible. Un matériau 

micromorphe possède alors 12 degrés de liberté. Cette théorie a déjà été utilisée pour la 

modélisation de la circulation du sang [45]. 

Généralement, ce tenseur des microdéformations peut être simplifié en fonction des 

problèmes à résoudre. Ainsi lorsque qu’un point matériel du milieu ne peut que tourner sur lui-

même et se dilater ou se contracter uniformément, le milieu est alors qualifié de microstretch. 

Le nombre de degrés de liberté est alors réduit à sept.  

En empêchant cette contraction / dilatation, le matériau est alors dit micropolaire et la théorie 

a déjà été écrite par les frères Cosserat au début du siècle dernier [46]. Dans cette théorie, 

chaque point matériel peut tourner indépendamment de ses voisins. Le milieu possède alors 

six degrés de liberté. Très peu utilisée à ses débuts, il a fallu attendre le milieu du XXème 

siècle pour que l’idée soit réutilisée. La théorie linéaire des milieux de Cosserat a été 
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développée dans de nombreux travaux [47]–[53]. Ce modèle est déjà largement utilisé pour 

représenter des matériaux avec une microstructure complexe comme des milieux poreux et 

des mousses [54]–[58] ou des milieux granulaires [59]–[62]. Du point de vue biologique, cette 

théorie est plus particulièrement utilisée dans les modélisations des os [63]–[67] 

Au contraire, si le mouvement de rotation est inhibé et la contraction ou la dilatation est 

permise, le matériau est alors dit à microdilatation. C’est le milieu micromorphe le plus simple 

si l’on considère le nombre de degrés de liberté qui sont au nombre de quatre : les trois 

composantes du champ de déplacement macroscopique et une composante de 

microdilatation isotrope. Cette simplification, initiée par Cowin et Nunziato [68], [69], se 

retrouve dans d’autres formes dans plusieurs travaux [70], [71]. Cette théorie est déjà utilisée 

dans la modélisation de mousses et de milieux poreux [68], [72]–[76].  

À partir de la théorie des milieux micromorphes d’Eringen il existe un grand nombre de 

simplifications possibles qui sont conditionnées par le phénomène physique à mettre en 

évidence. Puisque le tissu biologique présente une microstructure évidente, nous pensons 

qu’il est obligatoire de la prendre en compte. Ce travail considère l’utilisation des milieux à 

microdilatation pour modéliser le comportement mécanique des tissus biologiques mous. De 

précédentes études ont montré un fort potentiel de l'utilisation de cette approche [77], [78]. 

Cette stratégie semble intéressante à mettre en place pour modéliser les vaisseaux sanguins. 

En effet, cette capacité à se contracter/dilater n’est pas sans rappeler la faculté d’un vaisseau 

de diminuer son diamètre, par contraction de ces cellules musculaires lisses, lors de 

l’augmentation de la pression subie. 

Dans les cas les plus simples, la réponse d’un milieu à microdilatation à une sollicitation 

donnée possède une solution analytique qu’il est aisé de mettre en évidence. Néanmoins, 

dans les cas plus ardus, mettant en scène des géométries ou des sollicitations complexes, 

ces solutions n’existent pas. Il est alors nécessaire de mettre en place une stratégie numérique 

pour résoudre le problème donné. Dans la suite de ce chapitre, les équations d’équilibre et de 

comportement d’un tel milieu seront explicitées.  

  



Chapitre 1 : État de l’art 

 

23 
 

II. Équations de champs et techniques de résolution 

numériques 

 

Dans ce qui suit, nous adoptons la notation indicielle avec la convention associée de 

sommation sur les indices répétés. 

 

II.1.  Équations de champs et de comportement  
 

Le choix de considérer les milieux biologiques comme étant des milieux dits « microstretchs » 

provient entre autres de la simplicité de prise en compte de la microstructure. Les milieux dits 

à microdilatation sont une sous-classe des milieux microstretchs  dont la théorie a été 

développée par Eringen [41]. Il semble alors intéressant d’écrire dans un premier temps les 

équations d’un milieu microstretch afin d’observer les simplifications qui s’opèrent, avant 

d’aboutir aux équations pour un solide à microdilatation. 

II.1.1. Les milieux microstretchs 

 

Dans la théorie des milieux microstretchs, un point matériel possède sept degrés de liberté. 

Les trois composantes du champ de déplacement macroscopique traditionnel auxquelles 

s’ajoutent quatre degrés de liberté provenant d’un tenseur de déformation microscopique. 

Ceux-ci traduisent la possibilité de chaque point matériel du milieu de tourner sur lui-même et 

de se dilater (contraction ou expansion) uniformément. 

Considérons ici un milieu microstretch. Celui-ci occupe un domaine initial Ω de frontière Γ . En 

l’absence de forces de volume les équations d’équilibres en petites déformations s’écrivent 

comme : 

 𝜎𝑗𝑖,𝑗 = 0 
1.1  

 𝑚𝑗𝑖,𝑗 + 𝜖𝑖𝑗𝑘𝜎𝑗𝑘 = 0 
1.2  

 𝑠𝑘,𝑘 − 𝑝 = 0 
1.3  

 

Dans ces équations, 𝜎𝑖𝑗 représente le tenseur des contraintes, 𝑚𝑖𝑗 le tenseur des 

microcouples, 𝑠𝑘 le vecteur des microcontraintes et 𝑝 le chargement interne généralisé du 
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milieu considéré. Ce dernier peut être assimilé à une pression interne. 𝜖𝑖𝑗𝑘 est le symbole de 

Levi-Civita ou tenseur de permutation. 

Par la suite on considère le cas d’un milieu homogène. Le modèle de comportement 

mécanique est alors décrit par les équations suivantes : 

 𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙휀𝑘𝑙 − 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 𝜖𝑖𝑗𝑘  𝜒𝑘 + 𝐹𝑖𝑗𝑘𝑙휁𝑘𝑙 + 𝐴𝑖𝑗𝜑  
1.4  

 𝑚𝑖𝑗 = 𝐸𝑗𝑖𝑘𝑙 휁𝑘𝑙 + 𝐹𝑘𝑙𝑖𝑗 휀𝑖𝑗 − 𝐹𝑘𝑙𝑖𝑗 𝜖𝑖𝑗𝑤𝜒𝑤 
1.5  

 𝑠𝑖 = 𝐷𝑖𝑗 𝜑,𝑗 
1.6  

 𝑝 = 𝐴𝑟𝑠휀𝑟𝑠 + 𝑏 𝜑 
1.7  

 

Avec 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 la matrice d’élasticité, 휀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) et 휁𝑖𝑗 = 𝜒𝑗,𝑖  les tenseurs de déformations. 

𝑢𝑖 compose le vecteur des déplacements macroscopiques, 𝜒𝑖 le vecteur des microrotations et 

𝜑 la fonction microstretch. Ces deux vecteurs et ce scalaire constituent les inconnus du 

problème.  𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 , 𝐹𝑖𝑗𝑘𝑙 , 𝐴𝑖𝑗 , 𝐷𝑖𝑗 𝑒𝑡 𝑏 sont les paramètres du matériau. Enfin 𝛿𝑖𝑗 est le symbole de 

Kronecker. 

Afin de rester dans le cadre physique, il est nécessaire de respecter certaines conditions 

thermodynamiques. Les constantes élastiques entrant dans la composition de la matrice 

d’élasticité ne peuvent pas prendre n’importe quelles valeurs. Elles sont limitées par le fait 

qu’un corps élastique qui se déforme ne peut pas produire d’énergie. Ainsi, en fonction du 

choix de la forme de la matrice d’élasticité et donc du type de matériaux voulu (isotrope, 

isotrope transverse, anisotrope, etc.), un certain nombre de conditions doivent être remplies. 

La littérature est déjà étendue sur ce sujet. Les travaux de Vannucci sont en particulier 

intéressants, car ces conditions y sont démontrées dans de nombreux cas [79]. 

Lorsque l’on considère les milieux microstretchs, de nouvelles conditions thermodynamiques 

se rajoutent aux précédentes. Lorsque le matériau est isotrope les équations (1.4-1.7) 

deviennent : 

 𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙휀𝑘𝑙 + 𝜅 (𝑢𝑗,𝑖 + 𝜖𝑖𝑗𝑘  𝜒𝑘) + 휂𝜑 𝛿𝑖𝑗  

 𝑚𝑖𝑗 = 𝛼휁𝑟𝑟 𝛿𝑖𝑗 + 𝛽휁𝑗𝑖 + 𝛾휁𝑖𝑗   

 𝑠𝑘 = 𝑎 𝜑,𝑘  

 𝑝 = 휂휀𝑟𝑟 + 𝑏 𝜑  
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Avec 𝜅, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 휂, 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 des scalaires qui sont des paramètres matériaux.  

Il est aisé de trouver dans la littérature les conditions thermodynamiques associées à un tel 

milieu [80]. En fonction des coefficients de Lamé 𝜆 et 𝜇 elles s’écrivent : 

 

 
𝑏(3𝜆 + 2𝜇 + 𝜅) − 3휂2 ≥ 0 2𝜇 + 𝜅 ≥ 0 𝑎 ≥ 0 𝑏 ≥ 0 

𝜅 ≥ 0 3𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ≥ 0 𝛽 + 𝛾 ≥ 0  𝛾 − 𝛽 ≥ 0  
 

1.8  

 

II.1.2. Une version simplifiée : le milieu à microdilatation 

 

Jusqu’à présent le milieu était considéré comme étant un milieu microstretch. Il est aisé à partir 

de cette théorie de la simplifier pour ne maintenir que les microrotations ou que la 

microdilatation. Dans le cas où seules les rotations sont conservées on obtient un milieu dit de 

Cosserat ou micropolaire. Si l’on décide de ne retenir que la dilatation, on obtient alors un 

milieu dit à microdilatation. Concentrons-nous sur ce dernier. 

Pour obtenir les équations de comportement d’un milieu à microdilatation, il est nécessaire de 

retirer tout ce qui est lié à la microrotation dans les équations (1.4-1.7). Ainsi un point matériel 

ne peut pas tourner sur lui-même. Il suit alors 𝜒𝑘 = 0. Le tenseur des microcouples 𝑚𝑖𝑗 devient 

alors identiquement nul. En reprenant l’équation d’équilibre (1.2) on obtient alors 𝜖𝑖𝑗𝑘𝜎𝑗𝑘 = 0. 

En utilisant l’équation (1.4) on aboutit alors à la condition 𝜅 = 0. 

Finalement, les équations d’équilibre pour un milieu à microdilatation s’écrivent : 

 𝜎𝑗𝑖,𝑗 = 0 
1.9  

 𝑠𝑘,𝑘 − 𝑝 = 0 
1.10  

Le modèle de comportement mécanique se réduit quant à lui à : 

 𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙휀𝑘𝑙 + 𝐴𝑖𝑗𝜑  
1.11  

 𝑠𝑖 = 𝐷𝑖𝑗 𝜑,𝑖 1.12  

 𝑝 = 𝐴𝑟𝑠휀𝑟𝑠 + 𝑏 𝜑 
1.13  

 

Si on s’intéresse à ce qu’il se passe à la frontière, il est possible d’écrire les vecteurs traction 

et microtraction. En introduisant 𝑛𝑗 le vecteur normal extérieur à la frontière il suit : 
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 𝑡𝑖 = 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 1.14  

 𝑠 = 𝑠𝑖𝑛𝑖 1.15  

 

Les équations (1.9-1.15) permettent donc de décrire un milieu possédant quatre degrés de 

liberté que sont les trois composantes du vecteur déplacement macroscopique dans l’espace 

ainsi qu’une microdilatation uniforme de chacun des points matériels du milieu. Il s’agit du 

modèle de comportement d’un milieu à microdilatation. 

 

II.2. Techniques de résolution numériques 
 

La solution analytique n’étant pas toujours aisée à obtenir, il est nécessaire de s’intéresser 

aux méthodes numériques pour résoudre nos problèmes. Dans le cas de problèmes linéaires 

avec une solution fondamentale établie, la méthode des éléments de frontière (Boundary 

Element Method - BEM) s’est d’ores et déjà montrée efficace [81]–[83]. Cette méthode permet 

la réduction de la dimension du problème d’un. On n’effectue alors qu’une discrétisation de la 

frontière du domaine. Néanmoins, dans la majorité des problèmes présentant des non-

linéarités ou du couplage, des intégrales sur le domaine apparaissent dans la formulation 

intégrale. La méthode perd alors son principal intérêt qu’est cette réduction de dimension 

susmentionnée. Afin de conserver cet avantage, un grand nombre de stratégies est proposé. 

Notons en particulier la « Dual Reciprocity Method » (DRM) [84] ,« Radial Integration 

Method »(RIM) [85] ou encore la « Multiple reciprocity method » (MRM) [86]. 

Utilisée dans de nombreux domaines physiques, la méthode des éléments finis a déjà fait ses 

preuves. Cependant, l’augmentation rapide du nombre d’éléments qui vient lors du raffinement 

de la solution s’accompagne avec des temps de calcul qui augmentent exponentiellement. 

Ces dernières décennies, des méthodes appelées meshfree ou meshless constituent une 

alternative à la FEM. Comme leur nom l’indique, il s’agit de techniques ne faisant appel à 

aucun maillage dans le sens où elles ne nécessitent aucune connexion entre les nœuds du 

domaine. 

Ces méthodes peuvent être classées dans deux catégories [87]. La première catégorie voit 

l’utilisation de la forme faible des équations pour générer un système d’équations discret. On 

y trouve entre autres la « Smoothed particle hydrodynamics » (SPH) [88], [89] qui fut adaptée 

aux problèmes de mécanique du solide pour traiter des problèmes de fissures [90] et d’impact 

[91], la « Diffusive Element method » [92], la « Element free Galerkin » (EFG) [93]–[95], 

la« Reproducing kernel particle methods »(RKPM) [96]–[100] ou la « meshless local Petrov-
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Galerkin » [101]–[105]. Mais ces méthodes ont généralement besoin d’un maillage en arrière-

plan. Il est possible d’obtenir des méthodes réellement sans maillage en utilisant la forme forte. 

C’est le cas de la « Finite point method » (FPM) [106]–[108]. Cependant ce type de méthode 

n’est généralement pas très stable, notamment si les nœuds sont placés arbitrairement, et les 

résultats sont moins précis que les méthodes susmentionnées. De nombreuses recherches 

sont menées pour permettre à cette méthode d’être plus stable et l’utilisation de fonctions 

radiales ou polynomiales semble prometteuse [108]–[111]. Les modèles basés sur la forme 

forte restent précis tant que les conditions aux limites sont de type Dirichlet. Cependant il est 

inenvisageable de pouvoir traiter des problèmes de mécanique du solide sans prendre en 

compte des conditions aux limites de type Neumann, qui s’imposent naturellement dans la 

majorité des cas. Pour contourner le problème, il est possible d’utiliser la forme faible aux 

points frontière possédant une condition de type Neumann. Cette méthode est connue comme 

la « meshfree weak-strong form »[112]. 

Pour ce travail de thèse, la stratégie adoptée consiste en un savant couplage entre la BEM et 

une méthode de collocation par points. Les avantages de chaque méthode sont conservés. 

Ainsi la réduction de la dimension du problème de un est toujours présente. La méthode de 

collocation utilise des centres de collocation qui ont l’avantage d’être placés comme bon nous 

semble, sans connexions entre eux. Cette stratégie, développée par Kouitat [113] a déjà 

prouvé sa versatilité au travers de nombreux exemples d’élasticité linéaire ou non linéaire ainsi 

que des problèmes multiphysiques et multiéchelles [78], [113]–[115]. La mise en place de cette 

stratégie est développée ci-dessous. 
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III. Mise en place de la stratégie numérique : LPI-BEM 

 

III.1. Vue globale de la stratégie 
 

La première supposition à faire lorsque l’on utilise cette stratégie est de considérer que les 

différentes inconnues cinématiques, ici le vecteur déplacement et la microdilatation, se 

décomposent comme la somme de deux termes : un terme dit complémentaire et un terme dit 

particulier. Une fois cette décomposition effectuée, les équations complémentaires et 

particulières se résolvent séparément. Les premières sont obligatoirement des équations aux 

dérivées partielles linéaires dont la solution fondamentale est connue. Ce sont par exemple 

des équations de Navier ou de Laplace dont la formulation intégrale et l’approximation par 

éléments de frontière sont déjà bien établies [81]–[83]. Une fois la solution pour les champs 

complémentaires obtenue il reste à résoudre les équations aux dérivées partielles pour les 

champs particuliers par une méthode de collocation par point. Il est ainsi possible d’utiliser la 

forme forte des équations. Il ne reste alors qu’à additionner les deux champs ainsi obtenus 

afin d’obtenir la solution globale du problème. 

 

III.2. Partition des grandeurs cinématiques 
 

Dans le cas général, lorsque l’on combine les équations de champs (1.9-1.10) et les équations 

de comportement (1.11-1.13) on obtient alors : 

 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙휀𝑘𝑙,𝑖 + 𝐴𝑖𝑗𝜑,𝑖 = 0 
1.16  

 𝐷𝑖𝑗 𝜑,𝑖𝑖 − 𝐴𝑟𝑠휀𝑟𝑠 − 𝑏 𝜑 = 0 
1.17  

Supposons nos variables cinématiques comme étant la somme d’un terme complémentaire et 

particulier : 

 
𝑢 = 𝑢𝐶 + 𝑢𝑃 

𝜑 = 𝜑𝐶 + 𝜑𝑃 
1.18  

 

Il est à noter que puisque 휀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) il est alors possible de décomposer le tenseur des 

déformations en une partie complémentaire et particulière donnant alors : 

휀𝑖𝑗 = 휀𝑖𝑗
𝐶 + 휀𝑖𝑗

𝑃 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗

𝐶 + 𝑢𝑗,𝑖
𝐶 ) +

1

2
(𝑢𝑖,𝑗

𝑃 + 𝑢𝑗,𝑖
𝑃 ) 
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Introduisons en plus un tenseur d’élasticité isotrope 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
0  dans l’équation (1.16) ainsi qu’un 

tenseur 𝐷𝑖𝑗
0  dans l’équation (1.17). On obtient alors le jeu d’équations : 

 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
0 휀𝑘𝑙,𝑖

𝐶 + 𝛿𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙휀𝑘𝑙,𝑖
𝐶 + 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙

 휀𝑘𝑙,𝑖
𝑃 + 𝐴𝑖𝑗𝜑,𝑖 = 0 1.19  

 𝐷𝑖𝑗
0  𝜑,𝑖𝑖

𝐶 + 𝛿𝐷𝑖𝑗𝜑,𝑖𝑖
𝐶 + 𝐷𝑖𝑗𝜑,𝑖𝑖

𝑃 −  𝐴𝑟𝑠 휀𝑟𝑠 − 𝑏 𝜑 = 0 1.20  

 

Avec 𝛿𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 − 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
0  et 𝛿𝐷𝑖𝑗 = 𝐷𝑖𝑗 − 𝐷𝑖𝑗

0  

Les équations à résoudre pour trouver les solutions des champs complémentaires sont alors : 

 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
0 휀𝑘𝑙,𝑖

𝐶 = 0 1.21  

 𝐷𝑖𝑗
0  𝜑,𝑖𝑖

𝐶 = 0 1.22  

 

Les champs particuliers quant à eux doivent vérifier : 

 𝛿𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙휀𝑘𝑙,𝑖
𝐶 + 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙

 휀𝑘𝑙,𝑖
𝑃 + 𝐴𝑖𝑗𝜑,𝑗 = 0 1.23  

 𝛿𝐷𝑖𝑗𝜑,𝑖𝑖
𝐶 + 𝐷𝑖𝑗𝜑,𝑖𝑖

𝑃 −  𝐴𝑟𝑠 휀𝑟𝑠 − 𝑏 𝜑 = 0 1.24  

 

À partir de la décomposition des grandeurs cinématiques, il est possible de réécrire la 

macrotraction et la microtraction comme : 

 𝑡𝑖 = 𝑡𝑖
𝐶 + 𝑡𝑖

𝑃 + 𝛿𝑡𝑖 

𝑠𝑖 = 𝑠𝑖
𝐶 + 𝑠𝑖

𝑃 + 𝛿𝑠𝑖 
1.25  

 

 

Qui aboutit après application de la méthode à : 

 𝑡𝑖
𝐶 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙

0 휀𝑘𝑙
𝐶 𝑛𝑗 𝑡𝑖

𝑃 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
 휀𝑘𝑙

𝑃 𝑛𝑗 𝛿𝑡𝑖 = 𝛿𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
 휀𝑘𝑙

𝐶 𝑛𝑗 + 𝐴𝑟𝑠 𝜑𝑖  𝑛𝑗 
 

1.26  

 𝑠𝑖
𝐶 = 𝐷𝑖𝑗

0𝜑,𝑖
𝐶𝑛𝑗 𝑠𝑖

𝑃 = 𝐷𝑖𝑗
 𝜑,𝑖

𝑃𝑛𝑗 𝛿𝑠𝑖
 = 𝛿𝐷𝑖𝑗𝜑,𝑖

𝐶𝑛𝑗 
 

1.27  
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III.3. Champs complémentaires 
 

Les champs complémentaires sont obtenus à partir des équations (1.21) et (1.22). Celles-ci 

sont respectivement du type Navier et Laplace. Or, leur formulation intégrale est bien connue 

lorsque l’on utilise la BEM et est donc propice à une résolution par cette méthode.  

Pour une équation du type Navier :  

 ∫ �̃�𝑚𝑖(𝑥, 𝜉)𝑡𝑖
𝐶(𝑥)𝑑Γ(x) =

 

Γ

∫ �̃�𝑚𝑖(𝑥, 𝜉)[𝑢𝑖
𝐶(𝑥) − 𝑢𝑖

𝐶(𝜉)]𝑑Γ(𝑥)

 

Γ

 1.28  

 

Pour une équation du type Laplace : 

 ∫U̅(𝑥, 𝜉)𝑠𝐶(𝑥)𝑑Γ(x) =

 

Γ

∫�̅�(𝑥, 𝜉)[𝜑𝑖
𝐶(𝑥) − 𝜑𝑖

𝐶(𝜉)]𝑑Γ(𝑥)

 

Γ

 1.29  

 

Dans les équations précédentes  �̃�𝑚𝑖 et �̅�  sont, respectivement, les solutions fondamentales 

des équations de Navier et de Laplace. �̃�𝑚𝑖 et �̅�   sont, respectivement, le vecteur contrainte 

et le flux associé. Les expressions explicites de ces solutions peuvent être trouvées aisément 

dans la littérature [81]–[83]. Il est à noter que l’équation précédente est valable non seulement 

pour les points situés à la frontière, mais également pour les points internes. Finalement, on 

obtient des systèmes d’équations de la forme : 

 [𝐻]{𝑢𝐶} = [𝐺]{𝑡𝐶} 1.30  

 [�̅�]{𝜑𝐶} = [�̅�]{𝑠𝐶} 1.31  

 

III.4. Champs particuliers 
 

Maintenant que les solutions pour les champs complémentaires ont été trouvées, il nous reste 

à traiter les champs particuliers. Les champs de déplacement et de microdilatation particuliers 

sont déterminés par la résolution respective des équations (1.23) et (1.24) grâce à une 

méthode de collocation par point. 
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III.4.1. LPI : Local point interpolation method 

 

Considérons un domaine Ω de frontière Γ formé à partir d’un certain nombre de centres de 

colocation savamment répartis. Soit 𝑣(𝑥) un champ quelconque. En utilisant des fonctions 

radiales pour interpoler localement ce champ, celui-ci est approximé comme : 

 𝑣(𝑥) =  ∑𝑅𝑖(𝑟)𝑎𝑖

𝑁

𝑖=1

+ ∑𝑃𝑗(𝑥)𝑏𝑗

𝑀

𝑗=1

 1.32  

 

Où il est nécessaire de remplir les conditions : 

∑𝑃𝑗(𝑥)𝑎𝑖 = 0

𝑁

𝑖=1

     𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑗 = 1…𝑀  

𝑅𝑖(𝑟) est la fonction radiale choisie, 𝑁 le nombre de points présents dans la zone d’influence 

du point 𝑥 considéré et 𝑀 est le nombre de monômes dans la base polynomiale 𝑃𝑗(𝑥) 

sélectionnée préalablement. Pour ce travail, le choix de la fonction radiale a été porté sur les 

fonctions multiquadriques généralisées qui sont définies comme : 𝑅𝑖(𝑟) = (𝑟𝑖
2 + 𝑐2)

𝑞
. Ici 𝑟𝑖 =

‖𝑥 − 𝑥𝑖‖ est la distance euclidienne entre le point 𝑥 considéré et le centre de collocation 𝑥𝑖 

présent dans sa zone d’influence. 𝑐 et 𝑞 sont des paramètres de forme. L’étude de la réponse 

d’un matériau en fonction des différentes valeurs de ces paramètres est nécessaire et sera 

réalisée au chapitre suivant. 

En obligeant l’approximation (1.32) à être satisfaite au niveau de tous les nœuds de 

collocations, les coefficients 𝑎𝑖 et 𝑏𝑗 peuvent être déterminés en résolvant un système 

d’équations de la forme : 

{
𝑣/𝐿

0
} = [

𝑅 𝑃
𝑃𝑇 0

] {
𝑎
𝑏
} 

Où {𝑣/𝐿}, noté par la suite {𝑣}/𝐿, est le vecteur des valeurs nodales de 𝑣(𝑥). 

En résolvant ce système, on peut écrire : 

 {𝑎} =  [𝑅]−1[[𝐼] − [𝑃] [𝐹𝑏]] {𝑣}/𝐿 = [𝐹𝑎] {𝑣}/𝐿 1.33  

 {𝑏} =  [[𝑃]𝑇[𝑅]−1[𝑃] ]−1[𝑃]𝑇 [𝑅]−1 {𝑣}/𝐿 = [𝐹𝑏] {𝑣}/𝐿 1.34  
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On peut alors réécrire l’approximation (2.32) sous forme matricielle comme : 

𝑣(𝑥) =  [𝑅1 𝑅2 … 𝑅𝑁] [𝐹𝑎] {𝑣}/𝐿 + [𝑃1 𝑃2 … 𝑃𝑀] [𝐹𝑏] {𝑣}/𝐿 

Ou encore sous forme compacte : 

 𝑣(𝑥) = [Φ(𝑥)]{𝑣}/𝐿 1.35  

 

On peut donc appliquer cette approximation à toutes les grandeurs cinématiques de notre 

problème, à savoir le déplacement et la microdilatation. 

 

III.4.2. Obtentions des équations pour les champs particuliers 

 

Pour obtenir la solution particulière des champs il est obligatoire de résoudre les équations 

(1.23) et (1.24). Ces équations peuvent être réécrites sous forme matricielle en adoptant la 

notation de Voigt comme : 

 [𝐵1(∇)][𝐶]{휀𝑃} + [𝐵1(∇)][𝛿𝐶]{휀𝐶} + [𝐴]{∇}{𝜑} = 0 
1.36  

 [𝐷]{∇}𝑇{∇}{𝜑𝑃} + [𝛿𝐷]{∇}𝑇{∇}{𝜑𝐶} − [𝐴]{휀} − 𝑏{𝜑} = 0 
1.37  

 

Avec {휀𝛼} = (휀11
𝛼 휀22

𝛼 휀33
𝛼 휀12

𝛼 휀13
𝛼 휀23

𝛼 )𝑇 et 휀𝑖𝑗
𝛼 =

1

2
(𝑢𝑖,𝑗

𝛼 + 𝑢𝑗,𝑖
𝛼 ). En appliquant 

l’approximation radiale (1.35) on obtient alors :  

 
[𝐵1(∇)][𝐶][𝐵2(∇)][Φ1]{𝑢 

𝑃}/𝐿 + [𝐵1(∇)][𝛿𝐶][𝐵2(∇)][Φ1]{𝑢 
𝐶}/𝐿          

+ [𝐴]{∇}{Φ2}
𝑇{𝜑 }/𝐿 = 0 

1.38  

 
[𝐷]{∇}𝑇{∇}{Φ2}

𝑇{𝜑 
𝑃}/𝐿 + [𝛿𝐷]{∇}𝑇{∇}{Φ2}

𝑇{𝜑 
𝐶}/𝐿 − [𝐴]{∇}𝑇[Φ1]{𝑢}/𝐿

− 𝑏{Φ2}
𝑇{𝜑 }/𝐿 = 0 

1.39  

Avec : 

{𝑢}/𝐿 = (𝑢1
1 𝑢2

1 𝑢3
1 … 𝑢1

𝑁 𝑢2
𝑁 𝑢3

𝑁)𝑇 

{𝜑 }/𝐿 = (𝜑1 𝜑2 … 𝜑𝑁−1 𝜑𝑁)𝑇 

∇= (
𝜕

𝜕𝑥1

𝜕

𝜕𝑥2

𝜕

𝜕𝑥3
)
𝑇

 

SI on pose 𝑧 = (𝑧1 𝑧2 𝑧3)𝑇 un vecteur on a alors :  



Chapitre 1 : État de l’art 

 

33 
 

   𝐵1(𝑧) = [

𝑧1 0 0 𝑧2 𝑧3 0
0 𝑧2 0 𝑧1 0 𝑧3

0 0 𝑧3 0 𝑧1 𝑧2

]  et   𝐵2(𝑧) =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑧1 0 0
0 𝑧2 0
0 0 𝑧3

1

2
𝑧2

1

2
𝑧1 0

1

2
𝑧3 0

1

2
𝑧1

0
1

2
𝑧3

1

2
𝑧2]

 
 
 
 
 
 
 

 

On peut écrire les équations (1.38) et (1.39) sous forme compacte comme : 

 [𝑆𝐶]{𝑢 
𝑃}/𝐿 + [𝑆𝛿𝐶]{𝑢 

𝐶}/𝐿   + [𝑄]{𝜑 }/𝐿 = 0 
1.40  

 [𝑇𝐷]{𝜑 
𝑃}/𝐿 + [𝑇𝛿𝐷]{𝜑 

𝐶}/𝐿 + [𝑅]{𝑢}/𝐿 + [𝑊]{𝜑 }/𝐿 = 0 
1.41  

 

On a donc nos équations pour chaque nœud. Si l’on récupère ce jeu d’équations pour tous les 

centres de collocations et qu’on les sépare en fonction du fait qu’il soit sur la frontière (indice 

B) ou interne (indice I) on obtient un système d’équations du type : 

 [𝑆𝐶
𝐵 𝑆𝐶

𝐼 ] {
𝑢𝐵

𝑃

𝑢𝐼
𝑃} + [𝑆𝛿𝐶

𝐵 𝑆𝛿𝐶
𝐼 ] {

𝑢𝐵
𝐶

𝑢𝐼
𝐶}   + [𝑄]{𝜑 } = 0 1.42  

 [𝑇𝐷
𝐵 𝑇𝐷

𝐼 ] {
𝜑𝐵

𝑃

𝜑𝐼
𝑃} + [𝑇𝛿𝐷

𝐵 𝑇𝛿𝐷
𝐼 ] {

𝜑𝐵
𝑃

𝜑𝐼
𝑃} + [𝑊 

𝐵 𝑊 
𝐼] {

𝜑𝐵
 

𝜑𝐼
 } + [𝑅]{𝑢 } = 0 1.43  

 

Or les solutions particulières peuvent être choisies de telle sorte que les inconnues soient 

nulles en tout point de la frontière. On a alors 𝑢𝐵
𝑃 = 𝜑𝐵

𝑃 = 0. Après quelques manipulations 

algébriques, sachant que 𝑢 = 𝑢𝐶 + 𝑢𝑃, il vient : 

 [𝑆𝐶
𝐼 − 𝑆𝛿𝐶

𝐼 ]{𝑢𝐼
𝑃} + [𝑆𝛿𝐶

𝐵 𝑆𝛿𝐶
𝐼 ]{𝑢}   + [𝑄]{𝜑 } = 0 1.44  

 [𝑇𝐷
𝐼 − 𝑇𝛿𝐷

𝐼 ]{𝜑𝐼
𝑃} + [𝑇𝛿𝐷

𝐵 𝑇𝛿𝐷
𝐼 ]{𝜑} + [𝑊 

𝐵 𝑊 
𝐼]{𝜑 } + [𝑅]{𝑢 } = 0 1.45  

 

On peut alors isoler nos inconnues particulières que sont 𝑢𝑃 et 𝜑𝑃 : 

 {𝑢 
𝑃} = −[𝑈][𝑆𝛿𝐶

𝐵 𝑆𝛿𝐶
𝐼 ]{𝑢}  − [𝑈][𝑄]{𝜑 }  

 {𝜑 
𝑃} = −[𝑉][𝑇𝛿𝐷

𝐵 𝑇𝛿𝐷
𝐼 ]{𝜑} − [𝑉][𝑊 

𝐵 𝑊 
𝐼]{𝜑 } − [𝑉][𝑅]{𝑢 }   

 

Où 𝑈 = [𝑆𝐶
𝐼 − 𝑆𝛿𝐶

𝐼 ]
−1

  et [𝑉] =  [𝑇𝐷
𝐼 − 𝑇𝛿𝐷

𝐼 ]
−1

.  
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On peut écrire sous forme compacte : 

 {𝑢 
𝑃} = [𝑈𝑆]{𝑢} + [𝑈𝑄]{𝜑 } 1.46  

 {𝜑 
𝑃} = [𝑉𝑇]{𝜑} + [𝑉𝑅]{𝑢 } + [𝑉𝑊]{𝜑 } 

1.47  

 

Si l’on réalise la même stratégie pour la partie particulière de la macrotraction et la 

microtraction, en reprenant les équations (1.26) et (1.27), on obtient alors : 

{𝑡𝑃} = [𝐶][𝑁][𝐵2(∇)][Φ1]{𝑢 
𝑃}/𝐿 {𝛿𝑡  } = [𝛿𝐶][𝑁][𝐵2(∇)][Φ1]{𝑢 

𝐶}/𝐿    

+  [𝐴][𝑁]{Φ2}
𝑇{𝜑 }/𝐿 

 

1.48  

{𝑠𝑃} = [𝐷][𝑁]{∇}{Φ2}
𝑇{𝜑 

𝑃}/𝐿 {𝛿𝑠  } = [𝛿𝐷][𝑁]{∇}{Φ2}
𝑇{𝜑 

𝐶}/𝐿 
 

1.49  

 

Qu’on peut réécrire sous forme compacte : 

{𝑡𝑃} = [𝐸/𝐿]{𝑢 
𝑃}/𝐿 {𝛿𝑡  } = [𝐹/𝐿]{𝑢 

𝐶}/𝐿 + [𝐾/𝐿]{𝜑 }/𝐿 
 

1.50  

{𝑠𝑃} = [𝑀/𝐿 ]{𝜑 
𝑃}/𝐿 {𝛿𝑠  } = [𝑂/𝐿]{𝜑 

𝐶}/𝐿 
 

1.51  

 

En récupérant le jeu d’équations pour chaque point et en les séparant en fonction de leur 

localisation (point à la frontière ou interne) il vient rapidement : 

 {𝑡𝑃} = [𝐸𝐵 𝐸𝐼] {
𝑢𝐵

𝑃

𝑢𝐼
𝑃} = [𝐸]{𝑢𝑃} 1.52  

 
{𝛿𝑡  } = [𝐹𝐵 𝐹𝐼] {

𝑢𝐵
 

𝑢𝐼
 } − [𝐹𝐼]{𝑢𝐼

𝑃} + [𝐾 ]{𝜑 } 

= [𝐹]{𝑢} + [𝐿]{𝑢𝐼
𝑃} + [𝐾 ]{𝜑 } 

1.53  

 {𝑠𝑃} = [𝑀𝐵 𝑀𝐼] {
𝜑𝐵

𝑃

𝜑𝐼
𝑃} = [𝑀]{𝜑𝑃} 1.54  

 
{𝛿𝑠  } = [𝑂𝐵 𝑂𝐼] {

𝜑𝐵
 

𝜑𝐼
 } − [𝑂𝐼]{𝜑𝐼

𝑃} 

= [𝑂]{𝜑} + [𝑋]{𝜑𝐼
𝑃} 

1.55  

 

III.5. Système d’équations final 
 

En prenant en compte la partition de nos variables (1.18) et (1.25), on peut réécrire les 

solutions obtenues par la BEM (1.30-1.31) en fonction des champs globaux et particuliers : 
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[𝐻]{𝑢 − 𝑢𝑃} = [𝐺]{𝑡 − 𝑡𝑃 − 𝛿𝑡}  

[�̅�]{𝜑 − 𝜑𝑃} = [�̅�]{𝑠 − 𝑠𝑃 − 𝛿𝑠} 

 

On élimine par la suite les champs particuliers à l’aide des équations (1.46), (1.47), (1.52-

1.55). Après quelques manipulations on aboutit au système d’équations final : 

 [�̂�]{𝑢} − [𝐺]{𝑡} = [𝑌]{𝜑} 1.56  

 [�̌�]{𝜑} − [�̌�]{𝑠} = [𝑍]{𝑢}  1.57  
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IV. Conclusion  

 

L’optimisation des techniques thérapeutiques appliquées à certaines maladies du système 

artériel nécessite l’analyse de l’artère considérée alors comme un système mécanique. La 

modélisation mathématique de son comportement mécanique est impérative. Pour cela, de 

nombreuses approches, plus ou moins satisfaisantes, sont utilisées. L’approche adoptée dans 

ce travail est phénoménologique et se base sur la théorie des milieux micromorphes d’Eringen. 

En particulier, les milieux à microdilatation et le phénomène de contraction/dilatation qui en 

découle semblent être représentatifs de la faculté qu’a un vaisseau sanguin à diminuer son 

diamètre lors de l’augmentation de la pression sanguine.   

Pour résoudre les équations de champs d’un tel milieu, soumis à une sollicitation quelconque, 

une stratégie numérique novatrice est employée. Elle couple la méthode des éléments de 

frontière (BEM) à une méthode de collocation par points appliquée à la forme forte des 

équations aux dérivées partielles. Nommée Local Point Interpolation – Boundary Element 

Method (LPI-BEM), elle permet de conserver les avantages des deux méthodes. L’analyse de 

la robustesse de la méthode seront effectuées dans le chapitre suivant.  
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I. Introduction  

 

Ce chapitre a pour vocation de mettre en lumière la stabilité des résultats apportée par la 

stratégie numérique abordée dans le chapitre précédent.  La Local Point Interpolation — 

Boundary Element Method (LPI-BEM) a pour principal atout de conserver les avantages de la 

méthode des éléments de frontière ainsi que de la méthode de collocation par point. Le cas 

d’un milieu à microdilatation homogène est abordé dans diverses configurations. La capacité 

et l’efficacité de la stratégie à résoudre des problèmes complexes sont alors démontrées. 

Dans un premier temps, des configurations simples permettant la comparaison des solutions 

numériques et analytiques sont considérées. Puis une analyse des différents paramètres du 

modèle est accomplie. Enfin, le chapitre s’achève avec l’étude d’un échantillon tubulaire 

permettant de réaliser un premier pas vers la modélisation d’un vaisseau sanguin. 
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II. Milieu à microdilatation isotrope : Influence des 

paramètres 

 

Les équations gouvernant les milieux à microdilatation ont été présentées au chapitre 

précédent. Les paragraphes à venir ont pour objectif de valider l’outil numérique développé en 

réalisant des essais sur des géométries et avec des sollicitations simples. Le rôle des différents 

paramètres sera mis en lumière. 

Les premiers exemples concernent la traction d’un barreau de section droite carrée (côté 1 

unité) et de longueur 20 unités (Figure 2. 1). Les faces supérieures et inférieures sont 

soumises à un chargement uniforme de type traction et sont libres de toute microcontrainte. 

La contrainte appliquée est de 10−3 𝑢𝑛𝑖𝑡é. Les autres faces sont libres de toute macro ou micro 

contrainte. Pour prévenir tout mouvement rigide, les points de la section centrale ne peuvent 

pas se déplacer dans la direction de sollicitation et ceux situés sur l’axe de symétrie ne peuvent 

pas se déplacer transversalement. La frontière du milieu est décomposée en 470 quadrilatères 

à neuf nœuds. Aux nœuds frontière, on ajoute 180 nœuds internes. 

Lorsque le milieu est isotrope, avec ce type de chargement, la solution analytique peut être 

établie : 

 휀𝑥𝑥 = 휀𝑦𝑦 = −
𝜎𝑧𝑧

𝐸
[

(휂 − 2휂𝜈)2

3휂2(1 − 2𝜈) − 𝐸𝑏
+ 𝜈] 2.1  

 휀𝑧𝑧 = −
𝜎𝑧𝑧

𝐸
[

(휂 − 2휂𝜈)2

3휂2(1 − 2𝜈) − 𝐸𝑏
− 1] 2.2  

 𝜑 =
휂𝜎𝑧𝑧(1 − 2𝜈)

3휂2(1 − 2𝜈) − 𝐸𝑏
 2.3  

 

 

Figure 2. 1 : Traction simple sur une barre 

𝑧 

𝑦 

𝑥 
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II.1. Influence des paramètres liés à la méthode numérique 

 

II.1.1.  Influence du paramètre de forme 𝒒 

 

Avant d’analyser l’influence des paramètres du modèle de comportement d’un milieu à 

microdilatation, commençons par étudier l’influence des paramètres liés à la méthode 

numérique. Le premier d’entre eux est le paramètre de forme 𝑞 présent dans les fonctions 

radiales multiquadriques. On considère ici notre milieu comme étant isotrope et homogène. 

Pour étudier sa variation, il est nécessaire de fixer le second paramètre de forme 𝑐 = 10−3.  

 Les paramètres matériaux restant constants pour ces simulations sont regroupés dans le 

Tableau 2. 1 ci-dessous. 

𝑬 (𝑮𝑷𝒂) 𝝂 𝜼 (𝑮𝑷𝒂) 𝒂 (𝒌𝑵) 𝒃 (𝑮𝑷𝒂) 

𝟐, 𝟑𝟖 0.85 −8 26 26 

Tableau 2. 1 : Paramètres matériaux constants lors de l’étude de l’influence du paramètre de 

forme 𝑞 

Les résultats présentés ci-dessous (Figure 2. 2) représentent l’erreur relative maximale qu’il y 

a entre les résultats numériques et la solution analytique pour les déplacements axiaux et 

latéraux et la microdilatation. Cette erreur a été calculée pour tous les points du domaine, 

quand c’était possible, par : 

𝐸𝑟𝑟𝑒𝑢𝑟 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒 =
| 𝑉𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒 − 𝑉𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟𝑇ℎ𝑒𝑜𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒 |

|𝑉𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑇ℎ𝑒𝑜𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒|
 

En effet, due à la symétrie du problème et aux conditions aux limites, la valeur théorique est 

parfois nulle rendant impossible le calcul de cette erreur.  
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Figure 2. 2 : Erreur relative par rapport à la solution analytique des différentes inconnues du 

problème en fonction du paramètre de forme q (𝑐 = 10−3)  

Dans cette gamme de valeur de q, nos résultats sont quasiment la solution analytique. La 

valeur de 𝑞 n’affecte quasiment pas nos résultats qui sont précis et stables. Par la suite 𝑞 =

1,53. 

 

II.1.2. Impact du paramètre de forme 𝒄 

 

De la même manière que précédemment, nous allons étudier dans ce paragraphe l’influence 

du paramètre 𝑐. Ainsi pour 𝑐 ∈ [10−5; 10−1] il est possible de calculer l’erreur relative par 

rapport à la solution analytique (Figure 2. 3) 
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Figure 2. 3 : Erreur relative par rapport à la solution analytique des différentes inconnues du 
problème en fonction du paramètre de forme c (𝑞 = 1,53) 

 

Ici aussi les résultats sont quasiment la solution analytique. Les résultats sont stables, quelle 

que soit la valeur de 𝑐 dans l’intervalle choisi. Pour la suite des travaux, nous utiliserons  𝑐 =

10−4. 

 

II.2. Influence des paramètres liés au modèle à 
microdilatation 

 

Contrairement au cas classique, un milieu à microdilatation introduit de nouveaux paramètres 

matériaux. Ils sont désormais au nombre de cinq. Les traditionnels coefficients de Lamé, 𝜆 et 

𝜇, sont toujours présents. La prise en compte d’une seconde échelle introduit dans notre cas 

trois paramètres dont il est nécessaire d’appréhender le sens physique : 휂, 𝑎 et 𝑏. Nous savons 

cependant que ces paramètres doivent remplir certaines conditions pour considérer le 

matériau comme étant thermodynamiquement stable : 

𝑓(휂, 𝑏) = 𝑏(3𝜆 + 2𝜇) − 3휂2 ≥ 0 𝜇 ≥ 0 𝑎 ≥ 0 𝑏 ≥ 0 
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Pour un matériau donné, il n’est donc pas possible d’utiliser tous les couples (휂, 𝑏). Ainsi dans 

le cas où 𝜆 = 3,4 𝐺𝑃𝑎 et 𝜇 = 0,85 𝐺𝑃𝑎 on obtient une plage de couple possible comme 

représenté Figure 2. 4. 

 

Figure 2. 4 : Plage de variation de la fonction  𝑓(휂, 𝑏)  = 𝑏(3𝜆 + 2𝜇) − 3휂2 pour que le 
matériau reste stable thermodynamiquement 

(𝜆 𝑒𝑡 𝜇 fixés) 
 

On notera la possibilité pour 휂 de prendre non seulement des valeurs positives, mais 

également négatives. Enfin, n’oublions pas que le paramètre 𝑎 doit être strictement positif. 

Sachant cela il est maintenant possible d’étudier les variations des différents paramètres 

sereinement, sans sortir du cadre thermodynamique de nos problèmes. Notons 

l’indépendance de la solution analytique (2.1-2.3) à la variation du paramètre 𝑎 lorsque l’on 

considère un échantillon homogène soumis à une sollicitation de type traction uniforme. Ainsi 

seules les variations des paramètres 휂 et 𝑏 seront étudiées.  

Par la suite, le déplacement transverse 𝑈𝑥(= 𝑈𝑦) représenté sera la valeur maximale 

récupérée sur une face latérale. Le déplacement axial 𝑈𝑧 sera celui récupéré sur la surface 

supérieure et est donc le déplacement axial maximum. Enfin avec ce type de sollicitation la 

microdilatation est identique en tout point du milieu, sa représentation est donc indépendante 

du point du milieu choisi.  

 

𝑓(휂, 𝑏) ≥ 0 

𝑓(휂, 𝑏) ≤ 0 𝑓(휂, 𝑏) ≤ 0 
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II.2.1. Influence du paramètre de couplage 𝜼 

 

Ce premier paramètre apparaît dans les deux équations d’équilibre. Il permet de lier la 

microdilatation à la contrainte macroscopique. Son rôle est donc de porter les effets de la 

microdilatation à un niveau macroscopique. C’est donc tout naturellement que 휂 est appelé 

«  paramètre de couplage ». Les paramètres constants utilisés pour déterminer son influence 

sont donnés dans le Tableau 2. 2 ci-dessous. 

𝑬 (𝑮𝑷𝒂) 𝝂 𝒂 (𝒌𝑵) 𝒃 (𝑮𝑷𝒂) 

𝟐, 𝟑𝟖 0,40 26 26 

Tableau 2. 2 : Paramètres constants lors de l’étude de l’influence du paramètre de couplage 

휂 

Puisque 𝑏 est imposé, il n’est alors pas possible de faire varier 휂 comme on l’entend. En effet 

les conditions thermodynamiques décrites précédemment nous l’interdisent. Les résultats 

obtenus sont représentés sur la Figure 2. 5.  

 

Figure 2. 5 : Évolution du déplacement transverse (a), du déplacement axial (b)  

et de la microdilatation (c) en fonction du paramètre de couplage 휂  

lors d’un essai de traction d’une barre de dimension (1 × 1 × 20 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠) 

(a) (b

(c
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Plusieurs points sont intéressants à signaler. Le premier d’entre eux est que notre code 

numérique permet d’obtenir des résultats très précis comparés à la solution analytique. 

Plus |휂| est important, plus les valeurs de microdilatation (en valeur absolue) et des 

déplacements sont importants. On a donc un impact de la microdilatation sur les déplacements 

macroscopiques qui est d’autant plus conséquent que le paramètre |휂| est grand. Ce 

paramètre est donc bien un paramètre de couplage permettant de porter les phénomènes se 

produisant à l’échelle microscopique au niveau macroscopique. 

Si l’on s’intéresse au signe de 휂 alors on remarquera que seule la microdilatation est affectée 

par celui-ci. Pour comprendre ce phénomène, il est nécessaire de se pencher sur les solutions 

analytiques (3.1-3.3). On y observe que seule l’équation relative à la microdilatation a un terme 

en 휂 alors que tous les autres sont en 휂2.  

Enfin un dernier phénomène est observé. Avec ces paramètres, il existe une valeur limite |휂| =

9402 𝑀𝑃𝑎 telle que le déplacement transverse devient positif lorsque l’on utilise une valeur 

supérieure. On est en présence d’un matériau qui « gonfle » en même temps qu’il subit un 

allongement. Le comportement inverse est observé lors d’un essai de compression, à savoir, 

une réduction de la section transverse. On est en présence d’un matériau qui se comporte 

comme s’il possédait un coefficient de Poisson négatif. Ces matériaux sont dits auxétiques. 

 

II.2.2. Influence du paramètre 𝒃 

 

Ce paramètre apparaît dans l’équation des microcontraintes. Du fait des conditions 

thermodynamiques, il existe une plage de valeurs interdites. Ainsi pour les paramètres 

constants donnés dans le Tableau 2. 3 ci-dessous, on obtient la condition 𝑏 > 16,134 𝐺𝑃𝑎. 

Pour rappel la contrainte appliquée est de 𝐹 = 1 𝑢𝑛𝑖𝑡é. 

𝑬 (𝑮𝑷𝒂) 𝝂 𝜼 (𝑮𝑷𝒂) 𝒂 (𝒌𝑵) 

𝟐, 𝟑𝟖 0,40 −8 26 

Tableau 2. 3 : Paramètres constants lors de l’étude de l’influence du paramètre b 
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Figure 2. 6 : Évolution du déplacement transverse (a), du déplacement axial (b)  

et de la microdilatation (c) en fonction du paramètre b lors d’un essai de traction d’une barre 

de dimension (1 × 1 × 20 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠) 

 

Plus le paramètre 𝑏 est petit plus la microdilatation (Figure 2. 6c) est importante. Inversement 

lorsque 𝑏 est grand celle-ci tend vers 0. Le solide se rapproche alors d’un milieu élastique 

classique. La tendance observée pour la microdilatation est la même pour le déplacement 

axial 𝑈𝑧 (Figure 2. 6b). En effet plus la microdilatation est importante plus l’apport de celle-ci 

au niveau macroscopique, à couplage 휂 constant, est important. Ce résultat était attendu. 

Enfin, pour ce set de paramètres, il est possible de retrouver le comportement d’un matériau 

auxétique lorsque 𝑏 est assez faible. 

Le paramètre 𝑏 quantifie l’aptitude d’un point matériel de notre milieu à pouvoir se dilater. Il se 

comporte donc comme un coefficient de rigidité. 

  

(a) (b) 

(c) 
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III. Milieu à microdilatation isotrope : Comparaison au cas 

élastique 

 

Jusque maintenant, seule l’étude des paramètres a été réalisée. Il est possible à partir de 

celle-ci de comprendre le comportement global qu’aura un milieu à microdilatation par rapport 

à un milieu élastique classique et de mettre en évidence l’apport de la microdilatation sur la 

réponse du milieu. 

Les paramètres utilisés dans ce paragraphe sont choisis de manière à mettre en évidence des 

comportements physiques. Ils sont définis dans le Tableau 2. 4 ci-dessous : 

 𝑬 (𝑮𝑷𝒂) 𝝂 𝜼 (𝑮𝑷𝒂) 𝒂 (𝒌𝑵) 𝒃(𝑮𝑷𝒂) 

𝑬𝒍𝒂𝒔𝒕𝒊𝒒𝒖𝒆 2,38 0,40 0 0 0 

𝑴𝒊𝒄𝒓𝒐𝒅𝒊𝒍𝒂𝒕𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 
𝒔𝒆𝒕 𝟏 

2,38 0,40 −8 26 26 

𝑴𝒊𝒄𝒓𝒐𝒅𝒊𝒍𝒂𝒕𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 
𝒔𝒆𝒕 𝟐 

2,38 0,40 −9,5 26 26 

𝑴𝒊𝒄𝒓𝒐𝒅𝒊𝒍𝒂𝒕𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 
𝒔𝒆𝒕 𝟑 

2,38 0,40 −8 26 18 

Tableau 2. 4 : Jeux de paramètres utilisés pour la comparaison entre des milieux à 
microdilatation et un cas élastique pour différentes sollicitations 

 

III.1. Traction simple d’une barre  

 

La géométrie considérée est une barre de hauteur ℎ = 20 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠 et de section carrée de côté 

1 𝑢𝑛𝑖𝑡é. Ce parallélépipède rectangle est décomposé en 88 quadrilatères à neuf nœuds 

auxquels sont ajoutés 180 nœuds internes. Les surfaces supérieures et inférieures sont 

soumises à une sollicitation uniforme de type traction. Pour prévenir tout mouvement rigide, 

les points de la section centrale ne peuvent pas se déplacer dans la direction de sollicitation 

et ceux situés sur l’axe de symétrie ne peuvent pas se déplacer transversalement. Le reste 

des faces est libre de toutes contraintes. Aucune microcontrainte n’est imposée sur toutes les 

frontières du domaine. La géométrie et son chargement ainsi que les résultats obtenus sont 

représentés Figure 2. 7. La contrainte appliquée est de 𝐹 = 1 𝑢𝑛𝑖𝑡é.  
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Figure 2. 7 : Essai de traction sur un parallélépipède :  
(a) Géométrie et chargement 
(b) Déplacement transverse 

(c) Déplacement axial maximum 

 

Les résultats obtenus par notre outil numérique sont quasiment la solution analytique pour 

tous les sets de paramètres. L’état déformé de la section transverse représenté Figure 2. 7b 

est comparé au cas initial avant déformation. Comme attendu, par rapport au cas initial, l’aire 

de la section déformée est moins importante dans le cas élastique et dans le cas du set de 

paramètres d’un milieu à microdilatation dénommé set1. Dans les deux autres cas, l’aire est 

au contraire plus importante que dans le cas initial. Lorsque l’on soumet ces milieux à une 

sollicitation de type traction, les dimensions transversales de l’éprouvette augmentent en 

même temps que le spécimen s’allonge. On est en présence de matériaux qui se comportent 

𝐹 

Élastique 

Set 1 

Set 2  

Set 3 

Initial  

(a) (b) 

(c) 
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comme s’ils avaient des coefficients de Poisson négatifs. Si l’on regarde l’élongation maximale 

qui se situe au niveau de la surface de sollicitation (Figure 2. 7c), on observe que l’élongation 

est minimale dans le cas élastique. Quel que soit le jeu de paramètres choisi, la microdilatation 

permet aux matériaux de s’expanser dans toutes les directions de l’espace. Elle vient amplifier 

le déplacement dans le sens de la sollicitation et atténuer, voir estomper, la diminution de 

section dans les directions transverses. Notons que l’utilisation d’un set conduisant à une 

valeur de la microdilatation négative n’influencera pas cette observation. En effet, si l’on se 

rapporte aux solutions analytiques (2.1-2.3) et à la Figure 2. 5 qui en découle, on y observe 

une déformation qui n’est pas dépendante d’un signe du paramètre de couplage 휂 et par 

extension au signe de la microdilatation.  

 

III.2. Flexion d’un cube 

 

Si l’on reprend la définition du coefficient de Poisson comme étant l’opposé du rapport entre 

la déformation transversale et la déformation longitudinale, après l’essai de traction, le milieu 

à microdilatation dénoté 𝑠𝑒𝑡2 possèderait alors un coefficient 𝜈 =  −0,0457. En utilisant cette 

valeur, si on considère maintenant un matériau élastique classique, en conservant le module 

d’Young et soumis aux mêmes sollicitations, des valeurs différentes de l’élongation 

longitudinale et transverse sont obtenues. En effet, dans une telle configuration le 

déplacement axial maximum, obtenu sur la surface supérieure, est de 4,20 10−3 𝑢𝑛𝑖𝑡é. Le 

déplacement transverse maximum, obtenu sur les faces latérales, est de 1,92 10−5 𝑢𝑛𝑖𝑡é. Un 

milieu à microdilatation qui se comporte comme un milieu auxétique serait donc différent d’un 

milieu élastique auxétique. Pour confirmer ce point, soumettons l’échantillon à un effort de 

flexion. Le solide est encastré à l’une des faces et est soumis à un chargement qui varie 

linéairement sur la face opposée (voir Figure 2. 8a). On considère ici un cube unitaire de côté 

1 décomposé en 24 quadrilatères à neuf nœuds ainsi que de 27 nœuds internes. 

 

𝑥 

𝑧 

(a) 
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Figure 2. 8 : Flexion d’un cube 
(a) Géométrie et chargement  

Déplacement transverse de l’échantillon pour (b) un milieu élastique auxétique 
et (c) un milieu à microdilatation : set2 (E=2.38 GPa) 

 

Dans le cas d’un échantillon élastique auxétique (Figure 2. 8b), la moitié supérieure du cube 

gonfle alors que celle qui est inférieure se contracte. On retrouve alors le comportement 

caractéristique d’un milieu auxétique lorsque la sollicitation est de type traction, pour la partie 

supérieure, ou de type compression, pour la partie inférieure. Étonnamment, pour le milieu à 

microdilatation (Figure 2. 8c), le comportement opposé est observé. Le parallélépipède 

supérieur se contracte alors que celui qui est inférieur gonfle. Le caractère auxétique observé 

lors d’un essai de traction est alors perdu. À module d’Young constant, les milieux à 

microdilatation se comportent donc bien différemment des milieux élastiques classiques. 

 

III.3. Échantillon tubulaire 

 

La modélisation des vaisseaux sanguins passe obligatoirement par l’utilisation de géométries 

tubulaires. La validation du code maison avec ce type de géométrie, en présence de surfaces 

qui ne sont plus planes, est nécessaire. Considérons un tube de hauteur 1 𝑢𝑛𝑖𝑡é, de rayon 

interne 𝑟𝑖𝑛𝑡 = 0,5 𝑢𝑛𝑖𝑡é et d’épaisseur 𝑒 = 1 𝑢𝑛𝑖𝑡é. La frontière du milieu est constituée de 128 

quadrilatères à neuf nœuds. On y ajoute 540 nœuds internes. Les paramètres matériaux 

utilisés ici sont les mêmes que précédemment, à savoir : 

 

 

(c) (b) 𝑈𝑦 (𝑚𝑚) 𝑈𝑦 (𝑚𝑚) 
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 𝑬 (𝑮𝑷𝒂) 𝝂 𝜼 (𝑮𝑷𝒂) 𝒂 (𝒌𝑵) 𝒃(𝑮𝑷𝒂) 

𝐄𝐥𝐚𝐬𝐭𝐢𝐪𝐮𝐞 2,38 0,40 0 0 0 

𝐌𝐢𝐜𝐫𝐨𝐝𝐢𝐥𝐚𝐭𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧 
𝐬𝐞𝐭 𝟏 

2,38 0,40 −8 26 26 

𝐌𝐢𝐜𝐫𝐨𝐝𝐢𝐥𝐚𝐭𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧 
𝐬𝐞𝐭 𝟐 

2,38 0,40 −9,5 26 26 

Tableau 2. 5 : Échantillon tubulaire : jeux de paramètres 

 

III.3.1. Traction d’un tube 

 

Afin de valider la géométrie, commençons par un test de traction comme précédemment. Le 

tube est soumis à une traction sur ses faces supérieures et inférieures et la contrainte imposée 

est 𝐹 = 10−3 𝑢𝑛𝑖𝑡é. Pour prévenir tout mouvement rigide, les nœuds de la section centrale ne 

peuvent pas se déplacer dans la direction de sollicitation. De même, les nœuds de la ligne 

𝑦 = 0 (respectivement 𝑥 = 0) ne subissent pas de déplacement selon 𝑥 (respectivement selon 

𝑦). Le reste des faces est laissé libre de toute contrainte. Toutes les frontières du domaine 

sont libres de microtractions. Les résultats obtenus sont ceux attendus. En effet, la solution 

analytique est obtenue, quel que soit le cas observé.  

 

(a) 𝐹 
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Figure 2. 9 : Traction d’un tube 
(a) Géométrie et chargement  

(b) Déplacement radial adimensionné le long de l’axe �⃗� pour des échantillons possédant 
différents paramètres de couplage 

 

Le déplacement radial représenté Figure 2. 9 (b) est adimensionné à partir de la valeur du 

déplacement maximal obtenu avec l’échantillon possédant un paramètre de couplage nul. Le 

problème étant axisymétrique, ce déplacement n’est dépendant que du rayon. À l’instar de la 

barre en traction, les deux premiers échantillons voient leur section transverse rétrécir tandis 

que le caractère auxétique du dernier est retrouvé. Les conclusions sont les mêmes qu’au 

paragraphe précédent : la microdilatation permet une réduction de la section transverse moins 

importante. La géométrie est alors validée. 

  

III.3.2. Pression sur un tube 

 

De manière générale, un vaisseau sanguin ne subira pas un effort de traction, mais plutôt une 

pression, soit interne, à cause du sang, soit externe, pour prendre en compte le milieu 

environnant. Lorsqu’une contrainte est appliquée, que ce soit une pression externe ou interne, 

la solution analytique dans le cas élastique pour un tube de longueur infinie est connue [116] : 

(b) 
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𝑢𝑟(𝑟) =
1 − 𝜈

𝐸

𝑎2𝑝𝑖 − 𝑏2𝑝𝑒

𝑏2 − 𝑎2
𝑟 +

1 + 𝜈

𝐸

𝑎2𝑏2(𝑝𝑖 − 𝑝𝑒)

(𝑏2 − 𝑎2)𝑟
   

Où 𝜈 est le coefficient de Poisson, 𝐸 le module d’Young, 𝑝𝑖 et 𝑝𝑒 respectivement la pression 

interne appliquée sur la paroi interne du tube et la pression externe appliquée sur la paroi 

externe, 𝑎 le rayon interne du tube, 𝑏 le rayon externe et 𝑟 un rayon tel que 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏. 

Dans le cas de la pression interne, la paroi externe est laissée libre de toute contrainte. 

Inversement, lors de la simulation d’une pression externe, c’est la paroi interne qui est laissée 

libre. Dans les deux cas, les autres faces sont laissées libres de toutes contraintes. La frontière 

du domaine est laissée libre de toute microtraction. Pour prévenir tout mouvement rigide, les 

nœuds de la section centrale horizontale, parallèle à la sollicitation, ne peuvent pas se 

déplacer dans la direction transverse. De même, les nœuds de la ligne 𝑦 = 0 (respectivement 

𝑥 = 0) ne subissent pas de déplacement selon 𝑥 (respectivement selon 𝑦). La pression 

appliquée dans les deux cas est 𝑃 = 10 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠 . La solution numérique obtenue par notre code 

est comparée à la solution analytique Figure 2. 10.  

 

Figure 2. 10 : Solution analytique pour un tube (a) soumis à une pression externe (b) soumis 
à une pression interne 

(section médiane) 

 

Les résultats sont identiques, quelle que soit la section choisie. La solution analytique est une 

fois de plus retrouvée. Comparons maintenant notre cas élastique aux cas à microdilatation. 

 

 

 

a) b) 
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III.3.2.1. Pression externe 

 

Appliquer une pression ou un déplacement sur la paroi externe d’un tube est utile pour une 

représentation simplifiée de la contraction d’un cœur [117] . On choisit ici d’appliquer une 

pression telle que 𝑃𝑒𝑥𝑡 = 10  𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠. Le problème étant axisymétrique, le déplacement radial 

n’est dépendant que du rayon. De même, le déplacement axial n’est dépendant que de la cote 

du tube. Ces deux grandeurs sont représentées respectivement Figure 2. 11 et Figure 2. 12.  

 

Figure 2. 11 : Déplacement radial adimensionné d’un tube soumis à une pression externe 
pour des échantillons possédant différents paramètres de couplage 

 

L’évolution du déplacement radial (Figure 2. 11) est quelque peu différente en fonction des 

paramètres choisis. Comme observé précédemment, plus le paramètre de couplage |휂| est 

important plus les déplacements dans le sens de la sollicitation sont importants. Dans les deux 

premiers cas, le déplacement radial évolue de la même façon que la solution analytique avec 

un maximum qui n’est pas situé au niveau de la paroi interne. Ce maximum semble cependant 

se rapprocher de cette paroi interne au fur et à mesure que le paramètre de couplage |휂| 

augmente et l’atteint même lorsque 휂 = −9,5 𝐺𝑃𝑎. Finalement la microdilatation vient modifier 

le comportement global de l’échantillon. 
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Figure 2. 12 : Déplacement axial adimensionné d’un tube soumis à une pression externe 
pour des échantillons possédant différents paramètres de couplage 

 

Si on s’intéresse au déplacement transverse qu’est le déplacement axial (Figure 2. 12), on 

observe des variations importantes de l’allongement. Dans les deux premiers cas, le matériau 

s’allonge et se comporte alors comme un matériau possédant un coefficient de Poisson positif. 

Dans le dernier cas, le comportement d’un milieu à coefficient de Poisson négatif est retrouvé.  

 

III.3.2.2. Pression interne 

 

Le cas d’une pression interne est intéressant lorsque l’on veut traiter les problèmes artériels. 

On peut alors simuler la pression hydrostatique que soumet le sang sur l’artère. 

Ce tube est soumis à une pression interne telle que 𝐹 = 100 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠. Pour prévenir tout 

mouvement rigide, les nœuds de la section centrale horizontale, parallèle à la sollicitation, ne 

peuvent pas se déplacer dans la direction transverse. De même, les nœuds de la ligne 𝑦 = 0 

(respectivement 𝑥 = 0) ne subissent pas de déplacement selon 𝑥 (respectivement selon 𝑦). 
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Figure 2. 13 : Déplacement radial adimensionné d’un tube soumis à une pression interne  
 

Contrairement au cas précédent, l’évolution du déplacement radial au sein du tube est la 

même que la solution analytique pour tous les jeux de paramètres choisis. Plus |휂| est 

important et plus le déplacement l’est également (Figure 2. 13). Ce résultat correspond à ce 

qui est attendu. 

 

Figure 2. 14 : Déplacement axial d’un tube soumis à une pression interne  

(i) 휂 = 0𝐺𝑃𝑎 ; (ii) 휂 = −8𝐺𝑃𝑎 ; 

 (iii) 휂 = −9,5𝐺𝑃𝑎  

(ii) (i) (iii) 

𝑈𝑧 𝑈𝑧 𝑈𝑧 
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Le déplacement axial subit par les éprouvettes est bien différent (Figure 2. 14). Lorsque l’on 

impose une pression à l’intérieur d’un tube, celui-ci va naturellement gonfler. Si le tube n’est 

pas infini, comme c’est le cas ici, la hauteur du tube va alors diminuer. C’est ce que l’on 

observe dans le cas classique et dans le cas noté 𝑠𝑒𝑡1 lorsque 휂 = −8 𝐺𝑃𝑎. Dans ce second 

cas, on notera cependant une tendance des parois inférieures et supérieures à beaucoup 

moins se déplacer lorsque l’on se situe au niveau de la paroi externe. De plus le déplacement 

stratifié observable dans le cas élastique est perdu. Si l’on s’intéresse au set2 possédant un 

paramètre de couplage 휂 = −9,5 𝐺𝑃𝑎, celui-ci a un comportement différent. Sur la surface 

supérieure, au niveau de la paroi interne, le déplacement axial diminue comme dans les deux 

autres cas. Cependant, au niveau de la paroi externe, celui-ci augmente. On retrouve alors ce 

caractère auxétique dû au jeu de paramètre choisi. L’observation est identique à la surface 

inférieure avec respect des conditions de symétrie. Cette non-uniformité à la surface est due 

à la microdilatation qui n’est plus constante au sein du matériau et présente un fort gradient 

entre la paroi interne et externe (Figure 2. 15). Pour rappel la microdilatation au sein d’un 

milieu élastique est nulle. 

 

Figure 2. 15 : Microdilatation d’un tube soumis à une pression interne  

(i) set 1 (휂 = −8𝐺𝑃𝑎) ; (ii) set 2 (휂 = −9,5𝐺𝑃𝑎) 

  

(ii) (i) 
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IV. Conclusion 

 

Ce chapitre s’est concentré sur la résolution de problèmes de milieux à microdilatation 

homogènes. La stratégie numérique employée est efficace pour résoudre ce type de 

problèmes couplés. Les résultats obtenus sont précis et stables. La solution analytique est par 

ailleurs retrouvée dans de nombreux cas. 

Le rôle de chaque paramètre a été dans un premier temps mis en lumière. Afin de se 

rapprocher un peu plus de la modélisation d’une artère, un échantillon tubulaire homogène a 

par la suite été considéré. Cependant, l’artère est généralement décomposée en trois couches 

aux propriétés mécaniques distinctes. La prise en compte de cette non-homogénéité au sein 

d’un échantillon fait naturellement l’objet du chapitre suivant. 
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I. Introduction 

 

Motivée par l’observation de la non-homogénéité intrinsèque d’un vaisseau sanguin, l’étude 

réalisée au chapitre précédent est amenée à la considération d’un milieu à microdilatation lui 

aussi non homogène. Nous montrons dans ce chapitre que la théorie des milieux 

micromorphes d’Eringen, et en particulier de sa sous-classe que sont les milieux à 

microdilatation, est une voie qui semble prometteuse pour la modélisation d’artères. 

Rappelons que la prise en compte de la microstructure se traduit par la capacité d’un point 

matériel à se dilater/contracter indépendamment de ses voisins. Cette habileté influe sur la 

réponse macroscopique d’un échantillon à un stimulus extérieur par l’intermédiaire du 

paramètre de couplage.  

La suite de cette étude repose sur deux hypothèses majeures. La première spécifie que les 

propriétés macroscopiques des couches de l’artère sont identiques. La différence de 

comportement mécanique observée entre celles-ci est prise en compte par l’intermédiaire des 

propriétés microscopiques et en particulier par le paramètre de couplage. La seconde 

concerne l’artériosclérose. Cette pathologie est intimement liée à des modifications 

microstructurales de la paroi artérielle aboutissant à une augmentation de la rigidité apparente 

de l’artère. Ce processus est exploré par l’intermédiaire d’inclusions dont nous postulons 

qu’elles ont perdu leur capacité à se dilater/contracter. Concrètement, le paramètre de 

couplage de ces zones est altéré. 

Dans un premier temps, la modification de l’approche numérique ainsi que sa validation sont 

abordées. Le travail est ensuite étendu à l’étude de l’artériosclérose en simulant en premier 

lieu la modification de la déformabilité de l’artère par une modification des caractéristiques 

microstructurales puis par l’insertion d’inclusions inertes. Une étude approfondie sur l’impact 

que peuvent avoir de telles zones en fonction de leur taille et leur position dans la paroi 

artérielle est alors menée. 
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II. Modification de l’approche numérique 

 

Réécrire les équations en tenant compte de la dépendance de la position des paramètres est 

nécessaire. Cependant, tous les paramètres ne sont pas concernés. On suppose que pour 

une artère la composition de chacune des couches est différente. Ainsi les paramètres 

macroscopiques d’élasticité classique peuvent être dépendants de la position. De plus, pour 

une sollicitation donnée, l’apport de la microdilatation ne sera pas la même. Il semble évident 

qu’un matériau qui se déforme facilement possède une tendance à se dilater tout aussi 

facilement par rapport à un matériau rigide. L’impact de la microdilatation sur le comportement 

macroscopique pour une sollicitation donnée est donc différent. Même s’il est possible de 

modifier le paramètre de rigidité 𝑏 qui quantifie la possibilité d’un point matériel d’un milieu à 

se dilater, il a été choisi de considérer ce paramètre identique pour toutes les couches du 

milieu. De même, le paramètre 𝑎 est choisi constant. L’impact de la microdilatation sur les 

grandeurs macroscopiques est pris en compte en jouant sur le paramètre de couplage 휂.  

Finalement, les paramètres dépendants de la position dans le milieu sont : 𝜆, 𝜇 et 휂. Pour 

rappel, les équations d’équilibre et de comportement sont : 

 𝜎𝑗𝑖,𝑗(𝑥) = 0 3.1  

 𝑠𝑘,𝑘 − 𝑝(𝑥) = 0 3.2  

 𝜎𝑖𝑗(𝑥) = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥)휀𝑘𝑙 + 휂(𝑥) 𝜑 𝛿𝑖𝑗  3.3  

 𝑠𝑖 = 𝑎 𝜑,𝑖 3.4  

 𝑝 = 휂(𝑥)휀𝑟𝑠 + 𝑏 𝜑 3.5  

 

Où 𝜎𝑖𝑗 est le tenseur des contraintes, 𝑠𝑘 le vecteur des microcontraintes, 𝑝 le chargement 

interne généralisé du milieu considéré, 휀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖), 𝑢𝑖 le déplacement, 𝜑 la 

microdilatation, 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥) et 휂(𝑥) respectivement la matrice d’élasticité et le paramètre de 

couplage dépendant tous les deux de la position et 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 les paramètres de microdilatation. 

En appliquant la même méthode qu’au chapitre 1, on obtient alors : 

 (𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
0 휀𝑘𝑙 + 𝛿𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥)휀𝑘𝑙),𝑗

+ (휂(𝑥)𝜑),𝑗 = 0 3.6  

 𝑎 𝜑,𝑘𝑘 − 휂(𝑥)휀𝑟𝑟 − 𝑏 𝜑 = 0 3.7  

Avec 𝛿𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 − 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
0 . 
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Décomposons les inconnues cinématiques comme la somme d’un terme complémentaire et 

particulier. Ainsi 𝑢 = 𝑢𝐶 + 𝑢𝑃  et 𝜑 = 𝜑𝐶 + 𝜑𝑃. Une fois introduite et les termes réorganisés, 

on aboutit pour les champs complémentaires à : 

 (𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
0  휀𝑘𝑙

𝐶 )
,𝑗

= 0 3.8  

 𝑎 𝜑,𝑘𝑘
𝐶 = 0 3.9  

 

Ces équations (3.8) et (3.9), respectivement de type Navier et de type Laplace ont  une solution 

fondamentale qui est déjà bien établie en BEM [81]–[83]. Finalement on aboutit à des systèmes 

d’équations de la forme: 

 [𝐻]{𝑢𝐶} = [𝐺]{𝑡𝐶} 3.10  

 [�̅�]{𝜑𝐶} = [�̅�]{𝑠𝐶} 3.11  

 

Les champs particuliers doivent quant à eux vérifier :  

 (𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
0 휀𝑘𝑙

𝑃 + 𝛿𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥)휀𝑘𝑙
 )

,𝑗
+ (휂(𝑥)𝜑),𝑗 = 0 3.12  

 𝑎 𝜑,𝑘𝑘
𝑃 − 휂(𝑥)휀𝑟𝑟 − 𝑏 𝜑 = 0 3.13  

 

Ces équations ne peuvent être résolues par la méthode des éléments de frontière pure. On 

les traite alors à l’aide d’une méthode de collocation par point. En se basant sur une 

interpolation par fonctions radiales on aboutit à une relation qui permet d’approximer les 

champs inconnus tel que 𝑣(𝑥) = [Φ(𝑥)]{𝑣}/𝐿. L’interpolation ainsi définie est adoptée pour les 

termes 𝛿𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥)휀𝑘𝑙 et 휂(𝑥)𝜑. On aboutit alors à une double approximation. On obtient alors 

sous forme matricielle : 

 

[𝐵1(∇)][𝐶0] [𝐵2(∇)][Φ1]{𝑢 
𝑃}/𝐿

+ [𝐵1(∇)][Φ4]([𝛿𝐶(𝑥)]/𝐿[𝐵2(∇)][Φ5]{𝑢 
 }/𝐿′)

+ {∇}[Φ3]{휂 𝜑 }/𝐿 = 0 

3.14  

 𝑎{∇}𝑇{∇}{Φ2}
𝑇{𝜑 

𝑃}/𝐿 − 휂{∇}𝑇[Φ1]{𝑢}/𝐿 − 𝑏{Φ2}
𝑇{𝜑}/𝐿 = 0 3.15  

 

Avec : 

{𝑢 }/𝐿 = (𝑢1
1 𝑢2

1 𝑢3
1 … 𝑢1

𝑁 𝑢2
𝑁 𝑢3

𝑁)𝑇 

{𝜑 }/𝐿 = (𝜑1 𝜑2 … 𝜑𝑁−1 𝜑𝑁)𝑇 
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∇= (
𝜕

𝜕𝑥1

𝜕

𝜕𝑥2

𝜕

𝜕𝑥3
)
𝑇

 

Si on pose 𝑧 = (𝑧1 𝑧2 𝑧3)𝑇 un vecteur on a alors : 

 

   𝐵1(𝑧) = [

𝑧1 0 0 𝑧2 𝑧3 0
0 𝑧2 0 𝑧1 0 𝑧3

0 0 𝑧3 0 𝑧1 𝑧2

]  et   𝐵2(𝑧) =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑧1 0 0
0 𝑧2 0
0 0 𝑧3

1

2
𝑧2

1

2
𝑧1 0

1

2
𝑧3 0

1

2
𝑧1

0
1

2
𝑧3

1

2
𝑧2]

 
 
 
 
 
 
 

 

Remarquons que : 

{휂 𝜑 }/𝐿 = {

휂1𝜑1

휂2𝜑2

…
휂𝑁𝜑𝑁

} = [

휂1 0 … 0
 0 휂2 … 0
… … … …
 0  0 … 휂𝑁

]{

𝜑1

𝜑2

…
𝜑𝑁

} = [η]{𝜑 }/𝐿 

 

Sous forme compacte on peut donc réécrire (3.14) et (3.15) comme : 

 [𝑆𝐶]{𝑢 
𝑃}/𝐿 + [𝑄]{𝜑}/𝐿 + [𝑆𝛿𝐶]{𝑢 

 }/𝐿 = 0 3.16  

 [𝑇𝐷]{𝜑𝑃}/𝐿 + [𝑅]{𝑢 }/𝐿 + [𝑊]{𝜑}/𝐿 = 0 3.17  

 

En regroupant ces équations pour tous les points du domaine : 

 [𝑆𝐶
𝐼 ]{𝑢𝐼

𝑃} + [𝑄]{𝜑 } + [𝑆𝛿𝐶
𝐵 𝑆𝛿𝐶

𝐼 ]{𝑢 } = 0 3.18  

 [𝑇𝐷
𝐼 ]{𝜑𝐼

𝑃} + [𝑊 
𝐵 𝑊 

𝐼]{𝜑 } + [𝑅]{𝑢 } = 0 3.19  

 

Posons [𝑈] = [𝑆𝐶
𝐼 ]−1  et [𝑉] =  [𝑇𝐷

𝐼 ]−1. On isole alors le déplacement particulier 𝑢𝑃 et la 

microdilatation particulière 𝜑𝑃 : 

 {𝑢 
𝑃} = [𝑈𝑆𝛿𝐶]{𝑢} + [𝑈𝑄]{𝜑 } 3.20  

 {𝜑 
𝑃} = [𝑉𝑇]{𝜑} + [𝑉𝑅]{𝑢 } + [𝑉𝑊]{𝜑 } 3.21  

 

Considérons maintenant les macro-tractions et microtractions. En suivant la stratégie 

précédente, on aboutit à une décomposition telle que : 
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𝑡𝑖(𝑥) = 𝑡𝑖

𝐶 + 𝑡𝑖
𝑃(𝑥) + 𝛿𝑡𝑖(𝑥) 

𝑠𝑖 = 𝑠𝑖
𝐶 + 𝑠𝑖

𝑃 
3.22  

 

Avec: 

𝑡𝑖
𝐶 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙

0 휀𝑘𝑙
𝐶 𝑛𝑗 𝑡𝑖

𝑃(𝑥) = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
 (𝑥)휀𝑘𝑙

𝑃 𝑛𝑗 𝛿𝑡𝑖(𝑥) = 𝛿𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
 (𝑥)휀𝑘𝑙

𝐶 𝑛𝑗

+ 휂(𝑥) 𝜑𝑖  𝑛𝑗 
 

3.23  

𝑠𝑖
𝐶 = 𝑎𝜑,𝑖

𝐶𝑛𝑗 𝑠𝑖
𝑃 = 𝑎𝜑,𝑖

𝑃𝑛𝑗 
 

3.24  

 

En réalisant scrupuleusement la même stratégie développée au chapitre 1, on retrouve un 

système classique exprimé en fonction des variables non décomposées : 

 [�̂�]{𝑢} − [𝐺]{𝑡} = [𝑌]{𝜑} 3.25  

 [�̌�]{𝜑} − [�̌�]{𝑠} = [𝑍]{𝑢}  3.26  

 

La prise en compte des conditions aux limites conduit à un système couplé qui peut être résolu 

par une technique standard telle que la méthode d’élimination de Gauss. 
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III. Validation de l’outil numérique 

 

Trois paramètres du modèle sont devenus dépendants de la position. Il est alors nécessaire 

d’observer les modifications que cela entraîne sur le comportement d’un milieu et de valider la 

stratégie numérique mise en place. On observera dans un premier temps ledit comportement 

lors d’une dépendance des coefficients de Lamé en fonction de la position uniquement. Puis 

le même travail sera réalisé pour le paramètre de couplage 휂. 

 

III.1. Dépendance en 𝛌(𝐱) et 𝝁(𝒙) 
 

Prenons une barre prismatique de dimension 1 × 1 × 20 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠. Une sollicitation uniforme de 

type traction est appliquée sur la surface supérieure. La face inférieure est en appui plan. Les 

autres faces sont laissées libres. Pour prévenir tout mouvement rigide, les nœuds situés sur 

l’axe de symétrie ne peuvent pas se déplacer transversalement. Les frontières du domaine 

sont libres de toute microtraction. Le problème est représenté Figure 3. 1. 

 

Figure 3. 1 : Traction d’une barre de dimension (1x1x20 unités) dont les propriétés 
macroscopiques sont non homogènes 

 

Les paramètres, définis Tableau 3. 1, sont affectés en fonction de leur position selon l’axe 𝑧. 

Afin de limiter toute influence de la microdilatation, le travail est effectué dans un cas 

d’élasticité classique (휂 = 0). Le coefficient de Poisson est maintenu constant. Le module de 

Young de la moitié supérieure est noté 𝐸1 tandis que celui de la moitié inférieure est noté 𝐸2. 

𝑧 > 0   𝐸 = 𝐸1 

𝑧 < 0   𝐸 = 𝐸2 
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 𝑬𝟏 (𝑮𝑷𝒂) 𝑬𝟐 (𝑮𝑷𝒂) 𝝂 𝜼 (𝑮𝑷𝒂) 𝒂 (𝒌𝑵) 𝒃 (𝑮𝑷𝒂) 

𝒔𝒆𝒕 𝟏 8,40 8,40 0,4 0 0 0 

𝒔𝒆𝒕 𝟐 2,38 2,38 0,4 0 0 0 

𝒔𝒆𝒕 𝟑 8,40 2,38 0,4 0 0 0 

Tableau 3. 1 : Jeux de paramètres de milieux à microdilatations non homogènes en 𝜆(𝑥) et 

𝜇(𝑥)  

 

Les deux premiers sets correspondent à des milieux homogènes permettant d’encadrer le 

milieu non homogène défini à partir des paramètres du set 3. Le déplacement axial dans les 

différents cas est représenté Figure 3. 2. Afin de valider la mise en place de la non-

homogénéité d’un matériau, le résultat obtenu est confronté à celui obtenu lors de la mise en 

contact de deux domaines. Dans ce cas, la liaison est considérée comme parfaite au niveau 

des interfaces. Ce déplacement est adimensionné à partir de la valeur obtenue la plus 

importante. 

 

Figure 3. 2 : Déplacement axial d’une barre (1x1x20 unités) non homogène en 𝜆(𝑥) et 𝜇(𝑥) 
soumise à une traction simple 

Lorsque le milieu est homogène la solution analytique est retrouvée. Les résultats entre le cas 

non homogène et le cas en contact sont quasiment identiques. On retrouve bien une pente 

plus importante au niveau du second domaine due aux propriétés choisies. L’outil numérique 

est validé pour le traitement des problèmes de non-homogénéité macroscopique. 
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III.2. Dépendance de 𝜼(𝒙) : étude des paramètres de 
microdilatation 

 

Considérons dans ce paragraphe le paramètre 휂(𝑥) devenu dépendant de la position. Afin de 

valider le modèle, les coefficients de Lamé sont considérés comme constants dans tout le 

domaine.  

 

III.2.1. Échantillon à section carré : étude des paramètres 

 

Reprenons la géométrie précédente. On impose un chargement uniforme de type traction au 

niveau des surfaces supérieures et inférieures. La section médiane dans le plan (𝑂, 𝑥, 𝑦) est 

en appui plan afin d’empêcher un mouvement rigide. De plus, les points de la section centrale 

ne peuvent pas se déplacer dans la direction de sollicitation et ceux situés sur l’axe de symétrie 

ne peuvent pas se mouvoir transversalement. Les autres faces sont libres de toute contrainte. 

La frontière du domaine est libre de toute microcontrainte.  On impose une valeur du paramètre 

de couplage quand 𝑧 est positif et une seconde lorsque z est négatif. Ce couplage peut être 

identique. On se retrouve alors dans le cas d’un milieu homogène. Le problème est représenté 

Figure 3. 3. 

Pour la suite, pour tous les cas homogènes représentés, la solution analytique est retrouvée. 

On retrouve une bonne précision et une forte stabilité des résultats lorsque  𝑐 ∈ [10−1; 10−5] 

et 𝑞 ∈ [0,53; 2,03]. 
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Figure 3. 3 : Traction d’une barre de dimension (1x1x20 unités) dont le paramètre de 

couplage 휂(𝑥) n’est pas homogène 

 

Les paramètres en fonction de la position sont définis dans le Tableau 3. 2 ci-dessous. Les 

trois premiers jeux de paramètres correspondent à des cas homogènes. Une contrainte de 

1 𝑢𝑛𝑖𝑡é est appliquée. 

 𝑬 (𝑮𝑷𝒂) 𝝂  𝜼 (𝑮𝑷𝒂) 𝒂 (𝒌𝑵) 𝒃 (𝑮𝑷𝒂) 

𝒔𝒆𝒕 𝟏 2,38 0,4 −2 26 26 

𝒔𝒆𝒕 𝟐 2,38 0,4 −8 26 26 

𝒔𝒆𝒕 𝟑 2,38 0,4 −9,5 26 26 

𝒔𝒆𝒕 𝟒 2,38 0,4 
휂1 = −8 

휂2 = −2 
26 26 

𝒔𝒆𝒕 𝟓 2,38 0,4 
휂1 = −9,5 

휂2 = −8 
26 26 

Tableau 3. 2 : Jeux de paramètres de milieux à microdilatations non homogènes en 휂(𝑥)  

 

La microdilatation le long de l’axe de symétrie est représentée Figure 3. 4. Les résultats sont 

systématiquement comparés aux cas homogènes en traits pleins horizontaux. Une fois encore 

les résultats sont adimensionnés par rapport à la valeur maximale obtenue dans le cas 

homogène défini par un paramètre de couplage 휂 = −9,5 𝐺𝑃𝑎. 

𝑧 > 0   휂(𝑥) = 휂1 

𝑧 < 0   휂(𝑥) = 휂2 
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Figure 3. 4 : Évolution de la microdilatation le long d’une barre de section carrée dont le 

paramètre de couplage 휂(𝑥) dépend de la position et soumise à une sollicitation de traction  

 

Quel que soit le jeu de paramètre choisi dans le cas non homogène, la microdilatation n’est 

plus constante au sein du spécimen. L’évolution est cependant la même. La microdilatation 

tend aux extrémités vers les valeurs des microdilatations des milieux homogènes homologues. 

Celles-ci sont atteintes lorsque les paramètres de couplage sont relativement proches les uns 

des autres. C’est le cas pour le 𝑆𝑒𝑡 4 qui fait entrer des paramètres de couplages dont les cas 

homogènes associés aboutissent à des valeurs de microdilatations proches. Au contraire, 

lorsque la variation est plus importante, les bornes ne sont pas atteintes.  

Il est cependant possible d’atteindre lesdites bornes en modifiant le paramètre 𝑎. Reprenons 

les cas précédents pour différentes valeurs de 𝑎. Les paramètres constants sont définis dans 

le Tableau 3. 3 ci-dessous. 

 𝑬 (𝑮𝑷𝒂) 𝝂 𝜼 (𝑮𝑷𝒂) 𝒃 (𝑮𝑷𝒂) 

𝒔𝒆𝒕 𝟏 2,38 0,4 −2 26 

𝒔𝒆𝒕 𝟐 2,38 0,4 −8 26 

𝒔𝒆𝒕 𝟑 2,38 0,4 −9,5 26 

𝒔𝒆𝒕 𝟒 2,38 0,4 
휂1 = −8 

휂2 = −2 
26 

𝒔𝒆𝒕 𝟓 2,38 0,4 
휂1 = −9,5 

휂2 = −8 
26 

Tableau 3. 3 : Paramètres constants lors de l’étude de l’impact du paramètre a  

 휂1 / 휂2   
(𝐺𝑃𝑎/𝐺𝑃𝑎) 

Microdilatation  

adimensionnée 
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Comme précédemment la microdilatation est tracée le long de l’axe de symétrie du problème 

(Figure 3. 5). Les solutions obtenues dans le cas non homogène sont systématiquement 

comparées aux solutions homogènes. Rappelons au lecteur que dans les cas où le milieu est 

homogène, la solution est indépendante de la valeur de 𝑎. Les résultats sont adimensionnés 

par rapport à la valeur maximale obtenue dans le cas homogène défini par un paramètre de 

couplage 휂 = −9,5 𝐺𝑃𝑎. 

 

Figure 3. 5 : Évolution de la microdilatation le long d’une barre dont le paramètre de 

couplage 휂(𝑥) dépend de la position et soumise à une sollicitation de traction pour 
différentes valeurs du paramètre a 

Lorsque la valeur de 𝑎 est faible les valeurs de la microdilatation des cas homogènes associés 

sont atteintes. Ce n’est pas le cas pour des valeurs élevées. Le rôle du paramètre 𝑎 n’est pas 

sans rappeler celui de la conductivité thermique. Plus sa valeur est élevée plus la perturbation 

de la microdilatation (respectivement de la température) dans le domaine par rapport à un état 

de référence est important. 

Si l’on s’intéresse au déplacement axial, celui-ci est également altéré. Ainsi pour le 𝑆𝑒𝑡 5 avec 

𝑎 = 5𝑘𝑁 le déplacement axial maximum, qui se situe au niveau de la surface supérieure, est 

de 4,77 10−3𝑢𝑛𝑖𝑡é. Ce déplacement diminue de 5 % lorsque 𝑎 = 500 𝑘𝑁. La tendance est la 

même pour le 𝑆𝑒𝑡4.  Plus 𝑎 est important plus le déplacement est faible. Ce comportement 

n’est pas étonnant. On a vu précédemment, dans les cas homogènes, que plus la 

microdilatation dans le milieu était faible moins le déplacement axial était important. On 

observe exactement le même phénomène ici. Une valeur élevée du paramètre 𝑎 entraîne une 

diminution de la microdilatation qui entraîne à son tour une diminution du déplacement axial. 

 휂1 / 휂2   
(𝐺𝑃𝑎/𝐺𝑃𝑎) 

Microdilatation  

adimensionnée 
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On a donc, à partir d’un cas non homogène, pu déterminer le rôle du paramètre 𝑎. Regardons 

en dernier lieu en quoi le paramètre de rigidité 𝑏 peut altérer la solution. Pour cela prenons 

deux jeux de paramètres dont les constantes sont définies Tableau 3. 4.   

 𝑬 (𝑮𝑷𝒂) 𝝂 𝜼 (𝑮𝑷𝒂) 𝒂(𝒌𝑵) 

𝒔𝒆𝒕 𝟔 2,38 0,4 
휂1 = −8 

휂2 = −2 
26 

𝒔𝒆𝒕 𝟕 2,38 0,4 
휂1 = −9,5 

휂2 = −8 
26 

Tableau 3. 4 : Paramètres constants lors de l’étude de l’impact du paramètre b  

 

La microdilatation est également représentée le long de l’axe de symétrie (Figure 3. 6). Pour 

éviter de surcharger le graphique, les cas homogènes associés à chaque cas n’ont pas été 

matérialisés. Notons enfin que les conditions thermodynamiques ont été respectées en 

considérant des valeurs de 𝑏 réglementaire pour les deux cas homogènes homologues. Les 

résultats sont adimensionnés par rapport à la valeur maximale. 

 

 

Figure 3. 6 : Évolution de la microdilatation le long d’une barre dont le paramètre de 
couplage 휂(𝑥) dépend de la position et soumise à une sollicitation de traction pour 

différentes valeurs du paramètre b 

 휂1 / 휂2   
(𝐺𝑃𝑎/𝐺𝑃𝑎) 

Microdilatation  

adimensionnée 
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Le comportement est le même que pour les cas homogènes . En effet plus 𝑏 est important 

plus la microdilatation sera importante. Bien que non représentée chacune de ces courbes 

tend à ses extrémités vers le cas homogène associé.  

Les résultats sont en adéquation avec nos attentes. Le modèle est donc validé pour les cas 

non homogènes.  

 

III.2.2. Échantillon tubulaire : vers la modélisation de l’artère 

 

L’objectif principal étant la modélisation de l’artère il est intéressant d’observer le 

comportement d’un échantillon tubulaire sous l’effet de différentes sollicitations. La 

composition des différentes couches constituant une artère n’est, grossièrement, que la 

variation de la quantité de différents éléments (collagène, élastine, etc.). De ce fait on 

considère ici que l’artère ne voit ses propriétés changer que microscopiquement. Le module 

de Young et le coefficient de Poisson sont alors identiques dans toute l’artère. Les variations 

pouvant intervenir dues à la composition sont donc prises en compte par des différences de 

propriétés microscopiques. Il est alors intéressant d’observer le comportement d’un échantillon 

tubulaire dont l’inhomogénéité n’est liée qu’au paramètre de couplage. 

Considérons deux types de sollicitations pour valider la stratégie. Dans un premier temps, on 

observera le comportement d’un échantillon sous traction simple, exemple aisé à 

appréhender. Dans un second temps, une pression interne sera appliquée. Cet exemple sera 

utile par la suite pour simuler par exemple la pression exercée par le sang sur les parois d’un 

vaisseau sanguin. La non-homogénéité du matériau variera également. Elle sera tout d'abord 

axiale puis radiale. Pour cela, envisageons un tube de hauteur 1 𝑢𝑛𝑖𝑡é, de rayon interne 𝑟𝑖𝑛𝑡 =

0,5 𝑢𝑛𝑖𝑡é et d’épaisseur 𝑒 = 1 𝑢𝑛𝑖𝑡é. La frontière du milieu est constituée de 128 quadrilatères 

à neuf nœuds auxquels sont ajoutés 1260 nœuds internes. Les paramètres matériaux utilisés 

dans ce paragraphe sont : 

 𝑬 (𝑮𝑷𝒂) 𝝂 𝜼 (𝑮𝑷𝒂) 𝒂 (𝒌𝑵) 𝒃(𝑮𝑷𝒂) 

𝑴𝒊𝒄𝒓𝒐𝒅𝒊𝒍𝒂𝒕𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 

𝒔𝒆𝒕 𝟏 
2,38 0,4 

휂1 = −8 
26 26 

휂2 = −2 

𝑴𝒊𝒄𝒓𝒐𝒅𝒊𝒍𝒂𝒕𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 

𝒔𝒆𝒕 𝟐 
2,38 0,4 

휂1 = −8 
26 26 

휂2 = −9,5 

Tableau 3. 5 : Jeux de paramètres de milieux à microdilatation pour un échantillon tubulaire 
soumis à différentes sollicitations 
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III.2.2.1. Traction d’un tube 

 

Dans un premier temps, soumettons l’échantillon à une sollicitation de traction uniforme sur la 

face supérieure et inférieure. Pour prévenir tout mouvement rigide, les nœuds de la section 

centrale ne peuvent pas se déplacer dans la direction de la sollicitation. Les nœuds de la ligne 

𝑦 = 0 (respectivement 𝑥 = 0) ne peuvent se mouvoir selon 𝑥 (respectivement 𝑦). Le reste des 

faces est laissé libre de toute contrainte. La frontière du domaine est libre de toute 

microtraction. La contrainte exercée est de 𝐹 = 1 𝑢𝑛𝑖𝑡é. 

III.2.2.1.1. Inhomogénéité axiale 

 

Le problème est représenté Figure 3. 7 ci-dessous. Le paramètre de couplage des différents 

points matériels du domaine dépend de leur position selon l’axe 𝑧. À l’interface, le paramètre 

de couplage est celui du domaine inférieur. 

 

Figure 3. 7 : Tube soumis à une traction, possédant une non-homogénéité axiale 

 

La Figure 3. 8 ci-dessous représente le déplacement radial sur une coupe passant par l’axe 

de rotation du tube.  

𝐹 

𝑧 ≤ 0,5   휂(𝑥) = 휂2 

𝑧 > 0,5   휂(𝑥) = 휂1 
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Figure 3. 8 : Déplacement radial adimensionné d’un tube soumis à une traction et dont la 
non-homogénéité est axiale :  

 a) Set 1 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −2𝐺𝑃𝑎  

b) Set 2 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −9.5𝐺𝑃𝑎 

 

Plus on s’éloigne de l’axe plus le déplacement est important. Comme observé dans le 

chapitre 2 pour un cas homogène, plus le couplage est important plus la réduction de la section 

transverse s’estompe (et augmente lorsque le matériau se comporte comme s’il avait un 

coefficient de Poisson négatif). On retrouve alors un comportement attendu où, pour le 𝑠𝑒𝑡1, 

l’échantillon se rétrécit plus à sa base où le couplage est plus faible qu’en sa cime. 

Évidemment, pour le 𝑠𝑒𝑡2 l’inverse est observé puisque le couplage le plus important est défini 

pour le domaine inférieur. Notons enfin qu’avec les paramètres choisis, le comportement 

auxétique qu’on observe dans le cas homogène où 휂 = 9,5 𝐺𝑃𝑎 disparait (Figure 3. 8b)). Cette 

dernière observation est d’une importance capitale. La modification du paramètre de couplage 

peut entraîner un changement de comportement radical de l’échantillon. 

 

𝑈𝑟/|𝑈𝑟𝑚𝑎𝑥| 

a) 

b) 
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Figure 3. 9 : Déplacement axial adimensionné d’un tube soumis à une traction et dont la non-
homogénéité est axiale : 

a) Set 1 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −2𝐺𝑃𝑎  

b) Set 2 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −9.5𝐺𝑃𝑎 

 

Lorsqu’un tube homogène est soumis à un effort de traction sur ses faces supérieures et 

inférieures, le déplacement axial n’est dépendant que de la cote 𝑧 choisie. Il est donc constant 

dans chaque section transverse. Les extremums sont obtenus à chacune des extrémités. 

Lorsque l’on soumet un milieu non homogène, cette uniformité du déplacement dans les 

sections transverses est perdue (Figure 3. 9). Cela est dû à la microdilatation qui n’est plus 

constante dans tout le domaine et qui dépend de la position. Le maximum est cependant 

retrouvé aux extrémités. Celui-ci reste plus important dès lors que le couplage |휂| est plus 

important (Figure 3. 9b)). 

 

III.2.2.1.2. Inhomogénéité radiale 

 

Dans le cas d’une inhomogénéité radiale, le problème est représenté Figure 3. 10 ci-dessous. 

Ici le paramètre de couplage des différents points matériels du domaine dépend de leur 

position radiale. Pour un tube d’épaisseur 𝑒 = 1  𝑢𝑛𝑖𝑡é, la moitié extérieure voit son couplage 

noté 휂1 . Respectivement le couplage de la moitié intérieure est noté 휂2. Les valeurs de ces 

différents paramètres peuvent être retrouvées dans le Tableau 3. 5 précédent pour chacun 

des deux cas traités. À l’interface, le paramètre de couplage est celui du domaine extérieur. 

a) 

b) 

𝑈𝑧/|𝑈𝑧𝑚𝑎𝑥| 
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Figure 3. 10 : Tube soumis à une traction possédant une non-homogénéité radiale 

 

Une fois de plus, représentons le déplacement radial ainsi que le déplacement selon l’axe 𝑧 

(respectivement Figure 3. 11 et Figure 3. 13).  

 

Figure 3. 11 : Déplacement radial adimensionné d’un tube de hauteur 1 soumis à une 
traction et dont la non-homogénéité est radiale   

 Set 1 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −2𝐺𝑃𝑎  (rouge) 

Set 2 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −9.5𝐺𝑃𝑎 (noir)  

h=1 𝑧 = 0,5 

𝑟 ≥ 1   휂(𝑥) = 휂1 

𝐹 

𝑟 < 1   휂(𝑥) = 휂2 

𝑧 = 1 
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Rappelons que pour un tube homogène sollicité en traction, toutes les sections droites sont 

équivalentes et le déplacement radial évolue linéairement sur un rayon. Dans le cas non 

homogène (Figure 3. 11) cette variation linéaire est perdue. On distingue deux zones. La 

première, avoisinant la paroi externe, où la contraction de l’échantillon par rapport au cas initial 

est plus importante dans le cas où 휂2 =  −2 𝐺𝑃𝑎. Cette observation est conforme à celles 

réalisées au chapitre précédent. Étonnamment, proche de la paroi interne, le phénomène 

inverse est constaté. De plus cette remarque est vraie, quelle que soit la coupe choisie. La 

Figure 3. 12 permet d’observer les résultats obtenus dans le cas où l’échantillon tubulaire est 

cinq fois plus long. 

 

Figure 3. 12 : Déplacement radial adimensionné d’un tube de hauteur 5 soumis à une 
traction et dont la non-homogénéité est radiale  

 Set 1 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −2𝐺𝑃𝑎  (noir) 

Set 2 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −9.5𝐺𝑃𝑎 (rouge) 

 

Lorsque la longueur du tube est plus grande, proche des extrémités (symbole étoile), les 

observations sont similaires. Cependant, au niveau de la section transverse (symbole carré), 

le déplacement est en tout point plus important lorsque 휂2 = −2 𝐺𝑃𝑎. D’importants effets de 
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bords sont donc présents. Notons une fois de plus que, quelle que soit la longueur du tube, le 

caractère auxétique du cas homogène avec 휂 = −9,5 𝐺𝑃𝑎 est perdu. 

Au sein du corps humain, les vaisseaux sanguins ne subissent pas, ou très peu, de 

sollicitations de type traction. Cependant, il peut être intéressant d’utiliser ce test de mécanique 

conventionnel pour essayer de déterminer les paramètres macroscopiques ou microscopiques 

desdits vaisseaux. La différence de comportement liée aux effets de bords nous indique que 

même sur un essai simple, l’identification des paramètres doit être menée avec beaucoup de 

soins. 

 

Figure 3. 13 : Déplacement axial adimensionné d’un tube soumis à une traction et dont la 
non-homogénéité est radiale : 

a) Set 1 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −2𝐺𝑃𝑎  

b) Set 2 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −9.5𝐺𝑃𝑎 

 

La représentation du déplacement axial permet de repérer rapidement quel domaine possède 

le paramètre de couplage permettant un apport de la microdilatation le plus important. En effet, 

comme observé dans le chapitre précédent lorsque l’on a comparé les différents cas 

homogènes, plus celui-ci est important plus le déplacement dans le sens de la sollicitation l’est 

également. L’impact des différents paramètres de couplage est donc aisé à observer ici. Le 

𝑠𝑒𝑡1  (Figure 3. 13a)) possède un paramètre de couplage |휂| plus important au niveau de la 

paroi externe. Comme attendu le déplacement axial y est plus important. Inversement, pour le 

𝑠𝑒𝑡2 (Figure 3. 13b)), le déplacement y est plus important au niveau de la paroi interne. Notons 

que, contrairement au déplacement radial, l’évolution du déplacement axial est la même, 

quelle que soit la hauteur du tube choisie pour l’essai. 

a) 

b) 

𝑈𝑧/|𝑈𝑧𝑚𝑎𝑥| 
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III.2.2.2. Pression interne d’un tube 

 

Soumettons l’échantillon à une sollicitation de pression sur sa paroi interne. Les autres faces 

sont laissées libres de toute contrainte. La frontière du domaine est également libre de toute 

microtraction. Pour prévenir tout mouvement rigide, les nœuds de la section centrale ne 

peuvent pas se déplacer dans la direction transverse à la sollicitation. De même, les nœuds 

de la ligne 𝑦 = 0 (respectivement 𝑥 = 0) ne subissent pas de déplacement selon 𝑥 

(respectivement selon 𝑦). La pression interne exercée est de 𝐹 = 10 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠. 

 

III.2.2.2.1. Inhomogénéité axiale 

 

Reprenons le premier cas de non-homogénéité où le paramètre de couplage dépend de la 

hauteur des points du milieu considéré. Le problème est représenté Figure 3. 14 ci-dessous. 

Comme précédemment, pour un tube de hauteur ℎ = 1 𝑢𝑛𝑖𝑡é, la moitié supérieure verra son 

couplage noté 휂1 . La moitié inférieure sera notée 휂2. Les valeurs de ces différents paramètres 

pour chacun des deux cas considérés peuvent être retrouvées dans le tableau 3.5 précédent. 

À l’interface le paramètre de couplage est celui du domaine inférieur. 

 

 

Figure 3. 14 : Tube soumis à une pression interne possédant une non-homogénéité axiale 

 

𝐹 

𝑧 ≤ 0,5   휂(𝑥) = 휂2 

𝑧 > 0,5   휂(𝑥) = 휂1 
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Figure 3. 15 : Déplacement radial adimensionné d’un tube soumis à une pression interne et 
dont la non-homogénéité est axiale : 
a) Set 1 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −2𝐺𝑃𝑎  

b) Set 2 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −9.5𝐺𝑃𝑎 

 

On observe une perte totale de symétrie du problème par rapport aux cas homogènes 

associés. Le déplacement radial (Figure 3. 15) au niveau de la paroi interne où est appliquée 

la sollicitation est semblable entre les deux cas bien qu’il soit légèrement plus important dans 

le cas ou 휂2 = −9,5 𝐺𝑃𝑎. Rappelons que pour les cas homogènes, plus le paramètre de 

couplage est important, plus le déplacement radial est important. Il est alors naturel que ce 

couplage implique une microdilatation plus importante que le cas où 휂 = −2 𝐺𝑃𝑎, induisant un 

déplacement qui l’est tout autant. La différence est plus flagrante lorsque l’on se rapproche de 

la paroi externe. Ainsi lorsque le 𝑠𝑒𝑡1 est imposé la moitié supérieure du domaine (possédant 

le paramètre de couplage le plus important) voit son déplacement radial accru par rapport à la 

moitié inférieure. Évidemment, l’inverse est observé lorsque le 𝑠𝑒𝑡2 est imposé. 

 

a) 

b) 

𝑈𝑟/𝑈𝑟𝑚𝑎𝑥 
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Figure 3. 16 : Déplacement axial d’un tube soumis à une pression interne et dont la non-
homogénéité est axiale :  

a) Set 1 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −2𝐺𝑃𝑎  

b) Set 2 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −9.5𝐺𝑃𝑎 

 

Le chapitre précédent nous apprend que la microdilatation permettait d’atténuer le 

déplacement transverse que subissait un échantillon à une sollicitation donnée. Lorsque le 

déplacement axial pour le 𝑠𝑒𝑡1 est représenté, cette observation est retrouvée. En effet la 

moitié inférieure, possédant le paramètre de couplage |휂| le moins important se déplace le 

plus. Le contraire est bien évidemment retrouvé lorsque l’on représente le 𝑠𝑒𝑡2. Notons que, 

une nouvelle fois, le comportement auxétique qui pouvait être espéré avec le 𝑠𝑒𝑡2 n’est pas 

observé.  

 

III.2.2.2.2. Inhomogénéité radiale 

 

Pour le dernier cas, reprenons le tube avec une non-homogénéité du paramètre de couplage 

dépendant de la position radiale. Le problème, représenté Figure 3. 17 ci-dessous, est un pas 

de plus vers la compréhension d’un problème multicouche, et par extension, de la modélisation 

d’une artère. Pour un tube d’épaisseur 𝑒 = 1  𝑢𝑛𝑖𝑡é, la moitié extérieure verra son couplage 

noté 휂1 . Respectivement la moitié intérieure sera notée 휂2. À l’interface le paramètre de 

couplage est celui du domaine extérieur.  

𝑈𝑧/𝑈𝑧𝑚𝑎𝑥 

a) 

b) 
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Figure 3. 17 : Tube soumis à une pression interne possédant une non-homogénéité radiale 
 

Le déplacement radial dans ce cas est représenté Figure 3. 18 ci-dessous. 

 

Figure 3. 18 : Déplacement radial adimensionné d’un tube de hauteur 1 soumis à une 
pression interne et dont la non-homogénéité est radiale  

 Set 1 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −2𝐺𝑃𝑎  (noir) 

Set 2 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −9.5𝐺𝑃𝑎 (rouge) 

Comme pour le cas de la traction, les effets de bords viennent perturber les résultats, 

notamment au niveau de la paroi interne. En effet, lorsque le paramètre de couplage est le 

z=1 

𝐹 

𝑟 ≥ 1   휂(𝑥) = 휂1 𝑟 < 1   휂(𝑥) = 휂2 

h=1 z=0,5 
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plus important (휂 = −9,5 𝐺𝑃𝑎), le déplacement radial y est plus faible quelle que soit la section 

choisie (Figure 3. 18). 

 

Figure 3. 19 : Déplacement radial adimensionné d’un tube de hauteur 5 soumis à une 
pression interne et dont la non-homogénéité est radiale  

 Set 1 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −2𝐺𝑃𝑎  (noir) 

Set 2 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −9.5𝐺𝑃𝑎 (rouge) 

 

En augmentant par cinq la longueur du tube, cette observation reste vraie lorsque l’on 

représente le déplacement radial à son sommet (Figure 3. 19). Cependant, au centre du tube, 

le déplacement radial est d’autant plus important que le couplage l’est. Et cela en tout point. 

Comme pour les cas homogènes, une réduction de la valeur de ce déplacement apparait 

naturellement au fur et à mesure qu’on s’éloigne de la paroi interne. En comparant les deux 

jeux de paramètres utilisés, on n’observe que peu de variations. Ces valeurs n’atteignent au 

mieux que 5 % de différence au niveau de la paroi externe. Cela peut s’expliquer par la 

difficulté du milieu interne à se dilater et se déplacer à la vue du domaine externe. Le domaine 

extérieur n’est alors que peu sollicité et sa grande capacité à se microdilater est alors inhibée. 
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Figure 3. 20 : Déplacement axial d’un tube soumis à une pression interne et dont la non-
homogénéité est radiale : 

a) Set 1 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −2𝐺𝑃𝑎  

b) Set 2 : 휂1 = −8𝐺𝑃𝑎, 휂2 = −9.5𝐺𝑃𝑎 

 

Comme précédemment, quand l’inhomogénéité est radiale, représenter le déplacement axial 

(Figure 3. 20) est intéressant afin de repérer rapidement les changements de paramètres de 

couplage. Lorsque ce dernier est important, le déplacement l’est également. C’est pourquoi 

lorsque le 𝑠𝑒𝑡1 est choisi, la moitié du tube la plus interne subit des déplacements axiaux plus 

importants. L’inverse est observé lors du choix du 𝑠𝑒𝑡2 du fait des paramètres choisis. Notons 

qu’avec les sets choisis, les effets de bords ne modifient pas l’évolution de ce déplacement.  

Une fois de plus, le caractère auxétique qui aurait pu être constaté avec le jeu de paramètre 

dénoté 𝑠𝑒𝑡2 ne l’est pas. Cette observation est particulièrement intéressante vis-à-vis de la 

modélisation d’une artère. En effet, celle-ci semble se comporter comme un si elle avait un 

coefficient de Poisson positif [118]. Pour rappel, la paroi artérielle est généralement divisée en 

trois couches dont il est nécessaire de définir les paramètres matériaux. Prise 

indépendamment les unes des autres, cet exemple montre qu’il est possible qu’au moins une 

de ces couches puisse posséder un jeu de paramètre conduisant à un comportement 

auxétique. Cependant, la combinaison des trois mène à un comportement classique. Ainsi le 

choix des paramètres doit être réalisé avec minutie.  

 

  

𝑈𝑧/𝑈𝑧𝑚𝑎𝑥 

a) 

b) 
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IV. Artères et inclusions 

 

Il est d’usage de décomposer chaque vaisseau sanguin en trois couches aux propriétés 

différentes : l’intima, la média et l’adventice. Rappelons au lecteur qu’il existe trois types 

d’artères : « élastique », « musculaire » et « artériolaire ». Ces trois types présentent des 

similitudes au niveau de leurs constituants. Seules l’épaisseur de chaque sous-couche et la 

quantité desdits constituants changent.   

Les artères « élastiques » possèdent une intima relativement épaisse et une couche de 

cellules endothéliales ainsi que des cellules musculaires lisses. La média est également 

épaisse et comporte plusieurs dizaines de couches de lames élastiques associées à des 

faisceaux de fibres de collagènes et des cellules musculaires lisses. Enfin, l’adventice est 

relativement mince et riche en fibres élastiques. 

Les artères musculaires ont une intima fine constituée des mêmes éléments que les artères 

élastiques, mais en proportion différente. Leur média est plus ou moins épaisse en fonction du 

calibre de l’artère considérée et possède un grand nombre de couches de cellules musculaires 

lisses. L’adventice y est épaisse et est essentiellement constituée de faisceaux de fibres de 

collagène où se mêlent des fibres élastiques.  

Les artérioles sont des branches artérielles terminales qui s’ouvrent sur les lits capillaires. Elles 

possèdent un petit calibre (∅ < 3𝑚𝑚) et ont une structure qui leur est propre. L’intima est 

réduite à l’endothélium, la média n’est composée qu’au plus de 3 couches de cellules 

musculaires lisses pour les plus grosses, et l’adventice, fine, est constituée de fibre de 

collagène avec parfois des fibres élastiques et fusionne avec le tissu conjonctif environnant. 

Si l’épaisseur de chaque couche est donc un critère important dans la caractérisation d’une 

artère, sa composition l’est tout autant. Il est cependant difficile d’obtenir les propriétés 

mécaniques de chaque couche. Bien qu’il soit possible de les déterminer pour chaque 

constituant pris séparément, l’enchevêtrement des différents composants rend la chose bien 

plus ardue. On notera toutefois l’existence de constituants communs présents dans les 

différentes couches : collagène, cellules musculaires lisses, élastine, etc. 
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IV.1. Choix des paramètres 
 

Ce dernier constat amène alors logiquement vers une hypothèse simplificatrice adoptée dans 

le cadre de ce travail : 

« L’artère étant macroscopiquement un ensemble complexe de constituants présents dans 

des proportions différentes à différents emplacements de ladite artère, on considère alors les 

propriétés macroscopiques comme étant identiques en tout point du milieu. L’apport induit par 

les variations de composition entre les couches sera pris en compte par la modification des 

propriétés microscopiques. » 

Concrètement, cela revient à considérer, d’une part, le module de Young et le coefficient de 

Poisson comme étant constants au sein de l’artère, et, d’autre part, un paramètre de couplage 

différent en fonction des couches. Toute la difficulté réside dans le choix desdits paramètres. 

Cette étude est basée essentiellement sur le sens physique des résultats dus à la difficulté 

d’obtenir des données cliniques pour le modèle. Les paramètres utilisés ne sont pas réels, 

mais ne sont pas choisis au hasard pour autant. Leur choix a été guidé par l’observation de la 

dissection aortique. Cette pathologie est caractérisée par une déchirure de l’intima permettant 

l’infiltration du sang à l’intérieur de l’artère. Ce sang peut se propager à travers la média vers 

l’interface média-adventice. En plus d’un chemin naturel pour le flux sanguin il s’en crée alors 

un second. 

 

 

Figure 3. 21 : Dissection aortique  
Création d’un nouveau chenal (en gris) où circule le sang (symbolisé par les flèches) 

 

Intima 

Déchirure intimale 

Adventice 
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La physiopathogénie de la dissection aortique est multiple : une perforation de l’intima due à 

une hémorragie interne et la formation d’un hématome [119], des dégâts subis à cause de 

calculs ou des interventions [120], etc. Il semblerait que ces défauts provoquent une 

concentration de contraintes mécaniques déclenchant la dissection aortique [121]. Finalement, 

des hémorragies peuvent survenir, traduisant une rupture de l’adventice. Cependant puisque 

la rupture de cette couche n’apparait pas systématiquement cela signifie que l’adventice est 

une couche plus rigide que les deux autres. Puisque le flux sanguin arrive à atteindre l’interface 

media-adventice, on peut conclure que la média est la couche la plus poreuse. En gardant en 

mémoire ce raisonnement, il est alors possible de modifier le paramètre de couplage de 

chaque couche pour obtenir plus ou moins de rigidité. La validation du modèle dans les 

chapitres précédents a permis de mettre en évidence que plus le paramètre de couplage est 

faible, moins le déplacement est important, et cela quelle que soit la direction. On a donc une 

rigidité plus importante lorsque le paramètre de couplage est faible. On retrouve dans le 

Tableau 3. 6 ci-dessous les paramètres choisis pour chaque couche d’une artère saine et 

utilisés tout au long de ce chapitre.  

De nombreux travaux sont menés pour obtenir des informations sur la paroi artérielle. Des 

essais expérimentaux tendent à montrer qu’elle se comporte comme un matériau classique, 

possédant un coefficient de Poisson positif [118]. Ainsi les paramètres matériaux sont choisis 

pour respecter ce caractère classique.  

 
é𝒑𝒂𝒊𝒔𝒔𝒆𝒖𝒓 

(𝒖𝒏𝒊𝒕é) 

𝑬 

(𝑮𝑷𝒂) 

𝝂 

 

𝜼 

(𝑮𝑷𝒂) 

Intima 0,10 2,38 0,4 휂1 = −9,4 

Média 0,60 2,38 0,4 휂2 = −9,5 

Adventice 0,30 2,38 0,4 휂3 = −9,1 

Tableau 3. 6 :  Paramètre de l’artère saine avant rigidification 
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Figure 3. 22 : Décomposition de l’artère en trois couches : 
Intima (rouge), Media (gris), Adventice (bleu) 

 

Le choix de l’épaisseur de chaque couche du vaisseau sanguin peut également être soumis à 

discussion. Elles diffèrent beaucoup en fonction du vaisseau considéré, mais également de 

l’âge du patient considéré ou de son ethnie [122]–[124]. Dans ce travail l’étude de la variation 

des épaisseurs des différentes couches n’a pas été réalisée. Bien qu’il soit courant de 

considérer l’intima comme ayant une épaisseur très faible devant la média, on choisit ici de la 

représenter afin de mettre en avant la facilité avec laquelle notre code permet de prendre en 

compte plusieurs couches.  

Dans la suite de ce chapitre, le phénomène de rigidification sera étudié. L’étude de cas permet 

d’appréhender, étape par étape, les différents phénomènes liés à la présence de zones 

rigidifiées dans le vaisseau sanguin. 

 

IV.2. Étude du phénomène de rigidification 
 

Le phénomène de rigidification des artères est bien connu en cardiologie. Appelé 

artériosclérose, ce processus se manifeste par un épaississement de la paroi artérielle due en 

partie aux modifications structurelles des vaisseaux sanguins [6]. Cette transformation, 

naturelle, concerne toutes les couches de l’artère. En plus de ce phénomène, une plaque 

d’athérome constituée de sang coagulé et de lipide, entre autres, vient se former au niveau de 

l’intima. Cette pathologie, appelée athérosclérose, peut entrainer de graves complications et 

accélère le phénomène d’artériosclérose.  

h=4 휂1 휂3 휂2 

1 0,5 
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Du point de vue mécanique, la rigidification signifie une augmentation du module d’élasticité 

(module de Young) apparent du vaisseau sanguin. Pour simuler cette rigidification, il est 

possible de modifier les paramètres élastiques macroscopiques. Mais en considérant le milieu 

comme étant à microdilatation, il suffit de modifier les paramètres microstructuraux pour 

aboutir à une élévation apparente de rigidité. Cette démarche est d’autant plus pertinente que 

le phénomène est lié à une évolution de la microstructure.  

Pour rappel, la microstructure d’un milieu à microdilatation est caractérisée par trois 

paramètres. Le paramètre de couplage, permettant d’apporter au niveau macroscopique les 

phénomènes microscopiques, le paramètre de diffusion quantifiant l’impact que peut avoir un 

point matériel autour de lui, et le coefficient de rigidité quantifiant la possibilité d’un matériau à 

se dilater. La modification de tous ces paramètres change le comportement du milieu. Dans le 

cadre de ce travail, et en continuité avec ce qui précède, seul le coefficient de couplage 휂 sera 

modifié.  

 

IV.2.1. Influence de la valeur du paramètre de couplage 

 

Pour obtenir une rigidification du vaisseau sanguin, on considère donc que la valeur du 

paramètre de couplage est modifiée entre un cas initial, que l’on considère comme sain, et un 

cas avec rigidification effective. Pour valider cette approche, observons l’impact que peut avoir 

l’augmentation du paramètre de couplage (en valeur absolue) sur le comportement 

macroscopique dudit vaisseau. Un échantillon tubulaire de hauteur unitaire et décomposé en 

trois couches comme défini précédemment est utilisé (Figure 3. 22). Une pression de 10 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠 

est appliquée au niveau de la paroi interne. Les autres faces sont libres de toute contrainte. 

Pour prévenir tout mouvement rigide, les nœuds de la section centrale horizontale, parallèle à 

la sollicitation, ne peuvent pas se déplacer dans la direction transverse. De même, les nœuds 

de la ligne 𝑦 = 0 (respectivement 𝑥 = 0) ne subissent pas de déplacement selon 𝑥 

(respectivement selon 𝑦). Toutes les faces du tube sont libres de microtractions. 

Le cas initial est décrit avec les paramètres définis dans le Tableau 3. 6 précédent. 

Considérons que l’artère se rigidifie quelque peu avec un paramètre de couplage identique 

pour les trois couches (휂 = −9 𝐺𝑃𝑎). Considérons ensuite le cas d’une rigidification importante 

caractérisée par 휂 = 0 𝐺𝑃𝑎. Intéressons-nous à l’évolution du déplacement radial le long d’un 

rayon du tube représentée Figure 3. 23.  
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Figure 3. 23 : Déplacement radial dans le plan z=2  
 

On y observe une diminution en tout point du déplacement radial au fur et à mesure que le 

paramètre de couplage diminue (en valeur absolue). La prise en compte d’une rigidification 

uniforme de l’artère par modification du paramètre de couplage est alors aisée. Pour rappel la 

solution analytique dans le cas d’une pression interne appliquée à un tube infiniment long est 

telle que [116] :  

𝑢𝑟(𝑟) =
1 − 𝜈

𝐸

𝑎2𝑝𝑖

𝑏2 − 𝑎2
𝑟 +

1 + 𝜈

𝐸

𝑎2𝑏2𝑝𝑖

(𝑏2 − 𝑎2)𝑟
 

 

Où 𝜈 est le coefficient de Poisson, 𝐸 le module d’Young, 𝑝𝑖 la pression interne appliquée sur 

la paroi interne du tube, 𝑎 le rayon interne du tube, 𝑏 le rayon externe et 𝑟 un rayon tel que 

𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏. 

 

IV.2.2. Impact d’une inclusion : Influence de la taille 

 

Le paragraphe précédent prend en compte une rigidification totale et uniforme du vaisseau 

sanguin. Il peut cependant être intéressant d’analyser l’impact que peut avoir l’apparition d’une 

zone de rigidification localisée, assimilée à une inclusion, au sein d’une artère. Il parait en effet 

peu probable qu’une artère se rigidifie dans un premier temps dans sa globalité. La mise en 
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place de telles zones permettrait de mettre en lumière un éventuel comportement permettant 

d’anticiper ladite rigidification d’un vaisseau. De plus, on sait que la rigidification est un 

phénomène qui est accru à cause des plaques d’athéromes [125] pouvant apparaître au 

niveau de la paroi interne. Ces dépôts ne se font pas uniformément sur le vaisseau. Il est alors 

probable que la rigidification apparaisse de manière non homogène au sein de l’artère. 

On considère que les inclusions ont un couplage nul. Les propriétés macroscopiques sont 

identiques à celles de l’artère, à savoir, 𝐸 = 2,38 𝐺𝑃𝑎 et 𝜈 = 0,40. Observons les résultats pour 

différents cas. Le premier prend en compte une inclusion fine au centre de l’artère, dans la 

média. Le deuxième cas voit cette zone grandement augmentée et est présent non seulement 

dans la media mais également dans l’adventice. Enfin, le dernier cas voit le vaisseau altéré 

dans sa globalité et est donc totalement rigidifié. Les différents paramètres géométriques liés 

à la définition de l’inclusion sont définis Figure 3. 24 et Tableau 3. 7. Notons que la hauteur de 

l’inclusion est constante dans cette étude est fixé à ℎ = 0,5 𝑢𝑛𝑖𝑡é. L’inclusion est alors définie 

à partir de trois paramètres : son épaisseur 𝑒, son ouverture angulaire 𝛼 et son rayon interne 

𝑅𝑖. 

 

Figure 3. 24 : Artère et inclusion 
a) Position de l’inclusion au sein de l’artère ; b) Définition géométrique de l’inclusion 

  

𝑒 
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𝜼𝒊𝒏𝒄𝒍𝒖𝒔𝒊𝒐𝒏 

(𝑮𝑷𝒂) 

𝒆 

(unité) 

𝑹𝒊 

(unité) 

𝜶 

(°) 

Cas sain     Aucune zone rigidifiée 

Inclusion mince 0 0,2 0,9 80 

Inclusion épaisse 0 0,6 1,7 80 

Rigidification totale 0         Concerne tout le domaine 

Tableau 3. 7 : Paramètres de couplage et géométriques des zones de rigidification en 
fonction des cas 

Les géométries, lorsque les inclusions décrites dans le tableau précédent  sont présentes, 

sont représentées Figure 3. 25.  

 

Figure 3. 25 : Géométries d’artères possédant une inclusion : 
 (a) mince présente dans la média 

(b) épaisse présente dans la média et l’adventice 

 

Une pression interne de 10 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠 est toujours appliquée sur la paroi interne de l’artère. Les 

conditions aux limites sont les mêmes que celles du paragraphe précédent. Physiquement, 

les grandeurs microscopiques sont compliquées à mesurer. Il semble alors adapté de 

s’intéresser aux grandeurs macroscopiques que sont le déplacement radial (Figure 3. 26) , le 

déplacement axial (Figure 3. 29) et la contrainte de von Mises (Figure 3. 30). Notons que dans 

(a) (b) 

h=4 
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le dernier cas, lorsque l’artère est entièrement rigidifiée, le problème traité est un cas 

d’élasticité homogène classique. La solution analytique est alors retrouvée. 

 

Figure 3. 26 : Influence d’une zone rigidifiée d’épaisseur différente sur le déplacement radial 
le long de l’axe x passant par le centre de cette zone (y=0 ; (a) z=2.0 (b)  z= 3,5) 

 

L’insertion d’une inclusion au sein de l’artère a un impact flagrant sur le déplacement radial, 

que ce soit au niveau d’une section passant par ladite inclusion ou d’une section éloignée. 

Deux observations distinctes, en comparaison au cas sain initial, sont à signaler. La première 

(b) Z = 3,5 

Z = 2 (a) 
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est que, quelle que soit la taille de la zone ayant perdu sa capacité à se microdilater, le 

déplacement radial est moins important du côté où se trouve l’inclusion. Cependant de l’autre 

côté ce déplacement est légèrement supérieur. Cette dernière observation est importante. 

L’artère a pour rôle essentiel de transporter le sang et de maintenir un certain débit. L’insertion 

d’inclusions induit une altération de la réponse mécanique de l’artère en l’empêchant de se 

dilater/contracter convenablement. Comparé au cas sain le volume de sang pouvant être 

contenu dans cette portion d’artère est alors plus faible. À débit constant, la section étant alors 

plus faible, la vitesse du sang aurait alors tendance à augmenter confirmant les observations 

cliniques [126]. Lorsque l’inclusion est localisée, le déplacement radial de l’autre côté de la 

lumière de l’artère est augmenté, venant compenser quelque peu cette perte de volume. 

L’impact que peut avoir l’apparition d’inclusions mineures provoquant une faible rigidification 

de l’artère serait alors peu important et ne devrait alors pas avoir de conséquences sur le 

patient. 

La réduction du déplacement radial lors de l’apparition d’une zone plus rigide en son sein est 

inévitable. La rigidification étant un phénomène naturel, on peut supposer que celle-ci se fait 

progressivement au cours de notre vie. Une personne ne présentant pas de facteurs de risque, 

qu’ils soient héréditaires ou congénitaux, ne voit des problèmes vasculaires arriver que 

tardivement, avec l’âge. Si l’on considère que la rigidification, chez une personne relativement 

jeune, commence avec une zone restreinte, alors l’observation de symptômes ne devrait pas 

être aisée. En effet, l’impact que peut avoir l’apparition d’inclusions mineures provoquant une 

rigidification faible de l’artère (et donc une légère augmentation de la vitesse du sang) serait 

alors compensé par l’augmentation du déplacement radial à l’opposé de l’inclusion. Les 

conséquences sur le patient devraient alors être minimes. Avec son vieillissement, on peut 

penser que cette zone rigidifiée croît et des signes avant-coureurs de problèmes devraient 

survenir peu à peu. Ici le déplacement radial du vaisseau serait grandement altéré et une 

compensation de la partie saine du vaisseau ne serait plus aussi efficace. De plus si la 

rigidification se fait de manière progressive, il est intéressant de prendre en compte en 

parallèle les résultats du paragraphe précédent. En effet, il ne serait pas aberrant de penser 

que le paramètre de couplage chez une personne jeune est élevé et diminue avec l’âge. La 

rigidification d’un vaisseau chez une personne âgée proviendrait alors de zones rigidifiées 

importantes (jusqu’à total) couplées à un paramètre de couplage qui diminue progressivement 

dans les couches. 

Dans le cas où l’inclusion est épaisse, le déplacement radial observé au niveau de ladite 

inclusion est plus faible que dans le cas où l’altération des propriétés microscopique concerne 

la globalité du vaisseau sanguin. Ce comportement étonnant trouve son explication dans les 

mécanismes qui entrent en jeu lors de l’application d’une pression interne sur une artère 
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possédant une inclusion localisée. En effet la déformation axiale 휀𝑧𝑧  et la déformation radiale 

휀𝑟𝑟  sont grandement modifiées (respectivement Figure 3. 27 et Figure 3. 28). 

 

Figure 3. 27 : Déformation axiale adimensionnée dans le plan Y=0 
a) Sain ; b) Inclusion épaisse ; c) Artère totalement rigidifiée  

 

La déformation axiale 휀𝑧𝑧 est, comme attendue pour un milieu homogène élastique classique, 

constante (Figure 3. 27 c)). Lorsqu’on la compare au cas sain (Figure 3. 27 a)), on observe 

dans les deux cas une déformation négative synonyme d’un effet de contraction qui est 

cependant bien moins important dans ledit cas sain. Cette perte, d’environ 90 %, s’explique 

grâce à la microdilatation, qui comme observée au chapitre précédent, va venir estomper ce 

phénomène de contraction transversale. 

Lorsque l’inclusion épaisse est présente au sein de l’artère (Figure 3. 27 b)), la déformation 

subie par celle-ci est grandement modifiée dans tout le domaine. Entre la paroi interne et 

l’inclusion, cette déformation devient même positive, synonyme d’un allongement dans la 

direction axiale. Cet allongement peut être vu comme de la traction subie localement. Or 

lorsque le milieu est soumis à une sollicitation de traction, la section transverse diminue. Cette 

diminution de section vient s’opposer au déplacement radial naturel des points du milieu induit 

par la pression interne. Le déplacement radial au niveau de l’inclusion est alors diminué non 

seulement par la présence même de ladite inclusion, rendant le milieu plus rigide, mais est 

amplifié par ce phénomène de déformation axiale positive traduisant des effets de tractions 

locaux. Ce second phénomène n’étant pas présent dans le cas où l’artère est totalement 

rigidifiée, il n’est alors pas aberrant d’observer un déplacement radial inférieur dans le cas de 

la présence d’une inclusion épaisse. Pour expliquer l’apparition de cette déformation axiale 

positive, représentons la déformation radiale Figure 3. 28. 

a) c) b) 휀𝑧𝑧

|휀𝑧𝑧(𝑚𝑎𝑥)|
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Figure 3. 28 : Déformation radiale adimensionnée dans le plan Y=0  
dans le cas d’une artère saine, avec une inclusion (pointillés) ou totalement rigidifiée 

 

Notons dans un premier temps que la déformation radiale dans le cas sain et lorsque le 

paramètre de couplage est nul dans tout le domaine est indépendante de la cote 𝑧 choisie. 

Ces résultats sont représentés en trait plein Figure 3. 28. Comme attendu la déformée est 

moins importante (en valeur absolue) dans le cas sain induisant un gradient de déplacement 

radial moins important comme observé Figure 3. 26. Une dépendance en 𝑧 n’est observée 

qu’à l’insertion d’une inclusion. Les résultats sont représentés selon trois cotes : une passant 

au centre de l’inclusion (𝑍 = 2), une passant un peu au-dessus de l’inclusion (𝑍 = 2,5) et une 

au loin (𝑍 = 3,5). On remarque dans un premier temps que plus on s’éloigne de la zone 

rigidifiée plus le comportement de l’artère est similaire au cas sain. Si on s’intéresse à la partie 

gauche de la courbe (𝑥 < 0) on observe par ailleurs un comportement identique, très proche 

du cas sain, quelle que soit la section considérée. Les déformées sont similaires proches de 

la paroi interne synonyme d’un déplacement radial équivalent. Par contre elles sont 

légèrement moins importantes proches de la paroi externe par rapport au cas sain. Cela traduit 

un gradient de déplacement plus faible, et donc un déplacement radial légèrement supérieur 
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au niveau de la paroi externe, lorsqu’une inclusion est présente. C’est ce qui est observé 

Figure 3. 26. 

L’existence d’une inclusion rend la déformation dépendante de la cote choisie. En d’autres 

termes l’artère ne se déforme plus uniformément. Hormis proche de la paroi externe, la 

déformation radiale est plus faible dans le cas 𝑍 = 2 que dans le cas 𝑍 = 2,5. Le déplacement 

radial est alors plus important dans ce dernier cas. Par continuité il n’est alors pas aberrant de 

penser que ces points qui se déplacent plus vont « emporter » leur voisin qui se déplace moins. 

L’apparition locale d’un phénomène de type traction n’est alors pas absurde. 

Autre grandeur macroscopique mesurable, l’étude du déplacement axial 𝑢𝑧 peut apporter de 

nouvelles informations (Figure 3. 29). Le premier cas, représentant un vaisseau dans son état 

initial, permet de valider les paramètres puisqu’on y observe un déplacement négatif dans la 

moitié supérieure de l’échantillon et positif dans la moitié inférieure. On est donc bien en 

présence d’un matériau qui se comporte comme un ayant un coefficient de Poisson positif 

[118]. On y observe également une symétrie parfaite.  
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Figure 3. 29 : Influence d’une inclusion sur le déplacement axial 
a) Cas sain ; b) Inclusion mince 

c) Inclusion épaisse ; d) rigidification totale   

 

On notera que le déplacement axial est le moins important dans le cas sain. On a vu dans le 

chapitre précédent que lors d’un essai de traction, la microdilatation permettait d’amortir la 

réduction de la section transverse et donc de diminuer les valeurs des déplacements 

transverses. Lorsqu’une pression interne est appliquée, le déplacement axial est un 

déplacement transverse. Il n’est alors pas étonnant qu’il soit moins important dans le cas sain 

que dans le cas d’un milieu élastique classique (Figure 3. 29 d)). Lorsqu’on introduit une 

a) b) 

c) 

𝑢𝑧

𝑢𝑧(max )
 

d) 
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inclusion (Figure 3. 29 b) & c)), le déplacement axial 𝑢𝑧 est affecté en tout point de l’échantillon 

quelle que soit la taille de ladite inclusion. La symétrie est totalement perdue. Par rapport au 

cas sain, l’altération est d’autant plus importante que l’inclusion l’est. Cependant celle-ci est 

nettement moins visible du côté où l’inclusion n’est pas présente comme le confirme la 

déformation 휀𝑧𝑧 précédemment représentée (Figure 3. 27). 

La prise en compte d’inclusions au sein d’une artère et dont la microstructure n’est pas prise 

en compte modifie considérablement le comportement du vaisseau sanguin. Une rigidification, 

caractérisée par une baisse de déplacement radial à une sollicitation donnée, est observée. 

Cliniquement, on sait aujourd’hui que les artères se rigidifient naturellement avec l’âge. Ce 

phénomène est dicté en partie par un processus de remodelage relatif à la synthèse de 

nouveaux éléments et/ou la réorganisation des constituants existants venant augmenter ladite 

rigidité. Il est cependant difficile de statuer sur la cause de ce processus. Est-ce la déformation 

ou la contrainte ? La déformation est en effet grandement modifiée dans toute l’artère et peut 

être la clef déclenchant le remodelage. Pour statuer, il semble intéressant d’étudier les 

contraintes de von Mises au sein du matériau. Lorsque le milieu ne présente aucune zone 

rigidifiée, la contrainte, concentrique, est dépendante du rayon et diminue au fur et à mesure 

que l’on s’éloigne de la paroi interne (Figure 3. 30). 
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Figure 3. 30 : Contrainte de von Mises dans le plan Z=2 en fonction de la taille de l’inclusion 

 

Le premier point, étonnant, lorsque l’on représente la contrainte de von Mises, est la 

superposition du cas sain et du cas où l’artère est entièrement rigidifiée alors que les autres 

grandeurs présentent des différences significatives. Rappelons que la microdilatation est un 

scalaire. Sa contribution au niveau de la contrainte est la même dans les trois directions 

principales de l’espace. Ainsi, lors du calcul de la contrainte de von Mises, qui pour rappel fait 

intervenir la différence entre les contraintes principales, cette composante en microdilatation 

s’annule.  

Toujours est-il que l’insertion d’une inclusion modifie la contrainte subie par l’artère au niveau 

de ladite inclusion. À l’instar des résultats précédents, l’impact est d’autant plus important que 

la zone l’est. La contrainte augmente lors de la présence d’une zone plus rigide. Le fait que le 

milieu soit plus rigide implique que le déplacement subi par ce milieu est plus faible qu’un 

milieu qui l’est moins pour une sollicitation donnée. Par continuité, les points voisins de cette 

zone rigidifiée voient leur déplacement diminuer également. C’est d’ailleurs la constatation 

faite Figure 3. 26. Cette perte de déplacement radial peut alors atteindre la paroi interne. Il y a 

donc un gradient de déplacement entre les différents points de la paroi interne. Si un point de 

Z = 2 
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la paroi se déplace plus difficilement que son voisin alors ce dernier va venir solliciter ce 

premier. Le gradient de déplacement va alors induire une augmentation de la contrainte 

comme observée. Dans le cas d’une rigidification totale, ce gradient de déplacement n’existe 

plus. Les contraintes vont donc être moins élevées. Bien que non représenté, notons que la 

contrainte au loin de l’inclusion, dans le plan 𝑍 = 3,5 par exemple, est identique quel que soit 

le cas. L’altération des contraintes est donc un phénomène qui semble être local.  

Le fait que la contrainte est moins importante dans le cas où l’artère est totalement rigidifiée 

que lorsqu’une inclusion rigide est présente est un point crucial qu’il est nécessaire de 

souligner. Naturellement, un corps va tendre vers un état où il est le moins contraint possible. 

Cela impliquerait qu’un milieu possédant une zone rigidifiée, pour diminuer les contraintes qu’il 

subit, va avoir tendance, si c’est possible, à s’altérer. La zone rigidifiée déjà présente modifie 

le comportement de l’artère. Il semble alors difficile de revenir à des conditions de contraintes 

ou de déformations permettant un remodelage aboutissant à une artère identique au cas initial. 

Le vaisseau peut par contre se rigidifier progressivement. Cette observation mettrait alors en 

lumière le caractère inéluctable de la rigidification.  

 

IV.2.3. Impact d’une inclusion : Influence de la position 

 

Dans l’objectif de caractériser une artère qui serait éventuellement en train de se rigidifier 

localement, il peut être intéressant d’étudier l’influence de la position d’une zone rigidifiée. En 

fonction du comportement de l’artère, il serait possible de déterminer quelle couche se rigidifie 

en premier. Cette inclusion, initialement positionnée au niveau de la paroi interne est déplacée 

progressivement vers la paroi externe. On considère alors trois cas représentés Figure 3. 31. 

Les caractéristiques géométriques associées sont données Tableau 3. 8. Les différentes 

zones ont été définies afin de garder un volume de rigidification constant. L’échantillon 

tubulaire est toujours soumis à une pression interne de 10 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠.  
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Figure 3. 31 : Géométries des échantillons avec une inclusion (en noir) en position 
 interne (a), médiane (b) et externe (c) 

 

 𝜼𝒛𝒐𝒏𝒆 𝒓𝒊𝒈𝒊𝒅𝒊𝒇𝒊𝒄𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 

(𝑮𝑷𝒂) 

𝒆 

(unité) 

𝑹𝒊 

(unité) 

𝜶 

(°) 

Position intérieure 0 0,3 0,5 80 

Position médiane 0 0,3 0,8 54 

Position extérieure 0 0,3 1,2 40 

Tableau 3. 8 : Caractéristiques des différentes zones de rigidification en fonction de leur 
position 

 

Lorsque l’inclusion se situe au niveau de la paroi interne elle concerne l’intima et la média. En 

position médiane, seule cette dernière est concernée. Enfin dans la position la plus proche de 

la paroi externe seule l’adventice de l’artère est concernée. Comme précédemment 

intéressons-nous aux propriétés macroscopiques mesurables.  

a) b) c) 
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Figure 3. 32 : Influence d’une zone rigidifiée de taille différente sur le déplacement radial le 
long d’une droite passant par le centre de cette zone  

(y=0 ; z=2) 

 

Ainsi, si on s’intéresse au déplacement radial le long de l’axe �⃗�  dans le plan 𝑧 = 2 on y observe 

des différences notables (Figure 3. 32). L’altération du comportement s’accroît au fur et à 

mesure que l’inclusion se rapproche de la paroi externe. Notons que lorsque celle-ci est au 

niveau de la paroi interne le déplacement radial observé au niveau de ladite paroi est 

étonnamment supérieur au cas sain. Celui-ci redevient par la suite identique au cas initial sans 

inclusions. 

Lorsque l’inclusion est en position médiane ou extérieure par contre les déplacements 

observés dans la section où se situe ladite inclusion sont inférieurs au cas sain. On retrouve 

pour le cas externe un déplacement qui est inférieur au cas où la globalité de l’artère perd sa 

capacité à se microdilater. À l’instar de l’inclusion épaisse traitée précédemment, les 

explications de ce phénomène résident dans l’apparition d’une déformation axiale 휀𝑧𝑧 positive 

traduisant l’apparition locale de sollicitation de type traction. Cette inclusion possède un 

volume 66 % plus petit que l’inclusion épaisse. De plus, il est quasiment équivalent au volume 

de l’inclusion mince (1 % de différence) avec lequel on avait observé un déplacement 

Z = 2 
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supérieur au cas totalement rigidifié. Il semblerait alors que la position d’une zone rigidifiée 

joue grandement sur le comportement de l’artère. Une zone rigidifiée située à l’extérieur de 

l’artère semble avoir un impact bien plus important. Toutefois, une inclusion proche de la paroi 

interne n’est pas à négliger. En effet, si le déplacement radial au niveau de la paroi est plus 

important, alors le volume de sang potentiellement contenu dans cette portion d’artère est plus 

grand que dans les autres cas. À débit constant, la vitesse dudit sang sera diminuée. On peut 

alors se demander si l’onde de pression délivrée par le cœur serait suffisante pour permettre 

au sang d’être distribué jusque dans les capillaires. Ou au contraire, pour éviter ce problème, 

est-ce que le cœur ne devrait pas fournir un travail supplémentaire pour permettre l’apport en 

oxygène et nutriment dans tout le réseau vasculaire ?  

L’apparition de zones plus rigides au sein de l’artère serait plus facilement observable si celles-

ci se situent au niveau de la paroi externe. Développer un outil fin permettant l’analyse d’un 

déplacement radial d’une artère semble intéressant pour réaliser un suivi de patient présentant 

des facteurs de risque. Notons que si un tel appareillage était disponible, l’analyse devrait se 

réaliser sur l’ensemble de l’artère. En effet, n’observer que localement le déplacement ne 

semble pas efficace puisqu’au loin de l’inclusion, notamment dans la section opposée, le 

déplacement n’est que très peu affecté. 
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Figure 3. 33 : Déplacement axial en fonction de la position de la zone rigidifiée 
a) cas sain ; b) position interne ; c) position médiane ; d) position externe 

 

Le déplacement axial représenté Figure 3. 33 permet de confirmer qu’une zone, située proche 

de la paroi externe, affecte grandement la globalité de l’artère. La différence est importante de 

part et d’autre de l’inclusion due à une contraction plus importante d’un matériau considéré 

comme élastique (classique) par rapport à un milieu à microdilatation. Ce constat est en 

adéquation avec les observations précédentes. 

b) a) 

c) d) 

𝑢𝑧

𝑢𝑧(max )
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Figure 3. 34 : Contrainte de von Mises dans le plan Z=2 en fonction de la position de 
l’inclusion 

 

À l’instar de l’étude sur la taille de l’inclusion, les variations de la contrainte sont subtiles. 

L’impact le plus important apparait lorsque la zone rigide est placée au niveau de la paroi 

interne.  Au contraire l’impact n’est que très peu marqué lorsque la zone est au niveau de la 

paroi externe. Notons que, quel que soit le cas observé celle si diminue progressivement pour 

atteindre un minimum au niveau de cette même paroi externe. La sollicitation se réalisant au 

niveau de la paroi interne, la contrainte est naturellement plus élevée que dans le reste de 

l’échantillon. À impact proportionnellement équivalent, l’impact induit par la présence d’un 

élément étranger sera alors plus important au niveau de cette sollicitation et donc au niveau 

de la paroi interne. 
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IV.2.4. Impact de deux zones 

 

Une zone rigidifiée modifie le comportement mécanique global du vaisseau sanguin, que ce 

soit au niveau des déplacements ou de la contrainte subie en chaque point. Observons 

l’influence que peut avoir l’apparition d’une seconde zone rigidifiée au sein d’un même 

échantillon. Considérons dans un premier temps deux échantillons. Le premier possède une 

unique inclusion et le second en possède deux localisées symétriquement. Les 

caractéristiques géométriques desdites inclusions sont définies Tableau 3. 9 . Les géométries 

utilisées sont définies Figure 3. 35. 

 𝜼𝒛𝒐𝒏𝒆 𝒓𝒊𝒈𝒊𝒅𝒊𝒇𝒊𝒄𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 

(𝑮𝑷𝒂) 

𝒆 

(unité) 

𝑹𝒊 

(unité) 

𝜶 

(°) 

Inclusions symétriques 0 [0,8 ;  1,2] 0,8 60 

Tableau 3. 9 : Caractéristiques des différentes zones de rigidification  

 

Figure 3. 35 : Géométries d’un échantillon avec :  
(a) : 1 zone rigidifiée 

(b) : 2 zones rigidifiées symétriques 

 

Pour rappel une pression de 10 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠 est appliquée au niveau de la paroi interne. Les autres 

faces sont libres de toute contrainte. L’impact sur le déplacement radial est illustré Figure 3. 

36. 

(a) (b) 
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Figure 3. 36 : Influence d’une seconde zone rigidifiée sur le déplacement radial le long d’une 
droite passant par le centre de cette zone 

(y=0 ; z=2) 

 

Comme observé précédemment, comparé au cas sain, lorsqu’une seule zone est présente, le 

déplacement radial est fortement réduit au niveau de l’inclusion et est plus important à 

l’opposé. L’artère permettait alors une certaine compensation à la perte de volume de sang 

pouvant être contenu dans cette section. Lorsqu’une seconde zone est présente, cela n’est 

plus vrai. La symétrie du déplacement dû à celui du problème est retrouvée. On notera 

toutefois que du côté de l’inclusion présente dans les deux cas (𝑥 > 0), le déplacement radial 

est plus important lorsque les deux zones sont présentes. Ce phénomène s’explique par une 

déformabilité de l’artère moins importante du fait d’un pourcentage d’artère altéré plus 

important. Lors de la présence d’une seule inclusion, la déformation importante à l’opposé de 

celle-ci permettait par continuité d’amplifier la réduction du déplacement radial. L’insertion de 

la seconde zone inhibe cette déformation. 
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Figure 3. 37 : Influence d’une seconde zone rigidifiée sur la contrainte de von Mises le long 
de la droite (y=0 ; z=2) 

  

Lorsqu’une zone est présente, la contrainte de von Mises à son voisinage augmente. 

Lorsqu’une inclusion est présente, l’impact n’est pas assez important pour affecter la 

contrainte à l’opposé. Contrairement au déplacement radial où l’insertion de la seconde 

inclusion permettait une modification importante de celui-ci, la contrainte elle n’est modifiée 

que localement. En effet du côté où l’inclusion est présente dans les deux cas, la contrainte 

observée est identique. 
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V. Conclusion 

 

Ce chapitre, consacré à l’étude d’un milieu à microdilatation non homogène, s’est d’abord 

concentré sur les modifications à apporter à la méthode pour la prendre en compte. La stabilité 

a été prouvée sur un bi-matériaux permettant de mettre en lumière l’influence des divers 

paramètres du modèle. Le travail s’est par la suite concentré sur le paramètre de couplage et 

l’impact qu’il peut avoir sur un échantillon tubulaire représentant un vaisseau sanguin. Le choix 

des paramètres utilisés pour décrire l’artère a alors été réalisé. Les diverses simulations 

effectuées exhibent un modèle adapté à la modélisation du tissu artériel. La rigidification 

qu’accompagne l’artériosclérose est alors obtenue de manière simple. L’insertion d’inclusions 

inertes, quels que soient leurs tailles ou leurs volumes, au sein de la paroi artérielle a permis 

de mettre en évidence des mécanismes pouvant aboutir au phénomène de remodelage. 

Déclenché par les déformations ou les contraintes il semble inévitable.  

Généralement, l’artériosclérose est accélérée par la présence d’une plaque lipidique au niveau 

de la paroi interne du vaisseau : c’est l’athérosclérose. Le prochain chapitre se concentre sur 

la modélisation de cette pathologie et de son impact sur la paroi artérielle. 
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I. Introduction 

 

L’accumulation de différents éléments comme des lipides, du sang coagulé ou du calcaire sur 

la paroi interne de l’intima entraine une diminution du diamètre interne de celle-ci. La circulation 

du sang s’en retrouve alors altérée. Ces dépôts sont appelés athéromes. Cela peut affecter 

toutes les artères de l’organisme et peut avoir des conséquences importantes entrainant 

jusqu’au décès du patient. L’exemple le plus connu est sans aucun doute l’infarctus du 

myocarde. Les maladies athéromateuses cardio-vasculaires sont par ailleurs la première 

cause de mortalité en France.  

La diminution du flux sanguin entraine un apport moins important en oxygène et nutriments 

aux parties de l’organisme se situant après l’occlusion, partielle ou non. Au niveau de gravité 

le plus important il n’est pas rare d’observer des zones plus ou moins étendues de mortification 

des tissus. Ces zones qui deviennent noires sont appelées nécroses ou gangrène. Cela arrive 

notamment aux orteils, zone éloignée du cœur ayant un flux sanguin peu important. Si l’on 

reste au niveau des membres inférieurs il est possible d’observer sur les jambes des plaies 

circulaires qui ne cicatrisent pas : ce sont des ulcères. Ulcère et gangrène sont des symptômes 

critiques pouvant entrainer l’amputation du membre concerné. 

De manière générale, la nécrose est donc la conséquence d’une diminution du flux sanguin 

pouvant aller jusqu’à l’arrêt de l’apport de nutriments au tissu entrainant la « mort » du tissu. 

Empêcher cette manifestation est primordial. Pour cela, un acte chirurgical fait aujourd’hui 

figure de proue dans la résolution de ce problème : l’angioplastie. Elle consiste en l’insertion 

d’un ballonnet dans l’artère, qu’on vient gonfler pour casser la plaque d’athérome. Cette 

pratique est souvent complétée par la pose d’un stent, petit ressort métallique, contre la paroi 

de l’artère permettant de maintenir un vaisseau sanguin ouvert. La pose de stent permet de 

traiter les sténoses bien que des resténoses puissent survenir. Pour diminuer ce risque, des 

stents actifs sont développés bien qu’un débat houleux existe quant à l’apparente 

augmentation du risque de thrombose (formation d’un caillot obstruant le vaisseau sanguin). 

Dans le domaine médical, la mise en contact de milieux inertes et de milieux biologiques n’est 

pas rare. Il existe un nombre conséquent d’opérations chirurgicales faisant intervenir des 

milieux étrangers destinés à renforcer ou remplacer une partie de notre anatomie. C’est le cas 

notamment des dispositifs médicaux implantables (prothèses dentaires, prothèses ostéo-

articulaires, etc.). Le secteur cardio-vasculaire n’est pas en reste. Outre les stents 

susmentionnés, il est possible d’avoir recours à la pose de valves cardiaques artificielles pour 

remplacer celles lésées ou mal formées. Notons que de plus ces substituts prothétiques sont 

implantés par des voies chirurgicales dites mini-invasives ou endovasculaire. Ainsi l’étude de 
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l’impact d’un élément étranger au sein de la paroi artérielle au chapitre précédent n’est pas 

anodine. 

Le fait de solliciter un matériau inerte plus dur que la paroi du vaisseau sanguin, alors que la 

pression sanguine ne. change pas, signifie qu’automatiquement la sollicitation subie par ladite 

paroi est modifiée. Or cette modification ne serait-elle pas elle-même à l’origine d’un éventuel 

remodelage ? Ce remodelage n’entrainerait-il pas à son tour à une rigidification de la paroi ? 

Si tel est le cas comment se comporterait le vaisseau à la suite de la pose d’un stent au niveau 

de celui-ci et dans son voisinage ?  
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II. Contact parfait avec un milieu inerte   

 

II.1. Conditions de continuités 
 

L’angioplastie est un acte chirurgical qui est aujourd’hui grandement complété par la pose d’un 

« ressort » en métal appelé stent. La structure de ce dernier étant complexe, une stratégie de 

milieu inhomogène devient compliquée à mettre en place. Ainsi pour préparer un maillage 

relativement précis, et regarder l’impact de ce stent sur la paroi artérielle, une stratégie de 

contact entre deux domaines semble préférable. La mise en contact entre un milieu inerte, 

c’est-à-dire élastique sans microdilatation, et un tissu biologique considéré comme un milieu 

à microdilatation nécessite l’écriture des relations de contact entre deux milieux différents et 

leur intégration dans le code. Il est certain qu’un matériau en métal, par exemple, ne peut se 

dilater. Implémenter un contact entre deux domaines permet de ne pas prendre en compte les 

points matériels du milieu biologique dans l’interpolation et une microdilatation nulle en tout 

point du milieu est assurée tant que le couplage est imposé nul. Il est cependant nécessaire 

de définir les équations de continuités à l’interface. Considérant un contact adhérant, la 

continuité au niveau macroscopique entre un domaine noté 1 et 2, s’écrit comme : 

 𝑢𝑖
1 − 𝑢𝑖

2 = 0 4.1  

 𝑡𝑖
1 + 𝑡𝑖

2 = 0 4.2  

 

Ces équations traduisent respectivement la continuité du déplacement et le principe d’action 

réaction. Il serait tentant de réaliser l’analogie avec la microdilatation au niveau microscopique. 

Elle s’avère cependant très risquée. En effet, imposer la continuité de la microdilatation et de 

la microtraction comme elle est réalisée au niveau macroscopique active d’autres mécanismes 

au niveau microscopique et ne se justifie pas forcément du point de vue physique. 

Si on se concentre sur un aspect un peu plus physique, il est de toute manière difficile 

d’imposer la continuité de la microcontrainte ou de la microdilatation de par leur caractère 

microscopique par définition. On considérera alors que tous les points matériels des différents 

domaines à l’interface peuvent se microdilater librement. Nous choisissons alors d’imposer 

des microtractions nulles aux interfaces. On a donc :  

 𝑠𝑖
1 = 𝑠𝑖

2 = 0 4.3  
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II.2. Validation 

 

Considérons dans un premier temps deux cubes unitaires en contact comme illustrés Figure 

4. 1. Chacun d’entre eux est constitué de 24 quadrilatères à 9 nœuds permettant de décrire 

leur surface extérieure. On rajoute à cela 27 points internes. Observons le comportement de 

cet ensemble à une sollicitation de traction sur sa surface supérieure. Le milieu est en appui 

simple sur sa surface inférieure. Le reste des faces est libre de contraintes. Le domaine est 

libre de toute microcontrainte. Les conditions de continuités à l’interface sont celles décrites 

précédemment.  

 

 

Figure 4. 1 : Contact entre deux cubes superposés soumis à un effort de traction 

 

Les paramètres utilisés dans ce paragraphe sont définis dans le  

Tableau 4. 1 ci-dessous : 

  

𝐹 

Cube supérieur  휂(𝑥) = 휂2 

Cube inférieur  휂(𝑥) = 휂1 
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 𝐸 (𝐺𝑃𝑎) 𝜈 휂 (𝐺𝑃𝑎) 𝑎 (𝑘𝑁) 𝑏(𝐺𝑃𝑎) 

𝑠𝑒𝑡 1  

(𝐻𝑜𝑚𝑜𝑔è𝑛𝑒) 
2,38 0,4 휂1 = 휂2 = 0 0 0 

𝑠𝑒𝑡 2 

(𝐻𝑜𝑚𝑜𝑔è𝑛𝑒) 
2,38 0,4 휂1 = 휂2 = −9,5 1 26 

𝑆𝑒𝑡 3 

Cube 

Supérieur 
2,38 0,4 

휂1 = 0 1 26 

Cube 

Inférieur 
휂2 = −9,5 0 0 

𝑆𝑒𝑡 4 

Cube 

Supérieur 
2,38 0,4 휂1 = 0 1 26 

Cube 

Inférieur 
8,4 0,4 휂2 = −9,5 0 0 

 

Tableau 4. 1 : Validation du contact – Jeux de paramètres 

Comparons les résultats obtenus dans les cas homogènes et non homogènes en représentant 

le déplacement axial et la microdilatation au sein de l’échantillon (Figure 4. 2). 

 

Figure 4. 2 : Validation du contact – propriétés microscopiques différentes 
a) Déplacement axial ; b) Microdilatation 

b) a) 
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Lorsque l’on se place dans des conditions d’homogénéités, les solutions analytiques, connues, 

sont obtenues. Elles sont représentées Figure 4. 2 en trait plein. Le contact entre deux 

éléments identiques est donc validé. Si l’on se place dans le cadre d’un contact entre deux 

milieux aux propriétés macroscopiques identiques, mais aux propriétés microscopiques 

différentes, on observe un résultat intermédiaire comme attendu. Si l’on représente la 

microdilatation (Figure 4. 2b)), on observe que celle-ci est bien nulle au sein du cube inférieur, 

due à un paramètre de couplage également nul. La microdilatation dans le domaine supérieur 

est cependant différente de celle retrouvée dans le cas homologue homogène. Bien qu’il n’y 

ait pas continuité de la microdilatation, il y a continuité du déplacement. Or ce dernier est 

affecté par la mise en contact avec le domaine inférieur. Le déplacement et la microdilatation 

étant intimement liés par un couplage, il n’est pas étonnant d’observer une diminution de la 

microdilatation lorsque le déplacement diminue. 

 

 

Figure 4. 3 : Validation du contact – Propriétés macroscopiques différentes : 
Déplacement axial 

 

Il est également possible de modifier les paramètres macroscopiques entre les différents 

domaines. Si l’on compare le déplacement axial Figure 4. 3, on observe une forte diminution 

de celui-ci dans la globalité du domaine. Ce résultat, attendu, est dû à une rigidité plus 

importante du domaine inférieur conféré par un module de Young plus important. Il est 

cependant intéressant de constater que la pente de la moitié droite, correspondant au domaine 

supérieur (𝑧 ∈ [0; 1]), est la même dans les deux cas. En effet, les paramètres choisis dans ce 

milieu ne changent pas. On retrouve alors naturellement le même accroissement. 
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III.  Artère, athérosclérose et angioplastie 

 

Pour résoudre le problème de sténose entrainé par l’apparition de plaques d’athérome, 

l’angioplastie est une pratique courante. Elle consiste en l’insertion d’un ballonnet à l’aide d’un 

cathéter à l’intérieur de l’artère qui, une fois gonflé, vient écraser les dépôts non voulus 

permettant la récupération du calibre initial de la lumière de l’artère. Cette pratique est 

aujourd’hui complétée dans la majorité des cas par la pose d’un stent afin de maintenir 

l’ouverture de l’artère et éviter des problèmes de nouvelles sténoses (Figure 4. 4).  

 

Figure 4. 4 : Stents : 
a) aortique 

 b) pour des vaisseaux périphériques 
(https://fr.wikipedia.org/wiki/Stent#/media/File:Stent4_fcm.jpg) 

 

III.1. Prérequis 
 

La littérature nous apprend que la plaque d’athérome vient augmenter la rigidité du vaisseau. 

Cette couche se situe entre l’endothélium, qui est, pour rappel, une fine couche en contact 

avec le sang, et le reste de l’intima. La couche apparait alors au sein de l’artère et non pas 

dans la lumière de l’artère, collée à la paroi interne. Considérons alors cette couche comme 

a b) 



L’artère comme un milieu à microdilatation : une investigation numérique 

 

136 
 

uniformément répartie au niveau de la paroi interne du vaisseau sanguin tel qu’on obtient un 

tube d’épaisseur 1,1 𝑢𝑛𝑖𝑡é. Les paramètres choisis sont tels que le module de Young est 2,5 

fois plus important pour cette couche que pour l’artère. Puisque, par définition, l’athérome est 

une accumulation de différents éléments pouvant être considérés comme inertes (graisses, 

lipides, tissus adipeux, etc.), imposer le paramètre de couplage nul en son sein pour la 

considérer comme un milieu élastique classique semble cohérent. Les paramètres matériaux 

pour chaque couche sont détaillés dans le Tableau 4. 2 ci-dessous. La géométrie est quant à 

elle représentée Figure 4. 5. 

 𝑬 

(𝑮𝑷𝒂) 

𝝂 

 

𝜼 

(𝑮𝑷𝒂) 

𝒂 

(𝒌𝑵) 

𝒃 

(𝑮𝑷𝒂) 

Épaisseur 

(𝒖𝒏𝒊𝒕é) 

Athérome 5,95 0,40 0 5 26 0,1 

Intima 2,38 0,40 −9,40 5 26 0,1 

Media 2,38 0,40 −9,50 5 26 0,6 

Adventitia 2,38 0,40 −9,10 5 26 0,3 

Tableau 4. 2 : Sténose – Jeux de paramètres 

 

III.2. Impact d’un stent présent sur toute la longueur d’une 
artère 

 

Dans un premier temps, intéressons-nous à une plaque d’athérome qui est présente sur la 

totalité de l’échantillon, de manière uniforme. L’échantillon est de hauteur ℎ = 4 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠. La 

frontière du milieu est constituée de 128 quadrilatères à neuf nœuds auxquels sont ajoutés 

2520 nœuds internes. Due à la présence de la plaque, la lumière de l’artère est réduite à un 

diamètre de 0,8 𝑢𝑛𝑖𝑡é. 

III.2.1. Impact de la plaque d’athérome 

 

Observons l’impact que peut avoir une telle plaque lorsque l’échantillon est soumis à une 

sollicitation de pression interne en comparaison à un cas sain non athéromateux. Les autres 

faces sont laissées libres de toute contrainte. Le domaine est également libre de toute 

microtraction. Pour prévenir tout mouvement rigide, les nœuds de la section centrale ne 

peuvent pas se déplacer dans la direction transverse à la sollicitation. De même, les nœuds 

de la ligne 𝑦 = 0 (respectivement 𝑥 = 0) ne subissent pas de déplacement selon 𝑥 

(respectivement selon 𝑦). La pression interne exercée est de 𝐹 = 10 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠. La géométrie et 

le chargement sont illustrés Figure 4. 5. 
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Figure 4. 5 : Géométrie et chargement d’une artère athéromateuse :  

Plaque d’athérome : 휂 = 0 𝐺𝑃𝑎 (gris foncé), intima : 휂 = −9,4 𝐺𝑃𝑎 (rouge),  

Media : 휂 = −9,5 𝐺𝑃𝑎 (gris clair), Adventice : 휂 = −9,1 𝐺𝑃𝑎 (bleu) 

 

Le problème étant axisymétrique, le déplacement radial (Figure 4. 6) et la contrainte de von 

Mises (Figure 4. 7) ne dépendent que du rayon. Les résultats sont donc représentés au niveau 

de la section centrale de l’échantillon. 

 

Figure 4. 6 : Sténose – Impact de la plaque d’athérome sur le déplacement radial lorsque 
l’artère est soumise à une pression interne 

h=4 
𝐹 

1,1  0,4  
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Bien évidemment le fait d’avoir une couche plus rigide au niveau de la paroi interne provoque 

une diminution attendue du déplacement radial dans la totalité de l’échantillon. Avec les 

paramètres choisis, celle-ci est d’au minimum 30 %. 

 

Figure 4. 7 : Sténose – Impact de la plaque d’athérome sur la contrainte de von Mises 
lorsque l’artère est soumise à une pression interne 

 

Si l’on s’intéresse aux contraintes de von Mises (Figure 4. 7), on observe une augmentation 

très importante de celle-ci au niveau de l’interface entre la plaque d’athérome et l’intima par 

rapport au cas de référence. Des valeurs plus en adéquation avec le cas sain sont retrouvées 

au fur et à mesure que l’on se rapproche de la paroi externe. Cependant la contrainte y est 

moins importante. 

La plaque d’athérome joue bel et bien son rôle de rigidifiant. L’artère voit son 

comportement totalement modifié. Le, remodelage, dicté par la contrainte ou la déformée, 

pourrait alors être une nouvelle fois observé. 
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III.2.2. Impact du stent  

 

De manière générale, il est convenu que l’angioplastie et la pose d’un stent n’interviennent 

que lorsqu’environ 75 % de l’artère est obstruée. Concrètement, en considérant l’athérome 

comme un tube d’épaisseur homogène et une artère de diamètre interne unitaire, l’angioplastie 

serait alors réalisée lorsque ledit diamètre serait divisé par deux. Ce travail se déroulant dans 

le cadre des petites déformations, un tel cas n’est pas réalisable. Après écrasement de la 

plaque d’athérome à l’aide du ballonnet, un stent est généralement posé afin d’empêcher 

l’artère de se reboucher. 

Si l’on considère l’impact sur l’artère, on suppose que cette étape d’écrasement de la plaque 

est prédominante vis-à-vis de la pression interne imposée par le sang. Afin de simplifier le 

problème, on considère dans la suite de cette étude que cet écrasement est réalisé à l’aide du 

stent. Ainsi, on considère que le déplacement radial imposé à l’artère, pour récupérer le 

diamètre initial, est représentatif de l’impact que peut avoir le stent sur ladite artère. On 

s’affranchit ainsi de la modélisation complexe du stent.  

Imposons alors un déplacement équivalent à l’épaisseur de la plaque d’athérome. La 

géométrie et le chargement appliqué sont illustrés Figure 4. 8.  

 

 

Figure 4. 8 : Artère avec sa plaque d’athérome 
Athérome (gris foncé) ; intima (rouge) ; Media (gris clair) ; Adventice (bleu) 

Une fois de plus représentons le déplacement radial et la contrainte de von Mises. Afin 

d’observer l’impact que peut avoir une telle sollicitation, il est nécessaire de comparer les 

𝑈𝑟 = 0.1 𝑢𝑛𝑖𝑡é  

1,1 mm 0,4 mm 
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résultats au cas de fonctionnement que l’on considère comme sain, c’est-à-dire à un cas de 

pression interne. 

Le déplacement radial, représenté Figure 4. 9, est adimensionné par rapport au déplacement 

maximal observé, c’est-à-dire les 0,1 𝑢𝑛𝑖𝑡é du déplacement imposé. Les deux échantillons 

étant axisymétriques, les résultats sont vrais, quelle que soit la section choisie. 

 

Figure 4. 9 : Comparaison des déplacements radiaux entre le cas sain de référence et une 
artère athéromateuse traitée par angioplastie 

 

Le déplacement radial dans le cas sain, soumis à une pression interne, est nettement inférieur 

au cas où l’on impose le déplacement. La perte la plus importante, au niveau de l’intima, est 

d’environ 80 %. Avec les jeux de paramètres utilisés dans cette étude il semblerait que le 

déplacement et la déformée de l’artère soit grandement affectés lorsque le stent est mis en 

place. Le remodelage, si dicté par la déformée, semble alors inévitable. 

La contrainte de von Mises est représentée Figure 4. 10. Les résultats présentant des 

différences de valeurs importantes on utilise un repère semi-logarithmique. 
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Figure 4. 10 : Comparaison de la contrainte de von Mises entre le cas sain de référence et 
une artère athéromateuse traitée par angioplastie 

 

La compression d’une plaque d’athérome, plus rigide que la paroi artérielle, induit une 

augmentation considérable des contraintes dans la paroi artérielle. Toutes les couches sont 

concernées. Un remodelage semble également inévitable si ce processus est déclenché par 

les contraintes. Notons que la pression interne après l’écrasement de la plaque lipidique n’est 

pas prise en compte. À la vue de ces résultats il parait évident que l’apport d’une telle 

sollicitation sur le comportement mécanique de l’artère n’est que peu important comparé à la 

compression de la plaque.  

 

III.3. Impact d’un stent présent sur une portion d’une artère 
  

Le problème traité jusqu’à présent permet d’observer ce qu’il se passe localement au niveau 

de la zone athéromateuse traitée par le stent. Mais dans l’organisme, la zone qui est soumise 

à l’action du stent est parfois très limitée par rapport à la longueur totale du vaisseau sanguin 

considéré. L’artère est-elle affectée partiellement ou dans sa globalité par ce stent ? Cette 

question nécessite de s’y intéresser. C’est pourquoi, dans la suite de ce paragraphe, la 
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géométrie considérée pour l’artère voit sa hauteur augmentée à 10 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠. La plaque 

d’athérome est localisée au centre de l’artère et son épaisseur dépend de sa position. Cette 

dernière est maximale à la cote 𝑧𝑚𝑎𝑥  = 5 et est de 0,1 𝑢𝑛𝑖𝑡é (équivalent à l’épaisseur de 

l’exemple précédent). Elle décroit progressivement pour disparaitre à 𝑧𝑚𝑎𝑥 ± 2 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠. Le 

problème, axisymétrique, est représenté Figure 4. 11. La frontière du milieu est constituée de 

208 quadrilatères à neuf nœuds auxquels sont ajoutés 2616 nœuds internes. 

 

Figure 4. 11 : Plaque d’athérome non uniforme (orange) présente dans une artère (bleu) 

 

III.3.1. Impact de la plaque d’athérome 

 

En conservant la même démarche que précédemment, appliquons une pression interne au 

niveau de la paroi interne de l’artère et de la plaque d’athérome. L’artère est toujours 

considérée comme étant composée de trois couches. Les paramètres matériaux utilisés sont 

les mêmes que ceux définis dans le paragraphe précédent ( 

 𝑬 

(𝑮𝑷𝒂) 

𝝂 

 

𝜼 

(𝑮𝑷𝒂) 

𝒂 

(𝒌𝑵) 

𝒃 

(𝑮𝑷𝒂) 

Épaisseur 

(𝒖𝒏𝒊𝒕é) 

Athérome 5,95 0,40 0 5 26 0,1 

Intima 2,38 0,40 −9,40 5 26 0,1 

Media 2,38 0,40 −9,50 5 26 0,6 
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Adventitia 2,38 0,40 −9,10 5 26 0,3 

Tableau 4. 2). Le problème est représenté Figure 4. 12a). L’épaisseur de la plaque dépendant 

de la cote 𝑧, le déplacement radial ainsi que la contrainte de von Mises le deviennent 

également. Ces deux grandeurs sont représentées dans le plan (𝑂𝑥𝑧) respectivement Figure 

4. 12 et Figure 4. 13. 

 

 

Figure 4. 12 : Impact d’une plaque d’athérome localisée dans un tube soumis à une pression 
interne sur le déplacement radial dans le plan (Oxz) 

a) Géométrie ; b) Sans plaque d’athérome ; c) Avec plaque d’athérome 

 

Deux points importants découlent de l’observation de l’impact de la plaque d’athérome sur le 

déplacement radial. Le premier, évident, est que celui-ci diminue grandement au niveau de 

ladite plaque. L’impact est d’autant plus important que l’épaisseur de l’athérome l’est. Lorsque 

celle-ci est maximale (cote 𝑧𝑚𝑎𝑥 = 5), la perte de déplacement est d’environ 35% dans 

chacune des couches. Ce résultat est comparable à l’exemple précédent lorsque l’épaisseur 

d’athérome était constante (Figure 4. 6). 

𝑢𝑟

𝑢𝑟(𝑚𝑎𝑥)
 

b) c) a) 
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 Le second point qu’il est nécessaire de souligner est la similitude du comportement au loin de 

la plaque d’athérome par rapport au cas sain. Cela signifie qu’avec ces jeux de paramètre et 

dans cette configuration, la plaque d’athérome ne semble n’avoir qu’un impact localisé sur le 

déplacement et donc la déformation de l’artère.  

 

Figure 4. 13 : Impact d’une plaque d’athérome localisée dans un tube soumis à une pression 
interne sur la contrainte de von Mises dans le plan (Oxz) 
a) sans plaque d’athérome ; b) Avec plaque d’athérome 

  

Les mêmes observations peuvent être réalisées si l’on s’intéresse à la contrainte de von Mises 

(Figure 4. 13). Lorsque la plaque est présente, le comportement est altéré. Comme pour le 

déplacement radial, celui-ci est d’autant plus impacté que l’épaisseur de la plaque d’athérome 

est importante. Lorsqu’elle est maximale, l’intima subit une augmentation de contrainte 

importante. Cette contrainte diminue progressivement jusqu’à atteindre un minimum au niveau 

de la paroi externe. Ce minimum est par ailleurs inférieur au minimum de contrainte subie dans 

le cas sans plaque d’athérome. Cette observation est en adéquation avec l’exemple précédent 

dont la contrainte est représentée Figure 4. 7. Au fur et à mesure que l’épaisseur de la plaque 

diminue, l’impact s’estompe. Au loin de la plaque, le comportement d’une artère saine est 

retrouvé. 

a) b) 
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Dans cet exemple, la plaque d’athérome voit son épaisseur évoluer progressivement. 

L’évolution du déplacement et de la contrainte n’est donc pas brutale et se fait avec fluidité 

comme attendu. Avec les jeux de paramètres choisis, il est possible d’observer que l’impact 

de ladite plaque ne se fait que localement et n’influe pas, fort heureusement, sur toute l’artère. 

Cependant, localement, au niveau des dépôts, l’artère est sollicitée différemment. Un 

remodelage est alors possible, qu’il soit gouverné par la contrainte ou la déformation. La 

modification du comportement, comme observé dans cet exemple, tendrait à expliquer le fait 

que l’athérosclérose tend à accélérer le phénomène de rigidification de l’artère, et donc 

l’artériosclérose [125].  

 

III.3.2. Impact du stent  

 

Comme précédemment, appliquons un déplacement imposé qu’on considère induit par la mise 

en place du stent. Dans le but de retrouver le diamètre initial de la lumière de l’artère, il faut 

imposer à la plaque d’athérome un déplacement suffisant. Puisque l’épaisseur de cette plaque 

dépend de sa position, le déplacement radial à imposer 𝑈𝑟 le sera également. Les paramètres 

utilisés ici sont les mêmes que précédemment. La géométrie et le chargement sont 

représentés Figure 4. 14 a). 
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Figure 4. 14 : a) Géométrie et chargement et b) déplacement radial observé lors d’un 
déplacement imposé au niveau de la plaque d’athérome pour récupérer le diamètre initial 

 

Le déplacement radial est représenté Figure 4. 14 b). Il est très important au niveau de la zone 

de sollicitation et la paroi artérielle voisine. Bien que celui-ci ne soit imposé qu’au niveau de la 

plaque d’athérome, on observe toutefois un déplacement non nul dans la totalité de l’artère. 

Au loin, par rapport au déplacement maximal imposé, celui-ci ne représente qu’environ 1 %. 

Cependant, l’ordre de grandeur est le même que celui du déplacement subi par une artère 

saine soumise à une sollicitation de pression interne (𝑃 = 10 𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠) (Figure 4. 15).  

a) 

𝑈𝑟(𝑧) 

b) 

𝑢𝑟

𝑢𝑟(𝑚𝑎𝑥)
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Figure 4. 15 : Comparaison des déplacements radiaux entre le cas sain de référence et une 
artère athéromateuse traitée par angioplastie lorsque la plaque est localisée 

 

Ainsi les déplacements subis par la paroi artérielle au loin de la plaque d’athérome ne sont 

pas négligeables vis-à-vis de ceux subis lors de l’application d’une pression interne. Une 

plaque d’athérome, même localisée, altère non seulement la paroi artérielle au niveau de son 

voisinage, mais également, dans des proportions moins importantes, l’artère au loin. 

Les observations réalisables lorsque l’on représente la contrainte de von Mises sont similaires 

(Figure 4. 16). La même coupe y est représentée sur deux échelles différentes afin d’y 

observer en premier lieu le comportement global, puis, dans un second temps, de se 

concentrer sur la paroi artérielle loin de la plaque d’athérome.  
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Figure 4. 16 : contraintes de von mises observées lors d’un déplacement imposé au niveau 
de la paroi interne de l’artère pour récupérer le diamètre initial 

a) Échelle 1 : comportement global b) Échelle 2 : comportement de la paroi artérielle  
 

Le fait d’imposer un déplacement important augmente drastiquement la contrainte au niveau 

de la zone concernée. À proximité de la plaque d’athérome, elle y est très élevée, quelle que 

soit la couche de l’artère observée. Ladite plaque étant plus rigide, l’écraser pour récupérer le 

calibre initial demande beaucoup d’effort. Plus l’épaisseur de l’athérome est importante et plus 

la contrainte de la paroi voisine l’est également. Au loin la contrainte reste majoritairement 

supérieure au cas sain, mais retrouve le même ordre de grandeur. 

   

 

  

a) b) 
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IV. Conclusion 

 

Ce chapitre s’est concentré sur la réponse mécanique d’une artère athéromateuse considérée 

comme un milieu à microdilatation. L’apparition d’une plaque d’athérome a un impact important 

sur la réponse macroscopique du vaisseau sanguin. Dans un premier temps, celle-ci a été 

considérée comme présente uniformément dans tout l’échantillon. En présence d’une telle 

plaque, le déplacement subit par l’échantillon est fortement diminué et la contrainte 

augmentée. Il parait cependant évident que ces plaques n’apparaissent pas de façon uniforme 

au sein de l’organisme. C’est pourquoi, dans un second temps, la plaque d’athérome est 

considérée comme localisée et à épaisseur non constante. L’impact sur les grandeurs 

macroscopiques est toujours important au voisinage de ladite plaque. Cependant, il semblerait 

que l’impact au loin soit quasi inexistant. Le remodelage induit par de telles modifications ne 

serait alors dans un premier temps que localisé. 

Toutefois, la nécessité de réaliser une angioplastie ne provient pas de l’incidence qu’à la 

plaque d’athérome sur la paroi artérielle, mais bien du fait que l’artère s’obstrue. Cette 

obstruction diminue le flux sanguin et, dans les cas d’occlusions, les conséquences peuvent 

conduire jusqu’au décès du patient. L’angioplastie semble alors inévitable. Cependant, 

l’écrasement des plaques athéromateuses, provoqué lors de cet acte chirurgical, augmente 

considérablement les contraintes et les déformations subies par la paroi artérielle. L’impact est 

par ailleurs bien plus important que celui de la plaque d’athérome prise seule et affecte une 

plus grande proportion de l’artère. Le remodelage devrait alors affecter une zone plus 

importante du vaisseau considéré. 

 L’angioplastie est un acte efficace pour résoudre le problème d’obstruction de la lumière 

artérielle, mais a des conséquences importantes sur la paroi artérielle. En particulier sur les 

contraintes subies. Afin de les diminuer, une solution possible est de réaliser la pose d’un stent 

avant une obstruction de 75 %. En effet, plus la plaque à mouvoir est conséquente, plus la 

contrainte sera élevée. Cependant, cette intervention étant chirurgicale, elle ne doit intervenir 

qu’en dernier recours. L’optimisation des stents en modifiant leur composition, leurs propriétés 

ou leur forme peut également être un champ d’études important.  
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Conclusion Générale 

 

Lors de ce travail, la modélisation du comportement mécanique d’un vaisseau sanguin a été 

réalisée. L’approche des milieux micromorphes d’Eringen a été adoptée afin de prendre en 

compte la microstructure évidente de celui-ci. En particulier, on considère ce vaisseau comme 

un milieu à microdilatation dont les points matériels peuvent se contracter ou se dilater 

indépendamment de leur voisin.  

La réponse de tels milieux soumis à une sollicitation mécanique a été réalisée en adoptant 

une stratégie novatrice : la Local Point Interpolation — Boundary Element Method. Cette 

approche permet de coupler les avantages de la méthode des éléments de frontière et d’une 

méthode de collocation par point appliquée sur la forme forte des équations différentielles. La 

réduction par un de la dimension du problème ainsi que la simplicité d’implémentation sont 

alors préservées. La robustesse de la méthode et la stabilité des résultats, dans le cas 

homogène puis non homogène, ont été démontrées à travers de nombreux exemples. L’apport 

de la microdilatation sur la déformation d’un milieu a alors été mis en lumière. On notera en 

particulier la possibilité d’obtenir des matériaux se comportant comme des milieux auxétiques.   

Le travail s’est par la suite concentré sur la modélisation de vaisseaux sanguins alors 

considérés comme des milieux tubulaires multicouches aux propriétés microscopiques 

différentes. L’étude de pathologies liée à une modification desdites propriétés de la paroi 

artérielle a alors été menée. En particulier, l’atérosclérose, processus naturel de rigidification 

de la paroi artérielle, qui intervient avec l’âge, est traitée. Dans un premier temps, cette 

rigidification a été réalisée par la modification de la déformabilité induite par la modification 

des caractéristiques microstructurales dans la totalité de l’échantillon. Puis, dans un second 

temps, par l’insertion d’inclusions inertes ayant perdu cette capacité à se contracter ou se 

dilater. La prise en compte de telles zones induit alors un phénomène de remodelage d’autant 

plus important que la zone considérée l’est aboutissant à une probable rigidification totale du 

vaisseau sanguin. L’inéluctabilité de l’artériosclérose est alors mise en lumière.    

Le phénomène de rigidification peut être exacerbé par une seconde pathologie de plus en plus 

répandue : l’athérosclérose. Cette dernière est caractérisée par un dépôt lipidique au niveau 

de la paroi interne de l’artère et est traitée par la pose d’un stent. L’effet de ce dépôt est double. 

Elle obstrue la lumière de l’artère dans laquelle elle se développe et modifie le comportement 

mécanique de la paroi artérielle. L’étude succincte réalisée a permis de mettre en lumière 

l’importante contrainte mise en œuvre pour écraser la plaque d’athérome. Bien que 
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l’angioplastie permette de récupérer le calibre initial du vaisseau sanguin, elle provoque en 

revanche une modification importante des sollicitations subies par la paroi et altère 

grandement sa déformation comparée à un cas sain. Un phénomène de remodelage est 

encore une fois attendu. 

De nombreux points restent cependant à éclaircir. Tenir compte de la microstructure 

simplement grâce à un modèle à microdilatation est prometteur. Dans ce travail, elle a une 

importance capitale puisqu’elle permet de prendre en compte les différences de 

comportements des diverses couches de l’artère saine ou rigidifiée. La comparaison à des cas 

cliniques est cependant primordiale. Elle permettrait en premier lieu de déterminer les 

paramètres microstructuraux à utiliser dans le modèle. La différence entre des artères saines 

et rigidifiées pourrait alors être quantifiée. L’hypothèse, formulée au départ, stipulant que les 

propriétés macroscopiques de l’artère sont constantes pourrait alors être validée ou invalidée. 

Un travail plus en adéquation avec la réalité serait alors possible. 

Dans cette optique, il serait également intéressant de se pencher sur le caractère 

anisotrope, ou tout du moins isotrope transverse, de l’artère. De même, il est évident que de 

nombreuses pathologies impliquent des interventions chirurgicales qui nécessitent de sortir du 

cadre de la théorie des petites déformations. L’écrasement de la plaque lipidique lors de 

l’angioplastie en est un très bon exemple. La transition vers un modèle à grandes déformations 

est alors indispensable. Il peut être également intéressant d’étudier l’impact de la non-

concentricité des plaques d’athérome sur la paroi artérielle. En effet, celles-ci ne se 

développent généralement pas uniformément dans la paroi artérielle. Des phénomènes de 

concentrations de contraintes seraient alors à prévoir. 
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Titre : L’artère comme un milieu à microdilatation : Une investigation numérique 

Les artères, comme les tissus biologiques mous en général, possèdent une structure interne et une organisation 
complexe sur des échelles difficilement différenciables. Certains phénomènes viennent altérer cette microstructure 
induisant ainsi une modification de leur réponse au même niveau de stimuli et donc de leur comportement 
macroscopique. On peut citer l’artériosclérose qui est un processus naturel qui se caractérise par un 
épaississement et une moins bonne déformabilité de la paroi artérielle. On dit alors que la paroi artér ielle s’est 
rigidifiée. Celle-ci est due en partie au remodelage correspondant à une modification de structure intervenant par 
synthèse de nouveaux constituants avec une organisation différente ou par réorganisation de ceux qui sont 
existants. On peut aussi mentionner l’athérosclérose, une pathologie se traduisant par l’accumulation de lipides, 
glucides, tissus adipeux, etc. créant une plaque appelée athérome au niveau de la paroi interne de l’artère. Celle-
ci vient accélérer l’artériosclérose et par suite modifier la microstructure par remodelage. L’optimisation des 
techniques thérapeutiques appliquées à certaines maladies du système artériel nécessite l’analyse de l’artère 
considérée comme un système mécanique. De ce fait, la modélisation mathématique de son comportement 
mécanique est impérative. Compte tenu de la complexité de sa microstructure, nous avons opté pour une 
représentation de son comportement dans le cadre des milieux micromorphiques de Eringen et plus 
particulièrement dans le cadre des milieux à microdilatation. On conçoit aisément que l’artère est sollicitée en 
régime de fonctionnement normal dans le domaine de petites déformations élastiques. La solution des équations 
de champ permettant d’analyser l’état de contrainte et de déformation induit par un stimulus extérieur ne peut en 
général être obtenue que numériquement. Du fait de la complexité du modèle de comportement, nous avons dû 
développer un outil numérique spécifiquement dédié. Cet outil est basé sur un couplage astucieux de la méthode 
des éléments de frontières et d’une méthode sans maillage de collocation par points. Cet outil numérique a été 
validé sur un nombre de cas simples permettant une comparaison des solutions numériques et analytiques. 
L’analyse de l’artère comme un milieu à microdilatation homogène est entrepris dans un premier temps. Puis, 
motivée par l’observation de la structure en couches de l’artère dont les propriétés mécaniques sont différentes, 
l’analyse se poursuit en considérant le milieu comme non homogène. Le travail a ensuite été étendu à l’étude de 
l’artériosclérose en simulant en premier lieu la modification de la déformabilité par une modification des 
caractéristiques microstructurales puis par l’insertion d’inclusions inertes. Une étude approfondie sur l’impact que 
peuvent avoir de telles zones en fonction de leur taille et leur position dans la paroi artérielle est menée. Enfin, 
l’athérosclérose et l’angioplastie sont abordées par la prise en compte d’une plaque d’athérome rigide. Les résultats 
obtenus ont déjà permis d’éclairer certaines observations cliniques. On peut en particulier mentionner le processus 
de remodelage induit par la dégénérescence locale des propriétés mécaniques de l’artère ainsi que par la pose 
d’un stent dont l’utilité clinique n’est plus à démontrer. Ce travail devrait être poursuivi par l’identification effective 
des paramètres microstructuraux et par l’optimisation des propriétés mécaniques de stents pour une localisation 
de la zone de remodelage. Il sera aussi nécessaire de prendre en compte l’anisotropie de l’artère. 
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Title : Artery as a microdilatation medium: a numerical investigation 

Arteries, like soft biological tissues in general, have an internal structure and a complex organization on several 
scales. Some phenomena alter this microstructure inducing a modification of their response at the same level of 
stimuli and therefore their macroscopic behavior. Among these phenomena, there may be mentioned 
arteriosclerosis, a natural process which is characterized by thickening and lowest deformability of the arterial wall. 
The arterial wall has stiffened. This stiffening is due in part to the remodeling corresponding to a modification of 
structure involving synthesis of new constituents with a different organization or reorganization of existing ones. We 
can also mention atherosclerosis, a pathology resulting in accumulation of lipids, carbohydrates, adipose tissue, 
etc. creating a plaque called atheroma at the inner wall of the artery. This pathology accelerates arteriosclerosis 
and subsequently modifies the microstructure by remodeling. The optimization of therapeutic techniques applied to 
the diseases of the arterial system requires the analysis of the artery considered as a mechanical system. Thus, 
mathematical modelling of its mechanical behavior is imperative. Given the complexity of its microstructure, we 
opted for a representation of its behavior in the context of Eringen micromorphic media and more particularly in the 
context of microdilatation media.The artery, in normal operating conditions, is subjected to small elastic 
deformations. The solution of field equations for analysing the state of stress and deformation induced by an 
external stimulus can generally be obtained only numerically. Due to the complexity of the behaviour model, we 
had to develop a dedicated tool. It is based on a clever coupling of the boundary element method and a collocation 
point method. The digital tool developed has been validated on a number of simple cases allowing a comparison of 
numerical and analytical solutions. The analysis of the artery as a homogeneous microdilatation medium is 
undertaken initially. Then, motivated by the observation of the layered structure of the artery with different 
mechanical properties, the analysis continues by considering the medium as non-homogeneous. The work was 
then extended to the study of arteriosclerosis by first simulating the modification of the deformability by a 
modification of the microstructural characteristics then by the insertion of inert inclusions. An in-depth study of the 
impact of such areas with different size and position in the arterial wall is conducted. Finally, atherosclerosis and 
angioplasty are approached by considering a rigid atheroma plaque. The results obtained highlight some clinical 
observations. In particular, we can mention the remodelling process induced by the local degeneration of the 
mechanical properties of the artery or by the stent placement whose clinical utility is no longer to be demonstrated. 
This work should be continued by the effective identification of the microstructural parameters of the artery and by 
the optimization of the mechanical properties of stents to localize the remodeling area. It will also be necessary to 
take into account the global anisotropy of the artery. 
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