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Résumé

Dans cette thése, nous apportons une contribution a 1I’étude des propriétés des lois gaussiennes inverses
généralisées et de Kummer dans le contexte de la méthode de Stein. Il s’agit d’une part de contribuer a la mise
en place des outils mathématiques nécessaires a I’application de la méthode de Stein au cas ot la loi cible est
I’une des deux lois précitées, d’autre part, d’appliquer la méthode de Stein pour donner une borne de la vi-
tesse de convergence dans des théorémes limites impliquant ces deux lois. Nous retrouvons 1’opérateur de Stein
de chacune de ces deux lois, résolvons 1’équation différentielle correspondante et bornons la solution obtenue
ainsi que ses dérivées successives (les bornes des dérivées ne sont pas toujours explicites mais obtenues par une
méthode itérative). Les techniques utilisées pour obtenir les bornes de la solution et de ses dérivées sont essen-
tiellement basées sur le fait que ces deux lois appartiennent a la famille de lois de probabilité dont la densité g
vérifie I’équation différentielle (s(x)g(x))" = 7(x)g(x) avec s et T des fonctions polyndmes satisfaisant
certaines conditions. Par la méthode de Stein, nous établissons une borne pour la vitesse de convergence des
lois gaussiennes inverses généralisées et de Kummer vers la loi gamma, de la loi hyperbolique généralisée vers
la loi gaussienne inverse généralisée et d’une suite de variables apparaissant dans un contexte de résistances
aléatoires vers la loi gaussienne inverse réciproque. Notre démarche dans I’estimation de ces vitesses de conver-
gence par la méthode de Stein est basée essentiellement sur le fait que la loi de la suite de variables aléatoires
considérées et la loi limite sont impliquées dans une relation de convolution.

Mots clés : Lois gaussiennes inverses généralisées ; lois de Kummer ; méthode de Stein.

Abstract

In this thesis, we make a contribution to the study of the properties of the generalized inverse Gaussian and
Kummer distributions in the context of Stein’s method. This is to contribute to establishing the mathematical
tools necessary for the application of Stein’s method to the case where the target law is one of the two afore-
mentioned laws, on the one hand, and to applying Stein’s method to give a bound of the rate of convergence in
some limit theorems involving these two laws, on the other hand. We retrieve the Stein operator of each of these
two laws, solve the corresponding differential equation and bound the solution obtained as well as its successive
derivatives (for the derivatives, the bound is not always explicit but is established by an iterative technique).
The techniques used to obtain the bounds of the solution and of its derivatives are essentially based on the fact
that these two laws belong to the family of probability laws whose density g satisfies the differential equation
(s(x)g(x))’ = 7(x)g(x) where s and T are polynomial functions satisfying certain conditions. By Stein’s
method, we establish a bound for the rate of convergence of the generalized inverse Gaussian and Kummer
distributions to the gamma distribution, of the generalized hyperbolic distribution to the generalized inverse
Gaussian distribution and a sequence of random variables to the reciprocal inverse Gaussian distribution. Our
approach in estimating these rate of convergence by Stein’s method is essentially based on the fact that the law
of the sequence of random variables considered and the limit law are involved in a convolution relation.

Keywords : Generalized inverse Gaussian distributions ; Kummer distributions ; Stein’s method.
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Introduction

La loi gaussienne inverse généralisée de parametres p € R,a > 0,b > 0, que 1’on notera GIG(p, a, b)
a pour densité
(@) = (@O
Ipap(r) = ————F—=x
P 2K, (v/ab)

ou K, est la fonction de Bessel modifiée de troisiéme espece.
Poura > 0,b € R, ¢ > 0, laloi de Kummer (K(a, b, ¢) ) de paramétres a, b, ¢ a pour densité

p—le—%(am—l-b/:l:)’ x>0

1

a—1 1 —a—b —c:r, 0
I‘(a,)d)(a,a—b—l—l;c)m 1+ ) © r=

kab,c(x) =

ou ) est la fonction hypergéométrique confluente de deuxieme espece.

En théorie des probabilités et en statistique, 1’on s’intéresse le plus souvent aux résultats limites se rappor-
tant aux échantillons aléatoires. Ces résultats comportent d’innombrables applications a des problemes parti-
culiers. Par exemple le théoréme central limite qui affirme que toute somme normalisée de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées se comporte asymptotiquement comme la gaussienne normale (avec
des généralisations qui donnent la convergence de cette somme sous des hypotheéses beaucoup plus faibles) est
un véritable pilier de la statistique. Il est naturel de chercher a estimer la vitesse de convergence dans ces théo-
remes limites afin de quantifier I’erreur que I’on commet dans 1’approximation de la loi d’un échantillon de
taille assez élevée par une loi de probabilité bien connue. Bien que la littérature expose diverses techniques
a cette fin, nous nous intéressons particulicrement a la méthode dite de Stein. Stein [63] en 1972 a proposé
une méthode qui lui permettait, non seulement de prouver le théoreme centrale limite, mais aussi d’estimer la
vitesse de convergence dans ce théoreme en majorant la métrique probabiliste de Wasserstein entre la loi de la
somme de variables aléatoires et celle de la loi normale standard. Cette méthode repose essentiellement sur la
détermination d’un opérateur dit de Stein, approprié, dont les propriétés déterminent la qualité de 1’approxima-
tion (voir par exemple [16, 60, 63]). Cet opérateur vérifie un théoreme de caractérisation de Stein qui le relie a
la loi cible. De la caractérisation, on déduit 1’équation différentielle de Stein correspondante. Borner la solution
de cette équation différentielle ainsi que ses dérivées successives est une étape cruciale et indispensable dans la
démarche a la Stein. Au fil des années, les travaux d’un bon nombre de chercheurs ont rendu cette méthode plus
accessible en I’adaptant a d’autres lois de probabilité comme, la loi de Poisson [3, 15, 12], la loi exponentielle
[13], la loi gamma [49], la loi multinomiale [48], la loi binomiale négative [11], la loi géométrique [55], la loi
béta [28, 18], 1a loi variance-gamma [25], les lois cx-stables asymétriques [17], etc.

Notre objectif de recherche est d’apporter une contribution a I’étude des propriétés des lois gaussiennes
inverses généralisées et de Kummer par la méthode de Stein. Ces deux lois sont donc considérées dans le
contexte de la méthode de Stein. Nous contribuons a I’élaboration des outils mathématiques indispensables
a I’application de la méthode de Stein a ces deux lois et estimons la vitesse de convergence dans quelques
théorémes limites impliquant ces deux lois.

Avant d’aborder les principaux objectifs de ce mémoire, nous détaillons dans le chapitre introductif la
démarche de Stein dans I’approximation par la loi normale centrée réduite, qui en fait constitue le fondement
de cette méthode. On rappellera en particulier que I’équation différentielle de Stein de la loi normale centrée
réduite est donnée par

f'(z) — zf(x) = h(z) — Eh(Z)

avec h une fonction réelle absolument continue et Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée ré-
duite. D’apres 1’équation précédente, pour toute variable aléatoire réelle X, déterminer |Eh(X) — Eh(Z)|



revient & déterminer |E [f/(X) — X f(X)]|; ¢’est I'idée fondamentale de la méthode de Stein.

Pourp > 0a > 0,n € N* soit (Wy),>1 une suite de variables aléatoires telle que W, suit la
1
loi GIG <p, a, > pour chaque n > 1. Alors la suite (W,,),,>1 converge vers une variable aléatoire A de
n >

loi gamma de parametres p, 5. Notons Cg la classe des fonctions bornées h : Rt — R pour lesquelles les
dérivées h’, h”, h(3) existent et sont bornées. On a (théoréme 2.2.2)

|Eh(Wn) - Eh’(A)l S — X Cz si P = 1 (001)

1
—xC3 si p>1
n

ot Cq, C2 et C3 sont des constantes. Nous obtenons alors une vitesse de convergence de 1’ordre =1 pour
Inn
tout p > 1;de’ordre —— pour p = 1 etde ’ordre n™P pour 0 < p < 1.
n

Pour a > 0, ¢ > 0, soit (V,,) une suite de variables aléatoires telle que V;, suit la loi K(a, —a + %, c) pour
chaque entier naturel » > 1. Lorsque n — oo, la suite de variables aléatoires (V3,)n>1 converge vers une
variable aléatoire A de loi gamma de parametre a et c. De plus, pour h € Cg’, (théoreme 2.3.1)

1 F 1 ,a — 1
ER(Va) — ER(A)] < —|[W|| + & x L $(®0 =55 )
cn ¢ niy(a,1+a—;c)

1 1\ ¥(a,—14+a— 1;¢)
- J— 1 — n
+c2x ( T ) ¢(a,1—|—a—%;c)

(0.0.2)

n n

avec F' et H des constantes. La fonction hypergéométrique confluente de deuxiéme espece 1) étant continue,
nous obtenons une vitesse de convergence de 1’ordre de n 1.
Apres avoir présenté quelques propriétés des lois gaussiennes inverses généralisées et de Kummer, nous dé-
taillons dans le chapitre 2 les résultats (0.0.1) et (0.0.2).

Une étape capitale dans I’approche par la méthode de Stein est la détermination des bornes de la solution
de I’équation différentielle de Stein correspondante a la loi cible et celles de ses dérivées successives éventuel-
lement. La remarque selon laquelle la loi gaussienne inverse généralisée et la loi de Kummer appartiennent a la

famille des lois de probabilité dont la densité g vérifie I’équation différentielle

(s(z)g(x))" = 7(z)g(x) (0.0.3)

avec s et T des fonctions polyndmes satisfaisant certaines conditions, a permis de mettre en place des techniques
permettant de majorer la norme de la convergence uniforme de la solution (et de ses dérivées) de 1’équation de
Stein de ces lois de probabilité. En particulier, si ff, est la solution de 1’équation de Stein d’une loi de probabilité
dont la densité g vérifie (0.0.3), et si s est un polyndme positif, alors :
» si 7 est un polyndme non strictement croissante sur le support de g, alors (proposition 3.1.3 et proposition
3.1.4)

[ fall < M [|R(.) — ER(W)]| (0.0.4)

avec M une constante explicite, h une fonction continue et bornée et W une variable aléatoire de densité g ;
» si 7 est un polyndme convexe de second degré de la forme 7(x) = a2x2 + a1 + ag avec ag > 0, alors
(théoréme 3.2.1)

E(W)

ao

| Full <

il (0.0.5)

ou W est une variable aléatoire de densité g et h une fonction lipschitzienne. Dans 1’établissement de ce dernier
résultat, nous avons remarqué que pour les lois de probabilité dont la densité g vérifie (0.0.3), E(7(W)) = 0



avec W une variable aléatoire de densité g. Ce qui nous a permis d’obtenir et de retrouver certaines propriétés
de la fonction de Bessel modifiée de troisiéme espéce (propriété 7 et équation (3.3.12)) et de la fonction
hypergéométrique confluente de deuxieéme espece (propriété 8 et propriété 9) par des arguments probabilistes.
Les bornes (0.0.4) et (0.0.5) sont établies dans le chapitre 3, ainsi que les bornes de la solution et de ses dérivées
successives de 1’équation de Stein des lois gaussiennes inverses généralisées et de Kummer.

La loi hyperbolique généralisée (GH) de parametres A € R, d > 0, u € R, a > |3]| > 0 a pour densité

(a2 . 132)>\/2

V2rar T30 K, <5\/a2 — 32

(r—=3)/2
X

Irapou(T) =

> (52 + (z — u)z)

Ky 1 (a\/52 + (z — u)2> ePl@—n),

Soit A, a,b € R. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires telle que pour chaque entier naturel n > 1,

. . . 7 2z L3 7 b 2 3
X, suit la loi hyperbolique généralisée de paramétres A, an, a?n — %, ﬁ, 0. Lorsque  — 00, la suite

(X1)n>1 converge vers une variable aléatoire W de loi gaussienne inverse généralisée de paramétres X, a2,
b2. Pour h € C3,lorsque n — oo, (théoreme 4.1.1)

|[ER(X,) — ER(W)| < A, ~ :L x C (0.0.6)
ot C est une constante. Nous obtenons alors une vitesse de convergence de ’ordre de n 1.
La loi gaussienne inverse et la loi gaussienne inverse réciproque dérivent de la loi gaussienne inverse généralisée
pour le parametre p fixé a —1/2 et 1/2 respectivement. Lorsque les arétes d’un arbre fini sont munies de
résistances aléatoires indépendantes, de loi gaussienne inverse pour les arétes intérieures et de loi gaussienne
inverse réciproque pour les arétes terminales, la résistance équivalente est de loi gaussienne inverse réciproque
(Barndorff-Nielson [7]). Koudou et Barndorff-Nielson [9] ont considéré un modele analogue sur un arbre infini
et prouvé que la résistance équivalente converge presque siirement vers une variable aléatoire de loi gaussienne
inverse réciproque. Ce dernier modele considere une suite (R, ), >1 de variables aléatoires telles que R,, est

n o0
de loi gaussienne inverse réciproque de parametres Z d; et v avec Z 0; = 0 < oo. Lorsque n — oo,
la suite (Ry)pn>1 converge presque siirement (et donc en loi) vers une variable aléatoire R de loi gaussienne
inverse réciproque de paramétres § et 4. Pour h € C3, lorsque n — oo, (théoréme 4.2.5)

1/2

IER(R,) — ER(R)| < B i 5; (0.0.7)
i=n+1

o
avec B une constante. Puisque la série Z d; converge vers 9, Z d; tend vers zéro quand n tend vers
i=n-+1
- 1/2
infini. Par conséquent, nous obtenons une vitesse de convergence de 1’ordre de Z d;
i=n—+1
Le chapitre 4 expose en détail les résultats asymptotiques (0.0.6) et (0.0.7) obtenus par la méthode de Stein.



Chapitre 1

Fondements de la méthode de Stein

Dans ce chapitre dont les sections 1, 2 et 3 reprennent quelques idées exposées dans Ross [60], nous pré-
sentons la méthode de Stein pour la loi normale standard, qui en fait constitue le fondement de cette méthode.
Apres une breéve motivation, nous présentons les métriques probabilistes couramment utilisées dans la littéra-
ture concernant la méthode de Stein dans la section 1. La section 2 présente la méthode de Stein pour la loi
normale centrée réduite. Dans la section 3, nous rappelons (Stein [63], Ross [60]) comment cette méthode est
utilisée pour obtenir le théoreme central limite. La section 4 contient d’autres exemples d’approximation par la
méthode de Stein bien connus de la littérature.

Soit X7, X9, , X,, une suite de variables aléatoires indépendantes et de mé&me loi (i.i.d.) telle que

2 Qu = . N .. Sp—np
E(X;) = petVar(X;) = o°. Soit S,, = Z X;. D’apres le théoréme central limite, ————— converge
= o\/n
vers la loi normale standard.

La technique classique pour prouver le théoréme central limite est de démontrer la convergence en distribution

t2

Sn —nu x 1 -
Pl—— <z — e 2 dtlorsque n — oo,
o\/n —o0 V27

ce qui n’est pas difficile avec la condition i.i.d.

Cependant, dans les applications réelles, les variables aléatoires ne sont pas toujours indépendantes et de méme
loi, il faut donc un moyen plus sophistiqué pour déterminer la loi limite.

Stein en 1972 a trouvé une technique qui lui permet de prouver qu’une variable X a approximativement la loi
normale standard en majorant la distance de Wasserstein entre X et Z avec Z ~ N (0, 1). Cette technique
basée essentiellement sur la détermination d’un opérateur appelé opérateur de Stein, la résolution de 1’équation
différentielle correspondante, la majoration de la norme de la solution obtenue ainsi que celle de ses dérivées
successives (si possible) permet non seulement de caractériser la loi cible, mais aussi de borner I’erreur commise
dans I’approximation d’une loi de probabilité par la loi cible.

La méthode de Stein a été au fil du temps adaptée a plusieurs lois de probabilité ; ce qui rend assez dense
la littérature concernant cette démarche. Par exemple, cette méthode a été développée pour les lois : de Poisson
[3, 15, 12], loi exponentielle [13], loi gamma [49], variance-gamma [25], etc.

Nous présentons dans les sections 1, 2 et 3 de ce chapitre 1’approximation par la méthode de Stein dans le
cadre de la loi normale standard. Pour plus de détails voir [16, 46, 60, 63].

1.1 Rappel des métriques usuelles

Soit p et v deux mesures de probabilité, les métriques couramment utilisées pour exprimer 1’écart entre les
deux mesures s’écrivent sous la forme :

(i) = sup ] [ r@du@) ~ [ h@ydvia) (1.1.1)

ou H est une famille de fonctions tests.
Si X et Y sont deux variables aléatoires, on exprime 1’écart entre X et Y par 1’écart entre leurs lois de



probabilités respectives :

dy = sup ’ / h(z)dFx (z) — / h(x)dFy (z)

= sup |[E(h(X)) — E(h(Y))| (1.1.2)
heH
ou F'x et Fy sont les fonctions de répartitions de X et Y respectivement.
- Si ‘H est I’ensemble des fonctions indicatrices sur R, on a la distance de Kolmogorov donnée par :

dk(X,Y) = sup
xzER

/:,,. dFX(a:)—/w dFy (x)

—o0 —o0

— sup [B(X < z) — P(Y < 2)|.
xzER

Cette distance sera notée d g .

-SiH={h:R — R:|h(x) — h(y)| < |z — y|}, on ala distance de Wasserstein notée dyy qgss-

-SiH = {]l{.e A} A un borélien de ]R}, on a la distance en variation totale notée dy .

Voici quelques résultats généraux sur ces distances. Pour la démonstration, voir par exemple Ross [60].

Proposition 1.1.1. 1. Pour des variables aléatoires W et Z, dyr(W, Z) < dx (W, Z).

2. Si Z est une variable aléatoire admettant une densité par rapport a la mesure de Lebesgue bornée
par une constante C, alors pour toute variable aléatoire W,

dx (W, Z) < \/2Cdwass(W, Z) (1.1.3)

3. Soient W et Z deux variables aléatoires a valeurs dans €.

(a) Si Q2 est un espace discret, alors

dyr(W,2) = o 3 [P(W = w) — B(Z = w)|
weN

(b) Si 2 est un espace continu et si W et Z admettent des fonctions densités fw et fz
respectivement, alors

dvr(W,2) = [ 1w(@) - f2@) da.

1.2 Approximation normale par la méthode de Stein
Les résultats qui suivent sont principalement tirés de ’article de Ross [60].

1.2.1 Caractérisation

Commencons par le théoréme suivant qui donne la caractérisation de Stein (voir [63]) pour la loi normale
centré réduite. Dans toute la suite, || f|| = sup | f(x)| désigne la norme de la convergence uniforme.
zER

Théoréme 1.2.1. Soit h une fonction réelle continue et bornée et Z une variable aléatoire de loi
normale standard. Une variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite si et seulement si, pour

toute fonction dérivable f telle que E|f'(Z)| < oo,

E[f(X)—- Xf(X)] =o0. (1.2.1)
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L’équation différentielle de Stein correspondante est
() — zf(x) = h(z) — Eh(Z) (1.2.2)

et I’opérateur de Stein correspondant est f +— (T¢) () = f'(x) — = f(x).
Avant de passer a la démonstration du Théoréme 1.2.1, il est essentiel de remarquer que si fp, est la solution de
I’équation différentielle (1.2.2), alors pour toute variable aléatoire X,

E [f7(X) — X fu(X)]| = |ER(X) — ER(Z)] .

Donc si I’on veut majorer |[ER(X) — Eh(Z)| pour h donné, une maniere adéquate de procéder est de majo-
rer le premier membre de 1’équation précédente, ce qui nécessite éventuellement de borner la solution f;, de
I’équation de Stein (1.2.2) ainsi que ses dérivées successives.

La technique que nous adoptons dans la preuve de la condition suffisante du Théoreme 1.2.1 utilise la solution
de I’équation de Stein (1.2.2) pour h(t) = L{;<4} quel que soit le réel x. Cela revient a considérer 1’équation
différentielle

f'(w) — wf(w) = Liw<ay — 2(x) (1.2.3)

ou & est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Lemme 1.2.1. L’unique solution bornée de l’équation différentielle (1.2.3) est donnée par

2 +°o 2
fo(w) = e® /2/ e /2 (B(x) — Ljp<qay) dt

_ew2/2/ e_t2/2 (‘I’(.’L’) — ]].{tgfc}) dt

V27me?’ 2®(w)(1 — &(x)) siw <z

V27e®? 28 (x)(1 — ®(w)) siw >

5l <5 Il <

avec

Démontrons le théoreme 1.2.1.

Preuve[du théoréme 1.2.1]
Condition nécessaire
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite et soit f une fonction dérivable

1 *° ’ —t2/2
7@ /_oo f(t)e dt

[ rocrar o [T roe

r/ o[ o)
/+°o F(t) (/ e_$2/2d:n> dt

t 2 +OO 2 2
/ —xe " /2dx = / xe T/ 2dx = e V/2.
—o0 t

11

Ef'(X) =

car



En appliquant le théoréme de Fubini, on a :

Ef'(X) = \/12_77 /_Ooo —ze~ /2 </: f’(t)dt) dx

—+o0 2 x

+ \/12_77/0 xe % /2 (/0 f'(t)dt> dz

1 0 2

= o= [ we (4@) - 1) do
+oo 5

+ \/12_77 /0 ze=®/2 (f(z) — £(0)) dz
+oo 2

== [ e R @) - f0) do

+o0 1 Foo
= —2%/2q,
_/_oo xf(x) 2776 dx — f(0) /_oo x

— EXf(X) — f(0)EX
=EX f(X) carEX = 0.

1

—m2/2d
e xXr
Van

Ef'(X) = EX£(X) = E [f/(X) - X f(X)] = 0.

Condition suffisante
Supposons maintenant que X est une variable aléatoire telle que E [f/(X) — X f(X)] = 0 pour toute
fonction dérivable f avec ||f’|| < oo. L’idée est de montrer que la solution f, de I’équation (1.2.3) est
dérivable et est telle que ’ ‘ f;‘ } < oo afin d’appliquer la condition nécessaire prouvée précédemment. C’est
bien le cas puisque

1] €2 <0

On a alors
0=EFE [f/(X) — Xf(X)] =FE (]]-{XS:E}) — <I)(:B)

Donc
P(X <z)=®(x).

On déduit que X et Z ont la méme loi : la loi normale centré réduite.

Comme dit plus haut, en considérant I’équation de Stein (1.2.2), majorer 1’écart
|[ER(X) — Eh(Z)| revient a majorer ’E [f1(X) — X frn(X)]|, ce qui nécessite une majoration de la norme
de la solution f, et certaines de ses dérivées successives si nécessaire, et ¢’est I’une des étapes cruciales dans
I’approximation par la méthode de Stein. Le lemme suivant donne la solution de 1’équation de Stein (1.2.2)
ainsi qu'un majorant de la norme de cette solution et celle de ses deux premieres dérivées qu’on peut par
exemple trouver dans [16].

Lemme 1.2.2. 1. L’unique solution bornée de l’équation différentielle (1.2.2) est donnée par
w
Fu(w) = ev*/2 / /2 (h(t) — ER(Z)) dt
T e (1.2.4)
_ _ew2/2/ e=/2 (h(t) — Eh(Z)) dt.

2. Si h est fonction lipschitzienne, alors

! ! 2 14 144 !
W< Wl 10 <2 < 2 -

12



1.2.2 Distance de Wasserstein entre une variable aléatoire quelconque et une va-
riable suivant la loi normale centrée réduite

Rappelons que si X et Y sont deux variables aléatoires, une évaluation de la distance probabiliste entre X
et Y est donnée par :
dy(X,Y) = sup [E(h(X)) — E(h(Y))|
€

ou H est une famille de fonctions tests. Sil’ensemble des fonctions tests est formé des fonctions 1-lipschitziennes
(dans ce cas ||h’|| < 1), on obtient la distance de Wasserstein dyy gss. Soit

2
F={raisisn Iells 5 e <a).

D’apres le 2. du lemme 1.2.2, on déduit que si X est une variable aléatoire et Z une variable aléatoire suivant
la loi normale centrée réduite, alors

dwass(X, Z) = sup [E(h(X)) — E(h(2))] = sup [E[f4(X) — X fu(X)]]

, (1.2.5)
< sup [E[f'(X) — XF(X)]].
feFx
En application, il suffit de majorer |E[f},(X) — X frn(X)]| pour majorer dwqss.
1.3 Exemple d’application : Somme de variables aléatoires
indépendantes
Soit X1, X2, -+, X, une suite de variables aléatoires indépendantes, de moyenne O telle que, pour tout

n

1
i, E| X;[® < 400, E|X;|* < co et EX? = 1. Posons W,, = NG Z X;. La suite de variables aléatoires

(Whp)n>1 converge en loi vers la loi normale centrée réduite et la vitesse de convergence est de ’ordre de

1 :
ﬁ Z X;. Dans la suite de cette
J#i
section, pour des raisons de simplicité, nous notons f la solution fj, de I’équation de Stein (1.2.2). On a les
résultats suivants (Voir [60]).

n~1/2. Prouvons ce résultat par la méthode de Stein. Notons W; =

Lemme 1.3.1. W,, et W; vérifient

E(Wnf(Wn))) =E

\/15 Z:; Xi [f(Wn) — F(W3) — (Wy — Wy) f/ (Wh)]
1 & ,
E [\/ﬁ ;X'L’(Wn — W) f'(Wh)
Lemme 1.3.2. W,, vérifie

B[/ (Wn) — Waf (W)]| < | 1”11 < ZE|X| | il

n3/2

(1.3.1)

Théoréme 1.3.1. Soit Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. La distance
de Wasserstein entre Wy, et Z est telle que

\/—
dWass(W'ru Z) < 3/2 ZE |X I \/_’I’L

zn: EX} (1.3.2)

=1
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Preuve

dWass(Wn7 Z) < ;1612 ‘E[f,(wn) — an(Wn)” (d’apres (1.2.5))

n

> EX}| (lemme 13.2)

If ”ZEIXI 7

.fE.’F 2n3/2
\ﬁ
™
-+ n

2 n 5 n . . o
< 32 Z E | X;| Z EX; (d’apres la définition de F).

Remarque 1. Si les variables X; ont méme loi avec E|X;|® = E|X1|3 < co et EX} = EX{ < oo,
alors

Y EIXi|® =nE|X1|® et EXZ.

i=1

Le majorant de la distance de Wasserstein donné par (1.3.2) tend bien vers 0 pour n assez grand avec
une vitesse de lordre de n=1/2, De plus d’aprés la proposition 1.1.1,

dK(W'n,a Z) S \/20dWass(Wn, Z)

ou C est une constante et dg (Wy,, Z) = sup |P(W,, < ) — P(Z < )| est la distance de Kolmo-
xER

gorov. Donc lorsque n est assez grand,
P(W, <z) ~P(Z < x).
Dans la section suivante, nous donnons d’autres exemples bien connus d’approximation par la méthode de
Stein.
1.4 Autres exemples

1.4.1 Loi du khi-deux

Soit (X7n)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées, centrées et ré-

duites telles que E (X2) < oo. Soit
1 (&’
i
n 1=1

Lorsque . — 0o, (Wy,)n>1 converge vers la loi du khi-deux a un degré de liberté.

Soit C3 (R4 ), la classe des fonctions continues bornées h : Rt — R pour lesquelles les dérivées b/, h”,
h(3) existent et sont bornées. Par la méthode de Stein, Luk [49] obtient :

Théoréeme 1.4.1. Soit T’ une variable aléatoire suivant la loi du khi-deuz a un degré de liberté. Pour
toute fonction h € CE(Ry), on a :

|ER(W,,) — ER(T)| < \/15 [(an (; + (EX} — 1)1/2> + \/W) 1R + 2;" Hh(s)H]

avec

EX4\ /2 72 25 EX4\1Y?
:<4+ Z) , bn:[EX§<48—+2>(1+ l)} .
n n

n n
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Sous les conditions du théoréme précédent, Gaunt, Pickett et Reinert [27] obtiennent :

Théoréme 1.4.2.

[ER(Wa) — ER()] < S Loy ]+ aut W] + a2 7] + x5 [P

avec
ap =2+ 69 [EX}|,

a; = 38 + 654 |EX},
az = 203 + 1781 [EX}|,
as = 321 + 1320 [EX}|.

1.4.2 Loi variance-gamma

Soit VG(1,0,1,0) la loi variance-gamma de parametres 1,0, 1,0 ([25]). Soit X, X1,--+ , X, Y,
Y31, .-, Y, des variables aléatoires indépendantes, centrées, réduites, de moments d’ordre six finis telles que
X;=XenloiVi=1,--- ,metY; =YenloiVj =1,--- ,n.Onpose

1 m,n

W = o 85 v,

%,j=1

La loi asymptotique de Wy, estlaloi VG(1,0, 1, 0). Par la méthode de Stein, Gaunt [25] obtient :

Théoréme 1.4.3. Soit Z ~ VG(1,0,1,0). Pour toute fonction h € CZ(R), on a :
[ER(Winn) — ER(Z)] < 71(X, Y)MZ(R) + 72(X, Y)MZ(h) + v5(X, Y) M (h)

avec

71(X,Y)_ \EY:"\E\Y?'\—I—\/_}EX?’\EY“

v2(X,Y) = e EY?| EY* + — 55 {EX3\ E|Y® + —E |X3| |[EY?| EY*,
’ m n Vvm vmn

v3(X,Y) = L Extpye (1415 |EY?|) + 284 }IEX3] E|X3 EY® + 148 x4 EY?|E Y7
n m n

13
\/_
M? < <\/j+ 1) (3||K|| +4llh —ER(Z)|),

M} < (\/ZJF 1) (5]|n”|| + 18 ||r/|| + 19 ||h — ER(Z)]]),

EX? EX‘E |Y?| + \/m_SnIEX“ |EY?|,

M2 < ( + 1> (8[| + 52 |n”|| + 12|’ + 124 |0 — ER(2)]]) -

T
2
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1.4.3 Loi de Poisson
Soit X7, X2,-+- , X, des variables aléatoires indépendantes telles que, pour tout 4, )1(1, suit la loi de
Bernoulli de parametre p;. La littérature concernant I’approximation de la loi de la somme Z X par la loi
de Poisson est tres vaste. Chen [15] a utilisé 1’idée de Stein comme dans le cas normal pour eisTilmer une borne
n
de la distance en variation totale entre la loi de Z X; et la loi de Poisson. On a la caractérisation de Stein
i=1

suivante :

Théoreme 1.4.4. Une variable aléatoire W ¢ valeur dans Z1 suit la loi de Poisson de paramétre X
si et seulement si pour toute fonction réelle bornée f,

EAf(W +1) - Wf(W)] =o0.
L’équation de Stein correspondante est alors :
Af(n+1) —nf(n) = h(n) — Eh(P) (1.4.1)

ou h est une fonction bornée de N dans R et P une variable aléatoire suivant loi de Poisson de parametre .
La solution bornée de 1’équation (1.4.1) est

(n—1)1 " Ak
v kz::o [h(k) — Eh(P)] o L

f(n) =

n n
En posant A = Z pretS = Z Xk, on a par exemple ( Chen [15]) :
k=0 k=0

Théoréme 1.4.5. Si X1, X2, -+ , Xy, sont indépendantes et ||h|| < 1 pour h : Z4 — R, alors
1 n
IER(S) — ER(P)| < 6 min ()\_E, 1) 3 p?
=0

et
n
|ER(S) — ER(P)| < 10A™" > p?
=0

avec P une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parameétre .

Remarque 2. Il est a noter que le cas multidimensionnel a aussi retenu I'attention de plusieurs
chercheurs. Entre autres, Nourdin et al [52] ont combiné la méthode de Stein avec les outils du calcul
de Malliavin pour majorer, de maniere explicite, la distance de Wasserstein entre une fonctionnelle
d’un champ gaussien donné et son approximation normale multidimensionnelle. En particulier, ils ont
associé des bornes a la version fonctionnelle du théoreme central limite de Breuer-Major dans le cas
du mouvement brownien fractionnaire.
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Conclusion

Les principales étapes de I’approximation par la méthode de Stein peuvent étre schématisées comme suit

Théoreme de Caractérisation I

2

Equation différentielle de Stein I

2

Solution f}, de I’équation différentielle I

2

Bornes de fp, ,(ln) I

0z

Majoration d’une distance probabiliste'
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Chapitre 2

Vitesse de convergence des lois
gaussiennes inverses généralisées et de
Kummer vers la loi gamma

Ce chapitre présente quelques rappels sur les lois gaussiennes inverses généralisées (GIG) et de Kummer
ainsi qu’une contribution a I’étude des propriétés de ces deux lois par la méthode de Stein. Une suite de variables
aléatoires de loi GIG ou de Kummer converge vers la loi gamma sous certaines hypothéses sur les parametres
des deux lois. Nous utilisons la méthode de Stein pour estimer la vitesse de convergence de la loi GIG (resp.
de Kummer) vers la loi limite gamma. Une propriété essentielle utilisée dans notre démarche est I’implication
de la loi limite et de la loi de la suite de variables aléatoires considérée dans une méme convolution. La loi limite
étant la loi gamma, nous présentons dans la section 1 la caractérisation a la Stein de la loi gamma. Les sections
2 et 3 présentent quelques propriétés et la vitesse de convergence des lois GIG et de Kummer, respectivement,
vers la loi gamma.

2.1 Caractérisation de Stein pour la loi gamma

Comme rappelé dans le chapitre 1, I’approximation par la méthode de Stein demande une caractérisation
dite de Stein pour la loi limite. Nous présentons dans cette section un bref rappel de la caractérisation de Stein
pour la loi gamma, dont nous ferons usage dans 1’estimation de la vitesse de convergence des lois GIG et de
Kummer vers la loi gamma.

Pour & > 0, A > 0, la loi gamma ~(6, A\) a pour densité de probabilité :

A\ .
Y(0,A)(x) = ﬁwe e Am]l{w>0}-

Le résultat suivant établi par Luk [49] caractérise la loi gamma a la Stein.

Théoréme 2.1.1 ([49]). Une variable aléatoire X suit la loi v(0,X) si et seulement si, pour toute
fonction f différentiable et bornée,

E[Xf(X)+ (6 —AX) f(X)] =0. (2.1.1)
L’ équation différentielle de Stein correspondante est alors :
zf'(x) + (0 — Az) f(x) = h(x) — Eh(A), (2.1.2)

h est généralement une fonction bornée et A est une variable aléatoire suivant la loi v(8, A). Il est facile (voir
[26, 61]) de prouver que la solution bornée de 1’équation de Stein (2.1.2) est

1 xr
) = /O (8, \)() [(t) — ER(A)] dt -

M /oo (0, X)(¢) [h(t) — Eh(A)] dt.
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Dans I’approximation par la technique de Stein, résoudre 1’équation différentielle de Stein correspondante a la
loi cible, borner la solution obtenue ainsi que ses dérivées successives est une étape obligatoire mais souvent
assez délicate. Luk a utilisé I’approche par générateurs de Barbour [2] pour borner les dérivées successives de la
solution de I’équation de Stein pour la loi gamma. Dans cette approche, f est remplacée par f’ dans 1’équation
(2.1.2). La nouvelle équation considérée est alors

Af(z) = xf"(x) + (0 — Xx) f'(x) = h(x) — Eh(A). (2.1.4)

Soit h une fonction bornée, la solution de I’équation (2.1.4) est donnée par :

+oo
Falz) = — /0 [T;h(z) — ER(A)] dt (2.1.5)

ot Tih(x) = E (h(X:)/Xo = x) et (X¢) est un processus de Markov vérifiant

Xy =x+ /t(O — AX;)ds + /t V/2X,dB,, de générateur A et de loi stationnaire v(6, A), By est le

mouvement Broownien standard. °

Théoréme 2.1.2 ([49]). Soit k > 1 et £f*) la dérivée d’ordre k de la fonctionf. Soit
Chr={h:Ry — R:3c>0,a < A tel queVx € R;,Vj =0,1,--- ,k—1

|h@) (2)| < ce®® et h*=Y) absolument continue }.
Sih € Cxx, alors la solution f, donnée par (2.1.5) est k fois différentiable et

Hf(’“)H < W::)H, k> 1, (2.1.6)

ot ||f|| = sup |f(z)| et h(®) = h.
x>0

Des bornes alternatives ont été obtenues par Picket [58] et Gaunt [23].
Picket [58] a obtenu : pour h € Cy g—1,

12| < ol ||k k>1, (2.1.7)
2] = |5 +5]
et Gaunt [23] a prouvé que pour h € C p—1,

15| < \/;:e_ +9+k_1]H RED|, k> (2.1.8)

Récemment, Gaunt, Pickett et Reinert [27] ont fourni de nouvelles bornes.

Théoreme 2.1.3 ([27]). Soit k > 2, on suppose que h € Cx p—1 et que h(E=2) et bornée. Alors

H (k)H -0+ Z —1 (3 Hh’(k_l)H +2A Hh(k_2)H) : (2.1.9)

Dans les approximations a venir, nous considérons la forme (2.1.4) de 1’équation de Stein pour la loi
gamma. Donc si X est une variable aléatoire et A une variable aléatoire suivant la loi gamma (8, ) alors

E|h(X) — ER(A)| = E|X f/(X) 4 (6 — AX) f/.(X)| (2.1.10)

ou h est une fonction réelle dérivable bornée ainsi que ses dérivées successives et ff, est la solution de 1’équation
(2.1.4).

11 suffira de majorer le membre de droite de 1I’équation (2.1.10) pour majorer celui de gauche afin de déterminer
le comportement en distribution de X par rapport a A.
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2.2 Résultats sur la convergence de la loi gaussienne inverse généralisée
vers la loi gamma

L’histoire de la loi gaussienne inverse généralisée, encore appelée loi de Halphen de type A, remonte a
Halphen [30], Good [29]. Elle intervient dans la modélisation de nombreux phénomenes réels, notamment
la modélisation de données concernant des temps d’attente (Jgrgensen [33]), des phénomenes extrémes en
hydrologie (Chebana er al. [14]), I’ activité neuronale (Iyengar et Liao [32]). Dans cette section, nous présentons
une littérature succincte sur cette loi, ainsi qu’une estimation de la vitesse de convergence de la loi GIG vers
la loi gamma.

2.2.1 Définition et propriétés de la loi GIG

Définition 1. Une variable aléatoire X suit la loi gaussienne inverse généralisée de paramétres p €
R,a > 0 et b > 0 si la densité de probabilité de X est donnée par :

(2)*

-1 _—i(az+bx—?
gp,a,b(JJ) = mx? 1e 2( +b )]L{m>0}, (2_2.1)
P

K, est la fonction de Bessel modifiée de troisicme espece, appelé aussi fonction spéciale de McDonald
définie par :

2k
w1l _p(z) — Ip(2) 2\P & 2

Kp(z) = 3 piA ( )p i Ip(z) = 5 Z k:'I‘(k(:2—2 ey (2.2.2)

sin(pm = k! p

—+oo
avec I'(s) = x¥ e %dx.
K, peut prendre plusieurs formes dont une forme intégrale est :
1 [t _1 1
Ky(z) = 2/ yPle 2z<y+y>dy. (2.2.3)
0

Avec la forme (2.2.3) de K, en faisant le changement de variable t = %, on obtient :

Kp(z) = K_p(2).
On a la formule de récurrence suivante :
2p
Kpii1(z) = ~ p(2) + Kp—1(2)-
Pour plus de détails sur les fonctions modifiées de Bessel voir par exemple [22, 34].

/b =
Définition 2. Pourp = —1/2, g_1/3,a4(x) = 2—6 “bx_3/2e_%(aw+b/m)]l{m>0} est la densité
0y

de la loi gaussienne inverse de parametres a,b que nous notons IG(a,b).

a

Définition 3. Pour p = 1/2, g1/2,a,6(T) = ,/2—6‘/3:1:_1/26_%(“"'1’/:”)]l{m>0} est la densité de
i3

la loi gaussienne inverse réciproque de parameétres a,b que nous notons RIG(a,b).

(a/2)"

I'(p)
gamma de parametres p, 5 que nous notons vy (p, %)

Définition 4. Pourp > 0 etb — 0, gp a,0(x) = :cp_le_%‘m]l{wN)} est la densité de la loi

Nous avons les propriétés suivantes :

Propriété 1. X suit la loi gaussienne inverse généralisée GIG(p, a,b) (nous noterons
X ~ GIG(p,a,b)) si et seulement si X' ~ GIG(—p, b, a).
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Preuve
Si X ~ GIG(p, a, b) alors la densité de probabilité de X est donné par :

(2)"*

2K, (vVab)

Soit ¢ : Rj_ — Rj_ telle que () = x~1. D’apres la formule de changement de variables, la densité de
probabilité de X —! est donnée par :

fx-1(@) = fx(¢71(@)) [Jp-1(@)| Lime1 (@)

J,—1 est le jacobien de @1 qui est égal a la dérivée dans le cas unidimensionnel et I~

o 1t Ona:

p—le—% (acc—}—b:c

fx(x) = _1)]]-{m>0}°

1 est I’image de

Jo-1(z) = (cp_l), () = —x 2
et

fx-1(xz) = fx (@71) 93_2]1{m>0}

— (%)p/2 w—p-ﬁ-le—%(am_l—l-bm) % =21 o
2K,(Vab) {w>0}
b\ —P/2
(E) —p—1_—1(bzt+axr—1
r=le=a(betaa™ g ooy

T 2K_,(Vab)

C’estladensité de laloi GIG(—p, b, a). Laréciproque est immédiate en appliquant ce qui précédea Y = %

O

Propriété 2. X suit la loi inverse gaussienne IG(a,b) si et seulement si X ™1 suit la loi inverse
gaussienne réciproque RIG(b, a).

Preuve
C’est une application directe de la propriété 1 pour p = 1/2.
O

Propriété 3. Si X1 ~ IG(a1,b), Xo ~ IG(az,b) et si X1 et Xa sont indépendantes, alors
X1 + X2 ~ IG(a1 + a2,b).

Preuve
La transformée de Laplace de la variable aléatoire X7 + X2 est donnée par :

E (et(X1+X2)> =E (™) E (e!*2) (par indépendance de X7 et X2).
En outre
® aq 1(,2.,.—1 2
E (etXl) — / ea1b—3/2,—3 (afz ™ (b2 —2t)2) 4.
0o V2w
Posons ¢? = b2 — 2t avec b? > 2¢t.Ona

]E(etXl) :/oo ai ealy/c2+2tx—3/26—%(a%m—l_f_cZw)dm
0o V2w

oo
_ealvc2+2te—a1c/ ai ealcx—3/2e—%(a"l’m_l—i-czw)dw
o V2w

1
— ealy/ cz—|—2te—a1c
— 2 __
ealb ai14/b 2t.
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De facon analogue on obtient
E (eth) — eazb—az\/ b2—2t.
D’ou
E (et(X1+X2)> — e(a1+a2)b—(a1+a2)\/b2_2t

L’ égalité précédente donne la transformée de Laplace d’une variable aléatoire de loi IG (a1 + a2, b).
O

Propriété 4. Si X1 ~ IG(a1,b), X2 ~ RIG(az2,b) avec X1 et X2 sont indépendantes, alors
X1 + X2 [ad RIG(a1 -|— az,b).

Preuve

On calcule comme précédemment la fonction génératrice de moments de la variable aléatoire Xa. On
obtient :

oo b _
E (etX2) — / ea2b—1/2 ,— 3 (a3~ +(b*—2t)2) 4.
0o V2w

— b eazb—azy/b2—2t

Vb2 — 2t

On a alors
E (et(X1+X2)> —F (etxl) E (etxz)

_ b e(al—f—az)b—(al—i—ag)\/ b2—2t.

Vb — 2t

D’ou le résultat.
O

Remarque 3. Dans les preuves des propriétés 3 et 4, 'on a utilisé les formes suivantes des densités
des lois IG(a,b) et RIG(a,b) :

a _ _1(.2 ,—1 2
fra(x) = \/ﬂeabx 8/24—%(a%2~1+b m)]l{m>0},

_ _1(, . 2,.—1 12
e p—1/2,—3 (a%2~14b

Jfric(z) = @) Liz>o0}-

On a la propriété de convolution suivante que nous allons utiliser dans I’estimation de la vitesse de conver-
gence de la loi GIG vers la loi gamma.

Propriété 5. Soient X et'Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X suit la lot
GIG(—p,a,b) et Y suit la loi v(p,a/2). Alors X +Y suit la loi GIG(p, a,b).

Preuve
Ona:

(g)—p/2 400 L
Ee—tX — b / m—p—le—g((a+2t)m+b:c_1)dm
0

2K _p(Vab)
_ (5T 2K, (J(at20b)
2K,(vab) ((GJZ%) ) —P/2

B 2t\P/2  K,(\/(a + 2t)b)
<1+a) * K, (Vab)

22



et

Ee_tY — (a’/zip /+°° ;U_P_le_(t-i-a/?)mdic
I'(p

()

e—tHX+Y) _ 2t _p/2 Kp(y/(a + 2t)b)
: (14 2) 7 Bl 20

D’ou

On reconnait la transformée de Laplace de GIG(p, a, b).

L’espérance et la variance de la loi GIG sont données par la propriété suivante.

Propriété 6. Si X ~ GIG(p, a,b) alors l’espérance mathématique et la variance de X sont données

par :
Kp+1(\/_)
200 = | U Ky(Vab)
_ b [ Kpi2(Vab) Kpp1(Vab)\”
V)= a( K, (Vab) _< K, (Vab) )
Preuve
Ona:
/2
E(X) = oK (f/_)/ aPe~ 2 (aztbz™?) g
p
— (§)™*  2Kpia(Vab) (= (3)"*7/* P13 (aztbz™) g,
2Kp(Vab) (2)P/2112 Jo  2Kp11(Vab)
1
:\/>Kp+1(\/_)
Kp(Vab)
p/2
E(X*) = = (\/_)/ aPtle s (antbe™) gy

2 oo a\p/24+1
(2)?  2Kpi2(Vab) (&)™ £ (0+2)—1 — 1 (aztbz—

) g
2K, (Vab) (3)7*F o 2Ky ia(Vab) ¢

:pr+2(\/_)
a Kp(\/_)

On obtient la variance de X avec la relation V(X) = E (X?) — (E(X 2.

Remarque 4. On démontre aisément que si X ~ GIG(p, a, b) alors : le moment d’ordre m de X
est

m _ 9 m/2 Kp—i-m(m)
EX _<a> X—Kp(\/ﬁ) .
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Le résultat suivant établi dans [45, 42] donne une propriété d’indépendance de type Matsumoto-Yor.

Théoréme 2.2.1. Soitp > 0,a > 0,b > 0. 5i X et'Y sont deux variables aléatoires indépendantes
de lois respectives GIG(—p, a, b) et v(p, %a), alors les variables aléatoires

1 1 1
U = et V=—-—
X+Y X X+4Y

sont indépendantes et de lois respectives GIG(—p, b, a) et v(p, %b)

Preuve[Premiere méthode utilisant la formule de changement de variables]

Les densités de probabilité de X et Y sont respectivement

a\—Pp/2
z) = (B) m—p—le—%(am—l—bm_l)l
fX( ) 2K_p(\/E) {xz>0}
) (a/2)7
a 1 _1,
Ir(y) = Wyp le™2%1 1,503
a\—p/2
a 2)P
Notons C7 = L etCo = (a/2) .
2K_,(vab) L'(p)
La densité du couple (X, Y) est donnée par :
Ffxy)(®,y) = fx(x) X fy(y) (par indépendance de X et Y')
= Clc2w_p_1yp_1€_%(am+bm_l+ay)]l{m>0,y>0}'
Soit

. * * * *
p: R} XR, — R} X R}

1 1 1
’ — ’ == s T T .
(@9) — (4,9) <m+y x :c+y)

 est un C! —difféomorphisme d’inverse

e o) = @) = (s~ ar )

u+v u u—+v

1

Le jacobien de o™~ est :

—(u+v)? —(u+wv)2
—u 4+ (ut+v)"? (utv)?

Jpo-1(u,v) = = —u % (u+v)"2

La formule de changement de variables donne :

fov)(u,v) = fixy) (¢ (u,v)) |1 (1, v) | Limep—1(u, v)

(2.2.4)
= C1C2H (u, v)G (u, v)1{y50,0>0}
avec
H(u,v) = (u+v)? (v — (u+ v)_l)p_:l u % (u+v)"2
et
Gy v) = e~ (D) bt o) ba(u = (k) 1))
On obtient

H(u, 'U) — u—p—lvp—l; G(u,v) — e—%(bu—i—au_l—l—bv) — e—%(bu—i—au_l)e—%bv.
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a\—p/2
P (- IR L)

2K_,(Vab) « T()
<3>—p/2 « (E)ph y (%)_p/z (a)2)P
2K_,(v/ab) * T(p)
b\ —P/2
@) ey
2K_,(vab) = T(p)
En reportant C1C2, H (u, v) et G(u, v) dans (2.2.4), on obtient :

p\ —P/2
<E> u—p—le—%(bu—i—au (b/2)p
2K _p(Vab) I'(p)

= fu(u) X fv(v),

ce qui prouve le théoréme.

vP~1

_ 1
fov)(u,v) = Vlgusoy X e 2150y

La deuxieme méthode de démonstration du théoreme 2.2.1 utilise le lemme suivant :

Lemme 2.2.1. Soient Z et T deux variables aléatoires a valeurs dans RY et Ry respectivement.

Pour tout (s,t) € R X R tel que E (eS(Z+T)+tZ_1) < 00, on définit

MZ,T(S,t) —F (es(Z—i—T)—i—tZ—l) )

La fonction Mz 1 ainsi définie détermine de fagcon unique la loi du couple (Z,T).

Preuve
Supposons que le vecteur aléatoire (Z7,T1) est tel que Mz 7(s,t) = Mz, 1, (s,1), c’est-a-dire

E (es(z+T)+tz—1> —E <es(Z1+T1)+tZ1_1> )

Alors les transformées de Laplace des vecteurs aléatoires (Z +T,7 _1) et (Zl + T, Z; 1) sont égales.
Donc (Z +T,Z™ ') et (Zl + T, Z; 1) sont identiquement distribués.
soitg :  RA X RA — R% x R bijective telle que g(x,y) = (y~ 'z —y~') . Comme (Z + T, Z~ 1)

— . . C e, L ,, .., .
et (Zl + T, Z, 1) sont identiquement distribués, en notant = 1’égalité en loi, on a :

(g(z+T,271) & (g (zl + Ty, Z;l))
(Z,Z+T - 2) £ (21,2, + T1 — Z1))
(Z,T)) £ (Z1,T0)) -

Les couples (Z,T) et (Z1,T1) ont alors méme loi.

Donnons maintenant la deuxieme facon de prouver le théoreme 2.2.1.

Preuve[du théoreme 2.2.1]
Hypotheses : X ~ GIG(—p,a,b),Y ~ ~(p, %a) ; X et Y indépendantes.
1

1
et V=—--—

On veut montrer que les variables aléatoires U =
X+Y X X+4Y

sont indépendantes
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de lois respectives GIG(—p, b, a) et v(p, %b)

Méthode

On calcule My, (s, t). On consideére ensuite un couple de variables aléatoires indépendantes (U1, V1) de
lois respectives GIG(—p, b, a) et v(p, %b) On montre que My,v (s,t) = My, v;(s,t). On applique le
lemme 2.2.1 d’unicité pour obtenir le résultat.

Ona:

(es(U+V)+tu—1>
(esx—1+t(x+y)>
(

tX—}—sX—l—{—tY)
(etX+sx—1) E (etY) )

a\—Pp/2 [o’<)
tX4+sX1) _ (E) v/ + —p—1_—1((a—2t)z+(b—2s)z~1)
E <e ) = — x e 2 dzx.
0

2K _p(Vab)

Posonsc = a — 2tetd = b — 2s. Alors

a\—P/2 / co c\—Pp/2
E(etX+sX_1) — (3) »/ 2K—P( Cd) + (E) v/ —p—le—%(czc—l—dm_l)dw

2K_,(Vab) (57 b 2K ,(Ved)'

1

()" <a — 21

p/2
K_,(+/ab) b_23> K_p(v/(a —2t)(b— 2s))

et

2)P +oo
E (etY) _ (CIl{p; /O yp—le—%(a—2t)ydy

- (25)

Ona:
_ ()T fa—2e\2 T a_ \?
Muv(st) = K_p(Vab) <b — 23> Kop(V(a = 2)(b = 25)) x (a = 2t>

Apres simplification, on obtient

Vab y Kp(y/(a —2t)(b — 2s))
K,(v/ab) V(@ =2t)(b—2s)

Maintenant, calculons My, v; (s, t) pour Uy et Vi indépendantes de lois respectives GIG(—p, b, a) et
1
v(p, 3b)-

My, (s,t) = (2.2.5)

My, v,(s,t) =E <eS(U1+V1)+tU1—1)
=K <63U1+tU1_1) B (esvl) .

De méme que précédemment, on obtient

sUL+tUT! (3)"’/2 b—25\P/?
B (evtit) = 2 (ah) Kl E e 20
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E (o) = E (b_”28>"

et

Vab y Kp(y/(a —2t)(b— 25))

MU WVils t) = 2.2.6
V(s 8) K,(+v/ab) V(@ = 2t)(b — 25) (2:26)

Les équations (2.2.5), (2.2.6) et le lemme 2.2.1 d’unicité permettent de conclure.
O

Des propriétés statistiques de la loi GI G peuvent étre trouvées dans [33, 41, 56, 57].

Dans la suite de cette section, nous présentons une contribution aux propriétés des lois gaussiennes inverses
généralisées ainsi qu’a 1’étude de ces lois par la méthode de Stein. Nous utilisons la méthode de Stein pour
déterminer une estimation de la vitesse de convergence de la loi gaussienne inverse généralisée vers la loi
gamma.

2.2.2 Vitesse de convergence de la loi gaussienne inverse généralisée vers la loi
gamma

Lorsque le paramétre b de la loi GIG(p, a, b) tend vers 0, la loi gaussienne inverse généralisée tend vers
la loi gamma. Nous rappelons ce résultat dans la proposition suivante avant de donner notre premier résultat
principal contenu dans le théoreme 2.2.2 ci-dessous.

Proposition 2.2.1. Pourp > 0a > 0, n € N*, soit (Wp)n>1 une suite de variables aléatoires telle
1

que W, suit la loi gaussienne inverse généralisée GIG <p, a, ) pour tout n > 1. Alors la suite
n

(Wh)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi gamma ~y (p, %) lorsque n — 4o0.

Preuve
Pour tout x > 0,

p/2 x
P(Wn <z)= (an)/ p—1e—3(at+55) g¢.
Kyp (\/%) 0

En utilisant I’équivalence suivante (voir par exemple [24, 53]),

alp|—11 —Ipl 0
lorsque @ décroit vers 0, K (x) ~ (Iph2=",  p # (2.2.7)
—logx, p=0
et d’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a :
an)P/? z
lim P(W,, < z) = lim # / lim P~ le—3(at+57) gt
n—oco n—oo \ o (\/E) g Moo
p n
= /w (a/27)ptp_1e_%“tdt.
o TI(p)
Le membre de droite de la derniere égalité est bien la fonction de répartition de la loi gamma -~y (p, %)
O
On rappelle (voir propriété 5) que
GIG(—p,a,b) *xv(p,a/2) = GIG(p,a,b). (2.2.8)

En utilisant la propriété de convolution ci-dessus et la proposition 2.2.1, on obtient le résultat suivant :
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Proposition 2.2.2. Soit p > 0, a > 0, Y une variable aléatoire de loi v(p,a/2). Soit (Xn)n>1
une suite de variables aléatoires telle que pour chaque n > 1, X,, est indépendante de' Y et X, suit

1
la loi GIG (—p, a, ) Soit W, = X, +Y, n>1. Alors
n

1
1. Wy, suit la loi GIG (p, a, >
n

2. Lorsque m — oo, la suite de variables aléatoires (Wn)n>1 converge en loi vers une variable
aléatoire A suivant la loi v (p, %)

Compte tenu de la proposition précédente, il est naturel de se demander a quel ordre est la vitesse de conver-
1
gence de la suite de variables aléatoires (Wn)n21 de loi GIG (p, a, n) vers la variable A de loi v (p, %)

pour 1 assez grand. Le résultat suivant propose une réponse a cette question en fournissant un majorant expli-
cite de [ER(W,,) — Eh(A)| pour toute fonction h € C3, o C} désigne la classe des fonctions bornées h :
Rt — R pour lesquelles les dérivées h’, h”’, h(3) existent et sont bornées.

Théoréme 2.2.2 (théoreme 3.1 Konzou et al.[38]). Soit (Wy)n>1 une suite de variables aléatoires

1
de loi GIG (p, a, > et A une variable aléatoire de loi v(p, a/2). Pour toute fonction h € C§,
n

A 1 Kpna (\/%) B 1K-pp2 (\/%)
|[ER(W,,) — ER(A)| < —= x + e (2.2.9)
) ()

avec
p 6p 4p 12p
A = 2a 1—|—> h —+—<7—|— + ) R'|| + ——————||n” 2.2.10
( ) Il Tp T aap) Wty Wl 2210
¢t 4 12 4 12
_ ap ’ P p ” 14 (3)
B=——||h —|—< + ) h|| + ———— ||h . 2.2.11
2 I+ (55,50 g) 1P a(3+p)H I (2:2.11)

L’équivalence (2.2.7) permet d’établir la proposition suivante :

Proposition 2.2.3 (proposition 3.3 Konzou et al. [38]). Lorsque n — +o0,

1 Kpt (\/%) va ; K_py2 (\/%) 1 a

1
~ — X — € ~N — X ———— our > 2
vk, (2 n ko, (J2) " a1 pour P = %
4 n -P n
1 ra-—
—le—ZPXap—l/ZxM si 0<p<l1
np I'(p)
lK—p+1(\/E) 1 axT'(p—1
nNiX\/_ (p )si1<p§2

VoK, (\/2) n 2T (p)

1 a a )
_ﬁx glog - si p=1,
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1 r2—
—X22_2anp_1XM si 0<p<2
1K_p+2( %) np F(p)

a

" Ko (y/5) 1 Va_ fa [a
P n a a a )
_WXTX nlog( n) st p=2.

Par conséquent, le majorant fourni par le théoréme 2.2.2 a une vitesse de convergence de [’ordre

logn
de n~1 pour tout p > 1 ; de lordre de g pour p = 1 et de l'ordre de n™P pour 0 < p < 1.

La preuve du théoréeme 2.2.2 est donnée en fin de cette section.

Il est intéressant de comparer I’ordre de la vitesse de convergence obtenu dans le théoréeme 2.2.2 a un autre
obtenu autrement que par la méthode de Stein. La proposition suivante donne un majorant de la distance en
variation totale dy entre W, et A.

Proposition 2.2.4 (proposition 3.4 Konzou et al. [38]). Sous les notations du théoréme 2.2.2, pour
toutn > 1,

p
8 1
dyr (W, A) <2 | —— o
2n1 ()
nin
Bn
avec
8, = (an)P/? ﬁ_(a/z)l’
T ANO) L(p)
1/2
R 5. P L K@) = e ot -1 1
emarque 5. Pour p = -, Ky/2(xz) =/ —e P et | ————~ = .

La proposition 2.2.4 donne alors une vitesse de convergence de I'ordre de n~1/4 tandis qu'elle est de

I'ordre de n~1/2 dans le théoréme 2.2.2. L’ordre de la vitesse de convergence obtenue est donc meilleur
avec la méthode de Stein.

Preuve[proposition 2.2.4]

1
Soit g,, et vy les densités des lois GIG <p, a, > et~y (p, %) respectivement. Soit
n

g, = (e g (@/2)"
2K, (\/2) I'(p)
On a p
(an)p mp—le—%(aa:-i-ﬁ) — anp—le—%(aw-l—%),

gn(x) = m

P
(x) = (a/2) xP~le3® = BaP e 27,

I'(p)
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1

Puisque W,, ~ GIG <p, a, > et A ~ v(p, a/2),ladistance en variation totale entre W/, et A est donnée
n

par :

1 [+oo
dvr (W ) =5 [ lon(@) = v(@)] da
+oo
= 1/ ‘Bna:p_le_%(‘w"'ﬁ) — Bm”_le_%“’ dz

2 Jo
1 +oo I -1 -
- / ‘Bne 2ns — (3| P~ e 2%dx.
2 Jo

o 1

Considérons vp, () = Bpe” 2nz — B.

vy, est une fonction croissante sur (0, 400) avec lim+ vp(x) = —B < Oet
z—0

wgrfoo vp(x) = Bn — B
(an)P/? _ (a/2)P

2K, (\/%) I'(p)

_ ! an)P/?T(p) — (a/2)P x 2K (\F)}
25, (1/2) T(o) [ "W
~ : {(an)z’/zr(p) — (a/2)? /0 - xp—le—%x/f(w+i)d4 .

2Ky (\/%) I'(p)

< 1 pourtoutx > 0,0na

Comme 0 < e~ 1/2x

lim v () > - (an)?/*T(p) — (a/2)? / - w’“‘le‘%\/fwdm]
0

roee 2K, (\/%) I'(p) :
R )

1
vajr |
=@ - e (30) [ t”‘le‘tdt]
2Kp (\/E) I'(p) L
\/E

((an)*/?r(p) — (an)”’*r(p))

2K, (\/2) T(p)
= 0.
. _ ) -1
Par conséquent, la fonction v,, admet une unique racine A, = —————.Ona:

2nln <ﬂ>
Bn
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An +oo
dyr(Wh, A) = ;/0 Y(x) — gn(z)dx + ;/}\ gn(z) — v(x)dz

-/ " (@) - gn(@)da

D’apres I’égalité (2.1.10), la preuve du théoréme 2.2.2 consiste & majorer de maniere adéquate

‘E [an;:(wn) +(p— ‘;Wn)f;L(Wn)} \ :

Pour cela nous établissons ci-dessous quelques lemmes.
Pour rendre les preuves plus lisibles, dans toute la suite de ce chapitre, nous notons f la solution f; de I’équa-
tion de Stein (2.1.4). En outre rappelons que si X suit la loi GIG(p, a, b) alors

_ b Kpy1(Vab) 2y _ b Kpi2(Vab)
E(X)_\/7>< oD E(X2) = - x e (2.2.12)
Lemme 2.2.2. X,, et W, satisfont
1 K (/3)
E [an"<wn) - “an'(wn)H < {“nf'n + ||f”||] L 2
‘ 2 ]
Preuve
Par I’inégalité triangulaire,
‘E [an"(wn) _ ;an'(wn)] ‘ < |E [Xnf" (W] | + "Z‘Exnf’(wn)
< (1s710+ 501 B
- <||f”|| + “||f’||) 1 Ko (y5)
27 van kL, (\fa)
|
Lemme 2.2.3. Y et W, vérifient :
1 Kpt1(y/n
E|(p-5v) W -1 )] <ol <\P (2214
M Ko (y/5)
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Korh (\/%) (2.2.15)

E[Y(Wa — V) fO™)]| < 22)15®) 2
E| [|<3 Ve xy (y/2)

\E [(p _ ;‘Y) / Y W - t)f<3><t)dt] ] < zmu“’njlw(m (2.2.16)

" K (V)
Hopss <\/E) (2.2.17)

Wy, 2 1
‘E [Y/Y (W = t)f(4)(t)dtH < §||f(4)||a2n K ( a)
_p _

n

Preuve
On utilise I’inégalité triangulaire et le fait que les variables X, et Y sont indépendantes. On a :

e[ (o=22) o] <[ (o) o]
<plE[X nf”(Y)]!+ E[Y X, f"(Y)]|

< (v + 5500 ) EGIA

= (p+ 2 ) g (/%)

: ()

ce qui donne I’inégalité (2.2.14).
En remarquant que

B [yow - 1] = [y x|
< |IFOEY X )
= || F®|E(Y)E(Xn),

on obtient I’inégalité (2.2.15).
Pour I’inégalité (2.2.16), on a :

'E (r-5v) [ Y W - 07Ot ] <Ir@E||(p-5v) [ [ Y)dtH
= 1r®1E ||(p- 57) W - 2|
— 1@ {|(» - 5v) X3

<15l (p+ 55 ) BX2

= 2pl15 @) x “l"m
(e

n

L’inégalité (2.2.17) s’obtient par le fait que

‘E [Y /Ywn(w” - 07 (t)dt] ’ < FDYIE [[Y (Wa — Y)?]

= |IF W EYEX?.
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Prouvons a présent le théoréme 2.2.2.

Preuve[théoreme 2.2.2]
Ona:

‘E [Wn F(W) + (p = ;Wn> f’(Wn)} ‘

= |E _(Xn +Y)f"(W,) + (p — g(Xn + Y)> f’(Wn)} ‘

= |E | Xnf"(Wy) — anf’(Wn) + Y (W) + (p - ;Y> f’(Wn)H

IN

X5 Wa) = S0/ W) ||+ [ Y £ W) + (= 2 ) o).

Un majorant du premier terme de I’inégalité précédente est donné par le lemme 2.2.2 en fonction de || f/|| et
[|£”||. Par le développement de Taylor de f”/(W,,) et f/(W,,) au voisinage de Y ,on a:

Y (Wo)=YF'Y)+ YW, —Y)fOY)+Y /Y W”(Wn — 1) fW(t)dt

et

(P=5Y)FWa) = (p—5Y) F'(Y) + (p— §Y) (W = Y) " (Y)

+ <p - ZY> /YWn(Wn — 1)@ ().

Donc
‘E [Yf”(Wn) + (p — ;Y) f’(Wn)H I+ IT+I1IT+1IV+V (2.2.18)

o I= ‘IE [Yf”(Y) + <p - ;Y> f’(Y)”
I = ‘IE Y (W, — Y)f(3)(Y)”
II1 = ‘IE Kp _ ;"Y> (W, — Y)f”(Y)} ‘
v = ‘E [Y /YW”(Wn _ t)f(4)(t)dt} ‘

E [(p _ ;Y> /YW"(Wn —8)f® (t)dt] ’ .

De la caractérisation de Stein pour la loi v (p, a/2), on déduit de ’équation (2.1.4) que I = 0. On obtient un
majorantde I, IT1, IV etV parle lemme 2.2.3 en fonction de || f’|], || f”|],
(2.1.6) donne

V =

11 < IIh'Il (2.2.19)

et I’inégalité (2.1.9) donne
2
I’ < —— (8||W|| + allh
1A +p( |1B']| + allhl])
HﬂB)H < 57 Gl +alil) (2.2.20)

£ < m (3||h<3>|| + allR"]]) -

Le théoreme 2.2.2 s’obtient en substituant || f’|], || £ H F&) H et H F@ H par leurs majorants respectifs.

O
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2.3 Résultats sur la convergence de la loi de Kummer vers la loi
gamma

Cette section présente un apercu treés bref sur les propriétés de la loi de Kummer ainsi qu’une de nos
contributions a I’étude des propriétés de cette loi. La contribution apportée est une estimation de la vitesse de
convergence de la loi de Kummer vers la loi gamma.

2.3.1 Définition et propriétés

Définition 5. La loi de Kummer de type 2 (que nous appelons simplement la loi de Kummer)
(K(a,b,c)) de paramétres a > 0, b € R, ¢ > 0, a pour fonction densité

1
I'(a)y(a,1—b;c)

ot v est la fonction hypergéométrique confluente de deuxieme espéce, définie par

Eab,c(x) = (1 4+ x)"* b, (x > 0) (2.3.1)

P(a,b;c) = I‘(la,) /Ooo t*71(1 + t)b—a e tdt. (2.3.2)

Cette loi bien connue en contexte bayésien [1] possede quelques propriétés similaires a la loi GIG, entre
autres la propriété d’indépendance de type Matsumoto-Yor. Pour plus de détails sur les propriétés de la loi de
Kummer voir par exemple [43, 42, 31]. La propriété de convolution suivante est indispensable dans 1’estimation
de la vitesse de convergence de la loi de Kummer vers la loi gamma.

Proposition 2.3.1. Si Z et Y sont deuz variables aléatoires indépendantes telles que Z suit la loi
K(a,b,c) etY suit la loi v(b,c), alors Z +Y suit la loi K(b+ a,—b,c).

Preuve
Ona:

tZ\ __ o 1 a—1 —a—b_—(c—t)x
E (e*) = /0 (a) (a1 — b; c):c (1+x) e dx
_ YP(a,1 —bsc—1t)
~ Y(a,1—bie)
tY) _ c’
E (e ) = m.

E (et(ZJFY)) =E (e!?)E (e'¥) (parindépendance de Z et Y")
_'(,b(a,l—b;c—t)>< c?
P(a,1 — b;c) (c—1t)®
_ c by(a,1 —byc—t)
~ (c—t)"bp(a, 1 — bic)
_ Yla+b,1+bjc—1)
 ¢Yla+b,1+bc)

La derniere égalité s’obtient par la relation suivante (voir [22]).

P(a,byz) = ' bP(a — b+ 1,2 — b x). (2.3.3)
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Nous donnons ci-dessous les moments d’ordre 1 et 2 de cette loi qui nous seront utiles dans la démonstration
du résultat principal de cette section contenu dans le théoreme 2.3.1. Si X suit la loi K (a, b, ¢), alors

¢(a+132_b36)'

P(a+2,3—0b;c¢)
"p(aal_b“:) ’ .

EX)=a ¥(a,1 — b;c)

E(X?) =a(a+1) (2.3.4)

2.3.2 Vitesse de convergence de la loi Kummer vers la loi gamma

Le résultat suivant donne une estimation de la vitesse de convergence de la loi de Kummer vers la loi
gamma.

Théoréme 2.3.1 (théoreme 3.2 Konzou et al. [38]). Pour tout entier naturel n > 1, soit Z,, et Yy
des variables aléatoires indépendantes telles que Zy, ~ K(%, a — %, c) et Y, ~ vy(a — %, c) avec
a>0,¢c>0. St V, =2Z,+Y,. Alors

1. Vo~ K (a, —a + %,c).

2. Lorsque m — oo, la suite de variables aléatoires (Vi)pn>1 converge en loi vers une variable
aléatoire A de loi vy(a,c).

3. Pour tout h € Cg,

1 F 1 ,a— 1
ER(Va) — ER(A)| < —|[1|| + & x L P®0 =05 0)
cn ¢ niy(a,1+a—;5c)

H 1 1 ,—1 — 1.
+><(1+>¢(a Ta=nic)

c2 n n w(a,l—i—a—%;c)
o1
P (et el al) e (o () o= 2l
= (4c a— — a— —
1+c n 1+a 24+ a n
6 1
- _ h//
+¢@+®% |
et
4c 1 6 1
H = S A TP R AT PRES
2—+—a<a+a nDH ||+c(3—i—a)a n’H H

*ayat (watara) lomal)m
2+a 2+a 3+a e n )

Remarque 6. Puisque 1 est une fonction continue,

'ﬁb(a,a - %;C) ¢(a, a; C)
1 > < o003
Y(a,1+a— -5¢) nro P(a,1+a;c)

w(a,—l—i—a—%;c) _Y(a,—1+a;¢)
Y(a,1+a— %;c) n—oo0’ YP(a,1+ a;c)

Ainsi la vitesse de convergence en loi de la suite (Vy)n>1 vers A fournie dans le théoreme 2.3.1 est

de lordre de n—1.

< o0,
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Tout comme dans le cas de la loi GIG, pour prouver le dernier point du théoréme 2.3.1 on va majorer
|E [Vaf”(Va) + (a — eVy,) f/(Vy)]| avec f solution de 1’équation de Stein (2.1.4). Pour cela, commen-
cons par établir les lemmes suivants :

Lemme 2.3.1. V,, et Z,, satisfont

” ’ ’ ” 1 Y(a,a — %§C)
B [Znf" (Va) — cZnf' (Va)]| < [ell#1] + 11£”1]] @i tas Lo (2.3.5)

Preuve
En utilisant I’inégalité triangulaire, on a

E[Znf" (Va) — eZnf' (Va)]| < (cllf'Il + 11 £7]]) EZn

avec

19 1,
EZ, = ¢fp1+n’2 at i)

(ml-a+yie)
P(a,a — 35¢)

a'cp(a,l—l—a— %;c)'

La derniere égalité s’obtient en utilisant la relation (2.3.3).

1
n
1

O
Lemme 2.3.2. V,, et Y,, vérifient
E [Yof"(Yn) + (a — cYa) f/(Ya)]| < ”]: I (2.3.6)
. 1 s, 1 Y(a,a— %;c)
B [(a — e¥a)(Va — Ya) " (Ya)]| < <a +|a - n') P e v R

1 1 ya — L;
el LG L) (235)
n enp(a,1+a— ;;c)

1 1 1
a= 2l (1+7)
n c‘n n
y P(a,—1+a — %;c)

 [Va(Va — Y FO ()] | <

‘E [(a _ oY) /:(Vn _1)f® (t)dt} ‘ < (a n

/l'b(a@ 1+a— %; C) (239)
Vn
‘E [Yn/ (Va —t)f(4)(t)dt” <llaz 1‘ ||f(4)||zi <1+ 1> )
Yn - = = !
- — 1.
Y(a,—1+a— +;c) 25.10)

zp(a,l—i—a—%;c) .

Preuve
Pour I’inégalité (2.3.6), on a

UE [Yn.f”(Yn) + (a — CYn)f,(Yn)” = ‘E [Ynf”(Yn) + (a — :L - CYn)f,(Yn) + :Lf/(Yn)] ’

< [B Y (V) + 0 = = o)+

E [f'(Ya)]|
111

n

IA S|
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Puisque Y, suit la loi v(a — %, ¢), la caractérisation a la Stein de la loi v(a — %, c) permet d’avoir
” 1 4
E Yn.f (Yn) + ((1, - E - CYn)f (Yn) =0.

D’oti I'inégalité (2.3.6).
L’inégalité (2.3.7), s’obtient comme suit
‘E [(a —cYp) (Vo — Yn)f”(Yn)] ‘ = ‘E [(a - CYn)(Zn)f”(Yn” ‘
< 171l (a + c[E(Yn)]) E(Zr)
_ <a—|— 1 1 w(a,a—%;c)

“ nDHf ||cn1,b(a,1—|—a—%;c).
E [Ya(Va = Ya) SO (V) || = [E [Ya(Za) 1O (2) |
< |If®|||EY,EZ,| ( Parindépendance de Y;, et Z,,)
1 1 vY(a,a— %; c)
c

1
a2 179 9
n enp(a,1+a— ;5c)

On obtient I'inégalité (2.3.8) par

Pour I’inégalité (2.3.9), on a :

B @ -cx) Vn(Vn—t)f(S)(t)dtHS(a+CIEYn|)||f(3)IIE ( [ wa- Al

n n

= (a + c|EY,))|IF®E(Z3)

1 1
= (a+lo— 2 )@l (142 x

'z,b(a,—l—l—a—%;c)
"b(aal‘f‘a_%;C) ’

1
a_i
n

car

1<1+1>w(2+;,3—a+;;c)
n

E(Z3?) =
(Zy) n '(p(%,l—a—k%;c)

— _ 1.
L

cn n zp(a,l—i—a—%;c) ’

La derniere inégalité du lemme 2.3.2 est donnée par
Vn

]E v [ - t>f<4><t)dt” < |IFO||[EY, [E22

1 1
1D (142 )
c‘n

n

n

1

1
a_i
n

Y110 Lo
¢(a,1+a—%;c) .

Nous pouvons maintenant établir plus aisément la preuve du théoreme 2.3.1.

Preuve[théoreme 2.3.1]
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Le premiere assertion est une conséquence directe de la propriété de convolution établie dans la proposition
2.3.1. Pour la seconde assertion, on a :

Pour tout x > 0, en utilisant le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue et le fait que 1) est continue,
ona:

1 xTr
lim P(V,, < z) = li / to (1 4+ )" Vme—ctgr
Aim P ( z) nooo T(a)y (a, 1+ a — L3¢) Jo (1417 Te
1 €T
= /ta_le_Ctdt.
L'(a)y (a,1+ a;c) Jo

I'(a)¥ (a,1 4+ a5¢) = / t2 le~ctdt

0
T
c® Jo T(a)

I'(a)
=

Donc
T ca

lim P (V,, < z) :/ — e dt.
0

n—o0o0 I‘(a)

Le membre de droite de la derniére égalité est bien la fonction de répartition de la loi gamma = (a, ¢). Ce qui
prouve I’assertion 2.

Pour la troisieme assertion, nous avons :
|[ER (V) — ER(A)| = [E [Vaf” (Vo) + (@ — cV3) £/(Va)]|
= ‘E [(Zn + Yn)f”(Vn) +(a—c(Zn+Yn)) f/(Vn)”

= ‘]E [an”(vn) - Can/(Vn) + Ynf”(Vn) + (a - CYn) f/(vn)] ‘

< ‘E [an”(Vn) - Can/(Vn)” + ‘E [Ynf”(vn) + (a — cYy) f/(Vn)] ‘ .
Le lemme 2.3.1 donne un majorant de |E [Z,, " (Vy,) — c¢Zn f'(Vy)]| en fonction de ||f/|| et || f”||. Le
développement de Taylor de f”/(V,,) et f/(V,,) au voisinage de Y;, donne

Vn
Yof"(Va) = Yo f" (Ya) + Yo (Vo — Y) FO (Vo) + Yo | (Ve — ) F P ()dt

n

et
(a —cYn) f’(Vn) = (a —cYn) f/(Yn) + (a — cYn) (Vi — Yn)f"(Yn)
Vn
+la=c¥) [ =09,
On a

E [Yof" (V) + (a — cYn) £/(Va)]| < |E [Yaf”(Ya) + (a — cYy) £/ (Ya)] |+

B [Ya(Va = Y F DY) || + [E [(a — e¥n) (Vi = Ya) £ (Ya)] | +

n

‘IE [Yn /:(vn _ t)f(4)(t)dt] ‘ + ‘E [(a —ev) [ - t)f(?’)(t)dt} ‘ . (2.311)
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Le lemme 2.3.2 donne un majorant de chacun des termes de droite de I’inégalité (2.3.11) en fonction de || f’||,

15711 || et [[F .
L’inégalité (2.1.6) donne

1
1711 < IR (2.3.12)

De I’inégalité (2.1.9), on a

2
1#711 < i (3111]] + 2¢l|Al])

[#®]| < 5 IR + 2l w])) (2:3.13)
7@ < 5 (3||h<3>|| + 2¢/|R"][) -
Le reste de la démonstration est constitué de substitutions. a

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons contribué a fournir une estimation de la vitesse de convergence de la loi

gaussienne inverse généralisée (reps. de Kummer) vers la loi gamma par la méthode de Stein. Les principaux
résultats obtenus (théoréme 2.2.2 et théoréme 2.3.1) peuvent étre consultés dans I’article [38].
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Chapitre 3

Méthode de Stein pour les lois
gaussiennes inverses généralisées et de
Kummer

Dans ce chapitre, les lois gaussiennes inverses généralisées (GIG) et de Kummer sont considérées dans le
contexte de la méthode de Stein. Nous établissons les outils mathématiques nécessaires pour 1’application de
la méthode de Stein dans le cas ou la loi cible est I’'une de ces deux lois. Il s’agit précisément de donner les
opérateurs de Stein de ces deux lois, les solutions des équations différentielles correspondantes, et établir des
bornes de ces solutions et de leurs dérivées successives.

La littérature concernant la méthode de Stein pour les lois gaussiennes inverses généralisées et de Kummer
est récente et pauvre. Elle caractérise les variables aléatoires suivant ces deux lois & la Stein [40, 26], mais
ne fournit pas les outils mathématiques nécessaires a 1’approximation de la loi de probabilité d’une variable
aléatoire par I'une de ces deux lois par la méthode de Stein. En effet, il est nécessaire de borner explicitement la
solution de I’équation différentielle de Stein de ces deux lois ainsi que, éventuellement, ses dérivées successives
si elles sont considérées comme lois cibles dans 1’approximation par la méthode de Stein, or ces questions
n’ont pas été traitées dans la littérature. Les travaux remarquables de Gaunt [26] sur les lois hyperboliques
généralisées dont les lois GIG sont un cas limite dans le contexte de la méthode de Stein et celles de Dobler
[18] sur la loi béta constituent 1’origine des techniques que nous avions développées pour borner la solution
de I’équation de Stein des lois GIG et de Kummer. La remarque tres utile de Gaunt [26], selon laquelle la
loi gaussienne inverse généralisée est contenue dans la famille des lois de probabilité dont la densité g vérifie
I’équation différentielle

(s(z)g(x)) = 7(x)g(x) (3.0.1)
avec s et T des fonctions polyndmiales, lui a permis de résoudre 1’équation de Stein pour la loi GIG et de
donner une premiere majoration de la norme de la solution obtenue en appliquant un résultat général établi par
Schoutens [61] pour 7 une fonction linéaire et décroissante. Or pour la loi GIG, T est non linéaire et non
nécessairement décroissante. Cette borne n’est donc pas valable et nous 1’avons rectifiée.

Nous obtenons dans la section 1 une extension du résultat de Schoutens pour les lois de probabilités dont
la densité vérifie 1’équation (3.0.1) avec des conditions plus faibles sur 7. Nous utilisons 1’opérateur de Stein
donné dans [61] et développé dans [47]. Nous appliquons le résultat obtenu pour borner la solution de 1’équation
de Stein des lois de probabilité dont la densité satisfait (3.0.1) pour une classe de fonctions 7 donnée incluant
les lois GIG et de Kummer.

Dobler [18], dans I’étude de la méthode de Stein pour la loi béta a aussi établi des bornes de la solution
de I’équation de Stein pour les lois de probabilité dont la densité g vérifie (3.0.1). Dans la section 2, nous
développons les travaux de Dobler dans le cas ot 7 est un polyndme convexe de second degré (ce qui est le cas
pour les lois GIG et de Kummer). Ce qui permet d’obtenir une nouvelle borne de la solution de 1’équation de
Stein des lois de probabilité dont la densité satisfait (3.0.1). Cette borne se révele optimale pour les fonctions
tests lipschitziennes.

Nous appliquons les résultats des sections 1 et 2 aux lois GIG et de Kummer pour fournir un majorant explicite
de la norme de la solution de 1’équation de Stein de ces deux lois. Nous établissons ensuite une borne explicite
des trois premieres dérivées de la solution de 1’équation de Stein des lois GIG et de Kummer. Enfin, par un
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calcul itératif, nous déterminons une borne de la dérivée d’ordre k, k > 4 de ces solutions, qui dépend de
celle des dérivées inférieures. Les sections 3 et 4 exposent ces résultats pour les lois GIG et de Kummer
respectivement.

3.1 Extension des travaux de Schoutens sur la borne de la solution
de I’équation de Stein

Le théoreme 1 dans [61] établit une caractérisation de Stein pour les lois de probabilité dont la densité
vérifie I’équation (3.0.1) ol s et T sont des fonctions polyndmiales, et démontre que 1’opérateur de Stein dans
ce cas est f — sf’ + 7f. Nous avions réalisé (voir le théoréme suivant) que cet opérateur peut étre obtenu
en utilisant I’approche par densité donnée dans [47] et [61]. Le support de la densité peut €tre tout intervalle de
R, mais nous le restreignons a (0, +00) en rapport avec le support des densités des lois cibles : la loi GIG et
la loi de Kummer.

Théoréme 3.1.1. Considérons une densité de probabilité g sur (0,00) satisfaisant (3.0.1) pour des
fonctions polynomiales s et T. Alors g est la densité de probabilité d’une variable aléatoire positive X
si et seulement si pour toute fonction différentiable f telle que

lim s(2)g(2)f(z) = lim s(x)g(x)f(z) =0, on a

E [s(X)f'(X) + T(X)f(X)] = 0. (3.1.1)
Nous utilisons la définition suivante (définition 2.1 dans [47]) dans la preuve du théoréeme 3.1.1.

Définition 6. Soit g une densité de probabilité vérifiant (3.0.1) et f une fonction réelle d’une variable
réelle positive telle que gf soit dérivable et telle que lirr(l)g(w)f(az) = li_>m g(x)f(x) = 0. Alors
r—r LT—r0o0

lopérateur de Stein correspondant a g est
1 I4
FTf = ;(fg) .

Preuve[du théoreme (3.1.1)]
En faisant f := sf dans la définition précédente, on a

Taf)(w) = —(sfo) (@)
— L (F@)s@)g(@) + F(@)(s9) (@)
g(z)

qui, par (3.0.1) donne

T,(sf)(x) = g(lm)w'(:c)s(m)g(m)+f(m>7(sc)g(w))

= fl(@)s(z) + f(2)7 ().

O

Le théoréme 3.1.1 montre que 1’équation de Stein correspondant a toute densité de probabilité g vérifiant
(3.0.1) est de la forme
s(@)f'(x) + () f(2) = h(z) — ER(W) (3.1.2)

avec W une variable aléatoire de densité g et h une fonction absolument continue et bornée.
Schoutens [61] a déterminé la solution de I’équation de Stein (3.1.2). Il a aussi borné la solution obtenue sous
I’hypotheése que T est linéaire et décroissante. La classe des lois de probabilités vérifiant cette hypothese est
connue dans la littérature sous le nom de "famille de lois de Pearson et Ord" dans [61].

Le résultat suivant donnant la solution de 1’équation de Stein (3.1.2) sur (0, +o00) vient de Schoutens [61].
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Proposition 3.1.1. Soit g > 0 une densité de probabilité définie sur (0,+00) et satisfaisant la

relation (3.0.1), pour des fonctions polynomiales s et T. Alors une solution fy, de I’équation de Stein
(3.1.2) est donnée par

fu() =s(x)1g(w) /0 " 9(t) [h(t) — ER(W)] dt

-1 +oo (3.1.3)
= e L 9O B® —ERW)ar
Preuve
Il suffit de vérifier que f}, ainsi définie vérifie I’équation (3.1.2). On a
() — _ (8@)g@) [ B h(t) — ER(W)
Fi@) = = o acoy? ) 90 (e — BROW)L e+ ==
___T@g@ [* _ h(t) — ER(W)
= T @@ o g(t) [n(t) — ER(W)] dt + @)
7(x) x h(t) — Eh(W)
—m o g(t) [A(t) — ER(W)] dt + s(x)
et
s(x) f'(z) + 7(z) f(x) = i@ § @ / g(t) [p(t) — ER(W)] dt + h(t) — ER(W)
ot [ o i — saewyyar
= h(t) — Eh(W)
La seconde expression de fp est due au fait que
+o0o +o0 +oo
| 9@ hw) —Erwdat = [ hg(t)dt —ERW) [ g(t)at
0 0 0
= Eh(W) — ER(W)
=0
car W a pour densité g.
O
Nous complétons le résultat précédent par la proposition suivante
Proposition 3.1.2. Sous les notations et les hypothéses de la proposition 3.1.1,
1. les solutions de l’équation de Stein (3.1.2) sont de la forme
= h h d
fu(e) = 2 [ a0 (b0 —En W)@t + = -

+oo C
‘s<w>g<m> [ e@nw —mmlas o

ot C' est une constante.

2. Supposons lin%) s(x)g(x) = 0. Pour que la solution précédente soit bornée, il est nécessaire que
r—r

C soit égale a 0.

Preuve
En multipliant I’équation de Stein (3.1.2) par g(x), on a

s(z)g(x)f'(z) + 7(x)g(x) f(x) = g(z) (h(z) — ER(W))
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qui, par la relation (3.0.1) s’écrit

s(x)g(z)f'(z) + (sg)'(z) f(x) = g(z)(h(z) — ER(W)),
soit
(sgf) (z) = g(x)(h(z) — ER(W)).

Par conséquent, il existe une constante C' telle que

s(z)g(z)f(z) = /0 g(t) [h(t) — ER(W)]dt + C (3.1.5)
dol (3.1.4).
Supposons f bornée. Puisque lin}) s(x)g(x) = 0, en faisant tendre « vers 0 dans (3.1.5), on obtient C = 0.
T—>
O

La proposition suivante montre que la solution fp, donnée par (3.1.3) est bornée si h est bornée, et fp, est
la seule solution bornée de 1’équation de Stein correspondant a la densité g.

Proposition 3.1.3 (proposition 2.5.1. Konzou et al. [35]). Soit g > 0 une densité de probabilité
définie sur (0, +00) et satisfaisant la relation (3.0.1) avec s une fonction polynémiale telle que s > 0
sur (0, +00) et T une fonction polynomiale décroissante, admettant une seule racine a sur (0, 400).

Supposons que lim s(x)g(x) = lim s(x)g(x) = 0. Si h est une fonction continue et bornée,
x—0 x—+o00

alors

| full < M ||h(.) — ER(W)]| (3.1.6)
avec

( ! /a (t)dt ! e (t)dt
M = max | ———— g(t)dt; / 9 )
s(a)g(a) Jo s(a)g(a) Ja ’
et W une variable aléatoire de densité g. ||fn|| = sup |fn(x)].
x>0

Remarque 7. Le résultat précédent est une reformulation du lemme 1 dans [61] sans I'hypothese que
T est linéaire. Sous cette derniere hypothese, Schoutens [61] a établi le méme résultat, mais dans ce
cas a = E(W), ce qui n’est pas le cas sans ’hypothese de linéarité de 7.

La preuve de la proposition 3.1.3 utilise le lemme suivant :

Lemme 3.1.1. Sous les hypothéses de la proposition 3.1.3,

/mg(t)dt < M pour x <
0 7(x)

/+°° —s(z)g()

et

glt)ydt < ——————=  pour x> a.
7(x)

Preuve
Supposons < «. Puisque T est positive et décroissante sur (0, ¢), on a % > 1pourtoutt < x. Par
conséquent, en utilisant (3.0.1) et le fait que lin}) s(x)g(x) = 0,0ona
r—r

- e T
/0 g(t)dt < / 9(t) T s

7(x)

:T(lm) /wa(t)g(t)dt

_s(2)g(x)
7(2)
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Pour > «, T est négative et décroissante sur (o, co) donc % > 1 pourtoutt > x et

/ " g(tyat < / v g(t)j((f)dt

_—s(@)g(x)
7(2)

puisque lim s(t)g(t) = 0.
t—o0
A présent, prouvons la proposition 3.1.3.

Preuve|[proposition 3.1.3]
Pour x < «,

Ful@)| = \(w)lg(w) [ 90 e — Enew)) dt]
Ss(x;g(x) /0 " (1) [h(t) — ER(W)| dt

< |1h(.) — ER(W)| (m)lw) / " g(t)dt.

1 €T
Soitl(x) = / g(t)dt.
s(z)g(z) Jo
[ est dérivable sur (0, 00) et

, — (s(z)g(=))" [® 1
') =—————— 2~ 72 d I
@ = G@ae@n® b T @
—7(x) z 1
“E@e@ o O S@y
D’apres le lemme 3.1.1, on conclut que I’ () > 0. Donc I(x) < l().
Pour x > «,

+o0
()] < lIh0) = BRI~ [ g(tyat
Considérons u(x) = s(a:)lg(a:) / e g(t)dt. La fonction w est dérivable sur (0, co) et
—7(x +oo
e L 7O

u'(z) = .
s(x)
Le lemme 3.1.1 permet de conclure que u’(x) < 0. D’ot u(z) < u(a).

O

Nous établissons le résultat suivant qui donne une extension de la proposition 3.1.3 a une classe de fonctions

polyndmes 7 incluant les lois GIG et Kummer.

Proposition 3.1.4 (proposition 2.5.2 Konzou et al. [35]). Soit g > 0 une densité de probabilité définie

sur (0,00) et vérifiant (s(x)g(x))’ = 7(x)g(x) pour des fonctions polynomes s et T avec s > 0

sur (0, 00). Supposons que %in(l) s(t)g(t) = tlim s(t)g(t) = 0. Supposons en outre que T7(0) > 0 et
— —00

qu’il existe B > 0 tel que T est croissante sur (0, 3], décroissante sur [3,00) et admet une et une

seule racine o sur [3,00). Si h une fonction continue et bornée, alors

[1fnll < Mo ||h(.) — ER(W)]],
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avec

Mo = max <r(10); 8(5)19(6)) '

7(t)
7(0)

Preuve

Comme T est croissante et positive sur (0, 3], on a

x < B,

> 1pour 0 < t < 3. Par conséquent, pour

|fn(z)| =

S(x)lg(w) [ 90 - Enew) dt]

< (x)lm) /0 " 9(t) [h(t) — ER(W)| dt

< |A(.) — ER(W))| ()1“) / mg(t)dt

< [IA() — BR(W)| ()g(w) [ g
= |In(.) — ER(W)| W / (s(t)g(t))’ dt
= |lh(.) — ER(W)]].

(0)
Pourg <z < a,ona

1 xr
|fr(z)| < ||h(.) — ER(W)]| s(a:)g(:c)/o g(t)dt
1
< [|h(.) — ER(W)]] m

car & — s(x)g(x) est croissante sur [3, & ((s(t)g(t))’ = 7(x)g(x) > 0sur [3, a]).
Pour £ > a, en utilisant un raisonnement similaire a celui dans la preuve de la proposition 3.1.3, on a

< ||h Eh ! i d

|fr(z)| < ||h(.) — ER(W)]| s(a)g(a)/m g(t)dt
1

< [[h(.) — ER(W)]| s(@)g(a)

< IA(.) — ER(W)]| 3(,@)19([3)’

ce qui acheve la démonstration de la proposition.
O

Remarque 8. Un résultat similaire & la proposition 3.1.4 obtenu dans [62] (lemme 4.2), sous des
hypotheses assez fortes sur la densité ([62], hypotheses (B1),(B2), (B3), (B4)), n’'incluant pas les lois
GIG et de Kummer a permis de borner la solution fp, de I’équation (3.1.2) et sa dérivée, mais notre
résultat (proposition 3.1.4) donne une meilleure majoration de || fn|| sous des hypotheses plus faibles.

3.2 Borne de Dobler de la solution f;, de I’équation de Stein

3.2.1 Résultats de Dobler

Débler dans [18] a établi des bornes de la solution (3.1.3) de I’équation de Stein (3.1.2) dans un contexte
assez général. Les résultats de Dobler reposent sur la condition suivante vérifiée par la densité g.
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Condition A : g est positive sur (0, 00) et il existe des fonctions dérivables s et T sur (0, c0), avec s
positive, lim s(x)g(z) = lim s(x)g(x) = 0 et, pour tout > 0,
xz—0 T—r00

(s(x)g(x))" = 7(x)g(=).

L’intervalle (0, co) peut étre remplacé par n’importe quel intervalle de R, nous avons choisi (0, 00) puisque
c’est le support des lois GIG et de Kummer.

Le résultat suivant est de Dobler [18] :

Proposition 3.2.1. (proposition 3.9 de [18]). Supposons T décroissante. Soit W une variable aléatoire
de densité g. Soit fn, la solution de I’équation de Stein (3.1.2) donnée par (3.1.3). Pour toute fonction
bornée h,

[h — E(h(W))|

|fr(z)| < 25(q0.5)9(q0.5)

(3.2.1)

ot qo.5 est la médiane de W .

Dans le souci de déterminer les bornes optimales, 1’on peut se demander comment se comparent la borne
de fp, donnée dans la proposition 3.2.1 et celle établie dans la proposition 3.1.3, puisque les deux résultats sont
établis sous la méme hypothese T décroissante. Rappelons que dans la proposition 3.1.3, f, est telle que

[Ifnll < M [|R(.) — ER(W)]| (3.2.2)

avec

M = max <s(a>1g<a) [} oo s /:oo att)at)

et a est I’unique solution de 7 sur (0, 0o).
T est une fonction décroissante admettant une seule racine a et (s(z)g(x))’ = 7(x)g(x) avec g(x) > 0.
Donc la fonction & +— s(x)g(x) atteint son maximum en = «. Par conséquent,

1 < 1
2s(a)g(a) ~ 2s(qo.5)9(qo.5)

< max (/Oag(t)dt; /+oog(t)dt) <1,

De plus, puisque

1
2

(o1

1 1
<M<

2s(a)g(@) = T s(a)g(a)’

o 1A — E(h(W))I|
On ne peut donc pas dire clairement laquelle des bornes M ||h(.) — ER(W)]|| et est
25(q0.5)9(q0.5)

meilleure, c’est-a-dire plus petite en général.
Cependant, on observe que la borne (3.2.2) est un peu plus explicite que celle donnée par (3.2.1) dans le cas
des lois GIG et Kummer, ou I’on a une expression explicite de « et non de qg.5.

A présent, rappelons les résultats de Dobler [18] que nous utiliserons dans la section suivante.

Proposition 3.2.2 (proposition 3.13 dans [18]). Soit W une variable aléatoire dont la densité de
probabilité g satisfait la condition A, et de fonction de répartition F, telle que E(W') < oo. Soit fn
la solution de l’équation de Stein (3.1.2) donnée par (3.1.3). Pour toute fonction test h, lipschitzienne,

1.

F@EW) - [ yg()dy » /0 EW) — yg(y)) dy
h/

€T ! 0 = .
| fr(2)| < [|W| s(x)g(x) ’

s(z)g(z)

(3.2.3)
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2. st T est décroissante, alors

/0 F@ayGe) + [ (1 - F) dyH (@)
2(x)g(z)

ot, pour tout x € (0,00), les fonctions positives H (x) et G(x) sont définies par :

|fr.(@)| < ||W| (3.2.4)

H(x) := s(x)g(x) — 7(x)F(x) et G(x):= H(x)+ 7(x).

En vue d’appliquer les résultats de la proposition 3.2.2 a la solution de I’équation de Stein des lois gaus-
siennes inverses généralisée et Kummer, 7 sera dans la suite un polyndme de second degré vérifiant certaines
conditions.

3.2.2 Borne de la solution de I’équation de Stein

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1 (théoréme 3.1 Konzou et al. [37]). Considérons une densité de probabilité g définie
sur (0, 00) satisfaisant la condition A pour des fonctions s et T, ot T un polynéme de second degré
de la forme

7(x) = azx® 4+ a1z + ao (3.2.5)

avec az < 0 et ag > 0. Soit fn, la solution de l’équation de Stein (3.1.2) définie par (3.1.3). Pour
toute fonction test h, lipschitzienne,

E(W)

ao

| Full <

R/ (3.2.6)

ou W est une variable aléatoire de densité g.

Pour établir la preuve du théoréme précédent, nous établissons la proposition suivante qui montre que la
fonction majorant | f, ()| donnée par (3.2.3) est bornée. Nous déterminons explicitement la borne supérieure

/ “EW) — t)g(t)dt
s(@)9(x)

est décroissante sur (0, 00),

de cette fonction en prouvant que la fonction U : x« +—>

ce qui n’est pas évident.

/0 “EW) — t)g(t)dt

Proposition 3.2.3. Soit U : = — .Ona
s(z)g(z)
1.
E(W
lim U(x) = (W) < oo. (3.2.7)
x—0 ag
2.
mlglgo U(z) =0. (3.2.8)
3. La fonction U est décroissante sur (0, 00).
; E(W
supU(x) = (W) < oo. (3.2.9)
x>0 aop
5. 1
U(®) 2500 —- (3.2.10)
asxr
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sup zU () < oo. (3.2.11)
x>0

En appliquant la caractérisation de Stein donnée par (3.1.1) a la fonction  — f(x) = 1, on a le lemme
suivant nécessaire pour établir la preuve de la proposition précédente.

Lemme 3.2.1. Considérons une variable aléatoire W de densité g. On a :
E(1(W)) = a2E (W?) + a1E (W) + ao = 0. (3.2.12)

Preuve [proposition 3.2.3]
En appliquant la régle de I’Hopital, on a :

. (EW) - 0)g(a)
w50 (s(2)g(@)
(EW) - 2)g(x)

AU =

= ilg%) 7(x)g(x)
_ E(W)
EIO)
_ E(W) < oo
ao
et
| o EW) —2)g(@)
Jim U(z) = lim (s(x)g(x))’
L EW) — 2)g(@)
' E(W) — z
= lim
r—00 a2m2+alm+a0
= 0.

Soit m := E(W). Pour tout > 0, puisque (s(x)g(x))’ = 7(x)g(x),ona

(m — x)s(x)g*(x) — 7(x)g(x) [y (m — t)g(t) dt

v = (s@(x)?
_ (m—az)s(@)g(®) — 7(2) [y (m — t)g(t) dt
s?(z)g(z) .
Nous allons prouver que A (x) définie par
A(zx) := (m — x)s(x)g(x) — 7(x) /Om(m —t)g(t) dt (3.2.13)

est négative pour tout x > 0.
Ona:

s(x)g(x) = / " r(®)g(t) dt.

Ainsi
A@ = [ “(m — @) (t)g(t) dt — 7 (x) / “(m — t)g(t) dt
- | " [(m — @) () — (m — )7 ()] g(2) dt. (3:2.14)
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Pour tout x > 0, soit
B.(t) := (m — x)7(t) — (m — t)7(x). (3.2.15)

On a

Bg(t) = (m—ax)t(t)— (m —x+x—t)7(x)

(m — 2)7(t) — (m — 2)7(x) + (t — 2)7(x)

(m — 2)(r(t) — 7(x)) + (t — 2)7(x)

(m —x) (a2t2 + a1t + ag — (a2w2 +aix + ao)) 4+ (t — x)1(x)
(m —z) (a1(t — z) + ax(t? — 2?)) + (t — )7 ()

(m —x)(t —z) (a1 + a2(t + 2)) + (t — )7 ()

(t — z) [(m — ) (a1 + a2t + a2z) + azx® + a1z + ao

(t — ) [ma1 + az(m — x)t + aamz + ap]

= (z —t)[az(x — m)t — agmx — a1m — ap] .

Supposons 0 < x < m. Définissons
Cx(t) := az(x — m)t — agmx — azm — aop. (3.2.16)
Alors, t — Cj(t) est croissante. Donc pour tout t € (0, ],

Cx(t) < Cu(x)
= az(x —m)x — agmxr —ar1m — ag

= azzcz — 2asmx — ai1m — ag.

On observe que asx?

est

— 2aamx — a1m — ag est un polyndome de second degré en x dont le discriminant

A = 4a§7n2 + 4az(a1m + ap)
= 4as [aam? + a1m + ao (3.2.17)
= 4as [az (B(W))? + a1E(W) + a] -

Par le lemme 3.2.1, on a asE (Wz) 4+ a1E (W) 4+ ag = 0, ce qui implique
a1E (W) + ag = —azE(W?),
et

A — da, [az (E(W))2—a2E(W2)}

= da3[(E(W))? — E(W?)]
= —4a3Var(W)
< 0.

Par conséquent, azx? — 2asmax — aym — ag < O pour tout z > 0 puisque az < 0. Il s’ensuit que si
0 < x < m,alors Cx(t) < 0pourt € (0, ], et donc

By (t) = (z —1)Cy(t) < 0

pour tout t € (0, x]. Ainsi, par (3.2.14), pour tout x € (0, m],

A@) = [ " Ba(t)g(t) dt < o.
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Supposons maintenant que > m. La fonction A définie par (3.2.13) peut s’écrire comme suit.
A@) = (m=2)s(@)g(e) + (@) [ (m - t)g(t) d
= [T = lm = )rt) — (m— @) 9@ dt
— /°° _B,(t)g(t) dt
= [ - Cag) d

ol B (t) et Cy(t) sont définies comme précédemment par les équations (3.2.15) et (3.2.16) respectivement.
Puisque & > m, la fonction t — C,(t) est décroissante. De ce fait, pour tout t € [x, 00), Cr(t) < Cgx(x)
et la conclusion s’ensuit comme précédemment. D’ou les assertions 1, 2, 3 et 4 de la proposition 3.2.3.

Pour les assertions 5 et 6, on a d’apres la regle de I’Hopital,

Ulz) .3 E(W) —«x
T
T aex2 + a1 + ao
N -1
T—00 az®

et lim xzU(x) < oo. De plus lin% xU (x) = 0, ce qui finit la démonstration.
z—

Tr—ro0
O
Remarque 9. 1. Nous décrivons ici une autre maniere de prouver que Cg () est négative.
Le discriminant A défini par (3.2.17) peut s’écrire :
A = 4a3 |az (E(W))? + a1E(W) + a
2 [a2 (E(W))" + (W) + ao (3.2.18)

= 4a7(E(W)).

Puisque 7(x) = asx?® 4+ a1 + ag avec az < 0, la fonction —7 est strictement convexe, et,
par 'inégalité de Jensen,
T(E(W)) = E(r(W)).

Et, comme W n’est pas une constante,
T(E(W)) > E(T(W)).

Par le lemme 3.2.1, E(7(W)) = 0. Ainsi, 7(E(W)) > 0 et 'on conclut par (3.2.18) que A < 0.
2. Le fait supzU(x) < oo nous serait utile pour démontrer que la dérivée de la solution de
x>0
I’équation de Stein est bornée.

3.2.3 Sur la dérivée de la solution de I’équation de Stein

Comme dans le cas de la borne de la solution de 1’équation de Stein, nous étudions ici la borne de la dérivée
dans le cas ou T est un polyndme convexe, de second degré, décroissant sur (0, 0o).

Théoréme 3.2.2 (théoréme 4.1 Konzou et al. [37]). Considérons une densité de probabilité g définie
sur (0,00) satisfaisant la condition A pour des fonctions s et T, avec T définie par (3.2.5). Soit
fr la solution de ’équation de Stein (3.1.2) définie par (3.1.3). Supposons T décroissante. Alors pour
toute fonction test h, lipschitzienne, il existe des constantes B et C telles que,

@] < B, (3.2.19)

lzfr(z)| < Cn|. (3.2.20)
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La preuve du théoreme précédent est basée sur le résultat suivant.

Théoréme 3.2.3 (proposition 4.1 Konzou et al. [37]). Soit g une densité de probabilité définie sur
(0, 00), vérifiant la condition A pour des fonctions s et T. Supposons qu’il existe une constante
as < 0 telle que

T(CC) m—?oo a23(w)7 T(O) >0, 8(:13) m—f:oo w2’ 3(0):()’

(3.2.21)
7(0) + s’(0) # 0, 1131_1)1% s(x)g(x) = wll)rgo s(x)g(x) = 0. (3.2.22)
Soit
G(x) = s(x)g(z) + 7(z)(1 — F(x)),
H(z) = s(z)g(x) — 7(x) F (),
x 400
G(w)/o F(t)dt + H() / (1— F(t))dt
o) = s(@)g() |
o lim R(z) = ! __ T(OEW) (3.2.23)
250 7(0) 4+ s/(0)  7(0)(7(0) + s’(0))’ -
wlgl;lo R(x) = 0. (3.2.24)
Par conséquent,
sup R(x) < oo, (3.2.25)
x>0
supzR(x) < oo. (3.2.26)
x>0
et
sup z?R(z) < oo. (3.2.27)
x>0

Remarque 10. Nous n’avons pas pu obtenir I'expression explicite de la borne supérieure de R sur
(0, 00).

Pour établir la preuve du théoréeme 3.2.2, commengons par établir la proposition suivante.

Proposition 3.2.4. Sous les hypothéses et les notations de la proposition 3.2.2, considérons

G(x) /Ow F(t)dt

@) = o))

+o0
H(:L')/ (1 — F(t))dt

el = T @)
Alors
, B 1
il_I)l’%] Ri(x) = m (3.2.28)
. _ T(0EW)

il_I)l’%) Ry(x) = 7(0)(r(0) + 5(0))" (3.2.29)
Ri(z) o5 — az(m(i;gs’i Sy Jm ) =o. (3.2.30)
Ra(z) 50 lim Ra(x) = 0. (3.2.31)

T(iC) ’ T—r 00
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Preuve|[proposition 3.2.4]
e Calcul de lim R;(x)
x—0

La définition de G permet d’avoir
lim G(x) = 7(0). (3.2.32)
z—0

T
On a aussi lim / F(t)dt = 0et lim s(x)2g(z) = 0. Lorsque  — 0, par la régle de I’'Hopital,
z—0 Jq z—0

/0 F(t)dt N F(z)
s(z)?g(x) (s(z)%g(=))’
F(x)
s(z)g(z)(7(z) + s'(x))
F(x)
s(x)g(x)(7(0) + 5(0))

En dérivant une fois encore, on a

0 N g(z)
s(z)?g(z) 7(z)g(2)(7(0) + 5(0))
1

= (@) 0) + £(0)° (3.2.33)

En combinant (3.2.33) avec (3.2.32), on obtient (3.2.28).

e Calcul de lim Ry (x)
z—0

Rappelons que
+o0
H(m)/ (1 —F(t))dt

Ra(@) = s(@)?g(x)

Puisque H (z) = G(x) — (),
ayl)% H(z) = 7(0) —7(0) = 0.
Une intégration par parties permet d’avoir
+oo +oo
/ (1— F(t)dt = / tg(t)dt — z(1 — F(z))
xr r
— EW)— / tg(t)dt — z(1 — F(x)),
0

ce qui implique

+oo
;1_r>rb ) (1 — F(t)dt = E(W) < oco.
D’ou too
al:l_l’}l}) I{(.’JB)/93 (1 — F(t))dt = 0.
De plus

. 2 _
algl_r)rb s(x)“g(x) = 0.
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D’apres la regle de 1’Hopital, lorsque £ — 0,
H(x)

Ra(@) ~ Sizg@ W)
— S(x)g(m)?((§+ s’(m))E(W)
= s<m)g(_:;)((rm(?w)(1)8’(‘”))E(W)
N E(W)T(O_)TJF(S,)(O) X S(Z)(gm()x)
~ E<w>7(0_)7+'(§,)(0) T<Z§2m>
~ E(W) O 1

~(0) +5/(0) ~ 7(0)
ce qui prouve (3.2.29).

e Calculde lim R;(x)

x—>+oo

Une intégration par parties permet d’avoir
xr xr
/ F(t)dt = oF (z) — / tg(t)dt.
0 0

€T
Quand & — oo, puisque F'(x) — 1 et/ tg(t)dt — E(W),ona
0

€T
/ F(t)dt ~ x.
0
Donc, lorsque  — oo,
xG(x)

Ba@) ~ y2g (@)

et, puisque s(T) » Yoo *2,

G(x)
zs(z)g(x)

R1 (:B) ~

Par la régle de I’Hopital, a I’infini,

G'(z)
(zs(z)g(x))’

' (z)(1 — F(z))

T ar(@)g(@) + s(@)g(@)
(z)(1 — F())

Rl(m) ~

= g@ (@) + @)’ (3:2.34)
D’autre part,
1— F(x) -~ —g(x)
g(x) e g/(x)
=@
T(z) — 8'(x)
2
—1
S —— (3.2.35)
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Par conséquent,

| @
mll»nolo R(@) = m1—>oo xT(z) + s(x) ’
et ’on obtient (3.2.30).
e Calcul de wango Ra(x)
H(z) = s(x)g(z)—7(z)F(x)
e (1 S@e@)
= —rre (- 15E)

w—’:oo —T(:I?)

Ainsi,

+oo
/ (L= F®)dt g,y

s@a(x) . s(@)
F(x)—1 —7(x)

2% (a)g(x) | s(x)
_ 1— F(x)
= s@al)
~ —g(z) -1

0.

2% T(@)g(z)  r(z)

Nous abordons dans la section suivante, le cas particulier de la loi gaussienne inverse généralisée.

3.3 Sur la caractérisation et I’équation de Stein pour la loi gaus-
sienne inverse généralisée

Cette section est consacrée a la caractérisation de type Stein de la loi gaussienne inverse généralisée. Nous

donnons I’opérateur de Stein pour la loi gaussienne inverse généralisée, la solution de 1’équation différenticlle

correspondante et une majoration de la norme de la convergence uniforme de la solution obtenue ainsi que celle
de ses dérivées successives.

3.3.1 Caractérisation

Rappelons que la densité de la loi GIG de parametresp € R, a > 0,b > 0 est

_ (a/p)r/?
et = 2k (Van)”

ot K, est la fonction de Bessel modifiée de troisieme espece donnée par (2.2.3).
Soit

p-le=3(axtb/z) g4 5 0, (3.3.1)

b a
s(x) = x? et Tp,ap(T) = 2 +(p+ 1z — 53:2. (3.3.2)
Alors par un simple calcul (observation faite par Gaunt dans [26]), on déduit que la densité g, q,p satisfait
(S(x)gp,a,b(w))l = Tp,a,b(w)gp,a,b(w)- (3.3.3)

Cette derniere observation nous permet d’appliquer le théoreme 3.1.1 pour retrouver la caractérisation suivante
de Stein de la loi GIG donnée dans [40] et [26] :
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Théoréme 3.3.1. Une variable aléatoire X suit la lot GIG de densité gp a,p Si et seulement si, pour
toute fonction réelle f d’une variable réelle positive, dérivable telle que

mll)rgo Ip,ap(@)f(x) = il_r)rb Ip,ap(x) f(x) = 0, et telle que l'espérance suivante existe, on a :

E [Xzf’(X) n <Z +(p+1)X — ;X2> f(X)] —0. (3.3.4)

L’équation différentielle de Stein correspondante est alors

22 () + (’2’ + (4 D — ;‘wz) f(z) = h(z) — BR(W) (3:3.5)

ou h est une fonction bornée et W une variable aléatoire suivant la loi GIG de paramétres p, a, b.

La proposition suivante permet d’obtenir 1’'unique solution bornée de 1’équation (3.3.5) :

Proposition 3.3.1. La solution bornée de l’équation de Stein (3.3.5) de la loi GIG est donnée par

fu() =M | gnan(®) (a(t) - sn(W)) at
. —1
() gpan(T)

ou h est une fonction bornée et W une variable aléatoire suivant la loi GIG de paramétres p, a, b.

. (3.3.6)
| nan®) In(®) — ER(W)) at

Nous allons aborder dans la suite de cette section une étape importante dans 1’approche par la méthode de
Stein a savoir borner la solution de I’équation de Stein ainsi que ses dérivées successives.

3.3.2 Un majorant de la norme de la solution de I’équation de Stein de la loi GIG

Nous appliquons ici les résultats des sections 1 et 2 a la solution de I’équation de Stein de la loi GIG.
Nous obtenons un majorant de la norme de la solution (3.3.6) en appliquant la proposition 3.1.3 pour
p < —1

Théoréme 3.3.2 (théoreme 3.2 Konzou et al. [35]). Si h est une fonction continue et bornée, alors
pour p < —1, la fonction fp, définie par (3.3.6) est bornée et on a :

[|full < N [|h(.) — ER(W)]]| (3.3.7)

ot
1 o 1 t+oo
N = max (2/ Ip,a,b(t)dt; 2/ gp,a,b(t)dt>
& gp,a,b(a) 0 « gp7aab(a) o
et
1+ 4/ 1)2 4+ ab
o= PHIE VD +ab (3.3.8)
a
Remarque 11. i. C’est précisément ce résultat que Gaunt a établi sous un angle particulier dans

[26] en appliquant la proposition 1 de Schoutens [61], mais il commet une petite erreur en écrivant
a = E(W). Il aurait raison si 7p 45 était une fonction affine, ce qui n’est pas le cas.

ii. En majorant les intégrales dans ’expression de IN par 1, on a

I full < Ih(.) = ER(W)]|

O‘29(1,,b,c(a")
a? ||h(.) — En(W)|

(ab+20+1) (p+ 14 v+ D%+ ab)) gape <P+1+ (5+1)2+ab> '
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Pour p > —1, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.3.3 (théoreme 3.5 Konzou et al. [35]). Considérons p > —1,a > 0,b > 0 et
défini par (3.3.8). Soit h : (0,+00) — R une fonction continue et bornée. La solution fp donnée
par (3.3.6) de l’équation de Stein de la loi GIG(p, a,b) de densité gp qp est telle que

a2

2
| fnll < max (b, o 1)2gp,a,b(p1_1)> [h(-) = ER(W)]| .

Preuve
C’est une application de la Proposition 3.1.4 avec 7(x) = Tp,a,p(T) = g—i—(p—l-l)m— 222, 7(0) = b/2

et = (p+1)/a.
O

Dans la suite de cette section, nous établissons une borne de la solution de 1’équation Stein de la loi gaus-
sienne inverse généralisée en utilisant la technique de Dobler (théoreme 3.2.1).

Les équations (2.2.1), (3.3.2) et (3.3.3) montrent que Tp,q,b €t p,a,b Vérifient les hypotheses du Théoreme
3.2.1 avec

b a
s(z) = z?, T(x) = Tp,ap(x) = 2 + @+ 1)z - 5-’1527 g = 9p,a,b-
Rappelons que si W est une variable aléatoire suivant la loi GIG de parametres p, a, b, alors
\/BKP+1V ab
vaKpvab

En appliquant le théoréme 3.2.1, on obtient la borne suivante de la solution de 1’équation de Stein pour la loi
GIG.

E(W) = (3.3.9)

Théoréme 3.3.4 (théoreme 5.1 Konzou et al. [37]). Soit p € R, a > 0, b > 0. Soit fp, la
solution de l’équation de Stein de la loi GIG définie par l’équation (3.3.6). Pour toute fonction test
h, lipschitzienne,

2 Kpi1(Vab)
ab K,(vab)

Le fait 7, o 5(E(W')) > 0 (voir remarque 1) implique E(W) < a, ot

I full <

||| - (3.3.10)

oo PT1I+V(P+1)?+ab

est I'unique racine de 7 4. sur (0, co). Ce qui permet d’obtenir la propriété suivante de la fonction de Bessel
modifiée de troisiéme espece.

Propriété 7 (remarque 5.1 Konzou et al. [37]). Soit, p € R, @ > 0, b > 0. La fonction K, de
Bessel modifiée de troisiéme espéce définie par (2.2.3) satisfait

\/EIM <p+1+,/(p+1)2+ abd. (3.3.11)

>+ (p+ DE(W) — SE(W?) =0, (33.12)

Dulemme 3.2.1,0ona

Avec E(W') donnée par (3.3.9) et



on obtient

Kpia(vVab) _ R Kpt1(Vab)
Kp(Vab) Vab  Kp(Vab)

On obtient alors par des arguments probabilistes, la relation de récurrence suivante de la fonction de Bessel
modifiée de troisieme espece bien connue de la littérature.

2(p+1)

Kpi2(z) = Kp(x) + Kpi1(x). (3.3.13)

3.3.3 Une borne de la dérivée de la solution de I’équation de Stein de la loi GIG

Le résultat suivant propose une borne de la dérivée de la solution de I’équation de Stein de la loi GIG.

Théoréme 3.3.5 (théoreme 3.6 Konzou et al. [35]). Soit W ~ GIG(p,a,b). Considérons encore

a défini par (3.3.8), soit
_p+3++/(@+3)>+ab
a

(851

et soit M donné par

1 «@ 1 +oo .
max (2/ Ip.a,b(t)dt; 2/ gp,a,b(t)dt) sip<-—1
M — a?gp.ap(a) Jo a2gp.a,p() Ja

2 a’
max | £, si. p> —L.
b (pr+ 1)29p,a,b(%)
(3.3.14)
Soit h : (0, +00) — R une fonction bornée, dérivable et de dérivée h' bornée. Considérons
1_ 2 ’
G1 =3 ([P[| + max(2, |p + 1) M [|R(.) = ER(W)]I) ,
1
Gl = (Hh'H + (24 +/(p+3)2 + ab)M ||h(.) —Eh(W)H) 2 X
aigp+2,a,6(1)
a1
/ gp—|—2,a,b(t)dta
0

Gl = 2 Ih(.) — ER(W)]|,

a2

(P + 3)2gpr2,a(2E2)
Alors la dérivée fy, de la solution fy, de l’équation (3.3.5) est telle que

Gl = (Hh’“ + (24 +/(p + 3)2 + ab)M ||h(.) — Eh(W)H)

max (G3,GL) si p< -3
g4 < by = ORGP < 3319
max (Gl,G3,G4) st p > —3.
Preuve
D’abord, supposons que p < —3. f}, vérifie I’équation différentielle
22§ (x) + ( +(pt+dz— e ) (@) = K(2) — (p+ 1 — az) f(=). (3.3.16)

Soit hy(x) = h'(x) — (p + 1 — ax) fr(x). L’équation (3.3.16) montre que f;, est solution de 1’équation
différentielle

2?2 f'(x) + < +(p+3)z — —m > f(x) = hi(x). (3.3.17)

o7



Puisque Eh1(Z) = E(Z2f(Z) + (g T (p+3)Z — g22> F(Z) = 0, si Z suitla loi
GIG(p+2,a,b) (par la caractérisation de Stein la loi GIG(p+ 2, a, b)), I’équation (3.3.17) est 1’équation
de Stein (f remplacée par f’) de laloi GIG(p + 2, a, b).

Notons que la méthode itérative consistant a remplacer la fonction f par I’'une de ses dérivée a été utilisé
par exemple dans [27] pour borner les dérivées successives de la solution de I’équation de Stein de la loi gamma.

Par suite, pour p < —3 c’est-a-dire p + 2 < —1, le théoréeme 3.3.2 permet de déduire que si ¢ < a1
et hy est bornée, alors

/ 1 o
|fr(x)] < |lhal] 3(041)91@41)/0 g1(t)dt,

p+3+(+3)2+ab

oll g1 := gp+2,a,b eSt la densité de laloi GIG(p + 2,a,b) et a; =
Ona:

|h1(z)| = |h'(z) — (p + 1 — ax) f(x)]
< ||W[| + Ip 4+ 1 — az| || fal]
= |||+ (—p—1+az)||full (P+1—ax <0 Vp<—3,z>0)
<P+ (=p = 14 aar) I full  (z < oa)

= ||| + (24 \/(p + 3)% + ab) || fall

< |[W'|| + (24 \/(p+ 3)% + ab) M ||h(.) — ER(W)]| .

Donc, pourp < —3etx < o,

7@ < (W] + @+ o+ 82 + a)n lInG) — 5r(w) ) Saroran

/Oal g1(t)dt.

Sip < —3etx > ay,lafonction T := T, 45 (donnée par (3.3.2)) est décroissante et négative. Par I’équa-
tion (3.3.6) et (3.3.3),

h(x) — ER(W) _ 7(x) fn(x)

@) =) (@)
o |h(-) —ER(W)|| | |7(z)fr(x)|
|fr(2)| < o(@) @)
De plus, en notant g := gp 4, la densité de la loi GIG(p, a,b),on a
| @) [t
@) el = [ E 2 [T i) - Enw)ar
—7(x +oo
< ||h(.) — ER(W)|| S(m);(l) g(t)dt (7 estnégative)
_ “r@) (R0 (1O
< lIn) — W)l 2 [T T e (I8 21 ve <)

= ||h(.) —ER(W)]|.

Donc

(@) < fw) Ih(.) — ER(W)]| < j Ih(.) — ER(W)]].

Maintenant supposons p > —3.
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7’_'1(t) > 1,V0 < t < BE3 et du fait que
1(0) @

Sur (0, %) s T1 = Tp42,a,b €St telle que

|h1(z)| < ||A|| + |p+ 1 — az| || fall
< ||n’|| + max (2, |p + 1]) || fzll
< ||| + max(2, |p + 1|)M ||h(.) — ER(W)]|.

Ona
@] < Il [ i@t
) >l < —F+ g1
" s(z)g1(z) Jo
1 X
< |lh1 / T1(t)g1(t)dt
1l ostarce) fo HO9®
1
= ||l
UL
2
= — ||h1]| -
- llpal
D’ol 0
175l < 5 (IRIl + max(2, [p + )M [[h(.) — ER(W)])) -
Sur %.3, oo) , la fonction 1y est décroissante. On utilise une argumentation similaire au cas

p < —3 et le fait que

a?

3
(P + 3)2gp+2,0.6(P2)

1 o
2 / Ip+2,a,6(t)dt <
aigp+2,a,6(1) Jo

sur cet intervalle.
Od

3.3.4 Une borne de la dérivée seconde de la solution de I’équation de Stein de la
loi GIG

Théoréme 3.3.6 (théoreme 3.7 Konzou et al. [35]). Soit W ~ GIG(p, a,b). Notons g2 := gp+4,a,b
5+ +/ 5)2 b
la densité de la loi GIG(p + 4, a, b) et définissons ag = pP+5+V(P+5) ta . Soit

a
h : (0,400) — R une fonction bornée, deux fois différentiable telle que h' et h'' soient bornées. La
dérivée seconde fy de la solution f, de l’équation de Stein (3.3.5) est telle que

G3,G32) si p< —5
7 < M — max( 29 3 - 3318
[£7]] < M {max (G3,G3,G3) si p>—5 ( )
avec 9
GY = & ([In"]| + max(6, [2p + 4)) My + aM ||h(.) = ER(W)]) ,
G2 = (1] + (6 + 2y/(0+ 52 + )M + @M 1) ~ BRI ) 5" x
azg2(a2)
a2
/ g2(t)dt’
0

4a+ay/@ ¥ T ab
4p + 20+ 4,/(p + 5)2 + ab Ih(.) = IEh(W)H) ,

2
6t =5 (I +
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63 = (0] + (6 +2y/(p + 92 + ab)AMs + aM () — ER(W)I]) x

a2

(p + 5)292 <T> |

M est donné par (3.3.14) et My par (3.3.15).

Preuve
Premi¢rement, supposons p < —5. f// satisfait I’équation différentielle

O () + (Z + (p+5)x — Zf”2> f’(x) = ' (x) — 2(p + 2 — az) f'(x) + af(x). (3.3.19)

Soit ha(xz) = h''(x) — 2(p+ 2 — ax) f;,(x) + afn(x). Léquation (3.3.19) montre que f;’ est la solution
de I’équation de Stein pour la loi GIG(p + 4, a, b) dont le second membre est ho(x) = h'(x) — 2(p +
2 —ax) fl(z) + afn(x). Soit

b
s(z) =22 and m(x) = 2 +(@P+5z— gm2,
ona

(s(z)g2(2))" = 7(x)g2()

avec go la densité de la loi GIG(p + 4, a, b).
Pour p < —5, 1 est décroissante sur (0, oo) et admet un seul zéro

_P+5+V/(P+5)*+ab
a

a2

Six < ag, le théoreme 3.3.2 montre que si ho est bornée, alors la solution f;/ de I’équation (3.3.19) est telle
que

" 1 @2
H-th < ||h2|| 5(012)5%12)/0 gz(t)dt.

Nous avons

lh2(2)| = |h"(z) — 2(p + 2 — az) fr,(z) + afn(z)]
< P[]+ 2lp + 2 — az| || f1]| + a |l fall
= [|n"|| + 2(=p — 2+ ax) || £ ]| + allfull (P+2—az <0 Vp< —5,z>0)
< B + 2(=p — 2 + a) | Fi]| + allfull (@ < a2)

= [0 + (6 + 2\/(p + 5)% + ab) || f7]| + a || fu]

< ||n”|| 4+ (6 + 21/(p + 5)% + ab) My + aM ||h(.) — ER(W)]| .
Doncpour p < —5etx < oo,
7@ < (07 + 6 + 20/ + 52 + @) + ab [IaC) ~ ERW)] )

1 a2
ool IEZULE

Sip < —5etx > o, la fonction 7, définie par 7 () = g + (p + 3)x — Sa? est décroissante et
négative. D’apres 1’équation (3.3.32),
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m@) (@) f@)

n(@) = s(x) s(x)
" Rl | |71(2) f ()]
@) < Dtk I
’ _ _Tl(x) Foo
|T1(x) fr(x)| = s(@)g1(x) g1(t)hi(t)dt
< ||h1||L(m) +Oogl(t)dt (71 estnégative)
s(x)g1(z) Ja
—71(x) +oo 71(t) T1(t)
<iml o L aemod (D 21vest)

= ||all -

hi(z) = B'(z) — (p+ 1 — az)fn(x) = |ha(2)| < [W[| + (P + 1 — az) fa()].

Ona:
(p + 1 — az) ()| = —m / " g (®) [1(2) — BR(W) dt]
—p—1+ax Foo
<G = BRI [ B [ st
= |h() — ER(w) P19
Tp,a,b(m)

parce que pour p < —5etx > a2, p+ 1 — ax < 0, la fonction 7y, 4,5 définie par (3.3.2) est décroissante

et négative, donc telle que 1 < Tp.ab(t)

(@) Pour « < t. Aussi wgrfoo s(x)gp,a,b(x) = 0. Soit
1—
Kka(x) = u. K2 est dérivable sur (ag, 00) et
Tp,a.b(T)
b 1)2 1 — ax)?
K,Z(w):_a + (p + )2-I-(p—|- ax) <o.
2Tp’a’b(a:)
4 \/ 5)2 b
Donc k2 (x) < K2(ag) = atay(ptB8) ta .
4(p+5) +4/(p +5) + ab
Ainsi, pour p < —5etx > ao,
2 4a 4+ a+/(p + 5)% + ab
Il < —5 LR+ 7 Ih(.) —ER(W)]| | .
s 4(p+5)+4y/(p+5)2+ab

A présent, supposons p > —5.
Sur (0, %5> , T2 est telle que

t .
:22((0)) >1, V0O<t< pT—l—S’ et puisque,

|ha2(2)|| < ||A”| + 2lp + 2 — az| ||f1|| + a || fall
< ||| 4+ max(6, [2p + 4]) || f1]| + a || fl
< ||r”|| 4+ max(6, |2p + 4]) My 4+ aM ||h(.) — ER(W)]|,
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on a
1 1 m
<l S [ gateya

1 X
Slhall s s [ ot

L ksl
m(0)

2
= — ||h2]| .
bl

Dot
2
IF2N < 3 ([R7]] + max(8, [2p + 4)) My + aM [|h(.) — ER(W)]]) -

Sur (%, oo) la fonction 72 est décroissante et un raisonnement analogue au cas p < —5 et le fait que

1 / - (t)dt < a?
a2gz(az) o T = (p + 5)2g2(PEF)

sur cet intervalle permettent de conclure.
O

3.3.5 Borne de la dérivée troisieme de la solution de I’équation de Stein pour la
loi GIG

Théoréme 3.3.7 (théoreme 2.1 Konzou et al. [36]). Soit h : (0,00) — R une fonction bornée, trois
fois dérivable telle que les dérivées !, h' et h(3) sont bornées. Notons g3 := gpi6,ab la densité de

la loi GIG(p+ 6,a,b). La dérivée troisieme f,(l3) de la solution fn, de l’équation de Stein (3.3.5) est

telle que
G3,G3) si p<-—T
9] < [EED o
max(G3,G3,G3) si p> -7

avec

_P+7+V(@+T7)?*+ab
3 — ’
a

G: = <Hh(3)H + 3 max (|p +3l,(4++\/(p+7)?2%+ ab)> M, + 3aM1> X

1 /as
—e——— gs (t) dt,
aggs (as3) Jo

2
Gg 5a + a\/(p+ 7)%? + ab o
o} (p+7+/(p+7)"+ab)

, 6a + a\/(p+ 7)%2 + ab
[|R"]] +
6p+42+ 6/ (p+T7)2+ab

+ azg, (|IR”|| + aM ||h(.) — ER(W)])) ,

I () —Eh(W)H)

G2 = Z (Hh<3>H + 3max (4, |p + 3]) M3 + 3aM; )
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G = (Hh(?’)H + 3 max <|p +3), 4+ /(p+7)2+ ab)) M, + 3aM1> X

a2

(p+7)gs (T) ,

M, My, My sont donnés par (3.3.14), (3.3.15), (3.3.18), W ~ GIG(p, a,b).

Preuve
Supposons p < —T7. f}(L?’) satisfait I’équation différentielle

w2f(4)(a:)+<l2) +@+7c— Zm2> O (x) = h® (2)—3(p+3—az) f"(x)+3af’(x), (3.3.21)

équation montrant que ff(LS) est la solution de 1’équation de Stein de la loi GIG(p + 6, a, b) dont le second
membre est hz(xz) = h®) (z) — 3(p + 3 — az) ' (x) + 3af’(x). Soit

s(x) = 22 et 13(x) = 12) + @+ — ga:Z.
Ona
(s(z)gs(z))" = 3(x)gs(z)
et

(3)
@) =z o s Oms(tat oo

= [ smso

avec gs la densité de la loi GIG(p + 6, a, b).

. . . 7++/(p+7)2+ab . .
Pour p < —7, 73 est décroissante sur (0, o0) d’unique racine g = pH7+ (ZJF Vtab g < agetsihg

est bornée, alors

3) (o L
£2@)] < Ihsl S(%)gg’(w)/0 g5 (t)dt.

Soit £(x) = s(:v);:,(ac) /Om gs(t)dt. £ est dérivable sur (0, co) et
, —(s(z)gs(x))" [*
@) = < arga(a))? / a(t)di + ﬁ
(s(z)gs(z))’ T3(t)
T G@m(@)? @ fy momas o5 (15 20 ve<e)
1
— _s(:c) + s(w) =0 ((s(a:)g3(:n)) = 13(x)g3(x) et hm s(t)gs(t) = 0)

Donc pour z < ag, £(x) < £(ag). D autre part,
Iha(@)] = [® (@) — 3(p + 3 — az) f7/(x) + 3af} ()]

< [R®|| + 3|p + 3 — az| || £/ + 3a | £

< ||n® +3max<|p—|—3|,4—|—\/(p—|—7)2+ab> N+ 3a | fr]] (0< @< as)
h3) +3max<|p—|-3|,4—|—\/(p—|—7)2+ab> M, + 3aM;
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Par conséquent, pourp < —7etx < g, ona

) (ol s (e 3l 7 ) s s

1 as
P /0 gs(t)dt.
Pourp < —T7etx > as, de’équation (3.3.19), on a
(3)( = ha(z) Tz(m)f (z)
s(z) s(z)
‘f(S)( )‘ ||h2|| + |T2(x) f7 ()|
- s(x) '
Pour p < —7etx > g, en se rappelant que o est décroissante et négative, donc telle que
() >1Vx<tona
Tz(m) X oo
fr(x) = s(zc)92(m)/ g2(t)ha(t)dt
et
—7'2(:1:) +oo
@@ = | 20 [ o
_7-2(33) +oo
< [[h2]| S(@)g2() /. gz2(t)dt
—7a(x) T o (t)
Sl b w0
= el [ oy ar
= ||hz]| .
Or
|ha(z)| = |h"(z) — 2(p + 2 — az) f;,(z) + afa(z)|
< |[[p”| +2[(p + 2 — az) £, (x)| + a || ful
et
-1 +oo
fr(x) = s(:l:)gq(a:)/w g1(t)hi(t)dt
donc
(042 e @) < Il “EEEZ9E g an < g P20
B s(x)gi(z) Ja - 71 ()
Soit
k() = p+2—ax p+2—aa:
b/2+ (p+3)x —ax?/2  Ti(x)

K est dérivable sur (ag, 00) et

ab+2(p+2)(p + 3) — 2a(p + 2)x + ax?
27 ()
_ab+(P+2+2(p+2)+ (P+2—az)®

27 ()

m'(:c) = —
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Ainsi, pourp < —3oup > —2,0onak’(x) < 0.Pour —3 < p < —2,sil —ab — (p+ 3)2 > 0, alors
la seule possible racine positive du trindme au numérateur de ' est

pP+2+/1—ab—(p+3)>

a

qui est inférieure a ag. Donc pour tout p € R, k est décroissante sur (ag, 00) et

5a + a+/(p+ 7)2 + ab
k(z) < k(ag) = = .
4p + 28 +4\/(p+ 7)%2 + ab
La fonction hq(z) = h/(x) — (p + 1 — ax) fr(x) est telle que
—(p+1—ax) [T
)l < W]+ |2 D [T gpas®((t) — EROW )
S(w)gp,a,b(a:) x
p+1—ax
< || + IIh(.) — En(w) EE2 92,
Tp,a,b(%)
: p+1—ax .
La fonction v : @ — —————— étant décroissante sur (g, 00), pour tout £ > ag, on a
Tp,a,b(T)
6a + a+/(p+7)2 + ab
v(z) <v(ag) = (P ) > .
6p+42+6./(p+7)2+ ab
Donc
5a + a+\/(p + 7)2 + ab
(p+2 - a2)ff(2)] < Ve LT ><
Ap+28+4./(p+ 7)2 + ab
6a +a\/(p+T7)2+ ab
) + VXD D )~ mnw))
6p+42+6./(p+ 7)%2+ ab
et
5a + a+/(p+ 7)2 + ab
2l < ||B”|| + allfnll + =
2p+ 14+ 2\/(p+T7)2+ ab
6a+a\/(p+T7)2+ ab
1n]] + —— |Ih(.) — ER(W)|
6p+42+4+6\/(p+T7)2+ adb
D’oupourp < —T7Tetx > cg,ona
5a + a+\/(p + 7)2 + ab
o = x
o3 (p+7+ V(p+ 72+ ab)
6a + a/(p+7)%2 + ab
)+ A I1() = ER(W))
6p+42+ 6./ (p+T7)2+ab
2
+ =5 (IR + aM ||A(.) — ER(W)])) -
3
Soitp > —7.
— Sur (0, pTH) , T3 est telle que ::(((t))) >1, VO<t< pT-I-7’ et puisque

Ihe(@)] < ||P®|| + 3lp + 3 — az| || £/ + 3a| 77|
< [n®]| + 3max (4,1 + 30) | £ + 3a | £

< Hh(3)H + 3max (4, |p + 3|) M2 + 3aM;,
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on a

(3) ! ’
@< Wl s | gateya

1 x
S lhall s [ st

L ksl
I~ 3
73(0)

= 2 lhal
_b 31 .

Hf,(f)H < l2) (Hh(S)H + 3max (4, |p + 3|) M2 + 3aM1> .

— Sur (%7, oo) , les arguments sont les mémes que dans les cas précédents.
O

3.3.6 Borne des dérivées successives d’ordre supérieur a 3 de la solution de I’équation
de Stein pour la loi GIG

Le résultat suivant permet de borner la dérivée d’ordre k, k > 4 par un calcul itératif. Il exprime notamment
une borne de ff(Lk) en fonction des bornes des dérivées inférieures.

Théoréme 3.3.8 (théoreme 2.2 Konzou et al. [36]). Soit k un entier supérieur ou égal a 1. Soit
h : (0,00) — R une fonction bornée, k fois différentiable telle que la j-iéme dérivée h() de h est
bornée pour tout entier j < k. Alors la dérivée d’ordre k de la solution fi de l’équation de Stein
(3.3.5) est telle que

Hff(,,k)H < M, = {max(G’f,G’zc), si p< —2k-—1 (3.3.23)

max(G%,G%,G%), si p>—2k—1

avec
: [T
G? = H x / gr(t)dt
! aZgr(ar) Jo ’

2
GE = = ||hg_
2 aa”’cl”a

(k —1) <k+2+\/(p+2k:+1)2+ab>
4p + 8k + 4+ 4\/(p + 2k +1)2 + ab

+a (3—|— (k _4)2(k+ 1)> Mi s,

a
k1]l < [RE=D]| + =y

Gk = Z (Hh(k)H +kmax(k+1,|p+k|) Mp_1+a (3 + (k= 3)2(k + 2)> Mk—2> ,

a2

Gk = H x

2k 1\’
(p+ 2k + 1)% gi <p+a+>
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H= Hh("’)H + kmax <|p—|—k|,k+ 14+ /(p+ 2k + 1)2—|—ab> My,

+a (3 G 3)2(k ks 2)> M2,

et

p+2k+1+/(p+2k+1)2+ab

a

o =

ot gr désigne la densité de la loi GIG(p + 2k, a,b) et la constante M; est telle que H'f}(‘Z)H < M;
pour tout ©t = 1,2,--+ , k.

Remarque 12. Débler et al. [19] ont développé une technique itérative assez générale pour borner
explicitement les dérivées successives de la solution de I’équation de Stein (3.1.2), mais nous n’avons
pas pu adapter cette technique & la solution de I’équation de Stein des lois GIG et de Kummer. En
effet, cette technique utilise 'opérateur T fr, = oj41fn + Bj+1f}, ot fr est la solution de 'équation
de Stein (3.1.2), ajy1 et Bj41 sont des coefficients constants (lemme 2.5 dans [19]). Dans le cas des
lois GIG et de Kummer, 341 n’est ni constant, ni borné.

Preuve[du théoréeme 3.3.8]
Supposons p < —2k — 1. La fonction f,(lk) satisfait I’équation différentielle

2? f D (2) 4 <Z +(p+1+2k)z — Z“"2> F® (@) = hi(2) (3.3.24)

avec

(k—=3)(k+2)
2

hi(z) = h®) (x) — k(p + k — ax) F* V() + (3 + > af®=2(x). (3.3.25)

De I’équation (3.3.24), on déduit que f,(Lk) résout 1’équation de Stein de la loi GIG(p + 2k, a, b) dont le

second membre est hg, donné par (3.3.25). Soit gk, la densité de probabilité de la loi
GIG(p + 2k, a,b). Alors

£ (@) = " ge()hi(t)dt

1
s(cc)gk(ic) /0 (3.3.26)

— +oo
=S(w)gi(x) / gr(t)hi(t)dt.

Pour p < —2k — 1, 73 est décroissante sur (0, co) d’unique racine a. Si x < oy et si hy est bornée, alors
des résultats précédents, on a

@] < Il 5 — kg( = [ oy,

hy est telle que

2
(k — 3)2(kf + 2)> Hf(k 2)H

@) = |h® @) — k(o + k = az) 1D (@) + (34 EZDEED ) oo g

ol A

< ’h(k)”+kmax(|p+k|ak+1+\/(p+2k—|-1)2+ab> Hf(k 1)”

ta <3+ (k —3)2(k+2)> Hf(k: 2)H.
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Par conséquent, pour p < —2k — 1 et x < ay, en définissant My, tel que Hf’(‘k)H < M Vk > 1,

[0 < b s [ aectyar

avec

H= Hh(k)H + kmax <|P+k|,k-|— 14 \/(P—I—Zk—l— 1)2—|—ab> My_1

(k—3)(k+2)
2

+ a (3 + > Mk,_z.
Pourp < —2K — 1letx > ag, en remplagant k par k — 1 dans ’équation (3.3.24) , on déduit

he1() T (@) (@)
s(x) s(x)

i (@) =

lhe_al  |R-1(@) fr (@)

s(x) s(z)

9@ <

Tk_l(t)
T ()

>1, Vz <t

Pour p < —2k — 1letx < oy, Tp—1 est décroissante et négative, donc telle que

On a

m /x+°° gk—1 (t)hk—1(t)dt‘

—Tre1(x +oo
) 9O

—T—1(x) T m_1(t)

s(x)gk—1(x) Jo  Tr-1(T)

= sl oo /gc+w<s<t)gk_1<t))'dt

o1 (2) £ ()] =

< llhg—all

< [l g1 (D)dt

= [|hg—all -

h-1(@)] < [BED| 4 (k= 1) |0+ k= 1 - az) f*D (@)

N <3+ (k —4)(k + 1)> aHf(k:—3)H.

2

—(p Z:-);:_; " [ 9k—2<t)hk—2(t)‘“'
B [

Pp+k—1—ax <0 V> o)
—(p+k—1—ax) [
(p ) / Ti—2(t)gr—2(t) (t)dt
3($)9k—27'k—2(m) x
—(p+k—1—ax)
3($)9k—27'k—2(m)
p+k—1—ax

0+ k=1 a) 42 @) =

< llhk—2|l

< llhk—2|l

T |7 gy a

= [[hs—2|l
Te—2(x)

Considérons
p+k—1—ax p+k—1—ax

Tk—2(z) N g + (p+ 2k —3)x — %a:f

p(x) =
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 est dérivable sur (o, 00) et
ab+2(p+k—1)(p+ 2k —3) —2a(p+k — 1)z + a?x?
277 5(x)

_ab—l—(10—|—I<:—1)2—|—2(p—|—k—1)(k—2)—l—(p—l—k—l—aa:)2
277 () .

¢ (x) =

Pourp < —2k+3oup > —k+1,¢'(z) < 0etp(x) < p(ag) pour tout & > a.
Pour —2k+3 < p < —k+1,si (k—2)2 — (p+ 2k — 3)% —ab > 0, alors I’'unique zéro positif possible
du trindme au numérateur de ¢’ est

p+k—1+./(k—2)2—(p+2k—3)2—ab
a

< ag.

Donc pour tout © > o, et pour tout p € R,

(k+2)a+a\/(p+ 2k +1)2 + ab
4p+ 8k +4+4/(p+2k+1)2 + ab

p(z) < plak) =

Par conséquent, pour x > o,

(k= 1) (k+2+ /(p+ 2k + 1) + ab) )

ta (3+ (k —4)2(k—|— 1)) Mi_s.

a
ksl < [RED]| +

Supposons p > —2k — 1.
— Sur (O, %) , Tk est telle que ) > vo<t< %, et du fait que

71 (0)
D)y

()] < |[h®] + klp + k — az| Hf,’f‘lH-ka<3

< ||p®]| + & max (1p + KLk + 1) | 757 +a (3 k= 3)2(k ha 2)> |52

< r® | + kmax (lp+ k|, k+1)Mg_1+a <3 + (k — 3)2(k + 2)> My,_o,
9 ! ’
@< Wl s [ gty
1 x
S et AR OL
1
= 77:7(0) [l el
2
= Sl

7] < 2 (@ + kmax (o + K1k 1) Mecs + a0 (3 EZ2ELD ) ).

— Sur (%’H‘l, oo), on raisonne de fagon analogue que dans les cas précédents.
O

Nous disons dans ce qui suit un mot sur les bornes des dérivées successives de la solution de I’équation de

Stein de la loi GIG au sens du théoreme 3.2.2. Bien que les bornes ne soient pas explicitement fournies, elles
sont optimales pour les fonctions tests lipschitziennes.
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3.3.7 Sur les bornes des dérivées successives de la solution de I’équation de Stein
pour la loi GIG au sens de Ddbler

Soit Fy, 4.5 la fonction de répartition de W ~ GIG(p, a, b). Définissons
Gp’aab(w) = ngp,a,b(x) + Tp,a’b(x)(l - Fp,a’b(x)), (3327)

Hp,a,b((w) = w2gp,aab(w) - Tp,a,b(w)F aa,b(w) (3328)

et

2 Kpi1(Vab)
Ap,a,b o= \/% Kp(\/@) . (3.3.29)

Des équations (3.2.25) et (3.2.26) du théoreme 3.2.2, si p < —1 (dans ce cas Tp,q,p est décroissante), alors

T oo
GCpan((@) / Fpas((£)dt + Hyap(z) / (1 — Fpap(t))dt
By b i= sup 0 v z < oo (3.3.30)
x>0 T gp,a,b((w)
et
T oo
GCpan((@) / Fpas(t)dt + Hpop((@) / (1= Fpap(t))dt
0 T

Chp,a,p := sup

3 < oo. (3.3.31)
x>0 x gp,a,b(w)

Un fait intéressant dans le théoreme 3.3.4 est que 1’on a pu déterminer explicitement un majorant de la
norme de la solution de I’équation de Stein en fonction de la fonction de Bessel modifiée de troisieéme espece.
Ce qui n’a pas été le cas pour les dérivées de cette solution. Nous avons tout de méme les bornes suivantes, qui
sont intéressantes par leur simplicité.

Théoréme 3.3.9 (théoreme 5.2 Konzou et al. [37]). Soit p € R, a > 0, b > 0. Soit fn, la solution
de léquation de Stein de la loi GIG définie par (3.3.6).

1. Supposons p < —1. Si h est une fonction dérivable de dérivée bornée, alors

"f’/l(x)‘ S Bp,a,b

P> |z fr(@)] < Cpap

[R]] -

2. Supposons p < —3. si h est une fonction deuz fois dérivables, de dérivée premiére et seconde
bornées, alors

’f},;(w)l S Bp+2’a’b |:Hh”H + (Apaa’b + (p + 1)B »a,b + an’aab) Hh,‘H ’

[ f4 (@)| < Cpiaan [[|7]| + (Apas + (P+ 1) Bpas + aCpas) [|F]]] -

3. Soit k > 1. Supposons p < —2k + 1. Si h est k fois dérivable avec R bornée pour

3=1,...,k, alors

)fr(lk)(w)‘ < Bpi2k—2,a,b ‘h‘;c—IH
et

‘wf;(lk)(w)‘ < Cpiak—2,ab ‘h;c—lu
ot

he—1(z) = R D(z) — (k—1)(p+ k — 1 — az)f* 2 (z)+

<3 G 4)2(k + 1)) a9 (@),
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Preuve

Pour p < —1, la fonction 7, 4,5 est décroissante et I’on obtient la premiére assertion par le théoreme 3.2.2.
La dérivée f] de fp satisfait I’équation différentielle

a? f" (x) + < +(p+3)x — *117 > f'(x) =h'(z) — (p+ 1 — ax) f(x). (3.3.32)

Soit hi(x) = h'(z) — (p + 1 — ax) fn(x). Alors, I’équation (3.3.32) montre que f; résout I’équation
différentielle

x2f' (x) + < +(p+3)x — —a: > f(z) = hi(x) (3.3.33)
qui est I’équation de Stein de la loi GIG(p + 2, a, b). Puisque p < 3,onap + 2 < —1 et par I’assertion 1,

|7/ ()| < B fr(x)] < Cpyaa,

On a
Wy (z)| = |h"(z) — (p+ 1 — az) f1,(x) + afn(@)]
<|n"[] = e+ 1) [[fo]| + @ |z fr ()] + all fall
2_Kpn(vab)
Vab Kp(v/ab)

- (p + 1)Bp,a,,b + an,a,b) Hh,H 9

< |[|n"] = ( + 1) Bp,ap [F]| + aCp,a,

— Hh//H+ 2\/EKP+1(\/%)
VK, (v/ab)

W) +a

ce qui prouve I’assertion 2.

Par récurrence, la fonction f,(lk_l) vérifie I’équation différentielle

22 F®) () + (Z +(p—1+2k)z — §”2> FE (@) = hi () (3.3.34)

avec

B () = h®D (@) — (k — 1)(p+k—1—az) F&) () + (3 g Bk 1)) af =) ().

2
(3.3.35)
L’équation (3.3.34) prouve que f,(lk) est la solution de I’équation de Stein de la loi GIG(p + 2(k — 1), a, b)
dont le second membre est hy, donné par (3.3.35). Pourp < —2k 4 1,0na (p + 2(k — 1) < —1 et toutes
les hypotheses des théoremes 3.2.1 et 3.2.2 sont satisfaites. Ainsi,

‘f;(lk) () ’ < Bpia(k—1),a.b

’h;c—lH et ‘x ’Ek)(w)‘ < Cp+2(k—1),a,b ‘h’;c—IH .

De plus,

By (@) < [p® (@) = (k= 1)(p+ k — 1 = a2) fED (@) + (k — Daft (@)

N '<3 L G- 4)2(I<: + 1)) 2D (2)

< [1®] = = D+ k= D& + k= eI @)
n <3 L k= d(k+ 1)> aHf(k—2)H.

2

Par un calcul de proche en proche, h’;c—l est bornée. D’ou I’assertion 3.

O

Nous établissons dans la section suivante des résultats similaires a ceux de la section précédente pour la loi
de Kummer.
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3.4 Caractérisation de Stein pour la loi de Kummer

Nous établissons dans cette section des résultats similaires a ceux obtenus dans la section précédente pour
la loi de Kummer. Nous commencons par caractériser cette derniere loi a la Stein, ensuite nous déterminons
des bornes de la solution de I’équation de Stein de la loi de Kummer ainsi que de ses dérivées successives.
Rappelons que poura > 0,b € R, ¢ > 0, la loi de Kummer K (a, b, ¢) a pour densité

1
I'(a)y(a,a — b+ 15¢)

ol v est la fonction hypergéométrique confluente de deuxieme espece donnée par (2.3.2).
Soit

Kab,e(®) = 2 N1+ 2) 7 e, (z > 0)

s(x)=2z(14+=x) et 7T(x)=1Q-b)x —cx(l+x)+ a. (3.4.1)
Alors
(S(x)ka’byc(m)), = T($)ka,b’c(w).
Nous pouvons donc appliquer le théoreme 3.1.1 pour obtenir la caractérisation suivante de la loi de Kummer :

Théoréme 3.4.1. Une variable aléatoire X suit la loi K(a,b,c) si et seulement si, pour toute
fonction différentiable f telle que ’espérance suivante existe, on ait

E [X(X +1D)(f(X)+(1=-b)X —cX(1+ X) +a) f(X)} = 0.
L’équation différentielle correspondante est alors
z(x + 1) f'(z) + [(1 — b)x — cx(1 + z) + a] f(z) = h(z) — ER(W) (3.4.2)

ou W ~ K(a,b, c) et h une fonction réelle bornée.

Ona
1

I'(a)y(a,a — b+ 15¢)

et on voit bien que wll}ngo s(x)kap,c(x) = 9131_1% s(x)kap,c(x) = 0.

S(m)ka,b,c(w) = aza(l + m)l—a—be—cw, x>0

3.4.1 Borne de la solution de I’équation de Stein de la loi de Kummer
Théoréme 3.4.2 (théoremes 4.2 et 4.4 Konzou et al. [35]). L’unique solution bornée de l’équation
de Stein (3.4.2) de la loi de Kummer est

fn(x) = a,b,e(t) [R(t) — ER(W)] dt

1 xTr
s(x)ka,p,c(x) /0 &

1 +o0 (3.4.3)
= — k t) [h(t) — ER(W)]|dt
S(m)ka,b,c(m) /m a,b,c( )[ ( ) ( )]
avec W une variable aléatoire de loi K(a,b,c).
Si h est une fonction continue et bornée, alors fpn, définie par (3.4.3) est l'unique solution bornée de
(3.4.2) et
[[full < K [|R(.) — ER(W)]|

avec
< 1 /a k (t)dt ! /+oo k (t)dt) 11 < b+
max | ———— ,b,c S~ sbye » ST 1 = c
K _ S(a)kawb,c(a) 0 “ S(a)ka7bvc(a) « *
= 2
1 c .
max | = st11—b—c>0
@’ (1 - b)(]‘ —b- c)kaabac(l_g_c) ’
(3.4.4)
et
1—-b-— 1—-b—¢c)2+14
o= ¢+ VI ©) + dac (3.4.5)

2c
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Remarque 13. Pour 1 — b — ¢ < 0, en majorant les intégrales dans ’expression de K par 1, on a
1
<
a(a + 1)kayb,c(a)

2c?
(2ac + (1 -0b) (1 —b—c++/(1-b—0c)2+ 4ac>> kab,c <1_b_c+ Y (;c_b_c)2+4ac>
Preuve[du théoréme 3.4.2]

La proposition 3.1.2 permet d’obtenir la solution (3.4.3) de 1’équation (3.4.2). Les propositions 3.1.6 et
3.1.7 permettent d’obtenir une borne de fr, pour1 —b — ¢ < 0etl1l — b — ¢ > 0 respectivement.

O

Tout comme dans le cas de la loi gaussienne inverse généralisée, les hypotheses du Théoreme 3.2.1 sont
vérifiées avec
s(x) =xz(x+1), 7(x) =1 —-b)x —cx(l1+x)+a, g=~Eqpe-

De ce fait, en rappelant que si W ~ K (a, b, ¢) alors
P(a+1,2 — bsc)
¢(a7 1-— b; C)
nous avons la borne suivante de la solution ff, de I’équation de Stein de la loi de Kummer

Théoréme 3.4.3 (théoreme 5.3 Konzou et al. [37]). Soit fr la solution de I’équation de Stein de la
loi de Kummer définie par (3.4.3). Pour toute fonction test h, lipschitzienne,

P(a+ 1,2 —bsc)
¢(a, 1- b; C)
Comme remarqué dans le cas de la loi GIG, le fait 7(E(W)) > 0 implique E(W) < 3, ou
1—-b—c+ \/(l—b—c)2+4ac
2c

est I'unique zéro de 7 sur (0, 00). Ce qui permet d’avoir la propriété suivante de la fonction hypergéométrique
confluente de deuxiéme espece

E(W) =a , (3.4.6)

£l < 1. (3.47)

16:

Propriété 8 (remarque 5.2 Konzou et al. [37]). Soit @ > 0, b € R, ¢ > 0. La fonction hy-
pergéométrique confluente de deuxiéme espéce v définie par (2.3.2) vérifie

P(a+ 1,2 —b;c)
2ac b(a1—bio) <l—-b—-—c+ \/(1 —b—c)? 4+ 4ac. (3.4.8)

Du lemme 3.2.1,0ona:

E(r(W))=0 (3.4.9)
En considérant I’expression de IE(W) donnée par (3.4.6) et celle de E(W?2) donnée par

P(a+2,3—0b;c¢)

E(W2) = a(a + 1) ¢(a 1 b C)

b

on obtient
YP(a+2,3—0b;¢)
’l/J(CL, 1-— b; C)

Et I’on obtient la relation de récurrence suivante vérifiée par 1p.

YP(a+ 1,2 —bsc)

=0
(el —te) ¢

—ac(a +1) +(1—-b—-c)a

Propriété 9. Soit a > 0, b € R, ¢ > 0. La fonction hypergéométrique confluente de deuxiéme
espéce @ définie par (2.3.2) vérifie

Ma+%b+%d=cwllﬂw—@¢m+Lb+h@+¢MJw»- (3.4.10)
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3.4.2 Borne de la dérivée premiere de la solution de 1I’équation de Stein de la loi
de Kummer

Théoréme 3.4.4 (théoreme 4.5 Konzou et al. [35]). Soit h une fonction continue, bornée et dérivable
telle que la dérivée h' de h est bornée. Considérons la solution fr, de ’équation de Stein (3.4.2) associée
a la loi de Kummer de parameétres a, b, c.

3—b—c++/(B8—-b—0c)2+4c(a+1)

Soit oy = 5 . Alors
C
[fall < K1 = max (K3, K), si3—b-c<0 (3.4.11)
A=) max (KL, KL, KY), si 3—b—c>0 -
avec 1
Kll = m (Hh'H + max(2,|1 —b—c|)K ||h(.) — Eh(W)H) ,

K} = (Hh’H + 24/ —b—0)? + 4ab)K ||a(.) — Eh(W)||> X
1
a1(1 4 ar)kat1,p—2,c(01)

a1
/ ka+1,b—2,c(t)dt,
0

2
K3 = (1t o) |h(.) — ER(W)]|,

K! = (Hh’H +(2+ \/(3 —b—¢)?+4c(a + 1)K ||h(.) — Eh(W)||> x

62

(83— b)(3 — b= )kat1,6-2,(32°)

K est donné par (3.4.4), W ~ K(a+ 1,b — 2,¢).

Preuve
Supposons 3 — b — ¢ < 0. f] vérifie I’équation différentielle

z(1+z)f"(2)+((3 —b)x —czx(1 +x) +a+ 1) f'(z) = K (z)—(1—b—c—2czx) f(x). (3.4.12)

Considérons hy(x) = h/(z) — (1 — b — ¢ — 2cx) frn(x). f], résout I’équation (3.4.12) qui est I’équation
de Stein de laloi K (a+ 1,b— 2, ¢), le second membre étant h1(x) = h’/(z) — (1 — b — c— 2¢cx) fr(x).
Soit
s(x)=x(14+z) et T(x) =B —-b)x —cx(l+x)+a+1, (3.4.13)
on a
(s(x)k1(x)) = Ti(x)ka(x)

ol k1 := kq+1,b—2,c est ladensité de laloi K(a + 1,b — 2,c¢). Pour 3 — b — ¢ < 0, 7 est décroissante
sur (0, 0o) et admet une seule racine

_3—b—c—|—\/(3—b—c)2—+—4ab
o 2c )

(851

Six < ayq, etsi hq est bornée alors la solution f de I’équation (3.4.12) est telle que

1720 < libal M/O ey (1) dt

1 €T
< ||hal| ki(t)dt (x — / k1(t)dt est croissante sur (0, x1)).
s(z)k1(x) Jo

1 o
s(al)kl(al) /()

74



Or
|h1(z)] = |h/(x) — (1 — b — ¢ — 2cx) f(x)|
< ||A']| + 11 — b — ¢ — 2cx| || fall
=|h||+(-14+b+c+2cx)||fall (1—b—c—2cx <0)
< W[+ (=1 + b+ c+ 2car) || frll (z < oa)
= W[+ 2+ /(8 — b — )2 + dc(a + 1)) || full

< 0] + 2+ /(8 — b — ) + de(a + 1)K [|h(.) — ER(W)]

Par conséquent, pour3 — b —c < Oetx < aj,

£ < <Hh’H +(2+ \/(3 —b——c)2+4c(a+ 1)K ||h(.) — Eh(W)||> X

1 o
RERTE /O ey (£)dt.

Si3—b—c< 0etsiz > ay, 7 (donné par (3.4.1)) est décroissante et négative. De 1’équation (3.4.2),

h(z) —ER(W)  7(z)fn(x)

Tn(x) = s(z) - s(z)
(@) < |h(.) — ER(W)]| N |7 () fr(z)|
s(x) s(x)
r@ @) = | [ koo - s
— —7(®) e T négativ
< ||h(.) — ER(W)|| s@k@) /o k(t)dt (7 estnégative)
< |h(.) — ER(W)] S(;;;“(’;) ((t))k(t)dt ( (( )) > 1 Ve < t)
= ||h(.) — ER(W)]| .
D’ou
|fr(2)] < ﬁ |h(.) — ER(W)]| .
Sur (g, +00) < 2 _ 2 et
b “s(x) ~ s(aq) o a1 (14 o)
[£all < Ih(.) — ER(W)]| -

(1+ 1)

Supposons 3 —b—c >0
— Sur (0, 3_2bc_c> , puisque

[|ha]] < ||| + 11 — b — ¢ — 2cz| || fal]
< ||| + max(2, |1 — b — c|) || fll
< ||p’|| + max(2,|1 — b — ¢|)K ||h(.) — ER(W)]]
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et que () >1, Vo<t< 3_271’;':,0na

T1(0)
’ 1 *
ful Sl [ ke
< Wl ey ) R
1 xr
< [|h1 / T1(t)k1(t)dt
Il s siavine) fo HOR®
il
= ——= |l
71(0)
= il
T a +1 H-
D’ou
HﬁHSa+1OWW+HM#%1—b—dKﬂMJ—EMWND-
— Sur <3_2bc_c, oo), on utilise les mémes arguments que dans le cas 3 — b — ¢ < 0 et le fait que sur ce
dernier intervalle,
1 c2

a1
kat1,p—2,c(t)dt < “h—cy "
/0 “ ¢ (3= b)(3 — b — )kat1,p-2,(372=%)

c

a1(1 4+ aa)kat1,6—2,c(01)
O

3.4.3 Borne de la dérivée seconde de la solution de ’équation de Stein de la loi
de Kummer

Théoréme 3.4.5 (théoreme 4.6 Konzou et al. [35]). Soit h une fonction bornée, deux fois dérivable
telle que h' et h" sont bornées. Soit

_5—-b-—c+ V(5 —b—c)2+ 4c(a + 2)

N 2c |

La dérivée seconde f}! de la solution f de l’équation (3.4.2) est telle que

a2

7| < K = max (K2,K2), si 5—b—c<0
pi= max(Kf,Kg,Kj), si 5—b—c>0
avec 1
K} = iz (|n"|| + max(6, |4 — 2b — 2¢|) K1 + 2¢K ||h(.) — ER(W)]),
a

K2 = (Hh”H + (6 + 2\/(5 —b—1c)2+4c(a+2))Ky1 + 2¢K ||h(.) — Eh(W)||> X
1
az(az + 1)kat2,6—a,c(02)

a2
/ ka+2,b—4,c(t)dta
0

s_ 2 1w+ 4c + c\/(5 — b —c)? + 4c(a + 2)
2 0o2(1+ an) 10 — 2b+2/(5 — b — )2 + 4c(a + 2)

Ih() - Eh(W)H) ;

K2 = (Hh”H + (6 + 2\/(5 —b—2c)2+4c(a+2))K1 + 2¢K ||h(.) — Eh(W)||) X

CZ

9
(5= 6)(5 = b — karapae (=2=°)

K est donné par (3.4.4) et Ky par (3.4.11). W ~ K(a,b,c).
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Preuve
Cas5 —b—c<O0:
1/ vérifie I’équation différentielle

(14 2)f® @)+ (a+2+ (56— bz — cx(l +z)) f'(x) = ha(x) (3.4.14)

avec ha(x) = h"(xz) — 2(2 — b — ¢ — 2¢cx) f'(x) + 2cf(x). Cest I’équation de Stein pour la loi
K(a+ 2,b — 4, c) avec f remplacée par f”’ et dont le second membre est h.
Soit
s(x)=z(14+=x) et m(x)=a+24+(5—b)x — cx(1l + x), (3.4.15)
Ona
(s(x)k2(x)) = T2(x)k2()
ou kg := kqy2,b—4,c désigne la densité de laloi K(a + 2,b — 4, ¢).

Pour 5 — b — ¢ < 0, T2 est décroissante sur (0, 00) et a pour seule racine

5—b—c++/(5—b—c)2+4c(a+ 2)
2c |
Six < ag etsi hy est bornée, alors la solution f;/ de I’équation (3.4.14) est telle que

I <1 2||(a)k(a)/a2 ko (t)dt.

|h2(z)| = |h"(z) — 2(2 — b — c — 2¢cx) fy, (%) + 2cfn(T)|
< ||P7] + 212 = b — e — 2ea| || f]| + 2¢ | fnll
= ||h"|| +2(=24+ b+ c+ 2cx) ||f1| + 2¢||full (2—b—c<0)
< [[B"|| + 2(=2 + b+ c + 2caz) || fr,|| + 2¢ || full  (z < a2)
= ||n"”|| + (6 + 2\/(5 —b—c)? +4c(a+2)) ||f1] + 2| fall
< [[n"|| + (6 + 2\/(5 —b—c)?2+4c(a+ 2))K; + 2¢K ||h(.) — ER(W)]|

Ainsi,pour 5 —b —c < Oetx < ag,0na

g =

On a

Iz < (Hh”H +(6+2,/(5—b— )2 + de(a + 2) Ky + 2¢K [|h(.) - Eh(W>||)

—s(aQ)kz(az) /0 ka(t)dt.

Si5 —b—c< O0etx > ag, 71 (définie par (3.4.13)) est négative et décroissante. L’équation (3.4.12)
donne

h@) @) f@)

n () =

s(x) s(w,)
i) < ) )
(@) £, ()] = (m;;(“z’) +ook:1(t)h1(t)dt‘
< [lhal| S(m);(l(:)c) :oo ki(t)dt (1 estnégative)
< ||ha| % :OO :;((;))kl(t)dt <:11((;) >1 Ve < t)

= ||hall -
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|h1] = |W'(z) — (1 — b — ¢ — 2cx) fr(x)|
< W]+ 1(1 = b = ¢ — 2¢2) fu (@)
(1—-—b—c—2cx) [T
s(x)ka,p,c(x) z
—(1—b—c—2cx) [T

=||r| + |- Kapc(t) [R(t) — ER(W)] dt'

< [[W|| + ||h(.) — ER(W)| T(t)ka,p,c(t)dt
]+ a) N @s @@ L T
1—b—c—2cx
= [0l + Ir(.) — ER(W)]|
7(z)
Considérons la fonction
B(x) 1—b—c—2cx 1—b—c—2cx
x) = = .
T(x) a+(1—-b—c)x — cx?
(3 est dérivable sur (a2, 00) et
2ac+ (1 —b—c — cx)? + c2x2
ﬁ'(iﬂ) — _ ( ) < 0.

T3(x)

Par conséquent, pour tout x > s,

4c+c\/(5 — b —c)2 + 4c(a + 2)

B(z) < B(az) = 10 —2b+2/(5—b— )2 + 4c(a + 2)

Doncpour5 —b—c < 0Oetx > s,

2 W) + 4c+ ¢ /(5 — b —c)? + 4c(a + 2)
az(1 + as) 10 — 2b+ 2./(5 — b — ¢)2 + 4c(a + 2)

[F= Ih(.) — Eh(W)n) .

Casb5—b—c>0:
— Sur (5_2bc_c, oo), on argumente de la méme maniere que précédemment. De plus sur cet intervalle,

1 R c?
ko (t)dt < —.
(5= B)(5 — b — katzo-a,. (22=)

s(az)kz(a2) Ja,

— Sur (0, 5_2bc_c) , puisque

|lR2]] < [[R7]| +2]2 — b — ¢ — 2cx| || £ || + 2¢ ]| fall
< ||n"|| 4 max(6, |4 — 2b — 2¢|) || 4| + 2¢ | fnll
< [|p”|| + max(6, |4 — 2b — 2¢|) K1 + 2¢K ||h(.) — ER(W)]|

et que 7o vérifie :22((3)) >1, V0<t< 5_271’0_‘:, ona

" 1 *
Ifn | < llhz]| s(m)kz(ac)/o k2 (t)dt

< |2l

1 x
72(0)s(z)k2(x) /0 T2(t)k2(t)dt

1
oy |hall

'T2(0)
L kel
_a+2 20l -

Par conséquent,

1
| < e (||[»"]| + max(6, |4 — 2b — 2¢|) K7 + 2¢K ||h(.) — ER(W)]|).
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3.4.4 Borne de la dérivée troisieme de la solution de I’équation de Stein pour la
loi de Kummer

Théoréme 3.4.6 (théoreme 3.2 Konzou et al. [36]). Soit h : (0,00) — R une fonction bornée, trois

7—b—c—|—\/(7—b—c)2—|—4c(a—{—3).

fois dérivable telle que h', h" et h(®) sont bornées. Soit g =

2c
Notons ks la densité de la loi K(a + 3,b — 6,¢). La dérivée troisiéme f,(l3) de la solution fn de
Uéquation (3.4.2) est telle que

(3.4.16)

3 max(K3,K3), si 7T—b—¢c<0
7] < 0= it ey, o
max(K3, K7, K3), si T—b—c>0

avec

K3 = (Hh(?’)H + 3 max <|3 —b—rcl,4+ \/(7— b—c)? —|—4c(a+3)> K> —|—6cK1> X

[Tk
—_— ks(t)dt
a§k3(0£3) 0 ’

10c + 2¢/(7T — b —¢)2 + 4c(a + 3)
as(1+ as) (7— b+ /(7T—b—c)2 +4c(a+3))

Hh’H + 6c+cy/(7T—b—c)2+4(a+3)
21 —3b+3,/(T—b—c)2+4(a+3)

Ih(-) = Eh(W)H)

A TE (||| + 2¢K ||h(.) — ER(W)]]),

1
3 _
K; = ——

13 (Hh(3)H + 3max (4,3 —b—c|) Ks + 6cK1) ,

KZ’ = (Hh(?’)H + 3 max <|3 —b—c,4+ \/(7 —b—0¢)?+ 4c(a+ 3)> Ky + 6cK1> X
4c?

(T—b—10c)(7T—b+ c)ks <7_2bc_c>

K, K; et Ko sont donné respectivement par (3.4.4), (3.4.11) et (3.4.5), W ~ K(a,b,c).
Preuve
Supposons 7 — b — ¢ < 0. f}(LS) satisfait I’équation différentielle

z(z+ 1)@ (@) + [(T—b)xz — cx(1 +z) + a + 3] f®) (x) = hs(x) (3.4.17)

avec
hs(x) = h® (z) — 3(3 — b — ¢ — 2¢cx) ' (x) + 6¢f'(x).

SiU ~ K(a + 3,b— 6, c), la caractérisation de Stein de la loi K (a + 3,b — 6, ¢) permet d’avoir
0=FE|UU+1)fOW)+[(T—b)U —cUQ +U) + a + 3] f<3>(U)] = Ehs(U).

L’équation (3.4.17) montre alors que f,(l?’) est la solution de I’équation de Stein de la loi
K(a + 3,b — 6, c) dont le second membre est hg. Soit

s(z) =xz(1+=x) et r3(x) =(7T—b)x —cx(1+x) +a+ 3.
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En notant kg la densité de la loi K(a + 3,b — 6,¢),ona
(s(z)ks(x))” = T3(x)ks(x)

et
B gy =L / " ks(6)ha(t)dt
s(@)ks(z) Jo 3.4.18
-1 +o0 (3.4.18)
= ks(t)hs(t)dt.
s(w)kg(ac)/w 3(B)ha(t)
Pour 7 — b — ¢ < 0, 73 est décroissante sur (0, co) et admet pour seule racine
a3 = 7_b_c+‘/(7_2bc_c)2+4c(a+3). Siz < ag etsi hg est bornée, alors
1 3
f(3)$§h / gs(t)dt.
@] <ol s | as®
|hg(@)] = |B® (@) — 3(3 — b — c — 2c2) f7/(2) + 6eff (@)
< [ + 813 — b — ¢ — 2cal | 7] + 6.5
< [0+ 3max (13— b~ el 4+ /(7 — b — 7 +ac(a+ ) 5] + 6e 5]
< ||h®|| + 83 max <|3—b—c|,4+\/(7—b—6)2+40(a+3)> K> + 6¢K;.

Par conséquent, pour 7 — b —c < Oetx < ag,

Hf’(‘S)H < (Hh(S)H + 3 max <|3 —b—cl,4+ \/(7 —b—1¢)?+4c(a + 3)) K; + 6CK1> X

1 as
—_— ks(t)dt.
a§k3(a3) /0 3( )

Pour 7 — b — ¢ < Oetx > ag, de I’équation différentielle suivante vérifiée par f7’, ona:

s(@)f (@) + m2(2) () = ha(z) = B (2) — 2(2 — b — ¢ — 2cz) f'(2) + 2¢f (2)

(3)( )= hao(z)  m2(x)ff) ()
s(x) s(x)
|| 2|| m2(z) fy (x)
‘f(3)( )‘ < + ‘ ‘
s(z)
Pour7—b—c<0etx > a3z, 2:x—a+ 2 —|— (5 — b)x — cx(1 + x) est décroissante et négative,

T2(t)

donc telle que ) >1, Vr <t.Ona

T2\

-1 +oo
fr(x) = ()2 (w)/ k2 (t)ha(t)dt

” 7-2(3:) Foo
|T2(x) f}, (z)| = (w)kz(ac) ka(t)ha(t)dt
+o0
< |[hz]| s(a:)zk(z(a)v) ko(t)dt
< gl 20 [T O e

s@hka(@) fo  Ta(2)
_ +oo

= lhall s [ (s(hato)at

= lall.
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|ha ()] = |B"(z) — 2(2 — b — ¢ — 2ca) f}(x) + 2¢fn(=))
< Hh"H 42 ‘(2 —b—c— 2cm)f}'b(:c)‘ + 2¢ || frll »
@ = s [ kmoa

(2—b—c—2cx) b—c—2cx

— +o0 2 —
(2 = b — ¢ — 2c0) f},(@)| < I [ mdt < im]

s(x)ky (x) 71(x)
Soit ()_2—b—c—2cm_ 2—b—c—2cx ¢ dérivabl ( ) et
oit p(x) = @) _a—|—1—|—(3—b)a:—c:c(1—|—:1:)'pes érivable sur (az, 00) €
, 2c(a+1)+(2-b—¢c)(83—b—=c) —2¢(2 —b—c)x + 2c%x?
p(m):_ 2
i ()
2c(a+1)+(2—-b—c)+(2-b—c)2+(2—-b—c—cz)? + 22
—_ — 2 .
i ()

Ainsi,pour3 —b—c<0ou2—-b—c>0,p'(z) <O0.

Pour2 < b+c¢ < 3,si1 —4c(a+ 1) — (3 — b — c)? > 0, alors la seule possible racine positive
2—b—c++/1—4c(a+1)—(3—b—c)?
2c

, qui est inférieure a

du trindbme au numérateur de p’ est

ag. Donc, p est décroissante sur (g, 00) et

5¢+ c\/(7T— b —c)2 + 4c(a + 3)
14 — 2b+2\/(7T— b —¢)2 + 4c(a + 3)

p(r) < p(az) =

La fonction hq(x) = h'(x) — (1 — b — ¢ — 2¢cx) fr(x) est telle que
(1—-—b—c—2cx) [+
S(w)kaab’c(a:) x
1—-b—c—2cx
< W[ + Ih(.) — ER(W)]|

lha(2)] < ||R]| + | — Kap,c(t)(h(t) — ER(W))dt

()
. 1—-b—c—2cx 1—-b—c—2cx ctant décroissant ( ) tout
4 = ctant decroissante sur (g, OO ), pour tou
© (x) (1-bz—ce(ltz)+a 8,90) P
r > a3
6c + c\/(7T—b—c)? + 4c(a + 3)
o(x) < o(as3) = v :
21 —3b+3,/(7T—b—c)2 + 4c(a + 3)
Donc

5¢+ c\/(7T— b —c)2 + 4c(a + 3) o
14 — 2b+2./(7T— b —c)2 + 4c(a + 3)

, 6¢c + c\/(7T—b—c)2 + 4c(a + 3)
(1o 2T ISy — e

‘(2 —b—c— 2cm)f}'b(:c)‘ <

5¢+ ¢/ (7T—b—c)2 +4c(a + 3)

7T—b+/(7T—b—c)?+4c(a + 3)

(Hh,H n 6c+c\/(T—b—c)? +4c(a + 3)
21 —3b+3,/(7T—b—c)2+ 4c(a + 3)

lhall < ||| + 2¢ || full +

Ih(-) = Il“ih(W)H) :
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Doupour7—b—c<O0ectx > ag

H (S)H < (|n”|| + 2¢K ||h(.) — ER(W)]|)

(1+a>

10c + 2¢\/(7 — b — ¢)2 + 4c(a + 3)
as(1+ as) (7— b+ /(7T—b—c)? +4c(a+3))

(1 4 gy e T P IC D)y — zmwn).
Supposons maintenant 7 — b — ¢ > 0.
— Sur (0, 7—2”;0) , 75 est telle que 28 > 170 < ¢ < T=E=< et puisque
Iha(@)] < [|R®|| + 313 — b — ¢ — 2cal | £7]| + 6¢| 77|
Hh<3>H + 3max (4,]3 — b— c|) ||£/| + 6¢]|£]|

< Hh(3)H 4+ 3max (4,3 —b—c|) K2 + 6¢cK;7,
73 (@) < ||h l/wk t)dt
0@ < sl s [k

1 xr
S T AROLICE

on a

Hf(3)H < )h(3)H + 3 max (4,|3—b—c|)K2—|—6cK1>.

a+3<‘

— Sur (7_271’0_0, oo), les arguments sont les mémes que dans les cas précédents.

O

3.4.5 Borne de la dérivée d’ordre k de la solution de I’équation de Stein Kummer

Nous proposons ici une borne de la dérivée d’ordre k, k > 4 de la solution de 1’équation de Stein pour
la loi de Kummer qu’on peut obtenir par un calcul de proche en proche. Cette borne dépend des bornes de des
dérivées d’ordre inférieur.

Dans la suite de cette section, on définit

2k+1—0b— 2k+1—-b—0c)2+4 k
o = + C—I—\/( —2|_ C) + C(a+ ), VkZ]_;
C

() = 2k+1—-—b)x —cx(l1+x)+a+k, Vk>1;
hi(z) = h®)(2) — k(k —b— ¢ — 2cx) f*E DV (2) + k(k — DefE D (x) VE>1

et, pour éviter de confusion, on note par di, := dq+k,b—2k,c la densité de laloi K(a + k,b — 2k,c).Ona:

(s(z)di(x)) = T(x)dr(x) et il_r&) s(x)di(x) = wll)rglo s(x)dr(x) =0, Vk > 1. (3.4.19)

On a le résultat suivant :
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Théoréme 3.4.7 (théoreme 3.3 Konzou et al. [36]). Soient k > 1,k € N et h : (0,00) — R une
fonction bornée, k fois différentiable telle que h(®) est bornée pour tout entier i < k. Alors la k-iéme
dérivée f}(Lk) de la solution fp, de l’équation de Stein (3.4.2) est telle que

max(KFk, Kk si 2k4+1—-b—¢c<0
|72 < Ko = (KT, Kp), st 2K = (3.4.20)
max(K5, K¥,K¥), si 2k+1—b—c>0
avec
k ! ()
Kk =T x / di(t)dt
1 ar(1 4+ ak)de(ar) Jo ’
ou

T = Hh(’“)H + kmax <|k—b—c|,kz—|—1—|—\/(2k+1—b—c)2+4c(a+k)> K1
+ k(k — 1)cKp_2,
K} =

— ||hg—

e(k —1) (kz—i—2+\/(2k:—|—1—b—c)2—|—4c(a—|—k:)>
4k +2 —2b+2,/(2k+1—b —¢)2 + 4c(a + k)
+ (k —1)(k — 2)cKg—_3,

[l hk—2l

lhk—1] < Hh(k_l)H +

Kk = (Hh(’“)H +kmax(k+1,|k—b—c|) Ke1 + k(k — 1)cKp_ 2)

4c?

Ky =T x

kF1—b—c\’
(2k:+1—b—c)(2k:—|—1—b—|—c)dk< + c)

2c
la constante Kj est telle que Hf}(‘J)H < Kj pour tout entier 3 > 1.

Preuve
Supposons 2k + 1 — b — ¢ < 0. La fonction ff(bk) satisfait I’équation différentielle suivante :

(14 2)fCV (@) + [(2k+1 - bz — ce(1 + z) + a + k] fF) (x) = hy(x) (3.4.21)
avec
hi(x) = h® () — k(k — b — ¢ — 2¢cx) f* D (x) + k(k — 1)cf* 2 (). (3.4.22)

L’équation (3.4.21) montre que f,(lk) est solution de I’équation de Stein de la loi K (a + k, b — 2k, c) dont le
second membre hy est donné par (3.4.22). Soit dy, la densité de la loi K (a + k,b — 2k, ¢). Alors

9 (@) -t dy(t)hy(t)dt
' stw)di(x) /0 (3.4.23)

_ +oo
:S(w)di(w) / i, () b (2) .

Pour 2k + 1 — b — ¢ < 0, 7 est décroissante sur (0, co) et a pour unique z€ro k. Si x < oy, et si by est
bornée, alors

A0 @] <l s [ duteyar.
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hy est telle que

[ha(@)] = PO (@) = k(k — b — ¢ — 2c2) f*D (@) + k(k — 1)ef* (@)

< 9] et 70 s e 57

< Hh(k)H + k max <|k—b— cl,k+1+ \/(2k+ 1—b—c)? +4c(a+k)> Hf’gk_l)H

+ k(k —1)c Hf,ﬁ’“‘”” :
Par conséquent, pour2k +1 —b —c < Oetx < o,

di(t)dt

1 a
Hf’gk)H =Tx ag(ag + 1)dg(ak) /0 k

avec

T = Hh(k)H + kmax <|k—b—c|,k—|—1—|—\/(2k+1—b—c)2+4c(a—|—k)) Ki_1
+k(k— 1)CKk_2.

’Tk_l(t)

Tr—1(x)

Pour2k4+1—b—c < Oetx > o, Ti—1 etdécroissante et négative et > 1 Ve <t En

remplagant k par k — 1 dans ’équation (3.4.21), on déduit
he—1(z) m-1(2) (@)

) () —
7 @) s(z) s(x)

| Il | @ @)
‘fh,k (:1:)‘ < s(@) s(@) .

w /::oo dk—l(t)hk:—l(t)dt’

—Tk—l(w) +oo
s(x)dr—1(x) Jx
—7,—1(x) +o° 1e_1(t)

s@)de-1(2) Jo  Tho1(2)

(@) f3 (@) =

< el di— (t)dt

< el di (t)dt

= s (m)d‘:_(m) / T (5O dir (1)) at
= sl

hieea(@)] < RO+ (k= 1) (b = 1= b — e = 2e2) £ (@) + (k= 1) (k= 2)c | 4.

_ _ _ _ — oo
(k—1—b—c— 2cx) dk_z(t)hk_z(t)dt‘
s(x)di—2 @
(k—1—b—c—2cx) [
s(x)dr—2 z
(k—1—-—b—c—2cx <0 Vx> o)
(k—1—b—c—2cx) [

(k—1-b-— c—ZC:c)f(k_z)(m)‘ = ’

< lhe—2ll — dre—2(t) (t)dt

< |zl — Tio—2(t) d—_2(t) (t) dt
3($)dk—27'k—2(w) x
—(k—1—b—c—2cx) [°°
TP ) % (s(®)dusa(®) (1)) dt
3($)dk—27'k—2(:c) z
kEk—1—b—c—2cx
= ||Pk—2]| :

Te—2(x)
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k—1—b—c—2cx k—1—0b—c—2cx

Soit = = :
oit ¢() Te—2(2) a+k—2+@2k—3-b—c)z—ca?

¢ est dérivable sur (ay, co) et

2cla+k—2)+(k—1—b—c)2k—3—-b—c) —2c(k—1—b—c)x + 22z
Th_a(T)
2C(a—|—k—2)+2(k—1—b—C)(k—2)+(k—1—b—C—C$)2+02$2

Tie_o()

¢(@) = -

Des expressions précédentes, pour 2k —3—b—c < 0ouk—1—b—c > 0,¢'(z) < Oetp(x) < P(ay)
pour tout * > ay.

Pourk —1 < b+c < 2k—3,si(k—22—(b+c—2k+3)2— 4c(a+ k — 2) > 0, alors
la seule possible racine positive de ¢’ est

k—1—b—c++/(k—2)2—(b+c—2k+3)2—4c(a+k—2) <
ay,
2c

Donc pour tout € > o,

(k+2)c+c\/(2k+1—b—c)?2 + 4c(a + k)
4k +2—2b+2/(2k+1—b—c)? +4c(a+ k)

¢(z) < p(ar) =

Comme conséquence, pour & > o,

e(k —1) (k:—|—2—|—\/(2k:—|-1—b—c)2—|—4c(a—|-k)>

4k +2 —2b+2,/(2k+1—b —¢)2 + 4c(a + k)
+ (k — 1)(k — 2)cKg—s.

[l hk—2l

lhall < |[RED| +

A présent, supposons 2k +1 — b — c > 0.

— Sur I’intervalle (0, W) , Tk est telle que ::((3)) >1, VO<t< %%Zb_c. Puisque

h(@)] < RO + Kl = b — ¢ = 2ca | #57| + bk = Ve | £
< 0] 4 om0 b 1) 4006 e

< Hh(k)H 4+ kmax ([k—b—c|,k+1) Kp_1 + k(k — 1)cKp_2,

on a
(k) ! ’
0@ < Wl s [ e
1 €T
el s ) et
= gy I
= lIn.
D’ou,
(k) (k) —b— -
Hf H< a—l—k(Hhk H—l—kzmax(|k b—c|k+1) Kp_1 + k(k — 1)cKp_ 2)
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— Sur (W, oo), les arguments sont les mémes que danslecas 2k +1 —b — ¢ < 0.

Remarque 14. Les bornes des dérivées successives de la solution de 1’équation de Stein au sens de
Doébler peuvent s’écrire de la méme maniere que dans le cas de la loi GIG.

Conclusion

Il est maintenant possible d’approcher la loi d’une variable aléatoire X par la loi gaussienne inverse géné-
ralisée ou la loi de Kummer par la méthode de Stein en déterminant un majorant adéquat de :

> )E [X2f’(X) + (% +(p+1)X — %X2> f(X)} ’ pour la loi gaussienne inverse généralisée,
» EX(X+1D)(f(X)+ (1 —b)X —ecX(1+ X)+ a) f(X)]] pour la loi de Kummer

ou f est la solution de I’équation de Stein correspondant a la loi cible. Cette approche fait appel aux bornes
de la solution de I’équation différentielle de Stein correspondante et (éventuellement) celles de ses dérivées
successives. Ces bornes qui n’étaient pas établies explicitement dans la littérature ont fait I’objet de nos travaux
dont les premiers résultats concernant la borne de la solution et de ses deux premieres dérivées ont été publiés
et sont contenus dans [35]. Les autres résultats ont fait I’objet d’un article en révision [37] et d’'un document de
travail [36].
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Chapitre 4

Deux exemples d’application a des
vitesses de convergence vers la loi GIG
et la loi gaussienne inverse réciproque

Sous certaines conditions sur ses parametres, la loi hyperbolique généralisée (G H) converge vers la loi
gaussienne inverse généralisée (GIG).
Les travaux effectués par Barndorff-Nielson [7] ont révélé que lorsque les arétes d’un arbre fini sont munies de
résistances aléatoires indépendantes, de loi gaussienne inverse pour les arétes intérieures et de loi gaussienne
inverse réciproque pour les arétes terminales, la résistance équivalente est de loi gaussienne inverse réciproque.
Koudou et Barndorff-Nielson [9] ont considéré un modele analogue sur un arbre infini et prouvé que la ré-
sistance équivalente converge presque slirement vers une variable aléatoire suivant la loi gaussienne inverse
réciproque.
Dans la section 1, nous établissons une borne pour la vitesse de convergence de la loi GH vers la loi GIG.
Dans la section 2, avant d’étudier la vitesse de convergence dans le modele de résistances évoqué plus haut,
nous présentons les caractérisations de Stein pour les lois gaussienne inverse et gaussienne inverse réciproque
qui sont des cas particuliers de la loi gaussienne inverse généralisée.

4.1 Convergence de loi hyperbolique généralisée vers la loi GIG

La loi hyperbolique généralisée (GH) introduite dans la littérature par Barndorff-Nielsen [5] a eu une atten-
tion particuliere au fil du temps surtout pour ses applications en finance (voir par exemple [6, 8, 20, 59, 10, 51,
50]). Cette distribution de parametres A € R, d > 0, u € R, a > |3] > 0 a pour densité

(a2 i 62)A/2
\/%of‘_%é)‘KA (5\/012 — 32

)(>‘—§)/2 o

Frepou(x) = ) (52 + (z — p)®

K)‘_% <a\/52 + (x — ,u)2> ePE=m (4.1.1)

La loi GIG est une loi limite de la loi GH. Pour plus de détails sur les lois limites de la loi GH, voir par exemple
[21, 54]. La proposition suivante établit la convergence en distribution d’une suite de variables aléatoires de loi
GH vers une variable aléatoire de loi GIG.

Proposition 4.1.1. Soit A\,a,b € R. Soit (X,) une suite de variables aléatoires telle que pour

. . . . Ve Ve - 7z A\ 2
chaque entier naturel m > 1, Xy, suit la loi hyperbolique généralisée de paramétres X, a*n, a*n — %,
ﬁ, 0. Lorsque m — o0, la suite (Xn)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire W suivant la

loi gaussienne inverse généralisée de paramétres X, b?, a?.

La preuve de la proposition 4.1.1, bien qu’élémentaire s’obtient comme suit.
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Preuve

La loi GH ()\, a’n,a’*n — %, ﬁ, 0) a pour densité

212 b4
(abn—z

)A/Z
V2 (azn))‘_% (i>)\ K (1 a?b’?n — b4> <n
vn 1

fn(z) =

Lorsque n — oo, on a I’équivalence suivante (voir [24]) :

1 T —a2n /g2
K, 1 <a2n\/+a}2) ~ e v MY n e

2a2n

Donc lorsque n est suffisamment grand,

. ) (}\_%)/2 T 1 2\ (A=1)/2
G +2%) F( )AKA_; (a2n n sz) ~ :g) VP el
57 (a2n)}‘_§ 1 n a“*n
vV NZD
et /2
iy o )T GO () T
n\T) ~ ’ .

2a22 Ky, <\}R\/a2b2n — T)

Pour > 0, quand n — oo, un développement en série de Taylor donne

Vare =i == (g o (o)
n = nx2 - 2nx? ? nx2

Ainsi, lorsque m est assez grand,

<a2b2 _ b4)A/2 (l n ﬁlcz)(>\—1)/2

4an n

2a2 Ky <\/15\/a2b2n — lf:)

et fn(x) converge simplement vers la fonction

2, b\ ., 2 1
(an 2>w anz<1+2nm2>

Jn(z) ~

(b)A

_ a A—1 —l(a2/:c+b2w)

)= —72 x e 2 x>0
g)\’a’b( ) 2K>‘(ab) ’

c’est la densité de la loi gaussienne inverse généralisée de parametres \, b2 a2,
O

I1 est tout a fait naturel de se demander a quel ordre de vitesse la loi de la suite (X,,) s’approche de celle
de la variable W lorsque n est suffisamment grand.

Rappelons que si f := f5 est la solution de I’équation de Stein (3.3.5) de la loi GIG(A, b2, a?) et si
W ~ GIG()\, b2, a?), alors :

e pour toute fonction test h, lipschitzienne,
2 Kxti1(ab)

171 < 5 Hncany 11
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e pour h une fonction bornée, dérivable et de dérivée h’ bornée,

4.1.2
max (G}, G, G) si A > —3 (4.1.2)
avec
1 2 ’
Gl = 5 (W] + max(2, |\ + 1) M ||a(.) — ER(W)I]) ,
1 __ / 2 2hH2 1
Gh = (II] + @+ /(A +3) + a262) M [|(.) — ER(W)| ) — x
a192+2,b2,a2 (a1)
/0 9r+2,62,02 (1) dt,
1 2
Gl = = ||h(.) —ER(W)]|,
a7
1 J -
61 = (W] + 2+ /O + 32 + 02020 1) — ER (W) ) :
4 |7 (A =+ 3)2ga 422,02 (552)

max (V13 V), si A< -1

M = 9 b* A s 1 (4.1.3)
max | —= S1 —
BT+ 1)2g5 52,02 (B5) ’

1 & 1 too
Vi= 2/ Irp2,a2(t)dt, Vo = 2/ g>\,b2,a2(t)dt7
gy, p2,q2 (o) Jo g b2,a2 (@) Jo

A+34+ /(A +3)2 + a2b? A+14 /(A +1)2 + a2b?
a; = ’ a = 5
b2 b2

e pour h une fonction bornée, deux fois dérivable telle que h’ et A’/ soient bornées,

17| < M” = {max (65,G5) s A< =5 (4.1.4)

max (G%, Gg, GZ) siA>—5
avec

2
G2 = — (||»"]| + max(6, |2X + 4|) M’ + b*M ||h(.) — ER(W)]|),

2 __ ” a / 2 _ #
G2 = <Hh |+ (6+2\/()\+5)2 + a2b2) M’ + b*M ||h(.) IEh(W)II> aZgs(aa) X

a2
/ 92(t)dt’
0

A+5+(A+5)2 + a2b?
a2 = b2 )

2 4b% + b2\ /(A + 5)2 + a2b?
=2 (1wl VAT L)~ mnwl ).
o 4X 420 + 4/(A + 5)2 + a?b

G2 = (I + (6 + 2/ + 52 + W)+ M) — BRI )
b4
(A +5)2g2 (

A+5Y)\’
)
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g2 := gxta4,p2,q2 est lafonction densité de la loi GIG (X + 4, b%, a?),
M est donné par (4.1.3) et M’ par (4.1.2) ;

e pour h une fonction bornée, trois fois dérivable telle que les dérivées h’, h”’ et h(3) sont bornées,

Hf’(l?,)H < M" = {max(Gi’,G%) sio AL =7 (4.1.5)

max(G3,G3,G3) si A> -7

avec

G3 = (Hh(?’)H + 3 max <|A +3], (44 \/(A +7)2 4 a2b2)> M + 3b2M'> X

[T
—_— gs(t)dt
04%93(013) 0 ’

A+ 7+ V(A+T7)2 + a2b?
3 = b2 )

5b% + b%\/(A + 7)2 + a2b? 9
o2 (A +7+VOA+ T2+ a2b2)

1]+ 6b% + b%\/(A + 7)2 + a2b?
6\ + 42 + 6/(A + 7)2 + a2b?

G5 =

Ih(.) — H'Eh(W)H)

4 jg (||| + 82 M [Ih(.) — ER(W)I) ,

G3 = a22 (Hh(3)H + 3max (4, |\ + 3|) M" + 3b2M') ,

G = (Hh(3)H + 3 max <|A +3l, @+ /A + 72+ a2b2)> M + 3b2M’> x
b4
(41 (

ATV’
b2

93 1= gxte,b2,q2 st la densité de laloi GIG(A + 6,b%,a?). M, M’, M" sont donnés par (4.1.3),
(4.1.2), (4.1.4).

Nous proposons dans le théoréme suivant un majorant de ’écart |Eh(X,,) — ER(W)| en utilisant la
technique de Stein, pour des fonctions h suffisamment régulieres.

Théoréme 4.1.1 (Konzou et al. [39]). Soit C3 la classe de fonctions h : RT — R pour lesquelles
R, h", b3 ezistent et sont bornées. Soit (Xyp) une suite de variables aléatoires telle que pour tout

n > 1, X, ~ GH(\, a?n,a’*n — %, %,O) et soit W ~GIG(X, b%,a?). Sih € C3, alors

90



|ER(X7) — ER(W)]

1 2\/5 , Kx+1 (ab)KA+%(cn) , 2 1/2 Kyi1 (Cn)
< e [abw/m A e Rateny T BT ) T
1 , . bExta(ad) |, Kxti(en) " 2 12 | Kxy2(cn)
+ n2c2 [(M aKy(ab) [~ H) Kx(cn) + MY (B (7%(BnYn))) Kx(cn) ]
1 2 2bK)\+1(ab) , , ‘a2 - %‘ K)\+3/2(Cn)
+ nzcg\/;< aK(ab) Hh H + ZM) Ky (cn)
2 b2 )2
1 \/§M”< - %) K y5/2(cn)
+ n3\V cd Kx(cn)
1 M <a2 B %>2 Kxss(en)
+ nt c8 Kx(cn)
(4.1.6)
avec
. bt 2 b2
Cn = a2b2_£7 ﬁn—an_ga

2

a b2 9 1 ,, b
T(ﬁnYn) = ? + ()‘ + 1)(ﬂnYn) - ?(ﬁnYn) ’ Y.~ GIG <)‘7 —,a“b’n — 4) ’
n

f est la solution de l’équation de Stein de la loi GIG(X, b%, a?).

On a le corollaire suivant :
Corollaire 4.1.1. Le majorant fourni par le théoréme 4.1.1 est de 'ordre de n™1.
Preuve

Ona:

2 2

b2
T2(BnYn) = <a2 + ()‘ + 1);@nYn - 2(/8nYn)2>
at b4
=4t A +1)%82Y2 + Zﬁ,‘iyj +a?(A+1)8,.Y,

a?b?

5 B2Y? —b*(A +1)B3Y3.

a? a2b?
Br2(Ba¥a) = &+ a?(A+ 1BEY, + ((A L1 2) g2EY?

b4
— V(A + 1DBEY) + - BEY,
Puisque Y;, ~ GIG ()\, %, a’b®n — %),

2p2 _ b*
1 K>\+1( a?b 4n> B Kxy1(cn) .

EYr = ba T 202 g
n2 (a2b2 — R) K < a2b? — ﬁ) n?c2 Kx(cn)
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K a2b2 — v
1 A+2( 4n) _ Kxpa(en)

EY? = 5 = ;
bt 1t K
n4 (aZb2 — R) K> ( a2b? — Z‘;) ntcy Kx(cn)
K a2b2 — Y
. 1 A+3 ( 4n> _ Kixgs(en)
" ns (azp2 - ¥t ’ K 2p2 _ b2 n8c§ Kx(cn)’
4n A a T 4n
K a2b2 — b
EY? = ! A+4< 4") _ _Kitalen)
no ba\4 ~ n8cBKix(cn)
n8 <a2b2 _ E) K> ( a2b2 — 2:) " alen)

Donc

a* a? — 2 Kyi1(cn)
ET2(BnYn) = — 4 a*(A + 1 2n A2 T
T (BnY¥n) = tat(A+1)— K> (o)

n
2

2
b
a’b” (a’2 - %> Kxi2 (cn)
2 n2c} K (cn)

+ ((A+ 1)? —

2 2 )3
(a° = 2) Knsa(en) 6% Knsa(en)
n3cb K (cn) anict Ky (cpn) ’

—b*(A+1)

d’ou lim ET2(83,Y,) = 2 < .
n— oo 4
Puisque Y, ~ GIG(A, 1, a2b?n — %) B,Y,, ~ GIG(A, L 6n <a2b2n _ %)) et il est facile

de prouver que la suite de variables aléatoires (3,Y;) converge en distribution vers une variable aléatoire
suivant la loi GIG(\, b2, a?). Par conséquent, lorsque n tend vers infini, la caractérisation de Stein de la loi

GIG(, b2, a?) permet d’avoir
E [(BnYn)?f'(BnYn) + 7(BaYn) f (BaYn)] = 0.
O
Nous utilisons le résultat suivant dans 1’établissement de la preuve du théoréme 4.1.1 (voir par exemple [4])

Proposition 4.1.2. Soit Y,, ~ GIG()\, %, a’b’n — %), Z ~ N(0,1) avec Yy, indépendante de Z.

Soit Xy, NGH(x\, a’n,a’n — b—;, ﬁ, 0). Alors, Xy, = BnYn +VYnZ en loi avec By, = a*n — b—;.

La preuve du théoreme 4.1.1 est basée sur les lemmes suivants.

Lemme 4.1.1. Les variables X, et Yy, définies dans la proposition 4.1.2 vérifient

E | (8nYn)2f (X @ O+ D(BaY) — L (BaY)?) F(X
< ’E [(ﬁnYn)zf/(/@nYn) + T(:BnYn)f(BnYn)”
* ﬁ [#711 B2E (Y272) + ||£]| (Er*(Ba¥n))'? (EY2)'/?
+ 177 (B (r2(8aYa))) " BV 4 || 7@ | 82| EY;2.
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Preuve
Par le développement de Taylor de f/(X,,) et f(X,) au voisinage de 3, Yy, on a

(ﬂnYn)2fl(Xn) = (BnYn)Qf,(BnYn) + (ﬂnYn)2(Xn - ﬁnYn)f”(ﬂnYn)
+ (/BnYn)z /Xn (Xn - t)f(s)(t)dt

BrnYn

et, ennotant 7(BnYz) = & + (A + 1)(BnYn) — & (BnYn)?,

T(BnYn) f(Xn) = 7(BnYn) f(BnYn) + T(BnYn)(Xn — BnYn) f'(BnYn)
Xn
+7(BnYn) / (X, — )£ (t)dt.
ﬁ'nYn

On a alors

2

5 [0 00 + (% + 0 D(BaYa) = S (BY)?) £
< ’E [(BnYn)zf/(:BnYn) + T(BnYn)f(BnYn)] ’ + Pny + Pny

avec

Pny = }E [(ﬁnYn)z(Xn - ﬁnYn)f"(BnYn) + T(ﬂnYn)(Xn - ﬂnYn).fl(ﬁnYn)H

Pz = \E [(ﬂnYn)2 /ﬁ T (X = OFD ()t + (80 V) /ﬂ f;(xn - t)f"(t)dt} \ -

n Yn

Des inégalités triangulaires et de Cauchy-Schwartz et du fait que Y,, et Z sont indépendantes, on déduit

Py < || E (B2Y2121) + ||| E |7(BaYa) vV YuZ|
< ||| B2E (%5/2) ElZ] + ||| (Er*(BaYn)) '/ (E (Ya2?))"?

= £ B2E (Y2/2) EIZ| + ||| (Er2(BnYn) " (EYa) 2.

Comme Z ~ N(0,1),E|Z| = \/get
2
Py < \/; Hf”H BTZLE (Yns/z) + Hf/H (ET2(/3nYn))1/2 (EYn)1/2 .

Pny < Hf(3)H E [(ﬁnYn)z /ﬁX; |Xn - tldt] + Hf”H E [lT(ﬁnYn)l /ﬁX: |Xn - tldt]

< || e [(ﬁnYn)z /ﬁ X - ﬁnYnldt]

o
+ | E |:|T(/3nYn)| / | X — ﬁnYn|dt}
BnYn
= ||£9| B [(BaYn)2¥02Z?] 4+ |£7|[E [17(BuYn) ¥n 2]
= [#9|B [(8aYe)?¥a) EZ% + | 57| % 17 (Ba Yo Ya] B2

<[5 1921 Y2 + [157] (= (2 @uva) 7 (32)2
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Lemme 4.1.2. Z et'Y,, définies dans la proposition 4.1.2 satisfont

[E(Ur + Us)| < \/f A+ 11E (V) + \/f (0 171+ 2|77 18a 12 (¥,2/?)

b2
(Hf,H !ﬂl)El"'
avec

Ui = (28nYnVYnZ + YaZ?) £ (Xy)

2
U, = ((A FD(/VaZ) — (2B Yar/ Vo + Ynzz)) F(X).

Preuve
Comme dans la preuve du lemme précédent,

5 U1+ U] < 171 (A 118 (VFal21) + 671808 (v3/2121) + b:IEYnZ2>
+ Hf,H <2|:3n|E (Ys/z |Z|> _|_EYnZ2)
= 2121 1A+ 118 (VTa) + 07 191+ 21 71]) 18 (%277

b2
+ (5 181+ 117 ) EYazZ?

2 [0+ 1 (VER) + 171+ 2] 18l (v202)]
b? ’
+ (S 11+ 17 ) 2

A présent démontrons le théoreme 4.1.1.

Preuve[théoreme 4.1.1]
La caractérisation de Stein de la loi GIG établie dans le chapitre 2 et la proposition 4.1.2 permettent d’avoir

2

Eh(Xn) — ER(W) = E [Xflf’(Xn) + <a’2 T A+1)X, — b;XZ) f(Xn)]
—F [(“2 F O DB+ VTa2) = (BT + V¥az)?) £0)]
+E | (BuYn + VYa2)F (X0)] -

Ona

a2

2
|Eh(Xn) - Eh(W)l S ’E |:(/6nYn)2f/(Xn) + <2 + (>‘ + 1)(:8nYn) - l;(/BnYn)2> f(X'n):| ‘
+ |E[U1 + Uz]] .

Les lemmes 4.1.1 et 4.1.2 donnent
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[ER(Xp) — ER(W)| < \F FIIA+ 1E (V) + [|F]| (Br2(8aY)) 2 (EY,)'/2
2
+ (10 EM0 v ) (2 (2 ) (32)

3 (4.1.7)
+ | #@] 182 EY;E + \f(zf £+ 2| #) 18a1E (¥,2/2)
\/> Hf//H ,62 Y5/2
+ [E [(BnYn)? (/Bn n) + T(BnYn) f(BnYn)]| -
Rappelons que si Y, ~ GIG ()\, L a?b?*n — %), alors
r— Kixt1/2(cn) Kixt1(cn)
E Y = ]EY =
< n) nep Ka(cn) ’ " n2C,,21K)\(Cn),
K n K n
E (Yf/z) _ 3»;3/2(0 ); EY? = At2(cn) ;
n3c3 Kx(cn) nict Kx(cn)
K K K
B (Ysﬂ) _ 5)\—51—5/2(071) : EY? — . 2+3(Cn) : EY4 = ! >{;+4(Cn) ,
nscd Kx(cn) n%¢c8 K (cp) n8cd K (cn)
avec
b4
cn = 1\/a2b? — —
an’

Ona:

b? ||f||> Kix+1(cn)

2 n2c2 Ky (cn)

|Eh(xn>—Eh(W>|<\f||f|||A+1|**;{/"’((")) <Hf’H+

Kxi1(cn) >1/2

n2c2 Ky (cn)

K Cn 1/2
+ 7] & (v ()

ol s T iien ()

n6¢8 Kx(cn) 6 Kx(cn) n3cd Kx(cp)

A+3/2(Cn)
+\f(b2 1+ 2 £]]) 18al (M>
+ ‘E [(511 n) f (BrYn) + 7(BrnYn) f(Br n)”

FF] (Er2(Bava)) (
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D’ou

|[ER(Xp) — ER(W)]

< e m 1A+ 21 L ) oy ";(‘)’]
tam [(”f 1+ E0) B ) e (v K;(()’]
bz | 2 0071+ 2] - %{f({;m(c")

+ o217 - LI(‘)/(’

a? — b—:l 2K (cn)
o 1 o (2 B) Tt

+ |E [(BnYn)? ' (BnYn) + T(BnYn) F(BnYn)]| -
A

En remplacant || f| |1 £”]| et || £®)|| par leur majorant, on obtient le résultat.

O

4.2 Vitesse de convergence d’un modele de résistances vers la loi
gaussienne inverse réciproque

Les rappels ci-dessous nous seront utiles dans la suite. Pour § > 0, v > 0, la loi gaussienne inverse
réciproque (RIG) de parametres é et ~y a pour densité

fric(z) = Mg =1/2e3(8%/zt7%) 4 5 g, (4.2.1)

La loi gaussienne inverse (I G) de parameétres d > 0 ety > 0 a pour densité de probabilité

6 1 (52 2
fre(x) = Py 3/2e—3(8% /a4y m), x > 0. (4.2.2)
Vam
Les lois RIG et IG étant des cas particuliers (p = 1/2 et p = —1/2 respectivement) trés importants

de la loi gaussienne inverse généralisée (GIG) de parametres p € R, § > 0, v > 0, nous donnons ici la
caractérisation de Stein de ces deux lois.
Rappelons la densité de la loi GIG de paramétresp € R, 6 > 0, > 0

(2)? L
1 _1l(§2p—11~2
Ipo(@) = 271{2(6’7)# tem 2 (T 1 gy (4.2.3)

K, est la fonction de Bessel modifiée de troisieme espece dont nous rappelons quelques unes des valeurs
nécessaires dans la suite (voir par exemple [53, 24]).

s ™
Kq/2(2) = /Ez_lﬂe_z; Ks/2(2) = | /Ez_1/2 (1+3271+327%) e
_ T _—1/2 ~1\ —=,
K3/5(2) = % (14 2z e

(4.2.4)
K7/2(z) = \/jz_l/2 (1 +62z"1+15272 + 15z_3) e %

Kg/2(z) = \/jz—l/2 (1410271 + 45272 4105272 + 1052~%) e~ >.
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Les formules suivantes peuvent &tre déduites des moments d’ordres successifs de la loi GIG donnés dans le
chapitre 2. Si X suit la loi IG (9, ), alors

a\* 26
E(Xk) = () e —’YKk_%(é'y) pour tout k > 1; (4.2.5)
~ ™
etsi X silaloi RIG(J,y), alors
X S\* 5., [26v
E(X")=(—-) e7\/— K} 1(6v) pourtout k > 1. (4.2.6)
¥ 7r 2

La propriété de convolution suivante, bien connue dans la littérature, peut étre facilement obtenue par les
transformées de Laplace des lois considérées :

RIG(81,7) * IG(82,7) = RIG(81 + 82,7). (4.2.7)

4.2.1 Caractérisation de Stein pour la loi gaussienne inverse réciproque

Nous avons la caractérisation de Stein suivante de la loi RIG déduite de celle de la loi GIG établie dans
le chapitre 3.

Théoréme 4.2.1. Une variable aléatoire X suit la loi RIG(d,7) de densité frig si et seulement si,
pour toute fonction réelle différentiable f telle que lirf fric(x)f(x) = lin% fric(x)f(x) =0,
T—>+00 xr—

et telle que l’espérance suivante existe, on a
1
E|X2f(X)+ 2 (62 +3X —+2X?) f(X)| = 0. (4.2.8)
L’équation différentielle de Stein correspondante est alors
2 pr 1 2,2
z®f'(x) + 2 (6% + 3z — v*z?) f(x) = h(x) — ER(R) (4.2.9)

avec h une fonction réelle continue et R une variable aléatoire suivant la loi RIG de paramétres 6 et ~.
L’unique solution bornée de 1’équation de Stein (4.2.9) est donnée par

1 xr
a(@) = " rra(®) () — BR(R)] dt
z* fric(@) /0 (4.2.10)

=i . e ® ) —ERR) dt

Les bornes suivantes de fr, f7,, f}, et f,(f) se déduisent de celles établies dans le chapitre 3 pour la solution de
I’équation de Stein de la loi GIG(p, a, b), il suffit de prendre p = %, a=~%etb =62

Théoréme 4.2.2. Soit h : (0,00) — R une fonction continue et R ~ RIG(d,~). Soit fr la
solution (4.2.10) de l’équation de Stein (4.2.9) de la loi RIG(9, 7).

1. e Sih bornée, alors
I full < Cllh(.) — ER(R)]| (4.2.11)
avec 0 4 )
C = max (527 §V 3#’726(&;) _5'7"‘3) . (4.2.12)
e Si h est lipschitzienne, alors

2 1
Ifall < — (1 + ) 1] (4213)
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2. Si h est bornée, dérivable de dérivée h' bornée, alors
[f1]] < €" = max (Cy, C2, Cs) (4.2.14)
avec 0
Cr = o (W[l +2C |n() — ER(R)I)) ,
8+
C2 = 5 lh(.) —ER(R)|,

(7 + W)
Ca= (W] + (24 5 /9+ @59)2) ClIn() — ER(RII) %

1642 2
62 4 S~ K. 5 6(5’7) /7—}—7/4.
YW Al V07 K5 /2(67)

3. Si h est bornée, deux fois différentiable telle que les dérivées h’ et h' sont bornées, alors

|£#]| £ C"” = max (C4, Cs, Cs) (4.2.15)

avec

2
Ca= = (| +6C" ++°C |n(.) — ER(BR)]) ,

I T 3 _
Cs = (||h||+ ' (1 11+W) In() Eh(R)n) x
8+4
(11 + /121 + (257)2)2’

Ce = <Hh”|| + <6 +4/121 + (257)2> C’' +~*C|h(.) — Eh(R)H) X

64+/2
1154/11

4. Si h est bornée, trois fois dérivable telles que h', h” et h3) sont bornées, alors

640 mK9/2(57)e(57)2/11+11/4-

Hf’(f)H < C" = max (Cr, Cs, Cy) (4.2.16)

avec

cr= 3 (] 120 3.

4
Cs = it (|n"|| +~2C k() — ER(R))

(15+ V225 + 259)2)

476

5
+15+¢W<l‘15+¢m> g
2
) IR () —Eh(R)H] :

2
i+ (2 - _
6 30+ 2,/225 + (267)2
3
Co = (Hh(?’)H + (12 +5y/225 + (257)2) C" + 3720') X

256+/2 2
56~8 . /S~K 5~)e(d1)?/15+15/4
157v/15 RARYA% 13/2( v)
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4.2.2 Caractérisation de Stein pour la loi gaussienne inverse

De la caractérisation de Stein de la loi GIG établie dans le chapitre 3, on a :

Théoréme 4.2.3. Une variable aléatoire X suit la loi IG(d,7) de densité frg si et seulement si,
pour toute fonction réelle différentiable f telle que 1iI_iI_1 fre(x)f(x) = lin% fre(x)f(x) =0, et
Tr—r+00 r—>

telle que l’espérance suivante existe, on a
1
E|X2f(X)+ 2 (62 + X —+*X?) f(X)| =0. (4.2.17)
L’ équation différentielle de Stein correspondante est alors
2 o1 1 %o 2.2
zf'(x) + 2 (6% + = — v*z?) f(x) = h(z) — ER(W) (4.2.18)

avec h une fonction réelle continue et W une variable aléatoire suivant la loi IG de parametres J et ~.
L’unique solution bornée de 1’équation de Stein (4.2.18) est donnée par

1 €
u(a) =gz | () ) — BB (W) at

- oo (4.2.19)
= | fro(®) () — BR(W))
z? fra(z) Ja
Les bornes suivantes de fr, f7,, 7/ et f () e déduisent de celles établies dans le Chapitre 3 pour la solution
de I’équation de Stein de la loi GIG(p, a, b), il suffit de prendre p = —2,a = v2 et b = §2.

Théoréme 4.2.4. Soit h : (0,00) — R une fonction continue et W ~ RIG(d,7). Soit fn la
solution (4.2.19) de l’équation de Stein (4.2.18) de la loi IG(8,7).

1. e Sih bornée, alors
Ifrll < Cllh(.) — ER(W)]| (4.2.20)
avec
C = max 2 , 4\/_ (0N =6v+3
52 67
® Si h est lipschitzienne, alors
Ifnll < 5 Hh’H (4.2.21)

2. Si h est bornée, dérivable de dérivée h' bornée, alors
|fn]] £ €' = max (C1, Ca, Cs) (4.2.22)

Cu = 2 (]| +2C 1h() ~ EROW))
4
Cs = ikl 2 IR () — ER(W)]],

(5+ Ve + @)

Cs = <Hh’}| + (2 + ;/25 + (257)2> C ||h(.) — Eh(W)||> X

8v2
Y2 5y K 5 o (87)e 0P /5H5/4,
25v/5 Y 3/2( v)
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3. Si h est bornée, deux fois différentiable telle que les dérivées h’ et h'' sont bornées, alors
|#7|| < C” = max (C4, Cs, Cs) (4.2.23)

avec
2 W
Ca= (|r"|| + 6C" + ¥*C ||h(.) — ER(W)]|) ,

2
Cs = (nh'n + () = Eh(W)u) x

1
(1 9+ 81+ (257)2> |

84

(o+ VB1+ @v)?)

Ce = <Hh"|! + (6 + /81 + (zawz) C’' +~*C||h(.) - Eh(W)H) x

32\/§ 2
83~8 /o~ K f) (67) /9—1—9/4.
Toeas’ 7 VOrKr/2(d7)e

4. Si h est bornée, trois fois dérivable telles que h', h” et h®) sont bornées, alors
Hfr({?)H < C" = max (C7, Cs, Cy) (4.2.24)

avec

o= % (0] 1307 42,

Cs = it 2 (10| ++2C Ih(.) — ER(W)])

(13 + /169 + (207)?)

6

4y

3
+ 1-
(13 + /169 + (257)2)2 ( 13 + /169 + (257)2> .

2

2
W)+ (= - 7
6  78+6,/169 + (207)2

Co = ("h(3)" + (12 + 2\/169 + (257)2) c’ + 3720’> X

) Ih() — Eh(W)H] ;

1282 2
5%~7+/6 ) 6(5'7) /13+13/4.
13613 RARY ’YKll/z( v)

4.2.3 Sur la vitesse de convergence d’une suite de résistances vers la loi gaussienne

inverse réciproque

n
Proposition 4.2.1. On considére une suite (Rp)n>1 telle que Ry, est de loi RIG (Z d;, 7) avec

=1
oo oo
Z 0; = 0 < oo, une suite (Tn)n>1 telle que Ty est indépendante de Ry, et de loi IG 2 iy Y

Alors :
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1. Lorsque n — 0o, la suite (Ry)p>1 converge presque sirement (et donc en loi) vers une variable

aléatoire R de loi RIG (4,7).
2. R= R, + r, en loi.

Remarque 15. Les variables considérées dans la proposition précédente apparaissent dans le contexte
d’un modele de résistances évoqué plus haut.

Vu la proposition précédente, il est naturel de se demander a quel ordre est la vitesse de convergence de la
n n
suite de variables aléatoires (Ry, )y, >1 de loi RIG (Z di, 7) vers la variable R de loi RIG <Z 0i, ’y)

=1 =1
pour n assez grand.

Le théoreme 4.2.5 ci-dessous propose une réponse a cette question en fournissant un majorant explicite de
|[ER(R,) — Eh(R)| pour une famille de fonctions tests h. Le résultat a été établi par 1’approche de Stein.

Théoréme 4.2.5 (Konzou et al. [39]). Soit C} la classe des fonctions bornées h : Rt — R pour
lesquelles les dérivées h', b, h® existent et sont bornées. Sous les hypothéses et notations de la
proposition 4.2.1, si h € Cg’ alors

1/2
|ER(Ry) — ER(R)| < [Vjpy X K+ Zpy x X] [ >0 6 (4.2.25)
i=n-+1
avec
~ 1/2
1 1
K=+ Y o ,
73 72 i=n+1
- - 2 - 34 1/2
15 15 6 1
X=|Z4+= D G+t | > & +5( D & ;
7
R ’76 i=n-+1 ’75 i=n+1 74 i=n+1

1 1
Vin| = C"VEL + C'VE2 + C'VEs + [ Ch(.) = BR(W)]| VKq,
1
Z“h” — Cll/ /K1+§C” /K2,

105 1058 4562 1063 64

K, = o
~8 ~7 ~6 45 4t
42 428 2482 1063
Kr=_7+3 > T
0 vy ¥ v

R R R v v i=n+1 i=n+1
2
oo oo
Ky =9+446%42 + 7y Z d; + 2 Z 0; | +
i=n+1 i=n+1
) - - 1/2
3 36 ¢ 1 1
+ 4y <++> St 8 8
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les constantes C, C', C”, C""" sont données par (4.2.12), (4.2.22), (4.2.15), (4.2.16) respectivement ;
W ~ RIG(5,7).

oo
Remarque 16. Puisque la série Z d; converge vers d par hypothese, Z d; tend vers zéro quand
i=n-+1
n tend vers +o00. Par conséquent, le majorant fourni par le théoreme 4.2.5 a une vitesse de convergence

-~ 1/2
de l'ordre de ( Z 5i) .

i=n-+1

4.2.4 Preuve

Pour plus de lisibilité, nous notons par f := f} la solution de 1’équation de Stein de la loi gaussienne
inverse réciproque.
La démonstration du théoréme 4.2.5 est basée sur les lemmes suivants :

1
Lemme 4.2.1. Soit By, = E [sz’(Rn) + > (62 + 3R — v2R?) f(Rn)} . Ona

" 4\11/2 1 ’ 2 2 2\2]1/2 N NEE
20 < (170 (') + 5 157) [ 02 + 3R =98] [562) o

+ ([l ) + S 1570 [ 02 + 3R - 2282 (G2

Preuve
Le développement de Taylor de f’(R) et de f(R) au voisinage de R,, donne

R
F'(R) = (Rn) + (B — Ra)f"(Rn) + /R (R—t)f® (t)dt
et
R
F(R) = f(Rn) + (R — Ro)f'(Rn) + /R (R — t)f"(t)dt.
Ainsi, R
R2f'(R,) = R*f'(R) — R*(R — Rn)f"(Rn) — R? / (R — t) O (t)dt;
R,
(62 + 3R — 42R?) f(Ra) = —; (0 + 3R — v*R?) (R — Ry) f'(Rn)
1

N |

N |

R
(6> + 3R — v*R?) f(R) — ; (6% + 3R — v*R?) / (R —t)f"(t)dt.
Ry
Par conséquent,
Ein=E [R2f'(Rn) + ; (6 + 3R — v*R?) f(Rn)]
=5 [R(R) + (67 + 3R~ +'R) (R
— 5 [RAR— R) " (Ra) + 5 (57 + 38R = 7R?) (R — Ro)f'(R)
R 1 R
—E {RZ / (R—t)f®(t)dt + = (6 + 3R — v’R?) / (R — t)f”(t)dt} .
Rn 2 R,
Puisque R ~ RIG(6, ), par la caractérisation (4.2.8) de laloi RIG,
E [sz’(R) + ; (6> + 3R — v*R?) f(R)} = 0.
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Soit
€1 = E [RZ(R - Rn)f”(Rn) + ; (62 + 3R — 72R2) (R - Rn)f/(Rn):|

et
R R
es =E [Rz/ (R—t)f® (t)dt + ; (62 + 3R — v*R?) / (R — t)f”(t)dt] .
Rn Rn
En utilisant I’inégalité triangulaire, ’inégalité de Cauchy-Schwartz et le fait que R = R,, + r, enloi,on a
1
le1| = 'IE [Rzrnf”(Rn) +3 (6> + 3R — v*R?) rnf'(Rn)} ‘
1
< [ #7[EIR?rn] + S [IF]| !(62 + 3R — v R?) |
1/2
< |7 [E (R?) E(r )]1/2 Hf | [E (62 + 3R — v2R?)*E(r2)]
et
R 1 R
lea| = |E [R2 / (R—t)f® (t)dt + 2 (62 + 3R — v’R?) / (R — t)f”(t)dt} ‘
R, Ry,
R 1 R
< | f®|E [32/ IR — t|dt} + 5 IF7E [\52 + 3R — v*R?| / IR — t|dt}
R, Rn
R 1 R
<|f®|E [Rz/ IR — Rn|dt} + S 177 E [}52 + 3R — v*R?| / IR — Rn|dt}
Ry Ry,
1
= ||F®||E[R*(R = Rn)*] + _ || E[|v* + 3R — YR (R — Rn)?]
1
= ||[FP| E[B*]] + 2 [IF7| E[|6% + 3R — v*R*| r7]

B (R E ()] + L 4] [£((6? + 3R — 42R)”) E ()

IA
~
®

ce qui permet d’obtenir
|E1| < lex| + |ez2|
< (10 e R+ S 10 [6 (0% + 3R - 22R2)?) ) E(r2)]

(Hf(3)H 1/2 ;Hf"H [E((52—|—3R +2R?) )} )[E( )]1/2

L’inégalité triangulaire et I’inégalité de Cauchy-Schwartz permettent d’obtenir le lemme suivant :

Lemme 4.2.2. Soit B3, = E [((rn —2R)f'(Ry) + ; (2’72R — 2, — 3) f(Rn)) 'rn} . Alors

12 1 211/2 1/2
|Ban| < (Hf’H [E(ra — 2R)?]” + Z I £Il [E (29°R = 7*ra — 3)°] ) [E(r2)]"2. (4.227)
Abordons maintenant la démonstration du théoreme 4.2.5.

Preuve[théoréeme 4.2.5]
Rappelons que 1’équation de Stein de la loi RIG est

2 f'(z) + ; (62 + 3z — '72522) f(x) = h(x) — ER(R) (4.2.28)
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avec R ~ RIG(9d,~). Dans I’équation (4.2.28), en remplagant & par R,, et en prenant I’espérance, on a :
B [R5/ (Ra) + 5 (6% + 3R — ¥*R2) f(Ra)| = B(Ry) — ER(R)
Ainsi, majorer |[Eh(R,,) — Eh(R)| est équivalent & majorer
B[R (R + 5 (67 + 3R, —27R2) £
Ona
[BA(R) — BR(R)| = E | REF (o) + 3 (6% + 3R, — v R2) £ ()|
- ‘E [(R — )2 (Rn) + ; (6> + 3R — 3rp, — ¥Y*(R — 1y)?) f(Rn)} )

< ‘E [RZf’(Rn) + ; (6> + 3R — v*’R?) f(Rn)] '

+ ‘E K(rn —2R)f'(Rx) + ; (27v*R — v*rn, — 3) f(Rn)> rn]

= |E1n| + [E2nl.

La seconde égalité est due au fait que R = R,, + 7, en distribution. Par les lemmes 4.2.1 et 4.2.2, on a
[ER(Ry) — ER(R)| < (Hf”H B9+ 5 1) [5 (07 + 3R = R2)%)] %) [B02)) 2
# (L4l e (@ + om - 2w ) )
+ (Hf’H [E(rn — 2R)?]M? + ; 1711 [E (272 R — +?ra — 3)%] 1/2> [E(r2)]Y2. (4.2.20)

Du fait que r, ~ IG ( Z 5,','7) et R ~ RIG (6,~), des équations (4.2.5), (4.2.6) et (4.2.4), on
i=n+1

obtient
E(Tn) Z 053 E(’I‘i) + — Z 0; Z 053
’L n+1 i=n+1 i=n+1
3 3 3 o o] o0
E(r) = |5+ 22 Za+ Z‘s > &
v v i=n+1 i=n+1 i=n+1
2 3
15 15 & 6 > 1 > >
E(ra)=|7+=5 D &t | D &| +5| D & > %
v R i=n+1 R i=n+1 v i=n+1 i=n+1
1 8 9 3 36 &2
BR=pty EE)=S+5to
s 15 155 68% &° 4 _ 105 1055 ~456% 106°  o*
)=t st et EWI=Se et e e e
Par conséquent,
E (62 + 3R — +2R?)* = E [6* + 65°R + (9 — 2627*R?) — 64°R® + v*RY]
42 426 n 2462 N 1063
vt 8 ¥? g
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E(rn — 2R)?> =E (r2 + 4R®> — 4Rry,)
E(R*) +E(r,) +4[E ( ?)E(r2)]"

3 35 &2 1 & G
o Sl G T 3 v? i=n+1 i=n+1
) o oo 1/2
3 35 & 11
+4 <++> St 9 0
o S A S W S izzn;rl i=§n;rl ’

E (2v2R — v?ry, — 3)2 = 4y*E(R?) — 129°E(R) + 9 + v*E (r2) + 6+?E(r,) — 4v*E(Rry)

=9+4+48%y?+ |v++? i d; i d;

i=n-+1 i=n—+1

+ 6 Z 8; — 4v*E(Rry,)

i=n+1
oo oo 2
<9+48%2+ 7y > &+ D &
i=n-+1 i=n-+1
) 1/2

3 3 ¢ 1 >
+4’Y4 <4+3+2> +7 Z‘s Z5i

2 R R i=n+1 i=n+1

Le théoreme 4.2.2 permet d’avoir
IFl < Clne) —BROW)Is [P < s <ens 5@ <em

Pour finir la preuve du théoreme, il suffit de faire des substitutions dans le membre de droite de I’inégalité
(4.2.29).
O

Par un calcul direct, nous avons la majoration suivante de |ER(R,) — ER(R)| .

Théoréme 4.2.6 (Konzou et al. [39]). Soit h : Ry — R wune fonction lipschitzienne. Sous les
hypotheéses et notations de la proposition 4.2.1, on a

|ER(R,) — ER(R)| < ||P/|| D d (4.2.30)

i=n+1

Preuve
Comme h est lipschitzienne, h’ est bornée et

[ER(Rn) — ER(R)| < ||| E|Rn — R
= [|p"[| Elra]
= ||p"[| Ers
oo
W] Y
i=n+1
O

Remarque 17. Le majorant fourni par le théoreme 4.2.6 a une vitesse de convergence de I'ordre de
oo

Z d;, ce qui est meilleur que celui du théoreme 4.2.5.
i=n+1
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons obtenu une borne de la vitesse de convergence de la loi hyperbolique généra-
lisée vers la loi gaussienne inverse généralisée et aussi d’une suite de variables, apparaissant dans un contexte
particulier, vers la loi gaussienne inverse réciproque par la méthode de Stein. Il est aussi a noter que la méthode
de Stein, n’est pas dans tous les cas optimale comme le montre la remarque 17. Les résultats ont fait 1’objet du
document de travail [39].
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Conclusion

Les résultats établis sur la caractérisation de Stein des lois gaussiennes inverses généralisées et de Kummer
rendent maintenant possible 1’approximation de la loi d’une variable aléatoire X par la loi gaussienne inverse
généralisée ou la loi de Kummer via la méthode de Stein en déterminant un majorant adéquat de :

> )E [X2f'(X) + (% +(@P+1)X — %X2> f(X)} ‘ pour la loi gaussienne inverse généralisée,
» EX(X+D(f(X)+(1=b)X —cX(1+ X) + a) f(X)]] pour la loi de Kummer

ou p, a, b, ¢ sont les parametres de ces deux lois et f la solution de 1’équation de Stein correspondante a la loi
cible. Cette approche fait appel aux bornes de la solution de 1’équation différentielle de Stein correspondante
et (éventuellement) celles de ses dérivées successives. Ces bornes n’étaient pas établies explicitement dans la
littérature, ce qui a fait I’objet de nos travaux (voir [35, 37, 36]). D’autre part, les vitesses de convergence
de la loi gaussienne inverse généralisée et de la loi de Kummer vers la loi gamma, de la loi hyperbolique
généralisée vers la loi gaussienne inverse généralisée, puis de la résistance totale d’un circuit arborescent vers
la loi gaussienne inverse réciproque ont été étudiées par la méthode de Stein dans [38] et [39] respectivement.

107



Travaux en cours et perspectives

Travaux en cours

» Nouvelle borne explicite de la dérivée de la solution de 1I’équation de Stein pour
les lois GIG et de Kummer

Pour les lois de probabilité dont la densité g vérifie

(s(x)g(2))" = 7(x)g(x)

avec s un polyndéme et T un polyndme convexe de second degré décroissant, le théoreme 3.2.2 établit qu’il
existe des constantes B et C' telles que pour toute fonction test h, lipschitzienne,

|[fi(@)] < BR[|,

|z fp (@) < C[R]

ou f, est la solution de I’équation de Stein correspondante.
Nous travaillons pour déterminer les valeurs explicites de B et C.

»Les lois GIG et de Kummer comme loi d’une fraction continue

Rappelons le résultat suivant d0 a Letac Seshadri.

Théoréme 4.2.7. [}4]
— Soit X et Y deuz variables aléatoires indépendantes telles que
X >0etY ~ ~v(p,a/2) avecp,a > 0, ou~(p, c) est la loi gamma de densité proportionnelle
axP e Alors X =4 vox et seulement st X ~ GIG(—p,a,a).
— Soit X, Y1 et Ya trois variables aléatoires indépendantes telles que X > 0, Y1 ~ ~v(p,b/2)
et Yo ~ ~(p,a/2) pour p,a,b > 0. Alors X —L i et seulement si X ~

4 vityix
GIG(—p,a,b).
— S8i (Y;)i>1 est une suite de variables aléatoires telles que

L(Y2i-1) = L(Y1) = v(p,b/2) et L(Y2;) = L(Y2) =~(p,a/2); i2>1,

alors
1
L i = GIG(—p,a,b)
Yl + 1

Yo+ ——

Y3+ .

ol =4 désigne 1’égalité en loi et £(X) désigne la loi de X.
On a aussi

Théoréme 4.2.8. [31]
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— Soit X, Y1 et Ya trois variables aléatoires indépendantes telles que Y1 ~ ~vy(a,c) et Yo ~
v(a+b,c) poura,c > 0etb > —a. Alors X =4 1+Y1Y2 si et seulement si X ~ K(a, b, c).

1+X
— Si (Y;)i>1 est une suite de variables aléatoires telles que

L(Y2i—1) = L(Y1) = ~v(a,c) et L(Yz2;) = L(Y2) =~v(a+b,c); ©2>1,

alors

Y;
c ! = K(a, b, c).

Y-
1+ Ya
14

1++ -

Naturellement, il serait intéressant de borner 1’écart entre

1
L T et GIG(—p,a,b),
Y1 + Tpa——
+%n
ainsi que celui entre
Y;
L 1Y et K(a,b,c)
2
1+ ——=—
1+ Yn—1
1+...+m

afin d’estimer une vitesse de convergence pour ces résultats asymptotiques. Nous nous proposons d’estimer une
telle vitesse par la méthode de Stein.

Perspectives

Aussitdt les travaux en cours achevés, nous nous proposons d’aborder les points suivants :
» Laloi GIG comme loi limite d’un schéma triangulaire.

La famille des lois I"'—convolutions généralisées est constituée de lois de probabilités définies sur [0, co)
dont la fonction caractéristique est de la forme

. oo iu
¢(u) = exp [zua — / log <1 — > dU(y)}
0 Y
ot > 0etU : Ry — R4 une fonction non décroissante telle que
1 >~ 1
U(0) = 0, / llog y| dU (y) < oo, / ;dU(y) < oo.
0 1

La loi GIG(p, a, b) appartient a la famille des lois I'—convolutions généralisées (voir [21]) avec
X
a=0, U(x)= |max(0,p)+ b// 9p|(2by — ab)dy| 1(4/2,00) (), (4.2.31)
a/2

2
w2z [J2(Vz) + Y2 (V)]
J, etY, sont les fonctions de Bessel de premiere et seconde espece respectivement.
On a le résultat limite suivant di a Eberlein et Hammerstein [21].

gv(z) = , >0,
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Théoréme 4.2.9. Considérons une loi GIG(p,a,b) arbitraire de fonction U correspondante
définie par (4.2.31). Soit (Kp)p>1 une suite telle que Ky, > a/2. Pour chaque n > 1,
considérons la partition

0,/2:mn,1 < Ln,2 L v <mn,kn :Kn

de [a/2, K,]. Soit (Xn,i,1 <1 < kp,n > 1) une famille indépendante de variables aléatoires
telle que

— Xn,i~v(p,a/2) sip >0 ou Xp,; =0 sinon.

— Pour2 <1 < kn, Xni~vy (xn,'ia U(xn,i) - U(wn,i—l))-

Ky
Alors, si Ky, — oo et sup | Xy, i—Xp,i—1| tend vers 0, lorsque n — oo, alors L (Z Xn,i>
1<i<kn

converge vers la loi GIG(p, a,b).

=1

Kn
On se propose d’utiliser la méthode de Stein pour borner la distance entre £ <Z X nﬂ') et GIG(p, a, b).
i=1
Pour les lois de probabilité dont la densité g vérifie (s(x)g(x))’ = 7(x)g(x) avec s et T des fonc-
tion polynomiales, nous nous proposons de borner les dérivées successives de la solution de 1’équation
différentielle de Stein correspondante.

Etudier la convergence vers la loi normale des estimateurs de maximum de vraisemblance des paramétres
de la loi GIG [40] via la méthode de Stein.
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