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The tool which serves as intermediary between theory and practice,

between thought and observation, is mathematics ;

it is mathematics which builds the linking bridges

and gives the ever more reliable forms.

David Hilbert.
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Notations générales

Symboles Significations

∆u = ( ∂
2u

∂2x1
, ∂

2u
∂2x2

, ..., ∂
2u

∂2xd
) Le Laplacien de u dans Rd

∂Ω La frontière de Ω

Lp(Ω) {u : Ω→ Rd | u mesurable,
∫

Ω | u |
p<∞}, 1 ≤ p <∞

L∞(Ω) {u : Ω→ Rd | u mesurable ; ∃ C tel que | u(x) |≤ C p.p x ∈ Ω}

‖.‖p =
(∫

Ω | u |
p
) 1
p , u ∈ Lp(Ω)

‖.‖∞ = inf{| u(x) |≤ C p.p } ∈ L∞(Ω)

∇u = ( ∂u∂x1
, ∂u∂x2

, ..., ∂u∂xd ) Le gradient de u

p.p presque pour tous les points

C∞(Ω) Espace des fonctions indéfiniment différentiables

Cc(Ω) Espace des fonctions continues à support compact dans Ω

C0(Ω) Espace des fonctions dans C(Ω) et nulles sur ∂Ω

Cn,m(Ω1 × Ω2) Espace des fonctions n fois dérivables dans Ω1

et m fois dérivables dans Ω2

D(Ω) Espace des fonctions de C∞ à support compacte dans Ω.

D′(Ω) Espace dual de D(Ω), c.a.d les espaces des distributions dans Ω

α = (α1, ..., αd) Élément de Nd.

Dαu = (∂α1
x1
, · · · , ∂αdxd ) Dérivée de u au sens faible

Wm,p(Ω) Espace de Sobolev avec dérivée d’ordre m dans Lp

Wm,p
0 (Ω) Espace de Sobolev avec une trace nulle sur ∂Ω

‖u‖Wm,p(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖p, pour u ∈Wm,p(Ω)

Hm(Ω) =Wm,2(Ω)

Hm
0 (Ω) =Wm,2

0 (Ω)

δx delta de Dirac en x

(., .) produit de dualité

r =| x |=
√
x2

1 + x2
2 + ...+ x2

d Module de x

7



Introduction générale :

Les équations différentielles non linéaires occupent une grande place dans la modéli-

sation d’un large éventail de problèmes du monde réel, par exemple en chimie, en bio-

mathématique, en systèmes physiques, en propagation de maladies, en transport de conta-

minants, en biologie [81, 90], en finance et en sciences de l’ingénieur et plus généralement

dans tout modèle impliquant un phénomène de réaction diffusion.

Cette thèse porte sur l’étude et l’analyse d’un type d’équations aux dérivées partielles

quasi-linéaires elliptiques et paraboliques.

Plusieurs auteurs se sont intéressés à l’analyse mathématique des solutions à un tel pro-

blème et de nombreux travaux ont été largement publiés dans la littérature pour ré-

pondre aux nombreuses questions sur l’existence, l’unicité, la régularité et le compor-

tement asymptotique des solutions du problème considéré. Diverses discussions dans la

littérature [1, 11, 12, 46, 65] sont consacrées à l’étude des solutions classiques avec des

conditions aux limites de Dirichlet ou Neumann. Au cours du dernier demi-siècle, l’at-

tention a été portée sur une autre définition de la solution appelée « solution faible »,

voir [3, 7, 10, 4, 6, 25, 26, 31, 78, 102, 8]. En lien avec cette notion, différentes méthodes

ont été utilisées, telles que le théorème du point fixe, le degré topologique, la méthode de

pénalité et la technique des sous-solutions et super-solutions.

Le travail présenté dans cette thèse ne se limite pas à un cadre purement théorique mais

aussi à un cadre numérique vu que les simulations numériques sont devenues un puis-

sant moyen d’investigation qui tend à prendre une place croissante à côté de l’approche

expérimentale dans les sciences et les techniques. On va présenter, par suite, des mé-

thodes numériques pour calculer une approximation d’une solution non négative de ce

type d’équation en présentant les simulation correspondantes.

Cette thèse est composée de 4 chapitres :

• Le premier est consacré à l’étude d’une équation elliptique semi-linéaire en une

dimension suivante :

αu−∆u+G(∇u) = F (u) + f dans Ω (1)

8



où Ω est un ouvert borné de Rd d ≥ 1, p > 1 , q ≥ 1, G et F sont des fonctions

non négatives de Carathéodory, et la fonction source f est non négative.

On a commencé ce chapitre en démontrant l’existence d’une solution faible non

négative de cette équation. Puis, on a présenté un algorithme inspiré de l’étude

théorique pour calculer une approximation de la solution de l’équation (1) en se

basant sur la méthode de Newton et la méthode de décomposition sans recouvre-

ment. On a démontré le caractère bien posé de l’algorithme ainsi que sa conver-

gence. Afin d’appréhender les aspects pratiques de ces méthodes, on a présenté à

la fin de ce chapitre quelques illustrations numériques significatives des concepts

traités. Ce travail a été publié dans la revue internationale « Applicable Analysis»,

[95].

• Dans le deuxième chapitre, on a abordé le même problème (1) au cas de dimen-

sion supérieure ou égale à 2. En fait, ce cas est très différent du point de vue

théorique car on doit imposer que la non linéarité dans le gradient de l’inconnue

soit sous-quadratique. On a démontré l’existence d’une solution non négative par

une méthode différente que celle proposée dans le premier chapitre, qui ne peut

pas être appliquée au cas de dimension supérieure à un. Ensuite, on a développé

la même méthode numérique que celle introduite dans le chapitre précédent sauf

qu’on a considéré une méthode de décomposition de domaine avec recouvrement.

Des exemples numériques ont été présentés pour mettre en valeur les performances

de la méthode proposée dans ce chapitre. Ce travail original, a été publié dans «

Discrete and Continuous Dynamical Systems, serieS », voir [96].

• Le chapitre 3 est dédié à l’analyse numérique de l’équation du type Fujita suivante :

ut −∆u = µ|u|p + f dans QT = Ω×]0, T [ (2)

où T > 0, µ > 0, p > 1 et f ∈ L1(QT ).

On a rappelé d’abord un bon nombre des résultats connus sur l’existence d’une

solution non négative, ainsi que des résultats sur le temps d’existence maximale

de la solution en rappelant les conditions de l’existence d’une solution globale et

d’une solution qui explose en temps fini.

Dans le cas de l’explosion « blow-up », on a rappelé des résultats sur le temps

maximal de l’existence de la solution. Ensuite, on a développé deux algorithmes

différents. Le premier, qu’on a appelé classique, consiste à réaliser une discrétisation

en espace par éléments finis et une discrétisation en temps de type Crank-Nicholson

pour appliquer après, à chaque pas de temps, l’algorithme étudié dans les chapitres

9



précédents afin d’obtenir un problème bien posé en considérant un pas de temps

adaptatif.

Le deuxième algorithme est une adaptation au cas non linéaire de l’algorithme

pararéel « parareal » [59, 58, 70, 69], dont le cas linéaire a été déjà traité dans

la littérature. Le calcul parareél est ainsi devenu un paradigme important pour la

résolution de ce type d’équation.

Dans le cas d’une explosion de la solution, l’algorithme pararéel apporte les possibi-

lités nouvelles. En effet, on peut considérer des pas de temps adaptés à l’évolution

de la solution sur chaque sous-domaine ouvrant ainsi la possibilité d’effectuer moins

d’itérations en temps en dehors de la région d’explosion de la solution.

A propos du phénomène d’explosion, on a démontré que la version discrète a une

solution qui explose en temps fini de la même façon que la solution analytique.

L’estimation du temps d’explosion de la solution approchée est très similaire à

celle obtenue dans le cas continu.

On a présenté des simulations numériques attestant l’efficacité des algorithmes

étudiés. Ces simulations sont cohérentes avec la théorie. Ce travail est également

nouveau et fera l’objet d’une publication en cours de rédaction.

• Dans le dernier chapitre, on a ajouté le terme gradient dans l’équation de Fu-

jita pour aborder la résolution numérique de l’équation de type Chipot-Weissler

suivante :

ut −∆u+ η|∇u|q = µ|u|p + f dans QT = Ω×]0, T [ (3)

où T > 0, µ, η > 0, p > 1, q ≥ 1, et f ∈ L1(QT ).

On a commencé par un rappel d’un certain nombre des résultats connus sur l’étude

théorique de ce problème. Puis, vu que la solution de l’équation de Fujita est aussi

une sur-solution du problème de Chipot-Weissler, on a développé une méthode

numérique qui fait appel à la résolution numérique de l’équation de Fujita et une

implémentation des algorithmes considérés dans les chapitres précédents afin d’ob-

tenir à la limite une approximation de la solution de l’équation (3).

Les résultats des exemples étudiés avec l’algorithme classique et l’algorithme pa-

raréel démontrent la pertinence des méthode de mises en œuvre.

Pour clore ce mémoire, on a présenté certains problèmes, encore ouverts, concernant

l’amélioration des méthodes numériques pour la résolution de ce type d’équations

non linéaires.
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Chapitre 1

Résolution numérique des équations

différentielles elliptiques non linéaires

en 1 D

1.1 Introduction

Après avoir prouvé l’existence d’une solution faible non négative, on développe une

méthode adaptative de décomposition de domaine sans recouvrement appropriée pour

calculer une solution approchée de l’équation différentielle suivante :

(E,α) :

 αu(x)− u′′(x) +G(x, u′(x)) = F (x, u(x)) + f(x) ∀ x ∈ Ω

u(x) = 0 ∀ x ∈ ∂Ω.

où Ω est un intervalle borné de R, α est un réel non négatif.

Les fonctions G et F sont non négatives de Carathéodory [3].

La fonction source f est non négative et intégrable ou, plus généralement, est une mesure

donnée non négative sur Ω.

On peut remarquer que (E, α > 0) est l’équation à résoudre à chaque pas de temps quand

on calcule une approximation numérique d’un problème parabolique non linéaire. On peut

montrer que (E, α > 0) admet une solution avec un pas de temps adaptative dépendant

de la décomposition du domaine.

A titre d’exemple, on va considérer le problème modèle suivant : αu(x)− u′′(x)+ | u(x)′ |q =| u(x) |p +f(x) ∀x ∈]0, 1[

u(0) = u(1) = 0.
(1.1)

où p ≥ 1 , q ≥ 1, f est une mesure non négative sur ]0, 1[.

Dans un premier temps, on donnera un résultat de l’existence d’une solution non négative.
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Dans [9], les auteurs ont analysé le cas où α = 0. Ils ont donné un résultat de l’existence

d’une solution et introduit une méthode de décomposition de domaine de Schwarz avec

recouvrement pour calculer une solution numérique. Dans le cas présent, on considère le

cas α ≥ 0 et une méthode de décomposition de domaine sans recouvrement. De plus, on

étudie la convergence de la méthode numérique.

Des nombreux auteurs ont considéré l’existence de la solution du problème lorsque α = 0,

dans le cas unidimensionnel si f est régulière. Dans [78], les auteurs ont montré que, dans

le cas où f est régulière, si l’équation (E, α = 0) a une sur-solution non négative dans

W 1,∞(Ω)∩W 2,p(Ω) alors l’équation (E, α = 0) a une solution dansW 1,∞
0 (Ω)∩W 2,p(Ω). La

convexité de l’application s 7−→ G(x, s) est essentielle dans la démonstration. Lorsque f

est irrégulière et G est sous-quadratique par rapport à s, de nombreux auteurs ont montré

que si (E, α = 0) a une sur-solution dans W 1,∞(Ω)∩W 2,p(Ω) alors il a une solution dans

W 1,∞
0 (Ω) ∩W 2,p(Ω), voir [12, 13, 26, 25].

Dans ce chapitre, on considère le cas où α ≥ 0 et où f peut être irrégulière, plus précisé-

ment le cas où f est une mesure non négative dans Ω. La croissance de G par rapport à

u′ et la croissance de F par rapport à u sont arbitraires, voir [7, 8].

Le cas où (E, α ≥ 0) n’est pas le même que le cas (E, α = 0) car, par exemple, la quantité

|s|p − αs peut être négative pour un α et un p donnés.

En suivant la méthodologie utilisée pour établir l’existence d’une solution non négative,

on développe une méthode numérique. Elle consiste à calculer une sur-solution, en utili-

sant la méthode de Newton et les techniques de décomposition de domaine. Ensuite, en

utilisant la sur-solution comme donnée initiale, on résout l’équation (E, α) en utilisant

une approximation de Yosida et une méthode itérative.

Afin de calculer une approximation numérique de la sur-solution w de (E, α), on résout

l’équation non linéaire suivante :

(E1) :

 αw − w′′(x) = F (x,w(x)) + f(x) ∀x ∈ Ω

w(x) = 0 ∀ x ∈ ∂Ω.

A chaque itération de la méthode de Newton, on doit résoudre une équation linéaire qui

n’est pas toujours elliptique, car elle dépend du signe de la dérivée de la non linéarité, et

dans ce cas elle peut admettre plusieurs solutions.

Pour dépasser cette difficulté, on introduit la méthode de décomposition de domaine sans

recouvrement [79, 104] .
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A titre d’exemple, on va étudier le problème suivant : αu− u′′(x) + µ(x) | u(x)′ |q = η(x) | u(x) |p +f ∀x ∈]0, 1[

u(0) = u(1) = 0.
(1.2)

où p, q ≥ 1, Les fonctions µ, η, et f sont des fonctions positives intégrables.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la prochaine section on donnera un résultat

théorique concernant l’existence de la solution non négative, de (E, α). La troisième

section décrit la méthode numérique pour calculer une approximation de cette solution

tout en donnant les résultats de la convergence. La dernière section est consacrée à la

présentation d’un ensemble d’exemples numériques attestant la performance des méthodes

considérées et à une comparaison avec d’autres méthodes numériques.

1.2 Résultats théoriques

Dans ce chapitre on suppose :

f est une mesure finie non négative sur Ω, (1.3)

F,G : Ω× R→ [0,+∞[ sont mesurables, (1.4)

Les fonctions r → F (x, .), G(x, .) sont continues, (1.5)

F (x, .) est non décroissante, G(x, .) est convexe, (1.6)

G(x, 0) = min{G(x, r), r ∈ R} = 0 et F (x, 0) = 0, (1.7)

∀ r ∈ R, F (., r), G(., r) sont intégrables sur Ω. (1.8)

On note C0(Ω) l’ensemble des fonctions continues et nulles sur ∂Ω.

On fixe 1 ≤ p ≤ ∞. Soit k un entier non négatif. L’espace Sobolev W k,p(Ω) est l’ensemble

de toutes les fonctions f définies sur Ω de telle sorte que pour chaque multi-indice α̃ avec

|α̃| ≤ k, la dérivée partielle mixte ∂α̃f existe au sens faible et appartient à Lp(Ω).

On note W k,p
0 (Ω) la fermeture de C∞c (Ω) en W k,p(Ω). L’espace de Sobolev W k,p

loc (Ω) est

l’ensemble de toutes les fonctions f ∈ Lploc(Ω) telles que pour tout Ω′ ⊂ Ω, f|Ω′ ∈ W k,p(Ω).

On introduit maintenant la notion d’une solution faible.

Définition 1.2.1. Une fonction u est dite solution faible de (E,α), si elle vérifie le pro-

blème suivant : u ∈ W 1,∞
loc (Ω) ∩ C0(Ω)

αu(x)− u′′(x) +G(x, u′(x)) = F (x, u(x)) + f(x) dans D′(Ω)
(1.9)

13



On remplace dans (1.9) ’=’ par ’≥’ pour la sur-solution faible et par ’≤’ pour la sous-

solution faible.

Dans l’équation (1.9), puisque u ∈ W 1,∞
loc (Ω) et grâce aux hypothèses (1.8), on aG(x, u′(x))

et F (x, u(x)) ∈ L1
loc(Ω). Par conséquent chaque terme dans (1.8) admet un sens.

En particulier, si w est une solution du problème non linéaire suivant : w ∈ W 1,∞
loc (Ω) ∩ C0(Ω)

αw(x)− w′′(x) = F (x,w(x)) + f(x) dans D′(Ω)
(1.10)

alors w est une sur-solution de (1.9).

Remarque 1.2.1. P.Baras and M.Pierre ont prouvé dans [25] que le problème w̃ ∈ W 1,∞
loc (Ω) ∩ C0(Ω)

−w̃′′(x) = F (x, w̃(x)) + f(x) dans D′(Ω)
(1.11)

admet une solution non négative, à condition que f soit suffisamment petit.

Dans [9] les auteurs ont montré que l’existence de cette sur-solution implique l’existence

d’une solution non négative du problème (E, α = 0).

Remarque 1.2.2. Puisque f est non négative, w ≡ 0 est une sous-solution du problème

(1.9).

Théorème 1.2.1. Pour α ≥ 0. On suppose que (1.3)-(1.8) sont vérifiées. On suppose

qu’il existe une sur-solution faible w du problème (E,α). Alors, il existe une solution

faible de (E,α) telle que 0 ≤ u ≤ w.

1.2.1 Schéma d’approximation

On introduit une version régularisée de (E,α) en utilisant l’approximation de Yosida

Gn(x, .) de G(x, .) définie par :

Gn(x, r) =


G(x,−n) +G′r(x,−n)(r + n) si r ≤ −n,
G(x, r) si |r| < n,

G(x, n) +G′r(x, n)(r − n) si r ≥ n,

(1.12)

où G′r désigne le sous différentiel de G par rapport à r.

Gn satisfait les hypothèses (1.5)-(1.8) et

Gn ≤ G, Gn ≤ Gn+1, (1.13)
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alors Gn(x, .) croit vers G(x, .) quand n tend vers l’infini.

Dans [4], les auteurs ont montré qu’il existe une suite de solutions (vn)n≥0 de la solution

du problème vn+1 ∈ W 1,∞
0 (Ω)

−v′′n+1(x) +Gn+1(x, v′n+1(x)) = F (x, vn(x)) + f(x) dans D′(Ω)
(1.14)

où v0 = w̃.

Par ailleurs, vn peut être une sur-solution de l’équation : un+1 ∈ W 1,∞
0 (Ω)

αun+1 − u′′n+1(x) +Gn+1(x, u′n+1(x)) = F (x, un(x)) + f(x) dans D′(Ω)
(1.15)

où u0 = w.

On notera dans la suite algorithme de Yosida, l’algorithme qui décrit le calcul de la suite

un solution du problème (1.15).

Vu que 0 peut être considérée comme une sous-solution de la même équation, alors l’équa-

tion (1.15) admet une solution (voir [9]).

On va montrer que la suite {un}n converge vers la solution. Pour atteindre cet objectif,

on commence par prouver l’inégalité suivante

0 ≤ un+1 ≤ un ≤ w. (1.16)

Pour atteindre ce but, on a besoin d’introduire quelques estimations.

1.2.2 Estimations

Lemme 1.2.1. Soit a(x) ∈ L1
loc(Ω), α ≥ 0 et u satisfaisant
u ∈ W 1,1

loc (Ω) ∩ C0(Ω),

a(x)u′(x) ∈ L1
loc(Ω),

αu− u′′ + a.u′ ≥ 0 dans D′(Ω).

Alors u ≥ 0 dans Ω.

Démonstration. On suppose que s’il ∃ x0 ∈ Ω tel que u(x0) < 0, alors il ∃ un voisinage

[a0, b0] ⊂ Ω tel que −u′′ + a.u′ ≥ −αu ≥ 0, u(a0) = u(b0) = 0.

Mais, d’après [9], [4] on sait que si a(x) ∈ L1
loc(Ω) , et si u vérifie

u ∈ W 1,1
loc (Ω) ∩ C0(Ω),

a(x)u′n(x) ∈ L1
loc(Ω),

−u′′ + a.u′ ≥ 0 dans D′(Ω).

alors u ≥ 0, on obtient ainsi une contradiction.
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Lemme 1.2.2. Soit u ∈ W 2,1
loc (Ω), w ∈ L∞(Ω) et µ ∈M+

B (Ω) telle que
0 ≤ u ≤ w dans Ω,

αu− u′′ ≤ µ dans D′(Ω),

αw − w′′ ≥ µ dans D′(Ω).

Alors u ∈ W 1,∞
loc (Ω). De plus :

|u′(x)| ≤ 1

d(x; a, b)

(
(|b− a|(K(a, b) + ‖µ‖MB(Ω)) + ‖w‖∞)

)
pour tout [a, b] ⊂ Ω, où d(x; a, b) = min(x−a, b−x), et K(a, b) est une fonction constante

de a et b.

Démonstration. Soit [a, b] ⊂ Ω, et soit ϕ le potentiel de capacité de [a, b].

La fonction η = w − u vérifie : 0 ≤ η dans Ω,

αη − η′′ ≥ 0 dans D′(Ω),

et η ∈ W 1,1
loc (Ω) ∩ L∞(Ω)

0 ≤
∫ b

a

αη − η′′ =
∫ b

a

(αη − η′′)ϕ ≤
∫

Ω

(αη − η′′)ϕ =

∫
Ω

(αϕ− ϕ′′)η ≤ K(a, b)

où K(a, b) est une fonction constante de a et b.

Alors, on a : ∫ b

a

−u′′ ≤
∫ b

a

µ− αu

≤
∫ b

a

µ+ αη − αw

≤
∫ b

a

µ+ αη − (µ+ w′′)

≤
∫ b

a

µ+ αη − (µ+ η′′ + u′′)

≤
∫ b

a

µ+ αη − η′′ − (µ+ u”)

≤
∫ b

a

µ+ αη − η′′ − (αu)

≤
∫ b

a

αη − η′′ + µ

≤ K(a, b) + ‖µ‖M+
B (Ω).

Par conséquent, on déduit pour tout 0 < a < x < y < b < 1 :∫ y

x

−u′′ = u′(x)− u′(y) ≤ K(a, b) + ‖µ‖MB(Ω).
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On intègre y sur [x, b] on obtient :

(b−x)u′(x) ≤ (b−a)(K(a, b)+‖µ‖MB(Ω))+u(b)−u(x) ≤ (b−a)(K(a, b)+‖µ‖MB(Ω))+‖w‖∞.

On intègre maintenant x sur [a, y] et on obtient :

u(y)− u(a) ≤ (b− a)(K(a, b) + ‖µ‖MB(Ω)) + (y − a)u′(y)

Alors, on conclut que :

∀x ∈ [a, b], |u′(x)| ≤ 1

d(x; a, b)

(
(|b− a|(K(a, b) + ‖µ‖MB(Ω)) + ‖w‖∞)

)
,

où d(x; a, b) = min(x− a, b− x) et u ∈ W 1,∞
loc (Ω).

Lemme 1.2.3. Soit {un}n≥0 ⊂ W 1,∞
0 (Ω) telles que :

un → u fortement dans L∞(Ω)

et 
0 ≤ u ≤ un ≤ w dans Ω,

αun − u′′n ≤ µ dans D′(Ω),

αw − w′′ ≥ µ dans D′(Ω).

Alors u′n → u′ fortement dans L∞loc(Ω).

Démonstration. Grâce au lemme (1.2.2), u′ ∈ L∞loc(Ω), u′n ∈ L∞loc(Ω) et u′n est bornée et

dans L∞loc(Ω) indépendamment de n.

Puis, en appliquant le théorème d’Ascoli, u′n → u′ fortement dans L∞loc(Ω).

1.2.3 Démonstration du théorème (1.2.1)

Démonstration. En se fondant sur le lemme (2.2.1), montrons (1.16).

On a

αun − u′′n +Gn(u′n) = F (un−1) + f ≥ 0.

Puisque Gn ≤ G, alors :

αun − u′′n +G(u′n) ≥ αun − u′′n +Gn(u′n) ≥ 0.

D’autre part, G(., r) est convexe par rapport à r, alors :

G(0) ≥ ∂G(u′n).(0− u′n) +G(u′n),

ce qui implique que :

∂G(u′n).u′n ≥ G(u′n).
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On obtient alors :

αun − u′′n + ∂G(u′n).u′n ≥ αun − u′′n +Gn(u′n) ≥ 0.

De plus on a :

G(2u′n) ≥ ∂G(u′n).(2u′n − u′n) +G(u′n).

Alors :

∂G(u′n).(u′n) ≤ G(2u′n)−G(u′n) ∈ L1
loc(Ω).

Si on note an ∈ ∂G(., u′n), alors on obtient :
un ∈ W 1,1

loc (Ω) ∩ C0(Ω),

an.u
′
n ∈ L1

loc(Ω),

αun − u′′n + an.u
′
n ≥ 0 ∈ D′(Ω),

(1.17)

et alors, d’après le lemme (2.2.1), un ≥ 0.

On montre maintenant que un+1 ≤ un ≤ w.

Pour n = 0, on a u0 = w, et α(u0 − u1) − (u0 − u1)′′ = G1(u′1) ≥ 0 dans D′(Ω), alors

u1 ≤ u0 ≤ w.

Maintenant on suppose que un ≤ un−1 ≤ w, grâce à la définition de w et un, on obtient :

α(w − un)− (w − un)′′ = Gn(u′n) + F (w)− F (un−1).

Puisque F est continue non décroissante et un ≤ w, alors F (w)− F (un−1) ≥ 0.

Par conséquent :  w − un ∈ W 1,1
loc (Ω) ∩ C0(Ω),

α(w − un)− (w − un)′′ ≥ 0 ∈ D′(Ω).
(1.18)

En appliquant le principe du maximum, on déduit que un ≤ w. En conclusion :

0 ≤ un ≤ w.

En utilisant les mêmes techniques, on obtient :
(un − un+1) ∈ W 1,1

0 (Ω) ∩ C0(Ω),

an(u′n − u′n+1) ∈ L1
loc(Ω),

α(un − un+1)− (un − un+1)′′ + an(un − un+1)′ ≥ 0 dans D′(Ω),

(1.19)

où an ∈ ∂Gn+1(x, u′n), alors d’après le lemme (2.2.1) :

un+1 ≤ un.
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Par suite

0 ≤ un+1 ≤ un ≤ w.

Par ailleurs, d’après (1.3) et (1.8), on a αu− u′′ ∈ L1
loc(Ω).

De plus, on a :
0 ≤ un+1 ≤ un ≤ w,

αun+1 − u′′n+1 = F (un) + f −Gn+1(u′n+1) ≤ F (w) + f = µ,

αw − w′′ = F (w) + f = µ.

(1.20)

Alors, en se basant sur le lemme (1.2.2), on déduit que {un}n est décroissante, bornée

indépendamment de n dans W 1,∞
loc (Ω)∩C0(Ω), alors, il existe une sous-suite notée encore

{un}n convergente fortement vers u dans L∞(Ω) ⊂ L1(Ω) quand n→∞.

Aussi, d’après le lemme (1.2.2) :

‖u′n+1(x)‖ ≤ 1

d(x; a, b)
(‖µ‖MB(Ω) + ‖w‖∞),

où d(x; a, b) = min(x− a, b− x).

Alors u′n+1 est uniformément bornée dans L∞loc(Ω) et en utilisant le théorème d’Ascoli on

a u′n+1 qui converge vers u′ dans L∞loc(Ω) ⊂ L1
loc(Ω).

Puisque Gn+1(x, .) croit vers G(x, .) quand n tend vers l’infini, et G(x, .) et F (x, .) sont

continues par rapport à la deuxième variable, on a pour [a, b] ⊂ Ω,

Gn+1(x, u′n+1), F (x, un) −→
n→+∞

G(x, u′), F (x, u).

Par ailleurs, on a :

|Gn+1(x, u′n+1(x))| ≤ |G(x, u′n+1(x))| ≤ max
(r≤‖µ‖∞+‖w‖∞d(x;a,b)−1)

|G(x, r)| = Φ(x) ∈ L1
loc(Ω),

|F (x, un)| ≤ max
s≤‖w‖V

|F (x, s)| = Ψ(x) ∈ L1
loc(Ω),

(car G et F sont intégrables).

En utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a pour ϕ dans D(Ω) à

support dans [a, b] :

0 = lim
n→+∞

〈αun+1− u′′n+1 +Gn+1(u′n+1)−F (un)− f, ϕ〉 = 〈αu− u′′+G(u′)−F (u)− f, ϕ〉.

où 〈., .〉 est le produit dual entre D(Ω) et D′(Ω).

Ceci conclut la preuve du théorème (1.2.1).
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1.3 Méthode numérique

Dans cette section, on introduit une méthode numérique pour calculer une approxi-

mation numérique de la solution non négative du problème(E, α) inspirée de l’étude

théorique.

On considère Ω =]a, b[, et a = x0 < x1 < .... < xn = b une partition de l’intervalle

Ω =]a, b[.

Soit h = max
i≤n
|xi − xi−1|.

Soit Vh = {p(x) ∈ C0(Ω); p|[xi−1,xi] ∈ P1([xi−1, xi]), i = 1, ...n} où Pk([xi−1, xi]) est l’en-

semble de polynômes de degré k définis dans [xi−1, xi]. Soit Xh = Vh ∩H1
0 ]a, b[.

En premier lieu, on calcule wh ∈ Xh une approximation de w ∈ H1
0 (]a, b[), sur-solution

du problème (E,α) et la solution de l’équation non-linéaire suivante :

αw − w′′ = F (x,w) + f dans H1
0 (]a, b[). (1.21)

En deuxième lieu, si on note uh,0 = wh, on calcule la suite {uh,n}n ⊂ Xh où uh,n est

l’approximation numérique de un, solution dans H1
0 (]a, b[) de l’équation non linéaire :

αun − u′′n(x) +Gn(x, u′n(x)) = F (x, un−1(x)) + f(x) dans H1
0 (]a, b[). (1.22)

Dans la section précédente, on a montré que si le problème (1.21) admet une solution

alors le problème (1.22) admet aussi une solution telle que u0 = w et 0 ≤ un ≤ w.

1.3.1 Approximation de la sur-solution

La méthode de Newton est la méthode la plus répandue pour résoudre l’équation non

linéaire (1.21). Pour une donnée initiale w0 = 0, la méthode itérative de Newton consiste

à créer une suite de solutions {wk}k telles que wk+1 = wk + δ où δ est la solution dans

H1
0 (]a, b[) du problème linéaire suivant : −δ′′(x) + (ck(x) + α)δ(x) = gk(x) dans ]a, b[

δ(a) = δ(a) = 0,
(1.23)

avec :

• ck(x) = −∂F (x,wk)
∂r

∈ L2(]a, b[).

• gk(x) = −αwk + (wk)′′(x) + F (x,wk) + f(x).

Alors gk ∈MB]a, b[ est l’ensemble des mesures finies dans ]a, b[.

On suppose que c∞ = ‖ck‖L∞(]a,b[) est bornée.

Nous considérons la formulation faible associée au problème (1.23) suivante : trouver δ ∈ H1
0 (]a, b[) telle que :

a(δ, v) = L(v) ∀ v ∈ H1
0 (]a, b[)

(1.24)
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où

a(δ, v) =

∫ b

a

δ′(x)v′(x)dx+

∫ b

a

(α + c(x))δ(x)v(x)dx,

L(v) =

∫ b

a

g(x)v(x)dx.

Pour tout v, δ ∈ H1
0 (]a, b[) on a :

|a(δ, v)| ≤ ‖δ′‖2‖v′‖2 + (α + c∞)‖δ‖2‖v‖2.

En utilisant l’inégalité de Poincaré, on obtient pour tout v ∈ H1
0 (]a, b[) :

‖v‖2 ≤ C(a, b)‖v‖H1
0 (]a,b[),

où C(a, b) =
| b− a |
c0

, et c0 =
√

2.

Par conséquent, la forme bilinéaire a(., .) est continue dans H1
0 (]a, b[)×H1

0 (]a, b[) et on a :

|a(δ, v)| ≤ (1 +
(c∞ + α)

c2
0

|b− a|2)‖δ‖H1
0 (]a,b[)‖v‖H1

0 (]a,b[). (1.25)

De plus L(v) est continue dans H1
0 (]a, b[) :

|L(v)| ≤ ‖g‖MB(]a,b[)‖v‖2 ≤ C(a, b)‖g‖MB(]a,b[)‖v‖H1
0 (]a,b[). (1.26)

Puisque le signe de α + c(x), x ∈ (]a, b[) est inconnu, alors la forme bilinéaire a(., .) peut

ne pas être elliptique :

a(v, v) =

∫ b

a

v′2 +

∫ b

a

(α + c)v2

≥
∫ b

a

v′2 + (α− c∞)

∫ b

a

v2

Si α− c∞ < 0, l’inégalité de Poincaré donne :

(α− c∞)

∫ b

a

v2 ≥ (α− c∞)C(a, b)2

∫ b

a

v′
2
.

Alors,

a(v, v) ≥
(

1 +
(α− c∞)

c2
0

| b− a |2
)∫ b

a

v′
2
.

Alors, la forme bilinéaire est coercive si (α + c(x)) ≥ 0, x ∈ (]a, b[) ou bien si :(
1 +

(α− c∞)

c2
0

| b− a |2
)
> 0.

Ce qui implique :

|b− a| < c0√
c∞ − α

, pour tout c∞ > α. (1.27)
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De plus, il existe un ensemble de valeurs propres λk de l’opérateur de dérivation de second

ordre tels qu’il existe une unique solution du problème variationnel à condition que c∞−
α 6= λk = − k2 π2

|b−a|2 , voir Agmon [1]. Dans le cas contraire, il peut y avoir un nombre infini

de solutions.

Ainsi l’existence d’une solution unique de l’équation (1.23), dépend du comportement

de c∞ = ‖∂F (.,wk)
∂r
‖∞. Alors, pour calculer une solution du problème (1.23) en utilisant

la méthode classique des éléments finis quand le domaine ]a, b[ ne vérifie pas (1.27), on

introduit la méthode de décomposition de domaine de Schwarz sans recouvrement.

Méthode de décomposition de domaine

Dans cette section, on va présenter la méthode de décomposition de domaine de

Schwarz sans recouvrement, voir (Lions [79]), qui consiste à décomposer l’intervalle (]a, b[)

en m sous-domaines tels que :

i)

Ωi =]βi, βi+1[

ii)

Ω = [a, b] =
m⋃
i=1

[βi, βi+1] =
m⋃
i=1

Ωi

iii)

Ωi ∩ Ωi+1 = ∅, i = 1, ...,m

où

β1 = a , βm+1 = b, βi < βi+1, βi+1 = Ωi ∩ Ωi+1

et

|βi+1 − βi| <
c0√

c∞ − α
. (1.28)

Soit v0 une fonction d’initialisation définie sur (]a, b[) et nulle sur le bord. On généralise

pour l ≥ 0, 1, ...,m des suites vli , i = 1, ...,m solutions des sous-problèmes linéaires

suivants :

Pour i = 1 : 
−(δl+1

1 )′′(x) + (α + c(x))δl+1
1 (x) = g(x) dans (a, β2),

δl+1
1 (a) = 0,
∂δl+1

1 (β2)

∂n
+ λδl+1

1 (β2) =
∂δl2(β2)

∂n
+ λδl2(β2) = ll2(β2), λ ≥ 0,

(1.29)
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pour i = 2, ...,m− 1 :


−(δl+1

i )′′(x) + (α + c(x))δl+1
i (x) = g(x) dans (βi, βi+1),

∂δl+1
i (βi)

∂n
− λδl+1

i (βi) =
∂δl+1
i−1(βi)

∂n
− λδl+1

i−1(αi) = rl+1
i−1(βi), λ ≥ 0,

∂δl+1
i (βi+1)

∂n
+ λδl+1

i (βi+1) =
∂δli+1(βi+1)

∂n
+ λδli+1(βi+1) = lli+1(βi+1), λ ≥ 0,

(1.30)

pour i = m
−(δl+1

m )′′(x) + (α + c(x))δl+1
m (x) = g(x) dans ]βm, b[

δl+1
m (b) = 0,

∂δl+1
m (βm)
∂n

− λδl+1
m (βm) =

∂δl+1
m−1(βm)

∂n
− λδl+1

m−1(βm) = rl+1
m−1(βm), λ ≥ 0,

(1.31)

où
∂δi
∂n

dénote le produit δ′i.ni avec n = ni = −ni+1 vecteur normal extérieur sur ∂Ωi.

Puisque les domaines vérifient la condition (1.28), les problèmes (1.29), (1.30) et (1.31)

sont elliptiques et admettent une unique solution.

La démonstration de la convergence dans H1
0 (]a, b[) de la méthode de décomposition de

domaines de Schwarz sans recouvrement quand l’ellipticité est vérifiée dans chaque sous-

domaine, se trouve dans le travail de Lions [79] et dans [9]. Par suite, chaque pas de la

méthode de Newton est bien posé.

Il reste à préciser l’hypothèse qui doit être vérifiée pour la non-linéarité afin d’obtenir la

convergence de l’itération de la méthode de Newton.

Convergence de la méthode de Newton appliquée (1.21)

La méthode de Newton permet de chercher une racine d’une équation non linéaire de

type H(x) = 0. Dans ce contexte, on commence par donner des résultats de convergence

de cette méthode dans le cadre général et ensuite dans le cadre de notre problème modèle

(1.2). Les résultats de convergence de cette méthode sont basés sur le théorème de Newton-

Kantorivich [44].

Soient X, Y deux espaces de Banach et soit H : Ω ⊆ X → Y un opérateur non linéaire,

deux fois différentiable dans un domaine convexe Ω. On suppose que H ′(x0)−1 ∈ L(X, Y )

existe pour x0 ∈ Ω, et que :

i) ‖H ′(x0)−1‖ ≤ C,

ii) ‖H ′(x0)−1H(x0)‖ ≤ η,

iii) ‖H ′′(x)‖ ≤M, x ∈ Ω.

Alors l’algorithme de Newton : xk+1 = xk−H ′(xk)−1
H(xk), k ≥ 0 converge vers la solution

de l’équation H(x) = 0.
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Remarque 1.3.1. Plus généralement, ce résultat est toujours vrai si on remplace la condi-

tion (iii) par l’une des hypothèses suivantes :

• ‖H ′(x)−H ′(y)‖ ≤ L‖x− y‖, L ≥ 0 (x, y ∈ Ω), voir [44].

En d’autres termes, H est une fonction lipschitzienne.

• ‖H ′(x)−H ′(y)‖ ≤ K‖x− y‖p, K ≥ 0 p ∈ [0, 1] (x, y ∈ Ω).

Cette condition signifie que H ′ est (K, p)-Holder continue dans Ω, voir [72]

• ‖H ′(x) − H ′(y)‖ ≤ ω(‖x − y‖), (x, y ∈ Ω), où ω(z) =
∑m

i=1Kiz
pi , avec Ki ≥

0, pi ∈ [0, 1], ω(z) est une fonction réelle continue non décroissante pour z > 0,

telle que ω(0) ≥ 0 (voir [52]).

• ‖H ′′(x)‖ ≤ ω̃(‖x‖), x ∈ Ω, où ω̃ : R+ ∪ {0} → R+ ∪ {0} est une fonction réelle

continue telle que ω̃ ≥ 0, et w̃ est monotone, (voir [51]).

On applique ce résultat de convergence à la version discrète du problème (E, α) qui

,dans la pratique, est celui effectivement résolu.

L’application de la méthode des éléments finis pour calculer une solution numérique de

l’équation non linéaire (1.21) donne la formulation variationnelle suivante : trouver wh ∈ Xh telles que :

(w′h, v
′
h)2 +(αwh − F (x,wh), vh)2 = (f(x), vh)2 ∀ vh ∈ Xh.

(1.32)

Soit Nh le nombre des nœuds intérieurs de la discrétisation de l’intervalle ]a, b[ . Soit

{φi}, i = 1, · · · , Nh la base de Lagrange de Xh. Alors, toute fonction dans Xh est donnée

par l’expression suivante :

wh(x) =

Nh∑
i=1

wihφi(x),

où wih = wh(xi).

Soit wh = {wih}
Nh
i=1 les vecteurs des inconnues des valeurs de la fonction wh dans les

nœuds d’interpolation xi, i = 1, ..., Nh. Le vecteur wh est la solution du système non

linéaire suivant :

K(wh) = Ahwh − F (x,wh) = fh (1.33)

où :

Ah = {ai,j}Nhi,j=1 où ai,j = (φ′i, φ
′
j)2 + α(φi, φj)2 (1.34)

F (x,wh) est la matrice diagonale {F (x,wkh)}i,i = (F (x,wkh), φi)2 (1.35)

fh = {f ih}
Nh
i=1, f ih = (f, φi)2 (1.36)

Soit H : RNh → RNh l’application non linéaire :

H(wh) = Ahwh − F (x,wh). (1.37)
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Maintenant, on note J(wkh) : RNh → RNh l’application linéaire :

J(wkh)δh = Ahδh −
∂

∂r
F (x,wkh)δh, (1.38)

où
∂

∂r
F (x,wkh) est la matrice { ∂

∂r
F (x,wkh)}i,j = (

∂

∂r
F (x,wkh)φj, φi)2.

La résolution du problème non linéaire H(wh) = fh en utilisant la méthode de Newton

mène à chaque itération k au problème suivant : trouver δh ∈ RNh telle que :

J(wkh)δh = −H(wkh) + fh.
(1.39)

Puisque δh(x) =

Nh∑
i=1

δihφi(x) on définit :

wk+1
h = wkh + δ. (1.40)

Si chaque sous-domaine vérifie la condition (1.3.1), alors il existe γ telle que :

(J(wkh)δh, δh) ≥ γ‖δh‖2 ∀ k et δh ∈ RNh .

Par conséquent :

|‖J−1(wkh)‖|2 <
1

γ
.

Donc, d’après le théorème de Kantorovich [44], la convergence de la suite {wkh}k dépend

de la régularité de l’opérateur non linéaire H.

Dans le cas de notre problème modèle : αu− u′′(x) = µ(x) | u(x) |p +f(x) ∀x ∈]a, b[,

u(a) = u(b) = 0,
(1.41)

où p ≥ 1, µ est une fonction positive et f est une mesure non-négative sur ]a, b[, on a :

• Si p > 2, la dérivée de H, J(.) est lipschitzienne alors, en appliquant le théorème

de Kantorovich, la méthode de Newton converge d’une façon quadratique.

• Si 1 ≤ p ≤ 2, J(.) est (p−1)-Holderienne. D’après les résultats annoncés dans [72],

la méthode de Newton converge, et la vitesse de convergence est d’ordre p.

Puisque p ≥ 1, alors la suite de solutions {wkh}k, créée par la méthode de Newton pour

calculer une approximation de la sur-solution du problème (1.41), vérifie à chaque itération

k :

wk+1
h ≥ wkh ≥ 0.

En effet, l’application de la méthode de Newton nous a donné l’équation suivante :

J(wkh)δh = −H(wkh) + fh.
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D’où, par la définition de δ et des opérateurs J et H, on a :

Ah(w
k+1
h − wkh)−

∂

∂r
F (x,wkh)(w

k+1
h − wkh) = −Ah(wkh) + F (wkh) + fh.

Ce qui implique :

Ah(w
k+1
h )− ∂

∂r
F (x,wkh)(w

k+1
h − wkh) = F (wkh) + fh. (1.42)

De même, on a :

Ah(w
k
h)−

∂

∂r
F (x,wk−1

h )(wkh − wk−1
h ) = F (wk−1

h ) + fh. (1.43)

En calculant la différence entre (1.42) et (1.43), on obtient :

Ah(w
k+1
h −wkh)−

∂

∂r
F (x,wkh)(w

k+1
h −wkh)+

∂

∂r
F (x,wk−1

h )(wkh−wk−1
h ) = F (wkh)−F (wk−1

h ).

Ce qui donne :

Ah(δh)−
∂

∂r
F (x,wkh)(δh) = F (wkh)− F (wk−1

h )− ∂

∂r
F (x,wk−1

h )(wkh − wk−1
h ).

Par ailleurs, vu que p > 1, alors la fonction F est convexe ce qui implique que :

F (wkh)− F (wk−1
h )− ∂

∂r
F (x,wk−1

h )(wkh − wk−1
h ) ≥ 0.

Alors :

Ah(δh)−
∂

∂r
F (x,wkh)(δh) ≥ 0.

Donc, d’après le principe du maximum discret :

δh = wk+1
h − wkh ≥ 0.

1.3.2 Résolution numérique de l’équation (1.22)

A cette étape, pour une donnée initiale u0 = w, on résout, pour n = 1, ... jusqu’à

convergence le problème non linéaire obtenu par l’approximation de Yosida : αun(x)− u′′n(x) +Gn(x, u′n(x)) = F (x, un−1(x)) + f(x) ∀x ∈]a, b[

un(a) = un(b) = 0.
(1.44)

L’équation aux dérivées partielles (1.44) est à nouveau résolue par la méthode de Newton.

A chaque itération, on résout, pour tout vh dans H1
0 (]a, b[), le problème variationnel

suivant :

(θ′h, v
′
h) + (αθh +

∂Gn(ujn,h)
′

∂r
θ′h, vh) = (−Gn((ujn,h)

′) +F (un−1,h) + f + (ujn,h)
′′− αujn,h, vh),

(1.45)
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où un,h est l’approximation numérique de la solution un, et uj+1
n,h = ujn,h + θh.

On note :

ã(θh, vh) =

∫
Ω

αθhvh +

∫
Ω

θ′hv
′
h +

∫
Ω

d(x)θ′hvh

et

L̃(vh) =

∫
Ω

gvh.

avec

• d(x) =
∂Gn

∂r
(x, (ujn,h)

′),

• g(x) = −Gn((ujn,h)
′) + F (un−1,h) + f + (ujn,h)

′′ − αujn,h.
La forme bilinéaire ã(., .) est continue sur H1

0 (]a, b[)×H1
0 (]a, b[). La forme linéaire L̃(.) est

continue sur H1
0 (]a, b[).

Étudions maintenant l’ellipticité de la forme ã. Pour tout θh ∈ H1
0 (]a, b[), on a :

ã(θh, θh) =

∫
Ω

αθ2
h +

∫
Ω

(θ′h)
2 +

∫
Ω

d(x)θ′hθh

=

∫
Ω

αθ2
h +

∫
Ω

(θ′h)
2 +

1

2

∫
Ω

d(x)(θ2
h)
′.

En supposant que d′(x) ∈ L∞(]a, b[), et en faisant une intégration par partie, on obtient :

ã(θh, θh) =

∫
Ω

αθ2
h +

∫
Ω

| θ′h |2 −
1

2

∫
Ω

d′(x)θ2
h,

=

∫
Ω

| θ′h |2 +

∫
Ω

(α− 1

2
d′(x))θ2

h.

Si on suppose que d′(x) est borné par sa norme infinie, notée d∞, alors, on obtient

ã(θh, θh) ≥
∫

Ω

| θ′h |2 +(α− d∞)

∫
Ω

| θh |2 .

D’après l’inégalité de Poincaré, on a :

ã(θh, θh) ≥
∫

Ω

| θ′h |2 +(α− d∞) C(Ω)2

∫
Ω

| θ′h |2

≥
(
1 + (α− d∞) C(Ω)2

)
‖θ′h‖2

2.

Par conséquent, le problème (1.45) est elliptique si α− d∞ > 0 ou bien, si :

diam(Ω) <

√
2√

d∞ − α
, pour α− d∞ < 0. (1.46)

Par ailleurs, la convergence de la méthode de Newton dépend des propriétés de la

non-linéarité Gn(., r) comme mentionné dans (1.12).

De plus, en utilisant les mêmes arguments considérés dans la section (1.2) pour montrer
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le théorème 1.2.1, on obtient la convergence de un,h vers u dans H1
0 (]a, b[).

Pour le cas de l’exemple (1.2), l’approximation de Yosida de G(., r) est donnée comme

suit :

Gn(x, r) =


nq − qnq−1(r + n) si r ≤ −n,
|r|q si |r| < n,

nq + qnq−1(r − n) si r ≥ n,

(1.47)

Pour les mêmes raison indiquées dans la section (1.21), la méthode de Newton appliquée

à (1.22) converge d’une façon quadratique si q ≥ 2 et elle converge et elle est d’ordre q si

1 ≤ q < 2.

1.3.3 Description de l’algorithme

On résume l’algorithme présenté dans la section (1.3) de la manière suivante :

1) Pour une donnée initiale w0 = 0, on calcule d’une façon itérative, pour k = 1

jusqu’à convergence la suite wk+1 = wk + δ, où δ est la solution du problème

linéaire (1.23).

Pour atteindre cet objectif, on considère la méthode de décomposition de domaine

de Schwarz sans recouvrement. Cette étape de l’algorithme peut être décrite comme

suit :

i) On calcule c∞ = ‖ ∂
∂r
F (x,wkh)‖∞. Ensuite, on détermine la décomposition des

sous-domaines géométriques Ω, {Ωi}i=1,...,m selon l’hypothèse

diam(Ωi) <
c0√

c∞ − α
, pour c∞ > α.

ii) On calcule d’une manière itérative,

pour k = 1, .., jusqu’à convergence

pour i = 1, ...,m, la solution numérique des problèmes (1.29), (1.30) et (1.31).

La suite wkh tend vers la sur-solution numérique wh du problème (1.21) quand k

tend vers l’infini.

2) Soit u0 = wh.

Pour n = 1, ... jusqu’à convergence :

• Soit u0
n = un−1,

• pour j = 1, ..., jusqu’à convergence, on calcule uj+1
n = ujn+θ, où θ est la solution

du problème d’approximation (1.45).
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• À la fin de la boucle en j, on aura un = ujn.

L’approximation discrète de la solution de (E, α) est obtenue à la fin de la boucle

en n.

1.3.4 Résultats numériques

Dans cette section on va présenter quelques simulations numériques qui illustrent le

performance de notre algorithme.

L’exemple analysé dans ce chapitre est le suivant : αu(x)− u′′(x) + µ(x) | u(x)′ |q = η(x) | u(x) |p +f(x) ∀x ∈ (0, 1)

u(0) = u(1) = 0.
(1.48)

où p ≥ 1 , q ≥ 1, f est une fonction positive dans L1(0, 1), µ(x) et η(x) seront données à

chaque test.

Afin de tester notre algorithme, on considère le cas où u(x) = 15x2(1 − x)2 est connue,

α = 2, p = q = 2, µ(x) = 1, et η(x) = 3.

Le paramètre λ introduit dans la méthode de décomposition de domaine est donné suivant

le pas de discrétisation h, λ =
diam(]0, 1[)

h
=

1

h
, see [79].
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Figure 1.1 – Forme de la solution exacte et les solution numériques
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La Figure 1.1 montre bien la convergence entre la solution numérique et la solution exacte,

la précision de l’erreur est d’ordre 10−4 avec un pas de discrétisation h = 0.01.

Pour analyser cette convergence, la Figure 1.2 illustre l’évolution de la sur-solution en

fonction des itérations de la méthode de Newton notées k. Pour ce même exemple, on

montre l’évolution du nombre de sous-domaines dans la Figure 1.3.
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Figure 1.2 – Évolution de la sur-solution en fonction des itérations successives de Newton

notées k
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Figure 1.3 – Évolution du nombre de sous-domaines noté m en fonction du nombre k

d’itérations de Newton

Le tableau suivant donne plus de détails des résultats numériques obtenus :

# Itération de Newton : k 1 2 3 4 5

‖wk+1
h − wkh‖∞ 1.12 0.51 0.185 0.071 1.2 10−3

# Itération de Schwarz : l 45 66 61 35 1

‖δl+1

h − δlh‖∞ 9.71 10−5 9.76 10−5 9.9 10−5 9.8 10−5 6.4 10−5

# Nombre de sous-domaine : m 2 3 4 5 5

Table 1.1 – Comportement de l’algorithme calculant la sur-solution approchée

Dans la Figure 1.3, on remarque qu’à la première itération de la méthode de Newton

on a seulement deux sous-domaines, à la deuxième on en a 3 et à la troisième itération on

en a 4, puis, le nombre de sous-domaine est égal à 5. L’algorithme de Newton converge

à l’itération 5 et la simulation s’arrête quand la correction calculée (en norme L∞) est

d’ordre 10−3.

D’autre part, on vérifie que le nombre de sous-domaine croit quand on se rapproche de la

sur-solution w.

Une fois la sur-solution calculée, pour u0 = w, on résout, d’une manière itérative, pour

n = 1 jusqu’à convergence le problème d’approximation (1.44).
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Figure 1.4 – Évolution de la solution en fonction des itérations de l’algorithme de Yosida

notées n

Dans la Figure 1.4, on trace l’évolution de la solution numérique un, du problème (1.44).

On a obtenu, à la troisième itération de l’algorithme de Yosida, une convergence vers la

solution exacte avec précision de 10−4 en norme L2 et un pas de discrétisation en espace

h = 0.01.

Pour mieux décrire le résultat de cet algorithme on consulte le tableau suivant :

# Itération de Yosida : n 1 2 3

# Itération de Newton : j 9 5 4

‖θ‖∞ 5.5 10−5 7.3 10−5 2.3 10−5

Erreur en L2 0.126 0.0147 1.9 10−4

Table 1.2 – Comportement de l’algorithme calculant la solution approchée en fonction

de l’itération de Yosida notée n.

En utilisant la méthode des éléments finis P1, l’erreur en norme L2 entre la solution

exacte et la solution approchée est d’ordre h2, voir [110, 49].

Une vérification numérique de l’ordre de l’erreur en fonction de log(h) où h = 1
N

et

N = 100, 200, .., 500 est donnée dans la Figure 1.5.
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Figure 1.5 – Estimation d’erreur en norme L2 dans le calcul de la solution du problème

(1.48)

Par ailleurs, afin de montrer l’influence de α et de ‖∂F (w)

∂r
‖∞ sur l’évolution du nombre

de sous-domaines, on considère le problème où la solution exacte est u(x) = x(1 − x)

avec p = 3, q = 4, et h = 0.03. En prenant différentes valeurs de α et η, on obtient les

résultats présentés dans les Figures 1.6 et 1.8, avec, respectivement, η = 100, α = 10,

η = 650, α = 100.
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Figure 1.6 – Solution de l’équation (1.48) dans le cas η = 100, α = 10, et m = 6

On a effectué 6 itérations de la méthode de Newton pour calculer la sur-solution de

l’exemple présenté dans la Figure 1.6 où la différence entre deux itérés successifs est

d’ordre 10−4. Le nombre de sous-domaines varie de 2 à 6 au cours de ces itérations, voir

la Figure (1.7).
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Figure 1.7 – Évolution du nombre de sous-domaines en fonction du nombre d’itérations

de Newton, notées k
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Par ailleurs, après deux itérations de l’algorithme de Yosida, on a atteint un erreur entre

la solution exacte et la solution approchée en norme L2 d’ordre 10−4.

La Figure 1.8 présente les résultats avec η = 650, α = 100, et m = 15
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Figure 1.8 – Solution du probléme (1.48) avec η = 650, α = 100, et m = 15

Pour ce choix de paramètres, le calcul de la sur-solution nécessite 15 sous-domaines. De

la première à la troisième itération de la méthode de Newton le nombre de sous-domaines

est égale à 2, à la quatrième on a 12 sous-domaines et à la cinquième, on en a 15.

Après le calcul de la sur-solution, on effectue deux itérations de l’algorithme de Yosida

pour obtenir une convergence en norme L2 d’ordre 10−4.

Les résultats présentés dans les Figures 1.6 et 1.8 montrent que le nombre de sous-

domaines dépend du comportement de α et de ‖∂F (w)
∂r
‖∞ .

On considère maintenant un cas présentant une difficulté supplémentaire : αu− u′′(x) + µ(x) | u(x)′ |q = η(x) | u(x) |p +Kδx0 ∀x ∈ (0, 1)

u(0) = u(1) = 0.
(1.49)

Dans ce cas, la solution exacte est inconnue et la fonction source f est une mesure ponc-

tuelle.
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Dans un premier temps, on considère :

α = 2, p = q = 3, K = 3, x0 =
1

3
, µ(x) = 1, η(x) = 5, et N = 400

.
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Figure 1.9 – Approximation de la sur-solution et la solution du problème (2.30) dans le

cas α = 2, p = q = 3, K = 3, x0 = 1
3
, µ(x) = 1, η(x) = 5, et N = 400

Dans la Figure 1.9, on peut observer la forme de la sur-solution et de la solution numé-

riques du problème (1.49) pour ce choix de paramètres . L’algorithme de Newton utilisé

pour le calcul de la sur-solution converge seulement avec deux sous-domaines. On ef-

fectue 5 itérations de l’algorithme de Newton pour atteindre une approximation de la

sur-solution où l’évolution entre deux itérés successifs en norme L∞ est inférieure à 10−4

avec un nombre de sous-domaines égal à deux (m=2).

D’autre part, on a effectué 5 itérations de l’algorithme de Yosida afin d’obtenir une so-

lution numérique quand l’évolution relative en norme L2 entre deux itérés successifs est

d’ordre 10−5.
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# Itération de Yosida n 1 2 3 4 5

# Itération de Newton : j 3 6 8 10 11

‖θh‖∞ 6.9 10−5 4.6 10−5 3.6 10−5 9.3 10−5 2.9 10−5

‖un−1,h − un,h‖2

‖un−1,h‖2

0.24 0.0732 8.3 10−3 2.1 10−3 5.06 10−5

Table 1.3 – Comportement de l’algorithme calculant la solution approchée du problème

(1.49) dans le cas α = 2, p = q = 3, K = 3, x0 = 1
3
, µ(x) = 1, η(x) = 5, et N = 400.

Dans un second cas, pour le même problème (1.49), on choisit α = 3, p = 3, q =

4, K = 5, x0 =
1

2
, N = 800,

µ(x) =

 0 ∀x ∈ (0, 0.5)

10(x− 0.5) ∀x ∈ (0.5, 1).
(1.50)

et

η(x) =

 36(0.5− x) ∀x ∈ (0, 0.5)

0 ∀x ∈ (0.5, 1).
(1.51)
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Figure 1.10 – Approximation de la sur-solution et solution du problème (1.49), dans le

cas α = 3, p = 3, q = 4, K = 5, x0 =
1

2
, N = 800,
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Pour cet exemple, la sur-solution est obtenue après 3 itérations de la méthode de Newton.

Dans ce cas, le nombre de sous-domaines varie de 2 à 5. Aux deux la premières itérations

le nombre de sous-domaines est 2, et à la troisième itération le nombre est 5 avec une

correction en norme infinie d’ordre 10−4.

Afin de calculer la solution approximative de l’équation (1.49), en commençant par la

sur-solution, on effectue 4 itérations de l’équation d’algorithme de Yosida et on s’arrête

lorsque l’évolution entre deux approximations calculées successives est inférieure à 10−4.

# Itération de Yosida : n 1 2 3 4

# Itération de Newton : j 7 17 23 24

‖θh‖∞ 6.3 10−4 3.7 10−4 5.8 10−4 1.9 10−4

‖un−1,h − un,h‖2

‖un−1,h‖2

0.76 0.24 0.03 2.8 10−4

Table 1.4 – Comportement de l’algorithme calculant la solution approchée du problème

(1.49), dans le cas α = 3, p = 3, q = 4, K = 5, x0 =
1

2
, N = 800.

Remarque 1.3.2. Pour montrer l’utilité de la décomposition de domaine, toujours pour

le même exemple (1.49), et les mêmes paramètres α = 3, p = 3, q = 4, K = 5, x0 =
1

2
, N = 800, on autorise un maximum de deux sous-domaines, (on fixe m = 2), On

obtient alors le résultat présenté dans la Figure 1.11 pour le calcul de la sur-solution :
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Figure 1.11 – Comportement de l’algorithme calculant l’approximation de la sur-solution

avec 2 sous-domaines
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Alors, d’après la Figure 1.11, il est clair que la méthode classique sans méthode adaptative

de domaine ne permet pas de calculer la solution approchée de l’équation non linéaire de

type (E,α). En effet la forme bilinéaire associée au problème (1.49) n’est pas elliptique

sur les 2 sous-domaines, et par suite, l’algorithme de Newton appliqué pour le calcul de la

sur-solution de ce problème (1.49) diverge.

On considère maintenant le même exemple (1.49) avec les mêmes paramètres α =

3, p = 3, q = 4, mais avec une fonction source f à plusieurs mesures de Dirac. On

considère en particulier,

f = 3δx0 + 2δx1 + δx2 + δx3 ,

où x0 = 0.4, x1 = 0.1, x2 = 0.7, et x3 = 0.9. On obtient alors le résultat suivant :
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Figure 1.12 – Approximation de la sur-solution et la solution du problème (1.49) dans

le cas α = 3, p = 3, q = 4, et fonction source à plusieurs mesures de Dirac

La sur-solution approchée de cet exemple est obtenue après 5 itérations de la méthode de

Newton dont la différence entre deux itérés successifs en norme L∞ est égale à 2.8 10−4.

A la première itération on a deux sous-domaines, à la deuxième itération le nombre de

sous-domaines est 3 et à partir de la troisième itération on a 4 sous-domaines.

Après le calcul de la sur-solution, la résolution du problème régularisé donne une solution
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approchée après 3 itérations de l’algorithme de Yosida avec une simulation de correction

en norme infinie d’ordre 10−4.

# Itération de Yosida : n 1 2 3

# Itération de Newton : j 9 24 25

‖θh‖∞ 3.6 10−4 7.7 10−4 5.4 10−4

‖un−1,h − un,h‖2

‖un−1,h‖2

0.27 0.051 8.06 10−4

Table 1.5 – Comportement de l’algorithme calculant la solution approchée u problème

(1.49) dans le cas α = 3, p = 3, q = 4, et fonction source à plusieurs mesures de Dirac

Pour conclure à partir de la section des expériences numériques, on peut souligner

les différences entre l’algorithme décrit dans ce chapitre et les autres codes proposés

dans les packages d’analyse numérique. Il existe des algorithmes puissants dans la li-

térature : la méthode numérique proposée par Ascher et les collaborateurs de Hill, voir

[17, 15, 18, 14], les algorithmes du package MATLAB bvp inspirés des méthodes étudiées

dans [77, 115, 113, 61] et le code MATLAB bvptwp.m proposé dans [92, 91]. Tous ces

codes implémentent des versions optimisées de méthodes numériques adaptées aux équa-

tions différentielles, comme les méthodes de collocation, les différences finies, Runge-Kutta

implicite et la stratégie de continuation pour gérer les changements de la solution.

L’algorithme présenté dans notre travail est inspiré des méthodes variationnelles et des

éléments finis. Nous pouvons gérer des données non régulières sans régularisation préa-

lable. La décomposition adaptative du domaine a été introduite pour prendre en compte

les non-linéarités et contrôler l’évolution à chaque étape de Newton. Les résultats numé-

riques obtenus par notre algorithme sont comparables à ceux cités dans le paragraphe

précédent par rapport à la précision de l’approximation de la solution. Dans notre cas,

nous n’avons pas besoin de la régularisation préalable à la fonction source.

1.3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on produit un résultat d’existence d’une solution non négative d’une

équation différentielle non linéaire de type (E, α). Notre résultat améliore les résultats

précédents car le terme source peut être non régulier et la non-linéarité concernant la

solution et sa dérivée première peuvent croître plus vite que de manière quadratique. On

a prouvé qu’il existe une solution non négative, faible dans W 1,∞
loc (Ω) ∩ C0(Ω).

Ensuite, on a développé une méthode numérique pour calculer une approximation, par
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éléments finis, de la solution non négative du problème non linéaire de type (1.2) en une

dimension. Au début, on a calculé une sur-solution en utilisant une méthode de Newton.

On a introduit la méthode de décomposition de domaine sans recouvrement afin d’obtenir

à chaque itération de l’algorithme de Newton des problèmes linéaires elliptiques. Ensuite,

en utilisant l’approximation de Yosida de la non-linéarité impliquant la dérivée première

de la solution, on calcule une suite de solutions des problèmes intermédiaires convergeant

vers la solution de (1.2).

En plus, on a montré sous quelles conditions la méthode de Newton est bien définie et

converge.

Des exemples numériques ont montré les performances de la méthode présentée dans ce

chapitre pour résoudre l’équation (1.2).

Dans les exemples test où la solution est connue, on a vérifié que la précision finale est

celle attribuée aux éléments finis considérés.

Le chapitre suivant est dédié à étendre nos résultats au cas de dimension supérieure ou

égale à 2. En fait, ce cas est très différent d’un point de vue théorique. En effet, on doit

considérer que la non linéarité G est au plus quadratique.
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Chapitre 2

Étude théorique et numérique des

équations différentielles elliptiques non

linéaires dans Ω ⊂ Rd, d ≥ 2

2.1 Introduction

L’objectif principal de ce chapitre est de montrer l’existence théorique et numérique

d’une solution faible, non négative du problème elliptique semi-linéaire suivant :

(E,α) :

 αu−∆u(x) +G(x,∇u(x)) = F (x, u(x)) + f(x) dans Ω

u(x) = 0 sur ∂Ω
(2.1)

où α est un réel non négatif, G et F sont des fonctions de Carathéodory non négatives.

La fonction source f ∈ L1(Ω) est non négative. Le domaine Ω est un ouvert borné de

Rd, d ≥ 2.

Dans le premier chapitre, on a montré l’existence d’une solution non négative, du problème

(E, α) dans le cas mono-dimensionnel avec une croissance arbitraire de la non linéarité.

Par contre, pour montrer l’existence de la solution de (E, α) dans ce chapitre, il faut que

G(x, r) soit convexe et semi-quadratique en r :

G(x, r) ≤ C(k(x) + ‖r‖2), où k(x) ∈ L1(Ω), C > 0, et r ∈ Rd. (2.2)

Après avoir prouvé l’existence théorique de cette solution, on va étudier une méthode

numérique pour calculer une sur-solution de (E, α).

Ensuite, on calculera une suite de solutions du problème régularisé obtenu par l’approxi-

mation de Yosida. Cette suite converge vers la solution non négative de (E, α).
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Un modèle classique à considérer est donné par : αu−∆u(x)+ | ∇u(x) |q=| u(x) |p +f(x) ∀x ∈ Ω.

u(x) = 0 ∀x ∈ ∂Ω.
(2.3)

où p ≥ 1 et 1 ≤ q ≤ 2.

2.2 Existence d’une solution faible non négative

Dans cette section, on suppose que :

f ∈ L1(Ω), f ≥ 0, (2.4)

F : Ω× R→ [0,+∞[ une fonction de Carathéodory , (2.5)

F (x, s) ∈ L1(Ω), F est non-décroissante en s , (2.6)

G : Ω× RN → [0,+∞[ est une fonction de Carathéodory , (2.7)

G(x, 0) = min
{
G(x, r), r ∈ RN

}
= 0 et F (x, 0) = 0 , (2.8)

G(x, r) ≤ C2

(
‖r‖2

0 + d2(x)
)
, pour tout r ∈ RN et i.e. x ∈ Ω, (2.9)

avec d2 ∈ L1(Ω) et C2 > 0.

On introduit maintenant la notion de solution non négative, de (2.1).

Définition 2.2.1. Une fonction u est dite une solution faible du problème (2.1), si u ∈ W 1,1
0 (Ω), G(x,∇u) et F (x, u) ∈ L1(Ω)

αu−∆u+G(x,∇u) = F (x, u) + f dans D′(Ω)
(2.10)

On s’intéresse à prouver l’existence d’une solution faible non négative du problème

(2.1).

Théorème 2.2.1. Sous les hypothèses (2.4)—(2.10), s’il existe w solution du : w ∈ W 1,1
0 (Ω), F (x,w) ∈ L1(Ω)

αw −∆w = F (x,w) + f dans D′(Ω)
(2.11)

Alors le problème (2.1) admet une solution faible non négative u telle que 0 ≤ u ≤ w .
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2.2.1 Équation d’approximation

Dans cette section, on introduit une version régularisée du problem (2.1), en consi-

dérant Gn(.), Fn(.) et fn des approximations régulières de G(.), F (.) et f sont définies

comme suit :

Gn(x, r) =
G(x, r)

1 + 1
n
G(x, r)

.1[w≤n],

Fn(x, s) =
F (x, s)

1 + 1
n
F (x, s)

.1[w≤n],

fn = min{n, f}.1[w≤n].

On rappelle que les approximations régulièresGn, Fn et fn sont limitées par n et convergent

respectivement vers G, F et f quand n tend vers l’infini. Définissons le problème approxi-

matif comme suit : αun −∆un +Gn(x,∇un) = Fn(x, un) + fn in D′(Ω)

un ∈ H1
0 (Ω).

(2.12)

Puisque 0 est une sous-solution du problème (2.1), la fonction wn = min{n,w} est une

sur-solution non négative et la croissance de Gn est sous-quadratique, on peut appliquer

les travaux classiques de [12], et par suite conclure à l’existence de un ∈ H1
0 (Ω) une

solution faible de (2.12), telle que :

0 ≤ un ≤ wn ≤ w. (2.13)

Remarque 2.2.1. Si on suppose que la non-linéarité G est convexe par rapport au gra-

dient, et si on régularise le problème (2.1) en considérant que Gn(x, r) est l’approximation

Yosida de G(x, r). Alors Gn(x, r) est convexe par rapport r, converge vers G(x, r) quand

n tend vers ∞ et satisfait les propriétés suivantes :

Gn ≤ Gn+1 ≤ G, ||Gn,r(x, r)||∞ ≤ n,

où Gn,r est le sous-différentiel de Gn par rapport à r. On définit la solution approximative

du problème (2.1) comme suit : on considère la suite définie par u0 = w et pour n ≥ 1,

un est solution du problème suivant : αun −∆un +Gn(x,∇un) = F (x, un−1) + f in D′(Ω),

un ∈ W 1,1
0 (Ω), Gn(x,∇un) et F (x, un−1) ∈ L1(Ω).

Le reste de la preuve suit la même technique introduite dans [5].
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2.2.2 Estimations

On considère la fonction

Tk(s) = max {−k,min(s, k)} pour s ∈ R et k est un nombre donné.

On montrera dans le lemme suivant quelques estimations nécessaires qui sont utiles dans

la démonstration du théorème 2.2.1.

Lemme 2.2.1. Soit un une suite définie comme ci-dessus. Alors

(i)
∫
Ω

Fn(x, un)dx+

∫
Ω

fn(x)dx ≤ C,

(ii)
∫
Ω

Gn(x,∇un)dx ≤ C,

(iii)
∫
Ω

|∇Tk(un)|2 ≤ Ck,

(iv) lim
k→∞

1

k

∫
Ω,

|∇Tk(un)|2 = 0 uniformément en n,

où C est une constante indépendante de n.

Démonstration. (i) En utilisant (2.6) et (2.13), on a∫
Ω

Fn(x, un)dx+

∫
Ω

fn(x)dx ≤
∫
Ω

F (x,w)dx+

∫
Ω

f(x)dx ≤ C.

(ii) En intégrant l’équation (2.12) sur Ω, on obtient∫
Ω

αun −
∫
Ω

∆un +

∫
Ω

Gn(x,∇un) =

∫
Ω

Fn(x, un) +

∫
Ω

fn. (2.14)

Tout d’abord, on rappelle que pour toute fonction y ∈ W 1,1
0 (Ω) telle que : −∆y = H, H ∈ L1(Ω),

y ≥ 0,

il existe une suite yn ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) qui satisfait :

yn → y fortement dans W 1,1
0 (Ω),

∆yn → ∆y fortement dans L1(Ω).

On utilise la régularité de yn pour écrire :∫
Ω

∆yn =

∫
∂Ω

∂yn
∂ν

,
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mais yn ≥ 0 dans Ω et yn = 0 sur ∂Ω, alors,
∂yn
∂ν
≤ 0. En passant à la limite, on a∫

Ω

∆y ≤ 0. Par conséquent : ∫
Ω

∆un ≤ 0.

En utilisant ce fait, il résulte de (2.14) que :∫
Ω

Gn(x,∇un) ≤
∫
Ω

Fn(x, un) +

∫
Ω

fn

≤ ‖F (w)‖L1(Ω) + ‖f‖L1(Ω) .

(iii) En multipliant l’équation (2.12) par Tk(un) et en l’intégrant sur Ω, on obtient :∫
Ω

αunTk(un) +

∫
Ω

|∇Tk(un)|2 +

∫
Ω

Gn(x,∇un)Tk(un)

=

∫
Ω

Fn(x, un)Tk(un) +

∫
Ω

fnTk(un)

≤ k

(∫
Ω

F (x,w) +

∫
Ω

f

)
≤ Ck.

Puisque un est non-négative, on a Tk(un) ≥ 0, on obtient alors :∫
Ω

|∇Tk(un)|2 ≤ Ck.

(iv) Concernant l’équation satisfaite par un, on remarque que :

αun −∆un ≤ F (x,w) + f dans D′(Ω).

Pour tout 0 < M < k, on multiplie cette inégalité par Tk(un) et on intègre sur Ω,

on obtient :∫
Ω

|∇Tk(un)|2 ≤
∫

[un≤M ]

Tk(un)

(
F (x,w) + f

)
+

∫
[un>M ]

Tk(un)

(
F (x,w) + f

)
≤M

∫
Ω

(
F (x,w) + f

)
+ k

∫
Ω

(
F (x,w) + f

)
1[un>M ].

Alors :

1

k

∫
Ω

|∇Tk(un)|2 ≤ M

k

(
‖F (x,w)‖L1(Ω) + ‖f‖L1(Ω)

)
+

∫
Ω

(
F (x,w) + f

)
.1[un>M ].
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Fixons ε > 0. Puisque un est bornée dans L1(Ω), on a :

|[un ≥ h]| =
∫

[un≥h]

dx ≤ 1

h
‖un‖L1(Ω) ≤

C

h
.

Par conséquent, il existe hε indépendant de n telle que :∫
Ω

(
F (x,w) + f

)
.1[un>hε] ≤

ε

2
.

Prenant M = hε et faisant tendre k vers ∞, on obtient le résultat désiré.

2.2.3 Démonstration du théorème (2.2.1)

Démonstration. En utilisant (i) et (ii) du Lemme 2.2.1 et le résultat de compacité de

l’opérateur suivant :

L1(Ω)→ W 1,q
0 (Ω)

η 7→ v,

où q ∈ [1, d
d−1

[ et v est une solution du problème suivant v ∈ W 1,q
0 (Ω)

αv −∆v = η dans D′(Ω),

On conclut à l’existence d’une sous-suite notée encore un pour simplicité, telle que :

un → u fortement dans W 1,q
0 (Ω),

(un,∇un)→ (u,∇u) dans Ω.

En plus :

Gn(x,∇un)→ G(x,∇u) dans Ω,

Fn(x, un)→ F (x, u) dans Ω,

la monotonie de F (x, .) implique que :

|Fn(x, un)| ≤ F (x,w) in Ω.

En utilisant le théorème de Lebesgue, on obtient :

Fn(x, un)→ F (x, u) dans L
1

(Ω).
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Alors, il existe λ, une mesure non-négative, voir [112], telle que :

αun −∆un +Gn(x,∇un)− Fn(x, un)− fn

→ αu−∆u+G(x,∇u)− F (x, u)− f + λ dans D′(Ω).

D’autre part :

αun −∆un +Gn(x,∇un) = Fn(x, un) + fn → F (x, u) + f dans L1(Ω).

D’où :

αu−∆u+G(x,∇u) ≤ F (x, u) + f dans D′(Ω). (2.15)

Par conséquent, pour conclure à l’existence d’une solution faible au problème (2.1),

on doit établir l’opposé de l’inégalité (2.15).

Pour cela, on considère la fonction H ∈ C1(R), telle que 0 ≤ H(s) ≤ 1 et

H(s) =

 0 if |s| ≥ 2

1 if |s| ≤ 1

et la fonction test suivante :

vn = Ψ exp(−C2un)H(
un
k

),

où C2 est donnée par l’hypothèse sur G :

G(x, r) ≤ C2

(
‖r‖2

0 + d2(x)
)

et Ψ ≤ 0, Ψ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

On multiplie (2.12) par vn, on intègre sur Ω et on obtient :∫
Ω

∇un∇Ψ exp(−C2un)H(
un
k

) +
1

k

∫
Ω

Ψ |∇un|2 exp(−C2un)H ′(
un
k

)

+

∫
Ω

(αun +Gn(x,∇un)− C2 |∇un|2)Ψ exp(−C2un)H(
un
k

)

=

∫
Ω

Fn(x, un)Ψ exp(−C2un)H(
un
k

) +

∫
Ω

fnΨ exp(−C2un)H(
un
k

).

On note I1, I2, I3, I4 et I5 les cinq termes dans cette dernière relation. En étudiant

séparément chaque terme. On obtient pour le premier :

lim
n→∞

I1 = lim
n→∞

∫
Ω

∇un∇Ψ exp(−C2un)H(
un
k

)

= lim
n→∞

∫
Ω

∇Tk(un)∇Ψ exp(−C2un)H(
un
k

).
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En utilisant le fait que :

∇Ψ exp(−C2un)H(
un
k

) converge fortement vers ∇Ψ exp(−C2u)H(
u

k
) dans L2(Ω),

et

∇Tk(un) converge faiblemet vers ∇Tk(u) dans L2(Ω),

Grâce à l’hypothèse (iii) du lemme 2.2.1, on a :

lim
n→∞

I1 =

∫
Ω

∇u∇Ψ exp(−C2u)H(
u

k
).

Pour la deuxième intégrale, et puisque exp(−C2un) ≤ 1, on a :

1

k

∫
Ω

Ψ |∇un|2 exp(−C2un)H ′(
un
k

) ≤ C ‖Ψ‖∞
1

k

∫
Ω

|∇Tk(un)|2 .

Alors, d’après (iii) du Lemme 2.2.1, on a :

lim
n→∞

I2 = 0 uniformément en n.

Pour I3, en utilisant l’hypothèse (2.8) et Ψ ≤ 0, on a :

(αun +Gn(x,∇un)− (C2 |∇un|2 + d2(x)))Ψ exp(−C2un)H(
un
k

) ≥ 0.

Alors, en appliquant le lemme de Fatou, on obtient :

lim
n→∞

I3 ≥
∫
Ω

(αu+G(x,∇u)− C2 |∇u|2)Ψ exp(−C2u)H(
u

k
).

D’autre part, on a :

lim
n→∞

I4 =

∫
Ω

F (x, u)Ψ exp(−C2u)H(
u

k
)

et

lim
n→∞

I5 =

∫
Ω

fΨ exp(−C2u)H(
u

k
).

Alors, on obtient :∫
Ω

∇u∇Ψ exp(−C2u)H(
u

k
)

+

∫
Ω

(αu+G(x,∇u)− C2 |∇u|2)Ψ exp(−C2u)H(
u

k
) + β(

1

k
)

≤
∫
Ω

(F (x, u) + f)Ψ exp(−C2u)H(
u

k
),
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où β(ε) dénote la quantité qui tend vers 0 quand ε tend vers 0.

Maintenant, en choisissant Ψ = −φ exp(C2u)H(
u

k
), où φ ≥ 0, φ ∈ D(Ω), on a :

−
∫
Ω

∇u∇φH2(
u

k
)−

∫
Ω

C2 |∇u|2 φH2(
u

k
)− 1

k

∫
Ω

|∇u|2 φH(
u

k
)H ′(

u

k
)

−
∫
Ω

φ(αu+G(x,∇u)− C2 |∇u|2)H2(
u

k
) + β(

1

k
)

≤ −
∫
Ω

(F (x, u) + f)φH2(
u

k
).

En développant les calculs et en remarquant que le troisième terme est équivalent à β(
1

k
),

on peut écrire :

−
∫
Ω

∇u∇φH2(
u

k
)−

∫
Ω

φ(αu+G(x,∇u))H2(
u

k
) + β(

1

k
)

≤ −
∫
Ω

(F (u) + f)φH2(
u

k
).

Finalement, on passe à la limite quand k tend vers∞ et on utilise le fait que lim
k→∞

H(
u

k
) = 1

pour conclure que pour tout φ ≥ 0, φ ∈ D(Ω) on a :∫
Ω

∇u∇φ+

∫
Ω

φ(αu+G(x,∇u)) ≥
∫
Ω

(F (x, u) + f)φ.

Cela nous permet de montrer l’existence d’une solution faible non-négative du problème

(2.1).

2.3 Approximation numérique

Dans cette section, on étend la méthode numérique présentée dans le chapitre précé-

dent pour calculer une solution non-négative au cas bidimensionnel.

Soit Ω un ouvert borné de R2. Suivant le même algorithme que celui développé pour le

cas unidimensionnel, on calculera en premier, une approximation numérique de la solution

non négative en H1
0 (Ω) de l’équation non linéaire :

αw −∆w = F (x,w) + f. (2.16)

Alors, w est une sur-solution faible de (E, α).

Ensuite, on construit une suite {un}n ⊂ H1
0 (Ω) avec u0 = w, solution de l’équation non

linéaire :

αun −∆un +Gn(x,∇un) = F (x, un−1) + f. (2.17)
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Dans la section précédente, on a démontré que si le problème (2.16) admet une solution

non négative w, alors le problème (2.17) admet une solution et si u0 = w, alors la suite

{un}n converge vers la solution faible non négative du problème (E, α) avec 0 ≤ un ≤ w.

2.3.1 Caractérisation de la discrétisation

Soit h le pas de discrétisation du bord ∂Ω, par éléments finis P1. On obtient ainsi un

domaine polyédrique Ωh de bord ∂Ωh.

Soit Th une triangulation conforme du domaine Ωh, c’est à dire un ensemble fini (Ti)1≤i≤τh

vérifiant :

• Ωh =

Th⋃
i=1

Ti.

• Si i 6= j alors Ti ∩ Tj = ∅, ou un sommet commun ou une arête commune.

• Il existe deux nombres σ1 > 0 et σ2 > 0 tels que si di est le diamètre interne du

triangle Ti ∈ Th, alors σ1h ≤ di ≤ σ2h.

On associe à Ωh un espace d’approximation de fonctions continues linéaires par triangles

c’est à dire :

Vh = {vh ∈ C0(Ωh)/ vh|Ti
∈ P1(Ti) pour tout Ti ∈ Th} (2.18)

où P1(T ) est l’ensemble des polynômes de degré 1 défini sur T .

Les éléments finis de Xh sont déterminés de manière unique par leur valeur dans les

sommets de la triangulation Th.
Après, on cherche une approximation de la solution de notre problème dans l’espace de

dimension finie Xh = Vh ∩H1
0 (Ω).

2.3.2 Approximation numérique de la sur-solution

La formulation faible associée au problème (2.16) est la suivante : trouver wh ∈ Xh telle que :

a1(wh, vh) = L1(vh) ∀ vh ∈ Xh

(2.19)

a1(wh, vh) =

∫
Ωh

∇wh∇vh +

∫
Ωh

αwhvh −
∫

Ωh

F (wh)vh, et L1(vh) =

∫
Ωh

fvh.

Le problème (2.19) est non linéaire, alors nous considérons l’algorithme de Newton pour

calculer une approximation de la solution.

On commence par une donnée initiale w0
h ∈ Xh. La méthode itérative de Newton calcule

51



une suite wkh où wkh ∈ Xh et wk+1
h = wkh + δ. La mise à jour δ ∈ Xh est la solution de

l’équation suivante :

a2(δ, vh) =

∫
Ωh

∇δ∇vh +

∫
Ωh

αδvh −
∫

Ωh

∂F

∂r
(wkh)δvh = L2(vh), (2.20)

avec

L2(vh) = −
∫

Ωh

∇wkh∇vh −
∫

Ωh

αwkhvh +

∫
Ωh

F (wkh)vh +

∫
Ωh

fvh,

pour tout vh ∈ Xh.

Le signe de la dérivée
∂F

∂r
(wkh) n’est pas fixe, alors l’ellipticité de la forme bilinéaire a2

n’est pas acquise sans une restriction sous le domaine Ωh.

Maintenant, si on définit c∞ = ‖∂F
∂r

(wkh)‖∞ une analyse analogue à celle effectuée au

chapitre 1, permet de conclure que a2 est coercive en H1
0 (Ω) quand c∞ > α si :

diam(Ω) <
π√

c∞ − α
. (2.21)

Dans le cas α > c∞ la forme bilinéaire a2 est bien elliptique en H1
0 (Ω).

On considère maintenant une base de Xh, {Φi}1≤i≤N . On note wh le vecteur {wih}Ni=1 avec :

wh(x) =
N∑
i=1

wihφi(x), et wih = wh(Si),

où Si sont les nœuds de la triangulation Th. On notera aussi δ{δih}Ni=1 avec

δh(x) =
N∑
i=1

δihφi(x).

Ainsi l’algorithme de Newton dans notre contexte peut être reformulé de la façon suivante :

On construit une suite wkh telle que wk+1
h = wkh + δh ∈ H1

0 (Ω), avec δh ∈ H1
0 (Ω) solution

du système linéaire :

Aδh = (K +M)δh = b, (2.22)

où K ∈ RN×N est définie par Ki,j =

∫
Ω

∇φi∇φj ,

M ∈ RN×N est donnée par Mi,j =

∫
Ω

(−∂F
∂r

(
wkh) + α

)
φiφj

et b ∈ RN est définie par bi = −
∫

Ωh

∇wkh∇φi −
∫

Ωh

αwkhφi +

∫
Ωh

F (wkh)φi +

∫
Ωh

fφi.

Remarque 2.3.1. La forme bilinéaire a2(., .) 2.20 est elliptique. Si δ ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)

et δh ∈ Xh on a, voir [29, 41] :

||δ − δh||2 + h‖∇(δ − δh)‖2 ≤ βh2‖δ‖H1
0 (Ω).
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2.3.3 Décomposition de domaine

Pour traiter le cas d’un domaine Ωh d’un diamètre qui ne vérifie pas la restriction

(2.21) et pour lequel éventuellement la forme bilinéaire a2 n’est pas elliptique, on intro-

duit une méthode de décomposition de domaine de type Schwarz dont l’analyse est faite

dans Lions [79].

Il résulte une décomposition géométrique en un ensemble de sous-domaines Ωi, i =

1, ...,m, tels que :

• Ω =
m⋃
i=1

Ωi

• Ωi ∩ Ωj = Ωi,j, i = 1, ...,m, si Ωi ∩ Ωj 6= ∅.
• diam (Ωi) ≤

π√
c∞ − α

si c∞ ≥ α, si non il n’est pas nécessaire d’effectuer une

décomposition de domaines.

• On notera ∂Ωj ∩ Ωj = Γi,j, i = 1, ...,m, si Ωi ∩ Ωj 6= ∅.
Les espaces d’approximation locale associés à la décomposition du domaine géomé-

trique et à la méthode de Schwarz sont les suivants :

— V i
h = {p ∈ C0(Ωi); p|T ∈ P1(T ), T ∈ Th,i},

— X i
h,0 = V i

h ∩H1
0 (Ωi).

La forme bilinéaire locale à l’itération l de la méthode de Schwarz est donnée par :

ai3(δlh,i, vh) =

∫
Ωi

∇δlh,i∇vh dx+

∫
Ωi

αδlh,ivh dx−
∫

Ωi

∂F

∂r
(x,wkh)δ

l
h,ivh dx,

et

Li3(vh) = −
∫

Ωi

∇wkh∇vh dx−
∫

Ωi

αwkhvh dx+

∫
Ωi

F (x,wkh)vh dx+

∫
Ωi

fvh dx.

si Ωi vérifie la condition (2.21) alors la forme bilinéaire ai3 est elliptique dans X i
h,0 et la

forme linéaire Li3 est continue pour tout i = 1, ...,m. Alors l’algorithme de la décomposi-

tion de domaine pour calculer δh peut être formulé de la façon suivante : pour δ0
h ∈ Xh,

l ≥ 0, on calcule δl+1
h dans Xh telle que :

δl+1
h = δlh +

m∑
i=1

δ̃lh,i,

où δ̃lh,i dénote l’extension de δlh,i par 0 dans Ω \ Ωi. La fonction δlh,i est la solution du

problème suivant :  trouver δlh,i ∈ X i
h,0 telle que :

ai3(δlh,i, vh) = Li3(vh)− ai3(δlh, vh) ∀ vh ∈ X i
h,0.

(2.23)
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Donc la méthode de Schwarz considérée pour résoudre l’équation (2.22) peut être

énoncée de la façon suivante : soit δ0
h ∈ X0

h, pour l ≥ 0, on calculera δl+1
h dans Xh telle

que :

δl+1
h = δlh +

m∑
i=1

δ̃lh,i, (2.24)

avec δ̃lh,i la prolongation par zéro dans Xh de δlh,i solution de : trouver δlh,i ∈ X i
h, telle que :

ai2(δlh,i, v) = L(v)− ai2(δlh, v) ∀ v ∈ X i
h,0.

(2.25)

Puisque chaque sous-domaine Ωi est choisi tel que ai2 est elliptique, cette formation varia-

tionnelle admet une solution unique. Par ailleurs dans [33], [104] et [34], la convergence de

la méthode de Schwarz est démontrée. Par suite, on conclut que chaque pas de la méthode

de Newton est bien posé.

Dans le cas du problème modèle (2.3), la méthode de Newton appliquée au calcul de la

sur-solution converge avec une vitesse quadratique si p ≥ 2, et avec une vitesse d’ordre p

si 1 ≤ p < 2, voir [72, 44]

2.3.4 Approximation de la solution de l’équation (2.17)

Une fois calculée la sur-solution w, on calculera, pour n = 1, ... jusqu’à convergence la

solution du problème suivant : αun −∆un +Gn(x,∇un) = F (x, un−1) + f dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω.
(2.26)

où Gn est l’approximation de Yosida de G, ce qui signifie que Gn et G sont convexes,

Gn < G et Gn → G quand n→∞.

On note a(., .) la forme bilinéaire associée au problème (2.26), définie par :

a(un,h, vh) =

∫
Ω

αun,hvhdx +

∫
Ω

∇un,h∇vhdx +

∫
Ω

G(x, un,h)vhdx

et

L(vh) =

∫
Ω

(F (x, un−1,h) + f(x)) vhdx.

L’approximation numérique un,h de un est la solution du problème suivant : find un,h ∈ Xh such :

a(un,h, vh) = L(vh) ∀ vh ∈ Xh.
(2.27)

La solution numérique du problème (2.27) sera similaire à celle implémentée pour calculer

la sur-solution. En appliquant la méthode de Newton, on calcule la suite {ukn,h}k ⊂ Xk
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telle que, pour u0
n+1,h = un,h, la nouvelle itération s’écrit uk+1

n+1,h = ukn+1,h + θh, où la mise

à jour θh est la solution dans Xh de l’équation suivante :

ã(θh, vh) = L̃(vh) ∀vh ∈ Xh,

où

ã(θh, vh) =

∫
Ω

αθhvh +

∫
Ω

∇θhvh +

∫
Ω

d(x)∇θhvh, et L̃(vh) =

∫
Ω

gvh.

On note d(x) le sous-différentiel de Gn évalué en ∇ukn, c’est à dire :

d(x) =
∂Gn

∂r
(x,∇ukn),

et on note :

g(x) = −Gn(x,∇ukn) + F (x, un−1) + f(x) + ∆ukn(x)− αukn(x).

La forme bilinéaire ã(., .) est continue sur Xh × Xh. La forme linéaire L̃(.) est continue

sur Xh.

Étudions maintenant l’ellipticité de la forme ã. Pour tout θh ∈ Xh, on a :

ã(θh, θh) =

∫
Ω

αθ2
h +

∫
Ω

(∇θh)2 +

∫
Ω

d(x)(∇θh)θh

=

∫
Ω

αθ2
h +

∫
Ω

(∇θh)2 +
1

2

∫
Ω

d(x)∇(θ2
h).

En supposant que div(d(x)) ∈ L∞(Ω), et en appliquant la formule de Green, on obtient :

ã(θh, θh) =

∫
Ω

αθ2
h +

∫
Ω

| ∇θh |2 −
1

2

∫
Ω

div(d(x))θ2
h,

=

∫
Ω

| ∇θh |2 +

∫
Ω

(α− 1

2
div(d(x)))θ2

h.

Si on suppose que div(d(x)) est borné par sa norme infinie, notée d∞, alors, on obtient

ã(θh, θh) ≥
∫

Ω

| ∇θh |2 +(α− d∞)

∫
Ω

θ2
h.

D’après l’inégalité de Poincaré, on a :

ã(θh, θh) ≥
∫

Ω

| ∇θh |2 +(α− d∞) C(Ω)2

∫
Ω

| ∇θh |2

≥
(
1 + (α− d∞) C(Ω)2

)
‖∇θh‖2

2.

Par conséquent, ã est elliptique si α− d∞ > 0 ou bien, si :

diam(Ω) <
π√

d∞ − α
, pour α− d∞ < 0. (2.28)
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Alors, si ã(θh, θh) est elliptique, chaque étape de Newton est bien posée. Dans le cas

contraire, on peut appliquer la même méthode de décomposition de domaine utilisée pour

calculer la sur-solution.

La convergence de la méthode de Newton peut être obtenue en utilisant les arguments

utilisés dans le cas de la sur-solution, en y ajoutant la convexité de Gn. Le taux de

convergence dans le cas du problème du modèle (2.3) sera q selon les résultats dans [72].

2.3.5 Résultats numériques

Dans cette section on va présenter quelques simulations numériques qui permettent de

tester les performances de notre algorithme.

Afin d’atteindre ce but, on commence par considérer le problème suivant : αu(x, y)−∆u(x, y) + ‖∇u(x, y)‖2
2 = µ‖u(x, y)‖3

2 + f(x, y) ∀(x, y) ∈]0, 1[×]0, 1[.

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, 1) = 0,

(2.29)

où la solution est donnée u(x, y) = 10x(1− x)y(1− y), α = 1 et µ = 10.

En implémentant notre algorithme pour cet exemple, on obtient, en premier lieu, les

résultats suivants :
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Figure 2.1 – Sur-solution approchée du problème (2.29)

La Figure 2.1 présente la sur-solution du problème (2.29). Elle est obtenue après 5 ité-

rations de la méthode de Newton avec une simulation de correction en norme infinie

d’ordre 10−5, avec dx = dy = 0.02. Le nombre de sous-domaines pour le calcul de cette

sur-solution est 4 comme illustré dans la Figure 2.2.
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Figure 2.2 – Nombre de sous-domaines du problème (2.29)

Ici, l’algorithme de Schwarz additif s’arrête après 13 itérations quand la différence en

norme infinie entre les sous-solutions sur le bord est d’ordre 10−5.

Remarque 2.3.2. La taille de recouvrement entre les sous-domaines est 2, si l’on aug-

mente, alors la méthode de Schwarz converge plus vite.

En commençant par la sur-solution présentée dans la Figure 2.1, on résout, pour

n = 1, .., 10, le problème régularisé (2.26) associé à l’exemple (2.29). On obtient la solution

numérique suivante :
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Figure 2.3 – Solution numérique du problème (2.29)
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Dans la Figure (2.3), on trace l’approximation numérique de la solution du problème

(2.29) obtenue après 10 itérations de l’algorithme de Yosida. En utilisant la méthode des

éléments finis P1, l’erreur dans L2(]0, 1[2) entre la solution exacte et la solution approchée

est de l’ordre de 10−6 avec un pas de discrétisation en espace dx = dy = 0.02.

Le tableau ci-dessous montre l’évolution de cette erreur en fonction des itérations de

l’algorithme de Yosida, notées n :

n 1 2 ... 8 9 10

Erreur 0.5994 0.2884 ... 1.19 10−4 2.9 10−5 8.43 10−6

Table 2.1 – Erreur en L2 entre la solution exacte et la solution numérique calculée

Ce tableau montre aussi le nombre d’itérations nécessaires de la méthode de Newton

à chaque itération de Yosida pour atteindre la convergence.

En traçant la variation de cette erreur en fonction de n, on obtient la courbe suivante :
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Figure 2.4 – Évolution de l’erreur en fonction de n du problème (2.29)

A partir de cet exemple, on a vérifié numériquement que la méthode numérique présentée

converge et que l’erreur est d’ordre dx2 où dx est le pas de discrétisation en espace.

On passe à un nouveau exemple dont on ne connait pas sa solution exacte. Maintenant

la fonction source est une mesure ponctuelle de Dirac : f = δX0 , avec X0 = (x0, y0) =
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(0.5, 0.6). Pour ce cas on considère µ = 1 et dx = dy = 0.02.

La calcul de la sur-solution approchée de cet exemple donne les résultats suivants :
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Figure 2.5 – Sur-solution approchée de (2.29) dans le cas d’une source ponctuelle
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Figure 2.6 – Nombre de sous-domaines de (2.29) dans le cas d’une source ponctuelle

D’après la Figure 2.6, on peut observer que le nombre nécessaire de sous-domaine pour

calculer une approximation d’une sur-solution du notre problème (2.29) dans le cas d’une

source ponctuelle est 9. La norme infinie de la mise à jour après 3 itérations de l’algorithme

de Schwarz est d’ordre 10−5. Ainsi, on a effectué en parallèle 5 itérations de la méthode
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de Newton pour atteindre une norme de la correction d’ordre 10−5 .

Aussi, l’algorithme de Yosida appliqué pour le calcul de la solution approchée du problème

(2.29) dans le cas d’une source ponctuelle converge après 30 itérations avec un écart

relatif en norme L2 entre deux itérés successifs d’ordre 10−3. Á la dernière étape de cet

algorithme, la méthode de Newton s’arrête après 10 itérations avec une correction d’ordre

10−5.

L’utilisation des ces deux algorithmes donnent l’approximation suivante de la solution de

(2.29)
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Figure 2.7 – Solution approchée de (2.29) dans le cas d’une source ponctuelle

On passe maintenant à un cas présentant une difficulté supplémentaire où la fonction

source f est l’addition de fonctions de Dirac : αu(x)−∆u(x)+ || ∇u(x) ||22= µ(x)‖u(x)‖3
2 +

∑3
j=1 Kjδxj ∀ x ∈ Ω

u(x) = 0 ∀ x ∈ ∂Ω.
(2.30)

où x = (x, y), Ω = (0, 1)× (0, 1), µ(x) = 6, α = 1, K1 = 5 = K2, K3 = 10, x1 = (0.1, 0.2),

x2 = (0.5, 0.6) et x3 = (0.9, 0.9).

Dans la figure 2.8, nous avons tracé la super-solution calculée obtenue après cinq itérations

de la méthode de Newton lorsque la norme L2 de la mise à jour est de l’ordre de 10−4.

La taille du pas d’espace est dx = dy = 0.02 et le nombre de sous-domaines passe de 9 à

16. À la deuxième itération de la méthode de Newton, nous avons 9 sous-domaines et à

partir de la troisième itération, le nombre de sous-domaines nécessaires est de 16.
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Figure 2.8 – Approximation numérique de sur-solution du problème (2.30)
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Figure 2.9 – Décomposition finale en sous-domaines

Figure 2.9 montre la dernière configuration de la décomposition en sous-domaine.

itération de Newton : k 1 2 3 4

‖δh‖∞ 4.21 0.17 0.026 6.4 10−4

# Itération de Schwarz : l - 20 14 6

‖δl+1
h − δlh‖∞ - 8.6 10−4 9.1 10−4 8.8 10−4

#nombre de sous-domaines 1 9 16 16

Table 2.2 – Comportement de l’algorithme calculant la sur-solution

Dans le tableau 2.2, on montre l’évolution de l’algorithme calculant la sur-solution.
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On a besoin de quatre itérations de la méthode de Newton pour obtenir une norme

infinie de la mise à jour de l’ordre 10−4. À chaque étape de l’algorithme de Newton, on

donne le nombre d’itérations de l’algorithme de décomposition de domaine pour obtenir

la convergence, et on arrête lorsque la norme infinie de la mise à jour est d’ordre 10−4.

Une fois l’approximation de la sur-solution calculée, on résout le problème (2.30) pour

n = 1, 2, ..., 20.
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Figure 2.10 – Solution du problème (2.30) calculée à la 20ème étape de l’algorithme

implémentant l’approximation Yosida de G.

Dans la Figure 2.10, on a tracé la solution obtenue à l’itération n = 20.

# Itération de Yosida n 1 2 ... 6 7 ... 19 20
‖un−1,h − un,h‖2
‖un−1,h‖2

0.1009 0.1037 ... 0.0232 0.018 ... 0.0065 0.0062

# Itération de Newton 7 8 ... 8 9 ... 9 8

Table 2.3 – Le comportement de l’algorithme calculant la solution approchée du problème

(2.30)

Dans le tableau 2.3, on a résumé le nombre d’itérations de Newton nécessaires à chaque

étape de l’algorithme de Yosida pour atteindre la convergence. La norme de la mise à jour

de Newton est inférieure à 10−7. On rapporte également la norme relative L2 de la mise

à jour entre l’étape n et n + 1 lorsque Gn devient Gn+1. L’algorithme s’arrête lorsque la

correction relative en norme L2 entre deux étapes de l’algorithme de Yosida est inférieure

à 10−3.

A ce stade, on se propose de traiter un nouvel exemple avec les paramètres suivants : dx =
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dy = 0.02, µ(X) = 100, K1 = K2 = K3 = 1, (x1, y1) = (0.3, 0.4), (x2, y2) = (0.4, 0.8),

(x3, y3) = (0.6, 0.9).

La sur-solution approchée de (2.30) avec ces paramètres a la forme suivante :
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Figure 2.11 – Sur-solution approchée

Pour cet exemple, afin de calculer la sur-solution numérique, le nombre de sous-domaine

varie de 4 à 9. A la première et à la deuxième itération de la méthode de Newton on a 4

sous-domaines, et à partir de la troisième itération le nombre de sous-domaines est de 9.

La simulation s’arrête à l’itération 4 quand la correction calculée est d’ordre 10−4.

On résout maintenant le problème régularisé de (2.30), on obtient après 20 itérations de

l’algorithme de Yosida et 8 itérations de la méthode de Newton une approximation de un
de la forme suivante :
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Figure 2.12 – Solution approchée

L’algorithme de Yosida s’arrête quand l’écart relatif en norme L2 de la correction est

d’ordre 10−3 et l’algorithme de Newton s’arrête quand cette correction en norme infinie

est d’ordre 10−7.

On montre dans la Figure 2.13 l’évolution de la norme de la différence entre deux itérés

successifs de l’algorithme de Yosida :
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Figure 2.13 – Évolution de la correction de l’algorithme de Yosida

On se propose maintenant de fixer le nombre de sous-domaines pour cet exemple. Si on

prend m = 2, alors on trouve les résultats présentés dans les Figures 2.14 et 2.15 :
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Figure 2.14 – Sur-solution approchée
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Figure 2.15 – Solution appro-

chée

Il est clair que les méthodes numériques utilisées pour calculer la sur-solution appro-

chée présentée dans Figure (2.14) ne convergent pas. En effet, la norme de la différence

entre deux itérées successifs de la méthode de Newton diverge. Donc on n’a pas une

bonne approximation de la sur-solution, ce qui engendre, par suite, une divergence de

l’algorithme de Yosida pour calculer une solution approchée du problème (2.30),comme

ci présenté dans la Figure 2.15.

En fait,on peut visualiser l’erreur relative en norme L2 entre deux itérés successifs de

l’algorithme de Yosida dans la courbe suivante :
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Figure 2.16 – Évolution de la correction de l’algorithme de Yosida
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Alors, il est évident que la méthode classique de décomposition de domaine ne permet

pas de calculer la solution approchée de l’équation non linéaire de type (E, α), et qu’il

faut adapter le nombre de sous-domaine au comportement de la non linéarité.

2.3.6 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté un résultat d’existence théorique d’une solution non

négative, dans W 1,1
0 (Ω) du problème non linéaire de type (E, α) avec une croissance au

plus quadratique de la non linéarité et une fonction source régulière ou non régulière, en

particulier le cas d’une somme de mesures ponctuelles.

Dans la seconde section de ce chapitre, en se basant sur l’analyse théorique on a calculé

une approximation d’une sur-solution de (E, α) en utilisant la méthode de Newton et la

méthode de décomposition de domaine avec recouvrement de type Schwarz additive.

Après, en partant par cette sur-solution, on a construit une suite de solution des pro-

blèmes régularisés qui convergent vers la solution de notre problème.

A la fin de ce chapitre on a donné quelques exemples numériques pour illustrer les per-

formances des méthodes numériques étudiées.

La méthode numérique considérée pour calculer la sur-solution soit peut être utilisée dans

le chapitre suivant pour résoudre un problème parabolique non linéaire à chaque itération

en temps, en considérant un pas de temps adaptatif.
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Chapitre 3

Résolution numérique des équations

paraboliques semi-linéaires (de type

Fujita)

3.1 Introduction

On considère dans ce chapitre le problème parabolique suivant :

(PFuj) :


ut(x, t)−∆u(x, t) = |u(x, t)|p + f(x, t) dans QT = Ω×]0, T [,

u(x, t) = 0 dans ΣT = ∂Ω×]0, T [,

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 sur Ω

où

• Ω est un ouvert borné de Rd d ≥ 1, T > 0, et p > 1.

• f est une fonction source non négative appartenant à L1(QT ).

3.2 Existence, unicité, régularité et explosion de la so-

lution

Plusieurs auteurs ont étudié les aspects théoriques du problème (PFuj), on va rappeler

quelques résultats concernant l’existence, l’unicité, la régularité de la solution ainsi que le

profil et le taux d’explosion dans différents domaines. Commençons par :
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3.2.1 Ω = Rd

En 1966, Fujita [56] a étudié un problème de type (PFuj) en considérant en particulier

f = 0 et Ω = Rd. Il a traité le problème suivant : ut(x, t)−∆u(x, t) = |u(x, t)|p dans QT = Rd×]0, Tmax[,

u(x, 0) = u0(x) dans Rd
(3.1)

où p > 1, et Tmax est le temps d’existence maximale de u.

On commence tout d’abord par donner quelques définitions :

Définition 3.2.1. Une fonction non négative u = u(x, t) est dite une solution régulière

de (3.1) dans [0, Tmax[ si u, ∇u, ∆u et ut existent et sont continues dans QT et si (3.1)

est vérifié.

Définition 3.2.2. On dit qu’une solution explose en t = Tmax, s’il existe (xn, tn) ∈
(Rd × [0, Tmax[), tel que (xn, tn) −→

n→+∞
(x0, Tmax) et | u(xn, tn) | −→

n→+∞
+∞. On dit alors

que x0 est le point d’explosion.

La collection de tous les points d’explosion est dite l’ensemble d’explosion.

• Si Tmax < +∞, dans ce cas lim
t→Tmax

‖u(., t)‖∞ = +∞. On dit que la solution explose

en temps fini Tmax < +∞.

• Si Tmax = +∞, on dit que la solution est globale.

Par ailleurs, la solution de (3.1) admet la représentation intégrale suivante :

u(x, t) =

∫
Rd

Γ(x− y)u0(y)dy +

∫ t

0

∫
Rd

Γ(x− y, τ)up(y, τ)dydτ. (3.2)

où

Γ(x, t) =
1

(4πt)
d
2

exp
(
−| x |

2

4t

)
.

satisfait : (
∂

∂t
−∆

)
Γ(x, t) = 0 pour (x, t) 6= (0, 0).

Fujita [56] a montré que :

i) Si 1 < p < p∗ = 1 +
2

d
, alors pour une donnée initiale non négative non identique-

ment nulle u0 ∈ C2(Rd), le problème (3.1) admet une solution non négative qui

explose en temps fini.

ii) Si p > 1 +
2

d
, alors la solution de (3.1) est globale et non négative, pour toute

donnée initiale non négative dans C2(Rd), vérifiant l’inégalité suivante [74] : pour

des petits ε > 0

u0(x) ≤ εΓ(x, 1) pour x ∈ Rd.
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En 1973, Hayakawa [71], ensuite Weissler [68] en 1981, ont prouvé que p∗ = 1+
2

d
appartient

à la région d’explosion pour toute donnée initiale non négative, continue et bornée.

Comme extension de ces résultats, Pinsky [100] a étudié en 1997 les solutions non négatives

du problème suivant : ut(x, t) = ∆u(x, t) + a(x)u(x, t)p dans Rd×]0, T ],

u(x, 0) = u0(x) 	 0 dans Rd
(3.3)

où 0 � a(x) ∈ Cα(Rd), avec α ≥ 1 et p > 1.

Définition 3.2.3. Une fonction non négative u(x, t) est dite une solution classique de

(3.3) si u ∈ C2,1
(
Rd×]0, T [

)
∩ C

(
Rd × [0, T [

)
et vérifie (3.3).

Il a prouvé que :

1− Pour d ≥ 2 et a(x) d’ordre |x|m quand |x| → ∞, m ∈]− 2,∞[ on obtient :

i) Si 1 < p ≤ 2 +m

d
, alors toute solution de (3.3) explose en temps fini pour tout

u0 > 0.

ii) Si p > 1+
2 +m

d
, alors il existe des solutions globales de (3.3) pour une donnée

initiale suffisamment petite, en particulier :

u0(x) ≤ δ exp(−k|x|2) pour k > 0 et δ > 0 assez petite. (3.4)

2− En particulier pour d = 1 :

i) Si 1 < p ≤ 2, alors toutes les solutions explosent en temps fini quel que soit le

choix de la donnée initiale même si a est à support compact.

ii) Si p > 2, alors on peut avoir des solutions globales si u0 est assez petite, en

particulier si elle vérifie (3.4).

Ensuite, en 1999, Pinsky [101] a amélioré son étude en considérant le problème non ho-

mogène suivant : ut(x, t) = ∆u(x, t) + a(x)u(x, t)p + λf(x, t) dans Rd×]0, T ],

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 dans Rd
(3.5)

où λ > 0 et f > 0 .

Il a montré que :

A) pour d = 1, 2 ou bien pour d ≥ 3 et
∫
Rd

f(y)

|y|d−2
dy =∞, la solution de (3.5) explose

en temps fini.

B) pour d ≥ 3 et a(x) ≥ c|x|m, quand |x| → ∞ et c > 0 :

• Si f(x) ≥ c|x|−q, quand |x| → ∞, c > 0 , q ∈]2, d[ et 1 < p < 1 +
2 +m

q − 2
,
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ou bien

• Si 0 � f(x) ≤ c|x|−d, c > 0 et 1 < p ≤ 1 +
2 +m

q − 2
,

alors pour tout λ > 0, et toute u0 ≥ 0, la solution de (3.5) explose en temps fini.

C) pour d ≥ 3 et 0 ≤ a(x) ≤ c|x|m, quand |x| → ∞ et c > 0 :

• Si 0 � f(x) ≤ c|x|−q où |x| → ∞, c > 0 et q ∈]2, d] et p ≥ 1 +
(2 +m)+

q − 2
,

alors pour tout λ et u0 suffisamment petits :

0 ≤ u0 ≤ c (1 + |x|)
(2+m)+

p−1
−ε , où c > 0 et ε > 0, (3.6)

la solution de (3.5) est globale

Dans le même cadre toujours, Bandle, Levine et Zhang [22] ont étudié en 2000 le problème

suivant :  ut(x, t)−∆u(x, t) =| u(x, t) |p +f(x, t) dans QT = Rd×]0, T [,

u(x, 0) = u0(x) dans Rd
(3.7)

Les auteurs ont prouvé que :

— pour d = 1, 2, p > 1 et
∫
Rd
f(x)dx ≥ 0, et pour d ≥ 3, 1 ≤ p ≤ d

d− 2
, et∫

Rd
f(x)dx ≥ 0, les solutions de (3.7) explosent en temps finis. Dans ce cas, les

solutions peuvent être positives ou négatives.

— si d ≥ 3, p ≥ d

d− 2
, alors il existe des solutions globales.

En effet, pour tout δ > 0, ∃ ε > 0 telles que si :

|f(x)|, |u0(x)| ≤ ε

1 + |x|d+δ
, (3.8)

alors, le problème (3.7) admet des solutions globales.

— Pour tout d, si p ≥ 1, alors le problème (3.7) admet des solutions globales pour

des données initiales u0 suffisamment petites et des fonctions sources f telle que∫
Rd
f(x)dx ≤ 0.

3.2.2 Ω est un domaine extérieur

En se basant toujours sur les mêmes techniques de Fujita, en 1989 Bandle et Levine

[21] ont étudié le problème (3.1) pour Ω un domaine extérieur ouvert borné de Rd. Ils ont

trouvé le même résultat que Fujita.

Plusieurs auteurs ont étudié le problème (3.1) dans un domaine extérieur mais avec

d’autres conditions au bord. Par exemple Levine et Zhang [83], qui ont considéré le pro-

blème (3.1) avec les conditions au bord de Neumann :
∂u

∂n
= 0 sur ∂Ω×]0,∞[. (3.9)
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Dans ce cas, le phénomène d’explosion rapporté par Fujita est encore vérifié.

En 2006, Bandle, Von Below et Reichel [23] ont montré le même résultat que Fujita pour

le problème (3.1) mais avec les conditions au bord dynamique :

Bσ(u) = σ∂tu+
∂u

∂n
= 0 sur ∂Ω×]0,∞[. (3.10)

En 2010, Rault [107] a montré l’existence globale des solutions du problème (3.1) avec

les condition au bord (3.10) dans le cas sur-critique (p > p∗) pour des données initiales

suffisamment petites, pour tout domaine extérieur Ω, et pour tout σ vérifiant :

σ ≥ 0 sur ∂Ω×]0,∞[, σ ∈ C1(∂Ω×]0,∞[). (3.11)

En 2011 [108], cet auteur a montré que le résultat de Fujita est encore vérifié pour le

problème de type (3.1) avec les conditions au bord de Robin suivantes :

Rα(u) =
∂u

∂u
+ αu = 0 sur ∂Ω×]0,∞[, (3.12)

3.2.3 Ω est un domaine borné

Quittner et Souplet [106] ont étudié le problème suivant :
ut(x, t)−∆u(x, t) =| u(x, t) |p−1 u(x, t) dans QT = Ω×]0,∞[,

u(x, t) = 0 sur ΣT = ∂Ω×]0,∞[,

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 dans Ω.

(3.13)

Définition 3.2.4. Soient X un espace de Banach des fonctions définies sur Ω, u0 ∈ X
et T ∈]0,∞]. On dit que la fonction u ∈ C(]0, T [, X) est une X- solution classique du

(3.13) dans ]0, T [ si u ∈ C2,1(Ω×]0, T [) ∩ C(Ω×]0, T [), u(0) = u0 et u vérifie (3.13) pour

t ∈ (0, T ), où C2,1(Ω×]0, T [) est l’espace des fonctions deux fois continues, différentiables

dans la variable spatiale x et une fois dans la variable temporelle t.

Le problème (3.13) est bien posé dans l’espace X = W 1,q
0 (Ω) pour tout q > d.

Dans la même référence [106], Quittner et Souplet ont obtenu le résultat suivant :

Théorème 3.2.1. Soit p > 1, u0 ∈ Lq(Ω), 1 ≤ q <∞, q > qc =
d(p− 1)

2
. Alors il existe

T = T (‖ u0 ‖q) telle que le problème (3.13) possède une unique Lq-solution classique dans

[0, T [, vérifiant l’estimation suivante :

‖ u(t) ‖r≤ C ‖ u0 ‖q t−βr , βr =
d

2
(
1

q
− 1

r
), (3.14)

pour t ∈]0, T [ et r ∈ [q,∞] avec C = C(d, p, q) > 0. De plus, u ≥ 0 à condition que

u0 ≥ 0.
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Remarque 3.2.1. Soit p > 1 +
2

d
, et 1 ≤ q ≤ qc, alors il existe une fonction non

négative u0 ∈ Lq(Ω) telle que le problème (3.13) n’admet aucune solution non négative

Lq−classique dans sur [0, T [ pour tout T > 0 [106].

Pour X = L2(Ω) Ball [20] a annoncé en 1977 le résultat suivant :

Théorème 3.2.2. Soit p > 1, d = 1, 2 ou bien soit 1 < p <
d

d− 2
, pour d ≥ 3.

Soit u0 ∈ W 1,2
0 (Ω). Alors ∃! une solution non négative de :

ut(x, t) = ∆u(x, t)+ | u(x, t) |p−1 u(x, t) dans Ω×]0, Tmax[,

u(x, t) = 0 sur ∂Ω×]0, Tmax[,

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 dans Ω.

(3.15)

définie sur un intervalle d’existence maximal [0, Tmax[ vérifiant :
u(x, t) ∈ C

(
[0, Tmax[, W

1,2
0 (Ω)

)
,

u(x, t) ∈ C1 (]0, Tmax[, L
2(Ω)) ,

u(x, t) ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩W 2,2(Ω), pour tout t ∈]0, Tmax[.

(3.16)

De plus si u0 vérifie la condition suivante :∫
Ω

1

2
| ∇u0 |2 −

1

p+ 1
| u0 |p+1≤ 0, (3.17)

alors :

Tmax <∞, lim
t→Tmax

∫
Ω

| u |p+1 dx =∞. (3.18)

Remarque 3.2.2. La condition nécessaire pour que (3.15) admette une solution globale

est : ∫
Ω

1

2
| ∇u0 |2 −

1

p+ 1
| u0 |p+1≥ 0. (3.19)

Fila, Souplet [54], Giga, Khon [62, 63, 64], Friedman, McLeod [55] et Levine [82]

ont donné une estimation du taux d’explosion du problème (3.15) . Ils ont montré que

si u(x, t) est une solution de (3.15) qui explose en temps fini Tmax, alors il existe une

constante positive C telle que pour tout t ∈ [0, Tmax[ et 1 < p ≤ 1 + 2
d
on a :

(p− 1)−
1
p−1 (Tmax − t)−

1
p−1 ≤‖ u(t) ‖∞≤ C (Tmax − t)−

1
p−1 . (3.20)

Chen [37] a montré que ce temps d’explosion vérifie l’estimation suivante :

1

(p− 1) ‖ u0 ‖p−1
∞
≤ Tmax ≤

1

(p− 1) ‖ u0 ‖p−1
1

. (3.21)
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Quittner et Souplet ont montré aussi, dans [106], que le problème :
wt(x, t)−∆w(x, t) = w(x, t)p + λw(x, t) dans Ω×]0, Tmax[, p > 1, λ > 0,

w(x, t) = 0 sur ∂Ω×]0, Tmax[,

w(x, 0) = w0(x) ≥ 0 dans Ω.

(3.22)

admet une unique solution w dans C
(
[0, Tmax[, L

q(Ω)
)
, où q ≥ max(qc =

d(p− 1)

2
, p+1)

et Tmax est le temps d’existence maximale de w.

De même si la donnée initiale w0 ∈ L∞ ∩H1
0 (Ω) vérifie :∫

Ω

1

2
| ∇w0 |2 −λw2

0dx−
1

p+ 1

∫
Ω

| w0 |p+1≤ 0, (3.23)

alors Tmax <∞.

Revenons maintenant à notre problème principal (PFuj) : l’équation de Fujita non

homogène :

(PFuj) :


ut(x, t)−∆u(x, t) =| u(x, t) |p +f(x, t) dans QT = Ω×]0, T ∗[,

u(x, t) = 0 dans ΣT = ∂Ω×]0, T ∗[,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

où p > 1, T ∗ le temps d’existence maximale de la solution u du (P ).

Soit u(t) la solution u de l’équation intégrale associée à (PFuj) :

u(t) = S(t)u0(y) +

∫ t

0

S(t− s) (| u(s) |p +f(s)) ds, (3.24)

où (S(t))t≥0 : le semi groupe associé à l’équation de la chaleur.

Cazenave et Haraux [36] ont annoncé le résultat suivant :

Proposition 3.2.1. Soit u0 ∈ C0(Ω), f ∈ L∞loc ([0,+∞[, Lσ(Ω)) où σ ≥ 1 telle que

σ ≥ d
2
. Alors il existe une unique solution maximale de (3.24) u ∈ C ([0, T ∗[, C0(Ω)). On

a T ∗ > 0 et si T ∗ <∞, alors lim
t↗T ∗

‖ u(t) ‖∞=∞.

Remarque 3.2.3. Il est immédiat que v solution de (3.15) est une sous-solution de (PFuj),

v ≤ u, avec u solution de (PFuj). De plus on a T ∗ ≤ Tmax.

3.2.4 Estimation du temps d’explosion par la méthode des fonc-

tions propres

On se propose maintenant de traiter les conditions d’explosion de la solution u de

notre problème (PFuj) et de donner une estimation du temps d’explosion par application
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de la méthode des fonctions propres [98, 74, 106].

Dans ce contexte on note λ1 la plus petite valeur propre de l’opérateur −∆ avec les

conditions de Dirichlet au bord. Soit φ1 la fonction propre associée à λ1 telle que : φ1(x) > 0, x ∈ Ω∫
Ω

φ1(x)dx = 1.
(3.25)

On définit

J(t) =

∫
Ω

u(x, t)φ1(x)dx. (3.26)

Pour notre cas, on a t0 = 0, d’où J(t0) = J(0) =

∫
Ω

u(x, 0)φ1(x)dx =

∫
Ω

u0(x)φ1(x)dx.

Proposition 3.2.2. On considère le problème (PFuj), soit J(t0) > (2λ1)
1
p−1 = J l, alors

la solution u de (PFuj) est non négative et elle explose en temps fini noté T ∗ tel que :

T ∗ <
2

(p− 1)J(t0)p−1
. (3.27)

Démonstration. On multiplie la première équation de (PFuj) par φ1 et on l’intègre sur Ω,

on obtient :

∂tJ(t) =

∫
Ω

utφ1 =

∫
Ω

∆uφ1 +

∫
Ω

| u |p φ1 +

∫
Ω

fφ1

= −
∫

Ω

λ1uφ1 +

∫
Ω

| u |p φ1 +

∫
Ω

fφ1

En utilisant l’inégalité de Jensen [74] et le fait que f et φ1 sont non-négatives on aura :

∂tJ(t) ≥ −λ1J(t) + J(t)p, t > 0 (3.28)

Comme J(t0) > (2λ1)
1
p−1 > 0, alors, J(t0)p−1 > 2λ1 > 0. D’où, on a :

∂tJ(t0) ≥ (−λ1 + J(t0)p−1)J(t0), t0 ≥ 0

> (−λ1 + 2λ1)J(t0), t0 ≥ 0

> λ1J(t0) > 0, t0 ≥ 0.

D’où on peut montrer que :

∂tJ(t) > 0, pour t > t0.

En effet, si on raisonne par l’absurde : On suppose qu’il existe t > t0, tel que ∂tJ(t) ≤ 0,

alors il existe un t1 > t0 , tels que

∂tJ(t1) = 0 et ∂tJ(t) > 0, pour tout t0 < t < t1. (3.29)
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D’après (3.28), on a

∂tJ(t1) ≥ −λ1J(t1) + J(t1)p, t1 > 0.

Puisque ∂tJ(t1) = 0, alors

−λ1J(t1) + J(t1)p ≤ 0.

D’autre part, la fonction −λ1J(t)+J(t)p est non-négative pour tout J(t) > J l = (2λ1)
1
p−1

(car dans ce cas −λ1J(t) + J(t)p > (−λ1 + 2λ1)J(t) > λ1J
l > 0), d’où

J(t1) < J l < J(t0).

Mais c’est absurde car, d’une part, J(t1) − J(t0) =

∫ t1

t0

∂J(s)

ds
ds > 0, et, d’autre part,

d’après (3.29),∂tJ(t) > 0, pour t0 < t < t1.

On conclut alors ∂tJ(t) > 0, pour tout t > t0. Par suite J(t) est croissante, d’où

J(t) > J(t0) > 0, pour t > t0.

Vu que ∂tJ(t) > 0, il existe une constante c > 0 telle que ∂tJ(t) ≥ c > 0, ce qui donne∫ t

t0

∂tJ(t)dt ≥ c(t− t0).

Donc :

J(t) ≥ c(t− t0) + J(t0).

En conséquence, si t→ +∞, on a J(t)→ +∞.
Par définition de J(t) et grâce à la positivité de u(t), on conclut que u(t) explose.

Montrons maintenant que le temps d’explosion est fini. On a :

∂tJ(t) ≥ −λ1J(t) + J(t)p

≥ (
−λ1

J(t)p−1
+ 1)J(t)p),

car J(t) > (2λ1)
1
p−1 > 0.

Puisque J(t) > J(t0) > 0 pour tout t > t0, on a :

−λ1

J(t)p−1
>
−λ1

J(t0)p−1
.

En plus, on a J(t0)p−1 > 2λ1, donc :

−λ1

J(t0)p−1
>
−λ1

2λ1

.
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Par suite :

dtJ(t) > (
−λ1

2λ1

+ 1)J(t)p >
1

2
J(t)p,

donc :

∂tJ(t)J(t)−p >
1

2
.

Alors :
1

1− p
(∂tJ(t))1−p >

1

2
.

D’où,

− 1

p− 1

∫ t

t0
∂tJ(t)1−p >

1

2
(t− t0)

J(t0)1−p − J(t)1−p >
p− 1

2
(t− t0).

Ce qui donne :

t− t0 < 2

(p− 1)J(t0)p−1

Pour t = T ∗, on obtient :

T ∗ <
2

(p− 1)J(t0)p−1
+ t0

<
2

(p− 1)J(t0)p−1
<∞. (3.30)

3.3 Étude numérique

On commence par un petit historique sur l’étude numérique du problème (P).

En 1976, Nakagawa [97] a appliqué une approximation de différences finies explicite en

temps au problème (3.1) où p = 2, en mettant l’accent sur le cas où la solution explose.

Il a donné une estimation du temps d’explosion de la solution approchée en considérant

un pas de temps τ dépendant du pas de discrétisation en espace h, (τ < h2

2
) qui garantit

la positivité de la solution numérique et la convergence du schéma numérique considéré.

Ensuite, d’autres auteurs ont traité le cas général (p > 1), citons par exemple Chen [37].

Il a prouvé, en utilisant la méthode des différences finies explicite, que, pour une donnée

initiale u0 non négative symétrique régulière et suffisamment grande, l’explosion en temps

fini de la solution discrète dans le domaine ]0, 1[ est concentrée dans le point maximal

de la solution. Ainsi, il a étudié le comportement de la solution au voisinage de ce point

d’explosion en donnant une majoration du temps d’explosion numérique et en considérant
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un pas de temps adapté à la norme infinie de la solution. Il a donné ainsi des résultats de

convergence de la méthode numérique considérée.

Dans cette section, on va présenter d’autres méthodes numériques basées sur une semi-

discrétisation en espace en utilisant la méthode des éléments finis, ensuite une discrétisa-

tion en temps en se basant sur la méthode de Crank-Nicholson. Des estimations d’erreur

seront données à la fois pour les solutions discrétisées en espace et les solutions totalement

discrètes.

On s’intéresse en particulier au calcul d’une approximation numérique d’une solution non

négative du problème :
∂tu(x, t) = ∆u(x, t)+ | u(x, t) |p +f(x, t) dans QT = Ω×]0, T ],

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 dans Ω

u(x, t) = u(x, t) = 0 dans ΣT = ∂Ω×]0, T ],

(3.31)

avec p > 1.

La fonction F ∗(u) =| u(x, t) |p +f(x, t) est lipschitzienne, i.e : pour u, v ∈ R,

|F ∗(u)− F ∗(v)| ≤ L|u− v|, où (L = p(inf{u, v})p−1). (3.32)

3.3.1 Résolution par éléments finis

On commence par écrire la formulation variationnelle associée au problème (3.31).

On multiplie la première équation de ce problème par une fonction test v = v(., t) qui

appartient à l’espace H1
0 (Ω), pour chaque t fixe. Puis, on l’intègre sur Ω et on applique la

formule de Green. On obtient alors le problème faible suivant : trouver u(t) ∈ C0 ([0, T ], L2(Ω)) ∩ L2 (]0, T ], H1
0 (Ω)) , telle que :

(∂tu(t), v) + a(u(t), v)− (| u(t) |p, v) = L(v) ∀ v ∈ H1
0 (Ω), t ∈]0, T ],

(3.33)

où

• C0 ([0, T ], L2(Ω)) : l’ensemble des fonctions continues sur [0, T ] à valeurs dans

L2(Ω).

• L2 (]0, T ], H1
0 (Ω)) : l’ensemble des fonctions mesurables et de carré intégrable sur

]0, T ], à valeur dans H1
0 (Ω).

• (∂tu(t), v) =

∫
Ω

∂tu(t)vdx ,

• a(u(t), v) =

∫
Ω

∇u(t)∇vdx

• (| u(t) |p, v) =

∫
Ω

| u(t) |p vdx

• L(v) =

∫
Ω

f(t)vdx.
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Cette formulation variationnelle admet une unique solution u dans H1
0 (Ω), t ∈]0, T ], voir

[129].

Définition 3.3.1. On dit que u = u(x, t) est une solution faible de (3.31) dans ]0, T ], si

u ∈ L2 (]0, T ], H1
0 (Ω)), ut ∈ L2 (]0, T ], H−1(Ω)) et (3.33) est vérifiée avec u(., 0) = u0(.).

Maintenant on approche la solution u de (3.33) par une fonction uh qui appartient à

un espace variationnel approché de dimension finie, pour tout t ∈ [0, T ].

Dans ce contexte, on considère Ω =]a, b[, et a = x0 < x1 < .... < xn = b une partition de

l’intervalle Ω =]a, b[.

Soit hi = |xi − xi−1|, et h = max
i≤n

hi, ch ≤ hi ≤ h, avec 0 < c < 1.

On définit Vh = {p(x) ∈ C0(Ω); p|[xi−1,xi] ∈ P1([xi−1, xi]), i = 1, ...n} où Pk([xi−1, xi]) est

l’ensemble du polynôme de degré k défini dans [xi−1, xi].

On note Nh le nombre de nœuds intérieurs de la discrétisation de l’intervalle ]a, b[, et

{ψi}, i = 1, · · · , Nh la base de Lagrange de Vh.

Remarque 3.3.1. La solution approchée est donc recherchée dans un espace d’éléments

finis Vh ⊂ H1
0 (Ω) tel que, pour h petit [129], on a :

inf
χ∈Vh
{‖u− χ‖L2(Ω) + h‖∇(u− χ)‖L2(Ω)} ≤ Ch2‖u‖H2(Ω), où u ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω), (3.34)

L’approximation du problème (3.31) dans l’espace Vh conduit à la formulation varia-

tionnelle semi-discrète suivante :
trouver uh(t) ∈ C0 ([0, T ], Vh) ∩ L2 ([0, T ], Vh) telle que :

dt

∫
Ω

uh(t)vhdx+

∫
Ω

∇uh(t)∇vhdx−
∫

Ω

| uh(t) |p vh =

∫
Ω

f(t)vh ∀ vh ∈ Vh, t ∈]0, T ],

uh(0) = u0,h

(3.35)

où u0,h est une approximation de la fonction u0 dans Vh. On suppose que :

lim
h→0
‖u0,h − u0‖L2(Ω) = 0.

Le problème discrétisé (3.35) est un système différentiel de Nh équations différentielles

d’ordre 1. En effet, si on note le vecteur Uh(t) = (uh(x1, t), uh(x2, t), ..., uh(xNh , t))
T =

(U1(t), U2(t), ..., UNh(t))T .

Par construction de uh dans Vh, on a :

uh(t) =

Nh∑
i=1

uh(xi, t)ψi(x) =

Nh∑
i=1

Ui(t)ψi(x).
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On déduit alors que :

dt

Nh∑
i=1

(∫
Ω

ψiψjdx

)
Ui(t) +

Nh∑
i=1

(∫
Ω

∇ψi∇ψjdx
)
Ui(t) =

∫
Ω

| uh |p ψjdx+

∫
Ω

fψjdx.

Il en découle alors le problème différentiel suivant :
trouver Uh(t) ∈ C0

(
[0, T ], RNh

)
tel que :

dtMUh(t) + AhUh(t) = F̃ (Uh(t)) + f̃(t), t ∈]0, T ],

Uh(0) = U0,h

(3.36)

où

• Uh(0) = (U1(0), U2(0), ..., UNh(0))T = (u0,h(x1), u0,h(x2), ..., u0,h(xNh))T ,

• M =

(∫
Ω

ψiψjdx

)
i,j=1:Nh

,

• Ah =

(∫
Ω

∇ψi∇ψjdx
)
i,j=1:Nh

,

• F̃ (Uh(t)) =

(∫
Ω

| uh(t) |p ψjdx
)
j=1:Nh

• f̃(t) =

(∫
Ω

f(t)ψjdx

)
j=1:Nh

.

Vu que les matrices M et Ah sont définies positives et F̃ est lipschitzienne continue sur

RNh , alors le système différentiel (3.36) admet une solution unique pour t ∈]0, T ].

Remarque 3.3.2. Soient u(t) une solution de (3.31) et uh(t) solution de (3.35) [129].

On suppose que si u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), alors, on a :

‖uh(t)− u(t)‖L2(Ω) ≤ C(‖u0,h − u0‖L2(Ω)) + C(u)h2, t ∈]0, T ], (3.37)

avec C(u) = C‖u‖2.

3.3.2 Discrétisation en temps

Pour calculer l’approximation numérique de l’équation (3.36) on introduit un décou-

page non uniforme de l’intervalle [0, T ]. Soit τn le pas de temps tel que :
t0 = 0

tn+1 = tn + τn =
n+1∑
k=0

τk, n ≥ 1.
(3.38)

On cherche à calculer pour n ≥ 1 une approximation notée Un
h de Uh(tn). En d’autres

termes la i−me composante Un
i du vecteur Un

h ∈ RNh représente une approximation de
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la fonction u solution du problème (3.31) à l’instant tn et aux nœuds xi :

Un
i ' Ui(t

n) ' u(xi, t
n). (3.39)

Chen [37], Hani et Khenissi [66, 67] ont utilisé la méthode de différences finis puis le

schéma numérique d’Euler explicite pour calculer une solution approchée notée un du

problème de type (3.31) avec une fonction source nulle. Ils ont considéré un pas de temps

qui vérifie les hypothèses suivantes :

• τn = τ quand la solution de (3.31) est globale, où τ est une constante positive telle

que τ <
h2

2
.

• τn = τ
1

‖un‖p−1
β

dans le cas d’explosion de la solution de (3.31), où :

‖un‖β =


(
Nh−1∑
j=1

(hunj )β

) 1
β

, 1 ≤ β <∞,

max
j
|unj |, β =∞.

(3.40)

Dans le cas présent, la méthode de discrétisation en temps considérée est la méthode de

Crank-Nicholson. Cette méthode consiste à remplacer l’équation de (3.36) par le schéma

aux différences finies en temps suivant :

1

τn
M
(
Un+1
h − Un

h

)
+

1

2
Ah(U

n+1
h + Un

h ) =
1

2

(
F̃ (Un+1

h ) + F̃ (Un
h ) + f̃n+1 + f̃n

)
, (3.41)

où

• Un
h =

(
Un

1 , U
n
2 , ..., U

n
Nh

)T
= (unh(x1), unh(x2), ..., unh(xNh))T : une approximation du

Uh(t
n) = (uh(x1, t

n), uh(x2, t
n), ..., uh(xNh , t

n))T , avec

unh =

Nh∑
j=1

unh(xj)ψj =

Nh∑
j=1

Un
j ψj. (3.42)

• F̃ (Un
h ) =

(∫
Ω

| unh |p ψjdx
)
j=1:Nh

• f̃n = f̃(tn) =

(∫
Ω

f(tn)ψjdx

)T
.

Remarque 3.3.3. Soient unh vérifient (3.42), et u solution du (3.31). On suppose que

u ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω). Alors on a, pour un pas de temps τn petit (τn < 1

L
, définie dans

(3.32)),

‖unh − u(tn)‖L2(Ω) ≤ C
(
‖u0,h − u(t0)‖L2(Ω)

)
+ C(u)

(
h2 + τ 2

n

)
, pour tn ∈ [0, T ], (3.43)

où C est une constante qui dépend de la discrétisation du domaine et C(u) = C‖u‖2.
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Rappelons que Un
h est un vecteur de RN , et que la matrice M est définie positive. On

munit alors RN du produit scalaire (M., .) et de la norme |.|M = (M., .)
1
2 . Ce qui nous

permet d’écrire, si Un
h une solution de (3.41). Alors :

|Un
h |2M = (MUn

h , U
n
h ) =

∫
Ω

(unh)2dx = ‖unh‖L2(Ω). (3.44)

Remarque 3.3.4. Les matrices M et Ah sont symétriques définies positives.

En conséquence [109, 41] le problème aux valeurs propres :

Ahφh = λhMφh, (3.45)

admet Nh valeurs propres (λi,h)i=1,...Nh positives formant une suite croissante :

0 < λ1,h ≤ λ2,h ≤ ... ≤ λNh,h,

et une base de vecteurs propres (φi,h)i=1,...Nh orthonormale pour la norme (M., .) sur RNh .

On note maintenant φ1,h un vecteur propre associé à la première valeur propre λ1,h de

(3.45) tel que :
Nh∑
j=1

φ1,h,j = 1,

3.3.3 Explosion de la solution approchée

D’une façon analogue dans le cas continu on définit :

Jnh = MUn
h .φ1,h. (3.46)

Définition 3.3.2. On dit que la solution discrète Un
h explose si lim

n→∞
‖Un

h ‖∞ = max
1≤j≤Nh

|unh(xj)| =
∞.

Proposition 3.3.1. La solution Un
h du problème approché (3.41) explose si ∃ n > 0, pour

laquelle :

Jnh > (2λ1,h)
1
p−1 = J lh. (3.47)

Démonstration. Si on multiplie (3.41) par φ1,h, on obtient :

M
(
Un+1
h − Un

h

)
.φ1,h+

τn
2
Ah(U

n+1
h +Un

h ).φ1,h =
τn
2

(
F̃ (Un+1

h ) + F̃ (Un
h ) + f̃n+1 + f̃n

)
.φ1,h.

Comme la fonction source f est non négative, alors on a :

M
(
Un+1
h − Un

h

)
.φ1,h +

τn
2
Ah(U

n+1
h + Un

h ).φ1,h ≥
τn
2

(
F̃ (Un+1

h ) + F̃ (Un
h )
)
.φ1,h. (3.48)
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Or, φ1,h est un vecteur propre associé à la première valeur propre λ1,h de (3.45), d’où on

a :

Ah.φ1,h = λ1,hM.φ1,h,

donc :

Ah.φ1,hU
n
h = λ1,hM.φ1,hU

n
h ,

ce qui implique que :

AhU
n
h .φ1,h = λ1,hMUn

h .φ1,h.

Par conséquent, l’inégalité (3.48) donne :

M
(
Un+1
h − Un

h

)
.φ1,h +

τn
2
λ1,hM(Un+1

h + Un
h ).φ1,h ≥

τn
2

(
F̃ (Un+1

h ) + F̃ (Un
h )
)
.φ1,h.

D’après la définition (3.46) de Jnh , on obtient :

Jn+1
h − Jnh +

τn
2
λ1,h(J

n+1
h + Jnh ) ≥ τn

2

(
F̃ (Un+1

h ) + F̃ (Un
h )
)
.φ1,h. (3.49)

Or, d’après l’inégalité de Jensen, on a :

F̃ (Un
h ) =

(∫
Ω

| unh(x) |p ψj(x)dx

)Nh
j=1

≥
(∣∣∣∣∫

Ω

unh(x)ψj(x)dx

∣∣∣∣p)Nh
j=1

. (3.50)

De plus, on a :(∣∣∣∣∫
Ω

unh(x)ψj(x)dx

∣∣∣∣p)Nh
j=1

.φ1,h =

Nh∑
j=1

∣∣∣∣∫
Ω

unh(x)ψj(x)dx

∣∣∣∣p φ1,h,j.

Puisque
Nh∑
j=1

φ1,h,j = 1, en appliquant l’inégalité de Jensen discrète, on obtient

F̃ (Un
h ).φ1,h ≥

Nh∑
j=1

∣∣∣∣∫
Ω

unh(x)ψj(x)dx

∣∣∣∣p φ1,h,j ≥

∣∣∣∣∣
Nh∑
j=1

∫
Ω

unh(x)ψj(x)φ1,h,jdx

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣
Nh∑
j=1

∫
Ω

Nh∑
i=1

unh(xi)ψi(x)ψj(x)φ1,h,jdx

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣
Nh∑
j=1

Nh∑
i=1

unh(xi)

∫
Ω

ψi(x)ψj(x)φ1,h,jdx

∣∣∣∣∣
p

= |MUn
h .φ1,h |p

= | Jnh |p .

On conclut donc que

F̃ (Un
h ).φ1,h ≥| Jnh |p .

82



Alors (3.49) implique l’inégalité suivante :

2

τn
(Jn+1
h − Jnh ) ≥ (−λ1,hJ

n+1
h + | Jn+1

h |p) + (−λ1,hJ
n
h+ | Jnh |p). (3.51)

On va commencer par monter, par récurrence, que Jnh > 0, ∀n ≥ 0.

On a J0
h > 0, on suppose que Jnh > 0, et montrons que Jn+1

h > 0.

Puisque Jnh > J lh > 0, on a alors,

(
2

τn
+ λ1,h)J

n+1
h ≥ −λ1,hJ

n
h + (Jnh )p +

2

τn
Jnh+ | Jn+1

h |p .

≥ −λ1,hJ
n
h + (Jnh )p

≥ (−λ1,h(J
n
h )1−p + 1)(Jnh )p

≥ (
−λ1,h

2λ1,h

+ 1)(Jnh )p

≥ 1

2
(Jnh )p.

et on conclut que Jn+1
h > 0. Il en résulte que Jnh > 0, ∀n ≥ 0.

D’autre part, on a supposé que Jnh > J lh, et on montrera que Jn+1
h > J lh.

Dans ce contexte, on a :

(
2

τn
+ λ1,h)J

n+1
h ≥ −λ1,hJ

n
h + (Jnh )p +

2

τn
Jnh .

≥ (
2

τn
− λ1,h + (Jnh )p−1)Jnh

d’où :

(2 + τnλ1,h)J
n+1
h ≥ (2− λ1,hτn + τn(Jnh )p−1)J lh.

Alors :

Jn+1
h ≥ (

2− λ1,hτn + τn(Jnh )p−1

2 + λ1τn
)J lh.

Or :

(2− λ1,hτn + τn(Jnh )p−1)− (2 + λ1,hτn) = τn((Jnh )p−1 − 2λ1) > 0.

Ce qui implique que :
2− λ1τn + τn(Jnh )p−1

2 + λ1,hτn
> 1.

Par suite Jn+1
h > J lh, donc :

−λ1,hJ
n+1
h + (Jn+1

h )p > (λ1,h + (Jn+1
h )p−1)Jn+1

h

> (−λ1,h + 2λ1,h)J
n+1
h

> λ1,hJ
n+1
h (3.52)

> 0.
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On conclut, d’après (3.51), que :
2

τn
(Jn+1
h − Jnh ) > 0, donc Jn+1

h > Jnh .

D’où, puisque :

2

τn
(Jn+1
h − Jnh ) ≥ (−λ1,hJ

n+1
h + (Jn+1

h )p) + (−λ1,hJ
n
h + (Jnh )p),

on peut écrire grâce à (3.52) :

2

τn
(Jn+1
h − Jnh ) > λ1,hJ

n+1
h − λ1,hJ

n
h + (Jnh )p

> λ1,hJ
n+1
h − λ1,hJ

n+1
h + (Jnh )p

> (Jnh )p.

Donc :

Jn+1
h ≥ (1 +

τn
2

(Jnh )p−1)Jnh .

On choisit τn =
2τ

(Jnh )p−1
, on obtient Jn+1

h ≥ (1 + τ)Jnh , d’où Jnh ≥ (1 + τ)n−kJkh , pour

n > k.

Or, (1 + τ) > 1 donc Jnh → +∞ quand n → +∞. Alors, par définition de Jnh , on a

unh → +∞ quand n→ +∞.

3.3.4 Estimation de temps d’explosion numérique

On note TNummax le temps numérique d’explosion de Un
h solution discrète du schéma

(3.41), défini par :

TNummax =
∑
n≥0

τn. (3.53)

Proposition 3.3.2. On suppose que la condition (3.47) est vérifiée, alors, le temps d’ex-

plosion TNummax est borné et vérifie l’inégalité suivante :

TNummax ≤ tk +
2(1 + τ)p−1

(p− 1)(Jkh)p−1
, pour tout Jkh > J lh, p > 1. (3.54)

Démonstration. D’après la définition de pas de temps τn (3.38), on a
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tn = tk +
n−1∑
m=k

τm

= tk +
n−1∑
m=k

2τ

(Jmh )p−1

≤ tk +
2τ

(Jkh)p−1

n−1∑
m=k

1

(1 + τ)(p−1)(m−k)
, n > k

≤ tk +
2τ

(Jkh)p−1

∞∑
m=k

1

(1 + τ)(p−1)(m−k)
, n > k

= tk +
2τ

(Jkh)p−1

∞∑
m=k

(
(1 + τ)(1−p))(m−k)

, n > k

= tk +
2τ

(Jkh)p−1

1

1− (1 + τ)1−p , n > k

= tk +
2τ

(Jkh)p−1

(1 + τ)p−1

(1 + τ)p−1 − 1
, n > k.

Puisque τ est petit, on a alors : (1+τ)p−1 ∼ 1+(p−1)τ+o(τ), d’où (1+τ)p−1−1 ∼ (p−1)τ.

Donc :

tn ≤ tk +
2τ

(Jkh)p−1

(1 + τ)p−1

(p− 1)τ
, n > k

≤ tk +
2(1 + τ)p−1

(p− 1)(Jkh)p−1
, n > k.

Dans ce cas on dit que la solution Un
h explose en temps fini TNummax .

Remarque 3.3.5. Cette estimation du temps d’explosion est analogue à celle de la théorie

(3.30) quand τ tend vers 0.

3.3.5 Algorithme classique

Afin de résoudre numériquement le problème discret (3.41), on va présenter deux algo-

rithmes différents. Commençons par le premier : cet algorithme est classique. Il consiste à

discrétiser tout d’abord le problème de type (PFuj) en temps et en espace et puis, à chaque

itération temporelle, on résout le problème statique obtenu en appliquant la méthode de

Newton. Puis pour garantir l’ellipticité du problème linéaire obtenu, on fait appel à la

méthode de décomposition de domaine.

Le schéma numérique (3.41) peut être reformulé :

2

τn
MUn+1

h + AhU
n+1
h − F̃ (Un+1

h ) =
2

τn
MUn

h − AhUn
h + F̃ (Un

h ) + f̃n+1 + f̃n. (3.55)
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On note :

α =
2

τn
et g(Un

h ) = αMUn
h − AhUn

h + F̃ (Un
h ) + f̃n+1 + f̃n,

donc, pour simplifier, sans perte de généralité, l’égalité (3.55) peut s’écrire, à chaque pas

de temps, de la façon suivante :

αMUn+1
h + AhU

n+1
h − F̃ (Un+1

h ) = g(Un
h ). (3.56)

On remarque qu’on est ramené au problème stationnaire de type (E, α) présenté dans les

chapitres précédents. Donc pour résoudre ce type du problème on l’applique au début la

méthode de Newton qui consiste à calculer une suite de vecteurs Un+1,k
h ∈ RNh , tel que

Un+1,k+1
h = Un+1,k

h + δh, où δh ∈ RNh , la solution de : (αMδh, v) + (Ahδh, v) + C(Un+1,k
h )(Mδh, v) = (g̃(Un,k

h ), v) ∀v ∈ RNh ,
δh(0) = δ0,h.

(3.57)

avec

• C(Un+1,k
h ) = −∂F (Un+1,k

h )

∂r
,

• g̃ = −αMUn+1,k
h − AhUn+1,k

h + F̃ (Un+1,k
h ) + g(Un

h ).

On note C∞ = ‖c(x)‖∞.
On a :

(αMδh, δh) + (Ahδh, δh) + (C(Un+1,k
h )Mδh, δh) ≥ α‖δh‖2

2 + ‖∇δh‖2
2 − C∞‖δh‖2

2

≥ (α− C∞)‖δh‖2
2 + ‖∇δh‖2

2.

Si α−C∞ ≥ 0 alors (αMδh, δh) + (Ahδh, δh)− (
∂F̃

∂r
δh, δh) ≥ ‖∇δh‖2. Ce qui implique que

le problème (3.57) est bien posé.

Si α− C∞ ≤ 0, alors

(αMδh, δh) + (Ahδh, δh) + (C(Un+1,k
h )Mδh, δh) ≥ (α− C∞)C(Ω)2‖∇δh‖2

2 + ‖∇δh‖2
2

≥
(
(α− C∞)C(Ω)2 + 1

)
‖∇δh‖2

2.

On en conclut que le problème (3.57) est elliptique si ((α− C∞)C(Ω)2 + 1) > 0, où

C(Ω) = diam (Ω)
c0

, avec c0 =
√

2 en 1D et π en 2D.

C’est à dire, le problème (3.57) est elliptique si diam (Ω) ≤ c0√
c∞ − α

.

Estimation du pas de temps en fonction du diamètre des sous-domaines

On passe maintenant à la méthode de décomposition de domaine de Schwarz décrite

dans les chapitres précédents :
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• Ω =
m⋃
i=1

Ωi.

• Ωi ∩ Ωj = Ωi,j, i = 1, ...,m, si Ωi ∩ Ωj 6= ∅.
• On notera ∂Ωi ∩ Ωj = Γi,j, i = 1, ...,m, si Ωi ∩ Ωj 6= ∅.
• diam (Ωi) ≤

c0√
c∞ − α

, si c∞ ≥ α.

Cette inégalité implique que, pour C∞ − α > 0 :

√
C∞ − α <

c0

diam (Ωi)
, i = 1, ...,m

⇒ C∞ − α <
c2

0

diam (Ωi)2
, i = 1, ...,m

⇒ −α <
c2

0

diam (Ωi)2
− C∞, i = 1, ...,m

⇒ α > C∞ −
c2

0

diam (Ωi)2
, i = 1, ...,m.

Comme α =
2

τn
, on obtient, pour τn >

2

C∞
:

2

τn
> C∞ −

c2
0

diam (Ωi)2
i = 1, ...,m

⇒ τn
2

<
1

C∞ − c20
diam (Ωi)2

i = 1, ...,m

⇒ τn <
2

C∞ − c20
diam(Ωi)2

i = 1, ...,m.

⇒ τn <
2

p‖Un+1,k
h ‖p−1

∞ − c20
diam(Ωi)2

i = 1, ...,m. (3.58)

Méthode de Schwarz

On définit les espaces d’approximation locale associés à la décomposition du domaine

géométrique et à la méthode de Schwarz :

— V i
h = {p ∈ C0(Ωi); p|T ∈ P1(T ), T ∈ Th,i},

— X i
h,0 = V i

h ∩H1
0 (Ω).

En vérifiant l’hypothèse (3.58), l’algorithme de la décomposition de domaine est reformulé

comme suit, pour une fonction d’initialisation Un+1,0
h définie dans Vh, on calcule, pour

l ≥ 0, la suite des solutions δl+1
h , dans Vh telle que :

δl+1
h = δlh +

m∑
i=1

δ̃lh,i,

où δ̃lh,i dénote l’extension de δlh,i par 0 dans Ω \ Ωi. La fonction δl+1
h,i est la solution du

problème suivant, pour i = 1, ...,m : En commençant par une donnée initiale δ0
h,i, on
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résout, pour l ≥ 0 jusqu’à convergence les problèmes suivants :
(αMδl+1

h,i , v) + (Ahδ
l+1
h,i , v) + C(Un+1,k

h,i )(Mδl+1
h,i , v) = (g(Un,k

h,i ), v) ∀v ∈ X i
h,0,

δl+1
h,i = δl,h,i+1 sur Γi,i+1

δl+1
h,i = δl+1

h,i−1 sur Γi,i−1,

δl+1
h,i = 0 sur ∂Ωi ∩ ∂Ω.

(3.59)

En résumant, le problème (3.57) est bien défini si :

i) α − C∞ > 0, c’est à dire, τn <
2

p‖Un+1,k
h ‖p−1

∞
, ( par définition de τn et α). ou bien

si,

ii)

τn <
2

p‖Un+1,k
h ‖p−1

∞ − c20
diam(Ωi)2

i = 1, ...,m. (3.60)

Il apparaît donc que la méthode de décomposition de domaines nous permet de consi-

dérer un pas de temps plus grand que le pas de temps établi par Chen. En effet, plus on

diminue la taille de sous-domaine, plus on peut accroître la taille du pas de temps.

Remarque 3.3.6. Pour les mêmes raisons mentionnées dans le chapitre 1 et 2, en sa-

tisfaisant les hypothèses d’ellipticité du problème (3.57), la vitesse de convergence de la

méthode de Newton est d’ordre 2 si p > 2, et elle est d’ordre p si 1 < p ≤ 2.

En comparant notre résultat avec celui de Chen [37], on remarque que dans le cas où il

n’y a pas d’explosion, grâce à la méthode de décomposition de domaine, on peut considé-

rer un pas de temps plus grand que le pas de temps établi par Chen qui vérifie (3.58). En

contre partie, si la solution explose, les estimations du pas de temps sont pratiquement

similaires, ils sont adaptés à la norme ‖Un+1,k
h ‖p−1

∞ .

Description de l’algorithme classique :

Après une discrétisation en temps et en espace du problème (3.31), on se propose de

résoudre à chaque pas de temps le problème stationnaire (3.41) :

1) On fixe un pas de temps τn qui vérifie (3.58),

2) On calcule U0,h une approximation de la donnée initiale.

• À chaque étape de temps n, on linéarise le problème discret (3.41), par la

méthode de Newton :

• pour k = 1, ..., convergence,

on calcule la suite des solutions approximatives Un,k+1
h = Un,k

h + δ où δ la
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solution du problème linéaire (3.57). Pour cet objectif, on applique la méthode

de Schwarz pour garantir l’ellipticité de ce problème sur chaque sous-domaine.

On note m le nombre maximale de sous-domaines.

i) On calcule C∞ = p‖Un,k
h ‖p−1

∞ , et on détermine le nombre de sous-domaines

selon l’hypothèse :

diam (Ωi) <
c0√

C∞ −
2

τn

pour , i = 1...m, et C∞ >
2

τn
. (3.61)

ii) Pour i = 1, ...m,

on commence par la fonction d’initialisation δ0
h,i = 0,

pour l = 1, ... convergence,

on calcule les solutions δl+1
h,i , de sous-problèmes linéaires obtenus par l’algo-

rithme de Schwarz (3.59).

À la fin de la boucle en l, on obtient la solution δh = δh,i sur Ωi pour i = 1, ..,m.

L’approximation discrète de la solution est obtenue à chaque pas de temps.

Remarque 3.3.7. La vitesse de convergence de la méthode de Newton appliquée au pro-

blème (3.41) est quadratique si p ≥ 2, et d’ordre p si 1 ≤ p < 2.

Résultats numériques pour l’algorithme classique :

Cas de non explosion

Dans le but de tester l’algorithme présenté ci-dessus, on se propose de résoudre premiè-

rement un problème de type (3.31) en une dimension dont on connait la solution exacte.

On considère en particulier :
∂tu(x, t) = u′′(x, t) + µ | u(x, t) |p +f(x, t) dans ]0, 1[×]0, T ],

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 dans ]0, 1[

u(0, t) = u(1, t) = 0 dans ]0, T ],

(3.62)

avec p = 6, µ = 7.6, et u(x, t) = t sin(πx).

On commence par une donnée initiale nulle et on résout, n = 1, ...10, le problème approché

(3.57) associé au problème (3.62) pour un pas de discrétisation spatiale dx = 0.5 10−2 et

un pas temporel τ = 0.1.

Afin d’évaluer notre résultat, on trace l’évolution de la solution approchée du problème

(3.62) en fonction des itérations de la méthode de Newton et celle de la solution exacte

pour quelques étapes en temps.
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Figure 3.1 – Évolution de la solution

approchée du problème (3.62) en fonc-

tion des itérations de Newton notées k

au bout de 2 itérations en temps
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Figure 3.2 – Évolution de la solution

approchée du problème (3.62) en fonc-

tion des itération de Newton k au bout

de 4 itérations en temps
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Figure 3.3 – Évolution de la solution

approchée du problème (3.62) en fonc-

tion des itérations de Newton k au bout

de 6 itérations en temps
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Figure 3.4 – Évolution de la solution

approchée du problème (3.62) en fonc-

tion des itérations de Newton k au bout

de 10 itérations en temps

Dans les figures ci-dessus, on a tracé la solution approchée de (3.62) et la solution

exacte au bout de quelques itérations en temps pour visualiser la convergence de la solution

numérique vers la solution exacte à différents pas de temps. Au final, on trace la solution

exacte, Figure 3.5, et la solution approchée, Figure 3.6, à chaque itération en temps et en
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Figure 3.6 – Solution approchée du

problème (3.62) au bout de 10 itéra-

tions en temps

Pour mieux décrire les étapes considérées pour obtenir les résultats ci-dessus, on consi-

dère le tableau suivant :

# Itération de temps : n 1 2 3 ... 9 10

# Itération de Newton 2 2 2 ... 4 18

‖δh‖∞ 1.710−7 9.810−6 8.110−5 ... 3.710−6 7.6 10−5

C∞ = p µ ‖unh‖p−1
∞ 5 10−4 0.0142 0.11 ... 29.93 45.47

Nombre de s-domaines 1 1 1 ... 2 4

‖unh − u‖2 4.8 10−7 1.610−6 2.910−6 ... 4.4 10−5 3.9 10−4

Table 3.1 – Comportement de l’algorithme calculant la solution numérique du problème

(3.62)

Ce tableau illustre les itérations de la méthode de Newton effectuées pour atteindre

la convergence de la solution approchée vers la solution exacte en indiquant le nombre de

sous-domaine nécessaire pour chaque pas temporel.

De plus, l’erreur de la convergence numérique est compatible avec l’erreur théorique.

En effet, pour chaque itération en temps n, on a vérifié numériquement pour h = 0.5 10−2

et τn = 0.1, que :

• ‖unh − u(tn)‖2 ≤ C (‖u0,h − u(t0)‖2) + C(u) (h2 + τ 2
n) ≤ C(u) (h2 + τ 2

n) .

91



Par ailleurs, la non linéarité de la solution approchée augmente au cours du temps et au

cours des itérations de Newton, ce qui engendre l’augmentation automatique du nombre

de sous-domaines, qui est donné dans le tableau suivant, en particulier, à la dernière

itération en temps :

# Itération de Newton 1 2 3 ... 17 18

‖δh‖∞ 0.031 0.024 8.6 10−3 ... 9.510−5 7.6 10−5

C∞ 35.52 40.42 42.3 ... 45.45 45.47

Nombre de s-domaines 3 4 4 ... 4 4

‖unh − u‖2 0.028 0.014 9 10−3 ... 4.3 10−4 3.910−4

Table 3.2 – Évolution du nombre de sous-domaines pour n = 10 pour le cas du problème

(3.62)

A cette dernière étape en temps (n = 10), à la première itération de la méthode de

Newton, on a considéré 3 sous-domaines, puis à partir de l’itération 2 on a besoin de 4

sous-domaines.

D’après le tableau 3.2, on conclut que l’évolution du nombre de sous-domaines est liée à

l’évolution de la non linéarité considérée, car il faut vérifier à chaque étape temporelle et à

chaque itération de la méthode de Newton l’hypothèse de la décomposition de domaine :

diam (Ωi) <
c0√

C∞ −
2

τn

, pour i = 1...m, et C∞ >
2

τ
.

Par ailleurs, afin de tester l’utilité de la décomposition de domaine, on se propose de

résoudre le problème (3.62) pour les mêmes paramètres mais en appliquant la méthode de

Newton sans utiliser la méthode de décomposition de domaine. On trace dans les figures

suivantes le comportement de la solution approchée et de la solution exacte pour quelques

pas de temps :
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approchée du problème (3.62) en fonc-

tion des itérations de Newton k au bout
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Figure 3.8 – Évolution de la solution

approchée du problème (3.62) en fonc-

tion des itérations de Newton k au bout
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approchée du problème (3.62) en fonc-
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Figure 3.10 – Évolution de la solution

approchée du problème (3.62) en fonc-

tion des itération de Newton k au bout

de 10 itérations en temps

On constate dans la Figure 3.10 que la solution approchée du problème (3.62) croît,

puis elle décroît au cours des itérations de Newton. On remarque alors que la méthode de

Newton diverge.

Pour mieux visualiser le comportement de l’algorithme de Newton sans la décomposition
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de domaine, ainsi que l’erreur entre la solution exacte et la solution approchée obtenue

pour chaque pas de temps, on consulte le tableau ci-dessous :

# Itération de temps : n 1 2 3 ... 8 9 10

# Itération de Newton 2 2 2 ... 4 4 100

‖δh‖∞ 1.710−7 9.810−6 8.110−5 ... 1.610−8 3.710−6 0.0015

‖unh − u‖2 4.8 10−7 1.610−6 2.910−6 ... 1.8 10−5 4.4 10−5 0.004

Table 3.3 – Comportement de l’algorithme calculant la solution numérique le problème

(3.62) sans décomposition de domaine pour τ = 0.1

On vérifie qu’au bout de la dixième itération en temps l’erreur en norme L2 entre la

solution exacte et la solution approchée est d’ordre 10−3 avec 100 itérations de la méthode

de Newton, ce qui implique que la méthode numérique considérée ne converge pas pour

ce choix de pas de temps (τ = 0.1). On peut expliquer cette divergence par le fait qu’à la

dernière étape en temps (n=10), on a :

τ = 0.1 >
2

C∞
=

2

45.47
= 0.022,

et, dans ce cas, le problème (3.57 ) n’est plus elliptique et la méthode de Newton diverge.

Donc, la méthode de décomposition nous a permis d’utiliser un pas de temps plus long

en assurant la convergence de la méthode de Newton. En effet, à cette étape de temps on

a 4 sous-domaines, donc diam(Ωi) =
1

4
.Par suite, on a vérifié numériquement que :

2

C∞
= 0.522 < τ = 0.1 <

2

C∞ − 2

diam(Ωi)2

= 0.15,

ce qui garantie la coercivité du problème (3.59 ) sur chaque sous-domaine.

Par ailleurs, si on choisit un pas de temps plus petit, par exemple, si on prend τ = 0.05,

alors, on obtient le résultat suivant :

# Itération de temps : n 1 2 3 ... 18 19 20

# Itération de Newton 2 3 3 ... 3 4 4

‖δh‖∞ 1.510−6 1.210−12 2.110−11 ... 9.710−6 5.910−10 4.310−9

‖unh − u‖2 0.0043 0.0026 0.0016 ... 1.810−4 3.710−4 9.910−4

Table 3.4 – Comportement de l’algorithme calculant la solution numérique sans décom-

position de domaine pour τ = 0.05 dans le cas du problème (3.62)
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Maintenant si on considère un pas de temps τ = 0.01, on a les résultats présentées dans

le tableau suivant :

# Itération de temps : n 1 2 3 ... 98 99 100

Itération de Newton 3 3 3 ... 4 4 4

‖δh‖∞ 1.910−17 5.610−17 4.8 10−16 ... 3.1810−10 4.310−9 9.610−8

‖unh − u‖2 1.4 10−7 5.2 10−7 1.05 10−6 ... 3.9 10−5 7.510−5 2.0310−4

Table 3.5 – Comportement de l’algorithme calculant la solution numérique du problème

(3.62) sans décomposition de domaine pour τ = 0.01

On remarque que pour τ = 0.01, et τ = 0.05, on atteint la convergence souhaitée,

sans avoir besoin de la décomposition de domaine car on a, pour des deux choix des pas

de temps : τn <
2

C∞
, et donc le problème de Newton est bien posé à chaque itération en

temps. Mais en contre partie, on a besoin d’effectuer plus d’itérations en temps.

Passons maintenant à un cas plus général, où la solution est inconnue et la fonction source

une somme des mesures ponctuelles :
∂tu(x, t) = u′′(x, t) + µ | u(x, t) |p +f(x, t) dans ]0, 1[×]0, T ],

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 dans ]0, 1[

u(0, t) = u(1, t) = 0 dans ]0, T ],

(3.63)

f(x, t) = 100t(δ0.5 + δ0.8 + δ0.2).

On prend N = 300, p = 4, µ = 1200, τ = 0.2, T = 4, et u0(x) = 0.01x(1− x).

En implémentant notre code en 20 itérations en temps, on obtient la courbe suivante :
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Figure 3.11 – Evolution de la solution approché du problème (3.63) au cour de 20

itérations en temps
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Le tableau suivant décrit le comportement de l’algorithme considéré pour calculer la

solution approchée du problème (3.63) ci-dessus :

# Itération de temps n 1 2 .3 ... 19 20

# Itération de Newton 2 2 2 ... 3 4

‖δh‖∞ 7.910−10 2.710−7 1.02910−6 ... 9.5310−5 9.810−5

# Nombre de s-domaines 1 1 1 ... 2 3

Table 3.6 – Comportement de l’algorithme calculant la solution numérique du problème

(3.63)

Pour cet exemple, on a commencé la décomposition de domaine qu’à partir de la

19ème itération en temps, où le nombre de sous-domaines vaut 2. Puis à la dernière

itération temporelle ce nombre varie de 2 à 3. En effet, à la première étape de Newton on

commence avec 2 sous-domaines, à la troisième itération, on constate qu’il est nécessaire

de décomposer le domaine en 3 sous-domaines pour que le problème de Newton soit bien

posé et cela persiste jusqu’à la cinquième itération. A cette étape de Newton, l’évolution

de la différence en norme infinie entre deux itérés successifs est d’ordre 10−5 et la mise à

jour dans l’algorithme de Schwarz est d’ordre 10−5.

Pour mieux décrire cette évolution du nombre de sous-domaines, on présente les tableaux

suivants :

Itération de Newton 1 2 3

‖δh‖∞ 0.0127 0.0011 9.310−5

C∞ 14.03 14.35 14.38

Nombre de s-domaines 2 2 2

Table 3.7 – Évolution du nombre de sous-domaines pour n = 19 dans le cas du problème

(3.63)

Itération de Newton 1 2 3 4

‖δh‖∞ 0.02 0.005322 5.810−5 9.810−5

C∞ 21.4 23.5 23.74 23.78

Nombre de s-domaines 2 3 3 3

Table 3.8 – Évolution du nombre de sous-domaines pour n = 20 dans le cas du problème

(3.63)
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Le nombre de sous-domaines varie au cours des itérations de temps n, et en fonction des

itérations de Newton comme il est montré dans le tableau (3.8). A partir de ces exemples,

on a vérifié numériquement que les méthodes présentées convergent à chaque itération

temporelle.

Remarque 3.3.8. Le choix du pas temps τ = 0.2 garantit l’ellipticité du problème linéaire

obtenu par la méthode de Newton, à chaque étape temporelle. En effet :

• pour n = 1 : 18, on a 2
C∞

> τ, par exemple pour n = 18, on a 2
C∞

= 0.24 > τ = 0.2,

• pour n = 19 et n = 20, on a 2
C∞

< τ < 2
C∞− 2

diam(Ωi)
2

, En effet :

— pour n = 19, le nombre de sous-domaines est 2 d’où, diam(Ωi) = 1
2
et on a

2
C∞

= 2
14.35

= 0.13 < τ = 0.2 < 2
C∞− 2

diam(Ωi)
2

= 2
14.35−2×22 = 0.31.

— pour n = 20, on a 3 sous-domaines, donc diam(Ωi) = 1
3
et on a 2

C∞
= 2

23.74
=

0.084 < τ = 0.2 < 2
C∞− 2

diam(Ωi)
2

= 2
23.74−2×32 = 0.34.

Cas d’explosion

En commençant par une donnée initiale u0 = 103sin(πx), on résout le problème para-

bolique suivant : 
∂tu(x, t) = u′′(x, t)+ | u(x, t) |p dans ]0, 1[×]0, T ],

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 dans ]0, 1[

u(0, t) = u(1, t) = 0 dans ]0, T ],

(3.64)

avec p = 2.

On considère un pas spatial h= 0.47 10−2 et un pas temporel adaptatif τn = τ min(1,
1

p‖un‖p−1
∞

).

On obtient les résultats suivants :
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Figure 3.13 – Évolution de la solution

du problème (3.64) en 483 itérations en

temps au TNummax = 1.001 10−3

Pour ce choix adaptatif de pas de temps τn, la méthode de Newton converge sans intro-

duire la méthode de décomposition de domaine, car il assure que τn <
2

C∞
=

2

p‖Un
h ‖

p−1
∞

.

Par ailleurs, à la dernière étape en temps, on a :

• Le temps final numérique TNummax = 1.001 10−3.

• ‖Un
h ‖∞ = 1.226 105

• La méthode de Newton converge en 3 itérations avec une différence entre deux

itérés successif en norme infinie d’ordre 10−10.

Tous ces résultats numériques sont compatibles avec la théorie :

Le temps final vérifie l’estimation établie par Chen [37] :

1

(p− 1) ‖ u0 ‖p−1
∞

= 10−3 ≤ TNummax ≤
1

(p− 1) ‖ u0 ‖p−1
1

= 1.5 10−3. (3.65)

En comparant ce temps final aussi avec l’estimation de temps d’explosion étudiée dans le

cas théorique (3.30) on a
2

(p− 1)J(t0)p−1
= 0.0028, donc TNummax vérifie aussi (3.30) :

TNummax <
2

(p− 1)J(t0)p−1
. (3.66)

L’algorithme classique de la décomposition de domaine pour résoudre les problèmes d’évo-

lution du type (3.31) s’agit d’abord, de discrétiser d’une manière uniforme l’intervalle de

temps, et à chaque étape, un problème d’espace uniquement résolu en utilisant la méthode

de décomposition de domaine. Donc, le principal inconvénient de cet algorithme est qu’il
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nécessite la même discrétisation temporelle dans chaque sous-domaine.Donc pour mieux

résoudre ce problème, on va considérer un autre algorithme, nommé algorithme pararéel

[59, 2, 70, 69].

3.3.6 Algorithme pararéel

L’algorithme pararéel est introduit pour la première fois en 2001 par J.-L. Lions, Y.

Maday et G. Turinici [85]. Il s’agit d’une parallélisation dans le temps pour la simulation

de systèmes d’équations différentielles ordinaires ou d’équations aux dérivées partielles

dépendant du temps. Contrairement à la stratégie utilisée dans les méthodes classiques

de décomposition de domaine qui consiste à discrétiser la variable temps, pour ensuite

appliquer une méthode de décomposition de domaine au problème statique qui apparaît à

chaque itération en temps, l’algorithme pararéel consiste à décomposer le domaine en sous-

domaines Ωi et ensuite, à chaque itération, résoudre le problème parabolique sur chaque

sous-domaine Ωi×]0, T ] de manière indépendante avec un pas de temps adapté au sous-

domaine. Entre chaque itération une communication régulière des données à l’interface

entre deux sous-domaines permet d’obtenir la convergence de la méthode. Cette méthode

est tout à fait adaptée à des problèmes où l’évolution de la solution n’est pas uniforme

sur tout le domaine, par exemple dans le cas d’une explosion ponctuelle de la solution.

L’algorithme pararéel a reçu de plus en plus d’attention vu qu’il est plus rapide que les

algorithmes traditionnels. Une version améliorée a été présentée par Bal en 2005 [19]. Cet

algorithme a été appliqué avec succès à une variété de problèmes, tels que :

• problèmes paraboliques en 2007 étudiés par Gander et Vandewalle [60], puis en

2016 par Ruprecht.al [111], Hassan.al [70, 69] en 2018, puis , Ahmed.al [2] en 2019.

• problèmes hyperboliques par Dai et Maday en 2013 [42],

• problèmes de contrôle optimal étudiés par Du et al en 2013 [48] et par Maday et

al en 2007 [131], ensuite par Mathew et al en 2010 [89],

• équations de Navier- Stokes, Trindade et Pereira [130] en 2006.

En suivant la stratégie de l’algorithme pararéel, on se propose, comme première étape,

d’appliquer la méthode de décomposition de domaine au problème initial :
∂tu(x, t) = u′′(x, t) + F (u(x, t)) + f(x, t) dans QT = Ω×]0, T ],

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 dans Ω

u(x, t) = u(x, t) = 0 dans ΣT = ∂Ω×]0, T ],

(3.67)
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avec F (u(x, t)) =| u(x, t) |p et p > 1.

Alors, pour une fonction d’initialisation u0, on résout, pour l = 1, ...jusqu’à convergence de

la méthode de Schwarz, les sous-problèmes d’évolution suivants sur chaque sous domaine

Ωi, i = 1, ...,m :
∂tu

l+1
i (x, t)− (ul+1

i )′′(x, t) = F (ul+1
i (x, t)) + f(x, t) dans Ωi×]0, Tmax[,

ul+1
i = uli+1 sur Γi,i+1×]0, Tmax[

ul+1
i = ul+1

i−1 sur Γi,i−1×]0, Tmax[,

ul+1
i (x, 0) = ul+1

i,0 (x) sur Ωi

(3.68)

Remarque 3.3.9. En se basant sur le travail de Gander et al [32], la solution itérative

ul+1
i , solution du problème (3.68), converge vers u solution du problème (3.67).

Pour résoudre numériquement le problème (3.68), on utilise la méthode des éléments

finis pour la discrétisation spatiale et la méthode de Crank-Nicholson pour la discrétisation

temporelle.

Alors, pour un vecteur d’initialisation Un+1,0
h défini dans Vh, approximation de U0

h , on

calcule, pour l ≥ 0, la suite des solutions Un+1,l+1
h , dans Vh telle que :

Un+1,l+1
h = Un+1,l

h +
m∑
i=1

Ũn+1,l
h,i ,

où Ũn+1,l
h,i dénote l’extension de Un+1,l

h,i par 0 dans Ω\Ωi. La fonction Un+1,l+1
h,i est la solution

du problème suivant, pour i = 1, ...,m :
(αiMUn+1,l+1

h,i , v) + (AhU
n+1,l+1
h,i , v)− (F (Un+1,l+1

h,i ), v) = (g(Un,l+1
h,i ), v) ∀v ∈ X i

h,0,

Un+1,l+1
h,i = Un+1,l

h,i+1 sur Γi,i+1×]0, Tmax[

Un+1,l+1
h,i = Un+1,l+1

h,i−1 sur Γi,i−1×]0, Tmax[,

Un+1,l+1
h,i (x, 0) = 0 sur Ωi

(3.69)

où αi =
2

τi
, avec τi le pas de temps considéré sur les sous-domaine Ωi, i = 1, ...,m.

Pour résoudre ce type du problème (3.69), on applique la méthode de Newton. En com-

mençant par une donnée initiale Un+1,l+1,0
h,i , on construit, pour k > 0 une suite de solutions

Un+1,l+1,k+1
h,i =Un+1,l+1,k

h,i + δh,i, i = 1, ...m, solution du problème suivant : (αiMδh,i, v) + (Ahδh,i, v) + C(Un+1,l+1,k
h,i )(Mδh,i, v) = (g(Un+1,l+1,k

h,i ), v) ∀v ∈ X i
h,0,

δh,i = 0 sur ∂Ωi ∩ ∂Ω.

(3.70)

où

• C(Un+1,l+1,k
h,i ) = −

∂F (Un+1,l+1,k
h,i )

∂r
.
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• (g(Un+1,l+1,k
h,i ), v) = −(αMUn+1,l+1,k

h,i , v)−(AhU
n+1,l+1,k
h,i , v)+F (Un+1,l+1,k

h,i , v)+(g(Un,l+1
h,i ), v)

On note C∞,i = ‖C(Un+1,l+1,k
h,i )‖∞.

On considère, pour chaque sous domaine Ωi, i = 1, ...,m, un pas de temps τi de manière

à garantir l’ellipticité de chaque sous problème (3.70). C’est à dire :

•
τi <

2

C∞,i
, (3.71)

ou bien :

•
τi <

2

C∞,i − c20
diam(Ωi)2

. (3.72)

Remarque 3.3.10. Si les pas de temps τi vérifient sur chaque sous-domaine Ωi, i =

1, ...,m, les hypothèses (3.71) ou bien (3.72), alors la méthode de Newton converge d’une

façon quadratique si p > 2, et avec une vitesse d’ordre p si 1 ≤ p ≤ 2.

Description de l’algorithme

On peut traduire l’algorithme présenté comme suit :

1) On fixe m le nombre de sous-domaines.

2) • pour i = 1, ...m,

On donne ni le nombre d’itération maximale de temps sur chaque sous-domaine,

on note n = ni sur Ωi et on définit TNummax =

ni∑
j=1

τj, i = 1, ...,m.

• À l’instant t = 0, on calcule une approximation P1 de la condition initiale qu’on

note U0
h et les conditions de transmission sur les bords Γi,j, i, j = 1, ...,m..

3) A ce stade on applique l’algorithme de Schwarz :

• pour l = 1, ... convergence,

• pour i = 1 : m,

• pour n = 1 : ni, on résout le problème (3.69) en introduisant la méthode de

Newton.

• Pour k = 1, ..., on calcule la suite des solutions

Un,l,k+1
h,i = Un,l,k

h,i + δnh,i, où δnh,i solutions des problèmes linéaires (3.70).

• À la fin de la boucle de Newton, la solution numérique Un,l,k
h,i converge

vers Un,l
h,i sur chaque Ωi.
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• Une fois que Un,l
h,i est calculée pour tout n, on met à jour les conditions de

transmission sur les interfaces en calculant les interpolations linéaires des Un,l
h,i ,

i = 1 : m.

• À la fin de la boucle de Schwarz, la solution approchée Un
h = Un

h,i sur Ωi.

Remarque 3.3.11. La difficulté de cet algorithme est de raccorder les solution ui sur

les frontières de sous-domaines. Sarah et al [70, 69] ont présenté une méthode faisant

intervenir une correction à partir d’une grille fine, en calculant les valeurs moyennes des

données sur les interfaces. Dans notre cas, on a calculé les interpolations linéaires des

solutions afin d’obtenir des valeurs approchées des solutions dans le maillage le plus fin.

Remarque 3.3.12. L’avantage de cet algorithme réside non seulement dans la possibilité

de considérer des pas de temps différents pour chaque sous domaine, mais aussi la possibi-

lité de considérer différents schémas numériques en temps dans différents sous-domaine.

[2, 70, 69], contrairement à l’algorithme classique.

Simulations numériques

Cas de non explosion

On considère, comme exemple, le problème parabolique du type suivant :
∂tu(x, t) = u′′(x, t)+ | u(x, t) |2 +f(x, t) dans ]0, 1[×]0, T ],

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 dans ]0, 1[

u(0, t) = u(1, t) = 0 dans ]0, T ],

(3.73)

Afin de tester la performance de l’algorithme pararéel, on commence par considérer une

solution connue de ce problème (3.73), en particulier

u(x, t) = (5 + t)x(1− x),

avec la condition initiale :

u0 = 5x(1− x).

On considère ensuite, un pas de discrétisation spatial, dx = 0.0067, et une décomposition

du domaine ]0, 1[ en 3 sous-domaines Ωi, i = 1, 2, 3. Puis on introduit une décomposition

non uniforme de l’intervalle de temps ]0, T [, où T = 1 sur tout le domaine Ω en ni

itérations temporelles (i = 1, 2, 3). Autrement dit, on associe à chaque sous-domaine un

nombre fixe d’itérations temporelles et des pas de temps τi de façon à ce que τi× ni = T.

On a choisi en particulier n1 = 10, n2 = 30, et n3 = 30, par suite τ1 = 0.1, τ2 = 0.0333

et τ3 = 0.0667.
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Il ressort dans les figures (3.14) et (3.15) que la différence entre la solution exacte et la

solution numérique est d’ordre 10−4.
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Figure 3.14 – Solution exacte du pro-

blème (3.73) mono-domaine dans le

maillage fin en temps
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Figure 3.15 – solution approchée du

problème (3.73) en pas temps différent

pour chaque sous-domaine

La Figure 3.15 présente la solution numérique du problème (3.73). Elle est obtenue

après 25 itérations de l’algorithme de Schwarz multiplicatif avec une mise à jour de cor-

rection en norme L2 d’ordre 10−5.

Pour mieux visualiser l’évolution de cette solution en fonction des itérations de Schwarz,

on la présente dans la Figure 3.16 :
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Figure 3.16 – Evolution des solutions approchées du problème (3.73) dans les sous-

domaines en fonction des itérations de Schwarz à TNummax

103



On a tracé dans la Figure 3.16 le comportement des solutions à TNummax sur chaque sous

domaine Ωi, i = 1 : 3 au cours des étapes de Schwarz jusqu’à atteindre une convergence

en norme L2 d’ordre 10−4 vers la solution exacte mono-domaine présentée dans la Figure

3.14.

Pour plus d’informations, on peut consulter le tableau suivant :

# Itération de Schwarz 1 2 ... 24 25

‖un,l+1
h − un,lh ‖2 0.512 0.02 ... 1.210−4 9.810−5

# Itération de Newton sur Ω1 4 4 ... 4 4

‖δh,1‖2 4.310−16 1.810−15 ... 7.910−16 4.210−16

# Itération de Newton sur Ω2 4 4 ... 4 4

‖δh,2‖2 2.810−14 3.610−14 ... 9.510−14 2.510−14

# Itération de Newton sur Ω3 4 4 ... 4 4

‖δh,3‖2 2.210−614 2.810−14 ... 6.1910−14 6.210−14

‖unh − u‖2 0.14 0.11 ... 6.510−4 5.0910−4

Table 3.9 – Comportement de l’algorithme pararéel à TNummax dans le cas du problème

(3.73)

Le tableau 3.9 donne le nombre d’itérations de la méthode de Newton et l’écart en norme

L2 entre deux itérés successifs de cette méthode dans les 3 sous-domaines. On remarque

bien la convergence de l’algorithme pararéel.

On trouve aussi dans ce tableau l’évolution de l’erreur en norme L2 au cours des itérations

de l’algorithme de Schwarz.

On trace cette évolution dans la Figure 3.17 :
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Figure 3.17 – Evolution de l’erreur en norme L2 ‖unh−u‖2 dans le cas du problème (3.73)

L’erreur entre la solution exacte et la solution numérique en norme L2 décroit en fonction

des itérations de Schwarz. Elle est d’ordre de 10−4, à l’étape 25.

On passe maintenant à un exemple plus général avec une difficulté supplémentaire.
∂tu(x, t) = u′′(x, t)+ | u(x, t) |2 +f(x, t) dans ]0, 1[×]0, T ],

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 dans ]0, 1[

u(0, t) = u(1, t) = 0 dans ]0, T ],

(3.74)

On résout le problème (3.74) dans le cas où la solution est inconnue et la fonction source

est une somme des fonctions gaussiennes :

f(x, t) = tx(1−x)(K0 exp(x−x0

σ
)2 +K2 exp(x−x0

σ
)2 +K2 exp(x−x2

σ
)2), avec K0 = 2 103 x0 =

0.5, σ = 2 10−3, K1 = K2 = 102 x1 = 0.2, et x2 = 0.8, comme il est illustré dans la

Figure 3.18 :
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Figure 3.18 – La fonction source f en maillage temporel par sous-domaine dans le cas

du problème (3.74)

Pour résoudre numériquement le problème (3.74), on discrétise le domaine Ω avec 120

points et on le décompose en 4 sous domaines. On a associé à chaque sous-domaine des

pas de temps différents τi, tout en assurant l’ellipticité du problème (3.70) sur chaque

sous-domaine. Puis on effectue les itérations en temps nécessaires ni, (i = 1 : 4) pour

arriver au même temps final TNummax = 1.

On a choisi en particulier τ1 = τ4 = 0.083, τ2 = 0.125, τ3 = 0.0417, n1 = n4 = 12, n2 =

24, et n3 = 8. On note n = ni sur Ωi.

Ensuite, en partant d’une donnée initiale nulle et en appliquant l’algorithme pararéel

jusqu’à atteindre le temps final TNummax = 1, on obtient la solution approchée suivante :
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Figure 3.19 – Solution approchée du problème (3.73) avec le maillage temporel pour

chaque sous-domaine
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La solution présentée dans la Figure 3.20 est obtenue après 18 itérations de l’algorithme

de Schwarz. En effet, on peut visualiser l’évolution de cette solution approchée au temps

final TNummax en fonction de ces itérations dans la figure 3.20 :
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Figure 3.20 – Evolution des solutions numériques du problème (3.74) sur les sous-

domaines en fonction des itérations de Schwarz à TNummax

Pour mieux décrire le comportement de cette méthode numérique on peut consulter le

tableau suivant :

# Itération de Schwarz 1 2 ... 17 18

‖Un,l+1
h − Un,l

h ‖2 8.7 10−3 3.1 10−3 ... 1.1 10−4 9.03 10−5

# Itération de Newton sur Ω1 3 3 ... 3 3

‖δh,1‖2 2.1 10−18 1.9 10−17 ... 4.8 10−15 5.03 10−15

# Itération de Newton sur Ω2 3 3 ... 3 3

‖δh,2‖2 5.1 10−17 2.9 10−15 ... 5.1 10−13 5.23 10−13

# Itération de Newton sur Ω3 3 3 ... 3 3

‖δh,3‖2 3.9 10−16 5.2 10−15 ... 3.9 10−13 4.03 10−13

# Itération de Newton sur Ω4 3 3 ... 3 3

‖δh,4‖2 7.9 10−16 4.1 10−15 ... 1.002 10−13 1.01 10−13

Table 3.10 – Comportement de l’algorithme pararéel à TNummax dans le cas du problème

(3.74)
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D’après le tableau 3.10, on a vérifié que la méthode numérique étudiée converge dans tous

les sous-domaines dans le cas du problème (3.74).

Cas d’explosion

Pour ce cas, on traite le même exemple cité dans le cas classique (3.64), pour qu’on

puisse faire la comparaison entre les deux algorithmes.
∂tu(x, t) = u′′(x, t)+ | u(x, t) |p dans ]0, 1[×]0, T ],

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 dans ]0, 1[

u(0, t) = u(1, t) = 0 dans ]0, T ],

(3.75)

avec p = 2 et un pas spatial h = 0.47 10−2.

On prend aussi comme donnée initiale u0 = 103 sin(πx).

L’idée de cet algorithme est de considérer un pas de temps plus fin seulement dans la

région d’explosion. Pour atteindre ce but, à la première étape, on décompose Ω =]0, 1[ en

3 sous-domaines Ωi, i = 1 : 3. Puis, on localise le sous domaine où se déroule l’explosion,

en d’autres termes, où la solution atteint son maximum.

On note U i
0,h la discrétisation de la donnée initiale Ωi, i = 1 : 3 et selon son maximum on

fixe le domaine de l’explosion qu’on notera Ωimax.

Une fois ce sous-domaine localisé, on lui associe le pas de temps le plus fin noté τimax et

les itérations temporelles les plus grandes notées nimax, tout en assurant la convergence

de la méthode de Newton.

En particulier, on a choisi τimax = 0.05 ‖U0,h‖1−p
∞ = 0.5 10−5.

Pour ce choix de τimax, on a :

2

τimax
= 3.9 105 > C∞ = 2.4 105,

et donc le problème linéaire (3.70) associé à l’exemple (3.75) est elliptique sur ce sous-

domaine.

En conséquence, afin d’atteindre le même temps final de l’exemple (3.75), TNummax = 10−3,

on doit effectuer 200 itérations en temps pour le sous-domaine Ωimax. Pour les autres sous-

domaines on considère des pas de temps plus longs que τimax tout en gardant l’ellipticité du

problème (3.70) sur chaque Ωi, i = 1 : 3, i 6= imax. Puis on associe le nombre d’itérations

nécessaire pour obtenir le même temps final sur chaque sous-domaine. En particulier on

a considéré :

τi = 2 τimax = 0.1 10−4, et ni =
1

2
nimax = 100., i = 1 : 3, i 6= imax
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On applique à nouveau l’algorithme pararéel et on obtient la solution approchée sui-

vante :

Figure 3.21 – Solution numérique du problème (3.75) à TNummax

En fait, cette solution est la réunion des solutions dans les 3 sous-domaines qui sont

illustrées dans la Figure 3.22.
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Figure 3.22 – Solution du problème (3.75) par sous-domaines à TNummax

Ces solutions sont obtenues après 5 itérations de la méthode de Schwarz avec une dernière

mise à jour en norme L2 d’ordre 10−10. La méthode de Newton converge aussi à chaque

étape de Schwarz comme il est montré dans le tableau suivant :
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# Itération de Schwarz 1 2 3 4 5

‖Un,l+1
h − Un,l

h ‖2 4.9 103 1.5 103 2.52 5.07 10−4 3.310−10

# Itération de Newton sur Ω1 4 5 5 5 5

‖δh,1‖2 3.8 10−11 1.410−13 1.3 10−13 1.6 10−13 1.210−13

# Itération de Newton sur Ω2 7 7 7 7 7

‖δh,2‖2 3.9 10−12 4.310−12 5.710−12 5.710−12 5.710−12

# Itération de Newton sur Ω3 6 6 6 6 6

‖δh,3‖2 6.7 10−13 6.210−13 4.710−13 4.710−13 7.410−13

Table 3.11 – Comportement de l’algorithme pararéel à TNummax dans le cas du problème

(3.75)

Le tableau 3.11 présente le nombre d’itérations de la méthode de Newton effectuées et la

mise à jour de cette méthode à chaque étape de Schwarz dans chaque sous-domaine. On

conclut, d’après ces résultats, que les méthodes numériques considérées convergent même

dans le cas d’explosion.

Remarque 3.3.13. On a vérifié numériquement que :

2

τ1

= 1.9 105 < C∞ = p‖Un
h ‖p−1
∞ = 2.4 105, et

2

τ1

= 1.9 105 > C∞,1 = p‖Un
h,1‖p−1

∞ = 6.1 103.

Donc le choix de τ1 garantit l’ellipticité du problème linéaire (3.70) sur Ω1 et non pas sur

tout le domaine Ω. Pour cette raison on ne peut pas le considérer sur tout le domaine. A

cette étape, on voit clairement l’utilité de la décomposition pararéelle. Elle permet d’utiliser

des pas de temps selon la non linéarité sur chaque sous-domaine, et non pas sur tout le

domaine.

Remarque 3.3.14. On peut améliorer notre algorithme en considérant un pas de temps

plus grand dans le premier sous-domaine, par exemple : τ1 = 4 × τ2 = 0.2 10−4. Il

suffira alors d’effectuer 50 itérations en temps dans le premier sous-domaine. Les méthodes

numériques convergent encore pour ce choix.

Grâce à cet algorithme on peut effectuer moins d’itérations temporelles en dehors de la

région d’explosion.

Remarque 3.3.15. Pour cet exemple, à la fin de toutes les itérations des méthodes nu-

mériques considérées, on a ‖Un
h ‖∞ = 1.226 105. La solution numérique obtenue atteint

alors ’approximativement’ le même maximum au même temps final TNummax que la solution

numérique obtenue par l’algorithme traditionnel, mais sans avoir en besoin ni d’utiliser un

pas de temps adaptatif ni d’effectuer toutes les itérations temporelles sur tout le domaine.
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a rappelé quelques résultats d’existence et d’unicité ainsi que

des conditions d’explosion d’une solution non négative du problème de type (PFuj) sur

différents domaines Ω. On a présenté également des estimations du temps d’explosion

théorique ainsi que numérique de cette solution en appliquant la méthode des fonctions

propres.

Afin de calculer une solution approchée du problème (PFuj), on a utilisé une approxi-

mation en espace par éléments finis et une approximation en temps par le schéma de

Crank-Nickolson, et on a appliqué deux algorithmes différents.

Le premier est classique. Il sert à résoudre à chaque itération en temps un problème el-

liptique de type (E, α) introduit dans les chapitres précédents où α =
2

τn
et τn le pas de

temps considéré.

Le deuxième consiste à utiliser une méthode de décomposition de domaine de Schwarz et

de résoudre, à chaque itération de cette méthode, le problème d’évolution, tout en consi-

dérant un maillage différent en temps sur chaque sous-domaine. Ensuite, pour raccorder

les solutions calculées sur les interfaces, on calcule leurs interpolations linéaires. Cet algo-

rithme est utile aussi dans le cas où la solution du (PFuj) explose en temps fini. Dans ce

cas , on considère un maillage en temps plus fin seulement dans le domaine d’explosion de

cette solution. Cette résolution numérique sera appliquée ensuite dans le chapitre suivant,

pour calculer une solution approchée du problème de Chipot-Weissler, en ajoutant au

problème (PFuj), le terme d’amortissement : |∇u|q, avec q > 1.
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Chapitre 4

Résolution numérique de l’équation de

Chipot-Weissler

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse à l’étude numérique d’équation de Chipot-Weissler

suivant :

(PCh−W ) :


ut(x, t)−∆u(x, t) +G(∇u(x, t)) = F (u(x, t)) + f(x, t) dans QT = Ω×]0, Tmax[,

u(x, t) = 0 dans ΣT = ∂Ω×]0, Tmax[,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

où

• Ω est un ouvert borné de Rd, d ≥ 1, T > 0, et Tmax est le temps de l’existence

maximale de la solution en partant d’une donnée initiale u0.

• G(∇u(x, t)) = η|∇u(x, t)|q, η > 0, et q > 1.

• F (u(x, t)) = µ|u(x, t)|p avec µ > 0, et p > 1.

• f est une fonction source non négative appartenant à L1(QT ).

Ce type d’équation peut modéliser une dynamique de population biologique vivant dans

un environnement représenté par un domaine Ω dans Rd, [120, 121]. La densité spatiale

des individus situés près d’un point x ∈ Ω à un instant t ≥ 0 est notée u(x, t). L’évolution

de cette densité est le résultat de trois types de mécanismes : les déplacements, les nais-

sances et les décès. Pour dériver l’équation d’évolution satisfaite par u, nous revenons à la

méthode des volumes de contrôle. On considère un petit volume ω de mesure δx entourant

un point x. On compte le nombre d’individus apparaissant ou disparaissant de ω pendant

un petit intervalle de temps δt.

Le terme de diffusion ∆u représente le déplacement des individus et le terme de réaction
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µ|u|p représente le taux de naissance supposé proportionnel au nombre de p−uplet. Ce
dernier joue en général le rôle de terme d’explosion de la densité. Par ailleurs, le terme

η|∇u|q représente la densité du prédateur dans le cas où les individus ont été détruits par

des prédateurs pendant leur déplacement. Ce terme joue, par conséquent, le rôle d’amor-

tissement.

Par suite, tous ces termes influent sur le comportement asymptotique de la solution qui

dépend fortement des paramètres p, q, η et µ.

Dans la première section de ce chapitre on va rappeler des résultats d’existence, unicité,

régularité et les conditions d’explosion de la solution des équations de type (PCh−W ). Puis,

dans la section suivante, en appliquant une semi-discrétisation en temps et en espace, on

calcule une approximation numérique de la solution en utilisant les algorithmes présen-

tés dans le troisième chapitre. Dans la dernière section, on donnera quelques exemples

numériques qui illustrent les performances de la méthode de décomposition de domaine.

4.2 Analyse théorique

4.2.1 Rappels sur l’existence, unicité, régularité et explosion de

la solution

Chipot et Weissler ont étudié en 1989, voir [38], ce type d’équation, où η = µ = 1, et

la fonction source est nulle :
ut(x, t)−∆u(x, t) + |∇u(x, t)|q = |u(x, t)|p−1u(x, t) dans QT ,

u(x, t) = 0 dans ΣT ,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

(4.1)

Ils ont prouvé que pour :

• s ≥ q, s > d(q − 1),

• s ≥ dp(p+ d), s >
d(p− 1)

p+ 1
,

et pour toute donnée initiale non négative u0 ∈ W 1,s
0 (Ω), il existe une unique solution po-

sitive maximale u ∈ C([0, Tmax(u0)],W 1,s
0 (Ω)) de l’équation intégrale associée au problème

(4.1) suivante :

u(t) = S(t)u0(y) +

∫ t

0

S(t− y)
(
|u(y)|p−1u(y)− |∇u(y)|q

)
dy (4.2)

où (S(t))t≥0 = et∆ est le semi groupe associé à l’équation de la chaleur avec les conditions

aux limites homogènes.

Les auteurs ont ajouté que si :
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• le réel s vérifie de plus : s ≥ 2q, et s > dq.

• u0 ∈ D := {φ ∈ W 3,s(Ω) ∩W 1,s
0 (Ω); ∆φ+ |φ|p−1φ− |∇φ|q ∈ W 1,s

0 (Ω)}.
• u(t) est la solution de l’équation intégrale (4.2),

Alors, on a :

• u ∈ C1
(
]0, Tmax[;W

1,s
0 (Ω)

)
, elle vérifie (4.1), en plus ∆u, |∇u(x, t)|q, et |u(x, t)|p−1u(x, t)

sont tous dans C
(

[0, Tmax[;L
s
q (Ω)

)
.

• u ∈ C
(

]0, Tmax[;W
2, s
q (Ω)

)
.

• ‖u(t)‖∞ <∞ et ‖∇u(t)‖∞ <∞ sur chaque intervalle [0, T ], avec T < Tmax.

Chipot et Weissler ont prouvé que si la donnée initiale est suffisamment régulière alors

toute solution de (4.2) est aussi une solution du problème d’origine (4.1), pour plus de

détails, on peut consulter [38].

Par ailleurs, ces auteurs ont étudié les conditions d’explosion en temps fini de la solution

de (4.1) selon le choix de la donnée initiale u0 et les paramètres p et q. Dans ce contexte,

ils ont annoncé le résultat suivant :

Proposition 4.2.1. Soient p > 1, 1 ≤ q ≤ 2p

p+ 1
et u0 ∈ W 3,s(Ω) une donnée initiale

positive, (s grand), non identiquement nulle. On suppose :

• u0 = 0 sur ∂Ω.

• ∆u0 − |∇u0|q + |u0|p = 0 sur ∂Ω.

• ∆u0 − |∇u0|q + up0 ≥ 0 dans Ω.

• E(u0) =
1

2
‖∇u0‖2

2 −
1

p+ 1
‖u0‖p+1

p+1 ≤ 0.

• Si q <
2p

p+ 1
, on choisit ‖u0‖p+1 suffisamment grande.

• Si q =
2p

p+ 1
, on choisit p assez grand.

Alors la solution du (4.1) explose en norme L∞ en temps fini.

Remarque 4.2.1. Suite à ces hypothèses, on peut considérer comme donnée initiale du

problème (4.1) la solution du problème stationnaire suivant :
∆u0 − |∇u0|q + µ up0 = 0 dans Ω, µ assez petit,

u0 = 0 sur ∂Ω,

u0 > 0 dans Ω

(4.3)

Le problème (4.3) est aussi le problème stationnaire associé au problème suivant :
ut(x, t)−∆u(x, t) + |∇u(x, t)|q = µ u(x, t)p dans QT ,

u(x, t) = 0 dans ΣT ,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

(4.4)
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où p, q > 1, µ > 0.

Suite à l’étude théorique réalisée par Amann [13], pour un réel s > dmax(1, q − 1) et

pour une donnée initiale positive u0 ∈ W 1,s
0 (Ω), il existe une unique solution positive

u ∈ C
(
[0, Tmax[, W

1,s
0 (Ω)

)
. Puis, Quittner [105] a amélioré cette étude en montrant que :

• Si Tmax <∞, alors lim sup
t→T−max

‖u(t, .)‖∞ = +∞.

• Si q ≥ p, alors Tmax =∞ et sup
t≥0
‖u(t, .)‖∞ < +∞.

• Si q ≥ p et ut ≥ 0, alors sup
t≥t0
‖∇u(t, .)‖∞ < +∞, pour tout t > 0.

En 1991, Fila [53] a prouvé que dans un intervalle borné, pour q <
2

p+ 1
et µ > 0, ou

bien pour q =
2

p+ 1
et µ > µp = 2p(p + 1)(p− 1)−1−p, si on suppose que u0 ≥ v, u0 6≡ v

où v est l’unique solution positive stationnaire du problème (4.4), alors Tmax <∞.

En outre, Amann a montré que si p > q ≥ 2

p+ 1
, alors il existe un nombre positif µ̃

dépend de (‖u0‖∞), tel que les solutions de (4.4) sont globales pour 0 < µ < µ̃.

Pour mieux comprendre ce rôle dissipatif du terme gradient, Souplet [120, 121] a étudié

en 2001 l’équation suivante :
ut(x, t)−∆u(x, t) + η|∇u(x, t)|q = u(x, t)p dans QT ,

u(x, t) = 0 dans ΣT ,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

(4.5)

avec η > 0, p, q > 1,

Remarque 4.2.2. L’étude du problème (4.5) est équivalente à l’étude du problème (4.4).

En effet, en posant la solution de (4.5) u = µ
1
p−1v , et η = µ−

q−1
p−1 où v est la solution de

(4.4), on est ramené à un problème de type (4.4).

Souplet [120, 121] a annoncé aussi le résultat suivant :

Théorème 4.2.1. Soit u une solution de (4.5) telle que :

• u ∈ C1 ([0, Tmax[, L
2(Ω) ∩ Lp+1(Ω)) , (4.6)

• u ∈ C ([0, Tmax[, H
2(Ω) ∩H1

0 (Ω)) , (4.7)

• u ≥ 0, ut ≥ 0, pour 0 ≤ t ≤ Tmax, (4.8)

• E(u0) =
1

2
‖∇u0‖2

2 −
1

p+ 1
‖u0‖p+1

p+1 < 0. (4.9)

Si

• 1 < q <
2p

p+ 1
, et − E(u0)

‖u0‖2
2

est suffisamment grand,

ou bien, si
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• q =
2p

p+ 1
, et 0 ≤ η ≤M0(p) =

p− 1

p+ 1

(
p+ 1

2

) p
p+1

,

alors, Tmax <∞.

L’auteur a prouvé aussi, que pour :

p > 1, q =
2p

p+ 1
et 0 ≤ η ≤M0(p) =

p− 1

p+ 1

(
p+ 1

2

) p
p+1

,

si u est solution de (4.5) et vérifie (4.6)-(4.8), alors, Tmax = +∞, u ∈ L∞ (R+, Lp+1(Ω))

et ∇u ∈ L∞ (R+, L2(Ω)) .

En plus, les solutions de (4.5) sont globales et uniformément bornées pour toute u0 si

q ≥ p, voir [125].

Remarque 4.2.3. Dans le cas du problème (4.5), on peut considérer comme donnée ini-

tiale la solution du problème stationnaire du problème (4.5) en remplaçant la constante η

par η, telle que η > η, voir [106].

Remarque 4.2.4. Souplet et Weissler ont montré dans [125] que, pour p > q ≥ 1, η ≥ 0,

et pour une fonction ψ ≥ 0 non identiquement nulle, il existe une constante positive k0

qui dépend seulement de ψ telle que pour tout k > k0, la solution de (4.5) avec une donnée

initiale u0 = kψ explose en temps fini.

Remarque 4.2.5. Dans le cas où p > q = 2, la solution de (4.5) explose pour η suffi-

samment petit. Par contre, si 1 < p ≤ q = 2, toutes les solutions de (4.5) sont globales et

le terme gradient joue dans ce cas le rôle d’amortissement, en empêchant l’explosion de

la solution, voir [75]

Hessaaraki et Moameni [73] ont ajouté que, pour une donnée initiale petite, la solution

décroit d’une façon exponentielle quand q > p.

4.2.2 Estimation du profil et temps d’explosion

Les conditions d’explosion de la solution ainsi que son temps d’explosion ont occupé

l’intérêt des plusieurs auteurs. Souplet et Weissler ont annoncé dans [124], pour p > q, le

résultat suivant :

Théorème 4.2.2. Soit ψ ∈ W 1,s
0 (Ω), avec ψ ≥ 0 et ψ 6≡ 0, (s est grand).

• ∃ k0 = k0(ψ) > 0 telle que pour tout k > k0, la solution du (4.5) avec une donnée

initiale u0 = kψ explose en norme W 1,s
0 (Ω) en temps fini Tmax.
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• ∃ C > 0 telle que :

Tmax(kψ) ≤ C

(k‖ψ‖∞)p−1
. (4.10)

•
Tmax(kψ) ≥ 1

(p− 1)(k‖ψ‖∞)p−1
. (4.11)

Par ailleurs, Fila et Souplet [54] ont étudié le comportement asymptotique de la so-

lution du (4.5) à l’explosion. Ils ont montré que le profil de cette solution est similaire à

celui de la solution du problème de type Fujita (Pfuj). Plus précisément, ils ont prouvé

pour un domaine quelconque Ω (borné ou non) le théorème suivant :

Théorème 4.2.3. On suppose que

1 < p ≤ 1 +
2

d
, q ≤ 2p

p+ 1
, u0 ≥ 0, |∇u| ∈ L∞(Ω).

Alors pour toutes les solutions du problème (4.5) qui explosent en temps fini Tmax, il existe

une constante C > 0 telle que

u(x, t) ≤ C(Tmax − t)−
1
p−1 , et |∇u| ≤ C(Tmax − t)−

p+1
2(p−1) , pour tout (x, t) ∈ Ω×]0, Tmax[.

(4.12)

4.3 Simulation numérique

Dans cette section, on va appliquer l’algorithme classique pour la résolution numérique

du problème (PCh−W )

(P ) :


ut(x, t)−∆u(x, t) +G(∇u(x, t)) = F (u(x, t)) + f(x, t) dans QT = Ω×]0, Tmax[,

u(x, t) = 0 dans ΣT = ∂Ω×]0, Tmax[,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

où

• G(∇u(x, t)) = η|∇u(x, t)|q, η > 0, et q > 1.

• F (u(x, t)) = µ|u(x, t)|p, µ > 0, et p > 1.

4.3.1 Algorithme classique

Après une discrétisation en temps et en espace du problème (PCh−W ), similaire à

celle considérée dans le chapitre 3, on doit résoudre à chaque pas de temps le problème

variationnel suivant :  trouver unh ∈ Vh telle que :

a(unh, vh) = L(vh), ∀ vh ∈ Vh,
(4.13)
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où

a(unh, vh) = α

∫
Ωh

unhvh +

∫
Ωh

∇unh∇vh +

∫
Ωh

G(∇unh)vh −
∫

Ωh

F (unh)vh, (α =
2

τn
).

et

L(vh) = −
∫

Ωh

∇un−1
h ∇vh+α

∫
Ωh

un−1
h vh−

∫
Ωh

G(∇un−1
h )vh+

∫
Ωh

F (un−1
h )vh+

∫
Ωh

(fn−1+fn)vh.

Pour résoudre le problème variationnel (4.13), on calcule dans un premier temps, une

sur-solution notée wnh , solution du problème : trouver wnh ∈ Vh telle que :

ã(wnh , vh) = L̃(vh), ∀ vh ∈ Vh,
(4.14)

où :

a(wnh , vh) =

∫
Ωh

∇wnh∇vh + α

∫
Ωh

wnhvh −
∫

Ωh

F (wnh)vh,

et

L̃(vh) = −
∫

Ωh

∇wn−1
h ∇vh + α

∫
Ωh

wn−1
h vh +

∫
Ωh

F (wn−1
h )vh +

∫
Ωh

(fn−1 + fn)vh.

La prochaine étape de l’algorithme pour calculer une approximation de l’équation de

Chipot-Weissler on l’appellera, dans ce qu’il suit, l’algorithme de Yosida.

Pour une donnée initiale unh,0 = wnh solution de (4.13), on construit, pour j = 1,...,

convergence, une suite de solutions {unh,j}j du problème obtenu par l’approximation de

Yosida suivante :  trouver unh,j ∈ Vh telle que :

a1(unh,j, vh) = L(vh), ∀ vh ∈ Vh,
(4.15)

où

a1(unh,j, vh) =

∫
Ωh

∇unh,j∇vh + α

∫
Ωh

unh,jvh +

∫
Ωh

Gj(∇unh,j)vh −
∫

Ωh

F (unh,j−1)vh,

avec Gj l’approximation de Yosida de G vérifie :

Gj(x, r) =


G(x,−j) + ∂Gr(x,−j)(r + j) si r ≤ −j,
G(x, r) si |r| < j,

G(x, j) + ∂Gr(x, j)(r − j) si r ≥ j,

(4.16)

où ∂Gr désigne le sous différentiel de G par rapport à r.

L’approximation de Yosida du terme non-linéaire G vérifie :

Gj ≤ Gj+1, Gj ↗ G quand j tend vers l’infini. (4.17)

118



Afin de calculer une solution de la formulation variationnelle (4.15), on applique la mé-

thode de Newton. À chaque itération k, on résout, pour tout vh dans Vh, le problème

variationnel suivant :  trouver θh ∈ Vh telle que :

a2(θh, vh) = L2(vh),
(4.18)

où

• θh = un,k+1
h,j − un,kh,j ,

• a2 =

∫
Ωh

∇θh∇vh + α

∫
Ωh

θhvh +

∫
Ωh

d(x)∇θhvh, et L2(vh) = L(vh) +

∫
Ωh

gvh

avec

• d(x) =
∂Gj∇(un,kh,j )

∂r
,

• g = ∆un,kh,j − αu
n,k
h,j −Gj(∇un,kh,j ) + F (unh,j−1).

Si on suppose que div(d(x)) est borné par sa norme infinie notée d∞ alors, cette étape de

Newton est bien posée si :

• α− d∞ > 0,

ou bien si

• diam(Ω) <
c0√

d∞ − α
, pour α− d∞ < 0, avec c0 =

√
2 en 1D et π en 2D.

Description de l’algorithme

1) On fixe un pas de temps τn.

2) On calcule w0,h une approximation de la donnée initiale,

3) Pour n = 1 : nmax, où nmax désigne le nombre maximal d’itérations en temps

maximales sur Ω :

• On calcule la sur-solution wnh de (4.13).

• Puis, on commence par unh,0 = wnh ,

• pour j = 1, ...convergence :

• un,0h,j = unh,j−1

• pour k = 1, ..., convergence :

• on calcule un,k+1
h,j = un,kh,j + θh, où θh est la solution du problème (4.29).

• À la fin de la boucle en k, on obtient un,kh,j → unh,j.

• À la fin de la boucle en j, on obtiendra unh,j → unh.

• L’approximation discrète de la solution du problème (PCh−W ) est obtenue à chaque

pas de temps n.
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Résultats numériques

A titre d’exemple, on considère le problème suivant :
ut(x, t)−∆u(x, t) + |∇u(x, t)|q = µ|u(x, t)|p + f(x, t) dans QT =]0, 1[×]0, Tmax[,

u(0, t) = u(1, t) = 0 dans ]0, Tmax[,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

(4.19)

avec µ = 15, p = q = 5, τ = 0.1, TNummax = 2, u(x, t) = tx(1− x).

On discrétise l’intervalle ]0, 1[ en 210 points, on commence par calculer une sur-solution.

Si on considère une approximation w0,h de la donnée initiale w0 nulle, on obtient au bout

de 20 itérations en temps les résultats suivants :
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0.6
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sur-solution-approchée
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1

0.2 0.5

0 0

Figure 4.1 – Sur-solution approchée du problème (4.19)

Le calcul de la sur-solution approchée présentée dans la Figure 4.1 nécessite de décomposer

l’intervalle ]0, 1[ en 4 sous-domaines.

Pour plus de détails, on donne dans la Table 4.3.1 le nombre d’itérations de Newton à

chaque pas de temps ainsi que le nombre de sous-domaines nécessaires :

# Itération de temps n 1 2 3 ... 19 20

# Itération de Newton 2 2 2 ... 3 6

‖δh‖∞ 3.710−9 9.610−8 4.8 10−7 ... 5.6 10−5 2 10−5

# Nombre de s-domaines 1 1 1 ... 1 4

Table 4.1 – Comportement de l’algorithme calculant la sur-solution approchée du pro-

blème (4.19)
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On désigne par ‖δh‖∞ la correction entre chaque itération de l’algorithme de Newton.

Le nombre final de sous-domaine est obtenu après 6 itérations de la méthode de Newton

dont la correction en norme infinie est d’ordre 10−5. A cette dernière étape de Newton, le

nombre des itérations de l’algorithme de Schwarz est égal à 16 avec une différence entre

deux itérés successifs en norme infinie d’ordre 10−6.

Pour n = 20, le nombre de sous-domaine varie au cours de ces 6 itérations de la méthode

de Newton de la façon suivante :

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

nombre de sous-domaine

Figure 4.2 – Évolution du nombre de sous-domaines en fonction des itérations de Newton

à Tmax pour le cas du problème (4.19)

Pour chaque itération en temps n, en commençant, par la sur-solution présentée dans la

Figure 4.1, on résout pour j=1,..convergence le problème approché (4.15) associé à notre

exemple (4.19) afin d’obtenir la solution approchée illustrée dans la Figure 4.3.
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Figure 4.3 – Solution approchée du problème (4.19)

Pour analyser encore le calcul de la solution approchée du problème (4.19), on donne dans

le tableau 4.2, pour chaque n, le nombre d’itérations de l’algorithme de Yosida ainsi que

le nombre d’itérations de la méthode de Newton. On donne aussi la norme de la mise

à jour à la dernière étape de l’algorithme de Yosida. Finalement, on y présente, l’erreur

entre la solution exacte et la solution approchée à chaque itération en temps.

# Itération de temps n 1 2 .3 ... 19 20

# Itération de Yosida 2 2 2 ... 3 3

# Itération de Newton 3 3 3 ... 8 6

‖θh‖∞ 3.910−5 4.610−5 6.2 10−5 ... 6.5 10−5 1.1 10−5

‖unh − u‖2 4.5 10−5 1.2 10−4 2.110−4 ... 1.6 10−3 1.7 10−3

Table 4.2 – Comportement de l’algorithme calculant la solution approchée du problème

(4.19)

A la dernière itération en temps, l’algorithme de Yosida appliqué pour la résolution

du problème (4.15) s’arrête après 6 itérations quand la correction est d’ordre 10−6 et

l’erreur entre la solution exacte et la solution approchée est d’ordre 10−3. L’erreur de la

convergence numérique est compatible avec l’erreur théorique.

En effet, pour chaque itération en temps n, on a vérifié numériquement pour h = 0.48 10−2

et τn = 0.1, que :

• ‖unh − u(tn)‖2 ≤ C (‖u0,h − u(t0)‖2) + C(u) (h2 + τ 2
n) ≤ C(u) (h2 + τ 2

n) .
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A la dernière étape l’algorithme de Yosida, on a effectué 13 itérations de la méthode de

Newton pour résoudre (4.29) avec une correction en norme infinie d’ordre 10−5.

On résout maintenant un exemple plus général dont la solution est inconnue :
ut(x, t)−∆u(x, t) + |∇u(x, t)|q = |u(x, t)|p + f(x, t) dans QT =]0, 1[×]0, Tmax[,

u(0, t) = u(1, t) = 0 dans ]0, Tmax[,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

(4.20)

avec p = 3, q = 2, τ = 0.05, dx = 0.0048, TNummax = 2, et la fonction source f est une

fonction gaussienne :

f(x, t) = K0tx(1− x) exp(
x− x0

σ
)2, avec K0 = 5 102, x0 = 0.5, σ = 2 10−2.

Le résultat du calcul de l’approximation numérique de la sur-solution dans le cas de

l’exemple (4.20) est donné dans la Figure (4.4) :
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Figure 4.4 – Sur-solution approchée du problème (4.20)

A la dernière itération en temps (n = 40), 3 sous-domaines sont nécessaires pour calculer

l’approximation de la sur-solution est 3. On a effectué 6 itérations de la méthode de

Newton avec une mise à jour en norme infinie d’ordre10−6, et à la dernière étape de

Newton on a besoin de 4 itérations de la méthode de Schwarz pour obtenir une correction

en norme infinie d’ordre 10−6.

Toujours, pour n = 40, l’algorithme de Yosida appliqué pour le calcul de la solution
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approchée de l’exemple (4.20) est arrêté après 5 itérations quand la mise à jour en norme

L2 est d’ordre 10−6. A cette dernière étape de Yosida, on a effectué 13 itérations de la

méthode de Newton avec une correction en norme infinie d’ordre 10−5.

L’application de ces deux méthodes numériques donne l’approximation de la solution du

problème (4.20) représentée dans la Figure 4.5 :
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Figure 4.5 – Solution approchée du prblème (4.20)

On traite maintenant, le cas où la solution explose en temps fini. Pour une donnée initiale :

u0(x) = 103 sin(πx), on résout le problème suivant :
ut(x, t)−∆u(x, t) + |∇u(x, t)|q = |u(x, t)|p dans QT =]0, 1[×]0, Tmax[,

u(0, t) = u(1, t) = 0 dans ]0, Tmax[,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

(4.21)

où p = 2, q = 1.3.

Pour un pas de discrétisation spatiale h = 0.47 10−2 on considère un pas temporel adap-

tatif τn = min(1, τ
1

‖un‖p−1
∞

) avec τ = 0.01. En appliquant l’algorithme classique pré-

senté dans le chapitre 3 on obtient après 469 itérations en temps, c’est à dire, au temps

t = TNummax = 10−3 une sur-solution et une solution approchée présentées dans les figures

4.6 et 4.7 :
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Figure 4.6 – Sur-solution numérique

du problème (4.21)

Figure 4.7 – Solution numérique du

problème (4.21)

Pour ce choix de pas de temps, τn, le problème linéaire associé à une itération de

Newton dans le calcul de la sur-solution approchée présentée sans la Figure 4.6, est tou-

jours elliptique. En conséquence, la méthode de décomposition de domaine, n’y est pas

introduite. On a appliqué seulement la méthode de Newton en effectuant, à la dernière

itération en temps, 2 itérations avec une correction en norme infinie d’ordre 10−10.

D’autre part, la solution discrète de l’exemple (4.21), donnée dans la Figure 4.7, est ob-

tenue après 2 itérations de l’algorithme de Yosida avec un écart relatif entre deux itérés

successifs d’ordre 10−7. A la dernière étape de cet algorithme, on a effectué 7 itérations de

la méthode de Newton pour obtenir une norme infinie de la correction égale à 1.8 10−4.

Par ailleurs, on trace dans les figures 4.8 et 4.9 l’évolution de la solution approchée, res-

pectivement, après 200 et 469 itérations en temps avec le même pas de temps adaptatif

τn :
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Pour n = 200, on a

• Le temps t = 8.7 10−4,

• ‖un,h‖∞ = 7.29 103,

• ‖wn,h‖∞ = 7.34 103,

• τn = 1.3 10−6.

À la dernière étape en temps on a :

• Le temps final t = TNummax = 0.001001,

• ‖un,h‖∞ = 1.05 105,

• ‖wn,h‖∞ = 1.22 105,

• τn = 9.5 10−8.

Pour cette itération en temps, les résultats numériques sont compatibles avec les résul-

tats théoriques présentés. En effet, ‖un,h‖∞ vérifie l’estimation (4.12) et le temps final

numérique TNummax satisfait les inégalités (4.10) et (4.11).

4.3.2 Algorithme pararéel

L’application de l’algorithme pararéel pour la résolution numérique du problème (PCh−W )

consiste, dans un premier temps, à introduire la méthode de décomposition de domaine.

Soit u0 une fonction d’initialisation définie sur Ω. On construit pour l ≥ 0, 1, ...,m des
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suites uli , i = 1, ...,m solutions des sous-problèmes paraboliques non linéaires suivants :

(Pi) :


∂tu

l+1
i (x, t)−∆ul+1

i (x, t) +G(∇ul+1
i (x, t)) = F (ul+1

i (x, t)) + f(x, t) dans Ωi×]0, Tmax[,

ul+1
i = uli+1 sur Γi,i+1×]0, Tmax[

ul+1
i = ul+1

i−1 sur Γi,i−1×]0, Tmax[,

ul+1
i (x, 0) = ul+1

i,0 (x) sur Ωi

(4.22)

En discrétisant ces problèmes (Pi) en temps et en espace, on obtient le système variationnel

suivant :  trouver un,l+1
h,i ∈ X i

h,0 telle que :

ai(u
n,l+1
h,i , vh) = Li(vh), ∀ vh ∈ X i

h,0,
(4.23)

où

ai(u
n,l+1
h,i , vh) =

∫
Ωi

∇un,l+1
h,i ∇vh + αi

∫
Ωi

un,l+1
h,i vh +

∫
Ωi

G(∇un,l+1
h,i )vh −

∫
Ωi

F (un,l+1
h,i )vh,

et

Li(vh) = −
∫

Ωi

∇un−1,l+1
h,i ∇vh+αi

∫
Ωi

un−1,l+1
h,i vh−

∫
Ωi

G(∇un−1,l+1
h,i )vh+

∫
Ωi

F (un−1,l+1
h,i )vh+

∫
Ωi

(fn−1+fn)vh.

avec αi =
2

τi
, et τi est le pas de temps considéré dans Ωi.

On commence par calculer une sur-solution du problème variationnel (4.23) sur chaque

sous domaine Ωi notée wnh,i, solution du problème suivant : trouver wn,l+1
h,i ∈ X i

h,0 telle que :

ãi(w
n,l+1
h,i , vh) = L̃i(vh), ∀ vh ∈ X i

h,0,
(4.24)

où

ãi(w
n,l+1
h,i , vh) =

∫
Ωi

∇wn,l+1
h,i ∇vh + αi

∫
Ωi

wn,l+1
h,i vh −

∫
Ωi

F (wn,l+1
h,i )vh,

et

L̃i(vh) = −
∫

Ωi

∇wn−1,l+1
h,i ∇vh + αi

∫
Ωi

wn−1,l+1
h,i vh +

∫
Ωi

F (wn−1,l+1
h,i )vh +

∫
Ωi

(fn−1 + fn)vh.

À cette étape, on applique, à chaque itération KN ≥ 0, la méthode de Newton pour

calculer une suite de solutions wn,l+1,KN+1
h,i = wn,l+1,KN

h,i + δh,i, où δh,i solution du problème

linéaire suivant :  trouver δh,i ∈ X i
h,0 telle que :

a(δh,i, vh) = Li(vh), vh ∈ X i
h,0

(4.25)

où

• a =

∫
Ωi

∇δh,i∇vh + αi

∫
Ωi

δh,ivh +

∫
Ωi

ci(x)∇δh,ivh, et L(vh) = L̃i(vh) +

∫
Ωi

g̃vh
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avec

• ci(x) = −
∂F (wn,l+1,KN

h,i )

∂r
,

• g = ∆wn,l+1,KN
h,i,j − αiwn,l+1,KN

h,i + F (un,l+1,KN
h,i ).

On note C∞,i = ‖ci‖∞, alors, on rappelle que le problème variationnel (4.25) est bien posé

si :

•
αi − C∞,i > 0, c’est à dire τi <

2

C∞,i
, (4.26)

ou bien si :

•
diam(Ω) <

c0√
C∞,i − αi

, c’est à dire τi <
2

C∞,i − c20
diam(Ωi)2

(4.27)

Ensuite, on donne une fonction d’initialisation, un,l+1
h,i,0 = wnh,i, et on résout, pour j = 1, ...

convergence, le problème variationnel obtenu par l’approximation de Yosida suivante : trouver un,l+1
h,i, ∈ X i

h,0 telle que :

ai,j(u
n,l+1
h,i,j , vh) = Li(vh), ∀ vh ∈ X i

h,0,
(4.28)

où

ai,j(u
n,l+1
h,i,j , vh) =

∫
Ωi

∇un,l+1
h,i,j ∇vh + αi

∫
Ωi

un,l+1
h,i,j vh +

∫
Ωi

Gj(∇un,l+1
h,i,j )vh −

∫
Ωi

F (un,l+1
h,i,j−1)vh.

La formulation variationnelle (4.28) est résolue à nouveau par la méthode de Newton. A

chaque itération k, on résout, pour tout vh ∈ X i
h,0, le problème linéaire suivant : trouver θh,i ∈ X i
h,0 telle que :

a(θh,i, vh) = L(vh),
(4.29)

où

• θh,i = un,l+1,k+1
h,i,j − un,l+1,k

h,i,j ,

• a =

∫
Ωi

∇θh,i∇vh + αi

∫
Ωi

θh,ivh +

∫
Ωi

di(x)∇θh,ivh, et L(vh) = Li(vh) +

∫
Ωi

gvh

avec

• di(x) =
∂Gj

∂r
(∇(un,l+1,k

h,i,j ),

• g = ∆un,l+1,k
h,i,j − αiun,l+1,k

h,i,j −Gj(∇un,l+1,k
h,i,j ) + F (un,l+1,k

h,i,j−1).

Description de l’algorithme

1) On fixe m le nombre de sous-domaines.
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2) • pour i = 1, ...m,

On donne τi les pas de temps sur Ωi vérifiant les hypothèses (4.26) et (4.27), ainsi

que le nombre maximal d’itérations en temps pour chaque sous-domaine ni. On

note T nummax =

ni∑
j=1

τj , i = 1, ...,m.

• On calcule une approximation de la donnée initiale notée u0
h, et les conditions de

transmission initiales sur les bords.

3) Puis, on applique l’algorithme de Schwarz :

• Pour l = 1, ..., convergence

• pour i = 1 : m,

• pour n = 1 : ni, on résout le problème variationnel linéaire (4.25) obtenu

par la méthode de Newton pour avoir une approximation de la sur-

solution wnh,i, à la fin de cette boucle.

• Puis, on résout le problème obtenu par l’approximation de Yosida (4.28)

en introduisant la méthode de Newton :

• on calcule un,l+1
h,i,0 ,

• Pour j = 1, ..., convergence

• un,l+1,0
h,i,j = un,l+1

h,i,j−1,

• pour k = 1, ..., convergence on calcule la suite des solutions un,l+1,k+1
h,i,j =

un,l+1,k
h,i,j + θh,i, où θh,i solution du problème linéaire (4.29).

• À la fin de la boucle de Newton, la solution numérique un,l,kh,i converge

vers un,lh,i quand k →∞ sur chaque Ωi.

• À la fin de la boucle de l’algorithme de Yosida, la solution un,lh,i,j tend

vers un,lh,i lorsque j →∞.

• Une fois que un,lh,i est calculée pour tout n, on met à jour les conditions de

transmission sur les interfaces en calculant les interpolations linéaires des un,lh,i.

• À la fin de la boucle de Schwarz, la solution approchée unh = unh,i sur Ωi.

Simulations numériques

A fin de tester la performance de l’algorithme pararéel appliqué au problème de type

(PCh−W ), on considère problème modèle avec u connue :
ut(x, t)−∆u(x, t) + |∇u(x, t)|q = |u(x, t)|p + f(x, t) dans QT =]0, 1[×]0, Tmax[,

u(0, t) = u(1, t) = 0 dans ]0, Tmax[,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

(4.30)
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On a choisi u(x, t) = (1 + t)x(1− x), p = q = 2, u0(x) = x(1− x).

On a discrétisé l’intervalle ]0, 1[ en 210 points, et on l’a décomposé en 3 sous-domaines

en associant des pas de temps différents τ1 = 0.1667, τ2 = 0.0556, τ3 = 0.111 sur chaque

sous-domaine pour atteindre TNummax = 1.

Le résultat du calcul numérique de la solution du problème (4.30) est présenté dans la

Figure 4.11 et la sur-solution approchée est présentée dans la Figure 4.10.
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Figure 4.10 – Sur-solution approchée

du problème (4.30) dans le maillage

temporel par sous-domaine
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Figure 4.11 – Solution approchée du

problème (4.30) dans le maillage tem-

porel par sous-domaine

Dans les Figures 4.12 et 4.13, on présente l’évolution respectivement des sur-solutions

et des solutions calculées de l’algorithme de Schwarz au temps TNummax appliqué à l’exemple

(4.30) au cours des itérations :
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Pour obtenir les solutions illustrées dans la Figure 4.13, on a effectué 10 itérations

de l’algorithme de Schwarz jusqu’à atteindre une erreur en norme L2 entre la solution

exacte et la solution approchée du problème (4.30) d’ordre 10−5. Cette erreur a diminué

en fonction de ces itérations suivant le graphique présenté dans la Figure 4.14
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On résume dans le Table 4.3 les performances de l’algorithme, au temps final, pararéel

dans le cas de l’exemple (4.30). On y retrouve dans ce tableau pour chaque itération de

l’algorithme de Schwarz et pour chaque sous-domaine, le comportement de l’algorithme

de Newton pour la calcul de la sur-solution, ainsi que le comportement de l’algorithme de

Yosida en indiquant à sa dernière itération de cet algorithme le comportement de l’algo-

rithme de Newton appliqué au calcul de la solution approchée.

# Itération de Schwarz l 1 2 ... 23 24

KN1 3 3 ... 3 3

‖δh,1‖2 6.6 10−9 1.3 10−8 ... 8.7 10−8 8.7 10−8

KN2 3 3 ... 4 4

‖δh,2‖2 8.6 10−8 1.8 10−7 ... 2.1 10−15 2.1 10−15

KN3 3 3 ... 3 3

‖δh,3‖2 1.01 10−7 1.8 10−7 ... 6.6 10−7 6.6 10−7

‖wn,l+1
h − wn,lh ‖2 0.11 0.02 ... 1.2 10−5 8.2 10−6

# Itération de Yosida sur Ω1 3 4 ... 5 5

‖en1‖2 9.7 10−4 1.1 10−5 ... 1.2 10−5 1.2 10−5

# Itération de Yosida sur Ω2 2 3 ... 3 3

‖en2‖2 5.9 10−4 1.5 10−5 ... 1.4 10−4 1.4 10−4

# Itération de Yosida sur Ω3 4 4 ... 5 5

‖en3‖2 3.9 10−5 2.9 10−4 ... 3.7 10−5 3.7 10−5

# Itération de Newton sur Ω1 9 11 ... 17 17

‖θh,1‖2 1.8 10−6 4.6 10−7 ... 7.9 10−7 7.9 10−7

# Itération de Newton sur Ω2 6 7 ... 8 8

‖θh,2‖2 9.1 10−7 6.8 10−7 ... 8.8 10−6 8.9 10−6

# Itération de Newton sur Ω3 11 13 ... 16 16

‖θh,3‖2 1.4 10−6 4.3 10−7 ... 2.2 10−6 2.2 10−6

‖un,l+1
h − un,lh ‖2 0.11 0.03 ... 9.3 10−5 7.04 10−5

‖u− unh‖2 0.13 0.09 ... 3.7 10−5 2.5 10−5

Table 4.3 – Comportement de l’algorithme pararéel dans le cas de l’exemple (4.30)

où :

• KNi : le nombre d’itérations de la méthode de Newton appliquées pour calculer la

sur-solution à la dernière étape de l’algorithme de Schwarz sur Ωi en temps TNummax .
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• ‖eni‖2 =
‖un,lh,i,j = un,lh,i,j−1‖2

‖un,h,i,j−1‖2

: la mise à jour relative de la correction de l’algorithme

de Yosida sur Ωi.

On a vérifié numériquement que l’application de l’algorithme pararéel est encore efficace

pour la résolution des problème de type Chipot-Weissler.

On considère maintenant le problème
ut(x, t)−∆u(x, t) + |∇u(x, t)|q = |u(x, t)|p + f(x, t) dans QT =]0, 1[×]0, Tmax[,

u(0, t) = u(1, t) = 0 dans ]0, Tmax[,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

(4.31)

avec p = 3, q = 2. La solution exacte maintenant est inconnue. On considère une donnée

initiale nulle et une fonction source raide (voir Figure 4.15).

f(x, t) = K0tx(1− x) exp(
x− x0

σ
)2, avec K0 = 2 103 x0 = 0.5, σ = 2 10−2.
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Figure 4.15 – La fonction source f du problème (4.31) en maillage temporel par sous-

domaine

On a décomposé ]0, 1[ en 5 sous-domaines et en 150 points de discrétisation. On considère

les pas de temps suivants τ1 = τ4 = 0.1667, τ2 = 0.0556, τ3 = τ5 = 0.111, tout en assurant

toujours l’ellipticité sur chaque sous-domaine.

En considérant la discrétisation en temps et en espace décrite ci-dessus, au bout de 22

itérations de l’algorithme de Schwarz on obtient la solution approchée du problème (4.31)

représentée dans la Figure 4.16 :
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Dans les figures 4.17 et 4.18 on représente l’évolution, respectivement, de la sur-solution

et de la solution numérique de l’exemple (4.31) par sous-domaine au temps TNummax .
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le cas du problème (4.31) au temps
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À la dernière itération en temps, les méthodes numériques considérées pour le calcul

de la sur-solution présentée dans la Figure 4.17 ainsi que pour le calcul de la solution
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approchée donnée dans la Figure 4.18 convergent dans chaque sous-domaine. On en déduit

alors que l’algorithme pararéel est encore efficace dans le cas d’une fonction raide.

On étudie maintenant les performances de l’algorithme pararéel dans un cas avec explosion

de la solution. Le problème considéré est le suivant :
ut(x, t)−∆u(x, t) + |∇u(x, t)|q = |u(x, t)|p dans QT =]0, 1[×]0, Tmax[,

u(0, t) = u(1, t) = 0 dans ]0, Tmax[,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

(4.32)

avec p = 2, q = 1.3 et u0(x) = 103 sin(πx).

Dans ce cas on décompose l’intervalle ]0, 1[ en 3 sous-domaines et on considère 210 points

de discrétisation. On associe le pas de temps le plus fin au sous-domaine Ω2 où se déroule

l’explosion de la solution.

Plus précisément on a choisi les pas de temps suivants : τ1 = τ3 = 10−5 et τ2 = 0.5 10−5.

Figure 4.19 – Solution numérique du problème (4.32)

La solution présentée dans la figure 4.19, obtenue après 5 itérations de Schwarz, est la

combinaison des solutions sur les sous-domaines Ωi, i = 1 : 3.

Dans la Figure 4.20, on présente la sur-solution et la solution approchée à la dernière

itération de Schwarz et au temps TNummax :
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Figure 4.20 – Sur-solution et solution par sous-domaines dans le cas de l’exemple (4.32)

Pour cet exemple, on a :

• ‖wnh‖∞ = 1.22 105

• ‖unh‖∞ = 1.05 105 qui vérifie l’estimation (4.12).

• TNummax = 10−3, qui satisfait les inégalités (4.10) et (4.11).

Les résultats numériques obtenus par l’algorithme pararéel sont cohérents avec les résultats

théoriques et en plus, ils sont comparables aux résultats de l’algorithme classique.

D’autre part, on remarque, d’après cet exemple, que le terme |∇u|q joue le rôle d’un

amortisseur ralentissant l’explosion de la solution.

4.3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a rappelé un certain nombre de résultats connus sur l’existence

et l’unicité d’une solution non négative du problème de type Chipot-Weissler (PCh−W ) en

donnant les conditions sur p, q, η, µ et sur la donnée initiale pour avoir l’explosion de la

solution. On a aussi rappelé des résultats concernant l’estimation du temps d’explosion

de la solution.

Puis, on a proposé une méthode pour calculer une solution approchée de problème (PCh−W )

en se basant sur les deux algorithmes présentés dans le chapitre 3.

Tout d’abord, on a implémenté l’algorithme classique qui consiste, dans un premier temps,

à calculer la solution approchée du problème (PCh−W ) sans le terme du gradient. En effet,

celle-ci est à la fois une approximation de la sur-solution de ce problème et une solu-

tion approchée du problème (PFuj). Ensuite, on applique l’algorithme de Yosida de la
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non-linéarité impliquant le terme gradient, en utilisant cette sur-solution, et on calcule

une suite de solutions régularisées convergeant vers la solution exacte de notre problème

(PCh−W ).

Deuxièmement, on a considéré l’algorithme pararéel : il s’agit d’appliquer directement la

même démarche que celle présentée dans le chapitre 3 pour résoudre le problème régula-

risé obtenu par l’approximation de Yosida.

Dans la dernière section de ce chapitre on a étudié les performances numériques de deux

algorithmes décrits dans les sections précédentes. Au début, on a considéré le cas où la

solution exacte est connue, pour valider la démarche et ensuite on a déroulé les deux algo-

rithmes dans les cas avec et sans explosion de la solution. Les résultats numériques obtenus

confirment les estimations théoriques et peuvent être comparés aux résultats obtenus avec

d’autres méthodes numériques.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse j’ai étudié des méthodes numériques pour calculer une approximation

de la solution non-négative des équations aux dérivées partielles quasi-linéaires elliptiques

et paraboliques.

Les deux premiers chapitres sont dédiés à l’analyse et à la résolution numérique d’une

équation elliptique quasi-linéaire qui est, en fait, l’équation que l’on doit résoudre à chaque

itération d’un schéma numérique de discrétisation en temps appliquée à la résolution d’une

équation parabolique.

En une dimension de la variable d’espace j’ai démontré l’existence d’une solution non-

négative quand les restrictions sur l’évolution de la non-linéarité sont plus faibles que

celles imposées dans des travaux précédemment publiés dans la littérature.

Dans des dimensions supérieures à un, j’ai obtenu des résultats similaires mais en faisant

l’hypothèse d’une évolution de la non-linéarité sur le gradient sous-quadratique. Dans les

deux cas, la démonstration d’existence d’une solution non-négative suppose l’existence a

priori d’une sur-solution.

Il en est découlé un algorithme de résolution numérique que consiste à calculer une sur-

solution pour ensuite construire une suite de solutions d’une suite d’équations quasi-

linéaires elliptiques avec une régularisation, introduite par Yosida, de la non-linéarité sur

le gradient.

Pour calculer une approximation de la sur-solution par la méthode des éléments finis on

applique l’algorithme de Newton. Le problème linéaire obtenu n’est pas nécessairement

elliptique à cause du comportement du terme non linéaire. En conséquence la convergence

de l’algorithme de Newton n’est pas garantie ainsi que la positivité de la solution. J’ai

alors introduit une méthode de décomposition de domaines où chaque sous-domaine est

adapté pour obtenir un problème elliptique et ainsi garantir que, à chaque itération, l’al-

gorithme de Newton est bien posé.

Cette méthodologie a d’autres avantages. En effet, on peut adapter la discrétisation à la

régularité de la solution sur chaque sous-domaine et même utiliser différents types d’élé-
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ments finis. Par ailleurs, dans les cas des équations quasi-linéaires elliptiques, j’ai présenté

des simulations numériques en une et deux dimensions attestant les performances des

algorithmes étudiés.

Dans le chapitre 3 j’ai développé une méthode numérique de résolution de l’équation de

Fujita. Après une discrétisation de la variable temps avec un schéma de Crank-Nicolson,

le problème résultant est, à chaque pas de temps, résolu à l’aide de la méthode mise en

place dans les chapitres 1 et 2. La décomposition de domaines est ainsi adaptée à chaque

pas de temps. Dans le cas d’existence d’une solution globale cet algorithme est très per-

formant et permet d’adapter les sous-domaines, ainsi que la méthode de discrétisation,

à l’évolution du comportement de la non-linéarité et de la solution. On peut utiliser des

pas de temps plus longs que ceux utilisés dans les méthodes de résolution explicites (cf.

Chen, Houda).

Dans le cas de l’explosion en temps fini de la solution, à partir d’un temps t0 qui dépend de

la nature de la non-linéarité, on ne pourra pas faire évoluer le nombre des sous-domaines.

Il faut alors recourir au pas de temps adaptatif proposé par Chen.

J’ai mis en place une méthode pararéel, méthode de décomposition de domaine en temps

et en espace, adaptée à la résolution de l’équation de Fujita. Cette méthode permet de

considérer des pas de temps différents par sous-domaines. On peut alors utiliser des pas

des temps plus longs dans les sous-domaines où on n’a pas d’explosion de la solution, des

maillages de temps plus fins étant alors réservés seulement aux sous-domaines où l’explo-

sion a lieu. Dans le dernier chapitre j’ai combiné toutes les techniques développées dans les

chapitres précédents et les ai appliquées à la résolution de l’équation de Chipot-Weissler.

Je suis arrivée à des conclusions similaires à celles affichées dans le chapitre 3.

Les simulations numériques réalisées en 1 D, pour le cas des équations aux dérivées par-

tielles paraboliques, attestent l’efficacité de l’algorithme présenté.

Les techniques de décomposition de domaines considérées dans cette thèse m’ont permis

d’utiliser la méthode de Newton pour traiter les non-linéarités et, par ailleurs, de considé-

rer des discrétisations en temps et en espace adaptées au comportement des non-linéarités

et de la solution des problèmes quasi-linéaires étudiés.

Ce travail donnera lieu à une suite, car les méthodes étudiées peuvent encore être amé-

liorées dans plusieurs directions :

— mettre au point des raffinements adaptatifs des pas d’espace et de temps de façon

automatique. En particulier, dans le cas de l’algorithme pararéel, on pourra étudier

des raffinements du pas de temps non structuré,

— considérer des nouvelles conditions d’interface entre les sous-domaines. Dans l’im-
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médiat on pourra appliquer la méthode développée au cas des équations de Fujita

et Chipot-Weissler en deux dimensions.

Par ailleurs, je pense appliquer la méthode développée à la résolution d’équations para-

boliques avec de conditions périodiques et, dans un avenir plus lointain, aux systèmes de

réaction-diffusion.
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Résumé

Cette thèse porte sur l’analyse théorique et la résolution numérique d’un type d’équa-

tions semi-linéaires elliptiques et paraboliques. Ces équations sont souvent utilisées pour

modéliser des phénomènes dans la dynamique de la population et les réactions chimiques.

On a commencé cette thèse par l’étude théorique d’une équation elliptique semi-linéaire

dont on a démontré l’existence d’une solution faible non négative sous des hypothèses

plus générale que celles considérées dans des précédents travaux. Puis on a présenté une

nouvelle méthode basée sur la méthode de Newton et la méthode de décomposition de

domaine sans et avec recouvrement.

Ensuite, on a rappelé quelques aspects théoriques concernant l’existence, l’unicité ainsi

que la régularité de la solution d’une équation parabolique appelée équation de type Fu-

jita. On a rappelé aussi des résultats sur l’existence de la solution globale et sur le temps

maximal d’existence dans le cas d’explosion. Afin de calculer une approximation numé-

rique de la solution de ce type d’équation, on a introduit une discrétisation en éléments

finis dans la variable en espace et un schéma de Crank-Nicholson pour la discrétisation

en temps. Pour résoudre le problème non linéaire discret on a implémenté une méthode

de Newton couplée avec une méthode de décomposition de domaine. On a démontré que

la méthode est bien posée.

On a également traité un autre type d’équation parabolique dit équation de Chipot-

Weissler. En premier, on a rappelé des résultats théoriques concernant cette équation.

Puis, en se basant sur les méthodes numériques étudiées précédemment on a calculé une

approximation numérique de la solution de cette équation.

Dans la dernière section de chaque chapitre de cette thèse on a présenté des simulations

numériques illustrant les performances des algorithmes étudiés et la cohérence des résul-

tats avec la théorie.

Mots clés : Équations aux dérivées partielles semi-linéaires, Méthode de décomposition

de domaine, Éléments finis, Méthode de Newton, Équation de Fujita, Équation de Chipot-

Weissler, Explosion en temps fini.
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Abstract

The subject of this thesis is to present a theoretical analysis and a numerical resolu-

tion of a type of quasi-linear elliptic and parabolic equations. These equations present an

important role to model phenomena in population dynamics and chemical reactions.

We started this thesis with the theoretical study of a quasi-linear elliptical equation for

which we demonstrated the existence of a weak non-negative solution under more gene-

ral hypotheses than those considered in previous works. Then we inspired a new method

based on Newton’s method and the domain decomposition method without and with

overlapping.

Then, we recalled some theoretical aspects concerning the existence, the uniqueness and

the regularity of the solution of a parabolic equation called Fujita equation. We also recal-

led results about the existence of the global solution and the maximum time of existence

in the case of blow-up. In order to calculate a numerical approximation of the solution of

this type of equation, we introduced a finite element discretization in the space variable

and a Crank-Nicholson scheme for the time discretization. To solve the discrete nonlinear

problem we implemented a Newton’s method coupled with a domain decomposition me-

thod. We have shown that the method is well posed.

Another type of parabolic equation known as the Chipot-Weissler equation has also been

treated. First, we recalled theoretical results concerning this equation. Then, based on the

numerical methods studied previously, a numerical approximation of the solution of this

equation was calculated.

In the last section of each chapter of this thesis we presented numerical simulations illus-

trating the performance of the algorithms studied and its compatibility with the theory.

Keywords : quasi-linear partial differential equations, Domain decomposition method,

finite elements, Newton’s method, Fujita equation, Chipot-Weissler equation, blow up in

a finite time.
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