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Résumé
Représentation des états du continuum par des gaussiennes complexes :

application aux processus d’ionisation atomiques et moléculaires

Ce travail théorique se situe à la frontière de la physique moléculaire et de la chi-
mie quantique. Il propose un développement méthodologique et numérique dont
l’objectif principal est de représenter des fonctions d’onde du continuum par des
gaussiennes complexes. Le but ultime est d’appliquer ces gaussiennes optimisées
lors de la description de processus d’ionisation impliquant des molécules, où les
intégrales multicentriques nécessaires pour évaluer les sections efficaces seraient
calculées analytiquement. Pour y parvenir, nous avons développé un code de cal-
cul efficace qui permet d’ajuster un ensemble de fonctions arbitraires, sur des dis-
tances radiales finies, avec des gaussiennes réelles ou complexes. Nous avons mis
en évidence la supériorité des gaussiennes complexes par rapport aux gaussiennes
réelles dans la représentation de fonctions oscillantes telles que les fonctions de Cou-
lomb ou les fonctions sturmiennes généralisées d’énergie positive. Dans un premier
temps, nous avons validé l’approche proposée pour décrire l’ionisation de l’atome
d’hydrogène par impact d’électron (dans le cadre de la première approximation de
Born) ou de photon (dans l’approximation dipolaire). Nous avons ensuite appliqué
les gaussiennes complexes optimisées pour décrire le processus de photoionisation
moléculaire, dans une approche monocentrique. Dans tous les cas, les calculs de
sections efficaces sont analytiques. Les résultats numériques ont confirmé la fiabi-
lité des gaussiennes complexes dans ce type d’applications. Finalement, nous avons
exploré la possibilité d’étendre l’approche au cas des fonctions d’onde gaussiennes
multicentriques pour l’état initial. De façon similaire au cas monocentrique, nous
avons démontré que la nature complexe des gaussiennes n’empêche pas d’effectuer
analytiquement les intégrales nécessaires pour évaluer les éléments de matrice de
transition.
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Abstract
Representation of continuum states with complex Gaussians:

Application to atomic and molecular ionization processes

This theoretical work lies at the border between molecular physics and quantum
chemistry. It deals with a methodological and numerical development whose scope
is to represent continuum wavefunctions by complex Gaussians. The ultimate goal is
to apply these optimized Gaussians in the description of ionization processes invol-
ving molecules, where the multicenter integrals required to evaluate cross sections
would be calculated analytically. For that purpose, we have developed an efficient
numerical code to fit a set of arbitrary functions over finite radial distances, with
either real or complex Gaussians. We have demonstrated the superiority of complex
over real Gaussians in the representation of oscillating functions such as Coulomb
functions or generalized Sturmian functions of positive energy. We have first vali-
dated the proposed approach to describe the ionization of the hydrogen atom by
electron impact (in the first Born approximation) or photon impact (in the dipolar
approximation). We have then applied the optimized complex Gaussians to describe
molecular photoionization in a one-center approach. The results confirm the reliabi-
lity of complex Gaussians in this kind of applications. Finally, we have considered
the possibility of extending the approach to multicenter gaussian wavefunctions for
the initial state. Similarly to the one-center case, we have shown that the multicenter
integrals appearing in transition matrix elements can be performed analytically, also
in the case of complex Gaussians.
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1

Introduction

L’un des grands scientifiques du XIXe siècle n’était pas satisfait du pain qu’il ache-
tait chaque matin. Henri Poincaré 1 soupçonnait que le boulanger n’était pas honnête
au sujet du poids du pain. Mais comment pourrait-il prouver ses doutes, sachant
qu’il est impossible de fabriquer du pain avec un poids exact, sans fluctuations?
Le mathématicien perspicace n’a pas jeté l’éponge. Il savait que si le boulanger ne
trichait pas, alors le poids moyen mesuré, jour après jour, sur une longue période
(somme des poids divisée par le nombre de mesures) devait être centré autour du
poids allégué, et donc 1 kg dans ce cas. Cette loi−ou également « la loi Gaussienne »−
était déjà bien connue à cette époque-là. En fait, la distribution des poids mesurés
doit vérifier une courbe en cloche centrée sur 1 kg. Poincaré a consacré alors quelques
minutes tous les matins pendant une année à mesurer et noter le poids du pain
acheté. Il a trouvé que les poids mesurés vérifiaient bien une courbe gaussienne mais
qui était centrée plutôt autour de 0.95 kg. Cela a confirmé ses doutes, et il a ensuite
alerté les autorités parisiennes, qui ont averti officiellement le boulanger. Cette tech-
nique est adoptée aujourd’hui par les agents des normes commerciales pour détecter
la fraude (BELLOS, 2010).

Les gaussiennes ne sont pas utilisées uniquement dans les approches statistiques.
Elles interviennent dans de nombreux domaines scientifiques, et nous nous intéres-
sons ici à leurs applications en physique moléculaire et en chimie quantique.

Il est bien connu que la mécanique quantique non-relativiste est basée sur une
équation centrale : l’équation de Schrödinger. Les solutions de celle-ci, également appe-
lées fonctions d’onde, contiennent les informations physiques sur le système quan-
tique en considération. Il est possible de résoudre cette équation analytiquement
seulement pour des systèmes très particuliers, comme l’atome d’hydrogène. En gé-
néral, cependant, la solution exacte n’est pas connue. D’autre part, la discrétisation
de cette équation afin de trouver une solution numérique n’est pas triviale et peut
être très coûteuse en terme de ressources numériques. Une alternative efficace et très
utilisée pour résoudre l’équation de Schrödinger consiste à projeter la fonction d’onde
dans un ensemble fini de fonctions de carré sommable (voir par exemple, chapitre
5 dans (JENSEN, 2006)). En pratique, les bases les plus utilisées pour déterminer
les fonctions d’onde électroniques en physique atomique et en chimie quantique
sont souvent formées par des fonctions de type Slater (elles décroissent radialement
comme∼ exp(−ζr)) ou par des fonctions gaussiennes (elles décroissent radialement
comme ∼ exp(−αr2)).

Les Fonction(s) de Type Slater (FTS) sont très appropriées pour décrire la struc-
ture électronique, notamment pour les atomes (voir par exemple (BUNGE, BARRIEN-
TOS et BUNGE, 1993)). En effet, elles possèdent le bon comportement physique à
l’origine (r = 0) et à l’infini (r → ∞). Essentiellement, ces fonctions sont inspirées de
l’état fondamental de l’atome d’hydrogène ou des ions hydrogénoïdes (exp (−Zr)),
en remplaçant la charge du noyau Z par un paramètre ζ qui simule une charge effec-
tive. En revanche, les fonctions gaussiennes ont un mauvais comportement à l’ori-
gine et à l’infini. C’est pourquoi la description des fonctions d’onde électroniques

1. Mathématicien, physicien, philosophe et ingénieur français (1854-1912).
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d’atomes nécessite −à priori− un nombre de gaussiennes supérieur au nombre de
FTS requises pour représenter la même fonction d’onde.

Contrairement au cas atomique, pour les systèmes moléculaires, les FTS ne sont
pas pratiques. En effet, à cause de la nature multicentrique des molécules, le calcul de
leurs propriétés physiques (comme l’énergie par exemple) impliquent des intégrales
multicentriques qui sont alors très coûteuses en termes de ressources numériques.

En 1950, Boys (BOYS, 1950) a mentionné la possibilité d’effectuer ces intégrales
multicentriques analytiquement si les FTS sont remplacées par des fonctions gaus-
siennes. Cela est rendu possible grâce à la propriété mathématique qui permet d’écrire
le produit de deux gaussiennes centrées sur deux positions différentes sous la forme
d’une troisième gaussienne centrée sur une nouvelle position. Cela facilite énormé-
ment le calcul des intégrales multicentriques. Depuis cette étude, les gaussiennes
sont devenues les fonctions les plus utilisées dans le cas des systèmes moléculaires.
Le remplacement des FTS par des gaussiennes a permis un grand progrès de la
chimie quantique depuis lors (pour une référence récente, voir par exemple (HILL,
2013)).

L’utilisation des deux bases mentionnées ci-dessus est très répandue pour les
calculs des états liés (énergies négatives). En revanche, elles sont à première vue in-
appropriées pour décrire des fonctions d’onde du continuum (énergies positives)
qui oscillent, sans décroître, jusqu’à l’infini. Ces dernières servent à décrire des sys-
tèmes non-liés, comme un électron sortant d’une cible ionisée par une particule char-
gée ou un photon (photoionisation). Ces processus d’ionisation interviennent dans
plusieurs domaines tel que la physique des plasmas (LEVINE et JAVAN, 1973 ; AMU-
SIA et BALTENKOV, 2006), l’astrophysique (BAUTISTA, ROMANO et PRADHAN, 1998 ;
MOORES, 1985), etc.

Une base alternative qui permet d’étudier efficacement des systèmes dans des
états du continuum (et dans des états liés aussi) est celle des Fonction(s) Sturmienne(s)
Généralisée(s) (FSG). Plus de détails sur ces fonctions seront donnés dans le cha-
pitre 3. Ces fonctions sont choisies de manière à posséder le bon comportement phy-
sique asymptotiquement, ce qui en fait un outil puissant pour étudier des processus
d’ionisation atomiques et moléculaires (voir, par exemple, (GASANEO et al., 2013 ;
GRANADOS-CASTRO et al., 2016 ; GRANADOS CASTRO, 2016) et les références à l’in-
térieur).

Le but initial de cette thèse était de rechercher une méthode qui permette de
représenter les FSG par des gaussiennes. D’une part les FSG possèdent le bon com-
portement asymptotique, et d’autre part, les gaussiennes permettent d’effectuer les
intégrales multicentriques analytiquement. La combinaison de ces deux avantages
doit fournir un outil efficace pour faciliter l’étude, par exemple, de l’ionisation de
molécules.

Toutefois, pendant la première année de cette thèse, l’objectif a été un peu élargi
et le but est devenu d’étudier plus généralement la possibilité de représenter les
fonctions du continuum (et non pas seulement les FSG) par des gaussiennes. Il en
a suivi l’idée d’employer des gaussiennes optimisées pour évaluer analytiquement
des éléments de matrice de transition 〈ψi|Ô|ψ f 〉 entre un état initial (état lié ψi) vers
un état final (état du continuum ψ f ). L’opérateur de transition Ô dépend du pro-
blème physique en considération. Ici il est utile de souligner que généralement les
états en jeu comportent un grand nombre de variables (coordonnées des noyaux et
des électrons, spins), mais que plusieurs approximations sont nécessairement faites
pour rendre les calculs numériquement abordables. Si on se limite à la partie élec-
tronique et que l’on considère N électrons actifs, l’élément de matrice correspond à
une intégrale à 3N dimensions. En pratique on se restreint à un ou deux électrons
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actifs, surtout si on se trouve en présence de fonctions du continuum. Pour les mo-
lécules, l’état initial est souvent donné par une expansion multicentrique sur des
gaussiennes. En représentant l’état final ψ f par des gaussiennes, on peut espérer cal-
culer analytiquement l’élément de matrice de transition en exploitant les propriétés
mathématiques des gaussiennes. Cela constitue l’idée clé de notre approche.

Les gaussiennes utilisées en chimie quantique sont des gaussiennes qui pos-
sèdent des exposants réels (c’est pourquoi nous les désignons dans cette thèse comme
les Fonction(s) Gaussienne(s) Réelle(s) (FGR)). Elles ne sont pas adéquates pour re-
présenter des fonctions d’onde du continuum qui possèdent un comportement très
oscillant et non-décroissant. En effet, une FGR est une fonction décroissante qui ne
possède aucun nœud. À cause de ces différences primordiales, la représentation du
continuum par des FGR s’avère être un problème numérique très difficile.

Il y a eu dans la littérature des essais pour optimiser des bases de FGR qui
peuvent représenter des fonctions d’onde du continuum sur des distances finies.
Mais comme nous allons l’expliquer, ces essais restent relativement peu nombreux.

Kaufmann et al. (KAUFMANN, BAUMEISTER et JUNGEN, 1989) ont essayé d’opti-
miser un ensemble de FGR pour représenter des fonctions du continuum (et pour
des états hautement excités, les états de Rydberg). Les exposants des gaussiennes sont
obtenus à l’aide d’une formule simple dérivée par la maximisation du recouvre-
ment entre une gaussienne et une FTS. Afin de mener une comparaison entre ces
gaussiennes optimisées et les Fonction(s) Régulière(s) de Coulomb (FRC) 2, les coef-
ficients linéaires de la combinaison de gaussiennes ont été optimisés par la diago-
nalisation de l’hamiltonien attractif de Coulomb. Les résultats de la représentation
sont raisonnables pour les faibles énergies (typiquement ∼ 0.2 u.a. en utilisant ∼ 15
gaussiennes), c’est-à-dire pour des fonctions peu oscillantes (∼ 2− 3 oscillations par
10 u.a. de distance).

Nestmann et Peyerimhoff (NESTMANN et PEYERIMHOFF, 1990) ont proposé une
méthode de moindres carrés afin d’ajuster un ensemble de fonctions sphériques de
Bessel par des FGR. L’idée de la méthode est de minimiser la somme des différences
entre les fonctions de Bessel et les gaussiennes sur une grille radiale discrétisée. De
manière similaire, Faure et al. (FAURE et al., 2002) ont ajusté des FRC. Même si la stra-
tégie utilisée est assez efficace, on peut voir à l’œil nu la différence entre les fonctions
du continuum et leurs ajustements par des gaussiennes, notamment pour des éner-
gies relativement importantes (typiquement ∼ 1 u.a. en utilisant ∼ 10 gaussiennes),
c’est-à-dire pour des fonctions peu oscillantes (∼ 4 oscillations par 10 u.a. de dis-
tance). Le problème ne vient pas tellement de la technique appliquée, mais plutôt de
la nature non-oscillante des FGR.

Afin de surmonter ce problème lié à la nature des FGR, nous proposons dans
ce travail d’étendre le domaine de définition des exposants pour englober la plan
complexe, avec la condition que la partie réelle des exposants reste strictement po-
sitive, ce qui garantit que ces nouvelles fonctions restent de carré intégrable. Nous
désignons ces gaussiennes dans cette thèse comme Fonction(s) Gaussienne(s) Com-
plexe(s) (FGC). Le fait de tourner les exposants dans le plan complexe rend les
gaussiennes intrinsèquement oscillantes, la partie imaginaire des exposants gérant
le nombre d’oscillations par u.a.. Il est donc raisonnable de s’attendre à que ces fonc-
tions soient plus efficaces que les FGR dans la représentation du continuum. Nous
allons illustrer cet aspect à travers plusieurs applications dans cette thèse dont une

2. Ces fonctions sont les solutions de l’équation radiale de Schrödinger dans le cas de l’atome
d’hydrogène pour des énergies positives.
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partie a déjà fait l’objet de publications (AMMAR, LECLERC et ANCARANI, 2020a ;
AMMAR, LECLERC et ANCARANI, 2020b).

Nous ne sommes pas les premiers à remarquer l’avantage d’utiliser des FGC
dans ce contexte. Elles ont été utilisées dans des calculs de résonances moléculaires
par McCurdy et Rescigno dès la fin des années 1970 (MCCURDY JR et RESCIGNO,
1978). En fait, dans le but d’étendre le champ d’application de la méthode de rota-
tion complexe des coordonnées aux molécules, ils ont remplacé la transformation
de la coordonnée radiale r → r exp(ıθ) par la transformation des exposants des
gaussiennes α → α exp(−ı2θ), où θ est un paramètre variationnel qui rend station-
naires les valeurs propres de résonance. Cette méthode, dite méthode de base com-
plexe, a été appliquée pour traiter des états de résonance et des états métastables,
ainsi que pour le calcul des sections efficaces totales de photoionisation, pour des
systèmes atomiques ou moléculaires (RESCIGNO et MCCURDY, 1985 ; YU, PITZER

et MCCURDY, 1985 ; YABUSHITA, MCCURDY et RESCIGNO, 1987 ; MCCURDY et RE-
SCIGNO, 1987 ; MORITA et YABUSHITA, 2008c ; MORITA et YABUSHITA, 2008b ; MO-
RITA et YABUSHITA, 2008a ; HONIGMANN, LIEBERMANN et BUENKER, 2010). Une
problématique qui peut apparaître dans ces calculs est la nécessité d’une bonne re-
production des conditions aux limites. Matsuzaki et Yabushita (MATSUZAKI et YA-
BUSHITA, 2017b) ont plus récemment proposé de construire une base avec des fonc-
tions de type Slater complexes (les exposants sont complexes, c’est-à-dire ζ ∈ C

avec < (ζ) > 0) pour reproduire les conditions aux limites. Ensuite, ces fonctions
peuvent être ajustées par des FGC (MATSUZAKI et al., 2014). Toutefois, dans un tel
processus un grand nombre de gaussiennes serait nécessaire. Afin d’éviter ceci, Mat-
suzaki etYabushita (MATSUZAKI et YABUSHITA, 2017a) ont ajusté d’une façon directe
une FRC avec des FGC (MATSUZAKI et YABUSHITA, 2017a). Cependant, la méthode
d’optimisation qu’ils utilisent (la méthode étendue de Huzinaga qui est discutée dans
le paragraphe 1.1.3 du chapitre 1) est peu efficace. C’est pourquoi dans leur article,
l’ajustement par 5 FGC n’est acceptable que dans la région radiale [5, 20] u.a. pour
une énergie ∼ 1.0 u.a. (qui reste relativement modeste). En fait, avec la méthode
qu’ils utilisent, le choix du nombre de gaussiennes, de la distance minimale d’ajus-
tement (début de la grille radiale), du pas entre deux points consécutifs de la grille
(finesse de la grille radiale) et du nombre de pas est peu flexible. En d’autres termes,
pour une combinaison arbitraire de ces paramètres, l’existence d’une solution, donc
d’un ensemble de gaussiennes avec des exposants dont la partie réelle est positive,
n’est pas garantie.

Dans cette thèse, nous développons une méthode numérique efficace et stable
qui permet d’optimiser des ensembles des FGC pour représenter des fonctions du
continuum, et cela pour des énergies et des distances relativement importantes. Les
fonctions du continuum peuvent être analytiques (par exemple les FRC) ou numé-
riques (par exemple des ondes distordues ou des FSG).

Dans le premier chapitre, nous présentons les méthodes d’optimisation de gaus-
siennes explorées durant cette thèse. Nous allons montrer d’abord deux méthodes
qui permettent de simplifier le problème d’optimisation des paramètres non-linéaires
(les exposants) en le transformant en un problème linéaire. Cela a des avantages
mais également des inconvénients, notamment le fait de réduire la flexibilité des
gaussiennes. Ensuite, nous allons présenter la méthode de Nestmann et Peyerim-
hoff (NESTMANN et PEYERIMHOFF, 1990), déjà rapidement discutée ci-dessus, et qui
semble la plus efficace.

Dans le chapitre 2, nous avons donc adopté cette méthode et l’avons modifiée
afin d’étendre son applicabilité pour les FGC, tout en améliorant son efficacité nu-
mérique via une technique d’optimisation à région de confiance. Les deux premiers
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chapitres permettent de souligner l’avantage des FGC par rapport aux FGR, en par-
ticulier pour la représentation d’états du continuum.

Dans le chapitre 3, nous allons présenter les méthodes que nous avons exploitées
afin de représenter par des gaussiennes des FSG d’énergie négative ou positive. En
plus de la possibilité d’ajuster ces fonctions en appliquant les méthodes présentées
dans les deux premiers chapitres, nous proposons également une méthode directe,
tout en soulignant les avantages et les limites de celle-ci.

Dans le chapitre 4, nous allons illustrer l’efficacité des FGC dans des applications
d’ionisation de l’atome d’hydrogène. En particulier, nous étudions dans ce chapitre
l’ionisation de l’hydrogène par impact d’un photon (dans l’approximation dipolaire)
ou d’un électron (dans le cadre de la première approximation de Born). Ces applications
permettent de mettre en évidence la supériorité des FGC par rapport aux FGR d’un
part, et d’illustrer l’efficacité des FGC d’autre part (AMMAR, LECLERC et ANCA-
RANI, 2020b). Par ailleurs, ces applications nous ont permis de valider l’idée d’une
approche entièrement gaussienne, dans laquelle l’état initial et l’état final sont re-
présentés par des FGR ou des FGC. Dans le cas atomique (un centre) les sections
efficaces sont calculées analytiquement et, pour l’atome d’hydrogène, peuvent être
comparées aux formules bien connues de la littérature. Notre étude était un préa-
lable nécessaire avant d’aborder le cas moléculaire (monocentrique−chapitre 5− et
multicentrique−chapitre 6).

L’étape suivante, que nous réalisons dans le chapitre 5, est l’extension du champ
d’application des FGC à des molécules, dans une approche monocentrique. En
d’autres termes, les fonctions d’onde initiale et finale de la molécule (avec l’approxi-
mation d’un électron actif) sont centrées autour d’un seul centre. Les orbitales molé-
culaires de l’état initial sont optimisées par une méthode Hartree-Fock, et l’électron io-
nisé est modélisé par une onde purement coulombienne ou par une fonction d’onde
distordue. Ces applications montrent que les FGC optimisées pour représenter ce
continuum sont fiables et efficaces dans ce type d’applications.

Dans le chapitre 6, nous nous intéressons à des intégrales qui interviennent dans
la photoionisation moléculaire, où la molécule cette fois n’est plus décrite par des
expansions monocentriques, mais plutôt avec des expansions multicentriques. L’ob-
jectif principal de ces calculs exploratoires est d’illustrer que le fait que les exposants
des gaussiennes soient complexes n’empêche pas, du point de vue mathématique,
d’effectuer analytiquement les intégrales multicentriques.

Des remarques de conclusion sont données à la fin de cette thèse, avec des pistes
de réflexion permettant d’envisager dans un futur proche une application plus gé-
nérale des méthodes développées dans cette thèse.

Sauf indication contraire, les quantités physiques sont exprimées en unités ato-
miques.

Dans cette thèse, nous utilisons la convention habituelle
√

z ≡ z1/2

≡ +
√

r exp (ıθ/2) ,

pour z = r exp (ıθ) ∈ C.
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Chapitre 1

Ajustement de fonctions d’onde
avec des gaussiennes réelles

Dans ce chapitre, notre objectif est de trouver une technique efficace pour ajuster
des fonctions du continuum avec des combinaisons linéaires des Fonction(s) Gaus-
sienne(s) Réelle(s) (FGR) :

G(r) = e−αr2
avec α ∈ R∗+. (1.1)

Nous allons présenter des techniques déjà existantes (KLINK et PAYNE, 1976 ; HUZI-
NAGA, 1965 ; NESTMANN et PEYERIMHOFF, 1990) et tester leur efficacité sur des fonc-
tions d’onde liées d’abord, puis sur des états du continuum. Pour commencer, nous
allons considérer des méthodes simples qui évitent des optimisations non-linéaires
en passant par une variation de la méthode de Prony (CARRIERE et MOSES, 1992).
Comme nous allons le souligner, ces méthodes (KLINK et PAYNE, 1976 ; HUZINAGA,
1965) ne sont pas adéquates pour ajuster des fonctions oscillantes et une méthode
plus sophistiquée est nécessaire. Pour cela, nous allons adopter une approche d’op-
timisation non-linéaire de moindres carrés (NESTMANN et PEYERIMHOFF, 1990) et
en étudier ses limitations et propriétés de convergence. Nous allons employer un
code nommé « GTOBAS » (FAURE et al., 2002) qui permet de mettre en application
cette approche.

1.1 Convergence forte et convergence faible

Le problème mathématique en considération est l’expansion d’une fonction don-
née f (r) sur un ensemble de N FGR :

f (r) ≈
N

∑
i=1

ciGi(r), (1.2)

avec N paramètres linéaires {ci} et N paramètres non-linéaires {αi}. L’optimisation
de ces paramètres peut s’effectuer selon deux cadres mathématiques différents dis-
cutés dans (KLINK et PAYNE, 1976) :

— « La convergence forte » ;
— « La convergence faible ».
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1.1.1 La convergence forte

La convergence forte consiste à minimiser la norme de la différence entre la fonc-
tion f (r) et la combinaison des FGR. Nous cherchons :

arg(min(F )) avec F (ci, αi) =

∥∥∥∥∥ f (r)−
N

∑
i=1

ciGi(r)

∥∥∥∥∥
2

, (1.3)

où la norme d’une fonction h(r) est définie comme :

‖h‖2 ≡ (h, h) =
∫ ∞

0
w(r) (h(r))2 dr. (1.4)

Nous avons utilisé la notation (·, ·) pour désigner les intégrales. La fonction poids
w(r) contrôle l’importance d’une région radiale si cela est désiré durant l’optimi-
sation 1. Dans cette partie nous l’ignorons en la fixant à w(r) = 1. L’équation (1.3)
nécessite la satisfaction de 2N conditions :

∂ck

∥∥∥∥∥ f (r)−
N

∑
i=1

ciGi(r)

∥∥∥∥∥
2

= 0

∂αk

∥∥∥∥∥ f (r)−
N

∑
i=1

ciGi(r)

∥∥∥∥∥
2

= 0

avec k = 1, . . . , N. (1.5)

Ces équations conduisent à :

∫ ∞

0
2

(
f (r)−

N

∑
i=1

ciGi(r)

)
∂ck

(
f (r)−

N

∑
i=1

ciGi(r)

)
dr = 0

∫ ∞

0
2

(
f (r)−

N

∑
i=1

ciGi(r)

)
∂αk

(
f (r)−

N

∑
i=1

ciGi(r)

)
dr = 0

(1.6)

⇒



∫ ∞

0

(
f (r)−

N

∑
i=1

ciGi(r)

)
Gk(r)dr = 0

∫ ∞

0

(
f (r)−

N

∑
i=1

ciGi(r)

)
r2Gk(r)dr = 0

(1.7)

⇒


( f , Gk) =

N

∑
i=1

ci(Gi, Gk)

( f , r2Gk) =
N

∑
i=1

ci(Gi, r2Gk)

avec k = 1, . . . , N. (1.8)

En l’occurrence, les deux intégrales (Gi, Gk) et (Gi, r2Gk) sont calculées en appliquant
la propriété (C.2) : 

(Gi, Gk) =

√
π

2
√

αi + αk

(Gi, r2Gk) =

√
π

4 (αi + αk)
3
2

.
(1.9)

1. Par exemple si la région radiale importante est plutôt celle où r est faible, un choix de la forme
w(r) = exp(−λr2) est recommandé.
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D’après la première ligne de l’équation (1.8), les coefficients {ci} peuvent être expri-
més en fonction des exposants {αi} :

ci =
N

∑
k=1

[
M−1

]
i,k
( f , Gk), (1.10)

où M est une matrice donnée par :

[M]i,k ≡ (Gi, Gk) =

√
π

2
√

αi + αk
. (1.11)

La deuxième ligne de l’équation (1.8) est équivalente à :

∫ ∞

0
r2e−αkr2

f (r)dr =
√

π

4

N

∑
i=1

ci

(αi + αk)
3
2

. (1.12)

En substituant (1.10) dans (1.12), l’ensemble des exposants {αi} sera la solution du
système d’équations suivantes :

∫ ∞

0
r2e−α1r2

f (r)dr =
√

π

4

N

∑
i=1

1

(αi + α1)
3
2

N

∑
k=1

[
M−1

]
i,k

∫ ∞

0
e−αkr2

f (r)dr

∫ ∞

0
r2e−α2r2

f (r)dr =
√

π

4

N

∑
i=1

1

(αi + α2)
3
2

N

∑
k=1

[
M−1

]
i,k

∫ ∞

0
e−αkr2

f (r)dr

...∫ ∞

0
r2e−αNr2

f (r)dr =
√

π

4

N

∑
i=1

1

(αi + αN)
3
2

N

∑
k=1

[
M−1

]
i,k

∫ ∞

0
e−αkr2

f (r)dr.

(1.13)

La résolution rigoureuse du problème non linéaire (1.13) qui détermine l’ensemble
des exposants {αi} est difficile en général. Cela a motivé Klink et Payne (KLINK et
PAYNE, 1976) à alléger les conditions requises pour atteindre « la convergence forte »
en imposant une autre condition que (1.3) moins stricte, appelée « la convergence
faible ».

1.1.2 La convergence faible

Dans le cadre de la convergence faible, l’équation (1.3) est remplacée par :

arg(min(F f aible)) où F f aible (ci, αi) =

((
f −

N

∑
i=1

ciGi

)
, gl

)2

, (1.14)

dans lequel {gl(r)}l=0,...,2N−1 est un ensemble de fonctions sur lequel on projette le
problème d’optimisation. Les conditions nécessaires de minimisation deF f aible sont :

∂ck

(
f −

N

∑
i=1

ciGi, gl

)2

= 0

∂αk

(
f −

N

∑
i=1

ciGi, gl

)2

= 0

(1.15)
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⇒


2

(
f −

N

∑
i=1

ciGi, gl

)
∂ck

(
f −

N

∑
i=1

ciGi, gl

)
= 0

2

(
f −

N

∑
i=1

ciGi, gl

)
∂αk

(
f −

N

∑
i=1

ciGi, gl

)
= 0

(1.16)

⇒


2

(
f −

N

∑
i=1

ciGi, gl

)
∂ck

[∫ ∞

0

(
f (r)−

N

∑
i=1

ciGi(r)

)
gl(r)dr

]
= 0

2

(
f −

N

∑
i=1

ciGi, gl

)
∂αk

[∫ ∞

0

(
f (r)−

N

∑
i=1

ciGi(r)

)
gl(r)dr

]
= 0

(1.17)

⇒



(
f −

N

∑
i=1

ciGi, gl

)
(Gk, gl) = 0(

f −
N

∑
i=1

ciGi, gl

) (
Gk, r2gl

)
= 0

avec l = 0, . . . , 2N − 1. (1.18)

Les fonctions {gl} sont choisies telles que (Gk, gl) et
(
Gk, r2gl

)
ne sont pas nulles.

Alors l’ensemble des équations (1.18) mène à :(
f −

N

∑
i=1

ciGi, gl

)
= 0, (1.19)

donc :

( f , gl) =
N

∑
i=1

ci(Gi, gl) avec l = 0, . . . , 2N − 1. (1.20)

Klink et Payne (KLINK et PAYNE, 1976) ont choisi un ensemble {gl(r)}l=0,...,2N−1 qui
rend les intégrales du type (gl , Gi) analytiques :

gl(r) = rl avec l = 0, . . . , 2N − 1, (1.21)

ce qui donne (d’après la formule (C.2)) :

(Gi, gl) =
∫ ∞

0
e−αir2

rldr =
Γ
(

l+1
2

)
2α

l+1
2

i

. (1.22)

Ce choix n’est pas unique comme nous allons le voir après. La résolution du pro-
blème (1.20), au contraire de (1.13), est très simple, et peut s’effectuer en appliquant
une variation de la méthode de Prony (CARRIERE et MOSES, 1992). En effet, comme
nous allons le montrer ensuite, il suffit de calculer les zéros d’un polynôme d’ordre N
pour trouver les exposants {αi}. Avec le choix (1.21), les équations (1.20) deviennent :

∫ ∞

0
f (r)rldr =

N

∑
i=1

ci

Γ
(

l+1
2

)
2α

l+1
2

i

=
Γ
(

l+1
2

)
2

N

∑
i=1

cial+1
i avec ai ≡

1√
αi

.

(1.23)
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Nous avons donc :

fl ≡
N

∑
i=1

cial+1
i avec l = 0, . . . , 2N − 1, (1.24)

où
fl =

2

Γ
(

l+1
2

) ∫ ∞

0
f (r)rldr, (1.25)

et
αi =

1
a2

i
. (1.26)

Définissons le polynôme suivant en a, dont les coefficients sont notés {λj}, et dont
les racines sont les {ai} recherchés :

N

∑
j=0

λjaj =
N

∏
i=1

(a− ai) avec λN ≡ 1. (1.27)

Formons la somme suivante et utilisons (1.24),

λ0 fk + λ1 fk+1 + · · ·+ λN fk+N

=
N

∑
i=1

ciak+1
i

(
λ0 + λ1ai + · · ·+ λNaN

i

)
=

N

∑
i=1

ciak+1
i

(
N

∑
j=0

λja
j
i

)
= 0,

si le polynôme (1.27) a pour racines les {ai} recherchés. Ainsi les coefficients {λj}
doivent satisfaire aux équations :

N−1

∑
j=0

fk+jλj = − fk+N pour k = 0, 1, . . . , N − 1. (1.28)

Une fois que les valeurs de {λj} sont connues, les {ai} sont déterminés en calculant
les N racines du polynôme (1.27). Les exposant cherchés {αi} sont ensuite obtenus
par l’équation (1.26). Après avoir trouvé les {ai}, les coefficients {ci} pourront être
calculés directement en résolvant un système linéaire formé par (1.24) par un algo-
rithme numérique. Toutefois, Klink et Payne (KLINK et PAYNE, 1976) les calculent
analytiquement. En effet, on peut montrer que :

ci =
N−1

∑
l=0

[A]i,l fl , (1.29)

où les éléments [A]i,l sont définis par :

N−1

∑
l=0

[A]j,l al+1 = k ja
N

∏
n=1
n 6=j

(a− an), (1.30)
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avec

k jaj

N

∏
n=1
n 6=j

(aj − an) = 1. (1.31)

L’équation (1.29) découle du calcul suivant. L’équation (1.30) implique :

N−1

∑
l=0

[A]j,l al+1
i = k jai

N

∏
n=1
n 6=j

(ai − an)

=


k jai(ai − a1) · · · (ai − ai) · · · (ai − aN) = 0 si i 6= j,

k jaj

N

∏
n=1
n 6=j

(aj − an) = 1 si i = j,

= δji,

(1.32)

et par conséquent
N−1

∑
l=0

[A]i,l fl =
N−1

∑
l=0

[A]i,l

N

∑
j=1

cjal+1
j

=
N

∑
j=1

cj

N−1

∑
l=0

[A]i,l al+1
j

=
N

∑
j=1

cjδij

= ci.

(1.33)

Les éléments de matrice [A]i,l sont calculés par récursivité :

[A]i,N−1 =

ai

N

∏
n=1
n 6=i

(ai − an)


−1

,

[A]i,l−1 − ai [A]i,l = λl

ai

N

∏
n=1
n 6=i

(ai − an)


−1

pour l < N.

(1.34)

La matrice A peut être interprétée comme la matrice des éléments qui définissent
des fonctions φj(r) qui sont orthogonales aux FGR :

φj(r) =
N−1

∑
l=0

2 [A]j,l

Γ
(

l+1
2

) rl . (1.35)
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En effet :

(φj, Gi) =
∫ ∞

0
φj(r)Gi(r)dr

=
N−1

∑
l=0

2 [A]j,l

Γ
(

l+1
2

) ∫ ∞

0
e−αir2

rldr

=
N−1

∑
l=0

2 [A]j,l

Γ
(

l+1
2

) Γ
(

l+1
2

)
2α

l+1
2

i

=
N−1

∑
l=0

[A]j,l

α
l+1

2
i

=
N−1

∑
l=0

[A]j,l al+1
i

= δji.

Dans nos applications, nous avons calculé les {ci} de deux façons : numériquement
sans passer par la matrice A et analytiquement. Les résultats sont similaires.

Applications : fonctions du type Slater

Dans ce paragraphe, la méthode de convergence faible de Klink et Payne est ap-
pliquée pour trouver les FGR optimales qui reproduisent des Fonction(s) de Type
Slater (FTS). La fonction à reproduire est choisie comme :

f (r) = e−βr avec β ∈ R∗+. (1.36)

En utilisant la propriété (ABRAMOWITZ et STEGUN, 1964) :∫ ∞

0
rle−βrdr =

Γ (l + 1)
βl+1 , (1.37)

l’intégrale (1.25) devient :

fl =
2

Γ
(

l+1
2

) ∫ ∞

0
rle−βrdr

=
2 Γ (l + 1)

βl+1Γ
(

l+1
2

)

=


2l+1 (l/2)!

βl+1
√

π
si l est pair,

2(l)!

βl+1
(

l−1
2

)
!

si l est impair.

(1.38)

Pour trouver les {λi} dans l’équation (1.28), nous utilisons le sous-programme DSYSV
de LAPACK. Ensuite, les {ai} sont les racines du polynôme (1.27). Ce problème est
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FIGURE 1.1 – Panneau supérieur : La fonction f (r) = exp(−2r) est
tracée avec sa représentation avec N = 5, 10 et 15 FGR. Dans le pan-

neau inférieur les erreurs relatives correspondantes sont tracées.

équivalent à diagonaliser la matrice :

Λ =


−λN−1 −λN−2 · · · −λ1 −λ0

1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

 . (1.39)

Ainsi les {ai} sont les valeurs propres de la matrice Λ. Nous les calculons en utilisant
le sous-programme xGEEV. Finalement les coefficients {ci} sont évalués en utilisant
les équations (1.29) et (1.34).

Fonction sans nœud

Considérons d’abord le cas simple :

f (r) = e−2r. (1.40)

La figure 1.1 montre f (r) et ses reproductions avec N = 5, 10 et 15 FGR, ainsi que
les erreurs relatives correspondantes. Bien évidement l’erreur diminue lorsque N
augmente. Cependant, il faut souligner que pour de plus grandes valeurs de N, deux
problèmes surgissent :

— Le premier est un problème numérique pur dû à une très forte augmentation
de la fonction Gamma (autrement dit fl (1.38)) lorsque l augmente. D’autre
part, la diagonalisation de la matrice Λ (1.39) devient moins précise quand sa
taille augmente.
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i
N

5 10 15

1 0.123014418263 0.0519875273423 0.0331113959578
2 0.256838432050 0.0771273531325 0.0441841606430
3 0.631897485490 0.114820816365 0.0581731086299
4 2.27397984299 0.177173507246 0.0770791132411
5 21.1332263357 0.290808112982 0.103870151349
6 0.524638735365 0.143652467082
7 1.09408922963 0.205935671629
8 2.88328888519 0.309893714196
9 11.5723079988 0.498057873561
10 121.098563203 0.877066137358
11 1.76245974290
12 4.34099279825
13 15.1993682079
14 116.242840854
15 1940.02890972

TABLE 1.1 – L’ensemble de {αi} obtenu pour reproduire la fonction
f (r) = exp (−2r) dans les trois cas N = 5, 10 et 15.

— Le deuxième problème est lié à la non-orthogonalité des FGR. Au-delà d’une
certaine valeur de N, les FGR deviennent dépendantes linéairement.

La figure 1.1 montre aussi la difficulté à reproduire f (r) près de l’origine. Cela est
bien connu en chimie quantique sous le nom de « problème de cusp » qui se produit à
cause de la nature des FGR. L’interprétation est facile :

∂r

(
e−βr

)
= −βe−βr

r→0−−→ −β, (1.41)

alors que :
∂r

(
e−αr2

)
= −2αre−αr2

r→0−−→ 0. (1.42)

Les équations (1.41) et (1.42) montrent une différence fondamentale entre ces deux
types de fonctions. Une gaussienne a une tangente horizontale à l’origine et ne com-
mence à décroître qu’après une certaine distance radiale r > 0, tandis que les FTS
décroissent dès l’origine avec une pente β. Plus β est grand, plus la différence à l’ori-
gine entre les deux types de fonctions est importante.

L’ensemble des {αi} obtenus pour les trois cas N = 5, 10 et 15 est listé dans la
table 1.1.

Fonction avec un nœud

Maintenant considérons une fonction avec un nœud :

f (r) =
(

1− r
2

)
e−2r. (1.43)

Ce choix nous permet de tester l’efficacité de la méthode dans la reproduction de
fonctions avec nœuds d’une part, et de comparer les résultats de notre programme
avec ceux trouvés par Klink et Payne (KLINK et PAYNE, 1976) d’autre part. On montre

~ 
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FIGURE 1.2 – Panneau supérieur : La fonction f (r) = (1 −
0.5r) exp(−2r) avec notre ajustement par N = 10 FGR (en bleu) qui
reproduit les résultats de (KLINK et PAYNE, 1976) (en rose). Les er-
reurs relatives correspondantes sont tracées dans le panneau infé-

rieur.

aisément que dans ce cas l’équation (1.25) devient :

fl =
(3− l)Γ(l + 1)

2l+2Γ
(

l+1
2

) =


3− l
4
√

π
(l/2)! si l est pair,

(3− l) (l)!

2l+2
(

l−1
2

)
!

si l est impair.
(1.44)

La figure 1.2 montre la courbe de f (r) ainsi que sa représentation avec N = 10 FGR.
Notre calcul reproduit très fidèlement la représentation de f (r) obtenue par Klink
et Payne. Les coefficients {ci} et les exposants {αi} que nous avons calculés (voir
table 1.2) sont d’ailleurs très proches de ceux publiés dans (KLINK et PAYNE, 1976).
Le pic dans les courbes d’erreur à r = 2 n’a pas d’importance car il correspond à la
division par f (2) = 0 (nœud de la fonction).

Un point commun entre les deux figures 1.1 et 1.2 est l’incapacité de la reproduc-
tion de f (r) près de r = 0. Cela dit, la qualité globale de la représentation est bonne
pour ces deux fonctions.

Fonction avec plusieurs nœuds

Considérons maintenant une combinaison de FTS :

f (r) = A1e−β1r + A2e−β2r + A3e−β3r, (1.45)

! ,, ,, 
'' \ /----\ /,----\ ! ---,_ 

, 1 ~ I t l , ;, t l I ', , .. ---·--
) i \ I 

1 1 H 

1 1 ~ 
1 i 1 

1 
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i ci αi
1 −0.728213630131× 10−8 0.0476780120909
2 −0.249013673761× 10−5 0.0692150953396
3 −0.120353270008× 10−3 0.100421664418
4 −0.163049993005× 10−2 0.149961695620
5 −705999734619× 10−2 0.235632085070
6 0.747326971266× 10−1 0.762721829791
7 0.220763379730 1.74408466744
8 0.317746761202 5.42568036131
9 0.274756944918 31.1004774284

10 0.134448747358 1206.83124610

TABLE 1.2 – L’ensemble de {ci} et {αi} obtenus pour reproduire la
fonction f (r) = (1− 0.5r) exp(−2r) avec N = 10.

avec A1 = 1.2, β1 = 1.8, A2 = −1.1, β2 = 1.1, A3 = 0.18, et β3 = 0.2. Les termes fl
dans l’équation (1.25) sont de la forme :

fl =
2 Γ (l + 1)

Γ
(

l+1
2

) (
A1

βl+1
1

+
A2

βl+1
2

+
A3

βl+1
3

)

=



2l+1
√

π
(l/2)!

(
A1

βl+1
1

+
A2

βl+1
2

+
A3

βl+1
3

)
si l est pair,

2(l)!(
l−1

2

)
!

(
A1

βl+1
1

+
A2

βl+1
2

+
A3

βl+1
3

)
si l est impair.

Dans la figure 1.3, nous montrons la fonction f (r) et sa représentation avec N =
15, 20 et 25 FGR. Cette fonction a deux nœuds. Pour éviter les pics correspondants
dans les courbes des erreurs relatives, nous traçons cette fois les erreurs absolues.
Nous constatons que les résultats pour N = 15, 20 et 25 sont similaires. Aucune
amélioration notable n’est observée en augmentant N, contrairement au cas f (r) =
exp (−2r) (figure 1.1). Cela est dû à l’augmentation énorme des valeurs fl . En fait,
plus les exposants β sont petits, plus les fl ∝ 1/βl augmentent rapidement pour
des l croissants. Par conséquent les FGR qu’on ajoute pour des grandes valeurs de
l correspondent à des petits coefficients ‖ci‖ � 1 et des grands exposants αi � 1,
donc ne contribuent que légèrement à la représentation. La qualité de l’ajustement
est mauvaise, notamment pour 0 < r < 2, zone dans laquelle se situent les deux
nœuds de f (r). Nous constatons donc que plus il y a de structure dans la fonction
f (r), plus sa reproduction par des FGR devient difficile.

1.1.3 Méthode étendue de Huzinaga

Huzinaga (HUZINAGA, 1965) s’est attaqué au problème de représenter des états
atomiques par des FGR. Pour y parvenir, il a aussi appliqué une variante de la mé-
thode de Prony (CARRIERE et MOSES, 1992). En réalité, la technique utilisée par (HU-
ZINAGA, 1965) est un cas particulier de l’approche de la convergence faible discuté
au paragraphe 1.1.2, avec le choix :

gl(r) = δ
(

r− r0
√

l
)

avec l = 0, . . . , 2N − 1, (1.46)
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FIGURE 1.3 – Panneau supérieur : La fonction f (r) =
1.2 exp(−1.8r) − 1.1 exp(−1.1r) + 0.18 exp(−0.2r) est tracée avec sa
représentation avec N = 15, 20 et 25 FGR. Dans le panneau inférieur

les erreurs absolues correspondantes sont tracées.

où r0 est un paramètre à fixer. Ce choix revient à projeter le problème sur une grille
de points répartis irrégulièrement, le long de l’axe radial. Les intégrales qui appa-
raissent dans l’équation (1.20) sont très simples et l’on trouve :

∫ ∞

0
f (r)δ

(
r− r0

√
l
)

dr =
N

∑
i=1

ci

∫ ∞

0
e−αir2

δ
(

r− r0
√

l
)

dr

=
N

∑
i=1

cie−αir2
0 l

=
N

∑
i=1

cial
i avec ai ≡ e−αir2

0

= f
(

r0
√

l
)

.

(1.47)

Les équations clés (1.24), (1.25) et (1.26) deviennent :

fl ≡
N

∑
i=1

cial
i avec l = 0, . . . , 2N − 1, (1.48)

fl = f
(

r0
√

l
)

, (1.49)

αi =
− log(ai)

r2
0

. (1.50)

La figure 1.4 montre la fonction f (r) = exp (−2r) avec sa représentation par N = 15
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FIGURE 1.4 – Panneau supérieur : La fonction f (r) = exp(−2r) est
tracée avec sa représentation avec N = 15 FGR, en appliquant l’ap-
proche de convergence faible avec {gl = δ(r − rl)}, dans les cas :
r0 = 0.2, r0 = 0.4, et r0 = 0.6. Dans le panneau inférieur les erreurs

relatives correspondantes sont tracées.

FGR dans les cas : r0 = 0.2, r0 = 0.4, et r0 = 0.6, ainsi que les erreurs relatives corres-
pondantes. L’erreur tend vers zéro pour les positions radiales r ≈ r0

√
l. En revanche,

entre deux points successifs r0
√

l et r0
√

l + 1 l’ajustement est mauvais, particulière-
ment lorsque l est petit et r0 est grand. La distribution des positions balayées par
cette méthode est limitée par r ≈ r0

√
2N. Cela explique pourquoi l’erreur monte

brusquement après une certaine distance de l’ordre ∼ r0
√

2N. L’ajustement le plus
précis parmi les trois cas considérés est r0 = 0.2 pour des faibles valeurs de r, et
r0 = 0.6 pour les grands r.

Nous rappelons que les termes fl servent à trouver les N coefficients {λj}j=0,...,N−1
en utilisant l’équation (1.28). En principe, il suffit de 2N termes fl , mais comme
nous l’avons souligné, cela n’est pas suffisant pour balayer la région radiale visée.
Pour surmonter ces limites, Huzinaga (HUZINAGA, 1965) a proposé une solution qui
consiste à étendre le nombre de fonctions {gl} (équation (1.46)), et donc le nombre
de termes { fl}l=1,...,m (1.49) jusqu’à m� 2N 2. Nous appelons ici cette variante la mé-
thode étendue de Huzinaga. Ensuite, les coefficients {λj} sont l’ensemble qui minimise
la norme Euclidienne :

‖FmΛv −Fv‖ , (1.51)

2. Nous tenons à indiquer que les notations utilisées par Huzinaga (HUZINAGA, 1965) sont diffé-
rentes : m le nombre des gaussiennes, N−m le nombre de termes fl , w2 à la place de r0, S au lieu de λ,
etc.
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par une Méthode des Moindres Carrés (MMC), avec

Fm =


f1 f2 · · · fN
f2 f3 · · · fN+1
...

...
. . .

...
fm−N fm−N+1 · · · fm−1

 , (1.52)

Λv =


λ0
λ1
...

λN−1

 , (1.53)

et :

Fv =


− fN+1
− fN+2

...
− fm

 . (1.54)

Il est important de souligner ici qu’il n’y a aucune garantie que les coefficients ai (1.50)
qui sont les racines du polynôme (1.27) soient réels et plus grands que 1. Par consé-
quent les exposants αi à leur tour ne sont pas nécessairement réels. Cela ne cause
pas nécessairement un problème. Les gaussiennes en question deviennent des FGC
dont nous parlerons avec plus de détails dans le chapitre 2. Toutefois, il faut trouver
une combinaison des paramètres (m, r0) qui ne donne pas lieu à des exposants avec
une partie réelle négative. Cela n’est pas toujours évident et dépend de la forme de
la fonction f (r) et la grille radiale visée.

Ensuite, pour trouver l’ensemble des coefficients {ci}, il faut également utiliser
une MMC pour minimiser :

‖GmCv −F‖ , (1.55)

sur une grille {rκ = (κ − 1)rmax/M}κ=1,...,M, avec

Gm =


e−α1r2

1 e−α2r2
1 · · · e−αNr2

1

e−α1r2
2 e−α2r2

2 · · · e−αNr2
2

...
...

. . .
...

e−α1r2
M e−α2r2

M · · · e−αNr2
M

 , (1.56)

Cv =


c1
c2
...

cN

 , (1.57)

et :

F =


f (r1)
f (r2)

...
f (rM)

 . (1.58)

Pour tester la validité de cette méthode, nous l’avons appliquée sur plusieurs
fonctions :

1. f (r) = exp (−2r) (figure 1.5) avec N = 5, 10 ou 15. Les paramètres sont fixés
comme : r0 =

√
0.1, m = 100, rmax = 5 et M = 100.
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FIGURE 1.5 – La fonction f (r) = exp(−2r) est tracée avec sa repré-
sentation par N = 5, 10, 15 FGR en utilisant la méthode étendue de Hu-
zinaga (HUZINAGA, 1965). Dans le panneau inférieur les erreurs rela-

tives correspondantes sont tracées.

2. f (r) = 1.2 exp (−1.8r)− 1.1 exp (−1.1r) + 0.18 exp (−0.2r) (1.45) (figure 1.6)
avec N = 20. Dans ce cas (et dans les deux cas suivants), parmi les expo-
sants trouvés, il y a quelques αi (deux ou trois souvent), qui ne sont pas
parfaitement réels. Toutefois, la partie imaginaire de la combinaison de N
gaussiennes est négligeable. Les paramètres sont fixés comme : r0 =

√
0.1,

m = 4000, rmax = 20 et M = 2000.

3. f (r) = cos(0.2πr) (figure 1.7) avec N = 15. Les paramètres sont fixés à :
r0 =

√
0.2, m = 2000, rmax = 20 et M = 1000.

4. f (r) = cos(0.5πr) (figure 1.8) avec N = 15. Les paramètres sont fixés à :
r0 =

√
0.2, m = 2000, rmax = 20 et M = 1000.

Pour minimiser les normes (1.51) et (1.55), nous utilisons le sous-programme GELSS
de LAPACK.

Une comparaison à l’œil entre les deux figures 1.5 et 1.4 montre que la méthode
de convergence faible avec la suggestion de Huzinaga (HUZINAGA, 1965) devient
beaucoup plus efficace dans le cas de la variante étendue. D’autre part, en comparant
les figures 1.6 et 1.3, nous concluons que pour les {gl} le choix (1.46) proposé par
Huzinaga est plus efficace, en tenant compte de la modification de la méthode de
convergence faible, que celui (1.21) proposé par Klink et Payne.

La figure 1.7 prouve que la méthode étendue de Huzinaga est efficace pour repré-
senter, avec une bonne précision, des fonctions qui oscillent mais lentement, comme
f (r) = cos(0.2πr). En revanche, lorsqu’il s’agit d’une fonction qui oscille assez vite,
comme f (r) = cos(0.5πr), la méthode échoue complètement après une certaine dis-
tance comme illustré dans la figure 1.8. Nous avons essayé de changer les paramètres
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FIGURE 1.6 – La fonction f (r) = 1.2 exp(−1.8r) − 1.1 exp(−1.1r) +
0.18 exp(−0.2r) est tracée avec sa représentation avec N = 20 FGC
en utilisant la méthode étendue de Huzinaga (HUZINAGA, 1965). Dans le

panneau inférieur les erreurs relatives sont tracées.
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FIGURE 1.8 – La fonction f (r) = cos(0.5πr) est tracée avec sa repré-
sentation par N = 15 FGC en utilisant la méthode étendue de Huzi-
naga (HUZINAGA, 1965). Dans le panneau inférieur les erreurs rela-

tives sont tracées.

(m, r0) et d’augmenter le nombre de gaussiennes N afin d’obtenir une meilleure re-
présentation de f . Tous les essais ont échoué en donnant des exposants avec des
parties réelles négatives.

Nous remarquons, dans les figures 1.7 et 1.8, la très bonne précision pour des
faibles distances. Ceci est dû au fait que, à l’origine, la fonction cosinus décroît de la
même manière qu’une gaussienne (1.42) :

∂r (cos(wr)) = − sin(wr) r→0−−→ 0. (1.59)

1.2 Approche de Nestmann et Peyerimhoff

Bien que la convergence forte soit difficile à obtenir, il est possible de la recher-
cher en limitant les conditions d’optimisations à une grille de points. Dans cette par-
tie nous présentons la méthode proposée par Nestmann et Peyerimhoff (NESTMANN

et PEYERIMHOFF, 1990). Nous visons à optimiser N FGR pour ajuster cette fois-ci un
ensemble de νmax fonctions F : { fν(r)}ν=1,...,νmax , tel que :

fν(r) ≈ f G
ν (r) ≡

N

∑
i=1

[ci]ν e−αir2
, (1.60)

fν(r) désigne la fonction à reproduire et f G
ν (r) est son approximation par une com-

binaison linéaire sur un ensemble de N gaussiennes. La méthode d’optimisation
consiste donc à minimiser la différence entre fν et f G

ν après les avoir discrétisées sur
une certaine grille radiale {rκ}κ=1,...,κmax . Cette grille est choisie librement contraire-
ment à la méthode étendue de Huzinaga (HUZINAGA, 1965). La fonction à minimiser
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est alors définie comme :

Ξ(α1, . . . , αN) =
νmax

∑
ν=1

∑κmax
κ=1

(
fν(rκ)− f G

ν (rκ)
)2

∑κmax
κ=1 ( fν(rκ))

2 + D(α1, . . . , αN). (1.61)

D est une fonction de pénalité qui a été ajoutée pour éviter que deux αi différents
convergent vers une même valeur. Elle est définie comme :

D(α1, . . . , αN) =
N

∑
i=2

i−1

∑
j=1

exp
(
−g
∣∣∣∣αi

αj
−

αj

αi

∣∣∣∣) , (1.62)

avec un paramètre g que nous fixons, en général, comme g ∼ rκmax .
Les coefficients [ci]ν n’apparaissent pas explicitement parmi les variables de Ξ,

car nous les considérons ici comme des paramètres qui sont optimisés selon une
méthode de MMC, comme nous allons le montrer plus tard.

Il faut souligner que le numérateur de l’équation (1.61) peut contenir une somme
de nombres qui ne sont pas de même ordre de grandeur, donc les termes qui sont
relativement faibles ne seront pas bien pris en compte durant l’optimisation. Suppo-
sons −pour simplifier− que les différences f (rκ)− f G(rκ) contribuent de la même
manière ∀κ dans Ξopt obtenue à la fin de l’optimisation : c’est-à-dire f (rκ)− f G(rκ) ∼
ε pour rκ ∈ [r0; rmax]. Même pour une valeur faible de ε, donc une valeur faible de
l’erreur absolue, l’erreur relative ( f (rκ) − f G(rκ))/ f (rκ) ∼ ε/ f (rκ) peut être très
grande quand la fonction elle-même est de faible valeur. Pour illustrer ceci, considé-
rons la fonction f (r) = exp(−r) sur une grille radiale [0; 10]. À la fin de l’optimisa-
tion nous aurions ( f (r0)− f G(r0))/ f (r0) ∼ ε, alors que ( f (rmax)− f G(rmax))/ f (rmax)
∼ exp(10)ε. Même si une erreur absolue ε ∼ 0.001 signifie une bonne reproduction
de exp(−r) pour des faibles distances, pour des grandes distances (r ∼ 10) nous
avons une erreur relative ∼ 0.001 exp(10) ≈ 2200%. Cela peut être un problème
sérieux notamment si f G(r) remplace f (r) dans une application où des erreurs sur
les petites valeurs de la fonction à grande distance sont susceptibles de fausser un
calcul d’intégrale, par exemple. Dans cette illustration nous avons supposé que ε
est constant, mais même si ce n’est pas le cas, nous sommes dans la même situa-
tion quand il y a des grandes différences entre les termes du numérateur de l’équa-
tion (1.61).

Pour surmonter ce problème, une autre normalisation possible consisterait à tra-
vailler avec

Ξnorm(α1, . . . , αN) =
ηmax

∑
ν=1

κmax

∑
κ=1

(
fν(rκ)− f G

ν (rκ)
)2

( fν(rκ))
2 + D(α1, . . . , αN). (1.63)

L’inconvénient de minimiser Ξnorm plutôt que Ξ est que des divergences risquent
d’apparaître lorsque fν(rκ) tend vers zéro. Une alternative afin de mettre l’accent
sur des régions radiales favorables, et c’est ce que nous avons choisi de faire, est de
minimiser Ξ en pondérant l’équation (1.60) avec une fonction de poids w(r) :

fν(r) ≈ w(r) f G
ν (r) ≡ w(r)

N

∑
i=1

[ci]ν e−αir2
. (1.64)

Pendant la minimisation de la fonction Ξ, deux étapes différentes sont distinguées :
— Les exposants {αi} sont optimisés par une méthode non linéaire. Il est pré-

férable que l’optimisation soit effectuée par une méthode sans gradient (c’est
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également le choix dans (NESTMANN et PEYERIMHOFF, 1990)). En d’autres
termes, les dérivées analytiques ∂αi (Ξ) ne seront pas impliquées dans l’op-
timisation. Nous avons comparé la minimisation par une méthode sans gra-
dient et une qui implique les dérivées analytiques 3 (ZHU et al., 1997) et nous
avons trouvé que cette dernière est peu efficace dans le présent contexte.

— Ξ dépend linéairement des coefficients [ci]ν. Une façon simple pour les opti-
miser est d’appliquer une MMC standard (de la même manière que dans le
paragraphe 1.1.3).

Les étapes principales de l’algorithme de minimisation de Ξ sont :

1. Sélectionner un choix initial des exposants {αi}.
2. Calculer les coefficients [ci]ν selon une MMC standard.

3. Varier les exposants {αi} en utilisant une méthode d’optimisation sans gra-
dient M .

4. Recalculer les [ci]ν optimaux par une MMC standard.

5. Vérifier les critères de convergence de M .

6. Itérer sur les étapes (3), (4) et (5) jusqu’à avoir atteint un des critères de
convergence de M .

Pour l’étape 3, Nestmann et Peyerimhoff ont utilisé la méthode standard de Powell (ex-
pliquée dans l’annexe A). Faure et al. (FAURE et al., 2002) ont créé le code FOR-
TRAN « GTOBAS » (Gaussian Type Orbital BASis) qui met en application l’approche
de (NESTMANN et PEYERIMHOFF, 1990). Dans le paragraphe suivant, nous allons
expliquer la structure de base de ce code. Ensuite, nous allons l’utiliser pour ajuster
des fonctions radiales liées et du continuum.

1.2.1 Structure du code GTOBAS

Le fonctionnement général du code GTOBAS (FAURE et al., 2002) peut s’expli-
quer en trois parties.

Fonctions à ajuster

GTOBAS a été construit principalement pour ajuster des Fonction(s) Régulière(s)
de Coulomb (FRC) et des Fonction(s) de Bessel Sphérique(s) (FBS). Ces fonctions
sont générées initialement par un autre code qui s’appelle « NUMCBAS » (NUMerical
Coulomb BASis). Cependant, il est facile de modifier le code GTOBAS pour accepter
des fonctions quelconques. Il faut souligner que le nombre νmax de fonctions à ajuster
ne doit pas dépasser le nombre de gaussiennes N.

Initialisation

Le choix initial des exposants est critique et a une forte influence sur la qualité du
minimum trouvé pour la fonction Ξ (1.61), et sur le temps requis pour l’optimisation.
Faure et al. ont trouvé qu’un bon choix d’initialisation est la fameuse base gaussienne
tempérée « even-tempered » (REEVES et HARRISON, 1963 ; FELLER et RUEDENBERG,
1979) dans lequel les exposants vérifient la formule :

αi = βγi, (1.65)

3. Pour ces tests, afin de maintenir la propriété de dérivabilité au sens fort, nous avons remplacé
dans l’équation (1.62) la valeur absolue par une puissance carrée.
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où ils ont pris β = 0.016 et γ = 1.39. Dans les optimisations présentées dans les
paragraphes suivants, nous adoptons cette initialisation.

Algorithmes d’optimisation

Les méthodes adoptées dans (FAURE et al., 2002) pour optimiser les exposants
{αi} et les coefficients [ci]ν sont celles proposées par (NESTMANN et PEYERIMHOFF,
1990). Ils utilisent la méthode de Powell (voir annexe A) pour optimiser les {αi} et les
sous-programmes « SVDFIT », « SVBKSB » et « SVDCMP » présentés dans (PRESS

et al., 1993) pour effectuer la MMC standard qui donne les coefficients [ci]ν par une
technique de décomposition en valeurs singulières.

Les minimisations linéaires exigées par Powell sont effectuées par la méthode de
Brent (PRESS et al., 1993). Les critères d’arrêt du programme sont donnés dans l’an-
nexe A.

1.2.2 Fonctions liées de l’atome d’hydrogène

Les solutions normées de l’équation de Schrödinger qui décrivent les états liés de
l’hydrogène, avec les coordonnées sphériques (r, θ, φ), sont bien connues (MESSIAH,
1995) :

φnlm(r) = Rnl(r)Ym
l (r̂) avec r̂ ≡ (θ, φ), et


r ∈ R+,
θ ∈ [0; π],
φ ∈ [0; 2π[.

(1.66)

où :
— n est le nombre quantique principal qui détermine la couche électronique

principale : n = 1, 2, . . . .
— l est le nombre quantique de moment angulaire orbital qui désigne les sous-

couches et détermine la distribution angulaire : l = 0, 1, . . . , (n− 1).
— m est le nombre quantique magnétique : −l ≤ m ≤ l.
— Ym

l (r̂) sont les harmoniques sphériques (voir annexe E).
— Rnl(r) représente la partie radiale qui s’exprime comme :

Rn,l(r) =

√(
2
n

)3 (n− l − 1)!
2n(n + l)!

e−
r
n

(
2r
n

)l

L2l+1
n−l−1

(
2r
n

)
, (1.67)

où Lp
n(x) sont les Polynôme(s) de Laguerre Généralisé(s) (PLaG) (voir défini-

tion (B.2)).
Nous avons employé GTOBAS pour ajuster quelques fonctions radiales Rnl(r).

État 1s (n = 1, l = 0)

L’équation (1.67) devient ici :

R1s(r) = 2e−r. (1.68)

La figure 1.9 montre la fonction radiale R1s(r) tracée avec l’ajustement jusqu’à rmax =
10 par N = 6, 8 et 10 FGR, ainsi que les erreurs relatives correspondantes. La qua-
lité de l’ajustement est bonne pour N = 6, notamment dans la première moitié de la
boîte radiale∼ [0; 6]. En augmentant le nombre de FGR à N = 8, l’erreur sur l’ajuste-
ment diminue encore. Mais avec N = 10, nous remarquons que la qualité ne change
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FIGURE 1.9 – Panneau supérieur : La fonction radiale R1s(r) =
2 exp(−r) est tracée ainsi que sa représentation avec N = 6, 8 et 10
FGR. Dans le panneau inférieur les erreurs relatives correspondantes

sont tracées.

que très légèrement. D’autre part, dans ces trois cas l’erreur relative augmente signi-
ficativement dans la seconde moitié de la boîte radiale et tend vers 1. Cela est dû à
deux raisons qui s’accumulent :

— exp
(
−r2) décroît beaucoup plus vite que exp(−r), donc les gaussiennes dé-

croissent plus vite que R1s(r) :

R1s(r)− RG
1s(r)

R1s(r) r→10−−−→ R1s(r)
R1s(r)

∼ 1 (1.69)

— R1s(r)r� � R1s(r)r�, et alors c’est plutôt les petites distances radiales qui
sont considérées durant l’optimisation, comme nous l’avons souligné au dé-
but de la partie 1.2.

Si l’on souhaite reproduire R1s(r) avec une bonne précision pour de grandes valeurs
de r, nous suggérons les solutions suivantes :

— Ajuster w(r)R1s(r) plutôt que R1s(r), telle que w(r) est une fonction poids qui
donne de l’importance aux grandes distances (par exemple, r, r2, etc.).

— Étendre la taille de la boîte radiale jusqu’à rmax +∆r, où ∆r vaut quelques uni-
tés (∼ 2− 4), en ajoutant des FGR, pourra améliorer la qualité de l’ajustement
en r ∼ rmax.

— Initialiser les exposants {αi} au début de la minimisation en employant des
exposants suffisamment faibles, en sort que exp

(
−αr2

max
)
∼ 1.

-----------·· 
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FIGURE 1.10 – Panneau supérieur : La fonction radiale R3s(r) (1.70)
est tracée ainsi que sa représentation avec N = 10, 12 et 15 FGR. Dans
le panneau inférieur les erreurs absolues correspondantes sont tra-

cées.

État 3s (n = 3, l = 0)

L’équation (1.67) devient ici :

R3s(r) =
2

3
√

3

(
1− 2r

3
+

2r2

27

)
e−

r
3 . (1.70)

La figure 1.10 montre la fonction radiale R3s(r) tracée avec l’ajustement jusqu’à
rmax = 30 par N = 10, 12 et 15 FGR, ainsi que les erreurs absolues correspondantes.
Comme pour le cas de 1s, la qualité augmente lorsque N augmente pour des petites
distances et se stabilise à N ∼ 12. Cependant, pour des grandes distances la repro-
duction est plus précise dans le cas N = 10. En effet, l’augmentation de N revient
à ajouter des grandes valeurs d’exposants dans l’initialisation (1.65) qui servent à
améliorer l’ajustement pour des petites distances radiales là où R3s(r) est impor-
tante, mais peuvent aussi le dégrader dans la zone radiale où R3s(r) est faible (pour
des grandes distances).

Pour conclure, dans les deux cas 1s et 3s la qualité des ajustements est raisonnable
et les nœuds des deux fonctions sont bien reproduits avec des FGR. Cependant, la
qualité n’est pas la même le long de l’axe radial. Plusieurs paramètres contrôlent
cette qualité qui dépend de r et l’ajusteur doit raisonner en fonction de l’utilisation
des ces ajustements dans un calcul physique.

1.2.3 Continuum : Fonctions régulières de Coulomb

Les FRC (MESSIAH, 1995) sont les fonctions d’onde des électrons diffusés par un
potentiel Coulombien d’un atome hydrogénoïde. Elles sont les solutions régulières
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FIGURE 1.11 – La valeur minimale de Ξe f f = Ξ− D à la fin de l’op-
timisation de l’ensemble Fl=1 en fonction du nombre N de FGR uti-
lisées, ainsi que le temps total (en secondes) exigé par le processeur

dans chaque calcul.

de l’équation radiale suivante :[
d2

d(kr)2 +

(
1− 2η

kr
− l(l + 1)

(kr)2

)]
Fl(η, kr) = 0, (1.71)

où k est le nombre d’onde (lié à l’énergie par la relation E = k2/2) et η = −z/k est
le paramètre de Sommerfeld avec z le nombre de charges du noyau. Les FRC sont des
fonctions réelles définies par :

Fl(η, kr) = (2kr)l+1e−
πη
2
|Γ (l + 1 + ıη)|

2Γ (2l + 2)
e±ıkr

1F1 (l + 1± ıη, 2l + 2;∓2ıkr) , (1.72)

où 1F1(a, b; z) désigne la Fonction Hypergéométrique Confluente (FHC) (voir défi-
nition (B.10)). Dans ce travail, les FRC sont évaluées numériquement en utilisant
la bibliothèque en langage FORTRAN « COULCC » (COULomb functions of Complex
order with Complex arguments) (THOMPSON et BARNETT, 1985).

Considérons l’ensemble de 6 FRC,

Fl=1 : {Fν(r) = Fl=1(η, kνr)}ν=1,...,6 (1.73)

avec z = 1 et kν = 0.5 + 0.25(ν− 1). Nous avons ajusté Fl=1 dans la boîte radiale
B : [0; 25] avec, successivement, N = 10, 15, 20, 25 et 30 FGR, en utilisant un pro-
cesseur de 2.66 GHz. Nous rappelons que les critères d’arrêt du programme sont
donnés dans l’annexe A. Le diagramme 1.11 montre le minimum de Ξe f f = Ξ− D
trouvé à la fin de l’optimisation dans chaque cas, ainsi que la durée totale de cal-
cul. Bien évidemment, quand N augmente, la durée d’optimisation augmente aussi
(comme N2). L’erreur sur l’ajustement Ξe f f ne diminue plus en ajoutant des FGR
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FIGURE 1.12 – Les fonctions Fν(r) avec leurs ajustements par N =
15 FGR, ainsi que les erreurs absolues correspondantes, sont tracées

pour ν = 1, 3, 4, 6.

après un certain seuil Nmax. D’après le diagramme 1.11 nous constatons que Nmax
est de l’ordre ∼ 25.

La figure 1.12 montre 4 FRC de l’ensemble Fl=1 avec leurs ajustements par N =
15 FGR ainsi que les erreurs absolues correspondantes. Les exposants {αi} optimi-
sés sont donnés dans la table 1.3. Pour des basses énergies, les FRC sont bien repro-
duites. À contrario, pour des énergies élevées, notamment pour k6 = 1.75 u.a., la
qualité d’ajustement se dégrade, en particulier pour des grandes distances.

La figure 1.13 montre les mêmes fonctions pour N = 30 FGR. Les exposants {αi}
optimisés sont donnés dans la table 1.3. La qualité des ajustements dans B avec
N = 30 est nettement meilleure que celle obtenue avec N = 15 FGR. Même la FRC
la plus oscillante F6(r) est bien reproduite. Néanmoins, l’amélioration de la qualité
des ajustements a des conséquences à l’extérieur de B. Cette amélioration est en
effet accompagnée par l’apparition de Fonction(s) Gaussienne(s) Diffuse(s) (FGD),
en d’autres termes des gaussiennes qui ne décroissent vers 0 qu’après de très larges
distances, bien au-delà de B. Les FGD correspondent à des petits exposants αi et
sont associées ici à des grands coefficients [ci]η .

Les FGD ne représentent pas nécessairement un souci. Dans les calculs physiques
qui nous intéressent, les fonctions du continuum (FRC dans notre cas) sont toujours
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N = 15 N = 30
{αi} [ci]6 {αi} [ci]6

0.07751957 −13.47744811× 106 1.58249100 +72.71413413× 101

0.06753915 +20.21486541× 107 1.22651051 −10.42968361× 103

0.05956179 −13.16218772× 108 0.96621162 +75.33796057× 103

0.05287584 +50.58697674× 108 0.76897671 −37.35099018× 104

0.04710776 −13.06852483× 109 0.61635850 +14.58757763× 105

0.04207157 +24.07756887× 109 0.49712692 −48.40855566× 105

0.03761867 −32.59432163× 109 0.40359045 +14.17730685× 106

0.03363378 +32.96463804× 109 0.32971390 −37.29837427× 106

0.03004372 −25.02201108× 109 0.27049685 +90.42840628× 106

0.02679870 +14.05857578× 109 0.22272875 −20.69886196× 107

0.02383518 −56.41549948× 108 0.18419212 +44.93665134× 107

0.02109763 +15.23025875× 108 0.15266206 −94.44474118× 107

0.01853176 −24.68909388× 107 0.12701080 +19.31931871× 108

0.01611527 +18.33975332× 106 0.10611170 −37.97713577× 108

0.02341028× 10−12 −13.19506264691 0.08891928 +71.51362242× 108

0.07485715 −12.55110621× 109

0.06311623 +20.30396815× 109

0.05327589 −30.24938834× 109

0.04501112 +41.07694819× 109

0.03802207 −50.38019986× 109

0.03208008 +55.66201906× 109

0.02703677 −54.92453905× 109

0.02273676 +47.77155082× 109

0.01907142 −36.05834867× 109

0.01593706 +23.10723711× 109

0.01325844 −12.23504290× 109

0.01097383 +51.21093494× 108

0.00902130 −15.75466400× 108

0.00734905 +31.41815965× 107

0.00590246 −30.03537628× 106

TABLE 1.3 – Les exposants {αi} optimisés pour reproduire l’en-
semble Fl=1 des fonctions FRC dans les deux cas N = 15 et N = 30.
Les coefficients [ci]6 correspondant à la fonction F6(r) sont également

donnés.
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FIGURE 1.13 – Même chose que sur la figure 1.12 avec N = 30 FGR.
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multipliées par un terme décroissant qui désigne l’état initial de l’atome (ou de la
molécule). Le terme décroissant annule la fonction du continuum après une certaine
distance. Si la fonction du continuum est remplacée par son ajustement avec des
FGR, tout le comportement erroné à grande distance, notamment en dehors de la
boîte B, ne présentera aucune conséquence néfaste. En fait, dans notre thèse nous
nous intéressons au calcul de sections efficaces qui impliquent des éléments de la
matrice de transition Tik d’un état initial (lié) φi(r) vers un état final (du continuum)
ψk, par un certain opérateur Ô qui dépend de la nature physique de problème en
considération :

Tik = 〈ψk(r)|Ô|φi(r)〉 . (1.74)

De tels calculs sont effectués d’une façon détaillée dans les chapitres 3 et 4. Dans les
cas que nous traitons dans cette thèse, après une certaine distance la partie radiale de
φi(r) est censée annuler l’ajustement du continuum par des gaussiennes. Pourtant, si
l’amplitude des FGD est très grande, il n’y a aucune garantie que ces dernières seront
effectivement effacées. Pour illustrer ceci, nous définissons les fonctions effectives :

Fe f f
η (β, r) = Fη(r)e−βrr2, (1.75)

où la FTS exp(−βr) représente l’état initial d’un atome hydrogénoïde et r2 vient
de l’élément de volume en coordonnées sphériques (puisque nous anticipons une
intégration de la forme (1.74)).

Considérons le cas de β = 0.5. Cela correspond à l’état 2s d’un atome hydrogé-
noïde. La figure 1.14 montre les fonctions F6(r) et Fe f f

6 (r) ≡ Fe f f
6 (β = 0.5, r) avec les

ajustements par N = 15 et N = 30 FGR. Les coefficients [ci]6 optimisés sont donnés
dans la table 1.3. Dans le cas N = 15, il existe une FGD avec α15 ∼ 10−14 qui sera
diffusée typiquement jusqu’à rmax ∼ 107 : exp

(
−α15r2

max
)
≈ exp

(
−10−14r2

max
)
∼ 1.

Les autres exposants {α1, . . . , α14} sont raisonnables et donc les gaussiennes corres-
pondantes tendent vers 0 pour des grandes distances : r ∼ 30. C’est pourquoi nous
remarquons que l’ajustement tend vers [c15]6 ∼ −13 (voir table 1.3 et figure 1.14) en
dehors de B :

15

∑
i=1

[ci]6 e−αir2

r→30−−−→ [c15]6 e−α15r2 ≈ [c15]6 .

Toutefois cette gaussienne est diffusée avec une amplitude modeste et elle est com-
pensée par la décroissance du terme exp(−0.5r). Par conséquent la fonction effective
Fe f f

6 (r) est bien reproduite à l’intérieur et à l’extérieur de la boîte B comme le montre
la partie basse de la figure 1.14. Concernant le cas N = 30, l’optimisation implique
une FGD avec une large amplitude qui ne sera pas rattrapée par la décroissance
exponentielle exp(−0.5r) qu’après r ∼ 35 u.a..

Interpolation sur la grille énergétique

Nous soulignons dans ce paragraphe le fait que les exposants optimisés {αi}opt

pour reproduire les FRC de l’ensemble Fl=1 (1.73), couvrent toute la grille énergé-
tique k ∈ [k1 = 0.5; k6 = 1.75]. En d’autres termes, il est facile de représenter avec
des gaussiennes les FRC sur ce domaine énergétique, avec une erreur raisonnable,
sur r ∈ [0; 25]. Pour cela, il suffit d’employer une simple MMC afin de trouver les
coefficients {ci}k qui correspondent aux {αi}opt.

Nous montrons quatre exemples sur la figure 1.15 où nous avons appliqué une
MMC pour représenter quatre FRC avec k = 0.4, 0.9, 1.4, 1.8 (valeurs qui ne font pas
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FIGURE 1.15 – Les fonctions Fk(r) et leurs ajustements par N = 30
FGR sont tracées pour k = 0.4, 0.9, 1.4, 1.8, ainsi que les erreurs
absolues correspondantes. Les exposants {αi} sont donnés dans la

table 1.3.
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partie de la grille définie en (1.73)) en utilisant les 30 exposants optimisés pour repro-
duire les FRC de l’ensemble Fl=1 (1.73). On voit un bon accord entre les fonctions
exactes et leurs ajustement pour k = 0.4, 0.9, 1.4. Pour k = 1.8, la qualité commence
à se dégrader.

En conséquence, dans une application physique, nous ne sommes pas limités
par les énergies fixées lors de l’ajustement. Dans l’exemple de l’ensemble Fl=1, les
gaussiennes optimisées permettent d’évaluer la quantité physique en question (la
section efficace par exemple) avec les gaussiennes optimisées sur toute la grille k ∈
[0+; 1.75].

1.2.4 Approche d’optimisation modifiée

Nous avons essayé d’améliorer l’approche de Nestmann et Peyerimhoff en deman-
dant que la dérivée de la fonction à optimiser ∂r f (r) soit aussi optimisée par la déri-
vée de la combinaison de gaussiennes

∂r f G(r) = −2r
N

∑
i=1

ciαie−αir2
. (1.76)

La nouvelle version normalisée pour un ensemble de fonctions { f1, . . . , fνmax} de-
vient :

Ξmodi f (α) = Ξe f f (α) + Ξ
′
c(α) +D(α) (1.77)

avec

Ξe f f (α) =
νmax

∑
ν=1

∑κ

(
fν(rκ)− f G

ν (rκ)
)2

∑κ ( fν(rκ))
2 . (1.78)

Nous avons testé plusieurs options pour le second terme de (1.77),

Ξ
′
0(α) = 0 cas (0),

Ξ
′
1(α) =

νmax

∑
ν=1

∑κ

(
∂r fν(rκ)− ∂r f G

ν (rκ)
)2

∑κ (∂r fν(rκ))
2 cas (1),

Ξ
′
2(α) =

νmax

∑
ν=1

∑κ

(
∂r fν(rκ)− ∂r f G

ν (rκ)
)2

∑κ

[
( fν(rκ))

2 + (∂r fν(rκ))
2
] cas (2),

Ξ
′
3(α) = 10−4 ×

νmax

∑
ν=1

∑κ

(
∂r fν(rκ)− ∂r f G

ν (rκ)
)2

∑κ (∂r fν(rκ))
2 cas (3).

(1.79)

Application 1 : Fonction de type Slater

Considérons le cas simple

f (r) = e−r ⇒ ∂r f (r) = −e−r. (1.80)

L’ajustement est effectué le long d’une grille radiale [0; 10] avec N = 5 FGR.
L’évolution de Ξe f f (α) et de Ξ

′
c(α) en fonction de la durée d’optimisation est don-

née dans la figure 1.16. La valeur finale de Ξe f f (α) est 1.48× 10−5, 2.30× 10−4, 1.75×
10−4, 1.49× 10−5 pour les cas c = 0, 1, 2, 3, respectivement. Clairement, le cas (0) est
le meilleur au niveau de qualité et durée d’optimisation. Dans le deux cas c = 1 et
c = 2, le terme Ξ

′
c(α) est le terme dominant. Afin de réduire ce terme on l’a multiplié

par 10−4 (c = 3), mais cela ne rapporte aucun avantage par rapport au cas c = 0.
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FIGURE 1.16 – L’évolution de Ξe f f (α) (1.78) et Ξ
′
c(α) (1.79) en fonc-

tion de la durée d’optimisation pour c = 0 (cas (0)), c = 1 (cas (1)),
c = 2 (cas (2)) et c = 3 (cas (3)), dans le cas d’une FTS exp(−r).

Application 2 : Fonction régulière de Coulomb

On considère cette fois une fonction de Coulomb (avec l = 0 et k = 0.5). L’ajus-
tement est effectué sur r ∈ [0; 25] avec N = 25 FGR dans l es quatre cas c = 0, 1, 2, 3.
L’évolution de Ξe f f (α) et de Ξ

′
c(α) en fonction de la durée d’optimisation (t) est don-

née dans la figure 1.17. Le cas (0) donne la meilleur qualité d’ajustement. Les deux
cas (1) et (2) sont peu intéressants. Quant au cas (3), même si l’optimisation semble
bonne, il faut souligner que cette optimisation ne rapporte aucun avantage par rap-
port au cas (0). D’autre part, la valeur de Ξe f f augmente entre t = 1 seconde et t = 10
secondes au lieu de diminuer d’une façon monotone.

Pour conclure, il semble que l’optimisation tenant compte des dérivées n’apporte
pas d’avantage significatif et nous ne retiendrons donc pas cette variante pour les
applications.

1.2.5 La dérivée d’une fonction de type Slater

Dans le paragraphe précédent, nous n’avons pas réussi à améliorer la méthode
d’optimisation pour tenir compte de la dérivée de la fonction à ajuster R(r), no-
tamment quand il s’agit d’une FTS. Dans ce paragraphe, nous allons discuter de
cette difficulté et montrer que ce problème n’aura pas forcement de conséquence sé-
rieuse. La raison pour laquelle nous nous intéressons au cas d’une fonction FTS est
la suivante : dans le calcul des section efficaces de photoionisation dans la jauge de
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FIGURE 1.17 – L’évolution de Ξe f f (α) (1.78) et Ξ
′
c(α) (1.79) en fonc-

tion de la durée d’optimisation pour c = 0 (cas (0)), c = 1 (cas (1)),
c = 2 (cas (2)) et c = 3 (cas (3)), dans le cas d’une FRC.

vitesse 4, le terme ∂rRi(r) intervient, où Ri(r) désigne la fonction radiale de l’état ini-
tial. Cette dernière est souvent donnée en termes de FTS dans le cas d’un atome ou
d’une molécule (notamment dans une expansion monocentrique).

Une des différences entre les FTS et les gaussiennes est le fait que la pente à
l’origine décroît différemment. Toutefois, une simple multiplication par r, pourra
résoudre ce problème. En effet :

lim
r→0

[
∂r

(
re−βr

)]
= lim

r→0

[
∂r

(
re−αr2

)]
= 1. (1.81)

On introduit donc la fonction P(r) telle que

R(r) =
P(r)

r
, (1.82)

et alors

R′(r) =
P′(r)

r
− R(r)

r
. (1.83)

Il faut souligner que la singularité à l’origine dans les équations (1.82) et (1.83) ne
pose aucun problème dans les intégrales radiales nécessaires pour trouver les sec-
tions efficaces dans le chapitre 5 car elles sont compensées par l’élément de volume

4. Il existe plusieurs choix de jauge équivalents qui permettent d’évaluer la section efficace ; en
particulier nous utiliserons aux chapitres 4 et 5 la jauge de longueur et la jauge de vitesse.
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FIGURE 1.18 – Panneau supérieur : La fonction radiale R′1s(r) est tra-
cée en utilisant les N = 6 FGR optimisées pour reproduire R1s(r)
dans la partie 1.2.2. Dans le panneau inférieur l’erreur relative corres-

pondante est tracée.

r2. En utilisant les gaussiennes optimisées dans les parties précédentes

R(r) =
N

∑
i=1

cie−αir2
, (1.84)

on trouve

P(r) = r
N

∑
i=1

cie−αir2

⇒ P′(r) =
N

∑
i=1

ci(1− 2rαi)e−αir2
.

(1.85)

La nouvelle fonction P(r) se comporte à l’origine comme les gaussiennes multipliées
par r. Par conséquent, la pente à l’origine (et donc la dérivée P′(r)) sera également
bien reproduite avec les gaussiennes.

En conclusion, nous avons réécrit la fonction R′(r), qui est mal reproduite à l’ori-
gine par les gaussiennes, sous la forme d’une soustraction de deux fonctions repré-
sentées correctement par les mêmes gaussiennes.

Exemple : H(1s)

Prenons comme exemple la fonction R1s(r) = 2 exp(−r) qui est déjà ajustée avec
des FGR dans la partie 1.2.2. Bien que la reproduction de R1s(r) avec N = 6 FGR soit
bonne (voir figure 1.9), on trouve que R′1s(r) n’est pas correctement reproduite par
ces FGR près de l’origine, comme cela est montré dans la figure 1.18. En revanche,

.. ... ... 
:i:.\ 
\'••·· ,,, .. ' .. ,.,, ,, .. . 

1 ,, ••• 
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FIGURE 1.19 – Panneau supérieur : La fonction radiale P1s(r) est tra-
cée en utilisant les N = 6 FGR optimisées pour reproduire R1s(r)
dans la partie 1.2.2. Dans le panneau inférieur l’erreur relative corres-

pondante est tracée.

la fonction P1s(r) = 2r exp(−r) (figure 1.19) et sa dérivée P′1s(r) (figure 1.20) sont
correctement reproduites avec les mêmes 6 FGR.

1.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué plusieurs techniques pour ajuster des
fonctions arbitraires avec des FGR. La méthode de convergence faible au sens de
Klink et Payne (KLINK et PAYNE, 1976), et celle au sens de Huzinaga (HUZINAGA,
1965) consistent à transformer le problème d’optimisation des exposants non li-
néaires en un problème linéaire, plus facile à résoudre. La technique de Klink et
Payne n’est pas très efficace et assez peu flexible. En revanche, la méthode étendue
de Huzinaga est plus performante mais seulement pour des fonctions d’onde liées
ou qui oscillent lentement. Pour des fonctions oscillantes sur des larges distances, il
convient plutôt d’appliquer la méthode des moindres carrés non-linéaire introduite
par Nestmann et Peyerimhoff (NESTMANN et PEYERIMHOFF, 1990). Malgré leurs pro-
priétés peu favorables (sans nœuds et fortement décroissantes à grandes distances),
les FGR sont capables de représenter correctement des fonctions du continuum dans
des boîtes radiales finies. Cependant des FGD avec des grandes amplitudes peuvent
apparaître. Cela pourrait être un problème dans un calcul physique si ces ampli-
tudes deviennent trop importantes. D’autre part, les coefficients linéaires sont mal
conditionnés et peuvent créer des problèmes numériques.

Les fonctions du continuum oscillent et ne décroissent jamais. Il n’est donc pas
étonnant que leur ajustement par des FGR soit difficile. Nous allons ainsi chercher
à introduire une modification aux fonctions gaussiennes classiques dans le prochain
chapitre.
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FIGURE 1.20 – Panneau supérieur : La fonction radiale P′1s(r) est tra-
cée en utilisant les N = 6 FGR optimisées pour reproduire R1s(r)
dans la partie 1.2.2. Dans le panneau inférieur l’erreur relative corres-

pondante est tracée.

. . . ~ .. 
,: '. 
,' , . 
,, :: 
:: :: 





43

Chapitre 2

Représentation avec des
gaussiennes complexes

Dans le chapitre 1, nous avons présenté plusieurs approches pour représenter
des fonctions arbitraires avec des Fonction(s) Gaussienne(s) Réelle(s) (FGR). Dans
le cas des fonctions liées les résultats sont acceptables. Quant aux états du conti-
nuum, le comportement décroissant et non-oscillant des FGR les rend moins appro-
priées pour cette tâche. Il est possible de reproduire des fonctions oscillantes dans
une boîte radiale finie, mais cela engendre souvent des Fonction(s) Gaussienne(s)
Diffuse(s) (FGD) avec des grandes amplitudes au-delà de la boîte (section 1.2.3).
D’autres problèmes liés à la capacité limitée de la machine de calcul surgissent : les
coefficients d’expansion des FGR sont très grands et mal conditionnés, et des très
petits exposants apparaissent. Les opérations telles que les sommations sur les coef-
ficients divisés par les exposants, et qui apparaissent dans les intégrales comme :

∫ ∞

0

(
∑

i
cie−αir2

)
dr = ∑

i

∫ ∞

0
cie−αir2

dr

=

√
π

2 ∑
i

 ci

α
1
2
i

 ,

(2.1)

seront numériquement erronées.
Dans ce chapitre, nous allons introduire des Fonction(s) Gaussienne(s) Com-

plexe(s) (FGC), et mettre en évidence leur supériorité dans la représentation des
fonctions oscillantes, notamment les fonctions d’onde du continuum. Nous adop-
tons une version modifiée de la méthode proposée par Nestmann et Peyerimhoff (NEST-
MANN et PEYERIMHOFF, 1990), discutée dans le paragraphe 1.2. Nous avons généra-
lisé cette méthode afin de pouvoir l’appliquer à des fonctions complexes.

Des processeurs à 2.66 GHz sont utilisés pour effectuer les optimisations. Nous
utilisons quatre cœurs de calcul et une version parallélisée de LAPACK.

2.1 Fonctions gaussiennes complexes : définition

Les FGC sont définies comme :

G(r) = e−αr2
tel que α ∈ C et <(α) > 0. (2.2)

Les propriétés des intégrales qui s’appliquent sur une FGR, s’appliquent également
sur une FGC tant que la partie réelle <(α) > 0 (GRADSHTEYN et RYZHIK, 2014).
Cette partie réelle détermine la portée de la gaussienne G(r). En d’autres termes,
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le module exp
(
−<(α)r2) souligne le comportement décroissant de G(r). La partie

imaginaire =(α) donne naissance à des oscillations de la forme :

e−ı=(α)r2
= cos

(
=(α)r2)− ı sin

(
=(α)r2) . (2.3)

La vitesse de ces oscillations n’est pas constante et augmente avec r. La figure 2.1
illustre la nature oscillante des FGC, avec α = 0.1 + ıπ/4 et α = 0.1 + πı. La
deuxième gaussienne oscille clairement plus vite. Les gaussiennes décroissantes sont
encadrées par ±|G(r)| = ± exp

(
−0.1r2). Une seule FGC possède des oscillations,

alors qu’il faut une combinaison linéaire de plusieurs FGR pour reproduire des os-
cillations.

Dans le cas particulier où la partie réelle d’une FGC tend vers zéro <(α) → 0,
nous avons à faire à une fonction non-décroissante de la forme :

G(r) = e−ı=(α)r2
tel que =(α) ∈ R∗. (2.4)

Dans l’exemple tracé dans la figure 2.2, on observe que les deux parties réelle et
imaginaire oscillent, sans décroissance, jusqu’à l’infini et leurs vitesses d’oscillation
augmentent avec r. En d’autres termes, les oscillations à l’infini sont très serrées et
la période tend vers 0. Nous ne nous sommes pas intéressés à ce cas particulier dans
notre travail pour plusieurs raisons :

— Si <(α) = 0, les FGC ne sont plus des fonctions de carré sommable, et l’inté-
grale au sens de Lebesgue :

∫ ∞
0

∣∣exp
(
−ı=(α)r2)∣∣2 dr ne converge pas.

— En général, les propriétés d’intégrale sur une gaussienne réelle sont stricte-
ment extensible à une gaussienne complexe à condition que cette dernière ait
une partie réelle strictement positive.

— Il est difficile d’interpréter le sens physique des oscillations pour des larges
distances. En effet, les fonctions d’ondes diffusées par un potentiel physique
ne se comportent pas à l’infini comme exp

(
−ıkr2) où k ∈ R∗.

— En général, les grandes valeurs des parties réelles des exposants sont impor-
tantes dans l’optimisation pour des faibles distances. La contrainte <(αi) = 0
réduit la flexibilité des gaussiennes et les rend inappropriées pour des faibles
distances.

2.2 Approche d’ajustement

Pour ajuster un ensemble de νmax fonctions arbitraires { fν(r)} avec des FGC,
nous allons généraliser l’approche de Nestmann et Peyerimhoff (NESTMANN et PEYE-
RIMHOFF, 1990) présentée dans la partie 1.2 afin de trouver les meilleurs paramètres
complexes [ci]ν et {αi} tels que :

fν(r) ' f cG
ν (r) ≡ w(r)

N

∑
i=1

[ci]ν e−αir2
(2.5)

où w(r) est une fonction poids.
Nous rappelons que l’approche de (NESTMANN et PEYERIMHOFF, 1990) consiste

à minimiser la somme au carré des différences entre { fν(r)} et { f cG
ν (r)}, sur une

grille radiale discrétisée, définie par l’équation (1.61) dans le cas des fonctions réelles.
Dans le cas d’un ajustement par des fonctions complexes, nous définissons cette
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FIGURE 2.1 – Les parties réelle (en rouge) et imaginaire (en vert)
d’une FGC sont tracées pour α = 0.1 + ıπ/4 (en haut) et α = 0.1 + πı

(en bas). Les courbes en bleu représentent ±|G|.
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FIGURE 2.2 – Les parties réelle (en rouge) et imaginaire (en vert)
d’une FGC sont tracées pour un exposant purement imaginaire α =

ıπ.

somme comme :

Ξ (<(α1), . . . ,<(αN),=(α1), . . . ,=(αN)) = Ξe f f

+ D (<(α1), . . . ,<(αN))
(2.6)

avec

Ξe f f (<(α1), . . . ,<(αN),=(α1), . . . ,=(αN)) = ∑
ν

∑κ

∣∣ fν(rκ)− f G
ν (rκ)

∣∣2
∑κ | fν(rκ)|2

. (2.7)

Ξ est une application de R2N dans R. La fonction de pénalité D est la même que (1.62),
appliquée uniquement aux parties réelles des exposants :

D (<(α1), . . . ,<(αN)) =
N

∑
i=2

i−1

∑
j=1

exp
(
−g
∣∣∣∣<(αi)

<(αj)
−
<(αj)

<(αi)

∣∣∣∣) . (2.8)

Notez que l’équation (1.61) est un cas particulier de (2.6) lorsque les fonctions { fν(r)}
et les gaussiennes sont réelles.

Pour minimiser Ξ, nous appliquons la même technique présentée dans la par-
tie 1.2. Toutefois, pour optimiser les exposants {αi}, nous employons un algorithme
d’optimisation quadratique qui s’appelle « BOBYQA » : Bound Optimization BY Qua-
dratic Approximation (POWELL, 2009) à la place de la méthode standard de Powell 1. Cet
algorithme est expliqué brièvement dans l’annexe A. Son idée clé est d’approximer
la fonction Ξ par un modèle quadratique dans des régions de confiance qui sont ré-
trécies durant l’optimisation, puis de varier les exposants {αi}, soit afin d’améliorer

1. La méthode BOBYQA a aussi été développée par Powell (POWELL, 2009).
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l’approximation quadratique, soit afin de minimiser Ξ. À chaque fois que les expo-
sants {αi} sont modifiés, les coefficients {ci}ν sont déterminés en appliquant une
méthode de moindres carrés standard. Ces deux étapes sont ensuite itérées suivant
l’algorithme présenté dans le paragraphe 1.2.

Avant de fermer cette section, nous précisons que l’optimisation avec des FGC
est plus coûteuse en terme de ressources numériques que celle avec des FGR. En fait,
dans le cas des gaussiennes réelles, il faut une optimisation pour les parties réelles
{<( fν(r))} et une autre pour les parties imaginaires {=( fν(r))}, avec N exposants
pour chaque optimisation. Donc, pour une méthode dont le temps de calcul varie
comme O

(
N2), la durée de deux optimisations sera ∼ 2O

(
N2). En revanche, dans

le cas des gaussiennes complexes, nous optimisons les fonctions { fν(r)} d’un coup
et il y a 2N exposants dans Ξ. La durée se comporte ainsi comme O

(
(2N)2) =

4O
(
(N)2) et donc deux fois plus longue. Un raisonnement analogue s’applique sur

les coefficients [ci]ν. En conclusion, du point de vue des ressources numériques, il
est conseillé d’optimiser avec des FGR pour des fonctions liées peu oscillantes, et de
basculer vers des FGC lorsque les fonctions { fν(r)} sont oscillantes sur des grandes
distances, notamment quand il s’agit des fonctions du continuum.

2.2.1 BOBYQA : Paramètres du code

Tout comme avec la méthode de Powell, avec BOBYQA le choix de l’ensemble initial
des exposants {αinit

i } est critique et a une grande influence sur le minimum trouvé,
et par conséquent sur l’ensemble final des exposants {αopt

i }. D’autres paramètres
critiques s’ajoutent :

— La région de confiance initiale ∆i et finale ∆ f . Une région de confiance est
l’espace dans lequel la fonction Ξ est approximée par un modèle quadratique
par interpolation (pour plus de détails voir annexe A).

— Les bornes a et b imposées sur l’ensemble {αi} :{
<(a) ≤<(αi) ≤ <(b),
=(a) ≤=(αi) ≤ =(b).

(2.9)

Initialisation

Les deux méthodes BOBYQA et Powell ne convergent pas de la même manière
vers leur minimum respectif. Même en fixant le même ensemble de départ {αinit

i },
il n’y a aucune garantie que le minimum trouvé soit le même. Pour cette raison,
nous n’utilisons pas la même formule d’initialisation (1.65), mais plutôt une nouvelle
initialisation qui s’avère plus efficace : log (<(αi)) =

1
N − 1

[(i− 1) log(χ) + (N − i) log(ξ)]

=(αi) = 0
(2.10)

En réalité ce choix n’est pas si différent du choix (1.65) pour les exposants réels. En
effet, les valeurs initiales {<(αi)} balayent le domaine [ξ; χ], d’une façon géomé-
trique :

<(αi+1)

<(αi)
=

(
χ

ξ

) 1
N−1

. (2.11)

La puissance 1/(N − 1) assure que le balayage soit fait lentement en générant une
partie réelle faible pour la majorité des exposants. Ceci, d’après notre expérience,
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FIGURE 2.3 – La variation de Ξ (2.6) et de Ξe f f (2.7) en fonction de la
durée d’optimisation (en secondes).

rend les gaussiennes de départ et leur domaine facilement contrôlable. Quant aux
parties imaginaires, il n’est pas évident de trouver une logique pour les construire.
La vitesse des oscillations d’une FGC ne dépend pas uniquement de la partie =(αi),
mais aussi de la distance r. Après des nombreux tests, nous avons constaté que l’ini-
tialisation des gaussiennes avec =(αi) = 0 conduit souvent à des bons résultats. Ce
choix réduit également le nombre de paramètres à régler au début de l’optimisation.

2.2.2 BOBYQA : Efficacité

Avant d’appliquer l’approche généralisée avec des FGC, nous allons d’abord
montrer l’efficacité de la méthode d’optimisation BOBYQA en se limitant temporaire-
ment aux gaussiennes réelles. Pour ce faire, nous allons ajuster l’ensemble des Fonc-
tion(s) Régulière(s) de Coulomb (FRC) Fl=1 (voir équation (1.73)) avec des FGR, et
comparer avec les résultats trouvés en utilisant la méthode de Powell dans la partie 1.2.
Les exposants initiaux (2.10) sont fixés avec χ = 0.1 et ξ = 10−5. Nous avons égale-
ment utilisé comme paramètres :

— ∆i = 0.1 et ∆ f = 10−6.
— a = 10−6 et b = 1.

Il s’avère que BOBYQA est plus efficace que Powell dans cette application. Le mi-
nimum trouvé est Ξe f f = 0.65× 10−2 (0.79× 10−2 avec Powell) avec une durée de
calcul de ∼ 28 secondes (∼ 660 secondes avec Powell). Nous avons observé 2 qu’en
général « BOBYQA » est plus efficace, notamment pour des optimisations avec un
grand nombre de paramètres N.

La figure 2.3 montre la variation de Ξ en fonction de la durée d’optimisation
(en secondes). En général, les chutes brusques de Ξ correspondent aux changements
de la région de confiance. La fonction Ξe f f se comporte comme Ξ en général, et
elle diminue lorsque cette dernière diminue. Mais parfois nous observons qu’une
partie de la durée d’optimisation est dépensée pour réduire Ξ et pas Ξe f f , donc pour
réduire la fonction D.

Les exposants optimaux {αi} sont donnés dans la première colonne de la table 2.1.
Nous rappelons que la FRC normalisée comme indiqué par (1.72) oscille approxi-
mativement entre −1 et 1. La nature non-oscillante et rapidement décroissante des
FGR est à l’origine de très grands coefficients coefficients comme ceux reportés dans

2. Nous ne montrons pas toutes les optimisations que nous avons effectuées mais nous en avons
fait suffisamment pour tirer cette conclusion.

-------\ 

' ' ' 1 
1 
1 
1 
1 

" " " ' 
!\:M ... Jw.L._ 
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i {αi} [ci]6
1 0.68837737 −0.34859759× 101

2 0.00231501 −0.31241935× 1011

3 0.01260306 +0.61025034× 1012

4 0.03337184 −0.38374085× 1012

5 0.04597764 +0.47455665× 1012

6 0.01124933 −0.17828176× 1012

7 0.07968354 −0.27207935× 108

8 0.00003331 −0.49435929× 1012

9 0.06766808 +0.16192935× 1010

10 0.03605997 +0.70934327× 1012

11 0.02826551 −0.72253025× 1012

12 0.00005308 +0.55320189× 1012

13 0.02216714 −0.13461264× 1013

14 0.03906424 −0.32181950× 1012

15 0.04253322 −0.31124550× 1012

16 0.05024853 −0.26744351× 1012

17 0.02034084 −0.16239412× 1012

18 0.01862577 +0.77277066× 1012

19 0.06129566 −0.13691749× 1011

20 0.00031468 −0.67070225× 1011

21 0.01700856 +0.36582803× 1012

22 0.02608232 +0.51558679× 1012

22 0.00189138 +0.37106409× 1011

24 0.00859475 +0.81649773× 1011

25 0.05493796 +0.85365866× 1011

26 0.01398630 −0.94265947× 1011

27 0.01542702 −0.83822117× 1012

28 0.00987813 −0.14772326× 1012

29 0.02403876 +0.97212370× 1012

30 0.03070296 +0.20078005× 1012

TABLE 2.1 – Les exposants {αi} optimisés pour reproduire l’en-
semble Fl=1 (1.73) avec N = 30 FGR. Les coefficients [ci]6 corres-

pondant à la fonction Fν=6(r) sont également donnés.
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FIGURE 2.4 – La fonction Fe f f
ν (β = 0.5, r) (1.75) est tracée avec son

ajustement par N = 30 FGR, pour ν = 1 (à gauche) et ν = 6 (à droite).
Les erreurs absolues correspondantes sont également tracées.

la deuxième colonne de la table (les coefficients [ci]6 correspondent à la fonction
Fν=6(r)). Ils sont pratiquement tous de l’ordre de 1010, et pourraient causer des pro-
blèmes numériques à cause de la limitation de la précision des machines de calcul.

Le problème des Fonction(s) Gaussienne(s) Diffuse(s) (FGD) avec des larges am-
plitudes discuté au Chapitre 1, existe toujours, comme le montre la figure 2.4. Dans
cette figure, la fonction Fe f f

ν (β = 0.5, r) (1.75) est tracée avec son ajustement par
N = 30 FGR, pour ν = 1 et ν = 6, ainsi que les erreurs absolues correspondantes. On
voit clairement que l’erreur reste modeste dans la boîte radiale d’ajustement, jusqu’à
l’apparition d’une forte croissance, vers r ∼ 25, là où la fonction Fe f f

ν (β = 0.5, r) est
déjà en principe pratiquement nulle.

Domaine réduit d’exposants

Avant de fermer cette partie, nous tenons à souligner qu’il est possible de faire
disparaître les FGD observées dans la figure 2.4 en réduisant le domaine de variation
[a; b] pour les exposants afin qu’ils ne prennent pas de très petites valeurs. Reprenons
l’ensemble des FRC Fl=1 (1.73) avec les paramètres χ = 0.05 et ξ = 10 dans (2.10).
Nous fixons le nouveau domaine pour les exposants comme [a = 0.005; b = 100] (au
lieu de [10−6; 1]). La nouvelle valeur minimale de la fonction Ξe f f (2.7) est augmen-
tée d’un facteur∼ 83 par rapport à celle trouvée avant cette réduction. Bien entendu,
la réduction du domaine d’exposants réduit la flexibilité des FGR, et par consé-
quent empire la qualité globale des fonctions ajustées dans la boîte radiale d’ajus-
tement. En revanche, contrairement au cas précédent où l’ajustement impliquait des
FGD avec des grandes amplitudes, les nouvelles fonctions ajustées décroissent na-
turellement, comme cela est illustré dans figure 2.5, où nous montrons la fonction
Fe f f

η (β = 0.5, r) (1.75) pour ν = 1 et ν = 6. Les exposants optimisés ainsi que les co-
efficients correspondants sont donnés dans la table 2.2. On observe clairement que

~ 1\\ 
·--
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i {αi} [ci]1 [ci]6
1 0.01350049 −0.14103385× 107 −0.16008331× 108

2 0.01999161 +0.39304122× 109 +0.65440114× 1010

3 0.02247594 −0.93543307× 109 −0.17702996× 1011

4 0.01769755 −0.11174506× 109 −0.16365231× 1010

5 0.01555995 +0.19033990× 108 +0.24545812× 109

6 0.02518580 +0.15999402× 1010 +0.34367811× 1011

7 0.02816242 −0.20319578× 1010 −0.49421782× 1011

8 0.03145110 +0.19443317× 1010 +0.53361998× 1011

9 0.03511357 −0.14040890× 1010 −0.43303152× 1011

10 0.03921976 +0.75633323× 109 +0.26081407× 1011

11 0.04386998 −0.29438268× 109 −0.11287045× 1011

12 0.04922326 +0.77883107× 108 +0.33004255× 1010

13 0.05553859 −0.12421966× 108 −0.57816551× 109

14 0.06339642 +0.87655944× 106 +0.44560151× 108

15 0.35013796 −0.89576299× 102 −0.30035481× 104

16 0.61614385 +0.10898483× 104 +0.26310390× 105

17 0.82145890 −0.57858219× 104 −0.12109122× 106

18 1.12869428 +0.45960815× 105 +0.83938366× 106

19 1.33661696 −0.12911677× 106 −0.22128461× 107

20 1.66842703 +0.36181423× 106 +0.57561586× 107

21 1.94271658 −0.64319176× 106 −0.97772830× 107

22 2.29817645 +0.76976391× 106 +0.11183296× 108

23 2.70310503 −0.71245814× 106 −0.99545219× 107

24 3.14469165 +0.41693262× 106 +0.56393984× 107

25 3.97743762 −0.16924685× 106 −0.21920808× 107

26 4.82798713 +0.94411234× 105 +0.11868279× 107

27 5.86518575 −0.41787416× 105 −0.51224080× 106

28 7.03157076 +0.14517179× 105 +0.17450441× 106

29 8.42931016 −0.32082756× 104 −0.37944358× 105

30 9.95973972 +0.37868928× 103 +0.44242013× 104

TABLE 2.2 – Les exposants {αi} optimisés pour reproduire l’en-
semble Fl=1 (1.73) avec N = 30 FGR après avoir réduit le domaine
des exposants. Les coefficients [ci]1 et [ci]6 correspondants respective-

ment à la fonction Fν=1(r) et Fν=6(r) sont également donnés.
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FIGURE 2.5 – La fonction Fe f f
ν (β = 0.5, r) (1.75) est tracée avec son

ajustement par N = 30 FGR, avec une borne minimale a = 0.005
imposée aux exposants, pour ν = 1 (à gauche) et ν = 6 (à droite). Les

erreurs absolues correspondantes sont également tracées.

la réduction du domaine d’exposants ne résout pas le problème de coefficients mal-
conditionnés.

En conclusion, il est possible de faire disparaître les FGD en vue d’une appli-
cation physique choisie. Cependant, les coefficients linéaires des FGR restent mal-
conditionnés et peuvent générer des problèmes numériques (une illustration sera
présentée dans la partie 4.2.2 lors du calcul de sections efficaces).

2.3 Applications

Afin de mettre leur efficacité en évidence, nous allons employer les FGC pour
ajuster des fonctions d’onde liées ou du continuum.

2.3.1 Fonctions liées

Il est possible d’ajuster des fonctions réelles avec des FGC même s’il s’agit de
fonctions liées. Afin de mieux illustrer cette possibilité, nous allons considérer un
nouvel exemple en ajustant ici des fonctions d’onde radiales qui correspondent à un
électron relativiste.

Présentons brièvement le contexte où apparaissent ces fonctions. L’équation qui
décrit un électron relativiste est l’équation de Dirac. Dans le cas d’un électron plongé
dans un potentiel central V(r), la solution de cette équation est un vecteur de la
forme (FITZPATRICK, 2014 ; SAKURAI, 1967) :

ψ(r) =
1
r

(
ıPnκ(r)Ωκ,m(r̂)
Qnκ(r)Ω−κ,m(r̂)

)
(2.12)

• ... 
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où Pnκ(r) et Qnκ(r) sont les composantes radiales pour un nombre quantique princi-
pale n. Le nombre κ est définie par κ = (l− j)(2j + 1) avec j le couplage entre le spin
de l’électron et son moment orbital (j = l− sgn(κ)/2). Dans la limite non-relativiste,
Pnκ(r) devient la partie radiale de l’équation de Schrödinger et Qnκ(r)→ 0. Ωκ,m(r̂) est
le spineur sphérique de deux dimensions qui correspond aux deux spins up et down.
Pour chaque dimension il s’exprime comme un coefficient de Clebsch-Gordan (voir dé-
finition (D.2)) multiplié par une harmonique sphérique. Les deux fonctions radiales
sont les solutions d’équations radiales de Dirac :

d
dr

Pnκ(r) = −
κ

r
Pnκ(r) +

En + 2c2 −V(r)
c

Qnκ(r)

d
dr

Qnκ(r) =
−En + V(r)

c
Pnκ(r) +

κ

r
Qnκ(r)

(2.13)

avec c la vitesse de la lumière et En la valeur propre réduite (elle est réduite car elle
n’inclut pas l’énergie d’un électron au repos c2). La normalisation est choisie comme :∫ ∞

0

(
P2

nκ + Q2
nκ

)
dr = 1. (2.14)

Nous définissons le potentiel sphérique comme V(r) = −1/r − 50 exp(−5r)/r. Le
système d’équations (2.13) est résolu en utilisant la nouvelle version du paquet For-
tran RADIAL (SALVAT et FERNÁNDEZ-VAREA, 2019) pour (n = 10, κ = 5), un état
qu’on peut appeler état de Rydberg relativiste. Les deux fonctions obtenues P(r) ≡
Pn=10,κ=5 et Q(r) ≡ Qn=10,κ=5 sont ajustées par N = 8 FGC dans deux processus
d’optimisation pour chacune, sur une grille radiale [0; 250].

Dans les deux processus, les paramètres d’optimisations sont définis comme
suit :

— Les exposants initiaux sont choisis selon la formule (2.10) avec{
χ = 10−3,

ξ = 10−7.

— ∆i = 10−3 et ∆ f = 10−7.
— a = 10−7 − 0.1ı et b = 10−2 + 0.1ı.
— le paramètre g de la fonction D (2.8) est fixé à g = 250.

La durée de l’optimisation dans chaque optimisation est très courte (∼ 15 secondes).
Les exposants {αi} ainsi que les coefficients {ci} optimisés pour reproduire P(r) et
Q(r) sont donnés dans les tables 2.3 et 2.4, respectivement. Dans les deux figures 2.6
et 2.7, nous traçons les deux fonctions P(r) et Q(r), respectivement, ainsi que les
erreurs absolues correspondantes. D’une part, la qualité de l’ajustement est bonne
dans les deux cas. D’autre part, la partie imaginaire de la combinaison des FGC
optimisées est négligeable. Ceci montre qu’il est tout à fait possible de représenter
des fonctions décroissantes et réelles avec des FGC.

2.3.2 Fonctions du continuum

Reprenons maintenant l’ensemble de FRC Fl=1 (1.73). Dans cette section, nous
utilisons N = 30 FGC pour ajuster cet ensemble et nous discutons les résultats ob-
tenus. Il faut souligner que le nombre de paramètres non-linéaires employés ici est
2N = 60 (30 pour {<(αi)} et 30 pour {=(αi)}), alors que c’était N = 30 dans les
optimisations précédentes dans les parties 1.2.3 et 2.2.2 (avec des FGR). Et c’est la
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i {αi} {ci}
1 0.00109804 + 0.00041832ı +1.22138884 + 4.34299612ı
2 0.00679138− 0.00000555ı +0.15997978− 0.00083630ı
3 0.00067499− 0.00009078ı +36.1516188− 26.6265787ı
4 0.00021364− 0.00006702ı +3.00811393 + 11.1446440ı
5 0.00020704 + 0.00007959ı +3.66328120− 8.95679336ı
6 0.00058369− 0.00008874ı −47.6053501 + 20.8230796ı
7 0.00104389− 0.00077032ı +0.64681493− 0.46647045ı
8 0.00009929− 0.00000199ı +2.75470355− 0.26006286ı

TABLE 2.3 – Les exposants {αi} et les coefficients {ci} optimisés pour
reproduire la fonction P(r) avec N = 8 FGC.

i {αi} {ci}
1 0.00070802− 0.00029416ı −0.00016832 + 0.00601286ı
2 0.00516792− 0.00036642ı +0.00091520 + 0.00067965ı
3 0.00057397− 0.00023709ı +0.00189470− 0.00567281ı
4 0.00381653 + 0.00117517ı −0.00115950 + 0.00027490ı
5 0.00013131 + 0.00015217ı −0.00017456− 0.00006673ı
6 0.00314224− 0.00094179ı −0.00011708− 0.00093100ı
7 0.00059261 + 0.00048392ı −0.00097186− 0.00028768ı
8 0.00013538− 0.00013448ı −0.00021907− 0.00000917ı

TABLE 2.4 – Les exposants {αi} et les coefficients {ci} optimisés pour
reproduire la fonction Q(r) avec N = 8 FGC.
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même chose pour les coefficients [ci]ν. Toutefois, le nombre de fonctions à reproduire
est également doublé, parce que l’optimisation vise à reproduire la partie réelle des
FRC mais également la partie imaginaire (même si cette dernière vaut 0).

Les exposants initiaux sont choisis selon la formule (2.10) avec{
χ = 100,

ξ = 10−4.

Les paramètres utilisés sont :
— ∆i = 0.1 et ∆ f = 10−6.
— a = 10−4 − 0.1ı et b = 1000 + 0.1ı.
Le minimum trouvé correspond à Ξe f f = 0.63× 10−2, avec une durée d’optimi-

sation totale ttot ∼ 19197 secondes (∼ 5, 3 heures) dont un tiers correspond à l’opti-
misation de coefficients {[ci]η}. Toutefois, la durée effective de l’optimisation te f f est
beaucoup plus petite que ttot. En effet, ce minimum est atteint en te f f ∼ 300 secondes
(∼ 5 minutes) seulement. Cela se comprend en observant la figure 2.8 sur laquelle
nous remarquons que la valeur minimale de Ξe f f est presque stable entre te f f et ttot.
Ceci est dû à la façon dont fonctionne l’algorithme BOBYQA. La recherche dans l’es-
pace des exposants vise à atteindre l’un de deux objectifs suivants :

1. Améliorer l’approximation quadratique de Ξ.

2. Minimiser Ξ.

Entre te f f et ttot, l’effort numérique améliore l’approximation quadratique de Ξ sans
la minimiser.
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FIGURE 2.8 – La variation de Ξ (2.6) et de Ξe f f (2.7) en fonction de
la durée (en secondes). Le temps te f f ∼ 300 secondes désigne la durée
effective de l’optimisation, alors que le temps ttot ∼ 19197 secondes

représente la durée totale de l’optimisation jusqu’à arrêt du calcul.

Nous ne pouvons pas prédire à l’avance s’il y aura ou pas une minimisation en
terme de Ξ après l’amélioration du modèle quadratique, et notamment après le ré-
trécissement de la région de confiance. Pourtant, il est possible de modifier le code
pour arrêter le calcul si une certaine valeur de Ξ, jugée acceptable, est atteinte, ou
bien si la durée d’optimisation dépasse un certain seuil sans apporter une minimisa-
tion ultérieure. Toutefois, même si cette modification est faisable, nous avons laissé
de côté cette option pour une raison simple. L’ajustement des fonctions du conti-
nuum avec des FGC se fait une et une seule fois. Une fois que les exposants optimaux
sont obtenus, nous pouvons utiliser les gaussiennes associées dans des applications.
Par exemple, dans le cas de l’étude d’ionisation de molécules, l’utilisation des gaus-
siennes permettra d’effectuer analytiquement les intégrales multicentriques. Le gain
en temps de calcul sera alors important, et bien supérieur au temps d’optimisation
lié à l’ajustement.

Les exposants complexes optimaux des FGC sont données dans la première co-
lonne de la table 2.5.

La figure 2.9 montre quatre FRC de l’ensemble Fl=1 (1.73) avec leur ajustement
par N = 30 FGC, ainsi que les erreurs absolues correspondantes. Nous observons
que les FRC sont bien reproduites avec des FGC d’un part, et d’autre part la partie
imaginaire de l’ajustement =

(
FcG

ν

)
est proche de 0 comme souhaité. Plus précisé-

ment, la différence entre =
(

FcG
ν

)
et = (Fν) = 0 est comparable à celle entre <

(
FcG

ν

)
et < (Fν) = Fν, ce qui signifie qu’il y a bien un effort durant l’optimisation pour re-
produire la partie imaginaire, exactement comme pour la partie réelle, même si cette
partie imaginaire est ici nulle.

L’optimisation avec des FGC et celle avec des FGR conduisent toutes les deux à
un minimum Ξe f f du même ordre de grandeur. Cependant, le grand bénéfice obtenu
grâce aux FGC est la disparition des FGD avec des larges amplitudes (les inconvé-
nients de leur présence ont été discutés au chapitre 1). Pour illustrer ce fait, nous uti-
lisons à nouveau les fonctions effectives Fe f f

ν (β = 0.5, r) (1.75) définies dans le cha-
pitre 1. Dans la figure 2.10, nous traçons les fonctions Fe f f

ν (β = 0.5, r) et leurs ajus-
tements pour ν = 1, 3, 4, 6, ainsi que les erreurs absolues correspondantes. Contrai-
rement au cas des FGR (voir figure 2.4 par exemple), aucune gaussienne diffusée
n’est observée dans les courbes d’ajustement. Les coefficients [ci]ν ne sont plus gi-
gantesques comme illustré dans la table 2.5 avec les coefficients [ci]ν=6 optimisés.

' ' ' ' ' , __ 

t t 
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i {αi} [ci]6
1 0.01307812− 0.00427205ı +0.21587064 + 32.31886443ı
2 0.00061395 + 0.03075238ı +0.36056912 + 1.26680199ı
3 0.01738826− 0.04851343ı +75.01214697 + 1.12221486ı
4 0.00084064− 0.01324855ı +0.91957424 + 0.67525407ı
5 0.00115149 + 0.02087099ı +0.99598360− 1.16182424ı
6 0.00983492 + 0.03757470ı +34.63253640 + 40.00383414ı
7 0.00742226− 0.03779603ı +14.24506240− 10.03956155ı
8 0.00217448− 0.02881205ı +2.48823904− 1.37622779ı
9 0.00040198 + 0.01401377ı +0.29808961− 0.57365055ı
10 0.00158154− 0.01925241ı +1.57097459 + 1.79304439ı
11 0.02297649 + 0.04199212ı +476.98701230− 810.01078088ı
12 0.03038773 + 0.04622653ı −1426.26451205 + 263.40193569ı
13 0.37542745 + 0.10000000ı +88.12080996 + 17.97847524ı
14 0.04018064− 0.05901463ı +138.05548312 + 200.62455627ı
15 0.05593700 + 0.03690659ı +1436.07319302 + 2513.01718224ı
16 0.08181792− 0.00083130ı −3738.70283871− 4313.57490235ı
17 0.11433367− 0.00478398ı +3312.30949194 + 2126.79859538ı
18 0.15579618− 0.10000000ı −45.78113293− 61.31932637ı
19 0.20914286 + 0.10000000ı −162.00357724− 224.59829548ı
20 0.27948784 + 0.09999978ı −207.94780964 + 226.68910301ı
21 0.90895911 + 0.01515389ı −1.6490672− 4.12481904ı
22 2.07930645− 0.01166641ı +0.6897501 + 2.66419316ı
23 3.53022034 + 0.02353849ı −1.2249986− 3.56621291ı
24 5.71698653 + 0.01076058ı +1.2473168 + 3.98649830ı
25 9.23612189− 0.01488206ı −1.2103829− 3.72844197ı
26 14.86940318− 0.01987080ı +0.9964688 + 3.02712116ı
27 23.94772355− 0.02493891ı −0.6992542− 2.09036365ı
28 38.56880954− 0.00161683ı +0.38609859 + 1.16052778ı
29 62.07345189 + 0.00467976ı −0.15040840− 0.45598782ı
30 99.99290835 + 0.00238250ı +0.02953539 + 0.09279645ı

TABLE 2.5 – Les exposants {αi} optimisés pour reproduire l’en-
semble Fl=1 (1.73) avec N = 30 FGC. Les coefficients [ci]6 corres-

pondants à la fonction Fν=6(r) sont également donnés.



58 Chapitre 2. Représentation avec des gaussiennes complexes

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

F
ν

 =
 1
(
r
)

k1 = 0.5 u.a.

10-6

10-4

10-2

100

 0  5  10  15  20  25

|
E
r
r
o
r
|

r(u.a.)

Re(Fit)
Im(Fit)

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

F
ν

 =
 3
(
r
)

k3 = 1 u.a.

10-6

10-4

10-2

100

 0  5  10  15  20  25

|
E
r
r
o
r
|

r(u.a.)

Re(Fit)
Im(Fit)

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

F
ν

 =
 4
(
r
)

k4 = 1.25 u.a.

10-6

10-4

10-2

100

 0  5  10  15  20  25

|
E
r
r
o
r
|

r(u.a.)

Re(Fit)
Im(Fit)

-1

 0

 1

F
ν

 =
 6
(
r
)

k6 = 1.75 u.a.

10-6

10-4

10-2

100

 0  5  10  15  20  25

|
E
r
r
o
r
|

r(u.a.)

Re(Fit)
Im(Fit)

FIGURE 2.9 – Les FRC Fν(r) (1.73) pour ν = 1, 3, 4, 6 sont tracées avec
leurs ajustements par N = 30 FGC. L’erreur absolue correspondante

est tracée en dessous dans chaque cas.
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FIGURE 2.10 – Les fonctions Fe f f
ν (β = 0.5, r) (1.75) pour ν = 1, 3, 4, 6

sont tracées avec leurs ajustements par N = 30 FGC. L’erreur absolue
correspondante est tracée en dessous dans chaque cas.
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i {αi}l=0 {αi}l=2
1 0.00171276 + 0.02161259ı 0.0010000000 + 0.0084544157ı
2 0.11861245 + 0.07471136ı 0.0039532416− 0.0247746021ı
3 0.00249700 + 0.03158584ı 0.0022048955 + 0.0244703160ı
4 0.01341500 + 0.03611724ı 0.0026780568− 0.0102482388ı
5 0.00695348− 0.02692584ı 0.0012188584 + 0.0180349392ı
6 0.04626602 + 0.05104620ı 0.0018138145 + 0.0294972755ı
7 0.08554072− 0.02426909ı 0.0014868350 + 0.0181363663ı
8 0.00053211 + 0.02065728ı 0.0442441289 + 0.0730276517ı
9 10.9962323− 0.09305650ı 0.0058503815− 0.0214970238ı
10 0.06218273− 0.06475675ı 0.0032539139− 0.0196141707ı
11 0.00494586− 0.02649727ı 0.0048063426− 0.0180151002ı
12 0.01853987 + 0.04014546ı 0.0071245551− 0.0273580108ı
13 0.00351122− 0.03766107ı 0.0086760905− 0.0381019993ı
14 0.00035555 + 0.00901614ı 0.0105849108 + 0.0374259806ı
15 0.00080009− 0.01912061ı 0.0130518786 + 0.0375777730ı
16 0.00117085− 0.01123799ı 0.0164671977− 0.0500322318ı
17 0.02554489− 0.05549019ı 0.0207665133 + 0.0525858481ı
18 0.00974499− 0.04400129ı 0.0351492218− 0.0696576955ı
19 0.03437502 + 0.04391841ı 0.0970746792− 0.1000000000ı
20 1.19614463− 0.02970423ı 0.1204397104 + 0.0891081806ı
21 0.16691697 + 0.08944899ı 2.1057304762− 0.0392171950ı
22 0.23869247− 0.09999999ı 3.9419443517 + 0.0288823357ı
23 5.33188880− 0.01441299ı 6.1020055920− 0.0154848267ı
24 7.71182758− 0.09811990ı 9.1464858051− 0.0030735575ı
25 15.5241861− 0.09730549ı 13.729705834− 0.0320039052ı
26 21.7519013− 0.09157168ı 20.435155898− 0.0013809380ı
27 30.2989535− 0.07925670ı 30.365111843 + 0.0265000455ı
28 42.0163884− 0.09927635ı 45.215619123− 0.0072257024ı
29 58.1483705− 0.08991001ı 67.229518405 + 0.0128446121ı
30 80.7346781− 0.08528403ı 99.985625110− 0.0622783953ı

TABLE 2.6 – Les exposants {αi}l optimisés pour reproduire les en-
sembles Fl (1.73) avec N = 30 FGC pour les cas l = 0 et l = 2.

Même si ces coefficients correspondent à la FRC la plus oscillante F6(r), ils res-
tent d’un ordre de grandeur relativement raisonnable, contrairement aux coefficients
réels donnés dans la table 2.1 qui sont mal-conditionnés.

En vue d’applications ultérieures, nous avons également ajusté les ensembles
Fl=0,2,3,4 avec 30 FGC sur la même grille énergétique et dans la même boîte radiale
r ∈ [0; 25] ; pour le cas l = 2 nous avons effectué l’optimisation pour r ∈ [0; 30], car
c’était utile pour évaluer la section efficace de photoionisation de l’atome d’hydro-
gène de l’état 2p (voir partie 5.7.1 du chapitre 5). Les exposants {αi} sont donnés
dans les tables 2.6 et 2.7. Nous utiliserons ces optimisations dans des applications
physiques aux chapitres 4 et 5.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons généralisé l’approche de (NESTMANN et PEYERIM-
HOFF, 1990) pour ajuster des fonctions arbitraires avec des FGC. Ces dernières ont
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i {αi}l=3 {αi}l=4
1 0.3014747228 + 0.00811515ı 0.071280066 + 0.02106443ı
2 0.0169905260− 0.05180981ı 0.044358026− 0.02396048ı
3 1.1939557700 + 0.01279526ı 0.161365654 + 0.02940124ı
4 0.0421710167− 0.07408910ı 0.024996661 + 0.05443031ı
5 0.0619680689 + 0.03814310ı 0.000390187− 0.01494676ı
6 0.0058875724− 0.02219062ı 0.015378034− 0.03985771ı
7 0.0035893304 + 0.01238024ı 1.120482490 + 0.08602790ı
8 0.0329267072 + 0.06650370ı 0.007446487 + 0.02342353ı
9 0.0020534557 + 0.01943320ı 0.012231821 + 0.02067056ı
10 0.0045908956− 0.02321602ı 0.009708947 + 0.03880653ı
11 0.0028022674 + 0.03734991ı 0.035073236− 0.05430569ı
12 0.0001476337 + 0.00587055ı 0.019532152− 0.03489981ı
13 0.0014899772− 0.01168882ı 0.002621705− 0.03255562ı
14 0.0123982917 + 0.04894840ı 0.003396223 + 0.01408910ı
15 0.0096795045− 0.02915329ı 0.005746316 + 0.02828016ı
16 0.0075730764− 0.03698798ı 0.056176048 + 0.02052618ı
17 0.0010958604 + 0.02784779ı 0.004430451− 0.02409112ı
18 0.1922562602 + 0.03964722ı 0.398947810 + 0.02631795ı
19 0.5161760860 + 0.04399335ı 0.552074678 + 0.07285449ı
20 0.8200215519 + 0.05919349ı 0.869457344− 0.01791204ı
21 1.4878370898 + 0.02469442ı 1.413539526 + 0.04522398ı
22 2.1969296740− 0.08785385ı 2.148727346− 0.01352875ı
23 3.5446638984 + 0.02398460ı 3.606990969− 0.03483872ı
24 5.5462276942 + 0.00914500ı 5.647325133 + 0.01125528ı
25 9.2446301723− 0.00535522ı 9.193007706 + 0.04174570ı
26 14.870885338− 0.02233793ı 14.88697666− 0.03464065ı
27 23.950807612 + 0.08258257ı 23.90661663 + 0.00726798ı
28 38.547725397 + 0.09948084ı 38.51673124− 0.01803004ı
29 62.090727582− 0.03652093ı 62.07362289− 0.06204804ı
30 100.02162546 + 0.00412096ı 99.97676154− 0.03846239ı

TABLE 2.7 – Les exposants {αi}l optimisés pour reproduire les en-
sembles Fl (1.73) avec N = 30 FGC pour les cas l = 3 et l = 4.
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un comportement oscillatoire intrinsèque, ce qui les rend plus flexibles que les FGR
et donc plus appropriées pour reproduire des fonctions du continuum. Nous avons
mis en application l’approche en écrivant un code basé sur une méthode quadratique
qui s’appelle « BOBYQA » (POWELL, 2009). Nous l’avons ensuite utilisé successive-
ment pour ajuster des fonctions liées et des FRC avec une combinaison linéaire de
FGR ou de FGC. La nature complexe des FGR ne les empêche pas de représenter
des fonctions réelles. Concernant les fonctions oscillantes, notamment les fonctions
d’onde du continuum, elles sont ajustées par les FGC avec une bonne qualité. Grâce
aux FGC, nous avons évité le problème de l’apparition de FGD avec des grandes
amplitudes, ainsi que le problème des coefficients mal-conditionnés, qui surgissent
en cas d’utilisation des FGR.
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Chapitre 3

Représentation de sturmiennes
généralisées avec des gaussiennes

Le problème de Sturm-Liouville fait référence à une équation différentielle ordinaire
de second ordre, qui doit son nom aux deux mathématiciens Charles Sturm (1803-
1855) et Joseph Liouville (1809-1882). Avec leurs notations (STURM et LIOUVILLE, 1837),
cette équation s’écrit comme :

− d
dx

(
k

dV
dx

)
+ `V = rgV tel que x ∈ [x, X] ⊂ R, (3.1)

avec les conditions aux limites :

dV
dx
− hV = 0 pour x = x, (3.2)

dV
dx

+ HV = 0 pour x = X. (3.3)

k, ` et g sont des fonctions positives sur [x, X], r est un paramètre réel (la valeur
propre), et h et H sont deux nombres positifs donnés. Pour une référence sur les
travaux de Sturm et Liouville le lecteur peut consulter par exemple (LÜTZEN, 1984).
De nombreuses familles de fonctions (comme les fonctions de Bessel, les polynômes
de Laguerre, les polynômes de Legendre, etc.) sont dérivées du problème de Sturm-
Liouville (AMREIN, HINZ et PEARSON, 2005 ; AL-GWAIZ, 2008 ; R. B. GUENTHER J.
W.AND LEE, 2018).

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux Fonction(s) Sturmienne(s) Générali-
sée(s) (FSG) dans la variable radiale r. Il s’agit d’une famille particulière de fonctions
qui peuvent ressembler aux solutions de l’équation radiale de Schrödinger. Ces fonc-
tions, notées Sn,l(r), sont solutions de l’équation de type Sturm-Liouville suivante :[

−1
2

d2

dr2 +
l(l + 1)

2r2 + U (r)− E
]

Sn,l(r) = −βn,lV(r)Sn,l(r), (3.4)

où
— V(r) est un potentiel générateur (de courte portée).
— U (r) est un potentiel auxiliaire (de portée plus longue ou égale à celle de
V(r)).

— L’énergie E est un paramètre extérieur à fixer.
— l est le nombre quantique de moment angulaire orbital.
— βn,l sont les valeurs propres qui correspondent aux fonctions propres Sn,l(r).



64 Chapitre 3. Représentation de sturmiennes généralisées avec des gaussiennes

Pour simplifier l’écriture, dorénavant nous laissons tomber l’indice l : βn ≡ βn,l et
Sn(r) ≡ Sn,l(r). Les FSG forment une base complète avec la relation de fermeture :

∑
n

Sn(r)V(r)Sn(r′) = δ(r− r′), (3.5)

et elles sont orthogonales avec une fonction poids donnée par le potentiel généra-
teur : ∫ ∞

0
Sn(r)V(r)Sn′(r)dr = δnn′ . (3.6)

Il faut souligner que la terminologie FSG est utilisée également pour désigner
une autre famille de fonctions (AVERY, 2002 ; AVERY et AVERY, 2006) qui sont une
généralisation des fonctions du type Sturm-Coulomb. Elles satisfont à une autre équa-
tion différentielle du second ordre, et peuvent être utilisées pour décrire les fonctions
d’onde atomiques dans le cas de plusieurs électrons.

Après une certaine distance radiale (appelée R), le potentiel V → 0, et l’équa-
tion (3.4) devient exactement l’équation radiale de Schrödinger avec un potentiel U (r).
En effet, pour un électron plongé dans un potentiel sphérique U (r), on peut écrire la
solution de l’équation de Schrödinger indépendante du temps comme

Ψl,m (r) =
Rl(r)

r
Ym

l (r̂) , (3.7)

où la fonction radiale Rl(r) est une solution de l’équation suivante (MESSIAH, 1995) :[
−1

2
d2

dr2 +
l(l + 1)

2r2 + U (r)− E
]

Rl(r) = 0. (3.8)

En d’autres termes, après r = R, toutes les FSG se comportent comme la fonction
physique Rl(r) d’énergie E, fixée. Par exemple, pour un potentiel U (r) Coulombien,
elles se comportent toutes comme une Fonction Régulière de Coulomb (FRC) d’éner-
gie E. Cette propriété asymptotique remarquable, ainsi d’autres propriétés mathé-
matiques (AMBROSIO et al., 2011) (orthogonalité, base complète, carré sommable,
. . .), font que les FSG fournissent un outil puissant pour décrire les fonctions d’onde,
que ce soit pour des états liés (E < 0) ou, de façon plus remarquable encore, du
continuum (E > 0).

Les FSG ont été employées comme fonctions de base pour étudier une série de
problèmes atomiques à deux et à trois corps, que ce soit pour des énergies néga-
tives ou positives, ou même pour décrire des résonances (GASANEO et al., 2013).
L’efficacité des FSG a été mise en valeur en particulier pour traiter quantiquement le
problème Coulombien à trois corps. Lors de la double ionisation d’un atome, il est
nécessaire de décrire le double continuum, c’est-à-dire la fonction d’onde de deux
électrons qui s’échappent de la cible ionisée. Le bon comportement asymptotique
des FSG s’est révélé un atout important, comme illustré dans les études de double
ionisation par impact d’un photon (RANDAZZO et al., 2015) ou, dans le cadre de
la première approximation de Born, par impact d’électron (AMBROSIO et al., 2015) ou
de proton (AMBROSIO et al., 2017). Les FSG ont été aussi appliquées pour l’étude
de la simple ionisation des molécules par photon (GRANADOS-CASTRO et al., 2016 ;
RANDAZZO et al., 2020) ou par impact d’électron (GRANADOS-CASTRO et ANCA-
RANI, 2017). Ces études se sont limitées à une description monocentrique de la cible,
évitant ainsi les difficultés liées à l’évaluation des intégrales multicentriques carac-
téristiques des molécules. La représentation des FSG avec des gaussiennes pourrait
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permettre d’envisager des études d’ionisation de molécules dans un cadre multicen-
trique. En effet, avec une description entièrement en gaussiennes (voire chapitre 6),
on devrait pouvoir effectuer ces intégrales analytiquement.

Dans ce chapitre, nous explorons deux chemins différents afin de représenter des
FSG (dans le cas des états liés ou du continuum) avec des gaussiennes :

— Le premier chemin consiste à ajuster avec des gaussiennes, des FSG obtenues
précédemment de façon numérique (partie 3.1).

— Dans le deuxième chemin, nous cherchons à trouver directement les FSG en
termes de gaussiennes via une équation matricielle (partie 3.2).

Dans tout ce chapitre, les FSG représentées avec des gaussiennes seront notées
par SxG

n (r) :

xG ≡
{

rG dans le cas de Fonction(s) Gaussienne(s) Réelle(s) (FGR),
cG dans le cas de Fonction(s) Gaussienne(s) Complexe(s) (FGC).

3.1 Approche d’ajustement

Afin d’ajuster les FSG avec des gaussiennes, nous adoptons ici la méthode de
moindres carrés (NESTMANN et PEYERIMHOFF, 1990) présentée dans la section 1.2.
D’abord, nous évaluons les FSG numériquement, en résolvant l’équation (3.4) sur
une grille radiale. Pour ceci, nous utilisons un code Fortran (MITNIK et al., 2011)
basé sur la méthode prédicteur-correcteur d’Adams-Moulton (JOHNSON, 2007). Ensuite
nous ajustons les FSG obtenues avec des FGR si E < 0 (sturmiennes liées) et des
FGC si E > 0 (sturmiennes du continuum).

3.1.1 Ajustement de sturmiennes liées

Considérons d’abord le cas d’états liés : E < 0. Nous fixons les paramètres de
l’équation (3.4) comme :

P1 :



U (r) = −Z
r

, avec Z = 1,

V(r) = − e−µr2

r
, avec µ = 0.01,

l = 0,
E = −0.1.

(3.9)

La figure 3.1 montre 15 FSG {S1(r), . . . , S15(r)} évaluées numériquement (MITNIK et
al., 2011). Celles-ci sont normalisées comme dans (3.6). Comme attendu et souhaité,
à grande distance elles décroissent toutes de la même manière. Plus précisément, les
FSG se comportent toutes comme la fonction exp

(
−
√
−2Er

)
, c’est-à-dire avec une

décroissance exponentielle qui correspond au potentiel Coulombien U (r) choisi.
Nous avons ajusté l’ensemble de sturmiennes réduites défini comme :

S : {Sr1(r), . . . , Sr15(r)} , avec Srn(r) =
Sn(r)

r
, (3.10)
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FIGURE 3.1 – Les FSG {S1(r), . . . , S15(r)} avec les paramètres P1 (3.9)
sont tracées. Ces fonctions d’énergie négative ont été évaluées en uti-

lisant le code (MITNIK et al., 2011).

jusqu’à rmax ∼ 23 1 avec N = 16 FGR :

SG
rn
(r) =

N

∑
i=1

[ci]n e−αir2
, (3.11)

en employant le code GTOBAS (FAURE et al., 2002) (présenté dans la section 1.2.1).
La durée de l’optimisation est ∼ 3 minutes avec un processeur de 2.66 GHz.

Il faut souligner que l’ajustement avec N = 16 FGC conduit à une qualité simi-
laire, mais avec une durée d’optimisation supérieure. Comme déjà affirmé dans le
chapitre 2, il est recommandé d’ajuster avec des FGR quand il s’agit de fonctions
d’onde liées.

La figure 3.2 montre les fonctions S1(r), S4(r), S10(r) et S12(r) avec leurs ajuste-
ments, ainsi que les erreurs absolues correspondantes. La qualité d’ajustement dimi-
nue lorsque n (le nombre de nœuds) augmente, mais elle reste globalement raison-
nable.

Orthogonalité

Les FSG obéissent à une relation d’orthogonalité pondérée par le potentiel V(r)
(équation (3.6)). Par substitution de l’équation (3.11) dans (3.6), l’expression d’ortho-
gonalité devient :

∫ ∞

0

(
rSG

rn
(r)
)
V(r)

(
rSG

rn′
(r)
)

dr = −
N

∑
i,j=1

[ci]n
[
cj
]

n′

∫ ∞

0
e−(αi+αj+µ)r2

r dr

= −1
2

N

∑
i,j=1

[ci]n
[
cj
]

n′

αi + αj + µ
,

(3.12)

où les coefficients et exposants associés à SG
rn
(r) sont notés [ci]n et αi, respectivement.

L’orthogonalité entre les {SG
n (r)} et celle entre les {Sn(r)} est comparée dans la fi-

gure 3.3 qui représente le logarithme décimal des recouvrements (3.12) en échelle de
couleur. Les termes diagonaux tendent vers 0, donc le produit de deux sturmiennes
tend vers 100 = 1. Pour les autres termes (non-diagonaux), on voit sur cette figure

1. Après cette distance, les sturmiennes réduites sont relativement faibles
(
∼ 10−3).
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FIGURE 3.2 – Les fonctions S1(r), S4(r), S10(r) et S12(r) sont tracées
(en rouge) avec leurs ajustements par N = 16 FGR (en bleu). Les
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FIGURE 3.3 – Comparaison entre l’orthogonalité (en échelle loga-
rithmique) des 15 fonctions {Sn(r)} (à gauche) et celle des fonctions
{SG

n (r)} (à droite). Les figures représentent le logarithme décimal des
recouvrements (3.6) et (3.12).

que le produit de deux sturmiennes est 10−κ avec κ ∼ 2− 6, sauf pour n ≥ 13 où
κ ∼ 1 (plus κ est important, plus l’orthogonalité entre les sturmiennes est respectée).

Dans le cas de {Sn(r)}, les intégrales sont évaluées numériquement jusqu’à rmax ∼
23 (avec une méthode des trapèzes), alors qu’elles sont évaluées jusqu’à rmax → ∞
dans le cas de {SG

n (r)} (intégrales analytiques). La qualité des sturmiennes ajustées
{SG

n (r)} se dégrade lorsque n augmente, et par conséquence, l’orthogonalité entre
elles sera également moins respectée.

Globalement, nous pouvons dire que la base des {SG
n (r)} est acceptable car elles

reproduisent correctement les sturmiennes numériques {Sn(r)} dans la boîte radiale
d’ajustement avec une orthogonalité raisonnablement respectée.

3.1.2 Ajustement de sturmiennes du continuum

Considérons maintenant le cas du continuum où l’énergie E est positive. Dans ce
cas, les FSG sont complexes et oscillent jusqu’à l’infini. Elles se comportent toutes de
la même manière après une certaine distance r = R, lorsque le potentiel générateur
devient négligeable : V(R) ∼ 0.

Fixons les paramètres suivants à titre d’exemple :

P2 :


U (r) = −Z

r
, avec Z = 1,

V(r) = −e−µr , avec µ = 0.1,
l = 0,
E = 0.1.

(3.13)

Dans la figure 3.4, nous montrons 10 sturmiennes correspondant aux paramètres
P2. Au-delà d’une distance R ∼ 50, elles se comportent toutes comme

exp
[
−ı
√

E r + Z ln
(

2
√

2E r
)]

,
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FIGURE 3.4 – 10 FSG S1(r), . . . , S10(r) avec les paramètres P2 (3.13)
sont tracées. Ces fonctions d’énergie positive ont été évaluées en uti-

lisant le code (MITNIK et al., 2011).

c’est-à-dire qu’elles ont le comportement asymptotique d’une FRC d’énergie E et
charge Z. La normalisation est telle que les FSG ont une amplitude de 1 à l’infini.

Notre objectif est de reproduire les FSG dans une boîte radiale B = [0, R] avec
des FGC, sous la forme :

ScG
l,n(r) = rl+1

N

∑
i=1

[ci]l,n e−[αi ]lr
2
, (3.14)

le terme rl+1 étant ajouté ici pour respecter la régularité des FSG à l’origine.
Considérons 5 fonctions S c : {S1(r), . . . , S5(r)} que nous visons à ajuster dans

la boîte B = [0, 50], en utilisant le code développé dans le chapitre 2. Avant d’y
parvenir, nous avons rencontré un certain nombre de difficultés et de problèmes. Il
nous semble utile de les citer pour expliquer le démarche.

— L’initialisation des exposants est critique. Un mauvais choix conduit à un
échec. La partie réelle des exposants initiaux peut être fixée en estimant que
la portée des gaussiennes doit être de l’ordre de rmax. Quant aux parties ima-
ginaires, leur initialisation n’est pas triviale.

— Le nombre N de gaussiennes est un paramètre auquel il faut faire attention. Si
N n’est pas suffisant pour décrire les fonctions de S c, l’optimisation échouera
entièrement. D’autre part, si N est très grand, la durée d’optimisation de-
vient longue, et d’autres problèmes numériques liés à la non-orthogonalité
des gaussiennes surgissent.

— Il est probable qu’après une longue durée d’optimisation, nous trouvions une
bonne reproduction des FSG dans la boîte radiale, mais qui sera très mauvaise
à l’extérieur. Comme dans le cas d’un ajustement avec des FGR, il est possible
de trouver des Fonctions Gaussiennes Diffuses FGD avec des larges ampli-
tudes au-delà de B. Cela est dû, principalement, à la présence de très petits
exposants qui permettent d’avoir des gaussiennes non nulles pour r ∼ 50.
Notre but est d’avoir une bonne reproduction à l’intérieur de B, sans que
cette représentation soit accompagnée de FGD problématiques à l’extérieur.

Nous avons réussi à représenter de façon satisfaisante les fonctions de S c avec
N = 30 FGC. Les paramètres utilisés dans le chapitre 2 pour ajuster des FRC sont
adoptés ici 2. La figure 3.5 montre les deux fonctions S1(r) et S5(r) avec leurs ajus-

2. Nous tenons à indiquer que l’ordre de chapitres n’est pas exactement l’ordre chronologique des
travaux numériques réalisés durant cette thèse. En d’autres termes, le choix de paramètres dans le
chapitre 2 a été est adopté après avoir effectué les essais permettant d’atteindre le but du présent
chapitre.
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FIGURE 3.5 – Les deux sturmiennes S1(r) et S5(r) sont tracées (en
rouge) avec leurs ajustements par N = 30 FGC (en bleu). Les erreurs
absolues correspondantes sont tracées dans le panneau inférieur de

chaque figure.
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FIGURE 3.6 – Les FSG de l’ensemble S c reproduites avec des FGR (à
gauche) et des FGC (à droite).

tements et les erreurs absolues correspondantes. Ces dernières restent inférieures à
∼ 0.1.

Même si la qualité d’ajustement a l’air bonne à l’œil nu, l’erreur générée par la
remplacement de sturmiennes par des gaussiennes peut être non négligeable, no-
tamment lors d’une intégration sur une longue portée. C’est le cas, par exemple, si
l’on calcule les recouvrements afin de tester l’orthogonalité. Ils sont ici beaucoup
moins bon (non montrés) que dans le cas des états liés, notamment en raison de la
différence existante au-delà de r = 50.

Nous avons aussi ajusté les sturmiennes de l’ensemble S c avec 60 FGR : 30 pour
les parties réelles et 30 pour les parties imaginaires. Cependant, il n’est pas possible
−d’après notre expérience− d’éviter les FGD qui apparaissent avec des larges am-
plitudes. Ceci est illustré dans la figure 3.6. Même si les sturmiennes reproduites
avec des FGC (ScG

n (r)) ne convergent pas vers 0 après rmax, leurs amplitudes res-
tent bien modeste et raisonnable (< |4|). Quant aux SrG

n (r), elles diffusent avec des
amplitudes très larges.

Finalement, pour illustrer que les FGC ne diffusent qu’avec une amplitude rela-
tivement modeste, nous considérons le produit entre deux sturmiennes

V cG
nn′(r) = ScG

n (r)V(r)ScG
n′ (r) (3.15)

dont l’intégrale ∫ ∞

0
ScG

n (r)V(r)ScG
n′ (r) dr (3.16)

devrait dans l’idéal donner δnn′ . Les termes V cG
nn′(r) sont négligeables après r = R,

et décroissent approximativement comme le potentiel V(r). Cela est illustré dans
la figure 3.7 qui montre que la partie réelle et la partie imaginaire de V cG

nn (r) pour
n = 1, . . . , 5 sont modestes après r = R, et qu’elles sont du même ordre de grandeur
que ±V(r), ce qui est rassurant.

-,_ 
'·, -,_ 
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FIGURE 3.7 – Les fonctions V cG
nn (r) (3.15) sont tracées pour n =

1, . . . , 5, avec les deux fonctions ±V(r) en rouge.

3.2 Représentation directe

Dans cette section, nous étudions la possibilité de calculer les FSG avec des
gaussiennes d’une façon plus directe. L’idée est de remplacer la solution de l’équa-
tion (3.4) par une combinaison linéaire de gaussiennes :

SxG
n (r) = rl+1

N

∑
i=1

[ci]n e−αir2
. (3.17)

En d’autres termes, le problème (3.4) est projeté sur un ensemble de gaussiennes.
L’équation obtenue est

N

∑
i=1

(
−2α2

i r2 + (2l + 3)αi + U (r)− E
)
[ci]n rl+1e−αir2

= −βn

N

∑
i=1

[ci]n V(r)r
l+1e−αir2

.

(3.18)
Notez que la simplification par le terme rl+1 n’est pas possible car il vaut zéro à
l’origine. Ensuite, en multipliant cette équation sur une gaussienne de la forme 3(
rl+1 exp

(
−αjr2)) et en intégrant, on trouve :

N

∑
i=1

(
−2α2

i (I1)ji + [(2l + 3)αi − E] (I2)ji + (Iu)ji

)
[ci]n = −βn

N

∑
i=1

(Iv)ji [ci]n (3.19)

avec
(I1)ji =

∫ ∞

0
e−(αj+αi)r2

r2l+4dr

=
Γ
(
l + 5

2

)
2
(
αj + αi

)l+ 5
2

en utilisant (C.2),
(3.20)

(I2)ji =
∫ ∞

0
e−(αj+αi)r2

r2l+2dr

=
Γ
(
l + 3

2

)
2
(
αj + αi

)l+ 3
2

en utilisant (C.2),
(3.21)

(Iu)ji =
∫ ∞

0
U (r)e−(αj+αi)r2

r2l+2dr, (3.22)

3. Ce choix garantit la symétrie des matrices obtenues par la suite.
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(Iv)ji =
∫ ∞

0
V(r)e−(αj+αi)r2

r2l+2dr. (3.23)

Sous forme matricielle, en réunissant les coefficients [ci]n dans un vecteur Cn, l’équa-
tion (3.19) s’écrit comme :

HCn = βnBCn (3.24)

avec

Hji = Γ
(

l +
5
2

)
αiαj(

αj + αi
)l+ 5

2
− E

Γ
(
l + 3

2

)
2
(
αj + αi

)l+ 3
2
+ (Iu)ji , (3.25)

et :
Bji = −(Iv)ji. (3.26)

L’équation matricielle (3.24) peut être abordée de différentes manières :
— Si nous disposons des valeurs propres βn en avance (c’est possible en utili-

sant le code (MITNIK et al., 2011)) le problème d’optimisation d’exposants
{αi} peut être considéré comme un problème inverse aux valeurs propres gé-
néralisé. En effet, ce sont les exposants αi intervenant dans les matrices qui
sont alors les inconnues en plus des coefficients. D’une manière générale, ce
problème consiste à construire le potentiel physique en partant de valeurs
propres connues. D’après nos recherches bibliographiques, ce type de pro-
blème n’a été abordé que pour des cas particuliers de matriceH et B (BARCI-
LON, 1974 ; FRIEDLAN, 1977 ; BOLEY et GOLUB, 1987 ; FRIEDLAND, NOCEDAL

et OVERTON, 1987 ; CHU et GOLUB, 2002 ; CHU et GOLUB, 2005). Ces cas étant
très éloignés de notre situation, nous n’avons pas poursuivi cette piste.

— La deuxième méthode consiste à approximer les exposants {αi} en utilisant
des formules traditionnellement utilisées en chimie quantique, ou bien des
formules empiriques proposées en suivant l’expérience numérique acquise.
Ensuite, l’équation (3.24) sera considérée comme une équation séculaire géné-
ralisée ou bien un problème aux valeurs propres généralisé. Cette méthode est
discutée dans le paragraphe 3.2.1.

— Si les matrices H et B sont hermitiennes et B est définie positive, alors il est
possible d’optimiser les exposants {αi} d’une façon variationnelle en appli-
quant le théorème de Ritz. Cette piste est discutée dans le paragraphe 3.2.2.

3.2.1 Équation séculaire généralisée

Dans un premier temps, nous avons tenté de trouver empiriquement une for-
mule appropriée pour choisir les exposants {αi} puis nous avons considéré l’équa-
tion (3.24) comme une équation séculaire généralisée, avec des valeurs propres géné-
ralisées βG

n et des vecteurs propres généralisés Cn. Cette méthode est inspirée de la
chimie quantique. En fait, les chimistes évitent souvent de réaliser des optimisations
non linéaires complètes, en utilisant des choix de bases bien établis. Parmi les bases
gaussiennes les plus connues, nous citons :

— La base gaussienne tempérée « even-tempered » (REEVES et HARRISON, 1963 ;
FELLER et RUEDENBERG, 1979) (donnée par l’équation (1.65) du chapitre 1).

— La base gaussienne bien tempérée « well-tempered » (REEVES, 1963 ; HUZI-
NAGA et KLOBUKOWSKI, 1985 ; HUZINAGA, KLOBUKOWSKI et TATEWAKI,
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1985) dans laquelle les exposants sont définis comme :
αN = a,

αN−k+1 = b

[
1 + c

(
k
N

)d
]

αN−k+2 pour k = 2, . . . , N,
(3.27)

où a, b, c et d sont des paramètres.
— Les gaussiennes tempérées au hasard « random-tempered » (ALEXANDER, MON-

KHORST et SZALEWICZ, 1986 ; ALEXANDER et al., 1990).
— Des expansions polynomiales des exposants (polynômes de Legendre,. . .) (PE-

TERSSON et al., 2003).
Pour une référence pédagogique avec plus de détails, nous renvoyons le lecteur vers
la référence (JENSEN, 2006).

Les étapes suivies pour résoudre l’équation (3.24) sont les suivantes :
1. D’abord l’ensemble des exposants {αi} est construit selon une distribution

fixée. Ici, nous adoptons deux choix de bases : une base de gaussiennes tem-
pérées et une base que nous proposons.

2. Ensuite, le problème aux valeurs propres généralisé (3.24) est résolu en utili-
sant le sous-programme DGGEV 4 de LAPACK. Il faut souligner qu’il est alors
possible de trouver une différence de signe entre les fonctions SxG

n (r) et Sn(r).
En effet, si [ci]n est un vecteur propre, alors− [ci]n est un vecteur propre aussi.

3. Finalement les FSG trouvées avec des gaussiennes {SxG
n (r)} sont normalisées

en imposant : ∫ ∞

0
SxG

n (r)V(r)SxG
n (r)dr = 1. (3.28)

Considérons les mêmes paramètres P1 que dans le paragraphe 3.1.1 (équation (3.9)).
Avec la combinaison linéaire (3.17), la condition de normalisation (3.28) s’écrit :

∫ ∞

0
SrG

n (r)V(r)SrG
n (r)dr = −

N

∑
i=1

N

∑
j=1

[ci]n
[
cj
]

n

∫ ∞

0
e−(αi+αj+µ)r2

rdr

= −1
2

N

∑
i=1

N

∑
j=1

[ci]n
[
cj
]

n
αi + αj + µ

= 1.

(3.29)

D’autre part, les deux matricesH (3.25) et B (3.26) deviennent :

Hji =
3
√

παiαj

4
(
αj + αi

) 5
2
− E

√
π

4(αj + αi)
3
2
− 1

αj + αi
, (3.30)

Bji =
1

αj + αi + µ
. (3.31)

Nous avons testé plusieurs choix d’exposants pour obtenir ces FSG avec des
gaussiennes {SrG

n } ainsi que les valeurs propres {βG
n } correspondantes. Nous pré-

sentons ici seulement les deux les plus intéressants. Dans le premier cas, les expo-
sants forment une suite géométrique :

αi = aei b
N , (3.32)

4. DSYGV est plus appropriée si la matrice B est définie positive.
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FIGURE 3.8 – La distribution d’exposants {αi} obtenue en utilisant la
formule (3.33) avec N = 16 (à gauche) et N = 32 (à droite).

avec a = 10−3 et b = 10.
Le deuxième choix d’exposants consiste à sélectionner des distributions linéaires

dans des décades successives :

αi =



a1 +
i
N
4

(a2 − a1) pour i = 1, . . . ,
N
4

,

a2 +
i− N

4
N
4

(a3 − a2) pour i =
N
4
+ 1, . . . ,

N
2

,

a3 +
i− N

2
N
4

(a4 − a3) pour i =
N
2
+ 1, . . . ,

3N
4

,

a4 +
i− 3N

4
3N
16

(a5 − a4) pour i =
3N
4

+ 1, . . . ,
15N
16

,

a5 +
i− 15N

16
N
16

(a6 − a5) pour i =
15N
16

+ 1, . . . , N.

(3.33)

avec am = 10m−4 et m = 1, 2, . . . , 6. Cette formule s’inspire de notre expérience nu-
mérique, basée sur de nombreux essais d’ajustement. En effet, les caractéristiques
générales des exposants optimaux sont les suivantes :

— La plus petite valeur des exposants (αmin) doit être suffisamment petite afin
que la gaussienne correspondante (ou plusieurs gaussiennes) puisse diffu-
ser vers les distances radiales où les FSG ne sont pas encore négligeables :
exp

(
−αminr2

max
)
∼ 1. Dans cet exemple, αmin ∼ 0.001 est suffisamment petit,

car la portée des FSG est ∼ 30 : exp
(
−0.001(30)2) ≈ 0.5.

— Les exposants qui sont larges servent à bien reproduire les FSG près de l’ori-
gine. Lorsque la distance radiale est importante, l’amplitude de ces gaus-
siennes décroît très vite. Souvent, ajouter des larges exposants n’influence
pas significativement la combinaison de gaussiennes. Dans ce cas, nous avons
considéré αmax ∼ 100.

— Ce sont les petits exposants qui contribuent le plus pour produire des oscilla-
tions. Cela explique pourquoi les petits exposants sont plus nombreux dans
le choix (3.33).

La figure 3.8 illustre la distribution d’exposants généralisés en utilisant (3.33)
dans les deux cas de N = 16 et de N = 32.

Pour comparer l’efficacité des deux choix de base (3.32) et (3.33), nous avons cal-
culé l’erreur relative sur la première valeur propre d1 =

∣∣1− βG
1 /βex

1

∣∣ en fonction
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FIGURE 3.9 – L’erreur relative
∣∣1− βG

1 /βex
1

∣∣ en fonction du nombre N
de FGR. Les exposants {αi} sont choisis selon la formule (3.32).

du nombre de gaussiennes N. βG
1 est la valeur propre trouvée en utilisant des gaus-

siennes et βex
1 est celle trouvée avec le code (MITNIK et al., 2011). Les résultats sont

montrés dans les histogrammes 3.9 et 3.10. Dans le cas des gaussiennes tempérées,
nous trouvons d1 ≈ 0, 00199 % avec N ∼ 60. L’erreur diminue lentement pour N de
10 à 55 et commence à augmenter pour N ∼ 65. Cela est principalement dû au fait
que les gaussiennes ne sont pas orthogonales entre elles.
Le choix d’exposants (3.33) que nous proposons est clairement supérieur et permet
d’obtenir d1 ≈ 0, 00059 % avec seulement N = 16 et d1 ≈ 0, 00002 % avec N = 48.
Tout comme dans le premier cas, l’erreur continue à diminuer jusqu’à N ∼ 48, puis
elle augmente pour N = 64.

Les erreurs absolues ern(r) =
∣∣Sn(r)− SrG

n (r)
∣∣ sur les 15 premières FSG {SrG

n (r)}
trouvées avec le choix d’exposants (3.33) pour N = 16 et N = 32 sont tracées dans la
figure 3.11. Les 10 premières sturmiennes sont reproduites par N = 16 FGR avec
une qualité raisonnable, et avec N = 32 nous arrivons à reproduire les 15 pre-
mières sturmiennes. Les erreurs relatives sur les valeurs propres correspondantes
dn =

∣∣1− βG
n /βex

n
∣∣ sont montrées dans la figure 3.12. De façon similaire aux fonc-

tions SrG
n (r), les valeurs propres sont mieux reproduites pour N = 32.

L’orthogonalité entre les fonctions {SrG
n (r)} et entre les fonctions {Sn(r)} pour

n = 1, . . . , 14 (qui sont assez bien reproduites avec N = 16 et N = 32 gaussiennes)
est illustrée dans la figure 3.13 qui représente les recouvrements entre les différents
fonctions SrG

n (r), dans les deux cas N = 16 et N = 32. L’orthogonalité se dégrade
lorsque les fonctions SrG

n (r) reproduisent mal les FSG, mais restent globalement bien
meilleure que celle obtenue dans le paragraphe 3.1.1.

3.2.2 Optimisation des exposants suivant le théorème de Ritz

Nous avons aussi exploré la piste du théorème de Ritz. En fait, le problème aux
valeurs propres standard, avec des paramètres à optimiser, est bien connu en chimie
quantique. Des situations similaires se trouvent lorsque l’équation de Schrödinger est

- - - - -
J_ 

-
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FIGURE 3.10 – Même chose que la figure 3.9 avec le choix d’expo-
sants (3.33).

résolue avec des fonctions ansatz φ qui dépendent de paramètres {αi} :

H |φ(α1, . . . , αN)〉 = ε |φ(α1, . . . , αN)〉 , (3.34)

où H est un opérateur hermitien (l’Hamiltonien en général). Dans ce cas, selon le
théorème de Ritz, le meilleur ensemble {αi} est celui qui minimise l’énergie de l’état
fondamental (EPSTEIN, 1974 ; SUZUKI et VARGA, 1998 ; MESSIAH, 1995) :

ε0(α1, . . . , αN) ≡
〈φ|H |φ〉
〈φ|φ〉 . (3.35)

Ce principe n’est autre que la méthode variationnelle.
Dans notre cas, l’équation (3.24) qui nous intéresse ici n’est pas un problème aux

valeurs propres standard, mais plutôt un problème aux valeurs propres généralisé avec
une matrice B dans le membre de droite. Cependant, si les deux matrices H et B
sont hermitiennes et si la matrice B est définie positive (ce qui signifie que toutes ses
valeurs propres sont positives), alors le théorème de Ritz s’applique et il consiste à mi-
nimiser la première valeur propre (de façon similaire au cas standard d’un problème
au valeurs propres où le théorème s’applique sur ε0). La minimisation doit alors être
menée sur :

β1(α1, . . . , αN) =
〈SG

n |H|SG
n′〉

〈SG
n |B|SG

n′〉
. (3.36)

Dans le cas des états liés (E < 0), les matrices H et B sont hermitiennes car les
exposants {αi} sont réels. Pour démontrer que la matrice B (3.31) est définie positive,
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FIGURE 3.11 – Les erreurs absolues ern(r) =
∣∣Sn(r)− SrG

n (r)
∣∣ pour

n = 1, . . . , 15 sont tracées pour une base avec N = 16 gaussiennes (à
gauche) et N = 32 (à droite). Les exposants {αi} sont générés avec

l’équation (3.33).
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FIGURE 3.13 – Recouvrements entre les fonctions {SrG
n (r)}{n=1,...,14}

calculées en utilisant les exposants de la formule (3.33) avec N = 16
(à gauche) et N = 32 (à droite).

--

.. 
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il suffit de prouver que le déterminant :

detBk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2α1+µ

1
α1+α2+µ · · · 1

α1+αk+µ
1

α1+α2+µ
1

2α2+µ · · · 1
α2+αk+µ

...
...

. . .
...

1
α1+αk+µ

1
α2+αk+µ · · · 1

2αk+µ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.37)

est positif (LAY, LAY et MCDONALD, 2015) pour k = 1, . . . , N. Comme démontré
dans l’annexe H, on a :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2β1

1
β1+β2

· · · 1
β1+βk

1
β1+β2

1
2β2

· · · 1
β2+βk

...
...

. . .
...

1
β1+βk

1
β2+βk

· · · 1
2βk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

k

∏
i=1

1
2βi

∏
i=1,...,k−1
j=i+1,...,k

(βi − β j)
2

(βi + β j)2 . (3.38)

Donc, en posant βi = αi + µ/2, on obtient :

detBk =
k

∏
i=1

1
2αi + µ ∏

i=1,...,k−1
j=i+1,...,k

(αi − αj)
2

(αi + αj + µ)2 , (3.39)

qui est strictement positif. Ainsi la matrice B est définie positive ∀N.
Nous avons donc appliqué cette technique pour optimiser les exposants {αi}

en minimisant β1 de l’équation (3.36). Pour simplifier, nous avons supposé que les
exposants sont de la forme :

αi = abi pour i = 1, . . . , N, (3.40)

afin de réduire à deux le nombre de paramètres et nous avons pris N = 10. L’optimi-
sation est réalisée en utilisant la méthode de minimisation globale SHGO « Simplicial
Homology Global Optimization » (ENDRES, SANDROCK et FOCKE, 2018) de la biblio-
thèque SciPy (VIRTANEN et al., 2020), avec les bornes suivantes :{

0.01 ≤a ≤ 0.1,
1.50 ≤b ≤ 5.0.

(3.41)

Les valeurs optimales trouvées sont
(
aopt = 0.01, bopt = 1.7244724

)
et sont utilisées

ensuite dans une diagonalisation, comme dans le paragraphe 3.2.1. Une comparai-
son entre les valeurs propres généralisées obtenues sans et avec l’optimisation préa-
lable est donnée par l’histogramme 3.14, dans lequel nous traçons les erreurs rela-
tives dn =

∣∣1− βG
n /βex

n
∣∣, qui sont de deux ordres de grandeurs inférieurs aux résul-

tats sans optimisation, obtenus avec le choix arbitraire (a = 0.05, b = 2.5).
Il est aussi possible, en principe, d’étendre l’optimisation pour les autres valeurs

propres généralisées βG
2 , . . . (GILBERT et al., 2008 ; BARCA, GILBERT et GILL, 2014 ;

BARCA, GILBERT et GILL, 2018).
En conclusion, il est possible d’optimiser des ensembles des FGR pour représen-

ter des FSG liées (pour E < 0) directement, sans connaissance préalable, en appli-
quant le principe variationnel.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n

10
−3

10
−2
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−1
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1

d n

sans optimisation
avec optimisation

FIGURE 3.14 – Les erreurs relatives dn =
∣∣1− βG

n /βex
n
∣∣ sans optimisa-

tion avec les choix (a = 0.05, b = 2.5) (en vert) ou avec optimisation
(en rouge).

3.2.3 Cas du continuum

Considérons maintenant l’équation (3.24) dans le cas où l’énergie E est positive
avec les paramètres P2 (3.13). Les FSG sont alors complexes. Nous avons tenté de
trouver un choix d’exposants empirique d’une manière similaire à celle appliquée
dans le paragraphe 3.2.1, pour reproduire la première valeur propre β1. Au contraire
du cas des FSG liées, tous les essais que nous avons menés ont malheureusement
échoué. Ceci peut être interprété de la façon suivante : l’équation (3.24) est le ré-
sultat d’une projection globale. En d’autres termes, la combinaison de gaussiennes
ScG

n (r) doit approximer les FSG avec une précision raisonnable, sur tout l’axe radial,
pour reproduire la valeur propre correspondante. Ceci est impossible dans le cas du
continuum car les FSG oscillent jusqu’à l’infini, alors que les gaussiennes (FGR et
FGC) sont décroissantes.

Une solution possible est de diviser la région radiale en deux zones radiales sé-
parées par r = R. Avant cette distance, les FSG sont approximées par des FGC et
après elles se comportent comme une FRC (notée F(r)). Les FSG sont remplacées
alors par :

Sn(r) =

ScG
n (r) ≡ rl+1 ∑

i=1
[ci]n e−αir2

pour r ∈ [0, R],

F(r) pour r ∈ [R, ∞[.
(3.42)

avec la continuité de la fonction et de sa dérivée en r = R :
ScG

n (r)
∣∣∣
r=R

= F(r)|r=R ,

∂r

(
ScG

n (r)
)∣∣∣

r=R
= ∂r (F(r))|r=R .

(3.43)

--

1 
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La représentation (3.42) est ainsi substituée dans (3.4) puis projetée sur
(
rl+1 exp

(
−αjr2)),

où l’intégration est effectuée cette fois entre 0 et R. Ceci donne :

N

∑
i=1

(
−2α2

i (J1)ji + (αi(2l + 3)− E) (J2)ji + (Ju)ji

)
[ci]n = −βn

N

∑
i=1

(Jv)ji [ci]n ,

(3.44)
avec

(J1)ji =
∫ R

0
e−(αj+αi)r2

r2l+4dr, (3.45)

(J2)ji =
∫ R

0
e−(αj+αi)r2

r2l+2dr, (3.46)

(Ju)ji =
∫ R

0
U (r)e−(αj+αi)r2

r2l+2dr, (3.47)

(Jv)ji =
∫ R

0
V(r)e−(αj+αi)r2

r2l+2dr. (3.48)

Les intégrales doivent être calculées numériquement. En représentation matricielle,
nous avons :

HcCn = βnBcCn, (3.49)

avec
Hc

ji = −2α2
i (J1)ji + (αi(2l + 3)− E) (J2)ji + (Ju)ji , (3.50)

et
Bc

ji = − (Jv)ji . (3.51)

Ces matrices ont des éléments complexes. Le théorème de Ritz a été généralisé par
Moiseyev (MOISEYEV, 1982) pour englober le problème (3.35) dans le cas où H est
une matrice symétrique et complexe. Une condition nécessaire pour que ce théo-
rème soit applicable est de remplacer la normalisation ordinaire des fonctions, par
la normalisation-c (normalisation complexe au sens des bases biorthogonales) définie
comme (voir le chapitre 7 de (MOISEYEV, 2011) pour plus de détails) :(

φi, φj
)
= 〈φ∗i |φj〉 . (3.52)

On rencontre ce type de problèmes, par exemple, dans le calcul de résonances. Par
exemple, dans (MCCURDY JR et RESCIGNO, 1978 ; HONIGMANN, LIEBERMANN et
BUENKER, 2010), on calcul des résonances avec ce principe variationnel en utilisant
des gaussiennes complexes. Malheureusement, dans notre cas l’équation (3.49) est
accompagnée d’une matrice Bc (3.51) complexe qui remet en question la possibilité
d’appliquer le théorème de Ritz. Nous n’avons pas poursuivi cette piste plus en avant,
en espérant trouver dans le futur des cas particulier où ce principe peut s’appliquer.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié deux chemins différents afin de représenter
les FSG par des gaussiennes.

Le premier consiste à ajuster les FSG avec des gaussiennes sur une grille radiale
finie en appliquant la méthode développée dans le chapitre 2. Concernant le cas des
états liés, il est possible de les ajuster facilement avec les FGR ou les FGC. Quant
au cas des états du continuum, seules les FGC arrivent à donner une reproduction
correcte.
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Dans le deuxième chemin, les sturmiennes sont trouvées directement en termes
de gaussiennes. L’idée est de remplacer la solution de l’équation différentielle de
type Sturm-Liouville par une combinaison finie de gaussiennes. Ensuite, l’équation
obtenue est projetée sur des gaussiennes, ce qui donne une équation séculaire générali-
sée. Pour résoudre cette équation, nous avons tenté d’appliquer des formules intui-
tives pour générer les exposants de gaussiennes, ou de les optimiser en appliquant
une méthode variationnelle. Ces techniques peuvent donner de bons résultats dans le
cas des sturmiennes liées. Il s’avère qu’étendre ces techniques pour le cas du conti-
nuum n’est pas trivial. Nous avons présenté les difficultés principales que l’on ren-
contre alors. Les résoudre demanderait un travail ultérieur considérable que nous
n’aborderons pas ici.
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Chapitre 4

Application aux processus
d’ionisation : atome d’hydrogène

Ce chapitre est dédié à des applications physiques dans lesquelles interviennent
des états du continuum, que nous remplacerons par une représentation en gaus-
siennes. Nous allons considérer le processus d’ionisation d’un atome à une électron
actif impacté par un photon (dans l’approximation dipolaire) ou par une particule
chargée (cadre de la première approximation de Born). L’atome d’hydrogène est pris ici
comme cas d’étude. En effet, pour cette cible les sections efficaces sont connues de
façon analytique.

Notre objectif est de montrer qu’avec une représentation en gaussiennes de toutes
les fonctions d’ondes impliquées, il est possible de calculer correctement des sections
efficaces pour ces processus collisionnels. L’ionisation d’atomes a été largement étu-
diée depuis les débuts de la mécanique quantique, et il existe de nombreuses mé-
thodes adaptées à des régimes spécifiques. Notre approche ne vise en aucun cas à
les concurrencer. Dans ce chapitre nous allons montrer que nous pouvons repro-
duire avec précision les sections efficaces analytiques pour l’atome d’hydrogène.
L’idée clé est de représenter toutes les fonctions présentes dans le calcul des élé-
ments de matrice de transition, notamment la fonction d’onde du continuum, avec
des gaussiennes. Cela nous permettra de réduire les difficultés numériques liées aux
intégrales. La considération d’un atome d’hydrogène comme cible est illustrative et
a pour objectif de tester la validité de l’approche des gaussiennes. L’avantage sera
plus remarquable dans le cas où le cible atomique est remplacé par une molécule
(voir chapitre 5 et 6).

Les Fonction(s) Gaussienne(s) Réelle(s) (FGR) ont déjà été employées comme une
base de L2 sur laquelle la fonction d’onde du continuum est projetée :

— Dans le cadre de la théorie de la Matrice-R (BURKE, 2011), les FGR ont été uti-
lisées pour étudier des processus d’ionisation par impact de particules char-
gées (SCHNEIDER, 1975 ; SCHNEIDER et HAY, 1976 ; NESTMANN, PFINGST et
PEYERIMHOFF, 1994 ; MORGAN et al., 1997 ; MORGAN, TENNYSON et GILLAN,
1998 ; FAURE et al., 2002).

— Les FGR servent aussi à étudier des processus de photoionisation et de ré-
sonance en appliquant une variation de la théorie de la Matrice-K (MOCCIA

et SPIZZO, 1992 ; CACELLI, MOCCIA et RIZZO, 1993 ; CACELLI, MOCCIA et
RIZZO, 1995 ; CACELLI, MOCCIA et RIZZO, 1998 ; CACELLI, MOCCIA et RIZZO,
2000 ; CARRAVETTA et al., 2000).

— Récemment, des calculs de générations d’harmoniques d’ordre élevé ont été
effectués en utilisant des FGR (COCCIA et LUPPI, 2016 ; COCCIA et al., 2016 ;
COCCIA et al., 2017).

Une observation commune dans ces études est la mauvaise reproduction du conti-
nuum au-delà des énergies faibles, notamment pour des grandes distances radiales.
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Comme on l’a vu en détail au chapitre 1, cela est tout à fait normal à cause de la
nature non-oscillante des FGR d’un part, et de leur décroissance rapide d’autre part.
Afin de surmonter ces difficultés, une solution possible est d’ajouter à la base gaus-
sienne des fonctions basées sur une grille (RESCIGNO et al., 2005) ou bien des fonc-
tions B-spline (MARANTE, ARGENTI et MARTÍN, 2014 ; MAŠÍN et GORFINKIEL, 2014).
Le défaut de cette approche hybride est l’apparition des nouvelles intégrales entre
les deux bases utilisées.

Fiori et Miraglia (FIORI et MIRAGLIA, 2012) ont proposé d’extraire de la fonction
du continuum l’onde plane, et ensuite de représenter la partie restante avec des FGR.
Leur objectif était de réduire le comportement oscillant de la fonction à représenter
par des gaussiennes. Comme nous le montrerons en détails dans ce chapitre, cette
méthode a des avantages mais aussi des limites.

La stratégie que nous proposons dans ce travail est d’employer des Fonction(s)
Gaussienne(s) Complexe(s) (FGC) plutôt que des FGR.

La notion de gaussienne complexe a été introduite pour la première fois dans
un calcul d’ionisation moléculaire par McCurdy et Rescigno (MCCURDY JR et RESCI-
GNO, 1978). Ils ont modifié la méthode de rotation complexe des coordonnées pour
étendre son champ d’application aux molécules, en remplaçant la transformation de
la coordonnée radiale r → r exp (ıθ) par une transformation des exposants des gaus-
siennes α → α exp (−ı2θ), où θ est un paramètre variationnel qui est optimisé pour
rendre les valeurs propres de résonance stationnaires. Les exposants α vérifient une
série géométrique qui est établie en fonction du système moléculaire en considéra-
tion. Cette méthode, dite méthode de base complexe, a été appliquée pour traiter des
états de résonance et des états métastables, ainsi que pour le calcul de sections effi-
caces d’ionisation (RESCIGNO et MCCURDY, 1985 ; YU, PITZER et MCCURDY, 1985 ;
YABUSHITA, MCCURDY et RESCIGNO, 1987 ; HONIGMANN, LIEBERMANN et BUEN-
KER, 2010 ; MORITA et YABUSHITA, 2008c ; MORITA et YABUSHITA, 2008b ; MORITA et
YABUSHITA, 2008a ; WHITE, HEAD-GORDON et MCCURDY, 2015). En général, dans
cette méthode le continuum n’est pas calculé d’une façon explicite. Par exemple,
la section efficace totale de photoionisation, atomique ou moléculaire, est évaluée
directement par la diagonalisation d’un Hamiltonien électronique. Toutefois, Mc-
Curdy et Rescigno (MCCURDY et RESCIGNO, 1987) ont montré qu’il est possible de
calculer explicitement la fonction du continuum dans le cadre de cette méthode, ce
qui permet de calculer la section efficace différentielle via un élément de matrice
de transition. La problématique qui apparaît est la nécessité d’une bonne reproduc-
tion des conditions aux limites. Matsuzaki et Yabushita (MATSUZAKI et YABUSHITA,
2017b) ont proposé de construire une base avec des Fonction(s) Complexe(s) de Type
Slater (FCTS) pour reproduire des fonctions du continuum. Ces FCTS peuvent être
représentées avec des FGC (MATSUZAKI et al., 2014). Cependant, la double trans-
formation de base (continuum→ FCTS→ FGC) n’a pas été envisagée car un grand
nombre de gaussiennes sera nécessaire. Afin d’éviter ceci, ils ont ajusté d’une fa-
çon directe une Fonction(s) Régulière(s) de Coulomb (FRC) avec des FGC (MATSU-
ZAKI et YABUSHITA, 2017a) en employant la méthode étendue de Huzinaga (voir pa-
ragraphe 1.1.3 dans le chapitre 1). Comme nous l’avons souligné au chapitre 1, la
réussite de cette méthode dépend fortement de quelques paramètres et de la vitesse
des oscillations. Il n’est donc pas étonnant que dans leur article (MATSUZAKI et YA-
BUSHITA, 2017a), l’ajustement ne soit acceptable que dans la région radiale [5, 20]
pour une énergie E = 1.0 u.a..

Dans ce chapitre, nous allons utiliser des FGR et des FGC optimisées avec la
méthode présentée dans les chapitres 1 et 2 pour évaluer les éléments de matrice de
transition de façon analytique.
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FIGURE 4.1 – Illustration des vecteurs d’onde avant (ki) et après (ke
et kf) la collision en géométrie coplanaire (le plan de collision est le

plan de la feuille).

4.1 Ionisation de l’hydrogène par impact d’électron

Nous nous intéressons dans cette partie à l’ionisation simple 1 d’un atome à un
électron actif par impact d’une particule chargée dans le cadre de la première approxi-
mation de Born. Nous nous concentrons ensuite sur le cas de l’hydrogène comme un
exemple de référence afin d’illustrer l’efficacité des gaussiennes pour la représenta-
tion des fonctions d’onde du continuum.

4.1.1 Expression de la section efficace

Commençons par indiquer les notations et établir la formule de l’élément de ma-
trice qui nous permettra d’évaluer la section efficace pour un atome. Pour plus de
détails, le lecteur pourra par exemple consulter les références (MCDOWELL et CO-
LEMAN, 1970 ; NEWTON, 2013).

Une particule de charge zi et de masse mi, est projetée avec une énergie Ei =

k2
i /(2mi) (souvent selon l’axe z d’un référentiel lié à la cible : k̂i = ẑ) sur un atome

comportant N électrons et de masse M, initialement dans un état lié φinit(r) avec
r l’ensemble des positions des électrons de l’atome {r1, r2, . . . , rN}. Après la colli-
sion, un des électrons est arraché et sera dans un état du continuum avec un vecteur
d’onde ke, et la particule incidente est diffusée avec une énergie E f = k2

f /(2mi) se-
lon le vecteur d’onde kf (voir figure 4.1 pour une illustration). Nous noterons ψ−ke

(r)
cet état final, le symbole supérieur (−) indiquant que pour l’électron arraché nous
prenons le choix du comportement asymptotique d’une onde entrante. Les lois de
conservation de l’énergie et de la quantité de mouvement imposent :

k2
i

2mi
=

k2
f

2mi
+

k2
e

2
+

Q2

2M
+ Vionis, (4.1)

et
ki = kf + ke + Q, (4.2)

avec Vionis l’énergie nécessaire pour ioniser l’atome, et Q son moment de recul. L’éner-
gie Q2/2M est négligée ici. Le moment transféré est défini comme :

q = ki − kf. (4.3)

Dans la suite, nous limiterons la discussion au cas asymétrique où ki, k f � ke, dans
lequel les termes d’échanges peuvent être ignorés.

1. Un seul électron est arraché après la collision.
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La première approximation de Born consiste à décrire la particule incidente comme
une onde plane avant exp (ıki · R) et après exp (ıkf · R) la collision, avec R la posi-
tion du projectile par rapport au noyau de la cible 2. La fonction d’onde du système
(particule projectile et cible) avant et après la collision est donnée respectivement
par :

Ψi(r, R) = eıki·Rφinit(r), (4.4)

et
Ψke(r, R) = eıkf·Rψ−ke

(r). (4.5)

La Section Efficace Triplement Différentielle (SETD) d’ionisation est donnée par (MC-
DOWELL et COLEMAN, 1970 ; NEWTON, 2013) :

d3σ

dΩedΩ f dEe
=

µ2

4π2

k f ke

ki
|Tike(q)|2, (4.6)

où Ωe et Ω f sont respectivement les angles solides de l’électron ionisé et du projectile
diffusé, et µ est la masse réduite :

µ =
mi M

mi + M
. (4.7)

L’élément de matrice de transition de Ψi vers Ψke est :

Tike = 〈Ψke |V(r, R)|Ψi〉 , (4.8)

où V(r, R) est le potentiel d’interaction Coulombien entre le projectile et la cible :

V(r, R) =
zizn

R
− zi

N

∑
i=1

1
|R− ri|

. (4.9)

Ici zn est le nombre de charge du noyau. Le premier terme du potentiel (4.9) repré-
sente l’interaction entre le projectile et le noyau, et le deuxième terme est l’interaction
entre le projectile et les N électrons de la cible. L’élément de transition s’écrit alors
comme :

Tike =
∫

dr
∫

dR e−ıkf·Rψ−∗ke
(r)

[
zizn

R
− zi

N

∑
i=1

1
|R− ri|

]
eıki·Rφinit(r)

= zi

[
zn

∫
dr ψ−∗ke

(r)φinit(r)
∫ eıq·R

R
dR−

N

∑
i=1

∫
dr ψ−∗ke

(r)φinit(r)
∫ eıq·R

|R− ri|
dR

]

= zi

[
zn

∫
dr ψ−∗ke

(r)φinit(r)I(0)−
N

∑
i=1

∫
dr ψ−∗ke

(r)φinit(r)I(ri)

]
.

(4.10)

2. Nous supposons que le noyau est le centre de masse.
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Les intégrales I(ri) sont données par (BETHE, 1930) 3 :

I(ri) =
∫ eıq·R

|R− ri|
dR

= 4π
eıq·ri

q2 .
(4.11)

L’élément de transition est alors :

Tike(q) = zi
4π

q2

[
zn

∫
dr ψ−∗ke

(r)φinit(r)−
N

∑
i=1

∫
dr eıq·ri ψ−∗ke

(r)φinit(r)

]
, (4.12)

où nous voyons explicitement la dépendance au moment transféré q. Les deux fonc-
tions d’onde φinit et ψ−ke

sont des fonctions propres d’un même Hamiltonien, elles
sont donc orthogonales 4. L’élément de transition se réduit alors à :

Tike(q) = −zi
4π

q2

N

∑
i=1

∫
dr1 · · · drn eıq·ri ψ−∗ke

(r)φinit(r), (4.13)

c’est-à-dire à une somme de N intégrales de 3N dimension. Dans le cas d’une grande
molécule, cette intégrale sera encore plus compliquée à cause de la nature multicen-
trique du problème. Dans ce cas, une approche gaussienne telle que celle développée
dans cette thèse deviendra particulièrement avantageuse.

Dans le cas de l’atome d’hydrogène ou d’un ion hydrogénoïde, l’intégrale (4.13)
se simplifie en :

Tike(q) = −zi
4π

q2

∫
dr eıq·rψ−∗ke

(r)φni limi(r), (4.14)

et les fonctions φni limi et ψ−∗ke
sont analytiques. La fonction d’onde liée φni limi est don-

née par (1.66), et la fonction d’onde du continuum est :

ψ−ke
(r) = exp

(
−πη

2

)
Γ(1− ıη)

eıke·r

(2π)
3
2

1F1 (ıη, 1;−ı(ker + ke · r)) , (4.15)

avec η = −zn/ke le paramètre de Sommerfeld et 1F1 est la Fonction Hypergéométrique
Confluente (FHC) (voir formule (B.10)). L’élément de matrice de transition (4.14) est

3. En effet, en utilisant le changement de variable yi = R− ri, cette intégrale devient :

I(ri) = eıq·ri

∫ ∞

0
y2

i dyi

∫ π

0
sin(θ)dθ

∫ 2π

0
dφ

eıqyi cos θ

yi
= 4π

eıq·ri

q

∫ ∞

0
sin(qyi)dyi.

Cette intégrale a l’air divergente. Toutefois, la convergence est atteinte en remplaçant le potentiel Cou-
lombien 1/r par :

lim
λ→0

e−λr

r
.

L’intégrale I(ri) devient

I(ri) = 4π
eıq·ri

q
lim
λ→0

∫ ∞

0
e−λyi sin(qyi)dyi = 4π

eıq·ri

q
lim
λ→0

q
q2 + λ2 = 4π

eıq·ri

q2 .

4. En général, dans les applications, ces fonctions sont obtenues numériquement et chacune avec
des approximations ; par conséquent souvent elles ne sont pas rigoureusement orthogonales, et doivent
dès lors être orthogonalisées par exemple par la méthode Gram-Schmidt.
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donc :

Tike(q) = −
√

2
π

zie−
πη
2 Γ (1 + ıη)

q2

∫
dr eıQ·r

1F1 (−ıη, 1; ı(ker + ke · r)) φni limi(r),

(4.16)
où Q = q− ke = ki − kf − ke.

Afin de séparer la partie radiale de la partie angulaire dans la fonction d’onde (4.15),
la méthode habituelle consiste à l’écrire sous la forme d’une décomposition en ondes
partielles :

ψ−ke
(r) =

√
2
π

∞

∑
l=0

+l

∑
m=−l

(ı)l exp (−ı arg (Γ (l + 1 + ıη)))
Fl,ke(r)

ker
Ym

l (r̂)Ym∗
l (k̂e), (4.17)

avec les Fonction(s) Régulière(s) de Coulomb (FRC) Fl,ke(r) données par (1.72). Ces
fonctions sont réelles, mais oscillantes, et nous avons vu au chapitre 1 qu’elles ne
sont pas facilement reproduites avec des FGR. Fiori et Miraglia (FIORI et MIRAGLIA,
2012) ont suggéré d’utiliser un autre développement de la fonction du continuum
comme présenté dans le paragraphe suivant.

4.1.2 Approche de Fiori et Miraglia

Afin d’extraire la représentation des fonctions oscillantes Fl,ke(r) (1.72) par des
gaussiennes, Fiori et Miraglia (FIORI et MIRAGLIA, 2012) ont suggéré de factoriser
l’onde plane exp (ıke · r), dans la fonction du continuum (4.15) avant de développer
la partie restante sur des harmoniques sphériques. Cela donne (SPIELBERGER et al.,
1999) :

ψ−ke
(r) =

eıke·r

(2π)
3
2

∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

Dl,ke(r)Y
m
l (k̂e)Ym∗

l (r̂), (4.18)

avec

Dl,ke(r) = 4πe
πzn
2ke

Γ
(

1 + ızn
ke

)
Γ
(

l − ızn
ke

)
(−ı)l

Γ
(
− ızn

ke

)
Γ(l + 1)(2l + 1)!!

(ker)l
1F1

(
l − ızn

ke
, 2l + 2;−2ıker

)
.

(4.19)
Contrairement aux FRC, les fonctions de distorsion Dl,ke(r) sont complexes mais
peuvent, selon (FIORI et MIRAGLIA, 2012), être plus facilement représentées avec
des FGR.

En réalité, cette affirmation n’est que partiellement correcte et n’est valable que
pour des petites valeurs de l (typiquement l ∼ 3). Pour des grandes valeurs de l,
ces fonctions montrent un comportement oscillant très difficile à reproduire avec
des gaussiennes, comme illustré dans la figure 4.2. Cette figure montre la différence
entre le comportement oscillant de la fonction Dl,ke(r) dans les deux cas l = 1 et l = 7
pour ke = 1.75. Nous n’avons pas réussi à reproduire les oscillations de Dl=7,ke(r)
avec une qualité satisfaisante, ni avec des FGR, ni avec des FGC.

D’un autre côté, les fonctions Dl,ke(r) avec des grands valeurs de l contribuent
beaucoup moins à la fonction du continuum (4.15) que celles qui ont des petits l.
En d’autres termes, numériquement, bien représenter les quelques premières fonc-
tions Dl,ke(r) devrait suffire pour assurer une reproduction raisonnable de la fonc-
tion d’onde du continuum. Par ailleurs, la qualité des résultats finaux dépendra du
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FIGURE 4.2 – La fonction Dl,ke(r) est tracée pour ke = 1.75 dans les
deux cas : l = 1 (en haut) et l = 7 (en bas).
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nombre minimal de fonctions partielles Dl,ke(r) nécessaires pour atteindre la conver-
gence des quantités physiques en considération. Ce nombre dépendra en particulier
de l’énergie de l’électron éjecté.

Avec le développement (4.18) et l’état initial (1.66), l’élément de matrice (4.14)
devient :

Tike(q) = −zi
4π

q2

∫
dr eıq·r e−ıke·r

(2π)
3
2

∑
l,m

D∗l,ke
(r)Ym∗

l (k̂e)Ym
l (r̂)Rni li(r)Y

mi
li
(r̂)

= − 4π

(2π)
3
2

zi

q2 ∑
l,m

Ym∗
l (k̂e)

∫
dr eıQ·rD∗l,ke

(r)Rni li(r)Y
m
l (r̂)Ymi

li
(r̂).

(4.20)

Afin de pouvoir séparer les variables dans cette intégrale, nous développons l’onde
plane sur les harmoniques sphériques en utilisant les Fonction(s) de Bessel (FB)
Jλ+ 1

2
(Qr) (voir formule (B.4)) :

eıQ·r = 4π ∑
λ,µ

ıλ

√
π

2

Jλ+ 1
2
(Qr)
√

Qr
Yµ∗

λ (Q̂)Yµ
λ (r̂). (4.21)

L’équation (4.20) devient :

Tike(q) = −
(4π)2√π

(2π)
3
2
√

2

zi

q2
√

Q ∑
l,m

Ym∗
l (k̂e)∑

λ,µ
ıλYµ∗

λ (Q̂)Irad
l,λ Iang

l,m,λ (4.22)

avec
Irad
l,λ =

∫ ∞

0
r

3
2 Jλ+ 1

2
(Qr)D∗l,ke

(r)Rni li(r) dr (4.23)

Iang
l,m,λ =

∫
Yµ

λ (r̂)Y
m
l (r̂)Ymi

li
(r̂) dr̂. (4.24)

L’intégrale sur les trois harmoniques sphériques donne (voir formule (E.7)) :

Iang
l,m,λ =

√
(2l + 1)(2li + 1)(2λ + 1)

4π

(
l li λ
0 0 0

)(
l li λ
m mi µ

)
, (4.25)

avec les règles de sélection : |l − li| ≤ λ ≤ l + li, m + mi + µ = 0.

Intégrales radiales

A ce stade nous allons remplacer les fonctions radiales par leurs représentations
en gaussiennes, telle qu’obtenues suivant l’une des méthodes présentées aux cha-
pitres 1 et 2 :

Rni li(r) =
T

∑
t=1

bte−βtr2
(4.26)

et :

Dl,ke(r) = rγl
S

∑
s=1

[cs]l,ke
e−[αs]lr

2
, (4.27)

où rγl est ajouté pour reproduire le zéro à l’origine avec

γl =

{
0 si l = 0,
1 si l ≥ 1.

(4.28)



4.1. Ionisation de l’hydrogène par impact d’électron 93

Les fonctions Dl,ke(r) se comportent comme rl à l’origine et le choix γl = l serait
naturel. Cependant, cela introduirait de très grands nombres pour des grandes va-
leurs de r et de l, ce qui peut causer des problèmes numériques. En effet, ces grands
nombres sont additionnés avec des petits nombres (pour des faibles r) durant l’opti-
misation. Afin de respecter la valeur nulle à l’origine pour l ≥ 1, un bon compromis
est de faire le choix (4.28) ; ce choix n’est pas critique (on peut prendre γl = 0 et on
obtient des résultats similaires).
En utilisant la propriété (C.14), l’intégrale radiale (4.23) devient :

Irad
l,λ =

∫ ∞

0
r

3
2 Jλ+ 1

2
(Qr)rγl

S

∑
s=1

[cs]
∗
l,ke

e−[αs]
∗
l r2

T

∑
t=1

bte−βtr2
dr

=
S

∑
s=1

T

∑
t=1

[cs]
∗
l,ke

bt

∫ ∞

0
r

3
2+γl Jλ+ 1

2
(Qr)e−([αs]

∗
l +βt)r2

dr

=
Qλ+ 1

2 Γ
(

γl+λ+3
2

)
2λ+ 3

2 Γ
(
λ + 3

2

) S
gauss

l,λ ,

(4.29)

avec

S
gauss

l,λ =
S

∑
s=1

T

∑
t=1

[cs]
∗
l,ke

bt(
[αs]

∗
l + βt

) γl+λ+3
2

1F1

(
γl + λ + 3

2
, λ +

3
2

;
−Q2

4
(
[αs]

∗
l + βt

)) . (4.30)

En substituant (4.25) et (4.29) dans l’équation (4.22), nous obtenons l’expression
suivante pour l’élément de transition

Tike(q) = −
zi
√

2li + 1
q2
√

Q
(4π)2√π

(2π)
3
2
√

2
√

4π
∑
l,m

√
2l + 1Ym∗

l (k̂e)∑
λ,µ

ıλ
√

2λ + 1

×
Qλ+ 1

2 Γ
(

γl+λ+3
2

)
2λ+ 3

2 Γ
(
λ + 3

2

) Yµ∗
λ (Q̂)

(
l li λ
0 0 0

)(
l li λ
m mi µ

)
S

gauss
l,λ .

(4.31)

En tenant compte des règles de sélection de (4.25) et en réorganisant les sommes
tout en fixant L comme l’ordre maximal des fonctions partielles Dl,ke(r), ceci s’écrit
également

Tike(q) = −
√

π

2
zi
√

2li + 1
q2

L

∑
l=0

√
2l + 1

l+li

∑
λ=|l−li |

(
ıQ
2

)λ
Γ
(

γl+λ+3
2

)
Γ
(
λ + 3

2

) √
2λ + 1

×
(

l li λ
0 0 0

)
S

gauss
l,λ

l

∑
m=−l

(
l li λ
m mi −m−mi

) [
Ym

l (k̂e)Y
−m−mi
λ (Q̂)

]∗
.

(4.32)
Cette formule est calculée numériquement sans difficulté, en utilisant le sous-
programme CONHYP (NARDIN, PERGER et BHALLA, 1992) pour évaluer la FHC,
et la bibliothèque SLATEC (VANDEVENDER et HASKELL, 1982) pour calculer les sym-
boles 3j de Wigner. Nous utilisons aussi la formule (E.2) qui lie les harmoniques sphé-
riques aux Polynôme(s) de Legendre Généralisé(s) (PLeG), où ces derniers sont cal-
culés en utilisant les relations de récurrence données dans le chapitre 6 de (PRESS

et al., 1993).
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Ajustement des fonctions radiales

Nous rappelons que la cible ici est un atome d’hydrogène (zn = 1). Considérons
la grille énergétique E : {ke1 , . . . , ke5}, telle que :

kei = 0.25 + 0.75(i− 1) , pour i = 1, . . . , 5. (4.33)

Nous avons ajusté les ensembles :

Dl : {Dl,ke1
(r), . . . , Dl,ke5

(r)}, (4.34)

avec des gaussiennes en appliquant la technique de moindres carrés présentée dans
la partie 1.2 du chapitre 1, pour l = 0, . . . , L avec la valeur maximale L = 8.

Dans le cas d’un ajustement avec des FGC, les fonctions Dl,ke(r) sont directement
données sous la forme d’une combinaison de gaussiennes complexes (4.27) :

Dl,ke(r) = rγl
Sc

∑
s=1

[cs]
c
l,ke

e−[αs]
c
l r2

, (4.35)

alors que dans le cas des FGR, le processus d’ajustement est divisé en deux étapes :
< (Dl,ke(r)) = rγl

Sre

∑
s=1

[cs]
re
l,ke

e−[αs]
re
l r2

,

= (Dl,ke(r)) = rγl
Sim

∑
s=1

[cs]
im
l,ke

e−[αs]
im
l r2

.

(4.36)

En d’autres termes, il y a L + 1 = 9 ajustements dans le cas des gaussiennes com-
plexes, et 2(L + 1) = 18 dans le cas des gaussiennes réelles. Nous avons employé
Sc = 20 FGC et Sre = Sim = 20 dans chaque cas. L’intervalle radial sur lequel l’ajus-
tement a été effectué est [0; 20]. Nous fixons comme paramètre d’ajustement g = 18
(dans l’équation (1.62)). L’initialisation, les bornes et les régions de confiance initiale
et finale sont choisies de la même manière que dans la partie 2.3.2 pour les ajuste-
ments avec des FGR ou des FGC.

Nous avons trouvé que les FGR et les FGC fournissent ici à peu près la même
qualité dans les résultats obtenus. La figure 4.3 montre une comparaison entre les
ajustements réel et complexe de la fonction Dl,ke3

(r) (4.19) dans les deux cas l = 3 et
l = 8. Les erreurs absolues correspondantes montrent qu’il n’y a pas de différence
importante entre les deux représentations. La qualité de l’ajustement de la fonction
D3,ke3

(r) est raisonnable. En revanche, les oscillations de la fonction D8,ke3
(r) ne sont

pas très bien reproduites, ni avec des FGR, ni avec des FGC, même si ces dernières
arrivent à reproduire quelques oscillations. Cela montre bien que l’utilisation des
fonctions de distorsion Dl,ke(r), au lieu des FRC, n’est pas nécessairement un avan-
tage dans l’optique d’une représentation du continuum Coulombien en gaussiennes.
Cependant, dans le cas présent nous allons voir que la représentation obtenue pour
les fonctions du continuum elles-mêmes reste satisfaisante.

Dans la figure 4.4, la fonction d’onde du continuum ψ−ke
(r) (4.18) est tracée en

remplaçant les fonctions Dl,ke(r) par sa représentation gaussienne optimisée pour ke3

et ke5 , avec un angle
(

r̂, k̂e

)
= 0. De nouveau, nous observons que les FGR et les FGC

fournissent la même qualité. La mauvaise reproduction de Dl,ke(r) pour des ordres
élevés de l n’a pas trop grande influence car elles ne contribuent pas beaucoup dans
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FIGURE 4.3 – La fonction Dl,ke3
(r) (4.19) est tracée pour l = 3 (en

haut) et l = 8 (en bas) ainsi que son ajustement par 20 FGC (cG)
ou 40 (20 + 20) FGR (rG). Les erreurs absolues correspondantes sont

également tracées.
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Les erreurs absolues correspondantes sont également tracées.
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t bt βt
1 0.11458596 0.1027370641
2 0.05142962 2.0057624539
3 0.39370090 0.4806766168
4 0.01179696 0.0491622091
5 0.29588835 0.2187633320
6 0.38409506 1.1369659200
7 0.30894235 3.4724840242
8 0.16898398 11.674812956
9 0.08508798 18.463366185
10 0.15535025 120.06528914

TABLE 4.1 – L’ensemble de {bt} et {βt} obtenus pour reproduire la
fonction R1s(r) = 2 exp(−r) avec T = 10 FGR sous la forme (4.26).

la fonction d’onde du continuum.

Section efficace pour l’hydrogène dans l’état fondamental

Pour l’atome d’hydrogène :
— zn = 1 ;
— M ≈ 1836 ;
— Vionis(ni) = 1/2n2

i , tel que ni est le nombre quantique principal qui désigne
l’état initial.

Supposons qu’avant la collision, la cible soit dans l’état fondamental 1s (ni = 1).
Dans la table 4.1 nous donnons les T = 10 gaussiennes qui reproduisent la partie
radiale R1s(r) = 2 exp(−r).

Puisque li = mi = 0, nous avons λ = l, les symboles 3j de Wigner se simplifient
(voir formule (D.10)), et l’élément de matrice (4.32) de transition devient :

Tgauss
1s,ke

(q) = −
√

π

2
zi

q2

L

∑
l=0

(
ıQ
2

)l
Γ
(

γl+l+3
2

)
Γ
(
l + 3

2

) S
gauss

l,λ=l

l

∑
m=−l

(−1)m
[
Ym

l (k̂e)Y
−m−mi
l (Q̂)

]∗
.

(4.37)
Dans le cas de l’atome d’hydrogène, on connaît également la forme exacte et

analytique de l’élément de matrice de transition. En effet, en substituant

φ1s(r) =
1√
π
(zn)

3
2 e−znr (4.38)

dans (4.16), nous obtenons :

Texact
1s,ke

(q) = −
√

2
π

zi(zn)
3
2 e−

πη
2 Γ(1 + ıη)

q2

∫
dr eıQ·r

1F1 (−ıη, 1; ı(ker + ke · r)) e−znr

= −
√

2
π

zi(zn)
3
2 e−

πη
2 Γ (1 + ıη)
q2 ∂βL

+ (η, β, Q)

∣∣∣∣
β=zn

,

(4.39)
avec

L + (η, β, Q) =
∫

dr
e−βr

r
eıQ·r

1F1 (−ıη, 1; ı(ker + ke · r)) . (4.40)
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Cette intégrale vaut (voir annexe 7.1 dans (MCDOWELL et COLEMAN, 1970)) :

L + (η, β, Q) = 4π

[
q2 − (ke + ıβ)2

]ıη

(β2 + Q2)1−ıη . (4.41)

Finalement, nous avons :

Texact
1s,ke

(q) = −4π

√
2

π

zi(zn)
3
2 e−

πη
2 Γ (1 + ıη)
q2 ∂β


[
q2 − (ke + ıβ)2

]ıη

(β2 + Q2)1−ıη


∣∣∣∣∣∣∣

β=zn

= −4
√

2
zi(zn)

3
2 e−

πη
2 Γ (1 + ıη)
q2

×

 (2η) (ke + ıβ)
(

β2 + Q2)− (2β)(1− ıη)
[
q2 − (ke + ıβ)2

]
(β2 + Q2)2−ıη

[
q2 − (ke + ıβ)2

]1−ıη


β=zn

= 8
√

2
zi(zn)

5
2 e

πzn
2ke

(
1 + ı zn

ke

)
Γ
(

1− ı zn
ke

)
q2

×
(
z2

n + Q2)+ q2 − (ke + ızn)
2

(z2
n + Q2)ı zn

ke
+2
[
q2 − (ke + ızn)

2
]ı zn

ke
+1

.

(4.42)
Supposons que le projectile soit un électron (mi = 1,zi = −1) avec une énergie
Ei = 250 eV et considérons un angle de diffusion

(
k̂i, k̂ f

)
= 3◦. La SETD (4.6) est

tracée en fonction de l’angle de l’électron éjecté dans la figure 4.5 pour les cas sui-
vants : ke = 0.25, 1.00, 1.75, 2.50. Physiquement ces SETD indiquent la distribution
angulaire pour l’électron éjecté. Dans le cadre de la première approximation de Born,
cette distribution est nécessairement symétrique par rapport aux directions ±q et,
typiquement, comporte deux pics : le premier pic s’appelle le pic binaire (selon q),
et le deuxième est le pic de recul (selon −q) 5.

Les panneaux inférieurs de la figure 4.5 montrent aussi l’erreur relative entre
les courbes de SETD trouvées avec les gaussiennes (4.37) et celles trouvées avec la
formule exacte (4.42). Ces erreurs montrent que les FGR et les FGC offrent quasiment
la même qualité. Cela est prévisible, étant trouvé que ces dernières reproduisent les
fonctions Dl,ke(r) avec le même ordre de précision. Les pics les plus grands observés
sur les courbes des erreurs dans les cas ke = 1.75, 2.50 correspondent à la division par
des valeurs faibles de SETD. En conclusion, les deux représentations gaussiennes,
réelle et complexe, donnent ici des précisions semblables.

4.2 Photoionisation de l’hydrogène

Dans cette partie, nous considérons l’ionisation d’un atome par une onde élec-
tromagnétique. Dans la jauge de Coulomb, l’interaction entre cette onde et une cible

5. Il est possible de retrouver ces pics en utilisant ces formules qui sont facilement dé-

rivées des lois de conservation (4.1) et (4.2) : θke =

[
π − arctan

(
k f sin(k̂i ,k̂ f )

ki−k f cos(k̂i ,k̂ f )

)]
et θke =[

2π − arctan
(

k f sin(k̂i ,k̂ f )
ki−k f cos(k̂i ,k̂ f )

)]
, avec k f =

√
k2

i −mik2
e − 2miVionis.
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FIGURE 4.5 – La SETD (TDCS en anglais) est tracée pour les cas :
ke = 0.25, 1.00, 1.75, 2.50. avec un angle de diffusion

(
k̂i, k̂ f

)
= 3◦.

Les courbes en rouge désignent les SETD exactes, et celles en vert et
en bleu représentent les SETD reproduites avec notre approche gaus-
sienne utilisant des FGR ou FGC, respectivement. Les erreurs rela-

tives sont données dans le panneau du bas de chaque figure.

rv 
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de N électrons situés aux positions r = {r1, . . . , rN} s’exprime comme

V(r, t) =
1
c

N

∑
i=1

pi ·A(ri, t) (4.43)

où pi est le moment d’un électron et A est le potentiel vecteur. Ce champ classique
satisfait l’équation de d’Alembert et il est supposé de la forme (SAKURAI, 1967) :

A(ri, t) ∝ eı(kγ·ri−wγt)ε̂, (4.44)

kγ, wγ et ε̂ sont, respectivement, le vecteur d’onde du photon incident (Eγ = kγc),
sa fréquence angulaire (Eγ = wγ), et son vecteur unitaire de polarisation. Dans l’ap-
proximation dipolaire électrique (kγ · ri � 1), nous avons :

A(ri, t) ≈ ε̂e−ıwγt. (4.45)

Dans le phénomène d’ionisation, la cible passe d’un état initial lié φinit(r) vers
un état du continuum ψ−ke

(r). Comme dans la partie précédente (partie 4.1), ke dé-
signe le vecteur d’onde de l’électron ionisé, appelé photo-électron. La conservation
de l’énergie s’écrit comme :

Eγ = Eke + Vionis, (4.46)

avec Vionis l’énergie requise pour l’ionisation et Eke = k2
e /2. Dans le cadre de la théo-

rie des perturbations dépendantes du temps, la section efficace différentielle est donnée
par (BETHE et SALPETER, 1977 ; DRAKE, 2006) :

dσ

dΩke

=
4π2ke

c Eγ
|Tike |

2 (4.47)

avec

Tike = 〈ψ−ke
|ε̂

N

∑
i=1

pi|φinit〉 . (4.48)

En réalité σ désigne une section efficace qui est aussi différentielle en énergie de
l’électron éjecté, c’est-à-dire qu’il serait plus approprié de la noter dσ/dEe. Cepen-
dant dans la littérature, on trouve que souvent la différentielle explicite en énergie
est omise. Dans ce chapitre et dans le chapitre suivant nous choisissons d’utiliser
aussi cette convention.

L’élément de matrice de transition (4.48) est exprimé dans la Jauge de Vitesse
(JV). Il est possible de récrire cet élément dans la Jauge de Longueur (JL) en utilisant
la relation de commutation

N

∑
i=1

pi = −ı

[
N

∑
i=1

ri, H

]
, (4.49)
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tel que H est l’Hamiltonien de la cible. L’équation (4.48) devient alors

Tike = −ıε̂ 〈ψ−ke
|
[

N

∑
i=1

ri, H

]
|φinit〉

= −ıε̂

(
Einit 〈ψ−ke

|
N

∑
i=1

ri|φinit〉 − Eke 〈ψ−ke
|

N

∑
i=1

ri|φinit〉
)

= ıEγ 〈ψ−ke
|ε̂

N

∑
i=1

ri|φinit〉 .

(4.50)

où Einit est l’énergie initiale de l’électron ionisé. Les deux formules (JL et JV) sont
équivalentes. Cependant, l’utilisation d’un Hamiltonien approximatif, ou de fonc-
tions d’onde non-exactes, numériques par exemple, peut conduire à une différence
entre les résultats obtenus avec les deux jauges. Pour plus de détails, voir, par exemple,
le chapitre 24 dans (DRAKE, 2006).

Dans les paragraphes suivants, nous adoptons la JL (4.50) pour calculer la section
efficace dans deux approches différentes :

— En utilisant l’approche de Fiori et Miraglia : la fonction d’onde du continuum,
sans la partie onde plane, est développée en ondes partielles selon (4.18).

— En utilisant une approche standard : la fonction d’onde est donnée par (4.17).
Nous prenons un atome d’hydrogène comme cible et un photon incident polarisé
selon l’axe de z : ε̂ = ẑ. Nous avons alors :

ε̂r = z

= 2
√

π

3
rY0

1 (r̂).
(4.51)

4.2.1 Approche de Fiori et Miraglia

Supposons que la fonction d’onde du continuum soit donnée sous la forme (4.18).
L’élément de matrice de transition (4.50) devient :

Tike = 2ıEγ

√
π

3
〈ψ−ke
|rY0

1 (r̂)|φinit〉

= ıEγ
2
√

π
√

3(2π)
3
2

∑
l,m

∫
dr rY0

1 (r̂)e
−ıke·rD∗l,ke

(r)Ym∗
l (k̂e)Ym

l (r̂)Rni li(r)Y
mi
li
(r̂).

(4.52)

Pour séparer les variables radiales et angulaires, nous développons exp (−ıke · r) sur
des harmoniques sphériques, faisant intervenir les FB Jλ+ 1

2
(Qr) (B.4) d’une manière

similaire à la formule (4.21) :

e−ıke·r = 4π ∑
λ,µ

(−ı)λ

√
π

2

Jλ+ 1
2
(ker)
√

ker
Yµ∗

λ (k̂e)Y
µ
λ (r̂). (4.53)

Nous obtenons :

Tike = ıEγ
2
√

π
√

3(2π)
3
2

4π
√

π√
2

∑
l,m

Ym∗
l (k̂e)∑

λ,µ
(−ı)λYµ∗

λ (k̂e)I rad
l,λ I

ang
l,λ,µ. (4.54)
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avec

I rad
l,λ =

∫ ∞

0
r3D∗l,ke

(r)Rni li(r)
Jλ+ 1

2
(ker)
√

ker
dr (4.55)

et :
I ang

l,λ,µ =
∫

dr̂ Ymi
li
(r̂)Y0

1 (r̂)Y
m
l (r̂)Yµ

λ (r̂). (4.56)

En utilisant les représentations en gaussiennes (4.26) et (4.27) pour, respectivement,
les fonctions Rni li(r) et Dl,ke(r), et en appliquant ensuite la propriété (C.14), l’inté-
grale radiale devient :

I rad
l,λ =

1√
ke

S

∑
s=1

T

∑
t=1

[cs]
∗
l,ke

bt

∫ ∞

0
r

5
2+γl e−([αs]

∗
l +βt)r2

Jλ+ 1
2
(ker) dr

=

(
ke
2

)λ
Γ
(

4+γl+λ
2

)
2
√

2Γ
(
λ + 3

2

) S init
l,λ ,

(4.57)

avec

S init
l,λ =

S

∑
s=1

T

∑
t=1

[cs]
∗
l,ke

bt(
[αs]

∗
l + βt

) 4+γl+λ

2
1F1

(
4 + γl + λ

2
, λ +

3
2

,
−k2

e

4
(
[αs]

∗
l + βt

)) . (4.58)

La somme S init
l,λ dépend des coefficients et des exposants des gaussiennes optimisées.

L’intégrale angulaire sur quatre harmoniques sphériques (4.56) donne (voir formule (E.13)) :

I ang
l,λ,µ = Y

mi 0 m µ
li 1 l λ

=
(−1)mi

4π

√
3(2li + 1)(2l + 1)(2λ + 1)

li+1

∑
d=|li−1|

(2d + 1)
(

li 1 d
mi 0 −mi

)

×
(

li 1 d
0 0 0

)(
l d λ
m mi µ

)(
l d λ
0 0 0

)
,

(4.59)

avec |l − d| ≤ λ ≤ l + d et µ = −m−mi.
L’élément de matrice de transition (4.54) devient alors :

Tike = ı(−1)mi
Eγ

√
2li + 1

4
√

2π
∑
l,m

√
2l + 1Ym∗

l (k̂e)
li+1

∑
d=|li−1|

(2d + 1)
(

li 1 d
mi 0 −mi

)

×
(

li 1 d
0 0 0

) l+d

∑
λ=|l−d|

√
2λ + 1

(
−ıke

2

)λ
Γ
(

4+γl+λ
2

)
Γ
(
λ + 3

2

) S gauss
l,λ

×
(

l d λ
m mi −m−mi

)(
l d λ
0 0 0

)
Y−m−mi∗

λ (k̂e).

(4.60)

En réduisant les deux harmoniques sphériques Ym∗
l (k̂e)Y

−m−mi∗
λ (k̂e) à une seule en

appliquant (E.10) :

[
Ym

l (k̂e)Y
−m−mi
λ (k̂e)

]∗
=

√
(2l + 1)(2λ + 1)

4π

l+λ

∑
f=|l−λ|

√
2 f + 1

×
(

l f λ
m −m−mi mi

)(
l f λ
0 0 0

)
Ymi

f (k̂e),

(4.61)
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nous obtenons

Tike = ı(−1)mi
Eγ

√
2li + 1

8π
√

2

L

∑
l=0

(2l + 1)
li+1

∑
d=|li−1|

(2d + 1)
(

li 1 d
mi 0 −mi

)

×
(

li 1 d
0 0 0

) l+d

∑
λ=|l−d|

(2λ + 1)

(
−ıke

2

)λ
Γ
(

4+γl+λ
2

)
Γ
(
λ + 3

2

) S init
l,λ

×
(

l d λ
0 0 0

) l+λ

∑
f=|l−λ|

√
2 f + 1

(
l f λ
0 0 0

)
Ymi

f (k̂e)

×
l

∑
m=−l

(
l d λ
m mi −m−mi

)(
l f λ
m mi −m−mi

)
.

(4.62)

En utilisant l’identité (voir annexe (D.9)) :

l1

∑
m1=−l1

(
l1 λ1 l2

m1 µ1 m2

)(
l1 λ2 l2

m1 µ2 m2

)
=

δλ1,λ2

2λ1 + 1
, (4.63)

nous obtenons finalement :

Tike = ı(−1)mi
Eγ

√
2li + 1

8π
√

2

L

∑
l=0

(2l + 1)
li+1

∑
d=|li−1|

(2d + 1)
(

li 1 d
mi 0 −mi

)

×
(

li 1 d
0 0 0

) l+d

∑
λ=|l−d|

(2λ + 1)

(
−ıke

2

)λ
Γ
(

4+γl+λ
2

)
Γ
(
λ + 3

2

) S init
l,λ

×
(

l d λ
0 0 0

) l+λ

∑
f=|l−λ|

√
2 f + 1

(
l f λ
0 0 0

)
Ymi

f (k̂e)
δd, f

2d + 1

= ı(−1)mi
Eγ

√
2li + 1

8π
√

2

L

∑
l=0

(2l + 1)
li+1

∑
d=|li−1|

√
2d + 1

(
li 1 d

mi 0 −mi

)

×
(

li 1 d
0 0 0

)
Ymi

d (k̂e)
l+d

∑
λ=|l−d|

(2λ + 1)

(
−ıke

2

)λ
Γ
(

4+γl+λ
2

)
Γ
(
λ + 3

2

) (
l d λ
0 0 0

)2

S init
l,λ

(4.64)
avec S init

l,λ l’intégrale gaussienne (4.58).

États nis

Considérons l’état ns de l’hydrogène (li = mi = 0). L’élément de matrice de
transition (4.54) devient :

Tnske = ı
Eγ

8π
√

6
SnsY0

1 (k̂e) (4.65)

avec

Snis =
L

∑
l=0

(2l + 1)
l+1

∑
λ=l−1

(2λ + 1)

(
−ıke

2

)λ
Γ
(

4+γl+λ
2

)
Γ
(
λ + 3

2

) Snis
l,λ

(
l 1 λ
0 0 0

)2

. (4.66)



104 Chapitre 4. Application aux processus d’ionisation : atome d’hydrogène

En utilisant les identités de l’annexe (D.10), (D.11) et (D.12), nous pouvons simplifier
la somme Snis sous la forme suivante

Snis =
L

∑
l=0

l

(
−ıke

2

)l−1
Γ
(

l+γl+3
2

)
Γ
(
l + 1

2

) Snis
l,l−1 + (l + 1)

(
−ıke

2

)l+1
Γ
(

l+γl+5
2

)
Γ
(
l + 5

2

) Snis
l,l+1


=

(
−ıke

2

)
Sns

0,1 +
L

∑
l=1

 l
(
−ıke

2

)l−1
Γ
(

l+4
2

)
Γ
(
l + 1

2

) Snis
l,l−1 +

(l + 1)
(
−ıke

2

)l+1
Γ
(

l+6
2

)
Γ
(
l + 5

2

) Snis
l,l+1

 ,

(4.67)
avec 

Snis
0,1 =

S

∑
s=1

T

∑
t=1

[cs]
∗
0,ke

bt(
[αs]

∗
0 + βt

) 5
2

exp

(
−k2

e

4
(
[αs]

∗
0 + βt

)) ,

Snis
l,l−1 =

S

∑
s=1

T

∑
t=1

[cs]
∗
l,ke

bt(
[αs]

∗
l + βt

) l+4
2

1F1

(
l + 4

2
, l +

1
2

,
−k2

e

4
(
[αs]

∗
l + βt

)) ,

Snis
l,l+1 =

S

∑
s=1

T

∑
t=1

[cs]
∗
l,ke

bt(
[αs]

∗
l + βt

) l+6
2

1F1

(
l + 6

2
, l +

5
2

,
−k2

e

4
(
[αs]

∗
l + βt

)) .

(4.68)

En utilisant la définition (4.47) avec l’élément de matrice de transition (4.65), la
section efficace totale sera :

σ
gauss
nis = 4π2 ke

c Eγ

∫
dΩke |T1ske |

2

= 4π2 ke

c Eγ

(
Eγ

8π
√

6

)2

|Snis|
2
∫

dΩkeY0
1 (k̂e)Y0∗

1 (k̂e)

=
keEγ

96c
|Snis|

2 ,

(4.69)

où Snis est calculée par (4.67) et (4.68).
Comme dans la partie précédente, nous fixons d’abord une grille énergétique

sur laquelle nous évaluons la section efficace. Cette grille est la même que celle
utilisée dans la partie (1.2.3) pour l’ensemble (1.73) : kei = 0.5 + 0.25(i − 1), avec
i = 1, 2 . . . , 6. Ensuite nous ajustons les ensembles Dl : {Dl,ke1

(r), . . . , Dl,ke6
(r)} pour

l = 0, . . . , L. Cette fois, l’ajustement des fonctions Dl,ke(r) et de l’état lié Rni li(r) doit
être effectué sur une distance radiale plus large. Pour chaque ensemble Dl nous em-
ployons N = 20 FGC et 2N = 40 FGR afin d’ajuster les fonctions Dl,ke(r) jusqu’à
rmax = 25. Les deux types de gaussiennes donnent une qualité de reproduction si-
milaire.

Alors que L ∼ 8 était suffisant pour atteindre la convergence dans le cas de
l’ionisation par impact d’électron, le calcul de la section efficace de photoionisation
converge lentement avec l. Afin d’évaluer la qualité des résultats, nous disposons
dans le cas de l’hydrogène des expressions exactes (HARRIMAN, 1956)

σ1s =
25π2e−4 arctan(ke)

ke

3cE4
γ

(
1− e−2 π

ke

) , (4.70)
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FIGURE 4.6 – L’erreur relative sur la section efficace de photoioni-
sation de H(1s) calculée avec des gaussiennes en fonction de L. La
section efficace correspondante est également tracée. Les différentes

valeurs de kei correspondent à la grille (4.33).

et

σ2s =
π2
(

8 + 3
Eγ

)
e−4 arctan(2ke)

ke

6cE4
γ

(
1− e−2 π

ke

) . (4.71)

auxquelles nous pouvons comparer les sections efficaces σ
gauss
1s et σ

gauss
2s .

Les deux figures 4.6 et 4.7 illustrent la convergence en fonction de L dans les
deux cas de H(1s) et de H(2s). Pour obtenir ces courbes, nous avons évalué la diffé-
rence entre la section efficace obtenue avec les formules exactes (4.70) et (4.71) pour
les énergies définies en (4.33), et celle obtenue avec les gaussiennes optimisées en
utilisant la formule (4.69), tout en variant L entre 0 et 21. Seuls les résultats obtenus
par les FGR sont montrés. Les FGC donnent des résultats similaires. Dans le cas de
H(2s), il faut plus d’ondes partielles car la région radiale physique est plus large.
Concernant l’énergie la plus basse ke1 = 0.5, il est possible d’atteindre la conver-
gence avec L ∼ 10 dans le cas de H(1s) et L ∼ 13 dans le cas de H(2s). Plus l’énergie
Ee est importante, plus il faut ajouter des termes partiels. Dans le cas de H(1s), il
s’avère que L ∼ 20 est suffisant pour avoir un bonne reproduction de la section
efficace exacte de photoionisation de H(1s). Toutefois, ce nombre d’ondes partielles
n’est pas suffisant pour atteindre une bonne qualité dans le cas de H(2s). En utilisant
les formules exactes de Dl,ke(r) (4.19), et en effectuant les intégrales numériquement
avec une méthode quadratique, nous trouvons qu’il faut L ∼ 30 pour atteindre une
erreur relative de l’ordre 1%. Ce qui signifie qu’il faut utiliser environ 20× 31 FGC
ou 40× 31 FGR dans ce calcul, ce qui est énorme.

Le grand nombre d’ondes partielles L requis dans l’approche de Fiori et Miraglia
pour atteindre la convergence dans l’évaluation de la section efficace nous motive
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FIGURE 4.7 – L’erreur relative sur la section efficace de photoioni-
sation de H(2s) calculée avec des gaussiennes en fonction de L. La
section efficace correspondante est également tracée. Les différentes

valeurs de kei correspondent à la grille (4.33).

à adopter un autre développement de la fonction d’onde du continuum. Nous pré-
sentons cette approche dans la partie suivante.

4.2.2 Approche standard

Dans cette partie, nous allons utiliser le développement standard de la fonction
d’onde du continuum (4.17) afin d’évaluer la section efficace de photoionisation.
L’élément de matrice de transition (4.50) s’écrit alors comme :

Tike = 2ıEγ

√
π

3
〈ψ−ke
|rY0

1 (r̂)|φinit〉

= ı
Eγ

ke

2
√

2√
3

∑
l,m

(−ı)lYm
l (k̂e)eı[arg(Γ(l+1− znı

ke
))]Sni ,li

l Jang
l,li ,mi

.
(4.72)

avec
Sni ,li

l =
∫ ∞

0
dr Fl,ke(r)Rni li(r)r

2, (4.73)

et
Jang
l,li ,mi

=
∫

dr̂ Y0
1 (r̂)Y

m∗
l (r̂)Ymi

li
(r̂). (4.74)

En remplaçant la fonction radiale Fl,ke(r) par

Fl,ke(r) =
S

∑
s=1

[cs]l,ke
e−[αs]lr

2
, (4.75)
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et Rni li(r) par (4.26), l’intégrale radiale devient :

Sni ,li
l =

S

∑
s=1

T

∑
t=1

[cs]l,ke
bt

∫ ∞

0
dre−([αs]l+βt)r2

r2

=

√
π

4

S

∑
s=1

T

∑
t=1

[cs]l,ke
bt

([αs]l + βt)
3
2

.
(4.76)

L’intégrale angulaire (voir formule (E.7)),

Jang
l,li ,mi

= (−1)m

√
3(2l + 1)(2li + 1)

4π

(
l li 1
−m mi 0

)(
l li 1
0 0 0

)
, (4.77)

impose les règles de sélection : l = li ± 1 et m = mi. Ces règles étaient bien pré-
visibles. En fait, la conservation de moment angulaire implique que |li − lγ| ≤ l ≤
li + lγ, où lγ représente le moment angulaire du photon, qui vaut un dans l’approxi-
mation dipolaire. En outre, la parité impaire du photon oblige l’harmonique sphé-
rique Ym

l (r̂) à changer de parité par rapport à Ymi
li
(r̂). Donc si li est impair, l doit

être pair et vice versa. Ce qui implique que l = li est interdit et qui laisse les deux
possibilités l = li ± 1. D’autre part, nous avons m = mi + mγ = mi car le photon est
polarisé selon l’axe de z (ε̂ = ẑ et donc mγ = 0).

Les sommes sur l et m se simplifient alors et l’élément de transition devient :

Tike = (−1)mi ı
Eγ

ke

√
2(2li + 1)

π

[
Rli−1,li ,miY

mi
li−1(k̂e) +Rli+1,li ,miY

mi
li+1(k̂e)

]
(4.78)

avec

Rl,li ,mi = (−ı)l
√

2l + 1eı[arg(Γ(l+1− znı
ke

))]
(

l li 1
−mi mi 0

)(
l li 1
0 0 0

)
Sni ,li

l . (4.79)

La section efficace est donc :

σ = 4π2 ke

c Eγ

∫
dΩke |Tike |

2

= (2li + 1)
8πEγ

c ke

∫
dΩke

[∣∣Rli−1,li ,mi

∣∣2 Ymi
li−1(k̂e)Y

mi∗
li−1(k̂e) +

∣∣Rli+1,li ,mi

∣∣2 Ymi
li+1(k̂e)Y

mi∗
li+1(k̂e)

+ Rli−1,li ,miR
∗
li+1,li ,mi

Ymi
li−1(k̂e)Y

mi∗
li+1(k̂e) +Rli+1,li ,miR

∗
li−1,li ,mi

Ymi
li+1(k̂e)Y

mi∗
li−1(k̂e)

]
=

8πEγ

c ke

[
li

(
li − 1 li 1
−mi mi 0

)2 ∣∣∣Sni ,li
li−1

∣∣∣2 + (li + 1)
(

li + 1 li 1
−mi mi 0

)2 ∣∣∣Sni ,li
li+1

∣∣∣2] ,

(4.80)
avec Sni ,li

li±1 données par (4.76). Nous supposons qu’il n’y a pas de moyen de connaître
la projection du moment angulaire initiale mi. Il faut alors prendre en compte tous
les états initiaux possibles et calculer :

σ =
1

2li + 1

li

∑
mi=−li

σ

=
8πEγ

3(2li + 1)c ke

[
li
∣∣∣Sni ,li

li−1

∣∣∣2 + (li + 1)
∣∣∣Sni ,li

li+1

∣∣∣2] .

(4.81)
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FIGURE 4.8 – La section efficace (en Mb) de photoionisation de
H(1s) (en haut) et de H(2s) (en bas) en fonction du nombre d’onde
ke. À gauche, les courbes en rouge désignent les sections efficaces
exactes (4.70 et 4.71). Les carreaux (en bleu), les croix (en vert) et
les étoiles (en rose) représentent les sections efficaces reproduites
avec des gaussiennes complexes (deuxième colonne de la table 2.5),
des gaussiennes réelles avec BOBYQA (deuxième colonne de la
table 2.1) et des gaussiennes réelles avec Powell (troisième colonne
de la table 1.3), respectivement. Les erreurs relatives correspondantes
(en %) sont données dans l’histogramme à droite (mêmes couleurs

que pour la section efficace).

États nis

Nous allons appliquer l’approche gaussienne avec les formules (4.76) et (4.81)
afin de trouver la photoionisation d’un atome H(nis). La formule de la section effi-
cace dans ce cas est :

σnis =
8πEγ

3c ke

∣∣∣Sni ,0
1

∣∣∣2 (4.82)

Nous utilisons les ajustements de l’ensemble Fl=1 (défini par l’équation (1.73)) par
des FGR optimisées avec BOBYQA (deuxième colonne de la table 2.1) ou avec Powell
(troisième colonne de la table 1.3) ou des FGC (deuxième colonne de la table 2.5).
Les résultats obtenus sont comparés avec les expressions exactes (4.70) et (4.71) de la
section efficace. Nous traçons sur la figure 4.8 les sections efficaces ainsi que les er-
reurs associées à chaque point d’énergie et pour chaque ajustement. Bien que les FRC
soient ajustées seulement pour ke = 0.5, 0.75, 1.00, 1.50, 1.75, nous utilisons les expo-
sants optimisés pour calculer la section efficace sur la distribution keh = 0.4+ 0.1h. Il
suffit d’optimiser les coefficients [ci]keh

pour l’énergie correspondante en appliquant
une méthode standard de moindres carrés, qui est très peu coûteux numériquement.
Les FGC reproduisent les résultats exacts avec une bonne qualité pour le cas de

---
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FIGURE 4.9 – Les erreurs relatives sur la section efficace σ2s (en %) en
fonction du nombre d’onde ke, trouvées avec des FGR optimisées par
BOBYQA avant (deuxième colonne de la table 2.1) et après (deuxième
colonne de la table 2.2) avoir imposé une réduction du domaine d’ex-

posants (av RD et ap RD, respectivement).

H(1s) et de H(2s). Les FGR donnent une représentation acceptable pour le cas de
H(1s). Cependant, pour le cas de H(2s), elles sont utilisables seulement lorsque leur
partie diffusée est correctement annulée par l’exponentielle exp (−0.5r) également
impliquée dans l’intégrale.
Nous tenons à souligner que les FGR optimisées par BOBYQA (deuxième colonne
de la table 2.1) donnent des très mauvais résultats dans le calcul de σ2s à cause de
l’existence des Fonction(s) Gaussienne(s) Diffuse(s) (FGD) avec des très grandes am-
plitudes (illustrées dans la figure 2.4). Il est possible d’obtenir des résultats qui sont
plus raisonnables en utilisant les FGR optimisées avec un domaine d’exposants ré-
duit (deuxième colonne de la table 2.2).
Une comparaison entre les erreurs relatives sur la section efficace σ2s trouvées avant
(deuxième colonne de la table 2.1) et après (deuxième colonne de la table 2.2) une ré-
duction du domaine pour les exposants est présentée dans le diagramme 4.9. Nous
observons que les résultats trouvés pour des faibles énergies sont bien meilleurs.
Mais pour des grandes énergies, les résultats restent mauvais car les coefficients li-
néaires des FGR restent mal-conditionnés (voir deuxième et troisième colonne de la
table 2.2).
En conclusion, il est possible de contrôler le domaine d’exposants des FGR afin
d’améliorer les résultats obtenus dans une application physique, mais leur qualité
reste limitée par la domaine énergétique en considération. En revanche, les FGC
permettent de couvrir des domaines énergétiques bien plus larges.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué les gaussiennes optimisées dans les cha-
pitres 1 et 2 dans le calcul de sections efficaces d’ionisation, dans un but d’illustration
et de validation du principe de cette approche. Nous avons considéré d’abord l’io-
nisation de l’hydrogène par impact d’électron. L’approche introduite dans (FIORI et

1 
1 

1 1111 • 1 1 .. 
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MIRAGLIA, 2012) dans le cas d’une ionisation par impact de proton, consiste à facto-
riser l’onde plane de la fonction d’onde du continuum et semble efficace dans le cas
considéré. Nous avons obtenu des SETD en très bon accord avec la formule exacte.
En comparant les résultats obtenus avec des représentations en FGR ou FGC, nous
avons constaté que les FGC n’apportent pas un avantage important car les termes
partiels qui contribuent le plus dans le calcul sont peu oscillants.
Ensuite, nous avons appliqué la même approche dans la photoionisation de l’hydro-
gène. Dans la JL, cette approche est inefficace et converge très lentement en fonctions
des termes partiels. Nous avons donc adopté un développement direct de la fonction
d’onde du continuum afin de faire apparaître les fameuses règles de sélection dans
l’approximation dipolaire. Les fonctions radiales sont oscillantes et exigent l’emploi
de FGC pour les ajuster. Nous avons souligné des cas où les FGR échouent com-
plètement dans la reproduction de sections efficaces alors que les FGC donnent de
très bons résultats. La conclusion globale qu’on peut tirer est alors la suivante : les
FGC peuvent être utilisées dans des processus de collision avec succès et avec une
domaine d’efficacité plus large que les FGR.
La question qui vient maintenant est de déterminer si la méthode reste efficace dans
le cas d’une cible moléculaire.
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Chapitre 5

Application à la photoionisation
d’une molécule : approche
monocentrique

Dans ce chapitre, nous appliquons la stratégie présentée dans le chapitre précé-
dent afin de calculer la section efficace d’ionisation d’une molécule. Dans une pre-
mière approche, plusieurs approximations sont considérées. D’abord, les noyaux
atomiques, largement plus lourds que les électrons, sont supposés fixes avant et
après l’interaction photon-molécule. En outre, nous supposons que seulement un
électron (l’électron ionisé) de coordonnées r interagit avec le photon, les autres élec-
trons restant inactifs. Dans l’approximation dipolaire, avec un photon d’énergie Eγ

polarisé selon ε̂, l’élément de matrice de transition s’écrit, dans les notations adop-
tées au paragraphe 4.2 :T

(L)
ike

= ε̂ (ıEγ) 〈ψ−ke
(r)|r|φi(r)〉 en jauge de longueur,

T (V)
ike

= ε̂ 〈ψ−ke
(r)|p|φi(r)〉 en jauge de vitesse,

(5.1)

où φi désigne l’état initial moléculaire, et ψ−ke
est la fonction qui représente l’électron

ionisé avec un vecteur d’onde ke.
L’état initial est en général représenté par une combinaison de gaussiennes mul-

ticentriques. Dans ce chapitre, cependant, nous adoptons une formulation exprimée
comme combinaison linéaire de Fonction(s) de Type Slater (FTS) avec un seul centre
(voir paragraphe 5.1).

Quant à l’état du continuum, nous supposons que le photoélectron est éjecté de
la molécule en ressentant un potentiel à symétrie sphérique. Nous pouvons donc
écrire sa fonction d’onde avec un développement en ondes partielles, c’est-à-dire
avec une somme de produits de parties radiales par des harmoniques sphériques :

ψ−ke
(r) =

√
2
π ∑

l,m
(ı)le−ıδl

ul,ke(r)
ker

Ym
l (r̂)Ym∗

l (k̂e). (5.2)

Comme cas particulier, on peut prendre en première approximation un potentiel pu-
rement Coulombien (ce cas est discuté dans la partie 5.5). Le photoélectron s’échappe
en laissant derrière lui un ion moléculaire simplement chargé. Dans ce cas, les fonc-
tions radiales ul(ke, r) sont les Fonction(s) Régulière(s) de Coulomb (FRC), et le dé-
phasage est donné par δl = arg (Γ(l + 1− ı/ke)). Ensuite, dans la partie suivante 5.6,
nous remplaçons le potentiel Coulombien par un modèle distordu comme une pre-
mière correction.



112
Chapitre 5. Application à la photoionisation d’une molécule : approche

monocentrique

Afin de tenir compte de la structure non sphérique de la molécule, nous expri-
mons l’opérateur de transition en fonction des angles d’Euler R̂ = (α, β, γ) entre la
référence laboratoire définie par la direction de propagation du photon incident et
par sa polarisation, et celle liée à la molécule :

z = ε̂r = 2
√

π

3
rY0

1 (r̂)→ 2
√

π

3
r

1

∑
µ=−1

Yµ
1 (r̂)D

1
0µ

(
R̂
)

,

pz = ε̂p = (−ı)∇0 → (−ı)
1

∑
µ=−1

D1
0µ

(
R̂
)
∇µ,

(5.3)

avec∇µ les composantes tensorielles sphériques de l’opérateur gradient (voir partie

5.7 dans (EDMONDS, 1996)) et D1
0µ

(
R̂
)

les éléments de matrice de rotation (voir cha-
pitre 4 dans (EDMONDS, 1996)). Toutefois, comme nous allons le montrer, les angles
d’Euler n’influencent pas ici les résultats car dans ce chapitre on considère unique-
ment des potentiels sphériques.

5.1 Représentation moléculaire de Moccia

Dans ce paragraphe, on donne les tableaux des orbitales moléculaires optimisées
par Moccia (MOCCIA, 1964a ; MOCCIA, 1964b ; MOCCIA, 1964c) pour les molécules
CH4, NH3 et H2O. Les représentations trouvées sont de la forme

φi(r) =
N

∑
j=1

Aij

√
(2ζ j)

2nj+1

(2nj)!
rnj−1e−ζ jrSmj

lj
(r̂) , (5.4)

où Aij sont des coefficients réels et Smj
lj
(r̂) sont les harmonique sphériques réelles. Il

convient de passer aux harmoniques sphériques complexes en utilisant

Smj
lj

(r̂) ≡



1√
2

(
Y
−mj
lj

(r̂) + (−1)mjY
mj
lj

(r̂)
)

si mj > 0,

Y0
lj
(r̂) si mj = 0,

ı√
2

(
Y

mj
lj

(r̂)− (−1)mjY
−mj
lj

(r̂)
)

si mj < 0,

(5.5)

afin d’obtenir la forme

φi(r) =
N

∑
j=1

Bij

√
(2ζ j)

2nj+1

(2nj)!
rnj−1e−ζ jrY

mj
lj
(r̂). (5.6)

Par la suite on posera

Cij = Bij

√
(2ζ j)

2nj+1

(2nj)!
. (5.7)
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j lj mj nj ζ j B1a1
j B2a1

j
1 0 0 1 9.500 +0.05838 +0.00877
2 0 0 1 5.500 +0.93837 −0.21248
3 0 0 2 1.500 +0.07150 +0.98204
4 0 0 4 2.000 −0.03310 +0.05076
5 0 0 4 3.000 −0.03118 −0.01799
6 3 −2 7 2.900 +0.00028ı +0.10079ı
7 3 +2 7 2.900 −0.00028ı −0.10079ı

Vion 11.1949 0.9204

TABLE 5.1 – Paramètres des orbitales moléculaires 1a1 et 2a1 de CH4
dans l’état fondamental calculés par (MOCCIA, 1964a). L’énergie re-
quise pour l’ionisation Vion est également donnée pour chaque orbi-

tale (en unités atomiques).

j lj mj nj ζ j B1t2z
j

1 2 −2 4 2.400 −0.04731ı
2 2 +2 4 2.400 +0.04731ı
3 2 −2 4 1.900 +0.23175ı
4 2 +2 4 1.900 −0.23175ı
5 1 0 2 1.373 +1.26000
6 1 0 3 2.950 −0.05762
7 1 0 4 2.950 −0.26738
8 3 0 7 2.900 −0.08695

Vion 0.5042

TABLE 5.2 – Paramètres de l’orbitale moléculaire 1t2z de CH4 dans
l’état fondamental calculés par (MOCCIA, 1964a). L’énergie requise

pour l’ionisation Vion est également donnée (en unités atomiques).

Ces fonctions sont normalisées à un :

〈φi|φi〉 = ∑
k,l

C∗ikCil

∫ ∞

0
e−(ζk+ζl)rrnk+nl+1dr

∫
dr̂Ymk∗

lk
(r̂)Yml

ll
(r̂)

= ∑
k,l

C∗ikCil
Γ (nk + nl + 1)

(ζk + ζl)
nk+nl+1 δlk ,ll δmk ,ml

= 1.

(5.8)

Le méthane

L’état électronique fondamental du méthane (CH4) est 1a2
12a2

11t6
2. L’état électro-

nique moléculaire est trouvé (MOCCIA, 1964a) tel que les positions des quatre hy-
drogènes sont :

— R1 = 2.0800, θ1 = 54.73◦ et φ1 = 45◦.
— R2 = 2.0800, θ2 = 54.73◦ et φ2 = 225◦.
— R3 = 2.0800, θ3 = 125.27◦ et φ3 = 135◦.
— R4 = 2.0800, θ4 = 125.27◦ et φ4 = 315◦.

Les paramètres des orbitales sont donnés dans les tables 5.1, 5.2 et 5.3.
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monocentrique

j lj mj nj ζ j B1t2x
j B1t2y

j
1 2 −1 4 2.400 −0.04733ı −0.04733
2 2 +1 4 2.400 −0.04733ı +0.04733
3 2 −1 4 1.900 +0.23182ı +0.23182
4 2 +1 4 1.900 +0.23182ı −0.23182
5 1 −1 2 1.373 +0.89093 +0.89093ı
6 1 +1 2 1.373 −0.89093 +0.89093ı
7 1 −1 3 2.950 −0.04073 −0.04073ı
8 1 +1 3 2.950 +0.04073 −0.04073ı
9 1 −1 4 2.950 −0.18908 −0.18908ı
10 1 +1 4 2.950 +0.18908 −0.18908ı
11 3 −1 7 2.900 +0.03770 +0.03770ı
12 3 +1 7 2.900 −0.03770 +0.03770ı
13 3 −3 7 2.900 −0.04861 +0.04861ı
14 3 +3 7 2.900 +0.04861 +0.04861ı

Vion 0.5042 0.5042

TABLE 5.3 – Paramètres des orbitales moléculaires 1t2x et 1t2y de
CH4 dans l’état fondamental calculés par (MOCCIA, 1964a). L’éner-
gie requise pour l’ionisation Vion est également donnée pour chaque

orbitale (en unités atomiques).

L’ammoniac

L’état électronique fondamental du méthane (NH3) est 1a2
12a2

11e43a2
1. L’état élec-

tronique moléculaire est trouvé (MOCCIA, 1964b) tel que les positions de trois hy-
drogènes sont :

— R1 = 1.9280, θ1 = 108.90◦ et φ1 = 90◦.
— R2 = 1.9280, θ2 = 108.90◦ et φ2 = 210◦.
— R3 = 1.9280, θ3 = 108.90◦ et φ3 = 330◦.

Les paramètres des orbitales sont donnés dans les tables 5.4 et 5.5.

L’eau

L’état électronique fondamental de la molécule d’eau (H2O) est 1a2
12a2

11b2
23a2

11b2
1.

L’état électronique moléculaire est trouvé par Moccia (MOCCIA, 1964c) tel que les
positions des deux hydrogènes sont :

— R1 = 1.8140, θ1 = 53.27◦ et φ1 = 90◦.
— R2 = 1.8140, θ2 = 53.27◦ et φ2 = 270◦.

Les paramètres des orbitales sont donnés dans les tables 5.6 et 5.7.

5.2 Section efficace en jauge de longueur

En utilisant (5.1) et (5.3) dans (4.47), la section efficace différentielle dans la JL est
donnée par :

dσ(L)

dk̂e
=

4π2ke

cEγ

∫
dR̂

∣∣∣∣∣2
√

π

3
(ıEγ)

1

∑
µ=−1

D1
0µ

(
R̂
)
T (L)

µ

∣∣∣∣∣
2

(5.9)
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j lj mj nj ζ j B1a1
j B2a1

j B3a1
j

1 0 0 1 11.000 +0.06572 +0.01157 +0.00605
2 0 0 1 6.400 +0.93704 −0.23268 −0.06461
3 0 0 2 1.750 −0.01261 +0.75114 +0.24313
4 0 0 2 1.280 +0.00524 +0.12576 −0.14177
5 0 0 2 2.560 +0.01545 +0.14793 +0.07510
6 2 0 3 1.600 +0.00002 −0.07830 −0.01440
7 2 0 3 2.350 −0.00006 +0.00659 −0.00699
8 1 0 2 1.340 −0.00164 −0.14357 +0.95405
9 1 0 2 1.990 +0.00393 −0.01826 −0.29504
10 1 0 2 2.900 −0.00355 −0.00938 +0.40188
11 3 0 4 2.000 +0.00011 +0.04992 −0.04098
12 3 −3 4 2.000 −0.00014ı −0.05666ı +0.01711ı
13 3 +3 4 2.000 −0.00014ı −0.05666ı +0.01711ı

Vion 15.5222 1.1224 0.4146

TABLE 5.4 – Paramètres des orbitales moléculaires 1a1, 2a1, 3a1 de
NH3 dans l’état fondamental calculés par (MOCCIA, 1964b). L’éner-
gie requise pour l’ionisation Vion est également donnée pour chaque

orbitale (en unités atomiques).

j lj mj nj ζ j B1ex
j B1ey

j
1 2 −1 3 1.600 −0.13289 −0.16213
2 2 +1 3 1.600 +0.13289 −0.16213
3 2 −1 3 2.350 +0.02623 +0.03735
4 2 +1 3 2.350 −0.02623 +0.03735
5 2 −2 3 1.600 −0.16213ı −0.13289ı
6 2 +2 3 1.600 +0.16213ı −0.13289ı
7 2 −2 3 2.350 +0.03735ı +0.02623ı
8 2 +2 3 2.350 −0.03735ı +0.02623ı
9 1 −1 2 1.340 +0.70926 +0.70926ı

10 1 +1 2 1.340 −0.70926 +0.70926ı
11 1 −1 2 1.990 −0.20208 −0.20208ı
12 1 +1 2 1.990 +0.20208 −0.20208ı
13 1 −1 2 2.900 +0.22040 +0.22040ı
14 1 +1 2 2.900 −0.22040 +0.22040ı
15 3 −1 4 2.000 −0.02834 +0.04299
16 3 +1 4 2.000 +0.02834 +0.04299
17 3 −2 4 2.000 +0.04299ı −0.02834ı
18 3 +2 4 2.000 −0.04299ı −0.02834ı

Vion 0.5956 0.5956

TABLE 5.5 – Paramètres des orbitales moléculaires 1ex et 1ey de NH3
dans l’état fondamental calculés par (MOCCIA, 1964b). L’énergie re-
quise pour l’ionisation Vion est également donnée pour chaque orbi-

tale (en unités atomiques).
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j lj mj nj ζ j B1a1
j B2a1

j B3a1
j

1 0 0 1 12.600 +0.05167 +0.01889 −0.00848
2 0 0 1 7.450 +0.94656 −0.25592 +0.08241
3 0 0 2 2.200 −0.01708 +0.77745 −0.30752
4 0 0 2 3.240 +0.02497 +0.09939 −0.04132
5 0 0 2 1.280 +0.00489 +0.16359 +0.14954
6 1 0 2 1.510 +0.00107 +0.18636 +0.79979
7 1 0 2 2.440 −0.00244 −0.00835 +0.00483
8 1 0 2 3.920 +0.00275 +0.02484 +0.24413
9 2 0 3 1.600 +0.00000 +0.00695 +0.05935
10 2 0 3 2.400 +0.00000 +0.00215 +0.00396
11 2 −2 3 1.600 −0.00002 −0.04527 −0.06571
12 2 +2 3 1.600 −0.00002 −0.04527 −0.06571
13 2 −2 3 2.400 +0.00002 −0.00698 0.01206
14 2 +2 3 2.400 +0.00002 −0.00698 0.01206
15 3 0 4 1.950 −0.00004 −0.02628 −0.01929
16 3 −2 4 1.950 −0.00005 −0.03988 −0.04662
17 3 +2 4 1.950 −0.00005 −0.03988 −0.04662

Vion 20.5249 1.3261 0.5561

TABLE 5.6 – Paramètres des orbitales moléculaires 1a1, 2a1, 3a1 de
H2O dans l’état fondamental calculés par (MOCCIA, 1964c). L’éner-
gie requise pour l’ionisation Vion est également donnée pour chaque

orbitale (en unités atomiques).

j lj mj nj ζ j B1b1
j B1b2

j
1 1 −1 2 1.510 +0.50969 +0.62416ı
2 1 +1 2 1.510 −0.50969 +0.62416ı
3 1 −1 2 2.440 +0.08154 −0.05008ı
4 1 +1 2 2.440 −0.08154 −0.05008ı
5 1 −1 2 3.920 +0.17578 +0.16397ı
6 1 +1 2 3.920 −0.17578 +0.16397ı
7 2 −1 3 1.600 +0.03870 +0.17992ı
8 2 +1 3 1.600 −0.03870 +0.17992ı
9 2 −1 3 2.400 +0.00285 −0.01404ı
10 2 +1 3 2.400 −0.00285 −0.01404ı
11 3 −1 4 1.950 +0.00661 +0.03200ı
12 3 +1 4 1.950 −0.00661 +0.03200ı
13 3 −3 4 1.950 −0.01903 −0.04512ı
14 3 +3 4 1.950 +0.01903 −0.04512ı

Vion 0.4954 0.6814

TABLE 5.7 – Paramètres des orbitales moléculaires 1b1 et 1b2 de H2O
dans l’état fondamental calculés par (MOCCIA, 1964c). L’énergie re-
quise pour l’ionisation Vion est également donnée pour chaque orbi-

tale (en unités atomiques).
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avec
T (L)

µ = 〈ψ−ke
(r)|rYµ

1 (r̂)|φi(r)〉 . (5.10)

Le fait que la fonction d’onde du continuum possède −dans notre approche
approximative− une symétrie sphérique rend l’intégration sur les angles d’Euler
très simple. En utilisant la relation d’orthogonalité :∫

dR̂
(
D s

pq

(
R̂
))∗

D s′
p′q′

(
R̂
)
=

1
2s + 1

δs,s′δp,p′δq,q′ , (5.11)

on trouve
dσ(L)

dk̂e
=

4π2keEγ

c
4π

3

∫
dR̂

∣∣∣∣∣ 1

∑
µ=−1

D1
0µ

(
R̂
)
T (L)

µ

∣∣∣∣∣
2

=
4π2keEγ

c
4π

9

1

∑
µ=−1

∣∣∣T (L)
µ

∣∣∣2 .

(5.12)

Cherchons maintenant l’expression des éléments T (L)
µ . On a

T (L)
µ =

1
ke

√
2
π ∑

j
Cij ∑

l,m
(−ı)leıδl Ij,l Jj,l,mYm

l (k̂e) (5.13)

avec 
Ij,l =

∫ ∞

0
(ul,ke(r))

∗ e−ζ jrrnj+1dr

Y
mjµm

lj1l =
∫

Y
mj
lj
(r̂)Yµ

1 (r̂)Y
m∗
l (r̂)dr̂.

(5.14)

Dans l’intégrale Ij,l , l’indice j est associé aux deux paramètres (nj, ζ j). L’intégrale
angulaire (voir annexe (E.7)), qui donne

Y
mjµm

lj1l = (−1)m

√
3(2lj + 1)(2l + 1)

4π

(
lj 1 l

mj µ −m

)(
lj 1 l
0 0 0

)
, (5.15)

impose les règles de sélection suivantes :{
m = mj + µ

l = lj ± 1.
(5.16)

Ce qui donne :

T (L)
µ =

1
ke

√
2
π

√
3

2
√

π
∑

j
Cij(−1)mj+µ

[
Rµ−

j Y
mj+µ

lj−1 (k̂e) +Rµ+
j Y

mj+µ

lj+1 (k̂e)
]

(5.17)

avec

Rµ−
j = (−ı)lj−1eıδlj−1

√
(2lj + 1)(2lj − 1)

(
lj 1 lj − 1

mj µ −mj − µ

)(
lj 1 lj − 1
0 0 0

)
× Ij,lj−1

Rµ+
j = (−ı)lj+1eıδlj+1

√
(2lj + 1)(2lj + 3)

(
lj 1 lj + 1

mj µ −mj − µ

)(
lj 1 lj + 1
0 0 0

)
× Ij,lj+1

(5.18)
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La section différentielle est donc

dσ(L)

dk̂e
=

8πEγ

3kec
∑
j1,j2

Cij1 C∗ij2(−1)mj1+mj2

1

∑
µ=−1[

Rµ−
j1

Y
mj1+µ

lj1−1 (k̂e) +Rµ+
j1

Y
mj1+µ

lj1+1 (k̂e)
] [
Rµ−∗

j2
Y

mj2+µ∗
lj2−1 (k̂e) +Rµ+∗

j2
Y

mj2+µ∗
lj2+1 (k̂e)

]
.

(5.19)
Après une intégration sur l’angle solide k̂e, on obtient :

σ(L) =
∫ dσ(L)

dk̂e
dk̂e

=
8πEγ

3kec
∑
j1,j2

Cij1 C∗ij2 δmj1 ,mj2

+1

∑
µ=−1

[(
Rµ−

j1
Rµ−∗

j2
+Rµ+

j1
Rµ+∗

j2

)
δlj1 ,lj2

+ Rµ+
j1
Rµ−∗

j2
δlj1+1,lj2−1 +R

µ−
j1
Rµ+∗

j2
δlj1−1,lj2+1

]
.

(5.20)

Les relations d’orthogonalité (D.13), (D.14), (D.15) et (D.16) permettent de simplifier
les sommes :

+1

∑
µ=−1

Rµ−
j1
Rµ−∗

j2
δmj1 ,mj2

δlj1 ,lj2
=

lj

2lj + 1
Ij1,lj−1

(
Ij2,lj−1

)∗
,

+1

∑
µ=−1

Rµ+
j1
Rµ+∗

j2
δmj1 ,mj2

δlj1 ,lj2
=

lj + 1
2lj + 1

Ij1,lj+1

(
Ij2,lj+1

)∗
,

+1

∑
µ=−1

Rµ+
j1
Rµ−∗

j2
δlj1+1,lj2−1 =

+1

∑
µ=−1

Rµ−
j1
Rµ+∗

j2
δlj1−1,lj2+1 = 0.

(5.21)
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La section efficace totale dans la JL est alors donnée par 1 :

σ
(L)
i =

8πEγ

3kec
∑
j1,j2

Cij1 C∗ij2 δlj1 ,lj2
δmj1 ,mj2

×
[

lj1

2lj1 + 1
Ij1,lj1−1

(
Ij2,lj2−1

)∗
+

lj1 + 1
2lj1 + 1

Ij1,lj1+1

(
Ij2,lj2+1

)∗]
.

(5.23)

Les symboles de Kronecker sont indispensables et servent à connecter les termes des
deux sommations correctement. Ils ne peuvent être simplifiés par la double somme
sur j1, j2, car les symboles de Kronecker ne portent pas sur ces indices-là mais sur des in-
dices l, m repérés via j1, j2 (qui sont des indices d’indices). C’est uniquement lorsque
les deux conditions lj1 = lj2 et mj1 = mj2 sont respectées que le terme correspon-
dant est pris en compte. Par exemple, pour le cas d’une molécule CH4 où l’on consi-
dère l’ionisation de l’orbitale 1a1 (voir table 5.1), on obtient un terme non nul si
j1 = 1, . . . , 5 et j2 = 1, . . . , 5 (qui sont les combinaisons d’indice telles que l et m sont
identiques), si j1 = j2 = 6 et finalement si j1 = j2 = 7. La section efficace dans ce cas
est donc

σ
(L)
CH4,1a1

=
8πEγ

3kec

∣∣∣∣∣ 5

∑
j=1

CjIj,1

∣∣∣∣∣
2

+ |C6|2
(

3
7
|I6,2|2 +

4
7
|I6,4|2

)

+ |C7|2
(

3
7
|I7,2|2 +

4
7
|I7,4|2

) .

(5.24)

Il faut souligner que la section efficace doit être ensuite multipliée par le nombre
d’électrons qui occupent l’orbitale ionisée.

1. Il faut souligner qu’il y a une autre façon plus rapide de trouver la section efficace. Il s’agit
d’effectuer les intégrales sur l’angle solide k̂e avant celles sur r̂. En effet :

σ(L) =
32π2Eγ

9kec

1

∑
µ=−1

∑
j1

Cij1 ∑
l1,m1

(−ı)l1 eıδl1 Ij1,l1 Jj1,l1,m1

×∑
j2

C∗ij2 ∑
l2,m2

(+ı)l2 e−ıδl2

(
Ij2,l2

)∗ (
Jj2,l2,m2

)∗ ∫
dk̂eYm1

l1
(k̂e)Ym2∗

l2
(k̂e)

=
32π2Eγ

9kec

1

∑
µ=−1

∑
j1

Cij1 ∑
l,m
Ij1,lJj1,l,m ∑

j2

C∗ij2
(
Ij2,l

)∗ (
Jj2,l,m

)∗
=

32π2Eγ

9kec
3

4π ∑
j1

Cij1

√
2lj1 + 1 ∑

l
(2l + 1)

(
lj1 1 l
0 0 0

)
Ij1,l ∑

j2

C∗ij2
√

2lj2 + 1
(

lj2 1 l
0 0 0

)(
Ij2,l

)∗
×

1

∑
µ=−1

l

∑
m=−l

(
lj1 1 l

mj1 µ −m

)(
lj2 1 l

mj2 µ −m

)

=
8πEγ

3kec ∑
j1

Cij1 ∑
j2

C∗ij2 ∑
l
(2l + 1)

(
lj1 1 l
0 0 0

)2

Ij1,l

(
Ij2,l

)∗
δlj1 ,lj2

δmj1 ,mj2

=
8πEγ

3kec ∑
j1

Cij1 ∑
j2

C∗ij2

[
lj1

2lj1 + 1
Ij1,lj1−1

(
Ij2,lj2−1

)∗
+

lj1 + 1
2lj1 + 1

Ij1,lj1+1

(
Ij2,lj2+1

)∗]
δlj1 ,lj2

δmj1 ,mj2
.

(5.22)
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5.3 Section efficace en jauge de vitesse

Dans la JV, d’après (5.1), (5.3) et (4.47), la section efficace différentielle est :

dσ(V)

dk̂e
=

4π2ke

Eγc

∫
dR̂

∣∣∣∣∣(−ı)
1

∑
µ=−1

D1
0µ

(
R̂
)
T (V)

µ

∣∣∣∣∣
2

=
4π2ke

Eγc

1

∑
µ1=−1

1

∑
µ2=−1

T (V)
µ1

(
T (V)

µ2

)∗ ∫
dR̂ D1

0µ1

(
R̂
) (

D1
0µ2

(
R̂
))∗

=
4π2ke

3Eγc

1

∑
µ=−1

∣∣∣T (V)
µ

∣∣∣2
(5.25)

avec
T (V)

µ = 〈ψ−ke
(r)|∇µ|φi(r)〉

=
1
ke

√
2
π ∑

j
Cij ∑

l,m
(−ı)leıδl Ym

l (k̂e)

×
∫ ∞

0
dr r2 (ul,ke(r))

∗

r
〈l m|∇µ

(
e−ζ jrrnj−1

)
|lj mj〉 ,

(5.26)

L’intégrale angulaire sur le gradient ∇µφ(r) donne (EDMONDS, 1996)

〈l1 m1|∇µφ(r)|l2 m2〉 = Πm1 µ m2
l1 1 l2

∆l1 l2

(
∂r +

bl1 l2
r

)
φ(r), (5.27)

avec

Πm1 µ m2
l1 1 l2

= (−1)m1

(
l1 1 l2
−m1 µ m2

)(
l1 1 l2
0 0 0

)−1

, (5.28)

∆l1 l2 =


l2 + 1√

(2l2 + 1)(2l2 + 3)
si l1 = l2 + 1,

l2√
(2l2 − 1)(2l2 + 1)

si l1 = l2 − 1,
(5.29)

et

bl1 l2 =

{
− l2 si l1 = l2 + 1,
l2 + 1 si l1 = l2 − 1.

(5.30)

L’intégrale radiale dans l’élément T (V)
µ (5.26) est donc de la forme :

Xj,l =
∫ ∞

0
dr r (ul,ke(r))

∗
(

∂r +
bl1 l2

r

)(
e−ζ jrrnj−1

)
=
∫ ∞

0
dr r (ul,ke(r))

∗
[
−ζ jrnj−1 +

(
nj − 1 + bl1 l2

)
rnj−2

]
e−ζ jr

= −ζ jGj,l +
(
nj − 1 + bl1 l2

)
Zj,l

(5.31)

où 
Gj,l =

∫ ∞

0
(ul,ke(r))

∗ e−ζ jrrnj dr,

Zj,l =
∫ ∞

0
(ul,ke(r))

∗ e−ζ jrrnj−1dr.
(5.32)
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L’élément de matrice T (V)
µ (5.26) devient alors :

T (V)
µ =

1
ke

√
2
π ∑

j
Cij(−1)mj+µ

[
Sµ−

j Y
µ+mj
lj−1 (k̂e) + Sµ+

j Y
µ+mj
lj+1 (k̂e)

]
(5.33)

avec
Sµ−

j =
lj(−ı)lj−1eıδlj−1√
(2lj − 1)(2lj + 1)

(
lj − 1 1 lj
−mj − µ µ mj

)(
lj − 1 1 lj

0 0 0

)−1

Xj,lj−1

Sµ+
j =

(lj + 1)(−ı)lj+1eıδlj+1√
(2lj + 1)(2lj + 3)

(
lj + 1 1 lj
−mj − µ µ mj

)(
lj + 1 1 lj

0 0 0

)−1

Xj,lj+1,

(5.34)

et : {
Xj,lj−1 = −ζ jGj,lj−1 +

(
nj + lj

)
Zj,lj−1,

Xj,lj+1 = −ζ jGj,lj+1 +
(
nj − lj − 1

)
Zj,lj+1.

(5.35)

En effectuant une intégration sur l’angle solide k̂e, on obtient :

σ(V) =
∫ dσ(V)

dk̂e
dk̂e

=
2

πk2
e

4π2ke

3Eγc ∑
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]
δmj1 ,mj2

.

(5.36)

En utilisant les relations d’orthogonalités (D.13), (D.14), (D.15) et (D.16), les sommes
sur µ se simplifient et deviennent :
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=
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δlj1 ,lj2
=
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2lj1 + 1
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(
Xj2,lj1+1

)∗
,

+1

∑
µ=−1

Sµ+
j1
Sµ−∗

j2
δlj1+1,lj2−1 =

+1

∑
µ=−1

Sµ−
j1
Sµ+∗

j2
δlj1−1,lj2+1 = 0.

(5.37)

La section efficace totale dans la JV est finalement donnée par l’expression suivante :

σ
(V)
i =

8π

3kecEγ
∑
j1,j2

Cij1 C∗ij2 δlj1 ,lj2
δmj1 ,mj2

×
[

lj1

2lj1 + 1
Xj1,lj1−1

(
Xj2,lj2−1

)∗
+

lj1 + 1
2lj1 + 1

Xj1,lj1+1

(
Xj2,lj2+1

)∗]
.

(5.38)

La sélection des termes non nuls s’effectue de la même manière que dans le cas de
la JL (paragraphe 5.2).
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5.4 Intégrales radiales avec les gaussiennes

Dans l’approche que nous proposons, les intégrales Ij,lj±1, Gj,lj±1 et Zj,lj±1, défi-
nies en (5.14) et (5.32), sont trouvées à l’aide des FGC optimisées qui représentent la
fonction du continuum :(

ulj±1,ke(r)
)∗
≈∑

s
[cs]lj±1,ke

e
−[αs]lj±1r2

. (5.39)

L’intégrale Ij,lj±1 devient :

IG
j,lj±1 =

∫ ∞

0

(
∑

s
[cs]lj±1,ke

e
−[αs]lj±1r2

)
e−ζ jrrnj+1dr

= ∑
s
[cs]lj±1,ke

∫ ∞

0
e
−
(
[αs]lj±1r2+ζ jr

)
rnj+1dr

=
(nj + 1)!

2
nj+2

2

∑
s

[cs]lj±1,ke

[αs]
nj+2

2
lj±1

e

ζ2
j

8[αs ]lj±1 D−nj−2

 ζ j√
2 [αs]lj±1

 ,

(5.40)

où nous avons utilisé la propriété (C.1) pour effectuer l’intégrale en termes de la
Fonction Cylindro-Parabolique (FCP) Dν(z). Pour des petites valeurs de αs, on risque
d’avoir des exponentielles très grandes. Afin d’éviter les soustractions de grands
nombres très proches, il convient de remplacer la FCP par la fonction de Tricomi
(voir la formule (B.18)) afin de compenser le terme exp

(
ζ2

j /8 [αs]lj±1

)
en appliquant

l’identité (voir formule (B.23)) :

D−n−1 (z) =
e−

z2
4

2
n+1

2
U
(

n + 1
2

,
1
2

;
z2

2

)
, (5.41)

avec n = nj + 1 et z = ζ j/
√

2 [αs]lj
. L’intégrale radiale devient :

IG
j,lj±1 =

(nj + 1)!

2nj+2 ∑
s

[cs]lj±1,ke

[αs]
nj+2

2
lj±1

U

(
nj + 2

2
,

1
2

;
ζ2

j

4 [αs]lj±1

)
. (5.42)

Pour trouver l’expression des intégrales Gj,lj etZj,lj±1, il suffit de remplacer nj par
nj − 1 et nj − 2, respectivement, ce qui donne :

GG
j,lj±1 =

(nj)!

2nj+1 ∑
s

[cs]lj±1,ke

[αs]
nj+1

2
lj±1

U

(
nj + 1

2
,

1
2

;
ζ2

j

4 [αs]lj±1

)
. (5.43)

ZG
j,lj±1 =

(nj − 1)!
2nj ∑

s

[cs]lj±1,ke

[αs]
nj
2

lj±1

U

(
nj

2
,

1
2

;
ζ2

j

4 [αs]lj±1

)
. (5.44)

Dans le cas où les fonctions radiales du continuum u(r) sont parfaitement réelles,
l’étoile qui désigne le conjugué des intégrales radiales dans les formules de section
efficace (5.23) et (5.38) peut en principe être supprimée. Cependant, la combinaison
des FGC n’est pas parfaitement réelle. Si la partie imaginaire de cette combinaison
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est importante, il convient de considérer seulement la partie réelle des intégrales
numériques évaluées avec des FGC. Cela est valable car la fonction radiale de l’état
lié est réelle. En effet :

ul,ke(r) ≈ <
(

∑
s
[cs]l,ke

e−[αs]lr
2

)

⇒
∫ ∞

0
ul,ke(r)e

−ζrrn+1dr ≈
∫ ∞

0
<
(

∑
s
[cs]l,ke

e−[αs]lr
2

)
e−ζrrn+1dr

≈ <
(

∑
s
[cs]l,ke

∫ ∞

0
e−[αs]lr

2
e−ζrrn+1dr

)
⇒ Ij,l ≈ <

(
IG

j,l

)
.

Pour les calculs effectués dans ce chapitre, nous avons trouvé que cette correction
artificielle n’est pas indispensable et que la partie imaginaire des intégrales est bien
négligeable, c’est-à-dire que :

∣∣Ij,l
∣∣2 ≈ [< (IG

j,l

)]2
.

Il en va de même pour les intégrales Gj,l et Zj,l .
Pour les molécules CH4, NH3 et H20, Moccia a trouvé une représentation (5.6)

qui comporte des FTS avec lj qui varie entre zéro et quatre. Les calculs font donc
intervenir les intégrales suivantes :

{
Ij,0, Ij,1, Ij,2, Ij,3, Ij,4

}
,
{
Gj,0,Gj,1,Gj,2,Gj,3,Gj,4

}
et
{
Zj,0,Zj,1,Zj,2,Zj,3,Zj,4

}
, où j représente un ensemble de deux variables (nj, ζ j).

5.5 Potentiel purement Coulombien

Dans cette partie nous supposons que le potentiel appliqué sur le photoélectron
lors de l’ionisation est purement Coulombien avec la charge z = 1. Cette charge cor-
respond à celle ressentie asymptotiquement par un électron arraché d’une molécule.
Même si cela n’est pas exact, notre objectif pour le moment est d’effectuer un premier
test utilisant les gaussiennes complexes optimisées dans le chapitre 2 (tables 2.5, 2.6
et 2.7) dans un calcul moléculaire. D’autre part, il est possible dans ce cas d’exami-
ner précisément l’erreur qui provient du remplacement des fonctions du continuum
FRC par leur représentation gaussienne (5.39), car l’intégrale Ij,lj peut aussi être éva-
luée d’une manière précise. En effet, l’intégrale radiale suivante est analytique :

Ij,lj =
∫ ∞

0
Flj,ke(r)e

−ζ jrrnj+1dr

= Clj(ke)k
lj+1
e

∫ ∞

0
e−(ζ j−ıke)r

1F1

(
lj + 1− ı

ke
, 2lj + 2;−2ıker

)
rnj+lj+2dr

(5.45)

avec

Clj(ke) = e
π

2ke

2lj

∣∣∣Γ (lj + 1− ı
ke

)∣∣∣
Γ
(
2lj + 2

) . (5.46)
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Cette intégrale donne une fonction hypergéométrique de Gauss 2F1 (voir formule
13.10.3 de (NIST Digital Library of Mathematical Functions)) :∫ ∞

0
e−qr

1F1 (a, b; cr) rpdr =
Γ (p + 1)

qp+1 2F1

(
a, p + 1, b;

c
q

)
, < (p) > −1 , < (q) > max (< (c) , 0) ,

(5.47)

avec q = ζ j − ıke, a = lj + 1− ı/ke, b = 2lj + 2, c = −2ıke et p = nj + lj + 2. La
fonction 2F1 est calculée avec la bibliothèque python mpmath (JOHANSSON, 2013).
Nous obtenons :

ITh
j,lj

= k
lj+1
e Clj(ke)

Γ
(
nj + lj + 3

)
(ζ j − ıke)

nj+lj+3 2F1

(
lj + 1− ı

ke
, nj + lj + 3, 2lj + 2;

−2ıke

ζ j − ıke

)
.

(5.48)
En remplaçant nj respectivement par nj − 1 et nj − 2, on trouve aussi :

GTh
j,lj

= k
lj+1
e Clj(ke)

Γ
(
nj + lj + 2

)
(ζ j − ıke)

nj+lj+2 2F1

(
lj + 1− ı

ke
, nj + lj + 2, 2lj + 2;

−2ıke

ζ j − ıke

)
.

(5.49)

ZTh
j,lj

= k
lj+1
e Clj(ke)

Γ
(
nj + lj + 1

)
(ζ j − ıke)

nj+lj+1 2F1

(
lj + 1− ı

ke
, nj + lj + 1, 2lj + 2;

−2ıke

ζ j − ıke

)
.

(5.50)
Les formules (5.48), (5.49) et, (5.50) serviront de point de comparaison par rap-

port à (5.42), (5.43) et (5.44) utilisant la représentation en FGC.

5.6 Potentiel non coulombien

Comme première correction, on peut remplacer le potentiel coulombien (−1/r)
ressenti par le photoélectron par un modèle plus réaliste de la forme

Umol
i (r) = −

M

∑
n=1

Zn

max(r, Rn)
+

NOM

∑
j=1

(2− δi,j)∑
k,l

C∗jkCjlKkl(r)δll ,lk δml ,mk (5.51)

avec

Kkl(r) =
γ (nk + nl + 1; (ζk + ζl)r)

(ζk + ζl)nk+nl+1
1
r
+

Γ (nk + nl ; (ζk + ζl)r)
(ζk + ζl)nk+nl

. (5.52)

Zn et Rn désignent la charge de chaque noyau et sa position par rapport au centre de
masse de la molécule. NOM est le nombre d’orbitales moléculaires. γ(n; x) et Γ(n; x)
sont les fonctions gamma incomplètes. Nous utilisons la bibliothèque Fortran FM-
LIB (SMITH, 2001) pour les évaluer.

Le potentiel Umol
i (r) est la moyenne angulaire du potentiel anisotrope formé par

le terme directe dans l’approximation statique (FERNÁNDEZ-MENCHERO et OTRANTO,
2010 ; FERNÁNDEZ-MENCHERO et OTRANTO, 2014). Les détails de calcul sont don-
nés dans le chapitre 2 de la thèse (GRANADOS CASTRO, 2016).

Le terme dominant dans l’équation (5.51) pour des faibles distances est−Zcentre/r,
où Zcentre est le nombre de charges du noyau qui se trouve approximativement sur
le centre de masse de la molécule (par exemple, l’oxygène pour le H2O, etc.). Aux
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FIGURE 5.1 – Le potentiel moléculaire (5.51) (multiplié par r) en fonc-
tion de la distance radiale r pour les quatre orbitales 2a1, 3a1, 1b1, 1b2

de la molécule H2O.

grandes distances, et en utilisant les propriétés asymptotiques (x → ∞)

γ(a; x) x→∞−−−→ Γ(a),
Γ(a; x) x→∞−−−→ 0,

(5.53)

et la normalisation des orbitales moléculaires à un, il est facile de montrer que le
potentiel se comporte comme −1/r.

La section efficace d’ionisation de la molécule est toujours donnée par l’équa-
tion (5.23) (JL) ou par (5.38) (JV). Cependant, les FRC dans les intégrales radiales
sont désormais remplacées par les fonctions ul(k; r) solutions de l’équation différen-
tielle suivante : [

−1
2

d2

dr2 +
l(l + 1)

2r2 + Umol
i (r)

]
ul(k; r) =

k2

2
ul(k; r). (5.54)

La figure 5.1 montre la charge effective Ze f f (r) = rUmol
i (r), c’est-à-dire le poten-

tiel moléculaire (5.51) multiplié par r, pour les quatre orbitales 2a1, 3a1, 1b1 et 1b2. La
différence entre ces cas est peu importante. Au bout de 5 u.a. le potentiel molécu-
laire se comporte comme un potentiel purement Coulombien correspondant à une
charge ponctuelle de 1. Le pic sur r ∼ 1.814 correspond à la position des noyaux des
hydrogènes. Lorsque le photoélectron passe à proximité d’un noyau, il ressent une
force attractive.

La même raisonnement s’applique pour les orbitales 2a1, 1t2x, 1t2y, 1t2z de la mo-
lécule CH4 (figure 5.2) et les orbitales 2a1, 3a1, 1ex, 1ey de la molécule NH3 (figure 5.3)

Nous utilisons la nouvelle version du code RADIAL (SALVAT et FERNÁNDEZ-
VAREA, 2019) afin de trouver la solution de l’équation différentielle (5.54). Nous
avons constaté que pour l = 3 et l = 4, les fonctions ul(k; r) coïncident approxi-
mativement avec les FRC Fl(k; r). Cela vient du fait que, pour l = 3, 4, le terme
Vmol

i,l (r) = l(l + 1)/2r2 + Umol
i (r) se comporte comme l(l + 1)/2r2 dans la région

1 
1 -------------r------
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FIGURE 5.2 – Le potentiel moléculaire (5.51) (multiplié par r) en fonc-
tion de la distance radiale r pour les quatre orbitales 2a1, 1t2x, 1t2y, 1t2z

de la molécule CH4.
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FIGURE 5.3 – Le potentiel moléculaire (5.51) (multiplié par r) en fonc-
tion de la distance radiale r pour les quatre orbitales 2a1, 3a1, 1ex, 1ey

de la molécule NH3.
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FIGURE 5.4 – Section efficace (en Mb) de photoionisation de H(1s)
en fonction de l’énergie du photon incident (axe inférieur, en eV) et
en fonction de l’énergie du photoélectron (axe supérieur, en u.a.). La
courbe en bleu désigne la section efficace exacte (4.70). Les carrés et
les cercles représentent les sections efficaces reproduites avec un état
du continuum décrit par des gaussiennes complexes, dans la JL et la

JV, respectivement.

radiale sur laquelle Umol
i (r) diffère du potentiel purement Coulombien. Il est donc

raisonnable d’utiliser les exposants {αi} de la table 2.7 optimisés pour les fonctions
de Coulomb. Pour les cas l = 0, 1, 2, ce raisonnement ne s’applique pas sur le poten-
tiel. Toutefois, il s’avère que les exposants optimisés pour les FRC (tables 2.5 et 2.6)
sont bien efficaces pour reproduire les nouvelles fonctions.

5.7 Applications

5.7.1 Atomes

L’hydrogène

Nous avons d’abord examiné les formules de la section efficace dans la JL (5.23)
et dans la JV (5.38) dans le cas de l’hydrogène. Le code dans sa version moléculaire
a été testé pour le cas H(1s) où la section efficace exacte σ1s est donnée par l’équa-
tion (4.70), et pour H(2p) pour lequel on a (HARRIMAN, 1956)

σ2p =

(
3 +

1
Eγ

)
π2e−4 arctan(2ke)

ke

18cE5
γ

(
1− e−2 π

ke

) . (5.55)

Les résultats obtenus sont montrés dans les deux figures 5.4 et 5.5 et sont en très
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FIGURE 5.5 – Même chose que la figure 5.4 pour le cas H(2p).

j lj mj nj ζ j Bj
1 0 0 1 1.41714 +0.76838
2 0 0 1 2.37682 +0.22346
3 0 0 1 4.39628 +0.04082
4 0 0 1 6.52699 −0.00994
5 0 0 1 7.94252 +0.00230

Vion 0.91795

TABLE 5.8 – Paramètres de la fonction d’onde de l’état fondamen-
tal d’hélium 1s2 représentée par 5 FTS (CLEMENTI et ROETTI, 1974).
L’énergie requise pour l’ionisation Vion est également donnée (en uni-

tés atomiques).

bon accord avec les formules exactes dans les deux jauges JL et JV. L’erreur relative
ne dépasse pas le ≈ 0.001% et le ≈ 5% dans le cas H(1s) et H(2p), respectivement.
L’erreur plus grande pour l’orbitale 2p peut être attribuée à son extension radiale
plus importante.

L’hélium

Le deuxième test que nous considérons est un atome d’hélium dans son état
fondamental 1s2. La fonction d’onde de l’état initial est prise de la forme (5.6). Elle
est optimisée par une méthode Hartree-Fock avec 5 FTS (CLEMENTI et ROETTI, 1974)
qui sont données dans la table 5.8.
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FIGURE 5.6 – Le potentiel (5.56) (multiplié par r) utilisé pour l’hélium
en fonction de la distance radiale r.

Pour le potentiel de diffusion, nous utilisons un modèle Herman-Skillman (HER-
MAN et SKILLMAN, 1963)

VHS(r) =
−1
r
−
(

2 +
1
r

)
e−3.5499 r. (5.56)

Ce potentiel permet de simuler l’interaction avec le noyau pour des faibles distances
et se comporte, asymptotiquement, comme un potentiel coulombien de charge 1.
Ceci est illustré dans la figure 5.6. Nous obtenons les fonctions radiales du conti-
nuum ul=1(r) numériquement en utilisant RADIAL (SALVAT et FERNÁNDEZ-VAREA,
2019). Ensuite nous adoptons les exposants optimisés pour les FRC (table 2.5 pour
l = 1) afin de représenter les fonctions ul=1(r). La qualité de la reproduction des ces
fonctions est comparable avec les cas des FRC. En d’autres termes, il n’y a pas besoin
d’effectuer de nouvelles optimisations pour les exposants.

Les sections efficaces dans les deux jauges, JL et JV, sont tracées dans la figure 5.7
et sont comparées avec les données expérimentales (SAMSON et al., 1994). L’accord
entre ces données et les courbes théoriques est assez bon. La précision des FGC a
été vérifiée en effectuant en parallèle les intégrales radiales par une méthode de tra-
pèze 2.

On observe dans la figure 5.7 une différence légère entre les deux jauges JL et JV
car les deux états, initial et final, ne sont pas obtenus en utilisant le même potentiel.
Si on utilise le potentiel (5.56) pour décrire l’état initial en plus de l’état final, on
trouve que les résultats dans les deux jauges sont indistinguables à l’œil nu (on l’a
fait mais on ne le montre pas ici).

Le néon

Le dernier cas atomique considéré ici est l’ionisation d’un électron de la couche
périphérique du néon dans son état fondamental 1s22s22p6. La représentation de la

2. Dans ce calcul et tout les cas suivants, nous effectuons les intégrales numériques comparatives
avec une densité de 100 points par unité jusqu’à rmax = 50.

---------------~-~----~-- ------7 
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FIGURE 5.7 – Section efficace totale d’ionisation d’un électron de l’état
fondamental de l’hélium en fonction de l’énergie du photon incident
(axe inférieur, en eV) et en fonction de l’énergie du photoélectron (axe
supérieur, en u.a.). Les carrés et les cercles représentent les sections
efficaces reproduites avec des gaussiennes complexes dans la JL et la
JV, respectivement. Afin de confirmer la fiabilité des FGC, ces deux
courbes sont retrouvées en effectuant les intégrales avec les fonctions
numériques obtenues par RADIAL ("trapez-(L)" et "trapez-(V)" dans
la JL et la JV, respectivement). La section efficace expérimentale est

aussi tracée (SAMSON et al., 1994).

+ 
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j lj mj nj ζ j Bj
1 1 0 2 1.45208 +0.21799
2 1 0 2 2.38168 +0.53338
3 1 0 2 4.48489 +0.32933
4 1 0 2 9.13464 +0.01872

Vion 0.85044

TABLE 5.9 – Paramètres de la fonction d’onde de la couche périphé-
rique 2p6 de l’état fondamental du néon 1s22s22p6 calculés par (CLE-
MENTI et ROETTI, 1974). L’énergie requise pour l’ionisation Vion est

également donnée (en unités atomiques).
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FIGURE 5.8 – Le potentiel (5.57) (multiplié par r) utilisé pour le néon
(2p) en fonction de la distance radiale r.

couche périphérique de l’état initial est donnée dans la table 5.9.
Nous utilisons comme potentiel de diffusion le modèle (MENDEZ, MITNIK et

MIRAGLIA, 2016)

VDIM(r) = −1
r

(
3

∑
j=1

aje−bjr

)
, (5.57)

avec
— a1 = 1.353049, a2 = 0.335881 et a3 = 7.311070.
— b1 = 8.569480, b2 = 0.464942 et b3 = 2.090634.

Ce potentiel est obtenu par une méthode d’optimisation, appelée méthode d’inversion
dépurée (DIM), qui permet de trouver la solution de l’équation Kohn-Sham à partir des
fonctions de Hartree-Fock qui sont déjà optimisées (pour plus de détails, voir (MEN-
DEZ, MITNIK et MIRAGLIA, 2016)). Nous traçons la charge effective Ze f f (r) = rVDIM(r)
sur la figure 5.8, qui vaut −10 pour de faibles distances et tend vers −1 à l’infini.

Comme dans le cas de l’hélium, nous utilisons RADIAL pour trouver les fonc-
tions radiales du continuum ul=0(r) et ul=2(r). Ensuite, nous employons les expo-
sants optimisés pour les FRC (table 2.6 pour l = 0, 2) afin de représenter les fonctions
du continuum avec une bonne qualité.

Les sections efficaces dans les deux jauges, JL et JV, sont tracées sur la figure 5.9
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FIGURE 5.9 – Même chose que la figure 5.7 mais pour la couche 2p du
néon.

et comparés aux résultats expérimentaux (SAMSON et STOLTE, 2002). Les résultats
dans les deux jauges JL et JV sont proches car le potentiel (5.57) est obtenu avec des
orbitales Hartree-Fock, semblables à l’état initial considéré ici. Dans cette figure, les
résultats obtenus avec les FGC sont également confirmés par intégration numérique.
Le modèle d’un électron actif n’est ici pas suffisant pour reproduire correctement les
résultats expérimentaux en valeur absolue mais il permet tout de même de retrouver
l’allure et l’énergie du pic dans la section efficace.

5.7.2 Molécules

Les tests précédents permettent de valider le code de calcul des sections efficaces
dans les deux jauges JL et JV. Maintenant nous allons présenter les sections efficaces
trouvées pour les molécules CH4, NH3 et H2O. Nous rappelons que l’état initial de
la molécule est décrit par des FTS centrées autour du noyau le plus lourd (voir la
partie 5.1). L’électron éjecté est diffusé par un potentiel sphérique Coulombien−1/r
ou déformé (voir les parties 5.5 et 5.6). Dans les deux cas, on utilise les mêmes FGC
que celles optimisées dans le chapitre 2 (tables 2.5, 2.6 et 2.7).

Avant de présenter les résultats obtenus, nous indiquons qu’on peut trouver
dans la littérature d’autres résultats théoriques pour les molécules considérées ici :

— Par des fonctions d’onde auto-cohérentes (DALGARNO, 1952) ;
— En utilisant la méthode d’inversion du potentiel de l’état fondamental (KILCOYNE,

NORDHOLM et HUSH, 1986) ;
— Avec une technique Stieltjes–Tchebycheff (WILLIAMS et LANGHOFF, 1979 ; DE-

LANEY, SAUNDERS et HILLIER, 1981 ; CACELLI, MOCCIA et CARRAVETTA,
1984 ; CACELLI, CARRAVETTA et MOCCIA, 1985) ;
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— Par des méthodes basées sur l’approximation d’onde plane (RABALAIS et al.,
1974 ; SCHWEIG et THIEL, 1974 ; HUANG et ELLISON, 1975 ; DEWAR et al.,
1975 ; HILTON, NORDHOLM et HUSH, 1976 ; BEERLAGE et FEIL, 1977 ; HIL-
TON, HORDHOLM et HUSH, 1979 ; DELEUZE, PICKUP et DELHALLE, 1994 ;
GOZEM et al., 2015) ;

— Avec l’approximation de phase aléatoire (CACELLI et al., 1988) ;
— Avec la méthode variationnelle de Schwinger (BRAUNSTEIN et al., 1988 ; MA-

CHADO et al., 1990 ; WIEDMANN et al., 1994 ; NASCIMENTO et al., 2003 ; NA-
TALENSE, BRESCANSIN et LUCCHESE, 2003) ;

— Avec des variantes de la méthode de diffusion multiple (ROSI et al., 1986) ;
— En utilisant une approche sturmienne (GRANADOS-CASTRO et al., 2014 ; GRA-

NADOS—CASTRO et al., 2015a ; GRANADOS—CASTRO et al., 2015b ; GRANADOS-
CASTRO et al., 2016 ; GRANADOS–CASTRO, GENONI et ANCARANI, 2017) ;

— Avec la théorie de la fonctionnelle de la densité dépendant du temps « TD-DFT » ou
d’autres variantes de cette théorie (STENER et DECLEVA, 1998 ; STENER et al.,
2002) ;

— Par une intégration numérique de l’équation de Hartree-Fock (NOVIKOVSKIY

et al., 2019). Avec cette méthode, en plus de l’état initial, l’état final est éga-
lement obtenu par la résolution numérique des équation de Hartree-Fock, dans
une approche monocentrique. Les résultats obtenus dans (NOVIKOVSKIY et
al., 2019) sont donnés dans la JV.

En général, aucune théorie ne reproduit exactement les résultats expérimentaux.
Parmi ces méthodes, nous allons reproduire dans les figures qui suivent les résultats
théoriques obtenus dans (STENER et al., 2002 ; NOVIKOVSKIY et al., 2019) à des fins
de comparaison.

Le méthane

La figure 5.10 montre la section efficace de photoionisation de l’orbitale exté-
rieure 1t2 de CH4 dans la JL et la JV. Dans cette figure, nous présentons les résultats
trouvés en utilisant un potentiel purement Coulombien (Coul Wave) ou un potentiel
modifié (Dist Wave) (voir les parties 5.5 et 5.6). Chaque courbe est tracée avec les FGC
(carrés pour la JL (cG-(L)) et cercles pour la JV (cG-(V))), analytiquement dans le cas
d’un potentiel de Coulomb (Coul Wave : analyt-(L) pour la JL et Coul Wave : analyt-(V)
pour la JV) et avec la méthode de trapèzes dans le cas d’un potentiel non Coulom-
bien (Dist Wave : trapez-(L) pour la JL et Dist Wave : trapez-(V) pour la JV). On tient
à préciser que le terme « analytique » signifie que les intégrales radiales, et donc les
sections efficaces, possèdent une forme fermée (une expression explicite). Les FGC
reproduisent les résultats analytiques avec une très bonne précision. Ceci est l’en-
seignement principal à retenir de cette première application moléculaire. Pour les
deux potentiels utilisés, on observe une différence claire entre les deux jauges. Cela
n’est pas étonnant car les deux fonctions d’onde, initiale et finale, ne sont pas issues
du même Hamiltonien. D’autres résultats théoriques : (STENER et al., 2002) « TD-
DFT » et (NOVIKOVSKIY et al., 2019) ainsi que des données expérimentales (BACKX

et WIEL, 1975 ; WIEL et al., 1976) sont également présentés dans la figure. Les ré-
sultats obtenus dans la JV sont globalement meilleurs que ceux obtenus dans la JL,
avec les deux choix de potentiel. Ceci signifie que la représentation moléculaire de
l’état initial est meilleure pour des distances radiales intermédiaires. Nous tenons à
souligner que les résultats dans (NOVIKOVSKIY et al., 2019) sont également obtenus
dans la JV. En outre, nos résultats obtenus dans la JV avec l’onde distordue sont
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FIGURE 5.10 – Section efficace totale d’ionisation d’un électron de
l’orbitale 1t2 de la molécule CH4 en fonction de l’énergie du pho-
ton incident (axe inférieur, en eV) et en fonction de l’énergie du pho-
toélectron (axe supérieur, en u.a.). Coul Wave et Dist Wave signifient
qu’un potentiel purement Coulombien ou un potentiel modifié, res-
pectivement, est utilisé. Les deux jauges JL et JV sont désignées par
les lettres (L) et (V) respectivement. cG, analyt et trapez signifient, res-
pectivement, que les intégrales radiales sont effectuées avec les FGC
optimisées, analytiquement avec des formules exactes (dans le cas
d’un potentiel Coulombien) ou numériquement avec une méthode
des trapèzes (dans le cas d’un potentiel modifié). D’autres résultats
théoriques sont également donnés ici : (STENER et al., 2002) « TD-
DFT » et (NOVIKOVSKIY et al., 2019) ainsi que les données expéri-

mentales (BACKX et WIEL, 1975 ; WIEL et al., 1976).
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FIGURE 5.11 – Section efficace totale d’ionisation d’un électron de
l’orbitale 2a1 de la molécule CH4 en fonction de l’énergie du photon
incident (axe inférieur, en eV) et en fonction de l’énergie du photo-
électron (axe supérieur, en u.a.) (voir texte et légende de 5.10 pour le

détail de la nomenclature).

très raisonnables par rapport aux autres résultats théoriques (STENER et al., 2002 ;
NOVIKOVSKIY et al., 2019), et ceci malgré la simplicité de notre modèle.

Afin d’alléger les courbes et faciliter la comparaison entre les deux potentiels
dans les deux jauges JL et JV, nous ne présentons dans la suite que les résultats
avec les FGC. Toutefois, nous avons bien vérifié que ces résultats (donc les FGC)
sont fiables en comparant à chaque fois avec les intégrales évaluées analytiquement
(pour une onde Coulombienne) ou numériquement avec une méthode de trapèzes
(pour une onde distordue).

La section efficace de photoionisation de l’orbitale 2a1 du CH4 est présentée dans
la figure 5.11. Cette fois, on voit une très grande amélioration grâce au remplacement
de l’onde Coulombienne par une onde distordue. Ceci est bien prévisible car pour
une orbitale plus interne, la correction du potentiel coulombien pour tenir compte
des noyaux et des autres électrons devient nécessaire. La comparaison avec les don-
nées expérimentales (BACKX et WIEL, 1975 ; WIEL et al., 1976) et avec deux autres
résultats théoriques : (STENER et al., 2002) TD-DFT et (NOVIKOVSKIY et al., 2019),
montre un accord raisonnable avec le modèle utilisant une onde distordue dans la
JV.

L’ammoniac

Les figures 5.12 , 5.13 et 5.14 montrent la section efficace de photoionisation d’un
électron dans les orbitales 3a1, 1e et 2a1 respectivement. Pour l’orbitale extérieure
3a1 (figure 5.12), la modification du potentiel (de purement Coulombien à distordu)
ne change pas beaucoup les résultats. On a la même observation pour l’orbitale 1e
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FIGURE 5.12 – Section efficace totale d’ionisation d’un électron de
l’orbitale 3a1 de la molécule NH3 en fonction de l’énergie du photon
incident (axe inférieur, en eV) et en fonction de l’énergie du photoélec-
tron (axe supérieur, en u.a.). Deux autres résultats théoriques (STENER
et al., 2002) et (NOVIKOVSKIY et al., 2019), ainsi que les données ex-
périmentales (BRION et al., 1977 ; BANNA, KOSSMANN et SCHMIDT,

1987) sont également tracés.
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FIGURE 5.13 – Même chose que la figure 5.12 mais pour l’orbitale 1e.
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FIGURE 5.14 – Même chose que la figure 5.12 mais pour l’orbitale 2a1.

(figure 5.13) qui possède une énergie d’ionisation relativement proche de celle de
l’orbitale 3a1. Au contraire, pour l’orbitale intérieure 2a1 (figure 5.14), la considéra-
tion d’une onde distordue devient importante.

La comparaison avec des données expérimentales (BRION et al., 1977 ; BANNA,
KOSSMANN et SCHMIDT, 1987) ainsi que deux autres résultats théoriques (STENER et
al., 2002) et (NOVIKOVSKIY et al., 2019), montre que pour l’orbitale 3a1, les résultats
sont raisonnables au-delà d’une énergie photonique Eγ ∼ 20 eV. Dans le cas 1e, les
courbes théoriques trouvées ne correspondent pas bien aux résultats expérimentaux,
ceux-ci se trouvant à mi chemin entre les résultats en JL et JV. Nos résultats sont en
meilleur accord dans le cas 2a1 avec une onde distordue.

L’eau

Les figures 5.15 , 5.16 , 5.17 et 5.18 montrent la section efficace de photoionisation
d’un électron dans les orbitales 1b1, 3a1, 1b2 ou 2a1, respectivement. Les résultats
expérimentaux sont également présentés (TAN et al., 1978 ; BANNA et al., 1986) ainsi
que deux autres résultats théoriques (STENER et al., 2002 ; NOVIKOVSKIY et al., 2019).

Pour les orbitales proches énergétiquement 1b1, 3a1, 1b2, la différence entre les
résultats des deux potentiels (Coulombien ou distordu) n’est pas très grande, no-
tamment pour les sections efficaces obtenues dans la JV. Globalement, on peut dire
que les résultats dans la JV sont acceptables pour les orbitales 1b1, 3a1 et 1b2. Pour
l’orbitale interne 2a1 qui possède une énergie d’ionisation relativement importante
(environ le double de celles des autres orbitales), l’utilisation d’une onde distordue
améliore beaucoup les résultats comme on l’a observé précédemment. En outre, la
courbe dans la JL est plus proche des résultats expérimentaux de (TAN et al., 1978) et
celle dans la JV est plus proche des résultats de (BANNA et al., 1986). Dans les deux
cas, les résultats théoriques encadrent les résultats expérimentaux.
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FIGURE 5.15 – Section efficace totale d’ionisation d’un électron de
l’orbitale 1b1 de la molécule H2O en fonction de l’énergie du pho-
ton incident (axe inférieur, en eV) et en fonction de l’énergie du pho-
toélectron (axe supérieur, en u.a.). Les résultats expérimentaux (TAN
et al., 1978 ; BANNA et al., 1986) ainsi que deux autres résultats théo-
riques (STENER et al., 2002) TD-DFT et (NOVIKOVSKIY et al., 2019)

sont également tracés.
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FIGURE 5.16 – Même chose que la figure 5.15 mais pour l’orbitale 3a1.
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FIGURE 5.17 – Même chose que la figure 5.15 mais pour l’orbitale 1b2.
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FIGURE 5.18 – Même chose que la figure 5.15 mais pour l’orbitale 2a1.
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5.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué une approche semi-gaussienne pour étu-
dier la photoionisation de quelques systèmes moléculaires simples. L’état initial de la
molécule est décrit par une combinaison des FTS centrées sur le noyau le plus lourd.
L’état final est décrit par une fonction propre du continuum d’un potentiel sphérique
Coulombien ou distordu. Nous avons utilisé les FGC optimisées dans le chapitre 2
afin de représenter les états du continuum. Dans le cadre de l’approximation dipo-
laire, les éléments de matrice et, par la suite, la section efficace sont exprimées analy-
tiquement, dans les deux jauges JL et JV. Afin de valider ces résultats, le calcul est fait
aussi numériquement, sans gaussiennes. Dans tous les cas considérés, il s’avère que
les FGC sont fiables et donnent des résultats corrects. Les comparaison avec les don-
nées expérimentales et avec d’autres théories plus sophistiquées et plus coûteuses,
montrent que le modèle simple d’un électron actif donne des résultats raisonnables,
notamment avec des ondes distordues dans la JV. L’enseignement principal est que
la représentation de l’état du continuum par des FGC donne des résultats identiques
à des calculs similaires utilisant les fonctions originales (indépendamment de la qua-
lité du modèle physique en considération). L’approche a été appliquée pour les trois
molécules CH4, NH3 et H2O, mais son application pour d’autres molécules simples
bien décrites pas un modèle similaire (comme H2S, SiH4, . . . ) est triviale.



141

Chapitre 6

Vers un modèle gaussien
multicentrique de l’ionisation
moléculaire

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié la photoionisation de systèmes
moléculaires simples, comme H2O. Dans l’approche utilisée, nous avons montré que
les Fonction(s) Gaussienne(s) Complexe(s) (FGC) peuvent représenter la fonction
d’onde du continuum efficacement, pour plusieurs choix des potentiels centraux de
diffusion du photoélectron. Quant aux états initiaux, nous avons utilisé une expan-
sion monocentrique avec des Fonction(s) de Type Slater (FTS).

L’étape suivante que nous souhaitons envisager est de décrire l’état initial par
une expansion multicentrique sur des fonctions gaussiennes. Cela ne doit poser au-
cune difficulté de principe, grâce à la représentation de la fonction d’onde du conti-
nuum par des FGC optimisées. Cependant des difficultés techniques sont suscep-
tibles de compliquer le calcul des intégrales et l’objet de ce chapitre est d’explorer
les modifications à apporter pour aller dans cette direction.

La raison principale pour laquelle les gaussiennes sont largement utilisées en
chimie computationnelle et en physique moléculaire est le fait qu’elles permettent
d’effectuer analytiquement les intégrales multicentriques qui apparaissent dans les
calculs (un calcul Hartree-Fock, par exemple). Cela est favorisé grâce à des proprié-
tés mathématiques, comme le théorème du produit gaussien, qui permet d’écrire la
multiplication de deux gaussiennes centrées sur deux centres différents, rA et rB,
comme une seule gaussienne centrée sur rC. En effet :

e−α(r−rA)
2
e−β(r−rB)

2
= Ce−γ(r−rC)

2
, (6.1)

avec 
C = e−

αβ
α+β (rA−rB)

2

,
γ = α + β,

rC =
αrA + βrB

α + β
.

(6.2)

Il faut souligner que l’identité (6.1) reste mathématiquement correcte également pour
les FGC, c’est-à-dire, même si les exposants α, β sont complexes. Dans ce cas, le
nouvel exposant γ et le nouveau centre, rC, sont complexes. On se pose alors les
questions suivantes : est-ce que le grand avantage des gaussiennes reste intact ? Les
intégrales multicentriques restent-elles analytiques?

C’est la question principale à laquelle nous allons tenter de répondre dans ce
chapitre. Pour y parvenir, d’abord, nous allons brièvement présenter les fameuses
bases gaussiennes utilisées en chimie quantique.
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Ensuite, nous allons traiter les intégrales avec des fonctions centrées sur deux centres
que l’on rencontre pour le calcul des sections efficaces de photoionisation dans la
Jauge de Longueur (JL). Ces intégrales sont évaluées dans deux représentations
gaussiennes : sphérique et cartésienne. En fait, ici nous supposons que la fonction
du continuum est centrée sur le noyau atomique le plus lourd (cette position est no-
tée RO), comme dans le chapitre précédent où nous avions fixé RO = 0. La fonction
d’onde du continuum est donc donnée par

ψ−ke
(r) =

√
2
π ∑

l,m
(ı)le−ıδl

ul,ke(r)
ker

Ym
l (r̂)Ym∗

l (k̂e). (6.3)

Les fonctions radiales ul,ke(r) sont les solutions de l’équation radiale de Schrödinger
pour un électron (équation (5.54)).

6.1 Les bases gaussiennes

Dans la littérature, les bases gaussiennes réelles (les exposants sont réels) sont
présentées sous des formes diverses. En voici des exemples représentatifs avec quelques
références.

— Les gaussiennes sphériques flottantes (FROST, 1967a ; FROST, 1967b ; FROST,
1968 ; FROST et ROUSE, 1968) sont définies comme :

φ(r) =
(

2α

π

) 3
4

e−α(r−R)2
. (6.4)

Il existe d’autres variantes, comme celle avec la modification double gaus-
sienne (ROUSE et FROST, 1969)

φ(r) = C1e−α1(r−R)2
+ C2e−α2(r−R)2

. (6.5)

Ces gaussiennes sont centrées sur des positions R qui peuvent être situées
loin des noyaux atomiques de la molécule afin d’inclure des effets de polari-
sation (voir, par exemple, le chapitre 11 de (CHRISTOFFERSEN, 2013)).

— La base gaussienne cartésienne (BOYS, 1950 ; NESBET, 1960 ; TAKETA, HUZI-
NAGA et O-OHATA, 1966 ; DUPUIS, RYS et KING, 1976 ; DUNNING et HAY,
1977 ; MCMURCHIE et DAVIDSON, 1978) est de la forme

φ(r) = (x− XA)
nx (y−YA)

ny (z− ZA)
nz e−α(r−RA)

2
, (6.6)

où le vecteur RA ≡ (XA, YA, ZA) désigne, en général, les coordonnées d’un
noyau atomique. D’autres variantes de cette base sont également utilisées
comme (POPLE et HEHRE, 1978)

φ(r) = (x− XA)
nx (y−YA)

ny (z− ZA)
nz ∑

j
cje−αj(r−RA)

2
. (6.7)

— Une forme plus générale de la base cartésienne est obtenue via les polynômes
d’Hermite 1 (ŽIVKOVIĆ et MAKSIĆ, 1968 ; MCMURCHIE et DAVIDSON, 1978),

φ(r) = Hnx (α (x− XA)) Hny (α (y−YA)) Hnz (α (z− ZA)) e−α(r−RA)
2
. (6.8)

1. L’expression de ces polynômes est donnée par la formule (B.24).
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— La base gaussienne avec des harmoniques sphériques solides homogènes (HAR-
RIS, 1963 ; KRAUSS, 1964 ; SALMON, BIRSS et RUEDENBERG, 1968 ; O-OHATA,
1974 ; FIECK, 1979 ; KAUFMANN et BAUMEISTER, 1989 ; CHIU et MOHARERR-
ZADEH, 1994 ; MOHARERRZADEH et CHIU, 1996) s’écrit

φ(r) = (r− RA)
2n+l Ym

l (r̂A) e−α(r−RA)
2
, (6.9)

où r̂A ≡ Ωr−RA est le vecteur unitaire qui définit l’orientation par rapport
au centre A. Si on remplace le terme de puissance 2n + l par 2n + 1 + l, on
obtient une base dite non-homogène.

— La base de gaussiennes sphériques de Laguerre (MARETIS, 1979 ; FIECK, 1980 ;
CHIU et MOHARERRZADEH, 1998 ; MATSUOKA, 1990 ; MOHARERRZADEH et
CHIU, 1996 ; CHOW CHIU et MOHARERRZADEH, 2001) utilise des fonctions
de la forme 2 :

φ(r) = Ll+ 1
2

n (α (r− RA)) (r− RA)
l Ym

l (r̂A) e−α(r−RA)
2
. (6.10)

Dans toutes ces bases, il est possible d’évaluer analytiquement les intégrales mul-
ticentriques liées à un hamiltonien moléculaire. Dans ce chapitre, nous allons nous
concentrer sur deux formes : les gaussiennes sphériques et les gaussiennes carté-
siennes.

6.2 État initial représenté par des gaussiennes sphériques

Supposons que l’état lié de la cible soit donné par des gaussiennes sphériques.
Afin de simplifier la discussion, on considère une seule gaussienne du type (6.9) que
l’on écrit sous la forme :

Φni limi (a, r− RA) = Y
ni
limi

(r− RA) e−a(r−RA)
2
, (6.11)

avec a ∈ R∗+ et

Y
ni
limi

(r− RA) = [(r− RA) · (r− RA)]
ni Ymi

li
(r− RA) . (6.12)

L’introduction des Harmonique(s) Solide(s) Régulière(s) (HSR) Ymi
li

(r) et des poly-
nômes harmoniques Y

ni
limi

(r) (voir annexes F et G) permet de manipuler les inté-
grales multicentriques avec des positions complexes. Pour des vecteur réels r ∈ R3

on retrouve simplement les harmoniques sphériques par la relation

Ymi
li

(r) = rliYmi
li

(r̂) . (6.13)

Si r ∈ C3, les HSR sont données par l’expression (F.2) de l’annexe F.
La méthode de calcul des intégrales que nous présentons par la suite est inspirée

par les travaux de Kuang et Lin (KUANG et LIN, 1997a ; KUANG et LIN, 1997b) qui ont
établi une démonstration du théorème d’addition (voir les formules (F.15) et (G.3)
des annexes associées) dans le cas où les arguments sont complexes.

Dans ce chapitre, nous traitons des éléments de matrice qui apparaissent dans
l’évaluation des sections efficaces de photoionisation dans la JL. Ils sont de la forme

Tke = (ıEγ) 〈ψ−ke
(r) |Ô(L)|Φni limi (a, r− RA)〉 (6.14)

2. Les Polynôme(s) de Laguerre Généralisé(s) (PLaG) sont donnés par la formule (B.2)
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avec
Ô(L) = ε̂r (approximation dipolaire)

= 2
√

π

3
rY0

1 (r̂)

= 2
√

π

3
Y0

1 (r).

(6.15)

RA désigne la position autour de laquelle la gaussienne de l’état initial est centrée.
Nous rappelons que la fonction du continuum est supposée ici centrée sur l’origine.
Nous allons d’abord traiter le cas ni = 0, puis le cas plus général ni ∈N.

6.2.1 Cas ni = 0

Pour commencer, nous allons considérer le cas particulier ni = 0 :

Φlimi (a, r− RA) = Ymi
li

(r− RA) e−a(r−RA)
2
, (6.16)

et ceci pour deux raisons : (i) les gaussiennes sphériques sont largement utilisées
pour ce cas, (ii) les intégrales sont beaucoup plus simples que pour ni > 0. En utili-
sant (6.3), l’élément de matrice (6.14) est

Tke =
(ıEγ)

ke

√
2
π

(
2
√

π

3

)
∑
l,m

(−ı)leıδl Ym
l (k̂e)

×
∫

dr
(ul,ke(r))

∗

r
Ym∗

l (r̂) rY0
1 (r̂) e−a(r−RA)

2
Ymi

li
(r− RA)

=
(ıEγ)

ke

2
√

2√
3

∑
l,m

(−ı)leıδl Ym
l (k̂e)Jl,m,

(6.17)

où Jl,m désigne l’intégrale :

Jl,m =
∫

dr (ul,ke(r))
∗ Ym∗

l (r̂)Y0
1 (r̂) e−a(r−RA)

2
Ymi

li
(r− RA) . (6.18)

En remplaçant le complexe conjugué de la fonction radiale du continuum par sa
représentation avec des FGC optimisées

(ul,ke(r))
∗ =

N

∑
s=1

[cs]l,ke
e−[αs]lr

2
, (6.19)

l’intégrale (6.18) devient

Jl,m =
N

∑
s=1

[cs]l,ke

∫
dr Ym∗

l (r̂)Y0
1 (r̂)Y

mi
li

(r− RA) e−[αs]lr
2
e−a(r−RA)

2

=
N

∑
s=1

[cs]l,ke
e−aR2

A

∫
dr Ym∗

l (r̂)Y0
1 (r̂)Y

mi
li

(r− RA) e−([αs]l+a)r2
e 2a r·RA .

(6.20)

Afin de séparer les dépendances angulaire et radiale, on utilise d’abord le théo-
rème d’addition des HSR (équation (F.15) de l’annexe F)

Ymi
li
(r− RA) = 4π

li

∑
l′=0

m′max

∑
m′=m′min

G(li mi|l′ m′)Ym′
l′ (r)Y

mi−m′
li−l′ (−RA) (6.21)
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avec

G(li mi|l′ m′) = (−1)mi

√
(2li + 1)(2l′ + 1) [(2(li − l′) + 1]

4π

(2li + 1)!!
(2l′ + 1)!! [2(li − l′) + 1]!!

×
(

li l′ li − l′

−mi m′ mi −m′

)(
li l′ li − l′

0 0 0

)
,

(6.22)
où {

m′min = max(−l′, mi − li + l′)
m′max = min(l′, mi + li − l′).

(6.23)

Ensuite, nous appliquons la version modifiée de l’expansion de Rayleigh (voir para-
graphe 10.2.36 page 445 de (ABRAMOWITZ et STEGUN, 1964) )

er1·r2 = 4π
∞

∑
λ=0

iλ (r1 r2)
λ

∑
µ=−λ

Yµ
λ (r̂1)Yµ∗

λ (r̂2) , (6.24)

où iλ (x) désigne les Fonction(s) de Bessel Sphérique(s) Modifiée(s) (FBSM) (voir
formule (B.7)).

En substituant (6.21) et (6.24) dans (6.20), on obtient

Jl,m = (4π)2
N

∑
s=1

[cs]l,ke
e−aR2

A

li

∑
l′=0

m′max

∑
m′=m′min

G(li mi|l′ m′)Ymi−m′
li−l′ (−RA)

×
∞

∑
λ=0

λ

∑
µ=−λ

Yµ∗
λ

(
R̂A

)
×
∫

drYm′
l′ (r)Y

m∗
l (r̂)Y0

1 (r̂)Y
µ
λ (r̂) iλ (2arRA) e−([αs]l+a)r2

= (4π)2 e−aR2
A

li

∑
l′=0

m′max

∑
m′=m′min

G(li mi|l′ m′)Ymi−m′
li−l′ (−RA)

×
∞

∑
λ=0

λ

∑
µ=−λ

Yµ∗
λ

(
R̂A

) N

∑
s=1

[cs]l,ke

∫ ∞

0
dr e−([αs]l+a)r2

iλ (2arRA) rl′+2

× (−1)m
∫

dr̂ Ym′
l′ (r̂)Y

0
1 (r̂)Y

−m
l (r̂)Yµ

λ (r̂)

(6.25)

où nous avons utilisé (6.13) et la propriété (E.3). L’intégration sur les quatre harmo-
niques sphériques devient, d’après (E.13),

Y
m′ 0−m µ

l′ 1 l λ =
∫

dr̂ Ym′
l′ (r̂)Y

0
1 (r̂)Y

−m
l (r̂)Yµ

λ (r̂)

=
(−1)m′

4π

√
3(2l′ + 1)(2l + 1)(2λ + 1)

l′+1

∑
d=|l′−1|

(2d + 1)

×
(

d l′ 1
−m′ m′ 0

)(
d l′ 1
0 0 0

)(
d l λ

m′ −m µ

)(
d l λ
0 0 0

)
,

(6.26)

avec µ = m−m′ et |l− d| ≤ λ ≤ l + d. Cela fait disparaître la sommation sur µ dans
l’intégrale Jl,m et réduit la somme sur λ à une somme finie.
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En utilisant la propriété (B.7), l’intégrale radiale est évaluée en appliquant la for-
mule (C.14) :

Il,l′,λ,s =
∫ ∞

0
dr e−([αs]l+a)r2

iλ (2arRA) rl′+2

= ı−(λ+ 1
2 )
√

π

4aRA

∫ ∞

0
e−([αs]l+a)r2

Jλ+ 1
2
(2ıaRAr) rl′+ 3

2 dr

=

√
π

4

Γ
(

l′+λ+3
2

)
Γ
(
λ + 3

2

) (aRA)
λ

([αs]l + a)
l′+λ+3

2
1F1

(
l′ + λ + 3

2
, λ +

3
2

;
(aRA)

2

([αs]l + a)

)
.

(6.27)
L’intégrale complète Jl,m (6.20) devient donc, en utilisant (6.26) et (6.27),

Jl,m = (4π)2
√

π

4
(−1)m

4π

√
3(2l + 1) e−aR2

A

N

∑
s=1

[cs]l,ke

×
li

∑
l′=0

m′max

∑
m′=m′min

G(li mi|l′ m′)Ymi−m′
li−l′ (−RA)

×
l′+1

∑
d=|l′−1|

l+d

∑
λ=|l−d|

Ym−m′∗
λ

(
R̂A

)

×
Γ
(

l′+λ+3
2

)
Γ
(
λ + 3

2

) (aRA)
λ

([αs]l + a)
l′+λ+3

2
1F1

(
l′ + λ + 3

2
, λ +

3
2

;
(aRA)

2

([αs]l + a)

)
× (−1)m′

√
(2l′ + 1)(2λ + 1)(2d + 1)

×
(

d l′ 1
−m′ m′ 0

)(
d l′ 1
0 0 0

)(
d l λ

m′ −m m−m′

)(
d l λ
0 0 0

)
.

(6.28)

Dans la somme sur m′, les bornes sont données par l’équation (6.23). Il est plus judi-
cieux de réordonner les sommes pour une exécution séquentielle en écrivant celles-ci
de la façon suivante :

Jl,m = (−1)m+mi

√
3π

2

√
(2l + 1)(2li + 1) (2li + 1)!! e−aR2

A

×
li

∑
l′=0

√
[(2(li − l′) + 1]

(2l′ − 1)!! [2(li − l′) + 1]!!

(
li l′ li − l′

0 0 0

)

×
m′max

∑
m′=m′min

(−1)m′
(

li l′ li − l′

−mi m′ mi −m′

)
Ymi−m′

li−l′ (−RA)

×
l′+1

∑
d=|l′−1|

(2d + 1)
(

d l′ 1
−m′ m′ 0

)(
d l′ 1
0 0 0

)

×
l+d

∑
λ=|l−d|

√
2λ + 1 Γ

(
l′+λ+3

2

)
Γ
(
λ + 3

2

) Gl l′ λ (ke)

×
(

d l λ
m′ −m m−m′

)(
d l λ
0 0 0

)(
Ym−m′

λ (aRA)
)∗

,

(6.29)
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où Gl l′ λ (ke) représente la sommation suivante faisant intervenir les paramètres des
FGC :

Gl l′ λ (ke) =
N

∑
s=1

[cs]l,ke

([αs]l + a)
l′+λ+3

2
1F1

(
l′ + λ + 3

2
, λ +

3
2

;
(aRA)

2

([αs]l + a)

)
. (6.30)

La formule (6.29) comporte donc cinq sommes imbriquées, auxquelles s’ajoutent les
sommes de (6.17). En pratique, une somme supplémentaire associée à l’expansion de
l’état initial sur une somme de gaussiennes interviendrait également dans un calcul
appliqué.

Il faut souligner que pour r1, r2 ∈ C3, la formule (6.24) n’est pas valable. On
peut se trouver dans cette situation si, par exemple, on considère que la fonction
du continuum est centrée sur RO 6= 0. Cela conduirait à faire apparaître un centre
complexe (voir (6.1) et (6.2)). On ne traite pas ce cas ici en détails, mais on va montrer
une alternative pour l’équation (6.24) qui permet de résoudre cette petite difficulté.
La nouvelle identité à utiliser dans ce cas est (équation (A5) dans (KUANG et LIN,
1997b))

er1·r2 = 4π
∞

∑
λ=0

λ

∑
µ=−λ

(−1)µYµ
λ (r1)Y−µ

λ (r2)
∞

∑
k=0

[(r1 · r1) (r2 · r2)]
k

(2k)!!(2k + 2λ + 1)!!
, (6.31)

qui est valable pour 3 r1, r2 ∈ C3. On a donc, dans le cas r ∈ R3 et (aRA) ∈ C3

e2ar·RA = 4π
∞

∑
λ=0

λ

∑
µ=−λ

(−1)µY−µ
λ (2aRA)Yµ

λ (r)
∞

∑
k=0

(r · r)k [2aRA · 2aRA]
k

(2k)!!(2k + 2λ + 1)!!

= 4π
∞

∑
λ=0

λ

∑
µ=−λ

Yµ
λ (r̂)Nλ(r)

(6.33)

avec

Nλ(r) = (−1)µY−µ
λ (2aRA)

∞

∑
k=0

4k [aRA · aRA]
k

(2k)!!(2k + 2λ + 1)!!
r2k+λ. (6.34)

À ce stade, en substituant la nouvelle identité (6.33) dans (6.20), on remarque l’ap-
parition des mêmes termes angulaires (en r̂), donc l’intégrale angulaire (6.26) reste
la même. En revanche, l’intégrale radiale s’écrit comme

Cl,l′,λ,s =
∫ ∞

0
e−([αs]l+a)r2 Nλ(r) rl′+2 dr

= (−1)µY−µ
λ (2aRA)

∞

∑
k=0

4k [aRA · aRA]
k

(2k)!!(2k + 2λ + 1)!!
Wk

(6.35)

3. Si r1, r2 ∈ R3, (6.31) est équivalent à la formule (6.24). En effet :

er1 ·r2 = 4π
∞

∑
λ=0

λ

∑
µ=−λ

(−1)µrλ
1 Yµ

λ (r̂1) rλ
2 Y−µ

λ (r̂2)
∞

∑
k=0

(r1r2)
2k

(2k)!!(2k + 2λ + 1)!!

= 4π
∞

∑
λ=0

λ

∑
µ=−λ

Yµ
λ (r̂1)Yµ∗

λ (r̂2) (r1r2)
λ

∞

∑
k=0

(r1r2)
2k

(2k)!!(2k + 2λ + 1)!!︸ ︷︷ ︸
iλ(r1r2) (voir définition (B.8))

= 4π
∞

∑
λ=0

λ

∑
µ=−λ

Yµ
λ (r̂1)Yµ∗

λ (r̂2) iλ(r1r2).

(6.32)
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avec
Wk ≡

∫ ∞

0
dr e−([αs]l+a)r2

r2k+λ+l′+2

=
Γ
(

k + λ+l′+3
2

)
2 ([αs]l + a)k+ λ+l′+3

2

.
(6.36)

Cependant, la nouvelle somme qui est apparue n’est autre que la Fonction Hyper-
géométrique Confluente (FHC) et on peut prouver que l’intégrale radiale n’a pas
changé. Pour montrer cela, d’abord on utilise les deux identités

(2n)!! = 2n(n)!,

(2n− 1)!! =
2n
√

π
Γ
(

n +
1
2

)
,

(6.37)

pour montrer que

(2k)!!(2k + 2λ + 1)!! =
22k+λ+1
√

π
Γ (k + 1) Γ

(
k + λ +

3
2

)
. (6.38)

On obtient

Cl,l′,λ,s =
(−1)µY−µ

λ (2aRA)

2

∞

∑
k=0

4k [aRA · aRA]
k

(2k)!!(2k + 2λ + 1)!!

Γ
(

k + λ+l′+3
2

)
([αs]l + a)k+ λ+l′+3

2

=
(−1)µY−µ

λ (2aRA)
√

π

2

∞

∑
k=0

4k [aRA · aRA]
k

22k+λ+1Γ (k + 1) Γ
(
k + λ + 3

2

) Γ
(

k + λ+l′+3
2

)
([αs]l + a)k+ λ+l′+3

2

=

√
π

4
Y−µ

λ (2aRA)

2λ

(−1)µ

([αs]l + a)
λ+l′+3

2

×
∞

∑
k=0

1
Γ (k + 1)

[
aRA · aRA

([αs]l + a)

]k

︸ ︷︷ ︸
zk

Γ(k+p)︷ ︸︸ ︷
Γ
(

k +
λ + l′ + 3

2

)
Γ
(

k + λ +
3
2

)
︸ ︷︷ ︸

Γ(k+q)

=

√
π

4
(−1)µY−µ

λ (aRA)

([αs]l + a)
λ+l′+3

2

∞

∑
k=0

zk

Γ (k + 1)
Γ (k + p)

Γ (p)
Γ (q)

Γ (k + q)︸ ︷︷ ︸
1F1(p,q;z) (voir définition (B.10))

Γ (p)
Γ (q)

=

√
π

4
(−1)µY−µ

λ (aRA)

([αs]l + a)
l′+λ+3

2

Γ
(

l′+λ+3
2

)
Γ
(
λ + 3

2

) 1F1

(
l′ + λ + 3

2
; λ +

3
2

,
aRA · aRA

([αs]l + a)

)
.

(6.39)
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Si (aRA) ∈ R3, on retrouve bien l’ancienne intégrale radiale (6.27)

Cl,l′,λ,s =

√
π

4

(aRA)
λ (−1)µY−µ

λ

(
R̂A

)
([αs]l + a)

l′+λ+3
2

Γ
(

l′+λ+3
2

)
Γ
(
λ + 3

2

) 1F1

(
l′ + λ + 3

2
, λ +

3
2

;
(aRA)

2

([αs]l + a)

)

= Il,l′,λ,sY
µ∗
λ

(
R̂A

)
.

(6.40)

Cas particuliers

Dans ce paragraphe, nous considérons des cas particuliers intéressants avec de
nouveau RO = 0.

Cas ni = li = 0

La fonction (6.11) pour ni = li = 0 est dite une gaussienne de type-s. Ce cas simple
est intéressant car les gaussiennes de type-s sont très utilisées en chimie quantique
(voir, par exemple, (FROST, 1967a ; BATTAGLIA et al., 2020), . . .). D’autre part pour
li > 0, les gaussiennes peuvent être approximées par des gaussiennes de type-s (WHIT-
TEN, 1963 ; WHITTEN, 1966).

Dans ce cas le nombre de sommations dans (6.28) se réduit car l′ = m′ = 0 et
d = 1, et on obtient le résultat suivant :

Jl,m = π
√

3π(−1)m
√
(2l + 1) e−aR2

A

N

∑
s=1

[cs]l,ke

× G(0 0|0 0)︸ ︷︷ ︸
1√
4π

Y0
0 (−RA))︸ ︷︷ ︸

1√
4π

[
3
(

1 0 1
0 0 0

)2
]

︸ ︷︷ ︸
1

×
l+1

∑
λ=|l−1|

√
(2λ + 1)

(
1 l λ
0 −m m

)(
1 l λ
0 0 0

)
Ym∗

λ

(
R̂A

)
×

Γ
(

λ+3
2

)
Γ
(
λ + 3

2

) (aRA)
λ

([αs]l + a)
λ+3

2
1F1

(
λ + 3

2
, λ +

3
2

;
(aRA)

2

([αs]l + a)

)

=

√
3π

4

√
2l + 1 e−aR2

A

l+1

∑
λ=|l−1|

Jλ,l,m (Ym
λ (RA))

∗ ,

(6.41)

avec

Jλ,l,m = (−1)m

√
2λ + 1 Γ

(
λ+3

2

)
Γ
(
λ + 3

2

) aλ Gl 0 λ (ke)

(
1 l λ
0 −m m

)(
1 l λ
0 0 0

)
, (6.42)

et la sommation sur les FGC

Gl 0 λ (ke) =
N

∑
s=1

[cs]l,ke

([αs]l + a)
λ+3

2
1F1

(
λ + 3

2
, λ +

3
2

;
(aRA)

2

([αs]l + a)

)
. (6.43)
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Par la relation triangulaire du
(

1 l λ
0 0 0

)
, seuls les deux termes λ = l ± 1 donnent

une valeur non nulle et on obtient :

Jl,m =

√
3π(2l + 1)

4
e−aR2

A

[
Jl−1,l,m

(
Ym

l−1 (RA)
)∗

+Jl+1,l,m
(
Ym

l+1 (RA)
)∗] ,

(6.44)
avec 

Jl−1,l,m =
l
√

l2 −m2

2
√

2l − 1(2l + 1)
Γ (l/2)

Γ (l + 1/2)
al−1 Gl 0 l−1 (ke) ,

Jl+1,l,m =
l (l + 2)

√
(l + 1)2 −m2

(2l + 1)2(2l + 3)
3
2

Γ (l/2)
Γ (l + 1/2)

al+1 Gl 0 l+1 (ke) ,
(6.45)

et 
Gl 0 l−1 =

N

∑
s=1

[cs]l−1,ke(
[αs]l−1 + a

) l+2
2

1F1

(
l + 2

2
, l +

1
2

;
(aRA)

2(
[αs]l−1 + a

)) ,

Gl 0 l+1 =
N

∑
s=1

[cs]l+1,ke(
[αs]l+1 + a

) l+4
2

1F1

(
l + 4

2
, l +

5
2

;
(aRA)

2(
[αs]l+1 + a

)) .

(6.46)

Cas RA = 0

Dans ce cas on retrouve les règles de sélections l = li ± 1 et m = mi. En fait, en
utilisant la propriété (F.18), on obtient

Ymi−m′
li−l′ (RA) =

1
2
√

π
δli−l′,0 δmi−m′,0

Ym−m′
λ (RA) =

1
2
√

π
δλ,0 δm−m′,0 .

(6.47)

Les deux premiers symboles de Kronecker font disparaître les sommations sur l′ et m′.
En outre, δλ,0 supprime la somme sur λ et m = m′ = mi. On obtient, en partant de la
formule (6.29), le résultat

Jl,m =

√
3

4
√

π

√
(2l + 1)(2li + 1) Γ

(
li + 3

2

)
Gl li 0 (ke)

×
li+1

∑
d=|li−1|

(2d + 1)
(

d li 1
−mi mi 0

)(
d li 1
0 0 0

)

×
(

d l 0
mi −mi 0

)(
d l 0
0 0 0

)
︸ ︷︷ ︸

cela implique δl,d

= (−1)mi

√
3

4
√

π

√
(2l + 1)(2li + 1) Γ

(
li + 3

2

)
Gl li 0 (ke)

×
(

l li 1
−mi mi 0

)(
l li 1
0 0 0

)
︸ ︷︷ ︸

cela implique δl,li±1

.

(6.48)
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Donc les seuls termes non-nuls sont ceux qui correspondent aux cas l = li ± 1,
comme attendu dans le cadre de l’approximation dipolaire.

6.2.2 Cas ni ≥ 0

Si ni ≥ 0, on doit remplacer les HSRYmi
li

(r− RA) dans l’élément de matrice (6.17)
par les polynômes harmoniques Y

ni
limi

(r− RA) (voir définition (6.11) et annexe G).
Afin de séparer les parties radiale et angulaire dans l’intégrale (6.18), la propriété (6.21)
est remplacée par (voir annexe (G.3))

Y
ni
limi

(r− RA) = 4π ∑
[n1,n2]

K(ni|n1|n2)Y
n1
l1m1

(r)Yn2
l2m2

(−RA), (6.49)

avec

K(ni|n1|n2) ≡ K(ni li mi|n1 l1 m1|n2 l2 m2)

=
(2ni)!!

(2n1)!!(2n2)!!
[2(ni + li) + 1]!! 〈li mi|l1 m1|l2 m2〉
[2(n1 + l1) + 1]!![2(n2 + l2) + 1]!!

.
(6.50)

La notation 〈li mi|l1 m1|l2 m2〉 désigne les coefficients de Gaunt (E.9). Les indices de
sommations varient comme suit

— 0 ≤ l1 ≤ li + 2ni et |li − l1| ≤ l2 ≤ min(l1 + li, li + 2ni − l1) ;
— l1 + l2 + li est pair ;
— 0 ≤ n1 ≤ ni − ∆ et n2 = ni − n1 − ∆ avec ∆ = (l1 + l2 − li)/2 ;
— max(−l1, mi − l2) ≤ m1 ≤ min(l1, mi + l2) et m2 = mi −m1.
L’intégrale (6.20) devient alors dans ce cas, en utilisant (6.24),

Jl,m =
∫

dr (ul,ke(r))
∗ Ym∗

l (r̂)Y0
1 (r̂) e−a(r−RA)

2
Y

ni
limi

(r− RA)

=
N

∑
s=1

[cs]l,ke
e−aR2

A

∫
dr Ym∗

l (r̂)Y0
1 (r̂)Y

ni
limi

(r− RA) e−([αs]l+a)r2
e 2a r·RA

= (4π)2
N

∑
s=1

[cs]l,ke
e−aR2

A ∑
[n1,n2]

K(ni|n1|n2)Y
n2
l2m2

(−RA)

×
∞

∑
λ=0

λ

∑
µ=−λ

Yµ∗
λ

(
R̂A

)
×
∫

dr iλ (2ar RA) Ym∗
l (r̂)Y0

1 (r̂)Y
n1
l1m1

(r)Yµ
λ (r̂) e−([αs]l+a)r2

= (4π)2
N

∑
s=1

[cs]l,ke
e−aR2

A ∑
[n1,n2]

K(ni|n1|n2)Y
n2
l2m2

(−RA)

×
∞

∑
λ=0

λ

∑
µ=−λ

Yµ∗
λ

(
R̂A

)
Y

m1 0−m µ
l1 1 l λ Il,l1+2n1,λ,s,

(6.51)

avec Y
m1 0−m µ

l1 1 l λ défini par (6.26) et l’intégrale radiale Il,l1+2n1,λ,s donnée par (6.27).

6.3 Gaussiennes cartésiennes

Les intégrales développées dans le paragraphe 6.2 avec des gaussiennes sphé-
riques sont assez lourdes. Nous souhaitons maintenant considérer une gaussienne
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cartésienne de la forme

Φnxnynz(a, r) = xnx yny znz e−ar2
avec a ∈ R∗+, (6.52)

qui est supposée représenter l’état initial de la cible (qui participe à son développe-
ment, plus précisément).

Les éléments de matrice de transition dans la JL sont de la forme

Tke = (ıEγ) 〈ψ−ke
(r) |Ô(L)|Φnxnynz (a, r− RA)〉 (6.53)

avec
Ô(L) = z. (6.54)

On a donc, en utilisant le développement (6.3) pour la fonction du continuum,

Tke =
(ıEγ)

ke

√
2
π ∑

l,m
(−ı)leıδl Ym

l (k̂e)Il,m, (6.55)

où

Il,m =
∫

dr
(ul,ke(r))

∗

r
Ym∗

l (r̂) z (x− xA)
nx (y− yA)

ny (z− zA)
nz e−a(r−RA)

2
. (6.56)

Afin de séparer les variables x, y, z facilement, on suppose que la partie radiale du
continuum est optimisée par des FGC telles que

(ul,ke(r))
∗

r
= rl

N

∑
s=1

[cs]l,ke
e−[αs]lr

2
. (6.57)

Noter que ce choix diffère de (6.19) utilisé dans le calcul sphérique d’un facteur rl .
En pratique, nous avons déjà fait des ajustements de cette forme (qui ne sont pas
montrés ici) et cela ne représente pas nécessairement de difficulté.

Ensuite, on applique

e−[αs]lr
2
e−a(r−RA)

2
= e−

a[αs ]l
a+[αs ]l

R2
A e−[γs]l(r−RCs)

2
, (6.58)

avec 
[γs]l = a + [αs]l ∈ C avec < ([γs]l) > 0,

RCs =
a

a + [αs]l
RA ∈ C3.

(6.59)

En utilisant l’expression (6.57) pour la fonction du continuum, l’intégrale (6.56)
devient :

Il,m =
N

∑
s=1

[cs]l,ke

∫
dr e−[αs]lr

2
rlYm∗

l (r̂) z (x− xA)
nx (y− yA)

ny (z− zA)
nz e−a(r−RA)

2

=
N

∑
s=1

[cs]l,ke
e−

a[αs ]l
a+[αs ]l

R2
A

×
∫

dr rlYm∗
l (r̂) (x− xA)

nx (y− yA)
ny z (z− zA)

nz e−[γs]l(r−RCs)
2
.

(6.60)
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Pour réduire cette intégrale tridimensionnelle en trois intégrales cartésiennes unidi-
mensionnelles, on utilise l’identité (F.12) :

rlYm∗
l (r̂) =

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

[ l−|m|
2 ]

∑
k=0
C1(l, |m|, k)

k

∑
h=0

(
k
h

) k−h

∑
j=0

(
k− h

j

)

×
|m|

∑
p=0

(
|m|
p

)
(C2(m, p))∗ x2(k−h−j)+p y2j+|m|−p z2h+l−2k−|m|,

(6.61)

avec

C1(l, |m|, k) =
(−1)k

2l

(
l
k

)(
2l − 2k

l

)
(l − 2k)!

(l − 2k− |m|)! , (6.62)

et

C2(m, p) =

{
(−1)meı(m−p) π

2 si m ≥ 0,

e−ı(|m|−p) π
2 si m < 0.

(6.63)

L’intégrale devient donc

Il,m =

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

[ l−|m|
2 ]

∑
k=0
C1(l, |m|, k)

k

∑
h=0

(
k
h

) k−h

∑
j=0

(
k− h

j

)

×
|m|

∑
p=0

(
|m|
p

)
(C2(m, p))∗

N

∑
s=1

[cs]l,ke
e−

a[αs ]l
a+[αs ]l

R2
A Ix Iy Iz,

(6.64)

avec 

Ix =
∫ ∞

−∞
e−[γs]l(x−xCs)

2
x2(k−h−j)+p (x− xA)

nx dx,

Iy =
∫ ∞

−∞
e−[γs]l(y−yCs)

2
y2j+|m|−p (y− yA)

ny dy,

Iz =
∫ ∞

−∞
e−[γs]l(z−zCs)

2
z2h+l−2k−|m|+1 (z− zA)

nz dz.

(6.65)

Les intégrales Ix, Iy, Iz sont similaires. Il suffit de considérer une intégrale, Ix par
exemple, et il sera trivial de trouver Iy, Iz. Taketa et al. (TAKETA, HUZINAGA et O-
OHATA, 1966) ont évalué des intégrales moléculaires similaires dans le cas où γs ∈
R∗+ et RCs ∈ R3. La première étape dans leur travail consiste à faire apparaître les
coordonnées de RCs dans les termes polynomiaux :

r = r− RCs + RCs ⇒
{

x = (x− xCs) + xCs,
x− xA = (x− xCs) + (xCs − xA) ,

(6.66)
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ce qui permet d’écrire

x2(k−h−j)+p (x− xA)
nx

= [(x− xCs) + xCs])
2(k−h−j)+p [(x− xCs) + (xCs − xA)]

nx

=
2(k−h−j)+p

∑
i1=0

(
2(k− h− j) + p

i1

)
(x− xCs)

i1 xC
2(k−h−j)+p−i1
s

×
nx

∑
i2=0

(
nx

i2

)
(x− xCs)

i2 (xCs − xA)
nx−i2

=
2(k−h−j)+p

∑
i1=0

(
2(k− h− j) + p

i1

)
×

nx

∑
i2=0

(
nx

i2

)
xC

2(k−h−j)+p−i1
s (xCs − xA)

nx−i2 (x− xCs)
i1+i2 .

(6.67)

L’intégrale Ix devient

Ix =
2(k−h−j)+p

∑
i1=0

(
2(k− h− j) + p

i1

) nx

∑
i2=0

(
nx

i2

)
xC

2(k−h−j)+p−i1
s (xCs − xA)

nx−i2

×
∫ ∞

−∞
e−[γs]l(x−xCs)

2
(x− xCs)

i1+i2 dx.

(6.68)

Dans le cas particulier où xCs ∈ R, le changement de variable x′ = x − xCs ⇒
dx′ = dx ne change pas les bornes et rend l’intégrale triviale (voir les équations (C.5)
et (C.6)) :

I< =
∫ ∞

−∞
e−[γs]l x

2
xi1+i2 dx =


(i1 + i2 − 1)!!

2
i1+i2

2 [γs]

(
i1+i2+1

2

)
l

√
π si i1 + i2 est pair,

0 si i1 + i2 est impair.
(6.69)

Cependant, dans le cas où xCs ∈ C, on considère comme changement de variable
x′ = x−< (xCs). L’intégrale en question devient

I= =
∫ +∞

−∞
e−[γs]l(x′−ı=(xCs))

2 (
x′ − ı= (xCs)

)i1+i2 dx′. (6.70)

Nous allons montrer que si < ([γs]l) > 0, alors on a le résultat remarquable

I= = I<. (6.71)

Pour le démontrer, considérons la fonction complexe sur z = x + ıy définie comme

f (z) ≡ zne−αz2
avec < (α) > 0, n ∈N. (6.72)

La fonction f (z) est holomorphe si

∂z∗ ( f ) ≡ 1
2
(
∂x f + ı∂y f

)
= 0.

(6.73)
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< (z)

= (z)

C3 L + ıl

C2

LC1−L

C4

−L + ıl

FIGURE 6.1 – Le contour C d’intégration est un rectangle de quatre
côtés C1, C2, C3, C4 dans le plan complexe.

On a
∂x f = ∂x

{
(x + ıy)n e−α(x+ıy)2

}
=
{

n (x + ıy)n−1 − 2α (x + ıy)n+1
}

e−αz2
,

(6.74)

et
∂y f = ∂y

{
(x + ıy)n e−α(x+ıy)2

}
=
{

ın (x + ıy)n−1 − 2αı (x + ıy)n+1
}

e−αz2

= ı∂x f ,

(6.75)

et donc
∂z∗ ( f ) = 0. (6.76)

Par conséquent, d’après le théorème de Cauchy, l’intégrale de f (z) sur n’importe
quel contour fermé C dans le plan complexe est nulle :∮

C
f (z)dz = 0. (6.77)

Pour faire apparaître les deux intégrales I< et I=, on choisit comme contour C un
rectangle L× l de quatre côtés C = C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4 dont l’axe réel = (z) = 0 est
un côté (voir figure 6.1). On a donc∫

C1

f (z)dz +
∫

C2

f (z)dz +
∫

C3

f (z)dz +
∫

C4

f (z)dz

=
∫ L

−L
f (z)dx︸ ︷︷ ︸

z=x

+
∫ l

0
f (z)ıdy︸ ︷︷ ︸

z=L+ıy

+
∫ −L

L
f (z)dx︸ ︷︷ ︸

z=x+ıl

+
∫ 0

l
f (z)ıdy︸ ︷︷ ︸

z=−L+ıy

=
∫ L

−L
xne−αx2

dx + ı
∫ l

0
(L + ıy)n e−α(L+ıy)2

dy−
∫ L

−L
(x + ıl)n e−α(x+ıl)2

dx

+ ı
∫ 0

l
(−L + ıy)n e−α(−L+ıy)2

dy

=0.

(6.78)
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Dans le cas L→ ∞, l’intégrale sur C2 est nulle. En effet,

lim
L→∞

∣∣∣∣∫ l

0
(L + ıy)n e−α(L+ıy)2

dy
∣∣∣∣

= lim
L→∞

∣∣∣∣e−αL2
∫ l

0

[√
L2 + y2eı arg(L+ıy)

]n

eα(−2ıyL+y2)dy
∣∣∣∣

≤ lim
L→∞

Lne−<(α)L2
∫ l

0

∣∣∣∣∣∣e2=(α)yL︸ ︷︷ ︸
≤e2|=(α)|lL

(
1 +

y2

L2

) n
2

e<(α)y
2
eı(−2<(α)yL+=(α)y2+n arg(L+ıy))

∣∣∣∣∣∣ dy



≤ lim
L→∞

Lne−L2(<(α)−2|=(α)| l
L )
∫ l

0

(
1 +

y2

L2

) n
2

e<(α)y
2
dy︸ ︷︷ ︸

finie


=0,

(6.79)
où nous avons utilisé l’inégalité∣∣∣∣∫ l

0
f (y)dy

∣∣∣∣ ≤ ∫ l

0
| f (y)| dy. (6.80)

De même, on peut montrer que l’intégrale sur C4 est nulle. On en déduit que la
somme sur C1, C3 est nulle :∫ ∞

−∞
xne−αx2

dx−
∫ ∞

−∞
(x + ıl)n e−α(x+ıl)2

dx = 0. (6.81)

Pour le choix particulier 
l = −= (xCs) ,
α = [γs]l ,
n = i1 + i2,

(6.82)

on obtient bien I= = I<.
En revenant à l’intégrale Ix (6.68), on a

Ix =
2(k−h−j)+p

∑
i1=0

(
2(k− h− j) + p

i1

)
×

nx

∑
i2=0

(
nx

i2

)
xC

2(k−h−j)+p−i1
s (xCs − xA)

nx−i2 I< (i1 + i2) ,

(6.83)

avec I< donnée par (6.69). De façon similaire

Iy =
2j+|m|−p

∑
j1=0

(
2j + |m| − p

j1

)

×
ny

∑
j2=0

(
ny

j2

)
yC

2j+|m|−p−j1
s (yCs − yA)

ny−j2 I< (j1 + j2)

(6.84)
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et

Iz =
2h+l−2k−|m|+1

∑
k1=0

(
2h + l − 2k− |m|+ 1

k1

)
×

nz

∑
k2=0

(
nz

k2

)
zC

2h+l−2k−|m|+1−k1
s (zCs − zA)

nz−k2 I< (k1 + k2) .

(6.85)

Finalement, l’élément de transition (6.55) s’écrit

Tke =
(ıEγ)

ke

√
2
π ∑

l,m
(−ı)leıδl Ym

l (k̂e) Il,m, (6.86)

avec l’intégrale (6.64) qui devient

Il,m =

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

[ l−|m|
2 ]

∑
k=0
C1(l, |m|, k)

k

∑
h=0

(
k
h

) k−h

∑
j=0

(
k− h

j

)

×
|m|

∑
p=0

(
|m|
p

)
(C2(m, p))∗

N

∑
s=1

[cs]l,ke
e−

a[αs ]l
a+[αs ]l

R2
A

×
[

2(k−h−j)+p

∑
i1=0

(
2(k− h− j) + p

i1

)

×
nx

∑
i2=0

(
nx

i2

)
xC

2(k−h−j)+p−i1
s (xCs − xA)

nx−i2 I< (i1 + i2)

]

×
[

2j+|m|−p

∑
j1=0

(
2j + |m| − p

j1

)

×
ny

∑
j2=0

(
ny

j2

)
yC

2j+|m|−p−j1
s (yCs − yA)

ny−j2 I< (j1 + j2)

]

×
[

2h+l−2k−|m|+1

∑
k1=0

(
2h + l − 2k− |m|+ 1

k1

)

×
nz

∑
k2=0

(
nz

k2

)
zC

2h+l−2k−|m|+1−k1
s (zCs − zA)

nz−k2 I< (k1 + k2)

]
.

(6.87)

Il faut souligner qu’ici, malgré les nombreuses sommes apparentes dans (6.87), les
doubles sommes regroupées entre crochets sont réalisables séparément, contraire-
ment au résultat (6.29) obtenu dans le cas des expansions sphériques dans lequel les
sommes portent sur des indices imbriqués.

Avant de refermer cette partie, nous tenons à souligner qu’il y a un autre che-
min possible pour effectuer les intégrales sur les gaussiennes cartésiennes. En fait,
on peut appliquer une transformation linéaire pour passer d’une base gaussienne
cartésienne vers une base gaussienne sphérique et vice-versa (SCHLEGEL et FRISCH,
1995). Il est alors possible de transformer depuis le début la base gaussienne à en
une base sphérique et donc l’ajout d’un terme rl dans l’équation (6.57) n’est pas for-
cement indispensable.
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6.4 Conclusion

Dans ce chapitre exploratoire, nous avons brièvement rappelé les bases gaus-
siennes multicentriques que l’on trouve dans la littérature. Nous avons abordé l’ex-
tension de la formulation des chapitres 4 et 5 en considérant un état initial molécu-
laire décrit sur plusieurs centres, tout en gardant le continuum centré sur l’origine
(le centre de masse). Nous avons effectué quelques intégrales apparaissant dans la
description théorique des processus de photoionisation dans le but de montrer que
même si les exposants des gaussiennes sont complexes, les intégrales en considé-
ration peuvent être évaluées en « forme fermée » (par des expressions analytiques).
Ces intégrales ont été effectuées sur deux bases : l’une sphérique et l’autre carté-
sienne, en limitant la description de l’état lié à une seule gaussienne, centrée sur un
centre RA 6= 0, l’extension au cas d’une combinaison de plusieurs gaussiennes sur
plusieurs centres étant directe. Nous n’avons pas encore abordé l’aspect numérique
de ces calculs, mais il semble que le nombre de sommes à effectuer soit important
dans les deux représentations. En outre, dans la représentation sphérique il faut éva-
luer une fonctions spéciale (la FHC) et les indices des différentes sommes sont moins
facilement séparables. Le coût du calcul numérique sera le sujet à étudier dans le fu-
tur proche. Certainement, on pourra s’appuyer sur ces calculs pour traiter d’autres
intégrales qui apparaissent dans la photoionisation en jauge de vitesse et dans l’ioni-
sation par impact d’une particule chargée dans le cadre de la première approximation
de Born.
Dans un calcul plus avancé on pourra aller encore plus loin en considérant égale-
ment le caractère multicentrique de l’état final.
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Chapitre 7

Conclusions et perspectives

Dans cette thèse, nous avons étudié la possibilité de représenter des fonctions
du continuum par des Fonctions Gaussiennes Réelles (FGR) et des Fonctions Gaus-
siennes Complexes (FGC). Il s’avère que, comme attendu, les FGC sont bien plus
efficaces pour cette tâche (AMMAR, LECLERC et ANCARANI, 2020a ; AMMAR, LE-
CLERC et ANCARANI, 2020b). Le but ultime est d’appliquer les gaussiennes optimi-
sées dans des processus de collision moléculaire. Cette approche gaussienne permet
d’effectuer les intégrales multicentriques analytiquement grâce aux propriétés ma-
thématiques des gaussiennes.

D’abord, nous avons étudié plusieurs techniques pour ajuster des fonctions arbi-
traires avec des FGR. L’optimisation non-linéaire des exposants, qui constitue la dif-
ficulté principale, peut être évitée. Cependant, cela rend les gaussiennes peu flexibles
et incapables de représenter correctement des fonctions oscillantes sur des distances
radiales importantes. La meilleure technique que nous avons adoptée est une mé-
thode des moindres carrés proposée par Nestmann et Peyerimhoff. Avec cette mé-
thode on peut représenter des fonctions oscillantes sur des distances radiales finies
en utilisant des FGR, avec une précision raisonnable. Toutefois, l’utilisation de ces
dernières engendre deux problèmes numériques sérieux : (i) des Fonction(s) Gaus-
sienne(s) Diffuse(s) (FGD) avec des grandes amplitudes peuvent apparaître et (ii)
les coefficients linéaires sont mal conditionnés. Ces deux problèmes sont causés par
la nature non-oscillante des FGR. Nous avons généralisé l’approche de Nestmann et
Peyerimhoff pour ajuster des fonctions arbitraires avec des FGC. Nous avons mis en
application l’approche en développant un code basé sur une méthode quadratique
proposée par Powell. La nature complexe des FGC ne les empêche pas de représen-
ter des fonctions réelles. Concernant les fonctions oscillantes, notamment les fonc-
tions d’onde du continuum, elles peuvent être ajustées par les FGC avec une bonne
qualité. L’utilisation des FGC permet d’éviter les deux problèmes qui surgissent en
employant des FGR.
Ensuite, nous avons étudié la représentation des Fonction(s) Sturmienne(s) Généra-
lisée(s) (FSG) par des gaussiennes. En plus de la méthode des moindres carrés, nous
avons cherché à construire les FSG directement en termes de gaussiennes. L’idée est
de remplacer la solution de l’équation différentielle de type Sturm-Liouville par une
combinaison linéaire finie de gaussiennes. Les résultats obtenus sont bons dans le
cas des sturmiennes liées. En revanche, pour le cas du continuum, nous avons pré-
senté les difficultés mathématiques principales que l’on rencontre sans les résoudre
entièrement.

Après cela, nous avons appliqué des ensembles de gaussiennes optimisées pour
effectuer de façon analytique le calcul d’élément de transition pour les processus
d’ionisation de l’atome d’hydrogène par impact d’un photon (dans l’approximation
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dipolaire) ou d’un électron (dans la première approximation de Born). Le but princi-
pal de ces applications était d’illustrer et de valider le principe de l’approche gaus-
sienne que nous proposons. En outre, nous avons souligné des situations où les FGR
donnent des résultats erronés à cause des deux problèmes mentionnés ci-dessus. En
revanche, il s’avère que les FGC peuvent être utilisées dans des processus de colli-
sion avec succès et avec un domaine d’efficacité bien plus large que celui trouvé avec
les FGR.
Nous avons également étudié la photoionisation de quelques systèmes moléculaires
simples en utilisant une approximation monocentrique : les deux états initial et final
sont centrés sur le même centre, qui est le noyau le plus lourd. L’état initial de la
molécule est décrit par une combinaison de fonctions de type Slater. L’état final est
décrit par la fonction d’onde du continuum qui correspond à un potentiel sphérique
Coulombien ou distordu. Nous avons utilisé les FGC optimisées pour représenter
les états du continuum. Avec cette approche, les éléments de matrice pour la photo-
ionisation sont à nouveau analytiques. Afin de valider ces résultats, le calcul est fait
aussi numériquement, sans gaussiennes. Dans tous les cas considérés, il s’avère que
les FGC sont fiables et donnent des résultats corrects.

Le dernier chapitre est un chapitre exploratoire dans lequel on aborde l’aspect
multicentrique. Comme première étape, nous avons considéré l’aspect multicen-
trique uniquement pour l’état initial (tout en gardant une description monocentrique
pour l’état final). Nous avons effectué quelques intégrales sur des « gaussiennes mul-
ticentriques » qui peuvent apparaître dans la description théorique des processus de
photoionisation moléculaire. Notre objectif était de montrer que même si les expo-
sants des gaussiennes sont complexes, les intégrales en considération peuvent être
évaluées par des expressions analytiques, que ce soit en version sphérique ou carté-
sienne. Nous n’avons pas encore abordé l’aspect numérique de ces calculs.

Il y a plusieurs pistes que nous souhaitons poursuivre dans le futur.
Dans le chapitre 3 sur les FSG, nous avons souligné les difficultés qui surgissent

lorsqu’on souhaite les construire directement avec des FGC, dans le cas où l’éner-
gie est positive. Nous ne pouvons pas appliquer une méthode variationnelle pour
optimiser les gaussiennes dans ce cas (contrairement au cas des états liés) principa-
lement à cause de l’existence de la matrice complexe Bc (3.51) (pour plus de détails,
voir chapitre 3, paragraphe 3.2.2). Toutefois, il serait intéressant de chercher des cas
particuliers où le principe variationnel resterait applicable, permettant ainsi une dé-
termination directe de la représentation gaussienne de FSG du continuum.

Les résultats de photoionisation moléculaire obtenus dans le chapitre 5 prouvent
l’efficacité des FGC que nous avons optimisées. Dans le même esprit, il est possible
de considérer le même modèle monocentrique pour étudier l’ionisation moléculaire
par impact d’une particule chargée dans le cadre de la première approximation de Born.
Dans de tel calculs, les intégrales resteront analytiques et similaires à celles présen-
tées dans le cas d’ionisation de l’hydrogène par impact d’une particule chargée.

La troisième et principale piste est liée au dernier chapitre dans lequel nous
avons pris en considération une description gaussienne multicentrique pour l’état
initial de la cible moléculaire. Nous avons montré qu’il est possible de calculer ana-
lytiquement des éléments de matrice de transition qui apparaissent dans le calcul
de sections efficaces de photoionisation en jauge de longueur. En se basant sur ces
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calculs, il est possible de construire un raisonnement similaire pour traiter des in-
tégrales qui apparaissent dans la jauge de vitesse. Nous souhaitons également cal-
culer des éléments de la matrice de transition qui correspondent au cas de l’ionisa-
tion par impact d’une particule chargée dans le cadre de la première approximation
de Born. Dans ces intégrales, les états initial et final sont accompagnés par une onde
plane. Cela est à priori faisable, car la multiplication entre une gaussienne et une
onde plane reste une gaussienne centrée sur une position complexe. Nous devons
aussi étudier le coût numérique de l’évaluation des expressions analytiques trou-
vées dans ce dernier chapitre. Si cela est nécessaire, l’implémentation pourrait faire
appel aux méthodes existantes qui servent à accélérer l’évaluation des expressions
similaires trouvées en chimie quantique (par exemple (OBARA et SAIKA, 1986),. . .),
en les adoptant pour les étendre pour le cas des exposants complexes. Enfin, il reste
à voir si la méthodologie reste valable (et numériquement intéressante) dans le cas
d’une description multicentrique à la fois pour l’état initial et final.

L’ensemble de ces pistes de recherche mènera naturellement vers une méthode
entièrement gaussienne permettant l’étude des phénomènes d’ionisation de cibles
moléculaires complexes.
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Annexe A

Algorithmes de minimisations

La méthode de Powell

La méthode de Powell (POWELL, 1964) est une méthode de minimisation qui doit
son nom au mathématicien Michael James David Powell. L’idée de base de cette mé-
thode est la façon de choisir les directions de minimisations linéaires, c’est pourquoi
la méthode est appelée aussi la méthode de direction conjuguée de Powell. Le minimum
trouvé à la fin de l’optimisation est, à priori, un minimum local. Dans cette section,
nous allons résumer l’algorithme de base de cette méthode.

Considérons une fonction Ξ (α1, . . . , αN) à minimiser. Nous souhaitons trouver
la position d’un minimum notée A opt =

[
α

opt
1 , . . . , α

opt
N

]
. La procédure de base est la

suivante :

1. Choisir le meilleur ensemble initial A 0 =
[
α0

1, . . . , α0
N
]
. La convergence est

sensible à ce choix en général. Il faut choisir également N vecteurs initiaux
orthogonaux E : {e1, . . . , eN} 1.

2. Appliquer une méthode de minimisation linéaire L pour minimiser Ξ selon
les axes ei. Dans nos calculs, cette méthode est la méthode de Brent (voir, par
exemple, chapitre 10 dans (PRESS et al., 1993)). Chaque minimisation linéaire
conduit à un nouvel ensemble A . L’application de L selon e1 donne un nou-
veau point A 1 = A 0 + λ1e1 avec λ1 tel que la fonction soit minimale le long
de la direction e1. Ensuite A 1 devient A 2 = A 1 + λ2e2 après une minimi-
sation L selon e2, et ainsi de suite. Après avoir appliqué L selon toutes les
directions de E , le point obtenu sera A N = A N−1 + λNeN .

3. Construire une nouvelle direction de minimisation « Powellienne » (POWELL,
1964) : eN+1 = A N −A 0.

4. Appliquer L selon eN+1, ce qui va conduire à A N+1 = A N + λNeN+1.

5. Enlever e1 et ajouter eN+1 dans E qui devient E : {e2, . . . , eN+1}. A 0 est éga-
lement remplacé par A N+1.

6. Itérer sur les étapes (2), (3), (4) et (5) jusqu’à atteindre la convergence, au-
trement dit, jusqu’à constater que la fonction Ξ diminue légèrement en ap-
pliquant L . En d’autres termes, avec la notation Ξav pour désigner Ξ avant
d’appliquer L et Ξap après l’appliquer, le calcul s’arrête lorsque :

2
|Ξap − Ξav|
|Ξap + Ξav| ≤ εtol , (A.1)

où εtol est un paramètre de tolérance. Dans nos calculs, nous le fixons comme
εtol = 10−9.

1. Par exemple les vecteurs unitaires de l’espace.
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BOBYQA

La méthode BOBYQA (Bound Optimization BY Quadratic Approximation) a aussi
été développé par Powell (POWELL, 2009). Supposons qu’on cherche à minimiser
une fonction Ξ(α1, . . . , αN) sans impliquer les dérivées {∂αi Ξ}, tout en respectant les
conditions :

ai ≤ αi ≤ bi pour i = 1, . . . , N. (A.2)

La méthode consiste à approximer Ξ par un modèle quadratique autour d’un point
initial y0 ∈ RN dans une région de confiance. Le modèle s’écrit donc comme :

Q(y) = cQ + gT
Q(y− y0) +

1
2
(y− y0)

TGQ(y− y0) avec y ∈ RN , (A.3)

où cQ est un nombre réel, gQ est un vecteur de N éléments réels et GQ est un matrice
symétrique de N × N éléments réels. Tous ces éléments sont trouvés en appliquant
m interpolations sur m points yj ∈ RN :

Q(yj) ≈ Ξ(yj) pour j = 1, . . . , m. (A.4)

En général, m est de l’ordre de N2. En effet :

m = 1 + 2 + · · ·+ N︸ ︷︷ ︸
pour la matrice GQ

+ N︸︷︷︸
pour le vecteur gQ

+ 1︸︷︷︸
pour cQ

=
N(N + 1)

2
+ N + 1

=
(N + 1)(N + 2)

2
.

(A.5)

Le problème de minimisation de Ξ est transformé en des sous-problèmes à résoudre
dans les régions de confiance tout en respectant les bornes (A.2). La durée de l’opti-
misation se comporte comme O

(
m2), c’est-à-dire O

(
N4). La méthode BOBYQA est

issue d’un algorithme similaire, mais qui ne respecte pas la contrainte nommé « UO-
BYQA » (Unconstrained Optimization BY Quadratic Approximation) (POWELL, 2002).
Powell a amélioré énormément cette méthode pour que m soit de l’ordre N (typique-
ment ∼ 2N + 1), et ensuite remplir les degrés de liberté (N + 1)(N + 2)/2−m qui
restent dans Q en minimisant la norme au sens Frobenius 2 de la matrice Q (POWELL,
2004) : ∥∥∇2Qk+1 −∇2Qk

∥∥2
F , (A.6)

où l’indice k représente l’itération en cours. Cette technique est inspirée de la méthode
de Broyden avec la matrice Jacobienne à la place de la matrice Q (GAY, 1979). Cette
alternative réduit significativement la durée de minimisation. Cette approche a été
implémentée dans une nouvelle sous-routine « NEWUOA » (New Unconstrained Op-
timization with quadratic Approximation ) (POWELL, 2008). BOBYQA est basée sur le
même principe que NEWUOA avec quelques améliorations, notamment pour tenir
compte des bornes (A.2).

L’utilisateur doit initialement entrer les valeurs initiales de A init : {αi} ainsi que

2. la norme au sens Frobenius d’une matrice N × N, appelée M, est : ‖M‖2
F =

√
∑N

i,j=1 [M]2ij
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leurs bornes (A.2). En plus, il doit choisir une région de confiance initiale ∆init res-
pectant les conditions :

∆init ≤ max
{

bi − ai

2

}
, (A.7)

et une région de confiance finale ∆ f in pour terminer l’optimisation. La région de
confiance est diminuée par un facteur de 10 (∆k+1 = 0.1∆k) quand aucune améliora-
tion n’est rapportée par la résolution des sous-problèmes.

Il est difficile de résumer touts les détails des sous-problèmes en quelques lignes.
Toutefois, nous citons ici les deux principales façons d’itérer afin de choisir le point
suivant A k+1 et le pas d en respectant toujours les bornes (A.2) :

ai ≤ A k+1
i ≤ bi. (A.8)

1. Après avoir initialisé le modèle quadratique, le premier sous-problème à ré-
soudre est de trouver le pas d tel que :

Q(A k + d) = minimum. (A.9)

Pour cela, une variante de la méthode du gradient conjugué est utilisée.
La norme euclidienne du pas d doit satisfaire :

‖d‖ ≤ ∆k

2
. (A.10)

Une fois que d est calculé, il faut vérifier l’efficacité du modèle quadratique. Si
elle est jugée acceptable en accomplissant la condition (A.10) et Ξ(A k + d) <
Ξ(A k) , A k est remplacé par A k+1 = A k + d.

2. Si le pas d ne vérifie pas la condition (A.10), d’abord le point A max est choisi
de la manière suivante :

distk ≡
∥∥∥A max −A k

∥∥∥ = maximum. (A.11)

Si 2∆k ≤ distk, le pas est calculé en vue d’améliorer le conditionnement du
modèle quadratique en assurant une indépendance linéaire même si cela ne
rapporte pas de diminution en Ξ. Ensuite, le point A max est remplacé par
A k + d.

D’après notre expérience, le point 2. ci-dessus est souvent à l’origine d’un long calcul
qui ne rapporte aucune minimisation dans la fonction Ξ.

Pour plus de détails concernant les sous-problèmes et les conditions de conver-
gence, nous renvoyons le lecteur aux deux références (POWELL, 2008 ; POWELL, 2009).
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Annexe B

Fonctions utiles

Dans cette annexe nous présentons brièvement les définitions et quelques pro-
priétés des fonctions spéciales utilisées dans cette thèse. Pour plus d’informations,
nous renvoyons le lecteur aux références suivantes :

— (ABRAMOWITZ et STEGUN, 1964) ;
— (BATEMAN et ERDÉLYI, 1953) ;
— (BUCHHOLZ, 1969) ;
— (NIST Digital Library of Mathematical Functions).

Dans ce qui suit z ∈ C et x, r ∈ R.

Polynômes de Laguerre généralisés

Les Polynôme(s) de Laguerre Généralisé(s) (PLaG) Lp
n(r) sont les solutions de

l’équation différentielle :[
r

d2

dr2 + (p + 1− r)
d
dr

+ n
]

y = 0 avec n ∈N, p ∈ R. (B.1)

Ils peuvent être exprimés par la formule de Rodrigues :

Lp
n(r) =

r−per

n!
dn

drn

(
e−rrn+p) . (B.2)

Fonctions de Bessel de première espèce

Parmi les solutions de l’équation différentielle :[
z2 d2

dz2 + z
d
dz

+ (z2 − ν2)

]
y = 0, (B.3)

les Fonction(s) de Bessel (FB) de première espèce sont définies pour ν ∈ R comme :

J±ν(z) =
( z

2

)±ν ∞

∑
k=0

(−1)k

k!Γ (ν + k + 1)

( z
2

)2k
. (B.4)

Fonctions sphériques de Bessel de première espèce

Les Fonction(s) de Bessel Sphérique(s) (FBS) sont définies pour l ∈N comme :

jl(z) =
√

π

2z
Jl+ 1

2
(z). (B.5)
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Les FBS correspondent au cas particulier de l’éq. (1.72) où η = 0 :

jl(z) =
Fl(η = 0, z)

z
. (B.6)

Fonctions sphériques modifiées de Bessel de première espèce

Les Fonction(s) de Bessel Sphérique(s) Modifiée(s) (FBSM) sont définies par (voir
l’équation 10.47.12 de (NIST Digital Library of Mathematical Functions))

il(z) = ı−l jl(ız)

= ı−(l+ 1
2 )
√

π

2z
Jl+ 1

2
(ız).

(B.7)

En utilisant la formule (B.4), on obtient

il(z) =
√

πzl

2l+1

∞

∑
k=0

1
(k)!Γ

(
k + l + 3

2

) ( z
2

)2k

= zl
∞

∑
k=0

z2k

(2k)!!(2k + 2l + 1)!!
.

(B.8)

Fonction hypergéométrique confluente

Les Fonctions Hypergéométriques Confluentes (FHC) de première espèce (aussi
appelée la fonction de Kummer) sont solutions de l’équation :[

z
d2

dz2 + (b− z)
d
dz
− a
]

y = 0. (B.9)

Elles sont définies sauf pour b = −n avec n ∈ N, et s’expriment comme la série
suivante :

1F1(a, b; z) =
∞

∑
s=0

(a)s

(b)ss!
zs, (B.10)

avec la notation de Pochhammer :

(a)s =
Γ (a + s)

Γ (a)
. (B.11)

Quelques propriétés de la FHC

1. Comportement asymptotique :

1F1(a, b; z) r→∞−−→ Γ (b)
(

ezza−b

Γ (a)
+

(−z)−a

Γ (b− a)

)
. (B.12)

2. Transformation de Kummer

1F1(a, b; z) = ez
1F1(b− a, b;−z). (B.13)
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3. Si a = −n avec n ∈N, alors la série devient un polynôme d’ordre n :

1F1(a = −n, b; z) =
Γ (n + 1) Γ (b + n)

Γ (b)
Lb−1

n (z). (B.14)

où Lb−1
n (z) sont les PLaG (voir (B.2)).

4. si b = 2a, alors la FHC peut s’exprimer en terme des FB (voir (B.4)) :

1F1(a, b = 2a;±2iz) =
2a− 1

2 Γ
(
a + 1

2

)
e±iz

za− 1
2

Ja− 1
2
(z). (B.15)

5. Si a = 0 ;
1F1(a = 0, b; z) = 1. (B.16)

6. Si a = b ;
1F1(a, b = a; z) = ez. (B.17)

La fonction de Tricomi

Une autre solution de l’éq. (B.9) est la fonction de Tricomi (aussi appelée FHC de
deuxième espèce) définie par (voir chapitre 6 dans (BATEMAN et ERDÉLYI, 1953)) 1 :

U (a, b; z) =
Γ (1− b)

Γ (a− b + 1) 1F1(a, b; z) +
Γ (b− 1)

Γ (a)
z1−b

1F1(a− b + 1, 2− b; z). (B.18)

Pour b ∈N, cette fonction n’est pas définie en général sauf pour des cas particuliers
de a.

La transformation de Kummer s’écrit :

U (a, b; z) = z1−b U (1 + a− b, 2− b; z) . (B.19)

Fonctions cylindro-paraboliques

Les Fonctions Cylindro-Paraboliques (FCP) Dν(z) sont solutions de l’équation
différentielle (voir chapitre 8 dans (BATEMAN et ERDÉLYI, 1953)) :[

d2

dz2 +

(
ν +

1
2
− z2

4

)]
y = 0. (B.20)

Elles peuvent s’écrire en termes de la fonction de Tricomi :

Dν (z) =
e−

z2
4

2
1−ν

2
z U

(
1− ν

2
,

3
2

;
z2

2

)
=

e−
z2
4

2−
ν
2

U
(
−ν

2
,

1
2

;
z2

2

)
,

(B.21)

où la deuxième égalité découle de l’identité (B.19) et où l’on a fait le choix
(
z2) 1

2 ≡
+z. Ce choix est également celui implémenté dans la bibliothèque python mpmath (JO-
HANSSON, 2013) que nous utilisons dans cette thèse pour évaluer cette fonction.

1. La notation Ψ est également utilisée.
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Outre Dν (z) il existe trois autres solutions : Dν (−z), D−ν−1 (ız) et D−ν−1 (−ız).
Ces quatre solutions sont linéairement dépendantes et reliées par les relations (9.248)
de (GRADSHTEYN et RYZHIK, 2014) :

Dν (z) =
Γ (ν + 1)√

2π

[
e

νπı
2 D−ν−1 (ız) + e−

νπı
2 D−ν−1 (−ız)

]
= e−νπıDν (−z) +

√
2π

Γ (−ν)
e
−(ν+1)πı

2 D−ν−1 (ız)

= eνπıDν (−z) +
√

2π

Γ (−ν)
e
(ν+1)πı

2 D−ν−1 (−ız) .

(B.22)

Si ν = n ∈ N, la FCP est donnée en fonction des Polynôme(s) d’Hermite (PH)
par (voir (9.253) dans (GRADSHTEYN et RYZHIK, 2014))

Dn(z) =
e−

z2
4

2
n
2

Hn

(
z√
2

)
, (B.23)

avec (voir partie 13 dans (BUCHHOLZ, 1969))

Hn(z) = (−1)nez2
∂n

z e−z2

= n!
[n/2]

∑
i=0

(−1)i(2z)n−2i

i!(n− 2i)!
.

(B.24)

En particulier, pour n = 0 on a :

D0(z) = exp
(
− z2

4

)
. (B.25)

Polynômes de Legendre généralisés

Les Polynôme(s) de Legendre Généralisé(s) (PLeG) Pm
l (x) sont les solutions de

l’équation différentielle :[
d

dx

(
(1− x2)

d
dx

)
+ l(l + 1)− m2

1− x2

]
y = 0. (B.26)

Ils s’expriment comme :

Pm
l (x) =

(−1)m

2l l!
(1− x2)

m
2

dl+m

dxl+m (x2 − 1)l . (B.27)

En particulier, pour m = 0 on trouve les polynômes de Legendre :

Pl(x) =
1

2l l!
dl

dxl (x2 − 1)l

=
1
2l

[l/2]

∑
k=0

(−1)k
(

l
k

)(
2l − 2k

l

)
xl−2k.

(B.28)
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Pour m ≥ 0, on a donc :

Pm
l (x) = (−1)m(1− x2)

m
2

dm

dxm Pl(x)

=
(−1)m

2l (1− x2)
m
2

[(l−m)/2]

∑
k=0

(−1)k
(

l
k

)(
2l − 2k

l

)
(l − 2k)!

(l − 2k−m)!
xl−2k−m.

(B.29)
Pour m < 0, on peut simplement appliquer l’identité :

P−m
l (x) = (−1)m (l −m)!

(l + m)!
Pm

l (x). (B.30)

Orthogonalité

Les PLeG satisfont les relations d’orthogonalité suivantes :∫ 1

−1
Pm

l (x)Pm
l′ (x)dx =

2
2l + 1

(l + m)!
(l −m)!

δll′ , (B.31)

et ∫ 1

−1
Pm

l (x)Pm′
l (x)

dx
1− x2 =

(l + m)!
m(l −m)!

δmm′ . (B.32)

Il faut souligner qu’on trouve dans la littérature une autre définition des PLeG,
avec une différence d’un facteur (−1)m (ABRAMOWITZ et STEGUN, 1964 ; EDMONDS,
1996) :

P̃m
l (x) = (−1)mPm

l (x)

=
1

2l l!
(1− x2)

m
2

dl+m

dxl+m (x2 − 1)l .
(B.33)
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Annexe C

Intégrales avec des Gaussiennes

Dans cette annexe, nous donnons quelques intégrales impliquant des fonctions
gaussiennes. Les résultats généralement se trouvent dans (GRADSHTEYN et RYZ-
HIK, 2014). Pour plus de détails sur les fonctions spéciales dans cette annexe, voir
l’annexe B. Sauf indication contraire, nous considérons ici α ∈ C et < (α) > 0.

On a (voir partie (3.462) de (GRADSHTEYN et RYZHIK, 2014)) :∫ ∞

0
e−αr2−λrrνdr =

Γ (ν + 1)

(2α)
ν+1

2
exp

(
λ2

8α

)
D−ν−1

(
λ√
2α

)
, <(α) > 0, <(ν) > −1

(C.1)
où Γ est la fonction Gamma et Dν(z) est la Fonction Cylindro-Parabolique (FCP) qui
peut s’écrire en terme de la fonction de Tricomi (B.21). En particulier, si λ = 0 :

∫ ∞

0
e−αr2

rνdr =
Γ
(

ν+1
2

)
2α(

ν+1
2 )

, <(α) > 0, <(ν) > −1. (C.2)

— Si ν = 2n tel que n ∈N (ν pair) :∫ ∞

0
e−αr2

r2ndr =
1

2α(n+ 1
2 )

Γ
(

n +
1
2

)
=

1

2α(n+ 1
2 )

(2n− 1)!!
2n

√
π

=
1

2α(n+ 1
2 )

(2n)!
4nn!

√
π,

(C.3)

où « !! » désigne la double factorielle : (2n− 1)!! = (2n− 1)(2n− 3) · · · 1.
— Si ν = 2n + 1 tel que n ∈N (ν impair) :∫ ∞

0
e−αr2

r2n+1dr =
Γ (n + 1)
2α(n+1)

=
n!

2αn+1 .
(C.4)

Les deux intégrales (C.3) et (C.4) donnent également :
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— Pour ν = 2n : ∫ ∞

−∞
e−αx2

x2ndx = 2×
∫ ∞

0
e−αr2

r2ndr

=
Γ
(
n + 1

2

)
α(n+ 1

2 )

=
(2n− 1)!!

√
π

2nα(n+ 1
2 )

=
(2n)!

√
π

4nn!α(n+ 1
2 )

.

(C.5)

— Pour ν = 2n + 1 : ∫ ∞

−∞
e−αx2

x2n+1dx = 0. (C.6)

Dans le cas d’une onde plane exp (−ıkx) (k ∈ R) dans l’intégrale, nous avons
(voir partie (3.462) de (GRADSHTEYN et RYZHIK, 2014) 1 :

∫ ∞

−∞
e−αx2−ıkx (ıx)ν dx =

√
π

α

1(√
2α
)ν exp

(
− k2

8α

)
Dν

(
k√
2α

)
, < (α) > 0 , <(ν) > −1.

(C.7)

Le cas d’une onde plane exp (+ıkx) donne alors un facteur Dν

(
−k/
√

2α
)

:

∫ ∞

−∞
e−αx2+ıkx (ıx)ν dx =

√
π

α

1(√
2α
)ν exp

(
− k2

8α

)
Dν

(
− k√

2α

)

=

√
π

α

1(√
2α
)ν exp

(
− k2

8α

)

×
[

eνπıDν

(
k√
2α

)
+

√
2π

Γ (−ν)
e
(ν+1)πı

2 D−ν−1

(
ı

k√
2α

)]
,

(C.8)
où on a utilisé la propriété (B.22).

— Pour ν = n ∈N, Γ(−n) −→ ∞, et on a :∫ ∞

−∞
e−αx2+ıkxxndx = (−1)n

∫ ∞

−∞
e−αx2−ıkxxndx

=
1

(ı)n

√
π

α

1(√
2α
)n exp

(
− k2

8α

)
Dn

(
− k√

2α

)

= (ı)n
√

π

α

1(√
2α
)n exp

(
− k2

8α

)
Dn

(
k√
2α

)
.

(C.9)

En utilisant la relation (B.23), on obtient l’intégral en terme des Polynôme(s)
d’Hermite (PH) Hn(z) :∫ ∞

−∞
e−αx2+ıkxxndx = (ı)n

√
π

α

1(
2
√

α
)n exp

(
− k2

4α

)
Hn

(
k

2
√

α

)
, (C.10)

1. Nous citons ici la formule donnée dans l’édition 7 car il nous semble qu’il y a un problème de
signe dans l’édition 8.
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qui s’écrit aussi, en appliquant la propriété (B.24) des PH comme :

∫ ∞

−∞
e−αx2+ıkxxndx = (ı)nn!

√
π

α

(
k

2α

)n

exp
(
− k2

4α

) [n/2]

∑
i=0

(−1)i

i!(n− 2i)!

( α

k2

)i
.

(C.11)
— Pour ν = 0, en utilisant la propriété (B.25) :

∫ ∞

−∞
e−αx2+ıkxdx =

√
π

α
exp

(
− k2

4α

)
=
∫ ∞

−∞
e−αx2−ıkxdx.

(C.12)

Il faut souligner qu’on peut dériver la formule (C.10) en dérivant l’intégrale (C.12)
n fois par rapport à k. En effet :

1
(ı)n ∂n

k

[∫ ∞

−∞
e−αx2+ıkxdx

]
=

1
(ı)n ∂n

k

[√
π

α
exp

(
− k2

4α

)]
⇒
∫ ∞

−∞
e−αx2+ıkxxndx =

1
(ı)n

√
π

α
∂n

k

[
exp

(
− k2

4α

)]
︸ ︷︷ ︸

1
(−1)n(2

√
α)n exp

(
− k2

4α

)
Hn

(
k

2
√

α

)
voir (B.24)

= (ı)n
√

π

α

1(
2
√

α
)n exp

(
− k2

4α

)
Hn

(
k

2
√

α

)
.

(C.13)
Citons encore l’intégrale gaussienne avec les Fonction(s) de Bessel (FB) (voir par-

tie (6.631) de (GRADSHTEYN et RYZHIK, 2014)) :

∫ ∞

0
rµe−αr2

Jν(βr)dr =
βνΓ

(
µ+ν+1

2

)
2ν+1Γ (ν + 1) α

µ+ν+1
2

1F1

(
µ + ν + 1

2
, ν + 1;

−β2

4α

)
, <(α) > 0 , <(µ + ν + 1) > 0,

(C.14)

où 1F1 est la Fonction Hypergéométrique Confluente (FHC) (voir annexe B).
Enfin, l’intégrale d’une gaussienne non-centrée sur l’origine avec α = 1 est don-

née par (voir partie (3.462) de (GRADSHTEYN et RYZHIK, 2014)) :∫ ∞

−∞
xne−(x−β)2

dx =

√
π

(2ı)n Hn (ıβ) . (C.15)
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Annexe D

Symbole-3j de Wigner

Dans cette annexe nous présentons brièvement quelques identités algébriques
concernant les symboles-3j de Wigner. Pour plus de détails, voir, par exemple :

— (EDMONDS, 1996) ;
— (VARSHALOVICH, MOSKALEV et KHERSONSKII, 1988) ;
— (Wigner 3j-Symbol. From MathWorld–A Wolfram Web Resource).

Définition

Le symboles-3j de Wigner peut être évalué en utilisant la formule de Racah :(
j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
= (−1)j1−j2−m3

√
(j1 + j2 − j3)!(j1 − j2 + j3)!(−j1 + j2 + j3)!

(j1 + j2 + j3 + 1)!

×
√
(j1 + m1)!(j1 −m1)!(j2 + m2)!(j2 −m2)!(j3 + m3)!(j3 −m3)!

×∑
t

[
(−1)t

t!
1

(j3 − j2 + m1 + t)!(j3 − j1 −m2 + t)!

× 1
(j1 + j2 − j3 − t)!(j1 −m1 − t)!(j2 + m2 − t)!

]
.

(D.1)

Les coefficients de Clebsch-Gordan

Les coefficients de Clebsch-Gordan sont liés aux symboles-3j de Wigner par

(j1 m1 j2 m3|j3 (−m3)) = (−1)j1−j2−m3
√

2j3 + 1
(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
. (D.2)

Règles de sélection

Le symboles-3j de Wigner est non nul si :
I L’inégalité triangulaire est respectée : |j1 − j2| ≤ j3 ≤ j1 + j2.
I |mi| ≤ ji pour i = 1, 2, 3.
I m1 + m2 + m3 = 0.
I j1 + j2 + j3 est un entier.
I j1 + j2 + j3 pair si m1 = m2 = m3 = 0.
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Relations de symétrie

1. (
j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
=

(
j3 j1 j2

m3 m1 m2

)
=

(
j2 j3 j1

m2 m3 m1

)
. (D.3)

2. (
j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
= (−1)j1+j2+j3

(
j1 j3 j2

m1 m3 m2

)
= (−1)j1+j2+j3

(
j3 j2 j1

m3 m2 m1

)
= (−1)j1+j2+j3

(
j2 j1 j3

m2 m1 m3

)
.

(D.4)

3. (
j1 j2 j3
−m1 −m2 −m3

)
= (−1)j1+j2+j3

(
j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
. (D.5)

Orthogonalité

Les relations d’orthogonalité satisfaites par le symboles-3j de Wigner sont :

∑
j,m
(2j + 1)

(
j1 j2 j

m1 m2 m

)(
j1 j2 j

m′1 m′2 m

)
= δm1m′1

δm2m′2
, (D.6)

et

∑
m1,m2

(
j1 j2 j

m1 m2 m

)(
j1 j2 j′

m1 m2 m′

)
=

δjj′δmm′

(2j + 1)
. (D.7)

En particulier, dans le cas où m = m′ , en utilisant les règles de sélection pour sup-
primer la somme sur m2 (m2 = −m1 −m), l’éq. (D.7) devient :

∑
m1

(
j1 j2 j

m1 −m1 −m m

)(
j1 j2 j′

m1 −m1 −m m

)
=

δjj′

(2j + 1)
, (D.8)

ou également (en utilisant les règles de permutation) :

∑
m1

(
j1 j j2

m1 m −m1 −m

)(
j1 j′ j2

m1 m −m1 −m

)
=

δjj′

(2j + 1)
. (D.9)

Cas particuliers

1. (
l 0 l
m 0 −m

)
=

(−1)l−m
√

2l + 1
. (D.10)

2. (
l − 1 1 l
−m 0 m

)
= (−1)l−m

√
l2 −m2

(2l + 1)(2l − 1)(l)
. (D.11)

3. (
l + 1 1 l
−m 0 m

)
= (−1)l−m−1

√
(l + 1)2 −m2

(2l + 3)(2l + 1)(l + 1)
. (D.12)
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Sommations utiles

En utilisant l’identité (D.9), il est facile de dériver les formules suivantes :

1.
+1

∑
µ=−1

(
l 1 l − 1
m µ −m− µ

)2

=
1

2l + 1
. (D.13)

2.
+1

∑
µ=−1

(
l 1 l + 1
m µ −m− µ

)2

=
1

2l + 1
. (D.14)

3.
+1

∑
µ=−1

(
l 1 l + 1
m µ −m− µ

)(
l + 2 1 l + 1

m µ −m− µ

)
= 0. (D.15)

4.
+1

∑
µ=−1

(
l 1 l − 1
m µ −m− µ

)(
l − 2 1 l − 1

m µ −m− µ

)
= 0. (D.16)
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Annexe E

Harmoniques sphériques

Dans cette annexe nous allons présenter quelques définitions et identités utiles
dans notre thèse qui concernent les harmoniques sphériques. Pour plus de détails le
lecteur pourra consulter, par exemple, le chapitre 5 de (VARSHALOVICH, MOSKALEV

et KHERSONSKII, 1988).

Définition

Les harmoniques sphériques Ym
l (r̂) (r̂ ≡ (θ, φ) avec 0 ≤ θ ≤ π et 0 ≤ φ <

2π) sont les fonctions propres de deux opérateurs L̂2 et L̂z avec des valeurs propres
l(l + 1) et m, respectivement. Elles sont solutions des équations différentielles :

[
1

sin(θ)
∂θ (sin(θ)∂θ) +

1
sin2(θ)

∂2
φ + l(l + 1)

]
Ym

l (θ, φ) = 0[
ı∂φ + m

]
Ym

l (θ, φ) = 0.
(E.1)

Elles sont de la forme :

Ym
l (θ, φ) =

(−1)l+m

2l l!

√
(2l + 1)

4π

(l −m)!
(l + m)!

(sin(θ))m
(

∂

∂(cos(θ))

)l+m

(sin(θ))2l eımφ

=

√
(2l + 1)

4π

(l −m)!
(l + m)!

Pm
l (cos(θ)) eımφ,

(E.2)
où les Pm

l (cos(θ)) sont les Polynôme(s) de Legendre Généralisé(s) (PLeG) (voir for-
mule (B.27)).

Propriétés de symétrie

— Conjugaison complexe :

Ym∗
l (r̂) = (−1)mY−m

l (r̂). (E.3)

— Symétrie miroir :
Ym
−l−1(r̂) = (−1)mYm

l (r̂). (E.4)

— Inversion r̂ → −r̂, ce qui est équivalent à la rotation (θ, φ)→ (π − θ, π + φ) :

Ym
l (−r̂) = (−1)lYm

l (r̂). (E.5)
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Orthogonalité

Les harmoniques sphériques obéissent à la relation d’orthogonalité∫
dr̂Ym

l (r̂)Ym′∗
l′ (r̂) = δll′δmm′ . (E.6)

Intégration sur trois harmoniques sphériques

Y m1m2m3
l1l2l3

≡
∫

dr̂ Ym1
l1

(r̂)Ym2
l2

(r̂)Ym3
l3

(r̂)

=

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)(2l3 + 1)

4π

(
l1 l2 l3

m1 m2 m3

)(
l1 l2 l3
0 0 0

) (E.7)

avec
(

l1 l2 l3
m1 m2 m3

)
le symbole 3j de Wigner (voir annexe D) qui impose les contraintes :

{
|l1 − l2| ≤ l3 ≤ l1 + l2,
m1 + m2 + m3 = 0.

(E.8)

Cette intégrale est connue aussi sous le nom de coefficient de Gaunt :

〈l2 m2|L M|l1 m1〉 =
∫

Ym2∗
l2

(r̂)YM
L (r̂)Ym1

l1
(r̂)dr̂

= (−1)m2Y −m2 Mm1
l2Ll1

.
(E.9)

Produit de deux harmoniques sphériques

Ym1
l1

(r̂)Ym2
l2

(r̂) = (−1)m1+m2

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π

l1+l2

∑
l=|l1−l2|

√
2l + 1

×
(

l1 l2 l
m1 m2 −m1 −m2

)(
l1 l2 l
0 0 0

)
Ym1+m2

l (r̂).

(E.10)

Sommation sur deux harmoniques sphériques

l

∑
m=−l

Ym∗
l (r̂1)Ym

l (r̂2) =
2l + 1

4π
Pl(cos(γ)) (E.11)

avec cos(γ) = r̂1 · r̂2.

Intégration sur quatre harmoniques sphériques

Considérons l’intégrale

Y m1m2m3m4
l1l2l3l4

≡
∫

dr̂ Ym1
l1

(r̂)Ym2
l2

(r̂)Ym3
l3

(r̂)Ym4
l4

(r̂). (E.12)
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En utilisant (E.10), on peut réduire Ym1m2m3m4
l1l2l3l4

à une intégration sur trois harmo-
niques sphériques (E.7) et obtenir :

Y m1m2m3m4
l1l2l3l4

= (−1)m1+m2

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π

l1+l2

∑
l=|l1−l2|

√
2l + 1

×
(

l1 l2 l
m1 m2 −m1 −m2

)(
l1 l2 l
0 0 0

)
×
∫

dr̂ Ym1+m2
l (r̂)Ym3

l3
(r̂)Ym4

l4
(r̂)

= (−1)m1+m2

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π

l1+l2

∑
l=|l1−l2|

√
2l + 1

×
(

l1 l2 l
m1 m2 −m1 −m2

)(
l1 l2 l
0 0 0

)
×
√

(2l + 1)(2l3 + 1)(2l4 + 1)
4π

×
(

l l3 l4
m1 + m2 m3 m4

)(
l l3 l4
0 0 0

)
=

(−1)m1+m2

4π

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)(2l3 + 1)(2l4 + 1)

l1+l2

∑
l=|l1−l2|

(2l + 1)

×
(

l l1 l2
−m1 −m2 m1 m2

)(
l l1 l2
0 0 0

)
×
(

l l3 l4
m1 + m2 m3 m4

)(
l l3 l4
0 0 0

)
.

(E.13)
Il faut souligner que la sommation sur l est aussi restreinte par |l3− l4| ≤ l ≤ l3 + l4.
On peut représenter ce résultat également en effectuant des permutations entre les
paires

(
li, lj
)
.
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Annexe F

Harmoniques solides régulières

Les Harmonique(s) Solide(s) Régulière(s) (HSR) sont les solutions régulières de
l’équation de Laplace

∇2 f (r, θ, φ) = 0. (F.1)

Elles sont données par (équation (3.153) dans (BIEDENHARN et LOUCK, 1984))

Ym
l (r) =

√
2l + 1

4π
(l + m)!(l −m)! ∑

k

(−x− ıy)k+m(x− ıy)k(z)l−2k−m

22k+m(k + m)! k! (l −m− 2k)!
(F.2)

pour une position complexe r ≡ (x, y, z) ∈ C3.
Une façon équivalente d’écrire (F.2) est (équation (16), paragraphe (5.1.7) du cha-

pitre 5 dans (VARSHALOVICH, MOSKALEV et KHERSONSKII, 1988))

Ym
l (r) =

√
2l + 1

4π
(l + m)!(l −m)! ∑

p,q,r

1
p! q! r!

(
− x + ıy

2

)p ( x− ıy
2

)q

zr, (F.3)

avec p, q, r ∈N, p + q + r = l et p− q = m.
Si la position r est réelle, les HSR peuvent être exprimées en terme des harmo-

niques sphériques
Ym

l (r) = rlYm
l (r̂) . (F.4)

Par ailleurs, on peut utiliser (SCHLEGEL et FRISCH, 1995)

Ym
l (r) = (−1)

m+|m|
2

√
(2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)! (x± ıy)|m|
1

2l l!
∂

l+|m|
z

(
z2 − r2)l

, (F.5)

avec (±) qui désigne (+) pour m ≥ 0 et (−) si m < 0. Nous avons ajouté le terme
(−1)(m+|m|)/2 afin de retrouver la normalisation utilisée pour les harmoniques sphé-
riques dans cette thèse. On va utiliser ici cette formule pour séparer les variables
réelles x, y, z.

On peut facilement montrer que (voir la propriété (B.29)) :

1
2l l!

∂
l+|m|
x (x2 − 1)l =

[(l−|m|)/2]

∑
k=0

C1(l, |m|, k)xl−2k−|m|, (F.6)

avec :

C1(l, m, k) =
(−1)k

2l

(
l
k

)(
2l − 2k

l

)
(l − 2k)!

(l − 2k−m)!

=
(−1)k

2l l!

(
l
k

)
(2l − 2k)!

(l − 2k−m)!
.

(F.7)
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On rappelle que (
n
k

)
=

n!
k!(n− k)!

. (F.8)

En remplaçant x par x = z/r, on obtient :

1
2l l!

∂
l+|m|
z (z2 − r2)l =

1
2l l!

r2l

rl+|m| ∂
l+|m|
x (x2 − 1)l

= rl−|m|
[(l−|m|)/2]

∑
k=0

C1(l, m, k)
( z

r

)l−2k−|m|

=
[(l−|m|)/2]

∑
k=0

C1(l, m, k)zl−2k−|m| r2k.

(F.9)

Ensuite, en appliquant

r2k =
(

x2 + y2 + z2)k

=
k

∑
i=0

(
k
i

)
z2i

k−i

∑
j=0

(
k− i

j

)
x2(k−i−j)y2j

(F.10)

et

(x± ıy)|m| =
|m|

∑
p=0

(
|m|
p

)
xpy|m|−p (±ı)|m|−p , (F.11)

on trouve

Ym
l (r) =

√
(2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)!

[(l−|m|)/2]

∑
k=0

C1(l, |m|, k)
k

∑
i=0

(
k
i

) k−i

∑
j=0

(
k− i

j

)

×
|m|

∑
p=0

(
|m|
p

)
C2(m, p) x2(k−i−j)+p y2j+|m|−p z2i+l−2k−|m|,

(F.12)

avec

C2(m, p) =

{
(−1)meı(m−p) π

2 si m ≥ 0,

e−ı(|m|−p) π
2 si m < 0.

(F.13)

L’homogénéité

Les HSR possèdent la relation d’homogénéité (équation (6.31) dans (BIEDEN-
HARN, LOUCK et CARRUTHERS, 1984))

Ym
l (λr) = λlYm

l (r) . (F.14)

Le théorème d’addition

Le théorème d’addition pour les HSR est (STEINBORN et RUEDENBERG, 1973)

Ym
l (r1 + r2) = 4π

l

∑
l′=0

m′max

∑
m′=m′min

G(l m|l′ m′)Ym′
l′ (r1)Ym−m′

l−l′ (r2) (F.15)
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avec m′min = max(−l′, m− l + l′), m′max = min(l′, m + l − l′), et

G(l m|l′ m′) = (2l + 1)!!
(2l′ + 1)!! [2(l − l′) + 1]!!

〈l m|l′ m′|l − l′ m−m′〉 , (F.16)

où les coefficients de Gaunt 〈l m|l′ m′|l − l′ m−m′〉 sont donnés par la formule (E.9).
Ce théorème est valable pour des vecteurs complexes r1, r2 ∈ C3 (KUANG et LIN,

1997b).

L’expansion de produit

La produit de deux HSR est (EDMONDS, 1996 ; KUANG et LIN, 1997a ; KUANG et
LIN, 1997b)

Ym1
l1
(r)Ym2

l2
(r) =

l1+l2

∑
l=|l1−l2|

〈l m1 + m2|l1 m1|l2 m2〉 rl1+l2−lYm
l (r), (F.17)

avec r ∈ C3. Les termes dans la somme sont non nuls uniquement si l1 + l2 + l est
pair.

Cas particulier

Pour r = 0, on obtient :

Ym
l (0) =

√
1

4π
δl,0δm,0. (F.18)
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Annexe G

Polynômes harmoniques

Les polynômes harmoniques sont définis comme (NIUKKANEN, 1980 ; NIUKKA-
NEN et GRIBOV, 1983 ; KUANG et LIN, 1997a ; KUANG et LIN, 1997b)

Yn
lm (r) = (r · r)n Ym

l (r) , (G.1)

avec Ym
l (r) les Harmonique(s) Solide(s) Régulière(s) (HSR) (voir annexe F). Pour

des arguments réels r ∈ R3, on obtient

Yn
lm (r) = r2n+lYm

l (r̂) . (G.2)

Le théorème d’addition généralisé

La propriété de translation des polynômes harmoniques est donnée par (NIUK-
KANEN, 1980 ; NIUKKANEN et GRIBOV, 1983)

Yn
lm(r1 + r2) = 4π ∑

[n1,n2]

K(n|n1|n2)Y
n1
l1m1

(r1)Y
n2
l2m2

(r2), (G.3)

avec n ≡ (n l m), et

K(n|n1|n2) ≡ K(n l m|n1 l1 m1|n2 l2 m2)

=
(2n)!!

(2n1)!!(2n2)!!
[2(n + l) + 1]!! 〈l m|l1 m1|l2 m2〉
[2(n1 + l1) + 1]!![2(n2 + l2) + 1]!!

.
(G.4)

〈l m|l1 m1|l2 m2〉 sont les coefficients de Gaunt (E.9). La somme dans (G.3) porte sur
toutes les valeurs n1, n2 respectant les contraintes suivantes :

I 0 ≤ l1 ≤ l + 2n et |l − l1| ≤ l2 ≤ min(l1 + l, l + 2n− l1) ;
I l1 + l2 + l est pair ;
I 0 ≤ n1 ≤ n− ∆ et n2 = n− n1 − ∆ avec ∆ = (l1 + l2 − l)/2 ;
I max(−l1, m− l2) ≤ m1 ≤ min(l1, m + l2) et m2 = m−m1.
Ce théorème reste valable pour des arguments complexes r1, r2 ∈ C3 (KUANG et

LIN, 1997b).

L’expansion de produit

Le produit de deux polynômes harmoniques peut être simplifié sous la forme
d’une sommation sur un troisième polynôme harmonique

Y
n1
l1m1

(r)Yn2
l2m2

(r) =
l1+l2

∑
l=|l1−l2|

〈l m1 + m2|l1 m1|l2 m2〉Yn
lm(r), (G.5)
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avec n = n1 + n2 + ∆, ∆ = (l1 + l2 − l)/2 et l1 + l2 + l pair. Cette formule est aussi
valable pour des arguments complexes (KUANG et LIN, 1997b).
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Annexe H

Le déterminant de la matrice Bk

Considérons la matrice (k× k) symétrique Bk définie par

[Bk]i,j =
1

βi + β j
,

avec β1, . . . , βk ∈ R∗+. Nous allons dériver ici une formule compacte pour le déter-
minant de la matrice Bk pour tous les entiers naturels k et montrer que celui-ci est
positif lorsque les βi sont positifs.

Afin de faire apparaître des unités sur les diagonales, et donc simplifier ensuite
le développement du déterminant de cette matrice, nous allons définir la nouvelle
matrice (k× k) B̃k par [

B̃k

]
i,j
= (2βi) [Bk]i,j

=
2βi

βi + β j
.

On a donc :

detBk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2β1

1
β1+β2

· · · 1
β1+βk

1
β1+β2

1
2β2

· · · 1
β2+βk

...
...

. . .
...

1
β1+βk

1
β2+βk

· · · 1
2βk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1
(2β1)(2β2) · · · (2βk)

det B̃k,

avec

det B̃k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 (2β1)
β1+β2

· · · (2β1)
β1+βk

(2β2)
β1+β2

1 · · · (2β2)
β2+βk

...
...

. . .
...

(2βk)
β1+βk

(2βk)
β2+βk

· · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Déterminant pour les ordres k = 1, 2, 3

Pour k = 1, la solution est triviale :

det B̃1 = 1.
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Pour k = 2, on a :

det B̃2 =

∣∣∣∣∣ 1 (2β1)
β1+β2

(2β2)
β1+β2

1

∣∣∣∣∣
= 1− (2β1)(2β2)

(β1 + β2)2

=
(β1 − β2)2

(β1 + β2)2 .

Pour k = 3, on obtient :

det B̃3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 (2β1)

β1+β2

(2β1)
β1+β3

(2β2)
β1+β2

1 (2β2)
β2+β3

(2β3)
β1+β3

(2β3)
β2+β3

1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 (2β1)

β1+β2

(2β1)
β1+β3

0 1− (2β2)
β1+β2

(2β1)
β1+β2

(2β2)
β2+β3

− (2β2)
β1+β2

(2β1)
β1+β3

0 (2β3)
β2+β3

− (2β3)
β1+β3

(2β1)
β1+β2

1− (2β3)
β1+β3

(2β1)
β1+β3

∣∣∣∣∣∣∣∣ L2 ← L2 − (2β2)
β1+β2

L1

L3 ← L3 − (2β3)
β1+β3

L1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 (2β1)

β1+β2

(2β1)
β1+β3

0 (β1−β2)
2

(β1+β2)2
(2β2)
β2+β3

(β1−β2)(β1−β3)
(β1+β2)(β1+β3)

0 (2β3)
β2+β3

(β1−β2)(β1−β3)
(β1+β2)(β1+β3)

(β1−β3)
2

(β1+β3)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 (2β1)

β1+β2

(2β1)
β1+β3

0 det B̃2
(2β2)
β2+β3

(β1−β2)(β1−β3)
(β1+β2)(β1+β3)

0 0 det B̃3

(
det B̃2

)−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ L3 ← L3 − (2β3)
β2+β3

(β1−β2)(β1−β3)
(β1+β2)(β1+β3)

(β1+β2)
2

(β1−β2)2 L2

avec

det B̃3

(
det B̃2

)−1
=

(β1 − β3)2

(β1 + β3)2 −
(2β2)(2β3)

(β2 + β3)2
(β1 − β3)2

(β1 + β3)2

=
(β1 − β3)2

(β1 + β3)2

[
1− (2β2)(2β3)

(β2 + β3)2

]
=

(β1 − β3)2

(β1 + β3)2
(β2 − β3)2

(β2 + β3)2 .

Et donc on trouve :

det B̃3 = det B̃2
(β1 − β3)2

(β1 + β3)2
(β2 − β3)2

(β2 + β3)2

=
(β1 − β2)2

(β1 + β2)2
(β1 − β3)2

(β1 + β3)2
(β2 − β3)2

(β2 + β3)2 .

La particularité que l’on remarque durant l’échelonnement est que les termes qui ne
sont pas nuls, restent les mêmes mais qu’ils sont multipliés par un terme

Ap
m,n =

(βp − βm)

(βp + βm)

(βp − βn)

(βp + βn)

= 1−
(2βp)(βm + βn)

(βp + βm)(βp + βn)

= Ap
n,m.
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avec aussi

Ap
m,m =

(βp − βm)2

(βp + βm)2

= 1−
(2βp)(2βm)

(βp + βm)2

= Am
p,p.

Une propriété importante qui favorise l’introduction de cette notation est la sui-
vante :

Ap
m1,n1A

p
m2,n2 = A

p
m1,n2A

p
m2,n1 .

Avec la notation

V p
m ≡

βp − βm

βp + βm
,

on peut aussi écrire
Ap

m,n = V p
mV

p
n . (H.1)

Si on reprend le calcul de det B̃3 après l’introduction des termesAp
m,n, on trouve que

l’écriture devient beaucoup plus simple. En effet :

det B̃3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 (2β1)

β1+β2

(2β1)
β1+β3

(2β2)
β1+β2

1 (2β2)
β2+β3

(2β3)
β1+β3

(2β3)
β2+β3

1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 (2β1)

β1+β2

(2β1)
β1+β3

0 A1
2,2

(2β2)
β2+β3

A1
2,3

0 (2β3)
β2+β3

A1
3,2 A1

3,3

∣∣∣∣∣∣∣∣ L2 ← L2 − (2β2)
β1+β2

L1

L3 ← L3 − (2β3)
β1+β3

L1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 (2β1)

β1+β2

(2β1)
β1+β3

0 det B̃2
(2β2)
β2+β3

A1
2,3

0 0 det B̃3

(
det B̃2

)−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ L3 ← L3 − (2β3)
β2+β3

A1
3,2

A1
2,2

L2

avec

det B̃3

(
det B̃2

)−1
= A1

3,3 −
(2β2)(2β3)

(β2 + β3)2
1
A1

2,2
A1

3,2A1
2,3︸ ︷︷ ︸

A1
2,2A1

3,3

= A1
3,3

[
1− (2β2)(2β3)

(β2 + β3)2

]
︸ ︷︷ ︸

A2
3,3

.

En conclusion, on a : 
det B̃1 = 1,

det B̃2 =
(

det B̃1

)
A1

2,2,

det B̃3 =
(

det B̃2

)
A1

3,3A2
3,3.

(H.2)

Démonstration par récurrence
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Supposons que les relations trouvées (H.2) soient valables jusqu’à l’ordre k, c’est-
à-dire :

det B̃k =
(

det B̃k−1

)
A1

k,kA2
k,k · · · Ak−1

k,k , (H.3)

et démontrons qu’elles sont correctes pour k + 1, c’est-à-dire :

det B̃k+1 =
(

det B̃k

)
A1

k+1,k+1A2
k+1,k+1 · · · Ak

k+1,k+1. (H.4)

On a :

det B̃k+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2β1
β1+β2

2β1
β1+β3

· · · 2β1
β1+βk

2β1
β1+βk+1

2β2
β1+β2

1 2β2
β2+β3

· · · 2β2
β2+βk

2β2
β2+βk+1

2β3
β1+β3

2β3
β2+β3

1 · · · 2β3
β3+βk

2β3
β3+βk+1

...
...

...
. . .

...
...

2βk
β1+βk

2βk
β2+βk

2βk
β3+βk

· · · 1 2βk
βk+βk+1

2βk+1
β1+βk+1

2βk+1
β2+βk+1

2βk+1
β3+βk+1

· · · 2βk+1
βk+βk+1

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ak+1
1,1

2β1
β1+β2

Ak+1
1,2

2β1
β1+β3

Ak+1
1,3 · · · 2β1

β1+βk
Ak+1

1,k 0
2β2

β1+β2
Ak+1

2,1 Ak+1
2,2

2β2
β2+β3

Ak+1
2,3 · · · 2β2

β2+βk
Ak+1

2,k 0
2β3

β1+β3
Ak+1

3,1
2β3

β2+β3
Ak+1

3,2 Ak+1
3,3 · · · 2β3

β3+βk
Ak+1

3,k 0
...

...
...

. . .
...

...
2βk

β1+βk
Ak+1

k,1
2βk

β2+βk
Ak+1

k,2
2βk

β3+βk
Ak+1

k,3 · · · Ak+1
k,k 0

2βk+1
β1+βk+1

2βk+1
β2+βk+1

2βk+1
β3+βk+1

· · · 2βk+1
βk+βk+1

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L1 ← L1 − (2β1)
β1+βk+1

Lk+1

L2 ← L2 − (2β2)
β2+βk+1

Lk+1

L3 ← L3 − (2β3)
β3+βk+1

Lk+1
...

Lk ← Lk − (2βk)
βk+βk+1

Lk+1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V k+1
1 V k+1

1
2β1

β1+β2
V k+1

1 V k+1
2

2β1
β1+β3

V k+1
1 V k+1

3 · · · 2β1
β1+βk

V k+1
1 V k+1

k
2β2

β1+β2
V k+1

2 V k+1
1 V k+1

2 V k+1
2

2β2
β2+β3

V k+1
2 V k+1

3 · · · 2β2
β2+βk

V k+1
2 V k+1

k
2β3

β1+β3
V k+1

3 V k+1
1

2β3
β2+β3

V k+1
3 V k+1

2 V k+1
3 V k+1

3 · · · 2β3
β3+βk

V k+1
3 V k+1

k
...

...
...

. . .
...

2βk
β1+βk

V k+1
k V k+1

1
2βk

β2+βk
V k+1

k V k+1
2

2βk
β3+βk

V k+1
k V k+1

3 · · · V k+1
k V k+1

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= V k+1

1 V k+1
2 V k+1

3 · · · V k+1
k × V k+1

1 V k+1
2 V k+1

3 · · · V k+1
k

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2β1
β1+β2

2β1
β1+β3

· · · 2β1
β1+βk

2β2
β1+β2

1 2β2
β2+β3

· · · 2β2
β2+βk

2β3
β1+β3

2β3
β2+β3

1 · · · 2β3
β3+βk

...
...

...
. . .

...
2βk

β1+βk

2βk
β2+βk

2βk
β3+βk

· · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= A1

k+1,k+1A2
k+1,k+1A3

k+1,k+1 · · · Ak
k+1,k+1

(
det B̃k

)
C. Q. F. D.



Annexe H. Le déterminant de la matrice Bk 195

Finalement, on a :

det B̃k = ∏
i=1,...,k−1
j=i+1,...,k

(βi − β j)
2

(βi + β j)2 , (H.5)

et

detBk =
k

∏
i=1

1
2βi

∏
i=1,...,k−1
j=i+1,...,k

(βi − β j)
2

(βi + β j)2 . (H.6)

De plus, tous les βi sont positifs, alors detBk est positif ∀k ∈N∗, et la matrice Bk est
définie positive.
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