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Notations

p.p. : Presque partout.

⇀ : Convergence faible.

Supp f : Support d'une fonction f .

P : Projection de Leray.

∇u =

(
∂ui
∂xj

)
ij

: Le gradient du champ de vecteur u.

∇ · u =
∑
i

∂ui
∂xi

: La divergence d'un champ de vecteur u.

n : La normal extérieure au bord.

τ : Un vecteur générateur du plan tangent au bord.

an = (a · n)n : La composante normale du vecteur a.

aτ = a− an : La composante tangentielle du vecteur a.

(∇u)n : Dérivée normale du champ de vecteur u.

E ′ : Le dual topologique de l'espace E.

〈 , 〉E′,E : Produit de dualité E ′, E.

L(E,F ) : Espace des opérateurs linéaires continus de E dans F .

Lp(Ω) = {u mesurable sur Ω,

∫
Ω

|u|p dx <∞}, 1 6 p <∞.

L∞(Ω) = {u mesurable sur Ω,∃c > 0 : |u(x)| < c p.p.}.
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Lp(I,X) = {u mesurable au sens de Bochner ,
∫
I

‖u‖pX dx < ∞}, 1 6 p < ∞, I ⊆ R,
où X est un espace de Banach.

C0(Ω) : L'espace des fonctions continues à support compact.

Ck(Ω) : L'espace des fonctions k (entier) fois continûment di�érentiables sur Ω.

Ck(Ω̄) : L'espace des fonctions u dans Ck(Ω) telles que chaque dérivée admet un prolonge-
ment continu sur Ω̄.

C∞0 (Ω) = D(Ω) = C0(Ω) ∩ C∞(Ω) : L'espace des fonctions indé�niment dérivables à sup-
port compact.

Dσ(Ω) : L'ensemble des champs de vecteurs de [D(Ω)]d de divergence nulle.

W s(0, T ;X1,X2) : L'espace dé�ni par (1.2.5) à la page 6.

W s
γ (0,∞;X1,X2) : L'espace dé�ni dans (1.2.7) à la page 6.

Id : L'opérateur identité.

D(A) : Le domaine de dé�nition de l'opérateur A.

ρ(A) = {λ ∈ C | λ Id−A est inversible} : L'ensemble résolvant de l'opérateur A.

σ(A) = C\ρ(A) : Le spectre de l'opérateur A.

ω : Le tore rectangulaire dé�ni par (1.1.1) à la page 1.

L2
0(ω) : Les fonctions dans L2(ω) de moyenne nulle.

M : La projection orthogonale de L2(ω) sur L2
0(ω).

M : La projection orthogonale qui localise l'action du contrôle dé�nie par (3.1.6) à la page
50.
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Introduction

L'interaction �uide-structure concerne l'étude du comportement d'un �uide qui exerce un
champs de force sur la surface d'une structure rigide ou déformable qui se déplace ou se dé-
forme sous son action. La motivation principale de l'étude de ce type d'interaction est dû aux
phénomènes qui en résultent pour certaines structures mécaniques. Les problèmes d'interaction
�uide-structure sont fréquents et sont quelques fois à l'origine du fonctionnement de certains
systèmes dans la mécanique, l'aérodynamique... Les problèmes d'interaction �uide-structure ont
aussi un rôle essentiel et approprié dans la modélisation du �ux sanguin : les parois artérielles des
vaisseaux sanguins ont une structure élastique qui se rétracte et qui se dilate dynamiquement
en fonction des variations de la pression du sang et de la vitesse du �ux sanguin.

Dans la littérature mathématique, une grande partie des travaux à ce sujet a été consacrée
à l'étude de l'existence de solutions dans le cas où la structure est la réunion de plusieurs
corps solides immergés dans un �uide newtonien visqueux dont le mouvement est décrit par
les équations de Navier-Stokes. La plupart de ces résultats d'existence sont valables pourvu
qu'il n'ait aucun contact entre les corps rigides ou bien entre chaque corps rigide et le bord du
�uide. Dans le cas des conditions aux bord de Dirichlet, l'existence de solutions faibles a été
abordée dans [26, 30, 29, 45, 83, 37], pour les solutions fortes, des recherches approfondies ont
été menées dans [88, 87]. Concernant, les conditions aux limites de Navier, plusieurs auteurs
ont déjà examiné l'existence de solutions faibles [75] et [41], l'existence de solutions fortes
[93] et l'unicité des solutions faibles [19]. Dans [23] et [22], l'auteur a examiné les conditions
aux limites impliquant la pression. On cite également le travail de [21] où ils considèrent une
condition aux limites non linéaire de type Tresca. Une problématique qui se présente concerne
une possibilité éventuelle de collision. Les conditions aux limites sans glissement standard (de
Dirichlet) peuvent conduire à des résultats paradoxaux. En e�et, dans le cas de corps rigides
immergés dans un �uide incompressible et visqueux, il est montré que, pour certaines géométries,
il n'y a pas de contact en temps �ni entre deux structures, ce point a été étudié dans [53, 54].
Le cas tridimensionnel a été étudié dans [54, 55]. En général, s'il y a contact, alors il se produit
avec une vitesse relative nulle et une accélération relative nulle ([83]). L'in�uence des conditions
au bords au sujet de la collision a été explorée dans [42] et l'étude du contact en temps �ni de
la solution forte a été investie dans [93]. L'existence de contacts en considérant les conditions
aux bord de Tresca a été abordée dans [56].

Dans cette thèse, on étudie des systèmes d'interaction �uide-structure de di�érentes natures.
Plus précisément, il s'agit d'analyser des problèmes non linéaires couplés dans un domaine à
frontière libre modélisant l'interaction entre un �uide visqueux et une structure qui peut être
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déformable ou bien rigide. Le �uide et la structure sont couplés à travers la continuité des
forces du contact à l'interface, et au niveau du bord à travers les conditions aux limites de

Navier. Parmi les motivations qui incitent à considérer les conditions de Navier est l'étude du
contact entre la structure et le bord du �uide.

Plus précisément, notre étude s'articule autour de quatre chapitres :
Le chapitre 1 est consacré à l'analyse de l'existence de solutions fortes pour un système

couplant un �uide incompressible occupant un domaine tridimensionnel périodique noté par
Ω(η(t, ·)) délimité par une plaque élastique dont le déplacement transversal est noté par η(t, ·)
à l'instant t. Dans ce cas, le domaine est décrit par

Ω(η(t, ·)) = {(x1, x2, x3) ∈ ω × R | 0 < x3 < 1 + η(t, x1, x2)} ,

où ω désigne le tore
ω = (R/L1Z)× (R/L2Z), L1 > 0, L2 > 0.

x1

x2

x3

Γ(η)

Γ0L1

L2

Figure 1 � Con�guration du domaine à l'instant t.

Le bord supérieur est occupé par la plaque élastique et il est noté Γ(η). Pour simpli�er
l'étude, on supposera que le bord inférieur Γ0 est �xe. Le �uide est gouverné par les équations
de Navier-Stokes dont la vitesse est dénotée par U et la pression par P . La plaque élastique est
régie par l'équation de la plaque amortie. Le système s'écrit dans ce cas

∂tU + (U · ∇)U −∇ · T(U, P ) = 0 t > 0, x ∈ Ω(η(t, ·)),
∇ · U = 0 t > 0, x ∈ Ω(η(t, ·)),

∂ttη + ∆2η −∆∂tη = H̃η(U, P ) t > 0, s ∈ ω.

Le tenseur des contraintes de Cauchy T(U, P ) est dé�ni par

T(U, P ) = −PI3 + 2νD(U), D(U)i,j =
1

2

(
∂Ui
∂xj

+
∂Uj
∂xi

)
,

où ν est la viscosité du �uide. L'équation de la plaque est perturbée par un terme d'amor-
tissement −∆∂tη. Cette perturbation permet d'avoir des propriétés fonctionnelles utiles pour
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l'étude d'existence de solutions fortes. La fonction H̃η désigne la force de contact exercée par le
�uide sur la structure à l'interface Γ(η) qui a pour expression :

H̃η(U, P ) = −
√

1 + |∇η|2 (T(U, P )n · e3) .

On munit le système des conditions de Navier au bord
Un = 0 t > 0, x ∈ Γ0,

[2νD(U)n+ β1U ]τ = 0 t > 0, x ∈ Γ0,
(U − ∂tηe3)n = 0 t > 0, x ∈ Γ(η),

[2νD(U)n+ β2 (U − ∂tηe3)]τ = 0 t > 0, x ∈ Γ(η).

Les notations (·)n et (·)τ désignent respectivement la composante normale et tangentielle d'un
champ de vecteur. On suppose que les coe�cients de frottement β1 et β2 sont des constantes
positives ou nulles.

Le but est d'étendre un résultat d'existence de solutions fortes en considérant les conditions
aux limites de Navier qui est déjà établi dans le cas des conditions aux limites standards de
Dirichlet généralement prises en compte avec le système de Navier-Stokes et qui s'écrivent{

U = 0 t > 0, x ∈ Γ0,
U = ∂tηe3 t > 0, x ∈ Γ(η).

Plusieurs travaux ont été consacrés à l'étude de ce type de système avec les conditions
aux limites de Dirichlet. Dans le cas où la structure est une poutre élastique, on a des résultats
d'existence de solutions fortes ([12], [65]), de stabilisation par feedback ([79], [11]), et d'existence
globale de solutions fortes ([44]). On signale que dans ce dernier travail, les auteurs parviennent
à obtenir notamment qu'il n'y a pas de contact entre la plaque et le fond du domaine en temps
�ni. Ici, notre but est d'analyser le même type de système avec les conditions aux limites de
Navier et d'étendre les résultats d'existence de solutions fortes associées. Un tel système était
déjà considéré dans [50] et [72] où l'existence de solutions faibles est prouvée en dimension 2
(existence globale tant que la structure déformable ne touche pas le fond �xe). L'unicité de la
solution faible pour ce système a été obtenue dans [49].

On se donne les fonctions

η0 ∈ H3(ω), η1 ∈ H1(ω), U0 ∈ [H1(Ω(η0))]3,

satisfaisant les conditions

1 + η0 > 0, ∇ · U0 = 0 dans Ω(η0), (U0 − η1e3)n = 0 sur Γ(η0), U0
n = 0 sur Γ0.

On complète notre système par les conditions initiales
η(0, ·) = η0 dans ω,

∂tη(0, ·) = η1 dans ω,
U(0, ·) = U0 dans Ω(η0).

Notre objectif se résume à prouver l'existence et l'unicité de la solution forte : locale en temps
et globale pour des données initiales assez petites. On a alors le théorème suivant :
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Théorème. Soient βi > 0 pour i = 1, 2. Alors, il existe un temps T0 tel que le système admet
une solution forte unique (U, P, η) sur (0, T0) :

η ∈ L2(0, T0;H4(ω)) ∩ C0([0, T0];H3(ω)) ∩H1(0, T0;H2(ω))

∩ C1([0, T0];H1(ω)) ∩H2(0, T0;L2(ω)),

U ∈ L2(0, T0; [H2(Ω(η(t)))]3) ∩ C0([0, T0]; [H1(Ω(η(t)))]3) ∩H1(0, T0; [L2(Ω(η(t)))]3),

∇P ∈ L2(0, T0; [L2(Ω(η(t)))]3).

De plus, si β1 + β2 > 0, alors il existe R0 > 0 tel que si∥∥U0
∥∥

[H1(Ω)]3
+
∥∥η0
∥∥
H3(ω)

+
∥∥η1
∥∥
H1(ω)

6 R0,

le système admet une solution forte unique (U, P, η) sur (0,∞) exponentiellement stable.

Ceci est le premier résultat sur l'existence de solutions fortes pour un tel système dans le
cas des conditions aux limites de Navier et à notre connaissance, c'est également le premier
travail sur des solutions fortes pour ce type de systèmes dans le cas 3D.

Les étapes de la preuve de ce résultat sont énoncées comme suit :
� Changement de variables

Puisque le domaine dépend du temps, il convient de réduire le système dans un domaine
cylindrique �xe. On choisit de se ramener au domine Ω(η0) en e�ectuant un changement de
variables approprié qui préserve la divergence de la vitesse du �uide. Parmi les di�cultés
qui s'imposent dans cette étape est que le système sera perturbé par des termes non
linéaires et éventuellement dans les conditions au bord contrairement au cas des conditions
de Dirichlet, où ces dernières demeurent invariantes par rapport à ce changement de
variables. De plus, sachant que η0 ∈ H3(ω) et que H3(ω) ↪→ C1,γ(ω) pour tout γ ∈ [0, 1),
le domaine Ω(η0) n'est pas su�samment régulier pour appliquer les résultats classiques
de régularité elliptique.

� Régularité elliptique pour un problème de Stokes non-homogène

Dans cette étape, on étudie la régularité du système de Stokes avec les conditions aux
limites de Navier dans un domaine de régularité H3. Pour cela, on s'inspire de [44] : grâce
au fait que le domaine est un sous graphe d'une fonction H3, on obtient les inégalités
elliptiques associées au problème de Stokes avec conditions de Navier non-homogènes.

� Linéarisation

Le but de cette étape est de montrer un résultat d'existence de solution forte associée au
système linéarisé qui se présente comme un problème couplant les équations de Stokes et
l'équation de la plaque amortie avec les conditions de glissement de Navier non-homogènes.
L'étude est basée sur la théorie des semi-groupes : on prouve que l'opérateur en question
est le générateur in�nitésimal d'un semi-groupe analytique. L'une des étapes cruciales
dans cette étude est de gérer la pression a�n d'obtenir un problème d'évolution, pour cela
on projette tout le système à l'aide d'un opérateur de projection décrit dans [11].
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� Point �xe

Une fois que l'existence d'une unique solution forte associée au système linéarisé est prou-
vée, on revient au problème non linéaire initial et on applique le théorème du point �xe
de Banach pour déduire le résultat principal. Ce qui est contraignant dans le cas tridi-
mensionnel, est qu'on est restreint à l'injection de Sobolev H1 ↪→ L6. La di�culté qui
surgit dans cette partie est de s'assurer que la constante qui apparait dans les estimations
n'explose pas quand T0 devient très petit.

Cette partie a fait l'objet d'un article paru [32].

Le chapitre 2 concerne l'étude de la stabilisation des systèmes paraboliques avec retard. En
général, dans la théorie de la contrôlabilité classique, le contrôle agit sur un système instanta-
nément, par ailleurs, le temps d'analyse ou le temps de calcul doit être pris en compte. Donc,
pour un bon fonctionnement du système, des termes de retard en temps sont souvent présents
et ne peuvent être négligés. Le retard en temps peut parfois améliorer la performance d'un
système dynamique, on cite par exemple [1]. Une recherche très approfondie a été menée ces
derniers temps sur la stabilisation des équations aux dérivées partielles avec retard qui est im-
pliquée dans divers applications, par exemple en biologie, en mécanique, en automatique...etc.
Le résultat de cette partie est la généralisation de plusieurs travaux récents sur la stabilisation
des systèmes paraboliques avec retard en temps, en particulier [20] où les auteurs ont construit
un contrôle pour les systèmes linéaires en dimension �nie, et [76] où les auteurs ont obtenu un
feedback stabilisant un système de réaction-di�usion avec un contrôle au bord assujetti à un
retard en temps. On mentionne les idées principales ainsi que les méthodes qu'on adaptera par
la suite a�n de prouver notre résultat. En utilisant le fait que leur opérateur est auto-adjoint de
résolvante compacte, les auteurs décomposent le système en deux parties : une partie instable
en dimension �nie et une partie stable en dimension in�nie. Donc, ils sont conduits à stabiliser
le système instable en dimension �nie et en tenant compte du retard en temps, la transformée
d'Artstein est alors utilisée a�n d'obtenir un système autonome standard sans retard qui satis-
fait la condition de Kalman. Finalement, avec une fonction de Lyapunov appropriée, les auteurs
prouvent que le feedback construit dans la partie instable en dimension �nie stabilise en fait
tout le système.

On peut citer plusieurs articles dans cette direction : dans [67], les auteurs se sont investis
dans la stabilisation d'une poutre satisfaisant l'équation d'Euler-Bernoulli avec amortissement.
Le système correspondant est parabolique mais leur opérateur n'est plus auto-adjoint. Alors,
[66] généralise le résultat de [76] dans le cas où l'opérateur est un opérateur de Riesz avec des
valeurs propres simples. Dans [68], les auteurs étendent les résultats de [76] au cas où le contrôle
contient des perturbations et où le retard varie en fonction du temps.

Notre but dans cette partie est d'étendre le résultat de [76] pour une large classe de systèmes
paraboliques qu'on peut écrire sous la forme abstraite

z′ = Az +Bv + f, z(0) = z0, (S)

où le but est d'obtenir un contrôle v(t) qui dépend des valeurs de z(s) pour s 6 t − τ , avec
τ > 0 une constante strictement positive qui correspond à un retard en temps. On précise aussi
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le nombre de contrôles N+ pour stabiliser le système en utilisant l'approche développée dans
[7] ou dans [10]. Plus précisément, on suppose qu'on a les hypothèses suivantes :

Le spectre de A est décrit par un ensemble de valeurs propres isolées (λj)
avec une multiplicité algébrique �nie Nj,

et l'ensemble {λ ∈ C ; Reλ > −σ} n'admet aucun point d'accumulation,
(Hyp1)

Il existe γ ∈ [0, 1) tel que B ∈ L(U,H−γ). (Hyp2)

Les espaces Hα sont dé�nis comme suit : on �xe µ0 ∈ ρ(A), alors

Hα :=

{
D((µ0 − A)α) si α > 0
D((µ0 − A∗)−α)′ si α < 0

et H∗α :=

{
D((µ0 − A∗)α) si α > 0
D((µ0 − A)−α)′ si α < 0.

On suppose aussi
Hα = [H,D(A)]α (α ∈ [0, 1]), (Hyp3)

où le crochet [·, ·]α dénote la méthode de l'interpolation complexe. Soit σ > 0, on pose

Σ+ := {λj ; Reλj > −σ}, Σ− := {λj ; Reλj < −σ}.

Comme dans [76], le résultat est basé sur une décomposition du système en deux parties, une
partie instable en dimension �nie et une partie stable en dimension in�nie. La partie instable
correspond à Σ+ et la partie stable est associée à Σ−. En tenant compte de l'hypothèse (Hyp1),
on constate que Σ+ est un ensemble �ni. Donc, on introduit l'opérateur de projection (voir [63,
Théorème 6.17, p.178]) de rang �ni, dé�ni par

P+ :=
1

2πı

∫
Γ+

(λ− A)−1 dλ,

où Γ+ est un contour encerclant les points de l'ensemble Σ+ et ne contient pas d'autres points
du spectre A.

Due à la présence d'un retard constant en temps, un système autonome équivalent est alors
considéré pour la partie instable en utilisant la transformée d'Artstein. Le système instable est
exponentiellement stabilisable en supposant que l'opérateur principal et l'opérateur du contrôle
satisfassent le critère de Fattorini-Hautus : (voir [36], [52] et [10]) :

∀ε ∈ D(A∗), ∀λ ∈ C, Reλ > −σ A∗ε = λε et B∗ε = 0 =⇒ ε = 0. (UCσ)

En utilisant l'inverse de la transformée d'Artstein, un feedback est construit en dimension
�nie tel que ce dernier stabilise exponentiellement le système instable avec retard en temps.
Finalement, on prouve que le contrôle construit en dimension �nie stabilise en réalité le système
global. Pour toute valeur propre λj de A, on dé�nit la multiplicité géométrique

`j := dim ker(A− λj Id) ∈ N∗.

Notre résultat principal dans cette partie est le suivant :
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Théorème. Soit σ > 0 et soit

N+ := max{`i, Reλi > −σ}.

On suppose que (Hyp1), (Hyp2), (Hyp3) et (UCσ) sont véri�ées. Alors, il existe N+ contrôles
avec un délai en temps qui stabilisent exponentiellement le système (S).

On énonce par la suite des applications à ce résultat pour démontrer la stabilisation avec
retard des systèmes suivants : équation de convection-di�usion avec un contrôle au bord en
dimension N > 1, système d'Oseen avec un contrôle interne et le système non linéaire de
Navier-Stokes avec un contrôle distribué. Cette partie a fait l'objet d'un article soumis [33].

Dans le chapitre 3, on s'intéresse à établir un résultat de stabilisation avec retard du problème
étudié dans le chapitre 2 autour d'un état stationnaire non nécessairement nul avec un contrôle
frontière en dimension 3. Concernant la stabilisation sans retard de système d'interaction �uide-
structure, il existe très peu de travaux qui se sont penchés sur ce type de problème. On cite
[79], où l'auteur considère un problème modélisant l'interaction entre un �uide gouverné par les
équations de Navier-Stokes et une structure déformable régie par l'équation d'Euler-Bernoulli
amortie dans un domaine rectangulaire en supposant les conditions de Dirichlet sur le bord,
dans ce cas le contrôle est distribué tout au long de la structure. L'auteur a démontré la
stabilisation exponentielle de la solution forte du système considéré. Le même type de problème
a été étudié dans [11], où les auteurs ont considéré un contrôle frontière sur le bord du �uide et
ont démontré un résultat de stabilisation de la solution faible autour d'un état stationnaire qui
n'est pas nécessairement nul. D'autre part, on retrouve des travaux qui ont traité le cas où la
structure est un solide rigide, on cite [9], [8]. Dans cette partie, on s'intéresse à la construction
d'un contrôle frontière v avec un retard t0 > 0 en temps (au sens de [33]) tel que la solution
forte de notre système tend exponentiellement vers un état stationnaire �xé. On note que due à
la régularité, des conditions de compatibilité en temps t = 0 entre le contrôle v et les conditions
initiales devraient être imposées, on évoque par exemple les travaux [4, 5, 6]. Pour surmonter
cette di�culté, on retrouve des stratégies développées dans [77, 7]. Dans le cas du retard en
temps, le contrôle n'agira sur le système qu'à partir d'un temps t0 > 0 �xé. Par conséquent, le
contrôle vaut zéro en t = 0. Ainsi, le problème de compatibilité ne se pose plus et c'est l'un des
avantage du retard en temps.

Cette partie est organisée comme suit : on écrit le système dans un domaine �xe qui cor-
respondra au domaine associé à l'état stationnaire en utilisant un changement de variables.
On étudie ensuite le système linéarisé associé. Le problème linéarisé s'écrira sous forme d'un
système couplant les équations d'Oseen et l'équation de la plaque amortie, perturbé par des
termes linéaires apparaissant dans tout le système y compris dans les conditions au bord. On
montre que le générateur in�nitésimal associé au système linéaire est analytique et on montre
un premier résultat de stabilisation avec retard du problème linéarisé. Finalement, on prouve
le résultat principal de ce chapitre en appliquant un argument de point �xe.

Dans le chapitre 4, on s'intéresse à l'étude de la contrôlabilité à zéro locale d'un problème
d'interaction �uide-structure rigide avec les conditions au bord de Navier.
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On considère Ω un ouvert borné non vide de R2 assez régulier. On suppose que Ω contient
un corps rigide et un �uide visqueux incompressible. Pour un temps t > 0 �xé, le domaine du
solide est dénoté par S(t) ⊂ Ω qui est supposé être un compact assez régulier d'intérieur non
vide. Le domaine du �uide est dénoté par F(t) = Ω\S(t), et il est supposé être un ensemble
connexe.

On considère le système suivant qui décrit l'évolution du �uide gouvernée par le système
incompressible de Navier-Stokes{

∂tU + (U · ∇)U −∇ · T(U, P ) = v∗1O dans (0, T )×F(t),
∇ · U = 0 dans (0, T )×F(t).

Dans le système ci-dessus, on a dénoté par v∗ le contrôle qui agit sur le système à travers
O ⊂ R2, où O est un ouvert non vide tel que O ⊂ F(t).

On dénote pour chaque instant t, la position de la structure par h(t) ∈ R2 et par Rθ(t) la
matrice de rotation d'angle θ du solide dé�nie par

Rθ(t) =

(
cos θ(t) − sin θ(t)
sin θ(t) cos θ(t)

)
.

Alors, le �ux de la structure est donné par XS(t, ·) : S −→ S(t) où

XS(t, y) = h(t) +Rθ(t)y, t ∈ (0, T ), y ∈ S,

avec S un compact non vide régulier de R2.
On note que XS(t, ·) est inversible, on dénote son inverse par YS(t, ·) : S(t) −→ S où

YS(t, x) = R−1
θ(t)(x− h(t)), t ∈ (0, T ), x ∈ S(t).

Donc, la vitesse eulérienne de la structure est donnée par

US(t, x) = h′(t) +R′θ(t)R
−1
θ(t)(x− h(t)), t ∈ (0, T ), x ∈ S(t).

On dénote par a⊥, le vecteur
(
−a2

a1

)
, pour tout a =

(
a1

a2

)
∈ R2.

On note que R′θ(t)R
−1
θ(t) est une matrice antisymétrique, alors la vitesse eulérienne de la

structure s'écrit
US(t, x) = h′(t) + ω(t)(x− h(t))⊥,

où ω(t) = θ′(t) représente la vitesse angulaire du solide.
On dénote par Sh,θ l'ensemble

Sh,θ = h+RθS,

et on dé�nit le domaine du �uide correspondant

Fh,θ = Ω\Sh,θ,
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pour tout h ∈ R2, θ ∈ R. Avec ces notations, on a

S(t) = Sh(t),θ(t), F(t) = Fh(t),θ(t).

On précise que le domaine du �uide dépend du déplacement de la structure rigide et par
conséquent, il dépend du temps.

On dénote par n̂ la normale extérieure unitaire à ∂F(t), où ∂F(t) = ∂Ω ∪ ∂S(t).
Le mouvement de la structure est régi par les équations suivantes

mh′′(t) = −
∫
∂S(t)

T(U, P )n̂ dΓ t ∈ (0, T ),

Jω′(t) = −
∫
∂S(t)

(x− h(t))⊥ · T(U, P )n̂ dΓ t ∈ (0, T ).

On complète le système par les conditions au bord de Navier :
Un̂ = 0 dans (0, T ), sur ∂Ω,

[2νD(U)n̂+ βΩU ]τ̂ = 0 dans (0, T ), sur ∂Ω,
(U − US)n̂ = 0 dans (0, T ), sur ∂S(t),

[2νD(U)n̂+ βS (U − US)]τ̂ = 0 dans (0, T ), sur ∂S(t),

où βΩ > 0 et βS > 0 sont les coe�cients de friction.
Soient h0, ˜̀0 ∈ R2, θ0, ω0 ∈ R et u0 ∈ [H1(Fh0,θ0)]2. On fournit les conditions initiales

suivantes

U(0, x) = u0(x), x ∈ Fh0,θ0 , h′(0) = ˜̀0, ω(0) = ω0, h(0) = h0, θ(0) = θ0,

telles que les conditions de compatibilité suivantes soient véri�ées
∇ · u0 = 0 dans Fh0,θ0 ,

u0
n̂ = 0 sur ∂Ω,(

u0 − u0
S
)
n̂

= 0 sur ∂Sh0,θ0 ,
(H1)

où u0
S(x) = ˜̀0 +ω0(x− h0)⊥. Sans restreindre la généralité, on suppose que le centre de gravité

de S est positionné à l'origine. Donc, h(t) sera la position du centre de masse de S(t).
Notre objectif est de trouver un contrôle v∗ agissant sur l'ouvert O tel que pour tout

(hT , θT ) ∈ R2 × R avec
ShT ,θT ⊂ Ω \ O, (H2)

on obtient h(T ) = hT , θ(T ) = θT et que les vitesses du �uide et du solide sont égales à 0 en
temps �nal T .

Le résultat principal de cette partie est le suivant :

Théorème. On suppose que S n'est pas un disque.
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Soit (hT , θT ) véri�ant (H2). Alors, il existe ε > 0 tel que pour tout (u0, h0, ˜̀0, ω0, θ0) qui
satisfait (H1) et ∥∥u0

∥∥
[H1(Fh0,θ0 )]2

+
∣∣h0 − hT

∣∣+
∣∣∣ ˜̀0∣∣∣+

∣∣ω0
∣∣+
∣∣θ0 − θT

∣∣ 6 ε, (H3)

il existe un contrôle v∗ ∈ L2(0, T ; [L2(O)]2) tel que

U(T, ·) = 0 dans FhT ,θT , h(T ) = hT , h′(T ) = 0, ω(T ) = 0, θ(T ) = θT .

Sans restreindre la généralité, on peut toujours supposer

hT = 0, θT = 0, et donc ShT ,θT = S, FhT ,θT = F .

Le théorème ci-dessus reste vrai en dimension trois, mais dans ce cas on devrait supposer que
S n'admet pas d'axe de rotation. Cette hypothèse géométrique est su�sante pour prouver
l'inégalité de Carleman qui est un ingrédient essentiel pour obtenir le résultat souhaité. Plus
précisément, en supposant que S n'a pas d'axe de rotation, alors pour tout z ∈ [L2(Ω)]3, ` ∈ R3,
k ∈ R3 tels que

∇ · z = 0 dans F , z · n = (`+ k × y) · n1∂S sur ∂F ,

on a
‖z‖[L2(F)]3 > C (|`|+ |k|) ,

avec C une constante positive indépendante de z, ` et k. Cet argument est prouvé dans [82,
Lemme 2.2].

Plusieurs travaux ont été consacrés à l'étude des systèmes d'interaction �uide-rigide, en par-
ticulier, quand le �uide est gouverné par le système de Navier-Stokes. Des résultats d'existence
concernant ce type de système avec les conditions aux limites de Dirichlet sont considérés dans
[27], [29], [30],[87], [88], [45], [51], [83]. Dans le cas des conditions au bord de Navier, l'existence
de solutions faibles a été élaborée dans [41] et l'existence de solutions fortes a été obtenue dans
[93]. Dans [93] et [42], les auteurs ont prouvé que des collisions peuvent survenir dans un temps
�ni entre le corps rigide et la cavité du domaine en imposant des hypothèses sur la géométrie
du solide.

Concernant la contrôlabilité, on mentionne [38] et [60], où les auteurs ont obtenu la contrô-
labilité locale exacte du système de Navier-Stokes en 2D ou 3D avec les conditions de Dirichlet
en considérant des contrôles distribués. La contrôlabilité du système de Navier Stokes avec des
conditions de Navier non linaires au bord a été étudiée dans [47]. Dans [48], les auteurs ont
établi la contrôlabilité locale avec N − 1 contrôles scalaires. Concernant les résultats de contrô-
labilité des systèmes d'interaction �uide-structure avec les conditions de Dirichlet, en dimension
2, on mentionne l'article [18], où les auteurs ont prouvé la contrôlabilité à zéro des vitesses et
la contrôlabilité exacte de la position du solide rigide en imposant quelques hypothèses sur la
géométrie du solide et pourvu que les conditions initiales soient assez petites, plus précisément,
les auteurs imposent que la norme H3 de la vitesse initiale du �uide soit assez petite. Les au-
teurs ont utilisé le théorème du point �xe de Kakutani pour déduire la contrôlabilité à zéro
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du système non linéaire. On a aussi le travail [59] où les auteurs ont considéré la structure
d'une boule rigide, leur résultat est basé sur la théorie des semi-groupes. Dans ce dernier, une
condition sur la norme H1 seulement pour la vitesse initiale du �uide a été imposée. En di-
mension 3, on mentionne [16], où le même résultat a été prouvé sans aucune supposition sur
la géométrie du corps rigide tandis que les auteurs ont supposé que la norme H2 de la vitesse
du �uide initiale soit assez petite. On cite aussi [82], où les auteurs ont considéré l'interaction
entre un �uide visqueux et incompressible modélisé par le système de Boussinesq et un corps
rigide quelconque, ils ont prouvé la contrôlabilité à zéro locale pour le système associé.

Dans cette partie, on prouve la contrôlabilité à zéro locale d'un système modélisant l'inter-
action entre un �uide et un solide rigide pourvu que ce dernier ne soit pas un disque, muni des
conditions de glissement de Navier au bord. Pour cela, on s'inspire de [59] :

� Changement de variables : sachant qu'on travaille sur un domaine à frontière libre, on
utilise un changement de variables pour écrire notre système dans un domaine �xe, dans
notre cas, on se ramène à FhT ,θT .

� Contrôlabilité à zéro du système linéarisé : On démontre la contrôlabilité à zéro
du problème linéarisé couplant le système de Stokes pour le �uide et des équations di�é-
rentielles ordinaires pour la structure. On est amené alors à établir une estimation d'ob-
servabilité pour le système linéaire correspondant (voir la Proposition A.8.4). Une telle
estimation est obtenue en démontrant une inégalité de Carleman qui doit être satisfaite
par la solution du système linéarisé.
Parmi les di�cultés principales pour obtenir cette inégalité :
� Manipuler la pression : pour cela, on applique le rotationnel sur l'équation de Stokes,
on obtient ainsi une équation de la chaleur dont l'inégalité de Carleman est bien connue
en vertu de la Proposition B.0.5 qui est établie dans l'annexe B.

� Manipuler les conditions au bord a�n d'obtenir des estimations sur la vitesse de la
structure avec les bons poids. Une étape cruciale est de trouver une estimation de
Carleman pour le Laplacian avec une condition de divergence nulle et avec les conditions
de Navier au bord.

� Manipuler les termes de surface qui apparaissent dans l'inégalité. Pour ce faire, on
établit un résultat d'existence de solution plus régulière associée au système linéarisé.

� Point �xe : On applique le théorème du point �xe dans des espaces à poids appropriés.
Ce chapitre a fait l'objet d'un article soumis [31].

Finalement, on donne, en Annexe, quelques résultats utiles.
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Chapitre 1

Existence de solutions fortes pour un

système d'interaction �uide structure avec

les conditions au bord de Navier

1.1 Introduction

Le but de ce travail est d'analyser l'interaction entre un �uide visqueux incompressible et
une plaque élastique visqueuse. On commence par présenter le modèle correspondant. On note
par ω le tore rectangulaire

ω = (R/L1Z)× (R/L2Z) L1 > 0, L2 > 0. (1.1.1)

Pour toute fonction η : ω → (−1,∞), on dé�nit (voir Figure 1)

Ω(η) = {(x1, x2, x3) ∈ ω × R | 0 < x3 < 1 + η(x1, x2)} ,
Γ(η) = {(x1, x2, x3) ∈ ω × R | x3 = 1 + η(x1, x2)} ,

Γ0 = ω × {0}.

En particulier
∂Ω(η) = Γ(η) ∪ Γ0. (1.1.2)

On considère le système suivant décrivant l'évolution du �uide régi par les équations incom-
pressibles de Navier-Stokes et le mouvement de la plaque élastique

∂tU + (U · ∇)U −∇ · T(U, P ) = 0 dans (0,∞)× Ω(η(t, ·)),
∇ · U = 0 dans (0,∞)× Ω(η(t, ·)),

∂ttη + α∆2η − κ∆η + ση − δ∆∂tη = H̃η(U, P ) dans (0,∞)× ω.
(1.1.3)

Dans le système ci-dessus, on a noté U la vitesse du �uide, P la pression du �uide et η le
déplacement transversal de la plaque.
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Le tenseur de contrainte de Cauchy T(U, P ) est dé�ni par

T(U, P ) = −PI3 + 2νD(U), D(U)i,j =
1

2

(
∂Ui
∂xj

+
∂Uj
∂xi

)
.

La fonction H̃η est la contrainte de �uide sur la structure et est dé�nie par

H̃η(U, P ) = −
√

1 + |∇η|2 (T(U, P )n · e3) .

On suppose

ν > 0, α > 0, σ > 0, κ > 0 et δ > 0. (1.1.4)

Ces constantes correspondent respectivement à la rigidité (α), l'étirement (κ), l'amortisse-
ment sur la structure (δ) et la viscosité (ν).

On a noté par n la normale extérieure unitaire de ∂Ω(η) :

n = −e3 sur Γ0,

et sur Γ(η) :

n(s, 1 + η(s)) =
N(s, 1 + η(s))

|N(s, 1 + η(s))|
, où N(s, 1 + η(s)) =

−∂s1η(s)
−∂s2η(s)

1

 , s ∈ ω. (1.1.5)

Ici et dans ce qui suit, | · | désigne la norme euclidienne de Rk, k > 1.
On complète (1.1.3) par les conditions aux limites de Navier. A�n d'écrire ces conditions

aux limites, on doit introduire quelques notations. On note par an et aτ les parties normales et
tangentielles de a ∈ R3 :

an = (a · n)n, aτ = a− an = −n× (n× a) . (1.1.6)

Ainsi, nos conditions aux limites s'écrivent comme suit
Un = 0 sur (0,∞)× Γ0,

[2D(U)n]τ + β1Uτ = 0 sur (0,∞)× Γ0,
(U(t, s, 1 + η(t, s))− ∂tη(t, s)e3)n = 0 t > 0, s ∈ ω,

[2D(U)n]τ (t, s, 1 + η(t, s)) + β2(U(t, s, 1 + η(t, s)− ∂tη(t, s)e3)τ = 0 t > 0, s ∈ ω.
(1.1.7)

Dans ce qui suit, on écrit les équations ci-dessus de la manière plus compacte suivante
Un = 0 sur (0,∞)× Γ0,

[2νD(U)n+ β1U ]τ = 0 sur (0,∞)× Γ0,
(U − ∂tηe3)n = 0 sur (0,∞)× Γ(η),

[2νD(U)n+ β2 (U − ∂tηe3)]τ = 0 sur (0,∞)× Γ(η).

(1.1.8)
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On suppose que les coe�cients de frottement β1 et β2 sont des constantes satisfaisant

β1 > 0, β2 > 0.

Ces conditions aux limites peuvent être comparées aux conditions aux limites standards de
Dirichlet généralement prises en compte avec le système Navier-Stokes. Dans notre cas, ces
conditions seraient écrites comme{

U = 0 sur (0,∞)× Γ0,
U = ∂tηe3 sur (0,∞)× Γ(η).

(1.1.9)

La condition limite de glissement de Navier a été proposée par Navier en 1823 [73] et est
pertinente dans plusieurs contextes physiques, voir par exemple [69, 92, 64].

Pour compléter le système (1.1.3),(1.1.8), on ajoute les conditions initiales suivantes
η(0, ·) = η0 dans ω,

∂tη(0, ·) = η1 dans ω,
U(0, ·) = U0 dans Ω(η0).

(1.1.10)

On remarque qu'il n'est pas nécessaire de prendre en compte les conditions aux limites
"latérales" puisqu'on travaille avec le tore ω (voir (1.1.1) et (1.1.2)). Cela signi�e qu'on envisage
des conditions aux limites périodiques pour U , P et η :

U(t, x1 + L1, x2, x3) = U(t, x1, x2, x3), U(t, x1, x2 + L2, x3) = U(t, x1, x2, x3),

η(t, s1 + L1, s2) = η(t, s1, s2), η(t, s1, s2 + L2) = η(t, s1, s2),

et des relations similaires pour P .
Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théorème 1.1.1.

1. Soit βi > 0 pour i = 1, 2 et (1.1.4). On suppose η0 ∈ H3(ω), η1 ∈ H1(ω) et U0 ∈
[H1(Ω(η0))]3 tels que

1 + η0 > 0, ∇ · U0 = 0 dans Ω(η0), (U0 − η1e3)n = 0 sur Γ(η0), U0
n = 0 sur Γ0.

Il existe un temps T0 tel que le système (1.1.3),(1.1.8), (1.1.10) admet une solution forte
unique (U, P, η) sur (0, T0) :

η ∈ L2(0, T0;H4(ω)) ∩ C0([0, T0];H3(ω)) ∩H1(0, T0;H2(ω))

∩ C1([0, T0];H1(ω)) ∩H2(0, T0;L2(ω)),

U ∈ L2(0, T0; [H2(Ω(η(t)))]3) ∩ C0([0, T0]; [H1(Ω(η(t)))]3) ∩H1(0, T0; [L2(Ω(η(t)))]3),

∇P ∈ L2(0, T0; [L2(Ω(η(t)))]3).
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2. Soit βi > 0 pour i = 1, 2 avec β1 + β2 > 0 et (1.1.4). Il existe γ0 > 0 et R0 > 0 tels que si
η0 ∈ H3(ω), η1 ∈ H1(ω) et U0 ∈ [H1(Ω(η0))]3 véri�ent

1 + η0 > 0, ∇ · U0 = 0 dans Ω(η0), (U0 − η1e3)n = 0 sur Γ(η0), U0
n = 0 sur Γ0.

et ∥∥U0
∥∥

[H1(Ω)]3
+
∥∥η0
∥∥
H3(ω)

+
∥∥η1
∥∥
H1(ω)

6 R0,

alors le système (1.1.3),(1.1.8), (1.1.10) admet une solution forte unique (U, P, η) sur
(0,∞) :

η ∈ L2
γ(0,∞;H4(ω)) ∩BC0

γ([0,∞];H3(ω)) ∩H1
γ(0,∞;H2(ω))

∩BC1
γ([0,∞];H1(ω)) ∩H2

γ(0,∞;L2(ω)),

U ∈ L2
γ(0,∞; [H2(Ω(η(t)))]3) ∩BC0

γ([0,∞]; [H1(Ω(η(t)))]3) ∩H1
γ(0,∞; [L2(Ω(η(t)))]3),

∇P ∈ L2
γ(0,∞; [L2(Ω(η(t)))]3),

pour γ ∈ [0, γ0].

Les espaces Lp, Hs sont les espaces classiques de Lebesgue, Sobolev. On utilise la nota-
tion BC0 = C0 ∩ L∞ et BC1 = C1 ∩ W 1,∞. La notation ·γ est expliquée ci-dessous dans
(1.2.6), (1.2.7) et correspond à une décroissance exponentielle de l'ordre γ. En�n, la notation
L2(0, T ;H1(Ω(η(t)))) correspond au fait que la vitesse et la pression du �uide sont écrites dans
un domaine en mouvement dépendant de η. Pour obtenir le résultat souhaité, on doit donc
utiliser un changement de variables pour U et P . La vitesse et la pression du �uide après le
changement de variables sont obtenues dans des espaces de la forme L2(0, T ;H1(Ω)) avec un Ω
�xé. La dé�nition précise des solutions fortes est donnée dans la section 3 (Dé�nition 1.3.1) et
on reformule le résultat ci-dessus de manière plus précise dans le théorème 1.6.1.

Remarque 1.1.2. On peut écrire une version bidimensionnelle du système (1.1.3),(1.1.8),
(1.1.10) et pour un tel système, on peut prouver un résultat similaire au Théorème 1.1.1. En
fait, dans ce cas, on pourrait obtenir l'existence globale de solutions fortes allant jusqu'à un
contact possible entre la plaque et le bas du domaine en suivant les arguments de [44].

Remarque 1.1.3. Pour simpli�er, dans la preuve du théorème 1.1.1 et dans la suite de ce
chapitre, on suppose que κ = σ = 0 puisque ces constantes ne jouent aucun rôle dans l'analyse.

Dans la section 1.2 de ce chapitre, on donne quelques notations. Dans la section 1.3, on
transforme le problème dans un domaine �xe en utilisant un changement de variables comme
il a été introduit dans [61], et on reformule le théorème 1.1.1. On obtient des propriétés de
régularité du système de Stokes dans les domaines de classe H3 dans la section 1.4. Dans la
section 1.5, on étudie le problème linéarisé en l'écrivant comme une équation d'évolution. On
prouve en particulier que le semi-groupe associé est analytique et dans la section 1.6, on prouve
le résultat principal en utilisant la méthode du point �xe.
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1.2 Notation

Au cours de notre analyse, on utilise certains espaces fonctionnels qu'on présente dans cette
section.

En raison de l'incompressibilité du �uide et des conditions aux limites (1.1.8)1 et (1.1.8)3,
on a

d

dt

∫
ω

η ds = 0.

Pour simpli�er, on suppose tout au long du chapitre que∫
ω

η0ds = 0

a�n que ∫
ω

η(t, ·)ds = 0 (t > 0).

Ceci conduit à considérer l'espace suivant

L2
0(ω) =

{
ξ ∈ L2(ω) |

∫
ω

ξ ds = 0

}
, (1.2.1)

et la projection orthogonale M : L2(ω)→ L2
0(ω). En appliquant M sur l'équation de la plaque

(1.1.3)3, on trouve
∂ttη + A1η + A2∂tη = Hη(U, P ),

où

A1η = α∆2η, D(A1) = H4(ω) ∩ L2
0(ω), (1.2.2)

A2η = −δ∆η, D(A2) = H2(ω) ∩ L2
0(ω), (1.2.3)

et
Hη(U, P ) = M(H̃η(U, P )).

La projection de (1.1.3)3 sur L2
0(ω)⊥ conduit à imposer le choix de la constante normalisant la

pression, voir par exemple [44].
On note par Hs(0, T ;X) les espaces de Sobolev habituels avec des valeurs dans un espace

de Banach X. Pour s > 0, s /∈ N, la norme de ces espaces peut être dé�nie à l'aide de

bξcs,2,(0,T ),X =

(∫
(0,T )×(0,T )

‖ξ(t)− ξ(t′)‖2
X

|t− t′|2s+1
dtdt′

)1/2

.

Plus précisément, la norme ‖.‖Hs(0,T ;X) pour s ∈ (0, 1) est donnée par

‖ξ‖Hs(0,T ;X) =
(
‖ξ‖2

L2(0,T ;X) + bξc2s,2,(0,T ),X

)1/2

. (1.2.4)
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On rappelle (voir [17]) que si s ∈
(

1

2
, 1

)
, alors la norme b·cs,2,(0,T ),X est équivalente à la norme

dé�nie dans (1.2.4) dans l'espace {ξ ∈ Hs(0, T ;X) | ξ(0) = 0}.
Soient X1, X2 deux espaces de Banach munis de la norme ‖.‖X1

respectivement ‖.‖X2
. Pour

s > 0, on dé�nit l'espace suivant

W s(0, T ;X1,X2) =
{
v ∈ L2(0, T ;X1) | v ∈ Hs(0, T ;X2)

}
, (1.2.5)

muni de la norme
‖.‖W s(0,T ;X1,X2) = ‖.‖L2(0,T ;X1) + ‖.‖Hs(0,T ;X2) .

Pour s = 1, on notera W 1(0, T ;X1,X2) par W (0, T ;X1,X2).
Pour γ > 0, on considère aussi les espaces

Lpγ(0,∞;X1) = {v ∈ Lp(0,∞;X1) ; t 7→ vγ(t) = eγtv(t) ∈ Lp(0,∞;X1)}, p ∈ [1,+∞],
(1.2.6)

et

W s
γ (0,∞;X1,X2) = {v ∈ W s(0,∞;X1,X2) ; t 7→ vγ(t) = eγtv(t) ∈ W s(0,∞;X1,X2)}. (1.2.7)

Pour ces espaces, on utilise les normes dé�nies par

‖v‖Lpγ(0,∞;X1) = ‖vγ‖Lp(0,∞;X1) ,

‖v‖W s
γ (0,∞;X1,X2) = ‖vγ‖W s(0,∞;X1,X2) .

Dans ce qui suit, on pose
Ω = Ω(η0), (1.2.8)

pour l'existence locale et
Ω = Ω(0), (1.2.9)

pour l'existence globale.
A�n de désigner la normale ou la composante normale et tangentielle d'un vecteur v dans

Ω et dans Ω(t), on utilise la notation n0, vn0 et vτ0 pour le domaine Ω.
On note par

Dσ(Ω) = {φ ∈ [C∞0 (Ω)]3, div φ = 0},
l'espace des fonctions indé�niment di�érentiables avec une divergence nulle dans Ω avec un
support compact.

on dé�nit également l'espace suivant

XT = W (0, T ; [H2(Ω)]3, [L2(Ω)]3)× L2(0, T ;H1(Ω)/R)×W 2(0, T ;D(A1), L2
0(ω)), (1.2.10)

muni de la norme

‖(u, p, η)‖XT = ‖u‖W (0,T ;[H2(Ω)]3,[L2(Ω)]3) + ‖u‖L∞(0,T ;[H1(Ω)]3) + ‖∇p‖L2(0,T,[L2(Ω)]3)

+ ‖η‖W 2(0,T ;D(A1),L2
0(ω)) + ‖η‖L∞(0,T ;H3(ω)) + ‖∂tη‖L∞(0,T ;H1(ω)) . (1.2.11)
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Si T = +∞ et γ > 0, on écrira

X∞,γ = Wγ(0,∞; [H2(Ω)]3, [L2(Ω)]3)×L2
γ(0,∞;H1(Ω)/R)×W 2

γ (0,∞;D(A1), L2
0(ω)), (1.2.12)

muni de la norme

‖(u, p, η)‖X∞,γ = ‖u‖Wγ(0,∞;[H2(Ω)]3,[L2(Ω)]3) + ‖u‖L∞γ (0,∞;[H1(Ω)]3) + ‖∇p‖L2
γ(0,∞,[L2(Ω)]3)

+ ‖η‖W 2
γ (0,∞;D(A1),L2

0(ω)) + ‖η‖L∞γ (0,∞;H3(ω)) + ‖∂tη‖L∞γ (0,∞;H1(ω)) . (1.2.13)

Pour écrire les conditions aux limites, on introduit également l'opérateur T dé�ni comme suit
(voir [11]) :

Tηξ(y) =

{
0 si y ∈ Γ0,

ξ(s)e3 si y = (s, 1 + η(s)) ∈ Γ(η),
(1.2.14)

pour toute fonction η : ω −→ (−1,∞). On peut véri�er que Tη ∈ L(L2(ω); [L2(∂Ω(η))]3) et que

(T ∗η ζ)(s) =
√

1 + |∇η|2ζ(s, 1 + η(s)) · e3, ∀ζ ∈ [L2(∂Ω(η))]3.

On pose
T = Tη0M.

On dé�nit également

β(y) =

{
β1 si y ∈ Γ0,
β2 si y ∈ Γ(η0).

1.3 Changement de variables

Pour η1, η2 ∈ H3(ω) avec
η1, η2 > −1 dans ω,

on peut considérer le changement de variables Xη1,η2 dé�ni ci-dessous

Xη1,η2 : Ω(η1) −→ Ω(η2),

y1

y2

y3

 7−→


y1

y2

1 + η2(y1, y2)

1 + η1(y1, y2)
y3

 . (1.3.1)

L'application Xη1,η2 est inversible d'inverse Xη2,η1 . De plus, en utilisant l'injection de Sobolev
H3(ω) ↪→ C1(ω) et le fait que

det(∇Xη1,η2) =
1 + η2

1 + η1
,

on déduit que Xη1,η2 est un C1-di�éomorphisme de Ω(η1) dans Ω(η2).
Dans le cas Ω = Ω(η0) (voir (1.2.8)), on pose

X(t, ·) = Xη0,η(t,·), Y (t, ·) = Xη(t,·),η0 , (1.3.2)
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et dans le cas Ω = Ω(0) (voir (1.2.9)), on pose

X(t, ·) = X0,η(t,·), Y (t, ·) = Xη(t,·),0. (1.3.3)

On a dans les deux cas Y (t, ·) = [X(t, ·)]−1.
On considère la transformation suivante de u et p :

u(t, y) = (Cof∇X(t, y))∗U(t,X(t, y)), p(t, y) = P (t,X(t, y)) (t > 0, y ∈ Ω). (1.3.4)

Ici, (Cof∇X(t, y))∗ désigne la transposée de (Cof∇X(t, y)). Après quelques calculs standards
(voir, par exemple, [61]), le système (1.1.3), (1.1.8), (1.1.10) peut être écrit comme

∂tu−∇ · T(u, p) = F (u, p, η) dans (0,∞)× Ω,
∇ · u = 0 dans (0,∞)× Ω,

∂ttη + A1η + A2∂tη = Hη0(u, p) +H(u, η) dans (0,∞)× ω,
(1.3.5)

avec les conditions aux limites{
[u− T ∂tη]n0

= 0 sur (0,∞)× ∂Ω,
[2νD(u)n0 + β(u− T ∂tη)]τ0 = G(u, η) sur (0,∞)× ∂Ω,

(1.3.6)

et avec les conditions initiales 
u(0, ·) = u0 = U0 dans Ω,

η(0, ·) = η0 dans ω,
∂tη(0, ·) = η1 dans ω.

(1.3.7)

Pour écrire les fonctions F , H, G, on pose d'abord

(Cof∇Y )∗ = (aik)ik . (1.3.8)

Donc

Fi(u, p, η) =
∑
k

(δik − aik(X))∂tuk −
∑
l,k

aik(X)
∂uk
∂yl

∂tYl(X)−
∑
k

∂taik(X)uk

+ ν
∑
j,k,l,m

(
aik(X)

∂Ym
∂xj

(X)
∂Yl
∂xj

(X)− δikδmjδjl
)

∂2uk
∂yl∂ym

+ ν
∑
j,k,l

(
2
∂aik
∂xj

(X)
∂Yl
∂xj

(X) + aik(X)
∂2Yl
∂x2

j

(X)

)
∂uk
∂yl

+ ν
∑
k

∂2aik
∂x2

j

(X)uk

+
∑
k

(δki −
∂Yk
∂xi

(X))
∂p

∂yk
−
∑
k,l,j

akl(X)
∂aij(X)

∂xk
uluj

−
∑
k,l,j,m

akl(X)aij(X)
∂Ym
∂xk

(X)ul
∂uj
∂ym

, i = 1, 2, 3, (1.3.9)
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et

H(u, η) = νM

[
−
∑
j,k

(
∂a3k

∂xj
(X) +

∂ajk
∂x3

(X)

)
ukNj

+
∑
j,k,l

(
δ3kδjl(N0)j − a3k(X)

∂Yl
∂xj

(X)Nj

)
∂uk
∂yl

+

(
δ3lδjk(N0)j − ajk(X)

∂Yl
∂x3

(X)Nj

)
∂uk
∂yl

]
. (1.3.10)

Pour dé�nir G, on introduit les notations suivantes. On se donne deux vecteurs tangents à
∂Ω(η) dé�nis par

τ 1 =

 1
0
∂s1η

 , τ 2 =

 0
1
∂s2η

 , sur Γ(η), (1.3.11)

et
τ i = ei, i = 1, 2 sur Γ0.

Wk = ν
∑
j,m

nj(X)

(
∂akm
∂xj

(X)um +
∂ajm
∂xk

(X)um

)
+ β

(∑
j

akj(X)uj − T ∂tη · ek

)

+ ν
∑
j,m,q

nj(X)

(
akm(X)

∂um
∂yq

∂Yq
∂xj

(X) + ajm(X)
∂um
∂yq

∂Yq
∂xk

(X)

)
, k = 1, 2, 3, (1.3.12)

et
V i = (2νD(u)n0 + β(u− T ∂tη)) · τ i0 −W · τ i(X), i = 1, 2, (1.3.13)

où τ i0 sont deux vecteurs tangents à ∂Ω dé�nis par

τ 1
0 =

 1
0

∂s1η
0

 , τ 2
0 =

 0
1

∂s2η
0

 sur Γ(η0),

et
τ i0 = ei, i = 1, 2 sur Γ0.

Ainsi G(u, η) est donnée sur Γ(η0) par

G1(u, η) =
V1((∂s2η

0)2 + 1)− V2(∂s1η
0∂s2η

0)

|N0|2
,

G2(u, η) =
V2((∂s1η

0)2 + 1)− V1(∂s1η
0∂s2η

0)

|N0|2
,

G3(u, η) =
∂s1η

0V1 + ∂s2η
0V2

|N0|2
.

(1.3.14)
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et par

G(u, η) =
2∑
i

V iτ i0 sur Γ0. (1.3.15)

Plus précisément, on note que

[2νD(U)n+ β(U − T ∂tη)]τ = 0, sur (0,∞)× ∂Ω(η), (1.3.16)

est équivalente à

(2νD(u)n0 + β(u− T ∂tη)) · τ i0 = V i, i = 1, 2, sur (0,∞)× ∂Ω. (1.3.17)

Les formules (1.3.14) et (1.3.15) pour G impliquent que

G · τ i0 = V i, i = 1, 2, G · n0 = 0,

de sorte que (1.3.17) est équivalente à la seconde condition de (1.3.6), avec G tangentielle.
En utilisant la transformation ci-dessus, on peut maintenant introduire notre dé�nition de

solutions fortes pour le système (1.1.3),(1.1.8), (1.1.10)

Dé�nition 1.3.1. Le triplet (U, P, η) est une solution forte de (1.1.3),(1.1.8), (1.1.10) si les
conditions suivantes sont satisfaites

η ∈ W 2(0, T ;D(A1), L2
0(ω)), (D1)

1 + η > 0 dans [0, T ], (D2)

X et Y sont donnés par (1.3.2) et (u, p) est donné par (1.3.4), (D3)

(u, p) ∈ W (0, T ; [H2(Ω)]3, [L2(Ω)]3)× L2(0, T ;H1(Ω)/R), (D4)

(u, p, η) satisfait le système (1.3.5),(1.3.6), (1.3.7). (D5)

Suivant cette dé�nition, pour prouver le théorème 1.1.1, on doit prouver l'existence et l'uni-
cité de

(u, p, η) ∈ W (0, T ; [H2(Ω)]3, [L2(Ω)]3)× L2(0, T ;H1(Ω)/R)×W 2(0, T ;D(A1), L2
0(ω)),

solution du système (1.3.5),(1.3.6), (1.3.7) et satisfaisant (D2).

1.4 Propriétés de régularité du système de Stokes

Dans cette section, on obtient quelques résultats sur le système stationnaire dans Ω(η) pour
η = η0 (voir (1.2.8)) ou pour η = 0 (voir (1.2.9)) :

αu− ν∆u+∇p = f dans Ω(η),
∇ · u = g dans Ω(η),
un = a sur ∂Ω(η),

[2νD(u)n+ βu]τ = b sur ∂Ω(η).

(1.4.1)
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On dé�nit l'espace suivant

H1
τ = {φ ∈ [H1(Ω(η))]3 | φn = 0 sur ∂Ω(η)}.

On donne la dé�nition d'une solution faible du système (1.4.1).

Dé�nition 1.4.1. On dit que (u, p) est une solution faible de (1.4.1) si (u, p) ∈ [H1(Ω(η))]3 ×
L2(Ω(η))/R, si ∇ · u = g dans Ω(η), un = a sur ∂Ω(η) et si l'équation variationnelle suivante
est véri�ée :

α

∫
Ω(η)

u · φ dy + 2ν

∫
Ω(η)

D(u) : D(φ) dy −
∫

Ω(η)

p∇ · φ dy +

∫
∂Ω(η)

βu · φ dΓ

=

∫
Ω(η)

f · φdy + ν

∫
Ω(η)

g(∇ · φ) dy +
〈
b, φ
〉
H−1/2,H1/2 ,

pour tout φ ∈ H1
τ .

On a le résultat suivant

Théorème 1.4.2. Soient β > 0 et α > 0 avec β1 + β2 > 0 ou α > 0. Soient η ∈ H3(Ω(η)) et
δ0 > 0 tels que 1 + η > δ0 sur ω. Pour tout

f ∈ (H1
τ )′, g ∈ L2(Ω(η)), a ∈ [H1/2(∂Ω(η))]3, b ∈ [H−1/2(∂Ω(η))]3,

tels que ∫
Ω(η)

gdy =

∫
∂Ω(η)

a · ndΓ, b · n = 0, (1.4.2)

il existe une solution faible unique (u, p) ∈ [H1(Ω(η))]3×L2
0(Ω(η)) du système de Stokes (1.4.1).

De plus, on a les estimations suivantes :

‖u‖[H1(Ω(η))]3 + ‖∇p‖[H−1(Ω(η))]3 6 C

(∥∥f∥∥
(H1

τ )′
+ ‖g‖L2(Ω(η)) + ‖a‖[H1/2(∂Ω(η))]3

+
∥∥b∥∥

[H−1/2(∂Ω(η))]3

)
, (1.4.3)

où C est une constante qui dépend de ‖η‖H3(ω) et δ0.
De plus, si

f ∈ [L2(Ω(η))]3, g ∈ H1(Ω(η)), a ∈ [H3/2(∂Ω(η))]3, b ∈ [H1/2(∂Ω(η))]3,

tels que (1.4.2) a lieu, alors (u, p) ∈ [H2(Ω(η))]3×(H1(Ω(η))∩L2
0(Ω(η))) et on a les estimations

suivantes :

‖u‖[H2(Ω(η))]3 + ‖∇p‖[L2(Ω(η))]3 6 C

(∥∥f∥∥
[L2(Ω(η))]3

+ ‖g‖H1(Ω(η)) + ‖a‖[H3/2(∂Ω(η))]3

+
∥∥b∥∥

[H1/2(∂Ω(η))]3

)
, (1.4.4)

où C est une constante qui dépend de ‖η‖H3(ω) et δ0.
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Dans le cas où η ∈ C1,1(ω) un tel résultat est déjà connu, voir [2] (voir aussi [13]). Ici, on
parvient à obtenir le résultat pour η ∈ H3(ω) en suivant une idée de [43] et [44].

Preuve du Théorème 1.4.2. La preuve suit de près la preuve du Lemme 6 dans [44]. On suppose
ici que β1 + β2 > 0 et α = 0, la preuve est similaire avec α > 0.

D'abord, on écrit le système (1.4.1) dans le domaine

Ω = Ω(0)

en utilisant le changement de variables X0,η dé�ni par (1.3.1). Puis on pose

Bη = Cof(∇X0,η), Aη =
1

det(∇X0,η)
B∗ηBη,

et on dé�nit

u = u ◦X0,η, p = p ◦X0,η, (1.4.5)

f = det(∇X0,η)f ◦X0,η, g = det(∇X0,η)g ◦X0,η,

a = a ◦X0,η, bi = B−1
η (bi ◦X0,η) · ei, i = 1, 2.

Ainsi le système (1.4.1) est transformé au système suivant
−ν∇ · (∇uAη) +Bη∇p = f dans Ω,

∇ · (B∗ηu) = g dans Ω,
(B∗ηu) · n0 = (B∗ηa) · n0 sur ∂Ω,[

ν

|N |

(
(B−1

η ∇uAη)n0 +
1

det(∇X0,η)
((∇u)∗Bη)n0

)
+ βB−1

η u

]
· ei = bi, i = 1, 2 sur ∂Ω,

(1.4.6)
où N est dé�ni par (1.1.5) et n0 est la normale extérieure unitaire à Ω (i.e ±e3).

Puisque η ∈ H3(ω), on déduit que

Bη, Aη ∈ H2(ω;Hs(0, 1)),

pour tout s > 0 et les normes correspondantes dépendent de ‖η‖H3(ω) et δ0. De plus, en utilisant
les injections H1(ω) ↪→ Lp(ω) pour tout p > 1 et H2(ω) ↪→ L∞(ω), on déduit qu'il su�t de
prouver que la solution de (1.4.6) véri�e

‖u‖[H2(Ω)]3 +‖∇p‖[L2(Ω)]3 6 C
(
‖f‖[L2(Ω)]3 + ‖g‖H1(Ω) + ‖a‖[H3/2(∂Ω)]3 + ‖b‖[H1/2(∂Ω)]3

)
. (1.4.7)
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Etape 1 : Solutions faibles. On note que la solution de (1.4.6) véri�e

∇ ·
(

1

det(∇X0,η)
Bη(∇u)∗Bη

)
= Bη∇

( ∇ · (B∗ηu)

det(∇X0,η)

)
= Bη∇

(
g

det(∇X0,η)

)
.

Soit λ > 0, on considère le système suivant

−ν∇ · (∇uAη +
1

det(∇X0,η)
Bη(∇u)∗Bη) +Bη∇p = f̃ dans Ω,

λp+∇ · (B∗ηu) = g dans Ω,
(B∗ηu) · n0 = (B∗ηa) · n0 sur ∂Ω,[

ν

|N |

(
(B−1

η ∇uAη)n0 +
1

det(∇X0,η)
((∇u)∗Bη)n0

)
+ βB−1

η u

]
· ei = bi, i = 1, 2 sur ∂Ω,

(1.4.8)
avec

f̃ = f − νBη∇
(

g

det(∇X0,η)

)
.

Pour simpli�er les notations, on pose

Dη(u) = ∇uAη +
1

det(∇X0,η)
Bη(∇u)∗Bη.

On dé�nit
V = {v ∈ [H1(Ω)]3 | (B∗ηv) · n0 = 0 sur ∂Ω}.

On recherche des solutions faibles du système (1.4.8). Soit f ∈ V ′, g ∈ L2(Ω), a ∈ [H1/2(∂Ω)]3

et b ∈ [H−1/2(∂Ω)]3. On a Bη∇
(

g

det(∇X0,η)

)
∈ V ′ :

〈
Bη∇

(
g

det(∇X0,η)

)
, v

〉
V ′,V

= −
∫

Ω

g

det(∇X0,η)
∇ · (B∗ηv) dy.

Donc f̃ ∈ V ′ et on multiplie la première équation de (1.4.8) par v ∈ V et la deuxième équation
de (1.4.8) par ψ ∈ L2(Ω) pour obtenir

ν

∫
Ω

Dη(u) : ∇v dy −
∫

Ω

p∇ · (B∗ηv) dy + λ

∫
Ω

p · ψ dy + (∇ · (B∗ηu)) · ψ dy +

∫
∂Ω

|N |βu · v dΓ

= 〈f̃ , v〉V ′,V +

∫
Ω

g · ψ dy +
〈
b, |N |B∗ηv

〉
H−1/2,H1/2 . (1.4.9)

On considère un relèvement w véri�ant{
∇ · (B∗ηw) = g dans Ω,

(B∗ηw) · n0 = (B∗ηa) · n0 sur ∂Ω.
(1.4.10)

13



Pour cela, on utilise [13, Corollaire 8.2] et (1.4.2) pour déduire l'existence de w ∈ [H1(Ω)]3 tel
que {

∇ · w = g dans Ω,
w · n0 = (B∗ηa) · n0 sur ∂Ω.

Alors w = (B∗η)
−1w véri�e (1.4.10) et l'estimation

‖w‖[H1(Ω)]3 6 C(‖g‖L2(Ω) + ‖a‖[H1/2(∂Ω)]3). (1.4.11)

On pose u = û + w. Alors, un couple (u, p) est une solution faible du système (1.4.8) si et
seulement si (û, p) véri�e la formulation variationnelle suivante

ν

∫
Ω

Dη(û) : ∇v dy −
∫

Ω

p∇ · (B∗ηv) dy + λ

∫
Ω

p · ψ + (∇ · (B∗η û)) · ψ dy +

∫
∂Ω

|N |βû · v dΓ

= −ν
∫

Ω

Dη(w) : ∇v dy + 〈f̃ , v〉V ′,V +
〈
b, |N |B∗ηv

〉
H−1/2,H1/2

−
∫
∂Ω

|N |βw · v dΓ (v ∈ V, ψ ∈ L2(Ω)). (1.4.12)

On a ∫
Ω

Dη(v) : ∇v dy =

∫
Ω

∣∣∇vB∗η +Bη(∇v)∗
∣∣2

det(∇X0,η)
dy, (1.4.13)

et en écrivant
v = v ◦Xη,0,

on déduit ∫
Ω

∣∣∇vB∗η +Bη(∇v)∗
∣∣2

det(∇X0,η)
dy =

∫
Ω(η)

|D(v)|2 dx, ∀v ∈ V,

avec v · n = 0 sur ∂Ω(η). En appliquant une inégalité de Korn (voir Proposition 1.4.5 en
dessous) :

ν

∫
Ω

Dη(v) : ∇v dy +

∫
∂Ω

|N |β |v|2 dΓ > C‖v‖H1(Ω) (v ∈ V ). (1.4.14)

Par conséquent, on peut appliquer le théorème de Lax-Milgram et en utilisant (1.4.11), on
déduit l'existence d'une solution unique (u, p) = (uλ, pλ) ∈ [H1(Ω)]3 × L2(Ω) de (1.4.8) qui
véri�e l'estimation

‖u‖[H1(Ω)]3 + λ ‖p‖L2(Ω) 6 C
(
‖f‖V ′ + ‖b‖[H−1/2(∂Ω)]3 + ‖g‖L2(Ω) + ‖a‖[H1/2(∂Ω)]3

)
. (1.4.15)

En prenant ψ = 0 et v ∈ [H1
0 (Ω)]3 dans (1.4.9), on obtient

ν

∫
Ω

Dη(u) : ∇v dy +

∫
Ω

∇p · (B∗ηv) dy = 〈f̃ , v〉V ′,V .
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Ceci montre que ∇p ∈ [H−1(Ω)]3 et en utilisant un résultat standard (voir, par exemple [13,
Proposition 1.1]), on déduit

‖p‖L2(Ω)/R 6 C
(
‖f‖V ′ + ‖v‖[H1(Ω)]3 + ‖w‖[H1(Ω)]3

)
. (1.4.16)

Ainsi, en combinant (1.4.15), (1.4.16) et (1.4.11), on obtient l'estimation indépendante de λ :

‖u‖[H1(Ω)]3 + ‖p‖L2(Ω)/R 6 C
(
‖f‖V ′ + ‖b‖[H−1/2(∂Ω)]3 + ‖g‖L2(Ω) + ‖a‖[H1/2(∂Ω)]3

)
. (1.4.17)

En passant à la limite quand λ→ 0 dans (1.4.8), on obtient une solution faible (u, p) de (1.4.6).
Pour montrer l'unicité, on considère (u∗, p∗) une autre solution faible correspondante à la même
donnée. Il s'ensuit que u− u∗ ∈ H1

τ , ∇ · (u− u∗). Donc, d'après la Dé�nition 1.4.1, on obtient

2ν

∫
Ω(η)

|D(u− u∗)|2 dy +

∫
∂Ω(η)

β |u− u∗|2 dΓ = 0.

D'où, en utilisant la Proposition 1.4.5, on a u = u∗ dans Ω(η).

Etape 2 : Solutions fortes. On utilise un argument développé dans [43] et [44] : si on
approxime η par ηε ∈ C1,1(ω), et les uε, pε correspondants sont dans H2 et H1 respectivement.
On montre ci-dessous que leurs normes ne dépendent que de la norme dans H3 de ηε a�n qu'on
puisse passer à la limite. Pour simpli�er, on n'écrit pas ε ci-dessous.

On di�érentie d'abord le système (1.4.6) par rapport à y1 et y2 pour obtenir un problème
similaire à (1.4.6) avec les termes source et limite correspondants aux di�érentielles de f , g, a,
b, Aη et Bη. Il su�t d'estimer les termes venant de Aη et Bη, c'est-à-dire

‖∇ · (∇u∂yiAη)− ∂yiBη∇p‖V ′ , ‖∇ · (∂yiB∗ηu)‖L2(Ω), ‖B−1
η ∂yiB

∗
ηu‖[H1/2(∂Ω)]3 ,

‖∂yiB−1
η ∇uAη‖[H−1/2(∂Ω)]9 , ‖B−1

η ∇u∂yiAη‖[H−1/2(∂Ω)]9 ,∥∥∥∥∂yi 1

det(∇X0,η)
(∇u)∗Bη

∥∥∥∥
[H−1/2(∂Ω)]9

,

∥∥∥∥ 1

det(∇X0,η)
(∇u)∗∂yiBη

∥∥∥∥
H[−1/2(∂Ω)]9

.

On utilise ici une bonne idée proposée dans [43] et [44] : on estime les termes ci-dessus en
utilisant la régularité de u dans H2 et la régularité de p dans H1. Plus précisément, en utilisant
les injections H1/2(ω) ⊂ L4(ω) et H1/4(ω) ⊂ L8/3(ω), on en déduit que les termes ci-dessus sont
estimés par

‖η‖H3(ω)

(
‖u‖1/4

[H1(Ω)]3 ‖u‖
3/4

[H2(Ω)]3 + ‖p‖1/4

L2(Ω) ‖p‖
3/4

H1(Ω)

)
. (1.4.18)

En utilisant la première partie de cette preuve et en particulier (1.4.17), on obtient pour i = 1, 2

‖∂yiu‖[H1(Ω)]3 + ‖∂yip‖L2
0(Ω) 6 C

(
‖f‖[L2(Ω)]3 + ‖b‖[H1/2(∂Ω)]3 + ‖g‖H1(Ω) + ‖a‖[H3/2(∂Ω)]3

)
+ C‖η‖H3(ω)

(
‖u‖1/4

[H1(Ω)]3 ‖u‖
3/4

[H2(Ω)]3 + ‖p‖1/4

L2(Ω) ‖p‖
3/4

H1(Ω)

)
. (1.4.19)
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On di�érentie (1.4.6)2 par rapport à y3, on obtient∥∥−y3∂y1η∂
2
y3
u1 − y3∂y2η∂

2
y3
u2 + ∂2

y3
u3

∥∥
L2(Ω)

6 C
(
‖f‖[L2(Ω)]3 + ‖b‖[H1/2(∂Ω)]3 + ‖g‖H1(Ω) + ‖a‖[H3/2(∂Ω)]3

)
+ C‖η‖H3(ω)

(
‖u‖1/4

[H1(Ω)]3 ‖u‖
3/4

[H2(Ω)]3 + ‖p‖1/4

L2(Ω) ‖p‖
3/4

H1(Ω)

)
. (1.4.20)

Puis on revient à (1.4.6)1, on obtient aussi∥∥A33∂
2
y3
u1 − y3∂y1η∂y3p

∥∥
L2(Ω)

+
∥∥A33∂

2
y3
u2 − y3∂y2η∂y3p

∥∥
L2(Ω)

+
∥∥A33∂

2
y3
u3 + ∂y3p

∥∥
L2(Ω)

6 C
(
‖f‖[L2(Ω)]3 + ‖b‖[H1/2(∂Ω)]3 + ‖g‖H1(Ω) + ‖a‖[H3/2(∂Ω)]3

)
+ C‖η‖H3(ω)

(
‖u‖1/4

[H1(Ω)]3 ‖u‖
3/4

[H2(Ω)]3 + ‖p‖1/4

L2(Ω) ‖p‖
3/4

H1(Ω)

)
. (1.4.21)

Puisque A33 =
1

1 + η
(1 + (y3∂y1η)2 + (y3∂y2η)2) > 0, on déduit

∥∥∂2
y3
u
∥∥
L2(Ω)3 + ‖∂y3p‖L2(Ω) 6 C

(
‖f‖[L2(Ω)]3 + ‖b‖[H1/2(∂Ω)]3 + ‖g‖H1(Ω) + ‖a‖[H3/2(∂Ω)]3

)
+ C‖η‖H3(ω)

(
‖u‖1/4

[H1(Ω)]3 ‖u‖
3/4

[H2(Ω)]3 + ‖p‖1/4

L2(Ω) ‖p‖
3/4

H1(Ω)

)
.

En combinant cela avec (1.4.19), on déduit le résultat.

On a également besoin du théorème suivant qui est prouvé dans [85].

Théorème 1.4.3. On suppose que β > 0 avec β1 + β2 > 0. Soit η ∈ H3(ω) et δ0 > 0 tels que
1 + η > δ0 sur ω. On considère le système de Stokes non stationnaire suivant :

∂tv −∇ · T(v, π) = 0 dans (0,∞)× Ω,
∇ · v = 0 dans (0,∞)× Ω,
vn0 = 0 sur (0,∞)× ∂Ω,

[2νD(v)n0 + βv]τ0 = g̃ sur (0,∞)× ∂Ω,
v(0, ·) = 0 dans Ω.

(1.4.22)

Il existe γ0 > 0 tel que si

g̃ ∈ W 1/4
γ (0,∞; [H1/2(∂Ω)]3, [L2(∂Ω)]3), g̃n0 = 0. (1.4.23)

pour γ ∈ [0, γ0], alors le problème (1.4.22) admet une solution unique qui satisfait l'estimation

‖v‖2
Wγ(0,∞,[H2(Ω)]3,[L2(Ω)]3) + ‖∇π‖2

L2
γ(0,∞;[L2(Ω)]3) 6 C ‖g̃‖2

W
1/4
γ (0,∞;[H1/2(∂Ω)]3,[L2(∂Ω)]3)

(1.4.24)

où C est une constante positive.
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On rappelle que les espaces W s
γ (0,∞;X1, X2) et L2

γ(0,∞;L2(Ω)) sont dé�nis par (1.2.7) et
(1.2.6).

Remarque 1.4.4. Dans [85], l'auteur suppose que η est plus régulière mais une telle hypothèse
n'est utilisée que pour obtenir un relèvement de la condition aux limites en prenant un système
de Stokes stationnaire de la forme (1.4.1), voir relation (75) dans [85].

On note également que dans [85], la condition (1.4.23) est remplacée par la condition équi-
valente

g̃ ∈ W 1/2
γ (0,∞; [H1(Ω)]3, [L2(Ω)]3), g̃n0 = 0.

Une telle équivalence peut être obtenue en utilisant la surjectivité de l'opérateur de trace (voir
[70, p.21, Théorème 2.3]).

On termine cette section en prouvant l'inégalité de type de Korn (qu'on a utilisée dans la
preuve ci-dessus).

Proposition 1.4.5. On suppose η ∈ W 1,∞(ω). On suppose que β1 + β2 6= 0. Il existe une
constante positive C > 0, telle que

‖u‖[H1(Ω(η))]3 6 C

(
‖D(u)‖[L2(Ω(η))]9 +

∥∥∥√βu
∥∥∥

[L2(∂Ω(η))]3

)
, (1.4.25)

pour tout u ∈ [H1(Ω(η))]3.

Démonstration. On montre d'abord par l'absurde que

‖u‖[L2(Ω(η))]3 6 C

(
‖D(u)‖[L2(Ω(η))]9 +

∥∥∥√βu
∥∥∥

[L2(∂Ω(η))]3

)
. (1.4.26)

On suppose uk ∈ [H1(Ω(η))]3 avec

‖uk‖[L2(Ω(η))]3 = 1, (1.4.27)

et
‖D(uk)‖[L2(Ω(η))]9 +

∥∥∥√βuk

∥∥∥
[L2(∂Ω(η))]3

→ 0.

En utilisant l'inégalité classique de Korn (voir, par exemple, [57]), les relations ci-dessus im-
pliquent que (uk)k converge faiblement vers un certain u ∈ [H1(Ω(η))]3 avec D(u) = 0 et√
βu = 0 sur ∂Ω(η). En particulier, voir [90, Lemme 1.1 p.18], il existe a, b ∈ R3, tels que pour

tout y ∈ Ω(η), u(y) = a+ b ∧ y. En utilisant cela

u(y + L1e1) = u(y), u(y + L2e2) = u(y), (y ∈ Ω(η)),

on déduit que b = 0, donc u = a dans Ω(η). Puisque
√
βu = 0 sur ∂Ω(η), on obtient u = 0

dans Ω(η). A une sous-suite près uk → u fortement dans [L2(Ω(η))]3 et donc de (1.4.27), on a
‖u‖[L2(Ω(η))]3 = 1 ce qui conduit à une contradiction. Pour prouver (1.4.25), on combine (1.4.26)
et l'inégalité classique de Korn (en utilisant le fait que Ω(η) est Lipschitzien ).
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1.5 Système Linéaire

On considère un système linéarisé de (1.3.5), (1.3.6), (1.3.7) :
∂tu−∇ · T(u, p) = f dans (0,∞)× Ω,

∇ · u = 0 dans (0,∞)× Ω,
∂ttη + A1η + A2∂tη = −T ∗(T(u, p)n0) + h dans (0,∞)× ω

(1.5.1)

avec les conditions au bord{
[u− T ∂tη]n0

= 0 sur (0,∞)× ∂Ω,
[2νD(u)n0 + β(u− T ∂tη)]τ0 = g̃ sur (0,∞)× ∂Ω,

(1.5.2)

et avec les conditions initiales 
u(0, ·) = u0 dans Ω,
η(0, ·) = η0 dans ω,

∂tη(0, ·) = η1 dans ω.
(1.5.3)

On considère (v, π) la solution de (1.4.22) associé à g̃. Donc w = u− v et q = p− π véri�ent
∂tw −∇ · T(w, q) = f dans (0,∞)× Ω,

∇ · w = 0 dans (0,∞)× Ω,
∂ttη + A1η + A2∂tη = −T ∗(T(w, q)n0)− T ∗(T(v, π)n0) + h dans (0,∞)× ω

(1.5.4)

avec les conditions au bord{
[w − T ∂tη]n0

= 0 sur (0,∞)× ∂Ω,
[2νD(w)n0 + β(w − T ∂tη)]τ0 = 0 sur (0,∞)× ∂Ω,

(1.5.5)

et avec les conditions initiales 
w(0, ·) = u0 dans Ω,
η(0, ·) = η0 dans ω,

∂tη(0, ·) = η1 dans ω.
(1.5.6)

Pour résoudre (1.5.4)-(1.5.6), on utilise une approche des semi- groupes. On munit l'espace
[L2(Ω)]3 ×D(A

1/2
1 )× L2

0(ω) avec le produit scalaire〈wη1

η2

 ,

 v
ξ1

ξ2

〉 = 〈w, v〉[L2(Ω)]3 +
〈
A

1/2
1 η1, A

1/2
1 ξ1

〉
L2(ω)

+ 〈η2, ξ2〉L2(ω) .

On considère les espaces fonctionnels suivants

H =

{
(w, η1, η2) ∈ [L2(Ω)]3 ×D(A

1/2
1 )× L2

0(ω) | ∇ · w = 0 dans Ω,

[w − T η2]n0
= 0 sur ∂Ω

}
,
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V =
(

[H1(Ω)]3 ×D(A
3/4
1 )×D(A

1/4
1 )
)
∩H. (1.5.7)

On note aussi par P la projection orthogonale

P : [L2(Ω)]3 ×D(A
1/2
1 )× L2

0(ω) −→ H.

En�n, on dé�nit

D(A) = {(w, η1, η2) ∈
(

[H2(Ω)]3 ×D(A1)×D(A
1/2
1 )
)
∩ V,

[2νD(w)n0 + β(w − T η2)]τ0 = 0 sur ∂Ω}, (1.5.8)

A

wη1

η2

 =

 −ν∆w
−η2

A1η1 + A2η2 + T ∗(2νD(w)n0)

 , (1.5.9)

et
D(A) = D(A), A = PA. (1.5.10)

En utilisant la dé�nition ci-dessus, on peut écrire (1.5.4)�(1.5.6) sous la forme

W ′ + AW = PF, W (0) = W 0, (1.5.11)

avec

W =

 w
η
∂tη

 , F =

f0
h

 .

Proposition 1.5.1. On suppose que β1 + β2 6= 0. L'opérateur A dé�ni par (1.5.8)�(1.5.10) est
le générateur in�nitésimal d'un semi-groupe de contractions fortement continu sur H.

Démonstration. Tout d'abord, on montre que l'opérateur A est dissipatif : on suppose que

W =

wη1

η2

 ∈ D(A). Ensuite, par intégration par parties, on obtient :

〈AW,W 〉 = 〈AW,W 〉 = 2ν

∫
Ω

|D(w)|2 dy −
∫
∂Ω

2νD(w)n0 · [w − T (η2)] dΓ +

∫
ω

∣∣∣A1/2
2 η2

∣∣∣2 ds.

On écrit

−
∫
∂Ω

2νD(w)n0 · [w − T (η2)] dΓ = −
∫
∂Ω

2ν[D(w)n0]τ0 · [w − T (η2)]τ0 dΓ

=

∫
∂Ω

β |[w − T (η2)]τ0 |
2 dΓ,
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et on déduit

〈AW,W 〉 = 2ν

∫
Ω

|D(w)|2 dy +

∫
ω

∣∣∣A1/2
2 η2

∣∣∣2 ds+

∫
∂Ω

β|[w − T (η2)]τ0|2 dΓ > 0.

Ensuite, on montre que l'opérateur A est m-dissipatif : on montre que pour certains λ > 0

l'opérateur λI+A est surjectif. Soit F =

fg
h

 ∈ H. Le problème est de trouver

wη1

η2

 ∈ D(A)

solution de l'équation

(λI + A)

wη1

η2

 = F, (1.5.12)

qui est équivalente au système

λw −∇ · T(w, q) = f dans Ω, (1.5.13a)
∇ · w = 0 dans Ω, (1.5.13b)
λη1 − η2 = g sur ω, (1.5.13c)

λη2 + A1η1 + A2η2 = −T ∗(T(w, q)n0) + h sur ω, (1.5.13d)
[w − T η2]n0 = 0 sur ∂Ω, (1.5.13e)

[2νD(w)n0 + β(w − T η2)]τ0 = 0 sur ∂Ω. (1.5.13f)

Pour résoudre le système ci-dessus, on utilise η1 =
1

λ
(g+ η2) pour obtenir un système en (u, η2)

et on introduit l'espace

V =
{

(φ, ξ) ∈ [H1(Ω)]3 ×D(A
1/2
1 ) | ∇ · φ = 0 dans Ω, [φ− T ξ]n0 = 0 sur ∂Ω

}
.

On peut donc écrire l'équation (1.5.12) sous une forme variationnelle : trouver (w, η2) ∈ V tel
que

a

((
w
η2

)
,

(
φ
ξ

))
= L

(
φ
ξ

) ((
φ
ξ

)
∈ V

)
, (1.5.14)

avec a : V × V −→ R donnée par

a

((
w
η2

)
,

(
φ
ξ

))
= λ

∫
Ω

w · φ dy + 2ν

∫
Ω

D(w) : D(φ) dy + λ

∫
ω

η2 · ξ ds+

∫
ω

(A2η2) · ξ ds

+
1

λ

∫
ω

(A
1/2
1 η2) · (A1/2

1 ξ) ds+

∫
∂Ω

β[w − T (η2)]τ0 · [φ− T (ξ)]τ0 dΓ,

et L : V −→ R donnée par

L

(
φ
ξ

)
=

∫
Ω

f · φ dy +

∫
ω

h · ξ ds− 1

λ

∫
ω

(A
1/2
1 g) · (A1/2

1 ξ) ds.
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La forme bilinéaire a est continue et coercive sur V grâce à l'inégalité classique de Korn. On
peut aussi véri�er que L est linéaire et continue sur V . Selon le théorème de Lax-Milgram, il
existe une unique (u, η2) ∈ V solution de (1.5.14).

Maintenant, en prenant ξ = 0 et φ ∈ Dσ(Ω), l'équation (1.5.14) devient

λ

∫
Ω

w · φ dy + 2ν

∫
Ω

D(w) : D(φ) dy =

∫
Ω

f · φ dy,

ce qui est équivalent à
〈λw − ν∆w − f, φ〉 = 0, ∀φ ∈ Dσ(Ω).

En utilisant le théorème de De Rham [89, Proposition 1.2, p.14], on déduit l'existence d'un
unique q ∈ L2(Ω)/R tel que (1.5.13a) est satisfaite. En particulier, on a ∇ · T(w, q) ∈ [L2(Ω)]3

et T(w, q) ∈ [L2(Ω)]9. Par conséquent, on en déduit que T(w, q)n0 ∈ [H−1/2(∂Ω)]3 et∫
Ω

T(w, q) : D(φ) dy − 〈T(w, q)n0, φ〉H−1/2,H1/2 =

∫
Ω

(f − λw) · φ dy, (1.5.15)

pour tout φ ∈ [H1(Ω)]3, ∇ · φ = 0, φn0 = 0. D'autre part, en prenant ξ = 0 dans (1.5.14) on
obtient

λ

∫
Ω

w · φ dy + 2ν

∫
Ω

D(w) : D(φ) dy + 〈β[w − T (η2)]τ0 , φ 〉H−1/2,H1/2 =

∫
Ω

f · φ dy, (1.5.16)

pour tout φ ∈ [H1(Ω)]3, ∇ · φ = 0, φn0 = 0. En comparant (1.5.15) et (1.5.16) et en tenant
compte du fait que∫

Ω

T(w, q) : D(φ) dy = 2ν

∫
Ω

D(w) : D(φ) dy, ∀φ ∈ [H1(Ω)]3, ∇ · φ = 0, φn0 = 0,

on obtient

− 〈T(w, q)n0, φ〉H−1/2,H1/2 = 〈[β(w − T η2)]τ0 , φ〉H−1/2,H1/2 ,

∀φ ∈ [H1(Ω)]3, ∇ · φ = 0, φn0 = 0. (1.5.17)

Soit φ ∈ [H1/2(∂Ω)]3 telle que φn0 = 0, et soit le système
−∇ · T(ĝ, q̂) = 0 dans Ω,

∇ · ĝ = 0 dans Ω,
ĝ = φ sur ∂Ω.

Le système ci-dessus admet une solution unique (ĝ, q̂) ∈ [H1(Ω)]3×L2
0(Ω) telle que ∇· ĝ = 0 et

ĝ|∂Ω = φ. Cela implique que (1.5.17) est satisfaite pour tout φ ∈ [H1(Ω)]3, φn0 = 0. En insérant
(1.5.17) dans (1.5.15) on obtient∫

Ω

2νD(w) : D(φ) dy −
∫

Ω

q∇ · φ dy + 〈β(w − T η2)τ0 , φτ0〉H−1/2,H1/2

=

∫
Ω

(f − λw) · φ dy, (1.5.18)
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pour tout φ ∈ [H1(Ω)]3, φn0 = 0 .
Ainsi, on déduit que (w, q) est une solution faible de (1.5.13a), (1.5.13b), (1.5.13e) et (1.5.13f)

au sens de la dé�nition 1.4.1. Puisque η2 ∈ H2(ω), T η2 ∈ [H2(∂Ω)]3 on peut appliquer le
Théorème 1.4.2 et obtenir (w, q) ∈ [H2(Ω)]3 ×H1(Ω)/R.

En revenant à la formulation variationnelle (1.5.14), on déduit∫
ω

(A
1/2
1 η1) · (A1/2

1 ξ) ds = −λ
∫
ω

η2 · ξ ds−
∫
ω

(A2η2) · ξ ds

−
∫
ω

T ∗(T(u, q)n0) · ξ ds+

∫
ω

h · ξ ds,

pour tout ξ ∈ D(A
1/2
1 ) et où η1 =

1

λ
(g+η2). On a T(w, q)n0 ∈ [H1/2(∂Ω)]3 et ainsi T ∗(T(w, q)n0) ∈

L2
0(ω). En outre, puisque η2 ∈ H2(ω), on déduit que η2 ∈ D(A2). Ainsi A1η1 ∈ L2

0(ω).
En appliquant le théorème de Lumer-Phillips, on conclut que (e−tA)t>0 est un semi-groupe

de contractions sur H.

A�n de prouver que (e−tA)t>0 est un semi-groupe analytique, on utilise le Lemme 3.10 dans
[11]. On doit d'abord montrer que (e−tA)t>0 est exponentiellement stable.

Proposition 1.5.2. On suppose que β1+β2 6= 0. Le semi-groupe (e−tA)t>0 est exponentiellement
stable.

Démonstration. Puisque (e−tA)t>0 est un semi-groupe de contractions, on applique le résultat
classique de Huang-Gearhart (voir par exemple [71, Théorème 1.3.2, p.4]). On doit montrer
que

iR ⊂ ρ(A) et sup
λ∈R

∥∥(iλ Id +A)−1
∥∥ <∞.

En utilisant la preuve de [11, Proposition 3.5], il su�t de montrer l'existence de C > 0 telle que

∀λ ∈ C, Reλ ∈ (0, 1),
∥∥(λ Id +A)−1

∥∥
H 6 C.

On considère λ ∈ C, avec Reλ ∈ (0, 1), F =

fg
h

 ∈ H et

wη1

η2

 ∈ D(A) tels que

(λ Id +A)

wη1

η2

 = F. (1.5.19)

On peut écrire la relation ci-dessus comme le système (1.5.13). On multiplie (1.5.13a) par w,
(1.5.13d) par η2 et on e�ectue des intégrations par parties pour en déduire

Reλ

(
‖w‖2

[L2(Ω)]3 + ‖η2‖2
L2(ω) +

∥∥∥A1/2
1 η1

∥∥∥2

L2(ω)

)
+ 2ν ‖Dw‖2

[L2(Ω)]9 +

∫
∂Ω

β|(w − T η2)τ0|2dΓ

+
∥∥∥A1/2

2 η2

∥∥∥2

L2(ω)
6 C ‖F‖H ‖(w, η1, η2)‖H . (1.5.20)
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On a
‖η2‖2

L2
0(ω) 6 C

∥∥∥A1/2
2 η2

∥∥∥2

L2
0(ω)

6 C ‖F‖H ‖(w, η1, η2)‖H . (1.5.21)

D'autre part, on a

‖w‖2
[L2(∂Ω)]3 6 C(‖β(w − T η2)‖2

[L2(∂Ω)]3 + ‖T η2‖2
[L2(∂Ω)]3).

En utilisant (1.4.25), (1.5.21) et le fait que T ∈ L(L2(ω), [L2(∂Ω)]3), on obtient

‖w‖2
[H1(Ω)]3 6 C ‖F‖H ‖W‖H . (1.5.22)

En suivant la démonstration de la Proposition 3.5 dans [11], on a∥∥∥A1/2
1 η1

∥∥∥2

L2
0(ω)

6 C
(
‖w‖2

H1(Ω) + ‖F‖2
H + ‖F‖H ‖(w, η1, η2)‖H

)
.

En rassemblant l'inégalité ci-dessus avec (1.5.22) et (1.5.21), on obtient

‖(w, η1, η2)‖H 6 C ‖F‖H ,

pour une certaine constante positive C. Ceci conclut la preuve.

Proposition 1.5.3. On suppose que β1 + β2 6= 0. L'opérateur A est le générateur in�nitésimal
d'un semi-groupe analytique sur H.

Démonstration. On applique le Lemme 3.10 dans [11] : puisque (e−tA)t>0 est exponentiellement
stable, il su�t de montrer∥∥(λ Id +A)−1F

∥∥
H 6

C

|λ|
‖F‖H (F ∈ H, λ ∈ iR∗). (1.5.23)

On suppose λ ∈ iR∗, F =

fg
h

 ∈ H et on considère W = (λ Id +A)−1F . On écrit W =wη1

η2

 de sorte que (1.5.13) est véri�ée. On procède maintenant comme dans [11, Proposition

3.11] : on multiplie (1.5.13a) par u et (1.5.13d) par η2 et on intègre par parties

λ

(∫
Ω

|w|2 dy + ‖η2‖2
L2(ω) −

∥∥∥A1/2
1 η1

∥∥∥2

L2(ω)

)
+ 2ν

∫
Ω

|Dw|2 dy +
∥∥∥A1/2

2 η2

∥∥∥2

L2(ω)

+

∫
∂Ω

β|(w − T η2)τ0|2 dΓ = 〈F,W 〉. (1.5.24)

En multipliant par λ et en prenant la partie réelle, on trouve

|λ|2 ‖W‖2
H = 2|λ|2

∥∥∥A1/2
1 η1

∥∥∥2

L2(ω)
+ Re 〈F ;λW 〉 .

23



En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

|λ|2 ‖W‖2
H 6 4|λ|2

∥∥∥A1/2
1 η1

∥∥∥2

L2
+ ‖F‖2

H . (1.5.25)

Puisque A1 et A2 sont des opérateurs positifs auto-adjoints et
D(A

1/4
1 ) = D(A

1/2
2 ), on applique [25, Théorème 1.1] pour déduire que

A =

[
0 Id
A1 A2

]
est le générateur in�nitésimal d'un semi-groupe analytique sur D(A

1/2
1 )× L2

0(ω). On a en par-
ticulier

|λ|
∥∥(λ Id +A)−1Z

∥∥
D(A

1/2
1 )×L2

0(ω)
6 C ‖Z‖D(A

1/2
1 )×L2

0(ω)
(λ ∈ iR∗, Z ∈ D(A

1/2
1 )× L2

0(ω)).

En appliquant cette estimation sur (1.5.13c)-(1.5.13d), on déduit

|λ|
(∥∥∥A1/2

1 η1

∥∥∥
L2(ω)

+ ‖η2‖L2(ω)

)
6 C

(
‖T ∗(T(w, q)n0)‖L2(ω) +

∥∥∥A1/2
1 g

∥∥∥
L2(ω)

+ ‖h‖L2(ω)

)
.

(1.5.26)
On utilise le fait que T ∗ ∈ L([L2(∂Ω)]3, L2

0(ω)) et on combine (1.5.26) et (1.5.25) pour trouver

|λ| ‖W‖H 6 C
(
‖T(w, q)n0)‖[L2(∂Ω)]3 + ‖F‖H

)
. (1.5.27)

En combinant le Théorème 1.4.2 et un argument d'interpolation, on obtient pour ε < 1/4

‖T(w, q)n0‖[L2(∂Ω)]3 6 C
(
‖(∇ · (T(w, q)))‖[H−2ε(Ω)]3 + ‖T η2‖[H2−2ε(∂Ω)]3

)
. (1.5.28)

Le reste de la preuve est similaire à la preuve de [11, Proposition 3.11].

On rappelle que X∞,γ est l'espace donné dans (1.2.12). On est maintenant en mesure de
donner le théorème suivant.

Théorème 1.5.4. On suppose que β1 + β2 6= 0. Il existe γ0 > 0 tel que si

(u0, η0, η1) ∈ V, f ∈ L2
γ(0,+∞; [L2(Ω)]3), h ∈ L2

γ(0,+∞;L2
0(ω)),

et
g̃ ∈ W 1/4

γ (0,+∞; [H1/2(∂Ω)]3, [L2(∂Ω)]3) avec g̃n0 = 0,

pour γ ∈ [0, γ0], alors il existe une unique solution (u, p, η) ∈ X∞,γ sur (0,+∞) du système
(1.5.1)-(1.5.3). De plus il existe une constante positive C telle que

‖(u, p, η)‖X∞,γ 6 C
(∥∥(u0, η0, η1)

∥∥
V + ‖f‖L2

γ(0,+∞;[L2(Ω)]3) + ‖g̃‖
W

1/4
γ (0,+∞;[H1/2(∂Ω)]3,[L2(∂Ω)]3)

+ ‖h‖L2
γ(0,+∞;L2(ω))

)
. (1.5.29)
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Démonstration. PuisqueA génère un semi-groupe analytique et exponentiellement stable, d'après
[15, Théorème 3.1, p.143], l'équation d'évolution (1.5.11) admet une solution forte unique et
véri�e les estimations

‖(w, η1, η2)‖L2
γ(0,+∞;D(A)) + ‖(w, η1, η2)‖L∞γ (0,+∞;V) + ‖(w, η1, η2)‖H1

γ(0,+∞;H)

6 C
(∥∥(u0, η0, η1)

∥∥
V + ‖f‖L2

γ(0,+∞;[L2(Ω)]3) + ‖h‖L2
γ(0,+∞;L2(ω))

)
. (1.5.30)

En appliquant le théorème de De Rham [89, Proposition 1.2, p.14], on déduit l'existence de
q ∈ L2

γ(0,∞;H1(Ω)/R) tel que (w, η, q) est la solution de (1.5.4)-(1.5.6). En posant u = w + v,
p = q + π où (v, π) est la solution de (1.4.22) associée à g̃, on obtient le résultat.

Corollaire 1.5.5. On suppose que β1 + β2 6= 0. Soit T > 0 et

(u0, η0, η1) ∈ V, f ∈ L2(0, T ; [L2(Ω)]3), h ∈ L2(0, T ;L2
0(ω)),

g̃ ∈ W 1/4(0, T ; [H1/2(∂Ω)]3, [L2(∂Ω)]3) avec g̃n0 = 0.

Alors il existe une unique solution (u, p, η) ∈ XT sur (0, T ) du système (1.5.1)-(1.5.3). De plus,
il existe une constante positive indépendante de T telle que

‖(u, p, η)‖XT 6 C
(∥∥(u0, η0, η1)

∥∥
V + ‖f‖L2(0,T ;[L2(Ω)]3) + ‖g̃‖W 1/4(0,T ;[H1/2(∂Ω)]3,[L2(∂Ω)]3)

+ ‖h‖L2(0,T ;L2(ω))

)
. (1.5.31)

Démonstration. On étend f , g̃, h par 0 dans (T,∞) et on applique le Théorème 1.5.4.

On peut maintenant traiter le cas βi = 0 pour i = 1, 2

Théorème 1.5.6. On suppose que β1 = β2 = 0. Soit T > 0 et

(u0, η0, η1) ∈ V, f ∈ L2(0, T ; [L2(Ω)]3), h ∈ L2(0, T ;L2
0(ω)),

g̃ ∈ W 1/4(0, T ; [H1/2(∂Ω)]3, [L2(∂Ω)]3) avec g̃n0 = 0.

Alors il existe une unique solution (u, p, η) ∈ XT sur (0, T ) du système (1.5.1)-(1.5.3). De plus,
il existe une constante positive (non décroissante par rapport à T ) telle que

‖(u, p, η)‖XT 6 C
(∥∥(u0, η0, η1)

∥∥
V + ‖f‖L2(0,T ;[L2(Ω)]3) + ‖g̃‖W 1/4(0,T ;[H1/2(∂Ω)]3,[L2(∂Ω)]3)

+ ‖h‖L2(0,T ;L2(ω))

)
. (1.5.32)

Démonstration. On introduit l'espace

X = W 1/4(0, T ; [H1/2(∂Ω)]3, [L2(∂Ω)]3)×W 1/4(0, T ;H1/2(ω), L2(ω)).

25



Soit (ũ, η̃2) ∈ X. D'après le Corollaire 1.5.5 (avec β1 = β2 = 1), il existe une solution forte
unique (u, p, η) ∈ XT du système (1.5.1), (1.5.3) avec les conditions au bord{

[u− T ∂tη]n0
= 0 t ∈ (0, T ), y ∈ ∂Ω,

[2νD(u)n0]τ0 + [u− T ∂tη]τ0 = g̃ + [ũ− T η̃2]τ0 t ∈ (0, T ), y ∈ ∂Ω.
(1.5.33)

En utilisant des théorèmes de trace et la dé�nition (1.2.10) de XT on peut donc dé�nir l'appli-
cation

F : X −→ X,
(
ũ
η̃2

)
7−→

(
u
∂tη

)
.

On montre que l'application F est une contraction pour T assez petit : on suppose (ũi, η̃i2) ∈ X,
i = 1, 2 et soient (ui, pi, ηi) ∈ XT i = 1, 2 les solutions correspondantes du système

(1.5.1), (1.5.3), (1.5.33). On pose

u = u1 − u2, p = p1 − p2, η = η1 − η2, ũ = ũ1 − ũ2, η̃2 = η̃1
2 − η̃2

2

et on obtient 
∂tu−∇ · T(u, p) = 0 dans (0,∞)× Ω,

∇ · u = 0 dans (0,∞)× Ω,
∂ttη + A1η + A2∂tη = −T ∗(T(u, p)n0) dans (0,∞)× ω,

(1.5.34)

{
[u− T ∂tη]n0

= 0 sur (0,∞)× ∂Ω,
[2νD(u)n0 + (u− T ∂tη)]τ0 = [(ũ− T η̃2)]τ0 sur (0,∞)× ∂Ω,

(1.5.35)
u(0, ·) = 0 dans Ω,
η(0, ·) = 0 dans ω,

∂tη(0, ·) = 0 dans ω.
(1.5.36)

D'après (1.5.31) et le fait que T soit borné, on obtient

‖(u, p, η)‖XT 6 C ‖(ũ, η̃2)‖X . (1.5.37)

D'après (1.2.10), (1.2.11), le théorème de trace et le Lemme A.5 dans [17], il existe une constante
C indépendante de T telle que

‖∂tη‖H3/4(0,T ;H1/2(ω)) + ‖v‖H5/8(0,T ;[L2(∂Ω)]3) + ‖v‖L∞(0,T ;[H1/2(∂Ω)]3) 6 C ‖(u, p, η)‖XT . (1.5.38)

D'après le Corollaire A.3 dans [17] et (1.5.36), on déduit

‖∂tη‖H1/4(0,T ;L2(ω)) + ‖v‖H1/4(0,T ;[L2(∂Ω)]3) 6 C(T 3/4 + T 3/8) ‖(u, p, η)‖XT (1.5.39)

et
‖∂tη‖L2(0,T ;H1/2(ω)) + ‖v‖L2(0,T ;[H1/2(∂Ω)]3) 6 CT 1/2 ‖(u, p, η)‖XT . (1.5.40)

En combinant les estimations (1.5.38), (1.5.39), (1.5.40), on obtient∥∥F(ũ1, η̃1)− F(ũ2, η̃2)
∥∥
X 6 C(T 3/4 + T 3/8)

∥∥(ũ1, η̃1)− (ũ2, η̃2)
∥∥
X

Cela montre que F est une contraction pour T assez petit et en utilisant le théorème du point
�xe de Banach, on déduit l'existence et l'unicité d'une solution forte pour le système (1.5.1)-
(1.5.3) (avec β1 = β2 = 0) et l'estimation (1.5.32). Pour en déduire le résultat pour tout T , on
répète simplement la procédure ci-dessus sur des petits intervalles [kT0, (k + 1)T0], où T0 est
telle que F soit une contraction.
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1.6 Point �xe

Dans cette section, on montre le résultat principal dans le Théorème 1.1.1. En utilisant la
Dé�nition 1.3.1, on reformule d'abord ce résultat après un changement de variables.

Théorème 1.6.1.

1. Soit βi > 0, i = 1, 2. On suppose que (u0, η0, η1) ∈ V avec

1 + η0 > 0.

Il existe un temps T0 > 0 (ne dépendant que de ‖(u0, η0, η1)‖V) tel que le système (1.3.5),
(1.3.6) et (1.3.7) admet une solution forte unique (u, p, η) ∈ XT pour T < T0.

2. Soit βi > 0 avec β1 + β2 > 0, i = 1, 2. Il existe R0 > 0 tel que pour tout (u0, η0, η1) ∈ V
avec

1 + η0 > 0 et avec ‖(u0, η0, η1)‖V 6 R0,

alors le système (1.3.5), (1.3.6) et (1.3.7) admet une solution forte unique (u, p, η) ∈ X∞,γ
sur (0,∞) pour γ ∈ [0, γ0].

On rappelle que V est dé�ni par (1.5.7). Le résultat ci-dessus est obtenu en utilisant un
argument du point �xe.

Tout d'abord, on montre l'existence locale dans le temps. On dé�nit pour tout T > 0 l'espace

YT = L2(0, T ; [L2(Ω)]3)×W 1/4(0, T ; [H1/2(∂Ω)]3, [L2(∂Ω)]3)× L2(0, T ;L2(ω)), (1.6.1)

et pour R > 0, on dé�nit l'ensemble

BT,R = {(f, g̃, h) ∈ YT | ‖(f, g̃, h)‖YT 6 R}. (1.6.2)

Dans la suite, on note par C une quantité qui ne dépend pas de R et T . On commence d'abord
par supposer ∥∥(u0, η0, η1)

∥∥
V 6 R. (1.6.3)

Ainsi, en appliquant le théorème 1.5.6, on sait que pour tout (f, g̃, h) ∈ BT,R, il existe une
unique solution (u, p, η) ∈ XT de (1.5.1)-(1.5.3). De plus, l'estimation (1.5.29) donne

‖(u, p, η)‖XT 6 CR, (1.6.4)

pour une constante positive C. Pour l'existence locale, la constante R est �xée. Dans la section
suivante, on montre que pour T assez petit, on peut dé�nir F,G,H par (1.3.9), (1.3.10) et
(1.3.14) et donc on considère l'application Φ dé�nie comme suit :

Φ : BT,R −→ YT , (f, g̃, h) 7−→ (F (u, p, η), G(u, η), H(u, η)). (1.6.5)

Dans ce qui suit, on montre que pour T su�samment petit, on a Φ(BT,R) ⊂ BT,R et Φ|BT,R est
une contraction stricte.
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Tout d'abord, on remarque que (1.6.4) donne plusieurs autres estimations utiles. D'après
(1.2.10), (1.2.11) et le Lemme A.5 dans [17], il existe une constante C indépendante de T telle
que

‖η‖H1(0,T ;H2(ω)) + ‖η‖H3/4(0,T ;H5/2(ω)) + ‖∂tη‖L4(0,T ;H3/2(ω)) +
∥∥∂sjη∥∥H7/8(0,T ;H5/4(ω))

+
∥∥∥∂2

sjsk
η
∥∥∥
H7/8(0,T ;L8/3(ω))

+ ‖u‖L3(0,T ;[H5/3(Ω)]3)

+ ‖u‖H1/4(0,T ;[H1(∂Ω)]3) + ‖u‖H3/4(0,T ;[L2(∂Ω)]3) 6 CR. (1.6.6)

Ici et dans ce qui suit, on utilise la notation suivante pour les dérivées de la fonction η =
η(t, s1, s2) :

∂sjη, ∂2
sjsk

η et ∂3
sisjsk

η (i, j, k ∈ {1, 2}).

Pour simpli�er, dans tout ce qui suit, on suppose

T 6 1. (1.6.7)

L'hypothèse ci-dessus simpli�e les estimations dans le sens qu'on ne conserve que la plus petite
puissance de T . On note également par CR une constante qui peut dépendre de R de manière
non décroissante (typiquement la somme de CRm, m ∈ N, C > 0). La valeur de ces constantes
peut changer d'une apparence à l'autre.

1.6.1 Estimations sur le changement de variables

On montre d'abord quelques estimations utiles sur η

Lemme 1.6.2. On a∥∥η − η0
∥∥
L∞(0,T ;L∞(ω))

6 C
∥∥η − η0

∥∥
L∞(0,T ;H2(ω))

6 CRT
1/2. (1.6.8)

En particulier, il existe

T0 =
C

R2
> 0

tel que si T 6 T0, alors ∥∥∥∥ 1

1 + η

∥∥∥∥
L∞(0,T ;L∞(ω))

6 C. (1.6.9)

On a aussi les estimations suivantes∥∥∂sjη − ∂sjη0
∥∥
L∞(0,T ;L∞(ω))

6 CRT
1/4, (1.6.10)

∥∥η − η0
∥∥
L∞(0,T ;H5/2(ω))

+
∥∥∥∂2

sjsk
η − ∂2

sjsk
η0
∥∥∥
L∞(0,T ;L4(ω))

6 CRT
1/4, (1.6.11)

‖∂tη‖L6(0,T ;H1(ω)) 6 CRT
1/6. (1.6.12)
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Démonstration. Pour montrer (1.6.8), on écrit

η(t, ·) = η0 +

∫ t

0

∂tη(t′, ·)dt′ (1.6.13)

et on le combine avec (1.6.6) et avec H2(ω) ↪→ L∞(ω).
Puisque

η0 ∈ D(A
3/4
1 ) = H3(ω) ↪→ C0(ω),

il existe ε > 0 tel que 1 + η0 > 2ε. En utilisant (1.6.8), on obtient (1.6.9) si T est su�samment
petit.

On pose ξ = ∂sjη − ∂sjη
0 et ξ∗(z, ·) = ξ (zT, ·), z ∈ [0, 1]. Ensuite on combine (A.6.1),

l'injection H3/4(0, 1) ↪→ L∞(0, 1), le Lemme A.1 dans [17] et (1.6.6) pour obtenir

‖ξ‖L∞(0,T ;H3/2(ω)) = ‖ξ∗‖L∞(0,1;H3/2(ω)) 6 C ‖ξ∗‖H3/4(0,1;H3/2(ω)) 6 Cbξ∗c3/4,2,(0,1),H3/2(ω))

= CT 1/4bξc3/4,2,(0,T ),H3/2(ω)) 6 CT 1/4
∥∥∂sjη∥∥H3/4(0,T ;H3/2(ω))

6 CT 1/4R.

Ensuite, on en déduit (1.6.10) et (1.6.11) en utilisant H3/2(ω) ↪→ L∞(ω) et H1/2(ω) ↪→ L4(ω).
Finalement, (1.6.12) est une conséquence de (1.6.6) et (1.2.11).

Maintenant, on montre quelques estimations sur les changements de variables X et Y dé�nis
par (1.3.2). On rappelle que aik est donné par (1.3.8).

Lemme 1.6.3. On suppose (1.6.7). Alors on a

‖aik(X)− δik‖L∞(0,T ;L∞(Ω)) + ‖∇Y (X)− I3‖L∞(0,T ;[L∞(Ω)]9) 6 CRT
1/4. (1.6.14)

‖aik(X)‖L∞(0,T ;L∞(Ω)) + ‖∇Y (X)‖L∞(0,T ;[L∞(Ω)]9) 6 CR. (1.6.15)

∥∥∥∥∂aik∂yj
(X)

∥∥∥∥
L∞(0,T ;L4(Ω))

+

∥∥∥∥ ∂2Yi
∂xj∂xk

(X)

∥∥∥∥
L∞(0,T ;L4(Ω))

6 CRT
1/4. (1.6.16)

∥∥∥∥∂2aik
∂x2

j

(X)

∥∥∥∥
L∞(0,T ;L2(Ω))

6 CR. (1.6.17)

‖∂tY (X)‖L4(0,T ;[L∞(Ω)]3) 6 CR. (1.6.18)

‖∂taik(X)‖L6(0,T ;L2(Ω)) 6 CRT
1/6. (1.6.19)

Démonstration. Par dé�nition (voir (1.3.1) et (1.3.2)), on rappelle que

Y3(t, x) =
1 + η0(x1, x2)

1 + η(t, x1, x2)
x3, Yi(t, x) = xi, i = 1, 2.
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En conséquence, l'estimation de ∇Y (X)− I3 est réduite à l'estimation des termes suivants∥∥∥∥∂Y3

∂xj
(X)

∥∥∥∥
L∞(0,T ;L∞(Ω))

, j = 1, 2 and
∥∥∥∥∂Y3

∂x3

(X)− 1

∥∥∥∥
L∞(0,T ;L∞(Ω))

. (1.6.20)

On a
∂Y3

∂x3

(X)− 1 =
η0 − η
1 + η

. (1.6.21)

En utilisant (1.6.8) et (1.6.9), on déduit∥∥∥∥∂Y3

∂x3

(X)− 1

∥∥∥∥
L∞(0,T ;L∞(Ω))

6 CRT
1/2. (1.6.22)

D'autre part, pour j = 1, 2, on a

∂Y3

∂xj
(X) = y3

(∂sjη
0 − ∂sjη)

1 + η0
+ y3∂sjη

(η − η0)

(1 + η)(1 + η0)
(1.6.23)

et donc, en utilisant (1.6.4), (1.6.3), (1.6.8) et (1.6.10),∥∥∥∥∂Y3

∂xj
(X)

∥∥∥∥
L∞(0,T ;L∞(Ω))

6 CT 1/4R + CT 1/2R2 6 CRT
1/4.

Par conséquent, on obtient (1.6.14) et ainsi (1.6.15).
On a pour k, j ∈ {1, 2},

∂2Y3

∂xk∂xj
(X) = y3

(∂2
sjsk

η0 − ∂2
sjsk

η)

(1 + η0)
+ y3∂skη

(∂sjη − ∂sjη0)

(1 + η)(1 + η0)
+ y3∂sjη

(∂skη − ∂skη0)

(1 + η)(1 + η0)

+ y3(η − η0)

(
∂2
sksj

η

(1 + η0)(1 + η)
− 2

∂skη∂sjη

(1 + η0)(1 + η)2

)
. (1.6.24)

D'où, on obtient∥∥∥∥ ∂2Y3

∂xk∂xj
(X)

∥∥∥∥
L∞(0,T ;L4(ω))

6 C

(∥∥∥∂2
sjsk

η − ∂2
sjsk

η0
∥∥∥
L∞(0,T ;L4(ω))

+R
∥∥∂sjη0 − ∂sjη

∥∥
L∞(0,T ;L∞(ω))

+
∥∥η0 − η

∥∥
L∞(0,T ;L∞(ω))

(∥∥∥∂2
sjsk

η
∥∥∥
L∞(0,T ;L4(ω))

+R2

))
.

En utilisant (1.6.11), (1.6.10) et (1.6.8), on obtient (1.6.16). Les autres cas pour k, j sont plus
faciles à faire.

La troisième dérivée
∂3Y

∂xj∂k∂xl
implique les termes suivants

y3

∂3
sjsksl

η0

1 + η0
, y3

∂slη∂
2
sjsk

η0

(1 + η)(1 + η0)
, y3

∂slη
0∂2
sjsk

η

(1 + η)(1 + η0)
, y3

∂3
sjsksl

η

1 + η
, y3

∂slη∂
2
sjsk

η

(1 + η)2
,

y3

∂sjη∂skη∂slη

(1 + η)3
, y3

∂sjη∂skη∂slη
0

(1 + η)2(1 + η0)
.
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Donc, en utilisant (1.6.4), (1.6.10), (1.6.11), (1.6.8) et (1.2.11), on obtient (1.6.17).
On a

∂tY (X) = −y3
∂tη

1 + η
e3

et ainsi
‖∂tY (X)‖L4(0,T ;[L∞(Ω)]3) 6 CR ‖∂tη‖L4(0,T ;L∞(ω)) .

D'où, en utilisant (1.6.3) et (1.6.6), on obtient (1.6.18).
Les termes �gurant dans ∂taik(X) sont de la forme

y3

∂tη∂sjη

(1 + η)2
, y3

∂tη∂sjη
0

(1 + η)(1 + η0)
, y3

∂2
tsj
η

(1 + η)
, −(1 + η0)∂tη

(1 + η)2
.

Par conséquent, en utilisant (1.6.8) et (1.6.10), on obtient

‖∂taik(X)‖L6(0,T ;L2(Ω)) 6 CR ‖∂tη‖L6(0,T ;H1(ω)) .

L'estimation ci-dessus et (1.6.12) donnent (1.6.19).

Maintenant, on a besoin du lemme suivant pour estimer les termes sur le bord.

Lemme 1.6.4. On suppose (1.6.7). Alors on a les estimations suivantes

‖∇Y (X)− I3‖L∞(0,T ;[H3/2(∂Ω)]9) + ‖aik(X)− δik‖L∞(0,T ;H3/2(∂Ω))

+ ‖n0 − n‖L∞(0,T ;[H3/2(∂Ω)]3) +
∥∥τ i0 − τ i∥∥L∞(0,T ;[H3/2(∂Ω)]3)

6 CRT
1/4. (1.6.25)∥∥∥∥∂amk∂xj

(X)

∥∥∥∥
L∞(0,T ;H1/2(∂Ω))

6 CRT
1/4. (1.6.26)

‖∇Y (X)− I3‖H7/8(0,T ;[L∞(∂Ω)]9) + ‖aik(X)− δik‖H7/8(0,T ;L∞(∂Ω))

+ ‖n0 − n‖H7/8(0,T ;[L∞(∂Ω)]3) +
∥∥τ i0 − τ i∥∥H7/8(0,T ;[L∞(∂Ω)]3)

6 CR. (1.6.27)∥∥∥∥∂amk∂xj
(X)

∥∥∥∥
H7/8(0,T ;L8/3(∂Ω))

6 CR. (1.6.28)

Démonstration. La relation (1.6.25) est une conséquence de (1.6.21), (1.6.23), (1.1.5) et (1.3.11)
combinée avec (1.6.11). On obtient (1.6.26) en utilisant le Lemme 1.6.2 avec (1.3.8).

En utilisant (1.6.6) et H5/4(ω) ↪→ L∞(ω), on obtient∥∥∂sjη0 − ∂sjη
∥∥
H7/8(0,T ;L∞(ω))

6 CR. (1.6.29)

Pour (α1, α2, α3) ∈ N3, on en déduit aussi

ηα1(∂sjη)α2

(1 + η)α3
(∂sjη

0 − ∂sjη) ∈ H7/8(0, T ;L∞(ω)).
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Néanmoins, il faut veiller à la dépendance en T de la norme correspondante. Pour ce faire, on
remarque que si

f, g ∈ H7/8(0, T ;L∞(ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(ω)),

alors
fg ∈ H7/8(0, T ;L∞(ω)) ∩ L∞(0, T ;L∞(ω)),

et

‖fg‖H7/8(0,T ;L∞(ω))∩L∞(0,T ;L∞(ω)) 6 C‖f‖H7/8(0,T ;L∞(ω))∩L∞(0,T ;L∞(ω))‖g‖H7/8(0,T ;L∞(ω))∩L∞(0,T ;L∞(ω)).

où ‖·‖H7/8(0,T ;L∞(ω))∩L∞(0,T ;L∞(ω)) = ‖·‖H7/8(0,T ;L∞(ω)) + ‖·‖L∞(0,T ;L∞(ω)).
La dernière estimation est obtenue en écrivant la dé�nition (1.2.4) de la norme dansH7/8(0, T ;L∞(ω)).
Ensuite, en combinant (1.6.29) avec (1.6.4), on obtient∥∥∥∥ηα1(∂sjη)α2

(1 + η)α3
(∂sjη

0 − ∂sjη)

∥∥∥∥
H7/8(0,T ;L∞(ω))

6 CR.

De cette estimation et (1.6.21), (1.6.23), (1.1.5) et (1.3.11), on obtient (1.6.27).

Pour montrer (1.6.28), on utilise le fait que les termes apparaissant dans
∂amk
∂xj

(X) sont de

la forme (1.6.24). En combinant les arguments ci-dessus avec (1.6.6) et (1.6.4), on déduit le
résultat.

1.6.2 Estimations de F , G, H

Proposition 1.6.5. On suppose que F , G, H sont donnés par (1.3.9), (1.3.14), (1.3.10). Alors
on a

‖F (u, p, η)‖L2(0,T ;[L2(Ω)]3) 6 CRT
1/6, (1.6.30)

‖H(u, η)‖L2(0,T ;L2(ω)) 6 CRT
1/4, (1.6.31)

‖G(u, η)‖L2(0,T ;H1/2(∂Ω)) + ‖G(u, η)‖H1/4(0,T ;L2(∂Ω)) 6 CRT
1/8. (1.6.32)

Démonstration. En utilisant (1.6.14), (1.6.15), on obtient∥∥∥∥(aik(X)
∂Ym
∂xj

(X)
∂Yl
∂xj

(X)− δikδmjδjl)
∂2uk
∂yl∂ym

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

6 CRT
1/4, (1.6.33)

‖(δik − aik(X))∂tuk‖L2(0,T ;L2(Ω) 6 CRT
1/4, (1.6.34)

et ∥∥∥∥(δki −
∂Yk
∂xi

(X))
∂p

∂yk

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

6 CRT
1/4. (1.6.35)

En utilisant (1.6.15) et (1.6.18), on obtient∥∥∥∥aik(X)∂tYl(X)
∂uk
∂yl

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

6 CRT
1/4 ‖∂tY (X)‖L4(0,T ;[L∞(Ω)]3) ‖u‖L∞(0,T ;[H1(Ω)]3) 6 CRT

1/4.
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En utilisant (1.6.15) et (1.6.16), on trouve∥∥∥∥aik(X)
∂2Yl
∂x2

j

(X)
∂uk
∂yl

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

+

∥∥∥∥∂aik∂xj
(X)

∂Yl
∂xj

(X)
∂uk
∂yl

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

6 CR

(∥∥∥∥∂aik∂yj
(X)

∥∥∥∥
L∞(0,T ;L4(Ω))

+

∥∥∥∥∂2Yl
∂x2

j

(X)

∥∥∥∥
L∞(0,T ;L4(Ω))

)
‖u‖L2(0,T ;[H2(Ω)]3) 6 CRT

1/4.

(1.6.36)

D'après (1.6.19) et (1.6.6), il s'ensuit que

‖∂taik(X)uk‖L2(0,T ;L2(Ω)) 6 ‖∂taik(X)‖L6(0,T ;L2(Ω)) ‖uk‖L3(0,T ;L∞(Ω)) 6 CRT
1/6. (1.6.37)

D'après (1.6.17) et (1.6.6), on a∥∥∥∥∂2aik
∂x2

j

(X)uk

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

6 T 1/6

∥∥∥∥∂2aik
∂x2

j

(X)

∥∥∥∥
L∞(0,T ;L2(Ω))

‖uk‖L3(0,T ;L∞(Ω)) 6 CRT
1/6.

En utilisant des estimations standards sur les termes non linéaires (voir par exemple, [12,
p.48]), on a ∥∥∥∥ul ∂uj∂ym

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

6 CT 1/4R2. (1.6.38)

En combinant cela avec (1.6.14), on obtient∥∥∥∥(δijδklδkm − akl(X)aij(X)
∂Ym
∂xk

(X)

)
ul
∂uj
∂ym

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

6 CRT
1/2. (1.6.39)

En utilisant (1.6.16), on a également∥∥∥∥akl(X)
∂aij(X)

∂xk
uluj

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

6 CR

∥∥∥∥∂aij∂xk
(X)

∥∥∥∥
L∞(0,T ;L4(Ω))

‖ul‖L∞(0,T ;L4(Ω)) ‖uj‖L2(0,T ;L∞(Ω))

6 CRT
1/4. (1.6.40)

Par conséquent, F (u, p, η) est dans L2(0, T ; [L2(Ω)]3) et en utilisant (1.6.33), (1.6.34), (1.6.35),
(1.6.39), (1.6.37) et (1.6.40), on a

‖F (u, p, η)‖L2(0,T ;[L2(Ω)]3) 6 CRT
1/6.

On estime maintenant G(u, η) dans W 1/4(0, T ; [H1/2(∂Ω)]3, [L2(∂Ω)]3). On rappelle que la
formule (1.3.14) pour G implique τ i, W , V i (voir (1.3.11), (1.3.12), (1.3.13)). D'abord on écrit
pour i = 1, 2

V i = (2νD(u)n0 + β(u− T ∂tη)) · (τ i0 − τ i) + [2νD(u)n0 + β(u− T ∂tη)−W ] · τ i, (1.6.41)
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avec

[2νD(u)n0 + β(u− T ∂tη)−W ]k = ν
∑
j,m,q

(n0)j

(
δkm

∂um
∂yq

δqj + δjm
∂um
∂yq

δqk

)
− ν

∑
j,m,q

nj

(
akm(X)

∂um
∂yq

∂Yq
∂xj

(X) + ajm(X)
∂um
∂yq

∂Yq
∂xk

(X)

)
− ν

∑
j,m

nj

(
∂akm
∂xj

(X)um +
∂ajm
∂xk

(X)um

)
+ β

∑
j

(δkj − akj(X))uj, k = 1, 2, 3. (1.6.42)

D'après (1.6.4) et les résultats de trace, on a

‖u‖L2(0,T ;[H3/2(∂Ω)]3) +

∥∥∥∥∂um∂yq

∥∥∥∥
L2(0,T ;[H1/2(∂Ω)]3)

6 CR.

En combinant cela avec (1.6.25) et (1.6.26), on déduit∥∥V i∥∥
L2(0,T ;H1/2(∂Ω))

6 CRT
1/4,

et donc de (1.3.14), on obtient �nalement

‖G(u, η)‖L2(0,T ;[H1/2(∂Ω)]3) 6 CRT
1/4.

Pour l'estimation dans H1/4(0, T ;L2(∂Ω)), on utilise (A.6.5) : par exemple,∥∥∥∥nj(akm(X)− δkm)
∂um
∂yq

∂Yq
∂xj

(X)

∥∥∥∥
H1/4(0,T ;L2(∂Ω))

6 CT 1/8

∥∥∥∥nj(akm(X)− δkm)
∂Yq
∂xj

(X)

∥∥∥∥
H7/8(0,T ;L2(∂Ω))

∥∥∥∥∂um∂yq

∥∥∥∥
H1/4(0,T ;L2(∂Ω))

6 CRT
1/8, (1.6.43)

La dernière inégalité est obtenue en utilisant à la fois (1.6.25), (1.6.27) et (1.6.6).
Les autres types de termes à estimer sont de la forme∥∥∥∥∂akm∂xj

(X)um

∥∥∥∥
H1/4(0,T ;L2(∂Ω))

6 CT 1/8

∥∥∥∥∂akm∂xj
(X)

∥∥∥∥
H7/8(0,T ;L8/3(∂Ω))

‖um‖H1/4(0,T ;L8(∂Ω)) 6 CRT
1/8,

où on a utilisé (A.6.5) et
∂akm
∂xj

(X) = 0 à t = 0.

Tous les autres termes sont estimés de manière similaire a�n qu'on puisse �nalement déduire
(1.6.32). L'estimation (1.6.31) surH peut être faite de la même manière que l'estimation (1.6.32)
pour G.
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1.6.3 Preuve du Théorème 1.6.1

On est maintenant en mesure de montrer le théorème 1.6.1.

Démonstration du Théorème 1.6.1. Tout d'abord, on montre l'existence locale en temps. On
rappelle que Φ est donné par (1.6.5), avec YT donné par (1.6.1). De (1.6.30), (1.6.32) et (1.6.31),
on obtient

‖Φ(f, g̃, h)‖YT 6 CRT
1/8.

Ainsi, pour T assez petit, on obtient que Φ(BT,R) ⊂ BT,R, où BT,R est dé�ni par (1.6.2). Avec
des calculs similaires à ceux des deux sous-sections précédentes, on obtient également que pour
T assez petit, Φ|BT,R est une contraction. En utilisant le théorème du point �xe de Banach,
on déduit l'existence et l'unicité de (u, p, η) solution du système (1.3.5), (1.3.6) et (1.3.7) à
condition que T soit su�samment petit.

Pour la deuxième partie du théorème 1.6.1, l'application Φ est dé�nie de la même manière
que (1.6.5) mais avec T =∞ et

Y∞ = L2
γ(0,∞; [L2(Ω)]3)×W 1/4

γ (0,∞; [H1/2(∂Ω)]3, [L2(∂Ω)]3)× L2
γ(0,∞;L2(ω)). (1.6.44)

Ici γ ∈ [0, γ0], où γ0 est donné par le Théorème 1.5.4. Dans ce cas, on montre que pour R assez
petit Φ(B∞,R) ⊂ B∞,R et que Φ|B∞,R est une contraction stricte. Les estimations sont similaires
au cas précédent, mais sont plus simples : par exemple, le Lemme 1.6.2 est remplacé par les
estimations suivantes :

‖η‖L∞γ (0,∞;L∞(ω)) +
∥∥∂sjη∥∥L∞γ (0,∞;L∞(ω))

+
∥∥∥∂2

sjsk
η
∥∥∥
L∞γ (0,∞;L4(ω))

6 C ‖η‖L∞γ (0,∞;H3(ω)) 6 CR

(1.6.45)
En particulier, il existe R0 > 0 de sorte que, si R 6 R0, alors∥∥∥∥ 1

1 + η

∥∥∥∥
L∞(0,T ;L∞(ω))

6 C. (1.6.46)

On peut alors dé�nir les changements de variables X et Y par (1.3.3),et obtenir des estimations
similaires à celles du Lemme 1.6.3, du Lemme 1.6.4 et la Proposition 1.6.5.

Cela donne
‖Φ(f, g̃, h)‖Y∞ 6 CR2, (1.6.47)

et ∥∥Φ(f (1), g̃(1), h(1))− Φ(f (2), g̃(2), h(2))
∥∥
Y∞

6 CR
∥∥(f (1), g̃(1), h(1))− (f (2), g̃(2), h(2))

∥∥
Y∞

.

(1.6.48)
pour (f, g̃, h), (f (i), g̃(i), h(i)) ∈ B∞,R, Ensuite, on utilise le théorème du point �xe de Banach
en prenant R assez petit et on en déduit l'existence globale et l'unicité d'une solution forte
(u, p, η) ∈ X∞,γ pou le système (1.3.5), (1.3.6) et (1.3.7) à condition que R soit su�samment
petit.
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Chapitre 2

Stabilisation avec retard de problèmes

paraboliques et applications

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se consacre à l'étude de la stabilisation des systèmes écrits sous la
forme abstraite :

z′ = Az +Bv + f, z(0) = z0, (2.1.1)

où A est le générateur d'un semi-groupe analytique noté (etA)t>0 sur un espace de Hilbert H,
B : U → D(A∗)′ est un opérateur linéaire sur un espace de Hilbert U et f est une donnée
représentant le terme source qui est exponentiellement décroissant à l'in�ni en temps.

Le but de cette partie est d'obtenir un contrôle v(t) qui dépend des valeurs de z(s) pour
s 6 t − t0, avec t0 > 0 une constante strictement positive qui correspond à un retard en
temps. Par suite, l'objectif serait de montrer que le système (2.1.1) associé au contrôle v(t)
est exponentiellement stable. Dans le cas sans retard, une caractérisation de la stabilisation du
système (2.1.1) est donnée par le critère de Fattorini-Hautus (voir [36], [52] et [10]) :

∀ε ∈ D(A∗), ∀λ ∈ C, Reλ > −σ A∗ε = λε et B∗ε = 0 =⇒ ε = 0. (UCσ)

On dénote par A∗ : D(A∗) → H et par B∗ : D(A∗) → U les opérateurs adjoints de A et B. Le
critère (UCσ) est une condition nécessaire et su�sante pour avoir la stabilité exponentielle de
(2.1.1) avec un ordre supérieur à σ pourvu que les hypothèses suivantes soient véri�ées :

Le spectre de A est décrit par un ensemble de valeurs propres isolées (λj)
avec une multiplicité algébrique �nie Nj,

et l'ensemble {λ ∈ C ; Reλ > −σ} n'admet aucun point d'accumulation,
(Hyp1)

B ∈ L(U,H−γ) pour γ ∈ [0, 1) �xé. (Hyp2)

Les espaces Hα sont dé�nis comme suit : on �xe µ0 ∈ ρ(A), alors

Hα :=

{
D((µ0 − A)α) si α > 0
D((µ0 − A∗)−α)′ si α < 0

et H∗α :=

{
D((µ0 − A∗)α) si α > 0
D((µ0 − A)−α)′ si α < 0.

(2.1.2)
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On suppose aussi
Hα = [H,D(A)]α (α ∈ [0, 1]), (Hyp3)

où le crochet [·, ·]α dénote la méthode de l'interpolation complexe. Soit X un espace de Banach,
on dé�nit l'espace

L2
σ(0,∞;X) = {f | fσ : t 7→ eσtf(t) ∈ L2(0,∞;X)},

muni de la norme
‖f‖L2

σ(0,∞;X) = ‖fσ‖L2(0,∞;X) .

On dé�nit de la même manière les espaces Lpσ(0,∞;X), C0
σ([0,∞);X), Hm

σ (0,∞;X).
On suppose que

f ∈ L2(0,∞;H−γ′) γ′ < 1/2. (2.1.3)

On note que pour avoir (Hyp1), il su�t que A admette une résolvante compacte.
Pour toute valeur propre λj de A, on dé�nit la multiplicité géométrique

`j := dim ker(A− λj Id) ∈ N∗,

et on pose
N+ := max{`i, Reλi > −σ}. (2.1.4)

Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 2.1.1. Soit σ > 0 et on suppose que (Hyp1), (Hyp2), (Hyp3) et (UCσ) sont véri-
�ées. Alors, il existe K ∈ L∞loc(R2;L(H)), ζk ∈ D(A∗) et vk ∈ B∗ (D(A∗)), k = 1, . . . , N+, tels
que

v(t) = 1[t0,+∞)(t)

N+∑
k=1

(
z(t− t0) +

∫ t−t0

0

K(t− t0, s)z(s) ds, ζk

)
H
vk, (2.1.5)

et pour tout z0 ∈ H, f véri�ant (2.1.3), la solution z de (2.1.1) satisfait l'estimation

‖z(t)‖H 6 Ce−σt
(
‖z0‖H + ‖f‖L2

σ(0,∞;H−γ′ )

)
(t > 0). (2.1.6)

De plus, si γ = 0, γ′ = 0 et z0 ∈ H1/2, alors

z ∈ L2
σ(0,∞;H1) ∩ C0

σ([0,∞);H1/2) ∩H1
σ(0,∞;H),

et on a
‖z‖L2

σ(0,∞;H1)∩C0
σ([0,∞);H1/2)∩H1

σ(0,∞;H) 6 C
(
‖z0‖H1/2

+ ‖f‖L2
σ(0,∞;H)

)
. (2.1.7)

Ici, 1O désigne la fonction caractéristique de l'ensemble O. Le résultat ci-dessus montre
qu'on peut stabiliser le système parabolique linéaire abstrait (2.1.1) avec un nombre �ni de
contrôles et retard en temps constant.
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2.2 Preuve du Théorème 2.1.1

Soit σ > 0, on pose

Σ+ := {λj ; Reλj > −σ}, Σ− := {λj ; Reλj < −σ}. (2.2.1)

La première étape consiste à décomposer le spectre de A en deux partie : une partie instable qui
correspond à Σ+ et une partie stable associée à Σ−. Puisque (etA)t>0 est un semi-groupe ana-
lytique (voir [15, Théorème 2.11, p.112]), en tenant compte de l'hypothèse (Hyp1), on constate
que Σ+ est un ensemble �ni. Donc, on introduit l'opérateur de projection (voir [63, Théorème
6.17, p.178]) dé�ni par

P+ :=
1

2πı

∫
Γ+

(λ− A)−1 dλ, (2.2.2)

où Γ+ est un contour encerclant les points de l'ensemble Σ+ et ne contient pas d'autres points
du spectre A. On dé�nit

H+ := P+H, H− := (Id−P+)H.

De plus, en utilisant [63, Théorème 6.17, p.178], on a H+ ⊕H− = H et si on note

A+ := A|H+ : H+ → H+, A− := A|H− : D(A) ∩H− → H−,

alors le spectre de A+ (resp. A−) est exactement Σ+ (resp. Σ−). L'analyticité de
(
eAt
)
t>0

,
(Hyp1) et (2.2.1) implique l'existence de σ− > σ tel que∥∥eA−t∥∥L(H−)

6 Ce−σ−t,
∥∥(λ0 − A)γeA−t

∥∥
L(H−)

6 C
1

tγ
e−σ−t. (2.2.3)

On procède d'une manière similaire pour A∗, on a

P ∗+ :=
1

2πı

∫
Γ+

(λ− A∗)−1 dλ, (2.2.4)

H∗+ := P ∗+H, H∗− := (Id−P ∗+)H,

A∗+ := A|H∗+ : H∗+ → H∗+, A∗− := A|H∗− : D(A∗) ∩H∗− → H∗−.

On note que P ∗+ est l'opérateur adjoint de P+. En particulier, si z ∈ H− et ζ ∈ H∗+, alors

(z, ζ)H = ((Id−P+)z, ζ)H =
(
z, (Id−P ∗+)ζ

)
H = 0. (2.2.5)

En d'autres termes (H−)⊥ = H∗+, ce qui implique que la projection P n'est pas orthogonale.
On dé�nit

U+ := B∗H∗+, U− := B∗(H∗− ∩ D(A∗)),

et
p+ : U→ U+, p− : U→ U−, i+ : U+ → U, i− : U− → U,
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les opérateurs de projection et les injections canoniques. Alors, on pose

B+ := P+Bi+ ∈ L(U+,H+), B− := (Id−P+)Bi− ∈ L(U−,H− ∩H−γ).

On a
P+B = B+p+ (Id−P+)B = B−p−.

En e�et, pour tout w ∈ D(A) et v ∈ U, on a

〈P+Bv,w〉H−1,H1
=
〈
v,B∗P ∗+w

〉
U =

〈
p+v, p+B

∗P ∗+w
〉
U = 〈P+Bi+p+v, w〉H−1,H1

= 〈B+p+v, w〉H−1,H1
,

et on déduit de même la seconde relation.
En s'inspirant de [10, 81], la fonction z = z+ + z− est solution du système (2.1.1) si et

seulement si
z′+ = A+z+ +B+p+v + P+f, z+(0) = P+z

0, (2.2.6)

z′− = A−z− +B−p−v + (Id−P+)f, z−(0) = (Id−P+)z0. (2.2.7)

A�n d'étudier la stabilisation du système (2.2.6) en dimension �nie, on utilise la transformation
d'Artstein pour passer du problème (2.2.6) avec délai à un système autonome sans délai.

Plus précisément, on considère

w(t) := z+(t) +

∫ t+t0

t

e(t−s)A+B+p+v(s) ds.

Dans ce qui suit, on étudie la stabilisation du système véri�é par w (Lemme 2.2.1). On obtient
alors un contrôle qui est exprimé en fonction de w. Pour construire un contrôle qui dépend de
z+, on considère l'inverse de la transformée d'Artstein et pour ce faire, on prouve l'existence
d'un noyau K pour écrire w en terme de z+ (Lemme 2.2.2).

Lemme 2.2.1. On suppose que l'hypothèse (UCσ) soit véri�ée pour σ > 0. Alors, il existe
C > 0 et G ∈ L(H+,U+), avec Rang G 6 N+ où N+ est dé�ni par (2.1.4), tels que pour tout
f ∈ L2

σ(0,∞;H−γ′) et w0 ∈ H+, la solution de{
w′ = A+w + e−t0A+B+p+Gw + P+f,

w(0) = w0,
(2.2.8)

véri�e l'estimation

‖w‖H1
σ(0,∞;H+) 6 C

(
‖w0‖H+ + ‖P+f‖L2

σ(0,∞;H+)

)
. (2.2.9)

Démonstration. Soit σ? > σ. On note que (A+, e
−t0A+B+p+) satisfait le critère de Fattorini-

Hautus : on suppose
A∗+ε = λjε, B∗+e

−t0A∗+ε = 0.

Alors, on déduit

A∗ε = λjε, B∗+e
−t0A∗+ε = e−t0λjB∗P ∗+ε = e−t0λjB∗ε = 0.
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Donc, de (UCσ), on obtient ε = 0. On peut alors utiliser le resultat standard de Fattorini ou
Hautus (voir [10, Theorem 1.6]) pour déduire l'existence d'une matrice G ∈ L(H+,U+), avec
Rang G 6 N+ telle que {

w′ = A+w + e−t0A+B+p+Gw,
w(0) = w0 ∈ H+,

(2.2.10)

satisfait
‖w(t)‖H+

6 Ce−σ?t
∥∥w0

∥∥
H+
, t > 0. (2.2.11)

D'autre part, on écrit la formule de Duhamel pour une solution de (2.2.8)

w(t) = eA?tw0 +

∫ t

0

eA?(t−s)P+f(s) ds,

avec
A? = A+ + e−t0A+B+p+G,

on obtient (2.2.9).

Lemme 2.2.2. Il existe un noyau K ∈ L∞loc(R2;L(H+)) tel que

K(t, s) = e(t−s−t0)A+B+p+G1(max{t−t0,0},t)(s)

+

∫ t

max{t−t0,s}
e(t−ξ−t0)A+B+p+GK(ξ, s) dξ (t > 0, s ∈ (0, t)). (2.2.12)

Démonstration. La preuve se base sur le théorème du point-�xe. On pose

K0(t) := e(t−t0)A+B+p+G, K0 ∈ L∞(0, t0;L(H+)),

de sorte que (2.2.12) s'écrit

K(t, s) = K0(t− s)1(max{t−t0,0},t)(s) +

∫ t

max{t−t0,s}
K0(t− ξ)K(ξ, s) dξ.

Soit T > 0, on dé�nit

DT = {(t, s) ∈ R2, t ∈ (0, T ), s ∈ (0, t)},

et
Φ : L∞(DT ;L(H+))→ L∞(DT ;L(H+)),

(ΦK)(t, s) =

∫ t

max{t−t0,s}
K0(t− ξ)K(ξ, s) dξ ((t, s) ∈ DT ).

L'application Φ dé�nie bien un opérateur linéaire borné de L∞(DT ;L(H+)). De plus,

‖(ΦK)(t, s)‖L(H+) 6 t ‖K0‖L∞(0,t0;L(H+)) ‖K‖L∞(DT ;L(H+)) .
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On obtient ∥∥(Φ2K)(t, s)
∥∥
L(H+)

6
t2

2
‖K0‖2

L∞(0,t0;L(H+)) ‖K‖L∞(DT ;L(H+)) ,

et par récurrence

‖(ΦnK)(t, s)‖L(H+) 6
tn

n!
‖K0‖nL∞(0,t0;L(H+)) ‖K‖L∞(DT ;L(H+)) (n ∈ N∗).

En particulier, pour n assez grand, Φn est une contraction, de même pour

(Φ̃K)(t, s) := (ΦK)(t, s) +K0(t− s)1(max{t−t0,0},t)(s).

Donc, Φ̃ admet un unique point �xe, solution de (2.2.12).

On est maintenant en mesure de prouver le résultat principal

Preuve du Théorème 2.1.1. On considère les opérateurs G et K(t, s) obtenus dans Lemme 2.2.1
et Lemme 2.2.2 et on pose

v(t) = 1[t0,+∞)(t)G

[
z+(t− t0) +

∫ t−t0

0

K(t− t0, s)z+(s) ds

]
. (2.2.13)

On note qu'on peut écrire G de la manière suivante

G(φ) =

N+∑
k=1

(φ, ζk)H vk, (φ ∈ H+),

avec ζk ∈ H∗+ et vk ∈ U+, k = 1, . . . , N+. On peut prendre ζk ∈ H∗+. En e�et, on identi�e
L(H+,C) à H∗+ en utilisant un résultat standard d'algèbre linéaire : on combine le fait que
dimH∗+ = dimL(H+,C) et (2.2.5). On a pris ζk ∈ H∗+ a�n d'étendre la dé�nition de G sur H
tel que G = 0 dans H− (voir (2.2.5)). On étend aussi l'opérateur K par K(t, s) = 0 sur H−, on
constate que (2.2.13) peut s'écrire comme l'indique la formule (2.1.5). Maintenant, on dé�nit

w(t) := z+(t) +

∫ t

0

K(t, s)z+(s) ds, (2.2.14)

tel que (2.2.6) peut être reformulé par{
z′+(t) = A+z+(t) +B+p+1[t0,+∞)(t)Gw(t− t0) + P+f(t) t > 0,

z+(0) = P+z
0.

(2.2.15)
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Alors, en utilisant (2.2.12), (2.2.14) et le théorème de Fubini, on obtient pour t > 0 :∫ t+t0

t

e(t−s)A+B+p+Gw(s− t0)1[t0,+∞)(s) ds =

∫ t

max{t−t0,0}
e(t−s−t0)A+B+p+Gw(s) ds

=

∫ t

max{t−t0,0}
e(t−s−t0)A+B+p+G

[
z+(s) +

∫ s

0

K(s, ξ)z+(ξ) dξ

]
ds

=

∫ t

0

[
1(max{t−t0,0},t)(s)e

(t−s−t0)A+B+p+G+

∫ t

max{t−t0,s}
e(t−ξ−t0)A+B+p+GK(ξ, s) dξ

]
z+(s) ds

=

∫ t

0

K(t, s)z+(s) ds = w(t)− z+(t). (2.2.16)

Par conséquent,

w(t) = z+(t) +

∫ t+t0

t

e(t−s)A+B+p+Gw(s− t0)1[t0,+∞)(s) ds. (2.2.17)

De (2.2.15), on déduit que w est solution de (2.2.8) avec w0 = z+(0). Donc, w satisfait (2.2.9)
et de (2.2.17), on obtient

‖z+‖H1
σ(0,∞;H+) 6 C

(
‖P+z

0‖H+ + ‖P+f‖L2
σ(0,∞;H+)

)
. (2.2.18)

Cela entraîne en particulier que si z0 ∈ H1/2 et si f ∈ L2
σ(0,∞;H), alors

‖z+‖L2
σ(0,∞;H1)∩C0

σ([0,∞);H1/2)∩H1
σ(0,∞;H) 6 C

(
‖z0‖H1/2

+ ‖f‖L2
σ(0,∞;H)

)
. (2.2.19)

D'un autre côté, on considère la solution de (2.2.7) : pour t > t0,

z−(t) = eA−t(Id−P+)z0 +

∫ t

t0

(λ0 − A)γeA−(t−s)(λ0 − A)−γB−p−Gw(s− t0) ds

+

∫ t

0

eA−(t−s)(Id−P+)f(s) ds. (2.2.20)

On utilise (2.2.3) et (2.2.9), on déduit

‖z−(t)‖H 6 Ce−σ−t
∥∥z0
∥∥
H + Ce−σt

∫ t

t0

1

(t− s)γ
e−(σ−−σ)(t−s) ds

(
‖P+z

0‖H+ + ‖P+f‖L2
σ(0,∞;H+)

)
+ Ce−σt

∫ t

0

1

(t− s)γ′
e−(σ−−σ)(t−s) ‖eσsf(s)‖H−γ′ ds.

Sachant que σ− > σ, γ < 1 et γ′ < 1/2, on déduit des estimations ci-dessus l'inégalité suivante

‖z−(t)‖H− 6 Ce−σt
(
‖z0‖H + ‖f‖L2

σ(0,∞;H−γ′ )

)
(t > 0).
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En combinant avec (2.2.18), on déduit (2.1.6). Il reste à prouver (2.1.7). Si f ∈ L2
σ(0,∞;H),

B ∈ L(U,H) et si z0 ∈ H1/2, alors suivant la première étape, on trouve (2.2.19) et

‖v‖L2
σ(0,∞;U) 6 C

(
‖z0‖H+ + ‖f‖L2

σ(0,∞;H+)

)
. (2.2.21)

Donc,
B−p−v + (Id−P+)f ∈ L2

σ(0,∞;H−), (2.2.22)

et
z−(0) = z0 − P+z

0 ∈ H1/2 ∩H−.

Comme A− est le générateur in�nitésimal d'un semi-groupe analytique de type inférieur stric-
tement à −σ (voir par exemple [15, Proposition 2.9, p.120]), alors

z− ∈ L2
σ(0,∞;H1) ∩ C0

σ([0,∞);H1/2) ∩H1
σ(0,∞;H),

et de (2.2.21), on trouve

‖z−‖L2
σ(0,∞;H1)∩C0

σ([0,∞);H1/2)∩H1
σ(0,∞;H)

6 C
(
‖z0 − P+z

0‖H1/2
+ ‖B−p−v‖L2

σ(0,∞;H) + ‖(Id−P+)f‖L2
σ(0,∞;H)

)
6 C

(
‖z0‖H1/2

+ ‖f‖L2
σ(0,∞;H)

)
.

On combine l'inégalité ci-dessus avec (2.2.19), on déduit (2.1.7).

2.3 Stabilisation avec retard de l'équation de convection-

di�usion avec un contrôle frontière

Soit Ω ⊂ RN (N > 1) un domaine borné de classe C1,1. Dans cette section, on applique le
Théorème 2.1.1 pour la stabilisation de l'équation de convection-di�usion. On considère Γ un
ouvert non vide inclus dans ∂Ω et le problème de contrôle :

∂tz −∆z − b · ∇z − cz = 0 dans (0,∞)× Ω,
z = v sur (0,∞)× Γ,
z = 0 sur (0,∞)× (∂Ω \ Γ),

z(0, ·) = z0 dans Ω,

(2.3.1)

où c, b, div b ∈ L∞(Ω). Dans le but d'écrire (2.3.1) sous la forme abstraite (2.1.1), on introduit :

H = L2(Ω), U = L2(Γ),

Az = ∆z + b · ∇z + cz, D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

D'après quelques résultats classiques concernant l'opérateur A (voir par exemple [34, Théorème
5, p.305]), on constate que la condition (Hyp1) est véri�ée. Pour dé�nir l'opérateur de contrôle
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B, on utilise une méthode standard (voir, par exemple [91, pp.341-343] ou bien [80]) : on
considère dans un premier temps l'opérateur de relèvement D0 ∈ L(L2(∂Ω);L2(Ω)) tel que
pour tout v ∈ L2(∂Ω), w = D0v est l'unique solution du système suivant{

λ0w −∆w − b · ∇w − cw = 0 dans Ω,
w = v sur ∂Ω,

avec λ0 ∈ ρ(A). Donc, on pose

B = (λ0 − A)D0 : U −→ (D(A∗))′,

où on a étendu l'opérateur A sur L2(Ω) à valeurs dans (D(A∗))′ et on note que U est un sous
espace fermé de L2(∂Ω) (pour tout v ∈ U, on étend v par zéro dans ∂Ω \ Γ ). En utilisant
des résultats classiques pour les problèmes elliptiques, l'opérateur B satisfait (Hyp2) pour tout
γ > 3/4.

On rappelle comment on arrive à écrire le système (2.3.1) sous la forme (2.1.1) avec les
opérateurs A et B dé�nis ci-dessus. On pose z̃ = z − w, avec w = D0v. Alors z̃ satisfait le
système 

∂tz̃ −∆z̃ − b · ∇z̃ − cz̃ = −∂tw + λ0w dans (0,∞)× Ω,
z̃ = 0 sur (0,∞)× ∂Ω,

z̃(0, ·) = z̃0 := z0 − w(0, ·) dans Ω.

En utilisant la formule de Duhamel, on obtient

z̃(t) = etAz̃0 +

∫ t

0

e(t−s)A(−∂tw(s) + λ0w(s)) ds.

En intégrant par parties, on obtient

z(t) = etAz0 +

∫ t

0

e(t−s)A(λ0 − A)w(s) ds,

d'où {
z′ = Az + (λ0 − A)D0v,

z(0) = z0.

En appliquant le Théorème 2.1.1, il su�t de véri�er la condition de Fattorini-Hautus (UCσ).
Sachant que

D(A∗) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), A∗ε = ∆ε− b · ∇ε+ (c− div b)ε,

(voir, notamment, [91, p.345]). De plus, des résultats classiques (voir [91, Proposition 10.6.7])
impliquent que

D∗0 := − ∂

∂ν
(λ0 − A∗)−1,

et donc
B∗ε := −∂ε

∂ν |Γ
.
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Alors, si ε satisfait A∗ε = λε et B∗ε = 0, on obtient
λε−∆ε+ b · ∇ε− (c− div b)ε = 0 dans Ω,

ε = 0 sur ∂Ω,
∂ε

∂ν
= 0 sur Γ.

En utilisant la propriété de la continuation unique du laplacien (voir par exemple [58, Théorème
5.3.1, p.125]), on déduit que ε = 0. Donc, (UCσ) est véri�ée pour tout σ et on déduit le résultat
suivant en appliquant le Théorème 2.1.1 :

Théorème 2.3.1. Soient σ > 0 et N+ dé�ni par (2.1.4). Alors, il existeK ∈ L∞loc(R2;L(L2(Ω))),
ζk ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) et vk ∈ H1/2(Γ), k = 1, . . . , N+, tels que la solution z de (2.3.1) avec

v(t) = 1[t0,+∞)(t)

N+∑
k=1

(∫
Ω

[
z(t− t0) +

∫ t−t0

0

K(t− t0, s)z(s) ds

]
ζk dx

)
vk, (2.3.2)

et pour tout z0 ∈ L2(Ω), satisfait

‖z(t)‖L2(Ω) 6 Ce−σt‖z0‖L2(Ω). (2.3.3)

2.4 Stabilisation avec retard du système d'Oseen avec un

contrôle distribué

Soit Ω ⊂ R3 un domaine borné de classe C1,1. Dans cette partie, on applique le Théo-
rème 2.1.1 pour le système d'Oseen :

∂tz + (wS · ∇)z + (z · ∇)wS − ν∆z +∇q = 1Ov dans (0,∞)× Ω,
∇ · z = 0 dans (0,∞)× Ω,

z = 0 sur (0,∞)× ∂Ω,
z(0, ·) = z0 dans Ω,

(2.4.1)

où wS ∈ [H2(Ω)]3 est une vitesse réelle �xée et v le contrôle qui agit sur un ouvert non vide
O ⊂ Ω. On peut aussi considérer un contrôle au bord pour stabiliser le système d'Oseen en
utilisant la même méthode que celle de la section 2.3 mais en tenant compte de la pression et
de la condition de divergence nulle (voir [7] pour plus de détails).

Soient les espaces fonctionnels

H = {z ∈ [L2(Ω)]3, ∇ · z = 0 dans Ω, z · n = 0 sur ∂Ω}, U = [L2(O)]3.

On dénote par P la projection orthogonale P : [L2(Ω)]3 → H et on dé�nit l'opérateur d'Oseen :

D(A) = [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]3 ∩H, Az = P

(
ν∆z − (wS · ∇)z − (z · ∇)wS

)
.

45



On rappelle (voir [7, Theorem 20]) que l'opérateur A est le générateur in�nitésimal d'un semi-
groupe analytique sur H admettant une résolvante compacte. De plus,

D(A∗) = [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]3 ∩H, A∗ε = P

(
ν∆ε+ (wS · ∇)ε− (∇wS)∗ε

)
.

On dé�nit également l'opérateur de contrôle B ∈ L(U,H) par

Bv = P (1Ov) ,

et on peut véri�er que
B∗ε = ε|O.

En particulier, on voit que (Hyp1) et (Hyp2) sont vér�ées et que si ε satisfait A∗ε = λε et
B∗ε = 0, alors 

λε− ν∆ε− (wS · ∇)ε+ (∇wS)∗ε+∇π = 0 dans Ω,
∇ · ε = 0 dans Ω,

ε = 0 sur ∂Ω,
ε ≡ 0 dans O.

Donc, en utilisant [35], on déduit que ε = 0. Donc (UCσ) est vérifée pour tout σ et on obtient
le résultat suivant en appliquant le Théorème 2.1.1 :

Théorème 2.4.1. Soient σ > 0 et N+ dé�ni par (2.1.4). Il existe K ∈ L∞loc(R2;L(H)), ζk ∈
D(A∗) et vk ∈ [L2(O)]3, k = 1, . . . , N+, tels que la solution z de (2.4.1) avec

v(t) = 1[t0,+∞)(t)

N+∑
k=1

(∫
Ω

[
z(t− t0) +

∫ t−t0

0

K(t− t0, s)z(s) ds

]
ζk dx

)
vk, (2.4.2)

et pour z0 ∈ H satisfait
‖z(t)‖[L2(Ω)]3 6 Ce−σt‖z0‖[L2(Ω)]3 . (2.4.3)

Soit
V = [H1

0 (Ω)]3 ∩H, (2.4.4)

alors, V = H1/2 (voir [7, Théorème 20]). Donc, on applique Théorème 2.1.1 et on déduit égale-
ment le résultat suivant

∂tz + (wS · ∇)z + (z · ∇)wS − ν∆z +∇q = 1Ov + f dans (0,∞)× Ω,
∇ · z = 0 dans (0,∞)× Ω,

z = 0 sur (0,∞)× ∂Ω,
z(0, ·) = z0 dans Ω.

(2.4.5)

Théorème 2.4.2. Soient σ > 0 et v donné par (2.4.2). Alors, pour tout z0 ∈ V et pour tout
f ∈ L2

σ(0,∞;H), la solution de (2.4.5) satisfait

z ∈ L2
σ(0,∞; [H2(Ω)]3) ∩ C0

σ([0,∞); [H1(Ω)]3) ∩H1
σ(0,∞; [L2(Ω)]3),

et

‖z‖L2
σ(0,∞;[H2(Ω)]3)∩C0

σ([0,∞);[H1(Ω)]3)∩H1
σ(0,∞;[L2(Ω)]3) 6 C

(
‖z0‖[H1(Ω)]3 + ‖f‖L2

σ(0,∞;[L2(Ω)]3)

)
.

(2.4.6)
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2.5 Stabilisation locale avec retard du système de Navier-

Stokes avec un contrôle distribué

On utilisera les mêmes notations que celles de la section précédente. On considère la stabi-
lisation du système de Navier-Stokes avec un contrôle interne

∂tz̃ + (z̃ · ∇)z̃ − ν∆z̃ +∇q̃ = 1Ov + fS dans (0,∞)× Ω,
∇ · z̃ = 0 dans (0,∞)× Ω,
z̃ = bS sur (0,∞)× ∂Ω,

z̃(0, ·) = z̃0 dans Ω,

(2.5.1)

autour de l'état stationnaire
(wS · ∇)wS − ν∆wS +∇rS = fS dans Ω,

∇ · wS = 0 dans Ω,
wS = bS sur ∂Ω.

(2.5.2)

On suppose que (wS, rS) est une solution de (2.5.2) telle que wS ∈ [H2(Ω)]3 comme dans la
section précédente. Les fonctions fS ∈ [L2(Ω)]3 et bS ∈ [W 3/2(∂Ω)]3 sont indépendantes du
temps.

On dé�nit
z = z̃ − wS, q = q̃ − rS, z0 = z̃0 − wS,

tels que
∂tz + (wS · ∇)z + (z · ∇)wS − ν∆z +∇q = 1Ov − (z · ∇)z dans (0,∞)× Ω,

∇ · z = 0 dans (0,∞)× Ω,
z = 0 sur (0,∞)× ∂Ω,

z(0, ·) = z0 dans Ω.

(2.5.3)

On considère l'application

Z : L2
σ(0,∞; [L2(Ω)]3)→ L2

σ(0,∞; [L2(Ω)]3), f 7→ −(z · ∇)z,

où z est la solution donnée dans le Théorème 2.4.2, associée à z0 ∈ V et f ∈ L2
σ(0,∞;H). Donc,

d'après les injections de Sobolev, on obtient

‖z1 · ∇z2‖L2
σ(0,∞;[L2(Ω)]3) 6 C‖z1‖C0

σ([0,∞);[H1(Ω)]3)‖z2‖L2
σ(0,∞;[H2(Ω)]3). (2.5.4)

Alors, Z est bien dé�nie. On pose
R = ‖z0‖[H1(Ω)]3 ,

et
BR =

{
f ∈ L2

σ(0,∞; [L2(Ω)]3) ; ‖f‖L2
σ(0,∞;[L2(Ω)]3) 6 R

}
.

De (2.5.4) et (2.4.6),
‖Z(f)‖L2

σ(0,∞;[L2(Ω)]3) 6 4CR2,
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et BR est invariant par rapport Z pour R assez petit. En utilisant (2.5.4) et (2.4.6), pour tout
f 1, f 2 ∈ BR, alors

‖Z(f 1)−Z(f 2)‖L2
σ(0,∞;[L2(Ω)]3) 6 2CR‖f 1 − f 2‖L2

σ(0,∞;[L2(Ω)]3),

et donc Z est une contraction stricte sur BR pour R assez petit. On déduit que Z admet un point
�xe f pour ‖z0‖[H1(Ω)]3 assez petite et on note que la solution z donnée dans le Théorème 2.4.2,
associée à z0 ∈ V et f ∈ L2

σ(0,∞; [L2(Ω)]3) est une solution de (2.5.3).
On déduit alors le résultat suivant qui montre la stabilisation locale du système de Navier-

Stokes avec un contrôle interne et avec un retard en temps :

Théorème 2.5.1. Soient σ > 0 et N+ dé�ni par (2.1.4). Alors, il existe K ∈ L∞loc(R2;L(H)),
ζk ∈ D(A∗), vk ∈ [L2(O)]3, k = 1, . . . , N+ et R > 0, tels que pour tout

z̃0 ∈ [H1(Ω)]3, ∇ · z̃0 = 0 dans Ω, z̃0 = bS sur ∂Ω,

et
‖z̃0 − wS‖[H1(Ω)]3 6 R,

il existe une unique solution z de (2.5.1) avec

v(t) = 1[t0,+∞)(t)

N+∑
k=1

(∫
Ω

[
(z̃ − wS)(t− t0) +

∫ t−t0

0

K(t− t0, s)(z̃ − wS)(s) ds

]
ζk dx

)
vk,

(2.5.5)
satisfaisant

z̃ − wS ∈ L2
σ(0,∞; [H2(Ω)]3) ∩ C0

σ([0,∞); [H1(Ω)]3) ∩H1
σ(0,∞; [L2(Ω)]3).

De plus, on a l'estimation

‖z̃ − wS‖L2
σ(0,∞;[H2(Ω)]3)∩C0

σ([0,∞);[H1(Ω)]3)∩H1
σ(0,∞;[L2(Ω)]3) 6 C‖z̃0 − wS‖[H1(Ω)]3 . (2.5.6)
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Chapitre 3

Stabilisation locale avec retard d'un

problème �uide-structure avec un contrôle

au bord

3.1 Introduction

Soit ω le tore rectangulaire

ω = (R/L1Z)× (R/L2Z) L1 > 0, L2 > 0.

Pour toute fonction η : ω → (−1,∞), on dé�nit

Ω(η) = {(x1, x2, x3) ∈ ω × R | 0 < x3 < 1 + η(x1, x2)} ,
Γ(η) = {(x1, x2, x3) ∈ ω × R | x3 = 1 + η(x1, x2)} ,

Γ0 = ω × {0}.

En particulier
∂Ω(η) = Γ(η) ∪ Γ0.

On considère le système suivant décrivant l'évolution du �uide qui est gouvernée par les équa-
tions de Navier-Stokes et le mouvement de la structure élastique régi par l'équation de la plaque
amortie 

∂tU + (U · ∇)U −∇ · T(U, P ) = fS dans (0,∞)× Ω(η(t, ·)),
∇ · U = 0 dans (0,∞)× Ω(η(t, ·)),

∂ttη + α∆2η − δ∆∂tη = H̃η(U, P ) + hS dans (0,∞)× ω.
(3.1.1)

Dans le système ci-dessus, on a noté U la vitesse du �uide, P la pression du �uide, η le dé-
placement transversal de la plaque et les fonctions fS, hS sont des données indépendantes du
temps.
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Le tenseur des contraintes de Cauchy T(U, P ) est dé�ni par

T(U, P ) = −PI3 + 2νD(U), D(U)i,j =
1

2

(
∂Ui
∂xj

+
∂Uj
∂xi

)
.

Les constantes α, δ et ν correspondent respectivement à la rigidité, à l'amortissement sur la
structure et à la viscosité du �uide.

On note par ñ la normale extérieure unitaire à ∂Ω(η) :

ñ = −e3 sur Γ0,

et sur Γ(η) :

ñ(s, 1 + η(s)) =
Ñ(s, 1 + η(s))

|Ñ(s, 1 + η(s))|
, où Ñ(s, 1 + η(s)) =

−∂s1η(s)
−∂s2η(s)

1

 , s ∈ ω.

Ici et dans ce qui suit, | · | désigne la norme euclidienne de Rk, k > 1. On désignera également
deux vecteurs tangents indépendants à ∂Ω(η) par :

τ̃ i = ei, i = 1, 2, sur Γ0, (3.1.2)

et par

τ̃ 1(s, 1 + η(s)) =

 1
0

∂s1η(s)

 , τ̃ 2(s, 1 + η(s)) =

 0
1

∂s2η(s)

 , sur Γ(η). (3.1.3)

La fonction H̃η est la force exercée par le �uide sur la structure et est dé�nie par

H̃η(U, P ) = −
√

1 + |∇η|2 (T(U, P )ñ · e3) .

On complète (3.1.1) par les conditions aux limites de Navier. Soit a ∈ R3, on note par añ et
aτ̃ la partie normale et tangentielle de a :

añ = (a · ñ)ñ, aτ̃ = a− añ = −ñ× (ñ× a) . (3.1.4)

Alors, nos conditions aux limites s'écrivent comme suit
Uñ = (Mv)ñ sur (0,∞)× Γ0,

[2νD(U)ñ+ β1U ]τ̃ = β1(Mv)τ̃ sur (0,∞)× Γ0,
(U − ∂tηe3)ñ = 0 sur (0,∞)× Γ(η),

[2νD(U)ñ+ β2 (U − ∂tηe3)]τ̃ = 0 sur (0,∞)× Γ(η).

(3.1.5)

Ici, v est le contrôle de notre système. On suppose qu'il n'agit que sur une partie du bord �xe
Γ0 du �uide. Pour le localiser et garder les conditions de compatibilité liées à la divergence nulle
de U , on utilise l'opérateur M dé�ni par

Mv = mv −
(∫

Γ0

mv · ñ dΓ

)
mñ, (3.1.6)
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où m est une fonction de classe C2 sur Γ0 et à support sur la partie de Γ0 sur laquelle le contrôle

agit telle que
∫

Γ0

m ds = 1 (voir [7], [78] pour plus de détails). On note que M ∈ L(L2(Γ0)) et

∫
Γ0

Mv · ñ dΓ = 0. (3.1.7)

On suppose que les coe�cients de frottement β1 et β2 sont des constantes satisfaisant

β1 > 0, β2 > 0.

On peut noter ici que puisque ω est un tore, il n'y a pas de conditions aux bord �latérales�.
Toutes les quantités sont périodiques dans les directions e1 et e2, par exemple :

U(t, x1 + L1, x2, x3) = U(t, x1, x2, x3), U(t, x1, x2 + L2, x3) = U(t, x1, x2, x3),

η(t, s1 + L1, s2) = η(t, s1, s2), η(t, s1, s2 + L2) = η(t, s1, s2).

On remarque que puisque U est de divergence nulle et tenant compte de l'équation (3.1.7), on
conclut que la vitesse ∂tη doit véri�er la condition∫

ω

∂tη ds = 0. (3.1.8)

En intégrant l'équation de la plaque sur ω et en utilisant (3.1.8) et le fait que η est périodique,
on trouve ∫

ω

H̃η(U, P ) + hS ds = 0. (3.1.9)

Ceci revient à dire que la pression P sera déterminée d'une manière unique en écrivant

P = P0 + C, (3.1.10)

où P0 est de moyenne nulle et C est choisie telle que la condition (3.1.9) soit véri�ée. A�n
d'imposer la condition (3.1.9) sans passer par la décomposition (3.1.10), on introduit l'opérateur
de projection M sur L2

0(ω) où

L2
0(ω) =

{
η ∈ L2(ω) |

∫
ω

η ds = 0

}
. (3.1.11)

Par conséquent, il convient de restreindre le semigroupe associé à l'équation de la plaque sur
L2

0(ω). Alors, on supposera par la suite que∫
ω

η ds = 0.

Il conviendra aussi de remplacer l'équation de la plaque par sa projection sur L2
0(ω)

∂ttη + α∆2η − δ∆∂tη = Hη(U, P ) +MhS,
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où
Hη(U, P ) = MH̃η(U, P ).

On munit le système (3.1.1), (3.1.5) avec les conditions initiales
U(0, ·) = U0 dans Ω(η0),
η(0, ·) = η0 dans ω,

∂tη(0, ·) = η1 dans ω,
(3.1.12)

On se donne l'état stationnaire du système (3.1.1), (3.1.5) noté (wS, ηS, pS) qui est solution
du système 

(wS · ∇)wS −∇ · T(wS, pS) = fS dans Ω(ηS),
∇ · wS = 0 dans Ω(ηS),

α∆2ηS = HηS(wS, pS) +MhS dans ω,
wSn = 0 sur ∂Ω(ηS),[

2νD(wS)n+ βwS
]
τ

= 0 sur ∂Ω(ηS),

(3.1.13)

où

β =

{
β1 si y ∈ Γ0,
β2 si y ∈ Γ(ηS).

Notre objectif se résume à trouver un contrôle v(t) qui dépend des valeurs de (U(t′), η(t′))
pour t′ 6 t − t0, avec t0 > 0 une constante strictement positive qui correspond à un retard
en temps, tel que la solution forte (U, η, P ) associée au système (3.1.1), (3.1.5), (3.1.12) tend
exponentiellement vers (wS, ηS, pS) quand t tend vers l'in�ni. A�n d'énoncer notre résultat
principal, on présente quelques notations utiles.

Pour étudier la stabilisation du système (3.1.1), (3.1.5), on se ramène tout d'abord sur le
domaine �xe Ω(ηS) et pour cela on utilise le changement de variables

Xη1,η2 : Ω(η1) −→ Ω(η2),

y1

y2

y3

 7−→


y1

y2

1 + η2(y1, y2)

1 + η1(y1, y2)
y3

 . (3.1.14)

On pose
X(t, ·) = XηS ,η(t,·), Y (t, ·) = Xη(t,·),ηS , (3.1.15)

et on dé�nit

ũ(t, y) = (Cof∇X(t, y))∗U(t,X(t, y)), p̃(t, y) = P (t,X(t, y)) (t > 0, y ∈ Ω). (3.1.16)

On note qu'avec ce changement de variables, on a

ũ0 = (Cof∇X(0, ·))∗U0(X(0, ·)).

On utilisera désormais la notation
Ω = Ω(ηS).
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On désignera par n la normale unitaire extérieure et par τ i deux vecteurs tangents indépendants
à ∂Ω :

n = −e3, τ i = ei, i = 1, 2, sur Γ0, (3.1.17)

et sur Γ(ηS) :

n(s, 1 + ηS(s)) =
N(s, 1 + ηS(s))

|N(s, 1 + ηS(s))|
, où N(s, 1 + ηS(s)) =

−∂s1ηS(s)
−∂s2ηS(s)

1

 , s ∈ ω,

et

τ 1(s, 1 + ηS(s)) =

 1
0

∂s1η
S(s)

 , τ 2(s, 1 + ηS(s)) =

 0
1

∂s2η
S(s)

 . (3.1.18)

Les opérateurs (A1,D(A1)) et (A2,D(A2)) sont dé�nis par

A1η = α∆2η, D(A1) = H4(ω) ∩ L2
0(ω), (3.1.19)

A2η = −δ∆η, D(A2) = H2(ω) ∩ L2
0(ω), (3.1.20)

Soient X1, X2 deux espaces de Banach munis de la norme ‖.‖X1
respectivement ‖.‖X2

. Pour
s > 0, on dé�nit l'espace suivant

W s(0,∞;X1,X2) =
{
v ∈ L2(0,∞;X1) | v ∈ Hs(0,∞;X2)

}
,

muni de la norme
‖.‖W s(0,∞;X1,X2) = ‖.‖L2(0,∞;X1) + ‖.‖Hs(0,∞;X2) .

Pour s = 1, on notera W 1(0,∞;X1,X2) par W (0,∞;X1,X2).
On se donne une fonction vectorielle v(t). Pour γ > 0, on dé�nit vγ par

vγ : t 7→ eγtv(t).

Alors, pour γ > 0, on considère les espaces suivants

Lpγ(0,∞;X1) = {v ∈ Lp(0,∞;X1) ; vγ ∈ Lp(0,∞;X1)}, p ∈ [1,+∞], (3.1.21)

et
W s
γ (0,∞;X1,X2) = {v ∈ W s(0,∞;X1,X2) ; vγ ∈ W s(0,∞;X1,X2)}. (3.1.22)

Pour ces espaces, on utilise les normes dé�nies par

‖v‖Lpγ(0,∞;X1) = ‖vγ‖Lp(0,∞;X1) ,

‖v‖W s
γ (0,∞;X1,X2) = ‖vγ‖W s(0,∞;X1,X2) .
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On écrira

X∞,γ = Wγ(0,∞; [H2(Ω)]3, [L2(Ω)]3)×L2
γ(0,∞;H1(Ω)/R)×W 2

γ (0,∞;D(A1), L2
0(ω)), (3.1.23)

muni de la norme

‖(u, p, η)‖X∞,γ = ‖u‖Wγ(0,∞;[H2(Ω)]3,[L2(Ω)]3) + ‖u‖L∞γ (0,∞;[H1(Ω)]3) + ‖∇p‖L2
γ(0,∞,[L2(Ω)]3)

+ ‖η‖W 2
γ (0,∞;D(A1),L2

0(ω)) + ‖η‖L∞γ (0,∞;H3(ω)) + ‖∂tη‖L∞γ (0,∞;H1(ω)) . (3.1.24)

On dé�nit l'espace
H = [L2(Ω)]3 ×D(A

1/2
1 )× L2

0(ω),

muni du produit scalaire〈φ
ζ1

ζ2

 ,

ψξ1

ξ2

〉
H

=

∫
Ω

φ · ψ dy +

∫
ω

A
1/2
1 ζ1 · A1/2

1 ξ1 ds+

∫
ω

ζ2 · ξ2 ds.

On pose

W̃ =

ũ− wSη − ηS
∂tη

 , (3.1.25)

où la fonctions ũ est dé�nie par (3.1.16).
Finalement, on suppose que les conditions initiales véri�ent

(ũ0, η0, η1) ∈ [H1(Ω)]3 ×H3(ω)×H1(ω) (3.1.26)

∇ · ũ0 = 0 dans Ω, (ũ0 − η1e3)n = 0 sur Γ(ηS), ũ0
n = 0 sur Γ0. (3.1.27)

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant

Théorème 3.1.1. Soient t0 > 0, γ > 0,

fS ∈ [W 2,∞(Ω)]3, hS ∈ L2(ω), (3.1.28)

(wS, ηS, pS) ∈ [W 2,∞(Ω)]3 × C3(ω)×W 1,∞(Ω)/R, (3.1.29)

avec
1 + ηS > 0, (3.1.30)

tels que le système (3.1.13) est véri�é et (ũ0, η0, η1) satisfaisant (3.1.26), (3.1.27).
Alors, il existe

Nγ ∈ N∗, K ∈ L∞loc(R2;L(H)),

(φk, ζ
k
1 , ζ

k
2 ) ∈ [H2(Ω)]3 ×D(A1)×D(A

1/2
1 ), vk ∈ [H3/2(Γ0)]3, k = 1, . . . , Nγ,

et R > 0, tels que si ∥∥ũ0 − wS
∥∥

[H1(Ω)]3
+
∥∥η0 − ηS

∥∥
H3(ω)

+
∥∥η1
∥∥
H1(ω)

6 R,
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il existe une unique solution (U, P, η) de (3.1.1), (3.1.5) et (3.1.12) associée à

v(t) = 1[t0,+∞)(t)

Nγ∑
k=1

W̃ (t− t0) +

∫ t−t0

0

K(t− t0, s)W̃ (s) ds,

φkζk1
ζk2


H

vk. (3.1.31)

De plus, (ũ− wS, p̃− pS, η − ηS) ∈ X∞,γ et on a l'estimation∥∥(ũ− wS, p̃− pS, η − ηS)
∥∥
X∞,γ

6 C
(∥∥ũ0 − wS

∥∥
[H1(Ω)]3

+
∥∥η0 − ηS

∥∥
H3(ω)

+
∥∥η1
∥∥
H1(ω)

)
,

(3.1.32)
où les fonctions ũ, p̃ sont dé�nies par (3.1.16).

Remarque 3.1.2. On peut obtenir un analogue du Théorème 3.1.1 dans le cas des conditions
classiques de Dirichlet, à savoir{

U = Mv sur (0,∞)× Γ0,
(U − ∂tηe3) = 0 sur (0,∞)× Γ(η).

(3.1.33)

On note que si β1 = 0, le Théorème 3.1.1 implique que le système (3.1.1), (3.1.5) et (3.1.12)
est exponentiellement stabilisable en considérant seulement un contrôle scalaire au niveau de la
condition d'imperméabilité.

Dans ce chapitre, on s'intéresse à la construction d'un contrôle frontière v avec un retard t0 >
0 en temps (au sens de [33]) tel que la solution forte du système (3.1.1), (3.1.5) et (3.1.12) tend
exponentiellement vers l'état stationnaire (wS, ηS, pS). On note que dans ce cas, des conditions
de compatibilité en temps t = 0 entre le contrôle v et les conditions initiales devraient être
imposées, puisque le contrôle qu'on cherche vaut zéro en t = 0, cette di�culté est relevée ici et
c'est l'un des avantage du retard en temps.

Le chapitre est organisé comme suit : dans la Section 3.2, on écrit le système (3.1.1), (3.1.5),
(3.1.12) dans un domaine �xe en utilisant le changement de variable (3.1.15) et (3.1.16). On
étudie ensuite le système linéarisé associé dans la Section 3.3 qui s'écrira sous la forme d'un
problème d'évolution

z′ = Az +Bv + f, z(0) = z0, (3.1.34)

En tenant compte de la Remarque 3.2.1, le problème linéarisé s'écrira sous forme d'un système
couplant les équations d'Oseen et l'équation de la plaque amortie, perturbé par des termes
linéaires apparaissant dans tout le système y compris dans les conditions au bord. On montre
que le générateur in�nitésimal associé au système linéaire est analytique et on montre un premier
résultat de stabilisation avec retard du problème linéarisé, plus précisément on montre que le
critère de Fattorini-Hautus est véri�é

∀ε ∈ D(A∗), ∀λ ∈ C, Reλ > −σ A∗ε = λε et B∗ε = 0 =⇒ ε = 0. (UCσ)

Finalement, on prouve le Théorème 3.1.1 en appliquant un argument de point �xe.
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3.2 Changement de variables

Pour écrire les conditions aux limites d'une manière plus compacte, on introduit l'opérateur
Tη dé�ni comme suit

(Tηξ)(y) =

{
0 si y ∈ Γ0,

ξ(s)e3 si y = (s, 1 + η(s)) ∈ Γ(η),
(3.2.1)

pour toute fonction η : ω −→ (−1,∞). On peut véri�er que Tη ∈ L(L2(ω); [L2(∂Ω(η))]3) et que

(T ∗η ζ)(s) =
√

1 + |∇η|2ζ(s, 1 + η(s)) · e3, ∀ζ ∈ [L2(∂Ω(η))]3.

On dé�nit l'opérateur T par
T = TηSM,

où on rappelle que M est la projection orthogonale sur l'espace L2
0(ω) dé�ni par (3.1.11).

En utilisant (3.1.15) et (3.1.16), le système (3.1.1), (3.1.5), (3.1.12) est équivalent à
∂tũ−∇ · T(ũ, p̃) = det(∇X)fS(X) + (Id−Kη)∂tũ− ν(∆− Lη)ũ

+(∇−Gη)p̃+ Mηũ+ Nηũ dans (0,∞)× Ω,
∇ · ũ = 0 dans (0,∞)× Ω,

∂ttη + A1η + A2∂tη = HηS(ũ, p̃) +H(ũ, η) + hS dans (0,∞)× ω,
(3.2.2)

avec les conditions aux limites{
[ũ− T ∂tη]n = 1Γ0(Mv)n sur (0,∞)× ∂Ω,

[2νD(ũ)n+ β(ũ− T ∂tη)]τ = 1Γ0β(Mv)τ +G(ũ, η) sur (0,∞)× ∂Ω,
(3.2.3)

et avec les conditions initiales
ũ(0, ·) = (Cof∇X(0, .))∗U0(X(0, ·)) = ũ0 dans Ω,

η(0, ·) = η0 dans ω,
∂tη(0, ·) = η1 dans ω.

(3.2.4)

Pour simpli�er, on dé�nit

a = (Cof(∇Y ))∗, b = (Cof(∇X)),

Kηũ = (∇X)ũ,

Gηp̃ = b∇p̃.
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On a alors les formules suivantes

[−ν(∆− Lη)ũ]i = ν
∑
j,k,l,m

(
det(∇X)aik(X)

∂Ym
∂xj

(X)
∂Yl
∂xj

(X)− δikδmjδjl
)

∂2ũk
∂yl∂ym

+ ν
∑
j,k,l,m

(
det(∇X)ajk(X)

∂Ym
∂xi

(X)
∂Yl
∂xj

(X)− δjkδmiδjl
)

∂2ũk
∂yl∂ym

+ det(∇X)

[
ν
∑
j,k,l

(
∂aik
∂xj

(X)
∂Yl
∂xj

(X) +
∂ajk
∂xi

(X)
∂Yl
∂xj

(X)

)
∂ũk
∂yl

+ ν
∑
j,k,l

(
∂aik
∂xj

(X)
∂Yl
∂xj

(X) + aik(X)
∂2Yl
∂x2

j

(X) +
∂ajk
∂xj

(X)
∂Yl
∂xi

(X)

+ ajk(X)
∂2Yl
∂xj∂xi

(X)

)
∂ũk
∂yl

+ ν
∑
k

(
∂2aik
∂x2

j

(X) +
∂2ajk
∂xj∂xi

(X)

)
ũk

]
, (3.2.5)

[(∇−Gη)p̃]i =
∑
k

(δik − bik)
∂p̃

∂yk
=
∑
k

(δik − det(∇X)
∂Yk
∂xi

(X))
∂p̃

∂yk
, (3.2.6)

[Nηũ]i = −
∑
k,l,j

det(∇X)akl(X)
∂aij(X)

∂xk
ũlũj

−
∑
k,l,j,m

det(∇X)akl(X)aij(X)
∂Ym
∂xk

(X)ũl
∂ũj
∂ym

, (3.2.7)

[Mηũ]i = −
∑
l,k

det(∇X)aik(X)
∂ũk
∂yl

∂tYl(X)−
∑
k

det(∇X)∂taik(X)ũk, i = 1, 2, 3. (3.2.8)

Le terme non linéaire H qui �gure dans l'équation de la plaque s'écrit

H(ũ, η) = νM

[
−
∑
j,k

(
∂a3k

∂xj
(X) +

∂ajk
∂x3

(X)

)
Ñjũk

+
∑
j,k,l

(
δ3kδjl(N)j − a3k(X)

∂Yl
∂xj

(X)Ñj

)
∂ũk
∂yl

+

(
δ3lδjk(N)j − ajk(X)

∂Yl
∂x3

(X)Ñj

)
∂ũk
∂yl

]
. (3.2.9)
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Soit W l'opérateur dé�ni par

[W(ũ, η)]k = ν
∑
j,m

ñj(X)

(
∂akm
∂xj

(X)ũm +
∂ajm
∂xk

(X)ũm

)
+ β

(∑
j

akj(X)ũj − T ∂tη · ek

)

+ ν
∑
j,m,q

ñj(X)

(
akm(X)

∂ũm
∂yq

∂Yq
∂xj

(X) + ajm(X)
∂ũm
∂yq

∂Yq
∂xk

(X)

)
, k = 1, 2, 3. (3.2.10)

Les conditions au bord (3.1.5) deviennent après changement de variables{
(ũ− T ∂tη)n = 1Γ0(Mv)n sur (0,∞)× ∂Ω,

W(ũ, η) · (τ̃ i(X)) = 1Γ0β(Mv) · (τ̃ i(X)), i = 1, 2 sur (0,∞)× ∂Ω,
(3.2.11)

où τ̃ i sont dé�nis par (3.1.2) et (3.1.3). La deuxième condition au bord qui �gure dans (3.2.11)
peut s'écrire comme suit

(2νD(ũ)n+ β(ũ− T ∂tη)) · τ i = V i(ũ, η) + 1Γ0β(Mv) · τ i, i = 1, 2, sur ∂Ω,

où τ i sont les vecteurs tangents à ∂Ω dé�nis dans (3.1.17), (3.1.18) et V i est l'opérateur donné
par la formule

V i(ũ, η) = (2νD(ũ)n+ β(ũ− T ∂tη)) · (τ i − τ̃ i(X))

+ (2νD(ũ)n+ β(ũ− T ∂tη)−W(ũ, η)) · τ̃ i(X), i = 1, 2, sur ∂Ω. (3.2.12)

Alors, on construit l'opérateur G de sorte que G · n = 0 et G · τ i = V i sur ∂Ω. Par conséquent,
G est dé�ni sur Γ(ηS) comme suit

G1 =
V1((∂s2η

S)2 + 1)− V2(∂s1η
S∂s2η

S)

|N |2
,

G2 =
V2((∂s1η

S)2 + 1)− V1(∂s1η
S∂s2η

S)

|N |2
,

G3 =
∂s1η

SV1 + ∂s2η
SV2

|N |2
,

(3.2.13)

et G est dé�ni sur Γ0 par G =
2∑
i=1

V iτ i.

On pose
u = ũ− wS, p = p̃− pS, ξ = η − ηS.

Le triplet (u, p, ξ) satisfait le système
∂tu−∇ · T(u, p) + (wS · ∇)u+ (u · ∇)wS = F (u, p, ξ) dans (0,∞)× Ω,

∇ · u = 0 dans (0,∞)× Ω,
∂ttξ + A1ξ + A2∂tξ = HηS(u, p) +H(u+ wS, ξ + ηS) dans (0,∞)× ω,

(3.2.14)
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où

F (u, p, ξ) = (Id−Kξ+ηS)∂tu− ν(∆− Lξ+ηS)(u+ wS) + (∇−Gξ+ηS)(p+ pS)

+ Mξ+ηS(u+ wS) + Nξ+ηS(u+ wS) + (u · ∇)wS + (wS · ∇)u+ (wS · ∇)wS

+ det(∇X)fS(X)− fS, (3.2.15)

avec les conditions aux limites{
[u− T ∂tξ]n = 1Γ0(Mv)n sur (0,∞)× ∂Ω,

[2νD(u)n+ β(u− T ∂tξ)]τ = 1Γ0β(Mv)τ +G(u+ wS, ξ + ηS) sur (0,∞)× ∂Ω,
(3.2.16)

et les conditions initiales 
u(0, ·) = ũ0 − wS dans Ω,
ξ(0, ·) = η0 − ηS dans ω,

∂tξ(0, ·) = η1 dans ω.
(3.2.17)

Remarque 3.2.1. Dans la linéarisation du système (3.2.14), (3.2.16), (3.2.17), on doit faire at-
tention à retrouver tous les termes linéaires provenant du changement de variables. Par exemple
pour le terme

det(∇X)fS(X)− fS = det(∇X)(fS(X)− fS) + (det(∇X)− 1)fS.

On rappelle que det(∇X) =
1 + η

1 + ηS
. Par ailleurs, on note

X(y) = y +
y3ξ(y1, y2)

1 + ηS(y1, y2)
e3 = y + θξ(y1, y2)e3.

On applique la formule de Taylor et on obtient

fS(X(y))− fS(y) = θξ(y1, y2)∇fS(y)e3

+

∫ 1

0

(1− s)∇2fS(y + sθξ(y1, y2)e3)θξ(y1, y2)e3 · θξ(y1, y2)e3 ds. (3.2.18)

Donc

det(∇X(y))fS(X(y))− fS(y)

=
ξ(y1, y2)

1 + ηS(y1, y2)
fS(y) + θξ(y1, y2)∇fS(y)e3 +

(ξ(y1, y2))2

1 + ηS
θ∇fS(y)e3

+

(
1 +

ξ(y1, y2)

1 + ηS(y1, y2)

)∫ 1

0

(1− s)∇2fS(y + sθξ(y1, y2)e3)θξ(y1, y2)e3 · θξ(y1, y2)e3 ds.

(3.2.19)
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On constate que si ‖ξ‖L2
γ(0,∞;L2(ω)) 6 CR, on a∥∥∥∥ ξ

1 + ηS
fS
∥∥∥∥
L2
γ(0,∞;[L2(Ω)]3)

6 CR.

Ce qui constituera un problème au niveau de la partie "point �xe".
Pour surmonter ce problème, on s'inspire de [11]. Plus précisément, on pose par exemple

det(∇X(y))fS(X(y))− fS(y) = `(12)(ξ) + ε(12)(ξ),

avec ∥∥ε(12)(ξ)
∥∥
L2
γ(0,∞;[L2(Ω)]3)

6 C ‖ξ‖2
L2
γ(0,∞;L2(ω)) (1 + ‖ξ‖mL2

γ(0,∞;L2(ω))), m > 1. (3.2.20)

où `(12) est l'opérateur linéaire

`(12)(ξ) =
ξ

1 + ηS
fS,

et ε(12) est le reste non linéaire �gurant dans (3.2.19). La stratégie consiste alors à faire intégrer
l'opérateur `(12) dans la partie linéaire du système (3.2.14), (3.2.16) et (3.2.17).

L'étape cruciale qui suit est de décomposer F , H et V i, en deux parties. On distinguera la
partie linéaire en ξ et on injectera les termes non linéaires au second membre.

La notation ∂sξ (resp. ∂2
ssξ, ∂

3
sssξ), désignera désormais une abréviation de la dérivée première

∂sjξ (resp. la dérivée deuxième ∂2
sisj

ξ, la dérivée troisième ∂3
sisjsk

ξ ).

Décomposition de F (u, p, ξ) :
On commence par décomposer l'opérateur −ν(∆− Lη). On note que

− ν(∆−Lη)(ũ) = −ν(∆−Lξ+ηS)(u+wS) = −ν(∆−Lξ+ηS)(u)− ν(∆−Lξ+ηS)(wS). (3.2.21)

Le terme −ν(∆−Lξ+ηS)(u) est non linéaire tandis que −ν(∆−Lξ+ηS)(wS) contient des termes
linéaires en ξ, alors en vertu de la remarque 3.2.1, il convient d'écrire

− ν(∆− Lξ+ηS)(wS) = `(13)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ, ∂

3
sssξ) + ε(13)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ, ∂

3
sssξ), (3.2.22)

où `(13) est un opérateur linéaire de la forme (3.4.9) et ε(13) est le reste non linéaire à déterminer.
Pour écrire le système linéarisé sous une forme appropriée, on dé�nit pour tout ũ

(Eη(ũ))im = ν
∑
j,k,l

(
det(∇X)aik(X)

∂Ym
∂xj

(X)
∂Yl
∂xj

(X)− δikδmjδjl
)
∂ũk
∂yl

+ ν
∑
j,k,l

(
det(∇X)ajk(X)

∂Ym
∂xi

(X)
∂Yl
∂xj

(X)− δjkδmiδjl
)
∂ũk
∂yl

+ det(∇X)

(
ν
∑
j,k

(
∂aik
∂xj

(X)
∂Ym
∂xj

(X) +
∂ajk
∂xi

(X)
∂Ym
∂xj

(X)

)
ũk

)
. (3.2.23)
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On constate que
(∇ · Eη)i = −ν[(∆− Lη)]i + (F 1

η )i, (3.2.24)

avec

[(F 1
η )(ũ)]i = ν

∂ det(∇X)

∂ym

∑
j,k,l,m

[(
aik(X)

∂Ym
∂xj

(X)
∂Yl
∂xj

(X) + ajk(X)
∂Ym
∂xi

(X)
∂Yl
∂xj

(X)

)
∂ũk
∂yl

+
∑
j,k

(
∂aik
∂xj

(X)
∂Ym
∂xj

(X) +
∂ajk
∂xi

(X)
∂Ym
∂xj

(X)

)
ũk

]

+ ν det(∇X)

[ ∑
j,k,l,m,q

∂2Ym
∂xj∂xq

(X)
∂Xq

∂ym

((
aik(X)

∂Yl
∂xj

(X) + ajk(X)
∂Yl
∂xj

(X)

)
∂ũk
∂yl

+

(
∂aik
∂xj

(X) +
∂ajk
∂xi

(X)

)
ũk

)]
. (3.2.25)

D'après le Lemme 3.4.2, on écrit

(Eξ+ηS(wS)) = L1(ξ) +NE(ξ), (3.2.26)

où L1 est un opérateur linéaire en ξ s'écrivant sous la forme

L1(ξ) = Q1ξ +Q2∂sξ +Q3∂2
ssξ,

où Qi, i = 1, .., 3 sont des opérateurs qui dépendent seulement de l'état stationnaire et sont de
régularité W 1,∞(Ω). La quantité NE(ξ) est le reste non linéaire dont l'expression fait intervenir
les termes

c1(ηS, wS)
ξm1(∂sξ)

m2

(1 + ξ + ηS)α1
, c2(ηS, wS)

ξn1(∂sξ)
n2∂2

ssξ

(1 + ξ + ηS)α2
, m1 +m2 > 2, n1 + n2 > 1, αi > 1,

(3.2.27)
où c1 et c2 sont deux fonctions de régularitéW 1,∞(Ω). D'autre part, du Lemme 3.4.2, on obtient
aussi

(F 1
ξ+ηS)(wS) = −`(9)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ)− ε(9)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ), (3.2.28)

où le terme non linéaire ε(9)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ) contient des termes de la même forme que (3.2.27).

Alors, de (3.2.22), (3.2.24), (3.2.26) et (3.2.28), on déduit

`(13)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ, ∂

3
sssξ) = ∇ · (L1(ξ)) + `(9)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ), (3.2.29)

ε(13)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ, ∂

3
sssξ) = ε(9)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ) +∇ · (NE(ξ)). (3.2.30)

En utilisant (3.2.21), (3.2.22), (3.2.29) et (3.2.30), le membre −ν(∆−Lξ+ηS)(u+wS) peut donc
s'écrire sous la forme suivante

− ν(∆− Lξ+ηS)(u+ wS) = ∇ · (L1(ξ)) + `(9)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ) + ε(9)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ) +∇ · (NE(ξ))

− ν(∆− Lξ+ηS)(u). (3.2.31)
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Par ailleurs, en utilisant toujours le Lemme 3.4.2, on obtient

[(∇−Gξ+ηS)(pS)]i =
∑
k

(δki − det(∇X)
∂Yk
∂xi

(X))
∂pS

∂yk
= `

(5)
i (ξ, ∂sξ) + ε

(5)
i (ξ, ∂sξ), (3.2.32)

où ε(5)(ξ, ∂sξ) fait intervenir les termes

c3(ηS, pS)
ξm2(∂sξ)

m2

(1 + ξ + ηS)α1
, m1 +m2 > 2, α1 > 1, (3.2.33)

où c3 est une fonction qui dépend seulement de l'état stationnaire et bornée dans Ω. Alors,

[(∇−Gξ+ηS)(p+ pS)]i = `
(5)
i (ξ, ∂sξ) + ε

(5)
i (ξ, ∂sξ) + [(∇−Gξ+ηS)(p)]i. (3.2.34)

D'un autre côté, on a∑
l,k

det(∇X)aik(X)
∂wSk
∂yl

∂tYl(X) = (∇X∇wS∂tY (X))i,

où

(∇X∇wS∂tY (X))i = ∂tY3
∂wSi
∂y3

, i = 1, 2,

(∇X∇wS∂tY (X))3 = ∂tY3

(
∂X3

∂y1

∂wS1
∂y3

+
∂X3

∂y2

∂wS2
∂y3

+
1 + η

1 + ηS
∂wS3
∂y3

)
.

On note que

∂tY3 = −y3
∂tξ

1 + η
,

∂X3

∂yi
= y3

∂siξ(1 + ηS)− ∂siηSξ
(1 + ηS)2

, i = 1, 2.

En utilisant (3.4.15), on trouve que

−(∇X∇wS∂tY (X))i = `
(4)
i (∂tξ) + ε

(4)
i (ξ, ∂sξ, ∂tξ),

où ε(4)(ξ, ∂sξ, ∂tξ) a pour termes

c4(ηS, wS)
ξm1∂tξ∂sξ

(1 + ξ + ηS)α1
, c5(ηS, wS)

ξm2∂tξ

(1 + ξ + ηS)α2
, m1 > 0, m2 > 1, αi > 1, (3.2.35)

avec c4 et c5 sont des fonctions de régularité W 1,∞(Ω). De plus, en utilisant le Lemme 3.4.2, on
obtient

−
∑
k

det(∇X)∂taik(X)wSk = `
(6)
i (∂tξ, ∂

2
tsξ) + ε

(6)
i (ξ, ∂tξ, ∂

2
tsξ), (3.2.36)
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où ε(6)(ξ, ∂tξ, ∂
2
tsξ) contient les termes suivants

c6(ηS, wS)
ξm1∂2

tsξ

(1 + ξ + ηS)α1
, c7(ηS, wS)

ξm2∂tξ

(1 + ξ + ηS)α2
, c8(ηS, wS)

ξm3∂tξ∂sξ

(1 + ξ + ηS)α3
,

m1 > 1, m2 > 1, m3 > 0, αi > 1, (3.2.37)

avec ci, i = 6, ..., 8 des fonctions de régularité W 2,∞(Ω). Donc

Mξ+ηS(u+ wS) = `(4)(∂tξ) + `(6)(∂tξ, ∂
2
tsξ) + ε(6)(ξ, ∂tξ, ∂

2
tsξ)

+ ε(4)(ξ, ∂sξ, ∂tξ) + Mξ+ηS(u). (3.2.38)

Par ailleurs,

[Nξ+ηS(u+ wS) + u · ∇wS + wS · ∇u+ wS · ∇wS]i = −
∑
k,l,j

det(∇X)akl(X)
∂aij(X)

∂xk
wSl w

S
j

+
∑
k,l,j,m

(
δijδklδkm − det(∇X)akl(X)aij(X)

∂Ym
∂xk

(X)

)
wSl

∂wSj
∂ym

+ F 2
i (u, ξ + ηS)

= F 2
i (u, ξ + ηS) + F 3

i (wS, ξ + ηS), i = 1, 2, 3. (3.2.39)

En utilisant le Lemme 3.4.2, on obtient

F 3
i (wS, ξ + ηS) = `

(8)
i (ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ) + ε

(8)
i (ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ), (3.2.40)

où ε(8)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ) admet des termes sous la forme (3.2.27). Alors, on a

[Nξ+ηS(u+ wS) + u · ∇wS + wS · ∇u+ wS · ∇wS]i = `
(8)
i (ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ)

+ ε
(8)
i (ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ) + F 2

i (u, ξ + ηS), i = 1, 2, 3. (3.2.41)

De (3.2.15), (3.2.31), (3.2.34), (3.2.38) et (3.2.41), on obtient

F (u, p, ξ) = ∇ · L1(ξ) + L2(ξ, ∂tξ) +∇ · NE(ξ) +NF (ξ) + F(u, p, ξ). (3.2.42)

où

L2(ξ, ∂tξ) = `(9)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ)+ `(5)(ξ, ∂sξ)+ `(4)(∂tξ)+ `(6)(∂tξ, ∂

2
tsξ)+ `(8)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ), (3.2.43)

ou encore
L2(ξ, ∂tξ) = Q4ξ +Q5∂sξ +Q6∂2

ssξ +Q7∂tξ +Q8∂2
stξ,

où Qi, i = 4, .., 8 sont de régularité W 1,∞(Ω),

NF (ξ) = ε(9)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ) + ε(5)(ξ, ∂sξ) + ε(4)(ξ, ∂sξ, ∂tξ) + ε(6)(ξ, ∂tξ, ∂

2
tsξ)

+ ε(8)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ), (3.2.44)
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F(u, p, ξ) = (Id−Kξ+ηS)∂tu− ν(∆− Lξ+ηS)(u) + (∇−Gξ+ηS)(p)

+ Mξ+ηS(u) + F 2(u, ξ + ηS). (3.2.45)

Décomposition de H(u, ξ + ηS) :
On a

H(u+ wS, ξ + ηS) = H(u, ξ + ηS) +H(wS, ξ + ηS).

On remarque que
H(wS, ξ + ηS) = −T ∗((Eξ+ηS(wS))n), (3.2.46)

où T ∗ est dé�ni par

T ∗(ζ)(s) = M

(√
1 + |∇ηS|2ζ(s, 1 + ηS(s)) · e3

)
, ∀ζ ∈ [L2(∂Ω)]3. (3.2.47)

En utilisant (3.2.26), on obtient

H(u+ wS, ξ + ηS) = −T ∗(L1(ξ)n) +H(u, ξ + ηS)− T ∗(NE(ξ)n). (3.2.48)

Décomposition de G(u, ξ + ηS) :
D'autre part, en utilisant les formules de W dans (3.2.10) et de V i dans (3.2.12), on a

V i(wS, ξ + ηS) =
(
2νD(wS)n+ βwS

)
· (τ i − τ̃ i(X))

+

[
ν
∑
j,m,q

(
(n)jδkmδqj − (ñ(X))jakm(X)

∂Yq
∂xj

(X)

)
∂wSm
∂yq

− ν
∑
j,m,q

(
(ñ(X))jajm(X)

∂Yq
∂xk

(X)− (n)jδjmδqk

)
∂wSm
∂yq

− ν
∑
j,m

(ñ(X))j

(
∂akm
∂xj

(X)wSm +
∂ajm
∂xk

(X)wSm

)
+β

∑
j

(δkj−akj(X))wSj

]
τ̃ ik(X), k = 1, 2, 3.

On constate que

ν
∑
j,m,q

(
njδkmδqj − ñj(X)akm(X)

∂Yq
∂xj

(X)

)
∂wSm
∂yq

+ ν
∑
j,m,q

(
njδjmδqk − ñj(X)ajm(X)

∂Yq
∂xk

(X)

)
∂wSm
∂yq

− ν
∑
j,m

ñj(X)

(
∂akm
∂xj

(X)wSm +
∂ajm
∂xk

(X)wSm

)
= −|N |
|Ñ |

[
(Eξ+ηS(wS))n

]
k

+ ν
∑
j

(
(n)j −

N

|Ñ |

)
∂wSk
∂yj

+ ν
∑
j

(
(n)j −

N

|Ñ |

)
∂wSj
∂yk

. (3.2.49)
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D'un autre côté, on obtient en utilisant la formule de Taylor

1

|Ñ |
=

1

|N |
− ∇η

S · ∇ξ
|N |3

− |∇ξ|
2

2|N |3
+

3θ2

4|N |

∫ 1

0

(1− s)
(1 + sθ)5/2

ds,

où θ =
2∇ηS · ∇ξ + |∇ξ|2

|N |2
. Alors, on déduit

1

|Ñ |
=

1

|N |
− ∇η

S · ∇ξ
|N |3

+ ε(10)(∂sξ),

avec

ε(10)(∂sξ) = −|∇ξ|
2

2|N |3
+

3θ2

4|N |

∫ 1

0

(1− s)
(1 + sθ)5/2

ds.

Donc, on obtient en utilisant (3.2.26)

ν
∑
j,m,q

(
njδkmδqj − ñj(X)akm(X)

∂Yq
∂xj

(X)

)
∂wSm
∂yq

+ ν
∑
j,m,q

(
njδjmδqk − ñj(X)ajm(X)

∂Yq
∂xk

(X)

)
∂wSm
∂yq

− ν
∑
j,m

ñj(X)

(
∂akm
∂xj

(X)wSm +
∂ajm
∂xk

(X)wSm

)
= [−L1(ξ)n+ `(14)(∂sξ)−NE(ξ)n

+ ε(14)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ)]k, (3.2.50)

où

`
(14)
k (∂sξ) = ν

∇ηS · ∇ξ
|N |2

∑
j

(
∂wSk
∂yj

+
∂wSj
∂yk

)
,

et ε(14) a pour termes (3.2.27). D'autre part, du lemme 3.4.2, on a

β
∑
j

(δkj − akj(X))wSj = `
(15)
k (ξ, ∂sξ) + ε

(15)
k (ξ, ∂sξ),

où ε(15)
k a pour termes

c9(ηS, wS)
ξm1

(1 + ξ + ηS)α1
, c(10)(ηS, wS)

ξm2∂sξ

(1 + ξ + ηS)α2
,

m1 > 2, m2 > 1, αi > 1, i = 1, 2,

où ci, i = 9, 10 sont de régularité W 3/2,∞(∂Ω).

V i(wS, η) = −[L1(ξ)n+ L3(ξ)] · τ i − [NE(ξ)n] · τ i + ε
(11)
i (ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ), (3.2.51)
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où L3 est un opérateur dé�ni par

L3(ξ) · τ i = −
(
2νD(wS)n+ βwS

)
· (τ i − τ̃ i(X))− `(14)(∂sξ) · τ i, L3(ξ) · n = 0,

ou encore
L3(ξ) = Q9ξ +Q10∂sξ, (3.2.52)

tel que Q9 et Q10 sont de régularité W 1/2,∞(∂Ω) et

ε(11)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ) = −`(14)(∂sξ) · (τ̃ i(X)− τ i) + ε(14)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ) · τ̃ i(X)

− [NE(ξ)n] · (τ̃ i(X)− τ i).

On note que ε(11) contient des termes du type (3.2.27). Finalement, on dé�nit le reste NG tel
que

NG(ξ) · τ i = ε
(11)
i (ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ), NG(ξ) · n = 0.

Le système (3.2.14), (3.2.16) et (3.2.17) devient alors
∂tu−∇ · T(u, p) + (wS · ∇)u+ (u · ∇)wS −∇ · L1(ξ) + L2(ξ, ∂tξ)

= ∇ · NE(ξ) +NF (ξ) + F(u, p, ξ) dans (0,∞)× Ω,
∇ · u = 0 dans (0,∞)× Ω,

∂ttξ + A1ξ + A2∂tξ + T ∗(L1(ξ)n) = HηS(u, p) +H(u, ξ + ηS)
−T ∗(NE(ξ)n) dans (0,∞)× ω,

(3.2.53)
avec les conditions aux limites

[u− T ∂tξ]n = 1Γ0(Mv)n sur (0,∞)× ∂Ω,[
2νD(u)n+ L1(ξ)n+ L3(ξ) + β(u− T ∂tξ)

]
τ

= 1Γ0β(Mv)τ
−[NE(ξ)n]τ + [NG(ξ)]τ +G(u, ξ + ηS) sur (0,∞)× ∂Ω,

(3.2.54)

et les conditions initiales 
u(0, ·) = ũ0 − wS dans Ω,
ξ(0, ·) = η0 − ηS dans ω,

∂tξ(0, ·) = η1 dans ω.
(3.2.55)

3.3 Système linéaire

On considère le système linéaire associé à (3.2.14) et (3.2.16)
∂tw̃ + (wS · ∇)w̃ + (w̃ · ∇)wS −∇ · T(w̃, q̃)−∇ · L1(ξ) + L2(ξ, ∂tξ) = f̃ dans (0,∞)× Ω,

∇ · w̃ = 0 dans (0,∞)× Ω,

∂ttξ + A1ξ + A2∂tξ + T ∗(L1(ξ)n) = −T ∗(T(w̃, q̃)n) + h̃ dans (0,∞)× ω,
(3.3.1)
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avec les conditions au bord{
[w̃ − T ∂tξ]n = 1Γ0(Mv)n sur (0,∞)× ∂Ω,[

2νD(w̃)n+ β (w̃ − T ∂tξ) + L1(ξ)n+ L3(ξ)
]
τ

= 1Γ0β(Mv)τ + g̃ sur (0,∞)× ∂Ω,
(3.3.2)

avec les conditions initiales 
w̃(0, ·) = w0 = ũ0 − wS dans Ω,
ξ(0, ·) = ξ0 = η0 − ηS dans ω,

∂tξ(0, ·) = ξ1 = η1 dans ω.
(3.3.3)

où d'après le lemme 3.4.4, on a

L1(ξ) = Q1ξ +Q2∂sξ +Q3∂2
ssξ,

L2(ξ, ∂tξ) = Q4ξ +Q5∂sξ +Q6∂2
ssξ +Q7∂tξ +Q8∂2

stξ,

L3(ξ) = Q9ξ +Q10∂sξ, (3.3.4)

On note
L2,1(ξ) = Q4ξ +Q5∂sξ +Q6∂2

ssξ, L2,2(∂tξ) = Q7∂tξ +Q8∂2
tsξ. (3.3.5)

L'étape suivante consiste à réécrire le système (3.3.1), (3.3.2) sous la forme d'un système
dynamique abstrait. La première étape consiste à relever les conditions au bord.

Lemme 3.3.1. Soient β > 0 et γ0 > 0. Soit (ṽ, π̃) véri�ant le système
∂tṽ + γ0ṽ −∇ · T(ṽ, π̃) = 0 dans (0,∞)× Ω,

∇ · ṽ = 0 dans (0,∞)× Ω,
ṽn = 0 sur (0,∞)× ∂Ω,

[2νD(ṽ)n+ βṽ]τ = g̃ sur (0,∞)× ∂Ω,
ṽ(0, ·) = 0 dans Ω.

(3.3.6)

Si
g̃ ∈ W 1/4

γ (0,∞; [H1/2(∂Ω)]3, [L2(∂Ω)]3), g̃n0 = 0, (3.3.7)

pour γ ∈ [0, γ0], alors le problème (3.3.6) admet une solution unique qui satisfait l'estimation

‖ṽ‖2
Wγ(0,∞,[H2(Ω)]3,[L2(Ω)]3) + ‖∇π̃‖2

L2
γ(0,∞;[L2(Ω)]3) 6 C ‖g̃‖2

W
1/4
γ (0,∞;[H1/2(∂Ω)]3,[L2(∂Ω)]3)

, (3.3.8)

où C est une constante positive.

Démonstration. Dans la preuve, il convient de remplacer la condition (3.3.7) par la condition
équivalente

g̃ ∈ W 1/2
γ (0,∞; [H1(Ω)]3, [L2(Ω)]3), g̃n0 = 0.

Une telle équivalence peut être obtenue en utilisant la surjectivité de l'opérateur de trace (voir
[70, p.21, Théorème 2.3]). Ce type de démonstration a déjà été fait notamment dans [85], on
rappelle dans ce qui suit les étapes importantes de la preuve.
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On considère le problème suivant
γ0z −∇ · T(z, χ) = 0 dans (0,∞)× Ω,

∇ · z = 0 dans (0,∞)× Ω,
zn = 0 sur (0,∞)× ∂Ω,

[2νD(z)n+ βz]τ = g̃ sur (0,∞)× ∂Ω.

(3.3.9)

On suppose par densité que g̃ ∈ C∞0 (R+, [H
1(Ω)]3) et g̃(t) = 0 si t < 0. Alors, le système (3.3.9),

admet une unique solution (z, χ) ∈ C∞0 (R+, [H
2(Ω)]3)×C∞0 (R+, H

1(Ω)/R) (voir [13]). On pose
alors, z̃ = ṽ − z, χ̃ = π̃ − χ. Donc, (z̃, χ̃) satisfait le système

z̃t + γ0z̃ −∇ · T(z̃, χ̃) = −∂tz dans (0,∞)× Ω,
∇ · z̃ = 0 dans (0,∞)× Ω,
z̃n = 0 sur (0,∞)× ∂Ω,

[2νD(z̃)n+ βz̃]τ = 0 sur (0,∞)× ∂Ω,
z̃(0, ·) = 0 dans Ω.

(3.3.10)

Le système ci-dessus peut être résolu en utilisant le fait que l'opérateur

A = P∆− γ0 Id, D(A) = {z ∈ [H2(Ω)]3 | z · n = 0, [2νD(z)n+ βz]τ = 0},

est le générateur in�nitésimal d'un semigroupe analytique exponentiellement stable où P dé-
signe la projection de Leray. Ce fait est une conséquence directe du [15, Théorème 2.12, p.115].
On déduit alors l'existence et l'unicité de (ṽ, π̃) ∈ C∞0 (R+, [H

2(Ω)]3) × C∞0 (R+, H
1(Ω)/R) so-

lution du système (3.3.6).
On montre maintenant l'estimation (3.3.8). Soit φ ∈ C∞0 (R+, [L

2(Ω)]3) telle que ∇ · φ = 0,
φ · n = 0, et on supposera que φ = 0 sur (T,∞)× Ω où T > 0. On considère le système

ψt − (γ0 − γ)ψ +∇ · T(ψ, θ) = φ dans R× Ω,
∇ · ψ = 0 dans R× Ω,
ψn = 0 sur R× ∂Ω,

[2νD(ψ)n+ βψ]τ = 0 sur R× ∂Ω,
ψ(T ) = 0 dans Ω.

(3.3.11)

On note que ψ = 0, θ = 0 sur (T,∞)×Ω. Le système (3.3.11) admet une unique solution (ψ, θ) ∈
W (R; [H2(Ω)]3, [L2(Ω)]3)× L2(R;H1(Ω)/R) exponentiellement stable satisfaisant l'estimation

‖ψ‖W (R;[H2(Ω)]3,[L2(Ω)]3) + ‖θ‖L2(R;H1(Ω)/R) 6 C ‖φ‖L2(R;[L2(Ω)]3) . (3.3.12)

On a∫
R

∫
Ω

eγtṽ · φ dydt =

∫
R

∫
Ω

eγtṽ · (∂tψ − (γ0 − γ)ψ +∇ · T(ψ, θ)) dydt

= −
∫
R

∫
Ω

eγt(∂tṽ + γ0ṽ −∇ · T(ṽ, π̃)) · ψ dydt−
∫
R

∫
∂Ω

eγtgτ · ψτ dΓdt

= −
∫
R

∫
∂Ω

eγtg · ψτ dΓdt.
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En utilisant (3.3.12), on obtient∥∥eγtṽ∥∥
L2(R;[L2(Ω)]3)

6 C
∥∥eγtg̃∥∥

L2(R;[H1(Ω)]3)
. (3.3.13)

D'un autre côté, on étend n sur Ω et on a l'égalité∫
∂Ω

eγt∂tg · ψ dΓ =
∑
i

∫
Ω

eγt∂i((n)i∂tg) · ψ dy +
∑
i

∫
Ω

eγt((n)i∂tg) · ∂iψ dy.

Donc,∫
R

∫
Ω

eγt∂tṽ · φ dydt = −
∑
i

∫
R

∫
Ω

(
eγt∂i((n)i∂tg) · ψ + eγt((n)i∂tg) · ∂iψ

)
dydt (3.3.14)

Pour estimer eγt∂tṽ dans L2(R, [L2(Ω)]3), on remarque que∫
R

∫
Ω

eγt∂i((n)i∂tg) · ψ dydt = −γ
∫
R

∫
Ω

eγt∂i((n)ig) · ψ dydt

−
∫
R

∫
Ω

eγt∂i((n)ig) · ∂tψ dydt. (3.3.15)

Donc∣∣∣〈eγt∂i((n)i∂tg), ψ
〉
L2(R;[L2(Ω)]3)

∣∣∣ 6 C
∥∥eγtg∥∥

L2(R;[H1(Ω)]3)

(
‖ψt‖L2(R,[L2(Ω)]3)

+ γ ‖ψ‖L2(R,[L2(Ω)]3)

)
(3.3.16)

Par ailleurs,〈
eγt((n)i∂tg), ∂iψ

〉
L2(R;[L2(Ω)]3)

=
〈
∂t(e

γtg), (n)i∂iψ
〉
L2(R;[L2(Ω)]3)

− γ
〈
eγtg, (n)i∂iψ

〉
L2(R;[L2(Ω)]3)

,

Alors, en utilisant [84, Proposition 2.3, Proposition 2.8], on obtient∣∣∣〈eγt((n)i∂tg), ∂iψ
〉
L2(R;[L2(Ω)]3)

∣∣∣ 6 C ‖g‖W 1/2(R;[H1(Ω)]3,[L2(Ω)]3) ‖∇ψ‖W 1/2(R;[H1(Ω)]9,[L2(Ω)]9)

. 6 C ‖g‖W 1/2(R;[H1(Ω)]3,[L2(Ω)]3) ‖ψ‖W (R;[H2(Ω)]3,[L2(Ω)]3) . (3.3.17)

En combinant (3.3.17), (3.3.16), (3.3.14) et (3.3.12) on obtient∥∥eγt∂tṽ∥∥L2(R;[L2(Ω)]3)
6 C

∥∥eγtg̃∥∥
W 1/2(R;[H1(Ω)]3,[L2(Ω)]3)

. (3.3.18)

Finalement, d'après les estimations elliptiques classiques du problème de Stokes, on a

‖ṽ(t)‖[H2(Ω)]3 + ‖∇π̃(t)‖[L2(Ω)]3 6 C
(
‖∂tṽ(t)‖[L2(Ω)]3 + ‖g̃(t)‖[H1(Ω)]3

)
(3.3.19)

En utilisant (3.3.19) et (3.3.18), on obtient (3.3.8).
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On pose
w = w̃ − ṽ, q = q̃ − π̃.

Donc, en vertu du lemme 3.3.1, il su�t de considérer le système linéaire ∂tw + (wS · ∇)w + (w · ∇)wS −∇ · T(w, q)−∇ · L1(ξ) + L2(ξ, ∂tξ) = f dans (0,∞)× Ω,
∇ · w = 0 dans (0,∞)× Ω,

∂ttξ + A1ξ + A2∂tξ + T ∗(L1(ξ)n) = −T ∗(T(w, q)n) + h dans (0,∞)× ω,
(3.3.20)

avec les conditions au bord{
[w − T ∂tξ]n = 1Γ0(Mv)n sur (0,∞)× ∂Ω,[

2νD(w)n+ β (w − T ∂tξ) + L1(ξ)n+ L3(ξ)
]
τ

= 1Γ0β(Mv)τ sur (0,∞)× ∂Ω,
(3.3.21)

et les conditions initiales 
w(0, ·) = w0 dans Ω,
ξ(0, ·) = ξ0 dans ω,

∂tξ(0, ·) = ξ1 dans ω,
(3.3.22)

où
f = f̃ − (wS · ∇)ṽ − (ṽ · ∇)wS + γ0ṽ, h = h̃− T ∗(T(ṽ, π̃)n). (3.3.23)

Dans cette section, on montre que le système (3.3.20), (3.3.21) et (3.3.22) est exponentiellement
stabilisable.

On dé�nit

H = {(w, η1, η2) ∈ [L2(Ω)]3 ×D(A
1/2
1 )× L2

0(ω) | ∇ · w = 0 dans Ω,

[w − T η2]n = 0 sur ∂Ω},

muni du produit scalaire〈wη1

η2

 ,

 v
ξ1

ξ2

〉
H

= 〈w, v〉[L2(Ω)]3 +
〈
A

1/2
1 η1, A

1/2
1 ξ1

〉
L2(ω)

+ 〈η2, ξ2〉L2(ω) .

et

V =
(

[H1(Ω)]3 ×D(A
3/4
1 )×D(A

1/4
1 )
)
∩H. (3.3.24)

On note aussi par P la projection orthogonale

P : [L2(Ω)]3 ×D(A
1/2
1 )× L2

0(ω) −→ H.

En�n, on dé�nit

D(AS) = {(w, η1, η2) ∈
(

[H2(Ω)]3 ×D(A1)×D(A
1/2
1 )
)
∩ V,[

2νD(w)n+ β(w − T η2) + L1(η1)n+ L3(η1)
]
τ

= 0 sur ∂Ω}, (3.3.25)
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AS

wη1

η2

 =

ν∆w − (wS · ∇)w − (w · ∇)wS +∇ · L1(η1)− L2(η1, η2)
η2

−A1η1 − A2η2 − T ∗(2νD(w)n+ L1(η1)n)

 , (3.3.26)

et
AS = PAS, D(AS) = D(AS). (3.3.27)

Proposition 3.3.2. Il existe λ0 > 0 tel que l'opérateur λ0 Id−AS est le générateur in�nitésimal
d'un semigroupe de contractions fortement continu sur H.

Démonstration. Soit W = (w, ξ1, ξ2) ∈ D(AS). On montre que λ0 Id−AS est dissipatif.

〈(λ0 Id−AS)W,W 〉 = λ0

∫
Ω

|w|2 dy +

∫
Ω

(∇wS)∗w · w dy + 2ν

∫
Ω

|Dw|2 dy

+

∫
Ω

L1(ξ1) : ∇w dy +

∫
Ω

L2(ξ1, ξ2) · w dy +

∫
∂Ω

β |(w − T ξ2)τ |2 dΓ

+

∫
∂Ω

[L3(ξ1)]τ · (w − T ξ2)τ dΓ +

∫
ω

∣∣∣A1/2
2 ξ2

∣∣∣2 ds+ λ0

∫
ω

∣∣∣A1/2
1 ξ1

∣∣∣2 ds

+ λ0

∫
ω

|ξ2|2 ds. (3.3.28)

De (3.3.4) et le fait que Qi, i = 1, ..., 8 sont de régularité W 1,∞(Ω), on a∥∥L1(ξ1)
∥∥2

[L2(Ω)]9
6 C

∥∥∥A1/2
1 ξ1

∥∥∥2

L2
0(ω)

, (3.3.29)

∥∥L2(ξ1, ξ2)
∥∥2

[L2(Ω)]3
6 C

(∥∥∥A1/2
1 ξ1

∥∥∥2

L2
0(ω)

+
∥∥∥A1/2

2 ξ2

∥∥∥2

L2
0(ω)

)
. (3.3.30)

Puisque Q9 et Q10 sont de régularité W 1/2,∞(∂Ω) ↪→ L3(∂Ω) et

‖ξ1‖L6(ω) + ‖∂sξ1‖L6(ω) 6 C
∥∥∂2

ssξ1

∥∥
L2

0(ω)
,

alors, on obtient ∥∥L3(ξ1)
∥∥2

[L2(Ω)]3
6 C

∥∥∥A1/2
1 ξ1

∥∥∥2

L2
0(ω)

. (3.3.31)

En utilisant (3.3.29), (3.3.30) et (3.3.31), on trouve∫
Ω

(∇wS)∗w · w dy +

∫
Ω

L1(ξ1) : ∇w dy +

∫
Ω

L2(ξ1, ξ2) · w dy

+

∫
∂Ω

[L3(ξ1)]τ · (w − T ξ2)τ dΓ > −ε
(
‖w‖2

[H1(Ω)]3 +
∥∥∥A1/2

2 ξ2

∥∥∥2

L2(Ω)

)
− C

(
‖w‖2

[L2(Ω)]3 + ‖ξ2‖2
L2(ω) +

∥∥∥A1/2
1 ξ1

∥∥∥2

L2(ω)

)
. (3.3.32)
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Grâce à l'inégalité classique de Korn, on obtient pour λ0 assez grand

〈(λ0 Id−AS)W,W 〉 > 0.

Il reste à montrer que l'opérateur λ0 Id−AS est m-dissipatif : on montre que l'opérateur

λ0 Id−AS est surjectif. Soit F =

fg
h

 ∈ H et on considère l'équation

(λ0 Id−AS)

wη1

η2

 = F, (3.3.33)

qui peut s'écrire de manière équivalente

λ0w −∇ · T(w, q) + (wS · ∇)w + (w · ∇)wS −∇ · L1(η1) + L2(η1, η2) = f dans Ω, (3.3.34a)
∇ · w = 0 dans Ω, (3.3.34b)

λ0η1 − η2 = g sur ω, (3.3.34c)
λ0η2 + A1η1 + A2η2 = −T ∗(T(w, q)n+ L1(η1)n) + h sur ω, (3.3.34d)

[w − T η2]n = 0 sur ∂Ω, (3.3.34e)[
2νD(w)n+ β(w − T η2) + L1(η1)n+ L3(η1)

]
τ

= 0 sur ∂Ω. (3.3.34f)

Pour résoudre le système ci-dessus, on introduit l'espace

V =
{

(φ, ξ) ∈ [H1(Ω)]3 ×D(A
1/2
1 ) | ∇ · φ = 0 dans Ω, [φ− T ξ]n = 0 sur ∂Ω

}
.

On peut donc écrire l'équation (3.3.33) sous une forme variationnelle : trouver (w, η2) ∈ V tel
que

a

((
w
η2

)
,

(
φ
ξ

))
= L

(
φ
ξ

) ((
φ
ξ

)
∈ V

)
, (3.3.35)

avec a : V × V −→ R donnée par

a

((
w
η2

)
,

(
φ
ξ

))
= λ0

∫
Ω

w · φ dy+

∫
Ω

((wS · ∇)w+ (w · ∇)wS) · φ dy+ 2ν

∫
Ω

D(w) : D(φ) dy

+
1

λ0

∫
Ω

L1(η2) : ∇φ dy +
1

λ0

∫
Ω

L2,1(η2) · φ dy +

∫
Ω

L2,2(η2) · φ dy + λ0

∫
ω

η2 · ξ ds

+

∫
ω

(A2η2) · ξ ds+
1

λ0

∫
ω

(A
1/2
1 η2) · (A1/2

1 ξ) ds+

∫
∂Ω

β[w − T (η2)]τ · [φ− T (ξ)]τ dΓ

+
1

λ0

∫
∂Ω

[L3(η2)]τ · [φ− T (ξ)]τ dΓ,
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et L : V −→ R donnée par

L

(
φ
ξ

)
=

∫
Ω

f · φ dy +

∫
ω

h · ξ ds− 1

λ0

∫
ω

(A
1/2
1 g) · (A1/2

1 ξ) ds

− 1

λ0

∫
Ω

L1(g) : ∇φ dy − 1

λ0

∫
Ω

L2,1(g) · φ dy − 1

λ0

∫
∂Ω

[L3(g)]τ · [φ− T (ξ)]τ dΓ

La forme bilinéaire a est continue et coercive sur V grâce à l'inégalité classique de Korn. On
peut aussi véri�er que L est linéaire et continue sur V . D'après le théorème de Lax-Milgram, il
existe (w, η2) ∈ V , l'unique solution de (3.3.35). Maintenant, en prenant ξ = 0 et φ ∈ Dσ(Ω),
l'équation (3.3.35) devient

λ0

∫
Ω

w · φ dy +

∫
Ω

((wS · ∇)w + (w · ∇)wS) · φ dy + 2ν

∫
Ω

D(w) : D(φ) dy

+

∫
Ω

L1(η1) : ∇φ dy +

∫
Ω

L2(η1, η2) · φ dy =

∫
Ω

f · φ dy,

ce qui est équivalent à〈
λ0w + (wS · ∇)w + (w · ∇)wS − ν∆w −∇ · L1(η1) + L2(η1, η2)− f, φ

〉
= 0, ∀φ ∈ Dσ(Ω).

En utilisant le théorème de De Rham [89, Proposition 1.2, p.14], on déduit l'existence d'un
unique q ∈ L2(Ω)/R tel que (3.3.34a) est satisfaite. En particulier, on a ∇ · T(w, q) ∈ [L2(Ω)]3

et T(w, q) ∈ [L2(Ω)]9. Par conséquent, on en déduit que T(w, q)n ∈ [H−1/2(∂Ω)]3 et∫
Ω

T(w, q) : D(φ) dy − 〈T(w, q)n, φ〉H−1/2,H1/2

=

∫
Ω

(f − λ0w − (wS · ∇)w − (w · ∇)wS − L2(η1, η2)) · φ dy −
∫

Ω

L1(η1) : ∇φ dy

+

∫
∂Ω

[L1(η1)n]τ · φτ dΓ, (3.3.36)

pour tout φ ∈ [H1(Ω)]3, φn = 0. D'autre part, en prenant ξ = 0 dans (3.3.35) on obtient

λ0

∫
Ω

w · φ dy + 2ν

∫
Ω

D(w) : D(φ) dy +

∫
Ω

L1(η1) : ∇φ dy +

∫
Ω

L2(η1, η2) · φ dy

+

∫
Ω

((wS · ∇)w + (w · ∇)wS) · φ dy +
〈
[β(w − T (η2)) + L3(η1)]τ , φ

〉
H−1/2,H1/2

=

∫
Ω

f · φ dy, (3.3.37)

pour tout φ ∈ [H1(Ω)]3, ∇ · φ = 0, φn = 0. En comparant (3.3.36) et (3.3.37) et en tenant
compte du fait que∫

Ω

T(w, q) : D(φ) dy = 2ν

∫
Ω

D(w) : D(φ) dy, ∀φ ∈ [H1(Ω)]3, ∇ · φ = 0, φn = 0,
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on obtient pour toute fonction φ ∈ [H1(Ω)]3 véri�ant ∇ · φ = 0 et φn = 0

− 〈T(w, q)n, φ〉H−1/2,H1/2 =
〈
[β(w − T η2) + L1(η1)n+ L3(η1)]τ , φ

〉
H−1/2,H1/2 . (3.3.38)

Cela implique que (3.3.38) est aussi satisfaite pour toute φ ∈ [H1(Ω)]3, φn = 0. En insérant
(3.3.38) dans (3.3.36) on obtient∫

Ω

((wS · ∇)w + (w · ∇)wS) · φ dy + 2ν

∫
Ω

D(w) : D(φ) dy −
∫

Ω

q∇ · φ dy

+
〈
[β(w − T η2) + L3(η1)]τ , φτ

〉
H−1/2,H1/2 =

∫
Ω

(f − λ0w − L2(η1, η2)) · φ dy

−
∫

Ω

L1(η1) : ∇φ dy, (3.3.39)

pour tout φ ∈ [H1(Ω)]3, φn = 0.
Ainsi, on déduit que (w, q) est une solution faible de (3.3.34a), (3.3.34b), (3.3.34e) et (3.3.34f)

au sens de la [14, Dé�nition, p.10]. Puisque η2 ∈ H2(ω) alors T η2 ∈ [H2(∂Ω)]3, on peut appliquer
le [14, Théorème 1.2] et obtenir (w, q) ∈ [H2(Ω)]3 ×H1(Ω)/R.

En revenant à la formulation variationnelle (3.3.35), on déduit∫
ω

(A
1/2
1 η1) · (A1/2

1 ξ) ds = −λ
∫
ω

η2 · ξ ds−
∫
ω

(A2η2) · ξ ds

−
∫
ω

T ∗(T(u, q)n+ L1(η1)n) · ξ ds+

∫
ω

h · ξ ds, (3.3.40)

pour tout ξ ∈ D(A
1/2
1 ) où η1 =

1

λ
(g + η2). A priori η1 ∈ D(A1/2), donc T ∗(L1(η1)n) ∈ L2

0(ω).

D'autre part, on a T(w, q)n ∈ [H1/2(∂Ω)]3 et ainsi T ∗(T(w, q)n) ∈ L2
0(ω). En outre, puisque

η2 ∈ H2(ω), on déduit que η2 ∈ D(A2). Ainsi, en utilisant la densité de D(A
1/2
1 ) dans L2

0(ω), on
obtient A1η1 ∈ L2

0(ω).
En appliquant le théorème de Lumer-Phillips, on conclut que λ0 Id−AS est le générateur

d'un semigroupe de contractions fortement continu sur H.

Proposition 3.3.3. L'adjoint de l'opérateur AS est donné par

A∗S

wη1

η2

 = P

 ν∆w + (wS · ∇)w − (∇wS)∗w
−η2 − A−1

1

(
(L1)∗)(∇w) + (L2,1)∗w + (L3)∗w − ((L3)∗(T η2)

)
A1η1 − A2η2 − T ∗(2νD(w)n)− (L2,2)∗w

 , (3.3.41)

et

D(A∗S) = {(w, η1, η2) ∈
(

[H2(Ω)]3 ×D(A1)×D(A
1/2
1 )
)
∩ V,

[2νD(w)n+ β(w − T η2)]τ = 0 sur ∂Ω}. (3.3.42)
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Démonstration. Soient (w, η1, η2) ∈ D(AS) et (ϕ, ζ1, ζ2) ∈ D(A∗S). On a

〈AS(w, η1, η2), (ϕ, ζ1, ζ2)〉 = −2ν

∫
Ω

D(w) : D(ϕ) dy +

∫
Ω

(wS · ∇)ϕ · w

−
∫

Ω

(∇wS)∗ϕ · w dy −
∫

Ω

L1(η1) : ∇w dy −
∫

Ω

L2(η1, η2) · w dy

−
∫
∂Ω

β(w − T η2)τ · (ϕ− T ζ2)τ dΓ−
∫
∂Ω

[L3(η1)]τ · (ϕ− T ζ2)τ dΓ

−
∫
ω

(A2ζ2) · η2 ds. (3.3.43)

Donc

〈AS(w, η1, η2), (ϕ, ζ1, ζ2)〉 = ν

∫
Ω

∆ϕ · w dy +

∫
Ω

(wS · ∇)ϕ · w

−
∫

Ω

(∇wS)∗ϕ · w dy −
∫

Ω

L1(η1) : ∇ϕ dy −
∫

Ω

L2(η1, η2) · ϕ dy

−
∫
∂Ω

[L3(η1)]τ · (ϕ− T ζ2)τ dΓ−
∫
ω

(A2ζ2) · η2 ds−
∫
ω

T ∗(2νD(ϕ)n)η2 ds. (3.3.44)

En utilisant (3.3.4) et (3.3.5), on obtient (3.3.41).

Proposition 3.3.4. Pour θ ∈ [0, 1], on a

D((λ0 Id−AS)θ) = [D(A),H]1−θ, D((λ0 Id−A∗S)θ) = [D(A∗),H]1−θ (3.3.45)

pour λ0 > 0 assez grand.

Démonstration. La preuve est une conséquence directe de la Proposition 3.3.2 et de [15, Pro-
position 6.1, p.171].

Proposition 3.3.5. L'opérateur AS dé�ni par (3.3.26) et (3.3.27) est le générateur in�nitési-
mal d'un semigroupe analytique sur H.

Démonstration. On remarque que A∗S = −A∗ +OS où A est l'opérateur dé�ni par

D(A) = {(w, η1, η2) ∈
(

[H2(Ω)]3 ×D(A1)×D(A
1/2
1 )
)
∩ V,

[2νD(w)n+ β(w − T η2)]τ = 0 sur ∂Ω}, (3.3.46)

A

wη1

η2

 =

 −ν∆w
−η2

A1η1 + A2η2 + T ∗(2νD(w)n)

 , (3.3.47)

D(A) = D(A), A = PA. (3.3.48)
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et

OS

wξ1

ξ2

 = P

 (wS · ∇)w − (∇wS)∗w
−A−1

1

(
(L1)∗)(∇w) + (L2,1)∗w + (L3)∗w − ((L3)∗(T ξ2)

)
−(L2,2)∗w

 .

On précise ici que
D((A∗)1/2) = V.

On note que V ⊂ D(OS). En e�et, soient (w, ξ1, ξ2) ∈ V et (φ, η1, η2) ∈ H. Tout d'abord, on
utilise (3.3.5) et on observe pour η2 ∈ H1(ω) ∩ L2

0(ω)

−
∫
ω

(L2,2)∗w · η2 ds = −
∫

Ω

w · L2,2(η2) dy = −
∫

Ω

w · (Q7η2 +Q8∇η2) dy

= −
∫

Ω

w ·Q7η2 dy −
∫

Ω

w ·Q8∇η2 dy. (3.3.49)

En utilisant une intégration par parties, on trouve∣∣∣∣∫
Ω

w ·Q7η2 dy +

∫
Ω

w ·Q8∇η2 dy

∣∣∣∣ 6 C ‖w‖[H1(Ω)]3 ‖η2‖L2(ω) .

Donc, on obtient par densité

〈
OS

wξ1

ξ2

 ,

ϕ
η1

η2

〉
H

6 C

(
‖w‖[H1(Ω)]3

(
‖ϕ‖[L2(Ω)]3 +

∥∥A1/2η1

∥∥
L2(ω)

)
+
∥∥A1/2η1

∥∥
L2(ω)

‖ξ2‖L2(ω) + ‖w‖[H1(Ω)]3 ‖η2‖L2(ω)

)
6 C ‖(w, ξ1, ξ2)‖V ‖(ϕ, η1, η2)‖H . (3.3.50)

Donc d'après [32] et [74, Corollaire 2.4, p.81], on déduit que AS est le générateur in�nitésimal
d'un semigroupe analytique sur H et de plus AS admet une résolvante compacte.

Soit
Vsn(Γ0) = {v ∈ Hs(Γ0),

∫
Γ0

v · n dΓ = 0}, s > 0.

De [80], le système (3.3.20), (3.3.21), (3.3.22) est équivalent à

PW ′ = ASPW + PF +Bv, PW (0) = PW 0,
(Id−P)W ′ = (Id−P)Dv,

(3.3.51)

avec

ξ1 = ξ, ξ2 = ∂tξ, W =

wξ1

ξ2

 , F =

f0
h

 , W 0 =

w0

ξ0

ξ1

 ,
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où D ∈ L(V0
n(Γ0), [L2(Ω)]3 ×D(A

1/2
1 )× L2

0(ω)) tel que Dv = (w, η1, η2) véri�e le système

λ0w −∇ · (T(w, π)) + (wS · ∇)w + (w · ∇)wS −∇ · L1(η1) + L2(η1, η2) = 0 dans Ω,
∇ · w = 0 dans Ω,

λ0η1 − η2 = 0 dans ω,
λ0η2 + A1η1 + A2η2 + T ∗(T(w, π)n+ L1(η1)n) = 0 dans ω,

[w − T η2]n = 1Γ0vn sur ∂Ω,[
2νD(w)n+ β(w − T η2) + L1(η1)n+ L3(η1)

]
τ

= 1Γ0(βvτ ) sur ∂Ω.

avec λ0 ∈ ρ(A), et l'opérateur B est dé�ni par

B : v ∈ U = [H3/2(Γ0)]3 −→ (λ0 − AS)PD(Mv) ∈ (D(A∗S))′.

On note que
(λ0 − AS)−1+εB ∈ L([H3/2(Γ0)]3,H), ∀ε ∈ (0, 1/4).

L'adjointD∗ ∈ L([L2(Ω)]3×D(A
1/2
1 )×L2

0(ω), [L2(Γ0)]3) est dé�ni pour tout (f, g, h) ∈ [L2(Ω)]3×
D(A

1/2
1 )× L2

0(ω) par{
D∗(f, g, h) = ((T(φ, r)n)n + (T(φ, r)n)τ )|Γ0

, si β1 > 0,

D∗(f, g, h) = (T(φ, r)n)n|Γ0
, si β1 = 0,

tels que (φ, r, ζ1, ζ2) ∈ [H2(Ω)]3 ×H1(Ω)/R×D(A1)×D(A
1/2
1 ) est solution du système

λ0φ−∇ · (T(φ, r))− (wS · ∇)φ+ (∇wS)∗φ = f dans Ω,
∇ · φ = 0 dans Ω,

λ0ζ1 + ζ2 + A−1
1

(
((L1)∗)(∇φ) + (L2,1)∗φ+ (L3)∗φ− (L3)∗(T ζ2)

)
= g dans ω,

λ0ζ2 − A1ζ1 + A2ζ2 + T ∗(T(φ, r)n) + (L2,2)∗φ = h dans ω,
(φ− T ζ2)n = 0 sur ∂Ω,

[2νD(φ)n+ β(φ− T ζ2)]τ = 0 sur ∂Ω.

On précise que (φ, ζ1, ζ2) est solution du système

(λ0 − A∗S)(φ, ζ1, ζ2) = P(f, g, h). (3.3.52)

Si β1 > 0, l'opérateur B∗ est donc donné par

B∗(φ, ζ1, ζ2) = m

(
(T(φ, r)n) · n−

∫
Γ0

mT(φ, r)n · n dΓ

)
n+m(T(φ, r)n)τ

∣∣∣∣
Γ0

,

et si β1 = 0, on a

B∗(φ, ζ1, ζ2) = m

(
(T(φ, r)n) · n−

∫
Γ0

mT(φ, r)n · n dΓ

)
n

∣∣∣∣
Γ0

,
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où r ∈ H1(Ω)/R, solution du problème ∇r
0

−T ∗(rn)

 = (I − P)A∗S

φ
ζ1

ζ2

 . (3.3.53)

Maintenant on est en mesure d'établir la stabilisation du système linéaire (3.3.20), (3.3.21) et
(3.3.22). Pour cela, il su�t de véri�er que (AS, B) satisfasse le critère de Fattorini-hautus (UCσ)
et on applique le [33, Théorème 1.1 ].

Soit λ ∈ Σ et soit (φ, r, ζ1, ζ2) solution du système

λφ−∇ · (T(φ, r))− (wS · ∇)φ+ (∇wS)∗φ = 0 dans Ω,
∇ · φ = 0 dans Ω,

λζ1 + ζ2 + A−1
1

(
((L1)∗)(∇φ) + (L2,1)∗φ− (L3)∗φ+ (L3)∗(T ζ2)

)
= 0 dans ω,

λζ2 − A1ζ1 + A2ζ2 + T ∗(T(φ, r)n) + (L2,2)∗φ = 0 dans ω,
(φ− T ζ2)n = 0 sur ∂Ω,

[2νD(φ)n+ β(φ− T ζ2)]τ = 0 sur ∂Ω.

et on suppose que B∗(φ, ζ1, ζ2) = 0, ce qui implique que pour tout β1 > 0, on a

m

(
(T(φ, r)n) · n−

∫
Γ0

mT(φ, r)n · n dΓ

)
n+m(T(φ, r)n)τ = 0. (3.3.54)

On note
c(φ, r) =

∫
Γ0

mT(φ, r)n · n dΓ.

L'équation (3.3.54) devient

m(T(φ, r − c(φ, r))n)n +m(T(φ, r − c(φ, r))n)τ = 0. (3.3.55)

On déduit que
T(φ, r − c(φ, r))n = 0, sur Γ0.

Alors, d'après [35], on obtient

φ = 0, dans Ω, r = c(φ, r), sur Ω.

En particulier
T(φ, r − c(φ, r))n = 0, sur ∂Ω. (3.3.56)

On obtient alors,
T ∗(T(φ, r)n) = −c(φ, r)T ∗(n), sur ∂Ω. (3.3.57)

En revenant à la dé�nition de T ∗ donnée par (3.2.47), on a T ∗(n) = 0. Donc, de (3.3.57), on
obtient

T ∗(T(φ, r)n) = 0, sur ∂Ω. (3.3.58)

De plus, on a T ζ2 = 0 sur ∂Ω, donc ζ2 = 0. L'équation (3.3.58) implique que A1ζ1 = 0 et
tenant compte de la périodicité de ζ1, on trouve ζ1 = 0. Donc, la condition (UCσ) est véri�ée.
On déduit alors le théorème suivant.
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Théorème 3.3.6. Soient t0 > 0, σ > 0 et W 0 ∈ V. Alors, il existe N+ ∈ N∗, K ∈
L∞loc(R2;L(H)), (φk, ζ

k
1 , ζ

k
2 ) ∈ D(A∗S) et vk ∈ B∗ (D(A∗S)), k = 1, . . . , N+, tels que

v(t) = 1[t0,+∞)(t)

N+∑
k=1

W (t− t0) +

∫ t−t0

0

K(t− t0, s)W (s) ds,

φkζk1
ζk2


H

vk, (3.3.59)

stabilise exponentiellement le système (3.3.51) et on a

‖W‖L2
σ(0,∞;D(AS))∩C0

σ([0,∞);V)∩H1
σ(0,∞;H) 6 C

(
‖W 0‖V + ‖F‖L2

σ(0,∞;H)

)
. (3.3.60)

Finalement, en utilisant (3.3.60), (3.3.8) et (3.3.23), on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.7. Soit γ0 > 0. Pour tout γ ∈ [0, γ0], la solution (w̃, q̃, ξ) du système (3.3.1),
(3.3.2), (3.3.3) véri�e l'estimation

‖(w̃, q̃, ξ)‖X∞,γ 6 C

(∥∥(w0, ξ0, ξ1)
∥∥
V +

∥∥∥f̃∥∥∥
L2
γ(0,+∞;[L2(Ω)]3)

+
∥∥∥h̃∥∥∥

L2
γ(0,+∞;L2(ω))

+ ‖g̃‖
W

1/4
γ (0,+∞;[H1/2(∂Ω)]3,[L2(∂Ω)]3)

)
. (3.3.61)

3.4 Point �xe

Soient Y∞ et B∞,R dé�nis respectivement par

Y∞ = L2
γ(0,∞; [L2(Ω)]3)×W 1/4

γ (0,∞; [H1/2(∂Ω)]3, [L2(∂Ω)]3)× L2
γ(0,∞;L2(ω)). (3.4.1)

B∞,R = {(f̃ , g̃, h̃) ∈ Y∞ |
∥∥∥(f̃ , g̃, h̃)

∥∥∥
Y∞

6 R}. (3.4.2)

Soit (f̃ , g̃, h̃) ∈ B∞,R et soit (u, p, ξ) la solution du système (3.3.1), (3.3.2), (3.3.3) associée à
(f̃ , g̃, h̃). D'après (3.3.61), on obtient l'estimation

‖(u, p, ξ)‖X∞,γ 6 CR, (3.4.3)

où on a supposé que ∥∥(w0, ξ0, ξ1)
∥∥
V 6 R.

De (3.4.3), on a les estimations suivantes

‖ξ‖L∞γ (0,∞;L∞(ω)) +
∥∥∂sjξ∥∥L∞γ (0,∞;L∞(ω))

+
∥∥∥∂2

sjsk
ξ
∥∥∥
L∞γ (0,∞;L2(ω))

+
∥∥∥∂3

sjsksi
ξ
∥∥∥
L∞γ (0,∞;L2(ω))

6 C ‖ξ‖L∞γ (0,∞;H3(ω)) 6 CR, (3.4.4)

‖∂tξ‖L4
γ(0,∞;L∞(ω)) +

∥∥∥∂2
tsj
ξ
∥∥∥
L6
γ(0,∞;L2(ω))

6 CR, (3.4.5)

79



‖ξ‖
H

7/8
γ (0,∞;L∞(ω))

+
∥∥∂sjξ∥∥H7/8

γ (0,∞;L∞(ω))
+
∥∥∥∂2

sjsk
ξ
∥∥∥
H

7/8
γ (0,∞;L8/3(ω))

6 CR, (3.4.6)

‖ξ‖L∞γ (0,∞;H2(ω)) +
∥∥∂sjξ∥∥L∞γ (0,∞;H3/2(ω))

+
∥∥∥∂2

sjsk
ξ
∥∥∥
L∞γ (0,∞;H1/2(ω))

6 CR. (3.4.7)

En particulier, en tenant compte de la condition (3.1.30), il existe R0 > 0 de sorte que, si
R 6 R0, alors ∥∥∥∥ 1

1 + η

∥∥∥∥
L∞(0,∞;L∞(ω))

6 C(R0). (3.4.8)

En fait, si 1 + ηS > δ, alors R0 est choisi tel que 0 < R0 < δ.
On rappelle ici un résultat connu sur le produit dans les espaces de Sobolev.

Proposition 3.4.1. Soient s > 0, s1 > s et s2 > s tels que s1 + s2 > s + 1/2. Soient X1, X2

et X3 des espaces de Banach tels que pour tous f ∈ X2 et g ∈ X3, on a

‖fg‖X1
6 C ‖f‖X2

‖g‖X3
.

Alors

∀u ∈ Hs1(0,∞;X2), ∀v ∈ Hs2(0,∞;X3), ‖uv‖Hs(0,∞;X1) 6 C ‖u‖Hs1 (0,∞;X2) ‖v‖Hs2 (0,∞;X3) .

Démonstration. La preuve est similaire à celle donnée dans [62] en prolongeant les données par
ré�exion sur R.

Dans le lemme suivant, `(i) désigne un opérateur linéaire qui s'écrit formellement

`(i)(Z1, ..., Zm) = P
(i)
1 Z1 + ....+ P (i)

m Zm, (3.4.9)

où P (i)
j sont des coe�cients qui ne dépendent que de l'état stationnaire (wS, ηS, pS) et qui sont

assez régulières.

Lemme 3.4.2. Soient X et Y dé�nis dans (3.1.15). Alors, on a

∇Y (X)− I3 = `(1)(ξ, ∂sξ) + ε(1)(ξ, ∂sξ), (3.4.10)

∂2Y3

∂xk∂xj
(X) = `(2)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ) + ε(2)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ), (3.4.11)

∂2aik
∂xm∂xl

(X) = `(3)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ, ∂

3
sssξ) + ε(3)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ, ∂

3
sssξ), (3.4.12)

∂tY = `(13)(∂tξ) + ε(13)(ξ, ∂tξ), (3.4.13)

∂taik(X) = `(14)(∂tξ, ∂
2
tsξ) + ε(14)(ξ, ∂tξ, ∂

2
tsξ), (3.4.14)

où les ε(i) sont donnés d'une manière formelle par

ε(1)(ξ, ∂sξ) = O(ξm1(∂sξ)
m2), m1 +m2 > 2,
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ε(2)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ) = O(ξm1 (∂sξ)

m2(∂2
ssξ)

m3), m1 +m2 +m3 > 2,

ε(3)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ, ∂

3
sssξ) = O(ξm1 (∂sξ)

m2(∂2
ssξ)

m3(∂3
sssξ)

m4), m1 +m2 +m3 +m4 > 2,

ε(13)(ξ, ∂tξ) = O(ξm1(∂tξ)
m2), m1 +m2 > 2,

ε(14)(ξ, ∂tξ, ∂
2
tsξ) = O(ξm1(∂tξ)

m2(∂2
tsξ)

m3), m1 +m2 +m3 > 2.

Démonstration. On rappelle que ξ = η − ηS, alors on note

1

1 + η
=

(
1

1 + ηS
− ξ

(1 + ηS)2

)
+

ξ2

(1 + ηS)2(1 + η)
. (3.4.15)

On rappelle que ∇Y (X)− I3 admet pour termes

∂Y3

∂x3

(X)− 1 =
ηS − η
1 + η

= − ξ

1 + ηS
+

ξ2

(1 + ηS)2
− ξ3

(1 + ηS)2(1 + η)
, (3.4.16)

∂Y3

∂xj
(X) = −y3

∂sjξ

1 + ηS
+ y3∂sjη

S ξ

(1 + η)(1 + ηS)
+ y3∂sjξ

ξ

(1 + η)(1 + ηS)
, pour j = 1, 2.

(3.4.17)
En utilisant (3.4.15), on obtient (3.4.10) où ε(1)(ξ, ∂sξ) fait intervenir les termes de la forme

γ1(ηS)
ξm1

(1 + ξ + ηS)α1
, γ2(ηS)

ξm2∂sξ

(1 + ξ + ηS)α2
, m1 > 2, m2 > 1, αi > 1, i = 1, 2, (3.4.18)

où γi, i = 1, 2 sont des fonctions de classe C2(ω). On a pour k, j ∈ {1, 2},

∂2Y3

∂xk∂xj
(X) = −y3

∂2
sjsk

ξ

(1 + ηS)
+ y3∂skη

∂sjξ

(1 + η)(1 + ηS)
+ y3∂sjη

∂skξ

(1 + η)(1 + ηS)

+ y3ξ

(
∂2
sksj

η

(1 + ηS)(1 + η)
− 2

∂skη∂sjη

(1 + ηS)(1 + η)2

)
. (3.4.19)

Donc, on déduit (3.4.11) où ε(2)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ) fait intervenir les termes de la forme

γ3(ηS)
ξm1(∂sξ)

m2

(1 + ξ + ηS)α1
, m1 +m2 > 2, γ4(ηS)

ξm3∂2
ssξ

(1 + ξ + ηS)α2
, m3 > 1, αi > 1, i = 1, 2,

(3.4.20)
où γi, i = 3, 4 sont des fonctions de classe C1(ω). On constate que la dérivée troisième

∂3Y3

∂xi∂xk∂xj
(X) fait intervenir les termes suivants :

y3

∂3
sjsksi

ξ

(1 + ηS)
, y3

∂siη∂
2
sjsk

ξ

(1 + η)(1 + ηS)
, y3

∂2
sisk

η∂sjξ

(1 + η)(1 + ηS)
, y3

∂skη∂siη∂sjξ

(1 + η)2(1 + ηS)
,

y3

∂2
sjsk

η∂siξ

(1 + η)2(1 + ηS)
, y3

ξ∂3
sjsksi

η

(1 + ηS)(1 + η)
, y3

ξ∂2
sksj

η∂siη

(1 + η)2(1 + ηS)
, y3

ξ∂skη∂sjη∂siη

(1 + η)4(1 + ηS)
. (3.4.21)
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On obtient alors (3.4.12) où ε(3)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ, ∂

3
sssξ) fait intervenir les termes de la forme

γ5(ηS)
ξm1(∂sξ)

m2

(1 + ξ + ηS)α1
, γ6(ηS)

ξn1(∂sξ)
n2∂2

ssξ

(1 + ξ + ηS)α2
, γ7(ηS)

ξm3∂3
sssξ

(1 + ξ + ηS)α3
,

m1 +m2 > 2, n1 + n2 > 2, m3 > 1, αi > 1, i = 1...3, (3.4.22)

avec γi, i = 5, ..., 7 sont des fonctions bornées dans ω.
Par ailleurs, on a

∂tY3 = −y3
∂tξ

1 + η
.

On déduit (3.4.13) où ε(13)(ξ, ∂tξ) fait intervenir le terme de la forme

ξm1∂tξ

(1 + ξ + ηS)α1
, m1 > 1, α1 > 1. (3.4.23)

Les termes �gurant dans ∂taik(X) sont de la forme

y3

∂tξ∂sjη

(1 + η)2
, y3

∂tξ∂sjη
S

(1 + η)(1 + ηS)
, y3

∂2
tsj
ξ

(1 + η)
, −(1 + ηS)∂tξ

(1 + η)2
.

D'où (3.4.14) avec ε(14)(ξ, ∂tξ, ∂
2
tsξ) fait intervenir les termes de la forme

γ8(ηS)
ξm1∂2

tsξ

(1 + ξ + ηS)α1
, γ9(ηS)

ξm2∂tξ

(1 + ξ + ηS)α2
, γ10(ηS)

ξm3∂tξ∂sξ

(1 + ξ + ηS)α3
,

m1 > 1, m2 > 1, m3 > 0, αi > 1, i = 1, ..., 3, (3.4.24)

où γi, i = 8, ..., 10 sont des fonctions de classe C2(ω).

On suppose que R < 1. On a le lemme suivant.

Lemme 3.4.3. Soient les ε(i) dé�nis dans le Lemme 3.4.2 et soit

(wS, ηS, pS) ∈ [W 2,∞(Ω)]3 × C3(ω)×W 1,∞(Ω). (3.4.25)

Alors, on a∥∥ε(1)(ξ, ∂sξ)
∥∥
L∞γ (0,∞;[L∞(Ω)]9)

+
∥∥ε(2)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ)
∥∥
L∞γ (0,∞;L2(Ω))

+
∥∥ε(3)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ, ∂

3
sssξ)

∥∥
L∞γ (0,∞;L2(Ω))

+
∥∥ε(13)(ξ, ∂tξ)

∥∥
L4
γ(0,∞;[L∞(Ω)]3)

+
∥∥ε(14)(ξ, ∂tξ, ∂

2
tsξ)
∥∥
L6
γ(0,∞;L2(Ω))

6 CR2, (3.4.26)

∥∥ε(1)(ξ, ∂sξ)
∥∥
L∞γ (0,∞;[H3/2(∂Ω)]9)

+
∥∥ε(2)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ)
∥∥
L∞γ (0,∞;H1/2(∂Ω))

+
∥∥ε(1)(ξ, ∂sξ)

∥∥
H

7/8
γ (0,∞;[L∞(∂Ω)]9)

+
∥∥ε(2)(ξ, ∂sξ, ∂

2
ssξ)
∥∥
H

7/8
γ (0,∞;L8/3(∂Ω))

6 CR2. (3.4.27)
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Démonstration. En utilisant (3.4.25), (3.4.4),(3.4.8) et (3.4.18), on obtient∥∥ε(1)(ξ, ∂sξ)
∥∥
L∞γ (0,∞;[L∞(Ω)]9)

6 CR2. (3.4.28)

D'autre part de (3.4.8), (3.4.25), (3.4.4) et de (3.4.20), on trouve∥∥ε(2)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ)
∥∥
L∞γ (0,∞;L2(Ω))

6 CR2. (3.4.29)

De (3.4.8), (3.4.25), (3.4.4) et de (3.4.22), on a∥∥ε(3)(ξ, ∂sξ, ∂
2
ssξ, ∂

3
sssξ)

∥∥
L∞γ (0,∞;L2(Ω))

6 CR2. (3.4.30)

De (3.4.8), (3.4.25), (3.4.5), (3.4.4) et (3.4.23), on obtient∥∥ε(13)(ξ, ∂tξ)
∥∥
L4
γ(0,∞;[L∞(Ω)]3)

6 CR2. (3.4.31)

En utilisant (3.4.8), (3.4.25), (3.4.4), (3.4.5) et (3.4.24), on obtient∥∥ε(14)(ξ, ∂tξ, ∂
2
tsξ)
∥∥
L6
γ(0,∞;L2(Ω))

6 CR2. (3.4.32)

En utilisant (3.4.28), (3.4.29), (3.4.30), (3.4.31) et (3.4.32), on déduit (3.4.26).
D'un autre côté, on a

‖ξ∂sξ‖L∞γ (0,∞;H3/2(ω)) 6 C ‖ξ‖L∞γ (0,∞;H2(ω)) ‖∂sξ‖L∞γ (0,∞;H3/2(ω)) 6 CR2. (3.4.33)

Donc, en utilisant (3.4.8) et (3.4.4), on a∥∥∥∥ 1

(1 + ξ + ηS)αi

∥∥∥∥
L∞γ (0,∞;H2(ω))

6 C, αi > 1. (3.4.34)

Alors, ∥∥∥∥ ξm1∂sξ

(1 + ξ + ηS)αi

∥∥∥∥
L∞γ (0,∞;H3/2(ω))

6 CR2. (3.4.35)

Donc, en utilisant le fait que ∂sξ ∈ L∞γ (0,∞;H2(ω)) et ‖∂sξ‖L∞γ (0,∞;H2(ω)) 6 CR, on obtient

‖ξm1(∂sξ)
m2‖L∞γ (0,∞;H3/2(ω)) 6 CR2. (3.4.36)

On a aussi∥∥ξ∂2
ssξ
∥∥
L∞γ (0,∞;H1/2(ω))

6 C ‖ξ‖L∞γ (0,∞;H3/2(ω))

∥∥∂2
ssξ
∥∥
L∞γ (0,∞;H1/2(ω))

6 CR2, (3.4.37)

Donc, en utilisant (3.4.34), on obtient∥∥∥∥ ξm1∂2
ssξ

(1 + ξ + ηS)αi

∥∥∥∥
L∞γ (0,∞;H1/2(ω))

6 CR2, (3.4.38)
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D'un autre côté, en utilisant (3.4.8), on a∥∥∥∥ ξ

(1 + ξ + ηS)αi

∥∥∥∥
H

5/4
γ (0,∞;L∞(ω))

6 C

∥∥∥∥ ξ

(1 + ξ + ηS)αi

∥∥∥∥5/8

H2
γ(0,∞;L2(ω))

∥∥∥∥ ξ

(1 + ξ + ηS)αi

∥∥∥∥3/8

L2
γ(0,∞;H4(ω))

6 CR, αi > 1. (3.4.39)

Donc, on obtient∥∥∥∥ ξ∂sξ

(1 + ξ + ηS)αi

∥∥∥∥
H

7/8
γ (0,∞;L∞(ω))

6 C

∥∥∥∥ ξ

(1 + ξ + ηS)αi

∥∥∥∥
H

5/4
γ (0,∞;L∞(ω))

‖∂sξ‖H7/8
γ (0,∞;L∞(ω))

6 CR2. (3.4.40)

Puisque 7/8 > 1/2, on utilise la Proposition 3.4.1, on obtient

‖(∂sξ)m2‖H7/8(0,∞;L∞(ω)) 6 C ‖(∂sξ)‖m2

H7/8(0,∞;L∞(ω))
.

Par suite, on déduit ∥∥∥∥ ξm1(∂sξ)
m2

(1 + ξ + ηS)αi

∥∥∥∥
H

7/8
γ (0,∞;L∞(ω))

6 CR2. (3.4.41)

D'autre part,∥∥∥∥ ξ∂2
ssξ

(1 + ξ + ηS)αi

∥∥∥∥
H

7/8
γ (0,∞;L8/3(ω))

6 C
∥∥∂2

ssξ
∥∥
H

7/8
γ (0,∞;L8/3(ω))

‖ξ‖
H

5/4
γ (0,∞;L∞(ω))

6 CR2. (3.4.42)

De (3.4.39), on a ∥∥∥∥ ξm1∂2
ssξ

(1 + ξ + ηS)αi

∥∥∥∥
H

7/8
γ (0,∞;L8/3(ω))

6 CR2, (3.4.43)

En utilisant (3.4.36), (3.4.38), (3.4.41) et (3.4.43), on obtient (3.4.27).

Lemme 3.4.4. On a

‖∇ · NE(ξ)‖L2
γ(0,∞;[L2(Ω)]3) + ‖NF (ξ)‖L2

γ(0,∞;[L2(Ω)]3) 6 CR2, (3.4.44)

‖NE(ξ)‖L2
γ(0,∞;[L2(Ω)]9) 6 CR2, (3.4.45)

‖NE(ξ)n‖
W

1/4
γ (0,∞;[H1/2(∂Ω)]3;[L2(∂Ω)]3)

+ ‖NG(ξ)‖
W

1/4
γ (0,∞;[H1/2(∂Ω)]3;[L2(∂Ω)]3)

6 CR2, (3.4.46)∥∥(F(u, p, ξ), G(u, ξ + ηS), H(u, ξ + ηS))
∥∥
Y∞

6 CR2. (3.4.47)

Démonstration. De (3.2.26) et du Lemme 3.4.2, NE(ξ) a pour termes

c1(ηS, wS)
ξm1(∂sξ)

m2

(1 + ξ + ηS)α1
, c2(ηS, wS)

ξn1(∂sξ)
n2∂2

ssξ

(1 + ξ + ηS)α2
,

m1 +m2 > 2, n1 + n2 > 2, αi > 1, i = 1...2, (3.4.48)
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où ci, i = 1, 2 sont des fonctions de régularité W 1,∞(Ω).
De (3.4.8), (3.4.25) et (3.4.4), on obtient

‖NE(ξ)‖L2
γ(0,∞;[L2(Ω)]3) 6 CR2. (3.4.49)

De (3.2.24), (3.2.26), (3.2.28), (3.4.25) et le Lemme 3.4.2, les termes qui apparaitront dans
∇ · NE(ξ) sont les suivants

d1(ηS, wS)
ξm1(∂sξ)

m2

(1 + ξ + ηS)α1
, d2(ηS, wS)

ξn1(∂sξ)
n2∂2

ssξ

(1 + ξ + ηS)α2
, d3(ηS, wS)

ξm3∂3
sssξ

(1 + ξ + ηS)α3
,

m1 +m2 > 2, n1 + n2 > 2, m3 > 1, αi > 1, i = 1...3,

où di, i = 1, ..., 3 sont des fonctions bornées sur Ω.
De (3.4.8), (3.4.25) et (3.4.4), on obtient

‖∇ · NE(ξ)‖L2
γ(0,∞;[L2(Ω)]3) 6 CR2. (3.4.50)

D'autre part, de (3.2.44), NF (ξ) admet pour termes

a1(ηS, wS)
ξm1(∂sξ)

m2

(1 + ξ + ηS)α1
, a2(ηS, wS)

ξn1(∂sξ)
n2∂2

ssξ

(1 + ξ + ηS)α2
, a3(ηS, wS)

ξm3∂2
tsξ

(1 + ξ + ηS)α3
,

a4(ηS, wS)
ξm4∂tξ

(1 + ξ + ηS)α4
, a5(ηS, wS)

ξm5∂tξ∂sξ

(1 + ξ + ηS)α5
,

m1 +m2 > 2, n1 + n2 > 2, m3 > 1, m3 > 1, m4 > 1, m5 > 0, αi > 1, i = 1...5,

avec ai, i = 1, ..., 5 sont des fonctions bornées dans Ω.
Donc, en utilisant (3.4.8), (3.4.25), (3.4.4) et (3.4.5), on obtient

‖NF (ξ)‖L2
γ(0,∞;[L2(Ω)]9) 6 CR2.

D'autre part, les fonctions NE(ξ) et NG(ξ) admettent les termes �gurant dans (3.4.48). Donc,
d'après le Lemme 3.4.3 et (3.4.25), on a l'estimation (3.4.46).

Finalement, en utilisant le Lemme 3.4.3, (3.4.3) et la même procédure développée dans [32],
on trouve (3.4.47).

3.4.1 Preuve du Théorème 3.1.1

On dé�nit l'application Φ : B∞,R −→ Y∞ comme suit

Φ(f̃ , g̃, h̃) = (∇ · NE(ξ) +NF (ξ) + F(u, p, ξ),

− [NE(ξ)n]τ + [NG(ξ)]τ +G(u, ξ + ηS), H(u, ξ + ηS)− T ∗(NE(ξ)n)). (3.4.51)

85



Dans ce cas, on montre que pour R assez petit Φ(B∞,R) ⊂ B∞,R et que Φ|B∞,R est une contraction
stricte. Soit (f̃ , g̃, h̃) ∈ B∞,R, d'après le Lemme 3.4.4, on obtient∥∥∥Φ(f̃ , g̃, h̃)

∥∥∥
Y∞

6 CR2.

On obtient de même∥∥∥Φ(f̃ (1), g̃(1), h̃(1))− Φ(f̃ (2), g̃(2), h̃(2))
∥∥∥
Y∞

6 CR
∥∥∥(f̃ (1), g̃(1), h̃(1))− (f (2), g̃(2), h̃(2))

∥∥∥
Y∞

.

pour (f̃ , g̃, h̃), (f̃ (i), g̃(i), h̃(i)) ∈ B∞,R.
On déduit alors le résultat principal de ce chapitre.
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Chapitre 4

Contrôlabilité d'un problème d'interaction

�uide-solide avec les conditions de Navier

Le but de ce chapitre est de montrer la contrôlabilité à zéro d'un système modélisant l'inter-
action entre un �uide incompressible et une structure solide en utilisant un contrôle distribué
localement situé dans le domaine du �uide. Le �uide est modélisé par le système de Navier-
Stokes avec les conditions de Navier sur le bord, tandis que le corps rigide est gouverné par les
lois de Newton. Le résultat principal montre qu'on peut amener les vitesses du �uide et de la
structure à zéro et qu'on peut contrôler exactement la position du solide tant que ce dernier
n'est pas un disque.

Le point clé de ce chapitre consiste à l'élaboration d'une nouvelle inégalité de Carleman pour
le système linéarisé associé à notre problème couplant les équations de Stokes et des équations
di�érentielles ordinaires avec les conditions de Navier sur le bord.

4.1 Introduction

Soit Ω un ouvert borné non vide de R2 assez régulier. On suppose que Ω contient un corps
rigide et un �uide visqueux incompressible. Pour un temps t > 0 �xé, le domaine du solide est
dénoté par S(t) ⊂ Ω qui est supposé être un compact assez régulier d'intérieur non vide. Le
domaine du �uide est dénoté par F(t) = Ω\S(t), et il est supposé être un ensemble connexe.

On considère le système suivant qui décrit l'évolution du �uide gouvernée par le système
incompressible de Navier-Stokes{

∂tU + (U · ∇)U −∇ · T(U, P ) = v∗1O dans (0, T )×F(t),
∇ · U = 0 dans (0, T )×F(t).

(4.1.1)

Dans le système ci-dessus, on a dénoté par U la vitesse du �uide, P la pression du �uide et par
v∗ le contrôle qui agit sur le système à travers O ⊂ R2, où O est un ouvert non vide tel que
O ⊂ F(t).
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Le tenseur des contraintes de Cauchy T(U, P ) est dé�ni par

T(U, P ) = −PI2 + 2νD(U), D(U)i,j =
1

2

(
∂Ui
∂xj

+
∂Uj
∂xi

)
,

où ν est la viscosité du �uide. On dénote pour chaque instant t, la position de la structure par
h(t) ∈ R2 et par Rθ(t) la matrice de rotation d'angle θ du solide dé�nie par

Rθ(t) =

(
cos θ(t) − sin θ(t)
sin θ(t) cos θ(t)

)
.

Alors, le �ux de la structure est donné par XS(t, ·) : S −→ S(t) où

XS(t, y) = h(t) +Rθ(t)y, t ∈ (0, T ), y ∈ S, (4.1.2)

avec S un compact non vide régulier de R2.
On note que XS(t, ·) est inversible, on dénote son inverse par YS(t, ·) : S(t) −→ S où

YS(t, x) = R−1
θ(t)(x− h(t)), t ∈ (0, T ), x ∈ S(t).

Donc, la vitesse eulérienne de la structure est donnée par

US(t, x) = h′(t) +R′θ(t)R
−1
θ(t)(x− h(t)), t ∈ (0, T ), x ∈ S(t).

On dénote par a⊥, le vecteur
(
−a2

a1

)
, pour tout a =

(
a1

a2

)
∈ R2.

On note que R′θ(t)R
−1
θ(t) est une matrice antisymétrique, alors la vitesse eulérienne de la

structure s'écrit
US(t, x) = h′(t) + ω(t)(x− h(t))⊥,

où ω(t) = θ′(t) représente la vitesse angulaire du solide.
On dénote par Sh,θ l'ensemble

Sh,θ = h+RθS,

et on dé�nit le domaine du �uide correspondant

Fh,θ = Ω\Sh,θ,

pour tout h ∈ R2, θ ∈ R. Avec ces notations, on a

S(t) = Sh(t),θ(t), F(t) = Fh(t),θ(t).

On précise que le domaine du �uide dépend du déplacement de la structure rigide et par
conséquent, il dépend du temps.

On dénote par n̂ la normale extérieure unitaire à ∂F(t), où ∂F(t) = ∂Ω ∪ ∂S(t).
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Le mouvement de la structure est régi par les équations suivantes
mh′′(t) = −

∫
∂S(t)

T(U, P )n̂ dΓ t ∈ (0, T ),

Jω′(t) = −
∫
∂S(t)

(x− h(t))⊥ · T(U, P )n̂ dΓ t ∈ (0, T ).
(4.1.3)

On complète (4.1.1) et (4.1.3) par les conditions au bord de Navier. Dans le but d'écrire
ces conditions, on rappelle quelques notations. On dénote par an̂ et aτ̂ la partie normale et
tangentielle de a ∈ R2 :

an̂ = (a · n̂)n̂, aτ̂ = a− an̂.
Donc, les conditions au bord s'écrivent comme suit

Un̂ = 0 dans (0, T ), sur ∂Ω,
[2νD(U)n̂+ βΩU ]τ̂ = 0 dans (0, T ), sur ∂Ω,

(U − US)n̂ = 0 dans (0, T ), sur ∂S(t),
[2νD(U)n̂+ βS (U − US)]τ̂ = 0 dans (0, T ), sur ∂S(t),

(4.1.4)

où βΩ > 0 et βS > 0 sont les coe�cients de friction.
Soient h0, ˜̀0 ∈ R2, θ0, ω0 ∈ R et u0 ∈ [H1(Fh0,θ0)]2. On fournit les conditions initiales

suivantes

U(0, x) = u0(x), x ∈ Fh0,θ0 , h′(0) = ˜̀0, ω(0) = ω0, h(0) = h0, θ(0) = θ0, (4.1.5)

telles que les conditions de compatibilité suivante soient véri�ées
∇ · u0 = 0 dans Fh0,θ0 ,

u0
n̂ = 0 sur ∂Ω,(

u0 − u0
S
)
n̂

= 0 sur ∂Sh0,θ0 ,
(4.1.6)

où u0
S(x) = ˜̀0 +ω0(x− h0)⊥. Sans restreindre la généralité, on suppose que le centre de gravité

de S est positionné à l'origine. Donc, h(t) sera la position du centre de masse de S(t).
Notre objectif est de trouver un contrôle v∗ agissant sur l'ouvert O tel que pour tout

(hT , θT ) ∈ R2 × R avec
ShT ,θT ⊂ Ω \ O, (4.1.7)

on obtient h(T ) = hT , θ(T ) = θT et que les vitesses du �uide et du solide sont égales à 0 en
temps �nal T .

Le résultat principal de cette partie est le suivant :

Théorème 4.1.1. On suppose que S n'est pas un disque.
Soit (hT , θT ) véri�ant (4.1.7). Alors, il existe ε > 0 tel que pour tout (u0, h0, ˜̀0, ω0, θ0) qui

satisfait (4.1.6) et ∥∥u0
∥∥

[H1(Fh0,θ0 )]2
+
∣∣h0 − hT

∣∣+
∣∣∣ ˜̀0∣∣∣+

∣∣ω0
∣∣+
∣∣θ0 − θT

∣∣ 6 ε,

il existe un contrôle v∗ ∈ L2(0, T ; [L2(O)]2) tel que

U(T, ·) = 0 dans FhT ,θT , h(T ) = hT , h′(T ) = 0, ω(T ) = 0, θ(T ) = θT .
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Sans restreindre la généralité, on peut toujours supposer

hT = 0, θT = 0, et donc ShT ,θT = S, FhT ,θT = F .

Remarque 4.1.2.

1. Si S est un disque, les conditions au bord (4.1.4) sur ∂S(t) s'écrivent{
(U(t, ·)− h′(t))n̂ = 0 t ∈ (0, T ), sur ∂S(t),

[2νD(U)n̂+ βS (U − US))]τ̂ = 0 dans (0, T ), sur ∂S(t),

et on constate que la vitesse angulaire apparaît uniquement dans la 2 ème condition au bord
(et si βS > 0) et malheureusement, il est di�cile d'obtenir des estimations de Carleman
qui permettent de contrôler la vitesse ω dans ce cas. C'est la raison pour laquelle on a
exclu le cas du disque dans le Théorème 4.1.1.

2. Le Théorème 4.1.1 reste vrai en dimension trois, mais dans ce cas on devrait supposer que
S n'admet pas d'axe de rotation. Cette hypothèse géométrique est su�sante pour prouver
l'inégalité de Carleman obtenue dans la section 4.5. Plus précisément, en supposant que
S n'a pas d'axe de rotation, alors pour tout z ∈ [L2(Ω)]3, ` ∈ R3, k ∈ R3 tels que

∇ · z = 0 dans F , z · n = (`+ k × y) · n1∂S sur ∂F ,

on a
‖z‖[L2(F)]3 > C (|`|+ |k|) ,

avec C une constante positive indépendante de z, ` et k. Cet argument est prouvé dans
[82, Lemme 2.2].

4.2 Préliminaires

Dans cette partie, on prouve quelques résultats de régularité du problème linéaire associé.
On considère le système suivant

∂tw −∇ · T(w, π) = F1 dans (0, T )×F ,
∇ · w = 0 dans (0, T )×F ,

m`′w(t) = −
∫
∂S

T(w, π)n dΓ + F2 t ∈ (0, T ),

J(k′w(t)) = −
∫
∂S
y⊥ · T(w, π)n dΓ + F3 t ∈ (0, T ),

(4.2.1)

avec les conditions au bord
wn = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

[2νD(w)n+ βΩw]τ = 0 sur (0, T )× ∂Ω,
(w − wS)n = 0 sur (0, T )× ∂S,

[2νD(w)n+ βS(w − wS)]τ = 0 sur (0, T )× ∂S,

(4.2.2)
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où wS(y) = `w + kwy
⊥, complété avec les conditions initiales

w(0, ·) = w0, in F , `w(0) = `0
w, kw(0) = k0

w. (4.2.3)

On énonce un résultat de régularité pour le système (4.2.1), (4.2.2) et (4.2.3) qui est prouvé
dans [93].

Théorème 4.2.1. Soit T > 0. On suppose que F1 ∈ L2(0, T ; [L2(F)]2), F2 ∈ [L2(0, T )]2 et
F3 ∈ L2(0, T ) sont des fonctions données et w0 ∈ [H1(F)]2 telles que

∇ · w0 = 0, dans F , w0
n = 0, sur ∂Ω, w0

n(y) = (`0
w + k0

wy
⊥)n, y ∈ ∂S.

Alors, il existe une unique solution (w, π, `w, kw) du problème (4.2.1), (4.2.2) et (4.2.3) telle que

w ∈ L2(0, T ; [H2(F)]2) ∩ C([0, T ]; [H1(F)]2) ∩H1(0, T ; [L2(F)]2), π ∈ L2(0, T ;H1(F)/R),

(`w, kw) ∈ [H1(0, T )]2 ×H1(0, T ).

De plus, la solution satisfait l'estimation suivante

‖w‖L2(0,T ;[H2(F)]2)∩C([0,T ];[H1(F)]2)∩H1(0,T ;[L2(F)]2) +‖π‖L2(0,T ;H1(F)/R) +‖`w‖[H1(0,T )]2 +‖kw‖H1(0,T )

6 C
(
‖F1‖L2(0,T ;[L2(F)]2) + ‖F2‖[L2(0,T )]2 + ‖F3‖L2(0,T ) +

∥∥w0
∥∥

[H1(F)]2
+
∣∣`0
w

∣∣+
∣∣k0
w

∣∣) . (4.2.4)

La preuve du théorème ci-dessus est basée sur la théorie des semi-groupes. Dans ce qui suit,
on rappelle les points importants de la preuve .

On note que w0 et w sont étendus par `0
w + k0

wy
⊥ et `w + kwy

⊥ sur S respectivement.
On dé�nit les espaces de Hilbert

H =
{
w ∈ [L2(Ω)]2 | ∇ · w = 0, wn = 0 sur ∂Ω, D(w) = 0 dans S

}
,

V =
{
w ∈ H | w|F ∈ [H1(F)]2

}
.

La condition D(w) = 0 dans S est équivalente à w = wS ∈ R dans S où

R =
{
v ∈ R2 | il existe `v ∈ R2, kv ∈ R tels que v(y) = `v + kvy

⊥} .
Pour tous w, v ∈ H, on dé�nit le produit scalaire sur H par

〈w, v〉 =

∫
F
w · v dy +m`v · `w + Jkvkw.

On dé�nit également l'opérateur de projection P : [L2(Ω)]2 −→ H.
Le système (4.2.1), (4.2.2) et (4.2.3) peut être réduit à la forme suivante

w′ = Aw + F, w(0) = w0, (4.2.5)
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où l'opérateur A est dé�ni par

Aw =

 ν∆w dans F ,

−2ν

m

∫
∂S
D(w)n dΓ−

(
2ν

J

[∫
∂S
y⊥ ·D(w)n dΓ

])
y⊥ sur ∂S, (4.2.6)

A = PA, D(A) = D(A) = {w ∈ V, w|F ∈ [H2(F)]2, [2νD(w)n+ βΩw]τ = 0, sur ∂Ω,

[2νD(w)n+ βS(w − wS)]τ = 0, sur ∂S},

et

F = P
(
F11F +

(
F2

m
+
F3y

⊥

J

)
1S

)
.

Dans [93, Lemme 3.1], il est prouvé que l'opérateur A est auto-adjoint et qu'il est le générateur
in�nitésimal d'un semi-groupe de contractionss sur H. Donc, on déduit le Théorème 4.2.1 (voir
[93, Proposition 3.3]).

Puisque A est un opérateur auto-adjoint, alors pour tout w ∈ D(A), on a

‖w‖2
D((−A)1/2) = 〈w,w〉+ 〈w,Aw〉 .

Pour notre étude, on a besoin d'établir un résultat de régularité plus forte pour le système
linéaire (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3).

Soit w0 ∈ [H3(F)]2, π0 ∈ H2(F), (`0
w, k

0
w) ∈ R3 et on pose w1 ∈ [H1(F)]2, (`1

w, k
1
w) ∈ R3 tels

que
w1 = ∇ · T(w0, π0) + F1(0, ·)

`1
w = − 1

m

∫
∂S

T(w0, π0)n dΓ +
1

m
F2(0),

et
k1
w = − 1

J

∫
∂S
y⊥ · T(w0, π0)n dΓ +

1

J
F3(0).

De plus, on suppose que π0 satisfait le système suivant ∆π0 = ∇ · F1(0, ·) dans F ,
∂π0

∂n
= (ν∆w0 + F1(0, ·)) · n− (`1

w + k1
wy
⊥) · n1∂S sur ∂F .

En utilisant le théorème de Lax-Milgram, le système ci-dessus admet une solution unique π0 ∈
H1(F)/R, telle que

∥∥∇π0
∥∥

[L2(F)]2
+
∣∣`1
w

∣∣+
∣∣k1
w

∣∣ 6 C

(∥∥w0
∥∥

[H3(F)]2
+ ‖F1‖L2(0,T ;[H2(F)]2)∩H1(0,T ;[L2(F)]2)

+ ‖F2‖[H1(0,T )]2 + ‖F3‖H1(0,T )

)
.
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Puisque ∂F est su�samment régulier, on obtient

(ν∆w0 + F1(0, ·)) · n− (`1
w + k1

wy
⊥) · n1∂S ∈ H1/2(∂F).

Donc, en utilisant les estimations elliptiques classiques du système de Neumann, on trouve

∥∥π0
∥∥
H2(F)

+
∣∣`1
w

∣∣+
∣∣k1
w

∣∣ 6 C

(∥∥w0
∥∥

[H3(F)]2
+ ‖F1‖L2(0,T ;[H2(F)]2)∩H1(0,T ;[L2(F)]2)

+ ‖F2‖[H1(0,T )]2 + ‖F3‖H1(0,T )

)
.

Soient les conditions de compatibilité

∇ · w1 = 0, dans F , w1
n = 0, sur ∂Ω, w1

n(y) = (`1
w + k1

wy
⊥)n, y ∈ ∂S. (4.2.7)

Proposition 4.2.2. Soit T > 0. On suppose que F1 ∈ L2(0, T ; [H2(F)]2) ∩H1(0, T ; [L2(F)]2),
F2 ∈ [H1(0, T )]2, F3 ∈ H1(0, T ) et soit (w0, `0

w, k
0
w) tels que les conditions de compatibilité

(4.2.7) soient véri�ées.
Alors, il existe une unique solution (w, π, `w, kw) du problème (4.2.1), (4.2.2) et (4.2.3) telle

que

w ∈ L2(0, T ; [H4(F)]2) ∩H2(0, T ; [L2(F)]2), π ∈ L2(0, T ;H3(F)) ∩H1(0, T ;H1(F)),

(`w, kw) ∈ [H2(0, T )]2 ×H2(0, T ).

De plus, l'estimation suivante est satisfaite

‖w‖L2(0,T ;[H4(F)]2)∩H2(0,T ;[L2(F)]2) + ‖π‖L2(0,T ;H3(F))∩H1(0,T ;H1(F)) + ‖`w‖[H2(0,T )]2 + ‖kw‖H2(0,T )

6 C

(
‖F1‖L2(0,T ;[H2(F)]2)∩H1(0,T ;[L2(F)]2) + ‖F2‖[H1(0,T )]2 + ‖F3‖H1(0,T )

+
∥∥w0

∥∥
[H3(F)]2

+
∣∣`0
w

∣∣+
∣∣k0
w

∣∣ ). (4.2.8)

Démonstration. On dérive le système (4.2.1), (4.2.2) par rapport à t. On obtient

∂ttw −∇ · T(∂tw, ∂tπ) = ∂tF1 dans (0, T )×F ,
∇ · (∂tw) = 0 dans (0, T )×F ,

m`′′w(t) = −
∫
∂S

T(∂tw, ∂tπ)n dΓ + ∂tF2 t ∈ (0, T ),

J(k′′w(t)) = −
∫
∂S
y⊥ · T(∂tw, ∂tπ)n dΓ + ∂tF3 t ∈ (0, T ),

(4.2.9)

avec les conditions aux limites
∂twn = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

[2νD(∂tw)n+ βΩ∂tw]τ = 0 sur (0, T )× ∂Ω,
(∂tw − w′S)n = 0 sur (0, T )× ∂S,

[2νD(∂tw)n+ βS(∂tw − w′S)]τ = 0 sur (0, T )× ∂S,

(4.2.10)
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où w′S = `′w + k′wy
⊥ avec les conditions initiales

∂tw(0, ·) = w1, dans F , `′w(0) = `1
w, k′w(0) = k1

w, `w(0) = `0
w, kw(0) = k0

w. (4.2.11)

Puisque (4.2.7) est satisfaite, on peut appliquer le Théorème 4.2.1 et obtenir

‖∂tw‖L2(0,T ;[H2(F)]2)∩H1(0,T ;[L2(F)]2) + ‖∂tπ‖L2(0,T ;H1(F)) + ‖`′w‖[H1(0,T )]2 + ‖k′w‖H1(0,T )

6 C

(
‖F1‖L2(0,T ;[H2(F)]2)∩H1(0,T ;[L2(F)]2) + ‖F2‖[H1(0,T )]2 + ‖F3‖H1(0,T ) +

∥∥w0
∥∥

[H3(F)]2

)
.

(4.2.12)

De (4.2.12), on obtient `w ∈ [H2(0, T )]2 et kw ∈ H2(0, T ). Donc, en utilisant le résultat de
régularité pour le système de Stokes un-stationnaire avec les conditions de Navier prouvé dans
[46], combiné avec (4.2.12) et (4.2.4), on a

‖w‖L2(0,T ;[H4(F)]2)∩H2(0,T ;[L2(F)]2) + ‖π‖L2(0,T ;H3(F))∩H1(0,T ;H1(F)) + ‖`w‖[H2(0,T )]2 + ‖kw‖H2(0,T )

6 C

(
‖F1‖L2(0,T ;[H2(F)]2)∩H1(0,T ;[L2(F)]2) + ‖F2‖[H1(0,T )]2 + ‖F3‖H1(0,T )

+
∥∥w0

∥∥
[H3(F)]2

+
∣∣`0
w

∣∣+
∣∣k0
w

∣∣ ).
Donc, on déduit (4.2.8).

4.3 Changement de variables

Pour traiter le problème (4.1.1), (4.1.3), (4.1.4), (4.1.5), on considère un système équivalent
écrit dans un domaine �xe en utilisant le changement de variables qui est déjà introduit dans
[87]. En e�et, on construit une extension du �ux (4.1.2) qui soit incompressible et régulière sur
Ω. Tout d'abord, on a besoin de contrôler la distance entre la structure et le bord ∂(Ω\O).

La condition (4.1.7) implique qu'il existe d > 0 tel que

d(∂(Ω\O),S) = d.

Soit t ∈ [0, T ]. On a pour tout y ∈ S �xé

d(y,S(t)) 6
∣∣h(t) +Rθ(t)y − y

∣∣ .
Donc

d(S(t),S) 6 C
(
|h(t)|+

∣∣Rθ(t) − I2

∣∣) . (4.3.1)

Si
|h(t)|+

∣∣Rθ(t) − I2

∣∣ 6 d

2C
, (4.3.2)
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on a
d(S(t),S) 6

d

2
.

Donc, on obtient

d(∂(Ω\O),S(t)) >
d

2
, t ∈ [0, T ].

En d'autres termes, on suppose seulement qu'aucune collision n'a lieu entre la structure et le
bord ∂(Ω\O) en temps T . En e�et, si les données initiales sont assez petites, alors le déplacement
de la structure reste petit, donc (4.3.2) est satisfaite. Ainsi, aucun contact ne peut survenir entre
le solide et le bord sur [0, T ].

De [87], on peut construire un changement de variables X et Y avec les propriétés suivantes
� Pour tout t ∈ [0, T ], X et Y sont des di�éomorphismes de Ω de classe C∞ ,
� La fonction X est inversible d'inverse Y ,
� Dans un voisinage de S = S(T ), X(t, y) = XS(t, y) = h(t) +Rθ(t)y,
� Dans un voisinage de ∂Ω et de O, X(t, y) = y,
� det∇X(t, y) = 1, pour tout y ∈ Ω,
� Dans un voisinage de S, ∇X(t, y) = Rθ(t) et ∇Y (t,X(t, y)) = R−1

θ(t).
De plus, on a

‖X‖H2(0,T ;[C2(Ω)]2) + ‖Y ‖H2(0,T ;[C2(Ω)]2) 6 C(‖h‖[H2(0,T )]2 + ‖θ‖H2(0,T )), (4.3.3)

où C dépend de T .
On pose

u(t, y) = Cof(∇X(t, y))∗U(t,X(t, y)), P (t, y) = p(t,X(t, y)).

Donc, on a
uS(t, y) = R−1

θ(t)(h
′(t) + ω(t)(x− h(t))⊥) = `(t) + ω(t)y⊥,

où `(t) = R−1
θ(t)h

′(t). On transforme le système (4.1.1), (4.1.3), (4.1.4), (4.1.5) en utilisant ce
changement de variables. Des calculs de ce type sont déjà faits dans [93, Lemma 2.1]. Donc, le
système (4.1.1), (4.1.3), (4.1.4), (4.1.5) est équivalent à{

∂tu− νLu+Mu+Nu+ Gp = v∗1O dans (0, T )×F ,
∇ · u = 0 dans (0, T )×F , (4.3.4)


m`′(t) = −

∫
∂S

T(u, p)n dΓ−mω`(t)⊥ t ∈ (0, T ),

Jω′(t) = −
∫
∂S
y⊥ · T(u, p)n dΓ t ∈ (0, T ),

(4.3.5)


un = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

[2νD(u)n+ βΩu]τ = 0 sur (0, T )× ∂Ω,
(u− uS)n = 0 sur (0, T )× ∂S,

[2νD(u)n+ βS (u− uS)]τ = 0 sur (0, T )× ∂S,

(4.3.6)
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où n et τ dénotent respectivement le vecteur normal et le vecteur tangentiel sur ∂F , avec

[Lu]i =
∑
j,k

∂

∂yj

(
gjk

∂ui
∂yk

)
+ 2

∑
j,k,l

gklΓijk
∂uj
∂yl

+
∑
j,k,l

(
∂

∂yk
(gklΓijl) +

∑
m

gklΓmjlΓ
i
km

)
uj,

[Mu]i =
∑
j

∂Yj
∂t

∂ui
∂yj

+
∑
j,k

(
Γijk

∂Yk
∂t

+
∂Yi
∂xk

∂2Xk

∂t∂yj

)
uj,

[Nu]i =
∑
j

uj
∂ui
∂yj

+
∑
j,k

Γijkujuk,

[Gp]i =
∑
j

gij
∂p

∂yj
,

où
gij =

∑
k

∂Yi
∂xk

∂Yj
∂xk

, gij =
∑
k

∂Xi

∂yk

∂Xj

∂yk
,

et

Γkij =
1

2

∑
l

gkl
(
∂gil
∂yj

+
∂gjl
∂yi

+
∂gij
∂yl

)
.

Finalement, les conditions initiales deviennent pour y ∈ F

u(0, y) = Cof(∇X(0, y))∗u0(X(0, y)) = u0(y), `(0) = R−1
θ0
˜̀0 = `0, ω(0) = ω0. (4.3.7)

4.4 Inégalité de Carleman pour le Laplacien avec les condi-

tions de Navier

En premier lieu, on prouve une inégalité de Carleman pour le problème du Laplacien avec
les conditions de Navier non-homogènes. De [24, Lemma 1.1], on peut construire une fonction
η ∈ C2(F) telle que

η > 0 dans F , η = 0 sur ∂F , |∇η| > 0 dans F \ Oη où Oη ⊂⊂ O, ∇η · n < 0 sur ∂F .
(4.4.1)

Soit λ > 0, on pose α = eλη. On a alors la proposition suivante

Proposition 4.4.1. Soient F et O deux ouverts non vides tels que O ⊂ F . On suppose que le
coe�cient de friction β est positif ou nul.

Alors, il existe C = C(F ,O) > 0, s1 et λ1 où s1 = s1(F ,O), λ1 = λ1(F ,O), tels que la
solution ψ ∈ [H2(F)]2 du système

−∆ψ = f dans F ,
∇ · ψ = 0 dans F ,
ψn = an sur ∂F ,

[2D(ψ)n+ βψ]τ = b sur ∂F ,

(4.4.2)

96



satisfait l'estimation

s2λ2

∫
F
e2sαα2 |∇ψ|2 dy + s4λ4

∫
F
e2sαα4 |ψ|2 dy + βs3λ2e2s

∫
∂F
|ψτ |2 dΓ

6 C

(
s4λ4

∫
O
e2sαα4 |ψ|2 dy + s

∫
F
e2sαα |f |2 dy + s3λ2e2s

∫
∂F
|∇τ (a · n)|2 dΓ

+ s4λ2e2s ‖an‖2
[H1/2(∂F)]2 + s3λ2e2s

∫
∂F
|b|2 dΓ

)
. (4.4.3)

pour tout s > s1 et λ > λ1, où f ∈ [L2(F)]2, b ∈ [H1/2(∂F)]2, a ∈ [H3/2(∂F)]2.

Démonstration. La preuve est inspirée de [47] où dans notre cas, on a besoin de prendre en
compte les conditions non-homogènes au bord.

Etape 1 : Soit w = esαψ. La première équation du système (4.4.2) devient

−∆w − s2λ2α2 |∇η|2w + 2sλα∇w∇η + sλ2α |∇η|2w + sλα∆ηw = esαf, (4.4.4)

On écrit ∆w = ∇ · (∇w + (∇w)∗)−∇(∇ · w). En utilisant ∇ · w = sλα∇η · w, on a

−∆w = −∇ · (∇w + (∇w)∗) + sλα(∇w)∗∇η + sλα∇2ηw + sλ2α(∇η · w)∇η.

Donc, (4.4.4) peut s'écrire

−∇· (∇w+(∇w)∗)+sλα(∇w)∗∇η−s2λ2α2 |∇η|2w+2sλα∇w∇η+sλ2α |∇η|2w+sλα∆ηw

+ sλα∇2ηw + sλ2α(∇η · w)∇η = esαf. (4.4.5)

On multiplie (4.4.5) par α1/2, alors (4.4.5) est équivalente à

Mw +Nw = g̃, (4.4.6)

où
Mw = −α1/2∇ · (∇w + (∇w)∗)− s2λ2α5/2 |∇η|2w + sλα3/2(∇w)∗∇η, (4.4.7)

Nw = 2sλα3/2∇w∇η + 4sλ2α3/2 |∇η|2w, (4.4.8)

et

g̃ = α1/2esαf + 3sλ2α3/2 |∇η|2w − sλα3/2∆ηw − sλα3/2∇2ηw − sλ2α3/2(∇η · w)∇η. (4.4.9)

En multipliant (4.4.6) par elle même, on constate qu'il su�t seulement de considérer les termes∑
i,j

〈(Mw)i, (Nw)j〉.

Premièrement, on a

〈(Mw)1, (Nw)1〉 = −2sλ

∫
F
α2∇ · (∇w + (∇w)∗) · ∇w∇η dy

= −2sλ

∫
∂F

(∇η · n)(∇w + (∇w)∗)n · (∇wn) dΓ + 2sλ

∫
F
α2(∇w∇2η) : (∇w + (∇w)∗) dy

+ 4sλ2

∫
F
α2(∇w + (∇w)∗)∇η · ∇w∇η dy + 2sλ

∑
i,j,k

∫
F
α2(∂jwi + ∂iwj)∂

2
kjwi∂kη dy. (4.4.10)
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On pose

A = 4sλ2

∫
F
α2(∇w + (∇w)∗)∇η · ∇w∇η dy = 4sλ2

∫
F
α2 |∇w∇η|2 dy

+ 4sλ2

∫
F
α2((∇w)∗∇η) · (∇w∇η) dy = A1 + A2. (4.4.11)

On obtient

A2 = 4sλ2

∫
∂F
|∇η|2 (∇wn) · n(w · n) dΓ− 4sλ2

∑
i,j,k

∫
F
∂i(α

2∂kη∂jη)∂jwiwk dy

− 4s2λ3

∫
F
α2∇η · ∇(α∇η · w)(∇η · w) dy, (4.4.12)

où on a utilisé le fait que ∇ ·w = sλα∇η ·w. Une intégration par parties pour le dernier terme
donne

A2 = 4sλ2

∫
∂F
α2 |∇η|2 (∇wn) · n(w · n) dΓ− 4sλ2

∑
i,j,k

∫
F
∂i(α

2∂kη∂jη)∂jwiwk dy

+2s2λ3

∫
F
α3∆η |∇η · w|2 dy+2s2λ4

∫
F
|∇η|2 α3 |∇η · w|2 dy−2s2λ3

∫
∂F

(∇η·n) |∇η · w|2 dΓ.

(4.4.13)

D'un autre côté, on a

B = 2sλ
∑
i,j,k

∫
F
α2(∂jwi + ∂iwj)∂

2
kjwi∂kη dy

= sλ

∫
F
α2∇η · ∇ |∇w|2 dy + 2sλ

∑
i,j,k

∫
F
α2∂iwj∂

2
kjwi∂kη dy = B1 +B2. (4.4.14)

Une intégration par parties des termes B1 et B2, donne

B1 = sλ

∫
∂F

(∇η · n) |∇w|2 dΓ− sλ
∫
F
α2∆η |∇w|2 dy − 2sλ2

∫
F
|∇η|2 α2 |∇w|2 dy, (4.4.15)

B2 = 2sλ

∫
∂F

(∇η · n)∇w : (∇w)∗ dΓ− 2sλ

∫
F

∆ηα2∇w : (∇w)∗ dy

− 4sλ2

∫
F
α2 |∇η|2∇w : (∇w)∗ dy − 2sλ

∑
i,j,k

∫
F
α2∂2

kiwj∂jwi∂kη dy = B21 +B22 +B23 +B24.

(4.4.16)
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On fait encore une intégration par parties pour B24, on a

B24 = −2sλ

∫
∂F

(∇η · n)(∇wn) · ((∇w)∗n) dΓ + 2sλ

∫
F
α2(∇2η∇w) : ∇w dy

+ 4sλ2

∫
F
α2((∇w)∗∇η) · ((∇w)∇η) dy + 2s2λ2

∫
F
α3(∇2ηw) · (∇w∇η) dy

+
∑
i,j,k

s2λ3

∫
F
α3∂kη∂jη∂iη(∂k(wiwj)) dy + 2s2λ2

∫
F
α3(∇w∇η) · ((∇w)∗∇η) dy. (4.4.17)

On note que le troisième terme dans (4.4.17) correspond à A2, tandis que le cinquième terme
dans (4.4.17) dénoté par B245 donne

B245 = s2λ3
∑
i,j,k

∫
F
α3∂kη∂jη∂iη∂k(wiwj) dy = −

∑
i,j,k

s2λ3

∫
F
∂k(α

3∂kη∂jη∂iη)(wiwj) dy

+ s2λ3

∫
∂F

(∇η · n)3 |w · n|2 dΓ,

On a
−
∑
i,j,k

s2λ3

∫
F
∂k(α

3∂kη∂jη∂iη)(wiwj) dy > −Cs2λ3(1 + λ)

∫
F
α4 |w|2 dy.

On traite le sixième terme dans (4.4.17), on obtient

B246 = 2s2λ2

∫
F
α3(∇w∇η) · ((∇w)∗∇η) dy = −2s2λ2

∫
F
α3∂i(∂jη∂kη)∂jwiwk dy

− 3s2λ3
∑
i,j,k

∫
F
α3∂kη∂jη∂iη∂k(wiwj) dy − s3λ3

∫
F
α2∇η · ∇ |α∇η · w|2 dy

+ 2s2λ2

∫
∂F
|∇η|2 ((∇w)∗n) · n(w · n) dΓ = C1 − 3B245 + C3 + C4. (4.4.18)

Un intégration par partie donne

C3 = s3λ3

∫
F
α4∆η |w · ∇η|2 dy+2s3λ4

∫
F
α4 |∇η|2 |w · ∇η|2 dy−s3λ3

∫
∂F

(∇η·n)3 |w · n|2 dΓ.

(4.4.19)
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Donc, on obtient

〈(Mw)1, (Nw)1〉 > −2sλ

∫
∂F

(∇η · n)(∇w + (∇w)∗)n · (∇wn) dΓ + sλ

∫
∂F

(∇η · n) |∇w|2 dΓ

+ 2sλ

∫
∂F

(∇η · n)∇w : (∇w)∗ dΓ− 2sλ

∫
∂F

(∇η · n)(∇wn) · ((∇w)∗n) dΓ

+ 8sλ2

∫
∂F
|∇η|2 (∇wn) · n(w · n) dΓ + 2s2λ2

∫
∂F
|∇η|2 ((∇w)∗n) · n(w · n) dΓ

− 6s2λ3

∫
∂F

(∇η · n) |∇η · w|2 dΓ− s3λ3

∫
∂F

(∇η · n)3 |w · n|2 dΓ

+2s3λ4

∫
F
|∇η|2 α4 |w · ∇η|2 dy−4sλ2

∫
F
α2 |∇η|2∇w : (∇w)∗ dy−2sλ2

∫
F
|∇η|2 α2 |∇w|2 dy

− ε
(
sλ2

∫
F
α2 |∇w|2 dy + s3λ4

∫
F
α4 |w|2 dy

)
, (4.4.20)

pour tout ε > 0 et pour s > 1, λ > 1. On obtient aussi

〈(Mw)1, (Nw)2〉 = −4sλ2

∫
F
|∇η|2 α2 [∇ · (∇w + (∇w)∗)] · w dy

= −4sλ2

∫
∂F
|∇η|2 ((∇w) + (∇w)∗)n · w dΓ + 8sλ2

∫
F
α2(∇2η∇η)(∇w + (∇w)∗) · w dy

+ 8sλ3

∫
F
|∇η|2 α2(∇η(∇w + (∇w)∗)) · w dy + 4sλ2

∫
F
|∇η|2 α2 |∇w|2 dy

+ 4sλ2

∫
F
|∇η|2 α2∇w : (∇w)∗ dy. (4.4.21)

Par ailleurs, on a

〈(Mw)2, (Nw)1〉 = −s3λ3

∫
F
|∇η|2 α4∇η · ∇ |w|2 dy = −s3λ3

∫
∂F

(∇η · n)3 |w|2 dΓ

+ s3λ3

∫
F
∇ · (|∇η|2∇η)α4 |w|2 dy + 4s3λ4

∫
F
|∇η|4 α4 |w|2 dy. (4.4.22)

On a
〈(Mw)2, (Mw)2〉 = −4s3λ4

∫
F
|∇η|4 α4 |w|2 dy. (4.4.23)

On obtient

〈(Mw)3, (Nw)1〉 = B246 > −3s2λ3

∫
∂F

(∇η·n)3 |w · n|2 dΓ+2s2λ2

∫
∂F
|∇η|2 ((∇w)∗n)·n(w·n) dΓ

+ 2s3λ4

∫
F
|∇η|2 α4 |w · ∇η|2 dy − s3λ3

∫
∂F

(∇η · n)3 |w · n|2 dΓ

− ε
(
sλ2

∫
F
α2 |∇w|2 dy + s3λ4

∫
F
α4 |w|2 dy

)
. (4.4.24)
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On a aussi

〈(Mw)3, (Nw)2〉 = 4s2λ3

∫
F
|∇η|2 α3(∇w)∗∇η · w dy = 4s2λ3

∫
∂F

(∇η · n)3 |w · n|2 dΓ

− 4s2λ3

∫
F

(∇(|∇η|2 α3∇η) · w) · w dy − 4s3λ4

∫
F
|∇η|2 α4 |w · ∇η|2 dy. (4.4.25)

Donc, on a

〈(Mw), (Nw)〉 > −2sλ

∫
∂F

(∇η · n)(∇w + (∇w)∗)n · (∇wn) dΓ + sλ

∫
∂F

(∇η · n) |∇w|2 dΓ

+ 2sλ

∫
∂F

(∇η · n)∇w : (∇w)∗ dΓ− 2sλ

∫
∂F

(∇η · n)(∇wn) · ((∇w)∗n) dΓ

− 4sλ2

∫
∂F
|∇η|2 (∇wn+ (∇w)∗n)τ · wτ dΓ + 4s2λ2

∫
∂F
|∇η|2 ((∇w)∗n) · n(w · n) dΓ

− 2s3λ3

∫
∂F

(∇η · n)3 |w · n|2 dΓ− s3λ3

∫
∂F

(∇η · n)3 |w|2 dΓ

+ 2sλ2

∫
F
|∇η|2 α2 |∇w|2 dy − 5s2λ3

∫
∂F

(∇η · n)3 |w · n|2 dΓ

− ε
(
sλ2

∫
F
α2 |∇w|2 dy + s3λ4

∫
F
α4 |w|2 dy

)
, (4.4.26)

où on a utilisé

− 4sλ2

∫
∂F
|∇η|2 ((∇w) + (∇w)∗)n · w dΓ + 8sλ2

∫
∂F
|∇η|2 (∇w)∗n · n(w · n) dΓ

= −4sλ2

∫
∂F
|∇η|2 (((∇w) + (∇w)∗)n)τ · wτ dΓ.

Etape 2 : On trouve une inégalité de Carleman pour w̃ = esα̃ψ avec α̃ = e−λη, les calculs sont
analogues à ceux qui précèdent et on obtient les mêmes termes à un changement de signe près.
On obtient alors

〈(M̃w̃), (Ñw̃)〉 > 2sλ

∫
∂F

(∇η · n)(∇w̃ + (∇w̃)∗)n · (∇w̃n) dΓ− sλ
∫
∂F

(∇η · n) |∇w̃|2 dΓ

− 2sλ

∫
∂F

(∇η · n)∇w̃ : (∇w̃)∗ dΓ + 2sλ

∫
∂F

(∇η · n)(∇w̃n) · ((∇w̃)∗n) dΓ

− 4sλ2

∫
∂F
|∇η|2 (∇w̃n+ (∇w̃)∗n)τ · w̃τ dΓ + 4s2λ2

∫
∂F
|∇η|2 ((∇w̃)∗n) · n(w̃ · n) dΓ

+ 2s3λ3

∫
∂F

(∇η · n)3 |w̃ · n|2 dΓ + s3λ3

∫
∂F

(∇η · n)3 |w̃|2 dΓ

+ 2sλ2

∫
F
|∇η|2 α̃2 |∇w̃|2 dy + 5s2λ3

∫
∂F

(∇η · n)3 |w̃ · n|2 dΓ

− ε
(
sλ2

∫
F
α̃2 |∇w̃|2 dy + s3λ4

∫
F
α̃4 |w̃|2 dy

)
. (4.4.27)
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Etape 3 : Dans cette partie, on traite les intégrales sur le bord. On note que sur ∂F , on a

∇wi = es(∇ψ + sλ∇ηψi), ∇w̃i = es(∇ψ − sλ∇ηψi), sur ∂F . (4.4.28)

Alors,

∇wn = es(∇ψn+ sλ(∇η · n)ψ), ∇w̃n = es(∇ψn− sλ(∇η · n)ψ), sur ∂F , (4.4.29)

et

(∇w)∗n = es((∇ψ)∗n+sλ(ψ·n)∇η), (∇w̃)∗n = es((∇ψ)∗n−sλ(ψ·n)∇η), sur ∂F . (4.4.30)

Les termes au bord dans (4.4.26) sont réduits à

S = −2sλ

∫
∂F

(∇η · n)(∇w + (∇w)∗)n · (∇wn) dΓ + sλ

∫
∂F

(∇η · n) |∇w|2 dΓ

+ 2sλ

∫
∂F

(∇η · n)∇w : (∇w)∗ dΓ− 2sλ

∫
∂F

(∇η · n)(∇wn) · ((∇w)∗n) dΓ

− 4sλ2

∫
∂F
|∇η|2 (∇wn+ (∇w)∗n)τ · wτ dΓ + 4s2λ2

∫
∂F
|∇η|2 ((∇w)∗n) · n(w · n) dΓ

− 2s3λ3

∫
∂F

(∇η · n)3 |w · n|2 dΓ− s3λ3

∫
∂F

(∇η · n)3 |w|2 dΓ− 5s2λ3

∫
∂F

(∇η · n)3 |w · n|2 dΓ.

Les termes au bord dans (4.4.27) s'écrivent

S̃ = 2sλ

∫
∂F

(∇η · n)(∇w̃ + (∇w̃)∗)n · (∇w̃n) dΓ− sλ
∫
∂F

(∇η · n) |∇w̃|2 dΓ

− 2sλ

∫
∂F

(∇η · n)∇w̃ : (∇w̃)∗ dΓ + 2sλ

∫
∂F

(∇η · n)(∇w̃n) · ((∇w̃)∗n) dΓ

− 4sλ2

∫
∂F
|∇η|2 (∇w̃n+ (∇w̃)∗n)τ · w̃τ dΓ + 4s2λ2

∫
∂F
|∇η|2 ((∇w̃)∗n) · n(w̃ · n) dΓ

+2s3λ3

∫
∂F

(∇η ·n)3 |w̃ · n|2 dΓ+s3λ3

∫
∂F

(∇η ·n)3 |w̃|2 dΓdΓ+5s2λ3

∫
∂F

(∇η ·n)3 |w̃ · n|2 dΓ.
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En utilisant le fait que α = α̃ = 1 et w = w̃ sur ∂F , les termes au bord sont réduits à

S + S̃ = −2sλ

(∫
∂F

(∇η · n)(∇w + (∇w)∗)n · (∇wn) dΓ

−
∫
∂F

(∇η · n)(∇w̃ + (∇w̃)∗)n · (∇w̃n) dΓ

)
+ sλ

(∫
∂F

(∇η · n) |∇w|2 dΓ−
∫
∂F

(∇η · n) |∇w̃|2 dΓ

)
+ 2sλ

(∫
∂F

(∇η · n)∇w : (∇w)∗ dΓ−
∫
∂F

(∇η · n)∇w̃ : (∇w̃)∗ dΓ

)
− 2sλ

(∫
∂F

(∇η · n)(∇wn) · ((∇w)∗n) dΓ−
∫
∂F

(∇η · n)(∇w̃n) · ((∇w̃)∗n) dΓ

)
− 4sλ2

(∫
∂F
|∇η|2 (∇wn+ (∇w)∗n)τ · wτ dΓ +

∫
∂F
|∇η|2 (∇w̃n+ (∇w̃)∗n)τ · w̃τ dΓ

)
+ 4s2λ2

(∫
∂F
|∇η|2 ((∇w)∗n) · n(w · n) dΓ +

∫
∂F
|∇η|2 ((∇w̃)∗n) · n(w̃ · n) dΓ

)
=

6∑
i=1

Ii.

De (4.4.28), (4.4.29), (4.4.30) et (4.4.2)4, on trouve

I1 + I4 = −8s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 (∇ψn+ (∇ψ)∗n) ·ψ dΓ− 8s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 (∇ψn ·n)(ψ ·n) dΓ.

I2 = 4s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2∇ψn · ψ dΓ,

I3 = 8s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 (∇ψ)∗n · ψ dΓ,

I5 = 8βsλ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 |ψτ |2 dΓ− 8sλ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 b · ψ dΓ,

I6 = 8s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 (∇ψn · n)(ψ · n) dΓ.

Donc, on a

I1+I4 = −8s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 (∇ψn+(∇ψ)∗n)τ ·ψτ dΓ−24s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 (∇ψn·n)(ψ·n) dΓ

= 8βs2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 |ψτ |2 dΓ−8s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 b·ψ dΓ−24s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 (∇ψn·n)(ψ·n) dΓ,
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et

I2 = 4s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 (∇ψn)τ · ψτ dΓ + 4s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 (∇ψn) · n(ψ · n) dΓ

= −4s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 (∇ψ)∗nτ · ψτ dΓ− 4s2λ2β

∫
∂F
e2s |ψτ |2 dΓ

+ 4s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 bτ · ψτ dΓ + 4s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 (∇ψn) · n(ψ · n) dΓ.

On note

−4s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 [(∇ψ)∗n]τ ·ψτ dΓ = −4s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 [∇τ (a · n) · ψτ − (∇nτ · ψ)(ψ · τ)] dΓ.

En utilisant l'inégalité dans [40, Théorème II.4.1] avec r = 2, q = 2, on obtient

s2λ2

∫
∂F
|ψ|2 dΓ 6 C

(
sλ

∫
F
|∇ψ|2 dy + s3λ3

∫
F
|ψ|2 dy

)
.

En appliquant le même argument, on obtient pour I3

I3 = 8s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 ((∇ψ)∗n)τ · ψτ dΓ + 8s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 (∇ψn) · n(ψ · n) dΓ

= 8s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 [∇τ (a · n) · ψτ − (∇nτ · ψ)(ψ · τ)] dΓ+8s2λ2

∫
∂F
e2s |∇η|2 (∇ψn)·n(ψ·n) dΓ.

Donc, en combinant toutes ces inégalités, on obtient

sλ2

∫
F
e2sαα2 |∇η|2 |∇ψ|2 dy + s2λ2βe2s

∫
∂F
|ψτ |2 dΓ

6 εs3λ4

∫
F
e2sαα4 |ψ|2 dy + εsλ2

∫
F
e2sαα2 |∇ψ|2 dy

+ C

(∫
F
e2sαα |f |2 dy + s2λ2e2s

∫
∂F
|∇(a · n)τ |2 dΓ + s2λ2e2s

∫
∂F
|b|2 dΓ

)
+ 4s2λ2e2s

∫
∂F
|∇η|2 (∇ψn · n)(ψ · n) dΓ.

En utilisant le fait que |∇η| > 0 sur F\Oη, on obtient

sλ2

∫
F\Oη

e2sαα2 |∇ψ|2 dy + s2λ2βe2s

∫
∂F
|ψτ |2 dΓ

6 εs3λ4

∫
F
e2sαα4 |ψ|2 dy + εsλ2

∫
F
e2sαα2 |∇ψ|2 dy

+ C

(∫
F
e2sαα |f |2 dy + s2λ2

∫
∂F
e2s |∇(a · n)τ |2 dΓ + s2λ2e2s

∫
∂F
|b|2 dΓ

)
+ 4s2λ2e2s

∫
∂F
|∇η|2 (∇ψn · n)(ψ · n) dΓ.
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On ajoute le terme sλ2

∫
Oη
e2sαα2 |∇ψ|2 dy dans les deux côtés de la dernière équation pour

obtenir

sλ2

∫
F
e2sαα2 |∇ψ|2 dy + s2λ2β

∫
∂F
e2s |ψτ |2 dΓ

6 εs3λ4

∫
F
e2sαα4 |ψ|2 dy + εsλ2

∫
F
e2sαα2 |∇ψ|2 dy

+ C

(∫
F
e2sαα |f |2 dy + s2λ2e2s

∫
∂F
|∇(a · n)τ |2 dΓ + s2λ2e2s

∫
∂F
|b|2 dΓ

)
+ 4s2λ2e2s

∫
∂F
|∇η|2 (∇ψn · n)(ψ · n) dΓ.

On utilise l'inégalité suivante prouvée dans [28, Lemme 3]

s3λ4

∫
F
e2sαα4 |ψ|2 dy 6 C

(
sλ2

∫
F
e2sαα2 |∇ψ|2 dy + s3λ4

∫
Oη
e2sαα4 |ψ|2 dy

)
. (4.4.31)

Donc, pour s et λ su�samment grands, on obtient

sλ2

∫
F
e2sαα2 |∇ψ|2 dy + s3λ4

∫
F
e2sαα4 |ψ|2 dy + s2λ2βe2s

∫
∂F
|ψτ |2 dΓ

6 C

(
s3λ4

∫
Oη
e2sαα4 |ψ|2 dy + sλ2

∫
Oη
e2sαα2 |∇ψ|2 dy +

∫
F
e2sαα |f |2 dy

+ s2λ2e2s

∫
∂F
|∇(a · n)τ |2 dΓ + s2λ2e2s

∫
∂F
|b|2 dΓ

)
+ 4s2λ2e2s

∫
∂F
|∇η|2 (∇ψn · n)(ψ · n) dΓ. (4.4.32)

On rappelle que

∇× ψ =
∂ψ2

∂y1

− ∂ψ1

∂y2

.

Puisque ψ est de divergence nulle, on a

∆ψ = −∇× (∇× ψ),

où on a utilisé le fait que pour toute fonction scalaire a : R2 −→ R, on a

∇× a =

(
∂2a
−∂1a

)
.

On rappelle la formule de Green∫
F

∆ψ · v̂ dy = −
∫
F

(∇× ψ) · (∇× v̂) dy −
∫
∂F

(v̂ · τ)(∇× ψ) dΓ, ∀v̂ ∈ [H1(F)]2,
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avec τ =

(
−n2

n1

)
. Alors, on obtient

∫
∂F
|∇η|2 (∇ψn · n)(ψ · n) dΓ =

∫
∂F
|∇η|2∇ψn · ψn dΓ

=

∫
F
∇ψ : ∇v̂ dy −

∫
F

(∇× ψ) · (∇× v̂) dy −
∫
∂F

(v̂ · τ)(∇× ψ) dΓ,

où v̂ est une fonction dans [H1(F)]2 telle que v̂ = |∇η|2 ψn sur ∂F et

‖v̂‖[H1(F)]2 6 C ‖ψn‖[H1/2(∂F)]2 .

Donc, le dernier terme du côté droit de l'inégalité (4.4.32) donne

s2λ2e2s

∫
∂F
|∇η|2 (∇ψn · n)(ψ · n) dΓ 6 εsλ2e2s

∫
F
|∇ψ|2 dy + Cs3λ2e2s ‖ψn‖2

[H1/2(∂F)]2 .

Alors,

sλ2

∫
F
e2sαα2 |∇ψ|2 dy + s3λ4

∫
F
e2sαα4 |ψ|2 dy + s2λ2βe2s

∫
∂F
|ψτ |2 dΓ

6 C

(
s3λ4

∫
Oη
e2sαα4 |ψ|2 dy + sλ2

∫
Oη
e2sαα2 |∇ψ|2 dy +

∫
F
e2sαα |f |2 dy

+ s2λ2e2s

∫
∂F
|∇(a · n)τ |2 dΓ + s3λ2e2s ‖ψn‖2

[H1/2(∂F)]2 + s2λ2e2s

∫
∂F
|b|2 dΓ

)
.

Pour absorber le deuxième terme au second membre de l'inégalité ci-dessus, on procède comme
[39, Inégalité (1.62)] qui montre que l'intégrale de e2sαα2 |∇ψ|2 sur Oη peut être estimée par
e2sαα4 |ψ|2 sur l'ouvert O.

En e�et, on dé�nit la fonction θ ∈ C2
0(O) telle que θ ≡ 1 dans Oη et 0 6 θ 6 1. On obtient

sλ2

∫
Oη
e2sαα2 |∇ψ|2 dy 6 sλ2

∫
O
e2sαθα2 |∇ψ|2 dy,

D'où

sλ2

∫
O
e2sαθα2 |∇ψ|2 dy = −sλ2

∫
O
e2sαθα2∆ψ · ψ dy − sλ2

∫
O
e2sαα2(∇θ · ∇)ψ · ψ dy

− 2sλ3

∫
O
e2sαθα2(∇η · ∇)ψ · ψ dy − 2s2λ3

∫
O
e2sαθα3∇η∇ψ · ψ dy

6 C

(∫
O
e2sα |∆ψ|2 dy + s3λ4

∫
O
e2sαα4 |ψ|2 dy + εsλ2

∫
O
e2sαθα2 |∇ψ|2 dy

)
.
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Donc

sλ2

∫
F
e2sαα2 |∇ψ|2 dy + s3λ4

∫
F
e2sαα4 |ψ|2 dΓ + s2λ2βe2s

∫
∂F
|ψτ |2 dΓ

6 C

(
s3λ4

∫
O
e2sαα4 |ψ|2 dy +

∫
F
e2sαα |f |2 dy + s2λ2e2s

∫
∂F
|∇(a · n)τ |2 dΓ

+ s3λ2e2s ‖ψn‖2
[H1/2(∂F)]2 + s2λ2e2s

∫
∂F
|b|2 dΓ

)
,

pour λ et s su�samment grands. Finalement, on obtient (4.4.3).

4.5 Inégalité de Carleman pour le système linéaire

On considère le système adjoint

−∂tv −∇ · T(v, q) = F1 dans (0, T )×F ,
∇ · v = 0 dans (0, T )×F ,

m`′v(t) =

∫
∂S

T(v, q)n dΓ + F2 t ∈ (0, T ),

J(k′v(t)) =

∫
∂S
y⊥ · T(v, q)n dΓ + F3 t ∈ (0, T ),

(4.5.1)

avec les conditions au bord
vn = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

[2νD(v)n+ βΩv]τ = 0 sur (0, T )× ∂Ω,
(v − vS)n = 0 sur (0, T )× ∂S,

[2νD(v)n+ βS(v − vS)]τ = 0 sur (0, T )× ∂S,

(4.5.2)

où vS(y) = `v + kvy
⊥, complété avec les conditions initiales

v(T, ·) = vT , dans F , `v(T ) = `T , kv(T ) = kT . (4.5.3)

Soit η ∈ C2(F) qui véri�e (4.4.1) avec Oη ⊂⊂ O un ouvert non vide.
Soit λ > 0 et

β(t, y) =
eλ(2N+2)‖η‖L∞(Ω) − eλ(2N‖η‖L∞(Ω)+η(y))

tN(T − t)N
, (4.5.4)

β̂(t) = max
y∈F

β(t, y) =
eλ(2N+2)‖η‖L∞(Ω) − eλ2N‖η‖L∞(Ω)

tN(T − t)N
, β∗(t) = min

y∈F
β(t, y),

ξ(t, y) =
eλ(2N‖η‖L∞(Ω)+η(y))

tN(T − t)N
, ξ∗(t) = min

y∈F
ξ(t, y) =

eλ2N‖η‖L∞(Ω)

tN(T − t)N
, ξ̂(t) = max

y∈F
ξ(t, y). (4.5.5)

avec N > 0 un entier su�samment grand.
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Proposition 4.5.1. On suppose que S n'est pas un disque.
Il existe C = C(Ω,O) et C = C(Ω,O) telles que pour tous F1 ∈ L2(0, T ; [L2(F)]2), F2 ∈

[L2(0, T )]2 et F3 ∈ L2(0, T ) et pour tous vT ∈ [L2(F)]2, `T ∈ R2 et kT ∈ R, la solution (v, `v, kv)
du système (4.5.1), (4.5.2) et (4.5.3) véri�e l'inégalité

s3λ4

∫ T

0

∫
F
e−5sβ̂(ξ∗)3 |∇v|2 dydt+ s4λ4

∫ T

0

∫
F
e−5sβ̂(ξ∗)4 |v|2 dydt

+ s4λ4

∫ T

0

e−5sβ̂(ξ∗)4
(
|`v(t)|2 + |kv(t)|2

)
dt 6 C

(
s5λ6

∫ T

0

∫
O
e−2sβ∗−3sβ̂(ξ̂)5 |v|2 dydt

+

∫ T

0

∫
F
e−3sβ̂ |F1|2 dydt+

∫ T

0

e−3sβ̂ |F2|2 dt+

∫ T

0

e−3sβ̂ |F3|2 dt

)
. (4.5.6)

pour tous λ > C et s > C(TN + T 2N).

Démonstration. Etape 1 : Décomposition de la solution

Soit ρ(t) = e−
3
2
sβ̂(t) et on écrit

ρv = ϕ+ z, ρ`v = `ϕ + `z, ρkv = kϕ + kz, ρq = qϕ + qz, (4.5.7)

où 

−∂tϕ−∇ · T(ϕ, qϕ) = −ρ′v dans (0, T )×F ,
∇ · ϕ = 0 dans (0, T )×F ,

m`′ϕ(t) =

∫
∂S

T(ϕ, qϕ)n dΓ +mρ′`v t ∈ (0, T ),

J(k′ϕ(t)) =

∫
∂S
y⊥ · T(ϕ, qϕ)n dΓ + Jρ′kv t ∈ (0, T ),

(4.5.8)

avec les conditions au bord
ϕn = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

[2νD(ϕ)n+ βΩϕ]τ = 0 sur (0, T )× ∂Ω,
(ϕ− ϕS)n = 0 sur (0, T )× ∂S,

[2νD(ϕ)n+ βS(ϕ− ϕS)]τ = 0 sur (0, T )× ∂S,

(4.5.9)

où ϕS(y) = `ϕ + kϕy
⊥, avec

ϕ(T, ·) = 0 dans F , `ϕ(T ) = 0, kϕ(T ) = 0.

et 

−∂tz −∇ · T(z, qz) = ρF1 dans (0, T )×F ,
∇ · z = 0 dans (0, T )×F ,

m`′z(t) =

∫
∂S

T(z, qz)n dΓ + ρF2 t ∈ (0, T ),

J(k′z(t)) =

∫
∂S
y⊥ · T(z, qz)n dΓ + ρF3 t ∈ (0, T ),

(4.5.10)
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avec les conditions au bord
zn = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

[2νD(z)n+ βΩz]τ = 0 sur (0, T )× ∂Ω,
(z − zS)n = 0 sur (0, T )× ∂S,

[2νD(z)n+ βS(z − zS)]τ = 0 sur (0, T )× ∂S,

où zS(y) = `z + kzy
⊥, muni des conditions initiales

z(T, ·) = 0 dans F , `z(T ) = 0, kz(T ) = 0.

En utilisant le Théorème 4.2.1, on a

‖z‖H1(0,T ;[L2(F)]2) + ‖z‖L2(0,T ;[H2(F)]2) + ‖`z‖[H1(0,T )]2 + ‖kz‖H1(0,T )

6 C
(
‖ρF1‖L2(0,T ;[L2(F)]2) + ‖ρF2‖[L2(0,T )]2 + ‖ρF3‖L2(0,T )

)
. (4.5.11)

Etape 2 : On applique le rotationnel à la première équation de (4.5.8), on obtient

−∂t(∇× ϕ)− ν∆(∇× ϕ) = −ρ′∇× v dans (0, T )×F ,

qui a la forme de l'équation de la chaleur. On rappelle que

∇× ϕ =
∂ϕ2

∂y1

− ∂ϕ1

∂y2

.

On applique l'inégalité (19) de [16] en remplaçant ψ par ∇×ϕ. On note que dans notre cas, le
domaine F ne dépend pas du temps, donc l'inégalité (19) de [16] est valide sans tenir compte
des termes impliquant le �ux û (voir aussi la Proposition B.0.5). On trouve

sλ2

∫
F
e−2sβξ |∇(∇× ϕ)|2 dy + s3λ4

∫
F
e−2sβξ3 |∇ × ϕ|2 dy + s3λ3

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |∇ × ϕ|2 dΓ

6 C

(
s3λ4

∫
O
e−2sβξ3 |∇ × ϕ|2 dy + sλ

∫
∂F
e−2sβ̂ξ∗ |∇(∇× ϕ)τ |2 dΓ

+ s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)−1 |∇ × ∂tϕ|2 dΓdt+

∫ T

0

∫
F
e−2sβ(ρ′)2 |∇ × v|2 dydt

)
. (4.5.12)

En utilisant la démonstration dans [16, pp.6-7], on traite le terme local qui apparaît au second
membre de l'inégalité (4.5.12), on obtient

sλ2

∫ T

0

∫
F
e−2sβξ |∇(∇× ϕ)|2 dydt+ s3λ4

∫ T

0

∫
F
e−2sβξ3 |∇ × ϕ|2 dydt

+ s3λ3

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |∇ × ϕ|2 dΓdt 6 C

(
s5λ6

∫ T

0

∫
O
e−2sβξ5 |ϕ|2 dydt

+ sλ

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂ξ∗ |∇(∇× ϕ)τ |2 dΓdt+ s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)−1 |∇ × ∂tϕ|2 dΓdt

+

∫ T

0

∫
F
e−2sβ(ρ′)2 |∇ × v|2 dydt

)
, (4.5.13)
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pour λ > C et s > C(TN + T 2N). On constate que ϕ satisfait le problème suivant{
∆ϕ = −∇× (∇× ϕ) in F ,

∇ · ϕ = 0 in F ,

avec les conditions aux limites (4.5.9). On applique l'inégalité de Carleman prouvé dans la
Proposition 4.4.1, on obtient

s2λ2

∫
Ω

e2seληe2λη |∇ϕ|2 dy + s4λ4

∫
Ω

e2seληe4λη |ϕ|2 dy

6 C

(
s4λ4

∫
O
e2seληe4λη |ϕ|2 dy + s

∫
F
e2seληeλη |∇ × (∇× ϕ)|2 dy

+ βSs
3λ2e2s

∫
∂S
|(ϕS)τ |2 dΓ + s4λ2e2s ‖ϕS · n‖2

H3/2(∂S)

)
, (4.5.14)

où a = ϕS1∂S et b = βS(ϕS)τ1∂S . On remplace s dans (4.5.14) par
se2Nλ‖η‖L∞(Ω)

tN(T − t)N
. On multiplie

l'équation (4.5.14) par

e
−2s

e(2N+2)λ‖η‖L∞(Ω)

tN(T − t)N ,

et on intègre sur (0, T ), on trouve

s2λ2

∫ T

0

∫
F
e−2sβξ2 |∇ϕ|2 dydt+ s4λ4

∫ T

0

∫
F
e−2sβξ4 |ϕ|2 dydt

6 C

(
s4λ4

∫ T

0

∫
O
e−2sβξ3 |ϕ|2 dydt+ s

∫ T

0

∫
F
e−2sβξ |∇ × (∇× ϕ)|2 dydt

+ βSs
3λ2

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)3

∫
∂S
|(ϕS)τ |2 dΓ dt

+ s4λ2

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)4 ‖ϕS · n‖2
H3/2(∂S) dt

)
. (4.5.15)

On applique l'estimation obtenue dans [3, Théorème 2.2], on a

‖ϕ‖2
[H1(F)]2 6 C

(
‖ϕ‖2

[L2(F)]2 + ‖∇ · ϕ‖2
L2(F) + ‖∇ × ϕ‖2

[L2(F)]2 + ‖ϕS · n‖2
H1/2(∂S)

)
. (4.5.16)

Donc, en multipliant (4.5.16) par s3λ4e−2sβ̂(ξ∗)3, on obtient

s3λ4

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |∇ϕ|2 dydt 6 C

(
s3λ4

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |ϕ|2 dydt

+ s3λ4

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |∇ × ϕ|2 dydt+ s3λ4

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)3 ‖ϕS · n‖2
H1/2(∂S) dt

)
. (4.5.17)
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On combine (4.5.17), (4.5.15) et (4.5.13), on déduit

s3λ4

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |∇ϕ|2 dydt+ s4λ4

∫ T

0

∫
F
e−2sβξ4 |ϕ|2 dydt

+ s3λ3

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |∇ × ϕ|2 dΓdt 6 C

(
s5λ6

∫ T

0

∫
O
e−2sβξ5 |ϕ|2 dydt

+ sλ

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂ξ∗ |∇(∇× ϕ)τ |2 dΓdt+ s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)−1 |∇ × ϕt|2 dΓdt

+ βSs
3λ2

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)3

∫
∂S
|(ϕS)τ |2 dΓ dt+ s4λ2

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)4 ‖ϕS · n‖2
H3/2(∂S) dt

+

∫ T

0

∫
F
e−2sβ(ρ′)2 |∇ × v|2 dydt

)
. (4.5.18)

On prend s et λ assez grands, le cinquième terme au second membre de l'inégalité (4.5.18) peut
être absorbé. En e�et, puisque ϕS est un déplacement rigide, de [82, Lemme 2.2], on a∫

F
|ϕ(t, ·)|2 dy > C ‖ϕS(t) · n‖2

H3/2(∂S) , (4.5.19)

pour toute forme géométrique du solide S. De plus, on a la relation suivante

(∇× ϕ) τ = ∇ϕn− (∇ϕ)∗n, sur ∂F , (4.5.20)

où τ =

(
−n2

n1

)
. En multipliant (4.5.20) par τ , on obtient

∇× ϕ = (∇ϕn) · τ − ((∇ϕ)∗n) · τ, sur ∂F . (4.5.21)

D'un autre côté, on a

((∇ϕ)∗n) · τ =
∑
i,j

∂iϕjnjτi =
∑
i,j

∂i(ϕjnj)τi −
∑
i,j

∂injϕjτi

= ∇(ϕ · n) · τ −∇nτ · ϕ, sur ∂F . (4.5.22)

En utilisant les conditions au bord (4.5.9), on peut écrire

βS(ϕS)τ = ν (∇ϕn+ (∇ϕ)∗n)τ + βSϕτ , sur ∂S. (4.5.23)

En utilisant (4.5.23), (4.5.22) et (4.5.21) , on a

βS

∫
∂S
|(ϕS)τ |2 dΓ 6 C

(∫
∂F
|∇ × ϕ|2 dΓ +

∫
∂F
|ϕ|2 dΓ + ‖ϕS · n‖2

H3/2(∂S)

)
. (4.5.24)
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On multiplie (4.5.24) par s3λ3e−2sβ̂(ξ∗)3 et on intègre sur (0, T ), on obtient

s3λ3

∫ T

0

∫
∂S
e−2sβ̂(ξ∗)3 |(ϕS)τ |2 dΓdt 6 C

(
s3λ3

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |∇ × ϕ|2 dΓdt

+ s3λ3

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |ϕ|2 dΓdt+ s3λ3

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)3 ‖ϕS · n‖2
H3/2(∂S) dt

)
. (4.5.25)

On utilise l'inégalité dans [40, Théorème II.4.1] avec r = 2, q = 2, on obtient

s3λ3

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |ϕ|2 dΓ 6 C

(
s3λ3

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |∇ϕ|2 dy + s3λ3

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |ϕ|2 dy

)
.

(4.5.26)
Donc, en combinant (4.5.26), (4.5.25), (4.5.18) et en utilisant (4.5.19), on a

s3λ4

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |∇ϕ|2 dydt+ s4λ4

∫ T

0

∫
F
e−2sβξ4 |ϕ|2 dydt

+ s4λ4

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)4 |`ϕ(t)|2 dt+ s3λ3

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)3 |kϕ(t)|2 dt

6 C

(
s5λ6

∫ T

0

∫
O
e−2sβξ5 |ϕ|2 dydt+ sλ

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂ξ∗ |∇(∇× ϕ)τ |2 dΓdt

+ s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)−1 |∇ × ϕt|2 dΓdt+

∫ T

0

∫
F
e−2sβ(ρ′)2 |∇ × v|2 dydt

)
. (4.5.27)

On précise ici que pour absorber les termes au bord apparaissant au second membre de (4.5.27),
on a besoin d'imposer que S ne soit pas un disque a�n d'obtenir des poids su�sants pour
manipuler la vitesse angulaire kϕ. En e�et, si S n'est pas un disque, de [82, Lemma 2.2], on a∫

F
|ϕ(t, ·)|2 dy > C |kϕ(t)|2 . (4.5.28)

On traite le dernier terme qui est au second membre de (4.5.27). On note que |ρ′| 6 Csρ(ξ∗)1+1/N ,
alors, on obtient∫ T

0

∫
F
e−2sβ(ρ′)2 |∇ × v|2 dydt =

∫ T

0

∫
F
e−2sβ(ρ′)2(ρ)−2 |∇ × ρv|2 dydt

6 Cs2

∫ T

0

∫
F
e−2sβ(ξ∗)3

(
|∇ × ϕ|2 + |∇ × z|2

)
dydt, (4.5.29)

pour N > 2. Du fait que s2e−2sβ(ξ∗)3 est borné, en appliquant (4.5.11) et en utilisant (4.5.28),
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l'inégalité (4.5.27) est réduite à

s3λ4

∫ T

0

∫
F
e−2sβ(ξ∗)3 |∇ϕ|2 dydt+ s4λ4

∫ T

0

∫
F
e−2sβξ4 |ϕ|2 dydt

+ s4λ4

∫ T

0

e−2sβ(ξ∗)4
(
|`ϕ(t)|2 + |kϕ(t)|2

)
dt 6 C

(
s5λ6

∫ T

0

∫
O
e−2sβξ5 |ϕ|2 dydt

+ sλ

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβξ∗ |∇(∇× ϕ)τ |2 dΓdt+ s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ(ξ∗)−1 |∇ × ϕt|2 dΓdt

+

∫ T

0

∫
F
e−3sβ̂ |F1|2 dydt+

∫ T

0

e−3sβ̂(|F2|2 + |F3|2) dt

)
, (4.5.30)

pour λ > C et s > C(TN + T 2N).
Etape 3 : Il reste à estimer les deux termes

sλ

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂ξ∗ |∇(∇× ϕ)τ |2 dΓdt, s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)−1 |∇ × ϕt|2 dΓdt. (4.5.31)

Pour ce faire, on pose ζ1(t) = s1/2λ1/2e−sβ̂(t)(ξ∗)1/2(t). Puisque (ϕ, qϕ, `ϕ, kϕ) véri�e le système
(4.5.8) et (4.5.9), on déduit que (ζ1ϕ, ζ1qϕ, ζ1`ϕ, ζ1kϕ) satisfait le système suivant

−∂t(ζ1ϕ)−∇ · T(ζ1ϕ, ζ1qϕ) = −ζ ′1ϕ− ζ1ρ
′v dans (0, T )×F ,

∇ · (ζ1ϕ) = 0 dans (0, T )×F ,

m(ζ1`ϕ)′ =

∫
∂S

T(ζ1ϕ, ζ1qϕ)n dΓ +mζ ′1`ϕ +mζ1ρ
′`v t ∈ (0, T ),

J(ζ1kϕ)′(t) =

∫
∂S

y⊥ · T((ζ1ϕ), ζ1qϕ)n dΓ + Jζ ′1kϕ + Jζ1ρ
′kv t ∈ (0, T ),

avec les conditions au bord
(ζ1ϕ)n = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

[2νD(ζ1ϕ)n+ βΩ(ζ1ϕ)]τ = 0 sur (0, T )× ∂Ω,
(ζ1ϕ− ζ1ϕS)n = 0 sur (0, T )× ∂S,

[2νD(ζ1ϕ)n+ βS(ζ1ϕ− ζ1ϕS)]τ = 0 sur (0, T )× ∂S,

complété avec les conditions initiales

(ζ1ϕ)(T, ·) = 0, dans F , (ζ1`ϕ)(T ) = 0, (ζ1kϕ)(T ) = 0.

On note que dans le système ci-dessus, toutes les conditions �nales sont nulles, alors toutes les
conditions de compatibilité mentionnées dans la Proposition 4.2.2 sont satisfaites. On procède
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exactement comme [16]. En utilisant (4.2.4) et (4.2.8), on obtient par interpolation

‖ζ1ϕ‖2
L2(0,T ;[H23/9(F)]2) + ‖ζ1ϕ‖2

H1(0,T ;[H5/9(F)]2) + ‖ζ1`ϕ‖2
[H23/18(0,T )]2 + ‖ζ1kϕ‖2

H23/18(0,T )

6 C

(
‖ζ ′1ϕ‖

2
L2(0,T ;[H5/9(F)]2) + ‖ζ ′1ϕ‖

2
H5/18(0,T ;[L2(F)]2) + ‖ζ ′1`ϕ‖

2

[H5/18(0,T )]2 + ‖ζ ′1kϕ‖
2

H5/18(0,T )

+ ‖ζ1ρ
′v‖2

L2(0,T ;[H5/9(F)]2) + ‖ζ1ρ
′v‖2

H5/18(0,T ;[L2(F)]2) + ‖ζ1ρ
′`v‖2

[H5/18(0,T )]2 + ‖ζ1ρ
′kv‖2

H5/18(0,T )

)
.

(4.5.32)

Suivant les arguments de [16, Proposition 2, pp.11-12], on obtient par interpolation

‖ϕ(t)‖[H5/9(F)]2 6 C ‖ϕ(t)‖4/9

[L2(F)]2 ‖ϕ(t)‖5/9

[H1(F)]2 .

On multiplie l'inégalité par ζ ′1, on a

‖ζ ′1(t)ϕ(t)‖[H5/9(F)]2

6 Cs2/9(ξ∗(t))2/9−4/(9N)(ζ ′1(t))4/9 ‖ϕ(t)‖4/9

[L2(F)]2 s
−2/9(ξ∗(t))−2/9+4/(9N)(ζ ′1(t))5/9 ‖ϕ(t)‖5/9

[H1(F)]2 .

(4.5.33)

On applique l'inégalité de Young, on trouve

‖ζ ′1(t)ϕ(t)‖[H5/9(F)]2

6 εs1/2(ξ∗(t))1/2−1/N(ζ ′1(t)) ‖ϕ(t)‖[L2(F)]2 + Cs−2/5(ξ∗(t))−2/5+4/(5N)(ζ ′1(t)) ‖ϕ(t)‖[H1(F)]2 .

(4.5.34)

On note
|ζ ′1(t)| 6 s3/2λ1/2e−sβ̂(t)(ξ∗(t))3/2+1/N , (4.5.35)

avec s > C(TN + T 2N). On intègre l'inégalité (4.5.34) sur (0, T ), on obtient

‖ζ ′1ϕ‖
2
L2(0,T ;[H5/9(F)]2) 6 εs4λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)4 |ϕ|2 dydt

+ Cs11/5λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)11/5+18/5N |∇ϕ|2 dydt, (4.5.36)

Les termes apparaissant à droite de (4.5.36) peuvent être absorbés par le côté gauche de l'in-
égalité de Carleman (4.5.30) en prenant N > 9/2. De plus, de (4.5.35), on a

‖ζ ′1ϕ‖
2
L2(0,T ;[L2(F)]2) 6 Cs3λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)3+2/N |ϕ|2 dydt,

et
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‖ζ ′1ϕ‖
2
H1(0,T ;[L2(F)]2) 6 C

(
s3λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)3+2/N |∂tϕ|2 dydt

+ s5λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)5+4/N |ϕ|2 dydt

)
.

Par interpolation, on obtient

‖ζ ′1ϕ‖
2
H5/18(0,T ;[L2(F)]2) 6 Cλ

(∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(s3(ξ∗)3+2/N |∂tϕ|2)5/18(s3(ξ∗)3+2/N |ϕ|2)13/18 dydt

+

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(s3(ξ∗)3+2/N |ϕ|2)13/18(s5(ξ∗)5+4/N |ϕ|2)5/18 dydt

)
. (4.5.37)

On réécrit les termes à droite de l'inégalité (4.5.37),

‖ζ ′1ϕ‖
2
H5/18(0,T ;[L2(F)]2) 6 Cλ

(∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(s2/5(ξ∗)2/5+36/(5N) |∂tϕ|2)5/18(s4(ξ∗)4 |ϕ|2)13/18 dydt

+

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(s4(ξ∗)4 |ϕ|2)13/18(s12/5(ξ∗)12/5+46/(5N) |ϕ|2)5/18 dydt

)
. (4.5.38)

En appliquant encore une fois l'inégalité de Young, on trouve

‖ζ ′1ϕ‖
2
H5/18(0,T ;[L2(F)]2) 6 C

(
s4λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)4 |ϕ|2 dydt

+ s2/5λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)2/5+36/5N |∂tϕ|2 dydt+ s12/5λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)12/5+46/5N |ϕ|2 dydt

)
.

(4.5.39)

Le premier et le troisième terme à droite de (4.5.39) sont absorbés par les termes de gauche
de l'inégalité (4.5.30) en prenant N > 23/4. Le second termes est absorbé par les termes de
gauche (4.5.32) en posant N > 12.

En utilisant l'interpolation, on obtient aussi

‖ζ ′1`ϕ‖
2

H5/18(0,T ) 6 Cλ

(∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(s3(ξ∗)3+2/N

∣∣`′ϕ∣∣2)5/18(s3(ξ∗)3+2/N |`ϕ|2)13/18 dydt

+

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(s3(ξ∗)3+2/N |`ϕ|2)13/18(s5(ξ∗)5+4/N |`ϕ|2)5/18 dydt

)
. (4.5.40)

Les termes à gauche de (4.5.40) peuvent être écrits

‖ζ ′1`ϕ‖
2

H5/18(0,T ) 6 Cλ

(∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(s2/5(ξ∗)2/5+36/(5N)

∣∣`′ϕ∣∣2)5/18(s4(ξ∗)4 |`ϕ|2)13/18 dydt

+ s32/9

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)32/9+23/(9N) |`ϕ|2 dydt

)
. (4.5.41)
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Donc, on a

‖ζ ′1`ϕ‖
2

[H5/18(0,T )]2 6 C

(
s4λ

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)4 |`ϕ|2 dt

+ s2/5λ

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)2/5+36/5N
∣∣`′ϕ∣∣2 dt+ s32/9λ

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)32/9+23/9N |`ϕ|2 dt

)
. (4.5.42)

Le premier et le troisième terme à droite de (4.5.42) peuvent être absorbés par les termes de
gauche de l'inégalité de Carleman (4.5.30) en posant N > 23/4. Quant au deuxième terme à
droite de(4.5.42), il peut être absorbé par les termes qui sont à gauche de (4.5.32) en prenant
N > 12. Comme dans le cas ‖ζ ′1`ϕ‖[H5/18(0,T )]2 , on obtient

‖ζ ′1kϕ‖
2

H5/18(0,T ) 6 C

(
s4λ

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)4 |kϕ|2 dt

+ s2/5λ

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)2/5+36/5N
∣∣k′ϕ∣∣2 dt+ s32/9λ

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)32/9+23/9N |kϕ|2 dt

)
. (4.5.43)

D'un autre côté, on observe |ζ1ρ
′| 6 Cs3/2λ1/2e−sβ̂(ξ∗)3/2+1/Nρ et on obtient comme dans le cas

(4.5.36)∫ T

0

|ζ1ρ
′|2 ‖v‖2

[H5/9(F)]2) dt 6 C

∫ T

0

s3λe−2sβ̂(ξ∗)3+2/N ‖ρv‖2
[H5/9(F)]2 dt

6 εs4λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)4 |ρv|2 dydt+ Cs11/5λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |∇(ρv)|2 dydt.

En utilisant la décomposition (4.5.7) et l'estimation (4.5.11), on déduit de l'inégalité ci-dessus

‖ζ1ρ
′v‖2

L2(0,T ;[H5/9(F)]2) 6 εs4λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)4 |ϕ|2 dydt

+ C

(
s11/5λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ(ξ∗)3 |∇ϕ|2 dydt+

∫ T

0

∫
F
e−3sβ̂ |F1|2 dydt

+

∫ T

0

e−3sβ̂ |F2|2 dt+

∫ T

0

e−3sβ̂ |F3|2 dt

)
. (4.5.44)

Comme ρ′ = −3

2
s(β̂)′ρ, on a

‖ζ1ρ
′v‖2

H1(0,T ;[L2(F)]2) 6 Cs2

(∥∥∥ζ1(β̂)′ρv
∥∥∥2

L2(0,T ;[L2(F)]2)
+
∥∥∥(ζ1(β̂)′)′ρv

∥∥∥2

L2(0,T ;[L2(F)]2)

+
∥∥∥ζ1(β̂)′∂t(ρv)

∥∥∥2

L2(0,T ;[L2(F)]2)

)
6 C

(
s3λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)3+2/N |∂t(ρv)|2 dydt+ s5λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)5+4/N |ρv|2 dydt

)
,
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où on a utilisé le fait ∣∣∣ζ1(β̂)′
∣∣∣2 6 Csλe−2sβ̂(ξ∗)3+2/N ,

and ∣∣∣(ζ1(β̂)′)′
∣∣∣2 6 Cs3λe−2sβ̂(ξ∗)5+4/N .

En utilisant un argument d'interpolation et l'inégalité de Young, on retrouve de même que pour
(4.5.39)

‖ζ1ρ
′v‖2

H5/18(0,T ;[L2(F)]2) 6 C

(
s2/5λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)2/5+36/(5N) |∂t(ρv)|2 dydt

+ s4λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)4 |ρv|2 dydt+ s12/5λ

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)12/5+46/(5N) |ρv|2 dydt

)
. (4.5.45)

On obtient aussi

‖ζ1ρ
′`v‖2

[H5/18(0,T )]2 6 C

(
s4λ

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)4 |ρ`v|2 dt

+ s2/5λ

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)2/5+36/5N |(ρ`v)′|2 dt+ s32/9λ

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)32/9+23/9N |ρ`v|2 dt

)
, (4.5.46)

et

‖ζ1ρ
′kv‖2

[H5/18(0,T )]2 6 C

(
s4λ

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)4 |ρkv|2 dt

+ s2/5λ

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)2/5+36/5N |(ρkv)′|2 dt+ s32/9λ

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)32/9+23/9N |ρkv|2 dt

)
. (4.5.47)

Alors, du fait que 23/9 > 5/2, on obtient grâce au théorème de trace

sλ

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂ξ∗ |∇(∇× ϕ)τ |2 dΓdt 6 C ‖ζ1ϕ‖2

L2(0,T ;[H23/9(F)]2 .

De (4.5.7), (4.5.32), (4.5.36), (4.5.39), (4.5.42), (4.5.43), (4.5.44), (4.5.45), (4.5.46) et (4.5.47),
on déduit

sλ

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂ξ∗ |∇(∇× ϕ)τ |2 dΓdt 6 Cs4λ

(∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂ξ4 |ϕ|2 dydt

+

∫ T

0

∫
F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |∇ϕ|2 dydt+

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)4
(
|`ϕ(t)|2 + |kϕ(t)|2

)
dt

+

∫ T

0

∫
F
e−3sβ̂ |F1|2 dydt+

∫ T

0

e−3sβ̂ |F2|2 dt+

∫ T

0

e−3sβ̂ |F3|2 dt

)
. (4.5.48)
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A�n d'estimer le second terme dans (4.5.31), on pose ζ2(t) = s−1/2λ−1/2e−sβ(t)(ξ∗)−1/2(t), on
obtient

‖ζ2ϕt‖L2(0,T,[H14/9(F)]2) 6 C

(
‖ζ ′′2ϕ‖L2(0,T ;[L2(F)]2) + ‖ζ ′′2 `ϕ‖[L2(0,T )]2 + ‖ζ ′′2kϕ‖L2(0,T )

+ ‖(ζ2ρ
′)′v‖L2(0,T ;[L2(F)]2) + ‖(ζ2ρ

′)′`v‖[L2(0,T )]2 + ‖(ζ2ρ
′)′kv‖L2(0,T )

+ ‖ρF1‖L2(0,T ;[L2(F)]2) + ‖ρF2‖[L2(0,T )]2 + ‖ρF3‖L2(0,T )

)
.

On constate que
|ζ ′′2 | 6 Cs3/2λ−1/2(ξ∗)3/2+2/Ne−sβ̂,

et
|(ζ2ρ

′)′| 6 Cs3/2λ−1/2(ξ∗)3/2+2/Ne−sβ̂ρ.

En utilisant le théorème de trace, on a

s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)−1 |∇ × ϕt|2 dΓdt 6 C ‖ζ2ϕt‖2

L2(0,T,[H14/9(F)]2) .

Donc, pour N > 4, λ > C et s > C(TN + T 2N), on obtient

s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)−1 |∇ × ϕt|2 dΓdt 6 Cs4λ

(∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)4 |ϕ|2 dydt

+

∫ T

0

e−2sβ̂(ξ∗)4
(
|`ϕ(t)|2 + |kϕ(t)|2

)
dt+

∫ T

0

∫
F
e−3sβ̂ |F1|2 dydt

+

∫ T

0

e−3sβ̂ |F2|2 dt+

∫ T

0

e−3sβ̂ |F3|2 dt

)
. (4.5.49)

En combinant (4.5.30), (4.5.48), (4.5.49) et (4.5.7), on retrouve �nalement (4.5.6) avec N > 12,
λ > C et s > C(TN + T 2N).

4.6 Contrôlabilité à zéro du système linéarisé

Dans cette section, on montre la contrôlabilité à zéro du système linéaire{
∂tu−∇ · T(u, π) = v∗1O + F1 dans (0, T )×F ,

∇ · u = 0 dans (0, T )×F , (4.6.1)


mh

′′
(t) = −

∫
∂S

T(u, π)n dΓ + F2 t ∈ (0, T ),

Jθ
′′
(t) = −

∫
∂S
y⊥ · T(u, π)n dΓ + F3 t ∈ (0, T ),

(4.6.2)
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
un = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

[2νD(u)n+ βΩu]τ = 0 sur (0, T )× ∂Ω,
(u− uS)n = 0 sur (0, T )× ∂S,

[2νD(u)n+ βS (u− uS)]τ = 0 sur (0, T )× ∂S,

(4.6.3)

avec les conditions initiales

u(0) = u0, h
′
(0) = `0, θ

′
(0) = ω0, h(0) = h0, θ(0) = θ0. (4.6.4)

Le système (4.6.1),(4.6.2), (4.6.3), (4.6.4) peut s'écrire
Z ′(t) = AZ ′(t) +Bv∗ + F,

a′(t) = CZ(t),
Z(0) = Z0,
a(0) = a0,

(4.6.5)

où A est dé�ni par (4.2.6) dans la Section 4.2 et

B = P(v∗1O), F = P
(
F11F +

(
F2

m
+
F3y

⊥

J

)
1S

)
.

Le vecteur a est dé�ni par a = (h, θ) et on dé�nit l'opérateur C pour Z ∈ H comme suit

CZ = (`u, ku), si Z = `u + kuy
⊥, dans S,

où h
′

= `u, θ
′

= ku. L'équation Z(0) = Z0 correspond aux conditions initiales u(0) = u0,
h
′
(0) = `0, θ

′
(0) = ω0 et le vecteur a0 correspond à a0 = (h0, θ0).

Fixons λ > C, s > C(TN + T 2N) et considérons

ρ1(t) =

{
s2λ2e−

5
2
sβ̂(T/2)(ξ∗(T/2))2 t ∈ (0, T/2),

s2λ2e−
5
2
sβ̂(t)(ξ∗(t))2 t ∈ (T/2, T ),

(4.6.6)

ρ2(t) =

{
e−

3
2
sβ̂(T/2) t ∈ (0, T/2),

e−
3
2
sβ̂(t) t ∈ (T/2, T ),

(4.6.7)

ρ3(t) =

{
s5/2λ3e−sβ

∗(T/2)− 3
2
sβ̂(T/2)(ξ̂(T/2))5/2 t ∈ (0, T/2),

s5/2λ3e−sβ
∗(t)− 3

2
sβ̂(t)(ξ̂(t))5/2 t ∈ (T/2, T ),

(4.6.8)

et

ρ4(t) =

{
e−

11
8
sβ̂(T/2) t ∈ (0, T/2),

e−
11
8
sβ̂(t) t ∈ (T/2, T ).

(4.6.9)

On note que ρi sont des fonctions positives telles que ρi(T ) = 0.
On dé�nit les espaces

H =

{
f ∈ L2(0, T ;H) | f

ρ1

∈ L2(0, T ;H)

}
,
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Z =

{
z ∈ L2(0, T ;H) | z

ρ2

∈ L2(0, T ;H)

}
,

U =

{
v∗ ∈ L2(0, T ; [L2(O)]2) | v

∗

ρ3

∈ L2(0, T ; [L2(O)]2)

}
.

Maintenant, on est en mesure d'établir la contrôlabilité à zéro du système (4.6.5)

Proposition 4.6.1. Il existe un opérateur linéaire borné ET : H× R3 × F −→ U tel que pour
tout (Z0, a0, F ) ∈ H × R3 × F , le contrôle v∗ = ET (Z0, a0, F ) est tel que la solution (Z, a) de
(4.6.5) satisfait Z ∈ Z et a(T ) = 0. De plus, si Z0 ∈ D((−A)1/2), alors

Z

ρ4

∈ L2(0, T ;D(A)) ∩ C([0, T ];D((−A)1/2)) ∩H1(0, T ;H),

et on a l'estimation∥∥∥∥Zρ4

∥∥∥∥
L2(0,T ;D(A))∩C([0,T ];D((−A)1/2))∩H1(0,T ;H)

6 C
(
‖F‖H +

∣∣a0
∣∣+
∥∥Z0

∥∥
D((−A)1/2)

)
. (4.6.10)

Démonstration. La seconde partie de la Proposition 4.6.1 vient du fait

ρi
ρ4

∈ L∞(0, T ) for i = 1, 3,

∣∣∣∣ ρ′4ρ2

(ρ4)2

∣∣∣∣ 6 Ĉe−
1
8
sβ̂(t) 6 C, t ∈ [0, T ].

Alors, on utilise [59, Corollaire 4.3], on obtient

Z

ρ4

∈ L2(0, T ;D(A)) ∩ C([0, T ];D((−A)1/2)) ∩H1(0, T ;H),

il s'en suit que (4.6.10) est satisfaite.
On montre maintenant la première partie. La preuve est similaire au [59, Théorème 4.4]. Le

système adjoint associé au système linéaire (4.6.1), (4.6.2) et (4.6.3) peut s'écrire

−∂tv −∇ · T(v, q) = γ1 dans (0, T )×F ,
∇ · v = 0 dans (0, T )×F ,

m`′v(t) =

∫
∂S

T(v, q)n dΓ + `γ1 + ` t ∈ (0, T ),

J(k′v(t)) =

∫
∂S
y⊥ · T(v, q)n dΓ + kγ1 + k t ∈ (0, T ),

(4.6.11)


vn = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

[2νD(v)n+ βΩv]τ = 0 sur (0, T )× ∂Ω,
(v − vS)n = 0 sur (0, T )× ∂S,

[2νD(v)n+ βS(v − vS)]τ = 0 sur (0, T )× ∂S,

(4.6.12)

où vS(y) = `v + kvy
⊥, avec

v(T, ·) = 0, dans F , `v(T ) = 0, kv(T ) = 0.
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Ici, on a γ2 = (`, k) ∈ R3 et γ1 ∈ L2(0, T ;H). De [59, Théorème 4.1], on note que la contrôlabilité
à zéro du système (4.6.1), (4.6.2), (4.6.4) est équivalente à montrer l'inégalité d'observabilité∣∣γ2

∣∣2 + ‖v(0)‖2
H +

∫ T

0

‖ρ1v‖2
H dt 6 C

(∫ T

0

∥∥ρ2γ
1
∥∥2

H dt+

∫ T

0

∫
O
|ρ3v|2 dydt

)
. (4.6.13)

Soit

ρ∗i (t) =

{
ρi(T − t) t ∈ (0, T/2),
ρi(t) t ∈ (T/2, T ).

(4.6.14)

Donc, (4.5.6) fournit l'estimation∫ T

0

‖ρ∗1v‖
2
H dt 6 C

(∫ T

0

∥∥ρ∗2(γ1 + C∗γ2)
∥∥2

H dt+

∫ T

0

∫
O
|ρ∗3v|

2 dydt

)
. (4.6.15)

On procède maintenant de même que [18, Proposition 4]. Plus précisément, on considère une
fonction positive η ∈ C1([0, T ]) telle que

0 6 η 6 1 dans [0, T ], η = 1 dans [0, T/2] , η = 0 dans [3T/4, T ] .

Donc (ηv, η`v, ηkv) satisfait l'estimation d'énergie

‖ηv‖2
L2(0,T ;[H2(F)]2)∩C([0,T ];[H1(F)]1)∩H1(0,T ;[L2(F)]2) + ‖η`v‖2

[H1(0,T )]2 + ‖ηkv‖2
H1(0,T )

6 C
(
‖η′v‖2

L2(0,T ;[L2(F)]2) + ‖η′lv‖2
[L2(0,T )]2 + ‖η′kv‖2

L2(0,T ) +
∥∥η(γ1 + C∗γ2)

∥∥2

L2(0,T ;H)

)
.

D'où

‖v‖2
L2(0,T/2;[H2(F)]2)∩C([0,T/2];[H1(F)]2)∩H1(0,T/2;[L2(F)]2) + ‖`v‖2

[H1(0,T/2)]2 + ‖kv‖2
H1(0,T/2)

6 C
(
‖v‖2

L2(T/2,3T/4;[L2(F)]2) + ‖lv‖2
[L2(T/2,3T/4)]2 + ‖kv‖2

L2(T/2,3T/4) +
∥∥(γ1 + C∗γ2)

∥∥2

L2(0,3T/4;H)

)
.

(4.6.16)

En utilisant (4.6.15), on obtient

‖v‖2
L2(T/2,3T/4;[L2(F)]2) + ‖`v‖2

[L2(T/2,3T/4)]2 + ‖kv‖2
L2(T/2,3T/4) 6 C

∫ T

0

‖ρ∗1v‖
2
H dt

6 C

(∫ T

0

∥∥ρ∗2(γ1 + C∗γ2)
∥∥2

H dt+

∫ T

0

∫
O
|ρ∗3v|

2 dydt

)
,

où on a utilisé le fait que la fonction
1

ρ∗1
est bornée dans [T/2, 3T/4].

Puisque ρ1 est constante dans (0, T/2) et
1

ρ2

est bornée dans (0, 3T/4), l'équation (4.6.16)

donne

‖v(0)‖2
H +

∫ T/2

0

‖ρ1v‖2
H dt 6 C

(∫ 3T/4

0

∥∥ρ2(γ1 + C∗γ2)
∥∥2

H dt

+

∫ T

0

∥∥ρ∗2(γ1 + C∗γ2)
∥∥2

H dt+

∫ T

0

∫
O
|ρ∗3v|

2 dydt

)
.
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Donc, en utilisant ρ∗1 = ρ1 dans (T/2, T ), l'estimation (4.6.15) et en utilisant le fait que ρ∗i 6 ρi
pour i = 1, 2, 3 dans [0, T ], on obtient

‖v(0)‖2
H +

∫ T

0

‖ρ1v‖2
H dt 6 C

(∫ T

0

∥∥ρ2(γ1 + C∗γ2)
∥∥2

H dt+

∫ T

0

∫
O
|ρ3v|2 dydt

)
.

Il reste à prouver ∣∣γ2
∣∣2 6 C

(∫ T

0

∥∥ρ2γ
1
∥∥2

H dt+

∫ T

0

∫
O
|ρ3v|2 dydt

)
. (4.6.17)

Le résultat s'en suit en utilisant un raisonnement par l'absurde. En e�et, on suppose que (4.6.17)
n'est pas vraie. Alors, il existe une suite (γ1

κ, γ
2
κ)κ ∈ L2(0, T ;H)× R3 telle que∣∣γ2

κ

∣∣ = 1, (4.6.18)

et ∫ T

0

∥∥ρ2γ
1
κ

∥∥2

H dydt+

∫ T

0

∫
O
|ρ3vκ|2 dydt −→ 0. (4.6.19)

Donc, pour ε > 0
γ1
κ ⇀ 0 dans L2(0, T − ε;H),

et
γ2
κ −→ γ2 dans R3.

D'autre part, la solution (vκ)κ du système (4.6.11), (4.6.12) associée avec (γ1
κ, γ

2
κ) véri�e l'esti-

mation (en procédant toujours comme [18, Proposition 4] avec η = 1 dans [0, T − ε] et η = 0

dans [T − ε

2
, T ])

‖vκ‖2
L2(0,T−ε;[H2(F)]2)∩H1(0,T−ε;[L2(F)]2)+‖qκ‖2

L2(0,T−ε;H1(F))+‖(`v)κ‖2
[H1(0,T−ε)]2 +‖(kv)κ‖2

H1(0,T−ε)

6 C

(∫ T

0

∥∥ρ2(γ1
κ + C∗γ2

κ)
∥∥2

H dt+

∫ T

0

∫
O
|ρ3vκ|2 dydt

)
.

De l'estimation ci-dessus, on a

vκ ⇀ v dans L2(0, T − ε;D(A)) ∩H1(0, T − ε;H),

et
qκ ⇀ q dans L2(0, T − ε;H1(F)).

Par conséquent, le couple (v, q) satisfait le système

−∂tv −∇ · T(v, q) = 0 dans (0, T − ε)×F ,
∇ · v = 0 dans (0, T − ε)×F ,

m`′v(t) =

∫
∂S

T(v, q)n dΓ + ` t ∈ (0, T − ε),

J(k′v(t)) =

∫
∂S
y⊥ · T(v, q)n dΓ + k t ∈ (0, T − ε),
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
vn = 0 sur (0, T − ε)× ∂Ω,

[2νD(v)n+ βΩv]τ = 0 sur (0, T − ε)× ∂Ω,
(v − vS)n = 0 sur (0, T − ε)× ∂S,

[2νD(v)n+ βS(v − vS)]τ = 0 sur (0, T − ε)× ∂S.

De plus, de (4.6.19), on a v = 0 dans (0, T − ε) × O. Alors, la propriété de la continuation
unique du système de Stokes (voir par exemple [35]) implique

v = ∇q = 0 dans (0, T − ε)×F .

Donc, les conditions au bord donnent

(`v + kvy
⊥)n = 0, βS(`v + kvy

⊥)τ = 0, y ∈ ∂S.

Puisque S n'est pas un disque, on obtient `v = 0 et kv = 0 dans (0, T − ε). Alors, on obtient en
particulier des équations qui décrivent le mouvement de la structure que γ2 = (`, k) = 0 . Ce
qui contredit (4.6.18).

4.7 Point �xe

Dans cette section, on montre le Théorème 4.1.1 en appliquant un argument de point-�xe.
On suit les mêmes étapes que celles exposées dans [59]. Premièrement, on donne quelques
estimations utiles sur les termes apparaissant dans (4.3.4), (4.3.5) et (4.3.6). On a le lemme
suivant qui est prouvé dans [87].

Lemme 4.7.1. Soient X et Y satisfaisant les propriétés données dans la Section 4.3. On obtient
pour tout (u, π) ∈ [H2(F)]2 ×H1(F), les estimations suivantes pour tout t ∈ [0, T ]

1

ρ4(t)2
‖(L −∆)u‖[L2(F)]2 6 C

∥∥∥∥∥h
′

ρ4

∥∥∥∥∥
[L∞(0,T )]2

+

∥∥∥∥∥ θ
′

ρ4

∥∥∥∥∥
[L2(0,T )]2

∥∥∥∥ u

ρ4(t)

∥∥∥∥
[H2(F)]2

,

1

ρ4(t)2
‖Nu‖[L2(F)]2 6 C

1 +

∥∥∥∥∥h
′

ρ4

∥∥∥∥∥
[L2(0,T )]2

+

∥∥∥∥∥ θ
′

ρ4

∥∥∥∥∥
[L2(0,T )]2

∥∥∥∥ u

ρ4(t)

∥∥∥∥
[H1(F)]2

∥∥∥∥ u

ρ4(t)

∥∥∥∥
[L2(F)]2

,

1

ρ4(t)2
‖Mu‖[L2(F)]2 6 C

∥∥∥∥∥h
′

ρ4

∥∥∥∥∥
[L2(0,T )]2

+

∥∥∥∥∥ θ
′

ρ4

∥∥∥∥∥
[L2(0,T )]2

∥∥∥∥ u

ρ4(t)

∥∥∥∥
[H1(F)]2

,

1

ρ4(t)2
‖(G −∇)π‖[L2(F)]2 6 C

∥∥∥∥∥h
′

ρ4

∥∥∥∥∥
[L∞(0,T )]2

+

∥∥∥∥∥ θ
′

ρ4

∥∥∥∥∥
[L2(0,T )]2

∥∥∥∥ π

ρ4(t)

∥∥∥∥
[H1(F)]2

.

On a aussi
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Lemme 4.7.2. Soient X et Y véri�ant les propriétés énoncées dans la Section 4.3. On obtient
pour (u, π) ∈ [H2(F)]2 ×H1(F) les estimations suivantes pour tout t ∈ [0, T ]

1

ρ4(t)2

∥∥(L(1) − L(2))u
∥∥

[L2(F)]2

6 C

∥∥∥∥∥h
′(1) − h′(2)

ρ4

∥∥∥∥∥
[L∞(0,T )]2

+

∥∥∥∥∥θ
′(1) − θ′(2)

ρ4

∥∥∥∥∥
[L2(0,T )]2

∥∥∥∥ uρ4

∥∥∥∥
[H2(F)]2

,

1

ρ4(t)2

∥∥(N (1) −N (2))u
∥∥

[L2(F)]2

6 C

∥∥∥∥∥h
′(1) − h′(2)

ρ4

∥∥∥∥∥
[L2(0,T )]2

+

∥∥∥∥∥θ
′(1) − θ′(2)

ρ4

∥∥∥∥∥
[L2(0,T )]2

∥∥∥∥ u

ρ4(t)

∥∥∥∥
[H1(F)]2

∥∥∥∥ u

ρ4(t)

∥∥∥∥
[L2(F)]2

,

1

ρ4(t)2

∥∥(M(1) −M(2))u
∥∥

[L2(F)]2

6 C

∥∥∥∥∥h
′(1) − h′(2)

ρ4

∥∥∥∥∥
[L2(0,T )]2

+

∥∥∥∥∥θ
′(1) − θ′(2)

ρ4

∥∥∥∥∥
[L2(0,T )]2

∥∥∥∥ u

ρ4(t)

∥∥∥∥
[H1(F)]2

,

1

ρ4(t)2

∥∥(G(1) − G(2))π
∥∥

[L2(F)]2

6 C

∥∥∥∥∥h
′(1) − h′(2)

ρ4

∥∥∥∥∥
[L∞(0,T )]2

+

∥∥∥∥∥θ
′(1) − θ′(2)

ρ4

∥∥∥∥∥
[L2(0,T )]2

∥∥∥∥ π

ρ4(t)

∥∥∥∥
[H1(F)]2

.

Maintenant, on est en mesure de prouver le Théorème 4.1.1.

Preuve du Théorème 4.1.1. Pour tout r > 0, on pose

Kr =

{
F ∈ H |

∥∥∥∥Fρ1

∥∥∥∥
L2(0,T ;H)

6 r

}
.

Soit F ∈ Kr, on suppose que∥∥u0
∥∥

[H1(F)]2
+
∣∣∣ ˜̀0∣∣∣+

∣∣h0
∣∣+
∣∣ω0
∣∣+
∣∣θ0
∣∣ 6 r. (4.7.1)

De la Proposition 4.6.1, la solution (u, π, h, θ) du système linéaire (4.6.1), (4.6.2), (4.6.4) avec
v∗ = ET (Z0, a0, F ) satisfait h(T ) = 0, θ(T ) = 0 et

u

ρ4

∈ L2(0, T ; [H2(F)]2) ∩H1(0, T ; [L2(F)]2),
∇π
ρ4

∈ L2(0, T ;L2(F)),
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h
′

ρ4

∈ [H1(0, T )]2,
θ
′

ρ4

∈ H1(0, T ).

En utilisant (4.7.1) et (4.6.10), on obtient∥∥∥∥ uρ4

∥∥∥∥
L2(0,T ;D(A))∩H1(0,T ;H)∩C(0,T ;(D(−A))1/2)

+

∥∥∥∥∇πρ4

∥∥∥∥
[L2(F)]2

6 Cr. (4.7.2)

En utilisant la condition (4.7.2), on peut construire un changement de variables dé�ni dans
la Section 4.3.

On peut donc, dé�nir l'application Φ : Kr −→ Kr, qui pour chaque F ∈ Kr, fait associer

Φ(F ) =

{
ν(L −∆)u−Mu−Nu+ (∇− G)π dans F ,

−mku`⊥u dans S,

où (u, π, h, θ) est la solution du système linéaire (4.6.1), (4.6.2) et (4.6.3). On combine le
Lemme 4.7.1, l'estimation (4.7.2) et

(ρ4)2

ρ1

∈ L∞(0, T ),

On obtient ∥∥∥∥Φ(F )

ρ1

∥∥∥∥
L2(0,T ;[L2(F)]2)

6 C(1 + r)d+1r2.

Donc, pour r assez petit, on a Φ(Kr) ⊂ Kr. De même, en utilisant le Lemme 4.7.2, on obtient∥∥∥∥Φ(F 1)− Φ(F 2)

ρ1

∥∥∥∥
L2(0,T ;[L2(F)]2)

6 C(1 + r)d+1r

∥∥∥∥F 1 − F 2

ρ1

∥∥∥∥
L2(0,T ;[L2(F)]2)

.

Donc pour r assez petit, on obtient que Φ|Kr est une contraction. Alors, Φ admet un point �xe
associé à (u, p, h, θ), l'unique solution du système (4.3.4), (4.3.5), (4.3.6), (4.3.7), ce qui achève
la démonstration du Théorème 4.1.1.
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Conclusion

En conclusion, on a établi les points suivants :
� Existence d'une unique solution forte pour un problème d'interaction entre un �uide et
une structure déformable muni des conditions de glissement de Navier au bord, locale
en temps et globale en supposant que les conditions initiales sont assez petites dans un
domaine périodique en dimension 3.

� Stabilisation avec retard en temps de problèmes paraboliques et applications à :
� l'équation de la chaleur avec un contrôle frontière en dimension quelconque.
� Système d'Oseen avec un contrôle interne en dimension 3.
� Système de Navier Stokes avec un contrôle interne en dimension 3.
� Stabilisation locale d'un problème d'interaction non linéaire entre un �uide et une
structure déformable dans un tore tri-dimensionnel muni des conditions de Navier au
bord avec un contrôle frontière en dimension 3.

� Contrôlabilité à zéro locale d'un problème d'interaction �uide-solide rigide muni des condi-
tions aux limites de Navier en dimension 2 pourvu que le solide ne soit pas un disque.
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Annexe A

Résultats techniques

A.1 Espaces de Sobolev

Dé�nition A.1.1. Soit d ∈ N∗ et soit Ω un ouvert de Rd. Soient m ∈ N et p ∈ [1,+∞].
On dé�nit les espaces de Sobolev

Wm,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω) : ∂αf ∈ Lp(Ω), ∀|α| 6 m},

où α = (α1, ..., αd) ∈ Nd est un multi-indice dont le module est noté par |α| = α1 + ... + αd et
∂αf = ∂α1

x1
...∂αdxd f

La dérivation est à comprendre au sens des distributions. En d'autres termes, une fonction
f ∈ Lp(Ω) est dans Wm,p s'il existe une fonction v dans Lp(Ω) telle que :∫

Ω

f∂αϕ dx =

∫
Ω

vϕ dx, ∀ϕ ∈ D(Ω), ∀|α| 6 m.

La fonction v est alors notée ∂αf .
L'espace Wm,p(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖Wm,p(Ω) =

∑
|α|6m

‖∂αf‖pLp(Ω)

1/p

, p ∈ [1,+∞),

‖f‖Wm,∞(Ω) = sup
|α|6m

‖∂αf‖L∞(Ω) , p = +∞.

Pour p = 2, l'espace Wm,2(Ω) dénoté par Hm(Ω), est un espace de Hilbert.
Pour tout p ∈ [1,+∞), on dénote par Wm,p

0 (Ω) l'adhérence de l'ensemble D(Ω) dans
Wm,p(Ω).

Soit s > 0, on dé�nit l'espace Hs(Rd) à l'aide de la transformée de Fourier par

Hs(Rd) = {f ∈ L2(Ω) :

∫
Rd

(1 + |ζ|2)s|f̂(ζ)|2 dζ <∞},
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muni de la norme hilbertienne

‖f‖Hs(Rd) =

∫
Rd

(1 + |ζ|2)s|f̂(ζ)|2 dζ.

Théorème A.1.2 (Opérateur de trace). On suppose que Ω est un ouvert lipschitzien dans Rd

à bord compact et p ∈ (1,+∞), k > 1. Il existe un unique opérateur linéaire continu

γ0 : W k,p(Ω) −→ Lp(∂Ω)
f −→ γ0f = f |∂Ω.

Dé�nition A.1.3. On suppose que Ω est un ouvert lipschitzien dans Rd à bord compact et
p ∈ (1,+∞), k > 1. L'image de l'opérateur de trace γ0 est notée

W k−1/p,p(∂Ω) = γ0(W k,p(Ω)).

L'espace W k−1/p,p(∂Ω) est un espace de Banach pour la norme

‖f‖Wk−1/p,p(∂Ω) = inf
g∈Wk,p(Ω), g|∂Ω=f

‖g‖Wk,p(Ω) .

Théorème A.1.4. On suppose que Ω est un ouvert lipschitzien à bord compact dans Rd et
p ∈ (1,+∞), k > 1.

On a les propriétés suivantes :
� L'opérateur γ0 est continu de W k,p(Ω) à W k−1/p(∂Ω).
� L'espace W k−1/p(∂Ω) est dense dans Lp(Ω).

Dé�nition A.1.5. Pour tous p ∈ [1,+∞] et m > 1, on dé�nit l'espace

W−m,p′(Ω) = {u ∈ D′(Ω) |u =
∑
|α|6m

∂αfα, fα ∈ Lp
′
(Ω)}, 1

p
+

1

p′
= 1,

muni de la norme

‖u‖W−m,p′ (Ω) = inf
(fα)α

∑
|α|6m

‖∂αfα‖p
′

Lp
′
(Ω)

1/p′

, p ∈ (1,+∞],

‖u‖W−m,∞(Ω) = inf
(fα)α

(
sup
|α|6m

‖∂αfα‖L∞(Ω)

)
,

où la famille (fα)α ⊂ Lp
′
(Ω) est choisie telle que u =

∑
|α|6m

∂αfα.

Théorème A.1.6. Pour tous p ∈ [1,+∞] et m > 1, on a les propriétés suivantes
� Les espaces W−m,p′(Ω) sont des espaces de Banach.
� Pour tous p ∈ (1,+∞] et m > 1, le dual de l'espace W−m,p′(Ω) est isomorphe à Wm,p

0 (Ω).
� Pour tous p ∈ [1,+∞) et m > 1, le dual de Wm,p

0 (Ω) est isomorphe à W−m,p′(Ω).

Dé�nition A.1.7. On suppose que Ω est un ouvert lipschitzien à bord compact dans Rd et
p ∈ [1,+∞), on dé�nit W−1/p′,p′(∂Ω) l'espace dual de W 1−1/p,p(∂Ω).
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A.2 Opérateurs di�érentiels

Soit d ∈ N∗, on note x = (x1, ....., xd) un vecteur de Rd. En pratique d = 2 ou d = 3.
On appelle champ de vecteurs une application u : Rd −→ Rd, qui à x = (x1, ....., xd) associe

u(x) = (u1(x), ....., ud(x)).
Le gradient d'un champ de vecteur u : Rd −→ R est la matrice dé�nie par

∇u(x) =


∂u1

∂x1

(x) · · · ∂u1

∂xd
(x)

... . . . · · ·
∂ud
∂x1

(x) · · · ∂ud
∂xd

(x)

 =

(
∂ui
∂xj

(x)

)
ij

.

Le gradient symétrique d'un champ de vecteur u est dénoté par

D(u) =
1

2
(∇u+ (∇u)∗) .

où le signe * désigne la transposée.
Pour un champ de vecteurs u, on appelle divergence de u la fonction

(∇ · u)(x) =
∂u1

∂x1

(x) + .......+
∂ud
∂xd

(x).

On appelle divergence d'un tenseur (σ(x))ij, le champ de vecteur

((∇ · σ)(x))i =
d∑
j=1

∂σij
∂xj

(x), i = 1, · · · , d.

On appelle Laplacien d'un champ de vecteur u, le champ de vecteur ∆u(x) où

∆u(x) = ∇ · (∇u(x)) =
∂2u

∂x2
1

(x) + .......+
∂2u

∂x2
d

(x)

. On peut aussi écrire le Laplacien en fonction du gradient symétrique par la relation

∆u = 2∇ · (D(u))−∇(∇ · u).

On appelle normale extérieure au bord d'un ouvert Ω, un champ de vecteur dé�ni sur le bord
∂Ω tel qu'en tout point x ∈ ∂Ω, ce champs de vecteur est orthogonal au plan tangent en ce
point et pointe vers l'extérieur du domaine, notée n(x).

On appelle dérivée normale d'un champ de vecteur u sur le bord d'un domaine Ω le champ
de vecteur dé�nie par ∇u(x)n(x).
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A.3 Formule de Green

La formule de Green est un outil fondamental pour la résolution des EDP. Elle coïncide, en
dimension 1, avec la formule d'intégration par parties.

Théorème A.3.1 (Formule de Stokes). Soit Ω un ouvert Lipschitzien de Rd à bord compact.
Alors, pour tout champ de vecteur u ∈ [C1

0(Rd)]d , on a∫
Ω

∇ · u dx =

∫
∂Ω

u · n dΓ, (A.3.1)

où n est la normale extérieure unitaire de Ω.

Ce théorème a de nombreux corollaires qui sont tous des conséquences immédiates de la
formule de Stokes.

Corollaire A.3.2 (Formule d'intégration par parties). Soit Ω un ouvert Lipschitzien de Rd à
bord compact. Pour tout u ∈ [C1

0(Rd)]d et v ∈ C1
0(Rd), on a∫

Ω

(∇ · u)v dx = −
∫

Ω

∇v · u dx+

∫
∂Ω

v(u · n) dΓ.

Soit
E = {u ∈ [L2(Ω)]d | ∇ · u ∈ L2(Ω)},

muni de la norme du graphe

‖u‖E =
(
‖u‖2

[L2(Ω)]d + ‖∇ · u‖2
L2(Ω)

)1/2

.

On a les propriétés suivantes
� L'espace [C∞0 (Ω)]d est dense dans E.
� Il existe un opérateur de trace γn de E dans H−1/2(∂Ω) tel que γn(u) = u · n pour tout
u ∈ [C∞0 (Ω)]d.

Corollaire A.3.3. Soit Ω un ouvert borné Lipschitzien de Rd. Pour toute matrice σ ∈ Ed et
tout champ de vecteur v ∈ [H1(Ω)]d, on a∫

Ω

(∇ · σ) · v dx = −
∫

Ω

σ : ∇v dx+ 〈σn, v〉H−1/2,H1/2 .

A.4 Théorèmes fondamentaux

Théorème A.4.1 (Théorème de Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert réel, a : H×H −→
R une forme bilinéaire sur H, L : H −→ R une forme linéaire sur H.

On suppose que a et L sont continues et a est coercive :

∃α > 0,∀u ∈ H, a(u, u) > α ‖u‖2
H .
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Alors, il existe un unique v dans H qui véri�e :

∀u ∈ H, a(v, u) = L(u),

et celui-ci véri�e :

‖v‖H 6
‖L‖H′
α

.

Si de plus a est symétrique, alors v est aussi l'unique élément de H qui minimise la fonctionnelle

J(u) =
1

2
a(u, u)− L(u).

Théorème A.4.2 (De Rham). Soit Ω un ouvert connexe borné Lipschitzien de Rd. Soit f ∈
[H−1(Ω)]d, telle que pour tout champ de vecteur ϕ ∈ [D(Ω)]d avec ∇ · ϕ = 0, on a

〈f, ϕ〉H−1,H1
0

= 0.

Alors, il existe un unique p ∈ L2(Ω)/R tel que f = ∇p.

A.5 Quelques inégalités élémentaires

Proposition A.5.1 (Inégalité de Young). Soit n > 2 et soient fi, i = 1, ..., n des réels positifs.
On se donne pi, i = 1, ..., n des réels positifs tels que

1

p1

+ · · ·+ 1

pn
= 1.

Alors, on a l'inégalité

f1 · · · fn 6
fp1

1

p1

+ · · ·+ fpnn
pn

.

De l'inégalité de Young, on peut déduire l'inégalité de Hölder.

Proposition A.5.2 (Inégalité de Hölder). Soit Ω un ouvert de Rd. Soient n > 1 et r ∈ [1,+∞],
on se donne pi, i = 1, ..., n des réels positifs qui peuvent valoir l'in�ni, tels que

1

p1

+ · · ·+ 1

pn
=

1

r
.

Alors, pour toute famille (fi)i∈{1···n} telle que fi ∈ Lpi(Ω), i = 1, ..., n, on a

‖f1 · · · fn‖Lr(Ω) 6 ‖f1‖Lp1 (Ω) · · · ‖fn‖Lpn (Ω) .

Proposition A.5.3 (Interpolation entre les espaces Lp(Ω)). Soit Ω un ouvert dans Rd. Soient
p, q ∈ [1,+∞] et soit r ∈ [1,+∞] tels que

1

r
=
θ

p
+

1− θ
q

, θ ∈ [0, 1].

Pour toute fonction f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), on a f ∈ Lr(Ω) et

‖f‖Lr(Ω) 6 ‖f‖
θ
Lq(Ω) ‖f‖

1−θ
Lq(Ω) .
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Théorème A.5.4 (Injections de Sobolev).
� Si 0 6 s < d/2, alors

Hs(Rd) ↪→ Lp(Rd), pour tout p ∈
[
2,

2d

d− 2s

]
,

� Si s = d/2, alors
Hs(Rd) ↪→ Lp(Rd), pour tout p ∈ [2,∞[.

Proposition A.5.5 (Produit dans les espaces de Sobolev). Soit s > 0 et soient s1 > s, s2 > s
et s1 + s2 > s+ d/2. Alors

∀u ∈ Hs1(Rd), ∀v ∈ Hs2(Rd), ‖uv‖Hs(Rd) 6 C ‖u‖Hs1 (Rd) ‖v‖Hs2 (Rd) .

Théorème A.5.6 (Inégalité de Korn). Soit Ω un ouvert borné lipschitzien dans R3. Il existe
une constante C > 0 telle que

‖u‖[H1(Ω)]3 6 C
(
‖u‖[L2(Ω)]3 + ‖Du‖[L2(Ω)]9

)
, ∀u ∈ [H1(Ω)]3.

A.6 Inégalités utiles

Dans cette section, on donne quelques estimations techniques qui ont été élaborées dans
[17]. Étant donné une fonction ξ, on dé�nit pour z ∈ [0, 1], ξ∗(z) = ξ(zT ). On suppose que X
est un espace de Banach. Si ξ ∈ Hs(0, T ;X), alors ξ∗ ∈ Hs(0, 1;X) et

bξ∗cs,2,(0,1),X = T (2s−1)/2bξcs,2,(0,T ),X. (A.6.1)

Soient σ2 ∈ (1/2, 1] et σ1 ∈ [0, σ2]. En utilisant le résultat ci-dessus, il existe une constante
indépendante de T telle que pour tout ξ ∈ Hσ2(0, T ;X) et ξ(0) = 0, on a

‖ξ‖Hσ1 (0,T,X) 6 CT σ2−σ1 ‖ξ‖Hσ2 (0,T,X) . (A.6.2)

On rappelle également le résultat suivant sur les estimations d'interpolation (avec des constantes
indépendantes de T ), voir [17, Lemme A.5] : soient σ ∈ [0, 1], µ1 > 0, µ2 > 0 et µ = σµ1 +
(1 − σ)µ2. Alors il existe une constante C indépendante de T telle que pour toute fonction
u ∈ H1(0, T ;Hµ1(Ω)) ∩ L2(0, T ;Hµ2(Ω)), on a

‖u‖Hσ(0,T ;Hµ(Ω)) 6 C ‖u‖σH1(0,T ;Hµ1 (Ω)) ‖u‖
1−σ
L2(0,T ;Hµ2 (Ω)) . (A.6.3)

D'autre part, pour p, q ∈ [1,+∞] et
1

r
=
σ

p
+

(1− σ)

q
, on a

‖u‖Lr(0,T ;Hµ(Ω)) 6 C ‖u‖σLp(0,T ;Hµ1 (Ω)) ‖u‖
1−σ
Lq(0,T ;Hµ2 (Ω)) , (A.6.4)
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pour u ∈ Lp(0, T ;Hµ1(Ω)) ∩ Lq(0, T ;Hµ2(Ω)). On donne aussi une formule utile (voir [17,
Lemme A.7]) pour le produit de fonctions : on suppose que X1, X2 et X3 sont des espaces de
Banach tels que

‖fg‖X3
6 C ‖f‖X1

‖g‖X2
, ∀f ∈ X1, ∀g ∈ X2.

On suppose que σ ∈ (1/2, 1], s ∈ [0, 1/2], T0 > 0. Alors il existe une constante C telle que pour
tout T 6 T0 on a

‖u1u2‖Hs(0,T ;X3) 6 CT σ−s−1/2 ‖u1‖Hs(0,T ;X1) ‖u2‖Hσ(0,T ;X2) + ‖u2(0)‖X2
‖u1‖Hs(0,T ;X1) , (A.6.5)

pour tout u1 ∈ Hs(0, T ;X1) et u2 ∈ Hσ(0, T ;X2).

A.6.1 Estimations elliptiques du système de Stokes avec conditions

de Navier

Soit Ω un ouvert borné de R3. Dans cette section, on donne quelques résultats sur le système
stationnaire 

αu− ν∆u+∇p = f dans Ω,
∇ · u = g dans Ω,
un = a sur ∂Ω,

[2νD(u)n+ βu]τ = b sur ∂Ω,

(A.6.6)

où (·)n et (·)τ représente respectivement la composante normale et tangentielle d'un champ de
vecteur. On dé�nit l'espace suivant

H1
τ = {φ ∈ [H1(Ω)]3 | φn = 0 sur ∂Ω}.

On donne la dé�nition d'une solution faible du système (A.6.6).

Dé�nition A.6.1. On dit que (u, p) est une solution faible de (A.6.6) si (u, p) ∈ [H1(Ω)]3 ×
L2(Ω)/R, si ∇·u = g dans Ω, un = a sur ∂Ω et si l'équation variationnelle suivante est véri�ée :

α

∫
Ω

u · φ dy + 2ν

∫
Ω

D(u) : D(φ) dy −
∫

Ω

p∇ · φ dy +

∫
∂Ω

βu · φ dΓ

=

∫
Ω

f · φ dy + ν

∫
Ω

g(∇ · φ) dy +
〈
b, φ
〉
H−1/2,H1/2 ,

pour tout φ ∈ H1
τ .

Le système (A.6.6) a déja été abordé dans la littérature, on retrouve [86], [13] et [2].
De [13], on a le résultat suivant

Théorème A.6.2. Soient β > 0 et α > 0 avec β > 0 ou α > 0. On suppose que Ω est un
ouvert de classe C1,1. Pour tout

f ∈ (H1
τ )′, g ∈ L2(Ω), a ∈ [H1/2(∂Ω)]3, b ∈ [H−1/2(∂Ω)]3,
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tels que ∫
Ω

g dy =

∫
∂Ω

a · n dΓ, b · n = 0, (A.6.7)

il existe une solution faible unique (u, p) ∈ [H1(Ω)]3 × L2(Ω)/R du système de Stokes (A.6.6).
De plus, on a les estimations suivantes :

‖u‖[H1(Ω)]3 + ‖∇p‖[H−1(Ω)]3 6 C

(∥∥f∥∥
(H1

τ )′
+ ‖g‖L2(Ω) + ‖a‖[H1/2(∂Ω)]3

+
∥∥b∥∥

[H−1/2(∂Ω)]3

)
, (A.6.8)

où C est une constante positive.
De plus, si Ω est de classe C2,1 et si

f ∈ [L2(Ω)]3, g ∈ H1(Ω), a ∈ [H3/2(∂Ω)]3, b ∈ [H1/2(∂Ω)]3,

tels que (A.6.7) a lieu, alors (u, p) ∈ [H2(Ω)]3 × (H1(Ω) ∩ L2(Ω)/R) et on a les estimations
suivantes :

‖u‖[H2(Ω)]3 + ‖∇p‖[L2(Ω)]3 6 C

(∥∥f∥∥
[L2(Ω)]3

+ ‖g‖H1(Ω) + ‖a‖[H3/2(∂Ω)]3

+
∥∥b∥∥

[H1/2(∂Ω)]3

)
, (A.6.9)

où C est une constante positive.

On note que le résultat de régularité reste valide si Ω est de classe C1,1, cet argument provient
de [2].

A.7 Théorie des semi-groupes

Soit X un espace de Banach et soit L(X) l'espace des applications linéaires bornées de X
dans X.

Dé�nition A.7.1. Un semi-groupe d'opérateurs linéaires bornés est une fonction S : [0,+∞[−→
L(X) qui véri�e les propriétés suivantes :

� S(0) = Id,
� S(t+ τ) = S(t) + S(τ), ∀t, τ ∈ [0,+∞[.

Dé�nition A.7.2. Un semi-groupe S est dit fortement continu si la fonction S(.)x : [0,+∞[−→
X est continue pour tout x ∈ X.

Dé�nition A.7.3. Un semi-groupe S est dit uniformément continu si la fonction S est conti-
nue.
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Dé�nition A.7.4. Soit S : [0,+∞[−→ L(X) un semi-groupe fortement continu. On appelle
générateur in�nitésimal de S l'opérateur linéaire A dé�ni par

D(A) =

{
x ∈ X, lim

t−→0

S(t)x− x
t

existe

}
et

Ax = lim
t−→0

S(t)x− x
t

, ∀x ∈ D(A).

Remarque A.7.5. Un semi-groupe de contractions est tel que ‖S(t)‖X 6 1, ∀t > 0.

Dé�nition A.7.6. Soit X un espace de Hilbert un opérateur A : D(A) −→ X est dit dissipatif
si

∀x ∈ D(A), Re 〈Ax, x〉 6 0.

Il est maximal dissipatif (m-dissipatif) si en plus il existe λ > 0 tel que Im(A− λI) = X

Remarque A.7.7. Soit S un semi-groupe de contractions sur X, alors son générateur in�ni-
tésimal A est dissipatif.

Théorème A.7.8 (Lumer-Phillips). Soit A un opérateur linéaire à domaine D(A) dense dans
X. Si A est dissipatif et m-dissipatif, alors A est le générateur in�nitésimal d'un semi-groupe
de contractions fortement continu sur X.

Dé�nition A.7.9 (Semigroupe analytique). Soit S un semi-groupe sur X, S est dit analytique
s'il existe α ∈ R et θ ∈ [0, π/2] tels que

ρ(A) ⊂ {λ ∈ C | |arg(λ− α)| 6 π/2 + θ}.

Proposition A.7.10. Soit S un semi-groupe sur X et A son générateur in�nitésimal, Soit V
un espace de Hilbert tel que V est dense dans X et

V ⊂ X ⊂ V ′.

Si
∃β ∈ R, α > 0, ∀v ∈ V, 〈Av, v〉X + β ‖v‖X > α ‖v‖V ,

Alors, S est un semi-groupe analytique et de plus

‖S(t)‖X 6 eβt.
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A.8 Théorie du contrôle des équations aux dérivées par-

tielles

On suppose qu'on peut modéliser une équation aux dérivées partielles sous la forme abs-
traite : {

y′ = Ay +Bu,
y(0) = y0,

(A.8.1)

où A est un opérateur sur H avec H un espace de Hilbert, y ∈ L2(0, T ;H) désigne l'état du
système, u ∈ L2(0, T ;U) est le contrôle, l'opérateur B ∈ L(U,H) est un opérateur linéaire
borné et y0 ∈ Y est l'état initial avec Y un espace de Hilbert. Alors, la question qui survient
souvent est de savoir si à l'aide du contrôle u, on peut amener le système d'un état initial y0

à un autre noté yT au temps t = T . Selon le contexte du problème, il existe plusieurs notions
de contrôlabilité. On supposera que A est le générateur in�nitésimal d'un semi groupe noté
(etA)t>0. La solution de (A.8.1) est donnée par la formule de Duhamel :

y(t) = etAy0 +

∫ t

0

e(t−s)ABu(s) ds.

Soit Φ l'application dé�nie comme suit

Φ : u ∈ L2(0, T ;U) −→
∫ T

0

e(t−s)ABu(s) ds.

Soit T > 0.

Dé�nition A.8.1 (Contrôlabilité exacte). On dit que (A.8.1) est exactement contrôlable au
temps T , si

∀y0, yT ∈ Y, ∃u ∈ L2(0, T ;U) y(T ) = yT ,

ou encore Im Φ = Y.

Dé�nition A.8.2 (Contrôlabilité approchée). On dit que (A.8.1) est approximativement contrô-
lable au temps T , si

∀ε > 0, ∀y0, yT ∈ Y, ∃u ∈ L2(0, T ;U) ‖y(T )− yT‖Y < ε.

En d'autres termes, Im Φ = Y.

Dé�nition A.8.3 (Contrôlabilité à zéro). On dit que (A.8.1) est contrôlable à zéro au temps
T , si

∀y0 ∈ Y, ∃u ∈ L2(0, T ;U) y(T ) = 0.

Soit
Ψ : y0 ∈ Y −→ eTAy0.

Alors, le système est contrôlable à zéro si Im Ψ ⊂ Im Φ. A�n d'étudier la contrôlabilité du
système (A.8.1), il est utile de se ramener à sa forme duale
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Proposition A.8.4. Le système (A.8.1) est exactement contrôlable au temps T si

∃CT > 0, ∀z0 ∈ Y,
∫ T

0

‖B∗z(t)‖2
Y dt > CT

∥∥z0
∥∥2

Y .

Le système (A.8.1) est contrôlable à zéro au temps T si

∃CT > 0, ∀z0 ∈ Y,
∫ T

0

‖B∗z(t)‖2
Y dt > CT ‖z(T )‖2

Y .
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Annexe B

Estimation de Carleman pour l'opérateur

de la chaleur

On dé�nit la fontion η comme (4.4.1). On considère les fonctions β et ξ dé�nies respective-
ment par (4.5.4), (4.5.5). Soit ψ une fonction dé�nie sur F qui peut être une fonction scalaire
ou bien un champ de vecteur.

Proposition B.0.5. Soient F et O deux ouverts non vides de RN tels que O ⊂ F . On suppose
que la fonction ψ véri�e l'équation de la chaleur

− ∂tψ − ν∆ψ = f dans (0, T )×F . (B.0.1)

Alors, il existe C(F ,O) > 0, s1 et λ1 où λ1 = λ1(F ,O) > 1 et s1 = λ1(TN + T 2N), tels que
l'estimation suivante soit satisfaite

sλ2

∫ T

0

∫
F
e−2sβξ |∇ψ|2 dy + s3λ4

∫ T

0

∫
F
e−2sβξ3 |ψ|2 dy + s3λ3

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |ψ|2 dΓ

6 C

(
s3λ4

∫ T

0

∫
O
e−2sβξ3 |ψ|2 dy +

∫ T

0

∫
F
e−2sβ |f |2 dy + sλ

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂ξ∗ |∇ψτ |2 dΓ

+ s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)−1 |∂tψ|2 dΓdt

)
, (B.0.2)

pour tout s > s1 et λ > λ1, où f ∈ [L2(F)]2.

Démonstration. Dans la preuve, on posera ν = 1 sans restreindre la généralité. On pose w =
e−sβψ. L'équation (B.0.1) devient

−s∂tβw − ∂tw −∆w − s2λ2ξ2 |∇η|2w + 2sλξ(∇η · ∇)w + sλ2ξ |∇η|2w + sλξ∆ηw = e−sβf,

qui est équivalente à

Pw +Qw = e−sβf + sλ2ξ |∇η|2w − sλξ∆ηw + s∂tβw, (B.0.3)
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où
Pw = −∆w − s2λ2ξ2 |∇η|2w, (B.0.4)

et
Qw = 2sλξ∇w∇η + 2sλ2ξ |∇η|2w − ∂tw. (B.0.5)

On multiplie l'équation (B.0.3) par elle même, on a

∫ T

0

‖Pw‖2
[L2(F)]2 dt+

∫ T

0

‖Qw‖2
[L2(F)]2 dt+ 2

∫ T

0

4∑
i

2∑
j

〈(Pw)i, (Qw)j〉[L2(F)]2 dt

6 C

(∫ T

0

∫
F
e−2sβ |f |2 dydt+ s2λ4

∫ T

0

∫
F
|w|2 dydt

)
.

Donc, il su�t de traiter
∫ T

0

〈(Pw)i, (Qwj)〉[L2(F)]2 dt puisque

2

∫ T

0

2∑
i

2∑
j

〈(Pw)i, (Qw)j〉[L2(F)]2 dt 6 C

(∫ T

0

∫
F
e−2sβ |f |2 dydt+ s2λ4

∫ T

0

∫
F
|w|2 dydt

)
.

Ici, on dénote par (Pw)i et (Qwj), le i ème et le j ème terme dans l'expression (B.0.4) et(B.0.5)
respectivement. En premier lieu, on obtient une inégalité avec deux termes globaux |w|2 et
|∇w|2

sλ2

∫ T

0

∫
F
ξ |∇w|2 dydt, s3λ4

∫ T

0

∫
F
ξ3 |w|2 dydt,

et des termes locaux associés au second membre de l'inégalité.
On a∫ T

0

〈(Pw)1, (Qw)1〉[L2(F)]2 dt = −2sλ

∫ T

0

∫
F
ξ∆w · ∇w∇η dydt

= −2sλ
∑
i,j,k

∫ T

0

∫
F
ξ∂jη∂jwi∂

2
kkwi dydt = 2sλ2

∑
i

∫ T

0

∫
F
ξ |∇η · ∇wi|2 dydt

+ 2sλ
∑
i,j,k

∫ T

0

∫
F
ξ∂2

jkη∂jwi∂kwidydt+ 2sλ
∑
i,j,k

∫ T

0

∫
F
ξ∂jη∂

2
kjwi∂kwi dydt

− 2sλ
∑
i,j,k

∫ T

0

∫
∂F
ξ∗∂jη∂jwi∂kwink dΓdt.
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Dans un autre côté, on a

2sλ

∫ T

0

∫
F
ξ∂jη ∂

2
kjwi ∂kwi dydt = 2sλ

∫ T

0

∫
∂F
ξ∗∂jη∂kwi∂kwinjdΓdt

− 2sλ2

∫ T

0

∫
F
ξ |∇η|2 |∇wi|2 dydt− 2sλ

∫ T

0

∫
F
ξ∆η |∇wi|2 dydt

− 2sλ

∫ T

0

∫
F
ξ∂jη ∂

2
kjwi∂kwi dydt.

Il s'en suit que

2sλ

∫ T

0

∫
F
ξ∂jη ∂

2
kjwi ∂kwi dydt = sλ

∫ T

0

∫
∂F
ξ∗∂jη ∂kwi ∂kwi njdΓdt

− sλ2

∫ T

0

∫
F
ξ |∇η|2 |∇wi|2 dydt− sλ

∫ T

0

∫
F
ξ∆η |∇wi|2 dydt

= sλ

∫ T

0

∫
∂F
ξ∗(∇η · n) |∇wi|2 dΓdt− sλ2

∫ T

0

∫
F
ξ |∇η|2 |∇wi|2 dydt

− sλ
∫ T

0

∫
F
ξ∆η |∇wi|2 dydt.

Alors∫ T

0

〈(Pw)1, (Qw)1〉[L2(F)]2 dt > −sλ2

∫ T

0

∫
F
ξ |∇η|2 |∇w|2 dΓdt− Csλ

∫ T

0

∫
F
ξ |∇w|2 dydt

+ sλ
∑
i

∫ T

0

∫
∂F
ξ∗(∇η · n) |∇wi|2 dΓdt− 2sλ

∑
i

∫ T

0

∫
∂F
ξ∗ |∇wi · n|2 (∇η · n) dΓdt.

En utilisant |∇wi|2 = |∇wi · n|2 + |∇wi · τ |2 , on obtient∫ T

0

〈(Pw)1, (Qw)1〉[L2(F)]2 dt > −sλ2

∫ T

0

∫
F
ξ |∇η|2 |∇w|2 dΓdt− Csλ

∫ T

0

∫
F
ξ |∇w|2 dydt

− Csλ
∫ T

0

∫
∂F
ξ∗ |∇wτ |2 dΓdt− sλ

∫ T

0

∫
∂F
ξ∗ |∇wn|2 (∇η · n) dΓdt. (B.0.6)

On a également∫ T

0

〈(Pw)1, (Qw)2〉[L2(F)]2 dt = −2sλ2

∫ T

0

∫
F
ξ |∇η|2 ∆w · w dydt

= 2sλ2

3∑
i

∫ T

0

∫
F
ξ |∇η|2 |∇wi|2 dydt+ 4sλ2

3∑
i,j

∫ T

0

∫
F
ξ ∂iη ∂

2
ijη w · ∂jw dydt

+ 2sλ3

3∑
i

∫ T

0

∫
F
ξ |∇η|2 (∇η · ∇wi)wi dydt− 2sλ2

3∑
i,j

∫ T

0

∫
∂F
ξ∗ |∇η|2wi∂jwinj dΓdt.

(B.0.7)
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En utilisant l'inégalité de Cauchy, on a

2sλ3

3∑
i

∫ T

0

∫
F
ξ |∇η|2 (∇η · ∇wi)wi dydt > −Csλ4

∫ T

0

∫
F
ξ |w|2 dydt

− εsλ2

∫ T

0

∫
F
ξ |∇η|2 |∇w|2 dydt,

pour ε > 0, et

4sλ2

3∑
i,j

∫ T

0

∫
F
ξ ∂iη∂

2
ijηwi∂jwi dydt > −Csλ4

∫ T

0

∫
F
ξ |w|2 dydt

− εsλ2

∫ T

0

∫
F
ξ |∇η|2 |∇w|2 dydt.

On obtient∫ T

0

〈(Pw)1, (Qw)2〉[L2(F)]2 dt > sλ2

∫ T

0

∫
F
ξ |∇η|2 |∇w|2 dydt

− C
(
s2λ4

∫ T

0

∫
F
ξ |w|2 dydt+ sλ

∫ T

0

∫
F
ξ |∇w|2 dydt+ εsλ

∫ T

0

∫
∂F
ξ∗ |∇wn|2 dΓdt

+ sλ3

∫ T

0

∫
∂F
ξ∗ |w|2 dΓdt

)
, (B.0.8)

où s > 1 et λ > 1. En utilisant l'inégalité dans [40, Théorème II.4.1], On a

sλ3

∫
∂F
ξ∗ |w|2 dydt 6 εsλ2

∫
F
ξ∗ |∇w|2 dydt+ Csλ4

∫
F
ξ∗ |w|2 dydt.

On a∫ T

0

〈(Pw)1, (Qw)3〉[L2(F)]2 dt =

∫ T

0

∫
F

∆w · ∂tw dydt = −
∫ T

0

∫
F
∇w : ∂t∇w dydt

+

∫ T

0

∫
∂F
∇wn · ∂tw dΓdt = −1

2

∫ T

0

d

dt

∫
F
|∇w|2 dydt+

∫ T

0

∫
∂F
∇wn · ∂tw dΓdt

=

∫ T

0

∫
∂F
∇wn · ∂tw dΓdt, (B.0.9)

où on a utilisé ∇w(0, ·) = ∇w(T, ·) = 0. En appliquant la formule de Green, on obtient :∫ T

0

〈(Pw)2, (Qw)1〉[L2(F)]2 dt = −2s3λ3

∫ T

0

∫
F
ξ3 |∇η|2∇w∇η · w dydt

= 3s3λ4

∫ T

0

∫
F
|∇η|4 ξ3 |w|2 dydt+ s3λ3

∫ T

0

∫
F

∆η |∇η|2 ξ3 |w|2 dydt

+ 2s3λ3

∫ T

0

∫
F
∂iη ∂

2
i,jη ∂jη ξ

3 |w|2 dydt− s3λ3

∫ T

0

∫
∂F

(ξ∗)3 |∇η|2 (∇η · n) |w|2 dΓdt.
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Il en découle∫ T

0

〈(Pw)2, (Qw)1〉[L2(F)]2 dt > 3s3λ4

∫ T

0

∫
F
|∇η|4 ξ3 |w|2 dydt− Cs3λ3

∫ T

0

∫
F
ξ3 |w|2 dydt

− s3λ3

∫ T

0

∫
∂F

(ξ∗)3 |∇η|2 (∇η · n) |w|2 dΓdt.

D'où∫ T

0

〈(Pw)2, (Qw)1〉[L2(F)]2 dt > 3s3λ4

∫ T

0

∫
F
|∇η|4 ξ3 |w|2 dydt

− Cs3λ3

∫ T

0

∫
F
ξ3 |w|2 dydt− s3λ3

∫ T

0

∫
∂F

(ξ∗)3 |∇η|2 (∇η · n) |w|2 dΓdt.

On a ∫ T

0

〈(Pw)2, (Qw)2〉[L2(F)]2 dt = −2s3λ4

∫ T

0

∫
F
|∇η|4 ξ3 |w|2 dydt.

On obtient également∫ T

0

〈(Pw)2, (Qw)3〉[L2(F)]2 dt = s2λ2

∫ T

0

∫
F
|∇η|2 ξ2w · ∂tw dydt

=
1

2
s2λ2

∫ T

0

∫
F
|∇η|2 ξ2∂t |w|2 dydt = −1

2
s2λ2

∫ T

0

∫
F
∂t(|∇η|2 ξ2) |w|2 dydt

= −s2λ2

∫ T

0

∫
F
|∇η|2 ξ∂tξ |w|2 dydt,

Grâce au fait que w(0, ·) = w(T, ·) = 0. Donc, on obtient∫ T

0

〈(Pw)2, Qw〉[L2(F)]2 dt > s3λ4

∫ T

0

∫
F
|∇η|4 ξ3 |w|2 dydt− Cs3λ3

∫ T

0

∫
F
ξ3 |w|2 dydt

− s3λ3

∫ T

0

∫
∂F

(ξ∗)3 |∇η|2 (∇η · n) |w|2 dΓdt. (B.0.10)

En combinant (B.0.6), (B.0.8) et (B.0.10), on obtient

sλ2

∫ T

0

∫
F
ξ |∇η|2 |∇w|2 dydt+ s3λ4

∫ T

0

∫
F
|∇η|4 ξ3 |w|2 dydt+ s3λ3

∫ T

0

∫
∂F

(ξ∗)3 |w|2 dΓdt

+ sλ

∫ T

0

∫
∂F
|∇wn|2 dΓdt 6 C

(
(s3λ3 + s2λ4)

∫ T

0

∫
F
ξ3 |w|2 dydt

+ sλ

∫ T

0

∫
F
ξ |∇w|2 dydt+

∫ T

0

∫
F
e−2sβ |f |2 dydt+ sλ

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂ξ∗ |∇wτ |2 dΓdt

+ εsλ

∫ T

0

∫
∂F
ξ∗ |∇wn|2 dΓdt+ s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F
ξ−1 |∂tw|2 dΓdt

)
,
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pour tout ε > 0. En utilisant le fait que |∇η| > 0 sur F\Oη, on obtient de la dernière inégalité

sλ2

∫ T

0

∫
F\Oη

ξ |∇w|2 dydt+ s3λ4

∫ T

0

∫
F\Oη

ξ3 |w|2 dydt+ s3λ3

∫ T

0

∫
∂F

(ξ∗)3 |w|2 dΓdt

+ sλ

∫ T

0

∫
∂F
|∇wn|2 dΓdt 6 C

(
(s3λ3 + s2λ4)

∫ T

0

∫
F
ξ3 |w|2 dydt+ sλ

∫ T

0

∫
F
ξ |∇w|2 dydt

+

∫ T

0

∫
F
e−2sβ |f |2 dydt+ sλ

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂ξ∗ |∇wτ |2 dΓdt+ εsλ

∫ T

0

∫
∂F
ξ∗ |∇wn|2 dΓdt

+ s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F

(ξ∗)−1 |∂tw|2 dΓdt

)
.

On rajoute le terme

sλ2

∫ T

0

∫
Oη
ξ |∇w|2 dydt+ s3λ4

∫ T

0

∫
Oη
ξ3 |w|2 dydt,

dans les deux membres de dernière inégalité, on trouve

sλ2

∫ T

0

∫
F
ξ |∇w|2 dydt+ s3λ4

∫ T

0

∫
F
ξ3 |w|2 dydt+ s3λ3

∫ T

0

∫
∂F

(ξ∗)3 |w|2 dΓdt

+ sλ

∫ T

0

∫
∂F
|∇wn|2 dΓdt 6 C

(
(s3λ3 + s2λ4)

∫ T

0

∫
F
ξ3 |w|2 dydt+ sλ

∫ T

0

∫
F
ξ |∇w|2 dydt

sλ2

∫ T

0

∫
Oη
ξ |∇w|2 dydt+ s3λ4

∫ T

0

∫
Oη
ξ3 |w|2 dydt+

∫ T

0

∫
F
e−2sβ |f |2 dydt

+ sλ

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂ξ∗ |∇wτ |2 dΓdt+ εsλ

∫ T

0

∫
∂F
ξ∗ |∇wn|2 dΓdt

+ s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F

(ξ∗)−1 |∂tw|2 dΓdt

)
. (B.0.11)

On choisi s et λ su�samment grands tels qu'on ait

sλ2 − Csλ >
sλ2

2
, s3λ4 − C(s3λ3 + s2λ4) >

s3λ4

2
,

a�n d'absorber le premier et le second terme qui apparaissent au second membre de l'inégalité
(B.0.11), on a

sλ2

∫ T

0

∫
F
ξ |∇w|2 dydt+ s3λ4

∫ T

0

∫
F
ξ3 |w|2 dydt+ s3λ3

∫ T

0

∫
∂F

(ξ∗)3 |w|2 dΓdt

6 C

(
s3λ4

∫ T

0

∫
Oη
ξ3 |w|2 dydt+ sλ2

∫ T

0

∫
Oη
ξ |∇w|2 dydt+

∫ T

0

∫
F
e−2sβ |f |2 dydt

+ sλ

∫ T

0

∫
∂F
ξ∗ |∇wτ |2 dΓdt+ s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F

(ξ∗)−1 |∂tw|2 dΓdt

)
.
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En revenant à ψ, la dernière inégalité s'écrit

sλ2

∫ T

0

∫
F
e−2sβξ |∇ψ|2 dydt+s3λ4

∫ T

0

∫
F
e−2sβξ3 |ψ|2 dydt+s3λ3

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |ψ|2 dΓdt

6 C

(
s3λ4

∫ T

0

∫
Oη
e−2sβξ3 |ψ|2 dydt+ sλ2

∫ T

0

∫
Oη
e−2sβξ |∇ψ|2 dydt+

∫ T

0

∫
F
e−2sβ |f |2 dydt

+ sλ

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂ξ∗ |∇ψτ |2 dΓ + s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)−1 |∂tψ|2 dΓdt

)
, (B.0.12)

où on a utilisé

s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F

(ξ∗)−1 |∂tw|2 dΓdt 6 C

(
s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)−1 |∂tψ|2 dΓdt

+ s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F
∂t(e

−2sβ̂)(ξ∗)−1 |ψ|2 dΓdt

)
,

et le fait que |∂tβ̂| 6 C(T + T 2)(ξ∗)1+1/N .
Pour absorber le second terme au second membre de l'inégalité (B.0.12), on procède comme

[39, inequality (1.62)] qui montre que l'intégrale de e−2sβξ |∇ψ|2 sur Oη peut être estimée par
l'intégrale de e−2sβξ |ψ|2 sur O. On obtient �nalement

sλ2

∫ T

0

∫
F
e−2sβξ |∇ψ|2 dydt+s3λ4

∫ T

0

∫
F
e−2sβξ3 |ψ|2 dydt+s3λ3

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)3 |ψ|2 dΓdt

6 C

(
s3λ4

∫ T

0

∫
O
e−2sβξ3 |ψ|2 dydt+

∫ T

0

∫
F
e−2sβ |f |2 dydt+ sλ

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂ξ∗ |∇ψτ |2 dΓdt

+ s−1λ−1

∫ T

0

∫
∂F
e−2sβ̂(ξ∗)−1 |∂tψ|2 dΓdt

)
,

pour λ > C et s > C(TN + T 2N). Donc, on obtient (B.0.2).
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