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Notations

p.p. : Presque partout.
— : Convergence faible.
Supp f : Support d’une fonction f.

P : Projection de Leray.

Ju; :
Vu = ( l ) : Le gradient du champ de vecteur u.

V.u= Z 8% : La divergence d’'un champ de vecteur w.

n : La normal extérieure au bord.

7 : Un vecteur générateur du plan tangent au bord.

a, = (a-n)n : La composante normale du vecteur a.

ar = a — a, : La composante tangentielle du vecteur a.

(Vu)n : Dérivée normale du champ de vecteur u.

E’ : Le dual topologique de lespace E.

(, )prp : Produit de dualite ', E.

L(E, F) : Espace des opérateurs linéaires continus de £ dans F.

LP(2) = {u mesurable sur (2, / |ulP dr < oo}, 1 < p < oo.
Q

L*>(Q) = {u mesurable sur Q,3¢ > 0: |u(x)| < cp.p.}.
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LP(I,X) = {u mesurable au sens de Bochner , /Hu”% dr < o0}, 1 < p < o0, I C R,
I

ol X est un espace de Banach.
Co(Q2) : L’espace des fonctions continues & support compact.
C*(Q) : L'espace des fonctions k (entier) fois contintiment différentiables sur Q.

C*()) : L’espace des fonctions u dans C*(Q) telles que chaque dérivée admet un prolonge-
ment continu sur 2.

Cy(R2) = D(Q) = Co(©2) N C™(R2) : L’espace des fonctions indéfiniment dérivables & sup-
port compact.

D,(Q) : L’ensemble des champs de vecteurs de [D(€)]* de divergence nulle.
W?#(0,T; X1, X5) : L'espace défini par a la page [o]

W2(0,00; X1, X,) : L'espace défini dans a la page @

Id : L’opérateur identité.

D(A) : Le domaine de définition de I'opérateur A.

p(A) ={\ € C| ANId —A est inversible} : L’ensemble résolvant de opérateur A.
o0(A) = C\p(A) : Le spectre de 'opérateur A.

w : Le tore rectangulaire défini par (1.1.1)) a la page .

L(w) : Les fonctions dans L?*(w) de moyenne nulle.

M : La projection orthogonale de L*(w) sur L3(w).

M : La projection orthogonale qui localise l'action du controle définie par (3.1.6) a la page
H0



Introduction

L’interaction fluide-structure concerne ’étude du comportement d’un fluide qui exerce un
champs de force sur la surface d’une structure rigide ou déformable qui se déplace ou se dé-
forme sous son action. La motivation principale de I’étude de ce type d’interaction est dia aux
phénomeénes qui en résultent pour certaines structures mécaniques. Les problémes d’interaction
fluide-structure sont fréquents et sont quelques fois & l'origine du fonctionnement de certains
systémes dans la mécanique, 'aérodynamique... Les problémes d’interaction fluide-structure ont
aussi un role essentiel et approprié dans la modélisation du flux sanguin : les parois artérielles des
vaisseaux sanguins ont une structure élastique qui se rétracte et qui se dilate dynamiquement
en fonction des variations de la pression du sang et de la vitesse du flux sanguin.

Dans la littérature mathématique, une grande partie des travaux a ce sujet a été consacrée
a l'étude de l'existence de solutions dans le cas ou la structure est la réunion de plusieurs
corps solides immergés dans un fluide newtonien visqueux dont le mouvement est décrit par
les équations de Navier-Stokes. La plupart de ces résultats d’existence sont valables pourvu
qu’il n’ait aucun contact entre les corps rigides ou bien entre chaque corps rigide et le bord du
fluide. Dans le cas des conditions aux bord de Dirichlet, I'existence de solutions faibles a été
abordée dans [26] 30, 29, [45, [83], B7], pour les solutions fortes, des recherches approfondies ont
été menées dans [88] [87]. Concernant, les conditions aux limites de Navier, plusieurs auteurs
ont déja examiné lexistence de solutions faibles [75] et [41], I'existence de solutions fortes
[93] et I'unicité des solutions faibles [I9]. Dans [23] et [22], auteur a examiné les conditions
aux limites impliquant la pression. On cite également le travail de [21] ou ils considérent une
condition aux limites non linéaire de type Tresca. Une problématique qui se présente concerne
une possibilité éventuelle de collision. Les conditions aux limites sans glissement standard (de
Dirichlet) peuvent conduire a des résultats paradoxaux. En effet, dans le cas de corps rigides
immergés dans un fluide incompressible et visqueux, il est montré que, pour certaines géométries,
il n’y a pas de contact en temps fini entre deux structures, ce point a été étudié dans [53], [54].
Le cas tridimensionnel a été étudié dans [54, [55]. En général, s'il y a contact, alors il se produit
avec une vitesse relative nulle et une accélération relative nulle (|83]). L’influence des conditions
au bords au sujet de la collision a été explorée dans [42] et I’étude du contact en temps fini de
la solution forte a été investie dans [93]. L’existence de contacts en considérant les conditions
aux bord de Tresca a été abordée dans [50].

Dans cette thése, on étudie des systémes d’interaction fluide-structure de différentes natures.
Plus précisément, il s’agit d’analyser des problémes non linéaires couplés dans un domaine a
frontiére libre modélisant I'interaction entre un fluide visqueux et une structure qui peut étre
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déformable ou bien rigide. Le fluide et la structure sont couplés a travers la continuité des
forces du contact a l'interface, et au niveau du bord a travers les conditions aux limites de
Navier. Parmi les motivations qui incitent a considérer les conditions de Navier est ’étude du
contact entre la structure et le bord du fluide.

Plus précisément, notre étude s’articule autour de quatre chapitres :

Le chapitre [I] est consacré a I'analyse de I'existence de solutions fortes pour un systéme
couplant un fluide incompressible occupant un domaine tridimensionnel périodique noté par
Q(n(t,-)) délimité par une plaque élastique dont le déplacement transversal est noté par n(t,-)
a l'instant t. Dans ce cas, le domaine est décrit par

Q(U(t> )) = {(%1,1’2,333) cwxR | 0< T3 < 1 +77(t,$1,.%’2)},

oll w désigne le tore
w=(R/L1Z) x (R/LyZ), L >0, Ly > 0.

xs

FIGURE 1 — Configuration du domaine a I'instant ¢.

Le bord supérieur est occupé par la plaque élastique et il est noté I'(n). Pour simplifier
I’étude, on supposera que le bord inférieur I'y est fixe. Le fluide est gouverné par les équations
de Navier-Stokes dont la vitesse est dénotée par U et la pression par P. La plaque élastique est
régie par I’équation de la plaque amortie. Le systéme s’écrit dans ce cas

OU+(U-VYU -V -T(U,P)=0 t>0, 2 Qn,-)),
V-U=0 t>0, z€Qnt,)),
Oun + A%n — Adm =H, (U, P) t>0, s€w.

Le tenseur des contraintes de Cauchy T(U, P) est défini par

1 . .
T(U,P) = —PIs + 2vD(U), D(U);; = ! (aUl aUJ> |

ain * 81’1

ou v est la viscosité du fluide. L’équation de la plaque est perturbée par un terme d’amor-
tissement —AQ0;n. Cette perturbation permet d’avoir des propriétés fonctionnelles utiles pour
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I’étude d’existence de solutions fortes. La fonction ]IT]I77 désigne la force de contact exercée par le
fluide sur la structure a P'interface I'(n) qui a pour expression :

H,(U, P) = —/1+ [V (T(U, P)n - e5) .
On munit le systéme des conditions de Navier au bord

U,=0 t>0, z €Ty,

2vDU)n+ U] =0 t>0, zely,

(U —0mes), =0 t>0, zel'(n),

2vD(U)n + B2 (U — Oymes)]. =0 t>0, 2 € I'(n).

T

Les notations (-), et (), désignent respectivement la composante normale et tangentielle d'un
champ de vecteur. On suppose que les coefficients de frottement (3; et 5 sont des constantes
positives ou nulles.

Le but est d’étendre un résultat d’existence de solutions fortes en considérant les conditions
aux limites de Navier qui est déja établi dans le cas des conditions aux limites standards de
Dirichlet généralement prises en compte avec le systéme de Navier-Stokes et qui s’écrivent

U=0 t>0, 2Ty,
U=0mes t>0, xzeTl(n).

Plusieurs travaux ont été consacrés a l’étude de ce type de systéme avec les conditions
aux limites de Dirichlet. Dans le cas ot la structure est une poutre élastique, on a des résultats
d’existence de solutions fortes ([12], [65]), de stabilisation par feedback ([79], [11]), et d’existence
globale de solutions fortes ([44]). On signale que dans ce dernier travail, les auteurs parviennent
4 obtenir notamment qu’il n’y a pas de contact entre la plaque et le fond du domaine en temps
fini. Ici, notre but est d’analyser le méme type de systéme avec les conditions aux limites de
Navier et d’étendre les résultats d’existence de solutions fortes associées. Un tel systéme était
déja considéré dans [50] et [72] ou lexistence de solutions faibles est prouvée en dimension 2
(existence globale tant que la structure déformable ne touche pas le fond fixe). L'unicité de la
solution faible pour ce systéme a été obtenue dans [49).

On se donne les fonctions

W€ Hiw), n' € H'(w), U°e [H(QM")),
satisfaisant les conditions
1+n°>0, V-U’=0 dans Q(1n°), (U°—n'es),=0 sur'(n), U’=0 surT,.
On compléte notre systéme par les conditions initiales

7(0,-) =7’ dans w,
dm(0,-) =n' dans w,
U(0,-) =U" dans Q(n°).

Notre objectif se résume a prouver ’existence et 'unicité de la solution forte : locale en temps
et globale pour des données initiales assez petites. On a alors le théoréme suivant :
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Théoréme. Soient B; > 0 pour i = 1,2. Alors, il existe un temps Ty tel que le systéme admet
une solution forte unique (U, P,n) sur (0,Ty) :

n € L*(0,Ty; H*(w)) N C°([0, Ty); H*(w)) N H*(0, Ty; H*(w))
N CY([0, To); H (w)) N H2(0, Ty; L2 (w)),

U € L*(0, To; [H*(Qn(1)))]*) N C°([0, ToJ; [H (n(1)))]*) 0 H' (0, To; [L*(Q(n (1)),
VP e L0, To; [L*(Qn(1)))]°).
De plus, si By + B > 0, alors il existe Ry > 0 tel que si

HUOH[Hl(Q)P + HUOHH?r(w) + ||771HH1(W) < Ro,
le systéme admet une solution forte unique (U, P,n) sur (0,00) exponentiellement stable.

Ceci est le premier résultat sur 'existence de solutions fortes pour un tel systéme dans le
cas des conditions aux limites de Navier et a notre connaissance, c’est également le premier
travail sur des solutions fortes pour ce type de systémes dans le cas 3D.

Les étapes de la preuve de ce résultat sont énoncées comme suit :

— Changement de variables

Puisque le domaine dépend du temps, il convient de réduire le systéme dans un domaine
cylindrique fixe. On choisit de se ramener au domine Q(n°) en effectuant un changement de
variables approprié qui préserve la divergence de la vitesse du fluide. Parmi les difficultés
qui s’imposent dans cette étape est que le systéme sera perturbé par des termes non
linéaires et éventuellement dans les conditions au bord contrairement au cas des conditions
de Dirichlet, ou ces derniéres demeurent invariantes par rapport a ce changement de
variables. De plus, sachant que n° € H?(w) et que H*(w) < C"7(w) pour tout v € [0, 1),
le domaine Q(n°) n’est pas suffisamment régulier pour appliquer les résultats classiques
de régularité elliptique.

— Régularité elliptique pour un probléme de Stokes non-homogéne

Dans cette étape, on étudie la régularité du systéme de Stokes avec les conditions aux
limites de Navier dans un domaine de régularité H>. Pour cela, on s’inspire de [44] : grace
au fait que le domaine est un sous graphe d’une fonction H?, on obtient les inégalités
elliptiques associées au probléme de Stokes avec conditions de Navier non-homogénes.

— Linéarisation

Le but de cette étape est de montrer un résultat d’existence de solution forte associée au
systéme linéarisé qui se présente comme un probléme couplant les équations de Stokes et
I’équation de la plaque amortie avec les conditions de glissement de Navier non-homogénes.
L’étude est basée sur la théorie des semi-groupes : on prouve que 'opérateur en question
est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique. L'une des étapes cruciales
dans cette étude est de gérer la pression afin d’obtenir un probléme d’évolution, pour cela
on projette tout le systéme a laide d’un opérateur de projection décrit dans [11].
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— Point fixe

Une fois que 'existence d’une unique solution forte associée au systéme linéarisé est prou-
vée, on revient au probléme non linéaire initial et on applique le théoréme du point fixe
de Banach pour déduire le résultat principal. Ce qui est contraignant dans le cas tridi-
mensionnel, est qu’on est restreint & l'injection de Sobolev H' «— L°. La difficulté qui
surgit dans cette partie est de s’assurer que la constante qui apparait dans les estimations
n’explose pas quand T{ devient trés petit.

Cette partie a fait I'objet d’un article paru [32].

Le chapitre [2| concerne ’étude de la stabilisation des systémes paraboliques avec retard. En
général, dans la théorie de la controlabilité classique, le controle agit sur un systéme instanta-
nément, par ailleurs, le temps d’analyse ou le temps de calcul doit étre pris en compte. Donc,
pour un bon fonctionnement du systéme, des termes de retard en temps sont souvent présents
et ne peuvent étre négligés. Le retard en temps peut parfois améliorer la performance d’un
systéme dynamique, on cite par exemple [I]. Une recherche trés approfondie a été menée ces
derniers temps sur la stabilisation des équations aux dérivées partielles avec retard qui est im-
pliquée dans divers applications, par exemple en biologie, en mécanique, en automatique...etc.
Le résultat de cette partie est la généralisation de plusieurs travaux récents sur la stabilisation
des systémes paraboliques avec retard en temps, en particulier [20] ot les auteurs ont construit
un controle pour les systémes linéaires en dimension finie, et [76] ou les auteurs ont obtenu un
feedback stabilisant un systéme de réaction-diffusion avec un contréle au bord assujetti & un
retard en temps. On mentionne les idées principales ainsi que les méthodes qu’on adaptera par
la suite afin de prouver notre résultat. En utilisant le fait que leur opérateur est auto-adjoint de
résolvante compacte, les auteurs décomposent le systéme en deux parties : une partie instable
en dimension finie et une partie stable en dimension infinie. Donc, ils sont conduits a stabiliser
le systéme instable en dimension finie et en tenant compte du retard en temps, la transformée
d’Artstein est alors utilisée afin d’obtenir un systéme autonome standard sans retard qui satis-
fait la condition de Kalman. Finalement, avec une fonction de Lyapunov appropriée, les auteurs
prouvent que le feedback construit dans la partie instable en dimension finie stabilise en fait
tout le systéme.

On peut citer plusieurs articles dans cette direction : dans [67], les auteurs se sont investis
dans la stabilisation d’une poutre satisfaisant I’équation d’Euler-Bernoulli avec amortissement.
Le systéme correspondant est parabolique mais leur opérateur n’est plus auto-adjoint. Alors,
[66] généralise le résultat de [76] dans le cas ou 'opérateur est un opérateur de Riesz avec des
valeurs propres simples. Dans [68], les auteurs étendent les résultats de [76] au cas ot le controle
contient des perturbations et ou le retard varie en fonction du temps.

Notre but dans cette partie est d’étendre le résultat de [76] pour une large classe de systémes
paraboliques qu’on peut écrire sous la forme abstraite

Z=Az+Bv+f, 2(0)=2° (S)

ou le but est d’obtenir un contrdle v(t) qui dépend des valeurs de z(s) pour s < t — 7, avec
7 > 0 une constante strictement positive qui correspond a un retard en temps. On précise aussi



le nombre de controles N, pour stabiliser le systéme en utilisant 1’approche développée dans
[7] ou dans [10]. Plus précisément, on suppose qu’on a les hypothéses suivantes :

Le spectre de A est décrit par un ensemble de valeurs propres isolées ()
avec une multiplicité algébrique finie N;, (Hypl)
et ’ensemble {\ € C ; Re A > —o} n’admet aucun point d’accumulation,

Il existe v € [0,1) tel que B € L(U,H_,). (Hyp2)

Les espaces H,, sont définis comme suit : on fixe po € p(A), alors

o D((po — A)) sia>0 ot I - D((p — A™)*)  sia=0
L D((po — AT sia<0 ) Do —A)™) sia<0.
On suppose aussi
Ho = [H, D(A)]a  (a € [0,1]), (Hyp3)
ou le crochet [+, ], dénote la méthode de I'interpolation complexe. Soit o > 0, on pose

Yy ={N; Re); > -0}, X_:={)\;; Re); < —c}.

Comme dans [76], le résultat est basé sur une décomposition du systéme en deux parties, une
partie instable en dimension finie et une partie stable en dimension infinie. La partie instable
correspond a X et la partie stable est associée & ¥_. En tenant compte de I'hypothése (Hypl)),
on constate que X est un ensemble fini. Donc, on introduit 'opérateur de projection (voir [63]
Théoréme 6.17, p.178]) de rang fini, défini par

1
Poi=— | (A= A)td),

- 2m .
ou I'y est un contour encerclant les points de I'’ensemble ¥, et ne contient pas d’autres points
du spectre A.
Due a la présence d’un retard constant en temps, un systéme autonome équivalent est alors
considéré pour la partie instable en utilisant la transformée d’Artstein. Le systéme instable est

exponentiellement stabilisable en supposant que I'opérateur principal et 'opérateur du controle
satisfassent le critére de Fattorini-Hautus : (voir [36], [52] et [10]) :

Ve e D(A*), VA€ C, ReA > -0 A'e=X et Be=0 = £=0. (UC,)

En utilisant 'inverse de la transformée d’Artstein, un feedback est construit en dimension
finie tel que ce dernier stabilise exponentiellement le systéme instable avec retard en temps.
Finalement, on prouve que le controle construit en dimension finie stabilise en réalité le systéme
global. Pour toute valeur propre \; de A, on définit la multiplicité géométrique

(; := dimker(A — \;Id) € N*.

Notre résultat principal dans cette partie est le suivant :
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Théoréme. Soit o > 0 et soit

N, :=max{l;, Re\; > —0c}.

On suppose que (Hypl)), (Hyp2), (Hyp3)) et (UC,|) sont vérifiées. Alors, il existe N controles
avec un délai en temps qui stabilisent exponentiellement le systéme .

On énonce par la suite des applications a ce résultat pour démontrer la stabilisation avec
retard des systémes suivants : équation de convection-diffusion avec un controle au bord en
dimension N > 1, systéme d’Oseen avec un controle interne et le systéme non linéaire de
Navier-Stokes avec un controle distribué. Cette partie a fait 'objet d’un article soumis [33].

Dans le chapitre[3] on s’intéresse a établir un résultat de stabilisation avec retard du probléme
étudié dans le chapitre 2| autour d’un état stationnaire non nécessairement nul avec un controle
frontiére en dimension 3. Concernant la stabilisation sans retard de systéme d’interaction fluide-
structure, il existe trés peu de travaux qui se sont penchés sur ce type de probléme. On cite
[79], ot Pauteur considére un probléme modélisant 'interaction entre un fluide gouverné par les
équations de Navier-Stokes et une structure déformable régie par ’équation d’FEuler-Bernoulli
amortie dans un domaine rectangulaire en supposant les conditions de Dirichlet sur le bord,
dans ce cas le controle est distribué tout au long de la structure. L’auteur a démontré la
stabilisation exponentielle de la solution forte du systéme considéré. Le méme type de probléme
a été étudié dans [I1], ou les auteurs ont considéré un controle frontiére sur le bord du fluide et
ont démontré un résultat de stabilisation de la solution faible autour d’un état stationnaire qui
n’est pas nécessairement nul. D’autre part, on retrouve des travaux qui ont traité le cas ou la
structure est un solide rigide, on cite [9], [8]. Dans cette partie, on s’intéresse a la construction
d’un controle frontiére v avec un retard to > 0 en temps (au sens de [33]) tel que la solution
forte de notre systéme tend exponentiellement vers un état stationnaire fixé. On note que due a
la régularité, des conditions de compatibilité en temps ¢ = 0 entre le controle v et les conditions
initiales devraient étre imposées, on évoque par exemple les travaux [4, Bl [6]. Pour surmonter
cette difficulté, on retrouve des stratégies développées dans [77, [7]. Dans le cas du retard en
temps, le controle n’agira sur le systéme qu’a partir d’un temps tg > 0 fixé. Par conséquent, le
controle vaut zéro en ¢ = 0. Ainsi, le probléme de compatibilité ne se pose plus et c¢’est 'un des
avantage du retard en temps.

Cette partie est organisée comme suit : on écrit le systéme dans un domaine fixe qui cor-
respondra au domaine associé a l'état stationnaire en utilisant un changement de variables.
On étudie ensuite le systéme linéarisé associé. Le probléme linéarisé s’écrira sous forme d’un
systéme couplant les équations d’Oseen et ’équation de la plaque amortie, perturbé par des
termes linéaires apparaissant dans tout le systéme y compris dans les conditions au bord. On
montre que le générateur infinitésimal associé au systéme linéaire est analytique et on montre
un premier résultat de stabilisation avec retard du probléme linéarisé. Finalement, on prouve
le résultat principal de ce chapitre en appliquant un argument de point fixe.

Dans le chapitre [4, on s’intéresse a I’étude de la controlabilité a zéro locale d’un probléme
d’interaction fluide-structure rigide avec les conditions au bord de Navier.
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On considére © un ouvert borné non vide de R? assez régulier. On suppose que € contient
un corps rigide et un fluide visqueux incompressible. Pour un temps ¢ > 0 fixé, le domaine du
solide est dénoté par S(t) C 2 qui est supposé étre un compact assez régulier d’intérieur non
vide. Le domaine du fluide est dénoté par F(t) = Q\S(t), et il est supposé étre un ensemble
connexe.

On considére le systéme suivant qui décrit I’évolution du fluide gouvernée par le systéme
incompressible de Navier-Stokes

AU + (U-V)U =V -T(U,P) = v*1ley dans (0,T) x F(t),
V-U=0 dans (0,7) x F(t).

Dans le systéme ci-dessus, on a dénoté par v* le contrdle qui agit sur le systéme a travers
O C R?, ot O est un ouvert non vide tel que O C F(t).

On dénote pour chaque instant ¢, la position de la structure par h(t) € R? et par Ry la
matrice de rotation d’angle 6 du solide définie par

cosf(t) —sinf(t)
Roy = (Sing(t) cos 0(t) ) .

Alors, le flux de la structure est donné par Xs(t,:) : S — S(t) ou
XS(ta y) = h‘(t) + R@(t)ya te (O7T)7 Yy e 87

avec S un compact non vide régulier de R?.
On note que Xs(t, ) est inversible, on dénote son inverse par Ys(¢,-) : S(t) — S ou

Ys(t,z) = Re’é)(m —h(t)), te(0,7), =ze&S(1).

Dong, la vitesse eulérienne de la structure est donnée par

Us(t, ) = W'(t) + Ry Ry (x — h(t), t€(0,T), xeS(t)

On dénote par a®, le vecteur T , pour tout a = M) e R2,
ay a2

On note que R’g(t)Re_é) est une matrice antisymeétrique, alors la vitesse eulérienne de la
structure s’écrit

Us(t, @) = W'(t) + w(t) (@ — h(t))",

ol w(t) = #'(t) représente la vitesse angulaire du solide.
On dénote par Sy, 9 'ensemble
Sho =h+ RS,

et on définit le domaine du fluide correspondant

Fro = QNSho,
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pour tout h € R%, § € R. Avec ces notations, on a
S(t) = Snwowy  F(t) = Freo-

On précise que le domaine du fluide dépend du déplacement de la structure rigide et par
conséquent, il dépend du temps.

On dénote par n la normale extérieure unitaire a OF (t), ou OF (t) = 02U 9S(t).

Le mouvement de la structure est régi par les équations suivantes

mh(t) = —/ T(U, P)a dT' t € (0,7),
as(t)

Ju'(t) = — /@S(t)(x —h(t)*t-T(U, Pyndl' te (0,T).

On compléte le systéme par les conditions au bord de Navier :

Up =0 dans (0,7), sur 09,

2vD(U)n + poU]. =0 dans (0,7, sur 09,
(U—-Us)s =0 dans (0,7), sur dS(t),
2vD(U)n+ Bs (U —Us)]-=0 dans (0,7T), sur dS(t),

ol fo = 0 et Bs > 0 sont les coefficients de friction.
Soient A%, 0 € R? 6° w® € R et u® € [H'(Fpog)>. On fournit les conditions initiales
suivantes

U(0,7) = u’(z), = € Frogo, H(0)=10 w(0)= W, h(0)=h"  6(0) =6,

telles que les conditions de compatibilité suivantes soient vérifiées

Vu’ = dans Fpo go,
ud =0 sur O, (Hy)
(uo — ug)ﬁ =0 sur OS50 go,

ot ug(x) = 0+ w’(z — h")*. Sans restreindre la généralité, on suppose que le centre de gravité
de S est positionné & lorigine. Donc, h(t) sera la position du centre de masse de S(t).
Notre objectif est de trouver un controle v* agissant sur I'ouvert O tel que pour tout
(hr,07) € R? x R avec
ShT70T cQ \ O, (Hg)

on obtient h(T) = hr, 0(T) = 01 et que les vitesses du fluide et du solide sont égales a 0 en
temps final T
Le résultat principal de cette partie est le suivant :

Théoréme. On suppose que S n’est pas un disque.
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Soit (hr,0r) vérifiant . Alors, il existe € > 0 tel que pour tout (uo,ho,@,wo,ﬁo) qui
satisfait et
o o+ 110 = | 8] 4+ 1] + |60 — br| <, (Hs)

I
U
H [Hl(]:ho,go

il existe un controle v* € L*(0,T; [L*(O)]?) tel que
U(T,-) =0 dans Fhp o, h(T)=hy, B (T)=0, w(T)=0, 6(T)=0r.
Sans restreindre la généralité, on peut toujours supposer
hr =0, 60p=0, etdonc Sho, =S, Fupop =F.

Le théoréme ci-dessus reste vrai en dimension trois, mais dans ce cas on devrait supposer que
S n’admet pas d’axe de rotation. Cette hypothése géométrique est suffisante pour prouver
I'inégalité de Carleman qui est un ingrédient essentiel pour obtenir le résultat souhaité. Plus
précisément, en supposant que S n’a pas d’axe de rotation, alors pour tout z € [Lz(Q)]?’, ¢ € R3,
k € R? tels que

V-z=0dans F, z-n={+kxy)- nlss sur OF,

on a
||ZH[L2(]-‘)]3 2 C(|€| + |k|) )

avec C' une constante positive indépendante de z, ¢ et k. Cet argument est prouvé dans [82]
Lemme 2.2|.

Plusieurs travaux ont été consacrés a I’étude des systémes d’interaction fluide-rigide, en par-
ticulier, quand le fluide est gouverné par le systéme de Navier-Stokes. Des résultats d’existence
concernant ce type de systéme avec les conditions aux limites de Dirichlet sont considérés dans
127], [29], |30],[87], [88], [45], |51], [83]. Dans le cas des conditions au bord de Navier, 'existence
de solutions faibles a été élaborée dans [41] et 'existence de solutions fortes a été obtenue dans
[93]. Dans [93] et [42], les auteurs ont prouvé que des collisions peuvent survenir dans un temps
fini entre le corps rigide et la cavité du domaine en imposant des hypothéses sur la géométrie
du solide.

Concernant la controlabilité, on mentionne [38] et [60], ou les auteurs ont obtenu la contro-
labilité locale exacte du systéme de Navier-Stokes en 2D ou 3D avec les conditions de Dirichlet
en considérant des controles distribués. La controlabilité du systéme de Navier Stokes avec des
conditions de Navier non linaires au bord a été étudiée dans [47]. Dans [48], les auteurs ont
établi la controlabilité locale avec N — 1 controles scalaires. Concernant les résultats de contro-
labilité des systémes d’interaction fluide-structure avec les conditions de Dirichlet, en dimension
2, on mentionne larticle [18], ot les auteurs ont prouvé la controlabilité & zéro des vitesses et
la controlabilité exacte de la position du solide rigide en imposant quelques hypothéses sur la
géométrie du solide et pourvu que les conditions initiales soient assez petites, plus précisément,
les auteurs imposent que la norme H? de la vitesse initiale du fluide soit assez petite. Les au-
teurs ont utilisé le théoréme du point fixe de Kakutani pour déduire la controlabilité a zéro
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du systéme non linéaire. On a aussi le travail [59] o les auteurs ont considéré la structure
d’une boule rigide, leur résultat est basé sur la théorie des semi-groupes. Dans ce dernier, une
condition sur la norme H' seulement pour la vitesse initiale du fluide a été imposée. En di-
mension 3, on mentionne [I6], ot le méme résultat a été prouvé sans aucune supposition sur
la géomeétrie du corps rigide tandis que les auteurs ont supposé que la norme H? de la vitesse
du fluide initiale soit assez petite. On cite aussi [82], ot les auteurs ont considéré l'interaction
entre un fluide visqueux et incompressible modélisé par le systéme de Boussinesq et un corps
rigide quelconque, ils ont prouvé la controlabilité a zéro locale pour le systéme associé.

Dans cette partie, on prouve la controlabilité a zéro locale d’un systéme modélisant I'inter-
action entre un fluide et un solide rigide pourvu que ce dernier ne soit pas un disque, muni des
conditions de glissement de Navier au bord. Pour cela, on s’inspire de [59)] :

— Changement de variables : sachant qu’on travaille sur un domaine & frontiére libre, on
utilise un changement de variables pour écrire notre systéme dans un domaine fixe, dans
notre cas, on se ramene & Fj, 9,

— Controlabilité & zéro du systéme linéarisé : On démontre la controlabilité a zéro
du probléme linéarisé couplant le systéme de Stokes pour le fluide et des équations diffé-
rentielles ordinaires pour la structure. On est amené alors & établir une estimation d’ob-
servabilité pour le systéme linéaire correspondant (voir la Proposition . Une telle
estimation est obtenue en démontrant une inégalité de Carleman qui doit étre satisfaite
par la solution du systéme linéarisé.

Parmi les difficultés principales pour obtenir cette inégalité :

— Manipuler la pression : pour cela, on applique le rotationnel sur I’équation de Stokes,
on obtient ainsi une équation de la chaleur dont I'inégalité de Carleman est bien connue
en vertu de la Proposition qui est établie dans 'annexe [B]

— Manipuler les conditions au bord afin d’obtenir des estimations sur la vitesse de la
structure avec les bons poids. Une étape cruciale est de trouver une estimation de
Carleman pour le Laplacian avec une condition de divergence nulle et avec les conditions
de Navier au bord.

— Manipuler les termes de surface qui apparaissent dans l'inégalité. Pour ce faire, on
établit un résultat d’existence de solution plus réguliére associée au systéme linéarisé.

— Point fixe : On applique le théoréme du point fixe dans des espaces a poids appropriés.
Ce chapitre a fait I'objet d’un article soumis [31].

Finalement, on donne, en Annexe, quelques résultats utiles.
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Chapitre 1

Existence de solutions fortes pour un
systéme d’interaction fluide structure avec
les conditions au bord de Navier

1.1 Introduction

Le but de ce travail est d’analyser I'interaction entre un fluide visqueux incompressible et
une plaque élastique visqueuse. On commence par présenter le modéle correspondant. On note
par w le tore rectangulaire

w=(R/LZ) x (R/LsZ) Ly >0, Ly > 0. (1.1.1)

Pour toute fonction 7 : w — (—1,00), on définit (voir Figure [1)

9(77) = {($1,$2,$3) cwX R | 0< T3 < 1 +/’7($17x2)}7
L) = {(z1,72,73) € w xR | w3 =1+ n(r1,22) },
FO = w X {O}

En particulier
0Q(n) =T(n)UTy. (1.1.2)

On considére le systéme suivant décrivant ’évolution du fluide régi par les équations incom-
pressibles de Navier-Stokes et le mouvement de la plaque élastique

U+ (U-V)U—-V-T(U,P)=0 dans (0,00) x Q(n(t,-)),
V-U=0 dans (0,00) x Q(n(t,")), (1.1.3)
Oun + aA’n — kAn + on — 6Adm = H, (U, P) dans (0,00) x w.

Dans le systéme ci-dessus, on a noté U la vitesse du fluide, P la pression du fluide et 7 le
déplacement transversal de la plaque.



Le tenseur de contrainte de Cauchy T(U, P) est défini par

T(U, P) = —PI; +2vD(U), D(U);; = % <8UZ- N an> |

or;  Ox;
La fonction ]IA-]/I77 est la contrainte de fluide sur la structure et est définie par
H,(U, P) = —/1+ [V (T(U, P)n - 3) .
On suppose
v>0 a>0, 020, k=0 et d=>0. (1.1.4)

Ces constantes correspondent respectivement a la rigidité («), étirement (), I'amortisse-
ment sur la structure (J) et la viscosité (v).
On a noté par n la normale extérieure unitaire de 9€(n) :

n = —es sur Iy,
et sur ['(n) :
—05,n(s)
N(s,1+n(s)) .
n(s,1+n(s)) = , ou N(s,14+n(s))=[—-0s,n(s)], se€w. 1.1.5
D= N+ 9o = 1)
Ici et dans ce qui suit, | - | désigne la norme euclidienne de R¥, k& > 1.

On compléte (L.1.3) par les conditions aux limites de Navier. Afin d’écrire ces conditions
aux limites, on doit introduire quelques notations. On note par a,, et a, les parties normales et
tangentielles de a € R? :

ap=(a-n)n, a,=a—a,=-nx(nxa). (1.1.6)
Ainsi, nos conditions aux limites s’écrivent comme suit

sur (0,00) x [y,
sur (0,00) x Iy,

0

T 0
(U(t,s,1+n(t,s)) —om(t,s)es), =0 t>0, s €w,

) (¢, 5)es)r = 0

2D(U)n]_(t,s,1+n(t,s))+ B=(U(t,s,1 +n(t,s) — Omn(t,s)es), =0 t >0, s €w.
(1.1.7)
Dans ce qui suit, on écrit les équations ci-dessus de la maniére plus compacte suivante
U,=0 sur (0,00) x Ty,
2vD(U)n+ U] =0 sur (0,00) x Iy, (1.1.8)
(U — 9mes), =0 sur (0,00) x I'(n), o
2vD(U)n+ B2 (U — Oimes)]. =0 sur (0,00) x I'(n)



On suppose que les coefficients de frottement 31 et Sy sont des constantes satisfaisant

B1 =20, B2=0.

Ces conditions aux limites peuvent étre comparées aux conditions aux limites standards de
Dirichlet généralement prises en compte avec le systéme Navier-Stokes. Dans notre cas, ces
conditions seraient écrites comme

U=0 sur (0,00) x Iy, (1.1.9)
U = 0mes sur (0,00) x I'(n). o
La condition limite de glissement de Navier a été proposée par Navier en 1823 [73] et est
pertinente dans plusieurs contextes physiques, voir par exemple [69, 92] 64].
Pour compléter le systéme (1.1.3]),(L.1.8]), on ajoute les conditions initiales suivantes

77(07 ) = 770 dans w,
om(0,-) =n' dans w, (1.1.10)
U(0,-) =U" dans Q(n°).

On remarque qu’il n’est pas nécessaire de prendre en compte les conditions aux limites
"latérales" puisqu’on travaille avec le tore w (voir (1.1.1]) et (1.1.2))). Cela signifie qu’on envisage
des conditions aux limites périodiques pour U, P et n :

U(t7x1 + Llax27$3) = U(tax17$27x3)7 U(t7xl>x2 + Lg,l’g) = U(t,$1,x2,$3),
n(tv S1 + L17 82) == n(ta S1, 32)7 n(ta S1, S2 + LQ) - n(ta S1, SQ)a

et des relations similaires pour P.
Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 1.1.1.

1. Soit B; = 0 pour i = 1,2 et (I.1.4). On suppose n° € H*(w), n* € H'(w) et U° €
[H' (Q2(n°))]* tels que

1+7°>0, V-U' =0 dans Qn°), (U°—n'e3),=0 surT(n®), U’=0 surT,.

Il existe un temps Ty tel que le systeme (1.1.3),(1.1.8), (1.1.10) admet une solution forte
unique (U, P,n) sur (0,Tp) :

n € L*(0,Ty; H*(w)) N C°([0, Ty); H?(w)) N H*(0, Ty; H*(w))
N CH([0, To); H (w)) N H*(0, Ty; L*(w)),
U e L*(0, To; [H*((n(t)))]*) N CO([0, To); [H (Q2n(2)))]*) N H' (0, To; [L*(Qn(t)))]),
VP e L*(0, Ty; [L*(Q(n(t)))]?).



2. Soit f; = 0 pour i = 1,2 avec 1 + P > 0 et (1.1.4). Il existe vo > 0 et Ry > 0 tels que si
n’ € H*(w), n' € H'(w) et U € [HY(Q(n)]? vérifient

1+7°>0, V-U'=0 dans Qn°), (U°—n'e3),=0 surT(n®), U’=0 surT,.

et
HUOH[Hl(Q)}S + H”OHHS(M) + ||771HH1(w) < Ry,

alors le systéme (1.1.3)),(1.1.8), (1.1.10) admet une solution forte unique (U, P,n) sur
(0,00) -

n e Li(O, oo; H*(w)) N BC’S([O, o] H?(w)) N Hvl(O, oo; H*(w))
N BCi([O, oo]; HY (w)) N H§(07 00; L*(w)),

U € L2(0, 00; [H*(Q(n(t)))]?) N BCY([0, oo; [H(Qn(t)))]*) N H(0, 005 [L*(Q(n(t)))]),
VP e L2(0,00; [L*(Qn(1)))]*),
pour 7y € [0,70].

Les espaces LP, H® sont les espaces classiques de Lebesgue, Sobolev. On utilise la nota-
tion BC® = C° N L™ et BC' = C' n W'*. La notation -, est expliquée ci-dessous dans
(11.2.6), et correspond & une décroissance exponentielle de 'ordre . Enfin, la notation
L*(0,T; H'(2(n(t)))) correspond au fait que la vitesse et la pression du fluide sont écrites dans
un domaine en mouvement dépendant de 7. Pour obtenir le résultat souhaité, on doit donc
utiliser un changement de variables pour U et P. La vitesse et la pression du fluide apreés le
changement de variables sont obtenues dans des espaces de la forme L*(0,T; H'(€2)) avec un
fixé. La définition précise des solutions fortes est donnée dans la section 3 (Définition et
on reformule le résultat ci-dessus de maniére plus précise dans le théoréme [1.6.1

Remarque 1.1.2. On peut écrire une version bidimensionnelle du systéme ,,
(1.1.10) et pour un tel systéme, on peut prouver un résultat similaire au Théoréme . En
fait, dans ce cas, on pourrait obtenir l’existence globale de solutions fortes allant jusqu’a un
contact possible entre la plaque et le bas du domaine en suivant les arguments de [44)].

Remarque 1.1.3. Pour simplifier, dans la preuve du théoréme et dans la suite de ce
chapitre, on suppose que k = o = 0 puisque ces constantes ne jouent aucun réle dans [’analyse.

Dans la section de ce chapitre, on donne quelques notations. Dans la section [I.3] on
transforme le probléme dans un domaine fixe en utilisant un changement de variables comme
il a été introduit dans [6I], et on reformule le théoréme On obtient des propriétés de
régularité du systéme de Stokes dans les domaines de classe H® dans la section Dans la
section on étudie le probléme linéarisé en I’écrivant comme une équation d’évolution. On
prouve en particulier que le semi-groupe associé est analytique et dans la section on prouve
le résultat principal en utilisant la méthode du point fixe.



1.2 Notation

Au cours de notre analyse, on utilise certains espaces fonctionnels qu’on présente dans cette
section.

En raison de 'incompressibilité du fluide et des conditions aux limites (1.1.8)); et ([1.1.8)s,
on a

d
— ds = 0.
7 wn s=0

Pour simplifier, on suppose tout au long du chapitre que
/ n’ds = 0

/n(t, Nds =0 (t>0).

Ceci conduit a considérer I'espace suivant

afin que

[2(w) = {g € 2(w)| /wg ds — 0} , (1.2.1)

et la projection orthogonale M : L?(w) — L2(w). En appliquant M sur I’équation de la plaque

(1.1.3)3, on trouve
Oun + Ain + A20m = H, (U, P),

ol

A = ol D(Ay) = H'(w) N L3(w),
Ao = —6An, D(Ay) = H*(w) N LE(w),

et

HW(U7 P) = M(Hﬁ<U7 P))

La projection de (T.1.3))3 sur LZ(w)® conduit & imposer le choix de la constante normalisant la
pression, voir par exemple [44].

On note par H*(0,7;X) les espaces de Sobolev habituels avec des valeurs dans un espace
de Banach X. Pour s > 0, s ¢ N, la norme de ces espaces peut étre définie a 'aide de

1/2
€)= €% .
= dtdt .
LéJ 5727(07T)7x <\/(\07T)><(07T) |t _ t/|25+1

Plus précisément, la norme ||.|| ;. 7.2 pour s € (0,1) est donnée par

9 1/2
€007 = (1€l + €20 0m2) - (1:24)



1
On rappelle (voir [I7]) que si s € (5, 1>, alors la norme |-, 07)x est équivalente a la norme

définie dans (1.2.4]) dans 'espace {£ € H*(0,T;X) | £(0) = 0}.
Soient X;, X, deux espaces de Banach munis de la norme |||, respectivement ||.||,,. Pour
s = 0, on définit 'espace suivant

W*(0,T; %1, %2) = {v e L*0,T;%) | ve H(0,T; X,) } (1.2.5)

muni de la norme
I-llws o 22 = 22 + s o) -
Pour s = 1, on notera W*(0,T; X1, X,) par W(0,T; X1, Xs).
Pour ~ > 0, on considére aussi les espaces

LP(0,00; %1) = {v € LP(0,00; X1) 5 t = v,(t) = ev(t) € LP(0,00;X1)}, p € [1,400],
(1.2.6)
et

W2(0, 005 X1, X2) = {v € W*(0,00; X1, %3) 5 t = vy(t) = v(t) € W*(0,00; X1, X2)}. (1.2.7)

Pour ces espaces, on utilise les normes définies par

101l L2 0,0021) = 1091l oo ,0021) -
HUHWWS(O,OO;XLXQ) = H,U'YHWS(O,OO;}:IAQ) ’
Dans ce qui suit, on pose
Q= Q(n"), (1.2.8)
pour l'existence locale et
Q= Q(0), (1.2.9)

pour 'existence globale.
Afin de désigner la normale ou la composante normale et tangentielle d’'un vecteur v dans
Q et dans (), on utilise la notation ng, v,, et v,, pour le domaine €.

On note par
D,(Q) = {6 € [C(Q), dive = 0},

I'espace des fonctions indéfiniment différentiables avec une divergence nulle dans 2 avec un
support compact.
on définit également l'espace suivant

Xr=W(0,T; [H2(Q)]3, [LZ(Q)]?’) X LZ(O,T; Hl(Q)/R) X WQ(O,T;D(Al), Lg(w)), (1.2.10)
muni de la norme

[ (w, p, 77)HXT = HuHW(U,T;[HQ(Q)P,[L?(Q)]?’) + ”“HLoo(o,T;[Hl(Q)]S) + ”VPHL2(0,T,[L2(Q)]3)

+ ||77HW2(0,T;D(A1),L%(UJ)) + ||TI||L:>O(O’T;H3(LU)) + ||8t77||Loo(07T;Hl(w)) . (1211)



SiT =400 ety >0, on écrira
Xy = W (0, 00; [HA(Q)), [L2(Q))]) x Li(o, oo; HY(Q)/R) x Wj(o, o0; D(Ay), Li(w)), (1.2.12)

muni de la norme

[ (u, p, 77)onm = HUHWW(0,oo;[H2(Q)]3,[L2(Q)}3) + HU”Lgo(o,oo;[Hl(n)}S) + HVPHLg(o,oo,[LQ(Q)}S)
+ nllwz 0,00, 2200) T 171 L0 000113 ) + 10 oo 0,005y - (1:2:13)

Pour écrire les conditions aux limites, on introduit également 'opérateur 7 défini comme suit
(voir [11]) :
0 si y el
T, = . ’
0= ey 5 5 o2k o) € Tl

pour toute fonction 1 : w — (—1,00). On peut vérifier que T, € L(L*(w); [L*(92(n))]*) et que

(Ty0)(s) = V1+[Vnl((s, 1+ n(s)) -es, V¢ € [L2(0Q(n))].

(1.2.14)

On pose
T =TpM.

/B(y) — { Bl sl Yy e Fo,

On définit également
By si yeTl(n°).

1.3 Changement de variables

Pour n',n* € H?(w) avec
n',n?* > —1 dans w,

on peut considérer le changement de variables X, ,» défini ci-dessous

Y1
1
Xy Q") — Q0), || — 1+n2(1j;1,y2) . (1.3.1)
Y3 R

1+ (yr,p2) "

L’application X, ,2 est inversible d’inverse X, 1. De plus, en utilisant 'injection de Sobolev
H?*(w) — C' (@) et le fait que
C14?
=T
on déduit que X, 2 est un C'-diffeomorphisme de Q(n') dans Q(n?).
Dans le cas Q = Q(n°) (voir (1.2.8)), on pose

det(Vanmz)

X(t, ) = Xnom(tw% Y(t, ) = Xﬂ(t,~)7n07 (1.3.2)



et dans le cas 2 = Q(0) (voir ([1.2.9)), on pose
X(t,) = Xogy, Yt )= Xye0 (1.3.3)

On a dans les deux cas Y(t,-) = [X(¢,-)] "
On considére la transformation suivante de u et p :

u(t,y) = (Cof VX (t,y)) U(t,X(t,y)), p(t,y)=Pt,X(t,y) (t=0,ye0). (1.3.4)

Ici, (Cof VX (t,y))" désigne la transposée de (Cof VX (¢,y)). Aprés quelques calculs standards
(voir, par exemple, [61]), le systéme (1.1.3]), (1.1.8)), (1.1.10)) peut étre écrit comme

Ou—V - T(u,p) = F(u,p,n) dans (0,00) x Q,
V-u=0 dans (0,00) x , (1.3.5)
attn + A177 + A28t77 = Hno (U,p) + H(u7 T]) dans (07 OO) X W,

avec les conditions aux limites

[w—T0ml,, =0 sur (0,00) x 99,

{ [2vD(u)ng + B(u — Tat??)]m = G(u,n) sur (0,00) x 0L, (1.3.6)

et avec les conditions initiales

u(0,-) =u’ = U" dans Q,
;) =n" dans w, (1.3.7)
;) =n" dans w.

Pour écrire les fonctions F', H, G, on pose d’abord

(Cof VY)* = (ain),, (1.3.8)
Donc
A ) = 3 (0w~ (X0 = 3 0n(0)GEA(X) - > duaalX)
+ u%;m (aik(X)é(;};; (X)S—Z(X) _ 5ik5mj5jl) %
v ]Ek:l <2gzi]’f (X)?—Z(X) + aik(X)a;;; (X)) (??Z? v Xk: %z—g(x)uk
D0 g g~ S au() 2
_ klz]:m akl(X)aij(X)gZZ (X)ulg;:, i=1,2,3, (13.9)



. _ 8a3k 8ajk
5)¢ ou
+ ]Zk; (53k5ﬂ(No)j - a3k(X)a—1;(X)Nj> a—y];

v )
+ <5315jk(zv0)j - ajk(X)a—x;(X)Nj> aiy’;] (1.3.10)

Pour définir GG, on introduit les notations suivantes. On se donne deux vecteurs tangents a

0€2(n) définis par
1 0
=10 ], 7= 1 |, sur(n), (1.3.11)
881,'7 88277

' =¢€;, 1=1,2 sur I.

et

Wi=v> ni(X) ( ag;@ (X )t + %‘Z’: (X)um) + 1 (Z ar; (X )u; — TOm - ek>
jm ! j

ou,, 0Y, ou,, 0Y,
(X X)X (X)) 21X =1,2 1.3.12
+uj;qnj( )(akm( i a%,j( )+ am(X) 5t ol )), k=1,2,3 (1.3.12)
et ’ . .
V' = 2uD(u)ng + S(u—Tom)) -7 —W-1(X), i=12, (1.3.13)

ou 7, sont deux vecteurs tangents a 9€2 définis par

1 0
T4 = 0 , Te= 1 sur I'(n"),
a81770 852770

Ty =€, © =1,2 sur I'y.

et

Ainsi G(u,n) est donnée sur I'(n°) par
Vl((852770)2 + 1) — V2(831770882770)

Gl(uv 7]) |NO‘2 )
V2 851 0)2 _|_1 - Vl 851 0882 0

o (u,7) ((O1’) IJ)VOP (9 °0us) (1.3.14)
s, "V + 05, n°V?

G3(u7 77) = 1 d .

| Nol?



et par
2

G(u,n) = ZWTS sur Ty. (1.3.15)
Plus précisément, on note que
2vD(U)n+ (U —Tom)], =0, sur (0,00) x 9Q(n), (1.3.16)
est équivalente a
(2uD(u)ng + B(u—TOm)) - 7o =V', i=1,2, sur (0,00) x 9. (1.3.17)

Les formules ([1.3.14)) et (1.3.15)) pour G impliquent que

G-1p=V, i=12 G-ng=0,
de sorte que ([1.3.17) est équivalente a la seconde condition de (1.3.6), avec G tangentielle.

En utilisant la transformation ci-dessus, on peut maintenant introduire notre définition de
solutions fortes pour le systéme (1.1.3),(1.1.8)), (1.1.10)

Définition 1.3.1. Le triplet (U, P,n) est une solution forte de (L.1.3)),(1.1.8), (1.1.10) si les
conditions suivantes sont satisfaites

n € W0, T;D(A), Li(w)), (D1)
1+n>0 dans[0,T], (D2)

X et'Y sont donnés par et (u,p) est donné par (1.3.4), (D3)
(D4)

(D5)

»,

D4
D5

(u,p) € W(O, T3 [H*(Q)]”, [LX(Q)]*) x L*(0, T H(Q)/R),
(u,p,m) satisfait le systéeme (1.3.5)),(1.3.6)), (1.3.7).

Suivant cette définition, pour prouver le théoréme [1.1.1] on doit prouver I’existence et I'uni-
cité de

(u,p,n) € W(O0,T; [H*(Q)?, [L(Q)) x L*(0, T3 H'(Q)/R) x W*(0,T; D(A1), Li(w)),

solution du systéme (1.3.5)),(1.3.6)), (1.3.7) et satisfaisant (D2)).

1.4 Propriétés de régularité du systéme de Stokes

Dans cette section, on obtient quelques résultats sur le systéme stationnaire dans §2(n) pour
n=n" (voir (I.2.8))) ou pour n = 0 (voir (1.2.9)) :

ol — vAT + Vp = f dans Q(n),
V-u=73g dans Q(n),

U, =a sur 09Q(n), (1.4.1)
[2vD(u)n + Bul, =b sur 9Q(n).

10



On définit I'espace suivant
H = {¢ € [H'(Qm)]* | ¢n = 0sur 0(n)}.
On donne la définition d’une solution faible du systéme (1.4.1)).

Définition 1.4.1. On dit que (U, p) est une solution faible de (1.4.1) si (w,p) € [H'(Q(n))]* x
L*(Q(n))/R, si V -1 =g dans Q(n), U, = a sur OQn) et si ’équation variationnelle suivante
est vérifiée :

-0 d ) : dy — V-0 d u-od
O‘/n(n)“ 6 y+2V/Q(mD<“> D() dy /Q(mpv b y+/aﬂ(n)ﬁu b dr

- 7 -~ ody + V/Q )g(v ’ ¢) dy + <l_)7 ¢>H—1/2,H1/2 )

Q(n) (n

pour tout ¢ € H}.
On a le résultat suivant

Théoréme 1.4.2. Soient 8 >0 et a > 0 avec By + B2 > 0 ou o > 0. Soient n € H>(n)) et
0o > 0 tels que 1 +n > 6y sur w. Pour tout

Fe(Hy), gel*(Qn), ac[H00m)P, belH *00mn)7,
tels que

/ gdy = / @-ndl', b-n=0, (1.4.2)
Q(n) Q(n)

il existe une solution faible unique (W, p) € [H*(Q(n))]® x L3(2n)) du systéeme de Stokes (1.4.1)).
De plus, on a les estimations suivantes :

1@l i @epyz T IVPH -1 @y < C( HTH(H;), + 19l 20 1@l 2000

T HE”[H—U?(aQ(n))]s )v (1.4.3)

ou C est une constante qui dépend de ||n|| 5, €t do.
De plus, si

Fell?@Qm)P, ge H'(Qn), aelH*0m), be[H0n),

tels que (1.4.2) a lieu, alors (@, p) € [H*(Qn))” x (H'(n))NL5(Sx(n))) et on a les estimations
suvantes :

el iz s + 1VPlz2@mys < C( 171l 22 amye + 19010y + 1@l a2 @0y

+ HE||[H1/2(8Q(7)))]3 ) 9 (144)

ot C est une constante qui dépend de ||| ya ) et .
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Dans le cas ott n € C™'(w) un tel résultat est déja connu, voir [2] (voir aussi [13]). Ici, on
parvient & obtenir le résultat pour n € H*(w) en suivant une idée de [43] et [44].

Preuve du Théoréme[1.4.2 La preuve suit de prés la preuve du Lemme 6 dans [44]. On suppose
ici que 81 + B2 > 0 et a = 0, la preuve est similaire avec o > 0.
D’abord, on écrit le systéme (1.4.1) dans le domaine

Q= Q0)

en utilisant le changement de variables X, défini par (1.3.1). Puis on pose

1
B'B

By = Cof(VXoy), Ay = oy BB
)M

et on définit

u=1uo0Xy,, p=poXo, (1.4.5)

f = det(VXO,n)f e} XU,nu g = det(VXo’n)g @) X0,777
a:doXOJI, bi:Bgl(l_)iOXO’n) c €4, 1= 1,2

Ainsi le systéme (1.4.1)) est transformé au systéme suivant

—vV - (Vud,) + B,Vp = f dans Q,
V- (Bfu) =g dans Q,

1
(Byu) -ng = (Bya) - ng sur 09,

v 1
Bfl A - *B Bfl e — b - 1 2 Q
LN’ <( y Vudy)ng + det(V Xo) ((Vu) n)no) + BB, u] e; =b;, 1=1,2 sur 09,

(1.4.6)
ou N est défini par (1.1.5) et ng est la normale extérieure unitaire a Q (i.e +e3).
Puisque n € H*(w), on déduit que

B,, A, € H*(w; H*(0,1)),

les injections H'(w) — LP(w) pour tout p > 1 et H*(w) < L™(w), on déduit qu’il suffit de
prouver que la solution de (1.4.6]) vérifie

pour tout s > 0 et les normes correspondantes dépendent de |[n][ s, €t do. De plus, en utilisant

lull grzys T IVPN 2@ < C (HfH[L2(Q)]3 9l @) + llallgarz@aye + HbH[Hl/z(aQ)]B) - (147)

12



Etape 1 : Solutions faibles. On note que la solution de (1.4.6|) vérifie

Soit A > 0, on consideére le systéme suivant

( 1

—vV - (VuAn + mBn(vu)*Bn) + Ban = f dans Q,

Ap+ V- (Byu) =g dans Q,
(Byu) -ng = (Bya) - ng sur 09,

((Vu)*Bn)n()) + ﬁBn_lu] ce; =b;, 1=1,2 sur 09,
(1.4.8)

det(VXom)

. g
f=F-vB¥V (det(VXom)>'

Pour simplifier les notations, on pose

1

Dy (u) = Vud, + ———
() = Vody + G X

B, (Vu)*B,,.
On définit
V={veH'( Q)| (Bw)-no=0surdQ}.
On recherche des solutions faibles du systéme (1.4.8). Soit f € V', g € L*(Q), a € [H/*(00)]?

tbe [HV200)7. Bv(—3I &
et b e | (092)]°. On a nv<det(VX0,,7) eV

g g «
Bv(-—J [ 9 v.(BW
< "V<det<vxo,n>)’“>w,v /Qdewxwv (Byo) dy

Donc fE V" et on multiplie la premiére équation de (1.4.8) par v € V et la deuxiéme équation
de (T.4.8) par ¢ € L*(Q) pour obtenir

V/QDn(u):Vvdy—/QpV-(B;v) dy—l—A/p-ngy—k(V-(BZu))-zﬁdy—i—/aQ|N|/6’u-v dr

Q
= <f,v>w,v+/gg-w dy+<b,\N\B;v>H_l/2’H1/2. (1.4.9)

On considére un relévement w vérifiant

{ V- (Byw) =g dans (,

(B;w) "N = (B:;a) -ng  sur Of). (1.4.10)

13



Pour cela, on utilise [13, Corollaire 8.2| et (1.4.2)) pour déduire Iexistence de w € [H'(Q2)]? tel
que

V-w=g dans(,
w - ng = (Bpa) -ng sur 9N

Alors w = (B})~'w vérifie (1.4.10) et I'estimation

1wl g < Cllgllz2@) + lall grrzpaye)- (1.4.11)

On pose u = U + w. Alors, un couple (u,p) est une solution faible du systéme ((1.4.8) si et
seulement si (@, p) vérifie la formulation variationnelle suivante

y/Dn(iZ):Vv dy—/pV-(B;v) dy+A/p-w+(V-(B;ﬁ))-wdy+/ |N|pu - v dl’
o) Q Q o0
- _V/Q Dn(w) : Vo dy + <f:v7 U>V’,V + <b7 |N‘B;U>H71/27H1/2

—/ IN|pw-v dl (veV, e L*Q)). (1.4.12)
o0

2

|VuB; + B, (V)"
D : dy = 1 i
/Q n(v) : Vo dy 0 det(VXo,)

dy, (1.4.13)

et en écrivant
v=v0X,y,

on déduit )

|VuB; + B,(Vov)*
n n —\ 12
dy:/ D@)|” dz, YveV,
Q det(V Xo,) Q(n)| @)

avec U -n = 0 sur 09(n). En appliquant une inégalité de Korn (voir Proposition en
dessous) :

1// D,(v) : Vv dy +/ IN|B[vf® dT = C|v|lm@y (v e V). (1.4.14)
Q o0

Par conséquent, on peut appliquer le théoréme de Lax-Milgram et en utilisant ((1.4.11)), on
déduit l'existence d’une solution unique (u,p) = (uy,py) € [H(Q)]* x L*(Q) de (1.4.8) qui
vérifie 'estimation

lull g + APl 2 < € <||f||\// bl z-1/2 005 + 191l L2 () + ||a||[H1/2(8Q)]3> . (1.4.15)

En prenant ¢ = 0 et v € [H}(Q2)]® dans (1.4.9), on obtient

V/ D,(u) : Vv dy+/ Vp - (Byv) dy = (f,v)vv.
Q Q
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Ceci montre que Vp € [H*(Q)]* et en utilisant un résultat standard (voir, par exemple [13]
Proposition 1.1]), on déduit

1Pl 22y < € <||va' + [vll iz e + Hw||[H1(Q)]3> : (1.4.16)

Ainsi, en combinant (1.4.15), (1.4.16]) et (1.4.11]), on obtient l'estimation indépendante de A :

el e + 1Pl L2y e < € (HfHV’ 10l gr-1/2 0092 + 19l 20y + ||a||[H1/2(aQ)]3) - (1.4.17)

En passant a la limite quand A — 0 dans (1.4.8)), on obtient une solution faible (u, p) de (1.4.6).
Pour montrer I'unicité, on considére (@*,p*) une autre solution faible correspondante a la méme
donnée. Tl s’ensuit que u —u* € H}, V- (w — u*). Donc, d’aprés la Définition [1.4.1) on obtient

21// D@ —u*)[? dy+/ Bla—a*> dI' = 0.
Q(n) ()

D’ot, en utilisant la Proposition on aw="u" dans (n).

Etape 2 : Solutions fortes. On utilise un argument développé dans [43] et [44] : si on
approxime 7 par 7. € C*'(w), et les u., p. correspondants sont dans H? et H' respectivement.
On montre ci-dessous que leurs normes ne dépendent que de la norme dans H? de 7. afin qu’on
puisse passer & la limite. Pour simplifier, on n’écrit pas ¢ ci-dessous.

On différentie d’abord le systéme par rapport a y; et y, pour obtenir un probléme
similaire a avec les termes source et limite correspondants aux différentielles de f, g, a,
b, A, et B,. Il suffit d’estimer les termes venant de A, et B,, c’est-a-dire

IV - (Vudy,Ay) = 0y, By Vpllvr, IV - 8y Byw)llr2y, 1By 0y Byl oy
||ayiB;1VUAnH[H*1/2(8Q)]9v ||Bn_1vuayiAn”[H*1/2(8Q)]9a

Oyt _

Y det(VXo,) det(VXo,)

Y

[H=1/2(09))°

(Vu)*B,

(Vu)*ayz B7I

H[~1/2(0Q)]°

On utilise ici une bonne idée proposée dans [43] et [44] : on estime les termes ci-dessus en
utilisant la régularité de u dans H? et la régularité de p dans H'. Plus précisément, en utilisant
les injections H'?(w) € L*(w) et HY*(w) C L¥3(w), on en déduit que les termes ci-dessus sont
estimés par

1/4 3/4 1/4 3/4
Imllmscon (el s s Tl s + 1Pl EStgy P13y ) (1.4.18)

En utilisant la premiére partie de cette preuve et en particulier (1.4.17)), on obtient pour ¢ = 1,2

Hayiu

iy T 100l 20 < C (HfH[L2(Q)]3 + 10l 2200y + 191 ) + HaH[H3/2(8Q)]3)

1/4 3/4 1/4 3/4
+ Cllnllscey (Nl o Il s + 1ol st 1PN gy ) - (14:19)
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On différentie 2 par rapport a y3, on obtient
1 =30y, 11 = Y3905,z + 05 us | 12 g
C (Hf||[L2 @z 10z + 19w @) + llall iz aQ)]3>

3/4 1/4 3/4
o+ Cllnllso (Il @y 1l @y + 1ot Il ) - (1:4:20)

Puis on revient a (1.4.6)1, on obtient aussi
| Ass0y,ur — y3ay1778y3pHL2(Q) + [ Ass Oy, uz — ?/331127761/31’”L2(Q) + || Ass 0y, us + ayapHLz(Q)

C (I zaqays + 10 2oy + N9l gy + allrsraomys )

1/4 3/4 1/4 3/4
+ Cllnllscey (Nl o Il + 1Pl ot 1PN gy ) - (14:21)

1
Puisque Az = m(l + (y30,,m)% + (y30,,m)%) > 0, on déduit

HazguHLz(Q)g + Hay:%p”[,?(Q) <O (HfH[L?(Q)P + o] (H/2(00)) T ||9HH1(Q) + HaH[H3/2(6Q)}3>

1/4 3/4 1/4 3/4
+ Cllnlls (Il s Il rbiays + 1Aty 1P ) -

En combinant cela avec (1.4.19)), on déduit le résultat. O
On a également besoin du théoréme suivant qui est prouvé dans [85].

Théoréme 1.4.3. On suppose que B > 0 avec By + B2 > 0. Soit n € H*(w) et & > 0 tels que
147> 6y surw. On considére le systéme de Stokes non stationnaire suivant :

Ow—V - -T(v,m)=0  dans (0,00) x Q,
V-v=0 dans (0,00) x Q,
Uy =0 sur (0,00) x 09, (1.4.22)
[2vD(v)ng + Bv] =g  sur (0,00) x 9,
v(0,-)=0  dans Q.

Il existe 9 > 0 tel que si
g € W0, 00; [H'2(O)], [L*(09Q)]*),  Guo = 0. (1.4.23)
pour vy € [0,70], alors le probleme (1.4.22)) admet une solution unique qui satisfait l’estimation
01 000 2008 200 + IV T2 0 0ctzzians) < CUI 20 i 2o zgomysy (14:24)

ot C est une constante positive.
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On rappelle que les espaces W3(0, 00; X1, X5) et Li(O, o0; L*(Q)) sont définis par (1.2.7) et
(7.2.6).

Remarque 1.4.4. Dans [85], lauteur suppose que n est plus réguliere mais une telle hypothése
n’est utilisée que pour obtenir un relévement de la condition auzx limites en prenant un systéme
de Stokes stationnaire de la forme (L.4.1), voir relation (75) dans [85].

On note également que dans [85], la condition (1.4.23)) est remplacée par la condition équi-
valente

g€ W20, 00 [HH Q)P [L2(Q)), Gy = 0.

Une telle équivalence peut étre obtenue en utilisant la surjectivité de l'opérateur de trace (voir
[70, p.21, Théoréme 2.3]).

On termine cette section en prouvant 'inégalité de type de Korn (qu’on a utilisée dans la
preuve ci-dessus).

Proposition 1.4.5. On suppose 1 € Wh™(w). On suppose que By + Bo # 0. Il existe une
constante positive C' > 0, telle que

el < € (12w + [VE s ) (1.4.29

pour tout u € [H'(Q(n))]*.

Démonstration. On montre d’abord par I'absurde que

T (nD( Wasoon + VB ) (1.4.26)

On suppose u;, € [H'(2(n))]® avec
HukH [L2(Qm)]® — =1, (1.4.27)

et

1D zaqamye + || /B

En utilisant I'inégalité classique de Korn (voir, par exemple, [57]), les relations ci-dessus im-
pliquent que (uy)p converge faiblement vers un certain u € [H'(Q(n))]* avec D(u) = 0 et
\/Eu = 0 sur 9§2(n). En particulier, voir [90, Lemme 1.1 p.18], il existe a,b € R®, tels que pour
tout y € Q(n), u(y) = a+ b Ay. En utilisant cela

u(y + Lier) = u(y), u(y+ Laex) = u(y), (y € Qn)),

on déduit que b = 0, donc u = a dans §2(n). Puisque \/Bu = 0 sur 0€2(n), on obtient u = 0
dans Q(n). A une sous-suite prés uy, — u fortement dans [L*(Q(n))]* et donc de (1.4.27), on a

[wll z2@myz = 1 ce qui conduit & une contradiction. Pour prouver ([1.4.25)), on combine ({1.4.26)
et I'inégalité classique de Korn (en utilisant le fait que Q(n) est Lipschitzien ). O

[L?(992n))]?
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1.5 Systéme Linéaire

On considére un systéme linéarisé de (1.3.5)), (1.3.6), (1.3.7) :

Ou—V -T(u,p) = f  dans (0,00) x €,
V-u=0 dans (0,00) x €,
Oun + Ain + A0 = =T (T(u,p)ng) + . dans (0,00) X w

avec les conditions au bord

[w—Tom],, =0  sur (0,00) x O,
2vD(u)ng + B(u—Tom)],, =g  sur (0,00) x 99,
et avec les conditions initiales
u(0,-) =u® dans Q,
n(0,-) =n° dans w,
om(0,-) =n' dans w.

(1.5.1)

(1.5.2)

(1.5.3)

On considére (v, ) la solution de ([1.4.22)) associé a ¢g. Donc w = u — v et ¢ = p — 7 vérifient

Ow—V - -T(w,q)=f  dans (0,00) x Q,
V-w=0 dans (0,00) x Q,
Oun + Aim + A0m = =T (T(w, q)ng) — T*(T(v,m)ng) + h  dans (0,00) X w
avec les conditions au bord

[w—"Tom],, =0  sur (0,00) x 99,
2vD(w)ng + B(w — Tom)],, =0  sur (0,00) x 99,

et avec les conditions initiales

w(0,-) =u’ dans Q,
1(0,-) =n° dans w,
om(0,) =n' dans w.

(1.5.4)

(1.5.5)

(1.5.6)

Pour résoudre (1.5.4)-(1.5.6), on utilise une approche des semi- groupes. On munit l’espace

[L2(Q)]* x D(A}ﬂ) x L2(w) avec le produit scalaire

w v
< ml.|& > = <7~U7”>[L2(Q)}3 + <A1/2771,A}/2§1>L2(
2 3

PRACHSIZRR

On considére les espaces fonctionnels suivants

= {<w,m,n2> € [LAQP x D(AY?) x L3(w) | V-w =0 dans Q,

[w—Tmngl,, =0 sur 09},
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V= ([Hl(Q)]3 x D(AYY) x D(A}/“)) NH. (1.5.7)
On note aussi par P la projection orthogonale
P: [L2(Q)]? x D(A)?) x L2(w) — H.
Enfin, on définit

D(A) = {(w,m,m) € ([HAQ) x D(4) x D)) V.
2vD(w)ng + B(w — Tnp)], =0 sur 09}, (1.5.8)

70

w —vAw
Alm | = —12 , (1.5.9)
P A+ Agne + T (2vD(w)no)
et
D(A) =D(A), A=PA (1.5.10)
En utilisant la définition ci-dessus, on peut écrire (1.5.4)—(1.5.6) sous la forme
W + AW =PF, W(0)=W?°, (1.5.11)
avec
w f
W=1n1], F=10
aﬂ”] h

Proposition 1.5.1. On suppose que 51 + B2 # 0. L'opérateur A défini par (1.5.8)—(1.5.10) est

le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions fortement continu sur H.

Démonstration. Tout d’abord, on montre que l'opérateur A est dissipatif : on suppose que
w

W = | m | € D(A). Ensuite, par intégration par parties, on obtient :
T2

2

(AW, W) = (AW, W) :2V/Q|D(w)|2 dy—/BQQVD(w)nO-[w—T(m)] dF+/ APyl ds.

w

On écrit
— / 2uD(w)ng - [w — T (ng)] dT’ = —/ 2u[D(w)ngls, - [w — T (N2)]r dT
o0 o0

= | Blw—"T(p),|" d,
o0
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et on déduit

2
aw.w) =2 [ D) dy+ [ [43%m] ds+ [ Blw = Tl ar > o
Q w o0

Ensuite, on montre que 'opérateur A est m-dissipatif : on montre que pour certains A > 0

f w
lopérateur Al + A est surjectif. Soit "= | g | € H. Le probléme est de trouver | 7, | € D(A)
h 2
solution de I'équation
w
A +A) | m | =F (1.5.12)
2

qui est équivalente au systéme

A —V -T(w,q) = f dans (, (1.5.13a)

V-w=0 dans, (1.5.13b)

A — 1y =g surw, (1.5.13c)

Ao + Ay + Aane = =T (T(w, ¢)ng) + b sur w, (1.5.13d)
[w—Tneln, =0 sur 99, (1.5.13e)

[2vD(w)no + B(w — Tna)],, =0 sur 9Q. (1.5.13f)

1
Pour résoudre le systéme ci-dessus, on utilise n; = X(g +12) pour obtenir un systéme en (u,72)

et on introduit ’espace
V={(6,9) e HQP xD(A/*) | V-6 =0 dansQ, [p—T¢lo, =0 sur 2}

On peut donc écrire 'équation ([1.5.12) sous une forme variationnelle : trouver (w,n;) € V tel

() 0)-+0) (9.

avec a : V x ¥V — R donnée par

%(Z)(?)) :A/Qw-d)dymy/gp(w):p(qs) dy+ALn2.gds+L(A2n2)-gds

1

b [P @9 ds [l = Tl 0= T, T,
w o0

et L :V — R donnée par

N _ [ . eds— 2 [ a2y . (412
L({;)—/ﬂf ¢>dy+/wh§ds A/wml g)- (A)%) ds.
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La forme bilinéaire a est continue et coercive sur V grace a l'inégalité classique de Korn. On
peut aussi vérifier que L est linéaire et continue sur V. Selon le théoréme de Lax-Milgram, il

existe une unique (u, ;) € V solution de (|1.5.14)).
Maintenant, en prenant £ = 0 et ¢ € D,(Q2), 'équation ([1.5.14) devient

A/Qw-(bdymu/QD(w):D(¢)dy=/9f-¢dy,

ce qui est équivalent a
(Mo —vAw — f,¢) =0, Vo € D,(N).

En utilisant le théoréme de De Rham [89, Proposition 1.2, p.14], on déduit I’existence d’un
unique ¢ € L*(2)/R tel que (1.5.13a]) est satisfaite. En particulier, on a V - T(w, q) € [L*(Q)]?
et T(w,q) € [L*(Q)])°. Par conséquent, on en déduit que T(w, ¢)ng € [H™/2(0Q)]? et

/Q’H‘(w,Q) : D(¢) dy — (T(w, q)n0, &) 172 g1z = /Q(f — ) - ¢ dy, (1.5.15)

pour tout ¢ € [H'(Q)]?, V-é =0, ¢,, = 0. D’autre part, en prenant ¢ = 0 dans (1.5.14) on
obtient

)\/Qw ~¢ dy + ZV/QD(w) 1 D(¢) dy + (Blw = T(02)lrgs @ ) gr-1/2, 172 = /Qf < ¢ dy, (1.5.16)
pour tout ¢ € [H'(Q)]?, V-¢ =0, ¢, = 0. En comparant (I.5.15)) et (1.5.16) et en tenant

compte du fait que

/Q’ﬂ"(wxz) : D(¢) dy = 2V/QD(w) : D(¢) dy, Yo e [H (QP, V-¢=0, ¢, =0,
on obtient

- <T<w7 Q)n07 gb>H—1/2,H1/2 = <[ﬁ<w - Tn2)]707 qb>H—1/2’H1/2 )
Vo e [HY(Q)]?, V-6 =0, ¢, =0. (1.5.17)
Soit ¢ € [H'2(00Q)]? telle que ¢y, = 0, et soit le systéme

-V -T(g,q9) =0 dans €,
V-g=0 dans €,
g=¢ sur 0f.

Le systéme ci-dessus admet une solution unique (g,q) € [H' ()] x L3(Q) telle que V-g = 0 et
Jlaa = ¢. Cela implique que (T.5.17) est satisfaite pour tout ¢ € [H'(Q)]?, ¢,,, = 0. En insérant

dans on obtient
/Q 2vD(w) : D(¢) dy — /Q gV - ¢ dy + (B(w — T12)my, Gr) 12 gy1/2
= /(f —\w) - ¢ dy, (1.5.18)
Q
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pour tout ¢ € [H'(Q)]?, ¢, =0 .

Ainsi, on déduit que (w, ¢) est une solution faible de ([1.5.13a)), (1.5.13b]), (1.5.13€)) et (1.5.13f))
au sens de la définition [L.4.1] Puisque 1, € H*(w), Tna € [H*(9Q)]* on peut appliquer le
Théoréme et obtenir (w,q) € [H*(Q)]* x H'(Q)/R.

En revenant & la formulation variationnelle (1.5.14), on déduit

/(A}/Qm) (AY%€) ds = _A/m'f ds — /(Azng) € ds
—/T*(T(u,q)no)-fds—l—/h-fds,

1
pour tout £ € D(A}/Q) etoun = X(g+772). On a T(w, q)ne € [HY?(9Q)]? et ainsi T*(T(w, q)ng) €

L (w). En outre, puisque 1, € H*(w), on déduit que 1, € D(Az). Ainsi Ayny € Li(w).
En appliquant le théoréme de Lumer-Phillips, on conclut que (e ")~ est un semi-groupe
de contractions sur H. O

Afin de prouver que (e 7**);>o est un semi-groupe analytique, on utilise le Lemme 3.10 dans
[11]. On doit d’abord montrer que (e=**),5, est exponentiellement stable.

Proposition 1.5.2. On suppose que 51+ P2 # 0. Le semi-groupe (e’tA)go est exponentiellement
stable.

Démonstration. Puisque (e_tA)t>0 est un semi-groupe de contractions, on applique le résultat
classique de Huang-Gearhart (voir par exemple |71, Théoréme 1.3.2, p.4]). On doit montrer
que
iR C p(A) et sup|(iAId+A)""]| < oco.
AR

En utilisant la preuve de |11, Proposition 3.5], il suffit de montrer 'existence de C' > 0 telle que

VAeC, Rere(0,1), |[(Ad+A)7Y,<C

f w
On considére A € C, avec ReA € (0,1), F=|g | e Het [ n | € D(A) tels que
h T2
w
(Ald+A) | m | = F. (1.5.19)
712

On peut écrire la relation ci-dessus comme le systéme (1.5.13)). On multiplie (1.5.13a) par w,
(1.5.13d)) par 7, et on effectue des intégrations par parties pour en déduire

2 2 1/2
Re A <Hw||[L2(Q)]3 + Im2ll72) + HAl/ m

2 9 9
) 2 IDU L+ [l = T Par

2
], < IRl mm)l - (15.20)
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On a
1/2
I l2g0 < C[| 452

L) S ClF g [ (w115 m2) g - (1.5.21)
o\w

D’autre part, on a

||wH [L2(69))3 C(|B(w — TT]?)H[LQ(()Q s + HT772||[L2 o0)] 3)-

En utilisant (1.4.25)), (1.5.21)) et le fait que T € L(L*(w), [L*(99)]?), on obtient

i e < CNF N W 5 (1.5.22)

En suivant la démonstration de la Proposition 3.5 dans [11], on a

2
e

iy < C (10l + 1P + 1 e o)) -
o\w

En rassemblant I'inégalité ci-dessus avec (|1.5.22)) et ((1.5.21]), on obtient

[Cws s ma)llg < ClIF g s

pour une certaine constante positive C. Ceci conclut la preuve. ]

Proposition 1.5.3. On suppose que 5y + By # 0. L’opérateur A est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe analytique sur H.

Démonstration. On applique le Lemme 3.10 dans [11] : puisque (e )20 est exponentiellement
stable, il suffit de montrer

|(ATd+A4)F||, < o HFHH (F € H, X €iR"). (1.5.23)
f

On suppose A € iR*, F = | g | € H et on considére W = (AId+A)"'F. On écrit W =
h

w
m | de sorte que (1.5.13) est vérifiee. On procéde maintenant comme dans [I1, Proposition
T2

3.11] : on multiplie (1.5.13a)) par @ et (1.5.13d]) par 77, et on intégre par parties
1/2
A1+ el - 477
Q

2 ) L
+2v [ |Dw dy+HA2 2
L2(w) Q

L*(w)
Bl(w — Tn)s|? dU = (F,W). (1.5.24)
o0

En multipliant par \ et en prenant la partie réelle, on trouve

AP W1 = 202 AV [, +Re (i),
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1/2
1/ T

2
AP W < , FIEI - (1.5.25)

Puisque A; et Ay sont des opérateurs positifs auto-adjoints et
D(A}/Zl) = D(Aé/Q), on applique [25, Théoréme 1.1] pour déduire que

0 Id
+= [ 5

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique sur D(Al/Q) x L3(w). On a en par-
ticulier

< C |2l 0 (A € iR*, Z € D(AV?) x L2(w)).

2
x L3 (w

AT +4) 72| 5 2y )X L3 (w)

En appliquant cette estimation sur ([1.5.13(:])—([1.5.13d]), on déduit

(v

* 1/2
oy F Il ) < € (17w, )l + s

oy Ml )

(1.5.26)
On utilise le fait que 7* € L([L*(09)], Li(w)) et on combine (1.5.26) et (1.5.25) pour trouver

MWl < € (TG, 0)10) oy + 1F ) - (1.5.27)

En combinant le Théoréme m et un argument d’interpolation, on obtient pour ¢ < 1/4

T (w, Q)”OH[L2(89 <H( (T (w, )))H[H—QE(Q)P + HTUQH[HQ—QE((?Q)P) : (1.5.28)
Le reste de la preuve est similaire a la preuve de [11, Proposition 3.11]. O

On rappelle que X, est I'espace donné dans ((1.2.12)). On est maintenant en mesure de
donner le théoréme suivant.

Théoréme 1.5.4. On suppose que 51 + P2 # 0. Il existe vy > 0 tel que si
W, n’,n") eV, fe Li(O, +o00; [LA(Q)]?), he€ Li(O, +o0; La(w)),

et
§ € W0, oo; (V2 (0Q), [LX(0)F) avee Fuy =0,

pour v € [0,7)], alors il existe une unique solution (u,p,n) € X~ sur (0,400) du systéme

(1.5.1)-(1.5.3)). De plus il existe une constante positive C' telle que

H(uap> HXOOA, X ( H 77707771)”V + HfHL%(O,Jroo;[LQ(Q)P) + Hg”W$/4(0,+oo;[H1/2(8Q)}3,[L2(8Q)]3)

+||h||Lg(o,+oo;L2(w))>. (1.5.29)
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Démonstration. Puisque A génére un semi-groupe analytique et exponentiellement stable, d’apreés
[15, Théoréme 3.1, p.143|, I'équation d’évolution (1.5.11)) admet une solution forte unique et
vérifie les estimations

[ (w, m, 772)||Lg(0,+oo;p(,4)) + || (w, m, n2)||Lgo(o,+oo;V) + “(w?nl?n?)”H%(O,-‘roo;H)

C (H(anﬁo,nl)uv + 1AW 22 0 oestz2 ey + ||h||Lg(o,+oo;L2(w))) . (1.5.30)

En appliquant le théoréme de De Rham [89, Proposition 1.2, p.14], on déduit I'existence de
q € L2(0,00; H'(2)/R) tel que (w,7,q) est la solution de (L.5.4)-(L.5.6). En posant u = w + v,
p=q+ mou (v,m) est la solution de (1.4.22)) associée a g, on obtient le résultat. ]

Corollaire 1.5.5. On suppose que B1 + P # 0. Soit T > 0 et
(W) €V, fe L*0,T;[LX(Q)%), he L*0,T; Li(w)),

g € WHH0, T; [HY(0Q)), [L*(0Q)]*)  avec Gny = 0.
Alors il existe une unique solution (u,p,n) € Xr sur (0,T) du systéeme (1.5.1)-(1.5.3). De plus,

il existe une constante positive indépendante de T telle que

0 ~
H(uap7 ||XT < H 777 anl)HV + HfHL2(O,T;[L2(Q)}3) + ||9||W1/4(07T;[H1/2(89)137@2(89)]3)
+ HhHLQ(o’T;p(M)) > (1.5.31)
Démonstration. On étend f, g, h par 0 dans (T, 00) et on applique le Théoréme m m

On peut maintenant traiter le cas §; = 0 pour i = 1,2

Théoréme 1.5.6. On suppose que 1 = o = 0. Soit T > 0 et
(W’ n') €V, feL*0,T;[LX(Q)%), he L*0,T; Li(w)),

g € WYN0,T; [HY*(00)]%, [L2(09)]*)  avec  Gny = 0.
Alors il existe une unique solution (u,p,n) € Xr sur (0,T") du systéeme (1.5.1)-(1.5.3). De plus,

il existe une constante positive (non décroissante par rapport 4 T') telle que

||(uap7 ||XT ~ < H 777 T] HV + ||f||L2 OT L2(Q) + ||g||W1/4 0,T; [Hl/Q(aQ)]?’ [L2(8Q)]3
‘I’ HhHLQ(O,T;LQ(w))>‘ (1532)
Démonstration. On introduit 'espace

X = WY40,T; [HY2(0Q)]?, [L2(0Q)]%) x WY4(0,T; HY?(w), L*(w)).
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Soit (w,72) € X. D’apreés le Corollaire [I.5.5 (avec 81 = S5 = 1), il existe une solution forte
unique (u,p,n) € Xr du systéme , avec les conditions au bord

{ [w—"Tomnl,, =0 t€(0,T), ye i,

[2vD(u)no],, + [u = TOmlr = g+ [t — Tia)x te (0,T), yeon.

En utilisant des théorémes de trace et la définition de X7 on peut donc définir I'appli-

cation N
F:X — X, (EL)H(“)
72 om

On montre que I'application F est une contraction pour T' assez petit : on suppose (a', 1) € X,
i =1,2 et soient (u',p',n') € Xr i = 1,2 les solutions correspondantes du systéme
(1.5.1), (L.5.3)), (1.5.33)). On pose

u=u"—u* p=p'—p’ n=n'—0, u=u -0, p=1-1

et on obtient

(1.5.33)

Ou—V -T(u,p) =0  dans (0,00) X
V-u=0 dans (0,00) X (1.5.34)
81?15"7 + Aﬂ] + A23t77 = _T*<T(u7p)n0) dans (O7 OO)

[w—Tom],, =0  sur (0,00) x 89,
2vD(u)ng + (u — Tom)],, = [(u—Tmn)],,  sur (0,00) x 99,

u(0,-) =0 dans Q,
n(0,-) =0 dans w, (1.5.36)

om(0,-) =0 dans w.

D’aprés (|1.5.31)) et le fait que T soit borné, on obtient

(s )y < Ol 772) 15 (1.5.37)

D’aprés (1.2.10), (1.2.11)), le théoréme de trace et le Lemme A.5 dans [17], il existe une constante
C indépendante de T telle que

(1.5.35)

Hatn”H3/4 (0,T;H/2(w)) + HU”HS/S 0,7T; [L2(8Q)]3 + HUHLoo(OT [H1/2(8Q)]3 C H(’LL p, )”XT . (1538)
D’apres le Corollaire A.3 dans [17] et (1.5.36)), on déduit
10l 174 0.7 20y T ||UHH1/4(0,T;[L2(69)]3) <O +T%) || (u, p, 1)l (1.5.39)
et
||at77||L2(0,T;H1/2( + ||U||L2 0T [HY/2(00))3) S cT'/? [ (w p, )HXT : (1.5.40)

En combinant les estimations (L. 5 38)), (1.5.39), (1.5.40), on obtient
[F@,7") = F@,0°)|| < O + T [|@,7") = (@, 7%)]

Cela montre que [ est une contraction pour T assez petit et en utilisant le théoréme du point
fixe de Banach, on déduit I'existence et I'unicité d’une solution forte pour le systéme (|1.5.1)-
(1.5.3) (avec 1 = Py = 0) et l'estimation (1.5.32). Pour en déduire le résultat pour tout 7', on
répéte simplement la procédure ci-dessus sur des petits intervalles [kTy, (k + 1)Tp], ou Tj est
telle que I soit une contraction. O
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1.6 Point fixe

Dans cette section, on montre le résultat principal dans le Théoréme [1.1.1} En utilisant la
Définition [1.3.1] on reformule d’abord ce résultat aprés un changement de variables.
Théoréme 1.6.1.

1. Soit 3; >0, i =1,2. On suppose que (u’,n°,n') € V avec

1+n°>0.

1l existe un temps Ty > 0 (ne dépendant que de ||(u®,n°, n")||v) tel que le systeme (1.3.5),
(1.3.6) et (1.3.7) admet une solution forte unique (u,p,n) € Xr pour T < Tj.

2. Soit B; = 0 avec By + By > 0, i = 1,2. Il existe Ry > 0 tel que pour tout (u°,n°,n') € V
avec

L+7° >0 etavec ||(u° n°,n")|v < Ro,
alors le systeme (1.3.5), (1.3.6)) et (1.3.7) admet une solution forte unique (u,p,n) € Xs 4
sur (0,00) pour v € [0, o).

On rappelle que V est défini par (1.5.7). Le résultat ci-dessus est obtenu en utilisant un
argument du point fixe.
Tout d’abord, on montre I’existence locale dans le temps. On définit pour tout 1" > 0 I’espace

Vr = L¥0,T; [L3(Q))?) x WY40,T; [HY?(0Q))?, [L2(00))®) x L*(0,T; L*(w)), (1.6.1)
et pour R > 0, on définit 'ensemble

Brr={(f.9,h) € Yr | II(f,3,M)lly, < R}. (1.6.2)

Dans la suite, on note par C' une quantité qui ne dépend pas de R et T. On commence d’abord
par supposer
| (%, 7% n")]], < R. (1.6.3)

Ainsi, en appliquant le théoréme |1.5.6] on sait que pour tout (f,g,h) € Brp, il existe une

unique solution (u,p,n) € Xr de (1.5.1)-(1.5.3)). De plus, Pestimation (1.5.29)) donne
[(u, p.0)l 2, < CR, (1.6.4)

pour une constante positive C. Pour I'existence locale, la constante R est fixée. Dans la section
suivante, on montre que pour 7" assez petit, on peut définir F) G, H par (1.3.9), (1.3.10) et
(1.3.14)) et donc on considére I"application ® définie comme suit :

CD . BT,R — yTv (fa :(ja h) = (F(u,p, n)a G(u> 77)? H(“a 77)) (165)

Dans ce qui suit, on montre que pour 7' suffisamment petit, on a ®(Br,r) C Brr et @5, est
une contraction stricte.
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Tout d’abord, on remarque que ((1.6.4) donne plusieurs autres estimations utiles. D’aprés
(1.2.10), (1.2.11) et le Lemme A.5 dans [17], il existe une constante C' indépendante de T telle
que

||77||H1 (0,T;H2(w)) + ||77||H3/4(0TH5/2 + ||at77||L4 (0,T:H32(w)) T HaSJTIHH7/8(07T;H5/4(w))

o

-l + ull s o,y pms/3 @9

H7/8(0 T: LS/S( ))

+ lwll /s mm o)) + 1wl gsaoryrzoo)) < CR. (1.6.6)

Ici et dans ce qui suit, on utilise la notation suivante pour les dérivées de la fonction n =

77(t7 81752) : ) 5
Os;m,  O5m et 05y (1,7, k € {1,2}).

S84S5

Pour simplifier, dans tout ce qui suit, on suppose
T < 1. (1.6.7)

L’hypothése ci-dessus simplifie les estimations dans le sens qu’on ne conserve que la plus petite
puissance de T'. On note également par C'r une constante qui peut dépendre de R de maniére
non décroissante (typiquement la somme de CR™, m € N, C' > 0). La valeur de ces constantes
peut changer d’une apparence a l'autre.

1.6.1 Estimations sur le changement de variables

On montre d’abord quelques estimations utiles sur n

Lemme 1.6.2. On a

11 = 1"l 0oy < C M= 10| o 0 ety < CrT2 (16.8)
En particulier, il existe
C
Tp = ﬁ >0

tel que si'T' < Ty, alors

< C. (1.6.9)
Lo (0,T;L° (w))

H1+77

On a aussi les estimations suivantes

0 1/4
Hasﬂ? - 88]'77 ||Loo(07T;Loo(w)) < CRT / ) (1610)
2 1/4
Hn N HLoo(oTHo/z wy T ‘ sjsi’] asjsk Lo (0T LA () < CrT™7, (1.6.11)
Hamllm(oj;m(w)) < CrTo. (1.6.12)
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Démonstration. Pour montrer (1.6.8)), on écrit

t
() =1 +/ On(t',-)dt' (1.6.13)
0

et on le combine avec (1.6.6) et avec H?*(w) — L™®(w).
Puisque
i € D(AYY) = Hi(w) = C°(@),

il existe € > 0 tel que 1 +7n° > 2¢. En utilisant (1.6.8), on obtient (1.6.9) si 7" est suffisamment
petit.

On pose & = Oy, — 050" et £(2,-) = £(2T,-), z € [0,1]. Ensuite on combine (A.6.1]),
Pinjection H**(0,1) < L>(0, 1), le Lemme A.1 dans [I7] et (1.6.6) pour obtenir

||€||L°°(0,T;H3/2(w)) - ||€*||L°°(0,1;H3/2(w)) <C ||€*||H3/4(0,1;H3/2(w)) < CK*J3/4,2,(071),H3/2(w))
1/4 1/4 1/4
=orY €] 3/4,2,(0,7),H3/2(w)) S crY "85.7'77“H3/4(0,T;H3/2(W)) ST 'R

Ensuite, on en déduit (T.6.10) et (1.6.11) en utilisant H*?(w) < L>®(w) et HY?*(w) < L*(w).
Finalement, (1.6.12)) est une conséquence de (1.6.6]) et (1.2.11]). O

Maintenant, on montre quelques estimations sur les changements de variables X et Y définis
par (1.3.2). On rappelle que a;; est donné par (1.3.8).

Lemme 1.6.3. On suppose (1.6.7). Alors on a

||a/’Lk‘(X> - 6ik||L°°(O,T;L°°(Q)) + ||VY(X) - ‘[3||L°°(O,T;[L°°(Q)]9) < ORT1/4. (1614)
“aik(X)HLOO(O,T;LOO(Q)) + ||VY(X)||Loo(o,T;[Loo(Q)}9) < Cpg. (1.6.15)
da; 0%Y;

‘ Uk (X) ‘ (X) < ORI, (1.6.16)

9y, o) N 070k Lo°(0,T5LA(2))

0%a;
H aagk (X) < Ch. (1.6.17)
i 150 (0,T;L2(2)

HatY(X>HL4(0,T;[Loo(Q)}3) < CR- (1.6.18)
[0air (X)) 1o 0,7.22(0)) < CrT"". (1.6.19)

Démonstration. Par définition (voir (1.3.1)) et ((1.3.2))), on rappelle que

V() = ()
o 1+77(t>3317$2)

x3, Yi(t,x) =z i=1,2.
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En conséquence, lestimation de VY (X) — I3 est réduite a Uestimation des termes suivants

0Y; 0Y;

223 (X) , j=1,2 and ’ Z3(X) -1 . (1.6.20)
O Lo (0,T;L>° () L3 Loo(0,T5L°°(02))
On a oy .
3 n—-n
—(X)—-1= . 1.6.21
En utilisant (1.6.8)) et ((1.6.9)), on déduit
Y-
‘ 0 (X)) -1 < CrTY2, (1.6.22)
Ors L (0.T5L=()
D’autre part, pour j = 1,2, on a
Y; (05,1m" — Ds;m) (n—n")
P8 (X) = gL By, 1.6.23
et done, en utilisant (1.6.4), (1.6.3), (1.6.8) et (1.6.10)),
8YS 1/4 1/2 p2 1/4
< CT/7*R+CT/*R* < CRT".
ax] Lo°(0,T;L°(2))
Par conséquent, on obtient (| et ainsi ((1.6.15)).
On a pour k,j € {1,2},
0?Y, X) = g (03,5,n° = 92 5,m) oo (05, — 05;1°) vy (05 — 95,1°)
Orpdz; (L+7°) L) (1 +10) LA (L +00)
035,11 D, 15,1
+uys(n —n° b -2 Rl . (1.6.24
o )<(1+n)(1+n) (1 +7°)(1 +n)? (1624

D’ou, on obtient
n”LOO(O,T;LOO(w))

62Y
' s X ) C ( ’
Lo (0,T;L4(w))

3xk8xj
En utilisant (1.6.11]), (1.6.10) et (1.6.8), on obtient ({1.6.16|). Les autres cas pour k,j sont plus
faciles a faire.

2 0
asjsk - sjskn HL(’OOTL‘L( +RH83]77 _aSj

S]'Sk,r/

+ Hno - nHLOO(O,T;LOO(w)) (’ 0

. ey 1050 S .
La troisiéme dérivée ————— implique les termes suivants
c%j@k@ml

3 2 092 3 2
3asjsksl Ys 8517765]sk Ys 88177 as]sk Us asjsksl Us aslnasjsk

Ltn® 7 1+ +7%" (1 +n)(1+n°) L+n’ (L4mn)?

y 5,105, n0s,1 asjnﬁsknasmo
T+ T P42 +n)

30



Donc, en utilisant ((1.6.4)), (1.6.10)), (1.6.11)), (1.6.8) et (1.2.11]), on obtient (1.6.17)).
On a

om
1+n

E)tY(X) = —Ys3 €3

et ainsi
10:Y (X )HL40T[L°°(Q 13) CR||3t77||L40TLoo( )

D’o, en utilisant (1.6.3) et (1.6.6), on obtient (L.6.18).
Les termes figurant dans dya;x(X) sont de la forme

Omds, 1 0md., 1" Om (140"
Basnr Barnarey Pasn T a2

Par conséquent, en utilisant (1.6.8)) et (1.6.10]), on obtient

10eir (X)) oo, r:22(0)) < Cr 10| Lo 0,111 () -

L’estimation ci-dessus et ((1.6.12)) donnent ([1.6.19)).

Maintenant, on a besoin du lemme suivant pour estimer les termes sur le bord.

Lemme 1.6.4. On suppose (1.6.7). Alors on a les estimations suivantes

VY (X) — I3HL°0(0,T~[H3/2(8§2)]9) + llaiw(X) — dirll oo (0,T;H3/2(50))

+ o — n||L°°(0T[H3/2(6Q T HTO T HLoo(OT[H3/2(aQ < ORI,
ay,
' : “(X) < CrTHM™.
I Lo=(0,T;H/2(90))

IVY(X) — [3HH7/8(0,T;[L°°(89)]9) + l|ain(X) — 5ikHH7/8(o,T;Loo(aQ))

+lno = 1l gos o s o) + 76 — Tl||H7/8(0,T;[L°°(8Q)]3) < Cr

< Cg.
H7/8(0,T;L8/3(99))

‘ ‘ aamk

Gt ()

(1.6.25)

(1.6.26)

(1.6.27)

(1.6.28)

Démonstration. La relation (|1.6.25)) est une conséquence de ([1.6.21)), (1.6.23)), (1.1.5]) et (1.3.11])

combinée avec 1) On obtient ( en utilisant le Lemme [1.6.2] avec (1.3.8).
En utilisant et H*(w) — LOO( ), on obtient

HaSjTIO - 85j < OR-

nHHWS(O,T;L‘X’(w))
Pour (ay, s, a3) € N on en déduit aussi

n (3sﬂ7)a2

e Ot = ) € HP(0, T3 L% (w)).
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Néanmoins, il faut veiller & la dépendance en T' de la norme correspondante. Pour ce faire, on
remarque que si
fog € H30,T; L®(w)) N L0, T; L®(w)),

alors
fg € H3(0,T; L®(w)) N L>(0,T; L™ (w)),

et
||f9||H7/8 (0,T;L%° (w))NL>® (0,T; L™ (w)) C||f||H7/8(OTLOO(w))mLOO(OTL°° ))||9||H7/8(0,T;Loo(w))mLoo(o,T;Loo(w))-

ou ||'||H7/8(0,T;Loo(w))me(o,T;Lw(w)) = H'||H7/8(0,T;L°°(w)) + H'||L°°(0,T;L°°(w))'
La derniére estimation est obtenue en écrivant la définition (T.2.4)) de la norme dans H7/3(0, T; L (w)).
Ensuite, en combinant ([1.6.29)) avec (1.6.4]), on obtient

Ual (asj n)a2

(Om)* <O
(1 +7) f

H/3(0,T5L°° (w))

De cette estimation et (1.6.21)), (1.6.23), (L.1.5)) et (1.3.11]), on obtient (1.6.27).

. da
Pour montrer (|1.6.28]), on utilise le fait que les termes apparaissant dans amk (X) sont de
Ly

la forme (1.6.24). En combinant les arguments ci-dessus avec ([1.6.6) et (1.6.4), on déduit le
résultat. O

(asj' ?70 - aSj 77)

1.6.2 Estimations de F, G, H
Proposition 1.6.5. On suppose que F', G, H sont donnés par (1.3.9)), (1.3.14)), (1.3.10). Alors

on a
1F (s 2,0 20 g2y < CRTYS, (1.6.30)
1 H (u, 77)||L2(0TL2 < CrT'4, (1.6.31)
|G (u, 77)HL2(0,T;H1/2(89)) + G (u, 77)HH1/4(0,T;L2(6Q)) < CrT'%. (1.6.32)
Démonstration. En utilisant ((1.6.14)), (1.6.15), on obtient
oY, oY, O*uy, 4
Qi X)—(X)—(X) — 5'Lk5m 51 < CRTl/ s 1633)
(@) GO0G, 00 —dudming | (
(0 — aik(X))atuk||L2(0,T;L2(Q) < CRT1/4v (1.6.34)
“ Y, 0
H(a,%» ~ Tk x) P < CrTV*. (1.6.35)
O™ 7Okl 20, ms12())
En utilisant (1.6.15) et (L.6.18), on obtient
ou
aik(X)atYZ(X)a_y’; < CRT1/4 10, Y (X )”L4 0,T5[L>°(€2)]3) ||U'HL°° 0,T;[H(Q) CRT1/4
L2(0,T5L2(Q))
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En utilisant (1.6.15)) et (1.6.16]), on trouve

%Y, Juy, Oa; Y, ou
Lj Yill 2 0,m22(0) Ly L Yellzzo,r;2(9))
Oay, %Y,
< Cg ' (X) —— (X) HUHB(O,T;[H?( QPR) X < CRTV™.
oy Ox
J L (0,T;L*(2)) J L= (0,T;L4(2))
(1.6.36)
D’aprés ((1.6.19)) et (1.6.6)), il s’ensuit que

Hataik(X)ukHL2(0’T;L2(Q)) < Hataik<X)HL6(07T;L2(Q)) ”Uk”LS(QT;Loo(Q)) < ORTl/ﬁ. (1637)

D’aprés (1.6.17)) et (1.6.6), on a

En utilisant des estimations standards sur les termes non linéaires (voir par exemple, [12]
p.48]), on a

@Z(Iik

2
O aix P ai
2
ox j

< T1/6
(935?

L2(0,T;L%(Q))

(X, (X)

HukHL3(o,T;Loo(Q)) < CrT"°.
Lo (0,T5L2(R))

w2l < CTYAR?, (1.6.38)
8ym L2(0,T;L2())

En combinant cela avec ([1.6.14]), on obtient

H <5ij5“5km - akl(X)az‘j(X)%(X>> u;

< OpTY?2, 1.6.39
axk aym f ( )

L2(0,T;L2(2))

En utilisant ([1.6.16]), on a également

8aij(X)
aa:k

8aij

U (X> (%zzk

< Cgr
L2(0,T;L2(Q2))

Uiy

(X)

|’UZHL<><>(0,T;L4(Q)) ’lujHL2(O,T;L°°(Q))
Lo (0,T;L4(2))

< CrTY4 (1.6.40)

Par conséquent, F(u, p,n) est dans L*(0, T; [L*(2)]?) et en utilisant (1.6.33)), (1.6.34)), (1.6.35)),
(1.6.39), (1.6.37) et ((1.6.40)), on a

||F(u7p7 )“L? (0,T5[L2(Q)]3) ORT1/6

On estime maintenant G/(u,n) dans W%/4(O,T; [HY2(0Q)], [L2(0Q)]?). On rappelle que la
formule ((1.3.14) pour G implique 7°, W, V' (voir (1.3.11)), (1.3.12)), (1.3.13)). D’abord on écrit
pour ¢ = 1,2

Vi = (2vD(u)ng + B(u — Tom)) - (15— ') + 2vD(u)ng + B(u — Tdn) — W] - 7', (1.6.41)
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avec

O, Oy,
20D (o + Blu— Tom) — Wi, = v 3 (no); (&m byt 5jm—5qk)
3m.q 0y 0Yq

Ou,y, 0Y, 8um 8Y

O0m O,
J,m J

D’apres (|1.6.4) et les résultats de trace, on a

O,

||u||L2(0,T;[H3/2(8Q)]3) - ‘

< CR.
0y,

L2(0,T5[H/2(0Q)]3)

En combinant cela avec (1.6.25)) et (1.6.26]), on déduit

i 1/4
HV HL2(0,T;H1/2(aQ)) < CrT / )
et donc de (|1.3.14)), on obtient finalement
||G(u 77)”1:2 0,7;[H/2(89)]3) < CrT /4,
Pour estimation dans H'/*(0,T; L*(9£2)), on utilise (A.6.5) : par exemple,

ou,, 0Y,

705 (g (X)) — Opm X
i (akm(X) = Okm) = — 2. é)x]( o)
< CTYV3 || (agm(X) — 5,%)%()() ‘ Ot < CRrTY®, (1.6.43)
O H7/8(0,TL2(99)) 9Yq H/4(0,T;L2(99))

La derniére inégalité est obtenue en utilisant a la fois ((1.6.25)), (1.6.27) et (1.6.6).
Les autres types de termes a estimer sont de la forme
HY/4(0,T;L2(09))

ol on a utilisé (A.6.5)) et

8akm
ail)j

aakm
al'j

(X)um

(X)

1/8
‘|umHH1/4(07T;L8(3Q)) < CrT"%,
H7/8(0,T;L8/3(8Q))

QEm

X)=0 at=0.
G %)
Tous les autres termes sont estimés de maniére similaire afin qu’on puisse finalement déduire
(11.6.32). L’estimation ([1.6.31]) sur H peut étre faite de la méme maniére que I'estimation ((1.6.32)
pour G. O
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1.6.3 Preuve du Théoréme

On est maintenant en mesure de montrer le théoréme

Démonstration du Théoréme_ Tout d’abord, on montre I'existence locale en temps. On
rappelle que ® est donné par , avec Yr donné par ([1.6.1]). De (1.6.30)), (1.6.32)) et (1.6.31]),
on obtient

[@(F. 3. 1)y, < CaT"".

Ainsi, pour T assez petit, on obtient que ®(Br,r) C Br,g, ot Br g est défini par (1.6.2)). Avec
des calculs similaires a ceux des deux sous-sections précédentes, on obtient également que pour
T assez petit, ®|s, , est une contraction. En utilisant le théoréme du point fixe de Banach,
on déduit l'existence et I'unicité de (u,p,n) solution du systéme ((1.3.5), (1.3.6) et (1.3.7) a
condition que T soit suffisamment petit.

Pour la deuxiéme partie du théoréme [I.6.1], 'application ® est définie de la méme maniére
que ([1.6.5)) mais avec T' = oo et

Voo = L2(0, 00; [L2(Q)]*) x WI/*(0, 00; [H'?(0Q)]%, [L*(09Q)]*) x L2(0, 00; L*(w)).  (1.6.44)

Ici v € [0, 7], ot 7o est donné par le Théoréme m Dans ce cas, on montre que pour R assez
petit ®(Buo,r) C Boo,r €t que @ , est une contraction stricte. Les estimations sont similaires
au cas précédent, mais sont plus simples : par exemple, le Lemme [1.6.2| est remplacé par les
estimations suivantes :

2
Il 0o * 100tz gmion + [0 iy € CMis000 < OF
(1.6.45)
En particulier, il existe Ry > 0 de sorte que, si R < Ry, alors
< C. (1.6.46)
H1+77 Lo (0,525 (w))

On peut alors définir les changements de variables X et Y par .et obtenir des estimations
similaires & celles du Lemme [1.6.3] du Lemme [1.6.4] et la Proposmon 1.6.5

Cela donne
12(f, 9, 1)lly,. <CR?, (1.6.47)
et
|@(FD, 5, D) = o(F@, 5 1|, < CRI|(FD, 5, AD) — (£D, 5, n@) .
(1.6.48)

pour (f,g,h), (f( ), gD, h(i)) € Boo,r, Ensuite, on utilise le théoréme du point fixe de Banach
en prenant R assez petit et on en déduit 'existence globale et I'unicité d'une solution forte
(u,p,m) € Xy pou le systéme ([1.3.5)), (1.3.6) et (1.3.7) & condition que R soit suffisamment
petit. ]
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Chapitre 2

Stabilisation avec retard de problémes
paraboliques et applications

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se consacre a 1’étude de la stabilisation des systémes écrits sous la

forme abstraite :
Y =Az+Bv+ f, 2(0)=2° (2.1.1)

oil A est le générateur d’un semi-groupe analytique noté (e'!),5 sur un espace de Hilbert H,
B : U — D(A")" est un opérateur linéaire sur un espace de Hilbert U et f est une donnée
représentant le terme source qui est exponentiellement décroissant & ’'infini en temps.

Le but de cette partie est d’obtenir un controle v(t) qui dépend des valeurs de z(s) pour
s < t—ty, avec tg > 0 une constante strictement positive qui correspond & un retard en
temps. Par suite, I'objectif serait de montrer que le systéme associé au controle v(t)
est exponentiellement stable. Dans le cas sans retard, une caractérisation de la stabilisation du
systéme est donnée par le critére de Fattorini-Hautus (voir [36], [52] et [10]) :

Ve e D(A*), VA€ C, ReA > -0 A'e=X et Be=0 = e=0. (UC,)

On dénote par A* : D(A*) — H et par B* : D(A*) — U les opérateurs adjoints de A et B. Le
critére (UC,)) est une condition nécessaire et suffisante pour avoir la stabilité exponentielle de
(2.1.1)) avec un ordre supérieur & o pourvu que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

Le spectre de A est décrit par un ensemble de valeurs propres isolées (\;)
avec une multiplicité algébrique finie N;, (Hypl)
et ’ensemble {\ € C ; Re A > —o} n’admet aucun point d’accumulation,

B e L(U,H_,) pourye€ [0,1) fixé. (Hyp2)

Les espaces H,, sont définis comme suit : on fixe uo € p(A), alors

._ D((MO - A)a) sia>=0 . D(( A*) ) sia>0
Hat= { D((po — A")™)" sia <0 et H,:= { D((o — A)®)  sia<0. (2.1.2)
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On suppose aussi
Ho = [H, D(A)]a  (a € [0,1]), (Hyp3)

ou le crochet [-, -], dénote la méthode de I'interpolation complexe. Soit X un espace de Banach,
on définit I'espace

L3(0,00;X) = {f | fo : t = €7 f(t) € L*(0, 00; X)},

muni de la norme
||f||Lg(0,oo;x) = ||fa||L2(o,oo;X) :

On définit de la méme maniére les espaces LE (0, 0o; X), C2([0, 00); X), H™(0, 00; X).
On suppose que
feL*0,00;H ) o <1/2. (2.1.3)

On note que pour avoir (Hypl)), il suffit que A admette une résolvante compacte.
Pour toute valeur propre \; de A, on définit la multiplicité géométrique

(; :=dimker(A — \;Id) € N,

et on pose
N, :=max{{;, Re\; > —c}. (2.1.4)

Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 2.1.1. Soit 0 > 0 et on suppose que (Hypl), (Hyp2), (Hyp3) et (UC,|) sont véri-
fices. Alors, il existe K € L2 (R* L(H)), ¢ € D(A*) et v, € B* (D(AY)), k=1,..., Ny, tels
que

v(t) = Litg+00) (1) Z <Z(t —to) + /0 h K(t —to,s)z(s) ds, Ck) U, (2.1.5)

H

et pour tout 2° € H, f vérifiant , la solution z de satisfait 'estimation

l2(®)lls < Ce= (12l + 1z oosn_p) (2> 0) (2.1.6)
De plus, siy =0,y =0 et 2° € H, /2, alors

z € L2(0,00; Hy) N CY([0,00); Hy o) N Ha(0, 00; H),

et on a
12 £2 (0,003 )nC8 ([0,00)H, )2 (0,00) < C (HZOHHI/z +1f HL%(o,oo;JHD) : (2.1.7)

Ici, 1p désigne la fonction caractéristique de ’ensemble O. Le résultat ci-dessus montre
qu’on peut stabiliser le systéme parabolique linéaire abstrait (2.1.1) avec un nombre fini de
controles et retard en temps constant.
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2.2 Preuve du Théoréme

Soit ¢ > 0, on pose

La premiére étape consiste a décomposer le spectre de A en deux partie : une partie instable qui
correspond & Y, et une partie stable associée a >_. Puisque (etA)@O est un semi-groupe ana-
lytique (voir [15, Théoréme 2.11, p.112]), en tenant compte de I'hypothése (Hypl), on constate
que ¥, est un ensemble fini. Donc, on introduit 'opérateur de projection (voir [63, Théoréme

6.17, p.178]) défini par

P, = = (A=A ad), (2.2.2)

2m Jp,

ou I'y est un contour encerclant les points de I'ensemble >, et ne contient pas d’autres points
du spectre A. On définit
H+ = P+H, H_ = (Id —P+)H

De plus, en utilisant [63, Théoréme 6.17, p.178|, on a H, & H_ = H et si on note
Ay = A, Hy - H,, A=Ay DA NH- — H_,

alors le spectre de A, (resp. A_) est exactement ¥, (resp. ¥_). L’analyticité de (e™)

>0
(Hypl) et (2.2.1) implique V'existence de o_ > o tel que
1
A_t —o_t A_t —o_t
e gy S Ce™ || =AY | Ly ) < Ce . (2.2.3)
On procéde d’'une maniére similaire pour A*, on a
pro— (A — A"~ dA (2.2.4)
T om e ’ -
H, .= PTH, H* :=(Id-P})H,
Ai = A|Hi : Hi — Hi, Ai = A\Hi . D(A*> N Hj — Hi
On note que P est 'opérateur adjoint de P,. En particulier, si z € H_ et ¢ € H, alors

En d’autres termes (H_)* = H, , ce qui implique que la projection P n’est pas orthogonale.
On définit
U, = B'H,, U_:=B*(H* nD(A")),

et
pp :U—-0,, p :U—-0_., ¢+ :0, -0, +.:0U_.—-0,
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les opérateurs de projection et les injections canoniques. Alors, on pose
B+ = P_‘_B?:_i_ € £<U+,H+), B_ = (Id —P+)BZ_ S L(U_,H_ N H_,y).
On a
P+B - B+p+ (Id —P+)B - B,p,.
En effet, pour tout w € D(A) et v € U, on a

(PJFBU,w)]HLIJHI1 = <v, B*ij>U = <p+v,p+B*Piw>U = <P+Bi+p+v,w>HihHl = (B+p+v,w>H7hHl ,

et on déduit de méme la seconde relation.
En s’inspirant de [I0, 1], la fonction z = z, + z_ est solution du systéme si et
seulement si
Zp=Aiz + Bipiv+ Pof,  2.(0) = P20 (2.2.6)

Y =A 2 +Bypov+(Id—Py)f, 2_(0)=(Id—P;)z" (2.2.7)

Afin d’étudier la stabilisation du systéme :2.2.6) en dimension finie, on utilise la transformation
d’Artstein pour passer du probléme 12.2.6: avec délai a un systéme autonome sans délai.
Plus précisément, on considére

t+to
w(t) := z,(t) —|—/ e =4 B p v(s) ds.
t

Dans ce qui suit, on étudie la stabilisation du systéme vérifié par w (Lemme [2.2.1)). On obtient
alors un controle qui est exprimé en fonction de w. Pour construire un controle qui dépend de
zy, on considére l'inverse de la transformée d’Artstein et pour ce faire, on prouve 'existence
d’un noyau K pour écrire w en terme de z, (Lemme [2.2.2)).

Lemme 2.2.1. On suppose que Uhypothese (UC,|) soit vérifiée pour o > 0. Alors, il existe
C>0eGe LMH,U,), avec Rang G < Ny ot Ny est défini par (2.1.4)), tels que pour tout
feL2(0,00;H_ ) et w’ € Hy, la solution de

I —toA4
w=Ayw+e B+Op+Gw—|—P+f, (2.2.8)
w(0) =w",
vérifie l’estimation
lwll 2 000m,) < C ([, + 1P fllzz 0,00m,)) - (2.2.9)

Démonstration. Soit o, > 0. On note que (A+,e_t°A+B+p+) satisfait le critére de Fattorini-

Hautus : on suppose
Ate =\, Bie'e=0.

Alors, on déduit

A*e = Nje, Bie Mg =e NP Ple = e Y B*e = 0.
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Donc, de (UC,)), on obtient ¢ = 0. On peut alors utiliser le resultat standard de Fattorini ou
Hautus (voir [10, Theorem 1.6]) pour déduire l'existence d’une matrice G € L(H,,U, ), avec
Rang G < N, telle que

w = Ayw + e ™ B p, Guw,
{ w(0) = u® € H,, (2.2.10)
satisfait
—0o4t 0
[w ()|, < Ce " |jw }|H+, t>0. (2.2.11)

D’autre part, on écrit la formule de Duhamel pour une solution de ([2.2.8)

t
w(t) = ety +/ eA*(t_s)P+f(s) ds,
0

avec
A=A+ e Bip,G,

on obtient (2.2.9)). O

Lemme 2.2.2. I eziste un noyau K € L2 (R* L(H.,)) tel que

loc
K(t, 8) = e(t_s_tO)A+ B—s—p-&-Gl(max{tfto,O},t) (S)

t
+ / A B GR(E,5) dE (1> 0,5 € (0,1)). (2:2.12)

max{t—to,s}

Démonstration. La preuve se base sur le théoréme du point-fixe. On pose
KO(t) = e(titO)A+B+p+G7 KO € LOO(07t07 ‘C(HJr))?

de sorte que ([2.2.12) s’écrit

t

K(t, S) = Ko(t — S)l(max{t_to,o}ﬂg)(S) -+ / Ko(t — g)K(g, S) dg

max{t—to,s}

Soit T' > 0, on définit
Dr={(t,s) eR? te(0,T), se(0,t)}

et
¢ L>°(Dr; L(H,)) — L*°(Drp; L(HL)),

@)= [ K- gK(Es) de (15)€ Dr)

L’application ® définie bien un opérateur linéaire borné de L (Dp; L(H,)). De plus,

RE) (s )| e,y < NN Lo (0,103, ) | oo (D qan, ) -
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On obtient ,
t 2
H(q)2K)(t’ S>H5(H+) S 2 HKOHLOO(O,to;/J(HH) ||K||L°°(DT;E(H+)) ’
et par récurrence

n tr n .
L™Kt 8|2y < 3 N0l Ze 000500y M oo (ppscannyy (0 € NT).

En particulier, pour n assez grand, ®" est une contraction, de méme pour
(PK)(t,s) == (PK)(t, 8) + Kot — 5)Ltmaxit—t0.01.6)(5)-

Donc, ® admet un unique point fixe, solution de (2.2.12)). O
On est maintenant en mesure de prouver le résultat principal

Preuve du Théoréme[2.1.1l On considére les opérateurs G et K(t, s) obtenus dans Lemme m
et Lemme et on pose

V(t) = Lo 400) ()G {er(t —to) + /0 - K(t —to,s)z4(s) ds| . (2.2.13)

On note qu’on peut écrire GG de la maniére suivante

Ny

G(¢) =D (6, G)yve, (¢ €Hy),

k=1

avec ( € HY et v, € Uy, k = 1,...,N;. On peut prendre ¢, € H'. En effet, on identifie
L(H,,C) a H en utilisant un résultat standard d’algebre linéaire : on combine le fait que
dim H', = dim £(H,,C) et (2.2.5). On a pris ¢}, € HY afin d’étendre la définition de G sur H
tel que G = 0 dans H_ (voir (2.2.5))). On étend aussi I'opérateur K par K(t,s) =0 sur H_, on
constate que peut s’écrire comme 'indique la formule . Maintenant, on définit

w(t) == 2z, (t) —l—/o K(t,s)z:(s) ds, (2.2.14)

tel que (2.2.6) peut étre reformulé par

{ 2 (t) = Arzi (8) + Bips L o0) () Gw(t — to) + P f(t) >0, (2.2.15)
2,(0) = P.2° -
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Alors, en utilisant (2.2.12)), (2.2.14)) et le théoréme de Fubini, on obtient pour ¢t > 0 :

t+to t
/ B Gu(s — 1) 1y 100) (5) ds = / et~ B p. Gu(s) ds
t

max{t—to,0}

:/ A B, G [2+(3)+/0 K(s,8)24(8) df] ds

max{t—t,0}

t t
= / |:1(max{tto,O},t)(S)e(t_s_tO)A+B+p+G +/ e B p, GK(, 5) df] z(s) ds
0

max{t—to,s}
= /0 K(t,8)zy(s) ds =w(t) — z.(t). (2.2.16)

Par conséquent,
t+to
w(t) =z (t) + / e B pL G (s — to) iz 100) (5) ds. (2.2.17)
t

De (2.2.15), on déduit que w est solution de (2.2.8) avec w’ = 2z, (0). Donc, w satisfait (2.2.9)
et de (2.2.17)), on obtient

24 [ 3000 ) < C (1P+2° e, + 1Py fll2z 0,00m,)) - (2.2.18)
Cela entraine en particulier que si 2° € Hyjpetsife L2(0, 00; HI), alors
||Z+||L§(0700;H1)008([OVW);Hl/g)ﬂH}(Om;H) <O <||ZO||H1/2 + ||f||L3(0,oo;H)> . (2.2.19)

D’un autre coté, on considére la solution de (2.2.7)) : pour t > t,

¢
Z_(t) = e (1d —Py)2° + / (Ao — A)eA=9(Ng — A)"B_p_Guw(s — ty) ds

to

+ /t eA-(t=s) (Id —Py)f(s) ds. (2.2.20)

On utilise (2.2.3)) et (2.2.9)), on déduit

t
—0 —0 1 —(0—-—0O —S
lz-(8)|a < Ce™"||2°||, + Ce t/ e =) s (|| P2, + 1Py fl| 2000, ))

to (t - 3)7

t
o 1 —(o——0)(t—s s
+ C@ t\/o (t . 8)7/6 (o-=0){t=s) ”6 f(s)HH_A// ds.

Sachant que 0_ > 0, v < 1 et v/ < 1/2, on déduit des estimations ci-dessus I'inégalité suivante

o=@l < Ce (1% + 1l zomesn_ ) (¢ > 0).
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En combinant avec (2.2.18)), on déduit (2.1.6)). Il reste a prouver ([2.1.7). Si f € L2(0, 00; H),
B € L(U,H) etsiz e I, /2, alors suivant la premiére étape, on trouve (2.2.19) et

lWllz20.00m) < C (121, + I 220,002 - (2.2.21)

Donc,
B_p_v+(Id—Py)f € L2(0,00; H_), (2.2.22)

et
2. (0)=2"- P2’ e Hyp NH._.

Comme A_ est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique de type inférieur stric-
tement & —o (voir par exemple [I5, Proposition 2.9, p.120]), alors

2 € L3(0,00;Hy) N C([0, 00); Hyjz) N HA(0, 003 H),
et de ([2.2.21)), on trouve

||Z— HL?,(O,OO;Hl)ﬂC'g([O,M);Hl/Q)ﬁH; (0,00;H)
<€ (12 = Poly, + [1B-p-vll000m0 + 104 —P) 3000

< C (120, + 12000 ) -

On combine I'inégalité ci-dessus avec (2.2.19), on déduit (2.1.7). O

2.3 Stabilisation avec retard de ’équation de convection-
diffusion avec un controéle frontiére

Soit Q ¢ RY (N > 1) un domaine borné de classe C™'. Dans cette section, on applique le
Théoréme pour la stabilisation de I’équation de convection-diffusion. On considére I' un
ouvert non vide inclus dans 0 et le probléme de contréle :

Oz —Az—b-Vz—cz=0 dans (0,00) x Q,
z=wv sur (0,00) x I,
z=0 sur (0,00) x (02 \ ),
2(0,-) = 2" dans Q,

(2.3.1)

ol ¢, b, divh € L>(€). Dans le but d’écrire (2.3.1]) sous la forme abstraite (2.1.1)), on introduit :
H=L*Q), U=L*T),

Az=Az+b-Vz+cz, DA =H(Q)NH; Q).

D’aprés quelques résultats classiques concernant 'opérateur A (voir par exemple |34, Théoréme
5, p-305]), on constate que la condition (Hypl) est vérifice. Pour définir Popérateur de controle
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B, on utilise une méthode standard (voir, par exemple [91, pp.341-343] ou bien [80]) : on
considére dans un premier temps 'opérateur de relévement Dy € L(L*(09); L*(Q)) tel que
pour tout v € L*(9Q), w = Dyv est I'unique solution du systéme suivant

w=uv sur 0f),

{)\Ow—Aw—b'Vw—cw:() dans €,

avec \g € p(A). Donc, on pose
B= (X —A)Dy:U — (D(A")),

oil on a étendu opérateur A sur L*(Q) a valeurs dans (D(A*))" et on note que U est un sous
espace fermé de L*(952) (pour tout v € U, on étend v par zéro dans 99 \ I' ). En utilisant
des résultats classiques pour les problémes elliptiques, 'opérateur B satisfait pour tout
v > 3/4.

On rappelle comment on arrive & écrire le systéme sous la forme avec les
opérateurs A et B définis ci-dessus. On pose z = z — w, avec w = Dyv. Alors Z satisfait le
systéme

0z —AZ—b-VZ—cZ=—-0w+ Aw dans (0,00) x Q,
Z=0 sur (0,00) x 09,
2(0,-) =2 := 2" —w(0,-) dans Q.

En utilisant la formule de Duhamel, on obtient
t
Z(t) = 20 + / e D0 (s) + Aw(s)) ds.
0
En intégrant par parties, on obtient

¢
2(t) = !0 —|—/ et 94Ny — A)w(s) ds,
0

2(0) = 2°.

En appliquant le Théoréme il suffit de vérifier la condition de Fattorini-Hautus (UC,]).
Sachant que

{ 2= Az+ (A — A)Dyv,

D(A*) = H*(Q) N HY(Q), Ac=Ac—b-Ve+ (c—divbe,

(voir, notamment, [91, p.345]). De plus, des résultats classiques (voir [91, Proposition 10.6.7])
impliquent que

0
D* _ o A* —1
0 aV(AO ) )
et donc 9
e
BYe i= —— .
c ov|r
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Alors, si € satisfait A" = A\e et B*e = 0, on obtient

A —Ae+b-Ve—(c—divh)e =0 dans Q,

e =0 sur 01,
%:0 sur I

En utilisant la propriété de la continuation unique du laplacien (voir par exemple [58, Théoréme
5.3.1, p.125]), on déduit que € = 0. Donc, (UC,]|) est vérifice pour tout o et on déduit le résultat
suivant en appliquant le Théoréme [2.1.1] :

Théoréme 2.3.1. Soient o > 0 et N, défini par [2.1.4). Alors, il existe K € L2.(R* L(L*(Q))),
G € HX Q) NHNQ) et v, € H2T), k=1,...,N,, tels que la solution z de ([2.3.1) avec

Ny

olt) = Lgysne (1) ; ( /Q {z(t — ) + /0 K~ 10, 9)2(5) dS] G da;> o (2.3.2)

et pour tout 2° € L*(Q), satisfail

12®)llz20) < Ce™|2"] 2. (2.3.3)

2.4 Stabilisation avec retard du systéme d’Oseen avec un
controle distribué

Soit 2 C R?® un domaine borné de classe C!. Dans cette partie, on applique le Théo-
réme pour le systéme d’Oseen :

Oz + (W - V)z+ (2 V)w® —vAz +Vqg=1pv dans (0,00) x Q,
V-z=0 dans (0,00) x Q,
z=0 sur (0,00) x 09,

2(0,-) = 2° dans Q,

(2.4.1)

oit w¥ € [H*(Q)]? est une vitesse réelle fixée et v le controle qui agit sur un ouvert non vide
O C Q. On peut aussi considérer un contrdle au bord pour stabiliser le systéme d’Oseen en
utilisant la méme méthode que celle de la section mais en tenant compte de la pression et
de la condition de divergence nulle (voir [7] pour plus de détails).

Soient les espaces fonctionnels

H={zec[L*Q)), V-z=0dansQ, z-n=0surdQ}, U=][L*O)>
On dénote par PP la projection orthogonale P : [L?(Q)]* — H et on définit I'opérateur d’Oseen :

D(A) = [H*(Q)NHy (P NH, Az=P (vAz— (w° V)z — (z- V)uw’).
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On rappelle (voir |7, Theorem 20|) que l'opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique sur H admettant une résolvante compacte. De plus,

D(A*) = [H* ()N H QP NH, A%e=P(vAec+ (v’ V)e— (Vu’)e).
On définit également opérateur de controle B € L£L(U, H) par
Bv="P (1(91}) s

et on peut vérifier que
B*e = €lo-

En particulier, on voit que (Hypl)) et (Hyp2) sont vérfiées et que si ¢ satisfait A*e = Ae et
B*e =0, alors

Ae — vAe — (w® - V)e + (Vw®) e + Vr =0 dans Q,
V.e=0 dans (),

e =0 sur 01,

e =0 dans O.

Donc, en utilisant [35], on déduit que e = 0. Donc (UC,)) est vérifée pour tout o et on obtient
le résultat suivant en appliquant le Théoréme [2.1.1]:

Théoréme 2.4.1. Soient 0 > 0 et N, défini par [2.1.4)). Il existe K € L2(R* L(H)), ¢ €
D(A*) et v, € [L*(O)?, k=1,..., Ny, tels que la solution z de (2.4.1) avec

Ny

ot) = Lgy s (1) ; ( /Q [z(t o) + /0 K~ 10, 9)2(5) ds} G dx> v (24.2)

et pour 2° € H satisfait
12O liz2 s < Ce™[|2°| 22 (@ys- (2.4.3)
Soit
V = [Hy(Q)]* nH, (2.4.4)
alors, V =Hj /o (voir [7, Théoréme 20]). Donc, on applique Théoréme et on déduit égale-
ment le résultat suivant

Oz + (w® - V)z + (z- V)w® —vAz+ Vg =1lov+ f dans (0,00) x £,
V:.z=0 dans (0,00) x £,
z=0 sur (0,00) x 08, (2.4.5)

2(0,-) = 2° dans Q.
Théoréme 2.4.2. Soient 0 > 0 et v donné par ([2.4.2). Alors, pour tout 2° € V et pour tout
f € L2(0,00; H), la solution de (2.4.5) satisfait
z € L3(0, 005 [HX(Q)]°) N C([0, 00); [H(Q)]*) N H,(0, 005 [L*(Q)]),
et

12| £2 (0,002 (@) C8 (0,002 ()R sz @) < C (1127l s + 1| f HL?,(o,oo;W(Q)P)z )
9.4.6
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2.5 Stabilisation locale avec retard du systéme de Navier-
Stokes avec un contrdle distribué

On utilisera les mémes notations que celles de la section précédente. On considére la stabi-
lisation du systéme de Navier-Stokes avec un controle interne

0Z+ (Z2-V)Z—vAZ+Vq=1lpv+ f° dans (0,00) x Q,
V-zZ=0 dans (0,00) x Q,
Z=10 sur (0,00) x 09,

. (2.5.1)
Z(0,-) =2° dans Q,

autour de l’état stationnaire

(w® - V)w® — vAw® + Vr® = f% dans Q,
V-w®=0 dans Q, (2.5.2)
w’ = 0% sur 9.

On suppose que (ws,rs) est une solution de telle que w” € [HQ(Q)]3 comme dans la
section précédente. Les fonctions f° € [L2(Q)]° et b° € [W*2(0Q)]* sont indépendantes du
temps.

On définit

>_ .8 F—rS =3 _uS

tels que
Oz + (w* - V)z+ (z- VIw® —vAz +Vg=1pv — (z-V)z dans (0,00) x Q,
V-z=0 dans (0,00) x €,

z=0 sur (0,00) x 09,
2(0,-) = 2° dans Q.

(2.5.3)

On considére ’application
2 Lg(0, 003 [LH(Q)]?) — L3(0, 00 [LX(Q))),  f = —(2-V)z,

ou z est la solution donnée dans le Théoréme associée a 2° € Vet f € L2(0, 00; H). Donc,
d’aprés les injections de Sobolev, on obtient

12 - V2 iz 0esz2@s) < Cll2 legosoni @) 1271123 000120 (2.5.4)

Alors, Z est bien définie. On pose
R = 2"t e,
et
Br={f € L(0,00; [L*(Q)]") ; Ifllz2000iL215) < R} .
De (2.5.4)) et (2.4.6),

1Z() L2 (0,00iL2(0)%) < 4CR?,
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et Bg est invariant par rapport Z pour R assez petit. En utilisant (2.5.4)) et (2.4.6)), pour tout
f1, f? € Bp, alors

IZ(f") = Z(f) 20,0025 < 2CRI|f1 = 2120000020005

et donc Z est une contraction stricte sur Br pour R assez petit. On déduit que Z admet un point
fixe f pour ||2°|| 1) assez petite et on note que la solution z donnée dans le Théoréme
associée 4 z° € Vet f € L2(0,00;[L*(2)]*) est une solution de (2.5.3).

On déduit alors le résultat suivant qui montre la stabilisation locale du systéme de Navier-
Stokes avec un controle interne et avec un retard en temps :

Théoréme 2.5.1. Soient o > 0 et N, défini par (2.1.4). Alors, il existe K € LS. (R* L(H)),
G € D(AY), v € [L2(O)?, k=1,...,N, et R> 0, tels que pour tout

P e [HY D], V-Z2=0 dansQ, Z°=0b° sur 09,

et
HZ’O — wSH[Hl(Q)]s g R,

il existe une unique solution z de (2.5.1)) avec

Ny

V(t) = ity 100) (1) Z (/Q {(5— w9)(t — to) + /Ot—to K(t — to,5)(Z — w®)(s) ds] Ch dx) U,
o (2.5.5)
satisfarsant
Z—w” € L3(0,00; [H*(Q)]*) N CR([0, 00): [HH(Q)]?) N H (0, 003 [L*(Q)]).
De plus, on a l’estimation
12— w®|| 12 (0,001 2(2)%) nCO (0,003 @) NHE O,00s1L2())%) < ClIZ° — w[| iz @ps- (2.5.6)
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Chapitre 3

Stabilisation locale avec retard d’un
probléme fluide-structure avec un controle
au bord

3.1 Introduction
Soit w le tore rectangulaire
w=(R/L1Z) x (R/LyZ) Ly >0, Ly > 0.

Pour toute fonction 7 : w — (—1,00), on définit

Q) ={(z1,29,23) Ew xR |0 < x5 < 1+n(x1,29)},
I'(n) ={(z1,22,23) €w X R |23 =1+ n(z1,22)},
FQ =w X {O}

En particulier
99(n) = T'(n) ULy,

On considére le systéme suivant décrivant 1’évolution du fluide qui est gouvernée par les équa-

tions de Navier-Stokes et le mouvement de la structure élastique régi par ’équation de la plaque
amortie

U+ (U-V)U =V -T(U,P) = f° dans (0,00) x Q(n(t, ")),
_ V-U=0 dans (0,00) x Q(n(t,-)), (3.1.1)
Oun + aA®n — §A0m = H, (U, P) + h° dans (0,00) X w.

Dans le systéme ci-dessus, on a noté U la vitesse du fluide, P la pression du fluide, n le dé-
placement transversal de la plaque et les fonctions f°, h° sont des données indépendantes du
temps.
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Le tenseur des contraintes de Cauchy T(U, P) est défini par
oU; . oU;
al'j 0331 ’

T(U,P)=—PIl3+2vDWU), D(U);; = % (

Les constantes «, ¢ et v correspondent respectivement & la rigidité, a 'amortissement sur la
structure et & la viscosité du fluide.
On note par n la normale extérieure unitaire a 0Q(n) :

n = —ez sur Iy,
et sur I'(n) :
N —04,n(s)
~ N(s,1+n(s .~ 51
n(s,1+n(s)) = ~( n(s)) , ou N(s,14+n(s))=|—-0s,n(s)], scw
[N (s,1+n(s))] 1
Ici et dans ce qui suit, | - | désigne la norme euclidienne de R*, k& > 1. On désignera également
deux vecteurs tangents indépendants a 0€2(n) par :
T=e;, i=1,2, sur I, (3.1.2)
et par
1 0
(s, 14+ n(s)) = 0 . T8, 141(s)) = 1 . sur I'(n). (3.1.3)
Os,m(s) 0s,1(5)

La fonction ]ﬁln est la force exercée par le fluide sur la structure et est définie par

H, (U, P) = —/1+ [Vn|]? (T(U, P)7t - e5) .

On compléte (3.1.1)) par les conditions aux limites de Navier. Soit a € R®  on note par az et
a7 la partie normale et tangentielle de a :

az = (a-n)n, az=a—az =-nx(nxa). (3.1.4)

Alors, nos conditions aux limites s’écrivent comme suit

U = Muo)z sur (0,00) x Ty,
2vD(U)n + U= = 1(Mv)z sur (0,00) x Iy, (3.1.5)
(U — 0Omes)n =0 sur (0,00) x I'(n), o

2vD(U)n+ B2 (U — Omes)]= =0 sur (0,00) x I'(n).

T

Ici, v est le controle de notre systéme. On suppose qu’il n’agit que sur une partie du bord fixe
I'y du fluide. Pour le localiser et garder les conditions de compatibilité liées a la divergence nulle
de U, on utilise I'opérateur M défini par

Muv = mv — (/ muv - n dF) mn, (3.1.6)
o
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otl m est une fonction de classe C2 sur I'y et & support sur la partie de Iy sur laquelle le controle

agit telle que [ m ds =1 (voir [7], [78] pour plus de détails). On note que M € £(L*(Iy)) et
To

Mo - 71 dT" = 0. (3.1.7)
To

On suppose que les coefficients de frottement 31 et Sy sont des constantes satisfaisant

B1 =20, B2=0.

On peut noter ici que puisque w est un tore, il n’y a pas de conditions aux bord “latérales”.
Toutes les quantités sont périodiques dans les directions e; et e, par exemple :

U(t,z1 + L1, 29, x3) = U(t, 21,22, 23), U(t, 21,29 + Lo, x3) = U(t, 21, 2, x3),
n(t,s1+ Ly, s2) = n(t, s1,82), n(t,s1,2+ La) =n(t, s1,52).

On remarque que puisque U est de divergence nulle et tenant compte de 1’équation (3.1.7)), on
conclut que la vitesse 9;n doit vérifier la condition

/&m ds = 0. (3.1.8)

En intégrant ’équation de la plaque sur w et en utilisant (3.1.8) et le fait que 7 est périodique,
on trouve

/ B, (U, P) + hS ds = 0. (3.1.9)
Ceci revient a dire que la pression P sera déterminée d’une maniére unique en écrivant
P=F+C, (3.1.10)

o Py est de moyenne nulle et C' est choisie telle que la condition (3.1.9) soit vérifiée. Afin
d’imposer la condition (3.1.9)) sans passer par la décomposition (3.1.10)), on introduit 'opérateur
de projection M sur L3(w) ol

Li(w) = {n € L*(w) | /wn ds = 0} : (3.1.11)

Par conséquent, il convient de restreindre le semigroupe associé a ’équation de la plaque sur
LZ(w). Alors, on supposera par la suite que

/nds:O.

Il conviendra aussi de remplacer I’équation de la plaque par sa projection sur L(Q)(w)

Oun + aln — A0 = H, (U, P) + Mh®,
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ol _
]HL](U, P) = ]\/[]H[n(U, P).

On munit le systéme (3.1.1), (3.1.5)) avec les conditions initiales

U(0,-) =U" dans Q(n°),
n(0,-) =n° dans w, (3.1.12)
dn(0,-) =n' dans w,

On se donne I'état stationnaire du systéme (3.1.1)), (3.1.5) noté (w®,n°, p°) qui est solution
du systéme

(w¥ - V)w® — V- T(w”,p%) = f° dans Q(n°),
V-w’ =0 dans Q(n°),
aA’n® = H,s(w®,p”) + Mh® dans w, (3.1.13)
wd =0 sur 9Q(n®),
[2vD(w®)n + ﬂwSL =0 sur 0Q(n°),
ol
5 — { 51 s ye FO;
By si yeTl(n®).

Notre objectif se résume & trouver un controle v(t) qui dépend des valeurs de (U(t'),n(t"))
pour t' < t — tg, avec to > 0 une constante strictement positive qui correspond & un retard
en temps, tel que la solution forte (U,n, P) associée au systéme (3.1.1), (3.1.5), (3.1.12)) tend
exponentiellement vers (ws 7, p° ) quand ¢ tend vers l'infini. Afin d’énoncer notre résultat
principal, on présente quelques notations utiles.

Pour étudier la stabilisation du systéme , , on se rameéne tout d’abord sur le

domaine fixe Q(n) et pour cela on utilise le changement de variables

(A
(A
Koz 1 Q') — Q*), |y | — | +n2(yy21,yz) . (3.1.14)
y‘ _—
’ L7 (g1 y2)
On pose
X(t,) = Xps oy, Y(t-) = Xyams, (3.1.15)

et on définit
u(t,y) = (Cof VX (t,y))"U(t,X(t,y)), p(t,y) =P, X(t,y) (t=0,yeQ). (3.1.16)
On note qu’avec ce changement de variables, on a
i’ = (Cof VX(0,-))*U°(X(0,-)).

On utilisera désormais la notation

Q= Q(n°).
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On désignera par n la normale unitaire extérieure et par 7 deux vecteurs tangents indépendants
a 0f :

n=—es, T =¢€;, i=1,2, surly, (3.1.17)
et sur T'(n°) :
s N(s,1+n%(s) . . —0un’(s)
n(s,1+n°(s)) = NG 1t76) ou N(s,1+1n°(s)) = —83217 (s)|, seuw,
et
1 0
(s, 1+10°(s)) = ()S . 75,14+ n0%(s)) = 1S . (3.1.18)
05,17 () 05,1 (s)

Les opérateurs (A1, D(A1)) et (Az, D(Ay)) sont définis par

An = OZA2777 D(A;)
Asn = —6An, D(A)

H*(w) N Li(w), (3.1.19)
H*(w) N L3(w), (3.1.20)

Soient X;, X, deux espaces de Banach munis de la norme |||, respectivement |[[.,,. Pour
s > 0, on définit 'espace suivant

W*(0,00; X1,%2) = {v € L*(0,00; X1) | v € H*(0,00; X5) },

muni de la norme

-1l 0,001 22) = 111220 00521) + 1111

Pour s = 1, on notera W*'(0, 00; X1, X5) par W (0, 00; X1, X5).
On se donne une fonction vectorielle v(¢). Pour v > 0, on définit v, par

Hs (0,00,:{2) ’

vyt eTo(t).
Alors, pour v > 0, on considére les espaces suivants
L2(0,00; X1) = {v € LP(0,00; X1) ; vy € LP(0,00;X1)}, p € [1,+00], (3.1.21)

et
W20, 00; X1, Xg) = {v € W¥(0, 00; X1, X2) ; vy, € W?(0,00; X1, X2)} (3.1.22)

Pour ces espaces, on utilise les normes définies par
||U||L£(o,oo;x1) = ||vv||Lp(o,oo;3g1) )

HUHWVS(O,OO;xl,fz) - ||U7||W5(0700;351,3€2)'
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On écrira

Kooy = W (0, 005 [H*(Q)]?, [L*(Q)]?) x L3(0, 00; H'(Q) /R) x W(0, 00; D(A1), Li(w)),

muni de la norme

1 (w, p, 77)HXOM = HUHWW(O,oo;[HQ(Q)]?’,[L2(Q)}3) + HUHLgo(o,oo;[Hl(Q)}S) + ||VPHL3(0,OO,[L2(Q)}3)
+ ||77”W3(0700;D(A1),L(2)(w)) + ||77||Lgo(o,oo;H3(w)) + ||at77||Lgo(o,oo;H1(w)) :

On définit I'espace
H = [L(QF x D(4%) x Li(w),

muni du produit scalaire

o\ (¢
< al. e > =/¢-wdy+/A1/2<1-A}/2&ds+/<2-§2ds.
Cé 52 Q w w

H
On pose
- u—w®
W = n'_'ns 3
om

ot la fonctions w est définie par (3.1.16)).
Finalement, on suppose que les conditions initiales vérifient

@, 0" n') € [HY(Q)? x H}(w) x H'(w)
V -a° =0 dans Q, (ﬂo — nleg)n =0 sur F(ns), u~2 =0 sur I'y.

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant

Théoréme 3.1.1. Soient to > 0, v > 0,
e @), h’el’(w),
(w®,7°,p%) € W>*(Q)]° x C*(w) x WH(Q)/R,

avec

1+n°>0,

tels que le systeme (3.1.13)) est vérifié et (u®,n°,n') satisfaisant (3.1.26), (3.1.27).
Alors, il existe

N, eN*, K€ L2 (R%L(H)),
(6, CF, Ch) € [HA(Q)® x D(A1) x D(A?), v € [H2(To)P, k=1,..., N,
et R >0, tels que st

”ﬁo - wSH[Hl(Q)]a + Hno - nSHHi’(w) T HnlnHl(w) Sk

o4

(3.1.23)

(3.1.24)

(3.1.25)

(3.1.26)

(3.1.27)

(3.1.28)

(3.1.29)

(3.1.30)



il existe une unique solution (U, P,n) de (3.1.1)), (3.1.5)) et (3.1.12) associée a

N, . t—to N Pr
V(t) = Lo 400)(t) Z W(t—to) + / K(t —ty,8)W(s) ds, | ¢F Vg (3.1.31)
k=1 0 C§ H

De plus, (i —w®,p—p° n—n°) c X €t on a Uestimation

@ = w5 =% =1, < C (18 = 0 + 1= 1 sy + 1 )
(3.1.32)
ot les fonctions u, p sont définies par (3.1.16]).

Remarque 3.1.2. On peut obtenir un analogue du Théoréeme dans le cas des conditions
classiques de Dirichlet, a savoir

U=Mv sur(0,00) x Iy,
{ : (3.1.33)

U—0mes) =0 sur (0,00) x I'(n).

On note que si y = 0, le Théoréme implique que le systéeme (3.1.1), (3.1.5) et (3.1.12)

est exponentiellement stabilisable en considérant seulement un controle scalaire au niveau de la
condition dimperméabilité.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la construction d’un controle frontiére v avec un retard ¢, >
0 en temps (au sens de [33]) tel que la solution forte du systéme (3.1.1)), (3.1.5)) et (3.1.12)) tend
exponentiellement vers I’état stationnaire (wS, nS,pS). On note que dans ce cas, des conditions
de compatibilité en temps ¢ = 0 entre le controle v et les conditions initiales devraient étre
imposées, puisque le controle qu’on cherche vaut zéro en t = 0, cette difficulté est relevée ici et
c’est I'un des avantage du retard en temps.

Le chapitre est organisé comme suit : dans la Section , on écrit le systéme (3.1.1)), ,
dans un domaine fixe en utilisant le changement de variable et . On
étudie ensuite le systéme linéarisé associé¢ dans la Section qui s’écrira sous la forme d’un
probléme d’évolution

Y =Az+Bv+ f, 2(0)=2° (3.1.34)

En tenant compte de la Remarque le probleme linéarisé s’écrira sous forme d’un systéme
couplant les équations d’Oseen et 1’équation de la plaque amortie, perturbé par des termes
linéaires apparaissant dans tout le systéme y compris dans les conditions au bord. On montre
que le générateur infinitésimal associé au systéme linéaire est analytique et on montre un premier
résultat de stabilisation avec retard du probléme linéarisé, plus précisément on montre que le
critére de Fattorini-Hautus est vérifié

Ve e D(A"), VA€ C, ReA > -0 Ace=X e Be=0 = e=0. (UCy)

Finalement, on prouve le Théoréme [3.1.1f en appliquant un argument de point fixe.
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3.2 Changement de variables

Pour écrire les conditions aux limites d’une maniére plus compacte, on introduit 'opérateur
7, défini comme suit

- 0 s1 y e,
(T"@(y)—{ E(s)es si y=(s,1+n(s)) € (), (3.2.1)

pour toute fonction 7 : w — (—1,00). On peut vérifier que T, € L(L*(w); [L*(02(n))]?) et que

(TyO(s) = V14 |Vnl((s, 1+ (s) - es,  VC € [L(09(n)))*.

On définit 'opérateur 7 par
T = 7;73 M,

oil on rappelle que M est la projection orthogonale sur I'espace L7 (w) défini par (3.1.11)).
En utilisant (3.1.15) et (3.1.16)), le systéme (3.1.1]), (3.1.5)), (3.1.12)) est équivalent a

Ot — V - T(w,p) = det(VX) f5(X) + (1d —K,)) 0t — v(A — L,)u
+(V—-G,))p+M,u+N,u dans (0,00) x €,
V-u=0 dans (0,00) x €,
Oun + An + As0pm = H,s (4, p) + H(u,n) + h° dans (0,00) X w,

(3.2.2)
avec les conditions aux limites
[w—Tom|, = 1r,(Mv), sur (0,00) x 0, (3.2.3)
2vD(u)n + f(u— Tom)|, = 1r,S(Mv), + G(u,n) sur (0,00) x 0L, o
et avec les conditions initiales
u(0,-) = (Cof VX (0, .))*U%(X(0,-)) =u® dans Q,
n(0,-) =n° dans w, (3.2.4)
om(0,-) =n' dans w

Pour simplifier, on définit
a= (Cof(VY))", b= (Cof(VX)),

K, = (VX)i,
G, = bV7p.
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On a alors les formules suivantes

Y, . DY, Our_
[—v(A - L ) =y Z (det VX)ay(X) oz, (X)(‘?_:EJ(X> — iy 6l> 0Y10Ym

J,k,l,m
oY, ... 0Y
Ny Z (det(v‘X)ajk(X)(‘)_xi(X)@_xj

7.k, lm
8aik 8}/2 8ajk 8% 827k
+ det(VX) [VZ < axj (X)a—%(X) s (X) o, X ) T

Ba 8%y, daj . OV
) j( it )My + au(X) 5 LX)+ ac;f’f (X)axf (X)
j 7

- Oz, 8% 7

8 Y aﬂk 826% aQCij ~
+ ajn(X )ax]axz (X))a—leruEk: (a—xg(X) * drom, (X)) |, (3.2.5)

0y,

8yl aym

(X) = 8;16mid; )

op Yy . O

(V= G)pli = > (6 — bik)a—% = (0 — det(VX) 7. (X))a—yk, (3.2.6)

N = =) det(VX)ap(X)

-y det(VX)akz(X)aij(X)?;;k (X)a g% (3.2.7)

k,l.3,m

ou .
[Mnmi_—;det(vx*)am( )#at Zdet VX)0haw(X), =123 (3.2.8)

Le terme non linéaire H qui figure dans I'équation de la plaque s’écrit

H(w,n) = vM [ - ij (8“3’“ (X) + aaij; (X)> N,

8%»
oY, . ~\ Oty
j; (53k5JZ<N) a3k<X)a—%(X N) o

+ <5315jk(zv)j - ajk<X)§—Z(X)Nj) g—ﬂ. (3.2.9)
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Soit W l'opérateur défini par

0 m( O, ~
W(a,n) k—uZnJ (;;] (X )l + ;;k( ). >+ﬁ<zakj(X)uj—Taﬂ7'ek)

J

ou,, 0Y,
8yq 8xk

+v Z nj(X) <akm(X)%Q;jg—§;(X) + ajm(X)

Jim,q

(X)), k=1,2,3. (3.2.10)

Les conditions au bord (3.1.5) deviennent aprés changement de variables

{ , (w— Tat??)n = 1r,(Mv),, sur (0,00) x 0,
W(i,n) - (F(X)) = 1p,8(Mo) - (F(X)), i=1,2 sur (0,00) x 9,

ot 7' sont définis par (3.1.2)) et (3.1.3)). La deuxiéme condition au bord qui figure dans (3.2.17)

peut s’écrire comme suit

(3.2.11)

(uD(u)n + B — Tom)) - 7 = V'(u,n) + 1p,f(Mv) - 7', i=1,2, sur 09,

ot 7 sont les vecteurs tangents a 92 définis dans (3.1.17)), (3.1.18) et V' est I'opérateur donné
par la formule

Vi(@,n) = (2vD(W)n + Bt — Tom)) - (7' — 7(X))
+ (2vD(W)n + B — Tom) —W(a,n)) - 7(X), i=1,2, sur 9. (3.2.12)

Alors, on construit 'opérateur G de sorte que G -n =0 et G- 7" = V' sur 9. Par conséquent,
G est défini sur T'(n®) comme suit

Vl((88277$)2 +1) — V2(88177$882775)

Gl - . ‘NlZ i . )
2 2 1
q, — YO+ !NIQV (Ou1°057°) (3.2.13)
Syl
G, 05,7 V" + 05,V

[N|? ’

2
et G est défini sur I'y par G = ZViTi.
i=1
On pose
_ S o~ S _
u=u—w>, p=p—p>, {=n-"1".

Le triplet (u,p, &) satisfait le systéme

Ou — V- T(u,p) + (w® - V)u+ (u- V)w® = F(u,p,€) dans (0,00) x €,
V-u=0 dans (0,00) x , (3.2.14)
Oué + A1 + A0, = Hys (u,p) + H(u +w®, € +n°) dans (0,00) X w,

28



ol

F(u,p, &) = (1d —Kepps)0u — V(A — Leyps) (u+w¥) + (V — Geyps ) (p + p°)
+ M s (u+w) + Ne s (u+w0°) + (u- V) + (w® - Vu+ (w® - V)w®
+det(VX)f3(X) — f5, (3.2.15)

avec les conditions aux limites

{ [0 = T,g], = 1, (M), sur (0,00) x 0,

2vD(u)n + B(u — TOE)], = 15, 8(Mv), + G(u+w® & +1°) sur (0,00) x 99, (3.2.16)

et les conditions initiales

5(0) 7’ —n° dans w, (3.2.17)

u(0,-) = u° —w® dans Q,
0
9,£(0,-) =n' dans w.

Remarque 3.2.1. Dans la linéarisation du systeme (3.2.14)), (3.2.16)), (3.2.17), on doit faire at-
tention a retrouver tous les termes linéaires provenant du changement de variables. Par exemple
pour le terme

det(VX)f9(X) — f5 = det(VX)(f(X) — £°) + (det(VX) — 1) 5.

1+n

On rappelle que det(VX) = oS Par ailleurs, on note
Ui

X(): 4 y3&(y1, v2)

es =y + 0&(y1,y2)es
T+ n0%(y1,y2)

On applique la formule de Taylor et on obtient

FAHX (W) = f5(y) = 06(y1, y2) V.f5 (y)es

1
—I—/ (1-— S)VQfS(y + s0&(y1, y2)es)0E(yr, y2)es - 0E(y1, ya)es ds. (3.2.18)
0

Donc

det(VX () f*(X () = f* (%)

§(yr,
= %JES@) + 0 (y1, y2) V5 (1)es +

1
" (1 - %) /0 (1= )V (y + s0&(y1, y2)ea) & (y1, y2)es - O& (1, y2)((33 ds. )
3.2.19

(5(3/1, ?/2))
n®

0V 5 (e
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On constate que si [|€]] 12 (0 00;r2(0y) < CR, 0n @

¥

< CR.
1+n8

L3(0,00;[L2(2)]?)

fS

Ce qui constituera un probléme au niveau de la partie "point fize”.
Pour surmonter ce probléme, on s’inspire de [11]. Plus précisément, on pose par exemple

det(VX () f*(X(y)) — f2(y) = (D) + "),

avec
1€12(¢) HLQ(OOO e S C HfHLz(ooo 2wy L+ 1ElIz2 00 2wy), M2 1 (3.2.20)
ot (%) est Vopérateur linéaire
() = - fnsfs,

et €12 est le reste non linéaire figurant dans (3.2.19). La stratégie consiste alors a faire intégrer
Vopérateur (Y dans la partie linéaire du systeme (3.2.14), (3.2.16) et (3.2.17).

L’étape cruciale qui suit est de décomposer F', H et V', en deux parties. On distinguera la
partie linéaire en & et on injectera les termes non linéaires au second membre.
La notation 0,¢ (resp. 0%, SSS{' ), désignera désormais une abréviation de la dérivée premiére

0s,& (resp. la dérivée deuxiéme GSisjf , la dérivée troisiéme 92 xS )-

Décomposition de F(u,p,§) :
On commence par décomposer l'opérateur —v(A — L,). On note que

—v(A=L,) (1) = —v(A —Leys)(u+w®) = —v(A — Ly s ) (1) — (A — Les) (w®). (3.2.21)

Le terme —v(A — Lg, ,s)(u) est non linéaire tandis que —/(A — L¢,,s)(w”) contient des termes
linéaires en &, alors en vertu de la remarque [3.2.1}, il convient d’écrire

- V(A - L£+n5)( ) =/ 13)(5 0 57 ssgv sssg) + 6 (13) (5 2 57 sséa sss§> (3222)

ot /%) est un opérateur linéaire de la forme (3 et €13 est le reste non linéaire 4 déterminer.
Pour écrire le systéme linéarisé sous une forme appropriée, on définit pour tout u

. ) SN G B

(B (@))im = v%jl (det(VX Jai(X) G (X g (X) @kcsmﬁﬂ) W
Oy, . O o
—l—l/j;(det(VX)ajk(X)a—xi(X) 8%( ) — 03k 0mid; ) T

+ det(VX) (UZ (?Zf (X)%Z’; (X) + aa‘;f’“ (X)%Z’j (X)) ak)  (3.2.23)

j?k
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On constate que

(V- Ey)i = —v[(A =Lyl + (F))s, (3.2.24)
avec
., 0det(VX) oY, oY, Y, Y] oy,
[(F) (@) = e j;m [ (a,k(X) oz, (X)ﬁ_xj(X) + ajip(X) i (X)é?_xj( )) N
da; oY, oa; oY, ~
+ 3 (G0 gm0 + SRR u]
ik J J i J
0%, . 0X, oY oY o
+ v det(VX) 7 (X) 3 ( (aik(X)a—ajf(X) + ajk(X)a—;(X)) aly’;
4. k,1m.gq J q m J J
Oa;x, oay, -
(G0 + 5200 u)] (3.2.)
D’apres le Lemme [3.4.2) on écrit
(Egyys(w¥)) = L1(E) + N&(€), (3.2.26)

oit L' est un opérateur linéaire en ¢ s’écrivant sous la forme
L) = Q'€+ Q0,6 + Q°ULE,

ot Q', i =1,..,3 sont des opérateurs qui dépendent seulement de I'état stationnaire et sont de
régularité W>°(Q). La quantité Nz (&) est le reste non linéaire dont I'expression fait intervenir
les termes

c'(n®, w)

£ (9:6)™ (S, " (0:8)" 058

, C , W , mMi+me =22, ni+ne 21, a2 1,
Ae+n Y )(1+€+775)a2 o m s

(3.2.27)
oil ¢! et ¢ sont deux fonctions de régularitée W (). D’autre part, du Lemme on obtient
aussi

(F§+n )(w?) = (¢, 0,6, 0%,6) — (€, 0.6, 02,8), (3.2.28)

ot le terme non linéaire ¢ (¢, 9,¢, 0%€) contient des termes de la méme forme que ([3.2.27).
Alors, de (3.2.22), (3.2.24), (3.2.26) et (3.2.28), on déduit

(UD€, 0,€,02¢, ssg):vw(@) ©)(&,0,¢,0%¢), (3.2.29)

13 (5 0 57 5357 sssf) (f 0 57 ssf) + V- (NE<£)) (3230)

En utilisant (3.2.21)), (3.2.22)), (3.2.29) et (]3.2.30]), le membre —v(A — L, ,s)(u+w®) peut donc
s’écrire sous la forme suivante

— V(A = Leyys)(u+w®) = V- (L1E)) + (D(€, 0,6, 02,6) + € (€, 0:,026) + V - (N (€))
— V(A = Lgips)(u). (3.2.31)
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Par ailleurs, en utilisant toujours le Lemme [3.4.2] on obtient

)% op®
(V= Gear) )i = 300 — det(VX) ZE (X)) T = 67(6,0:6) +7(6,06), (3232
k (2
ot € (&, 0,€) fait intervenir les termes
A, p%) §"(0:¢) mi+me =2, a; =1, (3.2.33)

Aretm)
ot ¢® est une fonction qui dépend seulement de 1’état stationnaire et bornée dans €. Alors,

(V= Gyys) (0 + 97 = £7(€,06) + €7(£,046) + [(V = Gig ) ()] (3.2.34)
D’un autre coté, on a

S
> det(VX)aik(X)agzk 2Y,(X) = (VXVuw®9,Y (X)),
Lk !

ol

S
(VXVWw99,Y (X)) = atyg%, i=1,2,
3

(VXVw30,Y (X))s = 0,Y3 (

0X3 0wy N 0X30ws  1+4n 8w33>
Oy Oys  Oys Oys 14105 0ys )

On note que

a§  0Xj3 95, £(1+1°) — B,m°¢
) =Y3 y 1= 17 2.
1+ n ayz (1 + 775)2

En utilisant (3.4.15), on trouve que
~(VXVuSaY (X)) = (7(0) + €7 (€.0.6.0,6),

Y3 = —y3

ot € (€,0,€,0,€) a pour termes

s 5y &7 0E0:E 5,5 S §M20,€
’w)(1+§+ns)a1’c( ’w)(1+g+n3)ay

my 2 0, mo 2 1, a; 2 1, (3235)

avec ¢* et ¢® sont des fonctions de régularité W1>°(2). De plus, en utilisant le Lemme [3.4.2] on
obtient
— )" det(VX)dain(X)wy = 170, 028) + € (€, 018, OLE), (3.2.36)
k
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1 €©(€, 0,6, 0%€) contient les termes suivants

65 s §™MORE 7.8 S SRS .5 sy §0E0E
R A (T T
my =1, my>=21 m3>0, oy >1, (3.2.37)

avec ¢', i = 6, ..., 8 des fonctions de régularité W2°°(Q). Donc

M ys (u+ w®) = 0D(0,) + 19(,, 018) + €9 (&, 0, 07.)
+ €M(€,0,6,008) + M s (u). (3.2.38)

Par ailleurs,

(X
Neyps(u+w®) +u- Vb + 0 - Vu+ w® - V] Zdet VX)ay(X )&ggsk )wfwf
k,,j
oYy, gowy
30 (Bt = det( VX ) (X)ay (X) G (X) w5t + FE(u.+ 1)

k7l7j7m

= F2(u, & +1°) + F2(w®, € +19°), i=1,2,3. (3.2.39)
En utilisant le Lemme [3.4.2] on obtient

FP (0, €+ 0%) = (7(€,0.8,0%,6) + e (€.0.8,00), (3.2.40)
ou €®(€,0,¢,0%€) admet des termes sous la forme (3.2.27). Alors, on a

[Neyps(u+w®) +u- Vo + 0w - Vu+ wS V], = 08 (¢, 0,¢, 0%€)
®(¢,0,¢,0%.€) +Ff(u,§+n ), i=1,2,3. (3.2.41)

De (32.15), (2.31), (32.39), (3.2.33) et (3.2.41)), on obtient

F(u,p,&) =V - L1E) + L*(E,06) + V - Ng(§) + N (§) + F(u, p, £). (3.2.42)
ol
L2(E,0,6) = 1O(€,0,6,0%.8) +1D)(£,0,8) + W (0,€) + 09 (8,8, 02.8) + 1P (€,8,¢,0%.6), (3.2.43)

ou encore
L2(E,06) = Q'€ + Q°0:& + Q°D%E + Q0 + Q D3¢,
ol Q;, i = 4,..,8 sont de régularité W1 (),

Np(€) = €9(€,0,6,0%6) + €D (€,0,6) + e (€, 0,6, 0,) + €O (¢, 6%5 afsf)
®)(¢,0:,02€), (3.2.44)
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Flu,p,§) = (Id =K ps)0u — V(A = Leyys ) (u) + (V= Geyys ) (p)
+ Mgy s(u) + F?(u, € +1°). (3.2.45)

Décomposition de H(u,¢ + n°) :
On a
H(u+w® & +n°) = H(u, & +1%) + H(w® € +1°).

On remarque que
H(w®, & +1%) = =T ((Bepys (w¥))n), (3.2.46)
ou T est défini par

TH(Q)(s) = M (\/1 + VS|P (s, 1 4+ n(s)) - eg> . V¢ e [LAH00). (3.2.47)

En utilisant , on obtient
H(u+w® & +0°) = =T (LY(E)n) + H(u, & +1°) = T*(Np(é)n). (3.2.48)

Décomposition de G(u, & +n°) : '
D’autre part, en utilisant les formules de W dans (3.2.10)) et de V' dans (3.2.12)), on a

Viw®,€+ %) = (wD(w)n + fu®) - (' — (X))

wS
> (<n>j5km5qj - <a<x>>jakm<x>g—g<x>) o,

J,m,q

+

oY, ow?
v Z < )j@jm X)a_wZ(X) - (n)j5jm5qk) 9y,

Jim,q

Dai 900 .
—VZ ( ak] (X)wgl%— ;xk (X)w;jl> +BZ<5kj—akj(X))wf] Tk(X), k=123

On constate que

N\ owy N (9w39
+uvy ((n)j - W) o, +uvy <(n)j - WI) T (3.2.49)
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D’un autre coté, on obtient en utilisant la formule de Taylor

1 1 vns-vg_|vg|2 / (1—s)
4IN|

NNl NP 2INP 1+s05/2 "

2Vn® - VE+ |VEP?

ol # = NP . Alors, on déduit
1 1 VT] Vf (10)
—_— = + € ((955),
IN| Nl INB
avec | |2
V¢ (1—2s)
(10) - _
(0.6 =~ 4,N, / S

Donc, on obtient en utilisant (3.2.26)

oY, ow?
. . X X q X m
v j;m’q: (n] OkmOqj — 15 (X) A (X) oz, ( )> 3y,

~ oY, ow?,
03 (w00 (0523 )
jim.q 4

-3 ) (G g+ S22 X0 ) = [+ £09(0,6) — Ni(E)n

+ eM(£,0,6, 0%k, (3.2.50)
VS . VE owy  owy
(0,6 = v k ,
et €M) a pour termes (3.2.27). D’autre part, du lemme , on a
B (G — ar(X)w] = 676,06 + 617 (6, 0,8),
J

ol

ol 6;15) a pour termes
mi m?@
69(775’ wS) 5 c(lO) (7757 ws) 5 85

(1+&+n%)’
m1>27 m2>1a ai>1a i:172a

G+ er i

ot ¢, i = 9,10 sont de régularité W3/2<(9Q).

Vi, n) = —[LYEn + L3E)] - T — We(@)n] - 7' + eV (€,0,€, 0%€), (3.2.51)
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ot £ est un opérateur défini par
L) -7 = = (wD(w)n + puw®) - (r' = 7(X)) = (19(8,8) - 7, L3(€) -n =0,
ou encore

L3(€) = Q¢ + Q9. (3.2.52)
tel que Q° et Q' sont de régularite W1/2*°(9Q) et

6(11)(57 855, a?sf) = _E(M)(asg) ' (,7’\:Z (X) - Ti) + 6(14) (57 8s€a agsS) ’ 7A:Z(AXV)
— WE(&n] - (F(X) = 7).

On note que eV contient des termes du type (3.2.27)). Finalement, on définit le reste Ng tel
que

No(€) 7' = 6"(6,0:6,048), Na(€)-n=0.
Le systéme (3.2.14)), (3.2.16) et devient alors

Opu—V - T(u, p) + (- V)u+ (u- V)w” = V- LYE) + L&, 8,€)
=V - -Ng(&) +Nrp(&) + Flu,p, &) dans (0,00) x Q,
V-u=0 dans (0,00) x €2,

Ol + A€ + A0 + TH(LYE)n) = H,s (u, p) + H(u, & + 1)
—T*(Ng(&)n) dans (0,00) x w,

(3.2.53)
avec les conditions aux limites
[u— T, = 1p,(Mv),, sur (0,00) x 052,
[2vD(u)n + L1 (E)n + L3(E) + B(u— TAE)] = 1p, (M), (3.2.54)
_[ E(f)nb + [NG(g)]T + G(u>§+ 775> sur (07 OO) X 8(2,

et les conditions initiales

€0,y =n"—n° dans w, (3.2.55)

u(0,-) = u° —w® dans Q,
0
0:£(0,-) =n' dans w.

3.3 Systéme linéaire

On considére le systéme linéaire associé a (3.2.14)) et (3.2.16))

W + (W - VYW + (0 - V)w® =V -T(@,9) — V- LYE) + L2(£,0,6) = f dans (0, 00)
V-w=0 dans (0,00)

Ou€ + A€ + A0, + T (L1 (E)n) = =T (T(w,q)n) + h  dans (0,00)

(
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avec les conditions au bord

{ [w — T 0], = 1r,(Mwv),, sur (0,00) x 99,
[2vD(@)n+ B (W — ToE) + LY(E)n + £3(§)L = 1r,f(Mv), +g sur (0,00) X 89(, |
3.3.2

avec les conditions initiales
U
£(0,) =& =" —n" dans w, (3.3.3)
§&=n

ou d’apreés le lemme [3.4.4] on a

LM = Q'€+ Q0L + Q*D%E,
L2(£,0,) = Q'€+ Q°0& + Q926 + Q& + QI
L£3(8) = Q% +Q"0,¢, (3.3.4)

On note
LPME) = Q' + Q0,6 + QU9LE, L¥(9€) = QT9i¢ + QUILL. (3.3.5)

L’étape suivante consiste a réécrire le systéme (3.3.1)), (3.3.2)) sous la forme d’un systéme
dynamique abstrait. La premiére étape consiste a relever les conditions au bord.

Lemme 3.3.1. Soient B > 0 et v > 0. Soit (v, ) vérifiant le systéme

0+ —V-T(o,71)=0  dans (0,00) x Q,

V-v=0 dans (0,00) x €,
U, =0 sur (0,00) x 0, (3.3.6)
2vD(W)n+ pv]. =g  sur (0,00) x 052,

T

9
0(0,-) =0 dans .

Si
g € W0, 00, [H' (0P, [L2(OQ)), Gy =0, (3.3.7)

pour v € [0,70], alors le probleme (3.3.6) admet une solution unique qui satisfait I’estimation
151, 0o 2@ 2@y + IVTN Lz iz < CUIN 0 s 2oayp 2oy - (3-3:8)
ot C est une constante positive.

Démonstration. Dans la preuve, il convient de remplacer la condition (3.3.7) par la condition
équivalente

g € W2(0, 00 [H ()P, [LQ)F),  Gny = 0.

Une telle équivalence peut étre obtenue en utilisant la surjectivité de 'opérateur de trace (voir
[70, p.21, Théoréme 2.3]). Ce type de démonstration a déja été fait notamment dans [85], on
rappelle dans ce qui suit les étapes importantes de la preuve.
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On considére le probléme suivant

Y0z —V - -T(z,x) =0  dans (0,00) x Q,
V-z=0 dans (0,00) x €,

2z, =0  sur (0,00) x 09,

2vD(z)n+ pz]_ =g  sur (0,00) x ONQ.

(3.3.9)

On suppose par densité que g € C3°(Ry, [H'(Q)]*) et g(t) = 0sit < 0. Alors, le systéme (3.3.9)),
admet une unique solution (z,x) € C°(Ry, [H*(Q)]*) x Cg°(Ry, H'(2)/R) (voir [13]). On pose
alors, Z =v — z, x = T — x. Dong, (Z, X) satisfait le systéme

Zi+7z—V-T(z,X) = -0z  dans (0,00) x €2,
V-zZ=0 dans (0,00) x
Zn =0  sur (0,00) x 082, (3.3.10)
2vD(Z)n+ pz]. =0  sur (0,00) x 01,
Z(0,-) =0  dans Q.
Le systéme ci-dessus peut étre résolu en utilisant le fait que 'opérateur

A=PA-vId, DA)={z€[H*Q)]?|z-n=0, [2vD(z)n+ Bz]. =0},

est le générateur infinitésimal d’un semigroupe analytique exponentiellement stable ou P dé-
signe la projection de Leray. Ce fait est une conséquence directe du [I5, Théoréme 2.12, p.115].
On déduit alors I'existence et I'unicité de (7,7) € C°(Ry, [H*(Q)]*) x C°(Ry, H'(Q)/R) so-

lution du systéme (3.3.6)).
On montre maintenant I'estimation (3.3.8). Soit ¢ € C3°(R, [L*()]?) telle que V - ¢ = 0,

¢ -n =0, et on supposera que ¢ = 0 sur (T,00) x Q ot T > 0. On considére le systéme

Uy — (o= +V-T(),0) =¢  dans R x Q,
V=0 dans R x €,
v, =0  sur R x 09, (3.3.11)
2uvD()n+ pY] =0 sur R x 09,
»(T)=0  dans Q.

On note que ¢ = 0, 8 = 0 sur (7, 00) x 2. Le systéme (3.3.11]) admet une unique solution (1, 0) €
W(R; [H*(Q)]?, [L*(Q)]?) x L*(R; H'(Q)/R) exponentiellement stable satisfaisant ’estimation

1l w2 e ey + 100 L2@emn @ym) < C NN 22y - (3.3.12)
On a

/R/tha'd)dydt:/R/Qewg'(aﬂﬂ—(’Yo—’y)w—l—V-T(w,H)) dydt
:_/R/gew(ﬁﬁJr%ﬁ_v'T(’ﬁﬁ))'i/f dydt—/R/a g -1, dUdt

Q
= — // e’ytg N ¢7- dth
R JoQ
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En utilisant (3.3.12)), on obtient

e < Clle” (3.3.13)

UHL2(]R [L2())3 gHL2(R [(HY(Q)]3) *

D’un autre coté, on étend n sur Q2 et on a I’ egahte

| o ar - > | eamian REIDY [ a0 dy.
oN

]:)()]:].C7
(9] ‘ ! 3 Ut Uz d ..

Pour estimer €90 dans LQ(R, [L?(Q)]*), on remarque que
/ / e"0;((n);0rg) - Y dydt = —7/ / e 0;(( ) - dydt

/ / e 0;((n)ig) - O dydt. (3.3.15)

Donc

<e”t8i((71)iat9) ) ¢>L2(R;[L2(Q)]3)

t
<Cle g||L2(R;[H1(Q)]3) (”wt||L2(R[L2(Q)}3)
+,y ||¢||L2(R,[L2(Q)]3) ) (3316)

Par ailleurs,

t
<€’Y atg Z¢>L2 (RL2(Q)]3) <3t(e”Y g), (n>iaz‘w>L2(R;[L2(Q)]3)
V"9, (M)i0) 1o 2 cyps)

Alors, en utilisant |84, Proposition 2.3, Proposition 2.8|, on obtient

)<€7t((n>i8tg)’0iw>L2(R;[L2(Q)]3) < Cllgllwrrz@m @ z@p) IV lws @ @ 2 @)
<

C ‘|gHW1/2 Hl( )]3 [L2 ]3) ”wHW(R HQ(Q)]:‘] [LQ(Q)]3) . (3317)

En combinant (3.3.17)), (3.3.16), (3.3.14) et (3.3.12)) on obtient

to o~ t~
e” atv”L?(R;[L?(Q)}?’) < Clle? g||Wl/Q(R;[Hl(Q)P,[LZ(Q)}?’) : (3.3.18)
Finalement, d’aprés les estimations elliptiques classiques du probléme de Stokes, on a
156 grzgons + IVFO gz < C (10T g2 + 10 s oy (3:3.19)
En utilisant (3.3.19) et (3.3.18), on obtient (3.3.8]). O
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On pose
w=w-—-v, ¢=qg—T.

Dongc, en vertu du lemme [3.3.1], il suffit de considérer le systéme linéaire

ow + (0¥ - Vw + (w- Vw® =V - T(w,q) — V- L&) + L*(£,0,6) = f dans (0, 00) x €,
V-w=0 dans (0,00) x €,
Oué + A€ + A0 + TH(LY(E)n) = —T*(T(w,q)n) + h dans (0,00) X w,
(3.3.20)
avec les conditions au bord
[w — T 0], = 1r,(Mwv),, sur (0,00) x 99, (3.3.21)
[QI/D(U})TL + B (w—ToE) + LYEn + 53(5)}7 = 1p,6(Mv), sur (0,00) x 09, o

et les conditions initiales

£(0,-) =& dans w, (3.3.22)

w(0,-) = w’ dans Q,
2€(0,) = € dans w,

ol
F=F—@® V)o—@ V)’ +~0, h=h—T(T@ 7n). (3.3.23)

Dans cette section, on montre que le systéme (3.3.20)), (3.3.21)) et (3.3.22)) est exponentiellement
stabilisable.
On définit

= {(w, 71, ) € (L) x DIAY) x L3(w) | V- = 0 dans ©,
[w — T, =0 sur 00},

muni du produit scalaire

w v
< (771) ; (fl) > = (W, v} 2y + <Ai/27717 A1/2§1>L2(w) + (2, &2) 12() -
712 &

H

et
V= ([Hl(Q)]3 x D(AYY) x D(A}/“)) NH. (3.3.24)
On note aussi par P la projection orthogonale
P: [L2(Q) x D(A)?) x L3(w) — H.
Enfin, on définit

D(As) = {(w,m,m2) € ([H*(QF x D(41) x D(47) NV,
[2vD(w)n + B(w — Ti) + L' (m)n+ L3(m)] =0 sur 9Q}, (3.3.25)
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w vAw — (w® - Vw — (w - V)w® + V- L (1) — L2301, 1)

.AS mi]| = 12 , (3.3.26)
2 — Ay — Agnp — T*(2vD(w)n + L' (n1)n)
et
Ag = PAs, D(Ag) = D(As). (3.3.27)

Proposition 3.3.2. [ existe A\g > 0 tel que ['opérateur \gId —Ag est le générateur infinitésimal
d’un semigroupe de contractions fortement continu sur H.

Démonstration. Soit W = (w, &, &) € D(Ag). On montre que \gId —Ag est dissipatif.

o Id — A )W, W) = A 24 V) w-w dy + 2 Dwl|? d
(Oatd =AW, W) =0 [ ol dy+ [ (TS wew dy+ 2w [ 1Dl ay
—l—/ﬂﬁl(fl):Vw dy+/ﬂ£2(§1,§2)-wdy+/é)ﬂﬁ|(w—7§2)7|2 dl’

2
+ /a Q[ﬁ?)(@)p (w = TE), dT + /w A}%\ ds

2
A;%‘ ds+/\0/

+A0/y§212 ds. (3.3.28)

De (3.3.4) et le fait que @', i = 1,...,8 sont de régularité W>°(2), on a

£ < O |46 3.3.29
H (51)”@2(9)]9 X 1 51 L(Z)(w)7 ( e )
2 2 12, ||? 12, ||?
€71 ) 2oy < C (HA1 6,0t | 437 Lg(w)). (3.3.30)
Puisque Q° et Q' sont de régularité W2 (9Q) — L3(99) et
601500y + 10l < € 02605
alors, on obtient
3 2 12, |?
1220 e < C| 416 L) (3.3.31)

En utilisant (3.3.29), (3.3.30)) et (3.3.31)), on trouve

/(sz)*w cw dy + / L&) : Vw dy + / L2(€1,&) -w dy
Q Q Q

+ [ (@ (w=Té), ar > —e( ol e + [ 4362

2
L2() )

2 2 12, ||?
= C (Il + Iealla + [ 41 &HL%) . (3.3.32)
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Grace a 'inégalité classique de Korn, on obtient pour A\ assez grand
(Ao 1d —Ag)W, W) > 0.

Il reste & montrer que l'opérateur \gld —Ag est m-dissipatif : on montre que 'opérateur

f
Ao Id —Ag est surjectif. Soit F' = (g € H et on consideére ’équation
h
w
Nold—Ag) [m | = F, (3.3.33)
T2
qui peut s’écrire de maniére équivalente
Mow — V- T(w, q) + (w® - V)w + (w - V)w® — V- L) + L3, m2) = f dans Q, (3.3.34a)
V-w=0 dansQ, (3.3.34b)
Xt — 12 =g surw, (3.3.34c)
Nof2 + Ay + Ay = —=T*(T(w, @)n + L (m)n) +h  sur w, (3.3.34d)
[w—Tna)p, =0 sur 09, (3.3.34e)
[2vD(w)n + Bw — Tnz) + L (m)n + £3(n1)L =0 sur 0. (3.3.34f)

Pour résoudre le systéme ci-dessus, on introduit ’espace
:ﬂ@@euﬁmmxzmﬂ%|v¢cm mmg,[¢~mu=0smag}

On peut donc écrire 'équation (3.3.33) sous une forme variationnelle : trouver (w,n;) € V tel

(GO0 (@) e

avec a : V x V — R donnée par

a((;”) , (f)) o [wody+ [ (WSt (w90 dy+2v [ Dw): Do) dy

+i/£1<n2>:w dy+%/£2’1<n2>-¢dy+/Qﬁ@(m)wdyﬂo/m-fds

w

/ (Agna) - € ds + / (AY2) (A2 ds+ [ Blw — T(w), - [6 = T(€)), dT

o0

5, ) )l (6= T dr

72



et L :V — R donnée par

1 1
L@ z/Qf-cbder/wh-&ds—)\—O/W(Al/zg)'(/ﬁﬂ{) ds

5 | L9): Vo dy - 5 /Qﬁ”(g) oy | 1£(g))e [0 =T ar

La forme bilinéaire a est continue et coercive sur V grace a l'inégalité classique de Korn. On
peut aussi vérifier que L est linéaire et continue sur V. D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il
existe (w, 1) € V, 'unique solution de (3.3.35]). Maintenant, en prenant £ = 0 et ¢ € D,(Q),

I’équation (3.3.35) devient
/\0/w~<;§dy+/((wS~V)w+(w~V)wS)~gz§dy—|—21//D(w):D((b) dy
Q Q Q
1 . 2 . — .
+/Q£ (m).qudwa/Qﬁ (m,m2) - & dy /Qf ¢ dy,

ce qui est équivalent a
Qo + (5 - V)w + (w - V)wS — vAw = V- L) + L2, 1) — £,6) =0, ¥ € D, (Q).

En utilisant le théoréme de De Rham [89, Proposition 1.2, p.14], on déduit l'existence d’un
unique ¢ € L*(2)/R tel que (3.3.34a)) est satisfaite. En particulier, on a V - T(w, q) € [L*(Q)]?
et T(w,q) € [L*(Q)])°. Par conséquent, on en déduit que T(w, ¢)n € [H~Y2(0Q)]° et

| Pwa) D) dy = (W) 0
= [ = o= (0% )= (w0 V) = L)) -6 dy— [ £+ Vo dy
s [ 1wl o ar, (3330
o9
pour tout ¢ € [H'(Q)]?, ¢, = 0. D’autre part, en prenant £ = 0 dans on obtient
A -0 d 2 D - D d ch Vo d L2 -0 d
o/Qw ¢ dy + I//Q (w) : D(¢) y+/Q (m): V¢ er/Q (m,m2) - ¢ dy
+ /Q((wS : V)w + (w ' V)ws> : Qb dy + <[6(w - T(W)) + ‘63(771)]% Q5 >H*1/2,H1/2
_ /Qf 6 dy, (3.3.37)

pour tout ¢ € [H(Q)]?, V-¢ =0, ¢, = 0. En comparant (3.3.36) et (3.3.37) et en tenant

compte du fait que

/ T(w,q) : D(¢) dy = 20 / D(w): D(@) dy, Vo€ [H(QF, V-6 =0, ¢, =0,
Q Q
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on obtient pour toute fonction ¢ € [H*(Q)]* vérifiant V- ¢ =0 et ¢, = 0
- <T(w> Q)na ¢>H*1/2,H1/2 = <[5(w - T772) + 51(771)” + ‘63(771)]7'7 ¢>H*1/2,H1/2 . (3338)

Cela implique que (3.3.38)) est aussi satisfaite pour toute ¢ € [H'(Q)]?, ¢, = 0. En insérant

(13.3.38) dans (3.3.36)) on obtient
/((wS-V)w+(w-V)ws)-gbdy+2u/D(w) - D(o) dy—/qv-gbdy
Q Q Q
+ <[ﬂ(w B 7-772) + ‘63(771)]7'7 ¢T>H71/27H1/2 = /(f — Aow — [’2(7717772)) ) ¢ dy
Q
- / L'm): Vo dy, (3.3.39)
Q
pour tout ¢ € [H'(Q)]?, ¢, = 0.
Ainsi, on déduit que (w, ¢) est une solution faible de (3.3.34al), (3.3.34b)), (3.3.34e)) et (3.3.341)
au sens de la [I4, Définition, p.10]. Puisque 1, € H?(w) alors Ty € [H*(0£2)]?, on peut appliquer

le [T4, Théoréme 1.2] et obtenir (w,q) € [H*(Q)]* x H'(Q)/R.
En revenant & la formulation variationnelle (3.3.35]), on déduit

/mﬁm»wWowz—{/wf@—/mWafw

—/T*<T(u,q)n+£1<m)n) -5d8+/h’£d87 (3.3.40)

1
pour tout & € D(A}Y?) oty = X(g + 7). A priori g, € D(AY?), done T*(LY(n)n) € Li(w).

D’autre part, on a T(w,q)n € [HY*(0Q)]? et ainsi T*(T(w, ¢)n) € Li(w). En outre, puisque
ny € H?(w), on déduit que 17, € D(Ay). Ainsi, en utilisant la densité de D(AVQ) dans L2(w), on
obtient Ayn; € L3(w).

En appliquant le théoréme de Lumer-Phillips, on conclut que \gId —Ag est le générateur
d’un semigroupe de contractions fortement continu sur H. O]

Proposition 3.3.3. L’adjoint de lopérateur Ag est donné par

w vAw + (w® - V)w — (V) w
A m | =P = — AT (L)) (Vw) + (L) w + (L) w — (L) (Tm)) |, (3.3.41)
72 Ay — Aoy — T*(2vD(w)n) — (L£L2?)*w

et

D(43) = {(w,m,me) € ([HAQ)J x D(A1) x D(47)) NV,
2vD(w)n + B(w —Tmna)], =0 sur 0Q}. (3.3.42)
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Démonstration. Soient (w,n,m2) € D(Ag) et (p, (1, () € D(AS). On a

<A5’(wa 7717772>a (90, Clv CQ)> = —QI//QDOU) : D((p) dy + /Q(ws ‘ V)(,O v
N /Q(sz)*SD ‘w dy — /951(771) s Vw dy — /9'62(7717772) w dy
— | Blw—=Tmn) (¢ —TG), dl' — / L3 ()] - (¢ — T G2)r dU
o9 oQ

_/(AQCQ)-HQ ds. (3.3.43)

Donc

(As(w, 1m0, (2 o o)) =V/Aso~w dy+/<w5-vxo-w
(9] Q
—/(sz)*w-wdy—/ﬁl(m)rvw dy—/EQ(m,nz)-sody
Q Q Q

- [ 1@ (o= TG ar - [

w

(AsCy) -1 ds — / T*(2vD(p)n)ne ds. (3.3.44)

En utilisant (3.3.4]) et (3.3.5)), on obtient (3.3.41). O

Proposition 3.3.4. Pour 6 € [0,1], on a

D((MoId —Ag)?) = [D(A), H],_g, D((NId—A%)") = [D(A*), H],_g (3.3.45)
pour \g > 0 assez grand.

Démonstration. La preuve est une conséquence directe de la Proposition et de [I5], Pro-
position 6.1, p.171]. O

Proposition 3.3.5. L’opérateur Ag défini par (3.3.26|) et (3.3.27) est le générateur infinitési-
mal d’un semigroupe analytique sur H.

Démonstration. On remarque que Ag = —A" + Og ou A est 'opérateur défini par

D(A) = {(w,m.m) € ([HXQ) x D) x D(A)) v,
2vD(w)n + B(w — Tna)], =0 sur 00}, (3.3.46)

w —vAw
Alm | = — 1) , (3.3.47)
72 A+ Ao + T (2vD(w)n)
D(A)=D(A), A=PA. (3.3.48)
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w (w® - V)w — (Vw®)*w
Os [ & | =P | =47 (L)) (Vw) + (L) w + (£)'w — ((£*)"(T&))
&2 —(L**) w
On précise ici que
D((A%)"?) = V.

On note que V C D(Og). En effet, soient (w,&1,&) € Vet (¢,1m1,12) € H. Tout d’abord, on
utilise (3.3.5) et on observe pour 1, € H'(w) N Li(w)

- /(EQ’Z)*w ‘1 ds = — / w - L2 (ng) dy = —/w Q"2 + Q%Vip) dy
w Q

Q

= — / w-Q™ny dy — / w- Q¥Vny dy.  (3.3.49)
Q Q

En utilisant une intégration par parties, on trouve

[w-@mays [wvn dy] < ol 1l
(9] 0

Donc, on obtient par densité

w ¥
<OS S, |m > < C( w1y (H‘PH[L?(Q)P + ||A1/2n1||L2(w)>
&2 2 H

A0y Ny + Tl Il
< O w6, &)y s mm)l - (3:3:50)

Donc d’aprés [32] et [74, Corollaire 2.4, p.81], on déduit que Ag est le générateur infinitésimal
d’un semigroupe analytique sur H et de plus As admet une résolvante compacte. O

Soit
Vi(Ty) = {v e H*(Ty), / v-ndl'=0}, s=>0.

To

De [80], le systéme ({3.3.20)), (3.3.21)), (3.3.22)) est équivalent &

PW' = AgPW +PF + Bv, PW(0)=PW?°, (3.3.51)
(Id-P)W' = (Id —P) D, o
avec
w f w®
51 = 57 52 = at€7 W = 51 ) F = 0 ) WO = 50 )
& h &
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ot D € LOVTy), [LA(Q)]? x D(A?) x L2(w)) tel que Dv = (W, 1, n2) vérifie le systéme

( Now — V- (T(w, 7)) + (w® - V)@ + (W - V)w® — V- L(m) + L3(n1,m2) = 0 dans €,
V-w=0 dans (2,

Aont — 12 =0 dans w,

oz + Ay + Agmy + TH(T(w, m)n + L (m)n) =0 dans w,

[@ — Tnalp = 1ryv,  sur 09,

[2vD(@)n + B(w — Tne) + L (m)n + L3 ()] = 1, (Bv,)  sur 9Q.

\

avec A\g € p(A), et opérateur B est défini par
B:veU=[H*?*Ty)]* — (A — As)PD(Mv) € (D(A%)).

On note que

(Ao — Ag) =B e L([H?2(Ty)?, H), Ve e (0,1/4).
L’adjoint D* € L([L*(Q)PxD(A7?)x L2(w), [L*(To)]?) est défini pour tout (f,7, k) € [LA(Q)]*
D(A}/z) x L3(w) par

{ D*(f,g,h) = (T(¢,m)n)n + (T(¢,7)0);)|p, , s B >0,
D*(f,g,h) = (T(¢, r)n)nlp,, si =0,
tels que (¢,7, (1, ) € [HA(Q)]? x H'(Q)/R x D(A;) x D(Ai/Q) est solution du systéme
’ Nd = V- (T(6,1)) — (w® - V)6 + (Vu')'o = T dans .
V-¢p=0 dans (,
MG+ G+ AT (L)) (Vo) + (L2 0+ (L%)"¢ — (L7)(T()) =g dans w,
MG — A1CL + AsG + TH(T (¢, 7)n) + (£**)*¢ = h  dans w,
(¢ —T¢)n =0 sur 09,
\ 2vD(p)n+ (¢ —T¢)], =0 sur O

On précise que (¢, (1, (2) est solution du systéme

(Ao — A5)(9, (1, G2) = P(f. g, h). (3.3.52)

Si B > 0, opérateur B* est donc donné par

)

o

mT(p,r)n-n dF) n+m(T(¢p,r)n),

B*(¢, (1, CQ) =m ((T(gb, r)n) .n —

o

et si /1 =0, on a

)
o

B*(¢,(1,(%) =m ((T(gb, rin)-n— [ mT(¢,r)n-n dF) n

o
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ott 7 € H'(Q)/R, solution du probléme

Vr 10)
0 =T -P)As | ¢ |- (3.3.53)
—T"(rn) G2

Maintenant on est en mesure d’établir la stabilisation du systéme linéaire (3.3.20)), (3.3.21)) et
(3.3.22). Pour cela, il suffit de vérifier que (Ag, B) satisfasse le critére de Fattorini-hautus
et on applique le |33, Théoréme 1.1 |.

Soit A € ¥ et soit (¢, 7, (1, (2) solution du systéme

( Ap =V - (T(¢,7)) — (w* - V)¢ + (Vuw ) ¢ =0 dansQ,
V-¢p=0 dans
A+ G+ AT (L)) (V) + (L2176 — (L7) 6+ (L9)(T¢)) =0 dans w,
Ao — A1Cy + AsGo + TH(T(¢,7)n) + (L**)*¢ =0 dans w,
(¢ —TC)n =0 sur oS,
\ 2vD(¢)n + (¢ — T¢2)]. =0 sur 00.
et on suppose que B*(¢, (1, (2) = 0, ce qui implique que pour tout 5; > 0, on a
m ((T(gb, rn)-n— [ mT(¢,r)n-n dF) n+ m(T(¢,r)n), = 0. (3.3.54)
To
On note
c(p,r)= [ mT(p,r)n-ndl.
To
L’équation devient
m(T(¢,r — c(o,7))n)n + m(T(d, 7 — c(¢,r))n), = 0. (3.3.55)

On déduit que
T(¢,r —c(¢p,r))n =0, sur [.
Alors, d’aprés |35], on obtient
=0, dansQ, r=c(p,r), surld
En particulier
T(p,r — c(¢,r))n = 0, sur ONQ. (3.3.56)

On obtient alors,

T*(T(p,7r)n) = —c(p, )T (n), sur 0. (3.3.57)
En revenant a la définition de 7 donnée par (3.2.47), on a 7*(n) = 0. Donc, de (3.3.57)), on

obtient

T*(T(¢p,7r)n) =0, sur O, (3.3.58)
De plus, on a T = 0 sur 99, donc ¢, = 0. L’équation (3.3.58|) implique que A;(; = 0 et
tenant compte de la périodicité de (;, on trouve ¢; = 0. Donc, la condition (UC,)) est vérifiée.
On déduit alors le théoréme suivant.

78



Théoréme 3.3.6. Soient to > 0, 0 > 0 et W° € V. Alors, il existe N, € N*, K €
L2 (R% L(H)), (¢n, CF,¢5) € D(AL) et vy € B* (D(A%)), k=1,..., Ny, tels que

loc
Ny t—to o
o) = oD (Wit t0)+ [ Kt —tasW(s) ds. (¢ ) | o (3359
k=1 0 <§ H
stabilise exponentiellement le systeme (3.3.51)) et on a
W1l 22 0,000(45 N0 (0,000 N 0,00) < C (WPl + 1 Fll 22 0,000 - (3.3.60)

Finalement, en utilisant (3.3.60)), (3.3.8) et (3.3.23)), on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.7. Soit 9 > 0. Pour tout v € [0,7], la solution (w,q,&) du systéme (3.3.1),

(13-3-2), (3.3.3) vérifie I’estimation

1@, < N .0l + |17

[
L2(0,4003[L2(2)]%) L3(0,+00;L%(w))

+ HE/HW.\}/ZI(Q-}—OO;[Hl/Q(6Q)]3,[L2(8Q)]3) ) . (3361)

3.4 Point fixe
Soient V., et B p définis respectivement par

Voo = L2(0, 00; [LA(Q)]*) x W0, 00; [HY2(0Q)?, [L2(OQ)) x L2(0,00; L*(w)).  (3.4.1)

Boor = {(f.3,h) € Vs | H(f,’g,ﬁ)Hy < R} (3.4.2)

oo

Soit (f,7,h) € Boor et soit (u,p,€) la solution du systeme (3.3.1), (3.3.2), (3.3.3) associ¢e a
(f,g,h). D’apres (3.3.61)), on obtient I'estimation

l(w. .l < CR. (3.4.3)

oll on a supposé que
[(w, &% N}y < R.

De (3.4.3)), on a les estimations suivantes

2. &

58k

‘LPYO(O,OO;LQ(M))

< C ||§||L2°(0,OO;H3(M)) < CR, (344)

HéHL?YO(O,oo;L"O(w)) + Hasjé-HL?yo(O,oo;Loo(w)) + ’

|

3
as]-sksig

‘Lg" (0,00;L2(w))

0z,.€

< CR, (3.4.5)

HatfuLg(o,oo;L“(w)) - ‘ LS (0,00;L%(w))
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2

HgHHW8 0,00;L>° (w + “85J5”H7/8(000L°°(w ‘ asjsk§ Hfz/g(O,oo;LSB(w)) < CR’ (346)
2

10 L 0trzon + 1058l om0 \L%mw(w)) < CR. (3.4.7)

En particulier, en tenant compte de la condition (3.1.30)), il existe Ry > 0 de sorte que, si
R < Ry, alors

< C(Ry). (3.4.8)

Lo (0,00;L (w))

H1+n

En fait, si 1+ 7 > 0, alors Ry est choisi tel que 0 < Ry < 6.
On rappelle ici un résultat connu sur le produit dans les espaces de Sobolev.

Proposition 3.4.1. Soient s > 0, s1 > s el s > s tels que s1 + s3> s+ 1/2. Soient X1, X
et X3 des espaces de Banach tels que pour tous f € Xo et g € X3, on a

1f9llx, < CNfllx, llgllx, -
Alors

Vu € H*(0,00; X3), Vv € H(0,00; X3), |[|uv|

Hs(0,00;%X1) < C H’U/‘ H*1(0,00;%X2) ||U‘ Hs52(0,00;%3) *

Démonstration. La preuve est similaire a celle donnée dans [62] en prolongeant les données par
réflexion sur R. ]

Dans le lemme suivant, ¢ désigne un opérateur linéaire qui s’écrit formellement
N2y, Zg) =PV 2+ ...+ PO 7, (3.4.9)

oll Pj(i) sont des coefficients qui ne dépendent que de ’état stationnaire (w Snd, ps) et qui sont

assez réguliéres.

Lemme 3.4.2. Soient X et Y définis dans (3.1.15). Alors, on a

VY (X) = Is = £1(6,0:8) + €(€,0:9), (3.4.10)
02Y-
axkai:]( ) = 09(6,0:,0%,8) + €(€, 0.8, 02.9), (3.4.11)
T = 09)(¢,0,,02.6,08.€) + (D€, 0.8, 2., 00.6), (3.4.12)
0T 01 5557 Usss 55S1 Usss
0Y = (19(0,€) + e"I(E,0,8), (3.4.13)
Ouain(X) = (09 (018, 038) + (€, 0i€, 6), (3.4.14)

ot les €9 sont donnés d’une maniere formelle par

6(1)(57 asg) = O(§m1 (asg)mQ)’ my +mg 2 2,
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B(€,0.,02,6) = O(E7(0:6)™ (026)™), M1+ my+myg > 2,
D(€,04, 02,6, 02,6) = O(E7(0:8)™ (92,6) ™ (D2,)™),  ma +mag +ma +my > 2,
M€, 0,8) = O(E™(Q)™), my +my > 2,
eM(E, D€, 07,8) = O(E™ (D)™ (FZE)™),  ma +my +mg > 2.

Démonstration. On rappelle que & = n — n°, alors on note

! :( L ¢ >+ & | (3.4.15)

1+n L+n% (1+n%)? (1+n%)2(1+n)

On rappelle que VY (X) — I3 admet pour termes

0Y; n° =1 3 £ S
X)-1= = + - , 3.4.16
8x3< )= 1+n L+n%  (1+9%2 (1+99%*(1+n) ( )
0Y3 95,§ s £ § :
—(X)=-— + y30s + Y30, , PO =1,2.
0z, ) = T YR A TR T P
(3.4.17)
En utilisant (3.4.15]), on obtient (3.4.10]) ou 6(1)(5, 0,&) fait intervenir les termes de la forme
& £ 0:€

() 72 (n®) my =2 my>1, a;>1,i=12 (3.4.18)

(L4 &+ n%)’ (14+&+n%)’

oil 7', i = 1,2 sont des fonctions de classe C*(w). On a pour k,j € {1,2},

I8 (X)) = g D), J o, Sk
Fana; ) T T ) PO ) T T )
9251 05, M0s.M
k% —9 k% . (3.4.19
+y3§((1+775)(1+77) Grma+ne) &4

Donc, on déduit m ot e? 5 &, 855 ) fait intervenir les termes de la forme
fml (asg)mg €m3 agsg

3¢, > 2 4(pS >1, a;>1,i=1,2
7(77 )(1+€+n5)a1;m1+m2 ) 7(77 )(1+£+ns)a27m3 705 ;Z PR
. (3.4.20)
oit 7', i = 3,4 sont des fonctions de classe C'(w). On constate que la dérivée troisiéme
%Y
——~ 3 (X) fait intervenir les termes suivants :
8xi8xk8xj
y3 8§jsksi£ y3 85 7]83 Ské y3 aisknasj'g y3 asknasinas]f
(L +7%)" 7 (L +n)A+n%)" T (L+n) 1 +n%)" 7 (1+n)?1+n%)
2 2
y3 8Sjsk7]asi§ y3 5 s]sksl y3 gasksjnasin y3 éﬁsknasﬂ?asin ) (3421)
(L4+m)2(1+7%)" 7 (L+n%)(L+n)" T (L+n)>(1+n%)" 7 (1+n)*(1+n5)
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On obtient alors (3.4.12)) ot € (5 0,€,0%.€,0° .£) fait intervenir les termes de la forme

£ (0:8)™
14+ &+nS)”

£ (D)0
(T E+ )=

6/(,.S TS £m3 5355
7 (n°) 7<n)(1+€+n)a3,

5/(.S
7(77)(

mi + Mo 2 2, ny + N9 2 2, ms 2 1, a; 2 1, 1= 13, (3422)

avec 7', @ = 5, ..., 7 sont des fonctions bornées dans w.
Par ailleurs, on a

223
0Yy = — .
t13 y31 s
On déduit (B.4.13) ot €' (¢,9,€) fait intervenir le terme de la forme
£ 0

(1"‘5—}—7}5)&1’ my 21, aqg =2 1.

Les termes figurant dans dya;x(X) sont de la forme

8t£aSjT] atfas]-ns atzsjg . (1 + ns)atg
Bate Parpa+as Pa+n T 0+

D’ou ([3.4.14) avec e (€,0,€,04€) fait intervenir les termes de la forme

SRR §"0,€ £ 0,£05€
(1 +&+n5)™ (1+&+n%)> (14 &+ n%)es’

*(n°) , V(%) , 700

mi =1, my=21 m3>20, o, 21, i=1,...

ot 7', i =8, ..., 10 sont des fonctions de classe C*(w).
On suppose que R < 1. On a le lemme suivant.

Lemme 3.4.3. Soient les €V définis dans le Lemme et soit
(w®,0°,p%) € 2= (Q) x C(w) x WH2(Q).

Alors, on a

1€ 0 o0z ey + 11676 058 00 o0 s 2000

+ ”'E 5 0 5’ 8857 588 HLgO(opo;L?(Q)) + ‘}6(13)(57atf)HLg(o,oo[LDO(Q)P)

+ [ 08, 0| s sz

HE (€, 95€) HLOO(OOO[H3/2(6Q + HE(Z) (€, 0s¢, 0%, HLoo oOoHl/Q(aQ))
+ HE (€, 95€) HHW (0,00;[Lo° (8] + HE(Q) (€0 W&, 02 55 |’H§/8(o,oo;L8/:s(aQ))
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.3, (3.4.24)

O

(3.4.25)

< CR?, (3.4.26)

< OR?. (3.4.27)



Démonstration. En utilisant (3.4.25)), (3.4.4)),(3.4.8) et (3.4.18]), on obtient
1 2
1€ (€, 0| o 0 costzom ey < CR. (3.4.28)

D’autre part de (3.4.8)), (3.4.25)), (3.4.4) et de (3.4.20]), on trouve

2 2
HE( (6,04, 0%, HLgo(o,oo;m(Q)) SCOR (3.4.29)
De (3.4.8), (3.4.25)), (3.4.4)) et de (3.4.22), on a
(3 2
H€ ) 6 a 57 5557 SSS HL?VO(O,OO,[?(Q)) g CR . (3430)

De (3.4.8), (3.4.25)), (3.4.5)), (3.4.4) et (3.4.23), on obtient

€M) (&, 0,€) HL4 ooz < OB (3.4.31)

En utilisant (3.4.8), (3.4.25)), (3.4.4)), (3.4.5) et (3.4.24)), on obtient

€M) (£, 0,€, 0L€) < CR2. (3.4.32)

HL?Y(O,OO,LQ(Q))

En utilisant (3.4.28), (3.4.29), (3.4.30), (3.4.31) et (3.4.32)), on déduit (3.4.26).

D’un autre coté, on a

1605€ 1| Lo 0,001255/2() S C €N oo 00012 ) 1058 | 10 0 0011972y < C R (3.4.33)

Donc, en utilisant (3.4.8]) et (3.4.4), on a

1
SR S— <C, >l (3.4.34)
H (I+&+ /,/’S)az L2 (0,00, H2(w))
Alors,
mla
H £ 5 < OR?. (3.4.35)
1+ £ + 77 L%O(O,OO.HS/Q(&)))

Donc, en utilisant le fait que 0,6 € L°(0, 00; H*(w)) et ||0; §||Loo 0.00:H2(w)) S CR, on obtient

”fm(a 5)m HL°°(0 o0; H3/2(w CR2 (3-4-36)
On a aussi
H&fﬁ!lw(umﬂm(w)) < C €l e 0,005 19720 119556 HLoo 0ot 2(wy) < O (3.4.37)
Donc, en utilisant (3.4.34), on obtient
H EMOLE <OR. (3.4.38)
(L4 €4 m9)% | oo 0,005 72()
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D’un autre coté, en utilisant (3.4.8]), on a

5/8 3/8

§
H2(0.0017()) H (L4 €4+ 1) ] 12 0 cestr4()
< CR, (67 2 1. (3439)

3 H £
s <Ol||l—>
H (L4 &+ 0)% | 53/4 0 sosL00 () (14 &+ )™

Donc, on obtient

H £0s§
(14 & +n%)~

§
o7
/(0,001 () (L4 &4 m7)

HaSSH 7/8 oco: L (w
H3/*(0,00:L%° () o eetk e

< OR?. (3.4.40)

Puisque 7/8 > 1/2, on utilise la Proposition on obtient

10058)™ | 117750 00520 w)) < C MO 577750005 50 () -
Par suite, on déduit

< OR%. (3.4.41)

HI/3(0,00;L ()

H £ (0:8)™
(1 +&+n%)~

D’autre part,

2 2
H 1t 5 + %) < O 28l 270 0 cnorn) 1230 s ey < OB (3:4:42)

H3/%(0,00,L3/3 ()

mi g

H s < CR?, (3.4.43)
1+ 5 + 77 3/8(07OO;L8/3(M))
En utilisant (3.4.36)), (3.4.38)), (3.4.41)) et (3.4.43), on obtient (3.4.27). O
Lemme 3.4.4. On a

vV .NE<§)||L,2Y(O,OO;[L2(Q)]3) + |NVF(€ )||L2 0,00i[L2(O) < CR?, (3.4.44)
HNE( )||L2(000[L2( Q)]9) CR2 (3.4.45)
HNE(é)n||W$/4(0,oo-[H1/2(8Q)]3 [L2(69)]3) + ||NG( )||W1/4 0,00:[H/2(9)]3;[L2(0Q)]? CR2 (3446)
[(F(u,p,€), Glu, &+ ), H(u, &+ %)), < CRZ. (3.4.47)

Démonstration. De (3.2.26) et du Lemme NE(§) a pour termes

fml(asg)mQ Cz( S é“m(asg)magsg
(L+&+n%)> (14 &+ n5)e
mq —|—m2 2 Al —|—7’LQ 2 , Z 1, 1= 127 (3448)

Jw?)

ct(n®, w’)
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oil ¢, i = 1,2 sont des fonctions de régularité W (Q).

De (3.4.8)), (3.4.25)) et (3.4.4), on obtient

INVE(E) 12 (0,00522(02) < CR™. (3.4.49)

De (3.2.24), (3.2.26)), (3.2.28), (3.4.25) et le Lemme les termes qui apparaitront dans
V - Ng(€) sont les suivants

"(0:6)™? £ (0:€)" 058 £ 05,,€
dl S S g ( d2 S S ss d3 S S 588 7
(777w )(1_|_§_|_775>041’ ( 7w )(1+§+ S)OCQ’ ( 7w )(1+§+,’7)a3
mi +m2 2 1 +7’LZ 2 ms =2 > ]_ O[Z ]_, 1= 13,

oud', ¢ =1,...,3 sont des fonctions bornées sur 2.

De (3.4.8), (3.4.25) et (3.4.4]), on obtient

IV - Nl L2 (0,00i22(02) < O (3.4.50)

D’autre part, de (3.2.44), Nr(£) admet pour termes

15 sy §M(0:6)™ 25 g §M(0L)™0%E 5 ¢ g M 0LE
4,8 S §m10,€ 5.5 gy §M00:80:€
@ )(1+£+ns)a4’ 7w )( L+ &+ n5)es’

mi+me =22 ni+ne =2 mg=>1 mg>1 my>1, ms =20, oy > 1, 1 =1...5,

avec a’, i = 1, ...,5 sont des fonctions bornées dans €.
Donc, en utilisant (3.4.8]), (3.4.25)), (3.4.4)) et (3.4.5)), on obtient

INE (]2 0 s0z20p) < CR”.

D’autre part, les fonctions Nz (€) et Ng(§) admettent les termes figurant dans (3.4.48)). Donc,
d’aprés le Lemme [3.4.3[ et (3.4.25)), on a l'estimation ((3.4.46].
Finalement, en utilisant le Lemme (3.4.3) et la méme procédure développée dans [32],

on trouve (3.4.47)). O]

3.4.1 Preuve du Théoréme 3.1.1

On définit 'application @ : By, g — Vs comme suit

®(f,G.h) = (V- Np() + Nw(€) + F(u,p,9),
— INe(O)n], + Ng(O)] + G(u, € +1°), H(u, & +1%) — T*(Ne(&)n)). (3.4.51)
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Dans ce cas, on montre que pour R assez petit (B r) C Boo,r €t que @5 , est une contraction
stricte. Soit (f,g,h) € By g, d’aprés le Lemme on obtient

|eram| <cr

o0

On obtient de méme

|7, g0,

h(1)>_(I)(f(z)’~(2)’ﬁ(2))Hy <CRH(f(l)’g(l)’ﬁ(l))_(f(2)’§(2>’ﬁ(2))"y ,

pour (f,3,1), (f?, 57, 2?) € B .
On déduit alors le résultat principal de ce chapitre.
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Chapitre 4

Controlabilité d’un probléme d’interaction
fluide-solide avec les conditions de Navier

Le but de ce chapitre est de montrer la controlabilité a zéro d’un systéme modélisant I'inter-
action entre un fluide incompressible et une structure solide en utilisant un controéle distribué
localement situé dans le domaine du fluide. Le fluide est modélisé par le systéme de Navier-
Stokes avec les conditions de Navier sur le bord, tandis que le corps rigide est gouverné par les
lois de Newton. Le résultat principal montre qu’on peut amener les vitesses du fluide et de la
structure a zéro et qu’on peut controler exactement la position du solide tant que ce dernier
n’est pas un disque.

Le point clé de ce chapitre consiste a I’élaboration d’une nouvelle inégalité de Carleman pour
le systéme linéarisé associé a notre probléme couplant les équations de Stokes et des équations
différentielles ordinaires avec les conditions de Navier sur le bord.

4.1 Introduction

Soit © un ouvert borné non vide de R? assez régulier. On suppose que € contient un corps
rigide et un fluide visqueux incompressible. Pour un temps ¢ > 0 fixé, le domaine du solide est
dénoté par S(t) C Q qui est supposé étre un compact assez régulier d’intérieur non vide. Le
domaine du fluide est dénoté par F(t) = Q\S(t), et il est supposé étre un ensemble connexe.

On considére le systéme suivant qui décrit I’évolution du fluide gouvernée par le systéme
incompressible de Navier-Stokes

(4.1.1)

OU + (U-VU —V -T(U, P) = v*lp  dans (0,T) x F(t),
V-U=0 dans (0,7) x F(t).

Dans le systéme ci-dessus, on a dénoté par U la vitesse du fluide, P la pression du fluide et par
v* le controle qui agit sur le systéme & travers O C R?, ott O est un ouvert non vide tel que

O C F(t).
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Le tenseur des contraintes de Cauchy T(U, P) est défini par

T(U,P) = —PL+2vD(U), D(U);; = % <8Ui N an> |

81']‘ 6%

oll v est la viscosité du fluide. On dénote pour chaque instant ¢, la position de la structure par
h(t) € R* et par Ry la matrice de rotation d’angle 6 du solide définie par

cosf(t) —sinf(t
Ry = (sin 9((t)) cos Q(ZE))) '

Alors, le flux de la structure est donné par Xs(t,-): S — S(t) ou
XS(tv y) = h(t) + R@(t)yv le (O7T)7 y € 87 (412)

avec S un compact non vide régulier de R
On note que Xs(t, ) est inversible, on dénote son inverse par Ys(¢,-) : S(t) — S ou

Ys(t,x) = R;é)(x —h(t)), te(0,7), =ze&S(1).

Dong, la vitesse eulérienne de la structure est donnée par

Us(t, ) = W(t) + Ry Ry (x — h(t), t€(0,T), xeS(t)

On dénote par a*, le vecteur (—;@)7 pour tout a = <Zl) e R?
1 2

On note que Rg(t)Re_é) est une matrice antisymeétrique, alors la vitesse eulérienne de la
structure s’écrit
Us(t, ) = I'(t) +w(t)(z — h(t))",

ol w(t) = '(t) représente la vitesse angulaire du solide.
On dénote par Sp, 9 'ensemble
Sho =h+ RS,

et on définit le domaine du fluide correspondant
Fro = QNSho,
pour tout h € R%, § € R. Avec ces notations, on a
S(t) = Snwom:  F(t) = Fuiw.o0)-

On précise que le domaine du fluide dépend du déplacement de la structure rigide et par
conséquent, il dépend du temps.
On dénote par n la normale extérieure unitaire a OF (t), ot OF (t) = 02U 9S(1).
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Le mouvement de la structure est régi par les équations suivantes

b (1) = — / T(U, PYi dT € (0,T),
95() (4.1.3)
J(t) = — /88“)@ —h(#))- - T(U, P)i dT t € (0,T).

On compléte (4.1.1) et (4.1.3) par les conditions au bord de Navier. Dans le but d’écrire
ces conditions, on rappelle quelques notations. On dénote par a; et as la partie normale et
tangentielle de a € R? :

az = (a-nN)n, az =a — ap.

Dong, les conditions au bord s’écrivent comme suit

Up =0 dans (0,7), sur 09,
2vD(U)n + aU]. =0 dans (0,7), sur 0, (4.1.4)
(U—-Us)s =0 dans (0,7), sur dS(t), o
2vD(U)n+ s (U —Us)l-=0 dans (0,7), sur dS(t),

ot fo = 0 et Bs > 0 sont les coefficients de friction.
Soient A%, 0 € R? 6° w® € R et u® € [H'(Fpog)>. On fournit les conditions initiales
suivantes

U0,2) = u’(x), © € Frogo, h(0)=0, w(0)=u’, h0)="r" 60)=6° (41.5)
telles que les conditions de compatibilité suivante soient vérifiées
V-u'=0 dans Fho go,

ud =0 sur 99, (4.1.6)
(uo — ug)ﬁ =0 sur 0S80 g0,

ol u%(r) = 0+ w’(x — h%)*t. Sans restreindre la généralité, on suppose que le centre de gravité
de S est positionné a lorigine. Donc, h(t) sera la position du centre de masse de S(t).
Notre objectif est de trouver un controle v* agissant sur l'ouvert O tel que pour tout
(hr,07) € R* x R avec
ShTﬂT CQ \ 6, (417)

on obtient h(T") = hr, 0(T) = 01 et que les vitesses du fluide et du solide sont égales a 0 en
temps final T
Le résultat principal de cette partie est le suivant :

Théoréme 4.1.1. On suppose que S n’est pas un disque. B
Soit (hr,0r) vérifiant (E1.7). Alors, il existe € > 0 tel que pour tout (u°, h°, 0, w°, 6°) qui
satisfait (4.1.6) et

1| oy + 110 = x| + )z?é\ + o] +]6° - 0r] <,
il existe un controle v* € L*(0,T;[L*(0)]?) tel que

U(T, ) =0 dans Fnypop, h(T)=hp, B (T)=0, w(T)=0, 6O(T)=0r.
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Sans restreindre la généralité, on peut toujours supposer
hr =0, 0r=0, etdonc Sn,o, =S, Fnpop=F.

Remarque 4.1.2.
1. Si S est un disque, les conditions au bord (4.1.4) sur S(t) s’écrivent

{ (Ut,)—=h({t)a=0 te(0,T), surdS(t),
2vD(U)n+ Bs (U —Us)))-=0 dans (0,T), sur dS(t),

et on constate que la vitesse angulaire apparait uniquement dans la 2 éme condition au bord
(et si Bs > 0) et malheureusement, il est difficile d’obtenir des estimations de Carleman
qui permettent de contréler la vitesse w dans ce cas. C’est la raison pour laquelle on a
exclu le cas du disque dans le Théoreme |/.1.1].

2. Le Théorémel{.1.1 reste vrai en dimension trois, mais dans ce cas on devrait supposer que
S n‘admet pas d’axe de rotation. Cette hypothése géométrique est suffisante pour prouver
Uinégalité de Carleman obtenue dans la section [{.8. Plus précisément, en supposant que
S n’a pas d’aze de rotation, alors pour tout z € [L*(Q)]*, £ € R?, k € R? tels que

V-z=0dans F, z-n=L+kxy)- -nlgs sur dF,

on a
HZH[L2(]—‘)]3 = C (] + k),

avec C' une constante positive indépendante de z, { et k. Cet arqgument est prouvé dans
|82, Lemme 2.2].

4.2 Préliminaires

Dans cette partie, on prouve quelques résultats de régularité du probléme linéaire associé.
On considére le systéme suivant

( (915@—VT(E,7):F1 dans (O,T)XJT",
V-w=0 dans (0,7) x F,
ml(t) = —/ T(w,7)n dl' + F», te (0,7), (4.2.1)
as
J(k(t)) = —/ y* - T(w,7)n dl' + Fy t € (0,T),
\ as

avec les conditions au bord

w, =0 sur (0,7)

2vD(w)n + Pow], =0 sur (0,7)
(W—Ws), =0 sur (0,7) x IS,

2vD(w)n + Bs(w — ws)], =0 sur (0,7)

(4.2.2)
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ol Ws(y) = bz + kwy®, complété avec les conditions initiales

w(0,-) =w’, in F, Llg(0) =0, kg(0)=k2. (4.2.3)

On énonce un résultat de régularité pour le systéme (4.2.1)), (4.2.2)) et (4.2.3) qui est prouvé
dans [93].

Théoréme 4.2.1. Soit T > 0. On suppose que Fy € L*(0,T;[L*(F)]?), F, € [L*(0,T)) et
Fy € L*(0,T) sont des fonctions données et w” € [H'(F)]? telles que

V-uw’=0, dans F, w? =0, surdQ, w’(y)= " +kly")., ye€os.

n

Alors, il existe une unique solution (W, T, Uy, k) du probleme (4.2.1)), (4.2.2)) et (4.2.3) telle que

w € L*(0,T; [H*(F)?) n C([0. T} [HY(F)]) N HY(0, T [L*(F))), 7€ L*0,T; H'(F)/R),
(bw, k) € [H(0,T))* x H'(0,T).
De plus, la solution satisfait I’estimation suivante
1| 20,7, (712 2 0o, (Fy2yne o2 o) T 2o 2 ) my + 1l 1 0.1y + 1w g 0.
<C <HF1||L2(O,T;[L2(}')]2) + 1 B2l 20y + 1F5 Ml 20,y + HWOH[H1(JT)]2 +|6] + ‘k:g,‘) . (4.24)

La preuve du théoréme ci-dessus est basée sur la théorie des semi-groupes. Dans ce qui suit,
on rappelle les points importants de la preuve .

On note que w’ et @ sont étendus par £2 + kS yt et ly + kgy™ sur S respectivement.

On définit les espaces de Hilbert

H={we[l’(QP |V -w=0, w,=0surd? D(w)=0dansS},

V={weH|wlre [H(F)]}.

La condition D(w) = 0 dans S est équivalente & w = ws € R dans S ou
R = {v € R? | il existe £, € R?, k, € R tels que v(y) = £, + k‘vyL} )

Pour tous w,v € H, on définit le produit scalaire sur H par
(w,v) = / w-v dy +mby, - Ly + Jkyky,.
f

On définit également I'opérateur de projection P : [L*(Q)]* — H.
Le systéme (4.2.1), (4.2.2)) et (4.2.3) peut étre réduit & la forme suivante

w=Aw+F, w(0)=u’, (4.2.5)
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otl 'opérateur A est défini par

vAw dans F,
Aw= ¢ 2v D(w)n dI' — (271/ [/ y* - D(w)n dF}) yt sur 08,
a8

m Jas

(4.2.6)

A=PA, D(A) =DA) ={weV, wre[H(F), 2vD(w)n + fow] =0, sur L,
2vD(w)n + Bs(w — ws)], =0, sur dS},

i
F=P (F11f+ (EJF Fay ) 15) .
m J
Dans [93, Lemme 3.1], il est prouvé que 'opérateur A est auto-adjoint et qu’il est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe de contractionss sur H. Donc, on déduit le Théoréme [4.2.1] (voir
[93, Proposition 3.3]).
Puisque A est un opérateur auto-adjoint, alors pour tout w € D(A), on a

2
WD ay/zy = (w,w) + (w, Aw) .

Pour notre étude, on a besoin d’établir un résultat de régularité plus forte pour le systéme
linéaire (4.2.1)), (4.2.2), (4.2.3).
Soit w’ € [H*(F))?, 7° € H*(F), (2, k%) € R? et on pose w' € [H*(F)]?, (€1, kL) € R? tels

que
w' =V - T(w’, 7% + Fi(0,-)
1 1
0L =—— [ T(w" 7%n dl + —F(0),
m Jas m
et ] )
— ——/ y- - T(w?, 7%)n dl' + = F3(0).
J Jas J
De plus, on suppose que 7° satisfait le systéme suivant
Ar’ =V - F(0,) dans F,
90
8in = (vAw® + F1(0,-) - n — (€ + kLy™) -nlys  sur OF.

En utilisant le théoréme de Lax-Milgram, le systéme ci-dessus admet une solution unique 7° €
HY(F)/R, telle que

V7O o e + 1l + | < C( [0 | s e + 13 20 gy o o)

1B laom + 1Bl o )
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Puisque OF est suffisamment régulier, on obtient
(AW’ 4 Fi(0,-)) - n — (€2 + kLyb) -nlys € HY2(OF).

Dongc, en utilisant les estimations elliptiques classiques du systéme de Neumann, on trouve

[ PP AR A RS C( [0 s e + 1 20 gy o gz o)

1Pl + Wil )
Soient les conditions de compatibilité

V-w'=0, dans F, w! =0, surdQ, wi(y)= (L, +kly" )., y<€dS. (4.2.7)

Proposition 4.2.2. Soit T > 0. On suppose que Fy € L*(0,T;[H*(F)]*)n H* (0, T;[L*(F))?),
Fy € [HY(0,7))?, Fy € HY(0,T) et soit (w°, 2, k°) tels que les conditions de compatibilité

(4.2.7) soient vérifiées.

Alors, il existe une unique solution (0, T, b, kw) du probleme (4.2.1), (4.2.2)) et (4.2.3)) telle
que

w e L*(0,T; [H*(F)?) N H*0,T; [L*(F))?), 7€ L*0,T;H*(F))nH0,T; H'(F)),
(bw, k) € [H*(0,T))* x H*(0,T).

De plus, lestimation suivante est satisfaite
1@ 20 7113 Fy2ynm20 s 22(y2) T 2083 i 0. 7y + 1l 20,2 + kw20,
< C( 1E U 202 o2y omrzcmye) + 12l o,z + 1E3] o m)
0 0 0
A \kw\). (128)

Démonstration. On dérive le systéme (4.2.1), (4.2.2)) par rapport a t. On obtient

( &gt@ - V- T(@t@, @E) = 8tF1 dans (0, T) X .F,
V- (0aw) =0 dans (0,7) x F,
ml () = — / T(0yw, 0 dT + &, Fy 1t € (0, 7). (4.2.9)
a8

\ oS

avec les conditions aux limites

Ow, =0 sur (0,7) x 09,
2vD(0,w)n + Badw] =0 sur (0,7T) x 09, (4.2.10)
(0w — W), =0 sur (0,7) x 9S8, o
[2vD(9w)n + Bs(Ow —ws)], =0 sur (0,7) x IS,

93



oil Wy = (o + kly™ avec les conditions initiales
0w(0,-) = w', dans F, (o(0)=/(L, ki(0)=kL, (5(0) =100, kg(0)=£k2. (4.2.11)

Puisque (4.2.7)) est satisfaite, on peut appliquer le Théoréme et obtenir

10| L2 0.7 1112 (ry2yn o2 2y T 10T 2. () + Wl .2 + 116G a0,y

< C( HFlHL2(O,T;[H2(]—')]2)ﬂH1(O,T;[L2(]-')]2) + HF2H[H1(0,T)]2 + HF3HH1(O,T) + HUJOH[H:,(BP )
(4.2.12)

De ([4.2.12)), on obtient (5 € [H?*(0,T)]* et ky € H?(0,T). Donc, en utilisant le résultat de
régularité pour le systéme de Stokes un-stationnaire avec les conditions de Navier prouvé dans
[46], combiné avec (4.2.12)) et (4.2.4), on a

1@ 20,21 (Fy2ynmz0 22y Tl 20 ey o, ) + 1wl e,y + 15wl 2o,

< C( 1E U 202 ey o mrzcmyey + 12l o,z + 1E3] o m)
0 0 0
0 e+ 1421+ 182 )

Donc, on déduit (4.2.8)). O

4.3 Changement de variables

Pour traiter le probleme (4.1.1)), (4.1.3]), (4.1.4), (4.1.5), on considére un systéme équivalent
écrit dans un domaine fixe en utilisant le changement de variables qui est déja introduit dans
[87]. En effet, on construit une extension du flux qui soit incompressible et réguliére sur
Q. Tout d’abord, on a besoin de controler la distance entre la structure et le bord 9(Q\0).

La condition implique qu’il existe d > 0 tel que

d(O(N\0),S) = d.
Soit t € [0,T]. On a pour tout y € S fixé
d(y, S(1)) < |h(t) + Rowyy —y] -

Donc
d(S(1),8) < C (|n(t)] + |Raqoy — L) - (4.3.1)
Si
|h(t)] + |Roy — I2| < 5= (4.3.2)
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on a

d(S(1),S) <

| R

Donc, on obtient
AO@\0).8(1) > 5. te[0.T]

En d’autres termes, on suppose seulement qu’aucune collision n’a lieu entre la structure et le
bord O(Q\O) en temps T. En effet, si les données initiales sont assez petites, alors le déplacement
de la structure reste petit, donc (4.3.2) est satisfaite. Ainsi, aucun contact ne peut survenir entre
le solide et le bord sur [0, 7.

De [87], on peut construire un changement de variables X et Y avec les propriétés suivantes

— Pour tout ¢ € [0,T], X et Y sont des diffeomorphismes de € de classe C*° |

— La fonction X est inversible d’inverse Y,

— Dans un voisinage de S = S(T'), X(t,y) = Xs(t,y) = h(t) + Rowy,

— Dans un voisinage de 99 et de O, X (t,y) = v,
det VX(t,y) = 1, pour tout y € Q,
Dans un voisinage de S, VX (t,y) = Ry et VY (t, X(t,y)) = Ry
De plus, on a

||X||H2(0,T;[02(§)]2) + ||Y||H2(0,T;[C2(§)]2) < C(||h||[H2(0,T)]2 + ||9||H2(07T))7 (4-3-3)
ou C' dépend de T.
On pose
u(t,y) = Cof (VX(t,y))"U(t, X(t,y)), P(t,y) =p(t, X(t,y)).
Donc, on a

us(t,y) = Ry (W' (1) + w(t)(z — h(t))") = £(t) + w(t)y™,

ou ((t) = Rg_é)h’(t). On transforme le systéme (4.1.1), (4.1.3), (4.1.4), (4.1.5) en utilisant ce
changement de variables. Des calculs de ce type sont déja faits dans |93 Lemma 2.1]. Donc, le
systéme (4.1.1), (4.1.3), (4.1.4), (4.1.5) est équivalent a

Ou — vLu+ Mu+ Nu+ Gp=v"1p dans (0,7) x F, (4.3.4)
V-u=0 dans (0,T) x F, o
ml'(t) = —/ T(u, p)n dI' — mwl(t)*: t € (0,T),
as (4.3.5)
Ju'(t) = —/ y+ - T(u,p)n dl' t € (0,T),
as
u, =0 sur (0,77) x 09,
2vD(u)n + Bou]_ =0 sur (0,7) x 09, (4.3.6)
(u—1us), =0 sur (0,7) x9S, e
2vD(u)n + fs (u —us)], =0 sur (0,T) x IS,
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ol n et 7 dénotent respectivement le vecteur normal et le vecteur tangentiel sur OF, avec

0 3u2 8“ i mii
Lu); = Z B ( ik ) + QZ MF — + Z <8y klrjl) + nglrjlrkm) u

gk 7Y okl m

I |

Z 5 (9y] ]z];( * ot T o atayj) s

ou;
Zu] ijkujuk,
ik

- Op
= vu_-
[Gp; E o

ol

’ aY; 8Y 0X;0X;
L/ _ ? J
g Xk: Z Oy Oy’

1 Ogi | Ogu  0gij
rk — = kl i j i
Y 2ZI:g Y, " dYi " Oy,
Finalement, les conditions initiales deviennent pour y € F

u(0, 1) = Cof (VX (0,9))*u’(X(0,y)) = uo(y), £(0) = Re_oléa =0 w0)=u" (437

4.4 Inégalité de Carleman pour le Laplacien avec les condi-
tions de Navier

En premier lieu, on prouve une inégalité de Carleman pour le probléme du Laplacien avec
les conditions de Navier non-homogeénes. De [24, Lemma 1.1], on peut construire une fonction
n € C*(F) telle que

n>0dans F, np=0surdF, |Vn >0dansF\O,ou0,CcCO, Vn-n<0surdF.
(4.4.1)
Soit A > 0, on pose a = . On a alors la proposition suivante

Proposition 4.4.1. Soient F et O deux ouverts non vides tels que O C F. On suppose que le
coefficient de friction B est positif ou nul.

Alors, il existe C = C(F,0) > 0, s1 et \y ot s1 = $1(F,0), \y = M(F,0), tels que la
solution ¥ € [H*(F))* du systéeme

Ay =f dans F,
V-Y=0 dans F,

Up = a, sur OF,

2D(Y)n+ By =b sur OF,

(4.4.2)
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satisfait lestimation
32)\2/ e*%a? |V@Z)|2 dy + 84/\4/ e?oqt ]@/}|2 dy + ﬂs3)\2e25/ |77/}7—|2 dr
F F oF
< 0(54)\4/ ezt [y|? dy + s/ o f]? dy + 83)\2625/ |V.(a-n)*dl
o F oF

+ st e HanH[QHl/z(a]_-)]Q + 53 \2e? /8]—' 1b]? dF). (4.4.3)
pour tout s > sy et A=\, o f € [L*(F)%, b€ [HY2(0F))?, a € [HY*(0F)]*.

Démonstration. La preuve est inspirée de [47] ot dans notre cas, on a besoin de prendre en
compte les conditions non-homogénes au bord.
Etape 1 : Soit w = e**1. La premiére équation du systéme (4.4.2)) devient

— Aw — 2222 V> w + 25 aVwVn + sX2a | V> w + shaAnw = e f, (4.4.4)
On écrit Aw =V - (Vw + (Vw)*) — V(V - w). En utilisant V - w = s \aVn - w, on a
—Aw = =V - (Vw + (Vw)*) + sAa(Vw)*Vn + sAaVnw + s\?a(Vn - w) V.
Donc, peut s’écrire
— V- (Vw+ (Vw)) +sAa(Vw)* Vi — 22202 |Vn|* w+ 25 \aVwVn + sA2a |V w+ shaAnw
+ sAaVinw + sA\?a(Vn - w)Vn = e f. (4.4.5)

On multiplie (#.4.5) par a*/?, alors ([#.4.5) est équivalente &

Mw+ Nw =g, (4.4.6)
ou
Mw = —a'?V - (Vw + (Vw)*) — s2A2a”2 |[Vn|* w + sAa®/?(Vw)*Vn, (4.4.7)
Nw = 2sXa®*VwVn 4 4sX20%2 V| w,
et

G =a'?e f + 35222 |Vn|P w — sAa® 2 Anqw — sAa®2V2nw — sN2a2 (V- w)Vn.  (4.4.9)
En multipliant (4.4.6) par elle méme, on constate qu’il suffit seulement de considérer les termes

D A(Mw)s, (Nw)y).
i,
Premiérement, on a

(Mw)1, (Nw);) = —28)\/]:&2V - (Vw + (Vw)*) - VwVn dy

= —2s\ /W(Vn -n)(Vw + (Vw)*)n - (Vwn) dT + 23)\/]E042(va277) : (Vw + (Vw)*) dy

+ 45)\2/ o (Vw + (Vw)*)Vn - VwVn dy + 2sA Z/ o (Ojw; + Ow;) O widkn dy.  (4.4.10)
F F

i7j7k
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On pose

A= 4s)\? /fag(Vw + (Vw)*)Vn - VwVn dy = 45\ /}_042 \VwVn* dy
+ 4s\? /FOzQ((Vw)*Vn) (VwVn) dy = A; + Ay, (4.4.11)
On obtient
Ay = 45/\2/ |Vn|? (Vwn) - n(w - n) dT’ — 4s\? Z/ 9i(a*Okn0;m)djwiwy, dy
oF nlF
- 452/\3/7042V77 V(aVn-w)(Vn-w) dy, (4.4.12)

oll on a utilisé le fait que V - w = sAaVn - w. Une intégration par parties pour le dernier terme
donne

Ay = 45)\2/ a2 |Vn* (Vwn) - n(w - n) dU — 4s)\? Z/ 9;(a*Omd;m)dwswy dy
OF T
+232)\3/ o3 An |V - wl? dy+232)\4/ \Vn? o |V - w| dy—232)\3/ (Vn-n) |V - w|* dT.
F F oF
(4.4.13)

D’un autre coté, on a

B = 2s)\ Z/ 042(83"(111' + @wj)@ijwﬁkn dy
]:

Z‘?j7k

— 3)\/ o’V -V |Vw|2 dy + 2s)\ Z/ aQ@wj@,%jwi@kn dy = By + By. (4.4.14)
F F

i’j’k

Une intégration par parties des termes By et By, donne

B :s)\/ (Vn-n) |[Vw|? dF—s)\/ o2 An |Vwl]? dy—2$)\2/ IV o [Vw|® dy, (4.4.15)
oF F F

B, = 23)\/ (Vn-n)Vw : (Vw)" dI" — 25)\/ Ana®Vw : (Vw)* dy
OF F
— 43)\2/ a? ]VT]|2 Vw: (Vw)" dy — 25)\2/ a28,3iwj8jw18k77 dy = Boy + Bag + Baz + Bay.
F F

.5,k

(4.4.16)
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On fait encore une intégration par parties pour Byy, on a
Boy = —23/\/ (Vn-n)(Vwn) - (Vw)™n) dI" + 23)\/ ?(V*nVw) : Vw dy
oOF F
+ 45)\2/ ?(Vw)*Vn) - (Vw)Vn) dy + 252)\2/ o (Vnw) - (VwVn) dy
F F

+ Z 2)\3/ > 0ndmom (Ox (wiw;)) dy + 232)\2/ ?(VwVn) - (Vw)*Vn) dy. (4.4.17)

1,5,k F

On note que le troisiéme terme dans (4.4.17)) correspond a A,, tandis que le cinquiéme terme
dans (4.4.17) dénoté par Byys donne

Boys = s )\32/ e 0;&78 nOMOk (w;w;) 232)\3/ Ok ( 3(9k778 o) (w;w;) dy

4,5,k 4,5,k

+ 32/\3/ (Vn-n)?|w-nl*> dl
oF

232)\3/ O (@ Onomom) (ww;) dy > —Cs*\3(1 +)\)/ ot lwl? dy.

1,5,k F

On traite le sixiéme terme dans (4.4.17)), on obtient

Baoys = 252)\2/ a?(VwVn) - (Vw)*Vn) dy = —2s2>\2/ a’0;(0;n0kn)dwiwy dy
F F

382)\32/(1 0kn0;nonok(w;w;) dy — 3)\3/ a’Vn -V |aVny- w| dy

1,7,k F

+ 252)\2/0 (Va2 (Vw)*n) - n(w - n) dT' = Oy — 3Bays + Cs + Cy. (4.4.18)
OF

Un intégration par partie donne

Cs = 53)\3/ ot An|w - Vnl? dy+253)\4/ ot |Vl jw - V|? dy—s3)\3/ (V-n)® jw-nl|* dr.
F F oF
(4.4.19)
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Donc, on obtient

(Mw)1, (Nw)1) > —23)\/

(Vn-n)(Vw + (Vw)")n - (Vwn) dI" + s)\/ (Vn-n) |[Vw]?> dT
oF

oF
+ 28)\/ (Vn-n)Vw : (Vw)* dI' — 25)\/ (Vn-n)(Vwn) - (Vw)™n) dI’
oF oF
+ 85’)\2/ \Vn|* (Vwn) - n(w - n) dU + 252)\2/ \Vnl* (Vw)*n) - n(w - n) dU
oF oF
—652)\3/ (Vn-n)|Vn-w? dr—s3A3/ (Vn-n)? jw-n| dl
oF oF

+253)\4/ \Vl* ot |w - V| dy—4s)\2/ o? |V Vw : (Vw)* dy—2$)\2/ \Vl® o? |Vwl|® dy

F F F

—€ (s)\Z/ o? |Vl dy+33)\4/ ot lw|? dy) ., (4.4.20)
F F
pour tout € > 0 et pour s > 1, A > 1. On obtient aussi
(Mw)y, (Nw)y) = —4s\? /]r Vol o2 [V - (Vw + (Vw))] - w dy
= —4s\? /Bf IVnl® (Vw) + (Vw)*)n - w dT + 85\ /foﬂ(v%vn)(w] + (Vw)*) - w dy
+ 853 /f IVal? o2(Vn(Vw + (Vw)*)) - w dy + 4s\? /f (V2 o? [Vw|® dy
+ 4s\? /; (V| o?Vw : (Vw)* dy. (4.4.21)
Par ailleurs, on a
(Mw)y, (Nw);) = —s*\* /f V> o'V -V w]? dy = —s°\3 /(W(Vn -n)3 |w|* dT
+ 83)\3/va (IVn]? V)t |wl® dy 4 45X /f IVt ot jw? dy. (4.4.22)

On a
(Mw)a, (Mw)s) = —455)\ / Vot [wl? dy. (4.4.23)
F

On obtient

(Mw)s, (Nw);) = Bagg > —38°\° /

(Vn-n)? |w - n|” dF+282)\2/ IV (Vw)*n)-n(w-n) dT
OF oOF

+283/\4/ IVl* ot |w - Vil? dy—s3)\3/ (Vn-n)®|w-nl*> dT
F oF

—€ (S>\2/ o? |Vl dy+83/\4/ ot lw)? dy). (4.4.24)
F F
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On a aussi

(Mw)s, (Nw)g) = 452)\3/ IVy|? o (Vw)* Vi - w dy = 432)\3/ (Vi -n)? jw-n|” dl
F oF

— 45°\? / (V(IVn]? V) -w) - w dy — 453)\4/ Vol ot |w- Vyl* dy. (4.4.25)
F F

Donc, on a
(Mw), (Nw)) > 25\ /8 (V- m)(Vo 4 (F) ) (Fum) dF -+ 5) /8 (V) [Vuf* dr
+ 23)\/ (Vn-n)Vw : (Vw)* dI' — 23/\/ (Vn-n)(Vwn) - (Vw)™n) dI’
oF oF

— 48\ /Bf V> (Vwn + (Vw)*n), - w, dl + 45°\2 /af IVal® (Vw)*n) - n(w - n) dU

- 253)\3/ (Vn-n)?|w-n|> dl — 33)\3/ (Vn-n)? |w|*dl
oF oF

+23/\2/ IV|* o2 [Vwl|? dy—552/\3/ (Vn-n)®|w-n|* dr
F oF

—€ (s/\Z/ o? |Vl dy+53/\4/ ot lw)? dy), (4.4.26)
F F

oll on a utilisé

— 45/\2/ \Vnl* (Vw) 4 (Vw)*)n - w dl + 83)\2/ IVol® (Vw)*n - n(w - n) dT
oF oF

=15 [ (90 ((Tw) + (V) ), -, T
oOF

Etape 2 : On trouve une inégalité de Carleman pour @ = e*%) avec & = e, les calculs sont
analogues a ceux qui précédent et on obtient les mémes termes a un changement de signe pres.
On obtient alors

(M), (N®)) > 2sA /

af(Vnn)(Vzﬂ—f—(V@)*)n-(V@n) dF—s)\/ (Vn-n) |Va@|* dT

oOF

2 /6 (Vo )V (V)" d 252 /8 (V- m)(Vitn) - (V)'n) T

— 45\ /af IV (Vam + (V@) n), - @, dT + 45°)\2 /af \Vn|* (V@)*n) - n(@ - n) dU

+253A3/ (Vn-n)?|@ - n|” dF+s3)\3/ (Vn-n)®|@]>dT

oF oF

+23)\2/ \Vn|® &2 |[Va| dy+532)\3/ (Vn-n)?|@-n*> dT
F oF

iy (sv / & |Va® dy+ s / &t |’ dy). (4.4.27)
F F
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Etape 3 : Dans cette partie, on traite les intégrales sur le bord. On note que sur 0F, on a
Vw;, = e* (V) + sAVn;), Vw; = e* (Vi — sAVni;),  sur OF. (4.4.28)
Alors,
Vuwn = e*(Vyn + sA(Vn-n)y), Vwn =e*(Vin —sA(Vn-n)y), sur OF, (4.4.29)
et
(Vw)*'n = e*(VY) n+sA(Y-n)Vn), (Vw)'n=e’((Vi)'n—sA(¢¥-n)Vn), sur OF. (4.4.30)

Les termes au bord dans (4.4.26)) sont réduits a

S = —23)\/ (Vn-n)(Vw + (Vw)*)n - (Vwn) dI' + s)\/ (V- n)|[Vw|* dT
oF OF

+ 23)\/ (Vn-n)Vw : (Vw)* dI' — 25)\/ (Vn-n)(Vwn) - ((Vw)™n) dI’
oF oF
- 45)\2/ IVol* (Vwn 4+ (Vw)*n), - w, dl" + 452)\2/ Vo (Vw)*™n) - n(w - n) dT
oF oF
- 253)\3/ (Vn-n)*|w-n|* dI — 53)\3/
oF )

Les termes au bord dans (4.4.27)) s’écrivent

(Vn-n)® |w|*dl — 552)\3/ (Vn-n)?|w-n|* dr.
F oF

S = 23)\/ (Vn-n)(Vw + (Vw)*)n - (Vwn) dI' — s)\/ (Vn-n) |[V@|* dT
oF oF
- 23)\/ (Vn-n)Vw : (Vw)* dl' + 23)\/ (Vn-n)(Vwn) - ((Vw)™n) dI’
oF oF

- 48)\2/ \Vl* (Vin + (V@)*n), - @, dT + 482)\2/ \Val® (V@) n) - n(@ - n) dU
oF oF

+233)\3/ (Vn-n)®|@ - nf? dF+33)\3/ (Vn-n)®|w)? dFdF+532)\3/ (Vn-n)®|@ - n|? dr.
oF b

F oF
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En utilisant le fait que « = a =1 et w = w sur O.F, les termes au bord sont réduits a
S+8= —25)\</ (Vn-n)(Vw + (Vw)*)n - (Vwn) dI'
oF
— / (Vn-n)(Vw + (Vw)*)n - (Vun) dI‘>
oF
+ s\ (/ (Vn-n) |Vw]? dl' — / (Vn-n) |V |? dF>
oF oF
+ 2sA (/ (Vn-n)Vw : (Vw)* dI' —/ (Vn-n)Vw : (Vw)* dF)
OF oF

9 ( /a (V) (Vum) - (Vu)m) d /

(Vn-n)(Vwn) - (Vw)*™n) dF)
oF

— 45\ </ \Val* (Vwn + (Vw)*n), - w, dT' + / \Vol* (Van 4 (V@)*n), - @, dF)
oF oF

+ 457\ (/mT IVnl” (Vw)™n) - n(w -n) dT" + /mT V" (Vw)*n) - n(w - n) dF) = ;Il

De (4.4.28)), (4.4.29), (4.4.30)) et (4.4.2)4, on trouve

]1 +]4 = —832)\2/

e |[Vn|* (Vin + (Vip)*n) -1p dI' — 832)\2/ e |Vnl* (Vyn-n) (1 -n) dr.
oF

oOF

I, = 432/\2/ e V| Vpn - ¢ dI,
oOF
I3 = 832)\2/ 2 |Vn|* (Vy)*n - ¢ dI,
oF

I _863)\2/ &2 |Vn|? |, dF—8s)\2/ e |Vn|*b -4 dT,
oF oF

Is = 852)\2/ 2 |Vn|* (Vyn - n)(¢ - n) dr.
OF

Donc, on a

Il+]4 == —8S2>\2/
oOF

:8532)\2/ 2 |Vn|? i) dF—8s2>\2/
OF

oOF

2 |Vn|* (Vn+(V)*n) .1, dF—2432)\2/ e** |Vn|* (Vn-n)(y-n) dT
oF

€2 |Vn|* by dl'—2452\? / 2 |Vn|* (Vyn-n)(¢-n) dr,
OF

103



et

I, = 452)\2/ e |Vn|* (Vyn), - b, dI' + 452)\2/ e |Vn|* (Vyn) - n(t - n) dI
oF oF

= —432A2/ 2 |Vn|* (Vo) n, -, dU — 45°X26 | e*|ib,|* dT
oF oF
+ 432)\2/ e |[Vn|* by - 9, dT + 432)\2/ e |Vnl* (Vin) - n(p - n) dr.
oF b}

f
On note

—432)\2/ 2 |Vnl* (V) n] b, dT = —432)\2/ IV’ [Ve(a-n) -, — (Vnr ) (- 7)] dT.
OF oOF

En utilisant I'inégalité dans [40, Théoréme I1.4.1] avec r = 2, ¢ = 2, on obtient

32)\2/ > dl < C(S/\/ IV |? dy+53/\3/ || dy).
oF F F

En appliquant le méme argument, on obtient pour I3

Iy = 832)\2/ e |Vn|* (V) n), -, dT + 832)\2/ 2 |Vn|* (Vyn) - n(¢ - n) dU
OF OF

— 8520 / ¢ [V [Va(a-n) - s — (Vnr - 9)(t - 7)] dT+852X2 / ¢ (V2 (Von)n(tn) dT.
OF oOF

Donc, en combinant toutes ces inégalités, on obtient
8/\2/ 625“a2|V77|2|V¢|2 dy+82/\2662s/ |77Z)T|2 dTl’
F OF
< 533)\4/ 628“a4\¢]2 dy—l—ss)\2/ e*a? |V dy
F F
+C</ e |f)? dy+32)\2625/ |V(a.n)7|2dI‘+32)\2e28/ 1b]? dF)
F OF oF
+ 45%\%e* / IVol® (Vi - n) (1 - n) dT.
oF

En utilisant le fait que |Vn| > 0 sur F\O,,, on obtient
S)\Q/ 625“a2|V¢|2 dy_l_SZ)\ZBer/ |w7_|2d1—\
F\O, oF
< 553)\4/ e o> dy+5s)\2/ e2a? |Vy|* dy
F F
+ C(/ o fI* dy + 32)\2/ e |V(a-n)r|>dl' + 82)\2628/ 1] dF)
F oF oF

+ 457 \%e* /8]—' V> (Vn - n) (¢ - n) dr.
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On ajoute le terme 3)\2/ e*%0? \V¢|2 dy dans les deux cotés de la derniére équation pour
o,
obtenir

5/\2/ 02502 ‘Vw‘Q dy+32)\25 e2s ’wT|2 AT
F oF

<€s3/\4/ et [y|? dy—|—53/\2/ e2a? |Vy|* dy
F F

+C’</ e |f|? dy+s2)\2623/ |V(a-n)7|2df+52)\2623/ 1] dF)
F oF F

0.

+ 45°\%e* /a]: IVal® (Vin - n) (1 - n) dT.

On utilise I'inégalité suivante prouvée dans 28, Lemme 3|

o,

53)\4/ et [y|? dy < C <3)\2/ ea? |V dy—l—s3)\4/ ot [y)? dy). (4.4.31)
F F

Donc, pour s et A suffisamment grands, on obtient
5)\2/ e*2a? |Vy|? dy+83)\4/ et || dy+32>\2ﬁ625/ i, |* T
F F oF

<0(83)\4/ eraa4|w‘2 dy—i—S)\Q/ 62saa2’v¢‘2 dy+/€25aa|f|2 dy
Oy Oy F

+ 82)\2628/ IV(a-n)r|”dl + 82/\2628/ 1] dF)
OF oOF
+ 482>\262S/ IVnl® (Vepn -n) (¢ - n) dU. (4.4.32)
oF

On rappelle que

O O
Vxy= oy 392'

Puisque v est de divergence nulle, on a
Aw:_vx<vx¢)v

ot on a utilisé le fait que pour toute fonction scalaire a : R> — R, on a

o 82(1
V xa= (—c%a) .

On rappelle la formule de Green

/A;b-ady:—/(wa)-(Vxﬁ)dy—/ (@-7)(V x o) dT, Vo€ [H (P,
F F OF
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avec 7 = (—n2>. Alors, on obtient

ni

/ IVl (Vi - n)(4b - n) dT = / V2 Ve - 6 dT
oF oF
—/Vw:Vﬁdy—/(wa)-(Vx@)dy—/ (- 7)(V x ) dT,
F F oF

ol ¥ est une fonction dans [H'(F)]? telle que © = |V7|* ¢, sur OF et

101l i1 2 < CllYonll oy -

Donc, le dernier terme du c6té droit de I'inégalité (4.4.32)) donne
X [Vl (Von (o n) dU < e\ [Vl dy+ O oy
OF F

Alors,

s)\Q/ e a? |V|? dy+s3)\4/ et || dy+s2>\25625/ 4, |* T
F F oF

< 0(33)\4/
o,

+32A2628/ IV (a-n)7r|>dl + s>A%e? ||¢n||[2H1/2(8F)]2+32A2625/ 1] dF).
OF OF

6230‘a4|¢|2 dy+s)\2/ 6230‘042|V¢|2 dy+/ 250‘0z|f|2 dy

(&
Oy F

Pour absorber le deuxiéme terme au second membre de 1'inégalité ci-dessus, on procéde comme
[39, Inégalite (1.62)] qui montre que lintégrale de ¢***a?|Ve|* sur O, peut étre estimée par
2sa 4 2 >
e“**a” [¢]” sur ouvert O.
En effet, on définit la fonction 6 € C5(O) telle que § = 1 dans O, et 0 < § < 1. On obtient

s)\2/ e a? | Vy|* dy < s/\2/ e20a® [Vi|* dy,
o o
D’ou
% / e*200? |Vy|* dy = —s)\2 / e 90’ Av) - 1) dy — sA\? / e**a?(VO - V) - dy
o o o
— 25/\3/ e**0a*(Vn - V) - dy — 252)\3/ 9PNV - Y dy
o o

< C’(/ e | Agp[? dy+s3)\4/ et || dy+5s)\2/ e20a? |[Vip|* dy).
0 0 o
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Donc

SA? / e2a? |V|* dy + s° M\ / et |y dl + s?A\?Be* / |¥.|* dl
F va OF

s«%ﬁ%/&%fMQ@+/QMam2@+§v&/ﬁvmmmmr
@ F oF
+ 33)\2628 H¢n||[2H1/2(a]:)]2 + 52)\2625/ ‘b|2 dr),
oF
pour A et s suffisamment grands. Finalement, on obtient (4.4.3). O

4.5 Inégalité de Carleman pour le systéme linéaire
On considere le systéme adjoint

—0w —V -T(v,q) = F, dans (0,T) x F,

V-v=0 dans (0,7) x F,
ml.(t) = / T(v,q)n dT' + F» t € (0,7T),
as
J(ky()) = [ y* T(v,q)ndl + F5 te(0,T),
\ as
avec les conditions au bord

v, =0 sur (0,7) x 09,
[2vD(v)n+ Bau], =0 sur (0,7) x 09,
(v—2vs), =0 sur (0,T) x 0S,
2vD(v)n + fs(v —vs)], =0 sur (0,7) x S,

ou vs(y) =4, + k,yt, complété avec les conditions initiales

o(T,-) =vp, dans F, (1) ="lr, Fky(T)= kp.

Soit n € C*(F) qui vérifie ({.4.1)) avec O, CC O un ouvert non vide.

Soit A >0 et
ANl oo ) _ AN oo () +n(y))

toy) =
- AN+l oo @) _ A2N o0 (q)
t) = max f(t,y) = , *(t) = min 5(t, y),
B(t) nax B(t,y) g B(t) min B(t,y)

2Nl oo (@) +1(y))

IN(T — )N

2N 1ll oo (@)
N(T — )N’

o~

§'(t) = min&(t,y) =

yeF

£t y) =

yeF

avec N > ( un entier suffisamment grand.
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Proposition 4.5.1. On suppose que S n’est pas un disque.

Il eziste C = C(Q,0) et C = C(Q,0) telles que pour tous Fy € L*(0,T;[L*(F)]?), F» €
[L2(0,T)]? et F5 € L*(0,T) et pour tous vr € [L*(F)]?, by € R? et kr € R, la solution (v, {,, k,)
du systeme (4.5.1)), (4.5.2) et (4.5.3) vérifie l'inégalité

// _556 ) [ Vol? dydt+s4)\4/ / _586 Yo dydt

£ / BN (O] + I (O)) d (W / [ @R i dy

// ‘355]F] dydtJr/ —BSﬁ‘F, dt+/ —355\F| dt). (4.5.6)
0

pour tous A > C et s > O(TN + T*V).

Démonstration. Etape 1 : Décomposition de la solution
Soit p(t) = e 395 ot on écrit

pU:SO‘i_Z, pKU:£@+£Za pkv:k@+kz7 pQZQ@—i_qz, (457)
ol
( —0p =V -T(p,q,) = —p'v dans (0,T) x F,
V-p=0 dans (0,7) x F,
ml,(t) = / T(p, gy)n dU' +mp't, te (0,T), (4.5.8)
as
J(k(6) = | y*-Tlp,q.)n dl + Jp'k, te(0,T),
\ as

avec les conditions au bord

=0 sur (0,7) x 09,
[2vD(p)n + ﬂggo]T =0 sur (0,7) x 09, (45.9)
(p—vs)n =0 sur (0,7) x 0S8, o
2vD(p)n + Bs(¢ — @s)], =0 sur (0,7) x 9S,
olt ps(y) = €, + kyyt, avec
o(T,-) =0 dans F, (,(T)=0, k,(T)=0.
et
( —0iz —V -T(z,q.) = pF1  dans (0,T) x F,
V-z=0 dans (0,7) x F,
ml (t) = T(z,q.)n dI' + pFy t € (0,7), (4.5.10)
as
JKL(t) = [ y"-T(z,¢:)n dl + pF3 t € (0,7),
\ as
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avec les conditions au bord

2z, =0 sur (0,7) x 09,

[2vD(z)n+ Paz]. =0 sur (0,7) x 09,
(z—2s5)n =0 sur (0,7) x9S,

2vD(z)n + fs(z — zs)], =0 sur (0,7) x IS,

oil zs(y) = £, + k,y*, muni des conditions initiales
2(T,) =0 dans F, (,(T)=0, k,(T)=0.

En utilisant le Théoréme [4.2.1] on a

121l i 0,7 2202) + 12l 20,z oy + 12l .2 + 1Rl 10,1
C (H:OF1||L2(O,T;[L2(]-')]2) + HPF2H[L2(0,T)]2 + HIOF?)HLZ(O,T)) . (4.5.11)
Etape 2 : On applique le rotationnel a la premiére équation de , on obtient
—0(V x @) —VvA(V X ) = —p'V x v dans (O,T) x F,
qui a la forme de ’équation de la chaleur. On rappelle que

Voo 2oz 0o

oy Oya
On applique l'inégalité (19) de [I6] en remplagant ¢ par V X ¢. On note que dans notre cas, le

domaine F ne dépend pas du temps, donc I'inégalité (19) de [16] est valide sans tenir compte
des termes impliquant le flux @ (voir aussi la Proposition . On trouve

3/\2/ e 20¢ |V(V x o) dy+33)\4/ e 28E3 |V x o) dy+s3)\3/a _295( &)V x ¢> dl
F F F

c(W / e2BE3 IV x o? dy + sA / e B¢ |V (V x g)r[2dl

+ 57 IA7! // e 2B(e) 1|V x Oy dth+/ / “28(0)? |V x o] dydt). (4.5.12)
OF

En utilisant la démonstration dans [16, pp.6-7], on traite le terme local qui apparait au second

membre de I'inégalité (4.5.12)), on obtient
T T
5A2/ /6235£|V(V x )| dydt+53)\4/ /ezsﬁgf’\v x o|* dydt
0 0 F

T
+33A3/ /6 e 2B(£)3 |V x | dthgC(s5)\6/ /625ﬁ55]<p]2 dydt
_F

+3A/ / e 2B |V (V x o)r[? dDdt + s A~ // e 2B(e1) 1|V x 9yp|? dldt
oF OF

/ / “26(p)2 |V x o] dydt), (4.5.13)
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pour A > C et s = C(TY 4+ T*N). On constate que ¢ satisfait le probléme suivant

Ap=-Vx(Vxyp) in F,
V.p=0 in F,

avec les conditions aux limites (4.5.9). On applique l'inégalité de Carleman prouvé dans la
Proposition [4.4.1], on obtient

$2)2 / 2 P |V | dy + s*A / e [p|* dy
Q Q
<0Gﬂ{/3w%“ﬂﬂ2@+8/€MM&”VXUVXdey
O F

+ Bss’Ne™ ; |(903)r|2 dl + 5"\ s - ”||12q3/2(a$) )7 (4.5.14)
S

2N A[Inll oo ()

w. OH multlphe

ol a = pslas et b = Bs(ps)r1las. On remplace s dans (4.5.14]) par

I’équation (4.5.14)) par
6(2N+2)/\H77||L00(sz)

—2s
o N T Y

et on intégre sur (0,77), on trouve

T T
32)\2/ /6_255£2|V90|2 dydt+s4)\4/ /6_255§4|¢|2 dydt
0 JF o JF
T T
0(54)\4 / / e 283 o? dydt + s / / e 2PE|V x (V x ) dydt
0 @] 0 F

T ~
w5 [ ey [ ool ar a
0 ,

T
w00 [ s nlfge ). (4519
0

On applique 'estimation obtenue dans |3, Théoréme 2.2|, on a
2 2
el e < C (Ielamps + IV - @l2acr) + IV X Pl + lps s ) - (4:5.16)

Donc, en multipliant (4.5.16|) par 33)\46_253(5*)3, on obtient

3>\4// 2B |Vl dydt < (W// 2B ol dyd

4+t / / 258643 1V x | dydt + 53 /0 2B s -l dt) (4.5.17)
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On combine (4.5.17)), (4.5.15) et (4.5.13)), on déduit

s’ X! / / 2B IVl dydt + X! / / 2P ol dydt
+33A3/ / e 2B(£)3 |V x of? drdtgc(sf’Aﬁ/ /62555519012 dydt
OF

+s)\// e 2B |\V(V x )7 dDdt + s~ A~ // e 2B(e1) 1|V x
oF oF

alr’dt

+fs 53/\2/0 (e e s)-|" dl dt+84>\2/ () sl s dt

/ / “2B ()2 |V x o] dydt).

(4.5.18)

On prend s et A assez grands, le cinquiéme terme au second membre de 'inégalité (4.5.18)) peut

étre absorbé. En effet, puisque ¢gs est un déplacement rigide, de [82, Lemme 2.2], on

2 2
L1 > Cles(t)- e
pour toute forme géométrique du solide §. De plus, on a la relation suivante

(Vxp)T=Ven—(Ve)'n, surdF,

. D) . g .
= B Itipliant (4.5.2 btient
ou T ( - ) n multipliant (4.5.20) par 7, on obtien

Vxp=(Ven) -7—((Ve)™n)- -1, sur dF.

D’un autre coté, on a

(Vo)) 1= Z 0;pn;T; = Z 0;(¢jn;)T, Z O p;Ti
’ :V(gp-n)~T—VnT-gp, sur OF.
En utilisant les conditions au bord , on peut écrire
Bs(ps)r = v (Ven+ (Vo)™n)_ + Bsp,, sur 0S.

En utilisant (4.5.23), (4.5.22)) et (4.5.21)) , on a

s | |(ps).> dD < C (/ IV x | dT +/ ol* dl + [l¢s - n”?{3/2(88)) :
o5 oF oF
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On multiplie (4.5.24) par 83)\36_283(5*)3 et on intégre sur (0,7), on obtient

T _
$A° / / e 283 |(ps),]* dldt < (3)\3 / / e 2B (e)3 |V x p|? dldt
oS OF

—i—s‘s)\?’/ /a]: 235 1) dth+83)\3/0 256( &) s - nHH3/2(as dt) (4.5.25)

On utilise I'inégalité dans [40, Théoréme I1.4.1| avec r = 2, ¢ = 2, on obtient

e e (o R G R R SN )
(4.5.26)

Donc, en combinant (4.5.26)), (4.5.25)), (4.5.18)) et en utilisant (4.5.19)), on a

/ / 283 |V|? dydt + s*\ / / e 20 |o® dydt

+¢MA e 27 (¢ H€U|ﬁ+§ﬁé e 2B (e [ (1) dt

T T .
C<s5>\6/ /628555\@2 dydt+s)\/ / e~ 28¢* |[V(V x @)7|* dldt
oF
sTIAT! // e 2BV x | dth+/ / “28(0)? |V x v]? dydt). (4.5.27)
oF

On précise ici que pour absorber les termes au bord apparaissant au second membre de (4.5.27)),
on a besoin d’imposer que S ne soit pas un disque afin d’obtenir des poids suffisants pour
manipuler la vitesse angulaire k,. En effet, si S n’est pas un disque, de [82] Lemma 2.2], on a

/f!w(tw)!Q dy > C |k, (). (4.5.28)

On traite le dernier terme qui est au second membre de ([£.5.27). On note que |p'| < C'sp(&*) /Y,
alors, on obtient

//_255 2|V x of® dydt = //_255 2|V x pu|® dydt

< Cs? / / “EBEV(IV x o + |V x 2[°) dydt, (4.5.29)

pour N > 2. Du fait que s%e2%(£*)3 est borné, en appliquant (£.5.11)) et en utilisant (4.5.28)),
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I'inégalité (4.5.27)) est réduite a

3)\4// “28(64)3 |V | dydt+s4)\4// “258et |o” dydt
+s4A4/ 28 () (10,0 + ko ()7) d ( // 255 | dydt

—I—S)\/ / e™20¢* [V(V x @)1 dldt + s7'A7} // e 2B(e)THV x o7 dDdt
oF oF

+/ /6386\F1|2 dydt+/ (B 4 B dt), (4.5.30)
0 F 0

pour A > C et s > C(TN+T2N).
Etape 3 : Il reste a estimer les deux termes

A / / 20 V(Y x )2 dldt, 57N / / e P(E) IV x i dTdr. (45.31)
oF oF

Pour ce faire, on pose (;(t) = sH/2\1/2=sB) (£9)Y2(t). Puisque (¢, gy, €y, k) vérifie le systéme
(4.5.8) et (4.5.9), on déduit que (C1p, (1, (14, C1k,) satisfait le systéme suivant

( —0,(C1p) = V- T(C1p,C1qp) = —Cr — Cup'v  dans (0,T) x F,
V- (Gip) =0 dans (0,T) x F

m(Gil,) = /65 T(Cip, C1gp)n dU' + m(ily, +mGip'l, t € (0,7),

J(Giky) () = / I T(G): Gan dU + TGk + TGk, 1€ (0.7),

)

avec les conditions au bord

(C1p)n =0 sur (0,7) x 09,

2vD(Gie)n + Ba(Giy)], =0 sur (0,7T) x 09,

(G — Gps)n =0 sur (0,T) x 95,

2vD(Gip)n + Bs(Crp — GQps)], =0 sur (0,T) x 95,

complété avec les conditions initiales

(CNO)(Tv ) =0, dans F, (le@)(T) =0, (Clk}@)(T) =0.

On note que dans le systéme ci-dessus, toutes les conditions finales sont nulles, alors toutes les
conditions de compatibilité mentionnées dans la Proposition [4.2.2] sont satisfaites. On procéde
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exactement comme [16]. En utilisant (4.2.4)) et (4.2.8), on obtient par interpolation

2 2 2 2
HC190||L2(0,T;[H23/9(}')}2) + ||CISOHHl(o,T;[Hs/f)(]:)]?) + ||<1€<P||[H23/18(0,T)]2 + HClkcpHst/m(O,T)

2 2 2 2
C( HC190||L2(0,T;[H5/9(]-')]2) + ”GQOHH5/18(O,T;[L2(]-‘)]2) + |Ki€<p||[H5/18(0,T)]2 + ”Cikﬂ H5/18(0,T)

2 2 2 2
+ ||Clp,v||L2(0,T;[H5/9(]-')]2) + ||Clplv||H5/18(0,T;[L2(f)}2) + ||€1p,£v|l[H5/18(0,T)]2 + ||§1P/kv||H5/18(o,T) )
(4.5.32)

Suivant les arguments de [16, Proposition 2, pp.11-12|, on obtient par interpolation

4/9 5/9
e grssorye < C I gz @ 2

On multiplie I'inégalité par (, on a

11 ()l [H5/9(F))2

< OGP OVGEN Y e Olifary =€ 0OV ) et
(4 5 33)

On applique l'inégalité de Young, on trouve

1G]l [EH5/9(F))2
< s (g )G O) O gz + O3 (E )G 0) o ®ll oo

On note o
MOIES 83/2)\1/26—56(75)(§*<t>>3/2+1/N7 (4.5.35)

avec s = C(TY +T*Y). On intégre I'inégalité (£.5.34) sur (0,7), on obtient

HC190HL2(0T[HJ/9 554)\/ / 25’8 |90’ dydt
T I
+ 0311/5)\/ / 6_286(6*)11/5+18/5N |v(’0|2 dydt, (4536)
0 F

Les termes apparaissant a droite de (4.5.36)) peuvent étre absorbés par le coté gauche de l'in-

égalité de Carleman (4.5.30)) en prenant N > 9/2. De plus, de (4.5.35)), on a

(Cipliamaacer < O [ @ ol ayat

et
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¢l o mzampn < (sA / [ @ ol dy

+5°A / / 2B (grys AN | 2 dydt).
0 F

161l s 0.y CA< / / 2B (3 (1) 342N |9, 0|2/ 18 (3 (£7) 3N |o]2)13/18 gy

/ / zsﬁ 3+2/N‘90‘ )13/18( (6*)5+4/N‘90‘2)5/18 dydt) (4537)

On réécrit les termes a droite de I'inégalité (4.5.37)),

Par interpolation, on obtient

||C1<,0||H5/18(0T[L2( C’)\</ / —2s8 (52/3(£%)2/5+36/6N) |9, 5[2Y5/18 (54(£%)4 0] *) 13/18 dydt
/ [T S D o ). (4538)
En appliquant encore une fois I'inégalité de Young, on trouve
HClSOHHE)/lS(OT[LQ ( 4)\/ / 25,3 |SO| dydt

T ~
+S2/5)\/ /6285(5*)2/5+36/5N’8t90|2 dydt+812/5>\/ /eQSﬁ(E*)12/5+46/5N‘90|2 dydt)
0 JF o JF
(4.5.39)

Le premier et le troisiéme terme a droite de (4.5.39)) sont absorbés par les termes de gauche
de I'inégalité (4.5.30) en prenant N > 23/4. Le second termes est absorbé par les termes de

gauche (4.5.32)) en posant N > 12.

En utilisant 'interpolation, on obtient aussi
114, HH5/18 o0r) S C)\(/ / —zsﬁ *)3+2/N I ’ )P/18(s3(€)3 N [0, 2) 1318 dydt

/ / 7235 3+2/N|£’)13/18( 5(£%)FH4IN |g@|2)5/18 dydt). (4.5.40)

Les termes a gauche de (4.5.40|) peuvent étre écrits

T
—2s8 * 2 *
16 ellZrs 0y < CA( /0 /F e 2B (20 (&7) 2SO/ GNY (g1 | P8 (54 (£7)% |, 2) 51 dydt

T -~
R / / =23 (£4)32/9423/0N) |12 dydt)_ (4.5.41)
0 F
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Dongc, on a

T
2 s
1<l s s o,y < C<54)‘/0 e 2P (E) ||
T R ) T R )
—2s * N —2s * N
+32/5)\/0 e (S AR dt+s32/9)\/0 2B (£ )3HOTB/ON g | dt). (4.5.42)

Le premier et le troisiéme terme & droite de (4.5.42)) peuvent étre absorbés par les termes de
gauche de l'inégalité de Carleman (4.5.30) en posant N > 23/4. Quant au deuxiéme terme a

droite de(4.5.42)), il peut étre absorbé par les termes qui sont & gauche de (4.5.32)) en prenant
N > 12. Comme dans le cas [|(10y||5/15( 1)z, On obtient

T
2 —2s
6tk oy < €5 [ 6! I f
T R 9 T —~
+ 82/5)\/ 6_286(6*)2/5+36/5N ‘kfp‘ dt+ 832/9>\/ 6_255<5*)32/9+23/9N |k’¢‘2 dt) (4543)
0 0

D’un autre coté, on observe |(1p/| < 083/2/\1/2€_SE<€*)3/2+1/Np et on obtient comme dans le cas
(1.5.36)

T T R
/|C1p,|2|lv||[2H5/9]-‘)] dt < C/ SATEP(EVTN | pull e pype dt
0
534)\/ / 258 ()4 | py 2 dydt+0311/5/\/ / “2B(¢)3 1V (pv)[? dyat.

En utilisant la décomposition (4 et estimation (4.5.11)), on déduit de I'inégalité ci-dessus

(YL / / ) ol dyd

(”/5)\/ / “258(£4)3 |V p|? dydt+/ / e3P | |7 dydt

T T
—l—/ e*BSﬁ\FﬂQ dt—i—/ 67386‘]73‘2 dt)' (4.5.44)
0 0

-~

3
Comme p' = —53(5)’/), on a

2 +[a@o,

L2(0,T5[L*(F)]?)
2

/00012 2 Y
1GP" 0 e 0,122y < C's (HQ(@) PU‘ LOT{I2F)P)

+ [ Byaer)

L2(0,T5[L*(F)]?)

T - T .
<C (SBA | [ 5@ ool gt s ox [ [ em Rl dydt>,
0o JF o JF
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oll on a utilisé le fait ) ~
GBY| < Csre gy,

and

2 5
(GBYY| < ostae g,
En utilisant un argument d’interpolation et I'inégalité de Young, on retrouve de méme que pour
(4.5.39))

T .
1o vl 15 0,1:g220y <c<s2/5A / / e HR(E)HPHION gy (p) | dydt
+ 34)\/ / —255 pv| dydt + 312/5)\/ / _28B )12/5+46/(5N |pv| dydt) (4.5.45)
On obtient aussi
2 T 3 2
e (O A O
0
T ~ T .
—1-82/5)\/ 672s[3<€*>2/5+36/5N‘<p£v)/|2 dt+832/9)\/ 67285(5*)32/9+23/9N‘pgv‘Q dt), (4.5.46)
0 0
et
2 T 3 2
6l < (51 [ (e ok
0
T ~ T ~
—1—82/5)\/ 67236(5*)2/5+36/5N|(pkv)/|2 dt+832/9/\/ 67256(5*)32/9+23/9N|pkv‘2 dt). (4.5.47)
0 0

Alors, du fait que 23/9 > 5/2, on obtient grace au théoréme de trace

T _
S\ / / 2P T (V x @) dTdt < C |Gl o prasso ey
0 oOF

De (4.5.7), (4.5.32)), (4.5.36), (4.5.39), (4.5.42)), (4.5.43)), (4.5.44), (4.5.45)), (4.5.46) et (4.5.47)),
on déduit

T . T ~
s)\/ / e 2B |V(V x @)7]* dldt < 034)\(/ / e~28¢h | dydt
o Jor

/ / 2B |Vl dydt + / € (o + k(O] dt

T N T _
+/ /6335]5]2 dydt+/ e 30| By dt+/ e 38| dt). (4.5.48)
0 F 0 0
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Afin d’estimer le second terme dans (@.5.31)), on pose (o(t) = s~ V2N"Y2e=5FW (9712 (1) on
obtient

A T——— (nc ol oz + 16 o + 16K oz
+ ||(CQP/)/U||L2(O,T;[L2(]-")]2) + 1Gp) Coll 20,2 + 11(620") Kol 2oy

+ pFil 2.2y + 10E2 202 + 1PE5] 2o,y )

On constate que ~
G4 < O X2 P2 e

et
()| < O8N ()22 NP,

En utilisant le théoréme de trace, on a

s~ 1)\1 / /(9 —256 |V><90t| dl'dt < C||C2§0t||L2(OTH14/9( -
]_‘

Donc, pour N > > C et s> C(TY + 1), on obtient

sTIA! // “258(e) 71|V x o, dldt < 054)\<// 2B P dydt
oF OF

T
+/ e 2P(E) (16D + k(¢ dt+// IR dydt
0
+/ _386‘F| dt+/ _3SB|F| dt) (4549)
0 0

En combinant (4.5.30), (4.5.48), (4.5.49)) et (4.5.7)), on retrouve finalement (4.5.6) avec N > 12,
A>Cets>CTY+TH). O

4.6 Controlabilité a zéro du systéme linéarisé

Dans cette section, on montre la controlabilité a zéro du systéme linéaire

Ot — V- T(@,m) =v'lo+F dans (0,7) x F, (4.6.1)
V-u=0 dans (0,7) x F, -
mE”(t) - —/ T(@,mn dl' + Fy, te (0,7T),
. (4.6.2)

JO (t) = —/ y*-T@ m)n dl +Fy te(0,7),
oS
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U, =0 sur (0,7) x 09,

2vD(@)n + fou]. =0 sur (0,7) x 09,
(u—1s), =0 sur (0,7) x 0S,

2vD(@)n + fs (u—Tus)], =0 sur (0,T) x IS,

avec les conditions initiales

a(0) =up, R(0)=L, F(0)=w’, h0)=r" 6(0)=4¢.

Le systéme (4.6.1)),(4.6.2), (4.6.3), (4.6.4)) peut s’écrire

Z'(t) = AZ'(t) + Bv* + F,
a(t)=CZ(t),
Z(0) = 2",
a(0) = a°,

ol A est défini par (4.2.6) dans la Section 4.2| et

£ Fyt
B =P(u*lp), F:P<F11;+< =4 ‘“”Jy )13)_
m

(4.6.3)

(4.6.4)

(4.6.5)

Le vecteur a est défini par a = (E, 9) et on définit 'opérateur C pour Z € H comme suit

CZ = (lg, kg), SiZ="Llg+kgy", dans S,

ot I = ly, § = ky. L'équation Z(0) = Z° correspond aux conditions initiales %(0) = wuy,

E/(O) =/, 9/(0) = w’ et le vecteur a° correspond & a” = (h°,0°).
Fixons A > C, s > C(TY 4+ T*) et considérons

(t) = SN _ésm/”( “(T/2))* te(0,T/2),
P1l) = s2\2e2® (t)(g (t))2 te(T/2,T),

polt) = e 3BT/ 4 (0,7/2),
? e 5B e (T/2,7),

o~

[ s52a3emer @ —3sB T/Q)(A(T/Q))5/2 t€(0,7/2),
ps(t) = $2N\3e=B O3B (E(1))22 ¢ e (T/2,T),

e~ 88T 4 e (0,T/2),
p4(t) = ~ LB
e s te (T/2,7T).

On note que p; sont des fonctions positives telles que p;(T') = 0.
On définit les espaces

f

— {f € L*(0,T;H) | o € LZ(O,T;H)},
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(4.6.8)

(4.6.9)



zZ= {z € L2(0,T;H) | = € L2(0,T;H)} ,
P2

" e OTIRO |

P3

Maintenant, on est en mesure d’établir la controlabilité a zéro du systéme (4.6.5)

U { e L2(0,T; [L2(O)P) |

Proposition 4.6.1. II existe un opérateur linéaire borné Er : H x R® x F — U tel que pour
tout (Z°,a°, F) € H x R* x F, le controle v* = Ep(Z°,a", F) est tel que la solution (Z,a) de
[@.6.9) satisfait Z € Z et a(T) = 0. De plus, si Z° € D((—A)Y?), alors

A
€ L*(0,T;D(A)) N C([0,T]; D((—A)/*)) n H'(0,T; H),
4
et on a lestimation

‘ Z

. <C (1Pl + o] +1|2°
Démonstration. La seconde partie de la Proposition vient du fait

HD((_A)1/2)> . (4.6.10)

PA 1 L2(0,7;D(A))NC([0,T];D((—A)/2)NH (0,T;H)

Pip2
(pa)?

Alors, on utilise [59, Corollaire 4.3|, on obtient

Piie 12(0,T) for i = 1,3, ‘

P4

e+ < ¢ teloT).

/
Q)

<

= < L(0.75D() N C(0.T): D(~4)') 0 H' (0,73 ),

il s’en suit que (4.6.10]) est satisfaite.

On montre maintenant la premiére partie. La preuve est similaire au [59, Théoréme 4.4]. Le
systéme adjoint associé au systéme linéaire (4.6.1), (4.6.2)) et (4.6.3) peut s’écrire

( —0w —V -T(v,q) =+" dans (0,T) x F,
V-v=0 dans (0,7) x F,
ml,(t)= | T(v,g)ndl+La+L te(0,T), (4.6.11)
as
J(K. (1) = y= - T(v,q)n dl' +k+k te(0,7),
\ as
v, =0 sur (0,7) x 09,
[2vD(v)n+ Bau]. =0 sur (0,7) x 09, (4.6.12)
(v—vs), =0 sur (0,7) x IS, e
2vD(v)n+ Bs(v —wvs)], =0 sur (0,7) x9S,

ot vs(y) = £, + kyy', avec

o(T,-) =0, dans F, £,(T)=0, k(T)=0.
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Ici,on ay? = (£,k) € R® et 4* € L*(0,T;H). De [59, Théoréme 4.1], on note que la controlabilité
a zéro du systéme (4.6.1)), (4.6.2), (4.6.4) est équivalente & montrer I'inégalité d’observabilité

T T T
2 2
o+ [l de< e ([ ol der [ [ ol dntr). o3
0 0 0 (@)

Soit
. (T —1) te(0,T/2),

Done, (4.5.6]) fournit 'estimation
T ) T 9 T )
[l ar<c ([ lser el a [0 ] ). as)
0 0 0 @]

On procéde maintenant de méme que [I8, Proposition 4|. Plus précisément, on considére une
fonction positive 7 € C([0, T]) telle que

0<7<1ldans[0,7], 7=1dans [0,7/2], 7 =0dans [37/4,T].

Donc (v, 7, Tk, ) satisfait estimation d’énergie
HﬁvHi2(0,T;[H2(]—‘)]2)00([0,T};[H1(f)]l)ﬂHl(O,T;[L2(]-‘)}2) + ”WvH[zHl(o,T)P + Hﬁka?ﬂ(O,T)
< C (17032020 + Tz + 1T F 20y + [0 + €9 oz )
D’ou
HU"i2(0,T/2;[HQ(]-')]Q)QC([O,T/Q];[Hl(]—')}Q)OHl(O,T/2;[L2(]-')P) + HgvH[QHl(O,T/Z)P + Hkvuill(O,T/Q)

2 2 2 1 x 2112
<O (HU||L2(T/2,3T/4;[L2(]-')]2) + Wolliz2 a5 /a2 + kol L2z yagryay + || (7 +Cy )}|Lz(073T/4;H)> :
(4.6.16)

En utilisant (4.6.15)), on obtient

T
2 2 2 112
HU”L?(T/2,3T/4;[L2(f)]2) + HEUH[L2(T/2,3T/4)]2 + HkaL2(T/2,3T/4) < C/o [pivlg dt

T T
<C</O o5 (vt + |5 dt+/0 /O!piév!2 dydt>,

1
oft on a utilisé le fait que la fonction — est bornée dans [7'/2,37'/4].
P1

1
Puisque p; est constante dans (0,7/2) et — est bornée dans (0,37/4), I'équation (4.6.16))
P2
donne

) T/2 ) 3T/4 9
wam+A umwﬂﬁ<c(A oo + )| dt

T T
* * 2 *
+A|pxﬁ+c%mﬂw+4iéwwfwﬁ)
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Donc, en utilisant p] = p; dans (77/2,T), estimation (4.6.15)) et en utilisant le fait que p; < p;
pour i = 1,2,3 dans [0, 7], on obtient

T T T
o1+ [ ool ar <0 ([l v e des [ [l ayar)
0 0 0 O

Il reste a prouver
T T
17?]” < C(/ [ dt+/ / |psvl? dydt)- (4.6.17)
0 o Jo

Le résultat s’en suit en utilisant un raisonnement par ’absurde. En effet, on suppose que (4.6.17))
n’est pas vraie. Alors, il existe une suite (v.,~?). € L*(0,T;H) x R? telle que

e =1, (4.6.18)
et

T T
/ Hpﬂ,ﬁ“% dydt + / / |psvl” dydt — 0. (4.6.19)
0 0o Jo
Donc, pour € > 0
vt — 0 dans L*(0, T — &; H),
et
72 — ~4* dans R

D’autre part, la solution (v,), du systéme (4.6.11), (4.6.12) associée avec (y.,~?2) vérifie I'esti-
mation (en procédant toujours comme [I8, Proposition 4] avec 77 = 1 dans [0,7 —¢] et 7 =0

dans [T — g,T])

2 2 2 2
[0kl T2 07— sz yne o m—e2my2) N0kl T2 0 r—esm ) 11 o) el o m—eppz + 1 (Ro)ill o)

T T
<o ([ met el s [ [ il dar).
0 o Jo

v, — v dans L*(0,T — &;D(A)) N H'(0,T — &; H),

De I'estimation ci-dessus, on a

et
¢x — q dans L*(0,T — g; H'(F)).

Par conséquent, le couple (v, q) satisfait le systéme

( —0w —V - -T(v,q) =0 dans (0,7 —¢) x F,
V-v=0 dans (0,7 —¢) x F,

ml. (t) = /Tvqndr+€ te (0,7 —e),
28

/y -T(v,gn dU +k te (0,T —¢),
oS
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v, =0 sur (0,7 —¢) x 09,

2vD(v)n + Bauv]. =0 sur (0,7 —¢) x 09,
(v—2vs), =0 sur (0,7 —¢) x9S,

2vD(v)n+ Bs(v —vs)]. =0 sur (0,7 —¢) x OS.

T

De plus, de (4.6.19), on a v = 0 dans (0,7 — ¢) x O. Alors, la propriété de la continuation
unique du systéme de Stokes (voir par exemple [35]) implique

v=Vq=0dans (0,7 —¢) x F.
Donc, les conditions au bord donnent
(Ev + kvyL)n - 0> /63(61} + k‘vyL%’ - 07 RS 0S.

Puisque S n’est pas un disque, on obtient ¢, = 0 et k, = 0 dans (0,7 — ). Alors, on obtient en
particulier des équations qui décrivent le mouvement de la structure que 72 = (£,k) = 0 . Ce

qui contredit (4.6.18)). n

4.7 Point fixe

Dans cette section, on montre le Théoréme [4.1.1| en appliquant un argument de point-fixe.
On suit les mémes étapes que celles exposées dans [59]. Premiérement, on donne quelques
estimations utiles sur les termes apparaissant dans (4.3.4)), (4.3.5) et (4.3.6). On a le lemme
suivant qui est prouvé dans [87].

Lemme 4.7.1. Soient X etY satisfaisant les propriétés données dans la Section[4.3. On obtient
pour tout (U, ) € [H*(F)]> x H'(F), les estimations suivantes pour tout t € [0, T]

_, .,
(£ = A)alli2me <C | ||— v ‘
2 [L2(F)] ,
i) pa [Le=(0,7)]2 Pa [L2(0,T)]2 pa(t) [(H2(F))?
1 , El @l ﬂ a
o Pill 20,2 Pl paomyz ) WPAE i@ 1P T2 (2
_ .,
1 _ h I U
i WMl < { ] - v ’ - |
& pa [L2(0,1)]? Pa [L2(0,T))2 P4 [H(F)]?
1 7 7 -
G = V)ellerye < € | = Nk ‘ |
2 [L2(F)]
i) Pill oy 1P ey ) P4 oy
On a aussi
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Lemme 4.7.2. Soient X etY vérifiant les propriétés énoncées dans la Section[4.3. On obtient
pour (u,n) € [H*(F)]* x H*(F) les estimations suivantes pour tout t € [0, T

- —_ r@hg
pa(t)? I L )“H[Lz(f)]2
7)) 70 _ 7@ -
<C  —— — ,
P4 (Lo (0.7)]2 P4 (L2(0.T)]2 Pa |2 (F))2
1 2)\—
()2 ”(N( N ))u||[L2(]-')]2
e E,(l) _ E/(z) 5/(1) _ @’(2) ‘ T T
P iz P iorye ) 1A i e 104 iz e
- — Mg
pa(t)? [(M M )“H[L2(f)]2
El(l) _ E,(Q) 5/(1) B g’@) T
o N R T A TR
P4 (L2(0.7)]2 P4 (L2(0.7))2 pa(t) [H1(F))2
L 110 _g®
pa(t)? ”( o )7TH[L2(;)]2
E!(l) . E/(Q) g/(l) . a/(?) T
(I R TET
P4 (Lo (0,7)]2 P4 [L2(0,T)]2 P4 [H(F))?
Maintenant, on est en mesure de prouver le Théoréeme [4.1.1}]
Preuve du Théoréme[{.1.1. Pour tout r > 0, on pose
K.,=<FeH| ' ST
P12 (0,1;m)
Soit F' € IC,., on suppose que
1l e + [ + 1]+ [+ 16°)] < 7 (4.7.1)
De la Proposition | la solution ( u,, h,0) du systéme linéaire (£.6.1)), (#.6.2), (#.6.4) avec
v* = Bp(Z°,a°, F) satlsfalt WMT)=0,0(T)=0et
u \Y
e POTUAFAP) 0 HNOTAFR), —% € 10.T1(F))
4 4
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-/ —/

b [H'(0,T))?, v € H'(0,T).
P4 P4

En utilisant (4.7.1)) et (4.6.10), on obtient

u

P4

H Vr
+ -
P4

< Cr. (4.7.2)

L2(0,T;D(A))NH (0,T3H)NC(0,T35(D(~ A))*/2) (L2 (F)]?

En utilisant la condition (4.7.2)), on peut construire un changement de variables défini dans
la Section

On peut donc, définir application @ : I, — K., qui pour chaque F' € IC,, fait associer

B(F) _{ v(L—Au— Mu—Nu+ (V—-G)r dans F,

—mkgls dans S,

ot (W, h,0) est la solution du systéme linéaire (4.6.1)), (4.6.2) et (4.6.3). On combine le

Lemme 4.7.1] lestimation (4.7.2)) et

2
(p4> e LOO(O, T),
1

On obtient

O(F
H (F) <O(1+ r)d+1r2.
P1lL20,15[2(F)2)

Donc, pour r assez petit, on a ®(K,) C K. De méme, en utilisant le Lemme on obtient

Fl . F2
P1

<O 4 7))y

H O(FT) — B(F?)
L20,T{L2(F))

1

L2(0,T5[L*(F)]?) .

Donc pour r assez petit, on obtient que ®|c, est une contraction. Alors, ® admet un point fixe
associé a (u,p, h, ), 'unique solution du systéme (4.3.4)), (4.3.5)), (4.3.6]), (4.3.7)), ce qui achéve
la démonstration du Théoréme £I1.11 O
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Conclusion

En conclusion, on a établi les points suivants :

— Existence d’une unique solution forte pour un probléme d’interaction entre un fluide et
une structure déformable muni des conditions de glissement de Navier au bord, locale
en temps et globale en supposant que les conditions initiales sont assez petites dans un
domaine périodique en dimension 3.

— Stabilisation avec retard en temps de problémes paraboliques et applications a :

I’équation de la chaleur avec un controle frontiére en dimension quelconque.

Systéme d’Oseen avec un controle interne en dimension 3.

Systéme de Navier Stokes avec un controle interne en dimension 3.

— Stabilisation locale d’un probléme d’interaction non linéaire entre un fluide et une
structure déformable dans un tore tri-dimensionnel muni des conditions de Navier au
bord avec un controle frontiére en dimension 3.

— Controlabilité a zéro locale d’un probléme d’interaction fluide-solide rigide muni des condi-
tions aux limites de Navier en dimension 2 pourvu que le solide ne soit pas un disque.
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Annexe A

Résultats techniques

A.1 Espaces de Sobolev

Définition A.1.1. Soit d € N* et soit Q un ouvert de R?. Soient m € N et p € [1, +00].
On définit les espaces de Sobolev

WP Q) = {f € LP(Q) : 0°f € L*(2), V]a| < m},

ot a = (0, ...,0q) € N? est un multi-indice dont le module est noté par |a] = a; + ... + g et
0 f = 0y ...05¢

La dérivation est & comprendre au sens des distributions. En d’autres termes, une fonction
f e LP(Q) est dans W™P ¢’il existe une fonction v dans LP(Q2) telle que :

/ fo% dx = / vp dr, Vo e D), Vol <m.
Q Q

La fonction v est alors notée 0° f.
L’espace W™P(Q)) est un espace de Banach muni de la norme :

1/p
HfHW"w(Q) = Z Haainp(Q) , pE[l,+00),

laj<m

Hf”Wm»OO(Q) = Sup Haaf”LOO(Q) ;D= +00.

al<m

Pour p = 2, 'espace W™?(Q) dénoté par H™(Q2), est un espace de Hilbert.

Pour tout p € [1,+00), on dénote par Wy"*(Q2) Padhérence de I'ensemble D(2) dans
W™mP(Q).

Soit s > 0, on définit Pespace H*(R?) a l'aide de la transformée de Fourier par

R = {f € 220 : [ 1+ IPIIFOF dC < oc,
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muni de la norme hilbertienne
Il = [ 1+ ICBYIFOR e

Théoréme A.1.2 (Opérateur de trace). On suppose que Q est un ouvert lipschitzien dans R?
a bord compact et p € (1,400), k > 1. Il existe un unique opérateur linéaire continu
Y, 0 WFP(Q) —  LP(0Q)
f — fyof = f|8§2

Définition A.1.3. On suppose que Q est un ouvert lipschitzien dans RY & bord compact et
p € (1,40), k > 1. L’image de l'opérateur de trace ~yy est notée

WP (00) = 1o(WE ()
L’espace WEYPP(9Q) est un espace de Banach pour la norme

Hf”wlc—l/p,p(ag) = gewkm(lsrzl)f, dloa=F ||g||W’°vP(Q) .
Théoréme A.1.4. On suppose que Q est un ouvert lipschitzien & bord compact dans R et
pe(l,+), k> 1.
On a les propriétés suivantes :
— Lopérateur o est continu de WHP(Q) a W P(9Q).
— L’espace WEVP(0Q) est dense dans LP(Q).

Définition A.1.5. Pour tous p € [1,4+00| et m > 1, on définit ’espace

/ , 1 1
WP Q) ={ueD(Q)|u= > 0fa fac IV (Q)}, -+ =1,
jal<m pop
muni de la norme
1/p’
_ o P’
||/U/”W7m,p,(ﬂ) = (}S)fa |2<: Ha fa”Lp’(Q) , D€ (L +OO]7

Ul —m.ooroy = Inf | sup [|0%fall; ,
ey = nf <|m CaAP (m)
ou la famille (f,)e C LP (Q) est choisie telle que u = Z 0% fa.
|a|<m
Théoréme A.1.6. Pour tous p € [1,+00] et m > 1, on a les propriétés suivantes
— Les espaces WP (Q) sont des espaces de Banach.
— Pour tous p € (1,400] et m > 1, le dual de Uespace W™ (Q) est isomorphe & WP (Q).
— Pour tous p € [1,400) et m > 1, le dual de W]™*(Q) est isomorphe & W™ ().

Définition A.1.7. On suppose que Q0 est un ouvert lipschitzien & bord compact dans R et
p € [1,400), on définit WP (0Q) espace dual de W'1/PP(9Q).

128



A.2 Opérateurs différentiels

Soit d € N*, on note x = (21, ....., 24) un vecteur de R%. En pratique d = 2 ou d = 3.
On appelle champ de vecteurs une application u : R? — R?, qui & 2 = (21, ....., 24) associe

u(z) = (ur(x), ..., ug(z)).

Le gradient d’un champ de vecteur u : R — R est la matrice définie par

3u1
a—xl(x)
Vu(z) = ;

8ud

oy

()

&L..Cf. - (ggj (x))ij .
- (2)

8xd

Le gradient symétrique d’un champ de vecteur u est dénoté par

D(u) = = (Vu+ (Vu)").

1
2
ou le signe * désigne la transposée.

Pour un champ de vecteurs u, on appelle divergence de u la fonction

(V-u)(x) = —(x) + .o +g—;j(as).

On appelle divergence d’un tenseur (o(z));;, le champ de vecteur

(V-o)a)i= 3 5w, =1 d

J

On appelle Laplacien d’un champ de vecteur u, le champ de vecteur Au(x) ot
Au(z) =V - (Vu(z)) = z=(z) + ... + —(x)

. On peut aussi écrire le Laplacien en fonction du gradient symétrique par la relation
Au =2V - (D(u)) = V(V -u).

On appelle normale extérieure au bord d’un ouvert 2, un champ de vecteur défini sur le bord
0f) tel qu’en tout point x € 0€), ce champs de vecteur est orthogonal au plan tangent en ce
point et pointe vers l'extérieur du domaine, notée n(x).

On appelle dérivée normale d’un champ de vecteur u sur le bord d’'un domaine €2 le champ
de vecteur définie par Vu(z)n(x).
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A.3 Formule de Green

La formule de Green est un outil fondamental pour la résolution des EDP. Elle coincide, en
dimension 1, avec la formule d’intégration par parties.

Théoréme A.3.1 (Formule de Stokes). Soit Q un ouvert Lipschitzien de R? & bord compact.
Alors, pour tout chamyp de vecteur u € [Ca(RN]? , on a

/V-udx:/ u-n dl, (A.3.1)
Q o0

ot n est la normale extérieure unitaire de €).

Ce théoréme a de nombreux corollaires qui sont tous des conséquences immeédiates de la
formule de Stokes.

Corollaire A.3.2 (Formule d’intégration par parties). Soit Q un ouvert Lipschitzien de R? ¢
bord compact. Pour tout u € [Cy(RY)]? et v € Cj(RY), on a

/Q(V‘U)Udm:—/QVv-ud:E—l—/mv(wn) dr.

E={uc Q)| V- ue L*Q)},

muni de la norme du graphe

Soit

9 9 1/2
lull = (ullfa@ye + 1V - ullfa@) -

On a les propriétés suivantes
— L’espace [C5°(€)]¢ est dense dans E.
— 1l existe un opérateur de trace v, de E dans H~Y2(9Q) tel que v,(u) = u - n pour tout
u €[G5 ().

Corollaire A.3.3. Soit Q un ouvert borné Lipschitzien de R%. Pour toute matrice o € E¢ et
tout champ de vecteur v € [H*(Q)]%, on a

/(V~a) ‘v dr = —/J:Vv dx + (0N, V) o172 172 -
Q 0

A.4 Théorémes fondamentaux

Théoréme A.4.1 (Théoréme de Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert réel, a : Hx H —
R une forme bilinéaire sur H, L : H — R une forme linéaire sur H.
On suppose que a et L sont continues et a est coercive :

Ja > 0,Yu € H,a(u,u) > o||ull .
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Alors, il existe un unique v dans H qui vérifie :
Yu € H, a(v,u) = L(u),

et celui-ci vérifie :

L]
v < .
ol <=
Si de plus a est symétrique, alors v est aussi 'unique élément de H qui minimise la fonctionnelle
1

J(u) = §a(u, u) — L(u).

Théoréme A.4.2 (De Rham). Soit Q un ouvert connexe borné Lipschitzien de Re. Soit f €
[H=H(Q)]%, telle que pour tout champ de vecteur ¢ € [D(Q)]* avec V- =0, on a

<f, ¢>H—1,H(} =0.
Alors, il existe un unique p € L*(2)/R tel que f = Vp.

A.5 Quelques inégalités élémentaires

Proposition A.5.1 (Inégalité de Young). Soit n > 2 et soient f;, i = 1,...,n des réels positifs.
On se donne p;, 1 = 1,...,n des réels positifs tels que

1 1
— 4+ = =1.
P Pn
Alors, on a l'inégalité
P1 fpn
flfn< L+...+ n_
b1 Pn

De I'inégalité de Young, on peut déduire I'inégalité de Holder.

Proposition A.5.2 (Inégalité de Holder). Soit Q un ouvert de R®. Soientn > 1 etr € [1, +o0],
on se donne p;, 1 = 1,...,n des réels positifs qui peuvent valoir l'infini, tels que

1 1 1
e ==
Y4 Pn r
Alors, pour toute famille (fi)icqr..ny telle que f; € LP(Q), i=1,...,n, on a
Hfl e fn L7(Q) < Hfl”Lm(Q) T anHLPn(Q) .

Proposition A.5.3 (Interpolation entre les espaces LP(Q)). Soit Q un ouvert dans R%. Soient
p,q € [1,400] et soit r € [1,+00] tels que

1 0 1-96

-=—-+—" 6€]0,1].

r q

P
Pour toute fonction f € LP(Q) N LYQ), on a f € L"(Q) et
0 -0
Ly < 11 111500, -
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Théoréme A.5.4 (Injections de Sobolev).
- 85i0<s<d/2, alors

2d
H*(R?) — LP(RY),  pour tout p € [2, T ] ,
—2s

- Si s =d/2, alors
H*(RY) — LP(RY),  pour tout p € [2, oq].

Proposition A.5.5 (Produit dans les espaces de Sobolev). Soit s > 0 et soient s1 = s, S3 = s
et s1+ 89 > s+ d/2. Alors

Yu € H'(RY), Vv € H(RY), |luv]

Hs(R) X < Cluf H51(R4) 0[] 52 (Rd) -

Théoréme A.5.6 (Inégalité de Korn). Soit Q un ouvert borné lipschitzien dans R*. Il existe
une constante C > 0 telle que

il < € (Iell oy + 1Dull o)+ V€ [HH Q)P

A.6 Inégalités utiles

Dans cette section, on donne quelques estimations techniques qui ont été élaborées dans
[17]. Etant donné une fonction &, on définit pour z € [0, 1], £*(2) = £(2T). On suppose que X
est un espace de Banach. Si £ € H*(0,7T;X), alors £ € H*(0,1; X) et

1€ s 02 = T V2 (€) 001 2 (A.6.1)

Soient o9 € (1/2,1] et o1 € [0,02]. En utilisant le résultat ci-dessus, il existe une constante
indépendante de T telle que pour tout & € H??(0,7;X) et £(0) =0, on a

1€l o2 0.m2) < T €l ez 0,7,y - (A.6.2)
(0,7,%) (0,7,%)

On rappelle également le résultat suivant sur les estimations d’interpolation (avec des constantes
indépendantes de T'), voir [I7, Lemme A.5| : soient o € [0,1], u; = 0, po > 0 et pu = ouy +
(1 — o)ug. Alors il existe une constante C' indépendante de T telle que pour toute fonction
w€ HY0,T; H"(Q)) N L*(0,T; H**(2)), on a

||u||H‘7(0,T;HH(Q) CH“HHl(OTHm(Q ||u||L2(0TH#2(Q)) (A.6.3)
) 1 o (1-o0)
D’autre part, pour p, ¢ € [1,4+00] et — = — + , o1l &
rop q
||u||LT(O7T;HH(Q) C ||U||Lp(0THm(Q) ||U||Lq(0THu2(Q)) (A.6.4)
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pour u € LP(0,T; H*(Q)) N LY0,T; H**(£2)). On donne aussi une formule utile (voir [17,
Lemme A.7]|) pour le produit de fonctions : on suppose que X, Xo et X3 sont des espaces de
Banach tels que

||f9”3€3 <C ||f||x1 ||9Hx2 , VfeXy, VgeX,.

On suppose que o € (1/2,1], s € [0,1/2], Ty > 0. Alors il existe une constante C' telle que pour
tout T'< 1y on a

Tafsfl/Q

sty ) < C a0 0y T2l 075y + N2y Tl ey (A6.5)

pour tout u; € H*(0,7T;%;) et us € H°(0,T;X5).

A.6.1 Estimations elliptiques du systéme de Stokes avec conditions
de Nayvier

Soit  un ouvert borné de R3. Dans cette section, on donne quelques résultats sur le systéme
stationnaire _

au —vAu+ Vp = f dans (),

V.-u=79g dans(,

U, =a sur o),

[2vD(u)n + Bul. =b sur 99,

(A.6.6)

ou (+), et (-), représente respectivement la composante normale et tangentielle d’'un champ de
vecteur. On définit 'espace suivant

H! = {¢ € [H'(Q)]? | ¢, = 0 sur 00Q}.
On donne la définition d’une solution faible du systéme (A.6.6]).
Définition A.6.1. On dit que (u,p) est une solution faible de (A.6.6) si (u,p) € [H'(Q)]* x

L*(Q)/R, si V-u =g dans Q, U, = @ sur 9 et si l’équation variationnelle suivante est vérifiée :

oz/gﬂ-gzﬁdy—l—Ql//QD(ﬂ):D(gb)dy—/QﬁV-ngdy—F mﬁﬂ-gbdF
— [Todysv [ 96 dut B0y e
Q Q

pour tout ¢ € H}.

Le systéme (|A.6.6) a déja été abordé dans la littérature, on retrouve [36], [13] et [2].
De [13], on a le résultat suivant

Théoréme A.6.2. Soient 5 > 0 et a > 0 avec B > 0 ou o > 0. On suppose que €2 est un
ouvert de classe C*'. Pour tout

fe(Hy), gel*(Q), ae[H*0Q)P, bel[H 209,
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tels que

/gdy:/ a-ndl, b-n=0, (A.6.7)
0

il existe une solution faible unique (U, p) € [H*(Q)]* x L*(Q)/R du systeme de Stokes (A.6.6)).
De plus, on a les estimations suivantes :

[l (g2 + VDl 10 < C( H?H(H;)/ + 19l r20) + 1@l /2 o0

ot C est une constante positive.
De plus, si Q est de classe C*' et si

Fell?QP, geH'(Q), ae[HPOQ)P, be H09),
tels que (A.6.7) a lieu, alors (u,p) € [H*(Q)]® x (H'(Q) N L*(Q)/R) et on a les estimations
sutvantes :

1@l 2 + IVl 2y < C( H?H[Lz(m]g 19l @) + @l 772200

+ HZ_)H[Hl/Q(aQ)]S >7 (A.6.9)

ou C est une constante positive.

On note que le résultat de régularité reste valide si 2 est de classe C'!, cet argument provient
de [2].

A.7 Théorie des semi-groupes

Soit X un espace de Banach et soit £(X) I'espace des applications linéaires bornées de X
dans X.

Définition A.7.1. Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés est une fonction S : [0, +oo[—
L(X) qui vérifie les propriétés suivantes :

- 5(0) =1d,

- S{t+71)=5(t)+ S(r), Vt,7€]0,400].

Définition A.7.2. Un semi-groupe S est dit fortement continu si la fonction S(.)z : [0, +00]—
X est continue pour tout x € X.

Définition A.7.3. Un semi-groupe S est dit uniformément continu si la fonction S est conti-
nue.
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Définition A.7.4. Soit S : [0, +oo[—> L(X) un semi-groupe fortement continu. On appelle
générateur infinitésimal de S Uopérateur linéaire A défini par

t —
D(A) = {x €X, lim S -z existe}
t—0 t

et
Az = nmw, Vz € D(A).

t—0

Remarque A.7.5. Un semi-groupe de contractions est tel que ||S(t)|| < 1, Vt > 0.

Définition A.7.6. Soit X un espace de Hilbert un opérateur A : D(A) — X est dit dissipatif
St
Vr € D(A), Re(Az,z) <0.

Il est mazximal dissipatif (m-dissipatif) si en plus il existe X > 0 tel que Im(A — \I) = X

Remarque A.7.7. Soit S un semi-groupe de contractions sur X, alors son générateur infini-
tésimal A est dissipatif.

Théoréme A.7.8 (Lumer-Phillips). Soit A un opérateur linéaire ¢ domaine D(A) dense dans
X. Si A est dissipatif et m-dissipatif, alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
de contractions fortement continu sur X.

Définition A.7.9 (Semigroupe analytique). Soit S un semi-groupe sur X, S est dit analytique
sil existe € R et 0 € [0,7/2] tels que

p(A) c{NeC| |larg(A—a)| < 7/2+ 6},

Proposition A.7.10. Soit S un semi-groupe sur X et A son générateur infinitésimal, Soit V'
un espace de Hilbert tel que V est dense dans X et

VcXcV.

Si
B eR, a>0,VveV, (Av,v)x + Bv|x = a|v];

Alors, S est un semi-groupe analytique et de plus

IS@Olx <e™.
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A.8 Théorie du contrdole des équations aux dérivées par-

tielles
On suppose qu’on peut modéliser une équation aux dérivées partielles sous la forme abs-
traite : 4
y = Ay + Bu, A
8.1
{ y(0) =y’ (A8.1)

oit A est un opérateur sur H avec H un espace de Hilbert, y € L*(0,T;H) désigne I'é¢tat du
systéme, u € L?*(0,T;U) est le controle, opérateur B € L£(U,H) est un opérateur linéaire
borné et y° € Y est I’état initial avec Y un espace de Hilbert. Alors, la question qui survient
souvent est de savoir si a 'aide du contréle u, on peut amener le systéme d’un état initial y°
& un autre noté yr au temps ¢t = 7. Selon le contexte du probléme, il existe plusieurs notions

de controlabilité. On supposera que A est le générateur infinitésimal d’'un semi groupe noté
(e")i>0. La solution de (A.8.1)) est donnée par la formule de Duhamel :

t
y(t) = ety” +/ e~ Bu(s) ds.
0

Soit ® ’application définie comme suit
T
®:ue L*0,T;U0) — / e =94 Bu(s) ds.
0

Soit T' > 0.

Définition A.8.1 (Controlabilité exacte). On dit que (A.8.1) est exactement contrélable au
temps T, si
vyloyr €Y, Jue LX0,T;U) y(T) = yr,

ou encore Im® =Y.

Définition A.8.2 (Controlabilité approchée). On dit que (A.8.1)) est approzimativement contro-
lable au temps T, si

Ve>0, Vy'yreY, FueLl*0,T;U) |y(T)—yrly <e.
En d’autres termes, In® =Y.

Définition A.8.3 (Controlabilité a zéro). On dit que (A.8.1) est contrélable & zéro au temps
T, st
vy €Y, FJue L*0,T;U) y(T)=0.

Soit

Tyl eY — T4y0

Alors, le systéme est controlable a zéro si ImW¥ C Im®. Afin d’étudier la contrdlabilité du
systéme (A.8.1)), il est utile de se ramener a sa forme duale
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Proposition A.8.4. Le systéme (A.8.1) est exactement controlable au temps T si
T
0 * 2 0112
30r >0, VeV, / 1B (0|13 dt > Cr |||
0
Le systeme (A.8.1) est controlable & zéro au temps T si

T
3Cr >0, V€Y, / ||B*z(t)||§{ dt > Cr ||z(T)||§{
0
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Annexe B

Estimation de Carleman pour 'opérateur
de la chaleur

On définit la fontion 1 comme (4.4.1). On considére les fonctions /5 et & définies respective-
ment par (4.5.4), (4.5.5)). Soit ¢ une fonction définie sur F qui peut étre une fonction scalaire

ou bien un champ de vecteur.

Proposition B.0.5. Soient F et O deuz ouverts non vides de R tels que O C F. On suppose
que la fonction 1 vérifie ’équation de la chaleur

—O0p —vAY = f  dans (0,T) x F. (B.0.1)

Alors, il existe C(F,0) > 0, s1 et Ay ot Ay = M (F,0) =1 et 51 = M\(TN +T?N), tels que
Uestimation suivante soit satisfaite

T T T ~
s)\z/ /eQS%IVW dy+s?’X‘/ /625553 ¥? dy+33)\3/ / e~ 28(&%)3 [¢|* dr
0 JF o JF 0o Jor

T T T -
< 0(33A4/ /628/353 v dy+/ /ewm? dy—irs)\/ / e 20 |Vpr|* dr
0 (@] 0 F 0 OF

T _
+31A1/0 /Ne?sﬂ(g*)l Xl dth>, (B.0.2)

pour tout s > sy et A = A1, ou f € [L*(F))*.

Démonstration. Dans la preuve, on posera v = 1 sans restreindre la généralité. On pose w =

e~*F1p. L'équation (B.0.1)) devient
—s50,w — Byw — Aw — 2N2E2 |Vn|* w 4 2sAE(Vn - Vw + sA2E V> w + sAéEAnw = e f,
qui est équivalente &

Pw + Qu = e~*P f + s\2¢|Vn|* w — sAéAnw + s0,pw, (B.0.3)
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ol
Pw = —Aw — s°X%2 |V w, (B.0.4)

et
Qu = 2sA\EVWVn 4 2sX% |Vn|* w — dyw. (B.0.5)

On multiplie I'équation (B.0.3) par elle méme, on a

T T T 4 2
/0 T / 1Qul iy di+2 / SN (P (Qu)y) ey
% J

T T
<C (/ /625/3|f|2 dydt+52>\4/ / |w]? dydt>.
o Jr o Jr

T
Dong, il suffit de traiter / ((Pw)i, (Qw;))12(y2 dt puisque
0

T 2 2 T T
2/ S S T {(Pw), (Qu)y) oy d < C (/ /6—2sﬂ|f|2 dydt+s2>\4/ / e dydt).
o 0o JF 0o JF

Ici, on dénote par (Pw); et (Qwj;), le i éme et le j éme terme dans 'expression (B.0.4)) et(B.0.5)
respectivement. En premier lieu, on obtient une inégalité avec deux termes globaux \w\z et

Vwl?
T T
5A2/ /£|Vw\2 dydt, 53A4/ /53 lw|? dydt,
0 F 0 F

et des termes locaux associés au second membre de I'inégalité.

On a

T T
/0 (Pw)1, (Qu)1) oz dt = —28)\/0 /fﬁAw - VwVn dydt
T T
indo JF —Jo JF

T T
—|—23)\Z/0 /f{@?,cnajwi@kwidydt—k%/\Z/o /ff@m@,fjwi@kwi dydt

i7j7k i7j7k

T
— 25\ Z/ /a £*0n0jw;Opw;ny, dl'dt.
o Jor

i?j?k/‘
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Dans un autre coté, on a
T T
25)\/ / £0im O w; Opw; dydt = 23)\/ £ 0;n0kw;Opw;n;dl'dt
o JF o Jor
T T
—25)\2/ /5\vn\2\vu)iy2 dydt—25>\/ /5An\vu)i12 dydt
o JF o JF

T
- 23)\/ / £0;n 8,%jwi0kwi dydt.
o Jr

Il s’en suit que
T T
25)‘/ / £0;n O w; Opw; dydt = S)\/ £*0;m Opw; Opw; n;dldt
0o JF 0 Jor
T T
—sV/ /g|vn\2|wi\2 dydt—s)\/ /gAn \Vw;|? dydt
0 JF o JF

T T
—s)\/ 5*(V77-n)\Vwi\2dth—s)\2/ /mvny?yvfwiﬁ dydt
0 oF 0 F

T
—S)\/ /fAn \Vw;|* dydt.
0 F
Alors

T T .
0 o Jr )
T T
+S)\Z/ / f*(vn-nﬂvwi’?dfdt—Zs)\Z/ / §*|Vwi-n|2 (Vn-n) ICdt.
i 70 Jor — Jo Jor

En utilisant |Vaw;|* = |[Vw; - n|> 4+ |Vw; - 7|, on obtient
T T T
| P @y dez -8 [ [ ionf (vul* drat-csn [ [ ¢vul dya
0 o Jr 0o JF

T T
—CS)\/ §*|VwT]2dth—s)\/ & |Vuwn|* (Vi -n) dldt. (B.0.6)
0 oF 0 oOF

On a également

T T
/ (Pw)1, (Qw)2) 25y dt = —25/\2/ / EIVn)* Aw - w dydt
0 . o Jr .
= 23)\22/ / EIVyP [Vwi|” dydt + 4s\> Z/ / £ Om 8%77 w - Ojw dydt
—Jo JF 7 Jo JF
3 T 3 T
+2s07 ) / / IVl (V- Vw)w; dydt — 253> / £ V| wid;wim; dUdt.

—Jo JF 7 Jo Jor

(B.0.7)
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En utilisant I'inégalité de Cauchy, on a

3 7 i
28)\32/ / EIVnl* (V- Vwiw; dydt > —Cs)\4/ / ¢ lw|* dydt
i J0 JF o Jr

T
—&?8)\2/ /g|vn|"’|va2 dydt,
0 F

pour € > 0, et

3 T T
ij 70 IF o Jr

T
—53)\2/ /g|vm2|vu;y2 dydt.
0 F

On obtient

T T
/ (Pw)1, (Qu)a) oy dt > 532 / / €IV [Vwl? dydt
0 0 F

T T T
—0(52)\4/ /§|w|2 dydt+s)\/ /g|vu;y2 dydt—i—as)\/ £ |Vwn|® dldt
0 F 0 F 0 oF

T
N’ / £ wl? dI‘dt), (B.0.8)
o Jor
ou s > 1 et A > 1. En utilisant I'inégalité dans [40, Théoréme I1.4.1], On a
sAS [ & w]? dydtgasv/ & |Vu)? dydt+Cs)\4/ & |wl? dydt.
oF F F
On a
T T T
/ (Pw)1, (Qu)s) oz dt = / / Aw - Qw dydt = —/ / Vw : 0,Vw dydt
0 o JF o JF
T 1 (T 4 T
+/ Vwn - Quw dl'dt = ——/ —/ \Vuw|® dydt +/ Vwn - Opw dU'dt
o Jor 2J)o dt Jr o Jor

T
= / Vwn - Quw dU'dt, (B.0.9)
o Jor

ot on a utilisé Vw(0,-) = Vw(T,-) = 0. En appliquant la formule de Green, on obtient :
T T ‘
/ (Pw)2, (Qu)1) 2z dt = —233>\3/ / |Vl VuVn - w dydt
0 o Jr
T T
3t [ vl ol dya 30 [ [ anl el dyar
o Jr o Jr

T T
cadn [ /F 0 0 00 € ol dyds — 5 [ /a €9 (Vo) f? drdr
0 0
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Il en découle
T T T
| P @ui e = 35x [ [ 19 o gt [ ] €l ayar
0 0 F

3)\3/ / 2 Vl* (V- n) |w|)® dUdt.
oF

D’ou

T
| (P01 @)y de > 3500 / J1wntte pul? dye
0
053/\3/ /§3|w| dydt — 3/\3/ / 2 Val* (V- n) |lw|® dUdt.
OF

T T
/0 (Pw)a, (Qu)a) 25y dt = —233/\4/0 /JT|V77|4§3|w|2 dydt.

On obtient également
T
/ (Pw)2, (Qu)s) 27y dt = s*\ / /|V77] Ew - yw dydt
0
1
=N / [ vnk @otul dyar =~ / [ 20vaR ) wl ayar
o Jr o Jr
T
——x [ [ vnP coul agat,
o Jr
Grace au fait que w(0, ) = w(T,-) = 0. Donc, on obtient
T T T
| P Quie ez 3 [ [l o i st [ ] €l ayar
0 o Jr

— s / / 2Vl (Vn-n) |w|® dUdt. (B.0.10)
oF

En combinant (B.0.6)), (B.0.8) et (B.0.10), on obtient

s/\2/ /f\V?ﬂ \Vw| dydt+53/\4/ /\V?ﬂ £ |w| dydt+53>\3/ / \w\ dldt
oF
—i—S)\/ / |Vwn|? dTdt < C<(33)\3+s2>\4)/ /53\w\2 dydt
0 oF 0 F
T T T ~
+3A/ /gva|2 dydt+/ /6—2sﬁ|f|2 dydt+s)\/ / e~ 20 |Vwr|* dTdt
0 F 0 F 0 oF

T T
+5s)\/ £ |Vun|® drdt+slA1/ 10w dth),
0 oOF 0

OF
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pour tout € > 0. En utilisant le fait que |Vn| > 0 sur F\O,, on obtient de la derniére inégalité

T T T
/\2/ / ¢ [Vwl|? dydt+s3)\4/ / & wl? dydt+s3/\3/ / () |w|? dTdt
0 JF\Oy 0 JF\O, 0o Jor
T T T
+3A/ / \Vwn|® dldt < O((s3)\3+32>\4)/ /§3\w|2 dydt+s)\/ /§|Vw|2 dydt
0 oOF 0 F 0 F
T T N T
+ / / e 2P| f1? dydt + s / / e8¢ |Vwr|* dDdt + esA / £ |Vwn|* dUdt
0 F 0 OF 0 OF

T
+s—1x1/ / (€)Y 0w dth).
0 oOF

T T
)\2/ £ |[Vuw|? dydt+s3)\4/ & | dydt,
0o Jo, o Jo,

On rajoute le terme

dans les deux membres de derniére inégalité, on trouve

/ /§|Vw| dydt+s3/\4/ /§3|w| dydt+53/\3/ / ) |w]? dldt
OF
T
+s>\/ / \Vwn|® dldt < (33)\3+32)\4)/ /53\w|2 dydt+s)\/ /§|Vw|2 dydt
OF
SA / g|vw| dydt+s3)\4/ / & wl? dydt+/ / e 28| f1? dydt
0

T
+ s\ / / e 2B |Vwr|? dUdt + esh / £ |Vwn|® dldt
OF

0
+sint / 1 g’ dth). (B.0.11)
oF
On choisi s et A suffisamment grands tels qu’on ait
)\2 . 3)\4
SA2— C'sh > 82 SN OSN3 + 8201 > ST

afin d’absorber le premier et le second terme qui apparaissent au second membre de 1'inégalité

(B.0.11)), on a

/ /g|vw| dydt+s3/\4/ /§3|w| dydt+s3/\3/ / ) |w]? dDdt
oOF
<C(S3A4/ / &% |w)? dydt+s)\2/ / ¢ | Vwl]? dydt+/ /6—285|f|2 dydt
o Jo, o Jo, o JFr

T T
+S>\/ §*|Vw7\2dl“dt+sl)\1/ / ()7 ow/ dth).
0 oOF 0 oOF
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En revenant a 1, la derniére inégalité s’écrit

/ / e 0 |Vyl? dydt+s°\* / / 2B dydt+s°\° / /8 e 25(¢*) [y * dTdt
].'
<C(s3/\4/ / e~250¢3 |y |? dydt+s)\2/ / e 20¢ (Wi ? dydt+/ /6255|f\2 dydt
0 F

+ S)\/ / *QSﬁf |V¢T| dl’ + 871)\ / / 7255 |atz/}‘ dth), (B012)
oF oF

ol on a utilisé

T
s—lxl/ / ()7L ouw|® dldt < (—u // e 2B(e) 1 19)? drdt
0 oOF oOF

s / e (e ol arde).
OF
et le fait que 9,3 < C(T + T?)(€*) VN,

Pour absorber le second terme au second membre de 'inégalité (B.0.12]), on procéde comme
[39, inequality (1.62)] qui montre que Pintégrale de e=2*%¢ |Vy)|* sur O, peut étre estimée par
Pintégrale de e 2% |1|> sur ©. On obtient finalement

/ / e 2P (Wip|* dydt+s3\* / / “283 1 ? dydt+s3\° / / 2B (¢4)3 |y |2 dTdt
OF
0<33A4 / / e 283 || dydt + / / e 20| f1P dydt + sh / / e~ 2B |V |? dUdt
0 (@] 0 F OF
+ st / / e 2B(e) 1 9 dth),
oF

pour A > C et s = C(TY + T*N). Donc, on obtient (B.0.2). O
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