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Introduction générale

Contexte général

L’amélioration continue de la compétitivité de l’industrie chimique nécessite non seulement
de constamment innover, mais aussi d’évoluer inévitablement vers des procédés qui sont plus
intensifiés, efficaces, compacts et durables. La forme des unités (réacteurs, agitateurs, garnis-
sages, échangeurs, conduites etc.) qui constituent un procédé est l’un des paramètres clés pour
améliorer la compétitivité et représente un défi scientifique et technologique fondamental.

L’objectif de l’optimisation de forme est de modifier la frontière extérieure d’un objet pour
minimiser ou maximiser une fonction de coût, comme les performances d’un procédé, sous des
contraintes spécifiées. Historiquement, les méthodes d’optimisation de forme ont été utilisées
dans les technologies de pointe, principalement dans les domaines avancés tels que l’aérodyna-
mique. Cependant, elles ont récemment été étendues à d’autres domaines de l’ingénierie où la
forme a une grande influence sur les performances. Par exemple, en hydrodynamique, la forme
d’une conduite qui minimise l’énergie dissipée par le fluide due au frottement visqueux a été ana-
lysée (Courtais et al., 2019a; Henrot et Privat, 2010; Tonomura et al., 2010). En revanche, en
génie des procédés, où la forme des opérations unitaires est un paramètre de conception impor-
tant, les approches d’optimisation de forme n’ont pas été suffisamment étudiées. C’est un sujet
très important qui mérite donc d’être abordé et qui conduira probablement à un changement de
paradigme dans l’optimisation de la conception et du fonctionnement des procédés.

Dans le domaine plus spécifique des réacteurs à lit fixe, l’optimisation de forme n’a pas
fait l’objet de travaux de recherche significatifs aussi bien au niveau académique qu’industriel.
D’autant plus que ces réacteurs sont largement répandus dans l’industrie, notamment dans
l’hydrogénation catalytique, l’hydrotraitement de coupes pétrolières, le traitement des eaux, etc.
(Charpentier et Rode, 2011). Il convient également de souligner que malgré leur large utilisation,
le dimensionnement et le fonctionnement de ces réacteurs posent encore beaucoup de problèmes
dus notamment aux phénomènes complexes mis en jeu et au manque de données fiables et
précises sur l’hydrodynamique et les transferts/transports, surtout à l’échelle locale.

L’optimisation de forme dans ces réacteurs consisterait typiquement à déterminer la forme du
garnissage qui permettrait d’optimiser un indice de performance donné, soumis à des contraintes
définies par la fabrication de cette forme et par le fonctionnement du réacteur.
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Introduction générale

Par ailleurs, la forme optimale d’un objet est souvent complexe et difficile à fabriquer. Ce-
pendant, les récents développements de la fabrication additive, ou impression 3D, sont très
prometteurs et ouvrent le champ sur l’utilisation de l’optimisation de forme comme outil d’in-
novation technologique dans le domaine des réacteurs à lit fixe. En effet, la fabrication additive
(par opposition à la fabrication soustractive) minimise les contraintes de fabrication et permet
la conception de formes complexes.

Les travaux menés dans le cadre de cette thèse sont dédiés aux réacteurs à lit fixe et à
écoulement monophasique de liquide. Plus spécifiquement, l’optimisation de forme sera utilisée
pour déterminer la forme, et sera ensuite fabriquée à l’aide de la fabrication additive. En outre,
des mesures expérimentales seront mises en œuvre pour tester et valider la forme optimale du
réacteur.

Objectifs de la thèse

Dans ce travail, nous considérerons un réacteur à lit fixe parallélépipédique en deux di-
mensions avec un écoulement monophasique liquide. Le garnissage est constitué d’obstacles
cylindriques régulièrement espacés dans le réacteur.

L’objectif de ce travail de thèse est de développer une méthode d’optimisation géométrique
basée sur le calcul du gradient de la fonction objectif par introduction d’un ou plusieurs états
adjoints. Cette méthode est ensuite testée et utilisée afin de déterminer la configuration optimale
d’objet permettant :

— de minimiser la dissipation d’énergie dans le fluide due aux frottements visqueux dans
le réacteur. L’énergie dissipée étant directement liée aux pertes de charge dans le fluide,
cette optimisation reviendra à minimiser la puissance nécessaire au déplacement du fluide
et donc, diminuer les coûts énergétiques des pompes.

— de minimiser la concentration moyenne de réactif en sortie d’un réacteur à lit fixe.
C’est-à-dire maximiser l’avancement de la réaction du procédé.

— de minimiser simultanément ces deux fonctions objectif à l’aide de l’optimisation multicri-
tère.

Le logiciel OpenFOAM est utilisé pour de résoudre les équations aux dérivées partielles qui
décrivent le modèle du réacteur. Étant donné l’approximation numérique, il faut s’assurer que
ce modèle résolu soit représentatif de la réalité quelle que soit la géométrie, celle-ci évoluant
au cours de l’algorithme d’optimisation. Pour cela, des maquettes des réacteurs à lit fixe à
l’échelle 1 sont fabriquées par fabrication additive dans le but de les expérimenter. Le procédé
de fabrication additive est la stratoconception, un procédé d’impression 3D bien maîtrisé par
le Centre Européen de Développement Rapide de Produit (CIRTES) localisé à Saint-Dié-des-
Vosges. La campagne expérimentale s’articule autour de trois techniques de mesure :

1. La PIV haute fréquence (Particle Image Velocimetry) qui permet de mesurer le champ de
vitesse sur un plan.

2. La spectrophotométrie qui permet de déterminer l’avancement d’une réaction de produc-
tion de diiode en sortie de réacteur.

3. La distribution des temps de séjour (DTS) déterminée à l’aide d’un colorant par spectro-
photométrie qui permet de caractériser écoulement dans le réacteur.
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Plan du manuscrit

Le premier chapitre de ce manuscrit est dédié à la présentation du procédés d’impression 3D
utilisé pour fabriquer les maquettes des réacteurs à lit fixe à l’échelle 1. Les techniques de mesures
expérimentales, réalisées pour caractériser l’écoulement de fluide et le transfert de masse, sont
ensuite détaillées et les dispositifs expérimentaux mis en œuvre sont présentés.

Le deuxième chapitre décrit l’approche d’optimisation de forme utilisée dans ces travaux.
Cette approche algorithmique est développée et implémentée sous OpenFOAM, puis testée sur
un ensemble de schémas 2D typiques d’écoulement de fluide dans le but de valider les perfor-
mances de la méthode par comparaison des résultats numériques avec ceux de la littérature.

Dans le troisième chapitre, l’approche d’optimisation de forme développée est appliquée aux
écoulements réactionnels afin d’optimiser un réacteur à lit fixe siège (i) d’une réaction homogène
de premier ordre, (ii) d’une réaction hétérogène limitée par le transferts externe. L’objectif est
alors de déterminer la forme du garnissage qui permet de maximiser la conversion du réacteur
sous contrainte de pertes d’énergie maximale et d’iso-volume. Deux autres contraintes sont
également considérées afin de prendre en compte le caractère manufacturable des configurations
optimales du réacteur.

La conversion du réacteur et la perte d’énergie dans le fluide ayant des allures antagonistes, le
quatrième chapitre s’intéresse à l’optimisation simultanée du réacteur à l’aide de l’optimisation
multi-objectif. Un ensemble de solution optimales est alors déterminé et un algorithme d’aide
à la décision est utilisé afin de déterminer le meilleur compromis parmi l’ensemble des formes
optimales.

Le dernier chapitre de ce manuscrit est dédié à la validation expérimentale des simulations
CFD effectuées par OpenFOAM.

Pour finir, ce manuscrit se termine par une conclusion générale sur le travail réalisé ainsi que
quelques propositions de perspectives pour de futures études.
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Chapitre 1. Dispositifs expérimentaux et méthodes d’analyse

1.1 Introduction

La validation des simulations numériques, en les comparant à des données expérimentales,
est une étape essentielle dans le domaine de la modélisation d’un procédé. Cependant, dans le do-
maine de l’optimisation de forme où une modélisation CFD (mécaniques des fluides numériques)
est nécessaire, il n’est pas possible de réaliser une telle validation pour chaque configuration. En
effet, au cours du processus d’optimisation de forme, le réacteur peut présenter un grand nombre
de configurations très variées les unes des autres. Par exemple, on peut dénombrer autant de
configurations différentes qu’il y a d’itérations dans le processus d’optimisation. Il a donc été
choisi de réaliser une campagne de mesures expérimentales uniquement sur les réacteurs initial
et optimaux dans le but de valider les simulations CFD. Cette campagne expérimentale s’arti-
cule autour de trois techniques de mesure : la vélocimétrie par image de particules (PIV) pour
mesurer le champ de vitesse dans les réacteurs fabriqués par impression 3D, les distributions des
temps de séjour dans les maquettes, et l’avancement d’une réaction homogène de premier ordre
à la sortie du lit fixe. Lors des optimisations des réacteurs, l’écoulement de fluide est supposé
laminaire, de faibles débits seront donc imposés en entrée lors des mesures expérimentales afin
d’assurer des écoulements laminaires.

Le présent chapitre présente le procédé de fabrication utilisé lors de la conception des ré-
acteurs ainsi que les techniques de mesure et leurs dispositifs expérimentaux associés mis en
œuvre.

1.2 Conception des réacteurs par fabrication additive

1.2.1 Principes généraux de la fabrication additive

La fabrication additive (autrement appelée impression 3D), par opposition à la fabrication
soustractive, est un procédé de fabrication d’objet 3D par ajout de matière couche par couche. La
norme NF EN ISO/ASTM 52900 fixe sa définition comme ’’l’ensemble des technologies permet-
tant de fabriquer des pièces par couches successives de matière à partir d’un modèle numérique’’.
La forme de la pièce désirée est tout d’abord modélisée numériquement à l’aide d’un logiciel de
conception assistée par ordinateur (CAO) qui réalise le fractionnement des couches requises à
la conception de l’objet. Ce fractionnement en fines couches est ensuite soumis à l’outil de fa-
brication additive qui met en forme la matière couche par couche jusqu’à obtention de l’objet
souhaité.

La fabrication additive est une technologie récente qui a vu le jour au milieu des années 1980.
Le 16 juillet 1984, Jean Claude André, Alain Le Méhauté et Olivier de Witte, trois chercheurs
français, déposent le premier brevet sur un procédé de fabrication additive (André et al., 1984),
suivis trois semaines plus tard par Chuck Hull (Hull, 1984). Ces deux brevets portent tous deux
sur le même procédé, la stéréolithographie. Ils sont rapidement suivis par d’autres portant sur
des procédés tels que le frittage sélectif par laser (Beaman et Deckard, 1990) ou le dépôt de
fil en fusion (Stratasys, 1991). Ces techniques d’impression 3D sont expliquées plus en détails
dans la suite de la section. Depuis la vente de la première imprimante 3D en 1988, le procédé
de fabrication additive connaît une importante croissance technologique et commerciale comme
l’atteste la figure 1.1. Initialement réservées au secteur industriel, les ventes d’imprimantes 3D
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1.2. Conception des réacteurs par fabrication additive

(a) Ventes à destination de l’industrie (b) Ventes à destination des particuliers

Figure 1.1 – Ventes annuelles d’imprimantes 3D dans le monde, (a) représente les ventes à
destination de l’industrie, (b) les ventes pour les particuliers (Wohlers et al., 2019).

connaissent un essor pour les particuliers depuis 2010. Industriellement, les applications des
procédés de fabrication additive sont très nombreuses, par exemple, en médecine, dans l’aéro-
nautique, l’automobile, le bâtiment et même dans la restauration.

Les technologies de fabrication additive n’ont pas vocation de remplacer les actuels procé-
dés de fabrication que sont le moulage, le soudage ou le tournage/fraisage mais d’apporter de
nouvelles solutions techniques à leurs limites. En effet, les procédés de fabrication additive ont
certains avantages par rapport aux procédés traditionnels. On peut citer entre autres :
• la possibilité de fabriquer des pièces de formes complexes que les procédés traditionnels ne
peuvent fabriquer,
• la fabrication sur mesure des pièces, comme cela peut être le cas en médecine par exemple,
• l’absence d’étape de pré-fabrication (fabrication de moules par exemple), ce qui peut ré-
duire certains délais.

Cependant, les techniques d’impression 3D n’étant pas encore mûres, elles possèdent certaines
limites et inconvénients :
• la surface de la pièce imprimée présente souvent de fortes rugosités, celle-ci nécessite un

traitement de surface par polissage ou reprise d’usinage,
• le manque de précision de l’imprimante 3D impose également de traiter de l’état de surface
de la pièce,
• les nuances de matériaux possibles sont encore limitées uniquement aux quelques poly-
mères, céramiques, métaux et bois,
• la faible capacité de la pièce à tenir sous hautes pressions.
Depuis le brevet déposé en 1984 (André et al., 1984), de nombreuses recherches ont été

effectuées sur la fabrication additive menant au développement de nouveaux procédés plus ou
moins différents les uns des autres. Ainsi, pour clarifier les différentes appellations utilisées,
la norme NF ISO 17296-2 catégorise les différents procédés existants en 7 grandes familles.
Cette catégorisation classe les procédés de fabrication additive au sein d’une famille suivant le

7



Chapitre 1. Dispositifs expérimentaux et méthodes d’analyse

O x

yz

1 2

34

Figure 1.2 – Principe de base du procédé de stratoconception® .

matériau mis en œuvre (poudre, liquide, bobine de fil etc..), le principe physique ou chimique
de transformation des matériaux et le type d’énergie utilisé. Les 7 familles sont les suivantes :

• la photopolymérisation, qui polymérise localement, couche par couche, une résine liquide
photosensible,

• la fusion sur lit de poudre, qui met en œuvre la pièce par frittage ou fusion laser d’une
poudre,

• la projection de liant, consistant à déposer un liant adhésif, couche par couche, sur un lit
de matériaux poudreux,

• la projection de matière, pour laquelle le matériau est amené sous forme liquide puis se
solidifie sous l’effet de la température ou d’une source lumineuse,

• l’extrusion de matériaux, qui consiste à fondre, couche par couche, le filament d’un poly-
mère thermoplastique,

• le dépôt sur énergie concentrée, dont le principe repose sur la fusion et le dépôt simultanés
du matériau sur la pièce,

• le laminage de feuille ou de plaque, qui consiste à découper des plaques une à une, les
empiler puis les assembler.

Ces différents procédés de fabrication additive sont détaillés par Sakly (2013) et par Barlier et
Bernard (2020).
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1.2. Conception des réacteurs par fabrication additive

(a) Schéma de la configuration initiale du réacteur utilisée pour l’optimisation.

(b) Configuration initiale du réacteur fabriquée par stratoconception® .

Figure 1.3 – Comparaison entre le réacteur initial fabriqué par stratoconception® et la forme
initiale du réacteur utilisée pour l’optimisation.

1.2.2 Principe fondamental du procédé de stratoconception

Dans ce travail de thèse, les contacteurs à lit fixe initial et optimaux déterminés par op-
timisation de forme sont fabriqués par le procédé de stratoconception® . Ce procédé, breveté
par Claude Barlier en 1991 (Barlier, 1991), est un procédé de fabrication additive par laminage
de feuille. La figure 1.2 illustre les grandes étapes du procédé de stratoconception® , prenant
l’exemple de la fabrication d’une pyramide. L’objet à concevoir 1© est tout d’abord modélisé
numériquement 2© à l’aide d’un outil de CAO (conception assistée par ordinateur). Un fichier
STL (stéréolithographie) est ensuite généré permettant de représenter numériquement l’objet en
fonction de sa surface externe. Au cours de cette étape, l’objet est divisé en fines couches dont
l’épaisseur est choisie adéquatement par l’utilisateur. Chacune de ces couches est ensuite fabri-
quée à partir d’une plaque par micro-fraisage 3©. Le choix du matériau constituant la plaque
et donc, l’objet final est également celui de l’utilisateur. Un avantage majeur du procédé de
stratoconception® est la grande variété de choix concernant le matériau de la plaque (polymère,
métaux, bois etc..). Une fois ces différentes couches fabriquées, elles sont enfin empilées, assem-
blées puis fixées à l’aide d’inserts et de colle. Bien souvent, la surface du produit final n’est pas
lisse, une étape de finition par polissage est requise. La figure 1.3 présente une comparaison entre
le schéma de la forme initiale du réacteur utilisée pour l’optimisation et la maquette à l’échelle
1 fabriquée par le procédé de stratoconception® . Le procédé utilisé pour la fabrication des ma-
quettes des réacteurs est décrit plus précisément par Pelaingre (2005) et le principe technique
de la fabrication repose sur le brevet déposé par Pelaingre et al. (2002). Les comparaisons des
formes optimales obtenues numériquement (voir les chapitres 3 et 4) et de leurs maquettes fabri-

9



Chapitre 1. Dispositifs expérimentaux et méthodes d’analyse

quées sont disponibles dans l’annexe D.1. Le matériau utilisé pour la fabrication de ces réacteurs
est le polyméthacrylate de méthyle (PMMA), un polymère thermoplastique transparent. Cela
sera utile pour effectuer des mesures optiques telles que les mesures par PIV.

Ce procédé de fabrication additive est intéressant dans le cadre de ces travaux car il permet
de limiter au maximum les contraintes liées à l’étape de fabrication des contacteurs à lit fixe.
Cependant, il en existe quelques unes. Les deux contraintes de fabrication considérées dans
ce travail de thèse et intégrées à l’algorithme d’optimisation sont liées à l’étape d’usinage des
plaques par micro-fraisage. En effet, les pores (i.e. la partie fluide) doivent avoir une largeur
locale minimale afin de permettre le passage de l’outil lors de la découpe. Les obstacles (i.e.
la partie solide du réacteur) sont également contraints à avoir une épaisseur minimale afin
qu’ils gardent une bonne tenue mécanique aussi bien pendant le procédé de fabrication que
lors de l’utilisation des maquettes. Les limites inférieures de ces contraintes sont respectivement
de 2,1 mm et de 2 mm. L’étape d’assemblage et de fixation impose la prise en compte d’une
autre contrainte de fabrication, la contrainte de dépassement. En effet, la fixation d’une couche
peut s’avérer compliquée lorsque la couche inférieure sur laquelle elle repose ne permet pas un
soutien suffisant. La figure 1.4 illustre la cause de cette contrainte. Cette contrainte n’est pas
prise en compte dans le cadre de ces travaux car l’optimisation géométrique du réacteur est une
optimisation 2D. Le lecteur est invité à se référer à Allaire et al. (2017a,b) pour plus d’information
(définition mathématique et traitement numérique) sur cette contrainte de dépassement.

Plaque support

Dépassement acceptable

(a) Contrainte satisfaite

Plaque support

Dépassement
non acceptable

(b) Contrainte non satisfaite

Figure 1.4 – Illustration de la contrainte de dépassement.

Ces trois contraintes de fabrication ne sont pas inhérentes au procédé de stratoconception® ,
mais à l’ensemble des procédés de fabrication additive. Celui-ci possède tout de même l’incon-
vénient d’augmenter la limite inférieure associée à la contrainte sur les canaux par rapport aux
autres procédés d’impression 3D. La largeur minimale est augmentée pour laisser passer l’outil
de micro-fraisage, tandis que pour les autres procédés, cette largeur minimale n’est pas due à
un passage d’outil, mais à la précision de l’imprimante 3D. En revanche, le procédé de strato-
conception® utilisé dans ces travaux possède certains avantages par rapport aux autres procédés
d’impression 3D. Tout d’abord, il permet une meilleure tenue sous pression de la pièce finale par
rapport aux autres procédés. En effet, les couches sont usinées à partir de plaques, puis coller
entre elles à l’aide d’inserts et d’un adhésif choisi judicieusement. Cela permet, par rapport aux
autres procédés, de limiter les défauts de la pièce, et par conséquent, d’assurer une meilleure
cohésion de celle-ci. De plus, ce procédé permet également d’éliminer la contrainte de dépasse-
ment. En effet, lors de l’usinage des plaques, la couche n’a pas besoin de reposer directement sur
l’objet fabriqué contrairement aux autres procédés qui mettent en forme chaque couche pendant
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que celle-ci repose sur l’objet en construction (Sakly, 2013). Un autre avantage que permet le
procédé de stratoconception® par rapport aux autres procédés de fabrication additive consiste
en sa faculté de fabriquer des pièces multi-matériaux de grandes dimensions (Pelaingre, 2005).
La précision de ce procédé est très fine et l’état de surface des pièces est très bonne ce qui limite
l’étape de post-traitement des surfaces par polissage ou reprise d’usinage. Pour finir, ce procédé
est intéressant car contrairement aux procédés basés sur la fusion sur lit de poudre ou sur la
projection de liant, il n’y a pas de problèmes pour évacuer les poudres ou liquides non solidifiés
à l’intérieur de la pièce.

1.3 Mesure du taux d’avancement de réaction en sortie du ré-
acteur

Dans le chapitre 3, les optimisations de réacteurs à lit fixe sièges de deux réactions différentes
ont été mises en œuvre. La première réaction considérée est une réaction de surface limitée par
le transfert de matière externe. La seconde est une réaction homogène de premier ordre supposée
irréversible. Dans la suite du manuscrit, l’étude du réacteur siège de la réaction homogène sera
appelée ’’cas RH’’ , et celle du réacteur où la réaction de surface se produit sera appelée ’’cas
RS’’. Il est possible de vérifier expérimentalement l’avancement de la réaction de surface en sortie
du réacteur. En effet, le dépôt d’une fine couche de catalyseur est techniquement réalisable à la
surface des obstacles. Cependant, par manque de temps, ce point n’a pu être traité.

1.3.1 Choix de la réaction

Cette section s’intéresse à la validation expérimentale de l’avancement d’une réaction à la
sortie du lit fixe. La réaction mise en œuvre au cours du processus d’optimisation du contacteur
est une réaction homogène, irréversible, d’ordre 1 par rapport à l’un des réactifs et relativement
lente (constante cinétique de l’ordre de ksim = 10−2 s−1). Il s’agit d’une réaction de type

A→ P

dont la vitesse de réaction s’exprime par

rsim = ksim[A] (1.1)

où [A] représente la concentration de l’espèce A en solution.

La réaction d’oxydation des ions iodures I− par les ions peroxodisulfates S2O2−
8 en solution

aqueuse (1.2) répond aux caractéristiques souhaitées.

2I− + S2O2−
8 → I2 + 2SO2−

4 (1.2)

Cette réaction est une réaction homogène et sa vitesse de réaction s’exprime selon la relation
suivantes :

rexp = kexp[I−]n[S2O2−
8 ]m (1.3)
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où kexp désigne la constante cinétique, n et m les ordres partiels de la réaction. Moews et
Petrucci (1964) ont étudié cette réaction et ont démontré qu’elle est d’ordre 1 par rapport aux
ions iodures et peroxodisulfates. Ainsi, lorsque les ions iodures sont en excès par rapport aux ions
peroxodisulfates, la concentration en I− peut être considérée constante et la vitesse de réaction
se réécrit :

rexp = kapp[S2O2−
8 ] (1.4)

avec kapp = kexp[I−]n.

La réaction d’oxydoréduction (1.2) est issue des demi-réactions suivantes :

2I− � I2 + 2e−, E◦([I2]/[I−]) = 0, 54V (1.5)

S2O2−
8 + 2e− � 2SO2−

4 , E◦([S2O2−
8 ]/[SO2−

4 ]) = 2, 01V (1.6)

E◦ désigne le potentiel standard des couples d’oxydoréduction, sa valeur est donnée par Atkins
et al. (2018). L’égalité des équations de Nernst permet d’exprimer la constante d’équilibre selon
la relation suivante :

K = 10ne
∆E
0,06 (1.7)

où ∆E est la différence des potentiels standards des deux couples d’oxydoréduction mis en jeu
et ne le nombre d’électrons échangés. L’ordre de grandeur de la constante d’équilibre étant de
K = 1049, la réaction peut être considérée comme irréversible.

De plus, la réaction (1.2) présente l’avantage de former du diiode, présent sous forme d’ions
triiodures I−3 en solution aqueuse (1.8). Ce produit de couleur brune en solution aqueuse est
facilement caractérisable, soit par spectrophotométrie, soit par dosage en retour par les ions
thiosulfates S2O2−

3 . Cela permettra de déterminer l’avancement de la réaction (1.2) à la sortie
du réacteur. On a donc choisi d’utiliser une mesure par spectrophotométrie pour caractériser les
ions triiodures en solution.

I− + I2 → I−3 (1.8)

La réaction (1.2) n’étant pas terminée en sortie du lit fixe, le dosage en retour par les ions
thiosulfates S2O2−

3 n’est techniquement pas réalisable. En effet, les ions S2O2−
3 réagiraient avec

les ions S2O2−
8 encore présent en solution avant de réagir avec le diiode, ce qui fausserait les

résultats.

1.3.2 Détermination du coefficient de Beer-Lambert

L’objectif de cette section est de déterminer la constante cinétique apparente kapp (voir
Eq. (1.4)) par spectroscopie. La loi de Beer-Lambert (1.9) définit une proportionnalité entre la
concentration et l’absorbance d’un composé chimique.

A = εlCAb (1.9)

où ε désigne le coefficient d’absorption molaire de l’espèce chimique, l la longueur du chemin
optique traversée par le faisceau lumineux, CAb la concentration de l’espèce chimique en so-
lution, et A l’absorbance du milieu définie par A = log

(
I
I0

)
où I0 représente l’intensité du
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1.3. Mesure du taux d’avancement de réaction en sortie du réacteur

Figure 1.5 – Spectre d’absorbance du diiode.

faisceau lumineux avant de traverser la solution et I l’intensité du faisceau lumineux après avoir
traversé la solution. Le produit εl est une constante dépendant de la longueur d’onde qu’il faut
identifier. Ainsi, lorsqu’une seule entité chimique absorbe dans le milieu, la détermination de la
concentration de cette entité à partir de l’absorbance de la solution devient aisée.

La figure 1.5 présente le spectre d’absorbance des ions triiodures. Un plateau entre 348 nm et
358 nm est présent où l’absorbance est peu sensible aux erreurs sur la longueur d’onde. Il serait
donc intéressant de travailler à cette longueur d’onde pour limiter les incertitudes de mesure.
Cependant, à cette longueur d’onde, l’ion triiodure n’est pas la seule entité chimique présente
en solution à absorber. En effet, la constante kapp est déterminée pour une concentration en
ions iodures (introduit en excès) de 0,725 mol/L or, à cette concentration, une solution de KI
absorbe légèrement à 353 nm. Ainsi, pour la détermination de la constante cinétique kapp, il a
été décidé de se placer à 450 nm. À cette longueur d’onde, la solution de KI n’absorbe plus et
la pente reste modérée, limitant ainsi les incertitudes expérimentales.

La figure 1.6 illustre la détermination de la constante de Beer-Lambert à 450 nm. Lorsque
la concentration de la solution en iodure de potassium est de 0,725 ± 0,009 mol/L, la valeur
du coefficient de Beer-Lambert εl des ions I−3 en solution est de 1576,4 ± 23,5 L/mol. Cette
valeur a été estimée par régression linéaire (R2=0,999) et sera utilisée pour la détermination de
la constante cinétique kapp.

Remarque : D’après la loi de Beer-Lambert (1.9), l’absorbance d’une solution dépend uni-
quement de la concentration de l’espèce qui absorbe la lumière. Cependant, dans le cas présent,
ce n’est pas le cas car il y a un effet de matrice. C’est-a-dire que l’intensité du signal mesuré
(ici l’absorbance) dépend non seulement de l’espèce analysée mais aussi du solvant et des autres
entités chimiques présentes en solution (Gore, 2000; Pinta et Riandey, 1969). Par exemple, dans
ces travaux, la constante de Beer-Lambert a été estimée une seconde fois pour une concentration
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Chapitre 1. Dispositifs expérimentaux et méthodes d’analyse

Figure 1.6 – Détermination de la constante de Beer-Lambert à 450nm pour une concentration
de KI de 0.725 mol/L.

en iodure de potassium de (1,45 ± 0, 02).10−2 mol/L (i.e. une dilution 50 fois de la solution de
KI initiale). Sa valeur de 1283,2 ± 17,9 L/mol (R2=0,999) est inférieure à la précédente. Ainsi,
à concentration en ions I−3 égale, deux solutions dont la concentration en iodure de potassium
sont de 1,45.10−2 et de 0,725 mol/L n’auront pas la même absorbance à 450 nm.

1.3.3 Détermination de la constante cinétique

Comme mentionné précédemment, l’ordre partiel par rapport aux ions peroxodisulfates est
de 1. Cela nous permet donc d’exprimer théoriquement l’évolution de la concentration en ions
peroxodisulfates au cours du temps selon la relation suivante :

[S2O2−
8 ](t) = [S2O2−

8 ]0e−kappt (1.10)

où [S2O2−
8 ]0 est la concentration initiale de S2O2−

8 en solution, kapp la constante cinétique ap-
parente à déterminer et t le temps.

Cette constante cinétique a été déterminée à 21°C par spectroscopie pour une solution initiale
de 0,725 ± 0,009 mol/L en KI et (2,876 ± 0, 043).10−4 mol/L en Na2S2O8. Les ions iodures
sont présents en excès, ce qui permet de considérer la concentration en ion iodure constante
au cours de la réaction. La valeur de cette constante cinétique est kapp = 7,56.10−3 s−1. La
figure 1.7(a) montre l’évolution de la concentration en ions peroxodisulfates au cours du temps.
Plus spécifiquement, elle compare l’évolution expérimentale de la concentration en S2O2−

8 au
cours du temps à l’allure théorique (Eq. (1.10)) de cette concentration. La figure 1.7(b) présente
le diagramme de parité entre les valeurs expérimentales et théoriques. La courbe qui en résulte
se superpose à la première bissectrice (R2 = 0,999), confirmant l’ordre partiel de 1 par rapport
aux ions S2O2−

8 .
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1.4. Mesure de champs de vitesse par PIV

1.3.4 Détermination de la concentration en ions triiodures en sortie du ré-
acteur

Le dispositif expérimental mis en œuvre pour les mesures d’avancement de réaction en sortie
du lit fixe est présenté sur la figure 1.8. Les concentrations en ions persulfates et en ions iodures
dans la solution en entrée du réacteur sont respectivement (2,504 ± 0,077).10−3 et (7,25 ±
0,22).10−1 mol/L. Le mélange est réalisé avant d’entrer dans le réacteur. Les deux débits partiels
sont égaux et imposés par une pompe péristaltique fournissant un débit total compris entre
3,15±0,09 et 5,19±0,06 L/h (voir annexe E pour le détail des calculs sur les incertitudes). Le
réacteur à lit fixe fait ici office de mélangeur statique permettant d’homogénéiser plus ou moins
l’écoulement de fluide. En sortie du réacteur, la réaction n’est pas terminée et il faut la stopper 1.
Pour cela, une dilution par 50 du flux de sortie est effectuée permettant une diminution de la
concentration en I− et donc une réduction de la constante cinétique apparente de la réaction
kapp. Celle dilution abaisse la constante cinétique apparente à 1,96.10−5 s−1. Ainsi, la réaction
est pratiquement stoppée et la concentration en ions S2O2−

8 ne varie que de 1% toutes les 9
minutes. Une fois la dilution effectuée, 5 échantillons de la solution sont prélevés afin de les
analyser. La concentration en ions triiodures est finalement déterminée par spectrophotométrie
à la longueur d’onde de 353 nm 2.

1.4 Mesure de champs de vitesse par PIV

1.4.1 Concepts théoriques

La vélocimétrie par images de particules, ou PIV, est une méthode très efficace pour carac-
tériser un écoulement de fluide. Il s’agit d’une technique de mesure non intrusive permettant
la mesure du champ de vitesse dans un écoulement. Cette technique consiste à suivre le dépla-
cement de fines particules, nommées traceurs, en suspension dans un écoulement et suivant les
lignes de courant de l’écoulement selon une description lagrangienne de celui-ci (voir figure 1.9).

Le principe de la technique de mesure consiste à photographier, à l’aide d’une caméra haute
vitesse, deux images proches dans le temps (δt petit) de ces traceurs permettant la détermination
de leurs déplacements. La vitesse instantanée se déduira du déplacement et du délais δt entre
deux photos. La PIV est une technique indirecte de mesure puisque le champ de vitesse mesuré
est celui des particules que l’on assimile au champ de vitesse de l’écoulement.

1.4.1.1 Principe expérimental de la mesure

La figure 1.10 illustre le dispositif expérimental pour la technique de mesure par PIV. Une
nappe laser est fabriquée à partir d’un faisceau laser et d’une lentille cylindrique. Celle-ci est
projetée sur un écoulement ensemencé par de fines particules permettant d’éclairer les particules,

1. Il est également possible d’installer en ligne et en sortie du réacteur une cellule spectroscopique permettant
la mesure en ligne de l’absorbance de la solution sortant du réacteur. Cependant, le matériel n’était pas disponible
lors de la campagne expérimentale.

2. L’absorbance d’une solution de iodure de potassium à 1,45 10−2 mol/L est négligeable à la longueur d’onde
de 353 nm. La constante de Beer-Lambert a été déterminée à cette longueur d’onde et vaut 23792 ± 475 L/mol.
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Chapitre 1. Dispositifs expérimentaux et méthodes d’analyse

(a) Évolution de la concentration en S2O2−
8 (b) Graphique de parité (R2 = 0,999)

Figure 1.7 – Évolution de la concentration en ions peroxodisulfates au cours du temps à 21°C
(a), graphique de parité entre les concentrations expérimentales et théoriques (b).

Figure 1.8 – Photo du banc expérimental pour les mesures d’avancement de réaction.
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1.4. Mesure de champs de vitesse par PIV

t
t+ δt

D

Figure 1.9 – Observation lagrangienne des particules, les points noirs désignent les particules
au temps t, les points verts les particules à t+ δt et D le déplacement entre t et t+ δt.
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Figure 1.10 – Illustration expérimentale de la technique PIV.

et une caméra présente dans un plan perpendiculaire à la nappe laser photographie ces particules.
Les images qui en résultent sont ensuite traitées informatiquement (voir § 1.4.1.5) dans le but
de déterminer le champ du vecteur vitesse. Pour de plus amples précisions quant au dispositif
expérimental, le lecteur est invité à se référer à Raffel et al. (2018).

1.4.1.2 Ensemencement

La PIV nécessite un ensemencement de particules, appelées traceurs, qui suivent les lignes
de courant et réfléchissent la lumière laser. L’ensemencement est dit ’’artificiel’’ si les particules
ont été ajoutées à l’écoulement spécialement pour la mesure. Il est dit ’’naturel’’ autrement.
Cet ensemencement représente une partie importante de la technique de mesure. Celui-ci doit
remplir un certain nombre de conditions afin d’effectuer efficacement les mesures expérimentales
(Bonnet, 2012; Goldsmith, 2012; Walker, 1927) :
• La dimension des particules doit être choisie adéquatement. Le déplacement des traceurs
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Chapitre 1. Dispositifs expérimentaux et méthodes d’analyse

doit suivre le plus fidèlement possible celui de l’écoulement. Pour cela, les particules doivent
être de petite taille afin de limiter leur inertie et de potentielles sédimentations ou flotta-
tions. Ces phénomènes peuvent être également limités en choisissant des particules dont
la masse volumique est proche de celle du fluide étudié. Par ailleurs, la taille de ces parti-
cules ne doit pas être choisie trop faible, cela limiterait la réflexion de la lumière laser des
particules. Pour un écoulement liquide, les particules potentielles d’ensemencement sont
listées dans le tableau 1.1 (Raffel et al., 2018).
• La concentration des particules dans l’écoulement ne doit pas être trop élevée pour ne pas
perturber l’écoulement. Cependant, il ne faut pas que cette concentration soit trop faible
non plus pour permettre une analyse des images correcte. D’une manière générale, il faut
10 particules pour chaque vecteur vitesse mesuré. La concentration de ces particules doit
également être la plus homogène possible.
• Les particules doivent être détectable par la caméra. Pour cela, on choisira des particules
dont le pouvoir réflecteur de la lumière laser est élevé à la longueur d’onde de travail.

Généralement, l’ensemencement choisi est un compromis entre toutes les conditions citées
ci-dessus.

Tableau 1.1 – Liste des particules potentielles d’ensemencement.

Type Matériau Diamètre moyen en µm
Solide Polystyrène 10 - 100
Solide Poudre d’alluminium 2 - 7
Solide Billes de verre creuses (HSG) 10 - 100
Solide Billes de polymères 10 - 500
Liquide Gouttelettes huileuses 50 - 500
Gazeux Bulles d’oxygène 50 - 1000

1.4.1.3 Éclairage

Les particules ainsi ensemencées sont éclairées afin de les rendre visibles par la caméra. Pour
ce faire, une nappe laser, créée à partir d’un faisceau laser et d’une lentille cylindrique, illumine
un plan 2D de l’écoulement. Cet éclairage peut être continu ou pulsé en synchronisation avec
les images de la caméra, c’est-à-dire toutes les δt secondes. L’éclairage pulsé, plus complexe à
mettre en œuvre expérimentalement, a l’avantage de rendre les images plus nettes lorsque les
vitesses d’écoulement sont élevées. La puissance de l’éclairage est choisie en fonction de la taille
des particules, la sensibilité de la caméra, le fluide étudié et la taille du plan de travail.

1.4.1.4 Acquisition des images

L’acquisition des images se fait à l’aide d’une ou plusieurs caméras à haute vitesse. L’uti-
lisation d’une unique caméra permet la détermination du champ de vitesse en 2D, tandis que
l’ajout d’une seconde caméra permet sa visualisation en 3D. La constante amélioration de la
technologie de prise de vidéo nous offre une gamme dans le choix de la caméra de plus en plus
large. Ce choix de caméra dépend alors de la résolution désirée, de la durée d’acquisition ou du
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Figure 1.11 – Illustration de l’analyse des images PIV.

nombre d’images à la seconde (autrement dit le δt) que celle-ci permet. Le choix du δt constitue
une étape importante. Il doit être assez élevé pour permettre un déplacement de particules assez
grand, limitant ainsi les incertitudes sur le vecteur vitesse estimé. Cependant, ce temps entre
deux images successives ne doit pas être trop élevé pour que les particules restent dans le plan
de travail créé par la nappe laser.

1.4.1.5 Analyse des images

La figure 1.11 illustre l’analyse des images PIV en 4 étapes principales. La première étape
consiste à découper les images en petites imagettes carrées, appelées fenêtres d’interrogation (FI)
dont la taille varie généralement entre 16*16 et 128*128 pixels. Dans chacune de ses imagettes,
la carte d’inter-corrélation (IC) entre deux imagettes successives de δt est calculée (pour plus de
détails, voir Raffel et al. (2018, Chap 3)). Cette carte d’inter-corrélation présente un pic principal
qu’il faut localiser et sa position par rapport au centre de la fenêtre d’interrogation coïncide avec
le déplacement moyen d des particules présentes dans l’imagette entre t et t+ δt. Pour finir, le
vecteur vitesse correspondant à l’imagette est donné par la relation suivante :

U = d

δt
(1.11)

1.4.1.6 Avantages et limites de la technique de mesure

La PIV est une technique très utilisée pour caractériser les écoulements. Elle présente de
nombreux avantages tels que le caractère non-intrusif de la méthode. Le seul ajout susceptible
de perturber l’écoulement est celui des fines particules, qui, si elles ne sont pas ajoutées en fortes
concentrations, n’influent pas sur l’écoulement. Un autre avantage de la technique de mesure
est la prise de vue globale de l’écoulement permettant ainsi la détermination d’un champ de
vecteur vitesse et non la vitesse en un unique point. Cependant, la PIV présente certaines
limites techniques et technologiques. En effet, la PIV est une méthode de mesure indirecte,
c’est-à-dire, qu’elle permet la détermination de la vitesse des particules et non du fluide. Il faut
donc choisir correctement l’ensemencement pour que les traceurs suivent fidèlement l’écoulement.
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Figure 1.12 – Photo du banc expérimental pour les mesures par PIV.

Une autre limite de la technique est la difficulté de caractériser des écoulements à forts gradients
de vitesse et ceux au voisinage de la paroi. Les vitesses variant fortement, il devient difficile de
choisir adéquatement l’intervalle de temps δt. Il est également très important que les indices de
réfraction du fluide et de l’objet dans lequel il s’écoule soient proches pour éviter des réfractions
parasites.

1.4.2 Dispositif expérimental

La technique PIV étant une méthode optique de caractérisation d’écoulement, il faut limi-
ter au maximum les potentielles réfractions des rayons lumineux au niveau des interfaces flui-
de/PMMA. En effet, des réfractions de la lumière laser pourraient entraîner des zones d’ombre
dans l’écoulement, et altérer la qualité de l’acquisition des images par la caméra. Dans le cas
présent, la caméra est située sur un axe perpendiculaire au plan formé par le réacteur en PMMA,
par conséquent, l’altération des images reste négligeable. L’indice de réfraction du PMMA a été
déterminé dans le cadre de ce travail, sa valeur de nPMMA = 1, 494 ± 0, 010 est en accord avec
les travaux de la littérature (Weber, 2018). Pour minimiser les réfractions parasites, le fluide
de travail doit avoir un indice de réfraction proche de 1,49. Le fluide choisi pour la campagne
expérimentale est une solution aqueuse de KCSN à 64,3% massique, l’indice de réfraction de
cette solution est de 1,491 à 20 °C. À cette fraction massique, la masse volumique de la solu-
tion de KSCN est de 1389 ± 3 g/L et sa viscosité dynamique de 2,433 ± 0, 009 10−3Pa/s à 20
°C. L’ensemencement est effectué avec des billes de verre creuses recouvertes d’une fine couche
d’argent (S-HGS) les rendant très réfléchissantes. Ces particules de 10 µm de diamètre ont une
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densité proche de celle du fluide (dpart = 1,4 vs dfluide = 1,39).

La figure 1.12 présente une photographie du banc expérimental utilisé pour les mesures de
champ de vitesse par PIV. Le mélange fluide/particules circule en boucle fermée et le débit est
assuré par gradient de pression à l’aide d’un siphon. Contrairement aux mesures expérimentales
précédentes décrites (§1.3.4), le débit ne peut être assuré par une pompe péristaltique dans le
cas présent. En effet, une pompe péristaltique impose des écoulements pulsés, ce qui fausserait
la détermination du champ de vitesse. Un système de trop-plein (a) au niveau du réservoir
principal est présent afin d’assurer la constance de la hauteur du fluide au dessus du siphon et
par conséquent, la constance du débit. Celui-ci est régulé à l’aide de la vanne (b) et déterminé
par empotage. On se place à des débits qui assurent un écoulement laminaire dans le lit fixe,
ceux-ci sont compris entre 3,15 et 5,19 L/h.

La mélange fluide/particules qui s’écoule dans le lit fixe (c) est éclairée par une nappe laser
(d) dont la longueur d’onde est de 532 nm. Cette nappe se confond avec le plan 2D du réacteur.
Une caméra Miro haute vitesse (e) située dans un axe perpendiculaire à la nappe laser filme
l’écoulement des particules à raison de 100 images par seconde.

Pour finir, les images sont analysées à l’aide du logiciel PIVLab (Thielicke et Stamhuis,
2014), un logiciel open-source implémenté sous MatLab.

1.5 Mesure de la distribution des temps de séjour dans les ré-
acteurs

1.5.1 Principe de la méthode de distribution des temps de séjour

La notion de distribution des temps de séjour (DTS) a été introduite par Danckwerts en
1953 (Danckwerts, 1953). Elle permet de caractériser le comportement hydrodynamique d’un
système par une approche systémique, par opposition à l’approche conventionnelle consistant en
l’écriture de bilan de matière et de quantité de mouvement. La DTS repose sur une description
statistique du temps nécessaire à chaque molécule qui entre dans un système pour atteindre sa
sortie. Elle permet donc l’obtention d’informations globales sur l’écoulement dans le système
que l’on peut considérer comme une boîte noire.

Dans ce travail, on va appliquer cette approche systémique aux réacteurs initial et optimaux
fabriqués par stratoconception® . L’objectif est à la fois de :

1. Comparer l’hydrodynamique des réacteurs fabriqués par rapport au réacteur piston.
2. Déterminer la présence ou non de passages préférentiels, de recirculations et de zones

mortes susceptibles de dégrader les performances des réacteurs.
3. Valider les simulations CFD en comparant DTS simulées et DTS expérimentales de chaque

réacteur fabriqué.
Expérimentalement, la technique de mesure d’une DTS se fait par injection d’un traceur à

l’entrée du réacteur étudié, puis par le suivi temporel de la concentration en traceur à la sortie.
Cette injection peut s’effectuer sous forme :
• d’une impulsion. Le traceur est injecté sur un intervalle de temps très court (idéalement

inférieur à 1% du temps de passage) approximant au mieux la fonction de Dirac (voir

21



Chapitre 1. Dispositifs expérimentaux et méthodes d’analyse

figure 1.13(a)).
• d’un échelon. La concentration en traceur en entrée d’unité passe brutalement d’une valeur
nulle à une valeur non nulle (voir figure 1.13(b)). Une vanne 3 voies est alors utilisée sur
le montage expérimental permettant l’injection du traceur.

t

C

(a) Impulsion

t

C

(b) Échelon

Figure 1.13 – Concentration en traceur en entrée d’unité suivant l’injection, (a) impulsion, (b)
échelon

Dans la pratique, il faut respecter un certain nombre de conditions pour que les mesures
expérimentales de DTS sur les réacteurs soient exploitables (Villermaux, 1993) :
• le fluide porteur doit être incompressible.
• le système doit être à l’état stationnaire lors de l’injection du traceur.
• l’injection du traceur ne doit pas perturber l’écoulement du fluide.
• le traceur doit suivre les lignes de courant de l’écoulement.
• le traceur ne doit ni réagir ni s’adsorber au cours de son passage dans le réacteur.
• le traceur doit facilement être détectable en sortie. C’est-à-dire par conductimétrie, spec-
trophotométrie ou radioactivité. Il est préférable que la mesure soit proportionnelle à la
concentration en traceur afin de faciliter l’exploitation des mesures.

Pour finir, l’exploitation de la DTS s’effectue par la méthode des moments. Soit E(t) (en s−1) la
fonction de distribution des temps de séjour. Cette fonction E est normée, c’est-à-dire que son
moment d’ordre 0 défini par l’équation (1.12) est égal à 1.

µ0 =
∫ ∞

0
E(t) dt = 1 (1.12)

On définit ensuite les moments d’ordre 1 et 2 selon les relations suivantes :

µ1 =
∫ ∞

0
tE(t) dt (1.13)

µ2 =
∫ ∞

0
t2E(t) dt (1.14)

Elles permettent de déterminer le temps de séjour moyen ts = µ1 et l’écart type de la distribution
défini par :

σ =
√
µ2 − µ2

1 (1.15)
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1.6. Conclusions

La détermination de l’écart type permet de quantifier, pour un réacteur à lit fixe, l’écart au
réacteur piston pour lequel l’écart type de la DTS est nul. Il est, par conséquent, intéressant de
réduire au maximum cet écart type pour rendre l’écoulement le plus homogène possible.

1.5.2 Dispositif expérimental

La figure 1.14 présente une photographie du dispositif expérimental mis en place pour les
mesures de DTS des différents réacteurs. Le fluide porteur (de l’eau (a)) est introduit en bas
du réacteur (b) à l’aide d’une pompe péristaltique. Une fois le régime permanent établi, une
vanne 3 voies (c) présente en entrée de réacteur permet le changement du fluide d’entrée et donc
l’injection en échelon du traceur. Ce dernier est une solution d’ions triiodures I−3 (d) facilement
détectable par spectrophotométrie. Pour cela, une cellule spectrophotométrique (c) est installée
en ligne à la sortie du réacteur et permet l’acquisition de l’absorbance de la solution sortant du
réacteur en fonction du temps.

a

b

c

d

e

Figure 1.14 – Photo du banc expérimental pour les mesures de DTS.

1.6 Conclusions

Dans ce chapitre, le procédé d’impression 3D utilisé pour fabriquer les maquettes à échelle
1 a été détaillé (section 1.2), les techniques de mesure mises en œuvre ont été expliquées puis
les installations expérimentales associées ont été présentées. Ces mesures expérimentales portent
sur les déterminations des distributions des temps de séjour dans les réacteurs par spectrophoto-
métrie (section 1.5), les mesures de champ de vitesse dans les maquettes par PIV (section 1.4) et
les déterminations d’avancement de réaction en sortie de lits fixes par spectrophotométrie (sec-
tion 1.3). Les campagnes expérimentales correspondantes ont été effectuées dans l’optique de
comparer les résultats expérimentaux avec ceux issus des simulations fournies par OpenFOAM.
Cette comparaison fait l’objet du chapitre 5.
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Chapitre 2. Présentation de la méthode d’optimisation et application à l’hydrodynamique

2.1 Introduction

En mécanique des fluides, les pertes de charge dans un fluide sont directement liées aux pertes
d’énergie mécanique du fluide. Elles se définissent comme la différence de pression entre deux
points d’un réseau de transport de fluides. Une chute de pression se produit lorsque des forces
de frottement, causées par la résistance à l’écoulement, agissent sur le fluide. Les principales
variables influant sur la résistance à l’écoulement sont la vitesse et la viscosité du fluide. Des
vitesses d’écoulement élevées ou des viscosités de fluide élevées entraînent des pertes de charge
plus importantes dans une conduite, une vanne ou un coude, tandis qu’une faible vitesse ou une
faible viscosité se traduiront par une chute de pression plus faible.

Industriellement, il est très important de limiter au maximum ces pertes de charge. En effet,
cette chute d’énergie dans le fluide doit être compensée par l’ajout d’une pompe ou d’un compres-
seur dans le réseau. Plus les pertes de charge seront importantes, plus le coût de fonctionnement
de la pompe ou du compresseur sera élevé.

La perte de charge est un critère très utilisé industriellement car c’est une grandeur simple à
mesurer dans la pratique. Il suffit de deux capteurs de pression placés en entrée et en sortie d’une
unité pour la déterminer. Cependant, ce critère fournit une indication sur la dégradation globale
de l’énergie dans le système, mais ne permet pas d’identifier localement les zones du systèmes
où la perte d’énergie est la plus élevée. C’est la raison pour laquelle la dissipation d’énergie dans
le fluide due aux frottements visqueux est plus utilisée. Cette grandeur est intéressante car elle
est directement liée aux pertes de charge. De plus, elle dépend du gradient de vitesse dans le
fluide, et il sera aisé de remonter numériquement aux zones où ces pertes d’énergie sont élevées.
Dans cette étude, cette grandeur fera office de fonction objectif à minimiser.

Le présent chapitre a pour objectif :
• D’introduire les concepts fondamentaux d’optimisation de forme et les différentes classifi-

cations qui existent.
• De décrire et développer un algorithme d’optimisation géométrique par la méthode de
l’état adjoint. L’objectif est de minimiser l’énergie dissipée par le fluide due aux frottements
visqueux d’un écoulement dans un système.
• De tester l’algorithme sur certains types d’écoulement de fluide en dimension deux.
• De valider la méthode développée par comparaison des formes optimales obtenues avec
celles des travaux de la littérature.

2.2 Concepts fondamentaux de l’optimisation de forme

La légende raconte (Slim et Fauqué, 2016) qu’au VIIIème siècle avant Jésus Christ, la princesse
Didon, trahie par son frère s’enfuit de Tyr en direction de l’Afrique du Nord. Une fois accostée,
elle alla rencontrer Hiarbas, un roi berbère, pour lui demander une parcelle de terre pour y
fonder un royaume. Amusé, le roi lui donna une peau de bœuf carrée d’un mètre de côté et
promit de lui donner “autant de terre qu’elle pourrait faire tenir dans cette peau de bœuf”. La
princesse réfléchit un long moment puis décida de découper cette peau en une fine lanière si bien
qu’elle obtint une lanière de 4 km de long. Voulant un accès à la mer et une longueur de littoral
minimale, la princesse chercha comment disposer cette lanière pour avoir la ville la plus grande
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2.2. Concepts fondamentaux de l’optimisation de forme

possible, ville qu’elle appela Carthage située dans l’actuelle Tunisie. La fondation de Carthage
représente alors la naissance de l’optimisation de forme. Il s’agit d’un problème iso-périmétrique
et Julisson (2016) donne une formulation mathématique de ce problème d’optimisation de forme
sous contrainte.

Pour comprendre le fonctionnement d’un algorithme d’optimisation de forme, il convient
avant tout de définir le concept d’optimisation. D’après le dictionnaire Larousse, optimiser re-
vient à « donner à quelque chose, à une machine ou à une entreprise, le rendement optimal
en créant les conditions les plus favorables ou en tirant le meilleur parti possible ». De façon
mathématique, un problème d’optimisation se définit par quatre éléments (Culioli, 2012).

1. Un modèle mathématique permettant de décrire le comportement du système étudié.
Il s’agit très souvent d’équations aux dérivées partielles telles que les équations de Navier-
Stokes, les équations d’élasticité, les bilans d’énergie ou de matière etc.

2. Une fonction objectif ou critère d’optimisation à minimiser ou maximiser.
3. Un ensemble de contraintes dans lequel on recherche la solution, également appelé en-

semble admissible du problème d’optimisation.
4. Des variables de décision qui seront modifiées afin de minimiser ou maximiser la fonction

objectif. Dans un problème d’optimisation de forme, la seule variable de décision considérée
est la forme de l’objet optimisé.

L’optimisation de forme consiste en un ensemble de techniques et méthodes mathématiques
permettant de déterminer la forme d’un objet qui minimise ou maximise une fonction coût
tout en satisfaisant des contraintes imposées par le procédés. Il s’agit d’une discipline située
à l’intersection des mathématiques, des méthodes numériques et de la mécanique des fluides
numériques (CFD). L’optimisation de forme diffère de l’optimisation statique ou dynamique au
niveau des variables de décision. En optimisation statique, les variables de décision sont des
paramètres constants alors qu’en optimisation dynamique, ce sont des fonctions temporelles.

Historiquement développées pour l’industrie aéronautique et particulièrement pour le design
des avions (Allen et Rendall, 2013; Schramm et al., 2018), les méthodes d’optimisation de forme
ont été récemment étendues à d’autres domaines où la forme des objets influence fortement
ses performances. On peut citer entre autres, le génie biologique (Ramm et al., 1995), le génie
mécanique (Ben Abda et Méjri, 2019; Simonetti et al., 2019), l’hydrodynamique (Courtais et al.,
2019a; Henrot et Privat, 2010; Tonomura et al., 2010), le génie thermique (Marck, 2012) ou plus
récemment le génie des procédés (Courtais et al., 2021b).

Dans la littérature, il existe de nombreuses méthodes d’optimisation de forme que l’on peut
classer de deux façons différentes :
• une première selon le type d’algorithme utilisé,
• une seconde selon le nombre de variables de décision que la méthode permet.

2.2.1 Classement selon l’algorithme d’optimisation

Généralement, les algorithmes d’optimisation sont mis en œuvre de façon itérative. En
d’autres termes, les résultats de chacune des itérations servent à modifier les variables de déci-
sion de l’itération suivante afin d’améliorer la fonction objectif considérée. Ces résultats peuvent
être utilisés de trois manières différentes, ce qui nous permet de classer les algorithmes exis-
tants dans la littérature selon la méthode itérative utilisée. Les trois principales catégories sont
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alors les méthodes déterministes, les méthodes stochastiques et les méthodes hybrides combinant
algorithmes déterministes et stochastiques.

2.2.1.1 Les méthodes déterministes

Une grande majorité des méthodes d’optimisation de forme sont basées sur le calcul du
gradient de la fonction objectif. Il s’agit de méthodes itératives où le calcul de la dérivée du
critère (ou lagrangien) par rapport aux variables de décision est utilisé afin déterminer les valeurs
des variables de décision pour l’itération suivante selon la relation de récurrence :

xk+1 = xk + αdk (2.1)

où k représente l’itération, x le vecteur des variables de décision, α le pas de la méthode et
dk la direction de descente. À chaque itération, le but est de déterminer une direction de des-
cente permettant une amélioration de la fonction objectif que l’on peut déterminer à partir du
développement de Taylor à l’ordre 1 autour de xk, exprimé par :

f(x) = f(xk) +∇f(xk) · (x− xk) +R(x) (2.2)

où f : IRn → IR est la fonction objectif, une fonction continue, et R(x) le résidu d’ordre 1 du
développement de Taylor. Celui-ci calculé en xk+1 = xk + αdk donne l’équation 2.3.

f(xk+1) = f(xk) + α∇f(xk) ·dk +R(α) (2.3)

où α est un petit paramètre positif permettant à xk+1 d’être au voisinage de xk. En admettant
R(α) négligeable devant les autres termes, il vient

f(xk+1)− f(xk) = α∇f(xk) ·dk (2.4)

En supposant que le gradient de la fonction∇f(xk) est non nul (i.e.∇f(xk) 6= 0) et en choisissant
la direction de descente comme l’opposée du gradient de la fonction objectif (dk = −∇f(xk)),
on a

− α||∇f(xk)||2 < 0 d’où f(xk+1)− f(xk) < 0 (2.5)

Ainsi, la relation de récurrence menant à une descente de la fonction objectif et à terme à
l’optimum de cette dernière est donnée par l’équation suivante :

xk+1 = xk − α∇f(xk) (2.6)

Le développement de Taylor d’ordre 1 (2.2) n’étant valide qu’au voisinage de xk, le paramètre α
présent dans l’équation (2.6) doit être choisi petit pour s’assurer de la convergence. Un exemple
d’algorithme est présenté figure sur la 2.1. La figure 2.2 fournit une illustration 1D d’une méthode
de gradient. L’optimisation d’une fonction f : IR→ IR se fait de façon itérative par l’intermédiaire
du calcul de sa dérivée f ′.

La principale difficulté de ce genre de méthode réside dans le calcul du gradient de la fonction
objectif. Pour cela, 4 méthodes de calcul sont décrites dans la littérature :

1. Le calcul direct si la fonction objectif le permet.
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Définir α et ε deux réels positifs de faibles valeurs;
Initialiser ∇f(x) à une valeur supérieure à ε;
tant que ||∇f(x)|| > ε faire

Calculer le gradient de la fonction ∇f(x);
x← x− α∇f(x);

fin

Figure 2.1 – Algorithme de gradient à pas constant

2. L’estimation du gradient par différences finies à partir du développement de Taylor
d’ordre 1.

3. Le calcul par sensibilités qui se définissent comme étant la dérivée partielle des variables
d’état par rapport aux variables de décision.

4. Le calcul par état adjoint, introduisant un nouveau système d’équations aux dérivées
partielles permettant de calculer le gradient (Bryson, 1975).

L’avantage majeur des méthodes de gradient réside dans sa faculté à résoudre des problèmes
avec un grand nombre de variables de décision. Cependant, les performances d’optimisation de ce
genre de méthodes dépendent fortement du choix des valeurs initiales x0 des variables de décision
et du pas de la méthode α. Si x0 n’est pas choisie adéquatement, le processus d’optimisation
peut converger vers un optimum local comme l’illustre la figure 2.2 (voir la suite des x̂). Le choix
du pas de la méthode est également très important. Si α est choisi trop petit, la convergence
sera très lente. S’il est choisi trop grand, l’algorithme d’optimisation risque de diverger.

2.2.1.2 Les méthodes stochastiques

La deuxième catégorie est composée de méthodes stochastiques. En d’autres termes, il s’agit
de méthodes qui ne sont pas basées sur le calcul du gradient mais sur les valeurs de la fonction
objectif. On peut citer entre autres les méthodes métaheuristiques qui se basent sur les phéno-
mènes physiques. Ce sont des méthodes généralistes et sont adaptées à tout type de problème.
Ici, seule la valeur de la fonction objectif importe, le processus menant à cette valeur pouvant être
réduit à une boîte noire. Voici quelques exemples de méthodes métaheuristiques d’optimisation :

1. Les algorithmes évolutionnaires tels que les algorithmes génétiques (Ge et al., 2019;
Haslinger et al., 2000; Zuo et al., 2009). Généralement, ces algorithmes sont basés sur
un nombre de population N . Pour chaque élément de la population x, la valeur de la
fonction objectif J(x) est calculée. À chaque itération de l’algorithme, cette population
est amenée à évoluer en fonction des performances de ses éléments à l’aide de trois fonctions
différentes : les fonctions de sélection, de recombinaison et de mutation faisant appel en
partie au hasard.

2. Le recuit simulé inspiré du processus physique de réchauffement de pièces métalliques
pour ensuite baisser lentement la température. Cela réduit les défauts de la pièce et donc
l’énergie du système (Kirkpatrick et al., 1983).

3. L’algorithme de colonies de fourmis développé par Dorigo afin de déterminer les chemins
optimaux (Dorigo, 1992; Solnon, 2008).
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Figure 2.2 – Illustration d’une méthode de gradient

En résumé, les algorithmes stochastiques cherchent à reproduire des procédés d’optimisation
présents dans le monde réel tel que la sélection naturelle pour les algorithmes génétiques ou le
comportement des fourmis en déplacement pour l’algorithme de colonies de fourmis.

Le principal avantage de ces méthodes est de limiter la convergence de l’algorithme vers des
optima locaux, sachant que la convergence vers l’optimum global n’est garanti qu’à l’issue d’un
nombre infini d’itérations. Un autre avantage des méthodes métaheuristiques est que la fonction
objectif ne doit pas nécessairement être dérivable contrairement aux méthodes de gradient. En
revanche, le temps de calcul augmente fortement lorsque le nombre de variables de décision
devient important. Cet inconvénient commence à être atténué avec l’amélioration continue de
l’outil informatique et avec la parallélisation des calculs. Un autre inconvénient de ces méthodes
réside dans le fait qu’elles ne garantissent pas l’amélioration de la fonction objectif à chaque
itération.

2.2.1.3 Les méthodes hybrides

La dernière catégorie des méthodes d’optimisation est composée de méthodes hybrides. Celle-
ci combinent les différents avantages des méthodes déterministes et stochastiques 3 tout en li-
mitant au maximum leurs inconvénients. L’hybridation des deux méthodes optimisation peut
s’effectuer de deux façons :

3. À noter qu’il est également possible d’hybrider deux méthodes stochastiques.
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1. La première idée consiste à limiter au maximum la convergence de l’algorithme vers un
optimum local à l’aide d’un algorithme stochastique, puis accélérer la vitesse de conver-
gence en utilisant un algorithme déterministe (Hachimi, 2013). Il s’agit d’une stratégie
dite de relais où les méthodes s’appliquent l’une après l’autre. La difficulté majeure de
cette première stratégie est de choisir le moment adéquat pour effectuer le passage de la
première méthode à la seconde au cours du processus d’optimisation. Pour pallier cette
difficulté, il est possible d’effectuer cette alternance entre les deux algorithmes à plusieurs
reprise (Li et al., 2013).

2. La seconde idée consiste en l’utilisation simultanée d’un algorithme stochastique et d’un
autre déterministe. Généralement, il s’agit d’un algorithme génétique basé sur une popu-
lation N où l’un des opérateurs (i.e. reproduction, combinaison ou mutation) est remplacé
par un algorithme de descente locale (Liu et al., 2006; Widmer, 2001). Par exemple, Costa
et al. (1995) proposent un algorithme de descente évolutif (Evolutionary Descent Method)
où la fonction de reproduction est remplacée par une méthode de descente.

Ces méthodes d’optimisation étant des combinaisons d’algorithmes stochastique et détermi-
niste, les avantages et inconvénients sont directement liés aux méthodes employées. Générale-
ment, ces méthodes ont l’avantage de limiter la convergence de l’algorithme vers un minimum
local de la fonction objectif.

2.2.2 Classification selon le degré de liberté de la méthode

La figure 2.3 présente les trois principales familles d’optimisation de forme qui existent
lorsqu’on les classe selon le degré de liberté qu’offre la méthode.

a. L’optimisation paramétrique (Kundu, 2007; Lin et al., 2011) où la forme générale de
l’objet à concevoir est fixée et l’algorithme d’optimisation modifie la forme selon un certain
jeu de paramètres (tels que le diamètre des trous, la longueur d’une arête, les coefficients de
courbes splines, etc.). L’approche paramétrique consiste à reformuler le problème d’opti-
misation de forme en un problème d’optimisation statique. C’est la méthode la plus simple
mais également la moins riche au regard des formes créées. On ne peut pas atteindre une
forme ou une topologie arbitraire à l’aide de cette approche. La forme optimisée sera sem-
blable à la forme de départ, seules les dimensions et la position de l’objet changent. La
figure 2.3(a) permet d’illustrer cette première famille.

b. Optimisation géométrique (Courtais et al., 2019b; Henrot et Privat, 2010) : dans cette
approche, la partie du bord que l’on souhaite optimiser est dite libre et on applique des
champs de vecteurs judicieusement choisis pour déplacer la frontière libre. Pour réaliser
les simulations numériques, on est en général amené à discrétiser le domaine à l’aide d’un
maillage (constitué de points et de nœuds). Les variables de décision sont les coordonnées
de ces points. Cette approche est plus riche que la précédente car elle permet a priori
d’atteindre une très large famille de configurations. Cependant, notons que, si la forme
n’est pas fixée, sa topologie est conservée. Par exemple, en 2D, on ne peut pas modifier le
nombre de "trous". La figure 2.3(b) présente un exemple d’optimisation géométrique.

c. Optimisation topologique (Dong et Liu, 2020; Zhou et al., 2018) : il s’agit d’un enrichis-
sement de la méthode précédente où l’on autorise cette fois la topologie à varier, donc en
2D la création/suppression de trous. Cette méthode est en général la plus difficile à mettre
en œuvre. Un exemple d’optimisation topologique est représenté à la figure 2.3(c).
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(a) Optimisation paramétrique (b) Optimisation géométrique (c) Optimisation topologique

Figure 2.3 – Maximisation 2D de l’aire d’un objet sous contrainte de son périmètre en utilisant
un algorithme d’optimisation (a) paramétrique, (b) géométrique, (c) topologique

Allaire et Schoenauer (2007) fournissent plus de précisions et d’exemples sur ces méthodes
d’optimisation. Chacune de ces familles d’optimisation de forme présente ses avantages et ses
inconvénients. D’un côté, l’optimisation topologique assurera de très bonnes performances d’op-
timisation du fait de son grand nombre de degrés de liberté et de sa capacité à exploiter tout
l’espace donné par l’ensemble des contraintes. Cependant, ces méthodes d’optimisation seront
coûteuses en temps de calcul (CPU), et les formes obtenues, bien qu’optimales, peuvent s’avé-
rer compliquées à fabriquer. De l’autre côté, l’optimisation paramétrique offre peu de degré de
liberté et par conséquent, de fortes chances de converger vers un optimum local. Cependant,
les calculs sont rapides et la forme finale est manufacturable aisément car elle est fixée par la
forme initiale. L’optimisation géométrique quant à elle offre un compromis entre les deux autres
familles. Le choix de la famille d’optimisation utilisée est donc celui de l’ingénieur et dépendra
du problème d’optimisation considéré.

2.2.3 Équations aux dérivées partielles

Quelle que soit la famille ou méthode utilisée, l’optimisation de forme requiert un modèle
de procédé très précis, c’est-à-dire capable de représenter précisément les effets des variables
de décision sur la fonction objectif. Bien souvent, le modèle permettant de déterminer l’état
du système associé à la forme considérée est un ensemble d’équations aux dérivées partielles
(EDP). On peut citer entres autres les équations de Navier-Stokes, de la chaleur, d’élasticité, de
Maxwell ou de transport de matière. Excepté pour des géométries très simples, ces différentes
EDPs ne peuvent être résolues analytiquement. Leur solution est obtenue numériquement par
discrétisation de l’objet entier en petites mailles dont la réunion s’appelle le maillage. La figure
2.4 présente différentes finesses de maillage d’une ellipse. Plus le maillage est fin, plus la solution
numérique est précise. Une fois le maillage établi, les EDPs peuvent être résolues à l’aide de
trois principales méthodes numériques : la méthode des volumes finis (Eymard et al., 2000;
Versteeg et Malalasekera, 2007), la méthode des éléments finis (Zienkiewicz et al., 2014) et la
méthode des différences finies (Cook, 1981). Ces méthodes diffèrent par leur façon d’approximer
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(a) Maillage grossier (b) Maillage intermédiaire (c) Maillage fin

Figure 2.4 – Maillage 2D d’un ovale (a) maillage grossier, (b) maillage intermédiaire, (c)
maillage fin

les EDPs dans les volumes de contrôle (i.e. les mailles). La méthode des différences finies utilise
des approximations de dérivées, tandis que les méthodes des volumes finis et éléments finis
mettent en jeu des approximations d’intégrales. Ces deux dernières méthodes se différencient
par la façon de formuler le problème : formulation forte pour la méthode des volumes finis et
formulation variationnelle (ou faible) pour les éléments finis.

Dans ce travail, la méthode des volumes finis est utilisée pour résoudre les différentes EDPs
mises en jeu dans les problèmes d’optimisation de forme.

Méthode des volumes finis

La résolution des équations aux dérivées partielles par la méthode des volumes finis s’effectue
en trois étapes principales : discrétisation de la forme en volumes de contrôle, discrétisation des
équations aux dérivées partielles dans chaque volume de contrôle et la résolution numérique.

Ce paragraphe présente les grandes étapes de la résolution des équations de convection-
diffusion d’une grandeur φ en régime permanent, et en deux dimensions par la méthode des
volumes finis. Cette grandeur φ est solution du système d’équations aux dérivées partielles (2.7)
et peut représenter la vitesse U , la concentration C ou la température T si le système (2.7)
provient respectivement d’un bilan de quantité de mouvement, d’un bilan matière ou d’un bilan
d’énergie.

−div(η∇φ)︸ ︷︷ ︸
Diffusion

+ div(ρφU)︸ ︷︷ ︸
Convection

+S = 0 (2.7)

Dans le système (2.7), η désigne le coefficient de diffusion associé à la propriété φ, ρ la
masse volumique du fluide et S le terme source. L’objectif de la méthode consiste à réécrire
l’équation (2.7) sous la forme du système linéaire suivant :

AΦ = b (2.8)

où Φ représente le vecteur des valeurs de φ dans chacun des nœuds, A et b désignent respec-
tivement la matrice des coefficients associés aux volumes de contrôle et le vecteur des termes
sources dans chaque volume de contrôle qu’il faut déterminer.

La première étape consiste à discrétiser la forme en volume de contrôle. Dans cet exemple,
la discrétisation est un quadrillage 2D, régulier et structuré (i.e. les volumes de contrôle sont
identiques pour chaque nœud) représenté par la figure 2.5. Le nœud de travail sera noté P auquel
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Figure 2.5 – Discrétisation 2D de la forme en volumes de contrôle, la partie grisée représente
le volume de contrôle associé au nœud P , les points N , S, W et E désigne les voisins de P .

on lui associe 4 voisins notés N , S, W et E. Le volume du nœud P est noté V = ∆x∆y et la
face commune aux nœuds P et N (respectivement S, W et E) est notée n (respectivement s,
w et e). La deuxième étape consiste, pour chaque nœud P , à intégrer le système d’EDPs sur le
volume de contrôle puis à approximer cette intégration par discrétisation. Il vient alors∫

V
−div(η∇φ)dV +

∫
V

div(ρφU)dV +
∫
V
SdV = 0 (2.9)

Puis, après application du théorème de Green-Ostrogradski (A.8), on a∫
A
−η∇φ·ndA+

∫
A

(ρφU) ·ndA+
∫
V
SdV = 0 (2.10)

où n désigne le vecteur normal sortant du volume de contrôle et A l’aire de la face située entre
deux volumes de contrôle. En supposant les paramètres Γ et ρ homogènes sur l’ensemble du
volume, l’intégration de l’équation (2.10) conduit à :

η

[
Ae
(∂φ
∂x

)
e
−Aw

(∂φ
∂x

)
w

]
+ η

[
An
(∂φ
∂y

)
n
−As

(∂φ
∂y

)
s

]

+ ρ
(
φUx)e − (φUx)w

)
+ ρ

(
φUy)n − (φUy)s

)
+ SV = 0

(2.11)

où S désigne la valeur moyenne du terme source dans le volume de contrôle. Une grande majorité
des termes de l’équation (2.11) sont définis sur les faces, la méthode des volumes finis consiste à
approximer ces différents flux en fonction des valeurs de φ au niveau des nœuds mis en jeu. Par
exemple, ηAe(∂φ∂x )e représente le flux diffusif à travers la face e, il peut être approximé à l’aide
de la relation suivante :

ηAe(
∂φ

∂x
)e = ηAe

φE − φP
∆x (2.12)
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La même approximation peut être effectuée au niveau des faces w, s et n, il vient alors

η

[
Ae
(∂φ
∂x

)
e
−Aw

(∂φ
∂x

)
w

+An
(∂φ
∂y

)
n
−As

(∂φ
∂y

)
s

]
=η
(
Ae
φE − φP

∆x −Aw
φP − φW

∆x

+An
φN − φP

∆y −As
φP − φS

∆y

) (2.13)

Généralement, le terme source S est fonction de la variable φ, on peut donc l’approximer en
utilisant une forme linéaire comme suit.

SV = Su + SpφP (2.14)

où Su représente la partie indépendante de φ du terme source et Sp la partie qui dépend de φ.

Les derniers termes qu’il faut discrétiser sont les termes convectifs (ρφUx)i (avec i = n, s, w
ou e). Une première idée consisterait à utiliser un schéma de discrétisation centré que l’on peut
exprimer suivant la relation :

φi = φP + φI
2 (2.15)

où I désigne le nœud adjacent à P et i la face commune à P et I. Cependant, ce schéma de
discrétisation n’est pas utilisé dans la pratique car il nécessite un maillage plus fin que d’autres
schémas (tel que le schéma upwind) pour résoudre précisément les systèmes d’EDPs (Versteeg
et Malalasekera, 2007). En effet, un schéma de discrétisation doit respecter les trois propriétés
suivantes (Versteeg et Malalasekera, 2007) :
• le schéma doit être conservatif, c’est-à-dire que le flux sortant d’un volume de contrôle
à travers une face doit être égale au flux entrant dans le volume de contrôle adjacent à
travers cette même face.
• le schéma doit respecter le caractère borné de φ. En effet, à chaque nœuds, la valeur de
φ doit être comprise entre les valeurs limites du nœud (i.e. sur les faces du volume de
contrôle) en l’absence de terme source.
• le schéma doit respecter la transportabilité de φ, c’est-à-dire qu’il doit prendre en compte
le sens de l’écoulement. En effet, lorsque l’écoulement est principalement dominé par la
convection, la valeur de φi sur une face i sera plus impactée par la valeur de φ dans le
nœud situé en amont de la face i par rapport à l’écoulement que par celle situé dans le
nœud en aval.

L’inconvénient majeur du schéma centré réside dans le fait qu’il ne respecte pas la trans-
portabilité de φ, en particulier, il ne prend pas en compte la direction dans laquelle s’effectue
l’écoulement du fluide. Pour pallier cet inconvénient, on introduit un nouveau schéma de dis-
crétisation, le schéma upwind autrement appelé schéma décentré. Celui-ci est définit comme
suit :

φw = φW et φe = φP si Ux > 0
φw = φP et φe = φE si Ux < 0

(2.16)

φn = φP et φs = φS si Uy > 0
φn = φN et φs = φP si Uy < 0

(2.17)
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À noter que si Ux = 0, les flux convectifs à travers les faces w et e seront nuls.

Pour finir, en introduisant les variables Fi et Di définies par :

Fi = (ρUx)i si i = w ou e ou Fi = (ρUy)i si i = n ou s (2.18)

Di = ηAi
∆x si i = w ou e ou Di = ηAi

∆y si i = n ou s (2.19)

et en tenant compte des équations (2.13), (2.14), (2.16) et (2.17), l’équation (2.11) se réécrit :

aPφP = aWφW + aEφE + aNφN + aSφS + Su (2.20)

où le coefficient associé au nœud P vaut aP = aW + aE + aN + aS + Fe − Fw + Fn − Fs − Sp,
les coefficients associés aux nœuds adjacents sont regroupés dans le tableau 2.1.

Tableau 2.1 – Valeurs des coefficients associées aux cellules adjacentes.

Coefficients aW aE aS aN

Valeurs Dw + max(Fw, 0) De + max(−Fe, 0) Ds + max(Fs, 0) Dn + max(−Fn, 0)

Ce processus est effectué pour chacun des nœuds du maillage, ce qui nous conduit à un
système de n équations linéaires à n inconnues où n représente le nombre de volume de contrôle.

2.2.4 Mécanique des fluides numériques

Dans ce travail, deux systèmes d’équations aux dérivées partielles sont considérés : les équa-
tions de Navier-Stokes modélisant l’écoulement d’un fluide et les équations du bilan de matière
modélisant le transport de matière. La résolution numérique de ces systèmes d’EDP est effec-
tuée à l’aide d’outils de mécanique des fluides numérique (ou autrement appelée Computational
Fluid Dynamics - CFD) tels que OpenFOAM, Fluent, FreeFem++ ou Comsol. La mécanique
des fluides numérique est une branche de la mécanique des fluides qui utilise des algorithmes
et des analyses numériques pour modéliser et résoudre les équations des écoulements de fluides.
La CFD se situe donc à l’intersection de trois disciplines importantes : les mathématiques, la
mécanique des fluides et les méthodes numériques. La résolution d’un problème de CFD par la
méthode des volumes finis se fait en trois étapes principales :
Étape 1 - (a) Définition de la géométrie désirée dans laquelle le fluide s’écoule.

(b) Génération du maillage associé à la géométrie permettant de discrétiser la forme
en volumes de contrôle. La génération du maillage est une étape très importante
lors de la résolution d’un problème CFD sur laquelle il ne faut pas hésiter à
s’attarder. En effet, le maillage doit respecter un certain nombre de critère de
qualité, tel que lerapport de forme ou la non-orthogonalité, du maillage pour ne
pas détériorer la qualité de la solution numérique. Ces critères de qualité sont
définis dans le paragraphe 3.4.3.

(c) Choix des conditions initiales et aux limites, des propriétés du fluide étudié et
des schémas de discrétisation.
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(d) Définition des hypothèses de modélisation et établissement du modèle mathéma-
tique. Le choix du solveur et du modèle de turbulence est effectué lors de cette
étape.

Étape 2 - Résolution numérique des équations aux dérivées partielles modélisant l’état du sys-
tème par un algorithme itératif.

Étape 3 - Traitement des résultats, vérification de la cohérence de ces derniers et extraction des
propriétés désirées.

Dans le cadre de ce travail de thèse, le logiciel CFD permettant de résoudre les équations
aux dérivées partielles est OpenFOAM (Open Field Operation and Manipulation) (Weller et al.,
1998), un logiciel essentiellement consacré à la résolution des équations de la mécanique des
fluides. OpenFOAM est développé en C++ et permet la résolution des EDPs par la méthode
des volumes finis. Ce logiciel est libre, c’est à dire qu’il permet la modification de son code source
afin de modifier le processus de calcul ou d’ajouter de nouveaux programmes.

2.3 Cas étudiés et problèmes d’optimisation associés

2.3.1 Descriptions des cas considérés

L’approche d’optimisation de forme présentée et développée dans ce chapitre est testée sur
quatre configurations 2D différentes représentant des schémas typiques d’écoulement de fluide en
génie des procédés. Chacune de ces configurations initiales, notée Ω0, est présentée sur la figure
2.6, (a) représente l’écoulement dans un coude à 180◦, (b) l’écoulement dans un arbre dyadique,
(c) l’écoulement autour d’un obstacle et (d) l’écoulement dans un coude à 90◦. La partie où
s’écoule le fluide, en jaune sur la figure, est appelée domaine de travail, noté Ω. Celui-ci peut
être décrit par sa frontière ∂Ω donné par ∂Ω = Γin ∪ Γout ∪ Γlat ∪ Γ où :

• Γin est l’entrée du domaine, frontière sur laquelle un profil quadratique de vitesse est
imposé (Eq. (2.22b)) suivant la relation :

Uin = Kiny (y − L)n (2.21)

où n est la normale sortante associée à Γin, L la largeur de l’entrée, y ∈ [0, L] la position
sur l’entrée et Kin une constante permettant de fixer la vitesse d’entrée. Cela permet ainsi
d’assurer un écoulement laminaire à l’entrée du domaine.
• Γout représente la sortie du domaine sur laquelle la composante normale du tenseur des

contraintes est imposée et égale à zéro (voir Eq. (2.22e)). Cette condition aux limites
traduit le fait que le fluide est libre de toute force extérieure sur Γout.
• Γlat est la paroi latérale du domaine pour les configurations ’’coude à 180◦’’et ’’obstacle’’.

La condition de non glissement est imposée sur Γlat, Eq. (2.22d).
• Γ représente la frontière libre du domaine. C’est l’inconnue du problème d’optimisation de
forme considéré, l’unique frontière amenée à évoluer au cours des itérations de l’algorithme
d’optimisation qui sera implémenté. Une contrainte de non glissement y est également
imposée, Eq. (2.22d).

Dans chaque cas, de faibles vitesses Uin sont imposées en entrée conduisant à des nombres
de Reynolds inférieurs à 250. Cela garantit un écoulement laminaire dans tout le domaine. Pour
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(a) Écoulement dans un coude à 180◦
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(b) Arbre dyadique
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(c) Écoulement autour d’un obstacle
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Figure 2.6 – Formes initiales des 4 cas considérés, (a) écoulement dans un coude à 180◦, (b)
écoulement dans un arbre à deux branches, (c) écoulement autour d’un obstacle, (d) dans un
coude à 90◦.

le cas ”écoulement autour d’un obstacle”, le nombre de Reynolds est fixé à 10 afin d’éviter la
formation des tourbillons de Von Karman derrière l’obstacle. Le fluide étudié est un fluide new-
tonien de viscosité cinématique ν, et le modèle permettant de décrire l’écoulement du fluide dans
chacun des cas est représenté par les équations de Navier-Stokes (2.22) sans modèle de turbu-
lence. La pression relative imposée en sortie est nulle, et l’écoulement est supposé incompressible
et stationnaire.



−ν∆U +U ·∇U +∇p = 0 dans Ω
∇·U = 0 dans Ω
U = Uin sur Γin

U = 0 sur Γlat ∪ Γ
σ(U , p)n = 0 sur Γout

(2.22a)
(2.22b)
(2.22c)
(2.22d)
(2.22e)

Dans le système d’équations aux dérivées partielles ci-dessus, U et p représentent respective-
ment le champ de vitesse et la pression cinématique du fluide (i.e. la pression absolue divisée par
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la masse volumique du fluide) dans le domaine Ω et σ(U , p) représente le tenseur des contraintes
visqueuses divisé par la masse volumique du fluide et est donné par la relation :

σ(U , p) = 2νε(U)− pI avec ε(U) = 1
2(∇U + (∇U)T ) (2.23)

où I est la matrice identité et ∇(U) est la matrice jacobienne du champ de vecteur U (voir
annexe A).

2.3.2 Définitions des problèmes d’optimisation de forme

La formulation du problème de décision de forme requiert la définition d’un modèle, de
variables de décision, d’un critère et de contraintes. Ces ingrédients sont détaillés ci-dessous.

2.3.2.1 Équations du modèle

Le modèle permettant de décrire l’état du système est détaillé au §2.3.1, il s’agit des équations
de Navier-Stokes sans modèle de turbulence et de l’équation de continuité (2.22b).

2.3.2.2 Variables de décision

Dans un problème d’optimisation de forme, la variable de décision est la forme de l’objet
donnée par la position de ses frontières ∂Ω. L’entrée Γin, la sortie Γout et la paroi latérale Γ
étant fixes, la variable de décision du problème est uniquement la frontière libre Γ.

2.3.2.3 Fonction objectif à minimiser

La fonction objectif considérée dans ce chapitre est la dissipation d’énergie dans le fluide
due aux frottements visqueux divisée par la masse volumique du fluide donnée par l’équation
suivante :

J(Ω) = 2ν
∫

Ω
|ε(U)|2 dx (2.24)

avec |ε(U)|2 = ε(U) : ε(U). La notation ":" désigne le double produit interne de deux tenseurs
défini par A : B = ∑3

i,j=1Ai,jBi,j (se référer à l’annexe A pour plus de détails). U représente la
vitesse du fluide, c’est-à-dire, la solution des équations de Navier-Stokes (2.22).

Il est intéressant de prendre en compte ce critère dans le problème d’optimisation car cette
perte d’énergie est directement liée aux pertes de charges.

2.3.2.4 Ensemble des contraintes

L’ensemble des solutions admissibles est défini par une seule contrainte. Il s’agit d’une
contrainte iso-volumique donné par la relation (2.25) qui permet d’avoir le même temps de
passage entre les formes initiale et optimale.

CV(Ω) = V(Ω)− V(Ω0) = 0 (2.25)
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où V(Ω) =
∫

Ω 1 dx représente le volume de Ω. Pour finir, le lagrangien du problème qui agrège
la fonction objectif et la contrainte est donné par l’équation suivante :

L(Ω, λV) = J(Ω) + λVCV(Ω) (2.26)

où λV est le multiplicateur associé à la contrainte de volume.

En conclusion, le problème d’optimisation de forme peut être résumé par :

min
Ω

J(Ω)

s.à. Ω ∈ C

(U , p) solution de Eqs. (2.22)
(P2.1)

où C désigne l’ensemble des solutions admissibles donné par :

C := {Ω ⊂ IR2 | CV(Ω) = 0}. (2.27)

2.4 Formulation mathématique des problèmes

L’approche développée dans ce travail est une méthode itérative d’optimisation géométrique
basée sur le calcul du gradient de la fonction objectif et des contraintes. Ce calcul est effectué par
l’introduction d’un état adjoint associé au modèle, c’est-à-dire les équations de Navier-Stokes.

2.4.1 Principes fondamentaux de la méthode de Hadamard

En optimisation géométrique, la forme est optimisée par variation de ses frontières. Les diffé-
rentes frontières définissant le domaine de travail peuvent alors être classées en deux catégories.
• les frontières fixes qui ne seront pas déformées au cours du procédé d’optimisation. C’est
le cas des frontières Γin, Γout et Γlat dans les exemples présentés sur la figure 2.6.
• les frontières dites libres qui seront les variables de décision du problème. Dans le cas
présent, la frontière libre est Γ.

Plus le problème d’optimisation admet de frontières libres, plus le degré de liberté de la méthode
sera important. Cela permettra par exemple d’atteindre une plus large gamme de formes pos-
sibles, ce qui donnera de meilleures performances d’optimisation. La classification des frontières
est le choix de l’ingénieur souhaitant optimiser l’objet et dépend principalement du procédé en
question (position de l’entrée et de la sortie, frontière permettant de fixer de l’objet optimisé
dans le procédé etc..).

L’approche utilisée est une méthode itérative qui détermine, à partir d’une configuration
initiale d’un objet, une suite de formes qui améliorent les performances de l’objet à chaque
itération en adaptant la position de ses frontières. L’approche repose sur les travaux de Hadamard
(Hadamard, 1908) et s’appuie sur le concept de dérivée par rapport au domaine aussi appelée
dérivée au sens de Hadamard (Allaire et Schoenauer, 2007; Henrot et Pierre, 2005). Elle consiste
à déterminer à chaque itération la sensibilité de la fonction objectif ou du lagrangien par rapport
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à une faible perturbation des frontières du domaine. Cette perturbation est donnée par l’équation
suivante :

Ωi+1 = (Id + tV )(Ωi) (2.28)

où Id est l’application identité de IRn dans IRn (n = 2 ou 3), définie par X 7→ X. t le pas de
la méthode itérative et V le champ de vecteur représentant le déplacement du maillage. tV est
donc la faible perturbation du maillage. La figure 2.7 illustre l’exemple d’une itération de la
méthode développée.

où X représente le champ de vecteur des coordonnées de chaque nœud du maillage à l’ité-
ration i,

Ωi

Ωi+1

tV(x)
xx

Figure 2.7 – Exemple d’une itération de la méthode d’optimisation de forme

L’approche repose sur la relation de récurrence (2.28) et l’objectif de la méthode est de
déterminer le pas t et le champ de vecteur V menant à une descente du lagrangien.

La dérivée par rapport au domaine du lagrangien L(Ω, λV ) dans la direction V se calcule
selon la formule (2.29) (Henrot et Pierre, 2005)

L′(Ω, λV)(V ) = lim
t→0

L(Ωt)− L(Ω)
t

, avec Ωt = (Id + tV )(Ω). (2.29)

2.4.2 Méthode de l’état adjoint

La dérivée par rapport au domaine du lagrangien peut se décomposer de la même façon
qu’une dérivée usuelle. La dérivée par rapport au domaine d’une somme est donc égale à la
somme des dérivée par rapport au domaine :

L′(Ω, λV)(V ) = J ′(Ω)(V ) + λVC
′
V(Ω)(V ) (2.30)

Les formules usuelles de dérivation par rapport au domaine de ces deux termes (voir par
exemple (Allaire et Schoenauer, 2007; Dapogny et al., 2018; Henrot et Pierre, 2005)) donnent

J ′(Ω)(V ) = d

dt

(
2ν
∫

Ωt

|ε(U)|2 dx
∣∣∣∣∣
t=0

)
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= 2ν
∫
∂Ω
|ε(U)|2(V ·n) dσ + 4ν

∫
Ω
ε(U) : ε(U ′) dx (2.31)

C ′V(Ω)(V ) = d

dt

(∫
Ωt

1 dx
∣∣∣∣∣
t=0

− V(Ω0)
)

=
∫
∂Ω

(V ·n)dσ (2.32)

Dans les équations ci-dessus, t s’interprète comme le pas de la méthode et U ′ comme la
sensibilité de U par rapport à la variation de Ω. U ′ est la dérivée eulérienne de U et on peut
montrer (voir par exemple De La Sablonière et al. (2011) et Henrot et Privat (2010)) que U ′ est
solution du système d’équations :

−ν∆U ′ + (U ′ ·∇)U + (U ·∇)U ′ +∇p′ = 0 dans Ω
∇·U ′ = 0 dans Ω

U ′ = 0 sur Γin ∪ Γlat

U ′ = −∂U
∂n

(V ·n) sur Γ

σ(U ′, p′)n = 0 sur Γout

(2.33a)
(2.33b)
(2.33c)

(2.33d)

(2.33e)

Ainsi, la dérivée par rapport au domaine du lagrangien se réécrit :

L′(Ω, λV)(V ) = 2ν
(∫

∂Ω
|ε(U)|2(V ·n) dσ+ 2

∫
Ω
ε(U) : ε(U ′) dx

)
+ λV

∫
∂Ω

(V ·n)dσ (2.34)

Cette expression n’est cependant pas très exploitable à des fins pratiques. En effet, l’un des
termes de l’équation (2.34) ne dépend pas explicitement du produit scalaire (V ·n), la dépen-
dance se faisant à travers U ′. Sous cette forme, il sera compliqué de choisir une perturbation
V adéquate menant à la négativité de l’équation (2.34). L’objectif est de mettre la dérivée du
lagrangien sous la forme :

L′(Ω, λV)(V ) =
∫
∂Ω
G(Ω)(V ·n) (2.35)

où G(Ω) est le gradient de forme, une fonction définie sur le bord du domaine Ω dépendant
de U mais pas du champ de vecteurs V . Sous cette forme, il sera aisé de proposer un choix
de déplacement conduisant à une descente du lagrangien. Trivialement, si on fait le choix de
déplacer le bord du domaine suivant (V ·n) = −G(Ω) sur ∂Ω, cela impliquerait directement
L′(Ω, λV)(V ) < 0 et donc une descente du lagrangien. On utilise la méthode de l’adjoint, reposant
sur l’introduction d’un état adjoint aux équations de Navier-Stokes (Ua,pa). Tous calculs faits
(voir annexe B.1 pour les détails de ce calcul), la dérivée de forme du lagrangien s’exprime sous
la forme :

L′(Ω, λV)(V ) =
∫
∂Ω

(
2ν(ε(U) : ε(Ua)− ε(U) : ε(U)) + λV

)
(V ·n) dσ (2.36)

si bien que le gradient de forme s’écrit :

G(Ω, λV) = 2ν(ε(U) : ε(Ua)− ε(U) : ε(U)) + λV (2.37)

42



2.4. Formulation mathématique des problèmes

où Ua est la vitesse de l’état adjoint (Ua,pa) associé aux équations Navier-Stokes. Cet état est
défini comme solution du système


−ν∆Ua + (∇U)TUa −∇UaU +∇pa = −2ν∆U dans Ω

∇·Ua = 0 dans Ω
Ua = 0 sur Γin ∪ Γlat ∪ Γ

σ(Ua, pa)n+ (U ·n)Ua = 4νε(U)n sur Γout

(2.38a)
(2.38b)
(2.38c)
(2.38d)

Le calcul du gradient de forme G(Ω, λV) nécessite ainsi la résolution de deux systèmes d’équa-
tions aux dérivées partielles : les équation de Navier-Stokes (U ,p) et son état adjoint (Ua,pa).
D’un point de vue numérique, ce gradient est utilisé pour déterminer le champ vectoriel décri-
vant le déplacement V , ce qui permet de construire la forme de l’objet à l’itération suivante
(voir Eq. (2.28).

La détermination du champ vectoriel V se fait à l’aide de l’introduction de la norme
γ||∇X ||2 + ||X ||2 où X : IRd → IRd (d = 2 ou 3) est un champ de vecteur (Doǧan et al.,
2007). Cette norme est équivalente à la norme H1 fréquemment utilisée (De La Sablonière et al.,
2011; Henrot et Privat, 2010) (se référer à l’annexe A pour de plus amples détails). Le choix
d’utiliser la norme H1 modifiée est motivé par la volonté d’ajuster, selon le souhait de l’utilisa-
teur, la diffusion du maillage dans le domaine par l’introduction d’un petit paramètre γ. Une
norme étant toujours positive, on cherche le champ de vecteurs V de sorte qu’il satisfasse la
relation (2.39).

L′(Ω, λV)(V ) = −γ||∇V ||2 − ||V ||2 < 0 (2.39)

L’égalité des équations (2.35) et (2.39) fournit le système d’EDPs permettant de déterminer
le champ vectoriel décrivant le déplacement V (2.40). L’annexe B.2 détaille les calculs montrant
que V est solution de (2.40) 4.


−γ∆V + V = 0 dans Ω

V = 0 sur Γin ∪ Γout ∪ Γlat

γ∇V n = −G(Ω, λV)n sur Γ

(2.40a)
(2.40b)
(2.40c)

Une fois ce système d’EDPs résolu, il ne reste qu’à diffuser le maillage en suivant la relation
de récurrence (2.28) préalablement discrétisée comme suit.

Ωi+1 = (X + tV )(Ωi) (2.41)

où X représente le champ de vecteur des coordonnées de chaque nœud du maillage à l’itération
i. Le pas t de la méthode est choisi arbitrairement. Celui-ci ne doit pas être choisi trop grand
car la dérivée par rapport au domaine du lagrangien (voir relation (2.29) n’est valable qu’au
voisinage de Ω, c’est-à-dire pour un petit déplacement. Si le pas de la méthode est choisi trop

4. Dans cette étude, le déplacement n’est pas déterminé avec la relation triviale (V ·n) = −G(Ω) car celle-ci
permet de déterminer le déplacement uniquement sur le bord du domaine ∂Ω et non dans l’ensemble de la forme
Ω. Par conséquent, il faudrait remailler à chaque itération.
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Maillage de la forme initiale;
tant que max(V ) < 10−5 faire

Résolution des équations de Navier-Stokes et de son système adjoint dans Ωi;
Calcul du gradient de forme sur ∂Ωi;
Détermination du champ de vecteur V (x);
Diffusion du maillage Ωi+1;
Mise à jour du multiplicateur de Lagrange λV ;
si AspectRatio>5 alors

Remaillage
fin

fin

Figure 2.8 – Algorithme implémenté dans OpenFOAM

grand, la diminution du lagrangien d’une itération à l’autre n’est pas garantie et l’algorithme
risque de ne pas converger. A contrario, s’il est choisit trop petit, la convergence sera très lente.
La détermination de pas de la méthode peut également être issue d’un processus d’optimisation
comme c’est le cas dans les algorithmes de gradient à pas optimal.

2.5 Algorithme associé à la résolution

L’algorithme permettant de déterminer les formes optimales des objets présentés dans le
paragraphe 2.3.1 est décrit dans cette section.

Les systèmes d’équations aux dérivées partielles (2.22) et (2.38) sont implantées et résolues
dans OpenFOAM. Dans le cas présent, les systèmes d’EDPs sont représentés par les équations
de Navier-Stokes et son système adjoint associé introduit par la méthode. Les itérations sont
liées entre elles à l’aide de la bibliothèque python nommée pyFoam et plus particulièrement son
utilitaire ’’pyFoamMeshUtilityRunner.py’’. L’algorithme itératif implémenté sous OpenFOAM
est présenté sur la figure 2.8.

À chaque itération i, la démarche algorithmique suit les étapes suivantes :

1. Définition de la forme initiale et génération de son maillage associé à l’aide de blockMesh
ou snappyHexMesh (selon le cas étudié), deux outils de maillage fournis par OpenFOAM.

2. Résolution des équations de Navier-Stokes et de son système adjoint dans Ωi. L’algorithme
SIMPLE (Patankar, 1980) est utilisé pour traiter numériquement les couplages pression-
vitesse présents dans les équations (2.22) et (2.38). Les principales étapes de l’algorithme
SIMPLE sont détaillées en annexe C.
La condition de sortie de l’état adjoint (2.38d) n’est pas une condition aux limites usuelles.
Par conséquent, une nouvelle condition aux limites a été implémentée sous OpenFOAM.
Celle-ci se base sur l’approximation de la transposée du gradient de la vitesse adjointe Ua
donnée par l’équation (2.42).

(∇Ua)Tn ' U
patch
a −U intern

a

δ
(2.42)
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où Upatch
a représente le vecteur vitesse adjointe sur la frontière, U intern

a le vecteur vitesse
adjointe dans le cellule adjacente à la frontière et δ la distance entre le centre de la cellule
adjacente et la frontière. Cette approximation permet de réécrire la condition aux limites
(2.38d) sous la forme suivante :

Upatch
a ' νδ−1U intern

a + 4νε(U)n+ pan− ν∇Uan

νδ−1 + (U ·n) (2.43)

La figure 2.9 montre le code associé à la condition de sortie de l’état adjoint.
3. Le gradient de forme G(Ω, λV) est calculé sur le bord du domaine ∂Ωi à l’aide de la relation

(2.37).
4. Le champ de vecteur représentant le déplacement V (x) est déterminé en résolvant (2.40).
5. Chaque point du maillage est diffusé suivant le vecteur tV (x) (voir la relation de récur-

rence (2.28)). La diffusion du maillage est effectuée à l’aide de modifyMesh, un outil de
manipulation de maillage fourni par OpenFOAM.

6. L’approche algorithmique développée dans ce travail repose sur la méthode d’Uzawa. Celle-
ci consiste à déterminer, à chaque itération, la direction de descente tout en considérant
le multiplicateur de Lagrange λV constant. Ce multiplicateur est ensuite mis à jour selon
la valeur de la contrainte qui lui est associée. Dans le cas présent, il est mis à jour à l’aide
de la relation suivante :

λk+1
V = λkV + βVCV(Ω) (2.44)

où βV est un paramètre positif de faible valeur choisi par l’utilisateur.
7. À chaque itération, la qualité du maillage est évaluée à l’aide du rapport de forme des

mailles afin de s’assurer que le maillage ne détériore pas la qualité de la solution numérique.
En 2D, le rapport de forme est défini comme le ratio du coté le plus grand sur le coté le
plus petit d’une maille. Si ce ratio dépasse 5, la géométrie est remaillée.
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1 //Valeurs des champs s c a l a i r e s / v e c t o r i e l s / t e n s o r i e l s sur l a s o r t i e
2 const fvPatchFie ld<tensor>& EpsUp = patch ( ) . lookupPatchField<volTensorFie ld ,

tensor >("EpsU" ) ;
3 const fvPatchFie ld<tensor>& gradUap = patch ( ) . lookupPatchField<volTensorFie ld ,

tensor >(" gradUa " ) ;
4 const fvPatchFie ld<vector>& Up = patch ( ) . lookupPatchField<vo lVectorF ie ld , vector

>("U" ) ;
5 const fvPatchFie ld<sca l a r>& pap = patch ( ) . lookupPatchField<vo lSca l a rF i e l d , s ca l a r

>(" pa " ) ;
6 const fvPatchFie ld<vector>& Uap = patch ( ) . lookupPatchField<vo lVectorF ie ld , vector

>("Ua" ) ;
7 const s c a l a rF i e l d& de l t a i nv = patch ( ) . d e l t aCoe f f s ( ) ;
8 const fvPatchFie ld<sca l a r>& nu = patch ( ) . lookupPatchField<vo lSca l a rF i e l d , s c a l a r

>("nu " ) ;
9 //Valeur du mu l t i p l i c a t e u r de Lagrange

10 s c a l a r MultLagrEn ;
11 std : : i f s t r e am f i leMultLagrEn ;
12 f i l eMultLagrEn . open ( " constant /MultLagrEn " ) ;
13 f i l eMultLagrEn >> MultLagrEn ;
14 f i l eMultLagrEn . c l o s e ( ) ;
15 //Composante normale des d i f f é r en t s champs
16 s c a l a rF i e l d Up_n = (Up & patch ( ) . nf ( ) ) ;
17 ve c t o rF i e l d EpsUp_n = EpsUp&patch ( ) . nf ( ) ;
18 ve c t o rF i e l d gradUap_n = gradUap&patch ( ) . nf ( ) ;
19 //Condit ion aux l im i t e s
20 operator==((Uap . pa t ch In t e rna lF i e l d ( ) ∗nu∗ de l t a i nv+EpsUp_n∗4∗nu∗MultLagrEn−

gradUap_n∗nu+pap∗patch ( ) . nf ( ) ) /(nu∗ de l t a i nv+Up_n+SMALL) ) ;

Figure 2.9 – Condition de sortie de l’état adjoint Ua.

2.6 Résultats numériques et discussions

Les optimisations numériques des 4 cas tests présentés dans le paragraphe 2.3.1 sont illustrés
et discutés dans cette section. La sous section 2.6.1 propose l’optimisation de la forme d’une
conduite coudée à 90◦ soumise à des vitesses d’écoulement de fluide correspondant à des nombres
de Reynolds de 25 et de 250. Une contrainte d’iso-volume est appliquée. Les sous sections 2.6.2 et
2.6.3 présentent respectivement les résultats de l’optimisation de forme d’une conduite coudée
à 180◦ dans laquelle un fluide circule et l’optimisation d’un obstacle autour duquel un fluide
circule. Dans chacun de ces deux cas, deux formes optimales ont été déterminées, une respectant
la contrainte d’iso-volume et l’autre ne la respectant pas. Pour finir, la sous section 2.6.4 illustre
l’optimisation d’un arbre à deux branches sous contrainte iso-volumique. Le tableau 2.2 présente
les différents paramètres de simulation et d’optimisation considérés permettant la détermination
des formes optimales.

Le tableau 2.3 présente les performances de l’algorithme d’optimisation pour chacun des cas
étudiés. On peut remarquer, en particulier, que les diminutions de l’énergie dissipée et de la
perte de charge pour certains cas (C90R250 et ObV principalement) diffèrent l’une de l’autre.
Or, la dissipation d’énergie dans le fluide est directement proportionnelle à la perte de charge
selon la relation suivante :

J(Ω) = Q∆p (2.45)

où Q désigne le débit volumique et ∆p la perte de charge. Le débit volumique n’étant pas modifié
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Tableau 2.2 – Paramètres de simulation et d’optimisation.
Paramètres Unités Équations Valeurs

Coude à 90◦ Coude à 180◦ Obstacle Arbre
Uin m.s−1 (2.21) 10−1 ou 1 10−2 2.10−4 5.10−2

γ m2 (2.40) 1 1 1 1
ν m2.s−1 (2.22) et (2.38) 10−6 10−6 10−6 10−6

t - (2.28) 109 ou 2.108 3.1010 5.1010 109

λ0
V - (2.26) et (2.37) 0 10−12 ou 0 10−12 ou 0 0

V(ΩF )
V(Ω0) - (2.25) 1 1 ou ∅* 1 ou ∅* 1
βV - (2.44) 4.10−9 10−5 5.10−7 10−8

*contrainte sur le volume non considérée.

Tableau 2.3 – Performances de l’algorithme d’optimisation (simulation effectuée sur un ordi-
nateur avec un processeur Xeon 3.7GHz).

Cas
Nom

raccourci
du cas

Itérations Temps de
simulation

Diminution
de l’énergie
dissipée

Diminution
des pertes
de charge

Coude à 90◦ (Re=25) C90R25 44 1 min 30 27 % 27 %
Coude à 90◦ (Re=250) C90R250 75 2 min 25 13,5 % 20,6 %
Coude à 180◦ sous

contrainte de volume C180V 300 40 min 30,7 % 30,6 %

Coude à 180◦ sans
contrainte de volume C180NV 125 26 min 40,9 % 41,1 %

Obstacle sous
contrainte de volume ObV 206 9 min 14 10,8 % 15,4 %

Obstacle sans
contrainte de volume ObNV 33 1 min 38 45,1 % 47,8 %

Arbre dyadique AD 638 1 h 01 53,3 % 50,2 %

entre la forme initiale et la forme optimale, les diminutions de l’énergie dissipée et de la perte
de charge devraient être égales. Cette différence observée est la conséquence d’un maillage trop
grossier pour les cas C90R250 et ObV qui entraîne une erreur lors du calcul des pertes de charge.
Elles ont été réévaluées pour ces deux cas en maillant plus finement la forme et les diminutions
des pertes de charge sont égales à celles observées sur l’énergie dissipée.

2.6.1 Énergie dissipée dans une conduite coudée à 90◦

La figure 2.10 illustre les champs de vitesse dans les configurations initiale (2.10(a)) et opti-
male (2.10(b)) de la conduite coudée à 90◦ soumise à de faibles vitesses d’écoulement (Re = 25).
La forme optimale obtenue est en accord avec la littérature (Dapogny et al., 2018). Le processus
d’optimisation fait tendre la forme du coude vers une conduite droite avec une augmentation
de la section, ce qui entraîne une diminution de la vitesse du fluide. Cette diminution de la

47



Chapitre 2. Présentation de la méthode d’optimisation et application à l’hydrodynamique

vitesse et l’augmentation de la largeur permettent une diminution des gradients de vitesse dans
la conduite et donc une diminution des frottements visqueux. Ainsi, la forme optimale permet
une dissipation d’énergie plus faible. Afin d’illustrer l’efficacité de l’algorithme, les courbes de
convergence associées à l’optimisation de la conduite coudée sont présentées sur la figure 2.11
et les performances d’optimisation sont regroupées dans le tableau 2.3. L’optimisation du coude
permet une réduction de l’énergie dissipée de 27 %. Les pertes de charge et l’énergie dissipée par
le fluide étant directement corrélées, une diminution de 27 % des pertes de charge est également
observée. La figure 2.11 montre également que la contrainte d’iso-volume est satisfaite.

Une deuxième optimisation de la conduite coudée à 90◦ a été réalisée. Les vitesses imposées en
entrée sont dix fois plus grandes que lors de l’optimisation du cas précédent C90R25, le nombre
de Reynolds correspondant est de l’ordre de 250. La figure 2.12 présente les géométries initiale
(2.12(a)), optimale (2.12(b)), ainsi que la géométrie optimale déterminée lors de l’optimisation
précédente (i.e. C90R25 ). Les formes optimales (2.12(b)) et (2.12(c)) étant différentes, il est
intéressant de noter que la forme optimale dépend des conditions opératoires, la vitesse d’entrée
dans le cas présent. La forme liant directement l’entrée et la sortie n’est plus optimale due à une
vitesse d’entrée plus grande. Le conduite 2.12(b) est courbée en entrée, ce qui permet de dévier
moins brutalement le fluide vers la sortie que dans la configuration 2.12(c). Une section droite
menant vers la sortie est présente par la suite (voir figure (2.12(b))). Cela permet à l’écoulement
d’être plus centré dans la configuration (2.12(b)) que dans la configuration (2.12(c)) et donc aux
gradients de vitesse d’être plus faibles. Une diminution de 13.5 % sur l’énergie dissipée est ainsi
observée pour le cas C90R250.
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(a) Géométrie initiale (b) Géométrie optimale

Figure 2.10 – Champ de vitesse dans le coude à 90◦ (Re = 25), (a) géométrie initiale, (b)
géométrie optimale.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 2.11 – Courbes de convergence de l’optimisation du coude à 90◦ (Re = 25), (a) repré-
sente l’évolution du ratio LL0

, (b) le ratio J
J0
, (c) la contrainte sur le volume, et (d) le multiplicateur

de Lagrange associé à la contrainte de volume.
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(a) Géométrie initiale (b) Géométrie optimale

(c) Géométrie optimale pour Re = 25

Figure 2.12 – Champ de vitesse dans le coude à 90◦ (a) (Re = 250), (a) géométrie initiale, (b)
géométrie optimale et (c) géométrie optimale pour Re = 25.

2.6.2 Dissipation d’énergie dans une conduite coudée à 180◦

Les champs de vitesse dans les formes initiale (a) et optimales (avec (b) ou sans (c) contrainte
de volume) de la conduite coudée à 180◦ sont présentés sur la figure 2.13. Ces géométries opti-
males sont conformes à celles trouvées dans la littérature (Tonomura et al., 2010). De la même
façon que pour le cas précédent, l’algorithme d’optimisation augmente la largeur du canal afin
de diminuer les gradients de vitesse dans le coude et par conséquent diminuer la fonction objectif
J(Ω) de 30,7 %. Les pertes de charge diminuent d’autant. La figure 2.14 présente l’historique
de convergence de l’opimisation du coude à 180◦ sous la contrainte de volume. Elle montre que
cette contrainte est bien satisfaite.

2.6.3 Dissipation d’énergie autour d’un obstacle

La figure 2.15 présente les champs de vitesse autour des configurations initiale (2.15(a)),
optimale sous contrainte de volume (2.15(b)) et optimale sans contrainte de volume (2.15(c)) de
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(a) Géométrie initiale (b) Géométrie optimale sous contrainte de
volume

(c) Géométrie optimale sans contrainte de
volume

Figure 2.13 – Champ de vitesse dans le coude à 180◦, (a) géométrie initiale, (b) géométrie
optimale sous contrainte de volume et (c) géométrie optimale sans contrainte de volume.

l’obstacle. Comme attendu, lorsque la contrainte de volume n’est pas considérée, l’arrangement
optimal de l’objet est celui qui ne présente aucun obstacle pour ne pas perturber l’écoulement du
fluide. En revanche, la suppression de l’obstacle n’est pas attendue au cours de la simulation car
l’approche d’optimisation de la forme utilisée dans ce travail est une optimisation géométrique.
Par conséquent, la topologie du domaine ne peut pas être modifiée et le "trou" ne peut donc pas
disparaître.

La forme optimale soumise à une contrainte de volume était également attendue et est simi-
laire à celles obtenues dans les travaux de la littérature (Borrvall et Petersson, 2003; Dapogny
et al., 2018). Cet ovale est la forme géométrique qui minimise la perturbation de l’écoulement.
En effet, il permet de diminuer le coefficient de traînée sans pour autant augmenter grandement
le périmètre de l’obstacle (contrairement à un ovale plus aplati par exemple). Une trop forte
augmentation du périmètre entraînerait une augmentation de l’énergie dissipée et des pertes
de charge car la dissipation d’énergie s’effectue principalement au niveau des parois. Les per-
formances de la méthode d’optimisation pour les cas avec et sans contrainte de volume sont
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 2.14 – Courbes de convergence de l’optimisation du coude à 180◦ sous la contrainte de
volume, (a) représente l’évolution du ratio L

L0
, (b) le ratio J

J0
, (c) la contrainte sur le volume, et

(d) le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte de volume.

présentées dans le tableau 2.3. Comme prévu, l’ajout d’une contrainte réduit l’ensemble des
solutions admissibles. Ainsi, les performances d’optimisation sont plus faibles (10,8 % contre
45,1 %). Les courbes de convergence, présentées sur la figure 2.17, montrent bien la diminution
de 10,8 % de l’énergie dissipée dans le fluide, et la satisfaction de la contrainte d’iso-volume.

D’un point de vue numérique, le cas ObV est le plus difficile à implémenter. Le multiplicateur
de Lagrange initial doit être correctement choisi afin d’éviter que l’obstacle ne se referme sur lui
même (voir figure 2.16). Cela entraînerait des maillages incorrects et arrêterait la simulation.
Pour surmonter ce problème, le multiplicateur de Lagrange initial λ0 est fixé à une valeur
supérieure à la valeur absolue du gradient de forme G(Ω) de la première itération. Ainsi, au
début de l’algorithme, le volume de l’obstacle augmentera avec l’itération au lieu de diminuer
fortement (voir (2.40)).
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(a) Géométrie initiale (b) Géométrie optimale sous contrainte de volume

(c) Géométrie optimale sans contrainte de volume

Figure 2.15 – Champ de vitesse autour d’un obstacle (a) géométrie initiale, (b) géométrie
optimale sous contrainte de volume et (c) géométrie optimale sans contrainte de volume.

Figure 2.16 – Exemple de l’obstacle qui se referme.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 2.17 – Courbes de convergence de l’optimisation de l’obstacle sous la contrainte de
volume, (a) représente l’évolution du ratio L

L0
, (b) le ratio J

J0
, (c) la contrainte sur le volume et

(d) le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte de volume.

2.6.4 Énergie dissipée dans un arbre à deux branches (arbre dyadique)

Les formes initiale et optimale de l’arbre à deux branches sont présentées sur la figure 2.18.
La forme optimale obtenue dans le cas présent est conforme aux résultats de la littérature
(De La Sablonière et al., 2011). La configuration optimale 2.18(b) de l’arbre dyadique est celle
où l’une des deux branches de l’arbre est presque éliminée, tandis que la section de l’autre a
été multipliée par deux permettant ainsi une diminution des gradients de vitesse de la même
manière que pour les conduites coudées (§2.6.1 et 2.6.2). On peut également remarquer que la
forme de la branche principale se rapproche fortement de celle du coude à 90◦ pour de faibles
nombres de Reynolds, la conduite joignant directement l’entrée et la sortie. Les performances
de la convergence de l’algorithme sont présentées sur la figure 2.19. On peut remarquer que la
contrainte d’iso-volume est bien satisfaite et une diminution de 53,3 % de l’énergie dissipée par
le fluide est observée, ce qui équivaut à une réduction de 50,2 % des pertes de charge.

Le cas de l’arbre dyadique est le plus coûteux en termes de temps de calcul. En effet, la
géométrie dans ce cas subit d’énormes changements. La largeur d’une branche est doublée et
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l’autre a presque disparu. Par conséquent, le domaine doit être remaillé finement à de nombreuses
reprises et le pas de la méthode doit être choisi relativement petit. Dans ce cas, le flux semble
privilégier l’une des deux branches. La petite branche ne peut pas être supprimée car la sortie
est une frontière fixe et l’algorithme géométrique ne peut pas modifier la topologie du domaine.

(a) Géométrie initiale (b) Géométrie optimale

Figure 2.18 – Champ de vitesse dans un arbre à deux branches (a) géométrie initiale, (b)
géométrie optimale.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 2.19 – Courbes de convergence de l’optimisation de l’arbre à deux branches, (a) repré-
sente l’évolution du ratio LL0

, (b) le ratio J
J0
, (c) la contrainte sur le volume et (d) le multiplicateur

de Lagrange associé à la contrainte de volume.

2.7 Conclusions

Dans ce chapitre, une approche d’optimisation géométrique a été présentée se basant sur la
méthode de l’état adjoint. Il s’agit d’une méthode de gradient introduisant un état fictif afin de
calculer le gradient de forme ainsi que le champ de vecteur diffusant le maillage et permettant
une diminution de la fonction objectif. L’algorithme résultant a été implémenté sous le logiciel
OpenFOAM puis testé sur quatre schémas classiques d’écoulement de fluide afin de comparer
les arrangements optimaux obtenus avec les travaux de la littérature. Il en ressort un bon accord
entre les formes finales obtenues et celles recensées dans la littérature.

La confirmation des résultats par la littérature permet de valider la méthode développée
dans ce chapitre. L’algorithme implémenté sous OpenFOAM servira de base pour la suite du
travail.

Dans chacun des cas étudiés, une diminution non négligeable de l’énergie dissipée par le
fluide est observée entre les formes initiale et optimale. Cela se traduit par une diminution des
pertes de charge et donc un gain d’énergie et de coût de fonctionnement.
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Chapitre 3. Application de l’optimisation de forme à la conception optimale de réacteurs à lit fixe

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’application de l’optimisation de forme à la conception de réac-
teurs à lit fixe. Il présente ainsi :
• Le réacteur à lit fixe considéré et les deux réactions mises en œuvre :

— Une réaction homogène ayant lieu dans la phase fluide.
— Une réaction hétérogène se produisant sur une surface réactive.

• L’extension de l’approche d’optimisation géométrique à ces deux cas.
• L’algorithme associé à la résolution numérique. Le traitement de contraintes d’épaisseur y
est discuté.
• Les résultats numériques issus de l’optimisation des deux réacteurs à lit fixe.

3.2 Modélisation et analyse des problèmes d’optimisation consi-
dérés

3.2.1 Présentation du réacteur à lit fixe et sa modélisation

Dans le présent chapitre, la méthode d’optimisation géométrique précédemment présentée a
été étendue aux réacteurs à lit fixe. L’outil qui en résulte est utilisé pour déterminer la configu-
ration optimale du garnissage d’un réacteur dans lequel un écoulement monophasique de liquide
se produit. La structure initiale du garnissage se compose d’obstacles elliptiques (dont les demi-
axes sont de 5 mm et de 2,5 mm) uniformément répartis dans le réacteur, il s’agit d’un garnissage
structuré. La figure 3.1 illustre schématiquement la configuration initiale du réacteur utilisé pour
le processus d’optimisation.

Symétrie

Γ
Γlat

ΓoutΓin

Ω

O y

x

Figure 3.1 – Configuration initiale du réacteur à lit fixe utilisé pour le processus d’optimisation.

Le domaine étudié, dont la forme initiale Ω0 est présentée sur la figure 3.1, est noté Ω et
est délimité par l’union de ses frontières ∂Ω = Γin ∪ Γout ∪ Γlat ∪ Γ. Γin et Γout représente
respectivement l’entrée et la sortie de fluide du réacteur, Γlat la paroi latérale du réacteur et Γ
le garnissage dont la forme est amenée à évoluer au cours du processus d’optimisation de forme.
Cette dernière frontière est également appelée la ’’frontière libre’’, il s’agit de la variable de
décision. L’écoulement du fluide est décrit par les équations de bilan de quantité de mouvement
et l’équation de continuité, fournies par les équations de Navier-Stokes (2.22). Les conditions
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aux limites associées aux frontières définies précédemment sont identiques à celles du chapitre
précédent. Conformément aux équations (2.22a) et (2.22b), l’écoulement est supposé stationnaire
et incompressible, et la pression relative est imposée nulle en sortie de réacteur.



−ν∆U +U ·∇U +∇p = 0 dans Ω
∇·U = 0 dans Ω
U = Uin sur Γin

U = 0 sur Γlat ∪ Γ
σ(U , p)n = 0 sur Γout

(2.22a)
(2.22b)
(2.22c)
(2.22d)
(2.22e)

avec ν représentant la viscosité cinématique.

La vitesse d’entrée Uin est homogène le long de l’entrée et suivant la direction (Oy). Elle
est fixée à de faibles valeurs afin d’imposer des nombres de Reynolds de particules faibles (voir
équation (3.1)) et d’assurer un écoulement laminaire dans le réacteur.

Rep = udH
ν

(3.1)

où u désigne la vitesse superficielle du fluide et dH = 4S
P le diamètre hydraulique avec S = πab

représentant la surface des ellipses jouant le rôle d’obstacles 2D (a et b sont les demi-axes) et
P ≈ π

√
2(a2 + b2) le périmètre des ellipses. Le Reynolds de particules pour la forme initiale est

de 7. L’hypothèse d’un écoulement laminaire est bien satisfaite pour le réacteur initial, cette
hypothèse sera vérifiée pour les formes optimales.

Dans ce chapitre, deux réactions différentes ont été étudiées, une réaction homogène et une
réaction de surface, les réacteurs associés ont été optimisés.

3.2.1.1 Premier cas : réaction homogène

La première réaction considérée est une homogène de premier ordre et de type

A→ P (3.2)

dont la vitesse de réaction s’écrit
rsim = ksimC. (3.3)

où ksim désigne la constante cinétique de la réaction et C la concentration en réactif. Il est
supposé ici que la réaction a uniquement lieu dans la phase fluide Ω et non sur les parois Γlat
et Γ, le garnissage joue le rôle de mélangeur statique. Notons C le champ de concentration en
réactif A dans le réacteur. Il est modélisé par le système d’EDPs (3.4) qui décrit le bilan de
matière dans le réacteur :

−D∆C +U ·∇C + ksimC = 0 dans Ω
C = Cin sur Γin

∂C

∂n
= 0 sur Γlat ∪ Γout ∪ Γ

(3.4a)
(3.4b)

(3.4c)
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où D représente le coefficient de diffusion du réactif A dans le solvant. Ce système d’EDPs est
directement issu de l’équation de continuité :

dC
dt +∇· j = R (3.5)

où R = −ksimC représente le terme source et j le flux molaire. Celui-ci peut se décomposer en
deux parties, le flux diffusif et le flux convectif. On a alors

j = jdiff + jconv = −D∇C +UC (3.6)

L’écoulement étant supposé stationnaire et en calculant la divergence de l’équation (3.6), on
obtient trivialement l’équation (3.4a).

3.2.1.2 Second cas : réaction de surface

La seconde réaction étudiée est hétérogène limitée par le transfert externe. Ici, il est supposé
que les obstacles formant le garnissage sont imprégnés de catalyseur ainsi que les parois latérales
du réacteur Γlat. La réaction est instantanée lorsque le réactif entre en contact avec le catalyseur
(voir équation (3.7c)). Le champ de concentration est modélisé par le système d’équation (3.7),
système également issus de l’équation de continuité (3.5). Il est intéressant de noter que le terme
de consommation kC a disparu, la réaction n’a lieu qu’en surface.



−D∆C +U ·∇C = 0 dans Ω
C = Cin sur Γin

C = 0 sur Γlat ∪ Γ
∂C

∂n
= 0 sur Γout

(3.7a)
(3.7b)
(3.7c)

(3.7d)

3.2.2 Définition du problème d’optimisation géométrique

3.2.2.1 Fonction objectif à minimiser

Pour chacun des cas, l’objectif est de déterminer la forme du garnissage qui minimise la
concentration moyenne de réactif en sortie donnée par la relation suivante :

J(Ω) =
∫

Γout
C dσ (3.8)

où C désigne la solution de (3.4) ou (3.7). Il est intéressant de minimiser ce critère car la
concentration moyenne de réactif en sortie et le taux de conversion sont directement liés.

3.2.2.2 Variable de décision

La variable de décision du problème est la structure du garnissage Γ, c’est-à-dire, la position
et la forme des obstacles. Il s’agit de l’unique frontière amenée à évoluer au cours du processus
d’optimisation, les autres étant fixes.
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3.2.2.3 Modélisation

Le modèle est décrit dans la partie 3.2.1. Il est constitué de deux systèmes d’équations aux
dérivées partielles, les équations de Navier-Stokes (2.22) couplée à l’équation de continuité et le
système modélisant le transfert de matière (3.4) ou (3.7).

3.2.2.4 Ensemble des solutions admissibles

L’ensemble des solutions admissibles est défini par 4 contraintes dans ce problème d’optimisa-
tion, 2 sont liées au procédé et 2 autres liées à l’étape de fabrication des réacteurs par impression
3D. La première contrainte liée au procédé est une contrainte d’iso-volume permettant d’imposer
un temps de passage identique entre les formes initiale et optimale, le débit n’étant également
pas modifié. Cette contrainte est définie par l’équation (3.9).

CV(Ω) = V(Ω)− V(Ω0) = 0 (3.9)

où V(Ω) =
∫

Ω 1 dx désigne le volume de Ω. La seconde contrainte caractérise la perte d’énergie
dans le fluide due aux frottements visqueux. Il s’agit d’une contrainte d’inégalité qu’il est inté-
ressant de prendre en compte lors de la définition du problème d’optimisation car cette perte
d’énergie est directement corrélée aux pertes de charge, elle s’exprime selon la relation suivante :

CE(Ω) < 0 où CE(Ω) = 2ν
∫

Ω
|ε(U)|2 dx− 2ν

∫
Ω0
|ε(U)|2 dx︸ ︷︷ ︸
E0

6 0. (3.10)

où (U , p) désigne la solution de (2.22).

Les deux dernières contraintes prennent en compte le caractère manufacturable du réacteur
final (voir paragraphe 1.2.2 expliquant l’origine des contraintes), on les appellera pour la suite
du manuscrit les contraintes de fabrication. Il s’agit de contraintes d’inégalité imposant respecti-
vement une épaisseur et une largeur minimale aux obstacles et canaux (i.e. la partie fluide). Ces
contraintes font intervenir des distances minimales entre deux obstacles ou sur un même obs-
tacle, or, la dérivée par rapport au domaine du minimum d’une distance est une tâche complexe
(Feppon et al., 2020). Par conséquent, ces deux contraintes ne sont pas considérées convention-
nellement en les incluant dans le lagrangien mais sont prises en compte par post-traitement de
la déformation du maillage V (X). Ce post-traitement est détaillé dans les paragraphes 3.4.1.1
et 3.4.1.2.

L’agrégation de la fonction objectif et des deux contraintes de procédé forme le lagrangien
du problème d’optimisation. Cette nouvelle fonctionnelle s’exprime selon l’équation suivante :

L(Ω, λV , λE) = KcritJ(Ω) + λVCV(Ω) + λECE(Ω) (3.11)

où Kcrit est une constante qui permet d’avoir le même ordre de grandeur entre le produit
KcritJ(Ω) et la contrainte CE(Ω) présent dans l’équation (3.11) afin de faciliter l’analyse de la
contrainte sur l’énergie. Pour finir, l’ensemble de cette section peut se résumer par le problème
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d’optimisation suivant :

min
Ω

J(Ω)

s.à. Ω ∈ C

(U , p) solution de Eqs. (2.22)
C solution de Eqs. (3.4) ou (3.7)

(P3.1)

où C désigne l’ensemble des contraintes donné par

C := {Ω ⊂ IR2 | CV(Ω) = 0 et CE(Ω) 6 0}. (3.12)

3.3 Formulation mathématique des problèmes

La méthode d’optimisation développée pour la résolution du problème (P3.1) repose sur le
même principe que l’approche présentée dans le chapitre précédant. La forme est optimisée par
déformation du garnissage Γ suivant la relation de récurrence (3.13).

Ωi+1 = (Id + tV )(Ωi) (3.13)

La différence majeure entre les deux méthodes réside dans le calcul du gradient de forme.
Là où l’introduction d’un unique état adjoint suffisait dans le chapitre précédant, l’extension
aux transferts de matière de la méthode impose un nouveau système d’EDPs à résoudre. Par
conséquent, un second état adjoint doit être introduit. D’une manière générale, il faut introduire
autant d’état adjoint qu’il y a d’équations aux dérivées partielles modélisant le système.

De la même façon que pour le développement de la méthode précédente, on calcule les
dérivées par rapport au domaine du critère et des contraintes séparément. On a donc (Allaire
et Schoenauer, 2007; Courtais et al., 2020) :

J ′(Ω)(V ) = d

dt

∫
Γout

C dx

∣∣∣∣
t=0

=
∫

Γout
C ′ dσ (3.14)

C ′V(Ω)(V ) = d

dt

(∫
Ωt

1 dx
∣∣∣∣∣
t=0

− V(Ω0)
)

=
∫
∂Ω

(V ·n)dσ (3.15)

C ′E(Ω)(V ) = d

dt

(
2ν
∫

Ωt

|ε(U)|2 dx
∣∣∣∣∣
t=0

− E(Ω0)
)

= 2ν
∫
∂Ω
|ε(U)|2(V ·n) dσ + 4ν

∫
Ω
ε(U) : ε(U ′) dx (3.16)

Dans les équations (3.14), (3.15) et (3.16), U ′ et C ′ désignent respectivement les sensibilités
de U et C par rapport aux variations du domaine. U ′ est solution du système d’équation (2.33)
déjà présenté dans le chapitre précédent.
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−ν∆U ′ + (U ′ ·∇)U + (U ·∇)U ′ +∇p′ = 0 dans Ω
∇·U ′ = 0 dans Ω

U ′ = 0 sur Γin ∪ Γlat

U ′ = −∂U
∂n

(V ·n) sur Γ

σ(U ′, p′)n = 0 sur Γout

(2.33a)
(2.33b)
(2.33c)

(2.33d)

(2.33e)

Le système d’équations modélisant C ′ dépend du cas étudié. Pour une réaction homogène
de premier ordre, on peut montrer que C ′ est solution de (3.17) (Courtais et al., 2021a).

−D∆C ′ +U ·∇C ′ +U ′ ·∇C + ksimC
′ = 0 dans Ω

C ′ = 0 sur Γin

∂C ′

∂n
= −∂C

2

∂n2 (V ·n) +∇C · (∇(V ·n)− (∇(V ·n) ·n)n) sur Γ

∂C ′

∂n
= 0 sur Γout ∪ Γlat

(3.17a)
(3.17b)

(3.17c)

(3.17d)

Dans le système ci-dessus, l’équation (3.17b) découle des formules de dérivation usuelles, les
équations (3.17a) et (3.17d) des formules de dérivation d’un produit et d’une adaptation astu-
cieuse du théorème de Schwarz (Henrot et Pierre, 2005, Chap. 5) et l’équation (3.17c) est une
formule de dérivation par rapport au domaine pour une condition aux limites de type Neumann
sur la frontière libre (Henrot et Pierre, 2005, Chap. 5). Pour le cas d’une réaction de surface, C ′
est solution du système suivant :

−D∆C ′ +U ·∇C ′ +U ′ ·∇C = 0 dans Ω
C ′ = 0 sur Γin ∪ Γlat

∂C ′

∂n
= −∂C

∂n
(V ·n) sur Γ

∂C ′

∂n
= 0 sur Γout

(3.18a)
(3.18b)

(3.18c)

(3.18d)

Similairement au chapitre précédent, l’objectif de la méthode consiste à exprimer la dérivée
du lagrangien sous la forme suivante :

L′(Ω, λV , λE)(V ) =
∫
∂Ω
G(Ω, λV , λE)(V ·n) (3.19)

où G(Ω, λV , λE) désigne le gradient de forme dont il faut déterminer l’expression et V le dépla-
cement du maillage, solution du système suivant :

−γ∆V + V = 0 dans Ω
V = 0 sur Γin ∪ Γout ∪ Γlat

γ∇V n = −G(Ω, λV , λE)n sur Γ

(3.20a)
(3.20b)
(3.20c)

Le modèle étant sensiblement différent suivant le cas étudié, les formulations du gradient de
forme et des états adjoints introduits sont présentées séparément pour chacun des cas. La sec-
tion 3.3.1 est consacrée au cas RH (Réaction Homogène) et la section 3.3.2 au cas RS (Réaction
de Surface).
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3.3.1 Cas de la réaction homogène

Les calculs permettant d’exprimer le gradient de forme sous la forme Eq. (3.21) sont détaillés
en annexe B.3.

G(Ω, λV , λE) = 2ν(ε(U) : ε(Ua)− λEε(U) : ε(U))− Kcrit
KBC

DCa∆C + λV (3.21)

Dans l’expression du gradient de forme G(Ω, λV , λE), KBC représente la constante introduite
dans la condition aux limites (3.23d) et permettant d’homogénéiser celle-ci et (Ua,pa) désigne
l’état adjoint de (U ,p) définit comme la solution du système suivant :

H (U ,Ua) +∇pa = −λE2ν∆U − Kcrit
KBC

Ca∇C dans Ω

∇·Ua = 0 dans Ω
Ua = 0 sur Γin ∪ Γlat ∪ Γ

σ(Ua, pa)n+ (U ·n)Ua = 4νλEε(U)n sur Γout

(3.22a)

(3.22b)
(3.22c)
(3.22d)

où H (U ,Ua) = −ν∆Ua+(∇U)TUa−∇UaU et Ca représente l’état adjoint de la concentration
C, solution du système suivant :



−D∆Ca −U ·∇Ca + ksimCa = 0 dans Ω
Ca = 0 sur Γin

∂Ca
∂n

= 0 sur Γlat ∪ Γ

Ca(U ·n) +D∂Ca
∂n

= KBC sur Γout

(3.23a)
(3.23b)

(3.23c)

(3.23d)

Le paramètre KBC présent dans l’équation (3.23d) est une constante non nulle dont la valeur
est choisie par l’utilisateur. Dans ce travail, ce paramètre est fixé à 3.10−3 mol.m−2.s−1 afin de
permettre aux champ C et Ca d’avoir le même ordre de grandeur.

3.3.2 Cas de la réaction de surface

Le même raisonnement est effectué pour la détermination de l’expression du gradient de
forme dans le cas présent. L’annexe B.4 présente l’ensemble des calculs permettant de formuler
le gradient de forme suivant l’expression suivante :

G(Ω, λV , λE) = 2ν(ε(U) : ε(Ua)− λEε(U) : ε(U)) + Kcrit
KBC

D∂Ca
∂n

∂Cn
∂n

+ λV (3.24)

Dans l’équation (3.24), Ua est la vitesse du premier état adjoint (Ua,pa) solution du sys-
tème (3.22). On peut remarquer que l’état adjoint associé aux équations de Navier-Stokes est
identique pour les deux cas. Ca représente l’état adjoint à C et est défini comme la solution du
système d’EDPs suivant :
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−D∆Ca −U ·∇Ca = 0 dans Ω

Ca = 0 sur Γin ∪ Γlat ∪ Γ

Ca(U ·n) +D∂Ca
∂n

= KBC sur Γout

(3.25a)
(3.25b)

(3.25c)

3.4 Implémentation et résolution sous OpenFOAM

La figure 3.2 présente l’approche algorithmique développée dans ce travail. Celui-ci est une
extension de l’algorithme présenté dans le chapitre précédent. Il comprend en plus l’extension
au phénomène de transfert de matière, la prise en compte de contrainte d’épaisseur, une amélio-
ration du calcul de la qualité du maillage ou une modification du critère de convergence. Il est
également implémenté sous OpenFOAM et piloté par des scripts pyFoam pour lier les itérations
de l’algorithme entre elles.

Maillage de la forme initiale (voir § 3.4.2);
tant que convergence non atteinte (voir § 3.4.5) faire

Résolution des équations de Navier-Stokes, du bilan matière et de leurs systèmes
adjoints dans Ωi (voir § 3.4.4);
Calcul du gradient de forme sur ∂Ωi;
Détermination du champ de vecteur V (x) en tenant compte des contraintes de
fabrication (voir § 3.4.1);
Diffusion du maillage Ωi+1;
Mise à jour des multiplicateurs de Lagrange λV et λE (voir § 3.4.5);
si Mauvaise qualité du maillage (voir § 3.4.3) alors

Remaillage (voir § 3.4.2)
fin

fin

Figure 3.2 – Algorithme implémenté dans OpenFOAM

Dans ce qui suit, nous allons détailler l’algorithme et discuter en particulier de sa précision.

3.4.1 Déplacement du maillage

Comme expliqué dans la section 3.4.2, de fines mailles ont été ajoutées en proche paroi
au niveau de la frontière libre afin d’améliorer la modélisation dans ces régions en particulier
pour le cas RS où la réaction est limitée par le transfert de réactif à la paroi. Afin de limiter
la déformation de ces mailles et de garder la taille de celle-ci constante, les déplacements V
modélisant la déformation de Γ sont extrudés dans l’ensemble de ces fines mailles. Pour cela,
la fonction fournie par OpenFOAM nommée ’’wallDistData’’est utilisée. Les vecteurs V sont
modifiés dans la zone de proche paroi. Dans chacune de ces mailles, le déplacement est égale à
celui de la cellule touchant à l’obstacle (voir figure 3.3). Cette modification de V n’influera pas
sur la configuration optimale car l’ensemble des termes du lagrangien sont fonction de U , C et
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du volume. Ces variables dépendent de la forme du réacteur, donc des frontières externes et pas
du maillage si celui-ci est assez fin.

(a) Déplacement non extrudé (b) Déplacement extrudé

Figure 3.3 – Exemple de l’extrusion du déplacement V en proche paroi, la zone grisée représente
l’obstacle.

L’objectif de ces travaux de thèse est de fabriquer des réacteurs à lit fixe par le procédé
de stratoconception (voir § 1.2.2). Le caractère manufacturable des objets finaux est donc une
part importante de ces travaux. La stratoconception est un procédé de fabrication additive
qui permet de limiter les contraintes liées à l’étape de fabrication (voir chapitre 1), cependant,
certaines subsistent. Celles-ci sont au nombre de deux et doivent être prises en compte dans l’al-
gorithme d’optimisation, notamment lors de l’étape de diffusion du maillage par post-traitement
du vecteur V après calcul de celui-ci.

3.4.1.1 Contrainte sur la largeur locale des canaux

La première contrainte est une contrainte d’inégalité qui impose une largeur locale minimale
sur les canaux (dchannel > dchannelmin ). Elle est traitée par une méthode de projection en deux étapes
principales. La première consiste à déterminer la largeur locale pour chaque point x d’un canal.
Cette distance est calculée en bouclant sur tous les autres points appartenant à un autre obstacle
Γ. Le point le plus proche est appelé xnear. La seconde étape consiste à calculer le produit scalaire
des vecteurs xxnear et V (x). Si ce produit scalaire est positif et d(x) = ||xxnear|| < dchannelmin alors
le vecteur V (x) est projeté sur la ligne orthogonale au vecteur xxnear. La figure 3.4 illustre le
fonctionnement du traitement de la contrainte.

3.4.1.2 Contrainte sur l’épaisseur locale des obstacles

La seconde contrainte de fabrication impose une épaisseur locale minimale sur les obstacles
(dobstacle > dobstaclemin ). Il s’agit aussi d’une contrainte d’inégalité également traitée par une mé-
thode de projection en deux étapes. La première consistant en la détermination de l’épaisseur
locale et la seconde en la projection du vecteur V (x). La principale difficulté du traitement de
cette contrainte réside dans le calcul de l’épaisseur locale. L’estimation de celle-ci est triviale
à l’œil nu mais son automatisation est complexe dans la pratique. En effet, choisir la bonne
direction pour quantifier cette longueur peut s’avérer être une tâche ardue. Dans ce travail, on
va construire une version fine de l’obstacle centrée à l’intérieur de celui-ci, appelée squelette et
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xnear

d(x) < dchannelmin

x
tV (x)

tV (x)mod

obstacle

obstaclecanal
(zone fluide)

Figure 3.4 – Illustration du traitement de la contrainte sur les canaux.

on calculera l’épaisseur de l’obstacle comme le double de la distance entre sa frontière et son
squelette. En deux dimensions, le squelette d’un obstacle est la courbe qui est équidistante de
l’obstacle de chaque coté (voir figure 3.5), sa définition mathématique est la suivante.

Définition 1. Le squelette d’un obstacle est défini comme l’ensemble des centres des boules
maximales incluses dans l’obstacle.

Définition 2. Une boule B1 incluse dans une forme F est dite maximale s’il n’existe pas de
boule B2 également incluse dans F contenant B1 strictement au sens de l’inclusion.

Figure 3.5 – Illustration graphique de la construction du squelette d’un objet rectangulaire,
les cercles bleus représentent les boules maximales, les points noirs leurs centres et le trait rouge
désigne le squelette.

Dans le cadre de ces travaux, deux constructions de squelettes ont été développées, la pre-
mière fabriquant une approximation peu robuste du squelette, c’est-à-dire, que cette approxi-
mation est représentative du squelette uniquement lorsque la forme de l’obstacle est régulière.
La seconde construit le squelette à partir des diagrammes de Voronoï.

Construction d’une ligne médiane d’un obstacle

Cette construction n’étant qu’une approximation du squelette et non le squelette lui même,
on l’appellera la ligne médiane dans la suite de cette section. Elle est construite en trois étapes
principales illustrées par la figure 3.6. La première consiste à déterminer les deux points de
l’obstacle les plus éloignés l’un de l’autre, notés A et B. Le vecteur AB qui en résulte sera
appelé ’’vecteur pseudo directeur ’’de l’obstacle. La deuxième étape vise à identifier, pour chaque
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�

�

A

B

AB

M

M ′

tV (x)

tV (x)mod

d(x) <
dobstacle

min
2

x

obstacle

canal
(zone fluide)

Squelette/Ligne médiane

Figure 3.6 – Illustration graphique du traitement de la contrainte d’épaisseur et de la construc-
tion de la ligne médiane.

point M de l’obstacle, le point M ′ défini comme la première intersection entre la frontière de
l’obstacle et un vecteur orthogonal à AB partant de M . La fonction d’OpenFOAM appelée
’’intersections’’est utilisée pour déterminer cette intersection. Le point médian de M et de son
intersection M ′ est calculé. Pour finir, la ligne médiane est construite par interpolation linéaire
entre les points médians calculés.

Cette approximation du squelette est de bonne qualité lorsque la forme de l’obstacle est
standard 3.7(a), cependant, cette construction s’avère très peu robuste lorsque la configuration
de l’obstacle devient plus complexe 3.7(b). Une amélioration de l’algorithme de construction du
squelette s’impose donc.

Construction du squelette d’un obstacle à partir du diagramme de Voronoï

Une seconde construction du squelette a été développée basée sur les travaux de Attali (1995).
Celle-ci construit le squelette d’une forme à partir de son diagramme de Voronoï, la forme étant
représentée par un ensemble discret de points. Le diagramme de Voronoï d’un ensemble de points
P se construit à partir des régions de Voronoï. En 2D, la région de Voronoï d’un point Pk se
définit comme la surface où l’ensemble des points appartenant à cette surface sont plus proche
du point Pk que de tout autre point de P . Elle se définit mathématiquement comme suit.

Définition 3. Soit X un sous-ensemble de IRd et P = {P1,P2, ...,Pn} ⊂ X un ensemble de
points. La région de Voronoï Rk du point Pk est définie de la manière suivante

Rk = {x ∈ X | d(x,Pk) < d(x,Pj), ∀j 6= k}

où d(x,Pk) désigne la distance entre x et Pk.

La figure 3.8 illustre la construction du diagramme de Voronoï d’un ensemble de 10 points.
Ce diagramme se compose de deux principaux éléments, les sommets définis comme l’intersection
d’au moins trois régions de Voronoï et les arêtes définies comme la frontière entre deux régions de
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(a) Forme standard (b) Forme complexe

Figure 3.7 – Ligne médiane d’un obstacle suivant la forme de celui-ci, (a) forme standard, (b)
forme complexe.

Voronoï et bornées par 2 sommets. Selon Attali (1995), le squelette peut aussi bien être fabriqué
à partir des sommets que des arêtes. Dans ce travail, le squelette est construit à partir des arêtes
de Voronoï car cette construction permet d’obtenir directement le squelette contrairement à celle
qui le fabrique à partir des sommets qui nécessite une dernière étape d’interpolation linéaire entre
les sommets conservés.

Une fois le diagramme de Voronoï construit (figure 3.9(a)), celui-ci est simplifié en deux
étapes en vue d’obtenir le squelette final :
Étape 1 - On conserve uniquement les arêtes dont les sommets sont inclus dans l’obstacle (voir

figure 3.9(b)).
Étape 2 - La seconde simplification est réalisée au travers de deux critères. (i) Pour tous som-

mets de Voronoï s, on introduit la fonction r(s) qui associe à s le rayon de la
boule maximale inclue dans l’obstacle et centrée sur s. (ii) Chaque point s pos-
sède trois projections sur l’obstacle, appelé p1, p2 et p3, le second critère est défini
par α(s) = max(p̂1sp2, p̂1sp3, p̂2sp3). Les bornes supérieures choisies pour ces deux
critères sont respectivement 2. 10−4 m et π

2 . Si l’un de ces deux critères n’est pas vé-
rifié pour l’un des sommets de l’arête, l’arête entière est supprimée du squelette (voir
figure 3.9(c)).

La figure 3.10 présente une comparaison entre la ligne médiane et le squelette d’un obstacle
ayant une forme standard ou une forme complexe. La figure montre bien que lorsque la confi-
guration de l’obstacle n’est pas complexe, la ligne médiane et le squelette se superposent. En
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Figure 3.8 – Diagramme de Voronoï d’un ensemble de 10 points.

(a) Diagramme de Voronoï d’un
obstacle

(b) Première simplification (c) Seconde simplification : sque-
lette

Figure 3.9 – Simplification du diagramme de Voronoï en squelette, les points verts désignent
les points appartenant à l’obstacle et la courbe rouge le diagramme de Voronoï (a) et le squelette
simplifié (b) et (c).

revanche, lorsque l’obstacle a une forme plus complexe, les deux constructions ne se superposent
pas. La construction du squelette via le graphe de Voronoï décrit correctement la forme de l’obs-
tacle, tandis que la construction de la ligne médiane offre une description de mauvaise qualité.
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(a) Forme standard (b) Forme complexe

Figure 3.10 – Comparaison de la ligne médiane et du squelette d’un obstacle suivant sa forme,
(a) forme standard, (b) forme complexe.

Une fois la ligne médiane ou le squelette construit, le même processus de projection est
effectué. Si la distance minimale entre l’obstacle au point x et le squelette qu’on appelle d(x),
est plus petite que dobstacle

min
2 et d(x) > d(x+tV (x)), alors le vecteur V (x) est projeté parallèlement

au squelette (voir figure 3.6).

3.4.2 Maillage et remaillage de la forme

Comme expliqué dans le paragraphe 2.2.3, excepté pour des configurations très simples, les
systèmes d’EDP gouvernants l’écoulement et le transfert de matière ne peuvent être résolus
analytiquement. Dans le cas présent, OpenFOAM les résout par la méthode des volumes finis,
méthode qui nécessite la génération d’un maillage. Ce maillage est généré par cfMesh, une
bibliothèque open-source, puis sa qualité est améliorée à l’aide de snappyHexMesh, un mailleur
fourni par OpenFOAM.

Le gradient de forme G(Ω, λV , λE) est une fonction définie sur la frontière libre Γ et dépend
de dérivées premières et secondes des différents états (voir équations (3.21) et (3.24)). Par
conséquent, les différents états doivent être calculés avec précision au voisinage de la paroi Γ.
Ainsi, 2 couches de fines mailles sont ajoutées au niveau de la frontière Γ pour le cas d’une
réaction homogène. Pour le cas d’une réaction de surface, 5 couches de mailles sont ajoutées
au niveau des surfaces réactives afin d’avoir une bonne modélisation du transfert de matière en
proche paroi.
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La figure 3.11(a) illustre la configuration que peuvent prendre les obstacles durant le proces-
sus d’optimisation du cas de la réaction de surface. Comme on peut le constater, des ’’queues’’
peuvent apparaître aux extrémités de certains obstacles. Leurs formations étaient attendues car
elles permettent une augmentation significative de la surface réactive sans pour autant modi-
fier le volume du réacteur. Cependant, ces très fines extrémités ne sont pas manufacturables
par le procédé de stratoconception qui impose une épaisseur locale minimale au obstacle. Le
traitement par projection des contraintes de fabrication ne permet pas de prévenir la formation
de ces ’’queues’’ dont le processus est illustré par la figure 3.11(b). Le traitement de ces fines
extrémités est donc effectué lors de l’étape de remaillage : lorsque les extrémités sont trop fines,
elles sont rognées de l’obstacle.

(a) Configuration possible des obstacles

Γi

Γi+1
tV (x)

(b) Formation des queues

Figure 3.11 – Illustration de la possible configuration de certains obstacles (a), illustration du
processus de formation de fines extrémités (b).

3.4.3 Vérification de la qualité du maillage

À chaque itération, la bonne qualité du maillage est vérifiée pour savoir si cette discrétisation
du volume va impacter la qualité de la solution. Cette vérification est effectuée à l’aide de trois
critères très souvent utilisés en CFD. Ces critères, illustrés sur la figure 3.12 sont les suivants
(voir Holzinger (2015) pour plus de détails) :
• Le rapport de forme défini en 2D comme le rapport du côté le plus long sur le côté le
plus court d’une cellule. Il s’agit du rapport rAR = l

s sur la figure 3.12.
• L’asymétrie des faces, autrement appelée face skewness, définit comme le rapport sui-
vant : skew = |di|

|ci| , où |di| est la distance entre l’intersection du segment reliant les centres
de deux cellules adjacentes avec leur face commune et le centre de cette face et |ci| la
distance entre les centres des deux cellules.
• La non-orthogonalité des faces qui mesure l’inclinaison d’une face connectant deux
cellules par rapport au segment qui relie les centres de ces cellules. Elle est représentée par
l’angle θ = arccos(Ai·Ci

|Ai||Ci|) sur la figure 3.12.
Le processus de remaillage est enclenché si les critères mentionnés ci-dessus sont respectivement
supérieur à 20, 3,8 et 65°. Ces bornes maximales ont été choisies car OpenFOAM valide la
qualité d’un maillage en calculant (entre autres) les valeurs maximales de l’asymétrie et de la
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× ×

Ai

Ci

diθ

l

s

Figure 3.12 – Illustration des critères de qualité du maillage

non-orthogonalité des faces du maillage. Si ces valeurs sont respectivement supérieures à 4 et
70°, la qualité du maillage n’est pas validée. Des valeurs légèrement inférieures ont été choisies
afin de s’assurer de ne pas dépasser les valeurs maximales définies par OpenFOAM après chaque
déplacement du maillage. Le choix de la borne supérieure pour le rapport de forme est fait par
retour d’expérience. Les maillages initiaux des réacteurs ont des facteurs de forme maximaux
compris entre 8 et 15 selon le cas, la borne supérieure de 20 pour ce critère a donc été fixée.
Cependant, ce choix n’est pas critique car la majorité des lancements du processus de remaillage
est due à une violation des critères sur l’asymétrie et la non-orthogonalité des faces.

3.4.4 Résolution des systèmes d’équations aux dérivés partielles

De la même manière que dans le chapitre précédent, les couplages pression-vitesse présents
dans les équations de Navier-Stokes (2.22) et dans son état adjoint associé (3.22) sont traités
numériquement par un algorithme SIMPLE (Patankar, 1980).

Les conditions de sortie des états adjoints ((3.22d), (3.23d) et (3.25c)) ne sont pas des
conditions aux limites usuelles. Il faut donc les implémenter sous OpenFOAM. La condition de
sortie de l’état adjoint (Ua, pa) est la même que dans le chapitre précédent, l’implémentation
reste donc la même. En revanche, une nouvelle condition aux limites a été développée pour
calculer l’état adjoint Ca. Elle repose sur l’approximation suivante :

∇Ca ·n ' Cpatch
a − C intern

a

δ
(3.26)

où Cpatch
a et C intern

a désignent respectivement la valeur de la concentration adjointe sur la frontière
et celle dans la cellule adjacente à la frontière, et δ représente la distance entre la frontière et
le centre de la cellule adjacente. Tout calcul fait, la condition aux limites (3.23d) et (3.25c) se
réécrit selon la relation suivante :

Cpatch
a ' Dδ

−1C intern
a +KBC

Dδ−1 + (U ·n) (3.27)

Le code associé et implémenté sous OpenFOAM est présenté sur la figure 3.13.

3.4.5 Autres explications

L’algorithme d’optimisation développé dans ces travaux repose sur la méthode d’Uzawa.
Celle-ci consiste à déterminer, à chaque itération, la direction de descente tout en considérant
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1 //Valeurs des champs s c a l a i r e s / v e c t o r i e l s sur l a f r o n t i è re
2 const fvPatchFie ld<vector>& Up = patch ( ) . lookupPatchField<vo lVectorF ie ld ,

vector >("U" ) ;
3 const fvPatchFie ld<sca l a r>& adjConcp = patch ( ) . lookupPatchField<vo lS ca l a rF i e l d

, s ca l a r >(" adjConc " ) ;
4

5 //Valeurs des cons tante s lu dans l e f i c h i e r " t r an spo r tP rope r t i e s "
6 const d i c t i ona ry& t r an spo r tP rope r t i e s = db ( ) . lookupObject<IOdict ionary>
7 (
8 " t r an spo r tP rope r t i e s "
9 ) ;

10 s c a l a r D i f f ( r eadSca la r ( t r an spo r tP rope r t i e s . lookup ( " DiffBC " ) ) ) ;
11 s c a l a r corrBCBC( readSca la r ( t r an spo r tP rope r t i e s . lookup ( " corrBCBC" ) ) ) ;
12

13 //Composante normale de l a v i t e s s e au niveau de l a f r o n t i è re
14 s c a l a rF i e l d Up_n = (Up & patch ( ) . nf ( ) ) ;
15

16 // Inve r s e de l a d i s t ance ent re l a f r o n t i è re et l e c ent r e de l a c e l l u l e ad jacente
17 const s c a l a rF i e l d& de l t a i nv = patch ( ) . d e l t aCoe f f s ( ) ;
18

19 //Valeur de l a concent ra t i on dans l a c e l l u l e ad jacente
20 s c a l a rF i e l d adjConcnei = adjConcp . pa t ch In t e rna lF i e l d ( ) ;
21

22 //Condit ion de s o r t i e
23 operator==((corrBCBC+Di f f ∗ de l t a i nv ∗ adjConcnei ) /(Up_n+Di f f ∗ de l t a i nv ) ) ;

Figure 3.13 – Condition de sortie de l’état adjoint Ca.

les multiplicateurs de Lagrange λV et λE constants. Ces multiplicateurs sont ensuite mis à jour
suivant les valeurs des fonctions contraintes qui leurs sont associées. Dans le cas présent, ils sont
mis à jour à l’aide des relations suivantes :

λk+1
V = λkV + βVCV(Ω) (3.28)

λk+1
E = max

(
0, λkE + βECE(Ω)

)
(3.29)

où βV et βE sont des petits paramètres positifs. Ils doivent être choisis ni trop grands car les
simulations risquent de diverger, ni trop petits car cela ralentirait la convergence. Les rela-
tions (3.28) et (3.29) n’ont pas la même formulation car la contrainte sur le volume est une
contrainte d’égalité tandis que la contrainte sur l’énergie est une contrainte d’inégalité (voir la
condition de non-négativité de Karush-Kuhn-Tucker (Karush, 2014; Kuhn et Tucker, 2014)).
Cela explique pourquoi λV peut prendre des valeurs négatives tandis que λE ne peut pas.

Pour finir, le critère de convergence a été modifié dans cette extension. Ici, le critère de
convergence est défini comme le rapport entre l’écart type et la moyenne des 100 dernières
valeurs prises par le lagrangien. Si ce rapport est inférieur à 10−4, la convergence est considérée
comme atteinte. Ce nouveau critère est plus pertinent dans ce cadre car il permet de vérifier
directement si le lagrangien continue d’être amélioré ou non au fil des itérations. Choisir un
critère de convergence sur le déplacement V comme dans le chapitre précédent ne serait pas
pertinent dans cet algorithme car ce critère serait faussé par le traitement des contraintes de
fabrication qui modifie V .
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3.5 Résultats numériques et discussions

Cette section est consacrée à la présentation des résultats numériques obtenus en implé-
mentant l’algorithme décrit dans la section précédente. La présente section est séparée en deux
sous sections, la première présentant les résultats associés à l’optimisation du réacteur siège de
la réaction homogène et la seconde pour l’optimisation du réacteur où la réaction de surface a
lieu. Les paramètres de simulation utilisés dans les deux cas considérés sont regroupés dans le
tableau 3.1.

Tableau 3.1 – Paramètres de simulation.

Paramètres Valeur Unités Équations impliquées
Cas RH Cas RS

ν 10−6 10−6 m2.s−1 (2.22a), (3.22a), (3.21) et (3.24)
Uin 10−2 10−2 m.s−1 (2.22c)
D 10−9 10−9 m2.s−1 (3.4a) et (3.7a)
ksim 10−2 10−2 s−1 (3.4a)
Kcrit 3.10−5 3.10−5 m6.s−3.mol−1 (3.11), (3.21), (3.24) et (3.22a)
γ 10−4 10−4 m−2 (3.20a) et (3.20c)

KBC 3.10−3 3.10−3 mol.m−2.s−1 (3.21), (3.24) et (3.22d)
t 20 5.10−2 - (3.13)
βV 5.10−3 2 - (3.28)
βE 2.102 5.104 - (3.29)
λ0
V 3.10−8 0 - (3.28), (3.21) et (3.24)
λ0
E 0 0,5 - (3.29), (3.21) et (3.24)

3.5.1 Résultats numériques de l’optimisation du réacteur siège de la réaction
homogène

Les figures 3.14(a) et 3.14(b) présentent respectivement les profils de concentration dans les
configurations initiale et optimale (sans considérer les contraintes de fabrication) du réacteur à lit
fixe. Comme on peut le voir, une zone morte est présente au niveau de l’entrée de la configuration
initiale du réacteur (en clair sur la figure 3.14(a)). Cette zone morte est une région du réacteur
où la concentration en réactif est faible, ce qui entraîne de faibles vitesses de réaction dans cette
région (la vitesse de réaction étant proportionnel à la concentration en réactif rsim = ksimC).
Par conséquent, ce volume mort du réacteur est pratiquement inutile pour la conversion, volume
mort qui a disparu dans la configuration optimale du réacteur.

Cependant, cette première configuration optimale du réacteur n’est pas directement utilisable
dans la pratique. En effet, le procédé de stratoconception utilisé pour la fabrication du réacteur
impose des largeurs minimales aux canaux et aux obstacles. Une nouvelle optimisation du réac-
teur a donc été effectuée en considérant ces contraintes d’épaisseur. Dans ce cadre, l’algorithme
fabriquant la ligne médiane de l’obstacle a été utilisé pour le traitement de la contrainte d’épais-
seur sur les obstacles. En effet, l’algorithme construisant le squelette à partir des diagrammes de
Voronoï n’avait pas encore été implémenté dans la méthode d’optimisation de forme. La faible
robustesse de l’algorithme générant la ligne médiane n’est ici pas critique car les obstacles ne
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(a)

(b)

(c)
O y

x

(d)

Figure 3.14 – Cas de la réaction homogène, configuration initiale du réacteur à lit fixe (a),
forme optimale sans considérer les contraintes de fabrication (b), forme optimale en considérant
les contraintes de fabrication (c), réacteur optimal fabriqué par impression 3D.

présentent pas de configurations complexes au cours du processus d’optimisation. Les configu-
rations des obstacles étaient suffisamment régulières pour ne pas avoir besoin d’un algorithme
plus sophistiqué.

La figure 3.14(c) illustre le résultat de cette nouvelle optimisation. Similairement à ce qui a
été observé lors de l’optimisation précédente, la zone morte présente dans la configuration initiale
a disparu et les formes que présentent les obstacles et les canaux dans le réacteur permettent
la fabrication de celui-ci. Le réacteur fabriqué est montré sur la figure 3.14(d). Dans le cas pré-
sent, l’ajout des contraintes de fabrication dans le problème rend l’optimisation légèrement plus
difficile puisque 200 itérations supplémentaires sont nécessaires pour atteindre la convergence.

La figure 3.15 présente l’historique de convergence du processus d’optimisation. Comme on
peut le constater, les contraintes sur l’énergie et sur le volume sont toutes deux satisfaites à
convergence et il est intéressant de noter que la contrainte d’inégalité sur l’énergie dissipée
par le fluide est active. Il peut donc être intéressant d’augmenter la borne maximale relative
à cette contrainte dans l’optique d’obtenir une potentielle meilleure conversion. Ce point sera
discuté dans le chapitre 4 qui traite de l’optimisation multi-critère des deux cas étudiés. La
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courbe associée à la contrainte sur l’énergie présente du bruit qui est dû à l’étape de remaillage.
En effet, la dissipation d’énergie étant fonction des gradients de vitesse dans le domaine, la
contrainte sur l’énergie est sensible à l’étape de remaillage. Cependant, cette sensibilité est
négligeable. Pour limiter ce bruit présent sur la courbe (d), il aurait fallu mailler plus finement
la forme, mais cela ce serait fait en débit du temps de calcul. La figure 3.15 montre également
une diminution de presque 10% de la concentration moyenne en réactif à la sortie du lit fixe
ce qui amène une amélioration du taux de conversion de la réaction de 2,7% (71,5% contre
74,2%). L’amélioration des performances du réacteur s’explique par deux raisons principales. La
première est la disparition de la zone morte et le seconde concerne la meilleure homogénéité de
l’écoulement de la phase fluide dans le réacteur. En effet, cette meilleure homogénéité s’illustre
de deux manières :

1. La figure 3.14 montre que le gradient de concentration dans la direction x est plus faible
dans la configuration optimale que dans la forme initiale.

2. La figure 3.16 présente la distribution des temps de séjour dans les configurations initiale
et optimale. Les deux courbes montrent la meilleure homogénéité de l’écoulement fluide
dans la configuration optimale où l’écart type de la distribution est 3,5 fois plus petit (21
vs 73 s).

La vérification de l’hypothèse sur l’écoulement laminaire dans le réacteur est effectué par
le calcul du nombre de Reynolds dans les canaux du réacteur. Ici, le nombre de Reynolds de
particules n’aurait aucune signification car les obstacles n’ont pas tous les mêmes dimensions.
Le nombre de Reynolds pour les canaux s’exprime par l’équation suivante :

Rec = ud

ν
(3.30)

où u est la norme de la vitesse moyenne s’écoulant de le canal, d la largeur du canal et ν la
viscosité cinématique du fluide. Tous calculs faits, on s’aperçoit que le nombre de Reynolds Rec
n’excède pas 16 dans le réacteur, ce qui valide l’hypothèse d’un écoulement laminaire.

Finalement, l’influence de la configuration initiale du réacteur sur sa forme optimale a été
analysée afin de vérifier la présence d’optima locaux dans le cas présent. La figure 3.17 présente
les résultats numériques en commençant le processus d’optimisation d’une configuration du
garnissage légèrement perturbée : (a) les obstacles initiaux sont agrandis (demi-axes augmentés
de 0,5 mm), (b) les obstacles initiaux sont rétrécis (demi-axes diminués de 0,5 mm), (c) le
garnissage est décalé de 3 mm vers l’entrée et (d) le garnissage est décalé de 3 mm vers la
sortie. Les formes optimales obtenues sont légèrement différentes entre elles, ce qui montre la
présence d’optima locaux dans ce problème d’optimisation. Cependant, l’ensemble de ses optima
locaux sont au même niveau de performance, la fonction objectif est améliorée dans les mêmes
proportions (entre 9,7 et 9,8 %).

3.5.2 Résultats numériques de l’optimisation du réacteur siège de la réaction
de surface

Cette sous section est consacrée à la présentation des résultats numériques issus de l’optimi-
sation géométrique du réacteur à lit fixe siège d’une réaction hétérogène limitée par le transfert
de matière externe. Dans ce cadre, la génération du squelette, pour le traitement de la contrainte
d’épaisseur sur les obstacles, est effectuée à l’aide des graphes de Voronoï car les obstacles sont
susceptibles de se présenter sous des formes complexes.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.15 – Performances du processus d’optimisation, (a) représente le rapport J
J0
, (b) le

taux de conversion, (c) la contrainte sur le volume, (d) la contrainte sur l’énergie.

Figure 3.16 – Distribution des temps de séjour dans les réacteurs initial et optimal.
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(a)

(b)

(c)

(c)
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x

Figure 3.17 – Formes optimales du réacteur en commençant le processus d’optimisation d’une
configuration du garnissage légèrement perturbée : (a) les obstacles initiaux sont agrandis (demi-
axes augmentés de 0,5 mm), (b) les obstacles initiaux sont rétrécis (demi-axes diminués de 0,5
mm), (c) le garnissage est décalé de 3 mm vers l’entrée et (d) le garnissage est décalé de 3 mm
vers la sortie.

La figure 3.18 présente les résultats numériques de l’optimisation du lit fixe. Plus précisé-
ment, les figures 3.18(a) et 3.18(b) illustrent respectivement les profils de concentration dans
les configurations initiale et optimale (sous contrainte d’iso-énergie) du réacteur. L’optimisation
du réacteur permet ici une diminution de la fonction objectif de presque 6% qui se traduit par
une amélioration de 4,7% de la conversion en sortie de réacteur (19,6% contre 24,3%). L’amé-
lioration des performances du réacteur s’explique principalement par une augmentation de 50%
de la surface réactive. Cependant, la configuration 3.18(b) du réacteur présente une mauvaise
homogénéité dans l’écoulement de fluide. En effet, la forte augmentation de la surface des pa-
rois mène à une augmentation des pertes de charges et de l’énergie dissipée car les gradients
de vitesse sont plus élevés en proche paroi. Ainsi, le réacteur présente un court circuit en son
centre (proche de l’axe de symétrie) afin de satisfaire la contrainte. La figure 3.19 présente la
distribution des temps de séjour des réacteurs optimisés. La courbe associée à l’optimisation
sous contrainte d’iso-énergie présente deux pics dont le premier est associé au court circuit.

Le réacteur a été optimisé à deux nouvelles reprises en augmentant la valeur maximale
permise pour l’énergie dissipée d’un facteur 1,4 puis en supprimant cette contrainte. Les confi-
gurations optimales associées et leurs profils de concentration sont respectivement présentés dans
les figures 3.18(c) et 3.18(d). Comme on peut le voir sur la figure 3.18, plus on augmente la valeur
limite associée à la contrainte CE , plus l’écoulement de fluide devient homogène et plus le court
circuit présent dans le réacteur perd de l’importance. Cette meilleure homogénéité et la dispari-
tion du court circuit conduisent à une amélioration des performances des réacteurs optimaux. En
effet, la fonction objectif a diminué de 8% et de 20% pour les configurations 3.18(c) et 3.18(d), ce
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(a)

(b)

(c)

(d)
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x

Figure 3.18 – Cas de la réaction surfacique, configuration initiale du réacteur à lit fixe (a),
forme optimale sous contrainte d’iso-énergie (b), forme optimale sous une contrainte 1,4 fois plus
élevée que la perte d’énergie initiale (c), sans contrainte sur l’énergie (d).

Figure 3.19 – Distribution des temps de séjour des réacteurs optimisés.
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qui améliore la conversion du réacteur de 6,4% et de 16% respectivement. La figure 3.19 montre
la diminution du court circuit lorsque l’on augmente la valeur associé à la contrainte CE . En
effet, le pic associé au court circuit est moins élevé pour la configuration 3.18(c) et a disparu
pour la configuration 3.18(d).

Pour les trois réacteurs optimaux, les nombres de Reynolds de conduite ont été calculés,
ceux-ci n’excèdent pas 67, 48 et 17 respectivement pour les formes 3.18(b), 3.18(c) et 3.18(d),
ce qui valide l’hypothèse effectuée sur le régime de l’écoulement.

3.6 Conclusions

L’approche d’optimisation géométrique présentée dans le chapitre précédent a été améliorée
et étendue aux phénomènes de transfert de matière. L’algorithme résultant de cette extension
a été testé sur deux réacteurs à lit fixe, l’un siège d’une réaction homogène d’ordre 1, l’autre
d’une réaction surfacique limitée par le transfert externe. Dans chacun des cas, l’optimisation
de la forme du garnissage interne Γ a été réalisée afin de minimiser la concentration moyenne
de réactif à la sortie du réacteur sous contrainte d’iso-volume, imposant une valeur maximale
sur l’énergie dissipée et de fabrication. La configuration optimale du garnissage permet un gain
non négligeable sur le taux de conversion, c’est-à-dire, de 2,7% pour une réaction homogène et
de 4,7% pour l’autre cas (sous contrainte d’iso-énergie). Il est à noter que dans chacun des cas,
la contrainte sur l’énergie est active. Il peut donc être intéressant d’effectuer une optimisation
multi-objectif de ces réacteurs à lit fixe en minimisant simultanément la dissipation d’énergie et
la concentration moyenne de réactif à la sortie du réacteur. Le chapitre suivant y est dédié.

L’algorithme d’optimisation développé présente certaines limites qui doivent être étudiées
en détail. La première concerne le traitement des contraintes d’épaisseur, ce traitement est
peu robuste et souffre d’une trop grande rigidité. En effet, il ne permet pas la violation de
ces contraintes au cours du processus d’optimisation au contraire d’une contrainte directement
inclue dans le lagrangien. Sur ce point, il peut être intéressant de s’inspirer des travaux de
Allaire et al. (2016) pour améliorer la robustesse du traitement des contraintes de fabrication.
Une deuxième limite de l’algorithme concerne le temps de calcul que prend l’optimisation d’un
réacteur. Une optimisation dure entre 3 et 7 jours (simulations effectuées sur un ordinateur avec
un processeur Xeon 3,7GHz) selon le cas considéré. Ce temps de calcul dépend principalement
du nombre de cellules dans le maillage, nombre plus grand dans le cas RS que dans le cas RH
(voir section 3.4.2). Par conséquent, l’optimisation du cas RS met approximativement 7 jours
à converger tandis que celle du cas RH met 3 jours. Dans le cas présent, le calcul parallèle ne
réduirait pas significativement le temps que prend une optimisation car l’approche développée
est une méthode itérative et le nombre de mailles dans le maillage est compris entre 50000 et
120000. En revanche, ce temps de calcul pourrait être diminué en limitant le nombre d’itérations
nécessaires pour atteindre la convergence, et donc le nombre de résolutions CFD, en utilisant
un algorithme de gradient à pas optimal. Le temps de calcul pour s’avérer être une étape très
limitante lors de la détermination du front de Pareto dans le chapitre qui suivra. La dernière
limite concerne la famille d’optimisation de forme utilisée dans le cadre de ces travaux. En
effet, l’optimisation géométrique ne permet aucun changement de topologie qui pourrait s’avérer
pertinent dans le cas présent.
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Chapitre 4. Optimisation multicritère de réacteurs à lit fixe

4.1 Introduction

Dans l’industrie, il est rare que l’ingénieur en génie des procédés soit face à un problème
d’optimisation monocritère. Bien souvent, il est amené à optimiser simultanément un ensemble
de fonctions objectif. Lorsque celles-ci sont antagonistes, il n’existe plus une unique solution
optimale au problème mais un ensemble de solutions optimales, appelées solutions de Pareto.
L’ingénieur choisira la ’’meilleure’’ solution du front de Pareto en effectuant un compromis entre
les différentes fonctions objectif dont l’importance sera évaluée.

Ce chapitre présente une revue bibliographique des méthodes d’optimisation multicritère
recensées dans la littérature, ainsi que les algorithmes d’aide à la décision existants pour le
choix de la solution optimale (section 4.2). Ensuite, l’optimisation multicritère des réacteurs à
lit fixe étudiés dans le chapitre précédent a été effectuée en considérant les critères suivants : (i)
concentration moyenne en réactif à la sortie, (ii) dissipation d’énergie dans le fluide. L’approche
de pondération linéaire des fonctions objectif est utilisée pour déterminer les fronts de Pareto
associés aux problèmes d’optimisation de forme considérés. Pour finir, le choix de la meilleure
forme optimale pour chacun des cas a été effectué à l’aide d’un algorithme d’aide à la décision.

4.2 Revue bibliographique

4.2.1 Optimisation multicritère

L’optimisation multicritère a été introduite par Edgeworth en 1881 dans ses travaux en
économie (Edgeworth, 1881), puis développée par Pareto à la fin du XIXième siècle. Il s’agit
d’une discipline très importante dans le domaine de l’optimisation de procédés. En effet, la
considération de plusieurs fonctions coûts antagonistes est fréquente industriellement, c’est-à-
dire que l’amélioration d’une fonction coût impliquera la détérioration d’une autre. On peut citer
entre autres les critères de pertes de charge et de transfert d’énergie thermique pour un échangeur
de chaleur ou plus généralement le coût de fonctionnement d’un procédé et ses performances.

Dans la littérature, on peut recenser un grand nombre de méthodes d’optimisation multicri-
tère que l’on peut classer en trois principales familles (Collette et Siarry, 2011). Cette classifica-
tion s’effectue suivant l’instant où le compromis entre les différentes fonctions objectif est choisi
par le décideur. Ces trois familles sont les suivantes :
• Les méthodes a priori où le choix du compromis est effectué avant le processus d’optimi-

sation. Ces méthodes présentent l’avantage de ne calculer qu’une unique solution optimale
réduisant ainsi le temps de calcul. Cependant, si le compromis choisi par l’utilisateur s’avère
éloigné de la solution souhaitée, le processus d’optimisation doit être réitéré en totalité.
Ces méthodes présentent d’autres inconvénients tels que la difficulté potentielle de la prise
en compte du compromis dans le problème d’optimisation.
• Les méthodes interactives où le compromis s’effectue en même temps que le processus d’op-
timisation. Ces méthodes ont le principal inconvénient de retenir l’attention de l’utilisateur
durant une grande partie du processus.
• Les méthodes a posteriori établissent dans un premier temps un ensemble de solutions
optimales, puis l’utilisateur choisit la solution qu’il juge la plus adéquate. Ce choix est
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généralement fait à l’aide d’algorithmes d’aide à la décision. La modélisation du compro-
mis n’étant pas utile dans ce cas, la phase de formulation du problème d’optimisation
est facilitée. Le principal inconvénient de ces méthodes est lié au temps nécessaire à la
détermination du front de Pareto.

Dans cette section, différentes méthodes d’optimisation multicritère recensées dans la litté-
rature sont présentées.

Un problème d’optimisation multicritère se définit sous la forme (P4.1).

min
X∈C

f(X) =
(
f1(X), f2(X), . . . , fn(X)

)T
(P4.1)

où n > 2 est le nombre de fonctions objectif considérées, X le vecteur des variables de déci-
sion, f l’ensemble des fonctions objectif considérées et C représente l’ensemble des valeurs de
X respectant les contraintes. Cette définition permettra d’illustrer les approches multicritères
présentées dans la suite de la section.

Une fois le problème d’optimisation multicritère défini, il peut se résoudre suivant un cer-
tain nombre d’approches que l’on peut classer en trois grandes familles, les approches scalaires
qui consistent en la transformation du problème multicritère en un problème monocritère, les
approches de Pareto et les autres approches.

4.2.1.1 Approches basées sur le concept de dominance au sens de Pareto

À la fin du XIXième siècle, Vilfredo Pareto définit la notion suivante (Pareto, 1896) : ’’dans
un problème multicritère, il existe un équilibre tel que l’on ne peut pas améliorer un critère
sans détériorer au moins un des autres critères’’. Cette notion nous permet ainsi de définir un
nouveau concept, le concept de dominance au sens de Pareto. Contrairement aux approches
scalaires, les approches de Pareto ne sont pas basées sur la transformation du problème en un
problème monocritère, mais sur le concept de dominance au sens de Pareto (Goldberg, 1989),
les fonctions objectif étant considérées sans distinction.

Dominance au sens de Pareto

La notion de dominance au sens de Pareto consiste à comparer deux points de l’espace des
solutions. La définition mathématique de cette dominance est la suivante.

Définition 4. Soit X1 ∈ C et X2 ∈ C . La solution X1 domine X2 au sens de Pareto si et
seulement si ∀ i ∈ [1, n], fi(X1) 6 fi(X2) et ∃ i ∈ [1, n], fi(X1) < fi(X2).

La figure 4.1 illustre cette notion de dominance :
• Le point A domine les points B, C et D.
• Les points B et C sont dits indifférents entre eux et dominent uniquement le point D.
• Le point D est dominé par les trois autres points.

On définit ensuite les solutions non dominées comme optimales et l’ensemble de celles-ci est
appelé front de Pareto.
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Figure 4.1 – Illustration graphique 2D de la notion de dominance au sens de Pareto.

Il existe un grand nombre d’approches basées sur le concept de dominance au sens de Pa-
reto. On peut citer entre autres les méthodes MOGA (Multiple Objectives Genetic Algorithm),
NSGA (Non dominated Sorting Genetic Algorithm), NPGA (Niched Pareto Genetic Algorithm),
WARGA (Weighted Average Ranking Genetic Algorithm) ou SPEA (Strength Pareto Evolutio-
nary Algorithm). Cette revue bibliographique ne détaille que l’approche MOGA, les autres
approches n’étant que des extensions et améliorations de cette dernière. Le lecteur est invité à
se référer à Collette et Siarry (2011) pour plus de précisions quant à ces approches.

Méthode MOGA (Multiple Objectives Genetic Algorithm)

L’approche MOGA, proposée par Fonseca et Fleming (1993), est une méthode stochastique
basée sur le concept de dominance au sens de Pareto. Celle-ci introduit une population de N
individus et définit une fonction appelée rang de l’individu permettant de classer les individus
suivant le nombre d’autres individus qui le dominent. À chaque itération i, le rang d’un individu
Xj est exprimé suivant la relation (4.1).

rang(Xj , i) = 1 + ndj,i (4.1)

où Xj est l’individu dont le rang est calculé, et ndj,i représente le nombre d’individus qui
dominentXj .

À cette fonction rang, on associe une fonction performance. Bien souvent, cette fonction
est choisie linéaire et décroissante par rapport au rang de l’individu. Pour finir, un algorithme
génétique (sélection en fonction de la fonction performance, recombinaison et mutation) est
appliqué à la population permettant la définition de la population pour l’itération suivante.

Dans certaines configurations, l’approche MOGA ne permet pas une répartition des solutions
sur l’ensemble du front de Pareto, elles peuvent converger vers le même optimum. Les extensions
NSGA et NPGA permettent d’outrepasser cet inconvénient (Horn et Nafpliotis, 1993; Srinivas
et Deb, 1994).
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4.2.1.2 Approches scalaires

L’approche scalaire d’un problème d’optimisation multicritère consiste à transformer le pro-
blème en un ou plusieurs problèmes d’optimisation monocritère, puis le résoudre un certain
nombre de fois en faisant varier des paramètres bien choisis.

Pondération linéaire des fonctions objectif

La première approche scalaire est la méthode de pondération ou d’agrégation linéaire des
fonctions objectif. Celle-ci consiste à affecter un poids différent à chacune des fonctions objectif
comme suit :

min
X∈C

τ1f1(X) + τ2f2(X) · · ·+ τnfn(X) (P4.2)

où τi > 0 pour i 6 n sont les poids associés à chacune des fonctions coût. Généralement, on
définit ∑n

i=1 τi = 1.

Le problème (P4.2) est résolu un certain nombre de fois en modifiant les poids τi associés
aux fonctions objectif pour estimer le front de Pareto. Chacune de ces pondérations τi représente
l’importance attribuée à la fonction objectif fi par l’utilisateur. Il s’agit d’une méthode a priori
où le choix de la solution finale est effectué au travers de la pondération choisie. Cependant, la
méthode peut se transformer en approche a posteriori si le décideur effectue le choix une fois
l’ensemble des solutions de Pareto déterminé à l’aide d’un algorithme d’aide à la décision.

Cette méthode, bien que la plus simple à mettre en œuvre, possède un inconvénient majeur.
Elle ne permet que la détermination de la partie convexe du front de Pareto. En effet, prenons
l’exemple de la minimisation d’une agrégation de deux critères antagonistes selon l’équation
suivante :

J(X) = τ1f1(X) + τ2f2(X) (4.2)

où f1 et f2 sont deux fonctions coûts antagonistes et τ1 et τ2 leurs poids respectifs.

L’optimisation de l’équation (4.2) consiste tout simplement à minimiser la constante ζ dans
l’équation suivante :

f2 = −τ1
τ2
f1 + ζ (4.3)

Le point optimal associé aux paramètres τ1 et τ2 sera alors le point tangent entre l’ensemble
des solutions admissibles C et la droite D d’équation (4.3). La figure 4.2 illustre l’incapacité de
l’approche d’agrégation linéaire pour déterminer la partie concave du front de Pareto (Das et
Dennis, 1997). Un second inconvénient concerne la répartition des points optimaux sur le front de
Pareto. Celle-ci peut s’avérer inhomogène et nécessite une bonne connaissance du problème par
l’utilisateur. Cet inconvénient n’est pas rédhibitoire étant donné que le front de Pareto peut-être
complété après son obtention.
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f1
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Partie concave
non-déterminable
du front de Pareto

Figure 4.2 – Illustration graphique de l’approche par pondération des fonctions objectif, la
ligne rouge représente le front de Pareto.

Méthode ε-contrainte

Il s’agit également d’une méthode monocritère. L’approche ε-contrainte consiste en l’optimi-
sation d’une seule fonction objectif choisie comme prioritaire, et considérant les autres comme
des contraintes d’inégalité. Cela revient à transformer le problème (P4.1) de la manière suivante :

min
X ∈ C

fi(X) 6 εi , i 6= 1

f1(X) (P4.3)

où f1(X) est la fonction prioritaire, ε =
(
ε2, ε3, . . . , εn

)T
est le jeu de paramètres que l’uti-

lisateur va faire varier pour déterminer le front de Pareto. De la même façon que l’approche
par pondération, il s’agit d’une méthode a priori. Cette méthode nécessite également une bonne
connaissance du problème étudié par l’utilisateur dans l’optique de choisir des jeux de paramètres
ε adéquats. De plus, la partie du front de Pareto où la pente est faible est difficile à déterminer
avec cette méthode (i.e. une grande variation de la fonction objectif prioritaire entraînant de
faibles variations sur les autres fonctions objectif).

La figure 4.3 illustre le fonctionnement de la méthode qui reformule le problème comprenant
2 critères (f1 et f2) en un problème monocritère (f1). La méthode définit une nouvelle contrainte
f2 6 ε2 qui vient s’ajouter à l’ensemble C . La solution du nouveau problème est donc à chercher
dans l’union de la contrainte introduite et de l’ensemble C notée C ′ et représentée par la partie
hachuré sur la figure 4.3. Pour l’exemple considéré, la solution de la minimisation du critère f1
sous la contrainte X ∈ C ′ est le point suivant : (fmin

1 , ε2).
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Figure 4.3 – Illustration graphique de l’approche ε-contrainte, la ligne rouge représente le front
de Pareto, la partie hachurée désigne l’union de l’ensemble C et de la contrainte f2 6 ε2.

Méthode de distance par rapport à un objectif de référence

L’approche de la distance par rapport à un objectif de référence, ou approche min-max,
consiste à définir un objectif d’optimisation irréalisable P obj et minimiser la distance relative
ou absolue entre l’ensemble C et P obj (Azarm et Tahmasebi, 1996). Il s’agit d’une approche a
priori car le choix du point P obj est effectué avant le commencement du processus d’optimi-
sation. Généralement, le point utopique est choisi par le décideur, c’est-à-dire, le point ayant
pour coordonnée l’optimum des fonctions objectif optimisées séparément. L’approche consiste à
transformer le problème (P4.1) en le problème monocritère suivant :

min
X∈C

(
n∑
i=1

∣∣∣P obj
i − fi(X)
P obj
i

∣∣∣p)
1
p

(P4.4)

où p ∈ [1,∞] désigne le degré de la norme permettant le calcul de la distance. Généralement,
on choisit les valeurs :
• p = 1 désigne la distance de Manhattan.
• p = 2 désigne la distance euclidienne.
• p =∞ désigne la distance de Tchebychev

Il est possible de transformer la méthode en approche a posteriori en déterminant les solutions
de Pareto en variant la position de l’objectif de référence P obj.

Méthode de but à atteindre

L’approche de but à atteindre, autrement appelée goal attainment method, consiste à définir
un point initial irréalisable P ini et une direction de recherche Dr. Le point optimal est défini
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comme l’intersection la plus proche de P ini entre l’ensemble des solutions C et la droite passant
par P ini et de vecteur directeurDr (Rahmani et Amjady, 2019). Mathématiquement, cela revient
à transformer le problème multicritère (P4.1) en le problème monocritère suivant :

min
X ∈ C

f1(X)− αDr
1 6 P

ini
1

...
fn(X)− αDr

n 6 P
ini
n

α (P4.5)

La figure 4.4 illustre le fonctionnement de l’approche. Les valeurs des composantes de la
direction de recherche Dr peuvent être assimilées au poids accordé aux fonctions objectif corres-
pondantes. Pour finir, la répétition de la résolution du problème (P4.5) en modifiant la direction
de recherche Dr et le point initial P ini permet la détermination du front de Pareto. L’utilisation
de cette approche peut s’avérer complexe, la direction de recherche Dr et le point initial P ini

doivent être adéquatement choisis pour éviter la divergence du problème (i.e. pas d’intersection
entre C et la droite passant par P ini et de vecteur directeur Dr). De plus, la méthode peut
converger vers des points n’appartenant pas au front de Pareto si P ini n’est pas judicieusement
choisi.

f1

f2

Ensemble
C

P ini

Dr
P opt

Figure 4.4 – Illustration graphique de l’approche dite de but à atteindre, la ligne rouge repré-
sente le front de Pareto et P opt le point optimal.

4.2.1.3 Autres approches

Méthode d’ordonnancement lexicographique

L’approche d’ordonnancement lexicographique est une méthode a priori qui consiste à ré-
soudre le problème d’optimisation autant de fois qu’il y a de fonctions objectif (Fourman, 1985).
Dans cette approche, le décideur va ordonner les fonctions objectif suivant l’importance qu’il
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leur accorde et les optimiser les unes après les autres en gardant les résultats d’optimisation
précédents comme contraintes d’égalité.

Ainsi, dans un premier temps, la fonction prioritaire est optimisée, on définit alors le problème
(P4.7).

min
X∈C

f1(X) (P4.7)

Notons f̂1 le résultat correspondant au problème (P4.7). On résout ensuite le problème (P4.8).

min
X ∈ C

f1(X) = f̂1

f2(X) (P4.8)

L’optimisation est réitérée n fois suivant le problème de récurrence (P4.k).

min
X ∈ C

f1(X) = f̂1
...

fk−1(X) = f̂k−1

fk(X) (P4.k)

Le résultat final est celui de la nième optimisation du problème (P4.k). La méthode est
très simple à mettre en œuvre et ne demande pas de réitérer le processus d’optimisation plu-
sieurs fois, ce qui réduit le temps de calcul. Cependant, le résultat optimal dépend fortement de
l’ordonnancement choisi par le décideur. Deux ordonnancements différents convergent générale-
ment vers deux solutions très différentes. La phase d’ordonnancement est donc particulièrement
importante.

Méthode du but programmé

L’approche du but programmé (Jones et Tamiz, 2010), autrement appelée goal programming,
est semblable à la méthode du but à atteindre. Les deux différences entre les approches résident
dans la transformation du problème. La méthode du but à atteindre transforme le problème
multicritère en un problème monocritère sous contraintes d’inégalité, tandis que l’approche du
but programmé convertit le problème (P4.1) en un autre problème multicritère sous contraintes
d’égalité. Elle introduit un point objectif P ini et transforme le problème comme suit.

min
X ∈ C

f1(X) =P ini
1 + δ+

1 − δ
−
1

...
fn(X) =P ini

n + δ+
n − δ−n

(δ+
1 + δ−1 , . . . , δ

+
n + δ−n )T (P4.6)

Dans le problème (P4.6), δ+
n > 0 et δ−n > 0 représentent respectivement les déviations positives

et négatives par rapport au point objectif P opt. Le produit δ+
n δ
−
n est nul, c’est-à-dire que l’une

des déviations au moins est nulle. Pour finir, il faut transformer le problème (P4.6) en un
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problème monocritère à l’aide de la méthode d’agrégation ou d’ordonnancement lexicographique
par exemple. La méthode étant semblable à l’approche but à atteindre, elle présente les mêmes
inconvénients.

Méthode VEGA (Vector Evaluated Genetic Algorithm)

En 1985, Schaffer développe un algorithme génétique permettant une résolution a posteriori
d’un problème multicritère, l’approche VEGA (Schaffer, 1985). Le principe de base de la méthode
suit les étapes suivantes à chaque itération :

1. Définition d’une population dont la taille N est un multiple du nombre de fonctions objectif
n.

2. La population est séparée en sous groupe de N
n individus, chacun de ces sous groupes est

associé à une fonction objectif.
3. Les performances des individus dans les sous groupes et par rapport au critère associé sont

calculées.
4. La population est ensuite remélangée et un algorithme génétique (sélection, recombinaison

et mutation) est appliqué à la population permettant la définition de la population pour
l’itération suivante.

La présente approche possède un inconvénient majeur lié à l’étape de sélection. En effet,
les performances des individus dans les sous groupes n’étant déterminées que par rapport à
un unique objectif, la sélection favorisera les individus performants dans un seul objectif. La
méthode a donc tendance à éliminer les individus dits ’’intermédiaires’’ dont la performance
pour chacun des objectifs est satisfaisante mais n’est pas maximale pour un seul objectif. La
méthode possède un second inconvénient, celle-ci ne permet pas la détermination de la partie
concave du front de Pareto (Collette et Siarry, 2011).

4.2.2 Algorithme d’aide à la décision multicritère

Une fois l’ensemble des solutions de Pareto du problème multicritère déterminé, il faut choisir
le meilleur compromis à mettre en œuvre. Pour cela, le décideur est amené à classer les différentes
alternatives suivant ses préférences (i.e. quelle importance accordée à une fonction objectif.). Ces
préférences sont souvent subjectives et dépendent du procédé considéré. Lors de cette étape, le
concept de dominance n’a plus d’utilité étant donné que chacune des solutions de Pareto est non
dominée. Il faut donc trouver une nouvelle manière de classer ces solutions.

Le classement des solutions de Pareto est effectué à l’aide d’algorithmes d’aide à la décision
multicritère (Multiple-Criteria Decision Analysis : MDCA). Ces algorithmes travaillent sur des
ensembles finis et permettent de noter les performances d’une solution optimale par rapport aux
attentes du décideur. Ce dernier n’aura plus qu’à choisir la solution dont la note est maximale.

Ce processus d’aide à la décision s’effectue en deux étapes principales faisant intervenir deux
acteurs (Rivallain, 2013).

1. le décideur qui choisit l’importance accordée à chacun des critères suivant ses préférences
et exigences.

2. l’homme d’étude qui implémente les préférences du décideur dans un outil d’aide à la
décision bien choisi.
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Dans la littérature, il existe un grand nombre d’outils d’aide à la décision que l’on peut classer
en deux grandes familles, les méthodes d’agrégation complète et les méthodes de surclassement
(Roy, 1985). Ces familles se différencient par la façon de noter ou classer les différentes solutions
de Pareto.

4.2.2.1 Les méthodes d’agrégation complète

La première approche consiste en l’introduction de fonctions d’utilité adéquatement choisies
par le décideur permettant le calcul des performances de chacune des solutions de Pareto (Roy,
1985). Ces fonctions d’utilité ont pour objectif de noter les solutions du front de Pareto, la no-
tation d’une solution étant indépendante des performances des autres solutions. Cette approche
émet une hypothèse majeure : les solutions de Pareto sont toutes commensurables entres elles
(Roy, 1985), c’est-à-dire qu’elles sont toutes comparables une à une à l’aide d’une unité. Or, cela
n’est pas forcément le cas dans un problème d’optimisation multicritère. Dans cette section, les
méthodes d’agrégation complète les plus utilisées sont présentées.

Méthode MAUT (Multiple Attribute Utility Theory)

La théorie de l’utilité multi-attribut est un outil d’aide à la décision introduit par Keeney
et al. (1979). Le principe de la méthode est très simple et s’effectue en cinq étapes principales.
Étape 1 - Le décideur détermine les valeurs extrêmes de chaque objectif prises par les solutions

de Pareto, c’est-à-dire, le maximum et le minimum de chacun des critères.
Étape 2 - Le décideur associe à chaque critère i une fonction utilité ui qui permettra de noter

la performance d’une solution ou alternative aj par rapport à chacun des critères.
La fonction utilité doit être monotone et continue (Olson, 1997). La forme de cette
fonction est choisie par le décideur en fonction de ses préférences et exigences. Dans
la littérature, on recense trois principales formes, les formes exponentielles, linéaires
et puissances :

ui(xi) = A1 +A2e
A3xi (Butler et al., 2001; Kim et Song, 2009) (4.4)

ui(xi) = A1 +A2xi (Das et al., 2016; Voola et Vinaya Babu, 2017) (4.5)
ui(xi) = (A1 +A2xi)A3 (Benyahia et al., 2011; Fonseca et al., 2020) (4.6)

où A1, A2 et A3 sont des constantes choisies par l’utilisateur suivant ses exigences.
Généralement, les valeurs des fonctions utilité appartiennent à l’intervalle [0,1]. Pour
cela, certaines de ces constantes peuvent s’exprimer en fonction des valeurs maximales
et minimales des objectifs.

Étape 3 - Le décideur associe des poids τi à ces fonctions utilités en accord avec ses préférences.
Étape 4 - Calcul de la fonction d’utilité multi-attribut suivant la relation (4.7) pour chacune

des alternatives permettant la notation de ces dernières.

U(aj) =
n∑
i=1

τiui(aj) (4.7)

Étape 5 - Classement des alternatives par rapport aux valeurs de la fonction d’utilité multi-
attribut et détermination de la meilleure solution.
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Méthode UTA (Utility Theory Additive)

L’approche UTA, développée par Jacquet-Lagreze et Siskos (1982), repose sur le même prin-
cipe que la méthode MAUT. La différence majeure entre les deux approches réside dans la
construction des fonctions d’utilité. Pour chaque critère, le décideur affecte une note à chaque
solution de Pareto permettant de déterminer ses performances par rapport au critère considéré.
Ensuite, les fonctions d’utilité ne sont pas choisies par le décideur mais résultent de multiples
régressions linéaires entre les notes affectées aux solutions sur des sous intervalles situés entre
les valeurs extrêmes des critères. La fonction d’utilité globale doit satisfaire les conditions de
monotonie et de continuité. Elle s’écrit suivant la relation (4.8).

U(aj) =
n∑
i=1

ûi(aj) + σ(aj) (4.8)

où ûi(aj) représente l’utilité de l’alternative aj sur l’objectif i et σ(aj) l’erreur associée aux
régressions linéaires qu’il faut minimiser. Pour de plus amples informations, le lecteur est invité
à se référer à Jacquet-Lagreze et Siskos (1982) et à An (2011).

Méthode AHP (Analytic Hierarchy Process )

L’approche AHP proposée par Saaty (1980) repose sur une hiérarchisation des données du
problème. L’arbre qui en résulte (voir figure 4.5) possède pour sommet l’objectif global de la
méthode. Les niveaux intermédiaires sont dédiés aux critères et potentiels sous critères. Pour
finir, le niveau inférieur est dédié aux différentes alternatives ou actions aj . À chaque niveau,
les performances des données du problème (i.e. critères, sous critères ou actions) par rapport au
niveau supérieur sont comparées deux à deux à l’aide de l’échelle de Saaty (Saaty, 1980). Cela
permet ainsi l’estimation des performances d’une donnée par rapport à une autre. Pour finir, la
meilleure alternative est celle pour laquelle l’agrégation totale des poids associés à l’action est
la plus élevée. Dans l’exemple illustré par la figure 4.5, l’agrégation totale pour l’action A se
calcule suivant la relation (4.9).

ATA =
3∑
i=1

τiwiA = τ1w1A + τ2w2A + τ3w3A (4.9)

où τi représente le poids du critère i par rapport à l’objectif principal et wiA le poids de l’action
A par rapport au critère i.

La méthode AHP est simple d’utilisation, cependant, le nombre de comparaisons deux à
deux peut s’avérer très élevé lorsqu’il y a un grand nombre d’alternatives ou de critères. Cela
peut rendre la méthode assez fastidieuse d’utilisation voire inutilisable.

4.2.2.2 Les méthodes de surclassement

Les méthodes de surclassement, autrement appelées méthodes d’agrégation partielle, ac-
ceptent la possible incomparabilité de deux solutions. Cependant, la détermination d’une unique
meilleure solution peut s’avérer impossible. Dans ce cadre, la note attribuée à une solution dé-
pend des autres optima.
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Objectif : Choisir la
meilleure alternative

Critère 1 Critère 2 Critère 3

Action
A

Action
B

Action
C

Action
A

Action
B

Action
C

Action
A

Action
B

Action
C

τ1 τ2 τ3

w1A w1B w1C w2A w2B w2C w3A w3B w3C

Figure 4.5 – Exemple illustratif de l’approche AHP pour un problème à trois critères et 3
alternatives ou actions.

Méthode ELECTRE (Élimination Et Choix Traduisant la Réalité)

La méthode ELECTRE a été développée par Bernard Roy en 1968 (Roy, 1968; Vincke,
1989). L’objectif de l’approche consiste à choisir la meilleure alternative parmi un groupe de
solution, c’est-à-dire, celle qui surclasse les autres. Ce surclassement permet de comparer deux
solutions. On dit alors qu’une solution A surclasse une autre solution B si les performances de
A sont meilleures que celles de B dans une majorité de critères sans pour autant être fortement
moins performante dans les autres objectifs. L’approche ELECTRE introduit deux indices qui
ne doivent pas dépasser un certain seuil pour vérifier ce surclassement :
• l’indice de concordance qui permet de vérifier qu’une solution est plus performante qu’une
autre dans une majorité de critères.
• l’indice de discordance qui impose qu’il n’existe pas de critère où les performances de
l’alternative sont nettement inférieures à l’autre.

L’approche ELECTRE s’effectue en cinq étapes principales (Collette et Siarry, 2011).
Étape 1 - Le décideur affecte un poids Pi aux différents critères fi selon ses préférences.
Étape 2 - Pour chaque critère fi, les performances des solutions sont comparées deux à deux.

Soit aj et ak deux alternatives, on définit les ensembles de comparaison comme suit :
• J+(aj ,ak) = {i ∈ [1, n] | fi(aj) > fi(ak)}.
• J=(aj ,ak) = {i ∈ [1, n] | fi(aj) = fi(ak)}.
• J−(aj ,ak) = {i ∈ [1, n] | fi(aj) < fi(ak)}.

où n désigne le nombre de critères.
Étape 3 - Conversion des ensembles de comparaison en valeurs numériques pour chaque couple

d’actions. On calcule donc les sommes des poids des critères appartenant aux en-
sembles J+(aj ,ak), J=(aj ,ak) et J−(aj ,ak) selon les relations suivantes :
• P+(aj ,ak) = ∑

i Pi où i ∈ J+(aj ,ak).
• P=(aj ,ak) = ∑

i Pi où i ∈ J=(aj ,ak).
• P−(aj ,ak) = ∑

i Pi où i ∈ J−(aj ,ak).
Étape 4 - Détermination des indices de concordance Cjk et de discordance Djk pour chaque

couple d’alternatives (aj ,ak) suivant les relations (4.10) et (4.11).

Cjk = P+(aj ,ak) + P=(aj ,ak)
P+(aj ,ak) + P=(aj ,ak) + P−(aj ,ak) (4.10)
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Djk =
{

0 si J−(aj ,ak) = ∅
max(fi(ak)−fi(aj))

δi
avec i ∈ J−(aj ,ak) (4.11)

où δi représente l’amplitude de l’échelle associée au critère i, c’est-à-dire, la différence
de ses valeurs extrêmes.

Étape 5 - Surclassement des actions par introduction de valeurs seuils sur les indices de concor-
dance et de discordance.

Il existe un certain nombre d’extensions à la méthode ELECTRE qui permettent de classer
les solutions à l’aide de valeurs numériques plutôt que de déterminer uniquement la meilleure
(Collette et Siarry, 2011). On peut citer par exemple ELECTRE Is, II, III, Iv et TRI (Maystre
et al., 1994; Roy et Bouyssou, 1993).

Méthode PROMETHEE (Preference Ranking Organisation Method for Enrichment
Evaluations)

La méthode PROMETHEE proposée par Brans et al. (1986) diffère de l’approche ELECTRE
par le fait qu’elle associe des valeurs numériques aux surclassements afin d’en exprimer leurs
intensités. L’approche consiste en 4 étapes principales.
Étape 1 - Les différentes alternatives sont comparées deux à deux pour chaque critère i et la

préférence d’une action aj par rapport à une autre ak est évaluée selon la relation
suivante :

Pi(aj ,ak) =
∼
F (fi(aj)− fi(ak)) (4.12)

où
∼
F (x) représente la fonction de préférence, il s’agit d’une fonction non décroissante

pour x > 0, qui tend vers 1 lorsque x tend vers l’infini et égale à 0 pour x 6 0.
Étape 2 - Pour chaque couple d’action (aj ,ak), les indices de surclassement sont calculés suivant

l’équation (4.13).

P (aj ,ak) =
∑n
i=1 τiPi(aj ,ak)∑n

i=1 τi
(4.13)

où n désigne le nombre de critères et τi le poids accordé par le décideur au critère i.
Plus P (aj ,ak) sera élevé, plus la préférence sera forte pour l’alternative aj devant
l’alternative ak.

Étape 3 - Pour chaque alternative aj ∈ A, on définit la notion de flux entrant et de flux sortant
selon les équations (4.14) et (4.15).

φ−(aj) =
∑

ak ∈ A
ak 6= aj

P (ak,aj) (4.14)

φ+(aj) =
∑

ak ∈ A
ak 6= aj

P (aj ,ak) (4.15)

Étape 4 - Les valeurs des flux sortant et entrant permettent de classer les différentes alternatives.
L’approche permet de classer les alternatives suivant les préférences du décideur, cepen-

dant, il arrive que certaines solutions soient impondérables. L’extension PROMETHEE II de la
méthode présentée permet de surpasser cet inconvénient.
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4.2.3 Choix de la méthode d’optimisation multicritère

En optimisation géométrique, la variable de décision est définie comme la position et la
forme de la frontière libre Γ. Sous OpenFOAM, la position et la forme d’une frontière sont
décrites par les coordonnées de l’ensemble des points appartenant à cette frontière, la surface
s’obtenant par interpolation linéaire. Ainsi, dans cette étude, le vecteur des variables de décision
peut se définir comme le vecteur des coordonnées des points appartements à la frontière libre.
Lors des optimisations effectuées dans le chapitre précédent, le nombre de points appartenant
à Γ était compris entre 9000 et 16000 suivant le cas considéré et l’avancement du processus
d’optimisation. Ce grand nombre de points et donc de variables de décision rendrait difficile
d’utilisation les algorithmes génétiques type VEGA ou MOGA. En effet, le temps de calcul
augmente considérablement lorsque le nombre de variables de décision devient élevé (cf. 2.2.1.2).

De plus, la transformation du problème multicritère en un problème de distance à des points
irréalisables (i.e. méthodes de distance par rapport à un objectif de référence, de but à atteindre
et but programmé) rendrait le calcul de la dérivé de forme très complexe car la détermination
des sensibilités des paramètres α, δ+ ou δ− par rapport à la forme serait une tâche difficile.
De plus, la détermination du front de Pareto se ferait par variation du point irréalisable, ce qui
nécessiterait une bonne compréhension du problème d’optimisation multicritère. La méthode
d’ordonnancement lexicographique n’est pas utilisée car celle-ci ne permettrait uniquement l’ob-
tention de deux points du front de Pareto. En effet, avec 2 fonctions objectif, il n’existe que 2
ordonnancements différents.

Pour finir, la méthode ε-contraintes nécessite une très bonne connaissance du problème
d’optimisation multicritère pour fixer les valeurs de la contrainte adéquatement. De plus, les
zones du front de Pareto où la pente est très faible (comme ce sera le cas dans le paragraphe 4.4.1),
sont difficiles à déterminer. Pour ces deux raisons, la méthode ε-contraintes n’est pas utilisée
pour la détermination des fronts de Pareto.

Les justifications précédentes nous amènent à utiliser la méthode de pondérations linéaires
des fonctions objectif pour la détermination des fronts de Pareto.

Le choix de l’algorithme d’aide à la décision s’est porté sur une méthode d’agrégation totale
car les méthodes de surclassement ne permettent pas de comparer l’ensemble des solutions
et donc la détermination d’une seule meilleure alternative. Ensuite, il a été choisi d’utiliser la
méthode MAUT car celle-ci amène moins de subjectivité et de choix du décideur. Ici, le décideur
influe sur peu de paramètres, tandis que pour les méthodes AHP et UTA, le décideur choisit
pour chaque action et chaque paramètre un certain poids (i.e. ûi(aj) ou wiA suivant la méthode).
Cela, en plus de rendre la méthode très subjective, rend la méthode fastidieuse d’utilisation. Par
exemple, pour un ensemble de 30 alternatives optimales et 2 critères, le décideur influerait sur
60 paramètres.

4.3 Formulation du problème d’optimisation

Dans le chapitre 3, nous avons pu remarquer les possibles allures antagonistes, suivant la
variable de décision (i.e. la forme), entre le critère de conversion et la contrainte sur l’énergie
dissipée. C’est-à-dire qu’il n’existe pas une unique solution au problème mais un ensemble de
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solutions optimales. Une optimisation multicritère des deux réacteurs à lit-fixe s’avère donc
intéressante et l’objectif de l’optimisation sera de déterminer un ensemble de solutions de Pareto
puis de choisir la meilleure de ces solutions à mettre en œuvre à l’aide de la méthode MAUT.

Dans un premier temps, nous allons chercher à déterminer une approximation du front de
Pareto, c’est-à-dire, l’ensemble des formes Ω solutions du problème suivant :

min
Ω

J(Ω) =
(
J1(Ω), J2(Ω)

)T
s.à. Ω ∈ C

(U , p) solution de Eqs. (2.22)
C solution de Eqs. (3.4) ou (3.7)

(P4.9)

Dans le problème ci-dessus, C s’interprète comme l’ensemble des solutions admissibles que
doit satisfaire la variable de décision décrite par la forme du domaine Ω. Les contraintes consi-
dérées ici sont définies par la contrainte d’iso-volume donnée par l’équation (3.9) et les deux
contraintes de fabrication dont les traitements sont expliqués dans les paragraphes 3.4.1.1 et
3.4.1.2. J(Ω) représente le vecteur des deux fonctions objectif, J1(Ω) désigne le critère sur
l’énergie et J2(Ω) celui sur la concentration moyenne de réactif en sortie du réacteur. Pour finir,
les modèles décrivant l’écoulement de fluide et le transfert de matière restent les mêmes pour
les deux cas considérés, ceux-ci sont détaillés dans le paragraphe 3.2.1.

La résolution du problème d’optimisation multicritère (P4.9) repose sur la méthode de pon-
dération linéaire des critères. Le principe de la méthode est détaillé dans le paragraphe 4.2.1.2.
Celui-ci consiste à agréger les fonctions objectif en un seul critère en affectant un poids à chacune
d’elles. Cette agrégation est définie par la relation suivante :

J(Ω) = τJ1(Ω) + (1− τ)KcritJ2(Ω) = 2ντ
∫

Ω
|ε(U)|2 dx+ (1− τ)Kcrit

∫
Γout

C dσ (4.16)

où τ ∈ [0, 1] et (1 − τ) représentent respectivement les poids accordés au critère sur l’énergie
(J1) et à celui sur la concentration de réactif en sortie (J2). Kcrit est une constante permettant
aux deux termes de l’équation (4.16) d’avoir le même ordre de grandeur. En d’autres termes,
Kcrit s’exprime approximativement par le rapport (4.17).

Kcrit ≈
J1(Ω0)
J2(Ω0) (4.17)

Ce rapport est calculé pour la forme initiale, c’est-à-dire pour Ω = Ω0. Finalement, l’agrégation
des deux critères nous permet de transformer le problème multicritère (P4.9) en le problème
monocritère suivant :

min
Ω

J(Ω)

s.à. Ω ∈ C

(U , p) solution de Eqs. (2.22)
C solution de Eqs. (3.4) ou (3.7)

(P4.10)

Ce problème sera résolu un certain nombre de fois en faisant varier le poids τ afin de déter-
miner le front de Pareto pour les cas RH et RS. Le lagrangien du problème d’optimisation est
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défini par l’expression suivante :

L(Ω) = τJ1(Ω) + (1− τ)KcritJ2(Ω) + λVCV(Ω) (4.18)

En comparant les trois termes de l’équation (4.18) avec l’expression du lagrangien déterminée
dans le chapitre 3 (équation (3.11)), on remarque que l’expression du lagrangien ci-dessus est
semblable à celle du chapitre précédent. En effet, le terme associé à la contrainte sur le volume
est identique, celui associé au critère sur la conversion est simplement multiplié par un facteur
(1−τ). Le critère sur l’énergie J1(Ω) s’exprime par rapport à la contrainte sur l’énergie considérée
dans le chapitre précédent (voir équation (3.10)) selon la relation suivante :

J1(Ω) = CE(Ω)− E0 (4.19)

où E0 représentait la perte d’énergie dans la forme initiale du réacteur, une constante indé-
pendante de la forme. Cette constante disparaît lors du calcul de la dérivée de forme. Il vient
alors

J ′1(Ω) = C ′E(Ω) (4.20)

En conclusion, le calcul de la dérivée de forme de l’équation (4.18) est similaire à celui du
chapitre précédent et s’exprime de la façon suivante :

L′(Ω) = τJ ′1(Ω) + (1− τ)KcritJ
′
2(Ω) + λVC

′
V(Ω) (4.21)

Ainsi, la dérivée du lagrangien (4.21) par rapport au domaine ne diffère de celle déterminée
dans le chapitre précédent que par des poids accordés aux fonctionnelles J ′1(Ω) et J ′2(Ω). En
effet, λE est remplacé par τ et Kcrit par (1− τ)Kcrit. Ces constantes étant indépendantes de la
forme, l’ensemble des calculs de dérivée par rapport au domaine sont semblables à ceux détaillés
dans les annexes B.3 et B.4. Cela conduit à des gradients de forme et états adjoints similaires
à ceux présentés dans le chapitre précédent (voir (3.21), (3.24), (3.22), (3.23) et (3.25)) où les
paramètres λE et Kcrit sont respectivement remplacés par τ et (1− τ)Kcrit.

4.4 Détermination des fronts de Pareto

Cette section est consacrée à la présentation des résultats numériques issus de l’optimisation
multicritère des cas RH et RS. Dans ce cadre, les paramètres d’optimisation sont les mêmes que
ceux présentés dans le tableau 3.1.

4.4.1 Optimisation multicritère du cas RH

La résolution de ce problème d’optimisation multicritère s’effectue en deux étapes princi-
pales :

1. Comme expliqué dans la section précédente, on transforme le problème multicritère en un
problème monocritère par agrégation des deux critères en une seule fonction objectif en
introduisant un poids τ compris entre 0 et 1 à chaque critère.
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2. Le problème est résolu un certain nombre de fois (ici 25 fois) en faisant varier le poids τ
entre ses bornes. L’algorithme utilisé pour résoudre chaque problème d’optimisation mo-
nocritère repose sur celui présenté dans la section 3.4 du chapitre précédent. La génération
du squelette est donc effectuée par construction de la ligne médiane. La configuration ini-
tiale du réacteur présentée par la figure 3.1 est utilisée comme état initial de toutes les
optimisations monocritère effectuées dans cette section.

La figure 4.6 présente le front de Pareto associé à l’optimisation multicritère du cas RH.
Celui-ci montre très rapidement l’intérêt de l’optimisation multicritère dans le cas présent. En
effet, la forme optimale sous la contrainte d’énergie déterminée dans le chapitre précédent (en
vert sur la figure) est loin d’être la meilleure forme à mettre en œuvre. Comme on peut le
constater sur la figure, il est possible d’améliorer la dissipation d’énergie dans le réacteur de
2.10−12 m5/s3 en entraînant une détérioration de la conversion négligeable.

Figure 4.6 – Front de Pareto du cas RH.

L’optimisation des critères pris séparément (i.e. pour τ = 0 et τ = 1) nous permet de définir
les bornes minimales de ces deux critères. La borne minimale pour le critère de dissipation
d’énergie est de 1,12.10−12 m5/s3, tandis que pour le critère de concentration moyenne de réactif
en sortie elle vaut 8,16.10−2 mol/m3. Ainsi, il en résulte un point utopique dont les coordonnées
sont (8,16.10−2 ; 1,12.10−12). La forme correspondant à ce point ne respecte pas l’ensemble des
contraintes C , par conséquent, la mise en œuvre d’une telle configuration est irréalisable. On
définit ensuite le point nadir comme le point dont les coordonnées sont les plus mauvaises valeurs
prises par les critères sur l’ensemble des solutions de Pareto (Jmax

1 ; Jmax
2 ). Ces coordonnées sont

les suivantes : (1,24.10−1 ; 1,84.10−11). Les déterminations des points utopique et nadir seront
utiles par la suite en particulier lors de la détermination de la meilleure forme à l’aide de la
méthode MAUT.

Les profils de concentration et de vitesse dans les formes optimales associées à τ sont présen-
tées sur la figure 4.7. On peut remarquer que pour τ = 0, l’écoulement de fluide est homogène
et la zone morte présente dans la forme initiale a disparu, ce qui améliore la conversion de 10%.
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τ=0

τ=0,09

τ=0,15

τ=0,25

τ=0,32

τ=0,4

τ=0,6

τ=0,71

τ=0,73

τ=0,738

τ=0,739

τ=0,8

τ=0,9

τ=1

Figure 4.7 – Profils de vitesse et de concentration en fonction de tau, cas RH.
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En revanche, sur cette configuration, il y a des régions où le gradient de vitesse est élevé (canaux
étroits où la vitesse est élevée) dans le lit fixe, ce qui entraînera une forte dissipation d’énergie.
Ce résultat était attendu puisque la dissipation d’énergie n’affecte pas la fonction objectif (τ = 0
donc le critère dépend uniquement de la concentration de réactif en sortie). En augmentant le
poids τ et jusqu’à une valeur de 0,2, l’écoulement reste homogène ce qui détériore très peu la
conversion. En revanche, la largeur moyenne des canaux augmente ce qui diminue en moyenne
les gradients de vitesse dans le réacteur et donc améliore le critère sur la dissipation d’énergie.
Si on continue d’augmenter le poids τ , les canaux deviennent de moins en moins étroits, ce qui
assure des gradients de vitesse de plus en plus faibles dans le réacteur mais aussi une inhomogé-
néité de l’écoulement de plus en plus marquée, tandis que plusieurs zones mortes apparaissent
(voir τ = 0,71 : 1). Pour finir, lorsque seule la dissipation d’énergie est optimisée (τ = 1), le
réacteur ressemble à un large canal afin de minimiser les gradients de vitesse et les zones mortes
occupent une place très importante dans le réacteur.

Sur la figure 4.6, le triangle gris de coordonnées (9,56.10−2 ; 1,7.10−12) a été déterminé par
la méthode ε-contrainte car le front de Pareto est légèrement concave dans la zone proche de
ce point. Ainsi, cette partie du front de Pareto ne pouvait être déterminer par la méthode de
pondération des fonctions objectif.

4.4.2 Optimisation multicritère du cas RS

La résolution du problème multicritère du cas RS est effectuée de la même manière que pour
le cas RH à la différence majeure que le squelette est généré via le calcul des diagrammes de
Voronoï des obstacles. Pour ce cas, 38 solutions de Pareto ont été déterminées par variation du
poids τ entre 0 et 1. Sur un ordinateur muni d’un processeur Xeon 3.7GHz, la détermination
d’un seul point du front de Pareto nécessite entre 7 et 10 jours de calcul (contrairement à 3 jours
pour le cas RH). Par conséquent, l’obtention de l’ensemble du front de Pareto à l’aide d’un seul
ordinateur sera longue en temps de calcul. Ainsi, il a été décidé de travailler avec le mésocentre
de calcul de l’université de Lorraine (EXPLOR) afin de paralléliser les calculs. Tous les points
de la frontière de Pareto sont donc calculés en même temps sur des nœuds différents du super
calculateur.

La figure 4.8 présente le front de Pareto issu de l’optimisation multicritère du cas RS et une
partie des configurations associées aux solutions de Pareto est présentée sur la figure 4.9. Comme
pour le cas précédent, les valeurs optimales de chaque critère pris séparément nous permet de
définir le point utopique (2,06.10−1 ; 1,11.10−12) et le point nadir (3,02.10−1 ; 4,34.10−11). En
analysant les formes présentes la figure 4.9, on remarque, pour τ = 0, la surface réactive a
augmenté significativement (de l’ordre de 180%) entre les formes initiale et optimale. Cette forte
augmentation explique en grande partie l’amélioration de la conversion du réacteur, notamment
due à une bonne homogénéité de l’écoulement dans le lit fixe. En revanche, les vitesses sont
élevées dans des zones où les canaux sont étroits, ce qui augmente la perte d’énergie dans le
fluide. Ensuite, lorsque l’on augmente le poids τ accordé au critère sur la dissipation d’énergie,
l’homogénéité de l’écoulement dans le réacteur se dégrade (τ = 0 : 0,2), des passages préférentiels
de plus en plus importants se forment (τ = 0,2 : 0,7) et pour finir des zones mortes de faibles
concentrations (zone bleue sur les figures) et où le fluide s’écoule peu apparaissent (τ = 0,7 : 1).
Ces trois phénomènes expliquent pourquoi le critère de conversion se dégrade tandis que celui
associé à la perte d’énergie s’améliore lorsque le poids τ augmente.
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Figure 4.8 – Front de Pareto du cas RS.

4.5 Aide à la décision multicritère : méthode MAUT

Une fois ces deux ensembles de solutions de Pareto déterminés, il faut choisir quelle est la
meilleure configuration optimale du réacteur selon les attentes du décideur. Dans ces travaux,
le choix de la solution est effectué à l’aide de la méthode MAUT autrement appelée théorie de
l’utilité multi-attributs et présentée dans les grandes lignes à la page 95. La méthode introduit
une fonction d’utilité globale suivant la relation (4.22) afin de noter les performances des solutions
de Pareto X = (x1, x2)T selon les préférences du décideur.

U(X) = wu1(x1) + (1− w)u2(x2) (4.22)

Dans l’équation ci-dessus, u1(x1) et u2(x2) représentent les fonctions d’utilité individuelle as-
sociées aux critères 1 et 2 dont l’objectif est de noter les performances d’une solution pour un
unique critère. w et (1−w) désignent les poids (i.e. l’importance) accordés aux fonctions d’uti-
lité individuelle, ils sont le choix du décideur. Basé sur les travaux de Benyahia et al. (2011) et
de Fonseca et al. (2020), il a été décidé d’accorder aux fonctions d’utilité individuelle la forme
puissance, exprimée par l’équation (4.23).

u(x) = (A1 +A2x)A3 (4.23)

Afin de normaliser les fonctions d’utilité individuelle entre 0 et 1, on définit les constantes A1,
A2 et A3 en fonction des coordonnées des points utopique (Jmin

1 ; Jmin
2 ) et nadir (Jmax

1 ; Jmax
2 )

comme suit (i= 1 ou 2).

A1,i = Jmax
i

Jmax
i − Jmin

i

; A2,i = −1
Jmax
i − Jmin

i

; A3,i = αi (4.24)
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Figure 4.9 – Profils de vitesse et de concentration en fonction de tau, cas RS.
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Les constantes ci-dessus nous permettent de définir les deux fonctions d’utilité individuelle
selon les expressions (4.25) et (4.26). Ces deux fonctions ont des comportements antagonistes
lorsque l’on se déplace sur le front de Pareto (en augmentant le poids τ par exemple). En effet,
lorsque J1 diminue, J2 augmente. Ainsi, u1 augmente et u2 diminue et inversement.

u1(x1) =
(
Jmax

1 − J1(x1)
Jmax

1 − Jmin
1

)α1

(4.25)

u2(x2) =
(
Jmax

2 − J2(x2)
Jmax

2 − Jmin
2

)α2

(4.26)

Dans les équations (4.25) et (4.26), α1 et α2 s’interprètent comme les tolérances relatives par
rapport à chaque critère. La figure 4.10 illustre l’influence que le paramètre αi a sur la fonction
d’utilité individuelle. Plus le paramètre αi est faible (αi = 0,2 par exemple), plus la fonction
d’utilité individuelle ui sera tolérante au fait que la solution ne soit pas très performante pout
l’objectif i. D’après cette figure, s’éloigner de l’optimum Jmin

i n’a pas une grande influence vis-
à-vis de la fonction d’utilité individuelle si αi = 0,2. En revanche, si on impose une tolérance αi
élevée, la fonction d’utilité individuelle sera très peu tolérante si les performances de la solution
dans l’objectif i ne sont pas maximales. Sur la figure 4.10, la performance J test

i pour l’objectif i
défini par l’équation (4.27) permet d’illustrer cette différence de tolérance suivant la valeur de
αi. En effet, on obtient des valeurs variant de 0,95 pour αi = 0, 2 à 0,32 pour αi = 5.

J test
i = 0, 8Jmin

i + 0, 2Jmax
i (4.27)

D’un point de vue industriel par exemple, choisir αi = 0,1 pour un critère sur la dépense
énergétique signifie que cette dépense n’a pas une très grande importance pour l’ingénieur-
décideur. Pour résumer, imposer des tolérances relatives élevées va orienter le choix vers les
valeurs extrêmes du front de Pareto (i.e. τ = 1 ou τ = 0) en favorisant les solutions très
performantes pour un seul objectif au détriment des autres. A contrario, imposer des tolérances
relatives faibles orientera le choix vers les solutions dites ’’intermédiaires’’ dont les performances
sont satisfaisantes pour tous les objectifs.

Les paramètres αi et wi sont regroupés dans le tableau 4.1. Ceux-ci prennent en compte le
fait que le décideur privilégie la productivité et la qualité du produit fini (i.e. la concentration
de réactif en sortie) devant les coûts énergétiques de production (i.e. la dissipation d’énergie)
sans pour autant les négliger. Pour finir, la solution retenue sera celle dont la fonction d’utilité
globale est la plus élevée.

Tableau 4.1 – Tolérance relative et poids accordés aux fonctions d’utilité individuelle.

Paramètres Objectif 1 Objectif 2
w 0,4 0,6
α 0,5 1
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Figure 4.10 – Allure de la fonction d’utilité en fonction de la valeur de la tolérance relative α.

4.5.1 Choix de la meilleure forme à mettre en œuvre pour le cas RH

La figure 4.11 présente le classement des solutions de Pareto du cas RH effectué par la
méthode MAUT. Le classement effectué sur la base des valeurs des fonctions d’utilité globale
privilégie les solutions dont les performances en terme de conversion sont très bonnes. Ce résultat
était attendu car le critère de conversion a été privilégié par rapport à celui sur la dissipation
d’énergie lors du choix des paramètres αi et wi. Finalement la configuration optimale du lit
fixe retenue est celle associée au poids τ =0,25, le réacteur qui en résulte a été fabriqué par
stratoconception® afin de valider expérimentalement ce choix. La comparaison entre la forme
finale issue des simulations et le réacteur fabriqué est montré sur la figure 4.12.

4.5.2 Choix de la meilleure forme à mettre en œuvre pour le cas RS

Le classement des solutions optimales pour le cas RS déterminées dans la section 4.4.2 est
présenté par la figure 4.13. Comme pour le cas précédent, les solutions ayant les meilleures notes
sont celles dont les performances sont satisfaisantes dans le critère de conversion, ce qui était
également attendu. Pour finir, la forme finale retenue est celle issue de l’optimisation dont le
poids τ était de 0,09 (voir figure 4.9). Cette configuration n’a pu être fabriquée par manque de
temps.
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4.5. Aide à la décision multicritère : méthode MAUT

Figure 4.11 – Classement des solutions pour le cas RH, le triangle vert représente la solution
retenue, la couleur des autres points désigne la valeur de la fonction d’utilité globale.

(a) Configuration du réacteur retenue à l’aide de la méthode MAUT.

(b) Réacteur optimal fabriqué par stratoconception® .

Figure 4.12 – Comparaison entre la forme retenue à l’aide de la méthode MAUT et le réacteur
correspondant fabriqué par stratoconception® .
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Chapitre 4. Optimisation multicritère de réacteurs à lit fixe

Figure 4.13 – Classement des solutions pour le cas RS, le triangle vert représente la solution
retenue, la couleur des autres points désigne la valeur de la fonction d’utilité globale.

4.6 Conclusions

Dans ce chapitre, l’approche d’optimisation géométrique a été utilisée pour déterminer un
ensemble de solutions optimales par optimisation multicritère où les deux fonctions objectif
étaient la concentration de réactif en sortie et la dissipation d’énergie, deux critères dont les
allures sont antagonistes. Le front de Pareto a été déterminé par variation d’un paramètre τ
issu de la méthode de pondération des fonctions objectif. Finalement, pour les deux cas, la
’’meilleure’’ forme optimale a été déterminée à l’aide d’un outil d’aide à la décision : la méthode
MAUT. Pour le cas RH, la configuration du réacteur choisie a été fabriquée par impression 3D
et des mesures ont été effectuées. Ce point fait l’objet du chapitre suivant.

Certaines limites présentées dans les conclusions du chapitre précédent se sont avérées
contraignantes, à commencer par le temps de calcul nécessaire pour l’optimisation d’un réacteur.
En effet, sans la parallélisation des calculs en particulier pour le cas RS à l’aide du mésocentre de
l’université de Lorraine, le front de Pareto aurait été moins fourni en nombre de solutions et sa
détermination aurait pris quelque mois au lieu d’une quinzaine de jours. De même, l’algorithme
d’optimisation géométrique développé dans ces travaux s’avère être une limite contraignante.
En effet, elle l’est davantage que dans le chapitre précédent car certaines zones mortes qui appa-
raissent lorsque le critère sur la dissipation d’énergie est important (i.e. pour τ > 0,7) seraient
amenées à disparaître si les changements de topologie était pris en compte.

Ce chapitre a montré l’intérêt d’effectuer une optimisation multicritère des cas RH et RS.
En effet, l’optimisation multicritère, bien que plus coûteuse en terme de temps de calcul, nous
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a permis de choisir la solution finale dans un ensemble de solutions optimales en fonction des
importances accordées aux deux fonctions objectif. On peut également noter que dans les deux
cas la solution retenue, qui offre le meilleur compromis entre les critères, n’est pas l’une de
celles déterminées dans le chapitre 3, or cette solution n’aurait pas été déterminée par simple
optimisation monocritère. Pour finir, l’intérêt de l’optimisation multicritère est manifeste lorsque
l’on optimise le cas RH. En effet, l’optimum du cas RH déterminé dans le chapitre 3 est loin
d’être la meilleure solution car il est possible d’améliorer le critère sur la perte d’énergie en
entraînant une détérioration négligeable de la conversion (voir figure 4.6).
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Chapitre 5. Comparaison des mesures expérimentales aux résultats des simulations numériques

5.1 Introduction

La campagne de mesures expérimentales détaillée dans le chapitre 1 a été réalisée sur 4
maquettes à l’échelle 1 représentant la configuration initiale et trois configurations optimales du
réacteur déterminées dans les chapitres 3 et 4. Dans ce chapitre, nous allons comparer les résultats
issus de ces expériences aux simulations CFD des 4 configurations fabriquées du réacteur. Plus
précisément, l’écoulement du fluide et le transfert de matière dans les réacteurs sont modélisés de
deux façons, en deux dimensions (comme dans les chapitres 3 et 4) et en trois dimensions (plus
représentative de l’expérience). La comparaison expérience/simulation 3D est intéressante car
elle permet de vérifier la qualité du modèle CFD en 3D nécessaire à l’optimisation du réacteur
sous sa forme 3D qui pourrait constituer une suite à ce travail.

5.2 Simulations CFD des réacteurs

La présente section détaille les simulations CFD en deux et trois dimensions des réacteurs à lit
fixe initial et optimaux. Plus précisément, elle présente l’ensemble des hypothèses et paramètres
de simulations (i.e. viscosité cinématique du fluide, constante cinétique, vitesse d’entrée, etc...)
permettant de modéliser l’écoulement du fluide et le transfert de matière et de les comparer aux
données issues des expériences. Ces dernières sont au nombre de 3 :
• La détermination des DTS dans les maquettes, les simulations associées seront notées
SimuDTS.
• La vélocimétrie par image de particules (PIV) pour mesurer le champ de vitesse sur un
plan 2D, les simulations correspondantes seront notées SimuPIV.
• La mesure des conversions à la sortie du réacteur, les simulations correspondantes seront
notées SimuAv.

Pour les simulations 2D et 3D, les hypothèses détaillées dans le chapitre 3 ont été réutilisées.
C’est-à-dire que l’écoulement du fluide newtonien est supposé laminaire, stationnaire, incom-
pressible, et en régime permanent. Des conditions de non-glissement au niveau des parois sont
imposées et la pression relative est supposée nulle à la sortie du réacteur. L’écoulement est donc
modélisé par les équations de Navier-Stokes sans modèle de turbulence ainsi que de l’équation
de continuité : 

−ν∆U +U ·∇U +∇p = 0 dans Ω
∇·U = 0 dans Ω
U = Uin sur Γin

U = 0 sur Γlat ∪ Γ
σ(U , p)n = 0 sur Γout

(2.22a)
(2.22b)
(2.22c)
(2.22d)
(2.22e)

Ce modèle est résolu par OpenFOAM via son solveur simpleFoam qui traite le couplage
pression-vitesse avec l’algorithme SIMPLE (voir annexe C). Les différences majeures avec les
résolutions numériques des équations de Navier-Stokes effectuées dans les chapitres 3 et 4 ré-
sident dans les paramètres de simulations. En effet, les paramètres de viscosité cinématique ν
et de constante cinétique ksim diffèrent par rapport à ceux présentés précédemment. Les valeurs
utilisées dans les simulations sont regroupées dans le tableau 5.1.
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5.2. Simulations CFD des réacteurs

Tableau 5.1 – Paramètres de simulations CFD.

Simulations Valeurs
ν (m2.s−1 ) D (m2.s−1) ksim (s−1)

SimuAv 10−6 10−9 7,56.10−3

SimuPIV 1,84.10−6 ∅ ∅
SimuDTS 10−6 10−9 ∅

Les vitesses imposées en entrée diffèrent également de celles présentées dans les chapitres 3
et 4, les paragraphes qui suivent présentent les systèmes d’injection de fluide dans les réacteurs.

Simulation 2D

La vitesse Uin n’est plus imposée égale à 10−2 m/s mais est fonction du débit Q que l’on
souhaite simuler. Celle-ci s’exprime selon la relation suivante :

Uin = − Q

hL
n (5.1)

où n désigne la normale sortante à Γin, L la largeur de l’entrée et h la hauteur que le réacteur
aurait s’il était en 3D pour avoir le même volume que le réacteur utilisé pour les mesures
expérimentales. h s’exprime comme suit :

h = VE
AR

(5.2)

où AR représente l’aire du réacteur 2D et VE le volume du réacteur expérimental (i.e. 121 mL).
Cette définition de Uin pour les simulations 2D du réacteur permet de garantir l’égalité des
temps de passage entre simulations et mesures expérimentales.

Pour finir, le maillage utilisé est identique à celui du cas RH et contient environ 65 000
mailles.

Simulation 3D

Les formes 3D numériques des réacteurs sont présentées sur la figure 5.1. Pour la suite du
manuscrit, on notera :
• R1 la configuration initiale du réacteur.
• R2 la configuration optimale du réacteur pour la perte d’énergie.
• R3 la configuration optimale du réacteur pour la conversion sous contrainte de perte
d’énergie constante.
• R4 la configuration optimale du réacteur choisie à l’aide de la méthode MAUT (voir

chapitre 4).
Pour les 4 configurations du réacteur, on dénombre 3 frontières différentes : l’entrée (Γin)

en rouge sur la figure, la sortie (Γout) en bleu et la paroi (Γlat) en orange. On note également
Γsup ⊂ Γlat la paroi supérieure (z=1 cm) et Γinf ⊂ Γlat la paroi inférieure (z=0 cm). Ces formes
sont maillées aussi finement dans le plan (Oxy) que les formes 2D et suivant l’axe Oz, on peut
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(a) Forme initiale (b) Forme optimale pour la perte d’énergie

(c) Forme optimale pour la conversion (d) Forme optimale choisie

x

z

O

y

Figure 5.1 – Représentation 3D et numérique des réacteurs, (a) forme initiale, (b) forme
optimale pour la perte d’énergie, (c) forme optimale pour la conversion, (d) forme optimale
choisie.

3 mm

10 mm

Figure 5.2 – Représentation schématique de l’entrée prenant en compte le raccord.
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5.3. Comparaison des DTS théoriques et expérimentales sur les 4 réacteurs

dénombrer entre 10 et 12 mailles empilées les unes sur les autres. Le maillage correspondant
contient donc environ 800 000 mailles.

Le système d’injection diffère de celui présenté dans le cas 2D. Celui-ci prend en compte
le caractère 3D de l’écoulement lors des mesures expérimentales. En effet, l’injection du fluide,
effectuée selon l’axe Oz, est plus représentatif de l’expérience que dans le cas 2D où celle-ci
s’effectuait selon l’axe Oy. De plus, le système d’injection prend en compte le raccord présent à
l’entrée du réacteur pour connecter le tube et l’entrée (voir figure 1.8 par exemple). Ainsi, sur
l’entrée circulaire de 10 mm de diamètre, uniquement un disque centré de 3 mm de diamètre
(rayon r=1,5 mm) est utilisé pour l’injection du fluide, le reste de l’entrée est considéré comme
une paroi (voir figure 5.2). La vitesse se calcule donc comme suit :

Uin = − Q

πr2n (5.3)

où n désigne la normale sortante à Γin.

5.3 Comparaison des DTS théoriques et expérimentales sur les
4 réacteurs

Les distributions des temps de séjour dans les réacteurs R1, R2, R3 et R4 ont été déterminées
et sont présentées dans la figure 5.3 pour des débits respectifs de 1,39 ; 1.27 ; 1,45 et 1,67 L/h. Tout
d’abord, on peut constater que les allures des DTS simulées et expérimentales sont semblables,
cependant, la DTS simulée 2D est, d’une manière générale, plus resserrée que la DTS simulée
3D. En effet, les écarts types des distributions 2D sont plus faibles que ceux des distributions 3D
(voir tableau 5.2), par conséquent, l’écoulement est plus homogène en 2D qu’en 3D. Ce résultat
est inattendu au premier abord car comme on a pu le constater dans la section 5.4, la zone
morte est plus étendue en 2D qu’en 3D. Cependant, la troisième dimension amène une nouvelle
source d’inhomogénéité dans l’écoulement avec une dispersion dans le sens de l’écoulement. En
effet, à x et y fixés, les vitesses au niveau des parois Γsup et Γinf sont plus faibles que celles dans
le plan Pcent.

Compte tenu des différences entre les débits, il est délicat de comparer les valeurs des écarts
types et des moyennes des DTS des réacteurs présentés dans le tableau 5.2. Cependant, on peut
tout de même noter que les temps de séjour moyens t sont plus faibles pour le réacteur R1 que
pour le réacteur R2 en dépit du fait que le débit soit plus élevé. Ce constat résulte de la présence
d’une zone morte plus importante dans la configuration R2 que dans la configuration R1 du
réacteur, ce qui fait diminuer le temps séjour moyen t (Villermaux, 1993). On peut appuyer
ces propos en regardant les écarts types. En effet, les écarts types des DTS de la configuration
R2 sont plus importants. Pour finir, il est également intéressant de constater que les écarts
types des DTS simulées en 3D et expérimentales sont conformes aux conclusions effectuées dans
le chapitre 4 sur les configurations 2D du réacteur. En effet, l’écoulement le moins homogène
s’effectue dans le réacteur R2 (s ' 185 s) et le plus homogène dans le réacteur R3 (s ' 108 s).

Il est également intéressant de constater qu’on observe une légère inflexion sur les DTS
simulée en 3D et expérimentale du réacteur R4 (figure 5.3(d)), tandis qu’on en observe pas
pour la DTS simulée en 2D. Cette inflexion est due à une recirculation dans le réacteur sous sa
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forme 3D qui n’est pas modélisée lorsque la simulation est effectuée en 2D. La même inflexion
est observée dans les résultats présentés dans l’annexe F.1.

(a) DTS du réacteur R1 pour un débit Q = 1,39 L/h (b) DTS du réacteur R2 pour un débit Q = 1,27 L/h

(c) DTS du réacteur R3 pour un débit Q = 1,45 L/h (d) DTS du réacteur R4 pour un débit Q = 1,67 L/h

Figure 5.3 – Distributions des temps de séjour des réacteurs, (a) R1, (b) R2, (c) R3 et (d) R4.

Pour vérifier statistiquement l’égalité des DTS, on va vérifier l’égalité des moyennes à l’aide
d’un test de Student ou de Welch ainsi que l’égalité des variances par un test de Fisher-Snedecor,
supposant que les distributions suivent des lois normales.

5.3.1 Test de Fisher-Snedecor

Le test de Ficher-Snedecor consiste à vérifier l’hypothèse double d’égalité des écarts types
σA = σB où A et B désigne deux distributions observées indépendantes l’une de l’autre (par
exemple la DTS simulée 2D ou 3D et la DTS expérimentale). Le test s’effectue en deux étapes
principales (Dodge, 2008) :
Étape 1 - Calculer la variable F de Fisher selon la relation suivante :

F = s2
A

s2
B

(5.4)

où sA et sB sont des estimations des écarts types des distributions A et B.
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5.3. Comparaison des DTS théoriques et expérimentales sur les 4 réacteurs

Tableau 5.2 – Valeurs du temps de séjour moyen et de l’écart type des DTS en fonction de la
configuration du réacteur.

Réacteur R1 (Q=1,39 L/h) R2 (Q=1,27 L/h) R3 (Q=1,45 L/h) R4 (Q=1,67 L/h)

Simulation
2D

t2D = 297,9 s
s2D = 89,6 s

t2D = 224,8 s
s2D = 97,0 s

t2D = 307,5 s
s2D = 87,2 s

t2D = 285,0 s
s2D = 72,7 s

Simulation
3D

t3D = 313,6 s
s3D = 113,6 s

t3D = 301,6 s
s3D = 183,1 s

t3D = 311,3 s
s3D = 108,5 s

t3D = 274,2 s
s3D = 107,4 s

Expérience tE = 315,4 s
sE = 117,6 s

tE = 314,8 s
sE = 187,4 s

tE = 313,2 s
sE = 107,6 s

tE = 281,4 s
sE = 110,3 s

Étape 2 - L’hypothèse d’égalité des écarts types σA = σB est acceptée si :

F ∈ [F1−αs/2;nA−1;nB−1;Fαs/2;nA−1;nB−1]

Dans les bornes de l’intervalle ci-dessus, αs représente le niveau de signification, c’est-
à-dire le risque d’erreur d’accepter l’hypothèse alors qu’elle est fausse en réalité. Dans
ce travail, on fixe αs = 0,05, nA et nB désigne le nombre de points observés pour les
distributions A et B.

5.3.2 Test de Student

Lorsque les écarts types de deux distributions sont égaux, le test de Student consiste à vérifier
l’hypothèse double d’égalité des moyennes µA = µB. Il s’effectue en 2 étapes (Dodge, 2008) :
Étape 1 - La variable discriminante est la variable de Student, que l’on calcule comme suit :

u = x̄A − x̄B√
s2
I( 1
nA
− 1

nb
)

(5.5)

où x̄A et x̄B sont des estimations des moyennes des distributions A et B et s2
I est la

variance de A et B lorsqu’on les met en commum calculée par :

s2
I = 1

nA + nB − 2
( nA∑
i=1

(xAi − x̄A)2 +
nB∑
i=1

(xBi − x̄B)2
)

= 1
nA + nB − 2

(
(nA − 1)s2

A + (nB − 1)s2
B

) (5.6)

Étape 2 - L’hypothèse d’égalité des moyennes µA = µB est acceptée si :

u ∈ [−tαs/2;nA+nB−2; tαs/2;nA+nB−2]

avec nA + nB − 2 représentant le degré de liberté, le niveau de signification est égale-
ment fixé égale à 0,05.
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5.3.3 Test de Welch

Lorsque les écart types des distributions sont différents σA 6= σB, l’égalité des moyennes se
vérifie à l’aide du test t de Welch qui est une adaptation du test de Student (Welch, 1947). Le
test de Welch effectue les mêmes étapes que le test précédent mais diffère du test de Student
par (Sawilowsky, 2002) :

1. La fonction discriminante est définie par l’expression suivante :

u′ = x̄A − x̄B√
s2A
nA

+ s2B
nB

(5.7)

où sA et sB sont des estimations des écarts types des distributions A et B.
2. Le degré de liberté se détermine selon l’équation suivante :

DDL =
s2A
nA

+ s2B
nB

s4A
n2

A(nA+1) + s4B
n2

B(nB+1)

− 2 (5.8)

Pour finir, l’hypothèse µA = µB si et seulement si :

u′ ∈ [−tαs/2;DDL; tαs/2;DDL]

5.3.4 Exploitation des tests

Les valeurs des variables de Student, de Welch et de Fisher-Snedecor permettant de comparer
DTS simulées et DTS expérimentales sont disponibles dans le tableau 5.3. Les bornes supérieures
et inférieures permettant de valider ou non les hypothèses d’égalité des moyennes et écarts types
des DTS sont les suivantes :

u ∈ [−1,96 ; 1,96]

u′ ∈ [−1,96 ; 1,96]

F ∈ [0,88 ; 1,13]

Le tableau 5.3 présente les variables de Student, de Welch et de Fisher-Snedecor. Lorsqu’elles
ne sont pas comprises entre les bornes définies ci-dessus, la notation (R) est écrite dans la
cellule, ce qui implique que les hypothèses d’égalité des moyennes ou des écarts types des DTS
sont rejetées. A contrario, lorsque les valeurs de u, u′ et F sont entre les bornes la notation
(A) implique que l’hypothèse est acceptée. On remarque qu’elles sont toujours acceptées lors
de la comparaison Expérience/Simulation 3D et très souvent refusées lors de la comparaison
Expérience/Simulation 2D. De plus, on remarque que pour la simulation 2D, les valeurs de la
variable de Fisher sont toutes inférieures à 1 (donc s2D < sE), ce qui confirme la meilleure
homogénéité de l’écoulement dans les simulations 2D que dans l’expérience.

D’autres DTS à des débits différents des réacteurs R1, R2, R3 et R4 sont présentées en
annexe F.1.
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Tableau 5.3 – Valeurs des coefficients de Student, de Welch et de Fisher-Snedecor, (A) =
Hypothèse d’égalité acceptée, (R) = Hypothèse d’égalité refusée.

Réacteur R1 (Q=1,39 L/h) R2 (Q=1,27 L/h) R3 (Q=1,45 L/h) R4 (Q=1,67 L/h)

Simulation
2D

u′ = −3,45 (R)
F = 0,58 (R)

u′ = −11,9 (R)
F = 0,26 (R)

u′ = −1,16 (A)
F = 0,56 (R)

u′ = 0,78 (A)
F = 0,43 (R)

Simulation
3D

u = −0,35 (A)
F = 0,93 (A)

u = −1,58 (A)
F = 0,95 (A)

u = −0,37 (A)
F = 1,01 (A)

u = −1,47 (A)
F = 0,95 (A)

5.4 Comparaison des champs de vitesse issus des simulations
avec les mesures expérimentales

5.4.1 Problèmes rencontrés lors des mesures PIV sur la configuration initiale
du réacteur

Lors des mesures PIV sur la forme initiale du réacteur, on a rencontré trois problèmes
susceptibles de conduire à des pertes d’informations lors du traitement des images par le logiciel
PIVLab (Thielicke et Stamhuis, 2014) :

1. Des zones d’ombre, où l’intensité de la lumière laser est plus faible que dans le reste du
réacteur, apparaissent derrière les extrémités des obstacles cylindriques (entourées en rouge
sur la figure 5.4). Dans ces zones, les particules ensemencées ne sont plus assez éclairées et
donc non visibles lors de la prise de vue. Il en résulte donc une vitesse nulle ou très faible
dans ces zones, ce qui n’est pas le cas dans la réalité.

2. Initialement, une fenêtre de visualisation a été installée pour faciliter les prises de vue
sur une zone précise située à mi-parcours dans le garnissage (voir figure 5.5). Or au final,
l’analyse PIV a été effectuée sur l’ensemble du réacteur et les bords de la fenêtre de
visualisation (entouré en vert sur la figure 5.4) empêchent la visualisation des particules.
Il en résulte également une vitesse nulle non représentative de la réalité.

3. La technique PIV nécessite un fond noir derrière l’écoulement pour faciliter la visualisation
des particules ensemencées qui sont de couleur blanche sur les images. Lors des manipu-
lations, un fond noir a été installé derrière le réacteur en PMMA. Cependant, des câbles
et du ruban adhésif marron (voir figure 5.5), utiles pour une future mesure de gradient
de vitesse par polarographie sur microélectrodes, éclaircissent le fond noir dans certaines
zones (interface sombre-clair entourée en bleu sur la figure 5.4). Ce qui engendre dans une
moindre mesure une perte d’information.

Pour pallier ces différents problèmes lors des mesures PIV sur les configurations optimales
du réacteur à lit fixe, il a été décidé, lors de la fabrication des réacteurs R2, R3 et R4, de polir
les obstacles pour éviter les zones d’ombres, d’augmenter la fenêtre de visualisation à l’ensemble
du réacteur et d’ajouter une plaque opaque de couleur noire faisant office de fond noir qui sera
uniforme (voir figure 4.12(b)).
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(a) Exemple d’une image photographiée par la caméra.

(b) Champ de vecteur vitesse déterminé par le logiciel PIVLab.

Figure 5.4 – Illustration des problèmes rencontrés sur la configuration initiale du réacteur.
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5.4. Comparaison des champs de vitesse issus des simulations avec les mesures expérimentales

Bords de la fenêtre de visualisation

Figure 5.5 – Réacteur initial, mise en évidence de la fenêtre de visualisation.

5.4.2 Comparaisons qualitative et quantitative des champs de vitesse expé-
rimentaux et simulés

Des mesures de champ de vitesse par PIV ont été effectuées sur la configuration initiale du
réacteur à lit fixe à trois débits différents : 3,14 ; 4,94 et 5,19 L/h. Les simulations 2D et 3D
correspondantes ont été réalisées et les figures 5.6, 5.7 et F.5 (la figure F.5 est disponible dans
l’annexe F.2) présentent les comparaisons entre simulations et expériences. Plus particulière-
ment, les figures comparent, pour un débit donné, les champs de vitesse :
• pour une simulation 2D (1),
• dans le plan perpendiculaire à l’axe Oz et passant par le centre du réacteur (z=0,5 cm)
pour une simulation 3D (2), on appellera ce plan Pcent,
• trois mesures expérimentales situées dans le même plan que la simulation 3D correspondant
à trois zones distinctes dans le réacteur : la zone d’entrée et la partie inférieure du garnissage
(3a), la partie centrale du garnissage (3b) et la partie supérieure du garnissage (3c) (voir
figures 5.6, 5.7 et F.5).

En raison d’un retard sur la fabrication des réacteurs optimaux R2, R3 et R4 dû à la
pandémie mondiale de COVID-19, les mesures PIV sur ces réacteurs n’ont pu être effectuées ;
elles seront réalisées dans un futur proche. Ce retard n’est pas critique car l’objectif principal
de ce chapitre n’est pas uniquement de comparer les configurations du réacteur entre elles, mais
de vérifier la qualité des simulations en terme de nombre de volume de contrôle dans le maillage
et d’hypothèses effectuées sur l’écoulement en les comparant aux résultats expérimentaux.

5.4.2.1 Comparaison qualitative

La figure 5.6 compare, dans un premier temps qualitativement, les champs de vitesse simulés
et expérimentaux pour un débit de 3,14 L/h. Cette comparaison montre l’inadéquation entre la
simulation 2D (1) et les mesures expérimentales (3a,3b,3c) en particulier au niveau de l’entrée
du réacteur (3a) où la zone morte est plus prononcée dans la simulation 2D que dans la réalité.
Ce résultat était attendu car le système d’injection du fluide diffère considérablement entre
l’expérience et la simulation 2D. En effet, dans les simulations 2D, l’injection du fluide est
effectuée suivant l’axe Oy, c’est-à-dire, dans la direction moyenne du fluide dans le réacteur (de
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(1)

(2)

(3a) (3b) (3c)

Ψ1Ψ2 Ψ3 Ψ4

Figure 5.6 – Comparaison des champs de vitesse pour un débit de 3,14 L/h, (1) représente
le champ de vitesse pour une simulation 2D, (2) le champ de vitesse dans le plan parallèle
à (Oxy) et centré suivant l’axe Oz dans le réacteur pour une simulation 3D et (3a), (3b) et
(3c) les mesures expérimentales par PIV. Les axes Ψ représentent les droites selon lesquelles la
comparaison quantitative des profils de vitesse sera effectuée.

l’entrée vers la sortie). A contrario, dans l’expérience, le fluide est injecté perpendiculairement
au plan (Oxy) qui est le plan de l’écoulement dans le garnissage. Ainsi, la trajectoire du fluide
est déviée à l’entrée du réacteur pour tendre vers une trajectoire dans le plan (Oxy) 5. Cette
singularité qui dévie le fluide explique la zone morte moins prononcée que dans la simulation
2D. L’injection de fluide étant plus représentative de l’expérience dans la modélisation 3D, cette
zone morte est également peu prononcée et en adéquation avec (3a) dans la simulation 3D.

5. Ces propos sont également illustrés par la figure 5.6(3a). En effet, l’expérience montre que la vitesse du
fluide est faible juste après l’entrée du réacteur or ce n’est pas le cas dans la réalité. Cette faible vitesse déterminée
expérimentalement est la conséquence du fait que l’écoulement ne suit pas le plan de la prise d’image. Ainsi, les
particules ensemencées ne suivent également pas le plan et donc ne permettent pas de remonter à une vitesse.
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5.4. Comparaison des champs de vitesse issus des simulations avec les mesures expérimentales

(1)

(2)

(3a) (3b) (3c)

Ψ1Ψ2 Ψ3 Ψ4

Figure 5.7 – Comparaison des champs de vitesse pour un débit de 4,94 L/h, (1) représente
le champ de vitesse pour une simulation 2D, (2) le champ de vitesse dans le plan parallèle
à (Oxy) et centré suivant l’axe Oz dans le réacteur pour une simulation 3D et (3a), (3b) et
(3c) les mesures expérimentales par PIV. Les axes Ψ représentent les droites selon lesquelles la
comparaison quantitative des profils de vitesse sera effectuée.

Le figure 5.7 compare les champs de vitesse simulés en 2D et 3D avec le champ de vitesse
mesuré expérimentalement lorsque le débit est de 4,94 L/h. D’un point de vue qualitatif, les
mêmes conclusions peuvent être effectuées que celles émises dans le paragraphe précédent. En
effet, les mesures expérimentales sont en meilleure adéquation avec la simulation 3D qu’avec
celle réalisée en 2D. De plus, la figure montre que lorsque l’on augmente le débit à 4,94 L/h, la
zone mort présente dans la mesure (3a) est plus étendue que lorsque le débit est de 3,14 L/h. Ce
résultat est confirmé par la simulation CFD en 3D où l’on voit que la zone morte est également
plus étendue.

La comparaison qualitative des champs de vitesse pour le débit de 5,19 L/h est disponible
en annexe F.2. La sous-section suivante présente une comparaison quantitative des profils de
vitesse suivant les droites Ψ1, Ψ2, Ψ3 et Ψ4.
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5.4.2.2 Comparaison quantitative

La figure 5.8 présente les profils de vitesse expérimentaux (pointillés rouges) et simulés en 2D
(trait continu bleu) et en 3D (trait continu noir) suivant les 4 axes Ψ1, Ψ2, Ψ3 et Ψ4 et pour un
débit de 3,14 L/h. Tout d’abord, on peut remarquer que les profils associés aux simulations 2D et
3D sont des successions de segments. Ce résultat inattendu n’est pas la conséquence de mauvaises
simulations mais celle de la manière que Paraview (le logiciel de traitement des résultats CFD
utilisé) utilise pour tracer un profil de vitesse suivant une droite. En effet, Paraview détermine les
vitesses sur les intersections entre la droite et les faces des volumes de contrôle du maillage puis
interpole linéairement entre les vitesses déterminées (Ayachit, 2015). Interpoler par des splines
cubiques par exemple aurait été plus judicieux et représentatif de l’écoulement laminaire simulé,
mais Paraview ne le permet pas.

En ce qui concerne les résultats, excepté au voisinage des parois, c’est-à-dire pour des dis-
tances du plan de symétrie (Oyz) dans la direction x (l’abscisse des graphes) proche de 2,5 mm
modulo 5 mm, le profil de vitesse issu des mesures PIV semble concorder avec celui issu de la
simulation 3D, tandis que les courbes issues des simulation 2D semblent moins concorder. Au
voisinage de la paroi, les écarts entre vitesses simulées et expérimentales sont plus conséquents
car les mesures PIV sont peu précises dans cette zone (voir section 1.4.1.6). Pour caractériser
l’écoulement au voisinage de la paroi, il pourrait être intéressant d’effectuer des mesures de gra-
dient de vitesse par polarographie sur micro-électrode (Dumas, 2006; Lesage, 2000). Les mêmes
conclusions peuvent être émises sur les profils de vitesse suivant les 4 droites Ψ pour les débits
de 4,94 et de 5,19 L/h dont les graphes correspondants sont disponibles dans l’annexe F.2.

Pour quantifier les adéquations entre expériences et simulations, les erreurs des moindres
carrés (Root Mean Square Errors, RMSE en anglais) entre profils simulés et expérimentaux ont
été déterminées pour chaque droite Ψ selon l’équation suivante :

RMSE =

√∑NBP
i=1 (US

i − UE
i )2

NBP
(5.9)

où NBP désigne le nombre de points expérimentaux, US la vitesse simulée (en 2D ou en 3D)
et UE expérimentale. Ces RMSE ont toutes été déterminées sans tenir compte des valeurs de
vitesse au voisinage de la paroi, c’est-à-dire lorsque la distance à la paroi est inférieure à 0,5
mm. Elles sont regroupées dans les tableaux 5.4, 5.5 et 5.6. On remarque bien que d’une manière
générale et excepté pour le profil de vitesse suivant la droite Ψ3 pour le débit Q = 4,94 L/h
où il semble y avoir une erreur de mesure, les RMSE sont plus faibles lorsque l’on compare la
simulation 3D à l’expérience. Cela conforte la comparaison qualitative qui stipule une meilleure
adéquation de l’expérience avec la simulation 3D qu’avec la simulation 2D.

Les mêmes conclusions peuvent être tirées vis-à-vis des mesures PIV que celles déjà effectuées
lors de la détermination des DTS des réacteurs. En effet, la modélisation 3D de l’écoulement est
plus représentative de la réalité car les simulations 3D prennent en compte la dispersion suivant
le sens de l’écoulement, ce qui n’est pas le cas dans la modélisation 2D.
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5.5. Comparaison des mesures expérimentales et simulées du taux de conversion

Tableau 5.4 – Valeurs des RMSE suivant chaque axe pour le débit de 3,14 L/h.

Axe Ψ1 Ψ2 Ψ3 Ψ4

RMSE Expérience/Simulation 2D (m/s) 1,14.10−3 1,44.10−3 7,99.10−4 6,68.10−4

RMSE Expérience/Simulation 3D (m/s) 7,80.10−4 9,65.10−4 3,39.10−4 3,11.10−4

Tableau 5.5 – Valeurs des RMSE suivant chaque axe pour le débit de 4,94 L/h.

Axe Ψ1 Ψ2 Ψ3 Ψ4

RMSE Expérience/Simulation 2D (m/s) 6,41.10−4 5,88.10−4 4,63.10−4 3,35.10−4

RMSE Expérience/Simulation 3D (m/s) 4,37.10−4 4,34.10−4 1,00.10−3 5,42.10−4

(a) Profils de vitesse suivant l’axe Ψ1 (b) Profils de vitesse suivant l’axe Ψ2

(c) Profils de vitesse suivant l’axe Ψ3 (d) Profils de vitesse suivant l’axe Ψ4

Figure 5.8 – Comparaison des profils de vitesse issus des simulations 2D et 3D avec les mesures
expérimentales pour un débit Q = 3,14 L/h suivant les axes, (a) Ψ1, (b) Ψ2, (c) Ψ3 et (d) Ψ4
(débit de 3,14 L/h).
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Tableau 5.6 – Valeurs des RMSE suivant chaque axe pour le débit de 5,19 L/h.

Axe Ψ1 Ψ2 Ψ3 Ψ4

RMSE Expérience/Simulation 2D (m/s) 1,47.10−3 1,18.10−3 8,68.10−4 9,83.10−4

RMSE Expérience/Simulation 3D (m/s) 9,90.10−4 9,93.10−4 4,84.10−4 1,01.10−3

Tableau 5.7 – Comparaison des conversions du réacteur initial simulé en 2D et 3D avec la
conversion expérimentale.

Débit (L/h) 2,85 3,15 3,40 3,73 4,94 5,19

Absorbance de la solution sortante 0,787 0,746 0,766 0,661 0,539 0,507
Concentration en S2O2−

8 à la sortie
(mol/m3) 0,882 0,959 0,918 1,133 1,380 1,445

Conversion expérimentale de la réaction
(%) 65,2 62,1 63,7 55,1 45,1 42,4

Conversion théorique de la réaction (cas
2D) (%) 65,3 61,7 59,0 55,7 46,2 44,6

Différence de conversion entre théorie 2D
et expérimentale (%) 0,1 0,4 4,7 0,6 1,1 2,2

Conversion théorique de la réaction (cas
3D) (%) 66,1 62,6 60,0 56,8 47,5 45,9

Différence de conversion entre théorie 3D
et expérimentale (%) 0,9 0,5 3,7 1,7 2,4 3,4

5.5 Comparaison des mesures expérimentales et simulées du
taux de conversion

À l’instar des mesures PIV, les mesures de conversion à la sortie du réacteur ont été effectuées
uniquement sur la forme initiale du réacteur en raison du retard sur la fabrication des réacteurs
optimaux R2, R3 et R4. Par conséquent, il ne sera pas possible de discuter de la potentielle
amélioration de la conversion pour les réacteurs R3 et R4.

Le tableau 5.7 présente la comparaison des conversions du réacteur simulé en 2D et 3D
avec la conversion expérimentale déterminée par spectrophotométrie. Tout d’abord, bien que
l’écart type de la DTS du réacteur R1 soit plus faible en 2D qu’en 3D (donc l’homogénéité
de l’écoulement de fluide dans le réacteur est meilleure), la conversion lorsque le réacteur est
modélisé en 2D est inférieure à celle du réacteur modélisé en 3D. Cela s’explique par la présence
d’une zone morte plus prononcée en 2D qu’en 3D (voir figure 5.6) qui diminue le temps de séjour
moyen des molécules dans le réacteur (voir tableau 5.2).

Ensuite, le tableau 5.7 montre que la conversion du réacteur simulé en 2D est plus proche de
celle déterminée par spectrophotométrie que celle du réacteur simulé en 3D malgré le fait que
l’écoulement de fluide soit moins représentatif de la réalité en 2D. Cette incohérence est possi-
blement due à des incertitudes lors des manipulations, telles que l’incertitude sur la constante
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cinétique déterminée ou sur la dilution qui permet de stopper la réaction à la sortie du réacteur.
En effet, par exemple, une erreur de 6 % sur la constante cinétique entraîne une erreur de 1,9 %
sur la conversion (pour un débit de 3,73 L/h). Une autre explication, plus probable, réside dans
une hypothèse effectuée sur la modélisation de l’entrée. En entrée, on a supposé que le mélange
était parfait, c’est-à-dire, que la concentration de réactif est homogène sur l’entrée. Or, cela
n’est pas forcément le cas dans l’expérience qui met uniquement en œuvre un raccord en T pour
réaliser le mélange. Pour les mesures futures, il sera donc intéressant d’installer un mélangeur
statique ou de mélanger les réactifs par agitation mécanique avant l’entrée du réacteur.

5.6 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons comparé les résultats issus de la campagne expérimentale pré-
sentée dans le chapitre 1 aux simulations CFD pour les quatre maquettes à l’échelle 1 fabriquées
par impression 3D.

Ce chapitre a montré une meilleure adéquation avec l’expérience lorsque l’écoulement du
fluide dans le réacteur est simulé en trois dimensions qu’en deux dimensions. Ce premier résultat
s’explique de deux façons :
• l’injection de fluide dans le réacteur est mieux modélisée en 3D,
• les simulations 2D ne prennent pas en compte la dispersion suivant l’axe Oz qui amène
une nouvelle source d’inhomogénéité de l’écoulement de fluide.

Ces erreurs lors de la modélisation 2D de l’écoulement du fluide dans le réacteur ne sont pas
critiques et peuvent être utilisées dans un premier temps pour optimiser la géométrie du réacteur
comme ce fut le cas dans ces travaux. En revanche, une première perspective à ces travaux
de thèse pourrait donc être d’optimiser la forme du réacteur en trois dimensions. Cependant,
certains problèmes seront rencontrés et sont discutés dans les conclusions et perspectives.

Pour finir, pour les futures expériences visant à déterminer la conversion des réacteurs op-
timaux, il sera intéressant d’installer un mélangeur statique ou de mélanger la solution par
agitation mécanique en amont du réacteur afin d’améliorer le mélange et de se rapprocher du
mélange parfait qui est simulé.
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Conclusions générales et perspectives

Cette thèse est un travail prospectif qui vise à appliquer en Génie des Procédés des méthodes
d’optimisation de forme développées dans d’autres domaines d’ingénierie. L’objet d’étude était
un réacteur à lit fixe, mais la méthodologie est générale et pourra, moyennant certains ajuste-
ments, être appliquée à d’autres systèmes tels que les échangeurs de chaleur.

Cette étude a permis de développer une méthodologie d’optimisation géométrique dont le
calcul du gradient est basé sur la méthode de l’état adjoint. La méthode d’optimisation a été
implanté dans le logiciel libre de CFD OpenFOAM. Elle a ensuite été testée et utilisée dans le but
de déterminer la forme optimale du garnissage permettant de minimiser la dissipation d’énergie
dans le fluide due aux frottements visqueux dans le réacteur, de maximiser la conversion du
réacteur ou d’optimiser simultanément ces deux fonctions objectif. La méthode d’optimisation
de forme étant sensible à la qualité de la résolution CFD modélisant l’écoulement de fluide dans
le réacteur, les configurations initiale et optimales du réacteur sont fabriquées afin de valider
expérimentalement les simulations CFD.

Après avoir effectué des tests préliminaires sur des systèmes très simples, la méthode d’opti-
misation de forme est appliquée aux transferts de matière et à la conception optimale de réacteurs
à lit fixe (chapitre 3). L’objectif était alors de déterminer la forme du garnissage permettant de
maximiser la conversion du réacteur sous contrainte d’iso-volume et de perte d’énergie maximale.
Les réacteurs optimaux étant destinés à être fabriqués par impression 3D, deux contraintes liées
à l’étape de fabrication ont été implémentées dans l’algorithme d’optimisation. Il s’agit de deux
contraintes imposant une largeur minimale aux canaux et une épaisseur minimale aux obstacles.
Deux types de réactions sont alors étudiées, (i) une réaction homogène de premier ordre (cas
RH) et (ii) une réaction de surface limitée par le transfert externe (cas RS). Dans chacun des cas,
l’optimisation de la forme du garnissage permet une amélioration significative de la conversion
des réacteurs.

Nous avons ensuite optimisé simultanément la conversion et la dissipation d’énergie, deux
critères dont les allures sont antagonistes, à l’aide de l’optimisation multicritère. Un ensemble
de solutions optimales a alors été déterminé (le front de Pareto). La configuration offrant le
meilleur compromis entre les deux critères a été choisie grâce à une méthode d’aide à la décision
(méthode MAUT), puis fabriquée par impression 3D dans le but de l’expérimenter et valider les
simulations CFD. D’un point de vue ingénierie, optimiser simultanément plusieurs critères puis
choisir la meilleure solution optimale grâce à une méthode d’aide à la décision est une nécessité,
car dans l’industrie, il est fréquent que l’ingénieur soit confronté à un problème multicritère. À
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notre connaissance, c’est le premier usage de ces méthodes dans le cadre de l’optimisation de
forme.

Pour finir, la campagne expérimentale détaillée dans le chapitre 1 a été réalisée et le dernier
chapitre présente la comparaison entre résultats expérimentaux et simulations CFD en 2D et
en 3D. Il en résulte une meilleure adéquation lorsque l’écoulement est simulé en 3D même si
les résultats des simulations 2D ne sont pas aberrants. Même si l’on peut regretter l’absence de
certains résultats expérimentaux, on peut tout de même dire que la forme optimale déterminée
en 2D a malgré tout améliorée les performances du réacteur (en améliorant l’homogénéité de
l’écoulement, voir section 5.3), même si on s’attend à ce que l’optimisation du réacteur sous sa
forme 3D donne de meilleurs résultats.

À court terme, la suite de ces travaux de thèse sera dédiée au parachèvement de la campagne
de mesures expérimentales ayant pris du retard en raison de la pandémie de COVID-19. Plus
particulièrement, la suite consistera à valider l’amélioration de la conversion des formes optimales
R3 et R4.

La méthodologie d’optimisation de forme développée est encourageante et prometteuse ; elle
permet un gain significatif dans la conversion ou la perte d’énergie. Cependant, elle montre
certaines limites sur lesquelles il faut continuer de travailler.

Une première limite concerne la famille d’optimisation de forme choisie dans ces travaux.
En effet, la méthode d’optimisation géométrique développée dans ces travaux ne permet pas
les changements de topologie (i.e. création ou disparition de trous en 2D). Ainsi, optimiser
la forme du garnissage à l’aide d’une méthode d’optimisation topologique pourrait être une
suite intéressante à ce travail. Elle permettrait d’augmenter le degré de liberté de la méthode
d’optimisation en acceptant les changements de topologie. Cependant, cela augmenterait les
chances de converger vers un minimum local. De plus, l’utilisation d’une méthode d’optimisation
topologique augmenterait les temps de calcul qui sont déjà une limite contraignante. Un autre
inconvénient à l’utilisation des algorithmes topologiques réside dans le caractère manufacturable
de l’objet final. En effet, certes les performances de l’objet simulé seront meilleures, cependant,
la forme optimale sera plus complexe et, par conséquent, techniquement difficile à fabriquer.
Si le choix est fait d’optimiser topologiquement la forme du réacteur, il serait intéressant de
s’inspirer des travaux de Santhanakrishnan et al. (2018), de Feppon et al. (2019) ou de Othmer
et al. (2007) qui mettent en œuvre une méthode de level set. On peut également envisager de
modifier la topologie de la forme initiale (i.e. le nombre de trous). En effet, en travaillant par
énumération sur le nombre d’inclusions, et en résolvant à chaque fois le problème d’optimisation
géométrique, il sera possible d’étudier l’influence de la topologie sans modifier fondamentalement
la méthodologie développée dans ce travail. En revanche, cela se ferait au détriment du temps
de calcul.

Une seconde limite concerne le traitement des contraintes d’épaisseur qui, dans l’algorithme
développé, souffrent d’une trop grande rigidité et ne permettent pas leur violation au cours
du processus d’optimisation. Il serait intéressant de traiter ces contraintes directement dans le
lagrangien. Cependant, celles-ci impliquent des distances minimales et la dérivation par rapport
au domaine d’une fonction comportant un minimum est une tâche complexe. Dans leurs travaux,
Allaire et al. (2016) reformulent ces contraintes d’épaisseur par des fonctions de pénalisation qui
sont dérivables par rapport au domaine. Il serait sûrement intéressant de s’en inspirer. Une autre
piste pour améliorer le traitement de ces contraintes d’épaisseur serait de les reformuler par des
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fonctions barrières (Nesterov, 2018) et de les agréger au lagrangien.

Ensuite, ces travaux de thèse ont montré la nécessité d’optimiser le réacteur sous sa forme
3D. En effet, la dispersion suivant le sens de l’écoulement est non négligeable, ce qui amène une
nouvelle source d’inhomogénéité de l’écoulement de fluide qui n’est pas modélisé par la simulation
2D du réacteur. L’ajout de la troisième dimension est donc nécessaire. De plus, elle va permettre
de gagner en degrés de liberté et donc d’améliorer les performances des réacteurs déjà fabriqués.
Cependant, certains problèmes seront rencontrés, et sur lesquels il faudra réfléchir :
• Le temps de calcul sera considérablement augmenté par l’ajout de la troisième dimension.
En effet, le temps de calcul est directement lié au nombre de volumes de contrôle dans le
maillage et celui-ci passera de 50 000/100 000 à 800 000 voir 1 000 000. Dans ce cas, une
première idée pour limiter les temps de calcul consistera à paralléliser la résolution CFD
(partie qui prend le plus de temps au cours du processus d’optimisation). Une seconde idée
sera d’utiliser la méta-modélisation tels que les modèles surrogates models (Rabhi et al.,
2018) qui permettront également de réduire les temps de calcul liés à la résolution CFD.
Une autre idée pour limiter les temps de calcul consiterait à diminuer le nombre d’itérations
nécessaires pour atteindre la convergence en utilisant un algorithme de gradient à pas
optimal tel que la méthode de recherche linéaire par exemple (Gould et Leyffer, 2003).
Cependant, la détermination du pas optimal risque d’être également couteux en temps de
calcul.
• Les contraintes d’épaisseur seront plus complexes à traiter, en particulier, la contrainte sur
la largeur minimale des pores qui nécessitera la construction de leur squelette. En effet,
dans la forme 2D du réacteur, les obstacles sont tous disjoints les uns des autres ce qui
permet de les nommer différemment et facilite le calcul de la largeur locale d’un canal.
En revanche, dans la forme 3D les parois seront toutes liées et nommer différemment
les obstacles ne sera pas possible. Ainsi, la construction du squelette des canaux sera
nécessaire. Les squelettes peuvent également être déterminés à partir des diagrammes de
Voronoï, mais ils seront plus complexes à déterminer car au lieu d’être une réunion de
segments comme présenté dans le chapitre 3, le squelette sera une réunion de surfaces.

Pour finir, le passage en trois dimensions offre deux directions de recherche distinctes :
1. Optimiser la forme des réacteurs à l’échelle industrielle qui amènerait certains problèmes

techniques tels que le traitement de la turbulence dans les équations de l’état adjoint (Ua,
pa). Sur ce point, les travaux de la littérature ne sont pas unanimes. Selon Schramm et al.
(2018) la modélisation de la turbulence de l’état adjoint n’est pas toujours nécessaire, alors
que selon Papoutsis-Kiachagias et al. (2015) elle l’est.

2. Optimiser la forme de réacteurs intensifiés. Cela permettrait de toujours considérer l’écou-
lement laminaire et ne pas avoir à modéliser la turbulence si celle-ci est nécessaire. Ce-
pendant, les limites inférieures des contraintes d’épaisseur liées aux procédés de stratocon-
ception® seraient difficiles à respecter. Il faudrait alors changer de procédé de fabrication
additive pour permettre des épaisseurs minimales en accord avec les réacteurs intensifiés.

Pour les persectives à plus long terme, il peut également être intéressant d’optimiser la forme
d’un réacteur avec évacuation de la chaleur ou bien étudier une réaction en chaine. Cela ajoute-
rait un nouveau système d’équations aux dérivées partielles au modèle et donc un nouvel état
adjoint serait introduit pour résoudre le problème d’optimisation. Cependant, la méthodologie
resterait la même dans les grandes lignes. L’étude d’un réacteur à lit fixe avec un écoulement
polyphasique gaz-liquide serait également une perspective intéressante car les applications sont
nombreuses, cependant, la modélisation étant assez complexe, le calcul de la dérivée de forme
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du critère le sera également. Finalement, optimiser la forme d’un mobile d’agitation est égale-
ment une perspective intéressante. Actuellement, lorsqu’ils sont optimisés, ces mobiles le sont
par optimisation paramétrique au travers de l’angle et de la longueur des pales par exemple.
Cependant, il faudra traiter la turbulence et gérer un maillage dynamique même ici on peut déjà
penser à faire tourner la cuve plutôt que l’agitateur pour modéliser le mélange.
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Annexe A

Formulaire mathématique

A.1 Notations

Dans cette annexe, Ω désigne un sous domaine de IRd (d = 2 ou 3 désigne la dimension
du problème) borné et constitué d’un seul morceau (on appelle cela un domaine ’’connexe’’ en
mathématiques). On supposera également dans tout ce qui suit que Ω est un ouvert régulier,
autrement dit qu’en tout point de Ω, on peut se déplacer localement dans toutes les directions
tout en restant dans Ω. La frontière de Ω (également appelée bord de Ω) sera notée ∂Ω.

Toutes ces hypothèses techniques permettent d’assurer que les manipulations algébriques à
venir (notamment les intégrations par parties) sont licites.

À titre d’illustration, Ω est représenté sur la figure A.1. Dans cette annexe, les notations
suivantes sont définies :

— n =

n1
...
nd

 : la normale sortante (unitaire) à Ω définie en tout point de ∂Ω ;

— f et g : IRd → IR deux fonctions scalaires régulières. ∇f =


∂f
∂x1...
∂f
∂xd

 est le gradient de f et

∂f
∂n = ∇f ·n désigne la dérivée normale de f définie en tout point de ∂Ω.

— h, q et r : IRd → IRd trois fonctions vectorielles régulières. ∇h =
(
∂hi
∂xj

)
1≤i,j≤d

est la
matrice jacobienne (ou gradient) du champ de vecteurs h .

— le tenseur des déformations d’un champ de vecteurs h régulier est défini par :

ε(h) =
(

1
2

(
∂hi
∂xj

+ ∂hj
∂xi

))
1≤i,j≤d

.
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x

n

∂Ω Ω

Figure A.1 – Ω, sous domaine de IRd

— le double produit contracté de deux tenseurs de déformation ε(h) et ε(q) :

ε(h) : ε(q) = 1
4

d∑
i=1

d∑
j=1

(
∂hi
∂xj

+ ∂hj
∂xi

)(
∂qi
∂xj

+ ∂qj
∂xi

)
.

— Soit h : IRd → IRd, une fonction vectorielle, on définit la norme H1 comme suit

||h||H1 = ||h||2 + ||∇h||2 =
∫

Ω
∇h : ∇h dx+

∫
Ω
h·h dx (A.1)

A.2 Formulaire d’intégration par partie

La détermination des expressions des différents gradients de forme et des états adjoints
nécessite la connaissance et l’utilisation des formules d’intégration par partie énoncées dans ce
paragraphe.

La 1ère équation de Green (A.2) généralise la formule d’intégration par parties en dimension
un bien connu. Bien souvent, on utilisera la vitesse U pour h et la pression p pour f .

∫
Ω

∂f

∂xi
g dx =

∫
∂Ω
fgni dσ −

∫
Ω

∂g

∂xi
f dx . (A.2)

L’équation (A.2) ne sera pas utile directement mais elle permet de démontrer la 2ème formule
de Green. Dans l’équation (A.2), en remplaçant f par ∂f

∂xi
puis en sommant sur toutes les

composantes, il vient :

∫
Ω
g

d∑
i=1

∂2f

∂x2
i︸ ︷︷ ︸

=∆f

dx =
∫
∂Ω
g

d∑
i=1

∂f

∂xi
ni︸ ︷︷ ︸

=∇h·n= ∂h
∂n

dσ −
∫

Ω

d∑
i=1

∂f

∂xi

∂g

∂xi︸ ︷︷ ︸
=∇f ·∇g

dx (A.3)

Ce qui fournit la 2ème formule de Green :

∫
Ω
g∆f dx =

∫
∂Ω
g
∂f

∂n
dσ −

∫
Ω
∇f ·∇g dx . (A.4)
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Cette 2ème formule de Green est également valable pour des champs de vecteur (Privat,
2008). Cela donne l’équation (A.5)

∫
Ω
h· ∆q dx =

∫
∂Ω
h· ∂q

∂n
dσ −

∫
Ω
∇q : ∇h dx . (A.5)

La première formule de Green (A.2) permet également de montrer la formule d’intégration
par parties à trois facteurs (A.6). La preuve est fournie par Courtais et al. (2021a). Soient h, q,
r, trois champs de vecteurs de IRd dans IRd tels que div q = 0 dans Ω.∫

Ω
(∇hq) · r dx = −

∫
Ω

(∇hq) · r dx+
∫
∂Ω

(q·n)(h· r) dσ . (A.6)

En mécanique des fluides, la formule de la divergence (A.7) résulte de la première formule de
Green (A.2). Bien souvent, on utilisera la vitesse U pour h et la pression p pour f .∫

Ω
f divh dx =

∫
∂Ω
f(h·n) dσ −

∫
Ω
h·∇f dx . (A.7)

En effet, d’après la première formule de Green (A.2), on a

∫
Ω
f divh dx =

d∑
i=1

∫
Ω
f
∂hi
∂xi

dx =
(A.2)

d∑
i=1

∫
∂Ω
hifni dσ −

d∑
i=1

∫
Ω
hi
∂f

∂xi
dx

=
∫
∂Ω
f(h·n) dσ −

∫
Ω
h·∇f dx

L’équation (A.7) est une extension sur théorème de la divergence, autrement appelé théorème
de Green-Ostrogradski. En effet, en prenant la fonction scalaire f égale à 1 sur l’ensemble du
domaine, il vient : ∫

Ω
divh dx =

∫
∂Ω

(h·n) dσ . (A.8)

Une autre formule d’intégration par parties généralisant la 2ème formule de Green (voir par
exemple Henrot et Privat (2010)) s’avère souvent fort utile dans le contexte de la mécanique des
fluides. ∫

Ω
(∆h+∇ divh) · q dx = 2

∫
∂Ω
ε(h)n· q dσ − 2

∫
Ω
ε(h) : ε(q) dx . (A.9)

Pour finir, une dernière formule d’intégration par partie pour des intégrales frontières (i.e
sur les bords du domaine ∂Ω) est donné par la relation (A.10) (Henrot et Pierre, 2018, Chap 5).

∫
∂Ω
∇f ·∇g dσ = −

∫
∂Ω
f∆g dσ +

∫
∂Ω

(∂f
∂n

∂g

∂n
+ f

∂2g

∂n2 +Hf ∂g
∂n

) dσ (A.10)

Où H représente la courbure moyenne du domaine Ω définie par H = divn
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Annexe B

Démonstrations mathématiques des
expressions des gradients de forme et

états adjoints

B.1 Démonstration de l’expression du gradient de forme (2.37)

En utilisant la formule d’intégration par parties (A.9), l’équation (2.34) devient

L′(Ω)(V ) =2ν
(∫

∂Ω
|ε(U)|2(V ·n) dσ −

∫
Ω

(∆U +∇(divU)) ·U ′ dx

+ 2
∫
∂Ω
ε(U)n·U ′ dσ

)
+ λV

∫
∂Ω

(V ·n)dσ
(B.1)

La divergence de U étant nulle dans tout le domaine d’après (2.22b)), il vient :

L′(Ω)(V ) =2ν
(∫

∂Ω
|ε(U)|2(V ·n) dσ −

∫
Ω

∆U ·U ′ dx

+ 2
∫
∂Ω
ε(U)n·U ′ dσ

)
+ λV

∫
∂Ω

(V ·n)dσ
(B.2)

La multiplication de la première équation de l’état adjoint (2.38a) par U ′ et intégrée sur
tout le domaine Ω donne l’équation suivante :

−ν
∫

Ω
∆Ua ·U ′ dx+

∫
Ω

(∇U)TUa ·U ′ dx−
∫

Ω
∇UaU ·U ′ dx

−
∫

Ω
∇pa ·U ′ dx = −2ν

∫
Ω

∆U ·U ′ dx.
(B.3)
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Les intégrations par parties (A.9), (A.6) et (A.7) de chacun des termes de cette expression
fournissent successivement :

−ν
∫

Ω
∆Ua ·U ′ dx =

(A.9)
2ν
∫

Ω
ε(Ua) : ε(U ′) dx− 2ν

∫
∂Ω
ε(Ua)n·U ′ dσ

=
(2.33c)

2ν
∫

Ω
ε(Ua) : ε(U ′) dx− 2ν

∫
Γout∪Γ

ε(Ua)n·U ′ dσ

∫
Ω

(∇U)TUa ·U ′ dx =
(A.6)

−
∫

Ω
∇UaU

′ ·U dx+
∫
∂Ω

(U ·Ua)(U ′ ·n) dσ

=
(2.22d) et (2.33c)

−
∫

Ω
∇UaU

′ ·U dx+
∫

Γout
(U ·Ua)(U ′ ·n) dσ

−
∫

Ω
∇UaU ·U ′ dx =

(A.6)

∫
Ω
∇U ′U ·Ua dx−

∫
∂Ω

(U ·n)(U ′ ·Ua) dσ

=
(2.22d) et (2.33c)

∫
Ω
∇U ′U ·Ua dx−

∫
Γout

(U ·n)(U ′ ·Ua) dσ

∫
Ω
∇pa ·U ′ dx =

(A.7)
−
∫

Ω
pa divU ′ dx+

∫
∂Ω
pa(U ′ ·n) dσ =

(2.33b) et (2.33c)

∫
Γout∪Γ

pa(U ′ ·n) dσ.

Ces intégration par parties permettent de réécrire l’équation (B.3) sous la forme∫
Ω

2νε(Ua) : ε(U ′) dx−∇UaU
′ ·U dx+∇U ′U ·Ua dx

+
∫

Γout
(U ·Ua)(U ′ ·n)−

∫
Γout

σ(Ua, pa)n·U ′ dσ − (U ·n)(U ′ ·Ua) dσ

−
∫

Γ
σ(Ua, pa)n·U ′ dσ = −2ν

∫
Ω

∆U ·U ′ dx

(B.4)

La première équation du système vérifié par U ′ multipliée par Ua et intégrée sur tout le
domaine Ω fournit

− ν
∫

Ω
∆U ′·Ua dx+

∫
Ω
∇UU ′ ·Ua dx+

∫
Ω
∇U ′U ·Ua dx−

∫
Ω
∇p′·Ua dx = 0 (B.5)

L’intégration par parties de chacun des termes est la suivante :

−ν
∫

Ω
∆U ′·Ua dx =

(A.9)
2ν
∫

Ω
ε(Ua) : ε(U ′) dx− 2ν

∫
∂Ω
ε(U ′)n·Ua dσ

=
(2.38c)

2ν
∫

Ω
ε(Ua) : ε(U ′) dx− 2ν

∫
Γout

ε(U ′)n·Ua dσ
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∫
Ω
∇UU ′ ·Ua dx =

(A.6)
−
∫

Ω
∇UaU

′ ·U dx+
∫
∂Ω

(U ·U ′)(Ua ·n )dσ

=
(2.22d) et (2.33c)

−
∫

Ω
∇UaU

′ ·U dx+
∫

Γout
(U ·U ′)(Ua ·n) dσ

∫
Ω
∇p′·Ua dx =

(A.7)
−
∫

Ω
div(Ua)p′ dx+

∫
∂Ω
p′(Ua ·n) dσ =

(2.38b) et (2.38c)

∫
Γout

p′(Ua ·n) dσ

Ces intégrations par parties permettent de réécrire l’équation (B.23) sous la forme :

∫
Ω

(2νε(Ua) : ε(U ′)−∇UaU
′ ·U +∇U ′U ·Ua) dx

+
∫

Γout
((U ·Ua)(U ′ ·n)− σ(U ′, p′)n·Ua) dσ = 0

Puis en prenant en compte la condition aux limites sur U ′ (2.33e) :∫
Ω

(2νε(Ua) : ε(U ′)−∇UaU
′ ·U +∇U ′U ·Ua) dx

+
∫

Γout
(U ·Ua)(U ′ ·n) dσ = 0

(B.6)

La soustraction des équations (B.22) et (B.24) permet d’écrire :

− 2ν
∫

Ω
∆U ·U ′ dx = −

∫
Γ∪Γout

σ(Ua, pa)n·U ′ dσ −
∫

Γout
(U ·n)(U ′ ·Ua) dσ (B.7)

En remplaçant, le terme −2ν
∫
Ω ∆U ·U ′ à l’aide de l’équation (B.25) dans le calcul de la

dérivée du lagrangien L (B.2), il vient :

L′(Ω)(V ) = 2ν
∫
∂Ω
|ε(U)|2(V ·n) dσ −

∫
Γ∪Γout

σ(Ua, pa).n·U ′ dσ

−
∫

Γout
(U ·n).(U ′ ·Ua) dσ + 4ν

∫
∂Ω
ε(U)n·U ′ dσ + λV

∫
∂Ω

(V ·n)dσ

Les conditions aux frontières (2.38d), (2.33c), (2.33d) et (2.40b) permettent de réécrire la
dérivée du lagrangien sous la forme :

L′(Ω)(V ) =
(2.40b) et (2.33c)

∫
Γ
(2ν|ε(U)|2(V ·n)− σ(Ua, pa)n·U ′ + 4νε(U)n·U ′) dσ

−
∫

Γout
((U ·n)(U ′ ·Ua)− σ(Ua, pa)n·U ′ + 4νε(U)n·U ′) dσ

+ λV

∫
∂Ω

(V ·n)dσ
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L′(Ω)(V ) =
(2.33d)

∫
Γ
(2ν|ε(U)|2 + σ(Ua, pa)n· ∂U

∂n
− 4νε(U)n.∂U

∂n
+ λV)(V ·n) dσ

−
∫

Γout
((U ·n)Ua − σ(Ua, pa)n+ 4νε(U)n) ·U ′ dσ

L′(Ω)(V ) =
(2.38d)

∫
Γ
((2νε(Ua)n− pan− 4νε(U)n) · ∂U

∂n
+ 2ν|ε(U)|2 + λV)(V ·n) dσ

En supposant que les vitesses (U et Ua) sur la frontière Γ sont nulles (les gradients de vitesse
sont donc perpendiculaire au bord) et que les divergences de ces vitesses sont également nulles,
on peut montrer les propriétés suivantes (preuve fournie par Courtais et al. (2021a)) :

n· ∂U

∂n
= 0 (B.8)

ε(U)n· ∂U

∂n
= |ε(U)|2 (B.9)

(ε(Ua)n) · ∂U

∂n
= ε(U) : ε(Ua) (B.10)

Pour finir, en utilisant les propriétés précédentes, il est possible de réécrire la dérivée du
lagrangien sous la forme attendu :

L′(Ω)(V ) = 2ν
∫

Ω
(ε(U) : ε(Ua)− ε(U) : ε(U) + λV)(V ·n) dσ

B.2 Démonstration des équations de diffusion du maillage

La norme H1 modifiée introduite dans le paragraphe 2.4.2 s’exprime suivant la relation
(B.11) pour tout champ de vecteur X : IRd → IRd (d = 2 ou 3).

γ||∇X ||2 + ||X ||2 = γ

∫
Ω
∇X : ∇X dx+

∫
Ω

X · X dx (B.11)

L’équation (2.39) se réécrit alors comme suit :

L′(Ω, λV)(V ) =
∫
∂Ω
G(Ω, λV)(V ·n) dσ = γ

∫
Ω
∇V : ∇V dx+

∫
Ω
V ·V dx (B.12)

Considérons la proposition suivante, qui est une généralisation de l’équation (B.12).

∀ φ : IRd → IRd ;
∫
∂Ω
G(Ω, λV)(φ·n) dσ = −γ

∫
Ω
∇V : ∇φ dx−

∫
Ω
V ·φ dx (B.13)

En prenant, φ = V les équations (B.12) et (B.13) sont équivalentes. L’intégration par partie
(A.5) du terme

∫
Ω∇V : ∇φ dx donne∫

∂Ω
G(Ω, λV)(φ·n) dσ = γ

∫
Ω

∆V ·φ dx− γ
∫
∂Ω

∂V

∂n
·φ dσ −

∫
Ω
V ·φ dx (B.14)
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Puis en séparant les variables il vient :∫
∂Ω

(
G(Ω, λV)n+ γ

∂V

∂n

)
·φ dσ =

∫
Ω

(γ∆V − V ) ·φ dx (B.15)

L’équation (B.15) est donc valable quelque soit le champ de vecteur φ. Prenons les cas parti-
culiers de champs de vecteur φ non nuls dans le domaine mais nuls sur le bord ∂Ω. Il vient
alors

γ∆V − V = 0 dans Ω (B.16)

En considérant l’équation (B.16), l’équation (B.15) devient∫
∂Ω

(
G(Ω, λV)n+ γ

∂V

∂n

)
·φ dσ = 0 (B.17)

Il vient alors la condition aux limites sur la frontière libre Γ,

γ
∂V

∂n
= −G(Ω, λV)n sur Γ (B.18)

Les frontières Γin, Γout et Γlat étant fixe, on a trivialement V = 0 sur Γin ∪ Γout ∪ Γlat.

B.3 Détails des calculs permettant la formulation du gradient
de forme (3.21)

Les équations (3.14), (3.15) et (3.16) permettent de formuler la dérivée du lagrangien comme
suit

L′(Ω)(V ) =Kcrit

∫
Γout

C ′ dσ + λV

∫
∂Ω

(V ·n)dσ

+ 2νλE
∫
∂Ω
|ε(U)|2(V ·n) dσ + 4νλE

∫
Ω
ε(U) : ε(U ′) dx

(B.19)

qui se réécrit après application de la formule d’intégration par partie (A.9)

L′(Ω)(V ) =Kcrit

∫
Γout

C ′ dσ + λV

∫
∂Ω

(V ·n)dσ

+ 2νλE
(∫

∂Ω
|ε(U)|2(V ·n) dσ −

∫
Ω

∆UU ′ dx+ 2
∫
∂Ω
ε(U)n·U ′ dσ

) (B.20)

L’idée générale pour réécrire la dérivée du lagrangien sous la forme (3.19) consiste à multiplier
la première équation des états adjoints par U ′ ou C ′ et intégrer sur le volume Ω. Ensuite, la
même manipulation est effectuée sur les premières équations des dérivées eulérienne des états
que l’on multiplie par Ua ou Ca.

La multiplication de la première équation de l’état adjoint associé à la vitesse (3.22a) par
U ′ intégrée sur l’ensemble de domaine fournit l’équation suivante :

−ν
∫

Ω
∆Ua ·U ′ dx+

∫
Ω

(∇U)TUa ·U ′ dx−
∫

Ω
∇UaU ·U ′ dx
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+
∫

Ω
∇pa ·U ′ dx = −λE2ν

∫
Ω

∆U ·U ′ dx− Kcrit
KBC

∫
Ω
Ca∇C ·U ′ dx. (B.21)

L’intégration par parties de chacun des termes de l’expression (B.21) fournit successivement :

−ν
∫

Ω
∆Ua ·U ′ dx =

(A.9)
2ν
∫

Ω
ε(Ua) : ε(U ′) dx− 2ν

∫
∂Ω
ε(Ua)n·U ′ dσ

=
(2.33c)

2ν
∫

Ω
ε(Ua) : ε(U ′) dx− 2ν

∫
Γout∪Γ

ε(Ua)n·U ′ dσ

∫
Ω

(∇U)TUa ·U ′ dx =
(A.6)

−
∫

Ω
∇UaU

′ ·U dx+
∫
∂Ω

(U ·Ua)(U ′ ·n) dσ

=
(2.22d) et (2.33c)

−
∫

Ω
∇UaU

′ ·U dx+
∫

Γout
(U ·Ua)(U ′ ·n) dσ

−
∫

Ω
∇UaU ·U ′ dx =

(A.6)

∫
Ω
∇U ′U ·Ua dx−

∫
∂Ω

(U ·n)(U ′ ·Ua) dσ

=
(2.22d) et (2.33c)

∫
Ω
∇U ′U ·Ua dx−

∫
Γout

(U ·n)(U ′ ·Ua) dσ

∫
Ω
∇pa ·U ′ dx =

(A.7)
−
∫

Ω
pa divU ′ dx+

∫
∂Ω
pa(U ′ ·n) dσ =

(2.33b) et (2.33c)

∫
Γout∪Γ

pa(U ′ ·n) dσ.

Cela permet de réécrire l’équation (B.21) sous la forme suivante :∫
Ω

2νε(Ua) : ε(U ′) dx−∇UaU
′ ·U dx+∇U ′U ·Ua dx

+
∫

Γout
(U ·Ua)(U ′ ·n)− (U ·n)(U ′ ·Ua) dσ − σ(Ua, pa)n·U ′ dσ

−
∫

Γ
σ(Ua, pa)n·U ′ dσ = −λE2ν

∫
Ω

∆U ·U ′ dx− Kcrit
KBC

∫
Ω
Ca∇C ·U ′ dx.

(B.22)

L’équation (2.33a) multipliée par Ua et intégrée sur tout le domaine Ω fournit :

− ν
∫

Ω
∆U ′·Ua dx+

∫
Ω
∇UU ′ ·Ua dx+

∫
Ω
∇U ′U ·Ua dx+

∫
Ω
∇p′·Ua dx = 0 (B.23)

L’intégration par parties de chacun des termes est la suivante :

−ν
∫

Ω
∆U ′·Ua dx =

(A.9)
2ν
∫

Ω
ε(Ua) : ε(U ′) dx− 2ν

∫
∂Ω
ε(U ′)n·Ua dσ

=
(3.22c)

2ν
∫

Ω
ε(Ua) : ε(U ′) dx− 2ν

∫
Γout

ε(U ′)n·Ua dσ

∫
Ω
∇UU ′ ·Ua dx =

(A.6)
−
∫

Ω
∇UaU

′ ·U dx+
∫
∂Ω

(U ·U ′)(Ua ·n )dσ

=
(2.22d) et (2.33c)

−
∫

Ω
∇UaU

′ ·U dx+
∫

Γout
(U ·U ′)(Ua ·n) dσ

∫
Ω
∇p′·Ua dx =

(A.7)
−
∫

Ω
div(Ua)p′ dx+

∫
∂Ω
p′(Ua ·n) dσ =

(3.22b) et (3.22c)

∫
Γout

p′(Ua ·n) dσ
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Ces intégrations par parties permettent de réécrire l’équation (B.23) comme suit :∫
Ω

(2νε(Ua) : ε(U ′)−∇UaU
′ ·U +∇U ′U ·Ua) dx

+
∫

Γout
((U ·Ua)(U ′ ·n)− σ(U ′, p′)n·Ua) dσ = 0

Puis en tenant compte de la condition aux limites de sortie sur U ′ (2.33e), il vient :∫
Ω

(2νε(Ua) : ε(U ′)−∇UaU
′ ·U +∇U ′U ·Ua) dx+

∫
Γout

(U ·Ua)(U ′ ·n) dσ = 0 (B.24)

La soustraction des équations (B.22) et (B.24) donne

−λE2ν
∫

Ω
∆U ·U ′ dx = −

∫
Γ∪Γout

σ(Ua, pa)n·U ′ dσ −
∫

Γout
(U ·n)(U ′ ·Ua) dσ

+Kcrit
KBC

∫
Ω
Ca∇C ·U ′ dx. (B.25)

En remplaçant, le terme −λE2ν
∫

Ω ∆U ·U ′ à l’aide de l’équation (B.25) dans le calcul de la
dérivée du Lagrangien L (B.20), il vient :

L′(Ω)(V ) =Kcrit

∫
Γout

C ′ dσ + λV

∫
∂Ω

(V ·n)dσ −
∫

Γ∪Γout
σ(Ua, pa).n·U ′ dσ

+ 2νλE
(∫

∂Ω
|ε(U)|2(V ·n) dσ + 2

∫
∂Ω
ε(U)n·U ′ dσ

)

+ Kcrit
KBC

∫
Ω
Ca∇C ·U ′ dx−

∫
Γout

(U ·n)(U ′ ·Ua) dσ

(B.26)

Le même processus est effectué sur les systèmes (3.23) et (3.17). La multiplication de l’équa-
tion (3.23a) par C ′ et l’intégration sur Ω donne :

−D
∫

Ω
∆CaC ′ dx−

∫
Ω

(U ·∇Ca)C ′ dx+ k

∫
Ω
CaC

′ dx = 0 (B.27)

L’intégration par parties de chacun des termes donne :

−D
∫

Ω
∆CaC ′ dx = D

∫
Ω

(∇Ca ·∇C ′) dx−D
∫
∂Ω

∂Ca
∂n

C ′ dσ

∫
Ω

(U ·∇Ca)C ′ dx =
(A.6)

−
∫

Ω
(U ·∇C ′)Ca dx+

∫
∂Ω

(U ·n)(CaC ′) dσ

Ce qui permet de réécrire l’équation (B.27) comme suit :

D
∫

Ω
(∇Ca ·∇C ′) dx−D

∫
∂Ω

∂Ca
∂n

C ′ dσ +
∫

Ω
(U ·∇C ′)Ca dx

−
∫
∂Ω

(U ·n)(CaC ′) dσ + k

∫
Ω
CaC

′ dx = 0
(B.28)

De même, l’intégration par partie de (3.17a) multipliée par Ca donne la relation suivante :

−D
∫

Ω
∆C ′Ca dx+

∫
Ω

(U ·∇C ′)Ca dx+
∫

Ω
(U ′ ·∇C)Ca dx+ k

∫
Ω
CaC

′ dx = 0 (B.29)
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Puis en utilisant la formule d’intégration par partie (A.4), l’équation (B.29) devient :

D
∫

Ω
(∇Ca ·∇C ′) dx−D

∫
∂Ω

∂C ′

∂n
Ca dσ +

∫
Ω

(U ·∇C ′)Ca dx

+
∫

Ω
(U ′ ·∇C)Ca dx+ k

∫
Ω
CaC

′ dx = 0
(B.30)

La soustraction des équations (B.28) et (B.30) permet d’écrire :
∫

Ω
(U ′ ·∇C)Ca dx+

∫
∂Ω

(U ·n)(CaC ′) dσ +D
∫
∂Ω

∂Ca
∂n

C ′ dσ −D
∫
∂Ω

∂C ′

∂n
Ca dσ︸ ︷︷ ︸

I

= 0 (B.31)

On peut remarquer que la contribution de I est nulle sur les frontières Γin et Γlat (voir équations
(3.23b), (3.17b), (3.23c) et (3.17d)). Ensuite, les équations (3.23d), (3.17d), (3.23c) et (3.17c) et
(2.22d) permettent d’exprimer l’intégrale I sous la forme suivante :

I = KBC

∫
Γout

C ′ dσ−D
∫

Γ
Ca

(
− ∂C2

∂n2 (V ·n)+∇C ·∇(V ·n)−∇C·(∇(V ·n)·n)n
)
dσ

= KBC

∫
Γout

C ′ dσ−D
∫

Γ
Ca

(
− ∂C2

∂n2 (V ·n)+∇C·∇(V ·n)−(∇(V ·n)·n)(∇C·n)
)
dσ

= KBC

∫
Γout

C ′ dσ−D
∫

Γ
Ca

(
− ∂C2

∂n2 (V ·n)+∇C·∇(V ·n)− ∂(V ·n)
∂n

∂C

∂n

)
dσ

=
(A.10)

KBC

∫
Γout

C ′ dσ−D
∫

Γ
Ca

(
∆C(V ·n)−H∂C

∂n
(V ·n)

)

I =
(3.4c)

KBC

∫
Γout

C ′ dσ−D
∫

Γ
Ca

(
∆C(V ·n)−H∂C

∂n
(V ·n)

)
(B.32)

L’expression de I ci-dessus permet de reformuler l’équation (B.31) sous la forme suivante :

KBC

∫
Γout

C ′ dσ = −
∫

Ω
(U ′ ·∇C)Ca dx−D

∫
Γ
Ca∆C(V ·n) (B.33)

En remplaçant le terme KBC
∫

Γout
C ′ dσ à l’aide de (B.33), la dérivée du lagrangian L (B.26) se

réécrit comme suit :

L′(Ω)(V ) =λV
∫
∂Ω

(V ·n)dσ −
∫

Γ∪Γout
σ(Ua, pa).n·U ′ dσ

+ 2νλE
(∫

∂Ω
|ε(U)|2(V ·n) dσ + 2

∫
∂Ω
ε(U)n·U ′ dσ

)

− Kcrit
KBC

D
∫

Γ
Ca∆C(V ·n)−

∫
Γout

(U ·n)(U ′ ·Ua) dσ

(B.34)

Les conditions aux limites (3.22d), (2.33c), (2.33d) et (3.20b) permettent d’exprimer la dérivée
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du Lagrangien L sous la forme suivante :

L′(Ω)(V ) =
(3.20b) et (2.33c)

∫
Γ

(
2νλE |ε(U)|2(V ·n)− σ(Ua, pa)n·U ′ + 4νλEε(U)n·U ′

− Kcrit
KBC

DCa∆C(V ·n) + λV(V ·n)
)
dσ −

∫
Γout

((U ·n)(U ′ ·Ua)

− σ(Ua, pa)n·U ′ + 4νλEε(U)n·U ′) dσ

L′(Ω)(V ) =
(2.33d)

∫
Γ

(
2νλE |ε(U)|2 + σ(Ua, pa)n· ∂U

∂n
− 4νλEε(U)n.∂U

∂n

− Kcrit
KBC

DCa∆C + λV

)
(V ·n) dσ

−
∫

Γout

(
(U ·n)Ua − σ(Ua, pa)n+ 4νλEε(U)n

)
·U ′ dσ

L′(Ω)(V ) =
(3.22d)

∫
Γ

(
(2νε(Ua)n− pan− 4νλEε(U)n) · ∂U

∂n
+ 2νλE |ε(U)|2

− Kcrit
KBC

DCa∆C + λV

)
(V ·n) dσ

(B.35)

Pour finir, les propriétés sur les vitesses U et Ua (B.8), (B.9) et (B.10) permettent de reformuler
la dérivée du lagrangien selon :

L′(Ω)(V ) =
∫

Ω

(
2ν(ε(U) : ε(Ua)− λEε(U) : ε(U))− Kcrit

KBC
DCa∆C + λV

)
(V ·n) dσ (B.36)

L’expression du gradient de forme (3.21) découle de la relation ci-dessus.

B.4 Détails des calculs permettant la formulation du gradient
de forme (3.24)

Le premier état adjoint et le système d’équation modélisant l’écoulement de fluide (i.e. les
équations de Navier-Stokes) étant identiques dans les deux cas, la première partie des calculs est
similaire au cas précédant. Dans la suite des calculs, l’unique partie qui diffère entre les deux cas
est le terme de réaction k

∫
ΩCaC

′ dx qui se simplifiait lors de la soustraction (B.31). On peut
donc redémarrer les calculs à partir des équations (B.26) et (B.31).

De même que dans le cas précédent, l’intégrale I n’a pas de contribution sur Γin et Γlat
(voir les équations (3.25b) et (3.18b)). D’après les équations (3.25c), (3.18d), (3.25b) et (3.18c),
l’intégrale I se réécrit ici comme suit.

I =
∫

Γout
C ′ dσ−D

∫
Γ

∂Ca
∂n

∂C

∂n
(V ·n) (B.37)
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Ce qui permet d’exprimer la relation (B.31) sous la forme suivante :

KBC

∫
Γout

C ′ dσ = −
∫

Ω
(U ′ ·∇C)Ca dx+D

∫
Γ

∂Ca
∂n

∂C

∂n
(V ·n) (B.38)

En remplaçant le terme KBC
∫

Γout
C ′ dσ à l’aide de (B.33), la dérivée du lagrangian L (B.26) se

réécrit comme suit :

L′(Ω)(V ) =λV
∫
∂Ω

(V ·n)dσ −
∫

Γ∪Γout
σ(Ua, pa).n·U ′ dσ

+ 2νλE
(∫

∂Ω
|ε(U)|2(V ·n) dσ + 2

∫
∂Ω
ε(U)n·U ′ dσ

)

+ Kcrit
KBC

D
∫

Γ

∂Ca
∂n

∂C

∂n
(V ·n)−

∫
Γout

(U ·n)(U ′ ·Ua) dσ

(B.39)

Pour finir, les manipulations effectuées en fin d’annexe B.3 sont réalisées à nouveau sur l’équa-
tion (B.39) et permettent de reformuler la dérivée du lagrangien suivant la relation (B.40), ce
qui permet de déterminer l’expression du gradient de forme (3.24).

L′(Ω)(V ) =
∫

Ω

(
2ν(ε(U) : ε(Ua)−λEε(U) : ε(U)) + Kcrit

KBC
D∂Ca
∂n

∂C

∂n
+λV

)
(V ·n) dσ (B.40)
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Annexe C

Principales étapes de l’algorithme
SIMPLE

L’algorithme SIMPLE a été développé par Patankar et Spalding (1972). Celui-ci permet de
traiter le couplage entre la pression et la vitesse présent dans les équations de Navier-Stokes.
Le maillage associé à la résolution du couplage pression-vitesse est représenté par la figure C.2.
Celui-ci montre un décalage d’une demie maille entre les volumes de contrôle où sont définis les
champs scalaires (ici la pression en gris sur la figure) et ceux où sont définis les composantes de la
vitesse (hachuré sur la figure). Ce décalage permet une meilleure stabilité lors de la résolution car
il assure la concordance des opérateurs de divergence et de gradient. La résolution de l’algorithme
SIMPLE s’effectue en sept étapes et est résumé par la figure C.1.
Étape 1 - Supposer un champ de pression p∗ dans le domaine.
Étape 2 - Résoudre les équations de Navier-Stokes discrétisées (C.1) et (C.2) pour déterminer

numériquement le champ de vitesse sur le maillage décalé.

awu
∗
w =

∑
nb

anbu
∗
nb − (p∗P − p∗W )Aw + bw (C.1)

asv
∗
s =

∑
nb

anbv
∗
nb − (p∗P − p∗S)As + bs (C.2)

où Aw et As désigne respectivement l’aire de la face connectant les nœuds P et W
ou S. bw et bs représentent les termes sources dans les nœuds du maillage décalé w
et s. Pour finir nb désigne les 4 voisins du nœud de travail (ici w ou s).

Étape 3 - A ce stade la valeur supposée pour le champ de pression p∗ et celles déterminées pour
les composantes de la vitesse u∗ et v∗ doivent être corrigées comme suit

p = p∗ + p′ u = u∗ + u′ v = v∗ + v′ (C.3)

où p′, u′ et v′ représentent les corrections à la pression et à la vitesse introduit par
l’algorithme SIMPLE. p, u et v désignent la solution des équations de Navier-Stokes,
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qui à convergence, sont solutions des équations discrétisées suivantes :

awuw =
∑
nb

anbunb − (pP − pW )Aw + bw (C.4)

asvs =
∑
nb

anbvnb − (pP − pS)As + bs (C.5)

Étape 4 - La soustraction des équations (C.8) et (C.9) par les équations (C.1) et (C.2) combinée
aux équations de correction (C.3) fournit ensuite :

awu
′
w =

∑
nb

anbu
′
nb − (p′P − p′W )Aw (C.6)

asv
′
s =

∑
nb

anbv
′
nb − (p′P − p′S)As (C.7)

À ce stade, une approximation est introduite. Les termes ∑nb a
′
nbunb et ∑nb anbv

′
nb

sont négligés devant les autres termes. Cette approximation n’est pas critique car, à
convergence, les corrections des vitesses sont nulles. Les corrections u′ et v′ sont donc
solution des équations ci-dessous.

u′w = −(p′P − p′W )dw (C.8)

v′s = −(p′P − p′S)ds (C.9)
avec dw = Aw

aw
et ds = As

as
. Ce qui nous donne ensuite, en injectant les équations

ci-dessus dans les équations de correction :

uw = u∗w − (p′P − p′W )dw (C.10)

vs = v∗s − (p′P − p′S)ds (C.11)
Des expressions similaires existent pour les nœuds e et n du maillage décalé.

ue = u∗e − (p′E − p′P )de (C.12)

vn = v∗n − (p′N − p′P )dn (C.13)
où de = Ae

ae
et dn = An

an
.

Étape 5 - À ce stade, il ne reste plus qu’à déterminer le champ de pression correctif p′ pour
résoudre ce couplage pression-vitesse. Il peut être résolu à partir de l’équation de
continuité discrétisée (C.14)

(ρueAe − ρuwAw) + (ρvnAn − ρvsAs) = 0 (C.14)

En effet, en injectant les équations (C.10), (C.11), (C.12) et (C.13), il vient :

ρAe(u∗e − (p′E − p′P )de)− ρAw(u∗w − (p′P − p′W )dw)
+ ρAn(v∗n − (p′N − p′P )dn)− ρAsv∗s − (p′P − p′S)ds) = 0

(C.15)

L’expression ci-dessus peut se réarranger de la manière suivante :

(ρAede + ρAwdw + ρAndn + ρAsds)p′P = ρAedep
′
E + ρAwdwp

′
W

+ ρAsdsp
′
S + ρAndnp

′
N +

(
ρAwu

∗
w − ρAeu∗e + ρAsv

∗
s − ρAnv∗n

) (C.16)
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Tableau C.1 – Valeurs des coefficients associées aux cellules adjacentes.

Coefficients Valeurs
aE ρAede
aW ρAwdw
aN ρAndn
aS ρAsds
bP ρAwu

∗
w − ρAeu∗e + ρAsv

∗
s − ρAnv∗n

Finalement, la relation (C.16) peut se résumer par l’équation suivante :

aP p
′
P = aEp

′
E + aW p′W + aSp

′
S + aNp

′
N + bP (C.17)

où aP = aE +aW +aS +aN , les autres coefficients sont regroupés dans le tableau C.1.

Étape 6 - Résoudre les équations discrétisées pour les autres champ tels que la température ou
la concentration s’ils ont une influence sur l’écoulement. S’ils n’en ont pas, il est mieux
de les calculer une fois les équations de Navier-Stokes résolues (Patankar, 1980).

Étape 7 - Avant de revenir à l’étape 2, les pressions et vitesses sont relaxées pour éviter une
éventuelle divergence du processus itératif (Versteeg et Malalasekera, 2007). Cette
relaxation s’exprime mathématiquement comme suit.

unew = αuu+ (1− αu)u(n−1) (C.18)

vnew = αvv + (1− αv)v(n−1) (C.19)

pnew = p∗ + αpp
′ (C.20)

où u(n−1) et v(n−1) sont les valeurs des vitesses au début de l’itération de algorithme SIMPLE,
u et v les valeurs à la fin de l’itération et αu, αv et αp les coefficients de relaxation tous trois
compris entre 0 et 1 (Versteeg et Malalasekera, 2007).

Supposer un champ de pression p∗;
tant que convergence non atteinte faire

Résoudre les équations de Navier-Stokes discrétisées (C.1) et (C.2) pour obtenir u∗
et v∗;
Résoudre l’équation (C.17) pour obtenir p′;
Calculer p à partir de p′ et p∗ (C.3);
Calculer u et v avec les équations (C.10) et (C.11);
Résoudre les autres champs tels que la température ou la concentration;
Relaxer u, v et p avec les équations (C.18), (C.19) et (C.20);
Définir p∗ = p;

fin

Figure C.1 – Algorithme SIMPLE
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Annexe C. Principales étapes de l’algorithme SIMPLE

P EW

N

S

w e

s

n

∆x

∆y

Figure C.2 – Maillage décalé de la forme, le carré grisé représente le volume de contrôle pour
résoudre le champ de pression, le carré bleu hachuré la composante u de la vitesse et le carré
hachuré vert la composante v de la vitesse.
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Annexe D

Présentation des formes obtenues
après le processus d’optimisation de

forme

D.1 Comparaisons entre les formes déterminées par optimisa-
tion géométrique et la forme manufacturée

Cette annexe présente une comparaison entre les configurations du réacteurs déterminées par
optimisation de forme et les réacteurs fabriqués par stratoconception® qui leurs sont associés. La
figure D.1 présente une comparaison entre forme optimale déterminée et réacteur fabriqué pour
la configuration optimale R2 du réacteur, la figure D.2 présente la même comparaison pour le
réacteur R3 et la figure D.3 pour le réacteur R4.
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Annexe D. Présentation des formes obtenues après le processus d’optimisation de forme

(a) Configuration optimale R2 du réacteur.

(b) Réacteur optimal R2 fabriqué par stratoconception® .

Figure D.1 – Comparaison entre le réacteur optimal R2 fabriqué par stratoconception® et la
forme permettant de minimiser la perte d’énergie déterminée par optimisation géométrique.

(a) Configuration optimale R3 du réacteur.

(b) Réacteur optimal R3 fabriqué par stratoconception® .

Figure D.2 – Comparaison entre le réacteur optimal R3 fabriqué par stratoconception® et la
forme permettant de maximiser la conversion déterminée par optimisation géométrique.
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D.1. Comparaisons entre les formes déterminées par optimisation géométrique et la forme manufacturée

(a) Configuration optimale R4 du réacteur.

(b) Réacteur optimal R4 fabriqué par stratoconception® .

Figure D.3 – Comparaison entre le réacteur optimal R4 fabriqué par stratoconception® et la
forme retenue à l’aide de la méthode MAUT.
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Annexe E

Étalonnage de la pompe péristaltique

L’étalonnage de la pompe péristaltique a été effectué par empotage. Le fluide porteur utilisé
est de l’eau dont la masse volumique est de 998 kg/L sous pression atmosphérique et à 21°C.
La pompe péristaltique possède 5 voies et 2 de celles-ci ont été étalonnées, les étalonnages
correspondants sont représentés par la figure E.1 et exprimés par les relations (E.1) et (E.2).

(a) Voie 1 de la pompe. (b) Voie 2 de la pompe.

Figure E.1 – Droites d’étalonnage de la pompe péristaltique.

Voie 1 : Q = 3,484 · 10−2Vr (E.1)
Voie 2 : Q = 3,458 · 10−2Vr (E.2)

où Vr désigne le rapport de la vitesse de rotation de la pompe sur la vitesse maximale de
rotation. Pour déterminer l’incertitude sur la pente de la courbe, on définit les écarts types
suivant (Rouaud, 2014) :
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Annexe E. Étalonnage de la pompe péristaltique

Sur le résidu : sr =

√∑
i(Qi − Q̂i)2

n− 2 (E.3)

Sur la pente : sp = sr√∑
i(Vri − V̄r)2

(E.4)

où Qi et Q̂i désignent respectivement les valeurs expérimentales et estimées (à l’aide de la
corrélation) du débit et V̄r représente la moyenne des vitesses de rotation imposées à la pompe
pour l’étalonnage. Ainsi, l’intervalle de confiance à (1− α)% se calcule par la relation suivante
(Rouaud, 2014) :

δp = tα/2;n−2sp (E.5)

où tα/2;n−2 est le coefficient de Student de degré de liberté n− 2 et de probabilité α/2. Le degré
de liberté est de 9 et pour un intervalle de confiance à 95%, on a tα/2;n−2 = 2,262. Il vient ensuite
les intervalles de confiance sur les pentes des équations (E.1) et (E.2) suivantes :

Voie 1 : δp = 1,6 · 10−3L/h (E.6)

Voie 2 : δp = 2,1 · 10−3L/h (E.7)

Une fois le débit déterminé, il faut quantifier l’erreur sur la prédiction de Q pour les deux
voies. Cette erreur se quantifier par la relation suivante (Rouaud, 2014) :

δQ0 = tα/2;n−2sr

√√√√ 1
n

+ (Vr0 − V̄r)2∑
i(Vri − V̄r)2 (E.8)

On remarque ici que l’erreur sur la prédiction dépend de la valeur de Vr0 . Plus Vr0 est proche de
la valeur moyenne des vitesses de rotation imposées à la pompe pour l’étalonnage, plus l’erreur
sur la prédiction sera faible. Ces intervalles de confiance ont été estimés, ceux-ci sont montrés
sur la figure E.2 et varient entre 0,03 et 0,08 L/h.
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(a) Voie 1 de la pompe.

(b) Voie 2 de la pompe.

Figure E.2 – Droites d’étalonnage de la pompe péristaltique et intervalles de confiance sur la
prédiction.
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Annexe F

Supports supplémentaires pour la
validation expérimentale des

simulations CFD

F.1 Comparaison des DTS expérimentales aux DTS simulées

Cette annexe présente les DTS simulées et expérimentales des réacteurs :
— R1 à des débits compris entre 1,35 et 2,60 L/h (figure F.1).
— R2 à des débits de 1,75 et de 2,70 L/h (figure F.2).
— R3 à des débits de 2,07 et 2,77 L/h (figure F.3).
— R4 à des débits de 2,37 et de 2,97 L/h (figure F.4).
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Annexe F. Supports supplémentaires pour la validation expérimentale des simulations CFD

(a) Q = 1,35 L/h (b) Q = 1,51 L/h

(c) Q = 1,83 L/h (d) Q = 1,86 L/h

(e) Q = 2,27 L/h (f) Q = 2,60 L/h

Figure F.1 – DTS du réacteur R1 pour des débits Q égalent à, (a) 1,35 L/h, (b) 1,51 L/h, (c)
1,83 L/h, (d) 1,86 L/h, (e) 2,27 L/h et (f) 2,60 L/h.
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F.1. Comparaison des DTS expérimentales aux DTS simulées

(a) Q = 1,75 L/h (b) Q = 2,70 L/h

Figure F.2 – DTS du réacteur R2 pour des débits Q égalent à, (a) 1,75 L/h et (b) 2,70 L/h.

(a) Q = 2,07 L/h (b) Q = 2,77 L/h

Figure F.3 – DTS du réacteur R3 pour des débits Q égalent à, (a) 2,07 L/h et (b) 2,77 L/h.

(a) Q = 2,37 L/h (b) Q = 2,97 L/h

Figure F.4 – DTS du réacteur R4 pour des débits Q égalent à, (a) 2,37 L/h et (b) 2,97 L/h.
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Annexe F. Supports supplémentaires pour la validation expérimentale des simulations CFD

F.2 Comparaison des mesures PIV aux simulations

Cette annexe présente la comparaison qualitative de la mesure PIV au débit de 5,19 L/h
avec les simulations CFD correspondantes (figure F.5) ainsi que les comparaisons des profils de
vitesse suivant les droites Ψ1, Ψ2, Ψ3 et Ψ4 pour les débits Q = 4,94 L/h (figure F.6) et Q = 5,19
L/h (figure F.7).

(1)

(2)

(3a) (3b) (3c)

Ψ1Ψ2 Ψ3 Ψ4

Figure F.5 – Comparaison des champs de vitesse pour un débit de 5,19 L/h, (1) représente
le champ de vitesse pour une simulation 2D, (2) le champ de vitesse dans le plan parallèle
à (Oxy) et centré suivant l’axe Oz dans le réacteur pour une simulation 3D et (3a), (3b) et
(3c) les mesures expérimentales par PIV. Les axes Ψ représentent les droites selon lesquelles la
comparaison quantitative des profils de vitesse sera effectuée.
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F.2. Comparaison des mesures PIV aux simulations

(a) Profils de vitesse suivant l’axe Ψ1 (b) Profils de vitesse suivant l’axe Ψ2

(c) Profils de vitesse suivant l’axe Ψ3 (d) Profils de vitesse suivant l’axe Ψ4

Figure F.6 – Comparaison des profils de vitesse issus des simulations 2D et 3D avec les mesures
expérimentales pour le débit Q = 4,94 L/h suivant les axes, (a) Ψ1, (b) Ψ2, (c) Ψ3 et (d) Ψ4
(débit de 4,94 L/h).
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Annexe F. Supports supplémentaires pour la validation expérimentale des simulations CFD

(a) Profils de vitesse suivant l’axe Ψ1 (b) Profils de vitesse suivant l’axe Ψ2

(c) Profils de vitesse suivant l’axe Ψ3 (d) Profils de vitesse suivant l’axe Ψ4

Figure F.7 – Comparaison des profils de vitesse issus des simulations 2D et 3D avec les mesures
expérimentales pour le débit Q = 5,19 L/h suivant les axes, (a) Ψ1, (b) Ψ2,(c) Ψ3 et (d) Ψ4
(débit de 5,19 L/h).
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Résumé
Cette thèse est un travail prospectif qui vise à appliquer en Génie des Procédés des méthodes d’optimi-

sation de forme développées dans d’autres domaines d’ingénierie
La première partie de ce travail est dédiée au développement d’une méthodologie d’optimisation de forme

et à son implantation dans le logiciel libre OpenFOAM. Elle a ensuite été appliquée afin de déterminer la
configuration optimale du garnissage d’un réacteur à lit fixe en deux dimensions en écoulement monopha-
sique de liquide. La méthodologie développée est ensuite testée pour déterminer la forme du garnissage qui
minimise la dissipation d’énergie dans le fluide due aux frottements visqueux, la concentration moyenne
de réactif en sortie, ou les deux simultanément à l’aide de l’optimisation multicritère. Les configurations
optimales déterminées sont satisfaisantes et permettent une amélioration significative de la conversion du
réacteur ou de la perte d’énergie dans le fluide.
Dans une seconde partie, une campagne expérimentale a été réalisée dans l’objectif de valider la mo-

délisation CFD effectuée par le logiciel OpenFOAM, nécessaire à l’optimisation de forme et simulant
l’écoulement et les réactions mises en jeu dans le réacteur. Pour cela, des maquettes à l’échelle 1 du réac-
teur initial et des réacteurs optimaux ont été fabriquées par impression 3D dans le but de les expérimenter.
Les expériences s’articulent autour de 3 techniques de mesure, la PIV (Vélocimétrie par Image de Parti-
cules), la mesure de DTS (Distribution des Temps de Séjour) et la mesure de la conversion à la sortie du
réacteur.
Finalement, il a été montré que l’optimisation du réacteur sous sa forme 2D permet une amélioration

significative de ses performances même si la configuration déterminée est sûrement sous-optimale. En ef-
fet, après avoir comparé les mesures expérimentales aux simulations en deux et trois dimensions, il a été
constaté que la simulation 3D est plus représentative de la réalité que la simulation 2D. Ainsi, optimiser
le réacteur sous sa forme 3D serait une perspective intéressante pour la suite à condition d’améliorer le
traitement des contraintes liées à l’étape de fabrication additive des réacteurs.

Mots-clés : Optimisation de forme, Réacteurs à lit fixe, Fabrication additive, Mécanique des fluides
numériques (CFD), OpenFOAM, Optimisation multicritère

Abstract
This thesis is a prospective work which aims to apply in Chemical Engineering shape optimization

methods developed in other areas of engineering.
The first part of this work is dedicated to the development of a shape optimization method to deter-

mine the optimal configuration of a two-dimensional packed reactor with a single phase liquid flow. The
developed method is then applied to determine the shape of the reactor packing that minimizes the energy
dissipation in the fluid due to viscous friction, the average outlet concentration of reactant, or both simul-
taneously using multi-objective optimization. The optimal configurations determined are satisfactory and
allow a significant improvement of the conversion rate or the energy losses in the reactor.
In a second part, an experimental campaign was carried out in order to validate the CFD simulation

performed by OpenFOAM software, required by the developed shape optimization approach and modeling
the fluid flow and reactions involved in the reactor. For this purpose, scale 1 prototypes of the initial and
optimal reactors have been manufactured by 3D printing in order to experiment them. The experimental
campaign is based on 3 measurement techniques, the PIV (Particle Image Velocimetry), the measurement
of RTD (Residence Time Distribution) and the measurement of the conversion rate at the reactor outlet.
Finally, it has been shown that the optimization of the reactor in its 2D form allows a significant im-

provement of its performance even if the determined configuration is probably sub-optimal. Indeed, after
comparing the experimental measurements with 2D and 3D simulations, it has been found that the 3D
simulation is more representative of reality than the 2D simulation. Thus, optimizing the reactor in its 3D
form would be an interesting perspective for the future works, provided the problem of constraints related
to the reactor additive manufacturing step is fixed.

Keywords : Shape optimization, Fixed-bed reactor, Additive manufacturing, Computational fluid dyna-
mics (CFD), OpenFOAM, Multi-objective optimization
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