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Résumé en francais et en anglais

Résumé

Les entiers naturels se prétent a de multiples formes de représentation. Parmi les plus fondamentales
figurent la décomposition en facteurs premiers et I’écriture dans une base de numeération. La littérature
s’est donc naturellement intéressée aux morphismes associés, autrement dit aux fonctions arithmétiques
qui respectent les structures sous-jacentes. Les fonctions additives transportent la structure multipli-
cative de N* vers la structure additive de C; les fonctions g-additives transportent la représentation
g-adique vers cette méme structure additive du corps des nombres complexes.

Le célébre théoréme d’Erd6s-Wintner apporte une réponse compléte & la question de ’existence d’une
loi de répartition limite pour les fonctions additives. Des énoncés analogues ont été établis pour d’autres
systémes de numération, comme les représentations g-adiques ou associées a une base de Cantor & chiffres
bornés. Une version partielle est connue dans le cas de la représentation dans la base de Zeckendorf —
cf. Barat et Grabner [2|. Dans ce travail nous nous proposons d’une part de compléter ce dernier énoncé
et, d’autre part, d’établir des versions effectives des théorémes précités.

Le premier chapitre de ce travail est consacré au cas classique, lié & la notion de fonction additive
basé sur la décomposition de tout entier naturel en produit de puissances de nombres premiers. Dans
certaines circonstances particuliéres, un renforcement des hypothéses permet une approche directe (voir
par exemple, le théoréme 5.6 de [16], ou le corollaire 1.5 de [6]), cependant il n’existe pas actuellement
de résultat général fournissant une estimation effective de la qualité de 'approximation par la loi limite
et applicable dans le méme cadre que le théoréme initial. Des résultats récents, diis au professeur
Tenenbaum [45] et concernant les valeurs moyennes de fonctions multiplicatives a valeurs complexes,
permettent l'obtention de telles estimations effectives dans le cadre optimal souhaité.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéressons au systéme de numération g-adique. Un théoréme
de type Erdés—Wintner a été prouvé dans ce cadre par Delange [12] en étudiant les propriétés des
fonctions g-multiplicatives de module inférieur ou égal & I'unité, permettant ainsi d’établir une version
effective utilisant certaines idées de méme nature que celles qui permettent de traiter le cas "classique".

Le troisieme chapitre est consacré & une généralisation de 1’é¢tude précédente lorsque le systéme de
numération est celui de Cantor. Dans l'esprit du travail de Coquet [10], nous étendons aux fonctions
Q@-multiplicatives a valeurs dans le cercle unité les résultats établis dans [12]. Cela permet d’énoncer,
dans le cadre d’un systéme a chiffres bornés, un théoréme de type Erdgs-Wintner et d’en obtenir une
version effective selon la nature de la loi limite.

Dans le dernier chapitre, nous nous intéressons au systéme de numeération de Zeckendorf, pour lequel
nous établissons un critére de type Erdds-Wintner. Comme la suite de Fibonacci vérifie une relation de
récurrence d’ordre 2, cela conduit & étudier des suites récurrentes linéaires du second ordre a coefficients
non-constants — une différence notable avec les deux contextes précédents, associés a des relations
d’ordre 1. Nous obtenons également, pour ce systéme, une version effective du théoréme de type Frdds-
Wintner sous des hypothéses plus générales.



Abstract

Natural integers lend themselves to multiple forms of representation. Among the most fundamental
are prime factors decomposition and representation in a numeral system. The literature has therefore
naturally been interested in associated morphisms, that is, arithmetic functions that respect the under-
lying structures. Additive functions transport the multiplicative structure of N* to the additive structure
of C; additive g-additive functions transport the g-adic representation to this same additive structure
of the complex number field.

The famous Erd&s-Wintner theorem provides a complete answer to the question of the existence of
a limit distribution law for additive functions. Analogous statements have been established for other
representation systems, such as g-adic or Cantor representations. A partial version is known for the
representation in the Zeckendorf base — cf. Barat and Grabner [2]. In this work we propose on the one
hand to complete this last statement and, on the other hand, to establish effective versions of the above
theorems.

The first chapter of this work is devoted to the classical case, linked to the notion of additive function
based on the decomposition of a natural integer into the product of powers of prime numbers. In some
particular circumstances, a reinforcement of the hypotheses allows a direct approach (see for example
the theorem 5.6. of [16], or corollary 1.5 of [6]), however there is currently no general result that provides
an effective estimate of the quality of the approximation by the limit law and applicable in the same
framework as the initial theorem. Recent results, due to professor Tenenbaum [45] and concerning the
values averages of multiplicative functions with complex values, allow such effective estimates to be
obtained in the desired optimal setting.

In the second chapter, we look at the g-adic number system. A theorem of type Erdgs-Wintner has
been proved in this framework by Delange [12]| by studying the properties of g-multiplicative functions
of modulus less than or equal to unity, thus allowing to establish an effective version using some ideas
of the same nature as those allowing to treat the "classical" case.

The third chapter is devoted to a generalization of the previous study when the numeration system
is that of Cantor.

In the spirit of Coquet’s work [10], we extend to the Q-multiplicative functions with values in the
unit circle the results established in [12|. This makes it possible to state, within the framework of a
constant-like system, a theorem of Erdds-Wintner type and to obtain an effective version according to
the nature of the limit law.

In the last chapter, we are interested in the Zeckendorf representation, for which we establish a
criterion of type Erdés-Wintner. As the Fibonacci sequence verifies a recurrence relation of order 2, this
leads us to study second order linear recurrent sequences with non-constant coefficients — a notable
difference with the two previous contexts, associated with relations of order 1. We also obtain, for this
system, an effective version of the Erdés-Wintner theorem under more general hypotheses.
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Chapitre 0

Introduction

0.1 Introduction en francais

Les deux concepts centraux utilisés dans ce travail sont, d'une part, la représentation d’'un entier
naturel dans des systémes de numération et, d’autre part, les fonctions additives et multiplicatives
associées. Un concept tres proche des systémes de numération est la décomposition en facteurs premiers
de tout entier naturel, qui consiste & écrire un entier naturel n > 2 sous forme d’un produit de nombres
premiers, résultat appelé théoréme fondamental de I’arithmétique ou premier théoréme d’Euclide.

Il est intéressant de connaitre des classes de fonctions arithmétiques, ¢’est-a-dire des fonctions définies
sur N* = {1,2,3,...} a valeurs complexes, respectant la structure multiplicative de N, au sens ot 'image
d’un entier naturel est la somme (respectivement le produit) des images des puissances des nombres
premiers intervenant dans sa décomposition canonique : ce sont les fonctions additives (respectivement
multiplicatives).

Plus généralement, de telles fonctions peuvent étre définies sur ce qu’on appelle des systémes de
numeération, chacun d’eux pouvant étre vu comme une application injective associant & tout élément
d’un ensemble & énumérer la suite de ses chiffres. Ainsi le systéme décimal est un systéme de numération
utilisant la base 10, omniprésent dans la vie de tous les jours et est donc en réalité une injection (et méme
une bijection), qui & tout entier naturel associe la suite finie de ses chiffres appartenant a ’ensemble
{0,1,2,...,9}.

Afin de définir la notion de loi limite pour une fonction arithmétique et ainsi énoncer le théoréme
d’Erdés-Wintner, nous avons besoin d’introduire la notion de fonction de répartition ainsi que quelques
résultats connexes.

Nous désignons par fonction de répartition une fonction croissante au sens large F' : R — [0, 1],
continue a droite et satisfaisant a

lim F(z)=0 et lim F(z)=1.
Z—+—00 z—+00
Il existe trois classes centrales et classiques de telles fonctions :
- une fonction de répartition est dite purement discréte ou atomique si elle croit exclusivement par
sauts et est constante dans tout intervalle fermé ne contenant pas de points de discontinuité ;
- une fonction de répartition F' est dite absolument continue 8’il existe une fonction positive A
intégrable au sens de Lebesgue telle que

/h(t)dt:l ot F(z):/z h(t)dt (z €R);
R

— 00

11



12 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

- une fonction de répartition I est dite purement singuliére si elle est continue et si nous avons la

relation
/ dFi(z) =1,
N

ot N est un sous-ensemble de R de mesure de Lebesgue nulle.

En désignant par C(F) l'ensemble des points de continuité de F', on dit qu'une suite (£7,),5; de
fonctions de répartition converge faiblement vers une fonction F si ’on a

lim F,(z) =F(z) (z€CF)).

n—oo

Considérons maintenant une fonction arithmétique réelle f. Pour chaque N > 1 la fonction

(0.1) Fi(z) =y ({n: f(n) < 7)) = - l{n < N+ f(n) < 2}

est une fonction de répartition atomique.

Définitions. 1) On dit qu’une fonction arithmétique réelle f posséde une fonction de répartition F (ou
encore : posséde une loi limite de fonction de répartition F) si la suite (Fn), définie par (0.1) converge
faiblement vers I et si F' est une fonction de répartition.

2) De plus, une fonction de répartition F (ou une loi de fonction de répartition F) est pure si elle
est soit atomique, soit continue purement singuliére, soit absolument continue.

Le théoréme d’Erdds-Wintner fournit une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
réelle additive posséde une loi limite. Nous n’avons pas encore défini la notion d’additivité pour une
fonction arithmeétique, mais cette notion varie suivant que nous considérons le cas "classique" avec les
nombres premiers ou bien les autres systémes de numération.

Dans chaque chapitre de cette thése, nous nous placons dans un systéme de numération particulier,
puis nous considérons une fonction réelle ayant une propriété additive, qui satisfait au critére du théoréme
de type Erdés-Wintner et qui posséde ainsi une loi limite. Nous énongons alors une version effective de
ce résultat selon que la loi limite est purement discréte ou continue, c’est-a-dire que nous explicitons le
terme d’erreur associé a la convergence de la suite (Fiv)y vers la fonction de répartition limite F.

Pour ce faire, nous avons besoin de plusieurs outils analytiques, certains apparaissant dans les dé-
monstrations du théoréme d’Erdés-Wintner comme par exemple le théoréme de continuité de Lévy. Afin
d’énoncer le théoréme de Lévy, nous rappelons la définition de la fonction caractéristique d’une fonction
de répartition F : c’est la transformée de Fourier de la mesure de Stieltjes dF'(z), soit

o(1) == /00 e dF (z) (t €R).

—00

C’est une fonction uniformément continue sur la droite réelle, satisfaisant &
lp(T) <1=¢(0) (T €R).

Le célébre théoréme de continuité de Paul Lévy relie la convergence faible des fonctions de répartition
a la convergence simple des fonction caractéristiques.
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Théoréme (Théoréme de continuité, Lévy, 1925). Soit (F), -, une suite de fonctions de répartition et
(gpn)n>1 la suite de leurs fonctions caractéristiques. Alors F,, converge faiblement vers une fonction de
répartition I si, et seulement si, @, converge simplement sur R vers une fonction ¢ continue en 0. De
plus, dans ce cas, ¢ est la fonction caractéristique de I et la convergence de o, vers ¢ est uniforme sur
tout compact.

Ce résultat est établi en détail dans de nombreux livres sur la théorie des probabilités (cf. par
exemple [10]). Pour la suite de fonctions de répartitions définie par (0.1), nous avons

o= [ emare) -1 X

—00 n<N Y~

o0

. 1 ,
e dd s (2) = N Z I (1 € R),

n<N
ol 6, désigne la mesure de Dirac au point a. Nous obtenons ainsi le critére suivant.

Théoréme. Soit f une fonction arithmétique réelle. Alors f posséde une fonction de répartition F si, et
seulement si, la suite de fonctions (PN (7)) s, converge simplement sur R vers une fonction ® continue
en 0. Dans ce cas, ® est la fonction caractéristique de F.

Lorsque f est une fonction additive, la fonction n — e7f(™) est, pour chaque nombre réel 7, une
fonction multiplicative de module 1. Le probléme de 'existence d’une loi limite pour f est donc équivalent
& celui de l'existence de la valeur moyenne pour une famille de fonctions multiplicatives g, a valeurs
dans le disque unité, c’est-a-dire, I'existence de la limite de (1/N) >, < g-(n). Nous montrerons que
I'obtention d’'un terme d’erreur effectif dans ’estimation de la valeur moyenne d’une telle fonction
multiplicative permet une estimation de la vitesse de convergence vers la loi limite.

Pour démontrer les différentes versions effectives des théorémes de type Erd6s-Wintner lorsque la loi
limite est continue, nous utilisons deux outils : la fonction de concentration et 'inégalité de Berry-Esseen.
La fonction de concentration Qr d’une fonction de répartition F' est définie sur R™ par la formule

Qr(h) = sup {F(=+ 1) = F()} (h>0).

Ainsi F est continue si, et seulement si, Qr(¢) — 0 lorsque £ — 07, de sorte que la fonction
de concentration peut étre vue comme une mesure de la distance de F' & ’ensemble des fonctions de
répartitions continues. Cet aspect apparait dans I’énoncé de l'inégalité de Berry-Esseen (cf. par exemple
[17], lemme 1.47).

Théoréme (Berry-Esseen). Soit F' et G deux fonctions de répartition de fonctions caractéristiques
respectives @ et . Nous avons alors, pour tout T' > 0,

1 T
IF-Gle<ar(g)+ [

L’inégalité de Berry-Esseen permet d’obtenir une majoration quantitative de ’approximation de F
par Fly, sous les conditions que F' soit continue et que l'intégrale précédente converge.

p(r) — (1)

T

dr.

Dans le chapitre 1, nous nous intéressons au cas classique du théoréme. Dans ce cas, une fonction
arithmétique f est dite additive si l'on a, pour tout entier naturels m et n premiers entre eux

f(mn) = f(m) + f(n).
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Nous pouvons ainsi écrire

(0.2) f( 11 p”> = 1),

pln p’ln

ou la lettre p désigne un nombre premier dans toute cette thése et ot la notation p” || n signifie que p¥ | n
et p**1 4 n. Nous remarquons donc quune fonction additive est entiérement définie par ses valeurs sur
I’ensemble des puissances des nombres premiers. Le théoréme d’Erdds-Wintner s’énonce alors comme
suit.

Théoréme (Erdgs-Wintner, 1939). Soit f une fonction additive réelle. f posséde une loi de répartition
limite si, et seulement si, les trois séries suwvantes convergent pour au moins une valeur du nombre réel
positif R

Z }’ Z @’ Z f(p)z.

rosr Y ke P e P
Quand les conditions sont satisfaites, la fonction caractéristique est donnée par le produit convergent
T ()

sO(T)zl_[(l—;)Z o (TER).

p v=>0

La loi limite est nécessairement pure, ¢’est-a-dire que la fonction de répartition limite F est soit atomique,
soit continue purement singuliére, soit absolument continue. Elle est continue si, et seulement si,

Y o

fpo P

Une preuve de ce théoréme se base sur des travaux dus & Delange & propos de la valeur moyenne
des fonctions multiplicatives a valeurs dans le disque unité. Nous disons qu’une fonction arithmeétique
(définie sur N*) g est multiplicative si g(1) = 1 et si pour tous entiers naturels m et n premiers entre
eux

g(mn) = g(m) g(n).

Nous démontrons alors deux versions effectives du théoréme d’Erdés-Wintner selon que la loi limite
de la fonction additive f est discréte ou continue.

Supposons d’abord qu’elle est atomique. Le résultat prouvé fournit non seulement une expression
explicite de la fonction de répartition limite, mais aussi une version effective. Afin d’énoncer ce théoréme,
nous devons introduire de nombreuses quantités : nous posons P := {p” : f(p¥) # 0}, définissons une
fonction multiplicative u par

u(py):{ 1sip” eP,

0 sinon,

et pour tout nombre premier p, nous désignons par w), la fonction suivante

w55

v>1

De plus, nous posons

1 1 [Yet
e(t) == Z " et n(y): th.
p>t,f(p)#0
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Théoréme. Soit f une fonction additive réelle possédante une loi limite discréte. Nous avons alors
uniformément pour z € R et x > 1,

i Fe=Tlo-u ¥ "),
P f(m)<z plm i

(i)  Fyp(z) = F(2) + O (R:),

ot l'on a posé
1

e (1) £

les constantes implicites pouvant dépendre de f.

Nous appliquons alors cette estimation & un exemple général. En considérant deux suites de nombres
réels positifs (ay), et (by)n telles que ap+1 < by, < apy1 pour tout entier n, nous introduisons ’ensemble

Ji=| | lan;ba] NP
neN

et la fonction additive

fy:=> 1 (nz1)

pEJ, pln

Nous montrons alors que cette fonction f vérifie les hypothéses du théoréme d’Erdds-Wintner et posséde
une loi limite atomique si, et seulement si,

(lnbn>
Zln < 0.
Ina,

neN

Un premier exemple est fourni par le choix a, = 2", b, = 2" {1+ 1/(lnn)¢} pour n > 2 ou ¢ > 1
est un parameétre. Nous obtenons alors ’estimation suivante

1
Ry < ————.
(Ing z)(c=1)/4

Nous considérons également un second exemple, donné par a,, = 2", b, = 2" (1 + 1/n°) pour n > 2,
oll & présent ¢ > 0, ce qui nous permet d’obtenir I’estimation

ou f:=min(c/4,1/6).

Supposons maintenant que la loi limite de f soit continue. Posons

Bp(R)? =2+ f(]];:y (R>2)

pY<R

et, pour tout & > 3, nous désignons par ¢ = ¢, une fonction vérifiant 1/vInz < g, = o(1).
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Théoréme. Pour une constante absolue convenable c et tous nombres réels R, T vérifiant 3 < R < «,
T>1et

1
2lnp R+ 3T?n(R)+c< tln <),

Ex
T%n(25) < ei/g,

nous avons

T By(R)

€z

|Fy — Fll,, < QF (;) +el/f 1n< >+77(R).

Nous appliquons alors ce résultat & deux exemples de fonctions et discutons de la pertinence des
résultats obtenus : d’abord, a la fonction additive f définie par

1
f(py) - (lnp)a (Oé > 1)a
ce qui fournit alors la majoration
puis, nous considérons la fonction
1
f") = p (a>0),
ce qui nous donne alors 'estimation
|F— Fnllp < ()71

Le systeme de numération q-adique, oll ¢ = 2 est un nombre entier, constitue le cadre de 1’étude
présentée au chapitre 2. Il est associé & la représentation des entiers naturels sous la forme

(0.3) n= Zei q

120

oue; €{0,...,q— 1} et e; = 0 pour tout indice ¢ assez grand. Dans ce cas, une fonction arithmétique
définie sur N (et non plus sur N* comme dans le premier chapitre) a valeurs complexes est dite g-additive
si, pour tout entier n € N, pour tout k € N et pour tout 0 < ¢ < ¢*, elle vérifie

F(d*n+€) = f(d"n) + ().
Il suit alors par récurrence, pour tout K € N,
(0.4) FlL DY ed|= > f (equ> ;
0<k<K 0<k<K

ce qui montre, dans ce cas, que toute fonction g-additive est entiérement déterminée par les valeurs

flag®),ac{1,...,q—1}, k € Net f£(0) =0.

Etablie par Delange [12], la version g-adique du théoréme de type Erdss-Wintner fait 1'objet de
I’énoncé suivant.
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Théoréme. Une fonction q-additive f posséde une lot limite si, et seulement si, les deuz séries
(0.5) D0 rdeh), DD fdg)?
Jj20 1<d<q Jj20 1<d<q

convergent. Dans ce cas, la fonction caractéristique de loi limite est donnée par le produit convergent

p(r) = H1 1+ Y &) ] (reR).

Jj=0 1<d<q

La question de la nature de la loi limite est résolue grace au résultat suivant que nous démontrerons
(la preuve ressemblera en partie & celle de la proposition 3 de [3], utilisant des résultats de [28] et de

[35]).
Proposition. Dans le théoréme précédent, la lot limite est pure. De plus, elle est atomique si, et seule-

ment si, f(dg’) =0 (1 < d < q) pour toul j assez grand.

Lorsque la loi limite est atomique, f est ¢/-périodique et nous avons la majoration (optimale)

1
IFy = Flloe < -

Afin d’énoncer notre résultat dans le cas ot la loi est continue, introduisons quelques notations. Nous
posons Ly :=InN/Ing (N € N*) et

eivi= Y > fdd), eini= D> > AP, eani= D> > fldg)*.
j>Ln 1<d<q J>Ln 1<d<q j>Ln 1<d<q

Pour tous 7 € R, T > 1, notons hy :=In(T InT) /Inq et

N2
: 8 7 f(d¢’)
()= ) SfEd)],  en(n) = >0 > o |
Ly-h<j<Ly 1<d<q T j<in1<izq
ou || - || désigne la distance a ’ensemble des entiers. Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme. Soit f une fonction q-additive réelle. Supposons que les deuz séries (0.5) convergent et que
Uon ait f(dg?) # 0 pour une infinité de valeurs du couple (d,j) (j 2 0,0 < d < q). Pour tout nombre
réel T > 1 et pour tout entier naturel N > 1 vérifiant hy < Ly, nous avons alors

T

|F— Fnloo < QF <1> +Tnn(T) +/

1
: - U (T)
min , 1€ + 7€ € d],
T 1/ <1 ‘ I,N‘ 2,N>

ot la constante implicite dépend de q.
De plus, si la premiére série de (0.5) est absolument convergente, alors l'expression |ei N| + Tea N
peut étre remplacée par €7 5.

Remarque. Dans les hypothéses du théoréme précédent, nous avons trivialement
272 )
YN(T) = ﬂ_qu Z f(dq])27
(d,5)€S(), <L

ot Uon a posé S(7) = {(d,j) € {1,...,¢—1} x N: |f(d¢?)| < n/||} (r > 0). Cette minoration est
plus maniable, mais insuffisante dans certains cas, comme celui de la fonction 2-additive f(27) =~7, ou
0<y<1.
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Nous pouvons également simplifier I’estimation du théoréme précédent afin qu’elle référe plus expli-
citement aux séries (0.5). En utilisant les mémes notations que précédemment, nous introduisons deux
nouveaux restes, pour tout entier naturel NV et tout réel T'

an@ = Y Y ) et en(T) = Y Y fdd)*

j>Ln—hp 1<d<q J>Lyn—hr 1<d<q

Corollaire. Soit f une fonction g-additive réelle telle que les deux séries (0.5) convergent et que ['on
ait f(dg’) # 0 pour une infinité de valeurs du couple (d,j) (j = 0,0 < d < q). Pour tout nombre réel
T > 1 vérifiant hy < Ly, nous avons

1
HF— FNHoo L Qp <T> +T?7N<T) +T ‘617]\[‘ —|-T2e’52,]\[7

ot la constante implicite dépend de q. De plus, si la premiére série de (0.5) est absolument convergente,
alors les trois derniers termes précédents peuvent étre remplacés par T €5 5 (T).

En particulier,
1
IF — Fyll,. < Qr <T) +T |e1s x|+ Ty /2o n(T) InT,

ot la constante implicite dépend encore de q.

Nous appliquerons ce résultat a différents exemples : d’abord, si la décroissance de la fonction f est
trés rapide, comme c’est par exemple le cas pour la suite de van der Corput (f(n)),,, fonction g-additive

définie par f(d¢’) = dg=7~!, nous obtenons 'estimation
In N
1F = Fyllo < 75

Toutefois, cette majoration n’est optimale, puisque nous avons l'inégalité suivante (cf. [34, Théoréme
3.5])

En outre, lorsque la fonction f ne décroit pas trop rapidement vers 0, par exemple la fonction ¢-
additive définie par f(d) =0 et f(d¢?) == j % (o« > 1) pour tout j > letd € {1,...,q—1} (¢ = 2),
nous obtenons alors l'estimation

W Sll<0[<2,
n
IF = Fillo <
\/1H2N " S
W S1 o =2 2.

Enfin, nous généralisons le premier exemple dans le cas ot ¢ = 2 en appliquant notre version effective
a la fonction 2-additive définie par f(27) := 47, o 0 < v < 1. Nous obtenons alors le résultat suivant.

Théoréme. Soit f la fonction 2-additive définie par f(27) =~/(j > 0) avec 0 < v < 1. Il existe alors
une constante c(y) > 0 telle que

|F — Fy|| <, N~¢O)(In N)2(1/7)/ 2,

Une valeur admissible est o) In(1/~) In(2)
7T n(4/) In(2/7) + n(2)2
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En outre, si Qp(t) <t (t > 0) (par exemple si F' posséde une densité bornée), on peut choisir

_In(1/)
In(4/~)

Le cas v = 1/2 correspond (& un décalage d’indice preés) a la suite de van der Corput, étudiée dans le
premier exemple. Nous redémontrerons que sa loi limite est la loi uniforme sur [0, 1] (¢f. [34, Théoréme
3.5]), donc elle posséde une densité bornée et en appliquant le résultat du théoréme précédent, nous
retrouvons la méme estimation que dans le premier exemple.

En outre, désignons par v, la mesure de répartition de la série aléatoire ) +£+", ou les signes sont
choisis de maniére indépendante avec probabilité 1/2 et qui est étroitement lice a la loi limite de la
fonction 2-additive définie par f(27) = 47 comme précédemment. Comme écrit dans [39], Garsia [21] a
trouvé le plus grand ensemble explicite de v €]1/2,1[ connu & ce jour, pour lesquels v, est absolument
continue et possede une densité bornée. Les éléments de cet ensemble sont les conjugués des nombres
algébriques appartenant a |1;2[ dont le polynéme minimal est unitaire, posséde un coefficient constant
égal & £2 et dont les autres racines sont en dehors du cercle unité.

()

Dans le chapitre 3, nous généraliserons les propriétés obtenus par Delange [12], en redémontrant
un critére di a Coquet [9] pour l'existence d’une valeur moyenne pour les fonctions Q-multiplicatives
de module inférieur & I'unité, afin de prouver & nouveau le théoréme de type Erd&s-Wintner dans un
systéme de numération de Cantor & chiffres bornés (constant-like en anglais). Ce résultat a été prouvé
par Barat et Grabner [3] d’un point de vue ergodique, contournant ainsi l'utilisation du théoréme de
Lévy.

Soit (aj)j>0 une suite d’entier naturels ot a, > 2 : nous définissons un systéme de numération de
Cantor Q = (qj)j>0 par go = 1 et, pour tout n € N, gj11 = a;qj, d’oit ¢j = aj_1...a1a9 (cette formule
étant encore vraie pour j = 0 avec la convention standard qu’un produit vide est égal a 1). Tout entier
naturel posséde alors une décomposition unique sous la forme

n= Zej(n) g, (0<ej(n) <ay).

Jj=0

En particulier, si a; = g est constante, nous retrouvons le cas traité dans le deuxiéme chapitre.

Nous définissons alors, de la méme maniére que pour les fonctions g-additives f (respectivement
g-multiplicatives g) dans le deuxiéme chapitre, la notion de fonctions @Q-additives (respectivement Q-
multiplicatives) par, pour tout entier naturel n

f(0)=0et f(n) = Z f(ej(n)g;) respectivement g(0) =1 et g(n) = H g (e;(n)gq;)

320 j=0

Nous établirons d’abord un critére pour l'existence d’une valeur moyenne pour les fonctions Q-
multiplicatives de module inférieur a 'unité, dans l'esprit de l'article de Delange [12], puis nous nous
intéresserons aux systémes de numération de Cantor a chiffres bornés, appelés "constant-like" en anglais.

Définition. Un systéme de numération de Cantor est dit & chiffres bornés si la suite initiale (a;)
est majorée.

j=0

Dans ce cas, nous donnons une preuve élémentaire du théoréme de type Erdds-Wintner en utilisant
les mémes idées que Delange pour le cas g-adique, i.e. en faisant appel aux propriétés prouvées dans la
premiére section de ce chapitre ainsi qu’au critére de Lévy.
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Théoréme. Soit f une fonction Q-additive par rapport & un systéme de numération o chiffres bornés.
Alors f posséde une fonction de répartition si, et seulement si, les deux séries

(0.6) Z > f(dgy) Z > fldg;)?

§>0 aj 1<d<a; §=0 aj 1<d<a;

convergent.
Quand les conditions sont remplies, la fonction caractéristique est donnée par le produit convergent

(I)(T):Hl‘ 1+ Z exp (it f(dg;)) | (1 € R).

a
; J
7=0 1<d<a]'

D’autre part, nous prouverons une version effective de ce résultat suivant la nature de la loi limite
comme dans le deuxiéme chapitre. En effet, nous avons le résultat suivant (cf. [3, Proposition 3|).

Proposition. Lorsqu’elle existe, la loi de répartition limite dF de la fonction Q-additive f est néces-
sairement pure.

En outre, si Q est a chiffres bornés, alors dF est atomique si, et seulement si, il existe un J € N tel
que f(dg;) =0 pour tous d € {0,...,a; — 1}, 5 > J

Lorsque la loi limite est atomique, nous montrerons que f est gj-périodique et que nous avons la
majoration (optimale)

1
HFN—F”oo < N

Dans le cas o1 la loi limite est continue, nous désignons par £y la longueur de la décomposition de
I’entier naturel N définie par

L=Ly:=max{j>0:¢;(N)# 0}

(avec Ly := 0), qui est 'unique entier naturel tel que

N
1< — <ag.
qc
En outre, nous introduisons & nouveau quelques restes

UlN—Z > fldgy), mN—Z > dq]M?zN—Z > fldg;)?

J>LN aj 1<d<a; i>LN aj 1<d<a; J>LN aj 1<d<a;

De plus, nous désignons par a le minimum de la suite (a,) et pour tous 7 € R, T' > 1 et tout entier
N > 1 nous définissons le réel hp :=In (T InT) /Ina, ainsi que les deux sommes

en(T) = Z i Z |f(dg;)] et n(T):=8 Z Z iQ

a
Ly—h<j<Ly 7 1<d<a; <L 1<d<ay

Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme. Soit Q un systéme de numération de Cantor & chiffres bornés et soit f une fonction Q-
additive réelle telle que les deuz séries (0.6) convergent et que l'on ait f(dq;) # 0 pour une infinité de
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valeurs du couple (d,j) (7 = 0,0 < d < q). Pour tout nombre réel T > 1 et pour tout entier naturel
N > 1 vérifiant hr < Ly, on a

1 T 1
|F — Fylloo < Qr | = +T5N(T)+/ min | ——, || + 77N | e YN dr,
T 1/T 1+T

De plus, si la premiére série de (0.6) est absolument convergente, alors lexpression |n n|+ 702 N peut
étre remplacée par ny .

Remarque. Dans les hypothéses du théoréme précédent, nous avons la minoration

2 7'2 Z f(de)2
T a2.
(d,j)eSc(1), <L J

ot l'on a posé Sc(t) :={(d,j) € {1,...,a; — 1} x N: |f(dg;)| < w/|T|} (7 > 0).

Comme dans le cas g-adique, nous pouvons simplifier I’estimation du théoréme précédent afin qu’elle
se réfere plus directement aux séries (0.6). En utilisant les mémes notations que précédemment, nous
introduisons deux nouveaux restes, pour tout entier naturel N et tout réel T

N = ) Z fldg)| et mn(T):= Z f(dg;)?

j>Ln—hr @ 1<d<a; j>Ln—hr aj 1<d<a;

Corollaire. Soit Q un systéme de numération de Cantor o chiffres bornés et soit f une fonction Q-
additive réelle telle que les deux séries (0.6) convergent et que Uon ait f(dq;) # 0 pour une infinité de
valeurs du couple (d, j) (j 20,0 < d < aj). Pour tout nombre réel T > 1 vérifiant hy < Ly, on a

1
IF = Pl < @ (7

) +Ten(T)+ T |mn|+ TN,

ot la constante implicite dépend du mazimum de la suite (ay). De plus, si la premiére série de (0.6) est
absolument convergente, alors les trois derniers termes précédents peuvent étre remplacés par la quantité

TT]T,N(T)'
En particulier, on obtient

IF - Fyl.. <<QF(T)+T|mN|+T non(T)In T,

ot la constante implicite dépend toujours du mazimum de la suite (ay,).

En désignant par A ce dernier, nous appliquons ce résultat a la fonction @Q-additive

=y o

k=0

k+1

qui définit la suite de van der Corput pour un systéme de numération de Cantor et qui nous apportera

la majoration
In N
1 = Fnllo < N(na)/(3lnA)"

Le chapitre 4 concerne le systéme de numération de Zeckendorf, basé sur le théoréme de ce dernier,
indiquant que chaque entier naturel n peut s’écrire de maniére unique comme une somme de nombres
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de Fibonacci, donnés par la suite 0,1,1,2,3,5,8,13,..., ol il est interdit de prendre deux nombres de
Fibonacci adjacents (il est facile de voir que cette derniére condition est nécessaire, car si Fy et Fyi1
apparaissent tous les deux dans une représentation de n comme une somme de nombres de Fibonacci, ot
N est maximal, en prenant Fy 19 nous obtenons une autre représentation.) En d’autres termes, chaque
entier naturel n peut s’écrire de maniére unique sous la forme

n= Z en(n) Fy,

NZ=0

otuen(n) € {0,1}, en(n) = 0 pour tout N sauf un nombre fini de fois, et si ey (n) = 1, alors ex1(n) = 0.
Ce systéme est un cas particulier du systéme de numération d’Ostrowski, qui est basé sur le dévelop-
pement en fraction continue d’un nombre réel. Le cas de la représentation de Zeckendorf est obtenu en
spécifiant le systéme d’Ostrowski par rapport au nombre d’or . Toutefois, nous ne serons pas concernés
par le cas général.
Une fonction f est appelée Z-additive si

Fn)=>" f(e;(n)Fy).

Jj=2

Nous prouvons un théoréme de type Erdés-Wintner dont la preuve différe de celles des précédents cha-
pitres, puisque la suite de Fibonacci est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 (i.e. Fyi1o = Fn41 + Fn
pour tout entier naturel N, avec Fyp =0 et F; = 1) : nous utiliserons alors une preuve matricielle.

Dans leur article [2], Barat et Grabner ont étudié¢ des systémes de numération d’un point de vue
ergodique, celui de Zeckendorf en étant un cas particulier et ont obtenu une condition suffisante pour
I'existence d’une loi limite : ici, nous démontrons un critére et explicitons la fonction caractéristique
limite.

Afin d’énoncer une version légérement raccourcie de notre théoréme pour cette introduction, nous
avons besoin d’introduire quelques quantités. Nous désignons par ¢ le nombre d’or et pour |7| < T,
pour tout 7" > 0, nous définissons la suite (e,,),, par

€0,€1y--+-5€np—1 € C?

Eng = ¥,
ein(Fh)

Ent+l = 5n+1(7—) =1l—p+——, n=ny,
En +

ol ng est un entier qui sera définie dans le Chapitre 4.
Nous posons enfin Hy, = Hy (1) =}, 5, exp (iTf(n)).

Théoréme 0.1. Soit f une fonction Z-additive o valeurs réelles. Alors f posséde une loi limite si, et
seulement si, les deuz séries suivantes convergent

N FEFE) et > f(FL)

n=2 n=2

Quand les conditions sont réalisées, la fonction caractéristique de la lot limite est donnée par le produit
convergent

o) = ) =F o P (1,500 (o

no—1
SO f=no+1 QO
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Une caractérisation de la nature discréte de la loi limite est donnée par le théoréme suivant (cf. [2,
Proposition 11]).

Proposition. Dans le théoréme précédent, la loi limite est discréte si, et seulement si, f(F;) =0 pour
tout j assez grand.

Contrairement aux deux précédents systémes de numération, le cas d’'une loi limite discréte n’im-
plique plus une périodicité pour f. En outre, il n’existe pas de résultat prouvant que la loi limite est
nécessairement pure, donc nous avons uniquement prouvé une version effective du théoréme précédent
dans le cas d’une loi limite continue et avec une condition supplémentaire par rapport au Théoréme 0.1.

Pour tout entier N > 1 et tout réel T > 1, nous définissons les nombres Ly := InN/Ingp et
hy :==In(T'InT1In N)/In ¢ ainsi que les quantités

AT = Y fE) et InD) = D F(E)
Ln—2h<j<Ly JiZLy—hr

Enfin, pour toute fonction Z-additive f et tout réel 7>0, nous introduisons ’ensemble
S(r)={j=2:|f(F)| </},

ainsi que la somme
Ynr(r) =77 > F(F}).
J€S(r), j<Ly—hr

Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme. Soit f une fonction Z-additive réelle telle que la série

S ()]

i>2
converge et admettant une loi limite continue. Pour tout nombre réel T > 1 et tout entier N > 1 tels
que hy < Ln/2, on a

T

IFn = Flloo < Qr <1> + T An(T) +/

T 1/T min <1—-17',79N(T)> exp (_02 /l/}N,T(T)> dT:

ot co > 0 est une constante absolue.

Remarque. Il est possible de changer la valeur de h et de le rendre égal ¢ In(T'InT)/Inp, mais en
contre partie le terme d’erreur supplémentaire (In N')/T apparaitrait.

Comme dans les cas précédents, nous pouvons obtenir une majoration un peu plus simple et qui
renvoie explicitement & la convergence de la série > | f(F})]|.

Corollaire. Soit f une fonction Z-additive réelle telle que la série
> 1)
i>2
converge et admettant une loi limite continue. Pour tout nombre réel T > 1 vérifiant hy < Ly /2, on a
1
IF-Fylo<r(z)+T X155

J>Ln—2h
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Nous terminons alors par ’application de cette version effective a la fonction Z-additive définie par
f(Fj) =7~ pour j > 2 et pour un réel o > 1, qui nous donne

1

W Sll<0[<2,
n
HF_FNHOO <
vVIng N 0>
W S1 v =2 4.

ainsi qu’une discussion & propos de problémes ouverts liés aux théorémes d’Erdds-Wintner dans des
systémes de numération plus généraux.

0.2 Introduction in English

The two central concepts used in this work are, on the one hand, the representation of a natural
integer in numeration systems and on the other hand the associated additive and multiplicative func-
tions. A concept very close to numeration system is the decomposition of any natural integer into prime
factors, which consists in seeking to write a natural integer n > 2 as a product of prime numbers, a
result called the fundamental theorem of arithmetic or Euclid’s first theorem.

It is then interesting to know classes of arithmetic functions, that is functions defined on N* =
{1,2,3,...} with complex values, respecting the multiplicative structure of N, in the sense that the
image of a natural integer is the sum (respectively the product) of the images of the powers of the first
numbers involved in its canonical decomposition : these are the additive (respectively multiplicative)
functions.

More generally, such functions can be defined on so-called numeration systems, each of which can be
seen as an injective application associating to any element of a set the sequence of its numbers. Thus the
decimal system, which is a numeration system using the 10 base and omnipresent in everyday life and
is in reality an injection, which has a natural integer that provides the sequence of its digits belonging
to the set {0,1,2,...,9}.

In order to define the notion of limit law for an arithmetic function and thus be able to state Erd§s-
Wintner’s theorem, we need to introduce the notion of distribution function as well as some results
related to it.

The term distribution function refers to a non-decreasing function F' : R — [0.1], which is right-
continuous and satisfies
lim F(z)=0 and lim F(z)=1.

2Z——00 Z—+00

We can introduce three central classes of such functions :

- a distribution function is said to be purely discrete or atomic if it increases exclusively by jumps
and is constant on any closed interval containing no discontinuity points;

- a distribution function F' is absolutely continuous if there is a non-negative function h that can be
integrated in the Lebesgue sense such that

/h(t)dtzl and F(z):/z h#)dt (2 €R):;
R

—00

- F' is purely singular if it’s continuous and if we have the relation

/NdFl(Z) =1,
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where N is a subset of R with zero Lebesgue measure.
By denoting C(F') the set of continuity points of F, a sequence ([%,),>, of distribution functions
converges weakly towards a F' function if we have

lim F,(2) = F(z) (z€C(F)).

n—oo

Let us now consider a real arithmetic function f. For each N > 1 the function

(0.7) Fr(z) =y ({n: f(n) < 7)) = - {n < N+ f(n) < 2}

is an atomic distribution function.

Definition. A real arithmetic function f is said to have a (limiting) distribution function F (or : is
said to have a limit law with distribution function F) if the sequence (Fy)y defined by (0.7) converges
weakly to F and if F is indeed o distribution function.

Erdgs-Wintner’s theorem gives a necessary and sufficient condition to the fact that an additive real
function has a limit law. We have not yet defined the notion of additivity for an arithmetic function,
but this notion varies slightly according to the "classic case" with primes or other numeration systems.

In each chapter of this thesis, we place ourselves in a particular number system, we take a real
function with an additive property, which has a limit law thanks to the "Erd&s-Wintner" type theorem.
We then state an effective version of this result depending on whether the limit law is purely discrete
or continuous, i.e. we explain the error term associated with the convergence of the (Fy )y sequence to
the F' limit distribution function.

To do this, we will need several analytical tools, some of which appear in Erdgs-Wintner’s theorem
demonstrations, such as Lévy’s continuity theorem. In order to state Lévy’s theorem, we recall the
definition of a characteristic function of a distribution function F' : it’s the Fourier transform of the
Stieltjes measure dF'(z), i.e.

oo
o(r) = / e"*dF(z) (7 €R).
—00

It is a uniformly continuous function on the real line, satisfying

lp(7)] <1=p(0) (T €R).

The famous continuity theorem of Paul Levy connects weak convergence of distribution functions
to pointwise convergence of characteristic functions.

Theorem 0.1 (Continuity theorem, Levy, 1925). Let (Fy),, be a sequence of distribution functions
and (‘Pn)n>1 the sequence of their characteristic functions. Then F, converges weakly to a distribution
function F if, and only if, ¢, converges pointwise on R to a function @ which is continuous at 0.
Furthermore, in this case, ¢ is the characteristic function of F and the convergence of v, to ¢ is
uniform on any compact subset.

This classical result is established in detail in most books on probability theory (see for example
[10]). In our case, by taking the suite of distribution functions defined by (0.7), we have

o 1 SR 1 )
Dy (1) = / o' dFy(2) = > / o7 by (2) = D el (1 e R),

-0 n<N v n<N

where d, is the Dirac measure at point a. This gives us the following criterion.
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Theorem. Let f be a real arithmetic function. Then f has a distribution function F' if, and only if, the
sequence of functions ®n(7) converges pointwise on R to a function ® which is continuous at 0. In this
case, ® 1s the characteristic function of F.

When f is an additive function, the function n — ¢7f(") is, for each real number 7, a multiplicative
function of modulus 1 for all real 7. The problem of the existence of a limit law for f is therefore
equivalent to that of the existence of the mean value of a multiplicative function g with values in the
unit disk, that is, the existence of the limit of % > nen 9(n). We will show how obtaining an effective
error term in the estimation of the mean value of such a multiplicative function allows an estimation of
the speed of convergence to the limit law.

Finally, it should be noted that, in the classic case [11] (respectively in the g-additive case [12]),
Delange has provided new evidence (respectively proved) the Erdés-Wintner theorem.

To demonstrate the different effective versions when the limit law is continuous, we use two tools :
the concentration function and Berry-Esseen inequality.
The concentration function Qr of a distribution function F' is defined as R by the formula

Qr(h) :=sup {F(z+h)— F(z)} (h>0).
z€R
We can notice that F is continuous if, and only if, Qr(l) — 0 when [ — 0T, so that the concentration
function can be considered as a measure of the distance of F' to all continuous distribution functions.
This notion appears in Berry-Esseen’s statement of inequality (c¢f. for example [17], lemma 1.47).

Theorem (Berry-Esseen). Let us say F' and G two functions for distributing characteristic functions,
@ and ¥ respectively. So we have, for any T > 0

T
IF-Gle<@r(z)+ [

Berry-Esseen’s inequality then makes it possible to obtain a quantitative upper bound of the ap-
proximation of F' per Fiy under the conditions that F' is continuous and the integral converges.

In chapter 1, we are thus interested in the classical case of the theorem, i.e. the decomposition
into powers of prime numbers and in this case, an arithmetic function f is additive if we have, for any
natural integer m and n coprime

p(1) — (1)

T

dr.

f(mn) = f(m) + f(n).

We can thus write

LTI | =D re,

pln pVlln

where the letter p stands for a prime number throughout this thesis and the notation p” || n means only
p¥ | n and p**! { n. We therefore notice that an additive function is entirely defined by its values on all
the powers of the prime numbers : Erdgs-Wintner’s theorem is then stated as follows.

Theorem (Erdés-Wintner, 1939). Let f be a real additive function. f has a limiting distribution law
if, and only if, the following three series converge for at least one value of the positive real number R

Zl Z@’ZM-

e P foce P e P
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When the conditions are met, the characteristic function is given by the converging product

et f (")

90(7):1_[(1_]1,)2 o (TER).

p v=0

The limit law is necessarily pure, i.e. the limit distribution function F is either atomic, continuous,
purely singular or absolutely continuous. It is continuous if, and only if,

Y o

fo P

One proof of this theorem is based on work by Delange on the average value of the multiplica-
tive functions with values in the unit disk. We say that an arithmetic function (defined as N*) g is
multiplicative if g(1) = 1 and if for any natural integer m and n first among them

g(mn) = g(m) g(n).

We then prove two effective versions of Erdds-Wintner’s theorem depending on whether the limit
law of the additive function f is discrete or continuous : let us first assume that it’s discrete. The proven
result provides us not only an explicit expression of the limit distribution function but also an effective
version. To do this, we have to introduce many quantities : let’s put P := {p” : f(p”) # 0} and define a
multiplicative function u by

wlp) = {1 if p” € P,

0 otherwise,

as well as the following function

1 u(p¥)
wp:——<1—)g .
In addition, let us pose

1 1 [Yet)

t) = - d = — —=dt.
e(t) > 5 ad )= [
p>t,f(p)#0

Theorem. Let f be an additive function with a discrete limit law. We then have
) u(m 1—-1/p
(i) VzeR F(z)=][0-w,) > ulm) 11 <1_/) ,
m Wy
P f(m)<z plm
(ii) Fp(z)=F(2)+ O (Ry),
uniformly for all z € R and x > 1, where

R, :=c¢ (a:lﬂn? ‘”) + (Vo) + !

(Inz)1/6’
the implicit constants can depend on f.

We then apply this estimation to the following example. By putting (ay), and (by), two positive
real sequences such that a, + 1 < b, < an41 for any integer n, we introduce the set

J = |_| Jan; by] .

neN
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and the additive function

(0.8) VneN, f(n):= > L

peJ, pln

We show that this function f checks both the hypotheses of the Erdgs-Wintner theorem and has an

atomic limit law if, and only if,
<1nb )
> In
Ina,

neN

A first example is provided by the choice a,, = 2™ and b, = 2" (1 + (Inn)~°) for n > 2 where ¢ > 1 is a
parameter. We then get the following estimation

1

R, =——7——.
(Ing )(c—1)/4

We also consider a second example, given by a, = 2", b, = 2" (1 4+ n~°) for n > 2, where at present
¢ > 0, which gives us the estimation

where 8 := min (¢/4,1/6).
Now suppose that the f limit law is continuous. Let’s put

By( =2+ Z f R>2) and Qp(h):=sup {F(z+h)—F(2)} (h>0)
p'<R z€R
and, for any = > 3, we designate by € = ¢, any function checking 1/vInz < e, = o(1).

Theorem. For a suitable absolute constant ¢ and all real numbers R, T such that 3 < R<z, T > 1
and

1
2lnp R+ 3T n(R)+c< tln (),

Ex
T%n (2° )<<€i/3,

we have

|F, — Fll, < Qr (;) SRRV (TBf<R>) +1(R).

Ex

We then apply this result to two examples of functions and discuss the relevance of the results
obtained : first, to the additive function f defined by

which then provides the increase

1

then we consider the function
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which thus gives us the estimate

F—F —
H N”oo < (lna:)l/24

The q-adic number system, where ¢ > 2 is an integer, is the subject of chapter 2 : any natural
integer n can be written uniquely in the form

n= E ei q'
>0

where e; € {0,...,¢q— 1} and e; = 0 for all i except a finite number of exceptions. In this case, we
say that an arithmetic function defined on N (instead of N* like the first case) with complex values is
q-additive if, for any integer n € N, for any k € N and for any 0 < £ < ¢*, it checks

fld"n +0) = f(d"n) + f(0).
It then follows by induction, for any K € N

LY o) = > 1 (od),

0<k<K 0<k<K

which shows, in this case, that any g-additive function is entirely determined by the values f(ag®),
ac{l,...,q—1}, ke Nand f(0)=0.

Stated by Delange [12], the g-adic version of Erdés-Wintner theorem is the subject of the following
result.

Theorem. A g-additive function f has a limit law if, and only if, the series
(0.9) Y. D fldg) and Y Y7 fldg')?
720 1<d<q Jj=20 1<d<q

converge. In this case, the characteristic function of the limit law is given by the convergent product

o) =TI 1+ 3 explirf(de) | (- €R).

720 q 1<d<q
The question of the nature of the limit law is solved by the following theorem (the proof will look
like that of Proposition 3 of [3], using results from [28] and [36]).
Proposition. In the previous theorem, the limit law is pure. Moreover, it is purely discret if, and only

if, there is J such that f(d¢’) =0 for any j > J.

When the limit law is atomic, f is ¢/-periodic and we easily have the (optimal) upper bound

1
||F]\/—F||oo < N

In order to state ou result in the case where the law is continuous, let’s intrdouce some notations.
We put Ly :=InN/Ing (N € N*) and

eini= > Y fdd), = D 1fAd)], eani= D Y fdd)*

j>Ln 1<d<q 7>Ln 1<d<q j>Ln 1<d<q
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For any 7 € R, T' > 1, let’s denote hy :=In (7T InT') /Inq and

2

- 8 7 f(dg’)
W)= X Y )] =5 3 3 [
Ly-h<j<Ly 1<d<q T j<In1<izq
where || - || is the distance to the nearest integer. We then have the following result.

Theorem. Let f be a real-valued q-additive function such that the two series (0.9) converge and such
that f(dg?) # 0 for infinitely many instances. For all real T > 1 and for all integer N > 1 such that
hr < Ly, we then have

T

[F'— Fnlloo < QF <1) +Tnn(T) +/

1
: - YN (T)
min ,le +7Te e dr,
T Y < 1 ‘ I,N‘ 2,N>

where the implicit constant depending on q.

Moreover, if the first series of (0.9) is absolutely convergent, then the expression |eq n|+ Tea N can
be replace by €7 .

Remark. In the hypotheses of the previous theorem, we trivially have

YN (T) 2 252 Z fdg’)?

(d.j)eS(7), j<LN

where we have put S(1) := {(d,j) € {1,...,¢— 1} x N : |f(d¢’)| < n/|7|} (r > 0). This estimation is
easier to handle, but insufficient in some cases, like that of the 2-additive function f(27) = 47 where
0<y<1.

We can also simplify this upper bound so that it refers more explicitly to the series (0.5). By using
the same notations as previously, we introduce two new remainders, for any natural integer N and any
real T

@)=Y D Ifdd)] and ean(T):= > > fdg)*.

J>LN—hr 1<d<q Jj>Ln—hr 1<d<q

Corollary. Let f be a real g-additive function such that the two series (0.9) converge and that f(dg’) # 0
for infinitely many instances. For all real numbers T > 1 such that hy < Ly, we have

1
(0.10) ”F — FNHoo <L QF <T> +TT]N(T) +T ‘51,N| +T2 €2,N,

where the implicit constant depends on q. Moreover, if the first series of (0.9) is absolutely convergent,
then the three last terms can be replaced by T 7 \(T).
In particular,

1
(0.11) HF — FNHoo < QF <T> +T ‘617N| +T 527N(T) InT,

where the implicit constant still depends on q.
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We will apply this result to different examples : if the decrease of the function f is very fast, as
it is for example the case for the van der Corput sequence (f(n)),, a g-additive function defined by
f(dg’) = dg=7~!, we obtain the estimation

In N

whereas the exact order is (In, N)/N.

Moreover, when the function f does not decrease too quickly to 0, for example the g-additive function
defined by f(d) = 0 and f(d¢’) :== 77 (o> 1) forany j > 1 and d € {1,...,q — 1}, we then get the
estimation

1

n
IF = Fillo <
\/IDQN .

Finally, we will generalize the first example for ¢ = 2 by applying our effective version to the
2-additive function defined by f(27) :=~7, where 0 < 7 < 1. We then get the following result.

Theorem. There is a constant c(y) >0 such that
|IF — Fy|| <y N~¢0)(In N)=(/2/ 2,

An admissible value is o) In(1/7)In(2)
T (d/y) n(2/7) + n(2)2”

Furthermore, if Qr(t) < t (t > 0) (for example if F' has a bounded density), we can choose

_ In(1/4)
n(d/7)

We can apply this result to v = 1/2 in order to find the van der Corput sequence (with a index
shift) in the case ¢ = 2, studied in the first example. Its limit law is the uniform law on [0, 1] (cf. [34,
Theorem 3.5]), so it has a bounded density, and applying the result of the previous theorem, we find
the same estimation as in the first example.

More generally, let us designate by v, the distribution of the random series ) 47", where the
signs are chosen independently with probability 1/2 and which is closely related to the limit law of
the 2-additive function defined by f(27) = 77 as previously. As written in [39], Garsia [21] found
the largest explicitly set of v €]1/2,1[ known to date, for which v, is absolutely continuous and has
a bounded density. The elements of this set are the reciprocals of algebraic numbers in |1, 2[ whose
minimal polynomial is monic, has the constant coefficient equal to 2 and whose other roots are outside
the unit circle.

()

In chapter 3, we will generalize the properties obtained by Delange [12] in order to prove once
again the "Erdgs-Wintner" type theorem in a Cantor numbering system almost constant (in English,
we say that the system is constant-like), this result having been proven by Barat and Grabner [3] from
an ergodic point of view, thus bypassing the use of Lévy’s theorem.

Let’s say (aj)j>0 a sequence of natural numbers where a; > 2 : we define a Cantor number system
Q= (Qj)j>o by go = 1 and, for any j € N, g;4+1 = a;q;, hence ¢; = a;_1 ...a1ap (this formula being still
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true for n = 0 with the standard convention that an empty product is equal to 1). All natural integers
then have a unique decomposition under the form

n= Zej(n) g, (0<ej(n) <ay).

j=0
In particular, if a,, = g is constant, we find the case treated in the second chapter.
We then define, in the same way as for the g-additive f functions (respectively ¢-multiplicative g)

in the second chapter, the notion of @Q-additive functions (respectively @Q-multiplicative) by, for any
natural integer n,

f(0)=0and f(n) = Zf (ej(n)g;) | respectively g(0) =1 and g(n) = H g (ej(n)gy)

720 =0

First, we will study some properties of the @-additive functions in the spirit of Delange’s article [12].
Then, we will define that a Cantor numeration system is said to be constant-like if the sequence (aj)j>0
is bounded. In this case we give an elementary proof of the "Erd&s-Wintner" type theorem using the
same ideas as Delange for the g-adic case, i.e. using the properties proven in the first section of this
chapter as well as the Lévy theorem.

Theorem. Let f be a Q-additive function with respect to a constant-like Cantor numeration system.
Then f has a distribution function F if and only if the two following series converge

(012 S fdgy) and SN f(dgy)?

— a ,
720 7 1<d<ay 320 7 1<d<a;

When the conditions are met, the characteristic function is given by the convergent product

@(T):Hi 1+ > exp(itf(dg)) | (r €R).

. a;
720 1<d<a;

On the other hand, we will prove an effective version of this result according to the nature of the
limiting law as in the second chapter. Indeed, we have the following result (cf. [3, Proposition 3|).

Proposition. When it exists, the limit distribution dF of the Q-additive function f is necessarily pure.
Moreover, if Q is constant-like, then dF is atomic if and only if there exists a natural integer J such

that f(dg;) =0 for all d € {0,...,a; — 1} and for j > J.

When the limit law is atomic, we will show that f is gj-périodic and that we have the (optimal)
upper bound

1

In the case where the law is continuous, let us introduce again some notations, let note Ly be the
length of the representation of N defined by

L=Ly:=max{j>0:e;(N)#0}
(with Lo := 0), which is the unique natural integer such that

qc <N < qry1.
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We also introduce

MmN = Z D fdgy), v Z > f(dgg)l, man = Z > fldg)?

J>LN aj 1<d<a; J>LN aj 1<d<ay J>LNn aj 1<d<a;

Moreover, let denote by a the minimum of the sequence (a,) and for all 7 € R, T" > 1 and all integer
N > 1 we define the real number hp :=1In (7 InT') /Ina and the two sums

en(T)= Y l > [fdgy)] and ¢n(r):=8 > > i2
J

a
Ly—h<j<Ly 7 1<d<aj <Ly 1<d<a;

Tf dq])

We then have the following result.

Theorem. Let f be a real-valued Q-additive function with respect to a constant-like Cantor numeration
system such that the two series (0.12) converge and f(dq’) # 0 for infinitely many instances. For any
real number T' > 1 and any integer N > 1 such that hy < Ly, we have

1 T 1
|F — Fnlloo < QF | = +T€N(T)+/ min ( ———, [m x|+ 72N ) e ¥ dr.
T 1/T 1+7_

where the implicit constants depend on the mazimum of the sequence (an ).
Moreover, if the series (0.12) is absolutely convergent, then the expression |n n|+7n2,n can be replaced

by 7 n-
Remark. In the hypotheses of the previous theorem, we have
27° f(dg;)?
Un(T) 2 2 Z TZJ
(dvj)ESC(T)’jg'cN J
where we have put Sc(7) == {(d,j) € {1,...,a; — 1} x N: |f(dg;)| < n/|7|} (7 > 0).

As in the case of g-adic, we can simplify this estimation so that it refers more directly to the series
(0.12). By using the same notations as previously, we then introduce two new remainders, for any natural
integer N and any real number T

M@= Y = Y ) and mn@ = Y Y f(dgy)?
i>Lyn—hr '] 1<d<a] J>LN—hr Jl<d<a3

Corollary. Let Q be a constant-like Cantor numeration system and f a real Q-additive function such
that the two series (0.12) converge and that f(dg’) # 0 for infinitely many instances. For all real numbers
T > 1 such that hy < Ly, we have

1
| F = FN[l < QF (T) +Ten(T)+T |mn|+T? N,
where the implicit constant depends on the mazimum of the sequence (a,). Moreover, if the first series

of (0.12) is absolutely convergent, then the three last terms can be replaced by T ny n(T).
In particular, we obtain

1
I|F — FNHoo <L QF <T> + T N[+ T \/n2n(T) InT,

where the implicit constant still depends on the mazimum of (ay).
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By defining by A the maximum of the sequence (a,), we will apply this result to the function
Q-additive

2, ex(n)
uin) =Y L

dk+1

which defines van der Corput’s sequence for a numeration system of Cantor and which will bring us the

non-optimal upper bound
In N

HF o FN”OO < Nlna/(31ln A)

instead of the estimation (In N)/N.

Chapter 4 concerns the Zeckendorf numbering system, based on the Lekkerkerkerker-Zeckendorf
theorem, indicating that each natural number n can be written uniquely as a sum of Fibonacci numbers,
subsequently given 1,2,3,5,8,13,..., where it is forbidden to take two adjacent Fibonacci numbers
(it is easy to see that the latter condition is necessary, because if Fy and Fyy1 both appear in a
n representation as a sum of Fibonacci numbers, where N is maximum, taking Fiyo gives another
representation.) In other words, each natural number n can be written uniquely in the form of

n= Zej(n) F;

j>2

where ej(n) € {0,1}, ej(n) = 0 for any j except a finite number of times, and if e;(n) = 1, then
ej+1(n) = 0.

This system is a special case of the Ostrowski numbering system, which is based on on the continuous
fraction development of a real number. The case of the representation of Zeckendorf is obtained by

specifing the Ostrowski system in relation to the golden number ¢. However, we will not be concerned
by the general case.

A function f is called Z-additive if

fn) = f(ej(n)Fy).

j>2

We prove a "Erdgs-Wintner" type theorem whose proof defers from those of the previous chapters,
since the Fibonacci sequence is a linear recurrence sequence of order two, i.e. Fyio = Fn41 + F for
any natural integer N, with Fy = 0 and F; = 1. We'll use a matrix proof (this theorem generalizes one
of the results obtained in a Barat and Grabner’s article [2]).

In order to state our theorem, we need to introduce some quantities : first, ¢ denotes the golden
ratio and for every 7 € R and n € N, let’s put the sequence 7, = n,(7) := g- (F,,) — 1.
Then, let’s define the following condition, for all 7 € R

(0.13) dmo=mo (1) 20, : Vn = mo, |n(7)] < 2¢ — 3.
Thus, for all 7 € R, we introduce the natural integer ng(7) = ng > 0 by

(0.14) e { mo if (0.13) is true,
i 0=

0 otherwise.
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Under the condition (0.14) for |7| < T, for all T > 0, we define the sequence (g,), € CN by

€05€1y---5Eng—1 € (L
|5n0|< w__lv
— —1)e
En+1l = 5n+1(7_) = —nn ((,0 ) n’ n 2 ng-.
p+en

Finally, we put Hy = Hp (1) = >, . p, exp (iTf(Fy)).

Theorem. Let [ be a Z-additive function. Then f has a limit law if, and only if, the following two
series

Y f(Fy) and > f(Fu)’
n=2 n=2

converge. In this case, for |T| < T and for any T > 0, the limit characteristic function is given by the
convergent product

_ Hyy(1) =@ Hug—1 T e(7) .
®(r) = S EI;[H <1+ . ) (T €R).

A caracterization of the atomic natur of the limit law is given by the following theorem (cf. [2,
Proposition 11]).

Theorem. In the previous theorem, the limit law is atomic, if, and only if, f(d¢’) =0 (1 < d < q) for
all j enough big.

However, there is no result proving that the limit law is necessarily pure, so we have only studied
continuous case under more general assumptions than in the previous chapters.

For any integer N > 1, T' > 1, we define L := InN/Ing and hy := In(T'InT'In N)/Inp and the
quantities

AT = > |f(F)l and In(T) = > |f(F)]

LN—2h<j<LpN JjZ2LN—hT

Finally, for any Z-additive function f et for all real number 7>0, we introduce the set
S(r):={j > 2:|f(Ep| <=/lr},

and the sum
Ynr(T) =7 > F(Fy)?.

JE€S(T), j<Lyn—hr

Théoréme. Let f be a real Z-additive function such that the series

D I(E)]

Jj=2

converges and has a continuous limit law. For any real T and any integer N such as hy < Ly/2, we

have
T

|Fy — Flloo < Qr (1) LT AN(T) + /

1
: In(T —c2¥n7(7) 4
T 1/Tmln<1+7_, ~N( )>e T,

where co > 0 is an absolute constant.
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Remark. It is possible to change the value of h and make it equal to In,(T'InT), but in return the
additional error term (In N')/T would appear.

As in the previous cases, we can get a slightly simpler upper bound which explicitly refers to the
convergence of the series Y | f(Fj)|.

Corollary. Let f be a real Z-additive function such that the series

D OIFE

j>2
converges and its limit law is continuous. For all real numbers T > 1 such that hy < Ln/2, we have
PPyl <@e () +T X 1AE),
J>LNn—2h
We then continue by applying this theorem to the Z-additive function f such that
fFy)=5""
for all integer j > 2 and any number « > 1 that gives us

1

n
IF' = Fnllo <
\/IDQN f S
W 1 a/2

We end with open problems related to Erd6s-Wintner’s theorems in more general numeration sys-
tems.



Chapitre 1

Cas classique !

1.1 Notations et résultats utiles 2

La lettre p désigne un nombre premier. a | b signifie que a divise b; p” signifie : p” | a et p**! { a.
Nous notons également
(a,b) := pged(a,b).
La partie entiére supérieure du nombre réel x est notée |x|.

Dans ce premier chapitre, nous désignons par Ing la k-iéme itérée de la fonction logarithmique.
La notation log est réservée au logarithme complexe, pris en détermination principale. Nous désignons
également le cardinal d’un ensemble fini A soit par |A|, soit par #A et par w(x) le nombre de nombres
premiers n’excédant pas x.

Définition. On définit la constante d’Fuler v par

>t —|t]
=1- dt.
1= [

Dans le formalisme de l'intégrale de Stieljes, la sommation d’Abel constitue un outil simple mais
efficace pour la manipulation de sommes arithmétiques. Nous pouvons trouver ’essentiel des notions
concernant l'intégralité de Stieljes dans le chapitre 1 du livre de Widder [48].

Théoréme (Formule sommatoire d’Abel). Soit (an), -, une suite de nombres complezes. Nous posons

At) =) an (t>0).
n<t
Alors, pour toute fonction b € C* ([1,x]), nous avons pour tout x > 1
x
> anb(n) = A(x)bx) — / A(t) V' (¢) dt.
1<n<zx 1
Gréace a cela, nous pouvons par exemple montrer (voir [30]) que la définition précédente de ~ est

iy ]
VZJ&EDm(an“N)'

n=1

équivalente & la suivante :

1. Les résultats obtenus dans ce chapitre font Pobjet d’un article [46] en collaboration avec G. Tenenbaum.
2. Le contenu des parties 1.1, 1.2 et 1.3 de ce premier chapitre proviennent en trés grande partie de [44].

37
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Comme écrit dans [44], certaines quantités liées aux nombres premiers n’excédant pas = ont un
comportement asymptotique plus facilement accessible que la fonction 7 (z).

Théoréme 1.1 (Premier théoréeme de Mertens). Pour z > 2, on a

Zln—p:lnx—l-O(l).

pP<T p

De plus le terme O(1) figurant dans cette formule varie dans lintervalle ouvert | — 1 —In4, In4].

Le premier théoréme de Mertens fournit un équivalent d’une somme pondérée portant sur les nombres
premiers. Il est en quelque sorte le prototype d’une classe de résultats dont le point culminant est le
théoréme des nombres premiers. Le théoréme précédent permet alors d’évaluer deux expressions liées
aux nombres premiers comme établis par les deux énoncés suivants.

Théoréme 1.2. 1l existe une constante absolue C > 0 telle que 'on ait pour x > 2
1 1

E — :1n2:1:+C’+O().
D Inz

psT

Les deux théorémes précédents permettent de prouver la formule suivante que nous utiliserons dans
les preuves de ce chapitre.

Théoréme 1.3 (Formule de Mertens). Nous avons pour x > 2

0(-5) =i ()}

p<zT

Enoncons maintenant le théoréme des nombres premiers version forte, qui nous sera utile plus tard
(cf. Théoreme 11.4.1 de [44] pour une preuve de ce dernier).

Théoréme 1.4 (Théoréme des nombres premiers (version forte)). Il existe une constante ¢ > 0 telle

que lon ait, pour x > 2
0= [ g +0 (z o0 (e vinw))
w(x) = — rexp|—cVvinzx)).
2 Int P

Nous signalons qu’une preuve du théoréme des nombres premiers avec le terme d’erreur le plus précis
connu i.e.

m(x) = /; l:tht +0 (37 exp (—c (In2)*® (Iny x)_l/5>> (¢>0,z— ),

utilisant la région sans zéro de Vinogradov-Korobov, peut étre trouvée dans le chapitre 6 de |27].

1.2 Fonctions additives et multiplicatives

Dans cette partie, nous rappellerons quelques résultats connus a propos des fonctions additives et
multiplicatives ainsi que 'inégalité de Turan-Kubilius.
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1.2.1 Définitions et propriétés

Une fonction arithmétique (réelle) est une fonction définie sur N* = {1,2,3,...} a valeurs complexes
(réelles). Deux classes de fonctions arithmétiques jouent un role particulier : les fonctions additives et
les fonctions multiplicatives.

Définitions 1.5. Une fonction arithmétique f est additive si l'on a, pour tout entier naturels m et n
premiers entre eut

f(mn) = f(m) + f(n).
Une fonction arithmétique g est multiplicative si ['on a, pour tout entier naturels m et n premiers entre
eus
g(mn) = g(m) g(n).
Compte-tenu de la représentation canonique
n= H p”
p”lIn
de tout entier n € N, nous avons les égalités
f)=>"f@") et gn) =[] 9@
p”lIn p’ln

Par exemple, la fonction w qui compte le nombre total de facteurs premiers de n sans multiplicité
est additive, tandis que la fonction de Mdébius, définie par

(=1)“M™) i n est sans facteur carré,
(L1) mm{

0 sinon.

est multiplicative.
Un outil essentiel dans ’étude d’une fonction arithmétique est le concept de série de Dirichlet. Nous
nous limitons ici & rappeler sa définition et le résultat que nous utiliserons plus tard.

Définition 1.6. Soit f une fonction arithmétique. La série de Dirichlet associée & f est la fonction F
définte sur les nombres complexes par

_x fn)
(1.2) F(s):=>)_ 5
n=>1
pour tous les points s ot la série converge.

Le théoréme suivant fournit une condition suffisante pour que la série de Dirichlet d’une fonction
multiplicative soit développable en produit eulérien (c¢f. Theoréme I1.1.3 de [44]).

Théoréme 1.7. Soit g une fonction multiplicative et s un nombre complexe. Sous ’hypothése

(13) >y

p v>l

< 00,

la série de Dirichlet (1.2) est absolument convergente et ['on a

rio =T1Y 222,

p v=0 p

Nous pouvons remarquer que si la série (1.2) est absolument convergente, il en va de méme de (1.3).
Ainsi les convergences absolues de (1.2) et (1.3) sont équivalentes.
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1.2.2 Inégalité de Turan-Kubilius

Dans cette courte section, nous énongons la célébre inégalité de Turan-Kubilius dans une version,
qui nous sera utile dans la partie consacrée au cas d’une loi limite continue. Pour toute fonction additive
complexe ¢ et tout nombre réel x > 0, nous posons

Y(p”) x (")
(1.4) Ay(a) = > — et Bj(z)?i=) b
pr<ae P pee P
Théoréme 1.8 (Inégalité de Turan-Kubilius). Pour toute fonction additive complexe 1), nous avons
1 *
. Y o) - Ay(@)]® < Bj(x)* (z>0),
1<n<x

ot la constante implicite est absolue.

Nous signalons que cette inégalité persiste si les termes généraux des sommes (1.4) sont affectés
du poids (1 — 1/p) (cf. [16, chapitre 4] ou [44, chapitre III.3] pour cette autre version, mais aussi
[7, 25, 32, 33, 42, 44] pour des renseignements sur les meilleures constantes connues).

1.2.3 Valeur moyenne de fonctions multiplicatives de module inférieur a 1

Un outil central dans la preuve du théoréme d’Erdés-Wintner est I’étude de valeur moyenne de
fonctions multiplicatives g : autrement dit, nous voulons élucider le comportement asymptotique de la
quantité suivante, pour x — oo,

1
— n).
— > 9(n)

n<e

Par exemple, le théoréme suivant régle la question pour une certaine classe de fonctions multiplicatives
(cf. Théoréme 1.3.12 de [44]).

Théoréme. Soit g une fonction arithmétique multiplicative a valeurs dans [0,1]. Nous posons

o)

p v=>0

ot le produit infini est considéré comme valant 0 lorsqu’il est divergent. Alors nous avons

> g(n) =z (M(g) +0(1)) (x> o0).

n<x

Comme D’écrit le professeur Tenenbaum dans un de ses articles [45], les estimations de valeurs
moyennes de fonctions multiplicatives constituent un outil privilégié de la théorie probabiliste des
nombres. Elles permettent notamment d’appréhender la répartition des fonctions additives sur les N
premiers entiers via leurs fonctions caractéristiques et d’obtenir des théorémes de convergence avec
controle de 'approximation.

L’existence de valeurs moyennes pour une fonction multiplicative avait été étudié par Wintner : il
avait affirmé que si une fonction multiplicative g était a valeurs dans {41}, alors la valeur moyenne
existait toujours. Toutefois, ’esquisse de sa preuve n’avait pas pu étre étayée et le probléme était resté
ouvert comme étant la conjecture d’Erdds-Wintner. Cependant, en 1961, Delange [11]| caractérisa les
fonctions multiplicatives de module inférieur & I'unité et possédant une valeur moyenne non-nulle.
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Théoréme 1.9. Soit g une fonction multiplicative a valeurs dans le disque unité.

(1) Si la valeur moyenne de g est non nulle

alors nous avons
(a) la série 3, (1 —g(p)) /p converge,

(b) il existe un entier v > 1 tel que g(2") # —1.

(i) Si la condition (a) est remplie, alors g posséde une valeur moyenne, donné par la formule suivante

M(g) = H (1 _ ;) Z 9(111/).

p v>0 p

Ce théoreme fournit ainsi une condition nécessaire et suffiisante pour qu’une fonction multiplicative
de module < 1 ait une valeur moyenne non nulle. Wirsing [49] en 1967 et Halasz [24] en 1968 ont par la
suite terminé 1’étude du comportement moyen d’une fonction multiplicative de module < 1, le premier
pour les fonctions réelles, le second pour les fonctions complexes.

1.3 Loi limite et théoréme d’Erdés-Wintner

1.3.1 Loi limite et fonctions caractéristiques

Les notions définies dans cette section sont primordiales dans tous les chapitres de ce papier. Afin
de définir la notion de loi limite pour une fonction arithmétique et ainsi pouvoir énoncer le théoréme
d’Erdés-Wintner, nous avons besoin d’introduire la notion de fonction de répartition ainsi que quelques
résultats.

Nous désignons par fonction de répartition une fonction croissante au sens large F' : R — [0, 1],

continue & droite et satisfaisant a

lim F(z)=0 et lim F(z)=1.

Z——00 Z—r400

Nous pouvons introduire trois classes centrales de telles fonctions :

- une fonction de répartition est dite purement discréte ou atomique si elle croit exclusivement par
sauts et est constante dans tout intervalle fermé ne contenant pas de points de discontinuité ;

- une fonction de répartition F' est absolument continue §’il existe une fonction positive h intégrable
au sens de Lebesgue telle que

/h(t)|dt:1 ot F(z):/z h(t)dt (z € R);
R

—00

- F' est purement singuliére si elle est continue et si nous avons la relation

/NdFl(Z) =1,

ot N est un sous-ensemble de R de mesure de Lebesgue nulle.

Nous pouvons alors lier ces trois catégories de fonctions grace & I’énoncé suivant.
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Théoréme (Théoréme de décomposition de Lebesgue). Toute fonction de répartition F peut étre re-
présentée de maniére unique sous la forme

F =a1F1 + asFy + a3F3

avec a1, ao,a3 = 0, a1 + as + ag = 1 et ot les F; sont des fonctions de répartition telles que Fy est
absolument continue, Fy est purement singuliére et Fs est atomique.

L’ensemble D(F') des points de discontinuité d’une fonction de répartition F est au plus dénombrable
et ne contient que des discontinuités de saut. Nous désignons par C(F') le complémentaire de D(F'), c’est-
a-dire I’ensemble des points de continuité de F. On dit qu’une suite (Fn)n>1 de fonctions de répartition
converge faiblement vers une fonction F' sil'on a

lim F,(z) = F(z) (z€C(F)).
n—oo

11 est a souligner que la limite faible F' n’est pas forcément une fonction de répartition. Par exemple, si
on counsidére la suite de fonctions de terme général

F,: R — [0,1]

0 six < n,
z — Fy(x)=<x—n sizeln,n+1]
1 six>n+1,

alors F}, est une fonction de répartition pour tout entier naturel n, mais la suite (F,,) converge faiblement
vers la fonction nulle.

Nous considérons maintenant une fonction arithmétique réelle f. Pour chaque N > 1 la fonction

(1.5) Fi(z) = w (fn: F(n) < 2) = | {n < N+ f(n) < 2}

est une fonction de répartition atomique (définition que nous pouvons facilement étendre en remplacant
les entiers N > 1 par les réels © > 1 et ainsi écrire F).

Définitions. 1) Nous disons qu’une fonction arithmétique réelle f posséde une fonction de répartition
F' (ou encore : posséde une loi limite de fonction de répartition F) si la suite (Fn)y définie par (1.5)
converge faiblement vers I’ et si F' est une fonction de répartition.

2) De plus, nous disons qu’une fonction de répartition F (ou qu’une loi de fonction de répartition
F) est pure si elle est soit atomique, soit continue purement singuliére, soit absolument continue.

Le théoreme d’Erdds-Wintner donne une condition nécessaire et suffisante au fait qu’une fonction
réelle additive posséde une loi limite. Le but de ce chapitre est alors d’énoncer une version effective de
ce résultat, c’est-a-dire expliciter un terme d’erreur entre (Fy )y et F.

Pour ce faire, nous aurons besoin de plusieurs résultats, 'un d’entre eux étant le théoréme de
continuité de Lévy. Afin d’énoncer ce dernier, nous rappelons qu’une fonction caractéristique d’une
fonction de répartition F' est la transformée de Fourier de la mesure de Stieltjes dF'(z), soit

o(T) = /OO '™ dF(2) (t € R).

—0o0
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Nous appelons convolée de deux fonctions de répartitions F' et G, notée F'x G, la fonction de répartition

H définie par

o0

(o.9)
HE) = (FrG)) = [ Fe-9)d6w) = [ GE-y)dF)
—00 —00
Si ¢(7), 7(7) sont les fonctions caractéristiques respectives de F' et G, alors n(7) = ¢(7)y(7) est la
fonction caractéristique de H.

Le célébre théoréme de continuité de Paul Lévy relie alors la convergence faible des fonctions de
répartition & la convergence simple des fonction caractéristiques.

Théoréme 1.10 (Théoréme de continuité de Lévy, 1925). Soit (F}),~, une suite de fonctions de
répartition et (<pn)7121 la suite de leurs fonctions caractéristiques. Alors F,, converge faiblement vers
une fonction de répartition I si, et seulement si, p, converge simplement sur R vers une fonction ¢
continue en 0. De plus, dans ce cas, ¢ est la fonction caractéristique de F' et la convergence des @, vers
© est uniforme sur tout compact.

Ce résultat est établi en détail dans de nombreux livres sur la théorie des probabilités (cf. par exemple
[10]). Dans notre cas, en prenant la suite de fonctions de répartitions définie par (1.5), nous avons

o (T) = /OO '™ dFy ( Z/ e A0y (2) = Ze”f (r €R),

o n<N n<N

ol d, désigne uniquement ici la mesure de Dirac au point a. Grace i cette observation et au Théoréme
1.10, nous pouvons en déduire le critére suivant, que nous appellerons critére de Lévy dans toute la
suite.

Théoréme 1.11. Soit f une fonction arithmétique réelle. Alors f posséde une fonction de répartition F
si, et seulement si, la suite de fonctions (Pn) converge simplement sur R vers une fonction ® continue
en 0. Dans ce cas, ® est la fonction caractéristique de F.

Dans la preuve de ce corollaire, il apparait I’observation élémentaire, néanmoins importante, que la
fonction n — ef est, pour chaque 7, une fonction multiplicative de module 1, si f est additive. Le
probléme de 'existence d’une loi limite pour f est donc équivalent a celui de 'existence de la valeur
moyenne d’une fonction multiplicative g & valeurs dans le disque unité : nous montrerons qu’avoir un
terme d’erreur dans ’estimation de la valeur moyenne d’une fonction multiplicative permet d’obtenir
une version effective du théoréme d’Erdés-Wintner.

Nous terminons cette section en citant le théoréme 2.7 de [44], qui regroupe trois résultats fonda-
mentaux sur la convergence de produits de convolutions de fonctions de répartitions. Pour ce faire, nous
désignons par F; une fonction de répartition, par ¢; sa fonction caractéristique ainsi que par s; le plus
grand saut de F}, soit

si:=max(F;(z) — Fi(z7)).
5 3= max(Fy(2) — (=)
Théoréme 1.12. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le produit Fyx Fyx...xF, converge faiblement vers une fonction de répartition F lorsque n — oo,

(i) 36 >0: lim J[,;c,0i(r)=1 (7] <),

m,n—

(iii) 1y nsoo Fin(2) % .. % Fo(2) = Lgof(2) (2 #0).

Lorsque l'une de ces trois conditions est réalisée, on a :
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(a) (Jessen & Wintner [28]) Si chaque F,, est atomique, alors F' est pure.
(b) (Lévy [36]) F' est continue si, et seulement si,

(1.6) n>1:s5,=0 ou Z(l — Sp) = +o0.

n=>1

On pourra trouver une démonstration compléte des points (a) et (b) dans le lemme 1.22 de [16]. La
preuve du critére (1.6) repose sur la notion de fonction de concentration, que nous allons étudier un peu
plus en détails dans la prochaine section.

1.3.2 Fonction de concentration et inégalité de Berry-Esseen

Pour démontrer les différentes versions effectives des théorémes type "Erdés-Wintner" dans le cas
ou la loi limite est continue, nous utilisons deux outils : la fonction de concentration et 1'inégalité de
Berry-Esseen.

La fonction de concentration Qr d’une fonction de répartition F' est définie sur R par la formule

(1.7) Qr(h) := 8161]12 {F(z+h)—F(2)} (h>0).

Cette notion a été introduite par Paul Lévy en 1937. Nous pouvons remarquer que F' est continue
si, et seulement si, Qr(¢) — 0 lorsque ¢ — 0", de sorte que la fonction de concentration peut étre

regardée comme une mesure de la distance de F' & I'ensemble des fonctions de répartitions continues.
Cette notion apparait dans I’énoncé de 'inégalité de Berry-Esseen.

Théoréme 1.13 (Berry-Esseen). Soit F' et G deux fonctions de répartition de fonctions caractéristiques
respectives @ et 1. Alors nous avons, pour tout T > 0

1 T
IF-Gle<@r(z)+ [

Cette inégalité (cf. [17], lemme 1.47) permet alors d’obtenir une majoration quantitative de 1’ap-
proximation de F' par F} liée aux fonctions caractéristiques ¢ et & la suite de fonctions caractéristiques
. définies précédemment. Plus précisément, pour chaque 7' > 0, nous avons

T
(1.8) |F = Fllo < QF <;> + /_T

En outre, comme dit précédemment, lorsque F' est continue, nous savons que Qp(h) — 0 lorsque
h — 0T : dans ce cas, nous serons amener & majorer Qp(h) pour h > 0 (et nous pourrons méme
connaitre son ordre de grandeur exact dans certains cas). Il existe déja de nombreux exemples dans la
littérature (voir par exemple [6], [19], [31], [40], [44, chapitre II1.2]).

Dans certains cas, nous pouvons appliquer des résultats pour obtenir une majoration immédiate :
lorsque F' posséde une densité bornée, i.e. que sa norme sup ||. ||, est majorée, alors nous avons, pour
tout h>0et z€R

o(r) —¥(1)

T

dr.

(1) = (7)

dr.

z+h
F(s+ h) — F(2) —/ Ftyde<h||F||,

d’onl
Qr(h) < h.
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Si ¢ € LP(R), alors nous pouvons utiliser la majoration suivante (cf. [44, Lemme I11.2.9])

1/

(1.9) Qr(h) < h / (1) dt

~1/h

et I'inégalité d’Holder afin d’obtenir Qg (h) < h'/?.
Un autre résultat intéressant est l'inégalité de Kolmogorov-Rogozin (cf. [44, Théoréme 111.2.8]) : si f

est une fonction additive réelle possédant une loi limite, nous avons alors
1
h) < .
NEED IV

Qr(

Quant a la question d’une minoration, nous pouvons remarquer que, pour toute fonction de répar-
tition F' et pour tout h > 0 assez petit, nous avons toujours

(1.10) Qr(h) >F h.

En effet, il existe un intervalle [a,b] dans lequel F varie entre 1/4 et 3/4, ce qui implique 'inégalité
Qr(h) = h/(4(b—a)) pour tout h < b— a. On peut prouver ce résultat par 'absurde : §’il existe un réel
ho < b—a tel que Qp(ho) < ho/(4(b — a)), alors, en posant M := [(b— a)/hg], nous avons, pour tout
jeA{0,...,M —1},

F(a+ (5 + 1)ho) — Fa+ jho) < Qr(ho)

et donc
F(a+ Mhgy) — F(a) < Mhg/(4(b—a)) < 1/2.

Or, a+ Mhy > b donc
F(a+ Mhy) — F(a) > F(b) — F(a) > 1/2,

d’ou la contradiction.

Une conclusion importante est donc que nous avons immédiatement 'ordre exact Qr(h) < h (h —
0%) deés lors que F posséde une densité bornée.

1.3.3 Le théoréme d’Erdds-Wintner

Le théoréme d’Erdés-Wintner apporte une réponse compléte a la question d’existence d’une loi limite
pour une fonction additive. Son énoncé et sa preuve permettent de mettre en évidence des liens entre
fonctions additives et sommes de variables aléatoires indépendantes. Le résultat probabiliste sous-jacent
est le théoréme des trois séries de Kolmogorov (cf. [20, chapitre IX.9] par exemple).

Théoréme 1.14 (Erdss-Wintner, 1939). Soit f une fonction additive réelle. f posséde une loi de
répartition limite si, et seulement si, les trois séries suivantes convergent pour au moins une valeur
du nombre réel positif R

(1.11) Z 1’ Z f(p)’ f(p)z.

e P foce P e P
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Quand les conditions sont satisfaites, la fonction caractéristique est donnée par le produit convergent :

et f(p¥)

¢(7)2H<1—;)Z ~— (eR)

p v>=0

La loi limite est nécessairement pure, ¢’est-a-dire que la fonction de répartition limite F est soit atomique,
soit continue purement singuliére, soit absolument continue. Elle est continue si, et seulement si,

Y o

fp0 P

Remarques 1.15. (a) Si les trois séries de l'énoncé convergent pour une valeur de R > 0, alors il en
va de méme pour toute valeur de R > 0. Il n’y a donc, en pratique, pas de perte de généralité a supposer
R=1.

(b) L’existence d’une loi de répartition limite pour f ne dépend pas des valeurs f(p”) lorsque v > 2.

La démonstration originale pour la condition suffisante de ce résultat a été prouvée par Paul Erdés
seul en trois étapes (1935/37/38) et la condition nécessaire a été obtenue par Erdgs et Aurel Wintner
en 1939. Néanmoins, une démonstration plus simple a été donnée par Delange [11] en 1961 et repose
essentiellement sur le Théoréme 1.9 et sur le théoréme de continuité de Lévy (¢f. Théoréme 111.4.1 de
[44] pour une preuve compléte).

De plus, la suite de fonctions de répartition (Fv)n converge vers la fonction de répartition F' donnée
par la relation
F=3%G,
P

ot G), est la fonction de répartition atomique donnée par

4
fo< b

1.4 Version effective dans le cas discret

1.4.1 Enoncé et preuve du théoréme

Soit f une fonction additive réelle satisfaisant aux hypothéses du Théoreme 1.14 et pour laquelle la
loi limite est discréte, ce qui équivaut donc a

(1.12) > e

fpy#o?

Nous remarquons que cette hypothése implique (1.11).

Nous pouvons alors trouver une expression pour la fonction de répartition limite F', ainsi qu’un terme
d’erreur effectif. Afin d’énoncer ce théoréme, nous introduisons quelques fonctions : nous définissons
I'ensemble P := {p” : f(p¥) # 0}, ainsi que la fonction multiplicative

lsip”eP
0 sinon

-
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Pour tout nombre premier p, nous désignons par w, la fonction suivante

e ()55

v>1

De plus, nous posons

e(t) :== Z E et n(y)::mly/lyg(tt)dt.

p>t,f(p)#0 P
Théoréme 1.16. Soit f une fonction additive réelle vérifiant la condition (1.12). Nous avons alors

(i) VzeR F(z)=][0-w,) > WHCl_—lw/:)?

P flm)<z plm

(1)  Fp(z) =F(2)+ 0 (Rs),

uniformément pour tout z € R et x > 1, ot

1
R, :=¢ (1‘1/1“”) + (V) +

(Inz)1/6’
les constantes implicites pouvant dépendre de f.

Nous remarquons que 'application du Théoréme 1.16 & f ne dépend pas des valeurs f(p”) lorsque
v > 2, mais seulement de ’ensemble des f(p) ne s’annulant pas, permettant de faire converger la série
de (1.12).

Nous allons transformer I’écriture des F), afin de leur appliquer un résultat prouvé dans [45], ce qui
nous permettra d’obtenir une expression explicite pour F, ainsi qu'un terme d’erreur effectif pour la
convergence des F, vers F'. Pour ce faire, nous définissons une nouvelle fonction multiplicative v définie

par v(p”) :=1 —u(p¥).

Proposition 1.17. Chaque entier naturel non nul n se décompose de maniére unique sous la forme
n =md avec u(m) =v(d) =1 et (m,d) = 1. Dans ce cas, nous avons f(n) = f(m).

Démonstration. Nous avons canoniquement n = md avec

ce qui prouve le résultat attendu. O

La Proposition 1.17 permet donc de modifier ’écriture des F.. Pour tout > 0 et z € R, nous avons

(1.13) eFe(z)= Y 1= > um) > wv(d)= Y ulm) > vm(d),

U msx d<z/m ms<T d<z/m
f(n)<= fm)<z (m,d)=1 f(m)<z

ou l'on a posé

m(d) == {U(d) si (m,d) =1,

0 sinon.
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Citons maintenant le corollaire de [45] que nous voulons appliquer a la somme intérieure du membre
de droite de (1.13).

Pour tous paramétres A > 0, B > 0, nous notons M(A, B) la classe des fonctions multiplicatives
vérifiant

g9(p")|np”
max [g(p)| < 4, 5 Ol ‘ <B.

p,v=2

Soit g une telle fonction multiplicative et supposons qu’il existe un parametre o > 0 tel que

(1.14) 3 0=Reglp) _

» p

Sous cette hypothése, par sommation d’Abel, nous avons

— Re In
3 {o g(p)}Inp

<nelnz (x — 00),
p

PST
pour une fonction convenable 7, tendant vers 0 & 'infini. Nous notons
g(p
=2 9ln) et =27
n<x p<x
Enfin, nous posons également wy := 1 si g est réelle, et wgy := % dans le cas général.

Théoréme 1.18 ([45]). Soient A > 0, B > 0, o > 0 et g € M(A, B) une fonction multiplicative
compleze telle que |g(p)| < o pour tout nombre premier p. Sous Uhypothése (1.14), nous avons alors

) e '79;1? f 2 eZ(w39)

p pv<z

ot 7y est la constante d’Euler et ou 'on a posé

a:=wys min(1, o)/ {6 —min(1, 9)}, b := wy min(1, 0)/6

Pour tout m < x tel que f(m) < z, nous voulons donc appliquer ce résultat en prenant g = vy,.
Nous allons montrer que cette fonction vérifie bien les hypothéses du Théoréme 1.18. Notons que, pour
tout m > 1, la fonction vy, est multiplicative et est & valeurs dans {0, 1}.

FEn posant

B Z 2p—1 lnp’

on vérifie que v, appartient a I’ensemble ./\/l(l, B).
Par définition de v,,, pour y > 3 et m < y, nous avons les deux estimations

(1.15) 3 - 1;” Z Z < Ing(y) + O(1),

p p\m pfm
F®)#0

et

(1.16) 3 {1=tm(p

Py p

t
t<p<y p
pim

plm
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Pour établir la majoration de (1.15), nous remarquons grace au Théoréme 1.2

Vm <y Z <Z =Ina k + O(1),

p‘ q<l-€

pour tout k tel que m(k) = w(m), puisque cela garantit l’existence d’une injection j de 'ensemble des
facteurs premiers de m dans PN [1, k] telle que j(p) < p pour tout p divisant m.

Pour choisir une valeur pour s, nous pouvons prendre par exemple k = 2Iny, ce qui implique, en
prenant les logarithmes, Inx = Ingy + O(1), puis Ing k = Ingy + O(1), d’out la majoration attendue.
Le choix de k est justifié par les majorations suivantes, valables pour m assez grand et toute constante

c>1,
clnm< K

wim) < Inom ~ Ink

De méme, la majoration de (1.16) est obtenue en observant, grace au premier théoréeme de Mertens (voir
Théoréme 1.1), que pour tout m < y,

Zlnp Zlnq Ink+ O(1) = Ing y + O(1).
plm Sy

D’apres (1.12), la fonction e tend vers 0 & l'infini, donc il en est de méme pour sa moyenne loga-
rithmique 7. De plus, v,, est réelle et o = 1, donc nous pouvons appliquer le Théoréme 1.18 & v, avec
a=1/4 et b=1/6. Nous obtenons donc pour 1 < m <y

) vm(PY) Ve Z(gom) . €™
M S Um, — YiUm
(y7 v ) h]. y H p,/ (77 (y) e + (ln y)1/6

P pY<y

_ yef7 H Z Um yn (y)1/4 eZ(me) n yeZ(y;vm)
Iny Iny (Iny)7/6

P pY<y
= y¢m<y)+O(Rm(y))'

Pour le premier terme, nous avons le résultat suivant.

Proposition 1.19. Pour 1 < m <y, nous avons

R G (R (G

ou

Démonstration. D’apreés la formule de Mertens (c¢f. Théoréme 1.3), nous avons

unly) = ST

p{mpYsy

: {Hogy»g@;>gg<<1;>lsp+o<;>>-
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Comme o o
<1_p) ~S =g, 20t
<1—;>1—Sp+0(;> - <1+0<;>> 11_1“;2;,
d’ou
S S
ptm
oM ()

en utilisant le fait que le terme général du dernier produit est supérieure ou égal a 1. Puisque w, < 1/p,
nous avons In(1 — w,) > —2w, et donc

H (1 —wp) > exp {—Zpr} >1-0(e(y)),

P>y P>y

d’oul le résultat attendu.

O
Intéressons-nous maintenant au reste R,,. Pour ce faire, nous posons
Rofy) = nu)"* + e
(Iny)!/6
Proposition 1.20. Pour 1 < m <y, nous avons
R (y) <y Ro(y).
Démonstration. Cela résulte de la majoration
Zm) = 32 < hug(y) +0(0).
Py
O

Les Propositions 1.19 et 1.20 permettent d’en déduire immédiatement 1’expression suivante pour
M(y§ Um)'

Proposition 1.21. Nous avons, pour tout 1 < m < vy,
1-1/p

(117 Myiom) =y T[]0 = wp) [T 722 + Oy Ra(w).
P

p plm

o Ri(y) := e(y) +n(y)"* +1/(Iny)"/°.

Enoncons également un dernier résultat qui nous sera utile dans la preuve du théoréme & venir.
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Proposition 1.22. Nous avons

Démonstration. D’apres (1.12) et par définition de la fonction u, nous avons

S yWoesloysytos
p fox? P P

p v>l v>2

La conclusion découle alors du Théoréme 1.7. O

Nous pouvons maintenant prouver le Théoréme 1.16. Pour tout 1 < m < y et z € R, posons

h(m) := u(m) H (11__110/5> et G(z) := H(l — wp) hgnm)

plm P f(m)<z

Nous remarquons que G est une fonction de répartition. En effet, puisque w, < 1 et h(m) > 0, la
fonction G est croissante. De plus, on peut remarquer que G est continue & droite, que G tend vers 0
en —oo, car la somme dans G est alors vide, et qu’on a

i 6 = [J0-u S <TI0 -u ST

_ ]Z[(lwp)lg[ <1+ 11%55,,) 15[(1:,: (1—2) sp> —1.

Pour tout > 1 et z € R, puisque M (x/m;v,,) < x/m, nous avons

F.(z) = % Z u(m)M (%;vm> = % Z u(m)M (%;vm) + O (E1)

<
o T
h(m) - L
= H(l — wp) E ———— 4+ O (E1 + E3), d’apres la Proposition 1.21
p m<y/z m
Fm)<z

= G(z)+ O(Ey + Ey),

OU nous avons posé

E = Z u(T':Ln)’
m>y\/x
5= 20 (G)

m<y/T

En remarquant que d’apres la Proposition 1.22 on a Es < Rj(y/x), nous en déduisons que G = F, d’ou
le premier point (7) du théoréme.
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Pour majorer E1, introduisons un paramétre 7' > 2 dépendant de x et scindons la sommation selon
que le plus grand facteur premier de m excéde ou non T'. Nous obtenons alors

u(m) u(m) _
m>\/x m>\/x

P+ (m)<T Pt (m)>T

Pour tout o €]0, 1[, nous avons

m \ % u(m) 1 1
A Y ()M s >
2 -
= vV m x/ =m a
Pt (m)<T P+ (m)<T
1 1
< xa/2H<1+ _1)<<x/2H<1+ >,cara<3.
p<T p<T

Pour majorer le second terme, nous utilisons le fait que pour tout entier m > 1, il existe un unique
couple d’entiers non nuls (n,v) tel que m = P*(m)”n et PT(m) {n. Ainsi, grace & la Proposition 1.22,
nous obtenons

Sy oy iy i)

pl/

P>TV>1 n>\fp v p>T v>1 n>1
1
T —.
SIDILLED 3) DL ARFLITD PR
p>T p>T v=2 p>T

Choisissons, pour T assez grand, o := 4/InT. Le produit apparaissant dans A est alors < InT. En
effet, nous avons

Z LI Z;—I—O azlnpp , car p® =1+ O (alnp)

p<T p<T p<T
1
= Ino T+ O(1 —
ne T+ O(1), Cara<<lnT’

d’ou

1 1
11 (1+p1a> < exp Zplfa <InT.

Il suit ainsi que
1
B <2 ¥™TInT 4+ (T) + 7

1/Ing x

En posant T := =z , nous obtenons alors

1
Ei+E < l,f2lngm/ln:v 1;1‘2_'_5( l/lnzx) +x71/1n21+R1(\/5)
2

1 1
1/Inz x 1/4 —1/Ins x
< ¢ (QU ) V) (Inz)1/6 + (Inz)lng x M

1

< ¢ ($1/1n2m> +77(\/5)1/4+ (lnix)l/G.
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1.4.2 Exemples

Soient (ay)n et (by)n deux suites de nombres réels positifs telles que a, + 1 < b, < an41 pour
tout entier n. Nous posons également

J = |_| lan; by N P.
neN
Nous définissons alors la fonction suivante
fn)=>"1 (nx=1).
pn

peJ

f est donc une fonction additive comptant le nombre de facteurs premiers comptés sans multiplicité
dans J. Cette fonction ne vérifie par forcément le Théoréme 1.16, par exemple si J = N*. Afin de
le lui appliquer, nous donnons, d’abord, une condition suffisante sur les suites (ay) et (b,) pour que
J contienne une infinité de nombres premiers, puis, sous cette condition, une condition nécessaire et
suffisante afin que la condition (1.12) soit satisfaite.

Proposition 1.23 (Tenenbaum). S’il existe une constante absolue ¢ > 0 assez petite telle que
(1.18) b > an + at ¢,
alors |J| = oo et, sous cette condition, nous avons l’équivalence

1 Inb,,
(1.19) Z;)<oo = > In (lnan> < 0.

peJ neN

Démonstration. Un résultat da & Hoheisel [26] implique 7(x + y) — m(z) < y/Inx pour 217¢ < y < 27
et ¢ > 0 assez petit (le meilleur résultat connu étant ¢ = 0,475 — ¢f. [1]). Si nous imposons la condition
(1.18), alors J est infini.

Nous nous placons désormais sous (1.18). D’une part, supposons, par exemple, a, + a}=¢ < b, <
an + an/Inay, : cela implique a,, ~ by(n — o) et donc b, /a, — 1 ~ In (b, /ay) (n — 00), d’ou

bp —an, In(by/ap) Inb, B

ap Ina, Ina, In a,

1 (n— o0).

Puisque les suites (a,,) et (b,) sont positives, équivalentes et ne tendent pas vers 1, nous avons ’équiva-
lence Ina,, ~ Inb,(n — o0) et donc nous obtenons grace au résultat de Hoheisel

1 — 1 1
Uy 1= Z fxbn anwnbn—1~1n<nbn> (n — o0).

p  aplna, Ina, Inay,

an<p<bp

D’autre part, si b, > a, + ay/Ina,, alors nous utilisons la version forte du théoréme des nombres
premiers (¢f. Théoréme 1.4). Par sommation d’Abel, nous avons

9, = /ab” dTrt(t) _ /Gin % + /bn %dO (texp (—c@))

= In GEZZ) +0 <exp (—%M)) ~ In GEZZ) (n — o0).
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Avec la définition de f considérée dans cet exemple, nous remarquons que f(p¥) = u(p”) pour v > 1.
De plus, en introduisant ’ensemble E := {n > 1: p|n = p € J}, nous avons u(n) = 1g(n). Ainsi, sous
I’hypothese (1.19), nous obtenons

@ VieR F&=]] ]] (1_;) > L

neN a,<p<bp meFr
f(m)<z

(b)  Fie(2) = F(2) + O (Ra) ,

uniformément pour tout z € R et x > 1, o

6(&22;7 n(y) 1/1115@)0“ et Ry =e(aV/27) +y(va)/ + :

= ~ Iny t (Inz)t/6°
peJ

Explicitons maintenant R, en fonction des a, et b,. Nous remarquons que la fonction € est constante
sur Uintervalle |1; ao] :

1
Vit €|l;ag], e(t) = - =:C.
15 a0], &(t) Ep
peJ

Soit t > ag. Comme J est infini, il existe un unique entier N(¢) non nul tel que
t €lan@-1;0n@-1]  oubien  bypy_1 <t < ang.
Nous avons alors

Z ;-i— Z ;::al(t).

) an<p<bn t<p<bn(1)-1

et)= Y
n=N(t

Ainsi, comme z tend vers I'infini, nous avons ag < /27 et donc (z/"2%) = ¢ (/"2 Dés que
x > e et ag < \/x, nous obtenons alors

N aop NE NGS
/ ) 4y = / () g + / E(tt)dt — Clnag +/ a(t) dt,
1 1 a

t t . w 1

d’ou

0

ol A est la fonction définie par

Prenons maintenant deux types d’exemples pour a, et b, telle que a, ~ b,.
Comme premier exemple de suites, nous choisissons a, = 2" et b, = 2" (1 + (Inn)~°) pour n > 3 ou
¢ est une constante strictement positive. Nous remarquons que la suite (b,/a,) converge vers 1, que
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ces suites vérifient la condition (1.18) et donc, d’aprés la Proposition 1.23, elles vérifient (1.19) si, et

seulement si ¢ > 1, puisque
Inb, 1
In ~ .
Ina, n(lnn)c

Avec ces suites, nous en déduisons

Int
N@t)~— (¢t .
()~ s (6 +o0)
En particulier, nous obtenons
Inz
N 1/Ing z ~ ]
(2 ) (Ing z)In2 (z = +o0)
En outre, nous avons
o oo
1 1 1 Inby-1
t) = - - =< ——— 4 In{ —————
D S D L S D I ] G o
n=N(t) an<p<bn t<p<bn(t)-1 n=N(t)

1 1 1 1

~ ~ ~

NG T ) (ned)e  (met)t | ()il (mpf)e 1

En posant ¢(z) := z'/™2® nous en déduisons
Az)\ V4 1
- 1/Ing z
fe = & (:E > * < Inz > + (Inz)1/6

1
= mmmw*+<mx

Nous remarquons alors qu’on a ’ordre de grandeur exact

/‘/5 d¢ _ Inz
g t(lngt)e=1 7 (Ingmw)e—1’

En effet, par intégration par parties, nous avons

VE L qt In/z Inv8 vE L qt
/8 i +(c—1)/8

- B t(lnz t)07

Inp )=t (Ing /)1 (Ing v/8)e!

et nous remarquons que

(Ing ﬁ)c—l Voo gt B (Iny ﬁ)c—l Ing v/t
0< = VoL gt
In \/E 8 t(ln2 t)c In \/5 Ing 8 e
c—1 1n2 \/E _ t
< M 1+ / M dt
In \/:E c+1 tet!

T

< o (e[

1

1.
1n2 \/E <

<
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Nous obtenons finalement
1 1 1

R, =< 7
(Ing ) * (Ing z)(c—1)/4 * (Inx)1/6

d’ou !
Ry~ —————.
(ln2 $>(C_1)/4

Comme second exemple, nous considérons les suites a, = 2" et b, = 2" (1 +n~°) pour n > 2, ou ¢
est une constante strictement positive. Nous remarquons que la suite (b, /a,) converge vers 1, que ces
suites veérifient la condition (1.18) et donc, d’aprés la Proposition 1.23, elles vérifient toujours (1.19),

puisqu’on a
1 Inb, 1
n ~ .
Ina, nl+tcln2

Nous remarquons qu’on a la méme équivalence pour N(t) a linfini que dans le premier exemple. De

plus, nous avons

= 1 1 =1 Inbyne -1
SCED D S T SR B o s
n=N(t) an<p<bn t<p<bn(t)-1 n=N(t)
1 1 1 1 1
= + = + = )
N@)  (Int)lte " (Int)e  (Int)He (Int)c
Or )
lnz)""¢ si0<c<1
JAIS i
T Ny« sic=
1 sic> 1.

Ainsi, nous obtenons

R, = Iny @ C+ Ale) 1/44—71 =
lnzx Inz (Inz)1/6

avec

(nz)'™© sio<e<1

A(z) =< Ingx sic=1

1 sic> 1.

Nous en déduisons finalement
1
R, =
(Inx)B

ou f:=min(c/4,1/6).

1.5 Version effective dans le cas continu

Soit f une fonction additive réelle satisfaisant aux hypothéses de ce théoréme et placons-nous dans
le cas ou la loi limite est continue. De plus, désignons par 7(z) une fonction tendant vers 0 a l'infini telle
que

min (1 V)2
IR BRI yh LA )
|f€)p>)f<1 r
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Nous supposons 7 continue et décroissante.

La fonction f posséde une fonction de répartition limite, notée F'. Nous nous proposons ici d’évaluer
la vitesse de convergence de (Fy) vers F.
Rappelons que l'inégalité de Berry-Esseen permet d’obtenir une majoration quantitative de 'approxi-
mation de F' par Fy. Pour chaque T' > 0, nous avons

1 T
IF =Pl < e () + [
-T

ou la fonction @, est définie par

(1) — (1)

dr,

1 .
= 72 i f(n) R).
oz(T) : . n<xe (T € R)
1.5.1 Enoncé et preuve du théoréme

Nous posons
Bf(R)? := 2+ B}(R)?
ol B}(R) est définie en (1.4) et, pour tout = > 3, nous désignons par £ = &, toute fonction vérifiant
1/vVInz < ez = o(1).
Théoréme 1.24. Pour une constante absolue convenable c et tous nombres réels R, T vérifiant 3 <

R<e, T>1, et

1
2lnp R+ 3T n(R)+c< tln (),

(1.20) €z
T?n(25) < S
nous avons
1 T B¢(R
(1.21) |Fr — F|| < QF <T> +¢/%m ((j()> +n(R).

Démonstration. Définissons, pour chaque nombre réel R > 3, une fonction additive fr par

f(”) sip” <Roulf(p")| <1,
0 sinon.

fr(@") = {

Soit (Fn(-;R))y la suite de fonctions de répartition définie par Fy(z; R) := [{n < N : fr(n) < z}|,
pour tout x € N* et z € R (définition que nous pouvons étendre a F, pour x > 0). Puisque fr vérifie
les hypothéses du théoréme d’Erdds-Wintner, cette suite converge simplement vers une fonction de
répartition notée F(-; R).

En outre, pour tout 7 € R, posons

1 A
SDI(T»R) — ; ZeszR(n) (.’L‘ > 0)’
n<T
convergeant donc simplement vers la fonction caractéristique limite associée & fr définie par
einR(pV)

#(7; R) :=H<1—;)2py (r €R).

p v>=0
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Pour tout z € R, nous avons l'inégalité

Or nous remarquons, pour tout n < x

|f(n) — fr(n)| = Z (f") — fr(®"))] < Z |f(p")].
Pl Pl o |1

Cela implique que chaque entier naturel n < z vérifiant |f(n) — fr(n)| > 0 est divisible exactement par
une puissance d’un nombre premier, disons p”, telle que R < p” < x et |f(p”)| > 1.
Ainsi, nous obtenons

1 1

(122 RE-EER < 1Y Y 1< Y L<u®),
R<p’<zr m<z/p” p*>R p
[f@")I>1  ptm [f(p¥)|>1

cette derniére majoration étant valable également pour |F(z) — F(z; R)| en faisant tendre = vers U'infini.
Nous pouvons donc nous restreindre a évaluer F,(z; R) — F(z; R) avec la perspective d’optimiser la
valeur de R.

Afin de majorer la quantité |F,(z; R) — F(z; R)|, nous allons appliquer l'inégalité de Berry-Esseen.
A cette fin, il faut estimer la différence des fonctions caractéristiques.

Pour 3 < R < z, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

Apaa) = zf - f

pY<R R<p¥<zx
1F")I<1
1/2 1/2
f(p¥)? 1 f(p) 1
(1.23) < Xy PO B Dk ) Dl
pY<R pY<R R<p<z v>2
@< R<pl<z

(1.24) < By(R)v/InyR,

puisque les deux derniers termes de (1.23) sont bornés et By(R) > 2. Grace a I'application successive
des inégalités de Cauchy-Schwarz et de Turdn-Kubilius, nous obtenons alors, pour z e N* et 3< R< zx

é S frln) = % Y (Fr(n) = Age(2)) + Ay (2)

n<e n<x
1 1/2
< ($Z|fR(n)—AfR(»’U)|2> + Bf(R) VIng R
n<x

< B, (z)+ Bf(R) V/inz R.
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Cependant, nous avons immeédiatement

(1.25) B}, (z Z f + > f << B;(R)* +n(R) < By(R)?,
pY<R R<p¥<x
|f(p¥)I<1

ce qui implique

(1.26) —ZfR ) < Bf(R) V/Ina R.

n<x

D’autre part, pour x € N* et 3 < R < z, en appliquant & nouveau l'inégalité de Turdn-Kubilius,
nous obtenons grace aux majorations (1.24) et (1.25)

S P < 2SR~ Agg(@) 42 A gy (2)?

n<x n<x
< B, @) + Apy(@)?
(1.27) < By(R)?InaR.

Finalement, puisque nous avons, pour tout = € N*,

Ly gy T s 2
=D = +foR(n)+O foR(”) ,

n<e n<x n<e

en reportant (1.26) et (1.27) dans la relation précédente, nous obtenons

ou(r;R) =140 (m By(R) \/Ina R + 72 B§(R)? Iny R) (r € R).

En faisant tendre z vers l'infini dans la relation précédente, nous obtenons la méme évaluation pour
©(7; R), ce qui nous permet d’en déduire la majoration

¢x(7; R) — (73 R)

(1.28) < By(R)V/Ing R+ |7| By(R)* 2 R (1 € R).

Nous utiliserons cette estimation pour les petites valeurs de |7|.

Evaluons & présent o, (7; R) lorsque |7| n’est pas trop proche de 0 et sous I'hypothése (1.11) : nous
allons appliquer le théoréme 2.3 de [45] et pour ce faire, nous introduisons quelques notations.

Pour tous paramétres A > 0,B > 0, N > 2, nous notons M(N; A, B) la classe des fonctions
multiplicatives complexes h vérifiant

|h(p")|Inp” Ilnp
max |h < A, < B.
ma [1(p)| >
l’<N

Pour tout 7 € R, posons wy, := 1 si h est réelle et % dans le cas général.
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Théoréme 1.25. [45] Soient

a €]0,3], b€ a1, A>2b, B >0,
sin p 1-06

p b= min (1,0) — b

T21 0= 0, €20, 4], pi= =, Bi=1-

Pour tout ¢ = ¢, € }1/\/ln x, %}, les assertions suivantes relatives auz fonctions multiplicatives h, r

telles que |h| < r sont vérifiées. Sous les hypotheéses

S ) = ReMP) i),

p<z p

< e ny (2° <y<a),

{r(p) — Reh(p)}"Inp
>

T <py p

Z{T <<5lny (z° <y < x),

PY

ot €1 €]0; %b] nous avons, uniformément pour x > 2, r € M (x; A, B),

M(z;h) = ¢ Vlflx H Z h;py ( 6€Z(a:;h)) ’

pY<sw

ot vy désigne la constante d’Euler-Mascheroni et avec les notations suivantes

0 = wper, M Zh et Z(x;h) = Zh;p)

n<x p<T

Nous voulons donc appliquer ce théoréme a la fonction h = g-(-;R) avecr=1,b=1/2, A=p=1
et

B Z 2p—1 lnp’

de sorte que p =7, f =h =1et ey = 1/3. Il faut donc trouver une fonction e, vérifiant les deux
conditions suivantes, pour |7| < T

Ux(T; R) := Z 1= COSZ()TfR(p)) % n(1l/e;),

pP<T

1/3

L ey

Va(T; R) == Z {1 — cos (TZ{R(p))}lnp

Iny (2 <y<x).

zeT <pyY
Montrons que si e, vérifie les hypothéses du Théoréme 1.24, alors ces deux inégalités sont satisfaites.
D’une part, pour tout |7| < T, nous avons

1—
U;(T;ID _ 2{: COi)

+ Z 1 —cos(Tf(p))

p<R R<p<z
F(p)I<1
2
(1.29) < mmR+mU+sz)
In(1/e;)

N

4 )
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ou la derniére inégalité est vraie grace a I'hypothese (1.11).
D’autre part, pour majorer V. (7; R), remarquons que nous avons x°* > R, puisque

x® > exp (\/@) > exp ((ln a;)l/16> > exp ( 1/8) > R,

la derniére inégalité provenant de I’hypothese (1.11).

Ainsi, pour |7| < T et 2°¢ < y < z, en utilisant & nouveau (1.11), nous obtenons

2]
(1.30) Va( Z f ny < T%n(2°) Iny < 81/3 Iny.
T <py
[f(p)I<1
Nous pouvons donc bien appliquer le Théoréme 1.25 & la fonction ¢™/& pour |7| < T et dans

I’hypotheése (1.11) et nous obtenons, uniformément pour x > 2,

o7 R) Ina: H Z S ( %Z(x;einR))

P pUsz
Nous avons la majoration suivante

2w R) o exp ZM <exp(lngz+ O(1))

pP<T p

< Inzx.

Ainsi, en développant ’égalité précédente, en remarquant que la somme est égale & 1 pour tout p > x
et en utilisant la formule de Mertens (¢f. Théoréme 1.3), nous avons alors

P i IR (P")

0o (T3 R) = ﬂnzip —1—0(1/6)

S [GRIES) R

pY<z
]_ einR(pV) 1/6
= H(1_> Ziy+0<€x/>,
< P/ o< p
p<z pY<x
la derniére égalité provenant des inégalités immeédiates

1 1 1/6.
— S Ky
nz (lnx)1/12
Maintenant, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.26. Soit (up)n>1 €t (Vn)n>1 deuz suites de nombres complexes a valeurs dans le disque unité.
Pour tout N € N*, nous avons alors

N N N
Hun—an < g |ty — Up -
n=1 n=1

n=1
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Nous obtenons ainsi la majoration

1 et T frR(PY) 1 ot 7 fR(PY) 1
H(-) s -I(-,)s 5 < ()

p<zx pY<w p<T p<zT

einR(pV)

D

174
pY>x p

< prunz/lnpjfl

p<zT
(V) —2
< YD
p>VzT
< ! < el/b
Vrlnz v

ou | -] désigne la fonction partie entiére et ot nous avons utilisé U'inégalité |y| > y — 1 valable pour
tout y € R. Ainsi, nous avons

einR (pu)

po(r R) =[] (1 —;) ZT+O (5}/6).

p<z v=0

De plus, en utilisant ’évaluation 1 + z = exp (z +0 (zQ)) pour |z| < 1/2, nous obtenons

1 i fr(p) 1
—) <1+e +O<2>>
p p p

it fr(p) _ 1
LS o (1)
p p

itfr(p) _
= exp ( (el +0 (12
oo p p
O

(-2 - 10

p>x v=0

Nous obtenons alors, pour |7| < T

¢a(T: R) = (75 R) (1 +0 <77(a:) T% + xfﬂ)) +0 (a;/G) .

Grace a I'hypothese (1.11) et a la décroissance de 7, nous avons

er/? < elft
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et donc nous en déduisons finalement, pour |7| < T
(1.31) a7 R) = (73 B) + O (=1/°).
Nous sommes a présent en mesure d’appliquer I'inégalité de Berry-Esseen

pa(T; R) — (73 R) ’

IRl ) - FC Rl < Qn (3) + [

=T

dr (T >1),
- T (T>1)

ou Qp, est la fonction de concentration associée & F'(-; R). En prenant en compte (1.22), il suit, pour

T>1
1 T
7= Pl < e (1) + [
=T

car, pour tout z € R et A > 0, nous avons

0z(T; R) — (75 R)

T

p7+m3x

|F(z+h;R) — F(z;R)| < |F(z+h)—F(2)|+|F(#+hR)— F(z+ h)| + |F(z; R) — F(2)]

< |F(z+h) — F(2)| + 2n(R).

Pour majorer la derniére intégrale, disons I, nous nous donnons un parameétre u €0, 1[ et employons
(1.28) pour |7] < u, puis (1.31) pour u < || < T. Nous obtenons

I < uBf(R)\/Ing R+ u?By(R)? Ing R+ £/ n (T/u).

Pour le choix quasi-optimal
1/6
Ex

Bf(R)vIny R’

L),

Ex

u =

nous obtenons
I <% <

car nous avons Iny R < In(1/e,), grace a (1.11), et donc Ing R < In (1/¢£5).

1.5.2 Exemples

Considérons quelques exemples de fonctions fortement additives auxquelles nous allons appliquer
le résultat obtenu (on dit que f est fortement additive si elle est additive et si elle vérifie la relation

f(®) = f(p) pour tout v > 1).

1.5.2.1 Premier exemple

Considérons la fonction fortement additive f définie par

1
f(p)zw(a>1)-

Cette fonction f vérifie les conditions du théoréme d’Erdgs-Wintner compte tenu de la convergence des

séries . .
———— et —_—.
Zp: p(Inp) Zp: p(Inp)*
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Nous pouvons donc estimer les différents termes qui apparaissent dans le Théoréme 1.25. D’abord, il
découle d’un résultat de Koukoulopoulos [31] précisant une estimation de La Bretéche et Tenenbaum
6] que Q(g) = e/*(0 < e < 1/3).

Ensuite, nous avons, par exemple par sommation par parties

Lp)_ ! S Z — 00
2 p _Zp(lnp)“A(IHZ)“ (2= c)

p>z P>z
[f(p)I<1

et

min (1, f(p¥)? 1 1
Z (pup) — Z 7 (g% < (In )2 (z — 00).

pY>z pY>z

Pour obtenir la seconde majoration, nous utilisons, par exemple, I’estimation

1 t
t) = 1 Int — — (¢
C(t) =) _ 1< (Int) I < (t — o0),
qui nous donne

1 b aC(u t ¢ du t
S(t) =3 (Inp)2e — /2_ (1n15)2)a < (In¢)2a+1 +/2 (Inw)20+2 < (In¢)2a+1 (t = o0),

ce qui implique

3 1 _/OOdS(t)<< 1 +/°O e 1 (2 = o0)
2 up L T S Qe L fane S () |

Nous pouvons donc prendre

En outre, nous remarquons

Ainsi il existe une constante absolue ¢ > 0 telle que, pour 3 < R < x et T > 1 vérifiant (1.20), nous
ayons

1 T 1
F—-F, 16 [ — —_—
IF = Foll < g + ¥ 10 () + G g

En prenant ¢, < 1/vInz, les choix R = exp (co(ln :U)l/16), oll ¢y > 0 est une constante assez petite et
T = (In x)a/32 vérifient la condition (1.20), ce qui nous donne

|1 = Fyll, < (nz)1/3

1.5.2.2 Second exemple

Il peut se produire que ’estimation générale (1.21) soit de qualité inférieure & certaines évaluations
de la littérature lorsque f(p) est & décroissance rapide et réguliére. Considérons, par exemple, la fonction
fortement additive f définie par

ﬂ@—;Aa>w
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Cette fonction f vérifie les conditions du théoréme d’Erdds-Wintner en vertu de la convergence des

séries 1 1

p p

Nous pouvons ainsi appliquer le Théoréme 1.25. D’abord, nous avons Q(1/7) < 1/(InT) pour tout
T > 3 en vertu du corollaire 1.3 de [6]. Ensuite, par sommation d’Abel, nous avons pour z tendant vers

I'infini

1 1 min (1, f(p¥)?) 1 In 2
Z Z pa+1 < 2% 1Inz et VZ pV = VZ pl/+2a < 7
f (>)‘z<1 p>z pr>z pY>z

Pour obtenir la seconde majoration, nous pouvons utiliser ’estimation

Z]T<< (Int) Z 2a1 < Int (t — o0),

pr<t p<t P
ce qui implique
1 In z *®Inu ln z
Zm<<7+ 7d e (Z—)OO)
p z > z
pY>z
Nous pouvons donc prendre
(2) In z
z) =< —.
K z
En outre, nous remarquons
B =2+ Z 2a+1/ =1
I/<R

Ainsi il existe une constante absolue ¢ > 0 telle que, pour 3 < R < z et T > 1 vérifiant (1.11), nous

ayons
1 T InR
F—F — 4O [ =)+ —.
| $H°°<<lnT+€x n{ +—
En prenant R = exp (cl(ln x)l/lﬁ), ol ¢; > 0 est une constante assez petite, nous obtenons
1 T (Inz)1/16
F—F| < —+¢/fmn + :
IF~ Bl < =)t o a7
Nous remarquons alors
1
Wl = 1/6 InT <= InT=¢, 1/12
et donc, sous ’hypothése (1.20), le choix optimal est InT < e, SV ot ez < 1/VInz, ce qui nous donne
au final .
alors que la majoration
lnz x
F—F T a—
| elloe < (Inz)Ingz’

a été établie au corollaire 1.5 de [6].

Ce défaut de précision trouve son origine dans ’emploi des majorations générales (1.29) et (1.30),
qui ne prennent en compte qu’une information partielle sur la répartition des f(p) : lorsque f(p) dé-
croit rapidement, une estimation directe des écarts entre fonctions caractéristiques permet d’obtenir
I’amélioration indiquée.






Chapitre 2

Systéme de numération g-adique !

Dans un sens informel et général, les fonctions digitales (digital functions en anglais) sont des
fonctions définies d’une certaine maniére, qui est dépendante des chiffres apparaissant dans les représen-
tations digitales des entiers. Dans le cas le plus simple, la représentation digitale est la représentation
g-adique et la dépendance de la fonction sur les chiffres est additive, comme la fonction somme des
chiffres sq donnée par

K K
Sq (Z ak qk> = Zak,
k=0 k=0

qui est aussi 'exemple le plus important pour de telles fonctions.

Dans ce cadre de décomposition en base ¢, Delange [12] a prouvé un résultat analogue au théoréme
d’Erdés-Wintner (cf. Théoréme 1.14) : le but de ce chapitre est alors d’établir une version effective de
ce théoréme et de 'appliquer & différents exemples.

2.1 Définitions et énoncé du théoréme type d’Erdés-Wintner 2

La notion de fonction q-additive a été introduite indépendamment par Bellman et Shapiro [4] et
Gelfond [22]. Si on désigne par A un groupe abélien, une fonction f: N — A est dite g-additive si elle
vérifie, pour tous n,k € Net 0 < ¢ < ¢F

F(d" n+0) = f(d"n) + £(©).
11 suit alors par récurrence pour tout entier K > 0
K K
! (Z aqu> = f (aqu) :
k=0 k=0

Une fonction g-additive f est ainsi entiérement déterminée par la condition f(0) = 0 et par les valeurs
flag®),onac{l,...,q—1}, keN.

Cette notion de g-additivité joue le méme réle dans ce contexte que les fonctions additives vues dans
le Chapitre 1.

1. Les résultats obtenus dans ce chapitre font en partie 'objet d’un article [15] en collaboration avec M. Drmota.
2. La plupart des définitions et remarques du paragraphe d’introduction et de cette premiére section sont issus de [13].

67
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Similairement, nous pouvons définir la notion de fonctions g-multiplicatives : si on désigne par A un
monoide (noté multiplicativement), une fonction g : N — A est dite g-multiplicative si elle vérifie pour
tousn,k’eNetO<€<qk

g(d"n+0) = g(g"n) g(0).

1l suit par récurrence
K K
g (Z aw’“) =119 (akq’“) :
k=0 k=0

ce qui montre qu’une fonction g-multiplicative g est entiérement déterminée par la condition g(0) = 1
et les valeurs g(ag®), ot a € {1,...,¢—1}, k € N.

Nous allons énoncer 'analogue du théoréme d’Erdgs-Wintner énoncé au Chapitre 1 (prouvé par
Delange [12]) accompagné d'une nouvelle preuve, étant donné que nous utiliserons des idées similaires
pour prouver sa version effective (nous signalons au lecteur que toutes les définitions et résultats liés
aux fonctions de répartition et a la notion de loi limite ont été définis dans la section 1.3.1 du Chapitre

1).

Théoréme 2.1 (Delange, 1972). Une fonction q-additive [ & valeurs réelles posséde une fonction de
répartition F si et seulement si les deuzx séries

(2.1) SN fad), DD fde)?
Jj=0 1<d<q j7=0 1<d<q

convergent. Lorsque les conditions sont remplies, la fonction caractéristique est donnée par le produit

convergent

(2.2) o) =TI+ 3 7@ er).

720 q 0<d<q

Remarque 2.2. Le Théoréeme 2.1 monitre que les fonctions complétement q-additives (i.e. telles que
f(dg’) = f(d) pour tous entiers 0 < d < q et j > 0), comme la fonction s, mentionnée dans l’intro-
duction de ce chapitre ou bien les fonctions q-additives réelles telles que (f(dqj))j ne converge pas vers
0, ne possédent pas de loi limite. Toutefois, il existe un théoréme central limite pour certaines de ces
fonctions (cf. [13, Théoréme 9.3.9]).

Démonstration. L’élément principal de la preuve est le critére de Lévy (¢f. Théoréme 1.11). Supposons
que les deux séries (2.1) convergent et montrons qu'il existe une fonction ¢ continue en 0 telle que, pour
tout 7 € R fixé,

1 .
(2.3) lim > e = (r).

N—o0
n<N
Comme prouvé dans [12], nous avons l'identité

qr(T) = qlL Z /) = H (1] Z oI da’) |

n<qk 0<j<L 0<d<q

ce qui implique que la fonction caractéristique limite doit étre

o) =TI | 3 e

Jj=0 0<d<q
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Nous posons maintenant

(2.4) Z fldg’) et Z f(dg’)?

1<d<q 1<d<q

Grace & Pestimation exp(iu) = 1 + ju + O(u?) pour tout nombre réel u, nous obtenons

log (£ 3 @) | = log (1+irmy, +0 (r202,))
0<d<q
= itmjg+ O (72 (m2, +02,))

= ZTm]q+O( 2 ]Qq),

oll nous avons, d’une part, omis m grace a l'inégalité mj q <o j,q pour tout entier j > 0 (en vertu de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz) et d’autre part supposé implicitement que j est suffisamment grand (dé-
pendant de 7) afin de pouvoir composer par la fonction log (qui est la branche principale du logarithme
complexe). Puisque les deux séries (2.1) convergent, la suite (p )z converge simplement dans R (i.e.
point par point) et donc sa limite est exactement ¢. Il reste & montrer que la convergence L (t) — o(t)
implique la relation (2.3) et nous renvoyons le lecteur a la proposition 1.3 de [41], qui prouve exactement
cette implication. Finalement, ¢ est continue en 0 grace au lemme 6 de [12] : nous montrerons plus tard

que nous avons en réalité o(7) =1+ O (|7]).

Réciproquement, supposons que f admet une loi limite : d’aprés le critere de Lévy, cela implique
I'existence d’une fonction ¢ continue en 0 vérifiant (2.3). Il existe donc un réel T > 0 tel que |¢(7)| > 1/2
pour tout |7| < T. En utilisant 1'inégalité 1 — cos(x) = 2 sin?(x/2) > 8 ||lz/(27)||* (ou || .|| désigne la
distance a I'ensemble des entiers), nous obtenons

2
Z oitflda?)| Z cos (7’ (f(k‘q]) — f(gqj)))

0<d<q 0<k,l<q
< P -2 Z 1—Cos(Tf(dq)))
1<d<q
d 7
< o1y | LD
1<d<q
et donc
N2
1 it f(dg’) 8 T f(dq])
— g N s =7 ,
Ly arsan)| conp (-3 5 |24

0<d<q 1<d<q
o nous avons utilisé l'inégalité In(1 4+ z) < x (pour tout nombre réel z > —1).

Pour tout |7| < T', nous avons donc I’encadrement

—_

(2.5) S <l Ol =T[E] 3 )| coxp [~ 25 3

720 0<d<q q J20 1<d<q

7 f(dg))||”
2

Nous en déduisons

(2.6) >

720 1<d<q

2
<1 (7] <7)
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et donc la suite (HTf(qu (2m) H)]>U
implique aussi que la suite (f(dqj)) tend vers 0,2 et donc, en particulier, la suite (f(dqj))j>0 est
bornée. Ainsi, nous pouvons choisir un réel 0 < |79| < T tel que ‘7‘0 f(dg’ )‘ < 7 pour tous les entiers

1<d<qetj>0.Grace a (2.6), nous en déduisons que la série

> (Tof dq]>

720 1<d<q

< d < q) converge vers 0 pour tout |7| < 7. De plus, cela

est bornée et est donc convergente. Puisque 79 > 0, nous obtenons également la convergence de la série

S Fdgh)?

720 1<d<q

En utilisant le fait que la suite (cpqL) ;, converge simplement vers ¢ et en composant par la fonction
logarithme comme précédemment, nous en concluons que la série

> m szdq

§=0 ]>0 1<d<q

converge également.

O

Comme écrit dans la preuve précédente dans la note 3 en bas de page, nous allons énoncer et prouver
le résultat manquant. Ce dernier nous sera utile dans plusieurs preuves de ce travail.

Lemme 2.3 (Tenenbaum). Soient n > 0 et (ayn)n, une suite de nombres réels telle que, pour tout
7€ (0,n], on ait
| Tan|| =0

ot || - || désigne la distance a 'ensemble des entiers. Alors an — 0.

Nous pouvons remarquer que la conclusion du lemme n’est plus valide si on suppose la condition
uniquement vraie pour tout 7 € Q, car a, = n! est alors un contre-exemple.

Démonstration. Par hypothése ||7a,|| — 0 (pour 7 € (0,7]). Ainsi, la suite de fonctions définie par
fn(T) == 1 — cos(2n7 a,) converge ponctuellement vers 0 sur cet intervalle. D’aprés le théoréme de

Lebesgue, il s’ensuit que
1 [ sin(2
/ folr)dr =1 - SmCman) o
0 2tna, n—oo
ce qui implique que a, — 0, comme attendu.
O

Maintenant que nous avons prouvé ce théoréme, la question naturelle est de savoir si nous pouvons
déterminer la nature de la loi limite comme dans le cas classique (cf. Section 1.3.1 et Théoréme 1.14).
Le résultat suivant répond complétement a cette question.

Proposition 2.4. Dans le Théoréme 2.1, la loi limite est pure. De plus, elle est atomique si, et seulement
si, il existe un entier J > 0 tel que f(d¢’) = 0 pour tous j > J, 0 < d < q.

3. Ce résultat est prouvé grace au Lemme 2.3 énoncé apreés cette preuve.
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La démonstration de ce résultat découle en grande partie du Théoréme 1.12 (regroupant des résultats
de Jessen et Wintner [28] et de Lévy [36]) et de la proposition 3 de [3], résultat plus général que nous
utiliserons également dans le troisiéme chapitre (cf. Proposition 3.14).

Démonstration. La loi limite est égale au produit de convolution infini

j=0

ot Fj est la fonction de répartition atomique définie par

1

Fi(z)=- > 1 (z€R).
q 0<d<q
f(dg?)<z

Ainsi, d’aprés le Théoréme 1.12, la loi limite est pure et elle est discréte si, et seulement si,

(2.7) Vi>0,s#0 et Y (1-s;) < oo.

>0

Si on suppose qu'il existe un entier J > 0 tel que f(d¢’) = 0 pour tous j > J, 0 < d < g, alors sj=1
pour tout j > J et (2.7) est immédiatement vérifiée.
Réciproquement, supposons que (2.7) est vraie. Puisque cette condition implique la convergence
de la suite (s;) vers 1, il existe un entier naturel J tel que 1 —s; < 1/(2¢) pour tout entier j > J.
Puisque s; € {0,1/q,...,1 —1/¢,1}, nous en déduisons s; = 1(j > J). Ainsi, nous avons les égalités
sj = F;(0) — F;(07) = 1 et nous en déduisons que les fonctions de répartition F; pour tout entier j > J
sont toutes des fonctions sauts en 0 (on rappelle que f(0) = 0). Nous avons donc bien f(dg’) = 0 pour
tous j =2 J,0<d<q.
O

Exemple 2.5. En désignant par e;j(n) le j-iéme chiffre dans la décomposition en base q d’un entier
naturel n, la fonction q-additive

ej(n)
v(n) = Z quH (n € N)
j=0
définit la suite de van der Corput (cf. |14] et [34]) et vérifie les hypothéses du Théoréme 2.1. Nous

pouwvons alors prouver que la loi limite de celte suite est la distribution uniforme sur [0,1] en calculant
sa fonction caractéristique limite (cf. Section 2.5.1).

Gréace a la Proposition 2.4, nous allons pouvoir prouver une version effective du Théoréme 2.1 en
séparant en deux cas selon la nature de la loi limite.

2.2 Cas discret

Soit f une fonction g-additive & valeurs réelles vérifiant les hypothéses du théoréme d’Erdés-Wintner
et nous supposons que la loi limite est purement discréte.

Proposition 2.6. Soit f une fonction q-additive possédant une loi limite discréte et J un entier naturel
vérifiant le critére de la Proposition 2.4. f est alors ¢/ -périodique et on a lestimation (optimale)

1
IFy = Pl <
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Ce résultat provient immeédiatement de 'observation suivante.

Proposition 2.7. Soit g une fonction arithmétique T-périodique. Alors g admet une loi limite et si on
désigne par F sa fonction de répartition limite, on a la majoration (optimale)

T

Démonstration. Si nous écrivons N =Tdy +ry avec 0 < ry < T, il suit par périodicité de f
(28) NFN(Z) :TdNFT(Z) —|—7”NF7~N(Z).

Ainsi nous obtenons I'égalité pour tout nombre réel z

T

Fy(z2) = (1 . %V) Fr(z) + %VFTN (2) = Fr(z) + O (N) .

En faisant tendre N vers I'infini, on en déduit que f admet une loi limite o F' = Fp et qu’on a

T
Nous pouvons également remarquer que cette majoration est optimale, dans le sens o1, si ry = 0, alors
F =Fy et siry #0, alors || F.y — Fr|, > 0 et Iégalité (2.8) implique

1
|Fx = Flloe > -

Démonstration de la Proposition 2.6. Nous savons que ce cas ne peut se produire que si, et seulement
si, il existe un entier J € N tel que f(dg¢’) = 0 pour tout j > J et pour d € {1,...,q— 1}. Cette

hypothése implique que f est ¢”/-périodique et la Proposition 2.7 permet de conclure. OJ

2.3 Cas continu

Soit f une fonction g-additive réelle telle que f(dg’) # 0 une infinité de fois. Nous posons Ly :=
InN/Ing (N € N*) et

eni= Y Y fddh), =0 D Ifdd)] et san =D Y fldg)*.

J>Ln 1<d<q J>Ln 1<d<q J>Ln 1<d<q

Puisque f vérifie les hypothéses du Théoreme 2.1, les restes €1 et €2 v tendent vers 0, mais en général
€] N = 00.

Nous rappelons que Qp désigne la fonction de concentration d’une fonction F' (cf. Section 1.3.2 pour
plus de précisions).

De plus, pour tous 7 € R et 7" > 1 nous définissons le réel hp := In (7T InT') /Ingq, ainsi que les deux
sommes

2

@ = Y Y |fdd)] et vwm=2 3%

7 f(d¢’)
/ q° 2m
Ln—h<j<Ln 1<d<q J<Ln 1<d<q

ou || - || désigne la distance & ’ensemble des entiers.
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Théoréme 2.8. Soit f une fonction q-additive réelle telle que les deuz séries (2.1) convergent et que
Uon ait f(dg’) # 0 pour une infinité de valeurs du couple (d,j) (j = 0,0 < d < q). Pour tout nombre
réel T > 1 et pour tout entier naturel N > 1 vérifiant hy < Ly, on a

T

1 1
(29) ”F — FNHOO << QF <> + TT]N(T) +/ min (1—1_7_, |817N| + 7—827]\[) e_wN(T) d7—7

T 1T
ot la constante implicite dépend de q.
De plus, si la premiére série de (2.1) est absolument convergente, alors l'expression |e1 N| + T2 N
peut étre remplacée par eT’N.

Remarques 2.9. (i) Méme si le reste €] 5 ne tend pas vers 0 (i.e. que nous n’avons pas de convergence
absolue), nous pourrons toujours choisir T = Twn tendant suffisamment lentement vers linfini tel que
nn(Tn) — 0 (comme tous les autres membres de (2.9)). Pour s’en rendre compte, il suffit d’appliquer
deux fois l'inégalité de Cauchy-Schwarz o la somme ny afin d’obtenir la majoration sutvante, pour tout
nombre réel T > 1 et pour tout entier naturel N > 1 vérifiant hp < Ly

an(D) <q Vhr Y. D fd)? <o ViInT > YT f(dg))

J>Ln—hr 1<d<q Jj>Ln—hr 1<d<q

Ainsi, nous pourrons toujours choisir T = Ty tendant suffisamment lentement vers l'infini tel que
nN(TN) — 0.
(ii) La minoration (1.10) implique que le membre de droite de (2.9) est > 1/T.
(iii) Dans les hypothéses du théoréme précédent, nous avons trivialement
272

Yn(T) 2 5 9 Z f(dqj)Z

T (4 jesi<in

ot l'on a posé S(t) = {(d,j) €{1,...,q—1} x N: |f(d¢’)| < n/|7|} (- > 0). Cette minoration est
plus maniable, mais insuffisante dans certains cas, comme celui de la fonction 2-additive f(27) = ~7,
ot 0 < v < 1. Toutefois, cette minoration est utile pour traiter certains exemples, comme celui de la
fonction g-additive f(dg’) = j=% oti a > 1 (cf. Section 2.5.2).

Dans la Section 1.3.2, nous avons présenté quelques résultats permettant de majorer les fonctions de
concentration. Dans le cas des fonctions g-additives, nous pouvons obtenir facilement une majoration

de QF

Proposition 2.10. Soit f une fonction g-additive réelle admettant une loi limite, dont la fonction de
répartition limite est donnée F'. On a alors

1 e —N(T) Lot 272 7)?
(210) Qr (%) <7 e dr < N 2 > fdg)? | dr (T > 0).

T T q 4 .
(d,j)eS(7), j<Ln

Cette majoration est immédiate en utilisant les notations du Théoréme 2.8 et en combinant ’esti-
mation (1.9) avec la majoration issue de (2.5).

Il est aussi intéressant d’avoir des versions effectives plus simples et qui référent explicitement aux
deux séries apparaissant dans le Théoréme 2.1.
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Corollaire 2.11. Soit f une fonction q-additive réelle telle que les deux séries (2.1) convergent et que
Uon ait f(dg’) # 0 pour une infinité de valeurs du couple (d,j) (j = 0,0 < d < q). Pour tout nombre
réel T > 1 vérifiant hy < Ly, on a

1
(2.11) |F— Fn| < QF <T) +Tnn(T)+T |e,n| + T2 €2.N,
ot la constante implicite dépend de q. De plus, si la premiére série de (2.1) est absolument convergente,
alors les trois derniers termes précédents peuvent étre remplacés par TE*LN.
En particulier, on obtient

1
(2.12) ||F— FNHoo <L Qp <T> +T |51,N| +T EQJ\/(T) InT,

ot la constante implicite dépend encore de q.

Démonstration. A partir du Théoréme 2.8, il suffit de majorer trivialement I’exponentielle apparaissant
dans l'intégrale par 1 et le minimum par |e1 y| + 7 €25 pour obtenir (2.11).
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz au deuxiéme terme de (2.11) et Pestimation T?eo ny <

T . /ean < T\/E\/sg,N(T), nous en déduisons (2.12).
O

Nous pouvons maintenant prouver le Théoréme 2.8.

Démonstration. L’inégalité Berry-Esseen fournit une estimation quantitative de ’approximation de F
par Fiy. Pour chaque T" > 0, nous avons

T
(2.13) |F — Fnl|l, < QF <;> +/

=T

oll nous avons défini

on(T) = % Z gr(n).

n<N

Comme dans la preuve du Théoréme 2.1, nous pouvons montrer par récurrence

oo =TI ~[1+ 3 getda)| (>0).

o<j<k 1<d<q

Nous voulons utiliser I'estimation ¢n(7) = 1 + O(7) (uniformément quand N — oo) et pour prouver
cette relation, avec la notation introduite dans la preuve du Théoréme 2.1 4 la page 69, nous posons

2 2 2
My(N) = Z Myj,q Dy(N) := Z (Jﬂlq n mjﬂ) ’
0<j<InN/Ingq 0<j<InN/Ingq

Nous utiliserons la propriété générale suivante (c¢f. Théoreme 9.3.2 de [13]), qui peut étre considérée
comme un analogue de la célébre inégalité de Turan-Kubilius (cf. [44, Théoréme I11.3.1] et Théoréme
1.8).

Théoréme 2.12. Soit f une fonction q-additive réelle. On a alors

5 3 () My(N))? < 2D3(N).
n<N
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Ainsi, pour établir que on(7) = 1 4+ O(7) (uniformément quand N — o0), nous partons de sa
définition et en appliquant successivement Iestimation € = 1 + O(|y|)(y € R), I'inégalité de Cauchy-
Schwarz et le Théoréme 2.12, nous avons

ox(r)~1 < TS ()

n<N

<

N

o (}V S 1£(m) = My(N)] + Mq<N>|)

n<N

N

1/2
< Il jN(Zum)—Mq(N»?) T [My(N)

n<N

< [ (|Dg (N)[ + [Mq (N)])
< |7l

ou la derniére majoration vient du fait que f vérifie les hypothéses du Théoréme 2.1 et donc que
(Dq(N))y et (Mg(N)),y convergent. En faisant tendre N vers l'infini, nous avons alors aussi ¢(7) =
1+ O(7), ce qui implique pour tout 7 € R

(2.14)

‘w(f) —w)’ -

Nous utiliserons cette estimation pour les petites valeurs de |7|.

Nous évaluons maintenant la différence ¢ (7) — ¢(7) lorsque |7| n’est pas trop proche de 0 en
utilisant l'inégalité

(2.15) [on(r) = o(n)] < [ew(r) = e ()] + |ogensi(r) — o(r)].

ou Ly = [InN/Ingq| est la longueur de la décomposition g-adique de N. Nous utiliserons parfois la
notation £ := Ly afin d’alléger les formules. Pour majorer le premier terme, nous utilisons le résultat
suivant.

Proposition 2.13. Pour toute fonction q-multiplicative g telle que |g(n)] < 1 (n = 0) et pour tout
h > 1, nous avons pour tout entier N > qh

1 1 ; 2 .

el _ 2 J . _

N E g(n) | | 1+ E g(dg’) || < e +2v2 g ' | Jnax 1—Reg(dg?).
n<N J<Ln 1<d<q LN—h<j<Lyn

La preuve de cette majoration reprend quasiment les mémes idées que la proposition 6 de [12],
affirmant
1/2

1 1 , 2 ,

— — -1 d¢’ <——+21|2h 1 —Reg(dg’

v 2 90— ]I + > gldg’) ATt > max (1-Reg(dd)

n<N J<LNn 1<d<q LNy—h<j<Ln

mais cette derniére est un cas particulier de la Proposition 2.13, puisqu’il suffit d’appliquer I'inégalité
Cauchy-Schwarz pour I'obtenir.
En utilisant la Proposition 2.13 dans notre cas avec g = g,, nous obtenons le résultat suivant.
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Proposition 2.14. Pour tout h > 1, on a

oN(T) = ppen+1(T )‘ —%—2[ Z max \/1—cos(7-f(dqj)).

1<d<q—1
LN—h<j<Ly

Finalement, en utilisant I’inégalité 1 — cos? < ©¥2/2 (¥ € R), on obtient, pour tous h > 1 et N > 2"
1
(2.16) () = gpennr(n)| € gt Il aw(T)
Pour majorer le dernier terme de (2.15), nous utilisons la majoration suivante
(2.17) ‘gpqLNH(T)‘ Le¥n(n),

qui se prouve de la méme maniére que la seconde majoration issue de (2.5) et ce qui nous donne

e () = on)| |- e/pgenn ]

7l

De plus, pour majorer la quantité ‘1 - cp(T)/cpqc+1(T)|, nous avons deux possibilités D’une part nous
avons la majoration triviale |1 — ¢(7) /@ c+1(7)| < 2, mais aussi |1 — o(7)/pe+1 ()] = (tr — 0),
ce qui implique donc
11— (1) /g1 (7)] 1
7] L+ ||

En regroupant tout cela, nous obtenons une premiére majoration possible

[euern@ =) gmenn
< .
] T+ 7]

(2.18)

D’autre part, nous pouvons aussi évaluer directement ¢ c+1(7). En effet, nous savons que ce produit
infini converge dans C*, donc en reprenant les notations (2.4) de la preuve du Théoréme 2.1 et en
reportant les évaluations €™ = 1+ ju + O(u?) avec u € R et 1+ z = exp (z + O(2?)) pour |z| < 1/2,
nous avons

el _ H > g:(dg)

gt (7) sz 4 o<azq

= H(1+Z7qu+0( Jq))

Ji>L

= exp <iTzl’N + Oy (7' €9 N))

= exp (Oy (|rern|+7%e2n)) (T €R).

Puisque le membre de gauche est majoré en module par 1, nous avons alors I'estimation, pour tout
7| <T

(2.19) ‘W)

— 1' <y |T€17N‘ + 72 €2.N-
@q£+1(7)
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En combinant (2.17), (2.18) et (2.19), nous obtenons finalement

|0ge1(7) = (7))

(2.20) ]

. 1 _
<4 min ( = ler,n| + |7 52,N> e~ UN(T)

14+ |7

En reportant (2.16) et (2.20) dans (2.15), nous obtenons pour tout 7 # 0

(221) |90N<T) - SD(T)|

7] lenn] + 7] 62,N) e ¥n (M),
-

1 1
< +nn(T) + min | ———
st min (i
Maintenant, nous pouvons majorer l'intégrale de (2.13), notée I. En effet, en se donnant un parameétre
u €]0, 1] et en utilisant (2.14) pour |7| < w, puis (2.21) pour u < |7| < T, on obtient, pour tous h > 1
et N> ¢"

InT
[<qu+t— +T77N(T)+/

n T . 1
— min ( ——, |e;n| + 7ean | eV dr.
q u L+7 7 ’

En choisissant w = 1/T et h = In (T InT) /Ing, de maniére a ce que InT/q¢"<1/T, nous obtenons le
résultat annoncé.

En outre, si la premiére série de (2.1) est absolument convergente, alors la preuve reste la méme
hormis ’estimation (2.19), puisque nous écrivons, pour 0 < |7| < T,

“P(T)_1’:H1 1+ ) grldg) | =1

SOqLJrl (7-) L q 1<d<q

et en utilisant I'inégalité |¢™ — 1| < |u|(u € R) et le Lemme 1.26, nous obtenons bien

H1 1+ > grldg) | — 1| < ;Z > lexplirf(dg)) 1] <4 |7]ef v

o 1<d<q J>L 0<d<q

O

2.4 Existence de densité et estimation de la fonction de concentration

Il est naturel de se demander si nous pouvons trouver une caractérisation au fait qu’une loi continue
soit purement singuliére ou non. La réponse & cette question semble tendre vers le négatif au vue de la
nature de la loi limite associée & la fonction 2-additive définie par f(2/) =7 (0 < v < 1 fix¢), étudiée
a la Section 2.5.3, mais nous connaissons de nombreuses conditions suffisantes.

Par exemple, nous avons le théoréme suivant donnant une identité entre la dérivée de F' et .

Théoréme 2.15. Soit F une fonction de répartition de fonction caractéristique . Si o € L' (R), alors
F est presque partout dérivable et sa dérivée F' vérifie la relation

1 ,
= — / e " (1) dt.
2 R

Par conséquent, si nous pouvons montrer que la fonction caractéristique appartient 4 L' (R), alors
nous saurons que la loi est absolument continue. Nous avons également un autre résultat similaire, qui
nous sera utile et qui est énoncé par exemple dans I'exercice 258 de [44], résolu dans [47].

F'(2)
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Théoréme 2.16. Soit F' une fonction de répartition de fonction caractéristique p. Si ¢ € L? (R), alors
F est absolument continue.

Dans ce cas, comme expliqué dans la Section 1.3.2, lorsque F' posséde une densité bornée, i.e. que
la norme || F”||, est majorée, alors nous avons l'ordre exact Qp(h) < h (h — 07).

Toutefois, la majoration de QF n’est plus si immédiate lorsque la loi limite est continue purement
singuliére : comme dit précédemment, la Section 1.3.2 permet de donner quelques résultats pour estimer
Q@ r, mais nous pouvons également utiliser la majoration (2.10).

2.5 Exemples

2.5.1 Premier exemple

L’estimation du Théoréme 2.8 ne semble pas trés pertinente pour le moment quand la fonction ¢-
additive décroit tres rapidement vers 0. Par exemple, soit ¢ > 2 et (v(n)),, la suite de van der Corput,
fonction g-additive définie par v(dg’) = dg=7~!. Cette fonction g-additive vérifie les hypothéses du
Théoreme 2.1 et puisque v(dg’) = dg~U+Y)| nous avons, pour tout 7 € R

1 - 1 gt 1 /gl e —1
g/t Z o) = g/t H Z o/ - g+ Z efTr/a - g’ +1 (eiT/qJ+1 — 1)

0<n<q’/+1 0<y<J 0<d<q 0<m<q/+1

ol nous avons développé le produit afin d’obtenir la seconde égalité. Nous en déduisons donc

1 , T 1
p(r)=lim g 3T QT =T
.

J—o00
0<n<g’/+1

Nous voyons ainsi que la fonction de répartition limite F' est absolument continue, puisque ¢ € L2 (R)
grace au Théoréme 2.16. De plus, nous reconnaissons la fonction caractéristique d’une variable aléatoire
suivant une loi uniforme sur [0, 1] et donc nous avons trouvé la distribution limite de la suite de van
der Corput. Ceci est une observation déja connue grice & des résultats de discrépance, puisque nous
pouvons prouver 'inégalité suivante (cf. [34, Théoréme 3.5])

In(N +1)

2.22 Fn(z) — 2| <
(2.22) [Fy(z) - 2| < S

(0<=<1),

ce qui implique que la suite des fonctions Fly tend ponctuellement vers la fonction linéaire z — z sur

[0, 1], qui est bien la fonction de répartition d’une loi uniforme sur [0, 1] (on a immeédiatement Fy(z) = 0

siz < 0et Fy(z) =1siz>1). En particulier, nous avons 'égalité Qr(h) = min(h, 1) pour tout h > 0.
Nous appliquons maintenant notre théoréme. Puisque (v(n)),, est une suite positive, nous utilisons

la deuxiéme partie du Théoréme 2.8. D’abord, nous avons Qp(1/T) = 1/T pour T > 1. Deuxiémement,

Nnous remarquons que
dn= 3 3 < 3 = s
LN qj+1 - qj - -~ N’
J>Ln 1<d<q J>Ln

1 qh

T) < Z =gty <

nn (T) el ~

Lyn—h<j<Ln
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Puisque nous avons ¢" =4 T InT par définition de h, nous obtenons alors pour tout nombre réel T > 1
et tout entier N > 1 tels que hr < Ly

1 Tq"
”F_FNHOO < 5+

g T 1 T?InT
— 4+ = < =+ .
T N N T N

En prenant le choix quasi-optimal T'= N3, nous en déduisons

In N

I = vl < 75

2.5.2 Deuxiéme exemple

Nous choisissons maintenant une fonction qui ne décroit pas trop rapidement vers 0. Soient ¢ > 2 et f
la fonction g-additive définie par f(d) = O et f(d¢’) := j=% (a > 1) pour tout j > letd € {1,..., ¢ — 1},
qui vérifie les hypotheses du théoréme d’Erdds-Wintner (les raisonnements seraient quasiment similaires
si la fonction f vérifiait f(dg’) < j~%).
De plus, nous avons, pour tout 7 € R

52 5 )

3>t

Sij > |7/, alors 0 < |7]j~® < 1 et donc il existe une constante absolue ¢ > 0 telle que

Ainsi, nous obtenons

2c —1
)| < exp [ 2L DT S e Cap (—cpefle)),

J>|rt/e

ou C > 0 est une constante dépendante uniquement de g. Grace au Théoréme 2.15, nous savons alors
que la loi limite de F' posséde une densité.

Les graphiques suivants permettent de visualiser la densité et la fonction de la répartition de la loi limite
de f pour a =2 et a = 4.
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Loi limite de la fonction 2-additive f(24)) = j*(-2) Loi limite de la fonction 2-additive f(2%)) = j*(-4)
densité de la loi limite densité de la loi limite
fonction de répartition limite fonction de répartition limite
SV ; ]
05 2
044 14
. i i U\nm |
2 WMVM be %MU1 UU%VUW 1
f T L 1
2 02 o4 08 [1R:) 1 12 14 16 e

Nous pouvons maintenant appliquer le Théoréme 2.8. En utilisant les notations introduites dans ce
dernier, nous avons S(7) = [(7/m)Y/%; +00[ : ainsi, pour tout 7 > 0

Z Fldg)? > Z > 2+

(d.j)eS(r) g=(r/m)t/e

Par conséquent, grace a la majoration (2.10), nous en déduisons que Qr(1/T) < 1/T, ce qui est son
ordre exact. De plus, nous avons l’estimation

InT
n(T)= > = hLy = ,
Ly-h<j<Ly (In N)e

ce qui implique que le second terme dans le Théoréme 2.8 est majoré par la fraction 7'In7'/(In N)“. En
outre, nous remarquons

el N X Z JTY= Ly < (InN)te

Jj>Ln
et pour tout 7 > 0
Z f(dg’)? = Z s <|T|72+1/a B L&2o¢+l> > |72
JE€S(),i<LN (r/m)Y*<G<Ln

ce qui implique que le dernier terme dans le Théoréme 2.8 est majoré par (In N)'~®. En combinant les
résultats précédents, nous obtenons pour T, N > 1 tels que hp < Ly
1 TlnT 1

F-F - .
| Nloo <7+ mN)e T vy

Finalement, en prenant les choix optimaux 7 = (InN)*'sil < a < 2 et T = /Ing N/(In N)*/? si
a > 2, nous en déduisons ’estimation

W S11<Oé<2,
n

\/IHQN

D ——— 10[22
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2, nous observons sur les graphes des fonctions de répartition limite (cf. ci-

Pour le choix ¢
dessous) que les valeurs de f semblent étre localisées dans un nombre m fini d’intervalles disjoints, que

nous appellerons également bandes (de nombres). Dans ce paragraphe, nous étudions ce phénoméne plus

en détail et notamment la dépendance de m par rapport a a.
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2.5.2.1 Nombre de bandes

Il n’est pas vraiment facile de voir que les croix composant les quatre bandes bleues de la derniére

figure sont en réalité également divisées en deux parties et donc que nous avons en réalité huit bandes

distinctes
lignes {x

: par exemple, la bande la plus basse est divisée en deux (voir graphique ci-dessous) par les

¢(4) —1—27%—37%} (en rouge), o1 ¢ désigne la fonction zéta de Riemann, et {x = 374}

(en vert) i.e. les lignes {z = 7*/90 — 1393/1296} et {z

1/81}. Entre ces deux lignes horizontales et

sur la ligne rouge, il n’y a aucune croix bleue et il n’en existe qu'une seule sur la ligne verte, qui est

celle associée & n = 9 (en raison de 1’équivalence f(n) =37% < n =9).
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Plus généralement, pour tout entier n > 0 et tout a € (v, vy 41], nous allons prouver que l'image de
f, notée Im(f), est divisée en un ensemble de 2" bandes de nombres distinctes. Pour étre plus précis,
admettons pour le moment que pour tous les entiers 0 < i < j,

(2.23) fli)=f(j) < (eo(i)=0etj=1i+1).

Ainsi, nous pouvons détailler un processus afin d’obtenir une expression explicite de ’ensemble des
bandes qui contient 'image de la fonction f. Il suffit de supprimer les "doublons" décrits dans (2.23) de
I'ensemble (f(m))o<m<on+1_1 et en ordonnant les valeurs restantes, nous obtenons un nouvel ensemble
A, C Im(f) dont les éléments sont notés agn) << agﬁ). Par exemple, agn) =0et agfl) = Z1<j<nj_a
pour tout entier n > 0. En posant R, (z) := > ? pour tout nombre réel z > 1, nous avons le

résultat suivant.

j>nj7

Proposition 2.17. Pour tout entier n > 0 et a € (v, Unt1], nous avons l'inclusion
Im(f) C H—J [aén), agn) + Rn(a)) .
1<e<2n

Si on désigne par V, cette union disjointe d’intervalles, alors ’ensemble des bandes & 'étape n est
exactement N x V.

Afin de prouver cette inclusion, nous allons avoir besoin de plusieurs résultats intermédiaires. Nous
commencons d’abord par montrer I’équivalence (2.23) : soient deux entiers 0 < ¢ < j tels que f(i) = f(5).
En notant £(j) := [(Inj)/(In2)] et par définition de f, on en déduit qu’on a

Y (epymty — Yeppmrp) K= D (eld) —ex(@) k> =0.

1<k<L(>) 1<k<L(>H)
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Raisonnons par ’absurde et supposons qu'il existe un entier 1 < k < L(j) tel que eg(i) # er(j) et
notons m le plus petit entier naturel non nul vérifiant cette propriété. De plus, on peut supposer que
em(i) =1 — en(j) =1, le raisonnement étant similaire si e,,(j) =1 — ep (i) = 1. On a alors

S (elh) —en(@) k= me

m+1<k<L())

On aboutit donc & une contradiction et on en déduit que ey (i) = ex(j) pour tout entier £ > 1 et donc
j=1+1et ey(i) =0, ce qui prouve le sens direct de (2.23).

Reéciproquement, si j = ¢ + 1 et eg(i) = 0, alors ex(i) = ex(j) pour tout entier £ > 1 et donc
f@@) = f(j), ce qui finit de prouver I’équivalence (2.23).

Nous allons maintenant introduire quelques notations afin d’énoncer et prouver un lemme, qui nous
sera utile dans la démonstration de la Proposition 2.17. Pour ce faire, nous posons R,(z) = ((z) —
Hp(z) = ((2) — D o1<jend * (avec la convention Ho(z) := 0) pour tout nombre réel z > 1 et nous
deéfinissons les suites u, := (In2)/In(1 4+ 1/n) pour tout n > 1 et (vy)n>1 par vo := 1 et

Up i=1nf {z 2 up : Rp(2) <n ?}.

Nous pouvons remarquer que nous avons les bornes suivantes : v; € (1.72,1.73), vy € (2.42,2.43),
vy € (3.11,3.12), vg € (3.81,3.82), etc. De plus, les suites (u,) et (v,) ne semblent pas étre égales, du
moins pour les premiers termes, mais elles ont I'air d’étre équivalentes en 'infini.

Lemme 2.18. (i) Pour tout entier n > 1, v, est bien définie, c’est-a-dire que l’ensemble qui apparait
dans la définition de v, n’est pas vide.
(i) Pour tout n > 1, nous avons lezpression alternative v, =inf {y > u, : t >y = Ry(t) <n~'}.
(iii) Pour tout n > 0, nous avons l'encadrement 2n/3+1 < v, <n+ 1.
(iv) La suite (vn),~ est croissante et tend vers +oo.

Démonstration. Prouvons d’abord (i). Pour tout entier m,n > 1 et tout réel z > 1, en appliquant la
formule d’Euler-Maclaurin a la fonction z +— x~* sur U'intervalle [1, n], nous avons

(k1)

Lo 14 . ey A By ()
Hys) ="+ =t 3 —(-n )—m!/l ) o,

ot 2™ := z(z+1)...(z+m — 1), {-} est la fonction partie fractionnaire, les B,, sont les polynomes
de Bernoulli et by := Bj(0) les nombres de Bernoulli. En faisant tendre n vers l'infini dans ’égalité
précédente, nous obtenons

2( 2m o p ({g
((z) = 1 —i-}-i- Z by o _/1 L{})dm.

m)! grtm

En soustrayant cette identité avec 1’égalité précédente, nous avons alors

—z 1—z (m) )
(2.24) n_*— Rn(z) = 3n _ n + bk Z(kfl) nfszJrl + < / B ({Jj}) d.

2 z—1 k! m)! gFtm
2<k<m
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Si on prend m = 1 dans (2.24), puisque B1({z}) = {z} —1/2, on a

—z 11—z o] —1/2
vn:inf{z>un:3n _n —i—z/ {x}/daz>0}.
1 n $Z+1

2 z —

De plus, nous avons la majoration

(2.25)

s = 22nF]

Oo{x}-1/2(LE’< 1

n

ce qui nous donne

{z}un:Rn(z)<n2}D{z2un:1— .
P

>0}—M+L+wh
ce qui implique que I’ensemble de gauche est non-vide and donc v, est bien définie.

Le point (ii) provient du fait que la fonction z — R, (z) — n~ 7 est strictement décroissante sur
|1, 400 pour tout entier n > 1.

Nous allons maintenant prouver (iii). En utilisant l'estimation (2.25) comme précédemment, nous
obtenons

inf{z}un:Q— n1>0}§vn§inf{z>un:1— nl>0}7
” —

- —
l.e.

g+1<vn<n+1.

Si on prend m = 2 dans (2.24) et grace a nouveau a la majoration (2.25), nous avons ’encadrement

2n V112n2 —24n+1 1
5 tlsonsOn- 5 T3
ce qui prouve (iii).
La preuve de (iv) est aussi trés rapide, puisqu’on remarque, pour tout n > 1,

Ung1 =inf {z > up : Ry(2) <2(n+1)"%}

et qu’on a pour tout nombre réel z > u,, U'inégalité 2 (n + 1)7* < n~%. Ces deux observations prouvent
la croissance de la suite (v,,). Le point précédent implique directement que cette derniére tend vers +o00.

O

Nous pouvons maintenant démontrer la Proposition 2.17.
Démonstration. Pour étre plus compréhensible, nous fixons une étape n et nous notons agn) = ay. Nous
devons prouver deux choses : la non-intersection des intervalles et l'inclusion. Tout d’abord, pour tout

e{l,... ,2”_1}, nous remarquons as+1 — ag = 1~ < et puisque a > v, nous avons
apr1 — (ag+ Rp(a)) 2 n" % — Ry(a) > 0,

ce qui implique ay + Ry (a) < ag41, qui est le résultat attendu.
Soit maintenant x € Im(f) : il existe un entier m > 0 tel que

x:f(m)zzwz 3 ej(;n)Jr 3 6J;Z’L)_

o
> 1<G<n 7 jen+1

Comme la premiére somme du membre de droite de la derniére égalité est un certain élément de A,,
noté ay, et la seconde somme est strictement inférieur & R,,(«), nous avons x € [ay, ag + Ry ()] O
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Grace au point (iii) du Lemme 2.18, nous savons que v, < n(n — 00), mais nous n’avons pu
qu’extrapoler un équivalent pour cette suite, qui est le méme que celui de la suite (uy,).

Conjecture 2.19. On a l’équivalence v, ~ n In2 quand n tend vers linfini.

2.5.2.2 Construction des ensembles V,

Chaque ensemble V,,, défini dans la Proposition 2.17, est différent suivant la valeur du réel o €
(Un, Un41], méme s’ils sont toujours composés de 2" bandes. Nous nous donnons donc une suite de réels
(an)n>0 telle que ay, € (vn, vp41] pour tout entier n > 0. On peut alors obtenir V,, par "similarité" en
posant Vo = [0, ((ap)) et

Vi1 = ha(Va) W (7 (Vo) + (n+1)7+1) |

ou h,, est une homothétie dont le rapport r,, est donné par

Ry i1(an+1) 1
= g 1.
’ Ru(cn) (0 + 1)on1 Rp(angs)

Nous signalons que si on suppose avoir choisi la suite (ay,)n>0 aléatoirement, i.e. que chaque terme
oy, est vu comme une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur Uintervalle (v, v,41], alors la largeur
d’une bande a ’étape n est donnée par la variable aléatoire Ry, (a,).

2.5.2.3 Mesure de ’objet limite

Nous nous donnons & nouveau une suite de réels (ay, ),>0 comme précédemment et donc en particulier
nous avons l'encadrement v, < &, < vp41. Nous posons V' := (), .y Vs : puisque aén) = 0 pour
tout n, alors 0 € V. En désignant par A la mesure de Lebesgue sur R, nous avons A (Vp) = ((ap)
et A(Vir1) = A (Tn (V) = AM(Vy) — 2™ (n + 1)"+1. Grace a cette relation de récurrence ou a la
Proposition 2.17, nous en déduisons ’égalité A(V,,) = 2™ R, (). Puisqu’on a l'estimation asymptotique
vp, < n (grace au point (iii) du Lemme 2.18) et le développement asymptotique

1 1
Bulan) = gy + 0 (na> (n = o0)
nous en déduisons que la suite (A(V},)) tend vers 0 et donc que V' est un ensemble de mesure nulle,
puisque tous les V,, contiennent V.

2.5.3 Troisiéme exemple : mesures de Cantor-Lebesgue

La fonction 2-additive f(27) = 47(0 < y < 1) vérifie les hypothéses du Théoréme 2.8 et la loi limite
de fonction de répartition F' est continue (nous retrouvons la suite de van der Corput si v = 1/2, étudiée
dans la Section 2.5.1). De plus, la mesure limite j, de cette fonction est étroitement liée & la mesure v,
du produit de convolution infini des mesures 3 (§_yn + dyn) ott §, désigne la mesure de Dirac au point
a). En effet, la fonction caractéristique limite de f est donnée par

2(r) =] (”2> (r R),

j=0

qui est la fonction caractéristique du produit infini de convolution des mesures % (00 + 04n). De plus,

nous avons la relation

o (B) = (28 1)
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pour tout ensemble borélien B € B(R).

Afin d’illustrer la nature trés erratique de v, (et donc de f), nous traduisons un paragraphe issu
de [39] qui résume parfaitement la nature de cette loi selon les valeurs de 7.

« Kershner et Wintner (1935) ont observé que la loi v, est singuliére pour v € (0,1/2), puisqu’elle
est supportée sur un ensemble de Cantor de mesure de Lebesgue nulle (en fait, v, est la mesure Cantor-
Lebesgue standard sur cet ensemble de Cantor). Wintner (1935) a remarqué que v, est uniforme sur
[—2,2] pour v = 1/2, et pour v = 2 — 1/k avec k > 2 elle est absolument continue, avec une den-
sité appartenant a la classe de fonctions C*~2(R). Pour v € (1/2,1), le support de v, est lintervalle
[—(1 -1 - 'y)_l] et donc on pourrait supposer que v est absolument continue pour toutes ces
valeurs de . Cependant, Erdés (1939) a montré dans [18] que v, est singuliére quand v est la réciproque
d’un nombre de Pisot (rappelons qu'un nombre de Pisot est un entier algébrique dont tous les conjugués
sont de module strictement inférieur & 1). Cela donne un ensemble dénombrable fermé de valeurs de
v € (1/2,1) ou v, est singuliére. »

En particulier, nous en déduisons que fi /5 suit une loi uniforme sur [0, 2].

Notre but est d’appliquer le Théoréme 2.8, mais un probléme survient lorsque nous devons majorer la
fonction de concentration Qr. Hormis le fait que la loi limite n’est pas toujours absolument continue, on
peut remarquer que la majoration (2.10) devient inutile, puisqu’elle ne permet d’obtenir que I'estimation
triviale Qr(h) < 1 pour tout h > 0.

Un autre résultat, évoqué dans la Section 1.3.2, est I'inégalité de Kolmogorov-Rogozin. Si nous
désignons par Fj, la fonction de répartition de la distribution %((50 +0d4n), alors la fonction de répartition
F de p est égale au produit infini de convolution des F,, ou

0 si z < 0,
VzeR, Fp(z) =91/2 si0<2z<A",
1 si " < 2.
Puisque nous avons

QFj (h) =

1/2 si0<h<A,
1 sih > 97,

et 0 < h <4/ <= j <lIn,(h), nous obtenons l'estimation

2 In(1/7y) < 1
n(1/h) 7 /In(1/h)

Cette méthode nous donne donc une premiére majoration possible, mais les deux preuves que nous
présenterons seront plus précises et nous ameénerons & démontrer le résultat suivant.

Théoréme 2.20. Soit f la fonction 2-additive définie par f(27) =~/ (j > 0) avec 0 < v < 1. Il existe
alors une constante c(y) > 0 telle que

|F — Fylloo <y N7 (In N)(1/7)/1n2

Qr(h) < (h > 0).

pour un certain exposant c(vy) > 0 (la constante implicite dépendant aussi de ).
En outre, si on a la majoration Qp(t) < t (t > 0) (par exemple si F' posséde une densité bornée), on

peut choisir
_ In(1/7)

O = )
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Nous pouvons remarquer que si nous choisissons v = 1/2, nous retrouvons la méme majoration que
dans le premier exemple & propos de la suite de van der Corput pour ¢ = 2 dont la loi limite posséde
une densité bornée.

Plus généralement et comme écrit dans [39], Garsia [21] a trouvé le plus grand ensemble explicite
de v €]1/2,1[ connu a ce jour, pour lesquels v, est absolument continue et posséde méme une densité
bornée. Les éléments de cet ensemble sont les conjugués de nombres algébriques appartenant a |1, 2]
dont le polyndome minimal est unitaire, posséde un coefficient constant égal & +2 et dont ses autres
racines sont en dehors du cercle unité.

Afin de prouver le théoréme précédent, nous allons démontrer qu’il existe une constante n'(y) > 0
telle que Qr(h) < R (1) pour tout A > 0. Nous présentons deux méthodes : la premiére est fondée sur
des majorations spécifiques & certaines intégrales et sur l'inégalité de Chernoff, alors que la seconde,
due au professeur Tenenbaum, est plus directe et utilise différents produits de convolution de fonctions
de répartition, reliés entre eux grace aux propriétés de la fonction de concentration QQp. La premiére
approche est plus compliquée et moins élégante, mais repose sur des techniques utiles dans d’autres
contextes — en fait, nous avons adapté plusieurs idées de [5] et [43]|. La deuxiéme méthode présente
également une certaine souplesse.

Nous avons donc décidé de les inclure toutes les deux dans la présente thése, méme si la seconde
méthode est plus courte, plus directe et qu’elle fournit une majoration explicite.

Nous conjecturons que la minoration de |[|[F' — Fy||« est de la méme forme que la majoration du
théoréme précédent — avec un exposant éventuellement différent pour le facteur logarithmique, i.e. de
la forme N~=C¢M+°() pour une certaine constante C(y) > 0.

2.5.3.1 Premiére méthode

Nous désignons le noyau de Fejér par

v =5 (5

Nous pouvons maintenant citer le lemme suivant (c¢f. lemme 2.9 de [44], cité lors de U'inégalité (1.9))
que nous utilisons comme point de départ de nos preuves.

Proposition 2.21. Posons K; := w(l) > 0,146 et Ko := 1/(2mw(1/2)) < 1.022. Pour toute fonction
de répartition F', de fonction caractéristique @, nous avons, pour tout h > 0

1/h 1/h
(2.26) Ko [ leln)Par < Qe < Kol [ Je(r)lar
~1/h ~1/h
Nous remarquons que dans notre cas, pour tout 7 € R
1+ cos (747 1 —cos (17
(2.27) el =TI (2()> 1] (1 _ 2()> |
7=0 J=0

Grace au Théoreme 2.27, nous avons

|g0(7')|2 < exp —*Z(l—COS(T’yj))
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Par convexité, nous avons |sinmz| > 2||z|| pour tout z € R, ou ||-|| est la distance a ’ensemble des
entiers. Ainsi,

T
T

1
= —-T .
exp < 5 (T))
et donc grace a (2.26) nous avons, pour tout 0 < h <y

1/h
(2.28) Qr(h) < 2K2h<1+/1 exp (—iT(r)) d7>.

En définissant " := 1/ > 1, on remarque, pour 0 < h < 7y

/ll/h exp <—; T(T)) dr = 3 /rJJr1 exp (—; T(T)> dr

cos (T"}/j) <1- %sim2 (T"}/j) <1-2

Nous obtenons donc

T

™

1
FORTTIEY

J=0

ln(l/h)
J< InT
J+1 .
T T,Y]
< Z exp | —= Z — dr.
ln(l/h j<J m

Maintenant, en faisant le changement de variables y = 4/ 7 dans lintégrale précédente, plllS le
changement d’indice "j <> J — j" dans la somme intérieure, nous avons, pour tout J < ln(l/h)

1/h 1
(2.29) / exp (—2 T(T)> dr < Z FJ/ exp | —=
1 <1111(1{_‘}1) 1 ]<J

Ainsi, en désignant par S;(y) la somme intérieure, pour tout 1 <y < T'et J < lnl(nl/Fh) — 1, nous allons

montrer qu’il existe deux constantes Dg,n > 0 dépendantes de v telles que

(2.30) /1 e <—;sJ<y>) dy < Dy exp (—11.7).

Pour majorer I'intégrale précédente, nous devons d’abord prouver certains résultats intermédiaires
(ces idées proviennent de [5] et [43]). Nous définissons la fonction tri par tri(z) := max (1 — |z],0) pour
tout z € R.

Lemme 2.22. Pour tous réels u,a, nous avons

1 /°° <Sit“t>2cos(u(t+a))dt:cos(ua) < tri ().

T J—c0

En particulier, pour tous u > 2 et o € R

/Z (Si?t>2 cos(u(t +a))dt =0.
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Démonstration. On remarque

> [sint)? ; © [sint\?
/ (t> cos(u(t + «v))dt = Re (ema/ (t> emtdt>,

et donc nous devons rechercher la transformée de Fourier du carré du sinus cardinal, qui est la fonction
triangulaire tri. En effet, nous avons

/Oo tri(t) e~ dt = 2 /01(1 1) cos(ut) dt = 2= CQOS(U)) - <Sin£72/2)>2

o U

et ainsi grace au théoréme d’inversion de Fourier, nous obtenons

1 [ [sint\*
— / (sm) et dt = tri(u),
T J_o t

d’ou le résultat.

Nous définissons la fonction .
2
= —— R).
() =2~z ( €R)

Son développement en série de Fourier est donné par

f(z) = % i (—1)’”1]:205(27114:2') = ick cos(2rkz) (z € R).
k=1 k=1

Soit H > 1 et 8 > 2 deux nombres entiers tel que
(2.31) r4H _ogP T3t _onD2H 4 o7 > 0.

Pour tout j > 0, nous définissons

r—-1nrs
( ) si r>2,
T
n; (') =n; := ‘
TJ
— si 1<TI' <2,
T
et nous posons, pour z € Ret m e N
oA H(m+1)
g(z) = ch cos(2rkz) and Up(z) := Z g(nez).
k=1 f=Hm+1

Pour tout nombre réel z, nous avons |g(z)| < 1/6, donc |U,,(2)| < H/6 pour tout m € N. Nous posons
ensuite
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et pour un parameétre A > 0, que nous choisirons plus tard, nous définissons

1 M
(r—1)/0 %Z onit+€) |dt si T >2

Xo(A, M) =

r Y M
/exp §Z<p(njt) dt si 1<I'<2,
1

oup €{f,g} and M € N.
Nous avons ainsi

(2.32) /: exp (—;Sj(y)> dy = exp <—J;;1> xs(1,J).

Nous allons d’abord majorer x (X, J) en majorant également x4(A,J), puis prouver une inégalité
entre xf(1,J) et x¢(A,J) pour obtenir une majoration pour Iy grace a (2.30) et (2.32).

Lemme 2.23. [l existe une constante Cy > 0 dépendant uniquement de I' telle que pour toutl entier
naturel m et k > 1, nous avons

00 . 2 k—1 3 3
_ sint A NkH 9
. = = —_— — <
(2.33) (k) / < t ) exp<2m§:0U2m(t+§)> dt Wexp( 795 +Co A I<:H>

et
0o . 2 k 3 3
— o sint A NkH 9
(2.34) Eg(k) := /_OO (t) exp (27;:0U2m_1(t+£)> dt < 7 exp < 1798 +Co A /{H) ,
ol

Cp:= 1 \/E<F22 + V6 )>

720 ' 602 3(I3/2 -1

De plus, (2.33) et (2.34) restent valables méme si les blocs Usg_o(t) et Ua—1(t) (i.e. les derniers blocs

dans les sommes apparaissant dans (2.33) et (2.34)) contiennent moins de H termes.
Démonstration. Pour tout z € R, nous avons l'inégalité suivante
(2.35) e < (14 2+2%) ell’.

En outre, nous avons

T
I

k—1 ng

2. mt _
(2.36) Ui (t + €)? 516

m=0

3
Il
(e}
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Grace a (2.35) et (2.36), nous obtenons

0 - [ () o (249)s

_ sint AUt +8) |, (AUnn(t+))?
<[ (e (o))

X exp<83k2: U2mt+f)>

o (SAI) [ () ] (1 210 M50

m=0

D’autre part, en utilisant la méme idée que dans [43], on remarque que Wy, (t) est la somme de
fonctions trigonométriques dont les fréquences sont comprises entre ng., et 2Hn H(m+1) telles que

(2.37) U2 (t+&) <4CyH + Wp(t).

En effet, nous avons

H(m+1) H(m+1) H(m+1)
Up(t+8 = > g (n(t+9) Z Z glne(t+€))g(n;(t +€))
(=Hm-+1 {=Hm+1 j=(+1

et, pour Hm <l < j < H(m+ 1),
1 &
Flout+9) = 5 3 et

et
g(ne(t +€))g(n;(t +¢€)) — % . erescos (2w (ngs —nyr) (E+€))

o<r,s<H?
[njr—ngs|<ngm

sont toutes deux des sommes de fonctions trigonométriques dont les fréquences se situent entre ny., et
HP(n; + ny). Par conséquent, si nous définissons W, () comme suit

VR4 =Wnlt) + 5 D

(2.38)
H(m+1)—1 H(m+1)

+ Z Z Z cres cos (2m (ngs — nyr) (t+€))

{=Hm+1 j=(+1 0<r,s<HP
[njr—ngs|<npm

alors Wy, (t) est bien la somme des fonctions trigonométriques dont les fréquences sont comprises entre
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NHm et 2HﬂnH(m+1). Si Vi () désigne le dernier terme de (2.38), alors nous avons

H(m+1)=1 H(m+1) H(m+1)
V@] < D) Y YNoaal< Y YT YT el
{=Hm+1 j={+1 0<r,s<HP {=Hm+1 j>C |s—rn;/ng|<1

[njr—ngs|<npm
1/2

YUy (ne) (= o)

(=Hm+1 j>¢ \r=1 s>nj/ne—1

ol nous avons utilisé I'inégalité Cauchy-Schwarz pour prouver la derniére.
Nous rappelons que ¢ = (—1)¥*1/(72k2) pour tout k > 1. Puisque D ksl k=t =71/90 et n;/ny =
V= on obtient

1/2

\/E H(m+1)—-1 1
V@l < 3573 2 2 2 s

{=Hm+1 j>¢ s>Ii—€—1
Pour estimer la derniére série, nous appliquons I’inégalité suivante
1 1
YNZL Y a S
n=N+1

ce qui nous donne, en dénotant par | . ] la fonction partie entiére supérieure et en utilisant 'inégalité

Vva+b < /a+ Vb (pour tous réels a,b)

1/2 1/2

Z 1 - - Z - 1 n 1
st b (F] mi—t—1]4 St —112 ' /3 mi—¢—1] 3/2°

s>Ii—t—1 s>[TJ— Z"|

Puisque IV=¢ > 1, alors nous pouvons appliquer I'inégalité = < 2[x — 1], vraie pour tout x > 1, et donc

1/2

Zl 4 2v2

<
st h Jf) V336-0)/2

s>TI—4—1

D’ot nous obtenons

\/— H(m+1) 2\/5
V@) < 555 DL Z( 20-0) \/§F3(j—f)/2>

{=Hm+1 j>/¢

mH(ﬂg)—l< 9 N V2 )>:m< 2 + V6 )>H

152 =Hm+1 -1 \/g(rg/z_l 1572 \I? —1 3(F3/2_1

En remarquant que Zk 12 < 1/90 et que la constante ci-dessus est égale & 4Cy — 1/180, il s’ensuit
(2.37), grace a (2.38).

Ainsi, nous avons

NEH3N [ [sint\? o ) AUsin(t+€) X2 Wam(t)
E1(k) < — :
1 (k) exp( o8 >/w( ; > 11 <1+)\ CoH + 5 + = >dt

m=0
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Notons Py, (t) := AUsp (t +€) /2 4+ A2Wa, (t) /4 pour tout ¢ € R qui est un polynéme trigonométrique
tel que P, (t) =: Z;V:(T) dom,j €OS (2T U, j(t + §)) et Co := 1+ A2Cy h. En développant le produit, nous
obtenons

k

/w<$m>2if@%+P :%ﬁ:”af+/m($?>2 > Co' Py (t)... Py (1) dt.

—0o0

0<kr <...<kig<k—1
En désignant par ®(k) Uintégrale du membre de droite précédent, nous voulons prouver 'égalité
®(k) = 0 pour tout entier k > 1 grace au Lemme 2.22. Comme on peut intervertir les sommes finies
et lintégrale grace a la définition de ¢; et & la convergence uniforme, on remplace (P, ), par leurs
définitions ce qui donne

k Nk , Nko)  N(ke) % /aint) 2
O(k) = Z Z Z dokg gy -+ A2k /OO <t> IL,(¢) dt,
=1 =1 Je=1
0<k1 <. .<ky<k—1
ou
L
I, (t) == H cos (2musgy, j, (t +£)) -
i=1
Il reste & montrer grace au Lemme 2.22, pour tout entier £k > 1 et £ € {0,...,k}

(2.39) /_Z (Sltnt>2 1,(¢) dt = 0.

Pour ce faire, nous utilisons l'identité 2 cos(a) cos(3) = cos(a + ) + cos(aw — 3) pour tous «, 5 € R.
Ainsi en appliquant cette relation plusieurs fois, I’égalité (2.39) est vraie, grace au Lemme 2.22, si, pour
E>1,0€{1,....k} et pour tout 0 < k1 < ... < ky <k

Ag = kg = ) sk, > 2

Par les discussions ci-dessus, nous savons que Napgm < U2m,j < 2HﬁnH(2m+1) pour tout 5 : de plus,
k¢ > 1 quitte a faire commencer 'indice de sommation plus tard. Nous avons donc par (2.31), pour tout
I'>1,

-1 [2Hk -1
Ao = mamk, = ) 2H My 2 - (1 —2HPTH " F—QH(’W—’%)>

i=0 1=1
24 — N\ o 2HA M
> — [1-2HfDH 20| > 1— > 2
T ]; T 1—TI—2H ’

en utilisant I'inégalité ky — k; > [ — ¢ et en effectuant le changement de variables j =1 — q.

Ainsi, nous obtenons

Ak H3
1728

Ak H?
1728

El(k)éﬂexp< > (1—1—)\200]{) 7rexp< +C’0)\2k:H>,

ce qui nous donne le résultat. De la méme maniére, nous prouvons (2.34).
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Lemme 2.24. [l existe une constante Dy > 0 dépendant uniquement de I telle que pour tout entier
p=2l,0<r<H

NpH? CoNpH
Xg()\aHp—i_r) < DO €xXp < P + 0 P > )

6912 4
avec

1
Dy:=47- I'-1; ——5 | -
0T max< ’ (sin2)2>

Démonstration. Supposons, par exemple, que p soit pair : p = 2k. Nous avons alors

Hp+r k k
D g (t+8)) = Uom(t+&+ > Uoma1(t+),
j=1 m=0 m=1

ou Uy, Un,...,Us,_1 sont des blocs complets mais Uy, ne contient que r termes.

Supposons d’abord I' > 2. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

1 A Hp+r 1 k 1/2
/Oexp 5 Zg(nj(t—i—f)) dt < </o exp ()\ ZUgm(lH—f)) dt)

j=1 m=0
) i 1/2
X </0 exp ()\ n; Usm—1(t + 5)) dt) :

L’inégalité (sint/t)2 > 1/4, pour 0 < t < 1, et le Lemme 2.23 impliquent

— (P\Y2 _ [p\1/? NMpH? CoNpH
AH <4(l—1) = (7) = (7) <D .
Xg(A\, Hp+1) < 4( ) E1(5 2 (5 0exp | —poom T

Le cheminement reste quasiment identique si 1 < I' < 2, puisque dans ce cas, nous avons I' < 2 < 7 et

donc pour 1 <t < T
. 2 . 2
sint sin 2
— = >0,
t 2

4 p\ /2 P\ 1/2 NpH3  CoNpH
N H < = (2) " = () <D .
XgOHp+1) < o 1(2) 2(2) OeXp< 6012 4

d’oll

Pour les p impairs, la preuve est similaire.

Lemme 2.25. [ existe une constante C7 > 0 dépendant uniquement de ' telle que

AN NJTHE G NJ
<D .
Xs(X J) < Do exp (2772}1/3 T ooz T 1 )

Démonstration. On remarque qu’on a la décomposition

Fngt)=> glnit) + > hin;t)

J J J
=1 j=1 j=1

J
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ou h(t) :== f(t) — g(t) (t € R). De plus, le développement en série de Fourier de h est
= Z ¢ cos(2rkt)
k=1

ou ¢, =0for 1 <k < HPeté =cy for k> HP. Puisque H > 1 est un nombre entier, ce qui implique

que pour tout z € R
1 1 1
|h(2)] < s} Z F < 2B
j>HB

Nous obtenons

et donc
AJ
Xr(A,J) < exp (W> Xg(A; J).

Nous utilisons maintenant la décomposition J = Hp+roup > 1et 0 < r < H et nous avons donc
Hp < J et H3p < JH?. Ainsi, grace au Lemme 2.24, il existe bien une constante C'; > 0 dépendant de
I" telle que

\J NMJH?2 O A2J)

\J) <D
X ) 06Xp(2w2ﬂﬁ+ 6012 | 4

O
(2.31),

Proposition 2.26. Pour tout J <
on a

In(1/h)
InT
T 3 2 2
1 J kK AN NJH?  CoA2J Ak
= dy < (-1 AN ) -2
/1€Xp< 25"(y)) y< (T )exp(24—|—2)+ 06Xp<27r2Hﬁ+ 6012 | 4 2>

Démonstration. En définissant

7=0
nous avons, pour tout entier J > 0
J+1
— =520
12 /
Soit A la mesure de Lebesgue : nous définissons ainsi
T-=1)A ifI'>2, [0,1] T >2
Ar = et Ir =
A if1<I'<2, 1,7 ifl<T <2

Grace a (2.32), nous obtenons, pour tout parameétre k > 0,

r 1 J+1 J+1 1~
/1 exp <—2SJ(y)> dy = exp (—24> xf(1,J) =exp <—24> /IF exp (2 SJ) dAr

exp ( 24J 2) Ar(Ir) + Ar ({t € Iy = [S;(t)| > k})

N

< w-new (G s ) HAr (et s [Si0] > ).
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Pour majorer le dernier terme, nous utilisons I'inégalité de Tchebychev.

Lemme 2.27. Soient (X, X, u) un espace mesuré, f une fonction mesurable a valeurs réelles définie
sur X et g une fonction mesurable G valeurs réelles, positive et décroissante sur l'image de f. Pour tout

nombre réel t > 0, on a
1
peeX @ =< o [ gordn
9(t) Jx

Nous obtenons alors l'inégalité de Chernoff
Ar ({t € Ir « |Ss(t)] = K}) < e 2x (N, ),

ce qui implique, grace au Lemme 2.25

r ’ ? ? —

1 ~J K \J NMJTH? CoNJ Ak
) dy < I'—1 -+t +D B

/1exp< 5 J(y)> y < ( )eXP<24+2>+ Oexp(zﬁﬂfr 6012 4 2)

qui est le résultat attendu.
O

Nous pouvons enfin prouver estimation Qr(h) < h" (' = 1/(y) > 0). Dans le Lemme 2.26, en
prenant x = J/24, ainsi que H et ( suffisamment grand pour vérifier (2.31) et A > 0 assez petit pour
qu’elles vérifient I'inégalité

1 NH? o _ 1

27r2H6+ 6912 + 4 96’

/f exp (-isj(y)) dy < (T—1)exp (-é) + Dy exp <_A9g> |

En choisissant 7 := min(1/48; A/96), nous obtenons alors

alors nous avons

r 1
/ exp <—25J(y)> dy < Dy exp (—nJ),
1

ol

1
Dy:=4m- r-1; ——
0= max< ’ (sin2)2> ’

ce qui prouve (2.30). Grace a (2.29) et en supposant I' > € sans perdre de généralité (quitte a rendre
A encore plus petit), nous obtenons

1/h 1 D
/ exp ( T(T)> dr < Dy E I exp (—nJ) < + p(=n/Inl)
1 2 J<1n(1/h)71 Fe — 1
= InD

En reportant cette inégalité dans (2.28), nous obtenons finalement

2K9 Dy

Qr(h) o (1 4 ptn lnF) P/t B
oun :=n/InT.

Finalement, nous pouvons prouver le Théoréme 2.20.
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Démonstration. En utilisant les notations du Théoréme 2.8 et la majoration précédente Qp(1/7) <
T pour tout nombre réel T' > 1 et pour tout entier naturel N > 1 vérifiant hp < Ly, nous avons

IF = Fylloe <, TV 4 Ty (T)
T 2
. 1 " 2T 9
+ /1/T min <1+T’51’N> exp _FTQQ | Z | f(2) | dr.

De plus, nous avons

. Le_h ~_In(1/9) In(1/v)
Z f(2)) <~y < TN W2 (TInT) k2
Ly—h<j<Ly
et
In(1/7)

* LN O -
elN =<7 A’YN In2

)

ce qui nous donne

In(1/7) In(1/7)

|F — Fx|l <, T L TN~ "0z (T InT) In2

Ainsi en choisissant 7' = N0 o1t ¢y = co(7) = In(1/7)?/ (nIn2 + In(1/7) In(2/7)), nous obtenons bien
|F — Fy|| < N=¢O)(In N)2E/N/ 02 avec ¢(y) = neg/ In(1/7).
Finalement, si Qr(h) < h (h > 0), alors nous avons comme précédemment

. _In(1/9) In(1/7)
|F = FN|o <y T " +TN" W2 (T'InT) In2

En choisissant T'= N ot ¢y = ¢g(y) = In(1/7)/In(4/7), nous obtenons I'estimation annoncée
|F — Fy|| < N~ In(1/7)/In(4/7) (In N)ln(l/v)/hﬂ_

O

Si on conserve le choix k = J/24, 'obstacle qui nous empéche d’obtenir une expression explicite
relativement satisfaisante pour 7 est la difficulté & trouver les valeurs optimales pour H, 8 et A qui
vérifient & la fois (2.31) et

N H?  CoA 1 1

<
6912 + 4 +27r2H/3 48

2.5.3.2 Seconde méthode

Comme écrit dans le paragraphe précédent la section 2.5.3.1, le professeur G. Tenenbaum a pu
expliciter une valeur possible pour la constante ¢(v) du Théoréme 2.20 et nous allons détailler son
raisonnement.

Théoréme 2.28 (Tenenbaum). Soit f la fonction 2-additive définie par f(27) = 77(j > 0) avec 0 <
v < 1 et F la fonction de répartition de sa loi limite. Alors on a

In2
In(4/7)’

Qr(h) < B0 avec co(y) :=
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Démonstration. Comme observé dans le paragraphe précédant le Théoréme 2.20, la fonction caracté-
ristique limite de f est égale au produit de celles de variables aléatoires indépendantes X,,, n > 0,
suivant une loi de Bernoulli avec P[X,, = 0] = P[X,, = 7"] = . En désignant par Gy la fonction de
répartition du produit de convolution des lois de Xy... Xys pour tout entier M > 0, nous en déduisons
que Qr(h) < Qa,,(h) pour tout h > 0 (ou nous avons utilisé¢ la propriété que la concentration d'un
produit de convolution ne dépasse pas celui de ses facteurs, cf. [44], chapitre 1I1.2).
Nous posons alors M := |In(T)/In(1/7)], de sorte que ¥ > 1/T, et R := 1+ |In(4)/In(1/7)], ce qui
implique v < 1/4.

Nous introduisons maintenant des variables aléatoires Yy,..., Yr_1, définies par

Vo= > X, (0<a<R)
o<n<M
n=a[R)]
et nous désignons par F, la fonction de répartition associée. Ainsi, G est aussi la fonction de répartition
du produit des variables aléatoires Y,, 0 < a < R et donc nous avons Qg,,(h) < QF,(h) pour tout
h>0et0<a<R.
Nous avons alors la décomposition suivante

Yu=1" Y ela) (BB

0<k<M/R

ou les ex(a) € {0,1} sont des variables aléatoires suivant une loi de Bernoulli de probabilité 1/2. Puisque
vf < 1/4, pour chaque a les valeurs des Y, sont lexicographiquement ordonnées. De plus, I’écart entre
les abscisses de deux sauts consécutifs de chaque F, est strictement supérieur & v > h et la hauteur
d’un saut est égale a 271 M/E,

Finalement, nous obtenons

Qr(1/T) < Qp, (1/T) < 2~ (T)/(n(1/n)(+In(4)/n(1/)) — p=co(v),

Corollaire 2.29. Dans le Théoréme 2.20, une valeur admissible pour la constante c(7y) est

() In(1/7)1n(2)

C = .

7T m@/7) n(2/7) + n(2)?

Démonstration. Grace au Théoréme 2.8, nous avons alors (avec les valeurs L = InN/In2 et hy =
In(T'InT)/1In2)

In(1/7) In(1/~) In(1/~)

|F — Fy|| < T7900) 4 Tyln=hr « p=c0) L P+ "R7" N~ w2 (InT) 2

Ainsi en prenant le choix quasi-optimal

In(1/~v)/1n2
T — N 1+In(1/~)/ In2+cq(v) ,

nous obtenons finalement

cog(v) In(1/v)/1n2 In(1/7) In(1/7)

|F — Fy|| < N~ T/m/m2iao® (In N) az = N~¢0)(In N) =z

comme attendu. O



Chapitre 3

Systéme de numération de Cantor !

Nous étudierons dans ce chapitre les systémes de numération de Cantor, qui généralisent le systéme
g-adique vu précémment.

Pour commencer, nous démontrons un critére pour 'existence d’une valeur moyenne de fonctions
@-multiplicatives de module inférieur a 'unité. Méme si ce résultat est généralisé dans Coquet [9], il
est suffisant afin de reprouver d’'une autre maniére le théoréme d’Erdés-Wintner dans ce cadre, déja
démontré dans [3].

Cependant, le principal but de ce chapitre est d’établir une version effective du théoréme d’Erdés-
Wintner lorsque la suite initiale est majorée. Les résultats et leurs preuves sont facilement généralisables
& partir de ceux du cas g-adique. Toutefois, nous remarquons que tout n’est plus aussi simple lorsque le
systéme de Cantor choisi est défini & partir d’une suite non bornée.

3.1 Définitions et résultats a propos des fonctions ()-multiplicatives

Soit (aj) ;- une suite d’entiers vérifiant a; > 2 pour tout j > 0 : on définit alors la suite (qn),>o
par go = 1 et gj4+1 = a;qj, pour tout entier naturel j, d’ott ¢; = aj_1...a1a9 (cette formule est encore
vraie pour j = 0 avec la convention standard selon laquelle un produit vide est égal a 1).

La suite (aj)j>0 est la base d'un systéme de numération appelé systéme de Cantor associé a la suite

Q= (qj)j>0. Chaque entier naturel n y posséde la représentation unique

n=> ejn)g, (0<e(n)<a).
j=0

En particulier, si a; = ¢ est constant pour tout j, on retrouve le systéme de numération g-adique du
Chapitre 2. Le systéme de numération de Cantor est dit a chiffres bornés (constant-like en anglais), si
la suite (a;);-, est majorce.

Nous posons également a := min;>g a;.

Définition 3.1. Une fonction arithmétique f : N — C est dite Q-additive si f(0) = 0 et si elle satisfait
fn) =" flej(n)g;) (n=0).
j=0
Une fonction g : N— R est dite Q-multiplicative si l'on a
gin) =TT 9(ejm)gy) (n>0).
j=0
1. Les résultats obtenus dans ce chapitre font en partie 'objet d’un article [15] en collaboration avec M. Drmota.

99
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Pour toute fonction @Q-additive f réelle et pour tout N > 1, nous désignons par (Fy) la suite de
fonctions de répartition définies sur R par

Fr(z) = 5 [fn < N: f(n) < 2},

Nous avons le résultat suivant, prouvé par Coquet [9] (cf. aussi le théoréme 1 de [3] pour une preuve
ergodique) et généralisant le Théoréme 2.1.

Théoréme 3.2. Soit f une fonction Q-additive par rapport ¢ un systéme de numération de Cantor a
chiffres bornés. Alors f admet une fonction de répartition limite I, si, et seulement si, les deuz séries

(3-1) Z Z quj Z Z qu_]

720 1<d<a3 720 1<d<aj

convergent.
Lorsque ces conditions sont remplies, la fonction caractéristique de F est donnée par le produit
convergent

o =[]~ |1+ 3 explirfldg) | (reR).

L4 a;
§=0 1<d<a,

Afin de prouver ce théoréme, nous allons d’abord démontrer quelques propriétés & propos des fonc-
tions @-multiplicatives & valeurs dans le disque unité. Ces résultats généralisent ceux de l'article |12]
écrit par Delange a propos des fonctions g-multiplicatives de module inférieur & 1.

3.2 Critére pour ’existence d’une valeur moyenne

Soit g une fonction @Q-multiplicative par rapport & un systéme de Cantor telle que |g(n)| < 1 pour
tout n € N. Nous définissons alors quelques notations

gj:= max (1—-TReg(dg)) et wuj:= % Z (9 (dg;) —1).

1<d<a;j—1
J J d<aj

On dit que g possede une valeur moyenne lorsque la suite (¢, ), converge et dans ce cas, on note M(g)
cette limite. Nous notons également £ = Ly la longueur de la décomposition d’un entier N dans une
base de numération de Cantor

L:=max{j >0:¢;(N) # 0}
(avec Ly :=0), qui est 'unique entier naturel tel que

N
1< — <ag.
qc

Finalement, nous définissons la suite (II;), par Il =1 et pour tout k > 1,

Hk:Hf1+Z (dg;) :qlkH 1+ > g(dgy)

o<j<k Y 1<d<a; 0<j<k 1<d<a;

Ici, nous généralisons certains résultats dis a Delange [12]| en utilisant grandement certaines de ses
idées. De plus, ces derniers sont inspirés de ceux de Coquet [10] et s’y référent en général.



3.2. CRITERE POUR L’EXISTENCE D’UNE VALEUR MOYENNE 101

Proposition 3.3. Pour tout k > 0,

Z 9(n) = q .

0<n<qx

Démonstration. 1l suffit de faire une récurrence sur k > 0, puisque nous avons

Sogm= > [ Y gdatm) | =1+ > gda) || S g(m)

0<n<qg 0<d<ar \0<m<qg 1<d<ay, 0<m<qg

O

Nous signalons juste que la proposition précédente reste vraie sans I’hypotheése |g(n)| < 1 pour tout
n € N.

Proposition 3.4. On a, pour tout n > 1

> g(m)

o<m<n

< Y ei(n) gyl

0<j<Ln

Démonstration. Le résultat est direct pour 1 < n < ¢g;. Nous supposons maintenant qu’il est vrai pour
tout entier naturel n < gy, avec N > 0 et nous allons montrer qu’il ’est encore pour gy < n < gn41-
Pour cela, nous utilisons la décomposition n = cqy + b ot ¢ = ey(n) et b = Z;-V:_Ol ej(n)qj, ce qui

implique

d ogm) = Y| D gldav+0) |+ D glegn +0)

o<m<n 0<d<c \0<l<gn 0<l<hb

> gldgn) | | D] 90 ] +glean) | DY a(t)

0<d<c 0<l<qn 0<e<b

Grace 4 la Proposition 3.3 et I’hypothése de récurrence, nous en déduisons

<en(n)an x|+ D 90| < D ei(n)g; ).

0<l<h 0<j<N

> g(m)

o<m<n

Proposition 3.5. Pour tous N >0 eth > 1

My =T <V2 YT — >\ /1-Reg(dg).

N<jen+h Y 1<d<ay

Démonstration. Nous avons l'identité

Onipy1r — Oy = Mg H — {1+ Z (dgj) | =171,
N<j<N+h @ 1<d<ay
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ce qui nous donne grace au Lemme 1.26

1+ ) gldg) | -1

1<d<a;

.

— 41| < .
N<j<N+h 7

UYWAY

DI EED D

; a;
N<j<N+h 1<d<a;

En utilisant le fait que tout nombre complexe |z| <
obtenons pour tout j > 0

Lle Y an)| 1= 2| X g -] <2

a; a;
1<d<a; 1<d<a; 1<d<a

d’otl le résultat annoncé.

Nous introduisons maintenant, pour tout entier N >

IT 9(ei(may)

0<j<N

Proposition 3.6. Sin < gnip+1 avec h =1, on a

g(m) —avmI <V2 30 /1-Reglejn)qy).

N<G<N+h

g(n). Si gny1 <N < gNthi1, OD A

gn)=gn(n) ] 9l a),

N<j<N+h

Démonstration. Sin < qyi1, on a gy(n) =

et donc, en utilisant le Lemme 1.26, nous obtenons

lg(n) —gn(m)| = lgnm)l| T[] 9lej(n)g;) -1

(dqj) | —1f.

1 vérifie inégalité |z — 1|2 <

0, la fonction gn définie par

2 (1 —Rez), nous

1 —Reg(dgj),

N<G<N+h
< D glei(n) gy — 1
N<G<N+h

N<G<N+h

Proposition 3.7. Pour tous entiersn > 1 et N >0, on a

1
- > gn(m) — i

o<m<n

2qN41

<

<V2 Y (1-Regleing).



3.2. CRITERE POUR L’EXISTENCE D’UNE VALEUR MOYENNE 103

Démonstration. Nous remarquons d’abord que, pour tout d > 0, nous avons

~N(dgnt1+m) = g(m)

ot 0 < m < gn41, puisque ej(dgn4+1 +m) = e;(m) pour j < N. Ainsi, pour tout entier £ > 1, nous
obtenons grace & la Proposition 3.3

Z gn(m) =k Z g(m) = kqni1 Iy

0<m<kgn +1 0<m<gn+1

Donc, si n = kqn41, nous avons

gn(m) —IIni1 = 0.
o<m<n

S|

Si maintenant, nous supposons kqyy1 <n < (k+1)gny1, avec k > 1, on a

> gn(m) —nllyp = —(n—kave) Tvii + > gn(m)

o<m<n kgn+1<m<n
et donc

<2(n—kaqni1) <2qn+1

> gn(m) —nllyp

o<m<n

Finalement, I'inégalité & établir est directe si 1 < n < gn41, puisque nous avons toujours

< 2n.

> gn(m) —nlly

o<m<n

Proposition 3.8. Pour tout entier h > 1 et n > qp, on a

2
lon —Tlzy41] < +2v2 > e/,

J
ALN—h+1---QLN—1 Ln—hei<ln

Démonstration. Posons N := Ly —h > 0. Nous avons alors n > qnyp et la Proposition 3.7 nous donne

(3.2) % > gn(m) =Ty <

o<m<n

2 2 2
dN+1 < AN+1

< .
n gN+h AN+1---AN+h—-1

La Proposition 3.5 implique

(3.3) Hnyne1 — O] < V2 Z Z 1 —TReg(dg;) < V2 Z 6}/2.

N<j<N+h @ 1<d<a; N<j<N+h

De plus, puisque n < gn4p41, nous avons grace a la Proposition 3.6

g(m) —gn(m)| < V2 Y \1-Regle;(n)g))

N<G<N+h
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uniformément pour tout 0 < m <n — 1 et donc

% Z g(m)—% Z gn(m) <V2 Z \/I—Reg(ej(n)qj)gﬁ Z 5]1./2,

o<m<n o<m<n N<j<N+h N<j<N+h

Ainsi en combinant (3.2) et (3.3) avec 'inégalité précédente, nous obtenons bien le résultat attendu en
se rappelant que N + h = Ly.
O

Théoréme 3.9. (a) Sila série ) e; converge, alors on a

(3.4) Oon = H —' 1+ Z (dgj) | +o(1) (n— +00).
J<Ln—1 4 1<d<a;

(b) Sila série Y ej/a; diverge, alors @, — 0 et (3.4) est encore vraie.

Démonstration. Le point (a) découle immédiatement de la Proposition 3.8 : en effet, en lui appliquant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons pour tous entiers h > 1 et n > gy,

1/2

2
[on — gy 4] < +2von | > |,

AL n—h+1---QLN—1 Ly—h<ji<Ln

ce qui implique pour tout entier h > 1

. 2
limsup |@, — H f 1+ Z (dgj) gah_l.

n—oo
j<cn—1Y 1<d<a;

Supposons maintenant que la série ) e;/a; diverge. En utilisant 'inégalité

1
<1—— max (1—TRez)

1
— (1 —
'm (Itzt..+zm-) 2m 1<k<m—1

valable pour tout nombre complexe |zx| < 1(k > 1) et pour tout entier 1 < k < m — 1 (prouvée dans
[12]), nous avons pour tout j > 0

1 €j £,
il dg:)| <1——L <e I I
a; Z 9(dqj) 2a, Xp( 2aj>
0<j<ay
Il en résulte que, pour chaque k£ > 1
1 €
(3.5) M| < exp | =5 > =
0<j<k 7

et donc que la suite (IIx) tend vers 0.
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Il nous reste donc & montrer qu’il en est de méme pour la suite (¢,). Nous fixons € > 0 : il existe
alors un entier K > 0 tel que, pour tout & > K, on ait |II;| < e. Pour tout entier n > ¢, nous avons
alors grace a la Proposition 3.4

> g(m)' < Y gmgml+ Y] ej(n)g L]

o<m<n 0<j<k K<j<Ln
< D0 eyl +en.
0<j<k
Nous en déduisons
1
lim sup |— Z g(m)| <,
n—oo |1 0<
sm<n
d’on la convergence de (¢;,) vers 0 et le point (b). O

Remarque 3.10. Nous pouvons compléter le second point du Théoréme 3.9 en ajoutant que, lorsque g
posséde une valeur moyenne M(g) non nulle, nous avons

ZZ<21“<M1<9>1>'

Jj=0

En effet, pour tout k > 1, le produit Iy, est non nul et l'inégalité (3.5) peut se réécrire

j 1
Y Ycom ()
oS5or % | T1|

Par passage a la limite, cette derniére donne le résultat attendu.

Corollaire 3.11. Si la suite (a;) est bornée, alors (3.4) est toujours vraie.

Démonstration. Si la série .- €; converge, alors le point (a) du Théoréme 3.9 nous donne immeédia-
tement le résultat. Si la série ) j>0€j diverge, alors le résultat découle directement du point (b) de ce
méme théoréme. O

Théoréme 3.12. Supposons que la série ) e; converge ou bien que la suite (a;) soit bornée.
1) Si g posséde une valeur moyenne non nulle, alors on a
(i) la convergence de la série

(3.6) Zai Y. (1—g(dg;);

§>0 "7 1<d<a;

(1) 1+ > 1<dea, 9(dgj) # 0 pour tout j = 0.

2) Si la condition (i) précédente est réalisée, alors g posséde une valeur moyenne, donnée par la
formule

(3.7) M(g)=Hi 1+ > g(dgy)

o g
320 1§d<aj
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Ce théoréme est moins général qu’un résultat prouvé par Coquet [9] (¢f. Théoréme 3.15).

Démonstration. Nous commencons d’abord par une petite observation : sous les hypothéses du théoréme,
le produit infini (3.7) est convergent ou non en méme temps que la série (3.6). En effet, nous avons grace
a 'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout entier j > 0

2
1 a; — 1
wil* < | D loldgy) =11 | <= D7 gldgy) — 1
J

a 7
1<d<a; J o 1<d<ay

1 2
< 2(1—) €j,
aj

ot nous avons également utilisé 'inégalité |z — 1|2 < 2 (1 — Re z) valable pour tout nombre complexe
|z| < 1.
Si la série Y ¢; est convergente, alors > (1 — 1/a;)? &; est également et 3 |u;|* aussi. Le produit
infini (3.7) est ainsi convergent ou non en méme temps que la série (3.6), car nous avons ’égalité
Zl<d<aj (1 —g(dg;)) = —a; u; par définition.

Si la suite (aj;) est bornée, alors le point (b) du Théoréme 3.9 permet d’en déduire la convergence
de la série des ¢; et donc celle de Y |u;|* comme précédemment.

Si g posséde une valeur moyenne M (g) non nulle, le Théoréme 3.9 implique que les facteurs du
produit infini (3.7) sont tous non nuls et est convergent avec pour valeur M(g). Grace a la remarque
faite au précédent paragraphe, le point 1) du Théoréme 3.12 découle immédiatement de I’hypothése de
convergence de la série ) g;.

En outre, si la suite (a;) est majorée, 'observation précédente et le Corollaire 3.11 impliquent également
le premier point du théoréme.

Nous allons maintenant prouver le point 2. Si la série ) ¢; converge, nous pouvons alors appliquer
le premier résultat du Théoréme 3.9 qui montre que le produit infini (3.7) a tous ses facteurs non nuls et
est convergent avec pour valeur M (g). Grace a I'observation du premier paragraphe, nous en déduisons
que la série (3.6) est convergente.

Si la suite (aj;) est bornée, alors en remarquant que pour chaque j > 0, nous avons

Re(—aj;u;) = Z (1 —Reg(dqj)) = ¢,

1<d<aj

nous en déduisons que la condition (i) implique la convergence de la série ) €, et nous pouvons conclure
comme précédemment.

O

3.3 Théoréme d’Erdés-Wintner pour les systémes de Cantor a chiffres
bornés

Dans [9], Coquet prouve un théoréme d’Erdds-Wintner dans le cadre de fonctions Q-additives quand
la suite (aj) est bornée.

Théoréme 3.13. Soit f une fonction Q-additive a valeurs réelles par rapport & un systéme numération
de Cantor o chiffres bornées. La fonction f posséde une fonction de répartition F si, et seulement si,
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les deur séries suivantes convergent
(3.8) S Y ) e o 3 S
7=0 aj 1<d<a; 7=0 aj 1<d<a;

Lorsque les conditions sont remplies, la fonction caractéristique est donnée par le produit convergent

(3.9) e =[[= 3 @ | rer).

G
720 O<d<aj

Nous pourrions démontrer ce théoréme comme ’avait fait Delange dans le cas ¢g-adique avec 1’aide
du Théoréme 3.12, mais nous allons plutot prouver ce résultat de la méme maniére que dans le chapitre
précédent, puisque nous utiliserons les idées de la démonstration dans celle de la version effective. Nous
signalons également que Barat et Grabner [3] ont rédigé une autre preuve d’un point de vue ergodique
dans laquelle ils évitent ['utilisation de résultats appartenant & 'analyse de Fourier.

Démonstration. L’élément principal de la preuve est a nouveau le critére de Lévy (¢f. Théoréme 1.11).
Supposons que les deux séries (2.1) convergent et montrons qu’il existe une fonction ¢ continue en 0
telle que, pour tout 7 € R fixé,

1 -
(3.10) lim = > e = (7).

N—o0
n<N

Gréace a la Proposition 3.3, nous avons l'identité

00y (7) = — Z mie) = i S ) | (1> 0),

Ln<ar 0<j<L \ Y 0<d<a;
ce qui implique que la fonction caractéristique limite doit étre
1 4
1) = =+ it f(dgj)
ot) =11 . Y e
j}O 0<d<aj
Nous posons maintenant
Z f(dg;) et mQJ = Z f( dq]
Y 1<d<a, Y 1<d<a;

Grice a lestimation exp(iu) = 1 + iu + O(u?) pour tout réel u et a linégalité |m;| < [mz;;| pour tout
entier 7 > 0, nous avons

1 . _ __
log | — Z e/ (dg;) = log (1 +itmj + O (7‘2m2;j2)>
@ 0<d<ay

= itm; + 0O (72 (T/)”T]Q —&-@2))
= iri; + 0 (T2mz?).

en supposant que j est suffisamment grand (dépendant de ¢). Puisque les deux séries (3.8) convergent,
la suite (g4, )1, converge simplement dans R (i.e. point par point) et donc sa limite est exactement ¢. Il
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reste & montrer que la convergence ¢, (t) = ¢(t) implique (3.10), qui est immédiat grace au Théoréme
3.12. La fonction ¢ est alors continue en 0 grace au lemme 6 de [12] (nous montrerons également plus
tard que nous avons en réalité ¢(7) =1+ O (|7]) pour tout 7 € R).

Réciproquement, supposons que f admet une loi limite : d’aprés le critére de Lévy, cela implique
'existence d’une fonction ¢ continue en 0 vérifiant (3.10). Il existe donc un réel T' > 0 tel que |p(7)] = 1/2
pour tout |7] < 7. En utilisant inégalité 1 — cos(z) > 8 ||z/(2n)||*, nous obtenons pour tout j > 0

2

S @) < 2o Y qu
0<d<a; 1<d<a;
et donc
(d 8 7 f(dg;) 2
Loy | cop (-5 ¥ |
J 0<d<a; aj 1<d<a;
Pour tout |7| < T, nous avons donc I'encadrement
1 1 8 7 f(dg
I S DR BT E o ol ]
0 Y 0<d<a; 45 5>0 <a;j
Nous en déduisons
(3.12) >y 7/ (dg;) <<1 (J7] < T)

7=0 1<d<a

et donc la suite (||7f(dg;)/(2m)[);50 (1 < d < aj — 1) converge vers 0 pour tout |7| < T De plus, cela

implique aussi que la suite (f(dg; )]20 tend vers 0 grace au Lemme 2.3. A1n81, nous pouvons choisir un

réel 0 < |19| < T tel que |19 f(dg;)| < 7 pour tous les entiers 1 < d < a; — 1 et j > 0. Grace a (3.12),

nous en déduisons que la série
> Ly (mhay

§>0 aj 1<d<a;

est bornée et est donc convergente. Puisque 79 > 0, nous obtenons également la convergence de la série

Z > f(dgy)?

§=0 aj 1<d<a;

En utilisant le fait que la suite (yq, ), converge simplement vers ¢ et en composant par la fonction
logarithme comme précédemment, nous en concluons que la série

Zmaq—Z Z f(dg;)

>0 =0 aj 1<d<a,

converge également.

O

Maintenant que nous avons prouvé ce théoréme, la question naturelle est de savoir si nous pouvons
déterminer la nature de la loi limite comme dans le cas classique (c¢f. Section 1.3.1 et Théoréme 1.14).
La proposition 3 de [3] répond complétement & cette question et donne méme une condition nécessaire
et suffisante pour des systémes de Cantor généraux.
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Soit F' la fonction de répartition de la loi limite de la fonction Q-additive f. Alors cette loi est égale
au produit de convolution infini

* Fka
k>0

ou Fj, est la fonction de répartition atomique donnée par

(3.13) Fk(z):i > 1 (z€R).

a
k O<d<ak

f(dgr)<=

Proposition 3.14. Soit QQ un systéme de numération de Cantor et f une fonction Q-additive vérifiant
les hypothéses du Théoréme 3.13. Alors la loi limite est pure.

En outre, si Q est a chiffres bornés, alors la loi limite de f est atomique si, et seulement si, il existe un
entier J > 0 tel que f(dg;) =0 pour tout j > J et 1 < d < aj;.

Comme dans le cas de la Proposition 2.4, la démonstration de ce résultat découle en grande partie
du Théoréme 1.12 et s’inspire de la preuve de la proposition 3 de [3].

Démonstration. La loi limite est égale au produit de convolution infini 3 Fj ot F}, est la fonction
de répartition donnée par (3.13).
Ainsi, d’aprés le Théoréeme 1.12, la loi limite est pure et elle est discréte si, et seulement si,

(3.14) ViZz0,8#0 et Y (1-s5) < o0
J

Pour toute la suite de la preuve, nous nous placons sous I’hypothése que Q) est & chiffres bornés et nous
désignons par A le maximum de la suite (ay). Si nous supposons qu’il existe un entier J > 0 tel que
f(dgj) = 0 pour tous j > J, 1 < d < aj, alors s; = 1 pour tout j > J et (2.7) est immédiatement
vérifiée.

Réciproquement, supposons que (3.14) est vraie. Puisque cette condition implique la convergence de
la suite (s;) vers 1, il existe un entier naturel J tel que 1 —s; < 1/(2A) pour tout entier j > J. Nous en
déduisons donc l'égalité s; = 1(j > J). Ainsi, les fonctions de répartition F}, pour tout entier j > J,
sont toutes des fonctions sauts en 0 (on rappelle que f(0) = 0) et donc on a bien f(dg;) = 0 pour tous
j=J,1<d< Q.

O

3.4 A propos des systémes de Cantor a chiffres non-bornés

Le fait que la suite (a;) soit bornée est important, puisque, dans le cas contraire, nous pouvons
construire une fonction Q-additive f telle que la convergence des deux séries (3.8) tienne mais que f ne
posséde pas de loi limite (nous allons reformuler 'exemple 1 de [3]).

En effet, soit @ un systéme de numeération de Cantor a chiffres non bornés. Puisque la suite (a;)p
n’est pas majorée, il existe une sous-suite (a,(;)); telle que le produit infini [[(1—1/a4(;)) converge, avec
[1;50(1 —1/as(j)) = 1/2. Nous définissons alors une fonction Q-additive par f(gy(;)) =1 et f(egm) =0
sinon : f est ainsi a valeurs entiéres. On remarque alors que les deux séries (3.1) convergent.

Par ’absurde, supposons maintenant que f admet une loi limite : alors la limite de la suite des %#{n <
N : f(n) = 1} existe.
En prenant N = do(s) POUr un certain entier J, f(n) =1 pour n < o (J) S1 précisément un seul chiffre
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de n correspondant a un certain o(j) (j < J) est égal & 1 et si ses autres chiffres correspondant aux
o(l) (I < J,1 # j) sont nulles (les chiffres restant étant arbitraires). Ainsi,

1 1
<o fm=1) = S I (1-.2)
(< J 4]

Qo () Py t) 0

1 1 1 \!
= (o) S ()
o<J o)/ <y o) o(5)

qui converge vers [[(1 —1/as ) - >21/(as@;) — 1). Cependant, nous avons
#{n < 245(s) : f(n) =1} =#H{n < go(y) : [(n) = 1} + #{n < go(yy : f(n) =0}

puisque nous avons distingué entre n < gy(j) et ¢o(y) < 1 < 2¢,(y). Le premier cas est le méme que
précédemment, mais dans le second cas, nous avons déja un chiffre valant 1 et donc tous les autres
correspondant & une valeur de la suite (o(n)) doivent étre nuls. Ainsi, nous obtenons

> 1+Y ——

j<J Qo (j

#{n <2¢,): f(n) =1} = 5 H (

2951 €<J

_ H(

€<J

Puisque nous avons supposé qu'une loi limite existe, ces deux limites doivent coincider. Toutefois,
cela impliquerait que Zpo 1/(aq(jy — 1) = 1, ce que nous pouvons éviter.

En conclusion, nous venons de prouver que dans un systéme de numération de Cantor & chiffres non-
bornés, la convergence des deux séries (3.8) n’implique pas nécessairement l'existence d’une loi limite :
il faut donc des hypothéses supplémentaires.

Coquet [9] prouva un résultat a propos de la valeur moyenne pour les fonctions @Q-multiplicatives de
module < 1 lorsque (a;);>1 est non bornée, ressemblant au Théoreme 3.12, 'amenant & démontrer un
théoréme d’Erdés-Wintner partiel.

Proposition 3.15 (Coquet [9]). Soit g une fonction Q-multiplicative avec |g| < 1
1) Si g posséde une valeur moyenne non nulle et si

Z D (1= Ref(dgy)) <
7=0 @ 0<d<a;

alors on a
(i) la convergence de la série

Yo Y (-gle)
j=0 aj 1<d<a;
(i) 1+ > 1<aca, 9(dg;) # 0 pour tout j = 0.
2) Si maxicp<a 1 (k%s—l > o<a<k (1 —Reg (dqj))> — 0(j — o0) et si la condition (1) précédente est

réalisée, alors g posséde une valeur moyenne, donnée par la formule

M(g)zl_[* L+ ) g(dg)

>0 aj 1<d<a;
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Ce résultat donna a Coquet une condition suffisante quand la suite (a;);>1 n’est pas bornée.

Proposition 3.16 (Coquet [9]). Soit f une fonction Q-additive 4 valeurs réelles. On pose, pour tout
i>0etde{l,....j}

. _ [ f(dg;) si [f(dgj)| <1,
f(dqf')_{ TR |f(dqj-)\>1,

et
2

1
- *(da
fi 1<£2%);—1 k+1 Og;k‘f (dg;)

Si Bj — 0 et les séries

SN fUg) w Y S )

320 7 1<d<a;y 7=0 7 1<d<a;

convergent, alors [ posséde une loi limite et sa fonction caractéristique est donnée par le produit
convergent

Hi 1+ > exp(irf(dg)) | (r€R),

a
; J .
7=0 1<d<a;

Nous avons déja mentionné que Barat et Grabner [3| ont prouvé le Théoréme 3.13 a l'aide de
méthodes ergodiques. En fait, ils font le lien avec une propriété de convergence d’une série » . f,(z) qui
est définie sur les entiers Q-adiques x € Zg = liin 7./ qnZ. Cependant, dans le cas de chiffres non-bornés,

ils observent (avec I'aide du contre-exemple cité ci-dessus) que cette relation n’est plus une équivalence.
11 reste alors un probléme ouvert que de formuler un théoréme d’Erdés-Wintner pour des systémes de
Cantor a chiffres non-bornés.

3.5 Version effective dans le cas discret

Proposition 3.17. Soit Q un systéme de Cantor & chiffres bornés et f une fonction Q-additive possédant
une loi limite discréte. Alors on a la majoration (optimale)

1
Démonstration. Nous raisonnons exactement comme dans le cas ¢g-adique. Nous savons que la loi limite

est discréte si, et seulement si, il existe un entier J € N tel que f(dg;) = 0 pour tout j > J et pour
d € {l,...,a; — 1}. Cette hypothése implique que f est gj-périodique et la Proposition 2.7 permet de

conclure immeédiatement.
O
3.6 Version effective dans le cas continu

Pour toute fonction Q-additive f & valeurs réelles dans un systéme de numération de Cantor a
chiffres bornés et pour chaque nombre réel 7, nous définissons la fonction g-multiplicative g, par

gr(n) =™ (n e N).
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Parallélement aux définitions introduites dans le cas ¢g-adique, nous désignons par Ly la longueur de la
décomposition de 'entier naturel IV, autrement dit I'unique entier naturel £ vérifiant

<N < gy

De plus, nous posons

M,N = Z > fldgy), iy = Z > 1)l man = Z > fdgy)?

i>Ln @ 1<d<a; I>LN aj 1<d<a; i>LNn aj 1<d<a;

Puisque f vérifie les hypothéses du Théoreme 3.13, les restes 1 v et 1o v tendent vers 0, mais en général
g, N = OO

Par ailleurs, nous désignons toujours par Qp la fonction de concentration d’une fonction de répar-
tition F (¢f. Section 1.3.2 pour plus de précisions).

De plus, nous désignons par a le minimum de la suite (a,,) et pour tous 7 € R, T' > 1 et tout entier
N > 1 nous définissons le réel hy :=In (T InT) /Ina, ainsi que les deux sommes

D= Y LS ) e =8 Y Y
.7

a
Ly—h<j<Ly 7 1<d<a; <Ly 1<d<ay

7 f(dg) ||?

2T

Théoréme 3.18. Soit Q) un systéeme de numération de Cantor a chiffres bornés et soit f une fonction
Q-additive réelle telle que les deuz séries (3.8) convergent et que l'on ait f(dq;) # 0 pour une infinité
de valeurs du couple (d,j) (7 = 0,0 < d < a;). Pour tout nombre réel T > 1 vérifiant hy < Ly, on a

T

(3.15) |F — Fylloo < QF (;) +Ten(T) +/

1
min ( | moN| + T ne N) —¥n(7T) g7,
T 1+7

ot la constante implicite dépend du mazimum de la suite (a;).
De plus, si la premiére série de (3.8) est absolument convergente, alors l’expression |m |+ 7 n2,n peut
étre remplacé par niN, qui donne une meilleure majoration, par exemple quand f est positive.

Remarque. Dans les hypothéses du le théoréme précédent, nous avons

272 Z f(alqj)2
a?
(dvj)ESC(T)’jgﬁN J

ow l'on a posé Sc(1) :={(d,j) € {1,...,a; — 1} x N:|f(dg;)| < «/|7|} (T > 0).
Comme dans le cas g-adique, nous pouvons obtenir ici facilement une majoration pour Qp.

Proposition 3.19. Soit Q un systéme de numération de Cantor & chiffres bornés et soit f une fonction
Q-additive réelle admettant une loi limite, dont la fonction de répartition limite est donnée F. On a
alors

1 1 T 1 T 2 2 d 2
QF <T> < T /0 e_"Z’N(T) d'T < T /0 exp —TZ Z f( ZJ) dT (T > 0)

a’”

Cette majoration est immédiate en utilisant les notations du Théoréme 3.18 et en combinant ’esti-
mation (1.9) avec la majoration issue de 3.11.
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Similairement au chapitre précédent, il est aussi intéressant d’avoir des versions effectives plus simples
et qui réferent explicitement aux deux séries apparaissant dans le théoréme d’Erdés-Wintner 3.13 (les
preuves sont similaires a celles du chapitre précédent). Nous introduisons alors deux nouveaux restes
En utilisant les mémes notations que précédemment, pour tout entier naturel N et tout réel T'

nT,N(T) = Z Z dQJ et 772,N<T) = Z Z f dQJ

i>Lyn—hr ‘] 1<d<a] i>Lyn—hr ‘7 1<d<a]

Corollaire 3.20. Soit QQ un systéme de numération de Cantor a chiffres bornés et soit f une fonction
Q-additive réelle telle que les deus séries (0.6) convergent et que Uon ait f(dq;) # 0 pour une infinité
de valeurs du couple (d,j) (7 20,0 < d < aj). Pour tout nombre réel T > 1 vérifiant hy < Ly, on a

1
[F' = Fnll < QF <T

) L Ten(T)+T |mwl + T my,

ot la constante implicite dépend du mazimum de la suite (ay). De plus, si la premiére série de (0.6) est
absolument convergente, alors les trois derniers termes précédents peuvent étre remplacés par la quantité

TUT,N(T)-
En particulier, on obtient

1
IF = Fyll < Qr (T) T Il + Ty /o (T) I T,

ot la constante implicite dépend toujours du mazimum de la suite (ay,).

Remarque 3.21. En général, il suffit d’inverser la fonction croissante q; pour obtenir une expression
de la longueur Ly, grice a l'inégalité gz, < N < qry+1-

Nous signalons également que si la suite (a;) est majorée par un réel A, alors nous avons l'encadrement
InN/InA—-1< Ly <InN/lna.

Nous pouvons maintenant prouver le Théoréme 3.18.

Démonstration. Nous appliquons a nouveau l'inégalité de Berry-Esseen. Nous posons
1
N Z g-(n)
n<N

Grace a la Proposition 3.3, nous avons l'identité
1
oo (m)= I[ — |1+ D 9:(dgj) | (k>0
0<j<k 7 1<d<a;

Nous voulons utiliser 'estimation ¢n(7) = 1+ O(7) (uniformément quand N — oo) et pour prouver
cette relation, avec la notation introduite dans la preuve du Théoréme 3.13, nous posons

Sy et DAN)i= > (mn” ).

0<j<LnN 0<i<Ln

Nous allons utiliser un résultat prouvé dans [37] et qui est un analogue de I'inégalité de Turdn-Kubilius.
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Théoréme 3.22. Soit f une fonction Q-additive réelle pour un systéme de numération de Cantor
(quelcongue). On a alors

5 3 () — M(N))? < 2D*(N).

n<N

Ainsi, pour établir que pn(7) = 1 4+ O(7) (uniformément quand N — o0), nous partons de sa
définition et en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

1/2
pn(r) -1 < |7 &(Z(f(n)—M(N)V) +|M(N)| | < 7],
n<N

ot la derniére majoration vient du fait que f vérifie les hypothéses du Théoréme 2.1 et donc que (D (N)) 5
et (M(N)), convergent. En faisant tendre N vers I'infini, nous avons alors aussi ¢(7) = 1+ O(7), ce
qui implique pour tout 7 € R

<1
-

Nous utiliserons cette estimation pour des petites valeurs de |7].

Nous évaluons maintenant la différence ¢ (7) — (1) lorsque |7| n’est pas trop proche de 0 en
utilisant 'inégalité
(3.17) [on () = (1) < | (7) = Gayn (D] + [$ac, (1) = (7))

Nous utiliserons parfois la notation £ := Ly afin de raccourcir les formules. Pour majorer le premier
terme, nous utilisons la Proposition 3.8 et le fait que (a;) soit majorée (par exemple par un réel A), ce
qui implique pour tout entier h > 1 et n > qp

N~ Payn ()| < : +2v2 Y max /1 cos(rf (dgy))

ALy —htl - OLy—1 CnTiern 1<d<a;—1
(3.18) <4 a—lh +|7len(T).
Pour majorer le dernier terme de (3.17), nous utilisons la majoration suivante
(3.19) "PQLNH (7)) <e 0,
qui se prouve de la méme maniére que (2.17) et ce qui nous donne

[Py 0 = ] |1 000z, 10 (7)

e~ VN ()
7| |7

De plus, pour majorer la quantité ‘1 —@(7)/Yqp., (T)], nous avons deux possibilités. D'une part, comme

dans le cas ¢g-adique, nous avons

(3.20)

Gayss (1) = @(0)]  gmumte)
< .
i T+
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D’autre part, nous pouvons aussi évaluer directement ¢4, (7). En effet, nous savons que ce produit
infini converge dans C*, donc en reprenant les notations de la preuve du Théoréme 3.13 et en reportant
les évaluations e™ = 1+ ju+ O(u?) avec u € R et 1+ z = exp (z + O(2?)) pour |z| < 1/2, nous avons

D) _ Hai > g-(dgy)

QOQLle (T) i>L J 0<d<(l]‘

= H (1 +itm; + O (7‘2@2))

J>L

= exp (iT m,N + O (7'2 772,1\7))

= exp (O (lrmn|+72pN)) (T €R).

Puisque le membre de gauche est majoré en module par 1, nous avons alors l'estimation, pour tout

7| <T

(3.21) "P(T) - 1‘
(10(112+1(T)

En combinant (3.19), (3.20) et (3.21), nous obtenons finalement

< ||+ TN

‘(p‘IC+1(T) - SO(T)‘
|7

En reportant (3.18) et la majoration précédente dans (3.17), nous obtenons pour tout 7 # 0

< min ( Im.n |+ |7 772,N> e ¥N ()

1
1+ 7|’

T) — (T 1 .
(3.22) len(m) = el ., —— +en(T) + min
7] 7] a

Comme dans le cas g-adique, en séparant I'intégrale, qui apparait dans l'inégalité de Berry-Esseen
et notée I, au niveau 1/7 et en utilisant (3.16) pour |7| < 1/T, puis (3.22) pour 1/T < |7| < T, on a
alors, pour tous h > 1 et N > ¢"

1
_ + |7 e*TZ’N(T)'

~ 1 lIlT T . 1 — (T)
IT<4QF | = +W+T€N(T)+ min | ——, |m |+ 72N ) e PN T dr
u

T 1+7
En choisissant h = In (T InT) /Ina, de maniére & ce que InT/a" < 1/T, nous obtenons le résultat
annonceé.
En outre, si la premiére série de (3.8) est absolument convergente, alors la preuve reste la méme
hormis l'estimation (3.21), puisque nous écrivons, pour 0 < |7| < T,

’%0(7)_1‘: T (1+ X ortday)| -1

SO‘IIH»I (T) i>L aj 1<d<aj

et en utilisant 'inégalité |¢™ — 1| < |u|(u € R) et le Lemme 1.26, nous obtenons bien

[T {1+ X otdg)) —1) <35 S lexnlirf(da) — 1| < Irlni (7).

a
j>L 7 1<d<a; i>L 7 0<d<a,
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3.7 Exemple

La fonction @-additive

= er(n)
v(n) = b

qk+41

définit la suite de van der Corput pour un systéme de numération de Cantor. Cette fonction additive
vérifie ’hypothése du théoreme d’Erdés-Wintner et puisque v(dg;) = dqj_jl, nous avons, pour tout 7 € R

(r) = Hal] 1+ > exp(ml>

330 1<d<a; 4j+1
- 11 P (% B 2;]':1) sin (7/2¢;)
aj sin (7/2gj+1)

j=0

2¢; sin (7/2q;
— % H q; S?n (T/ QJ)
isg 245+1 sin (7/2qj11)
i sin (1/2)
T/2

T —1

T

)

ol le dernier produit infini est télescopique. Ainsi, nous voyons que F' est absolument continue, puisque
del? (R) grace a la Proposition 2.16. Comme dans le cas g-adique et grace a I’expression de la fonction
caractéristique limite, la distribution de cette suite est uniforme sur [0, 1] et, plus généralement, nous

savons que

InN
1 = Ffloe < =5

On peut trouver des résultats plus généraux et plus spécifiques dans [23] par exemple.

Maintenant, supposons que la suite (a;); est bornée pour appliquer le Théoréme 3.18. En utilisant
la Remarque 3.21, nous avons

1 — 1
T]T,N =35 4 = < afﬁ < N~ Ina/In A
2 J>L qj+1 2qr4+1
et
1 a 1 1 1 1 1 ah
en(T) = = a:< B >x - |
2 E—;gﬁ qj+1 2 qdL—h+1 qr+1 qrL—h+1 Nlna/ln A

En remarquant que a” =< T In T, puis en prenant le choix quasi-optimal 7' = N™@/GIn4) naus obtenons
finalement
1 T?WnT In N

||F_FNHoo < T—i_ Nlna/In A < Nlna/(3InA)~




Chapitre 4

Systéme de numération de Zeckendorf!

Nous voulons énoncer le théoréme d’Erdés-Wintner pour des systémes de numération plus géné-
raux, par exemple le systéme de Zeckendorf. Nous donnerons d’abord une caractérisation compléte de
lexistence d’une loi limite (jusqu’a présent, seule une condition suffisante était connue dans [2]). Nous
établirons ensuite une version quantitative sous des hypothéses plus générales.

4.1 Deéfinitions et théoréme d’Erdds-Wintner

Comme rappelé dans [2], chaque suite strictement croissante d’entiers positifs (Gg)ren avec Gp = 1
donne lieu & une représentation pour tout n € N qui peuvent étre écrits sous la forme

K
G
n= Zek(n)Gk avec Vk:0<ex(n) < Gk;rl
k=0

La condition supplémentaire
(4.1) Vk, eo(n)Go + ...+ ek(n)Gk < Gi41

rend cette représentation unique. Les chiffres e peuvent étre calculés par I'algorithme glouton (greedy
algorithm en anglais), dont nous rappelons le principe (cf. [38]) : si ex(n) est déja défini pour tout k < K,
alors on définit ex(n) comme étant le plus grand entier dans {0,1,...,Gx11/Gx — 1} satisfaisant

K
Z ex(n)Gr < n.
k=0

La principale différence entre cette notion générale d’expression numérique et le cas de g-adique, présenté
dans le deuxiéme chapitre, est la dépendance entre les chiffres donnés par (4.1).

Un probléme qui se pose est de généraliser les résultats de distribution aux systémes de numération
(Gk)ken, o cette suite Gy, satisfait Gy = 1 et une récurrence linéaire

G =c1Gr—1 +c2Gra+ ... +cgGr_q, k=4,

et
Gr=c1Gr 1+ G o+ ...+ Gy, 1<k<d

1. Les résultats obtenus dans ce chapitre font objet d’un article [15] en collaboration avec M. Drmota.

117
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avec des entiers positifs c¢;.
Si nous supposons que les coefficients satisfont les relations

(¢j,Cjg1s---5ca) < (c1,62,. .. ¢ca—j41), 2<j<d,

(ou < désigne 'ordre lexicographique), alors chaque entier naturel n posséde une unique représentation
G-adique

n= Z ej(n)G;

Jj=0

avec des chiffres e;j(n) > 0 si, et seulement si,
(ej(n), ej,l(n), ceey ej_d+1(n)) < (Cl, C2,y. .., Cd), j > 0.
Cela montre que les chiffres ne sont pas indépendants.

Maintenant, en prenant d = 2 et ¢; = co = 1, nous obtenons le systéme de Zeckendorf qui est basé
sur les nombres de Fibonacci (Fp), : Fo =0, F1 =1, Fhy =1, F3 =2, Fy = 3, F5 =5, etc.

Chaque entier naturel n peut étre représenté de maniére unique comme la somme d’un ou plusieurs
nombres de Fibonacci distincts de telle sorte que la somme ne comprenne pas deux nombres de Fibonacci
consécutifs. Plus précisément, si n est un entier naturel quelconque, il existe également des entiers
naturels ej(n) € {0,1} tels que

(4.2) n = ej(n)Fj.
Jj=2

De plus, si ej(n) ej+1(n) = 0 pour tout j > 2, la représentation est unique. Cette derniére est optimale
dans le sens ou le nombre de nombres de Fibonacci, composant la représentation d’un entier comme
somme de tels nombres, est minimale. Nous obtenons alors ces chiffres grace a I’algorithme glouton, qui
prend une forme plus simple ici. On cherche le plus grand nombre de Fibonacci, noté par exemple Fj,
tel que n — F; > 0 : si I'inégalité précédente est une égalité, alors ’algorithme est terminé, sinon on
recommence le procédé avec l'entier n — Fj au lieu de n. Au final, il reste & sommer les différents F
obtenus afin d’obtenir la décomposition.

En outre, la formule de Binet-de Moivre permet d’expliciter les nombres de Fibonacci

(Pn + (_1)n+1 Sp—n
V5

ott ¢ := (14 +/5)/2 désigne le nombre d’or, qui satisfait 1’équation p? = 1 + ¢. Nous noterons % le
nombre d’or conjugué, qui est 'autre nombre réel satisfaisant I’équation @2 = 1 + 3.

F, =

(n e N)

Définition 4.1. Une fonction f : N+ C est dite Z-additive si

fn) =Y f(ej(n)Fy)

Jj=2

et une fonction g : N— C est dite Z-multiplicative si

g(n) =T 9(e;(m) ).

Jj=2
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Pour toute fonction Z-additive f, la suite de fonctions de répartition (Fi) est a nouveau définie sur
R par

Fu(z) = % fn<N:fn) <z} (N>1,z€cR)

Le premier but de ce chapitre est de prouver ’analogue au théoréme d’Erdés-Wintner dans le cadre
d’un systéme de numération de Zeckendorf. Toutefois, nous allons devoir introduire quelques notations
avant d’énoncer ce résultat.

Pour tout nombre réel 7, nous définissons une fonction Z-multiplicative par

gr(n) := eif (1) (n €N),

ainsi que la suite 7, = 7,(7) := ¢- (F,,) — 1 pour n € N et 7 € R. Nous définissons alors la condition
suivante, pour tout nombre réel 7 € R

(4.3) Img =mo (1) = 1, Vn = my, |n.(7)] < 2¢ — 3.
Ainsi, pour tout 7 € R, nous désignons l'entier naturel ny(7) = ng > 0 par

(4.4) e - { mo si (4.3) est vraie,
. 0=

1  sinon.
Sous (4.4), pour tout nombre réel 7 nous définissons la suite (e,,), € C par
€051, ---,Eng—1 € C,
Eng = 0,
Ent1 = Ent1(T) = w, n = ng.

@Y +en
Nous définissons également, pour tout L € Net 7 € R
Hp =Hp(r) := Z gr(n).
n<kFp,

Théoréme 4.2. Soit f une fonction Z-additive & valeurs réelles. Pour tout 7 € R et pour tout L >
no(7), nous avons l'identité

_ _ L 7 L
(4 5) ﬂ — (Hno B @Hnofl) SOL notl H <1 4 66) + (90 Hnofl - Hno) QDL notl H <1 + 5€>
L V5 t=no+1 ¥ V5 Fy t=no+1 ¥

ot ng est donné par (4.4) (et o nous avons omis la dépendance en T de ng et des suites (Hy,) et (e,)).
Ainsi, [ posséde une loi limite, si, et seulement si, les deux séries suivantes convergent

(4.6) S FF) et > F(F)

n>=2 n=2

Quand les conditions sont réalisées, la fonction caractéristique de la lot limite est donnée par le produit
convergent

(4.7) 3(r) = HrolT) — P Hnon ﬁ (1 + W) (T €R).

no—1
90 f=no+1 SO
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L’introduction de lentier ng = no(7) permet d’assurer que €,(7) # — pour tout entier n > ng
et tout réel 7 : nous prouverons cela au Lemme 4.5. De plus, nous pouvons simplifier 'expression du
produit (4.7) quand 7 est assez petit.

Proposition 4.3. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2 et si f admet une loi limite, alors il existe un
nombre réel o > 0 tel que

(1) = E <1 + 56((;)> (I7] < o).

Démonstration. Puisque f admet une loi limite, nous avons la convergence f (F,) — 0 et donc pour
tout nombre réel 6 > 0, il existe un entier N(J) € N, tel que pour tout n > N(9), |f (Fr—1)| < 9.
Nous fixons alors €9 > 0 et nous définissons le réel o = o (g9) > 0 par

o (g0) := 23 :
max(so, max |f(Fj—1))

2<j<N(eo)
Pour tout entier n > N(0) et tout réel |7| < o, nous avons

20 -3
4]

[ (T)] = X6=2¢p—3.

GiTI(Fu) 1( <l 1f (Fo)l <

Sinon, pour tout entier 1 < n < N(§) et |7| < o, nous obtenons

20 —3
n (T)| < |7 fF (Fn)| < X )l <2¢-3.
i () < 171 (B)| € o Esy < 1 ()| < 26
1<j<N(6)

Ainsi, nous avons montré
Vir| <o, Vn =2, n, (1) <2¢ —3,

ce qui implique que (4.3) est vraie pour tout |7| < o avec mg = 1 et donc nous pouvons prendre ng = 1.
En reportant cette valeur de ng dans (4.7), nous obtenons I'expression attendue.
O

Comme dans les autres systémes de numération, nous pouvons nous poser des questions & propos de
la nature de la loi limite. Malheureusement, nous n’avons pas trouver de théoréme répondant entiérement
a cette question, mais un résultat partiel est donné par la proposition 11 de [3], que nous appliquons au
systéme de Zeckendorf.

Proposition 4.4. Soit f une fonction Z-additive admettant une loi limite. Cette derniére est alors
atomique si, et seulement si, il existe un entier N > 2 tel qu’on ait f (F,) = 0 pour tout entier n > N.

Apres ces quelques remarques, nous pouvons commencer & démontrer les différents résultats qui nous
seront utiles dans la démonstration du Théoréme 4.2. Nous faisons remarquer au lecteur que nous ne
ferons plus apparaitre la dépendance en 7 afin de simplifier les différentes notations et formules.

Un des arguments clés est I’étude de la suite de fonctions (g,),, et en particulier I’équivalence

(Zf(Fn) converge & Zf(Fn)Q <oo> = (Z e, converge & Z len)? <oo>.

n=2 n>2 n=ng nz=ng

Nous commengons par prouver une premiére propriété & propos des suites (g,,),, et (1,),,-
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Lemme 4.5. La suite (g,),, est bien définie. En outre, les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) la suite (e,),, tend vers 0;

(13) la suite (ny),, tend vers 0.
Afin de prouver 'implication (i7) = (4), nous avons besoin d’un autre lemme.

Lemme 4.6. Soient (a;);-4 €t (bn),>0 € RN deur suites telles que a, > 0 pour tout entier n = 0 et
(bp),, converge vers 0. S’il existe L € [0, 1] tel que aj11 < L an+b, pour tout n > 0, alors (ay), converge
aussi vers 0.

Démonstration. Nous posons @, := L™ a,, pour tout n € N. Alors, en replagant dans I’'inégalité entre
an et by, nous obtenons

b
Qni1 = Qn < Toip

ce qui implique pour n > 1, grace & un télescopage
n—1 b
n k

Maintenant, soit § > 0. Il existe N € N, tel que pour tout n > N, |b,| < §. Puisque L™ — 0(n — o),
nous avons

N-1 b
k=0

Ainsi, nous obtenons

= 1— LN
+0L E:jﬁif<oﬂ)+5—Tisz(n—>m)
k=N

0
Vd >0, limsup |ay| < ——,
msupfan| S T

d’ou le résultat.

Nous pouvons maintenant prouver les premiéres propriétés sur (ey),,.

Démonstration du Lemme 4.5. Pour montrer que (g5,), est bien définie, nous prouvons, par récurrence,
que |ep| < ¢—1 pour tout n > ng. Par définition, |e,,| < ¢—1, nous supposons donc que, pour un certain

n = no, |en] < ¢ — 1 et nous montrons que cela est toujours vrai pour n + 1. Encore une fois, cela est
prouvé grace a la définition de (g,),, : par hypothése de récurrence, nous avons ¢ +&,| > ¢ — |en| > 1,
donc nous obtenons

— —1)e
lent1| = T — (9 Jén

@Y+ en

< Il +(@—1)len < 2e=3)+(p—1)2=p—1,

ce qui implique bien par récurrence |e,| < ¢ — 1, pour tout n > ng. Ainsi (€,), est bien définie.
Maintenant, par définition de (e,),,, nous obtenons directement la premiére implication (i) = (i).

Réciproquement, nous remarquons que nous avons, pour tout n = ng

[ent1l < lmml + (0 — 1) lenl,

ce qui implique que (e,,) converge vers 0, grace au lemme précédent en prenant a, = |ep—p,| €t by, =

|77nfno |-

O
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Lemme 4.7. Sous U'hypothése f(F,) — 0, les trois propriétés suivantes sont équivalentes

(z)Zf(Fn) & Zf(Fn)2 convergent ;

n=>2 n=2

(i7) Znn & Z Ina|®  convergent ;

n=ng n=ng

(7i7) ZE” & Z len|®  convergent .

nz=ng nzngo

Démonstration. Puisque f(F,) — 0 par hypothése, nous pouvons supposer |7f(F,)| < 7. L’équivalence
(i) < (i) est alors immédiate grace au développement 1, = it f(F,) + O (72 f(F,)?) et aux inégalités
%Tzf(Fn)z < |77n|2 < 27'2f(Fn)2-

Nous allons maintenant montrer I'implication (i) = (iii). Grace au méme raisonnement utilisé dans le

Lemme 4.5, nous savons que |e,+1| < [nn] + (¢ — 1) |en| pour tout entier n > ng. En utilisant les mémes
idées que dans le Lemme 4.6 ou bien par itération, nous obtenons

n—ng

lenl < (= 1" " Jeng| + D el (p =D (n = ng).
=1

En passant au carré de chaque cété de 'inégalité, en sommant sur tous les entiers n > ng, puis en
utilisant successivement la majoration (a + b)? < 2(a? + b?)(a,b € R) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
nous obtenons

n—ng

D el <2> 0 Y Inneellmnkl(e = DFFE2 423 " (p — 1)2070) gy, 2
n=ngo n=ng k=1 nz=ng
2
_ [
=2 - Y el gl 2 e
kl>1 n>=no+max{k,l} v

<3 2 4 g lEml”
Tp-1 ! p—1

nzno

. L. 2
Puisque la série >, -, |nn|" converge, alors )
de la suite (gy,),,, nous avons

2 . s
nsng |En|” st aussi convergente. En outre, par définition

£
(4.8) N = i + Qens1 + EnEnat

et donc, grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons pour tout ng < M < N

1 N N N N
; Z Ent @ Z En+1 < Z M| + Z ‘En 5n+1|
M n=M n=M

n= n=M

N N 1/2 N 1/2
Z Mn| =+ (Z \En’2> <Z €n+1!2> .
n=M n=M n=M

N
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Ainsi la convergence €, — 0 et le critére de Cauchy impliquent que la série )
et donc (iii) est vraie.
Il nous reste & prouver implication réciproque (iii) = (ii). A nouveau grace a 1’égalité (4.8) et l'inégalité

de Cauchy-Schwarz, nous avons
N 12 , N 1/2
2 2
(3 er) (Zear)

n=M n=M

n>ng En €St convergente

N
D> Ent

n=M

N
>

n=M

< +

1
®

N
> en
n=M

ce qui implique la convergence de la série Zn>n0 M- Enfin, U'identité (4.8) et la convergence &, — 0
implique Pestimation |n,| < |en| + |en+1], ce qui nous donne

ne =gl +0 (5 +enentt).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et le critére de Cauchy permettent & nouveau de conclure, ici que la série
> nsn, |1]? converge et donc de prouver que (i) est vraie.
O

L’autre argument clé dans la preuve du Théoréme 4.2 est le role du produit matriciel suivant. Pour
tous 7 € R et k£ € N, nous définissons

A= autr)= (1 V).

et pour tous M, N € N, telsque 0 < M < N

M
P(M,N)=P.(M,N):= [] 4;(r) = An(7) ... Au(7).
=N

J

Ce dernier va nous permettre de prouver l'identité (4.5), faisant apparaitre une relation entre la
fonction Z-multiplicative g, et la suite (e,,). Le résultat suivant permet de prouver une premiére propriété
pour le produit P.

Lemme 4.8. Pour tous T € R, k > ng et M € N, on a la relation
e k+M - ‘e
PT (k,k"‘M) (80 k> :gpl\/f+l (H <1+ Z)) (90 M+k+l> )
1 % 1
l=k
La méme égalité reste vraie si on remplace ¢ par .

Démonstration. Puisque, pour tout £ > ng — 1, nous avons ’égalité

- +
A (P1) = e (P 0).

le résultat de la proposition se déduit immédiatement par récurrence sur M € N. Nous raisonnons de la
méme maniére quand ¢ est remplacé par p

O

Nous pouvons maintenant prouver le Théoréme 4.2 en commencant par démontrer l'identité (4.5).
Nous rappelons la définition

Hp=H(r):= > gr(n) (L>0).

n<Fr,
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En désignant par €;(n) le i-éme chiffre de la décomposition (4.2) de n, selonsier_1(n) =0ouer_1(n) =
1 (cette derniére condition impliquant e7_o(n) = 0), nous avons

(4.9) VL>2 Hp=Hp 1+ 9, (Fp—1) Hp—o.
Ainsi, Hy, vérifie une récurrence linéaire d’ordre 2, que nous pouvons récrire sous forme matriciel

Hry\ (1 g (FL) Hp \ Hy,
VL>1,<HL)_<1 PN () =an ().

Nous avons alors par récurrence

Hpo\ (1 Hn \ Hyp,
(4.10) VL > no, < o ) = ( Ak> (Hn01 = P, (no, L) Hot )
k=L

Nous en déduisons pour tout L > ng

(4.11) Hp= (0 1)P, (ng+1,L) <HH”L>

En utilisant le fait que €, = 0, nous remarquons alors que nous avons la décomposition

w2 (Hljn_l) _ (Hy - \g/oanO—l) (f) G Hno:/15 — Hy,,) (f)

En reportant (4.12) dans (4.10), puis en appliquant alors la Proposition 4.8 avec k = ng et M = L—nyg
dans et en reportant dans (4.11), nous obtenons pour tout L > ng

— — L —I— L
P P Lo | <1 +w> GRS O, <1+€z)
f=no+1 l=nop+1

V5 © V5

ce qui prouve l'identité (4.5).

Nous pouvouns finalement prouver I'équivalence (4.6). Nous supposons d’abord que les séries (4.6)
convergent : grace au Lemme 4.7, cette convergence implique celles des deux produits apparaissant dans
(4.5). Ainsi, la suite (Hy/FL) converge et sa limite ® est donné par (4.7). Comme dans le cas g-adique,
cela implique aussi que ®n(7) := (1/N) >, -y 9r(n) = ®(7) (¢f. Lemme 4.16) (puisque le facteur du
second terme de 4.5 tend alors vers 0). Finalement, ® est continue en 0 (voir par exemple le Lemme
4.20, impliquant méme ®(t) = 1+ O(t) quand ¢t — 0) et la conclusion suit grace au théoréme de Lévy.

Nous supposons maintenant que f posséde une loi limite et nous allons prouver que les deux séries
(4.6) convergent. Grace au critére de Lévy, g, posséde une valeur moyenne pour chaque 7. Grace a (4.5),
® est la fonction caractéristique de la loi limite et donc, en particulier, ®(0) = 1 et ® est continue en
7= 0. Il existe donc un 7j > 0 tel que |®(7)| > & for |7| < T.

De plus, nous avons la convergence Hy(7)/Fr — ®(7) pour tout 7 € R, ou ® est la fonction caracté-
ristique limite associée & la loi limite de f. L’égalité (4.9) implique alors e/ (F2) 5 1 quand n — oo et
ainsi f(F,) — 0 grace au Lemme 2.3, ce qui nous permettra d’appliquer le Lemme 4.5.

Maintenant, il ne reste plus qu’a prouver que la série ) f (F,)? converge pour terminer la preuve. En
effet, en raisonnant comme dans la preuve du Lemme 4.5, cela impliquerait la convergence de la série
S |7n|? et ainsi celle de 3 |e, |2, Grace a la Proposition 4.3, en choisissant 7 suffisant petit, cela im-
pliquerait que le produit [] (14 ¢j/¢) convergerait dans C*. Ainsi, la convergence de la série )¢, en
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découlerait et le Lemme 4.5 établirait la convergence des séries (4.6).

En étudiant la norme spectrale du produit P(1, L), nous allons obtenir une majoration de |®| faisant
intervenir la série ), -, f (F},)? dans esprit de (2.5). Avant de prouver cela, nous rappelons quelques
notations et définitions ainsi qu’un résultat & propos de cette norme.

Définition 4.9. Soit M, ,(C) l'ensemble des matrices complexes de taille m x n.
i) La matrice conjuguée d’une matrice A € My, ,(C) est définie par

(A*)i,j = g

ot les indices désignent le (i,j)-ieme coefficient, pour 1 <i < m et 1 < j < n, et la barre désigne le
conjugué d’un scalaire.
ii) La norme spectrale ||.||, est la norme matricielle induite par la norme du vecteur euclidien

A
1Al = sup 1A% ]2
S el

(A € My, n(C)).
iii) Pour toute matrice carrée, le rayon spectral p est le module mazimal des valeurs propres.
Nous avons alors le résultat suivant qui relie ces trois objets mathématiques.

Proposition 4.10. Pour toute matrice carrée A, on a

1Ally = /o (A*A) = \/p (AA").

D’abord, nous avons pour tous T € Ret k € N

. (21
A’“A’f:<1 1)’

ainsi les valeurs propres de A,Aj} sont p? et P et donc || Aglly = .
Ensuite, nous allons calculer la norme spectrale du produit P(1,L). Pour ce faire, nous majorons

|Aj114;|l5, puis appliquer le Lemme 4.8. Pour 0 < j < L — 1, nous avons
3+ 2cos(1f (Fjp1)) 2+ e (Firn)
(Aj4145) (Aj14;)" = Aj1 (A47) Ay =
2 4 e~ f(Fjt1) 9

Le polynéme caractéristique est donné par X2 — t; X + 1, out t; = t;(1) :== 7 + 2 Renj;1. Puisque

t? — 4 > 0, nous avons
ViE—4-3V5

Lyt -4 7435
p((Aj145) (A5145)7) = =

2 + Renjp1 + 5
Ren; Ren;
< o (1 _ | egiJrl’) < ot exp <_’ 6;71+1’> .

Finalement, pour 0 < 7 < L — 1, nous obtenons
1
I

_|3%€77j+1|>‘

2



126 CHAPITRE 4. SYSTEME DE NUMERATION DE ZECKENDORF

De plus, grace a la définition de 7; et le fait que la suite (f(F})),~, converge vers 0, nous en déduisons

|Renjp1| = \nj+1|2, ce qui implique
1
R

<exp (= C Ingal)
2

ot C' > 0 est une constante absolue. Ainsi, selon que les matrices A; sont groupées deux par deux
suivant les indices pairs ou impairs, puis en faisant tendre L vers I'infini, nous obtenons I'inégalité

—1 [e'e)
1 .
I (A-j) cmin {exp [0 Imil? | exp [~ O3 o
j=1

ou I’écriture "inversée" du produit matriciel vient du fait que nous multiplions les matrices Ay de droite
a gauche.
Cependant, l'identité (4.5) et 1’égalité matricielle (4.10), pour |7| < o (ou o est le méme nombre réel

que dans la Proposition 4.3) et donc avec ng = 0, implique

o g () ()0

j=—00

En prenant la norme spectrale des deux cotés, nous obtenons pour |7| < min(e, Tp) 'encadrement

N =

(o]
<|O(r)| <min [exp | =C Y |ngl? | sexp | = C D Ingjpaf (I7] < min(o, 1p)).
=1 >0

En utilisant I'inégalité 1 — cos(z) > 8|«/x||* comme dans le cas g-adique, nous avons finalement pour
‘T’ < min(a, TO)

2 2

7f(Fj))

s

7f(F2j+1)

o0
< |P < mi -16C
|®(7)| < min | exp Z 5

J=1

yexp | —16C Y

j=0

N | =

ce qui implique, en utilisant les mémes idées que dans le Chapitre 2, que la série Zn>2 f(Fj)2 converge.

4.2 Longueur de la décomposition d’un entier

En base g, il est facile d’expliciter une formule pour calculer la longueur de la représentation d’un
entier N dans un systéme de numération, donnée par U'entier |In, N | (ot nous posons In,, z :==Inxz/Inm
pour > 0,m > 1 dans cette section). Dans le systéme de Zeckendorf, la formule |In, N] pourrait donc
étre une bonne candidate, mais elle n’est pas exacte pour les entiers tels que 7,12,18, 19, etc., méme si
elle ne différe que de 1 par rapport a la vraie valeur de leur longueur. Le but de ce paragraphe est donc
de prouver que cette formule est toujours exacte sauf pour certains entiers, pour lesquels elle est vraie
a 1 preés.

Puisque nous avons 'identité suivante pour tout entier N > 0
o 1J
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et la fonction partie entiére est croissante, nous en déduisons la formule
1
Ly:=max{j >2:F; <N} -2 = {lncp <N~\/5+2>J —2.

Nous n’avons pas trouvé d’autres formules dans d’autres papiers, mais en réalité, elle peut étre simplifiée
comme ’énonce la proposition suivante.

Proposition 4.11. Pour tout entier N > 1, on a I’égalité
llng N| — Ly =1y (N),

ot V C N est l'ensemble défini par
oo
V.= L-ﬂ {l¢"],..., Fnyo — 1} = {7,12,18,19, 20, 30, 31, 32, 33,47, .. .}.
n=4

Nous signalons rapidement qu’il n’est pas important de faire commencer 'union disjointe & n = 0
puisque les quatre premiers ensembles sont vides au vue de I'égalité [¢™]| = Fj,12 pour n =0, 1,2, 3.

Démonstration. Grace a (4.13), nous avons 'encadrement

N+1
%) 1
— 5 <Fny1 <

1
vh o2 Vv o2
que nous allons utiliser tout au long de la preuve. Nous avons plusieurs choses & montrer : d’abord, que
V est bien défini, ce qui est impliqué par les inégalités Fj, 11 < [¢"] < F42—1 (n > 4), que nous allons
montrer. D’une part, nous avons

(4.14)

1
[¢n1—Fn+1><1—¢><ﬂn—2>0

et d’autre part

¢’ 3
Foo— "> (22 —1)on = 2 51,
nt2 — [¢"] < NG ) ¥
ou la derniére inégalité est vraie pour n > 6 (on vérifie que [¢"] = F,42 — 1 pour n = 4,5). Ainsi, V
est bien défini.

Il nous reste & montrer 1’égalité attendue : pour ce faire, nous introduisons la fonction ¢ (z) := |In, x|
deéfinie sur 'ensemble des réels strictement positifs. Grace a (4.14), nous avons les égalités i ([¢™])—1 =
Y ([e"] —1) =1 (Fht1) =n — 1 pour n > 4 et grace en plus a la croissance de v, nous obtenons alors
les équivalences

NeV < [T <N < Fryis <= ¢(N)=Ly+1

et
N¢gV &= Frya <N <[] -1 <= (N) =Ly,

d’oul le résultat.
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4.3 Version effective dans le cas continu

Soit f une fonction Z-additive possédant une loi limite continue. Nous établissons dans cette partie
une version effective plus faible que dans les autres chapitres, car nous avons besoin de la convergence
absolue de la série des f(Fx). Nous rappelons que @ r désigne la fonction de concentration d’une fonction
F (cf. Section 1.3.2).

Pour tout entier N > 1 et tout réel T > 1, nous définissons les nombres Ly := InN/Iny et
hy :==In(T'InT'1In N)/In ¢ ainsi que les quantités

AN(T) = Yoo E et In(D) = Yo f(E).

LN—2hr<j<LN j=2Ln—hT

Enfin, pour toute fonction Z-additive f et tout réel 7>0, nous introduisons I’ensemble
S(r)={j = 2: [f(Ey)| < /|73,

ainsi que la somme

Ynr(T) =7 > FE)?.

JE€S(1), j<Lyn—hr

Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 4.12. Soit f une fonction Z-additive réelle telle que la série

(4.15) S ()]

j=2
converge et admettant une loi limite continue. Pour tout nombre réel T > 1 et tout entier N > 1 tels
que hy < Ln/2, on a
T

|Fy — Flloo < Qr (1> T AN(T) +/

1
: In(T —c2¥n1(7) 4
T 1/Tmln<1+7_, ~N( )>e T,

ot co > 0 est une constante absolue.

Remarque 4.13. Il est possible de changer la valeur de h et de le rendre égal a In, (T InT), mais en
contre partie le terme d’erreur supplémentaire (In N)/T apparaitrait.

De la méme maniére que dans le cas g-adique, nous pouvons obtenir une majoration de la fonction
de concentration Qp.

Proposition 4.14. Soit f une fonction Z-additive & valeurs réelles possédant une loi limite dont la
fonction de répartition est notée F. En utilisant les mémes notations que le Théoréme 4.12, on a l’esti-
mation

1 e 5 >
Qr (T) < T/o exp | —cat Z f(F;)~ | dt
jes(t)
ot co > 0 est la méme constante absolue que dans le théoréme précédent.

Comme dans les cas précédents, nous explicitons une majoration un peu plus simple et qui référe
explicitement & la convergence de la série ) | f(F})|.
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Corollaire 4.15. Soit f une fonction Z-additive réelle telle que la série
I
i>2

converge et admettant une loi limite continue. En notant Ly = [In, N| et hy = [In,(T'InTIn N)]
pour tout nombre réel T > 1 vérifiant hy < Ln/2, on a

1
PPyl <@e () +T X 1AE,
j>LN—2h
La preuve du Théoréme 4.12 utilise & peu prés les mémes idées que celles du Théoréme 4.2, la
principale difficulté étant la manipulation de produits de matrices non commutatives.
4.3.1 Valeur moyenne

Comme dans les preuves des précédents chapitres, nous aurions besoin d’une inégalité de Turan-
Kubilius dans le systéme de Zeckendorf, mais il ne semble pas en exister & notre connaissance. Cependant,
le résultat suivant nous suffit pour établir une version effective partielle du théoréme d’Erdés-Wintner.

Lemme 4.16. Soit f une Z-additive fonction réelle telle que les deux séries (4.6) convergent. On a
alors

(4.16) + 3 Ifml = 00)
n<N

quand N — oo.

Nous allons présenter deux maniéres de prouver ce résultat, chacune ayant ses avantages.

4.3.1.1 Premiére preuve
Démonstration. Nous choisissons F, de telle sorte que F,,—1 < N < F¢, et nous prouverons que

Y ()l = O(Fzy),

7’1<F£N

ce qui impliquera directement (4.16). Nous considérons d’abord les sommes
Sk 1= Z f(n).
n<Fy
Par définition de f, nous obtenons la récurrence

Se=>_ )+ Y f(F1+m)

n<Fr_1 m<Fi_o
= Sk—1+ Sk—2 + Fr—2 f(Fr-1),
ce qui implique par récurrence l'identité

k—1

(4.17) Sk =Y FreFo 1 f(FY).
=2
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De méme, nous pouvons traiter la somme des carrés. A partir de la récurrence

= > fm?P= > [+ D f(Fea+m)

7’L<Fk TL<F]€,1 m<Fk,2
=Th-1+Th-2+ Froo f(Fr_1)® + 2 Sk_a f(Fr—1)

on obtient & nouveau par récurrence

k-1 k-1
Tp =Y FoeFroy f(F0)* +2 > Foog Se—1 f(FY).
—2 —

La premiére somme peut étre gérée de la maniére suivante

k-1 k-1
> Fe o Fry f(Fr)* =0 (Sﬁkl > f(Fz)2> = O(Fg).

(=2

Pour la deuxiéme somme, nous utilisons (4.17) et nous obtenons

k—1 k—14¢-2
2> FrySeaf(F) =2 > FeeFoj 1 Fj1f(Fy)f(F})
=2 £=2 j=2
2 A ks k41 I~k
== e G V™
5v5 (=2 j=2 ( )
< (7 () (P (<1 SESE)
(pk_g k—1¢0—2 g kol -2
=2 fEDf(F)) + —= (1) f(F) f(Fy)
V5 5 j=2 é ’ 5v5 =2 j=2 E ’
9 k—14¢-2 9 k—14¢-2
+55€Z_;2¢’“—2‘+2ﬂ< 1)Z‘Jf(Fe)f(F])+5\/5€_2 > PR () () f(F)
—9 j— 2 =
9 k—14-2 . , 9 k—140-2 " ,
A k=20+2(_ 4 F)f(F A 20—2j— k k—t+j+1
+5\/5(;]Z:;¢ (=D f(Fo) f( "HWH;@ -1) F(Fo) f(F))
9 k—14¢-2 9 k—14¢-2
+—= PRI () f(Fy) + —= PO (F) f(F)
5V5 (=2 j=2 5V5 (=2 j=2
Puisque
k—140-2 1 k—1 2 1 k—1 k—1
R:= FENFE) =5 | D_F(E) | =53 FE)* = fEF(Fja)
(=2 j=2 Jj=2 7j=2 7=3
et
k—1 k—1 k—1 1/2
fENf(Fj-1)| < f(Fy)? f(Fj1)? =0(1)
7=3 7=3 7=3

il s’ensuit que R = O(1) et que, par conséquent, la premiére partie de la somme est de 'ordre de O(Fy).
Les autres parties peuvent étre traitées de maniére encore plus directe. Par souci de concision, nous
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n’abordons que les trois prochains termes (qui sont aussi asymptotiquement les plus importants). Il
n’est pas difficile de majorer les quatre autres termes. Premiérement, nous avons

k—1¢6-2 ' . k-3
SN G TE (L F(F)F(F) = (- Z F(F)
=2 j=2 j=2 =542
k—3
= PHIf(EIO()
=2
k—3 ‘ k—3 1/2
=0 802k_4j Z f(F])2
=2 §=2
= O(Fy).
Deuxiémement, nous obtenons
k—14-2 k-3 k—r—1
PR () T FENFF) = Y@ (DT Y f(Er) F(F)
0=2 j=2 r=2 j=2
k-3 k—1
=0 (Y Y F(E)?
r=2 =2
= O(F).
Troisiémement, nous avons
k—1¢6-2 k-1 0—2
()02@ k— 2 kuJrlf(F )f(Fj) _ S02671672( 1>k7€+1f(F) f(F])
(=2 j=2 =2 j=2
k—1
= PR E)00)
(=2

= O(Fy).
Finalement, nous obtenons bien gréice a I'inégalité de Cauchy-Schwarz
1/2
1/2
SIS FLEL Y fm? ] =0 ((FeyTey)'?) = O(Fey).
TL<F£N n<FEN

O

Remarque 4.17. Si on applique Uidentité (4.17), par exemple, & la fonction Z-additive définie par
f(E,) = F,, pour tout entier n > 2, nous obtenons l'identité
k—1
Wk >0, F{ = Fi+2 ) FrFeFiy,
(=2

avec la convention qu’une somme vide est nulle.
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4.3.1.2 Seconde preuve

Proposition 4.18. On a la relation suivante

_ (v, CDYY N P i
(4.18) 5 S v Zf > o (En
<—1>N*1N 1 -
" N+ > (1) (F).

n=2

On oblient alors, pour tout N — oo,

sy (1 & p = (-1 (DN o
Py (Sﬁ\/g TLZ::Qf(Fn)+5 2 o2 f(Fn)—i-WnZ:;(_l) " f (Fr)

(4.19)

En particulier, si la série des f(Fy,) converge, alors il en est de méme pour la suite (Sn/Fn)y et nous

avons [’égalité
[e.e]

- L e
J\}—{nooFN \[Zf 5

Démonstration. En utilisant la formule de Binet

Fj = 75 (J

nous obtenons, pour tout 2< n < N -1

BFo1Fnon = (9" 4 (=D ") (PN 4 ()N N

(PN_I + (_1)N—1@—N+1 + (_1)N—n—1¢27z—N—1 + (_1)n<pN—2n+1'

Nous obtenons alors (4.18) grace a (4.17).
De plus, nous avons

1 V5 :\g(ﬂrO((p;N)) (N = ),

FN <,0N+ (_1)N+1(p—N ©

-1 N—-1 1 1
T B CvEny
QDN 1 FN @ QOQN

En reportant dans (4.18) et en divisant par 5 de chaque coté, on obtient (4.19).

ot

ce qui implique

O

Nous faisons ici une digression afin de montrer que nous pouvons en déduire le théoréme de Lek-
kerkerker [35]. En effet, nous pouvons appliquer le résultat précédent (4.18) a une fonction Z-additive
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particuliére : soit N > 1, £L = Ly la longueur de la décomposition de N et nous rappelons la définition
de la fonction somme-des-chiffres sz

sz(N) = ej(N)= > ¢(N)
>0 0<j<Ln

Le résultat prouvé par Lekkerkerker [35] énonce (en particulier), que le nombre moyen de nombres de
Fibonacci dans la décomposition des entiers compris entre Fiy et Fyy1 — 1, est équivalent N/(¢? + 1)
(cf. [29] pour une étude de la distribution gaussienne de ce nombre et [8] pour une généralisation).
Autrement dit, nous avons le résultat suivant.

Proposition 4.19. Pour tout N > 1

G Z ag(m) = NN+ <1+ (_1)N+1> 2N (1 (— 1)N+1>7

2N+2 2N
oyl 5 © 5v5 ©

ce qui nous donne 4 la fois

1 N 3—5 1
n<Fn
et
1 N 11-+5 N
(4.21) Y szln) = 55—+ +0 <2N> (N — o0).
FN_l Fn<n<Fn41 ¥ + 1 10 ®

Démonstration. Puisque nous appliquons (4.18) & f = sz, nous remarquons que NoOus avons

_1 N-1
N ) Z 2 N+2 ( N (_1)N+1) ot (_1)N 1 Z 1)n o 24,0N+1 <1+ (_1)N+1).

— —1)" ™" =
T 5+3v5 2N V-1 n:O( 5+5 2N

Nous obtenons alors

-1 N+1 N 9 N+2 -1 N+1 9 N+1 -1 N+1
Gy = <¢N+1+(13+1>+90<1+( ) >+ i <1+(3N>
@ 5 5(5+3V5) @ 5(5+ V/5) @

B (DN NNy 2 2¢ (—pNH!
a (H @QN”) 5T (5(5+3\/5)+5(5+\/5)> (H 2N )

—1 N+1 N N+1 9 N -1 N+1
- 1+(2J)VQ AR Sy gN .
2N+ 5 5v5
Maintenant, en utilisant & nouveau ’estimation

Lo (o() o

nous obtenons immédiatement (4.20).

De plus, nous prouvons (4.21) en remarquant

1 G -G
Z s7(n) = N+1 N

Fy_ Fn_
e N Ay N N-1

et en utilisant I'estimation précédente de F]gil.
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4.3.2 Preuve de la version effective

Avant de se lancer dans la preuve de la version effective du Théoréme d’Erdds-Wintner, nous allons
prouver un résultat similaire au Lemme 2.14 dans le cas g-adique.

Lemme 4.20. Soit f une fonction Z-additive réelle. On a alors pour tous entiers 1 < h < Ln/2
(1) = P, () SOl +C2 Y, (L= cos(tf(Fy))
® LN—2h<j<LpN
ot Ly = [In, N| et C1 > 0 et Co > 0 sont deuz constantes absolues.

Démonstration. Pour r > 2, nous introduisons les fonctions

frn) = [ fle;(m)Ey)

2<j<r

et
r 1 2 : 7 n
QEV)(t) = N e tfr( )

n<N

Nous estimons alors la différence @y (¢) — @, (¢) de la maniére suivante

(4.22)

(1) = P, (0] < |@n(t) - 25T (0)

Ly—h Fry—n— Fry—n—2 ;
+ “bng '(t) - WQFL:N—h—l(t) - Weltf(FﬂNhl)‘I’FgN_h_z(t)‘
Fry—n-1 Fry—h-1

+ e [Prey 1 (8) = e, ()] + w2 [Prey o (t) = Prey ).
Nous remarquons que F[;N,h,l/gpﬁN*h*Q + FEN,h,Q/gpﬁN*h*l =1.
Nous considérons maintenant les quatre parties du membre de droite de (4.22) séparément. Pour la
premiére partie, nous observons que f(n) = fzy_n(n) sin < Fg_p. Sin > Fr, _p, alors nous avons

eitf(n) _ gitfry—n(n)| — H eitf(ej(n)Fy) _ 4

JjZLy—h

< ¥ ‘eitf(ej(n)Fj)_l‘
Ln—h<j<L

V2 Y 1 cos(tf(e(n)Fy)
Ln—h<j<L

et donc

O (t) — <1>§§N*h>(t)] V2 Y /1 cos(tf(F).

Ly—h<j<L
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Ensuite, nous utilisons le fait (voir [41]) que pour chaque r > 2 il existe une partition de [0,1) en
F, intervalles I.(k), 0 < k < F,, de longueurs |I.(k)| = ¢* " si 0 < k < Fo_1 et |I.(k)| = o' 7" si
F._1 <k <F, tels que

(4.23)  {ne} € I,(k) sietseulement si (e2(n),es3(n),...,e,—1(n)) = (e2(k),es(k),...,er—1(k)).

La discrépance de la suite {np} est d’ordre (In N)/N (cf. [50] par exemple) : plus précisément, pour
tout M > 1, uniformément pour tous les intervalles I C [0, 1], nous avons

Tln6M

|[#{n < M :{np}el}—-M|I|| < s

Ainsi nous obtenons

(r) t) = Z #{n <N :{np} € Ir(k)}eitf(k)

k<F N
= 5 (im0 (5 ) e
k<Fy
F.InN
itf (k) r
= |L(k)e +o< N )
k<Fy

Nous avons

F._ F._
Z |I | k) = (pri_;q)Frfl(t) + gDr_l th( " 1)q)F (t)7
k<Fy

ce qui implique (en prenant r = Ly — h)

Loeh Fro_n1 Fry—n—2
'(I)EVN )(t)_ 905§7h72 FKN*hfl(t) SDEz h—1 th(FEN_h_l)(I)FﬁN h 2(t) <C

pour une certaine constante C > 0.
Pour la derniére partie, nous rappelons la définition (4.9) des matrices Ay, = Ag(t). De plus, nous posons

(1)

et nous remarquons que [|[A — Aglle = |nk| et ||Axll2 = ||Al|2 = . Par exemple, nous avons

A" — ApyAryr- Aryonala <"t YT A=Al =¢"t YT il
LN—h<j<Ln LN—h<j<Ln

Nous remarquons également que A" = "M + O(p™") ot M est la matrice de projection dans la
g 2 2

direction (p, 1) (et satisfait donc M? = M). En utilisant la relation Fr, /Fr,_n = ¢ + O(372L) et
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F
en posant Iy := Ap Apy—1---As — Fﬁij\:h

Arpy—nAgy—h—1- - A2, nous avons la décomposition
HN = AﬁNALNfl e A2 - QOhA,CN—hAL‘,N—h—l e A2 + O(SDQh_L)

= (AENACN—I T ALN—h+1 - Ah)ALN—hALN—h—l e Ag
+ (Ah — gDhI)AgN_hAl;N_h_l s AQ + O(gDthL)

= (AeyAcy—1- - Acy—nir = AN Ay pApy—po1--- Az
+ "M = DAz nAry—n1-+ Ag + 0" 1) + O(p¥721)

= (AryAry-1Ary—ni1 — AMArynAcy—n1- A
+ " (M = D(Azy nAry—h-1- Ary—ons1 — AN Ar on - Ay
+ " (M = D)"M AL oy -+ Ay + OV 1),

(ot I est la matrice identité de taille 2 x 2) et en remarquant également que (M — I)M = 0. Nous
obtenons alors

Lyn—h
Mnllz <72 >0 gl +@™ 2 > g+ O™ )
Ly—h<j<Ln j=Ln—2h+1
et donc
N2 —2h
|(I)FcN (t) — @FﬁN—h(tﬂ < V2 I3 Z mj| +O0(e™™")
Ly LN—2h<j<LpN
< 3 i-cosf(F) + e
LN—2h<j<LpN
La méme estimation reste valable si I'on remplace h par h + 1 ou h + 2. O

Nous sommes maintenant préts a prouver le Théoréme 4.12 et nous utilisons les mémes idées générales
que dans la preuve du Théoréme 2.8. En particulier, nous appliquons & nouveau l'inégalité de Berry-
Esseen. Avec les mémes idées que pour la majoration (2.17), nous obtenons (& I’aide de la représentation
(4.11) et de la borne ||A;(t)Aj11(t)]]2 < p? exp(—c|n;j|?)) Vestimation

(4.24) @) <exp |~z S F(Fy)?
jeS(t)
Comme dans les preuves des autres versions effectives, nous allons estimer l'intégrale (notée I)
apparaissant dans 'inégalité de Berry-Esseen en la coupant en trois parties

. /1/T o) = ox (o)l , . |B(t) — p, (1) i [®r,, (1) — ()]

—1T |t] I I
/T[T 1/T<[t|I<T

dt.

Gréce au Lemme 4.16, nous obtenons ®(¢) —®(t) = O([t|) que nous utiliserons pour estimer la premiére
intégrale du membre de droite i.e. pour |¢t| < 1/T.
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Pour majorer la deuxiéme intégrale, nous avons besoin de majorer la différence ®(t) — ®p, (¢). Pour
t — 0 nous avons certainement

@) — Pr,, ()| = |Pp, , (t)] < [t|e~ezvmr(®),

En utilisant la représentation du produit matriciel, nous obtenons également (pour tout nombre réel t)
- t
Enfin, en utilisant les mémes méthodes que dans la preuve du Lemme 4.20, nous obtenons

B(t) — @p, (< D Iyl TT A + 0™
j=Ln—h 2<j<Ln—h 9

< |t On(T) e 4 O(p~2")

Pour traiter la troisiéme intégrale, nous appliquons le Lemme 4.20 et pour h/, = [Ing (7' InT In N)]
de maniére a ce que hlp < Lx/2 et InT'ln N/p"t < 1/T, nous obtenons

0] t) — dn(t 1
/ | FLN<>t N<>|dt<<T+TAN(T).
/T[T

Nous signalons ici que, si nous prenons h/, = [In,(7T'InT')], alors nous avons plutot

dt < = + —— + T An(T),

/ [®p,, (1) — PN (1)) 1 InN
It| T T

1/T<|tI<T

d’oul la remarque suivant le Théoréme 4.12.

Ainsi, nous avons

|®(t) — Pp, (1) T 1 InT
dt in [ ——. In(T) ) e @¥nr®) qp 4 ——
i <</1/Tmm<1+t’ w{ ))e + o

1/T<|t<T

En remarquant InT/¢?'" < 1/T, nous en déduisons le résultat attendu.

4.4 Exemple et conclusion

Dans cette partie, nous allons traiter un exemple similaire & un autre étudié dans le systéme g¢-
adique, mais aussi écrire certains problémes ouverts en lien avec ces théorémes d’Erdds-Wintner et leurs
versions effectives.

Exemple 4.21. Nous considérons une fonction Z-additive f telle que
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pour j = 2 et pour un réel a > 1 (le raisonnement est quasiment similaire si f(F;) =< j=¢). Cette
fonction admet une loi limite (continue) grace auw Théoréeme 4.2 et méme absolument continue, grice o
légalité S(1) = [(T/W)l/a; +oo, a linégalité (4.24), qui implique

lo(T)] < exp | —co 72 Z j72 ] <exp <—C|T!1/°‘>

J>|rt/e

ot C > 0 est une constante absolue et au Théoréeme 2.15. Nous en déduisons que Qp(1/T) < 1/T.

De plus, en appliquant le Théoréme 4.12 et par des calculs trés proches du cas q-adique, nous obtenons
pour T,N > 1 tels que hy = [In(T' InT InN)| < [In, N/2

l+ TInT n 1
T (InN)* (InN)e-l’

[1F = Fyllo <

Finalement, en prenant les choiz optimauz T = InN)* ' sil < a <2 et T = /Iy N/(InN)*/? si
a = 2, nous en déduisons [’estimation

1
W Sll<C¥<27
n
I1F' = Fillo <
\/IHQN . > 9
W S1 & =2 4.

On peut se demander comment obtenir entiérement une version effective du Théoréme 4.2, mais aussi
dans quelle mesure les Théorémes 3.18 et 4.12 peuvent étre généralisés pour des systéme de numération
ayant comme base des suites (G) qui satisfont des récurrences linéaires & coefficients constants. Il
devrait étre certainement possible de traiter les suites de base (G,) qui sont données par Gy = 1,
Gi=aet Gpyo =aGpi1+Gr(n >0), ot a > 1 est un nombre entier donné, mais méme ce cas semble
étre trés compliqué, car nous serons sfirement amenés a rencontrer les mémes problémes que dans ce
dernier chapitre. Bien siir, nous pouvons aussi nous poser les mémes questions pour d’autres systémes
de numeération, comme celui d’Ostrowski basé sur le développement en fraction continue d’un nombre
irrationnel.
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