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Introduction

La théorie des automates est un vaste sujet qui s’est développé au cours du XXeme siecle. Initialement,
des logiciens tels que Gddel ou Turing souhaitaient formaliser la notion de calcul et de machine. Cela a
permis ’émergence de l'informatique, qui occupe aujourd’hui une place importante dans la recherche en
mathématiques. Ces derniéres décennies, de nombreux travaux utilisant des méthodes diverses, notam-
ment combinatoires et algébriques, ont permis de constituer une littérature importante sur les différents
types d’automates qui existent.

Dans cette thése nous nous intéresserons d’une part a I’étude des automates finis et des suites auto-
matiques qui en découlent, et d’autre part aux automates cellulaires. Nous verrons qu’il est possible de
relier ces deux types d’automates de maniere tres concrete.

Automates finis, suites automatiques

Un automate fini consiste a se donner une machine & qui 'on donne en entrée un nombre fini de
symboles pris dans un ensemble fini que ’'on s’est fixé au départ et qui apres lecture de chaque symbole
I'un apres I'autre, exécute des instructions et renvoie en sortie un certain élément pris dans un ensemble
fini, éventuellement distinct de celui de départ. Dans le contexte des automates finis, un ensemble fini
sera appelé un alphabet, ses éléments des lettres, et une succession de lettres un mot. Un alphabet fini
peut aussi bien désigner un ensemble fini de lettres comme {A, T, C, G}, de chiffres {0, 1} ou de symboles
quelconques {1, ], -, —}. On peut alors définir les suites automatiques, qui sont les suites construites a
partir d’un automate fini lorsqu’on lui donne en entrée les chiffres de ’entier n représenté en base k. Plus
formellement, pour un automate fini sur une certaine base k, une suite (uy,)n>0 telle que pour tout n € N
la valeur de u,, est celle renvoyée par ’automate fini en sortie lorsqu’on lui donne I’entier n en entrée, sera
dite k-automatique. Pour avoir un bon apergu des automates finis et des suites automatiques on pourra
consulter le livre d’Allouche et Shallit [6] qui est une référence en la matiere.

Les suites automatiques ont été largement étudiées en combinatoire des mots. L’une des plus célebres
est la suite de Thue-Morse (ou Prouhet—Thue-Morse), qui est issue de Pautomate fini suivant :

0 0

start —

Il s’agit d’une suite 2-automatique, définie sur ’alphabet {0, 1}, et qui calcule le nombre de 1 modulo
2 dans la décomposition binaire de I’entier n qu’on lui donne en entrée. L’automate fini commence la
lecture sur la bulle de gauche. Il lit ensuite tous les chiffres de I'entier n en base 2, reste sur la méme
bulle a I’étape suivante s’il s’agit d’'un 0 ou va sur 'autre bulle s’il s’agit d’'un 1. Les instructions sont
représentées par les fleches. Lorsqu’il a lu le dernier chiffre, il est alors sur 'une des deux bulles et renvoie
en sortie la valeur indiquée par celle-ci, soit 0, soit 1. Si on termine sur la bulle de gauche, cela signifie
donc qu’on a fait un nombre pair de trajets entre les deux bulles, et par conséquent qu’il y a un nombre
pair de 1 dans la décomposition binaire de I’entier n donné en entrée. Si on termine sur la bulle de droite,
alors on a fait éventuellement plusieurs allers-retours entre les deux bulles puis un dernier trajet entre la
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bulle de gauche et la bulle de droite, ce qui signifie donc que I'entier n que 'on s’est donné au départ
contient un nombre impair de 1 dans sa décomposition binaire.

On peut également définir la suite de Thue-Morse par la substitution o définie par 0 — 01 et 1 — 10.
En partant d’'un 0 initial et en itérant successivement la substitution o on obtient une suite de mots.
La limite infinie de ces mots est 'unique point fixe de o qui commence par un 0, et est appelé mot de
Thue—Morse, la n-ieme lettre du mot étant le n-ieme terme de la suite de Thue-Morse, en commengcant
au rang 0.

La suite de Thue-Morse a été redécouverte plusieurs fois de maniere indépendante afin de résoudre des
problémes différents (voir [5]). Le plus connu d’entre eux est celui de Thue qui cherchait & construire une
suite binaire infinie évitant les cubes, c’est-a-dire telle qu’il n’y ait pas trois fois de suite le méme motif
apparaissant dans la suite. Les deux articles qu’il a publiés sur le sujet en 1906 et en 1912 sont considérés
comme l’acte fondateur de la combinatoire des mots.

De nombreuses suites automatiques font partie des suites de références étudiées en combinatoire des
mots. On peut par exemple citer la suite 2-automatique de Rudin—Shapiro (ou Golay-Rudin—Shapiro),
qui compte le nombre de blocs “11” dans la décomposition binaire d’'un entier. Elle est engendrée par
I’automate fini suivant :

0 0
1 1 0
start = \_/@/_\;@/_\
0 1 1

On peut se convaincre rapidement que cet automate compte bien le nombre de blocs “11”. La suite

de Rudin—Shapiro peut également se définir sur l'alphabet {—1,1}, mais automate fini reste le méme,
il suffit juste de changer la valeur des bulles. Selon le contexte, il est plus commode de travailler avec un
alphabet ou I'autre. Concernant la paternité de la suite, certains auteurs préférent utiliser le nom Golay—
Shapiro, Golay et Shapiro étant les premiers & la mentionner de maniére indépendante en 1951 [19] [43].
A ce sujet, on pourra consulter Particle d’Allouche [I].
Il existe de nombreuses généralisations de cette suite dans la littérature, notamment sur des alphabets
de taille plus grande (voir [2] [ 20, B0, 31, [38], @0]). Souvent, la généralisation est obtenue & partir d’une
propriété de la suite classique de Rudin—Shapiro que I'on aimerait conserver dans un cadre plus général.
Nous donnerons plusieurs exemples dans la deuxiéme partie de la these ot nous avons étudié une des
généralisations.

Pour déterminer si une suite est automatique ou non, le moyen qui parait le plus naturel est de
construire explicitement un automate fini qui permet d’obtenir la suite. Cependant, dans la pratique, il
existe un certain nombre de critéres d’automaticité ou de non-automaticité permettant de nous affranchir
de la détermination explicite d’'un automate fini. Cela peut s’avérer tres utile dans le cas ou le nombre
d’états est important, ou si la suite a des propriétés que I’on peut facilement exploiter. Parmi ces criteres,
le plus classique consiste & s’intéresser au k-noyau de la suite, qui est défini pour une suite u = (up)n>0
et un entier k > 2, par I'ensemble Ny (u) = {(ugngts)n>0, @ >0, 0 <b < k*—1}. On sait que le
k-noyau est fini si et seulement si la suite est k-automatique. Par exemple, dans le cas de la suite de
Thue-Morse (¢,,)n>0, son noyau ne contient que deux éléments qui sont la suite elle-méme (t,),>0 et la
suite (ftop+1)n>0 qui est la suite miroir de Thue-Morse que l'on obtient en remplacant tous les 0 par des
1 et les 1 par des 0.

Nous avons également un résultat de Cobham [12] qui donne une caractérisation des suites automatiques
a l'aide des suites issues d’un morphisme (ou une substitution). On dira qu'un morphisme (ou une
substitution) o, défini sur un alphabet fini A4, est k-uniforme si I'image par o de chaque lettre de A est
un mot de longueur k. Par exemple, la substitution qui définit la suite de Thue—Morse est 2-uniforme. Le
théoreme de Cobham énonce qu’une suite est k-automatique si et seulement si c’est I'image d’un point
fixe d’'un morphisme k-uniforme par un morphisme lettre a lettre. La suite de Thue-Morse étant 'image
d’un morphisme 2-uniforme, nous retrouvons directement le fait qu’elle soit 2-automatique.

Dans le cas ol k est une puissance d’un nombre premier, nous avons un résultat que ’on doit & Christol [T1]
qui nous indique qu’une suite est k-automatique si et seulement si sa série génératrice est algébrique sur le



corps fini & k£ éléments. Ce théoreme permet d’étudier les suites automatiques a ’aide d’outils algébriques
et de résultats sur les séries. Ces outils sont également utilisés pour étudier les automates cellulaires.

Automates cellulaires

Un automate cellulaire est un modele de calcul, introduit dans les années 1940 par von Neumann
qui cherchait & modéliser un probleme d’auto-reproduction. Son collegue Ulam, qui avait étudié des
croissances de cristaux en les modélisant sur une grille, lui avait conseillé de s’inspirer de ses travaux.
Par la suite ces objets mathématiques ont suscité beaucoup d’intérét chez les physiciens (von Neumann
étant lui-méme aussi bien mathématicien que physicien) et les biologistes. Pour plus d’informations sur
le sujet, on pourra consulter le livre édité par Burks [45] qui reprend de maniére posthume les travaux
de von Neumann. Le principe est le suivant, on se donne une grille avec des cases, appelées également
cellules, et un nombre d’états fixé a ’avance. On attribue un état a chacune des cellules de notre grille ce
qui nous fournit une configuration initiale. Puis on définit des regles d’évolution locales, que I’on applique
a toutes les cellules de la grille. On géneére ainsi une nouvelle configuration dans laquelle un nouvel état,
déterminé en suivant les régles locales, a été attribué a chaque case de la grille. On peut alors itérer le
processus et engendrer une succession de remplissages de la grille en suivant les mémes regles d’évolution
a chaque fois. Une cellule peut éventuellement garder le méme état d’une configuration a lautre. Ainsi,
une fois les régles locales fixées, chaque remplissage initial de la grille que ’on se donne engendrera de
maniére automatique une suite de configurations dans laquelle on pourra observer une évolution. Le
premier automate cellulaire, utilisé par von Neumann pour son probléeme d’auto-reproduction, reposait
sur une grille & deux dimensions, avec 29 états possibles pour chaque cellule.

En plus de reprendre et de compléter les travaux de von Neumann, le livre édité par Burks [45] en 1966,
recensait alors la plupart des problémes sur les automates cellulaires de I’époque. Les automates cellulaires
commencerent alors a susciter de plus en plus d’intérét.

Dans les années 1970, Conway introduisit son célebre jeu de la vie, qui est probablement ’automate
cellulaire le plus connu. Il repose uniquement sur deux regles tres simples. On considere qu’'une cellule
est soit morte (ce qu'on représente en générale par une case blanche), soit vivante (ce qu’on représente
par une case noire). Chaque cellule posséde huit voisines qui déterminent son évolution de la maniére
suivante :

— Une cellule morte ayant exactement trois voisines vivantes devient vivante a I’étape suivante.
— Une cellule vivante ayant deux ou trois voisines vivantes le reste a ’étape suivante, et meurt sinon.

Les regles étant fixées, il suffit simplement de choisir une configuration initiale et le systéme évolue
automatiquement en engendrant des grilles successives.

Ici nous avons pris comme grille initiale celle de gauche. En appliquant les régles une premiére fois,
on obtient la grille du milieu, puis celle de droite en appliquant & nouveau les regles, et ainsi de suite.
Bien qu’il soit défini de maniére extrémement simple, le jeu de la vie posséde des propriétés tout a fait
remarquables. En effet, Rendell a démontré qu’il était possible de simuler n’importe quelle machine de
Turing a partir du jeu de la vie [39].

Dans les années 1980, Wolfram s’intéressa aux automates cellulaires dits élémentaires, qui sont parmi les
plus simples que ’on puisse définir. On se donne une grille unidimensionnelle dans laquelle chaque cellule
peut prendre deux états, soit 0 (case blanche), soit 1 (case noire). Le voisinage pour définir les reégles
d’évolution est constitué de la cellule elle-méme et de ses deux voisines adjacentes. Chaque cellule pouvant
prendre deux états, il existe 22 = 8 motifs possibles pour définir les régles. Et comme on a le choix entre
deux états & attribuer & chacun des 8 motifs, il existe en tout 2% = 256 automates cellulaires élémentaires.
Les configurations que 'on obtient apres avoir engendré plusieurs lignes, peuvent étre tres différentes.
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On peut obtenir des motifs réguliers, des fractales ou des comportements completement chaotiques qui
ne semblent pas suivre de schéma logique prédéfini. On trouvera une étude détaillée de ces automates et
de nombreuses illustrations dans le livre de Wolfram [46].

Les premiers résultats que nous avons obtenus s’inscrivent dans la lignée des travaux relativement

récents de Rowland et Yassawi, qui établissent un lien assez fort entre les suites p-automatiques et les
automates cellulaires [41]. Ils démontrent qu’une suite est p-automatique, dans le cas olt p est un nombre
premier, si et seulement si elle peut étre obtenue comme colonne d’un automate cellulaire linéaire a valeurs
dans ), & partir d’'une configuration initiale finie. De plus leur preuve est constructive, car elle permet
a partir d’une suite p-automatique donnée d’obtenir & la fois un automate cellulaire qui convient et la
configuration initiale. Bien que la méthode qu’ils proposent puisse s’appliquer a n’importe quelle suite
p-automatique en théorie, dans la pratique les calculs peuvent vite devenir assez lourds. Nous traitons
différents exemples, ot en exploitant d’autres propriétés des suites auxquelles nous nous intéressons, il
est possible d’alléger les calculs et d’obtenir un autre automate cellulaire qui construit la suite, mais avec
une mémoire plus faible. Nous explicitons d’ailleurs une maniére d’obtenir une construction pour toute
une famille de suites p-automatiques, appelées suites généralisées de Rudin—Shapiro, que nous étudierons
en détail dans les deux derniers chapitres de la these.
Nous pouvons par exemple construire un automate cellulaire linéaire dans lequel la suite 2-automatique
de Thue-Morse apparait dans 'une des colonnes. On identifiera les cases blanches a des 0 et les cases
noires & des 1. Si ¢(m,n) désigne la valeur de la case dans la colonne de rang m et dans la ligne de rang
n, alors on peut montrer avec le résultat de Rowland et Yassawi, que 'automate cellulaire engendré par
la regle suivante :

p(m,mn+4)=¢p(m—1,n+3)+dé(m+1,n+3)+¢(m,n+2)+d¢(m—+1,n+2)
+om—1n+1)+o(m+1n+1)+o(m—1,n)+d(m+1,n)

contient la suite de Thue-Morse dans la colonne de rang —2, encadrée en rouge sur la figure. La ligne du
bas est celle de rang —1 :

Dans la suite nous nous sommes intéressés a des constructions de suites non-automatiques en co-
lonnes d’automates cellulaires, qui au vu du résultat de Rowland et Yassawi, sont nécessairement non-
linéaires [28]. Un exemple de suite non-automatique, pour lequel une construction en colonne d’un au-
tomate cellulaire était connue depuis longtemps, est la suite indicatrice des nombres premiers [I5] [23].
Fischer donna une premiere construction en 1965, mais qui comptait plus de 30 000 états, puis en 1997,
Korec réussi a réduire a 11 états seulement. Plus tard, Mazoyer et Terrier établissent d’autres résultats



concernant la construction de I'indicatrice des polynomes, a I’aide de constructions géométriques avec des
signaux [34] qui se propagent & différentes vitesses. Nous proposons une simplification de ces construc-
tions [28] en généralisant celle introduite par Delacourt, Poupet, Sablik et Theyssier pour 'indicatrice
des carrés [13] que l'on peut obtenir de cette maniére :

110 K
10 2
10 2
10 2 |
1Q [~ |
|0~ |
2511 |
[UJEN |
10 = |
10 LN |
0] LN
110 2l
10 2
1Q [~ |
|0~ |
1611 |
[RUJEN |
10 = |
10 LN
110 2
10 2 |
| g~ |
9 11 |
| O |
10 = 1
10 2l
102 1
411 |
I OR[ 1
10~
111 |1
0 11l 1

On génere le signal bleu en diagonale vers la droite, et le signal vert, quant a lui, se propage verti-
calement. Lorsque les deux signaux se rencontrent, le signal vert se décale d’une case vers la droite et
continue a se propager verticalement, tandis que le signal bleu repart en diagonale dans le sens opposé
jusqu’a atteindre la colonne la plus a gauche dans laquelle on construit 'indicatrice des carrés, et ainsi
de suite.

Enfin, nous proposons une construction du mot de Fibonacci, qui est une suite non-automatique de ré-
férence en combinatoire des mots, et qui s’obtient en itérant une infinité de fois a partir d’un 0 initial, la
substitution o définie par 0 — 01 et 1 — 0. Le mot que 1’on obtient & la n-iéme itération est de longueur
F,,, ou F, désigne le n-ieme nombre de la suite de Fibonacci.

Nous établissons ensuite des résultats sur des recodages, afin de réduire le nombre de symboles dans les
automates cellulaires. Cela permet notamment de construire une suite 3-automatique sur un alphabet bi-
naire, en colonne d’un automate cellulaire a 2 états, non-périodique a partir d’un certain rang, répondant
ainsi & une question posée par Rowland et Yassawi dans leur article.

Suites généralisées de Rudin—Shapiro, corrélations

Les chapitre [3] et ] sont consacrés a I’étude des corrélations discrétes de suites généralisées de Rudin—
Shapiro. Initialement, la suite classique de Rudin—Shapiro que nous avons évoquée précédemment dans
le cadre des suites automatiques a été introduite pour un tout autre probléme. Shapiro est le premier
a en faire mention dans son mémoire de thése en 1951 [43]. I cherchait une suite (g,,)n>0 de 1 et de
—1, vérifiant la propriété suivante, appelée parfois propriété “du racine de N7, ou C est une constante
absolue :

VN >0, sup
0eR

T ene™| < OVA. (1)

n<N

Le fait que le n-ieme terme de cette suite corresponde au nombre de blocs “11” dans la décomposition
binaire de n a été remarqué explicitement par Brillhart et Carlitz [§].
Il existe de nombreuses généralisations de cette suite, construites afin d’étudier des problemes divers.
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N

Certaines consistent a étendre la propriété “du racine de N” a des suites définies sur des alphabets de
taille plus grande. On peut citer notamment la toute premiére généralisation, que 'on doit & Rider [40]
ainsi que les travaux d’Allouche et Liardet [4]. Martine Queffélec s’est intéressée a une généralisation de la
suite de Rudin—Shapiro dans le but d’en étudier les propriétés spectrales [38]. Les travaux que nous avons
effectués s’incrivent dans la lignée de ceux de Grant, Shallit et Stoll [20] qui en exploitant les propriétés
de récursivité de la suite de Rudin—Shapiro, ont étudié les corrélations discrétes d’'une famille de suites
automatiques qui constituent une généralisation de la suite de Rudin—Shapiro. Pour un entier k > 2 et
Z = xox1 - -+ un mot infini sur lalphabet {0,1,...,k — 1}, le coefficient de corrélation discrete d’ordre 2
est défini de la maniere suivante :
50, 7) = {0, si x; = x5,

1, sinon.

Autrement dit, lorsqu’on compare deux lettres du mot, le coefficient de corrélation discrete d’ordre 2 vaut
0 si les deux lettres sont identiques et 1 si elles sont différentes. On peut alors se fixer un certain écart r et
regarder la moyenne empirique des coefficients de corrélation discrete de tous les couples de lettres du mot
distantes de r. Grant et al. établissent le fait remarquable que les suites généralisées de Rudin—Shapiro
qu’ils considerent, bien qu’elles soient déterministes, se comportent comme des suites aléatoires pour la
corrélation discrete d’ordre 2 dans le cas ou la taille de I'alphabet sur lequel nous travaillons est sans
facteur carré. Cela confére a ces suites un caractére pseudo-aléatoire. De plus, ils obtiennent un terme
d’erreur explicite qui permet de quantifier la vitesse de convergence. Les preuves utilisent notamment
la théorie des sommes d’exponentielles, ainsi que des matrices tres particulieres appelées matrices de
différence.

Matrices de différence

Une matrice de différence, est une matrice définie sur un groupe additif fini, telles que toutes les
différences possibles entre deux colonnes distinctes contiennent tous les éléments du groupe avec le méme
nombre d’occurrences pour chacun.

Par exemple, les deux matrices suivantes sont des matrices de différence, respectivement de taille 3 x 3
sur Z/3Z et de taille 8 x 4 sur Z/4Z :

000 0
000 0

Lo o 01 2 3
01 3 2

01 0],

0 01 021 3
02 3 1
03 1 2
03 2 1

Selon la taille de la matrice que 'on considére, il est possible d’obtenir des constructions explicites,
ou a l'inverse des preuves de non-existence de matrices de différence. Les trois parametres a prendre en
compte dans ’étude des matrices de différences sont le nombre de lignes, le nombre de colonnes et le
groupe sous-jacent. On peut montrer par exemple qu’il n’existe aucune matrice de différence de taille
4 x 4 sur Z/4Z, en revanche on peut vérifier facilement que la matrice suivante, de taille 4 x 4, définie
sur Z/27 x 7./27 est une matrice de différence :

) (0,0) (0,0)
) (0,1) (1,1)
) (1,0) (0,1)
) (1,1) (1,0)

On trouvera de nombreux résultats sur le sujet dans le livre trés complet [21] de Hedayat, Sloane
et Stufken. On pourra également consulter la thése de Lampio [24] ainsi que larticle de Lampio et

Ostergard [24, 25] qui proposent une classification des matrices de différence en fonction de leur taille et



du groupe sous-jacent. En effet, il est possible de définir une relation d’équivalence entre deux matrices
de différence. On dira que deux matrices de différence sont dans la méme classe d’équivalence si elles ont
le méme nombre de lignes et de colonnes, le méme groupe sous-jacent et si I'une peut étre obtenue a
partir de 'autre a ’aide des opérations suivantes :

1. Permuter l'ordre des lignes.

2. Permuter l'ordre des colonnes.

3. Ajouter un élément fixé du groupe sous-jacent a une ligne.

4. Ajouter un élément fixé du groupe sous-jacent & une colonne.
5

. Appliquer un automorphisme du groupe sous-jacent & chaque élément de la matrice de différence.

On peut montrer que dans le cas ou le groupe sous-jacent est un groupe abélien muni d’un ordre total,
chaque classe d’équivalence posseéde un représentant qui est une matrice, dite ordonnée-normalisée et qui
a la forme suivante :

1. la premiere ligne contient uniquement I’élément identité,
2. la premiere colonne contient uniquement 1’élément identité,

3. les lignes sont rangées dans l'ordre lexicographique croissant du haut vers le bas (induit par la
relation d’ordre total du groupe sous-jacent sur les vecteurs lignes), et

4. les colonnes sont rangées dans I'ordre lexicographique croissant de la gauche vers la droite (induit
par la relation d’ordre total du groupe sous-jacent sur les vecteurs colonnes).

Ainsi, pour classifier les matrices de différence, on se ramene a 1’étude des matrices de différence
ordonnées-normalisées. Cependant, pour des parameétres fixés, il peut y avoir plusieurs classes d’équiva-
lence. Par exemple, les matrices de différence de taille 9x 9 sur Z/3Z possédent deux classes d’équivalence,
dont voici des représentants :

0 000O0OO0OTO0OT 0@ O 00 0 O0O0OO0OTO0ODTU 0@
0001112 2 2 0001112 2 2
00022 2111 000222111
01 201201 2 01201201 2
012120 2 01 01 2120201
012 201120 0122011220
021021021 02102110 2
021102210 02110 20 21
02121010 2 021210210

Plus généralement, voici la classification obtenue par Lampio et Ostergard pour des groupes de petits
cardinaux et une taille bornée. Ici r représente le nombre de lignes de la matrice et ¢ le nombre de
colonnes :

On constate que le nombre de classes peut étre relativement grand par rapport a la taille des para-
metres. On trouvera un représentant de chaque classe sous la forme d’une matrice ordonnée-normalisée
sur le site de Lampio.ﬂ Il semble que la classification générale des matrices de différence est une question
difficile, qui pour le moment est établie uniquement pour des petits parametres.

Dans toute la these, nous avons pris la convention inverse entre les lignes et les colonnes par rapport aux
références précitées [21 24 25] mais il suffit simplement de transposer les matrices pour passer de l'une
a lautre.

A Taide des matrices de différence, nous avons été en mesure de généraliser le résultat établi par
Grant, Shallit et Stoll, dans un premier temps pour les alphabets dont la taille est une puissance d’un
nombre premier, puis & tous les alphabets [44]. Nous étendons leur construction & l'aide des matrices
de différences, puis nous utilisons des arguments similaires avec des sommes d’exponentielles. Pour les
alphabets dont la taille est un produit d’au moins deux facteurs premiers, mais sans facteur carré, nous
avons d’ailleurs affiné le terme d’erreur obtenu par Grant, Shallit et Stoll.

1. https://wiki.aalto.fi/display/DifferenceMatrices/Home (consulté le 16/12/2020)
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r c | G| # r c G #
T 2 ZQ 1 4 4 ZQ X ZQ 1
3 3 Zg 1 8 8 ZQ X ZQ 1
6 6 Zg 1 12 12 ZQ X ZQ 1
9 9 | Zs | 2 16 | 16 | Zo X Zo | 226
12122 | 1 515 Zs 1
1519 | Zs | 5 10 | 10 Zs 1
18 | 18 | Z3 | 53 15 ] 8 Zs 2
4 2 | Zy | 1 6 2 Zg 1
8 4 | Zys | 6 4 |12 Zg 7
12| 2 | Z4 | 1 18 | 2 Zg 1
16 | 16 | Z4 | 13 7 7 Zr 1
201 2 | Z4 | 1 14| 14 Zr 2

Nous terminons par une généralisation des résultats précédents a ’aide de méthodes combinatoires
et en exploitant la représentation en base k de certains entiers qui interviennent dans les preuves. Nous
utilisons toujours la structure des matrices de différence, mais pas la théorie des sommes d’exponentielles.
Cela permet notamment une amélioration du terme d’erreur dans le cas ou la taille de ’alphabet est un
nombre composé, avec éventuellement des facteurs carrés, mais en utilisant une seule matrice de différence,
contrairement au précédent résultat [44] qui utilisait une matrice de différence pour chaque facteur premier
dans la décomposition. Au passage on remarque qu’en plus du comportement pseudo-alétoire de ces suites
généralisées de Rudin—Shapiro, la convergence de la moyenne empirique est plus rapide. En effet, alors
que le terme d’erreur est de l'ordre de 1/ V/N, quand N — oo, dans le cas aléatoire, nous obtenons un
terme d’erreur d’ordre log(N)/N, quand N — oo, dans le cas de nos suites généralisées de Rudin—Shapiro,
et ce quelle que soit la taille de ’alphabet. Nous généralisons la définition du coefficient de corrélation
d’ordre 2 défini au Chapitre 3 de la maniere suivante. Pour une suite u a valeurs dans un groupe abélien
fini (G, +), des entiers n € N et r € N\ {0}, et un vecteur (i,j) € G? on définit

5:](71) _ {1 S% (unvunJrr) = (l,j),
’ 0 sinon.
Pour une suite généralisée de Rudin—Shapiro, on définit alors la matrice de corrélations par la matrice
de taille |G| x |G|, qui a pour coefficient a la ligne i et a la colonne j, la quantité limy o Cf ;(N) =
% Z;V;Ol 47 ;(n). On montre alors, que chacune de ces limites est identique a celle que I'on obtient dans
le cas aléatoire Les résultats de cette partie concernent toute la matrice de corrélations, alors que ceux
du Chapitre [3] portent uniquement sur la trace de la matrice de corrélations. Nous évoquons également
le cas de la dimension supérieure, et donnons plusieurs exemples explicites [29].

Annonce du plan

Nous présentons maintenant plus en détail la structure de la these. Les deux premiers chapitres traitent
de la partie sur les automates finis et les automates cellulaires, et les deux derniers concernent la partie
sur les corrélations discrétes des suites généralisées de Rudin—Shapiro. Les chapitres[2] [3] et [ se terminent
chacun par une sélection de questions ouvertes.

Chapitre 1

Nous commengons par un chapitre permettant de donner différents exemples d’automates finis et
de suites automatiques, parmi les plus connus de la théorie, ainsi que des résultats classiques, dont
notamment des critéres d’automaticité et de non-automaticité. La plupart de nos énoncés peuvent se
retrouver et étre approfondis dans le livre d’Allouche et Shallit [6]. Nous introduisons également les
automates cellulaires avec la définition de maniére formelle et le théoréeme de Curtis—Hedlund—Lyndon
largement utilisé dans la pratique [22] pour les manipuler.



Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous rappelons les résultats obtenus par Rowland et Yassawi ainsi que les outils
et les méthodes utilisées, notamment 'utilisation des séries de Laurent et des corps finis. Nous donnons
ensuite différentes constructions explicites de suites automatiques de référence, en application directe de
leur méthode. Nous réussissons a améliorer leur construction de la suite classique de Rudin—Shapiro en
obtenant un automate cellulaire linéaire avec une mémoire plus faible, puis nous généralisons la méthode
a toute une famille de suites généralisées de Rudin—Shapiro, qui constituent un cas particulier de celles
que nous étudions dans le Chapitre [3] Nous nous intéressons ensuite aux constructions de certaines
suites non-automatiques en donnant les résultats généraux de notre méthode et en traitant explicitement
quelques exemples, a savoir la construction de l'indicatrice de la somme des carrés et la construction de
I'indicatrice des cubes. Nous traitons de maniere explicite l'indicatrice des nombres de Fibonacci, qui
nous permet de construire le mot de Fibonacci en colonne d’un automate cellulaire non-linéaire. Nous
terminons ce chapitre par nos résultats sur les recodages binaires. Nous construisons l'indicatrice des
puissances de 3 avec la méthode de Rowland et Yassawi, que nous recodons ensuite grace a nos résultats
sur les recodages binaires, ce qui permet d’obtenir cette suite 3-automatique en colonne d’un automate
cellulaire & 2 états, non-périodique a partir d’'un certain rang, répondant ainsi & une question posée par
Rowland et Yassawi [41]. On pourra retrouver ensemble de nos réultats dans [28].

Chapitre 3

Dans cette deuxiéme partie de la these, nous étudions les corrélations discretes d’ordre 2 de suites
généralisées de Rudin—Shapiro. Apres avoir évoqué un petit historique concernant la genese de la suite
classique de Rudin—Shapiro, ainsi que différentes généralisations, nous définissons celle a laquelle nous
nous sommes intéressés en reprenant les travaux de Grant, Shallit et Stoll [20]. Pour cela, nous avons
besoin de la théorie des matrices de différence, que nous illustrons par de nombreux résultats et exemples
que l'on retrouvera notamment dans [21} 24} 25]. Aprés avoir rappelé les résultats principaux sur les
corrélations d’ordre 2 de Grant et al. nous énongons les nétres et donnons deux preuves utilisant les
sommes d’exponentielles, I’'une pour les alphabets dont la taille est une puissance d’un seul nombre
premier, ol nous obtenons le méme terme d’erreur que Grant et al. dans le cas ou la taille de I’alphabet
est juste un nombre premier, et 'autre dans le cas général avec un produit de plusieurs puissances de
nombres premiers et oul nous réussissons a améliorer le terme d’erreur obtenu par Grant et al. dans le cas
d’un produit de plusieurs nombres premiers distincts. On pourra retrouver ces résultats dans [44].

Chapitre 4

Enfin, le dernier chapitre de cette theése s’intéresse aux mémes problématiques sur les corrélations
d’ordre 2 du Chapitre [3] mais dans un cadre plus général et avec une approche combinatoire & la place de
I'utilisation des sommes d’exponentielles. Toutefois, nous continuons & exploiter la structure des matrices
de différence qui définissent nos généralisations de Rudin—Shapiro. Nos résultats portent sur la matrice de
corrélations et plus uniquement sur la trace de cette matrice, comme pour le Chapitre [3| Nous évoquons
également le cas de la dimension supérieure et traitons quelques exemples explicitement. On retrouvera
ces résultats dans [29].
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Résumé

Cette these se situe a la frontieére entre mathématiques et informatique théorique. Nous nous intéres-
sons dans un premier temps aux automates finis et aux automates cellulaires. Bien qu’ils s’agissent de
deux objets mathématiques assez différents, il est possible de les relier par des constructions explicites,
en regardant la réalisation des suites automatiques dans les diagrammes espace-temps des automates cel-
lulaires. Dans un second temps, nous étudions les corrélations discretes de certaines suites automatiques,
appelées suites généralisées de Rudin—Shapiro, qui se comportent comme des suites aléatoires pour la
corrélation discrete d’ordre 2, bien qu’elles soient déterministes.

Apres une introduction des objets d’étude, que nous illustrons par plusieurs exemples, nous rappelons
le résultat de Rowland et Yassawi, qui ont montré en 2015 qu’il était possible de construire de maniére
explicite toute suite p-automatique, dans le cas ou p est un nombre premier, en colonne d’un automate
cellulaire linéaire, a partir d’'une configuration initiale finie. En utilisant leur méthode, nous obtenons
différentes constructions de suites automatiques de référence, puis nous établissons un moyen explicite
de construire toute une famille de suites p-automatiques, appelées suites généralisées de Rudin—Shapiro,
que nous étudions dans la deuxiéme partie de la theése, dans un cadre plus général. Nous nous intéressons
également au cas de certaines suites non-automatiques, telles que I'indicatrice des polynémes et le mot de
Fibonacci, que nous réussissons a construire en colonne d’automates cellulaires non-linéaires. Puis nous
obtenons des résultats sur des recodages binaires, permettant de réduire le nombre de symboles dans
les automates cellulaires. Grace a un recodage binaire, nous avons également construit explicitement une
suite 3-automatique sur un alphabet binaire, en colonne d’un automate cellulaire & 2 états, non-périodique
a partir d’un certain rang, ce qui répond a une question posée par Rowland et Yassawi.

Dans la deuxiéme partie de cette these, nous reprenons les travaux de Grant, Shallit et Stoll, qui
ont établi en 2009 des résultats sur les corrélations discretes de suites infinies sur des alphabets finis. En
exploitant les propriétés de récursivité de la suite classique de Rudin—Shapiro, ils construisent une famille
de suites déterministes sur des alphabets plus grands, pour lesquelles ils montrent que dans le cas ou la
taille de I’alphabet est sans facteur carré, la moyenne empirique des coefficients de corrélation d’ordre 2
a la méme limite que dans le cas de suites ot les lettres sont tirées aléatoirement, de maniere uniforme et
indépendamment. De plus, ils arrivent a quantifier explicitement le terme d’erreur. En généralisant leur
construction a l'aide de la théorie des matrices de différence, nous arrivons a établir un résultat similaire
pour des alphabets de taille quelconque ainsi qu’une amélioration du terme d’erreur dans certains cas.
Tout comme Grant et al., nous nous servons de la théorie des sommes d’exponentielles pour démontrer
notre résultat sur les corrélations discretes d’ordre 2 de nos suites généralisées de Rudin—Shapiro.

Dans la troisiéme partie, nous terminons par une approche combinatoire de ces questions, qui nous a
permis d’obtenir une amélioration du terme d’erreur dans le cas ou la taille de I'alphabet est un produit
d’au moins deux nombres premiers distincts, et de généraliser certains de nos résultats.

Mots-clés: combinatoire des mots, automates, informatique théorique, corrélations discretes, sommes
d’exponentielles.

Abstract

This thesis is at the interface between mathematics and theoretical computer science. In the
first part, our main objects are finite automata and cellular automata. While relatively different in
nature, it is possible to link both by explicit constructions. More specifically, it is possible to realise
automatic sequences in the space-time diagrams of cellular automata. In the second part, we study
discrete correlation properties of so-called generalised Rudin—Shapiro sequences. These are automatic
sequences, hence deterministic, but show similar properties as random sequences with respect to their
discrete correlation of order 2.



After introducing the objects of study, illustrated by several examples, we first recall the result of
Rowland and Yassawi. They showed in 2015 via an algebraic approach that it is possible to construct
explicitly any p-automatic sequence (p is a prime number) as a column of a linear cellular automaton with
a finite initial configuration. By using their method, we obtain several constructions of classical automatic
sequences, and an explicit way to build a family of p-automatic sequences that we study in a more general
context in the second part of the thesis. We also investigate several non-automatic sequences, such as the
characteristic sequence of integer-valued polynomials and the Fibonacci word, which both can be realised
as columns of non-linear cellular automata. We end this part by some results about binary recodings
in order to reduce the number of symbols in the cellular automata. Under a binary recoding, we give
explicitly a 3-automatic sequence on a binary alphabet, as a column of a cellular automaton with 2 states,
that is not eventually periodic. This answers a question asked by Rowland et Yassawi.

In the second part of the thesis, we take up research from 2009 of Grant, Shallit, and Stoll about
discrete correlations of infinite sequences over finite alphabets. By using the recursivity properties of the
classical Rudin—Shapiro sequence, they built a family of deterministic sequences over larger alphabets,
called generalised Rudin—Shapiro sequences, for which they showed that when the size of the alphabet is
squarefree, the empirical means of the discrete correlation coefficients of order 2 have the same limit as
in the case of random sequences where each letter is independently and uniformly chosen. Moreover, they
gave explicit error terms. We extend their construction by means of difference matrices and establish a
similar result on alphabets of arbitrary size. On our way, we obtain an improvement of the error term in
some cases. The methods stem, as those used by Grant et al., from the theory of exponential sums.

In the third part, we use a more direct combinatorial approach to study correlations. This allows for
an improvement of the error term when the size of the alphabet is a product of at least two distinct
primes, and allows to generalise some of our results of the second part.

Keywords: combinatorics on words, automata, theoretical computer science, discrete correlations, ex-
ponential sums.



Chapitre 1

Automates et suites automatiques
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Apparue dans la premiére moitié du XXeme siécle, la théorie des automates fut développée dans le
but de formaliser la notion de calcul et de machine. Les automates finis constituent le modele de machine
le plus simple de la théorie des automates mais ne furent définis formellement que vers 1950, bien apres
les machines de Turing. Au cours des derniéres décennies, de nombreux résultats utilisant notamment des
méthodes combinatoires et algébriques ont été établis.

Un automate fini est une machine qui prend en entrée des mots définis sur un alphabet et qui apres
lecture des lettres qui constituent le mot, renvoie une lettre en sortie. Nous étudierons également les
automates cellulaires que ’on associera a une grille avec des cases dans laquelle chaque ligne est obtenue
a partir des précédentes par le biais d'une regle locale et de conditions initiales données. Il est possible
d’engendrer des suites a partir d’'un automate fini ou l'on prend en entrée un nombre entier n que 1'on
écrit en base k, ensuite 'automate lit les chiffres qui composent le nombre et rend en sortie une lettre
d’un alphabet fini que 'on définit comme étant le n-iéme terme de la suite. De telles suites sont dites
k-automatiques. Nous donnerons plusieurs caractérisations de ces suites ainsi que des exemples concrets
pour illustrer les résultats.

Ce premier chapitre sera essentiellement consacré a définir les objets de notre étude.

1.1 Suites automatiques, automates finis

1.1.1 Définitions et premiers exemples

Définition 1.1.1. [3,4I] Un automate fini déterministe avec sortie (DFAO) est un 6-uplet (Q, Xy, d, qo, A, w)
ol @ est un ensemble fini d’“états”, Xy = {0,1,...,k — 1}, qo € @ est 'état initial, A est un alphabet
fini, w : Q — A est la fonction de sortie et § : Q x ¥ — @ est la fonction de transition.

!
Remarque 1.1.1. [4I] Sin = Z a;k" est la représentation standard en base k de n > 1 avec 0 < a; <
i=0
k—1et a; # 0, on définit (n); comme étant le mot agay - - - a;.
On définit alors pour tout ¢ € Q, (g, apa1---a;) = 6(d(s,ap), a1 ---a;) de maniére récursive.
Le mot vide sera noté .

13
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Définition 1.1.2. [3|[4I] Une suite (uy,),>0 d’éléments de A est dite k-automatique s’il existe un DFAO
(Q, %k, 9,90, A,w) tel que u,, = w(d(qo, (n)x) pour tout n > 0.

Exemple 1.1.1. [3, [41] La suite de Thue-Morse (¢,),>0 = 0,1,1,0,1,0,0,1, ... définie par ¢, = 0 si le
nombre de 1 dans le représentation binaire de n est pair et ¢,, = 1 sinon est une suite 2-automatique. Elle
est engendrée par I'automate suivant, ou les deux états sont étiquetés par leurs images par w :

0 0
1
start —
1
On note t = totyta--+- = 01101001 --- le mot infini engendré par cette suite, que 'on appelle mot de

Thue-Morse ou mot de Prouhet—Thue—Morse [5].

l

Remarque 1.1.2. La suite de Thue-Morse peut aussi se définir de la maniere suivante. Soit n = Z a;2!
i=0

!
la représentation binaire de n. On pose sa(n) = Z a; et t, = s2(n) mod 2. En particulier on a pour tout
=0

n 2 0, tgn = tn et t2n+1 =1 7tn.
Il est également possible de définir la suite de Thue-Morse a ’aide d’un morphisme.

Définition 1.1.3. [0l Example 1.4.2] Considérons le morphisme (ou la substitution) o défini par 0 — 01 et
1+ 10. On définit de maniére récursive une suite de mots par wy = 0 et pour tout n > 1, w,+1 = o(wy,).
Voici les premiers mots que 1’on obtient :

w1 = 0
Wo = 01
w3 = 0110

wy = 01101001
ws = 0110100110010110
we = 01101001100101101001011001101001.

La limite infinie de ces mots est I'unique point fixe de ¢ qui commence par un 0, et est appelé mot de
Thue—Morse, la n-ieme lettre du mot étant le n-iéme terme de la suite de Thue—Morse, en commencant
au rang 0.

Exemple 1.1.2. [6, Example 5.1.6 et Observation 6.5.1] Soit (wy,),>0 la suite de mots définie sur {0, 1}
par : wg = 1, et pour tout n > 0, wy41 = w,lw)], ol 2’ désigne le “retourné” du mot = dont on a échangé
les 0 et les 1. On a wy = wolw) = 110, wy = wylwj = 1101(110)" = 1101100, . ..

La limite de cette suite est le mot infini w = 110110011100100--- La suite (up)n>0 OU u, désigne le
n-iéme symbole du mot w est appelée suite du pliage de papier (ug = 1,u; = L,us = O,uz = 1,...).
Notons au passage que pour tout n > 0 le mot w,, est de longueur 2"*! — 1. La suite du pliage de papier
est engendrée par I’automate suivant :
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0
O E
1
start —
1 0
1
Il s’agit donc d’une suite 2-automatique.

Exemple 1.1.3. [6, Example 3.3.1] La suite de Rudin-Shapiro (ou Golay-Rudin—Shapiro) (e,)n>0 =
1,1,1,—-1,1,1,—1,1,... est définie de la maniére suivante :
!

-1

Sin= Z ;2" est la représentation binaire de n, on pose f(n) = Z air1a; et e, = (—1)7). Cette suite
i=0 i=0

est 2-automatique. Elle est engendrée par 'automate suivant :

0 0

1 1 0
0 1 1

Remarque 1.1.3. [3| 20, 41] La suite de Rudin—Shapiro peut aussi étre définie sur ’alphabet {0, 1} pour
tout n € N par

r, = (nombre de blocs “11” dans la représentation binaire de n) mod 2.
On a alors, (rp)n>0 =0,0,0,1,0,0,1,0,... On en déduit facilement la définition équivalente suivante :

(rn+1) mod 2 sin=1 (mod 2),

ro=0,1r0, =7, €t 1 =
0T e it {Tn sin =0 (mod 2).

Ainsi, la suite de Rudin—Shapiro peut se définir de maniére récursive par :
ro =0 et ropyj = (r, +jn) mod 2 ou j € {0,1}

La suite de Rudin—Shapiro fera ’objet d’une étude approfondie dans le Chapitre 3] Dans la littérature,
il existe de nombreuses généralisations sur des alphabets de taille plus grande. Nous y reviendrons plus
en détail dans la suite. Néanmoins nous pouvons donner une premiere généralisation pour les alphabets
dont la taille est un nombre premier, qui découle directement de la remarque précédente.

Définition 1.1.4. [20] Soit k£ un nombre premier. La suite (a(n)),>¢ définie sur 'alphabet {0,1,...,k—1}
de maniére récursive par :

a(kn+j) = (a(n) + jn) mod k pour 0<j<k—1, n>1,

ou les valeurs de a(0),...,a(k — 1) peuvent étre choisies arbitrairement, est une suite généralisée de
Rudin—Shapiro.
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1.1.2 Noyau d’une suite automatique

Pour savoir si une suite donnée est automatique, on peut par exemple construire explicitement I’auto-
mate fini qui 'engendre. Il existe différents critéres d’automaticité et de non-automaticité. L'un des plus
connus, consiste a étudier ce qu’on appelle le k-noyau.

Définition 1.1.5. [6, p. 185] Soit k& un entier, k& > 2. On appelle k-noyau de la suite u = (un)n>0
I'ensemble Ny (u) = {(ugnatb)n>0, @ >0, 0<b<k*—1}.

Exemple 1.1.4. [6l Example 6.6.1] Le 2-noyau de la suite de Thue-Morse est
{(tn)n207 (1 - tn)n20}~

Avec la définition de la suite de Thue-Morse on a directement tgay,yp = t,, + ¢ avec t, € {0,1}. D’on le
résultat.

Exemple 1.1.5. [6, Example 6.6.3] Le 2-noyau de la suite de Rudin—Shapiro est

{(Tn)nZ()y (T2n+1)n203 (r4n+3)n,207 (T8n+3)7120}-

—+o00 +oo
En notant n = Zsﬂi et b = Znﬂi les représentations binaires de n et b on a alors f(2%n +b) =
i=0 i=0
f(n) 4 f(b) + €ona—1. D0l T9ap4p = (—1)F 740 = 1 gy (—1)"1a~1, 11 suffit ensuite de distinguer les cas
selon la valeur de b qui nous donne 1, = —lour, =1et 9,1 =0o0un,_; = 1.

Remarque 1.1.4. Pour une suite k-automatique, la taille du k-noyau est majorée par le nombre d’états
de 'automate qui engendre la suite. En effet pour lire £“n + b on lit d’abord b qui nous conduit a un état
de automate qui devient le nouvel état initial, puis on lit n, étant donné que les chiffres de k®n a partir
du a + 1-eme, en commencant la lecture par la droite, sont les mémes que ceux de n.

Exemple 1.1.6. Le 2-noyau de la suite de pliage de papier (up)n>0 est

{(un)nZO» (u4n)n207 (u4n+2)n20a (u2n)n20}7

ol (u4n)n>0 est en fait la suite identiquement égale & 1, (uant2)n>0 la suite identiquement égale a 0 et
(u2n)n>0 la suite 2-périodique 10101010 - - .

Démonstration. On reprend les notations de 'Exemple ([1.1.2]). L automate de la suite du pliage de papier
que l'on a construit ayant 4 états, il y a donc au plus 4 suites dans le 2-noyau. Nous allons d’abord montrer
a ’aide d’un raisonnement par récurrence que pour tout n > 0, ugy = 1 et ugp42 = 0. Pour tout n > 0
on pose

H, : Pour tout i € [0,2" — 2] la i-éme lettre du mot w,, est 1 si s =0 mod 4 et 0 si ¢ = 2 mod 4.

On a wg =1 et la lettre de rang 0 est 1. On a w; = 110 et la lettre de rang 0 est 1 et celle de rang 2
est 0. On a we = 1101100, les lettres de rang 0 et 4 sont 1 et celles de rang 2 et 6 sont 0. Donc Hy, H;
et Ho sont vraies.

Soit n > 2 tel que H,, soit vraie. Par définition de la suite du pliage de papier on a wp4+1 = wy,lw),.
On doit montrer que pour tout i € [0,2" "1 — 2] la i-éme lettre du mot w, 41 est 1 si i =0 (mod 4) et
0si¢ =2 (mod 4). Pour ¢ € [0,2" — 2] les lettres de rang i de w,11 sont celles de rang ¢ de w,, donc
d’apreés H,, la i-éme lettre du mot wy 41 est 1 si ¢ = 0 (mod 4) et 0 si ¢ = 2 (mod 4). Il reste donc a
montrer le résultat pour i € [27,2"F! — 2]. Or pour i € [27,2"F! — 2] la (2" — i)-eme lettre de w11
et la (271 — i — 2)-éme de w, 41 sont symétriques par rapport au 1 qui se trouve entre w,, et w/,. Par
définition ces lettres sont opposées (si 'une vaut 1 'autre vaut 0 et inversement). De plus comme n > 2
ona?2"—2 =2 (mod 4). Ainsi si 2" —i = 0 (mod 4) alors 2" —j -2 =2"—-242"—j =2+0 = 2 (mod 4)
et inversement. On en déduit donc que pour tout i € [27,2"T1 — 2] la i-éme lettre du mot w,, 41 est 1 si
1 =0 (mod 4) et 0 si i =2 (mod 4). Donc H,,41 est vraie.

Le principe de récurrence assure que pour tout n > 0, ug, = 1 et ugpio = 0. Il y a donc 2 suites
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constantes dans le 2-noyau. On en déduit directement que (u2y,)n>0 = 1010101010 --. On a ainsi trouvé
3 suites différentes dans le 2-noyau, distinctes de la suite du pliage de papier elle-méme. Cette derniere
faisant également partie du 2-noyau il est entierement déterminé. O

Le résultat suivant est un critere classique permettant de déterminer si une suite est automatique.

Théoréme 1.1.1. [6, Theorem 6.6.2] Soit k > 2. La suite u = (uy,)n>0 est k-automatique si et seulement
si N (u) est fini.

En effet, d’apres la Remarque on a déja le sens direct et la réciproque s’obtient en donnant une
construction d’un automate qui engendre une suite dont le noyau est fini.

1.1.3 Caractérisation par morphisme
Il existe une autre caractérisation de 'automaticité a ’aide des suites engendrées par un morphisme.

Définition 1.1.6. [0 p. 9] On dira qu’un morphisme (ou une substitution) o, défini sur un alphabet fini
A, est k-uniforme si 'image par o de chaque lettre de A est un mot de longueur k.

Nous avons le résultat suivant, démontré par Cobham en 1972.

Théoréme 1.1.2. [12] Une suite est k-automatique si et seulement si c’est 'image d’un point fixe d’un
morphisme k-uniforme par un morphisme lettre & lettre.

Exemple 1.1.7. D’apres la Définition la suite de Thue—Morse est 2-uniforme, et par conséquent
on retrouve directement grace au théoreme de Cobham, qu’il s’agit d’une suite 2-automatique.

1.1.4 Un critére de non-automaticité

Nous présentons ici un critére de non-automaticité du a Minsky et Papert [35] qui peut se révéler plus
pratique que ’étude du noyau dans certains cas.

Proposition 1.1.1. [35] Soit f : N — N une fonction croissante. On définit 7y(x) = #{n : f(n) < z}.
Si limg oo mp(x)/2 =0 et lim, o0 f(n+1)/f(n) = 1, alors la suite u = 17y n’est pas automatique.

Exemple 1.1.8. On note P 'ensemble des nombres premiers. La suite 1py) n’est pas automatique.
En effet, si on note f: N — N, avec f(n) = n-iéme nombre premier, f est bien une fonction croissante

et d’apres le théoréme des nombres premiers on sait que mg(x) ~ (x = o) et que f(n) ~

log(z)
nlog(n) (n — o0). Le critere de Minsky—Papert nous donne directement le fait que la suite v = 1ay)
n’est pas automatique.

Exemple 1.1.9. Si P € Q[X] est un polynéme de degré d > 2 tel que P(N) C N, et P est strictement
croissant sur N, alors le critére de Minsky—Papert est satisfait, car wp(z) est de Uordre de /4, On en
déduit que la suite 1p(y) n'est pas automatique.

1.2 Automates cellulaires

Soit A un alphabet fini munit de la topologie discréte. On munit A% de la topologie produit. On
appelle configuration, un élément de A% que I’on notera R = (R(m))mez. Pour une configuration R on
définit le décalage a droite o : AZ —s A% par (o(R))(m) = R(m + 1).

Définition 1.2.1. [4I] Un automate cellulaire avec mémoire d est une application ® : (A%)%Z — A%
continue pour la topologie produit et qui commute avec le décalage a droite o.

Autrement dit ® : (A%)% — A% est un automate cellulaire si ® est continue pour la topologie produit
et 0o ® = P oo avec o le décalage a droite.

Remarque 1.2.1. Lorsque d = 1 la définition précédente correspond & la définition classique des auto-
mates cellulaires sans mémoire.
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Le théoréeme de Curtis-Hedlund-Lyndon [22] énonce que ® est un automate cellulaire avec mémoire
d si et seulement s'il y a une regle locale ¢ : (A%)*"+1 — A pour un certain [ > 0 (le rayon & gauche
de ¢) et un certain 7 > 0 (le rayon a droite de ¢), telle que pour tout R € A% et pour tout m € Z,

(B(R))(m) = ¢(R(m — 1), R(m — L+ 1),..., R(m +r)). (1.1)

Réciproquement, n’importe quelle regle locale ¢ définit un automate cellulaire ® en utilisant la rela-
tion .
Dans le casou l = r = 1 et A = {0,1}, les automates cellulaires sont appelés automates cellulaires
élémentaires. Il en existe 2% = 256.

Remarque 1.2.2. [41] L’ensemble A% est muni de la topologie produit induite par la distance d définie
pour tout z,y € A% par :
- min {|nf, z, # yn}
oy =42 meE T sy,
0 siz=uy.

Définition 1.2.2. [41] Si @ : (A%)%Z — AZ est un automate cellulaire avec mémoire d, alors un dia-
gramme espace-temps pour ¢ avec conditions initiales Ry, ..., Rq—1 est la suite (R,)n>0 que 'on définit
de maniére récurrente par R, = ®(R,,—4,...,Rp_1) pour n > d.

La n-iéme ligne R,, représente la configuration au temps n, et R, (m), 'entrée sur la ligne n et la colonne
m du diagramme espace-temps, est 1’état de la m-iéme cellule au temps n.

Par conséquent dans un automate cellulaire avec mémoire d chaque ligne est déterminée par les d pre-
mieres lignes.

On se place désormais dans le cas ou A est le corps fini Fy.

Définition 1.2.3. [41] On dit qu’un automate cellulaire ® : (Fg)z — IE% avec mémoire d est linéaire si
® est une application Fy-linéaire.

Le théoreme de Curtis—Hedlund-Lyndon permet de montrer que ’automate cellulaire ® avec mémoire d
est linéaire si et seulement s’il existe des coefficients f;; € Fq pour =l < j <ret 0 <i<d—1 tels que

d—1 r
(®(Rg, ..., R4—1))(m) = Z Z fiiRi(m + j) pour tout Ry, ...,Rq_1 € FZ et m € Z.
i=0 j=—1

Exemple 1.2.1. [4I] On se place sur Fy avec comme régle locale ¢(a,b,c¢) = a + ¢ et comme condition
initiale Ry ou Rp(0) = 1 et Ro(m) = 0 pour tout m # 0. On définit ainsi un automate cellulaire avec
mémoire 1. On peut représenter les lignes de 'automate cellulaire sous forme d’un diagramme en codant
une case noire pour un 1 et une case blanche pour un 0. On prendra comme convention 1’évolution du
temps vers le haut.
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La figure que l'on obtient présente une structure auto-similaire bien connue, appelée triangle de
Sierpinski. Selon la regle locale, les diagrammes espace-temps que ’on obtient peuvent étre tres différents.
Les 256 automates cellulaires élémentaires donnent déja un bon apergu des différentes structures que 1’on
peut observer. On trouvera une liste compléte des 256 diagrammes espace-temps dans le célebre livre de
Wolfram [46], p. 55-56].
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Les résultats de cette partie ont fait I’objet d’une publication en 2018 [28]. Nous trouverons également
dans ce chapitre des améliorations plus récentes, et de nouvelles constructions, en lien direct avec 'article
de Rowland et Yassawi [41] qui fut le point de départ de cette partie. Le résultat établi par Rowland et
Yassawi en 2015, relie les suites p-automatiques, ou p est un nombre premier, aux automates cellulaires
linéaires. Ils exposent une maniere explicite de construire une suite p-automatique donnée comme colonne
d’un automate cellulaire linéaire avec une configuration initiale finie. En 1993, Litow et Dumas [27] avaient
déja établi que pour un nombre premier p et I, un corps fini de caractéristique p, chaque colonne d’un
automate cellulaire linéaire sur F,, avec une configuration initiale finie, est une suite p-automatique. Le
résultat de Rowland et Yassawi établit une réciproque a celui de Litow et Dumas. Nous avons donc une
équivalence qui nous donne une caractérisation des suites p-automatiques et des automates cellulaires
linéaires. De plus la preuve de Rowland et Yassawi est constructive car elle donne un algorithme qui
permet a partir d’une suite p-automatique donnée de construire explicitement un automate cellulaire
dans lequel la suite apparait dans 'une des colonnes. Pour une suite donnée, il existe plusieurs automates
qui permettent de la construire avec cette méthode mais pas nécessairement avec la méme mémoire.
Par exemple, dans le cas de la suite de Rudin—Shapiro, nous verrons qu’il est possible de construire un
automate cellulaire avec une mémoire plus faible que celui obtenu par Rowland et Yassawi dans leur
article.

De maniere plus générale, la construction de suites définies sur un alphabet fini en colonne du dia-
gramme espace-temps d’un automate cellulaire est un sujet encore tres ouvert. D’autres constructions de
suites non nécessairement automatiques avaient déja été étudiées dans des travaux plus anciens, comme
ceux de Fischer en 1965 [I5] qui donne une premiére construction de la suite indicatrice des nombres
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premiers par un automate cellulaire, résultat ensuite amélioré par Korec en 1997 [23] qui réduit considé-
rablement le nombre d’états de I'automate, le faisant passer d’environ 30000 & seulement 11. En 1999,
Mazoyer et Terrier [34] établissent différentes constructions géométriques de 'indicatrice de certaines
fonctions croissantes ainsi que différentes propriétés de cloture sur cette classe de fonctions dites Fischer
constructibles au sens de la construction de l'indicatrice des nombres premiers de Fischer. Nous nous
intéresserons a ce type de constructions dans la deuxiéme partie de ce chapitre.

Nous commencons par introduire quelques définitions et notations qui nous serviront dans tout ce
chapitre.
Soit A un ensemble fini contenant un élément noté 0, et soit ® : A% — A% un automate cellulaire. On
dit que ® est 0-stable si ®(0%) = 0Z.
Une configuration = € AZ est dite finie si I'ensemble {k € Z : z}, # 0} est fini. On notera Cy(.A) I’ensemble
des configurations finies de AZ.
L’ensemble & = {(®"(2)o)n>0 € AY : ® automate cellulaire O-stable sur A% et z € Co(A)} sera I'ob-
jet principal de notre étude des automates cellulaires dans ce chapitre. On définit également S; =
{(®"(2)0)n>0 € AN : ® automate cellulaire avec mémoire d sur A% et = € Co(A)}. Pour commencer,
nous allons introduire quelques outils algébriques.

2.1 Utilisation des séries de Laurent

Les automates cellulaires constituent un sujet d’étude tres vaste. Il existe différentes manieres de les
aborder. Une possibilité est de les représenter par des séries formelles & deux variables qui permettent
d’encoder le rang de la ligne et celui de la colonne dans le diagramme espace-temps. Nous présentons ici
quelques résultats classiques, que 'on doit & Furstenberg [I6], ainsi que le théoréme de Christol [I1] qui
fait le lien entre les suites automatiques et les séries formelles algébriques.

Dans toute la suite, sauf indication contraire, p désigne un nombre premier et ¢ une puissance de
p. On note F, le corps fini & g éléments. F,[t],Fy(t) et Fy((t)) désignent respectivement ’ensemble des
polynoémes, des fractions rationnelles et des séries formelles de Laurent a coefficients dans F,. Les éléments
de F,((t)) sont les expressions de la forme F(t) = Z upt™ ol u,, € Fy et ng € Z. On peut aussi définir

n>ngo
les polynomes, les fractions rationnelles et les séries formelles de Laurent en plusieurs variables.
Si E(t,x) = Z Z an,mt"x™ désigne une série formelle de Laurent en deux variables, sa diagonale est
n>ng meZ
la série formelle de Laurent :

en une seule variable.
De maniére similaire on définit la m-iéme colonne de E(t,x) par :

n
E G ymt

n>ngo

Une série de Laurent F(t) est dite algébrique sur F,(¢) s’il existe un polynéme non-nul P(¢, z) € Fy[t, z]
tel que P(t, F'(t)) = 0. On dit aussi que E(t, x) est une série rationnelle s’il existe deux polyndmes Q(¢, x)
et P(t,x) tels que P(t,x)E(t,x) = Q(t, x).

Nous rappelons les résultats suivants sans démonstration, et renvoyons aux références pour plus de pré-
cisions.

Théoréme 2.1.1. [4I] Pour qu'une série de Laurent F(t) € F,((t)) soit algébrique sur F,(¢), il est
nécessaire et suffisant qu’elle soit la diagonale d’une série rationnelle de Laurent E(t,x) € Fy((x))((t)).

Proposition 2.1.1. [I6] [41] Supposons que la série de Laurent F'(t) = Z cnt™ € Fy((t)) est algébrique
n>ngp
sur Fy(t). Alors il existe 7* > ng,m > 0, et un polyndme

P*(t,x) = Ay*(t)z + Ay ()P 4 - -+ A" (H)2P” + B*(t),
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avec A;"(t), B*(t) € Fy[t] et Ao™(t) non-divisible par ¢, tels que

F(t) = R*(t) + t" G*(t), R*( ch et P*(t,G*(t)) = 0.

n=no

Proposition 2.1.2. [4I] Supposons que F(t Zunt" € F,((t)) est algébrique sur F,(¢). Alors il
n>0
existe G(t) € Fy((t)) et P(t,z) € Fy[t, «] de la forme

P(t,x) = Ag(t)z + Ay (H)a? + - + Ay (H)zP" + B(1),
avec A;(t), B(t) € Fy[t] pour 0 < i < m tels que

F(t)=R(t)+t"G(t) pour uncertain r>0 et R(t) € F,[t], (2.1)
G(0) =0, (2.2)
Ao(0) # 0, (2.3)
B(0)=A;(0) =0 pourl <i<m, et (2.4)
P(t,G(t)) =0. (2.5)

Les résultats précédents permettent de démontrer la proposition suivante, que 'on doit & Furstenberg,
et qui joue un role central dans la preuve de Rowland et Yassawi.

Proposition 2.1.3. [16] 41] Notons PV 1a dérivée de la fonction P par rapport a la seconde variable.

Supposons que la série G(¢ Z ent™ € Fy((t)) avec G(0) = 0 satisfait P(¢t,G(t)) = 0, ou P(t,z) €
n>1

F,[t,z] et P(®1)(0,0) # 0. Alors G(t) est la diagonale de I'unique développement en série de

sz(O’l)(tm, x)
P(tz,x)

Remarque 2.1.1. La détermination d’un polynéme P satisfaisant les conditions de la Proposition [2.1.3
xQP(O’l)(tm,z) d

P(tz,x) €
construire de maniére explicite un automate cellulaire dans lequel la suite définissant la série génératrice
G apparalt dans 'une des colonnes. Le théoréme suivant, qui est dii a Christol, garantit I’existence d’un
tel polynéme pour une suite g-automatique donnée.

pour une certaine série génératrice G, permet a ’aide du développement en série de

Théoréme 2.1.2. [0, 11} 4I] Une suite (u,)n>0 est g-automatique si et seulement si F'(¢ Z unt" est
n>0
algébrique sur Fy(t).

Exemple 2.1.1. [0, Example 12.1.5] Soit (¢,,)n>0 la suite de Cantor, définie par :

1 si(n)s contient seulement des 0 et des 2;
C, =
" 0 si (n)3 contient au moins un 1.

On a pour tout n € N ¢3,, = ¢;;, = ¢€3p42 €t €31 = 0. Alinsi

FP(t) =) cnt"

n>0
_ 3n 3n+1 3n+2
= E C3nt”" + E C3n41t + E C3n 42t
n>0 n>0 n>0
=D et 12 et
n>0 n>0

= F(t*) + *F(t*)
= (1+)F(t)°

La série F(t) est algébrique sur F3(¢) donc d’apres le théoréme de Christol (¢,,)n>0 est 3-automatique.
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Remarque 2.1.2. La démonstration du théoréme de Christol assure que pour une suite g-automatique
dont le g-noyau est de taille d, il existe un polynéme annulateur de sa série génératrice, de degré au plus
q?. Cependant, dans la pratique, cette majoration n’est pas optimale.

2.2 Le cas des suites p-automatiques

2.2.1 Reésultat principal, principe de la méthode

Désormais nous avons tous les outils nécessaires pour le résultat principal de Rowland et Yassawi [41].

Théoréme 2.2.1. [4I] Une suite d’éléments de F, est p-automatique si et seulement si c’est la colonne
d'un diagramme espace-temps d’un automate cellulaire, avec mémoire, sur F,, et dont les conditions
initiales sont périodiques a partir d’un certain rang dans les deux directions.

Remarque 2.2.1. L’ensemble des suites p-automatiques constitue donc une premiere famille de suites
de ’ensemble S, que nous avons défini au début du chapitre. Il s’ensuit qu’'une suite p-automatique
construite par un automate cellulaire de mémoire d est un élément de Sy

Le résultat suivant permet d’étendre le résultat de Rowland et Yassawi sur les suites p-automatiques
avec p premier, aux suites g-automatiques dans le cas ou ¢ est une puissance d’un nombre premier.

Théoréme 2.2.2. [6, Theorem 6.6.4] Pour tout m > 1, une suite est k-automatique si et seulement si
elle est k™-automatique.

Démonstration. Si (un)n>0 €st une suite k-automatique, alors d’apres le Théoreme c’est 'image
d’un point fixe d’un certain morphisme @ lettre a lettre et k-uniforme. Il suffit alors de considérer le
morphisme v = & pour en déduire que (uy,),>0 est k™-automatique.

La réciproque se démontre avec des résultats sur les langages réguliers que nous ne développerons pas
ici. Nous renvoyer a [6] pour plus de détails. O

Nous représenterons le diagramme espace-temps d’un automate cellulaire par une série a deux va-
riables. Si ay, ., représente I'entrée du diagramme espace-temps pour la ligne n € N et la colonne m € Z,

alors la série E(t,x) = Z Z an mt"z"™ encode I'évolution de l'automate cellulaire tout entier & par-
n>0mezZ
tir de la condition initiale Ry. On identifie la n-ieme ligne R,, du diagramme espace-temps par la série
R, (z) = Z an,max™ qui est le coefficient de ¢" dans E(t,z) = Z Ry (z)t".
mEZ n>0
La preuve du Théoréeme [2:2.1] est constructive car elle nous donne un moyen de construire 'automate
cellulaire a partir de la suite automatique. Il suffit pour cela de trouver un polynéme annulateur P(¢,x)
de la série génératrice de la suite automatique qui remplit les conditions de la Proposition Il reste
PO (¢t )
P(t,x)

La procédure donnée par Rowland et Yassawi [41] repose sur la démonstration du théoréme de Christol
qui assure que pour une suite g-automatique dont le g-noyau est de taille d, il existe un polynéme an-
nulateur de la série génératrice, de degré au plus ¢ en x. Pour fixer les idées, notons (Un)n>0 la suite

ensuite a calculer les coefficients R,,(x) qui apparaissent dans le développement en série de

p-automatique que l'on cherche & obtenir en colonne d’un automate cellulaire et F'(t) = Z unt™ sa série

n>0
génératrice. Si son g-noyau contient d éléments, notons pour 1 < i < d, F;(t) les fonctions génératrices
associées aux d suites du g-noyau. Comme la suite elle-méme est toujours un élément du noyau, on peut
considérer par exemple que Fy(t) = F(t). On exprime chaque F;(¢) comme une combinaison linéaire des
fonctions Fy (t9),. .., Fy(t?) et on répete d fois la procédure afin d’exprimer chaque Fj(tqi), pour1 <j<d
et 0 < i < d, comme une combinaison linéaire, dans le corps Fy(z), de Fy (tqd+1 )s--- ,Fd(tqd+l). On obtient
alors une relation linéaire entre Fi(¢t),..., F 1(tqd) qui donne un polynéme annulateur pour F(t) = F(t).
Il est souvent nécessaire ensuite de le modifier par une transformation linéaire pour qu’il satisfasse aux
conditions de la Proposition [2.1.3] ce qui peut se faire de maniére mécanique.
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Cependant, dans la pratique cette procédure n’est pas optimale. Selon les propriétés de la suite ou la
forme du g-noyau, il est possible d’obtenir un polynéme annulateur de la série génératrice plus rapidement
et de degré plus faible.

2.2.2 Exemples

Nous allons traiter ici plusieurs exemples de suites p-automatiques connues. Nous commengons par
deux exemples de suites automatiques qui n’ont pas été traitées par Rowland et Yassawi, a savoir la suite
2-automatique du pliage de papier, définie au Chapitre [1| (Exemple , et la suite 3-automatique de
Cantor (Exemple , pour lesquelles I'obtention d’un polynéme annulateur est relativement simple.
Puis nous donnerons ’exemple de la suite 2-automatique de Rudin—Shapiro qui est traitée par Rowland
et Yassawi dans leur article avec leur procédure, ou ils montrent qu’il s’agit d’un élément de Sog. Nous
donnerons une autre construction qui permet de montrer qu’il s’agit en fait d’un élément de Sg, et qui
permet de traiter toutes les suites généralisées de Rudin—Shapiro introduites au Chapitre [1| Nous expli-
citerons 'automate cellulaire que I'on obtient pour la suite généralisée de Rudin—Shapiro sur ’alphabet

{0,1,2}.

2.2.2.1 Suite du pliage de papier

Exemple 2.2.1. Soit (u,)n>o0 la suite réguliere du pliage de papier. Cette suite étant 2-automatique et
ayant un noyau de taille 4, il est donc possible de trouver un polynéme annulateur de la série génératrice
P(t,z) de degré au plus 2* = 16 en z.

Nous allons voir qu’en fait, on peut trouver un polyndéme annulateur de degré 2 en x. La suite réguliere
du pliage de papier n’est pas ultimement périodique (voir [6, Theorem 6.5.3]) et par conséquent sa série
génératrice ne peut pas étre une fraction rationnelle, autrement dit, on ne peut pas avoir de polynome
annulateur de degré 1 en x. En particulier, si ’on trouve un polynéme annulateur de degré 2 en , il sera
donc de degré minimal.

D’apres le calcul du 2-noyau, pour tout n € N on a ug,, = 1 et ugptr2 = 0. De plus, la suite (ug,+1) fait
partie du 2-noyau et n’est ni la suite identiquement égale a 1, ni la suite identiquement égale a 0, ni la
suite périodique 101010 ---. On en déduit donc que pour tout n € N on a ug,11 = uy,. Ainsi, comme on
travaille dans le corps fini Fs on a :

x:F(t):Zunt"

n>0

— Z ’ILQnt2" + Z u2n+1t2n+1

n>0 n>0

= gt ) s ot Dt

n>0 n>0 n>0

=) "R
n>0

1

1_a4 + tF(t)2
1

=T at tF(t)?

Dot 1+ (1 + t*)x + (t + t°)z2 = 0. On obtient un polyndéme annulateur de la série F(¢). On va
maintenant utiliser la Proposition 2.1.2] Pour cela nous allons devoir modifier notre polynéme car ici on
a F'(0) = 1. On effectue la transformation « — 1+ t 4 tx dans notre équation. Ainsi, comme les calculs
se font dans le corps Fs, on obtient
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L4+ (1 + (1 +t+tx) + (E+5)(A + 2 + t22?)
=14 1+t+te+t* + 5+ P2+t 4+ 3+ 327 47 7 + 722
=B+t -t + (D) + (3 +t7)2?

On peut diviser tous les termes par t. On pose alors P(t,z) = (12 +t3 +15) + (1 + t1)x + (12 + t0)2?
qui satisfait P(¢t,G(t)) = 0 avec G(¢ ZunHt qui satisfait G(0) = 0 et F(t) = 1+t + tG(t). De
n>1
plus, PO (¢, ) = 1 + t* donc en particulier P(%1)(0,0) # 0.
On peut maintenant appliquer la Proposition a la série G(t). Ainsi, pour tout n > 1, u,q1 est le
coefficient de 72 dans R, (z) ot R, () est le coefficient de t" dans la série

P(Oltl‘ ZR

En réordonnant le polynéme P(t,z) selon les puissances de ¢ on a
P(t,z) =2+ (1 + 22> + 13 + at* + (1 + 22)t°

d’ou 'on déduit la relation de récurrence
1 1 1
Rn(ﬂi) = E +x Rn_z(l') + ER”_?)(I‘) + Rn_4($) + ; +z Rn_6(a:),

valable pour tout n > 7.
Finalement, on a construit a partir de la suite 2-automatique du pliage régulier de papier une relation de
récurrence qui donne une regle permettant d’engendrer un automate cellulaire ® avec mémoire 6. Nous
pouvons étendre la mémoire a d+7+ 1 =6+ 1+ 1 = 8 sans introduire de dépendance sur les r + 1 = 2
premiéres lignes. On pose R_1(x) = uoz ™2 = 272 et Ro(z) = wyz™2 = 272, La suite (u,),>0 apparait
alors, en lisant verticalement vers le haut, dans la colonne —2 du diagramme espace-temps de ¢ qui
commence par les conditions initiales R_1, ..., Rg.

La Figure 2.I] représente les premieres lignes de I'automate cellulaire. La colonne avec les cases grises
est celle de rang —2 ou apparait la suite réguliere du pliage de papier. Les cases noires représentent les 1

et les cases blanches ou grises les 0.

Remarque 2.2.2. Remarquons que la régle qui définit 'automate cellulaire peut s’écrire pour tous
meZetn>1:

p(m,n+6)=¢(m—1,n+4)+¢(m+1,n+4)+d(m—1,n+3)
+ ¢(m,n+2)+ d(m —1,n) + ¢(m + 1,n).

2.2.2.2 Suite de Cantor

Exemple 2.2.2. Considérons la suite 3-automatique (¢,)n>0 de ’'Exemple Nous avions montré
que x = F(t) = Z cnt™ satisfait (1 + t2)z® — 2 = 0. On effectue la transformation x + 1 + tz. On
n>0
pose alors P(t,x) =t —x + (£ + t*)2? qui est un polynéme annulateur de la série G(t Z Cny1t" qui
n>1

satisfait G(0) =0 et F(t) =1+ tG(¢ ) De plus POV (¢, 2) = —1 donc en particulier P(%1)(0,0) # 0. On
peut donc appliquer la Proposition a la série G(t

Ainsi, pour tout n > 1, u,41 est le coefﬁment de 272
la série

)-
dans R, (x) ou R, (x) est le coeflicient de ¢t" dans

P(O 1)
Rn(z

n>0
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FIGURE 2.1 — Automate cellulaire contenant la suite 2-automatique de pliage de papier.

1
On en déduit la relation de récurrence R,,(r) = —R,,_1(z) + 2®R,_2(x) + 22 R,,_4(x), valable pour tout
x

n > 5. On pose R_1(x) = cor=2 = 272 et Ro(z) = c1z72 = 0 et on définit ainsi un automate cellulaire
avec mémoire 6 ou la suite (¢, ),>0 apparait dans la colonne —2.

La figure représente les premieres lignes de 'automate cellulaire. La colonne avec les cases grises est
celle de rang —2 o apparait la suite (¢y),>0. Les cases rouges représentent les 2, les cases noires les 1 et
les cases blanches ou grises les 0

Remarque 2.2.3. Comme précédemment on peut définir la régle qui génere ’automate cellulaire pour
tous m € Z et n > 1 par :

2.2.2.3 Suites généralisées de Rudin—Shapiro

Exemple 2.2.3. [4I] Nous présentons ici le cas de la suite de Rudin-Shapiro traité explicitement par
Rowland et Yassawi. Nous avons déja vu qu’il s’agit d’une suite 2-automatique dont le noyau comporte 4
éléments (Exemple[1.1.5). Notons F (), Fa(t), F3(t), et Fy(t) les séries génératrices associées aux 4 suites
du noyau et considérons que Fy(t) est celle associée & la suite elle-méme. 11 suffit d’écrire chaque F(t2")
pour 0 < i < 4 comme une combinaison linéaire des F;(¢3?) pour 1 < j < 4, ce qui permet ensuite d’avoir
un polynéme annulateur pour z = Fi(t) = F(t). Apreés modification, afin de satisfaire aux conditions de
la Proposition le polynéme annulateur qu’ils obtiennent est

P(t,z) = (2415 + 47 + 2 + 41 4 2+ (t+ 1922 + (0 + 11+ £13 4 ¢15)3

et qui satisfait, pour G(t Z Un4at”, P(t,G(t)) =

n>1
Ainsi, pour tout n > 1, u, 44 est le coefficient de =2 dans R, (z) ot R, (x) est le coefficient de t" dans
la série

P(Ol)tlL’ ZRW
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FIGURE 2.2 — Automate cellulaire contenant la suite 3-automatique de Cantor.

On en déduit la relation de récurrence

1 1 1
R, (z) =xRp_1(z) + ;Rn,g(:c) +zRy_a(z) + ;Rn,g)(x) + ;an(x)
1 1 - .
+ <x + 953) Ry _g(w) + <gg + z3> Ry_11(z) + #°Rp_13(x) + 2° Ry_15(2),

valable pour tout n > 16. On pose R_4(x) = upz =2 =0, R_3(x) = w1272 = 0, R_s(x) = ugz~2 = 0,
R_j(x) =ugr™2 =272 et Ro(z) = ugzr™2 = 0 et on définit ainsi un automate cellulaire avec mémoire 20
ou la suite de Rudin-Shapiro apparait dans la colonne —2.

Remarque 2.2.4. De la méme maniere on peut définir la régle qui génere 'automate cellulaire pour
tous m € Z et n > 1 par :

p(m,m+15) =p(m+1,n+14) + ¢(m — 1,n + 13) + ¢p(m + 1,n + 11)
+¢(m —1,n+10) + ¢(m — 1,n +8) + ¢(m — 1,n +6)
+o(m+3,n+6)+o(m—1,n+4)+d(m+3,n+4)
+ ¢(m+ 3, +2) + d(m +3,n).
Nous rappelons la définition des suites généralisées de Rudin—Shapiro introduites au Chapitre [1] :

Définition 2.2.1. Soit p un nombre premier. La suite (a(n)),>¢ définie sur I'alphabet {0,1,...,p — 1}
de maniére récursive par

a(pn +j) = (a(n) + jn) mod p pour 0 <j<p-—1, n>1,

ou les valeurs de a(0),...,a(p — 1) peuvent étre choisies arbitrairement, est une suite généralisée de
Rudin—Shapiro.

Remarque 2.2.5. Nous prendrons ici a(0) = --- = a(p — 1) = 0, de sorte que pour p = 2 on retrouve la
suite classique de Rudin—Shapiro.
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FIGURE 2.3 — Automate cellulaire avec mémoire 20 contenant la suite 2-automatique de Rudin—Shapiro.
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Soit p un nombre premier quelconque et (a(n)),>o une suite généralisée de Rudin—Shapiro. On note
F(t)= Z a(n)t™ sa série génératrice. On a alors,
n>0

n>0
—1
= Z Z a(pn + )Pt
=0 n>0
p—1
=Yt/ (a(n) + jn mod p)t""
Jj=0 n>0
p—1 p—1
= thF(tp) + th Z(]n mod p)t*"
J:o j:O n>0
- ZtJF t)P +Zﬁ ZZ (pn + 1) mod p)tPPr+o
7=0 =0 n>0
:ith +thJ ZWZt? n
3=0 n>0

En multipliant de chaque c6té de 1’égalité par 1 — tp2, on obtient

p—1 p—1 p—1
(L=t (1) = (1 - )Y HF@P + 3 gt it
§=0 j=0 =0

On pose
p—1 p—1 p—1
. . 2 2 -
=3 Gt it (7 — Da+ (1—t7) > taP,
j=0 =0 i=o

qui est alors un polynéme annulateur pour x = F(t). En effectuant la transformation x — tz, on obtient

p—1 p—1
2) =Y G it (7 — a7 - oD Ztﬂx?
j=1 i=1

qui est un polyndéme annulateur de la série G(t) = Z a(n+ 1)t", qui satisfait G(0) =0 et F(t) = tG(t).
n>1
Remarquons que POV (¢, z) = #*° — 1 et donc en particulier P(%-1)(0,0) # 0. On peut alors appliquer la

Proposition a la série G(t).

Ainsi, pour tout n > 1, a(n + 1) est le coefficient de 272 dans R, (z) ot R,(x) est le coefficient de "

dans la série (
f)01
Z R

Pour la variable t, le polynéme P(t,z) est de degré p(p +1) — 1+ p —1 = p? + 2p — 2. En posant
R_1(z) = a(0)xz=2 =0 et Ro(z) = a(l)z=2? = 0, la suite (R, (z)),>_1 définit un automate cellulaire avec
mémoire p? +2p — 2+ 2+ 1 = (p+ 1)? et dans lequel la suite (a(n)),>o apparait dans la colonne —2.

Exemple 2.2.4. Pour p = 2, qui correspond a la suite de Rudin—Shapiro classique, on obtient

Pte)=t>+{t* = Do+t -t 1 +t)z? =2+ (t* + Da + (t + > + 15 +1%)2?
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FIGURE 2.4 — Automate cellulaire avec mémoire 9 contenant la suite 2-automatique de Rudin—Shapiro.

En réordonnant le polynéme selon les puissances de ¢, on en déduit la relation de récurrence
1
R.(z) =xR,_1(x) + (x + $> Ry —o(z)+ Rp—y(z) + 2Ry —5(x) + xR, —6(x),
valable pour tout n > 7. On pose R_i(x) = 0 et Ro(z) = 0 et on obtient alors un automate cellulaire

avec mémoire 9, dans lequel la suite de Rudin—Shapiro apparait dans la colonne —2 (voir Figure .

Remarque 2.2.6. Nous obtenons une regle différente que ’on peut définir pour tous m € Z et n > 1
par :

p(m,n+6)=¢(m+1,n+5)+d(m—1,n+4)+¢(m+1,n+4)
+o(m,n+2)+¢(m+1,n+1)+d(m+1,n).
Remarque 2.2.7. L’automate cellulaire que 'on obtient est assez différent de celui de Rowland et
Yassawi. On constate que pour le polyndme annulateur le degré en t est passé de 15 a 6 et celui en x
de 4 & 2. Le polynéme obtenu par Rowland et Yassawi n’était donc pas le polynéme minimal parmi les
polynoémes annulateurs de la série génératrice. De plus, nous avons ici un automate avec mémoire 9 au

lieu de 20. Notons que le polyndéme annulateur que nous obtenons est de degré minimal en x mais pas
nécessairement en t.

Exemple 2.2.5. Pour p=3, on a
P(tz) =t3+ 22 + 265 447 + (t° — D+ (2 + 63 + ¢4 + 21 + 2112 4 213)23,

En réordonnant le polynéme selon les puissances de t, on en déduit la relation de récurrence
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FIGURE 2.5 — Automate cellulaire contenant la suite 3-automatique de Rudin—Shapiro généralisée.

1 2 2
Ry(z) =Ry, _o(z) + <x + ;,;2) R, s(z) + <x + IQ) R,_4(x) + ERn_ﬁ(x)
1
=+ ;Rn_7(l‘) =+ Rn_g(.ﬁ) + 21‘2Rn_11($) + 21‘2Rn_12($) + 2$2Rn_13($),

valable pour tout n > 14. On pose R_;(x) = 0 et Ry(x) = 0 et on obtient alors un automate cellulaire avec
mémoire 16, dans lequel la suite généralisée de Rudin—Shapiro 3-automatique, apparait dans la colonne

—2 (voir Figure [2.5).

Remarque 2.2.8. La régle qui géneére 'automate cellulaire peut se définir pour tous m € Z et n > 1
par :

op(m,n+13) = p(m + 2,n + 11)
+2¢(m —1,n+9)
+2¢(m—1,n+7)
+2¢(m +2,n+2)

d(m —1,n+10) + ¢(m + 2,n + 10)
d(m+2,n49)+ 2¢(m +2,n)
o(m—1,n+6) + ¢(m,n+4)
2¢0(m +2,n+1).

++++

Nous verrons dans les Chapitres [3] et [] qu’il existe d’autres généralisations de la suite de Rudin—
Shapiro. Nous terminons cette section en donnant ’exemple d’une généralisation de Rudin—Shapiro sur
un alphabet a 4 lettres que nous allons construire explicitement en colonne d’un automate cellulaire.
Cette construction peut se généraliser & n’importe quelle puissance d’un nombre premier [44]. Elle repose
sur la notion de matrice de différence [21], [24] que nous développerons plus en détail dans le Chapitre

Définition 2.2.2. [44] Considérons la matrice
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Soit
g!ZXZ—)ZgXZQ
(Jvn) = Mp mod 4, j mod 4

On note g1, g2 les fonctions a valeurs dans Z, telles que
9(d;n) = (91(4,n), 92(4; n))-
La suite (a(n))n>0 = (a1(n), az(n))n>o définie par a(0) = (0,0) et
a(dn+j) =a(n) +g(jn), 0<j<3, n>0, (jn)#(0,0)

est une suite de Rudin—Shapiro associée & la matrice M définie sur Zy X Zo. En recodant (0,0) par 0,
(0,1) par 1, (1,0) par 2 et (1,1) par 3, on peut définir & partir de (a(n))n>0, une suite (a(n)),>o sur
lalphabet {0,1,2,3}, dont les premiers termes sont les suivants :

(a(n))n>0 =0,0,0,0,0,1,2,3,0,2,3,1,0,3,1,2,0,0,0,0,1,0,3,2,2,0,1,3, ...

Exemple 2.2.6. Nous allons commencer par construire la suite (a(n)),>0 que nous représenterons dans
un automate cellulaire & double colonne sur I’alphabet {0, 1}. Pour cela nous allons traiter séparément les
deux composantes qui peuvent étre vues comme deux suites 2-automatiques distinctes. Nous obtiendrons
la construction de la suite (@(n)),>o en recodant, ce qui nous donnera un automate cellulaire avec des
colonnes simples contenant des suites 4-automatiques sur 'alphabet {0, 1,2, 3}.

On note F(t) = Z a(n)t" = Z(al(n), as(n))t" la série génératrice de la suite (a(n)),>0. On a alors,

n>0 n>0
F(t) = Z a(n)t"
n>0
= Z a(4n)t*™ + Z a(4n + 1)t 4 Z a(dn + 2)t4"+2 4 Z a(4n + 3)¢*n+3
n>0 n>0 n>0 n>0

=(1+t+ 2+ 3P
+ Z g(0,n)t*™ 4 Z g(1,n)t*"tt 4 Z g(2,n)t*" 2 4 Z g(3,n)tin T3

n>0 n>0 n>0 n>0

En lisant la premiére colonne de la matrice M on remarque que pour tout n > 0 on a g(0,n) = (0,0).
A partir de la deuxiéme colonne on obtient

Zg(l,n)t4”+1 _ Zg(l’4n)t16n+1 + 29(174n + 1)t16n+5

n>0 n>0 n>0
+ ) g(LAn 4+ 2)t1 0 1Y " g(1, 4n + 3)EHO
n>0 n>0
— 2(07 1)t16n+5 + 2(17 0)t16n+9 + Z(I’ 1)t16n+13
n>0 n>0 n>0
_ Z t16n+9 + Z t16n+13’ Z t16n+5 + Z t16n+13
n>0 n>0 n>0 n>0

t9+t13 t5+t13
:(1—t16’ 1—t16)'

De méme, a partir de la troisieme et de la quatrieme colonne on obtient

6 10 (10 14
29(2 n)t4n+2_(t + 10 104+ ¢ )

1—¢167 1 —¢16
n>0
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et

n>og’ S\ 167 116 )

Ainsi ¢ = F(t) satisfait I’équation

=(1+t+t2+t3)" +

1
: t16(t6+t7+t9+t10+t13+t15,t5+t7+t10+t11+t13+t14).

Notons x; = Fi(t) = Z ar(n)t" et g = Fy(t) = Z as(n)t", de sorte que xz = (1, x2).

n>0 n>0
On pose

P(t,z) = ( T 0 10 418 4 415 t5—|—t7—|—t10—|—t11—|—t1‘3—|—t14)
+ (0 =D+ (1 =t +t 12+ 3)a?

(8 7 47 10 13 15 15 T 10 1 18 1

+(1+t16)$+(1+t+t2+t3+t16+t17+t18+t19)$4

Alors on a P(t, F(t)) = 0. En effectuant la transformation x — ¢z, on obtient

P(t,z) = (85 + 10 +8 42 4412 1 14 ¢4 416 119 4 410 412 1 413)
+(1+t16)1‘+(t3+t4+t5+t6+t19+t20+t21 +t22)1’4.

qui est un polynéme annulateur de la série G(t) = Z a(n + 1)t", qui satisfait G(0) = (0,0) et F(t) =
n>1
tG(t).
Si on pose

Pi(tyzy) =t> + 10+ 15 417 + 412 4 6 4 (L83 + (B 4+t + 15 415 + 419 4420 4 421 4 22yt

1
et

Py(tyzy) =t 10 412 + 110 4 612 13 4 (1 4+ 1) zp + (8% + 12 4+ 7 + 15 4+ 1 + 20 + 121 4 122)a,
on a alors Py(t, F1(t)) =0, Pa(t, Fa(t)) = 0 et P(t,x) = (Pi(t,z1), Pa(t, x2)).

On peut maintenant construire la suite (a1(n)),>0 & partir du polyndéme P; et la suite (a2(n))n>o0
a partir du polyndéme P,. Remarquons que P(O 1)( ) = 1+t et Pg(o’l)(t,ac) = 1+ t'% et donc en
particulier P1(0 1)(0, 0) #0 et P2(0 1)(0, 0) # 0. On peut alors appliquer la Proposition
Ainsi, pour tout n > 1, a;(n + 1) est le coefficient de z1 =2 dans R} (z1) ot R} (1) est le coefficient de "
dans la série

P(O 1)(t 1’1 1
P1 t .’171 ZR $1

Et de méme, pour tout n > 1, az(n+1) est le coefficient de 2572 dans R (z2) ot R2(x3) est le coefficient
de t" dans la série
P(O 2 t l‘g 2
R:(
PQ t $2 Z -'1/'2

En réordonnant les polynémes P; et P5 selon les puissances de ¢ en on déduit les relations de récurrence

1 1
R;(l'l) = $13R£_3($1) + $13R;_4($1) + <5L‘ + $13> R%L_5(ZC1) + <5L‘ + $13> R;_G(Cﬂl)
1

1
+ Rn 8(351)‘1‘ Rn 9(x1)+ Rn 12(%)11]%’1“14(331)

+21°R)_1g(x1) + 21° R} _gp(1) + T1°R) gy (1) + 21° R}, _g9(1),
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I HH ;

FIGURE 2.6 — Automate cellulaire contenant la suite 4-automatique de Rudin—Shapiro généralisée sur

{0,1} x {0,1}.

et

R2(z) = 2®R}_4(x) + (i + :c3) R, (x)2®R._.(x)+ (i + x3> R! ()

1 1 1
+*R:179( )+ an 10(z) + Rn 12(33);R71Lf13(x)

+x3Rn 10(z) + 2R}, 20(95)"‘33 R} 51 (x) +2°R),_oy(),

valables pour n > 23. On pose R | (x1) = a1(0)x172 = 0, R}(z1) = a1 (1)z172 = 0, R% | (22) = a2(0)z2 72,
R3(x3) = az(0)z272 et on obtient alors un automate cellulaire de mémoire 25, dans lequel la suite
généralisée de Rudin—Shapiro associée a la matrice M, de la Définition apparait dans la double
colonne encadrée en rouge Figure

En projetant, on en déduit a partir de I'automate cellulaire précédent, un automate cellulaire qui
construit la suite généralisée de Rudin—Shapiro associée & la matrice M, sur 'alphabet {0, 1,2,3} (voir
Figure . Les cases blanches et grises correspondent aux 0, les noires aux 1, les rouges aux 2 et les
bleus aux 3.

Rowland et Yassawi ont donc résolu la question de la construction des suites g-automatiques comme
colonne d’un automate cellulaire, lorsque ¢ est la puissance d’un nombre premier. On peut alors s’interro-
ger sur la construction des suites k-automatiques (lorsque k n’est pas la puissance d’un nombre premier),
comme colonne d’'un automate cellulaire. Pour le moment ce probléme reste ouvert.

Une autre question concerne la construction de suites non-automatiques. Nous allons nous y intéresser
dans la derniére partie de ce chapitre. Nous verrons que dans certains cas il existe également des maniéres
explicites de construire des suites non-automatiques comme colonne d’un automate cellulaire.

2.3 Constructions de suites non-automatiques

Le résultat de Rowland et Yassawi étant une équivalence, les suites non-automatiques qui appar-
tiennent & Iensemble S, que nous avons introduit au début du chapitre, sont nécessairement obtenues
par des automates cellulaires non-linéaires. Nous nous intéresserons a la construction des fonctions in-
dicatrices de polyndémes a valeurs entieres, dont nous avons observé au Chapitre [I} par le critéere de
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FIGURE 2.7 — Automate cellulaire contenant la suite 4-automatique de Rudin—Shapiro généralisée sur
{0,1,2,3}.

Minsky et Papert, qu’elles constituaient une famille de suites non-automatiques, ainsi qu’a la construc-
tion du mot de Fibonacci, par I'intermédiaire de I'indicatrice des nombres de Fibonacci, qui est une suite
non-automatique bien connue en combinatoire des mots. Les suites seront obtenues a chaque fois dans
la colonne 0 de l'automate cellulaire et n’utiliseront que les colonnes a droite de celle-ci. Enfin, nous
montrerons comment nous pouvons réduire le nombre de symboles utilisés par les automates cellulaires,
pour nous restreindre uniquement aux symboles qui apparaissent dans la suite que nous cherchons a
construire. En particulier, ce dernier point répond & une question posée par Rowland et Yassawi [41],
troisieme question p. 80].

2.3.1 Suites polynomiales

En 1999, Mazoyer et Terrier [34] montrérent que les fonctions indicatrices de polynémes (sous des
conditions appropriées) sont constructibles par un automate cellulaire. Nous proposons ici une méthode
permettant de simplifier leurs constructions, notamment celle pour les carrés [34, Figure 5] en générali-
sant celle introduite en 2011 par Delacourt, Poupet, Sablik et Theyssier [I3, Section 3]. Tandis que les
constructions proposées par Mazoyer et Terrier pour les polynémes de degrés plus élevés utilisent des
signaux qui zigzaguent entre d’autres signaux et la suite que 'on cherche a construire, nos constructions
permettent d’obtenir 1p(y) en interceptant un seul signal avec la colonne 0.

Commengons par rappeler la construction pour les carrés [13]. Un signal (représenté par une fleche)
démarre dans la premiére colonne en direction du Nord-Est. Chaque fois qu’il rencontre un mur (repré-
senté par une barre verticale), le mur se décale d’une cellule vers la droite et continue de se propager
verticalement dans la méme colonne, jusqu’a ce qu’il rencontre a nouveau un signal. Lorsqu’il rencontre
le mur, le signal change de direction et progresse en direction Nord-Ouest cette fois-ci. Enfin quand le
signal rencontre la colonne 0, on marque un 1 dans celle-ci et le signal change & nouveau de direction a
I’étape suivante pour repartir vers la droite.

Commencgons par établir une premiere généralisation qui permet d’obtenir pour une suite que I'on
sait construire, la somme des termes de cette suite en colonne 0. Un résultat similaire a été établi par
Mazoyer et Terrier [34, Corollaire 2], pour leurs constructions géométriques.

Proposition 2.3.1. [28] Soit f : N — N une fonction strictement croissante & partir d’un certain rang,
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110 K
10 2
10 2
10 2 |
1Q [~ |
|0~ |
2511 |
IO |
10 = |
110 LN |
0] LN
110 2l
10 2
1Q [~ |
|0~ |
16 11 |
[RUJEN |
10 = |
10 R
10 2
10 2 |
| g~ |
9 11 |
| O |
10 = 1
10 2l
10~ 1
411 |
I OR] 1
10~
111 1
011 1

FIGURE 2.8 — Automate cellulaire pour les carrés.

et soit g sa suite sommatoire, définie par g(n) = >.;_, f(k) pour tout n > 0. Supposons que u = 1p
est un élément de S. Alors v = 1,y est aussi un élément de S.

Démonstration. Appelons F' I'automate cellulaire qui construit u = 1) et notons G celui qui va
construire v = 1yn). Comme f est strictement croissante a partir d'un certain rang ng, la fonction
g est aussi croissante pour n > ny. Nous pouvons donc considérer les valeurs de g pour n < ng comme
conditions initiales de G. Sans perte de généralité, on peut considérer le cas ou f est strictement croissante
pour tout n > 0, étant donné qu’il est possible de rajouter un nombre fini de cas dans les conditions
initiales de G.

Supposons dans un premier temps que la condition suivante est satisfaite :

(%) 2g(i) > f(i +1) for all i > 1.

Dans un second temps, nous montrerons comment adapter la construction dans le cas ol (%) n’est pas
satisfaite. Mais par souci de clarté, nous considérerons d’abord que (*) est satisfaite. Cette condition
permet d’obtenir la construction en trois étapes.

(i) Marquage des colonnes :

La premiére étape consiste & marquer les colonnes f(0), f(1),..., f(n),.... Pour cela, nous partons
de la construction de u = 1y et pour tout entier i, on décale toutes les cellules de la ligne 4
exactement de ¢ cellules vers la droite, ce qui revient a considérer le diagramme espace-temps de
l'automate cellulaire oo F', avec la méme configuration initiale, et ou o désigne le décalage a droite qui
apparait dans la définition des automates cellulaires. Dans la construction de u = 14y, la colonne
0 contient un 1 aux lignes f(0), f(1),..., f(n),..., par conséquent dans le diagramme espace-temps
de G, les lignes f(0), f(1),..., f(n),... sont marquées mais aux colonnes f(0), f(1),...,f(n),...
désormais, ce qui correspond a la diagonale du nouveau diagramme espace-temps. Comme f est
strictement croissante, ces colonnes sont distinctes les unes des autres.

(ii) Construction des murs :
Ensuite, on définit un nouveau signal de vitesse 1 qui se propage sur la diagonale du diagramme
espace-temps. Les intersections entre ce signal et les colonnes f(0), f(1),..., f(n),... géneérent un
nouveau signal de vitesse 0 qui par analogie a la construction des carrés sont appelés les murs.
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(iii) Passage d’un signal issu de la colonne 0 au suivant :

Supposons que nous avons un 1 sur une certaine ligne dans la colonne 0. Nous allons montrer
comment engendrer le signal suivant qui part de la colonne 0. Définissons un signal de vitesse 2 qui
avance vers la droite. Quand le signal rencontre un mur, qui se trouve dans une colonne f(¢) pour un
certain 7, le signal change de direction et avance vers la gauche a la méme vitesse. Quand le signal
rencontre & nouveau la colonne 0, on marque un nouveau 1. Selon la parité, il y a deux possibilités
pour qu’un signal et un mur se rencontrent. Soit les deux signaux sont dans deux colonnes 'une
a cOté de l'autre, et dans ce cas, le signal de vitesse —2 commence dans la méme colonne que le
dernier symbole du signal de vitesse 2 mais une ligne au-dessus, soit il y a une cellule entre les deux
signaux et alors, le signal de vitesse —2 commence dans la méme colonne que le dernier symbole
du signal de vitesse 2 mais deux lignes au-dessus. Dans les deux cas, le signal mur s’interrompt une
fois que le signal de vitesse 2 est reparti dans 'autre sens a la vitesse —2. Comme f est strictement
croissante, on ne peut pas avoir deux murs dans la méme colonne, et la procédure est donc bien
définie.

Maintenant supposons que nous avons construit les premieres lignes de 'automate cellulaire, autre-
ment dit, nous avons un 1 dans la colonne 0 aux lignes f(0), f(0) + f(1),..., f(0) + -+ + f(¢) pour un
certain i. On applique les régles précédentes pour continuer la procédure. En particulier, le 1 de la colonne
0 a la ligne f(0) 4 --- + f(¢) envoie un signal de vitesse 2 jusqu’a l'intersection avec le mur de la colonne
f(i+1). Si f(i+1) est impair, nous sommes dans le cas ou les deux signaux sont dans deux colonnes cote

fE+1)-1

de vitesse —2 parcourt la méme distance. On place le nouveau 1 dans la colonne 0 une ligne au-dessus.
Ainsi, ce nouveau 1 est sur la ligne :

a cote. La distance parcourue par le signal de vitesse 2 a partir du 1 initial est et le signal

f@+1)-1

f(0)+~--+f(i)+2( 5

)= O S0 £ 1),

Si f(i + 1) est pair, nous sommes dans l’autre cas et le nouveau 1 dans la colonne 0 est sur la ligne :

f(0)+~~+f(i)+(f(i2+1)—1)+1+(f(i2+1)—1)+1_f(0)+-~~+f(z')+f(i+1).

Remarquons que la condition (), peut étre réécrite ainsi :

fi+1)

FO)+ F) 4o+ F0) + 50

Fli+1),
ce qui assure que le mur de la colonne f(i + 1) a déja été créé quand le signal de vitesse 2 arrive a sa
rencontre. Selon la fonction f, la condition (x) n’est pas toujours satisfaite.

Dans le cas ou (%) serait satisfaite pour n > ng, une possibilité pour régler le probléme est de considérer les
premieres lignes du diagramme espace-temps comme des conditions initiales. Une autre possibilité est de
décaler la construction des points f(i) de plusieurs lignes sous la diagonale principale, de maniére a ce que
les murs apparaissent suffisasamment tot. Il est alors possible d’utiliser la procédure décrite précédemment
de maniere analogue. Soit F I'ensemble de tous les entiers tels que (x) n’est pas satisfaite. Considérons
pour tout n € E les différences f(n)—2g(n) et soit M le maximum de ces différences. Il est alors suffisant
de décaler la construction sous la diagonale de M lignes en-dessous.

Dans le cas ot il y aurait une infinité de valeurs de n tels que (x) n’est pas satisfaite, on utilise une autre
stratégie. Il suffit de changer les signaux de vitesses 2 et —2 & ’étape (%) en signaux de vitesse 1 et —1.
Dans ce cas, la suite qui est construite n’est pas 1, mais 1. Cependant, il est possible d’obtenir la
suite 1,y avec 'automate cellulaire G2 O

Exemple 2.3.1. [28](Construction de la fonction indicatrice de la somme des carrés) Soit f(n) = n?

et g(n) = >0 ok* = n(n+ 1)(2n + 1)/6. Ici, la condition (x) est satisfaite pour n > 2, et pour la
construction de 14qy), on considere que les trois premicres lignes du diagramme espace-temps sont des
conditions initiales. Dans la représentation de I’automate cellulaire, nous avons décalé la construction
d’une ligne sous la diagonale, et les conditions initiales correspondent aux deux premiéres lignes.
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FIGURE 2.9 — Automates cellulaires pour les carrés (a gauche) et pour la somme des carrés (& droite).

Remarque 2.3.1. Dans I’Exemple [2.3.1| on constate que ’on a construit un polynéme de degré 3. Cela
suggere que la méthode peut se généraliser pour construire en colonne d’un automate cellulaire la fonction
indicatrice de n’importe quel polynéme de degré plus élevé. Nous commencons par donner la construction
explicite de la fonction indicatrice des cubes, avant d’énoncer le résultat général.

Exemple 2.3.2. [28](Construction de la fonction indicatrice des cubes) Pour tout n € N on a (n +1)° —
n® = 3n? + 3n + 1. Avec la construction pour les carrés, il est facile d’obtenir la fonction caractéristique
de 3n2. 11 suffit de diviser la vitesse des signaux de vitesse 1 par 3. Les cellules rouges, bleus et noires
dans la colonne 0 de I'automate cellulaire de gauche de la Figure [2.10] correspondent au terme 3n. On en
déduit ainsi la construction de la fonction caractéristique du polynéme 3n? + 3n + 1. Les huit premiéres
lignes sont les conditions initiales. Maintenant, pour obtenir la fonction caractéristique des cubes, il suffit
de remarquer que pour tout n > 1, Z;S ((k +1)% — k3) = n? et on peut donc utiliser la construction
décrite dans la preuve de la Proposition Les cinq premiéres lignes sont les conditions initiales et la
construction a été décalée de trois lignes sous la diagonale.

Voici maintenant le résultat général sur la construction des suites polynomiales.

Théoréme 2.3.1. [28] Soit P(X) € Q[X] un polynéme de degré d > 1 tel que P(N) C N. Alors la suite
u = 1p(y) est un élément de S et peut-étre obtenue par I'intersection d'un seul signal avec la colonne 0.

Démonstration. Ici, la condition (x) de la Proposition est satisfaite pour une valeur de n suffisam-
ment grande. Le résultat du Théoréme [2.3.1] est clair pour tout polynoéme de degré 1. En effet, si P est
de la forme P(X) = aX + b avec a € N,b € Z, on peut construire la suite par un signal qui rebondit
sur un mur qui se propage dans la colonne |a/2]. La translation de b se fait simplement en fixant les
conditions initiales. Remarquons que 'on peut traiter des coefficients rationnels en multipliant et en di-
visant de maniere adéquate la vitesse des symboles. Supposons maintenant que le résultat est vrai pour
tout polynome de degré k < d, pour un certain d > 2. Montrons alors que ’on peut construire n’importe
quel polynéme P de degré d avec seulement un signal rencontrant la colonne 0. Pour cela, on observe
que Q(X) = P(X 4+ 1) — P(X) est un polynéme de degré au plus d — 1. De plus, comme P(N) C N, le
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FIGURE 2.10 — Automates cellulaires pour la différence des cubes (& gauche) et pour les cubes (a droite).
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coefficient dominant de P est positif, et par conséquent il existe ¢ € N, dépendant uniquement de P, tel
que le polynéome Q(X) = Q(X + ¢) satisfait & Q(N) C N. De plus

P(n)— P0) = 3" (P(k+ 1)~ P(h)) = 3" Q(K)
k=0 k=0

Par récurrence, nous savons maintenant que 15 N est constructible. Peu importe les conditions initiales
finies dues & ¢ et & P(0), la Proposition implique que 1p(y) est un élément de S, obtenu par
I'intersection d’un seul signal avec la colonne 0. O

2.3.2 Mot de Fibonacci

Avec les polyndémes, nous avons maintenant toute une famille de suites non-automatiques que 1’on
peut construire explicitement et de maniere simple comme colonne d’'un automate cellulaire. Parmi les
suites non-automatiques de référence en combinatoire des mots, il y a la suite binaire que 'on appelle
mot de Fibonacci et qui se construit de maniere récursive a ’aide d’un morphisme. Nous allons voir qu’il
est également possible de I’obtenir en colonne d’un automate cellulaire, en s’appuyant sur la construction
des nombres de Fibonacci.

La suite de Fibonacci est définie de maniere récursive par Fy = 0, F; = 1,et Vn > 0, Fj, 40 = Fr 1+ F,.
Notons F ’ensemble des nombres qui apparaissent dans la suite de Fibonacci, F = {F,, : n € N}. Nous
proposons de construire la suite u = 1p, qui par définition, satisfait & : u,, = 1 <= Ik € N,n = Fj.
Notre construction présente des similarités avec une proposition de Mazoyer et Terrier pour les suites
linéaires récurrentes [34] Proposition 4].

Proposition 2.3.2. [28] La fonction indicatrice 1y des nombres de Fibonacci est un élément de S.

Démonstration. Nous proposons une construction explicite qui utilise des signaux de vitesse 0 (les murs),
+1, et 2. Supposons que sur la ligne Fj,, on a marqué les positions 0, Fj,_o, F},_1 et F},, et montrons
comment obtenir les mémes marques au temps F,;;1. En particulier, la procédure va nous permettre
de repérer dans l'ordre les points F;, dans la colonne 0 du diagramme espace-temps. Le principe est le
suivant :

— Depuis le point (0, F,), on envoie un signal de vitesse 1.

— Depuis le point (F,_2, F},) on envoie un signal de vitesse 1 et un de vitesse 2.

— Depuis le point (F,_1, F},) on envoie un signal de vitesse 0 (mur) et un de vitesse —1.
— Depuis le point (F,,, F,,) on envoie un signal de vitesse 0 (mur) et un de vitesse 1.

Le signal de vitesse 1 issu du point (0, F,,) et celui de vitesse 0 issu du point (F,,_1, F},) s’intersectent
aprés avoir parcouru F,,_; — 0 = F,,_; cases en hauteur. Celui de vitesse 1 issu de (F,_2, F},) et celui de
vitesse 0 issu de (Fy,, F},) s’intersectent apres avoir parcouru F,, — F,,_o = F,,_1 cases en hauteur. Enfin,
le signal de vitesse 2 issu de (F,—_2, F},) et celui de vitesse 1 issu de (F,,, F},) s’intersectent apres avoir
parcouru % = F,,_1 cases en hauteur. Les trois intersections sont donc sur la ligne F,, + F,,_1 =
F, 11 et marquent les points 0, F},_1, F}, et F,,11 (voir Figure [2.11)).

O

Le mot de Fibonacci est la suite morphique v € AY qui est I'unique point fixe de la substitution o
définie par 0 — 01 et 1 — 0. On définit de maniére récursive une succession de mots par w; = 0 et pour
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FIGURE 2.11 — Construction des nombres de Fibonacci.

tout n > 1, w,11 = o(w,). Les premiers mots obtenus sont les suivants :

wy =0

wy = 01
wz = 010
wy = 01001

ws = 01001010

we = 0100101001001

w7 = 010010100100101001010

wg = 0100101001001010010100100101001001

wg = 01001010010010100101001001010010010100100101001010,

et le mot de Fibonacci v € A est la limite de ces mots.
Proposition 2.3.3. [28] Le mot de Fibonacci est un élément de S.

Démonstration. 1l découle directement de la définition que pour tout n > 1, la longueur du mot w,, est
égale a F,.
De plus, on peut vérifier que pour tout n > 1, on a :

Wn+1 = Wp * Wp—1 = Wp—1 - Wp—-2 " Wp—-2 * Wp—-3 = Wp—-2*  Wp-3* Wp-2" " Wp-2* Wnp-3,

Wnp

ou le symbole - représente la concaténation des mots. Il s’ensuit que si un mot w,, est déja construit,
pour obtenir le mot w1, on peut d’abord concaténer a la suite de w,, le mot w,_o, qui apparait dans
les F,,_o dernieres lettres de w,, et le mot w,_3, qui apparait dans w, entre les positions F,,_o et
F, o+ F, 3= F,_1. On peut faire cela avec un automate cellulaire comportant un nombre fini d’états :
le bloc w,,_2 qui apparait a la fin de w,, est translaté a droite jusqu’a ce qu’il rencontre un mur placé dans
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FIGURE 2.12 — Construction des nombres de Fibonacci et du mot de Fibonacci.

la colonne F,,_o/2 et est ensuite translaté vers la gauche. De la méme maniére, le bloc w,,_3 qui apparait
entre les positions F,,_5 et F,,_; est translaté vers la droite jusqu’a ce qu’il rencontre un mur placé dans
la colonne (F,_s + F,,—1)/2 = F, /2 pour étre ensuite translaté vers la gauche. Les murs aux positions
F,_o/2 et (F,—o+ F,,—1)/2 peuvent étre engendrés sans trop de difficulté. La construction des murs en
position Fj,_o/2 est illustrée sur Figure Pour la construction des murs en position (F,—2+ F,,—1)/2,
on peut envoyer des signaux de vitesses respectives 1 et —1 a partir des positions F,_5 et F,,_1 au temps
F,_q. O

2.3.3 Recodage, réduction du nombre de symboles

Comme nous 'avons vu, les constructions précédentes avec les signaux utilisent beaucoup de symboles
différents. Dans le cas des polynoémes, le nombre de symboles augmente assez rapidement avec le degré.
Nous allons voir dans cette partie qu’en réalité ce n’est pas vraiment un probleme car il est possible de se
restreindre uniquement aux symboles qui apparaissent dans la suite que I’on cherche a construire, a 1'aide
d’un recodage. En particulier, cela répond a une question posée par Rowland et Yassawi, concernant la
construction en colonne d’un automate cellulaire & 2 états, d’une suite 3-automatique sur un alphabet
binaire, non-périodique & partir d’un certain rang [4I], troisiéme question p. 80]. Nous traiterons un
exemple explicite avec la fonction indicatrice des puissances de 3.

Dans cette partie nous allons travailler avec I’alphabet binaire A = {0,1}.

Proposition 2.3.4. [28] Soit B un ensemble fini de symboles tel que B 2 A, soit F : BZ — BZ un
automate cellulaire O-stable, et soit € B une configuration finie. Si Vn € N, F"(z)y € A, alors,

(Fn(l')o)nzo S S

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut considérer que B = {0,...,k — 1} pour un certain
k > 3. On recode les k symboles de 'alphabet B par des mots binaires de longueur 2k — 1, en utilisant
'application 7 : B — A?¢~1 définie de la maniére suivante :

7(0)=00---0, etpourie{l,....,k—1}, 7(4)=10---010---0.
2%k—1 -1 2k—i—2
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FI1GURE 2.13 — Construction des puissances de 3.
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F1GURE 2.14 — Construction des puissances de 3, apres recodage.

A partir d’une configuration z € B%, la concaténation des blocs 7(z;) pour i € Z engendre une nouvelle
configuration # € A%, ol on consideére que 7(x) commence & la position 0 dans la nouvelle configuration,
autrement dit (#;)o<i<2k—2 = T(Z0). Avec ce recodage, il est possible de déterminer localement les limites
entre les blocs dans la nouvelle configuration, sauf si on a une longue chaine de 0. Mais dans ce cas, comme
F est 0-stable, on sait que la fonction locale va donner un 0. Ainsi, en utilisant le recodage, on peut définir
un nouvel automate cellulaire G : AZ — A% de rayon (2k —1)r+2k —2 = (2k—1)(r +1) — 1 qui reproduit
sur A% le mécanisme de automate cellulaire d’origine F : BZ — BZ, et G est lui-méme un automate
cellulaire 0-stable. Comme les premiéres lettres de 7(0) et de 7(1) sont respectivement 0 et 1, s’il n’y a
aucune apparition de symbole de B\.A dans la colonne centrale, alorson a : Vn € N, F™(z)g = G™(x)o. O

Exemple 2.3.3. [2§] En particulier, si B = {0, 1,2}, le recodage 7 introduit précédemment est défini
par : 7(0) = 00000, 7(1) = 11000, 7(2) = 10100, et la construction prouve que n’importe quelle suite 3-
automatique (uy, ),>0 sur un alphabet binaire peut-étre obtenue comme colonne d’un automate cellulaire
(non-linéaire) dont le diagramme espace-temps a 2 états, ce qui répond & une question posée par Rowland
et Yassawi [41] troisiéme question p. 80]. En Figure nous illustrons ce résultat avec I’exemple de
la suite 3-automatique définie par u, = 17, ou T = {3™ : n € N}. Nous pouvons utiliser la méthode
de Rowland et Yassawi [41] pour obtenir cette suite comme la colonne d’un automate cellulaire linéaire
de mémoire 2, avec une configuration initiale finie. Notons ¢(m,n) la valeur de la cellule & la colonne
m € Z et a la ligne n € N. La regle locale obtenue pour engendrer le diagramme espace-temps est définie,
pour tous m € Z et n > 2, par : ¢(m,n +2) = ¢(m + 1,n) + ¢(m — 2,n). En particulier toutes les
lignes de rang pair contiennent uniquement des 0. Pour plus de lisibilité, nous représentons les 0 par des
cellules vides. Comme dans les autres exemples d’automates cellulaires, nous gardons la convention du
temps qui s’écoule vers le haut. Les quatre premiéres lignes correspondent aux conditions initiales, et la
suite (un)n>0 apparait dans la colonne encadrée en rouge. Le diagramme espace-temps aprés recodage
est présenté dans la Figure .

Remarque 2.3.2. Le rayon de 'automate cellulaire permettant le recodage augmente avec la taille de
I’alphabet.
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Remarque 2.3.3. [28] Pour un alphabet plus grand A = {0,...,q — 1} avec ¢ > 2, si BB est un ensemble
fini de symboles tel que B 2 A, il est également possible de recoder les éléments de 55 par des blocs
constitués uniquement d’éléments de A. Supposons que B = {0,...,k — 1}, avec k > ¢. On recode les
k symboles de 'alphabet B par des mots de longueur 2k — 1, en utilisant 'application w : B — A%F~1
définie de la maniére suivante :

w(0) =00---0,
——
2k—1
w()=10---010---0 forie{l,...,q— 1},
i—1  2k—i—2
et w()=00---010---0 forie{q,...,k—1}.
i—1  2k—i—2
Remarque 2.3.4. [28] Afin d’optimiser la taille des blocs dans le recodage, il existe différents résultats
sur les codes sans chevauchement [7]. Deux mots u et v (non nécessairement distincts) sont dits avec
chevauchement si un préfixe propre non vide de u est égal a un suffixe propre non vide de v, ou inversement.
Un code C' C A™ est dit sans chevauchement si pour tous (non nécessairement distincts) u, v € C, les mots
u et v sont sans chevauchement. Pour un entier k € {0,...,n—1}, il est possible de construire un code sans
chevauchement C7(Lk), de longueur n en considérant la famille de mots ¢ € A™ qui satisfait a la propriété
suivante : ¢; =0 pour 1 < i <k, ¢p41 = 1, ¢, = 1, et les suites cx42,Ciy3, ..., Cr_1 De contiennent pas k
occurrences consécutives de 0. Pour des références sur le sujet, on pourra consulter [10, [I8], 26]. Notons
F,(lk) le nombre de mots codes obtenus, qui est le cardinal de C’,(lk). On peut vérifier que la suite (F,(Lk))nzl
satisfait a la relation de récurrence :

k k k k %
F£+)k :FT(:,Jr)k—1+F7(L+)k—2+"’+Fr(L+)1+FqS ),

ce qui correspond a la suite de Fibonacci d’ordre k (la suite d’ordre 2 étant la suite classique de Fibonacci).

Si B est un alphabet avec k lettres, on peut faire correspondre chaque lettre ¢ pour 1 < i < k avec
un mot code sans chevauchement, et faire correspondre 0 avec un bloc 0---0 de la méme taille que les
mots codes. L’ensemble obtenu n’est pas exactement un code sans chevauchement, mais c’est suffisant
pour notre probléme, car on peut déterminer localement les limites entre les blocs dés qu’un 1 apparait
quelque part, et ’automate cellulaire F' est supposé O-stable. Par exemple, pour une longueur n = 9, si on
considere les mots commencant par deux 0, avec un 1 a la troisiéme position et un 1 a la derniére position,
la construction précente donne 13 mots codes, et avec le recodage du symbole 0 par un bloc constitué
uniquement de 0, cela permet de traiter un alphabet de 14 lettres. Si on compare avec 'application 7
introduite précédemment, des que l'alphabet contient plus de 5 lettres, la longueur du recodage est déja
plus grande que 9.

Remarque 2.3.5. [28] La Propositionmpeut—étre généralisée de la maniere suivante. Soit 7 : B — A
une projection de symbole & symbole de B vers A. Supposons que u € BN apparait en colonne d’un
automate cellulaire sur B avec une configuration initiale finie, et considérons la suite v = 7(u), définie
par v, = 7(u,) pour tout n € N. Alors, la suite v apparait en colonne d’un automate cellulaire sur A
avec une configuration initiale finie.

2.4 Questions ouvertes

1. Le théoreme de Rowland et Yassawi permet de construire explicitement toute suite g-automatique,
lorsque ¢ est une puissance d’un nombre premier. Qu’en est-t-il des suites k-automatiques lorsque
k n’est pas une puissance d’un nombre premier ? Cette question apparait déja dans [41].

2. Nous avons obtenu une construction du mot de Fibonacci. Peut-on généraliser la construction au
mot de Tribonacci, défini comme 1'unique point fixe en partant de 0 du morphisme o donné par
0 01,1~ 02et 2+ 07 Sion note (t,) la suite définissant le mot de Tribonacci, de maniére
analogue au mot de Fibonacci, on a pour tout n > 5,

tn+1 = tn : tn—l : tn—2 = tn—2 ‘ tn—3 ‘ tn—4 N tn—2 N tn—3 ‘ tn—Q : tn—S : tn—4 : tn—2-

in
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On pourrait ainsi s’inspirer de la construction du mot de Fibonacci, mais cela semble plus difficile
a obtenir de maniere effective. Plus généralement, peut-on construire d’autres mots de k-bonacci?
Peut-on construire d’autres suites morphiques non-automatiques ?
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Les résultats de cette partie ont fait 'objet d’une publication en 2020 [44]. Dans le Chapitre [1} nous
avons défini la suite classique de Rudin—Shapiro, qui est une suite 2-automatique qui compte le nombre
de blocs “11” dans la décomposition binaire de chaque entier. On peut obtenir explicitement I'automate
fini qui 'engendre et la définir de maniére récursive.

Par la suite, de nombreuses généralisations de cette suite sur des alphabets binaires ou de taille plus
grande ont été introduites et étudiées. Les différentes constructions ont été obtenues en exploitant une ou
plusieurs propriétés de la suite classique de Rudin—Shapiro et en faisant en sorte qu’elles soient conservées
pour ses généralisations.

Dans une premiére partie, nous présenterons un historique de la suite de Rudin—Shapiro et différentes
généralisations. La deuxieme partie sera consacrée a ’étude des matrices de différence qui joueront un réle
essentiel dans la construction des suites généralisées de Rudin—Shapiro auxquelles nous nous intéresserons
plus particulierement. Enfin, la troisiéme partie sera consacrée aux résultats que nous avons obtenus [44]
et qui étendent ceux de Grant, Shallit, et Stoll [20].

3.1 Suites de Rudin—Shapiro, différentes généralisations

Initialement, la suite de Rudin—Shapiro a été introduite par Shapiro [43] dans son mémoire de thése en
1951. La méme année, Golay a publié un article qui étudie cette suite du point de vue de la physique [19].
Ce n’est qu’en 1959 que Rudin, dont le nom est resté associé a la suite, I’étudiera M.Etan‘u donné que
Rudin était dans le jury de theése de master et dans celui de theése de doctorat ou Shapiro étudie ces notions,
certains auteurs préconisent de 'appeler plutot suite de Golay—Shapiro au lieu de suite de Rudin—Shapiro.

47
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Pour plus de précision sur la paternité de cette suite, on pourra consulter le papier d’Allouche [I]. Dans
ce chapitre, afin de rester cohérent avec nos résultats récemment publiés sur le sujet [44], nous garderons
le nom de Rudin—Shapiro.

A Torigine, Shapiro cherchait & construire une suite (£,,),>0 & valeurs dans {—1,1} telle que :

§ Enezne

n<N

VN >0, sup < CVN. (3.1)

fER

ou C est une constante absolue.
La méthode utilisée pour résoudre ce probleme a été de définir deux suites de polyndémes trigonométriques
P, (x) et Qn(z) de maniére récursive par :

Poii(z) = Py(x) + 22" Qu ()
Qn-k—l(x) = Qn(x) - IZHPn(x)

avec Py(z) = Qo(x) = 1.
Les nombres ¢, pour n < 2F définis comme étant les coefficients du polynéme Py(e'?), de degré 2% — 1,
satisfont a la propriété (3.1)).
l
Plus tard, Brillhart et Carlitz [8] remarqueront que si n = Z ;2" est la décomposition binaire de 1'entier
i=0

-1
n, alors £, = (—1)/™ ot f(n) = Zai+1ai.
i=0

La suite introduite par Rudin et éhapiro est donc bien celle qui compte le nombre de blocs “11” dans
I’écriture binaire de n.

La propriété est souvent appelée propriété du “racine de N”. De plus, on peut méme montrer que
pour la suite de Rudin-Shapiro on peut prendre C' = 2 + /2.

Les premieres généralisations de la suite de Rudin—Shapiro s’articulent autour de la propriété du “racine
de N”. La premiére est due a Rider [40] qui a démontré le résultat suivant.

Théoréme 3.1.1. Soit 7 un nombre premier et o = exp(2in/r). Il existe une suite (¢,(n)),>0 prenant
les valeurs 1, v, ...,a" ! et telle que pour tout NV > 1 et tout 0 < 6 < 27 :

N
Z £, (n)ema
n=1

Pour établir ce résultat, Rider donne une construction explicite. Il définit des suites de polyndmes par
PY(x) = P}(x) = --- = Py~ (x) = 2 et pour tout s > 0 et k > 0,

<r(1++/r)VN. (3.2)

r—1
P (x) = Z xjrkasjP,g(x).
§=0

La suite (£,(n)),>0 est définie comme étant le n-éme coefficient du polynéme P{ pour n < r* et on peut
vérifier qu’elle satisfait a la propriété .

Par la suite, Martine Queffélec [38] étendra cette généralisation sur Z/qZ pour tout entier ¢ > 2 de
la maniere suivante :

Notons
1 1 1 1
1 z 22 2971
1 52 4 ZZ(qfl)

1 -1 52D ... La-Di-1)
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olt z = exp(2im/q). On définit ¢ suites de polyndmes trigonométriques (P?), (P}),...,(P27!) par :

P, 1(})+1Et§ 4 1:5 (t1)
P q(t e P (t)

T =m . :
PI(t) (") =1 Pa=(t)

ot PJ(t) =1 pour tout j € [0,q —1].

Définition 3.1.1. On appelle suite de Rudin-Shapiro généralisée d’ordre g, la suite (gn)n>0, dont les ¢”
premiers termes sont les coefficients du polynéme trigonométrique P2, pour tout n € N.

On a alors le résultat suivant.

Proposition 3.1.1. Les suites de Rudin—Shapiro généralisée d’ordre ¢ satisfont :

N-1
g eint
§ n
n=0

Ainsi, nous avons toujours la propriété du “racine de N” pour cette généralisation. Queffélec s’est
notamment intéressée a ’étude spectrale de ces suites. Nous donnons son résultat principal

<q(1+ qQVN.

Théoréme 3.1.2. La partie continue du spectre de la suite de Rudin-Shapiro généralisée d’ordre q a
une composante de Lebesgue de multiplicité gp(q), ot ¢ désigne l'indicatrice d’Euler, et pour chaque
diviseur d non trivial de ¢, un produit de Riesz généralisé, de multiplicité dp(d).

Allouche et Liardet [4] ont également étudié des propriétés de mesures spectrales de suites généralisées
de Rudin—Shapiro qui étendent la construction de Queffélec et ont prouvé que ces suites avaient encore
la mesure de Lebesgue comme mesure spectrale. Cependant nous ne développerons pas ces aspects. La
généralisation de Rudin—Shapiro a laquelle nous nous intéresserons est celle qui a été étudiée par Grant,
Shallit et Stoll [20]. Un cas particulier de cette généralisation est la famille de suites que nous avons
introduite au Chapitre [I] dans la Remarque et dont nous avons montré au Chapitre 2] qu’il était
possible de les construire en colonne d’un automate cellulaire linéaire dont on peut expliciter la regle.
Notons également que ces suites coincident avec celles introduites par Martine Queffélec dans le cas ou
la taille de I'alphabet est un nombre premier. Mais avant cela, nous allons introduire les matrices de
différence qui joueront un réle clé dans I’étude des suites généralisées de Rudin—Shapiro introduites par
Grant, Shallit, et Stoll.

3.2 Matrices de différence et applications

3.2.1 Définitions et exemples de construction

Les matrices de différence constituent un vaste sujet pour lequel les applications sont multiples, dont
notamment la construction de matrices de Hadamard, de carrés latins, de tableaux orthogonaux ou encore
les codes correcteurs. Dans cette partie nous nous appuyerons essentiellement sur [21] et [24]. Sans perte
de généralité, nous échangerons le role des lignes et des colonnes par rapport a ces deux références.

Dans toute la suite nous utiliserons les notations suivantes Z, = Z/pZ et Z’; =Z/pZ x --- x L]pZ.

k

Définition 3.2.1 ([2I] 24]). Soit (G,+) un groupe abélien fini d’ordre s. Une matrice de différence
D = (d;;) de taille r x ¢ & coefficients dans G, est une matrice telle que pour tout ¢ et j avec 1 < i,j <,
i # 7, Pensemble

{dh——dlj:lglgr}

contient chaque élément de G avec le méme nombre d’occurrences.
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Exemple 3.2.1.

S O O
N = O

0
2 | est une matrice de différence sur Zs.
1

On notera D(r, ¢, G) I'ensemble de toutes les matrices de différence de tailles r x ¢ a coefficients dans
le groupe G.

Exemple 3.2.2. [21, Example 6.3] Soit £ un nombre premier. Alors, la matrice carrée A = (a;;) de taille
k x k définie par a;; = ¢j mod k pour tout i et pour tout j tels que 1 < 4,5 < k est une matrice de
D(k,k,Zy).

Il existe d’autres constructions explicites de matrice de différence. Cependant, en fonction du groupe
que l'on choisit et de la taille de la matrice, cela n’est pas toujours possible, comme le montre le résultat
suivant qui se démontre de maniére élémentaire.

Proposition 3.2.1. [I7, Lemma 3.1] Soit & un nombre pair avec k > 4. L’ensemble D(k, k,Zy,) est vide.

Démonstration. Soit k un nombre pair supérieur ou égal a 4. Pour 0 < ¢,j < k — 1 avec ¢ # j on note
D;; le vecteur colonne obtenu en faisant la différence modulo k (dans le sens ou les valeurs sont prises
sur Zy) entre la colonne C; et la colonne C;. On note X;; la somme des coefficients du vecteur D;;.

Supposons par l'absurde qu’il existe une matrice appartenant & D(k, k,Zy). Notons Cp,...,Ck_1 ses
colonnes. Par hypothese, pour tout i # j, chaque colonne D;; est une permutation des éléments de Zj.

k(k—1 k(k—1) _ &
(2) 7(2):§m0d

Ainsi, pour tous 0 < 4,5 <k —1aveci# jona X;; = . Comme k est pair, on a
k. Ainsi pour tous i et j tels que 0 < 4,7 < k—1aveci # jona X;; = g mod k. Comme k> 3ily a
au moins trois colonnes et on peut donc considérer g1, Y12 et Xgo. Par hypothese on a g1 = g mod k,
Yo = £ mod k et Yoo = % mod k. De plus Y1 + 312 = Xp2 mod k. Or Yoo = X1 + X1 = g + % mod

k =0 mod k. D’ou la contradiction. O

En particulier ensemble D(4,4,7Z4) est vide. Autrement dit il n’existe pas de matrice carrée de
différence de taille 4 sur Z4. En revanche, 'ensemble D(4,4,7Zs x Zs) est non vide. En effet on peut
vérifier aisément que la matrice

0,0)
1,1)
o) (3.3)
1,0)

est un élément de cet ensemble [2I] Table 6.22].
De manieére générale nous avons le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1. [2T], Theorem 6.6] Pour tout nombre premier p et tous entiers k et n tels que k > n > 1,
il existe un groupe abélien G de cardinal p™ tel que I'ensemble D(p*,p*, G) soit non vide.

Démonstration. Soit F,x le corps fini a p* éléments. Représentons ses éléments sous la forme polynomiale
Bo+ B1a + e+ Bua@™ Ao B g2

ou fBo,...,Bm—1 € Zp.

Le corps fini F,» peut étre vu comme un sous-groupe additif de IF,» en identifiant ses éléments sous la
forme By + Bz + -+ + Bn_12" L. (Bien que la multiplication des éléments de F,n soit généralement
différente dans F,. ce n’est pas un probléme ici car seule la structure additive de F,» nous intéresse).
Notons D* la table de multiplication de F .

Soit ¢ : Fx — Fyn Papplication qui associe & chaque élément So + S1z+ - - - + Br—12™ ! de D* 'élément
Bo + Bix + -+ 4 Bn_12™ L. Appliquons ¢ & chaque élément de la table D* et notons D la nouvelle table
ainsi obtenue. Alors D est une matrice de différence de D(p”, pk,IE‘pn). En effet, par construction D est
bien une matrice de taille p* x p* dont les coefficients sont des éléments de Fpn.

Notons ag,...,ays_; les éléments de F,». Alors la différence entre deux colonnes de la matrice D peut
s’écrire sous la forme
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B(Bao) #(yao)

$(Bani_1))  \o(vape_y)

ou B,y € Fp, B # 7.
De plus par définition de ¢ on a ¢(Ba;) — d(yey) = ¢(Ba; — o). La différence entre deux colonnes
s’écrit alors

o((8 —7)ao)

(8 — Vape_1)

Comme chaque élément de I« apparait une fois parmi les éléments (8 — y)a;, 0 < i < p*, chaque
élément de IF,» apparait p™~" fois parmi les éléments ¢((8 — v)a;), 0 <i < p*. O

Exemple 3.2.3. A partir de la table du corps fini Fg ~ F5[X]/(X? 4+ X + 1), on obtient la matrice de
D(8,8,73) suivante :

(0,0,0) (0,0,0) (0,0,0) (0,0,0) (0,0,0) (0,0,0) (0,0,0) (0,0,0)
(0,0,0) (0,0,1) (0,1,0) (0,1,1) (1,0,0) (1,0,1) (1,1,0) (1,1,1)
(0,0,0) (0,1,0) (1,0,0) (1,1,0) (0,1,1) (0,0,1) (1,1,1) (1,0,1)
(0,0,0) (0,1,1) (1,1,0) (1,0,1) (1,1,1) (1,0,0) (0,0,1) (0,1,0)
(0,0,0) (1,0,0) (0,1,1) (1,1,1) (1,1,0) (0,1,0) (1,0,1) (0,0,1)
(0,0,0) (1,0,1) (0,0,1) (1,0,0) (0,1,0) (1,1,1) (0,1,1) (1,1,0)
(0,0,0) (1,1,0) (1,1,1) (0,0,1) (1,0,1) (0,1,1) (0,1,0) (1,0,0)
(0,0,0) (1,1,1) (1,0,1) (0,1,0) (0,0,1) (1,1,0) (1,0,0) (0,1,1)

Exemple 3.2.4. Hedayat, Sloane, et Stutken [21] Table 6.9] donnent un exemple de matrice de D(9, 9, Zs)
A partir de la table du corps fini Fg ~ F3[X]/(X? + 1) & 9 éléments :

000 O0O0OO0OTO0ODTU 0@
01 201201 2
0210210 21
000222111
012201120
02121010 2
0001112 2 2
01 2120201
021102 210

L’existence des matrices de différence a été largement étudiée. Le Théoréme [3.2.1 donne une méthode
explicite pour construire une matrice de différence dont les parametres sont donnés. Cependant, ce n’est
pas la seule maniere qui existe pour construire des matrices de différence.

Théoréme 3.2.2. [21, Theorem 6.33] Pour tout nombre premier impair p et pour tout entier n > 1, il
existe un groupe abélien G de cardinal p™ tel que 'ensemble D(2p™, 2p™, G) soit non vide.

Construction 3.2.1. Nous présentons uniquement la construction d’une telle matrice de différence. Pour

les détails de la preuve que la matrice obtenue est bien un élément de D(2p™, 2p™, G) nous référons a [21].
Soit o un élément primitif du corps fini F». Notons ag, o1, ..., apn—1 les éléments de Fpn, ot ap = 0

et pour tout i € [1,p" — 1], ; = . En particulier, on a apn_q1 = al' 1l =1.

On construit quatre matrices de taille p™ x p™, U = (u;;),V = (v;5), W = (wi;), X = (x45), avec

0<i,j <p"—1, définies par :
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Uij = Q0
— 2
’Uij = O[Z'ij + ﬁaj,
— 2
Wij = a0y + Yoy,

2 2
Tij = Voo + (504]» +eaj,

ot 3,7,0,¢,v sont des éléments de Fp» qui satisfont a

v n’est pas un carré dans Fy»,

3.4
V:1+4ﬂE=£=V2—455. (3-4)
Y
En particulier, pour satisfaire a la condition ([3.4) on peut prendre
1 a—1 o a—1
= = — = 5 = — = . .
v=a, =5, 0= 5 5= 5 (3.5)

Alors, si G désigne le groupe additif de F», la transposée de la matrice par blocs
u w
V X

Exemple 3.2.5. [2I, Table 6.37] Pour p = 3 et n = 1, on peut prendre o« = 2 comme élément primitif
de F3, de sorte qu’avec les notations précédentes on ait ag = 0,07 = 2! = 2,y = 22 = 1. En prenant la
condition particuliere (3.5 pour satisfaire & la condition (3.4]), on obtient les matrices

est un élément de D(2p™, 2p™, G).

0 0 O 0 2 2 0 0 O 0 1 1
U=10 1 2 V=0 0 1 W=11 2 0 X=12 2 1
0 2 1 0 1 0 1 0 2 2 1 2
et ainsi, la matrice
0 00O 0O
01 2 2 01
0 21 2 10
01 1 0 2 2
0 2 01 2 1
0 0 2 1 1 2

est un élément de D(6,6,Zs).

Exemple 3.2.6. [2I, Theorem 6.35] De la méme maniére, on peut obtenir la matrice suivante, qui est
un élément de D(10, 10, Zs)

00 00O0O0OO0OO0OTO0F®
043122103 4
03 12 43140 2
01 2 4 3 2 3 410
0 24 313021 4
0141402 3 2 3
00 2 214 4 3 31
0403 3141 2 2
0210243143
03 3 4012 2 41

Nous donnons maintenant quelques résultats sur les matrices de différence de taille impaire.
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Théoréme 3.2.3. [2I, Theorem 6.65] Soit ¢ un nombre impair et soit G un groupe abélien d’ordre
s. Supposons que Pensemble D(c, ¢, G) est non vide. Si p est un nombre premier impair divisant s, et
b # 0 mod p un entier divisant la partie sans facteur carré de ¢, alors I'ordre multiplicatif de b = 0 mod p
est impair.

Théoréme 3.2.4. [I7, Theorem 3.2.] Il existe des matrices de différence dans D(g,3,Z,) si et seulement
si g > 3 et g est impair.

Théoréme 3.2.5. [I7, Theorem 3.12.] Si g > 5 est un nombre impair tel que pged(g,27) # 9 alors
I'ensemble D(g,4,Zy) est non vide.

Une recherche informatique, permet de montrer que 'ensemble D(9, 4, Zg) est vide (voir [17, Lemma 3.9.]).
On pourra également consulter la Table 1 de [I7] qui liste les ensembles D(g, k, Z4) non vides pour tous
les nombres impairs 3 < g < 299.

3.2.2 Classification des matrices de différence

Lampio et Ostergard [24] 25] proposent une classification des matrices de différence. Pour cela, ils
définissent une relation d’équivalence dans ’ensemble de toutes les matrices de différence, qui & partir
d’une matrice de différence donnée, en génére une autre avec les mémes parameétres (le nombre de lignes,
le nombre de colonnes, et le groupe sous-jacent) en utilisant les opérations suivantes.

1. Permuter I'ordre des lignes.

2. Permuter l'ordre des colonnes.

3. Ajouter un élément fixé du groupe G a une ligne.

4. Ajouter un élément fixé du groupe G & une colonne.

5

. Appliquer un automorphisme du groupe G a chaque élément de la matrice de différence.

Définition 3.2.2 ([25]). On dit que deux matrices de différence A et B sont éguivalentes, et on note
A = B, si elles ont les mémes parametres et que B peut étre obtenue & partir de A en appliquant les
Opérations 1-5 un nombre fini de fois.

La relation = est une relation d’équivalence dans I’ensemble de toutes les matrices de différence, et
chaque classe d’équivalence est un sous-ensemble de ’ensemble des matrices de différence avec les mémes
parametres.

Définition 3.2.3 ([25]). Soit G un groupe abélien avec un ordre total < sur les éléments, ot 1’élément
identité de G est I’élément minimal pour cet ordre. Une matrice de différence de D(r, ¢, G) est une matrice
de différence ordonnée-normalisée si

1. la premiere ligne contient uniquement 1’élément identité,
2. la premiere colonne contient uniquement 1’élément identité,

3. les lignes sont rangées dans 'ordre lexicographique croissant du haut vers le bas (induit par < sur
les vecteurs lignes), et

4. les colonnes sont rangées dans l'ordre lexicographique croissant de la gauche vers la droite (induit
par <¢ sur les vecteurs colonnes).

Théoréme 3.2.6 ([25]). Chaque matrice de différence de D(r,¢,G) est équivalente & une matrice de
différence ordonnée-normalisée de D(r, ¢, G).

La preuve consiste a utiliser les Opérations 1, 2, 3 et 4 qui définissent la relation d’équivalence et ainsi
construire une matrice de différence ordonnée-normalisée a partir de la matrice de différence donnée de
D(r, ¢, Q).

Remarque 3.2.1. Ce résultat implique qu’il suffit d’étudier les matrices de différence ordonnées-normalisées
dans la recherche de I'existence des matrices de différence dont les parameétres sont donnés.



54 Chapitre 3. Suites généralisées de Rudin—Shapiro et corrélations

r c | G| # r c G #
T 2 ZQ 1 4 4 ZQ X ZQ 1
3 3 Zg 1 8 8 ZQ X ZQ 1
6 6 Zg 1 12 12 ZQ X ZQ 1
9 9 | Zs | 2 16 | 16 | Zo X Zo | 226
12122 | 1 515 Zs 1
1519 | Zs | 5 10 | 10 Zs 1
18 | 18 | Z3 | 53 15 ] 8 Zs 2
4 2 | Zy | 1 6 2 Zg 1
8 4 | Zys | 6 4 |12 Zg 7
12| 2 | Z4 | 1 18 | 2 Zg 1
16 | 16 | Zy | 13 7 7 Zr 1
201 2 | Z4 | 1 14| 14 Zr 2

Remarque 3.2.2. La preuve du Théoréme donne une construction d’une matrice de différence
qui remplit déja les conditions 1 et 2 dans la définition des matrices de différence ordonnées-normalisées.
Il suffit alors de permuter les lignes et les colonnes pour obtenir les matrices de différence ordonnées-
normalisées qui sont dans la méme classe d’équivalence.

La Table 2 de [25] donne le nombre de classes d’équivalence des matrices de différence selon les
parameétres.

Exemple 3.2.7. Dans D(9,9,Zs3), il y a deux classes d’équivalence de matrice de différence. Un repré-
sentant de chacune des deux classes est donné dans [25] :

000 0O0O0OTO0OT 0@ 00 0O0O0OO0OTO0OTUO0ODO©
0001112 2 2 0001112 2 2
00022 2111 00022 2111
01 2 01201 2 01201201 2
01 2120 2 01 01 212 02 01
012201120 0122011220
021021021 02102110 2
021102 210 0211020 21
02121010 2 021210210

Remarque 3.2.3. En permutant les lignes, la matrice obtenue dans I’Exemple est équivalente &
la matrice de différence ordonnée-normalisée de gauche dans ’Exemple Par conséquent, la matrice
de la seconde classe d’équivalence a été nécessairement obtenue d’une autre maniere.

Lampio [24] a entrepris de faire la classification de toutes les matrices de différence de D(r, ¢, G) on
le nombre de lignes 7 < 20 et ou G est un groupe abélien d’ordre g avec 3 < g < 7.
Notons que pour tout 7 il y a une unique classe d’équivalence dans D(r,2,Z5) dans le cas ol cet ensemble
est non vide.
Le tableau suivant liste tous les cas possibles des matrices de différence que 1’on peut construire avec la
restriction sur la taille des parametres que nous avons imposée. On constate que le nombre de classes
d’équivalence peut étre tres élevé. De plus, Lampio donne un exemple pour chaque classe d’équivalence
d’un représentant sous la forme ordonnée normalisée.E]

3.2.3 Application aux matrices de Hadamard

Nous allons voir que les matrices de différence sont reliées aux matrices de Hadamard, qui jouent un
role important dans les codes correcteurs, par exemple.

2. https://wiki.aalto.fi/display/DifferenceMatrices/Home (consulté le 16/12/2020)
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Définition 3.2.4. [2I] Soit n > 1. Une matrice de Hadamard d’ordre n est une matrice H,, de taille
n xn de 1 et de —1 telle que les lignes sont orthogonales. Autrement dit, H,, vérifie la relation :

HntHn = nInv
ou ‘H, désigne la matrice transposée de H,,.

Exemple 3.2.8. [21] Par exemple, les matrices suivantes d’ordres 1,2 et 4 sont des matrices de Hada-

mard :
1 1 1

-1 1 -1
1 -1 -1
-1 -1 1

H = (1) HQZG 11) H,y =

N

Remarque 3.2.4. [21] Si H,, est une matrice de Hadamard d’ordre n, alors H,;' =n"''H,, et donc on
a également :
‘H,H, = nl,,

ce qui implique que les colonnes de H,, sont aussi orthogonales.
En utilisant les relations d’orthogonalité on peut montrer le résultat suivant

Proposition 3.2.2 (Corollary 7.2.). [2I] Si une matrice de Hadamard H,, existe alors n = 1,n = 2 ou
n est un multiple de 4.

La réciproque de ce résultat, i.e., montrer que I’on peut toujours construire une matrice de Hadamard
H,, si n est un multiple de 4 (les cas n = 1 et n = 2 étant traités dans ’Exemple est connue sous
le nom de conjecture de Hadamard et reste un domaine actif de la recherche. Actuellement, le plus petite
multiple de 4 pour lequel on ne connait pas de construction d’une matrice de Hadamard est 668 [24].

Le résultat suivant, fait le lien entre les matrices de Hadamard et les matrices de différence.

Théoréme 3.2.7 (Theorem 7.6.). [2I] Une matrice de Hadamard H,, existe si et seulement s'il existe
une matrice de différence dans D(n,n,Zs).

3.3 Corrélations discretes d’ordre 2 de suites généralisées de
Rudin—Shapiro

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour parler de la généralisation de Rudin—Shapiro
introduite par Grant, Shallit, et Stoll [20] ainsi que des extensions que nous avons obtenues.

Dans toute cette section nous utiliserons la notation e(z) = 2™ pour tout x € R. Nous utiliserons
la notation de Bachmann—Landau usuelle O() pour les termes d’erreur. Nous ajouterons un indice pour
indiquer une éventuelle dépendance de la constante implicite (par exemple O () pour une dépendance en
k). Nous utiliserons également la notation classique de Vinogradov <.

3.3.1 Etat de l’art

Dans leurs deux articles [32] [33], Mauduit et Sarkozy s’intéressent au caractére pseudo-aléatoire de
suites binaires, par rapport aux progressions arithmétiques, aux faibles (auto-)corrélations et a la nor-
malité. Pour une suite binaire Exy = {e,ea,...,en} € {—1,1} et pour un vecteur r = (r1,...,7)
satisfaisant 4 0 < ry < --- < r,, on considere la quantité :

M
V(EN, M,t) Y enir€nir Enin,-
n=1

La mesure de corrélation d’ordre m de Ey est définie par :

Cr(EN) = max [V(En, M,r)]|,
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ol le maximum est pris sur tous lesr = (ry,...,r,) telsque 0 <7y < -+ < 1y, et M tel que M +7r,,, < N.

Daus la lignée de travaux de Grant, Shallit, et Stoll [20], nous nous sommes intéressés aux corrélations
discrétes de suites infinies de k symboles, ou nous détectons lorsque deux symboles sont identiques ou
non. Nous définissons alors une autre mesure de corrélation.

Définition 3.3.1. Soit k > 2 un entier et soit £ = xgz - -+ un mot infini sur alphabet {0,1,... k — 1}.

Soit m > 2. Pour un vecteur (i1, ...,1,) satisfaisant & 0 < 47 < .-+ < i,,, on définit le coefficient de
corrélation discréte (i1, ..., im) d’ordre m par
5(21,...,Zm)= ’ . ' tm?
1, sinon.
De plus, on définit Cy pour tout r = (r1,...,7,) avec 0 < ry < --+ < 1y, par

.1
Crzl}&lélofﬁ ;V(s(nJrrl,...,nJrrm).

La quantité Cy mesure en quelque sorte le “pseudo-aléa” d’une suite (voir la remarque suivante). Nous
permettons & r de dépendre de n ce qui généralise grandement le cas ou l'on fixe un vecteur constant

r= (T, ..., m).

Remarque 3.3.1. Pour une suite aléatoire ot chaque lettre est tirée indépendamment avec probabilité
1/kona Cp=1-—1/km"! avec probabilité 1.

Démonstration. On définit la suite de variables aléatoires (X,,)n>0 par
Xpn=0(n+ri,n+ro,...,n+rpy).

Elles suivent une loi de Bernoulli de parameétre 1 — 1/k™~!. Décomposons selon les congruences modulo
r9. On a

1 1
o X=F| 2 Xttt X X
n<N n<N n<N
n=0modry n=rg—1modry
1 T2 T2
= — | = § Xn +o 4+ = E Xn
"2 N n<N N n<N
n=0modry n=rg—1lmodrg

Chaque somme est constituée de | N/ro| variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Ber-

. . . g T2
noulli. D’apres la loi des grands nombres, chacune de ces sommes multipliée par N converge avec proba-

bilité 1 vers E(X,,) =1 — 1/k. Comme il y a 75 sommes on a bien le résultat annoncé. O

Dans la suite, sauf mention contraire, nous nous intéresserons au cas ou m = 2. Nous rappelons les
propriétés de récursivité qui permettent de définir la suite de Rudin—Shapiro classique.

Remarque 3.3.2. La suite de Rudin—Shapiro peut étre définie de la maniere suivante :
ro =0 et ropy; = (1 + g(j,n)) mod 2

1, sij=1, n=1 (mod 2),

0, sinon.

3

avec g(j,n) = {



3.3. Corrélations discretes d’ordre 2 de suites généralisées de Rudin—Shapiro Y

A partir de cette observation, Grant, Shallit, et Stoll [20] ont donné une définition de suites généralisées
de Rudin—Shapiro.

Définition 3.3.2. Soit
g:{0,1,...;k—1} xZ —Z
(J,n) — g(j,n)

telle que pour tout j, la fonction n — g(j,n) est k-périodique. De plus, on définit g telle que pour tous
entiers u,7 € Navec 0 <u<u—+1i<k—1on ait

{(g(u+1i,n) —g(u,n)) mod k:0<n<k—-1}={0,1,...,k—1}.
Une suite (a(n))n>o sur alphabet {0,1,...,k — 1} est appelée une suite généralisée de Rudin—Shapiro
s’il existe une suite d’entiers (a(n)),>o telle que a(n) = a(n) mod k et
alnk+j)=aln)+g(,n) for0<j<k-—1,n>1

Remarque 3.3.3. Afin de définir complétement la suite, on peut fixer (arbitrairement) les premiéres
valeurs a(0),...,a(k — 1) et les autres sont obtenues récursivement par la relation.

Remarque 3.3.4. Si on représente g(j,n) comme le coefficient de la j-iéme colonne et de la n-iéme
ligne d’une matrice de taille k, alors la propriété [3.3.2] peut étre vue comme la différence entre deux
colonnes distinctes de la matrice. Ainsi I'existence de telles fonctions g est reliée a I'existence de matrices
de différence correspondantes.

Nous présentons ici les deux résultats principaux de Grant, Shallit, et Stoll [20].

Théoréme 3.3.1 (Theorem 3.1). [20] Soit (a(n))n>0 une suite généralisée de Rudin—-Shapiro sur {0,1,...,k — 1}
avec k premier. De plus, soient 71 et ry tels que 0 < r; < ro. Alors, quand N — oo, on a

1 N
Z dn+ry,n+ry) =N (1— ) + Oy, ((7“2 —71)log +T2)-
k Te —T1

n<N

Notons que le terme principal correspond exactement & celui obtenu dans le cas probabiliste.
Maintenant, en utilisant une bijection entre Z,, x --- X Z,, et Zp,...,,, il est possible de construire une
suite sur un alphabet dont la taille est sans facteur carré et obtenir une propriété similaire pour les
corrélations d’ordre 2 de la suite.

Théoréme 3.3.2 (Theorem 3.3). [20] Soit d > 2 et soit k = p; - - pg un produit de nombres premiers
deux & deux distincts. Soit ¢; =1 et ¢; = py -+ p;—1 pour 2 < i < d. On définit la suite (a(n)),>0 par

a(n) = a(n) mod k,
ot (a(n))n>o est définie par a(n) = cra1(n)+---+cqaq(n) et (a;(n))n>o satisfait la relation de récurrence
ai(pin+j) = ai(n) + gi(j,n), 1<i<d,

pourn > 1et 0 < j < p;—1etotles g; sont des fonctions qui satisfont les conditions de la Définition [3.3.2]
De plus, soient r1 et 79 tels que 0 < rp < ry et 0 <y < 1. Alors, quand N — oo, on a

Z d(n+ri,n+re)
n<N
N

k

T2 —T1

1
=N (1 - ) + Oy, <(r2 —71)N'7 + (ry — r1)N'"log + N7 +r2> .
Remarque 3.3.5. La construction précédente ne peut pas étre utilisée pour un alphabet dont la taille
n’est pas sans facteur carré, car la preuve du Théoréme [3.3.2] utilise le résultat du Théoreme [3:3.T] qui est
seulement valable pour un nombre premier et non une puissance d’un nombre premier. Pour contourner
cet obstacle, nous allons utiliser de nouvelles constructions obtenues grace aux matrices de différence.
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3.3.2 Reésultats principaux

Dans un premier temps, nous donnons un résultat pour les alphabets dont la taille est une puissance
d’un nombre premier. La preuve reprend essentiellement les arguments de celle du Théoréme [3:3.1] dont

nous donnons les détails dans la sous-section [3.3.3
A partir du Théoreme nous allons définir une généralisation de la Définition pour les puissances
de nombres premiers.

Définition 3.3.3. Soit p un nombre premier, soit k¥ > 1 et soit M = (mij)0<i<pk une matrice de

0<j<p”
différence de D(p", p*, Zk). Soit

. k
9 LXL— 7y
(]an) > My mod p*, j mod pk-

On note ¢g1,. .., gi les fonctions a valeurs dans Z,, telles que
9(n) = (910, n), - -, gk (4, n)).
On dit qu’une suite définie par (a(n))p>0 = (a1(n),...,ax(n))n>0 €t
a(p*n+j)=a(n) +g(jn), 0<j<p’'—1 nx0, (jn)#(0,0)
est la suite de Rudin—Shapiro associée a la matrice M.

Remarque 3.3.6. On peut fixer arbitrairement la valeur de a(0) et les autres sont définies de maniére
récursive.

Remarque 3.3.7. Quand la taille de 'alphabet est p, avec p premier, les Définitions et
coincident, excepté éventuellement pour les p premieres valeurs de la suite.

Remarque 3.3.8. Par définition de g, pour tout entier u et tout entier i avec 0 < u < u+14 < p* — 1
Pensemble {(g(u +i,n) — g(u,n)) : 0 <n < p* —1} est égal & Pensemble des éléments de Zj.

Nous pouvons maintenant énoncer nos deux résultats qui étendent ceux obtenus par Grant, Shallit,
et Stoll.

Théoréme 3.3.3. Soit p un nombre premier et & > 1. Soit M une matrice de différence de D(p*, p*, Z’;)
et soit (a(n)),>o une suite de Rudin—Shapiro associée a M. De plus, soient r1 et 75 tels que 0 < ry < ro.
Alors, quand N — oo, on a

1 N
Z d(n+ri,n+ry) =N <1 - pk> + O,k <(r2 - 7“1)10gr2 _— +r2> .

n<N

Exemple 3.3.1. Soit (a(n)),>0 la suite obtenue & partir de la suite généralisée de Rudin—Shapiro
(a(n))n>0 associée a la matrice sur D(4,4,7Z2 x Zs3) en recodant (0,0) par 0, (0,1) par 1, (1,0)
par 2 et (1,1) par 3. Alors, (a(n)),>o0 est une suite sur alphabet {0, 1,2,3}, dont les premiers termes
sont les suivants :

(@(n))n=0 = 0,0,0,0,0,1,2,3,0,2,3,1,0,3,1,2,0,0,0,0,1,0,3,2,2,0,1,3, ...

De plus, soient 1 et 79 tels que 0 < r1 < ro. Alors, quand N — oo, on a

3 N
E (5(n+r1,n—|—7“2):N—I—O((rg—rl)log +r2>.
n<N 4 2=

Remarque 3.3.9. Il est possible d’utiliser un recodage similaire pour n’importe quel choix de p*.
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On a également le corollaire suivant.
Corollaire 3.3.1. Sous les conditions du Théoreme m si ro = o(N) alors
1
Z dn+ri,n+r) ~N{(1—-—|.
n<N

Par conséquent, dans ’Exemple pour ro = o(N), nous avons le méme résultat que Grant, Shallit,
et Stoll pour un alphabet de taille 4,

Z on+ri,n+ry) ~ %N.
n<N

Maintenant, nous présentons le cas général pour n’importe quel alphabet.

Théoréme 3.3.4. Soit d > 2, et soit p1, ..., pg des nombres premiers deux a deux distincts, et kq,..., kg
des entiers positifs. On considére ’alphabet {0,...,k — 1}, ot k = p%* - -psd.

Pour chaque 1 < ¢ < d, on considéere une matrice de différence M; de D(pf'i,pfi,Z’;;’), a laquelle on
associe une fonction g'(j,n) = (gi(j,n),...,g;. (4,n)) et une suite a’(n) = (ai(n),...,aj (n)) définie
comme précédemment. On définit la suite (&(n)),>o par

a(n) = (a*(n) mod py,...,a%(n) mod pg).
De plus, soient 1 et 79 tels que 0 < r1 < ry. Alors, quand N — oo, on a

1 N a1
Z(S(n—f—rl,n—i—m):N(l—) + Oy, (((rz—rl)log +r2>N a )
k To —T1

n<N

Comme précédemment, on obtient aussi le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.2. Sous les hypothese du Théoreme m sirg = o(Né) alors

1
Z(S(n—i—rhn—i—rg)wN(l—k).

n<N

Remarque 3.3.10. En comparant les termes d’erreur des Théorémes et quand la taille de
lalphabet est sans facteur carré, on constate que quand ro — 1 = O(1), le choix optimal de v dans le
d

Théoréeme m est telque 1 =% =, ie., v = T Cela nous donne un terme d’erreur borné par N7,

Dans le Théoreme le terme d’erreur correspondant est borné par ro N %, de plus, pour obtenir
une amélioration on doit avoir 'I"QN% < Nﬁ, ie., rg = O(NW). Par conséquent, si ro — 71 = O(1)
et ro = o(IN m), notre résultat est une amélioration pour les alphabets dont la taille est sans facteur
carré et avec au moins deux nombres premiers dans la décomposition.

3.3.3 Preuves des théorémes
3.3.3.1 Preuve du Théoréme [3.3.3]

Pour la preuve du Théoreme [3.3.3] nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.1. Soit G une matrice de différence de D(pk,pk,Z’;). On note Gy, ...,Gy les matrices
obtenues a partir de G en prenant respectivement les premieres,. .., les k-éme coordonnées. Soit 0 <
hi,...,hy < pavec (h1,...,h;) # (0,...,0). Alors la matrice H = h1G1 + - - - + hi Gk, est une matrice de
différence de D(p*,p*,Z,).
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Démonstration. Notons (g1(j,n),...,9x(4,n)) les coefficients de G de la j-éme colonne et de la n-éme
ligne. La différence entre deux colonnes distinctes i et j de H s’écrit de la maniere suivante :

hi(g1(5,0) — g1(4,0)) + - - - + hi(gx (4, 0) — gx(4,0))
Ciyj = .

hi(91(4,p" = 1) = g1 (i, p* = 1)) + -+ + hu(gr (4, 0" — 1) — gu (i, p* — 1))
Comme G est une matrice de différence, on a

{(gl(j7n) _gl(ivn>7"'7gk(j7n) _gk(i7n))7 0<n <pk} = Z’;

Par conséquent, les éléments qui apparaissent dans C; ; sont tous les éléments de la forme hici+- - -+hycy,

pour (c1,...,¢x) € Z’;. Ainsi, dans C} j, pour tout d € Z,,, chaque élément apparait
# {(cl, coyCk) € Z’; hier + -+ hgeg, = d} = p*~1 fois. Il s’en suit que H est une matrice de différence
de D(p*,p*, Zy). O

Désormais, nous avons tous les outils pour la preuve du Théoréme [3.3.3]

Démonstration. Soient r1 et ro tels que 0 < ry <7y. On a

Z o(n+ry,n+r)

n<N

=N — Z H Z < aanrTg)a,;(nqul)))

nen P iz 10<h;<p

exk s

n<N 0<hi,....,hx<p

1 1

0<h1,...;hy<p
(h1,e.,hi)#(0,...,0)

k

Z (a;(n +1rq) —ai(n—&—rl)))

1
p

vec .
SN(hl,. . ,hk) = Z [§] (;Z hi(ai(n+r2) — ai(n+7'1))> .

Posons r = ry — rq.
11 suffit alors de montrer que pour tous hy, ..., hg telsque 0 < hy, ... hy < pavec (hy,...,hg) # (0,...,0)
on a

N
Sn(h1,. .- hi) =Opk (rlogr—i—r) .

Soit b(n) = hyay(n) + - - + hrar(n) et g*(j,n) = h1g1(j,n) + - -+ + hpgr(j,n) de sorte que b(p*n + j) =
b(n) + ¢g*(j,n). Par le Lemme pour tous entiers u et i tels que 0 < u < u+1i < p¥ — 1, I'ensemble
{(g"(w+i,n) — g*(u,n)) :0<n<p*—1} contient p"~! fois chaque élément de Z,.

On définit
eho e <b<n+r>—b<n>> ) (f(n>> |

n<N p p

ol f: N — Z est une fonction quelconque p*-périodique.
Commengons par montrer que Yy (1, f) = O(logN) pour N > p¥. Pour cela nous allons décomposer n
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modulo p¥. Nous remplacons également N par p* N + j, avec 0 < j < p¥ — 1. Alors, on a

v (L= D e (;a)(n +1) - b(n))> e (f(”>>

n<pkN+j p

:pi Z e <l(b(pkn+u+ 1) b(pknJru))) e (f(u))

u=0 pkntu<p®N+j p p

(L K flu)

=> e =@ N +u+1) = bp*N +u)) | e (3.6)
u=0 p p

+ pz_: e (f(u)) Z e (1(b(pkn +u+ 1) —b(phn + u))) (3.7)
u=0 p 0<n<N p

+e <f(pk_1)> Z e (1(b( Fn 4+ p*) — b(phn + p* — 1)) . (3.8)

p 0<n<N p

Le terme (3.6]) est majoré trivialement par j < p* — 1.
Pour (3.7) on a pour 0 < u < p¥ — 2,

d e (;(b(pkn +u+1)—b(pkn+ u)))

0<n<N

S oo (;%(n) + g% (u+1,n) —b(n) - 9*(“’”))>

0<n<N
- Z e (;(g*(zH— L,n) - g*(u, n))) :
0<n<N

Pour 0 < n < p* — 1 et & u fixé, les différences g*(u + 1,n) — g*(u,n) contiennent p*~* fois chaque
élément de Z,. Par conséquent, cette somme est majorée par % Ainsi, la somme (3.7) est majorée par
(" —1)p*

5 .
Enfin, pour (3.8) on a
1
Z:e<ﬁwﬂﬂpﬂwﬁn+ﬁU>

0<n<N

d e (1(b(n + 1)+ g*(0,n +1) —b(n) — g* (p* — l,n)>

o<nen \P
= l n —b(n)) | e @
—OS;Ne<p(b( +1) —b( ))) ( ’ )

ot f(n) =g*(0,n+ 1) — g*(p* — 1,n) est pF-périodique.
. F—1)(ph +2
Nous en déduisons que |y,xn;(1, f)| < |yn (1, f)] + %
De plus, étant donné que |v,(1, f)] < p*¥ —1 pour 1 < n < pF — 1 et toute fonction f p*-périodique, il
s’en suit par récurrence que pour toute fonction f, pF-périodique, et pour tout N > p*,

(p" — 1)(p* +2)

logN + p* — 1. 3.9
Slogp ogN +p (3.9)

|7N(17f)‘ <
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En effet, supposons que pour tout N > p* on ait (3.9) pour toute fonction f pF-périodique. Alors,
soit f une fonction pF-périodique et 0 < j < p¥ —1. On a

~ k - k 2

|’ypkN+j(1af>| S |7N(1’f)| + %
2klogp
2klogp

@ -6 +2)
2klogp

F—1)(ph+2
logN +p* — 1+ —(p ) )

(logN + klogp) + p* — 1

log(p*N + j) +p* — 1.

Remarquons que la somme vy (0, f) = Z e <f(n)> satisfait
p

n<N
if f({o,... k- 1}) contains p*~1 times each element of Z,. (3.10)

Maintenant, considérons le cas général avec r = p*M +i > 0 ou M > 0 et 0 < i < pF — 1 mais
(M,1) # (0,0). On a

Vo v (P M+, f)

Z e <;(b(n +pPM +i0) — b(n))) e (f(n))

n<pk N+j £

Z e (;(b(ru—pkM +1) — b(n))) e <f;n)> + O, 1(1)

n<pkN

pF-1

= Z Z e (;(b(pkn+u+pkM+i) — b(pknJru))) e <f u))

u=0 0<n<N p
+ Op,k(1>

= 5 e (f(u)) Z e <;(b(pkn+u+pkM+i) - b(pkn+u))> (3.11)

(]

u=0
+ Op,k(l)v

ot la constante implicite provient du terme n = N et est majorée par p* — 1. La derniére partie consiste
a établir une estimation de la somme (3.11]). Dans un premier temps, nous supposons que i # 0. Alors
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i e <f(U)> Z e (;(b(pkn +u+pPM + i) — b(pkn + u)))

0<n<N

= Z e(ﬂw) Z e(;(b(n+M)+g*(u+i,n+M)—b(n)—g*(u,n)))

P ) o<nen

1w
p

x Y e(;(b(mM+1)+g*<u+z’—p’“,n+M+1)—b(n)—g*(um)))

f(u) 1 fi(n)
) Z e(p(b(n+M)—b(n))>e< ) )

p

0<n<N

(]

' fw) 1 fo(n)
+ e(p) Z e<p(b(n+M+1)b(n))>e< S )

u=pk—i 0<n<N

avec f1(n) = g*(u+i,n+ M) — g*(u,n) pour 0 <u < p*F —1—14,
et fa(n) =g*(u+i—pkn+M+1)—g*(u,n) pour p* —i <u < pk —1.
Pour plus de clarté, ici et dans la suite, nous n’écrirons pas la dépendance en u de ces fonctions. Ainsi

z_: e (f(u)) Z e <;(b(pkn+u+pkM+i) - b(pknJru)))

u=0 p 0<n<N

<y ("?) wOL )| +| Y (ﬁ”) O+ 1,1

u=0 u=pk—i
Soit f1 et fy deux fonctions telles que

"VN(M,]F1)|: max ,"VN(Mﬂflﬂet |’7N(M7f2)|: max |7N(M7f2)|'

0<uph—1—i ph—i<u<pk—1

Nous en déduisons I’estimation suivante :

gy (PP M 40, )] < (0° = D)y (M, fu)| + il (M + 1, fo)| + 9% — 1. (3.12)

Remplagons par M = 0 dans (3.12]). Comme i # 0, I'image de I’ensemble {0, e ,pk_l} par la fonction
filn) = g*(u+i,n) — g*(u,n) est le multi-ensemble {0,...,0,...,p—1,...,p—1}.
—— [ —

pkfl pk 1

En utilisant (3.9)) et (3.10]) on a

k

(" — )|y (0, f1)] < (p* — i) x %

et

(" = 1) (" +2)

logN +p" —1].
2klogp ogN +p )

iy (1, f2) < i (
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Par conséquent,

k k k
. P (" - +2)
] < kY _—
e (6 )l < (07 = 1) 5+ ( 2klogp

logNerkl) +pF -1

-1 +2) PN L N
<i|——2— " logN — )= -1 -1
< z( 2oz og + (p® —1) 5 +i(p )+ p

(P" = 1)2(p" +2) o .
logN 4+ —(p* —i+2i+2) —i—1
2klogp 0gN + S (p" —i 4 204 2) i

(P* —1)*@" +2)
2klogp

k
P
logN + ?(ka +1) —pk.

Ainsi, pour tout i € [1,p* — 1] et toute fonction f p*-périodique, on a, pour N > p*,

‘ PF-=1*p"+2) N pF .
< — 4 = —p”. .
Ivw (i, f)] < 2hlogp logpk +5 2+ 1) —p (3.13)

Il reste & établir une majoration pour i = 0. Pour 0 < u < p¥ —1 on a
b(p*n +u+p*M) — b(p*n +u) = b(n+ M) — b(n) + ¢*(u,n+ M) — g*(u,n)

et donc, pour M # 0, par (3.11))

pF-1

|'kaN+j(pkM7f>| < Z |7N(M?f3)‘+pk_1 (314)
u=0

avec f3(n) = g*(u,n+ M) —g*(u,n). En utilisant (3.9) et en remplacant M = 1 dans (3.14)), on en déduit,
pour N > pF,

log—+ p"
2klogp pk

ko k
G, )l < p* (M(p”) al )

D’ot, en utilisant (3.13)), pour tout N > p* et tout 1 < i < pk,

F-DpF+2) N
yw (i, £)] < pF (% 10gp,ﬁp’“> . (3.15)

En se servant de (3.12), on a pour 1 <i < pF—1,0 <m < pF=H(pF —1) =1, M = p*=Y +m avec
s> 1, et pour tout N > pF(t+1),

v (P (D +m) + 4, f)]
< (" = D)@Y +m, f) + i @Y +m+ 1, fo) |+ - 1
< pP max(jyn (PP +m, fi)l, v @G +m+ 1, fo)]) +pF - 1

Soit N = p*N; + 1. Selon que p* soit un facteur ou non de p*©=1 +m (resp. p*¢~Y 4-m+1), on peut
utiliser ou (3.14) pour majorer |y, n, 4, (P*C= 4m, f1)] (resp. Yk Ny 4 (pF=D +m+1, f5)]). En
itérant s fois, et en utilisant pour la derniére majoration, on obtient pour r = p*$+1,..., pks +pF —
Lpks 4+ pb 4 1,... phEt) —pF 1 ph(s+D) _pk 1 pFG+D) 1 avec s > 1, et pour tout N > pF(s+1),

k1) (pF +2) N s .
< ks [k (p K ko ki )
I (r )l <p <p Sklogp logpk(s+1) +p 41|+ Eo(p Lp (3.16)

j=
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Pour r = pks +pF pFs 4+ 2pF .. pF6+D on utilise . Soit f3 une fonction telle que |y (M, fg)\
max  |yn (M, f3)|. Alors, on a pour tout N > pk(s+
0<u<pk—1
P k_q
[Ypr v (r f)] < Z Irn ( k,f3)|+p -1

<p* IVN(ﬁ,fa)\ +pF —1.

On peut alors & nouveau itérer (3.12)) ou (3.14)), et (3.15]) pour la derniére majoration. Avec (3.15)) et
(3-16), on en déduit pour r = p** +1,..., pFE+) avec s > 0 et pour tout N > pFlst1),

k k s—1
es [ 5@ —=1)(" +2) N B
v (r, )l < p (p T R AR R BURE
iz
k k
s [ x @ = 1D(P"+2) N ks k
S P s <p leogp 1ngk(s+l) +p (p + 2) - L

Finalement, pour tout N > rp¥, on a

(" - 1" +2)

N
v (r, f)l <7 (p’“ ) log—+ r(p* + 2).

2klogp
Ceci acheve la preuve du Théoréeme [3.3.3] O
3.3.3.2 Preuve du Théoréme [3.3.4]
Soit n € N. On note [ag, @s—1,. .., a1, ap]k la décomposition de n en base k, ou as # 0 est le poids

fort, de sorte que n = agk® +as_1k* ' +-- -+ a1k + ap. Par convention on pose ag+1 = 0. Pour la preuve
du Théoréeme [B.3.4] nous aurons besoin du lemme élémentaire suivant :

Lemme 3.3.2. Soit k > 2 et soit (a(n)),>0 une suite associée & une suite généralisée de Rudin-Shapiro,
au sens de la Définition qui satisfait la relation

a(nk +§) = a(n) + g(j,n), 0<j<k—1, n>0, (jn)#(0,0).

Alors, pour n = [ag, a5-1,...,01,00]; On a
s—1 s
a(n) = a(as) + Z g(ay, aiq1) = a(0) + Zg(ai, Qit1)-
i=0 i=0

Démonstration. Par définition, la fonction g est k-périodique en la seconde variable. Par récurrence sur
s, on a

a(n) = a(ask® + as 1 k5 + -+ ark 4+ o)

= a(asksf1 Fas k524 + agk + a1) + g(ag, aq)
s—1

= a(a) + Y glas, ai). O
1=0

Maintenant, étant donné que a(as) = a(0) + g(as, 0) = a(0) + g(as, as+1), on en déduit

S

a(n) = a(0) + 3" glas, as).

=0
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Nous terminons cette partie par la preuve du Théoreme

Démonstration. Commencons par introduire quelques notations.
On pose r = ro — r1. Soit N un entier et soit b = (b, ..., bq), définissons
P,={neN:Vie{l,...,d},n="0; (mod p;*")},

s;+1

N . . . 1 5N . .
ou s; est 'unique entier avec p;% < N4 < p;%7". Comme premiere estimation , on a

N
#{neN:ine Py, n<N}=———+0(1).
[Tizy pi*

On consideére les ensembles
B={(b1,...,ba) : 0 < b; <p;”'},

30:{(b17"'abd):0§bi <pi5i 77"}'
Fixons 1 <i < det 1l <j <k, Maintenant, considérons n tel que n = n;p;* + b; ou (b1,...,bq) € Bo.
On écrit
by +1 = ﬁ;i_upisﬁl + B;i_z,ipiSﬁZ +---+ ﬁ(,),ia
bi = Bei—1,iDi" "+ Bs—24pi" 24+ + Bos

ot By, B,; €1{0,1,...,p; — 1} pour 0 < v < s;. De plus, considérons
vi=max(k: f ; #0, 0< K <5 —1),

w; =max(k: e #0, 0< Kk <s—1),

qui correspondent aux coefficient non nuls les plus élevés dans les décompositions en base p;. En utilisant
la relation de récursivité de la suite (a}(n))n>0, et d’apres le Lemme on a d’une part

Si—2

aé(n +7) = a;(nl) + 9;(5;,3—1,7177%) + Z 9;(/3;@ 51,/+1,i)7
v=0

et d’autre part
8172

aé(n) = a;(nz) + 9;(5si—1,z', n;) + Z g;'(ﬂu,ivﬂl/-i-l,i)-
v=0

Ceci implique que

a;(n +7r)— aé(n)

S;—2 5;—2
= 95 (Ba—10oma) + Y 95(Blir B ) = 95(Bei—1,0m) = D 95 (Busiy Bus1,i)-
v=0 v=0
De maniére similaire, comme b; +7 =[5, ..., 51, B0.lp et bi = [Bu,.is- -+ Bris Boilps €t B, 41, =0

et Bu;+1,; = 0, par définition de v; et w;, on obtient
v;
aj(b; + 1) = aj(0) + Z 958 Bryi)
v=0

et
aj(b;) = aj(0) + Zg;(ﬁu7iaﬁu+l,i)-
v=0

Ainsi, on a
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a?(n +7r)— a?(n) = a;'»(bi +r)— aé(bi) + 5.5 (bs, rymy) (3.17)

ou

i, (bu T ni)

s;—2 s;—2
= g5(Bh1,6m) — Gy Bei—roma) + Y Gi(BLiBuin) = D gi(Buis Burra)-
v=v;+1 v=w;+1

De plus, on a a(n + 1) = a(n) si et seulement si a}(n + ) = a’(n) pour tout i € [1,d] et j € [1, k;].
Dans la suite, nous utiliserons la notation

ak(n+7) - al(n)

ay, (n+r) —ay, (n)

al(n+ 1) - ad(n)

aﬁd n+r)— azd (n)

pour le vecteur a(n + r) — a(n). On introduit également la notation

hi  hy h{  hg,
h=|— ...,/ ...... sy, — | .
P1 D1 DPd DPd

Ainsi,

1 1
5 st =3 (1) -1 3 Sethoa
n<N
Fixons un vecteur h # 0 tel que pour tout i tel que 1 < i < d et tout j tel que 1 < j < k; on ait
0<hi< Di-
="

11 suffit d’estimer Z e(h-a). On définit
n<N

at(nipi® + by +1) —at(nipi® +by)

ag, (mp1®* +b1 +71) —aj (mpr™ +br)

ad(napa®® + bg + 1) — a(napa® + ba)

af, (napa®* +ba +r) — af (napa®* + ba)
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ai (b1 + 1) — ai(b1) p11(b1,7m,m1)
ag, (b1 + 7’; —ag, (b) [,y (b.h r,ny)
a” = : et p= :
af(bg + 7’5 — af(bq) ,Ud,l(bd.; T, Nq)
ag, (ba + 7“5 —aff (bq) Md7kd(b;17 r,ng)

En utilisant (3.17]) on a

Ze(h~a):z Ze(h~a’)+ Z Ze(h~a’)

n<N beBy n<N beB\By n<N
nePy nePy
=D Y eh-@ +p)+ Y D eha)
beBy n<N beB\By n<N
nePy n€Py
=) e(h-a”) ) e(h-p) (3.18)
beB n<N
ne Py
+ Y Y (eh-a) — (b (a7 + ). (3.19)
beB\By n<N
nePy

Notons que B\ Bo = {(b1,...,bq) : 0 < b; < p;°, 35 € {1,...,d}, bj > p;*7 —r}.
d d
r .
De sorte que, | B\ By |« Z e Hpj-].
i=1 j=1
Par conséquent, la somme (3.19)) est trivialement majorée par

d d
T o N
iz i j=1 Hi:1pi ’
< N7

Nous avons déja un premier terme d’erreur de I’estimation finale. Maintenant, pour terminer la preuve,
nous avons besoin d’estimer (3.18)). Soit

B = {b €B:v;=w; and f,,,; = ﬂl’um, foralll1 <i< d}.

Pour chaque b € B” on a p; j(b;,r,n;) = 0, pour tout n < N,n € Py. En utilisant un argument similaire
ol B" joue le role de By, on peut majorer la somme (3.18]) par

<Y e(h-a”) Y 1+2|B\B"| (HCINSi—i-O(l)>.

beB n<N i=1Di
ne Py

La derniére partie, consiste & établir une borne pour | B\ B" |. Considérons t; tel que p;'i < r < p;tith.

Nous allons compter le nombre de b; satisfaisant 0 < b; < p;®* et pour lesquels nous avons une propagation
de retenue depuis le chiffre 3,, ; de b; lorsqu’on ajoute r. Pour cela, une condition nécessaire est

Bti+1,i = Priv2,i = = Bo—25 = pi — 1.
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d
Alors, | B\ B [< ) pi' !+ (si — 2 — t;)pi"" .

i=1

. : log N logr -
En utilisant le fait que s; < et =, — 1< “loan. on en déduit

Ogpi Ogpi

d log(N2)  logr d L
|B\BT|§Z rpi+rpi? | ——= <<erIOgNE.

logp;  logp;

i=1 =1
‘ ‘ . ‘ A R} hi .
Pour tout 7 tel que 1 < i < d et tout j tel que 1 < j < k;, on définit h* = | —,...,— ] et &a* =
bi bi
(at(b; + 1) —ai(b),..., a};i (b;+7r) — a};i (b;)).
En ajoutant tous les termes, on a
d
1 1
3 el = T etheat) 32 1404 (V1S et
n<N bes n<N i=1
ne Py
d pi®i—1 ) 4 N )
= (H Z e(h’- al)> <W+ O(l)) + O (TN1_3> .
i=1 b;=0 [Tz pi®

Par hypothese, h £ 0, donc il existe 1 <1 < d tel que h' # 0. En reprenant les notations de la preuve
du Théoréme B33 on a

N1
Z e(h'-al) = Syi/a(hl, ..., hic,) = Op.1y (rlogr + T) :

n<N1/d

Pour i # [, on majore les autres facteurs trivialement, et comme Vi € {1,...,d}, p;* < Ni < p5itL on
obtient

_ N4
Z e(h-a) < (Nk% + N%> <r10gd + T) +rNi-a
n<N T
_ N4
<Lk Z\]dfdl (rlogd + 7‘) .
T

Pour h £ 0, 0on a p; X -+ Xp; X+ X pg X---xXpg—1 = k — 1 choix possibles. Finalement nous
—_—— —_———

k‘l kd
arrivons a l'estimation

Z Ze(h~a) < (k—1) (Ndaz1 (rlog]\;d +r>>,

n<N h#0

ou la constante implicite dépend seulement de k. Ceci acheve la preuve du Théoreme O

3.4 Questions ouvertes

1. Nous avons quelques résultats sur les matrices de différence Zj lorsque k est un nombre impair,
non nécessairement premier (Théorémes et [3.2.5). Plus généralement, peut-on avoir d’autres
résultats sur les matrices de différence de D(g, k,Z,) avec g impair et k > 47 Cette question est
évoquée par Aaron Montgomery [36] dans les conclusions de son article, ot il obtient une formule
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asymptotique sur le nombre de matrices de différence construites sur des groupes cycliques, a ’aide
de techniques d’analyse de Fourier et d’une approche probabiliste utilisant les marches aléatoires.
Cependant, il n’utilise pas la relation d’équivalence définie par Lampio et Ostergard [24] 25].

. En dehors des matrices de différence de D(r,2,Z2) ou il y a une seule classe d’équivalence pour tout

r ou cet ensemble est non vide, la classification obtenue par Lampio concerne des matrices dont
la taille est limitée. De plus, la classification se restreint aux groupes de petits cardinaux. Est-il
possible de classifier les matrices de différence avec au moins un parametre non borné 7

. Nous avons vu que pour une suite aléatoire tirée de maniére indépendante et équiprobable, pour

tout m > 2, Cp = 1 — 1/k™~1. Est-il possible de construire une famille de suites automatiques
dont la moyenne empirique des coefficients de corrélation a le méme terme principal que dans le cas
aléatoire, pour un ou plusieurs m > 37
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Les résultats de cette partie font ’objet d’une prépublication [29]. Dans le chapitre précédent, nous
avons étudié les corrélations discretes d’ordre 2 des suites généralisées de Rudin—Shapiro, construites a
I’aide des matrices de différence. Pour cela nous avons travaillé dans le méme esprit que l'article de Grant
et al. [20] en utilisant les sommes d’exponentielles.

Ici, nous proposons une nouvelle approche de ces questions par des méthodes combinatoires. Nous
élargissons les résultats obtenus au Chapitre [3| (Théoréme et Théoreme et améliorons le terme
d’erreur du Théoréme Nous généralisons la définition du coefficient de corrélation d’ordre 2 du
Chapitre 3 (Définition [3.3.1). Pour une suite u, des entiers n € N et r € N\ {0}, et un couple (i, j) donné,
on définit un coefficient de corrélation d; ;(n) en lui attribuant la valeur 1 si (un, un+r) = (i,7) et 0 sinon.
Nous travaillons avec des suites u & valeurs dans un groupe abélien fini (G, +) et (4,j) € G?. On montre
alors que si u est une suite généralisée de Rudin-Shapiro, pour tout (i,7) € G2, la moyenne empirique
des coefficients de corrélation 6; j (n) a le méme comportement que pour une suite tirée aléatoirement de
maniére uniforme. Ainsi, en définissant la matrice de corrélations de la suite u comme la matrice des limites
des moyennes empiriques pour chaque couple (i,j) € G2, nous avons des résultats sur toute la matrice,
alors que les résultats du Chapitre[3| portent uniquement sur la trace de la matrice de corrélations. En effet,
dans le Chapitre [3| nous avons étudié le cas ol u,, = Uy, ce qui implique pour un couple (ty,, Up4r) tel
que (U, Uptr) = (4,7) que i = j. Cela correspond donc a la trace de la matrice de corrélations uniquement.
Nous évoquons également le cas de la dimension supérieure en traitant un exemple explicite. Nous nous
plagons dans le cadre des suites, dites bloc-additives, qui ont été étudiées dans les articles [14] [37]. Nous
reprenons le formalisme de Cateland qui lui les appelle suites digitales [9] dans sa thése. Ces suites

71
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s’obtiennent en considérant la décomposition d’un entier n dans une certaine base k. On associe un poids
a chaque couple de chiffres dans la décomposition, et le n-ieme terme de la suite est alors défini comme
la somme de tous les poids des couples de chiffres consécutifs de la décomposition en base k. On peut
également considérer la matrice carrée de taille £ dont les entrées sont les poids de tous les couples
possibles, que 'on appellera matrice de poids. Dans le cas ot cette matrice est une matrice de différence,
on dira que la suite associée a cette matrice est une suite généralisée de Rudin—Shapiro. Ainsi, bien que
nous utilisions une approche combinatoire a la place de I'utilisation des sommes d’exponentielles dans le
Chapitre [3] nous gardons la structure des matrices de différence, pour démontrer que ces suites ont les
mémes corrélations discrétes d’ordre 2 que les suites aléatoires tirées uniformément.

4.1 Définitions et résultats principaux

4.1.1 Suites bloc-additives de rang 2

Pour k£ € N\ {0}, on rappelle que 'on définit X5 = {0,...,k — 1}, et on note [n]; la représentation
de lentier n € N en base k. On peut également la voir comme 'unique suite © = (2;);en € Eﬁ contenant
un nombre fini de valeurs non nulles et telle que

n= E x; k"
ieN

En introduisant la notation £, = min{i € N :Vj >4, 2; = 0}, on définit la somme des chiffres en base k

de ’entier n par
[’Vl
ok(n) = E T; = E T;.
ieN i=0

Définition 4.1.1. Soit (G,+) un groupe abélien fini, soit £k € N\ {0}, et soit g : £ x ¥ — G une
fonction telle que g(0,0) = 0. On dit que la suite u = (u,)nen € GN est une suite bloc-additive (de rang
2) en base k de fonction (ou matrice) de poids g si pour chaque entier n € N, on a

U =Y g(xi, Tig1),
ieN
ou [n]x = .

Remarque 4.1.1. Notons que d’aprés la démonstration du Lemme les suites généralisées de
Rudin—Shapiro de la Définition m pour lesquelles a(0) = 0 sont des suites bloc-additives.

Exemple 4.1.1. La suite de Thue-Morse, définie au Chapitre |1} est une suite bloc-additive en base
k =2, avec G = Zy et pour fonction de poids g : X9 x ¥y — G définie par : V(i,5) € G2, g(i,5) = i.

Exemple 4.1.2 (Suite de Rudin—Shapiro (classique)). La suite de Rudin—Shapiro (classique) sur G = Zy
peut aussi étre définie comme une suite bloc-additive en base k = 2 de fonction de poids g : Y9 x ¥ = G
définies par V(i,7) € G2, ¢g(i,j) = ij.

Ces deux exemples de suites bloc-additives en base 2 sont aussi des suites 2-automatiques. Plus
généralement, nous avons le résultat suivant.

Proposition 4.1.1. Si une suite est bloc-additive en base k, alors elle est k-automatique.
Démonstration. Soit Q = G x X, qo = (0,0), soit § : Q X X — @Q défini par
6((L,4),9) = (L + 9(4,%),3),

et soit 7 : Q — G défini par 7(g,7) = g. L’automate fini déterministe avec sortie (Q, X, 9, go, 7) calcule
la suite bloc-additive u = (uy,)nen de fonction de poids g, en lisant la représentation en base k de 'entier
n en commencant par le chiffre de poids fort, et en utilisant la fonction de sortie 7. O
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Remarque 4.1.2. Le caractere k-automatique d’une suite bloc-additive peut aussi s’établir a I'aide de
la description morphique suivante. On fixe de nouveau @ = G x Xy et go = (0,0), et soit ¢ : @* — Q*
le morphisme k-uniforme qui satisfait, pour un état s = (I,i) € @, & ¢(s) = sg---Sk—1, avec s; =
(I+g(j,i),7). Considérons le point fixe ¢*(qo) € Q. Alors, la projection lettre & lettre de ¢*(qq) par T
est une suite bloc-additive de fonction de poids g.

Exemple 4.1.3. Ci-dessous, voici 'automate fini déterministe avec sortie obtenu par la preuve de la
Proposition m pour la suite (classique) de Rudin—Shapiro.

0
1
start —
0
1 1
1
0
0

Avec les notations ¢y = (0,0),¢1 = (0,1),¢q2 = (1,0),93 = (1,1), le 2-morphisme uniforme décrit précé-
demment est explicité ici par

#(q0) = qoq1, ¢(q1) = q0q2, ¢(q2) = @3q1, P(q3) = @342,

avec 7(qo) = 7(q1) = 0,7(q2) = 7(g3) = 1.

4.1.2 Principaux résultats

A partir des suites bloc-additives, nous définissons une nouvelle généralisation des suites de Rudin—
Shapiro, en utilisant de nouveau les matrices de différence que nous avons étudiées au Chapitre refCh3.

Définition 4.1.2. Une suite bloc-additive est une suite généralisée de Rudin—Shapiro si sa fonction de
poids g est telle que la matrice (g(, 7)), j)ex, x5, € G=+*Zk est une matrice de différence.

Exemple 4.1.4. 1. La suite de Thue-Morse n’est pas une suite généralisée de Rudin—Shapiro, car sa

fonction de poids est donnée par la matrice <(1) (1)), qui n’est pas un élément de D(2,2,7Z,).

2. La suite classique de Rudin—Shapiro est une suite généralisée de Rudin—Shapiro, car sa fonction de

. . . 0 0 . .y
poids est donnée par la matrice (0 1), qui est un élément de D(2,2,7Zs).

Nous présentons ici nos résultats sur ces suites généralisées de Rudin—-Shapiro dans le cas de la di-
mension 1. Nous utiliserons la notation log, (IV) pour désigner le logarithme de N en base k.

Théoréme 4.1.1. Siu est une suite généralisée de Rudin—Shapiro, alors pour chaque r € N\ {0}, g € G,
et N € N,

1 1
‘Ncard{ne[[O,N—lﬂzunJrT—un:g}—@‘ <rk N

La limite 1/|G| est donc la méme que pour une suite i.i.d. de symboles uniformément distribués dans
@G. Cependant la convergence est ici beaucoup plus rapide que dans le cas aléatoire, étant donné que le
terme d’erreur est de l'ordre de log(N)/N, tandis que pour des suites i.i.d., le théoréme central limite
nous dit qu’il est en 1/v/N.
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Remarque 4.1.3. Dans le cas ou k est premier ou une puissance d’un nombre premier, la borne dans
le Théoreme est la méme que celle obtenue dans les résultats du Chapitre [3[ récemment publiés [44],
Theorem 4]. Etant donné que les objets sous-jacents (suites de Rudin—-Shapiro généralisées obtenues par
des matrices de différence) sont les mémes, c’est assez naturel. Cependant, dans le cas o k est composé,
cette nouvelle généralisation avec les suites bloc-additives est différente de celle que nous avons étudiée
au Chapitre [3| Elle provient directement d’une unique matrice de différence de taille k, tandis que nous
avions utilisé la décomposition en facteurs premiers de k, d’ot il résultait un terme d’erreur en N~1/4
ou d est le nombre de facteurs premiers distincts qui apparaissent dans la décomposition en produit de
nombres premiers de k La taille du terme d’erreur pour cette nouvelle généralisation est de I'ordre
de log N/N ce qui est bien plus petit pour un r fixé et indépendant de la structure arithmétique de k.

Théoréme 4.1.2. Si u est une suite généralisée de Rudin—Shapiro, alors pour tout r € N\ {0}, et tout
couple (i, j) € G2,
1

3 1 . .
lim v card{n €0,N —1] : (tn, tuntr) = (%J)} = @

N —oc0

4.2 Corrélations discretes d’ordre 2 des suites généralisées de
Rudin—Shapiro

Dans cette partie nous allons prouver le Théoréme[f.1.1]et le Théoréme Il s’agit donc de montrer
que les suites généralisées de Rudin—Shapiro ont les mémes corrélations discretes d’ordre 2 qu’une suite
i.i.d. de symboles, et de donner une estimation de la vitesse de convergence.

4.2.1 Fréquences des lettres dans les suites généralisées de Rudin—Shapiro

Nous commengons par quelques résultats sur les suites généralisées de Rudin—Shapiro, dont nous
aurons besoin dans la suite.

Lemme 4.2.1. Une suite généralisée de Rudin—Shapiro est une suite morphique primitive.

Démonstration. Comme dans la preuve de la Proposition fixons @ = G x Xy, et soit M la matrice
indexée par @, a valeurs dans {0, 1}, définie par M ((l,4),(I’,i')) = 1 si et seulement s’il existe j € X,
tel que (I',3") = (I + g(j,7),7). Cette matrice permet donc de décrire les transitions dans l'automate
fini déterministe avec sortie donné dans la preuve de la Proposition ou de maniere équivalente, la
matrice d’incidence du morphisme k-uniforme défini dans la Remarque On montre que toutes les
entrées de M2IGI3 sont positives (la borne n’étant pas nécessairement optimale). Soit s; = (I1,i1) et
s2 = (la,12) deux éléments de Q). Par la condition sur les différences, il existe au moins un h € G tel que
g(1,h) — g(0,h) =1y — 1; — g(0,1) — ¢(0,41) — g(i2,0). A partir de ’état i1, on peut lire dans Pautomate
la suite (0, h,0,h,0,h,...,0,h,0,h,1,0,i5), faite de |G| fois le motif (0, h), suivi par le motif (1,0, i2).

Alors, le nouvel état sera so, car
g(O,il) +g(h,0) + g(O,h) +g(h70) +oe At g(O,h) +g(h70) +Lq(la h) +g(07 1) +g(i230)
= |Glg(h,0) + (|G| = 1)g(0, h) + g(1, h) + g(0,1) + g(0,41) + g(i2,0)
= g(Lh) - g(oa h) + 9(07 1) +g<0a51) + 9(82,0) = l2 - lla

d’otu le résultat. O

Proposition 4.2.1. Si u est une suite généralisée de Rudin—Shapiro, alors chaque motif a une fréquence
dans la suite u. De plus, la fréquence de chaque élément de G (correspondant aux motifs de longueur 1)
est égal & 1/|G|.

Démonstration. L’existence des fréquences pour tous les motifs provient du fait que la suite ¢*(qo) € QY
est une suite morphique primitive, ou ¢ est le morphisme donné dans la Remarque [6, Proposition
8.4.1]. De plus, chaque élément de @ a exactement k images réciproques, étant donné que 'état s =
(1,7) € Q, peut provenir de I'état (I — g(4,7),4), pour chaque ¢ € G (en lisant j). Ainsi, tous les éléments
de @ ont la méme fréquence dans ¢“(qp), et par conséquent, chaque élément de G a la méme fréquence
dans 'image de ¢“(qo) par 7. O
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4.2.2 Fibre d’un entier

Nous introduisons la notion de fibre d’un entier qui sera tres pratique dans notre étude des corrélations
d’ordre 2 des suites généralisées de Rudin—Shapiro.

Soit 7 € N\ {0} un entier fixé. Pour n € N, notons les représentations de n et n +r en base k comme
suit

[n]k =,
[n+rk =y.
On définit ’entier
cp =min{i e N:Vj > i,z; =y;}.

Notons que ¢, dépend de r, mais afin de simplifier, nous ne mentionnons pas cette dépendance dans la
notation. L’entier ¢, mesure la propagation de la retenue lorsque l'on additionne r & n. Par définition,
Ze, F Ye, €6 VJ > cpn, x; = y;. La définition de ¢, peut se représenter ainsi.

nlk = ®o ®1 - T, Te,41 Te,42 oo (4.1)
[n + T]k = yO yl e ycn xcn,+1 xcn +2

On définit la fibre de n comme ’ensemble

F(n) ={m € N: 2’ = [m] satisfait Vi € N\ {c, + 1}, 2 = 2;}
={n+(a—zc, 1)k ia e D).

On a alors
Fn)={xo 21 - Te, 0  Teq2 Teq3 v,
Ty T1 v T, 1 Tept+2 Tepd+d 0,
Ty T1 ot Te, 2 T2 Te,43 o,
Tog T1 - Xe, k—1 Ze,yo Te,4z )

Notons que si m € F(n), alors ¢, = ¢, et donc
m € F(n) < n € F(m).
De plus, soit m € F(n), et soit 2’ = [m]g, y' = [m + 7). Alors, on a
Yeo41 =T, 11, and  Vie N\{c, +1}, vi=uy,

qui se représente ainsi :

mp=2"= o @1 - T, T4 Te42 o
/ / (4.2)
Mm+rle=9= Y Y1 - Y T 11 Te 42

Soit w une suite bloc-additive en base k de poids g, et rappelons la notation m = k/|G|. Pour n € N,
on introduit aussi la notation A, (n) = upqr — Up.

Proposition 4.2.2. Si u est une suite généralisée de Rudin—Shapiro, alors pour chaque n € N,
Vg e G, card{m € F(n):A.(m)=g}=r.

Démonstration. Par définition d’une suite bloc-additive, avec les notations de (4.1]), on a

Ar(n) = g9 yin1) = 9(@i wign)

i€N €N

= i (g(yivyi-&-l) - g(l‘i,l‘iﬂ))
i=0
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Sim € F(n), avec les notations de (4.2)), on a
Cn
Ar(m) = (9(Whvi1) — 9@l 2ip1)),

=0

et ainsi
o)) = (90 ven 1) = 92, 7e, 1))

Ap(m) = Ar(n) = (g(uh, v, +1) — 9o
= (g(ycnvxlanrl) - g(xcwxf:nﬂ)) - (g(ycnaxcn+1) - g(xcnvmcnﬂ)

).

11 s’ensuit que pour tout g € G,
card{m € F(n) : A.(m) — A.(n) =g} = card{a €3k :9Ye,,a) — gz, ,a) — A, = g},

avec An = g(Ye,, Te,+1) — 9(Teys Te,+1)-
Par conséquent, si u est une suite généralisée de Rudin-Shapiro, alors pour chaque n € N, on a
_AT(n):g}:Trv

Vg € G, card{m € F(n): A.(m)

et on en déduit la Proposition 4.2.2

4.2.3 Preuve du Théoréme [4.1.1]
En utilisant la notion de fibre développée précédemment, on obtient la proposition suivante, d’ou
étant donné que - card{n eo,N—-1]: A, (n) = g} =N.

découle directement le Théoreme 4.1.1

Proposition 4.2.3. Si u est une suite généralisée de Rudin—Shapiro, alors pour chaque g € G,
% —7mrk—mroi(N)

> % —mrk(1+4log,(N)).

Y

card{n efo,N—-1]: A, (n) = g}

Démonstration. Soit N € N\ {0}, et soit @ = [N]i. On détermine les conditions sous lesquelles un entier
n € [0, N — 1] satisfait F(n) C [0, N — 1]. Rappelons la notation {;y = min{i € N:Vj > i,a; = 0}. On
peut alors écrire
[Nlk =ap a1 -+ agy—1 agy 00 -+-
— Sin=ap, kN + a k=1 45, pour a < k — 1, ap, < apy, ety < EN=1 —r onac, <fly—2, et

alors F(n) C [0,N —1].
[n]k:xoxl o Xpy—2 (J,ZN 00 ---
~—
y<kiN—L_p <agy
c &y o a ap, 00 ---

[+ =xy 2] -

— Sin=an k'™ +a; _ K +ak 24y poura<k—1,a; | <ag_1, ety <kN72—r on

ac, < Iy — 3, et ainsi F(n) C [0, N —1].
[n]k =zoT *--

y<ktiN—2_p
/ !/
Ton—3 @ Q1 Qry 00 -

/
Tpy—3 @ Qg1 Ggy 00
——

<agn-1

n+rly=xy) -
01
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— Sin =ap k" +ag, 1 kKv L+ a@N_2 EN=2 £ a k=3 4~ pour a < k — 1, aZN_Q < Qpy—2, €t
v < k-3 —r onac, <ly—4,etainsi F(n) C [0, N].
[Nk =20 @1 -+ Tyy—a @ Ay o o1 agy 00 -
y<kEN—3_p <agy -2

! ! / /
47l =262) - Ty g4 @ Ay g Gpy—1Ggyy 00 -

— Et enfin, la dernieére condition que nous pouvons avoir est dans le cas ot n = ay, kN +ay, N—1 kvl
cootag 3 k3 4 ay, 4o ot Lokt 44, pour a < k—1, ay, 4o < Qg42, ety < k-t —r ona
en < 4, et ainsi F(n) C [0, N —1].

Le nombre d’entiers différents n € [0, N — 1] satisfaisant F(n) C [0, N — 1] que nous avons exhibés
précédemment est égal a
ar k(KN — 1) dagy k(K72 =) fag, k(K73 =) . ag k(KT — 1)
= N —(ag, 1 K" ag kY + ...+ ark+ag) — 7k (apy +ary_1+ary 2+ ... +ag o)
> N —rk*—rkop(N).

Pour la derniére inégalité, on remarque que as, 1kt + ap kP + ... + a1k +ap < kT2 < rk? La
Proposition [£.2.3] provient alors directement de la Proposition [£.2.2] O

4.2.4 Matrice de corrélations

Afin de prouver le Théoreme [4.1.2] nous commencons par introduire la notion de matrice de corréla-
tions, et nous formulons les résultats précédents avec cette terminologie.
Soit u € GN une suite fixée. Pour r € N\ {0}, (i,j) € G% et n € N, on définit

5T (’I’L) _ {1 si (unvun-l-?”) = (17]);

b 0 sinon.
et
| V=1
Ciy(N) = 7 2 &),
n=0

Comme conséquence directe de la Proposition [4.2.1} si v est une suite généralisée de Rudin—Shapiro, alors
pour tout r € N\ {0} et tout (i,7) € G?, la suite Cf ;(N) converge quand N tend vers l'infini et par
conséquent nous pouvons introduire la quantité

ity = Jim L, (V)
De plus, toujours grace a la Proposition [1:21] pour chaque i € G, la fréquence asymptotique du symbole
1 est 1
S -
J
2%
On appelle matrice de corrélations, la matrice de taille |G| x |G| ott pour tout couple (i,j) € G? le

coefficient ligne i et colonne j est C7 ;.
Comme conséquence de la Proposition [£.2.3] nous obtenons les résultats suivants.

Corollaire 4.2.1. Si u est une suite généralisée de Rudin—Shapiro, alors pour chaque couple (i, j) € G2,

- 1 1 +log, (N
Zci—e,j—e(N) > @ WTk%-
tec



78 Chapitre 4. Suites généralisées de Rudin—Shapiro : approche combinatoire

Corollaire 4.2.2. Si u est une suite généralisée de Rudin—Shapiro, alors pour chaque couple (i, j) € G2,

1
Z —0j—L = G|'

leG
Démonstration. C’est une conséquence du Corollaire et du fait que Z(i gz Cry=1. O

Notons que ces résultats élargissent ceux obtenus au Chapitre [3| (Théoréme et Théoreme (3.3.4])
qui détectent quand deux symboles différent ou non (voir Remarque [4.1.3]). Plus précisément, les deux
résultats du Chapitre [3] prouvent que

i€G

4.2.5 Preuve du Théoréme 4.1.2

Avec les notations ci-dessus, le Théoréme [£.1.2] est équivalent a la proposition suivante. Notons que
ce résultat est plus fort que le Corollaire [£.2.2] car il donne les valeurs de chaque terme dans la somme.

Proposition 4.2.4. Si u est une suite généralisée de Rudin-Shapiro, alors pour tout couple (i, j) € G?,

1
ij = W
Démonstration. Fixons un certain oo € ¥y et considérons les entiers n € [0, K2V 1 —1] qui sont tels que la
décomposition en base k z = [n]; de n satisfait zy 1 = a. En d’autres termes, n = my ENTL 4 a kN +meo,
avec des entiers m1,mg € [0, k" — 1]. De plus, supposons que ma < kY —r, et nous aurons ainsi ¢,, < N,
de sorte que
(u’m un-‘rT‘) = (ukml +as UWkmy +01) + (uakN+77L2 ) uakN+77L2+'r)7

par définition d’une suite bloc-additive.

La preuve se fonde sur I’idée suivante : lorsque ’on prend aléatoirement et indépendamment des entiers
m1, mo uniformément distribués dans [0, EN — 1], la distribution de g, +o converge vers la distribution
uniforme sur G quand N tend vers I'infini, tandis que pour le deuxiéme terme (UgrN 1m,,> YakN tmotr)s 18
distribution est donnée asymptotiquement par les valeurs C; ; de la matrice de corrélations. Maintenant,
on a (Un, Untr) = (%,7) S Ukm,+a = £ pour un certain £ et (UorN 1my> UakN tmoir) = (& — €, 5 — ). En
utilisant I'indépendance de m et mso, on obtient alors

1
= 2 q Z|G| T ZE@@ (<R

aEXy éeG

étant donné que I'on savait déja avec le Corollalreque pour tout couple (i, j) € G?, YecCiejt=
1
@.
Plus formellement, introduisons les notations suivantes, pour tous 4, j,¢ € G,

A (N) = card{m € [0,k — 1] : upmyia = £}

r,a N T N _
B (N) = card{m € [0,k” —7r — 1] : 6; ;(a« k™ +m) = 1}.

Pour n’importe quel a € ¥j nous avons les limites suivantes :

AR 1 B
NI e M AT e T

Pour la premiére limite, on utilise les mémes outils que pour la Proposition [£22.1] Soit ¢ le morphisme
primitif de la Remarque tel que la suite u est I'image de ¢*(qp) par 7. On peut remarquer que la
suite (Ugnta)nen est 'image de ¢¥(qo) par la fonction 7/ : Q — G définie par 7/(1,4) = I+ g(i, «). Comme
nous l'avions déja montré dans la Proposition tous les éléments de Q) ont la méme fréquence dans
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@“(qo). Par conséquent, chaque élément de G a la méme fréquence dans 'image de ¢*(qo) par 7’. En
effet, pour chaque I’ € G et i € Xy, il existe exactement un [ € G tel que 7/(1,7) = ', et ainsi le cardinal
77L({I'}) ne dépend pas du choix de I'.

La deuxi¢me limite est une légere variation du Corollaire [£.2.2] et peut-étre calculée exactement de la
méme maniere, en utilisant les mémes étapes que dans la Proposition De plus, pour chaque couple
(i,j) € G* on a

E2N+1_q

Yo qm) = Y > AV() BY, ().
n=0

aeX, LeCG
Il s’ensuit que

. 1 AN(a) B]\ig *,g(a)
2N+1 14 14,
CLEN 2 2 3 Y = N
a€Xy LeCG

Quand N tend vers l'infini, on sait que la limite du terme de gauche existe et est égale a C7 ;. On obtient
alors

1
T
Ci; > GE
Comme Z(i,j)EG2 Cy; =1, ceci termine la preuve. O

4.3 Suites généralisées de Rudin—Shapiro en dimension supé-
rieure
Nous proposons une extension naturelle des Définitions et en dimension d. Pour une
meilleure lisibilité, nous représentons les éléments de X¢ en vecteurs colonnes.

Définition 4.3.1. Soit (G,+) un groupe abélien fini, et soit & € N\ {0}. On dit que la suite v =
(Unl7”')nd>(n1’“.}nd)€Nd € G est une suite bloc-additive d-dimensionnelle en base k s'il existe une ap-

0 0
plication g : Ez X E‘é — @ satisfaisant g ] = 0, telle que pour tout entier n € N, on
0 0
) e\ et
Unyoma = D9 o N = 9@, wip),
ieN zd xgH ieN
! (z7)ien [n1]k
onz=(zi)ien=| ' | = : = :
a (x)ien [nalk

De plus on dit que la suite u est une suite généralisée de Rudin—Shapiro d-dimensionnelle si la fonction
g satisfait
k

V(i,j) € B¢ x ¥4 with i #j, Ve G, card{h e ¢ g(i,h) — g(j, h) = l} =

De maniere équivalente, cela revient a dire que la matrice (g(i, 7)), j)exdxx¢ est une matrice de différence.

Comme dans le cas 1-dimensionnel, une suite d-dimensionnelle qui est bloc-additive en base k est une
suite k-automatique.

Soit r € N4\ {(0,...,0)}. Pour n = (ny,...,nq) € N? on introduit les représentations de n et n + r
en base k comme suit

nk=z=1|[ 1], n+rle=y=1":1].
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et on définit I’entier
¢p =min{i € N: Vj > i, z; = y;},

qui mesure la propagation de la retenue quand on ajoute r a n.
A nouveau, on définit la fibre de n comme ’ensemble

F(n) ={m € N: 2’ = [m], satisfaisant Vi € N\ {¢,, + 1}, =, = x;},

et on utilise la notation A, (n) = Upir — Up.
Comme la suite d-dimensionelle a d composantes qui sont toutes 1-dimensionnelles et indépendantes,
les arguments précédents peuvent étre repris mot pour mot.

Proposition 4.3.1. Si u est une suite généralisée de Rudin—-Shapiro d-dimensionnelle, alors pour tout
n €N,
Vie G, card{me F(n): A(m)=1}=m.

Nous pouvons également étendre les notations " et C" aux suites d-dimensionelles. Précisément, pour
N = (Ny,...,Ng), on définit

C{j(N) = ﬁ Z 5f,j(n),

d {neN?:n<N}
ot lon écrit n < N pour Vi € {1,...,d},n; < N;. On introduit aussi

roo_ : r
Cij = Jim Ci;(N).
Comme dans le cas 1-dimensionnel, on peut montrer que si u est une suite généralisée de Rudin—Shapiro
d-dimensionnelle, alors pour chaque couple (i, j) € G?,

1
Z Citje= GJ’

LeG
ce qui permet également d’obtenir la généralisation suivante de la Proposition [£.2.4]

Proposition 4.3.2. Si u est une suite généralisée de Rudin—Shapiro d-dimensionnelle, alors pour tout
couple (i,7) € G?,
1
(A
s~ [

Exemple 4.3.1. Nous représentons dans la Figure [£.3.1] quatre exemples différents de suites généralisées
de Rudin-Shapiro, pour d = 2, k = 2, G = Z,. Pour chaque exemple, les valeurs de la fonction g : X3 — Zo
sont données par une matrice, avec les éléments de X2 rangés dans I'ordre lexicographique. Sur la premieére
ligne de la matrice, on peut donc lire successivement

(6 0-0) (60 +(6)-1)
()6 +(6)0)

et ainsi de suite. Sur les images, la cellule (n1,ng) € N? est coloriée en bleue si u,, ,, = 1 et en blanc si
Un, n, = 0. La valeur ug,o se situe dans le coin inférieur gauche.

Nous présentons plus en détail le premier exemple. Pour i,5 € Y2, la fonction de poids satisfait
g(i,7) =0sii=j, et g(i,7) = 1 sinon. En exemple, nous calculons ci-dessous 436 4s.

[43] = 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 O
482 = 0 0 0 0O 1 1 0 0 0O 0 O
Ugzeus = 0+ 1+14+14+0+14+14+0+1+0+ --- =0 (mod2)
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La table suivante donne les premitres valeurs de uy, n,, pour (ni,ng) € [0,2% — 1]

7 /10100101
6 /001 11100
5 /11111111
4 /01100110
3 /10010110
2 /00001111
1 |1t 1001100
0 /01 010101
m, 0 1 2 3 4 5 6 7

Ces valeurs sont également présentes dans le coin inférieur gauche de taille carrée 8 x 8 des deux images
de la premiere ligne de la Figure 4.3.1
Concernant le deuxiéme exemple, on peut remarquer que la fonction poids satisfait

g ((Z;) : <§;>) = i1j1 +i2j>  (mod 2).

Par conséquent, la suite obtenue peut aussi étre calculée par u,, , = vy, + vy, olt v est la suite classique
1-dimensionnelle de Rudin—Shapiro.

4.4 Questions ouvertes

Jusqu’ici nous avons considéré seulement les suites blocs-additives de rang 2. Plus généralement, on
peut considérer la notion de fonction bloc-additive de rang L, pour un entier L € N\ {0}, au sens de
Cateland [9].

Définition 4.4.1. Soit (G,+) un groupe abélien fini, soit k € N\ {0}, et soit g : £ — G une fonction
satisfaisant ¢(0,0,...,0) = 0. On dit que la suite u = (u,)nen € GV est une suite bloc-additive (de rang
L) en base k de fonction poids g si pour chaque entier n € N, on a

Up = E g(mi;mi+17"'7xi+L71)7
€N

ou [nx = x.

Soit (G, +) un groupe abélien fini, et soit k € N'\ {0}. On dit que la fonction d : £ — G satisfait la
condition de différence (de rang L) si :

V(i,j) € Sk x X with i #j, V(w2,...,21-1) € XET2

Vie G, card{h € Xy :d(i,z2,...,xp_1,h) —d(j,xa,...,xp_1,h) =1} = @

La condition de différence est une condition suffisante pour les mémes résultats que dans la Section [1.2]

Osiz=y==z

Exemple 4.4.1. Prenons k = 2, G = Zs, et soit g : ¥} — G définie par g(z,y,2) = 1 s 4
sinon.

Cette fonction satisfait la condition de différence. Par conséquent, la suite bloc-additive u = (up)nen

de fonction poids g, qui est telle que w, compte (modulo 2) le nombre de blocs différents de 000 et de

111 dans la décomposition binaire de n, a les mémes corrélations d’ordre 2 qu’une suite binaire choisie

uniformément et aléatoirement.

Une autre perspective de recherche possible consiste a essayer de construire des suites bloc-additives
pour lesquelles il n’y a pas seulement les corrélations d’ordre 2, mais toutes les corrélations d’ordre
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Matrice Termes dans [0,27 — 1]? Termes dans [0, 20 — 1]
01 1 1
1 01 1
1 1 0 1
1 1 1 0
00 0 O
01 0 1
0 0 1 1
01 1 0
00 0 O
0 0 1 1
01 0 1
01 1 0
0 0 1 1 ! —Hh A
010 1 T
0000 fn Fﬁjl; 5;* B ,,L .ﬁi
0110 EARCACL E:*_ 5

H ﬂir!..

ﬁg = a
Fiﬁi' E ...ﬁ h-

FIGURE 4.1 — Exemples de suites généralisées de Rudin—Shapiro 2-dimensionnelles en base 2.
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supérieur qui seraient les mémes que pour des suites aléatoires tirées de maniere uniforme. Précisément,

pour des entiers 0 < 71 < --- < ry_1, et pour un choix de vecteur (i, ...,i,_1) € G¥, on introduit
5T _ (n) _ 1 s (un7un+r1>~.7un+”_l) = (i07...,ig,1);
10t 0 sinon,

et on regarde le comportement asymptotique de & S0 ! 0(io,....is_1)(n); quand N tend vers I'infini. On

dit qu'une suite a les mémes corrélations d’ordre ¢ qu’une suite aléatoire tirée uniformément si pour
n’importe quel choix de 0 < r; < ... < 7_1, et pour n’importe quel vecteur (i, ...,i,_1) € G,

1 = 1
M 2 P (W) = g

1. Comment peut-on engendrer des fonctions satisfaisant la condition de différence de rang L 7 Peut-on
avoir une condition plus faible sur la fonction poids pour laquelle les suites bloc-additives obtenues
ont les mémes corrélations d’ordre 27

2. Pour un certain m > 3, est-il possible de construire une suite bloc-additive ayant les mémes corré-
lations d’ordre m qu’une suite aléatoire tirée uniformément ?

3. Pour les suites proposées, le terme d’erreur est-il optimal ?

Notons qu’il n’est pas possible de construire une suite automatique telle que pour n’importe quel £ > 1,
les corrélations d’ordre £ serait les mémes que pour une suite aléatoire tirée uniformément. En effet, cela
impliquerait en particulier que la suite serait normale, alors que la complexité d’une suite automatique
est au plus linéaire.
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Chapitre 4. Suites généralisées de Rudin—Shapiro : approche combinatoire



Annexe A

Codes SageMath de la Figure 4.3.1

Nous donnons ici les codes SageMath permettant d’obtenir les images de la Figure On trouvera
également des simulations numériques, permettant d’illustrer les résultats sur les corrélations d’ordre 2

des Chapitres [3] et [dl
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Rudin-Shapiro 2D

import numpy
A=Zmod (2)

def SuiteRS2D(n,M):
R=matrix(A,2*n)
for i in range(n):
for j in range(n):
for k in range(2):
for 1 in range(2):

R[2*%i+k,2*%j+1]=A(R[1i,J]1+M[2*2ZZ (A(1i))+2Z(A(F)),2*k+1])
return R

def TableauCorrelation(S,n,q,r):
T=matrix(RR,2)
for i in range(n):
for j in range(n):
T[S[i,j]1,S[i+q,J+r]]1=T[S[i,]],S[i+qg,j+r]]+1
return T/(n"2)

M=matrix([(o,1,1,11,(1,0,1,13,(2,1,0,13,11,1,1,0]11])
S=SuiteRS2D(2"9,M)

for i in range(4):
for j in range(i+l):
print (i,j)
print TableauCorrelation(S,2710-3,1,3)
matrix plot(S, frame=False, cmap='Blues')

(0, 0)

[0.498528933531970 0.000000000000000]

[0.000000000000000 .501471066468030]
(1, 0)
[0.249140239111854 .249388694420116]
[0.249388694420116 .252082372047914]
(1, 1)
[0.247580438605158 0.250948494926811]
[0.250947535639907 0.250523530828124]
(2, 0)
[0.248529173353696 0.249999760178274]
[0.250001678752083 0.251469387715947]
(2, 1)
[0.248971404616664 0.249557528915306]
[0.249558488202210 0.251912578265820]
(2, 2)
[0.248531091927505 0.249997841604465]

[0.250000719465178

.251470347002852]



(3, 0)
[0.249386775846307
[0.249148872693994
(3, 1)
[0.248112842837149
[0.250420887129344
(3, 2)
[0.248090779238345
[0.250443910015051
(3, 3)
[0.248552196239403
[0.249984411587802

0.249142157685663]
0.252322193774036]

0.250416090694821]
0.251050179338687]

0.250438154293624]
0.251027156452979]

0.249976737292566]
0.251486654880228]

M=matrix([[o,1,1,11,11,0,1,11,11,1,0,11,11,1,1,0171)
S=SuiteRS2D(2"6,M)

matrix plot(S, frame=False, cmap='Blues')
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M=matrix((fo,o,0,0j,10,1,0,13,10,0,1,11,[0,1,1,0]1)
S=SuiteRS2D(2"9,M)

for i in range(4):
for j in range(i+l):
print (i,J)
print TableauCorrelation(S,2710-3,1i,7)
matrix plot(S, frame=False, cmap='Blues')

(0, 0)
[0.500522331719493 0.0000000000000007]
[0.000000000000000 0.499477668280507]
(1, 0)
[0.251241077432680 0.249281254286813]
[0.249249597818965 0.250228070461542]
(1, 1)
[0.250493792934085 0.250028538785408]
[0.249967144423521 0.249510523856986]
(2, 0)
[0.250261645503199 0.250260686216294]
[0.250229029748446 0.249248638532061]
(2, 1)
[0.250490915073371 0.250031416646122]
[0.249970022284235 0.249507645996272]
(2, 2)
[0.250491874360276 0.250030457359217]
[0.249969062997330 0.249508605283177]

o

o



(3, 0)
[0.250735533234015 0.249786798485478]
[0.249723485549782 0.249754182730725]
(3, 1)
[0.250477485056708 0.250044846662785]
[0.249953714406859 0.249523953873648]
(3, 2)
[0.250476525769804 0.250045805949689]
[0.249954673693763 0.249522994586744]
(3, 3)
[0.250463095753141 0.250059235966352]
[0.249940284390196 0.249537383890311]

e,
TN
)
|

M=matrix([(fo,o,0,01,10,1,0,13,10,0,1,11,70,1,1,011)
S=SuiteRS2D(2"6,M)
matrix plot(S, frame=False, cmap='Blues')



M=matrix((fo,o,0,0j1,10,0,1,13,10,1,0,11,10,1,1,0]1)
S=SuiteRS2D(2"9,M)

for i in range(4):
for j in range(i+1l):
print (i,J)
print TableauCorrelation(S,2710-3,1,7)
matrix plot(S, frame=False, cmap='Blues')

(0, 0)
[0.500493553112358
[0.000000000000000
(1, 0)
[0.250370044923406
[0.249632353293855
(1, 1)
[0.250002638038987
[0.249508605283177
(2, 0)
[0.250246296912727
[0.249755142017630
(2, 1)
[0.249999760178274
[0.249510523856986
(2, 2)
[0.250002638038987
[0.249508605283177

o

o

.000000000000000]
.499506446887642]

.250123508188953]
.249874093593786]

.250490915073371]
.249997841604465]

.250247256199631]
.249751304870012]

.250493792934085]
.249995923030656]

.250490915073371]
.249997841604465]



(3, 0)
[0.250610825936432
[0.249390612993925
(3, 1)
[0.250003597325892
[0.249506686709368
(3, 2)
[0.250001678752083
[0.249509564570081
(3, 3)
[0.250004556612796
[0.249506686709368

0.249882727175926]
0.250115833893717]

0.250489955786467]
0.249999760178274]

0.250491874360276]
0.249996882317560]

0.250488996499562]
0.249999760178274]

M=matrix([[0,0,0,0],[0,0,1,1],[0,1,0,17,[0,1,1,011)
S=SuiteRS2D(2"6,M)
matrix plot(S, frame=False, cmap='Blues')



M=matrix(((o,o,1,11,10,1,0,11,10,0,0,01,[0,1,1,071)

S=SuiteRS2D(2"9,M)

for i in range(4):

for j in range(i+l):
print (i,J)
print TableauCorrelation(S,2710-3,1,7)

matrix plot(S, frame=False, cmap='Blues')

(0, 0)
[0.500492593825454
[0.000000000000000
(1, 0)
[0.250491874360276
[0.249999760178274
(1, 1)
[0.250445828588860
[0.250075543843728
(2, 0)
[0.250492833647180
[0.249998800891369
(2, 1)
[0.250446787875765
[0.250074584556824
(2, 2)
[0.250520652967410
[0.250029498072313

o

o

.000000000000000]
.499507406174546]

.250000719465178]
.249507645996272]

.250046765236594]
.249431862330818]

.249999760178274]
.249508605283177]

.250045805949689]
.249432821617722]

.249971940858044]
.249477908102233]



(3, 0)
[0.250491874360276 0.250000719465178]
[0.249998800891369 0.249508605283177]
(3, 1)
[0.250507222950747 0.249985370874707]
[0.250014149481841 0.249493256692705]
(3, 2)
[0.250520652967410 0.249971940858044]
[0.250029498072313 0.249477908102233]
(3, 3)
[0.250507222950747 0.249985370874707]
[0.250014149481841 0.249493256692705]

M=matrix([(fo,o,1,11,10,1,0,1,10,0,0,01,70,1,1,011)
S=SuiteRS2D(2"6,M)
matrix plot(S, frame=False, cmap='Blues')
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