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État de l’art

Le calcul de Schubert est une branche de la géométrie algébrique introduite dans le dix-
neuvième siècle, dans le but de résoudre plusieurs problèmes de dénombrement dans la géométrie
énumérative.
Par exemple, il a répondu au questions anciennes suivante :
‚ Quelle est la dimension de l’intersection de deux droites générales dans R2 ?
‚ Combien de droites intersectent deux droites et un point donnés dans R3 ?
‚ Combien de droites intersectent quatre droites données dans R3 ?
Ou encore une question plus moderne :
‚ Combien de points peut on trouver dans l’intersection de 2, 3, 4, ... variétés de Schubert en
position générale ?

Schubert a introduit des objets appelés "Cellules de Schubert" qui sont des ensembles
localement fermés dans la Grassmannienne.
En générale le calcul de Schubert peut être considéré pour un espace homogène G{B. En effet,
Soit G un groupe algébrique, connexe et réductif défini sur un corps algébriquement clos. Soit
B un sous-groupe de Borel de G et soit W le groupe de Weyl de G qui correspond au tore
maximal dans B. Alors on a la décomposition de Bruhat de G de la manière suivante :

G “ BWB “ \wPWBwB

En d’autres termes, c’est la décomposition de G en une union disjointe de classes (à gauche et
à droite) de B, paramétrée par les éléments du groupe de Weyl W . Cette décomposition est
essentielle pour la décomposition de G{B en cellules de Schubert.
De cette décomposition de G en doubles classes pour B, on déduit, pour un parabolique P , une
décomposition de G{P en B-orbites. En particulier pour les Grassmanniennes :
Soit F “ pt0u Ă F1 Ă . . . Ă Fn “ Cnq un drapeau, les variétés de Schubert sont définies
par des conditions d’incidence d’un sous-espace linéaire de C avec les Fi. L’intersection de
deux cellules de ce type peut être traduite par le cap produit dans l’anneau de cohomologie
de la grassmannienne. Plus précisément, la grassmannienne Gpk, nq admet une décomposition
cellulaire. Les cellules sont paramétrées par le sous ensemble des représentants de longueur
minimale dans W {WP , noté W P , où WP est le sous-groupe de W engendré par NGpT q X P . En
particulier la cellule correspondante à un élément w P W P est de dimension lpwq.
En plus on a H2ipGpk, nqq “

À

lpwq“i Zξw et H2i`1pGpk, nqq “ 0, où les tξtutPWP forment une
base duale de tξw “ rBwB{Bs P H˚pGpk, nqqu.
La multiplication des éléments de la base dans cette algèbre se traduit par l’intersection de
variétés de Schubert correspondantes. Alors la question maintenant est de bien comprendre la
structure de l’algèbre de cohomologie de la Grassmannienne. Pour cela, on cherche une formule
combinatoire pour trouver les coefficients cwu,v tel que ξuξv “

ř

u,vďw c
w
u,vξ

w où u, v, w P W P . Les
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État de l’art

coefficients cwu,v sont appelés les coefficients de Littlewood-Richardson. Ce problème a été résolu
complètement par Littlewood-Richardson [21] avec un trou comblé par Schutzenberger [22], et
cette description combinatoire de ces coefficients est nommée : Règle de Littlewood-Richardson.
En particulier si u à une forme particulière, cette règle sera nommée : Formule de Pieri. L’uti-
lité des formules de Pieri c’est qu’ils nous permettrons de comprendre la structure d’algèbre
sans devoir calculer tout les coefficients cwu,v. En effet, il suffit de trouver une famille tξuu qui
engendrent l’algèbre cohomologique.

Récemment, on s’est intéressé à une déformation naturelle et définie en termes géométriques, de
l’algèbre de cohomologie, appelée algèbre de cohomologie quantique [9].
Dans [5], l’auteur énoncent le principe quantique-classique qui identifie les coefficients de coho-
mologie quantique sur les Grassmanniennes à des coefficients sur des variétés de drapeaux à
deux crans. En plus, des formules combinatoires existent pour la cohomologie des variétés de
drapeaux à deux crans, en termes de puzzles (cf. [6]). Combinant tous ces résultats, on obtient
une formule combinatoire pour les coefficients de Littlewood-Richardson dans la cohomologie
quantique pour les Grassmanniennes de type A.

Cependant, une autre approche que l’utilisation du principe quantique-classique est possible,
c’est la comparaison avec l’homologie de la Grassmannienne affine : Par des travaux de Peterson
et Lam-Shimozono [18], les constantes de structure de cette algèbre sont égales à des constantes
de structure de l’homologie de la Grassmannienne affine correspondante, notée H˚pGrGq. Cette
approche a deux avantages :

1. L’homologie est une algèbre de polynômes [10, Corollaire 5.3.2] donc le problème du choix
pour la manière de représenter une classe de cohomologie comme un polynôme en les
générateurs (problème de Giambelli) a une unique solution.

2. On peut utiliser la structure d’algèbre de Hopf. En effet, la Grassmannienne affine a le
type d’homotopie d’un groupe, donc son homologie a une structure d’algèbre de Hopf
(cf. Chapitre 5). En plus, la structure d’algèbre de Hopf et en particulier l’existence de
l’isomorphisme j (cf. Définition 5.26) rendent évidents des résultats comme le Théorème
B(2) dans Bergeron et Sottile [1] : le coefficient cwu,v ne dépend que v et wu´1.

Examinons d’un peu plus près les formules de Pieri en cohomologie en type A,C, Ã et C̃ et
en homologie en type Ã et C̃. Commençons tout d’abord par la cohomologie :

1. En type A, on commence par définir une partition d’un entier n par une suite décroissante
d’entiers strictement positifs λ “ pλ1 ě λ2 ě ... ě λkq tel que n “

ř

λi “ |λ|. Chaque
partition λ est représentée par un tableau de la manière suivante

p6, 5, 2q ù

En fait, il existe une bijection entre les éléments de W {WP et les partitions du rectangle
k ˆ pn´ kq tel que `P pwq “ |λ|.
Alors on a la formule de Pieri en type A suivante :

ξλ ¨ ξpkq “
ÿ

λ1

ξλ
1

Où la somme parcourt toute les λ1 obtenues en ajoutant k cases à λ sous la condition
qu’on ne peut pas ajouter deux cases sur une même colonne.

x



2. En type C, dans [1], Bergeron et Sottile donnent une formule de Pieri pour la multiplication
par une classe ξvm . En effet, cette classe de Schubert est indexée par l’élément vm, du groupe
de Weyl de type C. Ce dernier est représenté comme le sous-groupe de permutations w de
t´n, . . . ,´2,´1, 0, 1, 2, . . . , nu qui satisfassent wp´aq “ ´wpaq pour tout a P t1, . . . , nu.
Pour définir vm, on va tout d’abord considérer (en utilisant les même notations que dans
[3]) le diagramme de Dynkin en type C en numérotant ses sommets, de droite à gauche,
par 0, 1, . . . , n´ 1 :

Les réflexions simples tsiui“1,...,n´1 sont représentés respectivement par les transpositions
adjacentes tpi i`1qp´i ´ i´1qui“1,...,n´1 et s0 par p´1 1q. On définit dans ce cas l’élément
vm par :

@m P t1, . . . , nu, vm :“ sm´1sm´2 ¨ ¨ ¨ s1s0

En fait les vm définis là-haut sont les indices d’un ensemble de classes de Schubert
formant un ensemble de générateurs de l’anneau de cohomologie de la Grassmannienne
symplectique Gwpn, 2nq. Pour pouvoir énoncer la formule de Pieri en cohomologie en type
C donnée par [1], on doit tout d’abord définir une notion de marquage. En effet, soit
u, v P Cn (groupe de Weyl de type C) tels que `pvq “ `puq ` 1, on teste tout d’abord si
u´1v “ p´i iq ou p´i jqp´j iq pour 0 ă i ă j ď n. Si c’est bien le cas on calcul vu´1, et
on traite les deux cas suivants :

• S’il existe α, β P t1, . . . , nu tels que α ă β et vu´1 “ p´β ´ αqpα βq, alors ces deux
éléments seront connectés par deux arêtes marquées respectivement par ´α et β.

• S’il existe β P t1, . . . , nu tel que vu´1 “ p´β βq, alors ces deux éléments seront
connectés par une arêtes marquée par β.

Les auteurs considères dans la suite une chaîne γ dans le réseaux de Bruhat, et notent
outsidepγq le point d’arrivée de γ. Ils définissent, dans une chaîne, une descente (respec-
tivement montée) comme un entier i ă m tel que ai ą ai`1 (respectivement ai ă ai`1).
Finalement, on peut énoncer la formule de Pieri en type C :

Théorème 0.1. [1, Théorème A] Soit u P Cn et m ą 0. Alors, on a les deux formulations
équivalentes :

ξu ¨ ξvm “
ÿ

S

Coutsidepγq

où la somme parcourt :

• Soit toutes les chaînes S dans le réseau de Bruhat qui débutent par u, de longueur m
et n’admettent pas de descentes.

• Soit toutes les chaînes S dans le réseau de Bruhat qui débutent par u, de longueur m
et n’admettent pas de montées.

En fait on aurait pu définir une notion de marquages dans le type A précédent, et
reformuler la règle de Pieri obtenu en terme de chaîne dans le réseau de Bruhat. En
effet, soit u, v P Sn (le groupe symétrique modélise le groupe de Weyl en type A) tels
que `pvq “ `puq ` 1, on définit pour tout p P t1, . . . , nu, une marquage de la manière
suivante : s’il existe i, j P t1, . . . , nu tels que i ď p ă j et u´1v “ pi jq alors u ďp v. Dans
ce cas soient α, β P t1, . . . , nu tels que α ă β et vu´1 “ pα βq, alors ces deux éléments
seront connectés par une arêtes marquée par β. On obtient ainsi ce qu’on appelle dans la
suite un p-réseau de Bruhat. Ce p- réseau servira à formuler une règle de Pieri pour la
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multiplication par l’élément up,d “ sd`p´1 ¨ ¨ ¨ sp. En fait, on peut monter qu’en identifiant
les partitions λ (dans la formule de Pieri en type A ci-dessus) avec les éléments de W P

pour P le sous-groupe parabolique correspondant à la racine simple αp, on obtient la
formule suivante pour la multiplication par up,d :“ sd`p´1 ¨ ¨ ¨ sp :

ξv ¨ ξup,d “
ÿ

S

ξoutsidepSq

Où la somme parcourt toutes les chaînes S dans le p´réseau qui débutent de v, qui arrivent
à u et qui sont croissantes (i.e la suite de marquage associé à la chaîne est croissante).

3. En type Ã, grâce à Lam et al [16], une formule de Pieri en cohomologie dans H˚pGrGq est
donné pour la multiplication par l’élément ξa0,m où a0,m “ sm´1sm´2 ¨ ¨ ¨ s1s0 (cf. Définition
4.1). Les auteurs commencent par définir la notion de bandes fortes. Pour définir ces
bandes, on aura besoin d’une notion de marquages (cf. Définition 4.8). En effet, soit w et
z des éléments du groupe de Weyl tels que w ă z, `pwq ` 1 “ `pzq et z “ wtij telle que
i ď 0 ă j (tij est la transposition de i et j qui représente une certaine réflexion dans le
groupe de Weyl). Les auteurs définissent dans ce cas le marquage associé zpiq (on rappelle
qu’un élément du groupe de Weyl peut être vu comme une permutation de Z).
Par suite, les bandes fortes de type A seront des chemins entre deux éléments w et z
tels que w ď z, qui sont construites en débutant par w puis en multipliant à droite, à
chaque fois, par une réflexion tij tel que i ď 0 ă j qui augmente la longueur de 1, pour
arriver finalement à z. Ce chemin est donc appelé bande forte si la suite de marquage ainsi
obtenu est croissante. La formule donné par Lam et al dans [16], est la multiplication par
l’élément ξa0,m . Plus précisément :

Théorème 0.2. Soit w P S0pÃlq et m ě 1. Alors,

ξa0,mξw “
ÿ

S

ξoutsidepSq.

Où la somme parcourt toutes les bandes fortes S de taille m et tel que insidepSq “ w.

4. En type C̃, il n’existe pas à nos connaissances des formules de Pieri en cohomologie. Dans
cette thèse, en s’inspirant de la combinatoire introduite en type C, dans [1], par Bergeron
et Sottile, et de la notion de bandes fortes en type Ã donnée par Lam et al en type Ã dans
[16], on a réussit à conjecturer une formule de Pieri en cohomologie pour la multiplication
par ξc0,m (cf. Introduction générale).

Comme prévu, on va passer maintenant aux formules de Pieri en homologie :
1. En type Ã, une formule de Pieri est donne par Lam et al [16]. La première notion

importante est celle des éléments cycliquement décroissants (cf. Définition 6.12) : En
gros ce sont des éléments du groupe de George SpÃlq (les groupes de George sont des
réalisations combinatoires des groupes de Weyl affines comme sous-groupes du groupe des
permutations de Z) écrits comme un produit de facteurs, qui commutent entre eux, de
la forme sbsb´1 ¨ ¨ ¨ sa`1sa. Ces éléments sont cruciaux pour pouvoir définir la deuxième
notion principale qui est celle des bandes faibles de type Ã (cf. Définition 6.12) : Une
bande faible de type Ã, notée pw ù zq tel que w ď z est une paire pw, zq de telle sorte
que zw´1 est cycliquement décroissant. En d’autres termes, c’est le fait qu’il existe un
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élément cycliquement décroissant, tel que si on le multiplie à droite par w, on obtient z et
ce produit est réduit. La formule donné par Lam et al dans [16], est la multiplication par
l’élément ξa0,m . Plus précisément :

Théorème 0.3. Soit w P S0pÃlq et m P t1, . . . , l ´ 1u. Alors :

ξa0,mξw “
ÿ

wùz

ξz

où la somme parcourt toutes les bandes faibles pw ù zq de type Ã tel que sizepw ù

zq “ m.

2. En type C, grâce à [17], une formule de Pieri (en homologie) dans H˚pGrGq est donné
pour la multiplication par l’élément ξc0,m (cf. Définition 7.20) en utilisant la structure
d’algèbres de Hopf et une étude combinatoire poussé. Dans cette thèse on propose également
une preuve de cette formule en utilisant aussi la structure d’algèbre de Hopf mais une
simplification au niveau de la combinatoire. On invite le lecteur à voir l’introduction
générale (partie 1) pour plus de détails concernant la stratégie envisagé dans cette thèse
et les différences principales avec la méthode de [17].
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Introduction générale

Le but principal de ce document est de développer le calcul de Schubert dans les Grassman-
niennes affines en utilisant la structure d’algèbres de Hopf.

Formule en homologie

D’une part, on a réussie à redémontrer la formule de Pieri en type C pour le produit de
Pontryagin en l’homologie dans la Grassmannienne affine notée H˚pGrGq. Pour démontrer cette
formule, nous avons été inspiré par le travail de [16] et [15] en type A, mais nous n’avions pas
connaissance du travail de [17]. La partie 7.1 de ce document contient des résultats semblables à
ceux des parties 6.1 et 6.2 de [17], mais on continue dans la suite avec des stratégies différentes :
Dans [15], Lam montre qu’il existe un isomorphisme j0, d’algèbres de Hopf, entre la sous algèbre
affine de Fomin-Stanley notée B1 (cf. Définition 5.33) et l’algèbre H˚pGrGq. On note dans la
suite pour un élément v du groupe de Weyl, comppvq le nombre de composantes connexes du
support de v, bv “ 2comppvq´1 et cv le coefficient de Av dans l’expression de j0pξwq. Pour montrer
la formule de Pieri pour la multiplication par ξc0,m (cf. Définition 7.20), il suffit de montrer que

ÿ

`pvq“m
vPA

bvξv P B1

C’est ce que font les auteurs dans [17]. Nous utilisons plutôt le fait que j0pξwq est dans B1 pour
en déduire que

cw “ bw

Une simplification est apportée par l’utilisation d’une double récurrence qui s’initialise à l’aide
de la formule de Chevalley d’une part, et de la multiplication par des éléments de translation
d’autre part (cf. Lemme 7.26.2 ; la preuve du Théorème 7.6 montre qu’il suffit d’établir l’inégalité
de la Proposition 7.5 pour en déduire une égalité).
Pour établir cette inégalité, par rapport au travail de [17] il nous suffit ici de produire suffisamment
d’éléments w apparaissant dans le terme de gauche, alors que [17] développe une combinatoire
plus approfondie permettant d’identifier exactement tout ces éléments w.

Pour mieux comprendre cette stratégie, examinons les notions et résultats principaux utilisés
par Lam [15], qui étudie l’isomorphisme de Peterson en type Ã en utilisant la structure d’algèbres
de Hopf sur H˚pGrGq et l’action de l’anneau Nil-Hecke affine sur cette algèbre (cf. État de l’art).
Pour rester sur le chemin de Lam, et pour pouvoir formuler une règle de multiplication dans le
même esprit, il va falloir trouver des candidats, en type C̃, pour remplacer les notions d’éléments
cycliquement décroissants, de bandes faibles et de a0,m . Après avoir étudier la structure d’algèbre
de Hopf de l’algèbre H˚pGrGq et l’action de l’anneau Nil-Hecke Affine Aaff (cf. Définition 5.16)
sur cette algèbre on a trouvé qu’on pourrait redéfinir les éléments cycliquement décroissants
comme des éléments de SpC̃lq qui sont plus petits qu’un élément dans A2l (cf. Définition 7.13) :
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Introduction générale

grossièrement ce dernier est formé par les éléments qui ont une écriture réduite comprenant
successivement toutes les réflexions simples selon un ordre croissant, décroissant puis croissant,
ou décroissant, croissant puis décroissant. L’ensemble des éléments plus petits qu’un élément de
A2l sera noté A. En type Ã, l’ensemble des éléments cycliquement décroissants de longueur l
forme une classe de conjugaison dans SpÃlq. De façon similaire, l’ensemble A2l est une classe de
conjugaison dans SpC̃lq :

Lemme 0.1. Pour tout w P SpC̃lq, on a

wA2lw
´1
“ A2l

D’une manière similaire qu’en type Ã, on définit les bandes faibles de type C̃ (cf. Définition
7.28), noté, pw ù zq tel que w ď z est un chemin allant de w à z de telle sorte que zw´1 P A.
Finalement, on définit les éléments c0,m (cf. Définition 7.20) qui joueront le même rôle que
les éléments a0,m en type A. Ce qui est spéciale à propos de ces éléments c’est le fait que
l’intersection de l’intervalle de Bruhat re, c0,ms avec W´

aff (cf. Définition 5.23) est linéaire, c’est
à dire, il existe une unique classe par degré. Ce qui nous permettra (dans la preuve de cette
nouvelle formule en type C̃) de raisonner par récurrence en utilisant la structure d’algèbre de
Hopf. En plus, pour m “ 2l, l’élément c0,2l est la translation correspondante à la plus grande
racine, ce qui nous permettra d’initier cette récurrence en utilisant la Proposition 5.8, qui
donne la multiplication par la classe d’une translation. On obtient alors la formule de Pieri en
homologie (type C̃) suivante :

Théorème 0.4. Soit w P S0pC̃lq et m P t1, . . . , 2lu. Alors,

ξc0,mξw “
ÿ

wùz

2comppzw
´1q´1ξz

où la somme parcourt toutes les bandes faibles (w ù z) de type C telles que `pzw´1q “

`pzq ´ `pwq “ m. Ici, comppzw´1q désigne le nombre de composantes connexes du support de
zw´1.

Conjecture en cohomologie

Dans une deuxième partie de ce texte on cherche à trouver une formule de Pieri en cohomo-
logie, toujours pour la Grassmannienne affine en type C̃. En s’inspirant des travaux précédents,
et en faisant de nombreux exemples, on en a réussit à formuler une conjecture en type C̃ (cf.
Conjecture 4.4), et on démontre la validité de cette conjecture en degré 1 (formule de Chevalley),
dans certains cas en degré 2 et enfin dans de nombreux exemples à l’aide de l’ordinateur.
Mais avant de parler du type C̃, regardons ce qui se passe en type Ã. En effet, Lam el al
[16] donnent une formule de Pieri (type Ã) en cohomologie (cf. État de l’art). Cette dernière
ressemble à l’autre formule en homologie (cf. Théorème 0.3) dans le sens où dans les deux cas
on prend w et on ajoutes toutes les bandes possibles, sauf qu’en homologie on considère des
bandes faibles, et en cohomologie des bandes fortes.

En cohomologie, comme en homologie, on va essayer de suivre la même stratégie qu’en type
Ã et redéfinir la notion de bandes pour le type C̃. En revanche, les bandes fortes de type A sont
construites d’une manière indépendante du type (une fois les marquages définis), pour cela on
va pouvoir utiliser la même Définition de bandes fortes en type C̃ et ainsi conjecturer la formule
de Pieri, pour la multiplication par ξc0,m :
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Conjecture 0.5. Soit w P S0pC̃lq et m ě 0. Alors,

ξco,mξw “
ÿ

S

ξoutsidepSq.

Où la somme parcourt toutes les bandes fortes de taille m et tel que insidepSq “ w.

On a réussit (cf. Chapitre 3) à montrer cette conjecture en degré 1 (m=1) : Ceci traduit
la formule de Chevalley (i.e. la multiplication par une classe de degré 1). En plus, grâce à la
programmation des produits des classes de Schubert ( en se basant sur les travaux de Sara Billey
[2]), on a pu confirmer cette conjecture pour quelques exemples en degré supérieure à 1.
Pour montrer la conjecture en degré 2, la stratégie envisagée est la suivante : On considère
tout d’abord une couverture forte dans le 0-ordre de Bruhat uÑ usα. On note par Mpu, usαq
l’ensemble des marquages associées à cette couverture. On montre tout d’abord que Mpu, usαq
admet un centre de symétrie qu’on notera Cα. En plus, si i, j P Z tels que sα “ xpi jqyC , on sait
que

Cα “
upjq ´ upiq

2

On montre dans un deuxième temps que ce centre ne peut pas être ”très” grand. Plus précisément,
on prouve que

0 ă Cα ă
LC
2

Ce dernier nous permet de déduire que si en plus, usα Ñ usαsβ est une couverture forte, on a

|Cα ´ Cβ| ă
LC
2

(1)

Dans le but de montrer cette majoration, on a réussie à montrer un résultat valable dans
n’importe quel groupe de Weyl affine non-tordue :

Lemme 0.2. Soit α P ∆re
` pXq et u P W pXq telles que uÑ usα est une couverture forte dans

le 0-ordre de Bruhat, et u est Grassmannien. Alors,

upαq ă δ

Dans la suite on distingue principalement les cas suivants :
1. Si sαsβ “ sβsα on a réussie à montrer la conjecture (cf. Proposition 4.7).

2. Si sαsβ ‰ sβsα, on a deux cas à traiter :

(a) Si Cα “ Cβ on arrive aussi à montrer la conjecture (cf. Remarque 4.25).

(b) Si Cα ‰ Cβ on n’a pas la réussie à montrer la conjecture, par contre on a montré que

|Cα ´ Cβ| ă
LC
2

ce qui veux dire que les centres ne diffèrent pas ”trop” et donc en raisonnant d’une
manière similaire que dans que dans le cas a, et en utilisant la Proposition 4.8, on
espère pouvoir montrer le résultat.
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Multiplication par un crochet en type Ã

Dans la troisième partie de la thèse, le but est d’établir une formule dans une variété
de drapeau pour la multiplication par un crochet, c’est à dire, un élément de la forme
sjsj`1 ¨ ¨ ¨ sl´1slsisi´1 ¨ ¨ ¨ s1s0 pour i ď j ´ 3. Plus précisément, on trouve :

Théorème 0.6. Soit i, j P t0, . . . , lu tels que i ď j ´ 2. Alors,

@u P Waff , ξ
sjsj`1¨¨¨sl´1slsisi´1¨¨¨s1s0ξu “

ÿ

S

ξoutsidepSq

Où la somme parcoure toutes les suites de chemins dans le 0-ordre de Bruhat S “ pC1, . . . , Cl´j`i`1q

tels que
mpC1q ă ¨ ¨ ¨ ă mpCiq ą mpCi`1q ą ¨ ¨ ¨ ą mpCl´j`i`1q

Pour montrer cette formule, on utilise principalement le résultat de Lam et al (cf. Théo-
rème 0.2), et l’identification de l’algèbre H˚pGrGq avec un quotient de l’algèbre des fonctions
symétriques (cf. Théorème 6.2).

Inégalités pour la cohomologie dans G{B

La dernière partie de la thèse (cf. Chapitre 1) est consacré à l’étude des constantes de
structure de l’algèbre cohomologique de la variété de drapeaux G{B, lorsque G correspond
a un système de racine simplement lacé. Plus précisément, la classification des intervalles de
Bruhat de longueur 2, présente dans le livre de Björner et Brenti [3], permet de montrer que
pour certains v, les coefficients cwu,v sont petits.
En type A, On arrive à montrer le résultat suivant :

Théorème 0.7. Soit u,w P W tel que pwu´1q2 ‰ e et sp´1, sp et sp`1 les réflexions simples qui
correspondent respectivement aux racines αp´1, αp et αp`1. Alors on a :

cwu,sp´1sp
` cwu,sp`1sp

ď 1

On généralise dans la suite, pour les autres types simplement lacés, pour des coefficients de
la forme cwu,π où π est une petite classe de Schubert (cf. Définition 2.19). On obtient le résultat
suivant :

Théorème 0.8. Soit u, v P W et π une petite classe de Schubert. Alors,

cwu,π ď 1
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Chapitre 1

Groupes algébriques et Groupes de
George

Dans ce chapitre, on commence par introduire la notion d’un groupe algébrique G sur un
corps algébriquement clos k, la notion d’un sous-groupe de Borel et on termine la première
section en citant le théorème de conjugaison des sous-groupes de Borel. Dans la deuxième
section, on définit la notion de groupe de Weyl W et d’un système de racines associées à G.
On conclut la section par définir les poids minuscules et co-minuscules en les classifiant selon
les types A,B,C,D et E. Dans la section 3, on présente le matériel nécessaire pour définir un
groupe de Kac-Moody G et ses sous-groupes paraboliques standards PY où Y Ă t1, . . . , lu Ă N.
Dans la section suivante, on rappelle la Définition d’une algèbre de Kac-Moody affine g, puis on
définit et on caractérise le groupe de Kac-Moody affine associé à g.

1.1 Premières Définitions et théorème de conjugaison

Définition 1.1. 1. On dit qu’un groupe G est un groupe algébrique sur k si G est une variété
algébrique sur le corps k tel que la multiplication et l’inverse du groupe : µ : GˆGÑ G
et i : GÑ G sont des morphismes de variétés algébriques.

2. On dit que G est un groupe algébrique affine si G est une variété algébrique affine.

Exemple 1.2. Le groupe des matrices à coefficients dans k de déterminant égale à 1, noté
Slnpkq, est un groupe algébrique.

Définition 1.3. Soit G un groupe quelconque, on définit le commutateur p , q de G par :

@g1, g2 P G; pg1, g2q :“ g1g2g
´1
1 g´1

2

Définition 1.4. On dit qu’un groupe algébrique G est nilpotent s’il existe i tel que,

CiG “ t1Gu

Exemple 1.5. On note Un :“ tM “ pmijq1ďi,jďn P Glnpkq; @j ă i ď n, mii “ 1 et mij “ 0u.
Alors Un est un groupe algébrique nilpotent.

Définition 1.6. On définit la suite Di de la manière suivante :

@i ě 0, D0
“ G et Di`1G “ pDiG,DiGq

1



Chapitre 1. Groupes algébriques et Groupes de George

Les DiG pour i ě 0 sont des sous-groupes fermés et distinguées. Ils sont aussi connexes si G est
connexe.

Définition 1.7. On dit qu’un groupe algébrique G est résoluble s’il existe i tel que,

DiG “ t1Gu

Exemple 1.8. Soit Tn l’ensemble des matrices triangulaires supérieures de tailles nˆ n. Alors
Tn est résoluble et connexe. En effet pTn, Tnq Ă Un.

Définition 1.9. Soit G un groupe connexe et résoluble. On rappelle tout d’abord qu’un élément
x de G est dit unipotent si rx (la multiplication à droite par x) est localement unipotent en tend
qu’élément de krGs. On définit alors le suivant :

1. On définit RpGq Ă G comme étant le plus grand sous-groupe distingué, connexe et résoluble.

2. On définit aussi RupGq Ă G comme étant le plus grand sous-groupe distingué et unipotent.

Définition 1.10. 1. On dit que G est semi-simple si RpGq “ t1Gu.

2. On dit que G est réductif si RupGq “ t1Gu.

Définition 1.11. Soit G un groupe algébrique. On dit qu’un sous-groupe B de G est un sous-
groupe Borel si B est résoluble, connexe et maximale.

Exemple 1.12. Le sous-groupe Bnpkq Ă Slnpkq des matrices triangulaires supérieures est un
sous-groupe de Borel.

Théorème 1.1. (21.3)Conjugaison des sous-groupes de Borel.
Soit B Ă G un sous-groupe de Borel. Alors G{B est une variété projective et tous les sous-groupes
de Borel sont conjuguées à B.

1.2 Groupe de Weyl et système de racine

Définition 1.13. Soit S un tore de G. On définit le groupe de Weyl de G par rapport à S, par

W pG,Sq :“ NGpSq{CGpSq

On remarque que W pG,Sq est un groupe fini.

Exemple 1.14. Soit T “ Dn l’ensemble de matrices diagonales dans GLn. Alors T est un tore
de GLn. NGpT q est l’ensemble de matrices qui admettent exactement un coefficient non-nul par
ligne et par colonne. Si on note Sn le groupe symétrique d’ordre n, on aura

W pGLn, T q “ Sn

On considère dans G un sous-groupe de Borel B, ainsi qu’un tore (i.e. un groupe isomorphe
à un produit de copies de k˚) maximal T Ă B. Soit W “ NGpT q{T , on note χpT q le groupe des
caractères de T (i.e. le groupe dont les éléments sont les morphismes de groupes algébriques de
T dans k˚).

Définition 1.15. Soit w P W et nw P NGpT qun représentant de w. On définit l’action de
groupes de W sur χpT q de la façon suivante :

@λ P χpT q; w ¨ λ : tÑ λpn´1
w tnwq

2



1.2. Groupe de Weyl et système de racine

Lemme 1.16. [4] Soient V un espace vectoriel sur k, R une partie finie qui engendre V . Pour
tout α P R tel que α ‰ 0, il existe au plus une réflexion s de V telle que spαq “ ´α et spRq “ R.

Définition 1.17. [4] Soient V un espace vectoriel sur k, et R une partie de V . On dit que R
est un système de racines dans V si les conditions suivantes sont vérifiées :

• R est fini, ne contient pas 0, et engendre V .

• Pour tout α P R, il existe un élément α_ du dual V ˚ de V tel que xα, α_y “ 2 et que la
réflexion sα,α_ p @x P V , sα,α_pxq :“ x´ xx, α_yα q laisse stable R.

• Pour tout α P R, on a α_pRq Ă Z.

Remarque 1.18. D’après le Lemme 1.16, la réflexion sα,α_ (donc aussi la forme linéaire α_)
est déterminée de manière unique par α, ce qui donne un sens au troisième point de la Définition
1.17. On posera sα :“ sα,α_. Les éléments de R sont appelés des racines.

Remarque 1.19. On considère le R-espace vectoriel X “ χpT q bR muni d’un produit scalaire
p , q qui est W -invariant. Soit V une représentation de dimension finie de G. On note Vα “
tv P V ; t ¨ v “ αptqv @t P V u. Sous l’action du tore T , on obtient une décomposition :

V “
à

αPχpT q

Vα

Lorsque Vα ‰ 0, le caractère α est appelé poids de la représentation V , et les éléments de
Vα sont appelés vecteurs de poids α. Les poids non nuls de la représentation adjointe de G sur
son algèbre de Lie g sont appelés racines. En plus, si G est réductif, ces derniers forment un
système de racines noté R.

Définition 1.20. On dit qu’un vecteur $ P X est un poids abstrait si :

@α P R, x$,α_y P Z

Définition 1.21. Un poids fondamental $ est dit minuscule si :

@β P R, |x$, β_y| ď 1

Il est dit cominuscule si le poids dual $_ est minuscule relativement au système de racines dual
R_.

Remarque 1.22. La liste des poids minuscules et cominuscules est donnée dans le tableau
ci-dessous (la numérotation des poids fondamentaux est celle de Bourbaki) :
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1.3 Groupes de Kac-Moody

On rappelle ici brièvement la construction des groupes de Kac-Moody :
Pour définir un groupe de Kac-Moody on commence par fixer une matrice de Cartan généralisée
A de taille n et on définit l’algèbre de Kac-Moody gpAq associée. On choisit ensuite un Z-module
hZ Ă h (algèbre de Cartan associée à gpAq vérifiant certains propriétés, et on note h˚Z son dual.
On définit le groupe T :“ HomZph

˚
Z,C˚q, et le groupe N engendré par T et certains éléments s̃i.

On définit après, pour Y Ă t1, ¨ ¨ ¨ , nu, le sous-groupe parabolique standard PY comme produit
semi-direct du pro-groupe, pro-unipotent UY et (si Y est de type fini) GY le groupe algébrique
linéaire réductif et connexe associé à une certaine donnée radicielle ψY . Enfin on définit le groupe
de Kac-Moody G comme produit amalgamé du système de groupe pN,Pi; 1 ď i ď nq.

1.3.1 Matrice de Cartan généralisée et le groupe N

Définition 1.23. [12, 1.1] Une matrice A “ paijq1ďi,jďn de rang l est appelée une matrice de
Cartan généralisée (MCG), si elle vérifie les conditions suivantes :
• Pour tout i “ 1, . . . , n, aii “ 2.

• Pour tout i ‰ j, aij ď 0.

• aij “ 0 ñ aji “ 0

Définition 1.24. [12, 1.1] Soit A “ paijq1ďi,jďn, de rang l, une matrice de Cartan généralisée.
Soit h un espace vectoriel complexe, π :“ tα1, . . . , αnu Ă h˚ et π_ :“ tα_1 , . . . , α

_
n u Ă h. On dit

que le triplé ph, π, π_q est une réalisation de A si :
• π et π_ sont linéairement indépendents.

• @i, j “ 1, . . . , n xα_i , αjy “ aij

• n´ l “ dimphq ´ n

4



1.3. Groupes de Kac-Moody

Définition 1.25. [12, §1.2] Soit A “ pai,jq une matrice de taille nˆ n sur C, et soit ph, π, π_q
une réalisation de A, où π “ tα1, . . . , αnu et π_ “ tα_1 , . . . , α_n u. On définit l’algèbre de Lie
g̃pAq engendrée par des éléments ei, fi pi “ 1, . . . , nq et h avec les relations suivantes :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

rei, fjs “ δijα
_
i i, j “ 1, . . . , n

rh, h1s “ 0 h, h1 P h

rh, eis “ xαi, hyei

rh, fis “ ´xαi, hyfi i “ 1, . . . , n; h P h

Proposition 1.2. [12, Théorème 1.2] Parmi les idéaux de g̃pAq qui intersectent h trivialement,
il existe un unique idéal maximal m.

Définition 1.26. [12, §1.3] On définit l’algèbre de Kac-Moody associée à une matrice de Cartan
généralisée A par :

gpAq :“ g̃pAq{m

Définition 1.27. On dit qu’une matrice A “ paijq1ďi,jďl est symmétrisable, s’il existe une
matrice D diagonale et inversible, et une matrice B symétrique telles que :

A “ DB

Définition 1.28. [14, §6.1.6] Soit g :“ gpAq l’algèbre de Kac Moody associée à une matrice
de Cartan généralisée A. Soit h Ă g l’algèbre de Cartan associée à g. On choisit un Z-module
hZ Ă h de dimension finie qui satisfait les conditions suivantes :
• hZ bZ CÑ h est un isomorphisme.

• Pour tout i “ 1, . . . , l, α_i P hZ.

• L’ensemble h˚Z :“ HomZphZ,Zq Ă h˚ contient tout les αi.

• hZ{p
řl
i“1 Zα_i q est sans torsion.

Définition 1.29. [14, §6.1.6] On définit le groupe T :“ HomZph
˚
Z,C˚q. On définit p´1qα

_
i P T

de la manière suivante :
@$ P h˚Z, p´1qα

_
i p$q “ p´1qx$,α

_
i y.

Soit N le groupe engendré par le groupe T et un système de symboles ts̃iu1ďiďl tels que :

• @i “ 1, . . . , l @t P T, s̃its̃i
´1 “ siptq.

• @i “ 1, . . . , l s̃i
2 “ p´1qα

_
i .

• Soit mi,j l’ordre de sisj dans W (cf. [14, Proposition 1.3.21]). Alors pour 1 ď i ‰ j ď l
tel que mi,j ă 8 on a

s̃is̃j s̃i ¨ ¨ ¨
looomooon

mi,j facteurs

“ s̃j s̃is̃j ¨ ¨ ¨
looomooon

mi,j facteurs
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Chapitre 1. Groupes algébriques et Groupes de George

1.3.2 Le sous-groupe parabolique PY

Définition 1.30. [14, 6.1.12] Soit X et X_ deux groupes abéliens engendrés par un nombre fini
d’éléments. Soit R Ă X et R_ Ă X_ deux ensembles finis, une bijection entre R et R_ qui envoie
tout élément α de R sur un élément noté α_ dans R_ et un couplage x ¨, ¨ y : X ˆX_ Ñ Z
telles que :
• xα, α_y “ 2.

• x ¨, ¨ y identifie X avec HomZpX
_,Zq.

• Si on note sα (resp. s̄α) l’endomorphisme de X (resp. X_) définie par :

@x P X, sαpxq “ x´ xx, α_yα.

@x̄ P X_, s̄αpx̄q “ x̄´ xα, x̄yα_

Alors,
sαpRq Ă R et s̄αpR_q Ă R_

On dit dans cas que le quadruple pX,R,X_, R_q est une donnée radicielle.

Notations 1.31. Pour tout Y Ă t1, . . . , lu on note :
• ∆Y “ ∆X p

À

iPY Zαiq

• ∆`
Y “ ∆` X∆Y

• gY “ h‘ p
À

αP∆Y
gαq

• uY “
À

αP∆`z∆`Y
gα

• pY “ gY ‘ uY

• @β “
ř

i
niαi P ∆Y , htY pβq :“ |

ř

iRY ni|

En plus, on dit que Y est de type fini si gY est de dimension finie.

Remarque 1.32. Soit Y Ă t1, . . . , lu de type fini. Soit h la sous-algèbre de Cartan de g
(c.f.Définition 1.28 ). On note ∆_

Y l’ensemble des coracines α_ qui correspondent aux racines α
dans ∆Y . Puisque Y est de type fini, on observe que les racines de ∆Y sont réelles. On considère
le couplage standard x ¨, ¨ y : h˚ ˆ hÑ C. D’après ([14, Lemme 1.3.7]), l’application α ÞÑ α_

de ∆Y dans ∆_
Y est une bijection. On peut dans ce cas définir la donnée radicielle suivant :

ΨY :“ ph˚Z,∆Y , hZ,∆
_
Y q

Définition 1.33. [14, 6.1.13] Soit GY l’unique (à isomorphismes près) groupe algébrique linéaire
réductif et connexe (de dimension finie) associé à ΨY (cf.[Springer-98,Théorèmes 10.1.1]).

Remarque 1.34. On remarque que LiepGY q “ gY et T :“ HomZph
˚
Z,C˚q est un tore maximal

de GY tel que LiepT q “ h. On rappelle qu’un gY -module V de dimension finie est appelé un
pgY , T q -module, si la h-structure sur V , obtenue par restriction, s’intègre pour donner une
structure algébrique de T -modules. Sous cette Définition on remarque que tout pgY , T q-module
V est un GY -module.

6
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Définition 1.35. [14, 6.1.13] On définit les espaces Mk de dimension finie de la manière
suivante :

@k ě 1, Mk :“
à

βP∆`

htY pβq“k

gβ

Remarque 1.36. Pour tout k ě 1, Mk est un pgY , T q-module sous l’action adjointe (cf. [14,
6.1.6.2]). En particulier Mk est un GY -module, et par conséquence û :“ ΠβP∆`z∆`Y

p“ Πkě1Mkq

l’est aussi. En plus les éléments de GY agissent sur û comme automorphismes d’algèbres de
Lie. En particulier, d’après r14,Théorème 4.4.19s, si on note UY le pro-groupe, pro-unipotent
d’algèbre de Lie û, on obtient un morphisme de groupes GY Ñ AutpUY q.

Définition 1.37. Pour tout Y P t1, . . . , lu. Le morphisme de groupes défini dans la remarque
1.36 induit le produit semi-direct :

PY :“ UY ˙ GY

Le groupe PY est appelé groupe parabolique standard.

1.3.3 Produit amalgamé de système de groupes

Les groupes de Kac-Moody sont définis comme des produits amalgamés. On donne ici la
Définition générale des produits amalgamés : Dans son livre, [14], Kumar définit le produit
amalgamé de familles de groupes mais ensuite utilise un produit amalgamé de systèmes de
groupes. Pour cette raison on vérifiera dans la suite qu’on pourra bien définir le produit amalgamé
de systèmes de groupes.

Définition 1.38. [14, 5.1.6] Soit I un ensemble d’indices. Soit tMiuiPI une famille de groupes.
Pour tout i, j P I, soit Mti,ju “Mtj,iu un groupe et soit un morphisme ϕi,j : Mti,ju ÑMi.

1. Le produit amalgamé des ϕi,j est le couple pM, pϕiqiPIq unique à isomorphisme près,
satisfaisantes les deux conditions suivantes :

• M est un groupe et pour tout i, j dans I, les ϕi : Mi ÑM sont des morphismes telles
que ϕi ˝ ϕi,j “ ϕj ˝ ϕj,i.

• Si L est un groupe et ψi : Mi Ñ L sont des morphismes satisfaisantes ψi ˝ ϕi,j “
ψj ˝ ϕj,i, alors il existe un unique morphisme ψ : M Ñ L telle que ψi “ ψ ˝ ϕi pour
tout i dans I.

2. Soit F un ensemble et pMiqiPI une famille de sous-ensemble de F telle que les Mi ont
une structure de groupes. Alors on dit que pMiqiPI est un système de groupes, si Mi XMj

est un sous-groupe de Mi et de Mj pour tout i, j dans I. En plus, la structure de groupes
obtenue sur Mi XMj de Mi et de Mj coïncident.

Définition 1.39. Soit pMiqiPI et F comme dans la partie p2q de la Définition 1.38. On suppose
en plus que F “

Ť

iMi. Soit G un groupe quelconque et ϕ : F Ñ G une application telle que
ϕ|Mi (la restriction de ϕ à Mi) est un morphisme de groupes pour tout i P I.
On dit que pG,ϕq est une solution du problème universel, noté pP q, si :
Pour tout couple pG1, ϕ1q vérifiant les mêmes conditions que pG,ϕq, il existe un unique morphisme
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Chapitre 1. Groupes algébriques et Groupes de George

de groupes ψ : GÑ G1 tel que le digramme suivant commute :

F

ϕ1   

ϕ // G

ψ~~
G1

Remarque 1.40. [14, 5.1.6]Soit pMiqiPI et F comme dans la Définition 1.39. Si on considère
Mti,ju :“Mi XMj et ϕi,j : Mti,ju ãÑMi l’inclusion, alors le produit amalgamé de ϕi,j est appelé,
dans se cas, produit amalgamé du système de groupes pMiqiPI . On définit aussi l’application
ϕ : F “

Ť

iMi Ñ M telle que pour tout i P I, ϕ|Mi “ ϕi. L’application ϕ est bien définit
(sur les Mi XMj). En effet d’après la Définition de M on sait que pour tout i, j dans I on a
ϕi ˝ ϕi,j “ ϕj ˝ ϕj,i.

Proposition 1.3. Sous les mêmes hypothèses de la remarque 1.40, le couple pM,ϕq est la
solution du problème (P) (cf. Définition 1.39).

Démonstration. Soit G1 un groupe quelconque et ϕ1 : F Ñ G1 une application telle que ϕ1
|Mi

est
un morphisme de groupes. On pose ϕ1i :“ ϕ1

|Mi
: Mi Ñ G1. On remarque que,

@i, j P I, ϕ1i “ ϕ1j psur Mi,j “Mi XMjq.

Donc
ϕ1i ˝ ϕi,j “ ϕ1j ˝ ϕi,j.

Or la Définition d’un produit amalgamé assure l’existence d’un unique morphisme de groupes
ψ : GÑ G1 tel que le diagramme suivant est commutatif pour tout i P I :

F

ϕ1i   

ϕi // G

ψ~~
G1

Alors par Définition de ϕ1, on a la commutativité du digramme suivant :

F

ϕ1   

ϕ // G

ψ~~
G1

1.3.4 Le groupe de Kac-Moody G
Lemme 1.41. Soit Y1 Ă Y2 Ă t1, . . . , lu tel que Y2 (par suite Y1) est de type fini. Alors il existe
un unique morphisme de pro-groupes injectif γ “ γY2,Y1 : PY1 ãÑ PY2 tel que 9γ est l’inclusion
p̂Y1 Ă p̂Y2.

Notation 1.42. Pour tout i P t1, . . . , lu, on note par Pi le sous-groupe parabolique standard
Ptiu et soit B :“ PH.
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Remarque 1.43. D’après le Lemme 1.41, on a

@i P t1, . . . , lu; B Ă Pi

On note aussi Ni Ă N le sous groupe engendré par T Y ts̃iu. Alors d’après (6.1.8.1),

Ni “ T Y T s̃i

Définition 1.44. On note par γi : B Ñ Pi l’inclusion définie dans Lemme 1.41. On définit
l’ensemble Z “ ppYiPt1,...,luPi YNq{ „ en identifiant les éléments suivants :
• @b P B @i, j P t1, . . . , lu, γipbq „ γjpbq.

• @n P Ni Ă N, n „ θipnq.

Remarque 1.45. Dans [14], on montre que les Pi et N s’injectent dans Z et B XN “ T .

On arrive à la Définition principale de cette section :

Définition 1.46. On définit le groupe de Kac-Moody G en tant que produit amalgamé de système
de groupes pN,Pi; 1 ď i ď lq (cf. Définition 1.39).

1.4 Groupe de Kac-Moody affine

1.4.1 Algèbre de Kac-Moody affine

Définition 1.47. [14](Algèbre de Lacets) Soit Å “ pai,jq1ďi,jďl une matrice de Cartan indécom-
posable. On note g̊ :“ gpÅq l’algèbre de Lie (simple et de dimension finie) associée à la matrice
Å. On note L “ Cru, u´1s l’algèbre de polynômes de Laurent. On définit l’algèbre de lacets de la
manière suivante :

Lp̊gq :“ LbC g̊

Remarque 1.48. Lp̊gq est une algèbre de Lie complexe de dimension infinie et son crochet de
Lie associé est défini par :

@P,Q P L, @x, y P g̊; rP b x,Qb yso “ PQb rx, ys

Définition 1.49. [14](Extension de Lp̊gq) On note par θ la plus grande racine de g̊.
1. On définit L̂p̊gq comme un espace vectoriel de codimension 2, contenant Lp̊gq. Soient K

et d dans L̂p̊gq tels que
L̂p̊gq “ Lp̊gq ‘ CK ‘ Cd.

2. Soit h̊ la sous algèbre de Cartan associée à g̊. On note dans ce cas

h :“ h̊‘ CK ‘ Cd.

3. Soit p., .q la forme bilinéaire, G-invariante, symétrique et non-dégénérer sur g̊ p(cf. [14,
Théorème 1.5.4])q, telle que la forme bilinéaire induite par celle-là (toujours notée p., .q)
vérifie :

pθ, θq “ 2
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4. On définit aussi le produit r , s sur L̂p̊gq par :

@λ, µ, λ1, µ1 P C, @m,m1
P Z, @x, x1 P g̊

rtm b x` λK ` µd,tm
1

b x1 ` λ1K ` µ1ds

“

tm`m
1

b rx, x1s ` µm1tm
1

b x1´µ1mtm b x`mδm,´m1xx, x
1
yK

Remarque 1.50. Dans [14], ils montrent que l’algèbre L̂p̊gq est une algèbre de Lie appelé
”Algèbre de Kac-Moody affine”. En plus h est une sous-algèbre de Cartan de L̂p̊gq.
On définit l’élément δ P h˚ tel que

xδ, dy “ 1, xδ, h̊y “ 0 et xδ,Ky “ 0.

On pose π “ tα0 :“ δ ´ θ, α1, ..., αlu, et on montre aussi que π est l’ensemble de racines simples
associé.

Définition 1.51. [12, 5.1] Le suivant est défini pour un système de racine ∆ quelconque et son
groupe de Weyl W associé. Soit α P ∆ une racine, on dit que α est une racine réelle s’il existe
w P W tel que wpαq est une racine simple. Toute racine qui n’est pas réelle est dite imaginaire.
On note ∆re l’ensemble des racines réelles et ∆im celui des racines imaginaires. Alors ∆ “

∆re Y∆im.

Lemme 1.52. [14, Corollaire 13.1.4] On décrit le système de racines de L̂p̊gq par rapport à h
de la manière suivante :

∆ “ tkδ ` γ; k P Z, γ P ∆̊u Y tkδ; k P Z´ t0uu

En plus,
∆re

“ tkδ ` γ; k P Z, γ P ∆̊u et ∆im
“ tkδ; k P Z´ t0uu

Proposition 1.4. [14, Lemme 13.1.2 ] Pour tout k dans Z et γ dans ∆̊Y t0u. Alors on a le
suivant :

Lp̊gqkδ`γ “ tk b g̊γ et L̂p̊gq “ h‘ p
à

αP∆

Lp̊gqαq.

Remarque 1.53. Pour les racines de la forme kδ (racines imaginaires) on a :

Lp̊gqkδ “ tk b h̊

1.4.2 Groupe de Kac-Moody affine

Dans la suite on considère un groupe algébrique G̊ sur C connexe et simplement connexe.
On note par CrG̊s son algèbre des fonctions régulières.

Définition 1.54. [14, 13.2.1] Soit R une C-algèbre associative et commutative avec identité.
On note G̊pRq l’ensemble de morphismes de C-algèbres de CrG̊s dans R.
Alors, G̊pRq a une structure de groupes (cf.[Springer-98,2.1.6]).
En particulier, on définit le groupe LpG̊q :“ G̊pCpru, u´1sq.
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Exemple 1.55. 1. Si G̊ “ Sp2lpCq. On note Ω P G̊ tel que Ω “

ˆ

0 Il
´Il 0

˙

. Alors G̊pRq

peut être identifier avec le groupe

Sp2lpRq “ tM “ pai,jq PM2lˆ2l;
tMΩM “ Ω, ai,j P Ru

2. Si G̊ “ SllpCq, alors G̊pRq peut être identifier avec le groupe

SLlpRq “ tM “ pai,jq PMlˆl; detpMq “ 1, ai,j P Ru

Remarque 1.56. On considère le morphisme γ définit de la manière suivante :

γ : C˚ Ñ AutpCru, u´1
sq

z Ñ γpzq

tel que pour tout P P Cru, u´1s on a

γpzqpP puqq “ P pzuq

Ceci induit, canoniquement, un morphisme de groupes, qu’on notera encore γ :

γ : C˚ Ñ Aut LpG̊q

Plus précisément, soit m : CrG̊s Ñ Cru, u´1sq un élément de LpG̊q et z dans C˚. Puisque γpzq
appartient à AutpCru, u´1s, on en déduit que γpzq ˝m est un élément de LpG̊q. Finalement, un
élément z de C˚ agit sur un élément m de LpG̊q en le composant à gauche par γpzq.

Remarque 1.57. Soit p, q P N˚. En générale on peut définir une action de C sur l’ensemble
des matrices, Mp,qpCru, u´1sq, à coefficients des polynômes de Laurent, de la manière suivante :

@z P C˚, @pai,jpuqq PMp,qpCru, u´1
sq, z ¨ pai,jpuqq :“ pai,jpzuqq

En particulier, si on considère les matrices dans SLlpCru, u´1sq, cette définition coïncide avec
l’action de C˚ sur SLlpCru, u´1sq définie dans [14, Définition 13.2.1].

Démonstration. Ce qu’on doit montrer c’est que l’action définie dans cette remarque sur
SLlpCru, u´1sq (l’ensemble des matrices à coefficients dans Cru, u´1s et détérminant 1) est iden-
tifié avec l’action donnée par γ (cf. Remarque 1.56) sur LpSLlq (l’ensemble des C-algèbres mor-
phismes de CrSLls dans Cru, u´1sq. Explicitons tout d’abord l’identification entre SLlpCru, u´1sq

et LrSLls. Soit M “ pgi,jq1ďi,jďl P SLlpCru, u´1sq, on l’associe ϕM P LpSLlq, le C-morphisme
tel que

@P P CrSLls; ϕMpP q “ P ppgi,jqi,jq

(on rappelle que CrSLls “ Crxi,js{pdetppxi,jqi,jq ´ 1q.) Dans l’autre sens, pour un ϕ P LpSLlq on
l’associe Mϕ P SLlpCru, u´1sq tel que

Mϕ “ pϕpxi,jqq1ďi,jďl

On remarque, avec ces notations, que

MϕM “M et ϕMϕ “ ϕ
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On en déduit alors une identification entre SLlpCru, u´1sq et LrSLls. On peut maintenant
examiner les actions en question : Soient z P C˚,M “ pgi,jq1ďi,jďl P SLlpCru, u´1sq et ϕ P LpSLlq.

Montrons que ϕz¨M “ γpzqpϕMq

En effet, soit P P CrSLls. D’une part,

ϕz¨MpP q “ P ppgi,jpzuqqi,jq ppar définitionq

D’autre part,

pγpzqpϕMqqpP q “ γpzq ˝ ϕMpP q pcf. Remarque 1.56q
“ γpzqpP ppgi,jqqq

“ P ppgi,jpzuqqi,jq ppar définition de γpzqq

Montrons que l’action définie dans la remarque 1.57 est multiplicative :

Lemme 1.58. Soient Apuq “ paijpuqq, Bpuq “ pbijpuqq PMp,qpCru, u´1sq et z P C˚. Alors,

z ¨ pABqpuq “ ApzuqBpzuq

Démonstration. D’une part, on a

ABpuq “ p
q
ÿ

m“1

ai,mpuqbm,jpuqq

Donc

z ¨ pABqpuq “ p
q
ÿ

m“1

ai,mpzuqbm,jpzuqq

D’autre part,

ApzuqBpzuq “ p
q
ÿ

m“1

ai,mpzuqbm,jpzuqq

Alors,
z ¨ pABq “ ApzuqBpzuq

Définition 1.59. [14, 13.2.2] On définit tout d’abord le produit semi-direct de groupes L̄pG̊q
par C˚ ˙ LpG̊q (Un élément z P C agit sur LpG̊q comme dans la remarque 1.56). Pour tout z
dans C˚ on note par dz l’élément qui correspond à pz, 1q dans L̄pG̊q.

Remarque 1.60. Soit M,M 1 P L̄pG̊q et z, z1 P C˚. Alors,

dzMdz1M
1
P C˚ ˙ LpG̊q

Et

dzMdz1M
1
“ dzdz1d

´1
z1 Mdz1M

1

“ dzdz1pd
´1
z1 Mdz1qM

1

“ dzdz1pγpz
1
q
´1
¨MqM 1

“ pdzdz1qpMpz
1´1uqM 1

q
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Définition 1.61. [14, 13.2.2] Soit Q̊_ :“
Àl

i“1 Zα_i Ă h̊ l’espace de co-racines de g̊. Soit
T̊ :“ HomZp̊h

˚
Z,C˚q Ă G̊ le tore maximal standard, où h̊˚Z :“ HomZpQ̊

_,Zq. Alors T̄ :“
C˚ ˆ T̊ Ă C˚ ˆ G̊ Ă L̄pG̊q est appelé le tore maximal standard de L̄pG̊q.

Remarque 1.62. Soit h̄Z :“ Zd‘ Q̊_. Alors

T̄ w HomZph̄
˚
Z,C˚q.

Démonstration. Dans la suite, on notera par z un élément de C˚, t un élément de T̊ (et donc
dzt élément de T̄ ), n un élément de Z et h un élément de h̊˚Z.
On remarque tout d’abord que, puisque xδ, dy “ 1 et h̊˚Z “ HomZpQ̊

_,Zq alors,

h̄˚Z “ Zδ ‘ h̊˚Z

D’autre part, on construit un morphisme de groupes de la manière suivante :

C˚ Ñ HomZpZδ,C˚q
z ÞÑ pfz : nδ ÞÑ znq.

On vérifie sans soucis que c’est un isomorphisme. Finalement, on construit un isomorphisme
entre T̄ et HomZph̄

˚
Z,C˚q :

T̄ Ñ HomZph̄
˚
Z,C˚q

dzt ÞÑ pfz b t : pnδ, hq ÞÑ zntphqq.

Remarque 1.63. Sous les mêmes notations que la remarque 1.62, on en déduit l’isomorphisme
suivant :

h̄˚Z Ñ χpT̄ q
pnδ, hq ÞÑ pevpnδ,hq : dzt ÞÑ zntphqq.

En particulier, pour h “ 0 et n “ 1 on a

evδpdzq “ z et evδptq “ 1

Dans la suite, h̄˚Z et χpT̄ q seront identifiés via cet isomorphisme et δ sera donc le caractère
envoyant dz sur z et trivial sur T .

Démonstration. De l’isomorphisme entre T̄ et HomZph̄
˚
Z,C˚q on en déduit le suivant :

χpHomZph̄
˚
Z,C˚qq Ñ χpT̄ q

χ ÞÑ pdzt ÞÑ χpfz b tqq.

D’autre part, un résultat général sur les Z-modules libres de dimension finie nous permet de
construire l’isomorphisme d’évaluation entre h̄˚Z et χpHomZph̄

˚
Z,C˚qq. Finalement, en composant

ces deux isomorphismes on obtient le résultat souhaité.

Définition 1.64. [14, 13.2.2] Pour tout λ P Q̊_, on définit le morphisme de groupes algébriques
tλ : C˚ Ñ T̊ Ă G̊, c.à.d, un co-caractère de T̊ , par

C˚ Ñ T̊ “ HomZp8h
˚
Z,C˚q

z ÞÑ pρ ÞÑ zρpλqq.
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Propriété 1.5. [14, 13.2.2] Soit NG̊pT̊ q le normalisateur de T̊ dans G̊. Soit z P C˚, n P NG̊pT̊ q

et λ, λ1, λ2 P Q̊
_ Alors on a les propriétés suivantes :

1. tλ “ 1 ô λ “ 0.

2. tλ1tλ2 “ tλ1`λ2.

3. ntλn´1 “ tAdpnqλ.

4. dztλd´1
z “ zλtλ où zλ :“ tλpzq P T̊ .

Définition 1.65. Soit N̄ Ă L̄pG̊q le sous-groupe engendré par dC˚ :“ tdz; z P C˚u, NG̊pT̊ q et
tQ̊
_

:“ ttλ;λ P Q̊_u.

Proposition 1.6. [14, 13.2.2] N̄ “ dC˚ ˙ pNG̊pT̊ q ˙ t
Q̊_q.

Démonstration. Puisque NG̊pT̊ q ˙ t
Q̊_ Ă LpG̊q, on a

dC˚ X pNG̊pT̊ q ˙ t
Q̊_
q “ teu

Et puisque L̄pG̊q “ C˚ ˙ LpG̊q on a ,

C˚ X LpG̊q “ teu.

De plus, soit z P C˚, n P NG̊pT̊ q, et t
λ P tQ̊

_ , alors

dz ¨ pn ¨ t
λ
q ¨ d´1

z “ ndzt
λd´1

z

“ nzλtλ

Par suite N̄ est le double produit semi-direct suivant :

N̄ “ dC˚ ˙ pNG̊pT̊ q ˙ t
Q̊_
q.

Définition 1.66. [14, 13.1.6] Soit W̊ le groupe de Weyl (fini) de g̊. Alors W̊ agit par une action
canonique sur Q̊_ (obtenu par restriction de l’action sur h̊). On définit le groupe de Weyl affine

AffpW̊ q :“ W̊ ˙ Q̊_

Pour tout λ P Q̊_, on note par tλ l’élément correspondant dans AffpW̊ q.

Proposition 1.7. [14, 13.2.2] Il existe un isomorphisme de groupes φ : N̄{T̄ Ñ NG̊pT̊ q{T̊ ˙ Q̊
_

telle que φpdz ¨ n ¨ tλq “ rns ¨ tλ.

Démonstration. Montrons tout d’abord que φ est un morphisme de groupes.

φpdz1n1t
λ1dz2n2t

λ2q “ φpdz1n1dz2z
λ1
2 tλ1n2t

λ2q

“ φpdz1dz2n1z
´λ1
2 n2t

Adpn´1
2 qλ1`λ2q

“ rn1z
´λ1
2 n2s.pAdpn

´1
2 q.tλ1 ` tλ2q

“ rn1n2z
´λ1
2 s.pAdpn´1

2 q.tλ1 ` tλ2q

“ rn1n2s.pAdpn
´1
2 q.tλ1 ` tλ2q
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Et d’autre part,

φpdz1n1t
λ1qφpdz2n2t

λ2q “ prn1s.tλ1qprn2stλ2q

“ rn1n2s.Adpn
´1
2 tλ1 ` tλ2q

Montrons maintenant que φ est un isomorphisme :
Si φpdzntλq “ 1 alors,

rns.tλ “ 1

et puisque c’est un produit semi-directe on a

rns “ 1 pc.à.d n P T̊ q etλ “ 0.

Donc,
dznt

λ
“ dzn P T̄

alors,
dznt

λ
“ 1 dans N̄{T̄

et donc,
φ est injective.

Finalement,
φ est clairement surjective.

1.5 Bases de Schubert et formule de Chevalley

Soit W un groupe de Weyl quelconque. Dans tout ce document on note par tξwuwPW la
base de Schubert de l’algèbre cohomologique et par tξwuwPW la base de Schubert de l’algèbre
homologique. On définit une notation qui sera utile à énoncé la formule de Chevalley :

Notation 1.67. En générale pour des éléments w et v dans un groupe de Weyl W et β une
racine positive réelle dans le système de racine associé à W . On note w Ñβ v si

`pvq “ `pwq ` 1 et v “ wsβ

On énonce dans la suite la formule de Chevalley générale :

Théorème 1.8. Soit w P W et si une réflexion simple. Alors,

ξsi ¨ ξw “
ÿ

wÑβv

x$i, β
_
yξv
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Chapitre 2

Majoration des coefficients de
Littlewood-Richardson dans un système

simplement lacé

2.1 p-ordre de Bruhat

Soit G un groupe algébrique réductif et connexe, B Ă G un sous-groupe de Borel et W le
groupe de Weyl associé à G. On suppose que G est de type A, donc on considère le groupe
G “ SLn “ tM P Gln; detpMq “ 1u et B “ tM P SLn;M est triangulaire supérieureu. Le but
principale de ce chapitre c’est de trouver des inégalités en cohomologie entre les coefficients cwu,v
pour des v particuliers, en utilisant des résultats combinatoires. On note par tξwuwPW la base
de Schubert de H˚pG{Bq.

Définition 2.1. Soit W pAnq le groupe de Weyl de type An. Soit sp une réflexion simple dans
W pAnq et soit u, v P W pAnq. On note m “ `pvq ´ `puq
On dit qu’il y a une relation de couverture entre u et v dans le p-ordre de Bruhat et on note
uÑp v si :

u ă v, `pvq “ `puq ` 1

et
Da ď p ă b ; u´1v “ pa bq

On note u ăp v s’il existe une suite d’éléments tukukď`pu´1vq telle que :

u “ u0 Ñp u1 Ñp u2 Ñp ¨ ¨ ¨ Ñp um “ v

On définit l’application Σp : H˚pG{Bq Ñ H˚pG{Bq qui envoie ξw sur
ÿ

wÑpv

ξv.

Remarque 2.2. Par la formule de Chevalley (cf. Théorème 1.8), on remarque dans ce cas que,

@w P W ; ξsp ¨ ξw “ Σppξ
w
q

et donc,
@w P W ; pξspq2 ¨ ξw “ Σp ˝ Σppξ

w
q
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En utilisant la combinatoire du groupe des permutations, on va étudier les intervalles de
longueur 2 dans le p-ordre de Bruhat (cf. Lemme 2.10) afin d’en déduire des majorations
des coefficients de Littlewood-Richardson (cf. Corollaire 2.3). On commence par étudier les
intervalles dans l’ordre de Bruhat (cf.Lemme 2.7). Dans le deuxième paragraphe, le Lemme
2.10 sera généralisé à un groupe de Weyl quelconque dans la Proposition 2.4 et une preuve plus
générale sera donnée.

Notations 2.3. Soit a, b, c P N.

1. On écrit a P pb, cq si b ă a ă c ou c ă a ă b.

2. On écrit a}b si ab ą 0.

Lemme 2.4. [3, Lemme 2.7.3] Soit u,w P W tel que lpwq ´ lpuq “ 2 et u ăp w. Alors,

cardptv;u ă v ă wuq “ 2.

Définition 2.5. Soit u, v P W tels que u ă w.
On définit l’intervalle su,wr de la manière suivante,

su,wr:“ tv P W ; u ă v ă wu

On dit qu’on est dans le cas commutatif si u´1w est une bi-transposition, en d’autres termes, il
existe t1 et t2 deux transpositions telles que,

u´1w “ t1t2 et pu´1wq2 “ 1 pt1t2 “ t2t1q.

On dit qu’on est dans le cas non-commutatif s’il existe t1 et t2 deux transpositions telles que

u´1w “ t1t2 et pu´1wq2 ‰ 1 pt1t2 ‰ t2t1q.

Lemme 2.6. [16] Soit w P S̃n et soit i ă j tel que ī ‰ j̄. Alors, w ă wtij si et seulement si
wpiq ă wpjq et pour tout k Psi, jr, wpkq R rwpiq, wpjqs.

Lemme 2.7. Soient a, b et c dans Z˚ et u P W tels que u ă utab ă utabtbc “ w et `puq ` 2 “
`putabq ` 1 “ `pwq . Alors, le tableau suivant présente tout les cas possibles des éléments de
l’intervalle ru,ws autres que utab. Une croix signifie que ce cas de figure ne peut pas se produire.

a P pb, cq b P pa, cq c P pa, bq
upaq P pupbq, upcqq (1) u ă utac ă w (4) ˆ (7) u ă utbc ă w
upbq P pupaq, upcqq (2) ˆ (5) u ă utbc ă w (8) ˆ
upcq P pupaq, upbqq (3) ˆ (6) u ă utac ă w (9) ˆ

Avant de passer à la preuve de ce Lemme, faisons la remarque suivante :

Remarque 2.8. Soient a, b et c dans Z˚ et u P W comme dans le Lemme ci-dessus. Soit
t1 “ pα βq et t2 “ pγ δq deux transpositions telles que u ă ut1t2 et ut1t2 “ utabtbc. Alors

ta, b, cu “ tα, β, γ, δu
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Démonstration. On sait que t1t2 “ tabtac alors,

t1t2 “ pa b cq

donc,
t1t2 ‰ t2t1

alors il y a quatre cas possibles :

α “ γ, β “ γ, α “ δ ou β “ δ

Si α “ γ alors,
t1t2 “ pβ α γq

donc
ta, b, cu “ tβ, α, δu.

Pour les trois autres cas c’est similaire.
Par suite dans la preuve qui suit, plus précisément dans les cas (2),(3),(4),(8) et (9), il suffit de
montrer que u ă utbc et u ă utac pour en déduire que ces cas ne se produisent pas.

Démonstration. On note respectivement par (i) et (ii) les deux relations suivante,

u ă utab et utab ă utabtbc

1. Puisque upaq P pupbq, upcqq, on a

pupaq ´ upcqq||pupbq ´ upaqq

Or la relations (i) nous donne,

pupbq ´ upaqq||pb´ aq

et puisque a P pb, cq on a
pb´ aq||pa´ cq

alors
pupaq ´ upcqq||pa´ cq.

Soit i P pa, cq donc i P pb, cq et d’après la relation (ii) on a,

utabpiq R putabpbq, utabpcqq

par suite,
upiq R pupaq, upcqq

donc,
u ă utac.

Si u ă utbc on a
a P pb, cq

alors
upaq R pupbq, upcqq (Absurde).
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2. (a) Si u ă utac on a
pupaq ´ upcqq||pa´ cq||pb´ cq

D’après la relation (i), on a

pb´ aq||pupbq ´ upaqq

donc
pupaq ´ upcqq||pupcq ´ upbqq (Absurde).

(b) Si u ă utbc on a
upbq ´ upcq||b´ c

et d’après la relation (ii), on a

pb´ cq||putabpbq ´ utabpcqq “ upaq ´ upcq

et aussi puisque u ă utbc on a

pupaq ´ upcqq||pupaq ´ upbqq

et enfin d’après la relation (i) on a

||pupaq ´ upbqq||pa´ bq

donc
pb´ cq||pa´ bq (Absurde).

3. (a) Si u ă utac on a
pa´ cq||pupaq ´ upcqq

et d’après la relation (i),

pupaq ´ upcqq||pupaq ´ upbqq||pa´ bq

donc
pa´ cq||pa´ bq (Absurde).

(b) Si u ă utbc on a
pb´ cq||pupbq ´ upcqq

et d’après la relation (ii) on a,

pupbq ´ upcqq||putabpbq ´ utabpcqq “ upaq ´ upcq

donc
pupbq ´ upcqq||pupaq ´ upcqq (Absurde).

4. (a) Si u ă utac on a
pa´ cq||pupaq ´ upcqq

et d’après la relation (ii) on a

pupaq ´ upcqq||pupbq ´ upaqq

et d’après le Lemme et la relation (i) on a

pupbq ´ upaqq||pb´ aq

donc
pa´ cq||pb´ aq (Absurde).
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(b) Si u ă utbc on a b´ c||upbq ´ upcq et d’après la relation (ii) on a,

pupbq ´ upcqq||putabpbq ´ utabpcqq “ upaq ´ upcq

alors d’après la relation (i),

pupbq ´ upaqq||pb´ aq

donc
pb´ cq||pb´ aq (Absurde).

5. On a
pupbq ´ upcqq||pupaq ´ upbqq

et d’après la relation (i) on a

pupaq ´ upbqq||pa´ bq||pb´ cq.

Soit i P pb, cq alors d’après le Lemme précédent on a

utabpiq R putabpbq, utabpcqq

par suite,
upiq R pupaq, upcqq

donc
upiq R pupbq, upcqq.

Alors
u ă utbc.

D’autre part si u ă utac, on a
b P pa, cq

donc
upbq R pupaq, upcqq (Absurde).

6. D’après la relation (ii),

pb´ cq||putabpbq ´ utabpcqq “ upaq ´ upcq

alors
pupaq ´ upcqq||pb´ cq||pa´ cq.

Soit i P pa, cq

(a) Si i P pa, bq alors d’après le Lemme 2.6,

upiq R pupaq, upbqq

donc
upiq R pupaq, upcqq.
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(b) Si i P pb, cq alors d’après le Lemme 2.6,

utabpiq R putabpbq, utabpcqq

donc
upiq R pupaq, upcqq.

(c) Si i “ b alors,
upiq R pupaq, upcqq.

Alors
u ă utac ă w.

(d) Si u ă utbc alors,

pb´ cq||pupbq ´ upcqq||pupcq ´ upaqq||pupbq ´ upaqq||pa´ bq.

Donc,
pb´ cq||pa´ bq (Absurde).

7. D’après la relation (ii),

pb´ cq||putabpbq ´ utabpcqq “ pupaq ´ upcqq||pupbq ´ upcqq.

Soit i P pb, cq alors d’après le Lemme 2.6,

utabpiq R putabpbq, utabpcqq

donc
upiq R pupaq, upcqq

Puisuqe i P pb, cq alors
i P pa, bq

Par suite d’après le Lemme 2.6

upiq R pupaq, upbqq

Or i ‰ a, donc
upiq ‰ upaq

Parsuite
upiq R pupbq, upcqq.

donc
u ă utbc ă w.

Si u ă utac alors
pa´ cq||pupaq ´ upcqq||pupbq ´ upaqq||pb´ aq

Alors
pa´ cq||pb´ aq (Absurde).
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8. (a) Si u ă utac, alors
pa´ cq||pupaq ´ upcqq et pa´ cq||pc´ bq

et d’après la relation (ii) on a

pc´ bq||putabpcq ´ utabpbqq “ upcq ´ upaq

Donc
pupaq ´ upcqq||pupcq ´ upaqq (Absurde).

(b) Si u ă utbc, alors b´ c||upbq ´ upcq||upaq ´ upbq||a´ b alors b´ c||a´ b (Absurde).

9. (a) Si u ă utac, on a
pa´ cq||pupaq ´ upcqq et pa´ cq||pc´ bq

et d’après la relation (ii),

pc´ bq||putabpcq ´ utabpbqq||pupcq ´ upaqq (Absurde)

(b) Si u ă utbc, on a
pb´ cq||pupbq ´ upcqq||pupcq ´ upaqq

et d’après la relation (ii),

pb´ cq||putabpbq ´ utabpcqq||pupaq ´ upcqq (Absurde)

Définition 2.9. Soit u, v, w dans W tels que u ă v ă w et `puq ` 2 “ `pvq ` 1 “ `pwq.
D’après le Lemme 2.4, on sait qu’il existe un unique v1 ‰ v tel que su,wr“ tv, v1u. Dans ce cas
on note,

Kpu, v, wq :“ v1

Proposition 2.1. Soit u P σn, et soit a ă b ă c et supposons que u ă utab ă utabtbc et que
`puq ` 2 “ `putabq ` 1 “ `putabtbcq. On a les deux implications suivantes :

1. Si upbq ă upcq alors Kpu, utab, utabtbcq “ utbc.

2. Si upbq ą upcq alors Kpu, utab, utabtbcq “ utac.

Démonstration. On a par hypothèse que a ă b et b ă c alors d’après l’inégalité u ă utab ă utabtbc
et le Lemme 2.6 on a

upaq ă upbq et upaq ă upcq.

Donc en utilisant le Lemme 2.7, on remarque qu’on est bien dans la deuxième colonne du tableau
et donc :

1. Si upbq ă upcq on a u ă utbc.

2. Si upbq ą upcq on a u ă utac.
Ceci montre le résultat.
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Lemme 2.10. Supposons qu’on est dans le cas non commutatif. Soit u Ñp v Ñq w tel que
u´1v “ tij, v

´1w “ tkl, i ď p ă j et k ď q ă l avec tijtkl ‰ tkltij. Alors,

D!v1 tel que u ăq v1 ăp w.

En particulier, si v2 est tel que u ăp v2 ăq w alors

v2 “ v “ utij

Démonstration. Comme tijtkl ‰ tkltij, les quatre entiers i, j, k, l ne peuvent pas être distincts.

1. Si j “ k : On définit a, b et c tels que a “ i, b “ j, c “ l alors

uÑp utab Ñq utabtbc.

Donc on est dans le cas (5) ou (6) du Lemme précédent. On sait que

a ď p ă b ď q ă c

Alors, puisque q R ra, br, on a
uÛq utab

• Si upbq P pupaq, upcqq alors
u ă utbc ă utbctac

Or
q P rb, cr et p P ra, cr

alors
uÑq utbc Ñp utbctac.

Donc, v1 existe (v1 “ tbc “ tjl) et il est unique.
• Si upcq P pupaq, upbqq alors

u ă utac ă utactab

Or
q P ra, cr et p P ra, br

alors
uÑq utac Ñp utactab.

Donc, v1 existe (v1 “ utac “ util) et il est unique.

2. Si j “ l : En posant a “ i, b “ l et c “ k on obtient

u ăp utab ăq utabtbc.

• Si p P rc, br alors

uÑq utab Ñp utabtbc et uÑq utbc Ûp utbctac.

Donc, v1 existe (v1 “ utab “ util) et il est unique.
• Si p P ra, cr alors

uÑq utab Ûp utabtbc et uÑq utbc Ñp utbctac.

Donc, v1 existe (v1 “ utbc “ utlk) et il est unique.
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• Si q P rc, ar alors

uÑq utac Ñp utactbc et uÑq utbc Ûp utbctac.

Donc, v1 existe (v1 “ utac “ utik) et il est unique.
• Si q P ra, br alors

uÑq utab Ñp utabtbc et uÑq utbc Ûp utbctac.

Donc, v1 existe (v1 “ utab “ util) et il est unique.

3. Si i “ k : En posant a “ j, b “ k et c “ l on a :

(a) Si p P pb, aq et q P pb, cq alors :
• si q P ra, cr alors

uÛq utab et uÑq utac Ñp utactab.

Donc, v1 existe (v1 “ utac “ utjl) et il est unique.
• si q P rc, br alors

uÑq utab Ñp utabtbc et uÛq utac.

Donc, v1 existe (v1 “ utab “ utjk) et il est unique.
(b) Si q P pb, cq et p P pb, cq alors :

• si p P rb, cr alors

uÑq utab Ñp utabtbc et uÑq utbc Ûp utbctac.

Donc, v1 existe (v1 “ utab “ utjk) et il est unique.
• si p P rc, ar alors

uÑq utab Ûp utabtbc et uÑq utbc Ñp utbctac.

Donc, v1 existe (v1 “ utbc “ utkl) et il est unique.

4. Si i “ l : En posant a “ j b “ i et c “ k, on a p P pb, aq et q P pc, bq alors :

• si q R rb, ar alors
uÛq utab.

• si upbq P pupaq, upcqq alors
uÑq utbc Ñp utbctac.

Donc, v1 existe (v1 “ utbc “ utkl) et il est unique.
• si upcq P pupaq, upbqq alors

uÑq utac Ñp utactab.

Donc, v1 existe (v1 “ utac “ utjl) et il est unique.

Proposition 2.2. Soit u, v P W tels que u ď w et lpwq ´ lpuq “ 2, et soit p, q P t1, ..., nu. Et
supposons qu’on est dans le cas non commutatif. Alors dans ce cas on a deux cas possibles :

‚ D!v; uÑp v Ñq w et D!v1; uÑq v
1
Ñp w.

ou

‚ Ev;uÑp v Ñq w et Ev1;uÑq v
1
Ñp w.
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Corollaire 2.3. Soit p P t2, . . . , n ´ 1u. Soit u,w P W tel que pu´1wq2 ‰ e et sp´1, sp et sp`1

les réflexions simples qui correspondent respectivement aux racines αp´1, αp et αp`1. Alors on a :

cwu,sp´1sp
` cwu,sp`1sp

ď 1

Démonstration. On sait qu’en type A on a

pξspq2 “ ξsp´1sp ` ξsp`1sp @p P t1, ..., nu (2.1)

En appliquant la formule de Chevalley on obtient :

ξuξsp “
ÿ

uÑpv1

ξv
1

Donc

ξupξspq2 “
ÿ

uÑpv1

ξv
1

ξsp

“
ÿ

uÑpv1Ñpv2

ξv
2

“
ÿ

uÑpv1Ñpw

ξw `
ÿ

uÑpv1Ñpv2

v2‰w

ξv
2

Or en appliquant la Proposition 2.2 pour p “ q on a :

cardpv1;uÑp v
1
Ñp wq ď 1

Alors le coefficient de ξw dans l’expression de ξupξspq2 est égal à 0 ou 1.
Et d’après la relation 2.1 on a

ξuξsp´1sp ` ξuξsp`1sp “ ξupξspq2.

Donc,
cwu,sp´1sp

` cwu,sp`1sp
ď 1

Remarque 2.11. Soit u,w P W dans le cas commutatif, alors,

cwu,sp´1sp
` cwu,sp`1sp

“ 2

Démonstration. On travail dans le cas commutatif, c’est à dire, il existe t1 et t2 deux transposi-
tions telles que,

u´1w “ t1t2 et pu´1wq2 “ 1 pt1t2 “ t2t1q.

Remarque 2.12. Les coefficients cwspsq ,u peuvent être strictement plus grands que 1 pour |p´q| ě
2.
Par exemple dans A5 on a :

cs4s5s2s3s4s1s2s2s4,s5s3s4s1s2
“ 2
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2.2 $-ordre de Bruhat

On généralise les résultats précédents à un type simplement lacé quelconque Xn et un poids
minuscule (cf. Définition 1.21).

Notation 2.13. On écrit u ă$ usα si x$,α_y “ 1 et `pusαq “ `puq ` 1.

Dans le cas particulier de type An, on retrouve le p-ordre défini dans la section précédente :

Lemme 2.14. Soit u P W pAnq, et α P ∆repAnq alors,

uÑp utα ô rx$p, α
_
y “ 1 et `pusαq “ `puq ` 1s ô u ă$p usα.

Notations 2.15. Soit pW,Sq un système de Coxeter quelconque, W 1 un sous-groupe de W et
soit v P W . On note :
• T pW,Sq :“ YwPWwSw

´1.

• Npvq :“ tt P T pW,Sq; `ptwq ă `pwqu.

• χpW 1q :“ tt P T pW,Sq; Npvq XW 1 “ ttuu.

Lemme 2.16. [7] Soit pW,Rq un système de Coxeter quelconque et n P N. Soit I “ rx, ys “
tz P W ;x ď z ď yu un intervalle de Bruhat fermé dans pW,Rq tel que `pyq ´ `pxq “ n. Alors le
sous-groupe W 1 engendré par les tuv´1uu,vPI est un sous-groupe de réflexions et

cardpχpW 1
qq ď n

En plus, I est isomorphe (en tant qu’ensemble partiellement ordonné) à un intervalle de Bruhat
dans le système de Coxeter pW 1, χpW 1qq.

La remarque suivante est une généralisation de la Remarque 2.8.

Remarque 2.17. Soit R un système de racines simplement lacé, et soient sα, sβ, sγ, sδ les
réflexions relatives aux racines α, β, γ, et δ telles que :

‚ u ă v : “ usα ă usαsβ

‚ u ă v1 : “ usγ ă usγsδ

‚ usαsβ “ usγsδ

Alors il y a deux cas possibles,

pδ “ sβpαq et β “ γq ou pγ “ sαpβq et α “ δq.

Démonstration. 1. Si xα_, βy “ 0 alors on est dans le cas commutatif.

2. On peut supposer que α ą 0, β ą 0, γ ą 0, et δ ą 0. Soit Ru,w le système de racine
engendrée par α, β, γ, et δ. Or d’après le Lemme 2.16, Ru,w est de rang 2 et simplement
lacé. Donc il y a deux cas de figures :

• Ru,w “ A1 ˆ A1 : Dans ce cas on est dans le cas commutatif.

• Ru,w “ A2 : Dans ce cas,
cardptα, β, γ, δuq ď 3.
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Or α ‰ β, γ ‰ δ, α ‰ γ et β ‰ δ, alors on a deux cas possibles :

a) Si β “ γ : Dans ce cas

sαsβ “ sγsδ

“ sβsδ

alors,
δ “ sβpαq.

b) Si α “ δ : On obtient de même,
γ “ sαpβq.

Proposition 2.4. Soit u P W pXnq où Xn simplement lacé, et α, β P ∆pXnq.On note w :“ usαsβ.
Soit $,$1 deux poids minuscules telles que u ă$ usα ă$1 w et que sαsβ ‰ sβsα. Alors,

D!v P W ; u ă$1 v ă$ w.

Démonstration. Unicité : Par symétrie on peut supposer qu’on est dans le cas (a) de la preuve
de la remarque 2.17. On reprend les notations de la remarque précédente, et on suppose qu’il
existe deux chemins dans le cas (a). On a les deux chemins suivants :

u ă$1 usα ă$ usαsβ et u ă$1 usβ ă$ usβssβpαq.

Alors on a,
x$1, α_y “ 1, x$, β_y “ 1, x$1, β_y “ 1, et x$, sβpα_qy “ 1.

Or
sβpα

_
q “ α_ ´ xβ, α_yβ_.

On a ici trois cas de figures :
1. sβpα_q “ α_ alors on est dans le cas commutatif (Absurde).

2. sβpα_q “ α_ ` β_ alors
x$1, α_ ` β_y “ 2 (Absurde)

3. sβpα_q “ α_ ´ β_ et donc

x$,α_y “ x$,α_ ´ β_y ` x$, β_y “ 2 (Absurde)

Ce qui montre l’unicité.
Existence :
Pour l’existence on va traiter seulement le cas (a), puisque le cas (b) est traité d’une manière
totalement symétrique.
Remarquons tout d’abord que dans un système de racine simplement-lacé on a toujours
xβ, δ_y “ ˘1 (car β ‰ δ et on est dans le cas non commutatif).
On a les deux relations suivantes :

x$1, α_y “ x$1, δ_y ´ xβ, δ_y. (2.2)

x$, δ_y “ x$,α_y ´ x$, β_yxβ, α_y (2.3)
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La relation 2.3 découle de
δ_ “ sβpα

_
q “ α ´ xα_, βyβ_

La relation 2.2 découle de

x$1, α_y “ x$1, sβpδ
_
qy

“ xsβp$
1
q, δ_y

“ x$1 ´ β, δ_y

“ x$1, δ_y ´ xβ, δ_y

• si x$, β_y “ 1 alors, d’après 2.3, on en déduit que

x$, δ_y “ 1´ xα_, βy

Comme |x$, δ_y| ď 1 et xα_, βy P t´1, 1u, on a

xα_, βy “ 1 et x$, δ_y “ 0

et
x$1, sαpβq

_
y “ x$1, β_ ´ α_y “ 1´ x$1, α_y

or x$, γ_y “ 1 et d’après l’unicité en en déduit que

x$1, δ_y “ 0

donc
x$1, α_y “ 1 “ x$, β_y

par suite
u ă$1 usα ă$ usαsβ

• si x$, β_y “ 0 alors, d’après 2.3, on a,

x$, δ_y “ x$,α_y ´ x$, β_yxβ, α_y

“ 1´ 0

“ 1

et
x$1, γ_y “ 1.

Définition 2.18. On dit que π est une petite classe de Schubert dans l’un des cas suivants :

• Pour tout α ‰ α1 tel que xα, α1_y “ ´1 ; π “ sαsα1 en type An.

• Pour tout n P N˚, π “ sn´2sn ou sn´2sn´1 ou s2s1 en type Dn

• π “ s3s1 ou π “ s5s6 en type E6.

• π “ s6s7 en type E7.
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Remarque 2.19. On remarque que la multiplication par les petites classes de Schubert de type
D et E se traduit par la multiplication, deux fois, par une classe de degré 1. Plus précisément,
en utilisant la formule de Chevalley :

1. En type Dn

‚ ξsn´2sn “ pξsnq2

‚ ξsn´2sn´1 “ pξsn´1q
2

‚ ξs2s1 “ pξs1q2

2. En type E6

‚ ξs3s1 “ pξs1q2

‚ ξs5s6 “ pξs6q2

3. En type E7

‚ ξs6s7 “ pξs7q2

Corollaire 2.5. Soient u, v P W tels que pu´1wq2 ‰ e. Soit π une petite classe de Schubert de
type D ou E. Alors,

cwu,π ď 1

Démonstration. Par Définition d’une petite classe de Schubert π de type D ou E, on sait qu’il
existe p tel que :

π “ sp´2sp ou π “ sp´2sp´1 ou π “ spsp´1 ou π “ sp`2sp

Or, d’après la remarque 2.19, il suffit de montrer le résultat pour une petite classe de Schubert
de la forme π “ sp´1sp, car les autres cas sont montrés d’une façon similaire (en utilisant la
formule de Chevalley). En effet, en appliquant la formule de Chevalley, on obtient :

ξuξsp “
ÿ

`pusαq“`puq`1

x$p, α
_
yξusα

“
ÿ

uă$pusα

ξusα

En l’appliquant une deuxième fois, on obtient :

pξuξspqξsp “
ÿ

uă$pusα

ξusαξsp

“
ÿ

uă$pusα

ÿ

usαă$pusαsβ

ξusαsβ

“
ÿ

uă$pusαă$pusαsβ

ξusαsβ

“
ÿ

uă$pusαă$pw

ξw `
ÿ

uă$pusαă$pw
1

w1‰w

ξw
1
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Par suite, d’après la Proposition 2.4, pour $ “ $1 “ $p, on a :

cardpv; u ă$p v ă$p wq ď 1

Alors le coefficient de ξw dans l’expression de ξupξspq2 est égale à 0 ou 1. Donc, puisque
ξspξsp “ ξsp´1sp , on a

ξwξsp´1sp “ ξupξspq2

Par suite,
cwu,sp´1sp

ď 1
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Chapitre 3

Groupe de George et symétries : types A
et C

En général un groupe de George est une certaine représentation du groupe de Weyl par
un ensemble de permutations de Z. Dans [8], les auteurs les appelle Groupes de George en
l’honneur de George Lusztig, qui a inventé la représentation du groupe de Weyl affine de type
A en terme de permutations de Z. Dans [8], les auteurs développent une théorie des modèles
de permutations des groupes de Weyl finies et Affines. Dans [3], Björner et Brenti démontre
l’identification naturelle du Groupe de Weyl W pX̃lq (X “ A,B,C ou D) et le groupe de George
SpX̃lq via la théorie des représentation.
Pour mieux comprendre la combinatoire du groupe de Weyl W(X̃l) ( en type A et C), ce chapitre
sera dédié à trouver l’image d’une réflexion sα (de W pXlq) dans le groupe de George SpX̃lq.

Définition 3.1. [12, 3.7] Soit A une matrice de Cartan généralisée, soit gpAq l’algèbre de
Kac-Moody associée à A et soit h son l’algèbre de Cartan. On définit les réflexions fondamentales
rm de l’espace χpT̄ q par

@m “ 1, . . . , l @λ P χpT̄ q; rmpλq “ λ´ xλ, α_myαm

Le sous groupe W de Autph˚q engendré par tout les réflexions fondamentales rm est appelé le
groupe de Weyl associé à gpAq.

Notation 3.2. On note W pX̃lq le groupe de Weyl associé à l’algèbre L̂p̊gq (cf. Définition 1.49).

Proposition 3.1. [14, 13.1.7] Il existe un (unique) isomorphisme de groupes :

β : W pC̃lq Ñ AffpW̊ q

tel que
@m P t1, ..., lu; βpsmq “ s̊m et βps0q “ tθ_sθ

où ts0, ..., slu sont les réflexions simples de W pC̃lq, ts̊1, ..., s̊lu sont les réflexions simples de W̊
et sθ P W̊ est la réflexion qui correspond à la plus grande racine θ. (sθρ :“ ρ´ ρpθ_qθ, @ρ P h̊˚).

3.1 Groupe de George de type A

Le but dans ce qui suit c’est d’exprimer explicitement les réflexions de W pÃlq dans le groupe
de George SpÃlq en montrant qu’il existe des isomorphismes γA, φA et ψA, tels quels sont spécifiés
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dans le diagramme suivant :

AffpW̊ q W pÃlq
βoo γA // SpÃlq

� � // SpZq

N̄{T̄

φ1A

OO

φ

ee

ψA

88

ϕA
// Sptukemuq

κ˚A

99
(3.1)

Plus précisément, on commence tout d’abord par définir les éléments nα de N̄ , puis on montre
qu’il existe un isomorphisme de groupe φ1A entre N̄{T̄ et W pÃlq qui envoi les classes rnαs sur les
réflexions sα. Dans la suite, on en déduit que le morphisme ψA :“ γA ˝ φ

1
A est un isomorphisme

de groupes entre N̄{T̄ et le groupe de George SpÃlq. Dans une deuxième partie, en montrant
que N̄ agit sur Cl b Cru, u´1s en permutant les espaces propres de T̄ (on montre aussi que ces
espaces sont les Cukem), on en déduit l’existence d’un morphisme ϕA, qui associe chaque élément
de N̄{T̄ a une permutation des vecteurs tukemu. Ceci permettra, dans la partie 3, d’identifier
l’élément de SpZq correspondant à sα dans W pÃlq.

3.1.1 Groupe de George, description de N̄ et action de N̄ sur χpT̄ q

Définition 3.3. On définit la relation „A sur Z2 de la manière suivante :

@ i, i1, j, j1 P Z pi, jq „A pi
1, j1q ô Dk P Z ; i “ i1 ` kpl ` 1q, j “ j1 ` kpl ` 1q.

On note xpi, jqy la classe de pi, jq pour cette relation.
Maintenant on peut définir ce qu’on va appeler classe de transposition

xpi jqyA “
ź

pi1,j1qPxpi,jqy

pi1j1q P BijpZq.

Soit SpÃlq le groupe engendré par les classes de transpositions adjacentes dans BijpZq :

@m “ 0, ..., l; σm “ xpm m` 1qyA

Le groupe SpÃlq est appelé groupe de George de type Ãl.

Remarque 3.4. On note LA :“ l ` 1. On dit qu’une permutation σ dans SpZq est périodique
s’il existe un élément π dans Z tel que σpi` πq “ σpiq ` π pour tout i dans Z.
Dans [3, 8.3], Björner et Brenti montrent qu’un élément σ du groupe SpÃlq est caractérisé par
les deux conditions suivantes :

‚ i P Z, σpi` LAq “ σpiq ` LA. p σ périodiqueq

‚

l
ÿ

x“1

σpxq “

ˆ

l ` 1

2

˙

.

Les σm vérifient les relations de tresse. Plus précisément, on a :

Proposition 3.2. [3] Soit W pÃlq le groupe de Weyl associé à L̂p̊gq (cf. Notation 3.2). Alors
il existe un isomorphisme de groupes γA : W pÃlq Ñ SpÃlq qui envoie sm sur σm pour tout
m P t0, ..., lu.
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Rappelons la définition 1.61 de T̄ . On a :

Définition 3.5. Soit t̄ “ dzt dans T̄ . On sait que t s’écrit d’une manière unique comme
diagpλ1, . . . , λl`1q. On définit pour tout p dans t1, . . . , l ` 1u l’application εp de T̄ dans C˚ telle
que :

εppdztq “ λp

Puisque dz et t commutent, on vérifie facilement que les εp sont des morphismes de groupe
et donc des éléments de χpT̄ q.

Notation 3.6. Soit α “ εp ´ εq ` kδ pour p ă q. On définit la matrice Aq´p`1puq dans
Mq´p`1ru, u

´1s de la manière suivante,

Aq´p`1puq :“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 uk

... 1 0

... . . . ...

0 1
...

´u´k 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Remarquons que,
Aq´p`1puq

´1
“ Aq´p`1pp´1qk`1uq

On définit alors l’élément nα suivant,

nα “

¨

˝

Ip´1 0 0
0 Aq´p`1puq 0
0 0 Il`1´q

˛

‚P L̄pG̊q

Lemme 3.7. Soit α “ εp´εq`kδ pour p ă q et k P Z. Soit z P C et t “ diagpλ1, . . . , λl`1q P T
alors,

nαpdztqn
´1
α “ dzdiagpλ1, ¨ ¨ ¨ , λp´1, z

´kλq, λp`1, ¨ ¨ ¨ , λq´1, z
kλp, λq`1, ¨ ¨ ¨ , λl`1q

En particulier,
nα P N̄

Démonstration. Soit t “ diagpλ1, ..., λl`1q P T̊ . Pour tout p1, q1 dans t1, . . . , l ` 1u tels que
p1 ă q1, on note,

Λp1,q1 :“ diagpλp1 , . . . , λq1q

Donc

nαpdztqn
´1
α “ dzpd

´1
z nαdzqtn

´1
α

“ dzpz
´1
¨ nαqtn

´1
α

“ dz

¨

˝

Ip´1 0 0
0 Aq´p`1pz

´1uq 0
0 0 Il`1´q

˛

‚

¨

˝

Λ1,p´1 0 0
0 Λp,q 0
0 0 Λq`1,l`1

˛

‚n´1
α

“ dz

¨

˝

Λ1,p´1 0 0
0 Aq´p`1pz

´1uqΛp,q 0
0 0 Λq`1,l`1

˛

‚

¨

˝

Ip´1 0 0
0 Aq´p`1pp´1qk`1uq 0
0 0 Il`1´q

˛

‚

“ dz

¨

˝

Λ1,p´1 0 0
0 Aq´p`1Λp,qAq´p`1pp´1qk`1uq 0
0 0 Λq`1,l`1

˛

‚
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Or
Aq´p`1pz

´1uqΛp,qAq´p`1pp´1qk`1uq “ diagpz´kλq, λp`1..., λq´1, z
kλpq

Alors,

nαpdztqn
´1
α “ dzdiagpλ1, ¨ ¨ ¨ , λp´1, z

´kλq, λp`1, ¨ ¨ ¨ , λq´1, z
kλp, λq`1, ¨ ¨ ¨ , λl`1q

Le Lemme 3.7 implique immédiatement :

Corollaire 3.3. Pour tout p, q P t1, . . . , l ` 1u avec p ă q et k P Z, on note α “ εp ´ εq ` kδ P
∆repÃq. Alors,

nα ¨ εi “

$

’

&

’

%

εq ´ kδ si i “ p

εp ` kδ si i “ q

εi sinon

Définition 3.8. On définit le morphisme de groupes φ1A : N̄{T̄ Ñ W pÃlq Ă AutpχpT̄ qq tel que
pour tout n dans N̄{T̄ , pour tout χ P χpT̄ q, et pour tout t̄ P T̄ on a

φ1Apnqpχqpt̄q “ χpnt̄n´1
q.

Proposition 3.4. Soit α “ α̊ ` kδ P ∆repÃlq.
Pour tout m,m1 P t1, . . . , l ` 1u tels que m ă m1, on note αm,m1 “ εm ´ εm1. Alors,

1. L’action de sα sur Q est donné par :

sαpαm,m`1q “ αm,m`1 ´ xα̊
_, αm,m`1yα et sαpδq “ δ

2. On a
φ1Aprnαsq “ sα

3. Le diagramme suivant est commutatif :

W pÃlq
β // AffpW̊ q

N̄{T̄

φ

::

φ1A

cc

Démonstration. 1. Pour montrer la première partie on rappelle que sαpβq “ β ´ xα_, βyα
pour tout β P ∆repÃlq. Alors en particulier on a :

sαpαmq “ αm ´ xα
_, αmyα

“ αm ´ xα̊
_, αmyα ´ xδ

_, αmyα

“ αm ´ xα̊
_, αlyα

2. Puisque χpT̄ q est engendré par δ et les εi et puisque l’action de W pÃlq sur χpT̄ q est fidèle,
il suffit de monter que nα et sα agissent de la même manière sur δ et les εi. En effet,
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(a) D’une part, on vient de montrer que

sαpδq “ δ.

D’autre part, soit t̄ “ dzt P T̄ , on a montrer dans le lemme 3.7 qu’il existe t1 P T̊ tel
que

nαpdztqn
´1
α “ dzt

1

Or d’après la remarque 1.62,

δpT̊ q “ 1 et @z1 P C˚, δpdz1q “ z1

On en déduit que,
pnα ¨ δqpdztq “ δpdztq

Par suite,
nα ¨ δ “ δ

On a donc montré que nα et sα agissent de la même manière sur δ. Montrons dans la
suite ce résultat pour les εi :

(b) • Si i “ p : Donc, d’après le corollaire 3.3,

nα ¨ εp “ εq ´ kδ

“ εp ´ εp ` εq ´ kδ

“ εp ´ α

D’autre part,

sαpεpq “ εp ´ α.

• Si i “ q : Donc,

nα ¨ εq “ εp ` kδ

“ εq ´ εq ` εp ` kδ

“ εq ` α

D’autre part,

sαpεqq “ εq ` α.

• Si i ‰ q, p : Donc,

nα ¨ εi “ εi

D’autre part,

sαpεiq “ εi

Par suite,
@i “ 1, ..., l; nα ¨ εi “ sαpεiq.

Donc,
φ1Aprnαsq “ sα.
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3. Puisque les applications en question sont des morphismes de groupes, il suffit de montrer
que,

@m P t0, ¨ ¨ ¨ , lu; β ˝ φ1Aprnαmsq “ φprnαmsq

Dans le deuxième point de cette preuve on a montrer que

@α “ α̊ ` kδ P ∆re
pÃlq; φ

1
Aprnαsq “ sα

Alors, en particulier, on a

@m P t0, ¨ ¨ ¨ , lu; φ1Aprnαmsq “ sm

Par suite, ce qui reste à montrer c’est que,

@m P t0, . . . , lu, βpsmq “ φprnαmsq

Or, d’après la Proposition 1.7, on en déduit que :

@m P t1, . . . , lu, φprnαmsq “ s̊m

Et que,

φprnα0sq “ φprnδ´θsq

“ φprnθ´δsq

Par la proposition 3.1, ce qui reste à montrer c’est le suivant :

φprnθ´δsq “ sθt´θ_p“ βps0qq

Par la proposition 1.7, il suffit de montrer que

nθ´δ “ nθ ¨ t
´θ_

Or par définition des nα (cf. Notation 3.6) et puisque θ “ ε1 ´ εl`1, on sait que

nθ´δ “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 u1

... 1 0

... . . . ...

0 1
...

´u´1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

et nθ “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1
... 1 0
... . . . ...

0 1
...

´1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Pour calculer t´θ_ on procède de la manière suivante : On sait tout d’abord que

θ_ P rgθ, gθs

On peut aussi vérifier que

rgθ, gθs “ tdiagpx, 0, . . . , 0,´xq, x P Cu

donc, puisque xθ, θ_y “ 2, on en déduit que

θ_ “ diagp1, 0, . . . , 0,´1q
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et par la définition 1.64, on en trouve

t´θ
_

“ diagpu´1, 1, . . . , 1, uq

ce qui montre que
nθ´δ “ nθ ¨ t

´θ_

Finalement, d’après la Proposition 3.1,

@m “ 1, . . . , l; βpsmq “ s̊m et βps0q “ sθt´θ_

Corollaire 3.5. Il existe un isomorphisme de groupes qu’on note ψA : N̄{T̄ Ñ SpÃlq.

3.1.2 Action de N̄ sur les espaces propres de T̄ agissant sur Cl`1 b

Cru, u´1s

Définition 3.9. On note em pour m P t1, . . . , l`1u la colonne de taille l`1 qui à des coefficients
nuls partout sauf un coefficient égal à 1 sur la m-ième ligne.

Proposition 3.6. La restriction de l’action de L̄pG̊q sur Cl`1 b Cru, u´1s à N̄ permute les
Cukem et fournit un morphisme ϕA : N̄{T̄ Ñ Sptukemuq.

Démonstration. Montrons tout d’abord qu’il existe une action de groupes L̄pG̊q ö Cl`1 b

Cru, u´1s. On sait que,
L̄pG̊q “ C˚ ˙ LpG̊q.

Puisqu’on est en type A affine, on sait que les éléments de LpG̊q sont des matrices avec coefficients
dans Cru, u´1s.
Soit P un élément de Cl`1 b Cru, u´1s alors :

Dppmq1ďmďl`1 P Cru, u´1
s; P “

»

—

–

p1
...

pl`1

fi

ffi

fl

.

Pour toute matrice polynomiale M , pour tout z dans C, on note Mz la matrice associée à M
telle que :

Mzpuq “Mpzuq

Soit dzM un élément de L̄pG̊q, on note ˚ tel que

pdzMq ˚ P “ z ¨ pMP q

Sous ces notations on va montrer que ˚ définie une action de L̄pG̊q sur Cl`1 b Cru, u´1s.
En effet,

pdzMq ˚ ppdz1M
1
q ˚ P q “ pdzMq ˚ pz

1
¨ pM 1P qq

“ pdzMq ˚ pM
1
z1Pz1q pd’après le Lemme 1.58q

“ z ¨ pMM 1
z1Pz1q

“MzM
1
zz1Pzz1 pd’après le Lemme 1.58q
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D’autre part,

pdzMdz1M
1
q ¨ P “ pdzz1Mz1´1Mq ˚ P pd’après la remarque 1.60q

“ pzz1q ¨ pMz1´1MP q

“MzM
1
zz1Pzz1 pd’après le lemme 1.58q

Alors
pdzMq ˚ ppdz1M

1
q ˚ P q “ pdzMdz1M

1
q ˚ P

Donc
L̄pG̊q ö Cl`1

b Cru, u´1
s

Alors N̄ agit sur Cl`1 b Cru, u´1s en permutant les espaces propres Cukem de T̄ .
En effet, montrons que les espaces propres sont les Cukem :

Soit v “

»

—

–

v1
...

vl`1

fi

ffi

fl

un vecteur propre de T̄ où les vi sont des polynômes.

Soit n “ dz P N̄ tel que z P C˚ et zk ‰ 1 pour tout k P N.
Alors,

Dρ P C˚; n ¨ v “ ρv.

Or

n ¨ v “ dz ¨ v

“

»

—

–

v1pzuq
...

vl`1pzuq

fi

ffi

fl

.

Donc
@m “ 1, ..., l ` 1; vmpzuq “ ρvmpuq.

Soit m P t1, ..., l ` 1u. Il existe un entier positif Nm tel que vmpuq “
řNm
fm“1 afmu

fm . Alors,

Nm
ÿ

fm“1

afmz
fmufm “

Nm
ÿ

fm“1

afmρu
fm .

Donc
@fm P t1, . . . , Nmu, afmz

fm “ afmρ

alors
@fm P t1, . . . , Nmu, afmpz

fm ´ ρq “ 0.

Soit Fm “ tfm; afm ‰ 0u alors zfm “ ρ pour tout fm dans Fm.
D’autre part soit fm ‰ f 1m dans Fm, alors

zfm “ zf
1
m pContradiction avec le fait que zf ‰ 1 pour tout f dans N.q

Alors,
@m P t1, ..., l ` 1u, Dfm P Fm; vmpuq “ afmu

fm .

Maintenant soit n1 “ τ “ Diagpρ1, ..., ρl`1q P N̄ tel que ρm ‰ ρm1 si m ‰ m1. Alors,

Dρ1 P C˚; n1 ¨ v “ ρ1v.
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3.1. Groupe de George de type A

Or

n ¨ v “ τ ¨ v

“

»

—

–

ρ1v1
...

ρlvl`1

fi

ffi

fl

donc
@m “ 1, ..., l ` 1, ρmvm “ ρ1vm.

Alors
@m “ 1, ..., l ` 1, vmpρ

1
´ ρmq “ 0.

Or v est un vecteur propre, donc,

Dm P t1, ..., l ` 1u; vm ‰ 0.

Enfin
v P C˚ukem

Remarque 3.10. Soit α “ εp ´ εq ` kδ, χ un élément de χpT̄ q et v un vecteur propre de poids
χ. Alors, nα ¨ v est un vecteur propre de poids nαpχq.

Démonstration. Soit t P T̄ , et α, χ et v comme ci-dessus. Alors,

t ¨ pnα ¨ vq “ nαpn
´1
α tnαq ¨ v

“ nα ¨ ppn
´1
α ¨ tq ¨ vq

“ nα ¨ pχpn
´1
α ¨ tqvq

“ χpn´1
α ¨ tqpnα ¨ vq

“ pn´1
α ¨ χqptqpnα ¨ vq

Corollaire 3.7. Soit α “ εp ´ εq ` kδ et k1 P Z. Alors le morphisme ϕA (c.f Proposition 3.6)
vérifie :
• ϕApnαq ¨ puk

1

epq “ uk
1´keq

• ϕApnαq ¨ puk
1

eqq “ uk
1`keq

• @m ‰ p, q, ϕApnαq ¨ puk
1

emq “ uk
1

em

Démonstration. On sait, en utilisant la remarque 3.10, que ϕApnαq ¨ pCuk
1

emq est une droite de
vecteurs propres, de poids sαpεm ` k1δq. Soit m P t1, . . . , l ` 1u, alors,

1. Si m “ p :

sαpεp ` k
1δq “ nα ¨ pεp ` k

1δq pcf. preuve de Proposition 3.4q
“ εq ` pk

1
´ kqδ

Or, Cuk1´keq est la droite de vecteurs propres de poids εq ` pk1 ´ kqδ. Alors,

ϕCpnαq ¨ pCuk
1

epq “ Cuk1´kep
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2. Si m “ q :

sαpεq ` k
1δq “ nα ¨ pεq ` k

1δq pcf. preuve de Proposition 3.4q
“ εp ` pk

1
` kqδ

Or, Cuk1`kep est la droite de vecteurs propres de poids εp ` pk1 ` kqδ. Alors,

ϕCpnαq ¨ pCuk
1

eqq “ Cuk1`kep

3. Si m ‰ p, q :

sαpεm ` k
1δq “ nα ¨ pεm ` k

1δq pcf. preuve de Proposition 3.4q
“ εm ` k

1δ

Alors,
ϕCpnαq ¨ pCuk

1

emq “ Cuk1em

3.1.3 Identification explicite de N̄{T̄ avec le groupe de George

Corollaire 3.8. Il existe une bijection κA : tukemu Ñ Z telle que le diagramme suivant com-
mute :

SpÃlq
� � ιA // SpZq

N̄{T̄

ψA

OO

ϕA // Sptukemuq

κ˚A

OO

La flèche verticale à droite est κ˚A : Sptukemuq Ñ SpZq induite par κA de la manière suivante :

@w P Stukemuq, κ
˚
Apwq “ κAwκ

´1
A

En plus, κA est unique si on suppose en plus que κApe1q “ 1, et elle est donné explicitement
par :

@k P Z @m P t1, ..., l ` 1u, κApu
kemq “ ´kLA `m (3.2)

Démonstration. Montrons tout d’abord l’existence. On suppose que κA est définie par (3.2).
On note ΨA la composée des deux morphismes ψA : N̄{T̄ Ñ SpÃlq et ιA : SpÃlq ãÑ SpZq.
Il faut donc montrer que κ˚A ˝ ϕA “ ΨA.
En effet, soit x P t1, ..., lu, on a

κ˚A ˝ ϕAprnαxsq “ κAϕAprnαxsqκ
´1
A

En plus, d’après le corollaire 3.7, on en déduit le suivant
$

’

&

’

%

ϕAprnα0sqpe1q “ uel`1

ϕAprnα0sqpel`1q “ u´1e1

ϕAprnα0sqpem1q “ em1 si m1 P t2, . . . , lu
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et
$

’

&

’

%

ϕAprnαxsqpexq “ ex`1

ϕAprnαxsqpex`1q “ ex

ϕAprnαxsqpemq “ em si m P t1, . . . , l ` 1uztx, x` 1u

D’autre part,
@x P t0, . . . , lu, ΨAprnαxsq “ xpx x` 1qyA

Donc ce qu’il faut montrer maintenant c’est que

@x P t0, . . . , lu, κAϕAprnαxsqκ
´1
A “ xpx x` 1qyA.

En effet, soit f P Z, alors il existe des uniques k et m tels que f “ kLA ` m où k P Z et
m P t1, ..., l ` 1u.
On a plusieurs cas possible :

1. Si m ă l ` 1 :

(a) x ‰ 0, l :

κAϕAprnαxsqκ
´1
A pfq “ κAϕAprnαxsqpu

´kemq

“

$

’

&

’

%

κApu
´kem`1q si m “ x

κApu
´kem´1q si m “ x` 1

κApu
´kemq si m ‰ x, x` 1

“

$

’

&

’

%

kLA `m` 1 si m “ x

kLA `m´ 1 si m “ x` 1

kLA `m si m ‰ x, x` 1

D’autre part,

xpx x` 1qyApfq “ kpLAq ` xpx x` 1qyApmq

“

$

’

&

’

%

kLA `m` 1 si m “ x

kLA `m´ 1 si m “ x` 1

kLA `m si m ‰ x, x` 1

(b) si x “ 0 :

κAϕAprnα0sqκ
´1
A pfq “ κAϕAprnα0sqpu

´kemq

“

#

κApu
´k`1el`1q si m “ 1

κApu
´kemq si m ‰ 1

“

#

pk ´ 1qLA ` LA si m “ 1

kLA `m si m ‰ 1

D’autre part,

xp0 1qyApfq “ xp0 1qyApkLA `mq

“ kLA ` xp0 1qyApmq

“

#

kLA si m “ 1

kLA `m si m ‰ 1
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(c) si x “ l :

κAϕAprnαlsqκ
´1
A pfq “ κAϕAprnαlsqpu

´kemq

“

#

κApu
´kel`1q si m “ l

κApu
´kemq si m ‰ l

“

#

kLA ` LA si m “ 1

kLA `m si m ‰ 1

D’autre part,

xpl l ` 1qyApfq “ xpl l ` 1qyApkLA `mq

“ kLA ` xpl l ` 1qyApmq

“

#

kLA ` LA si m “ l

kLA `m si m ‰ l

2. si m “ l ` 1 : On rappelle que LA “ l ` 1, alors f “ kLA ` LA et,

κAϕAprnαxsqκ
´1
A pfq “ κAϕAprnαxsqκ

´1
A pkLA ` LAq

“ κAϕAprnαxsqpu
´kel`1q

“

$

’

&

’

%

κApu
´kel`1q si x ‰ l, 0

κApu
´kelq si x “ l

κApu
´k´1e1q si x “ 0

“

$

’

&

’

%

kLA ` LA si x ‰ l, 0

kLA ` l si x “ l

pk ` 1qLA ` 1 si x “ 0

D’autre part

xpx x` 1qyApfq “ xpx x` 1qyApkLA ` LAq

“

$

’

&

’

%

kLA ` LA si x ‰ l, 0

kLA ` l si x “ l

pk ` 1qLA ` 1 si x “ 0

Donc on a montrer que κ˚A ˝ ϕA “ ΨA sur les générateurs de N̄{T̄ et puisque κ˚, ϕA, et
ΨA sont des morphismes de groupes alors κ˚A ˝ ϕA et ΨA se coïncident partout.

En fin en supposant toujours que κApe1q “ 1 et en utilisant les figures ci dessous et la commuta-
tivité du diagramme en haut, on peut reconstruire le morphisme et on retombe sur κA. Alors
κA est unique.
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Action des sm sur tukemu

Figure 3.1 – Cette figure montre l’action des sm sur tukemu et en particulier que s0pel`1q “ u´1e1

et s0pe1q “ uel`1

e1

e2

e3

el

el`1

s0

sl

s2

s1
ˆu

˜u

Action des σm sur Z

Figure 3.2 – Cette figure montre l’action des σm sur Z et en particulier que σ0pl` 1q “ 1`LA
et σ0p1q “ l ` 1´ LA où LA “ pl ` 1q.

1

2

3

l

l ` 1

σ0

σl

σ2

σ1
´LA

`LA
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3.2 Groupe de George de type C

Le but dans ce qui suit c’est d’exprimer explicitement dans SpC̃lq les réflexions en montrant
qu’il existe des isomorphismes γC , φC et ψC , tels quels sont spécifiés dans le diagramme suivant :

AffpW̊ q W pC̃lq
βoo γA // SpC̃lq

� � // SpZq

N̄{T̄

φ1C

OO

φ

ee

ψC

88

ϕC
// Sptukemuq

κ˚C

99

La suite se déroule d’une manière similaire qu’en type A (voir 3.1) :

3.2.1 Groupe de George, description de N̄ et action de N̄ sur χpT̄ q

On note dans toute la suite LC :“ 2l ` 1.

Définition 3.11. Pour tout m dans 1
2
Z on note par Rm la réflexion sur Z par rapport à m.

On note par R le groupe engendré par les R
kp
LC
2
q
pour tout k dans Z. En d’autres termes R est

l’ensemble des réflexions par rapport à m pour tout m dans 1
2
Z et des translations de vecteur

kLC pour tout k dans Z. On définit la relation „C sur Z2 de la manière suivante :

@ i, i1, j, j1 P Z pi, jq „C pi
1, j1q ô Dr P R ; i “ rpi1q, j “ rpj1q.

On note R ¨ pi, jq la classe de pi, jq pour cette relation.

Lemme 3.12. Soit i, j, i1, j1 P Z tels que pi, jq „C pi1, j1q, i, j R LCZ et j R i` LCZ. Alors,

ti, ju “ ti1, j1u ou ti, ju X ti1, j1u “ H

Démonstration. Soit i, j, i1, j1 P Z tels que pi, jq „C pi1, j1q. Alors,

Dr P R; i “ rpi1q et j “ rpj1q

Dans la suite on distingues les deux cas possibles :
1. Si r est une translation, c’est à dire :

Dk P Z, @x P Z; rpxq “ x` kLC

(a) Si k “ 0, on obtient,
i “ i1 et j “ j1

(b) Si k ‰ 0, on obtient,
i ‰ i1 et j ‰ j1

Il faut encore montrer que i ‰ j1 et i1 ‰ j. En effet,
‚ Si i “ j1 alors

j “ i` kLC pcontradiction avec j R i` LCZq

‚ Si i1 “ j alors

i “ j ` kLC pcontradiction avec j R i` LCZq
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3.2. Groupe de George de type C

2. Si r est une réflexion, c’est à dire :

Dm P
1

2
Z; @x P Z, rpxq “ 2m´ x

Or, dans R, les réflexions sont celles de centre m “ kLC
2

pour un certain k dans Z. Alors,

Dk P Z; @x P Z, rpxq “ kLC ´ x

alors,
i` i1 “ kLC et j ` j1 “ kLC

Dans ce cas on a nécessairement,

i ‰ i1 et j ‰ j1

En effet, dans le cas contraire, si i “ i1 alors,

i P
LC
2
Z

et comme LC est impaire et i P Z,

i P LCZ pcontradictionq

de même si j “ j1 alors de même,

j P LCZ pcontradictionq

Il reste à traiter les deux cas suivants :

(a) Si j1 “ i, en appliquant r, on trouve rpj1q “ rpiq donc

j “ i1

(b) Si j “ i1, en appliquant r, on trouve rpjq “ rpi1q donc

j1 “ i

Maintenant on peut définir ce qu’on va appeler classe de transposition pour tout i, j dans Z
vérifiant les deux relations suivantes :

Définition 3.13. Soit i, j P Z tels que j R i`LCZ. On définit une classe de transposition dans
BijpZq de la manière suivante :

1. Si j R Ri alors,
xpi jqyC :“

ź

pi1,j1qPR¨pi,jq

pi1j1q

2. Si j P Ri alors,
xpi jqyC :“

ź

pi1,j1qPR¨pi,jq
i1ăj1

pi1j1q
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Soit SpC̃lq le groupe engendré par les classes de transpositions adjacentes dans BijpZq :

@m “ 1, ..., l; σ0 “ xp´1 1qyC et σm “ xpm m` 1qyC

Le groupe SpC̃lq est appelé groupe de George de type C̃l.

Remarque 3.14. Dans la définition 3.13, on était obliger de différencier entre deux cas (j R Ri
et j P Ri). Si le cas p2q était défini comme le cas p1q on aurait obtenu l’identité. Ce qu’il faut
surtout retenir de cette définition c’est le suivant :

@r P R, @i, j P Z tel que j R i` LCZ, on a xpi jqyCprpiqq “ rpjq

Remarque 3.15. On remarque que SpC̃lq est un sous-groupe de permutations périodiques de
SpZq, c’est à dire :

@σ P SpC̃lq, @i P Z; σpi` LCq “ σpiq ` LC

Démonstration. Soit r P R, dans un premier temps on suppose qu’il existe i P ZzLCZ tel que
rpiq “ i et on montre que

r “ id

En effet, il y a deux cas possibles :
1. Si r est une translation : Alors,

Dk P Z; @x P Z, rpxq “ x` kLC

Or, par hypothèse,
Di P ZzLCZ; rpiq “ i

Alors,
i “ i` kLC

Donc,
k “ 0

Par suite,
r “ id

2. Si r est une réflexion : Alors,

Dm P
1

2
Z; @x P Z, rpxq “ 2m´ x

Or, par hypothèse,
Di P ZzLCZ; rpiq “ i

Alors,
i “ 2m´ i

Donc,
i “ m

Ceci montre que i est le centre de cette réflexion. Ce qui n’est pas possible puisque les
centres des réflexions du groupe SpC̃lq sont des multiples de LC ou les demi-entiers.
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Dans un deuxième temps, on montre que pour i, j P Z tels que i, j R LCZ et j R i` LCZ :

@r P R; xpi jqyC ˝ r “ r ˝ xpi jqyC

Dans toute la suite, l’existence des transformations r1 et r2 est unique à cause de ce qu’on a
montré ci-dessus. En effet, soit x P Z et r P R, d’une part,

xpi jqyC ˝ rpxq “

$

’

&

’

%

r1pjq s’il existe r1 tel que rpxq “ r1piq

r1piq s’il existe r1 tel que rpxq “ r1pjq

rpxq si x R RiYRj

“

$

’

&

’

%

r1pjq s’il existe r1 tel que pr1q´1rpxq “ i pa1q

r1piq s’il existe r1 tel que pr1q´1rpxq “ j pb1q

rpxq si x R RiYRj pc1q

D’autre part,

r ˝ xpi jqypxq “

$

’

&

’

%

rr2pjq s’il existe r2 tel que x “ r2piq pa2q

rr2piq s’il existe r2 tel que x “ r2pjq pb2q

rpxq sinon pc2q

On a les trois cas suivants :
• S’il existe r1 tel que r´1r1piq “ x alors, d’après le cas pa1q,

xpi jqyC ˝ rpxq “ r1pjq

On remarque dans ce cas qu’il existe r2p“ r´1r1q tel que

r2piq “ x

Alors, d’après le cas pa2q,

r ˝ xpi jqyCpxq “ rr2pjq

“ r1pjq

Par suite,
xpi jqyC ˝ rpxq “ r ˝ xpi jqyCpxq

• S’il existe r1 tel que r´1rpjq “ x alors, d’après le cas pb1q,

xpi jqyC ˝ rpxq “ r1piq

On remarque dans ce cas qu’il existe r2p“ r´1r1q tel que

r2pjq “ x

Alors, d’après le cas pb2q,

r ˝ xpi jqyCpxq “ rr2piq

“ r1piq

Par suite,
xpi jqyC ˝ rpxq “ r ˝ xpi jqyCpxq
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• Sinon : On a
xpi jqyC ˝ rpxq “ r ˝ xpi jqyCpxq “ rpxq

Les xpm m` 1qyC vérifies les relations de tresse. Plus précisément, on a

Proposition 3.9. [3] Il existe un isomorphisme de groupes γC : W pC̃lq Ñ SpC̃lq tel que pour
tout m P t1, ..., lu :

s0 ÞÑ xp´1 1qyC

sm ÞÑ xpm m` 1qyC

Action du groupe N̄{T̄ sur tukemu

Remarque 3.16. Soient M P Sp2lpCq et A,B,C et D PMlpCq telles que M “

ˆ

A B
C D

˙

.

Alors
tMΩM “ Ω, où Ω “

ˆ

0 Il
´Il 0

˙

.

Si on suppose que B “ C “ 0, on obtient le suivant :

tMΩM “ Ω ô

ˆ

tA 0
0 tD

˙ˆ

0 Il
´Il 0

˙ˆ

A 0
0 D

˙

“

ˆ

0 Il
´Il 0

˙

ô

ˆ

0 tA
´tD 0

˙ˆ

A 0
0 D

˙

“

ˆ

0 Il
´Il 0

˙

ô

ˆ

0 tAD
´tDA 0

˙

“

ˆ

0 Il
´Il 0

˙

On en déduit que
D´1

“
tA

et donc

M “

ˆ

A 0
0 tA´1

˙

.

Rappelons la définition 1.61 de T̄ . On a :

Définition 3.17. Soit t̄ “ dzt dans T̄ . On sait que t s’écrit d’une manière unique comme
diagpλ1, . . . , λl, λ

´1
1 , . . . , λ´1

l q. On définit pour tout m dans t1, . . . , lu l’application εm de T̄ dans
C˚ telle que :

εmpdztq “ λm

Puisque dz et t commutent, on vérifie facilement que les εp sont des morphismes de groupe
et donc des éléments de χpT̄ q.

Notation 3.18. Soit D “ diagpa1, . . . , af q une matrice diagonale de taille f . On note dans ce
cas :
• oD “ diagp0, a2, . . . , af q.

• Do “ diagpa1, . . . , af´1, 0q.

50



3.2. Groupe de George de type C

• oDo “ diagp0, a2, . . . , af´1, 0q.

Notation 3.19. Soient α̊ P ∆̊, k P Z et p, q P t1, . . . , lu. On note α “ α̊ ` kδ. Alors,
1. Si α̊ “ 2εp

On note nα “

¨

˚

˚

˝

Ip´1 0 0 0
0 oIl´p`1 0 Ukpuq
0 0 Ip´1 0
0 ´U´kpuq 0 oIl´p`1

˛

‹

‹

‚

P L̄pG̊q

où Ukpuq “ diagpuk, 0, ..., 0q.

2. Si α̊ “ εp ´ εq et p ă q.

On note nα “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Ip´1 0 0 0 0 0
0 Ykpuq 0 0 0 0
0 0 Il´q 0 0 0
0 0 0 Ip´1 0 0
0 0 0 0 Ykpuq 0
0 0 0 0 0 Il´q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

P L̄pG̊q

où Ykpuq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 . . . . . . . . . 0 uk

... 1 0

... . . . ...

... . . . ...

0 1
...

u´k 0 . . . . . . . . . 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

3. Si α̊ “ εp ` εq et p ă q

On note nα “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Ip´1 0 0 0 0 0
0 oIoq´p 0 0 Vkpuq 0
0 0 Il´q 0 0 0
0 0 0 Ip´1 0 0
0 ´V´kpuq 0 0 oIoq´p 0
0 0 0 0 0 Il´q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

P L̄pG̊q

où Vkpuq “

¨

˚

˚

˚

˝

0 . . . 0 uk

... . . . 0

0
. . . ...

uk 0 . . . 0

˛

‹

‹

‹

‚

.

Remarque 3.20. Soient α̊ P ∆̊, k P Z et p, q P t1, . . . , lu. On note α “ α̊ ` kδ. Alors,
1. Si α̊ “ 2εp alors,

n´1
α “

¨

˚

˚

˝

Ip´1 0 0 0
0 oIl´p`1 0 ´Ukpuq
0 0 Ip´1 0
0 U´kpuq 0 oIl´p`1

˛

‹

‹

‚
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2. Si α̊ “ εp ´ εq et p ă q alors,

n´1
α “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Ip´1 0 0 0 0 0
0 Ykpuq 0 0 0 0
0 0 Il´q 0 0 0
0 0 0 Ip´1 0 0
0 0 0 0 Ykpuq 0
0 0 0 0 0 Il´q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

3. Si α̊ “ εp ` εq et p ă q alors,

n´1
α “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Ip´1 0 0 0 0 0
0 oIoq´p 0 0 ´Vkpuq 0
0 0 Il´q 0 0 0
0 0 0 Ip´1 0 0
0 V´kpuq 0 0 oIoq´p 0
0 0 0 0 0 Il´q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Notation 3.21. Pour simplifier l’écriture dans ce qui suit on introduit la notation suivante.
Pour tout élément t “ diagpλ1, . . . , λl, λ

´1
1 , . . . , λ´1

1 q dans T on note :

Diagpλ1, . . . , λlq “ diagpλ1, . . . , λl, λ
´1
1 , . . . , λ´1

l q

Lemme 3.22. Soient α̊ P ∆̊, k P Z et p, q P t1, . . . , lu. On note α “ α̊ ` kδ. Soit t “
diagpλ1, . . . , λl, λ

´1
1 , . . . , λ´1

1 q P T alors,
1. Si α̊ “ 2εp alors,

nαpdztqn
´1
α “ dz ¨Diagpλ1, . . . , λp´1, z

´kλ´1
p , λp`1, . . . , λlq

2. Si α̊ “ εp ´ εq et p ă q alors,

nαpdztqn
´1
α “ dz ¨Diagpλ1, . . . , λp´1,´z

´kλq, λp`1, . . . , λq´1, z
kλp, λq`1, . . . , λlq

3. Si α̊ “ εp ` εq et p ă q alors,

nαpdztqn
´1
α “ dz ¨Diagpλ1, . . . , λp´1, z

´kλ´1
q , λp`1, . . . , λq´1, z

´kλ´1
p , λq`1, . . . , λlq

Démonstration. Soient m,m1 P t1, . . . , lu tels que m ă m1, on note Λm,m1 “ diagpλm, . . . , λm1q.
1. Si α̊ “ 2εp alors,

nαpdztqn
´1
α “ dzpd

´1
z nαdzqtn

´1
α

“ dz

¨

˚

˚

˝

Ip´1 0 0 0
0 oIl´p`1 0 Ukpz

´1uq
0 0 Ip´1 0
0 ´U´kpz

´1uq 0 oIl´p`1

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

Λ1,p´1 0 0 0
0 Λp,l 0 0
0 0 Λ´1

1,p´1 0
0 0 0 Λ´1

p,l

˛

‹

‹

‚

¨ n´1
α

“ dz

¨

˚

˚

˝

Λ1,p´1 0 0 0

0 oΛp,l 0 1
0 0 Λ´1

1,p´1 0

0 2 0 opΛ´1
p,l q

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

Ip´1 0 0 0
0 oIl´p`1 0 ´Ukpuq
0 0 Ip´1 0
0 U´kpuq 0 oIl´p`1

˛

‹

‹

‚
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où
1 “ diagpz´kuk, 0, ..., 0qdiagpλ´1

p , ..., λ´1
l q “ diagpz´kukλ´1

p , 0, ...0q

et
2 “ diagp´zku´k, 0, ..., .qdiagpλp, ..., λlq “ diagp´zku´kλp, 0, ..., 0q

Alors

nαpdztqn
´1
α “ dz

¨

˚

˚

˝

Λ1,p´1 0 0 0

0 3 0 0
0 0 Λ´1

1,p´1 0

0 0 0 4

˛

‹

‹

‚

où

3 “
oΛp,l ` diagpz

´kukλ´1
p , 0, ..., 0qdiagpu´k, 0, ..., 0q “ diagpz´kλ´1

p , λp`1, ..., λlq

et

4 “
o
pΛ´1

p,l q ` diagpz
ku´kλp, 0, ..., 0qdiagpu

k, 0, ..., 0q “ diagpzkλp, λ´1
p`1, ..., λ

´1
l q

2. Si α̊ “ εp ´ εq et p ă q

nαpdztqn
´1
α

“ dz

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Ip´1 0 0 0 0 0
0 Ykpz

´1uq 0 0 0 0
0 0 Il´q 0 0 0
0 0 0 Ip´1 0 0
0 0 0 0 Ykpz

´1uq 0
0 0 0 0 0 Il´q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Λ1,p´1 0 0 0 0 0
0 Λp,q 0 0 0 0
0 0 Λq`1,l 0 0 0
0 0 0 Λ´1

1,p´1 0 0
0 0 0 0 Λ´1

p,q 0
0 0 0 0 0 Λ´1

q`1,l

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

n´1
α

“ dz

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Λ1,p´1 0 0 0 0 0

0 5 0 0 0 0
0 0 Λq`1,l 0 0 0
0 0 0 Ip´1 0 0

0 0 0 0 6 0
0 0 0 0 0 Λ´1

q`1,l

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Ip´1 0 0 0 0 0
0 Ykpuq 0 0 0 0
0 0 Il´q 0 0 0
0 0 0 Ip´1 0 0
0 0 0 0 Ykpuq 0
0 0 0 0 0 Il´q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

où

5 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 . . . . . . 0 z´kuk

... 1
...

... . . . ...

0 1
...

zku´k 0 . . . . . . 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨ Λp,q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 . . . . . . 0 z´kukλq
... λp`1

...
... . . . ...

0 λq´1
...

zku´kλp 0 . . . . . . 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

et

6 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 . . . . . . 0 z´kuk

... 1
...

... . . . ...

0 1
...

zku´k 0 . . . . . . 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨ Λ´1
p,q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 . . . . . . 0 z´kukλ´1
q

... λ´1
p`1

...
... . . . ...

0 λ´1
q´1

...
zku´kλ´1

p 0 . . . . . . 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚
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Alors

nαpdztqn
´1
α “ dz

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Λ1,p´1 0 0 0 0 0

0 7 0 0 0 0
0 0 Λq`1,l 0 0 0
0 0 0 Λ´1

1,p´1 0 0

0 0 0 0 8 0
0 0 0 0 0 Λ´1

q`1,l

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

où

7 “

¨

˚

˚

˚

˝

0 . . . 0 z´kukλq
... . . . 0

0
. . . ...

zku´kλp 0 . . . 0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 . . . . . . . . . 0 uk

... 1
...

... . . . ...

... . . . ...

... 1
...

u´k 0 . . . . . . . . . 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

z´kλq 0 . . . . . . . . . 0
... λp`1

...
... . . . ...
... . . . ...
... λq´1 0
0 . . . . . . . . . 0 zkλp

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

et

8 “

¨

˚

˚

˚

˝

0 . . . 0 z´kukλ´1
q

... . . . 0

0
. . . ...

zku´kλ´1
p 0 . . . 0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 . . . . . . . . . 0 uk

... 1
...

... . . . ...

... . . . ...

... 1
...

u´k 0 . . . . . . . . . 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

z´kλ´1
q 0 . . . . . . . . . 0

... λ´1
p`1

...
... . . . ...
... . . . ...
... λ´1

q´1 0
0 . . . . . . . . . 0 zkλ´1

p

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

3. Si α̊ “ εp ` εq et p ă q
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nαpdztqn
´1
α “ dz

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Ip´1 0 0 0 0 0
0 oIoq´p 0 0 Vkpz

´1uq 0
0 0 Il´q 0 0 0
0 0 0 Ip´1 0 0
0 ´V´kpz

´1uq 0 0 oIoq´p 0
0 0 0 0 0 Il´q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Λ1,p´1 0 0 0 0 0
0 Λp,q 0 0 0 0
0 0 Λq`1,l 0 0 0
0 0 0 Λ´1

1,p´1 0 0
0 0 0 0 Λ´1

p,q 0
0 0 0 0 0 Λ´1

q`1,l

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨ n´1
α

“ dz

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Λ1,p´1 0 0 0 0 0

0 oΛo
p,q 0 0 10 0

0 0 Λq`1,l 0 0 0
0 0 0 Ip´1 0 0

0 9 0 0 opΛ´1
p,qq

o 0
0 0 0 0 0 Λ´1

q`1,l

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Ip´1 0 0 0 0 0
0 oIoq´p 0 0 ´Vkpuq 0
0 0 Il´q 0 0 0
0 0 0 Ip´1 0 0
0 V´kpuq 0 0 oIoq´p 0
0 0 0 0 0 Il´q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

où

9 “

¨

˚

˚

˚

˝

0 . . . 0 z´kuk

... . . . 0

0
. . . ...

z´kuk 0 . . . 0

˛

‹

‹

‹

‚

¨ Λ´1
p,q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 . . . 0 z´kukλ´1
q

... . . . 0

0
. . . ...

z´kukλ´1
p 0 . . . 0

˛

‹

‹

‹

‚

et

10 “

¨

˚

˚

˚

˝

0 . . . 0 ´zku´k

... . . . 0

0
. . . ...

´zku´k 0 . . . 0

˛

‹

‹

‹

‚

¨ Λp,q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 . . . 0 ´zku´kλq
... . . . 0

0
. . . ...

´zku´kλp 0 . . . 0

˛

‹

‹

‹

‚

Alors,

nαpdztqn
´1
α “ dz

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Λ1,p´1 0 0 0 0 0

0 11 0 0 0 0

0 0 Λq`1,l 0 0 0
0 0 0 Λ´1

1,p´1 0 0

0 0 0 0 12 0

0 0 0 0 0 Λ´1
q`1,l

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚
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où,

11 “
oΛo
p,q `

¨

˚

˚

˚

˝

0 . . . 0 z´kukλ´1
q

... . . . 0

0
. . . ...

z´kukλ´1
p 0 . . . 0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 . . . . . . . . . 0 u´k

... 1
...

... . . . ...

... . . . ...

... 1
...

u´k 0 . . . . . . . . . 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

z´kλ´1
q 0 . . . . . . . . . 0

... λp`1
...

... . . . ...

... . . . ...

... λq´1 0
0 . . . . . . . . . 0 z´kλ´1

p

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

et

12 “
o
pΛ´1

p,qq
o
`

¨

˚

˚

˚

˝

0 . . . 0 zku´kλq
... . . . 0

0
. . . ...

zku´kλp 0 . . . 0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 . . . . . . . . . 0 uk

... 1
...

... . . . ...

... . . . ...

... 1
...

uk 0 . . . . . . . . . 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

zkλq 0 . . . . . . . . . 0
... λ´1

p`1

...
... . . . ...
... . . . ...
... λ´1

q´1 0
0 . . . . . . . . . 0 zkλp

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Le Lemme 3.22 montre que les éléments nα sont dans N̄ et ce dernier agit sur T̄ et donc sur
χpT̄ q. On en déduit alors le résultat suivant :

Corollaire 3.10. Soient α̊ P ∆̊, k P Z et p, q P t1, . . . , lu. On note α “ α̊` kδ P ∆repC̃q, alors
1. Si α̊ “ 2εp. Alors,

nα ¨ εi “

#

´εp ´ kδ si i “ p

εi sinon

2. Si α̊ “ εp ´ εq et p ă q. Alors,

nα ¨ εi “

$

’

&

’

%

εq ´ kδ si i “ p

εp ` kδ si i “ q

εi sinon
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3. Si α̊ “ εp ` εq et p ă q. Alors,

nα ¨ εi “

$

’

&

’

%

´εq ´ kδ si i “ p

´εp ´ kδ si i “ q

εi sinon

Remarque 3.23. 1. On sait que le dual d’un système de racine de type C est un système
de racine de type B. Alors, avec les mêmes notations que [4] (en remplaçant la notation
εm par ε_m pour le système de racines dual), on a

@m P t1, . . . , l ´ 1u, α_m “ ε_m ´ ε
_
m`1 et α_l “ ε_l .

2. Soient α̊ P ∆̊ et p, q P t1, . . . , lu. Alors,

(a) Si α̊ “ 2εp pour tout p dans t1, . . . , lu. Alors,

α̊ “ spsp`1 . . . sl´1pαlq et α̊_ “ α_p ` . . .` α
_
l “ ε_p .

(b) Si α̊ “ εp ´ εq pour tout p ă q. Alors,

α̊ “ sp . . . sq´2pαq´1q et α̊_ “ α_p ` . . .` α
_
q´1 “ ε_p ´ ε

_
q .

(c) Si α̊ “ εp ` εq pour tout p ă q. Alors,

α̊ “ sqsq`1 . . . sl´1slsl´1 . . . sp`1pαpq

et
α̊_ “ 2α_l ` . . .` 2α_q `α

_
q´1 ` . . .` α

_
p “ ε_p ` ε

_
q .

Démonstration. On utilise la propriété suivante :

rβ “ wpαq ñ β_ “ wpα_q.s

Définition 3.24. On définit le morphisme de groupes φ1C : N̄{T̄ Ñ W pC̃lq Ă AutpχpT̄ qq tel que
pour tout n P N̄ , χ P χpT̄ q, et t̄ P T̄ on a

pφ1Cprnsq ¨ χqpt̄q “ χpnt̄n´1
q.

Le résultat suivant est l’élément principale pour montrer dans la Proposition 3.11 que φ1C
envoie les nα sur les sα :

Lemme 3.25. Soient α̊ P ∆̊, k P Z et i P t1, . . . , lu . On note α “ α̊ ` kδ. Alors,

φ1Cpnαq ¨ εi “ sαpεiq

Démonstration. Soit α et i comme dans l’énoncé du lemme et soient p, q P t1, . . . , lu. Dans cette
preuve on va traiter tout les cas possibles en utilisant principalement le résultat du corollaire
3.10 :

1. Si α̊ “ 2εp :
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• Si i “ p : D’une part, d’après le corollaire 3.10,

φ1Cpnαq ¨ εp “ ´εp ´ kδ

“ ´εq ` εq ´ εp ´ kδ

“ εp ´ α

D’autre part,
sαpεpq “ εp ´ α

• Si i ‰ p :

D’une part, d’après le corollaire 3.10,

φ1Cpnαq ¨ εi “ εi

D’autre part,
sαpεiq “ εi

2. Si α̊ “ εp ´ εq et p ă q.

• Si i “ p : D’une part, d’après le corollaire 3.10,

φ1Cpnαq ¨ εp “ εq ´ kδ

“ εp ´ εp ` εq ´ kδ

“ εp ´ α

D’autre part,
sαpεpq “ εp ´ α

• Si i “ q :

D’une part, d’après le corollaire 3.10,

φ1Cpnαq ¨ εq “ εp ` kδ

“ εq ´ εq ` εp ` kδ

“ εq ` α

D’autre part,
sαpεqq “ εq ` α

• Si i ‰ p, q : D’une part, d’après le corollaire 3.10,

φ1Cpnαq ¨ εi “ εi

D’autre part,
sαpεiq “ εi

3. Si α̊ “ εp ` εq et p ă q.
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• Si i “ p :

D’une part, d’après le corollaire 3.10,

φ1Cpnαq ¨ εp “ ´εq ´ kδ

“ εp ´ εp ´ εq ´ kδ

“ εp ´ α

D’autre part,
sαpεpq “ εp ´ α

• Si i “ q : D’une part, d’après le corollaire 3.10,

φ1Cpnαq ¨ εq “ ´εp ´ kδ

“ εq ´ εq ´ εp ´ kδ

“ εq ´ α

D’autre part,
sαpεqq “ εq ´ α

• Si i ‰ p, q :

D’une part, d’après le corollaire 3.10,

φ1Cpnαq ¨ εi “ εi

D’autre part,
sαpεiq “ εi

Proposition 3.11. Soit α “ α̊ ` kδ P ∆repC̃lq. Soit m,m1 P t1, . . . , lu tels que m ă m1. On
note αm,m1 “ εm ´ εm1. Alors,

1. L’action de sα sur Q est donné par :

sαpαm,m`1q “ αm,m`1 ´ xα̊
_, αm,m`1yα et sαpδq “ δ

2. On a
nα P N̄ et φ1Cprnαsq “ sα

3. Le diagramme suivant est commutatif :

W pC̃lq
β // AffpW̊ q

N̄{T̄

φ

::

φ1C

cc

Démonstration. 1. Pour montrer la première partie on rappelle que sαpγq “ γ ´ xα_, γyα

pour tout γ P ∆repÃlq et que xα_, αmy “
pαm, αmq

pα, αq
¨ xα_m, αy pour tout m P t1, ..., lu.
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Alors en particulier on a :

sαpαmq “ αm ´ xα
_, αmyα

“ αm ´
pαm, αmq

pα, αq
xα_m, αyα

“ αm ´
pαm, αmq

pα, αq
xα_m, α̊ ` kδyα

“ αm ´
pαm, αmq

pα̊, α̊q
xα_m, α̊yα pcar pα, αq “ pα̊, α̊qq

“ αm ´ xα̊
_, αmyα

2. Pour montrer que φ1Cprnαsq “ sα, on rappelle que l’action de W pC̃lq sur χpT̄ q est fidèle.
Alors il suffit de montrer que φ1Cpnαq et sα ont la même action sur χpT̄ q (qui est engendré
par les εi et δ). En effet, φ1Cpnαq et sα agissent tout les deux trivialement sur δ (cf. preuve
de Proposition 3.4), et d’après le Lemme 3.25, on a

φ1Cpnαq ¨ εi “ sαpεiq

Par définition de φ1C (cf. Définition 3.24) on sait que,

@m,m1
“ 0, . . . 1, @t̄ P T̄ ; pφ1Cpnαmq ¨ εm1qpt̄q “ εm1pnαm t̄n

´1
αmq.

3. Puisque les applications en question sont des morphismes de groupes, il suffit de montrer
que,

@m P t0, ¨ ¨ ¨ , lu; β ˝ φ1Cprnαmsq “ φprnαmsq

Dans le deuxième point de cette preuve on a montrer que

@α “ α̊ ` kδ P ∆re
pC̃lq; φ

1
Cprnαsq “ sα

Alors, en particulier, on a

@m P t0, ¨ ¨ ¨ , lu; φ1Cprnαmsq “ sm

Par suite, ce qui reste à montrer c’est que,

@m P t0, . . . , lu, βpsαmq “ φprnαmsq

Or, d’après la Proposition 1.7, on en déduit que :

@m P t0, . . . , lu, φprnαmsq “ s̊m

Et que,

φprnα0sq “ φprnδ´θsq

“ φprnθ´δsq

“ sθt´θ_ pmême idée que la preuve de Proposition 3.4(3)q

Finalement, d’après la Proposition 3.1,

@m “ 1, . . . , l; βpsmq “ s̊m et βps0q “ sθt´θ_
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3.2.2 Action de N̄ sur les espaces propres de T̄ agissant sur C2l b

Cru, u´1s

Définition 3.26. On note em pour m P t1, . . . , lu la colonne de taile 2l qui à des coefficients
nuls partout sauf une coefficient égal à 1 sur la m-ième ligne.
De même on note em pour m P t´1, . . . ,´lu la colonne de taille 2l qui à des coefficients nuls
partout sauf une coefficient égale à 1 sur la pl ´mq-ième ligne.

Exemple 3.27. e1 “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1
0
...
0
0
...
0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

et e´1 “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0
...
0
1
0
...
0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

Ce sont des matrices de taille 2l et le coefficient égale à 1 dans l’expression de e´1 est sur la
pl ` 1q´ième ligne.

Proposition 3.12. La restriction de L̄pG̊q ö C2l b Cru, u´1s à N̄ permute les Ctukemu et
fournit un morphisme ϕC : N̄{T̄ Ñ Sptukemuq.

Démonstration. Par restriction de l’action en type A, il existe une action de groupes (cf.
Proposition 3.6),

L̄pG̊q ö C2l
b Cru, u´1

s.

Alors N̄ agit sur C2l b Cru, u´1s en permutant les espaces propres Cukem de T̄ .
En effet, en faisant la même preuve qu’en type A (cf. preuve de Proposition 3.6), on montre que
les espaces propres sont les Cukem.
Maintenant soit n1 “ τ “ Diagpρ1, . . . , ρlq P N̄ tel que,

‚ @m ‰ m1, ρm ‰ ρm1 .

‚ @m,m1, ρm ‰ ρ´1
m1 .

Alors,
Dρ1 P C˚; n1 ¨ v “ ρ1v.

Or,

n1 ¨ v “ τ ¨ v

“

»

—

—

—

—

—

—

—

–

ρ1v1
...
ρlvl

ρ´1
1 vl`1
...

ρ´1
l v2l

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

donc,
@m “ 1, ..., 2l; ρmvm “ ρ1vm.
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Alors,
@m “ 1, ..., 2l; vmpρ

1
´ ρmq “ 0.

Or v est un vecteur propre donc,

Dm P t1, ..., 2lu; vm ‰ 0.

Enfin,
v P C˚ukem.

Corollaire 3.13. Soient α̊ P ∆̊, k, k1 P Z et p, q P t1, . . . , lu. On note α “ α̊ ` kδ. Alors le
morphisme ϕC de la Proposition 3.12 vérifie :

1. Si α̊ “ 2εp

(a) ϕCpnαq ¨ pCuk
1

epq “ Cuk1´ke´p

(b) ϕCpnαq ¨ pCuk
1

e´pq “ Cuk1`kep

(c) @m P t1, . . . , luztpu; ϕCpnαq ¨ pCuk
1

e˘mq “ Cuk1e˘m

2. Si α̊ “ εp ´ εq et p ă q

(a) ϕCpnαq ¨ pCuk
1

e˘pq “ Cuk1´ke˘q

(b) ϕCpnαq ¨ pCuk
1

e˘qq “ Cuk1`ke˘p

(c) @m P t1, . . . , luztp, qu; ϕCpnαq ¨ pCuk
1

e˘mq “ Cuk1e˘m

3. Si α̊ “ εp ` εq et p ă q

(a) ϕCpnαq ¨ pCuk
1

epq “ Cuk1´ke´q

(b) ϕCpnαq ¨ pCuk
1

eqq “ Cuk1´ke´p

(c) ϕCpnαq ¨ pCuk
1

e´pq “ Cuk1`keq

(d) ϕCpnαq ¨ pCuk
1

e´qq “ Cuk1`kep

(e) @m P t1, . . . , luztp, qu; ϕCpnαq ¨ pCuk
1

e˘mq “ Cuk1e˘m

Démonstration. Soient p, q, k, k1 et α comme dans l’énoncé. On sait que pour tout m P t1, . . . , lu,
ϕCpnαq ¨ pCuk

1

emq est une droite de vecteurs propres, de poids sαpεm ` k1δq. Soit m P t1, . . . , lu,
alors
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1. Si α̊ “ 2εp

(a)

sαpεp ` k
1δq “ sαpεpq ` k

1δ

“ εp ´ α ` k
1δ

“ ´εp ` pk
1
´ kqδ

Or, Cuk1´ke´p est la droite de vecteurs propres de poids ´εp ` pk1 ´ kqδ. Alors,

ϕCpnαq ¨ pCukepq “ Cuk1´ke´p

(b)

sαp´εp ` k
1δq “ sαp´εpq ` k

1δ

“ ´εp ` α ` k
1δ

“ εp ` pk
1
` kqδ

Or, Cuk1`kep est la droite de vecteurs propres de poids εp ` pk1 ` kqδ. Alors,

ϕCpnαq ¨ pCuke´pq “ Cuk1`kep

(c)

sαpεm ` k
1δq “ sαpεmq ` k

1δ

“ εm ` k
1δ

Alors,
ϕCpnαq ¨ pCuk

1

emq “ Cuk1em

2. Si α̊ “ εp ´ εq et p ă q

(a)

sαpεp ` k
1δq “ sαpεpq ` k

1δ

“ εp ´ α ` k
1δ

“ εq ` pk
1
´ kqδ

Or, Cuk1´keq est la droite de vecteurs propres de poids εq ` pk1 ´ kqδ. Alors,

ϕCpnαq ¨ pCuk
1

epq “ Cuk1´kep

(b)

sαpεq ` k
1δq “ sαpεqq ` k

1δ

“ εq ` α ` k
1δ

“ εp ` pk
1
` kqδ

Or, Cuk1`kep est la droite de vecteurs propres de poids εp ` pk1 ` kqδ. Alors,

ϕCpnαq ¨ pCuk
1

eqq “ Cuk1`kep
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(c)

sαpεm ` k
1δq “ sαpεmq ` k

1δ

“ εm ` k
1δ

Alors,
ϕCpnαq ¨ pCuk

1

emq “ Cuk1em

3. Si α̊ “ εp ` εq et p ă q

(a)

sαpεp ` k
1δq “ sαpεpq ` k

1δ

“ εp ´ α ` k
1δ

“ ´εq ` pk
1
´ kqδ

Or, Cuk1´ke´q est la droite de vecteurs propres de poids ´εq ` pk1 ´ kqδ. Alors,

ϕCpnαq ¨ pCuk
1

epq “ Cuk1´ke´q

(b)

sαpεq ` k
1δq “ sαpεqq ` k

1δ

“ εq ´ α ` k
1δ

“ ´εp ` pk
1
´ kqδ

Or, Cuk1´ke´p est la droite de vecteurs propres de poids ´εp ` pk1 ´ kqδ. Alors,

ϕCpnαq ¨ pCuk
1

eqq “ Cuk1´ke´p

(c)

sαp´εp ` k
1δq “ sαp´εpq ` k

1δ

“ ´εp ` α ` k
1δ

“ εq ` pk
1
` kqδ

Or, Cuk1`keq est la droite de vecteurs propres de poids εq ` pk1 ` kqδ. Alors,

ϕCpnαq ¨ pCuk
1

e´pq “ Cuk1`keq

(d)

sαp´εq ` k
1δq “ sαpεqq ` k

1δ

“ ´εq ` α ` k
1δ

“ `εp ` pk
1
` kqδ

Or, Cuk1`kep est la droite de vecteurs propres de poids εp ` pk1 ` kqδ. Alors,

ϕCpnαq ¨ pCuk
1

e´qq “ Cuk1`kep

(e)

sαpεm ` k
1δq “ sαpεmq ` k

1δ

“ εm ` k
1δ

Alors,
ϕCpnαq ¨ pCuk

1

emq “ Cuk1em
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3.2.3 Identification explicite de N̄{T̄ avec le groupe de George

Définition 3.28. Pour tout σ P Sptukemuq, et κ : tukemu Ñ ZztkLC ; k P Zu une bijection, on

définit pκ˚σq P BijpZq telle que pκ˚σqpxq :“

#

x si LC |x
κσκ´1pxq sinon

Corollaire 3.14. Il existe une bijection κC : tukemu Ñ ZztkLC ; @k P Zu telle que,

pκ˚Cσqpxq :“

#

x si LC |x
κCσκ

´1
C pxq sinon

et que le diagramme suivant commute :

SpC̃lq
� � ιC // SpZq

N̄{T̄

ψC

OO

ϕC // Sptukemuq

κ˚C

OO

En plus, κC est unique si on suppose en plus que κCpe1q “ 1, et elle est donné explicitement
par :

@k P Z @m P t1, ..., lu, κpukemq “ ´kLC `m et κpuke´mq “ p´k ` 1qLC ´m (3.3)

Démonstration. Montrons tout d’abord l’existence. On suppose que κC est définie par (3.3).
On note ΨC la composée des deux morphismes ψC : N̄{T̄ Ñ SpC̃lq et ιC : SpC̃lq ãÑ SpZztkLCuq.
Il faut donc montrer que κ˚C ˝ ϕC “ ΨC . En effet, soit x P t0, . . . , lu. On a

κ˚C ˝ ϕCprnαxsq “ κCϕCprnαxsqκ
´1
C

En plus, d’après le corollaire 3.13, on en déduit le suivant :
$

’

&

’

%

ϕCprnα0sqpe1q “ ue´1

ϕCprnα0sqpe´1q “ u´1e1

ϕCprnα0sqpemq “ em si m P t1, . . . , luzt´1, 1u

et
#

ϕCprnαlsqpe˘lq “ e¯l

ϕCprnαlsqpemq “ em si m P t1, . . . , luzt´l, lu

et si x P t1, . . . , l ´ 1u

$

’

&

’

%

ϕCprnαxsqpexq “ ex`1

ϕCprnαxsqpex`1q “ ex

ϕCprnαxsqpemq “ em si m P t1, . . . , luztx, x` 1u

D’autre part, si x P t1, . . . , lu,

ΨCprnαxsq “ xpx x` 1qy.
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Donc ce qu’il faut montrer maintenant c’est que κCϕCprnαxsqκ
´1
C “ xpx x ` 1qy pour tout

x P t1, . . . , lu et κCϕCprnα0sqκ
´1
C “ xp´1 1qy.

Soit f P ZztkLu, alors il existe des uniques k et m tels que

f “

#

kLC `m m P t1, ..., lu, k P Z
pk ` 1qLC `m m P t´1, ...,´lu, k P Z

Dans la suite soit x dans t0, . . . , lu. On a plusieurs cas possibles :
1. Si x ‰ 0, l :

κCϕCprnαxsqκ
´1
C pfq “ κCϕCprnαxsqpu

´kemq

“

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

κCpu
´kem`1q si m “ x

κCpu
´kem´1q si m “ x` 1

κCpu
´kem´1q si m “ ´x

κCpu
´kem`1q si m “ ´x´ 1

κCpu
´kemq sinon

“

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

kLC `m` 1 si m “ x

kLC `m´ 1 si m “ x` 1

kLC `m´ 1 si m “ ´x

kLC `m` 1 si m “ ´x´ 1

kLC `m sinon

D’autre part,

xpx x` 1qypfq “ kLC ` xpx x` 1qypmq

“

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

kLC `m` 1 si m “ x

kLC `m´ 1 si m “ x` 1

kLC `m´ 1 si m “ ´x

kLC `m` 1 si m “ ´x´ 1

kLC `m` 1 sinon

2. si x “ 0 :

κCϕCprnα0sqκ
´1
C pfq “ κCϕCprnα0sqpu

´kemq

“

$

’

&

’

%

κCpu
´k`1e´1q si m “ 1

κCpu
´k´1e1q si m “ ´1

κCpu
´kemqq sinon

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

kLC ´ 1 si m “ 1

pk ` 1qLC ` 1 si m “ ´1

kLC `m si m P t2, . . . , lu

pk ` 1qLC `m si m P t´2, . . . ,´lu
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D’autre part,

xp´1 1qypfq “

#

xp´1 1qypkLC `mq si m P t1, . . . , lu

xp´1 1qyppk ` 1qLC `mq si m P t´1, . . . ,´lu

“

#

kLC ` xp´1 1qypmq si m P t1, . . . , lu

pk ` 1qLC ` xp´1 1qypmq si m P t´1, . . . ,´lu

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

kLC ´ 1 si m “ 1

pk ` 1qLC ` 1 si m “ ´1

kLC `m si m P t2, . . . , lu

pk ` 1qLC `m si m P t´2, . . . ,´lu

3. si x “ l :

κCϕCprnαlsqκ
´1
C pfq “ κCϕCprnαlsqpu

´kemq

“

$

’

&

’

%

κCpu
´ke´lq si m “ l

κCpu
´kelq si m “ ´l

κCpu
´kemq sinon

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

pk ` 1qLC ´ l si m “ l

kLC ` l si m “ ´l

kLC `m si m P t1, . . . , l ´ 1u

pk ` 1qLC `m si m P t´1, . . . ,´l ` 1u

D’autre part,

xp´l lqypfq “

#

xp´l lqypkLC `mq si m P t1, . . . , lu

xp´l lqyppk ` 1qLC `mq si m P t´1, . . . ,´lu

“

#

kLC ` xp´l lqypmq si m P t1, . . . , lu

pk ` 1qLC ` xp´l lqypmq si m P t´1, . . . ,´lu

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

kLC ` l ` 1 si m “ l

pk ` 1qLC ´ l ´ 1 si m “ ´l

kLC `m si m P t1, . . . , l ´ 1u

pk ` 1qLC `m si m P t´1, . . . ,´l ` 1u

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

pk ` 1qLC ´ l si m “ l

kLC ` l si m “ ´l

kLC `m si m P t1, . . . , l ´ 1u

pk ` 1qLC `m si m P t´1, . . . ,´l ` 1u

Donc on a montrer que κ˚C ˝ϕC “ ΨC sur les générateurs de N̄{T̄ et puisque κ˚C , ϕC , et ΨC sont
des morphismes de groupes alors κ˚C ˝ ϕC et ΨC se coïncident partout.

Enfin en supposant toujours que κCpe1q “ 1 et en utilisant les figures ci dessous et la
commutativité du diagramme en haut, on peut reconstruire le morphisme et on retombe sur κC .
Alors κC est unique.
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Action des sm sur tukemu

Figure 3.3 – Cette figure montre l’action des sm sur ttkemu et en particulier que s0pe1q “ ue´1

et s0pe´1q “ u´1e1

el

e´l

e´l`1

e´2

e´1

e1

e2

el´1
sl´1

s1

sl´1

s1

s0

sl

ˆu

˜u
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Action des σm sur Z

Figure 3.4 – Cette figure montre l’action des σm sur Z et en particulier que σ0p1q “ ´1 “ 2l´LC ,
σ0p2lq “ 2l ` 2 “ 1` LC et σmpkLCq “ kLC pour tout k P Z et m P t0, . . . , lu .

l

l ` 1

l ` 2

2l ´ 1

2l

1

2

l ´ 1 σl´1

σ1

`LC

´LC
σl´1

σ1

σ0

σl
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Chapitre 4

Conjecture d’une formule de Pieri pour la
cohomologie en type C

En type A, des travaux récents de Lam et al [16] donnent une formule de Pieri en utilisant
l’identification par Kostant de l’homologie avec une algèbre de fonctions symétriques.
En effet, il existe un isomorphisme de groupes entre le groupe de Weyl affine et le groupe de
George SpÃlq, tel que les réflexions sont représentées par les classes de transpositions xpi jqy
(qu’on pourrai aussi noté tij). On définit ensuite S0pÃlq comme étant le sous ensemble de SpÃlq
qui est formé par les éléments de longueur minimale modulo Sl`1 (SpÃlq{Sl`1q.
Soit u,w P S0pÃlq et pi, jq P Z2 tel que i ď 0 ă j. Dans [16], les auteurs disent que C :“ pw Ñi,j

uq est une couverture forte marquée si w ă u, `puq “ `pwq ` 1 et wtij “ u. Ils notent dans ce
cas insidepCq “ w, outsidepCq “ u et mpCq :“ wpjqp“ upiqq.
Dans [16] aussi, Ils disent que S “ rw; pC1, . . . , Crq;us est une bande forte si les Ck sont des
couvertures fortes telles que outsidepCkq “ insidepCk`1q pour tout k entre 0 et r, et que
mpC1q ă . . . ă mpCrq. Ils notent dans ce cas sizepSq :“ lpuq ´ lpwq, insidepSq “ w, et
outsidepSq “ u.
Avant d’énoncer la formule de Pieri, définissons les éléments a0,m :

Définition 4.1. Soit m “ 1, . . . , l ` 1, on définit les éléments a0,m de la manière suivante :

a0,m :“ sm´1 ¨ ¨ ¨ s0

Théorème 4.1. [16] Soit w P S0pÃlq et m P t1, . . . , l ` 1u. Alors,

ξa0,mξw “
ÿ

S

ξoutsidepSq

où la somme est sur toutes les bandes fortes S tel que insidepSq “ w et w P S0pÃlq.

Le but dans la suite est de formuler une conjecture pour une formule de Pieri en cohomologie
en type C, en utilisant des notions similaires à celles utilisées par Lam et al en type A (Couvertures
fortes, bandes fortes ...).
Soit u ă w une couverture forte tel que u Ñβ w (cf. Notation 1.67). Dans Lam et al [16],
précisément la remarque 2.4, les auteurs ont affirmé que le nombre de couples pi, jq tels que
β “ xpi jqy et i ď 0 ă j est égal au coefficient cwu,s0p“ x$0, β

_yq. Ils n’ont pas montré ce résultat,
mais ils ont précisé que c’était une conséquence de la formule de Chevalley dans [13]. On s’est
intéressé par se fait parce que, dans un sens, c’est une première étape pour comprendre la
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combinatoire des formules de Pieri. Dans cette optique, on commence par montrer ce résultat
en type A en traitant naïvement une première approche : On considère un élément du groupe
de George SpÃlq et on cherche a l’associé sa racine correspondante. Cela donne un lien entre les
couples pi, jq en question et le système de racine et permet de montrer cette égalité. La première
section de ce chapitre sera consacrée à traiter l’argument ci-dessus.
Bien que cette méthode est efficace en type A, on a trouvé qu’elle ne le sera pas dans les autres
type, précisément en type C. Pour cette raison, on a décidé de choisir un autre chemin, qui nous
permettra de comprendre d’une manière fondamentale la relation entre ces couples pi, jq et le
système de racines : Inversement, on considère une racine dans le système de racine associé à
SpC̃lq. En utilisant, principalement, les corollaires 3.13 et 3.14, on arrive à l’associé l’élément
correspondant dans le groupe de George.

4.1 Formule de Chevalley en type A

Dans cette section on considère un élément du groupe de George SpÃlq et on cherche a
l’associé sa racine correspondante :
Remarquons tout d’abord qu’en type A, on a (cf. Remarque 1.50)

δ “ α0 ` α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αl´1 ` αl

On note dans ce cas
δ_ “ α_0 ` α

_
1 ` ¨ ¨ ¨ ` α

_
l´1 ` α

_
l .

Notation 4.2. On fixe dans la suite u “ s0s1 ¨ ¨ ¨ sl´1sl et on définit les éléments β_i de la
manière suivante :

β_0 “ α_0
et

@i “ 1, . . . , l ´ 2; β_i “ s0s1 ¨ ¨ ¨ si´2si´1pα
_
i q “ α_0 ` α

_
1 ` ¨ ¨ ¨ ` α

_
i´1 ` α

_
i

Lemme 4.3. Pour tout k ď l ´ 1 on a ,

upβ_k q “ β_k`1 ` δ
_

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur k
On a,

upα_0 q “ s0s1 ¨ ¨ ¨ sl´1slpα
_
0 q

“ s0s1 ¨ ¨ ¨ sl´2sl´1pα
_
0 ` α

_
l q

“ s0s1 ¨ ¨ ¨ sl´2sl´1pα
_
0 q ` s0s1 ¨ ¨ ¨ sl´2sl´1pα

_
l q

“ s0s1pα
_
0 q ` α

_
0 ` δ

_

“ s0pα
_
0 ` α

_
1 q ` α

_
0 ` δ

_

“ α_0 ` α
_
1 ` δ

_.

Supposons par récurrence que up
k
ÿ

i“0

α_i q “ p
k`1
ÿ

i“0

α_i q ` δ
_.

Et montrons que up
k`1
ÿ

i“0

α_i q “
k`2
ÿ

i“0

α_i ` δ
_ :
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On a,

up
k`1
ÿ

i“0

α_i q “ up
k
ÿ

i“0

α_i q ` upα
_
k`1q.

Or

up
k
ÿ

i“0

α_i q “
k`1
ÿ

i“0

α_i ` δ
_.

Et

upαk`1q “ s0s1 ¨ ¨ ¨ sk`1sk`2pα
_
k`1q

“ s0s1 ¨ ¨ ¨ sksk`1pα
_
k`1 ` α

_
k`2q

“ s0s1 ¨ ¨ ¨ sk´1skpα
_
k`2q

“ α_k`2.

Alors,

up
k`1
ÿ

i“0

α_i q “
k`1
ÿ

i“0

α_i ` δ
_
` α_k`2

“

k`2
ÿ

i“0

α_i ` δ
_.

Donc,
@i “ 0, . . . , l ´ 1, upβ_i q “ δ_ ` β_i`1.

Notation 4.4. Dans la suite, on fixe un entier p quelconque et on note n :“ p` 1` Ep
p

l
q (où

E est la fonction partie entière).

Lemme 4.5. Pour tout entier r tel que 0 ď r ă l on a ,

p ” rrls ô n ” r ` 1rl ` 1s

Démonstration. Montrons tout d’abord que p ” rrls ñ n ” r ` 1rl ` 1s.
Soit r l’entier non nul tel que p ” rrls et 0 ď r ă l alors,

Dq P N˚; p “ ql ` r.

Alors,

n “ p` 1` Ep
p

l
q

“ p` 1` q

“ ql ` r ` 1` q

“ qpl ` 1q ` r ` 1

Par suite,
n ” r ` 1rl ` 1s.
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Pour la réciproque, prenons l’entier 1 ď s ď l tel que n ” srl ` 1s et montrons que p ” s´ 1rls.
Soit 0 ď s1 ă l l’entier non nul tel que p ” s1rls, alors d’après le raisonnement précédent,

s “ s1 ` 1

donc,
s1 “ s´ 1.

Remarque 4.6. 1. On peut définir β_m pour tout m dans N de la manière suivante :
Soit m P N alors il existe deux entiers k et r tels que m “ kl ` r et 0 ď r ă l, et on
définit :

β_m :“ β_r ` kδ
_

2. Si n “ pl ` 1qk ` r ` 1 alors,

p “
nl ´ r ` r

l ` 1

“
lpkpl ` 1q ` r ` 1q ´ l ` r

l ` 1

“
klpl ` 1q ` lr ` l ´ l ` r

l ` 1

“ kl ` r

Avant d’énoncer le résultat principale de cette section, on rappelle au lecteur la formule de
Chevalley :

Théorème 4.2. Pour tout w dans SpÃlq, on a

ξwξa0,1 “
ÿ

`pwsαq“`pwq`1

x$0, α
_
yξwsα

Remarque 4.7. En générale, une réflexion sα est représentée, dans le groupe de George SpÃlq,
par une classe de transposition xpm nqyA pour de m et n dans Z. Mais dans la suite, plus
précisément pour la preuve de la Proposition 4.3, puisque le Diagramme de Dynkin en type A
affine est circulaire, on pourrait supposer que m “ 0 et n P Z.

Proposition 4.3. Soient $0 le poids fondamental associé à α0, et α P ∆re. Alors,

x$0, α
_
y “ cardptpi, jq; sα “ xpi jqyA et i ď 0 ă juq

Démonstration. Soit α P ∆re. D’après la remarque 4.7, on peut supposer qu’il existe n P N tel
que

sα “ xp0 nqyA

En faisant un petit calcul, on remarque qu’il existe un unique entier p tel que,

n “ p` 1` Ep
p

l
q

On définit dans ce cas les entiers k, k1, r et r1 tels que :

‚ 0 ď r ă l et p “ kl ` r

‚ 0 ď r1 ă l ` 1 et p “ k1pl ` 1q ` r1
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et on note
w :“ uk

1

s0s1 ¨ ¨ ¨ sr1´2sr1´1.

On remarque tout d’abord que
xp0 nqyA “ wsr1w

´1

En plus,

wpα_r1q “ uk
1

s0s1 ¨ ¨ ¨ sr1´2sr1´1pα
_
r1q

“ uk
1

pβ_r1 q

“ k1δ_ ` β_r1`k1 ( D’après le Lemme 4.3.)

Or,

x$0, β
_
r1`k1y “ Ep

r1 ` k1

l
q ` 1.

Par suite
x$0, wpα

_
p qy “ k1 ` 1` Ep

r1 ` k1

l
q.

D’autre part, le nombre de paires pi, jq tel que xp0 nqyA “ xpi jqyA et i ď 0 ă j est k ` 1.

Il faut donc montrer que k ` 1 “ k1 ` 1` Ep
r1 ` k1

l
q : En effet, on a

p “ kl ` r

“ k1pl ` 1q ` r1

“ k1l ` pk1 ` r1q.

Soit k2, r2 tels que r2 ă l et k1 ` r1 “ k2l ` r2 alors

p “ k1l ` k2l ` r2

“ pk1 ` k2ql ` r2.

Par unicité de la division euclidienne, on en déduit que

k1 ` k2 “ k et r “ r2.

Alors,

k1 ` 1` Ep
r1 ` k1

l
q “ k1 ` 1` k2

“ k ` 1

4.2 Énoncé de la conjecture en type C

Définition 4.8. Soit u,w P S0pC̃lq et pi, jq P Z2 tel que i ď 0 ă j.

1. On dit que C :“ pw Ñi,j uq est une couverture forte marquée si,

w ă u, `puq “ `pwq ` 1 et wtij “ u.

On note insidepCq “ w, outsidepCq “ u et mpCq “ upiq.
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2. On dit que S “ rw; pC1, . . . , Crq;us est une bande forte si les Ck sont des couvertures
fortes telles que,

@ 0 ď k ď r outsidepCkq “ insidepCk`1q et mpC1q ă . . . ă mpCrq.

On note sizepSq :“ lpuq ´ lpwq, insidepSq “ w et outsidepSq “ u.

Conjecture 4.4. Soit w P S0pC̃lq et m ě 0. Alors,

ξco,mξw “
ÿ

S

ξoutsidepSq.

Où la somme parcourt touts les bandes fortes de taille m et tel que insidepSq “ w.

4.3 Compatibilité avec la formule de Chevalley

Dans cette section, on veut montrer la conjecture 4.4 pour m “ 1, en d’autres termes on
montre que cette conjecture est compatible avec la formule de Chevalley. D’une part la formule
de Chevalley pour la multiplication par ξs0 est :

@w P S0
pC̃lq ξs0 ¨ ξw “

ÿ

wÑβv

x$0, β
_
yξv

D’autre part, pour m “ 1 la conjecture 4.4 donne :

@w P S0
pC̃lq ξs0 ¨ ξw “

ÿ

S

ξoutsidepSq

où la somme parcourt toutes les bandes fortes de taille 1 et tel que insidepSq “ w.
On note Σβ “ tpi, jq; i ď 0 ă j et σβ “ xpi jqyu, où σβ est l’élément dans le groupe de George
(c.f. Définition 3.11) correspondant à la réflexion sβ. Alors, on a :

ÿ

S

ξoutsidepSq “
ÿ

wÑβv

cardpΣβqξ
v

Alors ce qu’il faut montrer c’est que

x$0, β
_
y “ cardpΣβq.

Remarque 4.9. Soit β̊ une racine dans le système de racines fini, et soit β “ β̊ ` kδ dans ∆re.
On a deux cas possibles :

1. Si β̊ est une racine longue on a :

xpβ̊ ` kδq_, α0y “ xβ̊ ` kδ, α
_
0 y

2. Si β̊ est une racine courte on a :

xpβ̊ ` kδq_, α0y “ 2xβ̊ ` kδ, α_0 y
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Démonstration. On rappelle tout d’abord que pour tout α et γ dans ∆re, on a

xγ_, αy “
pγ, αq

pγ, γq

Alors,

xβ_, α0y “
pβ, α0q

pβ, βq
et xα_0 , βy “

pα0, βq

pα0, α0q

On en déduit que

xpβ̊ ` kδq_, α0y “
pα0, α0q

pβ̊ ` kδ, β̊ ` kδq
xβ̊ ` kδ, α_0 y

Donc,

xpβ̊ ` kδq_, α0y “
2

pβ̊, β̊q
xβ̊ ` kδ, α_0 y

Ce qui montre cette remarque.

Lemme 4.10. Soit γ “ γ̊ ` kδ avec k P Z et γ̊ P R̊. Alors on a,

x$0, γ
_
y “

#

2k si γ̊ courte
k si γ̊ longue

Démonstration. Soit γ “ γ̊ ` kδ

1. Si k ě 0
Pour montrer ce résultat, on va fixer une valeur particulière β̊ dans chacun des deux cas,
et on va raisonner par récurrence sur k. Et enfin on en déduit le résultat générale en
utilisant le fait qu’on peut engendrer toute racine γ̊ de type fini en faisant son image par
un certain ẘ P W̊ .
Dans un premier temps, on va montrer que le résultat est vrai pour k “ 0. Et on va
montrer que pour k “ 1 le résulat est vrai si γ̊ est une racine longue :
‚ Si k “ 0, on a

γ “ γ̊

Alors
x$0, γ

_
y “ 0.

‚ On sait que ´θ “ ´2α1 ¨ ¨ ¨ ´ 2αl´1 ´ αl est une racine longue, et que ´θ ` δ “ α0.
Donc

x$0, p´θ ` δq
_
y “ x$0, α

_
0 y

“ 1 ppar Définition de $0)

Pour conclure, on sait qu’il existe ẘ P W̊ tel que ẘp´θq “ γ̊ si γ̊ est longue.
Alors,

x$0, γ̊ ` δy “ x$0, ẘp´θ ` δq
_
y

“ xẘ´1
p$0q, p̊γ ` δq

_
y

“ x$0, p̊γ ` δq
_
y

“ 1

Donc on a montré que le résultat est vrai pour k “ 1 et γ̊ longue.
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(a) Montrons maintenant l’hérédité (k ñ k ` 2) pour γ̊ une racine longue.
Soit β̊ “ θ “ 2α1 ` . . . ` 2αl´1 ` αl qui est une racine longue. Par hypothèse de
récurrence on a

x$0, pβ̊ ` kδq
_
y “ k.

En plus, on a

s0pβ̊q “ β̊ ´ xβ̊, α_0 yα0

“ β̊ ` 2α0.

Alors,

s0pβ̊ ` kδq “ s0pβ̊ ` kδq

“ β̊ ` 2α0 ` kδ

“ ´β̊ ` pk ` 2qδ

D’autre part,

s0ppβ̊ ` kδq
_
q “ pβ̊ ` kδq_ ´ xpβ̊ ` kδq_, α0yα

_
0

“ pβ̊ ` kδq_ ´ xβ̊ ` kδ, α_0 yα
_
0 pD’après la remarque 4.9q

“ pβ̊ ` kδq_ ` 2α_0

Or
s0ppβ̊ ` kδq

_
q “ ps0pβ̊ ` kδqq

_.

Alors,
p´β̊ ` pk ` 2qδq_ “ pβ̊ ` kδq_ ´ 2α_0 .

Par suite,

x$0, p´β̊ ` pk ` 2qδq_y “ x$0, pβ̊ ` kδq
_
y ` 2x$0, α

_
0 y

“ k ` 2

On a montrer par récurrence sur k que x$0, p´β̊ ` kδq
_y “ k.

Enfin pour conclure, on sait qu’il existe ẘ P W̊ tel que γ̊ “ ẘp´β̊q.
Alors,

x$0, p̊γ ` kδq
_
y “ x$0, ẘp´β̊ ` kδq

_
y

“ xẘ´1$0, p´β̊ ` kδq
_
y

“ x$0, p´β̊ ` kδq
_
y car ẘ´1

p$0q “ $0

“ k

(b) De même on va montrer l’hérédité (k ñ k ` 1) pour γ̊ une racine courte.
Soit β̊ “ θ “ α1 ` . . .` αl´1 qui est une racine courte.
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Par hypothèse de récurrence on a x$0, pβ̊ ` kδq
_y “ 2k.

On a

s0pβ̊q “ β̊ ´ xβ̊, α_0 yα0

“ β̊ ` α0.

Alors,

s0pβ̊ ` kδq “ s0pβ̊ ` kδq

“ β̊ ` α0 ` kδ

“ ´β̊ ` pk ` 1q

D’autre part,

s0ppβ̊ ` kδq
_
q “ pβ̊ ` kδq_ ´ xpβ̊ ` kδq_, α0yα

_
0

“ pβ̊ ` kδq_ ´ 2xβ̊ ` kδ, α_0 yα
_
0 pD’après la remarque 4.9q

“ pβ̊ ` kδq_ ` 2α_0

Or
s0ppβ̊ ` kδq

_
q “ ps0pβ̊ ` kδqq

_.

Alors,
p´β̊ ` pk ` 1qδq_ “ pβ̊ ` kδq_ ` 2α_0 .

Parsuite,

x$0, p´β̊ ` pk ` 1qδq_y “ x$0, pβ̊ ` kδq
_
y ` 2x$0, α

_
0 y

“ 2k ` 2

“ 2pk ` 1q

On a montrer par récurrence sur k que x$0, p´β̊ ` pkqδq
_y “ 2k.

Enfin pour conclure, on sait qu’il existe ẘ P W̊ tel que γ̊ “ ẘp´β̊q.
Alors,

x$0, p̊γ ` pkqδq
_
y “ x$0, w0p´β̊ ` pkqδq

_
y

“ xw´1
0 $0, p´β̊ ` pkqδq

_
y

“ x$0, p´β̊ ` pkqδq
_
y car w´1

0 p$0q “ $0

“ 2k

2. Si k ă 0
On a γ “ γ̊ ` kδ alors

´γ “ ´γ̊ ´ kδ.
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En appliquant maintenant le resultat qu’on a montré si-dessus pour ´γ on obtient :

x$0, γ
_
y “ ´x$0, p´γq

_
y

“ ´

#

´2k si γ̊ courte
´k si γ̊ longue

“

#

2k si γ̊ courte
k si γ̊ longue

Finalement on possède tout le matériel nécessaire pour montrer le résultat principal de cette
section. Dans cette prochaine Proposition, on montrera que x$0, β

_y “ cardpΣβq ce qui donne
la compatibilité de la conjecture 4.4 avec la formule de Chevalley.

Proposition 4.5. Soit β P ∆repC̃lq. On note σβ la réflection associée à β dans le groupe de
George. Alors,

x$0, β
_
y “ cardptpi, jq; i ď 0 ă j et σβ “ xpi jqyu

Démonstration. Soit β “ β̊ ` kδ P ∆repC̃lq où β̊ est de type fini. On va montrer le résultat pour
chacun des cas suivants :

1. Si β̊ “ εp ´ εq avec p ă q. D’après le corollaire 3.13 on a

ϕpnβqpCepq “ Cu´keq.

Donc en utilisant le corollaire 3.14 on obtient

σβppq “ kL` q.

Alors,
@r P Z σβpp` rLq “ pk ` rqL` q

On peut alors écrire,
σβ “ xpkL` q pqy.

D’autre part, soit pi jq tel que i ď 0 ă j et σβ “ xpi jqy. Alors on a deux cas de figures :

pi “ kL` q` k1L et j “ k1L` p, k1 P Zq ou pi “ ´p` k1L et j “ ´kL´ q` k1L, k1 P Zq

(a) Si i “ kL` q ` k1L et j “ k1L` p, k1 P Z on a :

i ď 0 ă j ô kL` q ` k1L ď 0 ă k1L` p

ô kL` q ď ´k1L ă p

ô ´
p

L
ă k1 ď ´k ´

q

L
ô k1 “ 0, . . . ,´k ´ 1

(b) Si i “ ´p` k1L et j “ ´kL´ q ` k1L, k1 P Z on a :

i ď 0 ă j ô ´p` k1L ď 0 ă ´kL´ q ` k1L

ô ´p ď ´k1L ă ´kL´ q

ô k `
q

L
ă k1 ď

p

L
ô k1 “ k ` 1, . . . , 0
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On remarque en combinant les couples pi, jq trouvés dans (a) et (b), qu’il y en a 2k couples
qui sont deux à deux différents. Et en utilisant le Lemme 4.10 on sait que puisque β̊ est
une racine courte on a

x$0, β
_
y “ 2k.

Alors,
x$0, β

_
y “ cardptpi, jq; i ď 0 ă j et σβ “ xpi jqyu

2. Si β̊ “ εp ` εq avec p ă q. D’après le corollaire 3.13 on a

ϕpnβqpCepq “ Cu´ke´q.

Donc en utilisant le corollaire 3.14 on obtient

σβppq “ pk ` 1qL´ q

Alors,
@r P Z σβpp` rLq “ pk ` r ` 1qL´ q

On peut alors écrire :
σβ “ xppk ` 1qL´ q pqy

D’autre part, soit pi jq tel que i ď 0 ă j et σβ “ xpi jqy. Alors on a deux cas de figures :

pi “ pk`1qL´q`k1L et j “ k1L`p, k1 P Zq ou pi “ ´p`k1L et j “ p´k´1qL`q`k1L, k1 P Zq

(a) Si i “ pk ` 1qL´ q ` k1L et j “ k1L` p, k1 P Z on a :

i ď 0 ă j ô pk ` 1qL´ q ` k1L ď 0 ă k1L` p

ô pk ` 1qL´ q ď ´k1L ă p

ô ´
p

L
ă k1 ď ´k ´ 1`

q

L
ô k1 “ 0, . . . ,´k ´ 1

(b) Si i “ ´p` k1L et j “ p´k ´ 1qL´ q ` k1L, k1 P Z on a :

i ď 0 ă j ô ´p` k1L ď 0 ă p´k ´ 1qL` q ` k1L

ô ´p ď ´k1L ă p´k ´ 1qL` q

ô ´p´k ´ 1q ´
q

L
ă k1 ď

p

L
ô k1 “ k ` 1, . . . , 0

3. Si β̊ “ 2εp. D’après le corollaire 3.13 on a,

ϕpnβqpCepq “ Cu´ke´p.

Donc en utilisant le corollaire 3.14 on obtient

σβppq “ pk ` 1qL´ p.
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Alors,
@r P Z σβpp` rLq “ pk ` r ` 1qL´ p

On peut alors écrire,
σβ “ xppk ` 1qL´ p pqy

D’autre part, soit pi jq tel que i ď 0 ă j et σβ “ xpi jqy. Alors on a deux cas de figures :

pi “ pk`1qL´p`k1L et j “ k1L`p, k1 P Zq ou pi “ ´p`k1L et j “ p´k´1qL`p`k1L, k1 P Zq

(a) Si i “ pk ` 1qL´ p` k1L et j “ k1L` p, k1 P Z on a :

i ď 0 ă j ô pk ` 1qL´ p` k1L ď 0 ă k1L` p

ô pk ` 1qL´ p ď ´k1L ă p

ô ´
p

L
ă k1 ď ´k ´ 1`

p

L
ô k1 “ 0, . . . ,´k ´ 1

(b) Si i “ ´p` k1L et j “ p´k ´ 1qL` p` k1L, k1 P Z on a :

i ď 0 ă j ô ´p` k1L ď 0 ă p´k ´ 1qL` p` k1L

ô ´p ď ´k1L ă p´k ´ 1qL` p

ô ´p´k ´ 1q ´
p

L
ă k1 ď

p

L
ô k1 “ k ` 1, . . . , 0

En faisant un petit calcul on remarque que les couples pi, jq trouvés dans (a) ne sont
qu’une permutation de ceux trouvés dans (b), alors en total on a k couples qui sont deux à
deux différents. Et en utilisant le Lemme 4.10 on sait que puisque β̊ est une racine longue
on a

x$0, β
_
y “ k.

Alors,
x$0, β

_
y “ cardptpi, jq; i ď 0 ă j et σβ “ xpi jqyu

4.4 Conjecture en degré 2

En essayant de montrer la conjecture en tout degré il nous a semblé qu’il était intelligent
de généraliser les Lemmes de Lam et al dans [18], et pour cela nous avons donc montré deux
résultats principaux :
Le premier, Proposition 4.6, est générale et valable dans n’importe quel groupe de Weyl affine
non tordu. Le deuxième, Proposition 4.8, est particulier au type C mais il est plus précis que le
premier : Si uÑ uxpi jqyC est une couverture forte dans le 0-ordre de Bruhat, on obtient que
upjq ´ upiq ă LC et, si la racine est courte, que upiq et upjq ont le même signe .
On remarque, avec cette stratégie envisagée, pour le degré 2 qui si les centres de symétries (de
l’ensemble de marquages pour une couverture) sont égaux, la stratégie fonctionne, et que les
Propositions précédentes montrent que les centres (cf. Définition (4.12)) ne peuvent pas différer
”trop”.
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En effet, en degré 2, la conjecture affirme que la multiplication par ξs1s0 revient à parcourir des
chemins croissants de taille 2. D’autre part, une conséquence de la section précédente est que
la multiplication par pξs0q2 revient à parcourir touts les chemins de taille 2. On sait aussi, par
conséquence de la formule de Chevalley (cf. Théorème 1.8), que

pξs0q2 “ 2ξs1s0

On en déduit que la conjecture en degré 2 est équivalente au fait qu’il y a autant de chemins
croissants que de chemins décroissants de degré 2q.

Remarque 4.11. Soit u, v, w P S0pC̃lq tels que u Ñ v et v Ñ w sont des couvertures fortes
dans le 0-ordre de Bruhat. On remarque que pour montrer la conjecture en degré 2, il suffit de
prouver, qu’en passant par v,il y a autant de chemins croissants que de chemins décroissants.

Dans la suite on définit le centre d’une couverture forte marquée (cf. Définition 4.8).

Définition 4.12. Soit u P SpC̃lq et i ď 0 ă j tels que uÑ u ¨ xpi jqyC est une couverture forte
dans le 0-ordre de Bruhat. On dit que C est le centre de cette couverture si C “ upjq´upiq

2
.

Remarque 4.13. Soit u Ñ u ¨ xpi jqyC une couverture forte dans le 0-ordre de Bruhat et C
son centre. On remarque que C est en effet le centre de symétrie de l’ensemble de marquages
associés à cette couverture.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que le centre C est indépendant de i et j. En effet,
soit i1 ď 0 ă j1 tels que xpi jqyC “ xpi1 j1qyC . Alors, en utilisant la Définition 3.13, on peut voir
qu’on a deux cas possibles :

1. Il existe un entier k tel que

i “ i1 ` kLC et j “ j1 ` kLC

Donc,
upj1q ´ upi1q “ upjq ´ upiq

D’autre part, on peut voir que upjq et ´upiq sont des marquages qui sont symétriques par
rapport à C. Ce qui montre le résultat.

2. Il existe un entier k tel que

i1 “ ´j ` kLC et j1 “ ´i` kLC

Donc,
upj1q ´ upi1q “ upjq ´ upiq

D’autre part, on peut voir que upjq et ´upiq sont des marquages qui sont symétriques par
rapport à C. Ce qui montre le résultat.

Définition 4.14. Soit W un group de Weyl quelconque et u un élément de W. On définit
l’ensemble Invpuq comme étant l’ensemble de toutes les racines positives dont l’image par u est
négative. En d’autres termes :

Invpuq “ tγ ą 0; upγq ă 0u
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Lemme 4.15. [3, Proposition 4.4.4] Soit u P W , alors

`puq “ cardpInvpuqq

Lemme 4.16. [3, Lemme 2.4.3] Un élément u est Grassmannien si et seulement si toute écriture
réduite de u se termine par s0.

Lemme 4.17. [3, Proposition 2.4.4] Soit J Ă ts0, ¨ ¨ ¨ , slu. Alors, on a le suivant :
1. Tout élément w P W admet une unique factorisation w “ wJ ¨ wJ tels que wj P W J et

wJ P WJ .

2. Pour cette factorisation, `pwq “ `pwJq ` `pwJq.

Lemme 4.18. [3, Proposition 4.4.6] Pour tout w P W et γ P ∆re
` , on a,

wpγq P ∆re
´ ô `pwsγq ă `pwq

Remarque 4.19. Soit u P W pXq un élément Grassmannien, alors

@γ P Invpuq, x$0, γ
_
y ą 0

Démonstration. Soit γ P Invpuq, alors,

γ ą 0 et upγq ă 0

1. Si γ R ∆̊ : Alors,
x$0, γ

_
y ‰ 0

Donc, puisque γ ą 0,
x$0, γ

_
y ą 0

2. Si γ P ∆̊ : On note J “ ts1, . . . , slu. Alors,

sγ P WJ

En plus, en utilisant le Lemme 4.17 et puisque u P W J , on a

`pusγq “ `puq ` `psγq

Par suite,
`pusγq ą `puq

Donc, d’après le Lemme 4.18,
upγq ą 0

Finalement,
γ R Invpuq

Remarque 4.20. Soit W un groupe de Weyl affine non-tordue. Soit α P ∆repW q , alors

α ă δ ou α ą δ
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Démonstration. Soit α P ∆repW q alors, d’après le Lemme 1.52,

Dα̊ P ∆̊pW q, Dk P Z; α “ α̊ ` kδ

Donc,
α ´ δ “ α̊ ` pk ´ 1qδ

Finalement,
α ´ δ P ∆re

pW q

Lemme 4.21. Soit α P ∆re
` pXq et w P W pXq telles que w Ñ wsα est une couverture forte.

Alors,
α ă δ ou wpαq ă δ

En réalité, il sera établi dans le Lemme 4.23 que l’inégalité wpαq ă δ est toujours satisfaite.

Démonstration. Soit α P ∆re
` pXq et w P W pXq telles que w Ñ wsα est une couverture forte.

D’après la Définition 4.14, on sait que,

‚ Invpwsαq “ tγ ą 0; wsαpγq ă 0u

‚ Invpwq “ tγ ą 0; wpγq ă 0u

On pose dans la suite,

‚ A “ tγ ą 0; wpγq ă 0 et wsαpγq ą 0u

‚ B1 “ tγ ą 0; wpγq ą 0 et wsαpγq ă 0u

Or, puisque w Ñ wsα est une couverture forte, on a

wpαq ą 0

En plus, puisque sαpαq ă 0, on a
wsαpαq ă 0

Donc α P B1, et on note dans ce cas,

B2 “ B1ztαu

On peut remarquer que α P B1 puisque Avec ces notations on peut montrer les deux implications
suivantes :

‚ γ P Añ sαpγq ą γ

‚ γ P B1 ñ sαpγq ă γ

En effet, si γ P A alors,
wpγq ă 0 et wsαpγq ą 0

Or sαpγq “ γ ´ xγ, α_yα, donc

wsαpγq “ wpγq ´ xγ, α_ywpαq
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Par suite,
wpγq ´ xγ, α_ywpαq ą 0

Puisque wpγq ă 0 et wpαq ą 0, on en déduit que

xγ, α_y ă 0

Ce qui montre que,
sαpγq ą γ

Pour montrer la seconde implication, on raisonne de la même manière. On en déduit, puisque
cardpAq “ cardpB2q, que sα est une bijection de A dans B2.
Dans la suite on suppose que α ą δ et on veut montrer que wpαq ă δ. En effet, par contradiction,
on suppose que wpαq ą δ, alors

wpα ´ δq ą 0 (4.1)

En plus, puisque wpαq ą 0, on a

wsαpα ´ δq “ ´wpαq ´ δ (4.2)

Par suite, puisque α ´ δ ą 0, les conditions 4.1 et 4.2 montrent que

α ´ δ P B1

Donc,
sαpα ´ δq P A

Or sαpα ´ δq “ ´α ´ δ ă 0. Ce qui donne une contradiction avec la positivité des éléments de
A. Finalement, on obtient,

wpαq ă δ

Lemme 4.22. Soit α P ∆re
` et u P W telles que u Ñ usα est une couverture forte dans le

0-ordre de Bruhat. Alors,

u est Grassmannienñ usα est Grassmannien

Démonstration. D’après la remarque 4.19, u P W pXq est un élément Grassmannien si et
seulement si,

@γ P Invpuq, x$0, γ
_
y ą 0

Or, sαpAq “ B2 alors les éléments de B2 sont de la forme, pour γ P Invpuq,

γ ´ xγ, α_yα

On a déjà montré que xγ, α_y ă 0, alors,

x$0, sαpγq
_
y ą 0

Alors, puisque Invpusαq “ pInvpuqzAq YB1, on en déduit que,

@γ P Invpusαq, x$0, γ
_
y ą 0

Par suite,
usα est Grassmannien.
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Lemme 4.23. Soit α P ∆re
` pXq et u P W pXq telles que uÑ usα est une couverture forte dans

le 0-ordre de Bruhat, et u est Grassmannien. Alors,

upαq ă δ

Démonstration. Soit α et u comme dans le Lemme ci-dessus. On suppose, par contradiction,
que upαq ą δ, dans ce cas d’après le Lemme 4.21 on a

α ă δ

Posons γ “ δ ´ α. Alors,
γ ą 0 et upγq ă 0

Donc,
γ P Invpuq

Et puisque u est Grassmannien, on en déduite que

x$_0 , γy ą 0

D’autre part, on a

x$_0 , γy “ x$
_
0 , δ ´ αy

“ 1´ x$_0 , αy

Or x$_0 , αy ě 1, donc,
x$_0 , γy ď 0 (Contradiction)

Finalement, on a
upαq ă δ

Lemme 4.24. Soit α P ∆re
` pC̃lq et i ă j des entiers tels que sα “ xpi jqy dans le groupe de

George, alors on a l’implication suivante :

α ă δ ñ j ´ i ă LC

Démonstration. Soit α P ∆re
` pC̃lq et i ă j des entiers tels que sα “ xpi jqy. On suppose que

α ă δ. Alors, on a les cas suivants :
1. Si α P ∆̊` : Dans ce cas c’est facile à voir que j ´ i ă L.

2. si α “ α̊ ` kδ : (avec α̊ P ∆̊ et k ą 0)
(a) Si α̊ P ∆̊` : Puisque α ă δ, on a

α̊ ` kδ ă δ (Contradiction)

(b) Si α̊ P ∆̊´ : Puisque α ă δ, on a

α̊ ` kδ ă δ

On en déduit que
k “ 1

Par suite,
α “ α̊ ` δ

En posant β̊ “ ´α̊ P ∆̊`, on obtient

´α “ β̊ ´ δ.
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i. Si β̊ “ εp ´ εq avec p ă q : D’après les corollaires 3.14 et 3.13, on en déduit que :

sα “ xpp q ´ LCqy

“ xpq ´ LC pqy

Alors,
j ´ i “ p´ q ` LC ă LC

ii. Si β̊ “ εp ` εq avec p ă q : D’après les corollaires 3.14 et 3.13, on en déduit que :

sα “ xp´q pqy

Alors,
j ´ i “ p` q ă LC

iii. Si β̊ “ 2εp : D’après les corollaires 3.14 et 3.13, on en déduit que :

sα “ xp´p pqy

Alors,
j ´ i “ 2p ă LC

Proposition 4.6. Soit uÑ usα une couverture forte dans le 0-ordre de Bruhat. Soit i ă j tels
que sα “ xpi jqyC. On note par Cα le centre de uÑ usα. Alors,

Cα ă
LC
2

Démonstration. Soit i, j, u et α comme dans l’énoncer de la Proposition. D’après le Lemme 4.23,

upαq ă δ

Or, puisque uÑ usα une couverture forte et que sα “ xpi jqyC , on a

upiq ă upjq et supαq “ xpupiq upjqqyC

Par suite, par conséquence du Lemme 4.24,

upjq ´ upiq ă LC

Finalement, on a

Cα ă
LC
2

Proposition 4.7. Soit u P S0pC̃lq et α, β P ∆repC̃lq tels que uÑ usα, uÑ usβ et usα Ñ usαsβ
sont des couvertures fortes dans le 0-ordre de Bruhat. On suppose en plus que sαsβ “ sβsα.
Alors, la conjecture 4.4 est vérifié pour m “ 2.
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Démonstration. Pour tout u1, u2 P S
0pC̃2q tels que u1 Ñ u2 est une couverture forte, on note

par Mpu1, u2q l’ensemble de marquages associés à cette couverture. Pour montrer ce résultat,
on peut remarquer qu’il suffit de montrer les deux égalités suivantes :

‚ Mpu, usαq “Mpusβ, usβsαq

‚ Mpu, usβq “Mpusα, usαsβq

Ces deux égalités montrent que pour toute suite de marquages croissantes, en passant par usα (
resp. usβ) il en existe une qui est décroissante. Et vis versa. En effet, si m P Mpu, usαq alors,
par Définition,

Dpi, jq P Z2; sα “ xpi jqyC et m “ upjq

Or, puisque sαsβ “ sβsα, on a
usβpjq “ upjq “ m

Par suite,
m PMpusβ, usβsαq

Inversement, si m PMpusβ, usβsαq, alors,

Dpi, jq P Z2; sα “ xpi jqyC et m “ usβpjq

Or, sβpjq “ j donc,
upjq “ m

Par suite,
m PMpu, usαq

On a donc montré la première égalité. La deuxième est prouvé d’une manière similaire.

Remarque 4.25. Pour montrer la conjecture en degré 2, il faut encore la montrer dans le cas
non-commutatif. Soit u P S0pC̃lq, α, β P ∆repC̃lq tels que u Ñ usα et usα Ñ usαsβ sont des
couvertures fortes et que sαsβ ‰ sβsα. On note par Cα (resp. Cβ) le centre de la couverture
uÑ usα (resp. usα Ñ usαsβ). D’après la remarque 4.13, on sait que Cα (resp. Cβ) est le centre
de symétrie de l’ensemble Mpu, usαq (resp. Mpusα, usαsβq).

1. Si Cα “ Cβ : Soit m1 PMpu, usαq et m2 PMpusα, usαsβq. On remarque qu’on a les deux
implications suivantes :

m1 ă m2 ñ 2Cα ´m1 ą 2Cβ ´m2

m1 ą m2 ñ 2Cα ´m1 ă 2Cβ ´m2

On peut remarquer que, dans ce cas, ces deux implications montrent la conjecture pour
m “ 2. En effet, elles montrent que l’image d’une suite de marquages croissante par
Cαp“ Cβq est une suite de marquages décroissante et Vis Versa.

2. Si Cα ‰ Cβ : D’après la Proposition 4.6, on sait que

0 ă Cα, Cβ ă
LC
2

Alors,

|Cβ ´ Cα| ă
LC
2

Dans ce cas, on montre que même si les centres ne sont pas égaux, ils ne diffères pas trop
non plus. Donc, même si on n’a pas réussi à montrer la conjecture pour m “ 2, on peut
quand même être convaincu qu’on est pas loin de la prouver.
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Le but dans la suite c’est de montrer la Proposition 4.8 qui servira comme élément important
pour une éventuelle preuve de la conjecture en question. Pour cette raison on utilisera la
représentation du groupe SpC̃lq en tend que sous groupe de SpÃ2l`1q.

Définition 4.26. Soit w un élément d’un group de Weyl quelconque. On dit qu’une réflection
simple s est une décente à droite de w si

`pwsq ă `pwq

On note par DRpwq l’ensemble des décentes à droite de w.

Dans la suite on notera respectivement par DA
Rpwq et DC

Rpwq les ensembles de descentes à
droite en type A et en type C.

Lemme 4.27. [3, Proposition 8.3.2] Soit v P SpÃ2l`1q. Alors,

DA
Rpvq “ tsi; vpiq ą vpi` 1qu

Lemme 4.28. [3, Proposition 8.3.6] Soit u, v P SpÃ2l`1q. Alors, les Propositions suivantes sont
équivalentes.

1. uÑ v.

2. Il existe des entiers i et j tels que

i ı j mod 2l ` 1, upiq ă upjq, et v “ u ¨ xpi jqyA

Lemme 4.29. [16, Lemme 2.2] Soit w P SpÃ2l`1q et i ă j tels que i ‰ j mod 2l ` 2. Alors,
w Ñ wxpi jqyA est une couverture forte si et seulement si,

@k Psi, jr; wpkq R rwpjq, wpiqs

Lemme 4.30. [3, Proposition 8.4.2] Soit v P SpC̃lq. Alors,

DC
Rpvq “ tsi; vpiq ą vpi` 1qu

Lemme 4.31. Soit i ă j tels que xpi jqyC est une réflexion et w P W pC̃lq alors,

w ¨ xpi jqyC ą w ô wpiq ă wpjq

Démonstration. 1. Si wpiq ă wpjq : alors, d’après la preuve de 8.4.6 dans [3]

invpw ¨ xpi jqyCq ą invpwq

2. wpiq ą wpjq : alors,
w ¨ xpi jqyCpiq ă w ¨ xpi jqyCpjq

donc,
`pw ¨ xpi jqyC ¨ xpi jqyCq ą `pw ¨ xpi jqyCq

Finalement,
`pwq ą `pw ¨ xpi jqyCq
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Dans la Définition 4.32 et le Lemme 4.34 on notera les éléments de SpC̃lq par des lettres
majuscules et celles de SpÃ2l`1q par des lettres minuscules.

Définition 4.32. On définit le morphisme de groupes ϕ de la manière suivante :

ϕ : SpC̃lq Ñ SpÃ2l`1q

Sk ÞÑ sks´k´1 p@k P t1, . . . , l ´ 1uq

Sl ÞÑ s´lsls´l

S0 ÞÑ s0s´1s0

Si on regarde les groupes SpÃ2lq et SpC̃lq comme sous-groupes de permutations de Z, on
remarque que ϕ est en effet une injection.

Lemme 4.33. Soit W P W pC̃lq et Si1 ¨ ¨ ¨Sik une écriture réduite de W . Alors,

ϕpW q “ ϕpSi1q ¨ ¨ ¨ϕpSikq est une écriture réduite.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la longueur d’une écriture réduite. On note
W 1 “ Si1 ¨ ¨ ¨Sik´1

. Par hypothèse de récurrence on sait que

ϕpW 1
q “ ϕpSi1q ¨ ¨ ¨ϕpSik´1

q est une écriture réduite.

1. Si ik ‰ 0, l : Alors,
ϕpW q “ ϕpSi1q ¨ ¨ ¨ϕpSik´1

qsiks´ik´1

D’après le Lemme 4.30, on a
W 1
pikq ă W 1

pik ` 1q

Donc,
ϕpW 1

qpikq ă ϕpW 1
qpik ` 1q

D’après le Lemme 4.27, on a

W 1Sik ą w1 et W 1S´ik´1 ą W 1

Alors,
ϕpW 1

qp´ik ´ 1q ă ϕpW 1
qp´ikq

Et puisque, Sikp´ik ´ 1q “ ´ik ´ 1 et Sikp´ikq “ ´ik, alors,

W 1SikS´ik´1 ą W 1Sik

2. Si ik “ 0 : Alors,
ϕpW q “ ϕpW 1

qs0s´1s0

D’après le Lemme 4.30, on a
W 1
p0q ă W 1

p1q

Alors,
ϕpW 1

qp0q ă ϕpW 1
qp1q

Par suite, d’après le Lemme 4.27,
w1s0 ą w1

En faisant le même type de raisonnement et en utilisant les Lemmes 4.30 et 4.27, on
montre que

ϕpW 1
qs0s´1s0 ą ϕpW 1

qs0s´1
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3. Si ik “ l : Dans ce cas on fait le même type de raisonnement que lorsque ik “ 0.

Lemme 4.34. Soit α une racine courte et i ď 0 ă j des entiers tels que Sα “ xpi jqyC. Soit
U P SpC̃lq un élément Grassmannien tel que U Ñ USα est une couverture forte dans le 0-ordre
de Bruhat. Alors,

Upiq ¨ Upjq ą 0

Démonstration. Tout d’abord on remarque qu’en faisant un petit calcul on peut montrer que

ϕpxpi jqyCq “ xpi jqyA ¨ xp´j ´ iqyA

Soit Si1 ¨ ¨ ¨Sik`1
une écriture réduite de U ¨ xpi jqyC . Alors, puisque U Ñ U ¨ xpi jqyC est une

couverture forte et en utilisant le Lemme d’échange, on trouve

U “ Si1 ¨ ¨ ¨ Ŝit ¨ ¨ ¨Sik`1

Donc,
Si1 ¨ ¨ ¨Sik`1

“ Si1 ¨ ¨ ¨ Ŝit ¨ ¨ ¨Sik`1
¨ xpi jqyC

Alors,

xpi jqyC “ Sik`1
¨ ¨ ¨ Ŝit ¨ ¨ ¨Si1Si1 ¨ ¨ ¨SitSit`1 ¨ ¨ ¨Sik`1

“ Sik`1
¨ ¨ ¨Sit ¨ ¨ ¨Sik`1

Puisque α est courte et α “ Sik`1
¨ ¨ ¨Sit´1pαitq, alors

αit est une racine courte

En d’autres termes,
it ‰ 0, l

Donc,
ϕpSitq “ sits´it´1

D’après , on sait que
`pϕpUqq “ `pϕpU ¨ xpi jqyCqq ´ 2

Alors, en notant u :“ ϕpUq, on obtient

u ă uxpi jqyA ¨ xp´j ´ iqyA et `pu ¨ xpi jqyA ¨ xp´j ´ iqyAq “ `puq ` 2

D’autre part, puisque U ă U ¨ xpi jqyC , en utilisant le Lemme 4.31, on obtient,

Upiq ă Upjq

Or ϕ ne change pas l’action des éléments sur Z, alors,

upiq ă upjq.

Donc, d’après le Lemme 4.27,
u ă u ¨ xpi jqyA

Donc, en type A, uÑ uxpi jqyA est une couverture forte dans le 0-ordre de Bruhat. Alors, en
utilisant le Lemme 4.29 et puisque 0 Rsi, jr, on a

up0q P rupiq, upjqs
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Donc,
0 R rupjq, upiqs

Finalement,
upjq ¨ upiq ą 0

Proposition 4.8. Soit i ď 0 ă j et α P ∆re
` pC̃lq tels que sα “ xpi jqyC. Soit u un élément

Grassmannien tel que uÑ usα est une couverture forte dans le 0-ordre de Bruhat. Alors,

upiq ¨ upjq ą 0 ou 0 ă upjq “ ´upiq ă
LC
2

Démonstration. Soit u un élément Grassmannien tel que uÑ usα est une couverture forte alors,
d’après le Lemme 4.23, on a

upαq ă δ

Alors,
0 ď x$_0 , upαqy ď 1

On a donc deux cas possibles :
1. Si x$_0 , upαqy “ 0 : Dans ce cas, on a

x$0, upαq
_
y “ 0

D’après le Corollaire 4.5, il n’existe pas d’entiers i1 et j1 tels que i1 ď 0 ď j1 et supαq “
xpi1 j1qy. Par suite,

upiq ¨ upjq ą 0

2. Si x$_0 , upαqy “ 1 : Dans ce cas,
δ ´ upαq P ∆̊`

D’après le Lemme 5.32,

x$0, upαq
_
y “

#

2 si δ ´ upαq courte
1 si δ ´ upαq longue

(a) Si x$0, upαq
_y “ 2 : (δ ´ upαq courte) On remarque tout d’abord qu’on a les

équivalence suivantes :

rδ ´ upαq courtes ô rupδ ´ αq courtes ô rδ ´ α courtes ô rα courtes

Alors, puisque δ ´ upαq est courte, on a

α courte

Par suite, en utilisant le Lemme 4.34, on en déduit que

upiq ¨ upjq ą 0
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(b) Si x$0, upαq
_y “ 1 : D’après la Proposition 4.5, on sait que pi, jq est l’unique couple

tels que i ď 0 ă j et supαq “ xpi jqy. On a deux cas possibles :

upiq ¨ upjq ą 0 ou upiq ¨ upjq ă 0

Dans le deuxième cas, on remarque qu’on a nécessairement upiq “ ´upjq. En effet,
dans le cas contraire on aura deux couple pupiq, upjqq et p´upjq,´upiqq qui enjambent
0 et donc x$0, upαq

_y “ 2 (Contradiction).
Or, d’après le Lemme 6.1,

0 ă upjq ´ upiq ă LC

Donc,
0 ă 2upjq ă LC

Finalement,

0 ă upjq ă
LC
2

4.5 Produit par ξs2s1s0 dans C̃2

4.5.1 Comment obtenir explicitement les marquages

Pour déterminer les marquages dans la figure 4.1, ci-dessous, on procède comme suit :
Soit u ăk v une relation de couverture faible, cela signifie que

`pvq “ `puq ` 1 et v “ sku.

Alors,

v “ sku

“ uu´1sku

“

#

upxpu´1pkq u´1pk ` 1qqyq si k ‰ 0

upxpu´1p´1q u´1p1qqyq si k “ 0

Comme `pvq ą `puq, on a,
#

u´1pkq ă u´1pk ` 1q si k ‰ 0

u´1p´1q ă u´1p1q si k “ 0

On cherche tous les entiers i, j tels que,

i ď 0 ă j et xpi jqy “

#

xpu´1pkq u´1pk ` 1qqy si k ‰ 0

xpu´1p´1q u´1p1qqy si k “ 0

Enfin les marquages seront tous les entiers vpiq.
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Marquages associées à des couvertures fortes dans C̃2

Figure 4.1 – Dans la figure qui suit, les marquages seront en rouge et en bleu on indique les
réflexions sβ à droite (v “ usβ)

e

1p´1 1q

s0

´1
2

p´1 2q
p´2 1q

s1s0

´2
3

p´1 6q
p´6 1q

1 p´2 2q

s2s1s0

´3
4

p´1 3q
p´3 1q

1
p´2 2q

s0s1s0

´2
3
p´1 6q
p´6 1q

s1s2s1s0

´4
6
1

p´1 11q
p´6 6q
p´11 1q

s2s0s1s0

2
p´2 2q

´3
4
´1
2

p´1 7q
p´7 1q
p´2 6q
p´6 2q

´3
p´1 3q 6

p´3 1q

s0s1s2s1s0

´6
7
´1
2

p´1 7q
p´7 1q
p´2 6q
p´6, 2q

s1s2s0s1s0

´4
6
1

p´1 11q
p´6 6q
p´11 1q

s1s0s1s2s1s0

´4
p´1 3q 7

p´3 1q2
p´2 2q

s0s1s2s0s1s0

´2
p´2 7q

3
p´7 2q

s2s1s2s0s1s0

s1s0s1s2s0s1s0

8
3

p´1 16q
p´6 11q

´2
´7

p´11 6q

p´16 1q

p´1 3q
7p´3 1q

´6

1p´2 2q

3
´2p´2 7q

p´7 2q

p´1 3q
8p´3 1q

´4

6
1
´4

p´1 11q
p´6 6q
p´11 1q

s2s1s0s1s2s1s0 s2s0s1s2s0s1s0
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Chapitre 4. Conjecture d’une formule de Pieri pour la cohomologie en type C

4.5.2 Programmation du calcul de Schubert et vérification de cas par-
ticuliers à l’aide de l’ordinateur

En se basant sur [2, Lemme 5.3] par Sara Billey, plus précisément, sur un résultat qui porte
sur le calcul (par récurrence) des constantes de structure de l’algèbre cohomologique de la
grassmannienne affine, on a pu programmer (cf. Annexe A) sur le logiciel "Sage" le produit des
éléments de la base.

Remarque 4.35. Voici quelques exemples de produits :

• ξs2s1s0 ¨ ξs0 “ 2ξs1s2s1s0 ` 1ξs2s0s1s0

• ξs2s1s0 ¨ ξs1s0 “ 4ξs0s1s2s1s0 ` 3ξs1s2s0s1s0

• ξs2s1s0 ¨ ξs1s0s1 “ 6ξs1s0s1s2s1s0 ` 5ξs0s1s2s0s1s0 ` 2ξs2s1s2s0s1s0

• ξs2s1s0 ¨ ξs2s1s0 “ 8ξs1s0s1s2s1s0 ` 4ξs0s1s2s0s1s0 ` 2ξs2s1s2s0s1s0

4.5.3 Retrouver les produits en utilisant la conjecture 4.4

Dans cette partie, on va expliquer comment retrouver les produits cités dans la remarque
4.35, en utilisant la figure 4.1, qu’on a construit en se basant sur la conjecture 4.4. En effet, on
explicitera au lecteur le calcul du deuxième produit (i.e. ξs2s1s0 ¨ ξs1s0). Ici il s’agît de multiplier
par ξc0,2p“ ξs1s0q, pour cette raison notre point de départ sur le graphe sera l’élément s2s1s0. Et
puisque `ps1s0q “ 2, on va considérer tout les chemins de longueur 2, débutant par s2s1s0 et
formant des suites de marquages croissantes. On trouve :

1. Entre s2s1s0 et s0s1s2s1s0 on a les quatre suites suivantes :

• En passant par s1s2s1s0 :

p´3, 1q, p´3, 6q et p4, 6q

• En passant par s2s0s1s0 :
p1, 6q

C’est à dire que le coefficient de s0s1s2s1s0 est égale à 4.

2. Entre s2s1s0 et s1s2s0s1s0 on a les trois suites suivantes :

• En passant par s1s2s1s0 :
p´3, 2q

• En passant par s2s0s1s0 :
p1, 4q et p1, 2q

C’est à dire que le coefficient de s1s2s0s1s0 est égale à 3.

Finalement on retrouve bien,

ξs2s1s0 ¨ ξs1s0 “ 4ξs0s1s2s1s0 ` 3ξs1s2s0s1s0

On pourra, exceptionnellement dans ce cas, voir ce produit comme étant ξs1s0 ¨ ξc0,3 (puisque
c0,3 “ s2s1s0). Dans ce cas notre point de départ sera l’élément s1s0, et on considérera des chemins
de longueur `pc0,3qp“ 3q, qui débuterons par s1s0 et qui formeront des suites de marquages
croissantes. On trouve :
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4.5. Produit par ξs2s1s0 dans C̃2

1. Entre s1s0 et s0s1s2s1s0 on a les quatre suites suivantes :

• En passant par s2s1s0 et s1s2s1s0 :

p´2, 4, 6q, et p3, 4, 6q

• En passant par s2s1s0 et s2s0s1s0 :

p´2, 1, 6q

• En passant par s0s1s0 et s2s0s1s0 :

p1, 3, 6q

C’est à dire que le coefficient de s0s1s2s1s0 est égale à 4.

2. Entre s1s0 et s1s2s0s1s0 on a les trois suites suivantes :

• En passant par s2s1s0 et s2s0s1s0 :

p´2, 1, 2q et p´2, 1, 4q

• En passant par s0s1s0 et s2s0s1s0q :

p1, 3, 4q

C’est à dire que le coefficient de s1s2s0s1s0 est égale à 3.

De même, on retrouve le résultat.
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Chapitre 5

Anneau Nil-Hecke et algèbres de Hopf

5.1 Algèbres de Hopf

Dans cette partie on suppose que k est un anneau et on rappelle la notion d’algèbre de Hopf
sur k.

Définition 5.1. Une algèbre unitaire sur k est un k-module équipé avec les deux applications
linéaires suivantes :

m : Abk AÑ A et u : k Ñ A

telles que :
1. Le diagramme suivant commute :(Associativité)

Ab Ab A
mbid //

idbm
��

Ab A

m
��

Ab A
m // A

2. Le diagramme suivant commute :(Elément neutre)

Ab A

m

��

k b A

ubid
99

s
%%

Ab k

idbu
ee

s
yy

A

Définition 5.2. Une cogèbre sur k est un k-module C équipé avec les deux applications linéaires
suivantes :

∆ : C Ñ C bk C pco-multiplicationq et ε : C Ñ k pco-unitéq

telles que :
1. Le diagramme suivant commute :(Co-associativité)

C b C b C C b C
∆bidoo

C b C

idb∆

OO

C

∆

OO

∆
oo
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Chapitre 5. Anneau Nil-Hecke et algèbres de Hopf

2. Le diagramme suivant commute :(Co-unité)

C b C
εbid

yy

idbε

%%
k b C C b k

C

∆

OO

1b´

ee

´b1

99

Définition 5.3. 1. Soit A et B des algèbres sur k. Soit mA (resp. mB) le produit associé
à A (resp. B) et uA (resp. uB) l’unité associé à A (resp. B). On dit qu’une application
linéaire θ : AÑ B est un morphisme d’algèbres sur k si les deux diagrammes suivantes
sont commutatifs :

A θ // B

Ab A

mA

OO

θbθ
// B bB

mB

OO et A θ // B

k

uA

OO

id
// k

uB

OO

2. Soit C et D des cogèbres sur k. Soit ∆C (resp. ∆D) le co-produit associé à C (resp. D)
et εC (resp. εD) le co-unité associé à C (resp. D). On dit que une application linéaire
f : C Ñ D est un morphisme de cogèbres sur k si les deux diagrammes suivantes sont
commutatifs :

C
f //

∆C

��

D

∆D

��
C b C

fbf
// D bD

et C
f //

εC
��

D

εD
��

k
id
// k

Définition 5.4. Une bigèbre A est un k-espace vectoriel A “ pA,m, u,∆, εq où pA,m, uq est
une algèbre et pA,∆, εq est une cogèbre telles que l’une des conditions suivantes est vérifiée :

• ∆ et ε sont des morphismes d’algèbres.

• m et u sont des morphismes de cogèbres.

Définition 5.5. Un morphisme de bigèbres est une application linéaire qui est en même temps
un morphisme d’algèbres et de cogèbres.

Définition 5.6. Soit A “ pA,m, u,∆, εq une bigèbre. On dit qu’un endomorphisme s de A est
un antipode de A si le diagramme suivant commute :

Ab A
m // A Ab A

moo

Ab A

idbs

OO

A
∆
oo

∆
//

u˝ε

OO

Ab A

sbid

OO

On remarque que si A est commutative, le digramme si-dessus sera équivalent au suivant :

A Ab A
moo

A
∆
//

u˝ε

OO

Ab A

sbid

OO
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5.1. Algèbres de Hopf

Définition 5.7. Soit A une cogèbre sur k. On définit l’application Flip sur Ab A par :

ι :Ab AÑ Ab A

xb y Ñ y b x

Définition 5.8. Soit A une algèbre sur k. L’algèbre opposée de A, notée Aop, possède la même
structure d’espace vectoriel que A mais équipée par le produit opposé :

@a, b P A; a ¨ b :“ ba

De même,si on note par ι l’application Flip d’une cogèbre C, la cogèbre opposée de C, notée
Ccop, possède la même structure d’espace vectoriel que C, équipée avec :

∆Ccop :“ ι ˝∆C

En plus C est appelée co-commutative si Ccop “ C, c’est à dire, si

ι ˝∆C “ ∆C

Définition 5.9. 1. Une algèbre de Hopf est une bigèbre avec un antipode.

2. Les morphismes d’algèbres de Hopf sont les morphismes de bigèbres que préservent l’anti-
pode.

Exemple 5.10. Soit G un groupe algébrique sur k alors CrGs est une algèbre de Hopf (cf.
Humphreys [11])

Démonstration. En effet, on note par m : CrGs b CrGs Ñ CrGs la multiplication. On définit
les deux applications suivantes :

u :k Ñ A punitéq
k ÞÑ pg ÞÑ kq

et

ε : CrGs Ñ k pco-unitéq
f ÞÑ fpeq

On note par µ la multiplication et ι l’inverse du groupe G. Ces morphismes en induits des autres
sur A :

µ˚ : CrGs Ñ CrGs b CrGs pco-produitq

f ÞÑ
ÿ

gi b hi psi fpxyq “
ÿ

gipxqhipyqq

et

ι˚ : CrGs Ñ CrGs pantipodeq
f ÞÑ ι˚f ptel que ι˚fpxq “ fpx´1

q

Alors, pCrGs,m, u, µ˚, ε, ι˚q est une algèbre de Hopf.
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Chapitre 5. Anneau Nil-Hecke et algèbres de Hopf

5.2 L’anneau Nil-Hecke de Kostant et Kumar

Dans ce qui suit, soit G un groupe algébrique complexe, simple et simplement connexe. Soit
B Ă G un sous groupe de Borel et W le groupe de Weyl associé à G. On note par g l’algèbre de
Lie associé à G, h l’algèbre de Cartan associé à g et h˚ son dual. On définit aussi l’ensemble de
racines simples tαi, i P Iu dans h˚ et l’ensemble de coracines simples tα_i , i P Iu dans h. En
plus, on note par Q :“

À

iPI

Zαi, le réseau de racines simples sur Z et par Q_ :“
À

iPI

Zα_i , le réseau

de coracines simples sur Z. Enfin on note par gaff l’algèbre de Kac Moody affine associée à g
(cf. 1.4.1) , haff son algèbre de Cartan et haff son dual. De même on défint le réseau de racines
et coracines simples affine sur Z respectivement, par Qaff :“

À

iPIaff

Zαi et Q_aff :“
À

iPIaff

Zα_i où

Iaff “ I Y t0u .
Dans cette partie, on rappelle la définition de l’anneau Nil-Hecke de Kostant et Kumar : les
résultats de cette section sont contenus dans [13].

5.2.1 L’anneau Nil-Hecke Aaff

On note par S :“ Sph˚affq l’algèbre symétrique de h˚aff et par Q :“ Qph˚affq son corps quotient.
Dans ce chapitre on va définir l’anneau Nil-Hecke, dans [13], Kostant et Kumar le définissent
sur le corps Q, mais pour ce qui suit, c’est plus pratique de le définir sur S.
Le groupe Waff :“ W ˙Q_ (cf. Définition 1.66) agit par automorphismes sur le corps Q.

Définition 5.11. On définit QW comme le Q-module à droite de base tδwuwPWaff
. On définit

SW de la même manière que QW en remplaçant Q par S.

Définition 5.12. QW admet une structure de C-algèbres donnée par :

@v, w P Waff @qv, qw P Q, pqvδvqpqwδwq “ qvvpqwqδvw

En plus, l’anneau QW admet aussi un anti-automorphisme involutif t définit de la manière
suivante :

@w P Waff @q P Q, pqδwq
t
“ δw´1q “ pw´1qqδw´1

Dans la suite, pour w “ e (l’élément neutre), on note δe “ 1.

Définition 5.13. Pour tout i P t0, . . . , lu on définit les élements Ai de la manière suivante :

Ai “
1

αi
pδri ´ 1q

Notation 5.14. On note h˚Z :“
À

iPI

Z$i le réseau de poids fondamentaux et hZ :“
À

iPI

Z$_i celui

des co-poids fondamentaux.

Propriété 5.1. Pour tout i, j P t0, . . . , lu, et λ P h˚Z on a les relations suivantes,

Aiλ “ pri ¨ λqAi ´ xλ, α
_
i y ¨ 1

AiAi “ 0,

rrirjri ¨ ¨ ¨
looomooon

m facteurs

“ rjrirj ¨ ¨ ¨
looomooon

m facteurs

ñ AiAjAi ¨ ¨ ¨
loooomoooon

m facteurs

“ AjAiAj ¨ ¨ ¨
looooomooooon

m facteurs

s

Démonstration. Soit i, j P t0, . . . , lu, et λ P h˚Z. Alors,
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5.2. L’anneau Nil-Hecke de Kostant et Kumar

1.

Ai ¨ λ´ pri ¨ λqAi “
1

αi
pδi ´ 1q ¨ λ´ pλ´ xλ, α_i yαiq

1

αi
pδi ´ 1q

“
1

αi
rripλqδi ´ λ ¨ 1s ´ r

λ

αi
δi ´

λ

αi
´ xλ, α_i yδi ` xλ, α

_
i y ¨ 1s

“
1

αi
p´xλ, α_i yαi ¨ 1q

“ ´xλ, α_i y ¨ 1

Alors,
Aiλ “ pri ¨ λqAi ´ xλ, α

_
i y ¨ 1

2.

Ai ¨ Ai “
1

αi
pδi ´ 1q ¨

1

αi
pδi ´ 1q

“
1

αi
rδi ¨ p

1

αi
δiq ´ δi ¨ p

1

αi
¨ 1q ´

1

αi
δi `

1

αi
¨ 1s

“ 0

Une conséquence de la propriété 5.1 est :

Proposition 5.2. Soit w P W et 1 ď i1, . . . ik ď l tels que ri1 ¨ ¨ ¨ rik est une écriture réduite de
w. Alors l’élément Ai1 ¨ ¨ ¨Aik dans QW ne dépend pas du choix de l’expression réduite de w. On
note Aw :“ Ai1 ¨ ¨ ¨Aik .

Proposition 5.3. 1. Soit u, v P W alors,

AvAw “

#

Avw si `pvwq “ `pvq ` `pwq

0 sinon

2. Soit v P W et χ P h˚ alors, (voir Notation 1.67 pour la définition de w Ñβ vq

χAv “ Avpv
´1χq ´

ÿ

wÑβv

xχ, β_yAw

Remarque 5.15. On peut remarquer que Q admet une structure de QW -module à gauche
définie explicitement par :

@w P Waff @q, q
1
P Q, pqδwq ¨ q1 “ qwpq1q

Définition 5.16. On définit l’anneau Nil Hecke Affine par,

Aaff :“ tx P QW ; x ¨ S Ă Su

Remarque 5.17. 1. On remarque que Aaff est un sous-anneau de QW contenant SW . En
appliquant l’involution t sur les éléments de Aaff , on obtient un autre sous-anneau At

aff de
QW .
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Chapitre 5. Anneau Nil-Hecke et algèbres de Hopf

2. En fait, Aaff n’est pas le plein anneau Nil-hecke définit par Kostant et Kumar dans [13],
parce qu’on prend λ P

À

iPI

Z$i et non dans
À

iPIaff

Z$i.

Proposition 5.4. 1. Aaff est un S-module libre à droite (respectivement à gauche). En plus,
les éléments tAwuwPWaff

forment une base de Aaff sur S à droite (respectivement à gauche).

2. En plus on a Aaff X At
aff “ SW .

Remarque 5.18. On remarque que Aaff est un anneau non commutatif de type fini sur C,
puisqu’il est engendré par les tAiu1ďiďl et S.

5.2.2 Structure de Co-produit sur Aaff

Définition 5.19. On note par QW bS QW le produit tensoriel où QW est considéré comme un
S-module à gauche (cf. Définition 5.11). On définit l’application diagonale ∆ : QW Ñ QWbSQW

par S-linéarité à gauche et par la formule suivante :

@w P Waff , ∆pδwq “ δw b δw

Remarque 5.20. On remarque que le co-produit ∆ est co-associatif, co-commutatif et possède
une co-unitée ε : QW Ñ S définie par :

@p P S, @w P Waff ; εppδwq “ p

Démonstration. Pour montrer que ∆ est co-associative il suffit de montrer que

p∆b Idq ˝∆ “ pIdb∆q ˝∆

En effet, soit w P W alors,

p∆b Idq ˝∆pδwq “ ∆b Idpδw b δwq

“ ∆pδwq b δw

“ pδw b δwq b δw

“ δw b δw b δw

D’autre part,

pIdb∆q ˝∆pδwq “ Idb∆pδw b δwq

“ δw b pδw b δwq

“ δw b δw b δw

Pour montrer que ∆ est co-commutative, on pose ι l’application Flip définie sur QW bQW

(cf. Définition 5.7). On veut montrer que

ι ˝∆ “ ∆

En effet, soit w P W alors,

ι ˝∆pδwq “ ιpδw b δwq

“ δw b δw

D’autre part,
∆pδwq “ δw b δw

Par suite ∆ est bien co-associative et co-commutative.
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5.3. Modèle de l’homologie de la Grassmannienne affine

Lemme 5.21. Pour tout i P t1, . . . , lu on a,

∆pAiq “ Ai b 1` 1b Ai ` αiAi b Ai

Démonstration. D’une part, on a

∆pAiq “ ∆p
1

αi
pδi ´ 1qq

“ ∆p
1

αi
δi ´

1

αi
1q

“ ∆p
1

αi
δiq ´∆p

1

αi
1q

“
1

αi
δi b δi ´

1

αi
1b 1

D’autre part,

Ai b 1` δe b Ai ` αipAi b Aiq

“
1

αi
pδi ´ 1q b 1` 1b

1

αi
pδi ´ 1q ` αip

1

αi
pδi ´ 1qq b p

1

αi
pδi ´ 1qq

“
1

αi
δi b 1´

1

αi
1b 1`

1

αi
1b δi ´

1

αi
1b 1`

1

αi
δi b δi ´

1

αi
δi b 1´

1

αi
1b δi `

1

αi
1b 1

“
1

αi
δi b δi ´

1

αi
1b 1

Par suite,
∆pAiq “ Ai b 1` 1b Ai ` αiAi b Ai

Remarque 5.22. Le Lemme 5.21 donne une structure de cogèbre dans Aaff . Cependant, ce
n’est pas une bigèbre pour la raison suivante :

∆pAiq
2
“ pAi b 1` 1b Ai ` αiAi b AiqpAi b 1` 1b Ai ` αiAi b Aiq

“ Ai b Ai ` Ai b Ai

“ 2Ai b Ai

D’autre part,
∆pA2

i q “ ∆p0q “ 0

Proposition 5.5. Soit w P Waff . Alors il existe des polynômes homogènes tcwu,vuu,vPWaff
P S tels

que
∆pAwq “

ÿ

u,vďw

cwu,vAu b Av

Aaff est alors une sous-cogèbre de QW .

5.3 Modèle de l’homologie de la Grassmannienne affine

Kostant et Kumar dans [13] ont étudié la topologie des espaces homogènes associés à un
groupe de Kac-Moody arbitraire et en particulier, ils ont calculé les constantes de structure de
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Chapitre 5. Anneau Nil-Hecke et algèbres de Hopf

la cohomologie de la Grassmannienne affine H˚pGrGq dans la base de Schubert, en utilisant la
construction algébrique de l’anneau Nil-Hecke. La connexion entre la topologie et la combinatoire
est explicitée par l’étude de trois sous-algèbres de l’anneau Nil-Hecke.
La première sous-algèbre, ”algèbre de Nil-Coxeter”, notée A0, qui est l’algèbre engendré par
les opérateurs de différence divisée tAiuiPIaff

. La deuxième sous-algèbre appelée ”Sous-algèbre
de Peterson” et notée ZAaff

pSq est l’algèbre centralisateur de S dans Aaff . Peterson [20] à
construit un isomorphisme j entre l’homologie T -équivariante HT pGrGq de la grassmannienne
affine, et ZAaff

pSq. La troisième algèbre B1 est une sous-algèbre de A0 appelée ”Sous-algèbre de
Fomin-Stanley”. Dans [15], Lam à montrer que B1 est un modèle de l’homologie H˚pGrGq, plus
précisément il construit un isomorphisme d’algèbre de Hopf entre H˚pGrGq et B1.
Les résultats de cette section sont essentiellement contenus dans [15], mais nous proposons une
justification plus détaillée de certains de ces résultats.

5.3.1 Sous-algèbre de Peterson ZAaff
pSq

Kumar, dans son livre [14], étudie l’homologie et la cohomologie de la grassmannienne affine
( définit comme quotient du groupe de Kac-Moody, notée G, associé à G par le sous groupe
parabolique P). Soit w P Waff , Kumar note par ιw l’application de pt dans G{P donnée par
ιwpptq “ wP (l’inclusion d’un point T -invariant). Les tιwuwPWaff

induisent des applications en
cohomologie T -équivariante notées ψw :“ ι˚w : HT pG{Pq Ñ HT pptq. On sait que HT pGrGq est
engendré sur Q par les classes tψt; t “ tλ P Q

_ Ă Waffu.

Définition 5.23. On définit l’ensemble W´
aff comme le sous ensemble du groupe de Weyl affine

Waff des éléments de longueur minimale dans le quotient Waff{W . Pour tout x P W´
aff l’élément

Ax est appelé terme Grassmannien.

Définition 5.24. Soit λ P h. On dit que λ est antidominant si :

@i P I, xλ, αiy ď 0

On note par Q´ l’ensemble des éléments antidominants.

Remarque 5.25. (Conséquence de la décomposition de Bruhat)
HT pGrGq est un Sp“ HT pptqq-module libre avec la base donnée par les classes de Schubert
T -equivariant :

tξx; x P W
´
affu pstructure donnée par le cap produitq

Définition 5.26. [18] On définit l’application j de la manière suivante : @t P Q_

j : HT pGrGq Ñ Aaff

ψt ÞÑ δt

Et on l’étend par linéarité sur Q.

Définition 5.27. On définit l’action de Aaff sur HT pGrGq par,

@z P W´
aff , @y P Waff ; Ay ¨ ξz “

#

ξyz si `pyzq “ `pyq ` `pzq et yz P W´
aff

0 sinon

et S Ă Aaff agit via la structure de S-module de HT pGrGq.
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Notation 5.28. On note J :“
ř

wPW
w‰id

AaffAw et ZAaff
pSq le centralisateur de S dans Aaff .

On note par w0 l’élément dans W de plus grande longueur. Cet élément agit sur les racines
simples par permutation et en les multipliant par ´1. On note c, l’automorphisme du diagramme
de Dynkin tel que

@i “ 1, . . . , l; w0pαiq “ ´αcpiq

On peut l’étendre, par linéarité sur Q_. Cet automorphisme induit l’application Z-linéaire
suivante : Pour tout i “ 1, . . . , l :

c˚ :Aaff Ñ Aaff

Ai ÞÑ Acpiq

αi ÞÑ αcpiq

α0 ÞÑ α0

On note aussi cw0 : Aaff Ñ Aaff la conjugaison par w0.

Définition 5.29. On définit l’application Q-linéaire s telle que :

@λ_ P Q_, spδtλ_ q “ δt´1
λ_

Proposition 5.6. Une telle application s existe et elle est l’unique antipode de ZApSq. En plus,

s “ c˚ ˝ cw0

Démonstration. Unicité : Pour montrer l’unicité, il suffit de prouver qu’un antipode a sur ZApSq
vérifie les mêmes propriétés que s. En d’autres termes on va montrer que

@z P ZApSq, apzq “ spzq

Par Définition d’un antipode, on a le digramme commutatif suivant,

ZApSq ZApSq b ZApSq
moo

ZApSq ∆
//

u˝ε

OO

ZApSq b ZApSq

abid

OO

En particulier, pour tout λ_ P Q_ : D’une part,

u ˝ εpδtλ_ q “ 1

D’autre part,

m ˝ pab idq ˝∆pδtλ_ q “ m ˝ pab idqpδtλ_ b δtλ_ q

“ mpapδtλ_ q b δtλ_ q

“ apδtλ_ qδtλ_

On en déduit que,
apδtλ_ qδtλ_ “ 1

Par suite,
apδtλ_ q “ δt´1

λ_
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Pour montrer que a est S-linéaire, on utilise encore le diagramme ci-dessus en l’appliquant sur
sδe. On obtient :

apsδeq “ sδe

Ce qui montre le résultat.

Existence : Pour montrer que s préserve ZApSq, il suffit de montrer que s “ c˚ ˝ cw0 . En effet,
pour tout λ_ P Q_, on a

c˚ ˝ cw0pδtλ_ q “ c˚pδw0tλ_w
´1
0
q

“ c˚pδtw0pλ
_q
q

“ c˚pδt´cpλ_q
q

“ δt´λ_

“ δt´1
λ_

Alors, s et c˚ ˝ cw0 se coïncident sur la base tδtλ_u. On doit encore montrer que c˚ ˝ cw0 est
S-linéaire. En effet, soit s P S alors

c˚ ˝ cw0psδeq “ c˚psδeq

“ sδe

En fin on a,
s “ c˚ ˝ cw0

Théorème 5.7. [15]
1. j est un isomorphisme d’algèbres et de cogèbres de HT pGrGq à ZAaff

pSq qui est uniquement
déterminé par les deux propriétés suivantes :

‚ @x P W´
aff ; jpξxq “ Ax mod J

‚ jpξxq P ZAaff
pSq

2. En plus, elle est compatible avec l’action de Aaff sur HT pGrGq de la manière suivante :

@σ, σ1 P HT pGrGq; σσ1 “ jpσq ¨ σ1

Remarque 5.30. 1. L’isomorphisme j est en effet un isomorphisme d’algèbres de Hopf.

2. En plus, la seconde propriété dans le Théorème 5.7 est équivalente au suivant :

@i P ti, . . . , lu; jpξxq ¨ αi “ αijpξxq

Proposition 5.8. [15, Proposition 4.5] Soit x P W´
aff et λ P Q´. On note par Wλ le stabilisateur

de λ dans W. Alors on a,
ξxξtλ “ ξxtλ

Plus explicitement,
jpξtλq “

ÿ

wPW {Wλ

Atwpλq
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5.3.2 Sous-algèbre affine de Fomin-Stanley B1

Dans [15], Lam a définit une sous-algèbre B1 de A0 et il montre, sans donner les détails,
qu’elle est isomorphe en tend qu’algèbre de Hopf à l’algèbre H˚pGrGq. Dans cette section on va
détailler les preuves de ces résultats.

Définition 5.31. Soit A0 Ă Aaff le sous anneau de Aaff engendré sur Z par les tAiui“0,...,l. On
définit l’application φ0 de Aaff dans A0 de la manière suivante :

@s P S; φ0psq “ sp0q

φ0 :
ÿ

w

awAw ÞÑ
ÿ

w

φ0pawqAw

Le produit de Pontryagin pont : GrG ˆ GrG Ñ GrG en induit un autre dans l’algèbre
d’homologie T -equivariante noté ˚T . Dans ce cas, il existe des aw telles que :

@u, v ξu ˚T ξv “
ÿ

w

awξw

Alors on obtient, en faisant le Produit de Pontryagin en Non-equivariant, le produit ˚0 sur
H˚pGrGq par :

ξu ˚0 ξv :“ φ0pξu ˚T ξvq

Remarque 5.32. On note par d : GrG Ñ GrG ˆ GrG l’application diagonale de GrG. En effet
cette application induit le cup produit en cohomologie :

d˚ :H˚
pGrGq Ñ H˚

pGrGq bH˚
pGrGq

ξu b ξv ÞÑ
ÿ

w

cwu,vξ
w

En plus, puisque H˚pGrGq et H˚pGrGq ont des structures d’algèbres de Hopf duales, on sait que
d induit le suivant :

d˚ : H˚pGrGq bH˚pGrGq Ñ H˚pGrGq
ξw ÞÑ

ÿ

u,v

cwu,vξ
u
b ξv

Définition 5.33. [15] On définit la sous-algèbre affine de Fomin-Stanley comme sous-espace de
A0 de la manière suivante :

B1 “ ta P A0; @s P S, φ0pasq “ φ0psqau

Remarque 5.34. 1. On remarque que φ0 envoie Aaff bS Aaff sur A0 bS A0 en évaluant les
coefficients en 0 dans la base tAw b Avuv,wPWaff

.

2. φ0 n’est pas un morphisme d’algèbres de Aaff .

3. Pour tout a P Aaff et b P A0 on a :

φ0pabq “ φ0paqb “ φ0paqφ0pbq

4. φ0 est un morphisme de B1-modules :

@b P B1, @a P Aaff ; φ0pbaq “ bφ0paq
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Démonstration. 1. C’est claire.

2. Pour tout i P t1, . . . , lu on a :

φ0pAiαiq “ φ0p2´ αiAiq

“ 2

D’autre part,

φ0pAiqφ0pαiq “ Ai ¨ 0

“ 0

Alors
φ0pAiαiq ‰ φ0pAiqφ0pαiq

3. On peut supposer qu’il existe s P S et u, v P Waff tels que a “ sAu et b “ Av. Alors,

φ0pabq “ φ0psAuAvq

“ φ0psqAuAv

D’autre part,

φ0paqb “ φ0psqAuAv

Donc
φ0pabq “ φ0paqb

4. On peut supposer qu’il existe s P S et v P Waff tel que a “ sAv et b P B1. Alors,

φ0pbaq “ φ0pbsAvq

“ φ0pbsqAv

“ φ0psqbAv

D’autre part,

bφ0paq “ bφ0psAvq

“ bφ0psqAv

“ φ0psqbAv

Donc
φ0pbaq “ bφ0paq

Le Lemme suivant justifie la nomenclature de B1 :

Lemme 5.35. L’espace B1 est une sous-algèbre de A0.
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Démonstration. Soit a et b dans B1 et s dans S. Alors,

DtcwuwPWaff
; φ0pcwq “ 0 et bs “ φ0psqb`

ÿ

wPWaff

cwAw

Alors,

φ0ppabqsq “ φ0parφ0psqb`
ÿ

wPWaff

cwAwsq

“ φ0paφ0psqbq `
ÿ

wPWaff

φ0pacwAwq

“ aφ0pφ0psqbq `
ÿ

wPWaff

φ0pacwqAw pd’après la remarque 5.34q

“ aφ0psqb`
ÿ

wPWaff

φ0pcwqaAw pcar a P B1q

“ φ0psqab pcar φ0pcwq “ 0q

Remarque 5.36. Pour tout b P A0,

r@i P t1, . . . , lu; φ0pb ¨ αiq “ 0 ô b P B1s

Démonstration. Soit b P A0, on va montrer que,

r@i P t1, . . . , lu; φ0pb ¨ αiq “ 0 ñ b P B1s

On suppose que pour tout i P t1, u on a φ0pb ¨ αiq “ 0 et on veut montrer que,

@s P S, φ0pbsq “ φ0psqb

En effet, puisque les éléments de S sont polynômiaux en t Donc,

DtpwuwPW P S; pwp0q “ 0 et b ¨ αi “
ÿ

pwAw

Alors,
b ¨ pαiαjq “

ÿ

pwpAwαjq

par suite,
φ0pbq ¨ pαiαjq “ 0

On en déduit en fin que
b P B1

Ceci montre l’implication à droite. L’autre implication est évidente.

Proposition 5.9. On a
φ0pZAaff

pSqq “ B1.

Plus précisément, l’ensemble des éléments tφ0pjpξuqq;u P W
´
affu forment une base de B1 sur Z.

En plus l’élément φ0pjpξuqq est l’unique élément dans B1 qui admet Au comme unique terme
Grassmannien.

Fait 5.37. φ0 : ZAaff
pSq Ñ B1 est un morphisme d’algèbres.
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Démonstration. Soit a, b P ZAaff
pSq tel que b “

ř

w

bwAw. Alors,

φ0pabq “ φ0pa
ÿ

w

bwAwq

“ φ0p
ÿ

w

bwaAwq pcar a P ZAaff pSqq

“
ÿ

w

φ0pbwqφ0paAwq

“
ÿ

w

φ0pbwqφ0paqAw premarque 5.34p3qq

Et φ0paqφ0pbq “ φ0paq
ř

w

φ0pbwqAw. Alors,

φ0pabq “ φ0paqφ0pbq

Fait 5.38. φ0 ˝ j : H˚pGrq Ñ B1 est un morphisme d’algèbres.

Démonstration. Soit ξu, ξv P H˚pGrq. Alors il existe des éléments tswuwPW P S tels que φ0pswq “
0 et :

ξu ˚T ξv “ ξu ˚0 ξv `
ÿ

w

swξw

Alors,
jpξu ˚T ξvq “ jpξu ˚0 ξvq `

ÿ

w

swjpξwq

Par suite,
φ0 ˝ jpξu ˚T ξvq “ φ0 ˝ jpξu ˚0 ξvq

Or d’après le Lemme 5.7 on sait que j est un morphisme d’algèbres. Alors,

φ0 ˝ jpξu ˚T ξvq “ φ0pjpξuqjpξvqq

En plus, d’après le fait 5.37 on sait que φ0 est un morphisme d’algèbres. Alors,

φ0pjpξuqjpξvqq “ pφ0 ˝ jqpξuq ¨ pφ0 ˝ jqpξvq

Enfin,
pφ0 ˝ jqpξu ˚0 ξvq “ pφ0 ˝ jqpξuq ¨ pφ0 ˝ jqpξvq

Fait 5.39. Soit ∆0 : A0 Ñ A0 b A0 tel que ∆0 “ pφ0 b φ0q ˝ ∆. Alors A0 est une cogèbre
co-commutative et co-associative.

Démonstration. Tout d’abord on va montrer que A0 est une cogèbre. En effet, il faut montrer
que la face devant du diagramme suivant est commutative :

Aaff

∆

��

∆
//

φ0

''

Aaff b Aaff

∆bid

��

φ0bφ0

))
A0

∆0

��

∆0 // A0 b A0

∆0bid

��

Aaff b Aaff

φ0bφ0 ''

idb∆ // Aaff b Aaff b Aaff

φ0bφ0bφ0

))
A0 b A0 idb∆

// A0 b A0 b A0
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Pour montrer ce fait, il suffit de montrer que les cinq autres faces de ce diagramme cubique
sont aussi commutatives :
En effet, la face derrière l’est parce que Aaff est une cogèbre. Les quatre autres faces le sont
parce que ∆0 ˝ φ0 “ pφ0 b φ0q ˝∆.

Pour montrer que A0 est co-commutative, on note par ι l’application Flip associée à A0 et
on va montrer que

ι ˝∆0 “ ∆0

En effet, en raisonnant de la même manière qu’au-dessus on peut montrer que les faces du
diagramme si dessous sont commutatives :

Aaff

∆

��

∆
//

φ0

''

Aaff b Aaff

ι

��

φ0bφ0

''
A0

∆0

��

∆0 // A0 b A0

ι0

��

Aaff b Aaff

φ0bφ0 ''

id // Aaff b Aaff

φ0bφ0

''
A0 b A0 id

// A0 b A0

Fait 5.40. φ0 ˝ j : H˚pGrGq Ñ B1 est un morphisme de cogèbres.

Démonstration. Il suffit de remarquer que le diagramme suivant est commutatif :

H˚pGrGq
j //

∆˚
��

ZAaff

φ0 //

∆

��

B1

∆0

��

∆

xx
H˚pGrGq bH˚pGrGq

jbj // ZAaff
b ZAaff

φ0bφ0 // B1 b B1

En effet, d’après le Théorème 5.7, j est un isomorphisme d’algèbres de Hopf ce qui montre la
commutativité de la partie gauche du digramme. La partie droite du diagramme est commutative
par Définition de ∆0 p“ pφ0 b φ0q ˝∆q et le fait que :

∆0 ˝ φ0 “ ∆0

Fait 5.41. φ0 ˝ j : H˚pGrGq Ñ B1 est en même temps un isomorphisme d’algèbres et de cogèbres.

Démonstration. H˚pGrGq a comme base pξuquPW aff . Par la Proposition 5.9 , les φ0 ˝jpξuq forment
une base de B1. Donc φ0˝j est un isomorphisme de Z-modules. Comme pφ0˝jq est un morphisme
d’algèbres et de cogèbres, c’est alors un isomorphisme d’algèbres et de cogèbres.

On note par m et u respectivement, le produit et l’unité de l’algèbre B1. Alors,

Remarque 5.42. pB1,m, u,∆0, εq a une structure de bigèbre.
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Démonstration. D’après le Fait 5.40, il suffit de montrer que ∆0 est un morphisme d’algèbres.
En effet pour tout x, y P B1,

∆0pxyq “ pφ0 ˝ jq b pφ0 ˝ jq ˝∆˚ ˝ pφ0 ˝ jq
´1
pxyq

“ pφ0 ˝ jq b pφ0 ˝ jq ˝∆˚ppφ0 ˝ jq
´1
pxqpφ0 ˝ jq

´1
pyqq pφ0 ˝ j morphisme d’algèbres.q

“ pφ0 ˝ jq b pφ0 ˝ jq
`

∆˚ppφ0 ˝ jq
´1
pxqq∆˚ppφ0 ˝ jq

´1
pyqq

˘

p∆˚ morphisme d’algèbresq

D’autre part,

∆0pxq∆0pyq “ pφ0 ˝ jq b pφ0 ˝ jq ˝∆˚ ˝ pφ0 ˝ jq
´1
pxqpφ0 ˝ jq b pφ0 ˝ jq ˝∆˚ ˝ pφ0 ˝ jq

´1
pyq

“ pφ0 ˝ jq b pφ0 ˝ jq
`

∆˚ppφ0 ˝ jq
´1
pxq

˘

pφ0 ˝ jq b pφ0 ˝ jq
`

∆˚ppφ0 ˝ jq
´1
pyq

˘

“ pφ0 ˝ jq b pφ0 ˝ jq
`

∆˚ppφ0 ˝ jq
´1
pxqq∆˚ppφ0 ˝ jq

´1
pyqq

˘

pφ0 ˝ j morphisme d’algèbres.q

Alors,
∆0pxyq “ ∆0pxq∆0pyq

Corollaire 5.10. [15] B1 est un modèle de l’homologie H˚pGrGq. Plus précisément, l’application
j0 “ φ0 ˝ j définie dans la suite est un isomorphisme d’algèbres de Hopf :

j0 : H˚pGrGq Ñ B1

ξu ÞÑ φ0pjpξuqq

Remarque 5.43. 1. D’après la Proposition 5.8 on en déduit que :

@λ P Q´; j0pξtλq “
ÿ

wPW {Wλ

Atwpλq

2. Pour tout x dans W´
aff , l’élément j0pξxq est caractérisé par le fait qu’il admet Ax comme

l’unique terme Grassmannien et qu’il appartient à B1 (d’après le corollaire 5.10). En plus
la deuxième propriété est équivalente au suivant,

@i P t1, . . . , lu; φ0pj0pξxq ¨ αiq “ 0

Démonstration. 1. Soit λ un poids antidominant, alors,

j0pξtλq “ φ0pjpξptλqqq

“ φ0p
ÿ

wPW {Wλ

Atwpλqq

“
ÿ

wPW {Wλ

Atwpλq

2. Cette équivalence découle de la remarque 5.36.

On exploite maintenant le fait que les algèbres de Hopf dont il est question sont graduées.
Ceci nous sera utile dans le Chapitre 7.
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Remarque 5.44. On rappelle que H˚pGrGq admette la graduation suivante :

H˚pGrGq “
à

iPN
HipGrGq

On remarque que A0 admet aussi la graduation suivante :

@w P W´
aff , degpAwq :“ `pwq, pA0qi :“

à

`pwq“i

CAw et A0 “
à

iPN
pA0qi

Définition 5.45. Pour tout i, j P N, on définit les deux projections pi,j˚ et pi,j0 de la manière
suivante :

‚ pi,j˚ : H˚pGrGq bH˚pGrGq Ñ HipGrGq bHjpGrGq
ř

cu,vξu b ξv ÞÑ
ř

`pu1q“i
`pv1q“j

cu1,v1ξu1 b ξv1

et

‚ pi,j0 : A0 b A0 Ñ pA0qi b pA0qj
ř

c1u,vAu b Av ÞÑ
ř

`pu1q“i
`pv1q“j

c1u1,v1Au1 b A
1
v1

Pour tout w P W o on note σw :“ j0pξwq et on définit aussi les deux applications suivantes :

‚ ∆i,j
˚ : H˚pGrGq Ñ HipGrGq bHjpGrGq

ξw ÞÑ pi,j˚ p∆˚pξwqq

et

‚ ∆i,j
0 : A0 b A0 Ñ pA0qi b pA0qj

σw ÞÑ pi,j0 p∆0pσwqq

Lemme 5.46. Pour tout i, j P N, on a

∆i,j
0 ˝ j0 “ pj0 b j0q ˝∆i,j

˚

Démonstration. Soit i, j P N et w P W´
aff tel que i` j “ `pwq alors,

∆i,j
0 ˝ j0pξwq “ pi,j0 p∆0pj0pξwqqq

“ pi,j0 ppj0 b j0q ˝∆pξwqq pj0 morphisme d’algèbre de Hopf.q

“ pi,j0 ppj0 b j0q

´

ÿ

cwu,vξu b ξv

¯

“ pi,j0

´

ÿ

cwu,vj0pξuq b j0pξvq
¯

“
ÿ

`pu1q“i
`pv1q“jq

cwu1,v1j0pξu1q b j0pξv1q

“ pj0 b j0qp
ÿ

`pu1q“i
`pv1q“jq

cwu1,v1ξu1 b ξv1q

“ pj0 b j0qpp
i,j
˚ p∆˚pξwqqq

“ pj0 b j0q ˝∆i,j
˚ pξwq
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Alors,
∆i,j

0 ˝ j0 “ pj0 b j0q ˝∆i,j
˚
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Chapitre 6

Multiplication par un crochet pour la
cohomologie en type A

Dans [16], Lam et al énoncent et démontrent une formule de Pieri dans la Grassmannienne
affine pour la multiplication par les ξc0,m pour tout entier positif m. Dans [19], Lee généralise ce
résultat sur les variétés de drapeaux. Dans cette section, le but c’est d’en déduire une autre
formule dans une variété de drapeau pour la multiplication par un crochet, c’est à dire, un
élément de la forme sj . . . ¨ slsi ¨ ¨ ¨ . s0 pour i ď j ´ 3.
En effet, pour montrer ce résultat on raisonnera par récurrence descendante sur j. Du coup, on
commence cette section en définissant des bandes presque-fortes, cette notion sera utilisé pour
énoncer et montrer l’initialisation de la récurrence en question :

Définition 6.1. On dit que S “ rw; pC1, . . . , Crq;us est une bande presque-forte si les Ck sont
des couvertures fortes telles que :

@k P t0, . . . , r ´ 1u; outsidepCkq “ insidepCk`1q

et

mpC1q ă ¨ ¨ ¨ ă mpCr´1q ą mpCrq

Le Lemme suivant montre que les marquages de deux couvertures fortes C1 et C2, tels que
outsidepC1q “ insidepC2q, ne peuvent pas êtres égales :

Lemme 6.2. [16, Lemme 2.7] Soient C1 : u1 Ñ
i1,j1 u2 et C2 : u2 Ñ

i2,j2 u3 deux couvertures
fortes. Alors,

mpC1q ‰ mpC2q

Démonstration. On rappelle tout d’abord que si C1 : u1 Ñ
i1,j1 u2 et C2 : u2 Ñ

i2,j2 u3 sont des
couvertures fortes alors, on a les informations suivantes :

‚ i1 ď 0 ă j1

‚ i2 ď 0 ă j2

‚ u2 “ u1ti1,j1
‚ u3 “ u2ti2,j2
‚ `pu2q “ `pu1q ` 1

‚ `pu3q “ `pu2q ` 1

‚ mpC1q “ u1pj1q “ u2pi1q

‚ mpC2q “ u2pj2q “ u3pi2q
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En tenant compte de ces informations et en supposant que mpC1q “ mpC2q on trouve que,

u2pi1q “ u2pj2q

Donc,
i1 “ j2

Or i1 ď 0 et j2 ą 0 ce qui est absurde. Donc,

mpC1q ‰ mpC2q

Notation 6.3. Pour tout 1 ď a ă b ď l on note,

sa . . . ¨ sb :“ sasa`1 ¨ ¨ ¨ sb´1sb

le produit croissant de a à b de toutes les réflexions simples si telles que a ď i ď b.
De même, on note

sb ¨ ¨ ¨ . sa :“ sbsb´1 ¨ ¨ ¨ sa`1sa

le produit décroissant de b à a de toutes les réflexions simples si telles que a ď i ď b.

Remarque 6.4. Soit j, k P t1, . . . , lu tels que `psj . . . ¨sls0skq “ `psj . . . ¨sls0q`1 p“ l´ j`3q.
Alors,

c
sj ...¨sls0sk
sj ...¨sls0,s0 “ x$0, α

_
k y “ 0

Remarque 6.5. Soit u P Waff . En générale, par construction de l’ordre de Bruhat, pour trouver
les éléments v P Waff tels que u ď v et `pvq “ `puq`1, il suffit d’ajouter à chaque écriture réduite
de u une réflexion simple (dans toutes les positions possibles). En plus pour que uÑ v soit une
couverture dans le 0-ordre de Bruhat, il faut que u´1v “ sα tel que α P ∆repÃlq et x$0, α

_y ‰ 0.
Dans la suite, on va utiliser cette méthode pour construire de tels éléments v pour montrer le
Lemme suivant :

Voici deux formules pour la multiplication par ξs0 qui seront utiles pour les preuves du
Lemme 6.7 et du Lemme 6.11 :

Lemme 6.6. 1. Soit j P t2, . . . , lu. Alors,

ξsj ...¨sls0ξs0 “ ξsj´1 ...¨sls0 ` ξsj ...¨sls1s0

2. Soit i P t1, . . . , l ´ 1u. Alors,

ξsi ¨¨¨ . s0ξs0 “ ξslsi ¨¨¨ . s0 ` ξsi`1 ¨¨¨ . s0

Démonstration. Dans la suite on montre uniquement le premier résultat. La preuve du deuxième
est faite d’une manière similaire. On note u “ sj . . . ¨ sls0. Dans la suite, on va construire tout
les éléments v tels que u ď v et `pvq “ `puq ` 1. Remarquons tout d’abord que u admet une
unique écriture réduite, donc d’après la remarque 6.5 on va ajouter des racines simples sk pour
k “ 0, . . . , l :

1. Si k “ j´ 1 : On a deux manières pour ajouter sk, car αk´1 est l’unique racine du support
de u non-orthogonale à αk.

120



(a) On note v “ sj´1u. Alors,

u´1v “ s0sl ¨ ¨ ¨ . sjsj´1sj . . . ¨ sls0

Alors u´1v “ sα tel que α_ “ s0sl ¨ ¨ ¨ . sjpα
_
j´1q. Par suite,

α_ “ α_0 ` α
_
l ` ¨ ¨ ¨ ` α

_
j´1

Donc,
cvu,s0 “ x$0, α

_
y “ 1

(b) On note v “ usj´1. D’après a remarque 6.4, on en déduit que,

cvu,s0 “ 0

2. Si 1 ă k ă j ´ 1 : Dans ce cas, il n’y a qu’une seule manière pour construire v parce
que sksj . . . ¨ sls0 “ sj . . . ¨ sls0sk. Alors en posant v “ sj . . . ¨ sls0sk et en utilisant la
remarque 6.4, on obtient :

cvu,s0 “ 0

3. Si k “ 1 : On a deux manière pour ajouter sk :

(a) On note v “ s1u p“ sj . . . ¨ sls1s0q. Alors

u´1v “ s0s1s0 “ sα0`α1

Par suite,
cvu,s0 “ 1

(b) On note v “ us1. D’après la remarque 6.4, on obtient,

cvu,s0 “ 0

4. Si j ` 1 ď k ď l : On a deux manière pour ajouter sk en augmentant la longueur :

(a) On note v “ sku. Alors,

v “ psj . . . ¨ sk´2qpsksk´1skqpsk`1 . . . ¨ sls0q

“ psj . . . ¨ sk´2qpsk´1sksk´1qpsk`1 . . . ¨ sls0q

“ psj . . . ¨ sk´2qpsk´1skqpsk`1 . . . ¨ sls0qsk´1

“ usk´1

Alors, d’après la remarque 6.4, on a

cvu,s0 “ 0

(b) On note v “ usk. Alors, d’après la remarque 6.4, on a

cvu,s0 “ 0

5. Si k “ j : Puisque `pskuq “ `puq ´ 1, on peut uniquement ajouter sk à droite, c’est à dire
en posant v “ usk. Par suite, d’après la remarque 6.4, on obtient,

cvu,s0 “ 0
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6. Si k “ 0 : Puisque `puskq “ `puq ´ 1, on peut uniquement ajouter sk à gauche, c’est à dire
en posant v “ sku. Par suite, on obtient,

v “ sj . . . ¨ sl´1ps0sls0q

“ sj . . . ¨ sl´1psls0slq

“ usl

Donc, d’après la remarque 6.4, on obtient,

cvu,s0 “ 0

Finalement on obtient ,
ξsj ...¨sls0ξs0 “ ξsj´1 ...¨sls0 ` ξsj ...¨sls1s0

Lemme 6.7 (Initialisation). Soit u P Waff et i P t1, . . . , l ´ 1u. Alors,

ξslsi ¨¨¨ . s0ξu “
ÿ

S

ξoutsidepSq

Où la somme parcoure toutes les bandes presque-fortes de taille i` 2 tel que insidepSq “ u.

Démonstration. En fait, c’est une conséquence de la formule de Chevalley et de la formule de
Pieri pour la multiplication par ξsi`1¨¨¨s0 (cf. [19]). En effet, d’après le Lemme 6.6,

ξsi¨¨¨s0ξs0 “ ξslsi¨¨¨s0 ` ξsi`1¨¨¨s0

Alors, pour tout u dans Waff , on a

ξslsi¨¨¨s0ξu “ ξsi¨¨¨s0ξs0ξu ´ ξsi`1¨¨¨s0ξu

“
ÿ

S forte
de taille i`1
insidepSq“u

ξoutsidepSqξs0

loooooooooooomoooooooooooon

A

´
ÿ

S forte
de taille i`2
insideS“u

ξoutsidepSq

loooooooooomoooooooooon

B

On remarque que le terme A peut être écrit de la manière suivante :
ÿ

S

ξoutsidepSq

où la somme parcourt toutes les bandes S “ pC1, . . . , Ci`2q telles que insideS “ u et :

mpC1q ă ¨ ¨ ¨ ă mpCi`1q ą mpCi`2q

ou

mpC1q ă ¨ ¨ ¨ ă mpCi`1q ă mpCi`2q

En effet, la multiplication par ξs0 nous donne ce degré de liberté avec le dernier chemin. En
plus l’égalité des deux dernières marquages ne peut pas avoir lieu par conséquence du Lemme 6.2.

De même, le terme B parcourt des chemins tCkuk“1,...,i`2 de taille i` 2 tels que :

mpC1q ă ¨ ¨ ¨ ă mpCi`1q ă mpCi`2q

Par suite, en effectuant A´B, on obtient une somme sur toutes les bandes presque-fortes.
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Dans la suite de cette section, on va énoncer et montrer des résultats qui vont nous permettre
de prouver l’hérédité dans la démonstration du corollaire 6.4 :

Remarque 6.8. Le résultat du Lemme 6.6 implique qu’il existe un unique marquage entre
l’élément sj . . . ¨ sls0 et l’élément sj´1 . . . ¨ sls0 (resp. sj . . . ¨ sls1s0), qu’on notera mpsj . . . ¨
sls0, sj´1 . . . ¨ sls0q (resp. mpsj . . . ¨ sls0, sj . . . ¨ sls1s0q). En plus, en faisant un petit calcul on
trouve :

‚ mpsj . . . ¨ sls0, sj´1 . . . ¨ sls0q “ ´l ´ 1` j

‚ mpsj . . . ¨ sls0, sj . . . ¨ sls1s0q “ 2

Lemme 6.9. Soit i, j P t1, . . . , l ´ 1u tels que i ď j ´ 3. Alors,

c
sj´1 ...¨slsi ¨¨¨ . s0
sj ...¨slsi ¨¨¨ . s0,s0 “ c

s0sj ...¨slsi ¨¨¨ . s0
sj ...¨slsi ¨¨¨ . s0,s0 “ c

sj ...¨slsi`1 ¨¨¨ . s0
sj ...¨slsi ¨¨¨ . s0,s0 “ 1

Démonstration. Soit i, j P t1, . . . , l ´ 1u tels que i ď j ´ 3. On pose le suivant :

u “ sj . . . ¨ slsi ¨ ¨ ¨ . s0

v1 “ sj´1 . . . ¨ slsi ¨ ¨ ¨ . s0

v2 “ s0sj . . . ¨ slsi ¨ ¨ ¨ . s0

v3 “ sj . . . ¨ slsi`1 ¨ ¨ ¨ . s0

Alors, en faisant un petit calcul, on trouve que

u´1v1 “ sαj´1`¨¨¨`αl`α0

u´1v2 “ sα0`α1`αl

u´1v3 “ sα0`¨¨¨`αi`1

On en déduit que,

cv1
u,s0

“ x$0, α
_
j´1 ` ¨ ¨ ¨ ` α

_
l ` α

_
0 y “ 1

cv2
u,s0

“ x$0, α
_
0 ` α

_
1 ` α

_
l y “ 1

cv3
u,s0

“ x$0, α
_
0 ` ¨ ¨ ¨ ` α

_
i`1y “ 1

Remarque 6.10. En suivant le même genre de raisonnement que la remarque 6.8, on a

‚ mpsj . . . ¨ slsi ¨ ¨ ¨ . s0, sj´1 . . . ¨ slsi . . . ¨ s0q “ ´l ´ 1` j

‚ mpsj . . . ¨ slsi ¨ ¨ ¨ . s0, s0sj . . . ¨ slsi ¨ ¨ ¨ . s0q “ 1

‚ mpsj . . . ¨ slsi ¨ ¨ ¨ . s0, sj . . . ¨ slsi`1 ¨ ¨ ¨ . s0q “ i` 2

Lemme 6.11. Soit i, j P t1, . . . , lu tels que i ď j ´ 3. Alors, on a les deux inégalités suivantes :

‚ c
sj´1 ...¨slsi ¨¨¨ . s0
sj ...¨sls0,si ...¨s0 ě 1

‚ c
sj ...¨slsi`1 ¨¨¨ . s0
sj ...¨sls0,si ...¨s0 ě 1

Démonstration. Pour montrer ce résultat, on se place dans le 0-ordre de Bruhat en se démarrant
de l’élément sj . . . ¨ sls0 en étudiant les bandes fortes de taille i ` 1. On montrera, dans la
suite, qu’il existe au moins une bande forte entre sj . . . ¨ sls0 et sj´1 . . . ¨ slsi ¨ ¨ ¨ . s0, et entre
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sj . . . ¨ sls0 et sj . . . ¨ slsi`1s ¨ ¨ ¨ . s0.
Observons tout d’abord ce qui se passe au premier niveau de ces bandes, c’est à dire, pour la
multiplication par ξs0 . En effet, d’après le Lemme 6.6, on sait que

ξsj ...¨sls0ξs0 “ ξsj´1 ...¨sls0 ` ξsj ...¨sls1s0

Les éléments qui interviennent au niveau 1 sont alors sj´1 . . . ¨ sls0 et sj . . . ¨ sls1s0.
Passons maintenant au niveau 2, en d’autres termes on va multiplier, encore une fois, par ξs0
et on gardera les termes de ce produit qui feront parti d’une bande forte. En effet, d’après le
Lemme 6.6, on sait que

ξsj´1 ...¨sls0ξs0 “ ξsj´2 ...¨sls0 ` ξsj´1 ...¨sls1s0

et d’après le Lemme 6.9,

c
sj´1 ...¨sls1s0
sj ...¨sls1s0,s0 “ c

s0sj ...¨sls1s0
sj ...¨sls1s0,s0 “ csj ...¨sls2s1s0sj .ccsls1s0,s0

“ 1

En plus, d’après les remarques 6.8 et 6.10, on a les marquages suivantes :

‚ mpsj . . . ¨ sls0, sj´1 . . . ¨ sls0q “ ´l ´ 1` j

‚ mpsj . . . ¨ sls0, sj . . . ¨ sls1s0q “ 2

‚ mpsj´1 . . . ¨ sls0, sj´2 . . . ¨ sls0q “ ´l ´ 2` j

‚ mpsj . . . ¨ sls0, sj´1 . . . ¨ sls1s0q “ 2

‚ mpsj . . . ¨ sls1s0, sj´1 . . . ¨ sls1s0q “ ´l ´ 1` j

‚ mpsj . . . ¨ sls1s0, s0sj . . . ¨ sls1s0q “ 1

‚ mpsj . . . ¨ sls1s0, sj . . . ¨ sls2s1s0q “ 3

Puisque mpsj´1 . . . ¨sls0, sj´2 . . . ¨sls0q ă mpsj . . . ¨sls0, sj´1 . . . ¨sls0q, l’élément sj´2 . . . ¨sls0

ne fera pas parti des bandes fortes en question (il n’est pas relié à d’autres éléments du niveau 1).
Par suite, en enlevant les arêtes qui correspondent à des suites de marquages non-croissantes, on
sait que le sous-graphe suivant représente une partie des bandes fortes de taille 2 commençant
par sj . . . ¨ sls0 :

sj . . . ¨ sls0

´l`1`j 2

sj´1 . . . ¨ sls0 sj . . . ¨ sls1s0

3

sj´1 . . . ¨ sls1s0 sj . . . ¨ sls2s1s0

2

Dans la suite on va compléter ce sous-graphe en passant au niveau 3. D’après le Lemme 6.9,

‚ c
sj´2 ...¨sls1s0
sj´1 ...¨sls1s0,s0 “ c

s0sj´1 ...¨sls1s0
sj´1 ...¨sls1s0,s0 “ c

sj´1 ...¨sls2s1s0
sj´1 ...¨sls1s0,s0 “ 1

‚ c
sj´1 ...¨sls2s1s0
sj ...¨sls2s1s0,s0 “ c

s0sj ...¨sls2s1s0
sj ...¨sls2s1s0,s0 “ c

sj ...¨sls3s2s1s0
sj ...¨sls2s1s0,s0 “ 1
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En plus, d’après les remarques 6.8 et 6.10, on a les marquages suivantes :

‚ mpsj´1 . . . ¨ sls1s0, sj´2 . . . ¨ sls1s0q “ ´l ´ 2` j

‚ mpsj´1 . . . ¨ sls1s0, s0sj´1 . . . ¨ sls1s0q “ 1

‚ mpsj´1 . . . ¨ sls1s0, sj´1 . . . ¨ sls2s1s0q “ 3

‚ mpsj . . . ¨ sls2s1s0, sj´1 . . . ¨ sls2s1s0q “ ´l ´ 1` j

‚ mpsj . . . ¨ sls2s1s0, s0sj . . . ¨ sls2s1s0q “ 1

‚ mpsj . . . ¨ sls2s1s0, sj . . . ¨ sls3s2s1s0q “ 4

Alors en éliminant les éléments et les arêtes qui ne font pas parti d’une bande forte, on obtient :

sj . . . ¨ sls0

´l`1`j 2

sj´1 . . . ¨ sls0 sj . . . ¨ sls1s0

3

sj´1 . . . ¨ sls1s0 sj . . . ¨ sls2s1s0

2

sj´1 . . . ¨ sls2s1s0

3

sj . . . ¨ sls3s2s1s0

4

Finalement, on remarque qu’en faisant un raisonnement pareil (par récurrence) sur le niveau
k P t3, . . . , iu on obtient : (les niveau k et k ` 1) :

sj´1 . . . ¨ slsk´2 ¨ ¨ ¨ . s0 sj . . . ¨ slsk´1 ¨ ¨ ¨ . s0

k`1

sj´1 . . . ¨ slsk´1 ¨ ¨ ¨ . s0 sj . . . ¨ slsk ¨ ¨ ¨ . s0

k

sj´1 . . . ¨ slsk ¨ ¨ ¨ . s0

k`1

sj . . . ¨ slsk`1 ¨ ¨ ¨ . s0

k`2

De cette manière, on a construit deux bandes fortes entre les éléments en question.

On souhaite maintenant montrer la Proposition 6.3 qui précise le Lemme 6.11. Mais le pro-
blème vient de la manque de précision du Lemme 6.9. En d’autres termes, on sait que les termes
ξsj´1 ...¨slsi ¨¨¨ . s0 , ξs0sj ...¨slsi ¨¨¨ . s0 et ξsj ...¨slsi`1 ¨¨¨ . s0 figurent dans le produit ξsj ...¨slsi ¨¨¨ . s0ξs0 , par
contre, ce n’est pas évident de montrer qu’il y en a pas d’autres. Pour cette raison, dans la
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suite, on utilise le fait que ξw (pour des éléments w grassmanniens) peut être identifier avec une
fonction symétrique Weakw (cf. Définition 6.13). En utilisant les propriétés de ces derniers et
des résultats précédents, on arrive a monter la Proposition 6.3.

On commence tout d’abord par définir les bandes faibles en type A et les fonctions symé-
triques :

Définition 6.12. [16, Chapitre 3]
1. Soit I “ ra, bs :“ ta, a` 1, . . . , b´ 1, bu un intervalle de Z{lZ. On note cI :“ sbsb´1 . . . sa

le produit décroissant dans SpÃlq des réflexions simples indexé par I.
Soit A un sous-ensemble propre de Z{lZ, on sait que A peut être écrit comme union
d’intervalles tIiui“1,...,t de Z{lZ. On note cA :“ cI1 . . . cIt.
L’élément cA est bien défini puisque cIi commute avec cIj si i ‰ j.
Enfin on dit que c P Z{lZ est cycliquement décroissant s’il existe un sous-ensemble A de
Z{lZ tel que c “ cA.

2. On dit que B “ pw ù zq est une bande faible de type A si w, z P S0pÃlq tel que w ď z,
zw´1 est cycliquement décroissant et lpzq “ lpwq ` lpwz´1q.
On définit aussi la taille d’une bande faible par sizepw ù zq :“ `pzq ´ `pwq.

Définition 6.13. [16, Chapitre 3] On dit que U “ pW1,W2, . . .q est un tableau faible, si pour
tout k P Zą0, Wk est une bande faible, tel que outsideWk “ insideWk`1 et que sizepWkq “ 0 si
k ąą 0. On note insidepUq “ insidepW1q et outsidepUq “ outsidepWkq pour k ąą 0. On note
aussi wtpUq “ psizepW1q, sizepW2q, . . .q.
On dit qu’un tableau faible U est de la forme u{v si u “ outsidepUq et v “ insidepUq. En plus
si v “ e, on dit que U est de la forme u.

Définition 6.14. [16, Définition 3.2] Soit u, v P SpÃlq, on définit la fonction de Schur faible,
en une infinité de variables x “ px1, x2, . . .q, de la manière suivante :

Weaku{vpxq “
ÿ

U

xwtpUq

Où la somme parcoure tout les tableaux faibles de la forme u{v.

Théorème 6.1. [16, Théorème 3.3] Soit u, v P SpÃlq, alors Weaku{v est une fonction symétrique
en x1, x2, . . ..

Théorème 6.2. [16, Théorème 3.5] Il y a un isomorphisme d’algèbres :

H˚
pGrGq Ñ Λplq

ξw ÞÑ Weakw

Λpnq est définie dans Lam et al [16] comme un quotient de l’algèbre des fonctions symétriques
par un idéal I engendré par les fonctions monômiales symétriques avec une certaine condition
(cf. [16] Section 1.1) .

Lemme 6.15. Soit u P SpÃlq. Si u a une unique écriture réduite si1 ¨ ¨ ¨ si`puq alors, xi1 ¨ ¨ ¨ xi`puq
admet un coefficient égale à 1 dans l’expression de Weaku.
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Démonstration. Soit u P SpÃlq un élément qui admet une unique écriture réduite si1si2 ¨ ¨ ¨ si`puq
alors, il existe un unique tableau faible U “ pW1,W2, ¨ ¨ ¨ q de la forme u tel que sizepW1q “

¨ ¨ ¨ “ sizepWlpuqq “ 1. Alors, en se basant sur la Définition 6.14, on sait que xi1 ¨ ¨ ¨ xi`puq admet
un coefficient égale à 1 dans l’expression de Weaku.

En effet, on peut identifier, pour tout w dans S0pÃlq, l’élément ξw avec Weakw. On utilise
dans la suite cet identification pour montrer le résultat suivant qui précise le Lemme 6.11 :

Proposition 6.3. Soit i ď j ´ 3. Alors,

ξsj ...¨sls0ξsi ¨¨¨ . s0 “ ξsj´1 ...¨slsi ¨¨¨ . s0 ` ξsj ...¨slsi`1 ¨¨¨ . s0

Démonstration. D’après le Lemme 6.11, on en déduit qu’il existe des entiers positifs nk et des
éléments du groupe de Weyl wk tels que :

ξsj ...¨sls0ξsi ¨¨¨ . s0 “ ξsj´1 ...¨slsi ¨¨¨ . s0 ` ξsj ...¨slsi`1 ¨¨¨ . s0 `
ÿ

k

nkξ
wk

On écrit cette expression en terme de fonctions symétriques :

Weaksj ...¨sls0 ˆWeaksi ¨¨¨ . s0
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

A

“ Weaksj´1 ...¨slsi ¨¨¨ . s0
looooooooooomooooooooooon

B

`Weaksj ...¨slsi`1 ¨¨¨ . s0
looooooooooomooooooooooon

C

`
ÿ

k

nkWeakwk

(6.1)
On pose α “ `psj . . . ¨ sls0q et β “ `psi ¨ ¨ ¨ . s0q. Dans la suite on va calculer le coefficient
du terme x1x2 ¨ ¨ ¨ xα`β dans chacune des expressions A, B et C ci-dessus. On remarque tout
d’abord que ce calcul a un sens puisque l’idéal I (cf. Théorème 6.2) est constitué de fonctions
dans lesquelles le monôme x1 ¨ ¨ ¨ xα`β n’apparaît pas. On notera cA, cB et cC ces coefficients
respectivement.

Dans l’expression A : Le terme x1x2 ¨ ¨ ¨ xα`β, dans cette expression, est construit en multi-
pliant deux termes, le premier provenant de Weaksj ...¨sls0 et le deuxième de Weaksi ¨¨¨ . s0 , de
tailles respectives α et β. En d’autres termes, il existe des entiers i1, . . . , iα, j1, . . . , jβ tels que

x1 ¨ ¨ ¨ xα`β “ pxi1 ¨ ¨ ¨ xiαqpxj1 ¨ ¨ ¨ xjβq

Or sj . . . ¨ sls0 admet une unique écriture réduite alors, d’après le Lemme 6.15, le coefficient de
xj ¨ ¨ ¨ xlx0 dans Weaksj ...¨sls0 est égale à 1.
En plus, puisque les fonctions Weak sont symétriques, alors, l’expression de Weaksj ...¨sls0 contient
touts les produits de la forme xi1 ¨ ¨ ¨ xiα .
Le même raisonnement est fait sur Weaksi ¨¨¨ . s0 pour montrer que l’expression de ce dernier
contient tout les produits de la forme xj1 ¨ ¨ ¨ xjβ Alors, on en déduit que

cA “

ˆ

α

α ` β

˙

Dans l’expression B : Le terme x1 ¨ ¨ ¨ xα`β, dans cette expression, provient des tableaux
faibles U “ pW1, ¨ ¨ ¨ ,Wα`β, ¨ ¨ ¨ q de la forme sj´1 . . . ¨ slsi ¨ ¨ ¨ . s0 tels que :

@k P t1, . . . , α ` βu; sizepWkq “ 1

On peut interpréter ce fait, comme étant des bandes faibles qui débutent par s0 et arrivent
à sj´1 . . . ¨ slsi ¨ ¨ ¨ . s0 en multipliant, consécutivement, par sk (pour k “ 0, . . . , i, j ´ 1, . . . l)
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pour enfin retrouver l’élément sj´1 . . . ¨ slsi ¨ ¨ ¨ . s0 . On remarque que chacune de ces bandes
est caractérisé par les positions de la multiplication par les éléments sj´1, . . . , sl On peut donc
voir ces bandes commes des sous-ensemble de t2, . . . , α ` βu de taille α. Alors, on obtient

cB “

ˆ

α

α ` β ´ 1

˙

Dans l’expression C : En effectuant le même raisonnement si-dessus, on en déduit que

cC “

ˆ

α ´ 1

α ` β ´ 1

˙

Or, on sait que
ˆ

α

α ` β

˙

“

ˆ

α

α ` β ´ 1

˙

`

ˆ

α ´ 1

α ` β ´ 1

˙

Alors,
cA “ cB ` cC

Supposons maintenant, par contradiction, qu’il existe k tel que nk ‰ 0. On sait que l’expression
de Weaknk contient le terme x1 ¨ ¨ ¨ xα`β. Alors, d’après l’équation 6.1, on a

cA ě cB ` cC ` nk

Par suite
nk ă 0 pcontradictionq

Alors,
@k; nk “ 0

Ce qui implique le résultat en question.

On arrive au résultat principale de cette section :

Corollaire 6.4. Soit i, j P t0, . . . , lu tels que i ď j ´ 2. Alors,

@u P Waff , ξ
sj ...¨slsi ¨¨¨ . s0ξu “

ÿ

S

ξoutsidepSq

Où la somme parcoure toutes les suites de chemins dans le 0-ordre de Bruhat S “ pC1, . . . , Cl´j`i`1q

telles que insidepSq “ u et

mpC1q ă ¨ ¨ ¨ ă mpCiq ą mpCi`1q ą ¨ ¨ ¨ ą mpCl´j`i`1q

Démonstration. On montre ce résultat par récurrence descendante sur j.
Initialisation :(j “ l)On a déjà montrer (cf. Lemme 6.7), le suivant

@i P t1, . . . , l ´ 1u, ξslsi ¨¨¨ . s0ξu “
ÿ

S

ξoutsidepSq

Où la somme parcoure toutes les bandes S presque-fortes de taille i` 2 telle que insidepSq “ u.
Hérédité : Supposons que le résultat est vrai à l’ordre j, et montrons qu’il l’est pour j ´ 1. En
effet, soit i ď j ´ 3, d’après la Proposition 6.3, on sait que

ξsj ...¨sls0ξsi ¨¨¨ . s0 “ ξsj´1 ...¨slsi ¨¨¨ . s0 ` ξsj ...¨slsi`1 ¨¨¨ . s0
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Par suite, pour tout u dans Waff on a

ξsj´1 ...¨slsi ¨¨¨ . s0ξu “ ξsj ...¨sls0ξsi ¨¨¨ . s0ξu
loooooooooomoooooooooon

A

´ ξsj ...¨slsi`1 ¨¨¨ . s0ξu
looooooooomooooooooon

B

Dans chacun des deux termes A et B ci-dessus, la multiplication peut être vue comme des
chemins dans le 0-Graphe de Bruhat, qui débutent par u. En effet,

1. Le terme A : Dans [19], Lee à montrer que la multiplication par ξsi ¨¨¨ . s0 revient à parcourir
des suites de chemins tCkuk“1,...,i de taille i tels que

mpC1q ă ¨ ¨ ¨ ă mpCiq

De même, la multiplication par ξsj ...¨sls0 revient à parcourir des suites de chemins
tCkuk“i`1,...,l´j`i`1 de taille l ´ j ` 1 tels que

mpCi`1q ą ¨ ¨ ¨ ą mpCl´j`i`1q

Par suite, on en déduit que la multiplication par ξsj ...¨sls0ξsi ¨¨¨ . s0 revient à parcourir des
suites de chemins tCkuk“1,...,l´j`i`1 de taille l ´ j ` i` 1 tels que

mpC1q ă ¨ ¨ ¨ ă mpCiq ą mpCi`1q ą ¨ ¨ ¨ ą mpCl´j`i`1q

ou

mpC1q ă ¨ ¨ ¨ ă mpCiq ă mpCi`1q ą ¨ ¨ ¨ ą mpCl´j`i`1q

2. Le terme B : Par hypothèse de récurrence (puisque i` 1 ď j ´ 2), on sait que la multipli-
cation par ξsj ...¨slsi`1 ¨¨¨ . s0 revient à compter des suites de chemins tCkuk“1,...,l´j`i`1 de
taille l ´ j ` i` 1 tels que

mpC1q ă ¨ ¨ ¨ ă mpCiq ă mpCi`1q ą ¨ ¨ ¨ ą mpCl´j`i`1q

Finalement, on remarque que l’ensemble des bandes obtenue dans le terme B est inclus dans
celui obtenue dans le terme A. Par suite en faisant A´ B, on obtient des bandes formés par
une suite de chemins tels que :

mpC1q ă ¨ ¨ ¨ ă mpCiq ą mpCi`1q ą ¨ ¨ ¨ ą mpCl´j`i`1q
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Chapitre 7

Formule de Pieri pour l’homologie en type
C

Dans ce chapitre, on se place en type C, et on est près à montrer la formule de Pieri en
homologie.
Dans un premier temps, on commence par montrer des relations dans le groupe de Weyl (de
type C) qui permettent le passage d’une écriture réduite à une autre pour un même élément
du groupe. Ces résultats vont servir, dans la section 2, pour en montrer d’autres (Proposition
7.5, Lemme 7.27, Théorème 7.6) qui sont cruciaux pour la preuve de la formule en question
(Théorème 7.8) dans la section finale.

7.1 Relations dans le groupe de Weyl

Notations 7.1. 1. Dans les Lemmes qui suivent x,m, r et r1 sont des entiers tels que :

0 ď x ď r ă r1 ď m ď l ou 0 ď x ď r1 ă r ď m ď l

2. On rappelle que I “ t1, . . . , lu.

Lemme 7.2. On suppose que m ă l.
1. Soit v “ sr . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1 tel que r1 ă r. Alors

v “ sm ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1sr`1 . . . ¨ sm

2. Soit v “ sr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sr1 tel que r1 ą r. Alors

v “ sm ¨ ¨ ¨ . sr1`1sr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sm

Démonstration. 1. On sait que v “ psr . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . srq ¨ sr´1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1 .
Or

sr . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sr “ sr . . . ¨ sm´2psmsm´1smqsm´2 ¨ ¨ ¨ . sr

“ smsr . . . ¨ sm´3psm´2sm´1sm´2qsm´3 ¨ ¨ ¨ . srsm

“ smsr . . . ¨ sm´3psm´1sm´2sm´1qsm´3 ¨ ¨ ¨ . srsm

“ smsm´1sr . . . ¨ sm´4psm´3sm´2sm´3qsm´4 ¨ ¨ ¨ . srsm´1sm
...
“ sm ¨ ¨ ¨ . sr . . . ¨ sm
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Alors,

v “ psr . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . srq ¨ psr´1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1q

“ psm ¨ ¨ ¨ . sr . . . ¨ smq ¨ psr´1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1q

“ psm ¨ ¨ ¨ . srq ¨ psr`1 . . . ¨ smq ¨ psr´1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1q

Or

psr`1 . . .¨smq¨psr´1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . .¨sr1q “ psr´1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . .¨sr1q¨psr`1 . . .¨smq pparce que r1 ă r ă mq

Alors,

v “ psm ¨ ¨ ¨ . srq ¨ psr´1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1q ¨ psr`1 . . . ¨ smq

“ psm ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1q ¨ psr`1 . . . ¨ smq

2. On sait que v “ psr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1´1q ¨ psr1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sr1q.
Or

sr1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sr1 “ sm ¨ ¨ ¨ . sr1 . . . ¨ sm pComme dans la partie 1.q

Alors,

v “ psr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1´1q ¨ psr1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sr1q

“ psr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1´1q ¨ psm ¨ ¨ ¨ . sr1 . . . ¨ smq

“ psr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1´1q ¨ psm ¨ ¨ ¨ . sr1`1qpsr1 . . . ¨ smq

Or

psr ¨ ¨ ¨ . s0 . . .¨sr1´1qpsm ¨ ¨ ¨ . sr1`1q “ psm ¨ ¨ ¨ . sr1`1qpsr ¨ ¨ ¨ . s0 . . .¨sr1´1q pparce que r ă r1 ă mq

Alors,

v “ psm ¨ ¨ ¨ . sr1`1qpsr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1´1qpsr1 . . . ¨ smq

“ psm ¨ ¨ ¨ . sr1`1qpsr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ smq

Lemme 7.3. 1. Soit i1, . . . ik P t1, . . . , lu tels que r1 ` 1 ă i1 ă . . . ă ik ď r ´ 1.
Soit v1 “ psr . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ sr1qpsi1 ¨ ¨ ¨ sikq. Alors,

v1 “ psi1´1 ¨ ¨ ¨ sik´1qpsr . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ sr1q

2. Soit i1, . . . ik P t1, . . . , lu tels que r ´ 1 ě i1 ą . . . ą ik ą r1 ` 1.
Soit v2 “ psi1 ¨ ¨ ¨ sikqpsr1 ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . srq. Alors,

v2 “ psr1 ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . srqpsi1´1 ¨ ¨ ¨ sik´1q

Démonstration. On note vr,r1 “ sr . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sx ¨ ¨ ¨ . sr1 , et vr,1r “ sr1 ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sr
Et soit i dans ti1, . . . , iku. Alors i ą r1 ` 1.
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1. On veux montrer que vr,r1si “ si´1vr,r1 .
En effet,

vr,r1si “ sr . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ sr1si

“ sr . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . si`1sisi´1sisi´2 ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ sr1

“ sr . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . si`1si´1sisi´1si´2 ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ sr1

“ si´1sr . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . si`1sisi´1si´2 ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ sr1

“ si´1vr,r1

Alors,

v1 “ vr,r1psi1 . . . ¨ sikq

“ psi1´1 . . . ¨ sik´1qvr,r1

“ psi1´1 ¨ ¨ ¨ sik´1qpsr . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ sr1q

2. D’une manière similaire à la partie 1, on montre que sivr1,r “ vr1,rsi´1. On obtient alors le
résultat final en faisant un raisonnement analogue à celui de la partie 1.

Lemme 7.4. Soit i,m dans t2, . . . , lu et x dans t1, . . . , lu, tels que x ă i ď m.

1. On suppose que x ă i´ 1, soit v1 “ si . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ si´1. Alors,

v1 “ sx . . . ¨ si´2si . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sx

2. On suppose que i ă m, soit v2 “ si ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . si`1. Alors,

v2 “ sx . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . si`1si´1 ¨ ¨ ¨ . sx

Démonstration. 1. On sait que

v1 “ psi . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . siq ¨ psi´1 ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ si´1q.

Or

si´1 ¨ ¨ ¨ . sx`2psx`1sxsx`1qsx`2 . . . ¨ si´1 “ si´1 ¨ ¨ ¨ . sx`2psxsx`1sxqsx`2 . . . ¨ si´1

“ sxsi´1 ¨ ¨ ¨ . sx`3psx`2sx`1sx`2qsx`3 . . . ¨ si´1sx

“ sxsi´1 ¨ ¨ ¨ . sx`3psx`1sx`2sx`1qsx`3 . . . ¨ si´1sx

“ sxsx`1si´1 ¨ ¨ ¨ . sx`4psx`3sx`2sx`3qsx`4 . . . ¨ si´1sx`1sx
...
“ sx . . . ¨ si´1 ¨ ¨ ¨ . sx

Alors,

v1 “ psi . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . siq ¨ ¨ ¨ . psx . . . ¨ si´1 ¨ ¨ ¨ . sxq

“ psx . . . ¨ si´2q ¨ psi . . . ¨ sm . . . ¨ ¨ ¨ . q ¨ psi´1 ¨ ¨ ¨ . sxq
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2. On sait que
v2 “ psi ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ siq ¨ psi`1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . si`1q.

Or

si ¨ ¨ ¨ . sx`2psx`1sxsx`1qsx`2 . . . ¨ si “ si ¨ ¨ ¨ . sx`2psxsx`1sxqsx`2 . . . ¨ si

“ sxsi ¨ ¨ ¨ . sx`3psx`2sx`1sx`2qsx`3 . . . ¨ sisx

“ sxsi ¨ ¨ ¨ . sx`3psx`1sx`2sx`1qsx`3 . . . ¨ sisx

“ sxsx`1si ¨ ¨ ¨ . sx`4psx`3sx`2sx`3qsx`4 . . . ¨ sisx`1sx
...
“ sx . . . ¨ si ¨ ¨ ¨ . sx

Alors,

v “ psx . . . ¨ si ¨ ¨ ¨ . sxq ¨ psi`1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . si`1q

“ psx . . . ¨ siq ¨ psi`1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . si`1q ¨ psi´1 ¨ ¨ ¨ . sxq

On en déduit aisément le résultat suivant,

Corollaire 7.1. Soit i,m dans t2, . . . , lu et x dans t1, . . . , lu, tels que x ă i ď m.

1. On suppose que x ă i´ 1, soit w ď si . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ si´1. Alors,

w ď sx . . . ¨ si´2si . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sx

2. On suppose que i ă m, soit v2 “ si ¨ ¨ ¨ . sx . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . si`1. Alors,

w ď sx . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . si`1si´1 ¨ ¨ ¨ . sx

Définition 7.5. Soit a, a1, b, b1,m,m1, x, x1 P t0, . . . , lu tels que x ď b ă a ď m et x1 ď a1 ă b1 ď
m1.

1. On définit les deux ensembles suivants :

‚ Πpa,m, x, bq :“

tpπ1, . . . , πkq; Dp, q, a “ π1 ă ¨ ¨ ¨ ă πp “ m ą πp`1 ą ¨ ¨ ¨ ą πq “ x ă ¨ ¨ ¨ ă πk “ bu.

‚ Π1pa1, x1,m1, b1q :“

tpπ1, . . . , πkq; Dp, q, a
1
“ π1 ą ¨ ¨ ¨ ą πq “ x1 ă πq`1 ă ¨ ¨ ¨ ă πq “ m1

ą ¨ ¨ ¨ ą πk “ b1u.

2. On définit aussi Π et Π1 de la manière suivante :

‚ Π “
ď

0ďxďbăaďmďl

Πpa,m, x, bq

‚ Π1 “
ď

0ďx1ďa1ăb1ďm1ďl

Π1pa1, x1,m1, b1q
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3. Pour tout sous ensemble E de ΠYΠ1, on définit W pEq l’ensemble des éléments de S0pC̃lq
qui possèdent une écriture réduite dans E. En plus pour tout écriture π “ pπ1, . . . , πkq on
note wpπq :“ sπ1 ¨ ¨ ¨ sπk .

4. On définit le support d’un élément v du groupe de Weyl et on le note supppvq comme
l’ensemble des indices des racines simples qui apparaissent dans une écriture réduite de v
(les relations de tresse et de commutation ne changent pas le support).

5. Soit v P W pΠ Y Π1q et π “ pπ1, . . . , πkq un mot réduit tel que v “ wpπq. On dit que le
support de v est connexe si

tπ1, . . . , πku “ tmin
i
pπiq,min

i
pπiq ` 1, . . . ,max

i
pπiqu

Notation 7.6. On note Π^ l’ensemble des π “ pπ1, . . . , πkq tels que : il existe p P t1, . . . , ku tels
que π1 ă . . . ă πp ą πp`1 ą . . . ą πk et tπ1, . . . , πku “ tminipπiq,minipπiq ` 1, . . . ,maxipπiqu.
De même on note Π_ l’ensemble des π “ pπ1, . . . , πkq tels que : il existe p P t1, . . . , ku tels que
π1 ą . . . ą πp ă πp`1 ă . . . ă πk et tπ1, . . . , πku “ tminipπiq,minipπiq ` 1, . . . ,maxipπiqu.

Proposition 7.2. Soit v P W pΠY Π1q tel que le support de v (cf. Définition 7.5) est connexe.

1. Si 0 R supppvq alors v P W pΠ^q.

2. Si l R supppvq alors v P W pΠ_q.

Démonstration. 1. Si 0 R supppvq, d’après le Lemme 7.4 on en déduit qu’il existe des entiers
x,m et i dans t1, . . . , lu tels que :

v ď sx . . . ¨ si´2si . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . sx

Par hypothèse, on sait que le support de v est connexe. Alors v P W^.

2. Si l R supppvq, en utilisant le Lemme 7.2 et en raisonnant d’une manière similaire que la
partie 1, on peut déduire que v P W_.

Le but dans la suite c’est de montrer que pour n’importe quelle écriture π dans ΠY Π1 telle
que wpπq est a support connexe, la longueur de wpπq est égale à la taille de π (Proposition 7.3).

Remarque 7.7. Remarquons tout d’abord que pour tout m P t2, . . . , lu on a

s0ps1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . s1q ‰ ps1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . s1qs0

Démonstration. En effet distinguons entre les deux cas suivant :
D’une part, on a

s0s1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . s1p$0q “ s0p$0q

“ $0 ´ α0
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D’autre part,

s1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . s1s0p$0q “ s1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . s1p$0 ´ α0q

“ $0 ´ s1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . s1pα0q

En remarquant que αm admet un coefficient non nul dans s1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . s1pα0q on en déduit
que

s0s1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . s1p$0q ‰ s1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . s1s0p$0q

d’où le résultat.

Lemme 7.8. Soit π “ pπ1, . . . , πkq P W^ telle que π1, πk ě 1. Soit j “ min1ďiďkpπiq ´ 1. Alors,

sjpsπ1 ¨ ¨ ¨ sπkq ‰ psπ1 ¨ ¨ ¨ sπkqsj

Démonstration. On note v “ sπ1 ¨ ¨ ¨ sπk .
j “ min1ďiďkpπiq ´ 1 donc :

j “ π1 ´ 1 ou j “ πk ´ 1

On suppose par récurrence que le résultat est vrai jusqu’à l’ordre k ´ 1. Montrons le résultat
jusqu’à l’ordre k. En raisonnant par l’absurde on suppose que sjv “ vsj.

1. Si j “ π1 ´ 1 et j ‰ πk ´ 1 : On note v1 “ sπ2 ¨ ¨ ¨ sπk . Alors v “ sπ1v
1. Or sjv “ vsj.

Par suite,

sπ1´1sπ1v
1
“ sπ1v

1sπ1´1

sπ1´1sπ1v
1
“ sπ1sπ1´1v

1
pcar sπ1´1v

1
“ v1sπ1´1q

sπ1´1sπ1 “ sπ1sπ1´1 pAbsurdeq

2. Si j ‰ π1 ´ 1 et j “ πk ´ 1 : On note v1 “ sπ1 ¨ ¨ ¨ sπk´1
. Alors v “ v1sπk . Or sjv “ vsj.

Par suite,

sπk´1v
1sπk “ v1sπksπk´1

v1sπk´1sπk “ v1sπksπk´1 pcar sπk´1v
1
“ v1sπk´1q

sπk´1sπk “ sπksπk´1 pAbsurdeq

3. Si j “ π1 ´ 1 et j “ πk ´ 1 : (Dans ce cas π1 “ πkq

(a) Si π1 ‰ 1 : On note v1 “ sπ2 ¨ ¨ ¨ sπk´1
. Alors v “ sπ1v

1sπk . Or sjv “ vsj.
Par suite,

sπ1´1sπ1v
1sπk “ sπ1v

1sπksπ1´1

sπ1´1sπ1v
1sπ1 “ sπ1v

1sπ1sπ1´1 pcar π1 “ πkq

sπ1sπ1´1sπ1v
1
“ v1sπ1sπ1´1sπ1

sπ1´1sπ1sπ1´1v
1
“ v1sπ1´1sπ1sπ1´1 prelation de tresseq

sπ1´1sπ1v
1sπ1´1 “ sπ1´1v

1sπ1sπ1´1 pcar sπ1´1v
1
“ v1sπ1´1q

sπ1v
1
“ v1sπ1

Or par hypothèse de récurrence on a sπ1v
1 ‰ v1sπ1 . Ceci donne une contradiction.
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(b) Si π1 “ 1 : Par Définition de v, on sait qu’il existe un entier p dans t1, . . . , ku tel que
π1 ă . . . ă πp ą πp`1 ą . . . ą πk. On va distinguer entre plusieurs cas :
i. Si v “ s1 . . . ¨sm ¨ ¨ ¨ . s1 pour un m dans t2, . . . , lu, on en déduit par la remarque

7.7
ii. Sinon, on a nécessairement le suivant (un trou à gauche ou à droite)

rDf P t1, . . . , pu; πf “ f et πf`1 ą π1 ` f s

ou
rDg P tp` 1, . . . , ku; πg “ k ` 1´ g et πg´1 ą k ` 2´ gs

Supposons qu’on a un trou à gauche (f existe) mais pas à droite (g n’existe pas),
dans ce cas on aura

v “ ps1 . . . ¨ sf qsπf`1
¨ ¨ ¨ sπpsπp´1 ¨ ¨ ¨ . s1

“ ps1 . . . ¨ sf qpsπf`1
¨ ¨ ¨ sπpsπp´1 ¨ ¨ ¨ . sf`2qsf`1 ¨ ¨ ¨ . s1

On note dans la suite vf “ psπf`1
¨ ¨ ¨ sπpsπp´1 ¨ ¨ ¨ . sf`2q. Alors, en raisonnant

par l’absurde on a

s0ps1 . . . ¨ sf qvfsf`1 ¨ ¨ ¨ . s1 “ ps1 . . . ¨ sf qvfsf`1 ¨ ¨ ¨ . s1s0

vfs0ps1 . . . ¨ sf qsf`1 ¨ ¨ ¨ . s1 “ vf ps1 . . . ¨ sf qsf`1 ¨ ¨ ¨ . s1s0

s0ps1 . . . ¨ sf qsf`1 ¨ ¨ ¨ . s1 “ ps1 . . . ¨ sf qsf`1 ¨ ¨ ¨ . s1s0

Cette dernière égalité donne une contradiction avec la remarque 7.7.
Les trois autres cas ce font d’une manière similaire en déduisant toujours par la
remarque 7.7.

Lemme 7.9. Soit π “ pπ1, . . . , πkq P W^. Alors,

`psπ1 . . . sπkq “ k.

Démonstration. On suppose par récurrence que le résultat est vrai jusqu’à l’ordre k ´ 1.
On note v “ sπ2 . . . sπp . . . sπk´1

.

1. Si π1 ă πk : Dans ce cas on peut dire que `psπ1 ¨ ¨ ¨ sπkq “ 1``psπ2 ¨ ¨ ¨ sπkq. Or par hypothèse
de récurrence, on a `psπ2 ¨ ¨ ¨ sπkq “ k ´ 1. Alors,

`psπ1 ¨ ¨ ¨ sπkq “ k

2. Si π1 ą πk : Dans ce cas on peut dire que `psπ1 ¨ ¨ ¨ sπkq “ 1 ` `psπ1 ¨ ¨ ¨ sπk´1
q. Or par

hypothèse de récurrence, on a `psπ1 ¨ ¨ ¨ sπk´1
q “ k ´ 1. Alors,

`psπ1 ¨ ¨ ¨ sπkq “ k

3. Si π1 “ πk :
Montrons que `psπ1vsπ1q “ `pvsπ1q ` 1 :
Si `psπ1vsπ1q ă `pvsπ1q alors il y a deux cas de figures :
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(a) Si `psπ1vq ă `pvq : Alors, d’après le lemme d’échange, il existe un entier q P t2, . . . , k´
1u, tel que

sπ1v “ sπ2 ¨ ¨ ¨ psπq ¨ ¨ ¨ sπk´1

Donc
sπ1v “ sπ2 ¨ ¨ ¨ ŝπq ¨ ¨ ¨ sπk´1

.

D’une part, puisque π1 R supppvq, on a nécessairement

π1 P supppsπ1vq.

D’autre part,
π1 R supppsπ2 ¨ ¨ ¨ psπq ¨ ¨ ¨ sπk´1

q.

Ceci donne une contradiction.
(b) Si `psπ1vq ą `pvq : Dans ce cas, on peut déduire que

sπ1vsπ1 “ v.

En effet, puisque `psπ1vsπ1q ă `psπ1vq, on sait que

psπ1vqsπ1 ă sπ1v

Par suite, d’après le lemme d’échange, il existe un entier q P t1, . . . , k ´ 1u, tel que

sπ1vsπ1 “ sπ1sπ2 ¨ ¨ ¨ psπq ¨ ¨ ¨ sπk´1

On remarque en plus que q est nécessairement égal à 1 (Sinon en simplifiant cette
égalité à gauche par sπ1 on trouve une contradiction avec la longueur de vsπ1 .) On
en déduit alors le résultat en question. Et donc,

sπ1v “ vsπ1 .

Or d’après le lemme 7.20 on a une contradiction.

Enfin en raisonnant par l’absurde on a montré que `psπ1vsπ1q “ `pvsπ1q ` 1. Et donc le
résultat est vrai jusqu’à l’ordre k.

Lemme 7.10. Soit π “ pπ1, . . . , πkq P W_. Alors,

`psπ1 ¨ ¨ ¨ sπkq “ k.

Démonstration. Posons ι : W Ñ W telle que pour tout i P t0, . . . , lu on a ιpsiq “ sl`1´i. On
remarque que ι définit un automorphisme de groupes Coxeter qui envoie W_ sur W^. Alors ι
préserve la longueur d’un élément du groupe. Ceci donne le résultat.

Proposition 7.3. Soit π “ pπ1, . . . , πkq P Π Y Π1 telle que sπ1 ¨ ¨ ¨ sπk est à support connexe.
Alors,

`psπ1 ¨ ¨ ¨ sπkq “ k

Démonstration. On pose v :“ sπ1 ¨ ¨ ¨ sπk .
On remarque que si π P Π ( respectivement π P Π1) alors il existe i P t1, . . . , ku, telles que
pπ1, . . . , πi´1q P W^, pπi, . . . , πkq P W_ (respectivement pπ1, . . . , πi´1q P W_, pπi, . . . , πkq P W^)
et que les deux ensembles tπ1, . . . , πi´1u et tπi, . . . , πku sont disjoints. Par suite en utilisant les
Lemmes 7.9 et 7.10 on obtient le résultat.
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Lemme 7.11. [12] Soit w “ si1 ¨ ¨ ¨ sit P W (groupe de Weyl quelconque) une écriture réduite et
soit αi une racine simple. Alors on a l’équivalence suivante :

`pwsiq ă `pwq ô wpαiq ă 0

Lemme 7.12. Soient v1, v2 P W (groupe de Weyl quelconque) tels que `pv1v2q “ `pv1q ` `pv2q et
soit i P I Y t0u. On note v :“ v1v2 et w :“ v1siv2. On suppose en plus que `pwq “ `pvq ` 1. Si
on note β “ v´1

2 pαiq, alors,
w´1v “ sβ et β ą 0.

Démonstration. Puisque w “ v1siv2 et v “ v1v2. Alors

w´1v “ pv´1
2 siv

´1
1 q ¨ pv1v2q “ v´1

2 siv2.

Or
v´1

2 siv2 “ sv´1
2 pαiq

.

D’autre part, d’après le Lemme 7.11 et puisque `pv´1
2 siq “ `pv´1

2 q ` 1 on a,

v´1
2 pαiq ą 0

Donc
w´1v “ sβ tel que β “ v´1

2 pαiq ą 0.

7.2 Élément principal de la preuve de la conjecture

On commence cette section par énoncer et démontrer des éléments qui serviront à prouver la
proposition 7.5. Cette dernière sera l’une des arguments les plus importants pour la démonstration
(par une double récurrence) de la formule en question (Théorème 7.8).

Définition 7.13. 1. On définit le sous ensemble A2l de SpC̃lq de la manière suivante :

A2l :“ tsi . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ si´1ui“1,...,l Y tsj ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . sj`1uj“0,...l´1

2. On définit aussi A :“ tt; Dz P A2l, t ď zu

Remarque 7.14. On remarque que tout les éléments de A2l ont longueur 2l ce qui justifie sa
notation. On remarque aussi que A est l’ensemble des éléments de SpC̃lq qui sont plus petits que
des éléments de A2l.

C’est facile de voir qu’on peut retrouver les éléments de A à partir des éléments de Π et Π1.
On a alors le résultat suivant :

Lemme 7.15. A “ W pΠY Π1q.

Lemme 7.16. [14, Proposition 13.1.7] On a

tθ_ “ sδ´θsθ

Lemme 7.17. En plus,
@w P SpC̃lq; wA2lw

´1
“ A2l

139



Chapitre 7. Formule de Pieri pour l’homologie en type C

Démonstration. Il suffit de montrer que

@i P t0, . . . , lu; siA2lsi “ A2l

Soit w P A2l alors il existe j P t1, . . . , lu tel que :

w “ sj . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sj´1 ou w “ sj ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sl . . . ¨ sj`1

Dans cette preuve on va montrer que A2l est stable par conjugaison par le groupe de Weyl, pour
les éléments de la forme w “ sj . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sj´1. La preuve de la seconde form de w ce
fait d’une manière similaire.
En effet, supposons que w “ sj . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sj´1 et soit i P t0, . . . , lu. On a quatre cas
de figures :

1. Si i ă j ´ 1 :

siwsi “ sisj . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sj´1si

“ sj . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . si`2psisi`1siqsi´1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ si´1psisi`1siqsi`2 . . . ¨ sj´1

“ sj . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . si`2psi`1sisi`1qsi´1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ si´1psi`1sisi`1qsi`2 . . . ¨ sj´1

“ sj . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sj´1

“ w

2. Si i “ j ´ 1 :
sj´1wsj´1 “ sj´1 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sj´2 P A2l

3. Si i “ j :
sjwsj “ sj`1 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sj P A2l

4. Si i ą j :

siwsi “ sisj . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sj´1si

“ sj . . . ¨ si´2psisi´1siqsi`1 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . si`1psisi´1siqsi´2 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sj´1

“ sj . . . ¨ si´2psi´1sisi´1qsi`1 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . si`1psi´1sisi´1qsi´2 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sj´1

“ sj . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sj´1

“ w

Corollaire 7.4. On considère l’action de SpClq sur SpC̃lq par conjugaison. Alors,

SpClq ¨ t´θ_ “ A2l

Démonstration. Tout d’abord, d’après la remarque 3.23 on sait que,

@i “ 1, . . . , l; ε_i “ si . . . ¨ sl´1pα
_
l q

et puisque θ_ “ ε_1 , on a
θ_ “ s1 . . . ¨ sl´1pα

_
l q

Donc,
sθ_ “ s1 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s1
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Par suite, d’après le Lemme 7.16,

t´θ_ “ s1 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s1s0 (7.1)

On remarque aussi que

s1tθ_s1 “ t´s1pθ_q

“ t´ε_2
“ s2 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s1s0s1

En tenant compte de l’initialisation (7.1), on peut montrer par récurrence sur i que :

@i “ 1, . . . , l ´ 1; sit´ε_i si “ si`1 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ si

De même, puisque

slt´ε_l sl “ t´slpε_l q

“ tε_l
“ sl´1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sl

on peut aussi montrer par récurrence descendante sur i que :

@i “ 1, . . . , l; sitε_i si “ si´1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . si

On en déduit que
SpClq ¨ t´θ_ Ą A2l

Enfin on retrouve le résultat puisque, d’après le Lemme 7.17, A2l est stable par conjugaison.

Dans la suite, on veux montrer une propriété (Proposition 7.5) concernant le nombre de
composantes connexes du support des éléments du groupe de Weyl. Dans ce but, on définit le
suivant :

Définition 7.18. Soit v P A. On note par comppvq le nombre de composantes connexes du
support de v noté supppvq. Soient tCiuiPt1,...,comppvqu ces composantes connexes de telle sorte que :

@i ă j, @x P Ci, @y P Cj; x ă y

On note pour tout i P t1, . . . , comppvqu, vi ď v tel que supppviq “ Ci et v “
comppvq
ś

i“1

vi. En plus v1

sera appelé "composante la plus basse de v".

Remarque 7.19. On remarque que pour tout i, j P t1, . . . , ku, vivj “ vjvi.

Définition 7.20. Soit m P t1, . . . , 2lu.

On définit, c0,m :“

#

sm´1 ¨ ¨ ¨ . s0 si m P t1, . . . , l ` 1u

s2l´m`1s2l´m`2 . . . ¨ slsl´1 ¨ ¨ ¨ . s0 si m P tl ` 2, . . . , 2lu

On remarque que lpc0,mq “ m pour tout m P t1, . . . , 2lu.

Remarque 7.21. Soit v P W´
aff et m P t2, . . . , 2lu tel que v ď c0,m et `pvq “ `pc0,mq ´ 1. Alors,

v “ c0,m´1
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Démonstration. Soient v et m comme si-dessus. Puisque c0,m n’admet qu’une seule écriture
réduite sm´1 ¨ ¨ ¨ . s0 si m P t1, . . . , l ` 1u (resp. s2l´m`1s2l´m`2 . . . ¨ slsl´1 ¨ ¨ ¨ . s0 si m “

tl ` 2, . . . , 2lu ). Alors on peut retrouver v en éliminant une racine simple de cette écri-
ture. On remarque que si on enlève une racine de sm´1 ¨ ¨ ¨ . s0 si m P t1, . . . , l ` 1u (resp.
s2l´m`1s2l´m`2 . . . ¨ slsl´1 ¨ ¨ ¨ . s0 si m P tl ` 2, . . . , 2lu ) autre que celle de l’extrémité gauche,
alors v R W´

aff . Or v P W´
aff alors on obtient,

v “

#

sm´2 ¨ ¨ ¨ . s0 si m P t2, . . . , l ` 2u

s2l´m`2s2l´m`3 . . . ¨ slsl´1 ¨ ¨ ¨ . s0 si m P tl ` 3, . . . , 2lu

Notations 7.22. Soit v P A, m P t1, . . . , 2lu tel que `pvq “ m et i P I Y t0u.

• On note Aiv :“ tw P A; v ď w, `pwq “ `pvq ` 1 et cwsi,v ‰ 0u.

• On note cv le coefficient de Av dans l’expression de j0pξc0,mq.

• On note aussi bv :“ 2comppvq´1.

Proposition 7.5. Soit v P A tel que `pvq ă 2l. Alors on a,
ÿ

wPA0
v

cws0,vbw ě 2bv

Schéma de la preuve 1. Dans le schéma suivant π “ pπ1, . . . , πkq corresponde à l’écriture
réduite de v. Supposons que 0 P supppvq, on définit dans le cas où π P Πpa,m, 0, bq (respectivement
π P Π1pa1, 0,m1, b1q) des entiers q et p dans t1, . . . , ku tels que πq “ 0 et πp “ m (respectivement
πq “ 0 et πp “ m1). Dans cette preuve on aura besoin de définir un élément r et sa position i˚
dans l’écriture π, qui correspond à l’extrémité de la plus grande partie connexe à gauche de 0
dans l’écriture π. Plus précisément, on définit les éléments i˚ et r de la manière suivante :
• Si π P Π :
Soit i˚ P t1, . . . , qu tel que :

– Si q “ p`m et π1 “ m´ p` 1 alors i˚ “ 1.
– Si q “ p ` m et π1 ă m ´ p ` 1 alors i˚ est tel que πi˚ “ m ´ p ` i˚ et πi˚´1 ă

m´ p` i˚ ´ 1.
– Si q ă p`m alors i˚ est tel que πi˚ “ q ´ i˚ et πi˚´1 ą q ´ i˚ ` 1.

• Si π P Π1 :
Soit i˚ P t1, . . . , qu tel que

– Si π1 “ q ´ 1 alors i˚ “ 1.
– Si π1 ą q ´ 1 alors i˚ est tel que πi˚ “ q ´ i˚ et πi˚´1 ą q ´ i˚ ` 1.

On note dans tout les cas r :“ πi˚.

On aura aussi besoin de définir un élément r1 et sa position i˚ dans l’écriture π, qui correspond
à l’extrémité de la plus grande partie connexe à droite de 0 dans l’écriture π dans Π1. Plus
précisément, on définit l’élément r1 de la manière suivante :
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• Si π P Π1 :
Soit i˚ P tq, . . . , ku tel que :

– Si p “ q `m et πk “ m` p´ k alors i˚ “ k.

– Si p “ q ` m et πk ă m ` p ´ k alors i˚ est tel que πi˚ “ m ` p ´ i˚ et πi˚`1 ă

m` p´ i˚ ´ 1.

– Si p ă q `m alors i˚ est tel que πi˚ “ i˚ ´ q et πi˚`1 ą i˚ ` 1´ q.

• Si π P Π :
Soit i˚ P tq, . . . , ku tel que

– Si πk “ k ´ q alors i˚ “ k.

– Si πk ą k ´ q alors i˚ est tel que πi˚ “ i˚ ´ q et πi˚`1 ă i˚ ` 1´ q.

On note dans tout les cas r1 :“ πi˚.
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v P A

0 P supppvq

π P Π

i˚ ą p

i˚ ď p

l P supppv0q

r´ 1 ‰ b

r´ 1 “ b

m1 ‰ l

m1 “ l

l R supppv0q

m` 2 R supppvq

m` 2 P supppvq

π P Π1

r ‰ a1 ou r` 1 ‰ b1

r “ a1 et r` 1 “ b1

0 R supppvq

1 P supppvq

1 R supppvq

(I)
p2q

p1q

(a)

(b)

(a)

(b)

(i)

(ii)

(α)

(β)

pαq

pβq

(II)

p1q

p2q

(i)

(ii)
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Démonstration. Soit v P A tel que `pvq ă 2l. On écrit v “
ś

i

vi.

(I) Si 0 P supppvq :
Soit π “ pπ1, . . . , πkq une écriture réduite de v0 telle que :

• Il existe a,m et b tels que π P Πpa,m, 0, bq
ou
• Il existe a1,m1 et b1 tels que π P Π1pa1, 0,m, b1q

On définit dans les deux cas des entiers q et p dans t1, . . . , ku tels que πq “ 0 et πp “ m.
(q et p sont les positions respectives de 0 et m dans l’écriture π).

(1) Si π P Πpa,m, 0, bq. Alors

a “ π1 ă . . . ă πp ą πp`1 ą . . . ą πq “ 0 ă . . . ă πk “ b

(a) Si i˚ ą p. On peut remarquer que dans ce cas on a

t0, . . . , ru “ tπq . . . πq´ru

Alors
v0 “ psπ1 . . . sπp . . . sπq´r´1qpsr ¨ ¨ ¨ . s0sπq`1 . . . sπkq.

On note w1 :“ p
ś

i‰0

viqpsπ1 . . . sπp . . . sπq´r´1qsr`1psr ¨ ¨ ¨ . s0sπq`1 . . . sπkq. Alors

w1 ď v et `pw1q “ `pvq ` 1 (d’après le Lemme 7.9).

On peut aussi remarquer que bw1 “ bv. En utilisant le Lemme 7.12, la racine
positive tel que sβ1 “ w´1

1 v vérifie β_1 “ sπk . . . sπq`1s0 . . . ¨ srpα
_
r`1q. Donc,

β_1 “ sπk . . . sπq`1s0 . . . ¨ srpα
_
r`1q

“ sπk . . . sπq`1p2α
_
0 ` α

_
1 ` . . .` α

_
r`1q

Or 0 R tπk, . . . , πq`1u alors

cw1
s0,v

“ xβ_1 , $0y “ 2.

Donc,
ÿ

wPA0
v

cws0,vbw ě 2bv

(b) i˚ ď p : On peut remarquer dans ce cas que tr, r ` 1, . . . ,mu “ tπp´r, . . . , πpu et
tπq, . . . , πp`1u “ t0, . . . ,m´ 1u.

(i) Si m “ l :
Alors

v0 “ psπ1 . . . sπp´r´1qpsrsr`1 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0sπq`1 . . . sπkq.

pαq Si b ă r ´ 1 :

On note w1 :“ p
ś

i‰0

viqsπ1 . . . sπp´r´1sr´1sr . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0sπq`1 . . . sπk .

Alors

v ď w1 et `pw1q “ `pvq ` 1 (d’après la proposition 7.3).
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On peut aussi remarquer que bw1 “ bv. En utilisant le Lemme 7.12, la racine
positive tel que sβ1 “ w´1

1 v vérifie β_1 “ sπk . . . sπq`1s0 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . srpα
_
r´1q.

Donc,

β_1 “ sπk . . . sπq`1s0 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . srpα
_
r´1q

“ sπk . . . sπq`1p2α
_
0 ` α

_
1 ` . . .` α

_
r´1 ` 2α_r ` . . .` α

_
l q

Or 0 R tπk, . . . , πq`1u. Alors

cw1
s0,v

“ xβ_1 , $0y “ 2.

Donc,
ÿ

wPA0
v

cws0,vbw ě 2bv

pβq Si r ´ 1 “ b : Dans ce cas on a nécessairement a “ r (puisque b ă a) et
donc i˚ “ 1.
D’autre part, on rappelle que r1 “ πi˚ (cf. Schéma de la preuve). On sait que
i˚ est dans tq ` 1, . . . , k ´ 1u parce que i˚ “ 1.
Alors,

v0 “ srsr`1 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0s1 . . . ¨ sr1sπi˚`1
. . . sπk .

Donc d’après le Lemme 7.3 on a

v0 “ sπi˚`1´1 . . . sπk´1srsr`1 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0s1 . . . ¨ sr1

et on a bien πi˚`1 ą r1 ` 1 alors

πi˚`1 ´ 1 ą r1.

On note w1 :“ p
ś

i‰0

viqsπi˚`1´1 . . . sπk´1sr´1sr . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0s1 . . . ¨ sr1 . Alors

v ď w1 et `pw1q “ `pvq ` 1 (d’après la proposition 7.3).

On peut aussi remarquer que bw1 “ bv. Comme précédemment (cas pαq) on
obtient

cw1
s0,v

“ 2.

Donc,
ÿ

wPA0
v

cws0,vbw ě 2bv

(ii) Si m ‰ l :
Alors

v0 “ psπ1 . . . sπp´r´1qpsrsr`1 . . . ¨ sm ¨ ¨ ¨ . s0sπq`1 . . . sπkq.

D’après les lemmes 7.2 et 7.3, on peut écrire

v0 “ sm ¨ ¨ ¨ . s0si1 . . . sik1 , où 1 ď i1 ă . . . ik1 ď m.

pαq Si m` 2 R supppvq :
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On note w1 “ p
ś

i‰0

viqsm`1sm ¨ ¨ ¨ . s0si1 . . . sik1 . Alors

v ď w1 et `pw1q “ `pvq ` 1 (d’après le Lemme 7.9).

On peut aussi remarquer que bw1 “ bv. En utilisant le Lemme 7.12, la racine
positive tel que sβ1 “ w´1

1 v “ s0 vérifie

β_1 “ sik1 . . . si1s0 . . . ¨ smpα
_
m`1q

“ sik1 . . . si1p2α
_
0 ` α

_
1 ` . . .` α

_
m`1q

Or 0 R ti1, . . . , iku alors

cw1
s0,v

“ xβ_1 , $0y “ 2.

Donc,
ÿ

wPA0
v

cws0,vbw ě 2bv

pβq Si m` 2 P supppvq :
On suppose que C1 est la composante connexe de m`2. Alors supppv1q “ C1.
Soit π1 une écriture réduite de v1. Alors il existe un entier m1 dans t1, . . . , lu,
et des entiers a1, b1, a2 et b2 dans tr ` 2, . . . ,m1u tels que

π1 P Πpa1,m
1, r ` 2, b1q Y Π1pa2, r ` 2,m1, b2q

On peut montrer dans ce cas d’après le corollaire 7.1 qu’il existe des entiers
i1 ă . . . ă iq ă m1 ą j1q ą . . . ą j1 tels que v1 “ si1 . . . siqsm1sjq1 . . . sj1 et
m` 2 P ti1, j1u.
On note w1 “ p

ś

iě2 viqv1sm`1v0. Alors

v ď w1 et `pw1q “ `pvq ` 1 (d’après le Lemme 7.9).

On peut aussi remarquer que bw1 “
1
2
bv. En utilisant le Lemme 7.12, la racine

positive tel que sβ1 “ w´1
1 v “ s0 vérifie,

β_1 “ sik1 . . . si1s0 . . . ¨ smpα
_
m`1q

“ sik1 . . . si1p2α
_
0 ` α

_
1 ` . . .` α

_
m`1q

Or 0 R ti1, . . . , iku alors

cw1
s0,v

“ xβ_1 , $0y “ 2.

On note w2 “ p
ś

iě2 viqsm`1v0v1. Alors

v ď w2 et `pw2q “ `pvq ` 1 (d’après le Lemme 7.9).

On peut aussi remarquer que bw2 “
1
2
bv. En utilisant le Lemme 7.12, la racine

positive tel que sβ2 “ w´1
2 v “ s0 vérifie,

sβ2 “ v´1
1 sik1 ¨ ¨ ¨ si1s0 . . . ¨ smpα

_
m`1q

“ v´1
1 sik1 ¨ ¨ ¨ si1p2α

_
0 ` α

_
1 ` . . .` α

_
m`1q

Or 0 R supppsi1 ¨ ¨ ¨ sik1v1q alors

cw2
s0,v

“ xβ_2 , $0y “ 2.

Donc,
ÿ

wPA0
v

cws0,vbw ě 2bv
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(2) si π P Π1pa1, 0,m1, b1q. Alors

a1 “ π1 ą . . . ą πq “ 0 ă πq`1 ă . . . ă πp “ m1
ą . . . ą πk “ b1.

Alors
v0 “ psπ1 . . . sπq´r´1qpsr ¨ ¨ ¨ . s0sπq`1 . . . sπp . . . sπkq.

Dans ce qui suit on va utiliser les entiers r et r1 qu’on a définit dans le schéma de la
preuve.

(a) Si r ‰ a1 ou r ` 1 ‰ b1 :
On note w1 :“ psπ1 . . . sπq´r´1qsr`1psr ¨ ¨ ¨ . s0sπq`1 . . . sπp . . . sπkq. Alors

v ď w1 et `pw1q “ `pvq ` 1 (d’après le Lemme 7.9).

On peut aussi remarquer que bw1 “ bv. En utilisant le Lemme 7.12, la racine
positive tel que sβ1 “ w´1

1 v “ s0 vérifie

β_1 “ sπk . . . sπp . . . sπq`1s0 . . . ¨ srpα
_
r`1q

“ sπk . . . sπp`1p2α
_
0 ` α

_
1 ` . . .` α

_
r`1q

Or 0 R tπk, . . . , πp`1u alors

cw1
s0,v

“ xβ_1 , $0y “ 2.

Donc,
ÿ

wPA0
v

cws0,vbw ě 2bv

(b) Si r “ a1 et r ` 1 “ b1 :

(i) Si m1 ‰ l :

D’après le Lemme 7.2, on a v0 ď sm1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sm1 . D’autre part, puisque
l R supppvq et en utilisant la proposition 7.2(2) on en déduit que v P W_. Alors
il existe un mot réduit π1 P Π tel que wpπ1q “ v. Ce cas est déjà traité.

(ii) Si m1 “ l :

• Si r1 ă r : Dans ce cas on a

v0 “ sr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1sπi˚`1
. . . sπp . . . sπk

“ psr ¨ ¨ ¨ . sr1`1qpsr1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1qpsπi˚`1
. . . sπp . . . sπkq

“ psr ¨ ¨ ¨ . sr1`1qpsπi˚`1
. . . sπp . . . sπkqpsr1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1q

D’après le Lemme 7.4 ,

sr ¨ ¨ ¨ . sr1`1sπi˚`1
. . . sπp . . . sπk ď sr1`1 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . sr1`1

Alors il existe un mot réduit π1 de v0 dans Π. Ce cas est déjà traité.
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• Si r1 ě r et i˚ ă p : Dans ce cas on a

v0 “ sr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1sπi˚`1
. . . sπp . . . sπk

“ psr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1qpsπi˚`1
. . . sπp . . . sπ2p´i˚´1

qpsπ2p´i˚
. . . sπkq

“ psπi˚`1
. . . sπp . . . sπ2p´i˚´1

qpsr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1qpsπ2p´i˚
. . . sπkq

D’après le Lemme 7.2 ,

sr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1sπ2p´i˚
. . . sπk ď sr1`1 ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sr1`1

Alors il existe un mot réduit π1 de v0 dans Π. Ce cas est déjà traité.

• Si i˚ ě p : Dans ce cas on a

v0 “ psr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . sr1qpsπi˚`1
. . . sπkq

“ psπi˚`1`1 . . . sπk`1qpsr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . sr1q pd’après le Lemme 7.3q

Or πk ` 1 “ r ` 2. On note

w1 “ p
ź

i‰0

viqpsπi˚`1`1 . . . sπk`1qsr`1psr ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . sr1q.

Alors
v ď w1 et `pw1q “ `pvq ` 1 (d’après le Lemme 7.9).

On peut aussi remarquer que bw1 “ bv. En utilisant le Lemme 7.12, la racine
positive tel que sβ1 “ w´1

1 v vérifie

β_1 “ sr1 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s0 . . . ¨ srpα
_
r`1q

“ sr1 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s1p2α
_
0 ` α

_
1 ` . . .` α

_
r`1q

Or 0 R t1, . . . , lu alors
cw1
s0,v

“ xβ_1 , $0y “ 2.

Donc,
ÿ

wPA0
v

cws0,vbw ě 2bv

(II) Si 0 R supppvq :

(1) Si 1 P supppvq :
Tout d’abord puisque 0 R supppvq et d’après la Proposition 7.2(1) on en déduit qu’il
existe une écriture réduite π “ pπ1, . . . , πkq de v tel que :

π1 ă . . . ă πp ą πp`1 ą . . . ą πk et 1 P tπ1, πku

Alors
v “ sπ1 . . . sπpsπp`1 . . . sπk .

On note w1 “ vs0. On remarque que w1 P A. Alors

v ď w1 et lpw1q “ lpvq ` 1 (car 0 R supppvq).
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On a aussi bw1 “ bv. En utilisant le Lemme 7.12, la racine positive tel que sβ1 “ w´1
1 v

vérifie β_1 “ α_0 . Alors
cw1
s0,v

“ xβ_1 , $0y “ 1.

On note w2 “ s0v. On remarque que w2 P A. Alors

v ď w2 et lpw2q “ lpvq ` 1 (car 0 R supppvq).

On a aussi bw2 “ bv. En utilisant le Lemme 7.12, la racine positive tel que sβ2 “ w´1
2 v

vérifie β_2 “ v´1pα_0 q. Alors

cw2
s0,v

“ xβ_2 , $0y “ 1.

Donc,
ÿ

wPA
wÑβv

ă$0,β_ą‰0

cws0,vbw ě bw1c
w1
s0,v
` bw2c

w2
s0,v

“ 2bv

(2) Si 1 R supppvq :
On note w1 “ vs0p“ s0vq. On remarque que w1 P A. Alors

v ď w1 et `pw1q “ `pvq ` 1 ( car 0 R supppvq).

On a aussi bw1 “ 2bv. En utilisant le Lemme 7.12, la racine positive tel que sβ1 “ w´1
1 v

vérifie β_1 “ α_0 . Alors
cw1
s0,v

“ xβ_1 , $0y “ 1.

Donc,
ÿ

wPA0
v

cws0,vbw ě 2bv

Remarque 7.23. Par symétrie du diagramme de Dynkin en type C affine, on en déduit de la
Proposition 7.5 une deuxième inégalité :

@v P A; `pvq ă 2l;
ÿ

wPAlv

cwsl,vbw ě 2bv

Lemme 7.24. Soit u P A tel que `puq ě 2 et pour tout v P A, u R A0
v et u R Alv. Alors, il existe

un entier i P t1, . . . , lu et t P A tels que :

u P Ait et
ÿ

wPAit

cwsi,tbw ě 2bt

Démonstration. Soit u P A tel que pour tout v P A, v R A0
v.

Montrons tout d’abord que le support de u ne contient pas 0. En effet, si 0 P supppuq alors il existe
des éléments u1 et u2 dans A tels que u “ u1s0u2 (produit réduit) et 0 R supppu1q Y supppu2q.
On a trois cas de figures :

1. Si u1s0 “ s0u1 : Dans ce cas u “ s0u1u2.
On note v :“ u1u2. On remarque que `pvq “ `puq ´ 1 et en utilisant le Lemme 7.12, la
racine positive tel que sβ “ u´1v “ u´1

2 s0u2 vérifie β_ “ u´1
2 pα

_
0 q. Alors

cus0,v “ 1 ‰ 0 (contradiction).
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2. Si u2s0 “ s0u2 : Dans ce cas u “ u1u2s0.
On note v :“ u1u2. On remarque que `pvq “ `puq ´ 1 et en utilisant le Lemme 7.12, la
racine positive β telle que sβ “ u´1v “ s0 vérifie β_ “ α_0 . Alors

cus0,v “ 1 ‰ 0 (contradiction).

3. Si u1s0 ‰ s0u1 et u2s0 ‰ s0u2 : Dans ce cas, on remarque qu’il existe des éléments u11 et u12
tels que les produits u1 “ u11s1 et u2 “ s1u

1
2 sont réduits, et 1 R supppu11qY supppu

1
2q. Alors

u “ u11s1s0s1u
1
2.

On note v :“ u11s0s1u
1
2, d’après le Lemme 7.3 on a

`pvq “ `puq ´ 1

et en utilisant le Lemme 7.12, la racine positive β telle que sβ “ u´1v “ s0 vérifie

β_ “ u
1´1
2 s1s0pα

_
1 q

“ u
1´1
2 s1p2α

_
0 ` α

_
1 q

“ u
1´1
2 p2α_0 ` α

_
1 q

Alors, puisque 0 R supppu12q, on a

cus0,v “ 2 ‰ 0 (contradiction).

Puisque u R Alv on peut aussi montrer que

l R supppuq.

Pour la suite de la preuve, on note u1 la plus petite composante connexe de u. Puisque
0, l R supppu1q, en utilisant le Lemme 7.4, on a

u1 P W_

c’est à dire il existe une écriture réduite π “ pπ1, . . . , πkq de u1 telle que :

Dp P t1, . . . , ku; π1 ą . . . ą πp ă πp`1 ă . . . ă πk

et
tπ1, . . . , πku “ tmin

j
pπjq,min

j
pπjq ` 1, . . . ,max

j
pπjqu

On pose i “ πp. On a cinq cas de figures :

1. Si p “ 1 : Dans ce cas π “ pπp, . . . , πkq. Alors

u1 “ sπp ¨ ¨ ¨ sπk .

Puisque le support de u1 est complet on peut déduire que

u1 “ si . . . ¨ sm.
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Donc
u “ p

ź

j‰i

ujqsi . . . ¨ sm.

On note t :“ p
ś

j‰i

ujqsi`1 . . . ¨ sm. Alors

t ď u et `puq “ `ptq ` 1 (d’après le Lemme 7.9).

On peut aussi remarquer que bt “ bu. En utilisant le Lemme 7.12, La racine positive β
telle que sβ “ w´1

1 t vérifie,

β_ “ sm ¨ ¨ ¨ . si`1pα
_
i q

“ α_m ` ¨ ¨ ¨ ` α
_
i

Alors
cusi,t “ xβ

_, $iy “ 1.

On note w1 :“ p
ś

j‰i

ujqsi`1 . . . ¨ smsi. Alors

t ď w1 et `pw1q “ `ptq ` 1 (d’après le Lemme 7.9).

On peut aussi remarquer que bt “ bw1 (puisque u1 est la composante connexe la plus basse
de u). En utilisant le Lemme 7.12, La racine positive β1 telle que sβ1 “ w´1

1 t vérifie,

β_1 “ α_i

Alors
cusi,t “ xβ

_
1 , $iy “ 1.

Donc,
ÿ

wPAit

cwsi,tbw ě bw1c
w1
si,t ` buc

u
si,t
“ 2bt

2. Si p “ k : Ce cas est traité d’une manière similaire que le cas 1.

3. Si πp´1 ‰ i` 1 : Dans ce cas on a πp`1 “ i` 1. Alors

u1 “ sπ1 ¨ ¨ ¨ sπp´1sisi`1sπp`2 ¨ ¨ ¨ sπk .

Donc
u “ p

ź

j‰i

ujqsπ1 ¨ ¨ ¨ sπp´1sisi`1sπp`2 ¨ ¨ ¨ sπk .

On note t :“ p
ś

j‰i

ujqsπ1 ¨ ¨ ¨ sπp´1si`1sπp`2 ¨ ¨ ¨ sπk . Alors

t ď u et `puq “ `ptq ` 1 (d’après le Lemme 7.9).

On peut aussi remarquer que bt “ bu. En utilisant le Lemme 7.12, La racine positive β
telle que sβ “ w´1

1 t vérifie,

β_ “ sπk . . . sπp`2si`1pα
_
i q

“ sπk . . . sπp`2pα
_
i ` α

_
i`1q
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Or i R tπk, . . . , πp`2u alors
cusi,t “ xβ

_, $iy “ 1.

On note w1 :“ p
ś

j‰i

ujqsπ1 ¨ ¨ ¨ sπp´1si`1sisπp`2 ¨ ¨ ¨ sπk . Alors

t ď w1 et `pw1q “ `ptq ` 1 (d’après le Lemme 7.9).

On peut aussi remarquer que bt “ bw1 . En utilisant le Lemme 7.12, La racine positive β1

telle que sβ1 “ w´1
1 t vérifie,

β_1 “ sπk . . . sπp`2si`1pα
_
i q

“ sπk . . . sπp`2pα
_
i ` α

_
i`1q

Or i R tπk, . . . , πp`2u alors
cusi,t “ xβ

_
1 , $iy “ 1.

Donc,
ÿ

wPAit

cwsi,tbw ě bw1c
w1
si,t ` buc

u
s0,t
“ 2bt

4. Si πp`1 ‰ i` 1 : Même raisonnement que le cas 3

5. Si πp´1 “ πp`1 “ i` 1 : Dans ce cas,

u “ p
ź

j‰i

ujqsπ1 ¨ ¨ ¨ sπp´2si`1sisi`1sπp`2 ¨ ¨ ¨ sπk

“ p
ź

j‰i

ujqsπ1 ¨ ¨ ¨ sπp´2sisi`1sisπp`2 ¨ ¨ ¨ sπk

On note t “ p
ś

j‰i

ujqsπ1 ¨ ¨ ¨ sπp´2sisi`1sπp`2 ¨ ¨ ¨ sπk . Alors

t ď u et `puq “ `ptq ` 1 (d’après le Lemme 7.9).

On peut aussi remarquer que bt “ bu. En utilisant le Lemme 7.12, La racine positive β
telle que sβ “ w´1

1 t vérifie,

β_ “ sπk . . . sπp`2pα
_
i q

“ α_i

Donc
cusi,t “ xβ

_, $iy “ 1.

On note w1 :“ p
ś

j‰i

ujqsp´2 ¨ ¨ ¨ sπp´1si´1sisi`1sπp`2 ¨ ¨ ¨ sπk . Alors

t ď w1 et `pw1q “ `ptq ` 1 (d’après le Lemme 7.9).

On peut aussi remarquer que bt “ bw1 ( la minimalité de i assure que i´ 2 R supppuq). En
utilisant le Lemme 7.12, La racine positive β1 telle que sβ1 “ w´1

1 t vérifie,

β_1 “ sπk . . . sπp`2si`1sipα
_
i´1q

“ sπk . . . sπp`2pα
_
i´1 ` α

_
i ` α

_
i`1q

153



Chapitre 7. Formule de Pieri pour l’homologie en type C

Or i R tπk, . . . , πp`2u alors cusi,t “ xβ
_
1 , $iy “ 1.

Donc,
ÿ

wPAit

cwsi,tbw ě bw1c
w1
si,t ` buc

u
s0,t
“ 2bt

Lemme 7.25. [18, Lemme 3.2] Soit λ P Q_ et w P W tels que w ¨ λ antidominant. Alors,

`ptw¨λq “ xw ¨ λ,´2ρy

On démontre tout d’abord deux cas particuliers du théorème qui permettent d’initialiser la
preuve par récurrence de celui ci :

Lemme 7.26 (Initialisation). 1. j0pξs0q “
l
ř

j“0

Asj

2. j0pξs1 ...¨sl ¨¨¨ . s0q “
ř

wPA2l

Aw

Démonstration. 1. On note M :“
l
ř

j“0

Asj . D’après la remarque 5.43 , il suffit de montrer que,

@i “ 1, . . . , l; φ0pMαiq “ 0

(a) Si 1 ď i ď l ´ 1 : On a,

‚ Ai´1 ¨ αi “ si´1pαiqAi´1 ´ xαi, α
_
i´1y

“ pαi´1 ` αiqAi´1 ` 1

‚ Ai ¨ αi “ sipαiqAi ´ xαi, α
_
i y

“ ´αiAi ´ 2

‚ Ai`1 ¨ αi “ si`1pαiqAi`1 ´ xαi`1, α
_
i y

“ pαi ` αi`1qAi`1 ` 1

‚ @j R ti´ 1, i, i` 1u Ajαi “ αiAj

Alors,

M ¨ αi “
l
ÿ

j“0

Asj ¨ αi

“ Ai´1 ¨ αi ` Ai ¨ αi ` Ai`1 ¨ αi `
ÿ

j‰i´1,i,i`1

Asj ¨ αi

“ pαi´1 ` αiqAi´1 ´ αiAi ` pαi ` αi`1qAi`1 `
ÿ

j‰i´1,i,i`1

αi ¨ Asj

On en déduit que,
φ0pM ¨ αiq “ 0

154



7.2. Élément principal de la preuve de la conjecture

(b) Si i “ l : On a,

‚ Al´1 ¨ αl “ sl´1pαlqAl´1 ´ xαl, α
_
l´1y

“ p2αl´1 ` αlqAl´1 ` 2

‚ Al ¨ αl “ slpαlqAl ´ xαl, α
_
l y

“ ´αlAl ´ 2

‚ @j R tl ´ 1, lu Ajαl “ αlAj

Alors,

M ¨ αl “
l
ÿ

j“0

Asj ¨ αl

“ Al´1 ¨ αl ` Al ¨ αl `
ÿ

j‰l´1,l

Asj ¨ αl

“ p2αl´1 ` αlqAl´1 ´ αlAl `
ÿ

j‰l´1,l

αl ¨ Asj

De même on a,
φ0pM ¨ αlq “ 0

2. D’après la remarque 5.43 , pour tout poids antidominant λ,

j0pξtλq “
ÿ

wPW {Wλ

Atw¨λ

En particulier, puisque ´θ_ est antidominant, on va calculer j0pξt´θ_ q.
Or

t´θ_ “ tsθpθ_q

“ sθtθ_s
´1
θ

“ sθpsδ´θsθqs
´1
θ pd’après le Lemme 7.16 q

“ sθsδ´θ

“ sθsα0

“ s1 . . . ¨ sl ¨ ¨ ¨ . s1s0

D’autre part, d’après le corollaire 7.4, on sait que,

W ¨ t´θ_ “ A2l

Alors on a la bijection suivante :

W {W´θ_ Ñ A2l

w ÞÑ wt´θ_w
´1

Par suite,
A2l “ ttwp´θ_q;w P W {W´θ_u

On peut enfin déduire que
j0pξs1 ...¨sl ¨¨¨ . s0q “

ÿ

wPA2l

Aw
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Lemme 7.27. Soit m P t1, . . . , 2lu, i P I Y t0u et v P A tel que `pvq “ m´ 1. Alors,
ÿ

wPAiv

cwc
w
si,v
“ 2cv

Démonstration. D’après la remarque 5.32 , on en déduit que

∆1,m´1
˚ pξc0,mq “

ÿ

si,vPW
´
aff

si,vďc0,m

cc0,msi,v
ξsi b ξv

“ cc0,ms0,c0,m´1
ξs0 b ξc0,m´1 pd’après la remarque 7.21q

“ 2ξs0 b ξc0,m´1

En plus, d’après le Lemme 7.26 , on sait que

j0pξs0q “
l
ÿ

i“0

Asi

Alors,

j0 b j0p∆
1,m´1
˚ pξc0,mqq “ 2j0pξs0q b j0pξc0,m´1q

“ 2pA0 ` ¨ ¨ ¨ ` Alq b j0pξc0,m´1q

Et puisque j0pξc0,m´1q “
ř

vPA
lpvq“m´1

cvAv, on a

j0 b j0p∆
1,m´1
˚ pξc0,mqq “ 2

ÿ

vPA
lpvq“m´1

cvpA0 ` ¨ ¨ ¨ ` Alq b Av (7.2)

D’autre part, puisque j0pξc0,mq “
ř

wPA
lpwq“m

cwAw, on a

∆1,m´1
0 ˝ j0pξc0,mq “ ∆1,m´1

0 p
ÿ

wPA
lpwq“m

cwAwq

“
ÿ

wPA
lpwq“m

cw∆1,m´1
0 pAwq

D’après la Proposition 5.5, on sait que :

∆1,m´1
0 pAwq “

ÿ

si,vďw

cwsi,vAsi b Av

Enfin,
∆1,m´1

0 ˝ j0pξc0,mq “
ÿ

wPA
lpwq“m

ÿ

si,vďw

cwc
w
si,v
Asi b Av (7.3)

D’après le Lemme 5.46,

pj0 b j0q ˝∆1,m´1
˚ pξc0,mq “ ∆1,m´1

0 ˝ j0pξc0,mq
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En comparant les équations 7.2 et 7.3 on obtient :
ÿ

vPA
lpvq“m´1

2cvpA0 ` ¨ ¨ ¨ ` Alq b Av “
ÿ

wPA
lpwq“m

ÿ

si,vďw

cwc
w
si,v
Asi b Av

Pour tout i P I Y t0u et v P A tel que `pvq “ m´ 1 on remarque que :
• Le coefficient, dans le premier membre, de Asi b Av est : 2cv.

• Le coefficient, dans le deuxième membre, de Asi b Av est :
ř

wPAiv
cwc

w
si,v

Enfin, puisque les pAu b Au1q forment une base, on a
ÿ

wPAiv

cwc
w
si,v
“ 2cv

Théorème 7.6. Soit w P A, alors,
cw “ bw.

Démonstration. Soit w P A.
1. On commence par montrer, par récurrence descendante sur `pwq, que cw ě bw :

Initialisation : D’après le Lemme 7.26 , on sait que

j0pξs1 ...¨sl ¨¨¨ . s0q “
ÿ

wPA2l

Aw

On en déduit que pour tout w P A2l on a cw “ 1, en plus A2l “ tw P A; `pwq “ 2lu.
D’autre part, bw “ 21´1 “ 1. Alors,

@w P A, `pwq “ 2l ñ cw “ bw

Hérédité : Soit k P t1, . . . , 2lu. On suppose que l’inégalité est vraie à l’ordre k.

On veut montrer qu’elle est vrai à l’ordre k ´ 1, c’est à dire :

@v P A, `pvq “ k ´ 1 ñ cv ě bv

Soit v P A tel que lpvq “ k ´ 1, alors d’après la Proposition 7.5, on a :
ÿ

wPA0
v

cws0,vbw ě 2bv

Par hypothèse de récurrence, pour tout w P A0
v, on a bw ď cw. Alors,

ÿ

wPA0
v

cws0,vbw ď
ÿ

wPA0
v

cws0,vcw

Or d’après le Lemme 7.27 on a :

2bv ď
ÿ

wPA0
v

cws0,vbw ď
ÿ

wPA0
v

cws0,vcw ď 2cv

Alors on a
bv ď cv.
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2. En second lieu, on va montrer, par récurrence ascendante sur `pwq, que cw “ bw.
Initialisation : D’après le Lemme 7.26 , on sait que

j0pξs0q “
l
ÿ

j“0

Asj

On en déduit que pour tout j P t0, . . . , lu on a csj “ 1 et bsj “ 21´1 “ 1. Alors,

@w P A, `pwq “ 1 ñ cw “ bw

Hérédité : Soit k P t1, . . . , 2lu. On suppose que l’inégalité est vraie à l’ordre k.

On veut montrer qu’elle est vrai à l’ordre k ` 1, c’est à dire :

@v P A, `pvq “ k ` 1 ñ cv “ bv

Soit u P A tel que `puq “ k ` 1. On suppose tout d’abord qu’il existe v P A tel que
u P A0

v YAlv. On choisit un tel élément v et on pose i “ 0 si u P A0
v, et i “ l sinon. On

obtient par la proposition 7.5 et la remarque 7.23 :
ÿ

wPAiv

cws0,vbw ě 2bv

Sinon, en appliquant le lemme 7.24, il existe un couple pv, iq dans Aˆ pI Y t0uq tel que
u P Aiv et tel que

ÿ

wPAiv

cwsi,vbw ě 2bv

Dans la première partie de cette preuve, on a montré que pour tout w P A on a cw ě bw.
Alors,

ÿ

wPAiv

cwsi,vcw ě
ÿ

wPAiv

cwsi,vbw

Or par hypothèse de récurrence (puisque `pvq “ kq, on a bv “ cv. En plus, en utilisant le
Lemme 7.27, on a

ÿ

wPAiv

cwsi,vcw “ 2cv

Alors,
2cv “

ÿ

wPAiv

cwsi,vcw ě
ÿ

wPAiv

cwsi,vbw ě 2bv “ 2cv

Ce qui implique que,
ÿ

wPAiv

cwsi,vcw “
ÿ

wPAiv

cwsi,vbw

Donc,
ÿ

wPAiv

cwsi,vpcw ´ bwq “ 0

Puisque cw ´ bw ě 0 et cwsi,v ą 0 alors,

@w P Aiv; cw “ bw

Enfin, puisque u P Aiv, on a
cu “ bu.
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7.3 Énoncé et preuve de la formule

Dans cette dernière section, on énonce et on montre une formule de Pieri en type C. Plus
précisément, une règle pour la multiplication d’un élément de la base par un autre de la forme
ξc0,m (cf. Définition 7.20) dans l’algèbre homologique de la grassmanienne affine.
Rappelons tout d’abord la Définition de bandes faible et la formule de Pieri en type A donnée
par Lam et al dans [16] :

Pour ce qui concerne la définition de bandes faibles en type A, il faut revoir la Définition
6.12). On énonce maintenant la formule en homologie en type A :

Théorème 7.7. [16] Soit w P S0pÃlq et m P t1, . . . , l ´ 1u. Alors :

ξa0,mξw “
ÿ

wùz

ξz

où la somme parcourt toutes les bandes faibles pw ù zq de type A tel que sizepw ù zq “ m.

Passons maintenant en type C et commençons par définir les bandes faibles :

Définition 7.28. On dit que pw ù vq est une bande faible de type C si

w, v P S0
pC̃lq, w ď v et vw´1

P A.

Théorème 7.8. Soit w P S0pC̃lq et m P t1, . . . , 2lu. Alors,

ξc0,mξw “
ÿ

wùz

2comppzw
´1q´1ξz

où la somme parcourt toutes les bandes faibles (w ù z) de type C telles que `pzw´1q “

`pzq ´ `pwq “ m.

Démonstration. Soit w P S0pC̃lq et m P t1, . . . , 2lu. Alors,

ξc0,mξw “ j0pξc0,mq ¨ ξw pd’après le Théorème 5.7 et la Définition 5.31q

“
ÿ

`pvq“m
vPA

cvAv ¨ ξw

“
ÿ

`pvq“m
vPA

bvAv ¨ ξw pd’après le Théorème 7.6q

Or par Définition 5.27 , on sait que

Av ¨ ξw “

#

ξvw si `pvwq “ `pvq ` `pwq et vw P S0pC̃lq

0 sinon
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Alors,

ξc0,mξw “
ÿ

`pvq“`pvwq´`pwq

vwPS0pC̃lq,vPA

bvξvw

“
ÿ

`pvq“`pvwq´`pwq

vwPS0pC̃lq,vPA

2comppvq´1ξvw

“
ÿ

`pzw´1q“`pzq´`pwq“m

zPS0pC̃lq,zw
´1PA

2comppzw
´1q´1ξz pEn posant z :“ vwq

Alors en posant Fw l’ensemble des éléments z tels que (w ù z) est une bande faible de type C
et `pzw´1q “ `pzq ´ `pwq “ m, on obtient

ξc0,mξw “
ÿ

zPFw
2comppzw

´1q´1ξz
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Annexe A

Programme Billey

Dans la suite, en utilisant le logiciel "Sage", on a programmé l’algèbre cohomologique de la
Grassmannienne affine. En d’autres termes, ce programme calcul les produits des éléments de la
base de Schubert de cette algèbre ξuξv :

1 # initialisation yields combinatorial data related to a root system.
2 # parameters are: the type of the root system , the rank , and boolean

variable affine which tells if we want an affine Weyl group of the usual
finite one.

3 # initialisation creates and computes a series of global variables:
4 # W is the corresponding affine Weyl group.
5 # s is an array: s[i] is the i-th reflection in the Weyl group W.
6 # P is a polynomial ring , it represents the T-equivariant cohomology of a

point. Q is its fraction field.
7 # a is the array of generators of P (a[i]= equivariant class of the simple

root alpha_i).
8 # r is the rank
9 def initialisation(type ,rank ,affine):

10 global W,s,P,Q,a,r,S,is_affine
11 if affine ==true:
12 W = WeylGroup(RootSystem ([type ,rank ,1]).root_lattice (),prefix="s")
13 else:
14 W = WeylGroup(RootSystem ([type ,rank]).root_lattice (),prefix="s")
15 s = W.simple_reflections ()
16

17 P = PolynomialRing(ZZ ,rank+1,"a")
18 Q=Frac(P)
19 aa = P.gens()
20 a=[aa[0]]
21 r = rank
22 is_affine = affine
23

24 for i in range(1,r+1):
25 a=a+[aa[i]]
26

27

28 # A HeckeMonomial is an element of the form f delta_w , with f in P and w in
the affine Weyl group.

29 # HeckeMonomials are sum to create HeckePolynomials.
30 class HeckeMonomial:
31 def __init__(self ,w,f):
32 self._w=w
33 self._f=f
34 def __repr__(self):

163



Annexe A. Programme Billey

35 return "( %s : %s )"%(self._w ,self._f)
36 def w(self):
37 return self._w
38 def f(self):
39 return self._f
40 def __mul__(self ,m2):
41 return MonomialProduct(self ,m2)
42

43

44

45 # A HeckePolynomial is by construction a sum of HeckeMonomials.
46 class HeckePolynomial:
47 def __init__(self ,list):
48 self._list=list
49 def __repr__(self):
50 return "(%s)" %(self._list)
51 def m(self):
52 return self._m
53

54

55

56 #MonomialProduct function takes two Heckemonomials hm1=delta_{w1} f1 and hm2
=delta_{w2} f2,

57 #and returns the product in the NilHeck ring: hm1 hm2= delta_{w1w2} w2^{-1}(
f1) f2.

58 def MonomialProduct(hm1 ,hm2):
59 global r,is_affine
60 w1=hm1.w()
61 w2=hm2.w()
62 Matrix_form_of_w2=w2.matrix ()
63 Inverse_Matrix_of_w2=Matrix_form_of_w2.inverse ()
64 f1=hm1.f()
65 f2=hm2.f()
66 b = [0]
67 if is_affine == True:
68 for i in range(0,len(s)+0):
69 b=b+[0]
70 for j in range(0,len(s)+0):
71 for k in range(0,len(s)+0):
72 b[j]=b[j]+ Inverse_Matrix_of_w2[k-0,j-0]*a[k]
73

74 return HeckeMonomial (w1*w2,f1.subs({a[i]:b[i] for i in range(len(s)
+0)})*f2)

75 else:
76 for i in range(1,len(s)+1):
77 b=b+[0]
78 for j in range(1,len(s)+1):
79 for k in range(1,len(s)+1):
80 b[j]=b[j]+ Inverse_Matrix_of_w2[k-1,j-1]*a[k]
81

82 return HeckeMonomial (w1*w2,f1.subs({a[i]:b[i] for i in range(len(s)
+1)})*f2)

83

84

85

86

87

88
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89 #The r function takes a List b which represents a reduced word , and an
integer m less than the length of b.

90 #The r function then returns the root s_{b[0]}s_{b[1]}... s_{b[m-1]}(a[m]).
91 #This function represents the mth positive root r_b(m) defined by Sarah

Billey.
92 def r(b,m):
93 r=W.one()
94 for i in range(m-1):
95 r=r*s[b[i]]
96 r1=r**(-1)
97 ab=a[b[m-1]]
98 rbj=MonomialProduct(HeckeMonomial(W.one(),ab),HeckeMonomial(r1,a[1]/a

[1])).f()
99

100 return rbj
101

102

103 # function suite_suivante uses the global variable L, which represents an
increasing sequence of k integers

104 # between 1 and l. It yields the next such sequence in lexicographic order.
For example , let k=2 and l=4.

105 # If L=[1 ,4] then suite_suivante will return [2,3], and if L=[2,3], then
suite_suivante will return [2,4].

106 # When L is the last sequence , then suite_suivante will return a sequence
with L[0]=0 , which means that

107 # all the sequences have been dealt with.
108 def suite_suivante(k,l):
109 global Z
110 K=k
111 Z=L
112 while (K>0):
113 if Z[K-1]<l-k+K: # It is possible to increase the value of Z[K

-1]
114 for i in range(k-K+1):
115 Z[k-1-i]=Z[K-1]+k-K-i+1 # Set the next values Z[K], Z[K+1],

etc , to be the minimal ones , increasing by exactly one at each step.
116 K=-1
117 else: # It is not possible to increase the value of Z[K-1], so

lower K to increase some value before K-1.
118 K=K-1
119 if K==0:
120 Z[0]=0
121 return Z
122

123

124 # The lex function takes two integers k<l, and generates lists L of length k
containing all possible increasing combinations of integers from 1 to l.

125 def lex(k,l):
126 global LL
127 LL=[]
128 global L
129 L=[]
130 for i in range (k):
131 L=L+[i+1]
132 while L[0] >0:
133 LL=LL+[L[:k]]
134 L=suite_suivante(k,l)
135
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136

137

138 def Lex(l):
139 lexi =[]
140 for i in range(1,l):
141 lex(i,l)
142 lexi=lexi+LL
143 return lexi
144

145

146

147

148 #The xi function takes two elements , v and w, of the Weyl group W, and
returns the following: Let b=b[1]...b[p] be a reduced word of w.

149 #If v is not less than w (in the Bruhat order), it will return 0.
150 #If v is less than w (in the Bruhat order), it will compute the sum , over

all reduced words of v of the form b[i1]...b[ik], of the products r(b,i1)
....r(b,ik).

151 #This function represents the function \xi(v,w) defined by Sarah billey (cf.
Lemme 4.1). She also proves in her article that this function is in fact
independent of the choice of the reduced word b.

152 #Indeed , this is the value of the equivariant cohomology class \xi^v at the
fixed point w.

153 def xi(v,w):
154 Subwords_of_w_of_length_v =[] #This List will contain all subwords of a

given reduced word of w, which are of the same length as v.
155 length_of_w=len(w.reduced_word ())
156 length_of_v=len(v.reduced_word ())
157 Reduced_word_of_w=w.reduced_word ()
158 Set_of_reduced_words_of_v=v.reduced_words ()
159 product_1=P.one()
160 product_2=P.one()
161 result=P.zero()
162 lex(length_of_v ,length_of_w)
163 for i in range (len(LL)):
164 Subwords_of_w_of_length_v=Subwords_of_w_of_length_v +[[]]
165 if v.bruhat_le(w):
166 for i in range (len(LL)):
167 for j in range (length_of_v):
168 Subwords_of_w_of_length_v[i]= Subwords_of_w_of_length_v[i]+[

Reduced_word_of_w[LL[i][j]-1]]
169

170 for i in range(len(Subwords_of_w_of_length_v)):
171 if Subwords_of_w_of_length_v[i] in Set_of_reduced_words_of_v:
172 for j in range(len(Subwords_of_w_of_length_v[i])):
173 product_1=product_1* r(Reduced_word_of_w ,LL[i][j])
174 product_2=product_2*product_1
175 product_1=P.one()
176 result=result+product_2
177 product_2=P.one()
178

179 return result
180

181

182

183

184
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185 #The pi function takes an element v (of reduced word b=[b[0],...,b[p -1]]) of
the Weyl group and computes the product r(b,1)*r(b,2) *...*r(b,p).

186 def pi(v):
187 Pi=a[1]/a[1]
188 b=v.reduced_word ()
189 p=len(b)
190 for i in range (p):
191 Pi=Pi*r(b,i+1)
192

193 return Pi
194

195 #The p function takes three elements u,v and w of the Weyl group , and
computes the structure constantes p_{u,v}^w of Cohomology algebra of the
affine Grassmannian.

196 #More precisely , using Sarah Billey ’s method , this function calculates these
constants by induction on the length of w.

197 def p(u,v,w):
198 lexi=Lex(len(w.reduced_word ()))
199 sigma=0
200 for t in W.bruhat_interval(u,w):
201 if v.bruhat_le(t) and t.length ()<w.length ():
202 sigma=sigma+p(u,v,t)*xi(t,w)
203

204 return (1/pi(w))*(xi(u,w)*xi(v,w)-sigma)
205

206 #The elements_of_length function taks an integer l, and returns a list
containing all elements of the Weyl group of length l.

207 def elements_of_length(l):
208 List =[]
209 for w in W.elements_of_length(l):
210 List=List+[w]
211 return List
212

213 #The Schubert_Product function takes two elements u and v of the Weyl group ,
and returns the product xi^u xi^v,

214 #in function of elements xi^w such that p(u,v,w) is different than 0.
215 #More precisely it will calculate the coefficient of each Schubert class xi^

w above.
216 def Schubert_Product(u,v):
217 Reduced_word_of_u=u.reduced_word ()
218 Reduced_word_of_v=v.reduced_word ()
219 len_u_plus_len_v=len(Reduced_word_of_u)+len(Reduced_word_of_v)
220 elements_of_length_sum_of_length=elements_of_length(len_u_plus_len_v)
221 length_of_List=len(elements_of_length_sum_of_length)
222 for i in range (length_of_List):
223 if v.bruhat_le(elements_of_length_sum_of_length[i]) and u.bruhat_le(

elements_of_length_sum_of_length[i]) and p(u,v,
elements_of_length_sum_of_length[i])!=0:

224 print (elements_of_length_sum_of_length[i],":",p(u,v,
elements_of_length_sum_of_length[i]))

225
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Annexe B

Vérification de la conjecture 4.4 en petits
degrés

Dans cette partie, en programmant sur le logiciel ”Julia”, on calcule directement et en suivant
la règle donnée par la conjecture 4.4 les coefficients cwu,c0,3 . Ce programme a été écrit par mon
directeur de thèse et je reproduis ici le résultat obtenu à l’aide de ce programme, qui confirme
la conjecture 4.4 dans un grand nombre de cas. On teste tout les éléments u de longueur au
plus 15 :

1

2 julia > check_conjecture(C2 ,3)
3 Checking conjecture in degree 0
4 Checking conjecture for u=e
5 True for w=s0*s1*s0: 0=0
6 True for w=s2*s1*s0: 1=1
7 Checking conjecture in degree 1
8 Checking conjecture for u=s0
9 True for w=s0*s2*s1*s0: 1=1

10 True for w=s1*s2*s1*s0: 2=2
11 Checking conjecture in degree 2
12 Checking conjecture for u=s1*s0
13 True for w=s1*s0*s2*s1*s0: 3=3
14 True for w=s0*s1*s2*s1*s0: 4=4
15 Checking conjecture in degree 3
16 Checking conjecture for u=s0*s1*s0
17 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0: 5=5
18 True for w=s1*s0*s1*s2*s1*s0: 6=6
19 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0: 2=2
20 Checking conjecture for u=s2*s1*s0
21 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0: 4=4
22 True for w=s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
23 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0: 2=2
24 Checking conjecture in degree 4
25 Checking conjecture for u=s0*s2*s1*s0
26 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 8=8
27 True for w=s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 14=14
28 True for w=s0*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
29 Checking conjecture for u=s1*s2*s1*s0
30 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 3=3
31 True for w=s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 11=11
32 True for w=s0*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 4=4
33 Checking conjecture in degree 5
34 Checking conjecture for u=s1*s0*s2*s1*s0
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35 True for w=s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 12=12
36 True for w=s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
37 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 14=14
38 Checking conjecture for u=s0*s1*s2*s1*s0
39 True for w=s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 7=7
40 True for w=s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 12=12
41 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 4=4
42 Checking conjecture in degree 6
43 Checking conjecture for u=s0*s1*s0*s2*s1*s0
44 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 18=18
45 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 8=8
46 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 14=14
47 True for w=s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
48 Checking conjecture for u=s1*s0*s1*s2*s1*s0
49 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 11=11
50 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 1=1
51 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 4=4
52 True for w=s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 20=20
53 Checking conjecture for u=s2*s1*s0*s2*s1*s0
54 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 16=16
55 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 8=8
56 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 15=15
57 True for w=s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 12=12
58 Checking conjecture in degree 7
59 Checking conjecture for u=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0
60 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 28=28
61 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 18=18
62 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 25=25
63 True for w=s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 24=24
64 Checking conjecture for u=s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
65 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 12=12
66 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 4=4
67 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 1=1
68 True for w=s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 32=32
69 Checking conjecture for u=s0*s1*s0*s1*s2*s1*s0
70 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 29=29
71 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 14=14
72 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 12=12
73 True for w=s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 36=36
74 Checking conjecture in degree 8
75 Checking conjecture for u=s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
76 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 26=26
77 True for w=s0*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 32=32
78 True for w=s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 60=60
79 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 16=16
80 Checking conjecture for u=s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
81 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 5=5
82 True for w=s0*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 12=12
83 True for w=s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 37=37
84 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 1=1
85 Checking conjecture for u=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0
86 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 24=24
87 True for w=s0*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 12=12
88 True for w=s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 16=16
89 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 37=37
90 Checking conjecture in degree 9
91 Checking conjecture for u=s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
92 True for w=s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 44=44
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93 True for w=s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 32=32
94 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 36=36
95 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 4=4
96 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 15=15
97 Checking conjecture for u=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0
98 True for w=s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 16=16
99 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 30=30

100 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 20=20
101 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 33=33
102 Checking conjecture for u=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0
103 True for w=s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 12=12
104 True for w=s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
105 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 32=32
106 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 20=20
107 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 32=32
108 Checking conjecture for u=s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
109 True for w=s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 17=17
110 True for w=s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 38=38
111 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 6=6
112 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 1=1
113 Checking conjecture in degree 10
114 Checking conjecture for u=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
115 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 4=4
116 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 60=60
117 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 14=14
118 True for w=s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 32=32
119 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 34=34
120 Checking conjecture for u=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
121 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 30=30
122 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 68=68
123 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 32=32
124 True for w=s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 52=52
125 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 59=59
126 Checking conjecture for u=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0
127 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 56=56
128 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 32=32
129 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 32=32
130 True for w=s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
131 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 46=46
132 Checking conjecture for u=s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
133 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 23=23
134 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 1=1
135 True for w=s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 56=56
136 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 6=6
137 Checking conjecture in degree 11
138 Checking conjecture for u=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
139 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 40=40
140 True for w=s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 96=96
141 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 100=100
142 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 61=61
143 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 60=60
144 Checking conjecture for u=s0*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
145 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 4=4
146 True for w=s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 106=106
147 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 77=77
148 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 18=18
149 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 34=34
150 Checking conjecture for u=s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
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Annexe B. Vérification de la conjecture 4.4 en petits degrés

151 True for w=s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 80=80
152 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 24=24
153 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 1=1
154 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 6=6
155 Checking conjecture for u=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0
156 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 76=76
157 True for w=s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
158 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 20=20
159 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 40=40
160 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 16=16
161 Checking conjecture in degree 12
162 Checking conjecture for u=s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
163 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 52=52
164 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 4=4
165 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 22=22
166 True for w=s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 154=154
167 True for w=s0*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 80=80
168 Checking conjecture for u=s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
169 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 7=7
170 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 1=1
171 True for w=s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 87=87
172 True for w=s0*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 24=24
173 Checking conjecture for u=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
174 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 76=76
175 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 36=36
176 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 79=79
177 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 10=10
178 True for w=s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 64=64
179 True for w=s0*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 44=44
180 Checking conjecture for u=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0
181 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 20=20
182 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 61=61
183 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 48=48
184 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 40=40
185 True for w=s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
186 Checking conjecture for u=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0
187 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 16=16
188 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 60=60
189 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 50=50
190 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 40=40
191 True for w=s0*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
192 Checking conjecture in degree 13
193 Checking conjecture for u=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0
194 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 105=105
195 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 68=68
196 True for w=s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
197 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 40=40
198 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 50=50
199 Checking conjecture for u=s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
200 True for w=s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 80=80
201 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 21=21
202 True for w=s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 104=104
203 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 66=66
204 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 4=4
205 Checking conjecture for u=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
206 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 60=60
207 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 103=103
208 True for w=s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 64=64

172



209 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 108=108
210 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 60=60
211 Checking conjecture for u=s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
212 True for w=s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 88=88
213 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 1=1
214 True for w=s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 31=31
215 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
216 Checking conjecture for u=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
217 True for w=s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 32=32
218 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 10=10
219 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 68=68
220 True for w=s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 44=44
221 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 96=96
222 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 32=32
223 Checking conjecture in degree 14
224 Checking conjecture for u=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0
225 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 24=24
226 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 60=60
227 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 20=20
228 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 135=135
229 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
230 Checking conjecture for u=s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
231 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
232 True for w=s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 120=120
233 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 1=1
234 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 39=39
235 Checking conjecture for u=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
236 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 62=62
237 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 20=20
238 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 4=4
239 True for w=s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 80=80
240 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 134=134
241 Checking conjecture for u=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
242 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 148=148
243 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 116=116
244 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 96=96
245 True for w=s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 32=32
246 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 80=80
247 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 120=120
248 Checking conjecture for u=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
249 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 135=135
250 True for w=s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 136=136
251 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 68=68
252 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 42=42
253 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 10=10
254 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 172=172
255 Checking conjecture in degree 15
256 Checking conjecture for u=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
257 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 10=10
258 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 134=134
259 True for w=s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 240=240
260 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 52=52
261 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 109=109
262 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 232=232
263 Checking conjecture for u=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0
264 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 100=100
265 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
266 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 72=72
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267 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 70=70
268 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 20=20
269 Checking conjecture for u=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
270 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 70=70
271 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 56=56
272 True for w=s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 32=32
273 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 144=144
274 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 20=20
275 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 116=116
276 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 76=76
277 Checking conjecture for u=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0
278 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 101=101
279 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 70=70
280 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 70=70
281 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 24=24
282 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
283 Checking conjecture for u=s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
284 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 8=8
285 True for w=s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 160=160
286 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 1=1
287 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 40=40
288 Checking conjecture for u=s0*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0
289 True for w=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 62=62
290 True for w=s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 232=232
291 True for w=s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 4=4
292 True for w=s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 24=24
293 True for w=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*s1*s2*s1*s0: 157=157
294
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Résumé

Les formules de Pieri sont des formules qui permettent de comprendre la structure d’algèbre
de cohomologie de la Grassmannienne (affine) ou même celle des variété de Drapeaux. Plusieurs
sont déjà établies dans quelques types et cas particuliers. Cependant ce problème reste encore
ouvert pour la plupart des cas affines, en particulier pour trouver des formules de Pieri dans
H˚pGrGq en types B, C et D.

Dans cette thèse, même si on généralise quelques résultats pour un groupe de Weyl affine
non-tordu général, on explore principalement les types A et C.

Dans la variété de drapeaux de type A affine, on trouve une formule pour la multiplication,
dans l’algèbre de cohomologie d’une variété de drapeaux, d’un élément de la base ξw par un
autre (spécial) qu’on appellera ”crochet”. On montre ce résultat en utilisant la formule de Pieri
donnée par Lam et al dans [16].

En type C affine, on propose une conjecture pour une formule de Pieri en Cohomologie, en
montrant qu’elle est valide en degré 1 et ”presque” tous les cas du degré 2. On la vérifie aussi,
en testant de nombreux exemples à l’aide de l’ordinateur.

En Homologie, on redémontre, en utilisant une nouvelle stratégie simplifiée, la formule de
Pieri en type C [17]. Cette nouvelle approche pourrait éventuellement être utilisée dans le but
d’établir des formules en types exceptionnels.

Dans les variétés de drapeaux de dimension finie, on trouve aussi une majoration des coeffi-
cients de Littlewood-Richardson et on la généralise, en tout type, pour des classes particulières
qu’on appellera ”petites classes de Schubert”.

Mots-clés: Formule de Pieri, Grassmannienne affine, Variété de drapeaux, groupe de Weyl,
coefficients de Littlewood-Richardson, classe de Schubert.

Abstract

Pieri’s formulas are a gateway to understanding the algebra structure of the (affine)
Grassmannian or even that of Flag varieties. Several are already established in a few particular
types and cases. However, this problem remains open for most affine cases, especially to find
Pieri formulas in HpGrGq in types B, C and D.

In this thesis, even if some results are generalized for non-twisted affine Weyl groups, we
mainly explore types A and C.

In the flag variete of affine type A, we find a formula for multiplying, in the cohomology
algebra of a flag variety, one element of the base ξw by another (special) element that will be
called ”crochet”. This result is shown using the Pieri formula given by Lam et al in [16].

In the affine Type C, we propose a conjecture for a Pieri formula in Cohomology, showing
that it is valid in degree 1 and "almost" all cases of degree 2. It is also checked, by testing many
examples using the computer.

In Homology, the Pieri formula in type C [17], is re-demonstrated, using a new simplified
strategy. This new approach could eventually be used to establish formulas of exceptional types.

In the finite dimensional flag varieties, we find an upper bound for the littlewood-Richardson’s
coefficients and generalize it, in all types, to particular classes that will be called ”small Schubert
classes”.



Keywords: Pieri’s formulas, Affine Grassmannian, Flag Variety, Weyl groups, Littlewood-
Richardson coefficients, Schubert Classe.
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