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Etat de lart

Le calcul de Schubert est une branche de la géométrie algébrique introduite dans le dix-
neuviéme siécle, dans le but de résoudre plusieurs problémes de dénombrement dans la géométrie
énumérative.

Par exemple, il a répondu au questions anciennes suivante :

e Quelle est la dimension de I'intersection de deux droites générales dans R? ?

e Combien de droites intersectent deux droites et un point donnés dans R3 ?

e Combien de droites intersectent quatre droites données dans R3?

Ou encore une question plus moderne :

e Combien de points peut on trouver dans l'intersection de 2, 3, 4, ... variétés de Schubert en
position générale ?

Schubert a introduit des objets appelés "Cellules de Schubert" qui sont des ensembles
localement fermés dans la Grassmannienne.
En générale le calcul de Schubert peut étre considéré pour un espace homogéne G/B. En effet,
Soit GG un groupe algébrique, connexe et réductif défini sur un corps algébriquement clos. Soit
B un sous-groupe de Borel de G et soit W le groupe de Weyl de G qui correspond au tore
maximal dans B. Alors on a la décomposition de Bruhat de G' de la maniére suivante :

G = BWB = ugew BwB

En d’autres termes, c’est la décomposition de G en une union disjointe de classes (& gauche et
a droite) de B, paramétrée par les éléments du groupe de Weyl . Cette décomposition est
essentielle pour la décomposition de G/B en cellules de Schubert.

De cette décomposition de G en doubles classes pour B, on déduit, pour un parabolique P, une
décomposition de G/P en B-orbites. En particulier pour les Grassmanniennes :

Soit F' = ({0} € Fy < ... < F, = C") un drapeau, les variétés de Schubert sont définies
par des conditions d’incidence d’un sous-espace linéaire de C avec les F;. L’intersection de
deux cellules de ce type peut étre traduite par le cap produit dans ’anneau de cohomologie
de la grassmannienne. Plus précisément, la grassmannienne G(k,n) admet une décomposition
cellulaire. Les cellules sont paramétrées par le sous ensemble des représentants de longueur
minimale dans W /Wp, noté W2, ott Wp est le sous-groupe de W engendré par Ng(T) n P. En
particulier la cellule correspondante & un élément w € W¥ est de dimension [(w).

En plus on a H*(G(k,n)) = @y Z5* et H* 1 (G(k,n)) = 0, ott les {{'}cpyr forment une
base duale de {¢, = [BwB/B] € H.(G(k,n))}.

La multiplication des éléments de la base dans cette algébre se traduit par 'intersection de
variétés de Schubert correspondantes. Alors la question maintenant est de bien comprendre la
structure de 'algébre de cohomologie de la Grassmannienne. Pour cela, on cherche une formule
combinatoire pour trouver les coefficients c;;, tel que £“§* = >} cr ¥ ot u,v,w € WP, Les
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Etat de Uart

coefficients ¢;;,, sont appelés les coefficients de Littlewood-Richardson. Ce probleme a été résolu
complétement par Littlewood-Richardson [21] avec un trou comblé par Schutzenberger [22], et
cette description combinatoire de ces coefficients est nommée : Régle de Littlewood-Richardson.
En particulier si u & une forme particuliére, cette régle sera nommeée : Formule de Pieri. L uti-
lité des formules de Pieri c¢’est qu’ils nous permettrons de comprendre la structure d’algébre
sans devoir calculer tout les coefficients ¢/ ,. En effet, il suffit de trouver une famille {£*} qui
engendrent 1’algébre cohomologique.

Récemment, on s’est intéressé a une déformation naturelle et définie en termes géométriques, de
'algebre de cohomologie, appelée algébre de cohomologie quantique [9].

Dans [5], 'auteur énoncent le principe quantique-classique qui identifie les coefficients de coho-
mologie quantique sur les Grassmanniennes a des coefficients sur des variétés de drapeaux a
deux crans. En plus, des formules combinatoires existent pour la cohomologie des variétés de
drapeaux a deux crans, en termes de puzzles (cf. [6]). Combinant tous ces résultats, on obtient
une formule combinatoire pour les coefficients de Littlewood-Richardson dans la cohomologie
quantique pour les Grassmanniennes de type A.

Cependant, une autre approche que I'utilisation du principe quantique-classique est possible,
c’est la comparaison avec I’homologie de la Grassmannienne affine : Par des travaux de Peterson
et Lam-Shimozono [18], les constantes de structure de cette algébre sont égales a des constantes
de structure de I'homologie de la Grassmannienne affine correspondante, notée H,(Grq). Cette
approche a deux avantages :

1. L’homologie est une algebre de polynomes [10, Corollaire 5.3.2] donc le probléme du choix

pour la maniére de représenter une classe de cohomologie comme un polynéme en les
générateurs (probléme de Giambelli) a une unique solution.

2. On peut utiliser la structure d’algébre de Hopf. En effet, la Grassmannienne affine a le
type d’homotopie d’un groupe, donc son homologie a une structure d’algebre de Hopf
(cf. Chapitre 5). En plus, la structure d’algébre de Hopf et en particulier 'existence de
l'isomorphisme j (cf. Définition rendent évidents des résultats comme le Théoréme

B(2) dans Bergeron et Sottile [I] : le coefficient ¢, ne dépend que v et wu™".

Examinons d’un peu plus prés les formules de Pieri en cohomologie en type A, C, A et C' et
en homologie en type Aet C. Commencons tout d’abord par la cohomologie :
1. En type A, on commence par définir une partition d’un entier n par une suite décroissante
d’entiers strictement positifs A = (A = Ay = ... = Ay) tel que n = Y \; = |A|. Chaque
partition \ est représentée par un tableau de la maniére suivante

(6,5,2) v |
En fait, il existe une bijection entre les éléments de W /Wp et les partitions du rectangle
k x (n—k) tel que £p(w) = ||
Alors on a la formule de Pieri en type A suivante :
AEDNS
)\I

Ou la somme parcourt toute les \' obtenues en ajoutant k cases & A sous la condition
qu’on ne peut pas ajouter deux cases sur une méme colonne.



2. En type C, dans [I], Bergeron et Sottile donnent une formule de Pieri pour la multiplication
par une classe V. En effet, cette classe de Schubert est indexée par 1’élément v,,,, du groupe
de Weyl de type C. Ce dernier est représenté comme le sous-groupe de permutations w de
{-n,...,—2,—-1,0,1,2,...,n} qui satisfassent w(—a) = —w(a) pour tout a € {1,...,n}.
Pour définir v,,, on va tout d’abord considérer (en utilisant les méme notations que dans
[3]) le diagramme de Dynkin en type C' en numérotant ses sommets, de droite & gauche,
par 0,1,...,n—1:

—eo— —0—o9

Les réflexions simples {s;}i—1,. ,—1 sont représentés respectivement par les transpositions
adjacentes {(i i +1)(—i —i—1)}i=1.. n—1 €t o par (—1 1). On définit dans ce cas I’élément
Uy, PAar :

VYm € {1, ce ,n}, Um = Sm—1Sm—-2"""5150

En fait les v,, définis la-haut sont les indices d’un ensemble de classes de Schubert
formant un ensemble de générateurs de I’anneau de cohomologie de la Grassmannienne
symplectique G, (n,2n). Pour pouvoir énoncer la formule de Pieri en cohomologie en type
C' donnée par [I], on doit tout d’abord définir une notion de marquage. En effet, soit
u,v € C,, (groupe de Weyl de type C) tels que ¢(v) = f(u) + 1, on teste tout d’abord si
u v = (—i i) ou (=i j)(—7j i) pour 0 < i < j <n. Sic'est bien le cas on calcul vu™!, et
on traite les deux cas suivants :

o S’il existe o, B € {1,...,n} tels que a < B et vu™! = (=38 — a)(a B), alors ces deux
éléments seront connectés par deux arétes marquées respectivement par —a et 3.

o Sl existe B € {1,...,n} tel que vu™! = (=B B), alors ces deux éléments seront
connectés par une arétes marquée par (.

Les auteurs considéres dans la suite une chaine v dans le réseaux de Bruhat, et notent
outside(vy) le point d’arrivée de . Ils définissent, dans une chaine, une descente (respec-
tivement montée) comme un entier ¢ < m tel que a; > a;41 (respectivement a; < aiﬂ).
Finalement, on peut énoncer la formule de Pieri en type C' :

Théoréme 0.1. [1, Théoréme AJ Soit u € C,, et m > 0. Alors, on a les deuzx formulations
équivalentes :

é;u . é‘vm = Z Coutside(’Y)
S

ot la somme parcourt :

e Soit toutes les chaines S dans le réseau de Bruhat qui débutent par u, de longueur m
et n’admettent pas de descentes.

o Soit toutes les chaines S dans le réseau de Bruhat qui débutent par u, de longueur m
et n’admettent pas de montées.

En fait on aurait pu définir une notion de marquages dans le type A précédent, et
reformuler la régle de Pieri obtenu en terme de chaine dans le réseau de Bruhat. En
effet, soit u,v € &,, (le groupe symétrique modélise le groupe de Weyl en type A) tels

que £(v) = £(u) + 1, on définit pour tout p € {1,...,n}, une marquage de la maniére
suivante : 8'il existe 7,7 € {1,...,n} tels que i < p < j et u=tv = (i j) alors u <, v. Dans
ce cas soient a, 3 € {1,...,n} tels que a < B et vu™t = (a 3), alors ces deux éléments

seront connectés par une arétes marquée par 5. On obtient ainsi ce qu’on appelle dans la
suite un p-réseau de Bruhat. Ce p- réseau servira a formuler une régle de Pieri pour la
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multiplication par I’élément u, q = Sq4p—1-- - 5p. En fait, on peut monter qu’en identifiant
les partitions A (dans la formule de Pieri en type A ci-dessus) avec les éléments de W7
pour P le sous-groupe parabolique correspondant a la racine simple o, on obtient la
formule suivante pour la multiplication par w4 := Sqip—1--Sp :

é‘v . £up’d _ Zgoutside(S)
S

Ou la somme parcourt toutes les chaines S dans le p—réseau qui débutent de v, qui arrivent
a u et qui sont croissantes (i.e la suite de marquage associé a la chaine est croissante).

. En type A, grace a Lam et al [16], une formule de Pieri en cohomologie dans H*(Gr¢) est

donné pour la multiplication par I'élément £*0™ ol Gg 1 = Sm—15m—2 - - - S150 (cf. Définition
. Les auteurs commencent par définir la notion de bandes fortes. Pour définir ces
bandes, on aura besoin d’une notion de marquages (cf. Définition [4.§)). En effet, soit w et
z des éléments du groupe de Weyl tels que w < z, {(w) + 1 = {(2) et z = wt;; telle que
i < 0 < j (t; est la transposition de ¢ et j qui représente une certaine réflexion dans le
groupe de Weyl). Les auteurs définissent dans ce cas le marquage associé z(i) (on rappelle
qu'un élément du groupe de Weyl peut étre vu comme une permutation de Z).

Par suite, les bandes fortes de type A seront des chemins entre deux éléments w et z
tels que w < z, qui sont construites en débutant par w puis en multipliant & droite, a
chaque fois, par une réflexion ¢;; tel que ¢ < 0 < j qui augmente la longueur de 1, pour
arriver finalement & z. Ce chemin est donc appelé bande forte si la suite de marquage ainsi
obtenu est croissante. La formule donné par Lam et al dans [16], est la multiplication par
I’élément £?0. Plus précisément :

Théoréme 0.2. Soit w e S°(A;) et m > 1. Alors,

gaoymfw _ Z Soutside(S)‘

S

Ot la somme parcourt toutes les bandes fortes S de taille m et tel que inside(S) = w.

. En type C| il n’existe pas a nos connaissances des formules de Pieri en cohomologie. Dans

cette thése, en s’inspirant de la combinatoire introduite en type C, dans [I], par Bergeron
et Sottile, et de la notion de bandes fortes en type A donnée par Lam et al en type A dans
[16], on a réussit a conjecturer une formule de Pieri en cohomologie pour la multiplication
par £ (cf. Introduction générale).

Comme prévu, on va passer maintenant aux formules de Pieri en homologie :
1. En type A, une formule de Pieri est donne par Lam et al [16]. La premiére notion

importante est celle des éléments cycliquement décroissants (cf. Définition [6.12) m

gros ce sont des éléments du groupe de George S (Al) (les groupes de George sont des
réalisations combinatoires des groupes de Weyl affines comme sous-groupes du groupe des
permutations de Z) écrits comme un produit de facteurs, qui commutent entre eux, de
la forme spsy_1 - Sq4184. Ces éléments sont cruciaux pour pouvoir définir la deuxiéme
notion principale qui est celle des bandes faibles de type A (cf. Définition ) : Une
bande faible de type A, notée (w v~ 2) tel que w < z est une paire (w, z) de telle sorte

que zw~! est cycliquement décroissant. En d’autres termes, c’est le fait qu’il existe un



élément cycliquement décroissant, tel que si on le multiplie & droite par w, on obtient z et
ce produit est réduit. La formule donné par Lam et al dans [16], est la multiplication par
I'élément &, ,,. Plus précisément :

Théoréme 0.3. Soit we S°(A;) et me {1,...,1—1}. Alors :

gao,mgw = Z 52

ot la somme parcourt toutes les bandes faibles (w ~~ z) de type A tel que size(w v
z) =m.

. En type C, grace a [17], une formule de Pieri (en homologie) dans H,(Gr¢) est donné
pour la multiplication par I'élément &, (cf. Définition en utilisant la structure
d’algébres de Hopf et une étude combinatoire poussé. Dans cette thése on propose également
une preuve de cette formule en utilisant aussi la structure d’algébre de Hopf mais une
simplification au niveau de la combinatoire. On invite le lecteur a voir I'introduction
générale (partie 1) pour plus de détails concernant la stratégie envisagé dans cette thése
et les différences principales avec la méthode de [17].
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Introduction générale

Le but principal de ce document est de développer le calcul de Schubert dans les Grassman-
niennes affines en utilisant la structure d’algébres de Hopf.

Formule en homologie

D’une part, on a réussie a redémontrer la formule de Pieri en type C' pour le produit de
Pontryagin en ’homologie dans la Grassmannienne affine notée H,(Grg). Pour démontrer cette
formule, nous avons été inspiré par le travail de [I6] et [I5] en type A, mais nous n’avions pas
connaissance du travail de [I7]. La partie de ce document contient des résultats semblables a
ceux des parties 6.1 et 6.2 de [I7], mais on continue dans la suite avec des stratégies différentes :
Dans [15], Lam montre qu’il existe un isomorphisme jy, d’algébres de Hopf, entre la sous algébre
affine de Fomin-Stanley notée B’ (cf. Définition et lalgebre H,(Grg). On note dans la
suite pour un élément v du groupe de Weyl, comp(v) le nombre de composantes connexes du
support de v, b, = 2°9"P) =1 et ¢, le coefficient de A, dans I’expression de jy(&,,). Pour montrer
la formule de Pieri pour la multiplication par &, (cf. Définition , il suffit de montrer que

D, b el
L(v)=m

veA

C’est ce que font les auteurs dans [17]. Nous utilisons plutot le fait que jo(&,) est dans B’ pour
en déduire que
Cy = by,

Une simplification est apportée par l'utilisation d’une double récurrence qui s’initialise a ’aide
de la formule de Chevalley d’une part, et de la multiplication par des éléments de translation
d’autre part (cf. Lemme 2 ; la preuve du Théoréme montre qu’il suffit d’établir I'inégalité
de la Proposition pour en déduire une égalité).

Pour établir cette inégalité, par rapport au travail de [17] il nous suffit ici de produire suffisamment
d’éléments w apparaissant dans le terme de gauche, alors que [I7] développe une combinatoire
plus approfondie permettant d’identifier exactement tout ces éléments w.

Pour mieux comprendre cette stratégie, examinons les notions et résultats principaux utilisés
par Lam [I5], qui étudie I'isomorphisme de Peterson en type A en utilisant la structure d’algébres
de Hopf sur H,(Grg) et action de 'anneau Nil-Hecke affine sur cette algébre (cf. Etat de D'art).
Pour rester sur le chemin de Lam, et pour pouvoir formuler une régle de multiplication dans le
méme esprit, il va falloir trouver des candidats, en type C, pour remplacer les notions d’éléments
cycliquement décroissants, de bandes faibles et de ag,, . Aprés avoir étudier la structure d’algébre
de Hopf de l'algebre H,(Grg) et laction de 'anneau Nil-Hecke Affine A,g (cf. Définition
sur cette algébre on a trouvé qu’on pourrait redéfinir les éléments cycliquement décroissants
comme des éléments de S(C)) qui sont plus petits quun élément dans Ay (cf. Définition :
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grossierement ce dernier est formé par les éléments qui ont une écriture réduite comprenant
successivement toutes les réflexions simples selon un ordre croissant, décroissant puis croissant,
ou décroissant, croissant puis décroissant. L’ensemble des éléments plus petits qu'un élément de
Ay sera noté A. En type A, I'ensemble des éléments cycliquement décroissants de longueur |
forme une classe de conjugaison dans S (Al) De fagon similaire, I’ensemble Ay, est une classe de
conjugaison dans S(C}) :

Lemme 0.1. Pour tout w e S(C)), on a
wAyw ™ = Ay

D’une maniére similaire qu’en type A, on définit les bandes faibles de type C (cf. Définition
7.28)), noté, (w v 2) tel que w < z est un chemin allant de w a z de telle sorte que zw™! € A.
Finalement, on définit les éléments ¢y, (cf. Définition qui joueront le méme role que
les éléments ag,, en type A. Ce qui est spéciale a propos de ces ¢éléments c’est le fait que
I'intersection de l'intervalle de Bruhat [e, ¢y, | avec W 4 (cf. Définition est linéaire, c’est
a dire, il existe une unique classe par degré. Ce qui nous permettra (dans la preuve de cette
nouvelle formule en type C~’) de raisonner par récurrence en utilisant la structure d’algébre de
Hopf. En plus, pour m = 2[, I'élément c( o, est la translation correspondante a la plus grande
racine, ce qui nous permettra d’initier cette récurrence en utilisant la Proposition [5.8] qui
donne la multiplication par la classe d’une translation. On obtient alors la formule de Pieri en
homologie (type C') suivante :

Théoréme 0.4. Soit we S°(Cy) et me {1,...,21}. Alors,

gcoymgw _ Z QCOmp 2w~ 152

Wnn>Z

ou la somme parcourt toutes les bandes faibles (w ~~ z) de type C telles que {(zw™') =

0(z) — l(w) = m. Ici, comp(zw™') désigne le nombre de composantes connexes du support de
~1

zw™

Conjecture en cohomologie

Dans une deuxiéme partie de ce texte on cherche a trouver une formule de Pieri en cohomo-
logie, toujours pour la Grassmannienne affine en type C. En s’inspirant des travaux précédents,
et en faisant de nombreux exemples, on en a réussit & formuler une conjecture en type C (cf.
Conjecture , et on démontre la validité de cette conjecture en degré 1 (formule de Chevalley),
dans certains cas en degré 2 et enfin dans de nombreux exemples a 1’aide de I'ordinateur.
Mais avant de parler du type C, regardons ce qui se passe en type A. En effet, Lam el al
[16] donnent une formule de Pieri (type A) en cohomologie (cf. Etat de I'art). Cette derniére
ressemble & l'autre formule en homologie (cf. Théoréme dans le sens ot dans les deux cas
on prend w et on ajoutes toutes les bandes possibles, sauf qu’en homologie on considére des
bandes faibles, et en cohomologie des bandes fortes.

En cohomologie, comme en homologie, on va essayer de suivre la méme stratégie qu’en type
A et redéfinir la notion de bandes pour le type C. En revanche, les bandes fortes de type A sont
construites d’'une maniére indépendante du type (une fois les marquages définis), pour cela on
va pouvoir utiliser la méme Définition de bandes fortes en type C' et ainsi conjecturer la formule
de Pieri, pour la multiplication par £ :
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Conjecture 0.5. Soit w e S°(Cy) et m = 0. Alors,

fco,mgw _ Z goutside(S).

S

Ou la somme parcourt toutes les bandes fortes de taille m et tel que inside(S) = w.

On a réussit (cf. Chapitre 3) a montrer cette conjecture en degré 1 (m=1) : Ceci traduit
la formule de Chevalley (i.e. la multiplication par une classe de degré 1). En plus, grace a la
programmation des produits des classes de Schubert ( en se basant sur les travaux de Sara Billey
[2]), on a pu confirmer cette conjecture pour quelques exemples en degré supérieure a 1.

Pour montrer la conjecture en degré 2, la stratégie envisagée est la suivante : On considére
tout d’abord une couverture forte dans le 0-ordre de Bruhat v — us,. On note par M (u, us,)
I'ensemble des marquages associées a cette couverture. On montre tout d’abord que M (u, us,)
admet un centre de symétrie qu’on notera C,. En plus, si i, j € Z tels que s, = {(i j))¢c, on sait

que
u(j) — u(i)
2

On montre dans un deuxiéme temps que ce centre ne peut pas étre "trés” grand. Plus précisément,
on prouve que

C, =

Lc
0<C, < —
<Ca <

Ce dernier nous permet de déduire que si en plus, us, — us,5p est une couverture forte, on a

L¢

Ca— Gl < £ (1

Dans le but de montrer cette majoration, on a réussie a montrer un résultat valable dans
n’importe quel groupe de Weyl affine non-tordue :

Lemme 0.2. Soit o € AT(X) et ue W(X) telles que u — us, est une couverture forte dans
le 0-ordre de Bruhat, et u est Grassmannien. Alors,

u(a) <4

Dans la suite on distingue principalement les cas suivants :
1. Si s,83 = Sps, on a réussie a montrer la conjecture (cf. Proposition [4.7)).

2. Si 5453 # 5854, ON & deux cas a traiter :
(a) Si C, = Cjs on arrive aussi & montrer la conjecture (cf. Remarque 4.25)).
(b) Si C, # Cs on n’a pas la réussie & montrer la conjecture, par contre on a montré que

L¢

[Co = Csl < =

ce qui veux dire que les centres ne différent pas “trop” et donc en raisonnant d’une
maniére similaire que dans que dans le cas a, et en utilisant la Proposition [4.8] on
espére pouvoir montrer le résultat.

XVil



Introduction générale

Multiplication par un crochet en type A

Dans la troisiéme partie de la thése, le but est d’établir une formule dans une variété
de drapeau pour la multiplication par un crochet, c’est a dire, un élément de la forme
57841 " S1-1815iSi—1 - 8150 pour ¢ < j — 3. Plus précisément, on trouve :

Théoréme 0.6. Soit i,j € {0,...,1} tels que 1 < j — 2. Alors,

Yue W. & €Sj8j+1-~~sl_lslsisi_1--~8150€u _ goutside(S)
aff E
S

Ou la somme parcoure toutes les suites de chemins dans le 0-ordre de Bruhat S = (Ch,...,Ci_jyit1)
tels que
m(Cy) < - <m(C;) > m(Cizq1) > - > m(Cr_jriv1)

Pour montrer cette formule, on utilise principalement le résultat de Lam et al (cf. Théo-
réme [0.2)), et identification de 'algébre H*(Grg) avec un quotient de I'algebre des fonctions
symétriques (cf. Théoréme [6.2)).

Inégalités pour la cohomologie dans G/B

La derniére partie de la thése (cf. Chapitre 1) est consacré a l’étude des constantes de
structure de l'algébre cohomologique de la variété de drapeaux G/B, lorsque G correspond
a un systéme de racine simplement lacé. Plus précisément, la classification des intervalles de
Bruhat de longueur 2, présente dans le livre de Bjorner et Brenti 3], permet de montrer que
pour certains v, les coefficients ¢, sont petits.

En type A, On arrive & montrer le résultat suivant :

Théoréme 0.7. Soit u,w € W tel que (wu™)* # e et s,_1,5, et sp.1 les réflexions simples qui
correspondent respectivement aux racines ap,_1,q, et ap1. Alors on a :

w w <
Cu,spflsp + Cu,sp+1sp = 1

On généralise dans la suite, pour les autres types simplement lacés, pour des coefficients de
la forme ¢;; . ol 7 est une petite classe de Schubert (cf. Définition [2.19). On obtient le résultat
suivant :

Théoréme 0.8. Soit u,v e W et m une petite classe de Schubert. Alors,
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Chapitre 1

Groupes algébriques et Groupes de
George

Dans ce chapitre, on commence par introduire la notion d’un groupe algébrique G sur un
corps algébriquement clos k, la notion d’un sous-groupe de Borel et on termine la premiére
section en citant le théoréme de conjugaison des sous-groupes de Borel. Dans la deuxiéme
section, on définit la notion de groupe de Weyl W et d'un systéme de racines associées a G.
On conclut la section par définir les poids minuscules et co-minuscules en les classifiant selon
les types A, B,C, D et E. Dans la section 3, on présente le matériel nécessaire pour définir un
groupe de Kac-Moody G et ses sous-groupes paraboliques standards Py ou Y < {1,...,l} < N.
Dans la section suivante, on rappelle la Définition d’une algébre de Kac-Moody affine g, puis on
définit et on caractérise le groupe de Kac-Moody affine associé a g.

1.1 Premiéres Définitions et théoréme de conjugaison

Définition 1.1. 1. On dit qu’un groupe G est un groupe algébrique sur k si G est une variété
algébrique sur le corps k tel que la multiplication et ["inverse du groupe : p: G x G — G
et i: G — G sont des morphismes de variétés algébriques.

2. On dit que G est un groupe algébrique affine st G est une variété algébrique affine.

Exemple 1.2. Le groupe des matrices a coefficients dans k de déterminant égale a 1, noté
Sl (k), est un groupe algébrique.

Définition 1.3. Soit G un groupe quelconque, on définit le commutateur ( , ) de G par :

Va1,92 € G (g1, 92) = 19297 95"

Définition 1.4. On dit qu’un groupe algébrique G est nilpotent s’il existe i tel que,
C'G = {1g}

Exemple 1.5. On note U,, := {M = (mjj)1<ij<n € Glo(k);Vj <i <n, my; =1 et my; = 0}.
Alors U, est un groupe algébrique nilpotent.

Définition 1.6. On définit la suite D' de la maniére suivante :

Vi>0, D'=G et DG = (D'G,D'G)

1
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Les D'G pour i = 0 sont des sous-groupes fermés et distinguées. Ils sont aussi connexes si G est
connexe.

Définition 1.7. On dit qu’un groupe algébrique G est résoluble sl existe i tel que,
D'G = {15}

Exemple 1.8. Soit T}, l’ensemble des matrices triangulaires supérieures de tailles n x n. Alors
T, est résoluble et connexe. En effet (T,,,T,) < U,.

Définition 1.9. Soit G un groupe conneze et résoluble. On rappelle tout d’abord qu’un élément
x de G est dit unipotent si r, (la multiplication & droite par ) est localement unipotent en tend
qu’élément de k[G]. On définit alors le suivant :

1. On définit R(G) < G comme étant le plus grand sous-groupe distingué, conneze et résoluble.

2. On définit aussi R,(G) = G comme étant le plus grand sous-groupe distingué et unipotent.
Définition 1.10. 1. On dit que G est semi-simple si R(G) = {1¢}.
2. On dit que G est réductif si R,(G) = {1g}.

Définition 1.11. Soit G un groupe algébrique. On dit qu’un sous-groupe B de G est un sous-
groupe Borel st B est résoluble, connexe et mazimale.

Exemple 1.12. Le sous-groupe B,(k) < Sl,(k) des matrices triangulaires supérieures est un
sous-groupe de Borel.

Théoréme 1.1. (21.3)Conjugaison des sous-groupes de Borel.
Soit B < G un sous-groupe de Borel. Alors G/B est une variété projective et tous les sous-groupes
de Borel sont conjuguées a B.

1.2 Groupe de Weyl et systéme de racine

Définition 1.13. Soit S un tore de G. On définit le groupe de Weyl de G par rapport a S, par
W(G,S) := Na(5)/Ca(5)
On remarque que W (G, S) est un groupe fini.

Exemple 1.14. Soit T = D,, I’ensemble de matrices diagonales dans GL,,. Alors T est un tore
de GL,,. Ng(T) est l’ensemble de matrices qui admettent exactement un coefficient non-nul par
ligne et par colonne. Si on note &,, le groupe symétrique d’ordre n, on aura

W(GL,,T) = &,

On considére dans G un sous-groupe de Borel B, ainsi qu'un tore (i.e. un groupe isomorphe
a un produit de copies de k*) maximal 7' < B. Soit W = N (T')/T, on note x(T") le groupe des
caractéres de 1" (i.e. le groupe dont les éléments sont les morphismes de groupes algébriques de

T dans k*).

Définition 1.15. Soit w € W et n, € Ng(T)un représentant de w. On définit l’action de
groupes de W sur x(T') de la fagon suivante :

YAe x(T); w-X:t— Any'tny)



1.2. Groupe de Weyl et systeme de racine

Lemme 1.16. [J] Soient V' un espace vectoriel sur k, R une partie finie qui engendre V. Pour
tout a € R tel que a # 0, il existe au plus une réflexion s de V telle que s(a) = —a et s(R) = R.

Définition 1.17. [/ Soient V' un espace vectoriel sur k, et R une partie de V.. On dit que R
est un systeme de racines dans V' si les conditions suivantes sont vérifiées :

e R est fini, ne contient pas 0, et engendre V.

e Pour tout a € R, il existe un élément «¥ du dual V* de 'V tel que {a,a" ) = 2 el que la
réflexion Sqav (VT €V, Sqav(x) :=x —{(x,a" ) ) laisse stable R.

e Pour tout a € R, on a ¥ (R) < Z.

Remarque 1.18. D’aprés le Lemme la réflexion Sqqv (donc aussi la forme linéaire )
est déterminée de maniére unique par «, ce qui donne un sens au troisiéme point de la Définition
[1.17. On posera s, := 5q.qv. Les éléments de R sont appelés des racines.

Remarque 1.19. On considére le R-espace vectoriel X = x(T) ® R muni d’un produit scalaire
(, ) qui est W-invariant. Soit V' une représentation de dimension finie de G. On note V,, =
{fveV; t-v=a(t)v YteV}. Sous laction du tore T', on obtient une décomposition :

V=@ V.

aex(T)

Lorsque V,, # 0, le caractére o est appelé poids de la représentation V', et les éléments de
V., sont appelés vecteurs de poids a.. Les poids non nuls de la représentation adjointe de G sur
son algebre de Lie g sont appelés racines. En plus, si G est réductif, ces derniers forment un
systeme de racines noté R.

Définition 1.20. On dit qu’un vecteur w € X est un poids abstrait si :
Vae R, (w,a")eZ

Définition 1.21. Un poids fondamental @ est dit minuscule si :
Ve R, Kw,BY)| <1

Il est dit cominuscule si le poids dual @ est minuscule relativement au systéme de racines dual

RY.

Remarque 1.22. La liste des poids minuscules et cominuscules est donnée dans le tableau
ci-dessous (la numérotation des poids fondamentauz est celle de Bourbaki) :
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® ® @ ¢+ —0—@®
A, | 1 3 n—1 n
(@] O O— o o o ——O%:.
B,| 1 2 3 n— n
Y O —O— o o ® —()—..:é@
Cnl 1 2 3 n—1 n
n
@ o O— + o o
D, 1 2 3 n—2 n—1
B | % ) T4 5 ®s
O O Iz O O
Er |1 3 4 5 6 ®,
® minuscule © cominuscule @® minuscule et
cominuscule

1.3 Groupes de Kac-Moody

On rappelle ici briévement la construction des groupes de Kac-Moody :

Pour définir un groupe de Kac-Moody on commence par fixer une matrice de Cartan généralisée
A de taille n et on définit I'algébre de Kac-Moody g(A) associée. On choisit ensuite un Z-module
bz < b (algébre de Cartan associée & g(A) vérifiant certains propriétés, et on note b3 son dual.
On définit le groupe T := Homy (b3, C*), et le groupe N engendré par T et certains éléments §;.
On définit aprés, pour Y < {1,--- ,n}, le sous-groupe parabolique standard Py comme produit
semi-direct du pro-groupe, pro-unipotent Uy et (si Y est de type fini) Gy le groupe algébrique
linéaire réductif et connexe associé a une certaine donnée radicielle 1y . Enfin on définit le groupe
de Kac-Moody G comme produit amalgamé du systéme de groupe (N, P;; 1 < i < n).

1.3.1 Matrice de Cartan généralisée et le groupe N

Définition 1.23. [12, 1.1/ Une matrice A = (a;;)1<ij<n de Tang l est appelée une matrice de
Cartan généralisée (MCG), si elle vérifie les conditions suivantes :

e Pourtouti=1,....n, a; = 2.

o Pour tout v # j, a;; < 0.

) Cllj:()ﬁ&ﬂ:o
Définition 1.24. [12, 1.1] Soit A = (aij)1<ij<n, de Tang l, une matrice de Cartan généralisée.
Soit b un espace vectoriel compleze, m:= {a,...,a,} < h* et 7¥ :={ay,...,ar} < h. On dit
que le triplé (h,m, ) est une réalisation de A si :

o 1w et w¥ sont linéairement indépendents.

o Vi.j=1,....n{a, a;) = a;

e n—I1=dim(h) —n
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Définition 1.25. [12, §1.2] Soit A = (a;;) une matrice de taille n x n sur C, et soit (h,w,7)
une réalisation de A, ou m = {ay,...,a,} et 7 = {ay,..., ) }. On définit l’algébre de Lie
9(A) engendrée par des éléments e;, f; (i =1,...,n) et b avec les relations suivantes :

ei, fi] = oy ,7=1,...,n

K] =0 W el

sz :_<alvh>f2 22177n7h€b

Proposition 1.2. [72, Théoréme 1.2] Parmi les idéauzx de §(A) qui intersectent by trivialement,
il existe un unique idéal mazimal m.

Définition 1.26. [12, §1.3] On définit l’algebre de Kac-Moody associée a une matrice de Cartan
généralisée A par :

g(A) := g(A)/m

Définition 1.27. On dit qu’une matrice A = (a;j)1<ij<i est symmétrisable, s’il existe une
matrice D diagonale et inversible, et une matrice B symétrique telles que :

A= DB

Définition 1.28. [1], §6.1.6] Soit g := g(A) lalgébre de Kac Moody associée a une matrice
de Cartan généralisée A. Soit h < g l'algebre de Cartan associée a g. On choisit un Z-module
bz < b de dimension finie qui satisfait les conditions suivantes :

e h; ®7;, C — b est un isomorphisme.

o Pourtoutt=1,...,1, o) € bgz.

e L’ensemble b} := Homgy(bz,Z) < h* contient tout les «;.

o hz/(XL_ | Zay) est sans torsion.
Définition 1.29. [1J, §6.1.6] On définit le groupe T := Homz (b3, C*). On définit (—1)% € T

de la maniére suivante :
Ve e by, (—1)% (@) = (1),

Soit N le groupe engendré par le groupe T et un systéme de symboles {S;}1<i< tels que :
o Vi=1,....1VteT, §t5 " =st).
o Vi=1,...,15%=(-1)%.

e Soit m;; lordre de s;s; dans W (cf. [1{, Proposition 1.3.21]). Alors pour 1 <i # j <l
tel que m; ; < o0 on a

— —
m; ; facteurs m; ; facteurs
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1.3.2 Le sous-groupe parabolique Py

Définition 1.30. [7], 6.1.12] Soit X et XV deux groupes abéliens engendrés par un nombre fini
d’éléments. Soit R < X et RY < XV deux ensembles finis, une bijection entre R et RV qui envoie

tout élément o de R sur un élément noté a¥ dans RY et un couplage { -, - ) : X x XV — Z
telles que :
o (a,a) =2.

o (-, ) identifie X avec Homz (X", 7).
e Si on note s, (resp. ) l'endomorphisme de X (resp. XV ) définie par :

Vre X, sqo(x) =2 —{z,a)a.

Vie XY, 5,(%) =7 —{a,T)a"

Alors,
Sa(R) € R et 5,(RY) c RY

On dit dans cas que le quadruple (X, R, XY, RY) est une donnée radicielle.

Notations 1.31. Pour tout Y < {1,...,l} on note :
o Ay = A0 @y Zaw)

o Af = At A Ay

gy = b S (@aeAy ga)

® Uy = @aem\A; Ba

Py = gy Quy
Vﬁ = Zz n; o € Ay, hty(ﬂ) = |21¢Y TLZ|

En plus, on dit que Y est de type fini st gy est de dimension finie.

Remarque 1.32. Soit Y < {1,...,1} de type fini. Soit b la sous-algébre de Cartan de g
(c.f.Déﬁnitz’on ). On note Ay l'ensemble des coracines «¥ qui correspondent auz racines o
dans Ay . Puisque Y est de type fini, on observe que les racines de Ay sont réelles. On considére
le couplage standard { -, - ) : b* x h — C. D’aprés ([14, Lemme 1.8.7]), Uapplication o — o
de Ay dans Ay est une bijection. On peut dans ce cas définir la donnée radicielle suivant :

\DY = (bZa AY? hZ? AS\;)

Définition 1.33. [T, 6.1.13] Soit Gy l'unique (a isomorphismes pres) groupe algébrique linéaire
réductif et connexe (de dimension finie) associé & Wy (cf.[Springer-98, Théorémes 10.1.1]).

Remarque 1.34. On remarque que Lie(Gy) = gy et T := Homy(b3, C*) est un tore mazimal
de Gy tel que Lie(T) = b. On rappelle qu’'un gy-module V' de dimension finie est appelé un
(gy,T) -module, si la bh-structure sur V, obtenue par restriction, s’intégre pour donner une
structure algébrique de T-modules. Sous cette Définition on remarque que tout (gy,T)-module
V' est un Gy -module.
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Définition 1.35. [7], 6.1.13] On définit les espaces My de dimension finie de la maniére
sutvante :
VK = 1, Mk = @ gg

BeAt
hty (B)=k

Remarque 1.36. Pour tout k > 1, My, est un (gy,T)-module sous ’action adjointe (cf. [T,
6.1.6.2]). En particulier My, est un Gy-module, et par conséquence i := HﬁeAﬂA;(: 1 M)
lest aussi. En plus les éléments de Gy agissent sur i comme automorphismes d’algébres de
Lie. En particulier, d’apres |14, Théoreme 4.4.19], si on note Uy le pro-groupe, pro-unipotent
d’algebre de Lie i, on obtient un morphisme de groupes Gy — Aut(Uy ).

Définition 1.37. Pour tout Y € {1,...,l}. Le morphisme de groupes défini dans la remarque
1.56) induit le produit semi-direct :

Py = Uy x Gy

Le groupe Py est appelé groupe parabolique standard.

1.3.3 Produit amalgamé de systéme de groupes

Les groupes de Kac-Moody sont définis comme des produits amalgamés. On donne ici la
Définition générale des produits amalgamés : Dans son livre, [14], Kumar définit le produit
amalgamé de familles de groupes mais ensuite utilise un produit amalgamé de systémes de
groupes. Pour cette raison on vérifiera dans la suite qu’on pourra bien définir le produit amalgamé
de systemes de groupes.

Définition 1.38. [T, 5.1.6] Soit I un ensemble d’indices. Soit {M;};c; une famille de groupes.
Pour tout i,j € I, soit My; ;3 = My; s un groupe et soit un morphisme @; ;@ My j — M;.

1. Le produit amalgamé des ¢, ; est le couple (M, (pi)ier) unique & isomorphisme prés,
satisfaisantes les deux conditions suivantes :

o M est un groupe et pour tout v,j dans I, les p; : M; — M sont des morphismes telles
que Y; © Y j = Pj 0 Pj.

o Si L est un groupe et ; : M; — L sont des morphismes satisfaisantes 1; o @; j =
Yo, alors il existe un unique morphisme 1 : M — L telle que 1¢; = 1 o ¢; pour
tout i dans 1.

2. Soit F' un ensemble et (M;)cr une famille de sous-ensemble de F' telle que les M; ont
une structure de groupes. Alors on dit que (M;);er est un systéme de groupes, si M; n M,
est un sous-groupe de M; et de M; pour tout i,j dans I. En plus, la structure de groupes
obtenue sur M; n M; de M; et de M; coincident.

Définition 1.39. Soit (M;),er et F comme dans la partie (2) de la Définition[1.38 On suppose
en plus que F = | J, M;. Soit G un groupe quelconque et ¢ : F' — G une application telle que
@y (la restriction de ¢ a M;) est un morphisme de groupes pour tout i € I.

On dit que (G, ) est une solution du probléme universel, noté (P), si :

Pour tout couple (G', ¢") vérifiant les mémes conditions que (G, ), il existe un unique morphisme
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Chapitre 1. Groupes algébriques et Groupes de George

de groupes v : G — G’ tel que le digramme suivant commute :

L G
N A
G/

Remarque 1.40. [I], 5.1.6/Soit (M;)ie; et F' comme dans la Définition [1.59 Si on considére
My jy = M; n Mj et ;50 My — M; Uinclusion, alors le produit amalgamé de ; ; est appelé,
dans se cas, produit amalgamé du systéme de groupes (M;)c;. On définit aussi 'application
o F =J, M; — M telle que pour tout i € I, P, = Pi- L’application ¢ est bien définit
(sur les M; n M;). En effet d’aprés la Définition de M on sait que pour tout i,j dans I on a
Yi ©PYij = PjO P

F

Proposition 1.3. Sous les mémes hypothéses de la remarque le couple (M, p) est la
solution du probleme (P) (cf. Définition [1.39).

Démonstration. Soit G’ un groupe quelconque et ¢’ : F' — G’ une application telle que gpr est

un morphisme de groupes. On pose ¢} := gp"M_ : M; — G’. On remarque que,
Vi,jel, gy = (sur M;; = M;n Mj).

Donc
/ /
Pi O Pij = ;0P

Or la Définition d’un produit amalgamé assure 'existence d’un unique morphisme de groupes
Y G — G tel que le diagramme suivant est commutatif pour tout i € [ :

2 G
N A
G/

Alors par Définition de ¢’, on a la commutativité du digramme suivant :

F

1.3.4 Le groupe de Kac-Moody §

Lemme 1.41. Soit Yy < Yy < {1,...,1} tel que Yy (par suite Y1) est de type fini. Alors il existe
un unique morphisme de pro-groupes injectif v = Vv, v, : Py; — Py, tel que v est l'inclusion
ﬁYI - ﬁYQ'

Notation 1.42. Pour tout i € {1,...,l}, on note par P; le sous-groupe parabolique standard
Py et soit B := Py.
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1.4. Groupe de Kac-Moody affine

Remarque 1.43. D’apres le Lemme|1.41, on a
Vie{l,...,l}; BcP;
On note aussi N; < N le sous groupe engendré par T v {8;}. Alors d’aprés (6.1.8.1),
N, =T uTs

Définition 1.44. On note par ; : B — P; Uinclusion définie dans Lemme [I.41 On définit

.....

o Voe B Vi, je{l,....l}, v(b) ~ (D).
e Vne N;c N, n~ 0;(n).

Remarque 1.45. Dans [T])], on montre que les P; et N s’injectent dans Z et Bn N =T.
On arrive & la Définition principale de cette section :

Définition 1.46. On définit le groupe de Kac-Moody G en tant que produit amalgamé de systéme
de groupes (N, Pi;1 <i <) (cf. Définition[1.39).

1.4 Groupe de Kac-Moody affine

1.4.1 Algébre de Kac-Moody affine

Définition 1.47. [1j)](Algébre de Lacets) Soit A= (a;j)1<ij<i une matrice de Cartan indécom-
posable. On note g := g(A) Lalgebre de Lie (simple et de dimension finie) associée & la matrice
A. On note L = Clu,u™] Ualgebre de polynémes de Laurent. On définit I’algebre de lacets de la
maniere sutvante :

L(g) :=L®cg

Remarque 1.48. L(g) est une algebre de Lie complexe de dimension infinie et son crochet de
Lie associé est défini par :

VP,Qe L, Ve,yeg;, [PR®z,QQyl,=PQ®|[z,y]

Définition 1.49. [1]|/(Extension de L(g)) On note par 6 la plus grande racine de g.
1. On définit L(g) comme un espace vectoriel de codimension 2, contenant L(g). Soient K
et d dans L(g) tels que

L(g) = L(g) ® CK @ Cd.
2. Soit f) la sous algébre de Cartan associée a g. On note dans ce cas

h:=bhoCK @ Cd.

3. Soit (.,.) la forme bilinéaire, G-invariante, symétrique et non-dégénérer sur g ((cf. [14,
Théoreme 1.5.4])), telle que la forme bilinéaire induite par celle-la (toujours notée (.,.))
vérifie :

0,0) =2
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4. On définit aussi le produit | , | sur E(g) par :

Y\, u, N, p € C, Ymm' € Z, Vo, 2’ € g

[t"®x + K + pdt™ @2 + NK + w'd]

tm+m’ ® [l" :C/:I + lu/m/tm/ ®x/_,u/mtm @x 4 m5m7,m/<£€,l'/>K

Remarque 1.50. Dans [T/, ils montrent que [’algébre ﬁ(g) est une algebre de Lie appelé
“Algebre de Kac-Moody affine”. En plus by est une sous-algébre de Cartan de L(g).
On définit I’élément § € b* tel que

(B,dy =1, (5,5 =0 et (5, K) = 0.

On pose m = {ag := 8 — 0,1, ...,aq}, et on montre aussi que m est [’ensemble de racines simples
associé.

Définition 1.51. [12, 5.1] Le suivant est défini pour un systéme de racine A quelconque et son
groupe de Weyl W associé. Soit o € A une racine, on dit que « est une racine réelle s’il existe
w e W tel que w(«a) est une racine simple. Toute racine qui n'est pas réelle est dite imaginaire.
On note A™ [’ensemble des racines réelles et A™ celui des racines imaginaires. Alors A =

Are U A'Lm

Lemme 1.52. [T/, Corollaire 13.1.4] On décrit le systéme de racines de fj(g) par rapport a b
de la maniere suivante :

A={ké+~v:keZyeAlu{kd keZ—{0}}

En plus, 0
A" = {kd+y;keZ,ye A} et A" = {kS;k e Z — {0}}

Proposition 1.4. [T}, Lemme 13.1.2 | Pour tout k dans Z et v dans A U {0}. Alors on a le
swvant :

L(Q)szJr'y_t ®g'y 6tL _b® @L

aEA

Remarque 1.53. Pour les racines de la forme kd (racines imaginaires) on a :
L(gs =t* @b

1.4.2 Groupe de Kac-Moody affine

Dans la suite on considére un groupe algébrique G sur C connexe et simplement connexe.
On note par C[G] son algébre des fonctions réguliéres.

Définition 1.54. [1j], 15.2.1] Soit R une C-algébre associative et commutative avec identité.
On note G(R) Uensemble de morphismes de C-algebres de C[G] dans R.

Alors, G(R) a une structure de groupes (cf.[Springer-98,2.1.6]).

En particulier, on définit le groupe L(G) := G(C([u,u™]).
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1.4. Groupe de Kac-Moody affine

0 I

Exemple 1.55. 1. Si G = Spy(C). On note Q € G tel que Q = ( 0
—1

). Alors G(R)

peut étre identifier avec le groupe

Spgl(R) = {M = (ai’j) S Mglxgl;tMQM = Q, Q; j S R}

2. Si G = SI(C), alors G(R) peut étre identifier avec le groupe
SLi(R) = {M = (a;j) € Myx;; det(M) =1, a;; € R}
Remarque 1.56. On considére le morphisme v définit de la maniére suivante :
v : C* — Aut(Clu,u™'])
z = 7(2)

tel que pour tout P € Clu,u™'] on a

7(2)(P(u)) = P(zu)

Ceci induit, canoniquement, un morphisme de groupes, qu’on notera encore 7y :

o

v:C* — Aut L(G)

Plus précisément, soit m : C[G] — Clu, u™]) un élément de L(G) et z dans C*. Puisque 7(z)
appartient & Aut(Clu,u™"], on en déduit que ~(z) om est un élément de L(G). Finalement, un
élément z de C* agit sur un élément m de L(G) en le composant & gauche par v(z).

Remarque 1.57. Soit p,q € N*. En générale on peut définir une action de C sur [’ensemble
des matrices, M, ,(Clu,u']), a coefficients des polynémes de Laurent, de la maniére suivante :

Vz e C*,V(a;;(u)) € Myo(Clu,u™]), z-(ai;(u)) := (a;;(zu))

En particulier, si on considere les matrices dans SL(Clu,u™']), cette définition coincide avec
Uaction de C* sur SLi(Clu,u™t]) définie dans [1]], Définition 15.2.1].

Démonstration. Ce qu’on doit montrer c¢’est que ’action définie dans cette remarque sur
SLi(Clu,u™']) (Vensemble des matrices a coefficients dans C[u, u™!] et détérminant 1) est iden-
tifié avec I'action donnée par v (cf. Remarque sur L(SL;) (I'ensemble des C-algébres mor-
phismes de C[SL;| dans C[u, u']). Explicitons tout d’abord l'identification entre SL;(C[u, u™'])
et LSL]. Soit M = (gi;)i<ij<i € SLi(Clu,u™"]), on l'associe ¢y € L(SL;), le C-morphisme
tel que

VP e CISLi]; pm(P) = P((gij)is)

(on rappelle que C[SL;| = C|z; ;]/(det((x; ;)i ;) —1).) Dans autre sens, pour un ¢ € L(SL;) on
associe M, € SL;(Clu,u™']) tel que

M, = (e(wij)h<ij<
On remarque, avec ces notations, que

My, =Met oy, =¢

11



Chapitre 1. Groupes algébriques et Groupes de George

On en déduit alors une identification entre SL;(Clu,u™']) et L[SL;]. On peut maintenant
examiner les actions en question : Soient z € C*, M = (g, j)1<ij<i € SLi(Clu,u™]) et ¢ € L(SLy).

Montrons que @..ar = v(2)(¢n)
En effet, soit P € C[SL;]. D’une part,
perr(P) = P((gi5(=u))iy) (par définition)
D’autre part,

(v(2)(ea))(P) = v(2)  on(P) (cf. Remarque [L.56)
=7(2)(P((9:5)))

= P((gi(zu)):;) (par définition de y(z))

[
Montrons que I'action définie dans la remarque est multiplicative :
Lemme 1.58. Soient A(u) = (a;;(u)), B(u) = (bij(u)) € M, ,(Clu,u™']) et z € C*. Alors,
2z (AB)(u) = A(zu)B(zu)
Démonstration. D’ une part, on a
q
AB(u) = (Y] @im(u)by ;(w))
m=1
Donc .
2 (AB)(u) = () aim(2u)bp ;(2u)
m=1
D’autre part,
q
A(zu)B(zu) = (Z @i (20) by, (200))
m=1
Alors,
2+ (AB) = A(zu)B(zu)
]

Définition 1.59. [1/, 13.2.2] On définit tout d’abord le produit semi-direct de groupes L(G)
par C* x L(G) (Un élément z € C agit sur L(G) comme dans la remarque . Pour tout z
dans C* on note par d, l’élément qui correspond a (z,1) dans L(G).

Remarque 1.60. Soit M, M’ € L(G) et z,2' € C*. Alors,

o

d.Md, M e C* x L(GQ)
Et

d.Md,M' = d.d,d;'Md, M’
= d,d(d;'Md,)M'
= d.do(y(2") " - M)M'
= (dodor) (M (2" u) M)
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1.4. Groupe de Kac-Moody affine

Définition 1.61. [7/, 1322] Soit QV = (—DZ | Loy < b lespace de co-racines de §. Soit

T - HomZ(hZ,(C*) c G le tore mazimal standard, ot b = HomZ(QV Z). Alors T :
C*x T < C* x G < L(Q) est appelé le tore mazimal standard de L(G).

Remarque 1.62. Soit b := Zd@@v. Alors
T = Homg(hs, C*).

Démonstration. Dans la suite, on notera par z un élément de C*, t un élément de T (et donc
d,t élément de T'), n un élément de Z et h un élément de b3.
On remarque tout d’abord que, puisque {J,d) = 1 et b} = Homz(Q",Z) alors,

bz =Zi® by
D’autre part, on construit un morphisme de groupes de la maniére suivante :

C* — Homg(Z),C*)
z = (f,:nd—2").

On vérifie sans soucis que ¢’est un isomorphisme. Finalement, on construit un isomorphisme
entre T et Homy(b3, C*) :

T — Homg(b%, C*)
dt — (f.®t:(nd,h)— 2"t(h)).

O
Remarque 1.63. Sous les mémes notations que la remarque on en déduit [’isomorphisme

sutvant : _ _
b, — x(T)
(nd,h) — (evmsp) : dt — 2"t(h)).

En particulier, pour h =0 etn =1 on a
evs(d,) = z et evs(t) =1

Dans la suite, b et x(T) seront identifiés via cet isomorphisme et § sera donc le caractére
envoyant d, sur z et trivial sur T.

Démonstration. De l'isomorphisme entre T et Homgz(b3, C*) on en déduit le suivant :

X(Homz (b3, C*)) — X(T)
X = (dot = x(f: ®1)).

D’autre part, un résultat général sur les Z-modules libres de dimension finie nous permet de
construire I'isomorphisme d’évaluation entre b} et x(Homz(h3, C*)). Finalement, en composant
ces deux isomorphismes on obtient le résultat souhaité. O

Deﬁnltlon 1.64. [14, 13.2.2] Pour tout \ € QV on définit le morphisme de groupes algébriques
C* > Tc G c.a.d, un co-caractére de T par

C* — T = Homy(ht,C*)
2 o= (pe V).
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Propriété 1.5. [14, 13.2.2] Soit N@(T) le normalisateur de T' dans G. Soit z € C*, n e NG(T)
et A, A\, Ao € QY Alors on a les propriétés suivantes :

I.t'=1<\X=0.

2. thihe = itz

3. nt*n~1 = tAdm)X

4. d M7 = 2 ou 2=t 2) e T

Définition 1.65. Soit N < L(G) le sous-groupe engendré par des = {d,;z € C*}, NG(T) et
1@ = (M e QV).

Proposition 1.6. [1], 13.2.2] N = des x (Ng(T) x Q).
Démonstration. Puisque NG(T) x 19" < L((O}'), on a

dew 0 (Ne(T) w 197) = {e}
Et puisque L(G) = C* x L(G) on a ,

C* A L(G) = {e}.

De plus, soit z € C*,n € N4(T), et t* € 9", alors

d,-(n-t")-d;' = nd,t’d;!

= n2 A

Par suite NV est le double produit semi-direct suivant :

N = dex x (NG(T) X tév).

O

Définition 1.66. [1/, 13.1.6] Soit W le groupe de Weyl (fini) de g. Alors W agit par une action
canonique sur Q¥ (obtenu par restriction de Uaction surby). On définit le groupe de Weyl affine

AffW) =W x Q"
Pour tout A € QV, on note par ty, Uélément correspondant dans Aff(W)

Proposition 1.7. [14, 13.2.2] Il existe un isomorphisme de groupes ¢ : N/T — NG(T)/T x QV
telle que ¢(d., -n - t*) = [n] - t,.

Démonstration. Montrons tout d’abord que ¢ est un morphisme de groupes.

gb(dzlnltkldzgrnat)‘?) — Cb(danlszZ;\lt)‘lngt)‘Q)
= ¢(d21 dz2nlz2_)\1n2tAd(”2_l))‘1+>\2>
= [nlzz_)\lnﬂ.(Ad(n;l).t)\l i t/\2>
= [nanZz_)\l].(Ad(TLQ_l),tAl i t>\2)
= [nina].(Ad(ny ') ta, + ta,)
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Et d’autre part,

Hdey it )P(dzynat™) = ([m]tn,)([na]tn,)
= [ning]. Ad(ny 'y, +ty,)

Montrons maintenant que ¢ est un isomorphisme :
Si ¢(d.nt*) =1 alors,

et puisque c’est un produit semi-directe on a

[n] =1 (cadneT)eth=0.

Donc, B
dnt* =dneT
alors, -
d.nt* =1 dans N/T
et donc,
¢ est injective.
Finalement,

¢ est clairement surjective.

1.5 Bases de Schubert et formule de Chevalley

Soit W un groupe de Weyl quelconque. Dans tout ce document on note par {£“},ew la
base de Schubert de I'algébre cohomologique et par {&,}wew la base de Schubert de 1’algébre
homologique. On définit une notation qui sera utile a énoncé la formule de Chevalley :

Notation 1.67. En générale pour des éléments w et v dans un groupe de Weyl W et 5 une
racine positive réelle dans le systeme de racine associé a W. On note w — v si

l(v) =l(w) + 1 et v =wsg
On énonce dans la suite la formule de Chevalley générale :

Théoréme 1.8. Soit we W et s; une réflexion simple. Alors,

gigh = ) (@i, B¢

w—>ﬁv
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Chapitre 2

Majoration des coefficients de
Littlewood-Richardson dans un systéme
simplement lacé

2.1 p-ordre de Bruhat

Soit G un groupe algébrique réductif et connexe, B < G un sous-groupe de Borel et W le
groupe de Weyl associé a G. On suppose que G est de type A, donc on considére le groupe
G =SL,={M €Gl,; det(M) =1} et B={M € SL,; M est triangulaire supérieure}. Le but
principale de ce chapitre c’est de trouver des inégalités en cohomologie entre les coefficients ¢,
pour des v particuliers, en utilisant des résultats combinatoires. On note par {{"},ew la base

de Schubert de H*(G/B).

Définition 2.1. Soit W(A,,) le groupe de Weyl de type A,. Soit s, une réflexion simple dans
W(A,) et soit u,v e W(A,). On note m = {(v) — {(u)

On dit qu’il y a une relation de couverture entre u et v dans le p-ordre de Bruhat et on note
U—p v St

u<v, l(v)=~0lu)+1
et
Ja<p<b; u'v=(ab)

On note u <, v s'il existe une suite d’éléments {uy}r<pw-10v) telle que :
U=Uy 2p UL 2pUx p " 7pUnp =V

On définit Uapplication ¥, : H*(G/B) — H*(G/B) qui envoie £ sur Z .

Remarque 2.2. Par la formule de Chevalley (cf. Théoréme @, on remarque dans ce cas que,
Vwe W; &7 -£Y =5%,(£")

et donc,
Yw e W; (§SP>2 €Y =%, 05,(8")
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Chapitre 2. Majoration des coefficients de Littlewood-Richardson dans un systéme simplement lacé

En utilisant la combinatoire du groupe des permutations, on va étudier les intervalles de
longueur 2 dans le p-ordre de Bruhat (cf. Lemme afin d’en déduire des majorations
des coefficients de Littlewood-Richardson (cf. Corollaire 2.3). On commence par étudier les
intervalles dans l'ordre de Bruhat (cf.Lemme . Dans le deuxiéme paragraphe, le Lemme
2.10] sera généralisé & un groupe de Weyl quelconque dans la Proposition et une preuve plus
générale sera donnée.

Notations 2.3. Soit a,b,c e N.

1. On écritac (b,c) sib<a<couc<a<b.

2. On écrit a||b si ab > 0.

Lemme 2.4. [3, Lemme 2.7.3] Soit u,w e W tel que l(w) — l(u) = 2 et u <, w. Alors,
card({v;u <v < w}) = 2.

Définition 2.5. Soit u,v e W tels que u < w.
On définit Uintervalle Ju,w| de la maniére suivante,

Ju,wi={veW; u<v<w}

On dit qu’on est dans le cas commutatif si u='w est une bi-transposition, en d’autres termes, il
existe t1 et to deux transpositions telles que,

ulw =ty et (uw)? =1 (tity = toty).
On dit qu’on est dans le cas non-commutatif s’il existe t1 et ty deux transpositions telles que
utw = tity et (Ww)? # 1 (titg # toty).

Lemme 2.6. [16] Soit w € S, et soiti < j tel que i # j. Alors, w < wty; si et seulement si
w(i) < w(j) et pour tout & <Ji. g1, w(k) ¢ [w(), w(j).

Lemme 2.7. Soient a,b et ¢ dans Z* et u € W tels que u < utyy, < utgptp. = w et l(u) + 2 =
l(ute) + 1 = L(w) . Alors, le tableau suivant présente tout les cas possibles des éléments de
Uintervalle [u, w] autres que utq,. Une croix signifie que ce cas de figure ne peut pas se produire.

a€ (b,c) be (a,c) ce (a,b)
u(a) € (u(d),u(c)) | (1) u < utye <w | (4) x (7) u < utpe < w
u(b) € (u(a),u(c)) | (2) x (5) u < utpe <w | (8) x
u(c) € (u(a),u(d)) | (3) x (6) u < utee <w | (9) x

Avant de passer a la preuve de ce Lemme, faisons la remarque suivante :

Remarque 2.8. Soient a,b et ¢ dans Z* et uw € W comme dans le Lemme ci-dessus. Soit
t1 = (a B) et ty = (v 0) deux transpositions telles que u < utity et utity = uteptpe. Alors

{CL, b, C} = {a7 B, 5}
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2.1. p-ordre de Bruhat

Démonstration. On sait que tity = typt,. alors,
tltg = (CL b C)

donc,
t1ty # ol

alors il y a quatre cas possibles :
=7 f=7 a=d0ouf=0

Si a = v alors,
tity = (B a )

donc
{a,b,c} = {B, a, d}.

Pour les trois autres cas c’est similaire.

Par suite dans la preuve qui suit, plus précisément dans les cas (2),(3),(4),(8) et (9), il suffit de

montrer que u € uty. et u € ut,. pour en déduire que ces cas ne se produisent pas.

Démonstration. On note respectivement par (i) et (ii) les deux relations suivante,
U < Uty et Uty < utaptpe
1. Puisque u(a) € (u(b),u(c)), on a

(u(a) = u(e))||(u(b) — u(a))

Or la relations (i) nous donne,

(u(b) = u(@))||(b - a)

et puisque a € (b, c) on a
(b—a)ll(a—c)
alors

(u(a) = u(e))]|(a —¢).

Soit i € (a,c) donc i € (b, c) et d’aprés la relation (ii) on a,

Utap(1) ¢ (utep(b), utap(c))

par suite,
u(i) ¢ (u(a), u(c))
donc,
U < Utgye.
Siu < utp. on a
a€ (b,c)

alors
u(a) ¢ (u(db),u(c)) (Absurde).
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2. (a)

Siu < uty on a
(u(a) = u(e))[[(a = )f[(b—-¢)
D’apreés la relation (i), on a
(b—a)l[(u(b) — u(a))
donc

(u(a) — u(c))||(u(c) —u(b)) (Absurde).

Siu < utp. on a
u(b) —u(e)||b—c

et d’aprés la relation (ii), on a
(b= o)||(utap(b) — utap(c)) = u(a) - u(c)

et aussi puisque u < uty. on a

(u(a) = u(e))]|(u(a) — u(b))

et enfin d’aprés la relation (i) on a

[|(u(a) — u(b))l|(a —b)
donc
(b—¢)||(a—0b) (Absurde).
Siwu < uty on a
(a —o)l[(u(a) —u(c))
et d’aprés la relation (i),
(u(a) — u(c))|[(u(a) — u(b))||(a - b)
donc
(a —¢)||(a—0b) (Absurde).
Siu < utp. on a
(b= )] (u(b) —u(c))
et d’aprés la relation (ii) on a,
(u(b) = u(c))[|(utap(b) — utap(c)) = ula) — u(c)
donc
(u(b) — u(c))||(u(a) —u(c)) (Absurde).
Siu < uty on a
(a = o)l[(u(a) —u(c))
et d’apreés la relation (ii) on a
(u(a) = u(c))]|(u(b) — u(a))

et d’apreés le Lemme et la relation (i) on a

(u(b) = u(a))[[(b - a)

donc
(a—¢)||(b—a) (Absurde).
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(b) Siu < uty. on a b— c|lu(b) — u(c) et d’apres la relation (ii) on a,

(u(b) — u(c))|(utan(b) — utap(c)) = u(a) — u(c)

alors d’aprés la relation (i),

(u(b) = u(@))||(b - a)

donc
(b—0o)||(b—a) (Absurde).

5. On a
(u(b) = u(e)][(u(a) — u(b))
et d’apres la relation (i) on a

(u(a) = u(b))|l(a = B)[[(b - ¢).

Soit i € (b, ¢) alors d’apreés le Lemme précédent on a

Utap(7) ¢ (utap(b), utap(c))

par suite,
u(i) ¢ (u(a), u(c))
donc
u(z) ¢ (u(b), u(c))
Alors
U < Utpe.
D’autre part si u < ut,., on a
be (a,c)

donc

u(b) ¢ (u(a),u(c)) (Absurde).
6. D’aprés la relation (ii),

(b= o) (utap(b) — utap(c)) = u(a) —u(c)

alors
(u(a) = u(e))||(b —c)|[(a — ).

Soit i € (a, )

(a) Siie€ (a,b) alors d’aprés le Lemme [2.6]

u(i) ¢ (u(a), u(b))

donc
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(b) Siie (b,c) alors d’aprés le Lemme 2.6

Utap(1) & (utap(b), utep(c))

donc

(c) Sii="b alors,

Alors
U< Ulge < W.

(d) Siu < uty, alors,

(b= )[(u(b) = u(c))l|(ule) = u(a))[[(u(b) = u(a))||(a = b).

Donc,
(b—¢)||(a—0b) (Absurde).

7. D’aprés la relation (ii),
(b= o)[|(utap(b) — utar(c)) = (ula) = u(c))[|(u(b) — u(c)).
Soit i € (b, ¢) alors d’apres le Lemme 2.6
Utap(1) ¢ (utap(b), utap(c))

donc
u(i) ¢ (u(a), u(c))
Puisuqe i € (b, ¢) alors

i€ (a,b)

Par suite d’aprés le Lemme [2.6]

Or ¢ # a, donc
u(i) # u(a)
Parsuite
u(i) ¢ (u(b), u(c))
donc

U < Uty < w.

Siu < utg,. alors
(@ = o)ll(u(a) — u(c))[|(u(b) — u(a))||(b—a)
Alors
(a—¢)||(b—a) (Absurde).
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8. (a) Siu < utg, alors
(a = l[(u(a) —u(c)) et (a = c)[|(c = b)
et d’aprés la relation (ii) on a

(e = 0)[[(utap(c) — utap(b)) = u(c) = u(a)

Donc
(u(a) — u(c))||(u(c) —u(a)) (Absurde).

(b) Si u < uty,, alors b — ¢||u(b) — u(c)||u(a) — u(b)||a — b alors b — c||a — b (Absurde).

9. (a) Siu < uty,ona
(a = )ll(ula) —u(c)) et (a—c)||(c —b)

et d’aprés la relation (ii),
(¢ = b)||(uta(c) — utay(b))||(u(c) — u(a)) (Absurde)

(b) Si u < uty., on a
(b= )| (u(b) = u(c)ll(u(c) = ula))

et d’apreés la relation (ii),

(b= o) (utap(b) — utap(c))[(u(a) = u(c)) (Absurde)

]

Définition 2.9. Soit u,v,w dans W tels que u < v < w et L(u) + 2 =L(v) + 1 = L(w).
D’apres le Lemme [2.4), on sait qu’il existe un unique v' # v tel que Ju,w[= {v,v'}. Dans ce cas
on note,

K(u,v,w) :=1'

Proposition 2.1. Soit u € o, et soit a < b < ¢ et supposons que u < uty < utyly. et que
U(u) +2 = luty) + 1 =L uteyty.). On a les deux implications suivantes :

1. Siu(b) < u(e) alors K(u, utqep, utaplp.) = utpe.
2. Siu(b) > u(c) alors K(u, utap, utoptse) = Ut ge.

Démonstration. On a par hypothése que a < b et b < c alors d’apres I'inégalité u < uty, < utqptpe
et le Lemme 2.6l on a
u(a) < u(b) et u(a) < u(c).

Donc en utilisant le Lemme [2.7} on remarque qu’on est bien dans la deuxiéme colonne du tableau
et donc :

1. Siu(b) <u(c)on au < uty.

2. Siu(b) > u(c) on a u < uty.
Ceci montre le résultat. O
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Lemme 2.10. Supposons qu’on est dans le cas non commutatif. Soit w —, v —, w tel que
uv =t viw =1ty i <p<jethk<q<l avec tity # tutiy. Alors,

/ /
" tel que u <4 v <, w.

En particulier, siv" est tel que u <, v" <, w alors

V" = = ut;;

Démonstration. Comme t,;ty # trtij, les quatre entiers 4, j, k, [ ne peuvent pas étre distincts.

1. Si j =k : On définit a,b et c tels que a = i,b = j,c = [ alors
U —p Utqp —>¢ Ulgptpe.
Donc on est dans le cas (5) ou (6) du Lemme précédent. On sait que
a<p<b<g<c

Alors, puisque ¢ ¢ [a,b[, on a
U =>4 Utgp

o Siu(b) € (u(a),u(c)) alors
U < Utpe < Ulpelae

Or
qge[b,clet pea,c|

alors
U —¢ Ulpe —p Ulpclae.

Donc, v’ existe (v = t,. = tj;) et il est unique.

e Siu(c) € (u(a),u(b)) alors
U < Ulge < Ulgelap

Or
q€la,cletpela,b]

alors
U —¢ Utge —p Ulgclap-

Donc, v' existe (v = ut,. = uty) et il est unique.
2. Sij=1:Enposant a =i, b=1et c=Fk on obtient
U <p Uty <q Utgptpe.
e Sipe|c,b| alors
U —¢ Utqp —p Ulgplpe €8 U — 4 Ulpe =) Ulpctqe.

Donc, v' existe (v = uty, = uty) et il est unique.

e Sipe[a,c| alors
U —q Utqp —p Ulgplpe €0 U — 4 Ulpe —p Ulpetqe.

Donc, v' existe (v = uty. = uty,) et il est unique.
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e Siqe [c af alors
U —¢ Utge —p Ulgclpe €8 U — g Ulpe =) Ulpetqe.

Donc, v’ existe (v = ut,. = uty) et il est unique.

e Siq e [a,b] alors
U —>q Utqp —p Ulgplpe €8 U — g Ulpe = Ulpctqe.
Donc, v’ existe (v = uty, = uty) et il est unique.

3.Sii=k:Enposanta=j,b=ketc=1lona:
(a) Sipe (b,a) et qe (b,c) alors :
e sige[a,c| alors
U =4 Utgy €6 U —¢ Ulye —p Ulgelap-

Donc, v existe (v' = ut,. = utj) et il est unique.
e sige|cb[ alors
U —>q Ulgp —p Ulgptpe €6 U 4 Ulqe.

Donc, v existe (v' = utq, = utj;) et il est unique.
(b) Sige (b,c)etpe (bc) alors:
e sipe b | alors

U —¢ Ulqp —p Ulgplpe €0 U — ¢ Ulpe =) Ulpetge.

Donc, v existe (v' = uty, = utj;) et il est unique.

e sipe|c al alors
U —>¢ Ulgp —p Ulgptpe €0 U — 4 Ulpe —p Ulpctge.
Donc, v’ existe (v' = uty. = uty) et il est unique.

4. Sii=1[:Enposanta=jb=ietc=k,onape (ba)etqe(chb)alors:
e sig¢[b,al alors
U =4 Ulgp.
e siu(b) € (u(a),u(c)) alors
U —¢ Ulpe —p Ulpclae.
Donc, v’ existe (v = uty. = uty) et il est unique.
e si u(c) € (u(a),u(d)) alors
U —>4 Utge —p Ulgclap-
Donc, v’ existe (v' = ut,. = utj) et il est unique.

]

Proposition 2.2. Soit u,v € W tels que u < w et l(w) — l(u) = 2, et soit p,q e {1,...,n}. Et
supposons qu’on est dans le cas non commutatif. Alors dans ce cas on a deux cas possibles :

e vy u—pv—ywet I u—y v >, w.
ou

. /. /
. ﬂv,u—>pv—>qw etﬂv,u—n]v —p W.
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Corollaire 2.3. Soit pe {2,...,n — 1}. Soit u,w € W tel que (u™'w)? # e et s,_1,5, €t Sp41
les réflexions simples qui correspondent respectivement auz racines oy_1, oy, et apyq. Alors on a :

w w
c <
U,Sp—15p U,Sp4+1Sp

Démonstration. On sait qu’en type A on a
(&%) = gor1p 4 g5nse Yp e {1 ... n} (2.1)
En appliquant la formule de Chevalley on obtient :
gugs _ Z ¢
u—p’
Donc

gu(ésp)QZ Z fv’fsp

/
U—>pV

Or en appliquant la Proposition [2.2] pour p = g on a :
card(v';u —, v' —, w) < 1

Alors le coefficient de £¥ dans 'expression de £“(£%%)? est égal a 0 ou 1.
Et d’aprés la relation [2.1/ on a

gué-spflsp + £U£SP+1SP _ £U(£SP>2~

Donc,

<
U,Sp—15p U,Sp+15p

Remarque 2.11. Soit u,w € W dans le cas commutatif, alors,

g,spflsp Cﬁ,sﬁlsp =2
Démonstration. On travail dans le cas commutatif, c’est & dire, il existe ¢; et t5 deux transposi-
tions telles que,
u_lw = tth et (U_11U)2 =1 (tltg = t2t1).

]

Remarque 2.12. Les coefficients Cop s, DEWVENL Elre strictement plus grands que 1 pour |[p—q| =
2.

Par exemple dans As on a :

034553233345152 — 2
5254,5553545152
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2.2 tw-ordre de Bruhat

On généralise les résultats précédents a un type simplement lacé quelconque X, et un poids
minuscule (cf. Définition [1.21)).

Notation 2.13. On éerit u <g us, si{w,a”) =1 et l(us,) = {(u) + 1.
Dans le cas particulier de type A,,, on retrouve le p-ordre défini dans la section précédente :

Lemme 2.14. Soit ue W(A,), et « € A™(A,) alors,

U —p Uty < [(wy,a¥) =1 et l(usy) = l(u) + 1] & u <5, us,.

Notations 2.15. Soit (W, S) un systéme de Cozeter quelconque, W' un sous-groupe de W et
soit ve W. On note :
o T(W,S) := UpewwSw™t.

e Nv):={teT(W,S); L(tw) < L(w)}.
o x(W'):={teT(W,S); N(v) n W' = {t}}.

Lemme 2.16. [7/ Soit (W, R) un systéme de Cozeter quelconque et n € N. Soit I = [z,y] =
{z e Wiz < 2z <y} un intervalle de Bruhat fermé dans (W, R) tel que ((y) — {(z) = n. Alors le
sous-groupe W' engendré par les {uv="'}, er est un sous-groupe de réflexions et

card(x(W')) <n

En plus, I est isomorphe (en tant qu’ensemble partiellement ordonné) a un intervalle de Bruhat
dans le systeme de Cozeter (W', x(W')).

La remarque suivante est une généralisation de la Remarque [2.8]

Remarque 2.17. Soit R un systéme de racines simplement lacé, et soient s, sg, 5,55 les
réflexions relatives aux racines o, 3,7, et ¢ telles que :

U<V =US, < USeSs
o u <V i =us, < us,Ss

® US,S3 = USySs

Alors il y a deux cas possibles,

(0 = sp(a) et f=7) ou (7= s4(8) et a =9).
Démonstration. 1. Si<{a", ) = 0 alors on est dans le cas commutatif.

2. On peut supposer que a > 0,8 > 0,7 > 0, et 6 > 0. Soit R, ,, le systéme de racine
engendrée par a, 3,7, et 6. Or d’aprés le Lemme [2.16], R, ., est de rang 2 et simplement
lacé. Donc il y a deux cas de figures :

o R, = A1 x Ay : Dans ce cas on est dans le cas commutatif.

o R, = Ay : Dans ce cas,
card({a, B,7,6}) < 3.
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Or a # B,v # 0, # v et B # 9, alors on a deux cas possibles :

a) Si 8 =~ : Dans ce cas

5458 = 5455

= 5355
alors,
6 = sp()
b) Si a = ¢ : On obtient de méme,
v = sa(B).

]

Proposition 2.4. Soit u € W(X,,) ot X,, simplement lacé, et o, 5 € A(X,,).On note w := us,Sz.
Soit w, @’ deux poids minuscules telles que u <4 US, <z W €t que S48 # S3Sq. Alors,

veW; u<g v <gw.

Démonstration. Unicité : Par symétrie on peut supposer qu’on est dans le cas (a) de la preuve
de la remarque [2.17} On reprend les notations de la remarque précédente, et on suppose qu'’il
existe deux chemins dans le cas (a). On a les deux chemins suivants :

U <t USq < USaSp €6 U <gr USE < USBSs4(a)-

Alors on a,
(@ ,a"y=1,{w,p¥)=1, (&, BY) =1, et {w,ss(a")) = 1.
Or
sgla”) = a” = (B,a")B".
On a ici trois cas de figures :
1. sp(a) = a alors on est dans le cas commutatif (Absurde).

2. sg(a¥) = a¥ + B alors
(@',a” + ") =2 (Absurde)

3. sp(a) = ¥ — Y et donc

(w,a"y ={w,a” = ) +{(w, ") =2 (Absurde)

Ce qui montre I'unicité.

Existence :

Pour l'existence on va traiter seulement le cas (a), puisque le cas (b) est traité d’'une maniére
totalement symétrique.

Remarquons tout d’abord que dans un systéme de racine simplement-lacé on a toujours
(B,6V) = +1 (car § # ¢ et on est dans le cas non commutatif).

On a les deux relations suivantes :

(@, 0¥y = (=, 8"y —(B,5"). (2.2)
(@,0%) = (w,a’) — (@, 7)(B,a”) (2.3)

28



2.2. w-ordre de Bruhat

La relation 2.3 découle de
0V =sp(a¥) =a—<{a",p)p"
La relation 2.2 découle de

(@, a”) = (@ 53(6"))
= (sp("),07)
= (@' = B,6")
=(@,0") = (B,6")

e si (w,3¥) =1 alors, d’aprés [2.3] on en déduit que
(w, 0"y =1-<{a",p)
Comme [(w,d¥)| < let{a¥,B)e{-1,1},0ona
(¥, f)y=1¢et(w,6")y=0
et
<w’, Sa(ﬁ)v> = <w/aﬁv - av> =1- <w/’av>
or (w,v") =1 et d’aprés I'unicité en en déduit que
(@', 0¥)=0

donc
<w/aav> =1= <w75v>

par suite
U < USq <o USeSB

e si (w, ") =0 alors, d’aprés , on a,

(@,0") ={w,a”) — (@, B )XB,a")
—1-0
-1

et
(@,v")=1

O
Définition 2.18. On dit que w est une petite classe de Schubert dans l'un des cas suivants :
e Pour tout av # o tel que {a, /) = —1; T = $,8a en type A,.
e Pour tout n e N*, m = s, 95, 0ou S,_25,_1 0u S381 en type D,
o T = S35 ou T = S55¢ en type Eg.

o T = 5457 en type Er.
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Remarque 2.19. On remarque que la multiplication par les petites classes de Schubert de type
D et E se traduit par la multiplication, deux fois, par une classe de degré 1. Plus précisément,
en utilisant la formule de Chevalley :

1. En type D,
o g (go)?
° gsn72sn71 — (557171)2
° 65251 — (551)2
2. En type Fg
° 58331 — (581)2
° 58586 — (556)2
3. En type Er

o g0 = (¢7)?

Corollaire 2.5. Soient u,v € W tels que (u='w)? # e. Soit ® une petite classe de Schubert de
type D ou E. Alors,

<1

w
C'LL

Démonstration. Par Définition d’une petite classe de Schubert 7 de type D ou FE, on sait qu’il
existe p tel que :

T = 8525, OU T = Sp_95p,_1 OU T = 5,5, 1 OU T = Sp425p

Or, d’apreés la remarque [2.19] il suffit de montrer le résultat pour une petite classe de Schubert
de la forme 7™ = s,_;5,, car les autres cas sont montrés d’'une fagon similaire (en utilisant la
formule de Chevalley). En effet, en appliquant la formule de Chevalley, on obtient :

e Y (mpane

Uusq)=0(u)+1

_ Z é-usa

U< USar

En 'appliquant une deuxiéme fois, on obtient :

(gugsp)gsp _ Z gusagsp

U<pUSa

_ Z 2 §u5a55

U< USa USa <apUSaSs

_ Z fusasﬁ;

U<cop USa <wpUSaSp
2 ¢ 2 &
U< USe <oy W u<wpusa<wpw/

w' #£w
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Par suite, d’aprés la Proposition [2.4} pour w = w’ = w,, on a :
) P P P p
card(v; u <g, v <g, w) < 1

Alors le coefficient de £“ dans l'expression de £“(£%%)% est égale 4 0 ou 1. Donc, puisque
grg = £ on a

grgmi = gH(g)?
Par suite,

C <
U,Sp—18p
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Chapitre 3

Groupe de George et symeétries : types A
et C

En général un groupe de George est une certaine représentation du groupe de Weyl par
un ensemble de permutations de Z. Dans [§], les auteurs les appelle Groupes de George en
I’honneur de George Lusztig, qui a inventé la représentation du groupe de Weyl affine de type
A en terme de permutations de Z. Dans [§], les auteurs développent une théorie des modéles
de permutations des groupes de Weyl finies et Affines. Dans [3], Bjorner et Brenti démontre
Pidentification naturelle du Groupe de Weyl W (X)) (X = A, B,C ou D) et le groupe de George
S(X)) via la théorie des représentation.

Pour mieux comprendre la combinatoire du groupe de Weyl W(X;) (‘en type A et C), ce chapitre
sera dédié a trouver I'image dune réflexion s, (de W(X;)) dans le groupe de George S(X;).

Définition 3.1. [12, 3.7] Soit A une matrice de Cartan généralisée, soit g(A) 'algébre de
Kac-Moody associée a A et soit by son l'algébre de Cartan. On définit les réflexions fondamentales

T de Uespace x(T) par
Ym=1,...,09xex(T); rm(\) =A—=\a dan,
Le sous groupe W de Aut(h*) engendré par tout les réflexions fondamentales r,, est appelé le
groupe de Weyl associé a g(A).
Notation 3.2. On note W (X;) le groupe de Weyl associé & Ualgebre i(g) (cf. Définition .

Proposition 3.1. [T}, 15.1.7] Il existe un (unique) isomorphisme de groupes :

BW(C) — ALF(W)
tel que
Ym e {]-7 X l}v B(sm) = S:n et B(SO) = tyv Sy
ot {8, .., 81} sont les réflexions simples de W(C)), {$1,..., 5} sont les réflexions simples de W
et sy € W est la réflexion qui correspond a la plus grande racine 0. (sqp := p — p(60¥)0, Vp € h*).

3.1 Groupe de George de type A

Le but dans ce qui suit c’est d’exprimer explicitement les réflexions de W([ll) dans le groupe
de George S(A;) en montrant qu’il existe des isomorphismes 4, ¢4 et 14, tels quels sont spécifiés
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dans le diagramme suivant :

AFFOW) <2 W (A) —2~ S(A))¢ &(2) (3.1)

Plus précisément, on commence tout d’abord par définir les éléments n, de N, puis on montre
qu'il existe un isomorphisme de groupe ¢/, entre N /T et W (A;) qui envoi les classes [nq] sur les
réflexions s,,. Dans la suite, on en déduit que le morphisme 14 := 74 o ¢/y est un isomorphisme
de groupes entre N/T et le groupe de George S (Al) Dans une deuxiéme partie, en montrant
que N agit sur C' ® Clu, u™!] en permutant les espaces propres de T' (on montre aussi que ces
espaces sont les Cu”e,,), on en déduit I'existence d'un morphisme ¢4, qui associe chaque élément
de N/T a une permutation des vecteurs {u*e,,}. Ceci permettra, dans la partie 3, d’identifier
Pélément de G(Z) correspondant a s, dans W (A,).

3.1.1 Groupe de George, description de N et action de N sur x(7T)
Définition 3.3. On définit la relation ~ 4 sur Z* de la maniére swivante :
Vi j,j'€Z (i,5) ~a (') = 3dkeZ;i=id+k(l+1), =7 +k(l+1).

On note {(i,7)) la classe de (i,7) pour cette relation.
Maintenant on peut définir ce qu’on va appeler classe de transposition

{ijpa= ] F)eBij(z).

(#,3"e(@5))
Soit S(A)) le groupe engendré par les classes de transpositions adjacentes dans Bij(Z) :
Vm=0,..,0; o ={(mm-+1))4
Le groupe S(/Nll) est appelé groupe de George de type A,.

Remarque 3.4. On note L :=1+ 1. On dit qu’une permutation o dans S(Z) est périodique
sl existe un élément w dans Z tel que o(i + 7T) = o0(i) + 7 pour tout i dans Z.

Dans [3, 8.3/, Bjorner et Brenti montrent qu’un élément o du groupe S(Al) est caractérisé par
les deux conditions suivantes :

e i€, 0(i+La)=0(i)+ La. (o périodique)
l (l+1>

Les o,, vérifient les relations de tresse. Plus précisément, on a :

Proposition 3.2. [3] Soit W(A,) le groupe de Weyl associ¢ a L(g) (cf. Notation . Alors
il existe un isomorphisme de groupes v, : W(Al) — S(Al) qui envoie S, Sur o,, pour tout
m e {0,...,1}.
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3.1. Groupe de George de type A

Rappelons la définition deT.On a:

Définition 3.5. Soit t = d.t dans T. On sait que t s’écrit d’une maniére unique comme
diag(Mi, ..., Nix1). On définit pour tout p dans {1,...,1+ 1} Uapplication €, de T dans C* telle
que :
ep(dst) = Ap
Puisque d, et t commutent, on vérifie facilement que les €, sont des morphismes de groupe

et donc des éléments de x (7).

Notation 3.6. Soit o = ¢, — ¢, + ké pour p < q. On définit la matrice A;_pi1(u) dans
M, pi1|u,u™] de la maniére suivante,

0 0 u”

1 0

Ag-p+1(u) = :
0 1

—uF 0 0

Remarquons que,
Agps1(w) ™ = Agpir (=) u)

On définit alors l’élément n, suivant,

Iy 0 0 o
na=1 0 A;,u(u) 0 |eL(G)
0 0 Il-‘,—l—q

Lemme 3.7. Soita =¢,—¢,+kd pourp < q etk eZ. Soit z€ C et t = diag(A\1,..., \iy1) €T
alors,

na(dzt)n;1 = dzdiag(kla Ty )\p—la Z_k)\qa >\p+1a Ty, )\q—la Zk)\}m )‘q-i-la Ty )\H—l)

En particulier,
Ng €N

Démonstration. Soit t = diag(\y, ..., \i41) € T. Pour tout p,q dans {1,...,0 + 1} tels que
p’ < ¢, on note,
Ap/,q/ = dz’ag()\p/, N )\q/)

Donc
no(d.t)nt = d.(d; 'ned,)tn,"
=d. (27" ny)tn,!
I 0 0 Aiyi O 0
=d,| 0 A, ,(zu) O 0 A, 0 n,*!
0 0 Iii1-4 0 0 Aq+1,z+1)
Arpot 0 0 I, 0 0
=d, 0 A, ,1(z7lu)A,, 0 0 A, (=) 0
0 0 Agi1i41 0 0 L1114
Arpot 0 0
=d; 0 Agpi1hpgAgpii (1) 1u) 0
0 0 Aq+1,l+1
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Or
Ay i1 ()N, Ay i1 (1)) = diag(z 7Ny, Apr1s Ag_1, 250,)

Alors,

na(dzt)na_l = dzdzag()\la Ty Ap—17 Z_kAqa >\p+17 Ty >\q—17 Zk/\]M A(1—}-17 Ty, Al+1)

Le Lemme (3.7 implique immédiatement :

Corollaire 3.3. Pour tout p,qe {1,...,l+1} avecp < q et k€ Z, on note v = £, — e, + ko €

A™(A). Alors,
g—kd sii=p
Na & =16 +kd sii=q

€; sinon

Définition 3.8. On définit le morphisme de groupes ¢y : N/T — W(A) < Aut(x(T)) tel que
pour tout n dans N /T, pour tout x € x(T'), et pour tout t € T on a

Fa(n)(X)(t) = x(ntn ™).

Proposition 3.4. Soit a = & + ké € A™(A)).
Pour tout m,m’ € {1,...,1 + 1} tels que m < m/, on note Q= €y — Emr. Alors,
1. L’action de s, sur @) est donné par :

Sa(am,m-i-l) = Omm+1 — <&V7am7m+l>a et Soz((s) =9

2. Ona
Pa([na]) = 5a

3. Le diagramme suivant est commutatif :

~ /8 o
W(A) AffW)
&y - _%
N/T
Démonstration. 1. Pour montrer la premiére partie on rappelle que s,(8) = 5 — {a¥, f)a

pour tout § € A™(A;). Alors en particulier on a :

Sa(Qm) = apy — (", am)Ha
=y — (&Y amya — {8V,

=, — (&Y, apa

2. Puisque x(T) est engendré par § et les &; et puisque I'action de W (A;) sur x(T) est fidele,
il suffit de monter que n,, et s, agissent de la méme maniére sur ¢ et les ¢;. En effet,
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(a) D’une part, on vient de montrer que
Sa(0) = 4.

D’autre part, soit ¢ = d,t € T, on a montrer dans le lemme qu'il existe t’ € T tel
que
no(dt)n,t = d.t'

Or d’apres la remarque [1.62]
§(T) =1 et Vz' € C*,6(dy) = 2/

On en déduit que,
(ng - 0)(d,t) = 0(dt)

Par suite,
Ng 0 =20

On a donc montré que n, et s, agissent de la méme maniére sur . Montrons dans la
suite ce résultat pour les ¢; :

(b) e Sii=p: Donc, d’aprés le corollaire 3.3,

Ng - €p = €qg — ko
=ep—pteg—Kkd

=& —
D’autre part,
Salep) = €p — au.
e Sii=q: Donc,

Ne - €q = €p + ko
=¢Eg—€Eqt+ept+ ko

=&t
D’autre part,
Salgq) = €4 + .

e Sii # q,p: Donc,

Ng "€ =&
D’autre part,
sa(€i) = &
Par suite,
Vi=1,...,0; ng g = sa().
Donc,

Pa[nal) = sa-
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3. Puisque les applications en question sont des morphismes de groupes, il suffit de montrer
que,

Vme {0, 1} Body([na,]) = ¢([na,])

Dans le deuxiéme point de cette preuve on a montrer que
Va = 6 + ko e A (A ¢y([nal) = sa

Alors, en particulier, on a

Vm e {0, - ,1}; ¢4([na,,]) = Sm
Par suite, ce qui reste & montrer c¢’est que,

Vm e {0,.... 1}, B(sm) = o([na,,])

Or, d’apres la Proposition on en déduit que :

Vme{l,...,l}, &([na,]) = Sm
Et que,

O([nao]) = ¢([15-0])
= ¢([no-5])

Par la proposition [3.1] ce qui reste & montrer c’est le suivant :
d([no-s]) = sot—ov (= B(s0))
Par la proposition [1.7] il suffit de montrer que
Ng_s = Ny 0"

Or par définition des n, (cf. Notation [3.6)) et puisque 6 = €1 — ;,11, on sait que

0 N (T o --- -~ 0 1

: 1 0 : 1 0

No—s = : D et ng = :
0 1 0 1

w0 .. .00 -1 0 - -0

Pour calculer t=" on procéde de la maniére suivante : On sait tout d’abord que

0" € [gea 99]

On peut aussi vérifier que
(90, 90] = {diag(x,0,...,0,—z),z € C}
donc, puisque (0,6") = 2, on en déduit que

0¥ = diag(1,0,...,0,—1)
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3.1. Groupe de George de type A

et par la définition [1.64} on en trouve
t7" = diag(u™,1,...,1,u)
ce qui montre que
Ng—s = Ng - 0
Finalement, d’aprés la Proposition

Vm=1,...,1; B(sm) = Sm et B(so) = Sgt_gv

Corollaire 3.5. Il existe un isomorphisme de groupes qu’on note ¥4 : N/T — S(AZ).

3.1.2 Action de N sur les espaces propres de T agissant sur C'*' ®
Clu, u™]

Définition 3.9. On note e, pourm € {1,...,1+1} la colonne de taille [ +1 qui a des coefficients
nuls partout sauf un coefficient égal a 1 sur la m-iéme ligne.

Proposition 3.6. La restriction de l'action de L(G) sur C*' @ Clu,u™'] a N permute les
CuFe,, et fournit un morphisme o, : N/T — S({u*e,,}).

Démonstration. Montrons tout d’abord qu’il existe une action de groupes E(G) O CH' ®
Clu,ut]. On sait que,

o o

L(G) = C* x L(G).

Puisqu’on est en type A affine, on sait que les éléments de L(G) sont des matrices avec coefficients
dans Clu,u™].
Soit P un élément de C*!' @ Clu,u~'] alors :

b1
3(pm)1<m<is1 € Clu,u™]; P=|
P+

Pour toute matrice polynomiale M, pour tout z dans C, on note M, la matrice associée & M

telle que :

Soit d,M un élément de I_L(CO?), on note = tel que
(d, M)+ P =z (MP)

Sous ces notations on va montrer que * définie une action de L(G) sur C* @ Clu, u™!].
En effet,
(d-M) = ((do M') x P) = (d-M) = (' - (M'P))
= (d,M) = (M. P,) (d’aprés le Lemme [I.58)
— 2 (MM, P.)
= M, M. P, (dapreésle Lemme
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D’autre part,
(d.Md,M")- P = (d, . M,-+M) =P (d’aprés la remarque [1.60)
= (z2') - (M- MP)
= M, M. P,. (d’aprés le lemme
Alors
(d.M) * ((dy M) « P) = (d,Md, M)+ P

Donc

L(G) O C™' @ Clu, u™']

Alors N agit sur C'*! @ C[u, u™!] en permutant les espaces propres Cu*e,, de T.
En effet, montrons que les espaces propres sont les Cu¥e,, :

U1
Soit v = : | un vecteur propre de T ot les v; sont des polyndmes.
Ul+1_
Soit n = d, € N tel que z € C* et 2¥ # 1 pour tout k € N.
Alors,
JpeC*; n-v=pv.
Or
n-v=d, v
v1(zu)
o (2u)
Donc

Vm =1,..,1+ 1; vy,(zu) = pvy,(u).
Soit m € {1,...,1 + 1}. Il existe un entier positif IV, tel que v,,(u) = Zﬁ;’;l ay, uim. Alors,

Nm, Np,
Z afmzfmufm = Z afmpufm.
fmzl fm=1
Donc
Vfm € {17 SR 7Nm}> afmzfm = af,pP
alors

Vime{l,...,Ny}, ay, (2™ —p) = 0.

Soit F,, = {fm; ay,, # 0} alors z/m = p pour tout f,, dans F,.
D’autre part soit f,,, # f,, dans F),, alors

zfm — 2Fm (Contradiction avec le fait que 2/ # 1 pour tout f dans N.)

Alors,
VYme {1,.., 1+ 1}, 3fm € Fpn; vm(u) = ay, u™.

Maintenant soit n’ = 7 = Diag(p1, ..., pr41) € N tel que py, # ppy si m # m’. Alors,

/

' eC* n' v =y
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Or
n-v=rT1-0v
P11
PivVi+1
donc
Vm=1,.,1+1, ppvm = p'Un.
Alors

Vm=1,..0+1, v,(p'— pm) = 0.

Or v est un vecteur propre, donc,
Ime {l,...,1+ 1}; v, # 0.

Enfin
* k
v e C*ue,,

[]

Remarque 3.10. Soit a = €, — ¢, + ko, x un élément de x(T') et v un vecteur propre de poids
X- Alors, ng - v est un vecteur propre de poids ny(x).

Démonstration. Soit t € T, et «, x et v comme ci-dessus. Alors,

t-(ng -v) = na(n,'tng) - v
=nq - ((ng" 1) - v)
= na + (x(ng" - t)v)
= x(ng" - t)(na - v)
= (ng" - x)(t)(na - v)
[

Corollaire 3.7. Soit « = ¢, — e, + ko et k' € Z. Alors le morphisme @ (c.f Proposition @)
vérifie :

o @A(na) ) (uklep) Wk

u” ey

o pa(na) - (uVeg) = ul*re,

/
kem

o Vm # p,q, pa(ng) - (uFen) = u

Démonstration. On sait, en utilisant la remarque m, que p4(ny) - (CuF'e,,) est une droite de
vecteurs propres, de poids s, (g, + k'0). Soit m € {1,...,1+ 1}, alors,
1. Sim=p:

Sa(ep + K'0) = ng - (e, + K'8) (cf. preuve de Proposition [3.4)
=g, + (K —k)d

Or, Cuk'_’“eq est la droite de vecteurs propres de poids g, + (k' — k)J. Alors,
wc(ng) - ((Cuk/ep) = (Cuk/_kep
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2.8im=q:

Sa(eq + K'0) = ng - (g4 + k') (cf. preuve de Proposition [3.4)
=e,+ (K +k)o

Or, CuF'**e, est la droite de vecteurs propres de poids e, + (k' + k)§. Alors,

0o (ng) - (Cuk/eq) = Cukurkep

3. Sim #p,q:

Sa(Em + K'0) =ng - (em + K'0) (cf. preuve de Proposition [3.4)
=en+ KO

Alors,
vc(ng) - (Cuk/em) = Cu¥e,,

3.1.3 Identification explicite de N/T avec le groupe de George

Corollaire 3.8. [l existe une bijection k., : {uFe,,} — Z telle que le diagramme suivant com-
mute :

S(A)—"—~6(2)
]w T’ffx
N/T —2 &({uFe,})
La fleche verticale o droite est k% : &({ue,,}) — S(Z) induite par k4 de la maniére suivante :
Yw e G{uFe,}), ri(w) = kawry"

En plus, k4 est unique si on suppose en plus que ka(e1) = 1, et elle est donné explicitement
par :
VkeZ Yme{l,..,1+1}, rka(ufe,)=—kLs+m (3.2)

Démonstration. Montrons tout d’abord 'existence. On suppose que k4 est définie par (3.2)).
On note ¥4 la composée des deux morphismes 4 : N/T — S(A)) et 14 : S(A;) — &(Z).

Il faut donc montrer que k% o w4 = V4.

En effet, soit = € {1,...,1}, on a

K% © al[na,]) = kapa([ne, sy’

En plus, d’aprés le corollaire (3.7 on en déduit le suivant

©A([Nao])(e1) = uery
pa([na,])(er1) = u™'es

pa([nao])(emr) = em sim'e€{2,....,1}
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pa([na,])(ex) = €11
pa([na,])(ezs1) = €,
val[na,])(em) =€n sime{l,.... [+ 1}\{z,x + 1}
D’autre part,
Vo e{0,...,1}, Ya([na,]) ={zz+1))a

Donc ce qu’il faut montrer maintenant c’est que

Vo e {0,...,0}, kava([na, ey’ =z z +1))a.

En effet, soit f € 7Z, alors il existe des uniques k et m tels que f = KLy + m ou k € Z et
me {l,...01+ 1}.
On a plusieurs cas possible :

1.Sim<Il+1:

(a) x #0,1:

rapa([na,)ea' (f) = rapa([na,])(w " epy)
f/ﬁA(u_kemH) sim=ux

=< ka(uFen, 1) sim=x+1

| ka(uen)  sim#£zr+1
rkLA+m+1 sim=ux
=<kLpa+m—-—1 sim=z+1

(kLo +m sim#x,x+1
D’autre part,

(@ z+1))a(f) = k(La) + (& 2+ 1))a(m)

kLy+m+1 sim=x
kLi+m—1 sim=z+1
kLo+m sim#z,x+1

(b) siz=0:

kaa([nae))ra' (f) = Kava([na,])(u " en)
_ JRa(uTF ) sim=1
kalu="en,) sim # 1
_Jk=1)La+La sim=1
kLa+m sim # 1
D’autre part,

0 1))a(f) =<0 1))a(kLa +m)
=kLa+{(01))a(m)

_ kL sim=1
kLi+m sim#1

43



Chapitre 3. Groupe de George et symétries : types A et C

(c) sixz=1:

HASOA([nal])/‘éZl(f) = HA@A([”&;])(U_kem)

_ Jra(uFey) sim =1
ka(u=fe,) sim#l

_ kLo+Ly sim=1
kLy+m sim#1

D’autre part,
T+ 1))a(f) =<1+ 1))a(kLa +m)
— kLa+ L+ 1))a(m)
- kLi+Ly sim=1
C\kLi+m  sim#l

2. sim=101+1:0nrappelle que Ly =1+ 1, alors f = kL4 + L4 et,

kapa([na))ka (f) = kapa([na,])ss" (kLa + La)
= ka0a([na,])(u " er)

(ka(uFery) siz#1,0

=< ralu="e) six=1
| ra(u™tey) siz=0
(kLa+ La six#1,0
=< kLs+1 six=1

((k+1)La+1 siz=0

D’autre part

(xax+1))a(f) =z x+1))a(kLa + La)
kLs+ Ly six #1[,0
=< kLj+1 six=1
(k+1)La+1 siz=0

Donc on a montrer que x% o p4 = W, sur les générateurs de N /T et puisque ¥, o4, et
U4 sont des morphismes de groupes alors k% o ¢4 et Wy se coincident partout.

En fin en supposant toujours que k4(e;) = 1 et en utilisant les figures ci dessous et la commuta-

tivité du diagramme en haut, on peut reconstruire le morphisme et on retombe sur k4. Alors
k4 est unique. O
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Action des s, sur {u"e,,}

FIGURE 3.1 — Cette figure montre 'action des s,, sur {u¥e,,} et en particulier que so(e;41) = ute;
et so(e1) = uep

;o
A

Action des o, sur Z

FIGURE 3.2 — Cette figure montre I’action des o, sur Z et en particulier que og(l +1) = 1+ L4
etO'o(l)=l+1—LAOf1LA=(l+1).

00
+L, 1

[+1

0l

2
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3.2 Groupe de George de type C

Le but dans ce qui suit c¢’est d’exprimer explicitement dans S(C}) les réflexions en montrant
qu’il existe des isomorphismes ¢, ¢¢ et Y, tels quels sont spécifiés dans le diagramme suivant :

AFFOW) L—w(Cy) -2

Sl

N/T—>6 ({uFen})

La suite se déroule d’une maniére similaire qu’en type A (voir [3.1)) :

3.2.1 Groupe de George, description de N et action de N sur x(7T)

On note dans toute la suite Lo := 2] + 1.

Définition 3.11. Pour tout m dans %Z on note par R, la réflexion sur Z par rapport a m.

On note par R le groupe engendré par les Rk(Lic) pour tout k dans Z. En d’autres termes R est
2

l’ensemble des réflexions par rapport a m pour tout m dans %Z et des translations de vecteur
kLc pour tout k dans Z. On définit la relation ~c sur Z* de la maniére suivante :

Vi j,77€Z (i,5) ~c (i',7) = IreR; i=r("), j=r().
On note R - (i,7) la classe de (i,j) pour cette relation.
Lemme 3.12. Soit i,j,7,j € Z tels que (i,5) ~c (i',7"), 1,7 ¢ LcZ et j ¢ i+ LoZ. Alors,
{i,5y ={i", 7'} oufi,j} n{i',j'} = &
Démonstration. Soit i, 7,7, j" € Z tels que (i,7) ~¢ (7', j"). Alors,
IreR; i=r(i") et j=r()

Dans la suite on distingues les deux cas possibles :
1. Si r est une translation, c’est a dire :

dkeZ, Ve eZ; r(x) =x+ kLc

(a) Sik =0, on obtient,
i=ietj=j

(b) Si k # 0, on obtient,
i#ietj#g
Il faut encore montrer que i # j' et i/ # j. En effet,
e Sii = j alors

j =1+ kLo (contradiction avec j ¢ i + LcZ)
e Sii' = j alors

i=j+ kLo (contradiction avec j ¢ i + LcoZ)
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2. Sir est une réflexion, c’est a dire :
1
dm e §Z; VeeZ, r(x) =2m —ux

Or, dans R, les réflexions sont celles de centre m = kLTC pour un certain k£ dans Z. Alors,
dkeZ, YxelZ, r(r) =kLc —x

alors,
i+i/=kLCetj+jl=kLc

Dans ce cas on a nécessairement,
. ¢/ . ./
1#1 et ) #7
En effet, dans le cas contraire, si ¢ = ¢ alors,

L
z’e—CZ
2

et comme L est impaire et ¢ € Z,

i € LoZ (contradiction)
de méme si j = j' alors de méme,

j € LcZ (contradiction)

Il reste & traiter les deux cas suivants :

(a) Sij’ =1, en appliquant r, on trouve r(j') = r(i) donc

]

Maintenant on peut définir ce qu’on va appeler classe de transposition pour tout 7, 7 dans Z
vérifiant les deux relations suivantes :

Définition 3.13. Soit v,j € Z tels que j ¢ © + LcZ. On définit une classe de transposition dans

Bij(Z) de la maniére suivante :
1. Si 5 ¢ Ra alors,
(@jpe=[] @)

(ilvjl)ER'(ivj)

2. Si j € Ri alors,
(ipe="1] @5

i'<j’
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Soit S(C)) le groupe engendré par les classes de transpositions adjacentes dans Bij(Z) :
Vm=1,...1; oo={-11))c et o, =_{mm+1))c
Le groupe S(C)) est appelé groupe de George de type C.

Remarque 3.14. Dans la déﬁmtion on était obliger de différencier entre deux cas (7 ¢ Ri
et j € Ri). Sile cas (2) était défini comme le cas (1) on aurait obtenu l'identité. Ce qu’il faut
surtout retenir de cette définition c’est le suivant :

VreR,Vi,jeZ tel que j ¢ i+ LoZ, on a{(i j))c(r(i)) =r(j)

Remarque 3.15. On remarque que S (C’l) est un sous-groupe de permutations périodiques de
S(Z), c’est a dire :
Vo e S(Cy),VieZ; o(i+ Lc) = o(i) + Le

Démonstration. Soit r € R, dans un premier temps on suppose qu’il existe i € Z\LcZ tel que
r(i) = i et on montre que
r=1id

En effet, il y a deux cas possibles :
1. Sir est une translation : Alors,

dkeZ; VeeZ, r(x) =x+ kL¢

Or, par hypothese,
i e Z\LcZ; r(i) =i

Alors,
i=1+kLco
Donc,
k=0
Par suite,
r=1id

2. Si r est une réflexion : Alors,
1
dm e §Z; VeeZ, r(x) =2m —z
Or, par hypothese,
Jie Z\LcZ; r(i) =i

Alors,
i=2m—1i

Donc,
1=m

Ceci montre que i est le centre de cette réflexion. Ce qui n’est pas possible puisque les
centres des réflexions du groupe S(C;) sont des multiples de L ou les demi-entiers.
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Dans un deuxiéme temps, on montre que pour 7,7 € Z tels que i,j ¢ LoZ et j ¢ 1+ LoZ :

VreR; ((ij))cor=rol(ij))c

Dans toute la suite, I'existence des transformations r’ et r” est unique a cause de ce qu’on a
montré ci-dessus. En effet, soit x € Z et r € R, d’une part,

(.1

r(
(@ j))cor(x)=qr(i) ¢ilexiste r tel que r(z) =

7)
)
T(JZ) sizx¢ RiuRy
)
)
)

sl existe 1’ tel que r(z) = 1'(1)
i ()

s'il existe 7/ tel que (r')"1r(z) =i (ay)
/

I
A

(1/(j
r'(i) 'l existe 1’ tel que (') 1r(z) =7 (b1)
siz¢ RiuRj (c1)

[ 7(w

D’autre part,

rr”(j) s'il existe r” tel que x = r"(i) (ag)
ro{(ig))(z) =< rr"(i) il existe 7" tel que x = r"(j) (be)

r(z) sinon (c2)

On a les trois cas suivants :

e S'il existe 7’ tel que r~'r'(i) = x alors, d’aprés le cas (a1),

(@) or(x) =1(j)
On remarque dans ce cas qu'il existe r”(= r~17’) tel que
(i) = x
Alors, d’aprés le cas (az),

ro (i ole) = "(5)
=)

Par suite,

@ 3))cor(x) =rollij)e(r)

e S'il existe 7’ tel que r~'r(j) = x alors, d’aprés le cas (by),

(@ j))cor(x) =r'(i)

On remarque dans ce cas qu'il existe r”(= r~7') tel que

Alors, d’apres le cas (b),

Par suite,
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e Sinon : On a

(@ g)cor(x)=rol(ij)e(r) =r(z)

Les {(m m + 1))¢ vérifies les relations de tresse. Plus précisément, on a

Proposition 3.9. [/ Il existe un isomorphisme de groupes v : W(Cy) — S(C)) tel que pour
tout me {1,....1} :

so = {(—=11))c
Sm— {(mm+1))c

Action du groupe N/T sur {u"e,,}

Remarque 3.16. Soient M € Spy(C) et A, B,C et D € M;(C) telles que M = <A B).

C D
Alors

¢ _ a6 (0 I
MQM = Q, ou Q_(—Il E

Si on suppose que B = C' = 0, on obtient le suivant :

tA 0 0 I 0 I
t _ l !
v e (5 p) (5 6) (0 5) - (5 o)
0 0 I
(% a) (6 )~ (o)
- 0 'AD\ (0 I
—tDA 0 ) \-I, 0
On en déduit que

et donc

Rappelons la définition de T.On a:

Définition 3.17. Soit ¢ = d.t dans T. On sait que t s’écrit d’une maniére unique comme
diag(Ai, ..., A, AT o AL On définit pour tout m dans {1, ..., 1} Uapplication &, de T dans
C* telle que :

em(d,t) = A,

Puisque d, et t commutent, on vérifie facilement que les €, sont des morphismes de groupe
et donc des éléments de x (7).

Notation 3.18. Soit D = diag(ay,...,ar) une matrice diagonale de taille f. On note dans ce

cas :
e °D = diag(0,az,...,af).

o D° =diag(ay,...,as_1,0).
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e °D° = diag(0,as,...,asr_1,0).

Notation 3.19. Soient & € A, keZetp,ge{l,...,l}. On note a = & + ké. Alors,
1. Sié=2e,

L. 0 0o 0
0l 0 Uk(u) |7
On note n, = 0 0 L. 0 e L(G)
0 —U_k(u) 0 OIl_p_H
ot Uy (u) = diag(u®,0,...,0).
2. Sta=¢,—¢4etp<gq.
Iy 0 0 0 0 0
0 You) 0 0 0 O
o o 5, o o o] ..
On note n, = 0 0 0 I, o o |¢€ L(G)
0 0 0 0 Yi(u) O
o 0 o0 0 0 I
0 0wk
1
ot Yi(u) =
0 1
u™k 0 0
3. Stad=¢,+¢e4etp<gq
I, 0 O 0 0 0
0 T, 0 0 Viu 0
| o o L, 0 0 0| ..
On note n, = 0 0 AT o |€ L(G)
0 —Viw 0 0 “7° 0
0 0 o o0 0 I,
0 0 u”
01l V() = !
0
ub 0 0

Remarque 3.20. Soient & € A, keZetp,ge{l,...,l}. On note a = & + ké. Alors,
1. Si & = 2¢, alors,

I, 0 0 0
n-l — 0 “Ipn 0 —Uk(u)
@ 0 0 I, 0
0 U,k(U) 0 O[l,p+1
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2. Sicd=c¢,—¢, et p<q alors,

I,., O 0 0 0 0
0 Yi(u) O 0 0 0
a_|o o 1, 0 0o o0
a o 0o 0 I, 0 O
0 0 0 0 Yiu 0
0 0 0 0 0 I
3. Sta=¢p,+¢4 et p<q alors
I, 0 0 0 0 0
0 ’aZ -, 0 0 —Vi(u) O
a_| o 0 L., O 0 0
@ 0 0 0 I, 0 0
0 Vi(u O 0 €, 0
0 0 0 0 0 I,

Notation 3.21. Pour simplifier I’écriture dans ce qui suit on introduit la notation suivante.
Pour tout élément t = diag(\1,..., A\, A\[ %, ..., A\[) dans T on note :

Diag(Ai, ..., N) = diag(Ay, .., A, AT o A

Lemme 3.22. Soient & € A, k € Z et p,q € {1,...,1}. On note « = & + kd. Soit t =
diag( My, ..., A, 5., A Y e T alors,

1. Si & = 2¢, alors,

na(d.t)ny' = d. - Diag(My, ..., X1, 27 "X Apins oo AY)

2. Sia=c¢,—¢gq et p<q alors,

no(dt)nyt = d. - Diag( M, -5 X1, =2 "X Apits - - 5 Age15 2500, Mgt - - -5 A1)

3. Sia=c¢c,+¢e, et p<q alors,
na(d.t)ny' = d. - Diag(A1, ..., Ape1, 27" Aprts o Agmt, 27" Mgt -, )
Démonstration. Soient m,m' € {1,...,1} tels que m < m/, on note A, v = diag(Ap, ..., Ap).
1. Si & = 2¢, alors,

ne(dt)nt = d.(d;'nad.)tn"

z

I, 0 0 0 Aip1 O 0 0
—d O O[lfp+1 O Uk<2_1u> 0 Apl O O '/n/_l
710 0 I, 0 0 0 A, , O o

0 —U_k(zflu) 0 O]l_p+1 0 0 0 A;

Aipr O 0 0 I, O
a0 e 0 @ 0 “Lp —Uk

1 o 0 A, ., 0 0 0
o (@ o °pn/\o U_k(u) ]l i1

52



3.2. Groupe de George de type C

,0)

ou
@ = diag(z ", 0, ..., O)dz’ag()\;l, o) = diag(z’kuk)\;l, 0,...0)
et
@ = diag(—z*u"%,0, ..., Ydiag(\,, ..., \) = diag(—2"u""\,,0, ...
Alors
Apy O 0 0
0 0 0
N (d,t n;l =d, _
(d:1) 0 0 A,, O
o o0 o (4
ou

@ =Ny, + diag(z’kuk)\;l, 0,...,0)diag(u",0, ...

et

@ = O(A;ll) + diag(zFu™*),, 0, ..., 0)diag(u®, 0, ..

. Sia=¢,—¢ et p<yq

na(dzt)n;1
I, 0 0 0
0 Yilz7'u) O 0
_ 4 0 0 L, O
i 0 0 0 I,
0 0 0 0
0 0 0 0
ANpq O 0 0
o (G) o0 o0
—d 0 0 Aq+1,l 0
z 0 0 0 I, 4
0 0 0 0
0 0 0 0
ou
0 0 =z
: 1
0 1
ZEu=k 0
et
0 0 z7k
: 1 :
0 1 :
Zku=F 0 0

o O oo O

70) = diag(zik)\pila )‘p+17 ) )\l)

L 0) = diag(Z* XN, A0 AT
0\/Ap,1 O 0 0 0 0
0 0 A, O 0 0 0
0 0 0 Agiy O o o | ,
0 0 0 0 A, o o |M
0 0O 0 0 0 AL 0
I—q 0 0 0 0 0 Az,
I,y 0 0 0 0 O
0 Yy(w) 0 0O 0 O
o o0 L, 0O 0 0
o o0 o0 I,, 0 0
0 0 0 0 Yiu O
o o0 0 0 0 I,

0 0 z7Ruk),

D :

0 A1
ZFuTFN, 0 0

0 0 z‘kuk)\q_l

D

0 A :
zku_k/\;l 0 0
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Chapitre 3. Groupe de George et symétries : types A et C

Alors
Al,pfl 0 0 0
o (7O o 0
0 0 A 0
-1 _ q+1,1
ne(d.t)n, " =d, 0 0 0 Al_,jl)fl
0 0 0 0
0 0 0 0
ou
0
0 0 2z~ uk)\q : 1
@ _ : 0
0 : :
ZutkN, 0 0 :
u* 0
Z*k)\q 0 0
)‘p+1 :
: Ag-1 O
0 0 zF)\,
et
0
0 0 z‘kuk)\q_l :
®- ! |
0 : :
zku_k)\;l 0 0 :
u—F
Z_k/\q_l 0 0
F Ah '
: A0
0 0 zk)\;l

3. Sia=¢,+egetp<gq

o4
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3.2. Groupe de George de type C

Iy O 0 0 0 0 Al,y0 0 0 O
0 I, 0 0 Vi(z"'u)o 0 Ayy O 0 O
o 0 0 I, 0 0 0 0 OApys O O
naldiling =d= | g g 0L, 0 0 0 0 0 AL,0
0 Vi(z'u) 0 0 o, 0 0 0 0 0 A}
0 0 0 0 0 I, 0 0 0 0 OA
Aipsy 0 0 0 0 O L, 0 00 0 0
0 A%, 0 o (10) 0 0 I°, 0 0 —Vi(u) 0
—a| 0 070 0 0 o 0 [,0 0 O
0 0 01/, 0 O 0 0 0L, 0 O
0 @ 0 oA 0 || 0V 0 o, 0
0 0 0 0 0 A}, 0 0 00 0 I
ou
0 0 z7kuk 0 0z FubA!
0 . 0
@: . qu_
0 : 0
z7kuk 0 0 ZRuEAT 0 0
et
0 R | 0 o 0 =2RutR),
0 0
0 0
—zku=F 0 0 —zku=kN, 0 0
Alors,
Al,y0 0 0 0 O
0o (1)o o o0 o
0 0A 0 0 0
-1 q+1,1
nald:tina =d= | g g g AL 0 0
0o 0 0o o0 (120
0 0 0 0 O0A],
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ou,
0 0 wu*
0 .0 z‘ku’“)\q_l : 1
DI .
0 .. : : .
—k ky—
z u)\pl 0 ... 0 : 1
w0 0
A0 L 0
)‘p+1 '
Ag—1 0
0 0 z_k)\ljl
et
0 . 0 uF
0 ... 0 zku*k)\q |
. 0 .
:o(Afl)o_F
@-re|
Zutkx, 0 0 1
uf 0 0
2,0 0
R
A0
0 0 zk/\p

]

Le Lemme montre que les éléments n, sont dans N et ce dernier agit sur T et donc sur
X(T). On en déduit alors le résultat suivant :

Corollaire 3.10. Soient &€ A, ke Z et p,qe {1,...,1}. On note a = & + ké € A™(C), alors
1. Si & = 2¢,. Alors,
{—ap—ké Sii=p
Ng " € = .
€ sinon
2. Sia=c¢,—¢, et p<gq. Alors,

eg— ko sii=p
Ng € =146 +kd sii=gq

€ sinon
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3.2. Groupe de George de type C

3. Sid=c¢,+¢e, et p<q. Alors,

—e,—kd sii=p

Ng & =13 —€p,—kd sii=q
€ sinon
Remarque 3.23. 1. On sait que le dual d’un systéme de racine de type C' est un systéme

de racine de type B. Alors, avec les mémes notations que [4] (en remplagant la notation
Em par gy, pour le systéme de racines dual), on a

Vo .V v vV _ Vv
Vme{l,....l =1}, oy, =€, —cmq ety =¢).

2. Soient &€ A etp,qe {1,...,1}. Alors,
(a) Si & = 2e, pour tout p dans {1,...,1}. Alors,

o ov v VoV
O =spspr1---sim1(qy) et @Y =a) +...+ ) =¢).

(b) Si & = e, — g4 pour tout p < q. Alors,

Y v _
, T ta g =¢

a=8p...5-2(1) eta¥ =«
(c) Sia=e,+ e, pour tout p < q. Alors,

G = S4Sqt1---SI—15151-1 - - - Sp+1(Qy)
et
A\

a’ =2a) +... 420/ +a,  + ... ta) =g +¢&,.
Démonstration. On utilise la propriété suivante :

18

I
g
B
I
ey
<
I
S
B
=

]

Définition 3.24. On définit le morphisme de groupes ¢ : N/T — W(C) < Aut(x(T)) tel que
pour tout ne N, x € x(T), ett €T on a

(@e([n]) ) (E) = x(ntn™").

Le résultat suivant est ’élément principale pour montrer dans la Proposition que ¢¢
envoie les n, sur les s, :

Lemme 3.25. Soient & € A, keZetie{l,...,l} . On note a« = & + ko. Alors,

d(}(na) “& = Sa(€i)

Démonstration. Soit « et i comme dans ’énoncé du lemme et soient p,q € {1,...,1}. Dans cette
preuve on va traiter tout les cas possibles en utilisant principalement le résultat du corollaire

BI10:
1. Sid =2, :
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e Sii=p: D’une part, d’aprés le corollaire [3.10]

O (Ne) - ep = —€p — ko
= —gq+teg—¢ep— ko

=g, —

D’autre part,

Salep) = €p — @

e Sii#p:
D’une part, d’apres le corollaire [3.10]

ﬁb/c(na) "€ =&

D’autre part,

Sal€i) =&
2.Sia=¢,—¢getp<q.

e Si i =p: D’une part, d’aprés le corollaire [3.10},

¢c(na) - €p = €q — k6
=¢ep—¢€pteg—ko

=g~

D’autre part,

Salep) = €p — @

e Sii=gq:
D’une part, d’apreés le corollaire [3.10],

be(Na) - eg =€p + kO
=¢&g—€qtept+ ko

=g ta

D’autre part,
Salgq) =4+

e Sii # p,q: D’une part, d’aprés le corollaire [3.10],
¢/c(na) "€ =&

D’autre part,

salgi) = &
3. Sia=¢,+eggetp<gq.
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e Sii=p:
D’une part, d’apres le corollaire [3.10],

bo(ng) - ep = —e4 — ko

D’autre part,
sa(ep) = &p — @

e Sii = q: D’une part, d’aprés le corollaire [3.10]

be(Na) - €g = —€p — ko
=¢cg—€q—¢€p— ko

=4~

D’autre part,
Sa(eq) = €4 — @

e Sii#p,q:
D’une part, d’aprés le corollaire [3.10},

¢/c(na) “E =&

D’autre part,
Sa(€i) = &

]

Proposition 3.11. Soit o = & + kd € A™(C)). Soit m,m’ € {1,...,1} tels que m < m'. On
note Qo = €m — Ems. Alors,
1. L’action de s, sur @) est donné par :

Sa(am,m+1) = Omm+1 — <OO[V, O‘m,m-&-1>04 et 3a<5) =9

2. On a )
Pa€ N et $o([na]) = sa

3. Le diagramme suivant est commutatif :

~ B o
W(C) AffFW)
o A
N/T
Démonstration. 1. Pour montrer la premiére partie on rappelle que s,(v) = v — {(a¥,y)«
pour tout v € A™(A4;) et que (&Y, an,) = M (v, ay pour tout m € {1,...,1}.
a, o
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60

Alors en particulier on a :

Sa(Qm) = apy — (&Y, ap)Ha

= @m = (a, @) m 000

=« _ (O, ) & «

= (a.0) lay &+ ko)

=« *Mavéa car (o, ) = (@, &
- o~ Crtndia) wa (e (0,0) = (6.0)

=y — (&Y, ap

2. Pour montrer que ¢, ([na]) = sa, on rappelle que I'action de W(él)isur X(T) est fidéle.

Alors il suffit de montrer que ¢, (n,) et s, ont la méme action sur x(7") (qui est engendré
par les ¢; et 0). En effet, ¢ (na,) et s, agissent tout les deux trivialement sur ¢ (cf. preuve

de Proposition [3.4)), et d’aprés le Lemme [3.25] on a
$o(na) - €i = Sale:)
Par définition de ¢f (cf. Définition [3.24)) on sait que,

ym,m' =0,...1, Vte T; (¢p(na,,) em)t) = e (g, tn,").

Qam

. Puisque les applications en question sont des morphismes de groupes, il suffit de montrer

que,
vm e {0, ,1}; Bodp([na,]) = ¢([na,])

Dans le deuxiéme point de cette preuve on a montrer que
Vo =&+ kd e A(C); dn([na]) = Sa

Alors, en particulier, on a

Vme {0, 1} de([na,.]) = sm
Par suite, ce qui reste & montrer c’est que,

Vm e {0,...,l}, B(Sa,,) = ¢([na,.])

Or, d’apreés la Proposition on en déduit que :

Vm e {0,...,l}, o([na,]) = Sm
Et que,

¢([nao]) = d([ns-s])
= &([no-s])
= spt_gv (meéme idée que la preuve de Proposition [3.4)(3))

Finalement, d’aprés la Proposition

Vm=1,...,1; B(sm) = Sm et B(so) = spt_gv
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3.2.2 Action de N sur les espaces propres de T agissant sur C¥ ®

Clu, u™]
Définition 3.26. On note e,, pour m € {1,...,1} la colonne de taile 21 qui a des coefficients
nuls partout sauf une coefficient égal a 1 sur la m-iéme ligne.
De méme on note e,, pour me {—1,..., =1} la colonne de taille 21 qui a des coefficients nuls

partout sauf une coefficient égale a 1 sur la (I —m)-ieme ligne.

o 0T
: 0
Exemple 3.27. ¢; = [0 ete_ ;1= |1
0 0
0 0

Ce sont des matrices de taille 21 et le coefficient égale a 1 dans l’expression de e_y est sur la
(I + 1)—ieme ligne.

Proposition 3.12. La restriction de L(G) O C* Q@ Clu,u™] a N permute les C{uFe,,} et
fournit un morphisme oo : N/T — &S({uFe,}).

Démonstration. Par restriction de laction en type A, il existe une action de groupes (cf.

Proposition , o,
L(G) O C* @ Clu,u™"].

Alors N agit sur C¥ ® C[u,u™!] en permutant les espaces propres Cu*e,, de T.

En effet, en faisant la méme preuve qu’en type A (cf. preuve de Proposition , on montre que
les espaces propres sont les CuFe,,.

Maintenant soit n’ = 7 = Diag(p1,...,p) € N tel que,

o Vm #m!, pym # P

* vmamla Pm 7 p;;

Alors,
e C* n'-v=ph
Or,
/
n-v=r1-v
[ p1vr ]
_ piu;
=1 -1
P1 Vi1
~1
| P V2 ]
donc,

Vm =1,..,2l; ppvm = p'Up.
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Alors,
Vm =1,...,2l; vy,(p' — pm) = 0.

Or v est un vecteur propre donc,
Im e {1,...,2l}; v, #0.

Enfin,
ve C*ube,,.

]

Corollaire 3.13. Soient & € A, k,k' € Z et p,q € {1,...,1}. On note « = & + ko. Alors le
morphisme @ de la Proposition vérifie :

1. Sia =2,
(@) ¢o(na) - (Cuey) = CuFe,
(b) @c(ng) - (Cute_,) = CuF'tre,

(c) Yme{l,...,l\{p}; ¢c(na)- (Cu*ein) = Cutesp
2. Sia=¢,—¢g,etp<gq
(a) pc(neg) - (Cukleiﬁ = (Cukl_keirq

() pelna) - (Cuesy) = Cu+ey,
(c) Vme {1,... . I\{p,q}; ¢c(na)- (CuFes,,) = Culeyy,
3. Siad=c¢c,+¢e,etp<gq
a ng) - (Cu¥'e,) = CuF'~*e_
(a) pc(na) - ( ») .
b) oo(ng) - (Cu¥e,) = Cul' —Fe_
(b) pc(na) - ( ’ »
(c) vc(na) - ((Cukle_p) = (Cukl““eq
d) oc(ng) - (Cufe_,) = Cut**e
(d) pc(na) - ( g »
(e) Yme{1,....I}\{p,q}; pc(na) - (CuFeyn) = Cuerp,

Démonstration. Soient p, q, k, k' et a comme dans 1'énoncé. On sait que pour tout m € {1,...,1},
wc(ng) - (CuFey,) est une droite de vecteurs propres, de poids s4(&,, + £'8). Soit m e {1,...,1},
alors
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1. Sia=2¢,

Salgp + k') = s4(gp) + K6
=g, —a+ ko
=—g,+ (K —k)o

Or, (Cuk/’ke_p est la droite de vecteurs propres de poids —¢, + (k' — k). Alors,

wo(na) - (Cukep) = Cukl_ke_p

Sa(—&p + K'0) = so(—ep) + k'O
=—g,+a+kd
=e,+ (K +k)d

Or, Cu¥**e, est la droite de vecteurs propres de poids e, + (K’ + k)d. Alors,

0c(ng) - (Cuke_p) = Cukl+kep

Sal(em + K'0) = solem) + K6
=, + KO

Alors,
wo(na) - ((Cuk/em) = (Cuk/em

2.Sia=¢,—¢getp<gq

(a)

Sa(ep + K'0) = s4(gp) + K6
=c,—a+ko
=¢e,+ (K — k)

Or, Cu*~Fe, est la droite de vecteurs propres de poids ¢, + (k' — k)d. Alors,

vc(ng) - (Cuk/ep) = (Cuk/*kep

Sa(eq + K'0) = sa(gy) + K0
=c,+ta+ko
=¢e,+ (K +k)d

Or, Cu¥"**e, est la droite de vecteurs propres de poids €, + (K’ + k)d. Alors,

vco(ng) - ((Cuk/eq) = (Cuk/+kep
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(c)
Sal(em + K'0) = sa(em) + KO
=¢e, + Kb
Alors,
vc(ng) - (CuFey,) = Cule,,
3. Sia=¢,+e,et p<gq
(a)
Sa(ep + K'0) = s4(gp) + K6
=¢c,—a+k'o
= —g,+ (K —k)d
Or, Cu¥~*e_, est la droite de vecteurs propres de poids —¢, + (k' — k)J. Alors,
oo(ne) - (Cu'e,) = Cu¥ Fe_,
(b)
Sa(eq + K'0) = sa(g,) + K0
=g, —a+ ko
= —¢,+ (K —k)o
Or, Cu’“'_ke,p est la droite de vecteurs propres de poids —¢, + (k' — k)d. Alors,
0o(ng) - (Cu'ey) = Cut*e_,
(c)
Sa(—€p + K'0) = sa(—¢p) + K6
=—g,+a+k'd
=c,+ (K +k)d
Or, Cu"**e, est la droite de vecteurs propres de poids g, + (k' + k)d. Alors,
0o(ng) - (Cu'e_,) = Cut'*+*e,
(d)
Sa(—€q + k') = saley) + k'O
= —g,+a+k¢
= +¢&, + (K + k)o
Or, Cuk/+k6p est la droite de vecteurs propres de poids €, + (k' + k)d. Alors,
0o(ng) - (Cufe_,) = Cu'*re,
(e)
Sa(Em + k') = sa(em) + k'O
=¢em+ ko
Alors,
oc(na) - (CuF'ey,) = Cu¥'e,,
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3.2. Groupe de George de type C

3.2.3 Identification explicite de N/T avec le groupe de George
Définition 3.28. Pour tout o € &({ure,,}), et k : {ube,} — Z\{kLc; k € Z} une bijection, on
x si Lelx

définit (k*o) € Bij(Z) telle que (k*o)(x) := . _
koK™ (x) sinon

Corollaire 3.14. Il existe une bijection k¢ : {ufe,} — Z\{kLc; Yk € Z} telle que,

x st Lolx

(ko)(x) = {

keokg'(z)  sinon
et que le diagramme suivant commute :

S(C)——6(2)
L
N/T—wQG({ukem})

En plus, ko est unique si on suppose en plus que ko(er) = 1, et elle est donné explicitement
par :

VkeZ Yme {1,..,1}, r(uFe,)=—kLo+m et k(ufe_,) = (=k+1)Lc—m (3.3)

Démonstration. Montrons tout d’abord l'existence. On suppose que k¢ est définie par (3.3).
On note ¥ la composée des deux morphismes ¢ : N/T — S(C)) et 1o : S(C)) — S(Z\{kL¢}).
Il faut donc montrer que k% o pc = Y. En effet, soit 2 € {0,...,l}. On a

k¢ 0 pol[na,]) = reve([na, ke

En plus, d’apreés le corollaire [3.13] on en déduit le suivant :

oc([Nag])(€m) = em sime{l,....I[}\{-1,1}
et

oc([ne])(em) =en sime{l,....[}\{-1,1}
etsize{l,...,l—1}

pc([na.])(ex) = ezt
0o ([Na,])(€zt1) = €a
ec([na,])(em) =en sime{l,... . [}\{z,z + 1}

D’autre part, si z € {1,...,1},

Yo([na,]) =z x+1)).
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Donc ce qu'il faut montrer maintenant c’est que kcpc([na,])ke' = ((x x + 1)) pour tout

zef{l,... 0} et kepo([na )k = (=1 1)).
Soit f € Z\{kL}, alors il existe des uniques k et m tels que

. kLc +m me{l,..l}, keZ
(k+ 1D)Lc+m me{-1,...,=l}, keZ
Dans la suite soit « dans {0,...,l}. On a plusieurs cas possibles :
1. Six#0,l:

kiepe([ne,)rc (f) = kiepe([na, ) (u™ em)

r/<ac(u_’“em+1) sim=ux

ko(u e, 1) sim=x+1
=< ko(u™e, 1) sim=—x

ke(u™"en) sim=—-x—1

ke(u="ey,) sinon

kLc+m+1 sim=zx
kLc+m—1 sim=x+1
=<klLc+m—1 sim=—=x
kLc+m+1 sim=—-x—1

kLo +m sinon

D’autre part,

((z x+ 1))(f) = kLc +{(z z + 1))(m)
rkLC+7n+1 sim=ux
kLc+m—1 sim=z+1
=<klLc+m—-—1 sim=—=x
kLc+m+1 sim=—-x—1
kkLC+m+1 sinon

2.8ixz=0":

kcpe([na))re' (f) = kewe([na]) (u™"en)
(ke(u™ e y) sim=1
=< ke(u™te)) sim=-1

| kc(uFen))  sinon

(kLo — 1 sim=1

) (k+1)Le+1 sim=-1

| kLe +m sime{2,...,1}
((k+1)Le+m sime{-2,...,—1}
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3.2. Groupe de George de type C

D’autre part,
=1 ))(ELe +m) sime{l,...,1l}
«AJ»U%_&@JDXM+1ﬂC+m)shne&LUWJ}

_ kLo +{(—11))(m) sime{l,...,l}
(k+1)Le+{(—=11))(m) sime{-1,...,—1}
kLo —1 sim=1
(k+1)Le+1 sim=-—1
kLc +m sime{2,...,1}
(k+1)Le+m sime{=2,..., =}

3.sixz=1:

Fﬁcsﬂo([nal])ﬁal(f) = KC@C([”az])(U_kem)

(ke(uey) sim=1
=< ko(u™e)  sim=—I
(ke(uFen)  sinon
(k+1)Le—1 sim=1
- kLc +1 sim=—I
| kLe+m sime{l,...,l—1}
((k+1)Le+m sime{—1,..., =1+ 1}

D’autre part,

(=1 DY(kLc +m) sime{l,...,1}
(=LD))(f) = {<(_[ D)(k+1)Le+m) sime{-1,...,—1}
) {k;LC+<(—l D(m) — sime{l..0
B+ DLe+ (=1 0)m) sime{-1,..., 1}
(kLo +1+1 sim =1
(k+1D)Le—1—1 sim=—I
- kLo +m sime{l,...,l—1}
((k+1D)Le+m  sime{-1,...,—l+1}
((k+1)Le—1 sim=1
kLc+1 sim = —I
"\ kLe+m sime{l,...,1—1}
((k+1)Le+m sime{-1,...,—1+1}

Donc on a montrer que k0 ¢c = Ve sur les générateurs de N/T et puisque k%, ¢c, et We sont
des morphismes de groupes alors k¢ o ¢ et ¥ se coincident partout.

Enfin en supposant toujours que kc(e;) = 1 et en utilisant les figures ci dessous et la

commutativité du diagramme en haut, on peut reconstruire le morphisme et on retombe sur x¢.
Alors k¢ est unique. n
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Action des s, sur {u*e,,}

FIGURE 3.3 — Cette figure montre 'action des s, sur {t*e,,} et en particulier que so(e;) = ue_;

et sole_y) =ute

S;—
-6 ‘*‘
.
€2 €l
S1 Si
€1
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3.2. Groupe de George de type C

Action des o, sur Z

FIGURE 3.4 — Cette figure montre I'action des o,, sur Z et en particulier que o¢(1) = —1 = 2[— L,
00(2) =20l +2 =1+ L¢ et 0,,(kLe) = kLc pour tout k€ Z et me {0,...,1} .

//_*l_l %
¥
l

2

g
01 !
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Chapitre 4

Conjecture d’'une formule de Pieri pour la
cohomologie en type C

En type A, des travaux récents de Lam et al [16] donnent une formule de Pieri en utilisant
Iidentification par Kostant de I’homologie avec une algébre de fonctions symétriques.
En effet, il existe un isomorphisme de groupes entre le groupe de Weyl affine et le groupe de
George S(A;), tel que les réflexions sont représentées par les classes de transpositions ((i 7))
(qu’on pourrai aussi noté t;;). On définit ensuite S°(A;) comme étant le sous ensemble de S(A;)
qui est formé par les éléments de longueur minimale modulo Syq (S(A;)/Sis1).
Soit u, w € S°(A;) et (i, ) € Z2 tel que i < 0 < j. Dans [16], les auteurs disent que C' := (w —"7
u) est une couverture forte marquée si w < u, {(u) = {(w) + 1 et wt;; = w. Ils notent dans ce
cas inside(C) = w, outside(C) = u et m(C) := w(j)(= u(i)).
Dans [16] aussi, Ils disent que S = [w; (C},...,C,);u] est une bande forte si les C sont des
couvertures fortes telles que outside(Cy) = inside(Cyy1) pour tout k entre 0 et r, et que
m(Cy) < ... < m(C,). Ils notent dans ce cas size(S) := l(u) — l(w), inside(S) = w, et
outside(S) = u.
Avant d’énoncer la formule de Pieri, définissons les éléments ag,, :

Définition 4.1. Soit m =1,...,l+ 1, on définit les éléments ap,, de la maniere suivante :

ag,m = Sm—1"""350

Théoréme 4.1. [16] Soit w e S°(A;) et me {1,...,1+ 1}. Alors,

ga(),mgw _ Z €out5ide(S)

S

ol la somme est sur toutes les bandes fortes S tel que inside(S) = w et w e S°(A)).

Le but dans la suite est de formuler une conjecture pour une formule de Pieri en cohomologie
en type C, en utilisant des notions similaires a celles utilisées par Lam et al en type A (Couvertures
fortes, bandes fortes ...).

Soit u < w une couverture forte tel que u —? w (cf. Notation [1.67)). Dans Lam et al [16],
précisément la remarque 2.4, les auteurs ont affirmé que le nombre de couples (i, j) tels que
B ={(ij))eti<0<jestégal au coefficient ¢}, (= (wo, 8")). Ils n'ont pas montré ce résultat,
mais ils ont précisé que c¢’était une conséquence de la formule de Chevalley dans [I3]. On s’est
intéressé par se fait parce que, dans un sens, c¢’est une premiére étape pour comprendre la
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combinatoire des formules de Pieri. Dans cette optique, on commence par montrer ce résultat
en type A en traitant naivement une premiére approche : On considére un élément du groupe
de George S(A)) et on cherche a l’associé sa racine correspondante. Cela donne un lien entre les
couples (7, j) en question et le systéme de racine et permet de montrer cette égalité. La premiére
section de ce chapitre sera consacrée a traiter I’argument ci-dessus.

Bien que cette méthode est efficace en type A, on a trouvé qu’elle ne le sera pas dans les autres
type, précisément en type C. Pour cette raison, on a décidé de choisir un autre chemin, qui nous
permettra de comprendre d’une maniére fondamentale la relation entre ces couples (i, j) et le
systéme de racines : Inversement, on considére une racine dans le systéme de racine associé a
S (C’l) En utilisant, principalement, les corollaires et , on arrive a l’associé I’élément

correspondant dans le groupe de George.

4.1 Formule de Chevalley en type A

Dans cette section on considére un élément du groupe de George S (fll) et on cherche a
I’associé sa racine correspondante :
Remarquons tout d’abord qu’en type A, on a (cf. Remarque [1.50))

(5:a0+a1+---—l—al_1—|—al

On note dans ce cas
0V =) o+l o).

Notation 4.2. On fize dans la suite u = soS1--- 5115 et on définit les éléments 3 de la
maniére sutvante :

Bo =g
et
Vi=1,...,0—2; B =5s081--Si—2si—1(a)) =y +a +---+ o ; +

1

Lemme 4.3. Pour toutk <l—1 on a,

u(By) = Bisa + 67

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur k

On a,
u(agy) = sps1 - si—181(ay)
= 5051 Si—2si—1(ay + @)
= 5081 Si—281-1(0q ) + SoS1 -+ - Si—281-1()”)
= sos1(ay) +ay + 87
=solay +ay) +ay +9"
=af +a +0".
k k+1
Supposons par récurrence que U(Z o)) = (Z )+ 0Y.
i=0 i=0
kt1 k+2
Et montrons que u(Z o)) = Z a +07
=0 =0
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4.1. Formule de Chevalley en type A

Et

Alors,

Donc,

u(Y ay) =u(dlay) +u(oy,y).

=0 1=

k+1

ay) = o) +4".
=0

=0

u(g+1) = So81° - Skr1Sk+2(Qpi)
= 5051+ SkSkr1(Qy 1 T i)
= So51 -+ Sp—15k (0 42)

Y,
= Qpio-

k+1 k+1

u(Qra) =Y ol +67 + o),
=0

=0

O
P

Notation 4.4. Dans la suite, on fize un entier p quelconque et on note n :=p+ 1+ E( l) (ot

E est la fonction partie entiére).

Lemme 4.5. Pour tout entier r tel que 0 <r <1[ on a

p=rlll en=r+1[l + 1]

Démonstration. Montrons tout d’abord que p =r[l] = n=r+ 1]l + 1].
Soit r I'entier non nul tel que p = r[l] et 0 < r < [ alors,

Alors,

Par suite,

JgeN*; p=ql +r.

n=p+1+E(§)

=p+1l+gq
=ql+r+1+gq
=ql+1)+r+1

n=r+1[l+1].
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Pour la réciproque, prenons l'entier 1 < s <[ tel que n = s[l + 1] et montrons que p = s — 1[I].
Soit 0 < s’ < [ l'entier non nul tel que p = §'[1], alors d’aprés le raisonnement précédent,

s=5+1
donc,
s=s5—1.
]
Remarque 4.6. 1. On peut définir B, pour tout m dans N de la maniére suivante :
Soit m € N alors il existe deux entiers k et r tels que m = kl +r et 0 < r <, et on

définit :
By = B + ko

2. Sin=(l+1)k+r+1 alors,

_nl—r+r

P="

SR+ ) A+ ) =D+
l+1

KA+ A+l =+
[+1

=kl+r

Avant d’énoncer le résultat principale de cette section, on rappelle au lecteur la formule de
Chevalley :

Théoréme 4.2. Pour tout w dans S(A;), on a

£Ugton = Z <w07 &v>€wsa

L(wsa)=C(w)+1

Remarque 4.7. En générale, une réflexion s, est représentée, dans le groupe de George S([ll),
par une classe de transposition {(m n)ya pour de m et n dans Z. Mais dans la suite, plus
précisément pour la prewve de la Proposition[{.3, puisque le Diagramme de Dynkin en type A
affine est circulaire, on pourrait supposer que m =0 et n € Z.

Proposition 4.3. Soient wq le poids fondamental associé a oy, et e A™. Alors,
(w0,0%) = card({(i, j); 50 = (i J)pa et i <0 < j})

Démonstration. Soit o € A™. D’aprés la remarque 4.7, on peut supposer qu'’il existe n € N tel

que
Sa = (0 n))a

En faisant un petit calcul, on remarque qu’il existe un unique entier p tel que,

p
7)

On définit dans ce cas les entiers k, k', r et 1’ tels que :

n=p+1+E(

O<r<letp=Fkl+r
e (<

r<l+letp=FK{I+1)+7
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et on note
!
w = Uk S0S81 * * * Spr—28p1_1.

On remarque tout d’abord que
{0 n))g = wspw™?

En plus,
w(ay) = u¥ 598y - Spr—9Sm—1(a,))
=" (By)
=KoV + By, ( Dapres le Lemme [4.3])
Or,
y '+ K
<WO,BT./+]€/>:E( l )+1
Par suite
'+ K

(o, w(ay)) =k + 1+ E( ).

D’autre part, le nombre de paires (7, ) tel que {(0 n))4 ={(i j))aet i <0 < jest k+ 1.
/ k/

Il faut donc montrer que k + 1 = k" + 1 + E(r ha

) : En effet, on a

p==kl+r
=K({I+1)+7
=K1+ K+ 7).

Soit k", 7" tels que " < let k' + 1" =K'l +r" alors

p=kKI+E'l+7r"
=K'+ K" +1".

Par unicité de la division euclidienne, on en déduit que
E+K =ketr=1".
Alors,

/ kl
k:’+1+E(r+

)=k +1+K"
=k+1

4.2 Enoncé de la conjecture en type C
Définition 4.8. Soit u,w € S°(C)) et (i,5) € Z2* tel que i <0 < j.

1. On dit que C := (w —% u) est une couverture forte marquée si,
w<u, l(u)="Llw)+1et wt; =u.

On note inside(C) = w, outside(C) = u et m(C) = u(i).
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2. On dit que S = [w;(CY,...,C.);u] est une bande forte si les Cy sont des couvertures
fortes telles que,

VO<k<r outside(Cy)=inside(Cyy1) et m(Cy) < ... <m(C,).
On note size(S) :=l(u) — l(w), inside(S) = w et outside(S) = u.

Conjecture 4.4. Soit w e S°(C)) et m = 0. Alors,

fco,mgw _ Z goutside(S)'

S

Ot la somme parcourt touts les bandes fortes de taille m et tel que inside(S) = w.

4.3 Compatibilité avec la formule de Chevalley

Dans cette section, on veut montrer la conjecture pour m = 1, en d’autres termes on
montre que cette conjecture est compatible avec la formule de Chevalley. D’une part la formule
de Chevalley pour la multiplication par £*° est :

Ywe S°(Cr) €0 &= ) (mp, BY)E"

w—Pu

D’autre part, pour m = 1 la conjecture donne :

Y € So(él) fso . é-w _ Zgoutside(S)
S

ou la somme parcourt toutes les bandes fortes de taille 1 et tel que inside(S) = w.
On note X5 = {(i,7); i <0< jet og={(i 7))}, oit o5 est 'élément dans le groupe de George
(c.f. Définition [3.11)) correspondant & la réflexion sg. Alors, on a :

Zgoutside(S) _ Z card(Eﬁ)fv
S

w—bBy

Alors ce qu’il faut montrer c¢’est que
(o, B) = card(Xg).

Remarque 4.9. Soit,@o une racine dans le systéme de racines fini, et soit § = 5’+ kd dans A,
On a deux cas possibles :

1. Siﬁo est une racine longue on a :

(B +K0)", a0 = (5 + kd, ag)
2. Siﬁo est une racine courte on a :

(B +K0)", a0 = 25 + kd, o)
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Démonstration. On rappelle tout d’abord que pour tout « et v dans A", on a

v . (7,0

0=
Alors, : ) : )
v _ B, ag ot (o _ o, 3
B o) ="y <@ B = 0o

On en déduit que
(Oéo, Oéo)

(B + k6, 3 + k6)

(B + kD), ap) = (B +kd, o)

Donc,
2

(8, 5)

(B + ko), ap) = (B + kb, o)

Ce qui montre cette remarque.

Lemme 4.10. Soit v =5 + kd avec k€ Z et ¥ € R. Alors on a,

2k si 7y courte
k  si~ longue

<w077\/> = {

Démonstration. Soit v = v + kd

1. Sik>0

Pour montrer ce résultat, on va fixer une valeur particuliére ﬁ dans chacun des deux cas,
et on va raisonner par récurrence sur k. Et enfin on en déduit le résultat générale en
utilisant le fait qu’on peut engendrer toute racine v de type fini en faisant son image par
un certain w e W.

Dans un premier temps, on va montrer que le résultat est vrai pour £ = 0. Et on va
montrer que pour k = 1 le résulat est vrai si ¥ est une racine longue :

eSik=0,o0na

Y=
Alors
(wg,v") = 0.
e On sait que —0 = —2a; - - - — 20y_1 — oy est une racine longue, et que —0 + § = «y.
Donc

(@0, (=0 +0)") = (@0, a5 )
=1 (par Définition de wy)

Pour conclure, on sait qu’il existe @ € W tel que w(—0) = 7 si 4 est longue.
Alors,

(@, + 6) = (wo, w(—0+6)")
= (™ H(wo), (§ +6)¥)
= (@0, (Y +9)")
~1

Donc on a montré que le résultat est vrai pour k = 1 et ¥ longue.
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(a) Montrons maintenant I'hérédité (k = k + 2) pour ¥ une racine longue.
Soit f =60 = 2a7 + ...+ 204_1 + o qui est une racine longue. Par hypothése de
récurrence on a

{0, (B + k8)") = k.
En plus, on a

so(8) = 5 = (B, ag o
:B+20j0.

Alors,
S()(ﬁo + ]{?(5) = 80(60 + 1{56)

— B+ 20 + kb
= B+ (k+2)d

D’autre part,

so((8 +k8)¥) = (8 + kd)" — (5 + k)", ag)ay
= (ﬂ + ko)¥ — <ﬁ + ko, oy Yoy (D’aprés la remarque [4.9))

o

= (B+kd)" + 2a4

Or ] ]
so((8 + k0)") = (s0(B + k)"
Alors,
(=6 + (k+2)8)Y = (B + k6)¥ — 2ay .
Par suite,

(w0, (=B + (k +2)8)¥) = (w0, (B + k8)¥) + Ao, o)
— k42

On a montrer par récurrence sur k que {wp, (—B + ko)) = k.
Enfin pour conclure, on sait qu’il existe w € W tel que ¥ = w(—7).
Alors,

(o, (7 + k6)¥ ) = (o, 0 (—f + kd)")
= (b g, (= + k)Y
= (o, (=B + kb)) car i (o) = o
—k

(b) De méme on va montrer I’hérédité (k = k + 1) pour 4 une racine courte.
Soit =60 = a1 + ...+ a1 qui est une racine courte.
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Par hypothése de récurrence on a (wo, (3 + kd)¥) = 2k.
On a

so(8) = 5 = (B e
= B + op.

Alors,

so(B + kb) = s0(B + ko)
:B‘i‘()éo-f—k(s
— G+ (k+1)

D’autre part,
so((B+k6)Y) = (B + kb)Y — (B + k8)", ap)ay

= (B + kb)) — 2B + ko, ag oy (D’aprés la remarque [4.9)
= (B+ kb)Y +2ay

Or
so((B + k6)Y) = (so(B + kb))".
Alors,
(5+%k+D) (ﬂ+k® + 2ay .
Parsuite,

(g, (— ﬂ+(k+1) )y = <wo,(ﬁ+k5) >+ 2(wo, ag )
=2k +2

=2(k+1)

On a montrer par récurrence sur k que {p, (—5 + (k)d)v) = 2k.
Enfin pour conclure, on sait qu'il existe w € W tel que § = w(—/).

Alors,
(@0, (5 + (£)0)) = (o, wo (= + (k)9)*)

= (wy wOa( + (k)d)")

= (w0, (=8 + (k)d)”) car w, 1<w0) = Wo
=2k

2. Sik<0
On a~y =7+ kd alors
—y = —5 — kd.
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En appliquant maintenant le resultat qu’on a montré si-dessus pour —v on obtient :

(@0,7") = =(@0, (=7)")
_ —2k iy courte
—k  si~ longue

)2k si‘y courte
k  si~ longue

]

Finalement on posséde tout le matériel nécessaire pour montrer le résultat principal de cette
section. Dans cette prochaine Proposition, on montrera que (wy, ) = card(3) ce qui donne
la compatibilité de la conjecture 4.4] avec la formule de Chevalley.

Proposition 4.5. Soit § € A™(C}). On note oz la réflection associée a B dans le groupe de
George. Alors,

(@, B7) = card({(i,j); i <0 <j etog={(ij))}

Démonstration. Soit 8 = 3+ kd € A™¢(Cy) ou A est de type fini. On va montrer le résultat pour
chacun des cas suivants :

1. Si ﬁ =€, — g4 avec p < q. D’aprés le corollaire on a
p(ng)(Cep) = Cu"eq.
Donc en utilisant le corollaire [3.14] on obtient
os(p) = kL +q.
Alors,
VreZ og(p+rLl)=(k+r)L+q
On peut alors écrire,
os =<{(kL +q p)).
D’autre part, soit (i j) tel que ¢ <0 < j et og = {(i j)). Alors on a deux cas de figures :

(i=kL+q+kLetj=kKLtp kKeZ)ou(i=—p+kLetj=—kL—q+KL, K eZ)
(a) Sii=kL+q+kLetj=kKL+p, kK eZona:

i<0<jeklL+q+KL<O0O<KL+p
s kL+qg<—KL<p
p

A g
A L

ek =0, —k—1
(b) Sii=—-p+kLetj=—-kL—q+kL, KeZona:

i<0<je —p+kKL<0<—-kL—-q+KL
< —p< —kL<—-kL—q
p

a
sk+ =<k <=
T L

<k=k+1,...,0
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On remarque en combinant les couples (i, j) trouvés dans (a) et (b), qu’il y en a 2k couples
qui sont deux a deux différents. Et en utilisant le Lemme on sait que puisque 3 est
une racine courte on a

(o, BY) = 2k.
Alors,
(@o, B¥) = card({(i, j); i <0 <jetog={(ij)}

2. Si ﬁ =€, + g4 avec p < q. D’aprés le corollaire on a
©(ng)(Ce,) = Cu*e_,.
Donc en utilisant le corollaire [3.14] on obtient
os(p) = (k+1)L —q

Alors,
VreZ os(p+rL) = (k+r+1)L—q
On peut alors écrire :

op ={((k+1)L—q p))
D’autre part, soit (i j) tel que i <0 < j et og = {(i 5)). Alors on a deux cas de figures :

(i = (k+1)L—q+Kk'Letj = k' L+p, K € Z)ou (i = —p+k'Let j = (—k—1)L+q+k'L, k' € Z)

(a) Sii=(k+1)L—q+KkLetj=KL+p, KeZ ona:

i<0<je(k+1)L—qg+KL<O0<KL+p
< (k+1)L-—qg<—-kKL<p
p q

—— <k <-k-1+=
= L< —l—L

ek =0,..., k-1

(b) Sii=—-p+kLetj=(-k—1)L—q+kKL, K¥e€Zona:

i<0<je —p+kL<0<(-k—1)L+q+kKL
< —p< kKL< (-k—-1)L+q

@—(—k—l)—%<k’<%

sk =k+1,...,0
3. Si ﬁ = 2¢,. D’apres le corollaire on a,
o(ns)(Ce,) = Cu*e.,,
Donc en utilisant le corollaire [3.14] on obtient
os(p) = (k+1)L —p.
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Alors,
VreZ og(p+rL)=(k+r+1)L—p

On peut alors écrire,
op =(((k+ 1)L —=p p))
D’autre part, soit (i j) tel que i <0 < j et og = {(i 5)). Alors on a deux cas de figures :

(i = (k+1)L—p+k'Letj = k'L+p, K € Z)ou (i = —p+k'Let j = (—k—1)L+p+k'L, k' € Z)
(a) Sii=(k+1)L—p+KkLetj=kKL+p, K¥eZona:

i<0<jo (ktD)L-p+kL<0<KL+p
< (k+1)L-p<—kL<p

p / p

L op<k-1+L

<= L< +L

<k =0..-k-1
(b) Sii =—p+kLetj=(-k—1)L+p+ kL, K eZona:

i<0<je—p+kL<0<(-k—-1)L+p+kL
o - p<—kKL<(-k—1)L+p
p_,,_D
(k-1 —-= <k <=
< Jmp<ks1T
sk =k+1,...,0

En faisant un petit calcul on remarque que les couples (i, ) trouvés dans (a) ne sont
qu'une permutation de ceux trouvés dans (b), alors en total on a k couples qui sont deux a
deux différents. Et en utilisant le Lemme on sait que puisque [ est une racine longue
on a

{(wy, B ) = k.
Alors,
(@o, BY) = card({(i, j); i <0 <jetog={(ij)}

4.4 Conjecture en degré 2

En essayant de montrer la conjecture en tout degré il nous a semblé qu’il était intelligent
de généraliser les Lemmes de Lam et al dans [I§|, et pour cela nous avons donc montré deux
résultats principaux :

Le premier, Proposition [4.6] est générale et valable dans n’importe quel groupe de Weyl affine
non tordu. Le deuxiéme, Proposition 1.8 est particulier au type C' mais il est plus précis que le
premier : Si u — u{(i j))c est une couverture forte dans le 0-ordre de Bruhat, on obtient que
u(j) — u(i) < L¢ et, si la racine est courte, que u(i) et u(j) ont le méme signe .

On remarque, avec cette stratégie envisagée, pour le degré 2 qui si les centres de symétries (de
I’ensemble de marquages pour une couverture) sont égaux, la stratégie fonctionne, et que les
Propositions précédentes montrent que les centres (cf. Définition ) ne peuvent pas différer
“trop”.

82
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En effet, en degré 2, la conjecture affirme que la multiplication par £°1%° revient & parcourir des
chemins croissants de taille 2. D’autre part, une conséquence de la section précédente est que
la multiplication par (£%°)? revient a parcourir touts les chemins de taille 2. On sait aussi, par
conséquence de la formule de Chevalley (cf. Théoréme [1.8)), que

(550)2 _ 255150

On en déduit que la conjecture en degré 2 est équivalente au fait qu’il y a autant de chemins
croissants que de chemins décroissants de degré 2).

Remarque 4.11. Soit u,v,w € SO(@) tels que u — v et v — w sont des couvertures fortes
dans le 0-ordre de Bruhat. On remarque que pour montrer la conjecture en degré 2, il suffit de
prouver, qu’en passant par v,il y a autant de chemins croissants que de chemins décroissants.

Dans la suite on définit le centre d’une couverture forte marquée (cf. Définition [4.8)).

Définition 4.12. Soit u € S(C)) et i < 0 < j tels que u — u - {(i j))c est une couverture forte
u(g)—u(i)

dans le 0-ordre de Bruhat. On dit que C' est le centre de cette couverture si C' = 5

Remarque 4.13. Soit u — u - {(i j))c une couverture forte dans le 0-ordre de Bruhat et C
son centre. On remarque que C' est en effet le centre de symétrie de ’ensemble de marquages
associés a cette couverture.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que le centre C' est indépendant de 7 et 5. En effet,
soit 7 < 0 < j' tels que ((i j))c = {(i j'))c. Alors, en utilisant la Définition [3.13] on peut voir
qu’on a deux cas possibles :

1. Il existe un entier k£ tel que

iZi,+kLCetj=j/+kLc

Donc,
u(j) = u(i’) = u(j) — u(i)

D’autre part, on peut voir que u(j) et —u(i) sont des marquages qui sont symétriques par
rapport & C'. Ce qui montre le résultat.

2. Il existe un entier k tel que
’ilz —j+l{?LC etj'z —i+l€LC

Donc,
u(j’) — (') = u(j) — u(i)

D’autre part, on peut voir que u(j) et —u(i) sont des marquages qui sont symétriques par
rapport a C'. Ce qui montre le résultat.
]

Définition 4.14. Soit W un group de Weyl quelconque et u un élément de W. On définit
Uensemble Inv(u) comme étant l’ensemble de toutes les racines positives dont l’image par u est
négative. En d’autres termes :

Inv(u) = {y > 0; u(y) <0}
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Lemme 4.15. [3, Proposition 4.4.4] Soit we W, alors
l(u) = card(Inv(u))

Lemme 4.16. [3, Lemme 2.4.3] Un élément u est Grassmannien si et seulement si toute écriture
réduite de u se termine par Sg.

Lemme 4.17. [3, Proposition 2.4.4] Soit J < {sqg, - ,s;}. Alors, on a le suivant :
1. Tout élément w € W admet une unique factorisation w = w’ - wy tels que w’ € W7 et
wy € WJ.

2. Pour cette factorisation, ((w) = ((w”) + {(wy).
Lemme 4.18. [3, Proposition 4.4.6] Pour tout we W ety e A, on a,
w(y) € A < L(ws,) < L(w)
Remarque 4.19. Soit uw € W(X) un élément Grassmannien, alors
Vv € Inv(u), {wwg,7") >0
Démonstration. Soit vy € Inv(u), alors,
v>0etu(y) <0

1. Sivy¢ A Alors,
<w07’yv> 7 0

Donc, puisque v > 0,
<’Zﬂ0, ,y\/> >0

2. SiveA:Onnote J = {sq,...,s}. Alors,
sy €Wy
En plus, en utilisant le Lemme m et puisque u e W7, on a
l(usy) = L(u) + £(s,)

Par suite,
l(usy) > L(u)

Donc, d’aprés le Lemme
u(y) >0

Finalement,
v ¢ Inv(u)

Remarque 4.20. Soit W un groupe de Weyl affine non-tordue. Soit o € A™(W) | alors

a<doua>9H
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Démonstration. Soit v € A™(W) alors, d’apreés le Lemme [1.52]
o e AW), dkeZ; a=d&+kd

Donc,
a—0=a+(k—1)

Finalement,
a—3deA™(W)

]

Lemme 4.21. Soit o € AT(X) et w e W(X) telles que w — ws, est une couverture forte.
Alors,
a<d ou wla)<d

En réalité, il sera établi dans le Lemme que l'inégalité w(a) < § est toujours satisfaite.

Démonstration. Soit a € AT°(X) et w e W(X) telles que w — ws, est une couverture forte.
D’aprés la Définition [£.14] on sait que,

o Inv(wsy) = {7 > 0; wsy(y) <0}
o Inv(w) ={y>0; w(y) <0}

On pose dans la suite,

o A={y>0; w(y) <0etwsy(y) >0}
e By ={y>0; w(y) >0 et wsy,(y) <0}

Or, puisque w — ws, est une couverture forte, on a

w(a) >0
En plus, puisque s, () < 0, on a
wse(a) <0
Donc « € By, et on note dans ce cas,
By = Bi\{a}

On peut remarquer que « € By puisque Avec ces notations on peut montrer les deux implications
suivantes :

o e A= s,(7)>7
e vE B = say) <~y

En effet, si v € A alors,
w(y) <0 et wsa(y) >0

Or s4(y) = v —{y,a¥ ), donc
wsa(y) = w(y) = (v, Hw(a)
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Par suite,
w(v) = (v, a”)w(e) > 0
Puisque w(y) < 0 et w(a) > 0, on en déduit que

(y,¥) <0
Ce qui montre que,
sa(7) >

Pour montrer la seconde implication, on raisonne de la méme maniére. On en déduit, puisque
card(A) = card(Bsz), que s, est une bijection de A dans Bs.
Dans la suite on suppose que o > ¢ et on veut montrer que w(«a) < §. En effet, par contradiction,

on suppose que w(a) > 9, alors
w(a—0) >0 (4.1)

En plus, puisque w(a) > 0, on a
WS (o —0) = —w(a) — ¢ (4.2)

Par suite, puisque o — § > 0, les conditions [4.1] et [£.2] montrent que

oa—0€ Bl
Donc,
So(a—0)e A
Or sy(a—6) = —a—§ < 0. Ce qui donne une contradiction avec la positivité des éléments de
A. Finalement, on obtient,
w(a) <6

]

Lemme 4.22. Soit o € A’ et w € W telles que u — us, est une couverture forte dans le
0-ordre de Bruhat. Alors,

u est Grassmannien = us, est Grassmannien

Démonstration. D’aprés la remarque 4.19) u € W(X) est un élément Grassmannien si et
seulement si,
Vv e Inv(u), {wg,v") >0

Or, s,(A) = By alors les éléments de By sont de la forme, pour v € Inv(u),
7= at)a
On a déja montré que (v, ") < 0, alors,
(@0, 50(7)") > 0
Alors, puisque Inv(us,) = (Inv(u)\A) U By, on en déduit que,
Vv € Inv(us,), (wo,v") >0

Par suite,
us,, est Grassmannien.
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Lemme 4.23. Soit o € AT(X) et ue W(X) telles que u — us, est une couverture forte dans
le 0-ordre de Bruhat, et u est Grassmannien. Alors,

u(a) <6

Démonstration. Soit a et u comme dans le Lemme ci-dessus. On suppose, par contradiction,
que u(a) > 6, dans ce cas d’aprés le Lemme on a

a<d

Posons v = § — a. Alors,
v>0etu(y) <0

Donc,
v € Inv(u)

Et puisque u est Grassmannien, on en déduite que
(@5, >0
D’autre part, on a
(@) = <@, 0 —a)
=1~ (@, 0)

Or (wy,a) = 1, donc,
(wy,7v) <0 (Contradiction)

Finalement, on a
u(a) <6

]

Lemme 4.24. Soit a € A¢(C)) et i < j des entiers tels que sq = {(i §)) dans le groupe de
George, alors on a l'implication suivante :

Oé<§:>j—i<LC

Démonstration. Soit a € AT(C)) et i < j des entiers tels que s, = ((i j)). On suppose que
a < §. Alors, on a les cas suivants :
1. Si e A, : Dans ce cas c’est facile a voir que j —i < L.

2. sia=d&+ko: (avec & e A et k> 0)

(a) Siae A, : Puisque a < §, on a
&+ kd <0 (Contradiction)

(b) Si ¢ e A_ : Puisque o < 6, on a

a+kd<d
On en déduit que
k=1
Par suite,
a=a-+40
En posant 5 = —Q¢€ AJ” on obtient
—a = B — 9.
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i. Si ,8 =€, — g4 avec p < q : D’apreés les corollaires et on en déduit que :

sa ={(pq—Lc))
= {{q—L¢ p))

Alors,
j—t=p—q+Lc<Lc

ii. Si 6 = ¢, + &4 avec p < q : D’apres les corollaires et on en déduit que :
sa = (—=q p))

Alors,
J—i=p+q<Lc

iii. Si = 2ep, : D’apreés les corollaires et , on en déduit que :
Sa = (=P D))

Alors,
j—1=2p< L¢

]

Proposition 4.6. Soit u — us, une couverture forte dans le 0-ordre de Bruhat. Soit i < j tels
que s ={(i 7))c. On note par C,, le centre de u — us,. Alors,

Lo

C, <
2

Démonstration. Soit i, j, u et o comme dans I’énoncer de la Proposition. D’aprés le Lemme [£.23],

u(a) <4
Or, puisque u — us,, une couverture forte et que s, = {(i j))c, on a

u(i) < u(j) et su@) = {(u(i) u(j)))c
Par suite, par conséquence du Lemme [4.24]
u(j) —u(i) < Le

Finalement, on a

C, < T3

0

Proposition 4.7. Soit u € So(él) eta, B € Are(@) tels que u — US4, U — USg el USy — USeSa

sont des couvertures fortes dans le 0-ordre de Bruhat. On suppose en plus que s,53 = S3Sq.-
Alors, la conjecture est veérifié pour m = 2.
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Démonstration. Pour tout uy, us € S°(Ch) tels que u; — us est une couverture forte, on note
Y 7

par M (uy,usz) Pensemble de marquages associés a cette couverture. Pour montrer ce résultat,

on peut remarquer qu’il suffit de montrer les deux égalités suivantes :

o M(u,us,) = M(usg, usgsa)
o M(u,usg) = M(usq, usasg)
Ces deux égalités montrent que pour toute suite de marquages croissantes, en passant par us, (
resp. usg) il en existe une qui est décroissante. Et vis versa. En effet, si m € M (u, us,) alors,
par Définition,
(i, j) € 2% sa = (i j))c et m = u(j)
Or, puisque S,53 = 5354, Ol &
usg(j) = u(j) =m
Par suite,
m e M(usg, usgsq)

Inversement, si m € M (usg, usss,), alors,

3(i,5) € 2% sa = (i j))c et m = uss(j)

Or, s3(j) = j donc,

u(j) = m
Par suite,
m e M(u,us,)
On a donc montré la premiére égalité. La deuxiéme est prouvé d’'une maniére similaire. O]

Remarque 4.25. Pour montrer la conjecture en degré 2, il faut encore la montrer dans le cas
non-commutatif. Soit u € SO(C'Z), a,f € A“(C’l) tels que u — us, et us, — us,sz sont des
couvertures fortes et que soS3 # SpSe. On note par Cy, (resp. Cg) le centre de la couverture
U — USq (resp. us, — useSg). D’aprés la remarque on sait que Cy, (resp. Cg) est le centre
de symétrie de l'ensemble M (u,usy) (resp. M(uSq, uSaSg)).
1. SiC, = Cp : Soit my € M(u,us,) et mg € M(usq, usaSg). On remarque qu’on a les deux
implications suivantes :

mq <m2:>20a—m1 >2C’5—m2
mq >m2:20a—m1 <26’5—m2
On peut remarquer que, dans ce cas, ces deux implications montrent la conjecture pour

m = 2. En effet, elles montrent que limage d’une suite de marquages croissante par
Co(= Cp) est une suite de marquages décroissante et Vis Versa.

2. 8i Cq # Cpg : D’apres la Proposition[{.6, on sait que

L
0< Oa, Cg < 70
Alors,
L
Cs = Cal < =

Dans ce cas, on montre que méme si les centres ne sont pas égaux, ils ne différes pas trop
non plus. Donc, méme si on n’a pas réusst a montrer la conjecture pour m = 2, on peut
quand méme étre convaincu qu’on est pas loin de la prouver.
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Le but dans la suite c’est de montrer la Proposition [4.8| qui servira comme élément important
pour une éventuelle preuve de la conjecture en question. Pour cette raison on utilisera la
représentation du groupe S(C)) en tend que sous groupe de S(Ag1).

Définition 4.26. Soit w un élément d’un group de Weyl quelconque. On dit qu’une réflection
simple s est une décente a droite de w st

l(ws) < L(w)
On note par Dr(w) U'ensemble des décentes a droite de w.

Dans la suite on notera respectivement par D7 (w) et D$(w) les ensembles de descentes a
droite en type A et en type C.

Lemme 4.27. [3, Proposition 8.3.2] Soit ve S(Ayyy). Alors,
Da(v) = {si; v(i) > v(i + 1)}

Lemme 4.28. [3, Proposition 8.3.6] Soit u,v € S(A2l+1). Alors, les Propositions suivantes sont
équivalentes.
1. u—w.

2. 1l existe des entiers i et j tels que

i jmod2l+ 1, u(i) <u(j), etv=u-{(ij)a

Lemme 4.29. [16, Lemme 2.2] Soit w € S(Aysq) eti < j tels que i # j mod 21 + 2. Alors,
w — w{(i j))a est une couverture forte si et seulement s,

Vk €li, jl; w(k) ¢ [w(j), w(i)]
Lemme 4.30. [3, Proposition 8.4.2] Soit v e S(C,). Alors,
Di(v) = {si; v(i) > v(i +1)}
Lemme 4.31. Soit i < j tels que {(i j))c est une réflexion et w € W(C)) alors,
w-{(i j))e > w < w(i) <w(j)
Démonstration. 1. Siw(i) < w(j) : alors, d’aprés la preuve de 8.4.6 dans [3]
inv(w - {(i j))c) > inv(w)

2. w(i) > w(j) : alors,
w - (i j))ci) <w-{(ij))c(i)
donc,
Uw - (i j))c - (i j))c) > w-{(i j))c)
Finalement,

t(w) > L(w-{(i j))c)

90



4.4. Conjecture en degré 2

Dans la Définition et le Lemme on notera les éléments de S(C)) par des lettres
majuscules et celles de S(Ay 1) par des lettres minuscules.

Définition 4.32. On définit le morphisme de groupes ¢ de la maniére suivante :
0 :S(C1) = S(Ag41)
Sk = SES_k—1 (Vk’ € {1, c. ,l — 1})
Sl = S_ 1515
So = S0S_150

Si on regarde les groupes S(Ay) et S(C;) comme sous-groupes de permutations de Z, on
remarque que @ est en effet une injection.

Lemme 4.33. Soit W e W(C)) et S, ---S;, une écriture réduite de W. Alors,
(W) = @(S;,) - o(S;,) est une écriture réduite.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la longueur d’une écriture réduite. On note
W' =S, ---S;._,. Par hypothése de récurrence on sait que

o(W') = p(Si,) - ¢(S;,_,) est une écriture réduite.

1. Siip # 0,1 : Alors,
e(W) = o(Si,) -+ o(Siy_,)Siy S—ip—1
D’aprés le Lemme [£.30] on a
W' (ig) < W'(ip + 1)
Donc,
e(W")(ix) < o(W)(i + 1)

D’apres le Lemme 4.27] on a

W'S;, >w et W'S_;, ;> W'
Alors,

e(W')(—ix — 1) < o(W')(—ix)
Et puisque, S;, (—ix, — 1) = —ix — 1 et S;, (—ix) = —iy, alors,

W/Sik S,Z’k,1 > W/Slk

2. Siip =0: Alors,

D’aprés le Lemme on a
W'(0) < W'(1)
Alors,
P(W)(0) < o(W)(1)
Par suite, d’aprés le Lemme [1.27]
w'sy > w'

En faisant le méme type de raisonnement et en utilisant les Lemmes et on
montre que
(W) sos_180 > p(W')sgs_1
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3. Siip =1 : Dans ce cas on fait le méme type de raisonnement que lorsque i, = 0.
]

Lemme 4.34. Soit o une racine courte et i < 0 < j des entiers tels que S, = {(i j))c. Soit

U e S(C)) un élément Grassmannien tel que U — US, est une couverture forte dans le 0-ordre
de Bruhat. Alors,
U@)-U(j) >0

Démonstration. Tout d’abord on remarque qu’en faisant un petit calcul on peut montrer que
(i j)e) =i j)a-{(=j —i))a

Soit S;, - -+ S;,,, une écriture réduite de U - {(i j))c. Alors, puisque U — U - {(i j))c est une

1
couverture forte et en utilisant le Lemme d’échange, on trouve
U=3Si S, Sip.,
Donc,
Sil T Sik+1 = Sil T Sit T Sik+1 ’ <(Z ])>C
Alors,

<(Z j)>C = Sik+1 e giz e Silsil T SitSit+1 e Sik+1
S, S

T+l k41

Puisque «a est courte et a = S; - S, (ag,), alors

k+1“

«;, est une racine courte

En d’autres termes,
i # 0,1
Donc,
©(Si) = 8i,5-i,—1

D’aprés , on sait que
Up(U)) = L(e(U - {2 j))c)) — 2
Alors, en notant u := ¢(U), on obtient
u<u(i j)a-{(=j —i)a et Lu-{(ij)a-{=j —i)a)=Ll(u)+2
D’autre part, puisque U < U - {(i j))c, en utilisant le Lemme [4.31} on obtient,
U(i) <U(j)
Or ¢ ne change pas I'action des éléments sur Z, alors,
u(i) < u(y).

Donc, d’aprés le Lemme
u<u-{(j))a

Donc, en type A, u — u{(i j)ya est une couverture forte dans le 0-ordre de Bruhat. Alors, en
utilisant le Lemme et puisque 0 ¢]i, j[, on a

u(0) € [u(@), u(5)]
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Donc,

Finalement,

]

Proposition 4.8. Soit i < 0 < j et a € AS(Cy) tels que so = {(i j))c. Soit u un élément
Grassmannien tel que u — us, est une couverture forte dans le 0-ordre de Bruhat. Alors,

L¢

u(@) - u(j) >0 ou 0<u(j)=—u(i)< 5

Démonstration. Soit u un élément Grassmannien tel que u — us, est une couverture forte alors,
d’aprés le Lemme on a
u(a) <6

Alors,
0 <{(wy,u(a)) <1

On a donc deux cas possibles :
1. Si{wy,u(a)y =0 : Dans ce cas, on a

(@o, u(a)”) =0

D’aprés le Corollaire [4.5, il n’existe pas d’entiers i’ et j tels que i’ < 0 < j' et sy(0) =
{(i" §")). Par suite,

u(i) - u(y) >0

2. Si{wy,u(a)) =1 : Dans ce cas,
§—u(a)e Ay

D’aprés le Lemme |5.32

si 0 — u(a) courte

v )2
(0. u(0)) = {1

si 6 — u(a) longue

(a) Si (wg,u(a)¥) = 2 : (0 — u(a) courte) On remarque tout d’abord qu’on a les
équivalence suivantes :

[0 — u(a) courte] < [u(d — ) courte] < [§ — a courte] < [a courte]
Alors, puisque § — u(«a) est courte, on a
« courte
Par suite, en utilisant le Lemme on en déduit que
u(i) - u(y) >0
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(b) Si {wo, u(@)¥) =1: D’apreés la Proposition [4.5] on sait que (4, 7) est I'unique couple
tels que i < 0 < j et Sya) = {(¢ j)). On a deux cas possibles :

u(i) - u(y) > 0ouu(i)- u(j) <0

Dans le deuxiéme cas, on remarque qu’on a nécessairement u(i) = —u(j). En effet,
dans le cas contraire on aura deux couple (u(7),u(7)) et (—u(j), —u(i)) qui enjambent
0 et donc {(wy, u(a)¥) = 2 (Contradiction).
Or, d’aprés le Lemme [6.1],

0 <u(j)—u(i) < L¢

Donc,
0 <2u(j) < Le
Finalement,
L
O<Mﬁ<—§

4.5 Produit par £2°1% dans ()

4.5.1 Comment obtenir explicitement les marquages

Pour déterminer les marquages dans la figure [£.1] ci-dessous, on procéde comme suit :
Soit u <j v une relation de couverture faible, cela signifie que

l(v) = l(u) + 1 et v = su.
Alors,

V= Spl
:{M«M%Mu*w+n») sik#0
w(w (=) w (1))  sik=0
Comme £(v) > {(u), on a,
u (k) <ut(k+1) sik#0
u ' (-1) <u'(1) sik=0

On cherche tous les entiers i, j tels que,

{(u=Yk) v (k+1) sik#0
(1) w1y sik=0

Enfin les marquages seront tous les entiers v(i).

i<0<ja<@ﬁ>={
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Marquages associées a des couvertures fortes dans C

FIGURE 4.1 — Dans la figure qui suit, les marquages seront en rouge et en bleu on indique les
réflexions sg a droite (v = usg)

51505152505150 52515051525150 52505152505150
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4.5.2 Programmation du calcul de Schubert et vérification de cas par-
ticuliers a I’aide de ’ordinateur

En se basant sur |2 Lemme 5.3| par Sara Billey, plus précisément, sur un résultat qui porte
sur le calcul (par récurrence) des constantes de structure de l’algébre cohomologique de la
grassmannienne affine, on a pu programmer (cf. Annexe |A)) sur le logiciel "Sage" le produit des
éléments de la base.

Remarque 4.35. Voici quelques exemples de produits :

° 5525130 . 550 — 2551525130 + 1552505130

PY 6528180 . 53150 — 459051528180 + 358182808180

PY 5525180 . 5815051 — 65515081825150 + 5&808182508130 + 25325152508180

PY 5828180 . §825180 — 85518081828180 + 4£808182808150 + 26828182808180

4.5.3 Retrouver les produits en utilisant la conjecture [4.4

Dans cette partie, on va expliquer comment retrouver les produits cités dans la remarque
[4.35] en utilisant la figure [4.1], qu’on a construit en se basant sur la conjecture [4.4 En effet, on
explicitera au lecteur le calcul du deuxiéme produit (i.e. £5251%0 . £51%0) Ici il s’agit de multiplier
par {02 (= £*1%0)  pour cette raison notre point de départ sur le graphe sera I’élément sos15¢. Et
puisque £(s159) = 2, on va considérer tout les chemins de longueur 2, débutant par sss15g et
formant des suites de marquages croissantes. On trouve :

1. Entre s9515¢ et s981525150 on a les quatre suites suivantes :

e En passant par s159815p :
(=3,1), (—3,6) et (4,6)
e En passant par s95¢S1Sg :
(1,6)
C’est a dire que le coefficient de sgs152515¢ est égale a 4.

2. Entre s98150 et 5152808180 on a les trois suites suivantes :

e En passant par s15951Sg :

(_37 2)

e En passant par s,s95150 :
(1,4) et (1,2)

C’est a dire que le coefficient de s15950515¢ est égale a 3.

Finalement on retrouve bien,
5325130 . é‘slso — 4&'3031523150 + 3&'5132303150

On pourra, exceptionnellement dans ce cas, voir ce produit comme étant £°1%° - £%3 (puisque
Co3 = S25150). Dans ce cas notre point de départ sera I’élément s15, et on considérera des chemins
de longueur (¢ 3)(= 3), qui débuterons par s;so et qui formeront des suites de marquages
croissantes. On trouve :
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1. Entre s159 et s9s1528150 on a les quatre suites suivantes :

e En passant par s9s159 et 51595150 :
(—2,4,6), et (3,4,6)
e En passant par sos159 et s950510 :
(—2,1,6)
e En passant par spsiSo et $9505150 :
(1,3,6)
C’est a dire que le coefficient de sgs152515¢ est égale a 4.

2. Entre s;sg et 8159505159 on a les trois suites suivantes :

e [n passant par s9s15¢ et 59505150 :
(—2,1,2) et (—2,1,4)
e En passant par sgs;sg et 32505130) :
(1,3,4)
C’est a dire que le coefficient de s15250515¢ est égale a 3.

De méme, on retrouve le résultat.
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Chapitre 5

Anneau Nil-Hecke et algébres de Hopft

5.1 Algébres de Hopf

Dans cette partie on suppose que k est un anneau et on rappelle la notion d’algébre de Hopf
sur k.

Définition 5.1. Une algébre unitaire sur k est un k-module équipé avec les deux applications

linéaires sutvantes :
m:AQLA— A et u:k— A

telles que :
1. Le diagramme suivant commute :(Associativité)

AQAQ A A® A

o |

AQ A—" A

2. Le diagramme suivant commute :(Elément neutre)

A®A

Définition 5.2. Une cogebre sur k est un k-module C' équipé avec les deux applications linéaires

survantes :
A:C — C®y C (co-multiplication) et € : C — k (co-unité)

telles que :
1. Le diagramme suivant commute :(Co-associativité)

CRCRCE_ceC
id@AT ]A
CRC~— C
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2. Le diagramme suivant commute :(Co-unité)

c®C
E®C A C®k
1®— —®1
C

Définition 5.3. 1. Soit A et B des algébres sur k. Soit ma (resp. mg) le produit associé
a A (resp. B) et uy (resp. ug) lunité associé a A (resp. B). On dit qu’une application
linéaire 0 : A — B est un morphisme d’algebres sur k si les deux diagrammes suivantes
sont commutatifs :

A—Y% . B et A—.B
mAT TmB uAT TuB
A®A—+B®B k—k

2. Soit C et D des cogébres sur k. Soit A¢ (resp. Ap) le co-produit associé a C' (resp. D)
et ec (resp. ep) le co-unité associé a C (resp. D). On dit que une application linéaire
f:C — D est un morphisme de cogébres sur k si les deux diagrammes suivantes sont

commutatifs :
c—!L .p et c—L-p
S i

Définition 5.4. Une bigébre A est un k-espace vectoriel A = (A, m,u, A e) o (A, m,u) est
une algébre et (A, A, ) est une cogébre telles que l'une des conditions suivantes est vérifiée :
e A ete sont des morphismes d’algebres.

e m et u sont des morphismes de cogébres.

Définition 5.5. Un morphisme de bigébres est une application linéaire qui est en méme temps
un morphisme d’algébres et de cogébres.

Définition 5.6. Soit A = (A, m,u, A, ) une bigebre. On dit qu’un endomorphisme s de A est
un antipode de A si le diagramme suivant commute :

ARA A< AR A

id@sT uos] Ts@id

A®A<A—A—A>A®A

On remarque que si A est commutative, le digramme si-dessus sera équivalent au suivant :

A< AR A

uoaT T5®id

A—A®A
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Définition 5.7. Soit A une cogébre sur k. On définit ’application Flip sur A®Q A par :

L ARA—- AR A
TRy —>yYR®x

Définition 5.8. Soit A une algebre sur k. L’algébre opposée de A, notée AP, posséde la méme
structure d’espace vectoriel que A mais équipée par le produit opposé :

VYa,be A; a-b:=ba

De méme,si on note par v Uapplication Flip d’une cogébre C, la cogébre opposée de C', notée
C°°P posséde la méme structure d’espace vectoriel que C, équipée avec :

Ageop 1= 10 Ap
En plus C' est appelée co-commutative si C°P = C, c’est a dire, si
to Ao = A¢
Définition 5.9. 1. Une algebre de Hopf est une bigébre avec un antipode.

2. Les morphismes d’algebres de Hopf sont les morphismes de bigebres que préservent [’anti-
pode.

Exemple 5.10. Soit G un groupe algébrique sur k alors C[G] est une algébre de Hopf (cf.
Humphreys [11)])

Démonstration. En effet, on note par m : C[G] ® C[G] — C[G] la multiplication. On définit
les deux applications suivantes :

uk—A (unité)
k(9= k)

et

e:Cl[G] -k (co-unité)
[ fle)

On note par i la multiplication et ¢ I'inverse du groupe G. Ces morphismes en induits des autres
sur A :

p* : C[G] - CI[G] ® C[G] (co-produit)
fe 0@ (si flzy) = ) gi(x)hi(y))

et
/* : C[G] — C[G] (antipode)
f=f  (tel que *f(z) = f(z7)
Alors, (C[G],m,u, u*,&,*) est une algébre de Hopf. ]
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5.2 L’anneau Nil-Hecke de Kostant et Kumar

Dans ce qui suit, soit G un groupe algébrique complexe, simple et simplement connexe. Soit
B < G un sous groupe de Borel et W le groupe de Weyl associé a G. On note par g l’algébre de
Lie associé a GG, h I'algebre de Cartan associé a g et h* son dual. On définit aussi I’ensemble de
racines simples {a;, 7 € I} dans h* et I’ensemble de coracines simples {a;’, i € I} dans . En
plus, on note par Q) := @ Za;, le réseau de racines simples sur Z et par Q¥ := @ Za,’, le réseau
de coracines simples SLZE"IZ. Enfin on note par g.g ’algebre de Kac Moody alf?ilne associée a g
(cf. , bag son algébre de Cartan et h,¢ son dual. De méme on défint le réseau de racines

et coracines simples affine sur Z respectivement, par Qa.g := P Za; et QY = @ Zoy ou
i€l 5 i€l

Lg =1u{0}.

Dans cette partie, on rappelle la définition de I’anneau Nil-Hecke de Kostant et Kumar : les

résultats de cette section sont contenus dans [13].

5.2.1 L’anneau Nil-Hecke A4

On note par S := S(h%;) lalgébre symétrique de h¥; et par Q := Q(h¥;) son corps quotient.
Dans ce chapitre on va définir 'anneau Nil-Hecke, dans [13], Kostant et Kumar le définissent
sur le corps @, mais pour ce qui suit, ¢’est plus pratique de le définir sur S.

Le groupe Wag := W x QV (cf. Définition agit par automorphismes sur le corps Q.

Définition 5.11. On définit Qw comme le Q-module & droite de base {0y }wew,;. On définit
Sw de la méme maniére que Qw en remplacant Q par S.

Définition 5.12. Qyw admet une structure de C-algébres donnée par :

Vo, w € Wag VYqu, qw € Q,  (qu00)(quwdw) = qu?(Gw)dvw

En plus, l'anneau Qw admet aussi un anti-automorphisme involutif t définit de la maniere

suivante :
Vwe Wag Vg€ Q, (¢0w)' = 0p-1q = (W q)dy

Dans la suite, pour w = e (I’élément neutre), on note §, = 1.

Définition 5.13. Pour tout i € {0,...,l} on définit les élements A; de la maniére suivante :
1
A= —(0,, — 1)
Notation 5.14. On note b} := @ Zw; le réseau de poids fondamentauz et by := @ Zw, celui
1€l 1€l
des co-poids fondamentauzx.
Propriété 5.1. Pour tout i,5 € {0,...,l}, et A € b} on a les relations suivantes,

AzAl :0,

~~ ~"

m facteurs m facteurs m facteurs m facteurs

Démonstration. Soit 1,5 € {0,...,1}, et A € h%. Alors,
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1.
1 1
Ai . )\ — (’f‘i : /\)Al = 5(51 — 1) . )\ — (/\ — <)\,azv>al);(5z — 1)
1 A A s )
= 8 = A 1] = [28 = T = i+ e - 1]
1 \Y
-~ (~atai)
= _<)‘70‘z‘v>'1
Alors,
2.
A A = %(5 1) ai(éi—l)
1 1 1 1 1
:;i[@'(a—i(gi)—@'(a—i'l)—;i5i+a—i'1]
~0

Une conséquence de la propriété est :

Proposition 5.2. Soit we W et 1 <1y,...19; <[ tels que r;, - --1;, est une écriture réduite de

w. Alors Uélément A;, --- A;, dans Qw ne dépend pas du choix de Uexpression réduite de w. On
note Ay, = A;, -+ A

i)

Proposition 5.3. 1. Soit u,v € W alors,

AA, — {Avw sz. L(vw) = L(v) + L(w)
0 sinon

2. Soit ve W et x € b* alors, (voir Notation pour la définition de w —* v)

XA, = A,(v7'x) = Y (x BY ) Aw

w—Po

Remarque 5.15. On peut remarquer que Q admet une structure de Qw-module & gauche
définie explicitement par :

Vwe War Vq,q € Q, (¢6w) - ¢ = qu()
Définition 5.16. On définit I’anneau Nil Hecke Affine par,
Ag:={reQw; z-Sc S}

Remarque 5.17. 1. On remarque que A.g est un sous-anneau de Qw contenant Sy . En
appliquant Uinvolution t sur les éléments de Ang, on obtient un autre sous-anneau Alg de

Qw -
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2. En fait, A.g n'est pas le plein anneau Nil-hecke définit par Kostant et Kumar dans [15],
parce qu’on prend \ € @ Zw; et non dans @ Zw;.

iel i€l

Proposition 5.4. 1. A.g est un S-module libre a droite (respectivement a gauche). En plus,
les éléments { Ay twew,, forment une base de A.g sur S a droite (respectivement a gauche).

2. En plus on a Ayg 0 Alg = Sy

Remarque 5.18. On remarque que A,g est un anneau non commutatif de type fini sur C,
puisqu’il est engendré par les {A;}1<i<t €t S.

5.2.2 Structure de Co-produit sur A,g

Définition 5.19. On note par Qw Qs Qw le produit tensoriel o Qw est considéré comme un
S-module a gauche (cf. Définition . On définit Uapplication diagonale A : Qw — Qw RsQw

par S-linéarité a gauche et par la formule suivante :
Vw € Wag, A(0y) = 0u ® dy

Remarque 5.20. On remarque que le co-produit A est co-associatif, co-commutatif et posséde
une co-unitée € : Qw — S définie par :

Vpe S,Yw e Wag; e(pdy,) =p

Démonstration. Pour montrer que A est co-associative il suffit de montrer que
(A®Id)oA=(Id®A)o A

En effet, soit w € W alors,

(A® Id) o A(by) = A® [d(6, ® )
= A<5w) ® 5w
= (611) ® 511)) ® 510
= 511) ® 511) ® 5111

D’autre part,

(Id® A) 0 A(by) = 1d® A6y ® bu)
= 511} ® (511; ® 511})
= 511) ® 6w ® 5111

Pour montrer que A est co-commutative, on pose ¢ 'application Flip définie sur Qw ® Qw
(cf. Définition [5.7)). On veut montrer que

to A=A
En effet, soit w € W alors,

L0 A(0y) = (0w ® by)
= 511} ®5w

D’autre part,
A(0y) = 6y ® dy

Par suite A est bien co-associative et co-commutative. O
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Lemme 5.21. Pour tout i€ {1,...,l} on a,

Démonstration. D’ une part, on a

A(A) = A(=(5; — 1))

1

1 1
= A(—5 — —1
(58— 30
1 1
= A(=5) — A(—1
(5,00 =AY

1 1
=—0®4——1®1
Q; e%
D’autre part,

Az®1+(5e®Az + OéZ(Al®AZ)
1 1 1

1
(07] (7] 67}
1 1 1 1 1 1 1 1
Q; (6% (%) Q; Q; (%) (6% Q;
1 1
=—0;®00h——1®1
%) Q;
Par suite,
]

Remarque 5.22. Le Lemme donne une structure de cogébre dans A.g. Cependant, ce
n’est pas une bigébre pour la raison suivante :

=A®A+A®A,
=24, @ A;
D’autre part,

A(A?) = A(0) =0

Proposition 5.5. Soit w e Wog. Alors il existe des polyndomes homogenes {CZJW}MGWaff €S tels
que
A<Aw> = Z CZU,UAU®AU

u,V<Ww

A, est alors une sous-cogébre de Q.

5.3 Modéle de I’homologie de la Grassmannienne affine

Kostant et Kumar dans [I3] ont étudié la topologie des espaces homogeénes associés a un
groupe de Kac-Moody arbitraire et en particulier, ils ont calculé les constantes de structure de
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la cohomologie de la Grassmannienne affine H*(Grg) dans la base de Schubert, en utilisant la
construction algébrique de I'anneau Nil-Hecke. La connexion entre la topologie et la combinatoire
est explicitée par 1’étude de trois sous-algébres de ’anneau Nil-Hecke.

La premiére sous-algebre, "algébre de Nil-Coxeter”, notée Ay, qui est ’algébre engendré par
les opérateurs de différence divisée {A;};cr,. La deuxiéme sous-algebre appelée "Sous-algebre
de Peterson” et notée Zy,,(S) est l'algebre centralisateur de S dans A,g. Peterson [20] a
construit un isomorphisme j entre ’homologie T-équivariante Hy(Grg) de la grassmannienne
affine, et Z, . (5). La troisiéme algébre B’ est une sous-algébre de A appelée "Sous-algébre de
Fomin-Stanley”. Dans [15], Lam & montrer que B’ est un modéle de 'homologie H,(Grg), plus
précisément il construit un isomorphisme d’algebre de Hopf entre H,(Grg) et B'.

Les résultats de cette section sont essentiellement contenus dans [15], mais nous proposons une
justification plus détaillée de certains de ces résultats.

5.3.1 Sous-algébre de Peterson Z; .(95)

Kumar, dans son livre [14], étudie ’homologie et la cohomologie de la grassmannienne affine
( définit comme quotient du groupe de Kac-Moody, notée G, associé a G par le sous groupe
parabolique P). Soit w € W,g, Kumar note par ¢, 'application de pt dans G/P donnée par
tw(pt) = wP (Uinclusion d’un point T-invariant). Les {ty }wew,, induisent des applications en
cohomologie T-équivariante notées 1, := ¥ : HT(G/P) — H*(pt). On sait que Hr(Grg) est
engendré sur Q par les classes {1y; t =ty € Q¥ < Wag}.

Définition 5.23. On définit l’ensemble W _5 comme le sous ensemble du groupe de Weyl affine
Wag des éléments de longueur minimale dans le quotient Wag/W . Pour tout x € W5 l’élément
A, est appelé terme Grassmannien.

Définition 5.24. Soit A € . On dit que X\ est antidominant si :
Vi e ],<A,Oéi> <0
On note par )~ l’ensemble des éléments antidominants.

Remarque 5.25. (Conséquence de la décomposition de Bruhat)
Hr(Grg) est un S(= HT(pt))-module libre avec la base donnée par les classes de Schubert
T'-equivariant :

{&o; x e Wt (structure donnée par le cap produit)

Définition 5.26. [18] On définit l'application j de la maniére suivante : ¥t € QY

J: Hr(Grg) — Aug
¢t — 5t

Et on l’étend par linéarité sur Q.

Définition 5.27. On définit l'action de A,g sur Hp(Grg) par,

Eyr st l(yz) = L(y) +U(2) et yz€ W

0 sinon

Vz e Wa_ff7vy € Waff; Ay ) gz = {

et S < Aug agit via la structure de S-module de Hr(Grg).
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Notation 5.28. On note J := >, AnA, et Zy . (S) le centralisateur de S dans A,gq.

weW
wid

On note par wy ’élément dans W de plus grande longueur. Cet élément agit sur les racines
simples par permutation et en les multipliant par —1. On note ¢, I'automorphisme du diagramme
de Dynkin tel que

Vi=1,....1; wo(ow) = —ae

On peut I'étendre, par linéarité sur (JV. Cet automorphisme induit I'application Z-linéaire
suivante : Pour tout i = 1,...,[:

Cx :Aaﬁ - Aaﬂ
A — A
QG = Qle(4)

ap — Qg
On note aussi ¢, : Ayg — A,g la conjugaison par wy.
Définition 5.29. On définit l'application Q-linéaire s telle que :
VAV € QY, (0. ) = 5t;$
Proposition 5.6. Une telle application s existe et elle est ['unique antipode de Zx(S). En plus,

BZC*OCU}O

Démonstration. Unicité : Pour montrer 1'unicité, il suffit de prouver qu'un antipode a sur Z,(5)
vérifie les mémes propriétés que s. En d’autres termes on va montrer que

Vz e Zy(S), a(z) = s(z)
Par Définition d’un antipode, on a le digramme commutatif suivant,

Za(S) =—"Z4(S) @ Zs(S)

uosT Tu@id

Zp(S) —=2a(5) ® Za(5)
En particulier, pour tout AY € Q¥ : D’une part,
uoe(dy,) =1
D’autre part,

mo (a®id) o A(d,.,) = mo (a®id)(d,. ® . )
m<a(6t>\v ) ® 5tw )
= a((st)\v )5t)\v

On en déduit que,
a(étw)(stw =1

Par suite,
a((st,\V) = 5t;$
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Pour montrer que a est S-linéaire, on utilise encore le diagramme ci-dessus en ’appliquant sur
s0,.. On obtient :
a(sde) = S0

Ce qui montre le résultat.

Existence : Pour montrer que s préserve Z,(S), il suffit de montrer que s = ¢, o ¢,,,. En effet,
pour tout A\ € )V, on a

C* © CwO (5t)\v> = c* (5w0t)\v u)gl)
= c*(dtwo(/\v))

= C4 (6t,c(kv))

= 515,)\\/

Alors, s et ¢, o ¢, se coincident sur la base {d;,, }. On doit encore montrer que ¢, o ¢, est
S-linéaire. En effet, soit s € S alors

€ O Cop (80¢) = €4 (80¢)
= 50,

En fin on a,
§ = C4 O Cyy
]
Théoréme 5.7. [15]
1. j est un isomorphisme d’algébres et de cogébres de Hr(Gre) a Za,,(S) qui est uniquement
déterminé par les deux propriétés suivantes :
o Vo e Wy j(&) = A, mod J
o j(&) € Zag(5)

2. En plus, elle est compatible avec l'action de A.g sur Hp(Grg) de la maniére suivante :

!/

Vo,0' € Hr(Grg); oo’ = j(o) o

Remarque 5.30. 1. L’isomorphisme j est en effet un isomorphisme d’algébres de Hopf.

2. En plus, la seconde propriété dans le Théoreme[5.7 est équivalente au suivant :

Vie{i,....l}; j(&) o = a;j(&)

Proposition 5.8. [15, Proposition 4.5] Soit x € W5 et A € Q~. On note par W) le stabilisateur
de A dans W. Alors on a,
§x£t>\ = £:L't>\

Plus explicitement,

j(ftx) = Z Atw(k)

wEW/W)\
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5.3.2 Sous-algébre affine de Fomin-Stanley B’

Dans [I5], Lam a définit une sous-algébre B’ de Ag et il montre, sans donner les détails,
qu’elle est isomorphe en tend qu’algébre de Hopf a l'algébre H,(Grg). Dans cette section on va
détailler les preuves de ces résultats.

Définition 5.31. Soit Ay < A le sous anneau de Ag engendré sur 7 par les {A;}izo..1. On

definit application ¢g de Az dans Ay de la maniére suivante :

.....

Vs € S; ¢o(s) = s(0)
Qb() : ZawAw — quO(aw)Aw

Le produit de Pontryagin pont : Grg x Grg — Grg en induit un autre dans l'algébre
d’homologie T-equivariante noté =p. Dans ce cas, il existe des a,, telles que :

Vu, v éu *T 51) = Z aw&w

w

Alors on obtient, en faisant le Produit de Pontryagin en Non-equivariant, le produit #o sur
H.(Grg) par :
Eu *0 5’0 = ¢O<€u *T 51})

Remarque 5.32. On note par 0 : Grg — Grg x Grg Uapplication diagonale de Grg. En effet
cette application induit le cup produit en cohomologie :

0" :H*(Grg) — H*(Grg) ® H*(Grg)
@ > ) g

En plus, puisque H*(Grg) et Hy(Grg) ont des structures d’algébres de Hopf duales, on sait que
0 induit le suivant :
U H*(QTG) ® H*(gTG> - H*(ng>
€Y s Z Cz}ﬂ)gu ® &Y
Définition 5.33. [15/ On définit la sous-algebre affine de Fomin-Stanley comme sous-espace de
Aq de la maniére sutvante :
B = {ae Ao Vs €S, dolas) = do(s)a}

Remarque 5.34. 1. On remarque que ¢g envoie Mg ®gs Aug sur Ag ®s Ay en évaluant les
coefficients en 0 dans la base {Ay, @ Ay}vwew,q-

2. ¢g n’est pas un morphisme d’algébres de A,g.

3. Pour tout ae Ag etbe Ay on a :
po(ab) = go(a)b = do(a)go(b)
4. ¢g est un morphisme de B -modules :

Vbe B, Ya € Aug; do(ba) = boo(a)
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Démonstration. 1. C’est claire.

2. Pour tout i € {1,...,l} ona:

¢0(A2'O4i) = ¢0(2 - OéiAz‘)
=2

D’autre part,

Po(Ai)do(i) = A; - 0
~0

Alors
Po(Aic;) # go(Ai)do(a:)

3. On peut supposer qu’il existe s € S et u,v € Wg tels que a = sA, et b = A,. Alors,

(ﬁo(@b) = (bO(SAuAv)
= gbO(S)AuAv

D’autre part,
(ﬁo(@)b = ¢0<S)A’MA’U

Donc

¢0(ab) = ¢0(&)b
4. On peut supposer qu’il existe s € S et v € Wyg tel que a = sA, et be B'. Alors,

¢0(ba) = gbo(bSAv)
= ¢0(bS)AU
= ¢0(8)bAU

D’autre part,

bqbo(a) = b¢0<SAU)
= boo(s)A,
= gbo(S)bAU

Donc

(ﬁo(bd) = b¢0(a>

Le Lemme suivant justifie la nomenclature de B’ :

Lemme 5.35. L’espace B’ est une sous-algébre de Ay.
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Démonstration. Soit a et b dans B’ et s dans S. Alors,

EI{Cw}wEWaH; (b(](Cw) =0et bs = (bO(S)b + Z CwAw

wWeW i
Alors,
do((ab)s) = dolalgo(s)b+ D cwdul)
wEWaH
= ¢ a¢0 Z ¢0 CLCw w
’LUEWaﬁ‘
= apo(Po(s Z dolacy)A, (d’apres la remarque [5.34)
weW, g
= ago(s)b + Z do(cy)aA, (car aeB')
'LUEWaff
= ¢o(s)ab (car ¢g(cy) = 0)
m
Remarque 5.36. Pour tout b € Ay,
[Vie{l,...,l}; ¢o(b-a;) =0<=beB]
Démonstration. Soit b e Ag, on va montrer que,
[VZE {]_,,l}, ¢0(baz) =O:>b€B']
On suppose que pour tout i € {1,} on a ¢o(b- a;) = 0 et on veut montrer que,
Vs € S, po(bs) = ¢o(s)b
En effet, puisque les éléments de S sont polynémiaux en { Donc,
El{pw}weW € Sv Pw(()) =0etb- Q; = prAw
Alors,
(aj0) pr Ayay)
par suite,
¢o(b) - (i) = 0
On en déduit en fin que
be B
Ceci montre 'implication a droite. L’autre implication est évidente. O]

Proposition 5.9. On a
$0(Zn,(5)) =B

Plus précisément, ’ensemble des éléments {¢o(j(&u)); u € Wog} forment une base de B’ sur Z.
En plus Uélément ¢o(j(Ey)) est unique élément dans B’ qui admet A, comme unique terme
Grassmannien.

Fait 5.37. ¢g : Zs,,(S) — B’ est un morphisme d’algébres.
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Démonstration. Soit a,b e Z, . (5) tel que b = > b,A,. Alors,
b) = ¢0(GZ bwAw)
= oo Zwb aAy)  (carae Zy,,,(5))
= Z ¢o(bw)@o(ady)

=Z¢o w)o(a)A, (remarque [5.34{3))

Et ¢o(a)go(b) = do(a) 35 do(bw)Aw. Alors,
$o(ab) = go(a)Po(b)

O
Fait 5.38. ¢poj: H.(Gr) — B’ est un morphisme d’algébres.
Démonstration. Soit &,,&, € H,(Gr). Alors il existe des éléments {s, }ew € S tels que ¢o(sy,) =
0et:
urr o =Euvo &+ ), Subu
Alors,
3(&u w1 &) = J(u 0 &) + Z 8w (€w)
Par suite,
0 © j(&u 1 &) = @0 © J(&u %0 &)
Or d’apres le Lemme on sait que j est un morphisme d’algébres. Alors,
000 (€ *1 &) = G0(5(§u)i(E0))
En plus, d’aprés le fait on sait que ¢q est un morphisme d’algébres. Alors,
G0(J(€u)i (&) = (d0 © j)(&u) - (90 ©7)(&w)
Enfin,
(0 © 7)(&u *0 &) = (P0 © j) (&) - (0 © J)(&)
O

Fait 5.39. Soit Ay : Ay — Ay ® Ay tel que Ay = (¢ ® ¢o) 0 A. Alors Ay est une cogébre
co-commutative et co-associative.

Démonstration. Tout d’abord on va montrer que Aj est une cogébre. En effet, il faut montrer
que la face devant du diagramme suivant est commutative :

Aqfr ~ A @ Ay

m\ W\

A Ay Agid ‘AO Ay ® Ag

dRA .

Aaﬁ ® Aaﬁ Ay Aaff ® Aaff ® Aaff Ap®id
\ l \W
Po®do
Ay ® Ay N Ay®A)® A

112



5.3. Modéle de I’homologie de la Grassmannienne affine

Pour montrer ce fait, il suffit de montrer que les cinq autres faces de ce diagramme cubique
sont aussi commutatives :
En effet, la face derriére I'est parce que A.g est une cogebre. Les quatre autres faces le sont
parce que Ag o ¢g = (P9 ® ¢p) © A.

Pour montrer que Ag est co-commutative, on note par « I'application Flip associée a Ag et
on va montrer que

LOAOZAO

En effet, en raisonnant de la méme maniére qu’au-dessus on peut montrer que les faces du
diagramme si dessous sont commutatives :

Aaff Aaff ® Aaff

A
A Ao b ‘O Ay ® Ay
A @ Ag AuiL A @ Agg to
e | e
Do®dpo

Ay ® Ay

id

Fait 5.40. ¢poj: H.(Grg) — B’ est un morphisme de cogébres.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que le diagramme suivant est commutatif :

H.(Gre) J Zy —2 B’

N N / |

Ho(Gre) @ Ho(Gref&— 7, ® Zy 22 B @ B

En effet, d’apreés le Théoréme [5.7] j est un isomorphisme d’algébres de Hopf ce qui montre la

commutativité de la partie gauche du digramme. La partie droite du diagramme est commutative
par Définition de Ag (= (o ® ¢p) © A) et le fait que :
Agogg = Ay

O

Fait 5.41. ¢poj: H.(Grg) — B est en méme temps un isomorphisme d’algebres et de cogébres.

Démonstration. H,(Gre) a comme base (&, )uewas. Par la Proposition[5.9], les ¢g 0 j(&,) forment

une base de B’. Donc ¢go0j est un isomorphisme de Z-modules. Comme (¢ j) est un morphisme

d’algébres et de cogebres, c’est alors un isomorphisme d’algébres et de cogéebres. O]

On note par m et u respectivement, le produit et I'unité de I'algebre B’. Alors,

Remarque 5.42. (B, m,u, Ay, ¢) a une structure de bigébre.
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Démonstration. D’aprés le Fait il suffit de montrer que A( est un morphisme d’algebres.
En effet pour tout z,y € B’,

Ao(zy) = (¢007) ® (¢o 0 j) 0 Ay o (g0 )" (zy)
= (o 07) ® (dho07) 0 Au((dho0 ) () (dooj) ' (y)) (dpoj morphisme d’algebres.)
= (¢007) ® (¢ 0 j (A* (o 07) () Ax((¢0 oj)’l(y))) (A, morphisme d’algebres)

D’autre part,

Ao(2)A0(y) = (¢00J) ® (oo j)oA (%Oj)*l(x)((booj) (¢o0j)oAyo(dood)  (y)
= (00 ) ® (¢0 0 J) (As ¢OOJ (x)) (¢0©J) @ (do 0 ) (Ax((do04) " (v))
= (¢004) ® (00 ) (Aul(d005) (@) Au((o0 )" (4))) (¢o0j morphisme d’algebres.)

Alors,
Ao(zy) = Ao()Ao(y)

]

Corollaire 5.10. [15] B’ est un modéle de I’homologie H,(Grg). Plus précisément, l’application
Jo = ¢o 0 j définie dans la suite est un isomorphisme d’algebres de Hopf :

H*<grg) — B/

Remarque 5.43. 1. D’apres la Proposition[5.8 on en déduit que :
YA€ Q75 jol&,) = Z At

weW/WA

2. Pour tout x dans W, Uélément jo(&,) est caractérisé par le fait qu’il admet A, comme
lunique terme Grassmannien et qu’il appartient a B’ (d’apres le corollaire . En plus
la deuzieme propriété est équivalente au suivant,

Vie {17 .. '71}; (b()(.](](gz) ) ai) =0

Démonstration. 1. Soit A un poids antidominant, alors,

Jo(&e,) = <b ( ()

- Z Aty

weW/Wk

- Z Aty

wEW/W/\

2. Cette équivalence découle de la remarque [5.36]
O

On exploite maintenant le fait que les algébres de Hopf dont il est question sont graduées.
Ceci nous sera utile dans le Chapitre [7]
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Remarque 5.44. On rappelle que H,(Grg) admette la graduation suivante :

H.(Grg) = P Hi(Gre)

1eN
On remarque que Ay admet aussi la graduation suivante :

Yw e W, deg(Ay) = l(w), (Ag); := @ CA, et Ay = @(Ao)i

L(w)=1 €N

Définition 5.45. Pour tout i,j € N, on définit les deux projections il et pé’j de la maniére
sutvante :

o pi Hu(Gre) @ Hu(Gra) — Hi(Gre) ® Hy(Gre)
Z Cu,vfu ® fv — Z Cu’,v’fu’ ® 51/

() =i

et

. Pf)’j : Ay ® A - (Ap); ® (Ay);
Z C;,vAU ® AU — Z C;’,v/AU' ® A;/
L(u)=i
(w)=i
Pour tout w € W° on note o, := jo(&w) et on définit aussi les deux applications suivantes :
o AL H.(Grg) — Hi(gfc) ® H;(Gra)
€uw = P (Ax(€w))
et

o AF: Ag®Ar — (A0)i® (Ao);
Ow = pg’ (Ao(ow))
Lemme 5.46. Pour touti,j € N, on a
A 0 jo = (jo® jo) 0 AL
Démonstration. Soit i, j € N et w e W4 tel que i + j = ¢(w) alors,
AG 0 jo(&w) = 16 (Do (Go(w)))
= 57 ((jo ® jo) © A(£w)) (jo morphisme d’algébre de Hopf.)
1 (o @) (Y e )
=57 (X etiol€n) ®o(&))
= > do(&w) ® jol&w)
L(u')=i
{(v")=5)
= (]0 ®j0)( 2 Cg/,vffu’ ®£v’)
L(u)=1i
£(v")=5)
= (Jo ®Jjo) (P’ (Ax(&w)))
= (Jo ®Jo) © Ay (€w)
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Alors, N N
Ay 0 Jo = (Jo ® jo) o A}
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Chapitre 6

Multiplication par un crochet pour la
cohomologie en type A

Dans [16], Lam et al énoncent et démontrent une formule de Pieri dans la Grassmannienne
affine pour la multiplication par les £%™ pour tout entier positif m. Dans [19], Lee généralise ce
résultat sur les variétés de drapeaux. Dans cette section, le but c¢’est d’en déduire une autre
formule dans une variété de drapeau pour la multiplication par un crochet, c’est a dire, un
¢lément de la forme s; ... - 58, -+ . 5o pour i < j — 3.

En effet, pour montrer ce résultat on raisonnera par récurrence descendante sur j. Du coup, on
commence cette section en définissant des bandes presque-fortes, cette notion sera utilisé pour
énoncer et montrer I'initialisation de la récurrence en question :

Définition 6.1. On dit que S = [w; (C4,...,C,);u] est une bande presque-forte si les Cy sont
des couvertures fortes telles que :

Vke{0,...,r —1}; outside(Cy) = inside(Cyyq)
et
m(Ch) < - <m(C,_1) >m(C,)

Le Lemme suivant montre que les marquages de deux couvertures fortes C; et Cs, tels que
outside(C}) = inside(Cy), ne peuvent pas étres égales :

Lemme 6.2. [16, Lemme 2.7] Soient Cy : uy —"9 uy et Cy @ uy —"92 uz deuzr couvertures
fortes. Alors,

m(C’l) #* m(Cg)

Démonstration. On rappelle tout d’abord que si C; : up —71 uy et Cy 1 uy —272 uz sont des
couvertures fortes alors, on a les informations suivantes :

o ’il <0< jl
o Hm <0< jz
o Uy = Uity 4

o U3z = Uty j

o l(ug) =l(uy) +1
L] f(u;g) ( 2) + 1
o m(C1) = u1(j1) = ua(in)

C1) = wi(j1)
o m(Cy) = uz(j2) = us(ia)
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En tenant compte de ces informations et en supposant que m(C;) = m(Cs) on trouve que,

us(iy) = ua(ja)

Donc,
11 = Jo

Or i1 < 0 et jo > 0 ce qui est absurde. Donc,

Notation 6.3. Pour tout 1 < a < b <1 on note,
Sq -+ Sp = SaSq+1 """ Sp—15p

le produit croissant de a a b de toutes les réflexions simples s; telles que a < i < b.
De méme, on note
Sp . Sq = SpSh—1 " Sa+15a

le produit décroissant de b a a de toutes les réflexions simples s; telles que a < i < b.

Remarque 6.4. Soit j, ke {1,...,1} tels que €(s; ... s1505x) = £(sj ...-s150) +1 (=1—j+3).
Alors,

Sj ...*S|S0Sk \Y
Cs; ...*8180,80 = <w07 ak> = 0

Remarque 6.5. Soit u € Wog. En générale, par construction de l’ordre de Bruhat, pour trouver
les €léments v € Wag tels que u < v et £(v) = L(u) + 1, il suffit d’ajouter a chaque écriture réduite
de u une réflexion simple (dans toutes les positions possibles). En plus pour que u — v soit une
couverture dans le 0-ordre de Bruhat, il faut que u='v = s, tel que o € A™(A;) et (g, ) # 0.
Dans la suite, on va utiliser cette méthode pour construire de tels éléments v pour montrer le
Lemme suivant :

Voici deux formules pour la multiplication par £°° qui seront utiles pour les preuves du
Lemme et du Lemme [6.11] :

Lemme 6.6. 1. Soit j€{2,...,1l}. Alors,

58]' ...-5180580 _ 58]',1 ...*S81S0 + £Sj ...*S818180

2. Soitie{l,...,1—1}. Alors,
gsi so§50 _ gslsi ) + £Si+1 )

Démonstration. Dans la suite on montre uniquement le premier résultat. La preuve du deuxiéme
est faite d’'une maniere similaire. On note u = s; ... - s;50. Dans la suite, on va construire tout
les éléments v tels que u < v et £(v) = ¢(u) + 1. Remarquons tout d’abord que u admet une
unique écriture réduite, donc d’aprés la remarque [6.5 on va ajouter des racines simples s, pour
k=0,...,1:
1. Si k=75 —1:0n a deux maniéres pour ajouter sy, car a_; est I'unique racine du support
de u non-orthogonale a ay.
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(a) On note v = s;_ju. Alors,

uly = SoS; -+ - SjSj-1Sj .- S1So
Alors u™'v = s, tel que o = sos; --- . s5(a)_ ;). Par suite,

VA \ \2 \%
a’ =aoay o+t oy

Donc,
Coso = (g, ) =1

(b) On note v = us;_;. D’aprés a remarque , on en déduit que,

c =0

u,s0

2. Si1 <k < j—1:Dans ce cas, il n’y a qu'une seule maniére pour construire v parce
que SgSj ... 880 = S; ... 8505k Alors en posant v = s; ... - 5505, et en utilisant la
remarque [6.4] on obtient :

v —
Cusy =0

3. Si k=1:0n adeux maniére pour ajouter sy :

(a) On note v = syu (=s; ... 55150). Alors
—1 . -
U V= 8505150 = Sapg+a

Par suite,
c.o=1

u,s0

(b) On note v = us;. D’aprés la remarque [6.4], on obtient,

c =0

u,S0

4. Sij+1<k<I:0Ona deux maniére pour ajouter s en augmentant la longueur :

(a) On note v = sgu. Alors,

v="{(8; ... Sk—2)(SkSk—15k)(Sk+1 --- - S150)
= (85 ... Sp—2)(Sk—15k5k—1)(Skt1 - - S150)
= (85 ... Sp—2)(Sk—15k)(Skt1 .. S150)Sk—1
= USg—1

Alors, d’apreés la remarque [6.4] on a

c =0

u,S0
(b) On note v = usg. Alors, d’aprés la remarque , on a
c .. =0

u,S0

5. Si k = j : Puisque ¢(sgu) = ¢(u) — 1, on peut uniquement ajouter s, a droite, c’est a dire
en posant v = us,. Par suite, d’aprés la remarque [6.4], on obtient,
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6. Si k=0 : Puisque ¢(usg) = ¢(u) — 1, on peut uniquement ajouter s, a gauche, c’est a dire
en posant v = spu. Par suite, on obtient,

V=15 ... 5-1(50550)
=5j ... Si—1(s15081)
= Uus

Donc, d’apreés la remarque [6.4], on obtient,

Finalement on obtient ,
é-sj ...-8150580 — fsj‘,l ...*S1S0 + 55]' ...*818180

Lemme 6.7 (Initialisation). Soit ue Wyg etie {1,...,1 —1}. Alors,
£5l5i soé-u _ Egoutside(S)

S

Ot la somme parcoure toutes les bandes presque-fortes de taille i + 2 tel que inside(S) = u.

Démonstration. En fait, c’est une conséquence de la formule de Chevalley et de la formule de
Pieri pour la multiplication par %+ (cf. [19]). En effet, d’apres le Lemme [6.6]

SITS0ES . ENSiS0 | £8i1s0
Alors, pour tout v dans Weg, on a
Sslsi~-~soéru _ gsin-soésofu o £S¢+1~-~50§u
_ Z éoutside(S)fso _ Z é-outside(S)

S forte S forte
de taille i+1 de taille i+2
inside(S)=u insideS=u
- ~ _ A ~~ —
A B

On remarque que le terme A peut étre écrit de la maniére suivante :

Z Soutside(S)

S
ou la somme parcourt toutes les bandes S = (C1, ..., Ci 2) telles que insideS = u et :
m(C’l) << m(CHl) > m(C'Hg)
ou

m(Cy) < -+ <m(Cir1) <m(Ciyo)

En effet, la multiplication par £*° nous donne ce degré de liberté avec le dernier chemin. En
plus I’égalité des deux derniéres marquages ne peut pas avoir lieu par conséquence du Lemme [6.2]

De méme, le terme B parcourt des chemins {Cy}r=1, ;42 de taille i + 2 tels que :
m(Cl) < - < m(CZ-H) < m(C'HQ)

Par suite, en effectuant A — B, on obtient une somme sur toutes les bandes presque-fortes.
m
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Dans la suite de cette section, on va énoncer et montrer des résultats qui vont nous permettre
de prouver I'hérédité dans la démonstration du corollaire [6.4] :

Remarque 6.8. Le résultat du Lemme mmplique qu’il existe un unique marquage entre

Uélément s; ...- 5150 et U'élément s;_1 ... 8150 (resp. S; ...- S15150), qu’on notera m(s;
180, Sj—1 .. S180) (resp. m(sj ... 51S0,8j ... Si15150)). En plus, en faisant un petit calcul on
trouve :

o m(S; ... S50, Sj—1 ... Si1S0) = —l—1+]

o m(Sj <ot 8180, S5 .. 818150) =2

Lemme 6.9. Soiti,j € {1,...,1— 1} tels que i < j — 3. Alors,

Sj—1 .."S1S; . SO 5085 ..*S1Si . SO Sj ..'SISi41 . SO
Cs; ...*S818; Z 0,80 — Csj ?..-slsi Z $0,80 Csj- ...-slsz . 80,80 1
Démonstration. Soit 1,5 € {1,...,1— 1} tels que i < j7 — 3. On pose le suivant :
U=35; ...-518 -+ .50
V1 = Sj—1 «.."818; "+ .80
Vg = 5055 ... S1S; *++ . S0
U3 = 85 ... 81Si+1 " - S0

Alors, en faisant un petit calcul, on trouve que

-1

u v = Saj71+...+oél+a0
-1

U V2 = Sag+ar+og

-1
U V3 = Sag+-+aiy

On en déduit que,

v v v v\ _
Co'so —<w0,aj_1 +ta +ay)y=1
vy v v v\ _
Cu,so — <w07060 + Ofl + Oél > _— 1
V3 _ v N —
Cu780 —<’(D0,O./0 + +sz+1>— 1
O]
Remarque 6.10. En suivant le méme genre de raisonnement que la remarque[6.8, on a
o m(Sj ... 8518 .80, Sjo1 ... S ... 8) =—l—1+7]
o m(Sj cee 818 o 80, S0S5 -0 S1Sg 80) =1
° m(sj ceet S8 o 80, S5 -t SIS+ 80) =1+2
Lemme 6.11. Soiti,j € {1,...,1l} tels que i < j — 3. Alors, on a les deux inégalités suivantes :
Si_1 ...'818; . SO
L4 Csi- ...-slso,sli ..."80 = 1
Sj ...'SISi+1 ***- SO
L4 ng- ...-sls:),si ..."80 = 1

Démonstration. Pour montrer ce résultat, on se place dans le 0-ordre de Bruhat en se démarrant
de I’élément s; ... - 550 en étudiant les bandes fortes de taille ¢ + 1. On montrera, dans la
suite, qu'il existe au moins une bande forte entre s; ...- 550 et 5,1 ... 55 --- . sg, et entre
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Chapitre 6. Multiplication par un crochet pour la cohomologie en type A

Sj ... S18g et s; ... 88418 - . Sp.
Observons tout d’abord ce qui se passe au premier niveau de ces bandes, c’est a dire, pour la
multiplication par £%. En effet, d’aprés le Lemme [6.6] on sait que

gs]- ---'5180580 _ gsj-_l ...*8150 + 55]- ...*818180

Les éléments qui interviennent au niveau 1 sont alors s;_; ...-s;50 et s; ... 55150.
Passons maintenant au niveau 2, en d’autres termes on va multiplier, encore une fois, par £
et on gardera les termes de ce produit qui feront parti d’'une bande forte. En effet, d’apreés le

Lemme [6.0] on sait que

583',1 ..,-5180650 — £Sj,2 ...*81S0 + 583‘71 ...*5818180

et d’apres le Lemme [6.9]

31 o SIS1S0 5085 - SISIS0 sy osp828180
Sj ...515150,50 S5 ...*515150,50 §5.CCS15180,50

En plus, d’apreés les remarques et [6.10, on a les marquages suivantes :

o m(sj ... 550, Sj—1 ... S1S0) = —l—1+]
° m(Sj <ot 8150, S5 ... 818150) =2
o m(Sj_1 ... S8S0, Sj—g ... Si1S0) = —l—2+]
L] m(sj <o 8180, Sj—-1 - 815150) =2
o m(s; ... 55180, Sj—1 ... S5180) = —l—1+7
o m(sj ... 55150, S0Sj ... S15150) = 1
° m(Sj <. 815180, S5 ... 5152818(]) =3
Puisque m(s;j—1 ... 5150, Sj—2 ... S1S0) < m(Sj ...-81S0, Sj—1 ...-S150), 'élément s;_o ... 550

ne fera pas parti des bandes fortes en question (il n’est pas relié a d’autres éléments du niveau 1).
Par suite, en enlevant les arétes qui correspondent a des suites de marquages non-croissantes, on
sait que le sous-graphe suivant représente une partie des bandes fortes de taille 2 commencant
par s; ...-58¢ :

Sj—1 -.. 815150 Sj ... 81525150

Dans la suite on va compléter ce sous-graphe en passant au niveau 3. D’aprés le Lemme [6.9]

o Sj—2 ...*S18180 _ S0Sj—1 --*SiS180 __ Sj—1 ..."S1S28180 1
C.Sj,1 -..*818180,50 — “Sj—1 .---815180,50 — “Sj—1 .-.--818180,50
Sj—1 -..*S1828180 ___S0Sj ..--S1S2818S0 __Sj ...*S838281S0 __ 1
b CS]‘ ...*81828180,80 — “S5 ...-5§1828180,50 — “~Sj ...'S]S28150,80
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En plus, d’aprés les remarques et [6.10, on a les marquages suivantes :

o m(sj—1 ... 815150, Sj—2 ... 815180) = =l — 2+

° m(ijl <. 815180, S0Sj—-1 - 818180) =1

o m(Sj—1 ... 515180, Sj—1 ... S1S25150) = 3

o m(sj ... 5595150, Sj—1 ... S1S25180) = —l— 1+
o m(sj ... 5525150, S0S; ... S1525150) = 1

o m(s; ... 5525150, Sj ... 553525150) = 4

Alors en éliminant les éléments et les arétes qui ne font pas parti d’'une bande forte, on obtient :

Sj ... S1S0
—l+1+j 2
Sj—1 --- 38150 Sj ... 815150
2 3
Sj—1 .. S815150 Sj ... 851525150
3 4
Sj—1 «.. 81525150 Sj ... 8153525150

Finalement, on remarque qu’en faisant un raisonnement pareil (par récurrence) sur le niveau
ke {3,...,i} on obtient : (les niveau k et k + 1) :

Sj—1 -« SI1Skg—2 " . S0 Sj oo SiSkg—-1 " - So
k k+1
Sj—1 -« SSkg—1 " - S0 Sj SISk .50
k+1 k+2
Sj—1 «. SISk . 50 Sj . SISk4+1 " - S0
De cette maniére, on a construit deux bandes fortes entre les éléments en question. O]

On souhaite maintenant montrer la Proposition qui précise le Lemme [6.11] Mais le pro-
bléme vient de la manque de précision du Lemme [6.9] En d’autres termes, on sait que les termes
ésj'_l 8185 e 5()7 é'sosj ...0818; t. S0 et é‘Sj «.'S1Si+1 - S0 ﬁgurent daHS le produit é‘Sj 8185 . S()é‘so7 par
contre, ce n’est pas évident de montrer qu’il y en a pas d’autres. Pour cette raison, dans la
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suite, on utilise le fait que £ (pour des éléments w grassmanniens) peut étre identifier avec une
fonction symétrique Weak,, (cf. Définition [6.13)). En utilisant les propriétés de ces derniers et
des résultats précédents, on arrive a monter la Proposition [6.3]

On commence tout d’abord par définir les bandes faibles en type A et les fonctions symé-
triques :

Définition 6.12. [16, Chapitre 3/

1. Soit I = |a,b] :={a,a+1,...,b—1,b} un intervalle de Z/IZ. On note ¢ := $pSp—1 ... Sq
le produit décroissant dans S(fll) des réflexions simples indexé par I.
Soit A un sous-ensemble propre de ZJIZ, on sait que A peut étre écrit comme union
d’intervalles {I;}i=1.. 1+ de Z/IZ. On note cy :=cy, .. .cy,.
L’élément cy est bien défini puisque cy; commute avec cr; s11 # J.
Enfin on dit que c € Z/IZ est cycliquement décroissant s’il existe un sous-ensemble A de
ZJIZ tel que ¢ = ca.

2. On dit que B = (w v~ z) est une bande faible de type A si w,z € So(fll) tel que w < z,
2w~ est cycliquement décroissant et 1(z) = l(w) + (wz™1).
On définit aussi la taille d’une bande faible par size(w v z) 1= l(z) — {(w).

Définition 6.13. [16, Chapitre 3] On dit que U = (W1, W, ...) est un tableau faible, si pour
tout k € Zwo, Wy, est une bande faible, tel que outsideWy, = insideWy.1 et que size(Wy) =0 si
k >> 0. On note inside(U) = inside(W;) et outside(U) = outside(Wy) pour k >> 0. On note
aussi wt(U) = (size(Wh), size(Ws), .. .).
On dit qu’un tableau faible U est de la forme u/v si u = outside(U) et v = inside(U). En plus
siv =-e, on dit que U est de la forme u.

Définition 6.14. [16, Définition 3.2] Soit u,v € S(A;), on définit la fonction de Schur faible,
en une infinité de variables v = (x1, 9, ...), de la maniére suivante :

Weak,,(z) = Z 2wt 0)
U

Ou la somme parcoure tout les tableaux faibles de la forme u/v.

Théoréme 6.1. [16, Théoreme 3.3] Soit u,v € S(A)), alors Weak,/, est une fonction symétrique
en Ti,To,. ...

Théoréme 6.2. [16, Théoréeme 3.5] Il y a un isomorphisme d’algébres :

H* (gr(;) — A(l)
&Y — Weak,,

A" est définie dans Lam et al [16] comme un quotient de l’algébre des fonctions symétriques
par un idéal I engendré par les fonctions mondomiales symétriques avec une certaine condition

(cf. [16)] Section 1.1) .

Lemme 6.15. Soit u € S(A;). Si u a une unique écriture réduite s;, - - - Sigtu) alors, z;, -+ - @,
admet un coefficient égale a 1 dans l’expression de Weak,, .

(w)
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Démonstration. Soit u € .S (/L) un élément qui admet une unique écriture réduite s;, 84, - - - 84,
alors, il existe un unique tableau faible U = (W, Wy, ---) de la forme u tel que size(W;) =
- = size(Wyy) = 1. Alors, en se basant sur la Définition , on sait que w;, - - - x;,,, admet
un coefficient égale & 1 dans l'expression de Weak,,.

En effet, on peut identifier, pour tout w dans So(fll), I’élément &Y avec Weak,,. On utilise
dans la suite cet identification pour montrer le résultat suivant qui précise le Lemme [6.11] :

Proposition 6.3. Soit i < 7 — 3. Alors,

é-s]' ~~-'5l50§3i e 80 é-Sj,l <'818; . SO + ij <'818i+1 - SO

Démonstration. D’aprés le Lemme [6.11] on en déduit qu’il existe des entiers positifs n; et des
éléments du groupe de Weyl wy, tels que :

SSJ' ---'SZSOSSi e 80 §Sj_1 ...'818; . SO + 55]- <'818i4+1 - SO + ané“wk
k
On écrit cette expression en terme de fonctions symétriques :

/

Weak,, .55 X Weaks, ... 5o = Weak,, | s . 5o T Weaks, _gs1 . s —i—anWeakwk
- . 7 (. /
k

A B bl
(6.1)
On pose a = £(s; ... s150) et B = {(s; ---. s9). Dans la suite on va calculer le coefficient

du terme x;x9 - - - 415 dans chacune des expressions A, B et C' ci-dessus. On remarque tout
d’abord que ce calcul a un sens puisque 1'idéal I (cf. Théoréme est constitué de fonctions
dans lesquelles le monéme x; - - - z,.3 n'apparait pas. On notera cy, cp et cc ces coeflicients
respectivement.

Dans 'expression A : Le terme 123 - - - 2448, dans cette expression, est construit en multi-
pliant deux termes, le premier provenant de Weak, .4, €t le deuxiéme de Weak,, ... 4, de
tailles respectives o et 5. En d’autres termes, il existe des entiers 7y, ...,%,J1,- .., Js tels que

L1 Loa+p = ('Iil e "Iia)(le e 'ajjg)

Or s; ...- 550 admet une unique écriture réduite alors, d’apres le Lemme le coefficient de
x; -1z dans Weak,, 4, est égale a 1.

En plus, puisque les fonctions Weak sont symétriques, alors, I’expression de Weaks; .55, contient
touts les produits de la forme z;, - - - ;.

Le méme raisonnement est fait sur Weak,, ... 5, pour montrer que l’expression de ce dernier
contient tout les produits de la forme xy, - - - z;, Alors, on en déduit que

€= (aiﬁ)

Dans 'expression B : Le terme z; - - 2444, dans cette expression, provient des tableaux
faibles U = (Wy,- -+, Wayp,---) de la forme s;_1 ...-ss; - . So tels que :

Vke{l,...,a+ B}; size(Wy) =1

On peut interpréter ce fait, comme étant des bandes faibles qui débutent par sg et arrivent
& Sj_1 ...-858; -+ . So en multipliant, consécutivement, par s; (pour k =0,...,4,5 —1,...1)
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Chapitre 6. Multiplication par un crochet pour la cohomologie en type A

pour enfin retrouver I'élément s;_; ...-s;s; -+ . sp . On remarque que chacune de ces bandes
est caractérisé par les positions de la multiplication par les éléments s;_i,...,s; On peut donc
voir ces bandes commes des sous-ensemble de {2,... «a + £} de taille a. Alors, on obtient

_ o
CB_(aJrﬁfl)

Dans 'expression C' : En effectuant le méme raisonnement si-dessus, on en déduit que

Or, on sait que
o B o N a—1
<a+ﬁ>_(a+6—1) (a+6—1)

ca = Cp + Cco

Alors,

Supposons maintenant, par contradiction, qu’il existe k tel que ng # 0. On sait que ’expression
de Weak,, contient le terme - - - x,43. Alors, d’apres I’équation , on a

cA = Cp + Cco + ny

Par suite
ny < 0 (contradiction)
Alors,
Vk; ng = 0
Ce qui implique le résultat en question. O

On arrive au résultat principale de cette section :

Corollaire 6.4. Soit i,j € {0,...,1} tels que i < j — 2. Alors,

Vu € W, €59 18 e sogt — Zgoutside(S)
s

Ou la somme parcoure toutes les suites de chemins dans le 0-ordre de Bruhat S = (Ch,...,Ci_j1it1)
telles que inside(S) = u et

m(C’l) < - < m(CZ) > m(C’,-H) > e > m(C’l_jﬂ-H)

Démonstration. On montre ce résultat par récurrence descendante sur j.
Initialisation :(j = [)On a déja montrer (cf. Lemme [6.7)), le suivant

Vie {1,...,1— 1}, gus e sogu =y goutside(s)
S

O la somme parcoure toutes les bandes S presque-fortes de taille i + 2 telle que inside(S) = u.
Hérédité : Supposons que le résultat est vrai a I'ordre j, et montrons qu’il I'est pour 7 — 1. En
effet, soit ¢ < j — 3, d’aprés la Proposition [6.3], on sait que

é—Sj ...'Slsoé-si . 80 — é-sj_l 8184 . S0 + é—Sj 818441 1 SO

128



Par suite, pour tout u dans W,g on a

Sj—1 «-SISi . SO LU __ ¢8j ... 'SIS0 ¢S . S0 LU ¢S5 rSISif]l . SO (U
¢ g = g e g g i < g
A B

Dans chacun des deux termes A et B ci-dessus, la multiplication peut étre vue comme des
chemins dans le 0-Graphe de Bruhat, qui débutent par u. En effet,
1. Le terme A : Dans [19], Lee & montrer que la multiplication par £% - % revient & parcourir
des suites de chemins {C}}r=1, . ; de taille ¢ tels que

m(Cl) << m(C’Z)

De méme, la multiplication par &% %% revient a parcourir des suites de chemins
{Cr}rzis1,.i—j+ir1 de taille [ — j + 1 tels que

m(Cit1) > -+ > m(Cl-jyis1)

Par suite, on en déduit que la multiplication par &% -~51%0£% - %0 revient a parcourir des
suites de chemins {Cy}r—1, i—j+i+1 de taille I — j + 7 + 1 tels que

m(Cl) < - < m(CZ) > m(CiH) > e > m(Cl,j+i+1)
ou

m(Cy) < - <m(C;) <m(Cizr) > - > m(Cr_jriv1)

2. Le terme B : Par hypothése de récurrence (puisque ¢ + 1 < j — 2), on sait que la multipli-
cation par % ~#1%+1 - %0 revient 4 compter des suites de chemins {Cy}r=1, —jt+i+1 de
taille { — 57 + 4 + 1 tels que

m(Cy) < - <m(C;) <m(Cizr1) > -+ > m(Cr_jriv1)
Finalement, on remarque que I’ensemble des bandes obtenue dans le terme B est inclus dans

celui obtenue dans le terme A. Par suite en faisant A — B, on obtient des bandes formés par
une suite de chemins tels que :

m(C’l) << m(C,) > m(C’iH) > e > m(C’l_jHH)
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Chapitre 7

Formule de Pieri pour I’homologie en type

C

Dans ce chapitre, on se place en type C, et on est prés a montrer la formule de Pieri en
homologie.
Dans un premier temps, on commence par montrer des relations dans le groupe de Weyl (de
type C) qui permettent le passage d’une écriture réduite & une autre pour un méme élément
du groupe. Ces résultats vont servir, dans la section 2, pour en montrer d’autres (Proposition
[7.5] Lemme [7.27, Théoréme qui sont cruciaux pour la preuve de la formule en question
(Théoréme dans la section finale.

7.1 Relations dans le groupe de Weyl

Notations 7.1. 1. Dans les Lemmes qui suivent x,m,r et r’ sont des entiers tels que :

0<z<r<r<m<!l ou 0<z<r<r<mc<l

2. On rappelle que I = {1,...,1}.

Lemme 7.2. On suppose que m < [.

1. Soitv=258, ... Sy - . 8 ... Sy tel que r" <r. Alors
V=25, .8 .. S84l -+." Sm
2. Soitv=28, -+ .8y ... Sm .8 tel que r" > r. Alors
V=8mn """ .S41S .8 -.."Sm
Démonstration. 1. Onsait que v = (S ... Sy =+ - Sp) " Sp1 "+ - 80 «vn* S
Or
Spoeee Smor e Sp=8p v Sme2(SmSm_15m)Sm—2 ‘. S
= SmSr ... Sm—3(3m—23m—18m—2)5m—3 . SrSm
= SmSr ... Sm—3(5m—13m—23m—1)5m—3 . SrSm
= SmSm—-1Sr -.." 3m74(8m735m723m73)8m74 Tt SrSm—1Sm
=S8m .8 ... Sm
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Alors,
V=18 .. Sm . 8) (Sp—1 -+ . S0 ... S)
=(Sm S e Sm) (St ot S0 ..t Sp)
= (Sm - Se)  (Spa1 covSm) (Sp—1 cor . So oe.t Sp)
Or
(Spi1 -+ Sm)(Sp—1 =+ .80 o Sp) = (Sp_1 S0 . Sp)(Spp1 - -8m) (parce quer’ <r < m)
Alors,
V="(Sm - 8) (Sp—1 - 80 - S) (Spy1 - Sm)
= (Sm 280 oo Sp) (Spy1 --- " Sm)
2. Onsait que v = (8, ~++ . Sg .. Sp_1) (S v * S =+ . Sp).
Or
Spr v Sm ottt S =S8m . Sw ... Sy (Comme dans la partie 1.)
Alors,
V=8 .80 . Sw_1)(Spr o Sm . Sp)
= (S0 S0 oo Sp_1) (Sm o S i Sm)
= (8 .80 - Sw1) (Sm o Swi1) (S it Sm)
Or
(Sp o+ .80 oS 1)(Sm = Swr1) = (Sm - Swr1)(Sr o S0 .. Sw_1) (parce quer <1’ < m)
Alors,
V="(Sm . Spy1)(Sr S0 i Sp_1) (S ot Si)
= (Sm =+« Spy1)(Sr 0 . S0 oo Sm)
O
Lemme 7.3. 1. Soitiy,...ip€{l,..., 1} tels quer’ +1 <iy <...<ip <r—1.
Soit vy = (Sp .. Sm v Sy oo Sp)(Siy -0 Siy,). Alors,
v1:<5i171"'5ik71)<$r oo Sm L Sy ---'Sr’)
2. Soit iy, ...ipe{l,... I} tels quer —1 =iy > ... > i >71" + 1.
Soit ve = (s, -+ Si )(Spr o+ . Sy o Sy - . Sp). Alors,
Vo= (S . Sy oo Sm oo S)(Sip—1 0 Sip—1)
Démonstration. Onnote v, v = 8, ...-Sp =+ .Sy =+ . Sp, €6 Vprp =S o0 LSy Sy LSy

Et soit ¢ dans {iy,...,i}. Alors i > r' + 1.
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7.1. Relations dans le groupe de Weyl

1. On veux montrer que v,,/8; = S;_1Uy .

En effet,
Upp!S; = Sp oo " Sm "m0 o Sy oot S8y
=Sr ... Sm . 85i415i5i-15;Si—2 . Sg ... Sy
=Sr ... Sm . 8415i-15iSi—1Si—2 " . Sp ... Syt
= Si—1Sr .. Sm . 8i415iSi—1Si—2 . Sg ... Syt
= Si—1Ury’
Alors,
V1 = Uy (Siy .- Sip)
= (32'1—1 ceet Sik—l)vr,r/
= (Siy—1-Sip—1)(Sr o Sm Sy ..t Sp)

2. D’une maniére similaire a la partie 1, on montre que s,v,7, = v, ,5;_1. On obtient alors le
résultat final en faisant un raisonnement analogue a celui de la partie 1.

n
Lemme 7.4. Soit i,m dans {2,...,l} et x dans {1,...,1}, tels que x < i < m.
1. On suppose que © <i—1, soit vy =8; ... Sy ==+ . Sy ... Si_1. Alors,
Vi =8z ..."8-928 ... Sm . S
2. On suppose que i < m, SOit Vg = 8; ~+ .Sz .. Sy - . Siy1. Alors,
Vg =S¢ .. Sm " . Si+1S8i—1 " . Sg
Démonstration. 1. On sait que
V1 = (Si oo Sm ot Si)'(Sifl L Sy ...'82'71).
Or
Si—1 . 3x+2(3$+13$8$+1>8w+2 R T N T I Sz+2(3z3z+13z)3x+2 et 81
= SzSi—1 " - 5m+3(5w+25m+15:p+2)5w+3 ceet8i-15g
= 525i—1 - Sp43(504152425041)5043 -+ * Si—15¢
= SgSz418i-1 - Sz+4(81+381+231+3)31+4 v " 818z 4182
=Sy ... 8_1 .Sy
Alors,
v = (8 Sm Si) - (Se Si_1 Sz)
- (Sac 51—2) (82 *Sm ) (51—1 Sx)
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2. On sait que

Vg = (Si et L Sy ---'Si)'(5i+1 oo Smo . S’i+1)-
Or
Si vt - Sor2(So4180S041)Savn o 8= Si v Sora(SeSer18e)Ser2 o S
= 825; . So13(S04250115212)S043 - - SiSa
= 525; . Sat3(S04150425241)5043 - - SiSa
= S280118i - S244(S04850425048)Sa44 - " SiS24152
= 5, -8 Sz
Alors,
v = (Sz Si Sac) : (3i+1 Sm 3i+1)
= (Sx 5@') : (5i+1 Sm . 5i+1> : (8i71 Sx)

O

On en déduit aisément le résultat suivant,
Corollaire 7.1. Soit i,m dans {2,...,l} et x dans {1,... 1}, tels que v < i < m.

1. On suppose que v <i—1, soit w <8 ... Sy -+ .Sz ... S;i_1. Alors,

WSy «.."8-98 ... 8y . Sy
2. On suppose que i < m, Soit Vg =8; = . Sy ... Sm -+ . Siy1. Alors,
WSy oo Sy . 8i418i—1 . Sy

Définition 7.5. Soit a,a’,b,b',m,m' x, 2" € {0,... 1} tels quex <b<a<metax <dad <b <

/
m'.

1. On définit les deux ensembles suivants :

o Il(a,m,x,b) :=
{(m1, . )Py q, =T <+ <M =M >Tpy1 > >Ty =0 <--- <7 = b}.

o Il'(d,2",m' V) :=

{(m1,...,m);3p,q, d =m > >m, ="' <m < <my=m'> - >m =V}

2. On définit aussi I1 et 11" de la maniére suivante :

o [I= U II(a,m,z,b)
O<z<b<as<m<l
o II' = U (', 2',m’, V)

0<zr/<a’<b/<m’<l
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3. Pour tout sous ensemble E de ILUIT', on définit W (E) I’ensemble des éléments de S°(C))
qui possédent une écriture réduite dans E. En plus pour tout écriture m = (my,..., ) on
note w(m) := Sp, -+ Sy -

4. On définit le support d’un élément v du groupe de Weyl et on le note supp(v) comme
I’ensemble des indices des racines simples qui apparaissent dans une écriture réduite de v
(les relations de tresse et de commutation ne changent pas le support).

5. Soitve WILUIl') et m = (my,...,m) un mot réduit tel que v = w(w). On dit que le
support de v est connexe si

{m,..., T} = {miin(m), miin(m) +1,... ,mlax(m)}

Notation 7.6. On note 1, l’ensemble des m = (w1, ..., 7) tels que : il existe p € {1,... k} tels

que T < ... <Tp>Tpp1 > ... > et {my, ..., mp} = {min;(m;), min;(m;) + 1,. .., max;(m;)}.
De méme on note 11, l’ensemble des m = (my,...,m) tels que : il existe p € {1,... k} tels que
T > 0> Ty < Tppp < ...<mg et {m,...,mp} = {min;(m;), min;(m;) + 1,. .., max;(m)}.

Proposition 7.2. Soit ve W(II uIl') tel que le support de v (cf. Déﬁnition est connexe.
1. Si 0 ¢ supp(v) alors ve W(II,).
2. Sil ¢ supp(v) alors ve W(IL,).
Démonstration. 1. Si 0 ¢ supp(v), d’aprés le Lemme on en déduit qu’il existe des entiers
xz,m et i dans {1,... 1} tels que :
V<S8 ... 8_.98 ..."8m """ .Sz
Par hypotheése, on sait que le support de v est connexe. Alors v e W,.
2. Sil ¢ supp(v), en utilisant le Lemme et en raisonnant d’une maniére similaire que la

partie 1, on peut déduire que v e W, .

]

Le but dans la suite c¢’est de montrer que pour n’importe quelle écriture 7 dans IT U IT’ telle
que w(m) est a support connexe, la longueur de w(r) est égale  la taille de 7 (Proposition [7.3)).

Remarque 7.7. Remarquons tout d’abord que pour tout m € {2,...,l} on a
So(S1 oo S o 81) F (ST o S e . S1)S0

Démonstration. En effet distinguons entre les deux cas suivant :
D’une part, on a

8081 «+.Sm . S1(wo) = So(wo)

= TWo — (o
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D’autre part,

S1 «vo Sm oot . 8180(ww0) =81 oo S o0 . S1(wo — )
=Wy —S1 ---"Sm """ . 81(@0)
En remarquant que «,, admet un coefficient non nul dans s; ... s, --- . s1(g) on en déduit
que
SoS1 - Sm . sl(wo) #8881 ... Sy, . 8180(@0)
d’ou le résultat.
O
Lemme 7.8. Soit m = (7y,...,7) € W, telle que w1, 7, = 1. Soit j = minj<;<x(m;) — 1. Alors,

Sj(sm T Sﬂ'k) 7 (Sm ’ "Sﬂk)sj

Démonstration. On note v = sg, -+ - 54,
J = minj<;<x(m;) — 1 donc :
j=m—1ou j=m —1

On suppose par récurrence que le résultat est vrai jusqu’a ’ordre k — 1. Montrons le résultat
jusqu’a 'ordre k. En raisonnant par I’absurde on suppose que s;v = vs;.

1.Sij=m —1letj#m—1:0nnotev =sg, - 5q. Alors v = 5.,0". Or sjv = vs;.
Par suite,

/ /
Sr1-1SmV = SmU Spy—1

o / r
Sr1—18mV = Spy Spy 1V (car sy, 10" = v'sy, 1)

Spy—18m; = SmSm—1  (Absurde)

2.Sij#m—1letj=m—1:0nnote v = s - 5p_,. Alors v = v's,,. Or s;v = vs;.

Par suite,
/ o
Sﬂ’k—lv STI'k = Sﬁksﬂk—l

/ / / /
V'S —18m, = U'Sp Sp—1 (€Ar Sq 10" = 055, 1)

Sre—15m, = SmySme—1  (Absurde)

3.Sij=m —1letj=m—1:(Dans ce cas m = 7)

(a) Sim #1:Onnote v =85, Sn,_,. Alors v = s,0's,,. Or s;v = vs;.
Par suite,
/ _ /
S7T17187T1IU Sﬂ‘k - Sﬂ'lv Sﬂksﬂ‘lfl
/ /
Sr1-18m V' Spy = Sy V' Sy Sp—1 (car mp = my)
/ !
Sr1Sm1—15m U = U SpSpy—15m;
Sry—18m,8m 1V = V' Sx, 185, 85,—1  (relation de tresse)
/ / / /
Sy —18m V' Spy—1 = Sy 10 Sy Smy—1 (car sy 10" = v's5 1)

/ /
SmU = U'Sqg,

Or par hypothése de récurrence on a s;,v" # v's,,. Ceci donne une contradiction.
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(b) Sim = 1: Par Définition de v, on sait qu’il existe un entier p dans {1, ..., k} tel que
m <...<Tp>Tpe1 > ... > 7. On va distinguer entre plusieurs cas :
i. Siv=81 ...-8, -+ . s pour un m dans {2,...,[}, on en déduit par la remarque
.7

ii. Sinon, on a nécessairement le suivant (un trou a gauche ou a droite)

[3fe{l,....p}; mp=fet mpa >m + f]
ou
[Fge{p+1,....k}; my=k+1—getmy1>k+2—g]

Supposons qu’on a un trou a gauche (f existe) mais pas a droite (g n’existe pas),
dans ce cas on aura

V=81 -+ " 8f)Snps " SmySmp1 " - S1
= (81 o 8f)(Smppy  SmpSmp—1 - Spy2)Spp1 . 81
On note dans la suite vy = (sz,,, - Sx,Sr,—1 - . Syy2). Alors, en raisonnant

par ’absurde on a

So(81 oo Sp)UFSpy1 o0 o S1 = (81 ... Sp)UfSy41 -0 . S180
VrSo(s1 oo Sp)Spp1 - - S1 = Up(S1 - - SfF)Spe1 o0 . S180
So(S1 oo SfF)Sfe1 0. 81 =(S1 ... SF)Sf41 o - 8150

Cette derniére égalité donne une contradiction avec la remarque [7.7]
Les trois autres cas ce font d’une maniére similaire en déduisant toujours par la

remarque [7.7]
[

Lemme 7.9. Soit 7 = (my,...,m) € W,. Alors,
U(Sny .. Sm,) = k.

Démonstration. On suppose par récurrence que le résultat est vrai jusqu’a l'ordre k& — 1.
On note v = Sy, ... 85, .. Sy, -

1. Sim < 7 : Dans ce cas on peut dire que £(sy, -« - Sy, ) = 14+€(Sgy - - - Sy, ). Or par hypothése
de récurrence, on a {(sg, -+ sy, ) = k — 1. Alors,

U(Sny -+ 5r,) =k

2. Si my > m, : Dans ce cas on peut dire que ¢(sq, -+ 55, ) = 1 4+ €(Sg, -+ Sp,_,). Or par
hypothése de récurrence, on a €(Sy, -+ - Sq,_,) = k — 1. Alors,

Sy - Sp,) =k

3. Si T, = T«
Montrons que £(Sy, 08y, ) = l(vsy,) + 1 :
Si l(Sp,v8r,) < L(vs,,) alors il y a deux cas de figures :
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(a) Sil(syv) < €(v): Alors, d’apres le lemme d’échange, il existe un entier ¢ € {2, ..., k—
1}, tel que
S U = Spy - /S\7Tq KRN S
Donc
87_(_1/1} frd 87[_2 ... ‘§7'('q DR Sﬂ'k_l'

D’une part, puisque m ¢ supp(v), on a nécessairement

1 € supp(sr,v).

D’autre part,
Ty & SUPP(Smy =+ Sy " Sy )

Ceci donne une contradiction.

(b) Si {(szv) > £(v) : Dans ce cas, on peut déduire que
SpyVSm, = 0.
En effet, puisque ((s;,v5:,) < £(Sr,v), on sait que
(S, 0)Smy < Sy ¥
Par suite, d’aprés le lemme d’échange, il existe un entier ¢ € {1,...,k — 1}, tel que
S USx, = SmSmy " Smy Smp_y

On remarque en plus que ¢ est nécessairement égal & 1 (Sinon en simplifiant cette
égalité a gauche par s,, on trouve une contradiction avec la longueur de vs,,.) On
en déduit alors le résultat en question. Et donc,

87,V = USp,.

Or d’apreés le lemme on a une contradiction.

Enfin en raisonnant par 'absurde on a montré que (s, ,vsy, ) = (vsy,) + 1. Et donc le
résultat est vrai jusqu’a 'ordre k.

O

Lemme 7.10. Soit 7 = (my,...,m) € W,,. Alors,
U(Smy -+ Smy,) = k.

Démonstration. Posons ¢ : W — W telle que pour tout i € {0,...,1l} on a ¢(s;) = s;41-4. On
remarque que ¢ définit un automorphisme de groupes Coxeter qui envoie W,, sur W, . Alors ¢
préserve la longueur d’'un élément du groupe. Ceci donne le résultat. O
Proposition 7.3. Soit 7 = (my,...,m) € LU Il telle que Sy, -+ Sx, €St G support conneze.
Alors,

U(Sny -+ 5n,) =k

Démonstration. On pose v := Sy, -+ 5q,.

On remarque que si 7 € II ( respectivement 7 € II') alors il existe i € {1,...,k}, telles que
(71, ..o mic1) € W, (w4, ... m) € W, (respectivement (my,...,m_1) € W, (m;,...,m) € W,)
et que les deux ensembles {7y, ..., m_1} et {m;, ..., m} sont disjoints. Par suite en utilisant les
Lemmes et on obtient le résultat. O
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Lemme 7.11. [12] Soit w = s;, -~ s, € W (groupe de Weyl quelconque) une écriture réduite et
soit a;; une racine simple. Alors on a ’équivalence suivante :

U(ws;) < l(w) < w(a;) <0

Lemme 7.12. Soient vy, vy € W (groupe de Weyl quelconque) tels que €(vive) = (v1) + (ve) et
soit i € I U {0}. On note v := vivy et w := v18;v3. On suppose en plus que L(w) = L(v) + 1. Si
on note 8 = vy (), alors,

w v = s5 et B> 0.

Démonstration. Puisque w = v18;09 et v = v1v9. Alors
-1 —1_ -1 -1
w v = (vy 801 ) - (V1ve) = vy S;Us.

Or

U51$ZU2 - Svgl(ai)'
D’autre part, d’aprés le Lemme et puisque £(vy's;) = £(v;') + 1 on a,
vy Hay) > 0

Donc
w™ v = s5 tel que B = vy (o) > 0.

7.2 Elément principal de la preuve de la conjecture

On commence cette section par énoncer et démontrer des éléments qui serviront a prouver la
proposition[7.5] Cette derniére sera I'une des arguments les plus importants pour la démonstration
(par une double récurrence) de la formule en question (Théoréme [7.8)).

Définition 7.13. 1. On définit le sous ensemble Ag de S(él) de la maniére suivante :
Agl = {Si eS8y L 8i—1}i=1,...,l U {Sj oS0 .ot S8Sp 8j+1}j=0,...l—l

2. On définit aussi A := {t; 3z € Ay, t < 2}

Remarque 7.14. On remarque que tout les éléments de Ay ont longueur 21 ce qui justifie sa
notation. On remarque aussi que A est l’ensemble des éléments de S(C)) qui sont plus petits que
des éléments de Ay.

C’est facile de voir qu’on peut retrouver les éléments de A a partir des éléments de IT et 1T
On a alors le résultat suivant :

Lemme 7.15. A =W((IIuIl').
Lemme 7.16. [T/, Proposition 13.1.7] On a
tgv = S5—0S50

Lemme 7.17. En plus, 3
Yw e S(Cl), wAQZU)_l = Azl
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Démonstration. 11 suffit de montrer que
Vie{0,...,1}; siAgys; = Ay
Soit w € Ay alors il existe j € {1,...,1} tel que :
W=2S8; ... 8 =+ .8 ... 8j_1 OU W=25; <=+ .8 ... 8 ... Sj41

Dans cette preuve on va montrer que Ay est stable par conjugaison par le groupe de Weyl, pour

les ¢léments de la forme w =s; ... s --- .59 ... sj_1. La preuve de la seconde form de w ce
fait d’une maniére similaire.
En effet, supposons que w =s; ... s -+ .S ... s;_1 et soit i € {0,...,l}. On a quatre cas
de figures :
1. Sii<j—1:
SiWS; = SiS5 ... 8 .80 ... 5155
=85 ...°8 . Si+2(8i8i+18i)8i,1 e S0 .. Sifl(si$i+18i)8i+2 st S5
=S85 ...08 . 3i+2(5i+13i5i+1)3i—1 .80 e 5i—1(5i+15i3i+1)3i+2 ceet 55
=S; ... .8 .. 851
=w
2.81i=75—-1
Sj—1WSj—1 = Sj—1 ... 8 ~* .50 ...‘Sj_QEAQl
3. Sii=j
SjWSj = Sj41 «-v Sl <0 .80 ... 8 € Ay
4. Sii>j
SWS; = 8§85 «..-S ~+ .80 ... 85-15;
=S5 ... Si_Q(SiSi_lsi)$i+1 P 1 Si_;,_l(SiSi_lSi)Si_g oS0 et S5
=S5 ...- si_g(si_lsisi_l)siﬂ . 5i+1<5i—13i8i—1)8i—2 eS80 et S5
=85 ...°8 .8 ... 8j—1
=w
]

Corollaire 7.4. On considére laction de S(C) sur S(Cy) par conjugaison. Alors,
S(Cl) “t_gv = Ay

Démonstration. Tout d’abord, d’aprés la remarque [3.23] on sait que,

Vi=1,...,0; ¢ =s; ...-s1-1(a))
et puisque 0¥ = ¢y, on a
0V =51 ...-s1())
Donc,
Sov =81 ... 8 . 851
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Par suite, d’apres le Lemme [7.16]
t_9v=81 oot S L 81850 (71)
On remarque aussi que

Sltgv S1 = t_sl(gv)
= t—azv

=892 ... 8 -+ .815051
En tenant compte de l'initialisation ([7.1)), on peut montrer par récurrence sur i que :
Vi=1,...,0—1; sitcysi=Siy1 ...-8 ~=* . S0 ... Si

De méme, puisque

=S8—-1 .8 ..."95]
on peut aussi montrer par récurrence descendante sur ¢ que :
Vi = 1,,[, Sitsivsi =81 .8 +.--"8 .8

On en déduit que
S(Cr) - togv D Ay

Enfin on retrouve le résultat puisque, d’aprés le Lemme Ay est stable par conjugaison. [

Dans la suite, on veux montrer une propriété (Proposition [7.5)) concernant le nombre de
composantes connexes du support des éléments du groupe de Weyl. Dans ce but, on définit le
suivant :

Définition 7.18. Soit v € A. On note par comp(v) le nombre de composantes connezxes du
support de v noté supp(v). Soient {Ci}icq1,.. comp(v)} CES cOmposantes connexes de telle sorte que :

Vi<yj, Voee(C;, Vye(Cj; z<y

comp(v)

On note pour tout i € {1,..., comp(v)}, v; < v tel que supp(v;) = C; et v = H v;. En plus vy
sera appelé "composante la plus basse de v". -
Remarque 7.19. On remarque que pour tout i,j € {1,...,k}, v;v; = vjv;.
Définition 7.20. Soit m e {1,...,2l}.
On définit, co,, = {sml R sz:me{l,...,l—I—l}
’ Sol-m41S2-—mt2 - SS1—1 -+ . S0 sime{l+2,...,2l}

On remarque que l(co,,m) = m pour tout m e {1,...,2l}.

Remarque 7.21. Soitve W et me {2,...,2l} tel que v < co et £(v) = (com) — 1. Alors,
U = Com-1
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Démonstration. Soient v et m comme si-dessus. Puisque ¢y, n’admet qu'une seule écriture

réduite s,—1 -+ . so si m e {1,...,1 + 1} (resp. Sy—m+1S2—m+2 --- - SiSi—1 - . So sl m =
{l +2,...,2l} ). Alors on peut retrouver v en éliminant une racine simple de cette écri-
ture. On remarque que si on enléve une racine de s, 1 -+ . sg si m € {1,...,l + 1} (resp.
Sol-m+182—mi2 -+ S1Si—1 -+ . Sosime{l+2,...,2l} ) autre que celle de 'extrémité gauche,
alors v ¢ W_;. Or v e W4 alors on obtient,
Sm—2 " - S0 sime{2,...,1+2}
v =
S9l—m+2521—m+3 .- S1S1—1 . So sime {l + 3, ceey 2[}
L]
Notations 7.22. Soitve A, me {1,...,2l} tel que {(v) =m et i€ I U {0}.
o Onnote A, := {we A; v<w, l(w)="Lv)+1etc, #0}.
e On note ¢, le coefficient de A, dans lexpression de jo(&,.,,)-
e On note aussi b, := 2c0mp()=1,
Proposition 7.5. Soit ve A tel que ((v) < 2l. Alors on a,
D by = 2b,
we A9
Schéma de la preuve 1. Dans le schéma suivant m = (7y,...,7) corresponde a l’écriture
réduite de v. Supposons que 0 € supp(v), on définit dans le cas oum € Il(a,m,0,b) (respectivement
mell'(a/,0,m' b)) des entiers q et p dans {1,...,k} tels que m, = 0 et m, = m (respectivement

7, =0 et m, =m'). Dans cette preuve on aura besoin de définir un élément r et sa position i*
dans ’écriture 7, qui correspond a [’extrémité de la plus grande partie connexe & gauche de 0
dans U’écriture . Plus précisément, on définit les éléments i* et r de la maniere suivante :
o Simell :
Soit i* € {1,...,q} tel que :

—Sig=p+metm=m—p+1 alorsi* =1.
—Sig=p+metm <m—p+1 alorsi* est tel que T = m —p + ¥ et mx_1 <
m—p+i*—1.
— St g <p+m alors i* est tel que mpx = q—i* et wx_1 > q— 1" + 1.
e Simell :
Soit i* € {1,...,q} tel que
— St =q—1 alors* = 1.

— St > q—1 alors i* est tel que mx = q —i* et mpx_1 > q—i* + 1.

On note dans tout les cas r := m;x.

On aura aussi besoin de définir un élément v’ et sa position i, dans l’écriture 7, qui correspond
a Dextrémité de la plus grande partie connexe a droite de O dans ’écriture w dans 1I'. Plus
précisément, on définit I’élément v’ de la maniére suivante :
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o Simell :
Soit i, € {q,...,k} tel que :

—Sip=q+metmp=m+p—=Fk alors i, = k.

- Sip=q+metm, <m+p—Fk alors i, est tel que m;, = m +p — 1, et 1 <

— Sip < q+m alors i, est tel que m;,
o Simell:
Soit iy € {q,...,k} tel que
— Sty =k —q alors i, = k.

— Si T >k —q alors i, est tel que m;,

On note dans tout les cas 1’ := m;,.

=iy —qetm, 4 > +1—q.
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r—1#Db

1 € supp(vo)
(i) \
ﬁU

7ell —— i*<p
(1) (b)
/ m + 2 ¢ supp(v)

0 & supp(v) (i y
\

1¢ supp(vo)
mell (a)
r#a our+1#Db (B)
m + 2 € supp(v)

r—1=D>b

(1) r=a’etr+1=b’L>m’¢1
(ii)\)
0 ¢ supp(v) m — 1
\(1))
1 € supp(v)
(2)
1 ¢ supp(v)

144



7.2. Elément principal de la prewve de la conjecture

Démonstration. Soit v € A tel que £(v) < 2l. On écrit v = [ ] v;.

(I) Si0€ supp(v) :
Soit m = (71, ..., ) une écriture réduite de vy telle que :

o Il existe a,m et b tels que 7 € II(a, m,0,b)

e Il existe a’,m' et V' tels que w € IT'(a’, 0, m, 1)

On définit dans les deux cas des entiers g et p dans {1,...,k} tels que 7, = 0 et m, = m.
(q et p sont les positions respectives de 0 et m dans l’écriture 7).

(1) Simell(a,m,0,b). Alors

a=m <..<Tp>Tp1>...>m,=0<...<m, =0

(a) Sii* > p. On peut remarquer que dans ce cas on a

{0,...,r} ={my... my—r}

Alors
Vo = (Smy - Spp oo Sy 1 )(Sp -0 . 50Smysy - Sy )
On note wy := ([ [ vi)(8z, -+ 5n, - Spy_, 1 )Spa1(Sr * o+ . 5057y, - - - S, ). Alors
i#0

wy <v et l(wy) =L(v)+1 (d’apres le Lemme [7.9).

On peut aussi remarquer que b,, = b,. En utilisant le Lemme |7.12| la racine
positive tel que s, = w; v vérifie BY = sp, ... Sz, 50 ... Se(ay,). Donc,

By = Sm - SrpnS0 - 5e(0) )

o v v v
= Sm, - Sma (200 F oy + .+ a)f)

Or0¢ {m,...,my1} alors
Carty = (B, @0) = 2.
Donc,
> e by =2,
weA9
(b) ¢* < p: On peut remarquer dans ce cas que {r,r +1,....,m} = {m—, ..., m,} et

{mg, . mps1} =1{0,...,m—1}.

(i) Sim=1:
Alors
Vo = (Spy - Srp 1) (SrSpg1 - S1 0 L S0SmyLy - Sy )-
() Sib<r—1:
On note w; := (]_[ Vi)Smy - Smy 1 Sr—18r «.. S| "t t . 80Sg . - Sy
Alors .

v<w et l(w)=1L(v)+1 (dapresla proposition [7.3).
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On peut aussi remarquer que by, = b,. En utilisant le Lemme [7.12) - la racine
positive tel que sg, = wi v vérifie B) = s, . Sy S0 oo S1 s y).
Donc,

Vv Vv
BY = Spp - SpyS0 oS0 Sp(a )
= Spyp - Sme (200 ) o F o) 20 + .+ q))

Or 0 ¢ {my,...,mgs1}. Alors
So, </31 7w0>

D, b

weAf

Donc,

(B) Sir—1=10: Dans ce cas on a nécessairement a = r (puisque b < a) et
donc ¢* = 1.
D’autre part, on rappelle que ' = m;, (cf. Schéma de la preuve). On sait que
is est dans {g+ 1,...,k — 1} parce que i* = 1.
Alors,

Vo = SpSpq1 oo SL T 8081 <o SpSm e Sy

Donc d’aprés le Lemme [7.3] on a
Vo = Sﬂi*+1_1 oo Srp—18rSp41 oo 0S8 L 50851 - S

et on a bien m;, 41 > 1" + 1 alors

Tige+1 — 1>

On note w; := (g)vi)sm*ﬂ_l e Smp—1Sr—1Sp «..* S+ . S0S1 ... Sp. Alors
K3

v<w et l(w)=1~(v)+1 (dapres la proposition [7.3).

On peut aussi remarquer que b, = b,. Comme précédemment (cas («)) on
obtient

w1 __
Cogw = 2.
Donc,
2 Cunab
weAf
Sim#1:
Alors
Vo = (Smy - Srp 1) (50841 oo Sm c o - S0Smyiy - - - Sy )-

D’aprés les lemmes [7.2] et on peut écrire
Vo = Sm ‘. S0Siy .- Siy, OU L <0 <.l <M.

() Sim + 2 ¢ supp(v) :
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On note wy = ([ ] vi)Sms15m -~ - 5084, - .. 54, Alors
i#0

v<w et l(wy) =4L(v)+1 (d’aprésle Lemme|7.9).
On peut aussi remarquer que b,, = b,. En utilisant le Lemme [7.12] la racine
positive tel que s5, = w; v = s, vérifie

Blv = Sik’ 084180 - Sm(Oé;/lJrl)

= Si, 55205 + o) + ..o+ ap,)
Or 0 ¢ {iy,...,ix} alors
e, = (B ) = 2.

Donc,

Dl by = 2b,

weAf

(B) Sim + 2 € supp(v) :

On suppose que C] est la composante connexe de m+2. Alors supp(vy) = C.
Soit 7’ une écriture réduite de v;. Alors il existe un entier m’ dans {1,... 1},
et des entiers ay, by, as et by dans {r +2,...,m'} tels que

7' e (ay,m',r+2,b1) UIl'(ag,r +2,m’, by)

On peut montrer dans ce cas d’aprés le corollaire [7.1] qu'il existe des entiers
1 <...< iq <m > j; > ... > jl tels que v = Si1~--8iq3m’sjq/~--8j1 et
m+4 2¢€ {i17j1}.
On note wy = (] [;55 vi)v18mi1v0. Alors

v<w etl(wy)=~»v)+1 (daprésle Lemmel|7.9).

On peut aussi remarquer que b,,, = %bv. En utilisant le Lemme , la racine

positive tel que sg, = wflv = 5o vérifie,
BY =8i, 81,50 - Sm(Qpiq)
=5i, .. 5,(200 +o + ...+ ay,)
Or 0 ¢ {iy,..., i} alors
cgé)l,v =By @0y = 2.
On note wy = (] [;55 vi)Sm+1v0v1. Alors
v<wy et l(wy) =L(v) +1 (d’apres le Lemme [7.9).

On peut aussi remarquer (}ue by, = %bv. En utilisant le Lemme , la racine
positive tel que sg, = wy, v = s vérifie,

_ 1. . . \
88, = Uy Siy, 850 - Sm(Qny1)

= vy ls, s (200 oy + o+ agy)
Or 0 ¢ supp(s;, - -~ 54,v1) alors
0131:)2,1) = <62V,WO> = 2.

Donc,
Dl by = 2b,

weA)
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(2) simell'(a/,0,m',b). Alors

d=m>...>m,=0<mp<..<mp=m'>..>m ="V

Alors

Vo = (Smy - Smy_ry)(Sr =50 . 80Smyiy Sy Sy

Dans ce qui suit on va utiliser les entiers r et 7’ qu’on a définit dans le schéma de la
preuve.

(a)

Sir#adour+1#0:
On note wy := (Sp, ... Sx,_,_1)Sr41(Sr ==+ . S05xysy - -+ Smp - - - S, ). Alors

v <w et l(wy) =L(v)+1 (d’apres le Lemme [7.9).

On peut aussi remarquer que b,, = b,. En utilisant le Lemme [7.12] la racine
positive tel que s5, = w; v = s vérifie

BY = Spy - Spy e Sm1S0 - Se(a) )

— Vv \2 Vv
= Sp - Sm (200 oy + o o))

Or0¢ {m,...,mpr1} alors
Cary = (BY,@0) = 2.

Donc,

D by = 2D,

we A9
Sir=detr+1=1"V:
(i) Sim/ # 1 :
D’apres le Lemme onauvg< Sy ‘.8 ... Sy. D’autre part, puisque

[ ¢ supp(v) et en utilisant la proposition [7.2(2) on en déduit que v € W,,. Alors
il existe un mot réduit 7’ € II tel que w(n’) = v. Ce cas est déja traité.

(i) Sim/ =1

e Si7’ <r:Dans ce cason a

Vo =Sy """ 80 oSSy Ly e Sy Sy
= (sr o Spy)(8m S0 o8 ) (Smuy iy o Sy e Sy)
= (8r  8y1)(Smippy o+ Smp S ) (S 0oL S0 e Sw)

D’aprés le Lemme :

Sy "'-Sr/+18m*+1---87rp---87rk<Sr/+1 ce 8] LS

Alors il existe un mot réduit 7’ de vy dans II. Ce cas est déja traité.
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e Sir' >reti, <p:Dansce cason a

Vo =S8 --* .98 ...-STISm*+1...Sﬂ-p...87rk
=(S .8 ..." sr/)(sﬁi*+1 Sy sﬂgpfi*il)(smpii* e Smy)
= (Smiypr e Smp oo Smapiy 1) (S 0080 o 80) (Smypi -+ Smy)
D’aprés le Lemme :
Sp 80 -et SpSmy, - STy, K Sprq1 S0 -t Spry

Alors il existe un mot réduit 7’ de vy dans I1. Ce cas est déja traité.

e Sii, > p: Dans ce cas on a

vo= (S - .80 St 8w)(Smy iy o Smy)
= (Smiyr 41+ Smy1)(8r o+ oS0 ...o8 oo sp) (d’aprés le Lemme [7.3)
Or 7, +1 =r + 2. On note
wy = (nvi)<8ﬂ-i*+1+1 e Smt1)Sr41(Se S0 e S e S).

1#0

Alors

v<w et l(wy) =L(v)+1 (d’apres le Lemme [7.9).
On peut aussi remarquer que b,, = b,. En utilisant le Lemme [7.12] la racine

positive tel que sg, = w;

ﬁleSr/

= Spr ...

Or0¢{1,...,1} alors

Donc,

(IT) Si 0 ¢ supp(v) :

(1) Si1e supp(v) :

v vérifie
\2
Sp .80 e Se(0g)y )
s s1(200 F o 4 ay))

¢, = (BY o) = 2.

D by = 2b,

we A

Tout d’abord puisque 0 ¢ supp(v) et d’aprés la Proposition [7.2(1) on en déduit qu’il

existe une écriture réduite T = (7, ..

., ) de v tel que :

M <...<Tp>Tpp1 >...>m et 1e{m,mn}

Alors

V= S,

e SmpSmpy -+ Smpe

On note w; = vsy. On remarque que w; € A. Alors

v<w et l(wy)=1(v)+1 (car 0 ¢ supp(v)).
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On a aussi by, = b,. En utilisant le Lemme la racine positive tel que s, = wi'v
vérifie B = ag . Alors
ng)l’v = <51V,WO> = 1.

On note wy = sgv. On remarque que wy € A. Alors
v < wy et l(wy) =1(v) +1 (car 0 ¢ supp(v)).

On a aussi by, = b,. En utilisant le Lemme la racine positive tel que sz, = wy v
vérifie By = v (ay). Alors

c:ﬁiv = <62v7w0> =L

Donc,
w w w
E Copwbw = buyCgly + buyc 2, = 20,

50,V
weA
w—>"v
<wo,BY >#0

(2) Silé¢ supp(v) :
On note wy = vso(= spv). On remarque que w; € A. Alors

v<w; et l(wy) =L(v)+1 (car0¢ supp(v)).

On a aussi by, = 2b,. En utilisant le Lemme , la racine positive tel que sg, = w; Ly
vérifie B) = ag . Alors

Coryy = (B gy = 1.
Donc,

> e by = 2b,

weAf
[

Remarque 7.23. Par symétrie du diagramme de Dynkin en type C' affine, on en déduit de la
Proposition une deuzrieme inégalité :

Voe d; ((v) <2l; >l by > 2b,
we Al

Lemme 7.24. Soit u € A tel que £(u) = 2 et pour tout ve A, u ¢ A% et u¢ Al. Alors, il existe
un entier i € {1,...,1l} et t € A tels que :

ue Aj et Z Co 1bw = 2b
we Al

Démonstration. Soit u € A tel que pour tout v € A, v ¢ AY.

Montrons tout d’abord que le support de u ne contient pas 0. En effet, si 0 € supp(u) alors il existe
des éléments u; et uy dans A tels que u = uysgus (produit réduit) et 0 ¢ supp(uq) U supp(us).
On a trois cas de figures :

1. Si U189 = SoUq - Dans ce cas u = SoU1U2.
On note v := uyuy. On remarque que £(v) = ¢(u) — 1 et en utilisant le Lemme [7.12} la
racine positive tel que sz = u~'v = uy *souy vérifie B = u;y ' (ay). Alors

Copn =1 # 0 (contradiction).
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2. Si ugsp = soug : Dans ce cas u = ujugso.
On note v := uyuy. On remarque que £(v) = ¢(u) — 1 et en utilisant le Lemme [7.12} la
racine positive 3 telle que sz = u™'v = s vérifie 3 = . Alors

Copn =1 # 0 (contradiction).

3. Siuysy # souy et uasy # soug : Dans ce cas, on remarque qu'’il existe des éléments u) et uj
tels que les produits u; = u)s; et ug = syuf sont réduits, et 1 ¢ supp(u)) U supp(ul). Alors

U = U} 818081Us.
On note v := usgsub, d’aprés le Lemme [7.3| on a
l(v) =Ll(u) —1

et en utilisant le Lemme [7.12] la racine positive 3 telle que sg = u~'v = sq vérifie

BY = uy siso(ay)
— uy tsy (208 + )
— u; (20 + a))
Alors, puisque 0 ¢ supp(ul), on a

Cepn = 2 # 0 (contradiction).

. l .
Puisque u ¢ A; on peut aussi montrer que

¢ supp(u).

Pour la suite de la preuve, on note u; la plus petite composante connexe de u. Puisque
0,1 ¢ supp(ui), en utilisant le Lemme [7.4] on a

Uy € W\,
c’est a dire il existe une écriture réduite m = (my,...,m) de u; telle que :
dpef{l,...k}ym>...>m<mp <...<Tg
et
{m,...,m} = {mjin(ﬂj), mjin(ﬂj) +1,... ,m]ax(ﬂj)}
On pose ¢ = m,. On a cinq cas de figures :
1. Sip=1:Dans ce cas m = (7, ..., ). Alors
Ul = Sq, " Spp -

P

Puisque le support de u; est complet on peut déduire que

UL = 8; «.." " Sm.
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Donc
u = (Huj)si e S
J#i
On note ¢ := (][ w;)Si+1 -- .- Sm. Alors

j#i
t<wet l(u)=((t)+1 (daprés le Lemme|[7.9).

On peut aussi remarquer que b; = b,. En utilisant le Lemme La racine positive 3
telle que sz = wy 't vérifie,

BY =5y - sin(a))
=aq,, + -+
Alors
ot =<BY, @) =1
On note wy := ([ [ w;)si41 ... - Smsi. Alors

j#i
t <wip et l(wy) =L(t) +1 (dapres le Lemme [7.9)).

On peut aussi remarquer que b; = b, (puisque u; est la composante connexe la plus basse
de u). En utilisant le Lemme La racine positive 3; telle que sg, = wy 't vérifie,

s
Alors
oo =B @) =1
Donc,

w w1 U _
D bu = buy byt = 2By

weAl

Si p =k : Ce cas est traité d’'une maniére similaire que le cas 1.

Sim,_q1 # ¢+ 1:Dans cecasonamy; =17+ 1. Alors

Ul = Spy " " Sy 15iSi41Smpy0 """ Smy, -

Donc

u = (H Uj)Smy " S 1 S5i8i415my00 """ Smy-
J#i

On note ¢ := (][ w;)sr, - Sx, 1 Si+15m,45 - * - Sm,. Alors
j#i
t<wetl(u)=L(t)+1 (d’aprésle Lemme[7.9).

On peut aussi remarquer que b; = b,. En utilisant le Lemme La racine positive 3
telle que sz = wy 't vérifie,

BY = Sn ... sﬂpﬁsiﬂ(aiv)

= SWk et 87Tp+2 (azv + aierl)
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Or i ¢ {my,...,mpr2} alors
ot ={BY,m) =1
On note wy := (] w;)sz, - Sx,_ 154155, S, Alors
J#i
t <wpet l(wy) =L(t)+1 (dapresle Lemme|[7.9).

On peut aussi remarquer que b; = b,,. En utilisant le Lemme [7.12] La racine positive /3,
telle que s, = wy 't vérifie,

BY = Srp - Spy0Siv1(Qy)
= Smp - Smya (0 + )
Or i ¢ {mg,...,mpro} alors
Cg,-,t = (B, @) =1
Donc,

w w1 u
Z 05i7tbw = by, Cgl + bucswt = 2b,

weAl

. Simpy1 # 4+ 1 : Méme raisonnement que le cas 3

. Simp_1 = mpe1 =1+ 1: Dans ce cas,
w= (] [u)sm - Sm, a5i01568i418m, 05 - 5my
J#i

= (| Jw)sm - 5mpasisiz1sism,s - 5,
J#1

On note t = (] [ w;)sx, -+ Sx,_,5iSi+157,,5 == * Sx,. Alors
J#

t<wu et l(u)=4L(t)+1 (daprésle Lemme|7.9).

On peut aussi remarquer que b; = b,. En utilisant le Lemme La racine positive
telle que sz = wy 't vérifie,

By = Smy - "Sﬂp+2(aiv)

_ oV
= q

Donc
cght ={(BY,w;y = 1.

On note wy := ([ [ u;)sp—2- - Sr,_,5i—15:Si4+15x,,5 - Sr,. Alors
J#i

t <wj et l(wy) =L(t)+1 (d’apreés le Lemme[7.9).

On peut aussi remarquer que b, = by, ( la minimalité de ¢ assure que i — 2 ¢ supp(u)). En
utilisant le Lemme [7.12 La racine positive f; telle que s, = w; 1t veérifie,

By = Say .- sﬂp+28i+13i(aiv—1)

— \ Vv \Y
= Smp - - 57rp+2(04i71 + oy + O‘z‘+1>
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Or i ¢ {mp, ..., mpyo} alors ¢, = (B), ;) = 1.
Donc,

Dl by = bu, el + buck = 2D,

S0,t =
weAl

Lemme 7.25. [I8, Lemme 3.2/ Soit A€ QV et w e W tels que w - X antidominant. Alors,
Utwn) ={w - N\, —2p)

On démontre tout d’abord deux cas particuliers du théoréme qui permettent d’initialiser la
preuve par récurrence de celui ci :

!
Lemme 7.26 (Initialisation). 1. jo(&s,) = D5 Ay,
j=0

2. j0(£51 BRI 50) = Z Ay

wE.Azl

!
Démonstration. 1. On note M := ] A,,. D’aprés la remarque |5.43|, il suffit de montrer que,
j=0

Vi = 1,,[, Qbo(MO./Z) =0
(a) Si1<i<l—1:0n a,
o A1 oy = sis1(au) A —{ag, )

= (Oéi_l + Oéi)Ai_l + 1

° Az CQy = Sz<az)Az - <O‘i7ai\/>

o A0y = 5i+1(ai)Ai+1 - <ai+1a Oéiv>
= (a; + qviy1)Aipr + 1
o VJ ¢ {’L — 1,’i,7: + ].} Ajozz- = OéiAj
Alors,
l
M'%‘:ZAsj e
j=0

= A1 o + Ao+ Ao + Z As; i

jAi—1,ii41
= (o1 + o) Ao — @Ay + (i + ipr) A + Z ;- A,
jAi—1,ii+1
On en déduit que,
Qb()(M . Oéi) =0
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(b) Sii=1:0n a,

° Al*l Q= 8[,1(0([)14[71 - <Oél7 al\/—l>
_ (2ar1 + ) Ay +2

o Ay = si(a) A —Lay, )
= _alAl - 2

[ V] ¢ {l — 1, l} Ajal = OzlAj
Alors,

l
M'Q‘ZZZASJ-'CVZ
7=0

=A_1 o+ Ao+ Z Asj-Ozl

jAI—1,1
= (204;_1 + a’l)Al—l — oA+ Z o - A5j
JAl—1,l
De méme on a,
oo(M - aq) =0

2. D’apres la remarque [5.43|, pour tout poids antidominant A,

Jon) = D, Au,

’wEW/W)\

En particulier, puisque —6" est antidominant, on va calculer jo(&_,. ).

Or

t_@v = tsg(gv)

= 59t9v5;1

= s9(85_050)s, " (d’aprés le Lemme [7.16] )
= S9Ss5—0

= 50Say

=81 ..."8 .81

D’autre part, d’aprés le corollaire [7.4] on sait que,
W t_ge = Ay
Alors on a la bijection suivante :
W/W_gv — Ay

w — wt_gv wt

Par suite,
Agp = {tw(_gv); w e W/ngv}

On peut enfin déduire que

jO(fSl JNRY: TR 50) = Z Aw

'LUEAQ[
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Lemme 7.27. Soit me {1,...,2l}, i€l v {0} et ve A tel que {(v) =m — 1. Alors,

w
Z CuCy, , = 2¢y

weAj
Démonstration. D’aprés la remarque on en déduit que
)

A" M) = Y, ComE, ®E,

SiWEWa}f

8i,USKCO,m

=con 60 ®&ep,, o (d’aprés la remarque

= 2550 & fco7m_1

En plus, d’aprés le Lemme [7.26], on sait que

l

Jo(€s) = DA,

i=0
Alors,
jO ®j0(Ai7mil<€Co,m)) = 2j0(£80) ®j0(£co,m—1>
=2(Ag + -+ A ® jo(&com—1)
Et puisque jo(&ep,) = 2. oAy, 0na
veA
l(v)=m—1

70 ® Jo(AL™ ™ (Eeom)) = 2 Z (Aot -+ A) @A,

D’autre part, puisque jo(&e,,.) = 2. CwAw, on a

we

l(w)=m
A(1)7m_1 OjO(SCO,m) = A(1)7m_1( Z CwAw)
weA
l(w)=m
= D A TH(A)
weA
l(w)=m

D’apres la Proposition [5.5, on sait que :

AT AL) = ) el AL ® A,

87, VW

Enfin,
A" 0 Go(En) = Dy D Cuch A ® Ay

weA s, v<w
l(w)=m

D’apreés le Lemme [5.46
(o ® o) © AL M (Eepum) = A5 0 o(Eep )
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En comparant les équations [7.2] et [7.3] on obtient :
do2(Aot A ®A = Y D cudh A, ® A,

veA weA  s;,v<w

l(v)=m—1 I(w)=m

Pour tout i € I U {0} et v € A tel que ¢(v) = m — 1 on remarque que :
o Le coefficient, dans le premier membre, de A,, ® A, est : 2¢,.

w
84,0

e Le coefficient, dans le deuxiéme membre, de A, @ A, est : X _ i cuc

Enfin, puisque les (A4, ® A,/) forment une base, on a

w
2 CuCs, » = 2Cy

i
wE.AU

Théoréme 7.6. Soit w € A, alors,
Cuw = by

Démonstration. Soit w € A.
1. On commence par montrer, par récurrence descendante sur (w), que ¢, = by, :
Initialisation : D’aprés le Lemme [7.26[, on sait que

jO(gsl e8] e so) = Z Aw

'wE.Azl

On en déduit que pour tout w € Ay on a ¢, = 1, en plus Ay = {w € A; {(w) = 2l}.
D’autre part, b, = 27! = 1. Alors,

Vw e A, l(w) =2l = ¢, = by,

Heérédité : Soit k € {1,...,2l}. On suppose que I'inégalité est vraie a I'ordre k.

On veut montrer qu’elle est vrai a 'ordre k£ — 1, c’est a dire :
Voe Al(v) =k—1=1¢, 2,

Soit v € A tel que [(v) = k — 1, alors d’aprés la Proposition on a:

Dl by = 2D,

we A9

Par hypothése de récurrence, pour tout w € A%, on a b, < ¢,. Alors,

w w
Z Csoyvbw S Z CsowCw

we Al we A9

Or d’aprés le Lemme on a:

2b, < Z Copwlw < Z ConwCuw < 24

weAf weA9

Alors on a
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2. En second lieu, on va montrer, par récurrence ascendante sur £(w), que ¢,, = b,.
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Initialisation : D’aprés le Lemme , on sait que
!
jO(fSo) = Z Asj
j=0

On en déduit que pour tout j € {0,...,l} onac,, =1 et b, =2'"" = 1. Alors,
Vwe A l(w) =1= ¢, = by,

Hérédité : Soit k € {1,...,2(}. On suppose que I'inégalité est vraie a l'ordre k.

On veut montrer qu’elle est vrai & 'ordre k + 1, c’est & dire :
Yoe A l(v) =k+1=¢, =0,

Soit u € A tel que ¢(u) = k + 1. On suppose tout d’abord qu'il existe v € A tel que
ue A2 U AL On choisit un tel élément v et on pose i = 0 si u e A%, et i = [ sinon. On
obtient par la proposition [7.5] et la remarque [7.23)]:

Dl by = 2b,
weAl

Sinon, en appliquant le lemme [7.24} il existe un couple (v,7) dans A x (I U {0}) tel que
ue Al et tel que

D e by = 2D,
we Al

Dans la premiére partie de cette preuve, on a montré que pour tout w € A on a ¢, = b,,.

Alors,
w w
z : CsivCw = z : CSiyvbw

we Al weAl
Or par hypothése de récurrence (puisque ¢(v) = k), on a b, = ¢,. En plus, en utilisant le

Lemme [7.27] on a
w _
E Cs, 0Cw = 2Cy

we Al
Alors,
2¢c, = Z Cq, wCuw = Z Cq, wbw = 2b, = 2¢,
weAl weAl
Ce qui implique que,
2 Chiau = 2 Ciubu
weAl weAl

Donc,

Z cg7v(cw —by) =0

we Al
Puisque ¢,, — by, = 0 et ¢, > 0 alors,
Ywe Al; ¢y = by

Enfin, puisque u € A’ on a
Cy = by.
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7.3 Enoncé et preuve de la formule

Dans cette derniére section, on énonce et on montre une formule de Pieri en type C. Plus
précisément, une régle pour la multiplication d’un élément de la base par un autre de la forme
€co.n (cf. Définition dans 'algébre homologique de la grassmanienne affine.

Rappelons tout d’abord la Définition de bandes faible et la formule de Pieri en type A donnée
par Lam et al dans [16] :

Pour ce qui concerne la définition de bandes faibles en type A, il faut revoir la Définition
6.12). On énonce maintenant la formule en homologie en type A :

Théoréme 7.7. [16] Soit w e S°(A;) et me {1,...,1—1}. Alors :
gao,mfw = Z €Z

ot la somme parcourt toutes les bandes faibles (w v~ z) de type A tel que size(w v~ z) = m.

Passons maintenant en type C' et commencgons par définir les bandes faibles :
Définition 7.28. On dit que (w v~ v) est une bande faible de type C' si
w,ve SYC), w<wvet vw ! e A

Théoréme 7.8. Soit w e S°(Cy) et me {1,...,21}. Alors,

€CO,m£w _ Z QComp(zw—l)flé:Z

W > 2

ou la somme parcourt toutes les bandes faibles (w ~~ z) de type C' telles que ((zw™') =

U(z) —Ll(w) =m.
Démonstration. Soit w € S°(C)) et m e {1,...,2l}. Alors,

Eeom&uw = Jo(€eom) * Ew (d’apres le Théoréme [5.7] et la Définition [5.31))

= Z CvAv : gw

L(v)=m
veEA
= Z byA, - & (d’aprés le Théoréme [7.06)
L(v)=m

veA

Or par Définition [5.27], on sait que

e {% st (o) = ((0) + () ot vw e S°(C)

0 sinon
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Alors,

gco,mgw = Z bv&vw

Y(v)=L(vw)—L(w)
vweSY(C)),ve A

_ Z 2comp(v)71§yw

- Z geomp(zw=)=1¢ (En posant z := vw)

Alors en posant F* I’ensemble des éléments z tels que (w v~ z) est une bande faible de type C'
et L(zw™ 1) = £(z) — £(w) = m, on obtient

gco,mgw = Z 200mp(zw71)_1£2

zeFW
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Annexe A

Programme Billey

Dans la suite, en utilisant le logiciel "Sage", on a programmé 1’algébre cohomologique de la

Grassmannienne affine. En d’autres termes, ce programme calcul les produits des éléments de la
base de Schubert de cette algébre £“£Y :

#
#

H H H

#

initialisation yields combinatorial data related to a root system.
parameters are: the type of the root system, the rank, and boolean

variable affine which tells if we want an affine Weyl group of the usual
finite one.

initialisation creates and computes a series of global variables:

W is the corresponding affine Weyl group.

s is an array: s[i] is the i-th reflection in the Weyl group W.

P is a polynomial ring, it represents the T-equivariant cohomology of a

point. Q is its fraction field.

a is the array of generators of P (al[il=equivariant class of the simple

root alpha_i).

r is the rank

def initialisation(type,rank,affine):

global W,s,P,Q,a,r,S,is_affine
if affine==true:

W = WeylGroup (RootSystem([type,rank,1]) .root_lattice() ,prefix="s"
else:

W = WeylGroup(RootSystem([type,rank]) .root_lattice(),prefix="s")
s = W.simple_reflections ()

P = PolynomialRing(ZZ,rank+1,"a")

Q=Frac (P)

aa = P.gens ()
a=[aa[0]]

r = rank

is_affine = affine

for i in range(l,r+1):
a=a+[aal[i]]

28 # A HeckeMonomial is an element of the form f delta_w, with f in P and w in

the affine Weyl group.

20 # HeckeMonomials are sum to create HeckePolynomials.
class HeckeMonomial:

30

31

def __init__(self ,w,f):
self. _w=w
self._f=f

def __repr__(self):
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Annexe A. Programme Billey

# A

return "( %s : %s )"%(self._w,self._f)
def w(self):

return self._w
def f(self):

return self._f
def mul __(self ,m2):

return MonomialProduct (self ,m2)

HeckePolynomial is by construction a sum of HeckeMonomials.

i class HeckePolynomial:

def init__(self,list):

self._list=1list

def __repr__(self):

return "(%s)" %(self._list)

def m(self):

def

164

return self._m

; #MonomialProduct function takes two Heckemonomials hml=delta_{wl} f1 and hm2

=delta_{w2} f2,

7 #and returns the product in the NilHeck ring: hml hm2= delta_{wiw2} w2 {-13}(

f1) £f2.

MonomialProduct (hml ,hm2) :

global r,is_affine

wi=hml.w()

w2=hm2 .w ()

Matrix_form_of_w2=w2.matrix ()
Inverse_Matrix_of_w2=Matrix_form_of_w2.inverse ()

fi=hmi.f ()
£f2=hm2.f ()
b = [0]
if is_affine == True:
for i in range(0,len(s)+0):
b=b+[0]

for j in range(0,len(s)+0):
for k in range(0,len(s)+0):
b[jl=b[jl+Inverse_Matrix_of_w2[k-0,j-0]*al[k]

return HeckeMonomial (wilx*w2,f1l.subs({alil:b[i] for i in range(len(s)
+0) ) *x£2)
else:
for i in range(l,len(s)+1):
b=b+[0]
for j in range(l,len(s)+1):
for k in range(l,len(s)+1):
b[jl=b[jl+Inverse_Matrix_of_w2[k-1,j-1]*alk]

return HeckeMonomial (wil*w2,f1l.subs({ali]l:b[i] for i in range(len(s)
+1) }) *£2)



89

90

91

97

98

99
100
101
102

103

104

105

106

109
110
111
112
113

114

116

117

118
119
120
121
122
123

124

125

126

#The r function takes a List b which represents a reduced word, and an

integer m less than the length of b.

#The r function then returns the root s_{b[0]}s_{b[1]}...s_{blm-11}Calm]).
#This function represents the mth positive root r_b(m) defined by Sarah

Billey.

def r(b,m):

#

#

r=W.one ()
for i in range(m-1):

r=r*s[b[i]]
ri=r*x*x(-1)
ab=a[b[m-1]]
rbj=MonomialProduct (HeckeMonomial (W.one () ,ab) ,HeckeMonomial (r1,a[1]/a
[(11)).£0

return rbj

function suite_suivante uses the global variable L, which represents an
increasing sequence of k integers

between 1 and 1. It yields the next such sequence in lexicographic order.
For example, let k=2 and 1=4.

If L=[1,4] then suite_suivante will return [2,3], and if L=[2,3], then
suite_suivante will return [2,4].

When L is the last sequence, then suite_suivante will return a sequence
with L[0]=0, which means that

all the sequences have been dealt with.

def suite_suivante(k,1l):

#

global Z
K=k
Z=L
while (K>0):
if Z[K-1]<1-k+K: # It is possible to increase the value of Z[K
-1]
for i in range(k-K+1):
Z[k-1-i]=Z[K-1]+k-K-i+1 # Set the next values Z[K], Z[K+1],
etc, to be the minimal ones, increasing by exactly one at each step.

K=-1
else: # It is not possible to increase the value of Z[K-1], so
lower K to increase some value before K-1.
K=K-1
if K==0:
z[ol=0

return Z

The lex function takes two integers k<1, and generates lists L of length k
containing all possible increasing combinations of integers from 1 to 1.

def lex(k,1):

global LL

LL=[]

global L

L=[1]

for i in range (k):
L=L+[i+1]

while L[0]>0:
LL=LL+[L[:k]]
L=suite_suivante (k,1)
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def Lex(l):
lexi=[]
for i in range(1,1):
lex(i,1)

lexi=1lexi+LL
return lexi

#The xi function takes two elements, v and w, of the Weyl group W, and
returns the following: Let b=b[1]...b[p] be a reduced word of w.
#If v is not less than w (in the Bruhat order), it will return O.
#If v is less than w (in the Bruhat order), it will compute the sum, over
all reduced words of v of the form b[il]...b[ik], of the products r(b,il)
..r(b,ik) .

#This function represents the function \xi(v,w) defined by Sarah billey (cf.
Lemme 4.1). She also proves in her article that this function is in fact
independent of the choice of the reduced word b.

#Indeed, this is the value of the equivariant cohomology class \xi~v at the

fixed point w.

def xi(v,w):

Subwords_of_w_of_length_v=[] #This List will contain all subwords of a
given reduced word of w, which are of the same length as v.
length_of _w=len(w.reduced_word())
length_of _v=len(v.reduced_word())
Reduced_word_of_w=w.reduced_word ()
Set_of_reduced_words_of_v=v.reduced_words ()
product_1=P.one ()
product_2=P.one ()
result=P.zero ()
lex(length_of_v ,length_of_w)
for i in range (len(LL)):

Subwords_of _w_of_length_v=Subwords_of_w_of_length_v+[[]]
if v.bruhat_le(w):

for i in range (len(LL)):

for j in range (length_of_v):
Subwords_of _w_of_length_v[i]=Subwords_of_w_of_length_v[i]l+[

Reduced_word_of _w[LL[i]l[j]-1]]

for i in range(len(Subwords_of_w_of_length_v)):
if Subwords_of_w_of_length_v[i] in Set_of_reduced_words_of_v:

for j in range(len(Subwords_of_w_of_length_vI[i])):
product_1l=product_1* r(Reduced_word_of_w,LL[i][j])
product_2=product_2*product_1
product_1=P.one ()

result=result+product_2

product_2=P.one ()

return result
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185 #The pi function takes an element v (of reduced word b=[b[0],...,b[p-1]1]1) of
the Weyl group and computes the product r(b,1)*r(b,2)*...*xr(b,p).
1s6 def pi(v):

187 Pi=af[1]/al[1]

188 b=v.reduced_word ()
189 p=len(b)

190 for i in range (p):

191 Pi=Pi*r(b,i+1)

192

193 return Pi

194

195 #The p function takes three elements u,v and w of the Weyl group, and
computes the structure constantes p_{u,v}"w of Cohomology algebra of the
affine Grassmannian.

196 #More precisely, using Sarah Billey’s method, this function calculates these

constants by induction on the length of w.
197 def p(u,v,w):

198 lexi=Lex(len(w.reduced_word ()))

199 sigma=0

200 for t in W.bruhat_interval(u,w):

201 if v.bruhat_le(t) and t.length()<w.length():
202 sigma=sigma+p(u,v,t)*xi(t,w)

203

204 return (1/pi(w))*(xi(u,w)*xi(v,w)-sigma)

206 #The elements_of_length function taks an integer 1, and returns a list
containing all elements of the Weyl group of length 1.
207 def elements_of_length(l):

208 List=[]

209 for w in W.elements_of_length(1l):
210 List=List+[w]

211 return List

213 #The Schubert_Product function takes two elements u and v of the Weyl group,
and returns the product xi“u xi~v,

214 #in function of elements xi~w such that p(u,v,w) is different than O.

215 #More precisely it will calculate the coefficient of each Schubert class xi

w above.
216 def Schubert_Product(u,v):
217 Reduced_word_of_u=u.reduced_word ()
218 Reduced_word_of_v=v.reduced_word ()
219 len_u_plus_len_v=len(Reduced_word_of_u)+len(Reduced_word_of_v)
220 elements_of_length_sum_of_length=elements_of_length(len_u_plus_len_v)
221 length_of _List=len(elements_of_length_sum_of_length)
222 for i in range (length_of_List):
223 if v.bruhat_le(elements_of_length_sum_of_length[i]) and u.bruhat_le(

elements_of_length_sum_of_length[i]) and p(u,v,
elements_of _length_sum_of_length([i]) !=0:

224 print (elements_of_length_sum_of_length[i],":",p(u,v,
elements_of_length_sum_of_length([i]))
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Vérification de la conjecture
degrés

Annexe B

4.4

en petits

Dans cette partie, en programmant sur le logiciel "Julia”, on calcule directement et en suivant

la régle donnée par la conjecture les coefficients ¢

Ce programme a été écrit par mon

directeur de thése et je reproduis ici le résultat obtenu a l’aide de ce programme, qui confirme
la conjecture dans un grand nombre de cas. On teste tout les éléments u de longueur au

plus 15 :

julia> check_conjecture (C2,3)

Checking
Checking
True for
True for
Checking
Checking
True for
True for
Checking
Checking

s True for

True for
Checking

; Checking

True for
True for
True for
Checking
True for
True for

s True for

Checking
Checking
True for
True for
True for
Checking
True for
True for
True for
Checking
Checking

conjecture in degree 0
conjecture for u=e
w=s0*sl1lx*s0: 0=0

w=s2*slxs0: 1=1

conjecture in degree 1
conjecture for u=s0
w=s0*s2*xsl1*s0: 1=1
w=sl*s2*xs1*xs0: 2=2
conjecture in degree 2
conjecture for u=slx*s0
w=sl*s0*s2*s1*xs0: 3=3
w=s0*sl*xs2*s1*xs0: 4=4
conjecture in degree 3
conjecture for u=s0*sl*s0
w=s0*s1*s0*s2*xs1*xs0: 5=5
w=sl*s0*sl*s2*xs1*xs0: 6=6
w=s2*s1*s0*s2*slxs0: 2=2
conjecture for u=s2*slx*s0
w=s0*s1*s0*xs2*xs1*xs0: 4=4
w=sl*sO0*sl1*xs2*xs1*xs0: 8=8
w=s2*s1*s0*s2*s1*xs0: 2=2
conjecture in degree 4
conjecture for u=s0*s2*sl*s0
w=s0*s2*s1*xs0*xs2*xsl*xs0: 8=8
w=s2*sl1l*sO0*xsl*xs2*xsl*xs0: 14=14
w=s0*s1*s0*sl*xs2*xs1*s0: 8=8
conjecture for u=sl*s2*sl*s0
w=s0*s2*s1*s0*s2*xs1*s0: 3=3
w=s2*sl1*s0*xsl1*xs2*xsl1*xs0: 11=11
w=s0*s1*s0*xsl1*xs2*%xsl1*xs0: 4=4
conjecture in degree 5
conjecture for u=sl*sO*xs2*sl1*s0
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True for
True for

7 True for

Checking
True for
True for
True for
Checking

; Checking

True for

5 True for
i True for

True for
Checking
True for
True for
True for
True for
Checking
True for
True for
True for
True for
Checking
Checking
True for
True for
True for

; True for

Checking

5 True for

True for

7 True for

True for
Checking
True for
True for
True for

; True for

Checking
Checking
True for
True for
True for
True for
Checking
True for
True for

; True for

True for

5 Checking
; True for

True for
True for
True for
Checking
Checking

2> True for
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w=s0*xs2*xs1*xs0*xsl*xs2*xsl*xs0: 12=12
w=sl*xs2*xsl*xsO0*xsl*xs2*xsl*xs0: 8=8
w=sl*xsO0*xs2*xsl*xs0*xs2*xsl*xs0: 14=14
conjecture for u=sO*sl*s2*sl1*s0
w=s0*s2*s1*xsO0*sl*xs2*xsl1*s0: 7=7
w=sl*xs2*xsl1*xsO*xsl*xs2*xsl1l*xs0: 12=12
w=s1l*xsO0*xs2*xsl1*xs0*xs2*xsl*xs0: 4=4

conjecture in degree 6

conjecture for u=s0*sl*sO0*s2*sl*s0
w=s1*s0*s2*%xsl1*sO0*xsl*xs2*sl*xsO0: 18=18
w=s0*xs1*xsO0*xs2*xsl1*xsO0*xs2*xsl1*xs0: 8=8
w=s2*s1*xs0*xs2*xsl1*xs0*xs2*sl1*s0: 14=14
w=s0*xsl*xs2*xs1*xsO0*xsl*xs2*xsl*xsO0: 8=8
conjecture for u=sl*sO*sl*s2*xsl*s0
w=sl*sO0*xs2*xs1l*xsO0*xsl*xs2*%xsl1l*xs0: 11=11
w=s0*s1*s0*xs2%sl*xsO0*xs2*sl*xs0: 1=1
w=s2*s1*xs0*xs2*xs1*xs0*xs2*xsl1*xs0: 4=4
w=s0*xsl1*xs2*%xsl1*xs0*xsl*xs2*sl1*s0: 20=20
conjecture for u=s2*sl*sO0*s2*sl*s0
w=s1l*xsO0*xs2*%xsl1*xsO0*xsl*xs2*sl1l*s0: 16=16
w=s0*s1*s0*xs2*sl*xsO0*xs2*sl*xs0: 8=8
w=s2*s1*xs0*xs2*xsl1*xs0*xs2*sl1*s0: 15=15
w=s0*xsl*xs2*%xsl1*xsO0*xsl*xs2*sl*s0: 12=12
conjecture in degree 7

conjecture for u=s0*s2*sl*s0*s2*xsl1*s0
w=s0*s1*s0*xs2*s1l*xsO0*xsl*s2*xsl1l*s0: 28=28
w=s2*s1*xs0*xs2*s1*xs0*xsl*xs2*xsl1*xs0: 18=18
w=s0*xs2*xs1*xs0*xs2*xsl1*xs0*xs2*xsl1*xs0: 25=25
w=sl*sO*xsl*xs2*xsl*xs0*xsl*xs2*xsl*xs0: 24=24
conjecture for u=s2*sl*sO0*sl*s2xsl1*s0
w=s0*xs1*xsO0*xs2*xs1*xs0*xsl*xs2*sl*xs0: 12=12
w=s2*s1*s0*s2*%s1*s0*xsl*s2*%xsl*xs0: 4=4
w=s0*xs2*xs1*xs0*xs2*sl1*xs0*xs2*sl1*s0: 1=1
w=sl*sO*xsl*xs2*xsl*xsO0*xsl*xs2*xsl*xs0: 32=32
conjecture for u=sO0*sl*sO*sl*s2xsl1*s0
w=s0*s1*xsO0*xs2*xs1*xs0*xsl*xs2*sl*xs0: 29=29
w=s2*s1*s0*xs2*s1*s0*xsl*s2*%xsl1*s0: 14=14
w=s0*xs2*xs1*xs0*xs2*xs1*xs0*xs2*sl1*s0: 12=12
w=sl*sO*xsl*xs2*xsl*xsO0*xsl*xs2*xsl*xs0: 36=36
conjecture in degree 8

conjecture for u=sO0*s2*sl1*s0*sl*xs2*xs1*s0
Ww=s0*s2*s1*xs0*s2*s1*s0*sl*xs2*sl*xs0: 26=26
w=s0*xs1*xsO*xsl*xs2*xsl1*xsO0*xsl1l*s2*sl1*s0: 32=32
w=s2*s1*xs0*xsl*xs2*xsl1*xs0*xsl*xs2*sl1*s0: 60=60
w=s1*s0*xs2*xs1*xs0*xs2*xsl*xs0*s2*sl1*s0: 16=16
conjecture for u=sl*s2*sl*s0*sl*xs2*xs1x*s0
w=s0*xs2*xs1*s0*s2*%xs1*xs0*xsl*xs2*sl1*xs0: 5=5
Ww=s0*s1*sO0*xsl1l*s2*%sl1*s0*sl*xs2*sl*xs0: 12=12
w=s2*s1*xsO0*xsl1*xs2*%sl1*xsO0*xsl*s2*sl1*s0: 37=37
w=s1l*s0*xs2*xs1*xs0*xs2*xs1*xs0*xs2*sl1*xs0: 1=1
conjecture for u=sl*s0*s2*xsl1*s0*xs2*xs1x*s0
w=s0*xs2*%xs1*xs0*s2*%s1*xsO0*xsl*xs2*sl*xs0: 24=24
w=s0*s1*sO0*xsl*s2*%sl1*s0*sl*xs2*sl*xs0: 12=12
w=s2*s1*xsO0*xsl1*xs2*xsl1*xsO0*xsl*s2*sl1*s0: 16=16
w=s1l*xs0*xs2*xs1*xs0*xs2*xsl1*xs0*xs2*sl1*s0: 37=37
conjecture in degree 9

conjecture for u=sl*sO*s2*sl*s0*sl*s2xs1*s0
w=s0*s2*s51*s0*s1*s2*s1*xs0*sl1*xs2xs1*s0: 44=44



True for
True for

5 True for
; True for

Checking
True for
True for
True for
True for
Checking

3 True for

True for

5 True for
; True for

True for
Checking
True for
True for
True for
True for

; Checking

Checking

5 True for

True for
True for
True for
True for
Checking
True for
True for

s True for

True for

25 True for

Checking
True for
True for
True for
True for
True for
Checking

s True for

True for

5 True for
36 True for

Checking
Checking
True for
True for
True for

> True for
; True for

Checking

5 True for

True for
True for
True for
True for
Checking

w=sl*xs2*xs1*xs0*xsl*xs2*xsl1*xs0*xsl*xs2*sl1*s0: 32=32
w=s1*s0*xs2*xs1*xs0*xs2*xsl*xs0*xsl*xs2*sl*xs0: 36=36
w=s2*s1*s0*xs2*xs1*xs0*xs2*sl1*xs0*xs2*sl*s0: 4=4
w=s0*xs1*xs0*xs2*%s1*xs0*xs2*xs1*xs0*xs2*sl1*xs0: 15=15
conjecture for u=sO0*sl*s0*xs2*sl*xs0*xs2*s1*s0
w=s0*xs2*xs1*xs0*xsl1*xs2*xsl1*xs0*xsl*xs2*sl1*s0: 16=16
w=s1l*sO0*xs2*xs1*xs0*xs2*xs1*xs0*xsl*xs2*sl1*xs0: 30=30
w=s2*s1*s0*xs2*xs1*xs0*xs2*xsl1*xs0*xs2*sl*xs0: 20=20
w=s0*xs1*xsO0*xs2*%s1*xs0*s2*%xs1*xs0*xs2*sl1*xs0: 33=33
conjecture for u=s2*sl*s0*s2*sl1*xs0*xs2*xs1*s0
w=s0*xs2*xs1*xs0*xsl1*xs2*xs1*xs0*xsl*xs2*sl1*s0: 12=12
w=sl*xs2*xs1*xsO0*xsl*xs2*xsl1*xsO0*xsl*xs2*sl1*s0: 8=8
w=s1l*sO0*xs2*xs1*xs0*xs2*xsl*xs0*xsl*xs2*sl*s0: 32=32
w=s2*s1*s0*xs2*s1*xs0*xs2*xsl1*xs0*xs2*sl1*xs0: 20=20
w=s0*xs1*xs0*xs2*%xs1*xs0*xs2*s1*xs0*xs2*sl1*xs0: 32=32
conjecture for u=sO0*sl*s2*sl*sO0*xsl*xs2*s1*s0
w=s0*xs2*xs1*xs0*xsl1*xs2*xsl1*xs0*xsl*xs2*sl1*s0: 17=17
w=sl*xs2*xs1*xs0*xsl*xs2*xsl*xs0*xsl*xs2*sl*xs0: 38=38
w=s1*s0*xs2*%xs1*xs0*xs2*sl*xs0*xsl*xs2*sl1l*s0: 6=6
Ww=s0*s1*xs0*xs2*%s1*xs0*xs2*sl1*s0*xs2*sl1*s0: 1=1
conjecture in degree 10

conjecture for u=sO*sl*sO0*xs2*sl1*xsO0*sl*s2*sl1%*s0
Ww=s0*xs2*xs1*xs0*xs2*%s1*s0*s2*sl1*s0*s2*s1*s0: 4=4
Ww=s1*s0*xs2*%s1*s0*xsl*xs2*sl*sO0*sl*s2*sl1*s0: 60=60
w=s0*xs1*xs0*xs2*s1*xs0*xs2*sl1*xs0*xsl*s2*sl1l*s0: 14=14
w=s0*xs1*xs2*%s1*s0*sl*xs2*sl1*xsO0*xsl*s2*sl1*s0: 32=32
w=s2*s1*xs0*xs2*xs1*s0*xs2*sl1*s0*sl1*s2*sl1*s0: 34=34
conjecture for u=s2*sl*s0*xs2*xsl1*xsO0*sl*s2*s1%*s0
w=s0*xs2*xs1*xs0*s2*%s1*xs0*xs2*sl1*s0*s2*s1*s0: 30=30
w=s1l*s0*xs2*%s1*s0*xsl*xs2*sl*sO0*xsl*s2*sl1*s0: 68=68
w=s0*s1*s0*xs2*s1*xs0*xs2*sl1*sO0*xsl*s2*sl1*s0: 32=32
Ww=s0*s1*s2*%s1*s0*sl1*xs2*sl*xsO0*sl*xs2*xsl1*xs0: 52=52
w=s2*s1*xs0*xs2*s1*xs0*xs2*s1*s0*sl*s2*s1*s0: 59=59
conjecture for u=s0*s2*sl1*s0*xs2*xs1*xs0*xs2*sl1*s0
w=s0*xs2*xs1*s0*xs2*%s1*xs0*xs2*sl1*s0*s2*sl1*s0: 56=56
Ww=s1*s0*xs2*%s1*s0*xsl*xs2*sl1*xsO0*xsl*s2*sl1*s0: 32=32
Ww=s0*s1*s0*xs2*%s1*s0*xs2*sl*xsO0*sl*xs2*xsl1*xs0: 32=32
Ww=s0*xs1*xs2*xs1*sO0*sl1*xs2*sl1*s0*sl1l*s2*s1*s0: 8=8
w=s2*s1*xs0*xs2*s1*s0*xs2*sl1*s0*xsl*s2*sl1*s0: 46=46
conjecture for u=sl*s0*sl*s2*xs1*xsO0*xsl*xs2*sl*s0
Ww=s1l*s0*xs2*%s1*sO0*sl*xs2*sl1*sO0*xsl*s2*sl1*s0: 23=23
Ww=s0*s1*sO0*xs2*%s1*xs0*xs2*%xs1*xs0*xsl*xs2*sl1*xs0: 1=1
w=s0*xs1*xs2*xs1*xsO0*xsl*xs2*sl1*s0*sl1l*s2*s1*s0: 56=56
w=s2*s1*xs0*xs2*s1*s0*xs2*sl1*s0*sl*s2%s1*s0: 6=6
conjecture in degree 11

conjecture for u=s0*s2*sl1*sO0*xs2*xs1*xsO0*xsl*s2*sl1*s0
w=s1l*s0*xs2*%xs1*s0*xs2*s1*xs0*xs2*sl1*xs0*xs2*sl1*s0: 40=40
Ww=s1*s0*sl*xs2%s1*sO0*xsl*s2*%xsl1*sO0*xsl*xs2*sl*xs0: 96=96
w=s0*xs1*xsO0*xs2*s1*s0*xsl1*xs2*sl1*s0*sl*s2*s1*s0: 100=100
w=s0*xs2*xs1*s0*xs2*%s1*xs0*xs2*xs1*xs0*xsl*s2*sl1l*s0: 61=61
w=s2*s1*s0*xs2*s1*s0*s1l*xs2*s1l*xs0*xsl*xs2*sl1l*s0: 60=60
conjecture for u=sO0*sl*sO*sl*s2*xs1*xsO*xsl*s2*sl1*s0
W=s1*s0*s2*xs1*s0*s2*s1*s0*xs2*s1*xs0*s2*xsl1l*xs0: 4=4
w=s1l*sO0*xsl1*xs2*sl1*xs0*xsl*s2*sl1*sO0*sl*s2*s1*s0: 106=106
w=s0*xs1*xsO0*xs2*xs1*xs0*xsl*xs2*xsl1*xs0*xsl*xs2*sl*s0: 77=77
w=s0*xs2*xs1*s0*s2*%s1*xs0*xs2*xsl*xsO0*xsl*xs2*sl*s0: 18=18
w=s2*s1*xs0*s2*%s1*s0*sl*s2*sl*sO0*sl*s2%s1*xs0: 34=34
conjecture for u=s2*sl*sO0*sl*xs2*xsl1*xsO*xsl*s2*s1*s0
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True for w=s1*sO*xsl1*s2*s1*xsO*sl1*xs2*s1*xs0*sl1*xs2*s1*xs0: 80=80
True for w=sO*sl*sO*s2*s1*xsO*sl*xs2*s1*xs0*sl*xs2*sl1*xs0: 24=24

s True for w=sO0*s2*sl*s0*s2*xs1*s0*xs2*sl*s0*xsl*xs2*xsl*s0: 1=1

True for w=s2*sl*sO0*xs2*sl*xsO*xsl*xs2*%xs1*xsO0*xsl*xs2*%xsl*xs0: 6=6

5 Checking conjecture for u=sl*s0*s2*sl1*s0*xs2*sl1*s0*xs2*s1*s0
True for w=sl*sO*xs2*xsl*xsO*xs2*xs1*xs0*xs2*xsl1*xs0*xs2*sl1*s0: 76=76
True for w=sl*sO*xsl*xs2*sl*xsO*xslxs2*xsl*xsO*xsl*xs2*xsl*xsO0: 8=8
True for w=sO*sl*sO*xs2*xsl*xsO*xsl*xs2*%sl*xsO*xsl*xs2*sl*xs0: 20=20
True for w=sO*s2*sl*xsO0*xs2*xs1*xs0*xs2*%s1*xs0*xsl*xs2*sl1*xs0: 40=40
True for w=s2*sl*s0*s2*%sl1*sO0*sl*xs2*sl*xsO0*sl*xs2*xsl1*s0: 16=16
Checking conjecture in degree 12

Checking conjecture for u=s0*s2*sl*sO*xsl*s2*xs1*xs0*s1*xs2*s1*s0

; True for w=sO0*s2*sl*sO0*xs2*s1*xs0*sl*xs2*sl*xs0*xsl*xs2*xsl*xs0: 52=52

True for w=s2*sl*sO0*xs2*xs1l*xs0*xs2*%xs1*xs0*xs2*%xs1l*xs0*xs2*sl*xs0: 4=4
True for w=sl*sO*xs2*s1*xsO0*xs2*xs1*xs0*xs2*%xs1l*xs0*xsl*xs2*xsl*xs0: 22=22
True for w=s2*sl*xsO0*sl*xs2%sl*xsO*xsl*s2*%xsl1*sO*xsl*xs2*sl*xs0: 154=154
True for w=sO*xsl*sO*xsl*xs2*xsl*xsOxsl*xs2*xsl*xsO*xsl*xs2*xsl*xs0: 80=80
Checking conjecture for u=sl*s2*sl*sO0*sl*s2*xsl1*xsO*xsl*xs2*sl*s0
True for w=sO*s2*sl*xsO*xs2*xsl*xsO*xsl*xs2*%xsl*xsO0*xsl*xs2*sl*xs0: 7=7
True for w=sl*sO*xs2*s1l*xsO0*xs2*%s1*xs0*xs2*%xsl*xsO0*xsl*s2*sl*xs0: 1=1
True for w=s2*sl*sO0*sl*xs2*%sl*xsO*xsl*s2*xsl1*sO*xsl*s2*xslxs0: 87=87
True for w=sO*sl*sO*xsl*xs2*xsl*xsOxsl*xs2*xsl*xsO*xsl*xs2*xsl*xs0: 24=24

73 Checking conjecture for u=sl*sO*s2*sl*s0*s2*sl1*s0*xsl1*xs2%xs1*s0

True for w=sO0*s2*s1*sO0*s2*sl*sO0*xsl*s2*xsl*s0*xsl*s2*xsl1*s0: 76=76

75 True for w=s2*sl*sO0*s2*s1*xsO0*s2*xsl1*s0*xs2*s1*xs0*xs2*xsl1l*s0: 36=36

True for w=sl*sO*xs2*xsl*xsO*xs2*xs1*xsO0*xs2*xs1*xsO0*xsl1*xs2*xsl1*xs0: 79=79
True for w=sO*sl*sO0*s2*s1*s0*s2*xs1*s0*xs2*s1*xs0*s2*xs1*s0: 10=10

78 True for w=s2*sl*sO0*sl*s2*sl*sO*xsl*s2*xsl1*s0*xsl*s2*xs1*s0: 64=64

True for w=sO*sl*sOxsl*xs2*xsl*xsOxsl*xs2*xsl*xsO*xsl*xs2*xsl*xs0: 44=44
Checking conjecture for u=s2*sl*s0*s2*sl1*s0*xs2*xs1*xs0*xs2*s1*s0
True for w=sO*s2*sl*sO*xs2*xs1*xsO*xsl*xs2*%xsl*xsO0*xsl*xs2*xsl*xs0: 20=20
True for w=s2*sl*s0*s2*%s1*s0*xs2*xs1*s0*xs2*%s1*xs0*xs2*sl*xs0: 61=61

; True for w=s1*sO0*xs2*sl*s0*s2*s1*xs0*s2*xs1*s0*xsl1*s2*xs1*s0: 48=48

True for w=sO*sl*sO*s2*s1*xsO0*s2*xs1*s0*xs2*s1*xs0*xs2*xs1*s0: 40=40

5 True for w=s2*sl*sO0*xsl*s2*xsl1*s0*xsl*s2*xsl1*sO0*xsl*xs2*xsl1*xs0: 8=8

i Checking conjecture for u=sO0*sl1*sO*xs2*xsl1*xsO0*xs2*s1*s0*s2*xs1*s0

True for w=sO*s2*s1*s0*xs2*sl*xsO*xsl*s2*xsl1*sO0*xsl*xs2*sl*xs0: 16=16

True for w=s2*sl*sO0*xs2*xsl*xsO0*xs2*xs1*xs0*xs2*xs1*xs0*xs2*xsl1*xs0: 60=60

True for w=sl*sO*xs2*xsl*sO*xs2*xsl*xsO0*xs2*xsl*xsO*xsl*xs2*xsl*xs0: 50=50

True for w=sO*sl*sO*xs2*sl*xsO*xs2*xs1*xs0*xs2*%xs1*xs0*xs2*xsl*xs0: 40=40

True for w=sO*sl*sO*xsl*xs2*xsl*xsO*xsl*xs2*%xsl*xsO*xsl*xs2*sl*xsO0: 8=8
Checking conjecture in degree 13

Checking conjecture for u=s0*s2*sl*sO*s2*xs1*xs0*s2*xs1*s0*xs2*s1%*s0
True for w=sO*xs2*sl*xsO*xs2*xsl*xsO0*xs2*%xs1*xs0*xs2*xsl1*xs0*xs2*sl1*xs0: 105=105

95 True for w=sO0*sl*sO0*xs2*s1*xs0*s2*xs1*s0*xs2*s1l*s0*xsl*s2*xsl*s0: 68=68

True for w=sO*s2*sl*xsO*xsl*xs2*%s1*xsO*xsl*xs2*sl*sO*sl*s2*sl1*s0: 8=8
True for w=sl*sO*xs2*s1l*xsO0*xs2*%xs1*xs0*xsl*xs2*sl1*xsO0*xsl*xs2*sl1*s0: 40=40
True for w=s2*sl*s0*s2*sl1*sO0*xs2*s1*s0*xs2*%sl1*xs0*sl*xs2xsl1*s0: 50=50
Checking conjecture for u=sl*sO*s2*sl*sO*xsl*xs2*xs1*xs0*xsl1*s2*s1%*s0
True for w=sl*s2*sl*xsO*xsl*xs2*xs1l*xsO*xsl*xs2*xsl*xsO*xsl*xs2*sl1*s0: 80=80
True for w=sO*sl*xsO*xs2*xsl*xsO0*xs2*%xs1l*xs0*xs2*sl*xsO0*xsl*s2*sl1l*s0: 21=21
True for w=sO*s2*sl*sO*xsl*xs2*xsl*xsO*xsl*xs2*%xs1l*xsO0*xsl*xs2*sl*xs0: 104=104

; True for w=sl1*s0*s2*%s1*s0*%s2*%s1*s0*xsl*xs2*xs1*xsO0*xsl*xs2*xs1*xs0: 66=66

True for w=s2*sl*s0*s2*s1*s0*s2*xs1*s0*xs2*%s1*xs0*sl1*xs2*s1*xs0: 4=4

205 Checking conjecture for u=sO*sl*sO*s2*s1*s0*xs2*sl1*s0*xsl*s2*s1*s0
206 True for w=sO*s2*s1*s0*xs2*s1*s0*s2*s1*s0*xs2*s1*s0*s2*xs1*s0: 60=60

True for w=sO*sl*sO*s2*s1*xsO0*s2*xs1*s0*xs2*s1*xsO0*sl*xs2*s1*xs0: 103=103
True for w=sO*xs2*xsl*xsO*xsl*xs2*xs1*xsO*xsl1*xs2*xs1*xsO0*xsl1*xs2*sl1*s0: 64=64
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255 Checking

Checking
True for
for
for
for
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for

True
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True
True
True

; Checking

True for

5 True for

True for

w=s1*s0*s2*s1*s0*xs2*%s1*xs0*s1*xs2*s1*xs0*s1*xs2*s1*xs0: 108=108
Ww=s2*s1*s0*xs2*%s1*xs0*s2*xs1*s0*xs2*s1l*xs0*xsl*xs2*xsl1*s0: 60=60
conjecture for u=sO0*sl*s2*xsl1*sO0*xsl*xs2*xsl*xsO*xsl*s2*sl1*s0

w=s1*s2*%s1*s0*s1*xs2*sl*sO0*xsl*s2*sl1*s0*sl1*s2*xs1*xs0: 88=88
Ww=s0*s1*s0*xs2%s1*s0*xs2*s1*xs0*s2*s1*xs0*sl*xs2*xsl1*xs0: 1=1
w=s0*xs2*xs1*xs0*xs1*xs2*xs1*s0*xsl1*xs2*sl1*s0*sl1*s2*s1%s0: 31=31
Ww=s1*s0*xs2*xs1*s0*xs2*s1*s0*sl*xs2*sl1*sO0*sl*s2*s1*s0: 8=8

conjecture for u=s2*sl*s0*s2*s1*s0*xs2*xsl*xsO0*xsl*s2*sl1*s0

Ww=s1*s2*%s1*s0*s1l*xs2*s1*s0*sl*s2*sl1*s0*sl1l*s2*xs1*xs0: 32=32
w=s0*xs2*%s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*xs0: 10=10
Ww=s0*xs1*xs0*xs2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*%s1*s0*sl1*s2*xs1*xs0: 68=68
w=s0*xs2*s1*s0*s1*s2*s1*s0*sl*s2*sl1*s0*sl1l*s2*xs1x*xs0: 44=44
Ww=s1*s0*xs2*%s1*xs0*s2*s1*s0*sl*s2*sl1*s0*sl1l*s2*xs1*xs0: 96=96
w=s2*s1*s0*s2*%s1*s0*s2*sl1*s0*s2*s1*s0*sl1l*s2*xs1*xs0: 32=32

conjecture in degree 14
conjecture for u=sl1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*xs2*s1*xs0*xs2*s1*s0

w=s2*s1*s0*xs2*s1*s0*s2*%s1*s0*sl1*s2*sl1*s0*sl*s2%sl1*xs0: 24=24
w=s0*xs2*xs1*xs0*s2*s1*s0*xs2*s1*s0*s2*sl1*s0*sl*s2*%s1*xs0: 60=60
Ww=s0*xs1*s0*xs2*s1*s0*xs2*s1*s0*sl*s2*sl1*s0*sl*s2%sl1*xs0: 20=20
W=s1*s0*xs2*%xs1*s0*xs2*s1*xs0*xs2*%s1*s0*s2*sl1*s0*xs2*sl1*s0: 135=135
W=s1*s0*s2*%s1*s0*sl1*xs2*%sl*xsO0*sl*xs2*xs1*xsO0*xsl*s2*%xsl*s0: 8=8

conjecture for u=sl*sO*sl*s2*s1*xs0*xsl1*xs2*s1*s0*sl*xs2*%s1*s0

Ww=s2*s1*s0*xs2*s1*s0*xs2*s1*s0*sl*s2*%sl1*s0*sl*s2*xs1*xs0: 8=8
Ww=s0*xs1*xs2*%s1*s0*sl*xs2*sl1*s0*sl*s2*%sl1*s0*sl*xs2xs1*xs0: 120=120
Ww=s0*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*sl*s2*sl1*s0*sl*s2*xs1*xs0: 1=1
Ww=s1*s0*xs2*%xs1*s0*xs1*xs2*s1*sO0*xsl*xs2*sl1*s0*sl*s2*s1*s0: 39=39

conjecture for u=sO*sl*sO*xs2*sl1*xsO0*xsl1*xs2*s1*s0*sl*xs2*s1*s0

w=s2*s1*s0*xs2*s1*s0*xs2*s1*s0*sl1*s2*sl1*s0*sl*s2*%s1*xs0: 62=62
w=s0*xs1*xs0*xs2*s1*s0*s2*s1*s0*sl*s2*sl1l*s0*sl*xs2*%sl1*xs0: 20=20
Ww=s0*xs2*%s1*s0*s2*%s1*xs0*s2*s1*s0*s2*sl1*s0*sl*s2*%s1*xs0: 4=4
Ww=s0*s1*xs2*%s1*s0*s1*xs2*s1*s0*sl*xs2*sl1*s0*sl*s2*s1*s0: 80=80
Ww=s1*s0*s2*%s1*s0*s1*xs2*%s1*xsO0*sl*xs2*xs1*sO0*xsl*s2*%xsl1*xs0: 134=134

conjecture for u=sO*s2*sl*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s1*s2*%s1*s0

Ww=s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*sl1*s0*sl1*s2*%s1*s0*sl*xs2*xs1*xs0: 148=148
Ww=s0*xs2*s1*s0*s2*%s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*sl*xs2*xs1*xs0: 116=116
Ww=s0*s1*s0*xs2*s1*s0*s2*s1*s0*sl1*s2*sl1*s0*sl*s2*s1*s0: 96=96
Ww=s0*s1*s2*%s1*s0*s1*s2*%s1*xs0*sl*xs2*%s1*xsO0*xsl*s2*%xsl*xs0: 32=32
Ww=s1*s0*xs2*xs1*xs0*xs2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0: 80=80
Ww=s1*s0*xs2*s1*s0*sl1*xs2*s1*s0*sl*s2*%sl1*s0*sl*xs2*xs1*xs0: 120=120

conjecture for u=s2*sl*s0*s2*s1*xs0*xsl*xs2*sl*s0*sl*s2xs1*s0

Ww=s2*s1*s0*xs2*s1*s0*s2*%s1*xs0*sl*s2*sl1*s0*sl*s2*sl1*s0: 135=135
Ww=s0*s1*s2*%s1*s0*sl1*s2*sl1*xsO0*sl*xs2*xs1*sO0*xsl*s2*xsl1l*xs0: 136=136
Ww=s0*xs1*xsO0*xs2*s1*s0*xs2*%s1*s0*sl1*s2*sl1*s0*sl*s2*%s1*s0: 68=68
w=s0*xs2*xs1*xs0*xs2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*sl1l*s2*%s1*xs0: 42=42
Ww=s1*s0*xs2*xs1*s0*s2*s1*xs0*xs2*sl1*s0*s2*s1*s0*s2*%s1*s0: 10=10
Ww=s1l*s0*xs2*%s1*s0*s1l*xs2*%s1*xs0*xsl*s2*sl*s0*sl*s2%sl1*s0: 172=172

conjecture in degree 15
conjecture for u=s0*s2*sl1*s0*s2*s1*s0*sl1*xs2*s1*xs0*xsl*s2*%xs1%*s0

Ww=s0*xs1*xs0*xs2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*%s1*s0*xs2*xs1*xs0: 10=10
w=s2*s1*s0*xs2*s1*s0*xs1*xs2*%s1*s0*sl*s2*sl1*s0*sl1l*s2*xs1*s0: 134=134
Ww=s1l*sO0*xs1*xs2*%s1*s0*sl*xs2*%sl*sO0*sl*s2*sl1*s0*sl1l*s2*xs1*xs0: 240=240
Ww=s1*s0*xs2*%s1*s0*s2*s1*s0*s2*sl1*s0*s2*s1*s0*sl1*s2*xs1*xs0: 52=52
W=s0*s2*%s1*xs0*s2*s1*s0*s2*xs1*s0*xsl*s2*%xsl1*xs0*sl*xs2*xs1*xs0: 109=109
Ww=s0*xs1*xsO0*xs2*s1*s0*sl1*s2*%s1*s0*sl1*s2*s1*s0*sl1*s2*xs1*xs0: 232=232

conjecture for u=s2*sl*s0*s2*xs1*xs0*xs2*sl*s0*s2*s1*s0*s2*xs1*s0

Ww=s0*s1*s0*xs2*%s1*xs0*s2*xs1*s0*xs2*s1*s0*xs2*xs1*xs0*s2*xsl1*s0: 100=100
wWw=s2*%s1*s0*s2*%s1*xs0*s1*xs2*s1*s0*s1l*xs2*s1l*xsO0*xsl*xs2*xsl*xs0: 8=8
Ww=s1*sO0*xs2*xs1*xs0*s2*s1*s0*s2*s1*s0*s2*%s1*s0*s1*s2*xs1*xs0: 72=72
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Résumé

Les formules de Pieri sont des formules qui permettent de comprendre la structure d’algébre
de cohomologie de la Grassmannienne (affine) ou méme celle des variété de Drapeaux. Plusieurs
sont déja établies dans quelques types et cas particuliers. Cependant ce probléme reste encore
ouvert pour la plupart des cas affines, en particulier pour trouver des formules de Pieri dans
H*(Grg) en types B, C et D.

Dans cette thése, méme si on généralise quelques résultats pour un groupe de Weyl affine
non-tordu général, on explore principalement les types A et C.

Dans la variété de drapeaux de type A affine, on trouve une formule pour la multiplication,
dans l'algébre de cohomologie d'une variété de drapeaux, d’un élément de la base £ par un
autre (spécial) qu’on appellera “crochet”. On montre ce résultat en utilisant la formule de Pieri
donnée par Lam et al dans [16].

En type C affine, on propose une conjecture pour une formule de Pieri en Cohomologie, en
montrant qu’elle est valide en degré 1 et "presque” tous les cas du degré 2. On la vérifie aussi,
en testant de nombreux exemples a ’aide de 'ordinateur.

En Homologie, on redémontre, en utilisant une nouvelle stratégie simplifiée, la formule de
Pieri en type C [I7]. Cette nouvelle approche pourrait éventuellement étre utilisée dans le but
d’établir des formules en types exceptionnels.

Dans les variétés de drapeaux de dimension finie, on trouve aussi une majoration des coeffi-
cients de Littlewood-Richardson et on la généralise, en tout type, pour des classes particuliéres
qu’on appellera "petites classes de Schubert”.

Mots-clés: Formule de Pieri, Grassmannienne affine, Variété de drapeaux, groupe de Weyl,
coefficients de Littlewood-Richardson, classe de Schubert.

Abstract

Pieri’s formulas are a gateway to understanding the algebra structure of the (affine)
Grassmannian or even that of Flag varieties. Several are already established in a few particular
types and cases. However, this problem remains open for most affine cases, especially to find
Pieri formulas in H(Gr¢) in types B, C' and D.

In this thesis, even if some results are generalized for non-twisted affine Weyl groups, we
mainly explore types A and C.

In the flag variete of affine type A, we find a formula for multiplying, in the cohomology
algebra of a flag variety, one element of the base £ by another (special) element that will be
called "crochet”. This result is shown using the Pieri formula given by Lam et al in [16].

In the affine Type C', we propose a conjecture for a Pieri formula in Cohomology, showing
that it is valid in degree 1 and "almost" all cases of degree 2. It is also checked, by testing many
examples using the computer.

In Homology, the Pieri formula in type C [17], is re-demonstrated, using a new simplified
strategy. This new approach could eventually be used to establish formulas of exceptional types.

In the finite dimensional flag varieties, we find an upper bound for the littlewood-Richardson’s
coefficients and generalize it, in all types, to particular classes that will be called “small Schubert
classes”.



Keywords: Pieri’s formulas, Affine Grassmannian, Flag Variety, Weyl groups, Littlewood-
Richardson coefficients, Schubert Classe.
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