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Introduction générale

L’électricité est sans aucun doute un élément essentiel de la société moderne. Son utilisation
est croissante et la plupart des scénarii, notamment ceux de I’Agence Internationale de ’Energie
(AIE), prévoient qu’elle le reste. L’électrification de la planéte est intimement liée & la transition
écologique. L’électricité est en effet un vecteur d’énergie efficace qui permet de démocratiser I'ex-
ploitation des sources d’énergie renouvelable (solaire, éolien, hydraulique...) pour une production
d’énergie bas carbone. De plus, I’énergie électrique a ’avantage d’étre facilement transportable,
par rapport par exemple aux énergies hydraulique et pneumatique qui nécessitent des structures
importantes résistantes a la pression. En outre, la maintenance et la réparation d’un systeme
électrique sont beaucoup plus aisées. Par exemple, la mobilité verte et électrique a ainsi émergé
comme un chemin possible pour réduire les émissions de carbone dans le monde et améliorer
le quotidien de chacun d’entre nous. Ces perspectives économiques et environnementales font
des problématiques du transport, de la conversion et de la distribution de I’énergie électrique
des sujets essentiels parmi les scientifiques et les décideurs politiques. Ils ont déterminé les
investissements croissants des industriels dans la recherche pour relever les défis technologiques
et optimiser l'efficacité et la flexibilité des réseaux électriques.

L’objectif principal des travaux doctoraux présentés ici est de contribuer a maitriser les
phénomenes fréquentiels au sein d’un réseau électrique. Les systémes sont de plus en plus
complexes et ont tendance a générer des harmoniques et des dynamiques rapides dont peuvent
résulter des couplages fréquentiels. Leur interconnexion peut étre a l’origine de phénomeénes
de résonance et de pollution harmonique aujourd’hui mal maitrisés. Le controle doit alors
garantir la stabilité des réseaux électriques, méme dans les cas de couplage harmonique entre
les différentes fréquences des systemes dynamiques interconnectés. I doit également réguler
activement les harmoniques émis par ces systémes pour garantir le respect des normes sur les taux
harmoniques et éviter ainsi 'utilisation abusive de filtres analogiques. Dans ce manuscrit, nous
nous intéressons plus particulierement a ’analyse et au controle des convertisseurs de puissance
et du comportement d’une chaine d’actionnement électrique d’un moteur d’avion (Safran).
L’approche retenue consiste a exploiter les techniques innovantes de modélisation harmonique de
type Harmonic State Space (HSS) et Dynamic Phasors (DP) car elles semblent particulierement
adaptées a la description des dynamiques et couplages harmoniques des systemes. En effet, les
systeémes électroniques sophistiqués d’aujourd’hui ne peuvent plus étre considérés comme des
systeémes a variation lente et nous ne pouvons pas nous contenter d’étudier leur comportement
moyen.

Les techniques harmoniques présentées dans la littérature sont nombreuses. Un premier
objectif des travaux de recherche est de mettre en évidence les avantages et les inconvénients
de chacune et de clarifier leurs liens dans un cadre formel. Aujourd’hui, le potentiel offert par
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ces modélisations dynamiques des harmoniques est encore largement sous exploité. En effet,
il existe de nombreux travaux consacrés a ’analyse de stabilité des systémes interconnectés,
mais uniquement dans le domaine temporel. Un deuxiéme objectif de ces travaux doctoraux
est de développer des résultats analogues dans le domaine fréquentiel, adaptés a l’analyse
harmonique des réseaux électriques et notamment des chaines d’actionnement. Enfin, nous en-
visageons dans ces travaux de combiner les techniques harmoniques avec des outils classiques de
controle-commande et d’exploiter les nouvelles informations qu’elles apportent pour maitriser les
phénomenes fréquentiels au sein de systémes dynamiques interconnectés. Nous nous intéressons
notamment au cas des systémes commutés tels que les convertisseurs de puissance, largement
utilisés en électronique de puissance.

Les travaux doctoraux présentés ici ont été réalisés dans le cadre d’une these industrielle
CIFRE financée par Safran Electronics & Defense (anciennement Sagem) en partenariat avec le
Centre de Recherche en Automatique de Nancy (CRAN).

Ce mémoire est organisé en 4 chapitres. Le premier présente le contexte de la these et fournit
un état de l'art. Les chapitres 2 et 3 présentent les outils théoriques développés au cours des
travaux doctoraux et les appliquent, a titre d’illustration, a des convertisseurs de puissance.
Le quatrieme et dernier chapitre exploite les outils développés pour contribuer & maitriser les
phénomenes fréquentiels au sein d’une chaine d’actionnement électrique d’un moteur d’avion.

Chapitre 1

Le premier chapitre est dédié a la présentation des convertisseurs de puissance et des réseaux
et chaines d’actionnement électrique. Il donne les enjeux de la maitrise des phénomenes fréquen-
tiels dans les réseaux électriques et en particulier dans le contexte aéronautique. Il contient
également un état de 'art de la modélisation par techniques harmoniques. Nous identifions
clairement des liens forts entre les approches de la littérature qui permettent de passer facilement
d’un modele harmonique a un autre. Finalement, nous montrons que les concepts mathématiques
sur lesquels elles sont basées sont équivalents.

Chapitre 2

Ce chapitre est consacré a la modélisation harmonique. Deux contributions majeures de cette
these sont présentées : nous définissons un cadre formel dans lequel les notions données dans les
techniques harmoniques ont du sens et nous présentons une méthodologie harmonique qui unifie
les approches de la littérature. Le modele harmonique unifié décompose le comportement des
systemes dans une base harmonique. Il décrit ainsi leurs dynamiques et couplages harmoniques.
L’originalité des travaux consiste a considérer la période de la base harmonique comme un
parametre de réglage. Les modeles harmoniques des systémes polynomiaux, linéaires temps-
variant et affines commutés sont donnés. La stratégie est finalement validée par simulations
pour modéliser le comportement harmonique des convertisseurs de puissance, continu-continu
mais aussi alternatif-continu, seuls ou interconnectés.

Chapitre 3

Ce chapitre est consacré au controle-commande harmonique. Il contient deux schémas de
controle-commande ol le correcteur est synthétisé dans le domaine harmonique, en considérant
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des informations sur les dynamiques et couplages harmoniques habituellement négligées. Le
correcteur est ensuite implémenté dans le domaine harmonique ou, par transformation, dans
le domaine temporel. Ce chapitre fournit également des outils d’évaluation de la stabilité har-
monique et de commande harmonique optimale stabilisante, via des équations de Lyapunov
et Riccati données dans le domaine harmonique. Ce nouveau cadre permet de développer des
lois de commande dans le domaine harmonique pour maitriser les phénomenes fréquentiels. La
stratégie est finalement validée par simulations via une loi de commande harmonique optimale
linéaire quadratique (LQ) puis une loi de commande embedded (de type Lyapunov non-linéaire)
d’un convertisseur Boost. La tension en sortie du convertisseur est régulée, filtrée activement et
les perturbations périodiques sont rejetées.

Chapitre 4

Ce chapitre est dédié a ’analyse et la maitrise du comportement harmonique d’une chaine
d’actionnement électrique d’un moteur d’avion. Nous présentons les modeles harmoniques de
chacun des blocs, puis de la chaine d’actionnement complete. Ces modeles fournissent de nom-
breuses informations sur les dynamiques, couplages et transferts harmoniques au sein de la
chaine. Nous élaborons ensuite une stratégie de contrdle-commande harmonique adaptée a la
chaine d’actionnement. Cette stratégie est finalement validée par simulations, via une loi de
commande harmonique optimale linéaire quadratique (LQ) au niveau du redresseur triphasé.
La tension délivrée au bus DC est régulée, le facteur de puissance est corrigé et les normes
sur les taux harmoniques des courants réseau sont respectées, méme en cas de perturbations
périodiques.
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1.1 Les convertisseurs de puissance

Les convertisseurs de puissance sont des équipements électroniques qui permettent le change-
ment de la forme de I’énergie électrique. Ils adaptent les amplitudes et les fréquences des signaux
ainsi que leur nature alternative ou continue pour garantir la compatibilité avec les milieux de
transport et les autres équipements et pour respecter le cahier des charges des consommateurs
ou sur les actionneurs.

1.1.1 Les familles et les topologies de convertisseurs

Les convertisseurs sont classés en quatre grandes familles en fonction de la transformation
sur la nature alternative ou continu qu’ils operent sur les signaux :

— continu - continu (DC-DC)

— alternatif - continu (AC-DC)
— continu - alternatif (DC-AC)
— alternatif - alternatif (AC-AC)

Les convertisseurs de puissance DC-DC sont utilisés pour adapter la valeur moyenne d’un
signal d’une source & une sortie. Ils fournissent une tension (ou un courant) en sortie de
valeur moyenne plus importante (hacheurs élévateurs) ou plus petite (hacheurs abaisseurs) qu’en
entrée. Les convertisseurs AC-DC, appelés redresseurs, sont utilisés dans la plupart des réseaux
électriques pour interfacer le réseau d’alimentation alternatif (monophasé ou triphasé) avec un
milieu de transport ou des composants continus (les batteries par exemple). Ils fournissent des
signaux de courant et de tension avec des composantes continues a partir des signaux d’entrée de
moyennes nulles. Les convertisseurs DC-AC, appelés onduleurs, sont leurs contreparties et sont
utilisés pour interfacer des milieux de transport ou des composants continus avec des actionneurs
alternatifs, typiquement des moteurs. Les convertisseurs AC-AC sont principalement employés
dans le cadre de la production d’énergie électrique. Ils permettent de changer la valeur créte et
la fréquence des signaux alternatifs pour rendre possible le transport de I’énergie électrique par
le réseau de distribution.

Les convertisseurs de puissance sont des systémes composés d’éléments passifs linéaires (des
résistances, des capacités et des inductances), d’éléments passifs non linéaires (les diodes) et
d’éléments actifs non linéaires (les transistors). Le seul élément de contrdle, via les transistors, est
I’état des interrupteurs. Le fonctionnement d’un convertisseur est directement lié a sa topologie.
Parmi les topologies de convertisseurs DC-DC les plus connues, il existe le Buck, le Boost, le
Buck-Boost, le Flyback, ou encore le Cuk et le SEPIC. Les premiéres sont décrites sur les figures
1.1 a 1.4. Les différentes topologies possedent chacune une plage de fonctionnement particuliére,
des avantages et des inconvénients [Wei et Batarseh, 1998]. La topologie d’un redresseur (AC-
DC) est décrite sur les figures 1.5 et 1.6 dans les cas monophasé et triphasé. La topologie d’un
onduleur (DC-AC) est la méme mais inversée.
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Figure 1.1 — Topologie d’un convertisseur Boost.

7J'§ R L i lout
ANN—N

SwW

<

n ZS = Vout

Figure 1.2 — Topologie d’un convertisseur Buck.

|
out
P u

SwW

<
|l
I
<

L Iout

-

<

Figure 1.4 — Topologie d’un convertisseur Flyback.
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Figure 1.6 — Topologie d’un redresseur triphasé.
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1.1.2 Fonctionnement et modéles en espace d’état moyennés (SSA)

La dynamique de fonctionnement des convertisseurs est liée a 1’état des interrupteurs mais
aussi a ’état des diodes. En général, la diode est bloquée lorsque l'interrupteur est fermé et
elle est passante lorsque I'interrupteur est ouvert. Ce mode de fonctionnement en alternance
est appelé mode de conduction continue ou en anglais CCM (Continuous Conduction Mode).
Lorsque la diode se bloque pendant que le transistor est ouvert, le mode de fonctionnement
du convertisseur est appelé mode de conduction discontinue ou en anglais DCM (Discontinuous
Conduction Mode).

Les convertisseurs cités fonctionnent sur un régime périodique de période Ty, dite période
de découpage ou de commutation. Un signal commande 'ouverture et la fermeture des interrup-
teurs. Ce signal est discontinu et généralement issu d’une modulation par largeur d’impulsion
(MLI) ou en anglais PWM (Pulse Width Modulation). Il permet de régler la tension (ou le
courant) en sortie en fonction de la tension (ou le courant) en entrée en adaptant le rapport
cyclique a. En CCM, son fonctionnement est décomposé en deux phases. Dans la premiere phase,
pour t € [0 aTsy,l, Uinterrupteur est fermé et de I'énergie est stockée sous forme magnétique
dans les inductances et les transformateurs. Lors de la seconde phase, pour ¢t € [aTg, Tswl,
I'interrupteur est ouvert et 1’énergie magnétique stockée lors de la premiere phase est transmise
a la sortie. Chaque phase de fonctionnement est décrite par un modele linéaire.

Ces phases de fonctionnement sont illustrées pour un convertisseur Boost sur la figure 1.7
et leurs modeles sont donnés ci-dessous. Les modeles des autres convertisseurs DC-DC les plus
utilisés peuvent étre trouvés en annexe B.

Phase 1, pour ¢ € [0 aTy) :

i) ] _ [F 0 [
Vout (t) 0 O] |Yout (t)

Phase 2, pour t € [T sy Tsw) :

+ (1.1a)

O =
ql o
—_
1
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Vout (t) % 0 Vout (t)

Le comportement global du convertisseur Boost est alors décrit par le modele affine commuté

_l’_

% _O] [Uzn(t)] (le)

O ﬁl Z‘out (t)

izt 2T w5 0] Jem
lvitu)] i R B ) Rl Pt P (12)

ou d(t) est le signal MLI qui commande l'ouverture et la fermeture des interrupteurs a partir
de la valeur du rapport cyclique et de la période de commutation. C’est un signal discontinu
qui prend pour valeurs 1 (phase 1) ou 0 (phase 2). Toutefois, le modele souvent utilisé, car il
présente 'avantage d’étre continu, est le modele en espace d’état moyenné ou en anglais SSA
(State Space Averaging)

[mo] = [Z’L(t)

L
Uout(t) 1*8(75) 0

% _0] lvm(t)] (1'3)
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ou «a(t) est directement la valeur du rapport cyclique de commande. Ce modele néglige les
commutations et ne caractérise que le comportement moyen du convertisseur.

Pour les convertisseurs AC-DC et DC-AC, en CCM, les interrupteurs d’'un méme bras ont
un fonctionnement en alternance qui permet d’inverser le sens du courant et de la tension. Sur
la figure 1.5, SW1 et SW4 fonctionnent normalement en alternance avec SW2 et SW3. Dans la
premiére phase, pour t € [0 aTsy], seuls SW1 et SW4 sont fermés. Dans la seconde phase, pour
t € [aTsy Tsw), seuls SW2 et SW3 sont fermés. Ces phases de fonctionnement sont illustrées pour
un redresseur monophasé sur la figure 1.8. Le comportement global du redresseur monophasé
est alors décrit par le modele affine commuté

Z'm'(t) - —R —s(t) iin(t) 1 9 Vin(t)
L)out(t)] T o | eee®) T Lo 2] [t 4

s(t)
C

ou s(t) est la fonction qui commande 'ouverture et la fermeture des interrupteurs. C’est un
signal discontinu qui prend pour valeurs 1 (phase 1) ou -1 (phase 2). Le modele en espace d’état
moyenné, généralement utilisé, s’écrit

[%1 - LT =l [iL<t>]+[i _01]
Vout O‘T 0 Uout(t) 0 Kol

ol «(t) est directement la valeur du rapport cyclique de commande. Le cas triphasé est détaillé
dans la partie 4.1.

Vin (t)
@] (1)

R L iL R L iL iout
Vin in - Vout
C
(a) Phase 1 : interrupteur fermé et diode bloquée.  (b) Phase 2 : interrupteur ouvert et diode

passante.

Figure 1.7 — Les phases de fonctionnement d’un convertisseur Boost en mode de conduction continue.
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(a) Phase 1 : sens direct. (b) Phase 2 : sens inverse.

Figure 1.8 — Les phases de fonctionnement d’un redresseur monophasé en mode de conduction continue.

1.2 Réseau électrique

Un réseau électrique est un ensemble de systémes énergétiques qui permet de transporter
et distribuer 1’énergie électrique. Il est composé de systemes interconnectés qui forment des
interfaces entre les producteurs et les consommateurs. Il est décrit de maniére synthétique sur
la figure 1.9. L’énergie électrique est transformée au niveau de 'interface avec les producteurs
pour assurer sa compatibilité avec le milieu de transport et au niveau de I'interface avec les
consommateurs pour répondre & leurs besoins et respecter les contraintes des équipements. Les
interfaces sont généralement composées d’'un ensemble de convertisseurs de puissance associés a
des composants passifs tels que des inductances, des résistances et des condensateurs. Le réseau
électrique le plus répandu est le réseau public de distribution de I’électricité. Dans ce cas, les
centres de production sont liés a des exploitations de combustibles fossiles (pétrole, charbon, gaz
naturel. .. ), des centrales nucléaires, des champs éoliens et solaires ou des barrages hydrauliques
et les consommateurs sont les entreprises et les particuliers.

Autre Autre
producteur consommateur
[Interface] [InterfaceJ
e N\ e N
Producteur Interface Milieu de transport Interface | Consommateur
N J A A

Figure 1.9 — Schéma général d’un réseau électrique.

1.2.1 Réseau électrique embarqué

Les réseaux électriques peuvent étre embarqués dans des systemes. C’est le cas notamment
dans les voitures et les avions. Les consommateurs sont alors généralement des batteries (qui sont
aussi producteurs), des accessoires ou des actionneurs tels que des moteurs électro-mécaniques
(qui peuvent également étre utilisés en qualité de générateur, et donc producteur). L’architecture
générale d’un réseau électrique embarqué est décrite sur la figure 1.10. Le bus DC comporte des
connexions physiques et constitue le milieu de transport de 1’électricité a l'intérieur du réseau
embarqué. Lorsqu'un avion est a l'arrét, il peut étre branché sur le réseau aéroportuaire de

11
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distribution d’électricité. Lorsqu’il est en mouvement, c’est une génératrice électro-mécanique
entrainée par un réacteur qui joue le role du réseau de distribution. Elle récupére de 1’énergie
mécanique sur le réacteur et la transforme pour générer des courants et tensions électriques

alternatifs.
DC-AC Moteurs

DC-DC Batteries

Réseau Ac-DC [oBusDC

DC-DC Accessoires

Figure 1.10 — Architecture générale d’un réseau électrique embarqué.

Les réseaux électriques embarqués sont au coeur des préoccupations dans I'aéronautique. Le
besoin en énergie électrique a bord des avions est sans cesse croissant. Les entreprises se donnent
notamment pour objectif un futur avion "tout électrique". Ce phénomene d’électrification des
avions tend a se renforcer pour des raisons aussi bien écologiques qu’économiques. L’utilisation
d’énergie électrique permet en effet de réduire le bilan carbone. De plus, elle est facilement
transportable tandis que les énergies hydraulique et pneumatique nécessitent des structures
importantes résistantes a la pression. En outre, la maintenance et la réparation d’'un systeme
électrique sont bien plus aisées. Ainsi, la tendance est a assurer toutes les fonctions auxiliaires
(besoins non-propulsifs) par de Iénergie électrique [Laskaridis, 2004]. Récemment, des solutions
technologiques commencent a apparaitre pour utiliser des réseaux électriques embarqués pour la
propulsion. Elles se limitent a ce jour a la propulsion au sol et doivent permettre a ’avion de se
déplacer en limitant 'usage de son carburant sur le tarmac. En résumé, les avantages attendus
de l'avion "plus électrique" sont entre autres [Rosero et al., 2007] :

— réduire de maniére significative 'utilisation de carburant
— faciliter la maintenance et réduire son coft
— faciliter les réparations et réduire les retards engendrés par les pannes

Bien entendu, les avantages des systemes plus électriques ne se cantonnent pas aux avions mais
profitent & minima a tout moyen de transport. Ces raisons font de la maitrise des réseaux
électriques embarqués un sujet central pour les systemes de demain.

1.2.2 Chaine d’actionnement électrique

Une chaine d’actionnement électrique est un ensemble de systemes énergétiques intercon-
nectés. C’est une partie d’un réseau électrique dont la fonction est d’alimenter un actionneur.
Elle correspond a la ligne électrique depuis le réseau jusqu’a un moteur sur 'architecture de
la figure 1.10. En aéronautique, c’est une brique technologique essentielle dans les systemes
de régulation moteur et de freinage. Sa fonction est de transformer un signal triphasé issu
d’'un alternateur en un signal de commande moteur triphasé. Un schéma bloc général d’une
chaine d’actionnement électrique d’un moteur d’avion est présenté sur la figure 1.11. Cette
conversion AC-AC fait intervenir deux étages intermédiaires de conversions de puissance. Le
signal d’entrée est d’abord redressé par une conversion AC-DC puis a nouveau découpé par un
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onduleur (conversion DC-AC). L’alternateur est une génératrice électro-mécanique qui joue le
role du réseau de distribution. Il est entrainé par la turbine du réacteur et fournit des tensions et
courants alternatifs. C6té actionneur, des tensions sinusoidales permettent de réguler le moteur
électrique. Remarquons que l'alternateur n’est pas seulement connecté au moteur (via ’onduleur)
mais également & d’autres composants électriques (voir figure 1.10).

commande commande
AC AC AC DC DC @ AC AC
Alternateur Harnais Filtre Redresseur Filtre Onduleur Harnais

iréque(\ce réseau fréquence de commutation fréquence de commutation fréquence moteur
360 a 800Hz 10 a 50kHz 10 a 50kHz 100Hz & 2kHz

Figure 1.11 — Schéma bloc d’une chaine d’actionnement électrique d’un moteur d’avion.

1.3 Motivations

Dans la société moderne, les réseaux électriques permettent de répondre & des besoins
de plus en plus sophistiqués et qui évoluent rapidement. L’introduction de composants actifs
d’électronique de puissance améliore I'efficacité du conditionnement, de la transmission et de la
conversion de I’énergie électrique. Embarquer ces technologies permet de repenser les commandes
des systémes électriques en les rendant plus complexes mais en offrant de meilleures garanties et
de meilleures performances. De plus, les progres récents de 1’électronique de puissance permettent
d’optimiser la masse des systémes en réduisant les valeurs des composants. Toutefois, ces progres
technologiques sont également a ’origine de nouveaux challenges, notamment pour des besoins de
certification [Hauer et Taylor, 1998]. Les machines électriques et plus généralement les systémes
électro-mécaniques sont en effet de plus en plus complexes, de comportement parfois hautement
non linéaires. Ils ont tendance a générer des harmoniques et des dynamiques rapides dont
peuvent résulter des couplages entre des processus dynamiques de fréquences différentes [Hauer
et Taylor, 1998]. Notamment, les convertisseurs de puissance générent par nature de nombreux
harmoniques et leurs interactions dépendent fortement du contréle. Ainsi, les systemes d’au-
jourd’hui peuvent étre a l'origine d’instabilités impliquant des fréquences différentes [Hammad,
1992]. Un des principaux challenges actuels en électronique de puissance est la prédiction, la
compréhension et la maitrise des phénomenes fréquentiels au sein d’un ensemble de systéemes
dynamiques interconnectés.

Historiquement en électronique de puissance, les premiers modeles ne permettaient de repré-
senter que la dynamique moyenne des signaux par la méthode de State-Space Averaging (SSA)
qui consiste en une moyennisation sur une fenétre glissante [Middlebrook et Cuk, 1976]. Ces mo-
deles se sont révélés efficaces pour étudier des signaux faible bande, pour lesquels les harmoniques
sont négligeables. Cependant, ils ne permettent I’étude des harmoniques qu’en régime permanent
par analyse de Fourier et sont insuffisants pour modéliser des signaux large bande [Erickson et al.,
1982]. Ces modeles révelent ainsi leurs limites face aux comportements harmoniques complexes
des nouveaux systémes d’électronique de puissance. Cela a notamment été observé concrétement
avec I'incident des locomotives suisses en 1995 [Mollerstedt et Bernhardsson, 2000b] qui se sont
arrétées plusieurs fois a cause de taux harmoniques élevés. Les modeles des chaines électriques
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des locomotives ont été incapables de prédire les instabilités engendrées par les harmoniques car
ils ne considéraient pas leurs dynamiques et leurs interactions mais seulement le comportement
moyen.

Dans le contexte aéronautique, la chaine d’actionnement électrique est une brique techno-
logique essentielle dans les systémes de régulation moteur et de freinage. Elle s’inscrit dans
de nombreux projets motivés par la problématique de transition écologique qui gagne depuis
quelques années le monde industriel, ainsi que par les débouchés économiques intéressants de
I’énergie électrique. Notamment, la volonté des entreprises d’aéronautique de développer un avion
plus électrique la place au centre de I'intérét. Les blocs qui composent une chaine d’actionnement
électrique d’un moteur d’avion type de Safran ainsi que les plages fréquentielles usuellement
associées sont présentés sur la figure 1.11. Plusieurs plages de fréquences sont mises en jeu :

— La fréquence réseau dont le fondamental évolue entre 360 et 800Hz ;
— La fréquence électrique moteur qui évolue généralement entre 100Hz et quelques kHz ;

— Les fréquences de commutation des convertisseurs dont le fondamental se situe entre 10 et
50kHz.

Dans la mesure du possible, ces gammes de fréquences sont découplées pour éviter les
interactions fréquentielles et faciliter la phase de conception des algorithmes de commande et
conversions. Hélas, ce découplage n’est pas toujours possible. Par exemple, lorsque les fréquences
électriques moteur se superposent aux fréquences électriques du réseau, ou encore lorsqu’une
pollution harmonique intervient suite a un déséquilibrage du réseau. Un phénomeéne de mise en
résonance des filtres d’interconnexions peut également intervenir lorsque la régulation opérée
du coté onduleur conduit a assimiler le bloc « moteur — onduleur » a une charge a puissance
constante, ce qui se traduit, coté filtres, par une impédance négative avec un effet potentiellement
déstabilisateur. Ces exemples montrent que l'interconnexion de ces différents éléments, malgré
I'utilisation de filtres, peut conduire a des phénomeénes de résonance et de pollution harmonique
aujourd’hui mal maitrisés. Des lors, les dispositifs d’électronique de puissance ne peuvent plus
étre considérés comme des systemes & variation lente et ’analyse de stabilité ainsi que la
conception de lois de contrdle ne peuvent se limiter a la valeur moyenne ou au fondamental
des signaux. C’est a partir de ce constat que des techniques de modélisation innovantes, qui
considerent les dynamiques propres a chaque harmonique ainsi que leurs interactions, ont été
introduites.

Le fil d’Ariane des travaux doctoraux présentés ici est d’exploiter ces techniques de modéli-
sation pour contribuer a maitriser les phénomeénes fréquentiels au sein de systémes dynamiques
interconnectés et de les adapter au contexte de I’actionnement électrique. Un premier objectif
est de construire des outils pour analyser & priori les phénomenes fréquentiels. Ils permettront
d’améliorer la sureté et l'efficacité des réseaux électriques. Le second objectif est d’établir une
stratégie pour agir sur ces phénomenes fréquentiels. Les maitriser a I’aide de nouvelles techniques
de commande permettra d’assurer la stabilité des réseaux électriques et de garantir le respect des
normes sur les taux harmoniques. Une conséquence directe sera alors la réduction du besoin de
filtrage analogique et du surdimensionnement des composants. Cela est d’autant plus important
dans le contexte aéronautique, car réduire la masse et le volume des systéemes électriques
embarqués permet de limiter les cotits associés (consommation de carburant et capacité d’accueil
des avions). De plus, les filtres réduisent généralement les performances des réseaux électriques
et peuvent provoquer des instabilités par mise en résonance des composants.
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1.4 Etat de l’art de la modélisation par techniques harmoniques

De nombreuses approches de modélisation par techniques harmoniques ont été présentées
dans la littérature dans les trente dernieres années :

Generalized State-Space Averaging (GSSA) [Sanders et al., 1991]
Dynamic Phasors (DP) [Mattavelli et al., 1997

Extended Harmonic Domain (EHD) [Martinez, 2001]

e Dynamic Harmonic Domain (DHD) [Ramirez et al., 2005]

e Harmonic State-Space (HSS) [Wereley, 1990]

Grace a ces techniques, il est possible de développer des modeles des systemes dans une base
fonctionnelle qui décompose leurs comportements selon un spectre fréquentiel contenant une
fréquence fondamentale ainsi que ses harmoniques (les fréquences multiples). Elles permettent
de saisir a la fois ’évolution transitoire et le régime permanent des harmoniques des signaux
et décrivent leurs interactions. Dans cette partie, nous présentons les approches citées et nous
comparons leurs concepts mathématiques pour fournir une vision globale de ces outils. Cela
contribue a choisir la technique la mieux adaptée & un besoin donné et tirer le meilleur de
chacune d’entre elles. Une contribution importante résultant de ce travail bibliographique est
d’identifier clairement des opérations simples pour passer d’'un modele harmonique & un autre
et de montrer que les concepts mathématiques des différentes approches sont équivalents.

1.4.1 Generalized State-Space Averaging (GSSA) et Dynamic Phasors (DP)

Comme son nom l'indique, 'approche GSSA (moyennisation généralisée en espace d’état en
francais) est une extension de la méthode SSA. Elle est basée sur un développement en série de
Fourier avec des coefficients temps-variants [Sanders et al., 1991]. Ces coefficients deviennent les
nouvelles variables pour modéliser le comportement harmonique du systéme et analyser I'impact
d’un contrdle-commande. Le terme DP (phaseurs dynamiques en frangais) a été introduit dans
[Mattavelli et al., 1997] pour souligner le caractére temps-variant des coefficients mais cette
approche est identique.

La méthode est basée sur le fait qu’un signal peut étre caractérisé sur U'intervalle (¢ — T, ¢]
par une représentation en série de Fourier généralisée de la forme [Sanders et al., 1991]

2(r) = % Xp(t)eiker (1.6)

k=—00

onT=t—T+46, § €(0,T], ot w= 2% et avec des coeflicients de Fourier temps-variant
Xi(t) = %ftt_Tx(p)e_jkwpdp =<z > (1) (1.7)

La notation < - >j (t) représente 'opération 7 [l - e 7"Pdp. Les coefficients Xj(t) sont
appelés coefficients de Fourier généralisés dans la GSSA et phaseurs dans les DP. Ils sont temps-
variant car calculés par intégration sur une fenétre glissante. Ils caractérisent les signaux dans
la base fonctionnelle des exponentielles complexes de Fourier (e/%7);c7 de période T' = %” T
est également la longueur de la fenétre glissante. Xy (t) est le k° coefficient ou k¢ phaseur et
se rapporte au comportement du signal selon le k¢ harmonique, a la fréquence fr = % Les
coeflicients d’indices +k et —k décrivent le comportement complet du signal selon la fréquence
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fr- Si le signal étudié est T-périodique, alors ses coefficients définis par (1.7) sont constants
et correspondent aux coefficients de Fourier classiques. La formule (1.6) correspond alors a la
formule de décomposition en série de Fourier.

La formule (1.6) est appliquée & des signaux quasi-périodiques et la longueur de la fenétre
glissante T est fixée égale a la période fondamentale du signal. Elle n’est exacte au point 7 =t
(pour 6 = T) que si le signal est continu et T-périodique. Cela est précisé dans la partie 2.2
ou une formule ajustée est donnée dans la proposition 2.3. La méthode des DP (ou GSSA)
propose de construire un espace d’état harmonique dans lequel les variables sont les phaseurs
(1.7) (ou coefficients de Fourier généralisés). Elle propose ainsi un changement de base vers la
base fonctionnelle (ejk‘”)kez. Nous appelons dans la suite cette base la base harmonique de

période T', avec toujours w = 7.

Pour construire un espace d’état dans une base fonctionnelle, il faut savoir dériver les
nouvelles variables d’état dans cette base. La dérivée du k® phaseur dans la base harmonique
peut étre exprimée selon la formule [Sanders et al., 1991]

Xp(t) = <& > (t) — jkwXg(t) (1.8)

Cette relation lie la dérivée du k¢ phaseur X, (t) au k¢ phaseur de la dérivée du signal temporel
< & > (t). Le terme jkwXj(t) se rapporte a la dérivation de la base fonctionnelle elle-méme,
en 'occurrence la dérivation de la k€ fonction exponentielle complexe. A partir des équations
&= f(z,u) et y = g(x,u), la formule (1.8) permet de déduire les relations

Xip(t) = —jhoXp(t)+ < flz,u) >k (1)

Yi(t) = <g(z,u) > () (1.9)

Il reste désormais & exprimer les phaseurs de f(z,u) et g(x,u). Le k¢ phaseur d’un produit de
signaux s’exprime sous la forme d’un produit de convolution dans la base harmonique [Sanders
et al., 1991]
o0
<zy>p () = X Xe—i(D)Yi(t) (1.10)
1=—00

Si f et g sont des fonctions polynomiales scalaires en leurs arguments, alors leurs phaseurs
s’expriment explicitement par (1.10). Pour un systeme LTV (A.2), nous obtenons ainsi un
ensemble d’équations dynamiques de la forme

Xi(t) = —jhoXip(t)+ ioj Ap—i()Xi(t) + io: Bi—i(t)Ui(t)
o e o =T (1.11)
Y, (t) = izz_:oocnii (t)Xl (t) =+ izX_:OOani (t)Ul (t)

Les variables du modele sont les phaseurs des signaux. Le modele décrit les dynamiques de
ces variables harmoniques ainsi que leurs interactions via les produits de convolution. Si seul
I’harmonique d’ordre zéro est retenu, alors les équations obtenues sont celles de la SSA et
ne décrivent que le comportement moyen des signaux. En revanche, en considérant plusieurs
harmoniques, il est possible de modéliser les dynamiques et couplages harmoniques selon les
fréquences considérées, a savoir les multiples de la fréquence de la base harmonique.

En pratique, nous choisissons les harmoniques que nous souhaitons considérer (les rangs —k
et +k correspondant) puis nous formons un modele en espace d’état avec des équations de la
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forme (1.9) a partir des formules (1.8) et (1.10). Dans la formule (1.10), les coefficients qui ne
sont pas considérés dans le modele sont supposés nuls. Par exemple, si seuls les deux premiers
harmoniques de z(t) et le premier harmonique de y(t) sont pris en compte, < zy >q (t) =
X ()1 (£)+ Xo(E)Yo(£)+ X1 (£)Yi () et < 2y >1 () = Xo(t)Y_1 (£)+X_1(£)¥p(£)+X_o(1)Y3 (1)
Pour savoir quels harmoniques inclure au modele, nous pouvons nous appuyer par exemple sur
une connaissance a priori du comportement harmonique du systeme, par la modélisation exacte
du systéme avec un logiciel de simulation électrique, ou par des mesures. Les modeéles des DP sont
souvent relativement simples et considéerent un nombre limité d’harmoniques. Il est nécessaire
de connaitre les principales fréquences du systéme et de les inclure au modele pour décrire
fidelement les phénomenes fréquentiels.

1.4.2 Extended/Dynamic Harmonic Domain (EHD/DHD)

Le EHD transforme un modele LTP en un modele LTI de dimension infinie dont les variables
caractérisent les harmoniques des signaux [Martinez, 2001; Rico et al., 2003]. Il permet d’analyser
le comportement harmonique complet des systémes LTP. Le terme DHD a été introduit dans
[Ramirez et al., 2005] mais cette approche est identique.

La méthode se base sur le méme développement en série de Fourier généralisée que pour
les DP (1.6) avec des coefficients de Fourier temps-variant (les phaseurs) (1.7). Simplement, la
formule (1.6) est exprimée sous forme matricielle plus condensée [Martinez, 2001]

2(r) = T(r)X() (1.12)
avee T(r) = [ edkor o1 o0 gmihor ]
X(t) = [ Xo@®F - Xo®)T - Xp@®)T ---]7

ot € (t—T,t] et w = 2F. Le vecteur I'(7) est le vecteur de projection sur la base harmonique des
fonctions exponentielles complexes. Le vecteur X (t) est le vecteur harmonique du signal (1)
contenant ses phaseurs. Ces deux vecteurs sont de dimension infinie en théorie. La méthode
propose de construire un espace d’état harmonique, décrivant un systéeme LTP, dans lequel
les variables sont les phaseurs des signaux. Elle propose un changement de base vers la base
harmonique (e/*7);c7, avec w = 2% et ou T est la période du systeme LTP.

La dérivée du vecteur harmonique d’un signal dans la base harmonique peut étre exprimée
sous la forme matricielle [Martinez, 2001]

Xt) = <i> (@) -NX() (1.13)

avec

N = diag(--+ — jkwly -+ OUp -+ jkwld; --) (1.14)

ol Uy est la matrice identité, ici de dimension égale au nombre de variables d’état temporelles.
Cette relation lie la dérivée du vecteur harmonique X () au vecteur harmonique de la dérivée
de la variable d’état temporelle < & > (t). Le terme N X (¢) se rapporte a la dérivation de la
base fonctionnelle elle-méme. La matrice N, appelée matrice de différentiation, contient en effet
les termes jkw qui se rapportent aux dérivées des fonctions exponentielles complexes. En fait,
la k€ ligne dans (1.13) s’écrit comme la procédure de dérivation des DP (1.8). Pour un systéme
LTP, les matrices de l’espace d’état sont périodiques (voir annexe A.2). Les phaseurs du produit
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d’un signal par une matrice T-périodique s’exprime dans la base harmonique de méme période
T sous la forme [Martinez, 2001]

<Ax > (t) = Tr(A)X(¢) (1.15)
ou Tr(A) désigne la forme de Toeplitz de A(-) définie par [Gohberg et al., 2013, volume II]

AO A_1 A_Q A—S A—4
A1 AO A,1 A,Q A,3

Tr(A)= |-+ Ay A Ay A, A, (1.16)
Ag A2 A1 AO A,1

A4 A3 AQ Al AO

Cette matrice de Toeplitz contient sur ces diagonales les phaseurs de A(-) calculés selon la
formule (1.7). Si A(-) est de dimension m x n, alors ses phaseurs aussi et 7p(A) est Toeplitz par
bloc. Ici, les phaseurs sont constants et correspondent aux coefficients de Fourier classiques car
A(+) est T-périodique. Le produit d’un signal par une matrice de Toeplitz correspond en réalité
a une procédure de convolution : la k¢ ligne dans (1.15) s’écrit comme la formule des DP (1.10).

Les formules (1.13) et (1.15) permettent de construire a partir d’'un modele LTP un espace
d’état de dimension infinie dans une base harmonique de période égale a la période du systeme
et de la forme [Martinez, 2001]

X(t) = (A-N)X(t)+BU(t)
Y(t) = CX(t)+DU(t)

avec A = Tr(A), B=Tr(B),C =Tr(C), D = Tr(D). Les variables sont les phaseurs des signaux
et le modele décrit leurs comportements selon les fréquences représentées, a savoir toutes les
fréquences multiples de la fréquence de la base (la fréquence des matrices originelles). Ce modele
est finalement une écriture matricielle des équations (1.11) appliquées & un modele temporel LTP.
Les interactions fréquentielles sont caractérisées par les produits avec des matrices de Toeplitz.
De plus, le modele obtenu est LTI, ce qui permet d’envisager utiliser les techniques classiques
d’analyse et de syntheése des systemes linéaires.

(1.17)

En pratique, il faut disposer d’un modele temporel LTP qui décrit le comportement du
systéeme étudié puis en déduire un modele en espace d’état harmonique de la forme (1.17) a
partir des formules (1.13) et (1.15). D’un point de vue numérique, il est nécessaire de considérer
un nombre fini de variables harmoniques et ainsi de tronquer le modele harmonique. Tronquer a
I’ordre h signifie considérer les harmoniques d’ordre inférieur ou égal a h. Le modele harmonique
est alors de dimension (2h 4 1)n,, avec n, le nombre de variables d’état originelles. La matrice
de différentiation et les matrices de Toeplitz sont carrées de dimensions (2h + 1)ng et leurs
coefficients d’ordre supérieur a h sont supposés nuls. Par exemple, les matrices de Toeplitz pour
un modele tronqué a l'ordre 2 sont de dimensions 5n, et de la forme

Ay Ay A, 0 0
A1 AO A,1 A,Q 0
Tr(A) = [Ay A Ay A, A,
0 Ay A Ay Ay
0 0 Ay A A
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oit Ay € C™*™e et avec A_p = Ay si A(t) € R™*"_ ou A, désigne le conjugué de Ay.
Il est intéressant toutefois de conserver un nombre important d’harmoniques pour modéliser
les dynamiques harmoniques. Les modeles du EHD sont ainsi généralement de dimension im-
portante. Leur domaine d’application est limité a la modélisation des systeémes périodiques ou
quasi-périodiques.

1.4.3 Harmonic State-Space (HSS)

La méthode du HSS permet de caractériser la réponse fréquentielle d’'un systeme LTP en
régime transitoire et en régime permanent en définissant sa fonction de transfert harmonique
[Wereley, 1990]. Elle a été développée a partir des fonctions propres des systéemes LTP proposées
dans la théorie de Floquet [Floquet, 1883] et dans la théorie de Hill [Hill, 1886]. Elle se distingue
des techniques précédentes car elle aboutit a un modele dans un domaine purement fréquentiel
pour l'analyse harmonique et ’analyse du contréle-commande des systemes LTP.

La notion fondamentale derriere le développement des techniques classiques d’analyse des
systemes LTI (voir annexe A.2), notamment la caractérisation du systéme par sa fonction de
transfert, est qu’un signal d’entrée sinusoidal est transformé par un systéme LTI en un signal
de sortie lui aussi sinusoidal, de méme fréquence mais d’amplitude et de phase généralement
différentes. C’est de cette propriété, appelée propriété de séparation des fréquences, que découle
le domaine de Laplace et toute la théorie d’analyse et de contréle des systemes linéaires. L’idéal
serait de pouvoir utiliser les outils développés dans cette théorie pour étudier les systemes LTP.
Cependant, si un signal sinusoidal est appliqué en entrée d’'un systeme LTP, de nombreuses
sinusoides apparaissent en général sur le signal de sortie, a la fréquence du signal d’entrée décalée
d’un multiple de la fréquence fondamentale du systéme [Wereley et Hall, 1991], voir figure 1.12.
Le domaine de Laplace ne peut étre utilisé tel quel dans le cadre de I’étude des systemes LTP
et I'objectif du HSS est de trouver une alternative.

amplitude
amplitude

=

fréquences l \ fin 1 J fréquences

Figure 1.12 — Réponse d’un systeme LTP de fréquence f a un signal sinusoidal de fréquence f;,.

La recherche d’une solution a I’étude des systéme LTP n’est pas une problématique nouvelle
et des résultats intéressants ont été présentés des la fin du XIX€ siecle dans la théorie de Floquet
[Floquet, 1883] et dans la théorie de Hill [Hill, 1886]. Ces théories ont introduit respectivement les
concepts de signal géométriquement périodique (GP en anglais) et de signal périodique modulé
exponentiellement (EMP en anglais).

Définition 1.1. Un signal géométriquement périodique (GP) est une fonction du temps com-
plexe caractérisée par la propriété

ult+nT) = 2"u(t) (1.18)

ot z € C,neN et ouT est sa période fondamentale.
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Définition 1.2. Un signal périodique modulé exponentiellement (EMP) de période fondamen-
tale T est une fonction complexe qui peut étre exprimée comme le produit d’une fonction T-
périodique et d’une exponentielle complexe

) ,
ult) = e 3 Upel™ (1.19)
k=—0oc0

ot s €Cetw= 27” La relation peut étre écrite de maniére compacte sous la forme matricielle
u(t) = eSTHU (1.20)

avec ' 4

re = [ e Jkwt .1 ... eJkwt ]
u = [ U,kT UoT UkT )T

Un signal GP peut étre exprimé comme un signal EMP et inversement, le lien étant clairement
exprimé par z = 7. Ces signaux sont des généralisations des signaux périodiques, retrouvés
pour z =1 et s = 0. Ce sont des fonctions de carré intégrable au sens de Lebesgue si |z| <1 et
Re(s) < 0. La théorie de Floquet propose d’analyser les systémes périodiques a ’aide de signaux
GP dont le régime transitoire est supposé suivre un comportement exponentiel. La théorie de
Hill propose de nouvelles fonctions de kernel pour étudier les systemes LTP. Les fonctions de
kernel déterminent une carte implicite qui transforme une fonction ou des données de 1’espace
d’entrée en un espace fonctionnel et déterminent ainsi sa distribution dans cet espace. Ceci est
généralement accompli par des transformations intégrales. Parmi les noyaux bien connus, on
trouve les noyaux polynomiaux, exponentiels et gaussiens. Hill ajoute une extension périodique
aux fonctions de kernel exponentielles du domaine de Laplace e =%, s € C pour faire le lien avec
la solution supposée de Floquet. Il introduit ainsi le concept de signal EMP. Plus de détails
sur ces concepts et leurs origines peuvent étre trouvés dans [Floquet, 1883] et [Hill, 1886]. Des
syntheses sur leur application et leur intérét pour 1’étude des systémes périodiques peuvent étre
trouvées dans [Deconinck et Kutz, 2006] et dans [Bittanti et Colaneri, 2009, chapitre 1].

Ce qu’il ressort des travaux de Floquet et Hill est qu'un systéme LTP de période donnée
transforme un signal EMP (resp. GP) de méme période en un signal encore EMP (resp. GP),
toujours de méme période, mais d’amplitudes et de phases généralement différentes [Wereley
et Hall, 1990]. A ce titre, les signaux EMP sont aux systémes LTP ce que les exponentielles
complexes sont aux systemes LTI. Ils possedent pour ces systemes une propriété de séparation des
fréquences. Cette analogie, illustrée sur la figure 1.13, permet d’exprimer que I'espace des signaux
EMP forme une base de fonctions propres pour ’étude des systémes LTP au méme titre que
les exponentielles complexes pour I’étude des systéemes LTI [Wereley et Hall, 1991]. L’approche
HSS exploite cette base pour modéliser un systeme LTP par un espace d’état harmonique LTI
dans le domaine fréquentiel et pour définir sa fonction de transfert.

Pour construire un tel espace d’état, il faut travailler avec les fonctions propres EMP dans
le domaine fréquentiel lié aux fonctions de kernel (e_(5+jk“)t) kez introduites par Hill

us(t) = eST(t)Us
zs(t) = e'T(t)Xs (1.21)
ys(t) = eS'T(t)Ys

Il faut savoir exprimer la dérivée de ces fonctions propres dans le domaine fréquentiel. L’action
de dérivation est liée aux fonctions de kernel utilisées et correspond au produit par les variables
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uge LTI system G(s)upe™
G(s)
[(B)Uge*" LTP system [(t)G(s)Uge™"
G(s)

Figure 1.13 — Propriété de séparation des fréquences et analogie entre les signaux EMP via les systemes
LTP (en bas) et les exponentielles complexes via les systemes LTI (en haut).

complexes (s + jkw)kez, selon la relation
as(t) = seS'T(t) X + ST (H)N X (1.22)

ou N est la matrice de différentiation, telle que définie dans le EHD (1.14). Le produit d’un
signal EMP par une matrice périodique s’exprime dans le domaine fréquentiel a ’aide de la
matrice de Toeplitz de la matrice périodique selon la relation

At)zs(t) = €ST(t)AX, (1.23)

avec A = Tr(A). Les formules (1.22) et (1.23) permettent de déduire a partir d’un espace d’état
temporel LTP A.2 les relations

seS'T () X5 + S TN Xy = eST(t)AX; + 5T (¢)BU; (1.24)
et (t)Ys = eS'T(t)CXs + 5T (t)DU; '
avec A = Tr(A), B = Tp(B), C = Tr(C), D = Tr(D) et la matrice de différentiation N.
En simplifiant les termes exponentiels et car ils ne s’annulent jamais et le vecteur I'(t) par
identification terme a terme, il est alors possible de modéliser la réponse du systeme a un signal
EMP. Le systéeme LTP peut étre représenté par un modele en espace d’état harmonique de la
forme [Wereley et Hall, 1990]

sX(s) = (A=N)X(s)+BU(s)

Y(s) = CX(s)+DU(s) (1.25)

Tout signal peut étre écrit sous la forme d’une combinaison linéaire de signaux EMP, si bien
que ce modele caractérise le comportement du systeme vis a vis de tout signal. Il se présente
sous une forme similaire & celui du EHD (1.17). Il en est en réalité une version dans le domaine
fréquentiel. L’avantage considérable de I’approche HSS est qu’elle fournit un cadre dans lequel il
est possible de définir une fonction de transfert harmonique des systémes LTP [Wereley et Hall,
1990]

G(s) = (1 =C(ST+ N = A)"'B+D (1.26)

Cette matrice de transferts contient les fonctions de transfert entre chaque harmonique du
signal d’entrée et chaque harmonique du signal de sortie. Elle est un opérateur linéaire pour
les systemes LTP utilisée pour analyser leur réponse & une excitation harmonique [Mollerstedt
et Bernhardsson, 2000a]. L’analogie forte que nous proposons est la suivante : le HSS est aux
systemes LTP ce que le domaine de Laplace est aux systemes LTI. La différence avec le domaine
de Laplace est que chaque signal physique est représenté par un nombre important de variables
dans le domaine harmonique.
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En pratique, il faut disposer d’'un modele temporel LTP décrivant le comportement du sys-
teme étudié puis en déduire un modele en espace d’état harmonique dans le domaine fréquentiel
de la forme (1.25) en étudiant la réponse du systéme a des signaux EMP (1.19). D’un point de
vue numérique, il est nécessaire a nouveau de travailler avec des modeles HSS tronqués. Leur
domaine d’application est limité a la modélisation des systemes périodiques ou quasi-périodiques.

1.4.4 Syntheése sur les techniques harmoniques

Ces trente dernieres années, de tres nombreuses recherches ont porté sur la prédiction et
la maltrise des phénomenes fréquentiels qui sont des challenges importants de 1’électronique
de puissance. Ces travaux ont abouti & de nombreuses approches présentées dans cette partie.
Certains articles ont proposé une comparaison de leurs performances selon divers criteres d’appli-
cabilité et selon leurs complexités, tout en précisant que les objectifs pour lesquels ces méthodes
ont été élaborées different [Hwang, 2014; Kwon et al., 2015a; Wang et Blaabjerg, 2018]. Ces
travaux contribuent au choix de la méthode la mieux adaptée a un besoin donné. Dans [Hwang
et Wood, 2015; Orillaza et Wood, 2012], les auteurs reléevent des similarités entre les approches
EHD, DHD et HSS. Les liens qui existent entre les approches de la littérature sont finalement
clairement identifiés dans ce manuscrit et synthétisés ici.

L’approche des DP (ou GSSA), présentée dans la section 1.4.1, a été développée pour effectuer
la synthese du contréle-commande de systemes d’électronique de puissance en considérant les
principaux harmoniques des signaux. Les modeles (1.9) sont formés a partir des variables
harmoniques (1.7) qui caractérisent les signaux du systéme selon la formule (1.6). Ils peuvent
étre utilisés pour étudier tout type de systémes polynomiaux. Les modeéles se présentent sous
la forme d’un ensemble d’équations dynamiques et ne permet pas d’inclure facilement un grand
nombre d’harmoniques, ce qui limite I'analyse harmonique a une bande fréquentielle réduite.
Typiquement, des dynamiques harmoniques a des fréquences plus élevées risquent de ne pas étre
bien modélisées [Javaid et Duji¢, 2015].

En revanche, le EHD (ou DHD), présenté dans la section 1.4.2, a été développé pour
analyser le comportement harmonique complet des systémes LTP. Les modeles (1.17) sont
formés a partir des mémes variables harmoniques que pour les DP (1.7) qui caractérisent les
signaux du systeme selon la formule (1.12). Cette formule est en réalité une écriture matricielle
condensée de celles des DP (1.6) pour tous les harmoniques. En résumé, les modeles du EHD
sont des versions matricielles sous la forme d’un espace d’état harmonique des équations des DP
obtenues par application a des systéemes LTP et en considérant un nombre arbitrairement grand
d’harmoniques.

Enfin, Papproche HSS, présentée dans la section 1.4.3, a été développée pour caractériser les
systemes LTP par une fonction de transfert harmonique. L’objectif est d’analyser le compor-
tement harmonique des systémes en régime permanent et transitoire. Les modeles (1.25) sont
obtenus en utilisant le concept de signaux EMP (1.20) mais peuvent également étre obtenus
par transformée de Laplace des modeles EHD. En résumé, les modeéles du HSS sont les versions
fréquentielles des modeles du EHD dans un domaine analogue au domaine de Laplace.

Pour conclure, les concepts mathématiques utilisés pour chaque technique sont équivalents.

Les différences entre les approches sont dues aux objectifs et aux domaines d’application distincts
pour lesquels elles ont été développées. Les approches des DP et de la GSSA ont un cadre
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d’application plus large que les autres car elles ne se restreignent pas a I’étude de systemes
périodiques. Les approches des EHD, DHD et HSS sont en revanche plus complétes que les
DP car elles permettent de considérer un nombre arbitrairement grand d’harmoniques, et ainsi
d’analyser le comportement harmonique complet des systemes. Ces deux aspects sont finalement
complémentaires. Les liens identifiés entre les méthodes permettent de passer d’'un modele a un
autre relativement simplement, par des opérations résumées sur la figure 1.14.

Concernant la problématique des travaux de these, les chaines d’actionnement électriques
sont constitués d’éléments de puissance de comportement généralement quasi-périodique. Les
DP semblent adaptés a I'étude des dynamiques harmoniques spécifiques au réseau et leurs
couplages, en particulier avec les harmoniques moteur, ainsi qu’au développement d’un cor-
recteur pour maitriser les taux harmoniques correspondants. Autrement, le EHD semble un bon
outil pour analyser les interactions fréquentielles dans leur globalité, telles que 'influence des
commutations hautes fréquences générées par les convertisseurs de puissance et leurs couplages
avec les harmoniques du réseau ou encore des phénomeénes de résonances inattendus, par exemple
des filtres d’interconnexion. Le HSS semble également servir la problématique en fournissant les
fonctions de transfert harmonique de chaque systéme de la chaine, ce qui facilite 'analyse de
leurs couplages dynamiques. L’objectif serait de développer une méthodologie unifiée permettant
d’exploiter les spécificités et avantages de chacune de ces méthodes. Cela fait I’objet du prochain
chapitre.

ﬂstémes polynomiaux
DP et GSSA

nombre arbitraire d’harmoniques sélection d’harmoniques / troncature

EHD et DHD

transformée de Laplace transformée de Laplace inverse

HSS _/

Figure 1.14 — Classification des approches de modélisation harmonique et liens entre les modéles.
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Introduction

De nombreuses approches de modélisation par techniques harmoniques ont été présentées
dans la littérature. Il est nécessaire de choisir la méthode adaptée a un besoin donné, voir
d’utiliser plusieurs d’entre elles pour des objectifs différents, ce qui demande un effort important
et coliteux en temps. De plus, les outils sont généralement décrits sans hypotheses formelles,
dans des espaces qui ne sont pas mathématiquement définis. Toutefois, ce qui ressort du travail
bibliographique entrepris dans la partie 1.4 est que les concepts mathématiques des différentes
techniques sont équivalents. Nous envisageons alors dans ce chapitre de proposer une métho-
dologie unifiée et compléte dans un cadre formel pour modéliser et étudier le comportement
harmonique d’un systéme ou d’un ensemble de systémes dynamiques interconnectés.

Dans la partie 2.1, nous développons un cadre formel dans lequel les notions données dans les
techniques harmoniques ont du sens. Nous définissons les espaces fonctionnels qui formalisent les
domaines temporel et harmonique de la littérature, les transformations de type Fourier généralisé
pour passer d’un espace fonctionnel a un autre, ainsi que les conditions a respecter pour associer
les variables harmoniques et temporelles. Dans la partie 2.2, nous développons dans ce cadre
formel une méthodologie harmonique unifiant les techniques de la littérature. Elle associe un mo-
dele harmonique analytique aux systémes généralement polynomiaux en considérant un nombre
arbitraire d’harmoniques, possiblement infini. Les modéles harmoniques des systemes LTV, LTP
et affines commutés sont donnés explicitement. Nous proposons également une réflexion sur le
choix de la période de la base harmonique qui ouvre de nouvelles perspectives pour I'analyse et
le contréle-commande des systemes. Finalement, ce chapitre fournit un outil unifié et complet
pour prédire et comprendre les phénomenes fréquentiels qui ont lieu au sein d’'un ensemble de
systemes dynamiques interconnectés. A titre d’illustration, nous validons la stratégie proposée
pour modéliser les convertisseurs de puissance, continu-continu mais aussi alternatif-continu,
seuls ou associés. Nous présentons des résultats de simulation en boucle ouverte dans la partie
2.3 et nous comparons les signaux avec ceux obtenus avec des modeles temporels instantanés.

2.1 Cadre formel : espaces fonctionnels et transformations

Dans les travaux de la littérature sur les techniques harmoniques, les transformations per-
mettant de passer des variables temporelles & des variables harmoniques et inversement sont
généralement présentées sans hypotheéses formelles. Les domaines temporels et harmoniques ne
sont pas mathématiquement définis. A notre connaissance, seuls [Almer et Jonsson, 2009; Sand-
berg et al., 2005] ont commencé & définir formellement des espaces de travail. Nous proposons
dans cette premiere partie un cadre mathématique complet dans lequel les notions données
dans les techniques harmoniques ont du sens. Le théoréme de Riesz-Fischer sert de base pour
construire les espaces fonctionnels, que nous appelons domaines temporel et harmonique, a
partir des espaces L? et [?. Nous définissons alors la décomposition de Fourier glissante Fr et
son inverse JF 1 qui forment une bijection entre ces espaces fonctionnels et garantissent ainsi
une stricte association entre variables temporelles et harmoniques. Un résultat remarquable est
la condition nécessaire et suffisante sur le domaine harmonique, présentée dans la section 2.1.2,
que nous appelons condition de coincidence et dont il n’est pas fait mention dans la littérature.
Elle est essentielle pour associer une variable temporelle aux variables harmoniques et ainsi pour
modéliser un systéme dans le domaine harmonique. Elle sera également essentielle pour effectuer
proprement une synthése de correcteur dans le domaine harmonique (voir partie 3.3).
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2.1.1 Espaces fonctionnels et décomposition de Fourier glissante

Définition 2.1. L’espace des fonctions de L*([a,b],C") est défini comme l’espace des fonctions
mesurables sur [a,b] d valeurs dans C" et de carré intégrable

L2([a,b],C") = {u:7€la,b] — u(r) € C*: [Pu(p)*u(p)dp < +o0} (2.1)
muni du produit scalaire
<U,V >L2([ad]) T ﬁ f; u(p)*v(p)dp
et de la norme induite )
HUHL2([a,b]) = <u,u >I2/2([a,b])

ot u(p)* désigne la transposée conjuguée compleze de u(p). Une fonction u € L2 (R,C") si pour
tout ensemble compact A € R, sa restriction a ce compact u|s € L*(A,C")

Définition 2.2. L’espace des suites de £?(C") est défini comme l’espace des suites complexes
de carré sommable

PCY) = {U:keZU,eC': S Ul < 400} (2.2)
k=—0o0

muni du produit scalaire
oo
<UV>p = > UV

k=—0o0
et de la norme induite .
WUl = <UV >32
ou U} désigne la transposée conjuguée complexe de Uy,.

Théoréme 2.1. (Identité de Parseval) Pour tout u € L*([b — T,b],C"), nous avons

lullz2p-ro) = [Ulle (2.3)
ou la suite U est déterminée par

U : k = Uy =<e™0u() >pqry = 7 fyrulp)e*?dp

_2r
CL’U@CW—T.

Théoréme 2.2. (Théoréme de Riesz-Fischer) Une fonction u est de carré intégrable si et
seulement si la série de Fourier associée converge dans l’espace L? vers u.

L’identité de Parseval permet de conclure qu’il y a isométrie entre les espaces L?([b—T, b], C")
et (2(C™). Le théoréme de Riesz-Fischer est essentiel car il nous enseigne qu’a toute fonction
u € L? nous pouvons associer une suite U € £? dont les éléments sont les coefficients de Fourier
u. Et inversement & toute suite U € ¢? nous pouvons associer une fonction v € L? dont les
coefficients de Fourier sont les éléments de U.

Remarque. Les suites U de coefficients de Fourier vérifiant Vk € Z, U_j, = Uy, ot Uy, désigne
le conjugué de Uy, sont associées a des fonctions u a valeurs dans R™.

Nous désirons considérer des fenétres d’intégration glissantes pour saisir les dynamiques
transitoires, donc des éléments Ug(t) qui dépendent du temps. Nous nous intéressons aux
fonctions bornées localement presque partout pour conserver l’association entre les fonctions
temporelles et les suites fonctionnelles ainsi définies.
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Définition 2.3. L’espace des fonctions de L*°(R,C™) est défini comme [’espace des fonctions
mesurables sur R a valeurs dans C™ et bornées presque partout

L*R,C") = {u:TeRw— u(r) € C": sup esslu| < +oo} (2.4)
muni de la norme

lull e = sup esslul = inf {M - |u(r)| < M p.p }

ol p.p. signifie presque partout. Et Uespace des fonctions de LiS (R, C") est défini comme ’espace

des fonctions bornées localement presque partout. Plus précisément, u € LjS.(R,C"™) si pour tout
ensemble compact A de R,

lu|lree (A) = sup ess|ul(A) = z]\r/Llf {M:1eAur)<Mpp}=MA) < +o0

Définition 2.4. Une fonction u : I — C" est dite absolument continue sur lintervalle réel I
si, pour tout réel € > 0, il existe un réel § > 0 tel que, pour toute suite finie ([an,bn])n<n de
sous-intervalles de [a,b] d’intérieurs disjoints,

i(bn —ay) < = iyu(an) —u(by)| < € (2.5)

Nous notons Co(I,C") ce sous-espace vectoriel de L>°(I,C™). Une fonction u : R — C" est dite
absolument continue si elle est absolument continue sur tout sous-intervalle compact de R.

Une fonction u est absolument continue sur [a, b] si et seulement s’il existe une fonction v’
intégrable sur [a,b] (au sens de Lebesgue) telle que, pour tout x € [a, b], u(z) —u(a) = [ o' (t)dt.
La notion de fonction absolument continue est un peu plus forte que la notion de fonction
uniformément continue. Une fonction u absolument continue est continue, a variation bornée
(donc dérivable presque partout) et posséde la propriété N de Luzin : 'image par u de tout
ensemble de mesure nulle (au sens de Lebesgue) est de mesure nulle. En particulier, une fonction
absolument continue sur un intervalle fermé est essentiellement bornée (€ L) sur cet intervalle.
Par relation entre espaces LP (théoreme A.1), elle est donc LP, pour tout p, 1 < p < 400, sur
I'intervalle.

Siu e Ly, (R,C"), alors la restriction de u & un intervalle quelconque [t — T, t], notée u|_r4,
est dans LP([t — T, t],C™), quel que soit ¢ € R. Par abus de langage, nous écrirons dans la suite
qu'une fonction définie sur R appartient a LP(I) si sa restriction & cet intervalle u|; € LP(I).
En particulier, si u € L} (R,C"), alors u € L? sur tout intervalle [t — T\, ¢] et peut donc étre
associée a la suite des coefficients de Fourier de sa restriction & cet intervalle par Riesz-Fischer.
Par suite, nous pouvons associer & u une fonction U € L2 (R, 2(C")) qui & un temps ¢ associe
la suite de carré sommable U(t) € ¢£2(C") des coefficients de Fourier de u| i1, Nous définissons

de cette maniére la décomposition de Fourier glissante JF.
Définition 2.5. La décomposition de Fourier glissante Fp est définie pour une période T
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quelconque par

Fr: L2 (R,C") — L2 (R,{2(CM))

loc loc ) )

U_k(t) = 7 Ji_pu(p)e™Pdp
’ (2.6)

u = U: (t—Ut) = Uo(t) = %fttiTu(p)dp )
Ui(t) = ¢ J{_qu(p)e=7"Pdp
ot les Ug(t) sont appelés phaseurs et sont définis par

Un(t) =< e*@() (. — 1t —jkwp g 2.7
k(t) =<e su(-) PL2([t-T )= T fth u(p)e P (2.7)

La base fonctionnelle (ejkw('))kez est appelée base harmonique. Nous avons w = 2%, donc T est

da la fois la longueur de la fenétre glissante et la période des exponentielles complezes (période
de la base harmonique).

Notons que U est bien définie dans L2 (R, £%(C")) car les fonctions Ug(-) sont absolument
continues (car définies par des intégrales) et que pour tout ¢ fixé, la suite des termes Uy(t) est
de carré sommable (Riesz-Fischer). Notons également que JFr est applicable par extension &
toute fonction intégrable localement au sens de Lebesgue u € L} (R,C"), mais alors la suite
fonctionnelle U = Fr(u), pour un t fixé, n’est pas de carré sommable. L’espace d’arrivée n’est
plus dans ce cas L (R, £2(C")) mais L (R, £>°(C")).

loc loc

2.1.2 Condition nécessaire et suffisante de coincidence

A Dinverse, considérons une fonction U € L2 (R, ¢2(C")). Il est clair, par application du
théoreme de Riesz-Fischer, que pour tout ¢ € R nous pouvons associer a U(t) une fonction
u; € L2([t — T,t],C") dont les coefficients de Fourier sont les éléments de U(t). Cependant,
les fonctions associées pour différents ¢ peuvent ne pas coincider sur leur domaine de définition
commun : pour deux instants t; < ta tels que to —t; < T', il n’est pas garanti que uy, (7) = s, (7)
pour tous les 7 € [ta— T, t1]. Ce probléme de coincidence est illustré sur la figure 2.1. En d’autres
termes, il n’existe pas a priori une fonction u € L3 (R, C") telle que Fr(u) = U. De nombreux
exemples peuvent étre trouvés, qui ne respectent pas la condition de coincidence (2.8), nécessaire

et suflisante.
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A A
——
ty U,
g >
4-T t,-T t t
(a) Les fonctions w;, et uy, ne coincident pas sur  (b) Coincidence : Les fonctions wu;, et wuy,
Uintervalle [ty — T, t1]. coincident sur Uintervalle [to — T, t1].

Figure 2.1 — Problématique de coincidence.

Proposition 2.1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une fonction u €
L} (R,C") telle que U = Fr(u) est que U soit absolument continue et vérifie la condition de
coincidence

Vk € Z, U(t) = Up(t)e 7t pp. (2.8)

Et une condition nécessaire et suffisante pour que u soit de plus d valeurs réelles est que U vérifie
la condition de conjugaison
VkeZ, U_(t) = Ut (2.9)

Démonstration. La condition est nécessaire : pour tout u € L3, (R, C™), nous pouvons considérer

U = Fr(u) € L (R, *(C™)). Pour tout t € R et tout indice k € Z, nous avons la relation

loc
Ur(t) = 7+ J, pulp)e 7™ rdp

Si nous supposons que u est a valeurs réelles, alors la relation de conjugaison (2.9) est facilement
vérifiée. D’autre part, les éléments Uy (+) sont définis par des intégrales, donc absolument continus.
Alors, ils sont continus et dérivables presque partout et le calcul de leur dérivée donne

U(t) = &(7 Ji_pu(r)e/*rdr)
%(u(t)e_jk‘*’t —u(t — T)e‘jkw(t—T))
— “(t)—;(t—T)efjkwt D
En particulier pour k = 0,
Uo(t) = ==L pp.
Par suite, nous en déduisons la relation entre phaseurs (2.8).

Réciproquement, la condition est suffisante : soit U € LS (R, ¢?(C™)) une fonction absolument
continue (donc dérivable presque partout) et vérifiant la condition de coincidence (2.8). Pour

tout ¢ fixé, U(t) € £2(C") et par application du théoréme de Riesz-Fischer il existe une fonction
[e.e] . .
ug € L2([t — T,t],C") telle que uy(7) = 3 Ui(t)e?*™7, avec Uy(t) = %ftt_T ug(T)e T dr,
k=—0o0
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Nous pouvons alors définir la fonction de R x R périodique en son second argument par

(t,7) = ar(t,7) = S Up(t)edher

k=—o00

Puisque U est absolument continue, les fonctions U (-) sont continues et dérivables presque
partout. La dérivée %ﬂﬂt, 7) au sens des distributions donne

Gar(t,7) = 3 Uk(t)ed™r

k=—o00

= Uo(t) 3 k00 pp.

k=—o00
Cette série n’est pas convergente au sens classique mais au sens des distributions et converge vers
(e.)
un Peigne de Dirac, noté Ulp(t) = Y. 0pr(t). HIp(t) est une distribution périodique tempérée
k=—o00

0 .
et son développement en série de Fourier est donné par Ilp(t) = % S e*t Nous écrivons

k=—o00

Sar(t,r) = TU(t) > brar(r)

. k=—00
= TU(t)y (T —t) pp.
La restriction de cette distribution & la bande {(t,7) e Rx R: ¢ —T <7 < t} conduit &

Sur(t,t) = 0 pp.
Alors, pour tout h tel que et 7 <t+ h < 74 T, nous parvenons a
urp(t+h,7) = arp(t,T) p.p.

Autrement dit, les 2 fonctions ar(t+ h,-) et ar(t,-) coincident presque partout sur |t +h — T, t[.
En considérant les droites paramétrées par h, 7 — t = 7+ h avec 0 < h < T, strictement incluses
dans la bande {(7,t) e Rx R:¢t—T < 7 < t}, nous pouvons donc définir par prolongement et
recouvrement, comme illustré sur la figure 2.2, une fonction u sur R par

u(r) = ﬂ’](;gT‘l-h,T)
= 3 Up(t+ h)edher

k=—o00

pour tout 0 < h < T et telle que

Ur(t) = 7 Jigu(p)e ?"Pdp

Si de plus, les phaseurs vérifient la condition (2.9), alors u(-) est & valeurs réelles. Notons bien
que pour tout 0 < h < T, la fonction u(-) est uniquement définie et indépendante du choix de
h car ap (T + h1,7) = ap(T + ha, 7) pour tout hy et hg tels que 0 < (hi,h2) < T. Nous venons
donc de démontrer qu’il existe une fonction u € L} (R, C") telle que U = Fr(u).

]
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(a) Définition de u(7) = G (7+h,7) pour to—7T <  (b) Construction de u(7r) = tr(T+ h,T) pour 7 €
T < tg. Le parallélogramme en bleu représente le R par prolongement et recouvrement.

domaine o 4r(tg, 7) = Gr(to+h,7) pour to—T <

T < 1p.

Figure 2.2 — Définition de u(7) = @y (7 + h,7) par prolongement et recouvrement. Les valeurs de ar
sur le segment rouge correspondent deux & deux aux valeurs de @7 sur le segment vert.

2.1.3 Reconstruction et transformation inverse

L’objectif ici est de reconstruire le signal originel a partir de sa suite fonctionnelle associée et
de définir ainsi la transformation inverse de Fr. Cela est difficilement envisageable dans le cas
général pour des fonctions de LZQOC(]R, C™) car regarder ces fonctions ponctuellement n’a pas de
sens et ainsi montrer que u(7) = F ' (Fr(u))(7) non plus. Dans ce but, nous considérons dans

la suite des fonctions continues par morceaux (CJ,) et a variation bornée.

Définition 2.6. Une fonction u est dite C* par morceauz sur le segment [a,b] et notée C’,’%
s’il existe une subdvision ag = a < a1 < --+ < an, = b de Uintervalle [a,b] telle que, pour
touti =0,--- ,n—1, st on pose v; = u|}ai,ai+1[’ alors v; se prolonge en une fonction C* a tout
Uintervalle [a;, ai+1]. Autrement dit, les limites a droite et a gauche en tout point de discontinuité
existent. Pour une fonction u : R — C", cette propriété sera exigée sur tout intervalle fermé

borné [a,b], soit pour un nombre de points au plus dénombrables et isolés.

En particulier, une fonction C9, sur un intervalle fermé est essentiellement bornée (€ L)
sur cet intervalle. Par relation entre espaces LP (théoréeme A.1), elle est donc LP, pour tout p,
1 < p < +o0, sur lintervalle.

Proposition 2.2. Pour tout u € CY(R,C"), les éléments de U = Fr(u) (les phaseurs
déterminés par (2.7)) sont CON CL (R,C") et vérifient la relation

Up(t) = Up(t)e ikt (2.10)

sauf en un nombre de points dénombrables et isolés (les points de discontinuités de u(-) ou de
Uk(-)) mais pour lesquels les limites a gauche et a droite existent. Siu € CV, les phaseurs sont
C* et vérifient (2.10) pour tout t.

Démonstration. Soit u € C3,(R,C"). Alors, u € L} (R,C") et nous pouvons définir U = Fr(u).
Comme u € CY,, les phaseurs définis par (2.7) sont C° N CL et le calcul de la dérivée de Ug(t)
donne

Up(t) = U(t)—;(t—T)efjkwt
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CHAPITRE 2. MODELISATION HARMONIQUE

sauf aux points de discontinuités, dénombrables et isolés, de u(-) (ou de maniére équivalente, de
Ui(+)). En particulier, pour k = 0,

Uy t) = u(t)ﬂTL(t*T)

Par suite, nous déduisons la relation (2.10), vraie partout sauf aux points de discontinuités.
Comme Uy, € CON CL, les limites & gauche et & droite existent en ces points. O

Proposition 2.3. Tout u € CO,(R,C") et d variation bornée (par evemple u € C},) peut étre
reconstruit a partir de U = Fr(u) selon la formule causale

u(t) = 2 f Up(t)ed*t —u(t —T) (2.11a)

k=—o00

et pour un réel 6 €]0, T selon la formule non-causale

o0 .
ut—0) = % Up(t)edt(t=9) (2.11b)
k=—00
ot (2.11a) et (2.11b) sont vraies partout sauf en un nombre de points dénombrables et isolés (les
points de discontinuités de u(-)). Siu € C°, (2.11a) et (2.11b) sont vraies partout.

Démonstration. Soit u € CY (R,C") et a variation bornée. Considérons la fonction définie sur
R x R par
o0 4
ur : (t7 7—) = ’aT(t7 7—) = Z Uk(t)ejkw‘r
k=—0o0

avec des coefficients définis par (2.7), a savoir les phaseurs associés a u(-). Cette fonction dépend
de deux échelles de temps exprimées par les variables ¢ et 7. Elle est T-périodique par rapport
a 7. Pour illustration, elle est tracée pour deux valeurs différentes de ¢ sur la figure 2.3 et les
phaseurs de u(-) sont tracés sur la figure 2.4. Pour tout réel ¢ fixé, le théoréme de Jordan-Dirichlet
sur la convergence ponctuelle des séries de Fourier donne, pour tout réel 7 €]t — T, ¢

u(r-) +u(ry)

aT(taT) = 9

ou u(7_) et u(ry) représentent respectivement les limites & gauche et a droite de u(:) en T,
définies méme aux points de discontinuité. Alors, pour un réel § €0, 7[, en écrivant 7 =t — ¢,

u((t—6) ) +u((t—9),)
2

Cela permet de déduire que la relation (2.11b) est vraie partout & l'exception des points de
discontinuité de u(-). Du fait de la périodicité de la série, le théoreme de Jordan-Dirichlet permet
également d’écrire, pour 7 = t,

ar(t,t— o) =

u(t-) +u((t-T),)
2

ar(t,t) =

Cela permet cette fois de déduire que la relation (2.11a) est vraie partout & I’exception des points
de discontinuité de u(-).

Par ailleurs, puisque u € CY,,
permet d’établir la relation

il est clair que Uy € C° N C}. Le calcul de la dérivée de Uy(t)

Oup) = MO
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CHAPITRE 2. MODELISATION HARMONIQUE

partout & lexception des points de discontinuité de u(-) (ou de maniére équivalente ceux de
Ui(+)). En particulier, pour k = 0,

u(t) —u(t—T)
T

Par suite on en déduit la relation entre phaseurs (2.10), vraie partout sauf aux points de
discontinuités de wu(-).

04—

02~

0 I i I L I L
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Figure 2.3 — Principe de la moyenne glissante. Le signal u(7) est tracé en bleu. La fonction ar(t, ) est
tracée pour t = t; en rouge et pour t = ty en vert, en fonction de sa deuxieéme échelle de temps 7.

— Composante continue H
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Figure 2.4 — Tracé des phaseurs du signal u(-) définis dans une base harmonique de période égale &
celle du régime permanent de u(-).

O]

Remarque. Si le signal u(-) est T-périodique apres un certain temps t,, comme sur la figure
2.3, alors ses phaseurs calculés pour cette période T' (période des exponentielles complexes et
longueur de la fenétre d’intégration) sont constants pour ¢ > ¢, + T, comme illustré sur la figure

o0 4
2.4. Dans ce cas, (2.11a) correspond a la formule de Fourier classique u(t) = Y. Ue/** pour

k=—o00
t > t, +T. En d’autres termes, un régime permanent 7-périodique est associé a un ensemble

de coefficients constants et constitue ainsi un équilibre harmonique dans la base harmonique de
période T'. Il est tout de méme intéressant de noter que la proposition est valable en théorie
quelque soit la période T

34



CHAPITRE 2. MODELISATION HARMONIQUE

La formule de reconstruction des signaux temporels (2.11a) differe de celle présentée dans
la littérature (1.6). La formule de la littérature est inexacte au point 7 = ¢ (ou 6 = 0) pour
des signaux non périodiques. Cela peut étre compris dans la preuve présentée oul nous pouvons
aisément remarquer que les limites & gauche et a droite de tr(¢,-) au point 7 = ¢ ne sont égales
que pour des fonctions u(-) T-périodiques. Elle ne permet donc pas de reconstruire les signaux
non périodiques en temps-réel. Cela est illustré sur les figures 2.5 et 2.6 ou la formule proposée
et celle de la littérature sont comparées pour leur aptitude a reconstruire en temps-réel un signal
échelon et un signal pseudo-périodique. La méthode proposée permet de reconstruire fidelement
les signaux (parfaitement sauf aux points de discontinuité), contrairement & la formule présentée
dans la littérature. Ce probleme n’a pas été, a notre connaissance, traité dans la littérature ou la
méthode a en général été appliquée a des signaux quasi-périodiques de variations d’amplitudes
tres lentes devant la période de la base harmonique et pour lesquels 'erreur est négligeable.

2 1
formule de la littérature formule de la littérature
——formule proposee ——formule proposée
- - 'signal originel 0.8
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Temps (s) Temps (s)
(a) Comparaison des signaux. (b) Erreurs de reconstruction.

Figure 2.5 — Comparaison des reconstructions d’un échelon selon la formule de la littérature et la formule
proposée.
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Figure 2.6 — Comparaison des reconstructions d’un signal pseudo-périodique selon la formule de la
littérature et la formule proposée (initialisation pour ¢ < 0.1s).

Proposition 2.4. Pour tout u € CO(R,C") et a variation bornée (par evemple u € CL ), la
formule de reconstruction

ult) = 3 Uk(t)e? ™t + LU (t) (2.12)

k=—00

est équivalente a la formule (2.11a) et vraie partout sauf en un nombre de points dénombrables
et isolés (les points de discontinuités de u(-)). Siu € C°, (2.12) est vraie partout.
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Démonstration. Soit u € CY,(R,C") et & variation bornée. D’apres la proposition 2.3, la formule
(2.11a) est vraie partout sauf aux points de discontinuité de u(-). Par ailleurs, les phaseurs sont
CON ¢}, et dériver Uy(t) = %ftth:E(p)dp conduit a la relation

u(t) = TUo(t) +u(t—T)

partout a ’exception des points de discontinuité de u(-). On peut donc écrire (2.12) en sommant
avec (2.11a). O

Cette formule a l'avantage de ne pas impliquer de retard. Elle nous permet de définir la
transformation inverse de la décomposition de Fourier glissante F7. La proposition 2.1 permet
de conclure que la transformation Fr est & valeurs dans un sous-espace Hp de L{S (R, 2(C"))
que nous introduisons ici. Il sert d’espace de départ pour la transformation inverse.

Définition 2.7. L’espace Hr des suites fonctionnelles absolument continues (Cy) qui vérifient
la condition de coincidence (2.8) est un sous-espace de L{S.(R,(2(C™)) défini pour une période
T quelconque par

Hr = {U € Cu(R,2(CY) :Vk € Z, Up(t) = Up(t)e 7%t p.p.} (2.13)

ot w = 2% et ot p.p. signifie presque partout.

Proposition 2.5. Si U € Hy, alors pour presque tout t, U(t) ¢ (P, pour 1 < p < +oco et

Ue Ly (R, (>(C")

Démonstration. Comme Yk, Uy (t) = Up(t)e ¥ p.p., on a |Uk(t)| = |Us(t)| ce qui prouve que

U(t) ¢ ¢, pour 1 < p < +oo. Par ailleurs, comme existence d'un u € L2 tel que U = Fr(u)

u(t)—u(t—T)
T

2
loc

, nous pouvons en déduire que Up(t) est dans L7 (R,C"). Nous

entraine Up(t) = e

concluons que U € L? (R, ¢>(C")) puisque pour tout réel a et b,
JNOOFedt = [7|0o(t)2dt < +oc
]

Définition 2.8. La transformation inverse de la décomposition de Fourier glissante Fr est
définie pour une période T quelconque par

Frio Hr — L. (R,C")
U = u: (t—ult)= Y Ukt)e*! + TUy(t)

k=—o0

(2.14)

_ 2
avec w = 7.
La condition de coincidence (2.8) est essentielle. Elle permet de définir I’ensemble Hr et
par suite la transformation inverse de Fp pour aboutir finalement sur une bijection entre les

espaces LIQOC(]R7 C™) et Hy. En effet, pour toute fonction u € L%OC(R, C™) il existe bien une suite

fonctionnelle U € L (R, £2(C")) telle que § Uy (t)edhot = w selon la formule de
k=—0o0

loc

reconstruction (2.11a), mais cet antécédent n’est pas unique en général. Prenons a titre d’exemple
le signal u : t — sin(Nwt), N € Z a étudier dans la base harmonique de période T' = %” Consi-

dérons d’une part la fonction candidate U = Fr(u) € Hy. Elle est telle que U_y = %, Un = —%
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CHAPITRE 2. MODELISATION HARMONIQUE

et ses autres composantes sont nulles. Alors, V¥t € R, Y. Up(t)e?*! = eIV + I N@Iy
k=—o00

0 .
et on déduit des formules d’Euler que Y. Uy (t)e/*! = u(t) = W Considérons d’autre
=—00

part la fonction candidate V € L®(R,(?(C")) € Hr telle que Vo : t — u(t) et ses autres

composantes sont nulles. Alors, Vi € R, § Vie(t)edkt = Vi (t) = u(t) = w

k=—00

Proposition 2.6. Une condition suffisante pour que U € Hr est que U = Fr(F; (U)). Elle
est nécessaire si le représentant u = Fp'(U) est C,.

Démonstration. La condition est suffisante puisque U est alors issu de la décomposition de
Fourier glissante d'un représentant u = F L(U). La condition est nécessaire : si U € Hy et u =

FrH(U) est €Y, alors u = F' (Fr(u)) presque partout, donc U = Fr(u) = Fr(Fp (U)). O

Pour résumer, cette section aboutit a un cadre formel dans lequel il est possible d’associer a
une fonction de L7 (R, C") une suite fonctionnelle de Hy C L2, (R, ¢%(C™)) a partir de laquelle
la fonction originelle peut étre retrouvée. Et inversement a associer a une suite fonctionnelle de
Hyp une fonction de LZQOC(R, C™) a partir de laquelle la suite fonctionnelle originelle peut étre
retrouvée. Nous définissons ainsi mathématiquement le domaine temporel comme ’ensemble
des fonctions de L? (R, C") et le domaine harmonique comme 'ensemble des fonctions de Hr,
ainsi que les transformations Fr et F ! permettant de passer de 'un & DPautre. La condition de

coincidence (2.8) est essentielle pour que Fr et F. ! forment une bijection entre ces domaines.

2.2 Modélisation harmonique unifiée

Chacune des approches de modélisation par techniques harmoniques présentées dans la litté-
rature possede des spécificités qui répondent a des besoins différents et parfois complémentaires.
Nous avons identifié des liens forts entre ces méthodes et ce qui ressort du travail bibliographique
entrepris est que les concepts théoriques sur lesquels elles s’appuient sont équivalents. Nous
proposons alors dans la section 2.2.2 une méthodologie harmonique générale qui permet d’unifier
I’ensemble des approches de modélisation par techniques harmoniques présentées dans la partie
1.4. Les outils sont développés dans le cadre formel présenté dans la partie précédente et les
modeéles harmoniques obtenus pour des systéemes LTV, LTP et affines commutés sont spécifiés
dans les sections 2.2.3 et 2.2.4. Nous donnons également dans la section 2.2.5 les limitations des
outils développés, en pratique, avec un nombre fini d’harmoniques. Pour finir, nous explorons
la possibilité de choisir la période de la base harmonique dans la section 2.2.6 et nous discutons
des nouvelles perspectives que cela offre.

2.2.1 Reésultats préliminaires sur les matrices de Toeplitz

Nous présentons ici quelques propriétés et résultats préliminaires sur les matrices de Toeplitz
(ou de Lorentz) qui découlent de [Gohberg et al., 2013, volume II, pages 562-573].

Définition 2.9. Pour toute fonction matricielle M € L} (R,C™*™), nous notons Tr(M), ou

loc
M, la matrice de Toeplitz de dimension infinie associée a M dans la base harmonique de période
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T et définie par

Mo(t) M_a(t) Most) M_g(t) M_u(t)
Myt) Mp(t) Moa(t) Moo(t) M_sy(t)
Tr(M)(t) = Ma(t)  My(t)  Mo(t) M-a(t) M-o(t) (2.15)
Ms(t)  My(t)  Mi(t)  Mo(t) M_y(t)
My(t) Ms(t) Ma(t) Mi(t) Mo(t)
My(t) = 7 Jir M(p)e ?*Pdp
Pour tout M € L} (R,C™ ™), nous avons Tr(M) € LS. (R, £2%2) et, pour tout t fixé, Tr(M)(t)

définit ainsi un opérateur de (% dans (2. Inversement, pour une matrice de Toeplitz M, nous
notons M = ’TT_l(M) la fonction matricielle associée par transformation inverse ]-"fl sur la
colonne centrale (indice 0).

[T (M) () X (8)]] 2

Propriété 2.1. Pour tout t fizé, Tr(M)(t) est borné sur €% (c.a.d SUpx (¢) X0
4

+00) si et seulement si M € L7 (R, C™*™).

loc

Propriété 2.2. Pour toute fonction matricielle M € Li .(R) a valeurs réelles : M_j(t) =

Propriété 2.3. Pour toute fonction matricielle M et tout vecteur x telle que M, x et Mx
admettent une image par décomposition de Fourier glissante : Fp(Mx) = Tp(M)Fr(x).

Propriété 2.4. Pour toutes fonctions matricielles A et B telles que A, B et AB admettent
une image par décomposition de Fourier glissante : Tr(AB) = Tr(A)Tr(B).

Remarquons que cette derniere propriété implique que le produit de deux matrices Toeplitz
est Toeplitz, ce qui n’est pas le cas en dimension finie.

Propriété 2.5. Pour tout M € L (R,C™*"), Tr(M) est inversible si et seulement st il existe

loc

v > 0 tel que ’ensemble {t : |det(M(t))| < v} soit de mesure nulle. Alors, Tp(M)~' = Tp(M™1).

Proposition 2.7. Pour tout Q € L{S,(R,R™*"™) :

loc
1. @ est T-périodique si et seulement si Q@ = Tr(Q) est constante et définit un opérateur
borné sur ¢?

2. Q est symétrique (Q(t)T = Q(t) p.p.) si et seulement si Q est hermitienne (Q*(t) = Q(t))
3. Q est définie positive (Q(t) > 0 p.p.) si et seulement si Q est définie positive (Q(t) > 0).

Démonstration. 1. Soit @ € LS (R,R™*™) et T-périodique, nous pouvons définir les phaseurs
constants associés Qj, = % ftt_T Q(p)e Ikrdp = % fET Q(p)e 7*Pdp (les coefficients de Fourier
classiques). Par suite, nous construisons la matrice de Toeplitz constante @ = T7(Q) qui définit
un opérateur borné sur £2 (propriété 2.1). Réciproquement, la suite des matrices constantes

(Q) sont dans £2(C™*™) et le théoréme de Riesz-Fischer permet de définir une unique matrice

o .
périodique Q(t) = > Qre?™! € L} (R) dont les Q) sont les coefficients de Fourier, donc
Q="Tr(Q).

k=—o00
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2. Pour une fonction matricielle @ a valeur réelles, Q_,(t) = Qi (t) (propriété (2.2)), donc
Tr(QT) = Tr(Q)*. Nous pouvons en conclure que Q(t) = Q(¢t)” p.p implique que Q = T7(Q)
est hermitienne et réciproquement.

3. Puisque Q € L sur tout intervalle [t — T, t], pour tout ¢ € R. Par application de I'inégalité de
Holder (théoréme A.2), pour tout x € L2([t — T,t]), Qx € L?([t — T,t]). Par Parseval (théoréme
2.3), nous pouvons alors écrire

X( QU)X (1) =< X (), QOX (1) >a=< &, Qu >paer gy () = 7 [ +p) Qo) (p)dp

avec X = Fp(z) et Q@ = Tp(Q). Si Q(t) > 0 p.p., alors l'intégrale est nulle si et seulement si
x = 0 p.p., c’est-a-dire si et seulement si X = 0, et nous concluons que Q(¢) > 0. Réciproquement,
si Q(t) > 0, X(t)*Q(t)X(t) = 0 si et seulement si X(¢) = 0, c’est-a-dire si et seulement si
x = 0 p.p. et nous concluons que Q(t) > 0. O

2.2.2 Modele harmonique d’une équation différentielle

L’approche proposée consiste a considérer les variables harmoniques (2.7) et a appliquer la
formule de différentiation (2.17) et la procédure de convolution (2.19) pour aboutir, dans le cas
général, & un modele harmonique unifié de la forme (2.18). Un modeéle harmonique analytique
est ainsi associé a tout systéme polynomial.

Théoréme 2.3. (Théoréme d’existence et d’unicité de Carathéodory) Pour toute
équation différentielle

p(t) = [t =(t))

de condition initiale x(tg) = xo, ot la fonction f est défini sur un domaine rectangulaire de la
forme R = {(t,x) € RxR" : |[t—to| < a,|x—x0| < b}, si f vérifie les trois conditions suivantes :
(conditions de Carathéodory)

— f(t,xz) est continue en x pour tout t fizé,
— f(t,z) est mesurable en t pour tout x fizé,

— il existe une fonction intégrable au sens de Lebesque m : [ty — a,ty + a] — [0,00) telle que
|f(t,x(t)| < m(t) pour tout (t,z(t)) € R,
alors l’équation différentielle admet une solution définie sur un voisinage de la condition initiale
et absolument continue. Si, de plus, il existe une fonction intégrable au sens de Lebesgue k :
[to—a,to+a] — [0,00) telle que | f(t, z1(t))— f(t,x2(t))| < k(t)|x1(t)—z2(t)| pour tout (t,x1(t)) €
R, (t,x2(t)) € R, alors cette solution est unique pour la condition initiale (.

Proposition 2.8. Soit f(t,x) une fonction satisfaisant les conditions de Carathéodory et telle
que la fonction f : (t — f(t,z(t))) € Li,.(R,C") pour tout x € L? (R,C"). z est une solution

loc loc
au sens de Carathéodory, définie sur R, de l’équation différentielle

z(t) = f(t,z(t)) (2.16)

si et seulement si les éléments de la suite fonctionnelle associée X = Fr(x) (les phaseurs)
vérifient ’équation différentielle

Xp(t) = < f(r,2(7)) >k (t) — jhwXy(t) (2.17)
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ot < f(1,2(71)) >k () représente le k phaseur de f(r,x(7)). Autrement dit, si et seulement si
X € Hrp est une solution, définie sur R, de I’équation différentielle

X(t) = Fr(f(ra(m)(t) - NX() (2.18)

avec la matrice de différentiation N' = diag(--- — jkwldy --- OU; -+ jkwly ---). De plus,
x = Fp 1 (X). Si de plus la solution x de (2.16) est unique pour la condition initiale x(ty) = o,
alors la solution X de (2.18) est unique pour la condition initiale X (to) = Fr(z)(to), telle que
Xi(to) = % 1ttOO_Tac(p)tfj’l““’pdp. La réciproque n’est pas vraie en général.

Démonstration. Soit x(-) une solution (au sens de Carathéodory), définie sur R, de (2.16). Alors,
z est absolument continue et en particulier z € L2 (R, C"), donc nous pouvons définir la suite

fonctionnelle associée X = Fr(x) dont les éléments sont définis par
Xi(t) = 7 Jipa(p)eFrdp
En posant v = p — ¢, nous pouvons écrire

Xi(t) = % ttOO_Tx(v—I—t)e*jk“(”*t)dv

La fonction x est absolument continue, donc dérivable presque partout et sa dérivée est égale,
pour presque tout v € [tg — T to], & :
%(x(v + t)e—jkw(v+t)) - %(ZE(U + t))e—jkw(v—l—t) — jkw z(v+ t)e—jkw(v—i—t)

Comme zx est absolument continue, = est borné sur tout intervalle borné et il existe une constante
C telle que, pour tout v € [tg — T tg],

| — jkw x(v + t)e TR = kulz(v4t) < C

Toujours pour ¢ fixé, comme x(v +t) est continue pour v € [tg — T to], z(v +t) € L2[to — T to)
et par hypothése g(v +t) = f(v +t,x(v +t)) € Lt[to — T to]. Par suite, pour presque tout
ve[-T0]:

da(v4t)eTkw(v+t)

= < Jglv+t)|+C

—jwk(v+t) - s ey
Cela prouve que le terme \%\ est majoré par une fonction intégrable sur [to—T o).

Il est donc possible de dériver sous le signe intégrale dans les expressions qui suivent :

v 1 rto da(v+t)e—Tkw(v+t)
Xk(t) — T Jtp-T dt

= % ttoO—T WQ_jkw(v-‘rt)dv — ]kTw jZ)O—T (v + t)e—jkw(v+t)dv
= <d>p () — jwkXp(t)
= < f(r,2(7)) >k () — jhwXy(t)
En écrivant cette relation pour tout k € Z, nous établissons le modele dynamique des phaseurs
(2.18). De plus,
RaXalt) = [ palplitee

Une intégration par parties (de fonctions absolument continues et dérivables p.p.) conduit a :

—jkwXp(t) = —& [Lpi(p)e *Pdp + L(w(t) — a(t — T))e Ikt
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A partir de (2.17), nous parvenons alors a :
Xi(t) = %(m(t) —z(t —T))e Tkt

Et par suite nous retrouvons bien la condition de coincidence. Nous remarquons également que
puisque X € L} (R, ¢°°), pour tout réels a et b,

JPIX ()| geedt = [P |Xo(t)|dt = [P] < f(r,2(1)) >0 (£)] < +00

Réciproquement, si X est une solution de Hp définie sur R, de I’équation différentielle (2.18),
alors X admet un représentant x € L, tel que X = Fr(z). Nous notons que les phaseurs
< f(r,2(7)) >} (-) sont bien définis pour z puisque nous avons supposé que f : (t — f(t,z(t))) €
L} (R,C") pour tout = € L} (R,C"). Montrons que ce représentant z vérifie I'équation diffé-
rentielle (2.16). Nous pouvons écrire, en effectuant une intégration par parties et en notant z

une primitive de g, que
Xp(t) = < ft(7'7«73(7')) > (1) - jkak(t)t |
= 7 Joq f(p,a(p)e™™rd — 3 [ a(p) jhwe™ Pdp .
= D it Lt () jhierdp — & [ a(p)jhee I rdp

Par ailleurs, comme X € Hrp, les Xj(-) vérifient la condition de coincidence. Par identification,
on parvient alors a :

MO D ot — AU bt 4 412 (p) ke Rdp — 4 [y a(p)jkweTHrdp
En particulier, pour k = 0, x(t)fg(th) =2 (t)sz(th), et ainsi 'expression se simplifie par :
0 = 7 J qg(2(p) — x(p))jkwe I*Pdp

Cette relation est vraie presque partout. En divisant cette expression par jkw, pour k # 0, et
par unicité de la décomposition de Fourier, nous pouvons conclure que z et z sont égaux a une
constante zg prét :

zZ = x+2zy9 p.p.

Par conséquent, comme 2(7) = f(7,z(7)), nous pouvons conclure que x est dérivable presque
partout et est bien une solution de ’équation différentielle (2.16). Par suite x est absolument
continue et = F1(X). En particulier, z(tg) = F' (X)(to). De plus, si x est solution, alors z
est absolument continue, donc continue, et alors z = F ' (Fr(z)) = Fr' (X).

Concernant 'unicité des solutions : Si le probleme (2.16) admet une seule solution pour un
xg donné, alors I'unicité de la trajectoire x pour une condition initiale xg entraine I'unicité de
la condition initiale pour le probleme (2.18) avec Xj(0) = + ti)O_T x(p)e /*Pdp. Si ce dernier
probleme admettait plusieurs solutions dans Hrp, alors pour deux solutions distinctes X;, ¢ =
1,2, on pourrait associer des solutions x; = F . 1(Xi), i = 1,2 (Riesz-Fischer) distinctes avec
xo = Fr 1 (Xi)(to), i = 1,2, ce qui contredirait 'hypothése dunicité de la solution 2. En revanche
il n’est pas possible de conclure a 'unicité de la solution du probleme (2.16) & partir de 'unicité
de la solution de (2.18) car si il existe deux solutions x; et z2 au probleme (2.16), alors les
conditions initiales générées par x; et xa

Xi(to) = Fr(z1)(to)
Xz(to) = fT(xQ)(tO)

sont distinctes si z1 et x2 ne coincident pas sur [ty — T tg] et chaque condition initiale X (o) et
Xs(tp) conduit & deux problémes distincts. O
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La proposition 2.8 associe a une équation différentielle une autre équation différentielle
pour laquelle les variables sont les phaseurs des variables originelles. Dans le but d’obtenir
un modele harmonique analytique, le travail doit alors porter sur ’expression analytique de
Fr(f(r,z(7)))(t). Pour cela, nous utilisons 'opérateur de Toeplitz (2.15).

Proposition 2.9. Pour toute matrice fonctionnelle M € LiS.(R,C™ ™) et toute fonction

z € L} (R,C"), les éléments de la suite fonctionnelle Z = Fr(Maz) associée a leur produit

peuvent étre calculés par la procédure de convolution

Zi(t) = X Mp()Xi(t) (2.19)

Autrement dit,
Fr(Mz)(t) = Tr(M)(t)Fr(x)(t) (2.20)
Démonstration. Soient M € L2 (R,C™ ") et z € L3, (R,C"), alors Mz € L} (R,C") (Holder).

Nous pouvons donc définir Z = Fr(Mzx). La formule (2.19) peut étre facilement montrée en
utilisant la formule (2.11b) pour M et z. En écrivant (2.19) pour tout k£ € Z, nous obtenons
(2.20). Nous sommes dans le cadre d’application de la propriété 2.3. O

Le modéle harmonique analytique associé & tout systéme polynomial (A.1) peut étre déduit
a partir des formules (2.18) et (2.20). En effet, I'expression polynomiale de f(¢,x(t)) permet
d’obtenir une expression analytique de sa décomposition de Fourier glissante en appliquant
(2.20) autant de fois que nécessaire.

2.2.3 Modele harmonique des systemes LTV et LTP

Nous présentons ici explicitement les modéles harmoniques (2.17) dans le cas des systémes
LTV. Le cas des systemes LTP est également précisé car alors le modeéle harmonique est LTT.

Théoréme 2.4. (Application du théoréme de Carathéodory) Soient A,b € L}, (R). Le

systéme LTV autonome &(t) = A(t)x(t) + b(t) admet une unique solution x telle que x(tg) = xo
et cette solution est définie sur R et absolument continue.

Proposition 2.10. Soient A € L2 (R) et b € L} (R). = est l'unique solution du systéme LTV

loc
autonome
i(t) = A@)z(t) + b(t)

2(t) = (2.21)
si et seulement si X est l'unique solution dans Hp du modéle harmonique associé
X(t) = (A1) ~M)X() + B(1) 22)

X(to) = Xo

avec X = Fr(z), B = Fr(b), A= Tr(A) et ot Xi(ty) = 7 tZO_T:E(p)e_jk”pdp. De plus, si le
systeme (2.21) est LTP, avec A(-) et b(-) T-périodiques, alors A et B sont constants et (2.22)
est LTI

Démonstration. Comme A € L2 (R) et b € L} (R), f : ((t,z) — A(t)z + b(t)) vérifie les

loc loc

conditions de Carathéodory et la condition d'unicité et f : (t — A(t)z(t) + b(t)) € L} (R)
pour tout z € L7 (R) (Holder). Par Hélder toujours, comme C € LS et d € LY ., §: (t —

loc loc

C(t)x(t) +d(t)) € L3, pour tout = € L2 .. Par application de la proposition 2.8, le résultat est
ensuite immédiat. De plus, si A(-) et b(-) sont T-périodiques, alors leurs phaseurs dans la base

harmonique de période T sont constants, donc A et B aussi. ]
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Corollaire 2.1. Soient A, B,u € L%OC(R). x est l'unique solution du systeme LTV

z(t) = A@)xz(t) + B(t)u(t) (2.23)
.%'(t()) = Xy
st et seulement si X est ['unique solution dans Hp du modéle harmonique associé
X(t) = (A@l)—-N)X(t)+ Bt)U(t) (2.24)

X(to) = Xo

avec X = Fp(z), U = Fr(u), A=Tp(A), B="Tr(B) et ou Xi(to) = % ti)ofT :B(p)e_jkwf’dp. De
plus, si le systéme (2.23) est LTP, avec A(-) et B(-) T-périodiques, alors A et B sont constants
et (2.24) est LTI

Démonstration. Comme u, B € L?, ., nous avons Bu € L. (Hélder) et nous retrouvons ainsi
les hypotheses de la proposition 2.10. Le résultat est alors immédiat, en notant que Fr(Bu) =

Tr(B)Fr(u). O

2.2.4 Modele harmonique des systéemes affines commutés

Nous présentons ici explicitement les modeles harmoniques (2.17) dans le cas des systémes
affines commutés (B.9)
z(t) = A(d(t))x(t) + B(d(t))w(t) (2.25)

ou d(t) est la variable (discontinue) de contrdle et avec w(t) une entrée exogene. Les matrices
temps-variantes peuvent étre décomposées en une somme matricielle affine en d(t) selon

A(d(t)) = Aig+d(t)Agep
B(d(t)) = &J+ﬂﬂ£@ 220

ou d(t) est scalaire borné et A;nq, Bind; Adep, Bdep sont des matrices constantes.

Proposition 2.11. Soientd € L?, (R) et w € L2 (R). = est l'unique solution du systéme affine
commuté (2.25) pour la solution initiale x(tg) = x¢ si et seulement si X est l'unique solution

dans Hp du modéle harmonique associé

X(t) = (ADE) - N)X(t) +BDE)W (1)

X(t) = Xo (2.27)

o AD()) = Aidg+D(t) @ Agep
B(D(t)) = Bina+ D(t) ® Bgep

avec X = Fp(z), W = Fp(w), D = Fp(d), D =Tr(d), ou Xi(to) = %ftzome(p)e_jk“pdp et ot
® désigne le produit de kronecker. De plus, si d(-) et w(-) sont T-périodiques, alors D, D et W
sont constants et (2.27) est LTI

(2.28)

Démonstration. Comme d € L2 (R) et w € L2 (R), f: ((t,x) — A(d(t))z+ B(d(t))w(t)) vérifie

loc loc

les conditions de Carathéodory et la condition d’unicité (théoreme 2.3) et f : (t — f(t,z(t))) €
L} .(R) pour tout z € L3 (R) (Holder). Par application de la proposition 2.8, le résultat est

loc
ensuite immeédiat. O
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Nous avons développé un algorithme de génération automatique des modeles harmoniques des
systemes affines commutés selon la méthode précisée dans la proposition 2.11. Nous proposons
deux versions : la premiere pour étudier la réponse harmonique du systéme a une commande
harmonique donnée et la seconde pour construire un modele pour simuler le comportement
harmonique du systéme.

La premieére version prend en entrée :

— les matrices Ajnd, Adep, Binds Baep définies par (2.26)

— la période T de la base harmonique choisie

— lordre de troncature h souhaité

— la valeur des harmoniques en entrée : la commande D et I'entrée exogene W

L’algorithme génére alors la matrice N et les matrices de Toeplitz (2.28) et calcule la réponse
harmonique du systéme X.
La seconde version prend en entrée :

— les matrices Ajnd, Adep, Binds Baep définies par (2.26)

— la période T de la base harmonique choisie

— Jordre de troncature h souhaité

— les variables en entrée du systeme d(t) et w(t) ou leurs phaseurs D(t) et W (t)

L’algorithme génére alors la matrice N et les matrices de Toeplitz (2.28) en temps-réel en
fonction des phaseurs de la commande, calculés si nécessaire par (2.7), et donne les phaseurs
d’état du systeme X (t) en temps-réel.

Ces deux versions sont disponibles en annexe B. La premiere peut étre utilisé pour obtenir des
modeéles harmoniques analytiques, a l'aide par exemple de la Symbolic Toolbox de Matlab. La
seconde permet d’obtenir des résultats de simulations, par exemple en 'implémentant dans un
masque sous Matlab-Simulink. Elles seront toutes deux exploitées dans la partie 2.3.

2.2.5 Limitations des modeles harmoniques tronqués

Tous les résultats qui ont été donnés jusqu’a présent considerent des séries de Fourier et des
vecteurs harmoniques de dimensions infinies. En pratique, d’un point de vue numérique, il est
nécessaire de se limiter a un ordre maximal d’harmoniques h et travailler ainsi avec une base
harmonique tronquée (e/*?) ke[—h,h]- Les transformations tronquées Fr et .737? ! sont alors telles
que u # Fr ' (Fr(u)) et U # Fr(F (U)) en général. Une erreur peut apparaitre, d’autant plus
petite que le nombre d’harmoniques h est grand et pendant une durée d’autant plus courte que
la fréquence de la base harmonique est grande. Nous avons u &~ Fo. ' (Fr(u)) et U ~ Fr(Fr(U))
sih—ooousiT — 0 (et si U € Hr pour la deuxieme).

L’influence du nombre d’harmoniques et celle de la fréquence de la base harmonique sur la
reconstruction d’un signal sont illustrées sur la figure 2.7 en prenant pour exemple un échelon.
Le phénomene de Dirichlet apparait du fait de la discontinuité du signal échelon. De méme, les
résultats concernant la redécomposition d’un vecteur harmonique, dont la composante continue
est une arctangente et ses autres phaseurs sont déterminés par Uy, (t) = Uy (0)+ [¢ Up(p)e ™ 7*Pdp
(donc Uy (t) = Uy (t)e=7%1), sont présentés sur la figure 2.8. Nous retiendrons que plus la période
de la base harmonique est grande, plus les dynamiques des phaseurs sont limitées, et donc plus
un nombre important d’harmoniques est nécessaire pour saisir les dynamiques rapides (hautes
fréquences). Cela est illustré sur la figure 2.9 ou sont tracés les phaseurs d'un signal échelon
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pour deux périodes différentes de la base. Enfin, il est intéressant de regarder l'influence de la
dynamique du signal étudié sur les erreurs. Pour une base harmonique tronquée et fixée, nous
montrons les résultats obtenus pour la reconstruction d’une arctangente plus ou moins lisse sur

la figure 2.10.

151
——-reconstruction : f = 10kHz ---reconstruction : h =5
——-reconstruction : f = 100kHz ---reconstruction : h = 50
- - signal originel it - - signal originel
i
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(a) Influence de la période de la base harmonique.

Figure 2.7 — Influences de la période de la base

reconstruction d’un échelon.

%108

(b) Influence du nombre d’harmoniques.

harmonique et du nombre d’harmoniques sur la

02
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(a) f=10kHz ; h = 50.
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Temps (s} 10

(b) f=10kHz ; h=5.

Figure 2.8 — Influence du nombre d’harmoniques sur la redécomposition d'un vecteur harmonique. Les

références des phaseurs sont tracés en pointillés.
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Temps (s) 10° Temps (s)

(a) T =10us (f = 100kHz). (b) T'=100us (f = 10kHz).

Figure 2.9 — Limitation des dynamiques des phaseurs d’un signal échelon en fonction de la période de
la base harmonique.
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(a) Signal arctangente de dynamique faible. (b) Signal arctangente de dynamique élevée.

Figure 2.10 — Influence de la dynamique d’un signal arctangente sur sa reconstruction.

2.2.6 Réflexion sur le choix de la période de la base harmonique

Tout au long du chapitre, nous avons développé les outils et les modeles harmoniques pour
une base harmonique de période arbitraire. Dans la littérature, la période de la base harmonique
est, & notre connaissance, systématiquement fixée égale a la fréquence fondamentale du systéme
quasi-périodique étudié. Par exemple, dans le cadre de I’étude des convertisseurs de puissance
DC-DC, la période de la base harmonique est systématiquement fixée égale a la période de
commutation du convertisseur [Javaid et Duji¢, 2015; Kwon et al., 2015b; Mahdavi et al., 1997,
Sanders et al., 1991], sans qu’une autre possibilité ne soit évoquée. Nous avons constaté dans la
section 2.2.5 que la précision des transformations tronquées dépend fortement de ce choix. Nous
discutons ici du choix de la base harmonique dans laquelle travailler et nous montrons qu’il a
un impact considérable, que ce soit en théorie (avec une infinité d’harmoniques) ou en pratique
(avec des modeles tronqués).

En théorie, une infinité d’harmoniques sont considérés dans la base harmonique (ejk‘”t)kez
de période T choisie. Elle contient alors explicitement toutes les composantes fréquentielles aux
multiples de la fréquence de la base, comme illustré sur la figure 2.11. L’idée générale est que
la période de la base harmonique T calibre la précision du spectre de fréquences puisque les
fréquences représentées sont séparées de % Plus la période T est grande, plus les fréquences
représentées sont proches, ce qui améliore la résolution fréquentielle de la décomposition des
signaux. Pour un systéeme LTP, une base harmonique de période multiple de la période fon-

damentale du systéme contient alors explicitement ses fréquences harmoniques. En conséquent,
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les variables harmoniques ainsi définies ont des variations d’amplitudes faibles, ce qui optimise
I’étude. Concrétement, un signal T-périodique aura des composantes constantes dans cette base
mais pas nécessairement dans une base de période quelconque. Toute base harmonique de période
égale & un multiple de la période fondamentale d’un systeme quasi-périodique semble en théorie
un choix judicieux pour étudier le comportement harmonique global du systéme.

[ | | I
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négatives -3f-2f -f i f

F
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|
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Figure 2.11 — Spectre des fréquences explicitement contenues dans la base harmonique (e k“’t) kez de

période T = % = %“
by
Y O 5 I O
fréquences T T ! UL fréquences
négatives hf e 3f-2f o i f2f3f - bf positives
Figure 2.12 — Spectre des fréquences explicitement contenues dans la base harmonique tronquée
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(e7") ke[ ;) de période T = % =

En pratique, les transformations, les séries de Fourier et les modeles harmoniques doivent
étre tronqués pour étre calculés et la base harmonique utilisée est de la forme (e/¥+?) ke[—h;h]- La
bande fréquentielle explicitement représentée dans la base harmonique est alors limitée, comme
illustré sur la figure 2.12. Dans ce cas, la précision du modele tronqué dépend fortement du
choix de la période de la base couplé du nombre d’harmoniques considérés (voir section 2.2.5).
En réalité, il s’agit d’'un compromis entre la complexité et la précision du modele. La période
de la base harmonique 1" calibre la précision du spectre de fréquences et, en dimension finie,
limite les dynamiques harmoniques modélisées. Couplée de 'ordre maximal des harmoniques h,
elle calibre la largeur de la bande fréquentielle [%h %] h spécifie également la dimension du
modele harmonique qui est (2h + 1)n,, avec n, le nombre de variables physiques et (2h + 1) le
nombre de variables harmoniques associées & chaque variable physique. Plus h est grand, plus
des fréquences élevées sont explicitement représentées, ce qui améliore la précision du modele,
mais plus la dimension du modeéle harmonique est grande, ce qui augmente sa complexité. Ainsi,
choisir la base harmonique de période égale a la période fondamentale d’un systeme quasi-
périodique semble le plus judicieux pour décrire fidélement le comportement harmonique du
systeme avec un nombre d’harmoniques limité.

Une base théorique rigoureuse pour déterminer l'ordre de troncature optimal en fonction
de la période de la base est difficile & développer car il dépend de nombreux parametres. En
particulier, les harmoniques d’ordres élevés peuvent étre excités par des dynamiques transitoires
et sont donc potentiellement nécessaires en fonction du systeme, du contrdle ou encore des
régimes étudiés. La troncature optimale dépend de ce qu’on veut faire et est encore aujourd’hui
une question ouverte. Dans [Sandberg et al., 2005; Tadmor, 2002], 'erreur de troncature est
bornée au sens d’'une norme L, mais avec un majorant qui dépend du systeme et du probleme.
Nous donnons ici simplement des regles de bon sens et des éléments pour comprendre I'impact
sur la dimension et la précision du modeéle harmonique.
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Intéressons-nous désormais a l'interconnexion de systémes quasi-périodiques dont les fré-
quences fondamentales sont différentes (deux convertisseurs DC-DC de périodes de commuta-
tions différentes par exemple). Une base harmonique commune est nécessaire pour interconnecter
les modeles harmoniques. Il est possible de choisir une base harmonique de période multiple
commun des périodes fondamentales de chacun des systéemes. L’augmentation du nombre de
variables qui en résulte peut étre acceptée si cela permet en contrepartie d’étudier leurs inter-
actions fréquentielles. Choisir comme période le plus petit multiple commun permet de limiter
le nombre de variables harmoniques. Le cas des convertisseurs AC-DC est particulier car deux
fréquences ont un roéle essentiel dans leur fonctionnement : la fréquence des signaux alternatifs
(basse fréquence) et la fréquence des commutations (haute fréquence). En fonction de 'objectif
de I’étude, I'une ou 'autre peut étre choisie comme fréquence de la base harmonique : la fréquence
des signaux alternatifs pour analyser le comportement basses fréquences plus finement qu’avec
un modeéle moyen ou la fréquence de commutation pour considérer les effets des commutations
sur le comportement du convertisseur. Nous proposons 'idée, avec un raisonnement similaire
aux cas de deux convertisseurs DC-DC, d’étudier les dynamiques et interactions a la fois aux
fréquences propres aux signaux alternatifs et aux commutations en choisissant le plus grand
diviseur commun a leurs fréquences respectives.

Pour résumer, pour un systéme périodique (ou quasi-périodique) de période T et en ’absence
de perturbations harmoniques, il semble judicieux de choisir la base harmonique de période
T. Pour interconnecter deux systémes de périodes T # T5, nous choisissons leur plus petit
multiple commun 7" = PPCM (11,T%), ou en parlant de fréquences f; # fa, leur plus grand
diviseur commun f = PGCD(f1, f2). Le cas ou les fréquences n’ont pas de multiple commun
reste un probléme ouvert. Une idée pourrait étre d’approximer ce multiple commun, mais la
sensibilité du modele a cette approximation doit étre étudiée. Les cas ou le PGCD est tres
grand peuvent également poser des probléemes d’explosion du nombre de variables. Par réflexion
inverse, il est envisageable d’exploiter les modeéles harmoniques comme ligne directrice pour
choisir astucieusement les fréquences des composants d’électroniques tels que les convertisseurs
de puissance.

2.3 Application aux convertisseurs de puissance

Dans cette partie, nous avons choisi d’appliquer la méthodologie harmonique présentée dans
la partie 2.2 aux convertisseurs de puissance car ces systemes sont couramment utilisés en
électronique de puissance et présents dans les chaines d’actionnement électrique. La méthode
a été précisée dans le cadre des systemes affines commutés dans la section 2.2.4. Nous la
mettons en ceuvre dans la section 2.3.1 pour construire les modeles harmoniques analytiques des
convertisseurs de puissance DC-DC les plus utilisés et les valider par simulation. Nous illustrons
également l'intérét de considérer la période de la base harmonique comme un parametre de
réglage, d’une part pour étudier des convertisseurs AC-DC dans la section 2.3.2 et d’autre part
pour étudier I'interconnexion de convertisseurs de fréquences différentes dans la section 2.3.3.

2.3.1 Modélisation harmonique des convertisseurs DC-DC

Nous présentons ici les modeéles harmoniques analytiques des topologies de convertisseurs de
puissance DC-DC les plus utilisées. Ils sont obtenus via I'algorithme de génération des modeles
harmoniques, donné en annexe B, a partir des modeles temporels instantanés, également donnés
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en annexe B. Cette section pourra étre comprise comme une bibliothéque de modeles harmo-
niques. Le lecteur est invité a préter attention a I'ordre dans lequel les équations harmoniques
sont écrites. En effet, pour simplifier les écritures, les équations sont permutées par rapport
au modele théorique (2.27) pour séparer les phaseurs propres a chaque signal. Les modeéles
harmoniques temps-réels, obtenus par l’algorithme de génération des modeles harmoniques
temps-réel, qui est aussi donné en annexe B, sont finalement validés par simulations et comparés
aux modeles temporels instantanés.

Le modele harmonique d’un convertisseur Boost, dont le schéma électrique est rappelé sur
la figure 2.13, peut s’écrire dans la base harmonique de période T arbitraire sous la forme d’un
espace d’état harmonique

nm] _ [ FUu-N FeU-DO) o], [t 2] [Va®] .,
Ve = |Lwhi-D) - V)| T 2 2] [Tt 2

ou IL = ~F.T(Z'L)y Vout = FT(UOUt)7 V;n = ‘FT(U’Z’R)7 Iout = FT(iout)a D(t) = %(d(t))7 N est la
matrice de différentiation, U; est la matrice d’identité et Z est la matrice nulle. La figure 2.14
présente les résultats des simulations de ce modele en boucle ouverte pour une commande MLI
de rapport cyclique en escalier. La base harmonique utilisée est de période T' = Ty, égale a la
période de commutation et le modele est tronqué a ’ordre h = 8. Nous avons choisi de considérer
8 harmoniques car 1'idée, lorsque nous considérerons la chaine d’actionnement, sera d’étudier
finement les harmoniques 3, 5 et 7. Cependant, en 'absence de perturbation, 3 a 5 harmoniques
sont suffisants pour garantir la qualité des modeles harmoniques. Nous ne comparons pas ici
la qualité des modeles en fonction du nombre d’harmoniques car ce point a déja été largement
exploré dans la littérature, voir [Javaid et Duji¢, 2015; Sanders et al., 1991]. Les signaux obtenus
sont comparés a ceux provenant du modele temporel instantané 1.2. La charge considérée en
sortie du Boost est une charge résistive constante R, = 102 : ig(t) = v"%(t). La tension v;, (t) en
entrée est supposée a un régime nominal constant v;, = 100V. Les parameétres du convertisseur,
de la charge, de la base harmonique et les valeurs des rapports cycliques générés sont présentés
dans le tableau 2.1.

L Iout

%

Vin SwW j— ::C Vout

Figure 2.13 — Schéma électrique d’un convertisseur Boost.
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noms valeurs parameétres
R 1m résistance
L 0.1mH inductance
C 10pH capacité
fow 100k H z fréquence de commutation
R. 102 charge résistive constante
f 100kH = fréquence de la base harmonique
h 8 ordre de troncature
0.25 pour t € [0, 1](ms)
a(t) 0.5 pour t € [1,2](ms) rapports cycliques appliqués
0.75 pour t € [2,3](ms)

Tableau 2.1 — Parametres du convertisseur Boost, de la charge, de la base harmonique et valeurs des
rapports cycliques appliqués.
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0.8
=}
= 06 —signal temporel de commande
§ . —signal de la commande harmonique
®©
£
€04
Q
o

0.2

OWAJ A sl A aanl A aanal A aanft h\ ) A aaaf A aanft A aaadt \f:
v \'4 \' v A\ v \' v \ v A\ v A \' v \'

3.8 3.9 4 41 4.2 43 4.4 4.5 4.6
temps (s) %107

(a) Les signaux de commande.
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(c) Comparaison des tensions en sortie.

Figure 2.14 — Comparaison des signaux obtenus a partir des modeles temporel et harmonique (fs, =
100kH z, h = 8) du Boost en boucle ouverte pour une commande MLI de rapport cyclique en escalier.
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A titre d’illustration, nous donnons explicitement les vecteurs et matrices harmoniques du
modele harmonique & l'ordre 2 (les indices (¢) sont omis pour alléger I’écriture) :

I, = [Ip_, It , I, I, Ir,)"
Vout = [ out_o out 1 V;)uto ‘/outl Voutg]
Vin = [Vin_s Vin_1 Ving Vina Vinal"
Towi = [ out_o Tout_ 1 Iouto Ioutl Iout2]T
2+ j2w 0 0 0 0 ]
0 H+jw 0 0 0
LUy —N] = 0 0 £ 0 0
0 0 0 FF—jw 0
.0 0 0 0 £ — jow
=+ Dy Dy Dy 0 0 ]
D, =14 D, D, Dy 0
[Z U D)) = Dy Dy Z+Dy Dy Dy
0 Dy D, =1 1 Dy D
|0 0 Dy D = + Dy
(5 —Dy -Dy  —D 0 0 ]
-Dy (-Dy -Di  -D, 0
[&Ur—D(t)] = —Dy -Dy  t-Dy -—Dy —Dy
0 -Dy  -Dy Lt-Dy -Dy
.0 0 —Dy —D1 & — Dy
[j20 0 0 O 0 ]
0 jw 0 0 0
-N] = |0 0 0 0 0
0 0 —jw O
0 0 0 —j2w
[ 0 0 0 0]
0 £ 0 0 0
[fU;] = |0 0 7 0 O
000 1 0
0 0 0 0 7
[+ 0 0 0 0]
0 &% 0 0 0
(G = [0 0 ZF 0 0
0 0 0 & 0
L0 0 0 0 &

Notons que pour un signal de commande d(t) T-périodique, les matrices obtenues sont constantes.
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Le modele harmonique d’un convertisseur Buck, dont le schéma électrique peut étre trouvé
sur la figure 1.2, peut s’écrire dans la base harmonique de période T arbitraire sous la forme
d’un espace d’état harmonique

[w)] _ [LRUI—N ;ufl [mw%liwt) z

‘/out (t) %UI —N ‘/out (t) Z %IUI Iout (t)

[Vm(t)] (2.30)

Le modele harmonique d’un convertisseur Buck-Boost, dont le schéma électrique peut étre
trouvé sur la figure 1.3, peut s’écrire dans la base harmonique de période T' arbitraire sous la
forme d’un espace d’état harmonique

@] _ [ ZU-N ZU-DO [0 ][220 2 | Va®)] (o)
Vour)| | LU —D(1)) -N Vout () Z 2] [Low(t) ‘

Le modele harmonique d’un convertisseur Flyback, dont le schéma électrique peut étre trouvé
sur la figure 1.4, peut s’écrire dans la base harmonique de période T' arbitraire sous la forme
d’un espace d’état harmonique

In(t) | %UI N FU =D@)| | I.(t) n D) 2 Vin(t) (2.32)
Vour®)| | 2Ur — D(t)) -N Vout(t) Z FUr| [Tou(t) '

Les résultats de simulations pour les modeles (2.30), (2.31) et (2.32) peuvent étre trouvés
en annexe B. Les modeles harmoniques sont continus et nous avons pu vérifier qu’ils nécessitent
un pas de simulation significativement plus grand que les modéles temporels instantanés (dis-
continus). En théorie, en dimension infinie, ces modeles décrivent parfaitement le comportement
harmonique des convertisseurs. Cependant, chaque modele doit en pratique étre tronqué et il
faut alors choisir astucieusement la période de la base harmonique et considérer un nombre
suffisamment grand d’harmoniques. D’apres la section 2.2.6, pour un convertisseur seul sans
perturbation harmonique, la période de la base harmonique doit étre choisie égale a la période
de commutation du systéme. C’est le choix effectué implicitement dans la littérature [Mattavelli
et al., 1997; Sanders et al., 1991]. Avec ce choix, par simulation, nous avons pu constater que trois
harmoniques ont été suffisants pour bien approximer les effets des commutations. En choisissant
une base harmonique de fréquence un multiple NV de la fréquence de commutation, nous avons
observé qu’il fallait alors considérer h = 3NN harmoniques pour des résultats similaires. Cette
possibilité, qui n’est pas exploitée dans la littérature, ouvre de nouvelles portes notamment pour
étudier des convertisseurs AC-DC et pour interconnecter des convertisseurs.

2.3.2 Modélisation harmonique des convertisseurs AC-DC

Nous présentons ici le modele harmonique d’un redresseur monophasé associé a un réseau
alternatif, dont le schéma électrique est rappelé sur la figure 2.15. Le modele harmonique est
obtenu a partir du modele temporel instantané 1.4 par l'algorithme présenté en annexe B. Le
modele harmonique d’un redresseur monophasé associé a un réseau peut s’écrire dans la base
harmonique de période T arbitraire sous la forme d’un espace d’état harmonique

] [Fu-N 2SO [10] [z 1 [v
[Vdc(t)l - [LéS(t) N 1 lvdc(t)]—i_[LZ (}UI] [Idc(t)] (2.33)
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Figure 2.15 — Schéma électrique d’un redresseur monophasé associé a un réseau alternatif.

avec I = Fr(i), V = Fr(v), Lge = Frlidc), Vie = Fr(vic), S = Tr(s) et ou Uy est la matrice
d’identité et Z est la matrice nulle.

Les figures 2.16 et 2.17 présentent les résultats des simulations de ce modele en boucle ouverte
pour une commande de rapport cyclique en escalier. Dans un premier temps, la base harmonique
est fixée de fréquence f = fs,, égale a la fréquence de commutation du redresseur pour étudier les
effets des commutations sur le comportement harmonique du systéme. Dans un second temps,
la base harmonique est fixée de fréquence f = fac égale a la fréquence des signaux alternatifs
pour étudier leurs dynamiques et couplages harmoniques. Le modéle harmonique est tronqué
a lordre h = 8. Les signaux obtenus sont comparés a ceux provenant du modele temporel
instantané (1.4). Nous avons considéré une charge résistive constante R. = 10§2. La tension v(¢)
fournie par le réseau est supposé a un régime nominal sinusoidal : v(t) = —80sin (2w fact). Les
parametres du convertisseur, de la charge et de la base harmonique peuvent étre trouvés dans
le tableau 2.2.

Dans le premier cas (f = fsw), les signaux coincident presque exactement. Les hautes
fréquences générées par les commutations sont bien modélisées mais les composantes dans la
base harmonique varient, y compris en régime permanent, car les basses fréquences associées
aux signaux alternatifs ne sont pas explicitement représentées dans la base harmonique choisie.
Elles sont ainsi caractérisées par excitation des harmoniques de plus hautes fréquences. Dans
le second cas (f = fac), les signaux coincident, a ’exception des hautes fréquences dues aux
commutations qui ne sont pas bien décrites par le modele harmonique tronqué. Ici, puisque la
fréquence des commutations est cent fois plus grande que celle des signaux alternatifs, il faudrait
considérer beaucoup d’harmoniques pour retranscrire le comportement du systeme sur les deux
bandes fréquentielles, mais cela est a priori peu utile car elles sont bien distinctes. Cela serait en
revanche envisageable si la fréquence de commutation du redresseur était abaissée a 5kH z par
exemple.
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paramétres valeurs

R 1mS
L 0.1mH
C 10uH

fow 50kH z

fac 500H z

Rc 1022
f {500H z ; 50kH =}
h 8

Tableau 2.2 — Parametres du redresseur monophasé et de la base harmonique.
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Figure 2.16 — Comparaison des signaux obtenus a partir des modéles temporel et harmonique (fs, =
50kH z, h = 8) en boucle ouverte pour des rapports cycliques en escalier.
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Figure 2.17 — Comparaison des signaux obtenus & partir des modeéles temporel et harmonique (fac =
500H z, h = 8) du redresseur monophasé en boucle ouverte pour des rapports cycliques en escalier.
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2.3.3 Interconnexion des convertisseurs

Ry Ly I, - R,
—NMN— Dt 'A%
Vi, SWq ;'— Tc, Vio Vout
SWop

Figure 2.18 — Schéma électrique de I’association en série d’un convertisseur Boost et un convertisseur
Flyback.

Nous présentons ici le modele harmonique de l'interconnexion de deux convertisseurs de
puissance : un convertisseur Boost de fréquence de commutation fp,0s = 100kH z et un conver-
tisseur Flyback de fréquence de commutation frpack = 75EHz2, associés en série selon le
schéma de la figure 2.18. Le modele harmonique global est obtenu par simple combinaison
des modeles harmoniques des convertisseurs seuls (2.29) et (2.32) dans une base harmonique
commune. La tension de sortie du Boost impose la tension d’entrée du Flyback selon vy_s(t) =
V008t () = v%ybad‘; (t). Le courant en sortie du Boost est imposé par le courant tiré par le Flyback

; . . . flyback . .
via sa loi de commutation selon 2095t = dftwback;Ilvback gy, oisissant une base harmonique

commune pour exprimer les variables harmoniques, nous obtenons alors les relations simples
Vi = Vboost — VJL lyback ot T boost — pflyback }jlybadc, avec DfWback — To.(gfWback) En combinant
a partir de ces relations les modeéles harmoniques (2.29) et (2.32), nous pouvons alors exprimer
le modele harmonique de leur interconnexion dans une base harmonique commune de période T’

sous la forme d’un espace d’état harmonique de la forme

X(t) = ADE)X(t)+BW(t) (2.34)
[ I11(1)
X0 = |
_‘/out(t)
o = |
RN U - D) z 2
3 | & WU =Du(t)) -N & Da(t) 2
AMD()) = z L%DQ(t) _LJEQL{I =N 22U —Ds(?))
I z Z & U —Da(t)) -N
w2
B z oz
B=12z 2
2 %211/{1

ou l'index 1 fait référence aux variables du Boost et I'index 2 aux variables du Flyback, ou
Vin = Fr(vin) est une entrée exogéne du systéme global, V,,: = Fr(veut) la tension en sortie
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du systeme global, Vj_o = Fp(v1_2) une tension intermédiaire entre les deux systémes, Di(t) =
Tr(di(t)), D2(t) = Tr(da(t)), Ur est la matrice identité et Z est la matrice nulle.

Ce modele est valable pour une base commune de période T arbitraire, a condition qu’elle
existe. Un choix judicieux est la base harmonique de fréquence f = PGCD( fyoost, ffiyback) €gale
au plus grand diviseur commun des fréquences de commutation de chaque convertisseur (voir
section 2.2.6). Ici, f = 25kHz. Puisque f = %, il est nécessaire d’inclure dans le modele
quatre fois plus d’harmoniques qu’initialement pour modéliser aussi fidelement les effets des
commutations sur le comportement harmonique du Boost. De méme, puisque f = fﬂyié"“k, il
est nécessaire d’inclure trois fois plus d’harmoniques pour modéliser fidelement les effets des
commutations sur le comportement harmonique du Flyback. Dans notre cas, trois harmoniques
permettaient une approximation que nous jugeons satisfaisante pour chaque modele séparément.

Nous posons ainsi h = 12.

Les figures 2.19 et 2.20 présentent les résultats des simulations du modéle présenté en boucle
ouverte pour des commandes (au niveau du Boost et au niveau du Flyback) de rapports cycliques
en escalier. La base harmonique utilisée est de fréquence f = 25kH z et le modele est tronqué
a lordre h = 12. Les signaux obtenus sont comparés a ceux provenant de l'interconnexion
des modeles temporels instantanés (1.2) et (B.7). La charge considérée en sortie du Flyback
est une charge résistive constante R. = 10Q2. La tension v;,(t) en entrée est supposée a un
régime nominal constant v;, = 30V. Les parameétres du convertisseur, de la charge, de la base
harmonique et les valeurs des rapports cycliques appliqués sont présentés dans le tableau 2.3. Les
résultats montrent la pertinence du modele harmonique. Il est continu et décrit les interactions
fréquentielles entre les harmoniques dues aux commutations de chacun des convertisseurs. Il
modélise le comportement harmonique global de leur interconnexion avec un pas de simulation
plus grand que les modeles temporels discontinus. Par la méme, nous montrons l'utilité de
considérer la période de la base harmonique comme un parameétre adaptable au besoin. Il
faut garder a lesprit que ces avantages disparaissent si la base harmonique n’est pas choisie
précautionneusement. Les cas pour lesquels les fréquences de commutation des convertisseurs
sont mal connues ou premieres entre elles posent probléme.

—commande temporelle via MLI —commande temporelle via MLI
—commande harmonique ——commande harmonique

251 252 253 254 255 2.56 5.2 5.21 5.22 523 524 5.25 5.26
Temps (s) 10° Temps (s) 107

(a) Les signaux de commande appliqués au Boost.  (b) Les signaux de commande appliqués au
Flyback.

Figure 2.19 — Les signaux de commande, de rapports cycliques en escalier, appliqués aux modeles
temporels instantanés et aux modéles harmoniques (f = 25kH z, h = 12) du Boost et du Flyback.
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parameétres Boost Flyback
R 1mS 1mQ
L 0.1mH 0.1mH
C 10uH 10uH
n X 2
fow 100kH z 75kHz
a(t) 0.5 pour t € [0, 3](ms) 0.7 pour t € [0, 6](ms)
0.75 pour t € [3,9](ms) 0.8 pour t € [6,9](ms)
R, 109
f 25kH z
h 12

Tableau 2.3 — Parametres des convertisseurs Boost et Flyback et de la base harmonique et valeurs des
rapports cycliques appliqués.
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Figure 2.20 — Comparaison des signaux obtenus a partir de 'interconnexion des modeles temporels et
du modéle harmonique global (f = 25kHz, h = 12) en boucle ouverte.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé dans un cadre formel une méthode unifiée et complete
de modélisation harmonique, que nous avons validée pour modéliser le comportement harmo-
nique de convertisseurs de puissance, seuls et associés. De nombreuses approches de modélisation
par techniques harmoniques ont été développées dans la littérature et sont présentées sans
hypotheses de travail explicites. Une contribution importante de ce chapitre est de définir un
cadre formel dans lequel les notions utilisées ont du sens. Les espaces fonctionnels (domaines
temporel et harmonique Hr) et les transformations (Fourier glissante Fr et son inverse Fi ')
sont mathématiquement définis. Notamment, ces travaux ont permis de mettre en exergue une
condition nécessaire et suffisante pour associer les variables temporelles et harmoniques, et
ainsi définir une bijection par Fr et F L Cette condition, que nous appelons la condition
de coincidence, est présentée en (2.8). Elle est essentielle pour garantir que les opérations
effectuées dans le domaine harmonique ont du sens, et ainsi pour garantir la réalisation des
variables harmoniques sous la forme de signaux temporels. Nous avons également proposé deux
formules équivalentes pour reconstruire un signal a partir des variables harmoniques associées.
Elles different de la formule présentée dans la littérature qui se révele étre fausse en un point et
ne permet pas une reconstruction temps-réel (causale) des signaux non périodiques.

Les nombreuses approches de la littérature ont été développées pour des applications dis-
tinctes (systémes périodiques ou non) et pour des objectifs différents et parfois complémentaires
(analyse d’une bande fréquentielle spécifique, analyse harmonique globale, controle-commande).
Une seconde contribution importante de ce chapitre est de présenter, dans le cadre formel
défini, une méthode de modélisation harmonique qui permet d’unifier les techniques de la
littérature. La méthodologie développée aboutit au modele harmonique général (2.18). Les
variables harmoniques sont les phaseurs (2.7) calculés a partir des signaux temporels par Fr
selon une formule identique a celle des DP. Le modeéle finalement obtenu est présenté sous
la forme d’un espace d’état harmonique de dimension arbitrairement grande (2.24) avec une
écriture matricielle semblable & celle du EHD. Tous les modeles présentés dans 1’état de 'art
peuvent étre retrouvés a partir du modele proposé par des opérations relativement simples. En
d’autres termes, nous proposons un modele unifié qui peut servir de passerelle entre les modeles
harmoniques de la littérature, tel qu’illustré sur la figure 2.21. Les travaux entrepris permettent
ainsi d’éviter de passer du temps a comparer les approches, a choisir la mieux adaptée a un
probléme donné, voir & en utiliser plusieurs en fonction des objectifs. Au lieu de cela, le lecteur
pourra se reposer sur une approche unifiée qui permet d’étudier les dynamiques et couplages
harmoniques d’un large éventail de systémes, généralement polynomiaux, en leur associant un
modele harmonique analytique contenant un nombre arbitrairement grand d’harmoniques.

Les variables harmoniques étudiées, les phaseurs, sont liées & une base harmonique, la base
fonctionnelle des exponentielles complexes de Fourier, de période quelconque. Le comportement
harmonique du systéme est décomposé selon les fréquences explicitement représentées dans
la base, a savoir les multiples de la fréquence de la base. Alors, le modele harmonique unifié
décrit les dynamiques et couplages harmoniques qui caractérisent les phénomenes fréquentiels
au sein du systeme. L’originalité de nos travaux consiste notamment a considérer la période de
la base harmonique comme un parametre. La choisir astucieusement permet de se rapporter a
un espace harmonique dans lequel les variables varient selon des amplitudes petites. Cela permet
notamment d’augmenter le pas de simulation ou le pas d’échantillonnage et d’obtenir des modeles
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linéaires. Les principaux types de modéles harmoniques obtenus sont détaillés en fonction du
choix de la période de la base dans le tableau 2.4. Ainsi, pour un systéme T-périodique seul,
nous choisissons la période T'. Et pour interconnecter deux systémes de périodes T1 # T, nous
choisissons la période T'= PPCM (T1,T»). Le cas de périodes premiéres entre elles reste une
question ouverte et nécessite une approximation. Obtenir des modeles LTI permet d’envisager
exploiter les outils de la théorie des systémes linéaires pour prédire et maitriser les phénomenes
fréquentiels. Le modele harmonique unifié est ainsi a la fois un outil d’analyse harmonique
complet et un outil potentiel de synthése d’'un controle-commande qui considere des informations
sur les dynamiques et couplages harmoniques des signaux.

Le choix de la période de la base harmonique est d’autant plus important qu’en pratique il
est impossible de prendre en compte une infinité d’harmoniques. Le choix de la période de la base
harmonique couplé de 'ordre auquel le modele est tronqué impacte alors fortement la précision
du modele harmonique. Nous retiendrons que plus la période de la base harmonique est grande,
plus les dynamiques harmoniques modélisées sont limitées, et donc plus il est nécessaire de
considérer un nombre important d’harmoniques pour saisir les dynamiques harmoniques rapides
(régimes transitoires et hautes fréquences). L’efficacité de la méthode et des outils développés
pour modéliser et analyser des convertisseurs de puissance a été démontrée. La méthode a par
exemple clairement contribué a modéliser les dynamiques et couplages fréquentiels d’un conver-
tisseur seul, DC-DC mais également AC-DC, ainsi que les interactions entre deux convertisseurs
de fréquences de commutation différentes. Dans le cadre des travaux de these, ce chapitre fournit
une méthodologie unifiée et complete pour modéliser et analyser le comportement harmonique
des systemes, notamment les convertisseurs de puissance qui sont des composants récurrents
des réseaux électriques et des chaines d’actionnement électrique. La méthode élaborée dans ce
chapitre pose également les bases pour construire des outils innovants pour améliorer le controle-
commande des systemes d’électronique de puissance.

ﬂstémes polynomiaux

sélection d’harmoniques / troncature

DP et GSSA ¢
Modeéle
matrices invariantes X
EHD et DHD ¢ harmonique
unifié

transformée de Laplace

HSS

-

=4

Figure 2.21 — Liens entre les différents modeles harmoniques de la littérature et le modele unifié proposé.
Tous les modeles peuvent étre facilement retrouvés a partir du modeéle harmonique unifié.

TD \ HD LTI LTP polynomiaux
LTI vT X X
LTP (Ty) T multiple de Ty | T non multiple de Ty X
polynomiaux X X vT

Tableau 2.4 — Types de modéles dans le domaine temporel (TD) et types de modéles associés dans le
domaine harmonique (HD) en fonction de la période T de la base harmonique.
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Introduction

La contribution des techniques harmoniques a la prédiction et la compréhension des phéno-
menes fréquentiels passe par la modélisation du comportement des systémes décomposé sur un
spectre fréquentiel, avec des modeles dont les variables caractérisent les signaux selon des fré-
quences harmoniques. Cela fait I’objet du chapitre précédent ot nous définissons un cadre formel
dans lequel nous présentons une méthodologie harmonique qui permet d’unifier les techniques
de la littérature. Désormais que nous sommes capable de prédire et comprendre les phénomeénes
fréquentiels, ’objectif est d’agir sur eux, de les maitriser. Les approches conventionnelles pour
limiter les phénomenes fréquentiels indésirables consistent en I'intégration d’éléments de filtrages,
actif ou passif [Ahmed et al., 2007; Fujita et Akagi, 1991; Singh et al., 1999]. Ils permettent de
désensibiliser les systémes aux phénomeénes fréquentiels mais ils limitent également leur bande
passante et dégradent leurs performances. De plus, les éléments de filtrage sont souvent coliteux,
lourds et volumineux. Ces deux dernieres problématiques sont importantes, en particulier dans
I’aéronautique ou le poids et le volume embarqués affectent directement les cotits d’exploitation
et l'impact écologique (notamment la consommation de kéroséne et la capacité d’accueil de
passagers). Maitriser les phénomenes fréquentiels de maniere active par le contréle-commande
permettrait de limiter 1'utilisation des éléments de filtrage analogiques.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la synthése d’un contrdle-commande qui considere
des informations sur les harmoniques des signaux. Nous présentons un court état de I'art dans
ce domaine dans la partie 3.1. Nous détaillons ensuite dans la partie 3.2 deux schémas de
controle-commande pour implémenter un correcteur synthétisé dans le domaine harmonique.
La méthode de modélisation harmonique développée dans le chapitre 2 est combinée a des
techniques de contrble-commande classiques pour contribuer & maitriser les phénomenes fré-
quentiels. Nous identifions notamment des contraintes a respecter pour la synthese du correcteur
harmonique, liées a la condition de coincidence. Nous précisons ainsi la structure a imposer au
correcteur pour une commande par retour d’état harmonique et pour des actions intégrales
sur les phaseurs dans la partie 3.3. Ensuite, dans la partie 3.4, nous développons un cadre
pour évaluer la stabilité harmonique d’un systéeme et construire une loi de commande optimale
stabilisante dans le domaine harmonique. Pour cela, nous associons aux modeéles temporels des
systemes des équations de Lyapunov et Riccati liées aux modeles harmoniques. Notamment, des
équations algébriques harmoniques permettent d’évaluer la stabilité et stabiliser les systemes
LTP. Enfin, a titre d’illustration, nous mettons en ceuvre les schémas présentés pour controler
un systeme affine commuté. Nous présentons dans la partie 3.5 des résultats de simulation
pour la régulation de la tension en sortie d’'un convertisseur Boost et le rejet de perturbations
périodiques (rejet d’oscillations). Nous implémentons des lois de commande harmonique LQ et
embedded (commande non-linéaire type Lyapunov).

3.1 Etat de ’art du contréle-commande par techniques harmo-
niques

Nous présentons dans cette partie un rapide état de ’art des applications des techniques
harmoniques au controle-commande des systémes. Les modéles harmoniques des systémes sont
utilisés pour ajuster les parametres du controle-commande en considérant des informations sur
les dynamiques et les couplages harmoniques.
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3.1.1 Analyse du contréle-commande

De récents travaux proposent d’analyser le comportement harmonique des systemes en boucle
fermée, notamment en termes de stabilité. Les auteurs développent le modeéle harmonique de la
boucle fermée, dont les variables sont les phaseurs des signaux. En général, les systemes étudiés
sont quasi-périodiques et les auteurs s’intéressent au régime permanent périodique atteint en
fonction du controle-commande. Les modeles harmoniques exploités sont donc LTI et les outils
d’analyse et de syntheése des systemes linéaires peuvent a priori étre employés.

Les modeéles harmoniques permettent de comprendre les phénomenes fréquentiels et de
prédire I'influence du controle-commande sur ces phénomeénes. Dans [Lyu et al., 2017], Pau-
teur caractérise I'impédance de modules de conversion multi-niveaux plus finement qu’avec
des techniques de moyennisation classiques et analyse I'impact du contréle-commande sur ses
caractéristiques fréquentielles, notamment avec des diagrammes de Bode. Ces travaux ont été
complétés par I'étude des valeurs propres du modele harmonique en fonction des parametres
du correcteur [Yin et al., 2019]. L’analyse des valeurs propres de la matrice des dynamiques
harmoniques ou des pdles de la fonction de transfert harmonique permet de prédire la stabilité
de la boucle fermée, non seulement en termes de comportement moyen mais en également selon
les dynamiques harmoniques habituellement négligés. Effectuer cette analyse permet de borner
les parametres du contrdle-commande pour garantir la stabilité harmonique de la boucle fermée,
notamment pour des systémes commutés [Guo et al., 2014; Orillaza et Wood, 2012; Ormrod,
2013]. Des criteéres équivalents a ceux de la théorie des systémes linéaires peuvent également
étre employés. Dans [Wereley, 1990], auteur développe un critére de Nyquist applicable aux
systemes LTP. Il a permis d’analyser la stabilité harmonique d’un redresseur a pont de diodes
et de borner en conséquence les parameétres du correcteur dans [Mollerstedt et Bernhardsson,
2000a).

3.1.2 Synthése du contréle-commande

D’autres travaux proposent d’exploiter le domaine harmonique pour synthétiser et implé-
menter un correcteur harmonique. L’exercice permet de controler directement les variables
harmoniques. Les auteurs développent le modéle harmonique du systéeme étudié, le linéarisent si
besoin (dans le domaine harmonique), puis développent et implémentent un correcteur optimisé
pour maitriser le comportement harmonique du systéme.

Dans [Williams et Hoft, 1991}, Pauteur propose d’implémenter un correcteur de type retour
d’état directement dans le domaine harmonique entre deux changements de domaine de type
Fourier ("Fast Fourier Transform", FFT) et Fourier inverse ("Inverse Fast Fourier Transform",
IFFT). Ce schéma de controle lui permet d’ajuster le facteur de puissance d’une chaine électrique
tout en injectant des harmoniques au niveau de 'onduleur pour compenser les oscillations
indésirables sur le courant alternatif. Il en résulte un facteur de puissance quasi-unitaire et
un taux de distorsion harmoniques (THD en anglais) considérablement réduit. Ce schéma
de contréle-commande se retrouve dans les travaux qui portent sur les vecteurs de contréle
harmonique ("Harmonic Control Arrays", HCA) [Celebi et Dogruel, 2017; Dogruel et Celik, 2010;
Karbasforooshan et al., 2016]. Ils proposent d’appliquer des controleurs, généralement de type
PID, en paralléle sur chaque partie réelle et imaginaire de chaque harmonique ou leurs couplages.
Les étapes de changement de domaine de type Fourier et Fourier inverse y sont désignées sous
les noms respectivement de dispersion d’harmoniques ("Harmonic disperser") et d’assemblage
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d’harmoniques ("Harmonic assembler"). Dans [Almér et al., 2014], 'auteur propose d’optimiser
le contréle-commande d’un onduleur selon une fonction de colit quadratique en les composantes
harmoniques. Il implémente le correcteur dans le domaine harmonique pour lui faire parvenir
des informations plus fines sur les harmoniques et réduire activement le THD.

Des alternatives aux transformations de type Fourier et Fourier inverse ont également été
proposées. Dans [Ghita et al., 2017a], les auteurs ont congu un controleur Linéaire Quadratique
(LQ) pour un redresseur en pont complet associé a un réseau. Le modeéle harmonique a été
linéarisé et la syntheése de controle a été effectuée dans le domaine harmonique avec les premiers
harmoniques. Le calcul des composantes harmoniques est effectué par une bibliotheque de filtres
quasi-oscillants dont les sorties sont démodulées selon les fréquences des harmoniques. Les
composantes harmoniques générées par la commande sont ensuite modulées et synchronisées
avec le systéme réel par une boucle a verrouillage de phase (PLL en anglais). Le correcteur
développé a permis de contrbler activement les basses fréquences du systeme, de rejeter les
harmoniques sur le courant réseau et de répondre au cahier des charges en termes de taux
harmoniques. Dans [Ghita et al., 2017b], les auteurs ont congu un controleur & mode glissant
pour un chargeur de batterie de véhicules électriques. Les composantes harmoniques sont cette
fois extraites par un filtre de Kalman étendu.

Les travaux cités dans cette section exploitent les techniques harmoniques pour controler
directement les phaseurs des signaux. La syntheése de correcteur est effectué dans le domaine
harmonique, ce qui permet de prendre en compte des informations sur les dynamiques et cou-
plages harmoniques en ligne pour garantir la stabilité de la boucle fermée, rejeter des oscillations
et réduire les taux harmoniques. L’exercice requiert un nouveau schéma de contréle-commande
et la solution proposée dans la littérature consiste a implémenter le correcteur dans le domaine
harmonique. Nous étudions plus en détails ce schéma de controle-commande dans la section
3.2.1.

3.2 Schéma de controle-commande harmonique

Dans cette partie, nous nous intéressons aux différentes manieres d’implémenter un correcteur
synthétisé dans le domaine harmonique. Tout d’abord, nous étudions plus en détails un schéma
de controle-commande avec un correcteur qui est synthétisé et implémenté dans le domaine
harmonique, déja introduit dans la littérature. Nous identifions ses avantages et ses limitations,
surtout en pratique, puis nous proposons un schéma alternatif ol le correcteur harmonique est
cette fois implémenté dans le domaine temporel. Nous montrons que certaines conditions doivent
étre respectées pour mettre en ceuvre ces schémas de controle harmonique.

3.2.1 Implémentation dans le domaine harmonique

Nous nous intéressons ici au schéma de controle-commande de la figure 3.1. Il a été présenté
dans la littérature [Celebi et Dogruel, 2017; Dogruel et Celik, 2010; Karbasforooshan et al., 2016;
Williams et Hoft, 1991] mais est détaillé ici dans le cadre formel développé dans le chapitre 2.
Le schéma est hybride dans le sens ou le correcteur appartient au domaine harmonique alors
que le systeme appartient au domaine temporel. Le correcteur est implémenté dans le domaine
harmonique mais doit étre associé au systéme réel (domaine temporel). Le systéme de controle
comprend ainsi deux étages de changement de domaine (temporel «+ harmonique). En amont
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Modéle harmonique
du systéme réel

Systéme de contréle
) . commandes
Fourier Correcteur Fourier N .
; — . — . Systeme réel
glissant harmonique inverse
mesures
Capteurs

Figure 3.1 — Schéma de controle-commande hybride avec un correcteur implémenté dans le domaine
harmonique.

du correcteur harmonique, un étage de type Fourier glissant permet de décomposer les signaux
de mesures en composantes harmoniques :

Fr: L?oc(Rv(Cn) - L%}C(R’EQ(Cn))

U_(t) = & Ly u(p)e?Pdyp
u — U: (t—U(t) = Uo(t) = 7 ‘ftt_T u(p)dp )

Up(t) = # [ pu(p)e=FPdp

ou les U (t) sont appelés phaseurs et sont définis par
Up(t) =< ™0 u(-) > o= 7 J_pu(p)e "Pdp (3.2)

ol w = 2% Les variables obtenues (les phaseurs) caractérisent les signaux selon les fréquences
contenues dans la base fonctionnelle (e/**);cz de période T (la base harmonique), & savoir
les multiples de la fréquence de la base f = % (ses harmoniques). Si des signaux réels sont
considérés, il est intéressant de travailler exclusivement avec des variables réelles, dans les bases
fonctionnelles des cosinus (cos(kwt))rez et des sinus (sin(kwt))kez avec les formules équivalentes

a (3.2):

Re(Uk(t)) = < cos(kw()),u(-) >r2qrg) = + g ulp)cos(kuwp)dp

. ’ T . (3.3)
Tn(Ug(t)) = < —sin(kw(),u() >r2q-ra) = 7 figulp)sin(kwp)dp

Inversement, en aval du correcteur harmonique, un étage de type Fourier inverse permet de
constituer un signal temporel par combinaison des composantes harmoniques générées par le

correcteur :
Frl: Hr — L} (R,C")

U = u: (tou)= > Up®er + (1)

k=—o00

(3.4)
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avec w = 2% et ou Hp est défini par (2.13). La formule de reconstruction d’un signal déduite du
théoreme de Dirichlet est

o0 .
ut) = 2% Ur(t)e? ™ —u(t—T) (3.5a)
k=—o0
Pour utiliser seulement des informations du domaine harmonique et faciliter 'implémentation,
nous pouvons utiliser, pour § €]0; [, la formule équivalente

o0

ut) = X (Uk(t) = Ug(t — 8))el** (3.5b)

k=—o00
La preuve que (3.5a) et (3.5b) sont équivalents peut étre trouvée en annexe C. Pour assurer
que Fr et Fp 1 forment une bijection entre les domaines temporel et harmonique, le vecteur

harmonique doit respecter la condition de coincidence (2.8). Alors, nous pouvons également
utiliser la formule équivalente

ut) = % U0+ F00() (3.50)

La fonction du temps constituée a un comportement fréquentiel qui dépend de tous les phaseurs
contenus dans le vecteur harmonique. Si des signaux réels sont considérés, il est encore une fois
intéressant de travailler exclusivement avec des variables réelles selon les formules équivalentes

xz(t) = 2Xo(t) + 2k§1(2R5(Xk(t))cos(kwt) — 27, (X (t))sin(kwt)) — x(t — T) (3.6a)

z(t) = 2Xo(t) — Xo(t — )

+ 55 (QRUX(0) = Rel(Xit = 8))eos(hist) — (2T (Xe(t)) — Tn(Xi(t = 0))sinot)
(3.6b)

z(t) = %Xo(t) + Xo(t) + kij:l(QRe(Xk(t))cos(kwt) — 2L (Xi(t))sin(kwt)) (3.6¢)

De maniere générale, le correcteur harmonique prend en entrée le vecteur harmonique Y ()
contenant les phaseurs Yy (t) calculés a partir des signaux de mesures y(t) (ou leurs estimations)
selon (3.1). Nous notons Y = Fr(y). Il peut prendre d’autres informations en entrée et fournit
un vecteur harmonique de commande U (t) en sortie. La commande générée par le systéme de
controle est alors constituée a partir de U(t) selon une des formules présentées (3.5a), (3.5b)
ou (3.5¢c). Nous notons u = F. ' (U). 1l existe un signal u(t) tel que Fr(u) = U si et seulement
si U € Hr, c’est-a-dire U(-) est absolument continu et vérifie la condition de coincidence (2.8).
Si c’est le cas, alors @ = u p.p. (notons que le signal de commande est C?,). Autrement dit, la
commande harmonique U fournie par le correcteur harmonique peut étre associée a un signal
u (sa réalisation temporelle telle que u = F'(U) et U = Fr(u)) si et seulement si U € Hr.
Cette condition doit donc étre vérifiée pour que le contrdle-commande implémenté ait bien
I’effet escompté et ainsi pour que le systéme en boucle fermé ait le comportement réglé lors de
la synthése du correcteur harmonique.

En pratique, les transformations de type Fourier glissant et Fourier inverse sont tronquées.
Des erreurs d’approximation peuvent alors apparaitre. Prendre en compte ces erreurs lors de
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la synthese du contréle-commande est compliqué car elles dépendent de nombreux parametres
couplés comme la période de la base harmonique, le nombre d’harmoniques et les dynamiques
des signaux, voir section 2.2.5. Des idées pratiques ont été présentées pour choisir astucieusement
la période de la base afin de limiter ces erreurs, voir section 2.2.6. Cependant, le choix d’une
période permettant de répondre au cahier des charges tout en garantissant en pratique des erreurs
négligeables n’est pas toujours possible. Dans ce cas, il semble en ’état de recherche difficile de
tirer partie du schéma de controle présenté. Une solution serait de considérer un nombre vraiment
conséquent d’harmoniques, mais cela rendrait 'implémentation pratique cotliteuse en termes de
calcul et de mémoire. Nous présentons dans la section suivante un schéma de contrdle alternatif
pour se prémunir contre ses problématiques.

3.2.2 Implémentation dans le domaine temporel

Nous présentons ici un schéma de controle-commande qui permet d’implémenter dans le
domaine temporel un correcteur synthétisé dans le domaine harmonique, présenté sur la figure
3.2. Le correcteur temporel est associé au correcteur harmonique par transformation de type
Fourier inverse et son implémentation requiert 1'utilisation d’une porteuse.

Modeéle harmonique
du systéme réel

Systéme de controle

commandes
i porteuse — Correcteur Systeme réel
|

mesures
Capteurs

Figure 3.2 — Schéma de controle-commande alternatif avec un correcteur harmonique implémenté dans
le domaine temporel.

La porteuse contient des signaux cosinus et sinus aux fréquences contenues dans la base har-
monique, a savoir les fréquences multiples de la fréquence de la base harmonique : (sin(kwt))gez
et (cos(kwt))kez. Dans le cas d'un contrdle par retour de sortie U(t) = —KY (t), elle permet de
constituer a partir des parametres du correcteur harmonique K un signal k(t) T-périodique, par
les formules (3.6a), (3.6b) ou (3.6¢). Il faut pour cela que K soit de structure Toeplitz, et alors
K = Tr(k). Ensuite, k(t) est utilisé pour générer une commande u(t) par produit avec les signaux
a controler y(t), typiquement les signaux de mesures ou leurs intégrales : u(t) = —k(t)y(t), avec
k(t) = f(K,porteuse). Autrement dit, une commande par retour d’état ou retour de sortie
harmonique est implémentée sous la forme d’un retour d’état ou de sortie temps-variant dans le
domaine temporel.

La particularité des schémas de contréle-commande présentés consiste en I'implémentation
d’un correcteur synthétisé dans le domaine harmonique. La synthese harmonique permet de
considérer des informations sur les dynamiques et les couplages harmoniques. De plus, le domaine
harmonique confére au correcteur un cadre pour agir directement sur les harmoniques des signaux
et contribuer a maitriser les phénomenes fréquentiels. Cela permet d’envisager un suivi de
trajectoires périodiques, du filtrage actif, du rejet d’oscillations et de perturbations périodiques,
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sans complexifier le type de lois de commande. Toutefois, effectuer la synthése dans le domaine
harmonique nécessite de respecter certaines contraintes qui sont détaillées dans la partie 3.3.

3.3 Structure du correcteur harmonique

Effectuer la synthése du controle-commande dans le domaine harmonique nécessite quelques
prérequis pour travailler proprement. Il est nécessaire que les modeéles considérés lors de la
synthese de contréle-commande décrivent bien le comportement de la boucle fermée finalement
obtenue, sans quoi ses propriétés, bien qu’optimisées dans le domaine harmonique, ne sont pas
garanties aprés implémentation. D’autre part, il peut étre nécessaire que la commande générée
par le systéme de controle soit un signal réel pour étre appliqué en entrée du systeme. Ces deux
prérequis se traduisent par des contraintes sur la structure du correcteur harmonique. Nous
détaillons ces conditions pour un contrdle par retour d’état harmonique, facilement dérivables
pour un controle par retour de sortie harmonique, et pour des actions intégrales sur les phaseurs.

3.3.1 Condition nécessaire et suffisante pour un controle par retour d’état
harmonique

Mlustrons la problématique pour un systéeme LTV de la forme #(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t),
de modele harmonique X () = (A(t) — N)X (t) + B(t)U(t), et une commande par retour d’état
harmonique U(t) = —KX(t), implémentée selon le schéma de la figure 3.1. L’expression de la
boucle fermée harmonique utilisée pour la synthése du correcteur harmonique est alors

X(@t) = (Al)—N —Bt)K)X(t) (3.7)
La commande générée par le systéme de contrdle s’écrit
u(t) = —Fp (KFr(z))(t) (3.8)
L’expression de la boucle fermée réellement obtenue est finalement
B(t) = A(t)a(t) - B(t)Fr ' (KFr(x))(t) (3.9)

Il n’est pas évident que (3.7) et (3.9) soient 'image l'une de l'autre et décrivent le méme
comportement. Il faudrait pour cela que u = F'(U) et U = Fr(u). Nous avons u = F. ' (U)
par construction mais il est nécessaire d’imposer une structure au correcteur harmonique pour
limiter le champs des commandes harmoniques aux commandes U(+) telles que U(t) = Fp(u)(t),
ou de maniere équivalente U € Hp. Pour un retour d’état harmonique, la structure porte sur la
matrice de gains I du correcteur harmonique.

Proposition 3.1. La commande U(t) = —KFp(x)(t) est associée a un signal u (U = Fr(u))
si et seulement si la matrice KC posséde une structure Toeplitz. Et alors, u(t) = —K(t)z(t), ou
K() € L} .(R), T-périodique et telle que K = Tp(K). Si de plus, u € CO, et a variations bornées
(par exemple u € CJ,), alors u = ]:fl(U) partout sauf auzx points de discontinuités.

Démonstration. Soit x € C°(R,C"), X = Fr(z) et U(t) = —KX(t). Nous cherchons une
structure de K nécessaire et suffisante pour que U = Fr(u), ou de maniere équivalente pour que
U € Hr, indépendamment de z(t).

Nécessité : soit U € Hp, nous avons alors Uy(t) = Up(t)e 7** p.p. (coincidence). Comme
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. 0 .
U(t) = =KX (t), en particulier Up(t) = — > Ko, X;(t) (en indexant les lignes et les colonnes
1=—00
par rapport a ’élément central g ¢ de la matrice K) et nous déduisons que

Up(t) = — > KoiXi(t)e 7™ pp.

1=—00

Puisque X = Fr(x) € Hy, nous avons X, (t) = X;(t)e 7t p.p. et nous obtenons alors

Up(t) = — X KoiXiyr(t) pp
D’autre part, comme U(t) = —KX (t), nous avons
Ur(t) = > KriXi(t) pp.

Autrement dit, il est nécessaire que Ky ; = Ko ;—j pour tout indice k, ce qui définit une matrice
de Toeplitz.

Suffisance : soit K = Tp(K), alors U = —Tp(K)Fr(z) = —Fr(Kx) € Hr.

De plus, le représentant u de U s’écrit u(t) = —K(t)x(t) car Fp(Kz) = Tp(K)Fr(z) = KX,
K(+) est T-périodique car K est constante et K(-) € L2, (R) pour que le produit K (t)z(t) puisse
étre associé, pour tout ¢, a sa transformée de Fourier par Riesz-Fischer. Dans le cas d’un signal
u € CY et A variations bornées, sa reconstruction est exacte, donc u(t) = Fr'(Fr(u)), soit

u(t) = FpH(U). O

Proposition 3.2. La commande u(t) = —F; (KFr(x))(t), ot x(t) € R", est d valeurs réelles
st et seulement si la matrice K posséde une propriété de symétrie conjuguée par rapport a son
élément central

Vi,ceZ, K. = K= (3.10)

—l,—c

ot les lignes et colonnes sont indexées par rapport a l’élément central Koo de la matrice K.

Démonstration. Soit x € CO(R,R"), X = Fr(z),U(t) = —KX(t) et u = F (U). Nous cher-
chons une structure de K nécessaire et suffisante pour que u(t) € R, ou de maniére équivalente
pour que Vk € Z, U_i(t) = Ui(t), indépendamment de z(t). Comme U(t) = —KX(t), nous
avons pour chaque phaseur :

Ut) = — 3 KeiXit)

i=—00

ou les lignes et colonnes sont indexées par rapport a I'’élément central Ko . Puisque z(t) € R™,
nous avons Vi € Z, X_;(t) = X;(t) et nous obtenons

o0 —
Ur(t) = KroXo(t)+ 'Zl(Kk,iXi(t) + Kg,—i Xi(t))
1=
Les équations conjuguées sont

_ _ oo o
Vk€Z, Up(t) = KiroXo(t)+ > (Ke,—iXi(t) + KpiXi(t))
=1
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En écrivant les équations pour des indices —k et les équations conjuguées pour des indices £, il
apparait alors que la condition Vk € Z, U_(t) = Ug(t) est vérifiée indépendamment de x(t) si
et seulement si

: K _ri= K
Vk € Z,Vi € N, ’ =~
{ K_g—i =K
Nous pouvons 'écrire plus simplement Vk,i € Z, K_j _; = l@kﬂ-. ]
Corollaire 3.1. La commande U(t) = —KFr(z)(t), ot x(t) € R", est associée a un signal réel

u (U = Fr(u) et u(t) € R™) si et seulement si KC est une matrice de structure Toeplitz telle que
K_ = K. Et alors, u(t) = —K(t)x(t), ou K(-) € L} (R), a valeurs réelles, T-périodique et
telle que K = Tr(K). Si de plus, u € CO, et a variations bornées (par evemple u € CL,), alors

u=Fp Y(U) partout sauf auz points de discontinuités.

Démonstration. Ce corollaire est prouvé en combinant les propositions 3.1 et 3.2. O

Ezemple. Considérons z(t) € R, u(t) € R et examinons la forme d’une matrice tronquée
K € M5 5(C) respectant la condition (3.10). Chaque variable temporelle est caractérisée dans
le domaine harmonique par 5 composantes : la composante continue (I’harmonique DC), deux
harmoniques positifs et deux harmoniques négatifs. La matrice s’écrit en général

K = d e ay e d*
f g h ¢ b
i 7 k 1l aF

avec ag € R (car ap = af)) et a jusqu'a | des nombres complexes. Nous notons * pour les trans-
posées conjuguées, car si x(t) ou u(t) étaient multivariable, les éléments seraient de dimensions
supérieures a 1. La matrice IC posséde une propriété de symétrie conjuguée par rapport a son
élément central ag. Elle possede 25 degrés de liberté, a savoir le réglage de ag et des parties réelles
et imaginaires de a jusqu'a [. C’est la moitié des 50 degrés de liberté possibles dans M5 5(C).

La commande par retour d’état harmonique U(t) = —K X (t) s’écrit alors
U_Q(t) aX_g(t) + lX_l(t) +Z€X0(t) +jX1(t) + Z':Xg(t)
Ufl(t) bX,Q(t) + CXfl(t) + hXo(t) + gX1 (t) + f:XQ(t)
Uo(t) = dX _o(t) + eX_1(t) + apXo(t) + eX1(t) +_dX2(t)
Ui(t) fX _o(t) + gX_1(t) + hXo(t) + cX1(t) + bXa(t)
UQ(t) iX_Q(t) —I—jX_l(t) + k‘X()(t) + le(t) + C_LXQ(t)

En considérant que ap, Xo(t) € R, que X_4(t) = X1(t) et que X _5(t) = X»(t), nous trouvons
bien que Uy(t) = Uy(t), que U_1(t) = Ui (t) et que U_a(t) = Us(t).
D’autre part, une matrice de Toeplitz tronquée K € M5 5(C) s’écrit

Ky K1 Ko K5 K_4
Ki Ko K., K. K.
K = | Ky Ki Ky K. K.
Ky K, K Ky K.
K, K; Ky K, K
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avec K_4 a K4 des nombres complexes. Si IC est Toeplitz et vérifie la condition de symétrie
conjuguée (3.10), alors elle s’écrit

Ko Ki K; Ki K
K, Ky K K] Ki
K = | Ky Ki Ko Ki K}
Ky Ky Ki Ko K}
K, Ky K, K K

avec Ko € R et K49 € C. Notons que la matrice est alors hermitienne (K* = K) seulement
pour z(t) et u(t) monovariable. Elle possede 9 degrés de liberté sur les 50 possibles. En pratique,
puisque nous nous limitons a h = 2, nous considérons Ky = K3 = 0 et la matrice possede
seulement 5 degrés de liberté sur les 50 possibles.

Pour conclure, nous fournissons une condition nécessaire et suffisante pour effectuer la
syntheése d’un contrdle-commande par retour d’état harmonique (ou retour de sortie harmonique)
et garantir l’existence d’un signal associé (sa réalisation temporelle). La structure résultante est
une matrice de gains de retour d’état Toeplitz. Et si la commande est applicable au systeme
sous la forme d’un signal réel, alors la condition Toeplitz doit étre combinée avec une propriété
de symétrie conjuguée (3.10), dont résulte une structure de Toeplitz particuliere : K Toeplitz
telle que K_; = Kj. Remarquons que dans la littérature les correcteurs harmoniques sont
souvent implémentés a l'aide des équations des DP sur les harmoniques positifs seulement
[Ghita et al., 2017a,b]. La formule de constitution d’un signal utilisée est alors u(t) = Up(t) +
2 %Re(Uk(t))cos(kwt) — I (Ug(t))sin(kwt) et contient implicitement la contrainte U_g(t) =

k=1

Us (t). En revanche, la condition de coincidence et la structure Toeplitz résultante ne sont pas
évoquées. Pourtant, si cette condition n’est pas respectée, le modele harmonique utilisé pour
la synthese de correcteur ne décrit plus le comportement harmonique du systéme réel, donc
Pimplémentation du signal u(t) = F*(U)(t) n’est pas correcte.

3.3.2 Action intégrale sur les phaseurs

Nous nous intéressons ici au rejet des erreurs statiques sur les variables harmoniques, c’est-
a-dire au rejet des erreurs sur les amplitudes et phases des harmoniques. La technique proposée
consiste a augmenter le modele en espace d’état de variables d’intégrateurs et d’oscillateurs pour
incorporer une action intégrale sur des phaseurs spécifiques. Nous pouvons envisager une action
intégrale sur le k¢ phaseur d’une sortie y(t) = C(¢)z(t) en considérant 1’état augmenté (z, z) ou
z est donné par

2(t) = jkwz(t) +y(t) (3.11)
Cette équation est celle d’un intégrateur sur y(t) si k = 0 et celle d’un oscillateur a la fréquence
harmonique f = % si k # 0, que nous pouvons alors décomposer suivant les parties réelles et
imaginaires, en posant r = [r1,72]7, sous la forme

#(t) = (k‘; ‘§“’> r<t>+<(1)> y(t) (3.12)

ou nous considérons une sortie y(t) € R. L’ensemble d’équations correspondant a (3.11) dans le
domaine harmonique est de la forme

Z(t) = (jkwldy —NVZ(t) + Y (t) (3.13)
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avec Y (t) = C(t)X(t), ou C = Tr(C), avec N la matrice de différentiation et U; la matrice
identité. Nous obtenons bien une action intégrale sur le k® phaseur, exprimée par 1’équation
Z3,(t) = Yi(t) contenue dans (3.13). Il est important de noter que les variables augmentées (3.11),
au-dela d’intégrer le k¢ phaseur, impactent également les autres phaseurs selon les équations
Vm #k, Zn(t) = j(k — m)wZm(t) + Y (t) contenues dans (3.13).

Pour un systéeme LTV #(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) et une sortie y(t) = C(t)z(t), le modele

augmenté est alors
i) _ (AW 2 (20), (B
(“”) - (C(t) jkw) (z(t)) *( z )U(t) (3.14)

ou Z est la matrice nulle. La commande par retour d’état peut alors étre synthétisée dans le
domaine harmonique avec le modeéle augmenté sous la forme U(t) = —KX(t) — K,(t)Z(t), avec
des matrices K et K, respectant les conditions sur la structure d’un correcteur harmonique, donc
de structures Toeplitz (et si nécessaire avec une propriété de transposée conjuguée). Une telle
commande harmonique est associée dans le domaine temporel a u(t) = —k(t)z(t)—k.(t)z(t), avec
des signaux k(t), k.(t) T-périodiques de méme période que la base harmonique (et si nécessaire
réels).

3.4 Stabilité et stabilisation dans le domaine harmonique

Nous développons dans cette partie un cadre exploitant les équations de Lyapunov et de
Riccati dans le domaine harmonique pour évaluer la stabilité en considérant les phénomenes
fréquentiels et pour optimiser les parameétres du contréle-commande selon des criteres temporels
et fréquentiels pour stabiliser les systeémes. Il en ressort qu’il y a équivalence entre la résolution
des équations différentielles de Lyapunov (resp. Riccati) périodiques et celle des équations
algébriques de Lyapunov (resp. Riccati) harmoniques associées, avec des matrices de Toeplitz.
Les résultats présentés s’inscrivent dans le prolongement des travaux de Zhou [Zhou et Duan,
2011; Zhou, 2008].

3.4.1 Stabilité des systemes LTP autonomes

Proposition 3.3. Soit A € L? (R,R™*") et T-périodique. P est l'unique solution symétrique

loc

définie positive (et T-périodique) de ’équation différentielle périodique de Lyapunov
Pt)+Pt)A) + AB)TPH)+Q(t) = 0 (3.15)

ou Q@ € Lig (R,R"™™) symétrique définie positive et T-périodique, si et seulement si P =
Tr(P) est lunique solution hermitienne définie positive de l’équation algébrique harmonique
de Lyapunov

PA-N)+(A-N)*P+Q = 0 (3.16)
ot Q = Tr(Q) hermitienne définie positive et ou A = Tr(A).

Démonstration. Soient A € LE (R,R™ ") et Q € L (R, R"*"™) T-périodiques telles que Q(t) =
OT(t) > 0. La fonction f : ((t,P) — A@)TP(t) + P(t)A(t) + Q(t)) vérifie les conditions de
Carathéodory et la condition d’unicité (théoréme 2.3), donc (3.15) admet une unique solution

pour la condition initiale P(ty). De plus, f : (t = f(t, P(t))) € L}, (R) pour tout P € L} (R).

loc
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Alors, par la proposition 2.8, nous concluons que P est solution de (3.15) si et seulement si
P = Tr(P) est solution dans Hr de I’équation différentielle harmonique associée et I'unicité de
P entraine l'unicité de P avec la condition initiale Pj(tog) = fti)OfT P(p)e=*Pdp. Les équations
harmoniques associées a (3.15) par Fr sont

Py(t) = — <PA+ATP+Q > (t) — jkwPy(t)

Les formes de Toeplitz associées aux phaseurs sont alors déterminées par

Tr(PA+ATP+Q) = PA+AP+Q

Enfin, puisque

jwU; 2 Z

N = diag(jkwUr) = zZ Z Z
zZ

Z —jwU;

et en utilisant le fait que P est hermitienne, il est facile de vérifier que

Z —jwPi(t) —j2wPs(t)

PN + NP = s JwPr(t) Z —jwPi (1)

72wPs (t) JwPy (t) Z

avec Z la matrice nulle. D’ou le résultat final :
P+PA-N)+A-N)P+Q = 0

Notons que P et Q sont nécessairement hermitiennes et définies positives par la proposition
2.7. Si maintenant, la longueur de la fenétre glissante est égale a la période des matrices, alors
comme P, A et Q sont T-périodiques, P, A et Q sont constants et P = 0. Nous en déduisons
que P est solution de (3.15) si et seulement si P = Tr(P) est solution dans Hr de (3.16) telle
que P = P* > 0 et I'unicité de P entraine 'unicité de la solution P. Réciproquement, puisque
la solution de I’équation algébrique harmonique est ici indépendante de la condition initiale, si
P est un représentant de P (€ H), c’est a dire P = Tp(P), il est 'unique solution de (3.15). [

Corollaire 3.2. Soient P et P = Tp(P) données par la proposition 3.3, les propositions
suivantes sont équivalentes :

1. la fonction V(X) = X*PX est une fonction de Lyapunov pour le systéme linéaire harmo-

nique X (t) = (A — N)X(t)
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2. la fonction v(x) = 7 Px est une fonction de Lyapunov pour le systéme linéaire périodique
z(t) = A(t)x(t)
3. la fonctionnelle v(z)(t) =< x, Pz >p2—1y) (t) = * [l 2(p)TP(p)x(p)dp est une fonc-

tion de Lyapunov pour le systéme linéaire périodique &(t) = A(t)x(t)

Démonstration. L’équivalence entre les deux premieres propositions est évidente par la proposi-
tion 3.3 et d’apres la théorie de Lyapunov. Pour la troisieme, ’équivalence entre 1 et 3 se montre
via Parseval. La fonction V(X (t)) = X (t)*PX(t) est bien définie puisque pour tout X (t) € £2,
PX(t) € £ (opérateur borné) et dérivable presque partout puisque X est absolument continue.
Nous avons V(X (t)) = =X (t)*QX (t) avec QX (t) € £2 pour tout X(t) € £? (opérateur borné).
De méme, pour tout = € L?([t — T, t]), comme P(-) est absolument continue, Px € L?([t — T, t])
et la fonctionnelle est bien définie, et puisque @ € L (R), Qz € L?([t — T,t]). En utilisant
Parseval, nous avons 1’égalité :

v(7)(t) =< 2, Px > 12014 (1) =< X (), PX(t) >p=V(X)(t)
La dérivée conduit également & :
B()(t) = — < 2,Qx >rap_ry (1) = — < X(), QX (t) >p= V(X)(t)

Nous montrons alors sans difficulté que :
— ov(z) > 0 si et seulement si V(X) > 0
— 0(x) < 0 si et seulement si V(X) <0
— =0 p.p. sur [t — T t] si et seulement si X = 0.

Corollaire 3.3. Soit A € L? (R,R™ ") et T-périodique. Le systéme LTP autonome

loc
i) = A@t)z(t) (3.17)

est globalement asymptotiquement stable si et seulement si il existe une unique matrice P
hermitienne définie positive, de structure Toeplitz, solution de I’équation algébrique harmonique
de Lyapunov (3.16), ou Q est hermitienne définie positive et de structure Toeplitz et ou A =
Tr(A). Autrement dit, si et seulement si le systéme linéaire harmonique associé

X(t) = (A-N)X(1) (3.18)
est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. Ce corollaire est directement déduit de la proposition 3.3 ou du corollaire 3.2
d’apres la théorie de la stabilité de Lyapunov. O

3.4.2 Stabilisation des systemes LTP non autonomes

Déﬁnitiop 3.1. L’ensemble des points d’équilibre harmonique d’un modéle harmonique LTI de
la forme X (t) = (A—N)X(t) + BU(t) est défini par

Er = {(X¢,U°)|0=AX°+ BU°} (3.19)
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Toutes les conditions initiales des systémes harmoniques ne fournissent pas un élément X € H
puisque les conditions initiales admissibles sont liées par la condition Xy (tg) = + f rx(r)e Ik dr,
pour tout k. Néanmoins, pour les équilibres harmoniques, nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.4. z°(t) est une trajectoire T-périodique du systeme i(t) = f(t,z(t)) si et
seulement si X¢ = Fp(x®) € Hr est un équilibre du modéle harmonique X (t) = Fp(f(t,z(t)) —
NX(t) associé.

Démonstration. Sixz®(t) est une trajectoire T-périodique du systeme @(t) = f(¢,z(t)), alors X¢ =
Fr(z) € Hr est constant et solution du modele harmonique X (t) = Fr(f(t,z(t)) — NX(t).
Comme X¢ = 0 & tout instant, X¢ définit un équilibre dans Hy du modéle harmonique.
Inversement, si X¢ est un équilibre du modele harmonique, alors il est constant est donc
trivialement dans Hrp car les phaseurs vérifient la relation X; = 0, pour tout k. Ainsi, il
existe un représentant x¢(t) qui est T-périodique et solution de 1’équation différentielle &(t) =

f(t,z(t)). O

Pour évaluer la stabilité d’un systéeme a partir du modeéle harmonique associé, une pre-
miere idée est d’étudier sa fonction de transfert harmonique en boucle fermée. Considérons
une commande par retour d’état harmonique U(t) = R — KX(t), ou R est un ensemble de
composantes harmoniques auxiliaires calculées a partir d’un signal de référence périodique (un
équilibre harmonique). Cette commande appliquée a un systeme LTP de modeéle harmonique
LTI X (t) = (A — N)X(t) + BU(t) donne, dans le domaine harmonique, la boucle fermée

X(t) = (A-N-BK)X(t)+BR

Y(t) = (C-DK)X(t)+DR (3.20)

Les transferts en boucle fermée entre les harmoniques de référence et les harmoniques de sortie
sont définis analytiquement par

G(s) = 7 = (C = DK)(sthy — A+ N + BK)"'B+ D (3.21)

avec Uy la matrice identité. L’étude des poles et zéros de cette fonction de transfert harmonique
permet d’évaluer la stabilité du modeéle harmonique et donc la stabilité harmonique du systeme
étudié en boucle fermée [Guo et al., 2014; Orillaza et Wood, 2012; Ormrod, 2013; Yin et al.,
2019]. Le modele harmonique utilisé est linéaire alors méme que les phénomenes fréquentiels sont
considérés, contrairement aux analyses temporelles. Il est alors possible de stabiliser le systeme
par des techniques classiques de placements de pdles ou par exemple en exploitant le critere de
Nyquist pour les systemes LTP présenté dans [Wereley, 1990] et mis en ceuvre dans [Mollerstedt
et Bernhardsson, 2000a]. Cependant, dans le cas des systémes a plusieurs entrées, le probléeme
du placement de poles n'admet pas une solution unique et certaines des solutions ne sont pas
robustes. Nous pouvons alors recourir a la théorie de Lyapunov et aux équations de Riccati pour
étudier la stabilité harmonique des systémes.

Proposition 3.5. Soient A € L2 (R,R™ ") et T-périodique et B € LS (R,R™™). Si le

systeme linéaire périodique ©(t) = A(t)x(t) est globalement asymptotiquement stable, alors la
commande u(t) = —K(t)x(t) stabilise asymptotiquement le systéme

#(t) = At)z(t) + B(t)u(t) (3.22)

avec une matrice de gains K(t) = G(t)B(t)T P(t), ou G € L (R, R™ ™) symétrique définie
positive et ou P = TT_l(P), avec P donnée par le corollaire 3.5.
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Démonstration. Soient A € L%OC(R,R"X") et T-périodique et B,G € LS (R). Si le systeme
& = A(t)x est asymptotiquement stable, alors il existe un unique P(-) T-périodique solution
de I’équation périodique de Lyapunov tel que P(t) = PT(t) > 0. Comme B,G € L2 (R) et

P continue, les produits BGBT Px € L?([t — T t] pour tout x € L?([t — T t], et en posant
u(t) = —K(t)x(t), nous obtenons par Fr le modele harmonique :

X(t) = (A= BOK()X(2)

avec K = Tr(K) = T7(G)Tr(BT)T7(P). Notons que K(t) est temps-variant car B(t) et G(t) ne
sont pas périodiques. Comme V(X) = X*PX est une fonction de Lyapunov pour ce modeéle,
nous en déduisons que la fonctionnelle v(z) est une fonction de Lyapunov pour le systéme

z(t) = (A(t) — B(t)K(t))z(t) (corollaire 3.2). O

L’intérét de ce résultat est que B(t) n’est pas nécessairement périodique. Si c’est le cas,
nous pouvons donner une condition suffisante d’existence d’une solution a I’équation de Riccati
harmonique et utiliser les résultats suivants :

Proposition 3.6. Soient A € L2 (R,R™ ") et B € L (R, R"™*™) T-périodiques. P est l'unique
solution symétrique définie positive (et T-périodique) de l’équation différentielle périodique de

Riccati
P(t)+ AT(t)P(t) + P(t)A(t) — P()B&) R (t)B{t)"P(t) + Q(t) = 0 (3.23)

ot Q,R € LS (R) symétriques définies positives et T-périodiques et ot il existe v > 0 tel que

Uensemble {t : |det(R(t))| < v} est de mesure nulle, si et seulement si la matrice P = Tr(P)
est l'unique solution hermitienne définie positive de l’équation algébrique harmonique de Riccati

PA-N)+(A-N)*P-—PBRB*P+Q = 0 (3.24)
ot Q@ =Tr(Q) et R = Tr(R) sont hermitiennes définies positives et ou A = Tr(A) et B = Tr(B).

Démonstration. Soient A € L2 (R,R™") et B,Q, R € L (R) T-périodiques telles que Q(t) =
QT(t) > 0, R(t) = RT(t) > 0 et tel qu'il existe v > 0 tel que 'ensemble {t : |det(R(t))| < v}
est de mesure nulle. R est inversible et R~1 = Tp(R~!) d’aprés la propriété 2.5. La fonction
f:((t,P)=AT@)P(t) + P(t)A(t) — P(t)B(t)R~1(t)B(t)T P(t) + Q(t)) vérifie les conditions de
Carathéodory et la condition d’unicité (théoréme 2.3). De plus, f : (t = f(t, P(t))) € L}, (R)
pour tout P € L} (R). Alors, nous obtenons de maniére analogue a la démonstration de la
proposition 3.3 que P solution de (3.23) telle que P(t) = PT(t) > 0 si et seulement P est

solution dans Hp de
P+PA-N)+(A-N)P-PBRIBP+Q = 0

et que l'unicité de P entraine celle de P avec la condition initiale Py (tg) = LZO_T P(p)e7k«rdp.
Notons que P et Q sont nécessairement hermitiennes et définies positives par la proposition 2.7.
Si maintenant, la longueur de la fenétre glissante est égale a la période T', alors comme P, A et
Q sont T-périodiques, P, A et Q sont constants et P = 0. Nous en déduisons que P est solution
de (3.23) si et seulement si P est solution dans Hp de I’équation algébrique harmonique (3.24)
telle que P = P* > 0 et I'unicité de P entraine celle de P. Réciproquement, puisque la solution
de I’équation algébrique harmonique est ici indépendante de la condition initiale, si P est un
représentant de P (€ H), c’est a dire P = Ty (P), il est 'unique solution de (3.24). O
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Corollaire 3.4. Soient P,R, P = Tp(P) et R = Tr(R) données par la proposition 3.6, les
propositions suivantes sont équivalentes :

1. la fonction V(X) = X*PX est une fonction de Lyapunov pour le systéme LTI harmonique
X(t) = (A—N)X(t) + BU(t) bouclé par la commande U(t) = —KX(t), ov K = R™1B*P
2. la fonction v(z) = xT Px est une fonction de Lyapunov pour le systéme LTP i(t) =
A(t)x(t)+B(t)u(t) bouclé par la commande u(t) = —K( Ya(t), ou K(t) = R™Y(t)BT (t)P(t)

+ Jpz(p)" P(p)x(p)dp est une fonc-

3. la fonctionnelle v(z)(t) =< z, P > 21y (t) =
A(t)z(t)+ B(t)u(t) bouclé par la commande

tion de Lyapunov pour le systeme LTP &(t) =
u(t) = —K(t)a(t), ou K(t) = R'(t) BT (t)P(t)

Démonstration. L’équivalence entre les deux premiéres propositions est évidente par la propo-
sition 3.6 et d’apres la théorie sur les équations de Riccati. L’équivalence entre 1 et 3 se montre
via Parseval, comme dans la démonstration du corollaire 3.2. ]

Corollaire 3.5. Soient A € L} (R,R™*") et B € L2 (R, R"™™) T-périodiques. La commande

loc
par retour d’état périodique u(t) = —K (t)xz(t) stabilise globalement asymptotiquement le systéme

LTP
B(t) = A@M)x(t) + B(t)u(t) (3.25)

avec une matrice de gains K(t) = R™'(t)BT(t)P(t) T-périodique, o R = T7'(R) et P =
7?1(P) telle que P est l'unique solution hermitienne définie positive de l’équation algébrique
harmonique de Riccati (3.24). Autrement dit, la commande par retour d’état harmonique U (t) =
—KX(t), ou K = Tp(K) = R™'B*P stabilise globalement asymptotiquement le systéme LTI
harmonique

X(t) = (A-N)X(t)+BU(t) (3.26)

Et alors, la commande u(t), et de maniére équivalente la commande harmonique U = Frp(u),
minimise la fonction de coit quadratique harmonique

JX,U)t) = [F(X ) QX () +U®)*RU(L))dt (3.27)

Démonstration. Ce corollaire découle directement de la proposition 3.6 ou du corollaire 3.4
d’apres la théorie sur les équations de Riccati. O

Proposition 3.7. L’algorithme itératif suivant sur l’équation de Riccati harmonique (3.24)
permet de déterminer P : pour p=0,1,2,...

Pot1t(A=N)+ (A=N)*Ppp1 = PBR'B*P,—Q (3.28)
Démonstration. Voir [Zhou, 2008]. O

Pour conclure, la résolution des équations algébriques de Lyapunov (resp. Riccati) harmo-
niques permet d’évaluer la stabilité et d’optimiser la commande pour stabiliser un systéeme en
boucle fermée, en considérant des informations sur les dynamiques et les couplages harmoniques.
La fonction de cotit (3.27) minimisée peut en effet contenir des informations sur la composante
moyenne des signaux mais également sur leurs harmoniques. De plus, la résolution des équations
de Lyapunov (resp. Riccati) harmoniques présentées est plus aisée que celle des équations
temporelles différentielles car elles sont algébriques. Toutefois, les développements effectués
considerent des matrices de dimensions infinies et leur troncature est susceptible de remettre
en cause les résultats. En particulier, si le produit de deux matrices de Toeplitz infinies est une
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matrice de Toeplitz, ce n’est pas le cas en dimension finie, et de méme pour 'inverse. Un effet
de bord peut étre observé et peut se révéler problématique si trop peu d’harmoniques sont pris
en compte. Dans ce cas, imposer une matrice @ Toeplitz dans l'algorithme (3.28) ne garantit
alors pas de trouver une matrice P Toeplitz. En pratique, il est possible de modifier légerement
les gains dans P pour forcer une structure Toeplitz.

3.4.3 Stabilisation des systemes affines commutés

Nous nous intéressons dans cette partie a une loi de commande pour les systémes commutés
qui a été proposée dans [Beneux et al., 2017]. C’est une loi de commande adaptative qui présente
I’avantage considérable de garantir une stabilité asymptotique globale pour les systémes affines
commutés. Nous développons ici une loi de commande similaire (dans le cadre non adaptatif)
mais synthétisée dans le domaine harmonique.

Définition 3.2. L’ensemble des points d’équilibre harmonique d’un modéle harmonique de la
forme X (t) = (A(D(t)) = N)X (t) + B(D(t))W, associé  un systéme affine commuté (3.30), est
défini par

Er = {(X,D% | 0= (A(D®) —N)X¢+ B(D)W} (3.29)
Ces points d’équilibre harmonique sont associées a des trajectoires périodiques de méme période
que la base harmonique, définies par : x°(t) = Fp'(X®) et ut(t) = Fr (U°).

Définir les points d’équilibre dans le domaine harmonique permet de considérer des entrées
exogenes w(t) T-périodique (dans une base harmonique de période T') et non plus seulement
constantes.

Proposition 3.8. Soient w € L} (R) T-périodique et d € L?, (R). Toute trajectoire périodique
(z€(t),d°(t)) du systéme affine commuté

B(t) = A(d(t)z(t) + B(d(t))w(t) (3.30)

ot A(d(t)) = Aind+ Adepd(t) et B(d(t)) = Bina~+ Baepd(t), associée d un point d’équilibre harmo-
nique stable (X¢, D) € Ep tel que A(D) — N soit Hurwitz, est globalement asymptotiquement
stable par la loi de commande

d(t) = de(t) — G(t)BT (x,w)(t)P(t)(z(t) — z°(t)) (3.31)

avec

B(z,w)(t) = Agep(t) + Bgepw(t)
et avec G, P € LS. (R) symétriques définies positives et T-périodiques, ou P = Tr(P) est
lunique solution hermitienne définie positive de l’équation de Lyapunov harmonique A(D¢)*P +

PA(D®) + Q = 0, avec Q hermitienne définie positive et de structure Toeplitz. Autrement dit,
tout point d’équilibre harmonique stable (X¢, D¢) du systéme harmonique

X(t) = AD)X(t)+BD(t)W (3.32)

ot A(D) = Tr(A(d)) et B(D) = Tr(B(d)), est globalement asymptotiquement stable par la loi
de commande .
D(t) = D°—-GB*"(X)t)P(X(t) — X°) (3.33)

avec

B(X)(t) = Ader(t) + BdepW = X(t) ® Adep +W® Bdep

ot X = Tp(X), W ="Tr(W), Adep = Tr(Adep), Baep = Tr(Baep), 0t @ désigne le produit de
Kronecker et avec G = Tr(G) hermitienne définie positive.
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Démonstration. Soient w € L?*(R) T-périodique et d € L?(R). Le modele (3.30) est affine
commuté. La stabilité en présence des non-linéarités est démontrée a l'aide d’une fonction de
Lyapunov selon 'approche détaillée dans la suite et similaire & celle proposée dans [Beneux et al.,
2017]. La nouveauté est que nous travaillons pour notre part dans le domaine harmonique, ce
qui permet de considérer une entrée exogene w(t) T-périodique et non plus constante. Comme
w(t) est T-périodique, dans la base harmonique de période T', W = Fr(w) est constant. Soit un
équilibre harmonique du modele (3.32) donné par :

0 = (A(D?) — N)X® + B(D)W

A partir de I’équilibre harmonique (X¢, D), le modeéle harmonique peut étre réécrit sans ap-
proximation sous la forme

X(t) = (AD) = N)(X(t) = X) + (A(D(1)) = A(D) X (t) + (B(D(t)) — B(D*)W
Notons que

(A(d(t)) — A(d°(£))x(t) = ((Aina + d(t) Adep) — (Aing + d°(t) Adep) ) (t)
= Adgepr(t)(d(t) — d*(t))

Par décomposition de Fourier glissante, nous obtenons
(A(D(1)) — AD) X (t) = AgepX () (D(t) — D) = X(t) © Agep(D(t) — D)
avec X = T (F). Avec le méme raisonnement, nous obtenons
(B(D(t)) — BID)W = Baey W(D(t) — D) = W ® Byep(D(t) — D)
avec W = T7(W). Nous pouvons alors écrire
X(H) = (A(D?) - N)(X(t) - X°) + BX)(1)(D(t) — D)

Supposons que A(D¢) Hurwitz. Alors, le systéme harmonique X () = A(D®)X(t) est globa-
lement asymptotiquement stable et, pour toute matrice @ = Q* > 0 de structure Toeplitz,
il existe une unique matrice P = P* > 0 de structure Toeplitz et solution de 1’équation
de Lyapunov A(D®)*P 4+ PA(D¢) + Q@ = 0. De maniére équivalente, le systéme périodique
x(t) = A(d°(t))z(t) est globalement asymptotiquement stable (corollaire 3.3), et alors, par
application de la proposition 3.5, nous considérons la commande (3.33). La fonction de Lyapunov
associée a P
VX)) = (X()—X)PX(t) - X°)

est alors de dérivée exprimée, en posant Z(t) = B*(X)(t)P(X (t) — X¢), par :
VX)) = —(X(t) - X)"Q(X(t) — X°) —2 Z(t)*GZ(t) < 0

Comme 9,G > 0, cette fonction est nulle si et seulement si X = X¢. Ainsi, la fonction de
Lyapunov V(X)(t) permet de prouver la stabilité asymptotique du point d’équilibre harmonique
(X¢, D°) par la loi de commande (3.33). Par le corollaire 3.4, la fonctionnelle

v(z—af)(t) = (a(t) — ()T P)(x(t) — 2°(t))

olt P = T;*(P), est une fonction de Lyapunov pour le systéme (3.30) bouclé par la commande
(3.31). Autrement dit, cette commande stabilise asymptotiquement le systéme affine commuté
vers la trajectoire x¢(t) = T *(X°). O
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Nous avons présenté une loi de commande globalement asymptotiquement stable pour le
contrble de systémes affines commutés, établie dans le domaine harmonique. Q est la matrice
de gains de Lyapunov pour répartir I'effort du contréle-commande et R est le gain de retour
d’état pour régler la puissance du controle-commande. Q et R doivent étre choisies hermitiennes
définies positives et de structure Toeplitz pour obtenir une matrice P qui définit une fonction
de Lyapunov pour le systéme harmonique. Alors, la matrice de retour d’état K = RB*(X)(t)P
est également de structure Toeplitz et respecte les conditions du corollaire 3.1.

3.4.4 Stabilisation des systemes affines commutés en présence de perturba-
tions périodiques et d’incertitudes paramétriques

En présence de perturbations harmoniques extérieures et d’incertitudes paramétriques, une
approche plus robuste peut étre nécessaire pour éviter de dévier de la trajectoire nominale. Une
solution est d’utiliser la technique de controle par retour d’état présentée dans [Astolfi et Praly,
2016], [Astolfi et al., 2019].

Considérons un état harmonique augmenté (X, Z) de dynamiques données par

X(t) = (A=N)(X(t) - X) + BX(®)(D(t) — D°)

Z({t) = (O—=N)Z(t)+ LC(X(t) — X€) (3.34)

Pour la seconde équation, nous supposons qu’il existe des représentants L,C € L et T-
périodiques de £ et C, ainsi qu'une fonction matricielle O(t) € L2, anti-symétrique et T-
périodique telle que O = Tr(O) est anti-hermitienne, c¢’est-a-dire O* = —0.

Nous montrons dans la suite que ces équations permettent d’incorporer des actions intégrales
ou des oscillateurs pour rejeter les erreurs sur les phaseurs. Par exemple, considérons

0 0 0
o(t) = 0 0 —kw
0 kw 0

et (y1,y2,0) = L(t)C(t)(x — x°). Alors, une action intégrale est introduite sur la variable y;
sur la premiere ligne et un oscillateur est introduit sur 'entrée yo via les deux autres lignes.
L’introduction d’un oscillateur d’ordre k a pour objectif de rejeter les erreurs sur le k¢ phaseur
de I'entrée y5. Autrement dit, cette action permet de rejeter les perturbations extérieures sur
cette variable, donc les oscillations a la fréquence kf (voir Astolfi et al. [2019] pour plus de
détails).

Proposition 3.9. Le systéme (3.34) est globalement asymptotiquement stable sur l’équilibre
X€ par la loi de commande

D(t) = D°—GB(X(1)* [P(X(t) - X) — M*(Z(t) - M(X(t) - X°))] (3.35)

ot G > 0, ot P est donné par la proposition (3.6) et ou M satisfait ’équation de Sylvester
harmonique

(O = N)YM—MA-N)+L£C=0 (3.36)

Démonstration. Pour commencer, 1’équivalence entre la solution d’une équation harmonique de
Sylvester et celle de sa version différentielle T-pérodique peut étre prouvée comme dans la preuve

84



CHAPITRE 3. CONTROLE-COMMANDE HARMONIQUE

de la proposition 3.3. Notons X = (X — X°) et considérons la fonction de Lyapunov candidate
V(X,Z)=X*PX + (Z - MX)"(Z — MX). Sa dérivée le long de la trajectoire mene a

V=—X*QX +2XPB(X)D+2(Z - MX)*(0O —=N)Z + LCX — M((A— N)X + B(X)D))
oit D = (D — D°). D’aprés la relation (3.36), nous pouvons écrire
V= -X*QX + 2 (X*PB(X) - (Z - MX)"MB(X)) D +2(Z - MX)"(O = N)(Z — MX)
Puisque (O — N)* = —(O — N), pour tout Y, nous avons Y*(O — N)Y = 0, et la dérivée peut
étre simplifiée :

V(X,Z) =-X"QX +2(X* [P— (2 - MX)"M| B(X)) D.

Alors, nous choisissons

D = —GB(X)"|[PX - M*(Z - MX)]
Pour tout G > 0, nous obtenons
V(X,Z)= -X*QX ~G'D*D <0, X £0
De plus, puisque V = 0 implique que X = 0, nous obtenons que V(0,7Z) = Z*Z est constant et

nous concluons que Z est borné et que V(X' , Z) est une fonction de Lyapunov faible. ]

Corollaire 3.6. Le systéme

i(t) = Ad()(t) + Bd(r)w()
At) = O(t)z(t) + L()C(H)Z(t)

est globalement asymptotiquement stable sur la trajectoire T-périodique x°(t) = F ' (X€)(t) par
la loi de commande

dt) = d(t) - g(t) B(t))T [P()z(t) — M(1)T(=(t) — M(8)a(1))]
ot Z(t) = x(t) — 2°(t), B(x(t)) = Agepr(t) + Baepw(t) et ot P(t) et M(t) sont respectivement
les représentants de P = Tr(P) and M = Tr(M) dans le cadre de la proposition 3.9.
Démonstration. La preuve est établie une fois de plus a partir de la proposition 3.1. O

Proposition 3.10. Si le domaine de contréle est restreint a un ensemble fermé D, et si la
trajectoire T -périodique d€ est a l'intérieur de D., alors la fonction de saturation

sat(d(t)) = d°(t) + ~y(t)(d(t) — d°(t)) (3.37)
avec y(t) = maz{0 < v < 1:d°(t) +~vd(t) € D.} ne modifie pas la propriété de stabilité via la
loi de commande du corollaire 3.6.

Démonstration. Si la trajectoire T-périodique d° est a I'intérieur de D, il existe toujours, pour
tout ¢, un unique y(¢) < 1 strictement positif tel que v(t) = max{0 <~ < 1:d°(t) + ~v(d(t) —
d®(t)) € D.}. Considérons la fonctionnelle définie positive (comme dans le corollaire 3.2) :

U(f, Z)(t) = <z,Pr >L2([t—T,t]) (t) +<z—Mzx,z— Mz >L2([t—T,t]) (t)
Quand la loi de commande est saturée, la dérivée le long de la trajectoire est alors donnée par

0(Z,2)(t) = — <& Q% >p2q—ry () — g(t) < B(x)" Pz, vB(2)T Pt > 12— (1) -+
—g(t) < B(z)"M" (2 — Mz),vB(x)" M" (2 — MZ) > 210 (t)

Puisque v(t) > 0, les deux derniers termes du membre de droite sont toujours de signes négatifs,
ce qui prouve le corollaire. ]
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3.5 Application a la commande et au filtrage actif des conver-
tisseurs

La modélisation harmonique peut étre utilisée pour améliorer le controle des systemes in-
dustriels via un des schémas de contréle-commande présentés dans la partie 3.2. Elle permet
de concevoir un contréleur agissant sur les harmoniques des signaux pour répondre a des
objectifs temporels mais également fréquentiels (THD, filtrage actif, rejet d’oscillations ...).
Nous présentons ici des résultats sur la régulation de la tension en sortie d’un convertisseur
Boost avec filtrage actif et rejet de perturbations périodiques (rejet d’oscillations). Nous validons
les résultats obtenus pour une loi de commande par retour d’état harmonique de type LQ ainsi
qu’une loi de commande harmonique de type embedded.

3.5.1 Présentation du probléeme et cahier des charges

R L I lout

%

\Iin sSwW J— :C Vout

Figure 3.3 — Schéma électrique d’un convertisseur Boost.

Le systeme choisi pour démontrer I'efficacité des approches développées est un convertisseur
Boost, dont le schéma électrique est rappelé sur la figure 3.3. Les objectifs du contréle-commande
sont de réguler la tension en sortie du convertisseur autour de 60V, de la filtrer activement
pour éliminer ses oscillations (< 0.8%) et de rejeter les perturbations harmoniques. La charge
en sortie considérée pour illustration est une charge résistive contante R, = 10£). En prenant
explicitement en compte son association avec la charge résistive constante, le modele harmonique
d’un convertisseur Boost peut s’écrire dans la base harmonique de période T arbitraire sous la
forme d’un espace d’état harmonique

nw| _ [ ZU-N FUU-DPO|[ L], [t
Vo) — [EWU —DE)  m5Ui =N | [Vour(t) Z

] Vinl) (3.38)

ou IL = fT(iL), Vout = fT(Uout)7 ‘/zn = FT(vin)v Iout = fT(iout)v D(t) = 7-T(d(t))7 N est la
matrice de différentiation, U; est la matrice identité et Z est la matrice nulle. Le lecteur est a
nouveau invité a préter attention a ’ordre dans lequel les équations harmoniques sont écrites. En
effet, pour simplifier les écritures, les équations sont permutées par rapport au modele théorique
(3.32) pour séparer les phaseurs propres a chaque variable.

La tension en entrée v;,(t) est la tension d’alimentation du Boost. En régime nominal,
cette entrée exogene est généralement supposée constante, mais en réalité elle peut contenir des
harmoniques. Par exemple, si cette tension est redressée a partir de la tension fournie par un
réseau électrique alternatif, elle peut contenir des harmoniques a la fréquence du réseau. Les
perturbations hautes fréquences sur cette entrée peuvent a priori étre négligées car elles sont

86



CHAPITRE 3. CONTROLE-COMMANDE HARMONIQUE

naturellement filtrées par le systéme. Les perturbations basses fréquences peuvent quant a elles
étre traitées a l'aide de techniques adaptatives aujourd’hui assez bien maitrisées. En revanche,
une gamme fréquentielle spécifique reste critique du point de vue du rejet d’oscillations. Cela
est illustré sur la figure 3.4 ou 'amplitude des oscillations obtenues sur la tension en sortie du
modele instantané du Boost 1.2 est tracée en fonction de la fréquence des oscillations en entrée
sur v;,(t), en boucle ouverte et avec un rapport cyclique constant par morceaux, mis a jour par
technique adaptative. Les parametres du Boost et de la charge sont donnés dans le tableau 3.1.
Il en résulte que la gamme fréquentielle critique se situe entre 200H z et 10k H z, le pire cas se
situant autour de bk H z.

4.5

0.5

0 = i L TR L L L L L ol L L - Ll TEremm
10! 10? 103 10* 10°
frequencies (Hz)

Figure 3.4 — Influence de la fréquence d’une oscillation en entrée sur 'amplitude des oscillations observées
sur la tension en sortie du Boost en boucle ouverte.

noms | valeurs parameétres
R 1m$ résistance
L 0.1mH inductance
C 10pH capacité
fow 100k H z fréquence de commutation
R. 1092 charge résistive constante
fin 5kH z fréquence de la base harmonique
h 8 ordre de troncature

Tableau 3.1 — Parameétres du convertisseur Boost et de la base harmonique.

A titre de démonstrateur, v, (t) est ici considéré périodique de période T}, connue. L’hypo-
theése que nous connaissons la période Tj, de la perturbation en entrée est forte. En pratique,
si la perturbation provient d’un autre systéme auquel le convertisseur Boost est associé (un
réseau par exemple), la fréquence de ce systéme peut raisonnablement étre connue, mesurée
ou estimée avec une précision convenable. Pour un régime nominale périodique donné, en
considérant v;,(t) constant ou Tj,-périodique, alors v;,(t) est associé a un vecteur harmonique
Vin = Fr(vin) constant. Dans ce cas, il est possible de définir un point d’équilibre harmonique
(1§, Vs, D) € & du modele (3.38), dans la base harmonique de période T' = Tj,. Cet équilibre

harmonique est associé a des trajectoires Ty,-périodiques vS,, (1) = Frt (veu), 15 (t) = Frt(i5)
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et d°(t) = Fr ' (D").

Si nous connaissons le régime nominale périodique de v;,(t), alors il est possible de direc-
tement le prendre en compte lors de la synthése du contréle-commande. Dans ce cas, nous
choisissons un point d’équilibre harmonique qui prend en compte les oscillations de vy, (t) et
dont le contenu harmonique nous satisfait. Cela procure un avantage considérable par rapport
aux techniques conventionnelles. En revanche, si nous ne connaissons pas le régime nominale
périodique de v;, (), nous supposons un régime constant v;, et nous considérons ses harmo-
niques comme des perturbations. Ici, I’objectif est d’obtenir une tension constante en sortie du
convertisseur. Nous choisissons donc un vecteur harmonique de tension a I’équilibre V5, ; dont les

phaseurs sont tous nuls ou presque, exceptée la composante continue (phaseur 0) qui est choisie
au niveau de tension désiré. Nous obtenons 1’équilibre harmonique suivant :

If = [...0...015212A0...0...]T
ey = [+ 0--0 V=60V 0---0 -] (3.39)
D¢ = ["'0"'0D8:0-50"‘0"']T

Les fréquences de la gamme critique sont assez éloignées de la fréquence de commutation du
convertisseur. Nous supposons alors que les hautes fréquences générées par les commutations
peuvent étre négligées dans le probleme du rejet d’oscillations dans la gamme critique, ce qui
permet de limiter le nombre d’harmoniques. Cette hypothese peut étre vérifiée en choisissant une
base harmonique commune, comme présenté dans la section 2.2.6, afin d’analyser les couplages
entre basses et hautes fréquences.

A partir du point d’équilibre harmonique (3.39), le modele harmonique (3.38) peut se réécrire,
sans approximation, dans la base harmonique de période T, sous la forme d’un espace d’état
harmonique

IL(t) N ;[{%UI*N _TIUI IL(t)— e % .
l%ut@)] R [ U Rc},ul—/v] lvmu)— e, T @ | PO (40)

ol Vout = ﬁ“(vout) et Iy, = 7}(2[/)

3.5.2 Commande optimale LQ par retour d’état

La commande LQ est une technique de controle linéaire. Nous linéarisons donc le modele
harmonique du Boost (3.40) autour du point d’équilibre harmonique (3.39), dans la base har-
monique de période T;,. Le modele harmonique linéarisé s’écrit sous la forme d’un espace d’état
harmonique

IL.(t) . _TRUI -N _TlU] IL(t) —_J¢ % .
[Vout@] - l U R—jcuf—N] [m(t)— L@]* z | (DO -D9  (341)

ou Vgut = 7-T(Ugut) et 17 = 7}(2%)
Pour tester lefficacité de la commande, 'entrée exogeéne v;,(t) du convertisseur subit une

perturbation non seulement de sa valeur moyenne mais également par une oscillation a la
fréquence critique f = 5kH z et ses harmoniques 3 et 7 (& 15kH z et 35k H z), comme illustré sur
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la figure 3.5a. Nous considérons alors une commande par retour d’état harmonique avec bouclage
intégral sur la composante continue de la tension via le vecteur Zj, sur son fondamental via le
vecteur Z et sur 'harmonique 3 via le vecteur Zs. Les intégrateurs et oscillateurs sont ajoutés
au correcteur directement dans le domaine harmonique pour rejeter les erreurs statiques sur les
variables harmoniques Vp, Vi et V3 et ainsi rejeter les oscillations car les références sont a zéro.
Le modele est donc augmenté par des variables d’état Zy, Z; et Zs, conformément a la section
3.3.2:

I (t) TU =N U Z In(t) —If Yout
Vour(t)| = SU; el =N Z Vour(t) = Vi | + | ZE | (D(t) — D°)

(3.42)
Une commande par retour d’état harmonique est alors appliquée au modele augmenté, soit

D(t) = D°—KiIL(t) — KoVour(t) — Kz020(t) — Ka12Z2(t) — K.3Z3(1) (3.43)

avec des matrices de structure Toeplitz particulieres, conformément au corollaire 3.1. La boucle
fermée étudiée pour ajuster les parameétres du controle-commande s’écrit

I (1) Flp N =Tl P -Gk, ek | [ L) - I
Vout(t) = %U[ — ITL/Cl P;%Z/{[ —N - %’CQ —ITL’Czk Vout(t) - Voeut
Zi(t) Zy, Ur jkwldy — N Zi(t)

(3.44)

Nous nous intéressons ensuite au réglage des matrices de gains. Il est possible de les choisir de
sorte a fixer les pdles d’un systéme. Nous choisissons ici d’optimiser leur réglage selon une loi
de commande de critere LQ (3.27) car elle posseéde intrinsequement de trés bonnes propriétés
de robustesse. Les lois de commande implémentées pour rejeter les oscillations sur la tension
d’entrée sont illustrées sur la figure 3.5b. Les matrices de gains choisies sont

R = 10%U;
Q = diag(Q1, Q2, D0, 21, 223)

avec la matrice identité Uy et

Q1 =0 =10"Y,
Q.0= Q.1 = Q.3 =10"U;

ou Q; et Oy se rapportent aux gains sur le courant et la tension, 9,y a l'action intégrale sur
la composante continue, Q.1 celle sur le fondamental et Q.3 celle sur I’harmonique 3. La figure
3.5¢ montre que le correcteur développé permet de rejeter les oscillations sur la tension en sortie.
La base harmonique est choisie de période T' = T, égale a la période des perturbations et le
nombre d’harmoniques est limité a h = 8. Les actions intégrales sur la composante moyenne, le
fondamental et I’harmonique 3 permettent de cibler et rejeter les perturbations harmoniques aux
fréquences correspondantes. Ceci est mieux illustré par la figure 3.5d dans laquelle les phaseurs
de la tension de sortie sont tracés.
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(d) Les erreurs sur les phaseurs des tensions obtenues en sortie.

Figure 3.5 — Régulation de la tension en sortie du Boost selon les schémas de controle 3.1 et 3.2 avec
2fle 10i de commande harmonique LQ et pour une perturbation périodique a f = 5kH 2.
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3.5.3 Illustration de la nécessité de structurer le correcteur harmonique

Les résultats présentés dans la section précédente ont été obtenus en s’efforcant de structurer
le correcteur lors de sa synthese dans le domaine harmonique. La littérature n’aborde pas cette
problématique alors que nous expliquons que ces conditions sont indispensables pour travailler
dans un cadre rigoureux. Nous illustrons la nécessité de structurer le correcteur harmonique
pour 'exemple de la régulation de la tension en sortie du convertisseur Boost en comparant les
signaux obtenus théoriquement avec la synthese harmonique et les signaux réellement obtenus
par implémentation de la loi de commande selon le schéma de contrdle 3.1 (le schéma 3.2 ne peut
pas étre mis en ceuvre sans structurer le correcteur, voir proposition 3.1). Nous comparons les
résultats dans le cadre d’un correcteur harmonique structuré sur la figure 3.6 et non structuré
sur la figure 3.7.

0.56

**** schéma hybride
~-boucle harmonique théorique

0.54 — ‘

0.52

05

048 —

0.46 —

0.44 —

042 -

04

0.38

0.36 I I I I
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

Temps (s)

(a) Les lois de commandes en rapport cyclique.

----- schéma hybride
~--boucle harmonique théorique
---signal de référence

Tension (V)

I I I I I ]
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
Temps (s)

(b) Les tensions obtenues en sortie.

Figure 3.6 — Comparaison des tensions en sortie du Boost régulées par un correcteur harmonique LQ
structuré, par implémentation selon le schéma 3.1 et par synthese harmonique théorique.
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----- schéma hybride
~boucle harmonique théorique|
T T
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(a) Les lois de commandes en rapport cyclique.
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~--poucle harmonique théorique|
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(b) Les tensions obtenues en sortie.

Figure 3.7 — Comparaison des tensions en sortie du Boost régulées par un correcteur harmonique LQ
non structuré, par implémentation selon le schéma 3.1 et par synthése harmonique théorique.

3.5.4 Illustration de ’avantage du schéma de contréle alternatif

Dans I'exemple précédent, les résultats obtenus en suivant les deux schémas de controle
donnent des résultats similaires. Cependant, le premier schéma révele ses limites lorsque trop
peu d’harmoniques sont pris en compte ou pour une perturbation harmonique basse fréquence
(nécessitant une période de la base harmonique élevée). En effet, Pextraction des harmoniques
en ligne, effectuée par décomposition de Fourier glissante tronquée, est dans ce cas limitée. Elle
ne rend pas bien compte des variations des signaux réels et injecte des erreurs de type retard
sur les informations en entrée du correcteur, dont l'effet peut étre déstabilisateur. Le schéma
de contrdle alternatif permet de se passer de ces transformations en ligne. Ces difficultés sont
illustrées sur la figure 3.8 pour la méme loi de commande et les mémes gains, mais avec une
perturbation a la fréquence f;, = 50H z. La base harmonique choisie pour rejeter la perturbation
est alors de fréquence f = f;,, avec toujours h = 8. Les erreurs injectées par les transformations
de Fourier en ligne déstabilisent le convertisseur lors de la mise en ceuvre du schéma de controle
hybride.
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(c) Les tensions obtenues en sortie.

Figure 3.8 — Régulation de la tension en sortie du Boost selon les schémas de controle 3.1 et 3.2 avec
une loi de commande LQ et pour une perturbation périodique a f = 50H z.
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3.5.5 Commande embedded globalement asymptotiquement stable

Nous nous intéressons ici a la mise en ceuvre de la loi de commande harmonique pour les
systémes commutés présentée en (3.33). Cette loi de commande ne nécessite pas de linéariser le
modele harmonique (3.40) et présente 'avantage de garantir une stabilité asymptotique globale
pour les systémes affines commutés. Des intégrateurs et oscillateurs sont ajoutés au controleur
directement dans le domaine harmonique, ce qui revient a augmenter le modele harmonique :

|80 Fu-N Fu z IL(t) - If Yeu(t)
Vout(t) | = SU; el — N Z Vour (t) = Vi | + | 259 | (D(#) — D°)
Zi(t) Z Ly, jhwldy — N Zn(t) z

(3.45)

Pour tester l'efficacité de la commande, la tension d’alimentation du convertisseur subit
une perturbation non seulement de sa valeur moyenne mais également par une oscillation a la
fréquence critique f = 5kHz et ses harmoniques 3 et 7 (& 15kHz et 35kHz), comme illustré
sur la figure 3.9a. Nous considérons alors un bouclage intégral sur la composante continue de
la tension via le vecteur Z;, sur son fondamental via le vecteur Z; et sur ’harmonique 3 via
le vecteur Zs, selon la technique présentée dans la section 3.4.4. La commande harmonique
appliquée est alors de la forme

D(t) = D°¢—GB(X(t))"[P(X(t) — X¢) — M*(Z(t) — M(X(t) — X°))] (3.46)

avec des matrices données par les propositions 3.8 et 3.9, de structure Toeplitz particuliére,
conformément au corollaire 3.1. Les lois de commande implémentées pour rejeter les oscillations
sur la tension d’entrée sont illustrées sur la figure 3.5b. Les matrices de gains choisies sont

G = 10%U;
Q = diag(Q1, Q2)

avec la matrice identité Uy et
Q1 =0, =10"1Y
Lo=L1=L3=10"U

ou Q; et Oy se rapportent aux gains sur le courant et la tension, Ly a 'action intégrale sur la
composante continue, £ celle sur le fondamental et L3 celle sur 'harmonique 3. La figure 3.9¢
montre que le controleur développé permet de rejeter les oscillations sur la tension en sortie.
La base harmonique est choisie de période T' = T;, égale a la période des perturbations et le
nombre d’harmoniques est limité a h = 8. Les actions intégrales sur la composante moyenne, le
fondamental et ’harmonique 3 permettent de cibler et rejeter les perturbations harmoniques
aux fréquences correspondantes. Ceci est mieux illustré sur la figure 3.9d dans laquelle les
harmoniques de la tension en sortie sont tracés.
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(d) Les erreurs sur les phaseurs des tensions obtenues en sortie.

Figure 3.9 — Régulation de la tension de sortie du convertisseur Boost selon le schéma de contréle 3.2 et
avec une loi de commande embedded pour une perturbation périodique & la fréquence critique f = 5kFHD
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3.6 Conclusion

Le domaine harmonique contribue largement a la maitrise des phénomenes fréquentiels. Il
permet d’analyser les dynamiques et couplages harmoniques au sein d’un systéme et I'influence
d’un correcteur sur le comportement harmonique de la boucle fermée. Pour améliorer le contréle-
commande des systemes, une idée présentée dans la littérature est d’'implémenter le correcteur
dans le domaine harmonique. En pratique, avec des transformations et modeles tronqués, le
schéma, de controle correspondant peut toutefois entrainer des erreurs, dont 'effet est déstabi-
lisateur. Ce chapitre présente une solution alternative ou le correcteur est également synthétisé
dans le domaine harmonique mais implémenté dans le domaine temporel, par transformation.
De plus, une contribution importante de ce chapitre est d’identifier des conditions nécessaires
et suffisantes pour associer un signal, qui a bien l'effet escompté, a la commande harmonique
générée et pour que ce signal soit applicable au systéme (réel si besoin). Typiquement, les
phaseurs générés par le correcteur harmonique doivent vérifier la condition de coincidence. Dans
le cadre d’un contréle par retour d’état harmonique, il en résulte une structure Toeplitz de la
matrice de gains du correcteur. C’est un résultat important, dont il n’est pas fait mention dans
la littérature, mais qui conditionne une synthese dans le domaine harmonique. Et pour obtenir
un bouclage intégrale sur certains phaseurs tout en respectant cette condition, une solution
est d’augmenter le correcteur de variables associées a des intégrateurs sur les moyennes et a des
oscillateurs aux fréquences associées. Ces oscillateurs permettent de filtrer activement le systéme
et de rejeter les perturbations périodiques en éliminant les oscillations.

Le domaine harmonique fournit également un cadre pour analyser plus finement la stabilité
de la boucle fermée. Cela a déja été exploité dans la littérature, par exemple en étudiant les poles
et zéro de la fonction de transfert harmonique ou en développant un critere de Nyquist pour les
systemes LTP. Pour aller plus loin, nous avons développé des outils d’évaluation de la stabilité
et stabilisation des systémes via des équations de Lyapunov et de Riccati exprimées dans le
domaine harmonique. Une contribution de ce chapitre est de montrer qu’il y a équivalence entre
les solutions des équations différentielles périodiques de Lyapunov (resp. Riccati) et celles des
équations algébriques harmoniques de Lyapunov (resp. Riccati) associées, avec des matrices de
Toeplitz. Nous pouvons alors déterminer des fonctions de Lyapunov et construire des lois de
commande optimales stabilisantes pour les modeéles temporels a partir des modeles harmoniques
associés. Les travaux entrepris ont donc abouti a la définition d’un cadre formel pour évaluer
la stabilité et stabiliser les systemes en considérant des informations sur les dynamiques et les
couplages harmoniques. Cette analyse de stabilité ne concerne pas seulement le comportement
moyen comme avec les analyses moyennes (SSA), mais également selon les fréquences multiples
de la fréquence de la base harmonique.

Les résultats de ce chapitre ouvrent la voie & un contréle-commande amélioré pour effec-
tuer du filtrage actif ou du suivi de trajectoires périodiques et pour rejeter des perturbations
périodiques en utilisant des types de lois de commande classiques. A titre d’illustration, nous
avons montré des résultats de simulations intéressants pour réguler la tension en sortie d’un
convertisseur Boost. Pour rejeter les harmoniques indésirables, le correcteur harmonique prend
en compte les couplages entre les harmoniques d’entrée, de commande et de sortie. Il génere
une loi de commande avec quelques harmoniques pour réduire voir éliminer les oscillations aux
fréquences associées sur la tension en sortie. Cela peut étre compris comme des injections de
signaux harmoniques compensateurs. Ce qui est remarquable dans ce résultat est que les lois
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de commande implémentées sont du méme type que les commandes classiques, notamment de
type LQ, mais permettent de controler directement les harmoniques de la tension de sortie et du
courant dans 'inductance. Le correcteur harmonique possede en effet des parametres de controle
supplémentaires que nous pouvons ajuster pour éliminer certains harmoniques tout en régulant
la composante continue (le comportement moyen) de la tension en sortie. Il parait toutefois
évident que la pertinence de cette méthode de contréle-commande dépend de I’hypothese selon
laquelle nous connaissons la fréquence de la perturbation avec une précision satisfaisante. La
sensibilité de 'approche a la connaissance de la fréquence de la perturbation est une question
ouverte ol de nombreux parametres sont impliqués. Cela ferait un bon sujet pour des travaux
futurs.
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Introduction

La chaine d’actionnement électrique est un élément central de nombreux systémes industriels
complexes pour la transmission et la conversion de I’énergie électrique. Elle est abondamment
utilisée dans le domaine des transports (automobile, aéronautique, ferroviaire...). En aéronau-
tique, c’est une brique technologique essentielle dans les systemes de régulation moteur et de
freinage. Elle s’inscrit dans de nombreux projets, motivés par le courant écologique qui gagne
depuis quelques années le monde industriel ainsi que par les débouchés économiques intéressants
de 1’énergie électrique. La chalne d’actionnement électrique considérée dans ce chapitre est
une chaine d’actionnement d’un moteur d’avion de Safran. C’est un ensemble de systemes
énergétiques interconnectés dont la fonction est de transformer un signal triphasé issu d’un
alternateur en un signal de commande moteur triphasé. Les blocs qui la composent ainsi que les
plages fréquentielles usuellement associées sont présentés sur la figure 4.1.

commande commande
AC AC AC @ DC DC @ AC AC
Alternateur Harnais Filtre Redresseur Filtre Onduleur Harnais

fréquel?ce réseau fréquence de commutation fréquence de commutation fréquence moteur
360 a 800Hz 10 a 50kHz 10 a 50kHz 100Hz & 2kHz

Figure 4.1 — Représentation par blocs d’une chaine d’actionnement électrique type de Safran.

De gauche a droite, 'alternateur est entrainé par la turbine d’un réacteur de 'avion et génere
des courants et tensions alternatifs. Ces signaux sont ensuite redressés par un premier étage de
conversion de puissance de type AC-DC puis I’énergie électrique est transportée via le bus DC.
Les signaux sont alors redécoupés par un second étage de conversion de puissance de type DC-
AC pour finalement fournir des courants et tensions alternatifs pour piloter le moteur. Plusieurs
plages de fréquences sont mises en jeu :

— La fréquence réseau dont le fondamental évolue entre 360 et 800Hz ;
— La fréquence électrique moteur qui évolue généralement entre 100Hz et quelques kHz ;

— Les fréquences de commutation des convertisseurs dont le fondamental se situe entre 10 et
50kHz.

Dans la mesure du possible, ces gammes de fréquences sont découplées pour éviter les interactions
fréquentielles et faciliter la phase de conception des algorithmes de commande et conversions.
Hélas, ce découplage n’est pas toujours possible. Par exemple, lorsque les fréquences électriques
moteur se superposent aux fréquences électriques du réseau, ou encore lorsqu’une pollution har-
monique intervient suite a un déséquilibrage du réseau. Un phénomene de mise en résonance des
filtres d’interconnexions peut également intervenir lorsque la régulation opérée du coté onduleur
conduit a assimiler le bloc « moteur — onduleur » & une charge a puissance constante, ce qui se
traduit, coté filtres, par une impédance négative avec un effet potentiellement déstabilisateur.
Des lors, I'analyse de stabilité de la chaine d’actionnement et la conception de ses lois de controle
ne peuvent se limiter a la valeur moyenne ou au fondamental des signaux mais doit prendre en
compte les dynamiques propres a chaque harmonique ainsi que leurs interactions.

L’objectif de ce chapitre est de tirer profit des méthodes et outils développés au cours des
travaux de these pour prédire, analyser et maitriser les phénomenes fréquentiels qui ont lieu au

100



CHAPITRE 4. APPLICATION A LA CHAINE D’ACTIONNEMENT ELECTRIQUE

sein d’une chaine d’actionnement électrique. Dans la partie 4.1, nous appliquons la méthodologie
harmonique unifiée développée dans le chapitre 2 a la chalne d’actionnement pour obtenir les
modeles harmoniques de chacun de ses principaux éléments, puis par suite celui de la chaine
d’actionnement complete. Nous utilisons ces modeles harmoniques notamment pour tirer des
informations sur les couplages dynamiques, les transferts harmoniques et la stabilité de la chaine.
Enfin, dans la partie 4.2, nous exploitons les outils d’analyse et de controle définis dans le
chapitre 3 pour construire un controle-commande harmonique qui contribue & maitriser les
phénomenes fréquentiels au sein de la chaine d’actionnement. Ainsi, nous obtenons des signaux
de tension et courant quasi-sinusoidaux c6té réseau et nous pouvons limiter ['utilisation de filtres
analogiques qui sont lourds, volumineux, coliteux, qui limitent les performances des systémes et
qui augmentent les risques d’instabilité par mise en résonance.

4.1 Modélisation et analyse harmoniques de la chaine d’action-
nement

Nous présentons dans cette partie les modeles harmoniques des principaux blocs de la
chaine d’actionnement électrique, présentés sur la figure 4.2. Le modeéle harmonique de la chaine
complete est ensuite obtenu par interconnexion des modeles harmoniques de chacun des blocs.
Physiquement, les signaux se transmettent de gauche a droite mais, dans ce schéma simplifié,
nous adoptons le point de vue de l'automaticien. Pour I'automaticien, le fonctionnement du
moteur est régi par des tensions alternatives (entrées du modele moteur) qui sont régulées a
I'aide des lois de controle (entrées de commande du modele onduleur). Ces lois de controle
adaptent les tensions fournies (sorties du modeéle onduleur) pour piloter le moteur (profil de
vitesse ou de couple - sorties du modele moteur). En fonction de son comportement, le moteur
tire alors les courants alternatifs nécessaires a son fonctionnement, ¢’est pourquoi ’automaticien
considérent ces courants comme des sorties pour le modéle moteur. C’est parce que le moteur
est alimenté par des tensions controlées qu’il tire un profil de courants particulier. De méme,
I’'onduleur tire un courant continu au niveau du bus DC, et ainsi de suite.

La chaine d’actionnement électrique est généralement scindée en deux parties, au niveau du
bus DC, pour son étude :

— La partie réseau contenant les éléments depuis 'alternateur jusqu’au redresseur
— La partie moteur contenant les éléments depuis 'onduleur jusqu’au moteur

L’alternateur et le moteur considérés sont des machines synchrones triphasées a aimants perma-
nents, a f.e.m sinusoidale et en couplage étoile. Elles sont constituées d’une partie tournante, le
rotor, et d’une partie fixe, le stator. L’alternateur est une génératrice électrique qui joue le role
d’un réseau électrique. Le moteur est 'actionneur, régulé par une loi de commande au niveau
de 'onduleur. Le redresseur et ’onduleur sont de méme structure mais d’utilisation inversée. Ce
sont des convertisseurs triphasés a commutations hautes fréquences respectivement AC-DC et
DC-AC.
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fres Cch

il
i2
i3

va
vb
ve

GSAP vi Redresseur Onduleur . MSAP
1a
idc ib

v2
v3

di d2 d3 da db dc

Figure 4.2 — Représentation simplifiée de la chaine d’actionnement électrique - point de vue automatique.

4.1.1 La partie réseau

L SaaT

1
€. R L i,
(: ) AA A Y = V, .
C dc Tge
= €3 R L iy

Figure 4.3 — Schéma électrique simplifié de la partie réseau.

La partie réseau est principalement composée d’un alternateur et d’un redresseur triphasés,
associés selon le schéma de la figure 4.3. Le redresseur est alimenté par le réseau (alternateur)
et ses éléments de commutations sont commandés afin de fournir efficacement un niveau de
tension constant au bus DC a partir des signaux réseaux. Les équations électriques qui décrivent
le fonctionnement d’une génératrice synchrone triphasée a aimant permanent dans le repere
statique abc lié aux trois phases de son stator sont :

FLO@)i(t) = ¢(0(1) = —Ri(t) —v(t) (4.1)
[i1(t) 1 (t) $1(0(1))
ity = |ia(t) ;o () = |va(t) o o(0(1) = | 20(2))
i3(?) v3(1) P3(6(t))
L.+ Lycos(20(t)) M + Lycos(20(t) — 25) M + Lycos(20(t) + %)
L(O(t)) = |M+ Lycos(20(t) — 2F) Lc+ Lycos(20(t) + %) M + Ly,cos(20(t))
| M + Lycos(20(t) + ) M + Lycos(20(t)) L¢ + Lycos(20(t) — 2X)
(R, 0 0
R = 0 Rs; O
00 R

ol i(t) contient les courants des phases réseau, v(t) contient les tensions des phases réseau aux
points de connexion avec le redresseur, ¢(t) contient les flux engendrés sur chaque phase, L(6(t))
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contient les inductances des phases et les inductances mutuelles entre phases, R contient les
résistances sur chaque phase et ot 6(t) est 'angle électrique de la partie tournante de la machine
électrique (le Totor). f(t) est ainsi lié & la fréquence électrique du réseau : 0(t) = [i wyes(p)dp.

Les équations électriques qui décrivent le fonctionnement du redresseur triphasé sont :

Coae(t) = st)Ti(t) — iac(t)

B vae(t) (4.2)
v(t) = Cs3s(t)~%
avec

2 _1 _1

3 3 T3

o = |4 1

1 1 2

3 T3 3

ol i4.(t) est le courant tiré par la partie moteur via le bus DC, vg.(t) est la tension du bus DC
(aux bornes de la capacité) et ou s(t) contient les fonctions de commutation des interrupteurs
qui prennent pour valeurs {—1, 1}. Nous retrouvons alors le signal généré en pratique par la MLI

pour les interrupteurs du haut par la relation dy(t) = 1+Ts(t)

la relation dp(t) = 1%”@)

et pour les interrupteurs du bas par

Dans le but d’obtenir des matrices harmoniques constantes, nous travaillons dans la suite
dans la base harmonique de pulsation lentement variable w(t) = wys(t) égale a celle du réseau.
La méthodologie développée dans le chapitre 2 s’applique encore pour cette base harmonique et
mene a des erreurs négligeables [Sanders et al., 1991], voir annexe D. Les phaseurs sont alors
définis a partir de I'angle électrique instantané 6(t) par

Ur(t) = <O u(t(-)) > 2o -2mo0)
0 .
= %fe((f))_zﬂ u(p(¢))e *odg (4.3)
= o= [ ulp)e M Plu(p)dp

ol w(t) = (t) et ot T(t) est défini comme la durée pendant laquelle angle 6(t) varie d’exacte-
ment 27 (un tour). Les signaux temporels sont reconstruits a 1’aide de la formule

wt) = 3 Uk (£)e?™® + LT (t) (4.4)

k=—o00

Proposition 4.1. Le modéele harmonique d’une génératrice synchrone triphasée a aimants
permanents est donné, dans la base harmonique de pulsation wyes(t), sous la forme d’un espace
d’état harmonique

LIt) = (-R—-NL)I({t)-V(t)+N® (4.5)

avec I = Fr(i), V= Fr(v), ® = Fr(¢), L="Tr(L), R = Tr(R) et la matrice de différentiation
N.

Démonstration. Le modele temporel d’une génératrice synchrone triphasée a aimants perma-
nents dans le repeére statique abc lié aux trois phases de son stator est donné sous la forme d’un
espace d’état (4.1). Posons
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Le vecteur associé dans la base harmonique de pulsation wy.s(t) est

X(@) = Fr()@)
= Tr(L)Fr(i)t) — Fr(o)
= LIt)—®
L et ® contiennent les harmoniques de L(0(t)) et ¢(0(t)), constants dans la base considérée car
L(0(t)) et ¢(0(t)) sont de pulsation w,es(t) égale a la pulsation de la base harmonique. D’une

part, sa dérivée s’écrit ' '
X(t) = LIit)—P

D’autre part, selon (4.1), la dérivée de x(t) est exprimée par
z(t) = —Ri(t) —v(t)
et le vecteur harmonique associé a cette dérivée est

Fr(@)t) = =Tr(R)Fr@)(t) — Fr(v)(t)
= RI{) - V()

Nous appliquons ensuite la relation de différentiation (2.18) et nous obtenons ainsi le modele
harmonique (4.5) associé a ’alternateur. O

Proposition 4.2. Le modéle harmonique d’un redresseur triphasé est donné, dans la base
harmonique de pulsation wyes(t), sous la forme d’un espace d’état harmonique

CVie(t) = —NCVg(t) +SH)*I(t) — Lac(t)
V(t) = 3(C33081)Vaclt)

avec I = Fr(i), V = Fpr(v), Ige = Fride), Vie = Fr(vae), C = Tr(C), S = Tr(s) et la matrice
de différentiation N .

(4.6)

Démonstration. Le modele temporel d’'un redresseur triphasé est donné sous la forme d’un espace
d’état (4.2). Posons
x(t) = Cvdc(t)

Le vecteur associé dans la base harmonique de pulsation wys(t) est
Fr(z)(t)

= Tr(C)Fr(vac)(t)

= CVdC(t)

X(t)

D’une part, sa dérivée s’écrit

X(t) = Cvdc<t)

D’autre part, selon (4.2), la dérivée de z(t) est exprimée par

w(t) = s(t)Ti(t) — iac(t)
et le vecteur harmonique associé a cette dérivée est
Fr(@)(t) = —Tr(S)*()Fr()(t) — Frlia)(t)

_S*I(t) - Idc(t)
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Nous appliquons ensuite la relation de différentiation (2.18) et nous obtenons ainsi 1’équation
différentielle dans (4.6). De plus,

V(t) = Frv)(t)
= 3Tr(Cs35)(t) Fr(vae)(t)
= 3(C33@ Tr(s)(t))Vae(t)

et nous obtenons ainsi 1’équation différentielle dans (4.6), complétant le modele harmonique
associé au redresseur. O

Proposition 4.3. Le modéle harmonique de la partie réseau, sous sa version simplifiée com-
prenant alternateur et le redresseur triphasé, est donné, dans la base harmonique de pulsation
Wres(t), sous la forme d’un espace d’état harmonique

EX(t) = A(St)X(t)+ B,W(t) (4.7)
_ 1) | @
X = _Vdc(t)l ’ W(t)‘[ldc(t)]
L z
€= |z C]
. R-NL —LC ® S(t) (48)
A(S(t)) = S*(t) 2 —33/\/C
Nz
Buw = Z —LII]

ot Uy est la matrice identité et Z la matrice nulle.

Démonstration. Nous obtenons ce modeéle par interconnexion des modeles harmoniques de ’al-
ternateur (4.5) et du redresseur (4.6). O

Corollaire 4.1. Sila matrice des inductances est constante (hypothése d’une machine a poles
lisses : L, =0) :

L. M M
L = |M L. M (4.9)
M M L.

alors le modéle harmonique de la partie réseau, sous sa version simplifiée comprenant lalterna-
teur et le redresseur triphasé, est donné, dans la base harmonique de pulsation wyes(t), sous la
forme d’un espace d’état harmonique

EX(t) = A(St)X(t)+ B,W(t) (4.10)
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avec
[ I1(t) o,
_ | L2(1) . _ | P
_Vdc(t) Idc(t)
(LU MU; MuU; 2
e _ |MUr Ly MUp 2
T |MU; Mu; LU Z
2 Z Z  CU;
[—RU; — LN — MU — MU —%(231 (t) — Sao(t) — Ss(t))
AS() = — MU —RUr — LN — MU —§(282(t)—83(t)—31(t))
- —MU; — MUy —RU; — LN —1(285(t) — Si(t) — Sa(t))
L S Sa(t) Ss(t) —CN
Nz z2 Z
s — |2 N 2 Z
vz 2 N Z
zZ Z 2 U

(4.11)
ot Uy est la matrice identité et Z la matrice nulle.

Corollaire 4.2. La matrice des couplages dynamiques harmoniques en boucle ouverte de la
partie réseau §’écrit :

Aayn(S(t)) = ETTA(S()) (4.12)

et la fonction de transfert en boucle ouverte entre les perturbations harmoniques W (t) et l’état
harmonique X (t) s’écrit dans le domaine HSS analogue d Laplace :

G(s) = (s&— A(S(s)) ' Bu (4.13)

La figure 4.4 présente les résultats des simulations du modeéle harmonique (4.7) en boucle
ouverte pour une commande de rapports cycliques de pulsation synchrone avec le réseau. La
base harmonique utilisée est de période T" = T,.s égale a celle du réseau (supposée constante)
et le modele est tronqué a l'ordre h = 8. Les signaux obtenus sont comparés a ceux provenant
de l'interconnexion des modeles temporels instantanés (4.1) et (4.2). La charge considérée en
sortie du redresseur est ici une charge résistive constante pour ne pas poser de problémes de
stabilité : igu(t) = Ud]%—it). Les parameétres de l'alternateur, du redresseur, de la charge, de la
base harmonique et les rapports cycliques appliqués sont présentés dans le tableau 4.1. Le
modele harmonique décrit parfaitement le comportement de la partie réseau, a l’exception
des commutations hautes fréquences pour lesquelles il faudrait prendre en compte bien plus
d’harmoniques.

Le corollaire 4.2 donne des éléments d’analyse des couplages dynamiques harmoniques via
Pécriture explicite de la matrice (4.12). La figure 4.5 présente les valeurs contenues dans la
matrice (4.12), pour h = 8 et pour une commande harmonique S(t) associée a des signaux
Sa(t), sp(t), sc(t) sinusoidaux équilibrés. Ces figures permettent d’analyser les couplages dyna-
miques harmoniques au sein de la partie réseau, habituellement négligés, pour les commandes
appliquées. La figure 4.5b montre le couplage dynamique évident d’une variable avec elle-méme :
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chaque harmonique est couplé a lui-méme et d’un coefficient dynamique d’autant plus important
que la fréquence regardée est élevée (l'ordre de I'harmonique). D’autre part, la figure 4.5d
montre que les harmoniques des courants de deux phases différentes ne sont pas dynamiquement
couplés pour un réseau équilibré. Enfin, la figure 4.5¢ montre le couplage dynamique entre un
courant sur une phase et la tension du bus DC. Elle présente une structure diagonale avec
la diagonale principale nulle mais la sur-diagonale et la sous-diagonale pleines, ce qui montre
qu’un harmonique d’ordre n d’une de ces variables est dynamiquement couplé aux harmoniques
d’ordres n + 1 et n — 1 de la seconde. Ce résultat est attendu car ces variables sont couplées
par la commande sinusoidale. En effet, les couplages dynamiques sont largement dépendant
du controle. La figure 4.6 présente les valeurs contenues dans la matrice (4.12), pour h = 8 et
pour des commandes harmoniques S(t) associées a des signaux sq(t), sp(t), sc(t) périodiques avec
des harmoniques 1,3,5 et 7. Alors, nous observons sur la figure 4.6b montre que les couplages
dynamiques entre courant AC et tension DC s’étendent, méme si de maniére moindre, aux
harmoniques n + 5, n—5 n+7etn — 7.

Le corollaire 4.2 donne également des éléments d’analyse des transferts harmoniques via
Iécriture explicite de la fonction de transfert harmonique (4.13). La figure 4.7 présente les
valeurs contenues dans la matrice (4.13), de nouveau pour une commande harmonique S(t)
associée a des signaux sq(t), sp(t), sc(t) sinusoidaux équilibrés. La figure 4.8 présente ces valeurs
pour des commandes harmoniques S(t) associées a des signaux sq(t), sp(t), sc(t) périodiques avec
des harmoniques 1,3,5 et 7. Nous fixons s = 0 pour étudier les couplages avec des entrées exogenes
périodiques a la période de la base harmonique (du réseau), mais il est possible de faire varier
s = jws pour étudier les couplages avec des entrées exogeénes non-périodiques ou de période
différente (les inter-harmoniques). Remarquons qu’étudier les wy € [—95= “zex] est suffisant
pour étudier toute la bande fréquentielle f; € [—hfs hfs]. Ces figures permettent d’analyser
les transferts harmoniques au sein de la partie réseau, habituellement étudiées qualitativement
avec des diagrammes de Bode. Par exemple, nous observons qu’une perturbation de la f.e.m a
un impact sur le contenu harmonique des courants réseau de la méme phase (figure 4.8b) ou
d’une autre phase (figure 4.8c). Ce couplage harmonique est conséquent sur les premiers ordres
et laisse apparaitre une structure diagonale : nous retrouvons bien qu’un harmonique d’ordre n
de la f.e.m est couplée avec ’harmonique d’ordre n d’un courant, et de maniére moindre avec ses
harmoniques d’ordres n + 2 et n — 2. Pour les transferts entre le courant DC et la tension DC,
la méme structure diagonale apparalt, mais cette fois ci avec des couplages amoindris pour des
ordres n 4+ 6 et n — 6. En revanche, les couplages harmoniques des f.e.m avec la tension du bus
DC (figure 4.8d) montrent que les harmoniques impairs (resp. pairs) des f.e.m sont couplés avec
les harmoniques pairs (resp. impairs) de la tension du bus en fonction du controle (ici, d’ordres
n+1,n—1,n+5 n—5 n+7et n—"7). Nous observons une structure équivalente et donc tirons
les mémes conclusions pour les couplages harmoniques entre le courant DC tiré par la charge et
les courants réseau (figure 4.8f).
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parameétres valeurs
Npp 2 paires de pdles
R 37.1mf)
Le 112.5uH
C 10pF
K 0.07
b 0.035
fres 400H 2
frea 50kH 2z
Rc 3092
f 400H 2z
h 8
0.5 — 0.4sin(6(t)) — 0.05cos(20(t)) pour t € [0,30](ms)
aa(t) 0.5 — 0.3sin(6(t)) + 0.06c0s(20(¢)) pour ¢ € [30,60](ms)
0.5 — 0.2sin(6(t)) + 0.03cos(20(t)) pour ¢ € [60,90](ms)

Tableau 4.1 — Parametres de ’alternateur et du redresseur triphasés, de la charge, de la base harmonique
et rapports cycliques appliqués.
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100 o0 40 00 20
(a) Tous les couplages dynamiques harmoniques. (b) Les couplages d’une variable avec elle-méme.

1

\

oo

15

5

20

(c) Les couplages entre un courant sur une phase (d) Les couplages entre les courants de deux
et la tension DC. phases différentes.

Figure 4.5 — Matrice des couplages dynamiques harmoniques de la partie réseau en boucle ouverte pour
une commande harmonique S associée a des signaux s4(t), sp(t), sc(t) sinusoidaux équilibrés.

x10%
4

100 20 40 60

(a) Tous les couplages dynamiques harmoniques. (b) Les couplages entre un courant sur une phase
et la tension DC.

Figure 4.6 — Matrice des couplages dynamiques harmoniques de la partie réseau en boucle ouverte
pour une commande harmonique S associée & des signaux s,(t), sp(t), sc(t) périodiques équilibrés avec

des harmoniques 1,3,5,7.
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(a) Tous les transferts harmoniques. (b) Transferts entre une f.e.m et le courant de la
méme phase.

5

10

oo

15

20 0 20

(c) Transferts entre une f.e.m et le courant d’'une  (d) Transferts entre une f.e.m et la tension du bus
autre phase. DC.

oo

15

5
20
(e) Transferts entre le courant tiré par le bus DC  (f) Transferts entre le courant tiré par le bus DC
et la tension du bus. et un courant sur une phase.

Figure 4.7 — Matrice des fonctions de transferts entre les harmoniques des entrées exogenes et des
variables d’état de la partie réseau pour des commandes harmoniques S(¢) associées & des signaux
Sa(t), sp(t), sc(t) sinusoidaux équilibrés et pour s = 0.

111



CHAPITRE 4. APPLICATION A LA CHAINE D’ACTIONNEMENT ELECTRIQUE

20

10

oo

60
40

20

100

(b) Transferts entre une f.e.m et le courant de la

(a) Tous les transferts harmoniques.
méme phase.

(d) Transferts entre une f.e.m et la tension du bus

(c) Transferts entre une f.e.m et le courant d’une
DC.

autre phase.

(e) Transferts entre le courant tiré par le bus DC  (f) Transferts entre le courant tiré par le bus DC

et la tension du bus. et un courant sur une phase.

Figure 4.8 — Matrice des fonctions de transferts entre les harmoniques des entrées exogenes et des
variables d’état de la partie réseau pour des commandes harmoniques S(¢) associées a des signaux
Sa(t), sp(t), sc(t) périodiques équilibrés avec des harmoniques 1,3,5,7 et pour s = 0.

112



CHAPITRE 4. APPLICATION A LA CHAINE D’ACTIONNEMENT ELECTRIQUE

4.1.2 Liens entre modélisation harmonique et modélisation dq0

La méthodologie de modélisation harmonique proposée dans le chapitre 2 permet de dé-
composer le comportement d’un systéme selon un spectre fréquentiel. Cela se traduit par une
opération de changement de base vers la base fonctionnelle des exponentielles complexes de
Fourier. Cela peut étre compris comme un ensemble d’opérations de rotation. En effet, les
composantes dont le caractere temps-variant est di aux éléments en rotation, telles que la
matrice des inductances et les flux permanents engendrés par les aimants (voir (4.1)), sont alors
décrites par des composantes constantes dans la base harmonique. Alors, le paralléle peut étre
effectué avec le repére dq0 qui définit un cadre référentiel lié au rotor d’'une machine électro-
mécanique [Baimel et al., 2017].

Dans le référentiel dq0, avec une référence tournante définissant un angle 6(t) par rapport a
la phase a, les variables x,(t), (), x.(t) sont caractérisées par trois composantes :

— z4(t) = \/g(za(t)cos(ﬂ(t)) + 2p(t)cos(0(t) — 2F) + wc(t)cos(0(t) + 2F)) en phase avec la
référence et qui correspond a la partie active

— z4(t) = —\/g(xa(t)sinw(t)) +zp(t)sin(0(t) — 25 ) + zc(t)sin(0(t) + 2F)) en quadrature avec
la référence et qui correspond & la partie réactive

— xo(t) = %(ma(t) + 2p(t) + x.(t)) qui est la composante homopolaire, nulle pour un réseau
équilibré.

Nous notons

Ta(t) = J% (za(t)eos(0(t)) — wq(t)sin(0(t))) + Jzwo(t)
xp(t) = \/g(wd(t)cosw(t) = &) = zq(t)sin(0(t) — F)) + F5o(t) (4.14)
ze(t) = /3 (zalt)cos(O(t) + F) — zq(t)sin(0(t) + ) + 5zo(t)

D’autre part, dans la base harmonique de période T'(t) définie par ’angle 6(t) et tronquée a
Pordre h = 1, les variables x,(t), n € {a,b, c}, sont caractérisées chacune par trois composantes :

— Xuo(t) = f1 (1) Tn(P )w(p)dpliéeélaphasen
— Xp-1(t) = ft_T T (p)ed?P) ¥ ( )dp en rotation d’angle —f(t) par rapport a la phase n

— Xna(t) = L (1) Tn(p)E” 70(p) & ( )dp en rotation d’angle 6(t) par rapport a la phase n.

En décomposant les phaseurs en parties réelles et imaginaires, les variables sont autrement
caractérisées chacune par :

— Xpo(t) = ftth $n(p)Mdp liée & la phase n

— Re( ft T cos(@(p))%dp en rotation d’angle 0(t) par rapport a la phase
n

— Tn(Xna () = — [1 7(t) Tn(D )sm(@(p))%dp en rotation d’angle 6(t) + % par rapport a la
phase n.

Pour des composantes équilibrées, nous avons Xy 1, (t) = XaJ.ﬂ(25)6‘jk277r et Xex(t) = Xok (t)ejk%”,

donc les variables équilibrées x,(t), n € {a,b,c} sont toutes caractérisées par les trois compo-
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santes liées a une phase, par exemple la phase a :

Re(Xp1)(t) = —3Re(Xai) + LTn(Xai)
Re(Xen)(t) = —3Re(Xan) = BLn(Xan)
Tn(Xp1)(t) = —BRe(Xa1) — 3Zn(Xan)
In(Xen)(t) = $Re(Xat) — 3Tn(Xa)

Finalement, nous avons des variables z4(t) et Re(X,,1(t)) en phase et des variables x,4(t) et
Z(Xa,1(t)) en phase. En particulier, pour des variables z,(t), z5(t), .(t) supposées sinusoidales
et équilibrées, nous avons z0 = X, g = 0 et nous écrivons

zo(t) = \/g(xdcos(e(t))—mqsin(ﬂ(t))) (4.15a)

et
2a(t) = 2Re(Xa1)cos(0(t)) — 2L (Xa1)sin(6(t)) (4.15b)

Autrement dit, pour des signaux triphasés sinusoidaux équilibrés, nous avons la relation suivante
entre repere dq0 et domaine harmonique d’ordre 1 :

_ T4
) v (4.16)
3

4.2 Controle-commande harmonique de la chaine d’actionne-
ment

Nous utilisons dans cette partie les techniques harmoniques pour améliorer le controle de
la chaine d’actionnement d’un moteur d’avion, via le schéma de controle-commande alternatif
présenté dans la partie 3.2. L’objectif est de concevoir un contréleur agissant sur les harmoniques
des signaux pour répondre & des objectifs temporels mais également fréquentiels (stabilité
harmonique, THD, filtrage actif, rejet d’oscillations ...). Nous présentons ici des résultats
sur la commande harmonique du redresseur triphasé, dans la partie réseau, en présence de
perturbations et de pollution harmonique dues aux interactions avec la partie moteur. Nous
validons la stratégie pour une loi de commande par retour d’état harmonique de type LQ,
élaborée selon la structure décrite dans la partie 3.3 et avec les techniques de bouclage intégrale
sur les phaseurs données dans cette méme partie.

4.2.1 Cahier des charges et stratégie de contréle-commande

Le cahier des charges de la chaine d’actionnement compléte comprend des spécifications
temporelles sur les performances électriques ainsi que des spécifications fréquentielles sur le
respect des normes sur les taux harmoniques :

Performances électriques temporelles :
1. Régulation de la vitesse moteur : consigne variable, temps de réponse < 1s.

2. Régulation de la tension du bus DC : 270V, précision a +10%, ondulations d’amplitude
maximale 10V.
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3. Correction du facteur de puissance : supérieur a 0.99.

Performances harmoniques du réseau (respect de la norme DO-160) :
3. THD (Taux de distorsion harmonique) : < 8% quelque soit la puissance moteur.
4. TDH (Taux de distorsion par harmoniques) :

— harmoniques 3,5, 7 sur les courants limités a 2% du fondamental
— harmonique 11 sur les courants limité & 10% du fondamental

— harmonique 13 sur les courants limité & 8% du fondamental

Robustesse : aux variations paramétriques et aux perturbations extérieures, jusqu’a +1kW
en 1ms sur la puissance moteur.

Nous devrons également tenir compte de la complexité des lois de commande développées
afin de permettre leur implémentation.

L’objectif serait dans un premier temps de controler le comportement dynamique de la
chaine par des commandes classiques (PI cascade découplés pour la partie moteur et pour la
partie réseau), puis une fois proche de I’équilibre, d’ajouter une commande harmonique venant
réduire les harmoniques indésirables et rejeter les oscillations. Autour de ’équilibre, la fréquence
moteur peut étre supposée constante de valeur bien approximée par la référence de vitesse. La
fréquence électrique du réseau est quant a elle supposée constante, ses variations étant lentes.
Plusieurs choix s’offrent a nous pour définir la stratégie de commande de la chaine complete,
plus ou moins ambitieuses :

— Une commande temporelle ayant été optimisée hors ligne et incorporant des criteres
harmoniques sur les modeéles harmoniques.

— Une commande harmonique agissant au niveau du redresseur pour compenser la génération
d’harmoniques de la partie moteur.

— Une commande harmonique centralisée agissant au niveau des deux convertisseurs.

Nous avons décidé de tester I'implémentation d’une commande harmonique au niveau du
redresseur pour filtrer activement les courants réseaux, dans le but d’obtenir des courants
quasi-sinusoidaux (respect de la norme DO-160). Le schéma présenté dans la section 3.2.1
n’est pas adapté au probleme du fait des fréquences en jeu, 'objectif étant de compenser des
harmoniques proches de la bande passante du systeme, notamment les harmoniques 3,5,7,11,13
sur les courants réseau. Alors, nous exploitons dans cette partie le schéma de contréle-commande
alternatif présenté dans la section 3.2.2, sous la forme adaptée présentée sur la figure 4.9.

La porteuse est constituée de signaux cosinus et sinus qui sont générés en fonction de ’angle
électrique réseau, comme dans les techniques de contrdle du repere dq0. La différence est que
des signaux cosinus et sinus correspondant aux multiples de cet angle électrique sont également
générés. Il est envisageable également de considérer un diviseur commun aux fréquences élec-
triques réseau et moteur si celles-ci varient peu et si ce multiple existe. L’avantage est que la
base harmonique dans laquelle le correcteur est construit est alors commune aux partie réseau
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et moteur et permet ainsi de contenir la plupart des fréquences électriques en jeu au sein de la
chaine d’actionnement.

La charge considérée en sortie du redresseur est ici la partie moteur, habituellement assimilée
a une charge a puissance constante. Le moteur est piloté via un onduleur par une loi de controle
classique composée de régulateurs PI en cascade. Un tel controle permet de garantir la régulation
en vitesse du moteur mais ne compense pas les éventuelles oscillations et perturbations harmo-
niques, qui sont alors transmises a la partie réseau. L’objectif est de traiter ces perturbations
au niveau du redresseur a l’aide d’un correcteur synthétisé dans le domaine harmonique qui
compense les oscillations indésirables. Cela permet de limiter le filtrage analogique, colteux,
lourd, volumineux et qui dégrade les performances et augmente les risques de résonance.

Moteur commandé
——1 ]| charge a puissance
/,,:I' Ype constante

ipc

Ypc

Correcteur

ref .,ref
1123 4 VDC

*
d123

res

porteuse
Co,

synchronisation! ™

Figure 4.9 — Schéma de contréle-commande harmonique, au niveau du redresseur, de la chaine
d’actionnement électrique.

4.2.2 Point d’équilibre harmonique

Un point d’équilibre harmonique de la partie réseau est associé a un régime permanent
périodique. Les signaux de commande en rapports cycliques, les signaux de tensions et de
courants sont alors T-périodiques. Un point d’équilibre harmonique de la partie réseau s’exprime
selon la formule

Xe = —A(Se)"tBwnom (4.17)

ol les matrices sont données dans (4.7) et ot W™ contient les phaseurs caractérisant le régime
nominal périodique des f.e.m du réseau et du courant continu tiré par la partie moteur. La
relation permet d’obtenir facilement les phaseurs d’état en fonction des phaseurs de commande.
Cependant, c’est 'opération inverse qui nous intéresse ici car nous souhaitons imposer la tension
moyenne ainsi qu’'un contenu harmonique faible sur les courants réseaux. En effet, les spécifica-
tions du cahier des charges peuvent étre plus facilement exprimées dans le domaine harmonique
pour le point d’équilibre, comme suit :

Objectifs primaires (performances électriques) :

_aref o0
1. vl =270V, Wdcorielf}l <0.1et Y |V | = 0 pour réduire les oscillations.
v =1 k

2. V(L) — 3R(ULp,) — L2S(I,) — 3R(Le,) + @%(Icl) — 0 pour forcer les tensions et les
fondamentaux des courants réseau a étre en phase et ainsi obtenir un facteur de puissance
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proche de 1.

Objectifs secondaires (performances harmoniques du réseau) :

\/ 2 1P
3. THD : 12— < 0.08.

2
S()
V55 VTP [
4. TDH : Yg2I < 0.02, Y- < 0.1, %5 <008 ...

Remarquons que la régulation de la vitesse moteur n’est pas reportée ici car elle est assurée
par la commande moteur. Remarquons également que le facteur de puissance (point 2) est
considéré principalement impacté par les fondamentaux des courants, ce qui est d’autant plus
vrai pour des courants dominés par leur fondamental (quasi-sinusoidaux). Remarquons enfin
que les signaux devant étre réels, le probleme est finalement simplifié en imposant la relation
X¢, = X',i. Ainsi, nous pouvons écrire la fonction objectif

S |Ie‘2 o |Vec 2
J* = min (w '22 i +w ’; o ) (4.18)
= Ge 0 S(1)2 1 oref?

ou V¢ et I¢ sont donnés par (4.17) et avec comme contraintes

|Viaeg =0/
< 0.1
vrel (4.19)
R(lwy) — 3R(Ly,) — LS(Iy,) — IR(I) + BS(I,) < 0.01

C’est un probléme non linéaire du moindre carré avec des contraintes linéaires, qui peut étre
facilement résolu pour tout ensemble de poids wg, w; avec un solveur ad hoc.

4.2.3 Commande optimale LQ par retour d’état

Une fois I’équilibre harmonique déterminé, une loi de contréle de type LQ donnée dans
la proposition 3.5 peut étre utilisée pour stabiliser asymptotiquement le systeme linéarisé en
boucle fermée. En pratique, une troncature est nécessaire pour l'implémentation numérique.
L’ordre optimal de troncature dépend de nombreux parameétres et est propre a l'application,
mais nous considérons dans la suite une troncature a l'ordre h = 8 comme satisfaisante. En
effet, des ordres supérieurs ne modifient ni n’améliorent les résultats de simulation obtenus.

Nous linéarisons le modele harmonique de la partie réseau (4.7) autour du point d’équilibre
harmonique (4.17), déterminé par un ensemble de poids wg, w; = 10%,10%, dans la base harmo-
nique de période T = T,.s. Le modele harmonique linéarisé s’écrit sous la forme d’un espace
d’état harmonique

EX(t) = A°X(t)+BS(t) (4.20)
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avec -
. I(t) - I° .
X(t) = : S(t) = S(t) — S¢
(t) Vaelt) Vdi] (t)=S()
c z
e - |5 ¢
- (4.21)
e — -R-NL —%C33®Se
- S (t) -NC
B — —§C§1*®V§c

oul NV est la matrice de différentiation et Z la matrice nulle.

La matrice Q(t) impliquée dans ’équation de Lyapunov est choisie constante : Q = diag(Q;, Qv),
avec (); = U pour la partie courant et Q), = 0.1 pour la partie tension. Elle permet de répartir
leffort de commande sur les variables d’états. Enfin, la matrice R(t) impliquée dans I’équation
de Riccati est choisie constante : R = 10*U;. Elle permet de prévenir la saturation du contrdle
et d’ajuster 'agressivité de la loi de commande.

La figure 4.10 montre respectivement les courants 4., i, i dans les phases réseau, la tension
du bus DC vg. et la commande en rapports cycliques dg, dp, d. pour un changement de régime
nominal et en ’absence de perturbations. Comme nous pouvons ’observer et comme prévu,
toutes ces variables convergent vers I’équilibre ¢ = {if,if, 45, v°} et s¢ déterminé en résolvant
le précédent probleme d’optimisation non linéaire. Le facteur de puissance est maximisé et la
tension de bus DC atteint I’objectif en valeur moyenne v"¢ = 270V + 10%. De plus, le contenu

harmonique du courant et de la tension respecte le cahier des charges.
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(a) Les lois de commande en rapports cycliques appliquées au niveau du redresseur.
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(c¢) La tension du bus DC.

Figure 4.10 — Contrdle de la chaine d’actionnement avec une loi de commande harmonique LQ au
niveau du redresseur pour un changement de régime nominal et sans perturbations extérieures.

119



CHAPITRE 4. APPLICATION A LA CHAINE D’ACTIONNEMENT ELECTRIQUE

4.2.4 Systeme perturbé et bouclages intégrales sur les phaseurs

Dans cette section, nous considérons des perturbations dues aux interactions avec la partie
moteur, c’est-a-dire sur le courant tiré au niveau du bus DC par la partie moteur. Le modele
harmonique de la partie réseau est alors donné, dans la base harmonique de pulsation wyes(t),

O(t) + Dp(2)
I3 4 I, (1)
fréquences dues aux commutations sont supposées interagir de maniere négligeable avec la bande
fréquentielle du réseau et du moteur, les résultats présentés dans cette section sont donc présentés
sans ces commutations pour plus de lisibilité.

sous la forme d'un espace d’état harmonique 4.7 avec W(t) = [ . Les hautes

La figure 4.12 montre respectivement les courants 4., 95, i dans les phases réseau, la tension du
bus DC vg. et la commande en rapports cycliques dg, dp, d. pour des perturbations harmoniques
sur le couple de charge et les f.e.m moteur, présentées sur la figure 4.11, et en 'absence de
bouclages intégrales. Ces perturbations sont & la fois d’origines structurelles (erreurs sur le
flux permanent c6té moteur dues a une dissymétrie des composants par exemple) et d’origines
extérieures (couple de charge moteur). Comme nous pouvons ’'observer, le cahier des charges
n’est alors plus respecté. Afin de respecter le cahier des charges malgré ces perturbations
harmoniques extérieures, des actions intégrales sont envisagées dans la conception du controle,
sur les variables harmoniques. Cela est possible & condition que le systéme, complété par ces
actions intégrales, reste stabilisable. Ainsi, tous les choix ne sont pas possibles et le nombre de
d’actions intégrales est évidemment limitée.

Dans un premier temps, nous construisons une commande harmonique qui se focalise sur
le respect des objectifs primaires du cahier des charges. Afin de préserver le premier objec-
tif, une action intégrale sur la composante continue de la tension de sortie V., est ajoutée
au correcteur. Pour le second objectif, une autre action intégrale est introduite sur R(l,,) —
IR(I,) — @S‘S(Ibl) — iR, + @S‘s(]cl). Ce bouclage intégral force la déviation du signal
ia(t)cos(wres(t)) + ip(t)cos(wres(t) — &) + ic(t)cos(wres(t) + &) & zéro, au méme titre qu'un
intégrateur sur le courant direct iy dans le repere dq0. Ainsi, ces actions intégrales peuvent étre
prises en compte en considérant Z = (Z1, Z3) dont la dynamique est donnée par

L1Cy 5

Z(t) = NZ+ LoCo + L3C3 + L4C4

(4.22)
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avec
Ly = U
0 3 0
Ly = % 0 % = Tr(cos(wres(t)))
0 3 0
0 1y s 0 2
o= | g% 0 g | = Taeos(na () = 5)
1 _ /3
1 _ /3
0 —pe 0 2
£4 = *%+j§ 0 *%*j§ :%(Cos(wres(t)"i_ gr))
0 1y s 0
et avec
Ci = diagUr,2,2,2)
C2 = diag(Z,L{I,Z,Z)
Cg = diag(Z,Z,L{I,Z
(

)
Cy = diag(Z,Z2,2Z,Uj)

Nous appliquons ensuite au modele, augmenté par les variables de Z, une commande de type
LQ harmonique donnée par

e | X (1)
_ e _ 1%
S(it) = S*—R'B*P [Z(t)] (4.23)
Le retour d’état augmenté est alors donné par
e -1 RT j(t)
s(t) = sat|s(t)— R (t)B* (t)P(t) (1) (4.24)
avec Z(t) = x(t) — z°(t) et ou la fonction de saturation est donnée par
1sis>1
sat(s) =9 —1sis< -1 . (4.25)
s sinon

La matrice Q(t) impliquée dans I’équation de Lyapunov est ainsi augmentée par rapport a celle
utilisée dans la section précédente et toujours choisie constante : @ = diag(Qi, Qv, Qvy, Qr,r),
avec Q; = Ur, Q, = 0.1, Qy, = 103 pour la tension moyenne et Qy,, = 3.10% pour la correction
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du facteur de puissance. Nous conservons R = 10%;.

La figure 4.13 montre respectivement les courants 4., i, i dans les phases réseau, la tension
du bus DC vy, et la commande en rapports cycliques dg, dy, d. pour une commande harmonique
au niveau du redresseur, avec ces deux bouclages intégrales. Comme nous pouvons ’observer,
les objectifs primaires du cahier des charges sont respectés malgré les perturbations. En effet,
la commande rejette les perturbations sur la tension moyenne et le facteur de puissance. En
revanche, les courants réseau ne respectent pas les normes sur les taux harmoniques. Cela est
plus clairement montré sur la figure 4.14 qui montre les erreurs sur les phaseurs du courant dans
la phase a et de la tension du bus DC.

Dans un second temps, nous construisons une commande harmonique qui permet de res-
pecter tous les objectifs du cahier des charges, y compris les objectifs secondaires. Afin de
rejeter les perturbations harmoniques sur les courants réseau, des actions intégrales sur leurs
phaseurs d’ordres impaires sont introduits. Pour conserver 1’équilibre du réseau, une idée est de
faire porter 'action intégrale sur les courants direct et quadratique. Ces bouclages intégrales
prennent alors la forme d’oscillateurs d’ordres pairs qui forcent la déviation des phaseurs des
signaux iq(t)cos(wres(t)) + iy (t)cos(wres(t) — Z) + ic(t)cos(wres(t) + &) et —iq(t)sin(wres(t)) —
ip(t)sin(wyes(t) — %’r) —ic(t)sin(wres(t) + %”) a zéro. Ainsi, des actions intégrales sur les phaseurs
d’ordre 4 et 6 de ces signaux, soient sur les phaseurs d’ordre 3,5, 7 des courants réseau, peuvent

étre pris en compte en considérant Z = (Zs, Zy, Z5, Zg) dont la dynamique est donnée par

74w — N Z Z Z LoCo + L3C3 + L4C4
. _ Z jdw — N Z Z L5Co + L6C3 + L7C4| 5
Z(t) = Z Z j6w — N Z Z+ LoCo + L3C3 + L4C4 X (426)
Z Z Z j6w — N L5Co + L6C3 + L7C4
avec
0 —j3 O
Ly = ]% 0 _]% coo| = Tr(=sin(wres(t)))
0 4+ o0
0 Wijilooo0
Ls = Foii 0 R gh | = Trlsin(er(t) - F)
0o Y_j1
0 VA 0
['7 = —§ — ji 0 —§ +ji = 7'-11(_37;n<wres(t) + 2%))
0 —Y3 _ 41 0
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La matrice Q(t) impliquée dans I’équation de Lyapunov est ainsi encore augmentée par rap-
port a la précédente et toujours choisie constante : Q = diag(Qi, Qv, Qvi» Qryrs Q1{375T, Q1{3,5i, Qj{mr, Q1{577i),
avec Q; = Uy, Q, = 0.1, Qy, = 10°, Qr,, = 3.10%, QI{3,57‘ = 10° pour loscillateur d’ordre
4 agissant sur les harmoniques 3 et 5 des courants, Q1{375T = 10° et Qf{s,si = 10° pour
les oscillateurs d’ordre 4 agissant sur les harmoniques 3 et 5 des courants, Qf{s,ﬂ’ = 10° et
Q I50i = 10° pour les oscillateurs d’ordre 6 agissant sur les harmoniques 5 et 7 des courants.

Nous conservons R = 10%U;.

La figure 4.15 montre respectivement les courants 4., s, i dans les phases réseau, la tension
du bus DC vy, et la commande en rapports cycliques dg, dp, d. pour une commande harmonique
au niveau du redresseur, avec tous les bouclages intégrales introduits dans cette section. Comme
nous pouvons ’observer, le cahier des charges est respecté malgré les perturbations. En effet, la
commande rejette les perturbations harmoniques sur le couple de charge et les f.e.m moteur. Le
respect des spécifications harmoniques est plus clairement montré sur la figure 4.16 qui montre
les erreurs sur les phaseurs du courant dans la phase a et de la tension du bus DC.
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(b) Les perturbations sur le flux engendré par les aimants, donc sur les f.e.m moteur.

Figure 4.11 — Les perturbations au sein de la partie moteur.
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(b) Les courants des phases réseau.
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(c) La tension du bus DC.

Figure 4.12 — Controéle de la chaine d’actionnement avec une loi de commande harmonique LQ au
niveau du redresseur, sans bouclages intégrales et en présence de perturbations dues aux interactions
avec la partie moteur.
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(b) Les courants des phases réseau.
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(¢) La tension du bus DC.
Figure 4.13 — Controle de la chaine d’actionnement avec une loi de commande harmonique LQ au

niveau du redresseur, avec des bouclages intégrales (objectifs primaires seulement) et en présence de
perturbations dues aux interactions avec la partie moteur.
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(b) Les erreurs sur les phaseurs de la tension de bus DC.

Figure 4.14 — Erreurs sur les phaseurs avec des bouclages intégrales sur les phaseurs pour répondre aux

objectifs primaires.
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(c) La tension du bus DC.
Figure 4.15 — Controle de la chaine d’actionnement avec une loi de commande harmonique LQ au

niveau du redresseur, avec des bouclages intégrales sur les phaseurs (objectifs primaires et secondaires)
et en présence de perturbations dues aux interactions avec la partie moteur.
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(b) Les erreurs sur les phaseurs de la tension de bus DC.

Figure 4.16 — Erreurs sur les phaseurs avec des bouclages intégrales sur les phaseurs pour répondre aux
objectifs primaires et secondaires.
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4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous tirons profit des résultats théoriques obtenus au cours des travaux
doctoraux et présentés dans ce mémoire pour prédire, analyser et maitriser les phénomenes
fréquentiels qui ont lieu au sein d’une chaine d’actionnement électrique. Nous appliquons la
méthodologie de modélisation harmonique unifiée et complete développée dans le chapitre 2 a
la chaine d’actionnement pour obtenir les modeles harmoniques de chacun de ses principaux
éléments, puis par suite celui de la chaine d’actionnement compléte. Nous pouvons ainsi tirer
des informations sur les couplages dynamiques, les transferts harmoniques et finalement sur
la stabilité harmonique de la chaine. Ces informations peuvent permettre aux électroniciens
d’effectuer les bons choix de matériels et de parametres, en fonction des bandes fréquentiels et
des couplages induits. Notamment, cela peut permettre d’éviter des choix de composants (des
filtres par exemple) qui entraineront une pollution harmonique de la chaine ou un risque accru
d’instabilités.

En prenant le probleme dans ’autre sens, pour des composants donnés, nous exploitons les
outils d’analyse et de controle définis dans le chapitre 3 pour construire un contréle-commande
harmonique qui contribue a maitriser les phénomenes fréquentiels au sein de la chaine d’ac-
tionnement. La chaine d’actionnement est composé d’éléments dynamiques interconnectés dont
résultent des couplages harmoniques entre des processus de fréquences différentes. Nous consi-
dérons notamment des perturbations sur le couple de charge moteur et les f.e.m moteur, selon
des fréquences qui sont couplées avec les courants réseaux. Ces perturbations entrainent, en
I’absence de bouclages intégrales, un offset sur la tension du bus DC, une dégradation du facteur
de puissance, ainsi que des oscillations sur les courants réseaux. Ainsi, et le cahier des charges
n’est plus respecté. Par des techniques de contréle classiques, il est possible d’ajouter une action
intégrale sur la tension, ou encore sur le courant direct dans le repére dq0, et alors la tension du
bus est bien régulée en moyenne et le facteur de puissance est corrigé, au moins partiellement.
Cependant, il est nécessaire d’exploiter des techniques plus avancées de controle pour filtrer les
courants réseau et rejeter les perturbations harmoniques.

Dans la stratégie développée dans ce chapitre, I’élaboration de la loi de commande se faisant
dans le domaine harmonique, nous pouvons construire un correcteur augmenté de variables
d’intégration variées : des intégrateurs sur les moyennes et des oscillateurs sur les fréquences sur
lesquelles nous souhaitons agir. Finalement, une commande harmonique au niveau du redresseur
triphasé permet de réguler la tension du bus DC, de corriger le facteur de puissance et de filtrer
activement les courants réseau pour respecter les normes sur les taux harmoniques, malgré des
perturbations sur le couple de charge moteur et les f.e.m moteur. De plus, la loi de commande
utilisée est de type linéaire quadratique, donc classique et connue des automaticiens. Son principe
est simple et elle est facile a régler, mais augmentée des techniques harmoniques elle permet de
répondre a des objectifs complexes, temporels mais également harmoniques. C’est le fait que la
synthese du correcteur est effectuée dans le domaine harmonique qui permet d’ajouter simple-
ment des actions intégrales non seulement sur les moyennes mais également sur des fréquences
spécifiques pour filtrer activement les courants réseau et rejeter les perturbations périodiques et
harmoniques. De cet maniére, nous pouvons limiter I'utilisation de filtres analogiques qui sont
lourds, volumineux, coliteux, qui limitent les performances des systemes et qui augmentent les
risques d’instabilité par mise en résonance.
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Conclusion générale

De nombreuses approches de modélisation par techniques harmoniques ont été présentées
dans la littérature pour contribuer a la prédiction, I'analyse et la maitrise des phénomenes fré-
quentiels. Il en résulte des modeles harmoniques qui décomposent le comportement des systéemes
dans une base fonctionnelle de période T donnée, appelée base harmonique, selon un spectre
fréquentiel qui contient explicitement la fréquence de la base f = % ainsi que ses multiples. Ils
décrivent ainsi les dynamiques et les couplages harmoniques. Les techniques harmoniques ont
été élaborées pour des objectifs différents, depuis ’analyse harmonique d’une bande fréquentielle
spécifique et la synthese d’un contréle-commande agissant sur ces fréquences a ’analyse du com-
portement harmonique complet des systémes, en passant par I’analyse harmonique de I'influence
d’un contréle-commande sur la boucle fermée. Leurs formulations sont spécifiquement adaptées
a des applications distinctes, la plupart étant limitées a ’étude de systemes périodiques. De plus,
les espaces fonctionnels dans lesquels les outils sont développés et les hypotheses de travail ne
sont pas formellement définis dans la littérature. Deux contributions importantes des travaux
doctoraux présentés dans ce manuscrit sont de définir un cadre formel dans lequel les notions
ont du sens et d’unifier dans ce cadre formel les approches de la littérature.

Au cours de I’étude bibliographique, nous avons clairement identifié des liens forts entre les
méthodes harmoniques qui permettent de passer facilement d’un modeéle harmonique a un autre.
Finalement, nous avons prouvé que les outils et concepts mathématiques qui les constituent
sont équivalents. Nous avons alors défini mathématiquement les espaces fonctionnels et les
transformations et nous avons développé une méthodologie harmonique qui permet d’unifier
les techniques de la littérature. Notamment, ces travaux ont permis de mettre en exergue une
condition nécessaire et suffisante, que nous avons appelée condition de coincidence, pour associer
les variables temporelles et harmoniques. Autrement dit, cette condition est essentielle pour
définir une bijection entre les espaces fonctionnels définis, qui sont appelés domaines temporel
et harmonique, et ainsi effectuer des opérations dans le domaine harmonique qui ont du sens et
sont réalisables. Nous avons également proposé deux formules équivalentes pour reconstruire un
signal & partir des variables harmoniques associées. Elles different de la formule présentée dans
la littérature qui se révele étre non causale et ne permet pas une reconstruction temps-réel des
signaux non périodiques. L’originalité de nos travaux consiste également a considérer la période
de la base harmonique comme un parametre de réglage. Le modéle harmonique unifié, présenté
dans la proposition 2.8, permet de décrire le comportement harmonique complet d’un large
éventail de systemes. En effet, la méthodologie proposée dans ce manuscrit permet de développer
les modeles harmoniques analytiques associés a tout systeme généralement polynomial et de
considérer un nombre arbitraire d’harmoniques, possiblement infini. Enfin, elle permet, par
simple transformée de Laplace, de définir la fonction de transfert harmonique d’un systéme LTP.
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Le domaine harmonique, en donnant acces a des informations sur les dynamiques et les
couplages harmoniques habituellement négligées, ouvre la voix a un controle-commande amélioré.
Une idée présentée dans la littérature est de synthétiser et d’implémenter le correcteur dans le
domaine harmonique. Ce schéma de contrdle harmonique peut révéler ses limites en pratique,
avec un nombre fini d’harmoniques, typiquement lorsque le cahier des charges requiert une
période de la base harmonique plus grande que les constantes de temps du systéme. Alors
les transformations de type Fourier en ligne engendrent des erreurs sur les informations en
entrée du correcteur harmonique, dont l'effet est possiblement déstabilisateur. Une solution
alternative pour se passer des transformations en ligne consiste a implémenter le correcteur
temporel associé au correcteur harmonique. Une autre contribution de ces travaux est de montrer
que ces schémas de contréle impliquent d’imposer certaines conditions lors de la synthese du
correcteur harmonique, liées a la condition de coincidence. Dans le cadre d’un contréle par retour
d’état harmonique, cela se traduit par une structure Toeplitz de la matrice de gains. Dans le
cadre d’un bouclage intégral sur un phaseur, cela se traduit par une augmentation d’état du
correcteur par un oscillateur. Une contribution supplémentaire de la thése au contréle-commande
harmonique est de présenter des outils d’évaluation de la stabilité et de commande optimale
stabilisante avec des équations de Lyapunov et de Riccati exprimées dans le domaine harmonique.
Les solutions des équations algébriques harmoniques de Lyapunov (resp Riccati) de matrices
Toeplitz sont équivalentes aux solutions des équations différentielles périodiques de Lyapunov
(resp. Riccati) avec une solution temporelle T-périodique P(-) et une solution harmonique
P = Tr(P) constante. Cela permet notamment de développer des lois de commandes de type
LQ ou embedded dans le domaine harmonique pour maitriser les phénomeénes fréquentiels.

Les travaux théoriques entrepris ont donc abouti a la définition formelle d’une méthodologie
unifiée et complete de modélisation et controle-commande par techniques harmoniques, adaptée
au contexte de ’actionnement électrique. Au cours de nos travaux, 'efficacité de la méthode et
des outils développés pour modéliser, analyser et controler des systémes a été démontrée, a titre
d’illustration, pour les convertisseurs de puissance. Nous avons ensuite exploité ces nombreux
résultats pour analyser et maitriser le comportement harmonique d’une chaine d’actionnement
électrique d’'un moteur d’avion. Tout d’abord, la méthode a clairement contribué a modéliser
le comportement harmonique de chacun des blocs de la chaine avec, pour les convertisseurs de
puissance, des modeles harmoniques plus précis qu’un modele moyen et moins cotiteux en temps
et puissance de calcul qu'un modele temporel instantané. Nous pouvons tirer de ces modeéles
de précieuses informations sur les dynamiques et couplages harmoniques au sein de la chaine
d’actionnement. De méme, en exploitant la possibilité de choisir la période de la base harmonique,
nous pouvons interconnecter ces modeles harmoniques dans une base harmonique commune et
ainsi contribuer a décrire le comportement harmonique complet de la chaine d’actionnement.
Ensuite, les schémas de controle et outils de synthése développés ont permis d’élaborer une
stratégie de contréle harmonique qui tire profit des informations sur les dynamiques et couplages
harmoniques. Cette stratégie a clairement contribué a maitriser les phénomenes fréquentiels au
sein de la chaine d’actionnement électrique. Finalement, une commande harmonique au niveau
du redresseur triphasé permet de réguler la tension du bus DC et de corriger le facteur de
puissance tout en filtrant activement les courants réseau pour respecter les normes sur les taux
harmoniques et en rejetant les perturbations périodiques et harmoniques (les oscillations).

Les débouchés industriels des résultat présentés sont les suivants :

— Analyser les phénomeénes fréquentiels au sein de 'interconnexion de systémes dynamiques.
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— Choisir astucieusement, si possible, les fréquences des régimes nominaux et des composants.

— Simplifier les lois de commande pour filtrer activement les systemes et rejeter les pertur-
bations périodiques.
— Maitriser les phénomenes fréquentiels et garantir le respect des normes sur les taux har-
moniques.
— Limiter I'utilisation d’éléments de filtrage analogique et leur surdimensionnement.
Réduire le filtrage analogique permet de limiter la dégradation des performances qu’il engendre
et les risques d’instabilités par mise en résonance de ces filtres. De plus, cela entraine une baisse

du poids, du volume et des cofits associés. Ces problématiques sont essentielles, en particulier
dans le contexte aéronautique.
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Perspectives

Les travaux entrepris ont permis d’aboutir & la définition formelle d’une méthodologie uni-
fiée et complete de modélisation et controle-commande harmoniques, adaptée au contexte de
I’actionnement électrique. Ils ouvrent de nombreuses perspectives dans ces domaines et leurs
applications. Nous proposons dans la suite quelques voies de recherche a explorer pour compléter
les résultats présentés dans ce manuscrit.

Concernant la troncature

Les outils de modélisation, d’analyse et de syntheése présentés possedent une certaine pro-
priété de robustesse car les dynamiques et couplages harmoniques sont considérés, contrairement
aux modeles moyens classiquement utilisés. Toutefois, nous avons montré qu’en pratique, en
dimension finie, les choix de la période de la base harmonique tronqué et du nombre d’har-
moniques considérés ont une influence sur la pertinence des transformations et des modeles
harmoniques. Les transformations et les modéles approximent alors le comportement des signaux
et des systemes. En boucle ouverte, nous disposons d’une borne sur les erreurs, qui dépend
de ces parametres et des constantes de temps du systeme. Cependant, en boucle fermée, les
erreurs engendrées par la troncature peuvent limiter les performances d’un contréle-commande
harmonique et remettre en cause la stabilité harmonique d’un systéme. Nous avons donné des
pistes concretes pour effectuer les bons choix de période et de nombre d’harmoniques pour
limiter ces erreurs et nous avons proposé un schéma de contréle qui permet de se passer
des transformations en ligne. Toutefois, pour aller plus loin, il serait intéressant qu’un travail
théorique soit entrepris pour préciser la robustesse de la méthode en dimension finie. Cela
permettra de déterminer la robustesse d’un controle-commande harmonique en stabilité et
performances vis a vis du choix couplé de la période de la base harmonique et de l'ordre de
troncature.

Concernant la connaissance des fréquences

Les modeles et les techniques de controle harmoniques théoriques ont été validés en simula-
tion, avec un nombre d’harmoniques limité. Les fréquences des signaux ont été supposées connues
exactement, que ce soit pour les variables d’état du systéme ou les perturbations. Cette hypothese
est essentielle pour sélectionner la base harmonique a la fréquence des signaux, qui contient
explicitement les fréquences en jeu. De plus, pour des systémes dynamiques interconnectés, nous
avons donné la base harmonique commune dans les cas ot qu’il est possible de trouver un diviseur
commun a ces fréquences. Toutefois, si ces fréquences ne sont pas connues exactement, varient
dans le temps, ou qu'un diviseur commun n’existe pas, alors la fréquence d’une base harmonique
commune & ces systemes doit étre approximée. Ainsi, des travaux futurs permettront de préciser
la robustesse de la méthode vis a vis de la connaissance des fréquences en jeu, notamment dans

135



PERSPECTIVES

les cas ol une base harmonique commune est requise.

Concernant les critéres de controle-commande

Nous avons traduit dans le domaine harmonique la stabilité du systeme et le rejet des pertur-
bations harmoniques. Nous avons montré que les techniques de controle-commande développées
sont efficaces. Elles permettent de répondre & un cahier des charges exprimé dans le domaine
harmonique. Pour poursuivre les travaux sur le contréle harmonique linéaire, il serait intéressant
d’étudier des criteres classiques tels que le temps de réponse et les marges de robustesses sur les
transferts harmoniques et d’identifier leur influence sur les performances et la robustesse de la
boucle fermée obtenue.

Concernant 1’échantillonnage des lois de commande

Les techniques de controle-commande présentées ont été développées sans prendre en compte
I’aspect numérique de I'implémentation des lois de commande. Il serait intéressant d’étudier
la robustesse de la méthode a 1’échantillonnage des lois de commande et de développer des
résultats analogues a ceux présentés dans ce mémoire dans le cas discret. Ils permettront de
faciliter ’exploitation de ces travaux doctoraux pour des applications concrétes impliquant une
implémentation numérique.

Concernant le contréle-commande de la chaine d’actionnement électrique

Les outils développés ont été appliqués a l'analyse et au controle-commande d’une chaine
d’actionnement électrique complete. Des résultats de simulation prometteurs sont présentés dans
ce manuscrit. Des résultats pratiques de controle-commande sur une chaine d’actionnement, qui
exploite le domaine harmonique pour maitriser les phénomenes fréquentiels, permettraient de
compléter les travaux. Cela terminera de prouver que le concept est intéressant et exploitable
en I’état par lindustriel. Ce démonstrateur fournira également des données quantitatives sur
la réduction des éléments de filtrage analogique rendue possible par I’approche harmonique et
possiblement sur la robustesse de la méthodologie aux incertitudes sur les fréquences en jeu.
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Annexe A

Rappels mathématiques

Cette annexe a pour objectif de présenter les types de modeéles auxquels il est réguliere-
ment fait référence dans le manuscrit ainsi que quelques notions mathématiques utiles pour la
compréhension.

Définition A.l. (Systémes polynomiaux) Sous leur forme générale, les systémes polyno-
miaux sont décrits par un modéle en espace d’état de la forme

i(t) = ft,x(t),u(t))
y(t) = gt z(t), u(t)) (A.1)

avec x(t) € C'=, y(t) € C™, u(t) € C™ et ou f(t,z(t),u(t)) et g(t,x(t),u(t)) sont des fonctions
polynomiales en les variables d’état x(t) et en les variables de commande u(t), de coefficients
temps-variant. Si le systéme est autonome, alors il n’y a pas de variables de commande et nous
écrivons f(t,x(t)) et g(t,z(t)). Les modéles polynomiauz permettent de décrire un large éventail
de systémes.

Définition A.2. (Systémes linéaires temps-variant (LTV), linéaires temps-périodique
(LTP) et linéaires temps-invariant (LTI)) Une sous-classe intéressante des systémes poly-
nomiaux est celle des systémes linéaires généralement temps-variant. Sous leur forme générale,
les systémes linéaires temps-variant (LTV) sont décrits par un modéle en espace d’état de la
forme

z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)

y(t) = C(Ha(t) + D(H)ult)
avec x(t) € C", y(t) € C™, u(t) € C™ et ou A(t), B(t),C(t), D(t) sont des fonctions matri-
cielles de dimensions appropriées et indépendantes de l’état x(t) et de la commande u(t). Si
ces fonctions matricielles sont T-périodiques, le systéme est linéaire temps-périodique (LTP). Si
elles sont constantes, le systéme est linéaire temps-invariant (LTI).

(A.2)

Remarque. Les systéemes LTI sont souvent appelés systemes linéaires dans la littérature. Ils
sont particulierement intéressants car de nombreux outils ont été développés pour analyser et
controler ce type de systémes dans la théorie des systémes linéaires. Ils sont aujourd’hui bien
connus et leur efficacité a été maintes fois démontrée. Citons par exemple la notion de fonction
de transfert, dont les pdles et zéros peuvent étre étudiés pour évaluer la stabilité d’un systeme,
et les diagrammes de Bode, de Black-Nichols et de Nyquist qui permettent d’évaluer les marges
de stabilité pour caractériser la robustesse du systeme en stabilité. Citons encore les controles
de type retour d’état, tels que la commande optimale linéaire quadratique (LQ), qui permettent
de stabiliser un systéme LTT.
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Définition A.3. (Systémes affines commutés) Une autre sous-classe importante des sys-
temes polynomiauz, particuliérement en électronique de puissance, est celle des systemes affines
(commutés). Les systémes affines sont décrits par un modéle en espace d’état de la forme

a(t) = A(u®))z(t) + Blu(t))w(t)
y(t) = Clu®)z(t) + D(u(t))w(t)

avec x(t) € C", y(t) € C™, u(t) € C™, ou w(t) € C™ est une entrée exogéne et ou
A(u(t)), B(u(t)),C(u(t)), D(u(t)) sont des matrices de dimensions appropriées, affines en la
commande u(t) et indépendantes de l’état x:(t). Pour certains systémes hybrides, notamment les
convertisseurs de puissance, le signal de commande u(t) est discontinu et prend un nombre fini
de valeurs (typiquement 0 et 1). Nous parlons alors de systéme affine commuté.

(A.3)

Définition A.4. (Espaces LP) Un espace LP est un espace vectoriel de classes des fonctions
dont la puissance d’exposant p est intégrable au sens de Lebesgue, ou p est un nombre réel
strictement positif. Le passage a la limite de [’exposant aboutit a la construction de l’espace L™
des fonctions essentiellement bornées. Les espaces LP sont appelés espaces de Lebesque.

Théoréme A.1l. (Relation entre espaces LP) Soient I un intervalle borné et p,q € RT tels
que 1 < p < q < +o0, alors L(I, R™) C LP(I, R™). De plus, il existe un réel -y ne dépendant que
de p et q tel que, pour tout u € Li(I, R"),

lullr < CllullLa

Théoréeme A.2. (Inégalité de Holder) Soient p,q,r € [1,+00] tels que 1% + % = 1. Soient
felPetge L4 Alors, fge L" et

A

Ifgllr < N llzellgll e
En particulier, sip=o00,q=2 etr =2

Ifgllz < [[fllze<llgll2
et Sip=00,q=00 €t r =00

gl < [l fllzeellgllze

Théoréme A.3. (Théoréme de stabilité de Lyapunov) Soit une fonction matricielle A(-)
a valeurs réelles (€ R"*™). Le systéme linéaire temps-variant

B(t) = A@)z(t) (A.4)

est globalement asymptotiquement stable si et seulement si il existe un unique P(-) symétrique
défini positif (P(t) = PT(t) > 0) solution de I’équation différentielle de Lyapunov

Pt)+ AWTPt) + POAR) +Q(t) = 0 (A.5)

pour tout Q(-) symétrique défini positif. Et alors la fonction v(z)(t) = xT (t)P(t)z(t) est une
fonction de Lyapunov qui peut étre utilisée pour vérifier la stabilité.

Remarque. Résoudre (A.5) peut se révéler difficile dans le cas général. Le cas des systémes
LTT est de nouveau plus évident car (A.5) devient alors une équation algébrique de Lyapunov

ATP+PA+Q = 0
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Annexe B
Modeles des convertisseurs de

puissance

Convertisseur Boost. Le comportement global d’'un convertisseur Boost est décrit par le

modele affine commuté
] | E YU o] [E 0] [um)
lvim] - ll—ng o | L] Lo 22| o) (B.1)

ou d(t) est le signal MLI qui commande "ouverture et la fermeture des interrupteurs a partir de
la valeur du rapport cyclique et de la période de commutation. C’est un signal discontinu qui

prend pour valeurs 1 ou 0. Le modele en espace d’état moyenné (SSA) s’écrit
1
1 ‘
] lvm(t)] (B.Q)

L
Z‘out (t)

+ —1
0 =

i) _ | ] [aw
Vout (t) B l;g(t) 0 Vout (t)

ou «(t) est directement la valeur du rapport cyclique de commande. Le modeéle harmonique
associé & un convertisseur Boost est donné en (2.29).

Convertisseur Buck. Le comportement global d’un convertisseur Buck est décrit par le

modele affine commuté
T =R =11 (] [d 1T
i@ ] _ [ 2] [am ] [P 0] [ (B3)
_'Uout(t)_ _% 0_ _Uout(t)_ 0 %1_ _Zout(t)_
Le modéle en espace d’état moyenné (SSA) s’écrit
AN r—R  —17 T . 7 ra(t 1T 7
i@ | _ [F 2| [aw], [ 0] [wme (B.4)
_Uout(t)_ _é O_ _Uout(t)_ L 0 %1_ _iout(t)_

Le modéle harmonique associé & un convertisseur Buck est donné en (2.30)

Convertisseur Buck-Boost. Le comportement global d’un convertisseur Buck-Boost est

décrit par le modele affine commuté
. - d(t)—1 )
a®] | FE Y Tam] L[4 0] [uae) B.5)
Uout(t) 1773(1‘/) 0 'Uout(t) 0 %1 Z.out(t)
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ANNEXE B. MODELES DES CONVERTISSEURS DE PUISSANCE

Le modele en espace d’état moyenné (SSA) s’écrit

L — a(t)—1 . o

ir(t) _ TR ([)/ ir(t) + # 0 Um(t) (B.G)
Uout(t) I—Ta(t) 0 Uout(t) 0 %1 Zout(t)

Le modele harmonique associé & un convertisseur Buck-Boost est donné en (2.31).

Convertisseur Flyback. Le comportement global d’un convertisseur Flyback est décrit par
le modele affine commuté

lmt)] A lmw] +ld“> ovaa)] B.7)

L
Vout (t) Vout (t) 0 %1 Tout (t)

Le modele en espace d’état moyenné (SSA) s’écrit

i (t) SR pe@] T 0 el ][y
L’oﬁt(t)] B ”‘1‘2“” o | L] T 0 1] [iowt(t) (B.8)

Le modele harmonique associé & un convertisseur Flyback est donné en (2.32).

Q

Les figures B.1, B.2 et B.3 présentent les résultats des simulations des modéles harmoniques
(2.30), (2.31) et (2.32) en boucle ouverte pour une commande MLI de rapport cyclique en escalier.
La base harmonique utilisée est de période T' = Ty, égale a la période de commutation des
convertisseurs et les modeles sont tronqués a 'ordre h = 8. Les signaux obtenus sont comparés
a ceux provenant des modeles temporels instantanés (B.3), (B.5) et (B.7). La charge considérée
en sortie est une charge résistive constante R, = 5. La tension v;,(t) en entrée est supposée
a un régime nominal constant v, = 100V. Les parametres des convertisseurs, de la charge, de
la base harmonique et les valeurs des rapports cycliques générés sont présentés dans le tableau
B.1.

noms valeurs parameétres
R 1m$ résistance
L 0.1mH inductance
C 10puH capacité
n 1.5 rapport du nombre de spires
fow 100k H z fréquence de commutation
R. 652 charge résistive constante
f 100kH = fréquence de la base harmonique
h 8 ordre de troncature
at) { 0022 Ezzi z E E): ;} E:g rapports cycliques appliqués

Tableau B.1 — Parameétres des convertisseurs, de la charge, de la base harmonique et valeurs des rapports
cycliques appliqués.
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i
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0.6 —commande temporelle MLI
----commande harmonique

04r
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Temps (s) <107
(a) Les signaux de commande.

151

—modéle temporel instantané
---modéle harmonique

Courant (A)
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(b) Comparaison des courants dans I'inductance.

—modele temporel instantané
-—modéle harmonique
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Temps (s) %107

(c) Comparaison des tensions en sortie.

Figure B.1 — Comparaison des signaux obtenus & partir des modeéles temporel et harmonique (fs, =
100kH z, h = 8) du Buck en boucle ouverte pour une commande MLI de rapport cyclique en escalier.
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(c) Comparaison des tensions en sortie.
Figure B.2 — Comparaison des signaux obtenus & partir des modeéles temporel et harmonique (fs, =

100kHz,h = 8) du Buck-Boost en boucle ouverte pour une commande MLI de rapport cyclique en
escalier.
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(c) Comparaison des tensions en sortie.

Figure B.3 — Comparaison des signaux obtenus & partir des modeles temporel et harmonique (fs, =
100kH z, h = 8) du Flyback en boucle ouverte pour une commande MLI de rapport cyclique en escalier.
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Algorithme de génération des modeéles harmoniques (Matlab). Soit un modele
temporel instantané d’un convertisseur de puissance, écrit sous la forme d’un espace d’état
affine commuté

a(t) = A(d(t))x(t) + B(d(t))w(t) (B.9)

avec x(t) € R™ le vecteur d’état, d(t) € R la loi de commutation du convertisseur, w(t) € R
une entrée exogene et ou

A(d(t)) = Aina + d(t)Adgep
B(d(t)) = Bind + d(t)Bdep

avec des matrices Ajnd, Bind, Adeps Baep constantes. L’algorithme prend comme parametres en
entrée les matrices Ajnq, Bind, Adep, Baep, la période T' de la base harmonique choisie, I'ordre de
troncature h désiré et les harmoniques D de la commande étudiée.

1. Extraire le nombre d’état n, et déterminer le nombre d’harmoniques ny, :

ng = size(Aing, 1)
np, = 2xh+1

2. Générer la matrice identité Uy et la matrice de différentiation N de dimensions appropriées :

Ur = eye(np,np)
N = kron(eye(ny), diag(—jh%F --- 0 --- jh3T))

3. Générer la matrice de Toeplitz pour la commande étudiée :

Dy = D(h+1:end,:)
D = toeplitz(Dy, D)

4. Générer les matrices du modele harmonique :

kron(Aing, Ur) + kron(Agep, D) — N
= kron(Bind, Ur) + kron(Bgep, D)

T
|

Cet algorithme, pour un vecteur d’harmoniques de commande D donné, associe & (B.9) le modele

harmonique
X(t) = AX(t)+BW(t) (B.10)

avec X = Fr(x), W = Fr(w).

Algorithme de génération des modéles harmoniques temps-réel (Simulink). Soit
un modele temporel instantané d’un convertisseur de puissance, écrit sous la forme d’un espace
d’état affine commuté (B.9). L’algorithme prend comme parameétres en entrée les matrices
Ainds Binds Adep, Baep, la période T de la base harmonique choisie et I'ordre de troncature h
désiré. 11 prend comme variables en entrée x(t), d(t), w(t) ou leurs phaseurs.

1. Extraire le nombre d’état n, et déterminer le nombre d’harmoniques ny, :

ng = size(Aing, 1)
np, = 2xh+1

2. Générer la matrice identité Uy et la matrice de différentiation N de dimensions appropriées :

U = eye(np,np)
N = kron(eye(ny),diag(—jh%E -+ 0 --- jhZE))
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3. Si les variables en entrée sont x(t),d(t), w(t), alors extraire leurs phaseurs en temps-réel :

X = Fr(z)
D = Fr(d)
W = Fr(w)

4. Générer la matrice de Toeplitz temps-réel de la commande :

Dy = D(h+1:end,:)
D = toeplitz(D4, DY)

5. Générer les matrices temps-réel du modele harmonique :

kron(Aing, Ur) + kron(Agep, D) — N
= kron(Bind, Ur) + kron(Bgep, D)

BN
|

6. Calculer le vecteur d’état en temps-réel :
X = [J(AX +BW)

Cet algorithme associe a (B.9) le modeéle harmonique

X(t) = AD@)X(t)+ B(D(t)W(t) (B.11)

avec X = Fr(x), D = Fr(d), W = Fp(w).
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Annexe C

Formules de reconstructions
équivalentes

Proposition C.1. Soit U € Hy. La formule de reconstruction

w(t) = 25 Up(t)e™ —u(t —T)

k=—00
et, pour 6 €]0; T, la formule
() = % (QUK(H) — Uk(t — 8))erket
k=—00

sont équivalentes
Démonstration. Soient U € Hp et §' €]0;T[. Nous avons
ut—T) = u(lt—(T—=48)-19)

D’autre part, d’apres la formule de reconstruction non causale 2.11b,

ut— (T =)= &) = 5 Uylt— (T - &)=

k=—o00

Alors, en posant § =T — ¢’ €]0; T,

Wt —T) = 3 Ut — §)edket=T)
k=—00
=% Ukt — o)ttt
k=—o00
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Annexe D

Base harmonique de fréquence
temps-variante

La méthodologie développée dans le chapitre 2 est valable pour une fréquence de la base
harmonique constante. Dans le cas ou la fréquence varie au cours du temps, il est nécessaire de
considérer non plus la fréquence mais 'angle instantané 6(t), tel que

0(t) = w(t)

La base harmonique considérée est dans ce cas la base fonctionnelle des exponentielles complexes
de Fourier (ejke(t)) kez, ol 0(t) peut étre considéré sur un intervalle de longueur 27, et non plus
la base fonctionnelle (e7#“!).cz. Alors, T(t) est la durée pendant laquelle I'angle 6(t) varie
d’exactement 27 (un tour), définie par [Sanders et al., 1991] :

0 = 0(t1)
«91—27‘1’ = H(tl—T(tl))

Nous définissons les phaseurs selon la formule [Sanders et al., 1991] :

U(t) = < e u(t() > 2o -2mo)
= o u(p(0))e T (D.1)
= 2 ftth(t) u(p)e=Ik0®)y(p)dp

Les signaux temporels sont reconstruits par la formule :

u(t) = % Uk()el®® 1+ TU () (D.2)

k=—o00

La différentiation d’un phaseur dans le domaine harmonique est exprimée selon la formule
[Sanders et al., 1991] :

Xp(t) = a(t—T(t)e KTt — T))T )+ < & >k )+ < (£ — jkw)z >y (1)
(D.3)

avec



ANNEXE D. BASE HARMONIQUE DE FREQUENCE TEMPS-VARIANTE

Il est clair que (D.3) est réduit & (2.17) pour une fréquence constante. De plus, pour une fréquence
qui varie lentement au cours du temps, nous avons

Q

T(t) o)
x(t — T(t)e TF0C=TW)y(t — T(t))T(t) 0
< (2 — jkw)r >, () ~ —jkw(t)Xg(t)

Q

Dans ce cas, (D.3) est bien approximé par (2.17).
En conclusion, la méthodologie présentée dans le chapitre 2 s’applique toujours dans le cas

d’une fréquence lentement variable. Il faut alors remplacer les formules (2.7) et (2.12) par les
formules (D.1) et (D.2).
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Titre : Modélisation par techniques harmoniques pour la commande et le filtrage actif de
systémes commutés associés appliquée a ’actionnement électrique

Mots clés : modélisation harmonique, filtrage actif, convertisseurs de puissance,
actionnement électrique, interactions fréquentielles, commande optimale

Résumé : Cette these CIFRE a pour objectif principal de contribuer a maitriser les
phénomenes fréquentiels au sein des réseaux électriques. Les systémes sont de plus en plus
complexes et ont tendance a générer des harmoniques et des dynamiques rapides. Leur
interconnexion peut étre a ’origine de phénomenes de résonance et de pollution harmonique
aujourd’hui mal maitrisés, ainsi que d’instabilités harmoniques. L’approche retenue consiste
a exploiter les techniques innovantes de modélisation harmonique. Nous définissons un cadre
formel dans lequel les notions ont du sens et nous proposons une méthodologie compléte qui
unifie les approches de la littérature. Le modele harmonique unifié décrit les dynamiques et
couplages harmoniques des systemes. L’acceés a ces informations ouvre la voie & un controle-
commande amélioré. Nous proposons deux schémas de controle adaptés et nous identifions
les conditions a respecter lors de la synthese du correcteur harmonique. Nous présentons de
plus des outils d’évaluation de la stabilité harmonique et de commande optimale stabilisante.
Ce nouveau cadre permet de développer des lois de commande dans le domaine harmonique
pour maitriser les phénomeénes fréquentiels. Finalement, les travaux doctoraux aboutissent
a la définition formelle d’une méthodologie unifiée et complete de modélisation et controle-
commande harmoniques de systemes dynamiques interconnectés. La stratégie est validée
via des simulations pour modéliser, analyser et controler des convertisseurs de puissance,
puis en pratique sur une chaine d’actionnement électrique d’un moteur d’avion.

Title : Harmonic modeling techniques to control and actively filter associated switched
systems applied to electrical drive

Keywords : harmonic modeling, active filtering, power converters, electrical actuation,
frequency interactions, optimal control

Abstract : The main objective of this industrial PhD thesis is to contribute to the control of
frequency phenomena within electrical networks. Systems are more and more complex and
tend to generate harmonics and high dynamics. Their interconnection may be at the origin
of resonance and harmonic pollution phenomena that are currently poorly contained, as well
as harmonic instabilities. The selected approach consists in applying innovative harmonic
modeling techniques. We define a formal framework in which the notions make sense
and we propose a comprehensive methodology that unifies the literature approaches. The
unified harmonic model describes the systems’ harmonic dynamics and couplings. Access
to this knowledge paves the way for an improved control. Two suitable control schemes
are proposed and we identify the conditions when synthesizing the harmonic controller.
In addition, some tools for harmonic stability evaluation and optimal stabilizing control
are presented. This new framework allows developing some control laws in the harmonic
domain to control frequency phenomena. Finally, the doctoral work leads to the formal
definition of a unified and comprehensive methodology for harmonic modeling and control
of interconnected dynamic systems. The strategy is validated through simulations to model,
analyze and control power converters, then in practice to an electrical drive chain for an
aircraft engine.
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