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Introduction

La these de doctorat Généralisation du critere de Beurling-Nyman a la classe de Selberg, écrite

sous la direction de Michel Balazard, était consacrée a 1’étude de certains critéres pour 1’hypothese de
Riemann généralisée aux fonctions de la classe de Selberg.
La classe de Selberg [Sel92] est une classe de fonctions caractérisées par des propriétés analytiques et
arithmétiques. Ce sont en particulier des séries de Dirichlet absolument convergentes dans le demi-plan
R(s) > 1, prolongeables méromorphiquement a C avec un pole éventuel en 1, satisfaisant une équation
fonctionnelle mettant en évidence une symétrie par rapport a la droite (s) = 1/2 (dite droite critique)
et admettant un développement en produit Eulérien. Cette classe est conjecturalement I’ensemble des
fonctions L associées a une forme automorphe et son introduction est donc une tentative de définition
axiomatique de telles fonctions. L’hypotheése de Riemann généralisée affirme que les zéros non triviaux
des fonctions de la classe de Selberg sont sur la droite critique.

Le critere de Beurling et Nyman [Beu55] établit un lien entre I’hypothése de Riemann pour la fonc-
tion ¢ de Riemann et la densité de certains sous-espaces fonctionnels engendrés par des contractées de la
fonction partie fractionnaire. Il a été précisé par Bidez-Duarte, Balazard, Burnol et Saias dans plusieurs
articles parus entre 1998 et 2003 [BD03, BS00, BDBLSO00, Bur(02]. Les articles [0] et [3] principalement
issus de la these ont permis de généraliser une partie de ces travaux aux fonctions de la classe de Sel-
berg. Le critere de Beurling et Nyman repose sur une correspondance, via la transformation de Mellin,
entre I’espace L?(IR) et un espace de Hardy, entre la fonction partie fractionnaire et la fonction zéta de
Riemann. Le déplacement du probleme dans les espaces de Hardy permet d’utiliser de nombreux outils
d’analyse fonctionnelle. Une des difficultés de 1’adaptation du critére de Beurling et Nyman a la classe
de Selberg réside en I’étude des fonctions complémentaires qui sont les analogues de la fonction partie
fractionnaire pour zéta. L’article [2] est consacré a une telle étude. Dans [4], c’est I’aspect séquentiel,
étudié initialement pour la fonction z€ta de Riemann par Biez-Duarte, de ce probleme, qui est développé.
On trouve une suite d’un espace fonctionnel qui, sous I’hypothése de Riemann pour une fonction F' de la
classe de Selberg, converge vers la fonction indicatrice de I’intervalle [0, 1] en assurant une certaine vi-
tesse de convergence. Les aspects hilbertiens de ce critere ont été développés dans [1] ol I’on obtient une
majoration de la vitesse de convergence. Ce dernier travail utilise la structure euclidienne de L?(0,1) et
I’action de certains opérateurs, adaptant ainsi le travail de Burnol. Dans [5], travail en collaboration avec
Michel Balazard ultérieur a la these, nous avons poursuivi I’étude séquentielle du critere de Badez-Duarte
pour la fonction zéta de Riemann en améliorant les majorations connues.

Ces travaux faisaient fortement appel a 1’outil classique en théorie analytique des nombres qu’est
I’analyse complexe ainsi qu’a 1’analyse fonctionnelle. Ils ont aussi constitué une premiere approche des
interactions entre analyse de Fourier et théorie des nombres a travers notamment 1’utilisation des trans-
formations de Fourier et de Mellin et 1’évaluation de fonctions oscillantes et de sommes d’exponentielles.
Cette thématique a aussi été développée dans les travaux ultérieurs que nous allons présenter ici.

Dans ce mémoire, nous présentons les travaux [9, 6, 8, 10, 11]. Le premier de ces articles [9] a été
écrit en collaboration avec Bahman Saffari, Harold S. Shapiro et Gérald Tenenbaum. Le second [6] est le
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fruit d’une collaboration avec Harald A. Helfgott, le troisieme [8] provient d’une collaboration avec Alain
Plagne et le dernier [11] avec Pablo Candela. L article [10] n’est pas issu d’une collaboration. Hormis
[9], tous ces travaux sont consacrés a I’étude des structures additives d’ensembles, ce qui constitue ce que
I’on appelle aujourd’hui la combinatoire additive. Notons que 1’analyse de Fourier joue un réle important
dans ces travaux, c’est en particulier un outil essentiel dans [6] et [11]. C’est pourquoi nous avons choisi
d’inclure [9], consacré a un principe d’incertitude pour les familles de L?(RR), dans ce mémoire.

Notons que [7] et [5], écrits respectivement en collaboration avec Szilard S. Révész et Michel Ba-
lazard, auraient également pu étre insérés dans ce mémoire. L article [7] fournit en effet un théoréme
taubérien qui donne des informations asymptotiques sur une fonction dont la transformée de Laplace
vérifie certaines propriétés. Il améliore le théoréme taubérien classique de Wiener-Ikehara. Notre amélio-
ration est double : nous affaiblissons les hypotheses nécessaires a I’obtention d’une estimation de la
transformée de Laplace d’une fonction et nous donnons un terme d’erreur explicite. Dans [5], on précise
le critere de Baez-Duarte pour 1’hypothése de Riemann [BDO03]. Cet article fait appel a des techniques
fines d’analyse complexe empruntées a [Sou09] et utilise intensivement la transformée de Mellin. Il
s’agit donc aussi dans ces deux travaux d’extraire des informations sur un objet mathématique a partir
d’éléments connus sur sa transformée (de Fourier, de Laplace ou de Mellin). Toutefois, [7] et [5] sont
plus proches de nos travaux antérieurs [0-4] et en particulier des méthodes d’analyse complexe alors
utilisées et il nous a semblé plus cohérent de nous restreindre dans ce mémoire a des thématiques plus
homogenes.

L article [12] écrit en collaboration avec Pablo Candela et Diego Gonzalez-Sénchez, se situe pour sa
part bien dans la thématique de la combinatoire additive puisque I’on obtient un théoréme de Pliinnecke-
Ruzsa dans un groupe abélien compact. Il nous a néanmoins semblé que son insertion serait un retour
trop précoce sur ce travail que nous venons d’achever.

Ce mémoire portera donc essentiellement sur la recherche de structures additives dans des ensembles
et sur I'utilisation de la transformée de Fourier dans ce contexte. Le passage d’un contexte discret a un
contexte continu, et réciproquement, sera aussi un théme récurrent de cette présentation.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés a la structure des ensembles sans solution a une
équation linéaire donnée. Ce type de probleme est fréquemment abordé dans Ia littérature. La recherche
d’ensemble sans somme (sans solution a I’équation x + y = %), sans progression arithmétique (sans
solution a I’équation x + y = 2z) ou d’ensembles de Sidon (sans solution a I’équation x +y = z +t) en
sont des exemples bien connus.

Dans [Ruz93] et [Ruz95], Ruzsa mene une étude générale des ensembles d’entiers sans solution a une
équation linéaire de la forme ax1 + asxo + - - - + apxr = b,ou ay, aq, - - - , ar et b sont des entiers fixés.
Il distingue deux types d’équations : les équations invariantes pour lesquelles I’ensemble des solutions
est invariant par multiplication et par translation par un entier (donc b = 0 = Zle a;) et les autres
équations qui seront dites non-invariantes. Les équations invariantes posseédent dans tout ensemble non
vide des solutions que 1’on appelera < triviales > (par exemple (x, z, x) pour I’équation = + y = 2z ou
(z,y,y,x) pour I’équation x + y = z + t) et Ruzsa montre qu’il n’existe pas d’ensemble de densité
positive sans solution non triviale a une équation linéaire invariante alors qu’un tel ensemble existe pour
une équation non invariante. Son résultat pour les équations invariantes généralise le théoréme de Roth
[Rot53] qui traitait de I’équation x 4+ y = 2z.

Dans [6,8], nous nous sommes intéressés aux équations de la forme z + y = kz avec k un entier
supérieur a 1.

Le cas k = 2 qui correspond aux ensembles sans progression arithmétique non triviale, est la seule
équation invariante de cette forme. C’est a cette équation que nous nous sommes intéressés dans [6].
Nous présentons ce travail au chapitre 2 en étudiant les sous-ensembles de nombres premiers sans pro-
gression arithmétique non triviale, prolongeant ainsi le travail de Green dans [Gre(05]. Notons que Laba
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et Pramanik donnent dans [LaP09] un analogue continu des résultats de Green pour les ensembles de me-
sure de Lebesgue nulle. Ce dernier travail fait intervenir des hypotheses sur la dimension de Hausdorff
et la dimension de Fourier des sous-ensembles de réels étudiés. Les techniques utilisées dans le contexte
discret par Green et dans le contexte continu par Laba et Pramanik sont similaires et 1’analyse de Fourier
joue dans ces études ainsi que dans [6] un role essentiel. Dans [6], nous avons utilisé des méthodes de
crible et un théoreme de tranfert 1ié a I’analyse de Fourier pour améliorer quantitativement de résultat de
Green. La difficulté principale lorsque 1’on travaille avec les nombres premiers est que cet ensemble est
de densité nulle. Il faut alors utiliser le caractere aléatoire de la distribution des nombres premiers (en
dehors des obstructions liées a leur définition) pour pouvoir transposer le résultat sur les ensemble de
densité positive a ce contexte.

Le chapitre 3 est consacré aux équations x+y = kz avec k > 3 donc a des équations non invariantes.
Pour ce type d’équations, on peut trouver des ensembles sans solution de mesure de Lebesgue positive si
on considere des ensembles de réels et de densité positive si on considere des ensembles bornés d’entiers.
Pour k > 4, c’est le passage du cadre continu au cadre discret qui a permis de déterminer la structure des
ensembles d’entiers maximaux sans solution [CG96, BHK05]. Dans le cas & = 3 en revanche, il y a
une rupture entre le cadre discret, ou I’ensemble des nombres impairs constitue un ensemble de densité
maximale sans solution [CG97], et le cadre continu comme 1’ont montré Matolcsi et Ruzsa [MR13].
Nous exposons en particulier dans le chapitre 3 la méthode (issue de [8]) qui a permis la détermination
des ensembles de réels maximaux sans solution a I’équation x + y = 3z. Les méthodes employées dans
ce chapitre sont essentiellement combinatoires. L’évaluation de la taille des ensembles sommes y est
utilisée et c’est ce qui a motivé les recherches présentées aux chapitres 4 et 5.

Etant donnés deux sous-ensembles A et B d’un groupe additif, on peut définir 1’ensemble somme
A + B comme I’ensemble des éléments du groupe qui s’écrivent comme somme d’un élément de A et
d’un élément de B. Si A et B sont des intervalles de R, alors la mesure de 1’ensemble de Lebesgue de
A + B est la somme des mesures de A et B. C’est aussi vrai (en remplagant la mesure de Lebesgue
par la mesure de Haar sur T) si A et B sont des intervalles de T = R/Z lorsque la somme des mesures
de Haar de A et B ne dépasse pas 1. Pour des sous-ensembles quelconques de R ou T, la somme des
mesures de A et B devient un minorant de la mesure de A + B (pourvu que A + B ne couvre pas le
cercle si A et B sont des sous-ensembles de T). Les chapitres 4 et 5 sont consacrés a la caractérisation
des sous-ensembles de R ou T pour lesquels la mesure de A + B est proche du minimum donné par la
somme des mesures de A et B. Les résultats obtenus poursuivent le travail de Ruzsa dans [Ruz91] et
s’inscrivent dans la tradition des théoremes inverses en combinatoire additive. On donne en particulier
au chapitre 4 des analogues continus pour des ensembles de réels des théoremes 3k — 4 de Freiman,
Bardaji-Grynkiewicz, Stanchescu et Lev-Smeliansky [Fre59, Fre62, Fre09, BG10, Sta96, LS95] ainsi
que d’autres résultats qui n’ont pas encore d’analogues discrets dans Z. Ces résultats sont issus de [10].
Notons que dans un travail en cours en collaboration avec Paul Péringuey, nous établissons les analogues
discrets de ces résultats.

Au chapitre 5, consacré aux résultats de [11], nous démontrons un analogue continu pour des sous-
ensembles de T des résultats de Serra-Zémor [SZ09] et Grynkiewicz [Gry13] et donnons deux applica-
tions aux structures des ensembles de réels de constante de doublement proche de 3 et a la description
des sous-ensembles de T sans solution a 1I’équation « + y = 3z. Notons que dans ce dernier chapitre
encore, I’analyse de Fourier joue un rdle essentiel.

Expliquons ici brievement le role de 1’analyse de Fourier dans les problemes de combinatoire additive
que nous avons abordés.

La transformée de Fourier permet d’abord, grace aux relations d’orthogonalité entre caracteres, de
détecter des relation linéaires. Ainsi, au chapitre 2, le nombre de progressions arithmétiques dans un

11
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ensemble A peut-il s’exprimer en fonction d’une somme sur les coefficients de Fourier de la fonction
indicatrice de A.

Ensuite, les coefficients de Fourier servent de mesure d’uniformité. La philosophie générale est que si
les coefficients de Fourier en dehors de 0 d’une fonction indicatrice sont petits alors I’ensemble concerné
se comporte en terme de propriétés additives comme on 1’ attendrait en moyenne d’un ensemble de méme
taille. Tout ceci est formalisé au chapitre 2. Alternativement, un grand coefficient de Fourier traduit une
concentration sur une progression arithmétique et révele donc une certaine structure, idée utilisée aux
chapitres 2 et 5.

Enfin, A+ B estle support de 1 4 * 15 et la formule m = f g fait qu’il est souvent plus facile de se
placer du coté des transformées de Fourier pour étudier les convolutions donc les sommes d’ensembles.

La transformée de Fourier permet de révéler des structures additives. Il existe donc un lien fort entre
la taille d’une transformée de Fourier et la physiologie de la fonction d’origine. Des résultats appelés
< principes d’incertitude > permettent de mettre ce type de liens en lumicre. Par exemple un résultat de
Hardy stipule que si pour une fonction f de L?(R) non nulle, f est négligeable en I’infini devant e=2°/2
alors f ne peut I’étre.

Au chapitre 1 qui présente les résultats de [9], on donne un principe d’incertitude pour une famille
{gn}nez de fonctions de L?(R). Ce principe, dfi 2 Shapiro, montre que la majoration uniforme simul-
tanée de {gn }nez et {Gn tnez par une fonction de L?(R) force la compacité de la famille. On discute des
limites et de 1’optimalité de ce résultat en tentant de répondre a la question suivante : jusqu’a quel point
une majoration uniforme simultanée de {g, }necz et {Gn}nez peut-elle s’approcher de L2(R) lorsque
{gn}nez est une base orthonormale ou une famille orthonormale infinie de L?(RR) ?

Par soucis de clarté, nous avons choisi de numéroter les références aux articles auquels nous avons
contribué et citons les autres références bibliographiques par les initiales du ou des auteurs, éventuellement
complétées par une date. De méme, les théorémes présentant des résultats auquels nous avons contribué
seront numérotés en numérotation latine, les autres résultats sont numérotés par 1’écriture en chiffres
arabes usuelle. A chaque début de chapitre, les noms des mathématiciens ayant contribué aux résultats
présentés dans le chapitre et les publications associées sont cités. Il est bien évident que le < nous > em-
ployé désigne le collectif d’auteurs précités.
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Chapitre 1

Un principe d’incertitude pour les familles
de L*(R)

Ce chapitre porte sur des travaux réalisés en collaboration avec Bahman Saffari, Harold S. Shapiro
et Gérald Tenenbaum. Ils ont donné lieu a la publication [9].

Un principe d’incertitude en analyse harmonique est un résultat qui €nonce, pour une fonction f
de L?(R) non nulle, I'impossibilité¢ que f et f soient simultanément petites, ce dernier terme restant
a préciser. Par exemple, f et f ne peuvent €tre simultanément a support compact. Plus précisément,
Hardy a montré que f et fne peuvent étre toutes deux négligeables devant e~®°/2 3 Iinfini. Il existe de
nombreux résultats de ce type et le lecteur pourra en consulter un panorama dans [FS97] ou [HJ94].

Le type de principe d’incertitude auquel on s’est intéressé dans [9] ne concerne pas une unique
fonction mais une classe de fonctions. Nous avons montré qu’on ne peut dominer f et fé\ I’infini par une
fonction de carré intégrable uniformément pour toutes les fonctions d’une famille orthonormale infinie.
Ce principe avait fait I’objet d’une note de travail non publiée de Shapiro datée de 1991 dans laquelle
Shapiro a énoncé et démontré le résultat suivant.

Théoréme 1 (Shapiro) Soit {g,}°° | une famille orthonormale infinie de L*(R). Alors il n’existe pas
de fonction dans L*(R) dominant a la fois les gy, et leurs transformées de Fourier

n(t) ::/Rgn(:z)e_imdx.

Le résultat de Shapiro est en fait plus précis, 1l affirme que pour toute suite orthonormale {g, },, infinie
de L?(R), on a

§—00 neN

lim sup/ (]gn(x)]2 + ]g/}b(x)|2) dz > 0. (1.1)
|z[>€

La démonstration de ce résultat repose sur une variante du théoreme de Fréchet-Kolmogorov qui ca-
ractérise la compacité relative d’une famille de fonctions de L?(R). L’idée principale est que la majora-
tion des fonctions et de leurs tranformées de Fourier implique la compacité de la famille considérée.

Une version quantitative du théoréme de Shapiro est donnée dans [JPO7] puis simplifiée et généralisée
en dimension finie quelconque dans [Mal10].

L article [9] a fourni la premiere publication d’'une démonstration du principe d’incertitude de Sha-
piro. Il a également répondu a plusieurs questions posées par Shapiro dans sa note non publiée en repre-
nant sa construction de bases orthonormales de L?(R) a partir de la base {e2™*}, .5 de L?(T) et d’une
bijection strictement croissante de R sur ]0, 1].
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CHAPITRE 1 : Un principe d’incertitude pour les familles de L?(R)

L’une de ces questions est la suivante : étant donnée une famille orthonormale infinie, dans quelle
mesure peut-on donner une majoration uniforme des g,, et des g,, par des fonctions proches de L?(R),
c’est a dire dont la décroissance en I’infini est la plus grande possible ?

1.1 Construction d’une famille de bases orthonormales de .?(RR)

Si F e C! (R, 10, 1[) (F' continiiment dérivable) est une bijection strictement croissante, 1’image
{gn}nez par F de la base orthonormale {e?™"*}, ., donnée par

gn(x) = O /F(z)  (zeR), (1.2)

est une base orthonormale de L?(R). L’orthonormalité de cette famille découle immédiatement de celle
de la base {?™*}, 7 de L?(T) dont elle est issue. Le caractére complet de la famille se vérifie simple-
ment en considérant un vecteur de L2(R) orthogonal a tous les vecteurs g,, et en utilisant la complétude
de la base {e%*"™*}, .7 de L?(T) via un changement de variable. Cette construction de base de L?(R)
était proposée dans la note de Shapiro.

Une telle famille vérifie pour tout n € Z

lgn ()] = V F' (),

donc la famille {g, },cz est majorée uniformément par /F’(x), une fonction de L?(R). Le principe
d’incertitude de Shapiro assure qu’il ne peut exister une aussi bonne majoration uniforme pour la famille
{gn }nez mais il est 1égitime de s’interroger sur la décroissance uniforme maximale que 1’on peut obtenir
pour cette derniere famille.

Pour cela, examinons les fonctions §,. Notons que

In(t) ::/gn(x)e_itxdx:/\/F’(x)ew”’t(x)dw
R R

avec @y, ¢(z) = 2mnF(z) — tz. Fixons a un réel et posons @, ;(z) = [ e®ntWdu. Si F € C?(Ja, b)),
une simple intégration par parties permet de montrer

b b
/ JE@)eent @) dy / V@) dDn 4(x)
F//(x)

b
— Fl(b)q)n,t(b)_/ <I>"”‘/(I)ﬁ’(ﬂc)

dz.

En supposant de plus que F” est de signe fixe sur ]a, b[, on obtient

b
/ VF (@)@ dz < max (\/F’(b), \/F’(a)> sup | By, (2)]. (1.3)

Ja,b

Nous nous sommes donc ramenés a la recherche d’une majoration de I’intégrale oscillante |®,, ;. Rap-
pelons ici des estimations classiques d’intégrales oscillantes (voir Théorémes 1.6.2 et 1.6.3 de [Ten95]).
Si f € C?(]a,b[,R) (deux fois continfiment dérivable) et si f” est de signe constant sur ]a, b[, alors

b .
/ eme(a:)d:L,

1 4
minf ejqp /()| \/77 inf,cpqpf |17 ()]

< min

(1.4)
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1.2 Premier exemple : une décroissance unilatérale exponentielle

Placons nous sur un intervalle |a, b[ sur lequel F” est de signe fixe. La majoration (1.4) implique
immédiatement

sup |®,.+(z)| < min ! !
n,t . )
z€a,b] lnfxe]a,b[ ‘27T77,F’($) - t’ \/inf:ce]a,b[(Qﬂn‘F”(x)D

(1.5)

Apres ces considérations générales, nous pouvons examiner quelques cas particuliers.

1.2 Premier exemple : une décroissance unilatérale exponentielle

Nous avons obtenu dans [9] le résultat suivant.

Théoreme I (de Roton, Saffari, Shapiro, Tenenbaum) I/ existe une base orthonormale {g,}necz de
L?(R) pour laquelle on a

gn(@)| ="V (2 e R)

et

sup |gn(t)] < 1/4/1 + |t (t € R). (1.6)

neL

Les fonctions g,, sont définies par la formule (1.2) & partir de la fonction F'(x) = f foo e IVldv. La
fonction F est infiniment dérivable sur R* et ses dérivées sur cet ensemble vérifient F/(z) = e~ 1?l =
|F"(z)|. De plus F” est de signe fixe sur chacun des deux intervalles R™* et R™*. Plagons nous sur I’'un
de ces deux intervalles et notons ]a, b[ I’intervalle choisi.

Si ¢ et n sont de signes opposés, alors inf,cjqp |27 F (2) — t| > |t| et supyejq pf [Pt (@)| < 1/[¢]
par (1.5).

Sinon, comme F’ = |F"| sur ]a, b], 'intervalle ]a, b[ peut étre divisé en au plus trois intervalles 17, Io,
I3 pour lesquels au moins 1'une des deux minorations inf,¢c;, [27nF’(z) — t| > |t|/2 ou

inf s, [2nnF"(z)| > |t|/2 est vérifiée. Les majorations (1.5) et (1.3) permettent donc d’obtenir suc-
cessivement les estimations suivantes.

~

sup |®n(x)| < 1/Vtpour t > 1, et g(t) <

1
reR* \/1 + |t|

La figure suivante illustre ce cas particulier.

pour t € R.
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CHAPITRE 1 : Un principe d’incertitude pour les familles de L?(R)

1.3 Décroissance unilatérale arbitraire

La méthode employée au paragraphe précédent permet de généraliser le résultat obtenu en démontrant
I’existence d’une base orthonormale de L?(IR) dominée 2 une constante multiplicative prés par une fonc-
tion arbitraire de L?(IR) et satisfaisant néanmoins (1.6).

Théoréme II (de Roton, Saffari, Shapiro, Tenenbaum) Soit G' une fonction positive de L*(R) telle
que la borne inférieure de G sur tout compact de R soit non nulle. Il existe une base orthonormale

{gn }nez satisfaisant

Sup lgn(7)] < G(z)  (z €R)

et

sug\g’;(t)|<<1/\/1+]t] (t € R).
ne
Pour obtenir ce résultat, posons

Ap = min ( inf G(:z:),ef|m|> (meZ), L:= Z A\

m<zr<m+1
me7Z

(la figure suivante illustre cette définition).

Désignant par w la fonction continue définie par

+

w(z) :=min(l,z7)? ot T = max(z,0),

nous choisissons

= % Z Mow(z—m) (x€R).

mEZ

Ainsi, F' est une bijection strictement croissante de R sur ]0, 1], de classe C? sur R \ Z. La suite

{gn}nez définie par
( ) 27rmFx)\/‘F/7 Z‘ER\Z
() =
g 0 (z € Z)

est une base orthonormale de LQ(R). De plus,pourm, n € Z,m <x <m+1,ona

gn(2)] < VF'(2) = An/2(x — m)/L < Ay < G(2).
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1.4 Optimalité de la borne 1/+/]t|

D’autre part, un calcul simple permet de montrer :

()] < V2/L) " A ‘ / e"pman(t0) | [ody

meZ

ou I’on a posé
2

A
Omn(t,v) = 27m7mv2 — vt.

Un raisonnement similaire a celui du paragraphe précédent permet de montrer

1

1
eiomn ) fido| « —
/0 NES

etdonc |g,(t)] < 1/+/]t| + 1.

1.4 Optimalité de la borne 1//|¢|

Dans les deux exemples précédents, on montrait pour g,, définis par (1.2) et certains choix de F', que

|gn ()] < 1/3/Jt] + 1.

Notons d abord que cette maj oration n’est pas valable pour toute fonction F', comme le montre le choix

de F(x) = f

=14 aretan® pour lequel on obtient

00 1—1—1)2

gn(2n) =

21/3ﬁ31/6n1/3 \/ﬁ

CUTUS) o L) ay)

On comprend ici aisément ce qui limite la décroissance de |g,,(2n)|. En effet, on a

2
|27rnF'(z) — 2n| = [n? < 2|n|a?
1+ 22
et 4| |
nx
2mnF" (z)| = ———5— < 4|nx
20 F" (@) = g < e
donc ces deux fonctions de x sont simultanément petites au voisinage de 0. La régularité de la fonction
F et I’égalité |2mnF (3)(0)| = 4|n| permettent tout de méme d’avoir une majoration en 1/ nl/3 pour

gn(2n).

D’autre part, nous montrons dans [9] que la majoration |g, (¢)| < 1/4/]t| + 1 ne peut étre améliorée

pour un large choix de fonction F'.

Théoreme I1I (de Roton, Saffari, Shapiro, Tenenbaum) Soit F' € C%(R, |0, 1]) une bijection stricte-

ment croissante. Supposons que F' est strictement positive sur R, que F" ne s

‘annule qu’un nombre fini

de fois et qu’il existe xy > 0, n > 0, tels que, pour tout z € R\ [—x0, x¢), on ait

1
F(x+h) = F(x) +hF'(z) + §h2F”(:c) + O (|h[*T)
Alors, il existe une suite {t,}22 | € (RN telle que lim,, o0 t,, = 00 et

lim sup vty |gn(tn)| > 0.

n—oo
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CHAPITRE 1 : Un principe d’incertitude pour les familles de L*(R)

La démonstration de ce résultat repose sur des arguments similaires a ceux que nous avons employés
dans les paragraphes précédents. Sous les hypotheses du théoreme III, on peut exhiber une bijection 6
d’un intervalle | — oo, u| sur un intervalle [v, +o0] telle que pour tout 2z €] — 0o, u], F'(2) = F'(0(z)) et
Vo €]u, v, F'(z) > supgyjyof F'-

Soit z < u un réel suffisamment petit. Nous posons

tn = tn(2) := 2mnF'(2) (n>1),
de sorte que
futn) = [ 0@ P lajda,
avec @, (z) :=2mn{F(z) — 2 F'(z)} (z € R) et donc
ol (x) = 2mn{F'(z) — F'(2)} (z € R).
Soit £ €]0,1/2[. Posons 6, := n~(1/27) et

E,= [Z — 0, 2+ (Sn] U [0(2) — 57“9(2) + 5n}

Pour n suffisamment grand, nous obtenons |}, (x)| > 27C(z)nd,, pour x ¢ E,, et donc pour tout
intervalle |a, b[ de R \ E), sur lequel F” ne s’annule pas, on a

o 1 1
<I>n(:c) = / €up"(t)dt < W = W (a <z < b)

Comme F"” ne posséde qu’un nombre fini de changements de signe, il s’ensuit par (1.3) que la contribu-
tion du domaine R \ E,, a I'intégrale ¢, (t,) est < n~1/2=¢,
1l reste alors a évaluer la contribution des deux intervalles composant F,,. Pour x € R, posons

on
I(2) == / ) e @Hh)\JEI (2 4 h)dh.

L’écriture du développement asymptotique de F' au voisinage de z suivie d’un changement de variable
dans I'intégrale permettent de montrer

i = {10 e

et

I,(0(2)) = {1 + O(%)} Wlil((;()z))ewn(zwn/g
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1.4 Optimalité de la borne 1/+/]t|

La majoration annoncée dans le Théoreme III découle alors de la non annulation de la limite de la somme
de ces deux contributions lorsque n tend vers I’infini.

Le théoréme III pourrait amener a I'idée qu’une majoration de la forme | g, ()| < 1/1/1 + [¢] est
optimale pour toute famille orthonormale {g, },cz de L?(R). L’exemple suivant prouve qu’il n’en est
rien.

Considérons la fonction L(z) := max(1, \/Iog z). Il existe une suite {\,, }°°; d’éléments de [1, oo telle
que la suite de fonctions

L, A [(7)
w0 = Sy 2D
soit une famille orthonormale de L?(R). De plus
1

up |gn(@)] < ul(e) = =

et on peut montrer

|A<t>|<<{% el
gn 1 . .
m si0<t<1
Ainsi, nous avons construit une famille orthonormale infinie de L?(IR) vérifiant
—~ u(l/x
sup g ()| -+ sup [ (2)] < u(z) + "L (@ > 0)
n n

Cet exemple montre que la < barriere > en 1/1/¢ pour la majoration uniforme des ‘ gAn} peut étre dépassée.
De plus, un large choix de fonction L a décroissance lente permettrait d’obtenir un résultat identique.
Notons cependant, que nous ne parvenons a franchir cette barriere qu’au prix de plusieurs concessions :
la famille ainsi construite n’est pas une base, la majoration uniforme des g,, n’est plus dans L?(R) et la
majoration uniforme des ’ gAn‘ n’est pas de carré intégrable au voisinage de 1’origine.

Plusieurs questions demeurent donc : peut-on franchir la < barriére > en 1/+/¢ pour la majoration
uniforme des ‘ gAn} tout en garantissant une majoration uniforme des g, par une fonction de L?(R)?
Peut-on construire une base de L?(IR) qui satisfasse a ces contraintes ? Peut-on obtenir sous ces mémes
contraintes une majoration uniforme des ’ g/,}‘ de carré intégrable au voisinage de 1’origine ?
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CHAPITRE 1 : Un principe d’incertitude pour les familles de L*(R)
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Chapitre 2

Ensembles d’entiers sans progression
arithmétique

Ce chapitre porte sur des travaux réalisés en collaboration avec Harald A. Helfgott. Ils ont donné
lieu a la publication [6].

Ce chapitre aborde la question de 1’existence de solutions a une équation linéaire donnée dans un
ensemble . Commencgons par la question suivante : quand peut-on dire qu’un ensemble F contient des
progressions arithmétiques non triviales, autrement dit qu’il existe des élements distincts x et y dans
E tels que (z + y)/2 est un élément de E ? Dans le cas d’un ensembles d’entiers, Roth a répondu a
cette question en 1953 [Rot53] en montrant que tout sous ensemble d’entiers de densité positive contient
des progression arithmétiques de longueur trois non triviales. Il montre plus précisément que, pour N
assez grand, tout ensemble d’entiers inférieurs a NV de cardinal supérieur a cN/loglog N contient des
progressions arithmétiques non triviales. Son résultat quantitatif a été successivement amélioré par Sze-
meredi [Sze90], Heath-Brown [HB87], Bourgain [Bou99, Bou08], Sanders [Sanl1, San12] et Bloom
[Blo12]. On sait a présent que tout sous-ensemble d’entiers inférieurs a N de cardinal supérieur a
cN(loglog N)®/log N contient des progressions arithmétiques non triviales. Des recherches récentes
de Bloom et Sisask confirment que ce sujet est toujours au centre des intéréts des chercheurs en combi-
natoire additive.

La question de I’existence de progressions arithmétiques dans un ensemble d’entiers est liée a la
conjecture d’Erdos-Turdn suivante.

Conjecture 1 (Erdos-Turan) Soit A un ensemble d’entiers positifs. Si la série ), . 4 % diverge, alors
A contient des progressions arithmétiques arbitrairement longues.

Le théoréme de Roth est un premier pas vers cette conjecture dans le cas ol A est un ensemble as-
sez dense d’entiers. Etant donné un ensemble F de densité nulle contenant une infinité de progressions
arithmétiques, on peut se demander s’il existe un énoncé analogue au théoréme de Roth dans F, autre-
ment dit : dans quel type d’ensemble E d’entiers peut-on dire que tout sous-ensemble de E de densité
relative positive contient des progressions arithmétiques ?

Van der Corput [vdC39] a démontré en 1939 que 1’ensemble des nombres premiers contenait une in-
finité de progressions arithmétiques. Notons d’autre part que la série des inverses des nombres premiers
est bien divergente. C’est en 2005 que Green démontre [Gre0S5] que dans I’ensemble des nombres pre-
miers un analogue du théoréme de Roth existe (rappelons que le nombre de nombres premiers inférieurs
a N est de I'ordre de N/log N et que le meilleur résultat quantitatif du théoreme de Roth ne per-
met pas d’atteindre un tel ensemble). Green donne plus précisément le résultat quantitatif suivant :
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CHAPITRE 2 : Ensembles d’entiers sans progression arithmétique

pour N assez grand, tout sous- ensemble de nombres premiers inférieurs a N de cardinal supérieur a
¢(N/log N)(logs N/log, N)'/? contient des progressions arithmétiques non triviales (ici log;, désigne
le logaritme népérien itéré k fois).

Dans un travail en collaboration avec Harald Helfgott [6], nous avons amélioré ce résultat quantitatif
en utilisant des techniques de cribles et d’analyse de Fourier. Nous avons obtenu qu’une cardinalité
supérieure 4 ¢(N/log N)logy N/(logy N)/3 était suffisante pour assurer 1’existence de progressions
arithmétiques.

Théoreme IV (Helfgott, de Roton) Soit A un ensemble de nombres premiers. Alors il existe deux cons-
tantes C' et Ny pour lesquelles le fait que la densité relative de A N [1, N| dans les nombres premiers
plus petits que N soit supérieure a C'logloglog N/(loglog N)1/3 pour un certain N > Ny implique
Dexistence de progressions arithmétiques non triviales de longueur 3 dans A.

Depuis [6], Naslund a proposé une amélioration quantitative du théoréme de Roth dans les nombres
premiers [Nas15]. Dans [Nas15], le changement principal consiste a utiliser la norme L% de la partie
principale de la fonction indicatrice normalisée de A plutdt que sa norme quadratique. Comme il existe
tres peu de nombres premiers p pour lesquels p, p + k1, p + ko, - - - p + k; sont simultanément premiers,
Naslund obtient une trés bonne majoration pour cette norme. Il peut ensuite appliquer un théoréme de
transfert similaire au théoréme V (voir paragraphe 2.2.1) avec une norme L7 au lieu d’une norme qua-
dratique et utiliser un ensemble de Bohr plus grand que celui que nous utilisons.

Citons également les travaux de Henriot [Hen17] dans lesquels 1’auteur étend notre résultat de [6] a
tout systeme linéaire invariant de complexité 1.

2.1 Ensembles sans progression arithmétique dans les entiers

2.1.1 Lastratégie générale de Roth : une concentration sur les progressions arithmétiques

Pour comprendre les idées mises en oeuvre dans les démonstrations du théoreme de Roth dans les
nombres premiers, il faut revenir a la démonstration originale de Roth dans les entiers. L’idée initiale
consiste a mettre en évidence une concentration sur des progressions arithmétiques. Plus précisément,
si NV est un grand nombre premier et si A est un sous-ensemble de Zy = Z/NZ (on passe rapidement
d’un ensemble borné d’entiers a un ensemble de Z/NZ modulo quelques précautions techniques) de
densité «, on s’attend a ce que le nombre de progressions arithmétiques de longueur 3 dans A soit
de I’ordre de o> N2. Si en revanche A ne contient que des progressions triviales, alors ce nombre est
|A| = aN, soit trés éloigné du nombre attendu. Cela signifie que I’ensemble A n’est pas < uniforme >,
selon la terminologie de Tao, mais qu’il est au contraire < structuré >. Roth exprime cette structure en
montrant que A se concentre sur une progression arithmétique assez grande. Il considere alors le sous-
ensemble de A inclus dans cette progression arithmétique, qui est a nouveau sans progression non triviale
mais de densité supérieure a . On a donc une concentration, autrement dit un gain de densité (density
increment). Itérant 1’argument, la densité de A sur les progressions considérées augmente, ce qui induit
une contradiction lorque la densité dépasse 1. Il faut bien slir garantir que la taille de la progression
arithmétique n’a pas trop diminué et c’est ce qui conditionne la taille de « en fonction de N.

La concentration de A sur une grande progression arithmétique lorsque A ne contient pas de progres-
sion non triviale, s’obtient en utilisant que la fonction indicatrice de A a un grand coefficient de Fourier.
Ce passage utilise I’orthogonalité des caracteres et la détection des relations linéaires par 1’analyse de
Fourier. Nous détaillons ci-dessous cette idée, centrale dans [Gre05] et [6].
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2.1 Ensembles sans progression arithmétique dans les entiers

2.1.2 Le role des coefficients de Fourier

Etablissons dés a présent quelques conventions de notation. Dans tout ce chapitre, e(z) désignera
e et, si GG est un groupe fini et f : G — C une application, on notera

Enccf(n) = 15 G, > fn @.1)

neG

L’orthogonalité des caracteres assure pour tout entier &

1 si& =0mod N,

0 sinon.

EnGZNe(_fn/N) = {

Définissons a présent une fonctionnelle permettant de compter les progressions de longueur 3. Pour
f,9,h : Zn — C des applications, on définit

As(f,9,h) = Eprezy f(n)g(n+r)h(n+2r) = — > f(n)g(n+r)h(n+2r).

anZN

Notons que N2A3(14,14,14) compte le nombre de progressions arithmétiques de longueur 3 dans A.
En introduisant pour f : Zy — C, la transformée de Fourier de f définie par

:% S F(n)e(=n&/N) = Enezy f(n)e(—ng/N),

neELN

et en utilisant la formule d’inversion de Fourier et I’orthogonalité des caracteres, on obtient

As(f,g.h) = > F(OF-20)h(S).

E€Zn

En particulier, si A est de densité «, une utilisation de I’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de montrer

‘Ag 14,14,14) — a3| < asup|14(6)].
£#0

Ainsi, si A ne contient que des progressions triviales, alors Az(14,14,14) = a/N, qui est trés petit
devant o et donc 14 doit avoir un gros coefficient de Fourier, ce qui permet de montrer que A se
concentre sur une grande progression arithmétique (on parle de biais linéaire).

Notons ici que si les coefficients de Fourier de 1 4 en dehors de 0 sont petits, alors A doit contenir un
nombre de progressions arithmétiques proche de la valeur attendue. On dit alors que les coefficients de
Fourier sont une mesure d’uniformité pour ce probleéme.

2.1.3 Nombre de progressions arithmétiques : une version quantitative du théoreme de
Roth

Il existe une version quantitative du théoreme de Roth (et des améliorations qui ont suivies) qui
donne une minoration du nombre de progressions de longueur 3 dans A en fonction de sa densité. Une
telle version a été utilisée dans [Gre05] et [6] pour démontrer le théoreme de Roth dans les nombres
premiers. L’argument originel est du a Varnavides [Var59]. Ce résultat peut étre énoncé comme suit :

Théoreme 2 (Roth-Varnavides) Soient N un grand nombre premier et o > 0 un réel. Il existe une
constante h(«) strictement positive telle que tout sous-ensemble A de Zy de densité o contient au
moins N2h (o) progressions arithmétiques de longueur 3 distinctes.
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Une valeur explicite de la constante h(«) peut étre donnée, elle dépend de la version quantitative du
théoréme de Roth que I’on utilise. Ainsi, si on utilise le meilleur résultat a notre disposition aujourd’hui
[Blo12], on peut prendre h(a) = coaexp(—ci/a(log(1/a))?) o ¢y et ¢; sont des constantes abso-
lues. C’est le résultat antérieur de Bourgain [Bou08] qui avait été utilisé dans [6], c’était a I’époque le
meilleur résultat quantitatif disponible. Son remplacement par la borne actuelle aurait permis d’obtenir,
sans rien changer a I’argumentation que tout sous ensemble de nombres premiers inférieurs 8 N > Ny
de cardinal supérieur & K (N/log N)+/(logs N)3/log, N, oll K est une constante absolue, contient des
progressions arithmétiques non triviales, ce qui aurait amélioré le résultat de [6].

Le théoreme 2 permet, en considérant I’ensemble A = {n € Zx : f(n) > «/2} d’obtenir un
énoncé un peu plus général donnant une minoration de As(f, f, f) pour toute fonction f : Z/nZ — Rt
bornée de moyenne supérieure a o > 0. C’est ce type de résultat que Green a utilisé dans [Gre05].

Lemme 2.1.1 (Green) Soit N un grand nombre premier. Pour tout réel o € (0, 1) et tout réel positif
M, il existe une constante c(«, M) pour laquelle, si f : [1, N] — [0, M| est une application satisfaisant
Enezy f(n) > o, ona As(f, f, f) > c¢(«, M). De plus, on peut choisir ¢(o, M) = (%)3 h (55;) avec h
la fonction introduite au théoreme 2.

Néanmoins contrdler la norme infinie d’une fonction peut s’avérer difficile et une utilisation de
I’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de se contenter d’une majoration en norme quadratique. C’est
ce que nous avons utilisé dans [6] :

Lemme 2.1.2 (Helfgott, de Roton) Soient o, c des réels positifs et f : Zn — C une application telle
queEz f > aet| fl2 < c Alors

mir 0= (5) 1 ((5)):

Ce type de résultat est appelé « principe de transfert >, il permet de se ramener a une utilisation du
théoréme de Roth dans les entiers.

2.2 Les ensembles de densité nulle

Le cas des ensembles d’entiers de densité nulle ne se préte pas directement au traitement que 1’on
vient de décrire et nécessite I'utilisation d’un théoréeme de transfert plus sophistiqué. Examinons le cas
d’un sous-ensemble de nombres premiers de densité relative positive et notons Py 1’ensemble des
nombres premiers inférieurs 2 N, P étant ’ensemble des nombres premiers. Etant donné un sous-
ensemble A de P de densité relative positive dans P, on pose Ay = A N Py. Sion choisit f = 14,,
alors la moyenne de f sur Z/NZ tend vers 0 car A est de densité nulle dans 7Z, ce qui ne permet pas
d’utiliser I’'un des lemmes énoncés ci-dessus. Si on choisit de normaliser la fonction indicatrice en po-
sant f = %1 Ay alors la fonction f est bien de moyenne positive mais n’est plus bornée, ni en norme
infinie, ni en norme quadratique.

2.2.1 Approximation de f : la stratégie générale

Un moyen pour contourner ce probléme consiste a approcher la fonction f (fonction indicatrice nor-
malisée) par une fonction f; qui satisfait les hypothéses d’un des lemmes de transfert (bornée au moins
en norme 2 et de moyenne positive). Ici, lorsqu’on parle d’approximation, on entend que la fonctionnelle
As(f, f, f) ne doit pas étre trop altérée par le changement de f en f;. C’est ce qui va nous guider dans
le choix de f;.
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L’idée consiste alors a décomposer f en deux parties f = f; + fa, ou fi = f * . On choisit alors o
de maniere a ce que f; satisfasse les hypotheéses du théoréme de Roth et que As(f1, f1, f1) soit proche de
As(f, f, f). Cette derniere condition se traduira par le fait que les coefficients de Fourier de f2 en dehors
de 0 sont petits, f2 sera donc la partie uniforme de f.

La formule

= [As(f, £ ) = As(fr, fr, fO)l <) IFC k)21 — 6(—2k)6 (k)| 2.2)

k

amene naturellement a choisir o de sorte que (k) soit proche de 1 lorsque f (k) est grand. On commence
donc, pour € > 0, par définir le spectre-¢ de f par

R:={kely,|f(k)|=¢}
et I’ensemble de Bohr de fréquence R et de rayon ¢ par
B={n€Zy :Vk€R,|nk/N|gz <c},

ou pour x réel, |[z||r/z désigne la distance de x a I’entier le plus proche. On définit aussi la fonction
caractéristique de B normalisée, 8 : Zy — C par § = B ‘1 B. Les ensembles de Bohr sont des outils
classiques en analyse de Fourier. Une propriété immédiate de 3 est que ses coefficients de Fourier sur R
sont proches de 1, plus précisément

VkeR, |Bk)-1<e. (2.3)
Par ailleurs, le principe des tiroirs permet d’obtenir une minoration de la taille de B :
|B| > ¢e"N avecr = |R|. 2.4

Choisissant ¢ = [ * 3, on assure I’uniformité de f> c’est a dire que les coefficients de Fourier de
f2 hors de 0 sont petits. Cette propriété provient du fait que fo = f(1 — &) et que (k) est proche de 1
lorsque f (k) est grand. 11 faut cependant une hypothgse de majoration d’une norme p (pour un p €2, 3[)
de f pour pouvoir conclure que A défini en (2.2) est petit. On utilise en effet 1’inégalité de Holder qui
permet de majorer A a I’aide d’une norme p de f et de la norme infinie de fg.

La fonction ¢ étant normalisée, nous observons que Ef; = Ef > « selon la notation introduite en
(2.1). 1l reste a montrer que f; est bornée. Pour cela, il suffit que f soit majorée par une fonction v
uniforme.

Le résultat de ces réflexions est le principe de transfert énoncé par Green et Tao dans [GT06].

Théoréme 3 (Principe de transfert, Green-Tao) Soit N un grand nombre premier et f : Zy — RT
une fonctions vérifiant les conditions suivantes :

1. Ef > q,

2. Hf”p < M pour unp €]2,3[ et un M > 0,

3. f <wvavecsupyey, |V — Lo(k)| < n pourunn > 0.
Alors A3(f, f, f) > c(a) /2 + Oanp(n).

C’est ce type de résultat que Green a utilisé dans [Gre05] pour démontrer le théoréeme de Roth dans
les nombres premiers. Nous avons utilisé dans [6] un principe de transfert moins contraignant. Il peut
s’énoncer comme suit :
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Théoréme V (Helfgott-de Roton) Soit N un grand nombre premier et f : Zn — R une fonction
vérifiant les conditions suivantes :

1. a<Ef<1,
2. 3p€)2,3[IM >0, ||fll, < M,
3. | fille < cavec fi = fxBoup = I—g'lB et B et 'ensemble de Bohr défini précédemment.

Alors As(f, £, 1) = (3)" 1 ((£)*) = Op(bPe>—7)

2.2.2 Vers une majoration uniforme pour les nombres premiers

Suivant la stratégie du principe de transfert, il nous faut majorer la fonction indicatrice normalisée
des nombres premiers par une mesure uniforme. C’est clairement une nécessité si on veut obtenir le point
3 du théoreme 3 mais c’est aussi ce que 1’on utilise pour obtenir une majoration de la norme p de f , ce
qui est requis dans les deux théoremes de transfert (théoréme 3 et théoreme V).

Cela ne peut étre fait directement car les nombres premiers ne sont pas bien répartis dans les pro-
gressions arithmétiques de petit module. Par exemple, il n’existe pas de nombre premier (en dehors de 2
et 3) congru a 0, 2, 3 ou 4 modulo 6. Une premiere étape est donc nécessaire pour passer d’un ensemble
de nombres premiers a un ensemble d’entiers dont on pourra trouver une majoration par une mesure
uniforme. Cette étape est ’utilisation de ce qui est communément appelé <« I’astuce W > (W-trick) de-
puis 'utilisation que Green en a fait dans [Gre05]. Elle consiste a se restreindre a I’intersection des
nombres premiers avec une progression arithmétique de grande raison afin de passer d’un sous-ensemble
de nombres premiers, qui donc n’ont pas de petits diviseurs, a un sous-ensemble d’entiers.

Plus précisément, pour un entier z choisi ultérieurement, on pose W = Hpé ., D Si A est un sous-
ensemble de nombres premiers inférieurs & N’ de densité relative au moins c, alors il est aisé de voir qu’il
existe une progression arithmétique P(b) = {b+nW : 1 < n < N’'/W} de raison W dans laquelle
A est de densité relative au moins « log z/log N’. Ceci permet de considérer I’ensemble d’entiers Ay =
{n:b+nW e A:1<n < N} de densité au moins alog z/log N dans Zy. Toute progression
arithmétique de longueur 3 non triviale dans A donnera une progression non triviale dans A. Nous
laissons ici encore de cdté quelques détails techniques qui permettent de considérer Ay comme un sous-
ensemble de Z/NZ avec N un grand nombre premier de I’ordre de N’'/W de maniére a ne pas ajouter
de progression dans Ag qui ne correspondrait pas a une progression dans A.

Désignons a présent par f la fonction indicatrice normalisée de Ay et montrons qu’elle vérifie les
hypotheses d’un théoreme de transfert. On a clairement Ef > « et il suffit montrer que 1’on contréle
bien une norme p de f et que soit f est majorée par une mesure uniforme, soit f * 3 est bornée en norme
quadratique.

Remarquons dans un premier temps que 0 < f(n) < A(n), out A : Z — R est définie par

_ logN

= 1x avec X ={n:1<n<Netb+ nWW estpremier}. (2.5)
Nlog z

Dans [Gre05], Green utilise que le passage de A a Ay ne conserve que les grands pics de la trans-
formée de Fourier des nombres premiers et il utilise la méthode du cercle pour obtenir une majoration de
la norme infinie de ). Il obtient alors une nouvelle preuve d’un théoréme de restriction pour les nombres
premiers établi dans un premier temps par Bourgain dans [Bou89]. Dans [6], nous observons plus direc-
tement le fait que les éléments de X peuvent avoir de petits diviseurs. Cela nous permet d’utiliser le crible
enveloppant développé par Ramaré dans [Ram95] et initié dans [RRO1]. Nous pouvons ainsi choisir un
W plus grand que celui que Green utilisait, ce qui conduit & une premiere amélioration exponentielle.
Nous n’avons néanmoins pas pu supprimer totalement cette astuce W, malgré nos efforts en ce sens.
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Une application du théoréme de Green et Tao sur le crible enveloppant [GT06] permet d’obtenir la
majoration de la norme p de f nécessaire a I’application d’un des deux théoremes de transfert.

Nous disposons donc a présent d’une application f : Zny — R satisfaisant les deux premieres
hypotheses des théoremes de transfert 3 et V. Afin de pouvoir appliquer le théoréme de transfert V, il
nous reste a majorer la norme quadratique de fi.

2.2.3 Majoration de la norme quadratique de f;

Cette partie de [6] est celle qui se démarque le plus des travaux préexistant, en particulier de [Gre05].
La majoration de la norme quadratique de f repose sur 1’idée suivante : en convolant la fonction indica-
trice normalisée de X, A, avec (3, on diminue fortement la norme quadratique de A. Cela repose sur le
fait que, pour k£ non nul, on dispose d’une bonne majoration (essentiellement < %ﬁ ou ¢ est la
fonction indicatrice d’Euler) du nombre de nombres premiers p < N tels que p + k est aussi premier. La
seule chose que I’on utilise sur S est que 3 n’est pas concentré sur un trop petit ensemble, c’est a dire que
I’ensemble de Bohr B n’est pas trop petit. La restriction a une classe de congruence modulo W permet
de neutraliser le facteur ﬁ potentiellement problématique.

Notons d’abord que 1’on a

[fill2 = [1f * Blla < [[A* Blla = By By B(ma) (ma2)EnA(n + ma1)A(n + m2).

Maintenant, une utilisation de I’inégalité de Brun-Titchmarsh pour les terme diagonaux et du crible de
Selberg pour les autres termes permet de montrer la majoration

log N/(log z) si mp =ma,

si my # ma. (2:6)

ExA(n +mp)A(n + me) < { I

p
p|(mi1—m2), p>z p—1

Ceci amene la majoration

1 log N
— (== 41
1fill2 < N <|B|logz )

On obtient donc || f1]2 < 1/N deés que |B| > log N/ log z. En utilisant la taille des ensembles de Bohr
et en prenant toutes les contraintes en compte on obtient le résultat de [6] .
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Chapitre 3

Ensembles sans k-somme

Ce chapitre porte sur des travaux réalisés en collaboration avec Alain Plagne. Ils ont donné lieu a
la publication [8].

3.1 Introduction

Le chapitre précédent était consacré a la majoration de la taille maximale des sous-ensembles de
nombres premiers sans solution a I’équation z + y = 2z. Cette équation est une équation invariante au
sens de la terminologie rappelée en introduction, ¢’est a dire invariantes par translation et multiplication.
Ce chapitre sera consacré a 1’étude d’équations non invariantes (par translation). Le cas des équations
non invariantes se traite de maniere tres différente du cas des équations invariantes. Concentrons-nous
sur les équations de la forme x + y = kz. Commencons par le cas le plus simple des sous-ensembles
d’entiers positifs inférieurs a N sans somme, c’est a dire sans solution a I’équation z + y = z (voir par
exemple [DFST99]). Dans ce cas la taille maximale d’un ensemble sans somme ne peut dépasser [ N/2]
et deux types d’ensembles maximaux se distinguent :

— L’ensemble {[(N + 1)/2],---, N} ne peut contenir de solution pour des questions de taille (la
somme de deux entiers supérieurs 2 N/2 est nécessairement supérieure a N) ; ce premier type
d’ensemble est de type <« combinatoire .

— L’ensemble des entiers impairs, lui aussi maximal, ne contient pas de somme pour une raison de
congruence (la somme de deux entiers impairs est paire) ; ce second type d’ensemble est de type
< arithmétique .

Dans le cas des ensembles sans somme, la taille des ensembles combinatoires maximaux et des en-
sembles arithmétiques maximaux est la méme. Cette distinction entre les types d’ensembles maximaux
de retrouve dans I’étude des ensembles maximaux sans k-somme, c’est a dire sans solution a I’équation
r+y=kz

Pour k = 3 (et n # 4), Chung et Goldwasser [CG97] démontrent une conjecture d’ErdSs annongant
que [N/2] est la taille maximale d’un ensemble d’entiers inférieurs & N sans 3-somme. Ils montrent
aussi que pour N > 23, I’ensemble des entiers impairs (donc un ensemble de nature arithmétique) est le
seul ensemble attaignant cette taille.

Pour & > 4, Chung et Goldwasser [CG96] découvrent un sous-ensemble de {1,2,..., N} sans
k-somme de taille asymptotiquement équivalente a

2 E*—4
~l1-2)— N
( I<:>k:4—2k:2—4
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lorsque N tend vers I’infini et conjecturent que cette taille asymptotique est bien celle d’un ensemble
maximal sans k-somme. C’est Baltz, Hegarty, Knape, Larsson et Schoen qui démontrent finalement cette
conjecture dans [BHK™"05] (une autre preuve en est donnée dans [DL06]) et décrivent précisément les
ensembles maximaux. Notons que les ensembles maximaux construits sont la réunion de trois ensembles
d’entiers consécutifs (on parlera d’intervalles d’entiers).

Ces ensembles maximaux sont de nature combinatoire et c’est en étudiant le probleme continu ana-
logue des ensembles sans k-somme dans [0, 1] dans [CG96] que Chung et Goldwasser ont pu énoncer
leur conjecture (partant d’un ensemble A de réels de [0, 1] sans k-somme, on obtient un ensemble A
d’entiers inférieurs a IV sans k-somme en prenant les entiers de I’ensemble obtenu en dilatant A par ).

Ceci motive la recherche de la mesure de Lebesgue maximale d’un sous-ensemble de [0, 1] sans
solution a I’équation « + y = kz. Laissons de coté le cas k = 1 qui est simple a étudier, le cas k = 2
qui a été discuté au chapitre précédent et et examinons le cas k¥ > 3. Rappelons que le cas k > 4 a été
résolu dans [CGY6] et que nous avons étudié avec Alain Plagne le cas k = 3 dans [8], poursuivant ainsi
le travail de Matolcsi et Ruzsa dans [MR13].

Comme nous le verrons au chapitre suivant, le fait de travailler avec des ensembles de réels introduit
une difficulté liée a la notion de mesurabilité. En effet, rien n’assure la mesurabilité de la somme de deux
ensembles mesurables. Dans le cadre de ce chapitre, on peut contourner cette difficulté en considérant la
mesure le Lebesgue intérieure A\, plutdt que la mesure de Lebesgue A. Dans la suite de ce chapitre nous
ne reviendrons donc pas sur cette difficulté.

3.2 Les ensembles sans k-somme pour k > 4

Supposons pour commencer k > 4 et expliquons la construction d’un sous-ensemble de [0, 1] sans
k-somme que 1’on montrera maximal par la suite. Notons avant tout que le fait qu’un ensemble A ne
contienne pas d’éléments x, y et z tels que x + y = kz peut s’interpréter en terme ensembliste par

1

(A+A)N(k-A)=0 ouencore <l<:

(A—i—A)) NA=1{, 3.1)
ou pour un réel positif o, on note o - A = {ax, x € A} et ot A + A désigne I’ensemble somme défini
prA+A={a+d,ad €A}

3.2.1 Construction d’un gros ensemble sans k£-somme

On cherche un sous-ensemble A de [0, 1] sans k-somme. Sisup(A) # 1, on constate que I’ensemble
A’ obtenu en dilatant A par 1/sup(A) est aussi un ensemble sans k-somme et que sa mesure est plus
grande que celle de A. Si A est un ensemble maximal dans [0, 1], on doit donc avoir sup(A4) = 1. On
note alors a = inf A et on applique un algorithme glouton en partant de 1, en descendant vers 0 et en
prenant dans I’ensemble A tous les réels = rencontrés tant qu’il n’y a pas d’obstruction a les prendre.

La premiere obstruction rencontrée est en 2/k car 1 + 1 = k - 2/k. Si on a pris dans A 'intervalle
I =]2/k, 1], il faut exclure 'intervalle J11 = | £(2/k + 2/k), +(1 +1)] =]4/k?, 2/k]. D’autre part, si
a = inf A, il faut aussi exclure U'intervalle J1o = |+(a +2/k), £(a + 1)]. Si k > 4, alors quelle que
soit la valeur de a (rappelons tout de méme que 0 < a < 1),ona 4/k? < (a + 1)/k < 2/k donc Ji1
et Jio sont d’intersection non vide (ou < collés > 'un a 1’autre) et on doit en fait exclure 1’intervalle
Ji =]%(a+2/k),2] de A (rappelons que ’on a pris ]2/k, 1] dans A donc a < 2/k).

at+2/k 7 a+1
p T2y L

0a 4/']'62 Jin 2/k 1
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A présent, a gauche de b = %(a + 2/k), I'influence de I’intervalle I; n’est plus opérante, puisque
+(inf A 4+ inf I;) > b, et on peut donc chercher un sous-ensemble maximal de [0,b] sans k-somme.
En continuant a utiliser 1’algorithme glouton, on choisit de prendre dans A I'intervalle Io =]2b/k, b| et
d’exclure 'intervalle Jy = ] %(a +2b/k), %b [ A gauche de cet intervalle, I’influence de I est  son tour
inopérante et on peut donc itérer le procédé. On procede ainsi tant que a est bien inférieur aux valeurs
prises dans A et on obtient pour A, aux points extrémaux des intervalles pres, une réunion d’intervalles
de la forme

n—1
A= 122i/k, 2:[Ula, 2
=1

avec a > 2z, /k, x1 = 1 et w41 = 1 (a + 2x;/k) donc ;41 = %%/ﬁ;)l + (2/k?)". La mesure d’un
tel ensemble est (1 —2/k) > " | x; — (a — 2z, /k). Elle est maximale lorsque @ = 2z, /k et n = 3, c’est
a dire lorsque A est, aux points extrémaux des intervalles pres, I’ensemble

2 2
Ak:]a,mg[u]kxg,xg[u]k,l[

_2 -8
avec a = yxgdonca = RO =2k =1) et donc

8 4 4(k? - 2) 2(k% — 2) 2
A= , U , Uul—,1].
k(kY —2k2 — 4)" k* — 2k2 — 4 k(k*—2k2 —4)" k4 —2k2 — 4

a+2/k
% I
0+

a 2/k 1

3.2.2 Optimalité de I’ensemble construit

Pour montrer dans le cas k > 4 que ’ensemble ainsi construit est de mesure maximale, on utilisera
des résultats postérieurs a [CG96]. A la lumigre des travaux de [MR13] et de nos travaux en collaboration
avec Alain Plagne [8], on dégage en effet une généralité qui nous semble-t-il permet de mieux exposer
les idées.

On considere un ensemble mesurable A C [0, 1] sans k-somme de borne supérieure 1, on pose a = inf A,
Ay =AN[2/k,1]ete =1—2/k — A(A;). On peut alors montrer, en notant 2 = 1 (a + 2/k) que

A(AN[22,1]) <1—2/k — (1 —3/k)e 3.2)

Ce fait se démontre de la manicre suivante :

— on commence par remarquer que & (A; + Ay) est inclus dans [4/k?,2/k] et contient I’ensemble
2. Ay donc I'ensemble 7 (A; + Ay) est de mesure intérieure au moins ZA\(A4;) = (1 —2/k—e).
Il est d’intersection vide avec A, donc on a nécessairement

E.

AN 47K, 2/K]) < (,ﬁ - ;) I ) <

2

k

— on remarque de méme que 7 (a+ Ay) estinclus dans 1 (a+ [2/k, 1]) et d’intersection vide avec A
sia € A (sinon on prend une suite d’éléments de A qui converge vers a et la conclusion demeure)
donc A(A N [a/k +2/k?, (14 a)/k]) < fe.

— dans le cas k > 4, les intervalles +(a+ [2/k, 1]) et [4/k?, 2/k] sont d’intersection non vide et on
conclut donc M(A N [a/k + 2/k?,2/k]) < 3e dou A(AN[z2,1]) <1 -2 — (1-2)e.
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a+A Ai+A
k

: A
0 _ Rk 1

a T2 4/k? 2/k 1

Nous utilisons un autre résultat intermédiaire qui donne une majoration de la taille d’un ensemble A
sans k-somme en fonction de ses bornes inférieure et supérieure. Si A est un ensemble mesurable borné
de R sans k-somme, alors :

k—1 1 .
E 1 sup A — mlan. (3.3)

Dans [MR13], ce lemme était démontré dans le cas £ = 3 mais sa généralisation au cas k > 3 est
immédiate. Pour démontrer cette majoration, on remarque que 1/k - (A + A) et A sont deux ensembles
disjoints inclus dans I’intervalle [2inf A/k, sup A], ce qui implique

AA) <

1

supAf%ian >\, <k‘

(A+ A)> + A(A). (3.4)

Appliquons la minoration de Ruzsa [Ruz91] pour la mesure de la somme de deux ensembles bornés et
mesurables de réels :

A(A+ A) > min (3A\(A),\(A) +sup A —inf A) . (3.5)

Sik > 3, alors la majoration (3.3) découle de la majoration A(4) < % (sup A—inf A). Nous supposerons
donc que nous sommes dans le cas A(4) > 1(sup A — inf A) pour lequel (3.5) devient A, (A + A) >
A(A) 4+ sup A — inf A et (3.4) implique

sup A — % infA > (A(A) +sup A —inf A) + A(A),

=

et la majoration annoncée.

Nous disposons a présent de tous les éléments nécessaires a la démonstration du résultat suivant de
Chung et Goldwasser [CG96].

Théoreme 4 (Chung-Goldwasser) Soit k un réel supérieur ou égal a 4. Définissons I’ensemble Ay,
union de trois intervalles, par

A, = | — U= U |-
xr3,T xT2,T 1,2
k k‘ 37 3 k 27 2 k 1) 1
avec T3 = pa—orr—g 21k2 1 T2 = I gp2—a )] et x1 = 1. Si A est un sous-ensemble mesurable de [07 1] sans

k-somme, alors
2 kKt —4
AMA) < A =(1--) ————.
(A) < A(Ax) < k) k4 _9k2 _ 4

. a_ . : . : .
De plus, si \(A) = (1 — %) m et si A est maximal au sens de ’inclusion parmi les sous- en-

sembles sans k-somme de [0, 1], alors A est I’'un des sept ensembles obtenus comme union de Ay, et d’un
ensemble de trois points {u,v,w} avec

2 2 2 2 2
(U,U,’LU) € <{k$37x3} X {kx27x2} X {kxlaxl}> \ (kx37x27kxl) .
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3.2 Les ensembles sans k-somme pour k > 4

Achevons a présent 1’exposé de la démonstration. Rappelons que ’on a montré (3.2), i.e si o =
Z + ¢, I'inégalité

)\(Aﬂ[:pg,l])§12<lz)e.

On peut supposer que A(A) > 1 — 2/k, sans quoi la majoration A(A) < A\(Ay) est immédiate. Posons
b = sup (A N[0, z2]) et définissons 7 par

2 2
AMAN|=bbl | =bl1——) —n.
(anfioa]) =2 (=3) =
L’inégalité (3.2) appliquée a ’ensemble A dilaté par 1/b permet d’obtenir la majoration
26 a 2 3
I < _ ) = _ = .
aan |G i) <e(1-3) - (1= )
Ajoutant ces deux contributions on obtient la majoration
2 3 2 a
2 2 a
1 1—— A —b+—||.
(1+0b) ( k) +A< N [0, b+ kD

Dans le cas ou AN [0, k%b + %] = (), cette majoration est meilleure que celle attendue. On peut donc
supposer A N [0, k%b + ] #0.
D’apres (3.3), on a pour tout ¢ > a

A(A)

IN

IN

k—1 1
< mi — - .
A(AN0,¢]) <min <c ¢ k+1a>

Appliquant cette inégalité a ¢ = sup (A N [0, %b + %} ), on obtient

2 . kE—1 1
AMA) < (1+0b) <1 — k) + min <c— a, mc— Ma) ) (3.6)

En utilisant b < z9 = k% +fetc< w3 = 13—21‘2 + %, on obtient

2 k—1 1
<(1+ — 2 ) 4 mi — — .
AMA) < (14 29) (1 k:) min <x3 a7 ¢ 1a>

Le majorant est maximal lorsque a = m et on obtient alors
2 Kt —4
MA)<|1—= ) ————.
( )_< k>k4—2k2—4

D’autre part, I’égalité implique que 1’on a égalité dans toutes les inégalités précédentes et donc en
particulier

8 b 2 n a 2

a = = Tro = — — C = = —
k(k* — 2k2 — 4)’ TR 3

autrement dit A = A a un ensemble de mesure nulle pres. Il en découle que si A est un ensemble sans

k-somme maximal au sens de 1’inclusion parmi les ensembles de mesure maximale, alors A contient

I'intérieur des Ay et est contenu dans leur adhérence. Une étude des points du bord des intervalles
composant A permet de conclure que A est nécessairement 1’un des ensembles décrits précédemment.

k2b+%’ AMAN[a,c]) =c—a et e=n=0,
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CHAPITRE 3 : Ensembles sans k-somme

3.3 Les ensembles sans 3 somme

3.3.1 Enoncé des résultats

Le cas k = 3 est plus difficile a traiter que le cas k > 4 dont nous venons de parler. Rappelons que
dans le cas discret, Chung et Goldwasser [CG97] ont démontré que pour IV assez grand I’ensemble des
entiers impairs, de densité 1/2, était le seul ensemble maximal d’entiers inférieur 2 N sans 3-somme.
Dans le contexte continu des sous-ensembles de [0, 1], on peut remarquer que la construction opérée dans
le cas k > 4 donne pour k£ = 3 I’ensemble composé de trois intervalles suivant

8 4 28 14 2
=|l—,=|Ul—, = Ul 1 3.7
As (177’59) (177’59) <3’ > S
et que cet ensemble ne contient pas de solution a I’équation x + y = 3z. Cet ensemble, de mesure
77/177 = 0.4350. . ., a été introduit dans [CG96] ot la conjecture suivante a été formulée :

Conjecture 2 (Chung, Goldwasser) Soit A un sous-ensemble mesurable sans 3-somme de [0, 1]. Alors

7
AA) <A = —-~0,43502....
De plus, si N(A) = T7/177 et si A est maximal au sens de I’inclusion parmi les sous- ensembles sans
3-somme de [0, 1), alors A est I'un des sept ensembles obtenus comme union de As et d’un triplet de

points, un point extremal pour chaque intervalle définissant As excepté (8/177,14/59,2/3).

Plus tard, les calculs de Matolcsi et Ruzsa [MR13] ont consolidé cette conjecture et les auteurs de
[MR13] ont démontré que la mesure d’un sous-ensemble sans 3-somme de [0, 1] satisfait

28
AMA) < —=0.49122....
( )_57

Ce résultat était le premier & démontrer une majoration plus petite que 1/2. C’est tout a fait notable
dans la mesure ou cela démontre que dans le cas des ensembles sans solution a I’équation x + y = 3z, il
y a rupture entre le cas continu (out un ensemble maximal est de densité < 1/2) et le cas discret (ol un
ensemble maximal est de densité 1/2). On comprend ici que cette différence de comportement est due
au fait que dans le cas discret les ensembles maximaux sont de nature arithmétique et ne posseédent donc
pas d’analogue continu direct.

Dans [8], nous avons démontré la conjecture de Chung et Goldwasser énoncée dans [CG96].

Nous avons choisi dans cette partie consacrée au cas k = 3 d’écrire des calculs valables pour £ > 3
sans spécifier £ = 3. Ce cas spécifique ne simplifie en rien 1’argumentation et il nous a semblé plus
facile de suivre les calculs avec un k£ non spécifié, on garde ainsi trace de 1’origine des quantités qui
apparaissent.

3.3.2 Les différences avec le cas k£ > 4.

Revenons a I’argumentation développée dans le cas £ > 4 et voyons pourquoi une telle argumenta-
tion ne s’applique plus dans le cas k = 3.

Considérons donc un ensemble mesurable A C [0, 1] sans k-somme de borne supérieure 1, de borne
inférieure a, on pose A1 = AN[2/k, 1] ete = 1—2/k—A(A;). Les majorations A(AN[4/k%, 2/k]) < 2¢
et \(ANa/k+2/k?, (1+a)/k]) < ;& montrées précédemment restent valables. Toutefois, on n’a plus
nécessairement (1 + a)/k > 4/k* comme dans le cas k > 4, ce qui signifie qu’il peut y avoir un
espace entre I’intervalle Jy; et I'intervalle Jio et que cet espace contient potentiellement des éléments
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3.3 Les ensembles sans 3 somme

de A. Une deuxieme difficulté est lie au fait que cette fois-ci 1 — 3/k n’est pas strictement positif et
donc, méme dans le cas ou I’espace entre J11 et Ji2 ne contiendrait pas d’éléments de A, I’inégalité
A([z2,1]) < 1—2/k — (1 — 3/k)e qui redeviendrait valable, ne suffirait plus a conclure que £ = 0 est
le cas optimal.

Afin de dépasser ces difficultés, nous allons utiliser deux idées : I’une consiste a utiliser la minoration
de Ruzsa (3.5) plutdt que la minoration classique de la taille d’une somme dans 1’estimation de la mesure
de Ay + Ay, la seconde consiste a examiner I’influence qu’aurait la présence d’éléments de A dans
I’intervalle Jq3 entre Jq1 et Jio.

Pour comprendre la seconde idée, imaginons que A contienne ’intervalle |2/k, 1]. Alors, comme
on I’a vu précédemment, les intervalles |4/k% 2/k] et ](a + 2/k)/k, (a + 1)/k[ ne contiennent pas
d’éléments de A. S’il existe un élément ¢ de A compris entre 1/k et 4/k?, comme 1 (c + 2/k) < c et
+(c+1) > 4/k*> > csik > 3, lintervalle 7 (c+]2/k, 1[) contient c et donc si A contient Iintervalle
12/k, 1], ¢ ne peut étre un élément de A. Dans le cas ol on ne suppose plus que A contient ’intervalle
]2/k, 1], on va utiliser une idée similaire pour dire que I’intervalle |1/k, 4/k?[ ne peut contenir que trés
peu d’éléments de A (un ensemble de petite mesure).

CJr[l
J12 k J11 I

0 a a+’%/k %10 4/2;2 2/k 1

3.3.3 Optimalité de A;

Venons-en au cas général. Considérons a nouveau un ensemble mesurable A C [0, 1] sans k-somme
de borne supérieure 1 et notons comme précédemment a = inf A, A; = AN|2/k,1jete =1 —2/k —
A(Aj). Définissons également I’ensemble A; = [2/k, 1] \ A; dont la mesure est donc . Comme noté
précédemment, puisque A et %(a + A;) sont d’intersection vide si @ € A, on obtient, quitte a prendre
une suite d’élements de A qui converge vers a sia &€ A,

92 1
Aﬂ:|a+ +a

1 .
2, 2 Lt [Ck(a—f—Al). (3.8)

De plus, s’il existe des éléments de A entre 1/k et 4/k?, en notant ¢ = inf(AN|1/k,4/k?[), on a
1 _
AN|1/k,4/k%] € AN [c,4/k%] C %(c+A1). (3.9)
D’autre part, en utilisant (3.5), on a

Ae(A1 + Ar) > min(3A\(A1), A(A;1) + diam(A;))

donc si diam(A4;) =1 —2/k et A(A;) > 2(1 — 2), alors

4 2 2 4 1 1
A (Aﬂ |:k27 k:|> < - = —=—= )\*(A]_ + A]_) < EE. (310)

Rassemblant (3.8), (3.9) et (3.10), on obtient dans le cas diam(A;) = 1 — 2/k et A(41) > %(1 — %)

a 2 2 3
A=+ 21| )<1-2—(1-2
A(anfie i) <1-2-(1-7)-
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CHAPITRE 3 : Ensembles sans k-somme

ce qui montre dans ce cas encore la validité de I’équation (3.2) déja utilisée dans le cas k > 4. Le reste
de la démonstration est alors similaire a ce que 1’on a fait pour & > 4. Il faut juste &tre un peu plus précis
pour montrer que 1’égalité n’est possible que si e = 0.

Dans le cas ol A(A1) > 5 diam(A;) etdiam(A;) < 1—2/k, il faut poser £; = 1—2/k—diam(A;),
€9 = € — &7 et considérer un découpage idoine plus fin mais les idées restent les mémes.

Il reste alors a étudier le cas A(A;) < 3 diam(A;). Pour cela, on utilise un résultat de Matolcsi et
Ruzsa [MR13]. Ce résultat était énoncé pour k£ = 3 mais s’étend sans difficulté au cas k£ > 3. Il donne
une majoration de la mesure d’un ensemble sans k-somme en fonction de la mesure de son intersection
A; avec I'intervalle |2/k, 1]. Si A est un sous-ensemble mesurable de [0, 1] sans k-somme (k > 3) et si
Ay = AN)2/k, 1] alors

2 k
AA) < k+3+k+3/\(A1>' (3.11)
La démonstration de ce résultat repose sur le fait que %(A + A) et A\ A; sont deux sous-ensembles
disjoints de I'intervalle [2a/k, 2/k] et sur I"utilisation de la minoration de Ruzsa (3.5).

La minoration (3.11) permet aisément de montrer que dans le cas o A(A;) < 1 diam(A;), on a une
majoration de la mesure de A meilleure que celle attendue. On peut donc se placer dans 1’autre cas, déja
traité.

Notons toutefois que la question se pose a nouveau a I’étape suivante. On est en effet amenés a
chercher un minorant pour A, (As+ As) ot Ay = AN[2x2/k, x2] mais dans ce cas encore, si ’ensemble
Ao aune mesure plus petite que la moitié de son diametre, on obtient une meilleure majoration que celle
espérée.

Ceci permet de prouver que, si A est un sous-ensemble mesurable de [0, 1] sans 3-somme, alors
AMA) < M(As) = 77/177 et si de plus A\(A) = 77/177 alors AAAs = (. 1l faut alors examiner les
ensembles de mesure nulle pour conclure.
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Chapitre 4

Ensembles de petite somme

4.1 Introduction

Soit G un groupe commutatif dont la loi sera notée +. On supposera G localement compact et on
notera 1 sa mesure de Haar. Etant donnés A et B deux sous-ensembles non vides de G, on définit
I’ensemble somme A + B par A+ B = {a+b,a € A, b € B}. Au chapitre précédent, nous avons
utilisé des minorations de la mesure de ’ensemble somme pour déterminer la mesure maximale d’un
ensemble sans solution a une équation linéaire donnée. Nous cherchons dans ce chapitre a déterminer
une minoration de la mesure de Haar de I’ensemble somme A + B en fonction des mesures de A et de
B et la structure des ensembles A et B pour lesquels la taille de A + B est proche du minorant obtenu.

Une minoration immédiate de la taille de la somme est max(u(A), u(B)) < u(A + B). Lorsque
A C B et B est un sous-groupe de G, le minorant max(u(A), u(B)) est atteint. Toutefois, cette mino-
ration peut étre améliorée dans certains cas.

4.1.1 Premiéres minorations dans le cas discret

Commengons par rappeler quelques résultats dans le cas ot GG est un groupe discret. On s’intéresse

plus précisément aux cas des entiers relatifs (G = Z) et au cas des résidus modulo un entier n (G =
Z/nZ). Dans le cas ou G est un groupe discret, la mesure de Haar est la mesure de comptage et on notera
|A| la mesure de A, c’est a dire le nombre d’éléments de A.
La recherche de minorations pour la taille de la somme de deux ensembles finis d’entiers et la car-
catérisation des ensembles pour lesquels la taille de la somme est proche du minorant a maintenant une
longue histoire. Commengons par une minoration élémentaire. Si A et B sont des sous-ensembles finis
de Z alors :

|A+ B| > |A]+|B| - 1. (4.1)

En particulier |[A + A| > 2|A| — 1.
Un simple dessin illustre parfaitement ce résultat qui se passe alors de démonstration (min B + A est en
rouge, max A + B est en bleu, les points de A + B sont les points < pleins ).

@ ¢ ¢ ¢ O O e o o o o o 6 6 ¢ O O o o o o o O o o

min B + min A min B + max A
(min B) + A (max A) + B
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CHAPITRE 4 : Ensembles de petite somme

Cette premiere minoration est optimale dans le cas ou A et B sont des progressions arithmétiques de
méme pas, c’est en fait le seul cas d’égalité. On peut aussi décrire les ensembles pour lesquels 1’égalité est
< presque atteinte >. Pour établir certains de ces résultats, il est utile de rechercher une minoration de la
taille de la somme modulo un entier n de deux ensembles d’entiers. Les théoremes de Cauchy-Davenport
et Kneser [Kne53] énoncent de telles minorations. Notons dans un premier temps que I’ensemble A + B
modulo n ne peut pas occuper plus de place que le groupe Z/nZ. Si toutefois il n’occupe pas le groupe
tout entier, on retrouve modulo n une minoration similaire a celle que I’on avait dans les entiers lorsque
n est premier. C’est le théoréme de Cauchy-Davenport : si A et B sont deux ensembles non vides de
Z/nZ et si n est un nombre premier, alors

|A+ B| > min(|4| + |B| — 1,n). 4.2)

Dans le cas ol n est un entier composé, on peut trouver un sous-groupe propre H de Z/nZ et si on
choisit A= B = H,ona H + H = H etlataille de H + H est donc exactement la taille de H. Dans ce
cas, on ne peut donc pas trouver d’analogue du théoreme de Cauchy-Davenport mais il existe un énoncé
plus général, le théoreme de Kneser, qui donne une minoration de la taille d’un ensemble somme dans
7, /n’Z faisant intervenir le sous-groupe stabilisateur de A + B.

Revenons au cas des entiers. Pour des ensembles A et B < quelconques >, on s’attend a ce que la
taille de la somme soit beaucoup plus grande que le minorant donné dans (4.1). Il est donc 1égitime de
s’interroger sur la structure des ensembles pour lesquels la minoration est presque atteinte. De tels ques-
tionnements ont amené les mathématiciens a établir des théoremes dits < théoremes inverses > donnant
des informations structurelles sur les ensembles A et B pour lesquels A + B est petit. Le lecteur pourra
consulter [TV06] ou [Nat96] pour plus d’information sur ce domaine.

En 1959, Freiman [Fre59] démontre qu’un ensemble A d’entiers pour lequel on a |[A + A| < 3|A| — 4
est inclus dans une progression arithmétique de taille au plus |A + A| — |A| + 1. Ce résultat, souvent
appelé théoreme (3k — 4) de Freiman, a donné lieu a de nombreuses généralisations et précisions. Une
des généralisations, opérée par Freiman lui-méme dans [Fre62] puis précisée par Lev et Smeliansky
dans [LS95] et Stanchescu dans [Sta96], a consisté a établir un résultat analogue lorsque la somme de
deux ensembles distincts est considérée. Sous 1’hypothese |A + A| < 3|A| — 4, on peut aussi don-
ner une information sur la structure de A + A. Dans [Fre09], Freiman obtient en effet que 1’ensemble
A + A doit contenir une progression arithmétique de taille au moins 2| A| — 1. Une version du théoréme
(3k — 4) donnant la structure de I’ensemble somme a aussi été¢ donnée pour des ensembles A et B dis-
tincts dans [BG10]. Une version exhaustive et optimale de ce théoréme pour les entiers peut étre trouvée
dans [Gry13] au chapitre 7. Nous la reproduisons ici.

Théoreme 5 Soient A et B deux sous-ensembles finis non vides d’entiers. On note d = pged(A + B).
On suppose que ['une au moins des hypothéses suivantes est vérifiée :

) |4+ B < [A|+|B| - 3 +min(|A], |B]) - 6(4, B);
ii) oudiam(B) < diam(A), pged(A4) <2d et |A+ B| <|A|+2|B| -3 —-0(A,B);
1 siACB,

ou l’on a noté diam(A) = max A —min A, diam(B) = max B —min B et §(A, B) = {0 }
sinon.

Alors
1. A est inclus dans une progression arithmétique de pas d et de longueur |A + B| — |B| + 1,
2. B est inclus dans une progression arithmétique de pas d et de longueur |A + B| — |A| + 1,
3. A+ B contient une progression arithmétique de pas d et de longueur |A| + |B| — 1.
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On trouve dans la littérature beaucoup d’autres résultats sur les ensembles d’entiers de petite somme.
Citons le célebre théoreme de Freiman-Ruzsa [Ruz94] qui donne des informations structurelles sur les
ensembles d’entiers de petite constante de doublement. Plus précisément, si A est un ensemble d’entiers
tel que |[A+ A| < K|A|, alors A est contenu dans une progression arithmétique générale de dimension d
et de taille au plus K'|A| avec K’ et d dépendant de K. De nombreux travaux ont cherché & donner des
majorations de K’ et d les plus précises possibles. Notons que plus la taille de la somme A + A est loin
de sa valeur minimale possible, moins la description de 1’ensemble A est précise. Dans ce qui suit, nous
nous intéresserons a des sommes de taille tres proche de la taille minimale possible.

4.1.2 Le cas réel

Le cas réel présente certaines difficultés qui n’étaient pas présentes dans le cas discret. La premiere de
ces difficultés est que la somme de deux ensembles de réels (Lebesgue) mesurables n’est pas nécessaire-
ment mesurable, comme I’a démontré Sierpifiski dans [Sie20]. La somme de deux ensembles fermés étant
un ensemble fermé, ce probleme peut étre résolu dans certains cas en considérant la mesure intérieure de
Lebesgue plutdt que la mesure de Lebesgue. Ce sera le cas pour les résultats que nous énongons dans ce
chapitre et par soucis de clarté, nous ne reviendrons pas sur cette difficulté dans la mesure ou elle se limite
a des détails techniques. Cependant, certaines difficultés liées au contexte discret disparaissent dans le
cas continu et certaines idées sont plus intuitives dans ce dernier contexte. Notons par exemple que les
détails techniques liés dans le cas discret au fait que la mesure d’un point n’est pas nulle n’interviennent
plus. Ainsi I’analogue continu de (4.1) s’énonce-t-il plus simplement.

Notant A la mesure de Lebesgue sur R et A, la mesure de Lebesgue intérieure sur R, si A et B sont
deux sous-ensembles non vides, bornés et mesurables de réels, alors

A(A+ B) > \A) + \(B). (4.3)

De plus on a égalité si et seulement si A et B sont respectivement inclus dans des intervalles I et J avec
AI) = MA) et A(J) = A(B).

Nous avons noté que dans le cadre discret, lorsqu’on cherchait un minorant de la taille de A + B modulo
un entier n, la nature arithmétique de n, et donc I’existence éventuelle de sous-groupes propres dans
Z/nZ, jouait un rdle important. Dans le contexte continu de T = R/Z, tout se passe comme si dans le
cas discret, on ne considérait que les modules premiers. Une difficulté majeure du cadre discret est donc
évitée dans ce nouvau contexte. Plus précisément, le théoreme de Raikov [Rai39] donne un analogue
continu du théoréme de Cauchy-Davenport qui s’ appliquait pour les sommes modulo un nombre premier.
Notons 4 la mesure de Haar sur T = R /Z et u, la mesure de Haar intérieure, alors

(A + B) = min(1, p(A) + p(B)). (4.4)

pour tous sous ensembles non vides mesurables A et B de T.

On I’a vu précédemment, étant donnés deux sous-ensembles A et B de réels, la minoration A\, (A +
B) > A(A) + \(B) est optimale lorsque A est un intervalle. Ruzsa [Ruz91] donne néanmoins une
meilleure minoration faisant intervenir le diametre d’un des ensembles. Si A est un ensemble borné de
réel, on appelle diametre de A et on note diam(A) le réel diam(A) = sup A — inf A.

Théoréme 6 (Ruzsa) Soient A et B deux sous-ensembles mesurables de réels tels que \(B) < A(A).
Alors
M(A+ B) > min(A(A) + 2A(B), diam(A) + A\(B))

Ce théoreme permet d’obtenir une version continue du théoreme 3k — 4 de Freiman. Nous avons méme
obtenu un analogue continu de la version exhaustive de ce théoreme (Théoréme 5) dans [10]. Il fera
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I’objet du théoreme VIII. Soulignons ici que les idées de la démonstration sont beaucoup plus faciles
a comprendre dans le cas continu. L’'une des raisons a cela est que dans le cadre continu on dispose
du théoreme de Raikov (dans le cas discret, cela reviendrait a faire comme si tous les entiers €taient
premiers !), I’autre raison est que I’on peut illustrer graphiquement la démonstration dans le cadre continu
et que cela simplifie grandement 1’argumentation, en particulier dans la description de la structure de
A+ B.

Notons enfin que cette derniere interprétation graphique mene naturellement a des résultats de structure
sur les ensembles de petite somme qui n’ont pas nécessairement d’analogues discrets dans la littérature.

4.2 Les minorations de Ruzsa

Afin de comprendre les idées dans les démonstrations de nos résultats, il est nécessaire de revenir
sur I’argumentation de Ruzsa dans [Ruz91]. Nous exposons ci-dessous les idées principales dans le cas
A = B. Nous signalerons rapidement les aménagements a apporter dans le cas général.

Supposons que A est un sous-ensemble fermé et borné de réels, de mesure strictement positive, de borne
inférieure 0. Par invariance par translation de la mesure de Lebesgue, on peut bien supposer inf A = 0
sans perte de généralité. Le fait de travailler avec la mesure de Lebesgue intérieure permet de plus de
restreindre la démonstration aux ensembles fermés.

Comme dans la démonstration du théoréme de Raikov, la premiere idée (mise en oeuvre par Ruzsa)
consiste a travailler modulo un réel, ici le réel d = diam(A) = sup A — inf A. Notons Ty = R/dZ et g4
la mesure de Haar associée. Définissons les ensembles 51 et 52, considérés comme des sous-ensembles
de Ty = R/dZ suivants :

Si={zxel0,d:zcA+Aouz+dec A+A}; Sy={zxel0,d: rcA+Aetz+dec A+ A}

et illustrons cette définition par un dessin.

0 *d
A+ A
d.= =2d +
¢ S
0.= =d SQ

Remarquons que A(A) = 14(A mod d) et, puisque A+ A C [0,2d], \(A+ A) = 1a(S1) + g (S2).
Or 0,d € A donc Amodd C Sy et pug(S2) > A A). D’autre part, en opérant une dilatation dans

I’inégalité de Raikov (4.4), on obtient 114(S1) = pg(A mod d + A mod d) > min(d, 2\(A)).
Ces éléments permettent d’obtenir la minoration

AA + A) > A(A) + min(d, 2\(A)),

ce qui démontre le théoréme de Ruzsa dans le cas A = B.
Dans le cas A # B, les idées sont similaires. Apres s’€tre ramené a des ensembles fermés bornés de
minimum 0, on raisonne modulo d4 = diam A et on considére les ensembles

Se={z€[0,dal: {l€Z : x+1ds € A+ B} >k}

et By ={x €[0,da[: |{l€Z : x+1ds € B} >k}.

On observe que

MA+B) =Y 14, (Sk), AB) = pay(Br). (4.5)

k>1 k>1
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4.2 Les minorations de Ruzsa

Puisque 0, d4 € A, on ade plus By, C Sk+1- Ceci implique
ANA + B) > X(B) + p1a, (S1).

On distingue alors deux cas. Dans le premier cas, ,udA(S'l) = ds et \(A + B) > diam(A) + A\(B).
Dans le cas contraire, on a pour tout entier k, jiq, (Sk) < da (rappelons que Sk-i—l C S) et I'inclusion
A+ B C Spetl inégalité de Raikov (4.4) impliquent I’inégalité 4 A(Sk) > MNA) + pa, (Bk) Cette
inégalité, combinée a By, C Syy1 donc pua, (Br) < pra, (Ski1), et aux égalités (4.5), permet d’obtenir

KB—l-l
Kp

KB—|-1
2

AA+ B) > A(B) + A(A), (4.6)

avec K = max{k € N : B, # (}.

Ruzsa utilise (4.6) pour démontrer une minoration dépendant du ratio A\(B)/A(A). Plus précisément,
si K € N* et § € R sont définis par

AB)  K(K-1)
A - 3 + K5 0<é<1, (4.7)

alors il obtient la minoration
AMA + B) > A\(B) + min(diam(A), (K + J)A(A)). (4.8)

Cette minoration est une conséquence directe de (4.6) et de I’étude de la fonction de la variable entiere
Kp du membre de droite qui atteint son minimum en Kp = K.

Nous avons utilisé dans [10] I’observation simple suivante : K g est nécessairement inférieur ou égal
a diam(B)/diam(A). Cette remarque permet d’obtenir une amélioration de (4.8) dans le cas
diam(B)/diam(A) < K.

La minoration de Ruzsa dans le cas A\(B) < A(A) (donc K = 1 ou (K,0) = (2,0) dans (4.8)) et
notre observation faisant intervenir le quotient des diametres permettent d’obtenir la minoration

A(A+ B) > min(A(A) + 2X\(B), diam(A) + \(B))

lorsque A(B) < A(A) ou diam(B) < diam(A).
D’autre part, nous pouvons décrire les ensembles extrémaux pour lesquels la minoration de Ruzsa
est atteinte.

Théoreme VI (de Roton) Soient A et B des ensembles fermés bornés de réels tels que A\(A), A(B) # 0.
On suppose
AMA+ B) = A(B)+ (K +)A(A) < X(B) + diam(A)

ou K et § sont définis dans (4.7). Alors A et B sont des sous-ensembles de mesure totale dans des
translatés des ensembles A’ et B’ définis par

A'=1[0,a:]U[ds —a_,da]; B' = U [(k—1)(da —a-),(k—1)da+ (K — k)at+ + da]

avec ay,a_ >0, ar +a_ =a= A A) et dg = diamA.

Les couples (A, B) d’ensembles extremaux auront donc la forme suivante (ici, K = 3etdy = 1).

41



CHAPITRE 4 : Ensembles de petite somme

0 1

La démonstration de ce résultat se décompose en trois étapes que nous ne reproduisons pas ici dans
leur intégralité. Nous essaierons plutot d’illustrer chaque étape de la preuve par des exemples pour en
dégager les idées.

On se ramene d’abord facilement a des ensembles A et B fermés, bornés de minimum 0 et tels que
le diametre de A est d4 = 1 (donc ji4, est a présent noté £1). On suppose A(A + B) = A\(B) + (K +
I)A(A) < A(B) + 1. La premiere étape consiste a revenir sur la démonstration de la minoration de
Ruzsa et donc a raisonner avec les ensembles modulo d 4 = 1. On obtient facilement que les hypotheses
du théoréeme VI impliquent M(S'l) <1, Kp=K,et

p(Sk) = p(By-1) 2<k<K+1)
1(Sk) = p(By) + p(4) (1 <k < K) (4.9)
u(Sp) = 0 (k> K +2)

La seconde égalité et I'inclusion By + A C S pour 1 < k < K, indiquent que 1’on se trouve dans
le cas d’égalité pour I'inégalité de Raikov (4.4) et la caractérisation que Kneser a donné dans [Kne56]
des ensembles pour lesquels cette égalité était vraie permet d’affirmer qu’il existe un entier my, et deux
intervalles fermés Iy, et .J;, de T tels que my By, C I, mpA C Jj, et u(ly) = M(Bk), w(Jg) = p(A).

On obtient aisément que J = Ji et m = my ne dépendent pas de k, ce qui, en posant a = A(A),
implique, apres quelques calculs et en utilisant (4.7)

mBy ~ I = I + (K — k)J, avec u(Ix) = da et u(J) = a,

ol le sympole ~ signifie que les deux ensembles sont égaux a un ensemble de mesure nulle pres.
On illustre dans le dessin ci-dessous la forme des intervalles .J et Ij, et des ensembles A et B modulo
da=1(ci, K =3etm=2).

1

0

I
I

[11

1
_][
N

IR R
o

I
X

La seconde étape de la démonstration consiste a démontrer que m ne peut étre égal qu’a 1 et que
donc A ~ J et By ~ Ii. D’apres la définition de 17, B est inclus dans 1’union des intervalles % + %I 1.
Pour £ > 1, on note By, I'intersection de B avec I’intervalle % + %I 1 et on désigne par £ 1’ensemble
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4.3 Représentation graphique pour les ensembles de grande densité

des indices k pour lesquels By, est non vide et par L le maximum de L.

Nous montrons d’abord que |£| = K'm. La minoration |£| > Km provient des définitions de K et [
et du fait que mBy ~ Ix.La majoration est obtenue en utilisant I’hypothése A\(A + B) = A(B) +
(K + 0)A(A) et I'inclusion A; + B; C S;4; pour j € L (avec pour k € N, A, = AN (% +LJ) et
Sk=(A+B)N (£ + L+ ).

Pour illustrer cette majoration, reprenons 1’exemple du dessin précédent (la forme de A est donc fixée
par les données de m et .J, a un ensemble de mesure nulle pres) et supposons que £ contient K'm + 1
entiers et que A et B sont de la forme suivante.

Ap Ay As
A () Pt = 1
By By .
0 5 | J3 i1
roE 7 Ri

La somme A + B contient I’ensemble représenté ci-dessous (dans ce cas particulier, on a méme égalité
entre A + B et cet ensemble).

By + Ag By + A .

BT T A !
A+ B 53 + A B+ Ay B_T-%h

2 BT A B A,

Sim > 2, alors A\(A1) = A(A)/m et cet ensemble inclus dans A + B est de mesure au moins

A(B) + |LIA(A1) + AM(Ao) + A(A) = AM(Ag) — A(A1) = A(B) + A(A) + (|£] — DA(A1)
> M(B) + MA) + KmA(A;)
> A(B) + (K + 1)A(A),

ce qui contredit les hypotheses. On a donc, si m > 2 exactement K'm ensembles B non vides. Comme
mB K ~ Ik, chaque ensemble By, non vide contient donc un translaté de %I . Comme d’autre part, si
m > 21’ensemble (Ag+ Bo) U, (A1 + Be) UUpmy(Ar+ Br), ot L est le maximum de £, est inclus
dans A + B, on obtient en comparant les mesures une contradiction et le fait que m = 1.

Dans la derniere étape de la démonstration, on montre que I’on doit en fait avoir L = K — 1 (les By,
non vides correspondent a des indices k successifs) et que 1’on doit avoir S, = By + Ag = Br_1+ A1 2
un ensemble de mesure nulle pres. Le raisonnement est alors trés semblable a celui fait dans la premiere
étape de la démonstration.

4.3 Représentation graphique pour les ensembles de grande densité

Le paragraphe précédent traitait de la structure des ensembles de petite somme pour lesquels la
somme A + B modulo d 4, le diametre de A, n’occupait pas tout le cercle Ty ,. Nous allons ici étudier le
cas des sommes qui, a un ensemble de mesure nulle pres, remplissent tout le cercle modulo d 4, autrement
dit pour lesquelles j14, (A + B) = da.

La principale nouveauté de [10] a consisté a donner une interprétation graphique de la densité des
ensembles et a utiliser cette interprétation graphique pour lier la taille de la somme des ensembles a leur
structure.
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CHAPITRE 4 : Ensembles de petite somme

Pour simplifier I’exposé, nous supposerons que A et B sont des ensembles fermés et bornés de méme
diametre d et nous les translaterons de maniere a avoir min(A) = min(B) = 0 et max(A) = max(B) =
d. Définissons a présent sur [0, d] la fonction g par g(z) = M AN [0,z]) + A(B N [0, z]). Supposons
A(A) + A(B) > d, donc en particulier, d’apres I’inégalité de Raikov (4.4), uq4(A + B) = d. Posons
A = M(A) + A\(B) — d et notons que A est strictement positif sous nos hypotheses.

Une propriété lie la taille de la fonction g en = a I’appartenance de x a la somme A 4+ B. En effet,
si z € [0,d] vérifie g(x) > z, alors z € A + B. Cela provient du fait que si z ¢ A + B alors pour tout
y € [0,x], soit y n’appartient pas a A, soit z — y n’appartient pas a B. Symétriquement, si € [0, d]
vérifie g(z) <z + A, alorsz +d € A+ B.

Nous disposons alors d’une fonction g définie sur [0, d], continue, croissante, 2-Lipschitzienne telle que
g(0) =0etg(d) = AM(A) + A\(B) = d + A. Tragant le graphe de cette fonction et les deux droites D; et
Dy d’équations respectives y = x et y = x + A, on peut diviser Iintervalle [0, d] en trois zones comme
suit :

e 7 est I’ensemble fermé des x € [0, d] tels que g(x) < z,
e 75 est I’ensemble ouvert des = € [0, d] tels que g(x) > z et g(z) < z + A,
e 73 est 'ensemble fermé des x € [0, d] tels que g(x) > x + A.

D’apres la remarque précédente, les ensembles 7o, Z3, d+ Z1 et d + Zs sont inclus dans A+ B. D’autre
part, la famille {7, Z2, Z3} forme une partition de [0, d], ce qui confirme que 114(A + B) = d, donc que
A + B remplit tout le cercle T; modulo d.

Maintenant intervient la continuité de g. Pour passer de Z; a Z3 et réciproquement, il faut traverser
Zy. Comme 0 € Zj etd € Zs, il y a au moins un passage < en montée > de Z; a Z3 et si m est le
nombre de <« descentes > (passages de Z3 a Z1) pour g, alors on a m + 1 < montées > et on alterne les
montées et les descentes (Notons ici que la fonction g reste croissante méme dans ce que nous appelons
les descentes). Ainsi si m est le nombre de descentes pour g, I'intervalle [0, d] peut étre partitionné en
4m + 3 intervalles consécutifs comme le dessin ci-dessous (pour lequel m = 1) I’illustre :
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4.3 Représentation graphique pour les ensembles de grande densité

A+B

Les intervalles rouges sont dans Z1, les bleus dans Z3 et les violets dans Zs. En particulier, d’apres
les remarques précédentes, les 2m + 1 intervalles noirs sous le graphe sont inclus dans A + B.

Remarquons de plus que chaque montée et chaque descente induit un passage dans la zone Z» qui
ne peut pas étre trop court (pour filer la métaphore alpestre, le caractére Lipschitzien de g donne une
majoration de la pente et donc une minoration de la distance a parcourir pour garantir une certaine
élévation). On montre ainsi qu’a chaque montée correspond un intervalle I inclus dans Z5 de longueur
au moins A et a chaque descente correspond un intervalle J inclus dans Z; tel que A(J N B¢) > A.

Cette remarque implique en particulier que chacun des 2m + 1 intervalles noirs inclus dans A + B
est de longueur au moins 2A.

Le cas de diametres distincts (diam(A) = dp # diam(B) = dp) est plus difficile & appréhender. 11
fait intervenir la fonction g pour laquelle on a toujours

g(x)>r=2rc A+ B
mais aussi la fonction h définie par h(x) = ga(z + da — dp) + gp(z) pour laquelle on a
hy) <y+AA)+AXB)—dp=y+dac A+ B.

Il faut alors « jongler > avec un décalage partiel des courbes. Cependant, si la démonstration est moins
intuitive dans ce cas général, le principe reste le méme que celui que 1’on vient d’exposer.

Avec ces ingrédients, on obtient aisément un théoreme de structure pour les ensembles de grande
densité.
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CHAPITRE 4 : Ensembles de petite somme

Théoreme VII (de Roton, 2016) Soient A et B des sous-ensembles mesurables bornés de R tels que
da = diam(A) > dp = diam(B) et A = \(A) + A\(B) —da > 0.
Soit m € N tel que

AA+ B) < A(A) + 2X\(B) + (m + 1)(A + dy — dp)

Alors la somme A + B contient I'union d’au plus 2m + 1 intervalles disjoints K1, ..., Kop 11 (n < m),
tous de longueur au moins 2A 4+ ds — dp, tels que la mesure de cette union d’intervalles est au moins
da+ (2n+1)A 4+ n(da — dp).

Ici encore, nous donnons le schéma de preuve dans le cas d4 = dp et nous posons d = dy = dp.
Rappelons que A(A + B) = 11a(S1) + 11a(S2) avec S; la somme A + B modulo d qui remplit Ty (donc
ud(Sl) — d) et S I’ensemble des éléments = de [0, d[ tels que 2,z 4+ d € A + B. Comme B C S et
Zy C Sy, ona AMA+ B) > MNB) +d+ X\NB°N Zy). A chaque < descente > de Z3 2 Z; on trouve un
sous-ensemble de Z> N B¢ de longueur au moins A. Notant n le nombre de passages de Z3 a Z7, nous
obtenons donc A(A + B) > A(B) + D + nA. Ainsi nécessairement n < m et d’apres les remarques
précédentes, on obtient I’inclusion de 2n + 1 intervalles de longueur au moins 2A chacun dans A + B.

Dans le cas ou les diametres de A et B (respectivement d 4 et dp) sont différents, on montre qu’a
chaque < descente > correspond un sous-ensemble de Z> N B¢ de longueur au moins A + d4 — dp.

4.3.1 L’analogue continu du théoréme 3% — 4

Les éléments que nous avons développés dans ce chapitre nous permettent de démontrer une version
continue du théoreme 3k — 4 pour les entiers dans sa forme la plus exhaustive.

Théoreéme VIII (de Roton, 2016) Soient A et B deux sous-ensembles mesurables et bornés de réels.
On suppose que A\(A), \(B) # 0. Si de plus I’'une au moins des hypothéses suivante est vérifiée :

i) M(A+ B) < AM(A) + A(B) + min(A(A),\(B));

ii) oudiam(B) < diam(A) et \.(A+ B) < M(A) + 2X(B);
alors

1. diam(A) < \(A+ B) — A(B),

2. diam(B) < A\ (A+ B) — \(A),

3. et il existe un intervalle I de longueur au moins A\(A) + A\(B) inclus dans A + B.

La premiere partie du théoreme (conséquences 1 et 2) découle de 1’étude menée dans le paragraphe
sur les minorations de Ruzsa. La troisieme conséquence provient des observations graphiques que nous
avons faites pour les ensembles de grande densité. En effet, sous les hypothéses du théoréeme, on doit

avoir A = M\(A) +A(B) —d > 0etcomme \(A+ B) < d+ A(B)+ A, il n’y a pas de < descente > pour
g et la forme de g doit étre conforme au dessin suivant.
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4.3 Représentation graphique pour les ensembles de grande densité

Cela implique en particulier que I'intervalle I = (b1, b2 + d), de longueur au moins d + A =
A(A) + A(B) estinclus dans A + B.

Dans le cas ou A et B n’ont pas le méme diametre, il faut pour cette partie de la preuve considérer
les deux fonctions g et h déja définies, ce qui complique 1’exposé de I’argumentation mais les idées sont
essentiellement les mémes.

4.3.2 Structure des ensembles critiques

Les arguments de la preuve du théoreme VIII permettent de comprendre la structure des ensembles
fermés bornés A et B pour lesquels dp < dg et \(A+ B) = dp + M(A) < A(A) + 2A(B), c’est a dire
des ensembles critiques de grande densité pour lesquels on a égalité dans 1’inégalité de Ruzsa.

Dans le cas des entiers, Freiman a mis en évidence dans [Fre09] une similitude dans les structures
de Aet A+ Alorsque |[A + A| = diam(A) + |A| — 1 < 3]A| — 4. Notre résultat donne un analogue
continu de celui de Freiman pour les entiers et le prolonge au cas d’ensembles A et B distincts. A notre
connaissance, un tel résultat pour les entiers n’existe pas dans la littérature. L’énoncé étant technique,
nous nous contentons ici de le reproduire pour le cas A = B. Le cas général se trouve dans [11].

47



CHAPITRE 4 : Ensembles de petite somme

Théoreme IX (de Roton) Soir A un ensemble fermé borné de réels de minimum 0 tel que \(A + A) =
da+A(A) < 3X(A). Alors il existe deux réels positifs b et c tels que b+c < dy, Uintervalle I =]b,d—c|
est de longueur au moins 2X\(A) — dy = A et les ensembles A et A + A s’écrivent, a un ensemble de
mesure nulle pres

A = (A1U)b,dg — c|U(da — A2)), A+ A= (A1U]b,2ds — c[U(2d4 — A2))
avec Ay C [0,b], Ay C [0, .

De plus, la mesure de A; et de As pres de 0 doit étre petite. On peut en fait montrer qu’il existe ¢; et
co tels que A(A; N [0,2]) < 22/cy pour z < ¢p et A(Az N[0, 2]) < 22 /ep pour z < ca.

Expliquons ici les idées principales de la démonstration dans le cas A = B. Rappelons 1’inégalité
MA+A)>da+ AA) + A2 N A9

que nous avons déja utilisée. Sous les hypotheses du théoréme IX, on a donc A\(Z; N A€) = 0 autrement
dit Zo C A aun ensemble de mesure nulle prés. D’autre part, A + A doit étre, a un ensemble de mesure
nulle pres, I'union de Ay = AN0,b],1b,2d — c[etd + Ay = d+ (AN [d — ¢, d]). Lidée est donc que
A ne doit pas < grossir > par addition sur les bords [0, b] et [d — ¢, d]. Cela implique que la taille de A
au bord de I'intervalle [0, d] tend vers 0 au moins quadratiquement en la distance au bord. La preuve de
ce résultat est technique. Elle fait appel a la minoration de Ruzsa (4.8). Lidée principale consiste a noter
Ay = AN|0,u] et a minorer la mesure de A, ), en fonction de celle A, et A, en utilisant a chaque
étape le ratio (A, )/A(Ay) et (4.8).

Notons que ce résultat est presque optimal, comme le montre I’exemple suivant.

Soient §, a1 et as des réels positifs et n, m des entiers positifs satisfaisant a

(n—1)ai + (m —1)ag =1 — 26 < 1. (4.10)
Définissons 1’ensemble A C [0, 1] suivant :
n—1 m—1
A= (U A,ﬁ”) UrIu (U Aﬁf))
k=0 k=0

avec A = [kay (1= 2) ka1], AP = [1 — kag, 1 — kay (1 — L)] et

n m

I = [(TL — 1)a1, 1-— (m — 1)&2].

L’ensemble A est un sous-ensemble fermé de [0, 1] de mesure § + § par (4.10) et de diamétre 1. De plus.

n—1 m—1
Ai A= (U Aé”) Ul(n —1)ar,2 — (m — Dag] U (U Af))
k=0 k=0
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donc A(A+A) =1+ AA) =da+ ANA) < 3\(A).
Pour x = fay avec/ <n —1,ona

L
a1 _Eal(ﬁ—i—l)_ {41
AAN[0, ) = — > k= o =T
k=1
Ainsi ¢1 == sup{z : A(AN[0,2]) < 3z} = (n —1)aj et
la; +a1  x(x+a) z?
A = = >
AANDa]) == = = e = 20

x2
(c1tz)”

Pour = = a; en particulier, on a A(A N [0, z]) = ce qui montre I’optimalité de notre minoration

au voisinage du bord.
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Chapitre 5

Structure des ensembles de petite somme
dans le cercle

Ce chapitre porte sur des travaux réalisés en collaboration avec Pablo Candela. Ils ont donné lieu a
la publication [12].

Pour décrire les ensembles bornés de réels de constante de doublement plus petite que 3, nous avons
utilisé une caractérisation des sous-ensembles de T de constante de doublement plus petite que 2. Plus
généralement, en travaillant modulo le diametre de I’ensemble, on peut passer d’une description des sous-
ensembles de T de constante de doublement plus petite que K a une description des ensembles bornés
de réels de constante de doublement plus petite que K + 1. Le méme phénomene est a I’oeuvre pour les
entiers, avec une complexité plus importante engendrée par la non primalité éventuelle du diamétre.

C’est cette simple observation qui a motivé notre recherche de structure pour les sous-ensembles de
T de constante de doublement plus petite que 3. Nous avons cependant aussi utilisé nos résultats pour
donner une majoration non triviale de la taille d’un sous-ensemble de T sans 3-somme.

5.1 Le cas discret

Commengons par rappeler les résultats connus dans Z/pZ = Z,. Nous les utiliserons pour démontrer
des résultats similaires dans T. La recherche d’un analogue du théoreme 3%k — 4 de Freiman, qui concerne
des ensembles d’entiers, dans d’autres groupes, en particulier dans Z/pZ, a fait 1’objet de nombreux
articles dans la littérature. Citons par exemple [Fm61, Gry13, Nat96, Rd06, SZ09]. Dans [Gry13], Gryn-
kiewicz énonce une conjecture qui donnerait un théoréme 3k — 4 (dans sa version complete) dans Z/pZ.

Conjecture 3 (Grynkiewicz) Soient p un nombre premier et r un entier positif. Si A et B sont deux
sous-ensembles non vides de 7./ pZ tels que |A| > |B| et

A+ B|=|A|+ |B|+r—1<Lp+|A|+|B])—2, e r<|Bl-3, (5.1)

alors il existe des intervalles 1, J, K C 7./pZ et un élément n € 7./pZ\{0} tels quen-A C I,n-B C J,
n-(A+B)D K,et|I| <|A|+r, |J|<|B|+r |K|>|Al+ |B|— 1.

Précisons avant tout la terminologie employée dans cette conjecture : on appelle intervalle de Z,, toute
progression arithmétique de pas 1 dans Z/pZ et on note n - A I’ensemble {na, a € A}. La conclusion
annoncée par cette conjecture peut donc étre formulée ainsi : A et B sont respectivement inclus dans des
progressions arithmétiques de méme pas et de longueurs respectives |A| + r et | B| + r, A + B contient
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une progression arithmétique de méme pas et de longueur |A| + |B| — 1.

Dans [SZ09], une conjecture antérieure de Serra et Zémor énoncait un résultat similaire dans le cas
particulier A = B, mais sans la conclusion sur la structure de A + A. La conjecture de Serra et Zémor
avait déja été démontrée pour des ensembles de petite taille dans [GR06, BLR98].

Notons que dans le contexte de Z,, la majoration |A + B| < %(p+ |A| +|B|) — 2 qui n’apparaissait pas

dans le cas des entiers, est nécessaire comme le démontre un exemple de Serra et Zémor dans [SZ09].

Dans [Gry13, Conjecture 19.5], Grynkiewicz énonce une version symétrique (et équivalente) de la
conjecture 3.

Conjecture 4 Soient p un nombre premier, v un entier positif et Ay, Aa, A3 trois sous-ensembles de Z,,
tels que

|A1], [A2|, |A3] > 7+ 2, |Ax] + A2 + [A3| > p -, |A1 + Ay + A3z| < p. (5.2)

Alors il existe des intervalles Iy, 15, I3 de 7, et un élément n € Z, \ {0} tels que n - A; C I et
|1;| < |Aj| 4+ rpourj =1,2,3.

Un résultat de Grynkiewicz [Gry13, Theorem 21.8] permet de montrer cette conjecture (et donc la
conjecture 3) sous I’hypothése supplémentaire 0 < r < ¢p — 1.2 avec ¢ = 3.1 - 1071549, Dans le
cas A = B, le résultat antérieur de Serra et Zémor [SZ09] permet obtenir 1’inclusion de A dans une
progression arithmétique de longueur |A| 4 7 sous 1’hypothése r = | A| avec 0 < ¢ < 10~ % et p > 294,

5.2 Le cas continu

Dans la suite de ce chapitre, on note x la mesure de Haar sur T = R/Z et  la mesure de Haar
intérieure. B
La recherche d’analogues du théoréme 3k — 4 de Freiman dans T = R/Z remonte au moins a 1973, date
de la parution des travaux de Freiman, Judin, et Moskvin [MFmJ73].

Dans [Bil98], Bilu propose une conjecture [Bil98, Conjecture 1.2] donnant la structure des sous-
ensembles de T¢ de petite somme. Dans le cas de la dimension 1, i.e. pour T, cette conjecture s’énonce
ainsi :

Conjecture 5 (Bilu) Si A, B C T vérifient o = p(A) > p(B) = B et u(A + B) < min(a + 25,1),
alors il existe des intervalles fermés 1,J C T et un entier strictement positif n tels que n. - A C 1,

n-BCJ etpl)<pu(A+B) —u(B), p(J) < u(A+ B) — pu(A).

Bilu [Bil98, Theorem 1.4] démontre cette conjecture sous la condition supplémentaire a/7 < 3 <
a < ¢(7), ol ¢ est une constante positive dépendant de 7 > 1. Notons cependant que cette conjecture ne
peut étre valide sans condition supplémentaire pour des réels « et § de |0, 1] arbitraires comme le montre
I’exemple suivant.
Pour ¢ €]0, 1/8], considérons I’ensemble
A=]1-46, 2U]1-6 1] CT.

Nous le représentons ci-dessous, ainsi que la somme A + A, comme des sous-ensembles de [0, 1].

A
0! |
1/4 12
A+ A
0! 1
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Pour un tel ensemble, ju(A) = 1 +26, et p(A+A) = 20(A)+2 (5 —6) = 3+26 = L+p(A) < 3u(A)
mais quelle que soit la valeur de I’entier positif n, I’ensemble n - A ne peut étre inclus dans un intervalle
de T de longueur u(A + A) — p(A) = % Cet exemple est une adaptation au contexte continu d’un
exemple de Serra et Zémor [SZ09] dans Z,,.

Nous énongons dans le contexte continu I’analogue de la conjecture 3.

Conjecture 6 Soit p un réel de |0, 1[. Soient A, B C T deux ensembles tels que

WA+ B) = p(A)+pu(B)+p < 3(1+p(A)+p(B)), et p<pB)< pu(A).

Alors il existe des intervalles fermés I, J de T, un intervalle K de T ouvert et un entier positif n tels que
n-ACln-BCJ KCn-(A+B),etu(l) < p(A)+p, u(J) < p(B)+p, p(K) > p(A) + p(B).

Comme dans le cas discret, on peut donner un énoncé symétrique équivalent a cette conjecture.

Conjecture 7 Soit p un réel de |0, 1[. Soient Ay, Aa, A3 des sous-ensembles de T tels que
(A1), p(A2), p(Az) > p, (A1) + p(A2) + u(A3) > 1—p, p(Ar+A2+ A3) <1.  (53)

Alors il existe des intervalles fermés Iy, Io, I3 C T et un entier positif n tels que n - A; C I et (1) <
W(Aj) + ppourj =1,2,3.

Lors de plusieurs discussions avec 1I’un ou I’autre des auteurs de [11], Imre Ruzsa avait suggéré qu’un
énoncé symétrique de ce type de résultat était préférable. Ce n’est qu’apres cet entretien que nous avons
eu connaissance, ainsi que Ruzsa, de I’énoncé symétrique donné par Grynkiewicz dans [Gry13] pour
Z/pZ.

Dans un travail en collaboration avec Pablo Candela [11], nous avons démontré les conjectures 6 et
7 pour de petites valeurs de p.

Théoréme X (Candela, de Roton) Sous I’hypothése supplémentaire p < ¢ = 3.1 - 1071549 les conjec-
tures 6 et 7 sont vraies.

Notons que la borne ¢ = 3.1 - 107154 provient directement du résultat de Grynkiewicz dans L.

Dans le cas A = B, en utilisant le résultat de Serra et Zémor plutdt que celui de Grynkiewicz, on obtient
le résultat suivant.

Théoréeme XI (Candela, de Roton) Soit ¢ un réel tel que 0 < ¢ < 10, Soit A un sous-ensemble de T
vérifiant 1(A) > 0 et

WA+ A) = 2+ u(A) < 5 +p(4).

Alors il existe un intervalle I fermé de T, un intervalle K ouvert de T et un entier positif n tels que

n-ACL KCn-(A+A), p(I) < p(A+ A) — p(A) et p(K) > 2u(A).

Dans [Bil98], Bilu obtient un résultat pour les petits sous-ensembles de petite somme dans T¢ en
se ramenant a un ensemble de réels de petite somme et en utilisant un argument de rectification. Nous
utilisons certaines de ses idées dans [11] mais la philosophie générale est tres différente. Nous expliquons
ici quelques idées (tres simplifiées, les arguments originaux sont complexes) de la démonstration de Bilu
mais par soucis de simplicité, nous nous restreignons au cas d’un seul ensemble A C T de constante de
doublement plus petite que 3.
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Bilu introduit, pour un irrationel § € T, ’ensemble d’entiers B(0, A) = {n € Z : On € A}. Gréice
au théoreme de Weyl, il montre que cet ensemble d’entiers a une petite constante de doublement et il lui
applique le théoréme inverse de Freiman-Ruzsa pour les entiers. Il en déduit qu’il existe un entier m et un
réel ¢ > 0 tels que pour tout entier n de B(0, A), |[nmé||z < ¢ (cette étape essentielle est ardue). Par le
théoreme de Kronecker et par I’irrationalité de 6, il obtient mA C [—¢, ¢]. Ici, € dépend de @ = pu(A). Si
« est suffisamment petit, m A est inclus dans un intervalle de longueur < 1/2 et sa somme se comporte
donc comme une somme dans R. Bilu repasse aux entiers, peut considérer une somme dans Z plutt que
dans Z, et utilise alors le théoréme 3k — 4 de Freiman pour les entiers. Ce dernier argument est un argu-
ment de rectification et repose sur le fait que « est petit. Bilu conclut sa démonstration en commengant
par considérer des ensembles ouverts de Jordan, pour lesquels la discrétisation donne une image fidele
de I’ensemble, puis des ensembles fermés et en passant enfin au cas général. Nous empruntons a Bilu
certains arguments de cette dernicre partie dans [11] pour passer des ensembles simples aux ensembles
quelconques.

5.3 Les idées de la démonstration

Nous exposons ici les idées principales de notre démonstration dans [11] de la conjecture 7 avec
I’hypothése supplémentaire p < ¢ = 3.1 - 107549, La valeur de cette constante ¢ provient du théoréme
de Grynkiewicz [Gry13, Theorem 21.8] qui établit la conjecture 3 sous I’hypothese supplémentaire 0 <
r<cp—1.2.

5.3.1 Discrétisation

La premiére étape consiste a utiliser un argument de discrétisation. Etant donné un sous-ensemble
A de T et un nombre premier p, on définit I’ensemble 4, = AN %Zp. Afin que I’ensemble A, donne
une image fideéle de I’ensemble A, on se restreint dans un premier temps a des ensembles que 1’on
appellera simples et qui sont des unions finis d’intervalles de T. Pour se convaincre de la nécessité d’une
telle restriction, on peut réfléchir au peu d’information que A, donnerait sur un ensemble de T qui ne
contiendrait que des irrationnels.

Soit donc p un réel de |0, 1] et Aq, Ay, A3 des sous-ensembles simples de T tels que

(A1), p(A2), p(A3) > p, (A1) + p(A2) + p(As) > 1—p, plAdr+A2+A43)<1. (54

Considérons les ensembles A;, = (A;),. Nous appliquons le théoreme de Grynkiewicz aux sous en-
sembles pA; p,, pAs,, pAs ) de Z;, avec  un entier proche de pp. On obtient alors pour p suffisamment
grand I’existence de trois intervalles I ,, Iy, I3, de %Zp et d’un entier n € —|p/2,p/2[ tels que
n-Aj, Cljpet %|Ij,p| < %]Aj7p| + 5 ~ 1(A;) + p. Nous passons ici sous silence les détails techniques
liés a cette discrétisation.
Revenant a la définition de A; ;,, on remarque que A; C A;, + [—1/(2p), 1/(2p)], ce qui implique

In| |n| In| |n|

Notant /; I'intervalle fermé I; , + [—'2%, %} , nous avons donc montré n - A; C p(1;) avec

1 n n
p(l) < Z;Uj,p\ + 8~ Ay +p+ 2L (5.5)

Jusqu’ici, le seul argument utilisé est un argument classique de discrétisation. A présent, nous avons
besoin de pouvoir contrdler le terme ‘%‘. En effet, on cherche a obtenir la conclusion p(1;) < pu(A;)+pet

~
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rien ne dit a priori que le terme % disparait lorsque p tend vers I’infini. Il nous faut donc contrdler la taille
de |n| lorsque les ensembles A; sont des ensembles simples, c’est a dire des unions finies d’intervalles
ouverts de T. Nous allons établir une majoration de |n| qui dépendra du nombre d’intervalles composant
les ensembles A ;. Pour cela, nous faisons appel a I’analyse de Fourier.

5.3.2 Analyse de Fourier pour le controle de n

Soit A un ensemble de réels qui est I’union de m intervalles ouverts de T. Alors, quitte a prendre p
un nombre premier assez grand, I’ensemble B = pA,, est 'union de m intervalles de Z,,.

Si J est un intervalle de Z,, alors un simple calcul permet de montrer, pour tout s € Z, \ {0}, la
majoration

D)<t 2 1
pIL— emsln] = s,

ou |s|, est la valeur absolue du représentant dans I’intervalle | — p/2, p/2[ de la classe de s modulo p.
La premiere inégalité provient du calcul de la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique,
la seconde de I'inégalité classique |1 — e*™| > 4|0 pour § €] — 1/2,1/2[. Par conséquent, si B est
I’union de m intervalles disjoints, par linéarité de la transformée de Fourier, on a pour tout s € Zj, \ {0},

la majoration
m

115(s)| < (5.6)

2’3‘19.

Cette majoration permet en particulier de majorer |s|, si s est une fréquence en laquelle le coefficient de
L\g est grand.

Nous combinons cette premiere observation avec le fait que si n - B est inclus dans un petit intervalle
I de Z,, (pour un n € Zj, \ {0}), alors le coefficient de Fourier de 15 en n doit étre grand. En effet,
supposons n - B C I et |I| < p/2. Alors

— o " omid
Ign) = 1> 15(j) ™% =13 1p(j) >
€T, '

J
N 2mi L ) ) omi L
= 32 U™+ 1Y (Lap() — L) e v,
J j

En majorant la derniere somme trivialement par %]I \ n - B| et en opérant des calculs similaires aux
calculs précédents, on obtient

o HIBI= 1| > (1Bl - (- 2))). (5.7)

Rappelons qu’au paragraphe précédent, nous étions arrivés a la conclusion : n-A4; , C I; , et %|I ipl <
114, + % ~ w(A;) + p. Quitte a choisir j minimisant la mesure de A; et p assez grand, on obtient
Lip| < p(u(Aj)+p) < p/2.Nous appliquons (5.7) a B = Aj, puis (5.6) et obtenons |n| < 2m/u(A;).
L’entier n est donc borné et le terme |n|/p qui nous génait tend bien vers 0 lorsque p tend vers I’infini.
Ceci permet de montrer le résultat pour des ensembles simples.

5.3.3 Passage a des ensembles quelconques

Dans I’argumentation précédente, la structure des ensembles A; comme union finie d’intervalles ou-
verts jouait un role essentiel. Nous allons néanmoins étendre notre résultat a des ensembles quelconques.
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Commengons par nous restreindre au cas d’ensembles Ay, As, A3 fermés dans T.

Notant I5 =] — 4, §] pour tout § > 0, nous commengons par approcher tout ensemble A fermé de T par
I’ensemble A + Is5. Notons que A étant fermé borné, donc compact, et A + I étant un recouvrement
ouvert de A, il existe un ensemble A’ qui est une union d’un nombre fini de traslatés de I5, donc un
ensemble simple, tel que A € A" C A + Is. Quitte a prendre § suffisamment petit, on peut sous les
hypothéses de la conjecture 7 avec p < ¢, appliquer le résultat démontré aux ensembles simples A’,
Al et A ainsi construits. Ceci garantit I’existence d’un entier n non nul et de trois intervalles fermés
I ,15,15 C T pourlesquels n-A; C I et u(l;) < p(Aj)+ppourj € {1,2,3}. On ne détaille pas ici les
aspects techniques de la démonstration durant laquelle il faut, a chaque étape, préciser les dépendances
en d.

Venons-en au cas général et supposons que A, As, As sont des sous-ensembles de T vérifiant
u(Ar) = mim?:1 w(Aj) > p, (A1) + p(A2) + p(Az) > 1 —pet u(A; + Az + Az) < 1 avec
p<c.

Comme la mesure considérée est une mesure intérieure, 1’idée naturelle pour étendre notre résultat a des
ensembles quelconques consiste a approcher chaque ensemble A; par un ensemble fermé F; de mesure
trés proche de la mesure intérieure de A;, puis a appliquer le résultat déja démontré pour les ensembles
fermés a Fy, F5 et Fy. Cette approche permet d’obtenir 1’existence d’un entier n non nul et de trois
intervalles fermés Iy, I, I3 C T pour lesquels n - Fj; C I et (1) < p(Fj) + p pour j € {1,2,3}.
Ce raisonnement ne permet toutefois pas de conclure. En effet, rien ne dit que n- A; est inclus dans n - F}.
C’est I’inclusion inverse que I’on a. Pour garantir que n - A; est proche de n - F, il faut une construction
plus sophistiquée. Nous 1’avons essentiellement empruntée a Bilu dans [Bil98].
Etant donné un ensemble A C T, on peut pour tout € > 0 et tout entier n positif, trouver un ensemble fini
E, C Atelque A C E, + [—¢/n,e/n] (c’est un argument de compacité). Si F est un sous-ensemble
fermé de A, ’ensemble A’ = F'U E,, vérifiealorsn- A Cn- A"+ [—¢,e] et u(A’) = u(F).
Si nous appliquons ceci a chaque couple d’ensembles (A;, F;), nous obtenons trois ensembles fermés
1 A5 et Aj tels que pour tout j € {1,2,3}, F; C A} C Aj,n-Aj Cn- A)+ [—e,¢e], u(A}) = pu(Fy)
etn - I; C I;. On ne peut toujours pas conclure, il faudrait que ce soit 7 - A;. qui soit inclus dans 7;. On
pourrait envisager d’appliquer notre résultat pour les ensembles fermés A;- directement mais A;» ne peut
étre défini qu’une fois n fixé.

Pour contourner cette difficulté, on va construire un ensemble fermé A’ qui vérifie u(A") = p(F),
n-AcCn-A +[—¢¢e]et u(A’) = u(F), non plus pour un seul entier n mais pour un nombre fini de n
et on va s’assurer que les entiers n qui seront susceptibles de convenir sont bien en nombre fini.
Reprenons donc le raisonnement. Soit /7 un sous-ensemble fermé de A; dont la mesure est trés proche
de la mesure intérieure de A;. D’abord le Lemme 4.2.1 de [Bil98] permet d’affirmer que I’ensemble X
des entiers n tels que p(n - F1) < (A1) + p est fini. Ensuite, en posant 4] = Fy U (U,,cx En), ona
n-Ay Cn-Aj+[—e,e| pourtout n € X et u(A}) = u(Fr) ~ p(Ar). De méme, on construit A} et A
tels que pour j = 2,3 onaitn - A; C n - A} + [—¢,¢] pour tout n € X et pu(A}) ~ p(4;).

Appliquant maintenant notre résultat aux ensembles fermés A;-, on obtient I’existence de trois intervalles
fermés I7, I et I} et d’un entier 7 non nul tels que n - A% C I et u(1;) < p(A%) + p pour j € {1,2,3}.
En particulier n € X, ce qui entraine n - A; C I; = I} + [—¢, €] et le résultat.

On démontre ainsi le théoréme X. La conclusion donnant des informations sur la structure de A sous
les hypotheses du théoréme XI se montre de la méme maniere en utilisant la résultat de Serra et Zémor
plutdt que celui de Grynkiewicz. Pour obtenir la structure de A + A, le théoréme de Serra et Zémor ne
donnant pas d’information a ce sujet, nous avons utilisé les résultats de [10].
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5.4 Ensembles sans £-somme dans T

Soit k un entier positif donné. Le théoreme XI obtenu au paragraphe précédent permet d’obtenir une
majoration non triviale pour la mesure d’un sous-ensemble A de T Haar-mesurable sans k-somme, c’est
a dire sans solution a I’équation x 4+ y = kz. Notons

di(T) = sup{u(A) : A est un sous-ensemble de T Haar mesurable sans k-somme}.

Notons d’abord que si A est un ensemble Haar-mesurable sans k-somme, alors (A + A)Nk-A =10
donc par I’inégalité de Raikov (4.4)

3u(A) < p(A+A)+pu(k-A) = p((A+A)Uk-A) <1, doncu(A) <1/3. (5.8)
Comme Dintervalle ] %, Z[ est sans (1-)somme, on obtient immédiatement dy (T) = 1/3. Le cas k = 2
est un cas a part dans la mesure ot I’équation x + y = 2z est invariante et dans ce cas, on a d;(T) = 0.
Supposons désormais k > 3. Le Théoréme XI nous permet d’améliorer la majoration (5.8) comme suit.

Théoreme 7 Soit ¢ > 0 un réel pour lequel le Théoreme XI est valable, et soit k > 3 un entier. Alors

dp(T) < max{g—}rg, lk‘:k; 1.

Avec la valeur de € donnée par Serra et Zémor, on obtient donc dy(T) < ﬁ pour k > 3.

La démonstration repose sur une disjonction de cas : si la somme A+ A est de mesure intérieure au moins
(2 + £)u(A), alors en raisonnant comme pour 1’équation (5.8), on montre que p(A) < 1/(3 + ¢) ; dans
le cas contraire, on peut appliquer le théoreme XI avec €. Placons-nous dans ce second cas et supposons
A fermé, donc A + A mesurable. 11 existe donc un intervalle I de mesure p(I) < p(A+ A) — u(A)
et un entier positif tels que n- A C I. Nous allons montrer que cet intervalle I est presque sans k-somme.

Afin de préciser ce < presque >, introduisons la notion de préimage. Si X est un sous-ensemble de
T et n un entier positif, on définit 'ensemble n= !X = {t € T : nt € X}. Notons que X C T est sans
k-somme si et seulement si X N k~!(X + X) = (). Notons aussi que dans le cas ot 1’on s’est placé,
I’intervalle I vérifie A C n~'I. L’avantage de la préimage n~' D par rapport a I'image n - C' est que la
mesure n ! D est égale a la mesure de D alors que la mesure de n - C' peut étre jusque n fois supérieure
ala mesure de C.

Nous allons montrer p(I N k~(I + 1)) < 2e u(I). Pour cela, introduisons I’ensemble B = n~'1.
Ona

w(B\ A) = pu(B) — u(A) = p(I) — p(A) < ep(A) < ep(l) (5.9)
et, puisque (1) < p(A+ A) — p(A) < (1 +¢e)u(A) < p(A) +ep(I), ona
p((B+B)\(A+A) =pn T +1) —plA+A)=2u(I) — p(A+A) <ep(l). (5.10)
Or, puisque AN (k71(A+ A)) =0,0ona
Bnk™"(B+B) C [BNk'W(A+A)] Uk '[(B+B)\ (A+A)]
C (B\A) UK '[(B+B)\(4+4),

donc (I N k™I +1)) < 2ep(I).

Nous voici donc ramenés a la recherche d’une majoration pour la mesure d’un intervalle de T
< presque > sans k-somme. Notons d’abord qu’un intervalle I de T sans k-somme ne peut étre de mesure
supérieure a 1/(k + 2) car k - I et I + I sont des sous-ensembles disjoints de T de mesures respectives
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ku(I) et 2u(I). Ce majorant est par ailleurs atteint par 'intervalle I = [W—QA, ﬁ [ qui est sans k-
somme.

Nous montrons qu’un intervalle < presque > sans k-somme ne peut étre de mesure beaucoup plus grande
que 1/(k + 2). Plus précisément, si u(I N k=1 (1 + 1)) < 2ep(I) < p(I), alors p(I) < 1,:;’“25.

En effet, I+ I est un intervalle fermé de T de mesure 24(1), et k=1 (I +1I) estI’'union de k copies de I +1
contractées par un facteur 1/k, en progression arithmétique de pas 1/k. Le complément de k1 (I + I)
est donc 'union de k intervalles ouverts de mesure (1 — 2u(1)) et I ne peut couvrir beaucoup de ces
intervalles puisque la mesure de I N k=1 (I + I) est petite. cela implique que I ne peut pas étre trop
étendu et donne donc la majoration de (1) attendue.

Plutdt que de détailler ces arguments, nous les illustrons par un dessin pour lequel on a choisit k = 4.

1
0 |
1 _
OI } } } | 1
1/4 12 3/4

D’apres la correspondance établie dans [CS11] entre ce probleme dans T et son analogue dans Z,,,
le théoréme 7 implique un résultat analogue dans Z,,.

5.5 Ensembles de constante de doublement proche de 3 dans R

A la lecture du chapitre 4, un principe général se dégage : toute information structurelle sur les
ensembles de T de constante de doublement inférieure a ¢ donne une information structurelle sur les
sous-ensembles de réels de constante de doublement inférieure a 1 + c¢. En effet, soit A un ensemble
borné de réels. On se ramene aisément a un sous-ensemble fermé de [0, 1] de diametre 1. On note A
I’ensemble A mod 1. Si nous reprenons de plus les notations introduites au chapitre 4, on observe comme
précédemment que 1’on a 3 3

AMA+ A) = p(S1) + u(S2)

oS = A+ AetSy = {xr € [0,1[: = € A+ A 1+ x € A+ A} sont considérés comme des
sous-ensembles de T. Notons par ailleurs que comme 0,1 € A, on a aussi AcC Sy, dod I’implication
suivante :

MA+A) < B+NA) = u(A+ A) < 2+ e)u(A).

Cette simple remarque permet d’avoir des informations structurelles pour les ensembles de R de

petite constante de doublement mais ce processus fait perdre de I’information. En effet, dire que )\(A—i—A)
est petit c’est a la fois dire que M(A + A) est petit, ce que nous exploitons mais aussi dire que S, \ A est
petit, ce qui n’est pas utilisé.
On le comprend bien en examinant le cas ¢ = 0. Si A C R vérifie A(A + A) = 3A(A), alors AcCT
vérifie n(A+ A) = 2u(A), et d’apres le théoreme de Kneser [Kne56] on sait qu’il existe un entier positif
m et un intervalle I de T tel que m- A C I et u(I) = p(A). Si on en reste i cette observation, on obtient
que A est, a un ensemble de mesure nulle pres, une réunion de m + 1 intervalles de la forme suivante :

1 (I Y 1
Am = [O,ma+] U kL;Jl |:m - Ea_7E+ ma+:| U |:1 — ma_,l} s

avec0 < a_,a; eta_~+ay = A(A). Cependant, on aalors A(A+A) = (4 — 1) A(A), comme I'illustre
le dessin suivant.
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5.5 Ensembles de constante de doublement proche de 3 dans R

Sur cette illustration, on a choisi m = 4.

A
(U - - - =1
1/m 2/m (m—1)/m
A+ A
0' =1
1 =2

Ainsi, si A(A + A) = 3\(A), on doit avoir m = 1, ce qui implique que Ay est une réunion de deux
intervalles de R de la forme [0,a4] U [1 —a_,1].

Le cas d’une constante de doublement (un peu) plus grande que 3 va se régler de la méme maniere.
Si A est un sous-ensemble fermé de [0, 1] de diametre 1 vérifiant A(A + A) < (3 + ¢)A(A), alors A
vérifie (A + A) < (2 + ¢)u(A). On applique alors les résultats connus dans le cercle pour trouver la
structure de A donc de A. On obtiendra que A est inclus dans un ensemble A,, avec a4 + a_ assez
proche de A(A). On examine ensuite la taille de la somme dans R pout obtenir une majoration de la taille
de m donc du nombre d’intervalles composant A,,,.

On obtient ainsi le résultat suivant.

Théoreme 8 Soit ¢ € [0, 1] un réel pour lequel le théoréme XI est valable. Soit A un ensemble fermé

de [0,1] de diametre 1, vérifiant N(A + A) < (3 4+ e)A(A) et 0 < A(A) < 2(171%) Alors il existe

un entier positif m < % tel que m - Amod 1 est inclus dans un intervalle fermé I de T tel que
u(I) < (1+2)A(A).

La conjecture de Bilu impliquerait la validité de ce théoréme pour tout £ € [0, 1] sous I’hypothese
0 < A(A) < 1/4. Son résultat implique déja la validité de ce théoréme pour tout € € [0, 1[ pourvu que
A(A) soit suffisamment petit. Notons par ailleurs que si ¢ < 1/3, ce qui est le cas pour les valeurs pour
lesquelles nous savons montrer la validité du théoreme XI, alors m = 1, ce qui signifie que A est inclus
dans une réunion de deux intervalles de la forme [0, a4+ ]U[1 —a_, 1] avec ay +a_ < A(A+ A) —A(A).

Notons par ailleurs que ce résultat permet de donner une version explicite d’un théoréme de Ebe-
rhard, Green and Manners [EGM 14, Theorem 6.2] qui affirme que pour un ensemble A C [0, 1] ou-
vert satisfaisant 8 A(A + A) < 4A(A) — 4, il existe un intervalle I de longueur A\(I) >;s 1 tel que
MANI) > (3 + %))\(I). Notre résultat permet d’obtenir (1) > min(d/4,6?) si A(A) < dlamT(A) + %
et d > A(A)(1 — ¢), avec ¢ tel que le théoreme X1 s’applique. Sous la conjecture de Bilu, on obtient en

particulier une version effective de [EGM 14, Theorem 6.2] pour tout ensemble A tel que A(A) < ‘mmT(A).
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