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Introduction et état de ’art

Etant donnés deux ensembles A et B dans un semi-groupe additif, on définit leur somme
comme étant ’ensemble des éléments qui s’écrivent comme somme d’un élément de A et
d’un élément de B

A+B={a+bla€ A, be B}.

On obtient alors un nouvel ensemble et il est naturel de se questionner quant a la "taille"
de ce nouvel ensemble. Nous utilisons ici le mot ambigu "taille" car cette notion peut
prendre différents visages suivant le cadre dans lequel on étudie le probleme. Il peut s’agir
de la mesure de comptage si nous travaillons avec des ensembles finis d’entiers naturels
par exemple, ou de la mesure de Lebesgue si nous travaillons avec des ensembles bornés
de réels, ou il peut méme étre question de densité si nous travaillons avec des ensembles
non bornés d’entiers. Cette "taille" de A + B va évidemment dépendre des "tailles" de A
et B mais aussi de leur structure. Dans ce manuscrit, nous nous intéressons a deux cas
extrémes : les structures rendant A 4+ B le plus "gros" possible et celles le rendant le plus
"petit" possible.

Plus précisément, pour le cas ou A + B est le plus "petit" possible, nous nous in-
téresserons aux ensembles bornés de réels et travaillerons donc avec la mesure de Lebesgue
intérieure (notée ). Etant donnés deux ensembles bornés de réels A et B, quelle est la
mesure minimale que peut atteindre A + B 7 1l est bien connu (cf. [I7] et [18]) que

A(A+ B) = MA) + A(B).

Cette inégalité est optimale car si A et B sont des intervalles on a égalité mais peut-on
dire mieux si B n’est pas un intervalle par exemple, en particulier si \(B) < diam(B) 7
Ruzsa [27] a répondu a cette question et a amélioré cette borne élémentaire en prouvant
le théoréme suivant.

Théoréme 0.0.1 (Ruzsa). Soient A, B C R deuz ensembles bornés tels que A(B) # 0.

Soit Dg le diametre de B, K € N* et 0 < d < 1 tels que % = K(I;_l) + Kj. On a

MA + B) = \A) +min (D, (K + 0)A(B)).

On sait que la minoration de ce théoreme est optimale. De plus, de Roton a
étudié le cas d’égalité, lorsque

AMA+ B) = MA) + (K + 0)MB) < D + A\(A),

et a démontré qu’il n’y a essentiellement qu'une seule structure de A et B qui permet
d’atteindre cette égalité (cf. [9]). Dans la premiere partie de ce travail, nous nous



intéresserons au voisinage de ce cas d’égalité, lorsque A\(A+ B) = A(A) + (K +d+¢)A\(B),
avec € > (0 pas trop grand. Nous verrons que, si € est suffisamment petit, et donc si la
mesure de A + B est suffisamment proche du cas d’égalité (de la minoration de Ruzsa),
cela impose également des structures tres strictes a A et B. Pour tout ensemble de réels
E et tout réel a > 0, on note (E mod a) la projection de E sur R/aZ. Nous allons
démontrer le théoreme suivant.

Théoréme A. Soient A, B C R deux ensembles fermés, bornés, de mesures non nulles
et tels que A\(B) < M(A mod Dg), ou Dg désigne le diamétre de B. On définit K € N*

et 0 <6 <1 par
AMA) K(K-1)
= K.
\B) y TR

Soit
Tk = K*log(K) — K(K(1+log4) —log K — 13/2 + log4) + 8.

SiMA+B) = MA) + (K +6 + ) A(B) et (K +6+ (T +3K/2— 1)) A(B) < Dy pour

e >0 tel que
. §\° 1-6 3,1x107154
g min —
3K ) "K3logK' EKANB) |’

alors B est inclus dans un translaté de

B' =1[0,b.]U[Dp —b_, Dg],
0t by b >0 et by +b_ < ANB)(1+¢), et A est inclus dans un translaté de
A = A() + [—FKzE/\(B), FK€)\(B)] 5

o

Ao = U (k= 1D = b, (k= DD + (K — B)b. + 5M(B)].

Remarque 0.0.2. Notons que A(Ag) = A(A) donc A" est un voisinage assez fin de A.

Nous établirons également deux autres résultats (les deux théorémes suivants), moins
précis sur la structure de A mais demandant des hypotheses plus faibles.

Théoreme B. Soient A, B C R deux ensembles fermés, bornés, de mesures non nulles
et tels que A(B) < A(A mod Dg), ot Dg désigne le diamétre de B. Soient K € N* et
0 <9 <1 définis par
AMA) K(K-1)
= K.
NB) S

Si
AMA+ B) = MA) + (K + 6 + £) \(B) < A(A) + D — eA(B),

pour € > 0 tel que
. s\ 1-0 3,1x10°5%
e<min | | —
3K ) "K3log K’ K\(B) ’

7




alors B est inclus dans un translaté de
B'=10,b4]U[Dp —b_, Dgl,

ot by,bo>0etby+b_ < ANB)(1+¢), et
A(ANAL) 2 A4) - (K2 log (K) — K (K (1 +log4) - 7))5)\(3),

ou Ay est un translaté de

Ap + 10, KeX(B)],

o
K

A= [(k = 1)(Di — b_), (k= 1)Dp + (K — k)bs + 5X(B)).

k=1

De plus, si l'une des deux conditions suivantes est réunie
o (K+0+ Ik +3K/2—1))A(B) < Dp

'k +K/2-1
K—-1

o min (A (BN[0,b:]),\(BN[Dg —b_,Dg])) > EN(B)

alors A est inclus dans
A+ [T — K/2)eN(B), (T'x — K/2)eX(B)],
0i T'c = K?log(K) — K (K (1 +log4) — log K —13/2 + log4) + 8.

Théoréme C. Soient A, B C R deux ensembles fermés, bornés, de mesures non nulles
et tels que A(B) < A(A mod Dg), ou Dp désigne le diameétre de B. On pose K € N* et
0 <94 <1 définis par

AMA) K(K-1)

_ Ks.
\B) y TR

Si
MA+B)=ANA)+ (K+d5+¢e)ANB) < AA)+ Dp —eX(B),

o s\ 1-6  3,1x10°15%
€ min —
3K ) "KlogK +3  KAB) )’

alors B est inclus dans un translaté de

pour

B'=10,b4]U[Dg —b_, Dg],
ot by,bo >0 etby +b_ < ANB)(1+¢), et A est inclus dans un translaté de
(Ao + [=TxeA(B), TxeA(B)] ) UUUYV,

o

Ay = [0k = 1)(Dp — b, (k = 1)D + (K — K)oy +5A(B)].

k=1



Tk = K?log(K) — K (K(1+log4) —log K — 13/2 4 log4) + 8,

(K — 1)by0A(B), D —b_] siby>b_
U=1 [(K—-2)Dp+b, +6\B),(K —1)Dp — (K —1)b_] siby, <b_ ,
g st b+ = b_

Vi = [MB) = Dp — (T = K/2)eA(B) , (K(Tx = K/2) + K + 1)eA(B) + 6A(B) — D]
Vo = max A+ Dp + [ — (K(T'c = K/2) + K + 1)e = 6)A(B), (' +3K/2) = 1)A(B)],

@ si min (ABN[0,b4]), \(BN [Dp —b_, Dg])) > (T — K/2 = 1)eA(B)
et V=2 Vi siA(BN[0,b,]) < (1— (Tx — K/2— 1)e)A(B)
Vo si (BN [Dp—b_,Dp]) < (1—(Tx — K/2—1)z)\(B)

A Topposé de ce premier cas d’étude, nous nous intéressons au second cas extréme,
lorsque A + B est tres "gros". Nous étudierons le cas tres particulier ou A = B et nous
intéresserons donc a ’ensemble A + A lorsque celui-ci est le plus gros possible. Nous nous
placerons alors dans des cadres dénombrables comme les entiers naturels ou les corps finis
et travaillerons donc essentiellement avec la notion de cardinal. Dans un tel cadre, A+ A
est de "taille" maximale si toutes les sommes de deux éléments de A sont différentes.
C’est a dire si A n’admet a ’équation

a+b=c+d,

que les solutions triviales :
{a,b} ={c,d}.
Un tel ensemble est appelé ensemble de Sidon, référence au mathématicien Simon Sidon,
le premier a s’étre intéressé a ces ensembles dans la littérature [30]. Il travaille alors sur
la théorie des séries de Fourier et introduit plusieurs questions sur les ensembles de Sidon.
Notamment la plus célebre : quel est le cardinal maximal d'un ensemble de Sidon dans
les n premiers entiers naturels ?
Si pour tout ensemble A d’un semi-groupe on note

F(A) =max{#S | SC A, S est de Sidon},

alors la question se reformule en 1’étude de F( [1,n] ) Cette question a beaucoup été
étudiée et maintenant il est bien connu que lorsque n grandit

F([[1,n]]) ~ /7.

Mais qu’en est-il des autres structures que lintervalle ? Que peut-on dire sur F(A)
quand A est un ensemble quelconque d’entiers naturels de cardinal n 7 Quand A est une
union de deux intervalles 7 Une union finie d’intervalles 7 Une progression arithmétique
généralisée 7

Pour la majoration, on sait peu de choses actuellement en dehors de la structure de
I'intervalle. Dans ce manuscrit, nous établirons des résultats pour des réunions finies
d’intervalles et certaines progressions arithmétiques généralisées. Plus précisément nous
montrerons les deux théorémes suivants.



Théoreme D. Pour n,k € N* tels que k < n, le cardinal de tout ensemble de Sidon
inclus dans une union E de k intervalles disjoints de cardinal n (#FE = n) est majoré
par

) (0 VEF 0] ko) silimenp

NG
ii) Vn+o(y/n) sik=o(yn)
iii) /1 + VEn'/* + o(n'/*) si k = o(n'/4).

Théoréme E. Soit E une progression arithmétique généralisée

=a#0

E= {alil + 4 agty | 11 € {1, ...,nl} yeeey bk € {1, ,nk}} .

Alors si S est un ensemble de Sidon dans E, on a

#S5 < al\/#iE—l— 0(\/#7E) (#E — 400 et nons...ny = o(nl)).

La minoration de F'(A) en revanche a été étudiée et H.L. Abbott [I] a établi le résultat
suivant. Si on pose

g(n) =min {F(A) | A est un ensemble d’entiers de cardinal n},

alors g(n) > 0,0805y/n. Ce qui signifie que n’importe quel ensemble d’entiers de cardinal
n contient un ensemble de Sidon de cardinal au moins 0,0805/n et donc

F(A) > 0,0805\/#A.

Ceci nous permet de donner des premieres réponses a nos questions. En effet, si A =
A(ny,ns) désigne 'ensemble de toutes les unions de deux intervalles de cardinal respectif
ny et no, le résultat d’Abbott assure que

min {F(A) | A € A(n1,n)} > 0,0805v/n1 + na.

Il est en fait possible de dire beaucoup mieux et dans ce manuscrit nous prouverons le
théoreme suivant.

Théoréme F. Notons A(ny,ne) l'ensemble de toutes les unions de deuz intervalles dans
N de cardinal respectif ny et no

A(ny,ne) = {1 ULy | I et Iy sont des intervalles, #1; = ny, #I, =ns},

on a

min{F(A) | A€ A(ny,n2)} 2 0,8444v/ny + nas.

Ainsi si A est une union de deux intervalles, ce théoreme assure que A contient un
ensemble de Sidon de cardinal 0,8444\/#A. Ce qui nous rapproche de la constante
1. D’autre part, notre théoreme [D| assure qu’on ne peut pas dépasser 1. En fait, il
assure méme qu’on ne peut asymptotiquement pas dépasser 1 méme si A est 'union de
k intervalles, tant que k est un o(y/#A). C’est a partir d’'un nombre d’intervalles de
méme ordre de grandeur que v/#A qu’on ne parvient plus a garder la constante 1 devant
I'asymptotique v/#A. Nous verrons qu’il est en fait impossible d’y parvenir et établirons
le théoreme suivant qui le prouve.
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Théoreme G. Il existe une constante co > 0 et une infinité d’entiers n pour lesquels il
existe un ensemble de Sidon de cardinal n dans une union de “=L intervalles de cardinal

2
n — ¢, lognlogloglogn chacun.

Le théoreme d’Abbott traite des ensembles de Sidon. C’est a dire des ensembles qui
n’admettent qu’au plus une solution en {a, b} a 'équation a + b = k pour tout k& € N.
Pour un ensemble A, on appelle ensemble Bs[g](A) tout sous-ensemble de A qui admet au
plus g solutions en {a,b} a 'équation a +b = k pour tout k& € N. En particulier Bs[1](A)
est ’ensemble des ensembles de Sidon dans A. Dans ce manuscrit, nous démontrerons
une généralisation des travaux d’Abbott aux ensembles Bs[g], qui fera notamment 1'objet
du théoréme suivant.

Théoréme H. Soit g > 2 un entier. On définit

F(A)lg] = max{#B | B € By[g](A)} .

On a
min {F(A)]g] | ACN, #4 = n} > 0,0402\,v/7 + o(v/7),
0ihy = 1,5119 et A, — I LI ooy
g+2|9/2]

Au sujet des ensembles Bs[g], nous étudierons également le cas des dimensions supérieures.
Pour tous entiers n, g,d > 1, on pose

Ff(n) = F([1,n]")[g] = max {#A | A€ Byfg)([1.n]") }.

Théoréme 1. Soient n,d et g des entiers tels que g = 3 et d > 2. Posons A\, =
2
gt+le/2l o,
9+219/2]
FP(n) = 1,5119n,

et st g >3
Fi¥(n) > A2,

Enfin, nous nous intéresserons également a un dernier probleme tres célebre a propos
des ensembles de Sidon : la construction d’un ensemble de Sidon infini et de grande
densité dans les entiers naturels. En 1998, I.Ruzsa [29] montre 'existence d'un ensemble
de Sidon infini tel que le nombre de ses éléments dans [1, N| est N v2-1to(l) pour N assez
grand. D’autre part, Erdés [32] donne une majoration de cette densité en montrant que
si A est un ensemble de Sidon infini, alors nécessairement

log(N)A(N)
lim inf <1,

N—ro0 \/N
ou A(N) = #(A N1, NJ ) Ainsi, si on pose

o = sup {lim inf M

minf =N | ACN", Aestde Sidon} ,

11



ces deux résultats donnent v/2 — 1 < a < 1

Pour améliorer cet encadrement, on peut essayer d’augmenter la borne inférieure en
construisant un ensemble infini de Sidon de densité N” avec > /2 — 1. Malheureuse-
ment malgré de nombreuses tentatives, la constante de Ruzsa n’a pas pu étre améliorée.
L’obtention d’un tel résultat parait donc tres délicate. Dans la derniére partie de ce
manuscrit, nous allons voir que la construction d’un tel ensemble infini est en fait équiv-
alente a la donnée d’une infinité d’ensembles finis de Sidon B, C [0,n] dont chaque
troncature a le bon cardinal. C’est a dire tels que, pour tout m < n, on ait

#(Bn N [[O,m]]> > m’
Plus précisément, nous allons démontrer le théoreme suivant.

Théoreme J. L’existence d’un ensemble infini de Sidon A dans N tel que pour tout
entier m, #(AN[1,m]) = m? ou B € }O, %] est équivalente a [’existence d’une sous-suite

(B’/’(”))neN d’ensembles finis de Sidon tels que quel que soit n € N, Bywy € [1,9(n)]

et #(Btb(n) N1, m]]) > mP pour tout m < (n) (on ¢ est une application strictement
croissante sur N).

La force de ce résultat est qu’on est désormais amenés a travailler avec des ensembles
finis qui peuvent n’avoir aucun lien entre eux. La structure d’un ensemble peut dépendre
de sa taille, ce qui peut simplifier la construction et peut-étre donner la premiere étape
a une future amélioration du résultat de Ruzsa.
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Notations et conventions

On note N I’ensemble des entiers naturels, Z celui des entiers relatifs et R celui des réels.

Les deux parties de cette these sont indépendantes et auront chacune leurs notations
et numérotation. Ainsi le théoréme 1.0.1 ne sera pas le méme dans la partie[[] et dans la
partie [[1}

Notations Partie [

A désigne la mesure de Lebesgue intérieure sur R. On rappelle que si \* désigne la mesure
de Lebesgue sur R, alors pour tout ensemble £ C R, on définit la mesure de Lebesgue
intérieure de F par

ME) =sup{\(K) | K CE, K est compact}.

T désigne le tore, T = R/Z.

i désigne la mesure de Haar intérieure sur T. De méme on rappelle que si p* désigne la
mesure de Haar sur T, alors pour tout ensemble £ C T, on définit la mesure de Haar
intérieure de F par

u(E) =sup{p*(K) | K C FE, K est compact} .

On notera indifféremment d les distances usuelles sur R et T. On définit la distance entre
deux ensembles E et F' par

d(E,F)=1inf{d(e, f) | (e, f) € Ex F}.
Pour tout ensemble E et tout entier n > 0, on note
nE ={ne|ee€ E},
et n.F la somme itérée n fois de 'ensemble F,
nE=EFE+.+FE={eg+e+..+e,]|e,..,e, € E}.
Pour tout entier positif £ et tout sous-ensemble £ de R, on définit
Ey={zc[0,1[ | #{neN|n+azcE} >k},

(c’est donc I'ensemble des éléments = € [0, 1] tels que le cardinal de (z +N) N E soit
supérieur ou égal a k),

Ey={zec[0,1] | #{neN|n+zcE} =k},
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et Kg :sup{k: eEN | E, # @}. Ainsi

Kg .
E=|]E.
k=1

On notera 7 la projection de R dans T

T : R—T
EF+—F modl1

et 77! la projection réciproque usuelle

1 . T—R

Fr— F+N
Pour tout ensemble E dans R on notera également 7' la projection réciproque dans £

gt T —FE
Fr— (F+N)NE

On a
e (F)={r€E|z modlecF}.

On note P (R) 'ensemble des parties bornées de R et on définit la transformation y sur
R par

X : P(R) — P(R)
E+——suplk —F

Notations Partie [T

Si p est un nombre premier, on note Z, = Z/pZ le groupe cyclique a p éléments.

On note P I’ensemble des nombres premiers.

Pour tous entiers n et m, on note [n, m] 'ensemble de tous les entiers compris entre n
et m.

Pour tout ensemble A, on notera indifféremment #A ou |A| le cardinal de A.

Pour deux entiers a et b, on notera a|b pour dire que a divise b et a 1 b pour dire que a
ne divise pas b.

Pour tous entiers a, b et ¢, on écrira a = b mod ¢ pour dire que a est congru a b modulo ¢
(donc pour dire que les restes de a et b dans la division euclidienne par ¢ sont les mémes).
Pour tout réel z, || désignera la partie entiere inférieure de z et [x| désignera sa partie
entiere supérieure.

Enfin lorsqu’on aura fixé un groupe Z/pZ, pour tout entier n, m désignera la projection
de n dans Z/pZ.
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Partie 1

Ensembles de petite somme

17



Introduction et résultats

Dans cette partie, nous nous intéressons aux ensembles dans R bornés et plus précisément
4 la mesure de leur somme. Etant donnés deux ensembles de réels bornés non vides A et
B, que peut-on dire sur A(A + B) en fonction de A\(A) et A(B) (ou A est la mesure de
Lebesgue intérieure sur R) 7

Une premiere borne élémentaire bien connue (cf. [17]) est

AA+ B) = A(A) + \(B).

Cette inégalité est optimale car atteinte pour certains ensembles A et B (si ce sont des
intervalles par exemple). En revanche, en toute généralité il est possible d’étre plus
précis en faisant intervenir le ratio A(A)/A\(B) et le diametre de B. Dans toute cette
partie[[, A et B seront deux ensembles fermés bornés de mesures non nulles. On notera
Dp = sup B — inf B le diameétre de B et on désignera par (K,d) l'unique couple défini
par

MA) _ K(E-1) | s (0.0.1)

{KeN*eto<5<1

NB) — 2

Remarque 0.0.1. Dans la définition de K et ¢ AA) . K(K-D) K6, on reconnait le

*AB) — T 2
K(I;_l), la somme des K — 1 premiers entiers. FEn fait, on somme les premiers
A(A)

entiers jusqu’a dépasser B et on appelle K le dernier entier ajouté de cette manziere.

Et Ko est l’excédent de % sur la somme des K — 1 premiers entiers. K et ¢ sont ainsi
uniquement déterminés.

terme

Ruzsa [27] a démontré le théoréeme suivant.

Théoréme 0.0.2 (Ruzsa). Soient A, B C R deuz ensembles bornés non vides tels que
A(B) # 0. Notons Dg le diamétre de B et (K, ) défini par (0.0.1). On a

MA + B) = \A) + min (D, (K + 0)A(B)).

La minoration du théoreme [0.0.2] est également optimale et de Roton a étudié le cas
d’égalité lorsque min (DB, (K + 5))\(B)> = (K + 0)A(B), c’est a dire lorsque

(K +&)A(B) < Dp.

Elle a démontré un théoréme tres précis de structure des ensembles critiques (cf. [9]).
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Théoréme 0.0.3 (de Roton). Soient A, B C R deux fermés bornés tels que \(A), \(B) #
0. Notons Dg le diamétre de B et (K,0) défini par (0.0.1). St

MA+ B)=MNA)+ (K + ) AN(B) < AMA) + Dg,
alors A et B sont des translatés d’ensembles A’ et B’ de la forme

By =[0,b4]U[Dp —b_, Dp],

Ay = U (k= 1)(Dis— b ), (k=)D + (K — Kby +OM(B)),

k=1
otiby b >0 etby +b_ = \DB).

By
b, b
| |
0 Dy
(K = 1)by
0 1
b
-—> :
1 : : 2
Ay
: i by
3 1 : 4
! ? ?
. N

0b

Dans cette partie, nous nous intéresserons au voisinage de ce cas d’égalité, lorsque
MA+B)=AA) + (K +d+¢)AB),
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pour un petit € > 0. Nous verrons alors que, si ¢ est suffisamment petit, A et B sont
inclus dans des translatés de voisinages de Ay et By respectivement (ou Ay et By sont
les ensembles définis dans le théoréme . Ce résultat fait 'objet du théoreme m
ci-apres.

Nous établirons également deux autres théorémes (les théoremes et dans
lesquels nous affaiblirons les hypothéses sur € mais qui fourniront donc naturellement des
informations de structures moins précises sur A et B.

Théoréme 0.0.4 (théoreme . Soient A, B C R deux ensembles fermés, bornés, de
mesures non nulles et tels que A(B) < AM(A mod Dg), ou Dp désigne le diamétre de B.

Soit (K,0) définis par (0.0.1)) et soit

T = K?log(K) — K(K(1+log4) — log K — 13/2 + log4) + 8.

Si MA+ B) = MA) + (K + 6 +£) \(B) et (K + 06+ (Tx +3K/2 —1)e)A(B) < Dy pour

e >0 tel que
o s\ 1-6 3,1x107159
min —
© 3K ) "K3logk' EKADB) |’

alors B est inclus dans un translaté de

B, = [0,b+] U [DB - b_,DB] )
ot by,bo >0 etby +b_ < ANB)(1+¢), et A est inclus dans un translaté de
A = A() + [—PKS/\(B), F[@?)\(B)] s

ou

A = 6 [(k—=1)(Dp —b-), (k= 1)Dp + (K — k)by + 0A(B)].

k=1
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A
\j

(K = 1)by

| |
| )
| |
| |
| |
| |
| |
—
<+ | |
b7 | | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| o
I | |
| | |
/
| - A
| | |
: —
| | >
| S
| | |
| | |
| | |
| o
| | :
SAB) | |
-«
2T keA(B)

Remarque 0.0.5. A est proche de A" car A C a + A" pour un certain a € R et par

on a
AMA) = (K(KQ_” + K5> A(B),
o

MAA(a+ A)) = MA') = MA) < 2KTeA(B).

Bien sir, B est également proche de B’ car B est inclus dans un translaté de B’ et

A(B') — M(B) < eA(B).
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AcC A

Le théoréme est une conséquence du théoréme plus général suivant.

Théoréme 0.0.6 (théoreme . Soient A, B C R deux ensembles fermés, bornés, de
mesures non nulles et tels que A\(B) < AM(A mod Dg), ot Dg désigne le diamétre de B.

Soit (K, 0) l'unique couple défini par (0.0.1]). Si
MA+B)=ANA)+ (K+d+e)MNB) < AMA) + Dp — eX(B),

pour € > 0 tel que

o s\ 1-6 3,1x10°5%
€ <min | | —

3K ) "K3log K’ K\(B) ’
alors B est inclus dans un translaté de

B' =10,b,]U[Dg —b_, Dg],

0u by, b >0 etby +b- < ANB)(1+¢), et
A(ANA) 2 MA) - (K2 log (K) — K (K (1+ log4) — 7))5)\(3),

ou A’ est un translaté de
Ag + [0, Ke\(B)],
ol
K
Ag=J[(k=1)(Dp —b_),(k—1)Dp + (K — k)by + 6b].
k=1

De plus, si T = K?log(K) — K(K(l +log4) —log K — 13/2+10g4) + 8 et si l'une des
deux conditions suitvantes est réunie

o (K+0+ (I'x+3K/2—1)2)A(B) < D
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Mk +K/2—-1

e min (A(BN[0,0:]),A(BN[Dp = b, Dpl)) 2 ————

eA(B)
alors A est inclus dans
A"+ [— (T — K/2)eX(B), (T'k — K/2)eX(B)].

Ce théoréme [0.0.6] fournit un peu plus d’informations sur A. Il donne une structure
principale (A’) bien plus précise pour la majorité des éléments de A et affirme que peu
d’éléments peuvent s’éloigner de cette structure principale.

ACA
R 3 ] (K — 1),
b1 (Tx — K/2)eA(B)
: |
o b
- L
(Tx — K/2)zA(B) L
o
e
2
%

avec Ty = K?log(K) — K (K (1+log4) —log K — 13/2 + log4) + 8

1-96 1—90
KologK " ° " KlogK +3’
cela ne change pas la structure principale de A, la grande majorité de ses éléments se
trouvera toujours dans A’ mais quelques autres éléments peuvent "s’échapper’ un peu
plus loin, ce qui affaiblit I'inclusion finale de A. De méme, si nous ne demandons plus
que 'une ou 'autre des deux conditions

o (K+0+ (I'x +3K/2—1)e)A(B) < D

Dans ce théoreme|0.0.6, nous pouvons affaiblir ’hypothese ¢ <

'k + K/2— 18
K-1

soit respectée, nous avons tout de méme un résultat d’inclusion pour A tout entier mais

bien moins précis que celui du théoreme C’est le théoreme suivant.

o min (A (BN[0,0.]),A(BN[Dy —b_, D)) > A(B)

23



Théoréme 0.0.7 (théoreme . Soient A, B C R deux ensembles fermés, bornés, de
mesures non nulles et tels que A(B) < AM(A mod Dg), ou Dp désigne le diamétre de B.

Soit (K, 6) l'unique couple défini par (0.0.1)). Si

MA+B) = MA) + (K + 6 +2) N(B) < MA) + D — eA(B),

e [(S) 1-0 31x107
3K) "KlogK +3 KXB) )’

alors B est inclus dans un translaté de

pour

B/ - [0,b+] U [DB - b—,DB] I

ot by,bo >0 etby +b_ < ANB)(1+¢), et A est inclus dans un translaté de
(Ao 4 [-TxeA(B), TiceA(B)] ) UUuY,

ol

o= U [(k = 1)(Ds — b, (k = 1)Dis + (K — k)b + 5A(B)]

Tk = K?log(K) — K (K(1+log4) — log K — 13/2 + log4) + 8,

(K —1)bp0AN(B),Dp —b_] siby >b_
U= { (K —=2)Dg+by+dANB),(K—1)Dg— (K —1)b_] sib <b_ |,
g siby =0b_

Vi = [MB) = Dp — (T = K/2)eA(B) , (K(Tx — K/2) + K + 1)eA(B) + 0A(B) — D]
Vo =max Ay + Dp + | — (K(I'x = K/2) + K +1)e = 6)A(B), ((T'x +3K/2)e — 1)A(B)],

@ si min (ABN[0,b4]), \(BN [Dp —b_, Dg])) > (T — K/2 = 1)eA(B)
et V=2V siA(BN[0,b.]) < (1— (Tx — K/2— 1)e)A(B)
Vo si (BN [Dp—b_,Dp]) < (1—(I'x — K/2—1)e)A(B)
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Ay
b
«—
SA(B)
V=1
R 0.0.8. L diti P jent en fait d diti <
elnmarque U.o. a conaition € — rovient en jat €S conaitions &€
4 KlogK +3 7
1-6 1-46 1-6
—  siK>3,e<— _s§iK=2¢te<——— N té
KIOgK S1 9 2(2_10g2> St el € K—|—2+1/K ous avons optie

pour plus de lisibilité.

—1549 . , \ . s N
La borne € < %, dans ces trois théoremes, provient d’un théoreme de Candela

et de Roton [4] (théoréme ci-apres) dont nous allons nous servir dans ce travail, et
qui généralise le théoreme de Kneser [18] sur les ensembles critiques dans le tore T = R/Z.
On note p la mesure de Haar intérieure sur le tore T (T = R/Z) et pour tout ensemble

E et tout scalaire n, on pose
nE ={ne|ec E}.

Théoréme 0.0.9 (Candela et de Roton). Soit p € [0,c] o ¢ = 3,1 x 107519, Sojent
A, B C T satisfaisant

p(A+ B) = u(A) + u(B) +p < 5 (u(A) + u(B) +1),
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et p < w(B) < u(A). Alors il existe trois intervalles I, J,K C T, avec I,J fermés et
K ouwvert, et un entier naturel n non nul tels que nA C I, nB C J, K Cn(A+ B), et

u(l) < p(A) + p, p(J) < u(B) + p, p(K) =2 p(A) + p(B).

Toute amélioration de la borne ¢ = 3,1 x 1071* améliorera automatiquement le
domaine de validité de notre résultat. Dans le théoreme cette borne est due a
un résultat dans Z, (le corps fini a p éléments) de Grynkiewicz. Afin que notre preuve
s’adapte a d’éventuelles futures améliorations de cette borne, nous travaillerons avec un
seuil théorique py. Au moment de parution de cette thése, ce seuil vaut donc 3,1 x 1071%4
mais on conjecture qu’il peut atteindre 1. On conjecture donc que le théoreme peut
en fait étre vérifié quel que soit p € [0, 1], ce qui affaiblirait donc automatiquement les

hypotheses des théorémes [0.0.4], [0.0.6] et [0.0.7]

Remarque 0.0.10. Dans les théoremes [0.0.4), [0.0.0 et [0.0.7 nous avons supposé A et
B fermés mais on peut aisément obtenir les résultats correspondant lorsque A et B sont
seulement Lebesque-mesurables. En effet, si A et B sont seulement Lebesque-mesurables
(mais toujours bornés et de mesures non nulles), alors il nous suffit de choisir des en-
sembles fermés A, C A et B,, C B tels que A\(A,,) = AN(A), A\(B,,) = A\(B) et Dg, — Dg,
puis de leurs appliquer nos résultats.

La suite de cette partie consiste principalement en la preuve des théoremes[0.0.4]
et On terminera avec quelques exemples.
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Preuve des théorémes principaux

La démonstration reprend les idées et la structure de la preuve développée par de Roton
dans le cas d’égalité [9]. Ainsi notre preuve comportera principalement trois étapes.
La premiere consistera a utiliser I'inégalité de Ruzsa et le théoreme de structure
afin de montrer que nos ensembles sont proches de réunions d’intervalles sur lesquels
on a des informations. La deuxieme a prouver que B est finalement proche de I'union
de deux intervalles seulement, et la troisieme permettra de dégager la structure de A.
Dans le cas d’égalité, les sous-ensembles sont des intervalles (ou des sous-ensembles de
mesure compléte dans un intervalle), alors que nous avons des "erreurs',; les sous-ensembles
ne remplissent pas entierement les intervalles et il pourra y avoir des décalages, ce qui
complique chaque étape et ajoute des contraintes. Notamment pour la derniere étape, il
nous faudra établir la structure de A en deux temps. Tout d’abord, nous dégagerons la
structure principale de A, qui contient la grande majorité des éléments de A, puis nous
finirons par exhiber des informations sur le reste des éléments de A et ainsi compléterons
la description de la structure de A.

Le théoréme[0.0.4]est un corollaire direct du théoréme[0.0.6]et nous allons donc simple-
ment démontrer les théorémes[0.0.6/et [0.0.71 La différence entre ces deux théorémes réside
simplement dans le choix des hypotheses. Elles sont bien plus faibles dans le théoreme
que dans le théoreme [0.0.6] Le résultat du théoréme [0.0.7] est donc naturellement
plus faible également. Cependant seule la toute derniere partie, consacrée a la structure
totale de A, va étre concernée par les changements. Ainsi nous nous placerons sous les
hypotheses du théoreme afin d’en donner la démonstration. Puis nous rajouterons
simplement les deux hypotheses supplémentaires nécessaires au théoreme lors des
lemmes et pour préciser la derniére étape et démontrer le théoréme [0.0.6]

Tout au long de notre démonstration, nous aurons besoin de contraintes sur €. Celles-ci
seront toutes contenues dans les hypotheéses des théorémes[0.0.4] [0.0.6et[0.0.7] Cependant
afin de faciliter de futures améliorations de ces hypotheses, a la fin de chaque étape ou
nous aurons besoin d’une contrainte sur €, nous noterons en bleu a droite, la contrainte
exacte que demande cette étape.
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Etape 1
Mesures modulo le diametre de B

Posons py = 3,1 x 107149, Soient A et B deux ensembles fermés, bornés, de réels, de
mesures non nulles. Notons Dg = sup B — inf B le diameétre de B et soient K € N* et

0 <9 <1 tels que
AMA)  K(K-1)
= K. 1.0.1
\B) SR (10.1)

On suppose que
MA+B)=MA)+ (K+d+e)AB) < AMA) + Dp —eA(B),

ou ¢ est un réel positif tel que

o §\°  1-6  3,1x107154
e<min| | =—] , , .
3K ) KlogK +3 KX\(B)
Pour simplifier 'utilisation de cette hypothese tout au long de la démonstration, nous
allons la décomposer en trois hypotheses distinctes :

£ < <5>3, (1.0.2)

3K
1-5

1.0.3

S KlogK +3° (103)
Po

. 1.0.4

£ < KAB) (1.0.4)

En translatant et normalisant, on peut supposer que 0 = min B, Dg = 1 et donc
MA+B)=AMA) + (K +d+e)AB) < AM(A) +1—eX(B),

ce qui entraine
(K +0+2)A(B) < 1. (1.0.5)

Quitte a translater A, on peut supposer également que min A € [0,1[. On pourrait
supposer que min A = 0 mais en fait, nous verrons plus tard qu’il est plus aisé de faire
en sorte que A soit suffisamment loin de 0 (cf. (2.1.7)).
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Remarque 1.0.1. Notons que K est nécessairement supérieur ou égal da 2 car \(A) >

A(B) par hypothése. En effet, comme iég% = K(g_l) + Ko, si K=1ona

AA4)
m_5<1,

ce qui contredit A\(A) > \(B).
Pour tout entier positif k et tout sous-ensemble E de R, on définit
={zxel0,1] | #{neN|n+z e E} >k},

(c’est donc I'ensemble des éléments = € [0, 1] tels que le cardinal de (z +N) N E soit
supérieur ou égal a k), et Kp = sup {k eN | E, # @}. Notons que Ej4 C Ej et
E, = 7(E), ot 7 désigne la projection de R dans T

T :R—T
EF+~—— F mod 1.

Posons S = A + B. Remarquons enfin que K4 peut également étre défini par
Ky=max{#{a€A|y=a mod 1}, ye[0,1[}.

Tout au long de la preuve du théoreme [0.0.4] nous allons utiliser la décomposition de F
en E, et plus précisément le lemme suivant.

Lemme 1.0.2. Soit E C Ry un ensemble borné. On a
Kp
$(m)
k=1

Preuve. On a

1 +ooz+1
)\(E):/l /1E dg:_ /1Ea7—|—z
0 i =079
1o
:/ 1p(z +1i) dz (la somme est finie car E est borné)
i=0
O1
:/#{ZEN|x+z’€E}dx
0
Kg
=> kA{ze01[ |#{ieN|x+icE}=ky})
k=0
Kg
=Y M{zel01[ |#{ieN|z+icE}>k})
k=1
Kpg
=3 n(£)
k=1
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Pour bien comprendre cette égalité, on peut par exemple examiner la structure de £
en décomposant R comme une union d’étages, le i-eme étage étant U'intervalle [i — 1,4[.

E

0 1
1 2
2 3
3 4
4 >

Puis en remontant les éléments a ’étage libre le plus haut (c’est & dire I’étage compris
entre les deux entiers naturels consécutifs les plus petits possible), 'égalité devient claire.

A
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Cette idée est tres utile dans ce genre de résultat ou l'on s’intéresse a des structures
de petite somme. Car pour que la mesure soit petite, il faut qu’il y ait un maximum de
superpositions d’ensembles (que les morceaux, une fois sommés, donnent plusieurs fois les
mémes ensembles, comme c’est le cas pour les progressions arithmétiques d’intervalles).
En regardant la mesure de nos ensembles de cette maniére, nous pouvons comprendre et
analyser ces structures.

Ruzsa (cf. [27] ou le lemme 1 dans [9]) a utilisé ce procédé afin de prouver le lemme
suivant.

Lemme 1.0.3 (Ruzsa). St AN(A+ B) < A(A)+ 1, on a

Kji+1
Ka

Kai+1

MA+B) > 5

A(A) +

A(B).

Preuve. On rappelle quon a posé S = A+ B. Comme 0,1 € B, on a A,_; C S;, pour
k > 2 et donc

p(Ap-1) < p(Sk) (k= 2). (1.0.6)
Ainsi . .
MA+B) =3 ul(Se) 2 3 n(Ae) + p(S1) = MA) + p(Sy).

Par le théoréme de Raikov [26] soit pw(S)) =1et M(A+B) = AA)+1 = AA)+ Dg, soit
pour k > 1, on a u(Sk) < u(Sy) < 1et

p(Se) = p(Ai) + u(B) (k< Ka), (1.0.7)

Or si p(S;) = 1 on a donc A(A + B) > A(A) + 1 mais d’autre part, par hypothése puis

par (L.05) on a

MA+B)=AA) + (K+d+¢e)\B)
< AA)+1—eX(B),

et donc nécessairement 4(S;) < 1. Ainsi en combinant (1.0.6)) et (1.0.7)), on obtient

k=1 - Kai—k+1, -
w50 = S Ay + B L ) 1 uB)) (1 <k < Ka+ 1),
KA KA
et finalement % | % )
MA+B) > BAT )+ AT (),
K4 2

]

Remarque 1.0.4. Comme Dp = 1, on utilisera indifféremment \(B) et u(B) pour
désigner la mesure de B. On pose

Nous sommes désormais préts a entamer la premiere étape. Commengons par montrer
quesie <d0/(K —1)ete<1—4alors K4 =K ou K est défini par ([1.0.1)).
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1.1 Kjp=K

Nous allons procéder par double inégalité.

1.1.1 Ky <K

Tout d’abord, une des deux inégalités est presque immédiate. En effet, on a

MA+ B) = X(S) = ZM(Sk) > Zﬂ(gk)
8 (a1
> A(A) + Kb,

d’ou K4 < K + 9+ ¢. Or par 'hypothese (|1 onace<1-—90etdonc
Ki < K. (1.1.1)
Nous avons eu besoin de ¢ < 1 — 4.

Pour 'autre inégalité, il faut travailler un peu plus.

1.1.2 Kys> K
Supposons par 'absurde K4 < K — 1. On a, d’une part, par hypothese et par (1.0.1))

K+1 K
A(A+B):A(A)+(K+6+a)b:;{L)\(A)Jr;b+ab
et d’autre part, la minoration du lemme de Ruzsa. Ainsi
K+1 K+1 Kyg+1 Ky+1
——XMA)+ ——b+eb> AA b.
g AW b e e e M)
Or
K+1 K+1 Ki+1 Ky+1
—XA) + 7b eb > AA b
)+ B e > 2+
K
ee> A+1)\(A)+KA+1_K+1)\(A)_K+1
Ky b 2 K b 2
AA —
A (L 1y KK
b \Kj, K 2
AMA) 1 1
> (K—Ky) | — - =
e ”(b K&;Z)

g}ﬂ{—KM<<KU;_U+5K>K2A_;>

K- K,
o>t M KL 1425).
c 2&1( A= 1+20)
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Et comme on a supposé K4 < K — 1, ceci implique

J )
€ 2 T > T
Ky~ K
ce qui est absurde car cela contredit ’hypothése ((1.0.2)). Donc K4 > K — 1 et donc
Ki=K. (1.1.2)

Nous avons eu besoin de € < %.

Cette premiere égalité va nous permettre, en reprenant la preuve du lemme de Ruzsa
en remplacant K4 par K, d’obtenir des controles sur les inégalités entre les mesures
d’ensembles modulo Dpg. Ainsi nous saurons que ces inégalités sont proches du cas
d’égalité, ce qui nous permettra d’utiliser le théoreme et ainsi obtenir des infor-
mations de structure modulo Dg sur nos ensembles.

1.2 Structures de A et B modulo Dp, premieres in-
formations

1.2.1 Presque-égalités et définition des erreurs &,

Par 'hypothese (1.0.1)) et d’apres (1.1.2), on a
Ki+1 Kyi+1
K4 2
ce qui implique que les 3 inégalités
w(Sk) = n(Ara) (2<k < Kat1)

u(Sk) = u(A) + u(B) (1 <k < Ka)
p(Sk) 20 (k= Ka+2)

AA) +

b= AA) + (K + 0)b,

qu’utilise Ruzsa dans la preuve de son lemme sont en fait presque des égalités. En effet
en posant R

(Sk) = p(Ap1) +etb 2<k<K+1)

p(Sk) = (Ak)+u(3)+€ib (I<k<K),

11(Sh (k> K +2)

avec €, > 0 pour tout 7 et k, et en reprenant la preuve du lemme on a

i

\_/

NA+B) = S u(S,
k=1

E+1T7E 1 . Ky—k+1 . &
=> pw(Ag_1) +epb) + ———— ((Ag) + b+ cib ] + > &b
k=1 l Ka ( ) Ka ( ) k=K+2

Ky+1 Ka+1 5ok
= A —_—
. MA) + —5—b+ k>;+26k + kzz%) 7 (skﬂ +€K+1—k) b
3 s k 1 2
= AMA) H (K 00+ | 3 e+ 3 (char +ekpnn) | b
KEE+2 k=0
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Et donc nécessairement
K
3
e= > &+ (k/K) (511:+1 + 5%(+1—k:) :
E>K+2 k=0

Ainsi on a ~

W) = (A1) +eb 2<E<K+1)

o) = u(A) +u(B)+eb (1<k<K) (12.1)
w(Sp) =edb (k>K+2)

ou €, > 0 pour tout i, k et

K k
— § : 3 2 : 1 2
k>K+2 k=0

1.2.2 Lien entre ¢, et ¢

Rappelons que

K
k
e= Y, &t K (51{:+1 + 5%(—}-1—14:) : (1.2.2)
k>K+2 k=0
Cela implique en particulier
Y e <e (1.2.3)
k>K+2
et donc pour tout £ > K + 2 .
u(Sy) = eib < eb. (1.2.4)
Pour tout k € {2,..., K + 1}, on a également
K
P < 1.2.5
o E— 15 ( )
et pour tout k£ € {1,..., K} on a
K
L — 1.2.6
FSKT1-k (1:26)
Enfin plus brutalement, on a aussi
j Po Po
LS Ke< K— < —, 1.2.7
HSRES RS D (1.2.7)

ol la deuxieme inégalité provient de I’hypothese ((1.0.4)).

1.2.3 Premieéres informations de structure

Comme pour tout k € {1,..., K}, A, + B C S, on a d’apreés la deuxieme ligne de (T.2.1)
1(Ax + B) < pu(Sk) < (Ay) + b+ ib.

Comme /Ay, + B) est proche de u(A;) 4 b, on souhaite appliquer le théoréme . Pour
cela il nous faut vérifier trois conditions.
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e Il faut tout d’abord que €7b (qui va jouer le role de p dans le théoréme ) soit
inférieur & pg = 3,1 x 107154, i
e Ensuite il faut que pu(Ax) + b+ €3b soit inférieur strictement & 3 (,u(Ak) +b+ 1).

e Enfin il faut qu’on ait £2b < min (b, ,u(/fk))
Nous allons donc commencer par vérifier que ces trois conditions sont bien remplies sous
nos hypotheses.

e Premiére condition :

D’apres (1.2.7) et par 'hypothese (1.0.4), pour tout k € {1,..., K}, on a &7 < p—bo,

donc
gib g L0,

et donc nous respectons la premiére condition du théoreme [0.0.9

. Po
Nous avons eu besoin de € < —

Kb

o Deuxiéme condition :

Commencons par énoncer un lemme qui donne la mesure exacte de Ag.

Lemme 1.2.1. On a
3 1 K-1
p(Ax) =ob+ Tk (chir —2241) b
k=1
Preuve. D’apres ((1.2.1]), on a pour tout k =2, ..., K

iz (Ak—l) + 6,1;6 =u (Sk) = (flk) +b+ eib,

donc
o (Ak71) =Uu (Ak) + b+ S%b — Slleb,

d’ou en itérant,

p(Ar) = p(Ax) + (K —kp+ Y (s2-<l)b.

i=k+1
On obtient finalement

K ~

AA) = Z H (Ak>
k=1
K . K
=3 | (Ax) + (K —kb+ > (2—21)b
k=1 i=k+1

B K-1
:KM(AK) +K(K21)b—|— > k(ezﬂ —8]1€+1) b,
k=1
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ainsi

. AA) K- 1=
i (Ax) - by L Z k(he1 — €hin) b
1 -1 X
=ob+— >k (g,m et1)b
k=1

La deuxieme condition est équivalente a

1(A) + b+ 2eib < 1,
pour tout k € {1,..., K'}. Rappelons que par (1.2.1)), pour tout k € {1,..., K — 1},
on a . )

1(Ar) = p(Sks1) —

b= p(Agsr) +b+ Ehb — 511c+1b»
d’ou en itérant,

p(Ay) = p(A) + (K = k)b+ > (2 —el)b.

i=k+1
Ainsi, par le lemme[1.2.1], on a

» 1 K-1
J(Ap) 442620 = bt (K —k+1)b+

K Z U (511+1 z+1) b+ Z (5 —c; )b+25 b.
=1 i=k+1
En utilisant (1.2.2)) a la premiére inégalité ci-dessous, on obtient
1 K-1 . ) K )
K ; 2(8”1 _8”1) _'_i:zk—:i-l (61 —& ) + 2¢;
L -, 1 2 1 U 2 Kl 2
? ; t (5z‘+1 + €K+1—i) &Ky ; ?5K+1—i - ; ?a’:‘i_H
K
+ Y - > el +2
i=k+1 i=k+1
K+1 K i K—1 ; o1
<€e— Z 8}—2*83(“,144- <1_)8?+1_Z€§+1+25i
i=k+1 oK i—1 K —
K+1 K K—1 b2
2 2
Sem 2 e _ZKgKJrl it Z €K+1 i 2 i tek
i=k+1 i=1
K+1 k—2
Se- Z 611_51 Z€1+1+€k
i=k+1 i=1
e+ey
Ainsi i
1(A) + b+ 2e3b < S+ (K — k + 1)b+ eb + e3b.
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Il nous suffit alors de différencier les cas k =1 et k > 2 pour conclure.

Sik>2 ona

(A + b+ 2530 < 5b+ (K — k+ 1)b+ eb+ e3b
S(EK+6+e)b+(3-1)b

< (K+d+¢e)b,

2

1
car € > %’“ et e < 72 Ainsi par ([1.0.5))

w(Ay) +b+2e20 < (K46 4¢)b< 1.

Nous avons eu besoin de € < T

Sik=1,ona

w(A) +b+22b < (K +5+e)b+e2b

<
< (K +6+¢e)b+eb,

ou la deuxiéme ligne est obtenue en appliquant (1.2.6) pour £ = 1. Finalement,
(K + 0 + ¢) b+¢b < 1 toujours par I'hypothese (|1.0.5)) et donc la deuxiéme condition
est vérifiée également.

Notons que nous venons d’établir I'inégalité

pw(A) +e3b<1—b—e. (1.2.8)
Troisiéme condition :

Il s’agit de vérifier qu’'on a bien €2b < min (b,,u(fik)) pour tout k € {1,..., K}.

Tout d’abord, par inclusion, on a u(A) > u(Ag), quel que soit k € {1,...,K}.
Ainsi, par le lemme [I.2.1] il suffit de montrer que 'on a

. 1 &
£3b < min <b, ob + 17 > i (5}“ - €§+1> b) .

i=1

Premi¢rement, par (1.2.6), on a e < Ke. De plus par 'hypothése (1.0.2)), € <

3
o
( ) donc en particulier € < % et donc 2b < b.

3K
Deuxiémement,
1 k-1 1 K-l
0+ — ; i(eha —€) b= 0b— = ; ie?, b,
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1 K-1
et e2b < 0b — e ; ie?, b car d’apres ((1.2.6))

1K—1 K-1 K(K =1
€i+f2i8?+1<Ka+Zi£<Ka+¥é
KA i=1 2
KK+1
<7( 2+ )6<5,

ou la derniére ligne est obtenue par I’hypothese ([1.0.2]).

20

Nous avons eu besoin de € < m

Finalement les trois conditions sont vérifiées et nous pouvons utiliser le théoreme.

e Utilisation du théoréme [0.0.9] :

Les trois conditions étant remplies, nous pouvons appliquer le théoreme et
ainsi, pour tout k € {11..., K}, il existe un entier my > 0 et deux intervalles I}, et
Ji, dans T tels que mi A, C I, mpB C J;, avec

p(Ik) < p(Ay) + b
p(Ji) < b+ epb '

Dans la suite, nous allons montrer que m; = 1 quel que soit k. Ainsi nous obtiendrons
automatiquement des informations de structure tres précises sur B. En effet, si m, = 1
alors B C Ji, et donc B est contenu dans un intervalle de T qu’il remplit presque.
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Etape 2

B modulo Dp est proche d’un
intervalle

Comme annoncé dans la partie précédente, nous allons montrer que my = 1 quel que
soit k. Pour cela, commencons par prouver que m; ne dépend pas de k. C’est a dire,
montrons que my = my, pour tout k et k.

2.1 m; ne dépend pas de k

L’essentiel de cette partie consiste a prouver le lemme suivant, qui reprend les derniéres
informations obtenues grace au théoreme auxquelles on a ajouté 'information que
my ne dépend pas de k (c’est a dire qu’il existe un entier m > 0 tel que my = m pour
tout k).

Lemme 2.1.1. [l existe un entier m > 0 tel que pour tout k € {1, ..., K'} on ait mA, C I,
mB C J, ou I et J, sont des intervalles tels que

{ () < p(Ay) + e3b
(k) < p(B) +eid

Preuve. On rappelle que K > 2 (cf. la remarque|[1.0.1]). 11 s’agit de prouver que my = my
pour tout k,l € {1, ..., K}. Commengons par démontrer que u(Jy) < 1/2.

2.1.1 Majoration de u(Jy)
Lemme 2.1.2. Pour tout k € {1,..., K}, on a u(Ji) < 1/2.
Preuve. Soit k € {1,..., K}, on a myB C J,, avec u(Jy,) < b+ e2b. Par (1.2.6) puis par

[03), on

() <b+eib < (14 Ke)b
- 1+ Ke
K+6+2
De plus si € < 6/2, alors
1+ Ke 1+Ke 1
< <z,
K+0+2 K+4 =2
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car K > 2 (cf. remarque|1.0.1). Donc finalement p(J;) < 1/2.

Nous avons eu besoin de ¢ < R
O]

On va supposer qu’il existe des entiers k et [ tels que my et m; sont différents et on
va s’intéresser a (m;le) A (mflJl) afin de trouver une absurdité.

2.1.2  Majoration de p ((m;'Ji) A (m; ' J;))

On sait que miB C Ji et myB C J; avec

{ p(Jx) < p(B) +3b
p( i) < p(B) +efb

ou my et my sont des entiers positifs. Nous allons utiliser le fait que m,;le et ml_lJl
contiennent tous deux B. Commengons par une simple remarque : si n € N* et F est un
sous-ensemble de T, alors pu(n™'E) = u(E). En effet

n—1 T
n'E=|| (z—i—{ | er})
i=0 n
et donc

w(n ) = z w ({51 e E)) = ") = o)
Comme my*J, et m; 'J; contiennent tous deux B, on a
p (it T o th) > b,
d’ou
() & () = (i ) (o 90) () i)

= p(mi"J) = p (mg T 0w L) + e (m )
— I (m;le N ml_lJl>

< (m;le) +u (mflJl) —2b
< p (k) + (i) = 2b
< b+ e7b.

Ainsi
,u ((m,;le) A (ml_lJl)) < &b+ e7b. (2.1.1)

Par ailleurs, nous montrerons que si my et m; sont différents alors nécessairement
(m;le> A (mflJl> est de grande mesure, ce qui conduira a une absurdité.
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2.1.3 Minoration de p ((m;'J;) A (m; ')

Cette étape est plus difficile que la précédente. L’obtention de la minoration nécessitera
plusieurs étapes. Commencons par quelques définitions.

Supposons, sans perdre en généralité, que my < m;. Dans T, m; 'J; est composé de
my intervalles de taille p(.J;)/m; uniformément espacés. Appelons {a;};", les centres de
ces intervalles. Comme ils sont uniformément espacés, on a |a; — a;| = 1/my quels que
soient i,j € {1,....m;} sii # j.

De méme, m,;le est composé de my intervalles de taille p(Jx)/my. Appelons les
{Ji}™ . Nous allons commencer par montrer qu'il y a des centres dans mj, ' J, et d’autres

dans T \ (m,;ljk).
2.1.3.i Affirmation 1 : m,;ljk contient nécessairement des «;.

Supposons par I’absurde que m;, *J,N{; ™ = @, c’est a dire qu’aucun centre n’appartient
a m,;le. Notons qu’un intervalle de ml_lJl dont le centre n’appartient pas a m;le a
nécessairement au moins I'une de ses extrémités en dehors de m; *.J; également. En effet,

T\ (m,;l(]k) est composé d’intervalles de taille 17:27(:’“) et comme pu(Jy), u(J;) < 1/2, on a

1—
plde) L pld)  nld)
mi ka myp my

T my, L,

my, i

}
=
<

Ainsi chaque intervalle de m;'.J; dont le centre n’appartient pas a mj*.J, a au moins
une de ses moitiés dans m; ' J; \ m; ' J. Et comme on a supposé my ' Jy N {a;}, = @,
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c’est le cas de tous les intervalles composant m; 'J;, et ainsi
[ ((m;le) A (ml_lJlD > 1 (ml_lJl> /2 >b/2,
ce qui contredit ([2.1.1)) car 7 + &7 < 2Ke < 1/2. Ainsi mi ' Jp N {ou} 12, # 2.

Nous avons eu besoin de € < —
4K

2.1.3.ii Affirmation 2 : T\ (m,;lJ,O contient nécessairement des «;

Supposons par l'absurde que (T\ (mlik) ) N{a;};2, = @. Comme les centres {a;}.
forment une progression arithmétique de pas 1/my, Cela implique que les intervalles de
T\ (m;le) sont de taille au plus 1/m;. Cependant p(Jx) < 1/2, donc

plle) L= p(d) _ 1

~
my my my

et donc chaque intervalle J{ contient au plus un centre o;. C'est & dire # {J N {ai};.n:ll} <

1 pour tout j = 1,...,my. Ainsi comme (T\ (m,;ljk)> N{a;};", =, on a
mg
mlzz#{ﬂﬂ{% } Zl—mk,
=1

ce qui contredit my < m;. Nous sommes a présent assurés qu’il existe des centres dans
mj, ' Jy, et d’autres dans T \ (m,;ljk).

La stratégie que nous adoptons consiste a montrer que de nombreux centres «; des
intervalles composant m; 'J; se trouvent dans T \ (m,;le)

Commengons par renuméroter les {a;};"",. Comme on a & la fois my ' Jy N {a;} ", # @
et (T\ (m,;l(]k)) N {a;}", # @, quitte & renuméroter les {a;};", et les {Ji};", on
peut supposer que a; € J} et que ay,, ¢ J,*. Appelons n; le plus petit indice tel que
n 1 & my 'y, puis ny le plus petit indice tel que ay,n,41 € My ' Jy, ng le plus petit
indice tel que ayy 1nyinst1 ¢ m,;ljk, n4 le plus petit indice tel que oy, 4. 1n,+1 € m,;lJl€7

. etc, jusque nys le plus petit indice tel que a4 4n,, = Qm, (M est nécessairement
pair de par notre renumérotation et trivialement M < m;). On a ainsi

-1
a1, 0, .y Oy, € My Jg

—1
Ony41y Ony 42y o5 Angfng ¢ my, Jk
€my'J
Onitno+1s Xngtng+2s -+ Ongdngtng © My~ Jk
¢ mi'J
Qni+no+nz+1s Any+no+nz+2; - Anydnotng+ng & My Jk-o.

Il y a donc ny centres consécutifs dans m,;le, puis ny dans T \ (m,;lJ;?, etc. Notre
objectif est dorénavant de montrer que ngiio = nginy — 1 ce qui signifiera qu’il y a
beaucoup de centres hors de mj ' Jj.

Voici un exemple d’une telle indexation.
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oy, 1+
S—

3
| I3
aul—ﬁ—ng—i—ug

T

Ojnq = Qs

Ojrq—l—ug—kug—‘—n,_l

2.1.3.iii Affirmation 3 : ng; o > ng;; — 1 pour tout ¢ < M/2 — 1

Nous allons démontrer ici que quel que soit i < M/2 —1, on a
N2i12 2 Nojr1 — 1. (212)

Pour cela, il faudra distinguer deux cas, selon que m; et m; sont de tailles comparables
ou non. Tout d’abord notons que si ng;.; = 1 alors (2.1.2) est triviale car n; > 1 par
construction. On peut donc supposer que ng; 1 = 2.

e Premier cas : il existe j tel que «; et a;i; appartiennent au méme intervalle de
my*Ji (donc my est beaucoup plus petit que m;). Dans ce cas
1 J 1 — u(J]
_ i) _ 1= pl)

|1 — o] = S _

Y

puisque p(Jy) < 1/2. Ainsi si deux centres consécutifs sont dans m;, ' Jy, ils sont
nécessairement dans le méme intervalle composant m,;le. De cette maniere, les
Noi11 centres consécutifs Opytootngi+1s Ongtoobngg+250 50y +. A nogtngiyq SONE dans un
méme intervalle de m;. ' Jy, ce qui implique

w(Jk) S, M2+ — 1

=
my my

Ainsi

1-— [,I,(Jk) > Noj+1 — 1
my my .
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1 — p(Jy) < Mtz 11
X Y
mi my

. R . N _1
puisque O‘n1+.‘.+n2i+1 n appartlent pasa T\ (mk ‘]k) ) an1+...+n2i+1+17"~7an1+...+n2i+1+n2i+2

appartiennent au méme intervalle de T\ (m;le) et iy 4. 4o 1+nas0+1 appartient
pas a T\ (m,;le).

1 — u(Jg)
my, w(Jx)

-

<+
| | | | | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | | |
Q o Q 2
2 > 2 S
X x ol g
3 . o
Y% SR my - J
A e
X 5
. X,
X .
Finalement

Noiyo + 1 S Mt = 1
my my

)

donc ng; 19 > noji1 —2 et comme ng; 1o et no;1 1 sont des entiers, on a bien ng; o+1 >
Noir1 — 1 dans ce premier cas.

Deuxiéme cas : on ne peut pas trouver deux centres consécutifs a; et ;41 qui
appartiennent au méme intervalle de m;, 'J;, (donc my, est proche de m;). Comme
1241 } 2? les T2i+1 centres Anyt.tngi+1, O‘n1+...+n2i+27"'>an1+...+n2i+n2i+1 sont dans
my'Jp mais dans des intervalles différents. De plus la distance entre les deux

morceaux J et JT?, notée d(J,f, J,f“), vaut 2_7’;7(:’“) (c’est la distante entre les

deux centres > & laquelle on a retiré le rayon de Jf et celui de JP*?), donc
k

o — g = — < = — )
my my my

= d(‘]llsa J’1€9+2),

. 1 e . 1

et doncsia; € JPalors o g € JPT . Ainsisi g ngr1 € 1T alors it €

JE pour tout 2 < j < ngiyr. Modulo 1/my, ces ngyy intervalles consécutifs
S M2i41 . ;

{J,fﬂ } sont confondus et forment un intervalle Jy de mesure M(J,fﬂ ),

() = () = £

N2i+1

Aussi, Jy contient les no; 1 centres consécutifs {an1+,__+n2i+j}j:1 modulo 1/my. Or
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la distance entre deux centres consécutifs modulo 1/my, est mi —

1L
my my
—
1 | | R | | |
[ I R | | |

o (&%) Qlp,y Q41 [ T)) Qi +3

De cette maniere,

mi my

d’olt ) -
. k>OMH—D<—>7

my mi my

et comme p(J;) < 1/2,

L=nl) o e = 1) <1_1>,

my mg 1y

)
D’autre part comme Qi 4. 4noip 1415 Qny+oonoig 1425 -Oni 4. tnoi+nas. SONt dans des

intervalles consécutifs de T \ (m,;le), et comme Qi 4. fny;fngi 241 € my, tJy, on a

1 — pu(Jy)

my

1 1
< (i + 1) (— —— .
mi. my
Finalement, comme nq; 1 et ny; 12 sont des entiers, on obtient également ng; 1 o+1 >
noi11 — 1 dans ce second cas.

Nous avons donc démontré 'inégalité (2.1.2), c’est a dire ng; 1o = ngiyg — 1. Comme M
est nécessairement pair et comme trivialement M < my, on a

M/2 M/2 M/2 M M/2

ml:ZnQifl_FZan 22”211 22”211
i=1 i=1

et donc Mo
D ngior < 34"”. (2.1.3)
i=1
Enfin, par construction des {nl}i\il puis par (2.1.3), on a
M/2

3ml

#{mlikﬂ{a, ml} ZTLQz 1< — 1

Donc finalement, en reprenant le raisonnement de la partie 2.1.3.i, chaque intervalle de
m; *J; dont le centre n’appartient pas & m,'J; a au moins une de ses moitiés dans
m; ' gy \ mytJy, et ainsi

mflJl
I ((mgle) A (ml_lJl)) > M(Q)#{(T\mgljk) N {ai}gl} > > g
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Ce qui est absurde, car par (2.1.1)), on aurait

1
2, 2
g + g > o)
RTELZ g
donc par ([1.2.6])
1
>
°Z 16K
ce qui contredit ’hypothese (1.0.2]) et conclut la preuve du lemme [2.1.1] O
N besoin de € < —.
ous avons eu besoin de ¢ 6K
K
On sait désormais que m ne dépend pas de k. Posons J = () Ji. Par construction
k=1
m~'J contient B, et de plus on a
< i 2
u(J) < b+ min b,
d’ou par (|1.2.6))
u(J) < (14¢)b. (2.1.4)
Enfin, trivialement par le lemme [2.1.2] on a également
1
u(J) < 3 (2.1.5)

Afin de simplifier 'argumentation, on commence par translater A. Maintenant que nous
savons que m ne dépend pas de k, et comme A,y C A, quel que soit k € {1,..., K — 1},
on a

mflK g mflK_l g g mflg Q mfll.

Ainsi, quitte & choisir des intervalles I, minimaux tels que mA;, C Iy, on peut supposer
qu’ils sont inclus les uns dans les autres. C’est a dire, on peut supposer que quel que soit
ke{2, .. K}

I, C I (2.1.6)

Rappelons que par (1.2.8]), on a
pw(A) +e3b<1—b—e,
donc d’apres le lemme 2.1.7] on a
<1-—0.
. b N a
Ainsi il existe a € T tel que d(0,1; + a) > 3 et donc, quitte a translater A par —, on
m

b
peut supposer que d (0, [;) > 3 En effet, quel que soit k € {1,..., K}, on a

—_——

m<A—|—a> :m<a—|—f~1k> =a+mA, Ca+ I,
m/ m
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De cette maniere, et par (2.1.6)), on peut supposer que
b
d (0, 1) > 2 (2.1.7)

quel que soit k € {1,..., K}. En particulier, 0 ¢ I et 0 ¢ Ag.
Nous voulons maintenant prouver que m = 1 et pour cela, nous allons avoir besoin
d’informations sur la mesure de [f.

2.2 Encadrement de la mesure de [y

On rappelle que le lemme donne

K-1
p(Ax) =db+ ;( > k(ehi — i) b
k=1

Un encadrement précis de la mesure de Ix découle directement de ce lemme et fait 'objet
du corollaire suivant.

Corollaire 2.2.1. On a

K-1

1
6b— K (log K —1)eb < p(Ix) < 0b+ 2 Y k (chys — £24a) b+ 5.
k=1
Preuve. La majoration est immédiate par le lemme [1.2.1] puisque
p(lg) <p (AK> + e%:b.
La minoration provient du fait que Ax C I, donc
5 1 K-1
(i) > p(Ax) > 0b+ Tk (chr —ciia) b
k=1

bK—l ) bK—l K
> 0b— — k > 0b— — k
Kkz::l “he1 K,; K+1l-(k+t1)

ou la derniére ligne est obtenue grace a (1.2.6)). Ainsi

K-1 k K-1 K
I) > 0b—b > 6b—b 2
i) g,glK_k 5,;1<k: )

> 0b—beK (log K —1).

Corollaire 2.2.2. On a
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Preuve. D’apres le corollaire [2.2.1], on a

1 K-1
i) S0b+ - >k (chor —chya) b+ ek
k=1
1= K—1
< 5b—|—E Z b — Te%b—l—é%b

15
< o0b+ — Z5k+1b+ b,

—é?
KCK
or comme & = Y~ 1065 + oo (k/K) (5k+1 + 6%@1,,{) par (1.2.2)), on a

1 K-1
1
=D Ehp1 <€
K i
et finalement par (1.2.6), on a £% < K¢ et on obtient donc le corollaire

pu(Ix) < 6b+ 2eb.

2.3 Preuvede m=1

2.3.1 Premieres informations et début de la stratégie
Pour plus de lisibilité, posons

J =71(J)n[o,1],
et

I = (1)Nn[,1].

Ecrivons J' = J, U J_ ot J, est un intervalle fermé de [0, 1/2[ et J_ un intervalle fermé
de [1/2,1] (bien définis car 0 € B par hypothese, B C J' et A(J') = u(J) < 3 d’apres
(2.1.5))). On pose by = pu(J4) et b— = p(J-). Supposons que m > 1. Comme 0 € B

m J J. -1 [+ (JoUu(Jo—1
—UBowB=BNn2 B, =Bn="""" B, = BN (7 U )
m

=0 m m
(0 <l<m).

Voila une représentation de J et B si € =0 et n =5 par exemple :

48



Jlr.:-;ln JI[-:?l JII_:?"I.

L
Par (2.1.7), 0 ¢ I; et donc I est un intervalle de R. On a donc simplement A = || A,
1=0

[/
on A =Antth

. L+m
et L = max{l| A # @}. Ecrivons A+ B=S= U S ou S =
m 1=0
I+ (J U —1)+1

(A+B)N — . Remarquons que pour tout (i,7) € [0,m]® tel que
A #0,Bj#deti+j=1 onaA;+ B; CS5. Enfin posons

ZLy={l=20| A # 2},

ZLp={l>20| B, # 9}.
On rappelle que max £y = L, que max g = m et que min % = 0.

/_'1 A y » » r A | Y A A

Ap

Remarque 2.3.1. Dans le cas d’égalité ¢ = 0, traité par de Roton [9], on utilise les
inégalités

MA)+ (K+0)b=MNA+B) = Lin)\ (Se)
= A (So) + i A(Ses1) + i A(SLae)
> A (Ag) + )+ >0 (A (A) + A Bl))+§:(A (AL) + A (By))
b b

b b
> MNA) +b— — + —#Yy,
m m
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pour obtenir une absurdité et conclure que m wvaut 1. Nous allons procéder de maniére
semblable mais quelques complications apparaissent. FEn effet, erreur € est reconduite
jusque dans les majorations des mesures de I et J. De ce fait, certains A; et certains B,
peuvent étre de trés petite mesure ou méme vides. S’ils sont vides, cela pose un probléme
pour utiliser des inégalités du type A(Sit;) = MA;) + A\(B;) et c’est ce qui explique que
nous ayons recourt a Ly et Lp.

S’ils sont seulement de trés petite mesure, cela pose tout de méme probléme pour
obtenir l'absurdité car si nous choisissons un morceau A; (la ot on peut choisir simple-
ment Ay, dans le cas d’égalité) de trop petite mesure pour sommer les morceauxr de B,
sa contribution sera trop faible. De méme, nous ne parviendrons pas d conclure si nous
choisissons un trop petit morceau de B (la ou on peut simplement choisir By dans le
cas d’égalité). C’est ce qui nous ameéne a compliquer un peu la stratégie. Nous allons
considérer le plus gros morceau de B et définir 'ensemble L4 (définition juste aprés) qui
regroupe les morceaux suffisamment gros de A.

On pose

m

»CA:{Z>0 ’ /\(Al>> M(TInK) _f(EvK)b}’

ou f (g, K) est une fonction qu’'on optimisera, iy = min L4, I4 = max L4 et By est le
plus gros "morceau" de B, c’est a dire tel que \(By) = max {\(B;) | i € Zg}.

L4

A; A Ajp . Ap

Remarque 2.3.2. Pour que A; soit de mesure strictement positive quel que soit | € Ly,
il faut que p(Ix) — f (e, K)b > 0. Or rappelons que par le corollaire [2.2.]]

u(Ix) = f (. K)b > (5 — K (log(K) — 1)& — [ (¢, K))b.

Il suffit donc que (6 — K (log(K) —1)e — f (e, K)) soit strictement positif. On sera
amenés d choisir soit f (e, K) = Ke'/? soit f (e, K) = Ke'/3 et on imposera donc

§— K (log(K) —1)e — Ke/3 > 0,

ce qui est assuré par Uhypothese (|1.0.2))
5\3
5\°
Nous avons eu besoin de € < <3K> )
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Ainsi grace a cette hypothese, on a bien

ull) £ (e, K)

m m

b>0.

Finalement, quel que soit i € L4, on a bien A(4;) > 0, donc A(Si+;) = A(A;) + A(B;)
pour tout j € . Ainsi on a

MA+ B) =XA) + (K+5+e)b=L§n>\(Sl)
=0

taA+M Ia+M Ia+m L4+m
Z)\ S+ D AS)+ D AS)+ DD A+ DD AS)
l=ip+1 l=ip+M+1 l=Ip+M+1 I=Ip+m+1
Ia
Z A(Bo + A;) + Z MAi, +B)+ Y, MBu+A4)
=0 =1 l=ia+1
IS leZp leZy

m L
+ Z )\(A[A + Bl) + Z )\(Bm + Al>
I=M+1 I=I4+1
€% lefA

> i (A(Bo) + A(A))) + Z Ai) +MB)) + Z A(Bu) + A(Ar)
léj?QA

léf}B llelg;,gl
+ Z A[A -+ )\(Bl + Z ) + )\(Al))
I=M+1 I=14+1
IS leZLA

> MA) + b+ N Buy) x #(ZLania+1,1a]) + MAi,) x # (L N1, M])
+ AMAL) X # (LN [M+1,m])

> MA) +b+#(ZLania+1, L)) \(By) + (#Z5 — 1) (u(ﬁ) _ f(e,K)b>

m

> MA) +b+ (#La— ) NBy) + (#% — 1) <HJ(T{LK) _ f(E,K)b> |

m

By B By B
B £ —
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Ainsi, on a

g, K)
m

I
MA+ B) 2 MA) +b+ (#La— 1) XN Bu) + (#%5 — 1) (’“‘(mK) S b) . (2.3.1)
Pour pouvoir conclure avec cette stratégie, nous avons besoin d’une minoration de A(B)y),
de #.%5 et de #L 4. Ce qui nous amene aux lemmes de la partie suivante.

2.3.2 Minoration de \(By;), #.%5 et #L4

Les minorations de A(Byy) et #.2 font chacune 'objet de I'un des deux lemmes suivants
mais pour obtenir le moins de contraintes possible, nous différencierons deux cas pour
la minoration de #L 4. Ainsi nous allons établir deux minorations de #.L 4, une valable
quand m est grand et 'autre valable quand m est petit. Elles feront I'objet des deux
derniers lemmes de cette partie. Nous n’aurons alors qu’a appliquer la minoration corre-
spondante suivant la taille de m afin d’obtenir une absurdité dans le cas m > 2 en ayant
le moins de contraintes possible.

Lemme 2.3.3. Sim > 2 et By est le plus gros "morceau” de B, c’est a dire tel que
AN(Bu) = max{u(B;) | i € Zp}, ona

1—¢
m

b.

AN Buy) 2
Preuve. Rappelons qu’on a supposé m > 2. De plus, B C m~'J et A\(J) < (1+¢)b. D’ou

AN Byr) =max {u(B;) | i € Lp} > max{u(B;) | i € L\ {0,m}}
I+e
— MmOt

m—1 ~ m-1

b<1— c )>1_5b.
m -1 m

[
Lemme 2.3.4. Sim>2et L5 ={l>0| B, # 2}, ona
£
Zy>1em(1- ).
#Lp > 14m I+e
. l+J
Preuve. Ona B Cm™'J, u(J) <b+ebet B=BN—— (0 << m), donc \(By) +
m
1 1
A Bn) < :,;gb et AM(By) < :,;gb pour tout [ € {1,...,mm — 1} et ainsi

b= > MB) =ABo) +AXBn) + > NBi)
12y 125

I#0,m
1+5 1+5
b+ >
m IS
l#0,m
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d’ou
m

1+¢

# (LB \{0,m})+1>
Comme 0,1 € B, on a 0,m € Z5 d’ou finalement
_me
1+e¢

# L > +1>1+m<1— c )

1+¢
O]

Pour établir les deux minorations de #L4 (suivant la taille de m), nous allons avoir
besoin de quelques estimations. Commencons par quelques définitions. On pose

[+ Iy

m

o £={120] Al # @} et N =#2;

> M(IK) . f(gaK)b
m m

o Al =Axn (0<T<m), ot Ij =7 (Ix) N[0, 1];

oLf:{l>0|u(fllK) }etnf:#Lf;

. Q(AIK) :{iegA | (A; mod 1)0@%#@},pourtou’cl€$;
o oy (Al) = #Q (A).

Nous allons donner une minoration de o (fl%), de N puis de ny. Par définition de A,

pour tout [ € .Z, on a )
o1 (A) > K. (2.3.2)

Pour N, on a

- I
1(lx) — kb < p (AK) < N'u(mK)7
d’ou 2y
€
N>m|1-—£ ) 2.3.3
( 1(Ix) ( )
Au sujet de ny, on a
m—1
(i) = excb < p(A) = > p (Al
1=0
I I K
ST (L CY STy
K
<ndEBy ) - re b,
d’ou 2
€k
> —
ME T e Ky ofm
et donc finalement )
€K
ne=m|l— ) 2.34
d ( e K)) (234)



Nous allons également avoir recourt a la majoration de #.%Z4 suivante.
Preuyve. On a

MA)+ (K+0+¢e)b=AA+ B)

>\
> AA) + b — A(Bur) + %24 x A(Bu).
Or AM(Byy) > =5, done

m

m(K—-1+d+¢) m(e(K+1)+06—1)

#L) < +1< Km+ + 1.
1—c¢ 1—¢
_ 1-5\2
Mais € < KTl car par hypothese ¢ < (K) et K > 2 (cf. remarque [1.0.1)), donc
e(K+1)4+0—-1<0,
et ainsi

H# Ly < Km+1,

d’ou finalement

#XA < Km.
Nous avons eu besoin de € < 1 =0 .
K+1
O

Nous pouvons désormais établir les deux minorations de #L,4. Le lemme suivant va
nous donner une bonne minoration de #L 4 quand m est assez petit.

I I K
Lemme 2.3.5. Si2<m < 'U(QK) et La= {l >0 MA) > ) _ S )b}, on a
exb m m

f (e, K)

Preuve. Ax € m ' et pu(Ix) < p(Ag) + %b. Par [2.3.3), on a

2
N>m<1_€Kb>7
1(Ik)

ek
#ﬁAEKm<1— )

(k)
e2:b
entier inférieur ou égal a m par définition, on a

et donc N >m —1carm < par hypothese du lemme. De plus, comme N est un

N =m. (2.3.6)
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Ainsi les m morceaux de Ax sont non vides et ils demandent chacun une contribution
d’au moins K morceaux de A (par définition de Ag) et donc #.Z4 va contenir au moins
Km éléments. En effet, par (2.3.2)), on a

#Ly >3 o1 (Al) > NK,

les
et d’ou, d’apres ([2.3.6))

# Ly > Km. (2.3.7)
Ainsi, d’apres (2.3.7)) et (2.3.5)), on a

#.L) = Km. (2.3.8)

De cette maniere, en reprenant nos calculs, on a

Km=#%1=3 o1 (AL),
e’

et donc nécessairement, comme N = m d’apres , pour tout [ € &
oy (AZK> =K,
ce qui implique finalement, pour tout i € €2 (/1%)
MA) = (Al) . (2.3.9)
En particulier, pour tout [ € Ly, on a pour tout i € (AlK)

)\(Az> > M([K) . f(E, K)b,

et donc i € L4. De cette maniere,

#La> 3 o (A),

leLy
d’ou
#Ls > Kny. (2.3.10)
Finalement, avec , on obtient le lemme
ek
#£A>Km<1_f(5,K)>'
O

Nous pourrons utiliser cette minoration de #L, si m est suffisamment petit et il
nous restera donc a traiter le cas ou m est grand. Pour cela, nous utiliserons une autre
minoration de #L 4 qui fait 'objet du lemme suivant.
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=

Lemme 2.3.6. S7m >

6(2[];) et Lo = {l >0 AA4) > M(T]nK) _JE K)b}, on a
K

#La > Km (1 T K) Ke (g(al,K) N u(%)) ’

ot g est telle que 0 < g(e, K) < f(e, K) et est a optimiser.

Prewve. On a Ax C m g et p(Ix) < p(Ag) + e%b.
Nous allons avoir besoin de définir des objets similaires a ceux apparaissant dans la preuve
du lemme précédent.

On pose At. = Ag N (0 <1 <m),ouly =n"'Ig)NI0,1]. Soit g(e, K) une

fonction positive telle que g(e, K) < f(e, K) que nous déterminerons plus tard.

[+ Iy

Remarque 2.3.7. Ici, comme m peut étre trés grand, nous n’avons plus nécessairement
N =m et # %4 = Km. Ainsi il est possible qu’un gros morceau de Ag recoive ses
contributions de strictement plus de K morceaur de A. Aussi ces morceaux de A peuvent
donc étre petits (et donc ne pas compter dans L), bien que le morceau de Ay auquel
ils contribuent soit gros. C’est pour cela que nous nous intéressons a L,, ot g est une
nowvelle fonction, qui regroupe tous les trés gros morceaus de Ak (c’est a dire de taille
supérieure a celle demandée pour étre dans L4 ) afin de nous assurer que leur contribution
dans A, méme si elle provient de strictement plus de K étages, fournisse de suffisamment
gros morceaux pour étre comptés dans L 4.
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T |

Ak A A
R

Al Ag N AS

Rappelons que n, = #L, et que par (2.3.2)), pour tout [ € Ly, on a

Ainsi pour tout [ € L,, on définit

Par (2:3.5), on a

Km >

tl = 01 (Al[{) - K.

#La > o1 (Al) + K (N = ny)
leLgy
S(K+t)+K(N—ng) = Kng+ Y ti+ K (N —ny)
leLy leLy
KN+ > .
leL,
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Ainsi
Ztng(m—N),

I,
et, en utilisant (2.3.3)), on obtient

2
St < Km—X

= i (2.3.11)

Enfin on pose pour tout [ € L,

02(A§<)=#{Ai| (A; mod 1)NAL £ et )\(AimAlK)>M(;K)_f(ZLK)b}'

Ainsi pour tout [ € L,

K(ﬂ([K)_g(EvK)b> < Z )\(AEOAZK)
L

m m

d’ou

f(e,K)—g(e,K)_tl(u([K)—f(&K)b)
?EZLQ(K FEE) R )
. 5%( f(EvK)_g(EvK)_M(IK) f(E,K)b
>m<l g(s,m)K FEK) R 2
i 5%{ f(€>K)_g(€vK)_N(IK>_f(€7K)b m‘g%{b
27”(1 g(e,fo)K fEK) VSIS

ook HR) (i o

ou la troisieme inégalité utilise (2.3.4]) et la quatrieme ([2.3.11)). Ainsi

#La > Km (1 - m ~ck (g(sl,m TR TeR u(%))
> s (1= 4055 4 (e )
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Enfin on conclut en utilisant (1.2.6])

la = fm (1 ~fem ke <g<;K> - u(?K)>> '

]

Cette minoration de #L 4 est moins bonne que la précédente mais nous ne I'utiliserons

I I
M(72K et nous pourrons donc utiliser I'inégalité m > & 2K )
bez, be

que lorsque m est supérieur a

pour pallier cette perte.

Toutes nos minorations sont établies, nous sommes désormais en mesure de conclure.
Comme nous 'avons expliqué dans la partie précédente, nous allons distinguer deux cas
suivant la taille de m.

Iy
2.3.3 Preuve de m =1 lorsque m < ,u(2 )
excb
1
On suppose donc dans cette partie que 2 < m < MQIZ) et nous pourrons donc utiliser le
€K

lemme [2.3.5] Rappelons I'inégalité ([2.3.1])

MA+ B) 2 MA) +b+ (#La — 1) A(Bu) + (#L5 — 1) (u(ﬁ) f (e,K>b> |

m

et donc avec les lemmes [2.3.3] [2.3.4} [2.3.5] et 'hypothese A(A+ B) = A(A) + (K +0 +¢)b,
on obtient

(K+35+e)b>b+Km (1— fj(K)) 1;51)— 17;51)
£ plx)  fle K)
—|—m(1—1+8>< m  om b>'

Ainsi en utilisant le corollaire [2.2.1], on a

(K+5+€)>1+K<1—f(€%< )—e<1—f(‘ij)>>— —
( € )( K)—l)a_f(g,K))
1+¢ m

”K<l ew - rim))
( (6 — K (log(K) — 1) e — f (&, K)).
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Finalement, on a donc

2 g2 1—¢
021_K<f(5,K)+8<1_f(g,K)))_ -

_(1_15+€ (K(log(K)—1)6+f(5,K))—51i€—5

g2 1—¢
21_K<f(5,K)+8> —T—(K(log(K)—1)5+f(€,K))—58—5.

Ainsi par (1.2.6))

K<f<§i(> +5>+K(log(K)—1)6+f(5,K)+5€+€>1_7711’

et comme on a supposé m > 2

K 1
Pour aboutir a une absurdité, on voudrait que le terme de gauche soit le plus petit
possible, ce qui nous conduit & choisir f (¢, K) = /eK (ce qui ne pose pas de souci, cf.
remarque [2.3.2)). On obtient alors

e(KlogK+0+1)4+2Ke > —. (2.3.12)

N —

5 \°
Or d’autre part, € < <3K> par 'hypothese (1.0.2)), donc

3 3/2
e(KlogK +d+1)+2K+e < <3i{) (KlogK+5+1)+2K<3‘;{>

Klog K 42 n 2
27K3 3V3K

1
< 3 quel que soit K > 2,

ce qui contredit (2.3.12) et nous donne donc I’absurdité. On ne peut donc pas avoir m > 2
et donc nécessairement m = 1.

1
Nous avons eu besoin de € < K2 ol ¢ est une certaine constante inférieure a 9.
c

(k)

2.3.4 Lecasm>—;
e%b

est impossible

(k)

2
exb

On suppose donc ici que m est supérieur ou égal a et on pourra donc utiliser le

lemme [2.3.6{ Rappelons 'inégalité (12.3.1)
M(IK> f<€7K)b>

MA4+B)Z2MA)+b+ (#La— VD)NBy) + (#%5— 1) ( —

m m
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donc avec les lemmes [2.3.3] [2.3.4] [2.3.6] et I'hypothese A(A+ B) = A(A) + (K + 0 + ¢)b,
on obtient

TSR N TCY P S | | EPR B
€ PJ([K) f(5>K)
+m<1—1+€>< m  om b>'

Alinsi en utilisant les corollaires [2.2.1] puis [2.2.2] on a

g (e, K) Ke Keb\ 1-¢
m

(K+d+e)>21+K(1—¢) (1—“57[() _g(g,K)_'_M(IK)
£ )(5—K(log(K)—1)5 f(s,K))

1+¢ B

+m(1—
m m

g (e, K) Ke Ke 1—¢
> 1+ K(1—¢) <1_f(5,K)_g(5,K)+6+25>_

+<1— 1;) (6= K (log(K) — 1) e — £ (=, K) ).

m

Finalement, on a donc

(e, K) Ke  Ke )\ 1-¢
K) g(e,K) 6+2¢

_ (1_ 56> K(log(K)—1)5+f(€,K))—51i€—5

g(e,K) Ke Ke 1—¢
[ K) gk o+2e)

— (K (log(K) = 1)e + f (£, K)) — dc — &.

m

m

21—K(1—5)<

Ainsi
g(E,K) Ke Ke L.
(-e) (0 s = )+ onlh) - )] (e K oee 1=
I
et comme onasupposém>:“(21()7ona
exb
L-¢ excb Ke
m ( €)M([K) ( 6)5—1—25

ou la derniere inégalité provient de (1.2.6) et du corollaire [2.2.2| Ainsi

g (e, K) Ke Ke
K g K)>_<K_1)(1_€)5 Py

K(1—¢) ( +K (log(K) — 1) e+f (e, K)+de+e > 1.

Pour aboutir a une absurdité, on voudrait que le terme de gauche soit le plus petit
possible, ce qui nous conduit & choisir f (¢, K) = Ke'/3 et g (¢, K) = K&/°.
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Remarque 2.3.8. On peut faire ce choix car on a bien pour tout K > 2 et tout € > 0
° g(e,K) < f(e K).
o u(lg)— f(e, K)b> 0, cf. remarque .

De cette maniere on a

Ke

3KeP(1—¢) — (K —1)(1 - e) 5

+ K (log(K) —1)e+de+¢e > 1. (2.3.13)

C’est cette équation qui va nous amener a ’absurdité. Commencons par voir que

K
—(K—l)(1—5)§+€2€+K(log(K)—1)€+5e+€<0.
Comme € > 0, il suffit de voir que 1+ + Klog K — K — (K —1)(1 —5)6 9 est négatif.
5
-9
Or par I'hypothese (1.0.3)), on a ¢ < m. De plus
1-9 <1—6 1-9
Klog K +3 K = 27

par la remarque [1.0.1] Ainsi

1+5+K10gK_K_(K_l)(l_s)d—i—%

<1+0+KlogK—K—-(1—-¢)(K-1)K
140+ K(logK —1—(1—¢)(K—1))

<
<K(logK —K+e(K—-1)+1),

car 1 +9 < 2 < K par la remarque [1.0.1] Enfin Phypothese (1.0.2) implique ¢ <
K—logK —1
o8 donc K (log K — K + (K — 1) +1) <0 et finalement 1+ + K log K —

K—-1
K—(K-1)(1-¢) est bien négatif. Avec (2.3.13), on obtient

0+ 2¢

3Ke2(1—¢) > 1.

1—-96 K—-logK —1
Nous avons eu besoin de € < et e < o8 .
K—-1
1
Enfin 3Ke/3(1 —¢) > 1 implique € > GK)? ce qui contredit ’hypothése ((1.0.2) et nous

donne une absurdité.

Nous avons eu besoin de € <

1
(3K)*
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Ainsi m = 1, et donc B est inclus dans un intervalle de T. Comme il contient 0, nous
connaissons la structure de B dans R :

B = Byl By,
ou By C[0,by), By C[1—b_,1], {by,1—b_}CBetb, +b_<b+ ,_r{linKefb.
Voici un exemple de ce a quoi peut ressembler B :
0 by 1-0b
| | |
[ | |
BO Bl
bl N . . . 2 <
D’apres (|1.2.6)), en particulier on a in, e; b < €b et donc
by +b_ <b+eb (2.3.14)
et
b_ < AN(By) + ¢b. (2.3.16)
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Etape 3
Structure principale de A

Comme conclu précédemment, on a
B = By U By,

ou By C[0,b], B C[1—b_,1],b,,1—b_€ Bet b, +b_<b+ I}nnKefb. De méme,

-----

A est inclus dans un intervalle de T, qui lui, ne contient pas 0 (cf. (2.1.7)). Ainsi

ou {z’;(, z}}} C Ak, etif—ip =pu(lg) < p (AK) +¢e%b (on a choisi I comme l'intervalle
minimal contenant Ay cf. page .
On rappelle que %4 est défini par

ZLy={l=20| A # 2},
pour tout k € {1, ..., K},
Q(A) ={icZi| (A mod1)NA,#a},
et pour tout = € Ay, £, = {n € N|n+xz € A}. Commencons par un lemme général.

Lemme 3.0.1. Pour tout ensemble E C R mesurable et borné, on a
ME+{0,1}) = ME) + u(n(E)).
Preuve. Si E est un ensemble borné de réels et = € [0, 1], on définit
LE={neN|n+xeckE}.

(On a ainsi .Z, = Z2). Comme pour k > 2, #.2F > k — 1 implique #2701 > k et
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comme 7T(E + {0, 1}) = m(FE), on a d’apres le lemme [1.0.2

ME+{0,1}) =Y u({zen(E+{0,1}) | #2700 > 1))

k>1
=2 n ({x € n(E) | #2770 > k})
k>1
({ #$E+{01}>1}>+ZM({$€7( )]#ngHO’l}}k})
k>2
> ({ ) | #L2EHOL > 1}) +> u ({x cen(E) | #2F > })
k>1

M(W(EJr {0, 1})) AE)
> p(n(E)) + ME).
O
Nous avons désormais tout en main pour pouvoir dégager la structure globale de A.
Ona Ag C [ZK,Z}L(] , ol {ZK,ZK} C Ak etif —ip = pu(lx) < p (AK) + &%:b.
Nous allons commencer par déterminer I'emplacement des éléments de A formant Ax. On
connait bien A mais on ne sait pas a quels "étages" il s’exprime dans A. (Ici, on appelle
'étage", tout segment entre deux entiers consécutifs). Par définition, chaque élément de
Ak s'exprime dans K étages différents de A mais quels sont-ils 7 Et sont-ils les mémes
pour tous les éléments de Ax ? La réponse a ces questions constituera la premiere étape
de la recherche de la structure globale de A.

Dans un second temps, nous résoudrons les mémes questions pour Ag_1, puis pour
tous les ensembles Ay jusque k = 1 afin d’obtenir la structure globale de A.

3.1 Etape 0 : contribution de Ax dans A

Lemme 3.1.1. I existe a € N tel que
Q(AK> = [a,a+ K —1].

Preuve. Soit x € Ag. On a A C {i},z’};] ,ou i —ig =pu(lg) < p (AK) + %:b. Donc
il existe y € A tel que y # z et |z — y| < e%b. Soit un tel y et supposons sans perdre
en généralité que z < y. Soit | € (£, U.Z,), on a d'un coté

p((U+ [y, z+b4])NS) = —(y — x) + pu(Bo),

et de l'autre,
f (1414 [y — by a)) O Sin) = —(y — 2) + p(By).

Notons que le fait que les segments puissent étre vides ou que les membres de droite
puissent étre négatifs ne pose pas de probléme pour la suite de 'argumentation. Ainsi

1 (Spznz) = —(y—2) + u(Bo) — (y — ) + u(B1) > b—2(y — z) > b— 2%b.
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x -+ 2

x +

xr+ %+ B

y+ 2, +B

r+ %, + B

C
_ S# <LZJ:1¢ uZ’fq)
Or d’apres et le lemme on a

i (SKH) =/ (flK) +exb=0b+ %Kz_:l k (5,1%1 - siﬂ) b+ ey
k=1
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Ainsi

K-
w(Sansmy) e (Sewr) > (1-5- G - LS e G

Or par (1.2.2)), (1.2.5) et (1.2.6)

K+1 K— 1 K-1
Ts z_: 8’“+1:€§<+€}(+K(€%{+;k€}“+1>

K
K4+ —4+1 < (K .
< +K_1—|—>5 (K +3)e

1-0
De plus par 'hypothese ((1.0.3), on a ¢ < K g bowr tout K > 3 donc quel que soit

3, (B-11) donne

H (g#(zzuzy)) — (SK—H) > 0.
Aussi, si K = 2 l'inégalité (3.1.1]) devient

- ~ 1 3
o (S#(gzugy)> — 1 (Sg) > <1 - — 5(5% — &) — e} — 25%)6 > (1 —d— 5(5% — 5%))%},
et d’aprés avec K =2, ona e > 1(e —3), d’out par
I (g#(zxuzy)) — K (5'3) > (1 -6 - 3e)b,

et donc p (g#(gzugy)) — (53) > 0, toujours par '’hypothese (1.0.3]). Ainsi quel que soit
K>2 ona } )
H (S#(,%U,Sfy)) > (SKJrl) )

et donc # (£, U.Z,) < K. Mais z,y € Ag donc #.2, > K et #.2, > K. Donc
L =%,=2,

et de proche en proche, on obtient £, = £ quelque soit = € Ag. Comme 0,1 € B,
I+ A CSjet I+ 14+ Ax € Sipq quel que soit [ € £, alors

(S# fu(ﬂ-}—l))) (AK)
D’autre part 3 3
H (SK+2> = Ejpab < 1 (AK> ;
dou#(ZU(Z+1) < K+1=#Z+1, ce qui implique que .Z est composé d’entiers

consécutifs. Et donc finalement, il existe a € N tel que

Q(AK) = [a,a+ K —1].

. — -0
Nous avons eu besoin de e < ——————— si K >3 etdeec < si K = 2.

K+2+1/K
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Nous venons de montrer que [a,a + K — 1] + Agx € A. Afin de traduire sur A et
S les informations dont nous disposons sur {flk} et {S'k}, nous définissons les "projetés
inverses' 7, et mg' comme suit : Pour tout sous-ensemble E de T on pose
7, (B)={r €Az modlcE},
et
15 (E)={rx €S|z modleE}.

Avec ces définitions, on a directement
it (Ak)) = Kp (Ak) (3.1.2)
et avec le lemme 3.1.1]
At (Ak) +{0,1}) = (K + Dy (Ax) - (3.1.3)

Ces égalités sont claires car K = K4 mais pour tout entier k € {1,..., K — 1}, I'égalité
devient

A (A)) =k () + S (). (314

I=k+1

Preuve. ;" (Ak) est 'ensemble des éléments de A qui se répetent au moins k fois modulo
1, c’est donc la réunion disjointe, pour [ variant de k a K4, des ensembles des éléments
de A qui se répetent exactement [ fois modulo 1. La mesure de I'ensemble des éléments
de A qui se répetent exactement [ fois modulo 1 est égale a lu ([ll \ /LH), et ainsi on a

At (4) = S () 4
= ZZZZN (Al) - Zl,u (Al—f—l)

Ka

= kp(A) + > (Al> ;
I=k+1
ce qui prouve la formule car K4 = K (cf. paragraphe page . O

De méme, pour tout entier £ > 1, on a la formule

A (w5t (Sk)) = kn (Sk)f—i n(S)+ Y e (3.1.5)

1i2K+2

Preuve. 11 suffit de suivre le méme procédé puis d’utiliser (|1.2.4])

M (Sk)) =k (1 (Sk) = 1 (Skin)) + oo+ (Ks = 1) (1 (Sks1) = 1 (Sks) ) + K (Sks)
=k (Sk) + 1 (Skir) + o+ 11 (Sis)

AR STCARES S

i=k+1 i>K+2
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Nous pouvons écrire 75" (Ak) sous différentes formes

wgl(flk):{xeA|x modleflk}
={zea|#({z+N}nA) >k}
:{az+$x\x€f1k},

et donc en particulier on a
! (AK) = [a,a+ K — 1] + Ag.

Nous savons donc exactement ot se trouvent les éléments de A qui forment Ag. On
voudrait de méme déterminer la position des éléments de A formant Ax_; puis dire
ou se trouvent ceux formant AK,Q et descendre ainsi jusqu’aux éléments formant fll
ce qui achéverait la description complete de A. Cependant des difficultés apparaissent
des I'étape suivante, qui consiste a décrire 7TA71 (AK_1>. En effet, Ax + B et Ax_1 ne
remplissant ni I'un ni Pautre tout & fait S (cf. a la page , il peut exister
un ensemble exceptionnel d’éléments de 7" (AK,O qui ont un comportement différent
des autres (ne se trouvent pas aux mémes "étages" ou un peu plus loin..). Cet ensemble
exceptionnel est nécessairement petit et proche de la structure principale (la structure
formée par la grande majorité des éléments de 7" (AK,1> qui ont un comportement

uniforme) car les erreurs entre flK +Bet S Kk et entre Ax_1 et Sk, sont minimes ce qui
ne laisse pas assez de place (au niveau des mesures) pour faire de gros écarts. En fait,
on peut méme décrire de maniere assez précise ou peuvent se situer ces petits écarts.
Seulement, ces différents petits écarts possibles pour 7! (/Nl K—l) entrainent plusieurs cas

de figure pour les écarts possibles de 7" (A K_g) qui eux-mémes entrainent plusieurs cas

de figure pour les écarts possibles de 7' (AK_?,)... etc. De cette maniere il est donc
assez difficile de dégager une structure claire pour A. Nous allons donc commencer par
décrire la structure principale de 7" (AK_l) en omettant volontairement les éléments
s’échappant un peu de cette structure. Pour cela, nous allons définir un ensemble idéal
que nous appellerons A%, et montrerons que 7" (121 K,1> \ 75! (121 K) est tres proche de
cet ensemble idéal. Ensuite, de méme, nous montrerons que 7er (AK,Q) \7@1 (AK,l)
est trés proche d'un ensemble idéal A’ , et ainsi de suite jusqu’a un certain ensemble
idéal A}. Finalement nous obtiendrons donc que A est tres proche d’'un ensemble facile
a décrire A" (ce sera une réunion d’intervalles) et dégagerons ainsi la structure principale
de A. A partir de cette structure principale de A, il sera beaucoup plus aisé de situer
les derniers éléments de A et donc décrire sa structure totale (ce qui fera 'objet de la
derniere partie de la preuve).

3.2 Stratégie et Etape 1 : k=K

Ecrivons
K .
A= |_| Ay,

k=1
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ott A =73 (AK) = [a,a + K — 1] + Ag et quelque soit k € {1,..., K — 1}
Ak = 7721 (/ik \ Ak—f—l) .

Remarque 3.2.1. Comme défini dans le paragraphe Notations, Ay, est aussi lensemble
des éléments x de A tels que #.£, = k

Ak = {I €A | #Xx = k?} = 71';1 (Ak> \7'(';1 (Ak-i-l) .
Nous allons comparer A & I’ensemble A’ défini par
K
A =1]A,
k=1
ou Ay = [a,a+ K — 1] + Ik, et pour tout k € {1,..., K — 1}
AL — ([[a,a—l—k—l]] I+ (K — k) ([O,b+]|_l[1—b,1])> \ AL

Voici une représentation de A" pour K =5 :

i it

a N/

Al
+b+ ‘41
7T
a+1 a+2
a2 a+3
Ay
a+3 a+4
—4b ‘/1/1\"71 = ‘/1;
.

a+4

Al est I au K étages de €2 (AK), puis pour tout k < K, Aj_, est ajout de [0,b,] &
droite de chacun des k — 1 premiers étages de A}, et de [—b_, 0] a gauche de chacun des
k — 1 derniers étages de Aj. '

Pour comparer A et A’, nous montrerons que pour tout k € {1, ..., K}, A} et Ay sont
tres proches. Tout d’abord, on a Ay C I et Q(Ax) = [a,a+ K — 1] donc A C Ay et
donc ‘ '

A (A% N Ak) = A(Ak), (3.2.1)
de plus pu(Ix) < p (AK> + e%.b donc
(A% \ Ax) < Kekb.

Pour les autres indices, le raisonnement sera similaire bien que plus technique.
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3.3 Etapes suivantes.
Soit k € {2,..., K}, on a
Apoy = T (Ak—l \ Ak) ;
et
Al = ([[a,a—l—k—Q]] I+ (K = k+1) ([0,b] L [1-5,1])) \ AL

Pour montrer que ces deux ensembles sont proches, nous commencons par montrer que
A1 = Ax_1 +{0,1} est proche de

AZ—l = A;c—l +{0,1}
= <[[a,a+k— 1 + Ic + (K = k+1)([0,b4] U [1—b_,1])) \ (4, +{0,1})
= (4 + (100U = 0))\ (44 + (0.1,
En effet, (1.2.1)) impliquera que chacun de ces deux ensembles est proche de Sp =
7T§1 (Sk \ §k+1 . Nous allons donc contrdler A (A;;_l N Sk) puis A (A’,é_l N Sk) pour pou-
voir controler )\((Agl N Sk) N (A;;,l N Sk)) et finalement \ (A;fl N Ak',l).
Remarque 3.3.1. Les ensembles A,_y et AY_| sont les ensembles Ay_y et A, _| auzquels

on a ajouté un "étage’.

A1 = Ay +{0,1},

et
A=A +{0,1}.

Al At
4“1_1 | 4"1_1
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Il est possible que des éléments de A,_1 ne se répétent pas que sur des étages consécutifs
et que donc Ax_1 ajoute des éléments auz étages intermédiaires mais en comparant Aj_,
et Aj_, nous allons justement voir que la grande majorité des éléments sont aux étages
consécutifs attendus.

Lors des premiere et troisieme étapes, nous utilisons le fait que si E et F' sont deux
ensembles bornés tous deux inclus dans H (borné également) alors

MENF) = XE) +AMF) = MEUF) 2 \E) + \F) — AH). (3.3.1)
1. Minoration de X (A,'c‘_l N S’k> :
Comme 0,1 € Bona A, = A1 + {0,1} C 75! (S*k) De plus par définition
Ay = W,Zlglkfl) \Wil(ﬁk) = (W,Zl<f‘~1k71 \Ak)>

donc (A;;_l +N) N (flk +N) — @, ainsi Az_; N (ng(zzlk) + {0,1}) = & (car
72! (A) +{0,1} C A, +N), d'ot

Axr © g (Se) \ (mat (Ak) +{0,1}).

L’idée ici est d'utiliser (3.3.1), et de choisir H = mg' (S’k) \ (Wzl(flk) + {0, 1}),
E = Ay, et F = S;. 1l reste a vérifier que Sj, est bien inclus dans W§1(§k> \
(WATl(Ak) + {0, 1}) Clest le cas car par définition Sy = mg! (S’k) \7r§1<§k+1), et
comme 0,1 € B, on a WATI(Ak> +{0,1} C W§1(§k+1) et donc

Sk C st (Sk)\ (72t (Ax) +{0,1}) .
Dapres (3-3.1), on a
AAC108k) 20 (A1) + (8 = A(75 (50 (737 (&) + {0.13) ).
Maintenant 75" (Ax) + {0,1} € 5" (S4), donc
A(75 (8 \ (72 (A) + (0.13) ) = A(75 (Sk) ) = A (72 (Ai) + {0.13)
Ainsi
MAL108) 2 (Ai) + A (S) = A(751(51) ) + A (mat (A4) + {0,13)

et par le lemme |3.0.1

A(rat (Ae) +{0,13) = A (w2t (Ax)) + 1 (Ax) |
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donc

A (Al;:.—l N Sk) = A (AI;—1> + A (Sk) - ()\ <7T§1 (gk;)) — )\(7‘[‘21 (/LJ)) + 1 (flk) :
De plus (3.1.4)) et (3.1.5) impliquent

A(wsl (Sk)> — A (7t (4x))

k(80 + 3 a(8)+ X - kn(d) - 3 u(A)

=5 (0 (B 1 (A)) +hu (3) + X B (- D ().

i>2K+42

1M

d’ou

V(A N8) 2 (4000 2 () + () =32 (0 (50) — () ()

— Y e

12K42

Aussi p (§i+1) — 1 (/L) = e},b d’apres ([1.0.6)), donc
MALA NS 2 A (AL A (S + k() — ki (5) — S hab— 3 <
i=k ]

Enfin, par définition, Aj_; est I'ensemble des éléments de A qui apparaissent ex-
actement a k — 1 étages, donc A (Ak_l) =k (,u (Ak_1> — (Ak>>, ainsi

A(AL N8 > () $A(8) — ki (5) ~ kb~ X & (332)
i=k

i>K+42

. Minoration de A\ (AZ_1 N Sk) :

Sk = 7T§1 (Sk \ SkJrl) = 7T§1 (Sk> \7T§1 (gk+1> donc

MAL 0 SE) 2 A (A st (Sk) = A (A nas (Sk))
3 (40 ()

- (A (75" (Siar)) = A (7" (Seen) N (73 (A1) + 0.1) ))
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car (WZI (Ak> + {0, 1}) NAY_ | = @ par définition de A7 ;. Or 7' (flk> +{0,1} C
gt (Sk+1) car 0,1 € B donc
A5 (Se1) 0 (731 (Ax) +40.13) ) = A (3" (Ax) + 10,1}).
et le lemme [3.0.1| implique
M (A +40.13) 2 A (w3 (A0) + 4 (As).

Ainsi
(75! (Skar)) — A(wgl (Sker) N (72" (Ak) +1{0,1}) >
<3 (5 (500)) (2 () - ().

De plus par (3.1.4) et (3.1.5)), on a

K+1

A (ws—,l (S’k+1)) -2 (7T21<Ak)> =(k+1)u (S’kH) + > n (g,) + > &
i=k+2 i>K+2
K
= (b () + > w(A)).
i=kt1
Ainsi par , on a
K+1

Mgt (Skeer)) = A(ma' (A)) = (Ar) < (B4 Degab+ Y elb+ Y &l

i=k+2 i>K+2
D’autre part, comme i — (K —k—1)b_, ij+(K—k—1)b, € A puisque iy, i} € Ag,
et by,1 —0b_ € B (donc les bords sont atteints a chaque étape), on a

MAL gt (Sk)) = kb

+By

ik by

,,,,,,,,,,,,,,,




Donc finalement
K+1

MAL N SE) 2 kb= (k+ Deab— Y efb— Y &b (3.3.3)
o2 K
. Minoration de A ((Ay_, N Sk) N (Ax_1 N Sk)) :
Daprés (3:31), on a
M((A12 1 8) 0 (400 86) ) 2 A(A1 08 + A4k 01 5) = A(S8),

puis part (3.3.2) et (3.3.3]) on obtient

K+1
A((A;;_l 15.) A (AN Sk)> > kb= (k+Dehob— > elb— 3 &b+ ku ()
i—kt2 > K42

+ A (Sk) — kp (gk) - igzl—l-lb - Z 5?[) - )‘(Sk)
i=k

i2K+2
K+1
>kb— (k+2)gpqb—2 > eb—2 > &b
1=k+2 i2K+2

+ kp (Ak—l) —ku (Sk> ;
d’ou, d’apres
K+1
A((A’,;_l 150N (A mSk)> > kb—kelb— (k+2)ck,,0-2 3 elb—2 3 e,

i=k+2 i2K+2

(3.3.4)

. Minoration de A\ (A;c—l N A,;_1> :

Soit x € /le_l\S'kH. Comme x+.%, C Aet 0,1 € B,ona r+%,+{0,1} C S. De
plus, #.%, > k—1donc # (£, + {0,1}) > k. Orx ¢ Sy1 donc # (£, +1{0,1}) < k
et donc finalement

# (L +{0,1}) = k.

Mais = € Ay_; donc # (%, +{0,1}) = #2Z,. + 1 et donc nécessairement %, est
composé d’entiers consécutifs. Or A)_; est également composé d’éléments a des
étages consécutifs par construction, donc si ¢ > 1

{#{(er,%) ﬂA;_l} =i 1} & [#{((er,?x) ﬂA;_l) +{(),1}} :z‘] .

De plus, par définition A} _, = A}, + {0, 1}, donc

((:c+.>%) ﬂA;H) +40,1} = (¢ + Z +{0,1}) N (A, +{0,1})
= (z+Z+{0,1}) N AL,
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dousii>1

#{(e+Z+{01})nA =i = [#{(=z+L)n4 .} =i-1],

et donc
p(z € Ai\ Spar | #{(z+ 2 +{0,1} ) n 4]} =)
<M<(L’€Ak_1\gk+1 | #{(l"i‘gx)ﬂA;_l}:Z—l)
Finalement
AMAp N Aiy) =M (A N AN S)
;z_j < p o€ Apa \ Spr | #{(z+ L) N AL} =)
=1
> S i (o€ Ae \ St | #1 (x4 2) N ALY =)
=0
>k_1i><u(x€flk_1\5'k+1 | #{(z+ L +{0,1})nAL b =i+1)
1=0
k

22(1—1) XM(I’GAk—l\S’k—H | #{(x-f—o%—l-{(),l}) ﬂAg_l}:i)

>zk:z'xﬂ(xeflkl\§k+1 | #{(z+ L +{0,1})n AL} =)
i=1

(e A\ S | #{(r 2 (0.1)) 1AL} =)
i=1
2 )\(AZ,l N Sk N A"g'fl) - M((Alkll N Sk N A];,l) mod 1)
> A4 N SN AL — (1+ min <))

.....

K+1
> kb~ kepb— (k+2)epb—2 Y elb—2 > b~ (1+ min e})b
i=k+2 i>K+2 =1 K

K+1
Z(k—l)b—(k:sk +(k+2)eq +2 > & +2 > &+ Ilﬂlll e)b
i=k+2 i>K+2 e

Ainsi pour tout k € {1,..., K — 1}

] K+1
(A Ax) > kb — ((k+1)sk+1+(k+3)5k+2+2 S el 42 > &+ min 5)6

i=k+3 i>K+2 =l
et donc
‘ ' K+1
)\(A;ﬂAk) > /\(Ak) ket e+ (k+ e +2 > e4+2 > e+ r{un el | b
i=k-+2 i>K42 =1

car par (|1.2.1))
)‘(Ak) = k(l + g1 — 511c+1)b-
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3.4 Conclusion : Structure principale de A.

Nous sommes désormais en mesure de donner une localisation précise de la majorité des
éléments de A. Rappelons que

Aka

[ =

A:

k=1

et que

K
A= | ] A,
k=1

Par (3.2.1)) et (3.3.5), on a

AANA) = S A(Aen 4)

K-1

> MAx) + >0 A(4)
k=1
K—1 K+1
- k€k+1+€k+1+(k+]‘>€k)+2+2 Z 5 +2 Z 6 ‘I— mln 5 b
k=1 i=k+2 i>K+2 =LK
> A(4)
K-1 K+1
— > ket (k+ e +2 > ef+2 > e+ min e | b
k=1 i=kt2 i>K+2 =1

Il s’agit donc de majorer

i=k+2 i>2K+42

K-1 K11
Slketii e+ e +2 > e +2 Y & + min 2.
k=1

Pour cela nous allons commencer par utiliser au maximum la formule la plus précise que

nous ayons sur les epsilons, a savoir (|1.2.2)). Modifions donc légerement la forme de cette
somme afin de trouver quelque chose proche de (1.2.2)). Tout d’abord on a

K—1 K+1 K- K
> (5llc+1 +(k+ e +2 ) 511) Z (5k+1 + (k+ 1)5k+2) +2 (k
k=1

Degg
i=ht2 k=1 k=2
K
<3 ke
k=1
Ensuite _min g2 < &2, donc
K-1 K-1
Z(k£k+1+ min 5) S UK = k)ey g+ (K —1)et
k=1 k=1
K LK/4]
<3 ke + Y (K —4k)efei 4
k=1 k=1
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Enfin

K-
Z =2(K—-1) > & <3K Y &,
k=1 i>K+2 i2K+2 i2K+2
d’ou d’apres (1.2.2)), on a
LK/4]
MA) = AANA) <BKe+ Y (K —4k)e,, .
k=1
De plus par ([1.2.6]), on a
LK /4] LK /4] i
K — 4k) (K — 4k)
kz::l( i1k < z:: K+1—(K+1—k)‘€
W K — 4k
< Ke )
k=1 k
K K
() [
og| )¢ 1le
K
< K?log (4) e — K(K —4)e,

donc
, ,. (K
MA) = A(ANA) < 3Ke + K?log (4)5—[(([(—4)5
2 K

et donc finalement

A(ANA) > AA) - (K2 log (K) — K (K (1+ log4) — 7))51).

On a donc montré que A était concentré dans

K-1
A=d+ || [k—kb_,k4+p(Ix)+ (K —k—1)by].

k=0

Or par le corollaire

1 K-1
p(Ix) < 5b+? > k(siﬂ —siﬂ)b—l—sib
k=1
1 & 2
<Oob+ — > kepb+egb
1t
K-1 1

b K-
<ob+ o > (Kehsib+ekcb) + ek

k=1
< 6b+eb+ (K —1)eb
< (64 Ke)b
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ou la quatrieme ligne provient de ((1.2.2)) et (1.2.6)). Ainsi

n(lg) < (6+ Ke)b,

et
K-1

ACd+ || [k—kb_,k+ (6 + Ke)b+ (K —k —1)by],
k=0

ot @ = min Ax. Notons que la réunion est disjointe car par hypothése (1.0.5) on a
(K +d42¢)b < 1. Orsipour k € {0, ..., K — 2}, on appelle dj ;41 la distance entre deux
intervalles consécutifs de A" en ket K+ 1, on a

dig1=1—(k+1)b_ — (K —1—k)by — (6 + Ke)b
>1—kb. — (K —2—k)by — (b+¢eb) — b — Keb,
car by +b_ < b(1+¢). Ainsi
dpgir =1 —kb(1+¢e)— (K —2—Fk)b(l4+¢)—b—3db—1Keb
>1—-(K+d+e)b+ (1 -2Ke)b
> (1 —-2Ke)b,

5\3
et (1 —2Ke)b est strictement positif car par '’hypothese (1.0.2), on a ¢ < <3K> et

X ’

2K
bien disjoint des autres. Finalement, I'union formant A’ est bien disjointe ce qui termine
cette partie sur la structure principale de A.

s\’ 1
<3K> < —, donc 1 — 2Ke > 0. Ainsi di 41 > 0 et donc chaque intervalle de A’ est

] 1
Nous avons eu besoin de € < —

2K
Voici une représentation de A" pour K = 5.
&b by by by by
Lo’ J+1 [f" 'I | | | ‘ | la/[+1
T I T T i 1 1
l i
K
b | Lo
Lo’ }+2 " - laJ+2
| I |
| I I
l Lo
la'}+3 ! - la'J+3
l o /
w0 A
lo [+4 ' ’ Do la'|+4
| |
| |
| |
| |
| |

Lo']
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Etape 4

Structure totale de A

4.1 Stratégie et premiers résultats

La partie précédente démontre qu’il existe un réel a’ tel que
MANA) = NA) - (K2 log (K) — K (K(1+log4) - 6))519,

ou
K—1

A'=d+ || [k—kb_,k+6b+ Kbe + (K — k — 1)by].
k=0
Ainsi I'essentiel de A se concentre dans cette réunion d’intervalles A" mais qu’en est-
il du reste des éléments de A 7 Nous allons voir qu’ils ne peuvent pas étre n’importe
ol et méme qu’ils sont nécessairement tres proches de A’. En effet, nous verrons que
A(B+ (AN A")) est déja tres proche de A(A) + (K + 6)b et donc que la masse ajoutée
par B+ (A\ A’) est tres petite, ce qui va contraindre A\ A" a étre proche de AN A’.
Si un élément x de A est trop loin de la structure globale AN A’, comme ceci :
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alors x va ajouter trop de masse a A+ B :

A+B

En effet, par hypothese on a A(A+ B) = A\(A) + (K +J + ¢)b, or

MA) e K

A B)

T \ !
I IJ' i
/
/
/
/
s
/
/s
/
!
! //

| / A+B

! s

] /

i /
I //
I /
f /
/
7/
! / ’
! g ! JOp—
[ i -
! 7 ’
L 4
, - VAN
.'.I I'r 4
! I P
: R ’ II R ’
¥ !
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La seule possibilité pour que ce point x isolé existe, serait qu’il soit proche de la structure
globale de A et qu’ainsi,

A((:c +B)\ ((AnA) + B)) < eb,

comme ceci

A+DB

C’est I'idée que nous allons développer dans la suite afin de prouver que A\ A’ doit
nécessairement étre proche de A N A’. Bien siir, dans les dessins précédents nous avons
supposé que toute la mesure de A était concentrée dans A N A’ et donc il ne restait
que erreur b de 'hypothese initiale : A(A + B) = AM(A) + (K + J 4+ €)b. Ce n’est pas
nécessairement le cas et nous n’avons que la minoration

MANA) > A4A) - <K2 log (K) — K (K (1 +log4) - 7))519,

c’est donc un sous-ensemble de A de mesure <K2 log (K) — K(K(l +log4) — 7))56 qui

peut se trouver hors de la structure principale AN A’, mais 'idée fonctionne quand méme
et ce sous-ensemble ne peut pas étre trop loin de A N A’. Afin de donner une borne
explicite, nous allons nous intéresser au pire des cas : quand A((A NA+ B) est le plus

petit possible (pour que A\ A’ puisse avoir le plus de liberté possible).

Lemme 4.1.1. On a
M(ANA)+ B) 2 MANA) + (K + )b,
0i 8" = § — (Klog (K) — K(1+1log4) +7)e.
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Preuve. D’apres (3.4.1)), on a
A(ANA) 2 A4) - (K2 log (K) — K (K (1 +log4) - 7))55,
donc

/\(AﬂA’) A(A) <K210g(K)—K(K(1+log4)—7))8()

2
b b b

> K(K2_1) + K§— <K210g (K) = K(K(1+log4) — 7)>s
> K(K2_1)+K(6— (Klog(K)—K(1+log4)—|—7>5>.

5 \°
Or par 'hypothese ([1.0.2)), e < (Z’)K) donc

5
<
S Klog(K)— K(1+logd) + 7’

et donc
0 — (Klog (K) — K(1+log4) +7)z > 0.

D’autre part,

MANA) ) _KE-1
b Sob 2 '

Ainsi il existe 0’ tel que
0<d—(Klog(K)— K(1+logd) +7)e <d' < <1,

et

MANA) K@E-1
e e CE

Donc finalement, comme par (|1.0.5))

(K+d)b< (K+0)b<1,
on peut utiliser le théoreme de Ruzsa (théoreme (0.0.2)), et on a
M(ANA)+B) > MANA) + (K +8)b,

oud =6— (K log (K)— K(1+log4)+ 7)5. En redéfinissant naturellement ¢, on obtient
le lemme.

)
siK>3cetdee< —— s1i K =2.

)
Nous avons eu besoin de € < Klog K 2(2 — log 2)

[]
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Nous avons donc une marge d’erreur, en sommant par B, d’au plus €b + (0 — 0")b +
A(A\ A") pour placer les éléments de A\ A’. En somme, en dehors de leur propre mesure,

les éléments de (A \ A’), sommés par B, ne peuvent fournir une erreur que d’au plus
eb+ (6 — 0")b. C'est a dire, d’au plus (Klog (K)— K(1+1log4) + 7)8.

Voici un exemple d’emplacement possible pour A\ A" avec cette marge. Avec un petit
zoom (en vert) pour mieux voir la situation.

A/

T zoom
- 1(eb+ (6 — &')b) |
g -~ \
| | =
\\\ %/\(A \ A’) K
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Puis quand on ajoute B :

A%B

+B

-
L(eb+ (5 — 8)b+ A(A\ A))

e
Lieb+ (6 — 66+ MAN\A))

N~
&'b

On voit que dans ce cas ci, un élément de A \ A’ sur le méme étage qu'un morceau de
A" ne peut pas se trouver plus loin qu’a une distance %(sb + (0 —=)b+ A\ A’)) de ce
morceau. Bien siir, cela n’est vrai que si \(By) et A\(B;) sont supérieurs a %(eb—l— (5—5/)6).
Si 'un des deux est réduit a un point par exemple, on perd le coefficient % Un élément
de A\ A’ sur le méme étage qu'un morceau de A’ peut se trouver jusqu’a une distance
eb+ (6 — 0")b+ 3A(A\ A') de ce morceau. En définitive, nous allons voir que dans les
hypotheses du théoreme , cette distance maximale, entre un élément de A\ A" et A’,
est nécessairement inférieure a

(K(K + 1) log(K) — K (K(1+log4) — 6+ log4) + 8)5().

C’est également globalement le cas dans les hypotheses plus faibles du théoreme [0.0.7]
mais il existe juste certaines petites zones supplémentaires qui peuvent étre atteintes
dans certains cas extrémes.

Dans ces exemples, on choisit A\ A" qui ne se trouve qu’a un seul endroit, n’est qu’en
un seul morceau (c’est un intervalle). Ce n’est pas nécessairement le cas mais c’est le
pire cas dans le sens ou c’est le cas permettant aux éléments de A\ A’ de se trouver le
plus loin de A’. En effet, en supposant que A\ A" est un intervalle, on a concentré toute
Verreur eb+ (0 — 6" )b+ A(A\ A’) au méme endroit, permettant a un élément de se trouver
a une distance maximale de A’. Nous allons nous intéresser & cette distance maximale
afin d’exhiber une fine région autour de A’ dans laquelle peut se trouver A\ A’. Pour
cela, nous allons devoir controler la contribution qu’apporte (A\ A") + B a S. Ce qui
nous conduit au lemme suivant
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Lemme 4.1.2. On a
A(((A\A’) +B)\ ((AnA)+ B)) < Tieb,

ol Tic = K (K + 1) log(K) — K (K (1+log4) — 6+ log4) + 7.
Preuve. Par hypothese, on a

MA+B)=MNA)+ (K+d+¢)b.
De plus

MA + B) = )\(((Aﬂ AU (AN A)) + B)
—M((AnA4) +B) + A(((A\A’) +B)\ ((An4) +B)>,

ainsi, directement par le lemme |4.1.1} on obtient

A(((A \A)+B)\ ((An4) + )) MA) + (K +6+2)b— (MANA) + (K +6)b)

SAA) = XNANA)+ (00— +e)b
<A(A) = MANA)
+ (K log (K) — K(1 +log4) +7)eb,

et donc finalement par , on a
(((A\A’ +B) ((Ana)+ ))
< (K2 log (K) — K (K (1 +log4) - 7))5b+ (K log (K) — K(1+log4) + 7)eb
< K((K +1)log(K) — K(1+log4) + 6 — log4)eb + Teb.
0

Le lemme nous donnera un contrdle de I'erreur commise en remplagant A par
AN A’ 1l permettra en particulier pour z € A\ A’ de contrdler la contribution de x + B
hors de A’+ B et de conclure que x est proche de A’. Nous allons principalement "utiliser
sous la forme du corollaire suivant.

Corollaire 4.1.3. Soit x € A\ A’, on a
M(z+ B)\ (A + B)) <b— ((8K)* — 7x )b,

ot Tic = K (K + 1) log(K) — K (K (1+log4) — 6+ log4) + 7.

Preuve. Nous allons raisonner par contraposée et voir que la négation de ce corollaire

3K

5 \?
4.1.3| contredit I'hypothese (1.0.2)) : ¢ < () . Supposons donc que

M@+ B)\ (A + B)) = b— ((38K)* — 7 )b.
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Par le lemme [4.1.2} et comme ((:I: + B)\ (A + B)) - <<(A \A") + B) \ (A" + B)), ona

Ticeb > A(((A \A)+B)\ ((AnA) + B))
M(z+B)\ (A" + B))
b

>
> b~ ((3K)* — i )b,
d’ou
S 1
g =z s
(3K)?

ce qui contredit directement 1’hypothese (1.0.2]) et termine cette preuve.

Nous avons eu besoin de € <

2TK3’
[l

Maintenant que nous avons ce controle sur la contribution de (A\ A’) + B & la mesure
de S, nous sommes parés pour exhiber une région limite autour de A’ en dehors de laquelle
aucun élément de A ne peut se trouver et ainsi finir la démonstration des théoremes
et Commengons par établir une région limite autour de [min A’, max A'].

4.2 Le cas des éléments de A\ [min A’ max A’|

On rappelle que

K-1
A'=d+ || [k—kb_,k+ b+ Kbe + (K — k — 1)b],
k=0

et on pose pour tout k € {0,..., K — 1}

A, =d +[k—kb_,k+ b+ Kbe + (K — k —1)by],

K—1
de sorte que A’ = || A} (on peut voir A} comme le k-éme étage de A’).
k=0
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/
14_1

Nous montrerons que A ne peut pas étre loin de A’ mais commencons par montrer qu’il
ne peut pas étre loin de [min A’, max A’].

Nous allons commencer par montrer que les éléments de A\ A’ ne peuvent pas étre
trop inférieurs & min A’ puis nous allons appliquer une certaine symétrie afin de conclure
aisément que de la méme maniere ils ne peuvent pas étre trop supérieurs a max A’.
Le cas des éléments de A inférieurs & min A’ et celui des éléments de A supérieurs a
max A’ représentent deux cas symétriques en échangeant les roles de b_ et b, par la
transformation

x : P(R)— P (R)
Er—supl—-F

or cette transformation laisse invariant tout le travail effectué jusqu’a présent car déja
X(B) +x(A)=(1—-B)+ (supA—A)=(1+supA) — (A+ B) = x(A+ B),

donc
AX(B) +x(A4)) =A(x(A+ B))=A(A+B).

De plus, par construction de A’, on a x(A) = x(A") (nous le prouverons rigoureusement
plus tard). Simplement, x échange les roles de by et b_.
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X

Ainsi il nous suffit de prouver qu’aucun élément de A ne peut étre trop inférieur a
min A’ puis en reprenant tout le travail effectué jusqu’ici avec x(A) et x(B) on obtiendra
qu’aucun élément de x(A) ne peut étre trop inférieur a x(A)’, ce qui signifie en appli-
quant & nouveau x qu’aucun élément de A ne peut étre trop supérieur a max A’ (car nous
verrons que Y(A)' = x(A’) et x* = Id).

Lemme 4.2.1. Soit x € A tel que x < min A, on a nécessairement
veld — (et Db, o[+ {0}V =1, (Krc+2K +1)eb+ 8 —1]),
ot on rappelle que 7 = (K(K + 1) log(K) — K(K(l +log4) — 6 + log 4) +7.
Preuve. Soit x € A tel que z < min A’. D’apres le lemme on a
A(((A \A)+B)\ ((AnA) + B)) < Tiche,

donc nécessairement

M(z+ B)\ (A" + B)) < 7xbe. (4.2.1)

5\3
Rappelons que par 'hypothese (1.0.2)), on a € < <3K> . Ainsi

1
(K(K +1)log(K) = K (K(1 4 log4) — 6 +log4) + 7'

e<

donc b > Tibe, et donc
M(z+B)\ (4" +B)) <b.

Nous avons eu besoin de € < —.
TK
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Ainsi nécessairement (z + B) N (A’ + B) # &. De plus, comme x < min A’ et B C [0, 1],
x4+ B C [x,min A" 4+ 1| et donc x + B ne peut intersecter que les deux premiers morceaux
de A’+ B

(x+ B)N (A + B) = (x+ B) N ((Aj + Bo) U (4] + By)),

(car on a par construction A+ By C A} + By). Aussi, x + B = (x + By) U (¢ + By) donc
(x + B)N (A" + B) # @ se réécrit

((@+ Bo) U (z + B1)) N ((A) + Bo) U (A7 + Bo)) # 2,
et comme x < min A’, (z + By) N (A} + By) = &, et donc on a
(2 + Bo) N (A + Bo)) U (( + By) N (Ay + Bo)) U ((z+ By) N (A} + By)) # 2.

Il faut donc qu’au moins 'un des trois ensembles composant cette union soit non vide,
ce qui donne plusieurs possibilités. Nous allons discuter selon la taille de By. Soit By est
suffisamment gros pour "contenir I'erreur" et alors x+ By doit avoir une grosse intersection
avec A" + B et donc x est nécessairement proche de A’. Soit By est petit ce qui signifie
que By est grand et Af, + By est petit. Ainsi x + B; est grand (trop grand pour étre
contenu dans l'erreur) alors que (z+ By) N (Ay+ By) est petit. Ce qui entraine que z+ By
doit avoir une grosse intersection avec A} + By et donc x est proche de Aj.

n AL+ By

|
I

A+ B z+B

A{1+B0

5 \3
Commencons par une remarque : sous 'hypothese (1.0.2]), on a ¢ < <3K> , ce qui

implique quel que soit K > 2 .

e< —/—mmm—.
2(TK—|—1)

(4.2.2)

A) Premier cas : A\(Bj) > Txeb.

On suppose donc ici que A(By) > 7xeb. Par (4.2.1)), on a directement
M(z + Bo) N (A + B)) > M(Byo) — xceb,
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or comme (z + By) C x4+ [0,b4] et (A’ 4+ B) C [min A’, +o0[, on a
A([#, 2 + by ) N [min A, +00[ ) > A(Bo) — 7xceb.

Le terme de droite est strictement supérieur a 0 car on a supposé que A(By) > Txeb donc
I'intersection a gauche est non vide. De plus x < min A’, donc

/\( [min A", x + b, ] ) > \(By) — Txeb,

d’ou

zr+by —min A" > \(By) — Tkeb,
et comme b, < A\(By) + ¢b par (2.3.15)), finalement

z > min A" — (7 + 1)eb.

On a donc

x € min A" — (75 + 1)eb, min A'[ .

B) Second cas : \(By) < 7xeb.

On suppose donc ici que A(By) < Txeb, ainsi A(By) = b — 7xeb. Or par (4.2.2)
b—TKEb > TKéb.

Ainsi
)\(Bl) > TK€b,

et donc nécessairement par le lemme [4.1.2] on a
(x+ B)N (A" + B) # 2.

On rappelle que par construction A + By € A| + By, il y a donc trois possibilités :
a) (x+ B1)N(Ay+ By) # D et (x+ By)N (A} + By) # &
b) (x4 B1)N(Ay+ Bo) #@ et (x+ By) N (A, + By) =2
c) (x+B1)N(AL+ Bo) =D et (x+B)N(A+ By) # @

Nous allons voir que la possibilité a) est impossible, que b) implique que

€ [min A"~ 1= (ri + 1)eb,min A’ — 14 (0 + Kryce + 3Ke)b|

et que ¢) implique que
z € [min A" — (75 + 1)eb, min A'[ .
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second cas, possibilité b)

second cas, possibilité c)
\

\

\
4

| l

z a

A/

z=a — (g +1)eb+b—1
ou y=a' + K(tg +3)eb+db—1

z=d — (g +1)eb

a) (x+B1)N(Ay+ By) # T et (x+ By) N (A} + By) # 9 :

A+ By Ai+ By

.T+B1

Nous allons raisonner par ’absurde pour montrer que ce cas de figure est en fait impos-
sible. En effet, pour qu’on soit dans cette configuration, il faudrait que 1’écart entre les
deux premiers morceaux de A’ soit inférieur au diametre de By, or nous sommes dans le
second cas et A(By) est petit donc les deux premiers morceaux A et A} sont petits et
donc I’écart entre eux est grand. C’est I'idée que nous allons développer ici.

On suppose donc que (z + By) N (A + By) # @ et (x + By) N (A} + By) # @. Ainsi
nécessairement, [max Aj + b, min Aj] C z + [1 —b_,1] et donc

M(@+ B1)\ (A" + B)) = A((w + By) N [max A + by, min A}] )

> A
> A( [max Aj + by, min A7) ) + Az + By) — Ma+ [1 —b_, 1] )
> A([maxAg + b+,minA’1]) — ¢b,
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ou la deuxieme ligne est obtenue par (3.3.1). Or

A([max Af + by min A}] ) = 1= (6b+ Keb+ (K — 1)b, +b,) —b_  par définition de A’
1= (0b+ Keb+ (K — 1)by) — (b+eb) par

1— (6b+ Keb+ (K = 1)(b—b_+¢b)) — (b+cb) par 23.19)
— (K +6+2¢)b+ (K — 1)b_ — 2(K — 1)eb

K —1)b_ —3(K —1)eb par (1.0.5)

K —1)(b- —22b)

b_ — 281)) car K > 2 (cf. remarque [1.0.1)).

V

—~

A\VZRR \VARRR \VARRR VARV
—~ =

/N

Ainsi
M@+ B)\ (A +B)) 2 A((z + B)\ (A" + B)) > b — 2b,

et donc finalement par le lemme et parce qu'on est dans le cas B
Treb > b — Teb — 2¢eb,

ce qui contredit (4.2.2)). Ce cas de figure est donc impossible.

Nous avons eu besoin de € < ————.
Q(TK —|— 1)

AL+ By Al + By

\J

’L+B1

Commencons par voir que (z + By) N (Af + By) # D et (v + By) N (A + By) = @
impliquent (z 4+ By) N (A" + B) = @. Supposons que ce ne soit pas le cas. Comme
(x + By) N (A + Bo) # @, cela implique que la distance entre By et B; est inférieure a
la mesure de Aj, + By.

AL+ By

\J

@+ By x4+ By

: :
distance entre By et By

Or
d(Bo,Bl) >1—b,—b_>1—b—eb,

et
MA} + By) < 0b+ Keb+ Kby,
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donc
1—b—eb<db+ Keb+ Kby,

or Kby < K(b—b_+¢eb) d’apres (2.3.14)), donc par I'hypothese (1.0.5) : (K +d+¢e)b <
1 —e¢b,ona

Kb —b<2(K —1)eb,
et comme nous sommes dans le second cas, finalement
(K —1)b— K1geb < 2(K — 1)eb,
c’est a dire
K-1
Q(K — 1) —I— KTK7
ce qui, encore une fois, contredit I’hypothese (|1.0.2)) quel que soit K > 2. Ce n’est donc

pas possible et on a bien (z + By) N (A’ + B) = @.
De cette maniére on a

€2

M(@+B)\ (A +B)) = A(z+ Bo) \ (A" + B)) + A((z + B1) \ (4’ + B))

> A
> A(Bo) + A((x + B1) \ (45 + By)),

donc d’apres le lemme [4.1.2]
M(z+ Bi) \ (A + Bo)) < mieeb — M(By), (4.2.3)

Remarque 4.2.2. A+ By est un intervalle car Ay en est un par construction et A\(Af) >
diamB,. Ainsi

(x + B1) \ (A + By) € ]—o00, min Aj[ U Jmax Ay + by, +00].

C’est cette majoration qui va nous permettre de délimiter une zone dans laque-
lle x peut se trouver. Mais pour cela, il va nous falloir regarder les différentes formes que
peut prendre cet ensemble (z + By) \ (A + Bp). Nous allons classer ces différentes con-
figurations possibles en quatre catégories selon la position de x + 1 par rapport a min Aj
et max Aj + by :

i)xr+1—b_>minAjet 1+ < maxAj+ by

i) z+1—b_ <minAj et 1 + 2 < max A + by

iii) x +1—b_ <min Aj et 1 +2 > max Aj + by

iv) x4+ 1—>b_ > min Aj et 1 + 2 > max Ay + b,
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A6+Bo

$+Bl

T+ B

| T+ B

bi. Sizx+1—b_>minAj et 1 + 2 < max Aj + b;.

Alors
r>min Ay — 1+b_ > min Ay — 1 + b — 7xeb,
et
r<maxAj;—1+0by
< min Ay — 14 0b+ Kb, + Keb
<min Ay — 14 0b+ K7reb+2Keb  par (2.3.15).
Ainsi

reminAy—1+b+ [—TKd), (5+K7’K5+2K5— 1)6} )

Remarque 4.2.3. I se peut que [’ensemble [b — Txeb, 6b+ K1reb+ 2Keb] soit vide.
C’est le cas dés que
1> (K+1)tge +0+2Ke,

c’est a dire des que

1-9¢
< :
c 2K + (K + 1)1k
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boat. Si1+x—b_ <minAj et 1 + 2 < max Afj + b;.

Alors d’une part par (2.3.15)) on a
r<max Ay — 1+ b, <min Ay — 1+ 6b+ Krgeb+ 2Keb.
D’autre part, on a
1+a—b_minAY[N (z+ B1) € ((@+ B) \ (4 + Bo)),
et donc par (2.3.16)), on a
A( 14— b, min AN (o + Bl)) > A([1 42— b, min A ) —eb.

Ainsi

MU+ —bo,min AG[) < A((z + B) \ (A) + Bo)) + b,
et donc par (4.2.3), on a
M1+ 2 — b, min Af[ ) < rceb — A(Bo) + eb.
D’ou

x> min Ag — 1+ b_ + A\(By) — Txeb — eb
> min Ay — 14+ b — (1 + 1)eb,

et donc finalement
re€minAdy—1+b+ [—(TK + 1)eb, ((H— Krge +2Ke — l)b} .
Remarque 4.2.4. La condition 1 + x — b_ < min A nous donne par
r<minAj—1+b_ <min Ay — 1+ b+ eb,

ce qui est une meilleure borne si

- 1—9
£ .
KTK+2K—1

Nous préférons donc choisir de considérer l'autre condition 1 + x < max A + by pour
obtenir une borne plus proche de celles des autres cas.

bati. Sil+x—b_ <minAj et 1 +x > max A\ + b;.

Alors tout d’abord,

<[1+x b, min A,[UJmax A} + by, 1 —i—x]) N (2 +B) € ((w+ B\ (4 + Bo)).

Ainsi, de la méme maniére que dans le cas b.ii, par (2.3.16)) et (4.2.3)), on a

ML+ 2 — b, min Aj[ ) + A(Jmax Aj + by, 1 + 2] ) < rieeb — A(By) + &b,
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c’est a dire
min Ay — max Ay + b — by < 7xeb — A\(By) + eb,

donc
b_ < Trgeb+db+ (K — 1)by + 2Ke + €b,

et comme nous sommes dans le cas B,
bo < K1geb+ b+ (2K + 1)e.

Ainsi
r<minAy —1+b_ <min Ay — 1+ K7geb+ 0b+ (2K + 1)e.

De plus, en particulier on a
Treb — N(By) = A( 14z — b_,minA6[> —¢b
>minA) — 1 —x+b_ —eb,
d’ou
x>2min Ay — 1 — (7 + 1)eb + b,
et donc finalement

v €min Ay —1+b+ |—(ri + 1)eb, (§ + K7ge + (2K + 1)e — 1)b] .

b.iv. Si1+x>max Ay +by et x+1—0b_ > minAj.

Alors ces conditions impliquent d’une part par définition de A’
x>min Ay — 1+ Kby + 0b+ Keb > min Ay — 1+ 0b + Keb,

et
x> min Ay — 1 + b — 7xeb.

D’autre part,

Jmax Ay + by, 1+a] N (2 +B1) C ((z+ By) \ (4 + By)),

donc encore une fois par (2.3.16) et (4.2.3) on a

A(Jmax Aj + by, 1+ 2] ) < 7xeb — A(Bo) + eb.
D’ou

<max Ay — 14+ by — N(By) + (7 + 1)eb
<min Ay — 1460+ (K — 1)by + (2K + 7 + 1)eb  par (2.3.15)
<min Ay — 14 6b+ (2K + K7k + 1)eb

T

et donc finalement

z € min Ag—1+((5b+Keb+[0, (Kric +1)eb] )N (b+[~7xe, (2K + Kric + 1)e +6 — 1] b))
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b.v. Conclusion du cas B.b.

Quel que soit le cas de figure dans lequel on se trouve on a

€ (min Ay —1+0b) + [—(7x + 1)e, (K7 + 2K + 1)e + 6 — 1] b.

AIO + Bo A,L + BO

\J

Nous allons suivre a peu pres la méme stratégie que dans le premier cas et commencer
par invoquer le lemme qui implique
M(z+B)\ (A" + B)) < 7xeb,
puis traduire sur le terme de gauche, le fait qu’on soit dans le cas B.c
M@+ B)\ (A +B)) = A(z+ Bo) \ (4 + Bo)) + A((z + B1) \ (41 + Bo)),
ainsi
(@ + Bo) \ (A) + Bo)) + A((z + B1) \ (4] + By))
(Bo) = A(( + By) N (Af + By))
+A(B1) = A((z + B1) N (4] + By))
>b— )\( [, 2 + by] N [min A, +OO[)

TK€b>)\
> )\

—)\([1+x—b,,1+x]ﬂ[1—|—minA’—b,,+oo[).

Finalement, soit [x,x + by] N [min A’, +00| est non vide et

7iceb > b— A [min A’z +by] ) = A([1+min A = b_, 1+ 2])
>b—(r+by —minA)—(1+z—(1+minA" —b_))
>2(min A" —z) —eb  d’apres (2.3.14),

d’ou .
. /
z>min A" — §<TK5+6)6.
Soit [z, + by] N [min A’, +00[ est vide et
Treb > b—)x([l—i—minA’—b,,l#—x])
>b—(14+x—(14+minAd" —b_))
>min A" —x+b—0b_
P

min A" —x —eb  d’aprés (2.3.16)),
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d’ou
x>min A — <7‘K6 + 5)6.

C) Conclusion :

On rappelle que min A’ = min A}, = o, ainsi si nous sommes dans le cas A, alors

z€ld — (tg + Deb, d[.

Si nous sommes dans le cas B, alors on a vu qu’il y avait les deux possibilités B.b et

B.c. Si nous sommes dans B.b, alors
re(d—1+b)+[—(tx +1)e, (K1 + 2K + 1)e + 6 — 1] b,

et si nous sommes dans B.c

z€ld — (¢ +1)eb, d',

tout comme pour le cas A. Finalement quel que soit le cas dans lequel on se trouve, on a

veld —(rx+ Deb | a’[+({0}u[b—1, (KTK+2K+1)5b+5b—1]>,
O

ce qui termine la preuve de ce lemme.
Ce lemme |4.2.1] énonce que les éléments de A inférieurs & A’ ne peuvent se trouver

essentiellement qu’a deux endroits.

A/

\}

xi=a — (kg +1)eb+b—1
ou yi=a + (Kt + 2K + 1)eb+6b— 1

z:=d — (1x + 1)eb
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1—9 1—96)2
C’est ici que 'on peut renforcer ’hypothese ¢ < m en € < I((?’log)K
rend la zone la plus éloignée de A’ inaccessible et nous permet donc d’affiner le résultat

et nous diriger vers la preuve du théoréme [0.0.6]

ce qui

N
N

AI

\j

Ofl z = (I,’*(TK+1)€I)

Lemme 4.2.5 (Pour le théoréme. On suppose, en plus des hypothéses du théoreme

0.0.7, que € < Soit © € A tel que x < min A’, on a

K3log K~

z > min A" — (7 + 1)eb,

ot on rappelle que T = (K(K + 1) log(K) — K(K(l +log4) — 6+ log4) +7.

Preuve. Nous allons suivre exactement la méme stratégie que dans la preuve du lemme

précédent (lemme [4.2.1]) sauf que nous allons voir qu’avec I'hypotheése supplémentaire

€< ;, le cas B.b est impossible. Or c’est la seule possibilité qui peut permettre
K3log K

a un élément de A d’appartenir a

0/ = (e +e)b+b—1, a + (ke +3e) Kb+ 6b— 1],
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En I’écartant nous prouvons donc le lemme Reprenons la preuve du lemme précé-
dent et plagons nous dans les hypotheses du cas B.b. On suppose donc que x € A est
tel que x < min A’, \(By) < 7xeb et

{ (z+ B1) N (AL + By) # @
(x+B)N(A+By) =2 °

A, + By AL+ By

\J

r+ By
Commengons par voir que (z + By) N (A’ + B) = @. Supposons que ce ne soit pas le cas.

Comme (z + B;) N (A + Bo) # @, la distance entre By et B; est inférieure a la mesure
de Aj + By car Ay + By est un intervalle.

Al + By

\J

x+ By x+ By

distance entre By et By

Or
d(Bo,Bl) >1—b,—b_>1—b—eb,
et
A} + By) < 0b+ Keb+ Kb,
Donc

1—b—eb< db+ Keb+ Kb,

or Kby < K(b—0b_ + ¢eb) d’apres (2.3.14)), donc comme (K + § + )b < 1 — ¢b par
I'hypothese ((1.0.5), on a
Kb_ —b< (2K — 1)eb,

et comme nous sommes avons Supposé
)\(Bo) < T KEb,

finalement
(K —1)b— K1geb < (2K — 1)eb,
c’est a dire
K-1
€= ,
KTK + 2K —1

ce qui contredit I'hypothese (1.0.2)) quel que soit K > 2. Ce n’est donc pas possible et
on a donc bien (x + By) N (A'+ B) = @.

K -1
KTK+2K—1‘

Nous avons eu besoin de € <
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De cette maniére et d’apres le lemme on a
xeb > A((z + B)\ (A’ + B))
M(@+ Bo) \ (A" + B)) + A((z + B1) \ (A" + B))
M(Bo) + A((z + Bi) \ (4 + By))
M(Bo) + M(B1) = M((Ay + By) N (x + By))
b — MA} + By),

WV

\VARR\VARRAV/

or par construction de A’ puis par (2.3.15)) puis parce qu’on est dans le cas B, on a

MAL + Bo) < 8b+ Keb+ (K —1)by + by
< 6b+ Keb+ K(A(By) + &b)
< 0b+ (K + K(ri +1)eb.
Ainsi

Ticeb > (1= 8)b — (K + K(ri + 1)eb,

ce qui implique
1—9

> .
c 2K + (K + 1)1g
Or 7xc = (K (K +1)log(K) — K (K(1+log4) — 6 +log4) + 7, donc

1—9
€2 ——,
K3log K
1—96
K3log K~
Remarque 4.2.6. En fait, nous n’avons besoin que de I’hypothese
1—9
<

et contredit I’hypothese du lemme ¢ <

mais nous avons opté ici pour plus de lisibilité.

Le cas B.b est donc impossible avec cette hypothese supplémentaire, ce qui termine
la démonstration de ce lemme. Pour les autres cas, il suffit en effet de reprendre mot
pour mot la preuve du lemme

1—-9
2K—|—(K—|—1)TK
]

Nous avons eu besoin de € <

On choisira donc d’utiliser I'un ou 'autre des deux lemmes précédents pour prouver
le théoréme ou le théoréme [0.0.71

Comme annoncé juste avant ces lemmes, il nous suffit de refaire tout le travail effectué
jusqu’ici avec x(A) et x(B) a la place de A et B afin de trouver les deux lemmes corre-
spondants traitant le cas des éléments "apres" A’, c’est a dire des éléments supérieurs a
max A’
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Lemme 4.2.7. Soit x € A tel que x > max A’, on a nécessairement
z € [max A", max A’ + (1x + 1)eb[ + ({0} U1 =8b— (K +2K + 1)eb, 1— bD

ot on rappelle que 7 = (K(K + 1) log(K) — K(K(l +log4) — 6 + 10g4) +7.

Preuve. L’idée est d’'utiliser y car cette transformation envoie les éléments inférieurs a A’
sur les éléments supérieurs & A’. En particulier min y(A) = max(A).

11 s’agit d’appliquer le lemme a x(A) et x(B) puis d’appliquer a nouveau y afin
d’obtenir des informations sur les éléments de A supérieurs a max A’. Cependant, pour
que cette idée fonctionne, il faut que x(A)’ soit égal & x(A’). En effet, en appliquant y
une nouvelle fois, on aurait alors X(x(A)’) = X(X(A/)) et X(X(A/)) = A’ puisque x est
une involution. Il s’agit donc de montrer que x envoie bien A" sur x(A)’.

Premiérement, nous avons translaté A par a page [A7] pour pouvoir supposer (2.1.7),
mais comme X(W(A)) = 1 —7(A), on peut translater y(A) par 1 — a afin d’obtenir
la supposition correspondante. Cette étape ne pose donc aucun probléeme. De plus on
rappelle que

K-1
A=d+ || [k—kb_,k+6b+ Keb+ (K —k —1)b],

k=0

donc A’ ne dépend que de K, §, by, b_ et a’. Ces objets sont uniquement déterminés par
la structure de A et B. Il nous suffit donc de vérifier qu’ils deviennent bien ce qu’on veut
lorsqu’ils sont déterminés par x(A) et x(B).

Tout d’abord, on a A(x(A)) = A(A) et A(x(B)) = A(B) donc

Ax(A) _ A

A
Ax(B))  A(B)’

et donc K et 0 restent inchangés.

Ensuite, par minimalité de By et By ona 0,b,,1—0b_,1 € B donc x(By) C [1 —b_,1]
et x(B1) € [0,b4]. b_ est donc bien envoyé sur by et by est bien envoyé sur b_.

Enfin o’ = min Ag par définition donc 1 —a’ = min )?(\A/)K et donc x(A") = x(A)". Et
ainsi en appliquant le lemme a x(A) et x(B), on a quel que soit x € y(A) tel que
x < min x(A)

z€ld — (1 + 1)eb a’[+({0}u[b—1, (KTK+2K+1)sb+5b—1]>,

ou
7ic = (K (K +1)log(K) — K(K(1 4 log4) — 6 +log4) + 7.

Finalement en appliquant x a nouveau, on obtient le résultat. Si z € A tel que = >
max A’, on a nécessairement

z € max A", max A"+ (7 + 1)eb[ + ({O}U {1 —0b— (K7 + 2K + 1)eb , 1 —bD.
[

103



A/

z:=max A’ +1 —6b— (K7 + 2K + 1)eb
ol y:=max A" + (7 + 1)eb+1—b
z :=max A"+ (1 + 1)eb
De méme on obtient aisément le lemme suivant.

Lemme 4.2.8 (Pour le théoréme. On suppose, en plus des hypothéses du théoréme

0.0.7, que € < . Soit x € A tel que x > max A’, on a nécessairement

K3log K

r < max A" + (7 + 1)eb,

ot on rappelle que 7 = (K(K + 1)log(K) — K(K(l +log4) — 6 + log 4) +7.
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A/

max A" 5

| | >
=

Ul
AN Jmax A, +o00[

ou z=maxA + (1 + 1)eb

Ces deux derniéres paires de lemmes traitent les cas des éléments de A en dehors de
[min A’, max A’] (avec et sans I’hypotheése supplémentaire). Cependant, un argument
élémentaire permet d’affiner les lemmes et (dans le cas ol nous n’avons pas
d’hypothese supplémentaire donc). C’est I'objet du lemme suivant.

Lemme 4.2.9. Soit z,y € A tels que x < min A" et y > max A’. Si A\(By) > 7xeb, on a
x€fa — (1 +1)eb, d[.
Si AN(B1) > Tkeb, on a
z € lmax A", max A"+ (75 + 1)eb].
On rappelle que T = (K(K + 1) log(K) — K(K(l +log4) — 6 + log 4) +7.

Preuve. Soit x € A tels que x < min A" et supposons A(By) > 7xeb. D’apres le lemme

d21] on a
veld — (i + 1)eb | a’[+({0}u[b—1, (KTK+2K+1)5b+6b—1]>.
Supposons que x € [a' — (7 + 1)eb+b—1, o + (K7 + 2K + 1)eb+ 6b—1]. On a
sup(z + By) < @' + (K7 + 2K 4+ 1)eb+ 0b— 1+ by

Or by < b+ ¢b par (2.3.15), donc
sup(z + By) < d + ((KTK+2K)5+1+5+25)1)— 1.

5 \3
De plus € < <3K> par I’hypothese (1.0.2)), donc pour tout K > 2

(K7i +2K)e < K — 1.
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Ainsi
sup(z + By) < d + (K+5+ 25)6 -1,

et donc finalement par 'hypothese ((1.0.5])

sup(z + By) < d'.

Ainsi z 4+ By C ((A \A) + B) \ ((A NA)+ B). Cependant d’apres le lemme 4.1.2) on a

A(((A \A)+B)\ (AN 4) + B)) < 7xeb,

d’ou
/\(I + B(]) = )\(Bo) < TKgb,
ce qui contredit notre hypothese et prouve donc la premiere partie de ce lemme. Encore

une fois, on obtient aisément la seconde partie du lemme en utilisant ’application y puis
en reprenant le méme raisonnement.

K-1
]

Nous avons eu besoin de € <

Remarque 4.2.10. Comme 7 = (K(K + 1)log(K) — K(K(l +log4) — 6 + log 4) +7
et comme on a hypothése (1.0.2),

e< —.
2TK

Ainsi .
max (A(By), \(B1)) > 5 > TeD.

De cette maniere, on peut toujours appliquer ['une ou 'autre des deux parties de ce lemme

(4.2.9). Ce constat nous sera utile pour prouver le théoréme[0.0.7

Nous avons désormais fini de traiter le cas des éléments de A hors de [min A’, max A’']
et pouvons donc passer a la partie suivante.

4.3 Le cas des éléments de A\ A" dans [min A, max A’|

On rappelle encore une fois que
K—1
A=d+ || [k—Fkb_,k+ b+ Keb+ (K —k —1)b],
k=0

et qu'on a posé pour tout k € {0,..., K — 1}

Ab = + [k —kb_ k+06b+ Keb+ (K —k — 1)b,],

K—1
de sorte que A’ = || Aj (on peut voir A} comme le k-éme étage de A’).
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Nous avons traité, dans la partie précédente, le cas des éléments de A\ A’ se trouvant
avant min A’ et apres max A’. Il nous reste donc a traiter le cas des éléments de A\ A’ se
trouvant dans [min A’, max A’], ¢’est a dire se trouvant entre deux morceaux consécutifs
de A'.

Nous allons voir que si x est un élément de A\ A’ et si z se trouve entre deux
morceaux consécutifs de A’; c’est a dire si x € }max A, min A} +1{ pour un certain k €
{0,..., K — 1}, alors x est nécessairement trés proche de I'un des deux morceaux A}
ou Aj .. Ainsi nous allons prouver que tous les éléments de A se trouvent dans un
fin manteau autour de A’ (dont nous maitrisons 1’épaisseur) et obtiendrons donc les
théoremes [0.0.6] et [0.0.7]

Nous allons tout de méme devoir découper cette derniere phase en deux parties car
dans certains cas extrémes, il se peut que A (Jmax Aj, min A}[) ou A (] max Aj_,, min A%, D
soient trop petites et posent quelques soucis. Nous traiterons donc a part les premier et
dernier étages.

La premiere partie ne posant pas de souci, elle sera commune aux preuves du théoréme
et du théoreme La seconde en revanche differera dans les preuves de ces
théoremes car le renforcement des hypotheéses dans le théoreme nous permettra
d’éviter les cas trop extrémes.

4.3.1 Le cas des éléments z de A\ A’ dans |max A}, min A) ;| pour
ke{l,..,K -2}

Lemme 4.3.1. Sik € {1,..., K — 2} et six est un élément de A tel que x € }max Aj,min Ay [,
alors
d(z,A") < (7 + 1)eb,

ot on rappelle que T = (K(K + 1) log(K) — K(K(l +log4) — 6 + log 4) + 7.
Prewve. Soit k € {1,... K —2} et x € AN }maXAz,min Al [ On peut supposer que
A(By) = b/2. Sinon cela signifie que A\(B;) > b/2 et donc quitte & appliquer x, on se
ramene a x(By) > b/2.

Nous allons raisonner par ’absurde, supposons que d (z, A") > (17 + 1)eb, ce qui

implique que
A(]maxAz,minA;H D > 2(1x + 1)eb,

et donc
s }max A+ (T + 1)eb,min Ay, — (7x + 1)5b{.

On a
M@+ Bo) \ (A + B)) > )\( (¢ + Bo) N |max Aj, + by, min A}, [) (4.3.1)
Or on rappelle que le lemme donne la majoration
A(((A \A)+ B)\ (AN ) + B)) < Tieb,

Nous allons voir que ces deux derniéres inégalités sont en contradiction. Pour cela nous
allons distinguer les quatre configurations possibles :
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e (z+ By) N]|—oo,max A}, + by[ = @ et (z + Bo) ﬂ:minAj,fH,—I—oo:: %)
o (z+ By) N|—oo,max Aj, + by[ # O et (v + By) ﬂ:minA§€+1,+oo:7é @

e (z+ By) N]|—oo,max A}, + by[ # @ et (v + Bo) ﬂ:minA;H,—Foo:: %)

o (z+ By)N]—oo,max A}, + b [ =D et (z + By) ﬂ:minA§€+1,+oo:7é %)

et nous allons voir que quelle que soit la configuration dans laquelle on se trouve, )\( (x 4+ Bo)\

(A" + B)) est trop gros (supérieur a 7xeb) et nous amene donc a une absurdité.

Cas 1: (xz + By) ﬂ}—oo,maxA;c—l—b_,_{: o et (x + By) ﬂ}minA;H_l,—l—oo{: %)

max A} + by x+ By

A+ B z z by

H !/
min A}

Dans ce cas on a alors x + By C }max A+ by, min A7 [, et donc

)\((x + By) ﬂ]maxA;€ + b+,minA§€+1D > \NBy) >

NS

b 5\’
Or 3 > Treb, car € < () par 'hypothese ([1.0.2)) et quel que soit K > 2

3K
s\ 1
. < —.
3K 27’[{

On rappelle que 7ge = (K(K + 1)log(K) — K(K(l + log4) — 6 + log4> + 7. Ainsi
finalement
)\< (x + By) N ]mauxA}C + by, min 4) D > Treb.

Nous avons eu besoin de € < —.
QTK

Cas 2: (x + By) ﬂ}—oo,maxA}c—l—bJr{;é @ et (x + By) ﬁ}minA;c_H,—l—oo{;é @

max Aj + by min A,

A+ B z+ By
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On rappelle ici que By C [0,b4] et by < b+¢b ( cf. ), donc
)x((x—i—Bo)ﬂ}maXA;—l—bjL,minA;HD > A([m,x+b+]ﬂ}maXA;—i-bjL,minA;HD
—)\([x,x+b+]\(x+Bo)>
> )\(}rnauxA;c +b+,minA;c+1D — b,
or comme k € {1,..., K — 2}

A(]maxA; + b+,minA;m[) 1 (k+ Db — (K — k)by — 6b— Keb

>1—-20b+eb)—(k—1)b- — (K —2—Fk)by —0b— Keb
>1—-(K+d+2)b+b— (2K —3)eb
>b— (2K — 3)eb,

ou la derniere ligne provient de '’hypothese A(A)+(K + d +¢) b < A(A)+1—eb (hypothese
(1.0.5)). Ainsi

)\((:E + By) ﬂ}rnauXA;C + b+,minA;€+1D >b—2(K — 1)eb,

5 \°
or b—2(K — 1)eb > Tgeb quel que soit K > 2, car € < <3K> par ’hypothese ([1.0.2]).

Ainsi finalement
A( (x + By) N }maxA}c + by, min A) 4 D > Txeb.

1
Nous avons eu besoin de € < TK—l—Q—K—ZS)

Cas 3: (xz + By) ﬂ}—oo,maxA;c—i-b_,_{;é o et (x + By) ﬂ}minA;H_l,—l—oo{: %)

max A} + by min A}

| |
T !

A+ B x + By

On a
A((a:—i—Bo) ﬁ]maXA;ijJr,minA;gHD
> )\((x—i— [0,b+]) ﬂ}maxAﬁc+b+,minA;+1D - A((x+ [0, b+]) \ (l’-l-Bo))

> A(]maXA; +b+,x—|—b+]> — (A([O, b+]) - )\(BO))y
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et comme z € }max Al + (T + 1)eb,min A} | — (7x + 1)6()[, By C [0,b4] et by < b+eb,
on a
A( (2 + By) N |max A} + b, min A}, D > (ric +1)eb — &b,

c’est a dire
)\<(93 + By) N }maxAﬁC + b+,minA§€+1D > TReD.

Il est possible d’étre un peu plus fin ici, mais cet argument suffit a notre objectif.

Cas 4: (= + By) ﬂ}—oo,maxA;c—i—b_F{: @ et (x + By) ﬂ}minA;ﬁLl,—koo{;é @

Al H /
max A}, + b, min A},
| |

A+ B z+ By

Ce cas est similaire au précédent et on a
>\< (x+ Bo)N }maXA;C + by, min Aj_ D > Treb.
Finalement, quel que soit le cas dans lequel on se trouve, on a toujours
)\< (x + By) N }maXA; + by, min Aj D > TreD,
et donc par
M (@ + Bo) \ (A" + B)) > rieb.
Mais (z + Bo) \ (A’ + B) C ((A\ A) + B) \ ((AN A') + B), donc

A(((A \A)+B)\ (AN A) + B)) > rieb,

ce qui contredit le lemme et nous donne donc I'absurdité. Ainsid (z, A") < (1x+1)eb
ce qui termine la preuve de ce lemme. O

Il nous reste donc simplement a traiter le cas des éléments de A entre les deux premiers
morceaux de A’ et entre les deux derniers morceaux de A’.

4.3.2 Le cas des éléments de A appartenant a Jmax Aj, min A|[ ou
a Jmax A o, min A ]

Nous n’avons pas pu traiter ces zones avec les autres dans la partie précédente car dans

certains cas extrémes, elles peuvent poser probleme. En effet, si par exemple By est réduit

a {1} et si (K + 6+ )b est proche de 1 alors il se peut que A, + By intersecte A}. Ainsi

un élément de A pourrait se trouver n’importe ou entre Aj et A} sans qu’il ne rajoute la
moindre contribution a la mesure de S quand on somme par B.
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\J

v

Pour qu’'un tel phénomene se produise, il faut donc que A(Bj) soit trés petite et que
(K + 6 + €)b soit tres grand. Ou de maniére symétrique pour ]max Ay o min A% [,
il faudrait que A(By) soit tres petite et que (K + & + €)b soit tres grand. En ajoutant
I’hypothese qu’au moins I'une des deux conditions suivantes soit satisfaite

. (K+5—|—(TK+2K)€)I)<1
T + K
K—1°

dans le théoreme [0.0.6], on évite donc ces phénomeénes extrémes. C’est Pobjet des deux
lemmes suivants. Le premier traite le cas des éléments de Jmax Afj, min A’ [ et le second

o min (\(Bo), \(By)) > b

ajoute le cas des éléments de }max A5, min A/K—l{ en appliquant, comme d’habitude,
la transformation Y.

Lemme 4.3.2. Soit x un élément de A tel que x € Jmax Af,, min A|[. Si l'une des deux
conditions suivantes est réunie

o (K+0+ (rk+2K)e)b<1

TK+K

AB)) >
* MB) =

eb

alors d(xz, A") < (T + 1)eb, ot on rappelle que
Tic = (K (K +1)log(K) — K (K(1 4 log4) — 6 +log4) + 7.

Preuve. Soit x € AN Jmax Afj, min A;[. Nous allons reprendre la preuve du lemme [4.3.1]
mais allons modifier le cas 2. En effet, ¢’est le seul qui utilise le fait que k& € {1,..., K — 2}.
Nous pouvons reprendre les trois autres cas a l'identique pour k = 0 a une petite chose
pres, dans la preuve du lemme , nous avons pu supposer 'gratuitement" que A\(By) >
b

3 sous peine d’appliquer x. Or ici, nous voulons appliquer x une fois le lemme prouvé pour

obtenir le résultat correspondant pour }max A o min A [ Nous ne pouvons donc
plus faire cette supposition et devons considérer le cas ou c’est A(Bj) qui est supérieure
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ou égale a b/2. Nous allons voir que ¢a ne pose aucun probléme et qu'on retombe
aisément sur des cas traités dans la preuve du lemme [£.3.1] La preuve du cas 2, en
revanche, ne fonctionne plus du tout pour k£ = 0 quand c’est A(By) qui est supérieure a
b/2. 1l nous faudra ajouter I'une ou 'autre des deux conditions supplémentaires, pour
obtenir le résultat. En effet, nous verrons que sous I'une ou 'autre de ces deux conditions,
max Af + b est suffisamment inférieur & min A} pour que A(}max Al + by, min A7 D

soit assez grande pour obtenir 'absurdité.
Débutons donc la méme stratégie que dans la preuve du lemme [£.3.1} Supposons que
d(z,A") > (1 + 1)eb, c’est a dire

x € Jmax Ay + (7x + 1)eb, min A} — (75 + 1)eb].
Commencons par traiter le cas o c’est By qui a une mesure supérieure a b/2.

A) On suppose que A\(B;) > b/2.

On a d’une part
)\((:E + By)\ (A" + B)) > )\((as + B1) N]max A} + b+,minA’2[),

et d’autre part, (z+ By)\ (A’ + B) C ((A\A/) +B> \ ((AﬂA’) —I—B), donc par le lemme
4. 1.2
M (z+B1)\ (A" + B)) < xceb.

Ainsi
/\< (x + By) N]max A} + by, min A [> Txeb. (4.3.2)

Or nous avons vu dans la preuve du lemme que c’était impossible. En effet, il
suffit de reprendre la preuve avec k = 1 et avec 2’ et Bj, définis par 2’ =1+ — b_ et
Bj = x(B1). On a bien #’ € Jmax A} + (7x + 1)eb, min A} — (75 + 1)eb] et A\(B}) > &
Ainsi on retombe bien sur les quatre configurations possibles :

o (/' + Bj)N]—oo,max A} +by[ = D et (¢/ + Bj) N |min A}, +00[ = &

o (' 4+ BN

( 0) N (

o (/' + Bj)N]—oo,max A} + by[ # @ et (¢/ + Bj) N |min A}, +00[ # &
( 0) N]—oo,max A} + by [ # & et (&' + BY) N |min A}, +oo[ = &
( 0) N (

o (' 4+ BN

|—oo,max A} + by [ = @ et (2' + By) N |min Af, +oo # @

Nous avons vu qu’elles menaient toutes a une contradiction de (4.3.2). Ainsi d (z, A") <
(Tx + 1)eb, ce qui prouve ce lemme dans le cas ou A\(By) > %

B) On suppose que \(Bj) > b/2.

On a d’une part
)\((x+BO) \ (A’+B)> > )\((x+BO) N Jmax A +b+,minA'1[>,
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et d’autre part, (x + By) \ (A'+ B) C ((A\A/) +B> \ ((AF‘IA’) —I—B), donc par le lemme
4. 1.2
M (z+ Bo) \ (A" + B)) < xceb.

/\< (z + By) N ]max Ay + by, min Aﬁ[) < Tieb. (4.3.3)

On va alors distinguer les quatre configurations possibles :

e (z+ By) N]|—oo,max A + by[ = & et (x + By) N ]min A}, +o0[ = &
e (x+ By)N]—oo,max Aj + b, | # & et (x + By) N |min A}, +oo| # &
o (z+ By) N]|—oo,max A + by [ # & et (x + By) N |min A}, 400 = &
o (r+ By) N]—oo,max Aj + b.[ = @ et (x + By) N |min A}, +o00[ # &

et nous allons voir que quelle que soit la configuration dans laquelle on se trouve, )\( (x + Bop)\

(A +B )) est trop gros et contredit donc (4.3.3]). Comme annoncé plus haut, nous allons
traiter le cas 2 séparément des trois autres cas.

a) Cas 2 avec ’hypothése supplémentaire (K + 6+ K? log(K)e)b <1
Nous sommes ici dans le cas 2 et on suppose donc que (x + By) N]—o0, max Ay + b, [ # @

et que (z + By) N |min A}, +oo[ # &. On rappelle que By C [0,b4] et by < b+ ¢eb ( cf.
(2.3.15)) ), donc

A((x+BO) ﬂ]maXA6+b+,minA'1[> > )\<[a:,x+b+] ﬂ]maXA6+b+,minA'1[>

—)\([x,x+b+]\(x+30))

> )\(]maXAg + by, minA’l[) — ¢b.
Or par définition de A’, on a

A(]maxAg+b+,minA’1[) —1-b — Kb, —6b— Keb

>1—(b+eb) — (K —1)by — b — Keb par (2.3.14)
>1—K(b+eb) —6b— Keb par (2.3.15)
21—(K+5+(TK+2K)5)b+TK8b

> TreED,

ol la derniere ligne provient de notre hypothese supplémentaire (K + 0+ (7 + 2K )5)b < 1.
Ainsi
)\( (z + Bp) N Jmax Ay + by, min A’l[) > Txeb,

ce qui contredit directement ({4.3.3)).
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b) Cas 2 avec I’hypothése supplémentaire \(B;) > (K + 2)(log K + 3)eb.

Nous allons reprendre ici exactement la méme stratégie et appliquerons simplement une
autre minoration a la fin. On a toujours

/\((CC + By) N Jmax Ay + b+,minA'1[> > A(]maxA6 + b+,minA’1[> — ¢b,

)\(]maxA6 + b+,minA'1[> —1—b — Kb, —8b— Keb.

C’est ici que les raisonnements different. On a

A(]maxA6+b+,minA’1[) —1-b — Kb, —6b— Keb

WV

1—(b+¢eb)— (K —1)by —db— Keb par (2.3.14)
1—(b+eb)— (K —1)(b—b_+¢b) —6b— Keb par
1—(K4+0+2)b+ (K —1)b_ —2(K — 1)eb

(K — 1)b_ — 2(K — 1)eb,

ARV,

par I'hypothese (K +d+¢)b < 1 —eb (hypothese (1.0.5)). Enfin, il nous suffit d’appliquer
T +
K-1

notre hypothese supplémentaire \(B;) > eb pour obtenir

K —1)b_ — 2(K — 1)eb

)\(]IH&XA/O —|—b+,minA'1[> > (

> (K = 1)(MB1) +¢b) = 2(K —1)eb par
(
(

K
K- 1)7;2 e — (K — 1)eb

Donc finalement
)\<(a:+Bo) N Jmax A +b+,minA’1[) > A(]maxAs +b+’minf4’1[) —¢eb

> (T +1)eb— b
> TxEb,

ce qui contredit encore une fois (4.3.3]).
c) Cas 1,3 et 4.

Comme A(By) > b/2, il suffit de reprendre a 'identique la preuve de ces trois cas dans le
lemme [4.3.1} avec k£ = 0. Nous n’avions pas besoin de supposer k # 0 dans ces trois cas.

Ainsi quel que soit le cas dans lequel on se trouve, nous arrivons a une absurdité et donc
d(z,A") < (7 + 1)eb, ce qui prouve ce lemme également dans le cas ou A(By) > b/2. O

Comme d’habitude, en appliquant y, on obtient le résultat analogue pour k = K — 1,
ce qui conduit au lemme suivant.
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Lemme 4.3.3. Soit x un élément de A tel que v € |max A} _,, min A’K_l[. Si l'une des
deuzr conditions suivantes est réunie

o (K+0+ (rx+2K)e)b<1

TK+K

K—lgb

o \(By) >

alors d(x, A") < (T + 1)eb, ot on rappelle que
i = (K (K +1)log(K) — K (K(1+log4) — 6 +log4) + 7.
En regroupant les deux lemmes [£.3.2] et [£.3.3] on obtient le lemme suivant.

Lemme 4.3.4. Soit x un élément de A tel que x € Jmax Af,, min A} [U} max A5, min A%, [
St l'une des deux conditions suivantes est réunie

R (K+(5—|—(TK+2K)€)6<1

TK—|—K
K -1

o min (A(Bo), A(B1)) > eb
alors d(x, A") < (T + 1)eb, ot on rappelle que
Tic = (K (K +1)log(K) — K (K(1 +log4) — 6 +log4) + 7.

Remarque 4.3.5. Comme 7 = (K(K + 1) log(K) — K(K(l +log4) — 6 +log 4) +7 et
comme on a l’hypothese (1.0.2)),

2(TK+K).
Ainsi . LK
TK
> — = .
max (A(Bo), \(B1)) > 5> e

De cette maniére, on peut toujours appliquer 'un ou Uautre des lemmes [{.3.9 et[4.5.3.
De plus si by = b_, nous pouvons utiliser les deur lemmes. Ces constats nous seront

utiles pour prouver le théoréme[0.0.7

Ce dernier lemme [4.3.4) était le maillon manquant pour nous permettre de prouver le
théoreme et nous avons donc désormais tout en main pour achever la démonstration.

Pour le théoréeme en revanche, n’ayant pas d’hypothese supplémentaire, nous ne
pouvons rien dire quant aux éléments de A se trouvant dans jmax Af, min A}[ ou dans
| max A% 5, min A% [. Comme expliqué précédemment, il se peut que dans certains cas
extrémes, des éléments de A se retrouvent n’importe ou dans ces intervalles. C’est pour
cela que ces zones ne sont pas "affinées" dans le théoréme [0.0.7 Cependant, la remarque
nous permet tout de méme d’écarter I'une de ces deux zones selon lequel de b, ou
b_ est le plus grand. Nous avons donc également tout en main pour pouvoir démontrer
ce theoreme.
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Conclusion des preuves des
théoremes 0.0.4}, |0.0.6| et 0.0.7

Les trois premieres parties nous donnent les premieres informations nécessaires a la dé-
monstration des théorémes et . A la fin de la partie 2, nous connaissons déja
la structure de B :

B = BO L Bl,

ou By C[0,b.], By C[1—b_,1],{by,1 =b_} CBetby +b_<b+ g{linKs?b.

0 by 1—-b_ 1

| | | |
f [ | |

By By

A la fin de la partie 3, nous connaissons ou se situe la majorité des éléments de A. Nous

savons (cf. (3.4.1)) qu’il existe un réel a’ tel que
A(ANA) > A4) - <K2 log (K) — K (K(1+ log4) - 7))519,

la')

ou
K-1
A=d+ || [k—kb_,k+6b+ Keb+ (K —k—1)b,].
k=0
b by by by by
L'} a" [ ] | | | Lo’}
E H 1 I T |
L Kel
b o
Lo +2 " Lo la|+2
Lo’ 13 : Lo lo'}+3
: L /
w11 A
la }+4 ~ " L lo'}+4
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4.4 Fin de la démonstration des théoréemes [0.0.6 et
0.0.4

Dans la derniére partie, les lemmes [£.2.5] [£.2.8] [.3.1] et [.3.4] affirment qu’aucun élément
de A ne peut se trouver a une distance supérieure a (75 + 1)eb de A’, ot

7ic = K?log(K) — K (K(1 +log4) — log K — 6 + log4) + 7.

Ainsi
AC A + [—(rx + D)eb, (1 + 1)eb].

A:

avec 7x = (K(K +1)log(K) — K(K(1 +1log4) —6 +1logd) +7
On prouve le théoreme [0.0.6] en posant

FK:TK+K/2—|—1,

pour plus de lisibilité. Le théoréme [0.0.4] est un simple corollaire du théoreme [0.0.6]

4.5 Fin de la démonstration du théoréme

On rappelle que
K—1

A'=d+ || [k—Fkb_,k+ b+ Keb+ (K —k — 1)b].
k=0

117



Comme 7reb = | (K(K + 1)log(K) — K(K(l +log4) — 6 + log 4) + 7) eb, les lemmes
21 E27 et mlﬂ

nous amenent & 'inclusion suivante

ACA + [—(tx + 1)eb, (1 + Db WU U Vi U Vs,

ou
Vi=[b—1—(rxc +1)eb, (K7ic +2K + 1)eb+ b — 1],
Vo = [max A’ + 1 — (K7ic + 2K +1)eb — 6b , max A"+ (rc + 1)eb+ 1 - b),

et
U' = [(K = 1)b,0b,1 —b_]U[(K —2) + by + b, (K —1) — (K — 1)b_].

De plus, le lemme et la remarque nous assurent que V; et V5 ne peuvent pas
tous deux intersecter A. Ainsi

ACA 4 [—(tx + 1)eb, (T + 1)eb] U U UV,

ou
@ si min ()\(BO ) > Treb
V=2V siAB) < (1 —TKE)b
Vo si A(By) < (1 — 1ke)b

Enfin la remarque nous permet d’écarter I’'un ou 'autre des deux intervalles com-
posant U’ et finalement

ACA + [—(tx + 1)eb, (T + )b UU UV,
ou

(K = Dby, 1= b] siby > b
U{ (6 = 2) by 46, (K = 1) = (K = 1)b-] sib <bo .
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A/

[T

0b+ Keb

en posant I'xk = 7 + K/2 4+ 1 et en

S

7

eoreme

Encore un fois, nous obtenons le th
notant que max A’ = max Aj + Keb.
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Nous pensons que nos théoréemes ne sont pas optimaux et conjecturons en particulier
que sous les hypotheses du théoréme [0.0.4] il est possible de montrer que A est inclus
dans un translaté de Ay + [—eb/2,eb/2]. De notre coté, nous prouvons seulement que A
est inclus dans un translaté de Ag + [—I'keb, I'keb] et une premiere étape d’amélioration
serait de parvenir & démontrer que A est inclus dans un translaté de Ay + [—T'eb, I'eb], on
I' est une constante ne dépendant plus de K.

D’autre part, il est impossible d’établir, en toute généralité, une inclusion plus précise
que A C a+ Ay + [—eb, eb] pour un certain a € R. En effet, posons B = [0,b,] U {1} et
pour tout i € {1,..., K} et tout 0 < &’ < ¢,

Ai(e) = AgU (i = 1+ (K —i)b+ b+ [0,€] ) U (i = 1) + [~ (e — €)b,0] ),

ou on rappelle que

=

Ao=J [k =1,k —1+ (K — k)b+db].
k=1
(e —¢")b
R (K —1)b ]
o s
o Ay(e)
| Iﬂ—>b
| |

ob

Chaque couple d’ensembles A;(¢’) et B respectent les conditions du théoréme W De
plus Ay + [—€b/2,£b/2] (ou Ag + [0,eb] en translatant par £/2) est le plus petit ensemble
(au sens de l'inclusion) a translation pres, contenant une translation de chaque A;(¢’).
Ceci prouve que si nous arrivons a démontrer notre conjecture, alors le résultat serait
optimal en un certain sens.

Dans le cas symétrique A = B, il est possible d’étre encore un peu plus précis et
Candela et de Roton ([4] théoréme 4.1) ont prouvé le résultat suivant.

Théoréme 4.5.1 (Candela et de Roton). Soit 0 < ¢ < 1/3 tel que ¢ < 107*. Soit
A C [0,1] un ensemble fermé, de diamétre 1, de mesure non nulle et tel que \(A+ A) <
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(B4+e)A(A) et M(A) < 2(11+6). Alors A mod 1 est inclus dans un intervalle I C T tel que
u(I) < (1+e)A(A).

Dans ce théoréme, la condition € < 10~% est nécessaire afin d’utiliser un autre résultat
de Candela et de Roton ([4] théoreme 1.6) mais toute amélioration de ce dernier affaiblira
automatiquement ’hypothese.

Au sujet de nos résultats, nous pensons également qu’il est possible d’améliorer les
hypotheses de contrainte sur € mais lever certaines restrictions occasionnerait quelques
difficultés pour notre approche. Par exemple si ¢ > §/K, alors il est possible que K ne
soit plus égal & K4 (ce qui était confortable dans notre démonstration). En effet, si nous
posons

B=1[0,bU{1},
et Kt
A= U kE—1k—14+ 0+ (K —k)+4d/K)b],
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alors K4 = K — 1 et on a bien

MA+B)=XMNA)+(K+d+0/K)b< AMA)+ (K +0+¢)b.
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Partie 11

Ensembles de Sidon
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Comme rappelé dans l'introduction, les ensembles de Sidon ont été introduits en
1932 par le mathématicien Simon Sidon [30]. Ils représentent aujourd’hui une branche
importante de la combinatoire additive et bon nombre d’axes de recherche restent encore a
explorer a propos de ces ensembles. Dans ce chapitre, nous évoquerons quelques avancées
que nous avons pu obtenir dans certains de ces axes.

Soit £ un semi-groupe additif, on dit qu'un ensemble dans E est de Sidon si il n’admet
que les solutions triviales a I’équation a + b = ¢ + d, c’est a dire les solutions telles que
a = coua = d. Cette définition se reformule comme suit. S C E est un ensemble de
Sidon si il admet au plus une solution a 1’équation a + b = e pour tout e € E. Cette
nouvelle définition est plus pratique pour définir la généralisation suivante. On dit qu'un
ensemble est un ensemble By |g] si il admet au plus g solutions {a, b} & 'équation a+b = e
pour tout e € E.

Définition 0.0.1. Soit E un semi-groupe abélien et g € N*, on pose
Bylgl(E) = {Ag E | #{{a,b} CA| a—l—b:e} < g pour tout e € E}

L’indice 2 est relatif au nombre de termes dans la somme. On remarque qu’en parti-
culier By[1|(E) est 'ensemble des ensembles de Sidon dans E.

C’est en travaillant sur la théorie des séries de Fourier que S. Sidon [30] introduit
ces ensembles. Il se demande notamment quel cardinal peut atteindre un ensemble de
Sidon dans [1,n]. Cette question s’est avérée difficile et beaucoup de chercheurs se sont
penchés sur elle. Deux directions sont alors envisagées. La majoration et la minoration
de ce cardinal maximal. Pour la majoration, on prouve qu’au dela d’un certain cardinal,
un sous-ensemble de [1,7n] ne peut pas étre un ensemble de Sidon. Pour la minoration,
on construit simplement un gros ensemble de Sidon. Ainsi le cardinal maximal est néces-
sairement supérieur a celui de notre ensemble explicitement construit. On note F' ( [1,7] )
ce cardinal maximal. Plus généralement, on introduit la notation suivante.

Définition 0.0.2. Soit E' un semi-groupe abélien et A un sous ensemble fini de E. On
note

F(A) =max{#S | S C A, S est de Sidon} .
Le probleme de Sidon était donc de borner F' ( I1, n]]) de la maniere la plus efficace

possible. Sidon a commencé par prouver la minoration F ( [[1,n]]) > n'/4. En 1941,
Erdés et Turdn [11] démontrent la majoration

F([[l,n]]) <\/ﬁ+0<n1/4),

en utilisant la méthode dite des petites différences, méthode que nous adapterons afin
de prouver les théoremes et [I.1.5l Quelques années plus tard, et indépendamment,
Chowla [5] et Erd6s [11] déduisent tous deux d’un résultat de Singer [31] la minoration

puay L) [[j’gn]] )

Ces deux derniers résultats suffisent a montrer la fameuse équivalence

F([[l,n]]) ~/n (n— +o0).

> 1.
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Aujourd’hui encore nous ne connaissons pas beaucoup mieux que ce résultat. La meilleure
majoration actuelld] est due & Lindstrém [23] qui améliore le résultat d’Erdés-Turdn par
un argument élémentaire et obtient

F([1,n]) < Va+n'"+1. (0.0.1)

En ce qui concerne la minoration, d’autres constructions ont vu le jour depuis, comme celle
de Ruzsa [28] ou celle de Bose [2] mais aucune n’a significativement amélioré le résultat.
Si bien qu’aujourd’hui encore nous ne savons toujours pas si la différence F ( [1,n] ) —\/n
est non majorée, ni méme si elle est positive. Deux propriétés conjecturées depuis des
années (cf. [I4]) mais toujours non démontrées et sur lesquelles nous reviendrons dans la
deuxiéme partie de ce chapitre.

Le premier chapitre de cette partie sera consacré a I’étude de F'(A) quand A est un
ensemble d’entiers naturels. En effet, on ne connait pas grand chose quand A n’est pas
un intervalle. Nous évoquerons donc quelques résultats a ce sujet et établirons des majo-
rations pour quelques structures dégénérées de l'intervalle comme une union d’intervalles
ou certaines progressions arithmétiques généralisées.

Dans la deuxiéme partie, nous parlerons d’une avancée de Cilleruelo [6] sur la minora-
tion de F ( I1, n]]2> et de nos tentatives pour les dimensions supérieures. Bien que celles
ci n'aboutissent pas a une nouvelle borne, nous aurons tout de méme ’'occasion d’établir
un résultat sur la construction de Bs[g] dans [1,n]" ot d > 2.

Enfin, dans la troisieme partie, nous reviendrons dans les entiers pour parler des
ensembles infinis de Sidon ayant une grande densité dans les entiers.

1]J. Balogh, Z. Fiiredi et S. Roy ont récemment prouvé que pour n assez grand on a I ( [[1,n]]) <
Vi 4 0,998n/* (prépublication, cf. arXiv:2103.15850).
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Chapitre 1

Ensembles de Sidon dans des
dégénérescences de l’intervalle

Pour tout A C N* on rappelle qu’on note
F(A) =max{#S / SC A, S est de Sidon},

et qu’il est bien connu que

F([1,n]) ~ vn. (1.0.1)
De plus, I'équation a + b = ¢+ d est stable par translation et homothétie donc il est clair
que

F(P) ~\/n,

si P est une progression arithmétique quelconque de cardinal n. Mais qu’en est-il des
structures autres que l'intervalle ou la progression arithmétique ? Que peut-on dire sur
F(A) en toute généralité 7 Quand A est une union de deux intervalles 7 Une union finie

d’intervalles 7 Une progression arithmétique généralisée 7
H.L. Abbott [I] a travaillé sur la minoration et a établi le résultat suivant.

Théoréme 1.0.1 (Abbott). Si pour tout entier n > 1, on pose
g(n) =min {F(A) | A est un ensemble d’entiers de cardinal n} |

alors pour n assez grand on a g(n) > 0,0805/n.

Ce qui signifie que n’importe quel ensemble d’entiers de cardinal n contient un en-
semble de Sidon de cardinal au moins 0,0805+/n et donc

F(A) > 0,0805,/#A.
Gréice aux travaux de Lindstrom [23] et notamment a sa majoration (0.0.1]), on a donc
0,0805v/n < g(n) < v/n +n** +1.

Peut-on avoir une meilleure majoration en choisissant une autre structure que l'intervalle
? On pense en fait que non et que l'intervalle est le "pire" choix d’ensemble ambiant
pour "accueillir" des ensembles de Sidon. Les majorations de F/(A) pour A qui est autre
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chose qu'un intervalle risquent donc d’étre moins bonnes que /n + n'/* 4+ 1 mais que
peut-on en dire ? Peut-on établir une majoration précise de F'(A) quand A est une union
finie d’intervalles 7 Quand A est une progression arithmétique généralisée 7 Nous allons
établir certaines de ces majorations dans la section de cette partie.

Dans la section nous démontrerons une généralisation du théoreme d’Abbott
(théoreme aux ensembles Bs[g].

Enfin dans la section [I.3] nous parlerons de la minoration du plus gros ensemble de
Sidon contenu dans certains autres ensembles que l'intervalle.

1.1 Majoration du cardinal de I’ensemble de Sidon
de taille maximale dans certaines dégénérescences
de l’intervalle

Quel est le cardinal maximal d'un ensemble de Sidon contenu dans 'union de deux
intervalles de cardinal n/2 ? Dans chacun de ces deux intervalles, on ne peut choisir

quau plus y/n/2 + (n/2)* + 1 éléments car sinon cela contredit (1.0.1). Une borne

asymptotique triviale serait donc ZM = v/2y/n mais peut-on donner une meilleure
majoration ? Nous allons voir qu’on arrive a descendre jusqu'a y/n en reprenant 1'idée
des petites différences de Erdds et Turén (voir [14] p.86). En fait, nous allons directement
prouver le résultat pour une union finie d’intervalles et méme pour un nombre d’intervalles
négligeable devant y/n. C’est 'objet du théoréme suivant.

Théoréme 1.1.1 (théoréme @ Pour n,k € N* tels que k < n, le cardinal de tout
ensemble de Sidon inclus dans une union E de k intervalles disjoints de cardinaln (#E =
n) est majoré par

i) (a+\/2+a2)\/ﬁ+o(\/ﬁ) silinii&pk =a#0

Vn
i) o/ + o) si k= o(y/7)
iii) /n + VEntt 4 o(n'/*) si k = o(n'/4).

Preuve. Soient n, k € N* tels que £ < n. On pose

k

E:U[[n;,nf—l]],

=1

)

k
oliny <nf <ny <ng <..<n; <niet (n+—n;):n. Soit S C E un ensemble
i=1

de Sidon, u un entier tel que u < n et M Pensemble d’indices suivant

M=FE+[lu] = (|i|1 [[n;,nj—q]) +[1, 2],

puis pour m € M, considérons les intervalles I,,, définis par

I,=[m—-—um-—1].
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k

Ona#M < Y (u +nf — n;) =n+ ku. Posons r = #5. Comme chaque élément de S
i=1

est contenu dans u intervalles de type I,,,, on a

> #(InNS) =ru. (1.1.1)

meM

Ainsi par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(ru)? < (Z 1) (Z #(Imﬂ8)2>

meM meM
< (n+ ku) ( > #([mﬂ5)2> 7
meM
et donc ( )2
2 ru
1,nS) > . 1.1.2
mgvt#< ) n+ ku ( )
Soit
Tu(m) = #{(81,82) | 51,82 € (Sﬂfm) , 51 < 32},
et
T, = Z T.(m)
meM
Par ([1.1.1)) et (1.1.2)), on a d’une part
#(1, N S)
T, = Z T.(m) = Z 0
meM meM
2
S 1( (ru) —ru),
2 \n+ku
d'on ru ru
T, > — 1), 1.1.3
2 <n—|—ku > ( )

D’autre part, pour chaque couple (s1, $2) compté dans T, s, — $1 est un entier d satis-
faisant 0 < d < u. De plus comme S est de Sidon, pour chaque d, il ne peut y avoir
qu’au plus un couple (s1, s2) correspondant. Enfin, un couple (sy, s9) correspondant & un
certain d apparait dans exactement u — d intervalles I,,,. Ainsi

u(u —1)

u—1
T.<D> (u—d)=
d=1 2

En utilisant (1.1.3)), on obtient

m( T 1><u(u—1)
2 \n+ ku = 2

r*u — (n 4+ ku)r < (u—1)(n + ku),

d’ou
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et finalement

k
U (n + ku) + 42 2u

I1 suffit alors de choisir différentes valeurs pour u suivant la taille relative de k par rapport
a n afin de conclure.

_ 2
rg\/u 1 (n + ku) +n+k‘u' (1.1.4)

k
e Silimsup — = « # 0, on choisit alors u = [/n/a] et (1.1.4) donne

k——+o0 n

7’\7—1—2%-

<V (a+vV2+a2) +o(vn).

W B (Y

Remarque 1.1.2. Comme on veut que r soit un O(y/n), dans (L.1.4), d’une part
le k(u — 1) dans la racine nous oblige d choisir u = O(y/n), et d’autre part le -
en dehors de la racine nous ameéne da choisir \/n = O(u). Ainsi nécessairement,
notre choix sera de la forme u = yy/n. Le choix de u = [\/n/a] est le plus simple
donnant une bonne borne pour tout o, mais a cette étape, si on connait précisément

a, il est possible de faire un peu mieux.

Par exemple si o = 1/+/2, alors en choisissant u = [B\/n] puis en injectant dans
(1.1.4)), on obtient une fonction a minimiser en 3. Il suffit alors de demander a un
ordinateur, qui nous informe que pour f =1,79, on a

r < 2,2664/7,

alors qu’avec notre choix général de u = [\/n/a, on avait seulement

r<2,29v/n.
De méme si o« = 1, on est amenés a choisir § = \[ qui donne
3 5
r < + \/_\/ﬁ < 2,62¢/n. (1.1.5)

2

3/4
e Si k= o(y/n), alors on choisit u = Fi/g-‘ et ((1.1.4) donne

2 2

1/4 k 1/4 L 2
r<ﬁ712+2+$n+\/%n3/4+<\/%n+>
n \/_+

o(1) + o(v/n)

On peut étre plus précis sur le second terme si k = o(n'/4). C’est I'objet du cas
suivant.
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3/4

e Si k = o(n'/*), alors on choisit u = Fi/gw et (1.1.4) donne

1/4

n k 4tk
r<Vhe- 5+ n+\/En3/4+<x/E2+2>

/4

k Eoook o k2R
<\/E+2+\/ﬁ$1+ vk

Sz 4\/n o T

2
<V + Vit 4+ o(n'/h),

oil la derniére ligne est obtenue grace a ’hypothése k = o(n'/4) et au développement
limité /142 =1+ § +o(x) en 0.

]

Ce résultat est intéressant car k peut grandir en fonction de n. Le nombre d’intervalles
peut donc augmenter en méme temps que n grandit. En utilisant 1’énergie additive,
Cilleruelo ([6] théoreme 2) avait obtenu un résultat lorsque k est fixé et ne varie pas
en fonction de n. Nous retrouvons en particulier la borne qu’il avait obtenue avec la
troisiéme inégalité du théoreme [I.1.1]

Ce théoreme [1.1.1| nous donne la méme asymptotique pour les unions de £ intervalles
ou k = o(y/n) que pour les intervalles. Si A est une telle union, on a

F(A) < v+ o(v).

On remarque que c’est & partir de y/n intervalles qu’on est obligés d’augmenter la con-
stante devant l'asymptotique. C’est bien siir normal que I'asymptotique augmente en
fonction du nombre d’intervalles et dépasse y/n. Le cas limite étant que A soit lui méme
un ensemble de Sidon et qu’on réduise les intervalles a des points. De cette maniere, on
peut voir A comme 'union de n(= #A) intervalles et évidemment

F(A) =n.

Le fait que ce soit a partir de \/n intervalles qu’on soit obligés d’augmenter la constante
1 devant 'asymptotique /n est lui aussi tout a fait normal. En effet sinon, & partir de
Vv/n intervalles, il y aurait 'autant' d’intervalles que d’éléments & choisir pour obtenir
notre ensemble de Sidon, ce qui n’est vraiment pas contraignant. Par exemple, voici
une construction donnant un ensemble de Sidon de cardinal 2n — 1 dans une union de n
intervalles de cardinal n.

Proposition 1.1.3. Soit n € N*. [l existe un ensemble de Sidon de cardinal 2n dans
une union de n intervalles de cardinal n chacun.

Preuve. Soit n € N*, S = {2k+1 | k= 1,...,n}, Sy = {2k+1 +k|k=1,..,n— 1} et
S =5 US55 Comme #5 =2n—1 et

Sc |2 2" +n—1],
k=1
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il suffit de vérifier que S est un ensemble de Sidon. Soient a, b, c,d € S tels que a+b = c+d
et vérifions donc que {a, b} = {c, d}.

Comme 262 — 281 > 9k a+b = c+d implique qu'il existe k; et ko dans {1,...,n} tels
que {a, b} et {c,d} sont inclus dans [2k+1 2+t 4 ] U 2k 282F1 4 ] On peut sup-
poser sans perdre de généralité que a,c € [28171 20H 4 n] et b,d € [2R2*1 2k 4 .
De cette maniere on a

at+b=c+d=a—-—c=d—->
=a—ce{0,ky},

or comme a, ¢ € [2R171 2kH 4 n] a—c € {0,k }. Donc soit a = cet donc {a, b} = {c,d},
soit k1 = ks et donc {a,b} = {c,d}. O

Cette proposition prouve donc que la condition k = o(y/n) du point i) du théoréeme
est optimale en un certain sens. Pour améliorer ce théoreme, il faudrait réussir a

diminuer la constante ﬁ + 5+ % + 2v/2a devant le /n de la majoration du point 7).

Cependant la proposition implique qu’on ne pourra pas descendre en dessous de v/2

pour a = 1. Dans la partie [L.3| nous ferons une construction nous fournissant également

une minoration de cette constante pour a = %

Le théoreme donne immédiatement un résultat intéressant sur certaines progres-
sions arithmétiques généralisées a deux pas. C’est I'objet du corollaire suivant.

Corollaire 1.1.4. Soit S un ensemble de Sidon contenu dans une progression arithmé-
tique généralisée E a 2 pas a et b tels que a divise b.

E = {ak1 -+ bkg | ]ﬁ S {1, ...,?7/1} y kz € {1, ...,7’1,2}}.
Alors on a
#S < \HE +o(\J#E)  (n1 — +00 et ny = o(ny)).

Preuve. Soit S C E un ensemble de Sidon. Comme a divise b, a divise tous les éléments
de E et donc S’ défini par
S'={s/a|se S},

est un ensemble inclus dans
"2 [[ib b
E = |_| [[2+1’Z+1+n1ﬂ.
=1 La a

De plus, S’ est un ensemble de Sidon car si s1, S, S3, 54 € S’ sont tels que $1+ 53 = S3+ 84
alors a(s1+s2) = a(s3+s4) et asy, ass, ass, asy € S qui est de Sidon, c¢’est donc impossible.
Comme ny = o(ny) par hypotheése, le nombre d’intervalles ny dans E’ est un petit o de
V#E' = \/nin,. Nous sommes donc dans les conditions de la deuxi¢me inégalité du

théoreme [L11] et ainsi
#S/ < /Nning + 0(\/711712).
Or finalement, #S = #S5’ et #F = nins, ce qui prouve le corollaire. O
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Ce corollaire donne donc également 'asymptotique y/n pour les progression arithmé-
tiques généralisées a deux pas tels que celui de la plus grande des deux longueurs divise
celui de la plus petite.

Qu’en est-il d'une progression arithmétique généralisée quelconque ? Quand la longueur
d’un des pas est suffisamment grande, nous avons également un résultat.

Théoréme 1.1.5 (théoreme . Soit E une progression arithmétique généralisée
E=A{ayiy+ ...+ agix | i1 €{1,...;m} .., i € {1,...;nx}}.

Alors si S est un ensemble de Sidon dans E, nécessairement

#S < a#E + 0(\/#E) (ng — 400 et nans...nk = o(ny)).
Preuve. Soit donc E une telle progression arithmétique généralisée,
E= {a1i1 + ...+ akik | 7:1 € {1, ...,nl} ey Zk S {1, ,TLk}} s

S un ensemble de Sidon inclus dans E, n = nj...ng, u = b/nlnl/‘lJ et M l'ensemble
d’indices suivant :

M= {i1a1+i2a2+...+ikak | 11 € {1, oy Ny —|—’U,} , 19 € {1, ...,77,2} ) ey U € {1, ,nk} }
Pour m € M, considérons les intervalles I,,, définis par
Ipy=[m—-—um-—1].

On a #M < ng..ng(ny +u) = n + no..ngu. Posons r = #S. Notons que 'hypothese
nang...nx = o(ny) entraine /n = o(ny). Ainsi chaque élément de S est contenu dans
au moins |u/a; | intervalles I,,, donc |u/a;| < ny par définition de u. Et ainsi comme
chaque élément de S est contenu dans au moins |u/a | intervalles et au plus u intervalles,
on a

rlufa;] < #(ImﬂS) < ru. (1.1.6)

meM

D’ou par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(rl)’ < (1) (5 #(1ans)’)

meM meM
< (n—I—nQ...nku) ( Z #(Im ﬂS)2> ,
meM
et donc ( )2
2 rlu/a;
m%jw #(In8) > P (1.1.7)

Soit

T.(m) = #{(51,32) | s1,89 € (Sﬂ[m) , 81 < 52},
et

T.= > T.m).

meM
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Par (1.1.6]) et (1.1.7)), on a d’une part

T, = Z T.(m)

meM

d’out )
1 (rlwfa))” v
T on4ng.npu 2
D’autre part, pour chaque couple (s1,$2) compté dans T, sy — s1 est un entier d satis-
faisant 1 < d < u. De plus comme S est de Sidon, pour chaque d, il ne peut y avoir

qu’au plus un couple (sq, s9) correspondant. Enfin, un couple (s1, $3) correspondant & un
certain d apparait dans au plus (u — d) intervalles I,,,. Ainsi

(1.1.8)

ud u(u —1)

En utilisant (1.1.8)), on obtient
2
1 (TLU/%J) ru _ u(u —1)

§n+n2...nku 2 = 2 ’

(rLu/alDQ — ru(n + ng..npu) < u(u — 1)(n + ng..npu),

U 2 1
r2 <a2 _ (7 + u) — T(n + ngnku) < (u — 1)(n + TLQ...TLkU)7
1 1

ce qui entraine

(n + ng..ngu)? n + ng..nEU
" af + 5 a? 4 o(v/n),

r < \/a%(n + ng..npu) +

et finalement, comme par hypothese /n = o(ny) et comme on a posé u = {,/nlnl/‘lJ,

r < ajv/n+o(v/n).
[l
Les théoremes [I.1.1], et le corollaire [I.1.4] fournissent donc des majorations du

cardinal d’un ensemble de Sidon dans des structures dégénérées de l'intervalle. De son
c6té, Abbott [I] démontre que n’importe quel ensemble d’entiers de cardinal n contient
un ensemble de Sidon de cardinal supérieur a 0,08054/n. Dans la section suivante, nous
allons établir une généralisation de ce résultat aux ensembles Bs|g].
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1.2 Généralisation du théoreme d’Abbott aux B[]

Soit A un ensemble d’un semi-groupe additif E. Dans cette partie, nous nous intéressons
au cardinal du plus gros ensemble Bs[g] contenu dans A, ce qui nous ameéne aux deux
définitions suivantes.

Définition 1.2.1. Soit E un semi-groupe abélien et A un sous-ensemble fini de EE. Pour
tout g € N*, on pose

F(A)[g] = max{#B | B € By[g](A)}.
Remarque 1.2.2. En particulier F(A)[1] = F(A).
Définition 1.2.3. Soit g > 1. Pour tout n € N*, on définit
kg(n) =min{F(A)[g] | ACN, #4 =n}.
Abbott [I] s’est intéressé au cas g = 1 et a obtenu le résultat suivant.

Théoréme 1.2.4 (Abbott). On a
k1(n) = 0,0805v/n + o(v/n).
Comme By[g](A) C By[¢'](A) sig < ¢, ona
kg(n) = ki (n),

quel que soit ¢ > 2. Ainsi, grice a la borne établie par Abbott, on a la proposition
sulvante.

Proposition 1.2.5. Soit g € N*, on a

Kkg(n) = 0,0805v/n + o(y/n).
Le reste de cette partie consiste a prouver le résultat suivant.

Théoréme 1.2.6 (théoreme [H). Soit g > 2 un entier, on a
Kkg(n) = 0,0402)\,v/n + o(y/n),

9+ 19/2]
9+21[g9/2]

Avec les minorations de F'(n)[g] connues actuellement, pour g < 5, ce théoreme
fournit une moins bonne borne que la proposition [1.2.5] En revanche pour g > 6, c’est le
théoreme qui fournit la meilleure borne avec notamment

ro(n) > 0, 1/ + of+/n).

La preuve de ce théoreme est conséquente et le reste de cette partie lui est dédiée.

ot Ay = 1,5119 et Ay = stg = 3.

Preuve du théréme [1.2.6l
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Soit g > 2 un entier, n un entier et A un ensemble quelconque d’entiers de cardinal
n. Ecrivons A = {ai}?zl et 0 <a; <as < ..<a, Lidée est de partir de cet ensemble
quelconque et de montrer 'existence d’un autre ensemble B tel que F'(B)[g] < F(A)[g],
max B < a,, et #B le plus grand possible. Pour établir cette existence nous utiliserons
différentes techniques au cours de cette preuve mais toutes basées sur la division eucli-
dienne. En effet, nous verrons que les restes de certaines divisions euclidiennes forment
un candidat parfait pour un tel ensemble B. Ainsi en répétant ces différentes opéra-
tions les unes apres les autres, nous finirons par obtenir un ensemble final E tel que
F(E)[g] < F(A)[g] et tel que max E' < n. Il ne nous restera alors plus qu’a nous appuyer
sur un raisonnement combinatoire pour conclure. La principale difficulté va étre de ne
pas "perdre" trop d’éléments & chaque "opération" (ici "opération" désigne le passage de A
a B). En effet, pour effectuer certaines divisions euclidiennes, nous allons devoir éliminer
une partie des éléments. Il faudra donc veiller a ce que cette partie ne soit pas trop grosse,
afin que #F ne soit pas trop petit pour nous permettre de conclure.

Nous allons commencer par nous appuyer sur le résultat suivant.

Lemme 1.2.7. Soit n un entier et A = {a;},_, un ensemble de cardinal n. S’il existe
q € Netry,..,r, €Z tous distincts tels que a; = h;q + r; et |r;| < q/4 quel que soit
ie{l,..,n} alors
F({ab )l = 7 ({r+ 2} )1l
i=1

Preuve. Soient n un entier, A = {a;};_, un ensemble de cardinal n, ¢ € Net ry,...,7, € Z
tous distincts tels que a; = h;q + r; et |r;| < q/4 quel que soit i € {1,...,n}. Soit de
plus I C {1,...,n} tel que {r;i},.; € Bg[g]({ri}?zl). Comme |r;| < ¢/4 quel que soit
ie{l,..,n}, ry + 1, # 1y + 1y, implique a;, + a;, # ai, + a;, pour tout iy, is, i3, 4 € 1.
Par suite, pour un entier k, si on avait strictement plus de g solutions (a,b) € {ai}?e I
a I'équation = +y = k, alors puisqu’il y a bijection entre {a;},.; et {r;},.;, et comme
a;, + a;, = a;, + a;, implique r;, + r;, = r;, + iy, il existerait un entier £’ tel qu’il y
ait strictement plus de g solutions (r,s) € {ri}?e ; & léquation z +y = k', ce qui est
absurde. Cela qui signifie {a;},.; € Bg[g]({ai}?zl) et donc n’importe quel Bsy[g] dans
{r:};_, fournit automatiquement un Bs[g] dans {a;};_,, d’ou finalement

F({a:}, )lg) = F({r}, gl
UJ

Si nous arrivons a trouver un entier ¢ inférieur a a,, et tel qu’il est défini dans le lemme
, I'ensemble des restes modulo ¢ des éléments a; translaté de ¢/4 nous fournira notre
fameux ensemble B. La force de ce lemme est qu’il n’implique aucune perte de cardinal,
#B = #A = n, ce qui nous permet de répéter son application sans dommage. En
prouvant l'existence d’un tel entier ¢ et en itérant le lemme [1.2.7] nous obtenons la
proposition suivante.

Proposition 1.2.8. Soit n un entier et A = {a;};_, un ensemble de cardinal n. Il existe
un ensemble d’entiers B = {b;};_, tel que 0 < by < ... < b, <4™" et

F(B)lg] < F(A)lg]-



Preuve. Si a, < 4™", on prend B = A et la preuve est terminée. Supposons donc que
a, > 4™". Pour utiliser le lemme [1.2.7] et assurer que tous les restes soient différents,
nous avons besoin d’'un nombre premier qui ne divise aucune des différences a; — a;
(i # j). Il existe un tel nombre premier dans [2,n?loga,]. En effet supposons que
quelque soit p € PN [2,n?loga,] , p divise a; — a; pour un certain (4, j). Ainsi si on note
P =Pn[2,n*loga,], alors [] p divise [](a; —a;) . Dot

peEP 1>]
n n(n —1)
3 logp < 3 log (a; — a;) < () log(an) = " 10g(ay)
£t 2 2
peEP i>7
Or
n? log(an)
> logp = / log k dr(k) ~ n*log(ay).
peEP -
Ainsi

n2
n? log(a,) < 5 log(a,),

ce qui est absurde. Soit donc p un nombre premier inférieur a n?loga, qui ne divise
aucune des différences a; —a;. On pose @ = p (4™)! et on définit les relations d’équivalence
suivantes :

e Soient a et b deux entiers, on pose a ~ b si et seulement si il existe k& € {0,1,2,3}
tel que (e mod Q) et (b mod Q) appartiennent tous deux a [kQ/4, (k + 1)Q/4][.

e Soient (a;);_,, (b;);_; € N, on pose (a;);_, ~ (b;)i_, si et seulement si a; ~ b; pour
tout i € {1,...,n}.

Par le principe des tiroirs, il existe 1 < ¢ < ¢/ < 4™ + 1 tels que (ta;);_, ~ (t'a;);_,.
Posons T =t —t,onal < T < 4" et Ta;, = H,Q + R; ou |R;| < Q/4 pour tout
i =1,...,n. Remarquons que Q/T =: q est un entier (grace au (4")! dans la définition de
Q), ainsi R;/T =: r; est un entier également. Donc finalement

a;=qH; +r; , |ri| <q/4 Vie{l, .. n}.

D’autre part, comme p|q, ¢ ne divise aucune des différences a; —a; o # j. Ainsir; # r;
sii # j. Nous avons donc trouvé un entier ¢ < 4™" respectant les conditions du lemme
[L.2.7 De cette maniére
q n
F({ay)la = F ({r+4} )1l
1=
et r; + 1 < £ quel que soit i € {1,...,n}. En remplacant A par A" = {ri + %}7 ,» hous
i—
pouvons recommencer cette construction. De plus, comme max A" < £, nous pouvons
itérer le procédé jusqu’a obtenir un ensemble finale A* vérifiant max A" < 4™". Ce qui
termine la preuve de cette proposition. O

Désormais nous allons plusieurs fois avoir recours au lemme suivant.

Lemme 1.2.9. Soit n un entier, B = {b;}._, un ensemble d’entiers naturels de cardinal
n et p > n un nombre premier ne divisant aucune des différences b; —b; (i > j). Il existe

un entier t € {1,...,p — 1} et B C B de cardinal {%J — 2 tels que

tb; = h;p +1; pour tout b; € B',
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ot tous les r; sont distincts et compris entre —p/4 et p/4.

Preuve. On considere les tb; pour t € {1,...,p — 1}
th; = thip + tr}.
Comme Z/pZ est un corps, r; est inversible si il est non nul, ainsi

-1 | {0} siri=0
{tridies = { {1,.op—1} sir) #0
1

Il y a donc (au moins) 5= éléments ¢ pour lesquels tb; a son résidu modulo p dans

]%p,ﬂ, et donc par moyenne, il existe t € {1,...,p — 1} tel que tb; mod p € }%,%[ pour
la moitié des ¢. Enfin, le fait que p ne divise aucune différence assure que les restes sont
bien distincts. On prouve donc le lemme en prenant r; = tr} et h; = th;. ]

Grace a ce lemme, nous allons pouvoir établir la deuxieme réduction qui se résume
en la proposition suivante.

Proposition 1.2.10. Soit n un entier, B = {b;},_, un ensemble de cardinal n. Il existe
un ensemble d’entiers C' = {c;};", tel que m = H(1+0(1)), 0 < ¢; < ¢3 < ... < €y <
4"n?logn et

F(C)]g] < F(B)g]-

Preuve. Pour démontrer cette proposition nous voulons utiliser le lemme et donc
trouver le nombre premier p le plus petit possible tel qu’il est défini dans le lemme. Pour
cela on pose, pour tout nombre premier p,

V(p) =#1{0G,7) [i>7, plbi—0b},

et
T = > Y.
4" <p<d™n?logn
peP
On a

(4" < L0 = by) < (@) ).
i>j
La seconde inégalité utilise simplement le fait que chaque élément du produit est inférieur
a (4 et quily a (g) éléments dans ce produit. La premiere est obtenue en minorant
les termes du produit inférieurs a 4™ par 1 et ceux supérieurs a 4" par 4”. Il suit

T < 4 (Z)
< (; 4 0(1)) 4mn?.

Il existe donc un nombre premier ¢ dans {4", ..., |[4"n*logn|} tel que

(L+0(1)) 4mn?
7 (4"n?logn) — w(4")’

Y(q) <
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Par le théoreme des nombres premiers, on obtient

log 4 n n
1 )
vla) < ( 2 + ol )> logn < logn

différences de deux éléments de B. Si nous enlevons

n
Ainsi ¢ ne divise qu’au plus ]

0
de B un des deux éléments formant chacune de ces différences, nous obtenons un sous-
ensemble de B de cardinal v > n(1 — 1/logn) tel que ¢ ne divise aucune différence de

deux de ses éléments. On peut donc appliquer le lemme [1.2.9] puis le lemme [1.2.7], et par
une translation par [¢/4], on obtient la proposition [1.2.10] O

Cette nouvelle réduction nous permet donc d’imposer la borne 4"n?logn a nos élé-
ments en n’en perdant qu’au plus la moitié. Nous avons donc gagné exponentiellement
sur la borne supérieure de nos éléments. Nous allons donc recommencer cette opération
mais en ajoutant un parametre que nous optimiserons plus tard.

Proposition 1.2.11. Soit n un entier et C = {¢;},-, 'ensemble dont l'existence a été
montrée dans la proposition |1.2.10. On rappelle que m = 5(1 4 o(1)) et que maxC' <

4"np?logn. Soit & > log(2)/4, il existe un ensemble d’entiers D = {di}izl tel que | =
(1—1log(2)/440(1))%, 0 <dy <dy < ...<d; <0n® et

F(D)[g) < F(C)[g].

Preuve. De la méme maniere que dans la preuve de la proposition [1.2.10, pour tout
premier p entre n?/logn et 26n* on pose

vp) =#{(,5) /i>J, ple—c¢},

et

T = > Y(p).

n?/log n<p<26n?logn
peP

Comme max C' < 4"n?logn, on a ¢; — ¢; < 4"n*logn. Ainsi

m

( " )T <Tl(ci—¢;) < (4"n210gn>(2),

logn Ny

d’ou il découle

log 2 n?
T 1 .
< < 8 +of )> logn

Par moyenne, il existe un certain nombre premier ¢ satisfaisant n?/logn < g < 26n? et

pour lequel
log 2 n?
52 4 0(1))

¥(g) < (

8 logn
n? '\’

25n2) —
™(20m%) 7T(10gn>
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Finalement

log 2 log 2
W(q) < ( ‘;gé + o(1>> n= ( ‘fé + 0(1)> m,
et de la méme fagon que pour la proposition [I.2.10] on conclut en appliquant les lemmes

et puis en translatant par [¢/4] . O

Nous sommes donc désormais amenés a considérer que nos éléments sont inférieurs a
dn? ce qui est une bien meilleure borne mais elle est encore trop élevée pour nous perme-
ttre de conclure efficacement. Cependant, elle est également trop petite pour utiliser a
nouveau la technique des preuves donnant les propositions|1.2.10[et [1.2.11] En travaillant
un peu plus, nous allons tout de méme établir la proposition suivante.

Proposition 1.2.12. Soit n un entier et D = {di}izl lensemble dont [’existence a
été montrée dans la proposition (1.2.11, On rappelle que | = %(1 —log(2)/4 + o(1)) et
0<d <dy<..<d<on? Soit 3> /8/2 un réel positif et

v = (25636% — 6435 1og 2 — 166 + 8 log 2 — (log 2)?)/(4096352). (1.2.1)

Il existe un ensemble d’entiers E = {e;};_, tel que 0 < e; < ... < e5 < fin/2, s =
(v +o(L)n et
F(E)[g] < F(D)|g]-

Preuve. Soient p et ¢ deux nombres premiers tels que ¢ > (n le plus petit possible, p < 2¢
et p congru a 1 modulo 4 le plus grand possible. On a

pq =26°n*(1+o(1)) ,

et p # q pour n assez grand. On va translater la plus grosse partie de D "autour" des
multiples de p. Par le principe des tiroirs, il existe A € Z et D C D de cardinal t = |1/2]
tels que

di+X=hp+r; ou |ri| <p/4 pour tout d; € D.

Quitte & réindexer, on peut supposer que D = {dz}i Posons
a(u,i) = hup+r; pour 1<u<g—1letl<i<t,
ainsi que

1 si q | a(u7i> - a(u,j)

0 sinon pourtout 1< j<i<tet I <u<g—1.

¢A%ﬂ={

Fait 1. Soit i > j, il existe au maximum un u € {1,...,q — 1} tel que 1, (i,j) = 1.

Preuve. Supposons qu’on ait ¥,(7,7) = 1,(i,7) = 1 pour certains 1 <u <v < qg—1et
1<j<i<t Onaalorsq|alui)—aluj)etq| (afv,i) —a(v,j), donc

q | (a(u, i) — oz(u,j)) — ((a(v, i) — a(v,j)) = q | uh;p — uhjp — vh;p + vh;p
= q | p(h; = h;)(u—v)
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car p est premier, p < 2g et u <v < g—1doncg{petqf(v—mu). Orh; # h; car sinon
q |a(u,i) —a(u,j) =q|r—r,
et
0< |ri —rjl <p/2<q=ri=r;
et donc d; = d;. D’ou |h; — h;| > q , et ainsi
|di — dj| = |(di + A) = (dj + A)| = [(hs = hy)p + i — 7]
[pal = [ri =73l
26°n*(1+ o(1)) — |ry — 14|
26°n*(1 + o(1)) .

VoWV WV

Ceci est absurde car |d; — d;| < dn® < 23*n? (c’est ici qu’on a besoin de la contrainte sur

B). O
Ainsi par le fait [I, on a

q—1

) t

£ 5 wia- ¥ Suens Sise().
u=1 j<i<t j<istu=1 J<ai<st

Et par moyenne, il existe u € {1,...,q — 1} tel que

> i) < @il .

j<ist q

On peut désormais réutiliser les arguments des propositions [1.2.10] et [1.2.11] : quitte a
ré-indexer on peut supposer que gt a(u,i) —a(u, j) quels que soient i,j € {1,...,v} i > j

ouv="=t-— ; /(q — 1)J I1 suffit alors, comme pour la fin des preuves des propositions
1.2.10] et [1.2.11], d’utiliser les lemmes et et de translater afin de conclure. [

Maintenant que nous avons prouvé les propositions [1.2.8|[1.2.10|[1.2.11] et [1.2.12] nous

avons suffisamment réduit le diametre de notre ensemble & étudier pour pouvoir conclure.
Nous allons nous reposer sur le lemme combinatoire suivant.

Lemme 1.2.13. Soient X et Y deux ensembles d’entiers inclus dans {1,...,m}. Il existe
un entier i avec —m <1 < m tel que

(XY

Y+i)NnX|>
+)nX =5

Preuve. 11 suffit de constater que pour x € X et y € Y, il existe un unique 7 €
{—m+1,...,m — 1} tel que y + i = z. Ainsi

Y +)nX| =3 Y= |X|]Y].

[i|<m zeX

Le lemme se déduit par moyenne sur les . O]
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La preuve du théoreme [1.2.6| va finalement découler de ce lemme. En effet, grace aux

propositions [I.2.8|[T.2.T0|[T.2.11] et [T.2.12], nous avons
F(A)lg] =z F(E)[g],

ou F est un ensemble de cardinal (y4o(1))n dans les | fn/2| premiers entiers. On rappelle
que vy est défini par (1.2.1). Pour conclure, nous n’avons qu’a utiliser le lemme [1.2.13

avec X = E, Y € Byg|( [1, pn/2] ) le plus gros possible, et a optimiser v en fonction de
B et 0 avec les contraintes § > log(2)/4 (cf. la proposition |1.2.11)) et 5 > 1/0/2 (cf. la

proposition [1.2.12)).
Pour le choix de Y, il s’agit donc de prendre un ensemble de cardinal maximal dans
By [g]( [1, pn/2] ) Pour cela, nous allons nous appuyer sur les meilleures bornes connues

a ce jour. Si g > 3, alors Cilleruelo, Ruzsa et Trujillo [8] ont démontré que
F([1,n])lg] = \gv/n + 0 (V) , (1.2.2)

2
ou Ay = M Cette borne a été améliorée pour g = 2 par Habsieger et Plagne

VI+2l9/2]

[13] qui établissent
F([1,n])[2] > 1,5119v/n. (1.2.3)

Appliquons donc le lemme [1.2.13[ avec X = E, Y € Bz[g]( [[1,6n/2]]) tel que #Y >
A /B2 + 0 (), ot

1,5119 si g = 2
_ 2
A, = 9+ 19/2] Sig>3
g+21g/2]

11 existe donc un entier k avec k| < 2 tel que
[ElY]
Bn
(v + o(1)n (Agy/Bn/2 + o(v/n))
Bn
> 0,0402\4/n + 0 (V) ,

ou la derniere ligne découle de I'optimisation de la fonction

(E+k)NY|>

WV

£(8,6) = v 25636% — 643 log 2 — 1662 + 8 log 2 — (log 2)*
V2P 40961/20233/2 ’

avec les contraintes § > log(2)/4 (cf. la proposition|(l.2.11)) et 5 > \/% (cf. la proposition
. Le résultat est obtenu avec 5 = 0,6834 et 0 = 0,9340. Ce qui termine la preuve
de ce théoréme [1.2.6l

Les lecteurs familiers avec les travaux de Komlés, Sulyok, Szemerédi [20] et d’Abbott
[1] pourront s’apercevoir que notre preuve a tres fortement été guidée par les idées dévelop-
pées dans leurs articles.
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Remarque 1.2.14. Le théoréme dépend de la minoration du cardinal du plus gros
Bslg] dans les n premiers entiers. Nous avons utilisé les meilleures minorations connues

a ce jour mais toute amélioration de ces résultats améliorera automatiquement la borne
de notre théoréme [L2.4.

Pour les ensembles de Sidon, donc le cas g = 1, Abbott utilise la méme stratégie mais
conclut en utilisant le théoreme de Singer.

Théoréme 1.2.15 (Singer). Soit p un nombre premier. Il existe p + 1 ensembles de
Sidon S, ..., Sy tous de cardinal p + 1 tels que

=

Si={1,...,p2+p+1}.

=1

Pour les ensembles Bs[g], nous avons du remplacer 'emploi de ce théoreme par le
lemme [I.2.13] Le fait que notre résultat n’améliore la borne obtenue par Abbott que
pour g > 6 illustre la puissance du théoreme de Singer.

Le théoreme d’Abbott (théoréme signifie que n’importe quel ensemble d’entiers
de cardinal n contient un ensemble de Sidon de cardinal au moins 0,0805/n et donc

F(A) > 0,0805\/#A.

Nous pensons en fait que l'intervalle est le milieu le plus "hostile" pour accueillir des
ensembles de Sidon et que n’importe quel autre ensemble ambiant favoriserait l’existence
de gros ensembles de Sidon. Erdés a conjecturé que g(n) ~ /n et donc qu’'on pourrait
augmenter la constante 0,0805 jusque 1, ce qui consoliderait 1'idée que c’est dans les
intervalles qu’il est le plus difficile de construire de gros ensembles de Sidon.

Actuellement c’est la constante 0,0805 d’Abbott qui a le record et nous sommes
donc encore loin de 1. Dans la partie suivante nous établirons quelques constructions
explicites nous permettant d’obtenir de meilleurs bornes lorsque ’ensemble ambiant n’est
plus quelconque mais possede certaines structures, par exemple si I’ensemble ambiant est
une union finie d’intervalles.

1.3 Minoration du cardinal du Sidon maximal dans
certaines dégénérescences de l’intervalle

Nous avons vu dans le théoreme [1.1.1], que si A est I'union de deux intervalles de cardinal
ny et ng, alors
F(A) < \#A+ V2(#A) +o((#A)).
On sait également grace a Abbott, que dans une telle union, on peut toujours trouver
un ensemble de Sidon de cardinal 0,08054/n; + no. Mais le résultat d’Abbott concerne
tous les ensembles de cardinal n; + ny. Peut-on dire mieux lorsqu’on sait que I’ensemble
ambiant est une union de deux intervalles 7 La réponse est oui, il suffit en fait de choisir
un ensemble de Sidon dans le plus gros des deux intervalles. En effet, si on suppose par
exemple que ny > ny alors
1

1
F(A) > /ny = E\/in > ﬁ\/nl +ng > 0,707y/n1 + no.
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De méme, si A est 'union de k intervalles tel que #A = n, alors ce raisonnement fournit

la borne
Py |15 Ve

ce qui fournit une meilleure borne que celle du théoreme d’Abbott pour tout k£ < 154.
Revenons a k = 2, nous allons voir que nous pouvons dire encore mieux. C’est l'objet
du théoréme suivant.

Théoréme 1.3.1 (théoréme [F). Notons A(ni,ns) Uensemble de toutes les unions de
deux intervalles de cardinal nqy et ng

A(ny,ne) = {1 Uy | I et Iy sont des intervalles, #1; = ny, #I, =ns},

on a
min {F(A) | A€ A(ny,n2)} 2 0,8444/ny + no.

Preuve. Quitte a translater, et a considérer A’ = max A — A, on peut supposer que

A=LUI,oul =[1,n], et I est un intervalle tel que #I; = ny < ny.

]1 12

ny

Stratégie : Nous allons discuter selon deux parametres : la taille de I, par rapport a Iy,
et la distance entre I et I5. Pour cela on posera
L)

n

et '
B _ min fo sl .

ny
Nous allons distinguer plusieurs cas. Tout d’abord, si «a est inférieur a un certain seuil
ap (qu'il nous faudra optimiser a la fin de la preuve) alors nous n’aurons qu’a choisir
un gros ensemble de Sidon dans ;. En effet, si a est petit, alors I est petit devant I;.
Nous n’aurons donc pas besoin de sa contribution pour choisir notre ensemble de Sidon.
Si en revanche, « est supérieur a «y, alors nous distinguerons encore deux cas selon la
taille de 8. Si f est inférieur a un certain seuil 3y (qu’il nous faudra également optimiser
a la fin de la preuve), alors I est suffisamment proche de I;. Pour obtenir un gros
ensemble de Sidon dans I; U I, nous enléverons les éléments du milieu [ny, min I5] & un
gros ensemble de Sidon dans [1, max I5]. Nous nous appuierons sur le fameux théoréme
de Singer (théoréme afin de nous assurer de l'existence d’un gros ensemble de
Sidon dans [1, max I5] sans trop d’éléments dans |n;, min I5]. Enfin si 8 est supérieur
au seuil fy, nous effectuerons une légere transformation sur un ensemble de Sidon dans
[1,n1 4+ ny] pour obtenir un gros ensemble de Sidon dans I; U Is.

ni

min Iy — ny = Bng
-—
I

I 1
| | -

|

|

|
| | | | o
ni min [
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i) Si a < ap.

On écrit ny = any (avec possiblement a = 0). 11 suffit alors de choisir un ensemble
de Sidon S dans I; de cardinal /n;. De cette maniere, on a

F(A) = v/ 1
> /1 —|—ozn1
1+«
1
Vny + ng + o(nq)
1+«
VN1 + ne + O(TLl).

1

\/1+CYO

Finalement comme #A = n; + n9, dans ce cas on obtient

=

7

=

F(A) > \/%ao\/ﬁ (1.3.1)

il) Sia}&oetﬁgﬂo.

On écrit toujours ny = an; et on rappelle que g = %21’"1 De cette maniere, si
n =max A, on a
n=(1+a+/p)n. (1.3.2)
B
I - Iy n

Nous voulons utiliser le théoreme de Singer dans [1,n], et il nous faut donc approcher n

par p? 4+ p+ 1 ol p est un nombre premier. Cela revient & approcher y/n — % — % par un
nombre premier. Soient p et p’ les deux nombres premiers consécutifs tels que

- 3 1<,
<yn—~—3 :
p 1 9 p

Comme p et p’ sont consécutifs, il est bien connu que p' — p = O(p*/®) (voir [16]). (En
fait, de meilleurs résultats existent sur la majoration de la distance entre deux nombres
premiers consécutifs (voir [I5]) mais cette borne nous suffit amplement).

Onap</n— % — % donc p? +p +1 < n. D’apreés le théoréme de Singer [1.2.15], il
existe p+ 1 ensembles de Sidon S; (i = 1,...,p+ 1) de cardinal p+ 1 chacun, tels que leur
union est égale a [1,p? + p + 1].
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Comme +/n — 2 —
[1,p* +p+1], donc

= p+ O@(®), on an = p*+ O@(>*), donc |n;, min L] C

p+1

U (Si N ]]nl,minlg[[) = ny, min L,

i=1

et donc
p+1

Z #(Si N ]]nl,minIQ[D = Bny + o(ny).
i=1

Ainsi, par moyenne, il existe S € {S;}*"} tel que

< ﬁn1+0 nl.
p+1 p

Finalement, posons S’ = S\ [ny, min I,]. De cette maniére, S’ C A et

#(Sﬂ]]nl,minlg[[)

’ /3 n1
#5 >p+1-— +0 ,
1711

ce qui nous permet de conclure. En effet, comme n = p?+O(p°/*), on a p = \/n+o(n/19),

et ainsi par ([1.3.2), on obtient

F(A) > #5'
V= +5f+o(f)
I+«
1+a+ﬂ\/_+0(\/_)

1+«

> —/n1 +0(v/n
Trarg’™ (v/n)
V1i+a
\/ 1(1+ ) +0
\/1+oz+
14+«
——/N1 + No + O(\/ ni + ng)

l+a+p
1+«
1—|—Oé+50

———\/N1 + Ny + 0(\/ ni + ng).

: . : I+z ,
De plus la fonction qui a = associe /| ——— est croissante et nous sommes dans le
1+2x+ ﬂo

cas oll & > «p, donc finalement

1+ (&%)
F(A) > 1/m\/#A. (1.3.3)

ili) Si CY}O{O et 5}5@

Ici, nous allons distinguer les cas Sy > 1 et By < 1.
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fii.a. Si By > 1.

Alors $ > 1 et donc I; et Iy donc suffisamment éloignés.

]1 ]2
[ | | | >

[ | I | >
ny min /o

Nous choisissons alors un ensemble de Sidon S dans [1,n; + ng] et nous définissons le
nouvel ensemble S’ par
S'= 8, US,,

ou Sy = SN[1,n] et Sy = SNJny,ny + no]+min Iy —ny. Ainsi S C A et nous allons voir
que S’ est un ensemble de Sidon. Commengons par noter que S; et Sy sont des ensembles
de Sidon. Soient a,b,c,d € S’ tels que a + b = ¢+ d. Nous allons distinguer les trois cas
suivants : a et b appartiennent tous deux a Si, tous deux a S,, ou 'un appartient a Sy
et 'autre a Ss.

e a,be Sy
On a alors a + b < 2n; et les équivalences suivantes

a,beSisa+b<2m < c+d<2n s c,des;.
Ainsi a,b,¢,d € S; et Sy est un ensemble de Sidon, donc {a,b} = {c,d}.

e a,bec 5.
Alors comme min I, —n; > nq, on a a+ b > 4n, et les équivalences suivantes

a,be Sy s a+b>4n S c+d>4ny & c,d € 5s.
Ainsi a,b,c,d € Sy et Sy est un ensemble de Sidon, donc {a,b} = {c, d}.

e ac Sietbe S,
On a vu dans les équivalences des deux premiers points qu’alors nécessairement c et
d ne peuvent ni tous deux appartenir a S7 ni tous deux appartenir a Sy. Supposons
donc sans perdre en généralité que ¢ € Sy et d € S5. Ainsi on a

a+b=c+d<sa+ (b—minly+n) =c+ (d—minly +ny),

et a, (b — min Iy + ny), ¢, (d — min Iy + ny) € S par construction de Sy et S;. Donc
{a,(b—minly+ny)} = {¢,d —minly + ny)} puisque S est de Sidon. De plus,
comme a,c € Sy et b,d € Sy, onaa,c € [1,n] et (b—min lo+nq), (dmin Io+n;) €
|n1,n1 4+ n2]. Dot a = c et (b—minly +ny) = (d — min Iy + ny) donc finalement
a=cetb=d.

En conclusion, quel que soit le cas dans lequel on se trouve, on obtient toujours {a, b} =
{c,d}, ce qui signifie que S” est un ensemble de Sidon. Il suffit alors de remarquer que
#S' = #5 et de rappeler que dans [[1,n; + ns], on sait construire des ensembles de Sidon
de cardinal y/n; + ngy, pour pouvoir conclure que lorsque min Iy —n; > ny, on a

F(A) Z \J#A. (1.3.4)



iii.b. Si G, < 1.

Nous allons suivre la méme stratégie mais comme dans le cas iii), nous allons nous
appuyer sur le théoreme de Singer afin d’enlever les éléments génants. Cette fois nous
voulons travailler dans [1,n; + no]. Il s’agit donc d’approcher n; + ny par p? +p + 1 ot
p est un nombre premier. Soient donc p et p’ les deux nombres premiers consécutifs tels

que
< ln 3 1 < ’
P x 1+ No - - p.

Encore une fois, comme p et p’ sont consécutifs, on sait que p’ — p = O(p*/®) (voir [16]).
Ainsi \/ny +ns — 2 — 1 =p+ O(p*/®) et donc ny + ny = p? + O(p*/*). On en déduit

ﬂ1+5
2

nl,nll[c [[l,p2+p+1]],

et comme dans le cas précédent, par le théoreme de Singer puis par moyenne il existe un
ensemble de Sidon S dans [1,p? + p + 1] de cardinal p + 1 et tel que

-7 < _—_ =7 1
#(Sﬂﬂ 5 nl’n1|D\2(p+1)nl+O<p>
On pose S':S\]]%nl,nl[[. On a
1-p ny

+ i

2p+ 1) 0<p>
]__

> Vi — /i s+ o (Vi )

2(1+ «)
1+2a+p

201 + ) Vni +ng+o (\/nl +n2)

1+2
s L+2a+ 0 i 7 + 0 (v F7a).
2(1+ )

#5 >p+1-—

=

est croissante, d’ou
2(1+2)

Or la fonction qui a x associe —
I > I+ 2O[O + /80

#S = 2<1+a0) VN1 + Ne. (135)

Enfin définissons le nouvel ensemble S” par
S" =8, US,,

ousS; =5nN ﬂl,%nlﬂ et Sy =5 ﬂﬂ#nl,nl —i—ng]] + min/y — ny. Ainsi §” C A et
nous allons voir que S” est un ensemble de Sidon. Commencons par noter que S; et Sy
sont des ensembles de Sidon. Soient a,b,c,d € S’ tels que a +b = ¢+ d. Nous allons
distinguer les trois cas suivants : a et b appartiennent tous deux a Sy, tous deux a Ss, ou
I'un appartient a S; et 'autre a Ss.
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e a,be 5.
On a alors a + b < (1 + f)ny et donc les équivalences suivantes

a,beS i Sa+b< 1+ S c+d< (14 P)ny & e, d € Sy.
Ainsi a,b,c,d € Sy et Sy est un ensemble de Sidon, donc {a,b} = {c,d}.

e a,be 5.
Alors comme min Iy —n; = fng, on a a+b > (2+25)n; et ainsi on a les équivalences
suivantes

a,be Sy = a+b>2+20)n < c+d>(2420)n < c,deSs.
Ainsi a,b,c,d € Sy et Sy est un ensemble de Sidon, donc {a,b} = {c, d}.

e ac Sjetbe S,
On a vu dans les équivalences des deux premiers points qu’alors nécessairement c et
d ne peuvent ni tous deux appartenir a S7 ni tous deux appartenir a Sy. Supposons
donc sans perdre en généralité que ¢ € Sy et d € S5. Ainsi on a

a+b=c+d<a+ (b—minly+ny) =c+ (d —min Iy + ny),

et a, (b —min Iy + nq), ¢, (d — min Iy + ny) € S par construction de Sy et S;. Donc
{a,(b—minly+ny)} = {¢,d —minly+ ny)} puisque S est de Sidon. De plus,
comme a,c € Sy et b,d € Sy, onaa,c € [1,n1] et (b—min lr+nq), (dminIo+n;) €
[n1,n1 +n2]. Dot a=cet (b—minly+ ny) = (d — min Iy + ny) donc finalement
a=cetb=d.

En conclusion, quel que soit le cas dans lequel on se trouve, on obtient toujours {a, b} =
{¢,d}, ce qui signifie que S” est un ensemble de Sidon. Ainsi F'(A) > #S5”. Finalement

comme #S5” = #5" et par ((1.3.5)), on a

1+ 209 + Bo
F(A) > MM. (1.3.6)

iv)_Conclusion.

Quel que soit le cas dans lequel on se trouve, par ([1.3.1)), (1.3.3)), (1.3.6) et (1.3.4), on

. 1 1+ (87)) 1+ 20[0 + 60
F(A) 2 min , , \/H#A.
( )N <\/1+Oéo 1+C¥0+Bo 2<1+Oéo) #
Il s’agit donc d’optimiser les choix de ag et By afin que ce minimum soit le plus élevé

possible. Pour cela on commence par demander aux deux premiers termes du minimum

e . s 1oz : 1+46p—1 .
d’étre égaux. Ce qui nous conduit a 'équation ag = Y~—5——. Ensuite on demande aux

premier et troisieme termes du minimum d’étre égaux. Ce qui nous fournit la nouvelle

3—280—Po
2

équation ag = . Enfin nous voulons trouver le point d’intersection des deux
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1+4Bp—1 \/3-280— . s 1os .
fﬂo et ap = foﬁo Ce qui nous conduit a 1’équation

V1448, — 1= /3 — 28y — Bo.

Afin de conclure il nous suffit alors de trouver une valeur approchée de la solution de
cette équation puis trouver également une valeur approchée de ag en reprenant une de
nos deux précédentes équations. Avec oy = 0,402 et Sy = 0,391, on obtient

courbes d’équation oy =
finale

F(A) > 0,8444,/#A.
O

Finalement, grace a ce théoreme [1.3.1] et au théoreme [I.1.1} si A est I'union de deux
intervalles quelconques de cardinal n; et ng, on a

0,8444v/ny +ng S F(A) < V/ny +ng + \/§(n1 + n2)1/4 + 0((n1 + n2)1/4>.

Le théoreme[l.1.T]affirme que si A est 'union de k intervalles de cardinal respectif ny,...,ny,
on a toujours 'asymptotique F(A) < v/ny+ ... + ng, si k = o(y/n1 + ... + ng). Clest a
partir d’'un nombre d’intervalles de méme ordre de grandeur que /1y + ... + nx qu’on
ne parvient plus a garder la constante 1 devant I’asymptotique. Nous avons déja établi
que la condition k = o(y/n1 + ... + ny) était optimale pour pouvoir conclure que F(A) <
Vni+ ...+ ni. En effet, dans la proposition nous avons donné la construction
explicite d’'un ensemble de Sidon de cardinal 2n — 1 dans n intervalles de cardinal n
chacun.

Voici une autre construction fournissant un ensemble de Sidon de cardinal p — 1 dans

une union de % intervalles de cardinal p — 1.

Théoreme 1.3.2. Si p est un nombre premier, alors il existe un ensemble de Sidon de

cardinal p — 1 dans une union de P intervalles de cardinal p — 1.

Preuve. Soit p un nombre premier et F, le corps fini a p éléments. On rappelle que F
est un groupe multiplicatif et que I'application

IF;—HF;
k—s k2

fournit un morphisme sur ce groupe. Le noyau de cette application est {41} et ainsi,
d’apres le premier théoréme de I'isomorphisme (cf. [22] chapitre T §4), le nombre de carrés

1
. Appelons ?F, I'ensemble de ces carrés et 2F, leur projection dans les p

dans ]F‘;*7 est P—

premiers entiers. Pour tout entier ¥ on définit k& comme le plus petit entier positif congru
a k modulo p.
Définissons ’ensemble d’entiers suivant

S={2Rp+k|k=1,..,p-1},

et prouvons que c’est un ensemble de Sidon. Soient 2a2p+ a, 2b2p+b, 2c2p+c et 2d2p+d
quatre éléments de S tels que

2a2p+a+202p +b=2c2p + c+ 2d%p + d.

151



On a
2(+P)p+ (a+b) =2(+)p+ (c+d),

soit -
2(a2+bz—02—d2)p:c+d—a—b,

et comme a, b, ¢, d sont tous quatre inférieurs a p—1, I’égalité ci-dessus implique le systéme

{@+w:&+&

a+b=c+d
Or
a2+ =c+d?
a+b=c+d
>+ =c+d> modp
a+b=c+d
(a+c)a—c)=(d+b)(d—0b) modp
=1
a—c=d—0b
o soit a+c=d+b it a=c
soi y e d_p O b d
< {a,b} ={b,d}

donc S est bien un ensemble de Sidon. De plus, comme (F,, +) =~ (Z,, +), on a

Sc || [2kp+1,2kp+p—1],
ke2F,

donc S est inclus dans une union de % intervalles de cardinal p — 1 chacun. Finalement
comme S est de cardinal p — 1, ceci prouve le théoreme [1.3.2 O

Soit P(N) I’ensemble des parties de N. Pour A C P(N), on définit F(A) par
F(A) =sup{F(A) | Ac A}.

Soit @ € R. On appelle A, (A, = A,(n)) I'ensemble des unions de n/a? intervalles de
cardinal n chacun. Le premier cas qui nous intéresse est le cas de Ay, quand il y a autant
d’intervalles que d’éléments qu’ils contiennent. Comme chaque ensemble de A, est de

2
cardinal (g) , la remarque [1.1.2, démontre que pour tout entier n, on a

F(A)) < 2,62n.
D’autre part, la proposition donne
F(A)) 2 2n,
d’ou

2n < F(A;) S 2,62n.
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De cette maniere nos travaux prouvent que le coefficient donnant la bonne asymptotique,
s’il existe, est compris entre 2 et 2, 62.

Le deuxiéme cas qui nous intéresse est celui de A 5, quand il y a deux fois moins
d’intervalles que d’éléments qu'’ils contiennent. Cette fois encore, la remarque[I.1.2]fournit

la borne
n

V2
D’autre part, le théoreme précédent prouve que l'asymptotique est supérieure a n pour

une infinité d’entiers n. Il est facile d’en déduire le résultat pour tous entiers n, donc
pour A 5 tout entier. C’est I'objet du corollaire suivant.

F(Az) < 2,266

Corollaire 1.3.3. Si A 5 est défini comme avant, pour tout entier n, on a

Preuve. Soient n un entier, k = 7, et p et p’ deux nombres premiers consécutifs tels que
p<n<yp. Onsait que p’ —p = O(p*®) (voir [16]). Ecrivons k = £ +o(n) et on reprend
la construction du théoreme [1.3.2l on pose donc

S = {2@p+k | k= 1,...,p—1}.
L’ensemble S est de sidon et de cardinal p — 1. De plus

Sc || [2ip+1,2ip+p—1],
i€2F,

|| [2ip+1,2ip+p—1]C |J [2ip=1.2ip+n—1].
i€2F, i€2F,

De plus cette dernieére union est en fait disjointe car 2(: + 1)p — (2ip + n) = p +
O(p°/®) > 0 quel que soit i €2 F, (et p assez grand), donc [2ip + 1,2ip+n — 1] N
[25p 4+ 1,2jp 4+ n — 1] = @ quels que soient ¢ # j. Ainsi

Sc || [2ip+1,2ip+n—1].

i€2F,
S est donc inclus dans une union de % intervalles de cardinal n — 1. De plus, comme
n = p, a fortiori, S est donc inclus dans une union de ”T_l intervalles de cardinal n — 1.
Enfin #S = p — 1 = n + O(n%?®), ce qui prouve ce corollaire. O

Gréce a ce corollaire et a la remarque [I.1.2] nous avons donc
V2vVkn < F(Ays) S 2,266V kn.

Le but est donc d’améliorer ces bornes afin de réussir a trouver la bonne asymptotique,
si elle existe.

Il est possible d’améliorer le théoreme [1.3.2] en raccourcissant la longueur des inter-
valles. C’est 1'objet du théoréme suivant.
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Théoreme 1.3.4 (théoréme. 1l existe une constante cq et une infinité d’entiers n pour
lesquels il existe un ensemble de Sidon de cardinal n dans une union de "5 intervalles

2
de cardinal n — c,lognlogloglogn chacun.

Preuve. Nous allons suivre a peu pres la méme stratégie que pour le théoréme sauf
que nous allons remplacer le systéme

a2+ =+ d?
a+b=c+d

qui nous permettait de conclure {a,b} = {¢,d} par le systéme

a? + 0% =2+ d?
(a+1)?+(b+1)?=(c+1)*+(d+1)?

qui nous amenera a la méme conclusion mais nous permettra d’utiliser une astuce de
Cilleruelo (voir [6]) afin d’améliorer le résultat. Elle repose sur le lemme suivant (voir

[12]).
Lemme 1.3.5. Il existe une constante cy telle que le plus petit résidu non quadratique

noté n,) dans le corps a p éléments [F, est strictement supérieur a cqlogplogloglogp
P P gplogloglog
pour une infinité de nombres premiers p

n, > colog ploglog log p.

Soit p un nombre premier pour lequel n, > cqlogplogloglogp, F, le corps fini a p
p JR—

(cf. preuve

-1 —1
du théoréme|1.3.2)). Définissons *F;, = 5 \*F,. On a donc #°F;, =p—1— pT = JOT
et min®F, = n, > ¢ologplogloglogp. Soit *F, (respectivement *F) la projection de

°F, (respectivement *F¢) dans les p premiers entiers. On a donc en particulier min® Ff =

éléments et °F, ensemble des carrés de 7. Onrappelle qu’on a #°F, =

n, > colog plogloglogp. Enfin pour tout entier k on définit k& comme le plus petit entier
positif congru a £ modulo p. On pose

S:{Z(k+1)2p+npk2 | /{:zl,...,p—l}.

Quel que soit k € {1,...,p — 1}, (k + 1)? appartient a >F,, et n,k? appartient & 2]—"5 donc

Sc || [2ip+ny,2ip+p—1],
i€2F,

intervalles de cardinal

et donc S est de cardinal p et est inclus dans une union de P

p —ny,. 1l ne reste donc qu’a prouver que S est un ensemble de Sidon. Or si 2(a + 1)2p +
npa?,2(b + 1)2p +n,b2,2(c + 1)%p + nyc? et 2(d + 1)2p 4+ n,d? sont des éléments de S tels
que

2(a+1)%p +nya®? 4+ 2(b+ 1)2p + nyb? = 2(c + 1)?p + nypc? + 2(d + 1)%p + n,d?,
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alors on a

2p((a +124+0b+1)2—(c+1)2—(d+ 1)2) + (npa2 + nyb? — nyc? — nde) = 0.

Comme n,a? +n,b? —n,c? —n,d? < 2p, cette égalité équivaut au systeme dans IF,, suivant

npa2 + npb2 = np02 + npd2
(a+1)22+(b+1)*=(c+1)2+(d+ 1)

Or en simplifiant la premiere ligne par n, puis en soustrayant la premiere ligne a la
deuxieme, on obtient

a’+ b = + & a* + b = c* + d?
(a+1)2+(b+1)?=(c+1)?+ (d+1)? a+b=c+d

On a vu que ce systeme impliquait {a,b} = {¢, d} (cf. preuve du théoréme |1.3.2)). Donc
S est bien un ensemble de Sidon. n

Malheureusement ce théoréme ne permet pas d’améliorer notre précédente mi-
noration

F(Ay) 2 V2Vin,

fournie par le théoréme [1.3.2]

Ces résultats donnent donc des minorations du cardinal du plus gros ensemble de
Sidon contenu dans divers ensembles d’entiers. Revenons a l'intervalle. Comme évoqué
dans I'introduction, on sait que F' ( [1,n] ) est équivalent a y/n mais on ne sait pas grand

chose sur F' ( I1, n]]) — /n. Cilleruelo a tout de méme fait une avancée en dimension 2,
ce qui a motivé nos travaux de la prochaine partie.
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Chapitre 2

Ensembles de Sidon et By[2] dans
I1, n]]d oud >3

3 < 3

Gréace aux travaux notamment de Bose [2], Bose et Chowla [3], Chowla [5], Ruzsa [2§],
Erdés et Turdn [I1], et Singer [31], il est désormais bien connu que F ( ﬂl,n]]) ~ \/n.
Mais que peut-on dire de F( [1, n]]) —/n 7 On pense que la quantité F( I1, n]]) —Vn
est non majorée (cf. [6]). Ce qui nous amene & formuler la conjecture suivante.

Conjecture 2.0.1. Pour tout M > 0, et une infinité d’entiers n, on a
F([1,n]) = v+ M.

Aucun progres n’a été fait sur cette conjecture mais Cilleruelo [6] a fait une avancée
en dimension supérieure. En effet, il est également connu que

F([1,n])") ~n®2. (2.0.1)
Pour plus de lisibilité, nous noterons parfois F ( I1, n]]d) simplement Fy(n).

La minoration est triviale en partant d’un gros ensemble de Sidon dans [[1, nd et en
i

le plongeant dans [1, n]]d par son écriture en base n (cf. la preuve du lemme plus

loin). La majoration, elle, découle des travaux de Lindstrom [24] qui donnent
Fy(n) < nd? 40 (nd2/(2d+2)> :

en adaptant I’approche de Erdos-Turan pour la dimension 1. Ainsi, la conjecture [2.0.1
se généralise aux dimensions supérieures.

Conjecture 2.0.2. Pour d > 1, tout M > 0, et une infinité d’entiers n, on a
Fy(n) = n%? 4+ M.
De son coté, Cilleruelo [6] démontre le théoréme suivant]]
Théoréme 2.0.3 (Cilleruelo). Pour une infinité d’entiers n, on a
Fy(n) > n + lognloglog logn.

Ce qui prouve la conjecture pour d = 2. Nous avons essayé de travailler sur les
dimensions supérieures mais n’avons pas abouti. Voici quelques pistes de nos recherches.

'Nous remercions ici Pablo Candela de nous avoir signalé cet article et soumis un probléme relatif.
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2.1 Tentatives et résultats partiels pour d =4
Cilleruelo prouve précisément dans [6] que pour tout nombre premier p, on a
Fy(p—ny, +1) 2 p,

ol n,, est le plus petit résidu non quadratique modulo p. Pour cela, il introduit I’ensemble
{(npk2,np (k + 1)2) | ke {1,...,p}}. I montre que c’est un ensemble de Sidon dans

[np, p]]2 et n’a donc qu’a le translater pour aboutir a son résultat. En effet, on a déja vu
dans la partie précédente qu’il existe une constante ¢y > 0 telle que pour une infinité de
nombres premiers p on a l'inégalité n, > cylogplogs p.

Soit Py ’ensemble de ces nombres premiers. Pour d = 4, on voudrait utiliser la méme
approche que celle développée par Cilleruelo en introduisant le sous-ensemble de Zf;

Ay = {(npP? (k1 ka) P (K, ko) sy P (s o) my P (R ko)) | By € {1, p} )

ou Py, P, P3, et Py sont des polynomes a valeurs dans Z,. Comme toutes les coordonnées
non nulles n, P? (ky, ky) sont des résidus non quadratiques, il est possible de projeter A,
dans [n,,p]" (en projetant 0 sur p). Ainsi si nous pouvons trouver de tels polynomes
qui rendent A, de Sidon et tels que #A, = p?, alors en projetant A, dans [n,, p]] et en
le translatant par — (n, — 1,n, —1,n, — 1,n, — 1), on obtiendrait un ensemble de Sidon
dans [1,p —n, + 1]]4 de cardinal #A, et donc nous aurions

F4<p_np+1>>#Ap:p2

Ce qui prouverait la conjecture pour d = 4.

Nous avons quelques pistes pour ces polynémes. Tout d’abord, ils doivent étre de degré
minimal car plus leur degré sera élevé et plus petite sera leur image (par le théoreme de
I'isomorphisme). Or pour obtenir un ensemble de Sidon, il est préférable qu'on ait un
large choix pour chaque coordonnée.

De plus, il est nécessaire qu’au moins I'un de ces polynémes contienne les deux vari-
ables pour éviter que A, soit simplement un produit cartésien d’ensembles de Sidon qui
n’aurait alors aucune chance d’étre lui méme un ensemble de Sidon. En effet, si S et S’
sont deux ensembles de Sidon, on a toujours

(Sl’ 8,1) + (827 5/2) - (81’ 8,2) + (827 Sll)u

pour s1,s9 € S et s, s, € S’. Donc S x 5" n’est pas un ensemble de Sidon.
Aussi, deux de ces polynémes ne peuvent dépendre tous deux d’une seule méme
variable. Effectivement, si P; et P, ne dépendent tous deux que de ki, on a

A= L {mPR0)} > {ny PG} Bl

ou B(kp) est 'ensemble

{(np P (k1 ko) P (ks ko) ) | (P (k) mp B3 (k) P (R, Rz my P (R, Bo) ) € Ay
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Pour plus de clarté, on note

6 (k1) = (npP? (k1) , ny 3 (k1))

4= 3 Bk

k1=1

et par le principe d’inclusion-exclusion

<|U Bk

ki=1

)|+ Z B(ky) N B(K})]
K1k} =1
k1K),

S Bk

ki1=1

Mais A, étant un ensemble de Sidon |B(ki) N B(k})| < 1 pour tous kj,k}. Sinon il
existerait deux éléments différents K et K’ dans B(ky) N B(k}) et A, contiendrait les
quatre éléments ¢ (k1) x K, ¢ (k1) x K, ¢ (k}) x K, ¢ (k}) x K’ or

¢ (k1) x K+ ¢ (k1) x K' = ¢ (k) x K + ¢ (k) x K,

ce qui contredit que A, est un ensemble de Sidon. On a donc bien |B(k;) N B(ky)| < 1

pour tous ki, k}, et comme il y a % carrés dans [, on a

12 32
5 e < (451 () <%

k1, k, =1
k1 #k’l

| Ap| <

U Bk

k1=1

ce qui est trop petit. Donc finalement, deux des quatre polynémes ne peuvent dépendre de
la méme unique variable, ce qui implique qu’au moins deux de ces polynémes dépendent
des deux variables.

Enfin, il faut faire attention a ne pas pouvoir se ramener aux précédentes interdictions
par simple changement de variables inversible. Par exemple ’ensemble

{(w+v)? w+v+1)?, (=0 (w-v+1)") [u,v€eF,},
est égal, par changement de variables, a I’ensemble
{(k2, (k1 + 1% K3, (ke + 1)) | by, €T}
qui est le produit cartésien de deux ensembles de Sidon

{2, (ks + 1% K3, (ks + 1)) | by, b € F, )
={(F (k+1°) [keF,} x {(k (k+1)°) | keF,}.

(cf. la preuve du théoréme [1.3.4] pour voir que ce sont bien des ensembles de Sidon).
Malheureusement, nous ne parvenons pas a trouver de tels polyndémes et nous pen-
sons méme qu’en fait ils n’existent pas. Nous nous sommes alors demandés si on ne
pouvait pas tout de méme s’approcher d’'un ensemble de Sidon de cette maniére puis
enlever certains éléments afin d’obtenir réellement un ensemble de Sidon. Par exemple,
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on pourrait compter le nombre de mauvais quadruplets (a, b, ¢, d) tels que a +d =c+b
et {a,d} # {c,b} et Oter un élément pour chacun d’entre eux. Pour obtenir un résul-
tat nouveau, il faudrait alors que le nombre de ces mauvais quadruplets soit inférieur a
plog p. Nous avons écrit un programme qui les compte (pour des petits nombres premiers
p) mais cette quantité semble beaucoup trop élevée. La meilleure configuration que nous
avons trouvée est obtenue avec les polynomes Pi(ky, ky) = ki , Pa(ky, ko) = ko + 1,
P3(ky, ko) = ky + ky et Py(k1, ko) = ki — ko qui donnent 2830 mauvais quadruplets pour
p =17, ce qui est beaucoup trop élevé par rapport a 7log7.

Une autre piste, serait de ne pas prendre toutes les coordonnées parmi les carrés de
F,. En effet, ce n’est pas nécessaire et pour que le résultat fonctionne, il suffit que les
coordonnées soient toutes supérieures a n,. Ainsi un ensemble du type

A = { (ki nyp PY (kv ka)  ny P3 (ky k) mp P (K, ko)) | by € {nyy oo p} o € {1, p}
peut tout a fait servir la stratégie. On aurait
Fy(p—mnp+1) =2 p(p — nyp),
doncsim=p—mn,+1
Fy(m) = m® 4 pn, — n = m? + mlogm + o(m),

ce qui prouverait également la conjecture pour d = 4. Mais encore une fois, nous
ne sommes pas parvenus a trouver de polynomes rendant A;, de Sidon.

2.2 Tentatives et résultats partiels pour d =3

En dimension 3, on pourrait essayer d’utiliser le méme genre d’idée qu’en dimension 2 ou
4 mais si nous ne considérons qu’une seule variable (dans les polynémes définissant notre
ensemble) alors le cardinal de notre ensemble sera trop petit. Si nous en considérons
deux alors le fait que nous n’ayons que trois équations nous empéche de résoudre le
systeme découlant de 1’équation de Sidon. Nous n’aurons donc aucune chance de créer
un ensemble de Sidon.

Une idée serait de bel et bien considérer deux variables mais ot I'une des deux ne vit
que dans un ensemble de Sidon de F,. Par exemple, considérons S un ensemble de Sidon
de cardinal maximal dans [n,,p]. S’il existe deux polynémes P; et P, & valeur dans Z,
tels que

Ay = { (ki ny P (k1 ko), ny P2 (ki ko)) | B € 5, Ko € {1,....p}}

est un ensemble de Sidon, on aurait

F3(p_np+1)>p\/p_np-

Et donc si on pose m = p — n, + 1, on obtiendrait
Fy(m) = m*? + /mlogm + o(v/m),

ce qui prouverait la conjecture pour d = 3. Malheureusement, encore une fois, nous
ne parvenons pas a trouver de tels polynémes.
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Voici un exemple s’en approchant car il permet d’obtenir tout de méme un ensemble
By[2] dans [1,p — n, + 1]]3. On choisit Py (ky, ko) = ky+ky et Py(ky, ko) = ki +ky+1. Pour
prouver qu’alors A, € By[2], il suffit de voir que A, n’admet qu’au plus deux solutions
(en u et v) a 'équation u +v = (a, 5,7) ot a, 8,7 € [n,,p]. C'est ce que nous allons
vérifier. Soient donc u,v € A, et o, 8,7 € [n,,p] tels que u + v = (a, B,7). Eerivons
u= (ul, np(uy +ug)?, ny(uy + ug + 1)2) et v = (vl, np(v1 +v2)%, ny(vy + ve + 1)2) ol uy et
vy appartiennent tous deux a un certain ensemble de Sidon S. u+v = («, §,7) implique
alors le systeme d’équations dans Z, suivant

U, + v =«
(u1 + u2)? + (v1 + v2)? = fBn,?!
(w1 +ug +1)% + (01 +v2 +1)% = yn, !

En soustrayant la deuxieme équation a la troisieme, on obtient

UL+ v =«
uy + ug + vy + vy = (8 — v —2)(2n,) 7"
(Ul + U2)2 + (Ul + U2)2 = Bn}jl

La premiére équation de ce systeme détermine {u;, v} car u; et v; appartiennent tous
deux au méme ensemble de Sidon S. Il existe donc a; et ay dans Z, tels que {uy,v1} =

{a1,as}.

e Supposons que u; = a; et v;1 = as. En injectant la seconde équation dans la
troisieme, nous obtenons une équation du second degré en u,. Il y a donc au
plus deux solutions (que nous noterons b; et by) pour us et chacune détermine
automatiquement v, (par la deuxieme équation). Ainsi il existe by, ba, c1,¢2 € Z,
tels que

(uz,v2) € {(b1,c1), (b2, c2) } .
Ce qui nous fournit deux solutions. Soit

(Oé, B,’}/) = (al,np(al + b1)2,np(a1 + b1 + 1)2) + (CLQ,TLP(CLQ + 01)2, np(ag + (6] + 1)2>7
soit
(o, B,7) = (@1, ny(ar + 52)2, npy(a; + by + 1)2) + (a2> ny(as + C2>2, ny(as + c2 + 1)2)-

e Supposons maintenant que u; = as et v; = a;. Comme les équations de notre
systeme sont symétriques en u; + ug et vy + vy, nécessairement

(U2> 02) € {(Cla bl)> (02’ bQ)} :

Par commutativité de la somme, nous retombons donc bien sur les deux solutions
trouvées dans 'autre cas.

Finalement il n’y a donc bien qu’au plus deux manieres d’écrire (o, 3,7) comme somme
de deux éléments de A, et donc A, € By[2].

Nos généralisations ne nous permettent donc pas d’améliorer les bornes connues mais
nous obtenons tout de méme une construction d’un ensemble Bs[2] en dimension 3. Dans
la prochaine partie, nous verrons que ce résultat n’a qu'un intérét théorique car il est
possible de faire beaucoup mieux en construisant des ensembles B,[2] dans [1,n]" a
partir de B,[2] dans [1,n%].
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2.3 Construction de B[g] dans [1,n]? ot d > 2

Nous avons vu dans les parties précédentes que
/2
Fy(n) ~n=,

ou

Fy(n) = F([[l,n]]d) = maX{#S | S C1,n]", S est de Sidon}.

En particulier
F(n) ~ /n. (2.3.1)

Posons désormais
F'(n) = F([1,n]")[g] = max {#A | A € Bafg)([1,n]")}.

Nous avons vu dans la partie que les travaux de Cilleruelo, Ruzsa et Trujillo [§]

impliquent
F'(n) = X\v/n + 0 (vn) (2.3.2)

9+ 19/2]

g9+219/2]
Habsieger et Plagne [13] qui établissent

o\, = pour tout g > 2. De plus, pour g = 2 la borne a été améliorée par

FP(n) > 1,5119/n. (2.3.3)

Qu’en est-il des dimensions supérieures 7 Que peut-on dire sur Ff] (n) 7 Commengons
par établir le lemme élémentaire suivant.

Lemme 2.3.1. Soient E; et Fy deur semi-groupes, g1 et go deux entiers non nuls,
Ay € Bylg1|(Ey) et Ay € Bslge](E2). Alors le produit cartésien Ay x As appartient a
Bs[2g192] (B X Ej).

Preuve. Soient (s1,s2), (57, 55) € A1 X As. Nous allons regarder le nombre de solutions
en {(ay, as2), (a},ay)} a 'équation

(51’ 32) + (3/17 8/2) = (ab aQ) + (alla CLIQ) (2'3'4)
Cette équation équivaut au systéme

s1+ 8, =a1+a)
52+s’2:a2+a’2

Comme A; € Bsylg1|(E,), il n’y a qu'au plus ¢; fagons d’écrire a; + a] comme somme
de deux éléments de A;. Ainsi nous n’avons qu’au plus ¢; choix pour {si,s;}. Nous
n’avons donc qu’au plus 2¢; choix pour (s1,s;). De méme, nous n’avons qu’au plus 2g,
choix pour (sg,s5). Il suit que nous n’avons qu’au plus 4¢;¢g2 choix pour (si, s, sq, $5).
Cependant & sy, 8}, 2, s fixés, (s1, s}, S2, s5) fournit la méme solution que (s}, s1, 5, S2)
par commutativité de la somme. Finalement A; X Ay € By[2g192] (Ey X E»). O
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En particulier, ce lemme conduit immédiatement au corollaire suivant.

Corollaire 2.3.2. Soient Sy et Sy des ensembles de Sidon dans deux semi-groupes abéliens
respectivement Gy et Go. Alors leur produit cartésien Sy xSy appartient a By[2] (G1 X Ga).

Le lemme [2.3.1] nous fournit donc une premiere maniere de construire des ensembles
Bs[g] en dimensions supérieures. Par exemple en utilisant (2.3.1) et (2.3.3)), le lemme
donne la borne

F¥(n) = 1,5119n.

Nous allons en fait établir un résultat plus puissant (le théoreme ci-apres) qui nous
fournira par exemple la minoration

3
Fn) > ——n >212n.

\/_

Théoréme 2.3.3 (théoreme . Soitn,d et g des entiers positifs tels que g > 3 et d > 2.
2
Posons Ny = M On a
9+219/2]
FP(n) > 1,5119n,

et, st g = 3,

Ff (n) 2 Agn®?
Nous allons, en fait, démontrer le résultat un peu plus général suivant.

Lemme 2.3.4. Soient ny,...,ng des entiers et A € Bs[g] ([1,n1...n4]), alors il existe

Ac Bg[Q](ﬂl,nl]] X ... X [[1,nd]]> tel que #A = #A.

Preuve. Si a € N, on écrit alors a en base nq,...,ng

d
a = Z (Ska,

k=1
ou N = ny...ny et ol 0 est un entier tel que 0 < d; < np — 1. Considérons 'application

¢ qui envoie tout entier a sur le d-uplet de ses coordonnées en base nq, ..., ng.

¢ N —[1,n1] x ... x [1,n4]
d
a = Z 0p Ny, — (51, ey (Sd) + (1, e 1)
k=1
Soit A € Bs[g] ([1,n1...n4]])), comme ¢ est une bijection sur A, on a #¢(A) = #A. 1l
suffit donc de poser A = ¢(A) et de vérifier que ¢(A) € Bs[g] ( [1,n1] x ... x [1, nd]]) afin

de prouver le lemme. Nous allons raisonner par I'absurde.

Soit a = (ay, ..., aq) appartenant a [1,nq] x ... X [1,n4] tel que a s’écrive de g + 1
facons différentes comme somme de deux éléments de ¢(A). On suppose donc qu’il existe
2(g + 1) éléments distincts 61, ..., 60D §D 5+ de ¢(A) tels que

a=0W 450 = =gt 4 5g+1)
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On écrit §%) = (5%’“), oy O

pour tout k=1,...,9+1

(01, aa) = (61, 60) + (61, .., 6®),

) et 6'F) = (51%),...,5;(’“)) pour tout £ = 1,...,g + 1. Ainsi

et donc
d d " d 0
ZalNl = Z(Sl( Nl _’_Zél N,
=1 =1 =1
Or les deux sommes du membre de droite sont des éléments de A, ensemble qui appartient
a Bs[g] ([1,n1...n4])), il ne peut donc, par définition des ensembles Bs[g], n’y avoir que g
d
facons d’écrire Y a;/N; comme somme de deux éléments de A. Comme nous avons g + 1
=1

égalités

ZalNl Zé Nl+25/(k Nl7

=1

nécessairement, il existe k et £’ tels que
d k d 1k d K d (k'
{251( N Y )Nl} = {251( N Y )Nz}>
1=1 =1 1=1 =1

et par unicité de I’écriture en base nq, ..., ng
L6, 60, (619, o) b = { (687, ), (51, o a8) ),

d’ou finalement
{(;(k)7 5/(k)} _ {5(16’)7 (5/(16’)}7

ce qui contredit le fait qu’on ait supposé 6®), §'®) §*) et §*) distincts. On obtient
donc une absurdité et donc nécessairement, ¢(A) € Bsy|g] ( [1,n1] x ... x [1,n4] >, ce qui
termine la preuve de ce lemme.

Le théoreme [2.3.3] est un simple corollaire de ce lemme en prenant n = n; = ... = ng
et en considérant les minorations (2.3.2)) et ([2.3.3]).
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Chapitre 3

Ensembles infinis de Sidon de grande
densité dans les entiers naturels

La question des ensembles de Sidon infinis de grande densité dans les entiers a également
beaucoup été étudiée. Il est bien connu que le cardinal maximal d’un ensemble de Sidon
dans les n premiers entiers est équivalent & y/n mais peut-on, pour autant, trouver un
ensemble infini de Sidon de densité y/n dans les entiers ? C’est a dire, existe-t-il un
ensemble infini de Sidon S tel que

#(SN[Ln]) ~vn?

Erdés a répondu a cette question par la négative (cf. [32] p.133) en montrant que si S
est un ensemble infini de Sidon dans les entiers, alors

S(n)

1 3.0.1
o log(n) 300

lim inf
n—oo

ou S(n) = #(S N [[1,n]]>. En revanche, Erdés [32] prouve également qu’il existe un
ensemble infini de Sidon S tel que

I S(n) < 1

imsup —= > —,

P /m 2

ce qui fut amélioré par Kriickeberg [21] qui démontre qu’il existe un ensemble infini de
Sidon S tel que
S(n) < 1
VT V2
Ces résultats nous laissent penser que 'asymptotique ne doit pas étre loin de \/n et nous
amenent donc a considérer la conjecture suivante.

lim sup

Conjecture 3.0.1. Il existe un ensemble (infini) de Sidon S dans N tel que quel que soit
e>0, ona .
S(n) >mn2"°.

Cette conjecture a été émise la premiere fois par Erdés [I0] mais le probleme est
toujours ouvert actuellement. Les premiers résultats dans cette direction viennent de
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Mian et Chowla [25] qui prouvent, par un raisonnement combinatoire, qu’il existe un
ensemble infini de Sidon S = {s,} tel que s, < n®, cest a dire S(n) > n'/2. 1l
suffit de construire les éléments s, les uns apres les autres en remarquant que S,,1 =
{si+s;—sk|1<i,i,k<n} naun cardinal au plus n?, et donc qu'il est possible de
choisir 5,1 < (n+1)3 tel que s,11 & Syt

Ce résultat est longtemps resté le meilleur connu mais en 1998, Ruzsa [29] montre
I'existence d’un ensemble infini de Sidon S dans les entiers tel que S(n) = nV2-1to(l)
pour n assez grand.

C’est encore aujourd’hui le meilleur résultat que nous connaissons et si on pose

o ! .flogA(N)
& = sup IJVIIL}Q% W

| ACN*, Aestde Sidon} ,
PO r . P .
alors nous savons, grace a lui, que v2 — 1 < a < 3 Cilleruelo a réussi [7] a prouver

le méme résultat mais de maniere déterministe alors que la preuve de Ruzsa comporte
des arguments probabilistes pour déterminer I'existence d'un certain parametre. C’est
I'unique amélioration connue a ce jour. Personne n’a encore réussi a améliorer cette
borne et pour cause, la construction d’ensembles de Sidon infinis est tres difficile. Nous
proposons dans cette partie un résultat permettant de ramener le probleme a l'étude
d’ensembles de Sidon finis. Cela pourrait ouvrir la porte a de nouveaux raisonnements, et
peut-étre permettre d’améliorer la minoration de Ruzsa et se rapprocher de la conjecture
d’Erdos.

Théoréme 3.0.2 (théoréme [J). L’ezistence d’un ensemble de Sidon infini A dans N tel
que pour tout entier m #(AN[1,m]) > m? ou B € }0, %] est équivalente a [’existence d’une

sous-suite (Bw(n))neN d’ensembles finis de Sidon tels que quel que soit n € N, By C

[1,4(n)] et #(an) N [[1,m]]) > mP pour tout m < (n) (ol @ est une application
strictement croissante sur N).

Preuve.
A) Sens direct :

La premiere implication est triviale. En effet, si on a un ensemble infini de Sidon A C N
de densité supérieure a n?, alors il suffit de choisir ¥ comme l'application identité sur N
et de définir les (B,,),, .y comme suit :

B,=AN[0,n] .
En effet, quel que soit m < n, on a :
#(Bun[L,m]) = #(AN[Lm]),
et par définition de A

#(AN[L,m]) >m".
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Donc finalement
#(Bn N [[l,m]]) >mP.

B) Réciproque :

Supposons qu’il existe une suite (Bw(n)) N d’ensembles finis de Sidon tels que By, C
[1,%(n)] et pour tout m < ¥ (n), on ait

#(By(n) N [1,m] ) = m’,
Considérons l'application

P> 1p(i)27" .
ieN
La suite (gzﬁ (sz(n))) . est dans [0,2] qui est compact, on peut donc extraire une
n
sous-suite convergeant vers un certain élément a appartenant a [0,2]. Ainsi on a

lim ¢(B¢(nk)) = a,

k—4o00

ou les ny sont des entiers tels que
0<ny<ns <ng <...

On rappelle que tout élément de [0,2] n’admet qu’au plus deux écritures en base 2. 1l
suit par contraposée que ¢~ !(a) ne contient qu'un ou deux éléments suivant le nombre
d’écritures que posséde a en base 2.

e Si a ne possede qu'une unique écriture en base 2, alors @ a un nombre infini de
décimales non nulles et donc ¢~ *(a) contient un unique ensemble infini.

e Si a possede deux écritures en base 2, alors 'une de ces deux écritures a toutes ses
décimales nulles a partir d'un certain rang et l'autre a toutes ses décimales égales a
1 a partir d’un certain rang. Nous allons voir qu’aucune de ces deux configurations
n’est possible.

Si a a toutes ses décimales égales a 1 par partir d’un certain rang N € N, alors par
construction de ¢, quel que soit ¢ (ng) > N, [N, (ni)] € Bym,), ce qui contredit le
fait que By, est de Sidon. Inversement si a a toutes ses décimales nulles par partir
d’un certain rang N € N, alors par construction de ¢, quel que soit 1(ng) > N,
[N, ¢ (ng) [N By, = @, ce qui implique #By(n,) < N et donc contredit 'hypothese
#Byny) = P(ng)” (car 8> 0).

Finalement ¢~'(a) contient un unique ensemble infini. Soit donc A I’ensemble infini de
¢~ '(a). Commencgons par prouver que A est un ensemble de Sidon. Soient x,y,2,t € A

telsquer < z<t<yetz+y=z+t Ona (gzﬁ (Bw(nk))) converge vers a = ¢(A), donc

> g, (027 =6 (Bywmy) T ¢(A) = 14(1)27"
€N

€N
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Ainsi, par définition de la limite, il existe N, € N tel que

Ly, (27— Y 14027 <27,

€N €N

t+1 t+1
et donc Y 1p, (n)27" = > 14(n)27". D’ou
n=0 Y n=0

et finalement x,y, z et ¢ appartiennent également a By, qui est un ensemble de Sidon, ce
qui implique {z,y} = {z,t} et donc A est un ensemble de Sidon.

Il ne reste plus qu’a vérifier que A a la bonne densité. Soit m € N, encore une fois, par
définition de la convergence, il existe N’ € N tel que

S lp, ()27 =) 14(i)27"
1=0 =0

Ce qui implique # (A N [0,m]) = # (Bx N [0,m]) = m?, par hypothese sur les (Bw(n)) o
Ainsi finalement, A est bien un ensemble infini de Sidon avec la bonne densité, ce qui
finit de prouver 1’équivalence et donc le théoréme. O

Gréace a ce théoreme, construire un ensemble infini de Sidon de bonne densité dans
les entiers revient a construire un ensemble fini de Sidon dans les n premiers entiers, avec
les bonnes troncatures, ou n est aussi grand qu’on veut. Il suffit donc de trouver une
suite strictement croissante d’entiers (comme les nombres premiers, les nombres projec-
tifs p? + p + 1,...) pour lesquels on arrive & construire un ensemble de Sidon avec les
bonnes troncatures dans les entiers qui leur sont inférieurs. L’intérét de ce résultat ré-
side essentiellement dans le fait que la structure de ces ensembles peut dépendre de leur
taille, ce qui est tres utile. Par exemple, toutes les constructions connues actuellement
d’ensembles de Sidon en /n dans les n premiers entiers reposent sur des congruences (ou
plus généralement sur des projections dans des corps finis), qui ont des comportements
tres différents d'un entiers a l'autre. La projection sur [F,, est tres différente de celle sur
F, si p et p’ sont deux nombres premiers distincts. Chacune de ces fameuses construc-
tions donne donc un ensemble de Sidon dans [1,n] tres différent de celui qu’elle donne
dans [[1,m] (si n et m sont deux entiers suffisamment éloignés). C’est notamment ce
qui empéche d’en extraire une quelconque structure commune afin d’obtenir un ensemble
infini de Sidon.

Nous pouvons d’ailleurs remarquer que la majoration d’Erdés et le théoreme
3.0.2| prouvent que toutes ces constructions d’ensembles de Sidon en y/n dans les n pre-
miers entiers fournissent des ensembles qui n’ont pas les bonnes troncatures.

Il existe déja des résultats en ce sens (voir les travaux de Kolountzakis [19]), qui
impliquent qu’il y a une certaine uniformité dans la répartition des éléments d’un ensemble
de Sidon de cardinal en /n dans les n premiers entiers. Tout cela implique que les
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constructions que nous connaissons pour obtenir de gros ensembles de Sidon sont assez
éloignées de la structure d’ensembles avec les bonnes troncatures que nous cherchons.
Partir d’une de ces constructions et "'appauvrir' afin d’essayer de lui imposer notre
structure ne semble donc pas étre une bonne piste.

L’ensemble de Sidon infini de Ruzsa ne nous aide pas non plus car Ruzsa construit ses
éléments par tranche et donc travaille déja avec une borne (tout comme la construction
de Cilleruelo [7]).

L’idée est de trouver une nouvelle construction, ou un nouvel argument permettant
d’assurer D'existence de ces ensembles finis avec la bonne structure afin d’améliorer la
borne donnée par Ruzsa o > V2 —1.

168



169



Bibliographie

1]
2]

3]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

H. L. Abbott. Sidon sets. Canad. Math. Bull., 33(3):335-341, 1990.

R. C. Bose. An affine analogue of Singer’s theorem. J. Indian Math. Soc. (N.S.),
6:1-15, 1942.

R. C. Bose and S. Chowla. Theorems in the additive theory of numbers. Comment.
Math. Helv., 37:141-147, 1962/1963.

P. Candela and A. de Roton. On sets with small sumset in the circle. Q. J. Math.,
70(1):49-69, 2019.

S. Chowla. Solution of a problem of Erdoés and Turan in additive-number theory.
Proc. Nat. Acad. Sci. India. Sect. A., 14:1-2, 1944.

J. Cilleruelo. Sidon sets in N%. .J. Combin. Theory Ser. A, 117(7):857-871, 2010.
J. Cilleruelo. Infinite Sidon sequences. Adv. Math., 255:474-486, 2014.

J. Cilleruelo, I. Z. Ruzsa, and C. Trujillo. Upper and lower bounds for finite By[g]
sequences. J. Number Theory, 97(1):26-34, 2002.

A. de Roton. Small sumsets in R: full continuous 3k — 4 theorem, critical sets. J.
Ec. polytech. Math., 5:177-196, 2018.

P. Erdoés. Problems and results in additive number theory. In Colloque sur la Théorie
des Nombres, Bruzelles, 1955, pages 127-137. George Thone, Liege; Masson and Cie,
Paris, 1956.

P. Erdoés and P. Turan. On a problem of Sidon in additive number theory, and on
some related problems. J. London Math. Soc., 16:212-215, 1941.

S. W. Graham and C. J. Ringrose. Lower bounds for least quadratic nonresidues. In
Analytic number theory (Allerton Park, IL, 1989), volume 85 of Progr. Math., pages
269-309. Birkhauser Boston, Boston, MA, 1990.

L. Habsieger and A. Plagne. Ensembles B,[2]: I’étau se resserre. Integers, 2:Paper
A2, 20, 2002.

H. Halberstam and K. F. Roth. Sequences. Springer-Verlag, New York-Berlin, second
edition, 1983.

170



[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]
[25]

[20]

[27]

28]

[29]
[30]

[31]

[32]

M. N. Huxley. On the difference between consecutive primes. Invent. Math., 15:164—
170, 1972.

A. E. Ingham. On the difference between consecutive primes. Quart. J. Math.,
8:255-266, 1937.

J. H. B. Kemperman. On products of sets in a locally compact group. Fund. Math.,
56:51-68, 1964.

M. Kneser. Summenmengen in lokalkompakten abelschen Gruppen. Math. Z., 66:88—
110, 1956.

M. N. Kolountzakis. On the uniform distribution in residue classes of dense sets of
integers with distinct sums. J. Number Theory, 76(1):147-153, 1999.

J. Komlés, M. Sulyok, and E. Szemeredi. Linear problems in combinatorial number
theory. Acta Math. Acad. Sci. Hungar., 26:113-121, 1975.

F. Kriickeberg. Bs-Folgen und verwandte Zahlenfolgen. J. Reine Angew. Math.,
206:53-60, 1961.

S. Lang. Algébre. Dunod, 2004.

B. Lindstrom. An inequality for Bs-sequences. J. Combinatorial Theory, 6:211-212,
1969.

B. Lindstréom. On Bs-sequences of vectors. J. Number Theory, 4:261-265, 1972.

A. M. Mian and S. Chowla. On the Bs; sequences of Sidon. Proc. Nat. Acad. Sci.
India Sect. A, 14:3-4, 1944.

D. Raikov. On the addition of point-sets in the sense of Schnirelmann. Rec. Math.
[Mat. Sbornik] N.S., 5(47):425-440, 1939.

I. Z. Ruzsa. Diameter of sets and measure of sumsets. Monatsh. Math., 112(4):323—-
328, 1991.

. Z. Ruzsa. Solving a linear equation in a set of integers. 1. Acta Arith., 65(3):259—
282, 1993.

[. Z. Ruzsa. An infinite Sidon sequence. J. Number Theory, 68(1):63-71, 1998.

S. Sidon. FEin Satz iiber trigonometrische Polynome und seine Anwendung in der
Theorie der Fourier-Reihen. Math. Ann., 106(1):536-539, 1932.

J. Singer. A theorem in finite projective geometry and some applications to number
theory. Trans. Amer. Math. Soc., 43(3):377-385, 1938.

A. Stohr. Geloste und ungeloste Fragen iiber Basen der natiirlichen Zahlenreihe. I,
I1. J. Reine Angew. Math., 194:40-65, 111-140, 1955.

171



	Introduction et état de l'art
	Notations et conventions
	I Ensembles de petite somme
	Introduction et résultats
	Début des preuves des théorèmes principaux
	Mesures modulo le diamètre de B
	KA=K
	KAK
	KAK
	Structures de A et B modulo DB, premières informations
	Presque-égalités et définition des erreurs ik
	Lien entre ik et 
	Premières informations de structure

	B modulo DB est proche d'un intervalle
	mk ne dépend pas de k
	Majoration de (Jk)
	Majoration de ( ( mk-1Jk)( ml-1Jl)) 
	Minoration de ( ( mk-1Jk)( ml-1Jl))
	Encadrement de la mesure de IK
	Preuve de m=1
	Premières informations et début de la stratégie
	Minoration de (BM), #LB et #LA
	Preuve de m=1 lorsque m< repstopdf(IK)2K b
	Le cas m repstopdf(IK)2K b est impossible
	Structure principale de A
	 Étape 0 : contribution de K dans A
	Stratégie et Étape 1 : k=K
	Étapes suivantes.
	Conclusion : Structure principale de A.
	Structure totale de A
	Stratégie et premiers résultats
	Le cas des éléments de A[minA',maxA']
	Le cas des éléments de AA' dans [minA',maxA']
	Le cas des éléments x de AA' dans ]maxA'k,minA'k+1[ pour k"4266308 1,...,K-2 "5267309 
	Le cas des éléments de A appartenant à ]maxA'0,minA'1[ ou à ]maxA'K-2,minA'K-1[
	Conclusion des preuves des théorèmes 0.0.4, 0.0.6 et 0.0.7
	Fin de la démonstration des théorèmes 0.0.6 et 0.0.4
	Fin de la démonstration du théorème 0.0.7

	II Ensembles de Sidon
	Ensembles de Sidon dans des dégénérescences de l'intervalle
	Majoration du cardinal de l'ensemble de Sidon de taille maximale dans certaines dégénérescences de l'intervalle
	Généralisation du théorème d'Abbott aux B2[g]
	Minoration du cardinal du Sidon maximal dans certaines dégénérescences de l'intervalle

	Ensembles de Sidon et B2[2] dans "474A771 1,n "574B779 d où d3
	Tentatives et résultats partiels pour d=4
	Tentatives et résultats partiels pour d=3
	Construction de B2[g] dans "474A771 1,n "574B779 d où d2

	Ensembles infinis de Sidon de grande densité dans les entiers naturels

















