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Notation et abréviations

� Produit matriciel d’Hadamard.

N Ensemble des entiers naturels.

Z Ensemble des entiers relatifs.

R Ensemble des nombres réels.

P Probabilité.

E Espérance.

1 La fonction indicatrice.

v.a. Variable aléatoire.

p.s. Presque sûre.

iid Indépendante et identiquement distribuée.

g = oP (1) g tend vers 0 en probabilité.

C(Rk+1,R) L’espace des fonctions continue de Rk+1 dans R.

C([0, 1],R) L’espace des fonctions continue à valeur réelle dans l’intervalle [0, 1].

〈., 〉 Produit scalaire euclidien .

||.|| La norme euclidienne sur Rd, d ∈ N.

||A||M = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij| La norme de la matrice carrée A = (aij)1≤i,j≤n.

loi−→ Convergence en loi.
p.s.−→ Convergence presque sûre.
P−→ Convergence en probabilité.

B(A) Un borélien de A.

L2 = L2(η) L’ensemble des fonctions de carrée intégrable par rapport à une

mesure positive η.
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Pour h1, h2, h ∈ L2, on pose 〈h1, h2〉 =
∫
Rk+1 h1(β)h2(β)dη(β) et ||h||L2 = 〈h, h〉 12 ,

respectivement le produit scalaire et la norme dans L2.
Soit d, d1, d2 des entiers tels que d = d1 +d2, et G une fonction continue et dérivable dans
Rd. On note pour z = (z1, . . . , zd) = (z(1), z(2)) ∈ Rd1 × Rd2 ,

Gradient de G(z) :

∂zG(z) :=

(
∂G(z)

∂z1

, . . . ,
∂G(z)

∂zd

)
, ∂z(k)G(z) :=

(
∂G(z)

∂z
(k)
1

, . . . ,
∂G(z)

∂z
(k)
d

)
, k = 1, 2

Hessien de G(z) :

∂2
zG(z) :=

(
∂2G(z)

∂zi∂zj
: 1 ≤ i, j ≤ d

)
, ∂2

z(k)G(z) :=

(
∂2G(z)

∂z
(k)
i ∂z

(k)
j

: 1 ≤ i, j ≤ dk

)
, k = 1, 2

∂2
z(1)z(2)G(z) :=

(
∂2G(z)

∂z
(1)
i ∂z

(2)
j

: 1 ≤ i ≤ d1, 1 ≤ j ≤ d2

)
On désigne par H> la transposée d’une matrice H. Soient U = (U1, . . . , Ud)

> et D =

(D1, . . . , Dd)
>, où pour tout i = 1, . . . , d, Ui ∈ R et Di est une matrice 1 × d. On note

D>U = U>D = (D1U1, . . . DdUd)
> .
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Résumé de la thèse

Cette thèse s’intéresse à la construction de tests localement asymptotiquement opti-
maux pour détecter les ruptures dans la moyenne des modèles Conditional Heteroskedastic
AutoRegressive Nonlinear (CHARN) décrits par l’équation stochastique suivante :

Xt = T (Zt−1) + γ>ω(t) + V (Zt−1)εt, t ∈ Z, (1)

où γ = (γ1, . . . , γk, γk+1)> ∈ Rk+1 et pour t1, . . . , tk, 1 < t1 < . . . < tk < n,

ω(t) = (1[1,t1[(t),1[t1,t2[(t), . . . ,1[tk,n[(t))
> ∈ {0, 1}k+1, (Xt)t∈Z est un processus station-

naire par morceaux et ergodique, (εt)t∈Z est un bruit blanc centré réduit de densité f ,
pour tout t ∈ Z, Zt = (Xt, . . . , Xt−p+1)>, p ∈ N, et T et V sont des fonctions réelles telles
que V (x) > 0,∀x ∈ Rp et n le nombre des observations. Le modèle (1) contient une large
classe de modèles de séries chronologiques comme les modèles AR, MA, ARMA, ARIMA,
ARCH etc.
L’attention est portée aux petites ruptures. Celles difficilement observables à l’œil nu,
contrairement à celles considérées dans la littérature. Une telle étude ne semble pas avoir
déjà été réalisée dans le contexte des séries chronologiques. Le test étudié est celui du
rapport de vraisemblance, pour tester

H0 : γ = γ0 contre H(n)
β : γ = γ0 +

β√
n

= γn, n > 1,

pour γ0 ∈ Rk+1 et β ∈ Rk+1 caractérisant respectivement la situation où il n’y a pas de
rupture, et celle où il y a au moins une rupture à trouver.
Ce document est organisé comme suit :
- Le chapitre 1 constitue l’introduction générale de la thèse. Y sont rappelés quelques
notions et outils fondamentaux utiles.
- Le chapitre 2 fait l’état de l’art sur la détection des ruptures dans les séries chrono-
logiques. Ce chapitre est divisé en deux parties. La première concerne l’estimation des
ruptures et leurs localisations. La deuxième concerne les tests d’existence de points de
ruptures.
- Le chapitre 3 traite le cas où les fonctions T et V sont connues et lorsqu’elles sont
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connues mais dépendant de paramètres inconnus. Dans ce dernier cas, la situation où
le paramètre γ0 est connu et celle où il est inconnu sont étudiées. Dans le cas où il est
inconnu, il est estimé par la méthode du maximum de vraisemblance. L’étude du test est
basée essentiellement sur la propriété locale asymptotique (LAN) énoncée par exemple
dans Droesbeke et Fine (1996).
- Le chapitre 4 est une généralisation du chapitre 3. Ici, l’amplitude du saut est quelconque
et inconnue. Il s’agit donc de tester

H0 : γ = γ0 contre H(n) =
⋃

β∈Rk+1

H
(n)
β .

Un test de type Cramer-Von-Mises est construit. Les techniques de Ngatchou-Wandji
(2009) sont utilisées pour trouver la loi asymptotique du test sous l’hypothèse alternative.
- Le chapitre 5 présente des résultats numériques faits en utilisant le logiciel R. Les résul-
tats obtenus pour des données simulées sont d’abord présentés et commentés. Viennent
ensuite ceux des applications à plusieurs jeux de données réelles.
Le chapitre 6 conclut la thèse et dégage les perspectives pour la suite.

Mots clés :Modèle CHARN, Ruptures, Contiguïté, stationnarité par morceaux, Tests
optimaux, Normalité Asymptotique Locale.



Summary of the thesis

This thesis focuses on the construction of locally asymptotically optimal tests to detect
breaks in the mean of Conditional Heteroskedastic AutoRegressive Nonlinear (CHARN)
models described by the following stochastic equation :

Xt = T (Zt−1) + γ>ω(t) + V (Zt−1)εt, t ∈ Z, (2)

where γ = (γ1, . . . , γk, γk+1)> ∈ Rk+1 and for t1, . . . , tk, 1 < t1 < . . . < tk < n,

ω(t) = (1[1,t1[(t),1[t1,t2[(t), . . . ,1[tk,n[(t))
> ∈ {0, 1}k+1, (Xt)t∈Z is a piecewise, ergodic

stationary process, (εt)t∈Z is a standard white noise with density f , for any t ∈ Z,
Zt = (Xt, . . . , Xt−p+1)>, p ∈ N, and T and V are real functions such as V (x) > 0,∀x ∈ Rp

and n the number of observations. The model (2) contains a large class of time series
models like AR, MA, ARMA, ARIMA, ARCH etc.
Attention is paid to small breaks. Those which are difficult to observe with the naked eyes,
unlike those considered in the literature. Such a study does not appear to have already
been carried out in the context of time series. The test studied is the likelihood ratio test
to test

H0 : γ = γ0 against H(n)
β : γ = γ0 +

β√
n

= γn, n > 1,

for γ0 ∈ Rk+1 and β ∈ Rk+1 characterizing respectively the situation where there is no
break, and that where there is at least one break to be found.
This document is organized as follows :
- Chapter 1 constitutes the general introduction to the thesis. There, some useful basic
concepts and tools are recalled.
- Chapter 2 reviews the state of the art on the detection of breaks in time series. This
chapter is divided into two parts. The first concerns the estimation of breaks and their
locations. The second concerns the tests for the existence of break-points.
- Chapter 3 deals with the case where the functions T and V are known, and when they
are known but depend on unknown parameters. In the latter case, the situation where
the parameter γ0 is known and the one where it is unknown are studied. When it is
unknown, it is estimated by the maximum likelihood method. The study of the test is
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based essentially on the asymptotic local property (LAN) stated for example in Droesbeke
et Fine (1996).
- Chapter 4 is a generalization of chapter 3. Here, the magnitude of the jump is arbitrary
and unknown. Therefore, one has to test

H0 : γ = γ0 against H(n) =
⋃

β∈Rk+1

H
(n)
β .

A Cramer-Von-Mises type test is constructed. The techniques of Ngatchou-Wandji (2009)
are used to find the asymptotic distribution of the test under the alternative hypothesis.
Chapter 5 presents numerical results obtained using software R. The results obtained for
simulated data are first presented and commented. This is followed by those for applica-
tions with several real datasets.
Chapter 6 concludes the thesis and sets out some prospects.

Keywords : CHARN model, Breaks, Contiguity, Piecewise stationarity, Optimal
tests, Local Asymptotic Normality.
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Chapitre 1

Introduction et outils fondamentaux

1.1 Introduction générale

Beaucoup de données sont issues des phénomènes susceptibles de varier avec le temps.
C’est par exemple le cas des données financières, hydrologiques, climatiques, économiques...
Il est souvent nécessaire de savoir si ces données évoluent de manière stationnaire ou pas.
En d’autres termes, y en a-t-il parmi elles qui deviennent de la stationnarité ? De telles
données sont appelées ruptures. De façon mathématique, une rupture dans une série de
variables aléatoires peut se définir comme un changement dans leur loi de probabilité. Il
existe plusieurs types de ruptures moins forts que les changements dans la loi. On pense
entre autres, aux changements dans la moyenne, dans la variance, dans la corrélation...
Dans cette thèse, on s’intéresse à l’étude des faibles ruptures, celles que nous ne pouvons
pas voir à l’œil nu (voir par exemple la Figure 5.3). En santé, celles-ci peuvent être des si-
gnaux annonciateurs de maladies. En finance, elles peuvent annoncer une crise financière.
En climatologie, elles peuvent être des signes précurseurs d’une tempête, d’une sécheresse,
d’une inondation ou encore d’une canicule.
Les premiers résultats sur la détection de rupture datent de Page (1955), lorsqu’il utili-
sait les sommes partielles pour tester les changements dans la moyenne des observations
indépendantes. Depuis lors, les recherches sur ce sujet ont considérablement avancé et ont
été étendues aux séries chronologiques. Une liste non-exhaustive d’articles sur ce sujet
comprend Härdle et Tsybakov (1997), Härdle et al. (1998), Bardet et al. (2009), Döring
(2010, 2011), Ciuperca (2011), Bardet et Kengne (2014), Amano (2012), Yang et Song
(2014), Kengne (2012), Chen et al. (2011), Dehling et al. (2013), Dehling et al. (2017),
Wang et al. (2012), Francq et Zakoïan (2012), Bardet et al. (2012), Zhou et al. (2014),
Fotopoulos et al. (2009), Huh (2010), Enikeeva et al. (2018), Gombay et Serban (2009).
On trouve aussi des méthodes basées sur l’optimisation comme Lavielle (1998), Hawkins
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(2001) et Menne et Williams Jr (2005). Des détails sur ces articles sont présentés au cha-
pitre 2.
L’objectif de cette thèse est de proposer une méthode pour détecter les changements dans
la moyenne d’une série chronologique stationnaire par morceaux. La principale nouveauté
de ce travail par rapport à ceux qui existent est que nous cherchons à détecter les faibles
ruptures. On ne trouve que quelques travaux abordant l’étude de ces ruptures. Ce sont
par exemple Fotopoulos et al. (2009), Khakhubia (1987), Bhattacharya et Zhou (2017)
qui les étudient dans le contexte de données indépendantes.
Dans cette thèse, nous considérons une série d’observations X1, X2, . . . , Xn générée par le
modèle CHARN(p) suivant

Xt = T (Zt−1) + γ>ω(t) + V (Zt−1)εt, t ∈ Z, (1.1)

où γ = (γ1, . . . , γk, γk+1)> ∈ Rk+1 et pour t1, . . . , tk, 1 < t1 < . . . < tk < n,

ω(t) = (1[1,t1[(t),1[t1,t2[(t), . . . ,1[tk,n[(t))
> ∈ {0, 1}k+1, (Xt)t∈Z est un processus station-

naire par morceaux et ergodique, (εt)t∈Z est un bruit blanc centré réduit de densité f ,
pour tout t ∈ Z, Zt = (Xt, . . . , Xt−p+1)>, p ∈ N, et T et V sont des fonctions réelles telles
que infx∈Rp V (x) > 0.

Nous construisons un test du rapport de vraisemblance de :

H0 : γ = γ0 contre H(n)
β : γ = γ0 +

β√
n

= γn, n > 1,

pour γ0 ∈ Rk+1 et β ∈ Rk+1 dépend de t. Ces paramètres caractérisent respectivement
la situation où il n’y a pas de changement et celle où il y a au moins un changement à
déterminer.
L’un des avantages de ce test est qu’on peut prendre γ0 6= 0. Dans ce cas, on peut tes-
ter une hypothèse de changements connus contre des changements connus plus d’autres
changements faibles inconnus. C’est-à-dire que sous l’hypothèse H0, la série présente des
risques connus et sous H(n)

β , la série présente au moins un risque supplémentaire inconnu
qui peut être très faible (voir Figure 5.1 (f)). À notre connaissance, ceci n’est pas encore
étudié dans la littérature. En effet, dans les travaux existants, les auteurs cherchent tou-
jours à tester une hypothèse de non-changement contre une hypothèse de changement.
Comme exemples, on peut citer Chen et al. (2011), Zhou et al. (2014), Sen et Srivastava
(1975) et Gardner (1969). Par ailleurs, l’utilisation de test du rapport de vraisemblance
est une nouvelle approche dans le contexte des séries chronologiques stationnaires par
morceaux du type CHARN. Nous montrons dans cette thèse comment l’utiliser pour dé-
tecter les changements et leurs localisations dans les séries chronologiques.
Notre méthode s’appuie sur le chronogramme de la série duquel on peut obtenir des in-
formations a priori comme par exemple les potentiels points de rupture. La suite de la
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méthode consiste à déterminer la puissance locale du test et à en déterminer un estima-
teur. S’il existe au moins un point pour lequel l’estimation de la puissance est supérieure
au seuil de signification du test, cela implique que la série comporte une rupture. Si cette
estimation est maximale en des points, ceux-ci sont considérés comme localisations des
ruptures.
Le chronogramme nous aide à localiser les plages où il y a plus de chance de trouver des
ruptures. Cela évite une recherche exhaustive coûteuse comme c’est souvent le cas avec
les méthodes classiques, qui, d’ailleurs, peuvent ne pas détecter les petites ruptures qui
nous intéressent. Cependant, nous avons observé au cours des simulations que pour des
ruptures de très petites amplitudes le graphique ne nous renseignait pas toujours sur les
possibles points de rupture potentiels. Dans ce cas nous avons expérimenté la méthode
comme si les ruptures étaient connues.
Il existe plusieurs situations où on peut être amené à rechercher des ruptures locales.
C’est par exemple le cas des données liées à des événements qui se produisent à une date
connue. Il est clair que l’approche et/ou la fin de cet événement peut avoir des incidences
sur la dynamique des données. Il peut alors être très utile de savoir quand les changements
débutent ou se terminent.

1.1.1 Contributions

Nos travaux de recherche contribuent à proposer des méthodes et stratégies pour dé-
tecter les faibles changements dans la moyenne des modèles CHARN. Notre première
contribution est l’étude d’un test du rapport de vraisemblance pour détecter ces faibles
ruptures. Nous établissons un résultat de normalité locale asymptotique (LAN) duquel
nous déduisons l’optimalité asymptotique du test, et une expression explicite de sa puis-
sance locale. Cette dernière est exprimée comme fonction des localisations des points de
rupture et de leurs amplitudes. Les localisations des points de rupture estimés sont obte-
nues en maximisant une estimation de la puissance locale.
Une autre contribution est l’étude d’un test du type Cramer-Von-Mises pour tester un
modèle CHARN à coefficients dépendants du temps, contre une classe contiguë de modèles
CHARN. Ce travail qui comporte un aspect bayésien, est motivé par l’envie de généraliser
notre première contribution.

1.1.2 Structure de la thèse

Cette thèse est structurée de la manière suivante : nous donnons dans le premier chapitre
les définitions et les outils fondamentaux que nous utilisons. Dans le deuxième chapitre,
nous présentons quelques travaux liés à la détection des ruptures dans les séries chrono-
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logiques. Dans le chapitre 3, nous traitons les cas où les fonctions T et V sont connues
et lorsqu’elles sont connues mais dépendant de paramètres inconnus. Dans la dernière
situation, nous étudions le cas où le paramètre γ0 est connu et celui où il est inconnu.
Notons qu’en pratique les fonctions T et V et le paramètre γ0 sont inconnus. Donc l’étude
des cas où ils sont connus sont juste des outils à utiliser dans le cas où ils sont inconnus.
La puissance locale du test joue un rôle déterminant dans notre méthode. Aussi, nous
donnons son expression explicite. Lorque T et V sont connues, nous montrons que le
logarithme du rapport de vraisemblance vérifie la propriété de la normalité locale asymp-
totique (LAN) énoncée dans Droesbeke et Fine (1996). Puis, à l’aide du troisième Lemme
de Le Cam, nous montrons que les deux hypothèses du test sont contiguës. Ceci est une
conséquence de la normalité locale asymptotique. Pour les autres scénarios considérés,
nous montrons que la statistique du test dans chaque cas est équivalente en probabilité à
la statistique du test du premier cas étudié. Donc asymptotiquement, elles ont les mêmes
propriétés asymptotiques. Dans chacun de ces cas considérés, nous trouvons une expres-
sion explicite de la puissance locale du test. Nous signalons que de tels résultats sont rares
dans la littérature, sauf peut-être Dehling et al. (2017) qui étudient la puissance locale
des tests CUSUM et Wilcoxon dans le contexte de séries chronologiques stationnaires.
Dans le chapitre 4, nous développons un nouveau test pour tester un modèle CHARN
contre un ensemble de modèle CHARN. Le but de cette étude est de détecter les ruptures
dans le cas où l’amplitude du saut est quelconque et inconnue. Il s’agit pour nous de
tester H0 contre H(n) =

⋃
β∈Rk+1 H

(n)
β . Pour cette étude nous considérons un test de type

Cramer-Von-Mises basée sur le processus de vraisemblance dont nous étudions la conver-
gence faible dans un espace de Fréchet approprié. Pour plus des détails le lecteur peut
consulter Henze et Wagner (1997), Csörgő (1983), Meintanis et al. (2015) et Ngatchou-
Wandji (2009).
Après ces études théoriques, dans le chapitre 5, nous présentons les résultats d’une étude
de simulation effectuée afin d’évaluer les performances de nos méthodes que nous appli-
quons par ailleurs à des données réelles.
De nombreuses questions sont soulevées au cours de notre travail. Des pistes à explorer
dans des études futures sont finalement évoquées au chapitre 6.

1.2 Outils fondamentaux

Cette partie regroupe quelques notions et outils fondamentaux que nous utilisons dans
la suite. Il s’agit des tests basés sur la vraisemblance, des séries chronologiques, des mo-
dèles non-linéaires, des modèles à coefficients variants avec le temps, de la normalité
asymptotique locale (LAN), de la convergence faible et d’autres notions de probabilités
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et statistiques.

1.2.1 Rappels sur les tests de vraisemblance

Nous présentons dans ce qui suit des rappels concernant les tests de vraisemblance. Il
est à noter qu’il s’agit de tests paramétriques. Pour plus de détails, se référer par exemple
à Monfort (1996) ou Lehmann et Romano (2006).
On commence par introduire la fonction de vraisemblance.
Soit (X1, . . . , Xn) une suite d’observations dont la loi mère appartient à une famille pa-
ramétrique de densités (ou fonctions de probabilité) {f(x, θ); θ ∈ Θ}, où Θ ⊆ Rk. On
appelle fonction de vraisemblance de θ pour une réalisation donnée (x1, x2, . . . , xn) de
l’échantillon, la fonction suivante :

L(x1, . . . , xn, θ) =
n∏
i=1

f(xi, θ).

Les tests de vraisemblance classiques sont le test de Wald, du score et du rapport de
vraisemblance. Ce sont des tests asymptotiques et convergents. Ils permettent de tester
H0 : g(θ) = 0 contre H1 : g(θ) 6= 0, où θ appartient à un ouvert de Rk, k ∈ N, et g une
fonction vectorielle de classe C1. Par exemple, si on veut tester θ = θ0 contre θ 6= θ0, on
prend g(θ) = θ − θ0.

Dans la suite, on note Ln(θ) la vraisemblance des observations et θ̂n l’estimateur du
maximum de vraisemblance(EMV) de θ .

1.2.1.1 Test de Wald

L’idée du test de Wald est de comparer g(θ̂n) et g(θ). On va donc chercher la loi de la
différence, ou, plus précisément, de la norme de la différence (on se ramène ainsi à quelque
chose qui est toujours positif). Si on a la normalité asymptotique suivante :

√
n(θ̂n − θ)

loi−→ N (0, I−1(θ)),

où I(θ) est l’information de Fisher, alors si g est différentiable, on a par la méthode dite
delta,

√
n
(
g(θ̂n)− g(θ)

)
loi−→ N (0,Σ(θ)) ,

où

Σ(θ) :=
∂g(θ)

∂θ>
I−1(θ)

∂g>(θ)

∂θ
.

Ainsi, en notant Σ(θ)1/2 la matrice telle que Σ(θ)1/2Σ(θ)1/2 = Σ(θ), et Σ(θ)−1/2 son inverse,
on a :

√
nΣ(θ)−1/2

(
g(θ̂n)− g(θ)

)
loi−→ N (0, Id) ,
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d’où l’on peut en déduire que

n
(
g(θ̂n)− g(θ)

)>
Σ(θ)−1/2

(
g(θ̂n)− g(θ)

)
loi−→ χ2(ν),

avec ν = dimension du vecteur g(θ).
Comme θ est inconnu, on peut le remplacer par θ̂n. Ceci est possible car pour un modèle
suffisamment régulier, la fonction θ 7→ Σ(θ) est continue, et l’EMV est convergent. Le
théorème de Slutsky nous assure alors que l’on a toujours la même loi limite :

n
(
g(θ̂n)− g(θ)

)>
Σ(θ̂n)−1

(
g(θ̂n)− g(θ)

)
loi−→ χ2(ν).

Théorème 1.2.1. (Test de Wald)
La statistique du test est la suivante :

Tn = n
(
g(θ̂n)− g(θ)

)>
Σ(θ̂n)−1

(
g(θ̂n)− g(θ)

)
qui converge sous H0 vers χ2(ν), où ν = dimension du vecteur g(θ).
En particulier, quand g(θ) = θ − θ0, sous H0, on a

Tn = n
(
θ̂n − θ

)>
I−1(θ̂n)

(
θ̂n − θ

)
loi−→ χ2(ν),

où ν = dimension de θ.

On peut remarquer que la statistique de test diverge vers l’infini quand H0 n’est pas
satisfaite. La région de rejet est donc

Wn = {x = (x1, . . . , xn)/Tn ≥ q1−α(χ2(ν))},

où q1−α est le quantile d’ordre 1− α de la loi χ2(ν).
Le théorème de Slutsky ci-dessus permet de remplacer Σ(θ) par Σ(θ̂n). On aurait pu aussi
le remplacer par tout autre estimateur Σ̂(θ) de Σ(θ). Dans le cas où g(θ) = θ − θ0 par
exemple, on peut remplacer I(θ) par son plug-in estimateur empirique

I(θ̂n) = − 1

n

n∑
i=1

∂2

∂θ∂θ>
log[f(Xi, θ̂n)].

1.2.1.2 Test du multiplicateur de Lagrange ou test du score

L’idée est de comparer les EMV non contraint, θ̂n et contraint par H0, θ̂0
n. En in-

troduisant les multiplicateurs de Lagrange λ (vecteur de dimension égale au nombre de
contraintes) pour gérer la contrainte H0 : g(θ) = 0, on trouve la relation suivante :

∂Ln
∂θ

(θ̂0
n) + λ>

∂g

∂θ
(θ̂0
n) = 0
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qui nous permet de transformer le test de Wald et d’avoir une statistique qui s’écrit en
fonction des vecteurs de score, ∂θ logLn(θ̂n) et ∂θ logLn(θ̂0

n) et non plus des différences
g(θ̂n)− g(θ).

Théorème 1.2.2. (Test du score pour g(θ) = θ − θ0)
La statistique du test est la suivante :

T ′n =
1

n

∂ logLn(θ̂0
n)

∂θ>
I−1(θ̂0

n)
∂ logLn(θ̂0

n)

∂θ

qui converge sous H0 vers χ2(ν).

La région de rejet est donc :

Wn = {x = (x1, . . . , xn)/T ′n ≥ q1−α(χ2(ν)},

où q1−α est le quantile d’ordre 1− α de la loi χ2(ν).
On peut remarquer que le test de Wald nécessite uniquement le calcul de l’EMV non
contraint, tandis que celui du score nécessite uniquement le calcul de l’EMV contraint.
Selon le problème posé, on pourra donc judicieusement choisir l’un ou l’autre.
On montre (voir Monfort, 1996, chapitre 20) que Tn et T ′n ont asymptotiquement les
mêmes lois. De même que précédemment, il est possible de remplacer l’information de
Fisher par son équivalent empirique.

1.2.1.3 Test du rapport de vraisemblance

Une troisième idée est de comparer les niveaux des vraisemblances ou de façon équiva-
lentes des log-vraisemblances logLn(θ0) et logLn(θ̂). Si le rapport est proche de 1, alors
les deux quantités sont équivalente. Sinon, il est peu vraisemblable que θ0 puisse corres-
pondre au maximum de la vraisemblance théorique.
On appelle test du rapport de vraisemblance de l’hypothèse H0 : θ = θ0 contre
H1 : θ = θ1 au niveau α, le test est défini par la région de rejet de la forme :

R =
L0

L1

=
L(x1, . . . , xn, θ0)

L(x1, . . . , xn, θ1)
< k,

où k est une valeur positive déterminée en fonction du risque α.

1.2.1.4 Optimalité

Définition 1.2.1. On dit qu’un test τ1 est plus puissant qu’un test τ2 au niveau α, si
τ2 est de niveau égal (ou inférieur) à α et s’il a une puissance inférieure à celle de τ1.
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Définition 1.2.2. On dit que le test τ est le plus puissant (ou optimal) de niveau α
s’il est plus puissant que tout autre test de niveau α.

Théorème 1.2.3. (Lemme de Neyman-Pearson)
Le test du rapport de vraisemblance est le plus puissant quel que soit le choix de α ∈]0, 1[.

1.2.2 Quelques rappels sur les séries chronologiques

1.2.2.1 Notions de séries chronologiques

Définition 1.2.3. On appelle série chronologique (série temporelle, chronique) une suite
d’observations numériques d’une grandeur effectuées au cours du temps.

Les séries chronologiques sont généralement étudiées à travers des modèles statistiques
tels que les modèles ARMA, ARCH, GARCH, CHARN etc.

• Stationnarité
La notion de stationnarité est très importante dans l’analyse et l’étude théorique des séries
chronologiques. On distingue deux principaux types.

Définition 1.2.4. Soit la série temporelle (Xt)

• Elle est stationnaire au second ordre si :

i. ∀ t ∈ Z, E(|Xt|2) <∞.

ii. t 7−→ E(Xt) est constante.

iii. ∀ s, t, h ∈ Z, Cov(Xs, Xt) = Cov(Xs+h, Xt+h).

• Elle est stationnaire au sens strict si les distributions de probabilité conjointes de
Xt1 , . . . , Xtk et de Xt1+h, . . . , Xtk+h sont les mêmes pour tout k ∈ N∗, pour tout t1, . . . , tk ∈
Zk et pour tout h ∈ Z.

Remarque 1. La stationnarité au sens strict implique la stationnarité au second ordre
pour les processus du second ordre. C’est le cas des séries chronologiques du second ordre.

• Ergodicité
La notions d’ergodicité est très utile dans notre travail. Nous donnons ci-dessous une
définition de cette notion.

Définition 1.2.5. Un processus stationnaire est dit ergodique si pour toute fonction bo-
rélienne f de Rk dans R, lorsque n→∞, on a

1

n

n∑
i=1

f(Xt1+i, . . . , Xtk+i)
p.s.−→ E[f(Xt1 , . . . , Xtk)].
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Remarque 2. On peut voir l’ergodicité comme une généralisation de la loi des grands
nombres.

• Non-stationnarité
La plupart des séries économiques sont non-stationnaires, c’est-à-dire que le processus
qui les décrit ne vérifie pas au moins une des conditions de la définition d’un processus
stationnaire du second ordre. Ceci a conduit à définir plusieurs types de non-stationnarité.

• Non-stationnarité déterministe

Définition 1.2.6. On dit que le processus (Xt)t est non-stationnaire déterministe, s’il
peut s’écrire sous la forme suivante :

Xt = f(t) + Zt,

où f est une fonction déterministe qui dépend du temps et (Zt)t est un processus station-
naire, le bruit blanc étant un cas particulier.

Par exemple on peut prendre f(t) = a + bt, où (a, b) ∈ R2, c’est le cas couram-
ment retenu, mais on pourrait aussi considérer entre autres une tendance quadratique
f(t) = a+bt+ct2, où (a, b, c) ∈ R3, ou une tendance segmentée comme le cas de Ciuperca
(2011). Parmi les travaux qui ont étudié ce type de non-stationnarité, on a Lavielle et
Lebarbier (2001) et Lebarbier (2005).

• Stationnarité par morceaux
Dans notre travail, nous nous intéressons à un autre type de non-stationnarité, dite par
morceaux, quelque peu différente de celle introduite par Dahlhaus et al. (1997). Un pro-
cessus (Xt)t est dit stationnaire par morceaux si sur son intervalle d’observation il est
stationnaire sur des sous intervalles. Il est à noter qu’un tel processus est non stationnaire,
s’il a des lois différentes sur au moins deux sous-intervalles de son intervalle d’observation.

• Non-stationnarité au sens de Dahlhaus
Dahlhaus et al. (1997) considère un processus asymptotiquement stationnaire. Il suppose
que lorsque le nombre des observations tend vers l’infini, la série devient stationnaire.
Cet article est une généralisation de Whittle (1953) pour les processus stationnaires.
Dahlhaus et al. (1997) définit les processus non-stationnaires comme un processus ayant
une représentation spectrale de la forme suivante :

Xt,T = µ

(
t

T

)
+

∫ π

−π
eiλtA0

t,T (λ)dξ(λ),
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où Xt,T (t = 1, . . . , T ) est la série d’observations, T est le nombre des observations, ξ est
un processus stochastique dans [−π, π] et A0

t,T (λ) = A(t/T, λ) telle que A : [0, 1]×R→ C
est une fonction 2π-périodique avec A(u,−λ) = A(u, λ) et pour tout T , A(u, λ) et µ(u)

sont continues en u, x est le conjugué de x ∈ C.

Remarque 3. Un autre type de non-stationnarité locale est considéré dans Ngatchou-
Wandji et Harel (2013) et Ngatchou-Wandji et al. (2019). Elle a en commun avec la non-
stationnarité au sens de Dahlhaus et al. (1997) la propriété que toute série les vérifiant
sont stationnaires à partir d’un certain rang.

1.2.2.2 Processus ARIMA et SARIMA

Parmi les processus non-stationnaires les plus connus, on trouve les modèles ARIMA
et SARIMA.

Définition 1.2.7. On dit qu’un processus (Xt)t∈N est un processus ARIMA d’ordre (p, d, q),
noté ARIMA(p, d, q), si :

Φ(B)∇dXt = Θ(B)εt t ∈ Z.

On dit qu’un processus (Xt)t∈N est un processus SARIMA d’ordre (p, d, q)(P,D,Q)s, noté
SARIMA(p, d, q)(P,D,Q)s si :

Φ(B)Φ′(Bs)∇d∇D
s Xt = Θ(B)Θ′(Bs)εt t ∈ Z.

Dans les deux définitions,
• ∇d = (1−B)d

• ∇D
s = (1−Bs)D

• Φ(B) = 1− ϕ1B − . . . ϕpBp, où ϕ = (ϕ1, . . . , ϕp) ∈ Rp et ϕp 6= 0

• Φ′(B) = 1− ϕ′1B − . . . ϕ′PBP , où ϕ′ = (ϕ′1, . . . , ϕ
′
P ) ∈ RP et ϕ′P 6= 0

• Θ(B) = 1− θ1B − . . . θqBq, où Θ = (θ1, . . . , θq) ∈ Rq et θq 6= 0

• Θ′(B) = 1− θ′1B − . . . θ′QBQ, où Θ′ = (θ′1, . . . , θ
′
Q) ∈ RQ et θ′Q 6= 0

• B l’opérateur de retard.

Un processus stochastique est dit linéaire s’il peut s’écrire comme somme pondérée
bruit blanc, soit :

Xt = %+
+∞∑
i=0

αiεt−i,

où % est une constante, αi des coefficients réels avec α0 = 1 et (εt)t des v.a iid, centrées
et de variance σ2

ε < +∞ et telles que E(εt|Xt−1, Xt−2, . . .) = 0.

On cite comme exemples des modèles linéaires, les modèles ARMA, ARIMA, SARIMA
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ci-dessous (voir par exemple Brockwell et al. (2002)).
L’écriture ci-dessus peut s’écrire aussi comme suit :

Xt = h(εt, εt−1, εt−2, . . .),

structure dans laquelle on impose la linéarité de la fonction h.
Il y a de nombreuses manières d’introduire les modèles non-linéaires de séries temporelles.
La plus simple est de prendre la dernière écriture ci-dessus dans le cas où h est une
fonction non-linéaire. Parmi les exemples les plus connus des modèles non-linéaires, on
a les modèles bilinéaires proposés par Granger et Andersen (1978), les modèles TARCH
et EXPAR étudiés dans par exemple Guégan et al. (1994) et Tong (1990), les modèles
ARCH(p) définis par exemple de la manière suivante :

εt = σtzt,

où εt représente les innovations de la série, zt est un bruit blanc centré réduit et σ2
t =

a0 +
∑p

i=1 aiε
2
t−i, avec les ai, i = 0, . . . , p, des réelles tels que a0 > 0, a1 ≥ 0 et ap ≥ 0

garantissant la stricte positivité de la variance conditionnelle. Pour plus des détails voir
Engle (1982).

1.2.2.3 Les modèles à coefficients variant avec le temps

Beaucoup de phénomènes de la vie, comme par exemple les changements climatiques,
la variation d’une machine dans une chaîne de fabrication, peuvent être modélisés par
des modèles statistiques ayant des paramètres qui changent au cours du temps. Ces mo-
dèles sont appelés modèles à coefficients variant avec le temps. Le modèle (1.1) que nous
étudions dans cette thèse et les modèles présentés dans le paragraphe précédent en sont
des exemples. De tels modèles sont largement étudiés dans la littérature. Quelques réfé-
rences sur le sujet sont Badagián et al. (2015), Davis et al. (1995), Dehling et al. (2013)
et Gardner (1969).

1.2.3 Normalité asymptotique locale et contiguïté

Dans cette partie, on présente une notion fondamentale sur laquelle s’appuie une
grande partie de notre travail. On commence par présenter la normalité asymptotique
locale (LAN) issue de la théorie de Le Cam (1986). Il existe plusieurs versions. Nous
adoptons ici la formulation donnée par Droesbeke et Fine (1996) avec laquelle nous avons
travaillé. Puis, nous présentons les propriétés liées à la contiguïté entre des mesures de
probabilités, une forme d’absolue continuité asymptotique.
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1.2.3.1 Notations et définitions

Nous présentons ici les principales définitions et les principaux résultats associés à la
notion de la normalité asymptotique locale.
On suppose qu’on a X(n) = (X1, . . . , Xn), n ∈ N, suite d’observations décrites par la
suite de modèles statistiques (ou expériences statistiques) ξ(n)

θ = (Rn,Bn,P(n)), où P(n) =

{P (n)
θ , θ ∈ Θ}, Θ est un ouvert non vide de Rk, une famille paramétrique des lois de

probabilité définie sur (Rn,Bn) indexée d’une façon injective c’est-à-dire pour tout (θ, θ′) ∈
Θ×Θ, on a :

θ 6= θ′ =⇒ P
(n)
θ 6= P

(n)
θ′ .

où B est la tribu borélienne.
Autrement dit, observer une suite de variables aléatoiresX1, . . . , Xn sur l’espace mesurable
(R,B) revient à observer le n-uplet X(n) = (X1, . . . , Xn) de loi de probabilité P(n) sur
l’espace (Rn,Bn). Donc l’observation X(n) est une v.a. réelle de loi P(n).
Pour tout θ ∈ Θ, on définit des suites locales de voisinages θ(n) de θ qui convergent vers
θ lorsque n→∞. Ces suites locales sont de la forme

θ(n) = θ + ν(n)τ, où ν(n) est une matrice k × k et τ ∈ Rk. (1.2)

On suppose que lorsque n est assez grand, θ(n) ∈ Θ. Nous supposons aussi que la matrice
ν(n) est inversible telle que ||ν(n)|| −→ 0 lorsque n→∞, où nous rappelons que ||.|| est
la norme euclidienne. Ainsi, de façon plus générale,

θ(n) = θ + ν(n)τ (n), où sup
[
(τ (n))′τ (n)

]
< +∞. (1.3)

La suite d’expériences ξ(n)(θ) = (Rn,Bn,P(n)(θ)), est appelée suite d’expériences locales
(localisée en θ). Selon le problème à étudier, il y a quelques exemples sur le choix de ν(n)

dans Droesbeke et Fine (1996).
Prenons maintenant deux mesures de probabilité P et Q sur l’espace mesurable (χ,A).
D’après la décomposition de Lebesgue, il existe une unique fonction f non négative A-
mesurable et un unique événement N avec P (N) = 0, tels que

Q(A) =

∫
A

fdP +Q(A ∩N), A ∈ A. (1.4)

L’égalité (1.4) est la décomposition de Lebesgue de Q par rapport à P et Q(A ∩ N) est
la partie singulière dans cette décomposition.
Dans le cas où la mesureQ est absolument continue par rapport à P , la densité f = dQ/dP

est appelée rapport de vraisemblance de Q par rapport à P .
Revenons aux suites d’expériences statistiques ξ(n)

θ décrites ci-dessus. Pour tester P (n)
θ
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contre P (n)

θ+ν(n)τ (n)
, d’après le Lemme de Neyman-Pearson, le rapport de vraisemblance est

dP
(n)

θ+ν(n)τ (n)
/dP

(n)
θ . Ainsi, le logarithme du rapport de vraisemblance est le suivant :

Λθ+ν(n)τ (n) = log

dP (n)

θ+ν(n)τ (n)

dP
(n)
θ

. (1.5)

Le Cam (1986) a étudié la performance locale asymptotique des expériences statistiques
décrites au point de départ. Il a trouvé que cette étude peut être caractérisée à partir du
comportement de Λθ+ν(n)τ (n) .

1.2.3.2 Normalité locale asymptotique

En utilisant les notations des paragraphes précédents, nous donnons la définition de
la normalité locale asymptotique dont nous avons besoin.

Définition 1.2.8. (Définition 4.1 de Droesbeke et Fine (1996))
La suite d’expériences E (n)(θ) = (Rn,Bn, P (n)(θ)) est dite localement asymptotiquement
normale LAN, si pour tout θ ∈ Θ, il existe une suite ∆(n)(θ) de vecteurs aléatoires Bn

-mesurables, et une matrice semi-définie positive Γ(θ) fonction continue de θ, telles que :
(i) : Pour toute suite de vecteurs τ (n) telle que sup[(τ (n))′τ (n)] < +∞, sous P (n)(θ), quand
n→ +∞, on a

Λ
(n)

θ+ν(n)τ (n)
= τ (n)′∆(n)(φ)− 1

2
τ (n)′Γ(θ)τ (n) + oP (1).

(ii) : Sous P (n)(θ) et quand n→ +∞, on a

∆(n)(θ)
Loi−→ N (0,Γ(θ)).

On appelle ∆(n)(θ) suite centrale.

Il y a plusieurs exemples de familles vérifiant la condition LAN présentée dans Droesbeke
et Fine (1996). On donne comme exemple le modèle de position à un échantillon, le modèle
de régression simple, le modèle linéaire général, les familles régulières à la Cramer-Wald :
par exemple le cas d’une structure d’échantillonnage (Rn,Bn,P⊗n), où P⊗n est la famille
des lois-produits caractérisées par les densités

f
(n)
θ (X1, . . . , Xn) =

n∏
i=1

fθ(Xi), θ ∈ Θ ⊂ R,

lorsque fθ(x) =
1

2
exp{−|x− θ|}.

Les détails de ces exemples sont bien explicités dans Droesbeke et Fine (1996).
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1.2.3.3 Contiguïté

On désigne par P (n) et Q(n) deux mesures de probabilité sur l’espace mesurable
(χ(n),A(n)). On a la définition de Droesbeke et Fine (1996) suivante :

Définition 1.2.9. (Définition 4.2.1 de Droesbeke et Fine (1996))
On dit que la suite Q(n) est contiguë à la suite P (n) , si et seulement si pour toute suite
A(n) ∈ A(n) :

lim
n→+∞

P (n)(A(n)) = 0 =⇒ lim
n→+∞

Q(n)(A(n)) = 0.

Si deux suites P (n) et Q(n) sont mutuellement contiguës, on dit qu’elles sont contiguës.
On peut remarquer que la contiguïté est une forme d’absolue continuité. En effet, Si
dQ(n)/dP (n) etN (n) fournissent une décomposition de Lebesgue deQ(n) par rapport à P (n).

Puisque P (n)(N (n)) = 0 et la suite Q(n) est contiguë à la suite P (n), alors Q(n)(N (n)) = 0.
Ainsi, la partie singulière de Q(n) par rapport à P (n) tend vers 0. L’un des intérêts est que,
si on a une convergence en probabilité d’une suite d’événements par rapport à une mesure
de probabilité P (n), on en déduit la convergence en probabilité de cette suite d’événements
par rapport à toute mesure de probabilité Q(n) contiguë à P (n). On peut aussi remarquer
que la contiguïté de Q(n) à P (n) conserve les ordres des convergences en probabilités : un
oP (n)(h(n)) est également oQ(n)(h(n)).
En effet, si

lim
n→∞

P (n)

[∣∣∣∣ T (n)

h(n)

∣∣∣∣ > ε

]
= 0 ∀ε > 0,

alors

lim
n→∞

Q(n)

[∣∣∣∣ T (n)

h(n)

∣∣∣∣ > ε

]
= 0 ∀ε > 0.

Pour montrer la contiguïté d’une mesure à une autre, l’utilisation de la définition n’est
pas toujours facile. Pour ceci on peut utiliser le corollaire ci-dessous qui est plus simple à
appliquer.

Corollaire 1.2.1. (Corollaire 4.2 de Droesbeke et Fine (1996))

La suite Λ(n) = log

(
dQ(n)

dP (n)

)
est localement asymptotiquement normale sous P (n) c’est-à-

dire s’il existe µ(n) et σ(n) tels que, sous P (n), quand n −→ ∞, Λ(n) − µ(n)

σ(n)

Loi−→ N (0, 1),

alors :
P (n) et Q(n) sont mutuellement contiguës si et seulement si :
(i) : limn−→+∞ supσ(n) < +∞.

(ii) : limn−→+∞

(
µ(n) +

1

2
σ(n)2

)
= 0.
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Une conséquence du corollaire précédent en rapport avec la normalité locale asymp-
totique est donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.2. (Corollaire 4.3 de Droesbeke et Fine (1996))
Dans une famille LAN, les suites P (n)

θ+ν(n)τ (n)
et P (n)

θ sont mutuellement contiguës pour
tout θ ∈ Θ et pour toute suite bornée τ (n).

1.2.4 Puissance locale asymptotique des tests

Après la construction d’un test d’hypothèses, pour étudier un problème statistique
quelconque, il est intéressant d’étudier sa puissance pour savoir la consistance et l’efficacité
du test construit. Dans notre travail, nous nous intéressons à l’étude de la puissance locale
asymptotique. Pour cela, nous présentons quelques notions utiles pour cette étude.

1.2.4.1 Le troisième lemme de Le Cam

Proposition 1.2.1. (Proposition 4.2 de Droesbeke et Fine (1996) )

Soit S(n) une suite de variables aléatoires et Λ(n) = log

(
dQ(n)

dP (n)

)
.

Si sous P (n), (
S(n)

Λ(n)

)
Loi−→ N

[(
µ1

µ2

)
,

(
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

)]
,

avec µ2 = −σ
2
2

2
, alors P (n) et Q(n) sont mutuellement contiguës et sous Q(n),

S(n) Loi−→ N (µ1 + σ12, σ
2
1).

1.2.4.2 Puissance locale

D’après Droesbeke et Fine (1996), si on considère la suite des tests T (n) définie par :

T (n) = 1
S(n) − µ(n)

σ
(n)
1

>Zα


,

où Zα est le quantile d’ordre 1− α de la loi normale centrée réduite. Si sous P (n),S
(n) − µ(n)

σ
(n)
1

Λ(n)

 Loi−→ N

[(
0

−1
2
σ2

2

)
,

(
1 σ12

σ12 σ2
2

)]
.

Alors T (n) est de niveau asymptotique α (sous la suite d’hypothèses nulles P (n)), et on a
donc limn→+∞EP (n)(T (n)) = α.
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Le troisième lemme de Le Cam nous permet d’en déduire la puissance asymptotique de
T (n) sous la suite des hypothèses alternatives Q(n), on obtient ainsi :

lim
n→+∞

EQ(n)(T (n)) = 1−Ψ(Zα − σ12),

où Ψ est la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.

1.2.5 Théorème limite centrale des martingales

L’un des outils fondamentaux que nous utilisons dans cette thèse pour étudier la
loi asymptotique de la statistique du test considéré est le théorème limite centrale des
martingales ci-dessous.

Théorème 1.2.4. (Théorème 3.2 de Hall et Heyde (1980))
Soit {Sni,Fni, 1 ≤ i ≤ kn, n ≥ 1} une martingale centrée et de carré intégrable et Xni =

Sni−Sn,i−1 la différence des martingales correspondante. Soit η une variable aléatoire p.s.
finie.
On suppose que :

max
i
|Xni|

P−→ 0, (1.6)

n∑
i=1

X2
ni

P−→ η2, (1.7)

E(max
i
X2
ni) est borné en n, (1.8)

et des σ-tribus sont croissantes, (i.e)

Fni ⊆ Fn+1,i pour 1 ≤ i ≤ kn, n ≥ 1. (1.9)

On a alors,

Snkn =
kn∑
i=1

Xni
Loi−→ Z,

où Z est une v.a. de fonction caractéristique E(exp(1
2
η2t2)).

Corollaire 1.2.3. (Corollaire 3.1 Hall et Heyde (1980))
On maintient dans l’énoncé du théorème précédent la condition (1.9).
Si les conditions (1.6) et (1.8) sont remplacées par la condition de Linderberg suivante :

Pour tout ε > 0, lim
n−→∞

n∑
i=1

E
(
X2
ni1|X2

ni|>ε|Fn,i−1

)
= 0 p.s.
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et si la condition (1.7) est remplacée par une condition du même type sur la variance
conditionnelle :

kn∑
i=1

E(X2
ni|Fn,i−1)

P−→ η2,

le théorème précédent reste vérifié.

Remarque 4. (Remarque de Hall et Heyde (1980))
Si on maintient dans l’énoncé du théorème 1.2.4 les conditions (1.6), (1.7) et (1.8) et on
remplace la condition (1.9) par la condition de mesurabilité de la variable aléatoire η, le
théorème reste aussi valable.

Dans notre travail nous étudions la convergence faible du processus log-vraisemblance
dans l’espace C(Rk,R) des fonctions définies et continues sur Rk à valeurs dans R, où
k ∈ N. Ces deux notions sont présentées dans Billingsley (1968) pour l’espace C([0, 1],R).
Nous rappelons ici les principales définitions et les principaux résultats.

1.2.6 Convergence faible dans l’espace C([0, 1],R)

Dans le chapitre 4 de cette thèse, nous étudions la convergence faible du processus
de statistique centrale. Cette étude se fera dans l’espace de Fréchet des fonctions réelles
définies sur Rk+1.Dans ce paragraphe, nous définissons l’espace de Fréchet et nous donnons
les principaux résultats utilisés.
Soit C = C([0, 1],R) l’espace des fonctions continues sur [0,1] à valeurs réelles avec la
métrique uniforme ρ définie pour x = x(t) et y = y(t) dans C par

ρ(x, y) = sup
t
|x(t)− y(t)|.

L’espace C est séparable, complet et par le théorème de Prohorov, la compacité relative
d’une famille de mesures de probabilité dans (C,B(C)), où B(C) est l’ensemble des boré-
liens de C, est équivalente à la tension de cette famille. Pour plus des détails voir chapitre
2 de Billingsley (1968).

1.2.6.1 Critère de tension

Les critères de tension sont plus compliqués que dans R, le plus général est le suivant :
Soit le module de continuité d’une fonction x de C suivant :

Wx(δ) = w(x, δ) = sup
|s−t|<δ

|x(s)− x(t)|, 0 < δ ≤ 1.

Soit (Pn)n∈N∗ une suite de mesures de probabilités sur (C,B(C)).
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Théorème 1.2.5. (Théorème 8.2 de Billingsley (1968))
La suite (Pn)n∈N∗ est tendue si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
(i) Pour tout η > 0, il existe a ∈ R+ tels que

Pn({|x;x(0) > a}) ≤ η, n ≥ 1.

(ii) Pour tout ε > 0 et η > 0, il existe δ ∈]0, 1[ et n0 ∈ N telle que pour tout n ≥ n0,

Pn({x;Wx(δ) ≥ ε}) ≤ η.

Un critère plus accessible aux méthodes calculatoires est donné par le théorème ci-
dessous.

Théorème 1.2.6. (Théorème 12.2 de Billingsley (1968))
Soit (Pn)n∈N∗ une suite de mesure de probabilités sur (C,B(C)) et Xn ∼ Pn.
S’il existe une constante γ ≥ 0 et α > 1 et une fonction F non décroissante, continue
dans [0,1] telle que pour tout t1, t2 et n et pour tout réel λ positif

P{|Xn(t2)−Xn(t1)| ≥ λ} ≤ 1

λγ
|F (t2)− F (t1)|α

et si de plus la suite {Xn(0)}, est tendue alors (Pn)n∈N∗ est tendue.

Remarque 5. {Xn(0)} est tendue signifie pour tout ε > 0, il existe M telle que pour tout
n,

P(|Xn(0)| ≤M) ≥ 1− ε.

1.2.6.2 Convergence faible

D’abord, les lois dans C([0, 1],R) sont caractérisées par ce qu’on appelle les lois finies-
dimensionnelles : si on prend la loi µ d’un processus X = (Xt)t∈[0,1], la loi de µ est
caractérisée par la loi des vecteurs (Xt1 , . . . , Xtk) pour k ≥ 1, 0 ≤ t1 < . . . < tk ≤ 1.
La convergence des lois finies-dimensionnelles est une condition nécessaire pour la conver-
gence en loi, mais non suffisante. La question qui se pose maintenant est celle de savoir
comment montrer la convergence en loi d’une mesure de probabilité dans (C,B(C)). La
réponse est donnée dans le Théorème 8.2 de Billingsley (1968) suivant :

Théorème 1.2.7. (Théorème 8.2 de Billingsley (1968))
Soit Pn et P deux mesures de probabilité dans (C,B(C)). Si les lois finies-dimensionnelles
de Pn convergent faiblement vers celles de P , et si {Pn} est tendue, alors lorsque n→ +∞,
on a

Pn
loi−→ P.
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1.2.7 Espaces de Fréchet

1.2.7.1 Espaces semi-normés

Définition 1.2.10. (Définition 2.2 de Simon (2017))
Soit E un espace vectoriel. On appelle semi-norme sur E une application P : E → [0,+∞[

vérifiant P(f + g) ≤ P(f) + P(g) et P(λf) = |λ|P(f) pour f, g ∈ E et λ scalaire.

Une norme est une semi-norme avec la condition supplémentaire que P(f) > 0 si f est
nulle.

Définition 1.2.11. (Définition 2.3 de Simon (2017))

i. On appelle espace normé tout espace vectoriel muni d’une norme. La norme d’un
espace normé E est notée ||.||E.

ii. On appelle espace semi-normé E tout espace vectoriel muni d’une famille non vide
de semi-normes {Pi : i ∈ NE}, où NE est un ensemble indexant les semi-normes
est, a priori quelconque.

iii. Un espace semi-normé E est dit séparé si, pour tout f ∈ E :

∀ν ∈ NE,Pν(f) = 0 =⇒ f = 0.

Définition 1.2.12. (Définition 4.8 de Simon (2017))
Un espace semi-normé séparé est dit séquentiellement complet si toutes ses suites de
Cauchy convergent.

1.2.7.2 Espaces de Fréchet

Définition 1.2.13. (Définition 4.10 de Simon (2017))
On appelle espace de Fréchet tout espace semi-normé métrisable séquentiellement com-
plet.

Dans le chapitre 4 de cette thèse, nous considérons le cas où l’hypothèse alternative
étudiée est une suite d’hypothèses. Nous voulons montrer que notre test détecte bien les
points de ruptures lorsque le paramètre de saut du modèle n’est pas fixé. Nous allons faire
cette étude dans l’espace C(Rk+1,R). Plus précisément, nous définissons la métrique ρ
dans C(Rk+1,R) par

ρ(x, y) =
∞∑
j=1

2−j
ρj(x, y)

1 + ρj(x, y)
,
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où
ρj(x, y) = sup

||t||<j
|x(t)− y(t)|

est la norme sup. Avec cette métrique, C(Rk+1,R) est un espace de Fréchet séparable
et la convergence dans cette métrique correspond aux convergences uniformes dans tout
ensemble compact. Nous travaillons dans cet espace de Fréchet parce que le paramètre de
saut est quelconque. Pour cette raison, nous considérons cette mesure avec laquelle notre
espace est de Fréchet. De plus, nous adoptons les résultats énoncés dans Billingsley (1968)
ci-dessus pour les utiliser sur l’espace C(Rk+1,R).



Chapitre 2

État de l’art

2.1 Modèle CHARN

Dans ce paragraphe, nous donnons une définition générale de la classe des modèles
CHARN et nous présentons quelques travaux qui se sont intéressés à ce type de modèle.

Définition 2.1.1. On dit qu’un processus (Xt)t∈Z est un processus CHARN(p) s’il est
généré par le modèle suivant :

Xt = Mθ0(Xt−1, Xt−2, · · · , Xt−p)εt + fθ0(Xt−1, Xt−2, · · · , Xt−p),∀t ∈ Z, (2.1)

où θ0 ∈ Θ ⊂ Rd c’est le paramètre d’intérêt,Mθ0(Xt−1, Xt−2, · · · ) c’est une matrice (m×p)
de rang m, fθ0(Xt−1, Xt−2, · · · ) est un vecteur de Rm, les εt = (ε

(k)
t )1≤k≤p sont indépendant

identiquement distribuées telles que E(ε
(k)
0 ε

(k′)
0 ) = 0 pour k 6= k′ et E(ε

(k)2

0 ) = V ar(ε
(k)
0 ) =

1. Le cas où p = +∞ est considéré par exemple par Bardet et al. (2009).

Cette classe de modèles est considérée dans Härdle et Tsybakov (1997) sous la forme

Yi = f(Yi−1) + S(Yi−1)εi, i = 1, 2, . . .

où (εi)i est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(iid) telle que E(εi) = 0 et E(ε2

i ) = 1, f et S sont des fonctions inconnues telle que
S(y) > 0,∀y ∈ RI et Y0 est une v.a. indépendante de (εi)i. C’est le modèle (2.1) avec
Mθ0 ≡ f et fθ0 ≡ S.

Dans ce travail, les auteurs donnent une estimation de la fonction de volatilité V (x) =

S2(x) pour l’échantillon donné Y1, . . . , Yn, basé sur la méthode des polynômes locaux (LP)
et ils prouvent la normalité asymptotique de cet estimateur.
Härdle et al. (1998) considèrent un modèle CHARN multivarié, décrit comme suit :

Yi = f(Xi) + Σ1/2(Xi)εi, i = 1, 2, . . .

37



2.2. ESTIMATION DES POINTS DE RUPTURES 38

Xi = (Y T
i−1, . . . , Y

T
i−m)T ∈ Rmd,

où Yi = (Yi1, . . . , Yid)
T ∈ Rd, εi = (εi1, . . . , εid)

T ∈ Rd, i = m, . . . , n et les ε sont indépen-
dantes et identiquement distribuées avec E(ε1j) = 0 et E(ε2

1j) = 1, ∀1 ≤ j ≤ d. Le vecteur
moyenne f : Rmd −→ Rd et la volatilité Σ : Rmd −→ R2d sont inconnus avec variable
initiale Ym = (Y T

m−1, . . . , Y
T

0 )T indépendante de (εi)i.
Les auteurs s’intéressent à l’estimation des fonctions f et Σ, et ils généralisent les résultats
de Härdle et Tsybakov (1997).
L’un des estimateurs fondamentaux pour les modèles de séries chronologiques financières
est celui des moindres carrés conditionnels (CL). Cependant, Chandra et Taniguchi (2001)
construisent un estimateur qu’ils notent G, et ils montrent qu’il est plus efficace que l’es-
timateur CL pour certains modèles de séries chronologiques. Dans Amano (2012), l’effica-
cité des estimateurs CL et G pour le modèle CHARN est étudié. Amano (2012) en déduit
la condition selon laquelle l’estimateur G est asymptotiquement optimal. Il considère le
modèle CHARN univarié. Ici, le paramètre de changement est θ = (θ1, . . . , θk)

> qui est
supposé dans l’ouvert Θ de Rk et le vrai paramètre du modèle est θ0. L’auteur définit
deux estimateurs notés θ̂EF et θ̂G de θ0 qui sont respectivement l’estimateur des moindres
carrés et le G-estimateur de θ0. Amano (2012) montre la normalité asymptotique de ces
deux estimateurs et conclut que l’estimateur θ̂G est moins efficace que θ̂CL.
Ces articles mentionnés ci-dessus ne sont pas intéressés par la détection des ruptures mais
on peut les utiliser dans notre travail pour estimer les paramètres du modèle considéré.

2.2 Estimation des points de ruptures

Beaucoup de travaux sont consacrés à l’estimation des points de ruptures. Nous en
résumons dans cette sous-section quelques uns. Nous commençons par Wong et al. (2001)
qui considèrent le modèle CHARN

Xt = T (Xt−1) + σ(Xt−1)εt,

où {εt} est un bruit blanc iid tel que E(εt) = 0, V ar(εt) = 1, E(|εt|ν) <∞, pour ν > 2, et
{εt+1} est indépendant à F0

t = F(Xt, Xt−1, . . .). T (x) et σ(x) sont bornés sur l’intervalle
connu [a; b] et ils ont des points de rupture aux instants tl, 1 ≤ l ≤ p, et sm, 1 ≤ m ≤ q,

respectivement où a < t1 < t2 < . . . < tp < b, a < s1 < s2 < . . . < sq < b, avec p, q, tl et
sm des constantes inconnues.
Sous des conditions d’ergodicité et de stationnarité, les auteurs estiment ces constantes
et montrent leur consistance.
Bardet et al. (2010) considèrent une autre extension du modèle étudié dans Wong et al.
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(2001), le modèle (2.1) ci-dessus. Ils étudient les propriétés asymptotiques de l’estimateur
du maximum de vraisemblance de θ0. Ce travail est poursuivi dans Bardet et al. (2012)
avec le modèle

X ∈MT ∗j
(Mθ∗j

, fθ∗j ), ∀j = 1, . . . , K∗, (2.2)

où
• K∗ ∈ N∗, T ∗j = {t∗j−1 + 1, t∗j−1 + 2, . . . , t∗j}, 0 < t∗1 < . . . < t∗K∗−1 < n, t∗j ∈ N et par
convention t∗0 = −∞, t∗K∗ = +∞ et p = +∞.
• θ∗j = (θ∗j,1, . . . , θ

∗
j,d) ∈ Θ ⊂ Rd pour j = 1, . . . , K∗.

Il est à noter que X ∈MT (M,T ) signifie que X satisfait la relation (2.1) avec p = +∞.
Le but est l’estimation des paramètres inconnus K∗, (t∗j)1≤j≤K∗−1, et (θ∗j )1≤j≤K∗ , qui sont
respectivement les nombres de ruptures, les instants de ruptures et les paramètres du
modèle. Les auteurs montrent que lorsque fθ et Mθ sont lipschitziennes, les estimateurs
considérés K̂n, (t̂j/n)1≤j≤K̂n−1 et (θ̂j)1≤j≤K̂n de K∗, (t∗j)1≤j≤K∗−1, et (θ∗j )1≤j≤K∗ respec-
tivement, sont consistants lorsque εt est de moment d’ordre r, r ≥ 1, et X admet des
moments d’ordre > 2. Ils montrent aussi que si de plus, les dérivées de fθ et Mθ sont
lipschitziennes et si r ≥ 4, le taux de convergence de (t̂j/n)1≤j≤K̂n−1 est OP (n−1). Ils
établissent le théorème central limite pour (θ̂j)1≤j≤K̂n (avec un taux de convergence

√
n).

Le modèle utilisé dans Lavielle et Lebarbier (2001) est le suivant :
Soit y = (Yt)t≥1 un processus réel tel que pour tout t ≥ 1,

Yt = S(t) + εt,

où (εt)t≥1 est une suite de variables aléatoires centrées et S une fonction constante par
morceaux. La seconde hypothèse implique qu’il existe une suite de constantes (τk)k≥0 et
une suite (mk)k≥1 telles que pour tout k ≥ 1, S(t) = mk, pour tout τk−1 + 1 ≤ t ≤ τk

(c’est-à-dire que S est constante sur chaque segment [τk−1, τk]). Ce modèle est un cas
particulier de celui de Bardet et al. (2012).
Lavielle et Lebarbier (2001) introduisent r = (rt)t≥1 comme processus des points de
rupture tel que

rt =

{
1 s’il existe k tel que t = τk

0 sinon

Autrement dit, (rt)t est un indicateur de l’existence des points de rupture. Elle vaut 1 s’il
existe et 0 sinon. Pour estimer les instants des points de rupture, il suffit de l’estimer, ce
qui permet aussi d’estimer S. Les auteurs proposent une méthodologie intéressante dans
un contexte Bayésien.
Le modèle probabiliste utilise une séquence non observée (rt)t≥1 dont un algorithme
MCMC peut être utilisé pour estimer la distribution a posteriori. Des simulations nu-
mériques ont montré que cette procédure est beaucoup plus rapide que l’algorithme de
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saut réversible.
Lebarbier (2005) considère le même modèle que Lavielle et Lebarbier (2001) lorsque

Yt = S(Xt) + εt, t = 1, . . . , n,

où Xt =
t

n
, (εt)t est une suite iid de variables aléatoires gaussiennes centrées et de variance

σ2 < +∞, S est une fonction constante par morceaux. Donc il existe certains instants
τ0 = 0 < τ1 < τ2 < . . . < τk = 1 et des constantes Sk, k = 1 . . . , K tels que

S =
K∑
k=1

Sk1Ik , Ik =]τk−1, τk].

Donc on a K − 1 points de rupture de (Yt) à des instants inconnus (tk, 1 ≤ k ≤ K − 1),
avec tk = [nτk]. Le nombre K − 1 est supposé inconnu. Le problème est de détecter et
localiser les instants des points de rupture de Y et estimer la moyenne des sauts. L’auteure
propose un critère des moindres carrés pénalisés calibrés pour le problème des points de
rupture par une approche non-asymptotique. Ceci conduit à une méthode automatique
qui fonctionne bien et mieux que les critères Mallows Cp et BIC notamment pour les
petits échantillons. Cependant, il est difficile d’obtenir un étalonnage qui fonctionne bien
dans toutes les situations. L’un des objectifs de cette étude est d’évaluer la méthode heu-
ristique proposée par Birgé et Massart (2001) pour l’estimation de la constante de pénalité
et de la calibrer dans le cadre particulier de la régression gaussienne.
Des expériences numériques ont montré que la méthode étalonnée proposée fonctionne
bien en terme de risque quadratique. Ceci permet d’espérer qu’il sera utile dans des si-
tuations plus complexes, en ce sens que la constante de pénalité n’est pas explicitement
connue.
Horváth et Kokoszka (1997) considèrent aussi le cas d’une série d’observations présen-
tant un changement dans la moyenne. Ils supposent que la série d’observations (Xt)1≤t≤n

présente une rupture à l’instant k∗ et qu’elle est générée par le modèle suivant :

Xt =

{
µ+ εt pour 1 ≤ t ≤ k∗

µ+ δ + εt pour k∗ < t ≤ n,

où µ, δ, k∗ sont des paramètres inconnus, (εt)t est un bruit blanc centré et n est le nombre
d’observations. Ici, la série d’observations est stationnaire par morceaux.
Horváth et Kokoszka (1997) étudient une famille d’estimateurs de point de rupture k∗

lorsque l’erreur εt exhibe une dépendance de longue mémoire. C’est-à-dire lorsqu’il vérifie
les conditions C.1 et C.2 de l’article. Ils montrent que les estimateurs de k∗ proposés,
après une normalisation, convergent en loi vers une fonction de mouvements browniens
fractionnels.
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Le problème de l’estimation d’un point de rupture inconnu dans le vecteur moyen ou
la matrice de covariance d’une série des variables aléatoires gaussiennes multivariées in-
dépendantes est considéré dans Fotopoulos et al. (2009). Ceux-ci supposent que pour
tout n ≥ 2, Yn,1, . . . , Yn,n sont des observations gaussiennes indépendantes multivariées de
densité de probabilité f(y, µ,Σ). Ils supposent aussi que le paramètre (µ,Σ) change de sa
valeur initiale (µ0,Σ0) à (µ1,Σ1). Pour un point d’index inconnu τn ∈ {1, 2, . . . , n − 1},
(µ0,Σ0) 6= (µ1,Σ1). Ainsi,

fi(Yn,i, µ,Σ) =

{
f(Yn,i, µ0,Σ0) pour i = 1, 2, . . . , τn

f(Yn,i, µ1,Σ1) pour i = τn + 1, . . . , n

Soit τ̂n l’estimateur du maximum de vraisemblance de τn (c’est le temps de changement).
D’après Hinkley (1970),

τ̂n = arg max
1≤j≤n−1

j∑
i=1

a(Yn,i),

où a(Yn,i) = log

(
f(Yn,i, µ0,Σ0)

f(Yn,i, µ1,Σ1)

)
, i = 1, 2, . . . , n et a : Rd −→ R.

Soit τn tel que τn = [nρ], où ρ ∈]0, 1[ constante inconnue qui représente le point de
rupture inconnu et ρ̂n = τ̂n/n est un estimateur de ρ. Fotopoulos et al. (2009) expriment
l’estimateur du maximum de vraisemblance centré comme suit :

ξn = τ̂n − τn = [nρ̂n]− [nρ] = arg max
−[nρ]+1≤j≤n−[nρ]−1

[nρ]+j∑
i=1

a(Yn,i)

et ils étudient ses propriétés.
Huh (2010) considère un modèle de régression linéaire. Il suppose que ce modèle présente
des points de rupture. Le temps et le nombre de sauts sont estimés. L’auteur étudie
la loi asymptotique des estimateurs proposés et il illustre les résultats obtenus par des
simulations numériques. Plus précisément, il suppose qu’on observe au hasard (Xi, Yi)

copies de (X, Y ), i = 1, . . . , n, où la loi conditionnelle de Y sachant X = x est donnée
par :

fY |X(y|x) = exp(yθ(x)− b(θ(x)) + c(y)),

où b, c sont des fonctions connues. Il s’intéresse à l’estimation de la fonction de régression
m(x) = E(Y |X = x) = b(θ(x)).
Döring (2010, 2011) considère un problème de rupture multiple : une série finie des va-
riables aléatoires indépendantes est constituée de segments donnés par un nombre connu
de points de rupture de sorte que la distribution sous-jacente diffère d’un segment à l’autre.
L’auteur estime ces points de ruptures dans un cadre complètement non-paramétrique.
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L’estimateur proposé est défini comme le point de maximisation de U-statistiques multi-
variés pondérés.
Dans Ciuperca (2011), un critère général est proposé pour déterminer le nombre K des
points de ruptures dans un modèle non-linéaire multidimensionnel paramétrique. L’au-
teure montre que l’estimateur proposé pour K est consistant. En particulier, elle a consi-
déré le cas où

Yi = f(θ1,K ,θ2,K)(Xi) + εi, i = 1, . . . , n,

où les Yi, i = 1, . . . , n sont les observations, (Xi, εi)1≤i≤n est une suite de variables aléa-
toires iid, K est le nombre des points de rupture et

f(θ1,k,θ2,K) : R −→ R

x 7→ hβ1(x)1x≤τ1 + hβ2(x)1τ1<x≤τ2 + . . .+ hβK+1
(x)1x>τk ,

où hβk est une fonction connue du paramètre βk, avec k = 1, . . . , K.

Les paramètres de régression sont θ1,K = (β1, . . . , βK+1) et les points de changement sont
θ2,K = (τ1, . . . , τK), avec τ1 < . . . < τK . L’auteure propose un estimateur consistant de
K. Les résultats de simulation pour les modèles non-linéaires ayant de nombreuses appli-
cations confirment la performance de l’estimateur construit. Il semble que cet estimateur
est plus performant que celui de Nosek (2010).
Badagián et al. (2015) traitent le problème de la localisation et de l’estimation des points
de rupture dans une série chronologique. Ils s’intéressent à l’étude des ruptures dans la
moyenne et les coefficients autorégressifs dans les processus autorégressifs par morceaux,
ainsi que les ruptures dans la variance des innovations. Ils proposent une approche basée
sur le critère d’information bayésienne (BIC) et la segmentation binaire. Cette procédure
est comparée à plusieurs autres méthodes. Ils calculent les propriétés empiriques de taille
et de puissance des procédures disponibles dans plusieurs cas de Monte Carlo, et ils com-
parent leurs performances sur un jeu de données. Ils constatent qu’elle a d’excellentes
performances.
Dans Kanai et al. (2010), les auteurs appliquent l’approche de la fonction d’estimation
aux modèles CHARN qui comprennent des nombreux modèles de séries chronologiques
non-linéaires bien connus comme cas spéciaux et que nous considérons dans cette thèse.
Il s’agit du modèle de Wang et al. (2012) et Bardet et al. (2009) pour Mθ = Fθ, fθ = Hθ

et ut = εt, où Xt = (x1,t, . . . , xm,t)
T
t∈Z+

est un processus stochastique multidimensionnel,
Fθ : Rmp −→ Rm est une fonction mesurable, Hθ : Rmq −→ R2m est une fonction mesu-
rable et ut = (u1,t, . . . , um,t)

T est une suite de variables aléatoires iid telle que E(ut) = 0,
E(|ut|) < ∞ et (ut)t indépendante de {Xs, s < t}. Ici, le paramètre du modèle est
θ = (θ1, . . . , θr)

T ⊂ Θ ⊂ Rr.
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La vraie valeur et son estimateur sont respectivement notés par θ0 et θ̂EF = (θ̂1, . . . , θ̂r)
T .

Les propriétés asymptotiques de cet estimateur sont étudiées et il est prouvé que sa dis-
tribution asymptotique ne dépend pas de Fθ et Hθ. Ensuite, une région de confiance pour
θ est construite, ce qui permet d’effectuer des tests d’hypothèses.

2.3 Tests d’existence de points de ruptures

2.3.1 Tests généraux

Nous présentons maintenant quelques travaux sur les tests d’existence de points de rup-
tures. Nous commençons par Kengne (2012) qui considère la classe des modèlesMT (Mθ, fθ)

décrits plus haut. Il étudie le test de l’hypothèse H0 contre H1 où
H0 : Il existe θ0 ∈ Θ tel que (Xt)t∈Z appartient à la classe M{1,...,n}(Mθ0 , fθ0)

H1 : Il existeK ≥ 2, (θ∗1, . . . , θ
∗
K) ∈ Θ tel que θ∗j 6= θ∗j+1, tel que (Xt)t∈Z ∈ ∩kj=1MT ∗j

(Mθ∗j
, f ∗j ),

où T ∗j = {t∗j−1 + 1, t∗j−1 + 2, . . . , t∗j}, tel que 0 = t∗0 < t∗1 < . . . < t∗K−1 < t∗K = n.

H1 implique que pour tout j = 1, . . . , K, (Xt)t∈Z appartient à la classe MT ∗j
(Mθ∗j

, f ∗j ).
Autrement dit, la série d’observations est stationnaire sur chaque intervalle [t∗j−1, t

∗
j ] et

les paramètres du modèle qui changent sont θj, Mθj et fθj . Donc la série est stationnaire
par morceaux et le nombre de changements égal à K. Ainsi, il est facile de voir que sous
H1, la propriété de stationnarité est perdue après le premier changement, ce qui est le cas
dans notre travail, mais pas dans des nombreux travaux existants (par exemple Kouamo
et al. (2010)), où la stationnarité du K-ème ordre après le changement est une hypothèse
essentielle.
Kengne (2012) considère la statistique de test suivante :

Q̂n = max (Q̂(1)
n , Q̂(2)

n ),

où les deux statistiques Q̂(1)
n et Q̂(2)

n sont définies comme suit :

Q̂(1)
n := max

k∈Πn
Q̂

(1)
n,k, avec Q̂

(1)
n,k :=

k2

n

(
θ̂n(Tk)− θ̂n(Tn)

)>
Σ̂n,k

(
θ̂n(Tk)− θ̂n(Tn)

)
,

Q̂(2)
n := max

k∈Πn
Q̂

(2)
n,k, avec Q̂

(2)
n,k :=

(n− k)2

n

(
θ̂n(Tk)− θ̂n(Tn)

)>
Σ̂n,k

(
θ̂n(Tk)− θ̂n(Tn)

)
,

où pour tout Ti ⊂ {1, . . . , n}, θ̂n(Ti) :=argmaxθ∈ΘL̂n(Ti, θ) est l’estimateur du maximum
de log de vraisemblance de θ, avec L̂n(Ti, θ) l’estimateur de la fonction log de vraisem-
blance, Σ̂n,k est une matrice semi-définie positive définie à partir des fonctions Ĝn(Ti) et
F̂n(Ti) données dans l’article, et Πn = [vn, n − vn] ∩ N, où (vn)n est une suite telle que
vn →∞ et vn/n→ 0 lorsque n→∞.
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La comparaison avec la procédure basée sur Q̂(0)
n proposée par Lee et Song (2008) est en

faveur de ce test dans de nombreux cas. Selon les résultats de simulation, il est recom-
mandé d’utiliser cette procédure lorsque n ≥ 1000.

Bardet et Kengne (2014) considèrent aussi la classe des modèlesMT (Mθ, fθ). Ils supposent
observées les données X1, . . . , Xn, avec (X1, . . . , Xn) ∈M{1,...,n}(Mθ∗0

, fθ∗0 ) et θ∗0 est incon-
nue. Ensuite, ils considèrent de nouvelles données Xn+1, Xn+2, . . . , Xk, . . . . Pour chaque
nouvelle observation, ils veulent savoir si un changement se produit dans le paramètre θ∗0.
Plus précisément, ils considèrent le problème de test suivant :
H0 : θ∗0 est constante sur les observations X1, . . . , Xn, Xn+1, . . . , c’est-à-dire (Xn)n∈N ∈
MN(Mθ∗0

, fθ∗0 )

H1 : Il existe K∗ > n, (θ∗0, θ
∗
1) ∈ Θ2 tel que θ∗0 6= θ∗1

tel que (X1, . . . , XK∗) ∈M{1,...,K∗}(Mθ∗0
, fθ∗0 ) et (XK∗+n)n∈N ∈M{K∗+1,...}(Mθ∗1

, fθ∗1 ).

Ils proposent un test du rapport de vraisemblance. Ils trouvent que sous certaines hypo-
thèses, sous H1, si θ∗1 6= θ∗0 et s’il existe T ∗ ∈]1, T [ tel que k∗ = k∗(n) = [T ∗n], alors pour
kn = k∗(n) + nδ, avec δ ∈]1

2
, 1[,

max
l∈Πn,kn

Ĉkn,l
b(kn−l)

n

p.s.−→ +∞,

où Ĉkn,l est la statistique du test étudié.
Yang et Song (2014) généralisent le travail de Wong et al. (2001) en considérant le modèle
de régression non-paramétrique suivant :

Yt = m(Xt) + σ(Xt)εt, t = 1, . . . , n,

où (Xt, Yt)
n
t=1 est un processus stochastique strictement stationnaire bivarié, {εt}nt=1 est

un bruit blanc conditionnel tel que E(εt|Xt = x) = 0, V ar(εt|Xt = x) = 1, t = 1, . . . , n,
les fonctions m et σ sont définies sur l’intervalle [a, b] et m est continue sur cet intervalle
avec un nombre fini de points qu’on appelle sauts. Ils supposent inconnus, le nombre et
les instants de ces points de rupture. Sous des conditions raisonnables, des statistiques de
test sur l’existence de sauts sont fournies et leurs distributions limites sont étudiées sous
l’hypothèse de non-changement. À l’aide des simulations numériques, ils montrent que la
méthode fonctionne assez bien pour un ensemble de données de taille modérée.
Gombay et Serban (2009) s’intéressent au modèle AR(p) suivant :

Yi − µ = φ1(Yi−1 − µ) + . . .+ φp(Yi−1 − µ) + εi, i ≥ 1,

où (Yi)i est une suite d’observations, µ, φi, i = 1, . . . , p sont des constantes et (εi)i est
une suite de variables aléatoires iid telles que E(εi) = 0 et V ar(εi) = σ2.



CHAPITRE 2. ÉTAT DE L’ART 45

Les auteurs étudient le problème de la détection de rupture. Ils supposent que le vrai pa-
ramètre du modèle est θ0 et θ le paramètre de changement qui est l’une des composantes
du vecteur ξ = (µ, σ2, φ1, . . . , φp)

> inconnu.
Le test utilisé est basé sur une approximation du vecteur du score sous l’hypothèse nulle de
non changement et sous l’alternative de changement. Ils proposent des estimateurs pour
chaque paramètre. Ils montrent leur consistance et ils établissent des résultats asympto-
tiques pour chaque statistique du test considéré.
Gombay et Horváth (1994) considèrent X1, . . . , Xn variables aléatoires indépendantes,
chacune de fonction de répartition F (x, θ1), F (x, θ2), . . . , F (x, θn) respectivement, où θi ∈
Θ ⊂ Rd, 1 ≤ i ≤ n. Ils étudient le problème de test suivant :

H0 : θ1 = . . . = θn

contre

HA : Il existe k∗, 1 ≤ k∗ < n telle que θ1 = . . . = θk∗ 6= θk∗+1 = . . . = θn.

Il est clair que sous HA, après la k∗-ième observation, il y a un changement dans le pa-
ramètre de la suite d’observations. Ici, l’instant de rupture est k∗. La détection de ce
point de rupture est faite par la considération d’une statistique de type maximum de
vraisemblance. Ils trouvent la loi asymptotique du test sous l’hypothèse alternative de
non-changement.
Prášková et Chochola (2014) étudient une procédure permettant de détecter un change-
ment de paramètres de régression dans un modèle linéaire. La procédure de test proposée
est basée sur les M-estimateurs et les M-résidus pondérés correspondants. Les distribu-
tions asymptotiques sont étudiées.
L’objectif de Jarušková (2010) est de détecter un changement brusque dans la moyenne
d’une suite de vecteurs aléatoires indépendants normalement distribués. La formulation
de ce problème est la suivante :
Soit X(1) = (X1(1), . . . , Xp(1))> , . . . , X(n) = (X1(n), . . . , Xp(n))>, les vecteurs obser-
vés.
Ils considèrent le problème de test d’hypothèses suivant :
H0 : Xi(j) = µi + ei(j), j = 1, . . . , n, i = 1, . . . , p contre A : Il existe k∗ ∈ {1, . . . , n− 1}
tel que

Xi(j) = µi + ei(j), j = 1, . . . , k∗, i = 1, . . . , p

Xi(j) = µi + nσi(j) + ei(j), j = k∗ + 1, . . . , n, i = 1, . . . , p

Les constantes µi, i = 1, . . . , p et nσi(j) ∈ R, j = k∗+1, . . . , n, i = 1, . . . , p, sont inconnues.
Pour résoudre ce problème de test, Jarušková (2010) considère la statistique

T 2
n = max

1≤k<n

n

k(n− k)

(
nSX(k)

)> (nSX(k)
)
,
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où pour tout k = 1, . . . , n, nSX(k) = (nSX1 (k), . . . , nSXp (k))>,

nSXi (k) =
k∑
j=1

Xi(j)−Xi√
nσXii

,

Xi =
1

n

n∑
j=1

Xi(j),
√

nσXii =
1

n− 1

n∑
j=1

Xi(j)−Xi

Xl(j)−Xl

, i, l = 1, . . . , p, p ∈ N∗.

Le résultat important dans cet article, est le calcul de la distribution asymptotique de
cette statistique de test.
Chen et al. (2011) montrent que la méthode de segmentation binaire (BSP) de Vostrikova
(1981) et la méthode MRD de Cohen et al. (2009) détectent bien les points de ruptures
dans le cadre multidimensionnel. Plus précisément, les auteurs considèrent le problème
suivant : Soit Xij, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n des v.a. indépendantes gaussiennes avec des
moyennes µi et de variance connue σ2. Ils considèrent les hypothèses nulles Hi : µi−µi+1 =

0 contre les alternatives Ki : µi − µi+1 6= 0 pour i = 1, . . . , k − 1. Après avoir présenté
les deux méthodes BSP et MRD, ils montrent que ces deux méthodes sont consistantes.
C’est-à-dire que lorsque la taille des échantillons tend vers l’infini, la probabilité de faire
une erreur (faux rejet ou fausse acceptation) tend vers zéro.
Le but de Zhou et al. (2014) est de développer des tests de spécification pour la régression
non-paramétrique des séries chronologiques non-stationnaires. Ils considèrent le modèle
suivant :

Yi = XT
i β(ti) + εi, i = 1, 2, . . . , n,

où ti =
i

n
, Xi = (xi1, xi2, . . . , xip)

T est une matrice p×1, εi est le bruit satisfait E(εi|Xi) =

0. Les processus (Xi)i et (εi)i sont non-stationnaires et ils peuvent être non-corrélés. Les
paramètres de régression β(.) = (β1(.), . . . , βp(.))

T sont des fonctions à valeurs dans [0, 1].
L’auteur considère le problème de test suivant :{

H0 : β(.) = β0(.)

Ha : β(.) 6= β0(.)

où β0(.) est une fonction connue à valeur dans [0, 1].
La statistique GLRT (Generalized Likelihood Radito Test) est la suivante :

λn =
n

2
log

RSS0

RSSa
≈ −n

2

RSSa −RSS0

RSS0

,

oùRSS0 =
∑n

i=1

(
Yi −XT

i β0(ti)
)2 sous l’hypothèse nulle etRSSa =

∑n
i=1

(
Yi −XT

i β̂0(ti)
)2

sous l’hypothèse alternative, avec β̂(.) est un estimateur de β(.).
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Ici, le paramètre de changement est la fonction β qui est multipliée par Xi. Sous l’hypo-
thèse que (Xi) est localement stationnaire, Zhou et al. (2014) étudient la convergence de
λn sous H0.

On peut considérer aussi le problème de test du type :{
H01 : β(1)(.) = β

(1)
0 (.)

Ha1 : β(1)(.) 6= β
(1)
0 (.)

où β(t) =

(
β(1)(t)

β(2)(t)

)
, β0(t) =

(
β

(1)
0 (t)

β
(2)
0 (t)

)
et Xi =

(
X

(1)
i

X
(2)
i

)
.

β(1)(t), β
(1)
0 (t) et X(1)

i de dimension p1 < p et β(1)
0 (t) une fonction connue.

Dans ce cas, sous H01, les fonctions βj(.); j = p1 + 1, . . . , p peuvent être estimées par

Y ∗i = Yi−
(
β

(1)
0 (t)

)T
X

(2)
i . Ici, Zhou et al. (2014) étudient le comportement asymptotique

de λ1n, la statistique du test de H01 contre Ha1. Ils étudient aussi la puissance locale sous
les alternatives suivantes :

Ha,n : β(.) = β0(.) + n
−4
9 fn(.) où fn(.) ∈ C2[0, 1].

Ils proposent un autre type de test appelé test moyen (averaged test) basé sur λ∗n et ils
étudient sa loi asymptotique. Ils concluent que le test λ∗n est plus puissant que le test basé
sur le rapport de vraisemblance généralisé.
Dans Wang et al. (2012) le modèle non-linéaire étudié est le suivant :

yt−1 = f(xt) + ut+1, t = 1, 2, . . . , n,

avec ut est un processus stationnaire et (xt) est une régression non-stationnaire.
Le but est de tester l’hypothèse nulle

H0 : f(x) = f(x, θ), θ ∈ Ω0,

où pour tout x ∈ R, f(x, θ) est une fonction connue dépendant d’un paramètre inconnu
θ ∈ Ω0.

Le test est basé sur la statistique suivante :

Sn =
n∑

s,t=1,s 6=t

ût+1ûs+1K

(
xt − xs
h

)
,

où ût−1 = yt−1 − f(xt, θ̂), K(x) est un noyau positif de paramètre de lissage h ≡ hn −→
0, n→∞ et θ̂ est l’estimateur paramétrique de θ sous H0. La normalité asymptotique de
Sn avec auto-normalisation est prouvée.
MacNeill (1974) considère une suite de variables aléatoires indépendantes (Xj)j=1,...,n
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d’une famille exponentielle à un paramètre inconnu θj. Donc cette distribution est de
la forme

f(Xi|θi) = h(Xi)exp{ψ1(θi)U(Xi) + ψ2(θi)}, i = 1, . . . , n,

avec ψ1(.) et ψ2(.) deux fonctions deux fois dérivables telles que

ψ′1(0) 6= 0 et 0 < (ψ′1(0))−1 (ψ′′1(θ)ψ′2(θ)− ψ′′2(θ)ψ′1(θ)) <∞.

L’hypothèse de non-changement considéré est la suivante :

H0 : θi = θ0, i = 1, . . . , n.

Pour cette étude, il considère le test du rapport de vraisemblance. Une approximation
de la statistique du test est donnée sous l’hypothèse nulle de non-changement. Sa dis-
tribution asymptotique est donnée, en supposant que les θi, i = 1, . . . , n prennent des
valeurs proches de θ0. Cette distribution est celle de

∫
ψ(t) [B(t) +H(t)]2dt, où B(t) est

un mouvement brownien, H(t) dépend des valeurs de θi, i = 1, . . . , n et et ψ est une
fonction positive mesurable qui vérifie certaines conditions. La fonction caractéristique de
la distribution de cette intégrale est exprimée en développement de Karhunen-Loéve de
ψ

1
2B(t) et est présentée sous forme de tableau pour certaines ψ. Les résultats associés au

pont brownien s’appliquent lorsque la valeur initiale θ0 est inconnue et remplacée par un
estimateur.
Sen et Srivastava (1975) considèrent X1, X2, . . . , XN , N observations indépendantes. Le
but est de savoir s’il y a un changement dans leur moyenne ou non. S’il y a un changement,
alors les observations sont de la forme

Xi = µ+ εi, i = 1, . . . , r

Xi = µ∗ + εi, i = r + 1, . . . , N,

où (εi)i est une suite de v.a. indépendantes et r inconnu.
Dans cet article, les Xi sont supposées suivre la loi N (µi, σ

2), pour i = 1, . . . , N.

Les auteurs considèrent les quatre problèmes suivants :

• Problème 1 : Tester
H : µ1 = µ2 = . . . = µN = µ

contre
A1 : µ1 = µ2 = . . . = µr < µr+1 = . . . = µN ,

où le point de rupture r est inconnu, µ est inconnue et σ est connue.

• Problème 2 : C’est le problème 1 mais dans le cas où µ est connue et égale à zéro.
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• Problème 3 : Tester H contre

A : µ1 = µ2 = . . . = µr 6= µr+1 = . . . = µN ,

où le point de rupture r est inconnu, µ est inconnue et σ = 1.

• Problème 4 : C’est le problème 3 mais dans le cas où µ est connue et égale à zéro.

Pour chaque type de problème, la statistique de test bayésien et la statistique de test du
rapport de vraisemblance sont données. Les auteurs comparent les puissances de ces deux
types de test pour chaque type de problème, et ils trouvent que dans le cas où ∆ = µN−µ1

prend de petites valeurs, la puissance du test bayésien est au-dessus de la puissance du
test du rapport de vraisemblance, et inversement lorsque ∆ prend de grandes valeurs.
Dans le cas des problèmes 3 et 4, sous H, la distribution exacte du test bayésien est don-
née et la distribution asymptotique du test bayésien pour le problème 3 est donnée par
Gardner (1969).
Sen et Srivastava (1975) considèrent quelques tests non-paramétriques pour tester H
contre A1 et établissent que la puissance du test proposé est supérieure à celle du test de
Bhattacharyya et Johnson (1968).
Vogelsang (1997) proposent des tests statistiques pour détecter une rupture en une date
inconnue dans la tendance d’une série chronologique dynamique univariée. Le premier
test considéré est basé sur la statistique de moyenne exponentielle de Andrews et Plober-
ger (1994) et le deuxième est basé sur la statistique du spectre de Andrews (1993). Ils
montrent que la puissance du premier test est non-monotone par rapport à l’amplitude
de la rupture et est dominée par celle de deuxième test.
Vogelsang (1997) applique ces deux tests sur plusieurs types des données macro-économiques
et dans le plupart des cas, l’hypothèse nulle est rejetée. Donc les tests acceptent l’hypo-
thèse d’une présence d’un point de rupture dans les données.
Vogelsang (1999) explique la raison de la non-monotonie de la puissance des tests consi-
dérés dans Vogelsang (1997). Il trouve que cette non-monotonie est due dans certain cas
à l’estimation de la variance du bruit sous l’hypothèse alternative de changement dans la
moyenne des observations. Et dans d’autres cas, cette non-monotonie est due à la présence
d’une longue dépendance dans l’estimation de la régression. En particulier, Vogelsang
(1999) introduit deux types des tests pour tester un changement dans la moyenne d’une
série d’observations univariée. Le premier test est basé sur la statistique de régression
(voir Vogelsang, 1999, Section 2.2) et le deuxième est basé sur la régression dynamique,
c’est-à-dire la régression avec une large dépendance (voir Vogelsang, 1999, Section 2.3).
Ensuite, il représente graphiquement la puissance de chaque type de tests et il trouve des
conséquences pratiques énoncées dans la section 4 de l’article.
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Horváth (2001) considère une série d’observations (Xt)t∈Z longue mémoire. C’est-à-dire
elle s’écrit de la forme Xt = kt

∑
−∞≤j≤+∞R(t−j, λt)εj, où (εt)t∈Z un bruit blanc tel

que ε0 est centré et de variance z2, kt et λt sont des paramètres inconnus tels que
λt = (λt,1, λt,2, . . . , λt,p) et R est une fonction telle que

∑
−∞≤j≤+∞R

2(j, λt) < +∞.
Dans cet article l’auteur considère le test ci-dessous pour détecter les ruptures dans les
paramètres de la série d’observations :

H0 : (k1, λ1) = (k2, λ2) = . . . = (kn, λn)

contre

HA : ∃k∗, 1 ≤ k∗ < n; (k1, λ1) = . . . = (kk∗ , λk∗) 6= (kk∗+1, λk∗+1) = . . . = (kn, λn).

Il calcule la loi asymptotique de la statistique du test considéré sous l’hypothèse nulle de
non-changement et il étudie sa consistance.
Berkes et al. (2004) considèrent le modèle GARCH(p, q). Ils supposent qu’il présente un
changement dans les paramètres. Pour détecter ce changement, ils considèrent un test basé
sur une approximation de la vraisemblance. Ils déterminent la loi limite de la statistique
du test sous des conditions faibles. Ce résultat est énoncé dans le Théorème 2.1 de l’article.
L’un des tests les plus connus dans la littérature pour détecter les points de rupture est
le CUSUM test. Dans la partie ci-dessous, on cite quelques exemples des travaux portant
sur les CUSUM tests pour détecter un ou plusieurs points de rupture.

2.3.2 Le CUSUM test

Le CUSUM test standard est l’un des premiers tests de détection des points de rupture
introduits par Brown et al. (1975). Celui basé sur les résidus des moindres carrés (noté
CUSUM ols) en est l’une des modifications. Dans Zeileis (2001, 2004), les deux tests
sont introduits pour estimer les p-valeurs dans le cadre du modèle de régression linéaire
standard du type

yt = x>t β + ut, t = 1, . . . , n, (2.3)

où les yt sont les observations de variables dépendantes, xt = (1, xt2, xt3, . . . , xtk)
> est

un vecteur k × 1 des variables indépendantes, (ut)t une suite de variables aléatoires iid
centrées et de variance σ2 et β est le vecteur k × 1 des coefficients de régression.
Le CUSUM test standard est basé sur la somme cumulée des résidus, la statistique du
test est la suivante :

wn(t) =
1

σ̃
√
n− k

[k+t(n−k)]∑
i=k+1

ũi, 0 ≤ t ≤ 1,
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où σ̃ =

(
1

n− k
∑n

i=k+1 (ũi − ũ)2

)1/2

, ũi =
yi − x>i β̂(i−1)√

1 + x>i (
∑i−1

t=1 xtx
>
t )−1xi

, i = k + 1, . . . , n,

β̂(i−1) est l’estimateur des moindres carré de β, k est le nombre des composantes du vecteur
xt et t ∈ [0, 1] est l’instant de rupture.
H0 est rejetée à chaque fois que wn(t) croit vers c(t) ou −c(t), avec c(t) = λ + 2λt =

λ(1 + 2t), où λ ∈]0, 1[. Ce qui est équivalent à rejeter H0 lorsque la statistique du test

S = sup0≤t≤1

∣∣∣∣ wn(t)

1 + 2t

∣∣∣∣ est supérieure à λ.

Krämer et al. (1988) montrent que lorsque n→ +∞,

wn(t)
loi−→ B(t),

où B(t) est un mouvement brownien standard.
Le CUSUM ols test est défini en utilisant l’estimateur des moindres carrés des résidus
ût = yt − x>t β̂. Pour t ∈ [0, 1], sa trajectoire est définie comme suit :

w0
n(t) =

1

σ̂
√
n

[nt]∑
i=1

ûi,

où σ̂ =

√
1

n− k
∑n

t=1 û
2
t .

On rejette H0 lorsque la statistique du test S0 = sup0≤t≤1

∣∣∣∣ w0
n(t)

1 + 2t

∣∣∣∣ est supérieure à λ ∈

]0, 1[.

Krämer et Schotman (1992) montrent que lorsque n→ +∞,

w0
n(t)

loi−→ B0(t),

où B(t) est un pont brownien standard.
La p-valeur est définie comme suit : PH0(S ≥ s). Donc la p-valeur de CUSUM test standard
est

PH0(S ≥ s) = PH0 (|wn(t)| ≥ s+ 2ts, 0 ≤ t ≤ 1) .

La p-valeur asymptotique considérée par Zeileis (2001, 2004) est

P (s) = PH0 (|B(t)| ≥ s+ 2ts, 0 ≤ t ≤ 1) ,

où s est le seuil de signification.
De même la p-valeur asymptotique pour le test CUSUM ols est

P ′(s) = PH0

(
|B0(t)| ≥ s+ 2ts, 0 ≤ t ≤ 1

)
.
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Zeileis (2001, 2004) donne deux bornes (borne supérieure et borne inférieure) approxima-
tives de la p-valeur pour chaque test (le CUSUM test standard et CUSUM ols test). À
l’aide des simulations numériques, il vérifie que ces bornes sont de bonnes approximations
pour la p-valeur. Cependant, l’un des inconvénients majeurs est qu’ils ont une faible puis-
sance lorsque les changements ont lieu dès les premières observations ou lorsqu’ils ont lieu
à la fin (changements tardifs). Pour cela, Zeileis (2001, 2004) utilise une borne alternative
pour chaque type de test. Pour le CUSUM test standard, il prend b(t) = λ

√
t, où λ ∈]0, 1[,

et pour le CUSUM ols test, d(t) = λ
√
t(1− t).

Ces limites alternatives proportionnelles à l’écart-type des distributions limites n’amé-
liorent pas les propriétés du CUSUM test standard. Cependant, ils peuvent mieux détec-
ter les ruptures que le CUSUM ols test lorsque les changements ont lieu dès les premières
observations ou lorsqu’ils ont lieu à la fin.
Dans ce contexte, Horváth et al. (2020) proposent une modification du CUSUM test stan-
dard. Cette modification est très efficace à la détection de rupture lorsqu’elle se produit
dans les premières ou les dernières observations. Le test proposé est inspiré par Rényi
(1953). Nous donnons plus de détails sur ce test dans le chapitre 5 pour faire la compa-
raison avec leur méthode.
Deng et Perron (2008) considèrent le même modèle que Zeileis (2001, 2004). Ils présentent
les deux types de CUSUM tests et ils étudient une autre modification notée CUSQ. C’est
une alternative introduite par Brown et al. (1975). La statistique de ce CUSQ test est la
suivante :

CUSQ = max
k+1<r≤T

√
T

∣∣∣∣S(r)
T −

r − k
T − k

∣∣∣∣,
où S(r)

T = (
∑r

t=k+1 ũ
2
t )/(

∑T
t=k+1 ũ

2
t ) et T le nombre d’observations.

Ce test, construit avec les résidus des moindres carrés, a une puissance nulle lorsque le
point de rupture se produit au milieu de l’échantillon.
Le modèle considéré dans Deng et Perron (2008) est le suivant :

yt = x>t β + ut, t = 1, . . . , T, βt = β + δ1(t>[Tλ]), (2.4)

pour 0 < λ < 1. Ce modèle est un cas particulier de celui de Zeileis (2001, 2004).
Ploberger et Krämer (1990) prouvent que la puissance du CUSUM test est supérieure
à la puissance du CUSQ test qui, cependant, croît rapidement lorsque l’amplitude de la
rupture augmente. Pour une rupture prématurée, la puissance avec ols (moindres carrés
ordinaires) est plus élevée qu’avec les résidus récursifs et inversement pour une rupture
tardive.
Sous certaines conditions portant sur (xt)t et (ut)t, Deng et Perron (2008) établissent
des résultats asymptotiques pour les CUSQols, CUSQ, CUSUM ols et CUSUM tests. Les
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résultats impliquent d’abord que les puissances des tests sont monotones, en ce sens que
lorsque ||δ|| prend des grandes valeurs, la limite n’est pas décroissante (ceci est valable en
général pour les CUSQ tests et pour les CUSUM tests, il est valable pour les cas considérés
dans les simulations de l’article mais peut ne pas être vrai en général). Ils ont étudié aussi
le cas d’un CUSQ test avec une erreur non-gaussienne.
D’après Ploberger et al. (1986), si les erreurs sont non corrélées et conditionnellement
homoscédastiques, on a

CUSQ
loi−→
√
γ

σ2
sup
r∈[0,1]

|BB(r)|,

où BB(r) est un pont brownien et γ = E(u2
t − σ2)2 = µ4 − σ4, avec µ4 = E(u4

t ).
Le résultat est vrai dans le cas où les résidus sont estimés par la méthode des moindres
carrés ou par une méthode récursive car

CUSQM =
σ̂2√
γ̂
,

où γ̂ = µ̂4 − σ̂4, avec µ̂4 =
1

T

∑T
t=1 u

4
t , où u4

t est un estimateur de résidu.
Deng et Perron (2008) donnent une représentation asymptotique équivalente au test
CUSQ dans le cas où le bruit n’est pas gaussien qui est la suivante :

CUSQM =

max1≤r≤T

∣∣∣∣T− 1
2

∑r
s=1 u

4
s −

[Tr]

T

∑T
s=1 u

4
s

∣∣∣∣√
γ̂

.

Le Théorème 2 de Deng et Perron (2008) montrent que la puissance de CUSQols test
augmente de façon monotone, contrairement au cas où le bruit est gaussien. Aussi, les
auteurs étudient le cas où les résidus sont corrélés et non-gaussiens. Dans ce cas, on a

CUSUM rec loi−→
(
h(0)

σ2

) 1
2

sup
0≤r≤1

∣∣∣∣ w(r)

1 + 2r

∣∣∣∣,
où h(0) = lim

T→∞
V ar

(
T−

1
2

T∑
t=1

ut

)
.

Pour des résidus récursifs ou des moindres carrés, on a

CUSQ
loi−→ ϕ

1
2

σ2
sup

0≤r≤1
|BB(r)|,

où ϕ = lim
T→∞

V ar

(
T−

1
2

T∑
t=1

ξt

)
, ξt = u4

t − σ4.

Le test modifié vérifie la relation suivante :

CUSUMS =

(
σ̂2

ĥ(0)

) 1
2

CUSUM,
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où ĥ(0) est un estimateur consistant de h(0).

Deng et Perron (2008) montrent que si on considère l’estimateur basé sur

ŵ2
ws = γ̂0 + 2

T−1∑
j=1

K(j,m)γ̂j,

où γ̂j =
1

T

∑T
t=j+1 utut−j, on a CUSUMS =

(
σ̂2

ŵ2
ws

) 1
2

CUSUM. Ainsi,

CUSQS =

max
1≤r≤T

∣∣∣∣∣T− 1
2

r∑
s=1

u4
s −

[Tr]

T

T∑
s=1

u4
s

∣∣∣∣∣√
ϕ̂

,

où ϕ̂ = (1/T )
∑T−1

j=−(T−1)K(j,m)
∑T

t=|j|+1 η̂tη̂t−j et η̂t = u2
t − σ̂2.

Sous certaines conditions, ils établissent des résultats asymptotiques pour les tests CUSUM ols
S ,

CUSUM rec
S , CUSQols

S et CUSQrec
S . Ensuite, ils étudient le cas d’une régression dyna-

mique, en considérant le modèle de régression suivant :

yt = αyt−1 + βtx
>
t + ut,

où βt = β + σ1(t>[Tλ]), pour 0 < λ < 1.

Le modèle de régression dynamique s’écrit comme suit :

yt = z>t (φ+ γ1(t>[Tλ])) + ut,

où z>t = (yt−1, x
>
t ), φ = (α, β)> et γ = (0, σ)>.

Des égalités asymptotiques sont prouvées dans le Théorème 4 de l’article, pour les tests
CUSUM rec, CUSQrec, CUSUM ols et CUSQols dans ce cas. Les auteurs traitent aussi le
cas d’un changement dans la moyenne. Ils établissent des égalités asymptotiques pour les
statistiques des CUSUM rec, CUSQrec, CUSUM ols et CUSQols tests. Ces résultats sont
énoncés dans la Proposition 1 de l’article. Les Propositions 2 et 3 impliquent que lorsque
la rupture se produit au milieu de l’échantillon, la puissance du CUSQ test vaut 0.
Pour conclure cet article, les auteurs étudient les CUSUM tests et les CUSQ tests dans
plusieurs scénarios dans un modèle de régression linéaire. Les implications pratiques de
leurs résultats sont les suivantes :
s’il s’agit d’une régression sans corrélation dans les erreurs, le CUSUM test est le test
préféré. Si les erreurs sont corrélées, les deux tests considérés ont de mauvaises propriétés
et lorsqu’il s’agit d’un changement dans la moyenne, ils n’arrivent pas à le détecter. Ici, il
est nécessaire d’ajouter des modifications sur le modèle de régression considéré. Le CUSQ
test est préférable pour la plupart des types de modifications, à condition que les erreurs
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soient normalement distribuées. Si les erreurs sont non-gaussiennes, le CUSQ test perd sa
supériorité et les deux tests ont des propriétés médiocres sauf dans des cas spéciaux.
Dans Lee et al. (2003), les auteurs examinent le problème d’un changement de paramètre
dans les modèles GARCH(1,1) basé sur le CUSUM test. Ils montrent que la statistique
du test proposé a une distribution limite d’un sup d’un pont brownien standard. Plus
précisément, ils considèrent le modèle GARCH(1,1) suivant :

yt = c+ ε− t,

εt = ht.ξt,

h2
t = ω + αε2

t−1 + βh2
t−1,

où (ξt)t est une suite de variables aléatoires iid centrées et de variance 1, c est un nombre
réel et ω, α et β sont des réels positifs tels que α + β < 1. De plus, E(|εt|4+δ) < ∞ et
E(|ξt|4+δ) < ∞, pour δ > 0 et ξt indépendant de ys pour s < t. L’objectif de cet article
est de tester

H0 : θ = (ω, α, β) ne change pas contre H1 : il y a un changement

Le CUSUM test basé sur les résidus des moindres carrés est instable (d’après Inclan et
Tiao (1994) et Kim et al. (2000)) en raison de la volatilité, et a de faibles puissances. Pour
améliorer ça, il faut envisager de développer un nouveau test. Selon Lee et al. (2003), on
peut utiliser le CUSUM test basé sur (ξ2

t ) et fondé sur la statistique

Tn =
1√
nτ

max
1≤k≤n

∣∣∣∣∣
k∑
t=1

ξ2
t −

k

n

n∑
t=1

ξ2
t

∣∣∣∣∣,
où τ = V ar(ξ2

t ).

Puisque ξt n’est pas observable, on remplace ξ2
t dans Tn par son estimateur ξ̂2

t = (yt − ĉ)2/ĥ2
t

obtenue par estimation des constantes ω, α, β, et c. On peut maintenant anticiper que le
CUSUM test récursif sera plus stable et produira des meilleurs puissances. Le test CUSUM
construit est basé sur la statistique suivante :

T̂n =
1√
nτ̂

max
1≤k≤n

∣∣∣∣∣
k∑
t=1

ξ̂2
t −

k

n

n∑
t=1

ξ̂2
t

∣∣∣∣∣,
où τ̂ =

1

n

∑n
t=1 ξ̂

4
t −

(
1

n

∑n
t=1 ξ̂t

)2

.

Les auteurs montrent un résultat asymptotique pour T̂n énoncé dans le Théorème 1 de
l’article. À l’aide des applications numériques, ils montrent que ce test est préférable au
test initial car il a une puissance meilleure que celle du CUSUM test initial.
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Andreou (2008) propose une estimation du CUSUM test pour résoudre le problème de
la non-monotonie de la puissance du test pour détecter un seul point de rupture dans
la moyenne d’un processus faiblement dépendant. Pour un échantillon fini, la puissance
du CUSUM test peut être non-monotone et même nulle. Selon Andreou (2008), la non-
monotonie de la puissance est due à l’estimation de la variance. Il propose d’utiliser
l’estimateur HAC (Heteroskedastic and Autocorrelation Consistent estimator) pour ré-
soudre ce problème sous l’alternative d’existence d’une rupture.
Andreou (2008) considère le modèle de régression linéaire suivant :

yt = µ+ ut, t = 1, . . . , T,

où (ut)t est un processus stationnaire centré et du second ordre.
La statistique du CUSUM test considéré pour détecter un point de rupture dans la
moyenne de yt est le suivant :

CUSUM =
1

σ
√
T

sup
1≤j≤T

∣∣∣∣∣
j∑
t=1

yt −
T∑
t=1

yt

∣∣∣∣∣ loi−→ sup |B(m)|,

où m ∈ N, σ = lim
T→∞

E

 1

T

(
T∑
t=1

ut

)2
, B(m) = W (m) − mW (1), avec W (m) est le

processus de Wiener standard défini dans [0, 1].

Le résidus des moindres est donné par

ûolst = yt −
1

T

T∑
t=1

yt.

La statistique du CUSUM test correspondante est

CUSUM =
1

σ̂
√
T

sup
1≤j≤T

j∑
t=1

ûolst ,

où σ̂ est un estimateur consistant de σ sous l’hypothèse nulle.
On peut utiliser σ̂2

pw comme estimateur de σ2 proposé par Andrews et Monahan (1992).
Dans l’expression de σ̂2

pw, il y a un paramètre noté ρ̂ (voir l’article).
Andrews et Monahan (1992) proposent de remplacer chaque valeur de ρ̂ supérieure à 0.97
par 0.97 et chaque valeur de ρ̂ inférieure à -0.97 par -0.97. En utilisant cette règle, le
CUSUM test présente une puissance non-monotone.
Sul et al. (2005) proposent une autre règle basée sur T en utilisant l’estimateur ρ̂> =

min
[
1− 1/

√
T , ρ̂

]
.

Andreou (2008) généralise l’estimateur de Sul et al. (2005) par ρ̂>∗ = min
[
1− c/

√
T , ρ̂

]
.
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D’un point de vue théorique, pour tout c > 0, ρ̂>∗ est un estimateur consistant ρ̂ sous
l’hypothèse nulle et l’hypothèse alternative. Les résultats de simulation montrent que
l’utilisation de l’estimateur ρ̂>∗ peut corriger le problème de la non-monotonie de la puis-
sance et, dans ce cas, l’estimateur HAC devient plus efficace à la fois sous H0 et sous
l’hypothèse alternative.
Le CUSUM test a joué un rôle important en théorie et dans les applications liées à la dé-
tection des points de rupture, mais son inconvénient est qu’il perd de la puissance lorsque
la rupture a lieu dans la moyenne d’un modèle de régression.
Horváth et Steinebach (2000) considèrent le modèle suivant :

Zt =

{
at+ bYt pour 1 ≤ t ≤ T ∗

ZT ∗ + a∗(t− T ∗) + b∗Y ∗t−T ∗ pour T ∗ < t ≤ T,

où (Zt)0≤t≤∞ est la série d’observations, a, b, a∗, b∗ et T ∗ sont des paramètres inconnus,
(Yt)0≤t≤∞ et (Yt)

∗
0≤t≤∞ sont des processus stochastiques inobservables satisfaisants chacun

le principe d’invariance faible (voir Horváth et Steinebach, 2000, (1.2)-(1.3)) et T est le
nombre des observations.
Horváth et Steinebach (2000) considèrent le CUSUM test pour détecter un changement
dans la moyenne ou dans la variance du processus (Zt)t ci-dessus. En particulier, pour
étudier le changement dans la moyenne des observations, ils considèrent le problème de
test suivant :

H0 : T ∗ = T contre Hm
A : 0 < T ∗ < T et a 6= a∗.

D’une façon similaire, pour détecter le changement dans la variance des observations, ils
considèrent le test de H0 contre

Hν
A : 0 < T ∗ < T et b 6= b∗.

Pour chaque cas étudié, ils trouvent la loi asymptotique sous H0 et sous l’hypothèse al-
ternative, de la statistique du test considéré.
Dans Jiang et Kurozumi (2019) deux CUSUM tests modifiés sont considérés pour détec-
ter un changement et pour examiner les propriétés de la puissance asymptotique de ces
tests sous des alternatives fixes. Les auteurs montrent que la puissance de ces tests est
asymptotiquement supérieure à la puissance des tests classiques. Leur étude est basée sur
le modèle

yt = x>t βt + ut, t = 1, . . . , T,

où xt = (1, x2t, x3t, . . . , xkt)
>, (ut)t est un processus non observable et βk est un vecteur

de dimension k, k ∈ R.
Les hypothèses à tester sont

H0 : βt = β, ∀t contre H1 : βt = β + δ1(t>[Tλ]),
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où λ ∈]0, 1[.

Tout d’abord, ils présentent le CUSUM test initial dans le cas où il est basé sur les résidus
des moindres carrés, et dans le cas où il est basé sur les résidus récursifs. Ensuite, ils
considèrent les CUSUM tests modifiés basés sur ω̂jt = xjtût et ω̃jt = xjtũt et respective-
ment notés CUSUM ols

m et CUSUM rec
m . Ils établissent des résultats asymptotiques pour

chaque type de test. Ces résultats sont énoncés dans la Proposition 1 de l’article. Cette
proposition montre que la modification pourrait bien fonctionner.
De plus, ils proposent quatre autres modifications sur les CUSUM tests standards notés
dans l’article Qols, Qrec,M ols etM rec. Ils étudient les comportements asymptotiques pour
chaque test. Les résultats sont énoncés dans les Théorèmes 1 et 2 de l’article.
Dans le cas où les erreurs sont corrélées, des tests modifiés sont proposés et le Théorème 3
nous donne leur comportement asymptotique. Cette modification entraîne une réduction
de la puissance du test. Des comparaisons de ces tests sont faites à l’aide des simulations
numériques.
Pour conclure, lorsqu’un changement a lieu dans la moyenne d’une régression, les tests
CUSUM standards perdent de leur puissance. En conséquence, plusieurs CUSUM tests
modifiés ont été proposés explicitement ou implicitement dans la littérature pour détecter
les points de ruptures. Jiang et Kurozumi (2019) étudient les propriétés asymptotiques
de tels tests modifiés et montrent qu’ils peuvent rejeter avec succès l’hypothèse nulle. En
ce sens, les tests modifiés pourraient compléter les CUSUM tests standards.
Horváth et al. (2004) considèrent le modèle (2.3), le même que dans Jiang et Kurozumi
(2019) et Zeileis (2001, 2004). Ils proposent deux classes de systèmes de surveillance pour
détecter (séquentiellement) un changement dans ce modèle linéaire après une période de
taille m. La première catégorie de procédures est basée sur les CUSUM tests, dans les-
quels le paramètre inconnu de contrôle a été remplacé par son estimation des moindres
carrés, alors que la seconde classe utilise les CUSUM tests basés sur les résidus récursifs.
La fonction de pondération peut être choisie de manière extensible en fonction d’un chan-
gement anticipé ou tardif après le temps m. Les procédures sont conçues pour que les
tests aient une faible probabilité de fausse alarme (lorsque le nombre des observation est
assez grand i.e m → ∞) et de puissance asymptotique. Une petite étude de simulation
illustre les performances de la méthode considérée en utilisant plusieurs choix de fonctions
de pondération.
Hušková et al. (2008) étudient le même modèle que Deng et Perron (2008). Ils obtiennent
par diverses méthodes de boostrap, des approximations des valeurs critiques pour les tests
de points de rupture. Les résultats théoriques montrent que les procédures de bootstrap
ont les mêmes propriétés asymptotiques que ceux de Hušková et al. (2007). Une étude de
simulation montre que les tests bootstrap se comportent mieux que les tests asymptotiques
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initiaux si les performances sont mesurées par les erreurs de première et de deuxième es-
pèces.
Hušková et Koubková (2005) considèrent le modèle (2.3) dans un cadre multidimension-
nel. Ils étudient les deux types de CUSUM test, le test basé sur les erreurs des moindres
carrés et le test basé sur les erreurs récursifs, pour détecter un point de rupture. Leurs
propriétés sont étudiées lorsqu’il n’y a pas de rupture et ces résultats asymptotiques sont
vérifiés par une étude de simulation.
Horváth et al. (2006) proposent des méthodes pour détecter les changements dans la va-
riance inconditionnelle dans une série d’observations en ligne. Selon ces auteurs, cette
procédure est applicable à la classe des modèles GARCH sous certaines conditions. Ils
présentent deux méthodes. La première est basée sur les test CUSUM, et la deuxième sur
la somme partielle des résidus et des résidus récursifs. Donc au total il y a quatre pro-
cédures nommées dans l’article CS, FL, PS et RR respectivement. Horváth et al. (2006)
comparent ces méthodes par des simulations numériques. Ils montrent l’efficacité et la
performance de chaque méthode.
Dans Davis et al. (1995), le problème de la détection de rupture est étudié. Les auteurs
établissent que si le bruit de ce modèle est faiblement stationnaire avec un moment d’ordre
4 fini, sous l’hypothèse nulle, la statistique de test du rapport de vraisemblance gaussien
normalisée converge en loi vers la distribution des valeurs extrêmes de Gumbel. Le modèle
considéré est le suivant :

Xt =

{
φ0 + φ1Xt−1 + . . .+ φpXt−p + εt, −∞ < t ≤ τ,

α0 + α1Xt−1 + . . .+ αpXt−p + εt, t ≥ τ + 1,

où τ ∈]p, n], (εt)t est un bruit de moment d’ordre 4, n est le nombre d’observations, p
l’ordre de modèle et τ l’instant de rupture.
Ils proposent un test du rapport de vraisemblance pour détecter ce point de rupture.
Ils montrent un résultat asymptotique sous l’hypothèse nulle, pour la statistique de test
considérée. Ils étudient le cas où la série d’observations (Xt)t≥0 est issue du modèle

Xt =

{
φ0 + φ1Xt−1 + . . .+ φp0Xt−p0 + εt, −∞ < t ≤ τ,

α0 + α1Xt−1 + . . .+ αp1Xt−p1 + εt, t ≥ τ + 1,

où τ ∈]p1, n], p0 ≤ p1. Sous la condition que E(ε3
t ) = 0 et E(ε4

t ) = 3σ4, où σ2 = V ar(εt),
ils proposent un test statistique noté Λ′n et sous l’hypothèse de non changement, la loi
asymptotique de Λ′n est obtenue. Ensuite, ils refont la même chose dans le cas où E(ε3

t ) = 0

et E(ε4
t ) 6= 3σ4.
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2.3.3 La segmentation binaire

La segmentation binaire est une autre méthode de détection de rupture. Nous résu-
mons ici quelques articles qui étudient cette méthode.
Vostrikova (1981) montre la consistance de cette méthode lorsque le nombre des ruptures
est connu. Le travail est fait dans un cadre multivarié. Le test utilisé à chaque étape de
la méthode est un CUSUM test, mais le critère d’arrêt proposé n’est pas facile à calculer
en pratique. Pour cela, plusieurs améliorations ont été proposées. Olshen et al. (2004)
proposent une modification de la segmentation binaire (BS) de Vostrikova (1981). Leur
méthode est nommée segmentation binaire circulaire (CBS). Ils testent l’hypothèse de
non-changement dans la moyenne des données contre l’hypothèse d’une présence de rup-
tures dans les extrémités. C’est-à-dire lorsque le segment est épissé aux deux extrémités
pour former un cercle. Dans ce cas, la statistique de test du rapport de vraisemblance
pour tester l’hypothèse que l’arc de i + 1 à j et son complément ont des moyennes diffé-
rentes est nommée Zi,j. La méthode de Olshen et al. (2004) est basée sur la statistique
Z = max1≤i,j≤n |Zi,j|, avec n est le nombre de données.
La méthode est proposée pour identifier les altérations génomiques dans les expériences
de nombre de copies de tableaux d’ADN. Olshen et al. (2004) appliquent leur méthode
pour copier les données numériques des expériences aCGH sur 15 lignes cellulaires de
fibroblastes et ils l’appliquent également aux données ROMA de 23 lignées cellulaires de
cancer du sein. Ils observent des fausses détections dues à la présence des tendances lo-
cales. Cette méthode est évaluée par des simulations.
Fryzlewicz et al. (2014) proposent une nouvelle technique pour estimer le nombre des
ruptures et leurs localisations dans une série stochastique univariée et non-stationnaire
déterministe. Cette technique est appelée Wild Binary Segmentation (WBS). C’est une
modification de la méthode de segmentation binaire standard (BS). Fryzlewicz et al. (2014)
prouvent la consistance de leur méthode et montrent qu’elle fonctionne même lorsque les
ruptures sont très proches et/ou de petites amplitudes contrairement à la méthode BS.
Les deux types de méthodes (la méthode BS et la méthode WBS) sont basées sur la statis-
tique CUSUM. Fryzlewicz et al. (2014) proposent deux critères d’arrêt pour la WBS. Le
premier est basé sur le seuil critique et le deuxième sur le critère "strengthened Schwarz
Information Criterion" (sSIC). Ils appliquent aussi leur méthode à la détection des rup-
tures dans la tendance des 500 indices de S&P qui est un indice boursier basé sur 500
grandes sociétés cotées sur les bourses aux États-Unis. Ils considèrent en particulier la
série log-returns des données de S&P 500 quotidiens durant 8 ans à partir du 16 octobre
2012. Ils montrent qu’ils ont de bonnes performances pratiques. De plus, cette méthode
est facile à coder sous R. Elle est implémentée avec le package wbs dans CRAN.



CHAPITRE 2. ÉTAT DE L’ART 61

Une autre modification de la WBS existe. C’est la méthode dite NOT proposée par Bara-
nowski et al. (2018). Elle consiste à estimer le nombre des ruptures et leurs localisations
dans une série stochastique stationnaire par morceaux. Les auteurs étudient pour cela le
modèle statistique univarié, celui considéré par Fryzlewicz et al. (2014), suivant :

Yt = ft + εt, t = 1, . . . , T,

où (Yt)t est la série observée, ft est une fonction inconnue vérifiant certaines conditions,
(εt)t est un bruit blanc centré et T est le nombre des observations.
Baranowski et al. (2018) considèrent le cas où les changements sont en ft lorsqu’elle est
constante par morceaux, en f ′t lorsque ft est linéaire et continue par morceaux et en la
discontinuité de ft lorsqu’elle est discontinue ou en sa première dérivée lorsque ft est li-
néaire par morceaux mais sans la contrainte de continuité. Ils traitent le cas où (εt)t est
un processus gaussien et le cas où il n’est pas gaussien. Leur objectif est de détecter les
ruptures dans la moyenne et/ou la variance de la série étudiée.
La méthode NOT a comme avantages sa faible complexité de calcul, sa facilité de mise en
œuvre et sa précision. Cette méthode et la méthode WBS ont la même idée mais elles sont
différentes et ont des objectifs différents. En effet, la méthode NOT se concentre sur les
intervalles les plus étroits des données sur lesquelles il est possible de localiser la rupture.
C’est cette localisation qui permet de ne pas aller bien au-delà de la simple détection
lorsque ft est constante par morceaux. Cette dernière est le seul objectif de la méthode
WBS.
L’absence de mise au point de l’intervalle le plus étroit dans les méthodes BS et WBS
signifie qu’elles ne sont pas applicables à la détection des ruptures dans un cadre général.
Les simulations numériques faites dans Baranowski et al. (2018) montrent que la méthode
NOT fait partie des méthodes les plus performantes en terme d’estimation du nombre de
ruptures et de leurs localisations, ce d’autant qu’elle est plus rapide à calculer. Ce qui lui
donne un avantage particulier par rapport aux autres méthodes existantes dans la littéra-
ture comme par exemple la méthode WBS de Fryzlewicz et al. (2014), la méthode NMCD
de Zou et al. (2014), la méthode SMVCE de Frick et al. (2014) et la méthode FDRSeg
de Li et al. (2016) dans certains scénarios considérés dans Baranowski et al. (2018). Plus
particulièrement, les scénarios (S2), (S3) et (S5) de ce dernier article.
Baranowski et al. (2018) appliquent aussi leurs méthodes aux données réelles de la tem-
pérature d’anomalie globale et aux données des logements à Londres. L’implémentation
de la méthode NOT est fournie dans le package R not (voir Baranowski et al. (2016)).
Anastasiou et Fryzlewicz (2019) introduisent une autre approche appelé ID (Isolate-
Detect) pour estimer le nombre et les localisations des ruptures dans des suites de données.
Cette méthode est basée sur la technique d’isolation, ce qui empêche la prise en compte
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d’intervalles contenant plus d’une rupture. La méthode ID peut détecter les ruptures de
petites amplitudes. Elle est implémentée sous R avec le package IDetect valable dans
CRAN. Anastasiou et Fryzlewicz (2019) considèrent plus particulièrement le modèle sui-
vant :

Xt = ft + σεt, t = 1, . . . , T,

où (Xt)t est la série des observations, (εt)t est un bruit blanc et ft est une fonction sup-
posée dans un premier temps constante par morceaux et dans un second temps linéaire
par morceaux avec ou sans la contrainte de continuité.
L’avantage de la méthode ID par rapport à la méthode NOT et la méthode WBS c’est
qu’elle est plus rapide. Aussi, dans NOT et WBS, il n’est pas certain que les intervalles
qu’ils prennent couvrent tout le domaine de données sans ignorer les zones dans lesquelles
il y a des points de ruptures. En particulier, dans le cas où la série présente un très
grand nombre des ruptures, les méthodes NOT et WBS doivent augmenter le nombre M
des intervalles dessinés. Cela augmente le temps de calcul. En revanche, la méthode ID
proposée couvre tous les emplacements des ruptures et ne nécessite aucun choix de M.
Ce qui conduit aux meilleures performances pratiques avec des temps d’exécution plus
prévisibles. Contrairement à la méthode WBS, les méthodes ID et NOT peuvent être
appliquées lorsque les données sont constantes par morceaux.
Cho et Fryzlewicz (2020) proposent une autre méthodologie pour détecter plusieurs rup-
tures dans la moyenne d’une série chronologique stationnaire par morceaux linéaire au-
tocorrélée. Ils démontrent la consistance de leur méthode nommée WEM.gsc. La bonne
performance de cette méthode est aussi démontrée par des études de simulations et ils
l’appliquent aux données sur la qualité de l’air de Londres.
La méthode WEM.gsc combine la solution générale basée sur le principe "wild energy
maximisation principle" (WEM) utilisée dans Fryzlewicz et al. (2014) et Fryzlewicz (2020)
pour les noyaux iid basée sur l’utilisation de la statistique CUSUM, et la stratégie de sé-
lection de modèle basée sur des critères d’informations appelée critère gappy Schwartz
(voir Schwarz et al. (1978)). Le logiciel R implémentant WEM.gSC est disponible sur
https://github.com/haeran-cho/wem.gsc.

https://github.com/haeran-cho/wem.gsc


Chapitre 3

Détection des ruptures et estimation de
leurs localisations : utilisation d’un test
du rapport de vraisemblance

3.1 Introduction

Les travaux présentés dans le chapitre précédent s’intéressent essentiellement à l’étude
de ruptures abruptes. Leurs puissances locales ne sont en général pas étudiées, donc leur
capacité à détecter les petites ruptures n’est pas évaluée. Or la détection de ces ruptures
peut être très importante dans la modélisation du phénomène étudié.
L’objectif de ce chapitre est de détecter les petites ruptures dans la moyenne des modèles
CHARN(p) suivants :

Xt = T (Zt−1) + γ>ω(t) + V (Zt−1)εt, t ∈ Z, (3.1)

où γ = (γ1, . . . , γk, γk+1)> ∈ Rk+1 et pour t1, . . . , tk, 1 < t1 < . . . < tk < n,

ω(t) = (1[1,t1[(t),1[t1,t2[(t), . . . ,1[tk,n[(t))
> ∈ {0, 1}k+1, (Xt)t∈Z est un processus station-

naire par morceaux et ergodique, (εt)t∈Z est un bruit blanc centré réduit de densité f ,
pour tout t ∈ Z, Zt = (Xt, . . . , Xt−p+1)>, p ∈ N, et T et V sont des fonctions réelles telles
que V (x) > 0, ∀x ∈ Rp. Cette classe de modèles est très vaste. Elle contient entre autres,
les modèles AR, EXPAR, TARCH, ARCH, dont les propriétés statistiques et probabilistes
sont abondamment étudiées dans la littérature (voir par exemple Guégan et al. (1994) et
Tong (1990)).
Soit n le nombre des observations. Notre travail consiste donc à tester

H0 : γ = γ0 contre H(n)
β : γ = γ0 +

β√
n

= γn, n > 1,

63
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pour γ0 ∈ Rk+1 et β ∈ Rk+1 dépend des instants de rupture tk = (t1, . . . , tk).
Nous utilisons pour cela, le test du rapport de vraisemblance. Dans un premier temps,
nous écrivons le logarithme du rapport de vraisemblance de H0 contre H(n)

β . Puis, nous
divisons notre travail en deux parties. La première consiste à supposer que les fonctions
T et V sont connues. Ici, nous montrons que notre statistique de test vérifie la propriété
LAN énoncée dans Droesbeke et Fine (1996). En utilisant le troisième lemme de Le Cam
(Proposition 4.2 de Droesbeke et Fine (1996)), nous calculons la puissance locale du test
et nous montrons qu’il est optimal. L’optimalité ici signifie que notre test est le plus
puissant que n’importe quel autre test de même niveau de signification.
Dans la deuxième partie, nous supposons que les fonctions T et V sont de formes connues
mais dépendent de paramètres inconnus : T (x) = m(x; ρ), V (x) = σ(x; θ), ρ ∈ Θ ⊂ Rl et
θ ∈ Θ̃ ⊂ Rq. Nous considérons alors ψ0 = (ρ>0 , θ

>
0 )> ∈ Θ× Θ̃ ⊂ Rl ×Rq le vrai paramètre

du modèle (3.1). Nous définissons un estimateur consistant ψn de ψ0, et nous montrons
que sous certaines conditions, sous H0, la suite de vecteurs

√
n(ψn − ψ0) converge en loi

vers un vecteur gaussien centré et sous H(n)
β , elle converge en loi vers un vecteur gaussien

non-centré. Le test construit dans ce cas reste optimal. Enfin, nous considérons la situation
où γ0 est inconnue et nous montrons que le test reste optimal.

3.1.1 Hypothèses générales

Soit pour tout t = 1, . . . , n, Gt = σ(Z1, . . . , Zt), la σ-algèbre engendrée par Z1, . . . , Zt,

telle que εt soit indépendant de Gt−1. Pour une fonction différentiable h de dérivé h′, on
note

φh = −h
′

h
et I(h) =

∫
R
φ2
h(x)h(x)dx.

On fait les hypothèses suivantes :
• (A′) On suppose que pour tout j = 1, . . . , k + 1, nj(n) = tj − tj−1 −→ ∞ lorsque
n −→∞ et que la loi stationnaire sur chaque intervalle est de fonction de répartition Fj,
où j = 1, . . . , k + 1. On suppose aussi que pour tout j = 1, . . . , k + 1, nj(n)/n −→ αj

lorsque n −→∞.
• (A0) :

∫
R
xf(x)dx = 0 et

∫
R
x2f(x)dx = 1.

• (A1) : f est dérivable avec dérivée f ′.

• (A2) : µj,`(γ0) = I(f)

∫
Rp

(
1

V (x)

)`
dFj(x) <∞, où j = 1, . . . , k + 1, ` ≤ 3.

• (A3) : φf est dérivable de dérivée φ′f , cφ-lipschitzienne, où 0 < cφ <∞.
• (A4) : lim

x→+∞
f(x) = lim

x→−∞
f(x) = 0 et lim

x→+∞
f ′(x) = lim

x→−∞
f ′(x) = 0.

• (A5) :

∫
R
|φf (x)|3f(x)dx <∞.
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Remarques 1. i) Sur chaque intervalle [tj−1, tj),j = 1, . . . , k+1, il y a au plus p vecteurs
aléatoires Zt dont les composantes sont associées à des indices à la fois dans [tj−1, tj) et
[tj−2, tj−1). Ils peuvent ne pas avoir la même loi stationnaire. Mais comme leur nombre
est négligeable devant nj(n), leurs lois n’affectent pas les résultats asymptotiques.
ii) Pour tout ` ≤ 3, µj,` dépend de γ0 car les Fj dépendent des composantes de γ0.

iii) L’hypothèse (A4) implique
∫
R
φf (x)f(x)dx = 0 et

∫
R
φ2
f (x)f(x)dx =

∫
R
φ′f (x)f(x)dx.

Démonstration. iii) On a∫
R
φf (x)f(x)dx = −

∫
R

f ′(x)

f(x)
f(x)dx

= −
∫
R
f ′(x)dx

= 0

et ∫
R
φ′f (x)f(x)dx =

∫
R
−
(
f ′(x)

f(x)

)′
f(x)dx

= −
∫
R

f ′′(x)f(x)− f ′2(x)

f 2(x)
f(x)dx

= −
∫
R

[
f ′′(x)

f(x)
−
(
f ′(x)

f(x)

)2
]
f(x)dx

=

∫
R
f ′′(x)dx+

∫
R
φ2
f (x)f(x)dx

=

∫
R
φ2
f (x)f(x)dx.

3.1.2 Détection des ruptures

De nombreuses stratégies de détection des ruptures et d’estimation de leurs locali-
sations dans les données hors-ligne ont été proposées dans la littérature. Les stratégies
que nous proposons ici reposent sur la puissance du test étudié. Avant de les présenter,
nous commençons par décrire les formes générales des paramètres γ0 et β. Nous rappelons
que nous supposons qu’on a un changement dans la moyenne du modèle CHARN donné
par (3.1). C’est-à-dire nous supposons que nous avons une série d’observations générées à
partir de (3.1) et certains indices de temps, la moyenne des observations change (voir les
exemples de la Figure 5.1). Nous voulons détecter ces instants de changement.
Nous pouvons commencer, d’après (Brockwell et al., 2002, Page 14), la modélisation de la
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série des données, X1, X2, . . . , Xn par l’analyse de son graphe ou son chronogramme. Cela
permet d’avoir quelques informations sur ces données, comme par exemple, les données
historiques X1, X2, . . . , Xm, m << n qui sont les premières m observations à peu près sta-
tionnaires, le nombre maximum K de points de ruptures dans la série, leurs localisations
approximatives et la distance minimale h << n entre elles.
Pour détecter les faibles ruptures, nous considérons les stratégies ci-dessous.
Pour k ≥ 0, notons Pk,tk la puissance théorique du test H0 contre H

(n)
β en tk = (t1, . . . , tk).

Par convention on a P0,t0 = α, où α est le seuil de signification du test. On précise que dans
le cas où aucune rupture dans les données, γ0 contient la même valeur sur chaque com-
posante. Soit P̂k,tk un estimateur de Pk,tk obtenu en remplaçant les paramètres par leurs
estimateurs dans l’expression de Pk,tk . En particulier pour j = 2, . . . , k+ 1, nous pouvons
estimer la j-ème composante de β par

√
n(Xj,n − γ̂j,n) où Xj,n est la moyenne des obser-

vations dans l’intervalle [tj, tj+1) et γ̂j,n la j-ème composante de l’estimateur de γ0. Par
exemple, le test d’hypothèse de non-changement c’est-à-dire lorsque γ0 = (µ1, µ1, . . . , µ1)

contre l’hypothèse qu’il existe au moins un point de rupture, la j-ème composante de β̂
peut être estimée par

√
n(Xj,n −X1,n). Dans ce cas γ̂j,n = X1,n.

Soit ζ ∈ (0, 1) un nombre petit. Nos procédures de détection des changements et d’es-
timation de leur localisations dans une série temporelle X1, X2, . . . , Xn commencent par
trouver les informations a priori ci-dessus et se poursuivent comme suit.

• S1 : Détection des ruptures
Nous prenons k = 1 et nous appliquons notre test pour tous les t1, où m ≤ t1 ≤ n.

i. Si |P̂1,t1 −P0,t0| ≤ ζ pour tout t1, alors aucun point de rupture détecté dans la
série.

ii. Si |P̂1,t1 − P0,t0| > ζ pour un t1, alors il existe au moins une rupture dans la
série.

• S2 : Estimation des localisations des ruptures
Soit m < τ 0

1 < . . . < τ 0
k ≤ n − h, τ 0

j − τ 0
j−1 ≥ h, j = 2, . . . , K, les localisations des

potentiels points de rupture obtenus à partir du chronogramme. Soit Cj un ensemble
arbitraire des indices du temps autour des τ 0

j , et Ωj ∩ Ω` = ∅, j 6= ` = 1, . . . , K.
Nous considérons S` = C1 × C2 × . . .× C`. Pour tout `-uplet τ ` = (τ1, . . . , τ`) ∈ S`,
nous appliquons le problème de test ci-dessus pour tj = τj, j = 1, . . . , ` et nous
calculons P̂`,t` . Nous prenons P̂0,t0 = P0,t0 = α et nous supposons que C1 contient
la localisation de la première rupture.

− Pour ` = 2, . . . , K,
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i- Si |maxt`∈S` P̂`,t` − maxt`−1∈S`−1
P̂`−1,t`−1| ≤ ζ, il n’y a probablement pas de

localisation d’une rupture dans C`. Nous prenons S̃` = S`−1.

ii- Si |maxt`∈S` P̂`,t` −maxt`−1∈S`−1
P̂`−1,t`−1| > ζ, il y a probablement de localisa-

tion d’une rupture dans C`. Nous prenons S̃` = S`.

Notons ι la longueur des vecteurs dans S̃K . Alors l’estimateur (k̂, t̂k̂) du couple
du nombre de ruptures et du vecteur des localisations peut être obtenu comme

(k̂, t̂k̂) = arg max
tι∈S̃K

P̂ι,tι .

− Clairement, si k, le nombre de localisations est connu, tk peut être estimé par

t̂k = arg max
tk∈Sk

P̂k,tk . (??)

• S3 : Une alternative à S2

À la place de S2, nous pouvons utiliser la stratégie séquentielle suivante. Nous
considérons le segment f1 = {1, . . . ,m, . . . , τ 0

1 + h}, f` = {τ 0
` + h, . . . , τ 0

`+1 + h},
` = 2, . . . , K.

i. Étape 1 : Nous appliquons notre test pour t1 ∈ f1, t > m avec n remplacé par
τ 0
` + h.

Si |P̂1,t1−P0,t0| ≤ ζ pour tous les t1 considérés, alors, il n’y a pas de localisation
de changement dans f1. Nous mettons à jour en f2 en fusionnant le f2 courant
avec f1.

Si |P̂1,t1 − P0,t0| > ζ pour un t1 considéré, alors, il y a une localisation de
changement dans f1 estimée par

t̂11 = arg max
t1∈f1

P̂1,t1 .

Ensuite, nous mettons à jour f2 en remplaçant t̂11 par τ 0
1 dans le f2 courant.

ii. Étape ` : Nous appliquons notre test pour tous t1 ∈ f`, t1 > τ 0
` +h ou t1 > t̂1`+h,

avec n remplacé par la longueur de fk.
Si |P̂k,tk−P0,t0| ≤ ζ pour tout les t1 considérés, alors, il n’y a pas de localisation
de changement dans f`. Nous mettons à jour f`+1 en fusionnant le f`+1 courant
avec f`.
Si |P̂`,t` − P0,t0| > ζ pour un t1 considéré, alors, il y a une localisation de
changement dans f` estimée par

t̂1` = arg max
t1∈f`

P̂`,t` .
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Ensuite, nous mettons à jour f`+1 en remplaçant τ 0
` par t̂`` dans le f`+1 courant.

Il est clair que le nombre total des changements dans la série est le nombre des
f` où des changements ont été détectés, et leurs localisations sont estimées par
les t̂1` .

La partie i de S1 vient de l’idée qu’en cas d’absence de rupture, toutes les estimations
possibles seraient proches de 0, et la puissance estimée serait proche du niveau du test.
La partie ii est motivée par le fait que s’il y a au moins un changement, alors on peut en
trouver un pour lequel les moyennes des observations avant et après cet indice de temps
sont différentes. Le test rejetterait alors l’hypothèse nulle d’absence de rupture. S2 etS3

sont construits à partir des mêmes idées.

Remarques 2. i. En pratique, les ensembles Cj dans la stratégie S2 ne doivent pas
être trop grands pour des K grands.

ii. Dans la stratégie S1, pour les t1 se rapprochant de n, les données peuvent être
épissées comme dans la méthode dite de segmentation binaire circulaire décrite dans
Olshen et al. (2004). Ensuite, dans le cas d’un seul changement, pour estimer sa
localisation, on peut appliquer directement (??) avec C1 = {m + 1, . . . , n} ou S3

avec f1 = {m+ 1, . . . , n}, épissant les données lorsque l’indice de temps courant se
rapproche de n.

iii. L’utilisation du graphique ne signifie pas que le nombre de ruptures et leurs locali-
sations sont connus. Il a pour but d’éviter une recherche exhaustive trop coûteuse
en temps, et de concentrer la recherche dans les "zones" où il est plus probable de
trouver les ruptures. Malheureusement lorsque les ruptures sont de trop petites am-
plitudes, le graphique ne renseigne pas toujours sur ces zones. Par contre, comme on
le verra dans les simulations, nos méthodes permettent de mieux détecter les petites
ruptures qu’on peut voir sur les graphiques par rapport aux méthodes auxquelles elles
sont comparées.

iv. L’utilisation de nos méthodes peut être précédée par l’utilisation d’autres méthodes.
Nos méthodes permettront ainsi de valider les ruptures obtenues et/ou d’estimer
celles qui n’auront pas étaient détectées, comme par exemple, les petites ruptures.

Nous commençons dans la section suivante par étudier le cas où les fonctions T , V et
la densité du bruit sont connues.
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3.2 Cas où les fonctions T , V et la densité du bruit sont

connues

Pour γ = (γ1, . . . , γk+1)> ∈ Rk+1 et pour t ∈ Z, on définit

εt(γ) =
Xt − T (Zt−1)− γ>ω(t)

V (Zt−1)
.

On veut tester

H0 : γ = γ0 contre H(n)
β : γ = γ0 +

β√
n

= γn, n > 1.

Pour cela, on utilise un test du rapport de vraisemblance. Le log du rapport de vraisem-
blance de H0 contre H(n)

β est le suivant :

Λn =
n∑
t=1

{log[f(εt(γn)]− log[f(εt(γ0))]}.

En effet, soit X(n) = (Xn, . . . , X1). On commence par calculer la loi de X(n) sachant
Z0 = (X0, . . . , X1−p)

>, p ∈ N. Par une application successive de la formule de Bayes, on a

LXn,Xn−1,...,X1|Z0=z0(xn, . . . , x1)

= LXn|(Xn−1,...,X1,Z0)=(xn−1,...,x1,z0)(xn)LXn−1|(Xn−2,...,X1,Z0)=(xn−2,...,x1,z0)(xn−1)

× LXn−2|(Xn−3,...,X1,Z0)=(xn−3,...,x1,z0)(xn−2) . . .LX1|Z0=z0(x1)

= LXn|Xn−1=xn−1(xn)LXn−1|Xn−2=xn−2(xn−1) . . .LX1|Z0=z0(x1),

où LX|Y désigne la loi de X sachant Y .
Pour calculer par exemple LX1|Z0 , on calcule d’abord la fonction de répartition de X1

sachant Z0. On a pour tout x ∈ R,

P (X1 < x|Z0 = z0)

= P (T (Z0) + V (Z0)ε0 < x|Z0 = z0)

= P
(
ε <

x− T (z0)

V (z0)

)
.

En dérivant le membre de droite par rapport à x, on obtient

LX1|Z0=z0(x) =
1

V (z0)
f

(
x− T (z0)

V (z0)

)
, x ∈ R.

Ainsi, la vraisemblance de X(n) sachant Z0 a l’expression

L(X(n)|Z0) =
n∏
t=1

1

V (Zt−1)
f [εt(γ)], γ ∈ Rk+1.
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Le log-vraisemblance conditionnelle s’écrit donc :

L(X(n)) =
n∑
t=1

{− log[V (Zt−1)] + log[f(εt(γ))]}.

D’après ce qui précède, le logarithme du rapport de vraisemblance de H0 contre H(n)
β

s’écrit :

Λn =
n∑
t=1

log

{
f [εt(γn)]

f [εt(γ0)]

}
=

n∑
t=1

{log[f(εt(γn)]− log[f(εt(γ0))]}.

On définit pour tout β ∈ Rk,

∆n(γ0, β) =
1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

V (Zt−1)
φf [εt(γ0)].

Théorème 3.2.1. Sous les hypothèses (A′), (A0)-(A5), sous H0, on a

Λn = ∆n(γ0, β)− µ(γ0, β)

2
+ oP (1),

où sous H0,
∆n(γ0, β)

loi−→ N (0, µ(γ0, β)) , n→∞,

avec µ(γ0, β) =
∑k+1

j=1 αjβ
2
jµj,2(γ0) <∞.

Démonstration. On commence par montrer que

Λn = Λ1n − Λ2n + oP (1),

où

Λ1n :=
1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

V (Zt−1)
φf [εt(γ0)]

et

Λ2n :=
1

2n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

φ′f [εt(γ0)].

En effet, on a

Λn =
n∑
t=1

{log[f(εt(γn)]− log[f(εt(γ0))]}.

On applique la formule de Taylor d’ordre 2 au point γ0. Il existe γ̃ entre γn et γ0 tel que

Λn =
n∑
t=1

∂γ [log f(εt(γ0))]
∣∣∣
γ=γ0

(γn − γ0) +
1

2
(γn − γ0)> ∂2

γ [log f(εt(γ0))]
∣∣∣
γ=γ̃

(γn − γ0) .
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Or, pour tout γ ∈ Rk+1, on a

∂γ {log f [εt(γ)]} =
1

f (εt(γ))
∂γ [f (εt(γ))]

=
f ′[εt(γ)]

f [εt(γ)]
∂γ [εt(γ)]

=
f ′

f
[εt(γ)]∂γ

[
Xt − T (Zt−1)− γ>ω(t)

V (Zt−1)

]
=

ω(t)

V (Zt−1)
φf [εt(γ)].

Ainsi,

∂2
γ {log f [εt(γ)]} =

ω(t)

V (Zt−1)
∂γφf [εt(γ)]

=
ω(t)

V (Zt−1)
φ′f [εt(γ)]∂γ[εt(γ)]

= −ω(t)ω(t)>

V 2(Zt−1)
φ′f [εt(γ)].

En remplaçant ∂γ [log f(εt(γ0))]
∣∣∣
γ=γ0

et ∂2
γ [log f(εt(γ))]

∣∣∣
γ=γ̃

par leurs expressions respec-

tives, on obtient

Λn = (γn − γ0)>
n∑
t=1

ω(t)

V (Zt−1)
φf [εt(γ0)]− 1

2
(γn − γ0)>

n∑
t=1

ω(t)ω>(t)

V 2(Zt−1)
φ′f [εt(γ̃)](γn − γ0)

=
1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

V (Zt−1)
φf [εt(γ0)]− 1

2n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

φ′f [εt(γ̃)]

= Λ1n − Λ
(1)
1n .

Or, pour tout t = 1, . . . , n, et pour tout γ ∈ Rk+1,

εt(γ) =
Xt − T (Zt−1)− γ>ω(t)

V (Zt−1)

= εt(γ0) +
γ>0 ω(t)

V (Zt−1)
− γ>ω(t)

V (Zt−1)

= εt(γ0) + (γ0 − γ)>
ω(t)

V (Zt−1)
.

Par suite ,

Λ
(1)
1n :=

1

2n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

φ′f

[
εt(γ0) + (γ0 − γ̃)>

ω(t)

V (Zt−1)

]
.

D’après (A3), on a∣∣∣∣∣ 1n
n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

φ′f

[
εt(γ0) + (γ0 − γ̃)>

ω(t)

V (Zt−1)

]
− 1

n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

φ′f [εt(γ0)]

∣∣∣∣∣
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≤ 1

n
Cφ

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

∣∣∣(γ0 − γ̃)>
ω(t)

V (Zt−1)

∣∣∣.
Il en découle que,∣∣∣∣∣ 1n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

φ′f

[
εt(γ0) + (γ0 − γ̃)>

ω(t)

V (Zt−1)

]
− 1

n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

φ′f [εt(γ0)]

∣∣∣∣∣
≤ 1

n
Cφ

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2 ||ω(t)||
V 3(Zt−1)

||γ0 − γ̃||

≤ (k + 1)Cφ||γ0 − γ̃||
1

n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 3(Zt−1)

.

On a,

1

n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 3(Zt−1)

=
1

n

k+1∑
j=1

tj∑
t=tj−1

β2
j

V 3(Zt−1)

=
k+1∑
j=1

1

n

tj∑
t=tj−1

β2
j

V 3(Zt−1)

=
k+1∑
j=1

nj(n)

n

β2
j

nj(n)

tj∑
i=tj−1

1

V 3(Zt−1)
.

D’après le théorème ergodique, pour tout j = 1, . . . , k + 1, presque sûrement,

lim
n−→∞

1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

V 3(Zt−1)
=
µj,3(γ0)

I(f)
<∞.

Ainsi, presque sûrement,

lim
n→∞

1

n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 3(Zt−1)

=
1

I(f)

k+1∑
j=1

lim
n→∞

nj(n)

n
β2
jµj,3(γ0) =

1

I(f)

k+1∑
j=1

αjβ
2
jµj,3(γ0) <∞.

Puisque γ̃ est entre γ0 et γn et que γn − γ0 = β/
√
n, on a alors que ||γ0 − γ̃|| ≤ ||β||/

√
n

qui tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini. Il s’ensuit que, presque sûrement,

lim
n→∞

1

n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 3(Zt−1)

||γ0 − γ̃|| = 0.

D’après ce qui précède, on a

Λn = Λ1n − Λ2n + oP (1),
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où

Λ1n :=
1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

V (Zt−1)
φf [εt(γ0)]

et

Λ2n :=
1

2n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

φ′f [εt(γ0)].

Montrons à présent que sous H0,

Λ1n
loi−→ N (0, µ(γ0, β)).

Pour cela, on procède comme dans Ngatchou-Wandji (2005). On considère la suite :

Λn,j =
1√
n

j∑
t=1

β>ω(t)

V (Zt−1)
φf [εt(γ0)], j = 1, . . . n,

et on définit pour tout t = 1, . . . , n,

ξn,t =
1√
n

β>ω(t)

V (Zt−1)
φf [εt(γ0)].

On observe alors que

Λn,j =

j∑
t=1

ξn,t, j = 1, . . . , n,

et il est facile de voir que, pour tout j = 1, . . . , n, Λn,j est centré.
Nous montrons d’abord que {(Λn,j, Gj), j = 1, . . . , n} est une suite de martingales où nous
rappelons que Gt−1 = σ(Z1, . . . , Zt) est la σ-algèbre engendrée par Z1, . . . , Zt, t ∈ Z.
En effet, soient j1, j2 ∈ Z tels que j1 < j2 on a :

E
(

Λn,j2

∣∣∣Gj1

)
= E

{
1√
n

j2∑
t=1

β>ω(t)

V (Zt−1)
φf [εi(γ0)]

∣∣∣Gj1

}

= E

{
1√
n

j1∑
t=1

β>ω(t)

V (Zt−1)
φf [εt(γ0)]

∣∣∣Gj1

}

+ E

{
1√
n

j2∑
t=j1+1

β>ω(t)

V (Zt−1)
φf [εt(γ0)]

∣∣∣Gj1

}

=
1√
n

j1∑
t=1

β>ω(t)

V (Zt−1)
φf [εt(γ0)] +

1√
n

j2∑
t=j1+1

E
{
β>ω(t)

V (Zt−1)

∣∣∣Gj1

}
E {φf [εtγ0)]} .

D’après la remarque 1, on a E [φf (εt(γ0))] = 0. Donc

E
(

Λn,j2

∣∣∣Gj1

)
= Λn,j1 .
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On a aussi

n∑
t=1

E(ξ2
n,t|Gt−1) =

n∑
t=1

E

{
1

n

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

φ2
f [εt(γ0)]

∣∣∣Gt−1

}

=
1

n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

E
{
φ2
f [εt(γ0)]

∣∣∣Gt−1

}
.

Puisque pour tout t = 1, . . . , n, εt est indépendant à Gt−1, on a

n∑
t=1

E(ξ2
n,t|Gt−1) =

1

n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

E
[
φ2
f (εt(γ0))

]
=

1

n

k+1∑
j=1

tj∑
t=tj−1

β2
j

V 2(Zt−1)
E
[
φ2
f (εt(γ0))

]
=

k+1∑
j=1

1

n

tj∑
t=tj−1

β2
j

V 2(Zt−1)
E
[
φ2
f (εt(γ0))

]
=

k+1∑
j=1

nj(n)

n

β2
j

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

V 2(Zt−1)
E
[
φ2
f (εt(γ0))

]
.

D’après nos hypothèses, du fait que les εt, t ∈ Z, sont iid, on a

E
{
φ2
f [εt(γ0)]

}
=

∫
R
φ2
f (x)f(x)dx = I(f).

D’après le théorème ergodique, pour tout j = 1, . . . , k + 1, presque sûrement,

lim
n→∞

1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

V 2(Zt−1)
E
{
φ2
f [εt(γ0)]

}
= µj,2(γ0) <∞.

Ainsi,

lim
n→∞

n∑
t=1

E(ξ2
n,t|Gt−1) = µ(γ0, β) =

k+1∑
j=1

αjβ
2
jµj,2(γ0) <∞.

Maintenant on montre la condition de Lindeberg :
Soit ε > 0, à l’aide de l’inégalité de Hölder conditionnelle, on a

n∑
t=1

E
(
ξ2
n,t1|ξn,t|>ε|Gt−1

)
≤

n∑
t=1

E
2
3

(
|ξn,t|3|Gt−1

)
E

1
3

(
1|ξn,t|>ε|Gt−1

)
=

n∑
t=1

E
2
3

{
n−

3
2

∣∣β>ω(t)
∣∣3

V 3(Zt−1)
|φ3
f [εt(γ0)] |

∣∣∣Gt−1

}
P

1
3

(
|ξn,t| > ε

∣∣∣Gt−1

)
.
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D’après l’inégalité de Markov,
n∑
t=1

E
(
ξ2
n,t1|ξn,t|>ε|Gt−1

)
≤ n−1

n∑
t=1

{[
β>ω(t)

]2 1

V 2(Zt−1)
E
{
|φf [εt(γ0)] |3

∣∣∣Gt−1

} 2
3 E 1

3 [|ξn,t|3|Gt−1]

ε
1
3

}

≤ Cst
1

n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

E
2
3

{
|φf [εt(γ0)]3 |

∣∣∣Gt−1

}
× E

1
3

{
n−

3
2
|β>ω(t)|3

V 3(Zt−1)
||φf [εt(γ0)]||3

∣∣∣Gt−1

}

= Cst

n∑
t=1

n−
3
2

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

E
2
3

{
φ3
f [εt(γ0)]

∣∣∣Gt−1

} |β>ω(t)|
V (Zt−1)

× E
1
3

{
|φf [εt(γ0)] |3

∣∣∣Gt−1

}
≤ Cst

n∑
t=1

n−
3
2
|β>ω(t)|3

V 3(Zt−1)
E
{
|φf [εt(γ0)] |3

∣∣∣Gt−1

}
= Cst

n∑
t=1

n−
3
2
|β>ω(t)|3

V 3(Zt−1)
E
{
|φf [εt(γ0)] |3

}
= Cst

k+1∑
j=1

n−
3
2

tj∑
t=tj−1

|βj|3

V 3(Zt−1)
E
{
|φf [εt(γ0)] |3

}
= Cst

k+1∑
j=1

(
nj(n)

n

) 3
2 |βj|3

[nj(n)]
3
2

tj∑
t=tj−1

1

V 3(Zt−1)
E
{
|φf [εt(γ0)] |3

}
D’après le théorème ergodique, pour tout ε > 0, pour tout j = 1, . . . , k + 1, on a presque
sûrement,

lim
n→∞

n
− 3

2
j (n)

tj∑
t=tj−1

1

V 3(Zt−1)
E
{
|φf [εt(γ0)] |3

}
= lim

n→∞
n
− 1

2
j (n)n−1

j (n)

tj∑
t=tj−1

1

V 3(Zt−1)
E
{
|φf [εt(γ0)] |3

}
= lim

n→∞
n
− 1

2
j (n)× lim

n→∞
n−1
j (n)

tj∑
t=tj−1

1

V 3(Zt−1)
E
{
|φf [εt(γ0)] |3

}
= 0×

∫
Rp

(
1

V (x)

)3

dFj(x)×
∫
R
|φ3
f (x)|f(x)dx = 0.

Ainsi,

lim
n→∞

n∑
t=1

E
(
ξ2
n,t1|ξn,t|>ε|Gt−1

)
= 0 p.s.

Les conditions du Corollaire 3.1 de Hall et Heyde (1980) sont ainsi vérifiées. Donc d’après
ce corollaire, sous H0,

Λ1n
loi−→ N (0, µ(γ0, β)).
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Étudions maintenant la convergence de Λ2n. On a

Λ2n =
1

2n

n∑
t=1

[
β>ω(t)

]2
V 2(Zt−1)

φ′f [εt(γ0)]

=
1

2

k+1∑
j=1

1

n

tj∑
t=tj−1

β2
j

V 2(Zt−1)
φ′f [εt(γ0)]

=
1

2

k+1∑
j=1

nj(n)

n

β2
j

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

V 2(Zt−1)
φ′f [εt(γ0)].

Sous nos hypothèses, E{φ′f [ε1(γ0)]} =
∫
R φ
′
f (x)f(x)dx = I(f). D’après le théorème ergo-

dique, pour tout j = 1, . . . , n, presque sûrement, on a

lim
n→+∞

1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

V 2(Zt−1)
φ′f [εt(γ0)] = E{φ′f [ε1(γ0)]}

∫
Rp

(
1

V (x)

)2

dFj(x) = µj,2(γ0).

D’où, presque sûrement,

lim
n→+∞

Λ2n =
1

2

k+1∑
j=1

αjβ
2
jµj,2(γ0) =

µ(γ0, β)

2
.

On en conclut que

Λn = Λ1n −
µ(γ0, β)

2
+ oP (1).

Puisque sous H0, Λ1n converge en loi vers une N (0, µ(γ0, β)), on a que sous H0, lorsque
n→∞,

Λn
loi−→ N

(
−µ(γ0, β)

2
, µ(γ0, β)

)
.

Ainsi, la propriété LAN énoncée dans Droesbeke et Fine (1996) est vérifiée pour suite
centrale ∆n(γ0, β) := Λ1n.

Corollaire 3.2.1. Supposons que les hypothèses (A′) et (A0)-(A5) sont vérifiées. Alors
les suites d’hypothèses {H(n)

β : n ≥ 1} et {H(n)
0 = H0 : n ≥ 1} sont contigües.

Démonstration. Dans la preuve du théorème précédent, on a montré que sous H0, lorsque
n→∞,

∆n(γ0, β)
loi−→ N (0, µ(γ0, β)).

Et d’après le théorème, sous H0, lorsque n→∞,

Λn
loi−→ N

(
−µ(γ0, β)

2
, µ(γ0, β)

)
.
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Ainsi, on a facilement que sous H0, lorsque n→∞,(
∆n(γ0, β)

Λn

)
loi−→ N

 0

−µ(γ0, β)

2

 ,

(
µ(γ0, β) µ(γ0, β)

µ(γ0, β) µ(γ0, β)

) .

D’après la Proposition 4.2 de Droesbeke et Fine (1996) (troisième lemme de Le Cam), les
suites d’hypothèses {H(n)

β : n ≥ 1} et {H(n)
0 = H0 : n ≥ 1} sont contigües et sous H(n)

β ,

∆n(γ0, β)
loi−→ N (µ(γ0, β), µ(γ0, β)) .

Pour tester H0 contre H(n)
β , on considère la statistique du test suivante :

Tn(γ0, β) =
∆n(γ0, β)

$̂n(γ0, β)
,

où $̂n(γ0, β) = µ̂
1
2
n (γ0, β), avec

µ̂n(γ0, β) =
k+1∑
j=1

α̂jβ
2
j µ̂j,2(γ0), µ̂j,2(γ0) = I(f)

1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

V 2(Zt−1)
,

et α̂j est un estimateur de αj = limn→∞ nj(n)/n, j = 1, . . . , k + 1. En pratique, on prend
α̂j = nj(n)/n. Ici, µ̂j,2(γ0) est un estimateur de µj,2(γ0). On obtient le résultat suivant :

Théorème 3.2.2. On suppose que les conditions (A′) et (A0)-(A5) sont satisfaites. Alors,

i. Sous H(n)
β , Tn(γ0, β)

loi−→ N ($(γ0, β), 1), lorsque n→∞.

ii. Sous H(n)
β , la puissance asymptotique locale du test basé sur Tn(γ0, β) est égale à

1 − Φ (uα −$(γ0, β)) où Φ est la fonction de répartition de la loi normale centrée
réduite et uα le quantile d’ordre 1− α, α ∈ (0, 1).

iii. Le test basé sur Tn(γ0, β) est localement asymptotiquement optimal.

Démonstration. i) D’après le Théorème 3.2.1, sous H0, lorsque n→∞,(
∆n(γ0, β)

Λn(γ0, β)

)
loi−→ N

 0

−µ(γ0, β)

2

 ,

(
µ(γ0, β) µ(γ0, β)

µ(γ0, β) µ(γ0, β)

) .

D’après la Proposition 4.2 de Droesbeke et Fine (1996), sous H(n)
β , lorsque n→∞,

∆n(γ0, β)
loi−→ N (µ(γ0, β), µ(γ0, β)).
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On observe que pour tout n ≥ 1,

∆n(γ0, β)

$̂n(γ0, β)
=

∆n(γ0, β)

$(γ0, β)
× $(γ0, β)

$̂n(γ0, β)
.

Puisque, sous H0, $̂n(γ0, β) −→ $(γ0, β), lorsque n→∞, par contiguïté, le résultat est
encore valable sous H(n)

β . Et d’après le troisième lemme de Le Cam, sous H(n)
β , lorsque

n→∞,
∆n(γ0, β)

$(γ0, β)

loi−→ N ($(γ0, β), 1).

Donc, sous H(n)
β , lorsque n→∞,

∆n(γ0, β)

$̂n(γ0, β)

loi−→ N ($(γ0, β), 1).

ii) On obtient donc la fonction de répartition asymptotique de
∆n(γ0, β)

$̂n(γ0, β)
:

lim
n→∞

P
(

∆n(γ0, β)

$̂n(γ0, β)
> uα|H(n)

β

)
= lim

n→∞
P
(

∆n(γ0, β)

$(γ0, β)
> uα|H(n)

β

)
= 1−Φ (uα −$(γ0, β)) ,

où Φ est la fonction de répartition de la loi Gaussienne centrée réduite et uα sont quantile
d’ordre 1− α pour α ∈ (0, 1). Cela définit la puissance du test sous H(n)

β .

La partie iii) est une conséquence directe de la Remarque 4.1 du paragraphe 4.4.3 de
Droesbeke et Fine (1996).

3.3 Cas où les fonctions T et V sont paramétriques et

la densité du bruit est connue

Maintenant on se place dans le cadre du modèle (3.1) avec les fonctions T et V de
formes connues mais dépendant de paramètres inconnus. Plus précisément, pour tout
x ∈ Rp T (x) = m(x; ρ), V (x) = σ(x; θ), ρ ∈ Θ ⊂ Rl et θ ∈ Θ̃ ⊂ Rq. Soit ψ0 = (ρ>0 , θ

>
0 )> ∈

Θ× Θ̃ ⊂ Rl×Rq le vrai paramètre du modèle (3.1). Soit pour tout t = 1, . . . , n, γ ∈ Rk+1

et ψ = (ρ>, θ>)> ∈ Θ× Θ̃,

εt(ψ, γ) =
Xt −m(Zt−1, ρ)− γ>ω(t)

σ(Zt−1, θ)
. (3.2)

On considère les hypothèses supplémentaires suivantes :

• (B0) : Pour tout θ ∈ Θ̃ et z ∈ Rp, σ(z, θ) > τ, où τ est un réel positif.

• (B1) : Il existe δ ≥ 0 tel que
∫
Rp
||x||2+δdFj(x) <∞, j = 1, . . . , k + 1.
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• (B2) :
∫
R
|xφ′f (x)|f(x)dx <∞.

• (B3) : Soient Int(Θ) et Int(Θ̃), les intérieurs respectifs de Θ et Θ̃. Les fonctions
m(z, ρ) et σ(z, θ) sont continues et différentiables par rapport à ρ ∈ Int(Θ) et
θ ∈ Int(Θ̃) respectivement, et il existe deux nombres finis positifs s1 et s2 tels que
B(ρ0, s1) ⊂ Int(Θ), B(θ0, s2) ⊂ Int(Θ̃) et une fonction positive ϑ définie sur Rp, telle
que les fonctions supρ∈B(ρ0,s1) ||∂m(z, ρ)||, supθ∈B(θ0,s2) |σ(z, θ)|, supθ∈B(θ0,r2) ||∂σ(z, θ)||
et supθ∈B(θ0,s2) ||∂2σ(z, θ)||M soient majorées par ϑ(z).

• (B4) : Le vrai paramètre ψ0 = (ρ>0 , θ
>
0 )> admet un estimateur consistant ψn =

(ρ>n , θ
>
n )> qui satisfait l’égalité de Bahadur suivante :

n
1
2 (ψn − ψ0) = n−

1
2

n∑
t=1

Ψ(Zt−1, ψ0)Ω(εt(ψ0, γ0)) + oP (1),

où pour tout z ∈ Rp,

Ψ(z, ψ0) = (Ψ>1 (z, ψ0),Ψ>2 (z, ψ0))>,

Ψ1(z, ψ0) = (Ψ11(z, ψ0), . . . ,Ψ1l(z, ψ0))> ∈ Rl,

Ψ2(z, ψ0) = (Ψ21(z, ψ0), . . . ,Ψ2q(z, ψ0))> ∈ Rq,

tel que pour tout j = 1, . . . , k + 1, E(||Ψ(Zj, ψ0)||2+δ) < ∞, et pour tout x ∈ R,

Ω(x) = (Ω1(x),Ω2(x))> ∈ R2 tel que
∫
R
||Ω(x)||2+δf(x)dx <∞ et

∫
R

Ω(x)f(x)dx =

0 ∈ R2.

Remarque 6. Les fonctions Ψ et Ω dans l’égalité de Bahadur ne sont pas explicitées
car elles dépendent des fonctions T et V . Cependant, (B4) est vérifiée par les estimateurs
classiques comme l’estimateur du maximum de vraisemblance et celui des moindres carrés,
pour les modèles usuels.

Soit pour tout j = 1, . . . , k + 1, pour tout i = 1, 2, 3

χi,j =

∫
Rp
ϑi(x)dFj(x).

Soit pour tout ψ = (ρ>, θ>)> ∈ Θ× Θ̃ et (γ, β) ∈ Rk+1 × Rk+1,

Λn(ψ, γ, β) =
n∑
t=1

log

{
f

[
εt

(
ψ, γ +

β√
n

)]}
− log{f [εt(ψ, γ)]}.

Avec cette définition, le logarithme du rapport de vraisemblance de H0 contre H(n)
β c’est

Λn(ψ0, γ0, β).

On a les propriétés suivantes pour ψn :
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Proposition 3.3.1. Sous (A′), (A0)-(A5) et sous les conditions données dans (B4), on a,
i) Sous H0, √

n(ψn − ψ0)
Loi−→ N (0,Σ),

ii) Sous H(n)
β ,

√
n(ψn − ψ0)

Loi−→ N (ν,Σ),

où

ν :=

∫
R

Ω(x)φf (x)f(x)dx
k+1∑
j=1

αjβj

∫
Rp

Ψ(x, ψ0)

σ(x, θ0)
dFj(x),

Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
,

avec

Σ11 :=

∫
R

Ω2
1(x)f(x)dx

k+1∑
j=1

αj

∫
Rp

Ψ1(x, ψ0)Ψ>1 (x, ψ0)dFj(x),

Σ12 :=

∫
R

Ω1(x)Ω2(x)f(x)dx
k+1∑
j=1

αj

∫
Rp

Ψ1(x, ψ0)Ψ>2 (x, ψ0)dFj(x),

Σ21 :=

∫
R

Ω1(x)Ω2(x)f(x)dx
k+1∑
j=1

αj

∫
Rp

Ψ>1 (x, ψ0)Ψ2(x, ψ0)dFj(x),

Σ22 :=

∫
R

Ω2
2(x)f(x)dx

k+1∑
j=1

αj

∫
Rp

Ψ2(x, ψ0)Ψ>2 (x, ψ0)dFj(x).

Démonstration. i) Soit pour tout 1 ≤ j ≤ n,

Ln,j = n−
1
2

j∑
t=1

(Ψ1(Zt−1, ψ0)Ω1(εt(ψ0, γ0)),Ψ2(Zt−1, ψ0)Ω2(εt(ψ0, γ0))) + oP (1),

et η = (η>1 , η
>
2 )> ∈ Rl+q tel que η1 = (η1

1, . . . , η
I
1)> et η2 = (η1

2, . . . , η
J
2 )>.

On constate que pour tout n ≥ 1 et 1 ≤ j ≤ n,

η>Ln,j = n−
1
2

j∑
t=1

at(η),

où

at(η) =
2∑
`=1

η>` Ψ`(Zt−1, ψ0)Ω`[εt(ψ0, γ0)].

Il est facile de voir que, pour tout j = 1, . . . , n, η>Ln,j est centré. Nous montrons d’abord
que {(η>Ln,j, Gj), j = 1, . . . , n} est une suite de martingales.
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En effet, soient j1, j2 ∈ Z tels que j1 < j2 on a :

E(η>Ln,j2|Gj1) = E(η>Ln,j1|Gj1) + n−
1
2

j2∑
t=j1+1

E[at(η)|Gj1 ]

= η>Ln,j1 + n−
1
2

j2∑
t=j1+1

2∑
`=1

E[η>Ψ`(Zt−1, ψ0)Ω`[εt(ψ0, γ0)]|Gj1 ]

= η>Ln,j1 + n−
1
2

j2∑
t=j1+1

2∑
`=1

E[η>Ψ`(Zt−1, ψ0)]E{Ω`[εt(ψ0, γ0)]}.

Or, pour tout ` = 1, 2 et t ∈ Z, E{Ω`[εt(ψ0, γ0)]} = 0. Par suite, E(η>Ln,j2|Gj1) = η>Ln,j1 .

On a aussi
n∑
t=1

E{[n−
1
2at(η)]2|Gt−1} =

1

n

n∑
t=1

E[a2
t (η)|Gt−1]. (3.3)

En remplaçant a2
t (η) par son expression, on obtient

n∑
t=1

E{[n−
1
2at(η)]2|Gt−1}

=
1

n

n∑
t=1

E

( 2∑
`=1

η>` Ψ`(Zt−1, ψ0)Ω`[εt(ψ0, γ0]

)2 ∣∣∣Gt−1


=

1

n

n∑
t=1

E
[(
η>1 Ψ1(Zt−1, ψ0)Ω1[εt(ψ0, γ0] + η>2 Ψ2(Zt−1, ψ0)Ω2[εt(ψ0, γ0)]

)2
∣∣∣Gt−1

]
.

En développant cette expression et en utilisant le fait que pour tout t ∈ Z, εt est indé-
pendante à Gt−1, on a

n∑
t=1

E{[n−
1
2at(η)]2|Gt−1} =

1

n

n∑
t=1

[η>1 Ψ1(Zt−1, ψ0)]2E
{

Ω2
1[εt(ψ0, γ0]

}
+

1

n

n∑
t=1

[η>2 Ψ2(Zt−1, ψ0]2E
{

Ω2
2[εt(ψ0, γ0]

}
+

1

n

n∑
t=1

η>1 Ψ1(Zt−1, ψ0)η>2 Ψ2(Zt−1, ψ0)

× E
{

Ω1[εt(ψ0, γ0)]Ω2[εt(ψ0, γ0)]
}
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=
k+1∑
j=1

nj(n)

n

1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

(η>1 Ψ1(Zt−1, ψ0))2E
{

Ω2
1[εt(ψ0, γ0]

}

+
k+1∑
j=1

nj(n)

n

1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

[η>2 Ψ2(Zt−1, ψ0)]2E
{

Ω2
2[εt(ψ0, γ0)]

}

+ 2
k+1∑
j=1

nj(n)

n

1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

η>1 Ψ1(Zt−1, ψ0)η>2 Ψ2(Zt−1, ψ0)

× E
{

Ω1[εt(ψ0, γ0)]Ω2[εt(ψ0, γ0)]
}

= S(1)
n + S(2)

n + S(3)
n .

D’après le théorème ergodique,

S(1) p.s.−→
k+1∑
j=1

αj

∫
Rp

[η>1 Ψ1(x, ψ0)]2dFj(x)

∫
R

Ω2
1(x)f(x)dx <∞,

S(2)
n

p.s.−→
k+1∑
j=1

αj ∈Rp t[η>2 Ψ2(x, ψ0)]2dFj(x)

∫
R

Ω2
2(x)f(x)dx <∞,

et

S(3)
n

p.s.−→ 2
k+1∑
j=1

αj

∫
Rp
η>1 Ψ1(x, ψ0)η>2 Ψ2(x, ψ0)dFj(x)

∫
R

Ω1(x)Ω2(x)f(x)dx <∞.

Ainsi,
n∑
t=1

E[(n−
1
2at(η))2|Gt−1]

p.s.−→ ξ,

avec

ξ :=
k+1∑
j=1

αj

{∫
R

Ω2
1(x)f(x)dx

∫
Rp

[η>2 Ψ1(x, ψ0)]2dFj(x)

+

∫
R

Ω2
2(x)f(x)dx

∫
Rp

[η>1 Ψ2(x, ψ0)]2dFj(x)

+

∫
R

Ω1(x)Ω2(x)f(x)dx

∫
Rp
η>1 Ψ1(x, ψ0)η>2 Ψ2(x, ψ0)dFj(x)

}
.

Maintenant on montre la condition de Lindeberg :
Soit ε > 0, par l’inégalité de Hölder conditionnelle, on a

n∑
t=1

E
{

[n−
1
2at(η)]21

|n−
1
2 at(η)|>ε

|Gt−1

}
≤

n∑
t=1

E
2
3

{
|n−

1
2at(η)|3|Gt−1

}
E

1
3

[
1
|n−

1
2 at(η)|>ε

|Gt−1

]
=

n∑
t=1

E
2
3

{
|n−

1
2at(η)|3|Gt−1

}
P

1
3

[
|n−

1
2at(η)| > ε|Gt−1

]
.
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D’après l’inégalité de Markov conditionnelle, on a
n∑
t=1

E
{

[n−
1
2at(η)]21

|n−
1
2 at(η)|>ε

|Gt−1

}

≤
n∑
t=1

E
2
3

{
|n−

1
2at(η)|3|Gt−1

} E 1
3

[
|n− 1

2at(η)|3 > ε|Gt−1

]
ε
1
3

≤ Cst× n−
3
2

n∑
t=1

E
2
3

{
|at(η)|3|Gt−1

}
E

1
3

[
|at(η)|3 > ε|Gt−1

]
.

Puisque

[at(η)]3 ≤ Cst

2∑
`=1

||η>` Ψ`(Zt−1, ψ0)||3|Ω`[εt(ψ0, γ0)]|3,

on a
n∑
t=1

E
{

[n−
1
2at(η)]21

|n−
1
2 at(η)|>ε

|Gt−1

}
≤ Cst.n−

3
2

n∑
t=1

2∑
`=1

||η>` Ψ`(Zt−1, ψ0)||3E{|Ω`[εt(ψ0, γ0)]|3}

= Cst
1√
n

2∑
`=1

k+1∑
j=1

nj(n)

n

1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

||η>` Ψ`(Zt−1, ψ0)||3

× E{|Ω`[εt(ψ0, γ0)]|3}.

D’après le théorème ergodique, lorsque n→∞,

1√
n

2∑
`=1

k+1∑
j=1

nj(n)

n

1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

||η>` Ψ`(Zt−1, ψ0)||3E{|Ω`[εt(ψ0, γ0)]|3}

p.s.−→ 0×
2∑
`=1

k+1∑
j=1

αjE
[
||η>` Ψ`(Zt−1, ψ0)||3

] ∫
R
|Ω`(x)|3f(x)dx = 0.

D’après corollaire 3.1 de Hall et Heyde (1980), sous H0, lorsque n→∞,

η>
√
n(ψn − ψ0)

Loi−→ N (0, ξ).

Ce qui implique que, sous H0, lorsque n→∞,
√
n(ψn − ψ0)

Loi−→ N (0,Σ),

où

Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
,
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avec Σ11, Σ12, Σ21 et Σ22 définies dans l’énoncé de la proposition.
ii) On sait que, sous H0, √

n(ψn − ψ0)
Loi−→ N (0,Σ),

Λn(ψ0, γ0, β)
Loi−→ N

(
−1

2
µ(ψ0, γ0, β), µ(ψ0, γ0, β)

)
,

avec

µ(ψ0, γ0, β) =
k+1∑
j=1

αjβ
2
jµj,2(γ0, ψ0),

µj,2(γ0, ψ0) = I(f)

∫
Rp

1

σ2(x, θ0)
dFj(x), j = 1, . . . , k + 1.

Soit Sn =
√
n(ψn − ψ0). Alors, sous H0, (S>n ,Λn(ψ0, γ0, β))> suit asymptotiquement une

loi normale d’espérance
(
0>,−µ(ψ0, β)/2

)> et de vecteur de covariance :

lim
n→∞

Cov(Sn,Λn(ψ0, γ0, β)) = lim
n→∞

Cov

(
Sn,∆n(ψ0, γ0, β)− 1

2
µ(ψ0, β)

)
= lim

n→∞
Cov (Sn,∆n(ψ0, γ0, β)).

En remplaçant ∆n(ψ0, γ0, β) par son expression, on a

Cov(Sn,Λn(ψ0, γ0, β))

= Cov

{
Sn,

1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ(Zt−1, θ0)
φf [εt(ψ0, γ0)]

}

=
1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)Cov

{
Sn,

φf [εt(ψ0, γ0)]

σ(Zt−1, θ0)

}
=

1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

{
E
[
Sn
φf [εt(ψ0, γ0)]

σ(Zt−1, θ0)

]
− E(Sn)E

[
φf [εt(ψ0, γ0)]

σ(Zt−1, θ0)

]}
=

1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)E
{
Sn
φf [εt(ψ0, γ0)]

σ(Zt−1, θ0)

}
− 1√

n

n∑
t=1

β>ω(t)E(Sn)E
{
φf [εt(ψ0, γ0)]

σ(Zt−1, θ0)

}
= C1n + C2n.

Puisque E{φf [εt(ψ0, γ0)]} = 0, t ∈ Z, alors C2n = 0, ∀n.

C1n =
1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)E
{
Sn
φf [εt(ψ0, γ0)]

σ(Zt−1, θ0)

}
=

1

n

n∑
t=1

β>ω(t)
n∑
j=1

E
{

Ψ(Zj−1, ψ0)Ω[εj(ψ0, γ0)]
φf [εt(ψ0, γ0)]

σ(Zt−1, θ0)

}

=
1

n

n∑
t=1

β>ω(t)E
{

Ψ(Zt−1, ψ0)Ω[εt(ψ0, γ0)]
φf [εt(ψ0, γ0)]

σ(Zt−1, θ0)

}
+

1

n

n∑
t,s=1,t6=s

β>ω(t)E
{

Ψ(Zs−1, ψ0)Ω[εs(ψ0, γ0)]
φf [εt(ψ0, γ0)]

σ(Zt−1, θ0)

}
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Le deuxième terme de la dernière égalité est nul. En effet, puisque pour tout t ∈ Z, les εt
sont indépendantes et εt indépendante de Gt−1 = σ(Z1, . . . , Zt), alors,

1

n

n∑
t,s=1,t 6=s

β>ω(t)E
{

Ψ(Zs−1, ψ0)Ω[εs(ψ0, γ0)]
φf [εt(ψ0, γ0)]

σ(Zt−1, θ0)

}

=
1

n

n∑
t,s=1,t 6=s

β>ω(t)E
[

Ψ(Zs−1, ψ0)

σ(Zt−1, θ0)

]
E
{

Ω[εs(ψ0, γ0)]
}
E
{
φf [εt(ψ0, γ0)]

}
= 0

car pour tout t ∈ Z, E
{

Ω[εt(ψ0, γ0)]
}

= 0 et pour tout t ∈ Z, E
{
φf [εt(ψ0, γ0)]

}
= 0.

Donc

Cov(Sn,Λn(ψ0, γ0, β)) =

∫
R

Ω(x)φf (x)f(x)dx
1

n

n∑
t=1

β>ω(t)E
(

Ψ(Zt−1, ψ0)

σ(Zt−1, θ0)

)

=

∫
R

Ω(x)φf (x)f(x)dx
k+1∑
j=1

nj(n)

n

βj
nj(n)

tj∑
t=tj−1

E
(

Ψ(Zt−1, ψ0)

σ(Zt−1, θ0)

)
.

Or, le membre de droite de l’égalité ci-dessus tend presque sûrement vers

∫
R

Ω(x)φf (x)f(x)dx
k+1∑
j=1

αjβj

∫
Rp

Ψ(x, ψ0)

σ(x, θ0)
dFj(x) <∞.

D’où, sous H0, lorsque n→∞,

Cov(Sn,Λn(ψ0, γ0, β))
p.s.−→ ν,

où ν =

∫
R

Ω(x)φf (x)f(x)dx
k+1∑
j=1

αjβj

∫
Rp

Ψ(x, ψ0)

σ(x, θ0)
dFj(x) <∞.

Ainsi, sous H0,(
Sn

Λn(ψ0, γ0, β)

)
loi−→ N

 0

−1

2
µ(ψ0, γ0, β)

 ,

(
Σ ν>

ν µ(ψ0γ0, , β)

) .

D’après troisième lemme de Le Cam, sous H(n)
β ,

Sn =
√
n(ψn − ψ0)

Loi−→ N (ν,Σ).
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3.3.1 Cas où γ0 est connue

Puisque pour tout ψ ∈ Rl+q et j = 1, . . . , k + 1, µj,2(ψ, γ0) dépend de Fj et ψ qui sont
inconnues, on estime µj,2(ψ0, γ0) par µ̂j,2(ψ̂n, γ0) défini pour tout j = 1, . . . , k + 1 par

µ̂j,2(ψ̂n, γ0) = I(f)
1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

σ2(Zt−1, θ̂n)
.

Donc, on prend

µ̂n(ψ̂n, γ0, β) =
k+1∑
j=1

α̂jβ
2
j µ̂j,2(ψ̂n, γ0), et $̂n(ψ̂n, γ0, β) = µ̂

1
2
n (ψ̂n, γ0, β),

où α̂j est un estimateur de αj = limn→∞ nj(n)/n, j = 1, . . . , k + 1. En pratique on peut
prendre α̂j = nj(n)/n.

Soit
Tn(ψN(n), γ0, β) =

∆n(ψN(n), γ0, β)

$̂n(ψN(n), γ0, β)
,

où {N(n)}n≥1 est une sous-suite de {1, . . . , n} telle que n/N(n) −→ 0 lorsque n→∞.

Proposition 3.3.2. Sous les hypothèses (A′), (A0)-(A5) et (B0)-(B4), pour tout estima-
teur consistant et asymptotiquement normal ψn de ψ0, on a pour tout n ≥ 1,

i)
∆n(ψ0, γ0, β) = ∆n(ψN(n), γ0, β) + oP (1),

ii)
$̂n(ψ̂n, γ0, β) −→ $(ψ0, γ0, β),

où {N(n)}n≥1 est une sous-suite de {1, . . . , n} telle que n/N(n) −→ 0 lorsque n→∞.

Démonstration. i) Par un développement de Taylor à l’ordre 2 au point ψn on a,

∆n(ψ0, γ0, β) = ∆n(ψn, γ0, β) + (ψ0 − ψn)>∂ψ∆n(ψn, γ0, β)

+
1

2
(ψ0 − ψn)>∂2

ψ∆n(ψ̃n, γ0, β)(ψ0 − ψn),

où ψ̃n comprise entre ψn et ψ0.

Montrons d’abord que pour tout ψ̃n entre ψn et ψ0,

(ψ0 − ψn)>∂2
ψ∆n(ψ̃n, γ0, β)(ψ0 − ψn) = oP (1).

On a,∣∣∣(ψ0 − ψn)>∂2
ψ∆n(ψ̃n, γ0, β)(ψ0 − ψn)

∣∣∣ ≤ ||
√
n(ψ0 − ψn)|| × 1√

n

∣∣∣∣∣∣∂2
ψ∆n(ψ̃n, γ0, β)

∣∣∣∣∣∣
M

× ||ψ0 − ψn||.
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Or, d’après la Proposition 3.3.1,
√
n(ψ0−ψn) converge en loi vers une loi normale et ψ0−ψn

tend vers zero en probabilité. Donc pour montrer que (ψ0−ψn)>∂2
ψ∆n(ψ̃n, γ0, β)(ψ0−ψn) =

oP (1), il suffit de montrer que
∣∣∣∣∣∣∂2

ψ∆n(ψ̃n, γ0, β)
∣∣∣∣∣∣
M

/√
n converge en probabilité vers une

variable aléatoire positive.
Pour tout (ψ, γ, β) ∈ Rl+q × Rk+1 × Rk+1, on définit

Dn(ψ, γ, β) =
1√
n
∂2
ψ∆n(ψ, γ, β) =

(
Dn,1,1(ψ, γ, β) Dn,1,2(ψ, γ, β)

Dn,2,1(ψ, γ, β) Dn,2,2(ψ, γ, β)

)
,

où

Dn,1,1(ψ, γ, β) :=
1√
n
∂2
ρ∆n(ψ, γ, β),

Dn,1,2(ψ, γ, β) :=
1√
n
∂2
ρθ∆n(ψ, γ, β),

Dn,2,1(ψ, γ, β) :=
1√
n
∂2
θρ∆n(ψ, γ, β),

Dn,2,2(ψ, γ, β) :=
1√
n
∂2
θ∆n(ψ, γ, β),

et pour tout ψ = (ρ>, θ>)> ∈ Θ× Θ̃, on a

∆n(ψ, γ0, β) =
1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ(Zt−1, θ)
φf [εt(ψ, γ0)].

On rappelle que pour tout t = 1, . . . , n, γ ∈ Rk+1 et ψ = (ρ>, θ>)> ∈ Θ× Θ̃,

εt(ψ, γ) =
Xt −m(Zt−1, ρ)− γ>ω(t)

σ(Zt−1, θ)
.

D’où, pour tout t = 1, . . . , n, γ ∈ Rk+1 et ψ = (ρ>, θ>)> ∈ Θ× Θ̃,

∂ρεt(ψ, γ) = − 1

σ(Zt−1, θ)
∂m(Zt−1, ρ)

et
∂θεt(ψ, γ) = −∂σ(Zt−1, θ)

σ(Zt−1, θ)
εt(ψ, γ).

Ainsi,

∂ρ∆n(ψ, γ0, β) =
1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ(Zt−1, θ)
φ′f [εt(ψ, γ0)]

∂εt(ψ, γ0)

∂ρ

= − 1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ)
∂m(Zt−1, ρ)φ′f [εt(ψ, γ0)] (3.4)
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et

∂θ∆n(ψ, γ0, β) =
1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ)

×
{
σ(Zt−1, θ)φ

′
f [εt(ψ, γ0)]

∂εt(ψ, γ0)

∂θ
− ∂σ(Zt−1, θ)φf [εt(ψ, γ0)]

}
= − 1√

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ)
φ′f [εt(ψ, γ0)]∂σ(Zt−1, θ)εt(ψ, γ0) (3.5)

− 1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ)
∂σ(Zt−1, θ)φf [εt(ψ, γ0)].

Étude du comportement asymptotique de Dn,1,1(ψ̃n, γ0, β)

Pour tout ψ ∈ Θ× Θ̃, on a

∂2
ρ∆n(ψ, γ0, β) =

∂

∂ρ

(
∂∆n(ψ, γ0, β)

∂ρ

)
=

∂

∂ρ

{
− 1√

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ)
∂ρm(Zt−1, ρ)φ′f [εt(ψ, γ0)]

}

= − 1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ)

{
∂2
ρm(Zt−1, ρ)φ′f [εt(ψ, γ0)]

+ ∂ρεt(ψ, γ̃n)φ′′f [εt(ψ, γ0]∂ρm(Zt−1, ρ)
}

= − 1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ)
∂2
ρm(Zt−1, ρ)φ′f (εt(ψ, γ0))

+
1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ3(Zt−1, θ)
∂ρm(Zt−1, ρ) (∂ρm(Zt−1, ρ))> φ′′f [εt(ψ, γ0)].

On remplace ψ par ψ̃n dans ∂2
ρ∆n(ψ, γ0, β) et on le multiplie par 1/

√
n. On a

Dn,1,1(ψ̃n, γ0, β) = − 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ̃n)
∂2
ρm(Zt−1, ρ̃n)φ′f [εt(ψ̃n, γ0)]

+
1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ3(Zt−1, θ̃n)
∂ρm(Zt−1, ρ̃n) (∂ρm(Zt−1, ρ̃n))> φ′′f [εt(ψ̃n, γ0)]

= ∆n1 + ∆n2.

On a

|∆n1| ≤
1

τ 2

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ(Zt−1)|φ′f [εt(ψ̃n, γ0)]|.

Et puisque φ′f est lipschitzienne, alors∣∣∣φ′f [εt(ψ̃n, γ0)]
∣∣∣ ≤ ∣∣∣φ′f [εt(ψ̃n, γ0))]− φ′f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣∣+ |φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

≤ cφ

∣∣∣εt(ψ̃n, γ0)− εt(ψ0, γ0)
∣∣∣+ |φ′f [εt(ψ0, γ0)]|. (3.6)
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Pour majorer φ′f [εt(ψ̃n, γ0)], on a besoin de majorer εt(ψ̃n, γ0) − εt(ψ0, γ0). Pour cela, on
a, pour tout γ ∈ Rk+1,

εt(ψn, γ)− εt(ψ0, γ) =
Xt −m(Zt−1, ρn)− γ>ω(t)

σ(Zt−1, θn)
− εt(ψ0, γ).

En ajoutant et retranchant m(Zt−1, ρ0)σ−1(Zt−1, θn), on a

εt(ψn, γ)− εt(ψ0, γ) =
Xt −m(Zt−1, ρ0)− γ>ω(t)

σ(Zt−1, θn)
+
m(Zt−1, ρ0)−m(Zt−1, ρn)

σ(Zt−1, θn)

− εt(ψ0, γ).

En multipliant et en divisant le premier terme de l’égalité précédente par σ(Zt−1, θ0), on
obtient,

εt(ψn, γ)− εt(ψ0, γ) = εt(ψ0, γ)
σ(Zt−1, θ0)

σ(Zt−1, θn)
+
m(Zt−1, ρ0)−m(Zt−1, ρn)

σ(Zt−1, θn)
− εt(ψ0, γ)

=

[
σ(Zt−1, θ0)

σ(Zt−1, θn)
− 1

]
εt(ψ0, γ) +

m(Zt−1, ρ0)−m(Zt−1, ρn)

σ(Zt−1, θn)
.

Par un développement de Taylor à l’ordre 1 de la fonction m(Zt−1, .) au point ρ0, on a

εt(ψn, γ)− εt(ψ0, γ) =

[
σ(Zt−1, θ0)

σ(Zt−1, θn)
− 1

]
εt(ψ0, γ) + (ρ0 − ρn)>

∂ρm(Zt−1,
·
ρn)

σ(Zt−1, θn)
,

où ·
ρn compris entre ρn et ρ0.

Ce qui implique que pour tout γ ∈ Rk+1,

εt(ψn, γ)− εt(ψ0, γ) =
σ(Zt−1, θ0)− σ(Zt−1, θn)

σ(Zt−1, θn)
εt(ψ0, γ) + (ρ0 − ρn)>

∂ρm(Zt−1,
·
ρn)

σ(Zt−1, θn)
.

Encore une fois, par un développement de Taylor à l’ordre 1 de la fonction σ(Zt−1, .) au
point θ0, on a, pour tout γ ∈ Rk+1,

εt(ψn, γ)− εt(ψ0, γ) = (θ0 − θn)>
∂θσ(Zt−1,

·
θn)

σ(Zt−1, θn)
εt(ψ0, γ) + (ρ0 − ρn)>

∂ρm(Zt−1,
·
ρn)

σ(Zt−1, θn)
,(3.7)

où
·
ψn = (

·
ρn,

·
θn) est comprise entre ψn = (ρn, θn) et ψ0 = (ρ0, θ0).

Maintenant, revenant à l’inégalité (3.6), en majorant εt(ψ̃n, γ0)− εt(ψ0, γ0), on obtient,∣∣∣φ′f (εt(ψ̃n, γ0))
∣∣∣ ≤ cφ

[
||θ0 − θ̃n||

||∂θσ(Zt−1, θ̂n)||
σ(Zt−1, θ̃n)

|εt(ψ0, γ0)|

+ ||ρ0 − ρ̃n||
||∂ρm(Zt−1, ρ̂n)||
σ(Zt−1, θ̃n)

]
+ |φ′f (εt(ψ0, γ0))|, (3.8)
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avec ψ̂n comprise entre ψ̃n et ψ0.

En utilisant l’hypothèse (B0), il s’en suit que∣∣∣φ′f [εt(ψ̃n, γ0)]
∣∣∣ ≤ Cst||θ0−θn||ϑ(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|+Cst||ρ0−ρn||ϑ(Zt−1)+ |φ′f [εt(ψ0, γ0)]|.

D’où,

|∆n1| ≤ Cst||θ0 − θn||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

+ Cst||ρ0 − ρn||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)

+ Cst
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ(Zt−1)|φ′f [εt(ψ0, γ0)]|. (3.9)

D’après le théorème ergodique,

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)| =
k+1∑
j=1

nj(n)

n

|βj|
nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

p.s.−→
k+1∑
j=1

αj|βj|χ2,jE(|ε1(ψ0, γ0)|) <∞.

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1) =
k+1∑
j=1

nj(n)

n

|βj|
nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ2(Zt−1)
p.s.−→

k+1∑
j=1

αj|βj|χ2,j <∞,

et

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ(Zt−1)|φ′f [εt(ψ0, γ0)]| =
k+1∑
j=1

nj(n)

n

|βj|
nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ(Zt−1)|φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

p.s.−→
k+1∑
j=1

αj|βj|χ1,j

∫
R
|φ′f (x)|f(x)dx <∞.

Puisque ||ρ0 − ρn|| et ||θ0 − θn|| tend vers 0 en probabilité, alors, le membre de droite de
l’inégalité (3.9) converge en probabilité vers

a =
k+1∑
j=1

αj|βj|χ2,jE(|ε1(ψ0, γ0)|) +
k+1∑
j=1

αj|βj|χ1,j

∫
R
|φ′f (x)f(x)dx+

k+1∑
j=1

αj|βj|χ2,j <∞.

Donc ∆1n converge en probabilité vers une limite dans l’intervalle [−a, a]. Ce qui implique
que Λ1n est tendue.
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Pour la convergence de ∆n2, sous les hypothèses (B0) et le fait que φ′′f est bornée, on peut
remarquer que

|∆n2| ≤ Cst
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1).

Or, par le théorème ergodique,

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1) =
k+1∑
j=1

nj(n)

n

|βj|
nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ2(Zt−1)
p.s.−→ b =

k+1∑
j=1

αj|βj|χ2,j <∞.

Ce qui implique que ∆n2 tend en probabilité vers une limite finie qui est dans l’intervalle
[−b, b]. On peut donc conclure que Dn,1,1(ψ̃n, γ0, β) converge en probabilité vers une limite
finie appartenant à l’intervalle [−(a+ b), a+ b].

Étude du comportement asymptotique de Dn,2,2(ψ̃n, γ0, β)

Pour tout ψ ∈ Θ× Θ̃, on a

∂2
θ∆n(ψ, γ0, β) =

∂

∂θ

(
∂∆n(ψ, γ0, β)

∂θ

)
= − 1√

n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂

∂θ

{
∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)
φ′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0))

}
− 1√

n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂

∂θ

{
∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)
φf [εt(ψ, γ0)]

}
. (3.10)

Or,

∂θ

{
∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)
φ′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0))

}
= ∂θ

[
∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)

]
φ′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0)) +

∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)

∂

∂θ

{
φ′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0))

}
=

1

σ4(Zt−1, θ)

{
∂2
θσ(Zt−1, θ)σ

2(Zt−1, θ)− 2σ(Zt−1, θ)∂θσ(Zt−1, θ)[∂θσ(Zt−1, θ)]
>}

× φ′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0)

+
∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)

{
φ′′f [εt(ψ, γ0)]∂θεt(ψ, γ̃n)εt(ψ, γ0) + ∂θεt(ψ, γ0)φ′f [εt(ψ, γ0)]

}
=

1

σ4(Zt−1, θ)

{
∂2
θσ(Zt−1, θ)σ

2(Zt−1, θ)− 2σ(Zt−1, θ)∂θσ(Zt−1, θ)[∂θσ(Zt−1, θ)]
>}

× φ′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0)

+
∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)

{
− ∂θσ(Zt−1, θ)

σ(Zt−1, θ)
ε2
t (ψ, γ̃n)φ′′f [εt(ψ, γ0)]

− ∂θσ(Zt−1, θ)

σ(Zt−1, θ)
φ′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0)

}
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=
1

σ4(Zt−1, θ)

{
∂2
θσ(Zt−1, θ)σ

2(Zt−1, θ)− 2σ(Zt−1, θ)∂θσ(Zt−1, θ)[∂θσ(Zt−1, θ)]
>}

× φ′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0)

− ∂θσ(Zt−1, θ)(∂θσ(Zt−1, θ))
>

σ3(Zt−1, θ)

{
ε2
t (ψ, γ0)φ′′f [εt(ψ, γ0)] + εt(ψ, γ0)φ′f [εt(ψ, γ0)]

}
.

Et

∂θ

{
∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)
φf [εt(ψ, γ0)]

}
= ∂θ

[
∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)

]
φf [εt(ψ, γ0)] + φ′f [εt(ψ, γ0)]

∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)

∂εt
∂θ

(ψ, γ0)

=
1

σ4(Zt−1, θ)

{
∂2
θσ(Zt−1, θ)σ

2(Zt−1, θ)− 2σ(Zt−1, θ)∂θσ(Zt−1, θ)[∂θσ(Zt−1, θ)]
>}

× φf [εt(ψ, γ0)]− φ′f [εt(ψ, γ0)]
∂θσ(Zt−1, θ)[∂θσ(Zt−1, θ)]

>

σ3(Zt−1, θ)
εt(ψ, γ0).

On remplace

∂θ

{
∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)
φ′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0))

}
et

∂θ

{
∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)
φf [εt(ψ, γ0)]

}
par leurs expressions dans (3.10), et on obtient, pour tout ψ ∈ Θ× Θ̃,

∂2
θ∆n(ψ, γ0) = − 1√

n

n∑
t=1

β>ω(t)

{
∂2
θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)
− 2∂θσ(Zt−1, θ)[∂θσ(Zt−1, θ)]

>

σ3(Zt−1, θ)

}
× φ′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0)

− 1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂θσ(Zt−1, θ)[∂θσ(Zt−1, θ)]

>

σ3(Zt−1, θ)

{
φ′′f [εt(ψ, γ0)]ε2

t (ψ, γ0)

+ φ′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0)
}

− 1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

{
∂2
θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)
− 2∂θσ(Zt−1, θ)[∂θσ(Zt−1, θ)]

>

σ3(Zt−1, θ)

}
× φf [εt(ψ, γ0)]

+
1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂θσ(Zt−1, θ)[∂θσ(Zt−1, θ)]

>

σ3(Zt−1, θ)
φ′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0).

On remplace ψ par ψ̃n dans ∂2
θ∆n(ψ, γn) et on le multiplie par 1

/√
n, on a

Dn,2,2(ψ̃n, γ0, β) =
1

n

n∑
t=1

β>ω(t)φ′f [εt(ψ̃n, γ0)]εt(ψ̃n, γ0)

×

{
4∂θσ(Zt−1, θ̃n)[∂θσ(Zt−1, θ̃n)]>

σ3(Zt−1, θ̃n)
− ∂2

θσ(Zt−1, θ̃n)

σ2(Zt−1, θ̃n)

}
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+
1

n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂θσ(Zt−1, θ̃n)(∂θσ(Zt−1, θ̃n))>

σ3(Zt−1, θ̃n)
φ′′f [εt(ψ̃n, γ0)]ε2

t (ψ̃n, γ0)

+
1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

{
2∂θσ(Zt−1, θ̃n)[∂θσ(Zt−1, θ̃n)]>

σ3(Zt−1, θ̃n)
− ∂2

θσ(Zt−1, θ̃n)

σ2(Zt−1, θ̃n)

}
× φf [εt(ψ̃n, γ0)]

= ∆n3 + ∆n4 + ∆n5.

Pour étudier la convergence de ∆n3, ∆n4 et ∆n5, nous avons besoin de quelques inégalités
préliminaires. Elles concernent la majoration de φ′f [εt(ψ̃n, γ0)], εt(ψ̃n, γ0) et φf [εt(ψ̃n, γ0)]

par des quantités appropriées.
Commençons par φ′f [εt(ψ̃n, γ0)].
On a ∣∣∣φ′f [εt(ψ̃n, γ0)]

∣∣∣ ≤ ∣∣∣φ′f [εt(ψ̃n, γ0)]− φ′f [εt(ψ0, γ0)]
∣∣∣+
∣∣φ′f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣ .
En utilisant le fait que φ′f est lipschitzienne, on a∣∣∣φ′f [εt(ψ̃n, γ0)]

∣∣∣ ≤ cφ

∣∣∣εt(ψ̃n, γ0)− εt(ψ0, γ0)
∣∣∣+
∣∣φ′f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣ .
Á l’aide de l’égalité (1.7), on a∣∣∣φ′f [εt(ψ̃n, γ0)]

∣∣∣ ≤ Cst||θ0 − θn||ϑ(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|+ Cst||ρ0 − ρn||ϑ(Zt−1)

+ |φ′f [εt(ψ0, γ0)]|. (3.11)

Trouvons une majoration pour |εt(ψ̃n, γ0)| :∣∣∣εt(ψ̃n, γ0)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣εt(ψ̃n, γ̃n)− εt(ψn, γ0)

∣∣∣+ |εt(ψn, γ0)|

≤ Cst||θ0 − θn||ϑ(Zt−1) |εt(ψn, γ0)|+ Cst||ρ0 − ρn||ϑ(Zt−1) + |εt(ψn, γ0)|

≤ Cst
[
||θ0 − θn||ϑ(Zt−1) + 1

]
|εt(ψn, γ0)|+ Cst||ρ0 − ρn||ϑ(Zt−1). (3.12)

Or,

|εt(ψn, γ0))| ≤ |εt(ψn, γ0))− εt(ψ0, γ0)|+ |εt(ψ0, γ0))|.

Une fois de plus, à l’aide de l’égalité (3.7), on a

|εt(ψn, γ0)| ≤ 1

τ
||θ0 − θn|| × ||∂σ(Zt−1, θ̃n)|| × |εt(ψ0, γ0)|+ 1

τ
||ρ0 − ρn||

× ||∂m(Zt−1, ρ̃n)||+ |εt(ψ0, γ0)|

≤ 1

τ
||θ0 − θn||ϑ(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|+ 1

τ
||ρ0 − ρn||ϑ(Zt−1) + |εt(ψ0, γ0))|.
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On majore |εt(ψn, γ0))| dans l’inégalité (3.12), on obtient∣∣∣εt(ψ̃n, γ0)
∣∣∣ ≤ Cst

[
||θ0 − θn||ϑ(Zt−1) + 1

][
||θ0 − θn||ϑ(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

+ ||ρ0 − ρn||ϑ(Zt−1) + |εt(ψ0, γ0)|
]

+ Cst||ρ0 − ρn||ϑ(Zt−1)

≤ Cst
[
||θ0 − θn|| × |εt(ψ0, γ0)|+ ||ρ0 − ρn||

]
ϑ(Zt−1)

+ Cst||θ0 − θn||2ϑ2(Zt−1)× |εt(ψ0, γ0)|

+ Cst||θ0 − θn|| × ||ρ0 − ρn||ϑ2(Zt−1) + Cst||θ0 − θn||ϑ(Zt−1)× |εt(ψ0, γ0)|

+ Cst |εt(ψ0, γ0)| . (3.13)

On déduit des inégalités précédentes que∣∣∣φ′f [εt(ψ̃n, γ0)]εt(ψ̃n, γ0)
∣∣∣ ≤ Cst||ρ0 − ρn|| × |εt(ψ0, γ0)|ϑ(Zt−1)

+ Cst||ρ0 − ρn|| × ||θ0 − θn||ϑ2(Zt−1) |εt(ψ0, γ0)|

+ Cst||ρ0 − ρn||2ϑ2(Zt−1)

+ Cst||θ0 − θn||3ϑ3(Zt−1)ε2
t (ψ0, γ0)

+ Cst||θ0 − θn||2 × ||ρ0 − ρn||ϑ3(Zt−1) |εt(ψ0, γ0)|

+ Cst||θ0 − θn||2ϑ2(Zt−1)ε2
t (ψ0, γ0)

+ Cst||θ0 − θn||ϑ(Zt−1)ε2
t (ψ0, γ0)

+ Cst||ρ0 − ρn||2||θ0 − θn||ϑ3(Zt−1)

+ Cst||ρ0 − ρn||ϑ(Zt−1)
∣∣φ′f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣
+ Cst||θ0 − θn||2ϑ2(Zt−1) |εt(ψ0, γ0)|

∣∣φ′f [εt(ψ0, γ0)]
∣∣

+ Cst||ρ0 − ρn|| × ||θ0 − θn||ϑ2(Zt−1)
∣∣φ′f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣
+ Cst||θ0 − θn||ϑ(Zt−1)) |εt(ψ0, γ0)|

∣∣φ′f [εt(ψ0, γ0)]
∣∣

+ Cst |εt(ψ0, γ0)| ×
∣∣φ′f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣ . (3.14)

Trouvons une majoration pour φf [εt(ψ̃n, γ0)]. On a :∣∣∣φf [εt(ψ̃n, γ0)]
∣∣∣ ≤ ∣∣∣φf [εt(ψ̃n, γ0)]− φf [εt(ψ0, γ0)]

∣∣∣+ |φf [εt(ψ0, γ0)]| .

Puisque φ′f est lipschitzienne, alors∣∣∣φf [εt(ψ̃n, γ0)]
∣∣∣ ≤ Cst

∣∣∣εt(ψ̃n, γ0)− εt(ψ0, γ0)
∣∣∣× ∣∣φ′f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣
+

1

2

∣∣∣εt(ψ̃n, γ0)− εt(ψ0, γ0)
∣∣∣2 ∣∣∣φ′′f [ε̃t(ψ̃n, γ0)]

∣∣∣+ |φf [εt(ψ0, γ0)]| ,

où ε̃t(ψ̃n, γ0) est comprise entre εt(ψ̃n, γ0) et εt(ψ0, γ0).

En majorant |εt(ψ̃n, γ0)− εt(ψ0, γ0)| par l’utilisation de (3.7) et en utilisant le fait que φ′′f
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est bornée on a :

|φf [εt(ψ̃n, γ0)]| ≤ Cst||θ0 − θn||ϑ(Zt−1) |εt(ψ0, γ0)| ×
∣∣φ′f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣
+ ||ρ0 − ρn||ϑ(Zt−1)

∣∣φ′f [εt(ψ0, γ0)]
∣∣

+ Cst||θ0 − θn||2ϑ2(Zt−1)ε2
t (ψ0, γ0)

+ Cst||ρ0 − ρn||2ϑ2(Zt−1) + |φf [εt(ψ0, γ0)]| . (3.15)

Ainsi, en utilisant les majorations ci-dessus, on a

|∆n3| ≤
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|
[

4

τ 3
ϑ2(Zt−1) +

1

τ 2
ϑ2(Zt−1)

]
|φ′f [εt(ψ̃n, γ0)]| × |εt(ψ̃n, γ0)|

≤ Cst||ρ0 − ρn|| × ||θ0 − θn||2
{

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ5(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

}

+ Cst||ρ0 − ρn||2
{

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ4(Zt−1)

}

+ Cst||ρ0 − ρn||

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

}

+ Cst||θ0 − θn|| × ||ρ0 − ρn||

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ4(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

}

+ Cst||θ0 − θn||3
{

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ5(Zt−1)ε2
t (ψ0, γ0)

}

+ Cst||θ0 − θn||2||ρ0 − ρn||

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ5(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

}

+ Cst||θ0 − θn||2
{

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ4(Zt−1)ε2
t (ψ0, γ0)

}

+ Cst||θ0 − θn||

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)ε2
t (ψ0, γ0))

}

+ Cst||ρ0 − ρn||2||θ0 − θn||

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ5(Zt−1)

}

+ Cst||ρ0 − ρn||

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)|φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

}

+ Cst||θ0 − θn||2
{

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ5(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)| × |φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

}
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+ Cst||ρ0 − ρn|| × ||θ0 − θn||

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ4(Zt−1)|φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

}

+ Cst||θ0 − θn||

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)||φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

}

+ Cst

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)| × |φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

}
.

L’application du théorème ergodique à chacun des termes entre accolades dans le membre
de droite de l’inégalité précédente montre que ces termes convergent presque sûrement
vers des limites finies. Du fait que ||ρ0 − ρn|| et ||θ0 − θn|| convergent en probabilité vers
0 on a facilement que

∆n3
P−→ 0.

Pour étudier la convergence de ∆n4, on utilise l’inégalité (3.13), on a

|∆n4| ≤ Cst
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|ε2
t (ψ̃n, γ0)

≤ Cst||θ0 − θn|| × ||ρ0 − ρn||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ4(Zt−1)

+ Cst||ρ0 − ρn||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)

+ Cst||θ0 − θn||2
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ4(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

+ Cst
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

+ Cst||θ0 − θn||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|.

Une fois de plus, on a par le théorème ergodique et le fait que ||ρ0 − ρn|| et ||θ0 − θn||
convergent en probabilité vers 0, que ∆n4 est majoré par une quantité qui converge en
probabilité vers 0, ce qui implique que ∆n4 converge en probabilité vers 0 et est tendue.
Étudions à présent la convergence de ∆n5. En procèdant comme précédemment, on a

|∆n5| ≤
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|
[ 2

τ 3
ϑ2(Zt−1) +

1

τ 2
ϑ2(Zt−1)

] ∣∣∣φf [εt[ψ̃n, γ0)]
∣∣∣

≤ Cst
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)
∣∣∣φf [εt(ψ̃n, γ0)]

∣∣∣.
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En utilisant l’inégalité (3.15), on obtient,

|∆n5| ≤ Cst||ρ0 − ρn||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)
∣∣φ′f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣
+ Cst||θ0 − θn||2

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ4(Zt−1)ε2
t (ψ0, γ0)

+ ||ρ0 − ρn||2
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ4(Zt−1) +
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1) |φf [εt(ψ0, γ0)]| .

Une fois de plus, en appliquant le théorème ergodique, du fait que ||ρ0− ρn|| et ||θ0− θn||
convergent en probabilité vers 0 et que

∫
R φf (x)f(x)dx = 0, il s’en suit que ∆n5 tend vers

aussi en probabilité vers 0. On conclut donc que Dn,2,2(ψ̃n, γ0, β) converge en probabilité
vers 0. Il est donc tendu.

Étude du comportement asymptotique de Dn,1,2(ψ̃n, γ0, β)

Commençons par une décomposition de Dn,1,2(ψ̃n, γ0, β) en des sommes de termes dont
nous étudions plus facilement le comportement asymptotique.
Pour tout ψ ∈ Θ× Θ̃, on a

∂2
ρθ∆n(ψ, γ0, β) =

∂

∂ρ

(
∂Λn(ψ, γ0, β)

∂θ

)
= − 1√

n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)

∂

∂ρ

{
φ′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0)

}
− 1√

n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)
φ′f [εt(ψ, γ0)]∂ρεt(ψ, γ0)

= − 1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂θσ(Zt−1, θ)

σ2(Zt−1, θ)

×
{
φ′′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0)∂ρεt(ψ, γ0) + ∂ρεt(ψ, γ0)φ′f [εt(ψ, γ0)]

}
+

1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂θσ(Zt−1, θ)

σ3(Zt−1, θ)
∂ρm(Zt−1, ρ)φ′f [εt(ψ, γ0)]

=
1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂θσ(Zt−1, θ)[∂ρm(Zt−1, ρ)]>

σ3(Zt−1, θ)

×
{
φ′′f [εt(ψ, γ0)]εt(ψ, γ0) + φ′f [εt(ψ, γ0)]

}
+

1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂θσ(Zt−1, θ)[∂ρm(Zt−1, ρ)]>

σ3(Zt−1, θ)
φ′f [εt(ψ, γ0)]
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=
2

n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂θσ(Zt−1, θ)[∂ρm(Zt−1, ρ)]>

σ3(Zt−1, θ)
φ′f [εt(ψ, γ0)]

+
1

n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂θσ(Zt−1, θ)[∂ρm(Zt−1, ρ)]>

σ3(Zt−1, θ)
εt(ψ, γ0)φ′′f [εt(ψ, γ0)].

Donc, en multipliant cette égalité par 1
/√

n et en remplaçant ψ par ψ̃n, il vient

Dn,1,2(ψ̃n, γ0, β) =
2

n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂θσ(Zt−1, θ̃n)[∂ρm(Zt−1, ρ̃n)]>

σ3(Zt−1, θ̃n)
φ′f [εt(ψ̃n, γ0)]

+
1

n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂θσ(Zt−1, θ̃n)[∂ρm(Zt−1, ρ̃n)]>

σ3(Zt−1, θ̃n)
εt(ψ̃n, γ0)φ′′f [εt(ψ̃n, γ0)]

= 2∆n6 + ∆n7.

Étudions la convergence de chacun de ces termes.
Commençons par ∆n6, en utilisant (3.11), on a :

|∆n6| ≤
1

τ 3

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|φ′f [εt(ψ̃n, γ0)]|

}

≤ Cst||θ0 − θn||

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

}

+ Cst||ρ0 − ρn||

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)

}

+ Cst

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

}
.

Comme dans les cas précédents, il est facile de voir que par le théorème ergodique, les
termes entre accolades dans le membre de droite de la dernière inégalité convergent presque
sûrement vers une limite finie c =

∑k+1
j=1 αj|βj|χ2,j

∫
R |φ

′
f (x)|f(x)dx <∞. Étant donné que

||ρ0− ρn|| et ||θ0− θn|| convergent en probabilité vers 0, ∆n6 converge en probabilité vers
une limite appartenant à l’intervalle [−c, c].
Pour le terme ∆n7, en utilisant l’inégalité (3.13), on a facilement les majorations suivantes :

|∆n7| ≤ Cst

(
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)εt(ψ̃n, γ0)

)
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≤ Cst||θ0 − θn|| × ||ρ0 − ρn||

(
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ4(Zt−1)

)

+ Cst||ρ0 − ρn||

(
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)

)

+ Cst||θ0 − θn||

(
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

)

+ Cst||θ0 − θn||2
(

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ4(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

)

+ Cst

(
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

)
.

Toujours par des arguments analogues à ceux déjà utilisés précédemment, par le théorème
ergodique et le fait que ||ρ0 − ρn|| et ||θ0 − θn|| convergent en probabilité vers 0, on peut
voir que ∆n7 converge en probabilité vers 0. Donc en conclusion, Dn,1,2(ψ̃n, γ0, β) converge
en probabilité vers une limite finie appartenant à [−d, d], où d = 2c <∞.
Pour l’étude de Dn,2,1(ψ̃n, γ0, β), on peut tout simplement observer que

Dn,1,2(ψ̃n, γ0, β) =
(
Dn,2,1(ψ̃n, γ0, β)

)>
.

En effet, pour tout ψ ∈ Θ× Θ̃, on a

∂2
θρ∆n(ψ, γ0, β) =

∂

∂θ

(
∂Λn(ψ, γ0, β)

∂ρ

)
=

∂

∂θ

{
− 1√

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ)
∂ρm(Zt−1, ρ)φ′f [εt(ψ, γ0)]

}

= − 1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂

∂θ

{
φ′f [εt(ψ, γ0)]

σ2(Zt−1, θ)

}
∂ρm(Zt−1, ρ)

=
1

n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂ρm(Zt−1, ρ)[∂θσ(Zt−1, θ)]

>

σ3(Zt−1, θ)
εt(ψ,γ0)φ′′f [εt(ψ, γ0)]

+
2

n

n∑
t=1

β>ω(t)
∂ρm(Zt−1, ρ)[∂θσ(Zt−1, θ)]

>

σ3(Zt−1, θ)
φ′f [εt(ψ, γ0)]

=

(
∂2∆n(ψ, γ0, β)

∂ρ∂θ

)>
.

On obtient à la fin que
∣∣∣∣∣∣∂2

ψ∆n(ψ̃n, γ0, β)
∣∣∣∣∣∣
M

/√
n converge en probabilité vers une variable

aléatoire positive. D’où,

(ψ0 − ψn)>∂2
ψ∆n(ψ̃n, γ0, β)(ψ0 − ψn) = oP (1).
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Retour à la démonstration de la proposition. D’après ce qui précède on a :

∆n(ψ0, γ0, β) = ∆n(ψn, γ0, β) + (ψ0 − ψn)>∂ψ∆n(ψn, γ0, β) + oP (1)

= ∆n(ψn, γ0, β) + (ψ0 − ψN(n))
>∂ψ∆n(ψn, γ0, β)

+ (ψN(n) − ψn)>∂ψ∆n(ψn, γ0, β) + oP (1).

On a facilement,

(ψ0 − ψN(n))
>∂ψ∆n(ψn, γ0, β) =

√
n(ψ0 − ψN(n))

> 1√
n
∂ψ∆n(ψn, γ0, β).

Or,
√
n(ψ0 − ψN(n))

> =
√
N(n)(ψ0 − ψN(n))

>
√
n√

N(n)
= oP (1).

Montrons à présent que ∂ψ∆n(ψn, γ0, β)
/√

n converge en probabilité vers un vecteur aléa-
toire.

Étude de ∂ρ∆n(ψn, γ0, β)
/√

n

On a

1√
n
∂ρ∆n(ψn, γ0, β) = − 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂ρm(Zt−1, ρn)φ′f [εt(ψn, γ̃n)]

= − 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂ρm(Zt−1, ρn)

{
φ′f [εt(ψn, γ0)]− φ′f [εt(ψ0, γ0)]

}
− 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂ρm(Zt−1, ρn)φ′f [εt(ψ0, γ0)]

= ∆(1)
n −∆(2)

n ,

où

∆(1)
n := − 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂ρm(Zt−1, ρn)

{
φ′f [εt(ψn, γ0)]− φ′f [εt(ψ0, γ0)]

}
∆(2)
n :=

1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂ρm(Zt−1, ρn)φ′f [εt(ψ0, γ0)].

Puisque φ′f est lipschitzienne, alors en utilisant (3.7), on a

∣∣∆(1)
n

∣∣ ≤ cφ
τ 2

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ(Zt−1) |εt(ψn, γ0)− εt(ψ0, γ0)|
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≤ Cst||θ0 − θn||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ(Zt−1)
||∂θσ(Zt−1, θ̃n)||
σ(Zt−1, θn)

|εt(ψ0, γ0)|

+ Cst||ρ0 − ρn||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ(Zt−1)
||∂ρm(Zt−1, ρ̃n)||
σ(Zt−1, θn)

≤ Cst||θ0 − θn||

(
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

)

+ Cst||ρ0 − ρn||

(
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)

)
= Cst||θ0 − θn||∆(11)

n + Cst||ρ0 − ρn||∆(12)
n ,

où

∆(11)
n :=

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|,

∆(12)
n :=

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1).

Le théorème ergodique entraîne que ∆
(12)
n

p.s.−→ 0 et

∆(12)
n =

k+1∑
j=1

nj(n)

n

|βj|
nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ2(Zt−1)
p.s.−→

k+1∑
j=1

αj|βj|χ2,j.

Par conséquent, lorsque n→∞,
∆(1)
n

P−→ 0.

Pour l’étude de la convergence de ∆
(2)
n , on utilise une simple majoration. On a

|∆(2)
n | = | 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂ρm(Zt−1, ρn)φ′f [εt(ψ0, γ0)]||

≤ 1

τ 2n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ(Zt−1)
∣∣φ′f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣.
D’après théorème ergodique,

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ(Zt−1)
∣∣φ′f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣ =
k+1∑
j=1

nj(n)

n

|βj|
nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ(Zt−1)
∣∣φ′f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣
p.s.−→

k+1∑
j=1

αj|βj|χ1,j

∫
R
|φ′f (x)|f(x)dx <∞.
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Donc ∆
(2)
n converge en probabilité vers une variable aléatoire. Ce qui implique que

∂ρ∆n(ψn, γn)
/√

n converge en probabilité vers une variable aléatoire.

Étude de ∂θ∆n(ψn, γ0, β)
/√

n

On a la décomposition ci-dessous :

1√
n
∂θ∆n(ψn, γ0, β) = − 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′f [εt(ψn, γ0)]∂θσ(Zt−1, θn)εt(ψn, γ0))

− 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂θσ(Zt−1, θn)φf [εt(ψn, γ0)]

= ∆(3)
n −∆(4)

n .

Nous étudions la convergence de ∆
(3)
n et ∆

(4)
n . Nous décomposons d’abord ∆

(3)
n en des

sommes de termes faciles à étudier.

∆(3)
n = − 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′f [εt(ψn, γ̃n)]∂θσ(Zt−1, θn)εt(ψn, γ0))

= − 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂θσ(Zt−1, θn)εt(ψn, γ0))

×
{
φ′f [εt(ψn, γ0)]− φ′f [εt(ψ0, γ0)] + φ′f [εt(ψ0, γ0)]

}
= − 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂θσ(Zt−1, θn)εt(ψn, γ0))

{
φ′f [εt(ψn, γ0)]− φ′f [εt(ψ0, γ0)]

}
− 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂θσ(Zt−1, θn)εt(ψn, γ0))φ′f [εt(ψ0, γ0)]

= ∆(31)
n −∆(32)

n ,

où

∆(31)
n := − 1

n

n∑
t=1

{
β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂θσ(Zt−1, θn)εt(ψn, γ̃n))

{
φ′f [εt(ψn, γ̃n)]− φ′f [εt(ψ0, γ̃n)]

}}
,

∆(32)
n :=

1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂θσ(Zt−1, θn)εt(ψn, γ0))φ′f [εt(ψ0, γ0)].

Commençons par l’étude de la convergence de ∆
(31)
n .

Puisque φ′f est lipschitzienne, alors

∣∣∆(31)
n

∣∣ ≤ cφ
τ 2

1

n

n∑
t=1

{
|β>ω(t)| × |εt(ψn, γ0))| × |εt(ψn, γ0)− εt(ψ0, γ0)|ϑ(Zt−1)

}
≤ Cst||θ0 − θn||

1

n

n∑
t=1

{
||β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψn, γ0)| × |εt(ψ0, γ0)|

}
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+ Cst||ρ0 − ρn||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψn, γ0)|.

Ainsi, d’après l’inégalité (1.7) on a

∣∣∆(31)
n

∣∣ ≤ Cst||θ0 − θn||2
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)|εt(ψ0, γ0))|2

+ Cst||ρ0 − ρn|| × ||θ0 − θn||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)

+ Cst||θ0 − θn||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)ε2
t (ψ0, γ0))

+ Cst||ρ0 − ρn||2
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)

+ Cst||ρ0 − ρn||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0))|.

D’après théorème ergodique,

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)ε2
t (ψ0, γ0) =

k+1∑
j=1

nj(n)

n

|βj|
nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ3(Zt−1)ε2
t (ψ0, γ0)

p.s.−→
k+1∑
j=1

αj|βj|χ2,j <∞,

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1) =
k+1∑
j=1

nj(n)

n

|βj|
nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ3(Zt−1)

p.s.−→
k+1∑
j=1

αj|βj|χ3,j <∞,

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|2 =
k+1∑
j=1

nj(n)

n

|βj|
nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|2

p.s.−→
k+1∑
j=1

αj|βj|χ2,jE[ε1(ψ0, γ0)2] <∞,

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1) =
k+1∑
j=1

nj(n)

n

|βj|
nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ3(Zt−1)

p.s.−→
k+1∑
j=1

αj|βj|χ3,j <∞,
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1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)| =
k+1∑
j=1

nj(n)

n

|βj|
nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

p.s.−→
k+1∑
j=1

αj|βj|χ2,jE[εt(ψ0, γ0)] <∞.

Et on sait que ||ρ0 − ρn||
P−→ 0 et ||θ0 − θn||

P−→ 0. Donc,

∆(31)
n

P−→ 0.

Étude du comportement asymptotique de ∆
(32)
n

On a

∆(32)
n =

1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂θσ(Zt−1, θn)εt(ψn, γ0))φ′f [εt(ψ0, γ0)].

Ce qui implique que

∣∣∆(32)
n

∣∣ ≤ Cst||θ0 − θn||
1

n

n∑
t=1

{
|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0))| × |φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

}
+ Cst||ρ0 − ρn||

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

+ Cst
1

n

n∑
t=1

{
|β>ω(t)|ϑ(Zt−1)|εt(ψ0, γ0))| × |φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

}
.

À l’aide du théorème ergodique et du fait que ||ρ0−ρn|| et ||θ0−θn|| convergent en proba-
bilité vers 0, ∆

(32)
n converge en probabilité vers une variable aléatoire. Alors, ∆

(3)
n converge

en probabilité vers une variable aléatoire.

Étude du comportement asymptotique de ∆
(4)
n

Par un développement de Taylor à l’ordre 2 de φf au voisinage de point εt(ψn, γ0) on a,

∆(4)
n =

1

n

n∑
t=1

{
β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂θσ(Zt−1, θn) [εt(ψn, γ0)− εt(ψ0, γ0)]φ′f [εt(ψ0, γ0)]

}
+

1

2n

n∑
t=1

{
β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂θσ(Zt−1, θn) [εt(ψn, γ0)− εt(ψ0, γ0)]2 φ′′f [ε̃t(ψn, γ0)]

}
+

1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂θσ(Zt−1, θn)φf [εt(ψ0, γ0)],

où ε̃t(ψn, γ0) est comprise entre εt(ψn, γ0) et εt(ψ0, γ0).
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On se rappelant que pour tout θ ∈ Θ̃ et z ∈ Rp, σ(z, θ) > τ > 0, on déduit que∣∣∆(4)
n

∣∣ ≤ 1

τ 2

1

n

n∑
t=1

{
|β>ω(t)|ϑ(Zt−1) |εt(ψn, γ0)− εt(ψ0, γ0)| × |φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

}
+

1

2τ 2

1

n

n∑
t=1

{
|β>ω(t)|ϑ(Zt−1) |εt(ψn, γ0)− εt(ψ0, γ0)|2 |φ′′f [ε̃t(ψn, γ0)]|

}
+

1

τ 2

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ(Zt−1)φf [εt(ψ0, γ0)].

En utilisant (3.7), on obtient la majoration suivante :∣∣∆(4)
n

∣∣ ≤ Cst||θ0 − θn||
1

n

n∑
t=1

{
|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)| × |φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

}
+ Cst||ρ0 − ρn||

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

+ Cst||θ0 − θn||2
1

n

n∑
t=1

{
|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)|φ′′f [ε̃t(ψn, γ̃n)]| × |εt(ψ0, γ0)|2

}
+ Cst||ρ0 − ρn||2

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)|φ′′f [ε̃t(ψn, γ̃n)]|

+
1

τ 2

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ(Zt−1)φf [εt(ψ0, γ0)].

Puisque φ′′f est bornée, on a la nouvelle majoration suivante :

∣∣∆(4)
n

∣∣ ≤ Cst||γ0 − γn||

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ(Zt−1)|φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

}

+ Cst||θ0 − θn||

{
1

n

n∑
t=1

{
|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)| × |φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

}}

+ Cst||ρ0 − ρn||

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|φ′f [εt(ψ0, γ0)]|

}

+ Cst||θ0 − θn||2
{

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|2
}

+ Cst||ρ0 − ρn||2
{

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ3(Zt−1)

}

+
1

τ 2

{
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ(Zt−1)φf [εt(ψ0, γ0)]

}
.

Une fois de plus, à l’aide du théorème ergodique et du fait que ||ρ0 − ρn|| et ||θ0 − θn||
convergent en probabilité vers 0, on a que Λ

(4)
n converge en probabilité vers une variable
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aléatoire. Par suite, ∂θ∆n(ψn, γ0, β)
/√

n converge en probabilité vers une vers une variable
aléatoire, et donc ∂ψ∆n(ψn, γ0, β)

/√
n converge en probabilité vers un vecteur aléatoire.

Nous venons ainsi de prouver que

(ψ0 − ψN(n))
>∂ψ∆n(ψn, γ0, β) =

√
n(ψ0 − ψN(n))

> 1√
n
∂ψ∆n(ψn, γ0, β) = oP (1).

Ce qui a pour conséquence que

∆n(ψ0, γ0, β) = ∆n(ψn, γ0, β) + (ψN(n) − ψn)>∂ψ∆n(ψn, γ0, β) + oP (1).

Lemme 3.3.1. Soit ψn un estimateur consistant et asymptotiquement normal de ψ0.
Alors, ψN(n) est asymptotiquement dans l’espace tangent à la courbe de ∆n(ψ, γ0, β) en
ψn, Γn défini comme suit :

Γn :=
{
x ∈ Rl+q,∆n(x, γ0, β) = ∆n(ψn, γ0, β) + (x− ψn)∂ψ∆n(ψn, γ0, β)

}
, (3.16)

où {N(n)}n≥1 est une sous-suite de {1, . . . , n} telle que n/N(n) −→ 0 lorsque n→∞.

Démonstration. Par un développement de Taylor à l’ordre 2 de ∆n(ψ, γ0, β) au voisinage
de point ψn on a,

∆n(ψN(n), γ0, β) = ∆n(ψn, γ0, β) + (ψN(n) − ψn)>∂ψ∆n(ψn, γ0, β)

+
1

2
(ψN(n) − ψn)>∂2

ψ∆n(ψ̃N(n), γ0, β)(ψN(n) − ψn),

où ψ̃N(n) est entre ψN(n) et ψn.
Pour montrer que ψN(n) est asymptotiquement dans Γn, il suffit de montrer que (ψN(n) −
ψn)>∂2

ψ∆n(ψ̃N(n), γ0, β)(ψN(n) − ψn) = oP (1).

On a,
√
n(ψN(n) − ψn) =

√
n(ψN(n) − ψ0) +

√
n(ψ0 − ψn)

=
√
N(n)(ψN(n) − ψ0)

√
n√

N(n)
+
√
n(ψ0 − ψn)

= oP (1) +
√
n(ψ0 − ψn).

Ce implique que
√
n(ψN(n) − ψn) converge en loi vers une loi normale. De plus,

ψN(n) − ψn = ψN(n) − ψ0 + ψ0 − ψn = oP (1) + oP (1) = oP (1).

Donc pour montrer que (ψN(n) − ψn)>∂2
ψ∆n(ψ̃N(n), γ0, β)(ψN(n) − ψn) = oP (1), il suffit de

montrer que ∂2
ψ∆n(ψ̃N(n), γ0, β)

/√
n converge en probabilité vers un vecteur aléatoire.

On a :

1√
n
∂2
ψ∆n(ψ̃N(n), γ0, β) =

1√
n

(
∂2
ρ∆n(ψ̃N(n), γ0, β) ∂2

ρθ∆n(ψ̃N(n), γ0, β)

∂2
θρ∆n(ψ̃N(n), γ0, β) ∂2

θ∆n(ψ̃N(n), γ0, β)

)
,
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où ψ̃N(n) est entre ψN(n) et ψn, {N(n)}n≥1 est une sous-suite de {1, . . . , n} et ψn un
estimateur asymptotiquement normal de ψ0.
On a facilement que

ψ̃N(n) − ψ0 = oP (1).

Ainsi, comme on a montré précédemment que
∣∣∣∣∣∣∂2

ψ∆n(ψ̃n, γ0, β)
∣∣∣∣∣∣
M

/√
n converge en pro-

babilité vers une variable aléatoire positive, où ψ̃n entre ψn et ψ0, on peut montrer égale-
ment que

∣∣∣∣∣∣∂2
ψ∆n(ψ̃N(n), γ0, β)

∣∣∣∣∣∣
M

/√
n converge en probabilité vers une variable aléatoire

positive. Par conséquent,

(ψN(n) − ψn)>∂2
ψ∆n(ψ̃N(n), γ0, β)(ψN(n) − ψn) = oP (1).

D’après le lemme précédent, ψN(n) est asymptotiquement dans Γn défini précédemment.
On prend donc x = ψN(n). On a alors

∆n(ψN(n), γn) = ∆n(ψn, γ0, β) + (ψN(n) − ψn)>∂ψ∆n(ψn, γ0, β) + oP (1).

Donc
∆n(ψ0, γ0, β) = ∆n(ψN(n), γ0, β) + oP (1).

ii) Pour tout β ∈ Rk+1, on a

µ̂n(ψ̂n, γ0, β)− µ(ψ0, γ0, β)

=
k+1∑
j=1

β2
j

[
α̂jµ̂j,2(ψ̂n, γ0)− αjµj,2(ψ0, γ0)

]
=

k+1∑
j=1

β2
j

[
(α̂j − αj)µ̂j,2(ψ̂n, γ0) + αj[µ̂j,2(ψ̂n, γ0)− µj,2(ψ0, γ0)]

]
=

k+1∑
j=1

β2
j

{
(α̂j − αj)[µ̂j,2(ψ̂n, γ0)− µj,2(ψ0, γ0)] + (α̂j − αj)µj,2(ψ0, γ0)

}
+

k+1∑
j=1

β2
j

{
αj[µ̂j,2(ψ̂n, γ0)− µj,2(ψ0, γ0)]

}
.

On a pour tout j = 1, . . . , k + 1, α̂j − αj −→ 0 lorsque n → ∞, et puisque la fonction
σ(., .) est continue et majorée par une constante finie, d’après le théorème de convergence
de Lebesgue, lorsque n→∞,

µ̂n(ψ̂n, γ0, β)− µ(ψ0, γ0, β) −→ 0.
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Théorème 3.3.1. (Optimalité)
Supposons que les hypothèses (A′), (A0)-(A5) et (B0)-(B4) sont satisfaites. Alors,

i. Sous H(n)
β , pour un seuil de signification α ∈ (0, 1), la puissance asymptotique du

test basé sur Tn(ψN(n), γ0, β) est 1 − Φ (uα −$(µ(ψ0, γ0, β))), où Φ est la fonction
de répartition de la loi normale centrée réduite et uα son quantile d’ordre 1− α.

ii. Le test basé sur Tn(ψN(n), γ0, β) est localement asymptotiquement optimal.

Démonstration. On a

Tn(ψN(n), γ0, β) =
∆n(ψN(n), γ0, β)

$̂n(ψN(n), β)

et lorsque n→∞,

µ̂n(ψN(n), γ0, β)) −→ µ(ψ0, γ0, β).

D’après la Proposition 3.3.2, on a, sous H0,

∆n(ψ0, γ0, β) = ∆n(ψN(n), γ0, β) + oP (1).

Donc, sous H0,

Tn(ψN(n), γ0, β) =
∆n(ψ0, γ0, β)

$̂n(ψN(n), γ0, β)
+

1

$̂n(ψN(n), γ0, β)
× oP (1)

=
∆n(ψ0, γ0, β)

$(ψ0, γ0, β)
× $(ψ0, γ0, β)

$̂n(ψN(n), γ0, β)
+

1

$̂n(ψN(n), γ0, β)
× oP (1)

Puisque sous H0, lorsque n → ∞, $̂n(ψN(n), γ0, β) −→ $(ψ0, γ0, β), par contiguïté, le
résultat reste valable sous H(n)

β . Par le Troisième lemme de Le Cam, sous H(n)
β , lorsque

n→∞,
∆n(ψ0, γ0, β)

$(ψ0, γ0, β)

loi−→ N ($(ψ0, γ0, β)), 1) .

Ce qui conduit à conclure que sous H(n)
β , lorsque n→∞,

Tn(ψN(n), γ0, γ0, β)
loi−→ N ($(ψ0, γ0, β)), 1) ,

et que la puissance locale asymptotique du test construit est conservée. Le remplacement
de ∆n(ψ0, γ0, β) par sa version estimée n’a pas d’effet sur cette puissance. Ainsi, les suites
de tests Tn(ψN(n), γ0, β) et Tn(ψ0, γ0, β) sont localement asymptotiquement équivalentes,
d’où l’optimalité du test.
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3.3.2 Cas où γ0 est inconnu

On peut d’abord remarquer que si γ̂0,n et γ̃n les estimateurs du maximum de vraisemblance

de γ0 et de γn = γ0 +
β√
n

respectivement, alors, on a

γ̃0,n = γ̂0,n +
β√
n
.

En effet, asymptotiquement, en probabilité : γ̃n = γ0 +
β√
n
. Or asymptotiquement, en

probabilité, on a γ̂0,n = γ0. D’où asymptotiquement, en probabilité, γ̃n = γ̂0,n +
β√
n
.

Proposition 3.3.3. Sous les hypothèses (A′), (A0)-(A5) et (B0)-(B4), pour tout estima-
teur consistant et asymptotiquement normal γ̂0,n de γ0, on a pour tout n ≥ 1,

∆n(ψ0, γ0, β) = ∆n(ψ0, γ̂0,N(n), β) + oP (1),

où {N(n)}n≥1 est une sous-suite de {1, . . . , n} telle que n/N(n) −→ 0 lorsque n→∞.

Démonstration. Par un développement de Taylor à l’ordre 2 au point γ̂0,n on a,

∆n(ψ0, γ0, β) = ∆n(ψ0, γ̂0,n, β)− (γ̂0,n − γ0)>∂γ∆n(ψ0, γ̂0,n, β)

+
1

2
(γ̂0,n − γ0)>∂2

γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β)(γ̂0,n − γ0),

où γ̃0,n est comprise entre γ̂0,n et γ0.

On a
(γ0 − γ̂0,n)>∂2

γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β)× (γ0 − γ̂0,n) = oP (1).

En effet,∣∣(γ0 − γ̂0,n)>∂2
γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β)(γ0 − γ̂0,n)

∣∣ ≤ ∣∣∣∣√n(γ0 − γ̂0,n)
∣∣∣∣

× 1√
n

∣∣∣∣∂2
γΛn(ψ0, γ̃0,n, β)

∣∣∣∣
M
× ||(γ0 − γ̂0,n)|| .

Puisque
√
n(γ0−γ̂0,n) converge en loi vers une loi normale et que γ0−γ̂0,n converge presque

sûrement vers 0, alors, pour montrer que (γ0 − γ̂0,n)>∂2
γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β) × (γ0 − γ̂0,n) =

oP (1), il suffit de montrer que
∣∣∣∣∂2

γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β)
∣∣∣∣
M

/√
n converge en probabilité vers

une variable aléatoire positive.
On a pour tout (ψ, γ, β) ∈ Rl+q × Rk+1 × Rk+1,

∆n(ψ, γ, β) =
1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ(Zt−1, θ)
φf [εt(ψ, γ)].
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D’où pour tout (ψ, γ, β) ∈ Rl+q × Rk+1 × Rk+1,

∂γ∆n(ψ, γ, β) = − 1√
n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ)
φ′f [εt(ψ, γ)]. (3.17)

Ainsi, pour tout (ψ, γ, β) ∈ Rl+q × Rk+1 × Rk+1,

∂2
γ∆n(ψ, γ, β) =

1√
n

n∑
t=1

ω(t)ω(t)>β>ω(t)

σ3(Zt−1, θ)
φ′′f [εt(ψ, γ)]. (3.18)

Par suite,

1√
n
∂2
γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β) = − 1

n

n∑
t=1

ω(t)ω(t)>β>ω(t)

σ3(Zt−1, θ0)
φ′′f [εt(ψ0, γ̃0,n)].

Puisque φ′′f est bornée, alors

1√
n

∣∣∣∣∂2
γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β)

∣∣∣∣
M
≤ Cst

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|
σ3(Zt−1, θ0)

.

En utilisant le théorème ergodique on obtient,

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|
σ3(Zt−1, θ0)

p.s.−→
k+1∑
j=1

αj|βj|
∫
Rp

1

σ3(x, θ0)
dFj(x) <∞.

Par conséquent,
∣∣∣∣∂2

γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β)
∣∣∣∣
M

/√
n converge p.s. vers une variable aléatoire posi-

tive.
Ce qui implique que (γ0 − γ̂0,n)>∂2

γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β)(γ0 − γ̂0,n) = oP (1). Ainsi,

∆n(ψ0, γ0, β) = ∆n(ψ0, γ̂0,n, β) + (γ0 − γ̂0,n)>∂γ∆n(ψ0, γ̂0,n, β) + oP (1)

= ∆n(ψ0, γ̂0,n, β) + (γ0 − γ̂0,N)>∂γ∆n(ψ0, γ̂0,n, β) + (γ̂0,N

− γ̂0,n)>∂γ∆n(ψ0, γ̂0,n, β) + oP (1).

Nous commençons par étudier la convergence de (γ0− γ̂0,N)>∂γ∆n(ψ0, γ̂0,n, β). Pour cela,
on a

(γ0 − γ̂0,N)>∂γ∆n(ψ0, γ̂0,n, β) =
√
n(γ0 − γ̂0,N)>

1√
n
∂γ∆n(ψ0, γ̂0,n, β).

Or,
√
n(γ0 − γ̂0,N)> =

√
N(n)(γ0 − γ̂0,N)>

√
n√

N(n)
= oP (1).

Montrons à présent que ∂γ∆n(ψ0, γ̂0,n, β)
/√

n converge en probabilité vers un vecteur
aléatoire.
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On a,

1√
n
∂γ∆n(ψ0, γ̂0,n, β) = − 1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ0)
φ′f [εt(ψ0, γ̂0,n)]

=
1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ0)
φ′f [εt(ψ0, γ0)]

− (γ̂0,n − γ0)
1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ3(Zt−1, θ0)
φ′′f [εt(ψ0, γ̃0,n)],

où γ̃0,n est comprise entre γ0 et γ̂0,n. Puisque φ′′f est bornée et que γ̂0,n − γ0 converge
presque sûrement vers 0, alors le théorème ergodique nous permet de conclure que

(γ̂0,n − γ0)
1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ3(Zt−1, θ0)
φ′′f [εt(ψ0, γ̃0,n)]

p.s.−→ 0.

En utilisant encore une fois le théorème ergodique, on a que
1

n

∑n
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ0)
φ′f [εt(ψ0, γ0)]

converge presque sûrement vers une variable aléatoire. Il en résulte que ∂γ∆n(ψ0, γ̂0,n)
/√

n

converge en probabilité vers un vecteur aléatoire.
Par conséquent,

∆n(ψ0, γ0, β) = ∆n(ψ0, γ̂0,n, β) + (γ̂0,N − γ̂0,n)>∂γ∆n(ψ0, γ̂0,n, β) + oP (1).

Montrons maintenant que γ̂0,N est asymptotiquement dans l’espace tangent à la courbe
de ∆n(ψ0, γ, β) en γ̂0,n.
Par un développement de Taylor d’ordre 2 de ∆n(ψ0, γ, β) au point γ̂0,n on a

∆n(ψ0, γ̂0,n, β) = ∆n(ψ0, γ̂0,n, β) + (γ̂0,N − γ̂0,n)>∂γ∆n(ψ0, γ̂0,n, β)

+
1

2
(γ̂0,N − γ̂0,n)>∂2

γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β)× (γ̂0,N − γ̂0,n),

où γ̃0,n comprise entre γ̂0,n et γ̂0,N .

Pour montrer que γ̂0,N est asymptotiquement dans l’espace tangent à la courbe de ∆n(ψ0, γ, β)

en γ̂0,n, il suffit de montrer que (γ̂0,N − γ̂0,n)>∂2
γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β)× (γ̂0,N − γ̂0,n) = oP (1).

On a
(γ̂0,N − γ̂0,n)>∂2

γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β)× (γ̂0,N − γ̂0,n)

=
√
n(γ̂0,N − γ̂0,n)>

1√
n
∂2
γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β)× (γ̂0,N − γ̂0,n).

Or,

√
n(γ̂0,N − γ̂0,n)> =

√
N(n)(γ̂0,N − γ0)

√
n√

N(n)
+
√
n(γ0 − γ̂0,n) = oP (1) +

√
n(γ0 − γ̂0,n).
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Ce qui implique que
√
n(γ̂0,N − γ̂0,n)> converge en loi vers une loi normale. Donc pour

montrer que (γ̂0,N−γ̂0,n)>∂2
γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β)(γ̂0,N−γ̂0,n) = oP (1), il suffit de montrer comme

précédemment que ∂2
γ∆n(ψ0, γ̃0,n, β)

/√
n converge en probabilité vers un vecteur aléatoire.

On aura ensuite que

∆n(ψ0, γ̂0,N , β) = ∆n(ψ0, γ̂0,n, β) + (γ̂0,N − γ̂0,n)>∂γ∆n(ψ0, γ̂0,n, β) + oP (1).

Alors, on conclut que

∆n(ψ0, γ0, β) = ∆n(ψ0, γ̂0,N(n), β) + oP (1),

où {N(n)}n≥1 est une sous-suite de {1, . . . , n} telle que n/N(n) −→ 0 lorsque n→∞.

Proposition 3.3.4. Sous les hypothèses (A′), (A0)-(A5) et (B0)-(B4), pour tout estima-
teur consistant et asymptotiquement normal (ψn, γ̂0,n) de (ψ0, γ0) on a pour tout n ≥ 1,

∆n(ψ0, γ0, β) = ∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β) + oP (1),

où {N(n)}n≥1 est une sous-suite de {1, . . . , n} telle que n/N(n) −→ 0 lorsque n→∞.

Démonstration. La démonstration fait usage du lemme ci-dessous que nous énonçons et
démontrons d’abord.

Lemme 3.3.2. Sous les hypothèses (A′), (A0)-(A5) et (B0)-(B4), sous H0, pour tout
estimateurs consistant et asymptotiquement normal γ̂0,n de γ0, on a pour tout n ≥ 1,

∆n(ψn, γ0, β) = ∆n(ψn, γ̂0,N(n), β) + oP (1),

où {N(n)}n≥1 est une sous-suite de {1, . . . , n} telle que n/N(n) −→ 0 lorsque n→∞.

Démonstration. Par un développement de Taylor à l’ordre 2 au point γ̂0,n on a,

∆n(ψn, γ0, β) = ∆n(ψn, γ̂0,n, β)− (γ̂0,n − γ0)>∂γ∆n(ψn, γ̂0,n, β)

+
1

2
(γ̂0,n − γ0)>∂2

γ∆n(ψn, γ̃0,n, β)× (γ̂0,n − γ0),

où γ̃0,n est comprise entre γ̂0,n et γ0.

On a (γ0 − γ̂0,n)>∂2
γ∆n(ψn, γ̃0,n, β)× (γ0 − γ̂0,n) = oP (1). En effet,∣∣(γ0 − γ̂0,n)>∂2

γΛn(ψn, γ̃0,n, β)× (γ0 − γ̂0,n)
∣∣

≤
∣∣∣∣√n(γ0 − γ̂0,n)

∣∣∣∣× 1√
n

∣∣∣∣∂2
γ∆n(ψn, γ̃0,n, β)

∣∣∣∣
M
× ||(γ0 − γ̂0,n)|| .

Puisque
√
n(γ0−γ̂0,n) converge en loi vers une loi normale et que γ0−γ̂0,n converge presque

sûrement vers 0, alors, pour montrer que (γ0 − γ̂0,n)>∂2
γΛn(ψn, γ̃0,n, β)(γ0 − γ̂0,n) = oP (1),
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il suffit d’étudier la convergence de ∂2
γ∆n(ψn, γ̃0,n, β)

/√
n.

On a
1√
n
∂2
γ∆n(ψn, γ̃0,n, β) =

1

n

n∑
t=1

ω(t)ω(t)>β>ω(t)

σ3(Zt−1, θn)
φ′′f [εt(ψn, γ̃0,n)].

Par l’hypothèse (B0), on a

1√
n

∣∣∣∣∂2
γ∆n(ψn, γ̃0,n, β)

∣∣∣∣
M
≤ Cst

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)| = Cst||β|| <∞.

Par conséquent,
∣∣∣∣∂2

γ∆n(ψn, γ̃0,n, β)
∣∣∣∣
M

/√
n converge presque sûrement vers une variable

aléatoire positive. Ce qui implique que (γ0 − γ̂0,n)>∂2
γ∆n(ψn, γ̃0,n, β)(γ0 − γ̂0,n) = oP (1).

Ainsi,

∆n(ψn, γ0, β) = ∆n(ψn, γ̂0,n, β) + (γ0 − γ̂0,n)>∂γ∆n(ψn, γ̂0,n, β) + oP (1)

= ∆n(ψn, γ̂0,n, β) + (γ0 − γ̂0,N)>∂γ∆n(ψn, γ̂0,n, β)

+ (γ̂0,N − γ̂0,n)>∂γ∆n(ψn, γ̂0,n, β) + oP (1).

On commence par étudier la convergence de (γ0 − γ̂0,N)>∂γ∆n(ψn, γ̂0,n, β). On a

(γ0 − γ̂0,N)>∂γ∆n(ψn, γ̂0,n, β) =
√
n(γ0 − γ̂0,N)>

1√
n
∂γ∆n(ψn, γ̂0,n, β).

Or,
√
n(γ0 − γ̂0,N)> =

√
N(n)(γ0 − γ̂0,N)>

√
n√

N(n)
= oP (1).

Montrons à présent que ∂γ∆n(ψn, γ̂0,n, β)
/√

n converge en probabilité vers un vecteur
aléatoire.
On a,

1√
n
∂γ∆n(ψn, γ̂0,n, β) = − 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′f [εt(ψn, γ̂0,n)]

=
1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′f [εt(ψn, γ0)]

− (γ̂0,n − γ0)
1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ3(Zt−1, θn)
φ′′f [εt(ψn, γ̃0,n)],

où γ̃0,n est comprise entre γ0 et γ̂0,n.

Sous les hypothèses (B0) et (B4) et du fait que γ̂0,n − γ0 converge presque sûrement vers
0, le théorème ergodique permet de conclure que

(γ̂0,n − γ0)
1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ3(Zt−1, θn)
φ′′f [εt(ψn, γ̃0,n)]

p.s.−→ 0.
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Maintenant, on a

1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′f [εt(ψn, γ0)] =

1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)

{
φ′f [εt(ψn, γ0)]− φ′f [εt(ψ0, γ0)]

}
− 1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′f [εt(ψ0, γ0)]

= (ψn − ψ0)
1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′′f [εt(ψ̃n, γ0)]∂ψεt(ψ̃n, γ0)

− 1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′f [εt(ψ0, γ0)]

= (θn − θ0)
1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′′f [εt(ψ̃n, γ0)]∂θεt(ψ̃n, γ0)

+ (ρn − ρ0)
1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′′f [εt(ψ̃n, γ0)]∂ρεt(ψ̃n, γ0)

− 1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′f [εt(ψ0, γ0)]

= A1n + A2n − A3n.

Sous l’hypothèse (B0), en utilisant le théorème ergodique, on peut montrer facilement que
A3n converge presque sûrement vers une variable aléatoire.
Pour l’étude de A2n, on peut écrire

A2n = (ρn − ρ0)
1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′′f [εt(ψ̃n, γ0)]

∂ρm(Zt−1, ρ̃n)

σ(Zt−1, θ̃n)
.

Ce qui implique que

|A2n| ≤ Cst||ρn − ρ0||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ(Zt−1).

Or, par le théorème ergodique et du fait que ψn − ψ0 = oP (1), on a

||ρn − ρ0||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ(Zt−1)
p.s.−→ 0.

Par conséquent,
A2n

p.s.−→ 0.

Pour étudier le terme A1n, on peut écrire le développement

A1n = −(θn − θ0)
1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′′f [εt(ψ̃n, γ0)]εt(ψ̃n, γ0)∂θσ(Zt−1, θ̃n)

(3.19)
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= −(θn − θ0)
1

n

n∑
t=1

{
ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′′f [εt(ψ̃n, γ0)]∂θσ(Zt−1, θ̃n)[εt(ψ̃n, γ0)− εt(ψ0, γ0)]

}
− (θn − θ0)

1

n

n∑
t=1

{
ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′′f [εt(ψ̃n, γ0)]∂θσ(Zt−1, θ̃n)εt(ψ0, γ0)

}
= A1n1 + A1n2.

En utilisant l’égalité (3.7), il est clair que le terme A1n1 est majoré par

Cst||θn − θ0|| × ||θ0 − θn||2
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1)|εt(ψ0, γ0)|

+Cst||θn − θ0|| × ||ρ0 − ρn||
1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|ϑ2(Zt−1).

En utilisant encore une fois le théorème ergodique et du fait que ||θ0−θn|| et que ||ρ0−ρn||
convergent presque sûrement vers 0, il s’en suit que A1n1 converge presque sûrement vers
0.
De même, par une simple majoration et par le théorème ergodique, A1n2 converge presque
sûrement vers 0. Il en découle que

A1n
p.s.−→ 0.

On conclut que
∑n

t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′f [εt(ψn, γ0)]

/√
n converge en probabilité vers une li-

mite finie. Ce qui implique que ∂γ∆n(ψn, γ̂0,n, β)
/√

n converge en probabilité vers une
variable aléatoire.
D’où

(γ0 − γ̂0,N)>∂γ∆n(ψn, γ̂0,n, β) = oP (1).

Ainsi,

∆n(ψn, γ0, β) = ∆n(ψn, γ̂0,n, β) + (γ̂0,N − γ̂0,n)>∂γΛn(ψn, γ̂0,n, β) + oP (1).

Montrons à présent que γ̂0,N est asymptotiquement dans l’espace tangent à la courbe
de ∆n(ψn, γ, β) en γ̂0,n.
Par un développement de Taylor d’ordre 2 de ∆n(ψn, γ, β) au point γ̂0,n on a,

∆n(ψn, γ̂0,N , β) = ∆n(ψn, γ̂0,n, β) + (γ̂0,N − γ̂0,n)>∂γ∆n(ψn, γ̂0,n, β)

+
1

2
(γ̂0,N − γ̂0,n)>∂2

γ∆n(ψn, γ̃0,n, β)(γ̂0,N − γ̂0,n),

où γ̃0,n comprise entre γ̂0,n et γ̂0,N .

Pour montrer que γ̂0,N est asymptotiquement dans l’espace tangent à la courbe de
Λn(ψn, γ, β) en γ̂0,n, il suffit de montrer que

(γ̂0,N − γ̂0,n)>∂2
γ∆n(ψn, γ̃0,n, β)(γ̂0,N − γ̂0,n) = oP (1).
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On a

(γ̂0,N − γ̂0,n)>∂2
γ∆n(ψn, γ̃0,n, β)(γ̂0,N − γ̂0,n)

=
√
n(γ̂0,N − γ̂0,n)>

1√
n
∂2
γ∆n(ψn, γ̃0,n, β)(γ̂0,N − γ̂0,n).

Or,

√
n(γ̂0,N − γ̂0,n)> =

√
N(n)(γ̂0,N − γ0)

√
n√

N(n)
+
√
n(γ0 − γ̂0,n) = oP (1) +

√
n(γ0 − γ̂0,n).

Ce qui implique que
√
n(γ̂0,N − γ̂0,n)> converge en loi vers une loi normale. Donc pour

montrer que (γ̂0,N − γ̂0,n)>∂2
γ∆n(ψn, γ̃0,n, β)(γ̂0,N − γ̂0,n) = oP (1), il suffit de montrer

comme précédemment que ∂2
γ∆n(ψn, γ̃0,n, β)

/√
n converge en probabilité vers une variable

aléatoire. On aura ensuite que

∆n(ψn, γ̂0,N , β) = ∆n(ψn, γ̂0,n, β) + (γ̂0,N − γ̂0,n)>∂γ∆n(ψn, γ̂0,n, β) + oP (1).

Alors, on conclut que

∆n(ψn, γ0, β) = ∆n(ψn, γ̂0,N(n), β) + oP (1),

où {N(n)}n≥1 est une sous-suite de {1, . . . , n} telle que n/N(n) −→ 0 lorsque n→∞.

Revenons maintenant à la preuve de la proposition. On a, d’après le lemme précédent,
pour tout n ≥ 1,

∆n(ψn, γ0, β) = ∆n(ψn, γ̂0,N(n), β) + oP (1).

En particulier pour ψN(n), on a

∆n(ψN(n), γ0, β) = ∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β) + oP (1).

Ainsi,

∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)−∆n(ψ0, γ0, β)

= ∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)−∆n(ψN(n), γ0, β) + ∆n(ψN(n), γ0, β)−∆n(ψ0, γ0, β)

= ∆n(ψN(n), γ0, β)−∆n(ψ0, γ0, β) + oP (1).

Or, d’après la Proposition 3.3.4, on a

∆n(ψ0, γ0, β) = ∆n(ψN(n), γ0, β) + oP (1).

On en déduit que

∆n(ψ0, γ0, β) = ∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β) + oP (1).
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Soit N(n) une sous-suite de {1, . . . , n} telle que n/N(n) −→ 0 lorsque n → ∞. Notre
statistique du test pour ce problème est la suivante :

Tn(ψN(n), γ̂0,N(n), β) =
∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)

$̂n(ψN(n), β)
.

Théorème 3.3.2. (Optimalité) Supposons que les conditions (A′), (A0)-(A5) et (B0)-
(B4) sont satisfaites. Alors,

i. Sous H(n)
β , pour un seuil de signification α ∈ (0, 1), la puissance locale asymptotique

du test basé sur Tn(ψN(n), γ̂0,N(n), β) est égale à 1− Φ (uα −$(ψ0, γ0, β)), où Φ est
la densité d’une loi normale centrée réduite et uα son quantile d’ordre (1− α).

ii. Le test basé sur Tn(ψN(n), γ̂0,N(n), β) est localement asymptotiquement optimal.

Démonstration. En utilisant la Proposition 3.3.4, la preuve est similaire à celle du Théo-
rème 3.3.1.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré théoriquement l’optimalité asymptotique locale du
test construit lorsque les fonctions T et V sont connues et lorsqu’elles sont connues mais
dépendent de paramètres inconnus. Dans ce dernier cas, les paramètres sont estimés et la
démonstration est basée essentiellement sur l’équivalence de la suite centrale et sa version
estimée. Pour chacun des cas étudiés, un résultat de normalité asymptotique locale est
établi et l’expression explicite de la puissance locale du test construit est donnée. Les
résultats de ce chapitre sont illustrés par des simulations et sont appliqués à des données
réelles. Les résultats sont présentés et commentés au chapitre 5.
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Chapitre 4

Détection des ruptures et leurs
localisations par un test du type
Cramér-Von-Mises

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le modèle (3.1) du chapitre précédent. Pour γ0 ∈
Rk+1, le problème étudié ici est celui de tester

H0 : γ = γ0 contre H(n) =
⋃

β∈Rk+1

H
(n)
β ,

où H
(n)
β : γ = γ0 + β/

√
n = γn, n > 1, γ0 ∈ Rk+1 et β ∈ Rk+1 dépend des instants de

rupture tk = (t1, . . . , tk).
En d’autres termes, on teste un modèle CHARN contre un ensemble de modèles CHARN,
contrairement au chapitre précédent où l’on testait un modèle CHARN contre un autre
modèle CHARN. Pour cette étude, nous considérons un test du type Cramer-Von-Mises
basé sur le processus de vraisemblance. Ce type de test est étudié par exemple dans Csörgő
(1983), Henze et Wagner (1997), Meintanis et al. (2015) et Ngatchou-Wandji (2009).
Dans ces articles, plusieurs techniques sont proposées pour trouver la loi asymptotique
du test sous l’hypothèse alternative. Dans notre étude, nous utilisons essentiellement les
techniques de Ngatchou-Wandji (2009). Nous considérons le cas où les fonctions T et V
sont de formes connues mais dépendent de paramètres inconnus. Nous traitons le cas où
le paramètre γ0 est connu et le cas où il est inconnu. Pour cela, nous commençons d’abord
à étudier la convergence faible du processus de statistique centrale dans le paragraphe 4.3
après avoir présenté la méthode de la détection de rupture.
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4.2 Détection des ruptures

Dans ce chapitre, nous ne trouvons pas l’expression explicite de la puissance du test
comme dans le chapitre précédent. Ici nous trouvons que sous l’hypothèse alternative la
statistique de test construite converge en loi vers une somme pondérée de v.a indépen-
dantes du loi Khi-deux décentrée.
Dans la littérature, il existe plusieurs méthodes numériques pour estimer cette dernière
loi. Nous utilisons la méthode proposée par Imhof (1961) pour estimer les quantiles de
cette loi. Ainsi, nous obtenons la région de rejet du test. Plus particulièrement, on note
F la fonction de répartition de Q =

∑J
i=1 λiχ

2
λi
, où pour tout i = 1, . . . , J, χ2

λi
suit une

loi Khi-deux de paramètre de décentralisation λi et cα est le quantile à chercher. Nous
prenons une séquence de 0 à 20 au pas de 0.1 et nous calculons F en tout point de cette
séquence.
Nous nous arrêtons dès que nous trouvons un réel x tel que |F(x)− α| ' 0. Alors cα est
le réel x trouvé. Nous faisons cette approximation sur plusieurs jeux des données. Puis,
nous prenons la moyenne comme estimateur de cα. Avec ceci, nous pouvons estimer la
puissance locale du test.
Ensuite, pour connaître la localisation du point de rupture, nous procédons de la même
façon que le chapitre précédent en utilisant la puissance approximée numériquement.

4.3 Convergence faible du processus de statistique cen-

trale

On étudie la convergence faible du processus de statistique centrale indexé par β. Cette
étude est faite dans un espace de Fréchet. Ici, l’espace C(Rk+1,R) des fonctions définies
sur Rk+1 à valeurs dans R, continues, muni de la métrique ρ définie pour tout, x, y ∈
C(Rk+1,R) par

ρ(x, y) =
∞∑
j=1

2−j
ρj(x, y)

1 + ρj(x, y)
,

où pour tout j ≥ 1,
ρj(x, y) = sup

||t||<j
|x(t)− y(t)|

est la norme sup usuelle.
Avec cette métrique, C(Rk+1,R) est un espace de Fréchet séparable, et la convergence
dans cet espace correspond aux convergences uniformes sur tout ensemble compact :
limn→∞ ρ(xn, x) = 0 si et seulement si pour tout j ≥ 1, limn→∞ ρj(xn, x) = 0. Ainsi,
limn→∞ ρ(Xn, Yn) = 0 si et seulement si pour tout j ≥ 1, limn→∞ ρj(Xn, Yn) = 0, où Xn
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et Yn sont deux variables aléatoires dans l’espace C(Rk+1,R).
Soit ∆n = {∆n(ψ0, γ0, β)}β∈Rk+1 et ∆ = {∆(ψ0, γ0, β)}β∈Rk+1 , où pour tout β ∈ Rk+1,

∆n(ψ0, γ0, β) =
1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ(Zt−1, θ)
φf [εt(ψ, γ)],

et ∆ un processus gaussien de moyenne nulle et de noyau de covariance K défini pour
tout β1 = (β1,1, . . . , β1,k+1) ∈ Rk+1 et β2 = (β2,1, . . . , β2,k+1) ∈ Rk+1 par

K(ψ0, β1, β2) = I(f)
k+1∑
j=1

αjβ1,jβ2,j

∫
Rp

1

σ2(x, θ0)
dFt(x) = I(f)〈α� %, β1 � β2〉, (4.1)

où α = (α1, . . . , αk+1), % =

(∫
Rp

1

σ2(x, θ0)
dF1(x), . . . ,

∫
Rp

1

σ2(x, θ0)
dFk+1(x)

)>
et pour

tout ψ = (ρ>, θ>)> ∈ Rl+q, γ × Rk+1,

εt(ψ, γ) =
Xt −m(Zt−1, ρ)− γ>ω(t)

σ(Zt−1, θ)
, t ∈ Z.

4.3.1 Cas où γ0 est connue

Proposition 4.3.1. Sous les hypothèses (A′), (A0)-(A5) et (B0)-(B4) du chapitre précé-
dent,

i. Sous H0, {∆n(ψ0, γ0, .), n ≥ 1} converge faiblement vers le processus ∆(ψ0, γ0, .)

dans C(Rk+1,R).

ii. Sous H(n), {∆n(ψ0, γ0, .), n ≥ 1} converge faiblement vers le processus ∆(ψ0, γ0, .) +

C(.) dans C(Rk+1,R),

où C la fonction définie pour tout β ∈ Rk+1 par

C(β) = I(f)
k+1∑
j=1

αjβ
2
j

∫
Rp

1

σ2(x, θ0)
dFj(x) = I(f)〈α� %, β � β〉,

avec β = (β1, . . . , βk+1).

Démonstration. i) Soit (ψ, γ) ∈ Rlq × Rk+1, on étudie les lois finies-dimensionnelles et la
tension du processus {∆n(ψ0, γ0, β)}β∈Rk+1 .

Lemme 4.3.1. (Lois finies-dimensionnelles)
Soit d ∈ N∗ et β1, β2, . . . , βd ∈ Rk+1. Sous (A′), (A0)-(A5) et (B0)-(B4), sous H0, lorsque
n→∞,

(∆n(ψ0, γ0, β1),∆n(ψ0, γ0, β2), . . . ,∆n(ψ0, γ0, βd))
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converge en loi vers le vecteur aléatoire (∆(ψ0, γ0, β1), . . . ,∆(ψ0, γ0, βd)), où
{∆(ψ0, γ0, β)}β∈Rk+1 est un processus gaussien de moyenne nulle et de noyau de covariance
K défini par (4.1).

Démonstration. Soit (δ1, δ2, . . . , δd) ∈ Rd, montrons que lorsque n→∞,

An =
d∑
i=1

δi∆n(ψ0, γ0, βi)

converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne.
On a pour tout i = 1, . . . , d,

∆n(ψ0, γ0, βi) =
1√
n

n∑
t=1

β>i ω(t)

σ(Zt−1, θ)
φf [εt(ψ0, γ0)].

On va utiliser le Corollaire 3.1 de Hall et Heyde (1980). Pour cela, on a besoin d’abord
de vérifier ses conditions. On a,

An =
d∑
i=1

δi
1√
n

n∑
t=1

β>i ω(t)

σ(Zt−1, θ0)
φf [εt(ψ0, γ0)]

=
1√
n

n∑
t=1

d∑
i=1

δi
β>i ω(t)

σ(Zt−1, θ0)
φf [εt(ψ0, γ0)].

On définit, pour tout t = 1, . . . , n et pour tout j = 1, . . . , n,

Cn,t =
1√
n

d∑
i=1

δi
β>i ω(t)

σ(Zt−1, θ0)
φf [εt(ψ0, γ0)],

Bn,j =

j∑
t=1

Cn,t.

Il est facile de voir que pour tout j = 1, . . . , n, E(Bn,j) = 0. Nous montrons à présent
que {(Bn,j, Gj), j = 1, . . . , n}, où Gt−1 = σ(Z1, . . . , Zt) est la σ-algèbre engendrée par
Z1, . . . , Zt, t ∈ Z, est une suite de martingales.
En effet, soient j1, j2 ∈ R tels que j1 < j2 on a :

E
(
Bn,j2

∣∣∣Gj1

)
= E

(
j2∑
t=1

Cn,t

∣∣∣Gj1

)

= E

(
j1∑
t=1

Cn,t

∣∣∣Gj1

)
+ E

(
j2∑

t=j1+1

Cn,t

∣∣∣Gj1

)
.
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Puisque Gj1 = σ(Z1, . . . , Zj1), alors pour tout t = 1, . . . , j1, Cn,t est Gj1-mesurable. Ainsi,

E
(
Bn,j2

∣∣∣Gj1

)
=

j1∑
t=1

Cn,t +

j2∑
t=j1+1

E(Cn,t|Gj1)

= Bn,j1 +
1√
n

j2∑
t=j1+1

d∑
i=1

E
{
δi

β>i ω(t)

σ(Zt−1, θ0)
φf [εt(ψ0, γ0)]

∣∣∣Gj1

}

= Bn,j1 +
1√
n

j2∑
t=j1+1

d∑
i=1

δiE
{

β>i ω(t)

σ(Zt−1, θ0)

∣∣∣Gj1

}
E
{
φf [εt(ψ0, γ0)]

∣∣∣Gj1

}
. (4.2)

Or, pour tout i = 1, . . . , d, εi indépendant de Gi−1. Donc

E
(
Bn,j2

∣∣∣Gj1

)
= Bn,j1 +

1√
n

j2∑
t=j1+1

d∑
i=1

δiβ
>
i ω(t)E

{
1

σ(Zt−1, θ0)

∣∣∣Gj1

}
E {φf [εt(ψ0, γ0)]}.

D’après la remarque 1, pour tout t ∈ Z, pour tout i = 1, . . . , d, E {φf [εt(ψ0, γ0)]} = 0. Ce
qui implique que le deuxième terme de l’égalité (4.2) est nul. Il s’ensuit que

E
(
Bn,j2

∣∣∣Gj1

)
= Bn,j1 .

On a aussi

n∑
t=1

E(C2
n,t|Gt−1) =

n∑
t=1

E


[

1√
n

d∑
i=1

δi
β>i ω(t)

σ(Zt−1, θ0)
φf [εt(ψ0, γ0)]

]2 ∣∣∣Gt−1


=

1

n

n∑
t=1

E

{
d∑
i=1

δ2
i

[β>i ω(t)]2

σ2(Zt−1, θ0)
φ2
f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣∣Gt−1

}

+
1

n

n∑
t=1

E

{
d∑

i,j=1,i 6=j

δiδj
[β>i ω(t)][β>j ω(t)]

σ2(Zt−1, θ0)
φ2
f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣∣Gt−1

}

=
1

n

n∑
t=1

d∑
i=1

δ2
i

[β>i ω(t)]2

σ2(Zt−1, θ0)
E
{
φ2
f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣∣Gt−1

}
+

1

n

n∑
t=1

d∑
i,j=1,i 6=j

δiδj
β>i ω(t)β>j ω(t)

σ2(Zt−1, θ0)
E
{
φ2
f [εt(ψ0, γ0)]

∣∣∣Gt−1

}
.

Puisque pour tout i = 1, . . . , d, εi indépendant de Gi−1. Alors,

n∑
t=1

E(C2
n,t|Gt−1) =

1

n

n∑
t=1

d∑
i=1

δ2
i

[β>i ω(t)]2

σ2(Zt−1, θ0)
E
{
φ2
f [εt(ψ0, γ0)]

}
+

1

n

n∑
t=1

d∑
i,j=1,i 6=j

δiδj
β>i ω(t)β>i ω(t)

σ2(Zt−1, θ0)
E
{
φ2
f [εt(ψ0, γ0)]

}
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=
d∑
i=1

δ2
i

1

n

n∑
t=1

[β>i ω(t)]2

σ2(Zt−1, θ0)
E
{
φ2
f [εt(ψ0, γ0)]

}
+

d∑
i,j=1,i 6=j

δiδj
1

n

n∑
t=1

β>i ω(t)β>j ω(t)

σ2(Zt−1, θ0)
E
{
φ2
f [εt(ψ0, γ0)]

}
=

d∑
i=1

δ2
i

k+1∑
j=1

nj(n)

n

β2
ij

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

σ2(Zt−1, θ0)
E
{
φ2
f [εt(ψ0, γ0)]

}
+

d∑
i,j=1,i 6=j

δiδj

k+1∑
`=1

n`(n)

n

βi`βj`
n`(n)

t∑̀
t=t`−1

1

σ2(Zt−1, θ0)
E
{
φ2
f [εt(ψ0, γ0)]

}
.

D’après le théorème ergodique, lorsque n→∞,
n∑
t=1

E(C2
n,t|Gt−1)

p.s.−→ ζ,

où

ζ =
d∑
i=1

δ2
i

k+1∑
j=1

αjβ
2
ij

∫
Rp

1

σ2(x, θ0)
dFj(x)I(f)

+
d∑

i,j=1,i 6=j

δiδj

k+1∑
`=1

α`βi`βj`

∫
Rp

1

σ2(x, θ0)
dF`(x)I(f) <∞.

Maintenant on montre la condition de Lindeberg.
Soit ε > 0, à l’aide de l’inégalité de Hölder conditionnelle, on a

n∑
t=1

E
(
C2
n,t1|Cn,t|>ε|Gt−1

)
≤

n∑
t=1

E
2
3

(
|Cn,t|3|Gt−1

)
E

1
3

(
1|Cn,t|>ε|Gt−1

)
=

n∑
t=1

E
(
|Cn,t|3|Gt−1

) 2
3P

1
3 (|Cn,t| > ε|Gt−1) .

D’après l’inégalité de Markov conditionnelle,
n∑
t=1

E
(
C2
n,t1|Cn,t|>ε|Gt−1

)
≤ 1

ε

n∑
t=1

E
2
3

(
|Cn,t|3|Gt−1

)
E

1
3 (|Cn,t||Gt−1)

≤ Cst
n∑
t=1

E
(
|Cn,t|3|Gt−1

)
= Cst

1

n
3
2

n∑
t=1

E


∣∣∣∣∣
d∑
i=1

δi
β>i ω(t)

σ(Zt−1, θ0)
φf [εt(ψ0, γ0)]

∣∣∣∣∣
3 ∣∣∣Gt−1


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≤ Cst
1

n
3
2

n∑
t=1

E

{
d∑
i=1

|δi|3
|β>i ω(t)|3

σ3(Zt−1, θ0)
|φf [εt(ψ0, γ0)]|3

∣∣∣Gt−1

}

≤ Cst× n−
3
2

n∑
t=1

d∑
i=1

|δi|3
|β>i ω(t)|3

σ3(Zt−1, θ0)
E
{
|φf [εt(ψ0, γ0)]|3

∣∣∣Gt−1

}
≤ Cst× n−

3
2

d∑
i=1

n∑
t=1

|δi|3
|β>i ω(t)|3

σ3(Zt−1, θ0)
E
{
|φf [εt(ψ0, γ0))]3

}
= Cst

1√
n

d∑
i=1

|δi|3
1

n

n∑
t=1

|β>i ω(t)|3

σ3(Zt−1, θ0)
E
{
|φf [εt(ψ0, γ0)]|3

}
= Cst

1√
n

d∑
i=1

|δi|3
k+1∑
j=1

nj(n)

n

|βij|3

nj(n)

×
tj∑

t=tj−1

1

σ3(Zt−1, θ0)
E
{
|φf [εt(ψ0, γ0)]|3

}
. (4.3)

D’après le théorème ergodique, presque sûrement,

lim
n→∞

d∑
i=1

|δi|3
k+1∑
j=1

nj(n)

n

|βij|3

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

σ3(Zt−1, θ0)
E
{
|φf [εt(ψ0, γ0)]|3

}

=
d∑
i=1

|δi|3
k+1∑
j=1

αj|βij|3
∫
Rp

1

σ3(x, θ0)
dFj(x)

∫
R
|φf (x)|3f(x)dx <∞.

Donc, le membre à droite de (4.3) converge presque sûrement vers 0. Par conséquent,
lorsque n→∞,

n∑
t=1

E
(
C2
n,t1|Cn,t|>ε|Gt−1

) p.s.−→ 0.

Les conditions du Corollaire 3.1 de Hall et Heyde (1980) sont ainsi vérifiées. Il s’ensuit
que sous H0, lorsque n→∞,

An
loi−→ N (0, ζ),

et on peut ainsi conclure que sous H0, lorsque n→∞,

(∆n(ψ0, γ0, β1),∆n(ψ0, γ0, β2), . . . ,∆n(ψ0, γ0, βd))

converge en loi vers un vecteur gaussien d’espérance nulle et de matrice de covariance

V =


V11 V12 . . . V1d

V21 V22 . . . V2d

...
Vp1 Vp2 . . . Vdd

 , (4.4)



4.3. CONVERGENCE FAIBLE DU PROCESSUS DE STATISTIQUE CENTRALE126

où

Vij = I(f)
k+1∑
t=1

αtβitβjt

∫
Rp

1

σ2(x, θ0)
dFt(x) = I(f)〈α� %, βi � βj〉, i, j = 1, . . . d,

et pour tout i = 1, . . . , d, βi = (βi,1, . . . , βi,k+1).

Lemme 4.3.2. Sous les hypothèses du lemme précédent, le processus {∆n(ψ0, γ0, β)}β∈Rk+1

est tendue.

Démonstration. Soient χ un compact de Rk+1 et (β1, β2) ∈ χ× χ, on a

∆n(ψ0, γ0, β2)−∆n(ψ0, γ0, β1) =
n∑
t=1

(β2 − β1)>√
n

ω(t)

σ(Zt−1, θ0)
φf [εt(ψ0, γ0)].

D’où l’on peut écrire

[∆n(ψ0, γ0, β2)−∆n(ψ0, γ0, β1)]2

=
1

n

n∑
t,s=1,t 6=s

{
(β2 − β1)>ω(t)

σ(Zt−1, θ0)

(β2 − β1)>ω(s)

σ(Zs−1, θ0)
φf [εt(ψ0, γ0)]φf [εs(ψ0, γ0)]

}

+
1

n

n∑
t=1

[
(β2 − β1)>ω(t)

]2
σ2(Zt−1, θ0)

φ2
f [εt(ψ0, γ0)]

≤ 1

τ 2

1

n

n∑
t,s=1,t6=s

{∣∣(β2 − β1)>ω(t)
∣∣× ∣∣(β2 − β1)>ω(s)

∣∣φf [εt(ψ0, γ0)]φf [εs(ψ0, γ0)]
}

+
1

τ 2

1

n

n∑
t=1

{∣∣∣∣(β2 − β1)>ω(t)
∣∣∣∣2 × |φ2

f [εt(ψ0, γ0)]
}
.

En prenant les espérances, on a :

E
{

[∆n(ψ0, γ0, β2)−∆n(ψ0, γ0, β1)]2
}

≤ 1

τ 2

1

n

n∑
t,s=1,t 6=s

∣∣(β2 − β1)>ω(t)
∣∣× ∣∣(β2 − β1)>ω(s)

∣∣
× E [φf (εt(ψ0, γ0))φf [εs(ψ0, γ0)]]

+
1

τ 2

1

n

n∑
t=1

∣∣∣∣(β2 − β1)>ω(t)
∣∣∣∣2 × E

{
φ2
f [εt(ψ0, γ0)]

}
≤ (k + 1)2

τ 2
||β2 − β1||2

1

n

n∑
t,s=1t6=s

E [φf [εt(ψ0, γ0)]φf [εs(ψ0, γ0)]]

+
(k + 1)2

τ 2
||β2 − β1||2

1

n

n∑
t=1

E
{
φ2
f [εt(ψ0, γ0)]

}
.
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Puisque pour tout t ∈ Z, les εt sont indépendantes, il s’ensuit que

E
{

[∆n(ψ0, γ0, β2)−∆n(ψ0, γ0, β1)]2
}

≤ (k + 1)2

τ 2
||β2 − β1||2

1

n

n∑
t,s=1,t6=s

E [{φf [εt(ψ0, γ0)]}E {φf [εs(ψ0, γ0)]}

+
(k + 1)2

τ 2
||β2 − β1||2

1

n

n∑
t=1

E
{
φ2
f [εt(ψ0, γ0)]

}
.

Mais on sait que
∫
R φf (x)f(x)dx = 0. C’est-à-dire que pour tout t ∈ Z, E [φf (εt(ψ0, γ0))] =

0. Par suite,

E
{

[∆n(ψ0, γ0, β2)−∆n(ψ0, γ0, β1)]2
}
≤ (k + 1)2

τ 2

∫
R
φ2
f (x)f(x)dx||β2 − β1||2

=
(k + 1)2

τ 2
I(f)||β2 − β1||2.

Ce qui implique que

E
{

[∆n(ψ0, γ0, β2)−∆n(ψ0, γ0, β1)]2
}
≤ ||F (β2)− F (β1)||2,

avec F (β) = β(k + 1)I(f)1/2/τ, β ∈ χ.
D’après le Théorème 12.3 Billingsley (1968) énoncé pour C([0, 1],R), le processus
{∆n(ψ0, γ0, β)}β∈χ est tendu.

À l’aide des deux lemmes précédents et en adaptant le Théorème 8.1 de Billingsley (1968),
sous les hypothèses (A′),(A0)-(A5) et (B0)-(B4), sous H0, {∆n(ψ0, γ0, .), n ≥ 1} converge
faiblement vers le processus gaussien ∆(ψ0, γ0, .) dans C(χ,R). Puisque χ est arbitraire,
sous H0, {∆n(ψ0, γ0, .), n ≥ 1} converge faiblement vers ∆(ψ0, γ0, .) dans C(Rk+1,R).

ii) D’après le lemme précédent, sous H0, le processus {∆n(ψ0, γ0, β)}β∈Rk+1 est tendu.
Puisque H0 et H(n)

β sont contiguës pour tout β ∈ Rk+1, H0 et H(n) =
⋃
β∈Rk+1 H

(n)
β sont

contiguës. Il découle alors du Théorème 4.2.4 de Sen (1981), sousH(n), {∆n(ψ0, γ0, β)}β∈Rk+1

est tendu.
D’après le lemme 4.1.1, pour tout i = 1, . . . , d, d ∈ N∗ et pour tout β1, . . . , βd ∈ Rk+1, sous
H0, le vecteur aléatoire (Λn(ψ0, γ0, β),∆n(ψ0, γ0, β1),∆n(ψ0, γ0, β2), . . . ,∆n(ψ0, γ0, βd))

converge en loi vers un vecteur gaussien de moyenne (µ(ψ0, β)/2, 0, 0, . . . , 0) et de matrice
de covariance (

µ(ψ0, β) C>

C V

)
,

où C est un vecteur de d lignes telle que la ième ligne est une fonction définie pour tout
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β ∈ Rk+1 par

Ci(β) = lim
n→∞

Cov (∆n(ψ0, γ0, βi),∆n(ψ0, γ0, β))

= I(f)
k+1∑
l=1

αlβi,lβ
l

∫
Rp

1

σ2(x, θ0)
dFl(x)

= I(f)〈α� %, βi � β〉, pour l = 1, . . . d,

où βi = (βi,1, . . . , βi,k+1), β = (β1, . . . , βk+1) et V la matrice définie par (4.4).
D’après le troisième lemme de Le Cam, sous H(n),

(∆n(ψ0, γ0, β1),∆n(ψ0, γ0, β2), . . . ,∆n(ψ0, γ0, βd))
loi−→ N (C, V ) .

Par conséquent, sous H(n), {Λn(ψ0, γ0, β)}β∈Rk+1 tend faiblement vers un processus gaus-
sien dans C(Rk+1,R).

4.3.2 Cas où γ0 est inconnu

Proposition 4.3.2. Sous les hypothèses (A′), (A0)-(A5) et (B0)-(B4), pour toute suite
d’estimateurs consistants et asymptotiquement normaux {(ψn, γ̂0,n)}n≥1 de (ψ0, γ0) on a
pour tout β ∈ Rk+1 et pour tout n ≥ 1,

ρ
(
∆n(ψ0, γ0, β),∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)

)
= oP (1),

où {N(n)}n≥1 est une sous-suite de {1, . . . , n} telle que n/N(n) −→ 0, lorsque n→∞.

Démonstration. Soit β ∈ Rk+1, pour montrer que ρ
(
∆n(ψ0, γ0, β),∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)

)
=

oP (1), il suffit de montrer que pour tout j ∈ N∗,

ρj
(
∆n(ψ0, γ0, β),∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)

)
= oP (1).

On a pour tout j ∈ N∗,

ρj
(
∆n(ψ0, γ0, β),∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)

)
= sup

||β||<j
|∆n(ψ0, γ0, β),∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)|

= sup
||β||<j

|∆n(ψ0, γ0, β)−∆n(ψN(n), γ0, β) + ∆n(ψN(n), γ0, β)−∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)|

≤ sup
||β||<j

|∆n(ψ0, γ0, β)−∆n(ψN(n), γ0, β) + sup
||β||<j

|∆n(ψN(n), γ0, β)−∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)|.

On a pour tout β ∈ Rk+1,

∆n(ψ0, γ0, β)−∆n(ψN(n), γ0, β)
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= (ψN(n) − ψ0)∂ψ∆n(ψ0, γ0, β) +
1

2
(ψ0 − ψN(n))

>∂2
ψ∆2

n(ψ̃n, γ0, β)(ψ0 − ψN(n)),

où ψ̃n est comprise entre ψ0 et ψN(n).

Ce qui implique que

sup
||β||<j

|∆n(ψ0, γ0, β)−∆n(ψN(n) − γ0, β)|

≤ ||
√
n(ψ0 − ψN(n))|| sup

||β||<j

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1√
n
∂ψ∆n(ψ0, γ0, β)

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

1

2
||
√
n(ψ0 − ψN(n))|| × ||ψ0 − ψN(n)|| sup

||β||<j

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1√
n
∂2
ψ∆n(ψ̃n, γ0, β)

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Pour tout β ∈ Rk+1, on a d’après (3.4)

1√
n
∂ρ∆n(ψ0, γ0, β) = − 1√

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ0)
∂ρm(Zt−1, ρ0)φ′f (εt(ψ0, γ0)).

Ceci est égal à ∆
(2)
n =

1

n

∑n
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂ρm(Zt−1, ρn)φ′f [εt(ψ0, γ0)], en remplaçant ψn

par ψ0. D’où, en procédant comme pour la convergence de |∆(2)
n |, on montre facilement

que sup||β||<j ||(1
/√

n)∂ρ∆n(ψ0, γ0, β)|| converge en probabilité vers une limite finie.
On a aussi, par (3.5),

∂θ∆n(ψ0, γ0, β) = − 1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ0)
φ′f [εt(ψ0, γ0)]∂θσ(Zt−1, θ0)εt(ψ0, γ0))

− 1√
n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θ0)
∂θσ(Zt−1, θ0)φf [εt(ψ0, γ0)].

Ceci vaut

∆(3)
n −∆(4)

n = − 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
φ′f [εt(ψn, γ0)]∂θσ(Zt−1, θn)εt(ψn, γ0))

− 1

n

n∑
t=1

β>ω(t)

σ2(Zt−1, θn)
∂θσ(Zt−1, θn)φf [εt(ψn, γ0)]

en remplaçant ψn par ψ0. Ici aussi, en procédant comme pour la convergence de |∆(3)
n |

et |∆(4)
n |, montre que sup||β||<j ||(1

/√
n)∂θ∆n(ψ0, γ0, β)|| converge en probabilité vers une

variable aléatoire positive. Par conséquent, sup||β||<j ||(1
/√

n)∂ψ∆n(ψ0, γ0, β)|| converge
en probabilité vers une variable aléatoire positive.
On a pour tout β ∈ Rk+1,

1√
n
∂2
ψ∆n(ψ̃n, γ0, β) =

(
Dn,1,1(ψ̃n, γ0, β) Dn,1,2(ψ̃n, γ0, β)

Dn,2,1(ψ̃n, γ0, β) Dn,2,2(ψ̃n, γ0, β)

)
.
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Dans la démonstration de la Proposition 3.3.2, on a montré que pour tout l,m = 1, 2,∑
||β||<j ||Dn,l,m|| converge en probabilité vers une variable aléatoire. Il en découle que

sup||β||<j ||(1
/√

n)∂2
ψ∆n(ψ̃n, γ0, β)|| converge en probabilité vers une variable aléatoire po-

sitive. Et puisque que
√
n(ψ0 − ψN(n)) = oP (1) et ψ0 − ψN(n) = oP (1), on a

sup
||β||<j

|∆n(ψ0, γ0, β)−∆n(ψN(n) − γ0, β)| = oP (1). (4.5)

Par ailleurs, pour tout β ∈ Rk+1,

∆n(ψN(n), γ0, β)−∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)

= −(γ̂0,N(n) − γ0)>∂γ∆n(ψN(n), γ0, β)

+
1

2
(γ̂0,N(n) − γ0)>∂2

γ∆n(ψN(n), γ̃N(n), β)(γ̂0,N(n) − γ0),

où γ̃0,N(n) est comprise entre γ̂0,N(n) et γ0.
Donc,

sup
||β||<j

|∆n(ψN(n), γ0, β)−∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)|

≤ ||
√
n(γ̂0,N(n) − γ0)|| sup

||β||<j

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1√
n
∂γ∆n(ψN(n), γ0, β)

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

1

2
||
√
n(γ̂0,N(n) − γ0)|| × ||γ̂0,N(n) − γ0|| sup

||β||<j

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1√
n
∂2
γ∆n(ψN(n), γ̃0,N(n), β)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Pour tout β ∈ Rk+1, d’après (3.17), on a

1√
n
∂γ∆n(ψN(n), γ0, β)

= − 1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θN(n))
φ′f [εt(ψN(n), γ0)]

= − 1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θN(n))
φ′f [εt(ψN(n), γ0)]

= − 1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θN(n))
{φ′f [εt(ψN(n), γ0)]− φ′f [εt(ψ0, γ0)] + φ′f [εt(ψ0, γ0)]}

= − 1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θN(n))
{φ′f [εt(ψN(n), γ0)]− φ′f [εt(ψ0, γ0)]}

− 1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θN(n))
φ′f [εt(ψ0, γ0)]

= −(ψN(n) − ψ0)
1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θN(n))
φ′′f [εt(ψ̃N(n), γ0)]

− 1

n

n∑
t=1

ω(t)β>ω(t)

σ2(Zt−1, θN(n))
φ′f [εt(ψ0, γ0)],
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où ψ̃N(n) est entre ψN(n) et ψ0.

Par de simples majorations et en utilisant l’hypothèse (B0), du fait que lorsque ψN(n)−ψ0

converge en probabilité vers 0, par le théorème ergodique, on obtient que lorsque n→∞,
sup||β||<j ||(1

/√
n)∂γ∆n(ψN(n), γ0, β)|| converge en probabilité vers 0.

Pour tout β ∈ Rk+1, on a d’après (3.18)

1√
n
∂2
γ∆n(ψN(n), γ̃0,N(n), β) =

1

n

n∑
t=1

ω(t)ω(t)>β>ω(t)

σ3(Zt−1, θN(n))
φ′′f [εt(ψN(n), γ̃0,N(n)].

Ce qui implique que

sup
||β||<j

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1√
n
∂2
γ∆n(ψN(n), γ̃0,N(n), β)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Cst sup
||β||<j

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)|.

Or, d’après le théorème ergodique, pour tout β ∈ Rk+1, lorsque n→∞,

1

n

n∑
t=1

|β>ω(t)| p.s.−→
k+1∑
j=1

αj|βj|
∫
Rp

1

σ3(x, θ0)
dFj(x) <∞.

D’où, sup||β||<j ||(1
/√

n)∂2
γ∆n(ψN(n), γ̃0,N(n), β)|| converge en probabilité vers une limite

finie. De plus, on sait que
√
n(γ̂N(n) − γ0) = oP (1) et γ̂N(n) − γ0 = oP (1). Par conséquent,

lorsque n→∞,

sup
||β||<j

|∆n(ψN(n), γ0, β)−∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)| P−→ 0. (4.6)

Par (4.5) et (4.6), on a pour tout j ∈ N∗,

ρj
(
∆n(ψ0, γ0, β),∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)

)
= oP (1).

D’après les Propositions 4.3.1 et 4.3.2 on a le corollaire suivant :

Corollaire 4.3.1. Sous les hypothèses (A′), (A0)-(A5), (B0)-(B4), on a

i. Sous H0, {∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), .), n ≥ 1} converge faiblement vers le processus ∆(ψ0, γ0, .)

dans C(Rk+1,R).

ii. Sous H(n), {∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), .), n ≥ 1} converge faiblement vers le processus ∆(ψ0, γ0, .)+

C(.) dans C(Rk+1,R),

où C est la fonction définie pour tout β = (β1, . . . , βk+1) ∈ Rk+1 par

C(β) = I(f)
k+1∑
j=1

αjβ
2
j

∫
Rp

1

σ2(x, θ0)
dFj(x) = I(f)〈α� %, β � β〉.
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Dans ce qui suit, les techniques utilisées sont celles de Ngatchou-Wandji (2009), Meintanis
et al. (2015) ou encore de Henze et Wagner (1997).
On considère η une mesure positive et g(β) sa densité par rapport à la mesure de Lebesgue,
à support compact dans Rk+1. Soit L2 = L2(η) l’ensemble des fonctions h de Rk+1 telles
que

∫
Rk+1 h

2(β)dη(β) <∞. Pour h1, h2, h ∈ L2, on pose 〈h1, h2〉 =
∫
Rk+1 h1(β)h2(β)dη(β)

et ||h||L2 = 〈h, h〉 12 , respectivement le produit scalaire et la norme dans L2. Soit pour
tout (β1, β2) ∈ Rk+1 × Rk+1,

K(ψ0, β1, β2) = I(f)
k+1∑
j=1

αjβ1,jβ2,j

∫
Rp

1

σ2(x, θ0)
dFj(x)

≈ I(f)
k+1∑
j=1

αjβ1,jβ2,j
1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

σ2(Zt−1, θn)
.

où βi = (βi,1, . . . , βi,k+1)>, i = 1, 2.

Lemme 4.3.3. K est un noyau de Mercer.

Démonstration. Soit m ∈ N et a1, a2, . . . , am des nombres arbitraires dans R. On a

V ar

(
m∑
i=1

ai∆(ψ0, γ0, βi)

)
= Cov

(
m∑
i=1

ai∆(ψ0, γ0, βi),
m∑
j=1

aj∆(ψ0, γ0, βj)

)

=
m∑

i,j=1

aiajCov (∆(ψ0, γ0, βi),∆(ψ0, γ0, βi))

=
m∑

i,j=1

aiajK(ψ0, βi, βj).

D’où, pour tout m ∈ N et a1, a2, . . . , am des nombres arbitraires dans R,
m∑

i,j=1

aiajK(ψ0, βi, βj) ≥ 0.

Par conséquent, K est un noyau semi-définie positif. Ainsi, K est un noyau de Mercer.

D’après Riesz et Szökefalvi-Nagy (1972), l’opérateur linéaire défini dans L2 par

∇kh(β1) =

∫
Rk+1

K(ψ0, β1, β2)h(β2)dη(β2)

admet des valeurs propres λj, j ≥ 1, telles que λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ 0, et des fonctions propres
e1, e2, . . . , qui forment une base orthonormée de L2.

Soit pour tout j ≥ 1, le nombre réel

πj = 〈C, ej〉 =

∫
Rk+1

C(β)ej(β)dη(β).
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Théorème 4.3.1. Sous les hypothèses (A′), (A0)-(A5) et (B0)-(B4) on a, lorsque n→∞,

i. Sous H0,

Ψn =

∫
Rk+1

∆2
n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)dη(β)

loi−→
∞∑
j=1

λjZ
2
j ,

où pour tout j ≥ 1, les Zj sont des variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées et chacune suit la loi normale centrée réduite.

ii. Sous H(n), pour tout β ∈ Rk+1,

Ψn =

∫
Rk+1

∆2
n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)dη(β)

loi−→
∞∑
j=1

λjZ
∗2
j ,

où pour tout j ≥ 1, les Z∗j sont des variables aléatoires indépendantes et de loi
gaussienne de moyenne πj/

√
λj, λj > 0, et de variance 1.

Démonstration. i) D’après le Corollaire 4.2.1, sous H0, ∆n(ψN(n), γ̂0,N(n), .) converge fai-
blement vers le processus ∆(ψ0, γ0, .) dans C(Rk+1,R), de noyau de covariance K. Sous
nos hypothèses, ∆(ψ0, γ0, .) est un élément de L2. Donc, d’après la représentation de
Karhunen-Loève, on a

∆(ψ0, γ0, β) =
∞∑
j=1

Njej(β), β ∈ Rk+1,

où pour tout j ≥ 1, Nj = 〈∆(ψ0, γ0, .), ej〉 est une variable aléatoire, de loi normale
standard de variance λj.
Ainsi, ||∆(ψ0, γ0, .)||2L2

=
∑∞

j=1N
2
j et on sait que E(N2

j ) = λj ≥ 0, ∀j ≥ 1. D’où, pour
λj > 0, on peut observer que les Zj = Nj/

√
λj, j ≥ 1 sont des variables aléatoires

gaussiennes centrées réduites.
On a,

Ψ =

∫
Rk+1

∆2(ψ0, γ0, β)dη(β) = ||∆(ψ0, γ0, .)||2L2
=
∞∑
j=1

λjZ
2
j .

Par conséquent,

Ψn =

∫
Rk+1

∆2
n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)dη(β)

loi−→ Ψ =

∫
Rk+1

∆2(ψ0, γ0, β)dη(β) =
∞∑
j=1

λjZ
2
j .

ii) D’après le Corollaire 4.1.1, sous H(n), lorsque n −→∞,

{∆n(ψN(n), γ̂0,n, .), n ≥ 1} converge faiblement vers le processus

∆(ψ0, γ0, .) + C(.) dans C(Rk+1,R).
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Pour les mêmes raisons que dans la preuve de la partie i), la décomposition du processus
∆(ψ0, γ0, β) + C(β) est donnée par

∆(ψ0, γ0, β) + C(β) =
∞∑
j=1

Ñjej(β), β ∈ Rk+1,

où pour tout j ≥ 1, Ñj = Nj+πj. Il est facile de voir que pour tout j ≥ 1, Ñj ∼ N (πj, λj).

Donc,

||∆(ψ0, γ0, .) + C(.)||2L2
=
∞∑
j=1

Ñ2
j =

∑
j≥1

λjZ
∗2
j ,

où pour tout j ≥ 1, Z∗j ∼ N
(
πj/
√
λj, 1

)
.

Il en résulte que sous H(n), lorsque n −→∞,

Ψn =

∫
Rk+1

∆2
n(ψN(n), γ̂0,N(n), β)dη(β)

loi−→
∞∑
j=1

λjZ
∗2
j ,

où pour tout j ≥ 1, Z∗j ∼ N
(
πj/
√
λj, 1

)
.

Soit pour tout (β1, β2) ∈ Rk+1 × Rk+1,

Kn(ψn, β1, β2) = I(f)
k+1∑
j=1

α̂jβ1,jβ2,j
1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

σ2(Zt−1, θn)
.

Lemme 4.3.4. (Convergence ponctuelle)
Kn(ψn, β1, β2) est un estimateur consistant de K(ψ0, β1, β2).

Démonstration. Pour tout (β1, β2) ∈ Rk+1 × Rk+1, on a

Kn(ψn, β1, β2)−K(ψ0, β1, β2)

≈ I(f)

k+1∑
j=1

α̂jβ1,jβ2,j
1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

σ2(Zt−1, θn)
−

k+1∑
j=1

αjβ1,jβ2,j
1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

σ2(Zt−1, θ0)


= I(f)

k+1∑
j=1

α̂jβ1,jβ2,j
1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

σ2(Zt−1, θn)
− I(f)

k+1∑
j=1

α̂jβ1,jβ2,j
1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

σ2(Zt−1, θ0)
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+ I(f)
k+1∑
j=1

α̂jβ1,jβ2,j
1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

σ2(Zt−1, θ0)
− I(f)

k+1∑
j=1

αjβ1,jβ2,j
1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

σ2(Zt−1, θ0)

= I(f)


k+1∑
j=1

α̂jβ1,jβ2,j
1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

[
1

σ2(Zt−1, θn)
− 1

σ2(Zt−1, θ0)

]
+ I(f)

k+1∑
j=1

(α̂j − αj)β1,jβ2,j
1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

σ2(Zt−1, θ0)

=
I(f)

n

k+1∑
j=1

α̂jβ1,jβ2,j
n

nj(n)

tj∑
t=tj−1

[
σ2(Zt−1, θ0)− σ2(Zt−1, θn)

σ2(Zt−1, θ0)σ2(Zt−1, θn)

]

+
I(f)

n

k+1∑
j=1

(α̂j − αj)β1,jβ2,j
n

nj(n)

tj∑
t=tj−1

1

σ2(Zt−1, θ0)

=
I(f)

n

k+1∑
j=1

β1,jβ2,j

tj∑
t=tj−1

[
σ2(Zt−1, θ0)− σ2(Zt−1, θn)

σ2(Zt−1, θ0)σ2(Zt−1, θn)

]

+
I(f)

n

k+1∑
j=1

(
1− αj

α̂j

)
β1,jβ2,j

tj∑
t=tj−1

1

σ2(Zt−1, θ0)

= I(f)(K1 +K2),

où

K1 :=
1

n

k+1∑
j=1

β1,jβ2,j

tj∑
t=tj−1

[
σ2(Zt−1, θ0)− σ2(Zt−1, θn)

σ2(Zt−1, θ0)σ2(Zt−1, θn)

]

et

K2 :=
1

n

k+1∑
j=1

(
1− αj

α̂j

)
β1,jβ2,j

tj∑
t=tj−1

1

σ2(Zt−1, θ0)
.

Avant d’étudier le comportement asymptotique de Kn, on peut d’abord remarquer que
par un développement de Taylor d’ordre 2 de σ2(Zt−1, .) en θ0, on peut trouver θ̃ comprise
entre θn et θ0, tel que

σ2(Zt−1, θ0)− σ2(Zt−1, θn)

= 2(θ0 − θn)σ(Zt−1, θ0)∂θσ(Zt−1, θ0)

+ (θ0 − θn)∂θ

(
σ(Zt−1, θ̃)∂θσ(Zt−1, θ̃)

)
(θ0 − θn)>

= 2(θ0 − θn)σ(Zt−1, θ0)∂θσ(Zt−1, θ0)

+ (θ0 − θn)
[
(∂θσ(Zt−1, θ̃))

2 + ∂2
θσ(Zt−1, θ̃)σ(Zt−1, θ̃)

]
(θ0 − θn)>.
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Donc, ∣∣σ2(Zt−1, θ0)− σ2(Zt−1, θn)
∣∣ ≤ 2.||θ0 − θn||.ϑ2(Zt−1) + ||θ0 − θn||2.ϑ2(Zt−1)

≤ Cst
[
||θ0 − θn||+ ||θ0 − θn||2

]
ϑ2(Zt−1).

Ainsi, on peut écrire les inégalités ci-dessous.

∣∣K1
∣∣ ≤ 1

τ 4

1

n

k+1∑
j=1

|β1,jβ2,j|
tj∑

t=tj−1

∣∣σ2(Zt−1, θ0)− σ2(Zt−1, θn)|
]

≤ 1

τ 4

(
||θ0 − θn||+ ||θ0 − θn||2

) k+1∑
j=1

α̂j|β1,jβ2,j|
1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ2(Zt−1)

≤ 1

τ 4

(
||θ0 − θn||+ ||θ0 − θn||2

) k+1∑
j=1

|α̂j − αj|.|β1,jβ2,j|
1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ2(Zt−1)

+
1

τ 4

(
||θ0 − θn||+ ||θ0 − θn||2

) k+1∑
j=1

αj|β1,jβ2,j|
1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ2(Zt−1).

D’après le théorème ergodique, lorsque n→ +∞,

1

nj(n)

tj∑
t=tj−1

ϑ2(Zt−1)
p.s.−→

∫
Rp
ϑ2(z)dFj(z) < +∞.

et on a, pour tout j = 1, 2, . . . , k+ 1, α̂j −αj tend vers 0, θ0− θn tend en probabilité vers
0. Par conséquent, lorsque n→∞,

K1 P−→ 0.

Montrons maintenant que n→∞, K1 P−→ 0.

On a les majorations suivantes :∣∣K2
∣∣ ≤ 1

τ 2

1

n

k+1∑
j=1

∣∣∣∣1− αj
α̂j

∣∣∣∣ .|β1,jβ2,j|(tj − tj−1 + 1)

=
1

τ 2

1

n

k+1∑
j=1

nj(n)

∣∣∣∣1− αj
α̂j

∣∣∣∣ .|β1,jβ2,j|

=
1

τ 2

k+1∑
j=1

α̂j

∣∣∣∣1− αj
α̂j

∣∣∣∣ .|β1,jβ2,j|.

Le membre de droite de la dernière inégalité tend vers 0 en probabilité car pour tout
j = 1, 2, . . . , k + 1, 1− αj

α̂j
tend vers 0.

Par conséquent,
Kn(ψn, β1, β2)−K(ψ0, β1, β2)

P−→ 0.
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Remarque 7. On a pour tout Ξ un compact de Rk+1 × Rk+1,

sup
(β1,β2)∈Ξ

|Kn(ψn, β1, β2)−K(ψ0, β1, β2)| P−→ 0.

Donc la convergence est uniforme sur tout compact de Rk+1×Rk+1 et elle l’est donc aussi
au sens de la distance ρ.

De ce qui procède, on a par le théorème de Lebesgue, que lorsque n→∞,∫
Rk+1

Kn(ψn, ., β)ej(β)dη(β)
P−→
∫
Rk+1

K(ψ0, ., β)ej(β)dη(β).

Ainsi, pour n assez grand, on peut écrire∫
Rk+1

Kn(ψn, ., β)ej(β)dη(β) = λjej(.).

Cette intégrale peut être estimée par la méthode de Monte Carlo comme dans Ngatchou-
Wandji (2009). Pour un entier arbitraire positif m, on échantillonne β1, . . . ,βm à partir
de la distribution associée à la mesure de probabilité η et on écrit

1

m

m∑
i=1

Kn(ψn,βj,βi)e`(βi) = λ`e`(βj), ` ≥ 1.

Puisque les fonctions propres e` sont inconnues, il n’est pas facile de calculer les λ`.
Cependant, pour de grandes valeurs de m et pour j, ` = 1, . . . ,m, on peut écrire

1

m

m∑
i=1

Kn(ψn,βj,βi)e`(βi) = λ`e`(βj),

Ce qui nous montre que λ` et les vecteurs (e`(β1), . . . , e`(βm))> peuvent être obtenus en
tant que valeurs propres et vecteurs propres de la matrice aléatoire m×m suivante :(

1

m
Kn(ψn,βi,βj) : 1 ≤ i, j ≤ m

)
.

Maintenant, pour estimer la loi limite de Ψn, plusieurs méthodes sont possibles. Tout
d’abord, on commence par tronquer la série. Ensuite, on calcule la distribution de la sé-
rie tronquée. C’est-à-dire qu’on considère un entier J grand et on approxime la loi de∑

j≥1 λjZ
2
j par celle de

∑J
j=1 λjZ

2
j .

Plusieurs travaux se sont intéressés au calcul de la distribution d’une somme finie de va-
riables aléatoires du Khi-deux indépendantes centrées ou non-centrées. Par exemple, Kotz
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et al. (1967a,b) proposent les fonctions gJ et hJ ci-dessous pour approximer les distribu-
tions de

∑J
j=1 λjZ

2
j et

∑J
j=1 λjZ

∗2
j respectivement :

gJ(λ, y) =
∞∑
j=0

cj
1

b
g(J + 2j,

y

b
)

et

hJ(λ, %, y) =
∞∑
j=0

aj
1

b
h(J + 2j, %,

y

b
),

où g(J, y) est la distribution de la loi χ2 centrée et de degré de liberté J , c0 =
∏J

j=1 (b/
√
λj)

1/2,

pour j ≥ 1, cj = (1/j)
∏j−1

r=0 dj−rcr, dj = (1/2)
∑J

j=1 (1− (b/λj))
j, λ = (λ1, λ2, . . . , λJ),

J ∈ N, h(J, %, y) est la distribution de la loi du χ2 non-centrée, de degré de liberté J
et de paramètre de décentrage % =

∑J
j=1 (πj/

√
λj), a0 = c0, pour tout j ≥ 1, aj =

(1/j)
∏j−1

r=0 bj−rar, b1 = (1/2)
∑J

j=1 [1− (πj/λj)
2]dj, dj = 1 − b/

√
λj, pour j ≤ 2, bj =

(j/2)
∑J

i=1 (π2
i /λi)d

j−1
i + (1/2)

∑J
i=1(1 − j(π2

i /λi))d
J
i et b est un réel positif obtenu de

sorte que pour tout j ≥ 1, cj ≥ 0 et
∑∞

j=0 cj = 1.
Selon Ruben (1962), le meilleur choix de b est 2λ1λJ/(λ1+λJ). Les fonctions de répartition
de ces distributions respectives sont alors

G(λ, y) =
∞∑
j=1

ccjG(J + 2j,
y

b
),

H(λ, %, y) =
∞∑
j=1

acjH(J + 2j, %,
y

b
),

où G(J, .) et H(J, %, .) sont respectivement la fonction de répartition de la loi χ2 centrée et
de degré de liberté J et la fonction de répartition de la loi χ2 de paramètre de décentrage
% et de degré de liberté J .
Kotz et al. (1967a,b) montrent que l’approximation de la distribution de

∑J
j=1 λjZ

2
j est

meilleure que l’estimateur de la distribution de
∑J

j=1 λjZ
∗2
j pour une valeur très élevée de

y. Cela signifie que l’erreur d’approximation pour le premier cas tend vers 0 plus vite que
pour le deuxième.
Gurland (1956) estime la fonction de répartition de

∑J
j=1 λjZ

∗2
j . Il propose l’approxima-

tion suivante,

F (x) =
1

2

∞∑
j=0

aj
λj

j∑
i=1

(−1)i

(
j

i

)
Gn+2i

(
x

λ

)
,

où

Gz(x) =
1

2
z
2 Γ( z

2
)

∫ x

0

e−
y
2u

z
2
−1du, z ∈ N
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et aj est défini par (5) dans Gurland (1956).
Ensuite, nous avons le travail Imhof (1961), qui établit que pour tout x > 0,

P

(
J∑
j=1

λjχ
2
2,νj

> x

)
=

p∑
j=1

1

(νj − 1)!

[
∂νj−1

∂λνj−1
Dj(λ, x)

]
λ=λj

,

où Dj(λ, x) = λJ−1e
−x
2λ

∏J
r=1,r 6=j (λ− λr)−νr et χ2

2,νj
est une variable aléatoire de loi khi-

deux, de degré de liberté 2 et de paramètre de décentralisation νj.
Il prouve que si nous désignons Q =

∑J
r=1 λrχ

2
hr,δ2r

, on a pour tout x ∈ R,

P(Q > x) =
1

2
+

1

π

∫ +∞

0

sin(θ(u))

uρ(u)
du,

avec

θ(u) =
1

2

J∑
r=1

[
hr tan−1(λru) + δ2

rλru(1 + λ2
ru

2)−1
]
− 1

2
xu

et

ρ(u) =
J∏
r=1

(1 + λ2
ru

2)
1
2
hrexp

[
1
2

∑J
r=1 (δrλru)2

(1 + λ2
ru

2)

]
.

Parmi les travaux les plus récents, nous avons Deheuvels et Martynov (1996), qui montrent
que la statistique de Cramer-Von-Mises converge en loi vers w2 =

∫
I
ξ2(t)dt pour un

processus gaussien {ξ(t), t ∈ I}, I = [0, 1]. Ils ont présenté une méthode numérique pour
évaluer P(w2 ≤ x), x ∈ R. Ils ont proposé l’estimateur w2,m =

∑m
i=1 amξ

2(ti) de w2, où
am et ti sont déterminés dans l’article à partir du noyau de covariance et la moyenne du
vecteur gaussien ξ = (ξ(t1), ξ(t2), . . . , ξ(tm)), m ∈ N. Ils ont montré que cet estimateur
est consistant et qu’on peut approximer P(w2 ≤ x) par P(w2,m ≤ x). Ils ont aussi montré
que

P(w2,J ≤ x) = P(Q ≤ x)

= 1− 1

π
artan

(
1

a

)
− 1

π

∫ +∞

0

[
exp(−atx

2
sin(τ(t)− tx

2
)

tβ(t)

]
dt, a ∈ R,

où

τ(t) =
+∞∑
j=1

[
sj
2
wj(t) +

ujδ
2
j t

2[(uj − at)2 + t2]

]
, t ∈ R+

wj(t) = arctan
(
uj − at

t

)
, j ≥ 1, t ∈ R+

uj =
1

λj
, β(t) =

J∏
j=1

{[(
1− at

µj

)
µ2
j

] sj
4

exp

{
−
δ2
j t[aµj − (a2 + 1)t]

2[(µj − at)2 + t2]

}}
, t ∈ R+
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et

Q =
J∑
j=1

λjZ
2
j ,

où les Z2
j sont des variables aléatoires iid de loi du Khi-deux décentrées de paramètre de

décentrage sj et de degrés de liberté δj. Cette formule énoncée par Deheuvels et Martynov
(1996) est une généralisation de la formule de Imhof (1961).

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le cas où l’amplitude du saut est quelconque et
inconnue. C’est un cadre plus général que celui du chapitre précédent. En effet, ici nous
avons testé un modèle CHARN contre un ensemble de modèle CHARN, le test étudié
est de type Cramer-Von-Mises basé sur le processus de vraisemblance. Nous avons trouvé
la loi asymptotique de la statistique de test sous l’hypothèse nulle et sous l’hypothèse
alternative. La loi asymptotique trouvée est celle d’une somme pondérée des v.a iid de
loi du Khi-deux décentrée. L’expression exacte de la puissance locale de test n’est pas
obtenue. Cependant, elle est approximée par des méthodes présentées à la fin du chapitre.
Des simulations numériques restent à faire pour évaluer la performance du test construit.
Celles-ci sont préalables à l’application aux données réelles.



Chapitre 5

Applications

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous utilisons le logiciel R pour étudier les performances de nos
résultats théoriques obtenus au chapitre 3. Nous les appliquons dans un premier temps
aux données simulées suivant le modèle

Xt =
(
ρ1 + ρ2Xt−1e

ρ3X2
t−1

)
Xt−1 +

(
γ0 +

β√
n

)>
ω(t)

+
(
θ1 + θ2X

2
t−1e

−θ3X2
t−1

) 1
2
εt, t ∈ Z,

(5.1)

où les ρj, θj et γ0 sont des paramètres prenant certaines valeurs à préciser, n est la taille de
l’échantillon, (εt)t est un bruit blanc standard de densité f et β est une valeur arbitraire
entre −10 et 10.
Les niveaux nominaux considérés sont α = 0.01, α = 0.05 et α = 0.1 et le nombre de
réplications est N = 5000. Nous commençons par étudier la puissance locale du test
construit au chapitre 3. Puis, nos méthodes de détection de ruptures. Dans un second
temps, nous appliquons nos résultats théoriques aux données de santé, et aux données
financières. Nous prenons pour ces applications α = 0.05.

5.2 Simulation

5.2.1 Étude de la puissance

5.2.1.1 Cas où γ0 = 0

Nous commençons par calculer la puissance locale asymptotique pour γ0 = 0. Nous
considérons le cas d’une hypothèse nulle de non-rupture contre l’hypothèse alternative

141
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d’un seul point de rupture (k = 1), de deux points de rupture (k = 2) et de trois points
de rupture (k = 3). Nous commençons dans le paragraphe ci-dessous par le cas d’un seul
point de rupture.

• Un seul point de rupture (k = 1)

Nous considérons le modèle (5.1) pour ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0, n = 60,

n1(n) = n2(n) = 30. Les Figures 5.1 (a) et 5.1 (c) présentent le chronogramme des don-
nées simulées dans le cas où f est la densité gaussienne centrée réduite et β = (0.5; 0.25)>

et β = (0.2; 3)> respectivement. On peut voir facilement que ces graphiques exhibent
chacun un seul point de rupture à l’instant t = 30.

Soit (ξt)t∈Z un bruit blanc de loi exponentielle de paramètre λ, λ ∈ R+. Alors εt =

λ(ξt − (1/λ)) est une variable aléatoire d’espérance nulle et de variance 1. La densité de
εt sera appelée densité exponentielle normalisée de paramètre λ.
Les Figures 5.2 (a) et 5.2 (b) correspondent à la puissance locale asymptotique du test
pour α = 0.05, β ∈ [−10, 10], pour f la densité gaussienne standard, et la densité expo-
nentielle normalisée de paramètre 1.25 respectivement (de même pour les Figures 5.3 (a)
et 5.3 (b) pour α = 0.01 et les Figures 5.4 (a) et 5.4 (b) pour α = 0.1).
Les Figures 5.5 (a) et 5.5 (b) sont les graphiques des puissances correspondant au modèle
(5.1) avec des paramètres de nuisances inconnus que nous l’avons estimé par la méthode
du maximum de vraisemblance et α = 0.05, respectivement pour f densité gaussienne
standard, et f densité exponentielle normalisée de paramètre 1.25 (de même pour les Fi-
gures 5.6 (a) et 5.6 (b) pour α = 0.01 et les Figures 5.7 (a) et 5.7 (b) pour α = 0.1). Nous
précisons que la valeur λ = 1.25 est totalement arbitraire.
On voit que sur l’ensemble de ces graphiques, la puissance tend vers 1 et la puissance
correspondant au bruit exponentiel tend vers 1 plus vite que celle du bruit gaussien. Il
semble, d’après les Figures 5.5 (a), 5.5 (b), 5.6 (a), 5.6 (b), 5.7 (a) et 5.7 (b), que l’estima-
tion du paramètre de nuisance n’affecte pas beaucoup la puissance du test. Si on compare
les Figures 5.5 et 5.6, on observe que lorsque α = 0.05 la puissance tend vers 1 plus vite
que dans le cas où α = 0.01. Si on compare les Figures 5.6 et 5.7, on observe que lorsque
α = 0.1 la puissance tend vers 1 plus vite que dans le cas où α = 0.01. Donc la puissance
tend vers 1 plus vite quand le seuil α s’éloigne de 0.
Nous considérons ensuite un modèle CHARN dont la non-linéarité est exponentielle. Plus
précisément, nous considérons le modèle (5.1) pour ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2, ρ3 = 50, θ1 = 0.1,

θ2 = 0.0025, θ3 = 1, n = 60, n1(n) = n2(n) = 30. Nous traçons le chronogramme des
observations simulées pour β = (0.2; 0.3)> sur la Figure 5.1 (d). Nous observons qu’il y a
un point de rupture à l’instant t = 30.
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Les Figures 5.2 (c) et 5.2 (d) présentent la puissance pour la densité normale standard, et
la densité exponentielle normalisée de paramètre 1.25 respectivement pour α = 0.05 (de
même pour les Figures 5.3 (c) et 5.3 (d) pour α = 0.01, et les Figures 5.4 (c) et 5.4 (d)
pour α = 0.1 ). On peut voir que dans les deux cas, elle tend vers 1. Donc notre test est
bien consistant.

• Deux points de rupture (k = 2)

Dans le cas de deux points de rupture, nous avons considéré n = 100, n1(n) = n2(n) =

30, n3(n) = 40, ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0 et β = (2; 0.5; 3.5)>. Le chronogramme
des données simulées pour une densité gaussienne standard est présenté dans la Figure
5.1 (b). Ce graphique montre qu’il existe deux petites ruptures, la première est à l’instant
t1 = 30 et la deuxième est à l’instant t2 = 60. Les résultats de la puissance correspon-
dant au cas où f est la densité gaussienne centrée réduite et au cas où f est la densité
exponentielle centrée réduite de paramètre 1.25 sont résumés dans la Table 5.1 ci-dessous
pour α = 0.05. D’après ce tableau, nous observons que pour α = 0.05, la puissance du
test tend vers 1. D’où la consistance de notre test.

β

 0.2

0.25

0.5


 0.5

0.75

1


0.75

1

1.5


0.75

1.2

2


2.2

1.5

2.2


2.5

2

3


2.75

2.2

3.2


 3

2.5

3.8


3.5

3

4


 3.5

3

0.75


 4

3.5

4


4.7

4

3


Power 1 0.119 0.271 0.447 0.607 0.831 0.955 0.975 0.994 0.999 0.953 0.999 1.000
Power 2 0.144 0.363 0.596 0.773 0.946 0.994 0.998 0.999 0.999 0.994 1.000 1.000

Table 5.1 – Puissance du test pour k = 2

• Trois points de rupture (k = 3)

Considérons maintenant le cas où on a trois ruptures, c’est-à-dire k = 3. Nous consi-
dérons des échantillons de taille n = 200, n1(n) = 60, n2(n) = 40 et n3(n) = n4(n) = 50.
Nous générons les observations à partir du modèle (5.1) lorsque ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 =

1, θ2 = 0 et β = (2; 4; 0.5; 3)>. Le chronogramme des données simulées dans le cas où f est
la densité d’une loi normale centrée réduite est présenté dans la Figure 5.1 (e). Il est facile
de voir que ce graphique exhibe trois points de ruptures, le premier à l’instant t1 = 30, le
deuxième à l’instant t2 = 100 et le troisième à l’instant t3 = 150, mais on ne peut pas les
voir à l’œil nu car ils sont très petits.
Comme le cas où k = 2, la Table 5.2 pour un seuil α = 0.05 nous montre que la puissance
du test tend vers 1 lorsque β s’éloigne de (0, 0, 0, 0).
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β


0.2

0.25

0.5

1




0.5

0.75

1

1.2




0.75

1

1.5

2




0.75

1.2

2

2.3




2.2

1.5

2.2

2.8




2.5

2

3

3




2.75

2.2

3.2

0.5




3

2.5

3.8

1.75




3.5

3

4

3.2




3.5

3

2

5




4

3.5

4

4.5




4

5

2

7


Power 1 0.144 0.226 0.399 0.352 0.728 0.850 0.781 0.893 0.966 0.893 0.991 1.000
Power2 0.179 0.299 0.537 0.474 0.880 0.956 0.916 0.975 0.997 0.975 1 .000 1.000

Table 5.2 – Puissance du test pour k = 3

Remarque 8. Dans les applications ci-dessus, lorsque le bruit est de densité exponentielle
normalisée, nous choisissons de prendre le paramètre de la loi exponentielle λ = 1.25. Nous
faisons le travail pour d’autres valeurs de λ et nous obtenons des résultats similaires. C’est-
à-dire la puissance du test tend vers 1 et pour toute valeur de λ, le test est plus puissant
dans le cas exponentiel que dans le cas gaussien. De plus, lorsque le bruit est exponentiel
normalisé, nous remarquons que si la valeur de λ augmente, la courbe de la puissance
s’approche de plus en plus à 1. Autrement dit, quand λ tend vers l’infinie, la puissance
tend vers 1.

5.2.1.2 γ0 et f sont inconnus

En pratique γ0 et f sont inconnus et doivent être estimés. Pour cela, nous estimons γ0

par la méthode des moindres carrés et f par l’estimateur du noyau ou encore de Parzen-
Rosenblatt (voir Parzen, 1962, (1.7)) défini par

f̂n(x) =
1

nh2
n

n∑
t=1

K

(
x− ε̂t
hn

)
, x ∈ R,

où

ε̂t =
Xt −m(Zt−1, ρn)− γ̂>n ω(t)

σ(Zt−1, θn)
,

avec ψn = (ρn, θn) et γ̂n les estimateurs des moindres carrés des paramètres de nuisance
ψ0 = (ρ0, θ0) et γ0 respectivement, hn est le paramètre de lissage et K la fonction de poids
(noyau, kernel) ayant les propriétés suivantes :
(i) K(x) ≥ 0 pour tout x ∈ R (positivité).

(ii)

∫
R
K(x)dx = 1 (densité).

(iii)

∫
xK(x)dx = 0 (symétrie).

La puissance du test est calculée sur la base de ces estimations. Nous considérons des
échantillons de taille n = 60, n1(n) = n2(n) = 30 et nous générons les observations à

1. Cas où f est une densité de la loi normale centrée réduite.
2. Cas où f est une densité de la loi exponentielle normalisée de paramètre 1.25.
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partir du modèle (5.1) lorsque ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2, ρ3 = 50 θ1 = 0.1, θ2 = 0.0025, θ3 = 1

et f est la densité gaussienne standard ou exponentielle normalisée. Nous obtenons les
Figures 5.5 (c), 5.5 (d) pour α = 0.05, les Figures 5.6 (c) et 5.6 (d) pour α = 0.01 et les
Figures 5.7 (c) et 5.7 (d) pour α = 0.1. Nous observons que la puissance tend vers 1 et
que le test est beaucoup plus puissant dans le cas exponentiel que dans le cas gaussien
pour tout α = 0.05, 0.01, 0.1.

Remarque 9. Les Figures 5.5, 5.6 et 5.7 sont obtenus en prenant K un noyau Gaussien.
En choisissant d’autres types de noyau comme par exemple noyau d’Epanechnikov, noyau
Uniforme, noyau Quadratique etc., nous obtenons des résultats similaires.

5.2.2 Détection des ruptures

Dans cette section, nous appliquons nos stratégies présentées au chapitre 3 à la dé-
tection des ruptures et à l’estimation de leurs localisations. Autrement dit, nous voulons
savoir si notre test détecte bien les points de rupture lorsqu’il y en a. Plusieurs exemples
sont étudiés.
À part le cas où nous avons simulé les données avec une seule rupture, la recherche aveugle
du nombre de ruptures et l’estimation de leurs localisations n’ont été faites que dans la
situation où les données ont été simulées avec une seule rupture, et pour les données réelles
de la section 5.4.3. Dans les autres cas considérés, le nombre des ruptures a été supposé
connu surtout pour les données réelles présentées dans le paragraphe 5.3 parce que leurs
chronogrammes nous ont bien renseigné sur les zones susceptibles de contenir des ruptures.

Nous commençons par le cas d’une série d’observations stationnaires, c’est-à-dire le cas
où le modèle considéré ne présente aucun risque (k = 0).

5.2.2.1 Aucun point de rupture dans les données

Nous commençons par calculer la puissance locale asymptotique dont l’expression est
donnée dans les théorèmes du chapitre 3 dans le cas où le modèle ne présente aucun risque
c’est-à-dire dans le cas où k = 0. Nous considérons le modèle (5.1) lorsque n = 200, γ0 = 0

et f la densité gaussienne standard. Puis, nous représentons graphiquement la puissance
dans le cas où ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1 et θ2 = 0 et dans le cas où ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1,
θ2 = 0. Les deux courbes sont construites sur les Figures 5.8, 5.9 et 5.10 dans le cas où
α = 0.05, α = 0.01 et α = 0.1 respectivement.
On observe que la puissance du test ne dépasse pas 0.053 lorsque α = 0.05, ne dépasse
pas 0.01 lorsque α = 0.01 et ne dépasse pas 0.11 lorsque α = 0.1. Donc pour tout
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α = 0.05, 0.01, 0.1, on accepte l’hypothèse nulle c’est-à-dire qu’on accepte l’hypothèse de
non rupture, ce qui est bien le cas ici.

5.2.2.2 Des points de rupture dans les données

Nous considérons dans ce paragraphe le modèle (5.1) dans le cas où n = 200, ρ1 = 0.5,

ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0 et γ0 = 0. Nous commençons dans la section ci-dessous l’étude du
cas où k = 1.

• Un seul point de rupture (k = 1)
Nous traçons les courbes de la puissance du test en faisant varier les instants de rupture.
Nous obtenons les Figures 5.11 (b) et 5.11 (d) pour un seuil α = 0.05, les Figures 5.12 (b)
et 5.12 (d) pour un seuil α = 0.01, et les Figures 5.13 (b) et 5.13 (d) pour α = 0.1. Par
exemple dans la première figure (Figure 5.11 (b)), nous simulons des données présentant
une rupture à l’instant t1 = 30 c’est-à-dire n1(n) = 30 et n2(n) = 170 et nous traçons
la puissance du test pour β = (0;−0.5)>, nous obtenons la courbe en marron. Ensuite,
nous simulons une autre série des données présentant une rupture à l’instant t1 = 60,
c’est-à-dire n1(n) = 60 et n2(n) = 140 et nous traçons la courbe de la puissance pour
β = (0; 0.4)>. Nous obtenons la courbe en bleu. Ainsi de suite.
Donc chaque couleur présente la courbe de la puissance d’une série des données. Il s’agit
de plusieurs exemples simulés.
Dans les 3 cas considérés (voir les Figures 5.11, 5.12 et 5.13), on constate que la puissance
du test est maximale à l’instant de rupture. Donc on conclut que la puissance du test
considéré est un bon indicateur de l’instant auquel on a un point de rupture.

• Deux points de rupture (k = 2)

Dans ce cas nous traçons la courbe de la puissance asymptotique locale du test pour
des différentes valeurs des instants de rupture t1 et t2, et pour plusieurs valeurs de β.
C’est-à-dire nous prenons plusieurs exemples simulés où chaque exemple présente deux
ruptures. La première est à l’instant t1 et la deuxième est à l’instant t2, et pour plusieurs
choix de β.
Les Figures 5.14 (b,d,f), 5.15 (b,d,f) et 5.16 (b,d,f) nous montrent que la puissance du
test atteint son maximum à l’instant exact de rupture c’est-à-dire exactement au point
(t1, t2). Donc comme dans le cas d’un seul point de rupture, la puissance théorique du
test construit est un bon indicateur de l’endroit où on a des points de rupture pour toute
valeur α ∈ [0, 1]. La Table 5.3 obtenue après 500 réplications, nous montre que notre test
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(t1, t2)

β

 0

0.2

−0.2


 0

−0.4

0.4


 0

−0.5

0.5


 0

0.7

−0.7


 0

0.9

−0.9


 0

1

−1


 0

1.3

−1.3


( 60,100) (59,100) (70,100) (60,100) (65,100) (60,100) (60,100) (60,100)
(40,120) (38,120) (40,120) (40,120) (40,120) (40,120) (40,120) (40,120)
(50,140) (40,140) (50,140) (50,140) (50,138) (50,140) (50,140) (50,140)
(80,160) (80,160) (80,160) (80,159) (80,159) (80,160) (80,160) (80,160)
(100,170) (99,170) (100,170) (100,170) (100,170) (100,169) (100,170) (100,170)

Table 5.3 – n = 200, ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1 et θ2 = 0

détecte généralement les bons instants de rupture dans les données simulées, mais lorsque
les composantes du vecteur β sont de même signe c’est-à-dire lorsque les changements
consécutifs ont des amplitudes du même signe, notre méthode, tout en indiquant l’exis-
tence de ruptures, ne détecte généralement pas les bons points de rupture, c’est-à-dire les
bons couples (t1,t2).

5.2.2.3 Encore des points de rupture dans les données

Nous considérons de nouveau le modèle (5.1) avec n = 200, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

et γ0 = 0.

• Cas où k = 1, 2

Comme à la section 5.2.2.2, nous traçons les courbes de la puissance du test lorsqu’on a
un seul point de rupture. Nous obtenons les Figures 5.11 (a) et 5.11 (c) pour α = 0.05, les
Figures 5.12 (a) et 5.12 (c) pour α = 0.01, et les Figures 5.13 (a) et 5.13 (c) pour α = 0.1.

Dans les 3 cas considérés (les Figures 5.11, 5.12 et 5.13), on constate que la puissance
du test est maximale à l’instant de rupture. Toujours, comme à la section 5.1.2.2.2, nous
représentons graphiquement la puissance du test considéré lorsque n = 200, ρ1 = ρ2 = 0,

θ1 = 1, θ2 = 0,γ0 = 0 et k = 2. Les Figures 5.14 (a,c,e), 5.15 (a,c,e) et 5.16 (a,c,e) nous
montrent que la puissance du test atteint son maximum à l’instant de rupture c’est-à-dire
au point (t1, t2) exact. Donc on conclut que dans le cas où k = 1, 2, les points de rupture
sont obtenus par les indices de temps donnant la plus grande puissance.
La Table 5.4 obtenu après 500 réplications, nous montre que lorsque k = 2, notre test
détecte les bons instants de ruptures dans les données simulées. Mais lorsque les compo-
santes du vecteur β sont de même signe c’est-à-dire lorsque les changements consécutifs
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(t1, t2)

β

 0

−0.25

0.25


 0

0.3

−0.3


 0

0.4

−0.4


 0

−0.6

0.6


 0

0.75

−0.75


 0

0.8

−0.8


 0

−1.2

1.2


(40,100) (40,101) (40,101) (40,100) (42,102) (42,100) (41,100) (40,100)
(30,120) (30,121) (33,120) (30,120) (30,120) (31,121) (30,120) (30,121)
(50,150) (49,150) (50,150) (50,150) (50,150) (49,150) (50,151) (50,150)
(80,160) (77,160) (76,161) (80,160) (80,160) (80,160) (81,161) (80,160)
(120,170) (120,172) (120,170) (120,170) (120,169) (120,170) (119,170) (120,170)

Table 5.4 – n = 200, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1 et θ2 = 0

ont des amplitudes du même signe, notre méthode ne détecte généralement pas les bons
instants.

5.1.2.4 Modèle ARCH

On considère le modèle (1.1) lorsque T (x) = 0 et V (x) = 0.5x. Il s’agit d’un modèle
ARCH. On étudie le cas d’un seul point de rupture. C’est-à-dire le cas où k = 1. On prend
f la densité Gaussienne standard. Nous représentons la puissance du test à la Figure 5.17,
pour α = 0.05 et α = 0.01.

On remarque que même dans le cas où on a une volatilité, c’est-à-dire le cas où la
fonction V de modèle (1.1) n’est pas constante, notre test détecte bien les instants de
rupture qui sont les temps donnant la plus grande puissance.

5.2.2.5 Une rupture connue contre la présence d’une rupture faible supplé-
mentaire

Ici, nous traitons le cas de la présence d’une rupture contre l’hypothèse de la présence
d’une rupture faible supplémentaire, c’est-à-dire le cas où le premier instant de rupture
t1 est connu et de deuxième point de rupture t2 est inconnu. Plus particulièrement, nous
considérons un échantillons X1, X2, . . . , Xn, issu du modèle

Xt =


µ1 + εt pour 1 ≤ t ≤ t1

µ2 + εt pour t1 + 1 ≤ t ≤ t2

µ2 +
β1√
n

+ εt pour t2 + 1 ≤ t ≤ n,

où µ1, µ2, β1 sont des constantes connues et εt est un bruit blanc gaussien standard. Cela
correspond à notre problème de test pour V (x) = 1, T (x) = µ1 pour 1 ≤ t ≤ t1 et µ2

pour t1 + 1 ≤ t ≤ n, γ0 = (µ1, µ2, µ2)> et β = (0, 0, β1)>, β1 ∈ R.
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La Figure 5.1 (f) présente le chronogramme des données simulées dans le cas où f est
la densité d’une loi normale centrée réduite. Les Figures 5.18 et 5.19 correspondent à la
puissance du test pour α = 0.05 et 0.01 respectivement. On remarque que la puissance
du test est maximale pour la bonne valeur de t2 quelque soit α ∈ [0, 1]. Donc même dans
ce cas, on obtient de bons résultats.

5.2.2.6 Fausse alarme

Une fausse alarme peut être considérée comme un signal annonçant une brève pertur-
bation d’un phénomène qui évolue de manière stable, et qui retrouve sa stabilité après
ce signal. Plusieurs travaux sont basés sur la détection de fausse alarme, comme par
exemple, Ruggieri et Antonellis (2016) qui proposent une méthode pour détecter une
fausse alarme par une approche bayésienne. Dans ce paragraphe, nous appliquons nos ré-
sultats à la détection de fausses alarmes. Il s’agit pour nous d’étudier l’aptitude de notre
méthode à détecter les fausses alarmes. Pour cela, nous considérons n = 200 et deux
sous-modèles de (5.1). Le premier avec ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1 et θ2 = 0 et le deuxième
avec ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0. La puissance dans ces deux cas est représentée
dans les Figures 5.20 (a)-5.20 (d) pour α = 0.05, et les Figures 5.21 (a)-5.21 (d) pour
α = 0.01. Par exemple pour la Figures 5.20 (a) et 5.20 (a), nous simulons une série
des données présentant une fausse alarme à l’instant t1 = 60, 80, 120, 100, 140, 160 pour
β = (0,−0.6)>, (0, 0.7)>, (0,−0.5)>, (0,−0.8)>, (0, 0.2)>, (0, 0.3)> respectivement. Nous
obtenons les courbes respectivement en bleu, vert, rouge, violet, marron et jaune. On
constate que l’instant auquel on a une fausse alarme présente une pente vertigineuse dans
la courbe de la puissance du test.

5.3 Application aux données réelles

Dans ce paragraphe nous appliquons les résultats du chapitre 3 aux données d’ano-
malies de températures annuelles mondiales issues de la base de données de la National
Oceanic and Atmospheric Administration (NOAA), et les données du COVID-19, issues
du site web Worldometers. Pour les données du Covid-19 nous nous restreignons aux don-
nées françaises et nous considérons celles du taux de mortalité, celles du nombre de décès
quotidiens et celles du nombre des nouveaux cas quotidiens. Les résultats présentés ici se
trouvent dans Ngatchou-Wandji et Ltaifa (2021a).
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5.3.1 Modélisation

D’après les graphiques des séries brutes que nous étudions, celles-ci présentent des
tendances et ne semblent pas présenter de saisonnalité. Nos résultats ne peuvent pas
s’appliquer directement à ces séries. Nous les décomposons comme suit :

Yt = Zt +Xt,

où Xt est une série stationnaire par morceaux de moyenne µ et de variance σ sur chaque
"morceau" et Zt représente la composante tendancielle supposée continue.
Il s’agit pour nous de considérer la série corrigée de la tendance, c’est-à-dire la série rési-
duelle qui exhibera les mêmes points de ruptures que la série brute.
Il y a plusieurs méthodes d’estimation de la tendance d’une série chronologique. Nous uti-
lisons ici la méthode des moyennes mobiles, en particulier les moyennes mobiles arithmé-
tiques d’ordre 5. Car ce sont elles qui nous ont semblé produire les meilleures estimations.
Nous estimons donc Zt par

Ẑt =
1

5

2∑
j=−2

Yt+j.

Cette estimation est obtenue en utilisant la commande "ma" du logiciel R.
Ensuite, si on suppose qu’on a ` potentiels points de rupture qu’on note t1, t2, . . . , t`,
tels que t1 < t2 < . . . < t`, sur chaque intervalle [ti−1, ti), où la série résiduelle semble
stationnaire, nous ajustons à cette série un modèle de la forme Xt = µ+ (βi/

√
n) + σiεt,

i ∈ {1, . . . , k + 1}, k le nombre des ruptures, n le nombre des données, µ + (βi/
√
n) et

σi sont respectivement la moyenne et la variance de Xt sur l’intervalle [ti−1, ti), β1 = 0

et pour tout i = 2, . . . , k + 1, βi ∈ R, et εt est un bruit blanc gaussien centré réduit.
Cela correspond à notre problème de test pour T (x) = µ, V (x) = σi sur chaque intervalle
[ti−1, ti), γ0 = (µ, µ, . . . , µ)>, γn = (µ, µ+ (β2/

√
n), µ+ (β3/

√
n), . . . , µ+ (βk+1/

√
n))> et

β = (0, β2, β3, . . . , βk+1)>.

Nous commençons dans le paragraphe ci-dessous par l’étude des ruptures dans les données
sur les anomalies climatiques annuelles.

5.3.2 Anomalie climatique annuelle

Nous prenons les données sur les anomalies climatiques annuelles, de la période de
1880 à 2015. La Figure 5.22 (a) présente le chronogramme des données brutes et semble
exhiber 3 points de ruptures correspondants aux années 1910, 1944 et 1975. Nous dési-
gnons par points de ruptures ici les années qui semblent indiquer un changement (une
brusque augmentation ou une diminution) dans la moyenne des données par rapport aux
années précédentes. Nous voulons savoir si les années potentielles ruptures représentent
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des points de ruptures ou si ces points sont dans leur voisinage. Nous commençons par
estimer la tendance par la méthode de moyenne mobile. Cette estimation est représentée
en rouge dans la Figure 5.22 (a). Puis, nous prenons la série résiduelle représentée dans
la Figure 5.22 (b). En utilisant le test de normalité Shapiro-Wilk sur la série résiduelle
et sur chaque morceau par l’utilisation de la commande shapiro.test sous R, nous rete-
nons l’hypothèse de normalité. Nous appliquons les tests de Box-Pierce et Box-Ljung en
utilisant la commande Box.test sous R sur ces données. Nous trouvons p-valeur=0.03858.
Donc pour un seuil critique α = 0.05, nous rejetons l’hypothèse iid des résidus. D’où
l’hypothèse d’hétéroscédasticité. Ici nous prenons k = 3, t1 = 1910, t2 = 1944, t3 = 1975,
µ + (βi/

√
n) et σi sont respectivement la moyenne et la variance des données résiduelles

sur l’intervalle [ti−1, ti), pour i = 1, 2, 3, 4, où t0 = 1880 et t4 = 2015, β1 = 0 et pour tout
i = 2, . . . , k + 1, βi ∈ R et (εt)t est un bruit blanc gaussien centré réduit.
Ensuite, nous calculons la puissance du test autour de chaque point ti et nous prenons
les années donnant la puissance maximale. Nous obtenons les points suivants : t̂1 = 1915,
t̂2 = 1944 et t̂3 = 1975 représentés dans la Figure 5.22 (c). Ces points sont ceux considérés
hormis le point t̂1 qui est proche de t1 considéré. Ces points semblent coller à la réalité.
En effet, dans le premier intervalle la tendance globale est à la baisse. Elle est à la hausse
dans l’intervalle suivant, puis constante dans le suivant et à la hausse dans le dernier.

5.3.3 COVID-19 en France

Dans ce paragraphe nous étudions trois séries de données journalières relatives à la
première vague du Covid-19 en France en 2020. Nous désignons par les numéros 1, 2,. . .,
n les jours des données dans l’ordre. C’est-à-dire que : 1 correspond au premier jour, 2
au deuxième jour, . . ., n au dernier jour. Dans la première, la deuxième et la troisième
applications, 1 correspond respectivement aux 15/02/2020, 27/02/2020 et 25/02/2020 et
n correspond au 10/07/2020. Nous commençons d’abord par donner quelques éléments de
la chronologie de cette première vague qui peuvent aider à l’interprétation des ruptures
dans les séries étudiées.

- Le 14/02/2020 : Enregistrement du premier décès en France, celui d’un touriste
chinois de 80 ans.

- Le 25/02/2020 : Enregistrement du premier décès français et cinq nouveaux cas.

- Le 15/03/2020 : Fermeture des lieux publics.

- Le 17/03/2020 : Mise en place du confinement.

- Le 11/05/2020 : Début de la phase 1 du dé-confinement.
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- Le 02/06/2020 : Début de la phase 2 du dé-confinement.

- Le 22/06/2020 : Début de la phase 3 du dé-confinement.

• Taux de mortalité

La première série étudiée est celle du taux de mortalité dans la période du 15/02/2020
au 10/07/2020. La Figure 5.23 (a) correspond au chronogramme des données brutes.
Ce graphique, semble présenter 5 potentiels points de ruptures correspondants aux jours
t1 = 11, t2 = 31, t3 = 47, t4 = 58 et t5 = 110, à compter à partir du 15/02. C’est-à-dire
que les potentielles ruptures correspondent respectivement aux 25/02/2020, 16/03/2020,
01/04/2020, 12/04/2020 et 03/06/2020. Ici t1, t2, t3 et t4 nous semblent indiquer des ins-
tants de changement dans la moyenne de la série.
En utilisant le test de normalité Shapiro-Wilk sur la série résiduelle et sur chaque morceau
par l’utilisation de la commande shapiro.test sous R, nous retenons l’hypothèse de nor-
malité sur chaque morceau. L’utilisation des tests de Box et Pierce nous conduit à rejeter
l’hypothèse iid. Cela nous permet de justifier la présence des points de ruptures dans les
données. En t3 le changement de la moyenne est significatif mais ce point peut-être une
fausse alarme. Nous pouvons remarquer très facilement que la série résiduelle représentée
dans la Figure 5.23 (b) exhibe les mêmes points de rupture que la série des données brutes.
Donc après l’estimation de la tendance, nous ajustons à la série corrigée de la tendance
au modèle décrit dans le paragraphe 5.3.1 pour k = 5 , t1 = 11, t2 = 31, t3 = 47, t4 = 58

et t5 = 110, µ+ (βi/
√
n) et σi sont respectivement la moyenne et la variance des données

résiduelle sur l’intervalle [ti−1, ti), pour i = 1, . . . , n avec t0 = 1 et t6 = n, β1 = 0 et
pour tout i = 2, . . . , k + 1, βi ∈ R et εt est un bruit blanc gaussien centré réduit. Cet
ajustement est dû au fait que p-valeur=0.002681 lorsque nous avons appliqué les tests de
Box sur la série résiduelle.
Nous calculons la puissance du test autour des points ti ci-dessus et nous prenons les
années donnant la puissance maximale. Nous obtenons les points t̂1 = 11, t̂2 = 32, t̂3 =

46, t̂4 = 60, t̂5 = 110 à compter à partir du 15/02/2020. Ils sont représentés dans la Figure
5.23 (c). Nous remarquons que notre méthode fournie comme estimateurs des dates des
ruptures, les ruptures potentielles. Pour interpréter ces estimations, nous dirons qu’autour
du 25/02/2020, le taux de mortalité qui est à la baisse, va brusquement augmenter pour
atteindre son pic le 15/03/2020 et chuter drastiquement le lendemain puis rester presque
constant jusqu’au 30/03/2020, avant de remonter lentement jusqu’au 11/04/2020, puis
redescendre lentement jusqu’au 03/06/2020 avant de se stabiliser jusqu’à la phase 3 du
dé-confinement et même longtemps après.
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• Nombre de décès quotidiens

Nous cherchons dans cette partie les points de rupture dans la série des données cor-
respondant aux nombres de décès quotidiens du COVID-19 en France dans la période du
27/02/2020 au 10/07/2020. La Figure 5.24 (a) correspond au chronogramme des données
brutes. Nous voulons savoir si les potentiels points de rupture dans cette série, tracés
en vert dans la figure, représentent réellement des points de rupture. Ces points sont
t1 = 31, t2 = 38, t3 = 55, t4 = 86 et t5 = 116 correspondants respectivement aux dates sui-
vantes : 28/03/2020, 04/04/2020, 21/04/2020, 22/05/2020 et 21/06/2020. Comme dans
les cas précédents, nous estimons la tendance, puis nous ajustons à la série corrigée de
la tendance le modèle décrit dans la section précédente, où 1 et n sont respectivement
27/02/2020 et 10/07/2020.
Cette série est représentée dans la Figure 5.24 (b). Nous calculons la puissance du test
autour des ti et nous prenons les dates donnant la plus grande puissance. Nous obtenons
ainsi les dates : t̂1 = 35, t̂2 = 40, t̂3 = 56, t̂4 = 88 et t̂5 = 117 à compter à partir du
27/02/2020. Ces dates représentées dans la Figure 5.24 (c) correspondent respectivement
aux 02/03/2020, 06/04/2020, 22/04/2020, 21/05/2020 et 25/06/2020. Les dates estimées
sont différentes des potentielles dates de rupture, mais elles leur sont très proches, et les
résultats obtenus sont plus proches de la réalité. En effet, autour du t̂1 = 02/03/2020,
le nombre de décès augmente drastiquement, atteint son pic et redescend autour du
t̂2 = 06/04/2020, puis oscille significativement jusqu’aux environs du t̂3 = 22/04/2020, et
un peu moins significativement entre les première et deuxième phases du dé-confinement,
jusqu’au t̂4 = 21/05/2020, date à partir de laquelle il se stabilise avant de se réduire consi-
dérablement à partir du t̂5 = 25/06/2020, peu après la troisième phase du dé-confinement.

• Nouveaux cas quotidiens

Nous prenons les données des nouveaux cas quotidiens du COVID-19 en France dans
la période du 25/02/2020 au 10/07/2020 présentées dans la Figure 5.25 (a). On dénombre
6 potentiels points de ruptures, représentés en vert. Ces points sont t1 = 27, t2 = 33, t3 =

37, t4 = 75, t5 = 93 et t6 = 100 qui correspondent respectivement aux dates suivantes :
23/03/2020, 28/03/2020, 01/04/2020, 09/05/2020, 27/05/2020 et 03/06/2020.
Comme précédemment, nous estimons la tendance par la méthode de moyenne mobile
d’ordre 5 et nous ajustons aux données résiduelles le modèle décrit dans le paragraphe
5.3.1 pour k = 7, µ + (βi/

√
n) et σi sont respectivement la moyenne et la variance des

observations sur l’intervalle [ti−1, ti), pour i = 1, . . . , k + 1, avec t0 = 1 et t7 = n, β1 = 0

et pour tout i = 2, . . . , k + 1, βi ∈ R et εt est un bruit blanc gaussien centré réduit.
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Ensuite, nous calculons la puissance comme dans les cas précédents. Nous obtenons les
dates suivantes : t̂1 = 26, t̂2 = 34, t̂3 = 40, t̂4 = 80, t̂5 = 93 et t̂6 = 110 à compter à partir du
25/02/2020. Ces dates sont représentées dans la Figure 5.25 (c). Elles correspondent res-
pectivement aux 22/03/2020, 29/03/2020, 04/04/2020, 4/05/2020, 27/05/2020 et 13/06/2020.
Les dates données par notre méthode sont différentes de celles que nous avons soupçonnées
mais elles sont très proches.

5.4 Quelques comparaisons

5.4.1 Comparaison avec Horváth et al. (2020) et quelques mé-
thodes de segmentation binaire

Le CUSUM test proposé par Horváth et al. (2020) est l’une des modifications du CU-
SUM test standard. C’est une nouvelle classe des statistiques du test de changement qui
utilise un schéma de pondération et d’ajustement par le processus des sommes cumu-
lées. Cette construction est inspirée par Rényi (1953) où la statistique considérée est la
suivante :

Dn = Dn(tn) = max
tn≤t≤n−tn

∣∣∣∣∣1t
t∑

s=1

Xs −
1

n− t

n∑
s=t+1

Xs

∣∣∣∣∣,
avec X1, . . . , Xn la série d’observations, n le nombre d’observations et tn le paramètre
d’ajustement.
Horváth et al. (2020) généralisent les statistiques de Rényi. Ils trouvent que cette sta-
tistique est plus efficace en terme de détection de rupture lorsqu’elle se produit dans les
premières ou les dernières observations. Ils observent que le test basé sur cette statistique
a la plus grande puissance.
Nous voulons dans ce paragraphe comparer nos méthodes notées NEW-S2 et NEW-S3
avec celles étudiées dans Horváth et al. (2020), notées ici SCUSUM (CUSUM test stan-
dard) et RCUSUM (CUSUM de Rényi), où le CUSUM test standard est le suivant :

CUSUM =
1√
n

max
1≤t≤n

∣∣∣∣∣
t∑

s=1

Xs −
t

n

n∑
s=1

Xs

∣∣∣∣∣,
où X1, . . . , Xn est la série d’observations. Pour appliquer la méthode RCUSUM, nous uti-
lisons la commande CUSUM.test sous R.
Aussi, nous comparons les résultats donnés par nos méthodes aux résultats donnés par
la méthode Wild Binary Segmentation (WBS) proposée par Fryzlewicz et al. (2014), la
méthode NOT proposée par Baranowski et al. (2018) et la méthode Isolate-Detect (ID)
proposée par Anastasiou et Fryzlewicz (2019). Pour plus de détails sur ces méthodes, voir
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la section 2.3.3.
Pour cela, nous simulons une série d’observations générées par le modèle (5.1) pour
n = 200, ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1 et θ0 = 0. C’est le modèle considéré dans la Figure
5.11 (b) et 5.11 (d). Nous commençons par le cas où les séries simulées ne présentent
aucune rupture. Ici, alors que notre stratégie S1 n’a jamais trouvé de changement dans
toutes les séries simulées, SCUSUM, RCUSUM, WBS et parfois NOT chacune ont trouvé
un changement dans presque toutes les séries. ID a même détecté plus d’un changement
dans certains d’entre eux.
Pour les données simulées avec un seul point de rupture, les estimations de localisation
obtenues avec nos méthodes en utilisant la partie (ii) de la Remarque 2, étaient géné-
ralement plus précises (voir la Table 5.5). SCUSUM et RCUSUM n’ont pu fournir des
estimations raisonnables que pour les changements de grande amplitude.
Le RCUSUM, proposé par Horváth et al. (2020) pour estimer les localisations des points
de rupture dans les observations les plus anciennes et les plus récentes, est battu par nos
méthodes sur l’exemple étudié. WBS, NOT et ID produisent généralement des séquences
de localisations de points de rupture dont certains contiennent des valeurs proches des
localisations correctes. Les résultats donnés par la Table 5.5 sont basés sur un seul en-
semble de données simulées tandis que ceux de NEW-S2, SCUSUM et RCUSUM sont
basés sur 5000 réplications. En effet, comme WBS, NOT et ID donnent parfois plus d’un
point, il n’y avait aucun moyen d’évaluer leur moyenne car leur nombre était différent
d’une réplication à l’autre.
Comme on peut le voir à partir du Table 5.6, dans le cas d’une seule rupture, pour de
petites magnitudes (|β2| ≤ 15), les estimations de nos méthodes sont globalement plus
proches des véritables localisations que les autres, même pour les échantillons aux ex-
trémités. La même chose peut être dite pour les plus grandes amplitudes (|β2| > 15).
Pour deux ruptures, comme on peut le voir dans la Table 5.7, encore une fois pour les
faibles amplitudes, bien qu’elles sous/surestiment parfois le nombre de ruptures, elles sont
généralement capables de trouver au moins une, tandis que les autres méthodes sont tom-
bées pour trouver n’importe qui. Pour des grandeurs importantes, nos méthodes sont
généralement toujours meilleures.

5.4.2 Comparaison avec Xiong et al. (2015)

Xiong et al. (2015) étudient les séries hydrologiques multivariées non stationnaires relatives
au fleuve Yangzi Jiang en Chine. Ils veulent détecter les ruptures dans les distributions
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t exact 30 60 120 170
(0, β2) (0,−0.5) (0, 0.4) (0, 0.5) (0,−0.75)
NEW-S2 30 60 120 170
SCUSUM 99 99 100 100
RCUSUM 91 60 143 126
WBS 71 ;76 17 ;55 ;72 ;124 ;170 — 25 ;61 ;65 ;134 ;141
NOT 71 ;76 17 ;55 ;72 ;114 ;124 — 61 ;65 ;132 ;141 ;175
ID 30 ;58 ;76 ;107 ;110 62 ;72 ;114 ;2124 ;140 96 ;101 ;106 ;122 ;129 127 ;132 ;141 ;167 ;182
t exact 30 60 120 170
(0, β2) (0,−5) (0, 4) (0, 5) (0,−2)
NEW-S2 30 60 120 171
SCUSUM 76 81 113 105
RCUSUM 29 63 80 44
WBS 31 ;44 71 123 152
NOT 31 ;44 ;175 ;182 71 32 ;84 ;100 ;112 ;158 152
ID 31 ;47 ;50 ;58 ;63 ;198 36 ;38 ;95 ;99 ;113 111 ;123 ;142 ;159 142 ;152 ;167 ;184
t exact 30 60 120 170
(0, β2) (0,−15) (0, 14) (0, 15) (0,−12)
NEW-S2 30 60 120 170
SCUSUM 43 64 119 153
RCUSUM 35 77 121 150
WBS 31 68 ;98 ;128 ;149 ;190 39 ;122 153
NOT 32 ;60 ;63 ;138 ;144 52 ;86 ;98 ;128 ;188 27 ;39 ;120 106 ;115 ;153
ID 32 ;37 ;63 ;96 ;144 ;179 45 ;52 ;86 ;98 ;128 112 ;115 ;123 ;166 115 ;153 ;177
t exact 30 60 120 170
(0, β2) (0,−25) (0, 24) (0, 25) (0,−22)
NEW-S2 30 60 120 170
SCUSUM 36 62 120 163
RCUSUM 38 61 121 166
WBS 32 64 ;129 ;164 122 150
NOT 14 ;30 ;41 ;122 64 ;129 ;164 92 ;120 ;126 ;148 ;158 150
ID 9 ;30 ;52 ;108 ;111 ;198 53 ;68 ;124 ;129 ;188 108 ;120 ;126 ;148 ;190 134 ;150 ;158 ;166 ;184
t exact 30 60 120 170
(0, β2) (0,−35) (0, 34) (0, 35) (0,−32)
NEW-S2 30 60 120 170
SCUSUM 34 61 120 166
RCUSUM 30 60 121 170
WBS 17 ;30 60 ;80 121 ;166 ;173 46 ;150
NOT 17 ;30 60 ;80 65 ;93 ;121 ;172 ;196 41 ;150
ID 30 ;85 ;128 ;158 ;177 21 ;60 ;125 ;156 ;183 59 ;67 ;76 ;150 ;188 110 ;129 ;150 ;197

Table 5.5 – Les estimations des localisations obtenues par NEW-S2, SCUSUM et RCU-
SUM sur la base de 5000 réplications, et par WBS, NOT et ID sur la base d’une réplication
pour les échantillons avec des zones de rupture connues.
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t exact 30 60 120 170
(0, β2) (0,−0.5) (0, 0.4) (0, 0.5) (0,−0.75)
NEW-S2 20,163 54 134,135 171
NEW-S3 26,46 65 116,146 55,65, 175
SCUSUM 67 66 151 75
RCUSUM 67 66 151 78
NOT 25 — 151 —
WBS 25 — 151 —
ID 25 97,104 2,16,151 —
t exact 30 60 120 170
(0, β2) (0,−5) (0, 4) (0, 5) (0,−2)
NEW-S2 31 52 121 166
NEW-S3 28,48,186 47,57 116 47,127,171
SCUSUM 42 70 121 62
RCUSUM 40 74 122 62
NOT — — — —
WBS — — — —
ID 46,187 — 108 —
t exact 30 60 120 170
(0, β2) (0,−15) (0, 14) (0, 15) (0,−12)
NEW-S2 37 61 123 174
NEW-S3 27 62 117 166
SCUSUM 23 64 117 165
RCUSUM 33 64 117 173
NOT 23 61 118 173
WBS 23 61 118 173
ID 23 32,43,61,187 117,191 148,173
t exact 30 60 120 170
(0, β2) (0,−25) (0, 24) (0, 25) (0,−22)
NEW-S2 34,94 62 128 170
NEW-S3 30,46,96 56 122 30,168
SCUSUM 40 67 120 167
RCUSUM 30 67 120 170
NOT 30 63 120 170
WBS 30 63 120 170
ID 2,11,30 63 39,40,120,128 171
t exact 30 60 120 170
(0, β2) (0,−35) (0, 34) (0, 35) (0,−32)
NEW-S2 31 60 120 166
NEW-S3 30 60 116 166
SCUSUM 31 60 120 160
RCUSUM 31 60 120 168
NOT 31 60 120 170
WBS 31 60 120 170
ID 31 60,120,180,187 120 172

Table 5.6 – Les estimations des localisations obtenues par NEW-S2, NEW-S3, SCU-
SUM,RCUSUM, WBS, NOT et ID sur la base d’un échantillon avec une rupture.
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(t1, t2) exact (30,170) (30,100) (100,170) (100,150)
(0, β2, β3) = (0, 0.2, 0.5)

NEW-S2 20,177 35,103 164 161
NEW-S3 29,166,186 28,98 31,101,166 27,96,150
SCUSUM 103 35 48 121
RCUSUM 103 35 48 121
NOT — — — —
WBS — — — —
ID 28 — 48,71 118,121
(t1, t2) exact (30,170) (30,100) (100,170) (100,150)

(0, β2, β3) = (0, 0.2,−0.3)

NEW-S2 176 21,85 179 114,135
NEW-S3 27,167,187 28,98 31,98,176 101,151
SCUSUM 57 93 88 163
RCUSUM 57 93 88 165
NOT — — — —
WBS — — — —
ID — — 54,61,81 161,180
(t1, t2) exact (30,170) (30,100) (100,170) (100,150)

(0, β2, β3) = (0, 15,−13)

NEW-S2 30,167 23,85 170 113,148
NEW-S3 33,170 33,96 102,166 105,164
SCUSUM 170 100 170 151
RCUSUM 170 100 170 151
NOT 33,170 30,100 106,170 99,151
WBS 33,170 30,100 106,170 99,151
ID 33,61,170 27,100,191 100,170 35,90,151
(t1, t2) exact (30,170) (30,100) (100,170) (100,150)

(0, β2, β3) = (0, 14,−3)

NEW-S2 20,180 35,86 90,180 103,141
NEW-S3 27,166,186 27,96 46,98,166 46,96,149
SCUSUM 169 100 99 103
RCUSUM 169 100 99 103
NOT 36,169 26,98 99,170 103,150
WBS 36,169 26,98 99,170 103,150
ID 36,169,190 26,98 57,99,154,170 45,103,141

Table 5.7 – Les estimations des localisations obtenues par NEW-S2, NEW-S3, WBS,
NOT et ID sur la base d’un échantillon avec deux ruptures
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marginales et les ruptures dans la structure de dépendance entre les variables individuelles.
Les auteurs proposent 3 étapes pour détecter ces deux types de ruptures : la détection du
point de changement dans les séries univariées individuelles, l’estimation des distributions
marginales et la détection du point de rupture dans la structure d’indépendance par
l’utilisation d’un test de type Cramer-Von-Mises et un test du rapport de vraisemblance.
Ils trouvent à l’aide des méthodes de Monte Carlo que le test basé sur le rapport de
vraisemblance est beaucoup plus puissant que la méthode de Cramer-Von-Mises pour
détecter une rupture lorsqu’elle a lieu dans la dépendance structurelle. Ils concluent que
la dernière méthode n’est pas adaptée à la série multivariée présentant un seul point de
rupture caché dans la dépendance structurelle.
Xiong et al. (2015) appliquent cette étude à des données réelles. Ils considèrent le plus
grand affluent de fleuve Yangzi Jiang, le fleuve Han Jiang, qui a un bassin versant de 159
000 km2. Au cours de ces dernières décennies, plusieurs grands réservoirs ont été construits
dans ce bassin. Le régime d’écoulement de la rivière est influencé par ces réservoirs. Xiong
et al. (2015) font cette étude en considérant la série des crues tri-variées composée de la
AMMDD (annual maxima daily discharge) (Q1), du volume annuel maximal des crues sur
3 jours (V3) et du volume maximal annuel des crues sur 15 jours (V15), observés à la station
hydrologique d’Ankang pendant la période 1950-2011. Cette station a un bassin versant
de 38 600 km2, où deux grands réservoirs nommés Ankang et Shiquan sont construits
comme le montre la Figure 5.26.
La construction de ce dernier réservoir a commencé en 1971 et a été terminée en 1975. La
construction du réservoir d’Ankang a commencé en 1978, il a été terminée en 1989. Après
un an environ, en décembre 1990, le réservoir a commencé à stoker de l’eau jusqu’en 1992.
En 1995, tout le projet est terminé. La capacité de ce réservoir est beaucoup plus grande
que celle du réservoir Shiquan. Selon Jiang et al. (2015), le régime d’écoulement de la
rivière de Haut-Han jiang, observé à la station hydrologique d’Ankang, est principalement
influencé par le réservoir d’Ankang. Xiong et al. (2015) trouvent que les séries univariées
Q1, V3 et V15 de cette rivière présentent des points de changement significatifs en raison
de la construction de ce dernier réservoir.

Dans ce paragraphe, nous comparons nos résultats aux résultats trouvés par Xiong
et al. (2015). Pour cela, nous prenons les mêmes données qu’ eux. C’est-à-dire les données
des crues univariées composées de la AMMDD (Q1), du volume annuel maximal des crues
sur 3 jours (V3) et du volume maximal annuel des crues sur 15 jours (V15) de la rivière
Hanjiang en Chine de la période de 1950 à 2011.
Les données brutes des séries Q1, V3 et V15 sont représentées respectivement dans la
Figure 5.27 (a) et la Figure 5.28 (a). Nous observons que chacune de ces séries admet une
composante tendancielle. Pour cette raison, nous procédons comme dans le paragraphe
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5.3.1. Nous estimons la tendance par la méthode de moyenne mobile d’ordre 5. Ensuite,
nous prenons la série résiduelle correspondant à chaque série des données représentée dans
la Figure 5.26 (b) et la Figure 5.28 (b) respectivement. Nous observons qu’il y a au moins
deux points de rupture dans ces séries et non un seul comme trouvé par Xiong et al.
(2015).
Nous commençons par l’étude de la série Q1. Nous ajustons la série corrigée de la tendance
au modèle suivant :

Xt =


µ+

β1√
n

+ σ1εt pour 1950 ≤ t ≤ t1

µ+
β2√
n

+ σ2εt pour t1 + 1 ≤ t ≤ t2

µ+
β3√
n

+ σ3εt pour t2 + 1 ≤ t ≤ 2011,

(5.2)

où t1 = 1987 et t2 = 1997 sont de potentiels points de rupture, µ + (βi/
√
n) et σi sont

respectivement la moyenne et la variance des données résiduelles sur l’intervalle [ti−1, ti),
pour i = 1, 2, 3 où t0 = 1950 et t3 = 2011, β1 = 0 et pour tout i = 2, 3, βi ∈ R, et εt
est un bruit blanc gaussien centré réduit. Il est à noter que t1 = 1987 est le seul point de
rupture estimé par Xiong et al. (2015).
Puis, nous calculons la puissance du test autour de chacun de ces ti, et nous prenons
les années donnant la puissance maximale. Notre méthode fournit les points suivants :
t̂1 = 1986, t̂2 = 1997 représentés dans la Figure 5.27 (c). Le premier point trouvé est très
proche de celui trouvé par Xiong et al. (2015). D’après la courbe des observations, à partir
de t2 la tendance est à la hausse. On constate donc qu’il y a un autre point de rupture et
notre méthode l’a bien estimé. Ce point peut être dû à la fin du projet de construction
des réservoirs en 1995.

Revenons maintenant aux séries V3 et V15. Nous ajustons chaque série corrigée au
modèle (5.5) avec t1 = 1985 et t2 = 1997 les deux potentiels points de rupture, µ+(βi/

√
n)

et σi sont respectivement la moyenne et la variance des données résiduelles sur l’intervalle
[ti−1, ti), pour i = 1, 2, 3 où t0 = 1950 et t3 = 2011, β1 = 0 et pour tout i = 2, 3, βi ∈ R,
et (εt)t est un bruit blanc gaussien centré réduit. Cela peut être justifié en utilisant les
commandes Box.test et shapiro.test sous le logiciel R.
Nous calculons la puissance du test autour de chaque point ti et nous prenons les années
donnant la puissance maximale. Notre méthode nous donne les estimations suivantes :
t̂1 = 1986 et t̂2 = 1997 représentés dans la Figure 5.28 (c). Comme pour le cas de la série
Q1, le premier point trouvé est proche de celui trouvé par Xiong et al. (2015). D’après la
courbe des observations, à partir de t2 la tendance est à la hausse. On constate donc qu’il
y a un autre point de rupture qui est toujours 1997 et notre méthode l’a bien estimé.

Finalement, les résultats trouvés par notre méthode semblent bien estimer les loca-
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Méthodes Q1 V3 V15

NEW-S2 1986, 1997 1986, 1997 1986, 1997
CH 1987 1985 1985
NOT 1984 1985 1984
WBS 1984 1985 1984, 2009
ID 1984 1985 1984, 2009

Table 5.8 – Table de comparaison

lisations des points de ruptures dans les 3 séries de données, et il nous semble que les
points trouvés sont plus proches de la réalité que ceux de Xiong et al. (2015). En effet,
en utilisant notre méthode, nous pouvons trouver le point trouvé par eux, plus un autre
point de rupture dans les données.

Nous essayons aussi d’appliquer les méthodes NOT, WBS et ID citées plus haut à ces
données pour faire une comparaison des résultats trouvés. Ces résultats sont affichés dans
la Table 5.8, où CH est la méthode proposée par Xiong et al. (2015) et NEW-S2 est la
nôtre. Nous observons que pour les séries des données Q1 et V15 les méthodes NOT, WBS
et ID détectent le même point de rupture 1984. Pour la série V3, les 4 méthodes autres que
NEW-S2 détectent le même point, 1985. Mais les deux dernières détectent un point de
plus qui est 2009. Pour les séries Q1 et V3, seule la méthode NEW-S2 détecte un deuxième
point de rupture. Pour la série V15, le premier instant de rupture détecté par WBS et ID
est très proche de ceux détectés par CH et de premier instant détecté par NEW-S2. Mais
le deuxième point estimé par cette dernière est plus proche de 1995 (l’année dans laquelle
le projet est fini) que celui estimé par WBS et ID. À notre avis, la méthode NEW-S2 est
la plus proche de la réalité.

5.4.3 Comparaison avec Bardet et Kengne (2014) et Fryzlewicz
et Rao (2014)

Dans la section 2.3 du chapitre 2, nous avons cité Bardet et Kengne (2014) parmi
les références portant sur les tests d’existence de point de rupture. Dans cet article, les
auteurs supposent que la suite d’observations (X1, . . . , Xn) ∈ MN(Mθ∗0

, fθ∗0 ). C’est-à-dire
X = (X1, . . . , Xn) satisfait la relation (2.1), avec θ = θ∗0 et T = N. Ils ont supposé que le
paramètre θ∗0 est inconnu. Ils considèrent le problème de test suivant :
H0 : θ∗0 est constante sur les observations X1, . . . , Xn, Xn+1, . . . , c’est-à-dire (Xn)n∈N

H1 : Il existe K∗ > n, (θ∗0, θ
∗
1) ∈ Θ2 tel que θ∗0 6= θ∗1
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tel que (X1, . . . , XK∗) ∈M{1,...,K∗}(Mθ∗0
, fθ∗0 ) et (XK∗+n)n∈N ∈M{K∗+1,...}(Mθ∗1

, fθ∗1 ).

Bardet et Kengne (2014) font cette étude en utilisant le test du rapport de vraisemblance
pour détecter la localisation du point de rupture qui est K∗. Puis, ils appliquent ces ré-
sultats théoriques à des données réelles.
Dans ce paragraphe, nous prenons les mêmes données. Il s’agit des valeurs de clôture
quotidiennes de l’indice boursier FTSE 100, indice boursier des 100 sociétés britanniques
les plus capitalisées listées dans London Stock Exchange du 02/01/2004 au 30/04/2013.
Elles sont représentées dans la Figure 5.29 (a). Ces données sont étudiées par Bardet et
Kengne (2014) et Fryzlewicz et Rao (2014).
Bardet et Kengne (2014) utilisent une approche en-ligne pour détecter les points de rup-
tures. Ils considèrent la série log-FTSE 100 et ils supposent que les données sont res-
pectivement X1, X2, . . . , XN , où N est le nombre d’observations. Ils procèdent comme
suit :

i. On choisit les observations historiques dans la première partie des données par l’ap-
plication d’un test rétrospectif (voir par exemple Kengne (2012)) sur toutes les
observations, si un changement est détecté, on divise les observations en deux par-
ties et on applique le test rétrospectif sur la première partie. Cette procédure est
répétée jusqu’à obtention des données historiques X1, X2, . . . , Xn.

ii. On commence à partir de l’observation numéro n+ 1, lorsqu’on s’arrête à l’instant
t̃1 par exemple, on applique le test rétrospectif aux données X1, X2, . . . , Xt̃1

. Cela
détectera et estimera, selon Bardet et Kengne (2014), le premier instant de rupture
dans les données (par exemple t̂1).

iii. On prend les données historiques (y compris les données Xt̂1
, X2, . . . , Xt̃1

) et on
retourne à l’étape précédente. On répète la procédure jusqu’à ce qu’on arrive à la
dernière observation XN .

Les instants de ruptures trouvés par Bardet et Kengne (2014) pour cette série de données
sont :

• t̂1 ' 04/06/2007 correspondant selon eux à la période juste avant le début de la
crise des subprimes aux États-Unis.

• t̂2 ' 06/09/2008 correspondant selon eux à la faillite de Lehman Brothers.

• t̂3 ' 02/01/2009 correspondant selon eux à l’intervention des gouvernements mon-
diaux pour résoudre la crise financière.
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• t̂4 ' 30/6/ 2009, t̂5 '15/07/2011 et t̂6 ' 03/01/2012 qui indiquent encore selon eux
les périodes de turbulences de la Grèce en 2010 et la crise de la dette européenne en
2012.

Fryzlewicz et Rao (2014) proposent une méthode rapide, performante et traitée théori-
quement pour détecter plusieurs points de rupture dans la structure d’un modèle ARCH
pour les rendements financiers avec des valeurs de paramètres constantes par morceaux.
Leur méthode est appelée BASTA (binary segmentation for transformed auto-regressive
conditional heteroscedasticity). Cette méthode se déroule en deux étapes. La première est
la transformation de processus et la deuxième est la segmentation binaire. La première
consiste à décorréler le processus original et alléger ses queues. La deuxième estime sys-
tématiquement les ruptures. Ils proposent et justifient deux transformations particulières
et ils appliquent leur méthode aux données de l’indice Financière Times Stock Exchange
(FTSE) 100. Ils utilisent une approche hors-ligne pour estimer les ruptures. Plus pré-
cisément, soit (Xt)t un processus généré par le modèle ARCH(p). L’algorithme BASTA
proposé par Fryzlewicz et Rao (2014) est le suivant :

• Étape 1 : On prend Ut = g(Xt, Xt−1, . . . , Xt−τ , où le choix de g et τ est bien détaillé
dans la section 4 de l’article. Le processus Ut est choisi de manière à contenir des
informations au cours du temps sur les paramètres changeants de Xt et les points
de ruptures correspondants.

• Étape 2 :

i. On commence par prendre (j, l) = (1, 1). Soit sj,l = 0 et uj,l = T − 1, où T − 1

est le nombre d’observations.

ii. On note n = uj,l − sj,l + 1. On calcule

Ũ b
sj,l,uj,l

=

√
uj,l − b√

n(b− sj,l + 1)

b∑
t=sj,l

Ut −
√
b− sj,l + 1√
n(uj,l − b)

uj,l∑
t=b+1

Ut

pour tout b ∈ (sj,l, uj,l). On prend bj,l = arg maxb |Ũ b
sj,l,uj,l

|.

iii. Pour un seuil donné b̃T , si |Ũ bj,l
sj,l,uj,l | < b̃T , alors l’algorithme s’arrête dans

l’intervalle (sj,l, uj,l). Sinon, on ajoute bj,l à l’ensemble des points de rupture
estimés et

a) On prend (j0, l0) = (j, l) et (sj+1,2l−1, uj+1,2l−1 := (sj,l, bj,l). On met à jour
j := j + 1, l := 2l − 1 et on retourne à l’étape ii.

b) On rappelle que (j, l) = (j0, l0) stocké à l’étape a). On prend (sj+1,2l, uj+1,2l :=

(bj,l + 1, uj,l). On met à jour j := j + 1, l := 2l et on retourne à l’étape ii.
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Fryzlewicz et Rao (2014) prennent les mêmes données réelles que Bardet et Kengne (2014)
pour appliquer leur méthode, mais du 27/07/2005 au 13/07/2009, soit environ 4 années
d’échange. Les ruptures estimées par eux sont :

• t̂1 = 467, correspondant au 5 juin 2007. Selon eux, l’été 2007 est largement consi-
déré comme le début de la crise des hedge funds hypothécaires subprime, la grande
banque d’investissement Bear Stearns révélant, en juillet 2007, que leurs deux sub-
prime hedge les fonds avaient perdu presque toute leur valeur.

• t̂2 = 773, correspondant au 18 août 2008. Selon eux, il est probablement prudent
d’attribuer ce point de changement estimé à l’effondrement de Lehman Brothers,
une grande entreprise de services financiers.

• t̂3 = 850, correspondant au 4 décembre 2008. Selon eux, bien qu’il soit difficile
d’attribuer cette date à un événement précis, la fin de l’année 2008 a été l’époque où
les gouvernements, les banques nationales et les institutions internationales comme
International Monetary Fund ont annoncé et ont commencé à mettre en œuvre une
gamme de mesures financières pour aider l’économie mondiale en difficulté.

Pour appliquer notre méthode à ces données, nous prenons la série résiduelle représentée
dans la Figure 5.29 (b). Elle présente les huit instants potentiels de ruptures suivants : t1 =

605, 810, 910, 1020, 1210, 1310, 1625 et 1980, à compter à partir du 02/01/2004, en pre-
nant compte qu’il n’y a pas des données les samedis et les dimanches. C’est-à-dire que les
points de ruptures potentiels correspondent respectivement aux 25/05/2006, 15/03/2007,
08/08/2007, 15/01/2008, 14/10/2008, 5/03/2009, 20/05/2010 et 29/09/2011. Les dates
estimées par notre méthode sont : 01/06/2006, 19/03/2007, 02/08/2007, 16/01/2008,
9/10/2008, 11/03/2009, 27/05/2010 et 29/09/2011 qui sont très proches des indices po-
tentiels de rupture. Ces dates sont représentées dans la Figure 5.29 (c). Donc notre mé-
thode confirme les localisations de ces ruptures.
Ces localisations des points de ruptures trouvés par notre méthode peuvent être expliquées
par les raisons suivantes :

• t̂1 ' 25/05/2006 correspondant à la période pendant laquelle le préteur de subprimes
Ameriquest annonce qu’il supprimera 3800 emplois, fermera ses 229 succursales de
vente en détail et s’appuiera plutôt sur le web.

• t̂2 ' 02/04/2007 correspond à la période où la société New Century Financial, le
plus grand prêteur subprimes américain, dépose une demande de faillite au titre
du chapitre 11, où le chapitre 11 est une loi sur les faillites des États-Unis. Il est
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accessible à toutes les entreprises, qu’elles soient organisées en société ou en entre-
prise individuelle, et aux particuliers, bien qu’elle soit principalement utilisée par
les personnes morales.

• t̂3 ' 19/07/2007 tombe dans la période où le plus vieil indice boursier de New York
et le plus vieil indice boursier du monde Dow Jones Industrial Average a clôturé
plus que 14 000 pour la première fois.

• t̂4 est proche de 24/01/2008 la période pendant laquelle la National Association of
Realtors (NAR) annonce que 2007 a connu la plus forte baisse des ventes de maisons
existantes depuis 25 ans. Elle est proche aussi du 27/02/2008 période où le marché
des titres à taux d’adjudication se fige et les investisseurs refusent d’enchérir.

• t̂5 ' 11/10/2008 la période où le Dow Jones Industrial Average plafonne sa pire
semaine de son histoire avec sa journée de volatilité la plus élevée jamais enregistrée
en 112 ans d’histoire. Au cours des huit derniers jours de bourse, le DJIA a chuté de
22% au milieu des craintes d’une aggravation de la crise du crédit et de la récession
mondiale. Les pertes de papier sur les actions américaines s’élèvent désormais à 8,4
billions de dollars par rapport aux sommets du marché de l’année précédente.

• t̂6 indique la période dans laquelle l’indice Dow Jones tombe à 6440, une baisse
en pourcentage dépassant le rythme de la baisse du marché pendant la grande
dépression.

• Les dates t̂7 = 27/05/2010 et t̂8 = 29/09/2011 sont proches des deux dernières
ruptures trouvées par Bardet et Kengne (2014). Elles indiquent respectivement la
période de turbulences en Grèce en 2010, et la période de la crise de la dette euro-
péenne.

Nous n’avons pas trouvé les mêmes points de ruptures que Bardet et Kengne (2014) et
Fryzlewicz et Rao (2014), mais nous avons trouvé plus de points et les deux derniers sont
proches des deux derniers trouvés par Bardet et Kengne (2014).

5.4.4 Comparaison avec Fotopoulos et al. (2009)

Fotopoulos et al. (2009) considèrent une série d’observations gaussiennes multivariées
et indépendantes présentant un changement dans la moyenne ou dans la matrice de cova-
riance. Ils utilisent l’estimation classique d’un point de rupture dans les données qui est
[nρ̂n], où n est le nombre d’observations et ρ̂n est un réel compris entre 0 et 1. Puis, ils
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expriment [nρ̂n] − [nρn] en utilisant le logarithme du maximum de rapport de vraisem-
blance noté ξn dans l’article, où [nρn] est le point de rupture exact inconnu. Ensuite, ils
étudient les propriétés asymptotiques de ξn. Plus précisément, l’estimateur considéré est
le suivant :

ξn = τ̂n − τn = [nρ̂n]− [nρ] = arg max
−[nρ]+1≤j≤n−[nρ]−1

[nρ]+j∑
i=1

a(Yn,i),

où a est le logarithme du rapport de vraisemblance et Yn,i est l’observation numéro i.
Fotopoulos et al. (2009) appliquent ces résultats théoriques à des données réelles. Ils consi-
dèrent les données journalières des rendements logarithmiques sur deux actions de NYSE,
nommées Verizon communication (VZ) et Belle South corporation (BLS) au cours de l’an-
née 2002. Pour cette étude, ils supposent dans un premier temps que les données suivent
une série gaussienne bivariée indépendante. La détection des points de ruptures pour ce
type de données est développée par Csörgö et Horváth (1997).
Fotopoulos et al. (2009) appliquent le Théorème 13.1 de cet article, dans lequel on trouve
l’expression de la statistique de test du rapport de vraisemblance, pour confirmer l’exis-
tence des points de rupture dans les données considérées.
Dans un second temps, ils appliquent leur méthode à ces données pour estimer les locali-
sations des points de ruptures. Ils trouvent [nρ] = 46.84 ' 47 pour un seuil α = 0.1 qui
correspond au 08/03/2002 et [nρ] = 38.92 ' 39 pour un seuil α = 0.05 qui correspond au
26/02/2002.
Enfin, ils concluent que le changement dans les paramètres et la volatilité de ces séries
au cours de la période du 26/02/2002 à 14/05/2002 est due à une faute professionnelle
à partir de 07/03/2002 de l’entreprise Woldcom Inc qui était une importante société de
communication à l’époque. Elle avait été incapable de résister après la démission de son
PDG Bernard Ebbers le 30/04/2002. Selon Fotopoulos et al. (2009), les problèmes de
Woldcom ont influencé les actions de communication à NYSE, y compris VZ et BLS.
Dans notre étude, nous prenons les données de VZ au cours de l’année 2002 et nous
essayons de lui appliquer notre méthode afin de comparer nos résultats à ceux trouvés
par Fotopoulos et al. (2009). La Figure 5.30 (a) correspond au chronogramme des don-
nées brutes. Elle présente 5 potentiels points de rupture. Comme dans les applications
précédentes, nous estimons la tendance par la méthode des moyennes mobile d’ordre 5.
Puis, nous considérons la série corrigée de la tendance. Elle est représentée dans la Fi-
gure 5.30 (b). Les potentielles dates de rupture sont 05/02/2002, 21/02/2002, 08/05/2002,
19/07/2002 et 02/10/2002 et les dates trouvées par notre méthode, représentées dans la
Figure 5.30 (c), sont les suivantes :

• t̂1 = 08/02/2002 et t̂2 = 27/02/2002 indiquent la période dans laquelle les jeux
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olympiques d’hiver se tiennent à Salt Lake City, Utah du 08/02 au 24/02. Dans ces
jeux, les État-Unis remportent 10 médailles d’or, 13 d’argent et 11 de bronze.

• t̂3 = 08/05/2002 : C’est proche de 10/05/2002 la période pendant laquelle l’agent
du FBI Robert Hanssen est condamné à la réclusion à perpétuité sans possibilité
de libération conditionnelle pour avoir vendu des secrets américains à Mascau pour
1.4 million de dollars en espèces et en diamants.

• t̂4 = 17/07/2002 : C’est proche de 21/07/2002 période au cours de laquelle le géant
des télécommunications Woldcom dépose la protection contre les faillites du chapitre
11, le plus grand dépôt de ce type dans l’histoire des États-Unis.

• t̂5 = 04/10/2002 : C’est proche de 02/10/2002 où les attaques de tireurs d’élite
de Betway commencent par 5 fusillades dans le comté de Mantgomery, dans le
Moryland et le congrès des États-Unis adopte une résolution commune qui autorise
le président à utiliser les forces armées américaines comme il le juge nécessaire et
approprié, contre l’Irak.

Tous ces événements influent sur les actions de communications comme VZ et BLS.
En comparaison de nos résultats à ceux de Fotopoulos et al. (2009), nous trouvons leurs
conclusions convaincantes. Cependant, il nous semble que notre méthode fait un peu
mieux. En effet, elle détecte plusieurs autres ruptures dans les données qui peuvent avoir
été causées par des événements bien identifiés.
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(a) k = 1, t1 = 30, ρ1 = 0.5, θ1 = 1,
θ2 = 0

(b) k = 2, t1 = 30, t2 = 60,
ρ1 = 0.75, θ1 = 1, θ2 = 0

(c) k = 1, t1 = 30,

ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

(d) k = 1, t1 = 30, ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2,

ρ3 = 50, θ1 = 0.1, θ2 = 0.0025, θ3 = 1

(e) k = 3, t1 = 60, t2 = 100, t3 = 150,

ρ1 = .5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

(f) k = 2, t1 = 75, t2 = 150, µ = .5, µ1 =

1.5, µ2 = −0.5

Figure 5.1 – Chronogrammes des observations
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(a) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ0 = 0 (b) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ0 = 0

(c) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2, ρ3 = 50, θ1 =

0.1, θ2 = 0.0025, θ3 = 1

(d) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2, ρ3 = 50, θ1 =

0.1, θ2 = 0.0025, θ3 = 1

Figure 5.2 – Puissance locale du test pour k = 1 et α = 0.05.
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(a) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ0 = 0 (b) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ0 = 0

(c) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2, ρ3 = 50, θ1 =

0.1, θ2 = 0.0025, θ3 = 1

(d) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2, ρ3 = 50, θ1 =

0.1, θ2 = 0.0025, θ3 = 1

Figure 5.3 – Puissance locale du test pour k = 1 et α = 0.01.
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(a) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ0 = 0 (b) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ0 = 0

(c) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2, ρ3 = 50, θ1 =

0.1, θ2 = 0.0025, θ3 = 1

(d) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2, ρ3 = 50, θ1 =

0.1, θ2 = 0.0025, θ3 = 1

Figure 5.4 – Puissance locale du test pour k = 1 et α = 0.1.
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(a) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0 (b) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

(c) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2, ρ3 = 50, θ1 =

0.1, θ2 = 0.0025, θ3 = 1

(d) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2, ρ3 = 50, θ1 =

0.1, θ2 = 0.0025, θ3 = 1

Figure 5.5 – Puissance locale du test pour k = 1 et α = 0.05.
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(a) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0 (b) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

(c) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2, ρ3 = 50, θ1 =

0.1, θ2 = 0.0025, θ3 = 1

(d) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2, ρ3 = 50, θ1 =

0.1, θ2 = 0.0025, θ3 = 1

Figure 5.6 – Puissance locale du test pour k = 1 et α = 0.01.
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(a) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0 (b) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

(c) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2, ρ3 = 50, θ1 =

0.1, θ2 = 0.0025, θ3 = 1

(d) ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.2, ρ3 = 50, θ1 =

0.1, θ2 = 0.0025, θ3 = 1

Figure 5.7 – Puissance locale du test pour k = 1 et α = 0.1.
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(a) n = 200, γ0 = 0, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1,
θ2 = 0

(b) n = 200, γ0 = 0, ρ1 = 0.5,

ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

Figure 5.8 – le cas de non-changement pour α = 0.05

(a) n = 200, γ0 = 0, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1,

θ2 = 0

(b) n = 200, γ0 = 0, ρ1 = 0.5,

ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

Figure 5.9 – Le cas de non-changement pour α = 0.01
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(a) n = 200, γ0 = 0, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1,

θ2 = 0

(b) n = 200, γ0 = 0, ρ1 = 0.5,

ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

Figure 5.10 – le cas de non-changement pour α = 0.1
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(a) n = 200, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1 et
θ2 = 0

(b) n = 200, ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1,
θ2 = 0

(c) n = 200, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1 et θ2 = 0 (d) n = 200, ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

Figure 5.11 – Détection des ruptures pour k = 1 et α = 0.05.
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(a) n = 200, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1 et θ2 = 0 (b) n = 200, ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

(c) n = 200, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1 et θ2 = 0 (d) n = 200, ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

Figure 5.12 – Détection des ruptures pour k = 1 et α = 0.01.
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(a) n = 200, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1 et θ2 = 0 (b) n = 200, ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

(c) n = 200, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1 et θ2 = 0 (d) n = 200, ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

Figure 5.13 – Détection des ruptures pour k = 1 et α = 0.1.
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(a) t1 = 40, t2 = 120, β = (0, 0.5,−0.5)
(b) t1 = 40, t2 = 120,

β = (0, 0.4,−0.4)

(c) t1 = 50, t2 = 140, β = (0,−0.3, 0.3)
(d)

t1 = 50, t2 = 140, β = (0, 0.75,−0.75)

(e) t1 = 80, t2 = 160, β = (0,−0.2, 0.2) (f) t1 = 80, t2 = 160, β = (0, 0.8,−0.8)

Figure 5.14 – Détection des ruptures pour k = 2 et α = 0.05.
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(a) t1 = 40, t2 = 120, β = (0, 0.5,−0.5)
(b)

t1 = 40, t2 = 120, β = (0, 0.4,−0.4)

(c) t1 = 50, t2 = 140, β = (0,−0.3, 0.3)
(d)

t1 = 50, t2 = 140, β = (0, 0.75,−0.75)

(e) t1 = 80, t2 = 160, β = (0,−0.2, 0.2) (f) t1 = 80, t2 = 160, β = (0, 0.8,−0.8)

Figure 5.15 – Détection des ruptures pour k = 2 et α = 0.01.
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(a) t1 = 40, t2 = 120, β = (0, 0.5,−0.5)
(b)

t1 = 40, t2 = 120, β = (0, 0.4,−0.4)

(c) t1 = 50, t2 = 140, β = (0,−0.3, 0.3)
(d)

t1 = 50, t2 = 140, β = (0, 0.75,−0.75)

(e) t1 = 80, t2 = 160, β = (0,−0.2, 0.2) (f) t1 = 80, t2 = 160, β = (0, 0.8,−0.8)

Figure 5.16 – Détection des ruptures pour k = 2 et α = 0.1.
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(a) n = 200, T (x) = 0, V (x) = 0.5x et
α = 0.05.

(b) n = 200, T (x) = 0, V (x) = 0.5x et
α = 0.01.

Figure 5.17 – Détection des ruptures pour k = 1.

(a) µ1 = 0.2, µ2 = −0.8 (b) µ1 = 0.2, µ2 = 0.6

Figure 5.18 – Une rupture connue contre la présence d’une rupture faible supplémentaire
pour α = 0.05.
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(a) µ1 = 0.2, µ2 = −0.8 (b) µ1 = 0.2, µ2 = 0.6

Figure 5.19 – Une rupture connue contre la présence d’une rupture faible supplémentaire
pour α = 0.01.
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(a) n = 200, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1 et θ2 = 0 (b) n = 200, ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

(c) n = 200, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1 et θ2 = 0 (d) n = 200, ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

Figure 5.20 – Détection des ruptures pour k = 1 et α = 0.05.
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(a) n = 200, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1 et θ2 = 0 (b) n = 200, ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

(c) n = 200, ρ1 = ρ2 = 0, θ1 = 1 et θ2 = 0 (d) n = 200, ρ1 = 0.5, ρ2 = 0, θ1 = 1, θ2 = 0

Figure 5.21 – Détection des ruptures pour k = 1 et α = 0.01.
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(a) Série brute

(b) Série résiduelle

(c) Dates de rupture estimées

Figure 5.22 – Anomalies climatiques annuelles mondiales de 1880 à 2015.
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(a) Série brute

(b) Série résiduelle

(c) Dates de rupture estimées

Figure 5.23 – Taux de mortalité du COVID-19 en France du 15/02/2020 au 10/07/2020.
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(a) Série brute

(b) Série résiduelle

(c) Dates de rupture estimées

Figure 5.24 – Nombre de décès quotidiens du COVID-19 en France du 27/02/2020 au
10/07/2020.
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(a) Série brute

(b) Série résiduelle

(c) Dates de rupture estimées

Figure 5.25 – Nouveaux cas quotidiens du COVID-19 en France du 25/02/2020 au
10/07/2020.
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Figure 5.26 – La rivière Han jiang de Chine.
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(a) Série brute

(b) Série résiduelle

(c) Dates de rupture estimées

Figure 5.27 – Les données des crues univariées composées de la AMMDD (Q1) de 1950
à 2011.
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(a) Série brute

(b) Série résiduelle

(c) Dates de ruptures estimées

Figure 5.28 – Les données du volume annuel maximal des crues sur 3 jours (V3) et du
volume maximal annuel des crues sur 15 jours (V15) de 1950 à 2011.
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(a) Série brute

(b) Série résiduelle

(c) Dates de rupture estimées

Figure 5.29 – Clôture quotidienne de l’indice boursier FTSE 100 du 02/01/2004 au
30/04/2013.
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(a) Série brute

(b) Série résiduelle

(c) Dates de rupture estimées

Figure 5.30 – Les données journalières des rendements logarithmiques sur l’action Veri-
zon communication (VZ) en 2002.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

6.1 Conclusion générale

Le problème que nous avons étudié dans cette thèse est celui de la détection des
points de rupture, sujet qui suscite beaucoup d’intérêt depuis plusieurs années, et qui a
fait l’objet de nombreux travaux. Notre étude a été faite à travers des modèles CHARN
et l’utilisation d’un test du rapport de vraisemblance.
Nous avons supposé dans un premier temps que les deux fonctions T et V du modèle
sont connues et que γ0, le paramètre sur lequel est basé le test, est connu. Nous avons
établi la propriété LAN et nous avons calculé la puissance locale du test. Dans un second
temps, nous avons supposé les fonctions des modèles T et V de formes connues, mais
dépendant des paramètres inconnus i.e T (x) = m(x; ρ); V (x) = σ(x; θ); ρ ∈ Θ ⊂ Rl et
θ ∈ Θ̃ ⊂ Rq. Dans ce dernier cas, les paramètres ont été estimés, et l’expression explicite
de la puissance locale du test construit a été donnée lorsque γ0 est connue et lorsqu’elle
est estimée par l’estimateur du maximum de vraisemblance. Ensuite, nous avons étudié
la convergence faible du processus de statistique centrale indexé par β pour étudier le cas
du test d’un modèle CHARN contre un ensemble de modèles CHARN. Cette étude a été
faite dans l’espace de Fréchet C(Rk+1,R) des fonctions réelles définies dans Rk+1. Dans
ce dernier cas, nous avons utilisé un test du type Cramer-Von-Mises.
Les simulations numériques considérées dans le chapitre 5 nous ont montré que les tests
construits dans cette thèse pour détecter les points de ruptures dans le cas d’une série
d’observations stationnaires par morceaux sont consistants, et les applications aux don-
nées réelles ont montré que nos travaux contribuent à la détection des faibles ruptures dans
la moyenne des modèles CHARN. Nous avons observé que dans presque tous les exemples
considérés, nos stratégies sont meilleures que certaines méthodes auxquelles nous les avons
comparées. Cependant, chaque méthode présente des avantages et des inconvénients. Il
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n’y a pas une méthode qui pourrait être considérée la meilleure dans tous les cas et en
toutes circonstances. Voici quelques inconvénients de nos méthodes : pour que la stratégie
S2 donne des bonnes estimations des localisations des points de rupture, il faut que la
distance minimale h entre les ruptures soit assez grande pour avoir de bonnes estimations
de paramètre β. De plus, cette stratégie exige que la zone qui contient la localisation du
premier point de rupture soit connue. Lorsque la série présente plusieurs ruptures, il est
préférable d’utiliser la stratégie S3 plutôt que la stratégie S2 car elle marche d’une façon
séquentielle et dans ce cas elle sera plus rapide.
Nos méthodes sont basées sur le graphique, il est tout à fait possible d’oublier des locali-
sations de ruptures. Pour l’éviter, on peut considérer le plus de localisations possibles.

6.2 Perspectives

i. Dans la partie théorique de cette thèse, le travail a été effectué sous la condition où
la loi du processus des innovations est supposée connue. Nous n’avons traité le cas
où elle est inconnue que par des simulations numériques dans la section 5.2.1.2 du
chapitre 5. Il serait intéressant d’étudier ce problème théoriquement.

ii. Nous nous sommes intéressés à la détection des points de rupture dans la moyenne
des modèles CHARN. Il serait intéressant de traiter le cas où le changement a lieu
dans la variance ou à la fois dans la moyenne et la variance de ces modèles. Ceci est
le sujet d’une thèse en cours.

iii. Il serait intéressant de créer un package sous R pour implémenter nos stratégies à
la détection des faibles ruptures dans la moyenne des modèles CHARN.

iv. Dans le chapitre 4, nous avons trouvé la loi limite de la statistique de test considé-
rée sous l’hypothèse alternative mais nous n’avons pas réussi à trouver l’expression
explicite de sa puissance comme le cas du test traité au chapitre 3. Il serait intéres-
sant de l’étudier par des simulations numériques pour évaluer la performance des
résultats trouvés, et les appliquer à des données réelles.

v. Il serait intéressant aussi de généraliser ce travail dans le cas des modèles CHARN,
multidimensionnels, c’est-à-dire on prendXt = (X1

t , . . . , X
p
t ), T et V deux fonctions

de Rq à valeurs dans Rp, εt = (ε1
t , . . . , ε

p
t ) et on cherche à détecter les ruptures dans

la moyenne et/ou la variance du modèle CHARN multidimensionnel suivant :

Xt = T (Xt−1) + V (Xt−1)εt.
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Nos travaux futurs porteront essentiellement sur les points iii et iv, et nous sommes
disposés à collaborer aux recherches en cours sur le point ii.
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